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Resune

La mise en oeuvre de la nmethode desekments nis de frontere recessite levaluation
d'inegrales comportant un inegrand singulier. Un calcul able et pecis de ces inegrales
peut dans certains cas se ewlera la fois crucial et di cile. La nmethode que nous pro-
posons consiste en une eduction ecursive de la dimension du domaine d'inegration
et aboutita une repesentation de l'inegrale sous la forme d'une combinaison lireaire
d'inegrales mono-dimensionnelles dont l'inegrand est egulier et qui peuvent sevaluer
numeriquement mais aussi explicitement.

Lequation de Helmholtz 3-D sert dequation mocele mais ces esultats peuvent etre
utili’es pour les equations de Laplace et de Maxwell 3-D. L'inegrand est cecompos
en une partie homogene et une partie egulere; cette dernere peut etre traiee par
les methodes usuelles d'inegration nunerique. Pour la discetisation du domaine, des
triangles plans sont utilies; par congequent, nousevaluons des inegrales sur le produit
de deux triangles. La technigue que nous avons ceveloppee recessite de distinguer entre
diverses con gurations geonetriques; c'est pourquoi nous traitons epaement le cas de
triangles coplanaires, dans des plans scants ou paralkles.

Divers prolongements signi catifs de la nmethode sont pesenes : son extension a
lelectromagretisme, levaluation de l'inegrale du noyau de Green complet pour les
coe cients d'auto-in uence, et le calcul de la partie nie d'inegrales hypersinguleres.

Mots-cks : inkegrales singuleres, nethode deseements nis de frontere,equation de
Helmholtz, fonctions homogenes.

Abstract

The implementation of the boundary element method requires the evaluation of inte-
grals with a singular integrand. A reliable and accurate calculation of these integrals
can in some cases be crucial and di cult. The proposed method is a recursive reduction
of the dimension of the integration domain and leads to a representation of the integral
as a linear combination of one-dimensional integrals whose integrand is regular and that
can be evaluated numerically and even explicitly.

The 3-D Helmholtz equation is used as a model equation, but these results can be used
for the Laplace and the Maxwell equations in 3-D. The integrand is decomposed into a
homogeneous part and a regular part, the latter can be treated by conventional numer-
ical integration methods. For the discretization of the domain we use planar triangles,
SO we evaluate integrals over the product of two triangles. The technique we have devel-
opped requires to distinguish between several geometric con gurations, that's why we
treat separately the case of triangles in the same plane, in secant planes and in parallel
planes.

Keywords : singular integrals, boundary element method, Helmholtz equation, homo-
geneous functions.
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Introduction gprerale

Cette these traite de levaluation d'inegrales qui comportent un inegrand singulier
provenant de la esolution nunerique dequations inegrales de frontere variationnelles.
Une nethode devaluation explicite de ces inegrales est pesenee et appligee aux
inegrales intervenant dans la esolution nunerique de lequation de Helmholtz 3-D.
Cette nethode s'appliqueegalementa des probemes 2-D eta d'autresequations.

nethodes déquations inegrales de frontere

Les nethodes dequations inegrales constituent une alternative pour la esolution
dequations aux cerivees partielles lireaires. Elle consistea transformer lequation aux
cerivees partielles posee dans un domaine en uneequation inegrale pose sur le bord du
domaine (voir [TAO7, Len08, HWO08]). C'est en particulier une nmethode adapee pour
les probemes de di ractions qui sont poss en domaine non borre (voir [Giv92]) et pour
lesquels la prise en compte de la condition de rayonnement est essentielle. Cette trans-
formation d'un probeme aux limites enequation inegrale n'est possible, en gereral,
gue pour des probkemes lireaires et & nis dans des milieux homogenes (quelques ex-
ceptions existent). Il faut noter que pour un probeme aux limites donre, plusieurs
equations inegrales peuvent &tre obtenues.

Une fois le probeme aux limites converti en uneequation inegrale, il est recessaire de
discetiser le bord du domaine puis de esoudre nuneriquement cetteequation inegrale
[YKD10]. Pour ce faire, plusieurs nethodes existent : les nmethodes classiques (colloca-
tion, Galerkin) et les methodes rapides pour leseements du maillage qui sonteloigrees
(Panel Clustering [HN89], Methode multipole rapide (FMM) [Liu09] et [FGGO04], Adap-
tive Cross Approximation [Beb00], entre autres). Elles recessitent toutes de discetiser
le bord du domaine ce que nous feronsa l'aide de triangles plans dans la suite, mais tout
autre polygone plan conviendra. Un point commun entre toutes ces nethodes est que
pour ceterminer les coe cients de la matrice du syseme lireaire assoce, il est recessaire
devaluer des inegrales dont l'inegrand est singulier, voire hypersingulier [LPV03]. Ce
caracere singulier de l'inegrand, rendant dicile levaluation pecise des inegrales,
aee l'objet d'un grand nombre de publications. Encore actuellement, levaluation de
ces inegrales pesente des dicules. La nmethode pesenee dans cette these permet
devaluer ces inegrales ' a probemes * dans le cas variationnel.
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Les inegrales singuleres

Pour mieux comprendre ce probeme d'inegrand singulier, dans le cas variationnel,
il faut noter que le domaine d'inegration pour ces inegrales: a probemes - est le pro-
duit de deuxebments du maillage ; soiten 3-DS T € R* le produit de deux triangles
S et T. Lorsque les deux triangles sonteloigres, il est possible devaluer l'inegrale avec
des nmethodes d'inegration nunerique standards. Mais les deux cas probematiques sont
le cassingulier, qui intervient lorsque l'intersection des deux triangles n'est pas vide (tri-
angles identiques, ayant un sommet ou une aréte en commun) et le cas presque-singulier
intervenant pour des triangles proches mais ayant une intersection vide (voir la Figure
1). Ces deux cas recessitent un traitementa part et il s'agit d'un domaine de recherche
encore tes actif.

(a) Cas singulier (b) Cas presque-singulier

Figure 1 { Cas probematiques.

Il est important de noter que ces inegrales correspondent aux coe cients de la ma-
trice du syseme lireaire a esoudre pour trouver la solution de lequation inegrale.
Les inegrales singuleres correspondenta des coe cients proches de la diagonale de
la matrice alors que les inegralepresque-singulerespeuvent aussi bien concerner des
coe cients proches de la diagonale que des coe cients qui en sont teseloigres. Ces co-
e cients sont grands en comparaison des coe cients provenant d'inegraleeguleres .
Ainsi, une mauvaiseevaluation de grands coe cients peut fortement alerer la pecision
de la solution obtenue. De nombreuses nethodes ontek proposes pourevaluer ces
inegrales singuleres; mais toutes celles-ci reposent nalement sur des formules de qua-
dratures qui recessitent un ajustement du nombre de points d'inegration suivant la
con guration geonetrique des triangles.

Objectif de la trese

Cette these a pour objectif de fournir une nouvelle methode devaluation pecise
des inkegrales singuleres provenant des nethodes dequations inegrales (voir [Len06]).
Lequation de Helmholtz 3-D sert dequation mockle pour la pesentation de la
nmethode, mais cette dernere estegalement applicables a d'autres equations et aussi
a des probemes 2-D. Dans le cas de lequation de Helmholtz 3-D, la nethode
pesentee permet de eduire une inegrale 4-Da une combinaison lireaire d'inegrales
mono-dimensionnellesdont l'inegrand est egulier. Il est alors possible devaluer
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nuneriquement ces inegrales 1-D, mais aussi explicitement, dans de nombreux cas.
Ainsi, il n'y a pas de risque d'erreur dans levaluation des inegrales 4-D aussi bien lorsque

ces inegrales sont eguleres que lorsqu'elles sont singuleres ou presque-singuleres, ce
qui assure une tes grande pecision.

Cette nethode de eduction repose sur plusieurs formules permettant de eduire
d'une dimension la dimension du domaine d'inegration. Ainsi, en epetant trois fois
I'utilisation de ces formules on obtient des inegrales 1-D eguleres. Ces formules re-
posent sur le caracere homogene de l'inegrand ; par congequent, il y a deux conditions
a\erier:

1. l'inegrand doit étre homogene ; il faut donc cecomposer l'inegrand en une partie
homogene, qui est traiee avec notre nethode, et une partie egulere, qui peut étre
traiee avec des nethodes d'inegration nunerique usuelles.

2. des polygones plans doivent étre utiliees pour discetiser le bord du domaine. Ceci
an de conserver I'hnomogereie de l'inegrand durant les etapes successives de
eduction.

Dans ce nmemoire, nous nous ineressons plus particulerement aux inegrales sin-

guleres issues de lequation de Helmholtz 3-D,a savoir :
» »
y

dxd J [ A—
s Xy s 11Xy @

A cet e et, un code aet eali® en MATLAB pourevaluer ces trois inegrales pour
toutes les con gurations geonetriques des deux triangles.

dxdy; Oou2 Q)

Quelgues prolongements signi catifs

Quatre prolongements signi catifs de la nethode sont pesenes. En premier lieu,
nous pesentons l'utilisation de la nethode lorsque des fonctions de base a nes par
ebment sont utilisees lors de la discetisation. Il n'y a pas de di cule suppementaire
si ce n'est une augmentation importante de la quantie des calculs durant le processus
de eduction.

Une seconde extension consiste a utiliser la nethode pesente pour calculer les
inegrales singuleres qui interviennent dans les formulations en champelectrique (EFIE)
et en champ magretique (MFIE) desequations de Maxwell 3-D (voir [Jin10]).

Dans le cas de lequation de Helmholtz 3-D, cette nmethode, initialement pevue pour
calculer l'inegrale de la partie homogene de l'inegrand singulier permet, en fait, de
calculer l'inegrale du noyau de Green complet, sans utiliser de cecomposition. En e et,
I'inegrand singulier comporte une exponentielle que I'on ceveloppe en srie entere an
de se ramenera une <rie d'inegrales comportant un inegrand homogne et donc de
revenir dans le champ d'application de notre nethode. Dans cette partie, les inegrales
4-D sont transfornmees en une combinaison lireaire d'inegrales mono-dimensionnelles
gu'il n'est plus possible devaluer explicitement. Cependant, peu de points d'inegration
sont recessaires pour assurer une bonne pecision ce qui permet d'obtenir une eduction
ineressante du colt de calcul.

Pour nir, parmi les dierentes equations inegrales que I'on peut obtenira partir
d'uneequation aux cerivees partielles, il est possible d'obtenir une formulation diteny-
persingulere qui fait intervenir la partie nie d'inegrales dont l'inegrand est fortement
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singulier (voir [SW92]). En cereral, pour les inegrales hypersinguleres, I'approche va-
riationnelle est petee a la nmethode de collocation puisqu'elle permet d'atenuer le
caracere singulier de l'inegrand en utilisant des inegrations par partie a n de porter
une cerivee sur la fonction-test [Ned82]. Un point ineressant est que notre nmethode
permet devaluer explicitement la partie- nie d'inegrales provenant de nethodes de
collocation tes aiement. Letude des inegrales doubles hypersinguleres, issues de la
nmethode de Galerkin, n'a paset ealise.

Organisation de ce nemoire

En gereral, on distingue les inegrales singuleres des inegrales presque-singuleres.
Dans notre cas la distinctiona operer est dierente puisque I'on doit parer les cas
suivant la position geonetrique des polygones : lorsque les polygones sont coplanaires,
lorsqu'ils sont dans des plans fcants et en n, lorsqu'ils sont dans des plans paralkles.
Pour e ectuer les calculs, il est recessaire d'ogerer un choix concernant les polygones
servanta la discetisation, les formules sont fournies pour des triangles mais il est possible
d'obtenir des formules pour tout polygone plan. Pour la discetisation, dans la majorie
des cas nous utiliserons des fonctions de base constantes par triangle ; quelques cas avec
des fonctions de base a nes par triangles seront aborces seulement dans la paitie
qui concerne les prolongements de la nmethode.

Ce memoire est compos de quatre parties. Lpremere partie  est une introduction
aux nethodes dequations inegrales, a I'utilisation des equations inegrales variation-
nelles pour lequation de Helmholtz 3-D et aux inegrales singuleres qui interviennent.
Apes quoi, un chapitre est cede a la pesentation de la nethode. L'inegration de
fonctions homogenes est pesente et permet d'aboutir aux formules de eduction de la
dimension du domaine d'inegration.

La seconde partie pesente levaluation d'inegrales lorsque les triangles sont co-
planaires ou dans des plans fcants. Il peut donc s'agir d'inegrales singuleres, presque-
singuleres mais aussi eguleres. La majorie des chapitres traitent de l'inegralel de (1).
Nous commercons par levaluation du coe cient d'auto-in uence (lorsque les triangles
sont identiques). Le chapitre suivant traite le cas de triangles coplanaires en position
guelconque et s'acteve avec la pesentation des formules simpliees que I'on obtient
lorsque les triangles sont adjacents (une aréte commune) ou lorsqu'ils ont un sommet en
commun. Apes les triangles coplanaires, on s'ineresse au cas plus di cile de triangles
dans des plans scants. Le dernier chapitre concerne les inegralesvoir (1) lorsque les
triangles sont dans des plans fcants. Il n‘est pas recessaire devalugr lorsque les tri-
angles sont coplanaires comme nous le verrons dans le chapitre 1. Il n'y a pas de chapitre
ede aux esultats nuneriques ou aux comparaisons nunerigues puisque les esultats
nuneriques sont disemires aux endroits propices dans chaque chapitre de cette partie.

La troiseme partie  concerne le traitement des inegrales lorsque les triangles sont
dans des plans paralkles. Il s'agit d'un probeme encore important actuellement puisque
pour des triangles dans des plans tes proches, peu de nethodes fournissent un esultat
pecis pour un faible co0t de calcul. Dans cette partie, I'approche est un peu dierente,
le calcul des inegralesJ de (1) est e ectte en premier et permet alors de dceduire
l'inegrale |. Cette partie commence par le cas, le plus simple, de triangles superposes.
La suite logique consistea traiter le cas de triangles en position quelconque. Apes cela,
les formules pour levaluation de l'inegrale | de (1) sont ceduites du calcul deJ puis la
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partie s'acteve avec plusieurs esultats nuneriques a n de montrer l'inerét des formules
obtenues.

La dernere partie  pesente quelques prolongement de la nethode. Un chapitre
pesente les calculs cecoulant de l'utilisation de fonctions de bases a nes par triangles
dans linegrale |. L'auto-in uence et les triangles adjacents (coplanaires et dans des
plans fcants) seulement sont pesenes. Le second chapitre montre ['utilisation de la
methode pour les equations de Maxwell 3-D. L'inegrale du terme le plus singulier
pour lelectromagretisme a dep et evalitee pour lequation de Helmholtz, donc nous
nous ineressonsa l'autre terme singulier. Ce chapitre s'acteve avec la pesentation de
esultats nuneriques. Le chapitre suivant pesente une eduction de l'inegrale du noyau
de Green complet (sans utiliser de cecomposition en partie homogene et egulere),
bien que la nethode ne s'applique que dans le cas d'un inegrand homogene ; en e et, en
cecomposant I'exponentielle en srie entere, on obtient des inegrands homognes. Dans
ce cas, il n'est pas possible d'obtenir des formules explicites, mais dans les cas les plus
singuliers (auto-in uence, triangles adjacents ou ayant un sommet commun), l'inegrale
4-D initiale est eduite a une combinaison lireaire d'inegrales mono-dimensionnelles
qui sontevalitees nuneriguement pour un faible coat. Le dernier prolongementetude
concerne levaluation de la partie nie d'inegrales hypersinguleres au sens d'Hadamard.
Dans ce chapitre, les inegralesetudees ne sont que 2-D, c'est en particulier le cas des
inegrales qui peuvent étre issues des nethodes de collocation.

Le nmemoire s'acteve avec des annexes contenant le cetail du calcul des quan-
ties geonretriques intervenant dans les formules obtenues et les expressions nales des
inegrales mono-dimensionnelles decoulant des diverses eductions.
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4 TABLE DES MATI ERES

Cette partie introductive est compose de deux chapitres. Le premier chapitre pese
les nethodes dequations inegrales de frontere en utilisant lequation de Helmholtz 3-D
commeequation mockle. Les probemes de Dirichlet et Neumann traies par potentiels
de simple et de double couches sont rappeks an dindiquer dierentes inegrales
singuleres pour lesquelles notre nethode s'applique.

Le second chapitre introduit la methode devaluation explicite des inegrales comportant
un inegrand singulier, issues de la discetisation desequations inegrales de frontere
Les formules de eduction de la dimension du domaine d'inegration sur lesquelld

7
Introduction de la partie 1
n

S

repose notre nmethode sont cetailees. Ce chapitre s'acteve sur une pesentation d
['utilisation des formules.




Chapitre 1

Equations inegrales de frontere

7 -
Introduction

Nous pesentons succinctement les nmethodes dequations inegrales pour la esolutio
de probemes aux limites ainsi que les inegrales singuleres qui y interviennent. C
inegrales singuleres serontevallees dans les parties suivantes.

\§

1.1. Resolution d'un probéme aux limites

1.1.1 Notations et probémes moctles

Soient ; et . deux ouverts compkementaires inclus dan®" ( . R"Z ;, w P
corresponda l'adrerence de l'ouvertP). La frontere entre ces deux domaines est note
. On appelle ; et . respectivement les domaines inerieur et exerieur (voir Figure
1.1). Lorsque le domaine n'importe pas, on utilise,, avecl pouvant valoir i ou e.

Figure 1.1 { Notations : la frontere celimite les deux ouverts  ; (domaine inerieur) et ¢
(domaine exerieur non borre).



Pour pesenter les nmethodes dequations inegrales de frontere, nous ce nissons deux
probemes : le premier est lequation de Helmholtz avec condition de Dirichlet sur et
d'inconnue up :

$
& P k2aumxg O, xP | €R"

PP L f® sur B (1.1)
% Condition de rayonnement si | e

al k est le nombre d'onde et le laplacien. Le second probeme est lequation de
Helmholtz avec condition de Neumann sur et d'inconnueu :

$
5 P kK2auypxq 0, xP |€R"
PN B fN sur B (1.2)
| '0/ Bn, | '
°  Condition de rayonnement si | er

al %} est la cerivee normale selon la normale sortantea | le long de . On rappelle la
condition de rayonnement :

» BU 2
lim — iku d 0 1.3
. 5, d Xq dsq (1.3)
Les solutionsuP et uM sont ck nies dans . Lorsque e, la condition de

rayonnement assure la decroissancea l'in ni de la solution et la causalie de la solution
lors d'un retour en temporel.

1.1.2 La nmethodes desequations inegrales de frontere

La nethode desequations inegrales de frontere consistea transformer le probeme
aux limites pos dans | en uneequation inegrale ¢ nie sur B | (voir [CK8S3,
CK98, Kre99, McL00, Ned01]). Seul un maillage de est donc recessaire (voir Figure
1.2) pour la esolution nuneriqgue de lequation inegrale. Ce passage d'un probeme
volumique a un probeme surfacique s'e ectue en utilisant la solution fondamentale
de lequation, qui est la solution de lequation prise au sens des distributions avec la
distribution de Dirac pour second membre. On notés, la solution fondamentale de
lequation :

y k¥ Gpgyg X yg dansR";n 23 (1.4)

Dans le cas des probemes (1.1) et (1.2), la solution fondamentale, appete noyau de
Green, est donree par :

nglqp}x ylgsin 2

Gpcya 3
_ 1 gkix v _
Gpx; yq I v sin 3 (1.5)

al la fonction Hglq est la fonction de Hankel de premere espece d'ordre 0 (voir [AS72]).
La solution fondamentale permet de prendre en compte directement la condition de
cecroissancea l'in ni, aussi appeke condition de rayonnement, sans travail additionnel.
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On note que les deux solutions fondamentales sont singuleres lorsgue y. Ce
caracere singulier de la solution fondamentale complique levaluation des inegrales
intervenant dans les nethodes dequations inegrales de frontere. Pour simplier les
calculs dans la suite, on note le caracere synetrique dé par rapport aux deux variables
X ety pour ce probeme donree. La solution fondamentale peut ne pas &tre synetrique,
cela cepend du probeme etude. De plus amples cetails sur la determination d'une
solution fondamentale sont accessibles dans [OW90], [OW97], [Kyt96] et [Wag04].

Figure 1.2 { Prise en compte d'un domaine borre ( ;) et non borre ( ) par les nethodes
dequations inegrales.

1.1.3 Obtention d'une formule de repesentation inegrale

A partir de la connaissance de la trace de la solution et de sa cerivee normale sur
on peut ceterminer la solution en tout point de | gracea la formule de repesentation
inegrale, par exemple pour notre probeme mockle, on a

» »
Buipyq IOZ Ya

uizq Gz, deSy ———upgs,; @P (1.6)

avecn, la normale sortantea | le long de . Soient le potentiel de simple couche
»

S pog zq Gz, yppyosy; @P (1.7)

et le potentiel de double couche
»

pqu

Di ppg [q ———pwyds,; @P | (1.8)

qui cepend de la normale utilisee. Avec cette notation (1.6) sécrit :

Bu
umgg S — mq DugEg @P | (1.9)

Bn
al I'on note que les potentiels de simple et de double couche font intervenir la trace
respectivement de la cerivee normale de la solution et de la solution sur (voir par
exemple [HWO08]). Ainsi,a partir de la connaissance de ces deux quanties, il est possible
de calculer la solution en tout point de ;.



Pour prendre en compte la condition au bord sur et obtenir uneequation inegrale,
il faut faire tendre z N x P : Avant d'e ectuer ce passagea la limite, on ¢ nit une
nouvelle formule de repesentation inegrale pour une inconnue c nie dans R". Les
deux sections suivantes pesentent des ck nitions dai. On commence par c nir les
sauts de la trace et de la trace normale de sur
Bu Bue. Buj
u pue uq et —-

Bn Bne Bn; |’

(1.10)

@l u, est larestriction deua . On rappelle quen, et n; sont les normales sortantes le
long de respectivementa et ;. On obtient la formule de repesentation inegrale
suivante :

Bu
S B lzqg Dy u m®mq upmg zP ;Y g (1.12)

al S et D, sont les potentiels de simple et de double couche & nis respectivement en
(1.7) et (1.8).

. Resolution du probéme de Dirichlet

1.2.1 Probéme de Dirichlet par potentiel de simple couche

On ¢k nit u comme le prolongement de la solution du probeme de Dirichlet exerieur
par la solution du probeme de Dirichlet inerieur avec la trace deu? pour donree sur
le bord , soit

#
uPmxg sSixP

U ulmg SixP

(1.12)

Les traces deuP et uD sur etant identiques, ona u 0. On introduit l'inconnue

q % ,alorsq PH Y?p g La formule de repesentation inegrale (1.11) sécrit alors :

Spgeg uEg@P Y (1.13)

Pour prendre en compte la condition de Dirichlet sur , il faut faire tendrez versx P .
Il n'y a pas de di culea e ectuer ce passagea la limite ; on obtient lequation inegrale
Suivante

»

Gpyqppygs, fPxg@P ; (1.14)

al fP est la donree de Dirichlet du probeme (1.1).

1.2.2 Probéme de Dirichlet par potentiel de double couche

Une des manere de esoudre le probeme de Dirichlet par potentiel de double couche
consiste a prolonger la solution du probeme de Dirichlet exerieur par la solution du



1.3.
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oL Bu Bu -
probeme de Neumann inerieur avec comme donre%e ae sur . Ainsi % 0
i e

et lI'inconnue du nouveau probeme esp, u ; avecp, PH¥?p g L'indice . indique

gue la solution cepend de la normale utilisee (dans ce cas, la normale exerieur). On a

alors :
7 BG;yq
Depaq Tn’pewquy uEg @P Y o (1.15)
e

ce qui apes passagea la limitez N x P,
»

GRGymayels, TP PG xP (1.16)

Bnepxq

1.2.3 Autre formulation possible

En utilisant directement la premere formule de repesentation inegrale (1.9) obte-
nue, pour la esolution du probeme de Dirichlet inerieur seulement, on obtient :

uipeq S :f eq D f° mg @P i (1.17)
i
qui fournit apes passagea la limite (voir (1.14) et (1.16)) lequation inegrale :
»
Bu; fPmq — BGX;yq p _ _
B, Xq > Bynqu yadsy; X P o (1.18)

Pour un m&éme probkeme, plusieurs equations inegrales peuvent étre obtenues comme
le montrent lesequations (1.14) et (1.18) pour le probeme de Dirichlet inerieur.

S

Resolution du probéme de Neumann

1.3.1 Probéme de Neumann par potentiel de simple couche

Resoudre un probeme de Neumann par potentiel de simple couche revienta prolon-
ger la solution du probeme de Neumann exerieur par la solution d'un probeme de Diri-

chlet inerieur avec la trace deu} comme donree sur le bord. On en ceduit queu 0

et que seul le potentiel de simple couche intervient. On posg % PH Ypq
comme inconnue dans la formule de repesentation inegrale (1.11); on a :
Spra umg zP Y (1.19)

Pour prendre en compte la condition au bord, on utilise la cerivee normale de (1.19),

soit
»

i . N .
lim Bn. Grz; ymep/ods, fomgx P | (1.20)
ce qui donne lequation inegrale
»
B
oo CPCYRls, 5 (g xP (1.21)
e
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1.3.2 Probéme de Neumann par potentiel de double couche

On cenit u comme le prolongement de la solution du probeme de Neumann

exerieur (voir (1.2)) par la solution du probeme de Neumann inerieur avecf N fl
de manere a avoir % 0: On posep, u ; avecp, P H¥?p g linconnue de

lequation inegrale.
»
. BGpz;
lim Pz; yq
zN x &ne a/ne
La trace normale d'un potentiel de double couche n'est pas une fonction mais doit
@tre vue au sens des distributions. En e ectuant deux inegrations par parties dans la

formulation variationnelle esultant du probeme, on obtient
» »

pys, fomgxP : (1.22)

BGpx; yq
Bne tmmpewcplsydsx
k*  GpGyqmepyd Nepxqatpxappycpxdy (1.23)

»

GpGyq meXxg ™ r o tXaq pepyq”™ r o pepyaq ds,dsy;

al r estle gradient surfacique ce ni par
r-u ru M;M r ug: (1.24)

La nouvelle expression de la cerivee normale du potentiel de couche obtenue en (1.23)
pesente |'avantage de ne faire intervenir aucune cerivee du noyau de Greea.

Finalement, on obtient la formulation variationnelle,
@PHYp g
»
k?  GpGyamepyq nepxegtpxcppycdxdy (1.25)

» »

Gpyq Meg ™ r o tpxaq Pepyd”™ r o pepydq dsydsy fo pxotpxeds,

Resolution nunerique d'uneequation inegrale de frontere

Il existe plusieurs nethodes de esolution nunerique des equations inegrales de
frontere. Nous supposons que le probeme aux limites initial est ¢ ni dans un domaine
3-D. La frontere du domaine est donc une surface et peut etre discetiee en utilisant
des triangles. La nmethode de collocation est pesente succinctement puis on pesente
la nmethode qui intervient dans la suite de la trese, la nethode desekments nis de
frontere.

Toutes les nethodes nuneriques pour esoudre desequations inegrales recessitent
la esolution d'un syseme lireaire que nousecrivons ainsi

A B; (1.26)

d'inconnue . Nous utilisons le probeme de Dirichlet esolu par potentiel de simple
couche (voir (1.14)) comme probeme mockle pour la pesentation des deux nethodes.
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1.4.1 La nethode de collocation

La nethode de collocation consiste a chercher une solution \eri ant lequation
inegrale en un certain nombre de points, appeksoints de collocation On obtient
le syseme :

Trouver qPH 2

N »?

p q\eri ant

ayeGi;ygs, fPmig iPr;  Ns; (1.27)

m 1 Tm

al N. est le nombre de points de collocation el le nhombre deements (triangles).
Finalement, pour esoudre nuneriguement (1.27), on introduit une base de dimension
N. deH ?p g En decomposantq sur la base fornee par les fonctions de base,, on
aboutit au syseme lireaire (1.26), avec

»

Aim mPYAGX;; yodsy; (1.28)

Tm

Bi fPpiq
La solution du probeme skcrit alors :

N¢

ayq i ipg (1.29)

i1

Gracea sa grande simplicie d'utilisation, la methode de collocation aee tes utiliee
dans de nombreux codes de calcul parequations inegrales. Arnold et Wendland dans
[AW82, AW83] et de Paula et Telles dans [DPT89] ont e ectle des comparaisons entre la
nmethode de collocation et la nethode deseements nis de frontere dont la pesentation
suit.

1.4.2 Lesetments nis de frontere

La nethode desekments nis de frontere consiste a appliquer la cemarche de la
nethode desekments nisa uneequation inegrale. On commence donc par lecriture
de la formulation variationnelle du probeme de Dirichlet par potentiel de simple couche
(1.14) en introduisant une fonction-testt P H Y2p g prise dans le méme espace que
celui a la solution de lequation est rechercltee, puis en multipliant lequation par tpxq
et nalement en inegrant sur ; on obtient la formulation variationnelle suivante

Trouver g PH 2
» »

txq  qp/oGRK; yops, ds, txof P xepls; @PH Y%p g (1.30)

p g\eri ant Iéqtigtion

On exprime l'inconnue et la fonction-testa l'aide des fonctions de base :

N N

5

apy/q g jXq et txq ~ t ixg (1.31)

i1 i1
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ce qui permet de discetiser (1.30). On obtient alors le syseme (1.26) avec
»

Ai; iXaGpRK; yq j pycdydx; (1.32)

»

Bi i XX cx: (1.33)

Dans le cas de (1.30) PH %2p gpeut etre discetisea I'aide de fonctions de base

constantes par triangle. Il faut doncevaluer les inegrales :
»

o iXQGRK; yq j pyedydx; (1.34)
i1
al T; et T; sont des triangles du maillage. Le caracere singulier d& complique
levaluation de cette inegrale. Dans le cas d'un probeme faisant intervenir le potentiel
de double couche, l'inconnue qui appartientad {2p qpeut etre discetisee en utilisant
des fonctions de base lireaires pareement. Dans la suite nous utilisons des fonctions de
base eelles donc nous remplacerons par ;.

Les nethodes de collocation et Galerkin pesenees jusqua pesent, ditegonven-
tionnelles ont deux limitations :
la matrice du syseme lireaire assocee est pleine (puisque le noyau de Greén
est non-local). Le col0t nemoire pour stocker la matrice est donc important et le
nombre d'inconnues envisageables pour esoudre un probeme est limie.
la esolution du syseme devient rapidement tes colteuse.

Des nethodes ditesrapides permettent de diminuer la taille de la matrice et
d'aceekrer la esolution du syseme lireaire (Fast Multipole Method [GR87], Adaptive
Cross Approximation [Beb00], Panel Clustering [HLS97] ...) en diminuant la quantie
de calcul pour les interactions entreekments du maillages qui sonteloigres.

1.4.3 Inkgrales singuleres

La nmethode des eements nis de frontere (Galerkin Boundary Element Method
ou simplement GBEM) pesente dans la sous-sectiorl.4.2 recessite levaluation

d'inegrales doubles comportant un inegrand singulier. La premere inegrale est
»

. | XAGPK; yq i pyodxdy; (1.35)
.
qui provient du potentiel de simple couche (voir (1.14) et (1.18)). La seconde inegrale

qui est issue du potentiel de double couche (voir (1.16) et (1.25) skcrit
»

BG
i Xag —PCYQq ipyopxdy; (1.36)
s T y
al gnﬁy r yGpx;yq ) pyq est la cerivve normale de G. Puisque la normale sortante

au bord du domaine est constante pareement (triangle plan ou plus gereralement

polygone plan), on se ranene donc au calcul de l'inegrale
»

iXa yGpx;yq ipycdxdy; (1.37)

ST
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en gardant en memoire qu'il faut e ectuer le produit scalaire avec la normale sortante
au bord du domaine. En n, la dernere inegrale qui peut intervenir et provient de la
cerivee normale du potentiel de double couche lors de I'utilisation d'une formulation
hypersingulere secrit :

»

B
By s 1

BG
i g~ ya ipycpixdy; (1.38)
y

estevalltee en utilisant (1.23).

Le noyau de GreerG est singulier lorsque 0 (voir (1.5)). Ainsi lorsque l'intersec-
tion des deux triangles n'est pas vide (voir la Figure 1(a)), les inegrales (1.35), (1.37)
et (1.38) sont singuleres. Ce cas apparat lorsqus et T sont identiques ou lorsqu'ils
ont un sommet commun ou une aréte commune. Ces cas singuliers apparaissent, en
cereral, lorsque les indices et sont proches. Les cas singuliers correspondent donca
des coe cients proches de la diagonale de la matrio&.

Le caracere singulier deG (G 1{}x y} en 3-D) intervient egalement lorsque
l'intersection des deux triangles est vide. En e et, lorsqué& et T sont tes proches
(voir la Figure 1(b)), les inkgrales bien que non singuleres, sont di cilesaevaluer avec
pecision par des nethodes usuelles d'inegration nunerique. Dans ce cas, les inegrales
sont dites presque-singuleres Les caspresque-singulierspeuvent correspondre a des
coe cients de la matrice qui sonteloigres de la diagonale. Lorsque les triangleS et
T sont tes proches, les inegrales (1.35), (1.37) et (1.38) peuvent correspondre a des
coe cients de valeurs grandes.

Une mauvaise evaluation de coe cients eloigres de la diagonale, issus d'inegrales
presque-singuleres peut alerer grandement la pecision de la solution calcuke; il s'agit
du cas le plus di cile. Dans [GPRSO06] Gladilin et al. indiquent lors d'une comparaison
e ectwee entre la methode deseements nis (FEM) et une nethode dequation inegrale
de frontere par collocation que la solution obtenue en utilisant la methode de collocation
est moins pecise que celle obtenue par leseements nis (FEM) mais que cela est pro-
bablement daa la singularie de l'inegrand. Cela montre qu'il est important devaluer
les inegrales singuleres, mais aussi presque-singuleres avec une nethode pecise, sans
quoi, les nethodes dequations inegrales perdent fortement de leur inerét.

1.4.4 Traitement des inegrales singuleres et presque-singuleres

Il existe deux grandes classes de nethodes de traitement des inegrales singuleres.
Les nethodes ditesdelimination pour lesquelles un changement de variables permet
de egulariser l'inegrand grace au Jacobien de la transformation. La seconde classe
concerne les nethodes ditesle soustraction pour lesquelles, une fonction singulere
est soustraite de l'inegrand an de le egulariser. Le nouvel inegrand obtenu peut
alors etreevaliea l'aide de nethodes d'inegration nunerique classiques (voir [Str71],
[Eva93], [LC94], [Tr09]). Cependant, pour que cette nethode soit ineressante, il faut
gue l'inegrale de la fonction soustraite soit facilementevaluable. La nethode que nous
proposons fait partie des methodes de soustraction ; et permet devaluer avec une grande
pecision l'inegrale du terme singulier. Nous cecomposons l'inegrand en termes singu-
liers homogenes d'une part et en une partie egulere d'autre part, qui peut étreevaliee
a l'aide de nethodes usuelles d'inegration nunerique. A cet e et, le noyau de Green de
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lequation de Helmholtz 3-D peut se cecomposer comme suit,

1 gkix v} 1 ek 1 1ew 1
4 Ix vy} 4 r 4r 4

Gp;yq (1.39)
ar } x y}. Onremarque que le premier terme de la cecomposition diverge lorsque
tend vers 0 donc correspond au terme singulier. A contrario, le second terme est analy-
tiqgue par rapporta la distance r et est donc susceptible d'étre inege nuneriquement.
De méme pour le gradient dés :

P yapl KX Y39y

ryGpxyq

>xoyP 4
X yod ikrgy,, P yq ik ygq x y
ars © 413 Ar 2 Kmrg  (140)

al K est une fonction analytique de la distance.

Dans le cadre des nethodes variationnelles, linegrale a evaluer est quadri-
dimensionnelle. Certaines nethodes, ditesemi-analytiquesproposent devaluer ex-
plicitement l'inegrale interne puis utilisent des nethodes nuneriques pour calculer
I'inegrale externe. D'autres nethodes proposent des changements de variables, souvent
coupks avec des cecompositions de domaines puis une inegration nunerique compkte.
Cependant, comme l'indique [BKSO05], pour conserver un bon ordre de convergence, il est
recessaire d'adapter I'ordre de la formule de quadrature avec l'erreur de discetisation.
En cereral, cela se traduit par le fait que l'ordre de quadrature recessaire crot loga-
rithmiquement avec le nombre d'inconnues; ce qui peut rapidement poser probeme. Un
des avantages de la methode propose dans cette these (voir aussi [LS12]) est qu'elle ne
recessite pas d'inegration nunerique ; ainsi, la question de I'adaptation de l'ordre de
la methode de quadrature ne se pose pas. Ceci assure une bonne robustesse de notre
nmethode.

Des comparaisons nuneriques ontet e ectiees avec la nmethode propose par Sau-
ter et Schwab dans [SS10] et la librairie d'inegration adaptative [CHO3]. La premere
nmethode repose sur un changement de variable an de se ramenera desekments de
ekrences suivi d'une cecomposition du domaine puisa l'utilisation de la transforma-
tion de Du y; ce qui conduita des inegrales comportant un inegrand egulier sur des
hypercubes 4-D qui peuvent donc etreevallees par des nethodes nuneriques usuelles.
Le cas des inegrales presque-singuleres est encore tesetude, par exemple Nintcheu-
Fata dans [NF10] propose une inegration analytique de l'inegrale interne puis compare
trois methodes (transformation de Duy, transformation sinh et en n transformation
polynomiale) pour nir levaluationa l'aide d'une inegration nunerique.
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Chapitre 2

Pesentation de la nethode

(Introduction

Comme il aek vu dans le chapitre peedent, nous souhaitons evaluer des inegrales
dont l'inegrand est singulier, sur le produit de deux trianglesS T. Il s'agit donc
d'une inegrale 4-D. Par ailleurs l'inegrand etant singulier, les nethodes usuelles
d'inegration nunerique ne peuvent pas &tre utiliees.

Nous proposons une mnethode qui ne recessite aucune inegration nunerique pmﬂr

levaluation d'inegrales singuleres provenant des nethodes dequations inegrales de
frontere variationnelles. La nmethode permet d'obtenir des formules explicites pou
evaluer ces inegrales ce qui procure une tes grande pecision. Cette nmethode d
calcul aet introduite par M. Lenoir en 2006, voir [Len06]. Il s'agit d'un processus dé
eduction de la dimension du domaine d'inegration qui permet de transformer une
inegrale 4-D en une combinaison lireaire d'inegrales mono-dimensionnelles egulereg
Ces inegrales mono-dimensionnelles peuvent alors etreevallees explicitement.

174

\ V)

Le processus de eduction

Le processus de eduction repose sur plusieurs formules de simpli cation pesentes
dans la section2.2. Ces formules permettent de eduire la dimension du domaine
d'inegration. Elles sont utilisables lorsque l'inegrand est homogne, ou positivement
homogene. Une fonction est dite homogene de degg, ou g-homogene, par rapporta la
variable z PR", si :

fpzq 9YEg@ PR; 0: (2.1)

D'une manere similaire, une fonction est dite positivement homogene de degg par
rapporta z PR", si

fpzg Yrqg@i O (2.2)
Tous les inegrands etudes dans la suite sont positivement homognes mais an de

simpli er la notation nous utiliserons le terme de fonctiong-homogenes pour parler de
fonctions homogenes ou positivement homogenes. Soit l'inegrale
»

l f pzcdz;

ST

15
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al f estune fonctiong-homogene etaiz p x;yg avecx PSety PT (voir la gure 2.1).
Pour mieux appehender ['utilisation de notre nmethode, la gure 2.3 pesente levolution
du domaine d'inegration lors de I'application du processus de eduction de la dimension
du domaine d'inegrationa l'inegrale | avecS et T sont deux triangles coplanaires.

b 2

Figure 2.1 { Le domaine d'inegration : produit des deux triangles S et T coplanaires.

L'inegrale 4-D initiale est eduite en une combinaison lireaire d'inegrales 3-D de
deux types : des inegrales sur des domaines de tyge et d'autres sur des domaines

T. Levolution du domaine d'inegration durant la eduction de T est pesenee
sur la Figure 2.3. L'inegrale surS se eduit d'une manere similaire.
Une seconde application des formules permet de eduire cette inegrale a deux types
d'inegrales 2-D : des inegrales sur des domaineS b, avecb un des sommets du
triangle T ; et des inegrales sur
La dernere eduction permet de se ramener a des inegrales mono-dimensionnelles.
L'inegrale sur S b se eduit en une combinaison lireaire d'inegrales sur b. La
eduction de l'inegrale sur epend de la con guration geonetrique des supports
des deux segments. Lorsque leurs supports sont scants, on obtient des inegrales sur
a et sur b. Lorsque les supports des segments sont paralkles, on notest a
les projections respectives de et a sur le support de . L'inegrale sur se eduit
alorsa des inegrales surr  bet des inegrales surea . Toutes les inegrales 1-D sont
eguleres ainsi que nous le constaterons dans la seconde partie de ce manuscrit.

Figure 2.2 { Supports de et paralkles.
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_
-
-
_

Figure 2.3 { Evolution du domaine d'inegration durant le processus de eduction appligqwe
a une inegrale sur le produit de deux triangles coplanairesS et T.

2.2. Inegration de fonctions homogenes

Pour I'obtention des formules de eduction, il est recessaire de distinguer deux cas.
Lorsque l'inegrand est une fonctiong-homogene par rapporta la variable d'inegration
z (voir (2.3)) et lorsqu'il s'agit d'une fonction g-homogene par rapport au couplge; hq
forme de la variable d'inegration et d'un paranetre eel h, fonction que I'on appellera
fonction g-homogenea paranetre (voir (2.4)) :

fpzq 9% eq (2.3)

fpz; h g %z hg (2.4)

Bien que ckp introduites par Viajakumar, Cormack et Rosen (voir [VC88, RC95] pour
la eduction d'inegrales singuleres 2-D) et Lasserre (voir [Las99] pour la eduction

d'inegrales eguleres), I'obtention des formules de eduction est pesente a n de fournir
un document complet.

2.2.1 Fonction homogne

Soitf : € R" N R une fonction g-homogene egulere, alors d'apes la ¢ nition
(2.1) on a

fpzg %mpg @ O (2.5)
expression qu'il est possible de ceriver par rapporta ,

zrfpzqg q9%%mg @ O (2.6)
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L'expression (2.6) est \eriee pour tout 0 donca fortiori pour 1, ce qui donne
le esultat du treoeme d'Euler (aussi appeke relation d'homogereie d'Euler , voir par
exemple [HJ63, p. 471]) :

z r fzqg qfpeg (2.7)

On a donc
» »

z rfrdz q fE@z: (2.8)

L'objectif est de transformer l'inegrale de gauche pour obtenir une inegrale suB, le
bord de . La formule de Green nous permet d'obtenir ce esultat mais il est recessaire
quef soit assez egulere. Si on supposé PCp g alors

» » »
zrfpgz 0 fegz B¢ ¥ of s, ; (2.9)

~

al N3 est la normale sortanteaB et s, est lebEment de surface surB. En introduisant
I f pzadz, on obtient

»

M nd B% ¥ gf s,
B

Treoeme 1 (Formule 1). Soitf : € R" N R, alors sif est une fonction homogene
de degeqgavecq n Oetsif estassez egulere sur , on a la eduction
» »

| : f iz

- |
g, PEM d s (2.10)

Dans la sous-sectio2.2.4 nous montrons que cette formule peut s'appliquera des

inegrands singuliers.

2.2.2 Fonction homogne,cas q n=0

On observe que lorsqueg n, la formule (2.10) ne s'applique plus. Pour obtenir
une formule de eduction lorsqueq n 0, nous introduisons : N R une fonction
-homogene positive, avec 0. On pose

g f peqginp eqq
alors
lpzq “feanp pm@qq  “fednpq % Eginp g (2.11)
et comme dans la sous-sectich?2.1,
zrlpzq q 9'Ymqnpg 9YEq q9frgnprqy (212

qui donne en prenant 1,

z rlmeq fmeq qfegnpeqq fmeq qleg (2.13)
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soit en inegrant sur et en utilisant la formule de Green de (2.20),
» » » »

n o lpgz P M s, fregz q Iegz (2.14)
B
qui donne,
» 1)) "
freaz = PN d ainp padis;, (2.15)
ce qui permet decrire la formule (2.16) :
Theoeme 2. Soient € R"etf : N R, une fonction egulere et homogene de
dege q ntel queqg n 0. On introduit une fonction positive : N R, arbitraire
positivement homogene de dege | O, alors on a
» »
1 ~ ~
frgz = P¥ M o mainp pogls,: (2.16)

B

D'autres techniques aboutissenta I'expression (2.16). Par exemple F. Collino inegre
la fonction peq f g pzq; as f est l'inegrand initial,  est une fonction arbitraire
positivement homogene de dege 0 et est positif, ainsi la formule (2.10) peut &tre
utilisee puis en passanta la limite lorsque N 0, on obtient (2.16).

2.2.3 Fonction homognea paranetre

Cette fois, nous ngus ineressons aux inegrales d'une fonctiog-homogene a pa-
ranetre, noee g, soit gpz; hgdz, avec € R" et h PR un paranetre. En remplacant
z dans la & nition (2.1) par le couple pz; hg on a

gpz; h g  “gm;hg (2.17)

expression qui peutegalement étre cerivee par rapporta , comme cela aee fait en
(2.6),

Bg

z r.9pz;h q hgpz;h g g9 'gw;hg (2.18)
et en prenant 1, on obtient
z 1 gm;hq hgpz;hq qge; hg (2.19)

De la m¢me manere que pour (2.8), on inegre I'expression par rapporta et on pose
| phq opz; hadz: La formule de Green

» » »

z rgm;hedz  n g hglz BMWogpz;hmsz (2.20)
»

nl phg &I‘q oE; hads;;

B

fournit l[equation dierentielle ordinaire
»

m ndrhg hihg B&ﬂcgpz;hmsx; (2.21)

d'inconnue | phg On remarque que lorsque est ne cepend pas du paranetreh, alors
l Thg O et on retrouve I'expression (2.10).
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Lorsque g n 0; cetteequation peut-&tre esolue en utilisant la methode de la
variation de la constante ; pour ce faire, on pose

lpghg hY "K phg (2.22)

alors, K \eri e lequation
»

1 ~ ~
Kiha o PN amihgls,: (2.23)
B

Soit hg PR un eel que I'on xera par la suite en s'assurant que l'inegrale est ¢ nie.
En inegrant (2.23), on obtient

» ho 1

»
Kphg Kphog B M oz uepls, du; (2.24)
B

ya n 1
alors en faisant appara’trel phgdans (2.24), on a

qn » o »

g e g T et PR @ ugs.du: (2.25)
B

Lorsque q n 0; I'expression (2.21) devient simplement

»
1 ~ ~
ha 3% N gre; hods,; (2.26)
B
Soit,
))h01)) o
i Tred 8% M oz; uepls, du; (2.27)
B

qui n'est rien d'autre que I'expression (2.25) aveq n 0.

Choix de hg

A pesent, il faut faire un choix pour hg. Tout d'abord, il est pekrable de choisir
ho du méme signe quénr a n deviter la possible singularie de gm;hgenh 0. Dans
tous les cas que l'on traiterah sera positif, donc nous choisirongg j 0. De plus, nous
traiterons des inegrands de la formeh? } x  yP2d et yqm? } x  yr2d* €
avecq 0. 0On adonc

Z
oZ;hog  hg g%;lq (2.28)
et l'iregalie
Z
}g%;lq}ﬁ}px ya} ; (2.29)
avec P t0O; 1u. Ainsi,
hq n » qn » hq n - N
Hphodl 5= 9gmhocdz = X yqdz o M YN 0 quandhy N 8 ;
hg hg hg
(2.30)

et ce esultat reste valable lorsquey n 0. Il est donc raisonnable de choisihg
sgrphg8, donchy 8
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Treoeme 3. Soitg: € R" RN R, alors si g est une fonction assez egulere et
g-homogene selon ses deux variables, sous la condition

qn))

™ gre; hoods, YN 0 quandhy N sgrphg8; (2.31)
0

on a la simpli cation :

»
"M g ug

Y Tduds;: (2.32)

»
lghg h " gENMg
B h
On note que l'ordre d'inegration aet change pour obtenir cette formule nale. Il
n'y a pas de eduction de la dimension dans I'expression (2.32), cependant dans tous les

cas traies il est possible devaluer explicitement l'inegrale interne ; on obtient donc la
formule (2.34) :

Treoeme 4. Soitg: € R" RN R, alors sig est une fonction assez egulere et
g-homogene selon ses deux variables, sous la condition

qn»

- grz; hoods, YN 0 quandhg N sgrphg8: (2.33)
0

on a la simpli cation :
»

»
Ithg:  ge; holz 8% N oF z; hqds, (2.34)
B

»
"0 g ug

o 1du:

avecFm;hg h9"
h

Il est ineressant de noter qu'avec la formule (2.34) il n'est pas recessaire de distinguer
entrelecasqy n Oetlecasg n 0. Comme on le verra dans la suite, I'inegrand
est modiea chaque utilisation de la formule et devient plus compliqte.

Une question se pose : g estghomogne qu'en est-il de dé-z; hq? Montrons que
F z; hqest g-homogeneegalement via un simple changement de variable :

»
e gpx;u g

uolnldu

Fpx;h g 9"™h9"
h
» sgnphq8 .
gpx; v g
dv

a npan
gn lyan 1

h
apa n ™ gpGvg
h h va n 1
Fx; hg (2.35)

dv

ce qui nous assure bien lghomogereie de F par rapport au couple de variablge; hg

2.2.4 La formule (2.10) avec un inegrand singulier

Soient les domaines ; € R? et , € R? tels que leur intersection soit non vide. On
pose 1 >etRmgq }x y}avecx P ;etyP 5. Nous allons montrer que
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l'inegrale
» 1
——dz; 2.36
Rz (2.36)
est sujettea l'utilisation de la formule (2.10) bien que son inegrand soit homogene de
dege q 1 selon le couple de variablex; yq et singulier puisque X , H .On
pose
» l
Ipq & ——==dz; (2.37)
Rpzef
a i O, ainsi l'inegrale est & nie et I'on peut appliquer la formule (2.34) en notant
qgueq n 3;linegrale | pqgsécrit alors :
» - » 8
Ipq Mg 3 a—~_ duds (2.38)
B ut u? Rpd

On s'ineressea l'inegrale interne ; alors en lui appliquant une inegration par parties,
on obtient

7 Mg T E 1
Ipq ] §a2:szq?Bz ] | q§ 7 RquZCF{zdudsz (2.39)
Dans la seconde inegrale, on utilise la majoration :
3 5 u .
wp? Refd?  p?  Redd®
qui \erie :
> u 1 1
a—_ o : (2.40)

du
w2 Rpeddt? 2 Rm¢ Rpeq
Finalement, le treoeme de convergence domiree de Lebesgue conduit au esultat :

» \
N
. " g
Ilm)l pq ] 3szquz (2.41)

qui est exactement le esultat obtenu si I'on appliguenasvement la formule (2.10)a | .

Ce esultat permet de conclure que la formule (2.10) peut tre utilisee pour certains
inegrands singuliers (ici homogne de dege 1). Dans la suite de ce manuscrit, nous
utiliserons directement la formule (2.10) pour l'inegrandRpzq } x y} et un domaine
d'inegration pouvant étre S Set S T ar SetT sontdes triangles adjacents
ou ayant un sommet commun.

Paranetrisation et homogereie

Il estimportant de noter que I'homogereie dans une inegrale n'est pas une propree
intringeque. En e et, 'homogereie de l'inegrand cepend de la paranetrisation utiliee
dans le calcul de linegrale et donc de l'origine choisie. Nous allons commencer par
pesenter un petit calcul pour cetailler I'importance de l'origine puis nous verrons que
cette recessit de choisir une origine pour assurer 'hnomogereie nous forcea distinguer
trois con gurations geonetriques lors des calculs.
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2.3.1 Importance de la paranetrisation

Soient et deux segments du plan (voir la gure 2.4), alors pour calculer l'inegrale

suivante
»

Q ds,ds;; (2.42)

Xy}
avecx P ety P , une innie de paranetrisations est envisageable.

y

02

Figure 2.4 { In uence de l'origine et de la paranetrisation sur I'homogereie d'un inegrand.

En prenant pour origine o;, l'intersection des supports des deux segments, on
obtient la paranetrisation selon ps; tq:

$

E&X1F5q S
X2[8q 0

i yitq  tcopq

%o .
y2/2q tsinp g

ce qui fournit I'expression
» » d dt
0 b > (2.43)

s M tcopad ptsinpqd

al l'angle est »e. L'inegrand est bien homogene selon le couple de variables
s, tg

Par contre, en prenant pour origineo,, l'intersection des deux axes, une constante
apparat dans la paranetrisation :

$
i&lesq S
XopBq 1
i yipg  tco®q

o .
Yotq  tsinp g
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alors

» »

Q b ;
s M tcopad pl tsinpad

dsdt

(2.44)

Cette fois l'inegrand n'est plus homogene.

En pratique, seule I'utilisation de l'intersection des supports des deux segments comme
origine assure I'hnomogereie de l'inegrand dans (2.42).

On comprend qu'il sera donc tes important durant le processus de eduction de
choisir avec pecaution l'origine a n de conserver le caracere homogene de l'inegrand.
Nous verronsegalement qu'un choix judicieux de I'origine permet de simpli er les calculs.

2.3.2 Utilisation de polygones plans

La nethode recessite l'utilisation de polygones plans pour discetiser le domaine.
Sans cela, apes une premere etape de eduction de la dimension, l'inegrand n'est
plus homogene; il n‘est donc plus possible d'utiliser les formules (2.10) ou (2.34) pour
continuer la eduction de la dimension du domaine d'inegration jusqua I'obtention
d'inegrales mono-dimensionnelles.

En e et, l'utilisation de polygones plans assure que le produi T, avecSetT
deux polygones plans, est un polyedre. AindB® Tqest compos d'hyperplans sur
lesquels la normale sortanty est constante.

Par conequent, le produit scalaire pesent dans les formules (2.10) et (2.34) est
constant par morceaux et, en cccomposanBi® Tq il est possible de le sortir de
l'inegrale pour se ramenera un inegrand homogene et ainsi epeter le processus.

Utilisation des formules de eduction

Pour decouvrir 'utilisation pratique des dierentes formules, nous allonsevaluer trois
inegrales sur le triangle S, en choisissant comme point d'observation, sok P S, soit
K se trouvanta une distanceh du plan contenant le triangleS. Le triangle S est ¢ ni
par ses sommets; et ses coes ; tels quea soit le sommet oppoa ;, voir la Figure
2.5.

e

Figure 2.5 { Inegration sur le triangle S; le point d'observation peut &tre pris enx ou enk.
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2.4.1 Exemple d'utilisation de la Formule (2.10)

Soit l'inegrale,

»

1
s X Y}

| ;Xq dy; (2.45)

al S est un triangle etx un point appartenant au triangle S (voir Figure 2.6). On a
z vyetfmqg }x vy} 1 quiobligea choisir le point d'observationx comme origine
pour avoir 'homogereit de l'inegrand. L'inegrand est donc homogene de dege q 1
doncq n 1. En appliquant la formule (2.10), on obtient

»F@Wq%yb3»rﬁﬂq
Bs }X Y} A C SR

I pxq dsy; (2.46)

puisque le bord deS est simplement I'uni@n de ses coes;. La normale sortante au
bord du triangle est noeeM . On introduit i N | ; la normale sortante sur le coe ;.

Le produit scalaire intervenant dans l'expression (2.46) correspond alorsa la distance,
noee g;, de l'originea chaque cot deS (voir la Figure 2.6), alors (2.46) devient

3 »

. 1
I pxq o}
P Y

ds,: (2.47)

A n devaluer explicitement les inegrales monodimensionnelles, il faut ceterminer une
paramnetrisation : pour l'inegrale sur ;, on choisitp; le projee orthogonal dex sur
comme origine, ce qui donne

3 » S. dS 3 s 5i
Ixg g a0 " g Arcsinh = ; (2.48)
i1 5 g S i1 Y s s

@l s; sont les abscisses des extemies de; selon l'originep;.

Figure 2.6 { Distance de l'origine aux coks du triangle S: On a % |Ni g; la distance
dex au coe .

Ce calcul montre que l'utilisation de la formule (2.10) pourevaluer des inegrales
2-D est tes simple.
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2.4.2 Exemple d'utilisation de la Formule (2.34)

Soit l'inegrale

» »

1 1

M d a———dy;
g y e x y}zy

ey (2.49)

@ X est la projection orthogonale de sur le plan deS. On observe que lorsque
h N O;Mphg N | & nie en (2.45). En appliquant la formule (2.34) avecq 1 et
l'origine prise enx, on a

3 » » )

. du
M ’ h a——  d 2.50
T T 2 Wy EA (2.50)

puisque le produit scalaire fait apparatre la distancey. L'inegrale interne sevalue
selon,

78 du "I x v h
h a 1 (2.51)
h U2 uz}x yj}? Xy}
ainsi (2.50) skcrit
3 » a__ 000
. h2 } x y}2 h
M : ds,: 2.52
phq | 19. | Xy S, (2.52)

Les inegrales monodimensionnelles sont toutes eguleres puisqueR ;. Comme pour
les deux exemples peedents, on obtient une formule explicite :

2 28 @ ¢ oh
M " i 2.53
I (2.53)
3
g Sspsi;G;ha Sgpsisgihg (2.54)
i1
avec
Ssps;g;hg  Arcsinh 2 S EArctan s (2.55)
3m,g, n . h2 gz g * '

h 2 g is [
6Im Arctanh ht}hzggzgsz Esgrpsq

On \erie que lorsque h N 0;Sgps; g;hg YN Arcsinh ; qui redonne l'expression
(2.48) del.
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4 : : :
Conclusion de la premere partie

Cette partie a permis de pesenter :
les methodes dekments nis de frontere,
les inegrales singuleres qui y apparaissent,
les formules utilisees pour levaluation explicite des inegrales singuleres.

Un point important dans la suite est le choix de l'origine lors desetapes de eductio
de la dimension du domaine d'inegration; ceci an de conserver 'hnomogreie d

I'inegrand. En n, plusieurs exemples ont permis d'utiliser les formules pour le calcu
explicite d'inegrales bi-dimensionnelles.
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Deuxeme partie

Triangles coplanaires et dans des
plans ®cants
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7
Introduction de la deuxeme partie

Dans cette partie, nous fournissons des formules explicites pourevaluer les inegrales
»

dxdy: (2.56)

s 11X Y}

lorsque S et T sont deux triangles coplanaires ou dans des plans fcants, et les dgux

inegrales
»

Xy
s TIX Yyt o

lorsqueS et T sont dans des plans scants.

dxdy; P 1t0;2u (2.57)

Nous commercons par le calcul dé lorsque S et T sont confondus, coplanaires e
position gererale, puis sittes dans des plans scants. On commence par calculepuis
les deux inegralesd ; 0; 2.

Dans le cas de l'auto-in uence, une comparaison est e ectiee avec la nethode (e
Sauter et Schwab. Le point sensible du presque-paralelisme entre deux segments flest
pesent etetude dans le chapitre suivant et la stabilie des formules est aborcee.

En n, dans le dernier chapitre, nousevaluons l'inegraleJ,, provenant du potentiel de
double couche, lorsqué& et T sont disjoints dans des plans scants. Lorsque linterseg-
tion des triangles n'est pas vide (triangles adjacents ou ayant un sommet commur),
J, doit etre étre prise au sens de la partie nie de Hadamard; nous fournissons upe
expression de la partie nie pour des triangles adjacents.
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Chapitre 3

Coe cient d'auto-in uence

7 -
Introduction

Le cas le plus simple est celui aB et T sont confondus, c'est aussi I'un de ceux qui
pesente le plus de dicule du point de vue de l'inegration nurrerique. Nous allons
cetailler le processus de eduction jusqua I'obtention de formules explicites. Comme il

et vu en introduction, seule l'inegrale | , & nie en (6.67), doit étreevallee lorsque les
triangles sont coplanaires. Pourevaluer les inegrales des termes singuliers du gradignt
du noyay, de Green, il nous faut e ectuer le produit scalaire des inegrale$ avec la
normale X} au}glan auquel appartiennent le triangl€l .. LorsqueS et T sont coplanaires,

on a doncJ r 0.

\

3.1. Notations

Soit le triangle S e ni par ses sommetsa;;i 1;3 et ses coes ;i 1;3 tels.que

i Soit oppoka & (voir Figure 3.1(a)). On introduit | ;| la longgeur du coe ; et Ni le

vecteurpa; » & 19 pa & q(voir la Figure 3.1(b)). On note ; la normale exerieur
au coe ;.

(a) De nition du triangle ~ S. (b) Orientations des coes de S.

Figure 3.1 { Notations pour le coe cient d'auto-in uence

35
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3.1.1 Distances

Notons p;pxq la projection orthogonale (voir Figure 3.2(a)) du pointx sur chaque
coke ;dutriangleetgpxq } x pipxqg}la distance du pointx au support de ;. Lorsque
X &, hnous notons quey;  pipa;gest le pied de la hauteur assocee au sommatet que
g gpaq }p &} estlalongueur de la hauteur (voir Figure 3.2(b)). En n, on utilise
egalement la distance sigree d'un point au support de ; qui fait intervenir II% normale

sortante au triangle sur ;. Cette distance est e nie par jxq piXq X ; Ssur ;
(voir Figure 3.3).

a 1

(a) Projection pipxgde x sur . (b) Projections et Distances dans le
triangle.

Figure 3.2 { Projections et distances intervenant dans le calcul de I'auto-in uence.

X2

a 2 e

iX2q gipxeq O

ipaiq gii 0
aj o

™19 giX1qgi 0
. \

X o <
o

Figure 3.3 { Distances et distances sigrees dans le triangle.

3.2. Reductiona la dimension 3

On souhaite inegrer

fp;yq x ! y}; (3.1)

c'est une fonction positivement homogene d'ordrey 1 par rapport au couple de
variablespx; yq sur le produit S S. A n d'utiliser la formule (2.10), on note z p X;yq
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et S S€ R* soitn 4. On obtient

»

I dxdy (3.2)

S, S Xy}
1

v 1
pex; yal¥ v 0% (3.3)

3 BS Sq y}

~

a M esigne la normale au bord dé&5 S. On poursuit le processus de eduction en
troisetapes.

1. On explicite B Sqgde manere plus simple,a l'aide de
o]

Bl Sq pBS SqY@®B B SqetBS i)

i 1,3

soit,
3 l» - 1 3 1)) - 1
I : dsdy =~ = : dxds, :
i isprxqu‘q}X gy 5 jprxquq}x S oxds,
(3.4)
Le carackre synetrique de l'inegrand permet de simpli er I'expression
3 5 unM
2 pp{’ququxdy: (3.5)

.13 s Ixov

2: On observe que l'inegrand dans (3.5) n'est pas homogenea cause de la pesence
du produit scalaire. Pour poursuivre le processus de eduction de la dimension
du domaine d'inegration,a l'aide de la formule (2.10), et donc se ramenera des
inegrales 2-D, il faut que l'inegrand soit homogene. Pour ce faire, on note que sur

i S le produit scalaire secrit

oiyalq, ¢ % N (3.6)

~

al Ni est la normale exerieura S le long de ; (voir la Figure 3.1(a)), soit

g N

3 » Mi
.2

3i1 iS}X y}

ds,dy: (3.7)

A n d'assurer 'hnomogereie de l'inegrand, on choisit une origine o, qui sera »>ee
dans la suite, alors .
& N
i i Pog

est la distance sigree dewa ; (voir Figure 3.3). Cette distance etant constante
sur chaque cot, on peut sortir le produit scalaire de l'inegrale :

3 »

B B )

dscdy: (3.8)

wI N
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3. La dernereetape consistea choisir une origine qui assure 'homogereie. La Figure
3.4 permet de voir qu'en prenant le sommed; de S; comme origine, alors

i 1Xq i 2xq O;
la formule (3.8) se eduit alorsa la simple expression
2
| 39 Up i;Sa; (3.9)

al »
Up;Sq

ds, dy (3.10)
sIx v}
est le coe cient d'in uence entre le segment et le triangle S et g est la distance
de a a son cot oppoe ;.

L'inegrand initial (voir (3.2)) est synetrique alors que I'expression (3.9) ne l'est
plus. Cette perte de synetrie provient du choix d'un des sommets du triangle comme
origine ; choix permettant de diminuer la quantie de calculs. L'expression obtenue, une
fois la eduction eali®e jusqua la n (obtention d'inegrales mono-dimensionnelles) est
synetrique (voir (3.17)). On note que l'inegrand de U est homogene, il est donc possible
de eierer le processus pour eduirel a une collection d'inegrales 2-D.

Figure 3.4 { Distance sigree

3.3. Reductiona la dimension 2

Le processus peut etre eiee, a condition de choisir une nouvelle origine assurant
I'homogereie de l'inegrand. Dans ce cas, l'origine doit €tre un point du plan contenant
le triangle S et appartenant au support de ;; de telle sorte que la fonctior}x y} *
soit homogene sur ;  S: L'origine peut donc &tre prise n'importe ai sur le support de

i, mais un choix judicieux consistea choisir une des extemies de; comme origine.
En e et, certaines des distances s'annulant, on aura une simpli cation. On choisit donc
pour origine le point & a 1, On a encoreq 1 maisn 3. L'application de la
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formule (2.10) fournit le esultat
»

. 1 . \ 1
Up i;Sq 20 qurx,yql\‘q}x W

Bpx; ya; (3.11)

a ¥ est maintenant la normale exerieure au bord de i S etBxyqleement de
surface lelong dBp; Sq:OnauraBp; Sq pB i SqYp; B Sq;

pxiyaMa, s pwyaMq, |, pxyaMgq, ., o

ainsi que (voir la Figure 3.5)

pcyal g, s |l etpxyaMq, |, g

i1

a4 1 g
Figure 3.5{Bordde ; S.
De la formule (3.11) il esulte donc que
Up i;Sq Izileaa 259 gilep 50 (3.12)
al » 1 »
Pm;S dy et X ds, ds,: 3.13
paqs}ay}yqu V) Sy (3.13)

Plus concetement P pa; Sq est le potentiel cee ena par S et Qp; qle coe cient
d'in uence entre et :

3.4. Rductiona la dimension 1

Il est possible de poursuivre la eduction puisque les inegrands depa; Sqet Qp; (
(voir (3.13)) sont homogenes. Avecn 2; et & , pour origine (voir la Figure 3.6),
I'applicationa (3.13) de (2.10) nous donne d'une part

Ppa 2,50 g 2Rpa 2; i 20; (3.14)
et d'autre part (voir la Figure 3.7)

Qpi; i 19 | ilRm 1, i 19| i 1|Rm; iq; (3.15)
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Figure 3.6 { Calcul de Ppa; 1;Sq

JFD; 1q

x L Oqg

Figure 3.7 {Calculde Qp i; i 10
al »
Rp; ¢ ds,: (3.16)
ja v
Notons qua ce stade,a; etant le sommet oppoa |, il n'est pas sitle sur le segment

i. Ainsi l'inegrand dans la ce nition (3.16) de R est egulier, ce qui le rend susceptible
d'une inegration nunerique. En l'occurence, le calcul deR est susamment simple
pour dissuader d'ogerer ce choix, mais il peut se ewler judicieux dans des situations
plus complexes telles qu'on en verra ulerieurement.

Si on ecapitule les formules (3.12), (3.14) et (3.15), on constate que

2 i 2 i 2 1
I 3gi|2|gi R 2 i 2Q 39 921| i|Rpa 1; i 10 égiL;l i 1|Rpa; i0;

soit

3
| §ISI g Rpa; iq; (3.17)

i1
al |S| note la surface du triangleS: Levaluation de l'inegrale singulere | de nie en
(3.2) a doncee ramereea levaluation d'une combinaison lireaire d'inegrales mono-
dimensionnelles et eguleres puisque, par ck nition, a n'appartient jamaisa ;. Le
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choix du sommet utili’e comme origine pour la premereetape de eduction n'in ue pas
sur le esultat nal.

. Formule nale et Validation

3.5.1 Formule nale

A ce stade aucun calcul de primitive n'a et recessaire pour ramener l'inegrale
relativea S S;a une combinaison lireaire d'inegrales sur chacun des coes d& ; il
n'‘en est plus de m&me en ce qui concerne la cetermination &gg;; q: D'apes (3.16),
on a

» 1 ))S anl 1
Rm; q b - zde & —————ds; (3.18)
b ppaf }oppg X} s m OO S

al, ppogest la projection orthogonale déo sur le support de ;g g } ppbg b et pog
est l'abscisse deppoqg (voir la sous-section3.1.1 et la Figure 3.8).

b

Figure 3.8 { Abscisses intervenant dans le calcul d&kpo; g

Or »
1

. s
—’?2—Szds Arcsinh = ;

da

; o s¢
Rm; g kArcsinh ————
. gpx

En choisissantppog comme origine, pog 0 et on obtient

k

5 S
R; q kArcsinh —— (3.19)
‘ gp
Finalement, I'inegrale | initialement c& nie en (3.2) devient apes eduction :
2. . : X
I =S| O kArcsinh S : (3.20)
3T 1s « Y

On observe gu'en partant d'une inegrale singulere 4-D, on aboutit, apes utilisation de
notre methode a une expression simple, ne faisant intervenir que des arguments sinus
hyperboliques et des quanties geonetriques simplesaevaluer.
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3.5.2 Validation des formules

A n de s'assurer que la formule (3.20) est valide, on e ectue une comparaison entre
notre nethode et la nmethode propose par Sauter et Schwab dans leur livre [SS10,
Chapitre 5]. Cette nethode transforme linegrale surS S en une combinaison de
trois inegrales eguleres sur I'hypercubeH r 0; 1. Nous e ectuons cette comparaison
pour deux trianglesS et T (voir Figure 3.9). Le premier triangle permet de comparer les
nmethodes lorsque le triangle est non-aplati (triangleS). Le second triangle est presque-
aplati (triangle T).

;19
i p4:5; 0:5q
;00 g P0g p40q T p8; 0q

Figure 3.9 { Les deux triangles servanta la comparaison. En bleu, le triangle scaknes et en
gris, le triangle T presque-cegeree.

On note IspNq, la valeur calcuee de linegrale (3.2) a l'aide de la nethode de
Sauter et Schwab en utilisant une nmethode de Gauss-Legendre tensorielle awéc
points d'inegrations sur le segmentrQ; 1s: Il y a donc 3N* points d'inegration uti-
lies (la nmethode de Sauter et Schwab faisant apparatre quatre inegrales quadri-
dimensionnelles). La valeur calcuke a l'aide de la formule explicite (3.20) est nokee
| . La Figure 3.11 repesente la dierence relative

[l 1spNdql.

en fonction deN—l4 enechelle loglog et fournit quelques valeurs obtenues. On observe que
lorsque le triangle est non cegeree, peu de points su sent pour quel spN g approche
avec pecisionl (N  3). La seconde observation est qu'il faut plus de points pour que
obtenir une dierence relative du méme ordre pourT. Cette comparaison permet de
voir l'inerét majeur de notre methode : il n'est pas recessaire d'adapter le nombre de
points d'inegrationa la forme du triangle pour assurer une pecision e.

Remarque Dans le cas de l'inegrale (3.2), la methode de Sauter et Schwab fournit
trois inegrales qui peuvent en fait &tre inegees explicitement. On obtient I'expression,
#
4 3L, '
In p_% LS L2L3q In p_]_Lz qu
3L, +
InpL? Ls Lilsq Inp L3 Ls L