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Résumé

La mise en oeuvre de la méthode des éléments finis de frontière nécessite l’évaluation
d’intégrales comportant un intégrand singulier. Un calcul fiable et précis de ces intégrales
peut dans certains cas se révéler à la fois crucial et difficile. La méthode que nous pro-
posons consiste en une réduction récursive de la dimension du domaine d’intégration
et aboutit à une représentation de l’intégrale sous la forme d’une combinaison linéaire
d’intégrales mono-dimensionnelles dont l’intégrand est régulier et qui peuvent s’évaluer
numériquement mais aussi explicitement.
L’équation de Helmholtz 3-D sert d’équation modèle mais ces résultats peuvent être
utilisés pour les équations de Laplace et de Maxwell 3-D. L’intégrand est décomposé
en une partie homogène et une partie régulière ; cette dernière peut être traitée par
les méthodes usuelles d’intégration numérique. Pour la discrétisation du domaine, des
triangles plans sont utilisés ; par conséquent, nous évaluons des intégrales sur le produit
de deux triangles. La technique que nous avons développée nécessite de distinguer entre
diverses configurations géométriques ; c’est pourquoi nous traitons séparément le cas de
triangles coplanaires, dans des plans sécants ou parallèles.
Divers prolongements significatifs de la méthode sont présentés : son extension à
l’électromagnétisme, l’évaluation de l’intégrale du noyau de Green complet pour les
coefficients d’auto-influence, et le calcul de la partie finie d’intégrales hypersingulières.

Mots-clés : intégrales singulières, méthode des éléments finis de frontière, équation de
Helmholtz, fonctions homogènes.

Abstract

The implementation of the boundary element method requires the evaluation of inte-
grals with a singular integrand. A reliable and accurate calculation of these integrals
can in some cases be crucial and difficult. The proposed method is a recursive reduction
of the dimension of the integration domain and leads to a representation of the integral
as a linear combination of one-dimensional integrals whose integrand is regular and that
can be evaluated numerically and even explicitly.
The 3-D Helmholtz equation is used as a model equation, but these results can be used
for the Laplace and the Maxwell equations in 3-D. The integrand is decomposed into a
homogeneous part and a regular part, the latter can be treated by conventional numer-
ical integration methods. For the discretization of the domain we use planar triangles,
so we evaluate integrals over the product of two triangles. The technique we have devel-
opped requires to distinguish between several geometric configurations, that’s why we
treat separately the case of triangles in the same plane, in secant planes and in parallel
planes.
Keywords : singular integrals, boundary element method, Helmholtz equation, homo-
geneous functions.
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Je souhaite aussi remercier toutes les personnes avec qui j’ai échangé durant mes
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2 Présentation de la méthode 15
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6.2 Réduction à la dimension 2 : Cas sécant . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.3 Réduction à la dimension 2 : Cas parallèle . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
6.4 Cas particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

III Triangles dans des plans parallèles 89
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8.4 Retour à Jζ et I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

9 Triangles dans des plans parallèles en positions quelconques 101
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Références 195



Introduction générale

Cette thèse traite de l’évaluation d’intégrales qui comportent un intégrand singulier
provenant de la résolution numérique d’équations intégrales de frontière variationnelles.
Une méthode d’évaluation explicite de ces intégrales est présentée et appliquée aux
intégrales intervenant dans la résolution numérique de l’équation de Helmholtz 3-D.
Cette méthode s’applique également à des problèmes 2-D et à d’autres équations.

Les méthodes d’équations intégrales de frontière

Les méthodes d’équations intégrales constituent une alternative pour la résolution
d’équations aux dérivées partielles linéaires. Elle consiste à transformer l’équation aux
dérivées partielles posée dans un domaine en une équation intégrale posée sur le bord du
domaine (voir [TA07, Len08, HW08]). C’est en particulier une méthode adaptée pour
les problèmes de diffractions qui sont posés en domaine non borné (voir [Giv92]) et pour
lesquels la prise en compte de la condition de rayonnement est essentielle. Cette trans-
formation d’un problème aux limites en équation intégrale n’est possible, en général,
que pour des problèmes linéaires et définis dans des milieux homogènes (quelques ex-
ceptions existent). Il faut noter que pour un problème aux limites donné, plusieurs
équations intégrales peuvent être obtenues.

Une fois le problème aux limites converti en une équation intégrale, il est nécessaire de
discrétiser le bord du domaine puis de résoudre numériquement cette équation intégrale
[YKD10]. Pour ce faire, plusieurs méthodes existent : les méthodes classiques (colloca-
tion, Galerkin) et les méthodes rapides pour les éléments du maillage qui sont éloignées
(Panel Clustering [HN89], Méthode multipole rapide (FMM) [Liu09] et [FGG04], Adap-
tive Cross Approximation [Beb00], entre autres). Elles nécessitent toutes de discrétiser
le bord du domaine ce que nous ferons à l’aide de triangles plans dans la suite, mais tout
autre polygone plan conviendra. Un point commun entre toutes ces méthodes est que
pour déterminer les coefficients de la matrice du système linéaire associé, il est nécessaire
d’évaluer des intégrales dont l’intégrand est singulier, voire hypersingulier [LPV03]. Ce
caractère singulier de l’intégrand, rendant difficile l’évaluation précise des intégrales,
a été l’objet d’un grand nombre de publications. Encore actuellement, l’évaluation de
ces intégrales présente des difficultés. La méthode présentée dans cette thèse permet
d’évaluer ces intégrales ! à problèmes " dans le cas variationnel.
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Les intégrales singulières

Pour mieux comprendre ce problème d’intégrand singulier, dans le cas variationnel,
il faut noter que le domaine d’intégration pour ces intégrales ! à problèmes " est le pro-
duit de deux éléments du maillage ; soit en 3-D, S�T � R4 le produit de deux triangles
S et T . Lorsque les deux triangles sont éloignés, il est possible d’évaluer l’intégrale avec
des méthodes d’intégration numérique standards. Mais les deux cas problématiques sont
le cas singulier , qui intervient lorsque l’intersection des deux triangles n’est pas vide (tri-
angles identiques, ayant un sommet ou une arête en commun) et le cas presque-singulier
intervenant pour des triangles proches mais ayant une intersection vide (voir la Figure
1). Ces deux cas nécessitent un traitement à part et il s’agit d’un domaine de recherche
encore très actif.

(a) Cas singulier (b) Cas presque-singulier

Figure 1 – Cas problématiques.

Il est important de noter que ces intégrales correspondent aux coefficients de la ma-
trice du système linéaire à résoudre pour trouver la solution de l’équation intégrale.
Les intégrales singulières correspondent à des coefficients proches de la diagonale de
la matrice alors que les intégrales presque-singulières peuvent aussi bien concerner des
coefficients proches de la diagonale que des coefficients qui en sont très éloignés. Ces co-
efficients sont grands en comparaison des coefficients provenant d’intégrales régulières.
Ainsi, une mauvaise évaluation de grands coefficients peut fortement altérer la précision
de la solution obtenue. De nombreuses méthodes ont été proposées pour évaluer ces
intégrales singulières ; mais toutes celles-ci reposent finalement sur des formules de qua-
dratures qui nécessitent un ajustement du nombre de points d’intégration suivant la
configuration géométrique des triangles.

Objectif de la thèse

Cette thèse a pour objectif de fournir une nouvelle méthode d’évaluation précise
des intégrales singulières provenant des méthodes d’équations intégrales (voir [Len06]).
L’équation de Helmholtz 3-D sert d’équation modèle pour la présentation de la
méthode, mais cette dernière est également applicables à d’autres équations et aussi
à des problèmes 2-D. Dans le cas de l’équation de Helmholtz 3-D, la méthode
présentée permet de réduire une intégrale 4-D à une combinaison linéaire d’intégrales
mono-dimensionnelles dont l’intégrand est régulier . Il est alors possible d’évaluer
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numériquement ces intégrales 1-D, mais aussi explicitement, dans de nombreux cas.
Ainsi, il n’y a pas de risque d’erreur dans l’évaluation des intégrales 4-D aussi bien lorsque
ces intégrales sont régulières que lorsqu’elles sont singulières ou presque-singulières, ce
qui assure une très grande précision.

Cette méthode de réduction repose sur plusieurs formules permettant de réduire
d’une dimension la dimension du domaine d’intégration. Ainsi, en répétant trois fois
l’utilisation de ces formules on obtient des intégrales 1-D régulières. Ces formules re-
posent sur le caractère homogène de l’intégrand ; par conséquent, il y a deux conditions
à vérifier :

1. l’intégrand doit être homogène ; il faut donc décomposer l’intégrand en une partie
homogène, qui est traitée avec notre méthode, et une partie régulière, qui peut être
traitée avec des méthodes d’intégration numérique usuelles.

2. des polygones plans doivent être utilisés pour discrétiser le bord du domaine. Ceci
afin de conserver l’homogénéité de l’intégrand durant les étapes successives de
réduction.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons plus particulièrement aux intégrales sin-
gulières issues de l’équation de Helmholtz 3-D, à savoir :

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy Jζ �

»
S�T

x� y

}x� y}p1�ζqdxdy, ζ � 0 ou 2. (1)

A cet effet, un code a été réalisé en MATLAB pour évaluer ces trois intégrales pour
toutes les configurations géométriques des deux triangles.

Quelques prolongements significatifs

Quatre prolongements significatifs de la méthode sont présentés. En premier lieu,
nous présentons l’utilisation de la méthode lorsque des fonctions de base affines par
élément sont utilisées lors de la discrétisation. Il n’y a pas de difficulté supplémentaire
si ce n’est une augmentation importante de la quantité des calculs durant le processus
de réduction.

Une seconde extension consiste à utiliser la méthode présentée pour calculer les
intégrales singulières qui interviennent dans les formulations en champ électrique (EFIE)
et en champ magnétique (MFIE) des équations de Maxwell 3-D (voir [Jin10]).

Dans le cas de l’équation de Helmholtz 3-D, cette méthode, initialement prévue pour
calculer l’intégrale de la partie homogène de l’intégrand singulier permet, en fait, de
calculer l’intégrale du noyau de Green complet, sans utiliser de décomposition. En effet,
l’intégrand singulier comporte une exponentielle que l’on développe en série entière afin
de se ramener à une série d’intégrales comportant un intégrand homogène et donc de
revenir dans le champ d’application de notre méthode. Dans cette partie, les intégrales
4-D sont transformées en une combinaison linéaire d’intégrales mono-dimensionnelles
qu’il n’est plus possible d’évaluer explicitement. Cependant, peu de points d’intégration
sont nécessaires pour assurer une bonne précision ce qui permet d’obtenir une réduction
intéressante du coût de calcul.

Pour finir, parmi les différentes équations intégrales que l’on peut obtenir à partir
d’une équation aux dérivées partielles, il est possible d’obtenir une formulation dite hy-
persingulière qui fait intervenir la partie finie d’intégrales dont l’intégrand est fortement
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singulier (voir [SW92]). En général, pour les intégrales hypersingulières, l’approche va-
riationnelle est préférée à la méthode de collocation puisqu’elle permet d’atténuer le
caractère singulier de l’intégrand en utilisant des intégrations par partie afin de porter
une dérivée sur la fonction-test [Néd82]. Un point intéressant est que notre méthode
permet d’évaluer explicitement la partie-finie d’intégrales provenant de méthodes de
collocation très aisément. L’étude des intégrales doubles hypersingulières, issues de la
méthode de Galerkin, n’a pas été réalisée.

Organisation de ce mémoire

En général, on distingue les intégrales singulières des intégrales presque-singulières.
Dans notre cas la distinction à opérer est différente puisque l’on doit séparer les cas
suivant la position géométrique des polygones : lorsque les polygones sont coplanaires,
lorsqu’ils sont dans des plans sécants et enfin, lorsqu’ils sont dans des plans parallèles.
Pour effectuer les calculs, il est nécessaire d’opérer un choix concernant les polygones
servant à la discrétisation, les formules sont fournies pour des triangles mais il est possible
d’obtenir des formules pour tout polygone plan. Pour la discrétisation, dans la majorité
des cas nous utiliserons des fonctions de base constantes par triangle ; quelques cas avec
des fonctions de base affines par triangles seront abordés seulement dans la partie IV
qui concerne les prolongements de la méthode.

Ce mémoire est composé de quatre parties. La première partie est une introduction
aux méthodes d’équations intégrales, à l’utilisation des équations intégrales variation-
nelles pour l’équation de Helmholtz 3-D et aux intégrales singulières qui interviennent.
Après quoi, un chapitre est dédié à la présentation de la méthode. L’intégration de
fonctions homogènes est présentée et permet d’aboutir aux formules de réduction de la
dimension du domaine d’intégration.

La seconde partie présente l’évaluation d’intégrales lorsque les triangles sont co-
planaires ou dans des plans sécants. Il peut donc s’agir d’intégrales singulières, presque-
singulières mais aussi régulières. La majorité des chapitres traitent de l’intégrale I de (1).
Nous commençons par l’évaluation du coefficient d’auto-influence (lorsque les triangles
sont identiques). Le chapitre suivant traite le cas de triangles coplanaires en position
quelconque et s’achève avec la présentation des formules simplifiées que l’on obtient
lorsque les triangles sont adjacents (une arête commune) ou lorsqu’ils ont un sommet en
commun. Après les triangles coplanaires, on s’intéresse au cas plus difficile de triangles
dans des plans sécants. Le dernier chapitre concerne les intégrales Jζ voir (1) lorsque les
triangles sont dans des plans sécants. Il n’est pas nécessaire d’évaluer Jζ lorsque les tri-
angles sont coplanaires comme nous le verrons dans le chapitre 1. Il n’y a pas de chapitre
dédié aux résultats numériques ou aux comparaisons numériques puisque les résultats
numériques sont disséminés aux endroits propices dans chaque chapitre de cette partie.

La troisième partie concerne le traitement des intégrales lorsque les triangles sont
dans des plans parallèles. Il s’agit d’un problème encore important actuellement puisque
pour des triangles dans des plans très proches, peu de méthodes fournissent un résultat
précis pour un faible coût de calcul. Dans cette partie, l’approche est un peu différente,
le calcul des intégrales Jζ de (1) est effectué en premier et permet alors de déduire
l’intégrale I. Cette partie commence par le cas, le plus simple, de triangles superposés.
La suite logique consiste à traiter le cas de triangles en position quelconque. Après cela,
les formules pour l’évaluation de l’intégrale I de (1) sont déduites du calcul de Jζ puis la
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partie s’achève avec plusieurs résultats numériques afin de montrer l’intérêt des formules
obtenues.

La dernière partie présente quelques prolongement de la méthode. Un chapitre
présente les calculs découlant de l’utilisation de fonctions de bases affines par triangles
dans l’intégrale I. L’auto-influence et les triangles adjacents (coplanaires et dans des
plans sécants) seulement sont présentés. Le second chapitre montre l’utilisation de la
méthode pour les équations de Maxwell 3-D. L’intégrale du terme le plus singulier
pour l’électromagnétisme a déjà été évaluée pour l’équation de Helmholtz, donc nous
nous intéressons à l’autre terme singulier. Ce chapitre s’achève avec la présentation de
résultats numériques. Le chapitre suivant présente une réduction de l’intégrale du noyau
de Green complet (sans utiliser de décomposition en partie homogène et régulière),
bien que la méthode ne s’applique que dans le cas d’un intégrand homogène ; en effet, en
décomposant l’exponentielle en série entière, on obtient des intégrands homogènes. Dans
ce cas, il n’est pas possible d’obtenir des formules explicites, mais dans les cas les plus
singuliers (auto-influence, triangles adjacents ou ayant un sommet commun), l’intégrale
4-D initiale est réduite à une combinaison linéaire d’intégrales mono-dimensionnelles
qui sont évaluées numériquement pour un faible coût. Le dernier prolongement étudié
concerne l’évaluation de la partie finie d’intégrales hypersingulières au sens d’Hadamard.
Dans ce chapitre, les intégrales étudiées ne sont que 2-D, c’est en particulier le cas des
intégrales qui peuvent être issues des méthodes de collocation.

Le mémoire s’achève avec des annexes contenant le détail du calcul des quan-
tités géométriques intervenant dans les formules obtenues et les expressions finales des
intégrales mono-dimensionnelles découlant des diverses réductions.
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La méthode des éléments finis de
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1.4.4 Traitement des intégrales singulières et presque-singulières . . . . . . . . 13

2 Présentation de la méthode 15
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2.2.4 La formule (2.10) avec un intégrand singulier . . . . . . . . . . . . . . . 21
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4 TABLE DES MATIÈRES

Introduction de la partie
Cette partie introductive est composée de deux chapitres. Le premier chapitre présente
les méthodes d’équations intégrales de frontière en utilisant l’équation de Helmholtz 3-D
comme équation modèle. Les problèmes de Dirichlet et Neumann traités par potentiels
de simple et de double couches sont rappelés afin d’indiquer différentes intégrales
singulières pour lesquelles notre méthode s’applique.
Le second chapitre introduit la méthode d’évaluation explicite des intégrales comportant
un intégrand singulier, issues de la discrétisation des équations intégrales de frontière.
Les formules de réduction de la dimension du domaine d’intégration sur lesquelles
repose notre méthode sont détaillées. Ce chapitre s’achève sur une présentation de
l’utilisation des formules.



Chapitre 1

Equations intégrales de frontière

Introduction
Nous présentons succinctement les méthodes d’équations intégrales pour la résolution
de problèmes aux limites ainsi que les intégrales singulières qui y interviennent. Ces
intégrales singulières seront évaluées dans les parties suivantes.

1.1. Résolution d’un problème aux limites

1.1.1 Notations et problèmes modèles

Soient Ωi et Ωe deux ouverts complémentaires inclus dans Rn (Ωe � RnzΩi, où P
correspond à l’adhérence de l’ouvert P ). La frontière entre ces deux domaines est notée
Γ. On appelle Ωi et Ωe respectivement les domaines intérieur et extérieur (voir Figure
1.1). Lorsque le domaine n’importe pas, on utilise Ωl, avec l pouvant valoir i ou e.

Ωi

Ωe

Γ

Figure 1.1 – Notations : la frontière Γ délimite les deux ouverts Ωi (domaine intérieur) et Ωe

(domaine extérieur non borné).
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Pour présenter les méthodes d’équations intégrales de frontière, nous définissons deux
problèmes : le premier est l’équation de Helmholtz avec condition de Dirichlet sur Γ et
d’inconnue uDl :

�
PD
l

� $'&'%
�p∆� k2qulpxq � 0, x P Ωl � Rn

ul � fD sur Γ � BΩ
Condition de rayonnement si Ωl � Ωe,

(1.1)

où k est le nombre d’onde et ∆ le laplacien. Le second problème est l’équation de
Helmholtz avec condition de Neumann sur Γ et d’inconnue uNl :

�
PN
l

� $'&'%
�p∆� k2qulpxq � 0, x P Ωl � Rn

Bul
Bnl � fNl sur Γ � BΩ
Condition de rayonnement si Ωl � Ωe,

(1.2)

où Bul
Bnl est la dérivée normale selon la normale sortante à Ωl le long de Γ. On rappelle la

condition de rayonnement :

lim
|R|Ñ8

»
|x|�R

����BuBnpxq � ikupxq
����2 dsx � 0 (1.3)

Les solutions uDl et uNl sont définies dans Ωl. Lorsque Ωl � Ωe, la condition de
rayonnement assure la décroissance à l’infini de la solution et la causalité de la solution
lors d’un retour en temporel.

1.1.2 La méthodes des équations intégrales de frontière

La méthode des équations intégrales de frontière consiste à transformer le problème
aux limites posé dans Ωl en une équation intégrale définie sur Γ � BΩl (voir [CK83,
CK98, Kre99, McL00, Néd01]). Seul un maillage de Γ est donc nécessaire (voir Figure
1.2) pour la résolution numérique de l’équation intégrale. Ce passage d’un problème
volumique à un problème surfacique s’effectue en utilisant la solution fondamentale
de l’équation, qui est la solution de l’équation prise au sens des distributions avec la
distribution de Dirac pour second membre. On note G, la solution fondamentale de
l’équation :

� �∆y � k2�Gpx, yq � δpx� yq, dans Rn, n � 2, 3 (1.4)

Dans le cas des problèmes (1.1) et (1.2), la solution fondamentale, appelée noyau de
Green, est donnée par :

Gpx, yq � � 1
2πH

p1q
0 p}x� y}q si n � 2

Gpx, yq � � 1
4π

eik}x�y}

}x� y} si n � 3, (1.5)

où la fonction Hp1q
0 est la fonction de Hankel de première espèce d’ordre 0 (voir [AS72]).

La solution fondamentale permet de prendre en compte directement la condition de
décroissance à l’infini, aussi appelée condition de rayonnement, sans travail additionnel.
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On note que les deux solutions fondamentales sont singulières lorsque x � y. Ce
caractère singulier de la solution fondamentale complique l’évaluation des intégrales
intervenant dans les méthodes d’équations intégrales de frontière. Pour simplifier les
calculs dans la suite, on note le caractère symétrique de G par rapport aux deux variables
x et y pour ce problème donnée. La solution fondamentale peut ne pas être symétrique,
cela dépend du problème étudié. De plus amples détails sur la détermination d’une
solution fondamentale sont accessibles dans [OW90], [OW97], [Kyt96] et [Wag04].

Γ

Ωe

Ωi

Figure 1.2 – Prise en compte d’un domaine borné (Ωi) et non borné (Ωe) par les méthodes
d’équations intégrales.

1.1.3 Obtention d’une formule de représentation intégrale

A partir de la connaissance de la trace de la solution et de sa dérivée normale sur Γ,
on peut déterminer la solution en tout point de Ωl grâce à la formule de représentation
intégrale, par exemple pour notre problème modèle, on a

ulpzq � �
»

Γ
Gpz, yqBulpyqBnl dsy �

»
Γ

BGpz, yq
Bnl ulpyqdsy, @z P Ωl. (1.6)

avec nl la normale sortante à Ωl le long de Γ. Soient le potentiel de simple couche

S pqq pzq � �
»

Γ
Gpz, yqqpyqdsy, @z P Ωl (1.7)

et le potentiel de double couche

Dl ppq pzq �
»

Γ

BGpz, yq
Bnl ppyqdsy, @z P Ωl, (1.8)

qui dépend de la normale utilisée. Avec cette notation (1.6) s’écrit :

ulpzq � S
�Bul
Bnl



pzq �Dl pulq pzq, @z P Ωl, (1.9)

où l’on note que les potentiels de simple et de double couche font intervenir la trace
respectivement de la dérivée normale de la solution et de la solution sur Γ (voir par
exemple [HW08]). Ainsi, à partir de la connaissance de ces deux quantités, il est possible
de calculer la solution en tout point de Ωl.
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Pour prendre en compte la condition au bord sur Γ et obtenir une équation intégrale,
il faut faire tendre z Ñ x P Γ. Avant d’effectuer ce passage à la limite, on définit une
nouvelle formule de représentation intégrale pour une inconnue u définie dans Rn. Les
deux sections suivantes présentent des définitions de u. On commence par définir les
sauts de la trace et de la trace normale de u sur Γ.�

u
�
� pue � uiq|Γ et

�Bu

Bn
�
�
�Bue

Bne �
Bui

Bni



|Γ
, (1.10)

où ul est la restriction de u à Ωl. On rappelle que ne et ni sont les normales sortantes le
long de Γ respectivement à Ωe et Ωi. On obtient la formule de représentation intégrale
suivante :

S
��Bu

Bn
�


pzq �Dl

��
u
�	
pzq � upzq, z P Ωi Y Ωe, (1.11)

où S et Dl sont les potentiels de simple et de double couche définis respectivement en
(1.7) et (1.8).

1.2. Résolution du problème de Dirichlet

1.2.1 Problème de Dirichlet par potentiel de simple couche

On définit u comme le prolongement de la solution du problème de Dirichlet extérieur
par la solution du problème de Dirichlet intérieur avec la trace de uDe pour donnée sur
le bord , soit

upxq �
#

uDi pxq, si x P Ωi

uDe pxq, si x P Ωe.
(1.12)

Les traces de uDi et uDe sur Γ étant identiques, on a
�
u
�
� 0. On introduit l’inconnue

q �
�
Bu
Bn

�
, alors q P H�1{2pΓq. La formule de représentation intégrale (1.11) s’écrit alors :

Spqqpzq � upzq, @z P Ωi Y Ωe. (1.13)

Pour prendre en compte la condition de Dirichlet sur Γ, il faut faire tendre z vers x P Γ.
Il n’y a pas de difficulté à effectuer ce passage à la limite ; on obtient l’équation intégrale
suivante

�
»

Γ
Gpx, yqqpyqdsy � fDpxq, @x P Γ, (1.14)

où fD est la donnée de Dirichlet du problème (1.1).

1.2.2 Problème de Dirichlet par potentiel de double couche

Une des manière de résoudre le problème de Dirichlet par potentiel de double couche
consiste à prolonger la solution du problème de Dirichlet extérieur par la solution du
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problème de Neumann intérieur avec comme donnée BueBni � �BueBne sur Γ. Ainsi
�
Bu
Bn

�
� 0

et l’inconnue du nouveau problème est pe �
�
u
�
, avec pe P H1{2pΓq. L’indice e indique

que la solution dépend de la normale utilisée (dans ce cas, la normale extérieur). On a
alors :

Deppeqpzq �
»

Γ

BGpz, yq
Byne pepyqdsy � upzq, @z P Ωi Y Ωe, (1.15)

ce qui après passage à la limite z Ñ x P Γ,»
Γ

B
BnepxqGpx, yqpepyqdsy �

pepxq
2 � fDpxq, x P Γ. (1.16)

1.2.3 Autre formulation possible

En utilisant directement la première formule de représentation intégrale (1.9) obte-
nue, pour la résolution du problème de Dirichlet intérieur seulement, on obtient :

uipzq � S
�Bui
Bni



pzq �Di

�
fD
� pzq, @z P Ωi, (1.17)

qui fournit après passage à la limite (voir (1.14) et (1.16)) l’équation intégrale :

S
�Bui
Bni



pxq � �f

Dpxq
2 �

»
Γ

BGpx, yq
Byni fDpyqdsy, x P Γ. (1.18)

Pour un même problème, plusieurs équations intégrales peuvent être obtenues comme
le montrent les équations (1.14) et (1.18) pour le problème de Dirichlet intérieur.

1.3. Résolution du problème de Neumann

1.3.1 Problème de Neumann par potentiel de simple couche

Résoudre un problème de Neumann par potentiel de simple couche revient à prolon-
ger la solution du problème de Neumann extérieur par la solution d’un problème de Diri-
chlet intérieur avec la trace de uNe comme donnée sur le bord. On en déduit que

�
u
�
� 0

et que seul le potentiel de simple couche intervient. On pose qe �
�
Bu
Bn

�
P H�1{2pΓq

comme inconnue dans la formule de représentation intégrale (1.11) ; on a :
S pqeq pzq � upzq, z P Ωi Y Ωe. (1.19)

Pour prendre en compte la condition au bord, on utilise la dérivée normale de (1.19),
soit

lim
zÑx

� B
Bzne

»
Γ
Gpz, yqqepyqdsy � fNe pxq, x P Γ, (1.20)

ce qui donne l’équation intégrale

�
»

Γ

B
BxneGpx, yqqepyqdsy �

qepxq
2 � fNe pxq, x P Γ. (1.21)
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1.3.2 Problème de Neumann par potentiel de double couche

On définit u comme le prolongement de la solution du problème de Neumann
extérieur (voir (1.2)) par la solution du problème de Neumann intérieur avec fNi � �fNe
de manière à avoir

�
Bu
Bn

�
� 0. On pose pe �

�
u
�
, avec pe P H1{2pΓq, l’inconnue de

l’équation intégrale.

lim
zÑx

B
Bzne

»
Γ

BGpz, yq
Byne pepyqdsy � fNe pxq, x P Γ. (1.22)

La trace normale d’un potentiel de double couche n’est pas une fonction mais doit
être vue au sens des distributions. En effectuant deux intégrations par parties dans la
formulation variationnelle résultant du problème, on obtient»

Γ

B
Bxne

»
Γ
t̄pxqBGpx, yqByne pepyqdsydsx

� k2
»

Γ�Γ
Gpx, yq pnepyq � nepxqq t̄pxqpepyqdxdy (1.23)

�
»

Γ�Γ
Gpx, yq �pnepxq ^∇Γt̄pxqq � pnepyq ^∇Γpepyqq

�
dsydsx,

où ∇Γ est le gradient surfacique défini par

∇Γu � ∇u�ÝÑn pÝÑn �∇uq . (1.24)

La nouvelle expression de la dérivée normale du potentiel de couche obtenue en (1.23)
présente l’avantage de ne faire intervenir aucune dérivée du noyau de Green G.

Finalement, on obtient la formulation variationnelle,

@t P H1{2pΓq,
k2
»

Γ�Γ
Gpx, yq pnepyq � nepxqq t̄pxqpepyqdxdy (1.25)

�
»

Γ�Γ
Gpx, yq �pnepxq ^∇Γt̄pxqq � pnepyq ^∇Γpepyqq

�
dsydsx �

»
Γ
fNe pxqt̄pxqdsx

1.4. Résolution numérique d’une équation intégrale de frontière

Il existe plusieurs méthodes de résolution numérique des équations intégrales de
frontière. Nous supposons que le problème aux limites initial est défini dans un domaine
3-D. La frontière Γ du domaine est donc une surface et peut être discrétisée en utilisant
des triangles. La méthode de collocation est présentée succinctement puis on présente
la méthode qui intervient dans la suite de la thèse, la méthode des éléments finis de
frontière.

Toutes les méthodes numériques pour résoudre des équations intégrales nécessitent
la résolution d’un système linéaire que nous écrivons ainsi

AΛ � B, (1.26)

d’inconnue Λ. Nous utilisons le problème de Dirichlet résolu par potentiel de simple
couche (voir (1.14)) comme problème modèle pour la présentation des deux méthodes.
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1.4.1 La méthode de collocation

La méthode de collocation consiste à chercher une solution vérifiant l’équation
intégrale en un certain nombre de points, appelés points de collocation. On obtient
le système :

Trouver q P H�1{2pΓq vérifiant

�
Ņ

m�1

»
Tm

qpyqGpxi, yqdsy � fDpxiq, i P r1, � � � , Ncs , (1.27)

où Nc est le nombre de points de collocation et N le nombre d’éléments (triangles).
Finalement, pour résoudre numériquement (1.27), on introduit une base de dimension
Nc de H�1{2pΓq. En décomposant q sur la base formée par les fonctions de base φm, on
aboutit au système linéaire (1.26), avec

Ai,m �
»
Tm

φmpyqGpxi, yqdsy, (1.28)

Bi � fDpxiq.

La solution du problème s’écrit alors :

qpyq �
Nç

i�1
λiφipyq (1.29)

Grâce à sa grande simplicité d’utilisation, la méthode de collocation a été très utilisée
dans de nombreux codes de calcul par équations intégrales. Arnold et Wendland dans
[AW82, AW83] et de Paula et Telles dans [DPT89] ont effectué des comparaisons entre la
méthode de collocation et la méthode des éléments finis de frontière dont la présentation
suit.

1.4.2 Les éléments finis de frontière

La méthode des éléments finis de frontière consiste à appliquer la démarche de la
méthode des éléments finis à une équation intégrale. On commence donc par l’écriture
de la formulation variationnelle du problème de Dirichlet par potentiel de simple couche
(1.14) en introduisant une fonction-test t P H�1{2pΓq, prise dans le même espace que
celui où la solution de l’équation est recherchée, puis en multipliant l’équation par t̄pxq
et finalement en intégrant sur Γ ; on obtient la formulation variationnelle suivante

Trouver q P H�1{2pΓq vérifiant l’équation

�
»

Γ
t̄pxq

»
Γ

qpyqGpx, yqdsydsx �
»

Γ
t̄pxqfDpxqdsx, @t P H�1{2pΓq. (1.30)

On exprime l’inconnue et la fonction-test à l’aide des fonctions de base :

qpyq �
Ņ

j�1
qjφjpxq et tpxq �

Ņ

i�1
tiφipxq, (1.31)
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ce qui permet de discrétiser (1.30). On obtient alors le système (1.26) avec

Ai,j � �
»

Γ�Γ
φ̄ipxqGpx, yqφjpyqdydx, (1.32)

Bi �
»

Γ
φ̄ipxqgpxqdx. (1.33)

Dans le cas de (1.30), q P H�1{2pΓq peut être discrétisée à l’aide de fonctions de base
constantes par triangle. Il faut donc évaluer les intégrales :

�
»
Ti�Tj

φ̄ipxqGpx, yqφjpyqdydx, (1.34)

où Ti et Tj sont des triangles du maillage. Le caractère singulier de G complique
l’évaluation de cette intégrale. Dans le cas d’un problème faisant intervenir le potentiel
de double couche, l’inconnue qui appartient à H1{2pΓq peut être discrétisée en utilisant
des fonctions de base linéaires par élément. Dans la suite nous utilisons des fonctions de
base réelles donc nous remplacerons φ̄i par φi.

Les méthodes de collocation et Galerkin présentées jusqu’à présent, dites conven-
tionnelles, ont deux limitations :

 la matrice du système linéaire associée est pleine (puisque le noyau de Green G
est non-local). Le coût mémoire pour stocker la matrice est donc important et le
nombre d’inconnues envisageables pour résoudre un problème est limité.

 la résolution du système devient rapidement très coûteuse.

Des méthodes dites rapides permettent de diminuer la taille de la matrice et
d’accélérer la résolution du système linéaire (Fast Multipole Method [GR87], Adaptive
Cross Approximation [Beb00], Panel Clustering [HLS97] . . . ) en diminuant la quantité
de calcul pour les interactions entre éléments du maillages qui sont éloignés.

1.4.3 Intégrales singulières

La méthode des éléments finis de frontière (Galerkin Boundary Element Method
ou simplement GBEM) présentée dans la sous-section 1.4.2 nécessite l’évaluation
d’intégrales doubles comportant un intégrand singulier. La première intégrale est»

S�T
φjpxqGpx, yqφipyqdxdy, (1.35)

qui provient du potentiel de simple couche (voir (1.14) et (1.18)). La seconde intégrale
qui est issue du potentiel de double couche (voir (1.16) et (1.25) s’écrit»

S�T
φjpxq BGBny px, yqφipyqdxdy, (1.36)

où BG
Bny � ∇yGpx, yq � ÝÑn pyq est la dérivée normale de G. Puisque la normale sortante

au bord Γ du domaine est constante par élément (triangle plan ou plus généralement
polygone plan), on se ramène donc au calcul de l’intégrale»

S�T
φjpxq∇yGpx, yqφipyqdxdy, (1.37)
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en gardant en mémoire qu’il faut effectuer le produit scalaire avec la normale sortante
au bord du domaine. Enfin, la dernière intégrale qui peut intervenir et provient de la
dérivée normale du potentiel de double couche lors de l’utilisation d’une formulation
hypersingulière s’écrit :

B
Bnx

»
S�T

φjpxq BGBny px, yqφipyqdxdy, (1.38)

est évaluée en utilisant (1.23).
Le noyau de Green G est singulier lorsque r � 0 (voir (1.5)). Ainsi lorsque l’intersec-

tion des deux triangles n’est pas vide (voir la Figure 1(a)), les intégrales (1.35), (1.37)
et (1.38) sont singulières. Ce cas apparâıt lorsque S et T sont identiques ou lorsqu’ils
ont un sommet commun ou une arête commune. Ces cas singuliers apparaissent, en
général, lorsque les indices i et j sont proches. Les cas singuliers correspondent donc à
des coefficients proches de la diagonale de la matrice A.

Le caractère singulier de G (G � 1{}x � y} en 3-D) intervient également lorsque
l’intersection des deux triangles est vide. En effet, lorsque S et T sont très proches
(voir la Figure 1(b)), les intégrales bien que non singulières, sont difficiles à évaluer avec
précision par des méthodes usuelles d’intégration numérique. Dans ce cas, les intégrales
sont dites presque-singulières. Les cas presque-singuliers peuvent correspondre à des
coefficients de la matrice qui sont éloignés de la diagonale. Lorsque les triangles S et
T sont très proches, les intégrales (1.35), (1.37) et (1.38) peuvent correspondre à des
coefficients de valeurs grandes.

Une mauvaise évaluation de coefficients éloignés de la diagonale, issus d’intégrales
presque-singulières peut altérer grandement la précision de la solution calculée ; il s’agit
du cas le plus difficile. Dans [GPRS06] Gladilin et al. indiquent lors d’une comparaison
effectuée entre la méthode des éléments finis (FEM) et une méthode d’équation intégrale
de frontière par collocation que la solution obtenue en utilisant la méthode de collocation
est moins précise que celle obtenue par les éléments finis (FEM) mais que cela est pro-
bablement dû à la singularité de l’intégrand. Cela montre qu’il est important d’évaluer
les intégrales singulières, mais aussi presque-singulières avec une méthode précise, sans
quoi, les méthodes d’équations intégrales perdent fortement de leur intérêt.

1.4.4 Traitement des intégrales singulières et presque-singulières

Il existe deux grandes classes de méthodes de traitement des intégrales singulières.
Les méthodes dites d’élimination pour lesquelles un changement de variables permet
de régulariser l’intégrand grâce au Jacobien de la transformation. La seconde classe
concerne les méthodes dites de soustraction pour lesquelles, une fonction singulière
est soustraite de l’intégrand afin de le régulariser. Le nouvel intégrand obtenu peut
alors être évalué à l’aide de méthodes d’intégration numérique classiques (voir [Str71],
[Eva93], [LC94], [Tr̂ı09]). Cependant, pour que cette méthode soit intéressante, il faut
que l’intégrale de la fonction soustraite soit facilement évaluable. La méthode que nous
proposons fait partie des méthodes de soustraction ; et permet d’évaluer avec une grande
précision l’intégrale du terme singulier. Nous décomposons l’intégrand en termes singu-
liers homogènes d’une part et en une partie régulière d’autre part, qui peut être évaluée
à l’aide de méthodes usuelles d’intégration numérique. A cet effet, le noyau de Green de
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l’équation de Helmholtz 3-D peut se décomposer comme suit,

Gpx, yq � � 1
4π

eik}x�y}

}x� y} � � 1
4π

eikr

r
� � 1

4πr �
1

4π
eikr � 1

r
, (1.39)

où r � }x�y}. On remarque que le premier terme de la décomposition diverge lorsque r
tend vers 0 donc correspond au terme singulier. A contrario, le second terme est analy-
tique par rapport à la distance r et est donc susceptible d’être intégré numériquement.
De même pour le gradient de G :

∇yGpx, yq � � px� yq
}x� y}3

p1� ik}x� y}q
4π eik}x�y}

� �px� yqp1� ikrq
4πr3 eikr � �px� yq

4πr3 � ikpx� yq
4πr � x� y

4π Kprq, (1.40)

où K est une fonction analytique de la distance r.
Dans le cadre des méthodes variationnelles, l’intégrale à évaluer est quadri-

dimensionnelle. Certaines méthodes, dites semi-analytiques proposent d’évaluer ex-
plicitement l’intégrale interne puis utilisent des méthodes numériques pour calculer
l’intégrale externe. D’autres méthodes proposent des changements de variables, souvent
couplés avec des décompositions de domaines puis une intégration numérique complète.
Cependant, comme l’indique [BKS05], pour conserver un bon ordre de convergence, il est
nécessaire d’adapter l’ordre de la formule de quadrature avec l’erreur de discrétisation.
En général, cela se traduit par le fait que l’ordre de quadrature nécessaire crôıt loga-
rithmiquement avec le nombre d’inconnues ; ce qui peut rapidement poser problème. Un
des avantages de la méthode proposée dans cette thèse (voir aussi [LS12]) est qu’elle ne
nécessite pas d’intégration numérique ; ainsi, la question de l’adaptation de l’ordre de
la méthode de quadrature ne se pose pas. Ceci assure une bonne robustesse de notre
méthode.

Des comparaisons numériques ont été effectuées avec la méthode proposée par Sau-
ter et Schwab dans [SS10] et la librairie d’intégration adaptative [CH03]. La première
méthode repose sur un changement de variable afin de se ramener à des éléments de
références suivi d’une décomposition du domaine puis à l’utilisation de la transforma-
tion de Duffy ; ce qui conduit à des intégrales comportant un intégrand régulier sur des
hypercubes 4-D qui peuvent donc être évaluées par des méthodes numériques usuelles.
Le cas des intégrales presque-singulières est encore très étudié, par exemple Nintcheu-
Fata dans [NF10] propose une intégration analytique de l’intégrale interne puis compare
trois méthodes (transformation de Duffy, transformation sinh et enfin transformation
polynomiale) pour finir l’évaluation à l’aide d’une intégration numérique.



Chapitre 2

Présentation de la méthode

Introduction
Comme il a été vu dans le chapitre précédent, nous souhaitons évaluer des intégrales,
dont l’intégrand est singulier, sur le produit de deux triangles S � T . Il s’agit donc
d’une intégrale 4-D. Par ailleurs l’intégrand étant singulier, les méthodes usuelles
d’intégration numérique ne peuvent pas être utilisées.
Nous proposons une méthode qui ne nécessite aucune intégration numérique pour
l’évaluation d’intégrales singulières provenant des méthodes d’équations intégrales de
frontière variationnelles. La méthode permet d’obtenir des formules explicites pour
évaluer ces intégrales ce qui procure une très grande précision. Cette méthode de
calcul a été introduite par M. Lenoir en 2006, voir [Len06]. Il s’agit d’un processus de
réduction de la dimension du domaine d’intégration qui permet de transformer une
intégrale 4-D en une combinaison linéaire d’intégrales mono-dimensionnelles régulières.
Ces intégrales mono-dimensionnelles peuvent alors être évaluées explicitement.

2.1. Le processus de réduction

Le processus de réduction repose sur plusieurs formules de simplification présentées
dans la section 2.2. Ces formules permettent de réduire la dimension du domaine
d’intégration. Elles sont utilisables lorsque l’intégrand est homogène, ou positivement
homogène. Une fonction est dite homogène de degré q, ou q-homogène, par rapport à la
variable z P Rn, si :

fpλzq � λqfpzq, @λ P R, λ � 0. (2.1)
D’une manière similaire, une fonction est dite positivement homogène de degré q par
rapport à z P Rn, si

fpλzq � λqfpzq, @λ ¡ 0. (2.2)
Tous les intégrands étudiés dans la suite sont positivement homogènes mais afin de
simplifier la notation nous utiliserons le terme de fonctions q-homogènes pour parler de
fonctions homogènes ou positivement homogènes. Soit l’intégrale

I �
»
S�T

fpzqdz,

15
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où f est une fonction q-homogène et où z � px, yq, avec x P S et y P T (voir la figure 2.1).
Pour mieux appréhender l’utilisation de notre méthode, la figure 2.3 présente l’évolution
du domaine d’intégration lors de l’application du processus de réduction de la dimension
du domaine d’intégration à l’intégrale I avec S et T sont deux triangles coplanaires.

αi
αi�1

αi�2

βj

βj�1

βj�2
S

T

x

y

ai

ai�1

ai�2
bj

bj�1

bj�2

Figure 2.1 – Le domaine d’intégration : produit des deux triangles S et T coplanaires.

L’intégrale 4-D initiale est réduite en une combinaison linéaire d’intégrales 3-D de
deux types : des intégrales sur des domaines de type S�β et d’autres sur des domaines
α� T . L’évolution du domaine d’intégration durant la réduction de α� T est présentée
sur la Figure 2.3. L’intégrale sur S � β se réduit d’une manière similaire.
Une seconde application des formules permet de réduire cette intégrale à deux types
d’intégrales 2-D : des intégrales sur des domaines S � b, avec b un des sommets du
triangle T ; et des intégrales sur α � β.
La dernière réduction permet de se ramener à des intégrales mono-dimensionnelles.
L’intégrale sur S � b se réduit en une combinaison linéaire d’intégrales sur α � b. La
réduction de l’intégrale sur α � β dépend de la configuration géométrique des supports
des deux segments. Lorsque leurs supports sont sécants, on obtient des intégrales sur
a � β et sur α � b. Lorsque les supports des segments sont parallèles, on note rα et ra
les projections respectives de α et a sur le support de β. L’intégrale sur α� β se réduit
alors à des intégrales sur rα� b et des intégrales sur ra�β. Toutes les intégrales 1-D sont
régulières ainsi que nous le constaterons dans la seconde partie de ce manuscrit.

α

β

rα

a� a�

ra� ra�b� b�

Figure 2.2 – Supports de α et β parallèles.
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S � T

α � T S � β

a� T α � β

a� β α � b rα � b ra� β

séca
nts

parallèles

Figure 2.3 – Evolution du domaine d’intégration durant le processus de réduction appliqué
à une intégrale sur le produit de deux triangles coplanaires S et T .

2.2. Intégration de fonctions homogènes

Pour l’obtention des formules de réduction, il est nécessaire de distinguer deux cas.
Lorsque l’intégrand est une fonction q-homogène par rapport à la variable d’intégration
z (voir (2.3)) et lorsqu’il s’agit d’une fonction q-homogène par rapport au couple pz, hq
formé de la variable d’intégration et d’un paramètre réel h, fonction que l’on appellera
fonction q-homogène à paramètre (voir (2.4)) :

fpλzq � λqfpzq (2.3)
fpλz, λhq � λqfpz, hq. (2.4)

Bien que déjà introduites par Viajakumar, Cormack et Rosen (voir [VC88, RC95] pour
la réduction d’intégrales singulières 2-D) et Lasserre (voir [Las99] pour la réduction
d’intégrales régulières), l’obtention des formules de réduction est présentée afin de fournir
un document complet.

2.2.1 Fonction homogène

Soit f : Ω � Rn Ñ R une fonction q-homogène régulière, alors d’après la définition
(2.1) on a

fpλzq � λqfpzq, @λ � 0 (2.5)

expression qu’il est possible de dériver par rapport à λ,

z �∇fpλzq � qλq�1fpzq, @λ � 0. (2.6)
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L’expression (2.6) est vérifiée pour tout λ � 0 donc à fortiori pour λ � 1, ce qui donne
le résultat du théorème d’Euler (aussi appelée relation d’homogénéité d’Euler, voir par
exemple [HJ63, p. 471]) :

z �∇fpzq � qfpzq. (2.7)

On a donc »
Ω
z �∇fpzqdz � q

»
Ω
fpzqdz. (2.8)

L’objectif est de transformer l’intégrale de gauche pour obtenir une intégrale sur BΩ, le
bord de Ω. La formule de Green nous permet d’obtenir ce résultat mais il est nécessaire
que f soit assez régulière. Si on suppose f P C1pΩ̄q, alors»

Ω
z �∇fpzqdz � �n

»
Ω
fpzqdz �

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qfpzqdsz, (2.9)

où ÝÑν est la normale sortante à BΩ et sz est l’élément de surface sur BΩ. En introduisant
I � ³Ω fpzqdz, on obtient

pq � nqI �
»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν q fpzqdsz.

Théorème 1 (Formule 1). Soit f : Ω � Rn Ñ R, alors si f est une fonction homogène
de degré q avec q � n � 0 et si f est assez régulière sur Ω, on a la réduction

I :�
»

Ω
fpzqdz � 1

q � n

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qfpzqdsz. (2.10)

Dans la sous-section 2.2.4 nous montrons que cette formule peut s’appliquer à des
intégrands singuliers.

2.2.2 Fonction homogène, cas q � n = 0

On observe que lorsque q � �n, la formule (2.10) ne s’applique plus. Pour obtenir
une formule de réduction lorsque q � n � 0, nous introduisons θ : Ω Ñ R� une fonction
τ -homogène positive, avec τ � 0. On pose

lpzq � fpzq lnpθpzqq,
alors

lpλzq � λqfpzq lnpλτθpzqq � τ λqfpzq lnpλq � λqfpzq lnpθpzqq, (2.11)

et comme dans la sous-section 2.2.1,

z �∇lpλzq � qτλq�1fpzq lnpλq � τλq�1fpzq � qλq�1fpzq lnpθpzqq, (2.12)

qui donne en prenant λ � 1,

z �∇lpzq � τfpzq � qfpzq lnpθpzqq � τfpzq � qlpzq, (2.13)
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soit en intégrant sur Ω et en utilisant la formule de Green de (2.20),

�n
»

Ω
lpzqdz �

»
BΩ
lpzqpÝÑz |ÝÑν qdsz � τ

»
Ω
fpzqdz � q

»
Ω
lpzqdz (2.14)

qui donne, »
Ω
fpzqdz � 1

τ

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qfpzq lnpθpzqqdsz, (2.15)

ce qui permet d’écrire la formule (2.16) :
Théorème 2. Soient Ω � Rn et f : Ω Ñ R, une fonction régulière et homogène de
degré q � �n tel que q�n � 0. On introduit une fonction positive θ : Ω Ñ R, arbitraire
positivement homogène de degré τ ¡ 0, alors on a»

Ω
fpzqdz � 1

τ

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qfpzq lnpθpzqqdsz. (2.16)

D’autres techniques aboutissent à l’expression (2.16). Par exemple F. Collino intègre
la fonction ppzq � fpzqθpzqγ, où f est l’intégrand initial, θ est une fonction arbitraire
positivement homogène de degré τ � 0 et γ est positif, ainsi la formule (2.10) peut être
utilisée puis en passant à la limite lorsque γ Ñ 0, on obtient (2.16).

2.2.3 Fonction homogène à paramètre

Cette fois, nous nous intéressons aux intégrales d’une fonction q-homogène à pa-
ramètre, notée g, soit

»
Ω
gpz, hqdz, avec Ω � Rn et h P R un paramètre. En remplaçant

z dans la définition (2.1) par le couple pz, hq, on a
gpλz, λhq � λqgpz, hq, (2.17)

expression qui peut également être dérivée par rapport à λ, comme cela a été fait en
(2.6),

z �∇zgpλz, λhq � h
Bg
Bhpλz, λhq � qλq�1gpz, hq, (2.18)

et en prenant λ � 1, on obtient

z �∇gpz, hq � h
Bg
Bhpz, hq � qgpz, hq. (2.19)

De la même manière que pour (2.8), on intègre l’expression par rapport à Ω et on pose
Iphq �

»
Ω
gpz, hqdz. La formule de Green»

Ω
z �∇gpz, hqdz � �n

»
Ω
gpz, hqdz �

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qgpz, hqdsz (2.20)

� �nIphq �
»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qgpz, hqdsz,

fournit l’équation différentielle ordinaire

pq � nqIphq � hI 1phq �
»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qgpz, hqdsx, (2.21)

d’inconnue Iphq. On remarque que lorsque g est ne dépend pas du paramètre h, alors
I 1phq � 0 et on retrouve l’expression (2.10).
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Lorsque q � n � 0, cette équation peut-être résolue en utilisant la méthode de la
variation de la constante ; pour ce faire, on pose

Iphq � hq�nKphq, (2.22)

alors, K vérifie l’équation

K 1phq � � 1
hq�n�1

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qgpz, hqdsz. (2.23)

Soit h0 P R un réel que l’on fixera par la suite en s’assurant que l’intégrale est définie.
En intégrant (2.23), on obtient

Kphq � Kph0q �
» h0

h

1
uq�n�1

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qgpz, uqdszdu, (2.24)

alors en faisant apparâıtre Iphq dans (2.24), on a

Iphq �
�
h

h0


q�n
Iph0q � hq�n

» h0

h

1
uq�n�1

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qgpz, uqdszdu. (2.25)

Lorsque q � n � 0, l’expression (2.21) devient simplement

I 1phq � �1
h

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qgpz, hqdsz, (2.26)

soit,

Iphq � Iph0q �
» h0

h

1
u

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qgpz, uqdszdu, (2.27)

qui n’est rien d’autre que l’expression (2.25) avec q � n � 0.

Choix de h0
A présent, il faut faire un choix pour h0. Tout d’abord, il est préférable de choisir

h0 du même signe que h afin d’éviter la possible singularité de gpz, hq en h � 0. Dans
tous les cas que l’on traitera h sera positif, donc nous choisirons h0 ¡ 0. De plus, nous
traiterons des intégrands de la forme ph2 � }x� y}2qq{2 et px� yq ph2 � }x� y}2qpq�1q{2,
avec q   0. On a donc

gpz, h0q � hq0 gp
z

h0
, 1q, (2.28)

et l’inégalité

}gp z
h0
, 1q} ¤ }px� yq}α, (2.29)

avec α P t0, 1u. Ainsi,

}Iph0q} �
����hq�nhq�n0

»
Ω
gpz, h0qdz

���� ¤ hq�n

hn0

����»
Ω
px� yqαdz

���� ¤ hq�n

hn0
M ÝÑ 0 quand h0 Ñ 8,

(2.30)

et ce résultat reste valable lorsque q � n � 0. Il est donc raisonnable de choisir h0 �
sgnphq8, donc h0 � �8.
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Théorème 3. Soit g : Ω � Rn � R Ñ R, alors si g est une fonction assez régulière et
q-homogène selon ses deux variables, sous la condition�

h

h0


q�n »
Ω
gpz, h0qdsz ÝÑ 0 quand h0 Ñ sgnphq8, (2.31)

on a la simplification :

Iphq � hq�n
»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν q

» sgnphq8

h

gpz, uq
uq�n�1du dsz. (2.32)

On note que l’ordre d’intégration a été changé pour obtenir cette formule finale. Il
n’y a pas de réduction de la dimension dans l’expression (2.32), cependant dans tous les
cas traités il est possible d’évaluer explicitement l’intégrale interne ; on obtient donc la
formule (2.34) :

Théorème 4. Soit g : Ω � Rn � R Ñ R, alors si g est une fonction assez régulière et
q-homogène selon ses deux variables, sous la condition�

h

h0


q�n »
Ω
gpz, h0qdsz ÝÑ 0 quand h0 Ñ sgnphq8, (2.33)

on a la simplification :

Iphq :�
»

Ω
gpz, hqdz �

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qF pz, hq dsz (2.34)

avec F pz, hq � hq�n
» sgnphq8

h

gpz, uq
uq�n�1du.

Il est intéressant de noter qu’avec la formule (2.34) il n’est pas nécessaire de distinguer
entre le cas q � n � 0 et le cas q � n � 0. Comme on le verra dans la suite, l’intégrand
est modifié à chaque utilisation de la formule et devient plus compliqué.

Une question se pose : si g est q-homogène qu’en est-il de de F pz, hq ? Montrons que
F pz, hq est q-homogène également via un simple changement de variable :

F pλx, λhq � λq�nhq�n
» sgnphq8

λh

gpλx, uq
uq�n�1 du

� λq�nhq�n
» sgnphq8

h

gpλx, λvq
λq�n�1vq�n�1λdv

� λqhq�n
» sgnphq8

h

gpx, vq
vq�n�1dv

� λqF px, hq, (2.35)

ce qui nous assure bien la q-homogénéité de F par rapport au couple de variable pz, hq.

2.2.4 La formule (2.10) avec un intégrand singulier

Soient les domaines Ω1 � R2 et Ω2 � R2 tels que leur intersection soit non vide. On
pose Ω � Ω1 � Ω2 et Rpzq � }x � y} avec x P Ω1 et y P Ω2. Nous allons montrer que
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l’intégrale

I �
»

Ω

1
Rpzqdz, (2.36)

est sujette à l’utilisation de la formule (2.10) bien que son intégrand soit homogène de
degré q � �1 selon le couple de variable px, yq et singulier puisque Ω1 X Ω2 � H. On
pose

Ipεq �
»

Ω

1a
ε2 �Rpzq2dz, (2.37)

où ε ¡ 0, ainsi l’intégrale est définie et l’on peut appliquer la formule (2.34) en notant
que q � n � 3 ; l’intégrale Ipεq s’écrit alors :

Ipεq �
»
BΩ
pz|ÝÑν q ε3

» �8

ε

1
u4
a
u2 �Rpzq2dudsz (2.38)

On s’intéresse à l’intégrale interne ; alors en lui appliquant une intégration par parties,
on obtient

Ipεq �
»
BΩ

pz|ÝÑν q
3
a
ε2 �Rpzq2Bz �

»
BΩ
pz|ÝÑν q ε

3

3

» �8

ε

1
u2 pu2 �Rpzq2q3{2dudsz (2.39)

Dans la seconde intégrale, on utilise la majoration :
ε3

u2 pu2 �Rpzq2q3{2 ¤
u

pu2 �Rpzq2q3{2 ,

qui vérifie : » �8

ε

u

pu2 �Rpzq2q3{2du �
1a

ε2 �Rpzq2 ¤
1

Rpzq , (2.40)

Finalement, le théorème de convergence dominée de Lebesgue conduit au résultat :

lim
εÑ0

Ipεq �
»
BΩ

pz|ÝÑν q
3Rpzqdsz (2.41)

qui est exactement le résultat obtenu si l’on applique näıvement la formule (2.10) à I.
Ce résultat permet de conclure que la formule (2.10) peut être utilisée pour certains

intégrands singuliers (ici homogène de degré �1). Dans la suite de ce manuscrit, nous
utiliserons directement la formule (2.10) pour l’intégrand Rpzq � }x� y} et un domaine
d’intégration pouvant être Ω � S�S et Ω � S�T où S et T sont des triangles adjacents
ou ayant un sommet commun.

2.3. Paramétrisation et homogénéité

Il est important de noter que l’homogénéité dans une intégrale n’est pas une propriété
intrinsèque. En effet, l’homogénéité de l’intégrand dépend de la paramétrisation utilisée
dans le calcul de l’intégrale et donc de l’origine choisie. Nous allons commencer par
présenter un petit calcul pour détailler l’importance de l’origine puis nous verrons que
cette nécessité de choisir une origine pour assurer l’homogénéité nous force à distinguer
trois configurations géométriques lors des calculs.
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2.3.1 Importance de la paramétrisation

Soient α et β deux segments du plan (voir la figure 2.4), alors pour calculer l’intégrale
suivante

Q �
»
α�β

1
}x� y}dsxdsy, (2.42)

avec x P α et y P β, une infinité de paramétrisations est envisageable.

x

y

o1

o2

α

β

θ

Figure 2.4 – Influence de l’origine et de la paramétrisation sur l’homogénéité d’un intégrand.

 En prenant pour origine o1, l’intersection des supports des deux segments, on
obtient la paramétrisation selon ps, tq :$'''&'''%

x1psq � s

x2psq � 0
y1ptq � t cospθq
y2ptq � t sinpθq,

ce qui fournit l’expression

Q �
»
s

»
t

dsdtb
ps� t cospθqq2 � pt sinpθqq2

, (2.43)

où l’angle θ est fixé. L’intégrand est bien homogène selon le couple de variables
ps, tq.

 Par contre, en prenant pour origine o2, l’intersection des deux axes, une constante
apparâıt dans la paramétrisation :$'''&'''%

x1psq � s

x2psq � 1
y1ptq � t cospθq
y2ptq � t sinpθq,
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alors

Q �
»
s

»
t

dsdtb
ps� t cospθqq2 � p1� t sinpθqq2

. (2.44)

Cette fois l’intégrand n’est plus homogène.
En pratique, seule l’utilisation de l’intersection des supports des deux segments comme
origine assure l’homogénéité de l’intégrand dans (2.42).

On comprend qu’il sera donc très important durant le processus de réduction de
choisir avec précaution l’origine afin de conserver le caractère homogène de l’intégrand.
Nous verrons également qu’un choix judicieux de l’origine permet de simplifier les calculs.

2.3.2 Utilisation de polygones plans

La méthode nécessite l’utilisation de polygones plans pour discrétiser le domaine.
Sans cela, après une première étape de réduction de la dimension, l’intégrand n’est
plus homogène ; il n’est donc plus possible d’utiliser les formules (2.10) ou (2.34) pour
continuer la réduction de la dimension du domaine d’intégration jusqu’à l’obtention
d’intégrales mono-dimensionnelles.

En effet, l’utilisation de polygones plans assure que le produit S � T , avec S et T
deux polygones plans, est un polyèdre. Ainsi B pS � T q est composé d’hyperplans sur
lesquels la normale sortante ÝÑν est constante.

Par conséquent, le produit scalaire présent dans les formules (2.10) et (2.34) est
constant par morceaux et, en décomposant BpS � T q, il est possible de le sortir de
l’intégrale pour se ramener à un intégrand homogène et ainsi répéter le processus.

2.4. Utilisation des formules de réduction

Pour découvrir l’utilisation pratique des différentes formules, nous allons évaluer trois
intégrales sur le triangle S, en choisissant comme point d’observation, soit x P S̊, soitrx se trouvant à une distance h du plan contenant le triangle S. Le triangle S est défini
par ses sommets ai et ses cotés αi tels que ai soit le sommet opposé à αi, voir la Figure
2.5.

a1

a2

a3

α3

α1α2

h

x

rx

S

Figure 2.5 – Intégration sur le triangle S ; le point d’observation peut être pris en x ou en rx.
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2.4.1 Exemple d’utilisation de la Formule (2.10)

Soit l’intégrale,

Ipxq �
»
S

1
}x� y}dy, (2.45)

où S est un triangle et x un point appartenant au triangle S (voir Figure 2.6). On a
z � y et fpzq � }x � y}�1, qui oblige à choisir le point d’observation x comme origine
pour avoir l’homogénéité de l’intégrand. L’intégrand est donc homogène de degré q � �1
donc q � n � 1. En appliquant la formule (2.10), on obtient

Ipxq �
»
BS

pÝÑy |ÝÑν q
}x� y}dsy �

3̧

i�1

»
αi

pÝÑy |ÝÑν q
}x� y}dsy, (2.46)

puisque le bord de S est simplement l’union de ses cotés αi. La normale sortante au
bord du triangle est notée ÝÑν . On introduit ÝÑλi � ÝÑν |αi la normale sortante sur le coté αi.
Le produit scalaire intervenant dans l’expression (2.46) correspond alors à la distance,
notée gi, de l’origine à chaque coté de S (voir la Figure 2.6), alors (2.46) devient

Ipxq �
3̧

i�1
gi

»
αi

1
}x� y}dsy. (2.47)

Afin d’évaluer explicitement les intégrales monodimensionnelles, il faut déterminer une
paramétrisation : pour l’intégrale sur αi, on choisit pi le projeté orthogonal de x sur αi
comme origine, ce qui donne

Ipxq �
3̧

i�1
gi

» s�i
s�i

dsa
g2
i � s2

�
3̧

i�1
gi

�
Arcsinh

�
s

gi


�s�i
s�s�i

, (2.48)

où s�i sont les abscisses des extrémités de αi selon l’origine pi.

a1

a2

a3

α3

α1

α2 g1
p1

g2

p2

g3
p3

ÝÑ
λ1

ÝÑ
λ2

ÝÑ
λ3

x

S

Figure 2.6 – Distance de l’origine aux cotés du triangle S. On a
�
ÝÑx |

ÝÑ
λi

	
|αi

� gi, la distance
de x au coté αi.

Ce calcul montre que l’utilisation de la formule (2.10) pour évaluer des intégrales
2-D est très simple.
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2.4.2 Exemple d’utilisation de la Formule (2.34)

Soit l’intégrale

Mphq �
»
S

1
}rx� y}dy �

»
S

1a
h2 � }x� y}2

dy, (2.49)

où x est la projection orthogonale de rx sur le plan de S. On observe que lorsque
h Ñ 0,Mphq Ñ I définie en (2.45). En appliquant la formule (2.34) avec q � �1 et
l’origine prise en x, on a

Mphq �
3̧

i�1
gi

»
αi

h

» �8

h

du

u2
a
u2 � }x� y}2

dsy (2.50)

puisque le produit scalaire fait apparâıtre la distance gi. L’intégrale interne s’évalue
selon,

h

» �8

h

du

u2
a
u2 � }x� y}2

�
a
h2 � }x� y}2 � h

}x� y}2 , (2.51)

ainsi (2.50) s’écrit

Mphq �
3̧

i�1
gi

»
αi

a
h2 � }x� y}2 � h

}x� y}2 dsy. (2.52)

Les intégrales monodimensionnelles sont toutes régulières puisque x R αi. Comme pour
les deux exemples précédents, on obtient une formule explicite :

Mphq �
3̧

i�1
gi

» s�i
s�i

a
h2 � g2

i � s2 � h

pg2
i � s2q ds (2.53)

�
3̧

i�1
gi
�
S3ps�i , gi, hq � S3ps�i , gi, hq

�
, (2.54)

avec

S3ps, g, hq � Arcsinh
�

s?
h2 � g2



� h

g
Arctan

�
s

g



(2.55)

� h

g
Im

"
Arctanh

�
h2 � g2 � isg

h
?
h2 � g2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*

On vérifie que lorsque h Ñ 0, S3ps, g, hq ÝÑ Arcsinh
�
s

g



qui redonne l’expression

(2.48) de I.
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Conclusion de la première partie
Cette partie a permis de présenter :
 les méthodes d’éléments finis de frontière,
 les intégrales singulières qui y apparaissent,
 les formules utilisées pour l’évaluation explicite des intégrales singulières.

Un point important dans la suite est le choix de l’origine lors des étapes de réduction
de la dimension du domaine d’intégration ; ceci afin de conserver l’homogénéité de
l’intégrand. Enfin, plusieurs exemples ont permis d’utiliser les formules pour le calcul
explicite d’intégrales bi-dimensionnelles.
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Triangles coplanaires et dans des
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Introduction de la deuxième partie
Dans cette partie, nous fournissons des formules explicites pour évaluer les intégrales

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy, (2.56)

lorsque S et T sont deux triangles coplanaires ou dans des plans sécants, et les deux
intégrales

Jζ �
»
S�T

x� y

}x� y}p1�ζqdxdy, ζ P t0, 2u (2.57)

lorsque S et T sont dans des plans sécants.

Nous commençons par le calcul de I lorsque S et T sont confondus, coplanaires en
position générale, puis situés dans des plans sécants. On commence par calculer I puis
les deux intégrales Jζ , ζ � 0, 2.

Dans le cas de l’auto-influence, une comparaison est effectuée avec la méthode de
Sauter et Schwab. Le point sensible du presque-parallélisme entre deux segments est
présenté et étudié dans le chapitre suivant et la stabilité des formules est abordée.
Enfin, dans le dernier chapitre, nous évaluons l’intégrale J2, provenant du potentiel de
double couche, lorsque S et T sont disjoints dans des plans sécants. Lorsque l’intersec-
tion des triangles n’est pas vide (triangles adjacents ou ayant un sommet commun),
J2 doit être être prise au sens de la partie finie de Hadamard ; nous fournissons une
expression de la partie finie pour des triangles adjacents.
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Chapitre 3

Coefficient d’auto-influence

Introduction
Le cas le plus simple est celui où S et T sont confondus, c’est aussi l’un de ceux qui
présente le plus de difficulté du point de vue de l’intégration numérique. Nous allons
détailler le processus de réduction jusqu’à l’obtention de formules explicites. Comme il a
été vu en introduction, seule l’intégrale I , définie en (6.67), doit être évaluée lorsque les
triangles sont coplanaires. Pour évaluer les intégrales des termes singuliers du gradient
du noyau de Green, il nous faut effectuer le produit scalaire des intégrales Jζ avec la
normale ÝÑnT au plan auquel appartiennent le triangle T .. Lorsque S et T sont coplanaires,
on a donc Jζ � ÝÑnT � 0.

3.1. Notations

Soit le triangle S défini par ses sommets ai, i � 1, 3 et ses cotés αi, i � 1, 3 tels que
αi soit opposé à ai (voir Figure 3.1(a)). On introduit |αi| la longueur du coté αi et ÝÑαi le
vecteur pai�2�ai�1q � pa�i �a�i q (voir la Figure 3.1(b)). On note ÝÑλi la normale extérieur
au coté αi.

ai

ai�1

ai�2

αi

αi�1

αi�2

ÝÑ
λ1

ÝÑ
λ2

ÝÑ
λ3

S

(a) Définition du triangle S.

ai

ai�1

ai�2

ÝÑαi

ÝÝÑαi�1

ÝÝÑαi�2

S

(b) Orientations des cotés de S.

Figure 3.1 – Notations pour le coefficient d’auto-influence
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3.1.1 Distances

Notons pipxq la projection orthogonale (voir Figure 3.2(a)) du point x sur chaque
coté αi du triangle et gipxq � }x�pipxq} la distance du point x au support de αi. Lorsque
x � ai, nous notons que pi � pipaiq est le pied de la hauteur associée au sommet ai et que
gi � gipaiq � }pi�ai} est la longueur de la hauteur (voir Figure 3.2(b)). Enfin, on utilise
également la distance signée d’un point au support de αi qui fait intervenir la normale
sortante au triangle sur αi. Cette distance est définie par γipxq �

�
pipxq � x

���ÝÑλi	 sur αi
(voir Figure 3.3).

ai

ai�1

ai�2

pipxq

pi�1pxq

x

(a) Projection pipxq de x sur αi.

ai

ai�1

ai�2

gi

gi�1

gi�2
pi

pi�1

pi�2

(b) Projections et Distances dans le
triangle.

Figure 3.2 – Projections et distances intervenant dans le calcul de l’auto-influence.

ai

ai�1

ai�2

x1

x2

γipaiq�gi¡0

γipx1q�gipx1q¡0

γipx2q��gipx2q 0

ÝÑ
λi

Figure 3.3 – Distances et distances signées dans le triangle.

3.2. Réduction à la dimension 3

On souhaite intégrer

fpx, yq � 1
}x� y} ; (3.1)

c’est une fonction positivement homogène d’ordre q � �1 par rapport au couple de
variables px, yq, sur le produit S�S. Afin d’utiliser la formule (2.10), on note z � px, yq
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et Ω � S � S � R4, soit n � 4. On obtient

I �
»
S�S

1
}x� y}dxdy (3.2)

� 1
3

»
BpS�Sq

ppx, yq|ÝÑν q 1
}x� y}Bpx, yq, (3.3)

où ÝÑν désigne la normale au bord de S � S. On poursuit le processus de réduction en
trois étapes.

1. On explicite B pS � Sq de manière plus simple, à l’aide de

B pS � Sq � pBS � Sq Y pS � BSq et BS �
¤
i�1,3

αi,

soit,

I �
3̧

i�1

1
3

»
αi�S

ppx, yq|ÝÑν q 1
}x� y}dsxdy �

3̧

j�1

1
3

»
S�αj

ppx, yq|ÝÑν q 1
}x� y}dxdsy.

(3.4)

Le caractère symétrique de l’intégrand permet de simplifier l’expression

I �
3̧

i�1

2
3

»
αi�S

ppx, yq|ÝÑν q
}x� y} dsxdy. (3.5)

2. On observe que l’intégrand dans (3.5) n’est pas homogène à cause de la présence
du produit scalaire. Pour poursuivre le processus de réduction de la dimension
du domaine d’intégration, à l’aide de la formule (2.10), et donc se ramener à des
intégrales 2-D, il faut que l’intégrand soit homogène. Pour ce faire, on note que sur
αi � S le produit scalaire s’écrit

ppx, yq|ÝÑν q|αi�S �
�ÝÑx ���ÝÑλi	 , (3.6)

où ÝÑ
λi est la normale extérieur à S le long de αi (voir la Figure 3.1(a)), soit

I � 2
3

3̧

i�1

»
αi�S

�ÝÑx ���ÝÑλi	
}x� y} dsxdy. (3.7)

Afin d’assurer l’homogénéité de l’intégrand, on choisit une origine o, qui sera fixée
dans la suite, alors �ÝÑx ���ÝÑλi	 � γipoq,

est la distance signée de o à αi (voir Figure 3.3). Cette distance étant constante
sur chaque coté, on peut sortir le produit scalaire de l’intégrale :

I � 2
3

3̧

i�1
γipoq

»
αi�S

1
}x� y}dsxdy. (3.8)
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3. La dernière étape consiste à choisir une origine qui assure l’homogénéité. La Figure
3.4 permet de voir qu’en prenant le sommet ai de S, comme origine, alors

γi�1pxq � γi�2pxq � 0 ;

la formule (3.8) se réduit alors à la simple expression

I � 2
3gi U pαi, Sq , (3.9)

où
U pα, Sq �

»
α�S

1
}x� y} dsx dy (3.10)

est le coefficient d’influence entre le segment α et le triangle S et gi est la distance
de ai à son côté opposé αi.

L’intégrand initial (voir (3.2)) est symétrique alors que l’expression (3.9) ne l’est
plus. Cette perte de symétrie provient du choix d’un des sommets du triangle comme
origine ; choix permettant de diminuer la quantité de calculs. L’expression obtenue, une
fois la réduction réalisée jusqu’à la fin (obtention d’intégrales mono-dimensionnelles) est
symétrique (voir (3.17)). On note que l’intégrand de U est homogène, il est donc possible
de réitérer le processus pour réduire I à une collection d’intégrales 2-D.

αi�2

αi

αi�1

S

γi�2poq ¡ 0

γipoq   0

γi�1poq ¡ 0

ÝÑ
λi

ÝÝÑ
λi�2

ÝÝÑ
λi�1

o

ai�2

ai�1

ai

Figure 3.4 – Distance signée

3.3. Réduction à la dimension 2

Le processus peut être réitéré, à condition de choisir une nouvelle origine assurant
l’homogénéité de l’intégrand. Dans ce cas, l’origine doit être un point du plan contenant
le triangle S et appartenant au support de αi, de telle sorte que la fonction }x� y}�1

soit homogène sur αi � S. L’origine peut donc être prise n’importe où sur le support de
αi, mais un choix judicieux consiste à choisir une des extrémités de αi comme origine.
En effet, certaines des distances s’annulant, on aura une simplification. On choisit donc
pour origine le point a�i � ai�1, on a encore q � �1 mais n � 3. L’application de la
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formule (2.10) fournit le résultat

U pαi, Sq � 1
2

»
Bpαi�Sq

ppx, yq|ÝÑν q 1
}x� y} B px, yq , (3.11)

où ÝÑν est maintenant la normale extérieure au bord de αi � S et B px, yq l’élément de
surface le long de B pαi � Sq . On aura B pαi � Sq � pBαi � Sq Y pαi � BSq ,

ppx, yq|ÝÑν q|a�i �S � ppx, yq|ÝÑν q|αi�αi � ppx, yq|ÝÑν q|αi�αi�2
� 0

ainsi que (voir la Figure 3.5)

ppx, yq|ÝÑν q|a�i �S� |αi| et ppx, yq|ÝÑν q|αi�αi�1
� g

i�1
.

ai

o � ai�1 � a�i
ai�2

S

αi

αiy

ÝÝÑ
λi�1

ÝÝÑ
λi�1

gi�1

x

a�i

Figure 3.5 – Bord de αi � S.

De la formule (3.11) il résulte donc que

U pαi, Sq � |αi|
2 P pai�2, Sq�gi�1

2 Q pαi, αi�1q , (3.12)

où
P pa, Sq �

»
S

1
}a� y} dy et Q pα, βq �

»
α�β

1
}x� y} dsx dsy. (3.13)

Plus concrètement P pa, Sq est le potentiel créé en a par S et Q pα, βq le coefficient
d’influence entre α et β.

3.4. Réduction à la dimension 1

Il est possible de poursuivre la réduction puisque les intégrands de P pa, Sq et Qpα, βq
(voir (3.13)) sont homogènes. Avec n � 2, et ai�2 pour origine (voir la Figure 3.6),
l’application à (3.13) de (2.10) nous donne d’une part

P pai�2, Sq � gi�2R pai�2, αi�2q , (3.14)

et d’autre part (voir la Figure 3.7)

Q pαi, αi�1q � |αi|R pai�1, αi�1q� |αi�1|R pai, αiq , (3.15)
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αi�2

αi

αi�1

ÝÝÑ
λi�2

gi�2

S

x

o � ai�2

ai�1

ai

Figure 3.6 – Calcul de P pai�1, Sq.

p1, 0q

p0, 1q

ÝÑαi

ÝÝÑαi�1

o � ai�2

x

y

Figure 3.7 – Calcul de Qpαi, αi�1q.

où
R pa, βq �

»
β

1
}a� y} dsy. (3.16)

Notons qu’à ce stade, ai étant le sommet opposé à αi, il n’est pas situé sur le segment
αi. Ainsi l’intégrand dans la définition (3.16) de R est régulier, ce qui le rend susceptible
d’une intégration numérique. En l’occurence, le calcul de R est suffisamment simple
pour dissuader d’opérer ce choix, mais il peut se révéler judicieux dans des situations
plus complexes telles qu’on en verra ultérieurement.

Si on récapitule les formules (3.12), (3.14) et (3.15), on constate que

I � 2
3gi

|αi|
2 gi�2R pai�2, αi�2q � 2

3gi
gi�1

2 |αi|R pai�1, αi�1q � 2
3gi

gi�1

2 |αi�1|R pai, αiq ,
soit

I � 2
3 |S|

3̧

i�1
giR pai, αiq , (3.17)

où |S| note la surface du triangle S. L’évaluation de l’intégrale singulière I définie en
(3.2) a donc été ramenée à l’évaluation d’une combinaison linéaire d’intégrales mono-
dimensionnelles et régulières puisque, par définition, ai n’appartient jamais à αi. Le
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choix du sommet utilisé comme origine pour la première étape de réduction n’influe pas
sur le résultat final.

3.5. Formule finale et Validation

3.5.1 Formule finale

A ce stade aucun calcul de primitive n’a été nécessaire pour ramener l’intégrale
relative à S � S, à une combinaison linéaire d’intégrales sur chacun des côtés de S ; il
n’en est plus de même en ce qui concerne la détermination de R pai, αiq . D’après (3.16),
on a

R pb, αq �
»
α

1b
}b� p pbq}2 � }p pbq � x}2

dsx �
» s��σpbq
s��σpbq

1a
g2 pbq � s2

ds, (3.18)

où, ppbq est la projection orthogonale de b sur le support de α, gpbq � }ppbq � b} et σpbq
est l’abscisse de ppbq (voir la sous-section 3.1.1 et la Figure 3.8).

ÝÑα

a�
s�

a�
s�

b

ppbq

σpbq

o

Figure 3.8 – Abscisses intervenant dans le calcul de Rpb, αq.

Or » 1?
η2 � s2ds � Arcsinh

�
s

η



,

d’où
R pb, αq �

¸
k��

kArcsinh
�
sk � σ pbq
g pbq



.

En choisissant ppbq comme origine, σpbq � 0 et on obtient

Rpb, αq �
¸
k��

kArcsinh
�
sk

gpbq


. (3.19)

Finalement, l’intégrale I initialement définie en (3.2) devient après réduction :

I � 2
3 |S|

¸
i�1,3

gi
¸
k��

kArcsinh
�
ski
gi



. (3.20)

On observe qu’en partant d’une intégrale singulière 4-D, on aboutit, après utilisation de
notre méthode à une expression simple, ne faisant intervenir que des arguments sinus
hyperboliques et des quantités géométriques simples à évaluer.
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3.5.2 Validation des formules

Afin de s’assurer que la formule (3.20) est valide, on effectue une comparaison entre
notre méthode et la méthode proposée par Sauter et Schwab dans leur livre [SS10,
Chapitre 5]. Cette méthode transforme l’intégrale sur S � S en une combinaison de
trois intégrales régulières sur l’hypercube H � r0, 1s4. Nous effectuons cette comparaison
pour deux triangles S et T (voir Figure 3.9). Le premier triangle permet de comparer les
méthodes lorsque le triangle est non-aplati (triangle S). Le second triangle est presque-
aplati (triangle T ).

p0, 0q p2, 0q

p2, 1q

p4, 0q p8, 0q

p4.5, 0.5q

S T

Figure 3.9 – Les deux triangles servant à la comparaison. En bleu, le triangle scalène S et en
gris, le triangle T presque-dégénéré.

On note ISpNq , la valeur calculée de l’intégrale (3.2) à l’aide de la méthode de
Sauter et Schwab en utilisant une méthode de Gauss-Legendre tensorielle avec N
points d’intégrations sur le segment r0, 1s . Il y a donc 3N4 points d’intégration uti-
lisés (la méthode de Sauter et Schwab faisant apparâıtre quatre intégrales quadri-
dimensionnelles). La valeur calculée à l’aide de la formule explicite (3.20) est notée
I. La Figure 3.11 représente la différence relative

|I � ISpNq|
|I| ,

en fonction de 1
N4 en échelle loglog et fournit quelques valeurs obtenues. On observe que

lorsque le triangle est non dégénéré, peu de points suffisent pour que ISpNq approche
avec précision I (N � 3). La seconde observation est qu’il faut plus de points pour que
obtenir une différence relative du même ordre pour T . Cette comparaison permet de
voir l’intérêt majeur de notre méthode : il n’est pas nécessaire d’adapter le nombre de
points d’intégration à la forme du triangle pour assurer une précision fixée.

Remarque Dans le cas de l’intégrale (3.2), la méthode de Sauter et Schwab fournit
trois intégrales qui peuvent en fait être intégrées explicitement. On obtient l’expression,

I � pL2
1L

2
2 � L2

sq
4π

#
ln pL2

1 � Ls � L1L3q � ln pL1L2 � Lsq
3L1

(3.21)

� ln pL2
2 � Ls � L2L3q � ln pL1L2 � Lsq

3L2

� ln pL2
1 � Ls � L1L3q � ln p�L2

2 � Ls � L2L3q
3L3

+

avec Ls � pB � A|C �Bq et L1, L2 et L3 les longueurs des cotés, comme indiqué dans
la Figure 3.10. On peut montrer que cette expression est identique à (3.20).
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L1 � |α3|

L2 � |α1|
L3 � |α2|

A B

C

Figure 3.10 – Notations pour la formule (3.21).

Conclusion du chapitre
Dans ce chapitre nous avons présenté l’application de la méthode pour l’évaluation
explicite d’une intégrale 4-D. Dans le cas significatif de l’auto-influence, l’expression
obtenue est très simple. Les notations de ce chapitre seront utilisées dans la suite.

La validation effectuée en utilisant la méthode de Sauter et Schwab permet de s’assurer
que les formules obtenues sont correctes. Cette validation permet d’observer un avantage
de cette méthode : il n’est pas nécessaire d’adapter le nombre de points d’intégration
pour obtenir une précision fixée comme c’est le cas pour les méthodes numériques.
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N
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S

D
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T
.

1
2.417e-01

4.085e-01
2

9.005e-03
6.614e-02

3
1.868e-03

2.486e-02
4

1.719e-04
1.441e-02

5
1.606e-05

5.006e-03
7

1.679e-06
1.085e-03

10
1.328e-08

1.558e-04
13

9.337e-11
1.268e-05

16
5.918e-13

1.962e-06
18

4.035e-15
4.641e-07

Figure 3.11 – Différences relatives entre ISpNq (calcul de I en utilisant la méthode de Sauter
et Schwab avec N points d’intégration sur r0, 1s) et I calculée à l’aide de notre méthode.



Chapitre 4

Triangles coplanaires en position
générale

Introduction
Nous étendons le calcul de l’auto-influence, vu au chapitre 3, au cas de triangles
coplanaires en position générale. Après l’introduction des notations, projections et
distances supplémentaires nécessaires, nous débutons en calculant l’intégrale I (voir
(4.1)) pour deux triangles S et T n’ayant aucun sommet commun. Il peut s’agir
de triangles ayant une intersection vide (voir Figure 4.1(b)) ou bien de triangles se
recouvrant partiellement mais n’ayant pas de sommets communs (voir Figure 4.1(a)).
Ce dernier cas est traité sans difficulté additionnelle, au contraire de nombreuses autres
méthodes nécessitant de décomposer la zone de recouvrement. Le chapitre s’achève
sur les simplifications possibles lorsque les triangles ont une arête ou un sommet en
commun.
Jusqu’à la dimension 2, la méthode de réduction est analogue à celle employée dans le
chapitre précédent. Pour réduire les intégrales sur le produit de deux segments, il faut
distinguer lorsque les supports des segments sont sécants et lorsqu’ils sont parallèles.
Dans ce dernier cas, la projection orthogonale d’un des segments sur le support du
second segment est nécessaire afin de décomposer la norme }x� y}.

S

T

ai

ai�1

ai�2

bj
bj�1

bj�2

(a) Triangles se recouvrant

S
T

ai

ai�1

ai�2

bj
bj�1

bj�2

(b) Triangles coplanaires ayant une intersection vide.

Figure 4.1 – Configurations géométriques traitées dans ce chapitre.

45



46

4.1. Notations

Nous utilisons des notations pour le triangle T analogues à celles introduites pour le
triangle S dans le chapitre 3 (voir les Figures 3.1 et 3.2). Soit le triangle T défini par
ses sommets bj, j � 1, 3 et ses cotés βj tels que βj soit le coté opposé à bj. Soient |βj| la
longueur du coté βj,

ÝÑ
βj le vecteur pbj�2 � bj�1q et ÝÑκj , la normale extérieure au coté βj

(voir la Figure 4.2).

bj bj�1

bj�2

βjβj�1

βj�2

ÝÑκj

ÝÝÑκj�1

ÝÝÑκj�2

T

(a) Définition du triangle T .

bj bj�1

bj�2

ÝÑ
βj

ÝÝÑ
βj�1

ÝÝÑ
βj�2

T

(b) Orientation des cotés de T .

Figure 4.2 – Notations pour le triangle T .

La projection orthogonale de y sur le support de βj, analogue à pipxq pour S, est
notée qjpyq et la distance de y au support de βj est notée djpyq � }y � qjpyq}. On
note δjpyq, la distance signée de y au support de βj (analogue à γipxq) définie par
δjpyq � pqjpyq � y|ÝÑκjq. Enfin, dj est l’équivalent de gi, à savoir la longueur de la hauteur
issue de bj, soit dj � djpbjq (voir la Figure 4.3).

bj

bj�1

bj�2

x1

x2

δjpbjq�dj¡0

δjpx1q�djpx1q¡0

δjpx2q��djpx2q 0

ÝÑκj

Figure 4.3 – Distances et distances signées dans le triangle T.

4.2. Réduction à la dimension 3

Comme dans le chapitre précédent, l’intégrale initiale est

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy. (4.1)
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Un processus similaire à celui du chapitre 3 est employé. Il faut choisir avec prudence
l’origine pour garantir l’homogénéité à chaque étape. Lors de la première étape, la seule
contrainte consiste à choisir l’origine dans le plan des deux triangles. En notant que
q � �1, n � 4, la formule (2.10) donne un résultat similaire à (3.4) :

I �
3̧

i�1

γipoq
3

»
αi�T

1
}x� y}dsxdy �

3̧

j�1

δjpoq
3

»
S�βj

1
}x� y}dxdsy, (4.2)

où γipxq et δjpyq sont les distances signées respectivement de x au support de αi et de
y au support de βj, voir la Figure 4.4.

S

T

γipoq

δjpoq¡0

δj�1poq¡0

δj�2poq¡0

ai

ai�1

ai�2

bj
bj�1

bj�2

o

Figure 4.4 – Triangles coplanaires en position générale.

Cependant comme pour l’auto-influence, un choix judicieux de l’origine permet de
simplifier les calculs. C’est pourquoi, au prix de la perte de la symétrie de (4.2), nous
prenons le sommet ai de S, comme origine (voir la Figure 4.5) ce qui donne

I � gi
3

»
αi�T

1
}x� y}dsxdy �

3̧

j�1

δjpaiq
3

»
S�βj

1
}x� y}dxdsy. (4.3)

L’expression (4.3) peut s’écrire sous forme réduite :

I � gi
3 Upαi, T q �

3̧

j�1

δjpaiq
3 Upβj, Sq, (4.4)

où la fonction U est définie en (3.10). Suite à l’inversion de l’ordre d’intégration dans les
intégrales sur les domaines S � βj et par symétrie de l’intégrand, on obtient Upβj, Sq.

4.3. Réduction à la dimension 2

Dans le cas de l’auto-influence, nous avons simplifié Upα, Sq, où α est un des côtés de
S (voir (3.12)) ; à présent il nous faut simplifier les intégrales Upα, T q et Upβ, Sq. Nous
ne détaillons que le calcul de Upα, T q, l’expression de Upβ, Sq pouvant s’en déduire
simplement. On souhaite donc réduire

Upα, T q �
»
α�T

1
}x� y}dsxdy. (4.5)
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S
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δjpaiq

δj�1

δj�2
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ai�1

ai�2 bj

bj�1

bj�2

Figure 4.5 – Origine prise en ai pour la réduction à la dimension 3.

Pour conserver l’homogénéité, l’origine doit appartenir au support de α. Nous notons
a� et a�, les extrémités de α telles que ÝÑα � pa� � a�q. Alors en choisissant a� comme
origine, la formule (2.10) permet de simplifier (4.5) :

Upα, T q � |α|
2

»
T

1
}a� � y}dy �

3̧

j�1

δjpa�q
2

»
α�βj

1
}x� y}dsxdsy, (4.6)

avec |α| qui désigne la longueur du segment. D’après (3.13), on peut écrire (4.6) sous la
forme

Upα, T q � |α|
2 P pa�, T q �

3̧

j�1

δjpa�q
2 Qpα, βjq, (4.7)

où P et Q sont donnés par l’expression (3.13). De même, l’expression de Upβ, Sq s’obtient
en prenant b� comme origine,

Upβ, Sq � |β|
2 P pb�, Sq �

3̧

l�1

γlpb�q
2 Qpαl, βq. (4.8)

4.4. Réduction à la dimension 1

Dans le cas de triangles coplanaires, le calcul de P pa, T q est similaire à l’expres-
sion (3.14). Par contre, pour le calcul de Qpα, βq, il faut distinguer deux configurations
géométriques, lorsque les supports des segments sont :

i) sécants , alors le calcul ressemblera à (3.15),
ii) parallèles, question qui ne se posait pas pour l’auto-influence.

4.4.1 Réduction de P

Pour calculer P pa, T q, on s’inspire de (3.14) mais il faut noter que cette fois a n’est
pas un des sommets de T, chaque arête de T portera donc une intégrale et la distance
signée δjpaq de a à chaque coté de T interviendra (voir Figure 4.6). En appliquant la
formule (2.10) avec n � 2 et q � �1, on a
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P pa, T q �
»
T

1
}a� y}dy �

3̧

l�1
δlpaq

»
βl

1
}a� y}dsy �

3̧

l�1
δlpaqRpa, βlq, (4.9)

avec R défini en (3.16). De même,

P pb, Sq �
3̧

i�1
γipbqRpb, αiq (4.10)

βj

βj�1

βj�2

ÝÑκj

ÝÝÑκj�2

ÝÝÑκj�1

δjpaq ¡ 0

δj�1paq   0

δj�2paq ¡ 0

bj bj�1

bj�2

a

T

Figure 4.6 – Distances intervenant pour le calcul de P pa, T q.

4.4.2 Réduction de Qpα, βq : supports sécants

Lorsque les supports de α et β sont sécants, l’intégrand reste homogène à l’unique
condition de choisir l’origine au point I, intersection des supports des deux segments
(voir la Figure 4.7). Dans ce cas, le produit scalaire de la formule (2.10) fait apparâıtre
les abscisses des extrémités des deux segments, ce qui donne :

Qpα, βq �
¸
k��

k sk
»
β

1
}ak � y}dsy �

¸
l��

l tl
»
α

1
}x� bl}dsx, (4.11)

où s� et t� sont les abscisses des extrémités respectivement de α et β, définies dans la
section 4.1. En utilisant R définie en (3.16), on obtient

Qpα, βq �
¸
k��

k sk Rpak, βq �
¸
l��

l tlRpbl, αq. (4.12)

Les abscisses sont évalués simplement par

sk �
�
ak � o

���� ÝÑα|α|



et tl �
�
bl � o

�����
ÝÑ
β

|β|

�
.

4.4.3 Réduction de Q : supports parallèles

Lorsque les supports de α et β sont parallèles, il n’existe aucune origine permettant
d’assurer l’homogénéité de l’intégrand ; la formule (2.10) n’est donc plus utilisable. Pour
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ÝÑα

ÝÑ
β

a�
s�

a�
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b�

t�

b�

t�

o � I

Figure 4.7 – Calcul de Qpα, βq lorsque les supports des deux segments sont sécants.

poursuivre la simplification, il faut donc utiliser la seconde formule, dite à paramètre,
(2.34). Ceci est possible en projetant orthogonalement l’un de deux segments (nous
choisissons β) sur le support de l’autre segment (α). La distance d entre les supports des
deux segments apparait donc et joue le rôle du paramètre intervenant dans la formule
(2.34). Soient rβ et ry les projections orthogonales respectives de β et y sur le support
de α, et d � }y � ry}, la distance de β au support de α (voir la Figure 4.8). L’intégrale
Qpα, βq s’écrit donc

Qpα, βq �
»
α�β

1
}x� y}dsxdsy �

»
α�rβ

1a
d2 � }x� ry}2

dsxdsry (4.13)

Cette fois, l’intégrand est pd2 � }x� ry}2q�1{2, fonction homogène de degré �1 par
rapport aux deux variables, le couple px, ryq , et d. En appliquant la formule (2.34) avec
q � �1 et n � 2, on a

Qpα, βq �
¸
k��

k sk
»
rβ

d

» �8

d

1
u2
a
u2 � }ak � ry}2

duds
ry (4.14)

�
¸
l��

l rtl »
α

d

» �8

d

1

u2
b
u2 � }x�rbl}2

dudsx,

où rtl est l’abscisse de rbl. L’expression (4.14) peut également s’écrire

Qpα, βq �
¸
k��

ksk
»
rβ

f1pd, }ak � ry}qdsry �¸
l��

lrtl »
α

f1pd, }x� rbl}qdsx, (4.15)

avec

f1pd, ηq � d

» �8

d

1
u2
?
u2 � η2du. (4.16)

On obtient une expression similaire à (4.11) pour Qpα, βq dans le cas des supports
parallèles :

Qpα, βq �
¸
k��

kskRpak, rβ, dq �¸
l��

l rtl Rprbl, α, dq, (4.17)

avec

Rpa, rβ, dq � »
rβ

a
d2 � }a� ry}2 � d

}a� ry}2 ds
ry, (4.18)
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Figure 4.8 – Calcul de Qpα, βq, lorsque les deux segments ont des supports parallèles, avec
une origine quelconque prise sur le support de α.

puisqu’il est possible d’obtenir une expression explicite de f1pd, ηq �
?
h2�η2�d
η2 .

En pratique, on choisit une des extrémités d’un des deux segments comme origine
pour diminuer le nombre de calculs. En prenant a� comme origine, on a la simplification

Qpα, βq � |α|Rpa�, rβ, dq �¸
l��

l rtl Rprbl, α, dq, (4.19)

puisque s� est nulle.
Dans la suite, dès lors qu’aucune origine ne permet d’avoir l’homogénéité de

l’intégrand, nous effectuerons une projection orthogonale sur un plan ou sur une droite,
suivant les configurations géométriques, afin de se ramener à une expression permettant
d’utiliser la formule (2.34).

4.5. Calculs explicites

Pour traiter complètement le cas des triangles coplanaires, il nous reste à fournir les
expressions explicites des intégrales mono-dimensionnelles. L’expression (3.19) permet
de calculer Rpa, βq et on en déduit

Rpa, βq �
¸
l��

lArcsinh
�

tl

dpaq


, (4.20)

où q est la projection orthogonale sur le support de β, dpaq � }a�qpaq} (voir Figure 4.3)
et t� sont les abscisses des extrémités de β en prenant qpaq comme origine. De manière
analogue mais avec le paramètre d � }b�rb},

Rpa, rβ, dq � »
rβ

a
d2 � }a� ry}2 � d

}a� ry}2 ds
ry �

» �t�

�t�

?
d2 � t2 � d

t2
dt

�
¸
l��

l

��Arcsinh
�rtl
d

�
�
b
d2 � prtlq2 � drtl

�, (4.21)
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avec les abscisses rt� des extrémités de rβ en prenant a comme origine, et

Rprb, α, dq � ¸
k��

k

�
Arcsinh

�
sk

d



�
a
d2 � pskq2 � d

sk

�
, (4.22)

où rb a été pris comme origine.

4.6. Cas particuliers

Lorsque les triangles ont un sommet ou une arête en commun, il est possible de
simplifier les calculs.

4.6.1 Triangles ayant un sommet commun

Soit ai � bj le sommet commun aux deux triangles S et T (voir la Figure 4.9(a)).
En prenant ai � bj comme origine, on a : δj�1pbjq � δj�2pbjq � 0 et δjpbjq � dj dans
l’expression (4.4), soit

I � gi
3 Upαi, T q �

dj
3 Upβj, Sq, (4.23)

que l’on peut évaluer via l’expression (4.7). Il est possible de continuer la réduction en
choisissant a�i comme origine pour Upαi, T q et b�j comme origine pour Upβj, Sq

I � |S|
3 P pai�2, T q � |T |

3 P pbj�2, Sq �
3̧

l�1

giδlpai�1q
6 Qpαi, βlq �

3̧

l�1

γlpbj�1qdj
6 Qpαl, βjq,

(4.24)
avec P calculé en (4.9) et Q en (4.17) et (4.12) suivant s’il y a parallélisme ou non entre
les supports des deux segments.

4.6.2 Triangles adjacents

Lorsque les triangles sont adjacents, il y a 2 sommets communs. Pour la première
réduction, on prend pour origine l’un des sommets commun aux deux triangles, soit
ai � bj (voir la Figure 4.9(b)), ce qui redonne l’expression (4.23). Il est possible de
poursuivre la réduction en prenant l’autre sommet commun comme origine. Ainsi en
choisissant ai�1 � bj�1 comme origine, on obtient une réduction similaire à (3.12) :

I � |S|
3 P pai�2, T q � gidj�1

6 Qpαi, βj�1q � |T |
3 P pbj�2, Sq � gi�1dj

6 Qpαi�1, βjq, (4.25)

puisque gi|αi| � 2|S| et dj|βj| � 2|T |. Qpαi, βj�1q et Qpαi�1, βjq ne peuvent pas être
réduits puisqu’il faut distinguer le cas des supports des segments sécants et parallèles.
D’après (4.9), on a

I � |S|
3

3̧

j�1
δjpai�2qRpai�2, βjq � |T |

3

3̧

i�1
γipbj�2qRpbj�2, αiq

� gidj�1

6 Qpαi, βj�1q � gi�1dj
6 Qpαi�1, βjq (4.26)
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(a) Triangles ayant un sommet commun.

S

T
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bj�2
αi�1
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βj

βj�1

(b) Triangles ayant une arête commune.

Figure 4.9 – Triangles adjacents et triangles ayant un sommet communs.

4.7. Discussion sur le presque-parallélisme

Durant les étapes du processus de réduction de la dimension du domaine
d’intégration, il faut évaluer des intégrales sur le produit de deux segments α � β (voir
(4.7)). La méthode de calcul à employer est différente selon que les supports des seg-
ments sont sécants ou parallèles. Le choix de la méthode de calcul utilisée pour la
dernière étape de réduction se pose donc lorsque les supports sont presque-parallèles.
En effet, dans ce cas l’origine est envoyée à l’infini ; par conséquent, les abscisses s� et
t� intervenant dans l’expression (4.12) deviennent très grandes ce qui peut amener à
une forme indéterminée.

4.7.1 Les critères pour le presque-parallélisme

Ce n’est pas l’angle entre les supports des deux segments qui est à étudié, mais la
distance des extrémités des segments à l’intersection (voir la Figure 4.10).

o α

β

s� s�t�
t�

(a) Cas sans difficulté.

o α

β

s� ¡¡ 1 s�

t� ¡¡ 1
t�

(b) Cas presque-parallèle.

Figure 4.10 – Incidence des abscisses dans les cas presque-parallèles.

Il est donc raisonnable de se fixer deux critères :

1. Le premier pour s’assurer qu’il est possible de déterminer l’intersection des deux
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supports (donc que les supports ne sont pas exactement parallèles) ; il s’écrit :

pC1q
����1� pα, βq

}α} }β}
���� ¡ ε. (4.27)

On choisit la précision machine pour ε. Lorsque pC1q est vérifiée, on utilise la
méthode de calcul pour les supports sécants, par contre si ce premier critère n’est
pas vérifié, la méthode de calcul pour les supports parallèles est utilisée.

2. Le second critère pour éviter les formes indéterminées. Lorsque pC1q est vérifiée,
on peut aboutir à une forme indéterminée (voir Figure 4.10(b)) en utilisant le cas
sécant, donc la précision de (4.12) peut être remise en question. Ce second critère
permet donc d’indiquer s’il est préférable de traiter deux segments à supports
presque-parallèles comme étant parallèles. Le second critère consiste donc à fixer
une distance maximale entre l’intersection et les extrémités des segments. Ce second
critère s’écrit :

pC2q max
�

maxp|s�|, |s�|q
}α} ,

maxp|t�|, |t�|q
}β}



¥ C, (4.28)

avec C une constante à choisir. En pratique pour l’intégrand }x � y}�1, on peut
prendre C � 105 qui correspond à un angle d’environ 10�5 degrés. Lorsque pC2q
est vérifiée, alors on juge qu’il est plus intéressant de supposer les supports des
segments comme étant parallèles plutôt que sécants.

4.7.2 Validation numérique

Un calcul permet d’étudier le comportement de notre méthode lorsque des segments
tendent à devenir parallèles. Dans le chapitre 3, la formule (3.17) permet de calculer
explicitement le coefficient d’auto-influence

I �
»
S�S

1
}x� y}dxdy (4.29)

On décompose le triangle S en 4 sous-triangles (U1psq, . . . U4psq) dépendant du paramètre
s qui est l’abscisse des points zipsq utilisés pour décomposer S (voir la Figure 4.11).

rIpsq � 4̧

l�1

»
Ul�S

1
}x� y}dxdy. (4.30)

Lorsque s � 0, on a zip0q � a�i , et lorsque s � 1, zip1q � a�i . Il est intéressant d’étudier
le comportement de rIpsq lorsque s est proche de 0.5, ce qui correspond au cas de presque-
parallélisme entre des côtes des Ui et des cotés de S. La Figure 4.12(a) présente l’erreur
relative

Epsq � |I � rIpsq|
|I| , (4.31)

en fonction du paramètre s en utilisant la méthode de calcul parallèle que pour s � 0.5.
La Figure 4.12(b) présente la même erreur relative en fixant C � 100 dans le critère pC2q
(voir (4.28)). On observe sur les Figures 4.12(a) et 4.12(b) que même en prenant une
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U3psq
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z1psq

z3psq

z2psq

Figure 4.11 – Décomposition du triangle S.

petite valeur de C dans le critère pC2q, l’erreur relative reste inférieure à 0.1% cependant
l’erreur la plus petite est obtenue sans utiliser le critère pC2q. On en déduit qu’il est
possible d’effectuer les calculs sans se préoccuper du presque-parallélisme entre côtés de
triangles coplanaires.

4.8. Transition segments sécants à parallèles

Lorsque les supports des segments α et β, situés dans un même plan, tendent à
devenir parallèles, il est possible d’effectuer le développement asymptotique de Qpα, βq.
Nous fixons β et l’extrémité a� de α pour étudier l’expression de Qpα, βq lorsque a�
tend vers le point assurant le parallélisme entre les supports de α et β (voir la Figure
4.13). La première idée est de paramétrer les quantités intervenant dans l’expression de
Q suivant l’angle θ que font les deux supports des segments, puis d’effectuer le passage
à la limite θ Ñ 0. Cependant, en utilisant u � cospθq comme paramètre, des expressions
plus simples sont obtenues et le passage à la limite uÑ 1 s’effectue avec plus de facilité.

4.8.1 Notations

Soient
ÝÑ
α1 et

ÝÑ
β1 les vecteurs normalisés, ÝÑτ � pb� � a�q � p�τx,�τyq avec τx, τy ¡ 0

et u � cospθq. D’après la Figure 4.13, on a
ÝÑ
α1 �

�
cospθq
sinpθq



et
ÝÑ
β1 �

�
1
0



, (4.32)

avec θ P r0, π{2r, ainsi cospθq � u et sinpθq � ?
1� u2 ; ce qui permet d’écrire :

ÝÑτ � ÝÑα1 � �u τx �
?

1� u2τy et ÝÑτ � ÝÑβ1 � �τx (4.33)

On rappelle l’expression de Q dans le cas de segments à supports sécants :

Q pαpuq, βq � s�R
�
a�puq, β�� s�R

�
a�, β

�
� t�R

�
b�, αpuq�� t�R

�
b�, αpuq� . (4.34)

L’intersection o des supports des deux segments s’écrit o � a� � k
ÝÑ
α1 � b� � l

ÝÑ
β1 , ce qui

permet d’écrire
ÝÑτ :� b� � a� � k

ÝÑ
α1 � l

ÝÑ
β1 . (4.35)
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(a) Calcul de Epsq en n’utilisant que le critère pC1q.
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(b) Calcul de Epsq en utilisant les critères pC1q et pC2q avec C � 100. On délimite la zone d’action de pC2q en
bleu.

Figure 4.12 – Calcul de Epsq avec ou sans le critère pC2q.

En effectuant le produit scalaire de ÝÑτ de (4.35) avec
ÝÑ
α1 et

ÝÑ
β1 , on obtient

k �
ÝÑτ � ÝÑα1 � uÝÑτ � ÝÑβ1

1� u2 et y � uÝÑτ � ÝÑα1 �ÝÑτ � ÝÑβ1
1� u2 , (4.36)

soit

k � � τy?
1� u2 et l � τx � uτy?

1� u2 . (4.37)
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Figure 4.13 – Cas presque-parallèle.

4.8.2 Calcul dans le cas limite des supports parallèles

On commence par calculer Qpαp1q, βq, le cas des supports parallèles. A cet fin, on
note que la distance entre les deux supports est d � τy. En choisissant a� comme origine
(voir Figure 4.14), les abscisses des extrémités des segments valent :

s� � 0, s� � |α|, rt� � �τx et rt� � p�τx � |β|q,
Soit d’après (4.19),

Qpα, βq � |α|Rpa�, rβ, dq �¸
l��

rtlRprbl, α, dq, (4.38)

qui s’exprime, après simplification et à l’aide de τx, τy, |α|, et β :

Qpα, βq � |α|
�

Arcsinh
� |β| � |α| � τx

τy



� Arcsinh

�
τx � |α|
τy




� p|β| � τxq

�
Arcsinh

� |α| � τx � |β|
τy



� Arcsinh

�
τx � |β|
τy


�

� τx

�
Arcsinh

� |α| � τx
τy



� Arcsinh

�
τx
τy


�
(4.39)

�
b
τ 2
y � p|α| � τx � |β|q2 �

b
τ 2
y � pτx � |β|q2

�
b
τ 2
y � p|α| � τxq2 �

b
τ 2
x � τ 2

y

ÝÑ
β

ÝÑα
ÝÑrβ
ÝÑ
V
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t� t�

a� a�

b� b�

�t�
�b�

�t�
�b�

Figure 4.14 – Calcul cas parallèle.

Nous allons montrer que l’expression explicite obtenue dans le cas des supports
sécants tend vers (4.39) lorsque uÑ 1.
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4.8.3 Calcul dans le cas des supports sécants

Dans ce cas, on exprime les abscisses s� et t� en fonction de u :

s� � τy?
1� u2 et s� � s� � |α|,

t� � �τx � uτy?
1� u2 et t� � t� � |β|.

Les abscisses τ� des projections de a� sur le support de β s’écrivent τ� � cospθqs� �
u s� ; de même, les abscisses σ� des projections de b� sur le support de α s’écrivent
σ� � u t�. On utilise g� et d�, les distances respectivement des sommets b� au support
de α et des sommets a� au support de β :

d� � s�
?

1� u2 et g� � t�
?

1� u2

Toutes les quantités nécessaires ont été exprimées selon u, d’après (4.20), on a :

Q pαpuq, βq � ps� � |α|q
�

Arcsinh
�
t� � τ�

d�



� Arcsinh

�
t� � τ�

d�


�
� s�

�
Arcsinh

�
t� � τ�

d�



� Arcsinh

�
t� � τ�

d�


�
� pt� � |β|q

�
Arcsinh

�
s� � σ�

g�



� Arcsinh

�
s� � σ�

g�


�
� t�

�
Arcsinh

�
s� � σ�

g�



� Arcsinh

�
s� � σ�

g�


�
. (4.40)

En utilisant les expressions des abscisses selon u, on obtient

Q pαpuq, βq � |α|
�

Arcsinh
��τx � |β| � u|α|
τy �

?
1� u2|α|



� Arcsinh

� �τx � u|α|
τy �

?
1� u2|α|


�

� p�τx � |β|q
�

Arcsinh
� |α| � upτx � |β|q � ?

1� u2τy

uτy �
?

1� u2p|β| � τxq




� Arcsinh
�
upτx � |β|q � ?

1� u2τy

uτy �
?

1� u2p|β| � τxq


�

� τx

�
Arcsinh

� |α| � uτx �
?

1� u2τy

uτy �
?

1� u2τx



� Arcsinh

�
uτx �

?
1� u2τy

uτy �
?

1� u2τx


�
,

� τy?
1� u2

�
Arcsinh

��τx � |β| � u|α|
τy �

?
1� u2|α|



� Arcsinh

� �τx � u|α|
τy �

?
1� u2|α|


�

� τy?
1� u2

�
Arcsinh

� |β| � τx
τy



� Arcsinh

�
τx
τy


�

� uτy?
1� u2

�
Arcsinh

� |α| � upτx � |β|q � ?
1� u2τy

uτy �
?

1� u2p|β| � τxq




� Arcsinh
�
upτx � |β|q � ?

1� u2τy

uτy �
?

1� u2p|β| � τxq
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� uτy?
1� u2

�
Arcsinh

� |α| � uτx �
?

1� u2τy

uτy �
?

1� u2τx




� Arcsinh
�
uτx �

?
1� u2τy

uτy �
?

1� u2τx


�
,

dont la limite, lorsque uÑ 1, est simplement l’expression (4.39) correspondant au calcul
dans le cas des supports parallèles.

4.9. Remarques

4.9.1 Stabilité des formules

Des instabilités numériques peuvent apparâıtre dans deux situations :
1. lorsque des distances d    1 sont très petites. C’est le cas lorsque un point est

très proche du support d’un segment par exemple dans Rpb, αq.

2. lorsque deux triangles sont très éloignés.

Distances très petites

Pour mieux comprendre cette difficulté, il faut remarquer que

R pb, αq �
» s�
s�

1?
d2 � s2ds �

�
Arcsinh

�s
d

	�s�
s�s�

, (4.41)

où d est la distance de b au support de α, peut aussi s’écrire

R pb, αq �
�

Arctanh
�

s?
d2 � s2


�s�
s�s�

. (4.42)

En effet,

Arcsinh psq � ln
�
s�?

s2 � 1
d



et Arctanh pzq � 1

2 tln p1� zq � lnpp1� zqu ,

donc

Arctanh
�

s?
d2 � s2



� 1

2

"
ln
�?

d2 � s2 � s?
d2 � s2



� ln

�?
d2 � s2 � s?
d2 � s2


*
� 1

2

!
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�?

d2 � s2 � s
	
� ln

�?
d2 � s2 � s

	)
� 1

2

�
Arcsinh

�s
d

	
� Arcsinh

��s
d

		
� Arcsinh

�s
d

	
,
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car Arcsinh est une fonction impaire.
Lorsque d est très petit (d   1.510�8), numériquement on obtient

?
d2 � s2 � |s|

donc si on utilise (4.42), on se retrouve a évaluer Arctanh de �1 qui vaut �8. Il n’y
a pas cette difficulté en utilisant la formule (4.41). Lorsque d Ñ 0, Arcsinh

�
s
d

� Ñ �8
mais dans nos expressions, Arcsinh est pondéré par d donc le produit tend vers 0.

Dans la suite, nous devrons évaluer des intégrales d’expressions plus compliquées que
ce que l’on a vu jusqu’à présent. Nous utiliserons Maple pour les calculs des primitives.
Parfois les formules finales contiendront des fonctions Arctanh analogues à (4.42). Pour
garantir une grande précision des résultats dans les cas presque-singuliers (par exemple
pour des triangles appartenant à des plans parallèles proches, voir la partie III), il sera
important de convertir les expressions comportant des Arctanh analogues à (4.42) en
Arcsinh.

Distances très grandes

Une autre instabilité peut apparâıtre, lorsque les triangles sont très éloignés. Cette
fois, elle provient du calcul des quantités géométriques (projection d’un point, distance
d’un point au support d’un segment . . . ) qui peuvent manquer de précision. Pour deux
triangles coplanaires de cotés de longueurs proches de 1, ces instabilités apparaissent
par exemple lorsque leur centre de gravité sont à une distance supérieure à 104. Toute-
fois, cette méthode étant prévue pour calculer les intégrales lorsque deux éléments sont
proches, cette instabilité est moins problématique. Pour des éléments assez éloignés, une
méthode usuelle d’intégration numérique sera très satisfaisante.

Conclusion du chapitre
Le passage de triangles identiques à des triangles coplanaires en position générale a
amené de nombreuses nouveautés :
 l’utilisation de la formule (2.34) lorsque les supports de deux segments sont parallèles,
 la problématique du presque-parallélisme qui conduit à fixer des critères pour

déterminer quelle méthode de calcul employer dans ce cas.
 l’importance des formules utilisées pour assurer la stabilité numérique des formules

(préférer Arcsinh à Arctanh).

L’étude de la transition du calcul de l’influence entre deux segments lorsque leurs
supports sécants deviennent parallèles effectuée dans ce chapitre est relativement
longue. On comprend donc que ce genre d’étude ne sera pas menée dans des cas plus
compliqués (triangles dans des plans presque-parallèles, segments dans l’espace tendant
à devenir parallèles . . . ).



Chapitre 5

Triangles dans des plans sécants

Introduction
Après avoir évalué explicitement l’intégrale I définie en (6.67), nous passons au cas
de triangles situés dans des plans sécants. Dans ce cas, le choix de l’origine est plus
limité ; en effet, il est nécessaire que l’origine appartienne à l’intersection pωq entre les
deux plans (voir Figure 5.1). Hormis cette restriction relative au choix de l’origine, la
première étape de réduction de la dimension du domaine d’intégration reste inchangée.
Les étapes suivantes font apparâıtre de nouvelles configurations géométriques. Nous
commençons le calcul par le cas de deux triangles dans des plans sécants en positions
quelconques puis nous présentons les simplifications qui apparaissent lorsque les
triangles ont une arête commune ou un sommet commun.

o S

T

pωq

ai

ai�1

ai�2

bj�1

bj

bj�2

Figure 5.1 – Triangles dans des plans sécants
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5.1. Trianges en positions quelconques

Nous allons évaluer

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy. (5.1)

Lorsque les triangles sont dans des plans sécants, il est encore possible d’utiliser la
formule (2.10). L’intégrand est homogène de degré �1 donc q � �1, et S�T � R4 donc
n � 4. Pour assurer l’homogénéité de l’intégrand, nous prenons un point o de pωq, la
droite formée par l’intersection des deux plans (voir Figure 5.1). On obtient alors

I �
3̧

i�1

γipoq
3 Upαi, T q �

3̧

j�1

δjpoq
3 Upβj, Sq, (5.2)

avec U définie en (3.10) et γi et δj les distances signées définies en 3.1.1 et 4.1. Nous ne
détaillons que la simplification de Upα, T q puisque celle de Upβ, Sq s’en déduit aisément.

Pour continuer, il faut distinguer deux configurations géométriques :
 Lorsque le support de α et la droite pωq sont sécants, la seule origine assurant

l’homogénéité de l’intégrand de Upα, Sq est leur intersection (voir Figure 5.2).
 Lorsque le support de α est parallèle à pωq il n’y a plus d’origine assurant l’ho-

mogénéité (voir Figure 5.3). En utilisant une méthode similaire à celle de la sous-
section 4.4.3, on projette le segment α dans le plan contenant le triangle T . Il
apparâıt en paramètre, la distance du segment α au plan de T , notée h.

a�ps�q

a�ps�q
T

S

pωq

o

α

bj

bj�1

bj�2

Figure 5.2 – Calcul de Upα, T q : cas où le support de α et pωq sont sécants.

5.2. Réduction de Upα, T q : cas sécant

Lorsque le support de α et pωq sont sécants, la formule (2.10) est utilisée en choisissant
l’origine au point d’intersection (voir Figure 5.2), on obtient une expression ressemblant
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α

pαh T

S

pωq

pa�

pa�
a�

a�

bj

bj�1

bj�2

Figure 5.3 – Calcul de Upα, T q : cas où le support de α et pωq sont parallèles.

à (4.7) :

Upα, T q �
¸
k��

k sk

2 P pak, T q �
3̧

j�1

δjpoq
2 Qpα, βjq, (5.3)

avec s� qui sont les abscisses des extrémités de α selon l’origine o. On note que U
s’exprime à l’aide des fonctions P et Q définies en (3.13). Pour le calcul de Qpα, βq, le
support de α et pωq étant supposés sécants, il ne peut pas y avoir de parallélisme entre
α et β. Cependant deux configurations géométriques doivent être distinguées :

iq lorsque les supports des segments ont un point d’intersection appartenant à pωq.
iiq lorsque les supports des segments ne sont pas contenus dans le même plan.

5.2.1 Calcul de P pa, T q

Ce calcul diffère de celui du cas coplanaire ; en effet, a n’étant pas un point du plan
contenant T , la formule (2.10) n’est pas utilisable. Afin d’opérer la réduction, on projette
a sur le plan de T. Soient pa le projeté de a sur le plan de T et h � }a � pa}, la distance
du point au plan (voir la Figure 5.4), alors P s’écrit

P pa, T q �
»
T

1a
h2 � }pa� y}2

dy.

En prenant pa comme origine, l’intégrand est homogène de degré�1 selon le paramètre
h et la variable d’intégration y ; en utilisant la formule (2.34), et en s’inspirant de la
Figure 4.6, on obtient

P pa, T q �
3̧

j�1
δjppaq »

βj

h

» �8

h

du

u2
a
u2 � }pa� y}2

dsy,
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pa
T

pωq

a

h

Figure 5.4 – Calcul de P dans le cas général.

qui s’écrit également

P pa, T q �
3̧

j�1
δjppaqRppa, βj, hq, (5.4)

où R est définie en (4.18). Cette fois, pa n’appartient pas au support de β. On ne peut
donc pas utiliser directement l’expression (4.21). Soit ra, le projeté de pa sur le support
de β et d � }pa� ra}, la distance de pa au support de β. On a donc

Rppa, β, hq � »
β

a
h2 � }pa� y}2 � h

}pa� y}2 dsy �
»
β

a
h2 � d2 � }ra� y}2 � h

pd2 � }ra� y}2q dsy.

En rappelant que t� sont les abscisses des extrémités b� du segment β prises à partir
de l’origine ra � qppaq (voir la Figure 5.5), on obtient

Rppa, β, hq � » t�
t�

?
h2 � d2 � t2 � h

pd2 � t2q dt. (5.5)

Il en résulte l’expression suivante, que l’on peut comparer à (3.19) :

Rppa, β, hq � �Arcsinh
�

t?
h2 � d2



� h

d
Arctan

�
t

d




� h

d
Im

"
Arctanh

�
h2 � d2 � itd

h
?
h2 � d2 � t2



� iπ

2 sgnptq
*�t�

t�t�
. (5.6)
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d

β

h ra � qppaq

bj�1t�

bj�2t�

bj

T

pωq

pa

a

Figure 5.5 – Calcul de Rppa, β, hq.
5.2.2 Calcul de Qpα, βq : α et β non contenus dans un même plan

Dans ce cas, afin d’assurer l’homogénéité de l’intégrand on introduit la perpendicu-
laire commune aux supports des deux segments (voir la Figure 5.6).

Qpα, βq �
»
α�β

1
}x� y}dsxdsy �

»
qα�β

1a
h2 � }qx� y}2

ds
qxdsy, (5.7)

où qα et qx sont les projections respectives de α et x sur le plan orthogonal à la perpen-
diculaire commune et contenant β. La distance de α à qα est notée hp� }qa� � a�}q. En
prenant l’intersection des supports de β et qα comme origine, on obtient

Qpα, βq �
¸
k��

k qskRp qak, β, hq �¸
l��

ltlRpbl, qα, hq, (5.8)

où l’expression de R est donnée par (5.6).

5.2.3 Calcul de Qpα, βq : α et β contenus dans un même plan

Lorsque les supports de α et β ont un point d’intersection appartenant à pωq (voir
Figure 5.7), c’est-à-dire lorsque α et β sont contenus dans un même plan, on note o, le
point d’intersection des supports que l’on choisit comme origine ; alors

Qpα, βq �
¸
k��

kskRpak, βq �
¸
l��

l tlRpbl, αq. (5.9)

En notant la projection rb de b sur le support de α (voir Figure 5.7) et la distance
d � }rb� b} du point b au support de α, on a d’après (3.16) :

Rpb, αq �
»
α

1
}x� b}dsx �

»
α

1b
d2 � }x�rb}2

dsx, (5.10)

où R est donnée par (3.19).
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a�
a�

b�

b�

α
β

α̌

o h

ω

qa�
qa�

Figure 5.6 – Segments dans des plans sécants avec en blanc, la perpendiculaire commune aux
supports des segments α et β.

d

b�

b�

ÝÑ
β

a�
a� ÝÑα

o�b�

pωq

Figure 5.7 – Les supports des segments α et β ont un point d’intersection appartenant à pωq.

5.3. Réduction de Upα, T q : cas parallèle

Lorsque le support de α est parallèle à pωq, on perd l’homogénéité de l’intégrand.
On effectue la projection de α sur le plan du triangle T afin de décomposer la norme
}x � y}. Ainsi, soient pα et pa�, les projections respectives de α et a� sur le plan de T
(voir la Figure 5.3). La distance du segment α au plan de T, notée h � }a� � pa�} joue
le rôle de paramètre. L’intégrand est ainsi homogène par rapport au couple formé de la
variable d’intégration ppx, yq et du paramètre h. On a donc

Upα, T q �
»
pα�T

1a
h2 � }px� y}2

ds
pxdy,
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qui se simplifie, en prenant l’origine en pa� et grâce à la formule (2.34) :

Upα, T q � |α|
»
T

f2ph, }pa� � y}qdy �
3̧

j�1
δjppa�q »

pα�βj
f2ph, }px� y}qds

pxdsy,

où f2 est défini par

f2ph, ηq � h2
» �8

h

1
u3
?
u2 � η2du. (5.11)

On obtient une expression semblable à (4.7)

Upα, T q � |α|P2ppa�, T, hq � 3̧

j�1
δjppa�qQ2ppα, βj, hq, (5.12)

avec,

P2ppa, T, hq � »
T

f2ph, }pa� � y}qdy, (5.13)

Q2ppα, β, hq � »
pα�βj

f2ph, }px� y}qds
pxdsy. (5.14)

Les expressions restant à réduire sont P2 et Q2. Pour la réduction de U (voir 5.12)
on a utilisé la formule (2.34), on doit donc poursuivre la réduction en utilisant cette
même formule.

5.3.1 Réduction de P2ppa, T, hq
En appliquant (2.34) avec l’origine prise en pa, on a obtient une expression semblable

à (5.4) :

P2ppa, T, hq � 3̧

j�1
δjppaq »

βj

F2ph, }y � pa}qdsy, (5.15)

avec,

F2ph, ηq � h

» �8

h

f2pv, ηq
v2 dv. (5.16)

F2 se simplifie, grâce à (5.11), en

F2ph, ηq � h

» �8

h

» �8

v

du

u3
?
u2 � η2dv � h

» �8

u�h

�» u
v�h

dv



dv

u3
?
u2 � η2du

� h

» �8

u

u� h

u2
?
u2 � η2du � f1ph, ηq � f2ph, ηq,

qui s’exprime simplement

F2ph, ηq �
?
h2 � η2 � 2h

2η2 � h2

2η3 Arcsinh
�η
h

	
. (5.17)
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Ceci nous donne l’expression finale pour P2

P2ppa, T, hq � 3̧

j�1
δjppaqS2ppa, βj, hq, (5.18)

où,

S2ppa, β, hq � »
β

#a
h2 � }pa� y}2 � 2h

2}pa� y}2 � h2

2}pa� y}3 Arcsinh
�}pa� y}

h


+
dsy, (5.19)

fait intervenir la distance h � }a � pa} du point a au plan contenant le triangle T .
L’expression de S2 est donnée par (5.28).

5.3.2 Réduction de Q2ppα, βq : supports de pα et β sécants

A ce stade pour poursuivre le processus de réduction il est encore nécessaire de
distinguer deux configurations : lorsque les supports de pα et β sont sécants et lorsqu’ils
sont parallèles. D’après (5.8) et (5.14), en choisissant l’intersection des supports comme
origine, on a

Q2ppα, β, hq � ¸
k��

k pskS2p pak, β, hq �¸
l��

ltlS2pbl, pα, hq, (5.20)

avec S2 définie en (5.19).

5.3.3 Réduction de Q2ppα, βq : supports de pα et β parallèles

Lorsque les supports de pα et β sont parallèles, c’est aussi dire que α et β sont
parallèles à pωq. On utilise une méthode similaire à celle vue à la section 4.4.3. Afin
de restaurer l’homogénéité, on définit la projection rβ de β sur le support de pα et d �
}rb� � b�} (voir Figure 5.8), alors

Q2ppα, β, hq � »
pα�rβ

f2ph,
a
d2 � }px� ry}2qds

pxdsry. (5.21)

La difficulté supplémentaire provient ici de l’apparition d’un second paramètre d.
Or il se trouve que lors de la démonstration de (2.34) on utilise la solution explicite
de l’équation différentielle ordinaire (2.21) selon la variable h, il est donc nécessaire de
se ramener à un seul paramètre scalaire pour utiliser (2.34), ce que l’on fait en posant
λ � d{h, de telle sorte que l’intégrand devienne une fonction homogène de px, ry et h (voir
la Figure 5.8). Cette opération peut en fait être réalisée avec un nombre quelconque de
paramètres supplémentaires homogènes di en posant λi � di{h. Cette méthode conduit
à l’expression suivante :

Q2ppα, β, hq � »
pα�rβ

f2ph,
a
λ2h2 � }px� ry}2qds

pxdsry. (5.22)
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β

α

h

d

rβ
ÝÑw�b�

�b�

pωq

pa�
pa�

a�

a�

b�

b�

Figure 5.8 – Calcul de Q2ppα, β, hq : cas où les supports de pα et β sont parallèles.

En appliquant (2.34), on obtient

Q2ppα, β, hq ¸
k��

k psk »
rβ

h

» �8

h

f2pu,
b
λ2u2 � } pak � ry}2q

u2 duds
ry

�
¸
l��

lrtl »
pα

h

» �8

h

f2pu,
b
λ2u2 � }px� rbl}2q

u2 duds
px, (5.23)

soit encore,

Q2ppα, β, hq � ¸
k��

k psk rS2p pak, rβ, h, dq �¸
l��

lrtl rS2prbl, pα, h, dq, (5.24)

où

rS2ppa, rβ, h, dq � »
rβ

rF2ph, d, }pa� ry}qdsry, (5.25)

et

rF2ph, d, }pa� ry}q � h

» �8

h

f2pu,
a
λ2u2 � }pa� ry}2q

u2 du. (5.26)

L’expression de rS2ppa, rβ, h, dq est fournie par (5.30).



70

5.3.4 Evaluation de S2 et rS2

Soit ra la projection orthogonale de pa sur le support de β et d � }ra � pa}, alors en
prenant ra comme origine, on a

S2ppa, β, hqpa � » t�
t�

"?
h2 � d2 � s2 � 2h

2pd2 � s2q � h2

2pd2 � s2q3{2 Arcsinh
�?

d2 � s2

h


*
ds

(5.27)

avec t� les abscisses des extrémités de β par rapport à ra. On obtient l’expression finale,

S2ppa, β, hq � � sh2

2d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�
d2 � s2

h



� d2 � h2

2d2 Arcsinh
�

s?
h2 � d2



(5.28)

� h

d
Arctan

�s
d

	
� h

d
Im

"
Arctanh

�
h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*�t�

t�

.

De même pour rS2, on obtient,

rS2ppa, rβ, h, dq � » t�
t�

#?
h2 � d2 � s2 �?

h2 � d2

2s2 � h2

2ds2 Arcsinh
�
d

h




� h2

2s2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h


+
ds, (5.29)

soit,

rS2ppa, rβ, h, dq � ��?h2 � d2 � s2 �?
h2 � d2

2s � h2

2dsArcsinh
�
d

h



(5.30)

� h2
?
d2 � s2

2sd2 Arcsinh
�?

d2 � s2

h



� h2 � d2

2d2 Arcsinh
�

s?
h2 � d2


�t�
t�

.

5.4. Cas particuliers singuliers

Lorsque les triangles ont un sommet commun ou une arête commune, des simplifi-
cations apparaissent. En premier lieu, si les triangles sont adjacents, il ne peut pas y
avoir de cotés parallèles à pωq et on ne rencontre pas non plus le cas où l’intersection
des supports de α et β est un point de pωq. Lorsque les triangles n’ont qu’un sommet
commun, toutes les situations sont possibles.

5.4.1 Triangles adjacents

Jusqu’à la dimension 2, la réduction est similaire à celle appliquée pour des triangles
coplanaires adjacents (voir (4.25) et la Figure 5.9(a))

I � |S|
3 P pai�2, T q � gidj�1

6 Qpαi, βj�1q � |T |
3 P pbj�2, Sq � gi�1dj

6 Qpαi�1, βjq. (5.31)

Les expressions (5.4) et (5.8) permettent d’évaluer complètement l’intégrale.
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bj�1 � ai�1

bj � ai

ai�2

bj�2

S

T

ω

(a) Triangles adjacents dans des plans sécants.

ai�1

bj � ai

ai�2

bj�2

S

T

ω

(b) Triangles dans des plans sécants ayant un som-
met commun.

Figure 5.9 – Configurations géométriques de triangles dans des plans amenant des simplifi-
cations.

5.4.2 Triangles ayant un sommet commun

Si les triangles dans des plans sécants ont un sommet commun, alors d’après la Figure
5.9(b), on a

I � gi
3 Upαi, T q �

dj
3 Upβj, Sq. (5.32)

Conclusion du chapitre
Lorsque les triangles sont dans des plans sécants, il faut distinguer plusieurs configura-
tions géométriques :
 lorsqu’un segment est parallèle à l’intersection des deux plans,
 lorsque deux segments sont parallèles,
 ou encore lorsque deux segments ont leur intersection qui appartient à pωq.

Tout ceci amène à une grande diversité d’intégrales mono-dimensionnelles qu’il faut
évaluer. Malgré le nombre élevé de cas, il est toujours possible d’obtenir des formules
explicites.
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Chapitre 6

Le potentiel de double couche

Introduction
Dans le chapitre 5 nous avons évalué l’intégrale

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy,

lorsque S et T appartiennent à des plans sécants (voir Figure 6.1). A présent, nous allons
évaluer les deux intégrales suivantes :

Jζ �
»
S�T

x� y

}x� y}1�ζ dxdy, ζ � 0 ou 2, (6.1)

pour la même configuration géométrique des triangles.

Lorsque les triangles se touchent, une difficulté apparâıt car la frontière du domaine
d’intégration n’est pas régulière. Nous allons donc décomposer ce chapitre en deux
parties, les trois premières sections présentent le cas régulier (triangles ayant une
intersection vide).

La section 6.4 aborde les cas singuliers (triangles adjacents ou ayant un sommet
commun). L’intégrale J0 est bien définie, mais pour J2 cela est un peu plus compliqué.
On calcule la valeur principale de Cauchy de J2.

6.1. Réduction à la dimension 3

La première réduction est identique à (5.2) avec q � �ζ et l’origine prise sur pωq :

Jζ �
3̧

i�1

γipoq
4� ζ

»
αi�T

x� y

}x� y}1�ζ dsxdy �
3̧

j�1

δipoq
4� ζ

»
S�βj

x� y

}x� y}1�ζ dxdsy, (6.2)

qui peut s’écrire

Jζ �
3̧

i�1

γipoq
4� ζ

Upαi, T ; ζq �
3̧

j�1

δipoq
4� ζ

Upβj, S ; ζq, (6.3)
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o S

T

pωq

Figure 6.1 – Triangles dans des plans sécants

où

Upα, T ; ζq �
»
α�T

x� y

}x� y}1�ζ dsxdy. (6.4)

On note la présence du signe � dans (6.3) qui provient de l’antisymétrie de l’intégrand.
Pour poursuivre la réduction de Upα, T ; ζq, il est nécessaire de choisir l’origine au point
d’intersection de pωq avec le support de α. A ce stade deux cas peuvent donc apparâıtre ;
lorsque le point d’intersection existe, on effectue la réduction à l’aide de la formule (2.10),
mais lorsque le support de α et la droite pωq sont parallèles, il faut utiliser (2.34).

6.2. Réduction à la dimension 2 : Cas sécant

Dans le cas où le point d’intersection existe, la réduction est analogue à celle vue à
la section 5.2. L’intersection est prise pour origine (voir Figure 5.2) et l’application de
la formule (2.10) fournit

Upα, T ; ζq �
¸
k��

k sk

3� ζ
Ppak, T ; ζq �

3̧

j�1

δjpoq
3� ζ

Qpα, βj ; ζq, (6.5)

avec,

Ppa, T ; ζq �
»
T

a� y

}a� y}1�ζ dy, (6.6)

Qpα, β ; ζq �
»
α�β

x� y

}x� y}1�ζ dsxdsy. (6.7)

6.2.1 Cas sécant, réduction de Ppa, T ; ζq

C’est à ce niveau qu’apparâıt la nouveauté par rapport au chapitre 5. En effet, a� y
étant affine dans le repère d’origine pa, il est nécessaire de décomposer P en deux parties :

Ppa, T ; ζq � pa� paq »
T

1
ph2 � }pa� y}2qp1�ζq{2dy �

»
T

pa� y

ph2 � }pa� y}2qp1�ζq{2dy

� pa� paqP1ppa, T, h ; ζq � P2ppa, T, h ; ζq (6.8)
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où pa est le projeté de a sur le plan de T et h � }a� pa} (voir Figure 5.4).
Le degré d’homogénéité du premier intégrand conduit à q � �1�ζ ; la formule (2.34)

fournit alors

P1ppa, T, h ; ζq �
3̧

j�1
δjppaqR1ppa, βj, h ; ζq, (6.9)

avec

R1ppa, βj, h ; ζq �
»
β

f1ph, }a� y} ; ζqdsy, (6.10)

et f1 est définie par l’expression suivante

faph, η ; ζq � ha�ζ
» �8

h

du

ua�1�ζ pu2 � η2qp1�ζq{2 . (6.11)

Lorsque ζ � 0, on retrouve les expressions (4.16) et (5.11). Le second terme fournit
l’expression

P2ppa, T, h ; ζq �
3̧

j�1
δjppaqR2ppa, βj, h ; ζq, (6.12)

avec

R2ppa, βj, h ; ζq �
»
β

ppa� yq f2ph, }pa� y} ; ζqdsy. (6.13)

En regroupant les expressions (6.9) et (6.12), on obtient

Ppa, T ; ζq �
3̧

j�1
δjppaq�pa� paqR1ppa, βj, h ; ζq �R2ppa, βj, h ; ζq

�
. (6.14)

Les expressions de R1 et R2 sont données en (B.2)-(B.5).

6.2.2 Réduction de Qpα, β, ; ζq : supports de α et β non sécants

Comme le support de α est supposé posséder une intersection avec pωq, les segments
α et β ne peuvent pas être parallèles. On utilise la même méthode que celle employée
dans la sous-section 5.2 en introduisant la projection qα de α sur le plan parallèle à α
contenant β. Les supports de qα et β se coupant, on choisit leur intersection, notée o,
comme origine (voir Figure 5.6). Soient ÝÑz le vecteur correspondant à la projection (ÝÑz � pqa� � a�q) et h � }ÝÑz } ; Q se décompose en deux termes :

Qpα, β ; ζq � Q2pqα, β, h ; ζq � ÝÑz Q1pqα, β, h ; ζq (6.15)

avec

Q1pqα, β, h ; ζq �
»
qα�β

1
ph2 � }qx� y}2qp1�ζq{2dsqxdsy,

Q2pqα, β, h ; ζq �
»
qα�β

qx� y

ph2 � }qx� y}2qp1�ζq{2dsqxdsy. (6.16)
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Le premier terme se simplifie en notant que q � �1� ζ :

Q1pqα, β, h ; ζq �
¸
k��

kqskR1pqak, β, h ; ζq �
¸
l��

l tlR1pbl, qα, h ; ζq. (6.17)

En ce qui concerne le second terme, on a q � n � 2� ζ ; la formule (2.34) fournit alors

Q2pqα, β, h ; ζq �
¸
k��

k qskR2pqak, β, h ; ζq �
¸
l��

l tlR2pbl, qα, h ; ζq. (6.18)

En regroupant (6.17) et (6.18), on obtient

Qpα, βq �
¸
k��

k qsk �R2pqak, β, h ; ζq � ÝÑz R1pqak, β, h ; ζq�
�
¸
l��

l tl
�
R2pbl, qα, h ; ζq � ÝÑz R1pbl, qα, h ; ζq� , (6.19)

où R1 est donnée en (B.2) et (B.3) et R2 en (B.4) et (B.5). A la différence du chapitre
5, une attention particulière doit être portée aux signes dans les expressions (voir (6.19)
par exemple) qui ne sont pas tous positifs en raison du caractère anti-symétrique de Q2.

6.2.3 Réduction de Qpα, β, ; ζq : supports de α et β sécants

Si les supports de α et β sont sécants, leur intersection appartient à pωq (voir la
Figure 5.7). Cette situation a déjà été rencontrée dans la sous-section 5.2.3 et conduit
à l’utilisation de la formule (2.10). Le degré d’homogénéité de l’intégrand est q � �ζ ;
il nous faut distinguer les deux situations relatives respectivement à ζ � 0 et ζ � 2.

Lorsque ζ � 0, on a q � n � 2, soit

Qpα, β ; ζq �
¸
k��

k sk

2

»
β

ak � y

}ak � y}dsy �
¸
l��

l tl

2

»
α

x� bl

}x� bl}dsx

�
¸
k��

k sk

2 Spak, βq �
¸
l��

l tl

2 Spbl, αq, (6.20)

où Spa, βq est donnée en (B.6).

Lorsque ζ � 2, on se trouve dans le cas où q � n � 0. La formule (2.10) ne s’applique
plus, elle est remplacée par la formule (2.16), d’où

Qpα, β ; ζq �
»
α�β

x� y

}x� y}3dsxdsy

�
¸
k��

k sk
»
β

ak � y

}ak � y}3 ln
�}ak � y}� dsy �¸

l��
l tl
»
α

x� bl

}x� bl}3 ln
�}x� bl}� dsx

�
¸
k��

k skL
�
ak, β

��¸
l��

l tlL
�
bl, α

�
, (6.21)

avec

L pa, βq �
»
β

a� y

}a� y}3 ln p}a� y}q dsy, (6.22)
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dont l’expression est donnée en (B.7).

6.3. Réduction à la dimension 2 : Cas parallèle

Si le support de α est parallèle à pωq et par conséquent au plan de T , il est nécessaire
de définir les projections respectives pα et pak de α et ak sur le plan de T . On définit
également le vecteur projection ÝÑv � ppa� � a�q et la distance h � }ÝÑv } (voir Figure 6.2).
On a alors

Upα, T ; ζq �
»
α�T

x� y

}x� y}1�ζ dsxdy.

� rU2ppα, T, h ; ζq � ÝÑv rU1ppα, T, h ; ζq, (6.23)

avec

rU1ppα, T, h ; ζq �
»
pα�T

1
ph2 � }px� y}2qp1�ζq{2dspxdy,rU2ppα, T, h ; ζq �

»
pα�T

px� y

ph2 � }px� y}2qp1�ζq{2dspxdy.

α

pαÝÑv T

S

pωq

pa�

pa�
a�

a�

bj

bj�1

bj�2

Figure 6.2 – Calcul de Upα, T ; ζq : cas où le support de α et pωq sont parallèles.

6.3.1 Réduction de rU1ppα, T, h ; ζq

En prenant pa� comme origine, d’après la formule (2.34), on obtient

rU1ppα, T, h ; ζq � |α| rPpxa�, T, h ; ζq �
3̧

j�1
δjppaq rQppα, βj, h ; ζq, (6.24)
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avec

rPppa, T, h ; ζq �
»
T

f2ph, }pa� y} ; ζqdy,

rQppα, βj, h ; ζq �
»
pα�β

f2ph, }px� y} ; ζqds
pxdsy,

où f2ph, }px� y} ; ζq est définie en (6.11).

6.3.2 Réduction de rU2ppα, T, h ; ζq

De la même manière que pour rU1, on obtient

rU2ppα, T, h ; ζq � |α|rPppa�, T, h ; ζq �
3̧

j�1
δjppa�qrQppα, βj, h ; ζq, (6.25)

avec

rPppa, T, h ; ζq �
»
T

ppa� yqf3ph, }pa� y} ; ζqdy (6.26)

rQppα, β, h ; ζq �
»
pα�β

ppx� yqf3ph, }px� y} ; ζqds
pxdsy. (6.27)

En regroupant les deux expressions, on obtient

rUppα, T ; ζq � |α|
�rPppa�, T, h ; ζq � ÝÑv rPppa�, T, h ; ζq

	
�

3̧

j�1
δjppa�q�rQppα, βj, h ; ζq � ÝÑv rQppα, βj, h ; ζq

	
.

6.3.3 Simplification de rP et rP
En prenant pa comme origine, la formule (2.34) nous donne

rPppa, T, h ; ζq �
3̧

j�1
δjppaqrR1

2ppa, βj, h ; ζq, et

rPppa, T, h ; ζq �
3̧

j�1
δjppaqrR2

3ppa, βj, h ; ζq, (6.28)

avec

rR1
2ppa, β, h ; ζq �

»
β

F2ph, }pa� y} ; ζqdsy, et (6.29)

rR2
3ppa, β, h ; ζq �

»
β

ppa� yqF3ph, }pa� y} ; ζqdsy, (6.30)

où

Fcph, η ; ζq � hc�1�ζ
» �8

h

fcpu, η ; ζq
uc�ζ

du, (6.31)
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est une généralisation de l’expression (5.16). Les expressions de rR1
2 et rR2

3 sont données
respectivement par (B.13)-(B.18).

Pour réduire rQppα, βj, h ; ζq et rQappα, β, h ; ζq, nous devons distinguer deux configu-
rations géométriques.

6.3.4 Réduction de rQ et rQ : supports de pα et β sécants

Lorsque les supports de pα et β sont sécants, on choisit l’intersection comme origine
et l’application de la formule (2.34) permet de conclure :

rQppα, β, h ; ζq �
¸
k��

k psk rR1
2ppak, β, h ; ζq �

¸
l��

l tl rR1
2pbl, pα, h ; ζq, et (6.32)

rQppα, β, h ; ζq �
¸
k��

k psk rR2
3ppak, β, h ; ζq �

¸
l��

l tl rR2
3pbl, pα, h ; ζq. (6.33)

6.3.5 Réduction de rQ et rQ : supports de pα et β parallèles

C’est aussi dire que les supports de β et α sont parallèles à pωq. On projette β sur
le support de pα et on introduit la distance d entre les deux segments (voir la Figure
5.8). Soit rβ et rb� les projections respectives de β et de ses extrémites et ÝÑw � prb�� b�q.
Comme dans la sous-section 5.3.3, on pose d � λh ce qui permet de se ramener au cas
d’un unique paramètre et ainsi d’utiliser la formule (2.34).

Réduction de rQ
rQppα, β, h ; ζq �

»
pα�rβ

f2ph,
a
d2 � }px� ry}2 ; ζqds

pxdsry

�
»
pα�rβ

f2ph,
a
λ2h2 � }px� ry}2 ; ζqds

pxdsry. (6.34)

D’une manière similaire à (5.24), on a

rQppα, β, h ; ζq �
¸
k��

kpsk rS2ppak, rβ, h, d ; ζq �
¸
l��

lrtl rS2prbl, pα, h, d ; ζq, (6.35)

avec

rS2ppa, rβ, h, d ; ζq �
»
rβ

rF2ph, d, }pa� ry} ; ζqds
ry, (6.36)

et

rF2ph, d, η ; ζq � h1�ζ
» �8

h

f2pu,
?
λ2u2 � η2q
u2�ζ du. (6.37)

L’expression de rS2ppa, rβ, h, d ; ζq est fournie par (B.21) et (B.22).
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Réduction de rQ
rQppα, β, h ; ζq �

»
pα�β

ppx� yqf3ph, }px� y} ; ζqds
pxdsy

� �Q2ppα, rβ, h, d ; ζq � ÝÑw�Q1ppα, rβ, h, d ; ζq, (6.38)

où,

�Q2ppα, rβ, h, d ; ζq �
»
pα�rβ

ppx� ryqf3ph,ad2 � }px� ry}2 ; ζqds
pxdsry

�Q1ppα, rβ, h, d ; ζq �
»
pα�rβ

f3ph,
a
d2 � }px� ry}2 ; ζqds

pxdsry

Le terme antisymétrique se réduit à

�Q2ppα, rβ, h, d ; ζq �
¸
k��

kpsk rT3ppak, rβ, h, d ; ζq �
¸
l��

lrtl rT3prbl, pα, h, d ; ζq, (6.39)

avec,

rT3ppa, rβ, h, d ; ζq �
»
rβ

ppa� ryq rF3ph, d, }pa� ry} ; ζqds
ry, (6.40)

et

rF3ph, d, η ; ζq � h2�ζ
» �8

h

f3pu,
?
λ2u2 � η2q
u3�ζ du. (6.41)

Les expressions de rT3 sont données en (B.23)-(B.24). Le terme symétrique se réduit
comme en (6.35) :

�Q1ppα, rβ, h, d ; ζq �
¸
k��

kpsk rS3ppak, rβ, h, d ; ζq �
¸
l��

lrtl rS3prbl, pα, h, d ; ζq, (6.42)

avec

rS3ppa, rβ, h, d ; ζq �
»
rβ

rF1
3ph, d, }pa� ry} ; ζqds

ry, (6.43)

et

rF1
3ph, d, η ; ζq � h1�ζ

» �8

h

f3pu,
?
λ2u2 � η2q
u2�ζ du. (6.44)

Les expressions de rS3 sont données en (B.26)-(B.27).

6.4. Cas particuliers

Deux configurations géométriques peuvent conduire à des simplifications dans les
calculs : lorsque les triangles ont un sommet commun ou lorsqu’ils ont une arête com-
mune. Il n’y a aucune difficulté nouvelle concernant J0 que l’on traite en premier. Le
sujet plus délicat de J2, intégrale non définie pour ces configurations de S et T , est
abordé en second.
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6.4.1 Simplifications pour J0

Lorsque les triangles sont adjacents, de la même manière qu’à la section 4.6, on a

J0 � |S|
6 Ppai�2, T ; 0q � |T |

6 Ppbj�2, S ; 0q (6.45)

� gidj�1

12 Qpαi, βj�1 ; 0q � gi�1dj
12 Qpαi�1, βj ; 0q.

Lorsque les triangles S et T ont un sommet en commun, on obtient

J0 � gi
4 Upαi, T ; 0q � dj

4 Upβj, S ; 0q. (6.46)

6.4.2 Détails pour J2

Lorsque la frontière du domaine est régulière, le noyau

px� y|ÝÑnyq
}x� y}3

est intégrable ; il n’en est pas de même ici car px� y|ÝÑnyq � }x�y} lorsque x et y tendent
vers un point situé sur pωq. Ce cas apparâıt lorsque les triangles S et T sont adjacents ou
ont un sommet commun. Nous allons montrer que J2 peut être définie comme la limite
d’un cas régulier, ce qui correspond à une valeur principale de Cauchy. Lorsque Γ � BΩ
est une frontière lipschitzienne, ce qui est le cas lorsque la discrétisation est réalisée à
l’aide de polygones plans, Costabel montre cependant dans son article [Cos88] que la
trace de l’opérateur de double couche, définie par :

Cv :� γ0

�»
Γ

BGpx, yq
Bny vpyqdsy



, (6.47)

est continue de H1{2�σpΓq Ñ H1{2�σpΓq, avec σ P r�1{2, 1{2s. Nous allons mettre à
profit ce résultat pour déterminer une expression explicite de J2 � ÝÑnT .

Soient S et T, deux triangles adjacents (voir Figure 6.3(b)) ; on note Tε le triangle
de cotés rβjpεq et de sommets rbjpεq défini à partir de T , tel que rβ3 soit parallèle à β3 et à
une distance ε (voir Figure 6.3(a)). Par ailleurs, on note rδjpyq, la distance signée de y au
support de rβj. On observe que rδ2pyq � δ2pyq et rδ1pyq � δ1pyq. Lorsque ε Ñ 0, Tε Ñ T.

Dans la suite, nous omettrons les références à ε pour rβj et rbj. Nous noterons

J2 � ÝÑnT �
»
S�T

px� yq � ÝÑnT
}x� y}3 dxdy, (6.48)

la limite lorsque εÑ 0 de

F pεq �
»
S�Tε

px� yq � ÝÑnT
}x� y}3 dxdy. (6.49)
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ÝÑnT

εS
Tε

pωq

b3

rb2

rb1
a3

a2

a1
�β2

�β3

�β1

α2

α1

(a) Définition de Tε

ÝÑnT

S
T

pωq

b3

b2

b1

a3

a2

a1

(b) Cas limite

Figure 6.3 – Configurations géométriques pour le passage à la limite.

En appliquant la formule (2.10) on obtient une première réduction :

F pεq � g1

2

»
α1�Tε

px� yq � ÝÑnT
}x� y}3 dsxdy �

rδ1pa1q
2

»
S��β1

px� yq � ÝÑnT
}x� y}3 dxdsy

�
rδ3pa1q

2

»
S��β3

px� yq � ÝÑnT
}x� y}3 dxdsy, (6.50)

où g1 est la hauteur issue de a1 (voir la sous-section 3.1.1). L’intégrale selon rβ2 n’apparâıt
pas puisque a1 appartient au support de rβ2 donc rδ2pa1q � δ2pa1q � 0. Une seconde
utilisation de la formule (2.10) conduit à une expression que l’on décompose en deux
parties :

F pεq � FRpεq � FSpεq. (6.51)

Nous allons montrer que FSpεq tend vers zéro lorsque εÑ 0 et que FRpεq donnée par

FRpεq � |S|Ppa3, Tε ; 2q � ÝÑnT � δ1pa1q| rβ1|
2 Ppb3, S ; 2q � ÝÑnT

� g1 rδ2pa2q
2 Qpα1, rβ2 ; 2q � ÝÑnT � γ2prb2qrδ1pa1q

2 Qpα2, rβ1 ; 2q � ÝÑnT ,

a pour limite lorsque εÑ 0 (d’après (6.6) et (6.7) ) :

lim
εÑ0

FRpεq �
�
|S|Ppa3, T ; 2q � |T |Ppb3, S ; 2q � g1d2

2 Qpα1, β2 ; 2q

� g2d1

2 Qpα2, β1 ; 2q
�
� ÝÑnT ,

qui est analogue à l’expression (6.45), obtenue pour J0 pour les triangles sont adjacents.
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A présent, nous montrons que

FSpεq � �
rδ3pa1q| rβ3|

2 Pprb2, S ; 2q � ÝÑnT �
rδ1pa1qγ1prb2q

2 Qpα1, rβ1 ; 2q � ÝÑnT

�
�δ3pa1qγ2prb1q

2 Qpα2, rβ2 ; 2q � ÝÑnT � g1 rδ3pa2q � rδ3pa1qγ1prb1q
2 Qpα1, rβ3 ; 2q � ÝÑnT

�
rδ1pa1qγ3prb2q

2 Qpα3, rβ1 ; 2q � ÝÑnT �
rδ3pa1qγ3prb1q

2 Qpα3, rβ3 ; 2q � ÝÑnT ,
tend vers 0 lorsque εÑ 0. A cette fin, nous décomposons FSpεq en quatre termes :

1. Premier terme. On pose

E1pεq � �
rδ3pa1q| rβ3|

2 Pprb2, S ; 2q, (6.52)

qui d’après (6.14) s’écrit aussi (en notant que rδ3pa1q � ε),

E1pεq � �ε|
rβ3|
2

!
prb2 � pb2qP1ppb2, S, h ; 2q � P2ppb2, S, h ; 2q

)
,

avec pb2 la projection orthogonale de rb2 sur le plan contenant S et h � }rb2 � pb2}.
D’après (6.9) et (6.12), on a

E1pεq � �ε|
rβ3|
2

3̧

l�1
γlppb2q

!
prb2 � pb2qR1ppb2, αl, h ; 2q �R2ppb2, αl, h ; 2q

)
.

A ce stade, on note que h � ε sinpφq � Opεq, où φ est l’angle que forment les deux
plans, prb2 � pb2q � OpεqÝÑnS, où ÝÑnS est la normale au plan contenant le triangle S et
γ1ppb2q � γ3ppb2q � Opεq. On observe que les abscisses s�1 et s�3 du sommet a2 qui
est une des extrémités de α1 et α3 s’écrivent s�1 � s�3 � Opεq et les abscisses des
autres extrémités s�1 et s�3 qui correspondent respectivement aux sommets a3 et
a1, sont fixes. L’expression explicite de R1 donnée par (B.3) implique :

R1ppb2, α1, h ; 2q � R1ppb2, α3, h ; 2q � O

�
logpεq
ε2



.

Finalement, on a,

ε γlppb2q prb2 � pb2qR1ppb2, αl, h ; 2q � O pε logpεqq . (6.53)

De même,

R1ppb2, α2, h ; 2q � O plogpεqq , (6.54)

d’où,

ε prb2 � pb2qR1ppb2, α2, h ; 2q � O
�
ε2 logpεq� . (6.55)

Un raisonnement similaire permet d’écrire

R2ppb2, α1, h ; 2q � R2ppb2, α3, h ; 2q � R1ppb2, α2, h ; 2q � R2ppb2, α2, h ; 2q � O plogpεqq ,
soit,

E1pεq � O pε logpεqq , (6.56)

d’où lim
εÑ0

E1pεq � 0.
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2. Deuxième terme : Soit

E2pεq � δ1pa1qγ1prb2q
2 Qpα1, rβ1 ; 2q. (6.57)

Les supports des deux segments ont un point d’intersection qui est le sommet a2.
De plus, on note que le degré d’homogénéité de l’intégrand est q � �2 � �n. Il
s’agit par conséquent de la situation où q�n � 0 ; c’est donc la formule (2.16) qui
conduit à la réduction suivante :

E2pεq � δ1pa1qγ1prb2q
2

#
|α2|

»
�β1

pa3 � yq
}a3 � y}3 lnp}a3 � y}qdsy

� |β3|
»
α1

px� b3q
}x� b3}3 lnp}x� b3}qdsx � t

»
α1

px� rb2q
}x� rb2}3

lnp}x� rb2}qdsx
+
,

où t est l’abscisse de rb2. Les deux premières intégrales sont finies, seule la troisième
intégrale est à étudier :»

α1

px� rb2q
}x� rb2}3

lnp}x� rb2}qdsx �
»
α1

px� qb2q
2
�
h2 � }x� qb2}2

	3{2 lnph2 � }x� qb2}qdsx

� pqb2 � rb2q
»
α1

lnph2 � }x� qb2}q
2
�
h2 � }x� qb2}2

	3{2dsx

La première intégrale se comporte en O
�

lnpεq
ε

	
alors que la seconde se comporte

en O
�

lnpεq
ε2

	
. Cependant, en notant que t γ1prb2q � Opε2q et pqb2 � rb2q � OpεqÝÑnS, on

obtient le résultat :

E2pεq � O pε logpεqq , (6.58)

ainsi

lim
εÑ0

E2pεq � lim
εÑ0

δ1pa1qγ1prb2q
2

»
α1��β1

px� yq
}x� y}3dsxdsy � 0 (6.59)

et

lim
εÑ0

δ3pa1qγ2prb1q
2

»
α2��β2

px� yq
}x� y}3dsxdsy � 0 (6.60)

3. Troisième terme : Puisque δ3pa1q � δ3pa2q � ε, on étudie le terme,

E3pεq � εQpα1, rβ3 ; 2q. (6.61)

On introduit la perpendiculaire commune aux supports de α1 et rβ3 (voir Figure
5.6), ainsi que les projections pβ3,pb� de rβ3 et de ses extrémités sur le plan conte-
nant le triangle S. Le vecteur ÝÑz � pb2 � rb2 est alors un vecteur directeur de la
perpendiculaire commune (voir Figure 6.4) et

Qpα1, rβ3 ; 2q �
»
α1�xβ3

px� pyq
ph2 � }x� py}2q3{2dsxdspy �

ÝÑv
»
α1�xβ3

1
ph2 � }x� py}2q3{2dsxdspy.
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Avec comme origine l’intersection des supports de pβ3 et α1, on a :

Qpα1, rβ3 ; 2q �
¸
k��

k sk

�
R2pak, pβ3, h ; 2q � ÝÑv R1pak, pβ3, h ; 2q

�

�
¸
l��

l tl

�
R2ppbl, α1, h ; 2q � ÝÑv R1ppbl, α1, h ; 2q

�
.

On obtient donc que

E3pεq � O pε logpεqq . (6.62)

ÝÑnT

ÝÑnS

h

pb1
pb2
ÝÑz

ε

α1 rβ3

pωq

rb2

rb1
a3

a2

Figure 6.4 – Perpendiculaire commune.

4. Dernier terme : Lorsque x P α3 et y P rβ, on a la simplification px � yq � ÝÑnT � 0
donc

Qpα3, rβ3 ; 2q � ÝÑnT � Qpα3, rβ1 ; 2q � ÝÑnT � 0. (6.63)

Notons que la réduction de Qpα3, rβ3 ; 2q et de Qpα3, rβ1 ; 2q, conduit à des expres-
sions explicites qui permettent de montrer le résultat suivant :

lim
εÑ0

δ3pa1qγ3prb1q
2 Qpα3, rβ3 ; 2q � δ1pa1qγ3prb2q

2 Qpα3, rβ1 ; 2q � 0. (6.64)
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Résultat Final

D’après (6.63), (6.56), (6.58) et (6.62), lorsque S et T sont des triangles adjacents
dans des plans sécants, en définissant J2 � ÝÑnT comme la limite de F pεq, on obtient la
formule explicite suivante :

J2 � ÝÑnT �
�
|S|Ppa3, T ; 2q � |T |Ppb3, S ; 2q

� g1d2

2 Qpα1, β2 ; 2q � g2d1

2 Qpα2, β1 ; 2q
�
� ÝÑnT . (6.65)

Un raisonnement similaire permet de montrer que lorsque S et T ont un sommet
commun (noté a1 � b1), on a

J2 � ÝÑnT �
�
g1

2

»
α1�T

x� y

}x� y}3dsxdy �
d1

2

»
S�β1

x� y

}x� y}3dxdsy

�
� ÝÑnT . (6.66)

Les expressions (6.65) et (6.66) s’obtiennent en utilisant la méthode dite näıve qui
consiste à annuler toutes les expressions faisant intervenir des distances nulles (voir la
sous-section 14.4.1 qui utilise cette méthode näıve pour calculer des parties finies).

Conclusion du chapitre
Il n’y a pas de réelle difficulté supplémentaire pour passer du potentiel de simple
couche au potentiel de double couche. L’intégrand étant vectoriel, il est nécessaire de
le décomposer à chaque étape pour conserver l’homogénéité. La méthode permet de
calculer J2 lorsque les triangles sont adjacents.
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Conclusion de la deuxième partie
Dans cette partie, nous avons obtenu des formules explicites pour évaluer les intégrales

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy, (6.67)

lorsque S et T sont deux triangles coplanaires ou dans des plans sécants, et les deux
intégrales

Jζ �
»
S�T

x� y

}x� y}p1�ζqdxdy, ζ P t0, 2u (6.68)

lorsque S et T sont dans des plans sécants.

Lorsque les intégrales sont effectivement singulières (triangles identiques, adjacents
ou ayant un sommet commun) les formules obtenues sont relativement simples. Des
résultats numériques montrent la grande précision des formules obtenues.

Dans le dernier chapitre, on a déterminé une expression de

v.p.
»
S�T

x� y

}x� y}3dxdy � lim
εÑ0

»
S�Tε

x� y

}x� y}3dxdy (6.69)

lorsque les triangles S et T sont adjacents ou lorsqu’ils ont un sommet commun.
L’existence de cette limite est une conséquence d’un théorème de Costabel.
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Troisième partie

Triangles dans des plans parallèles
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8.3.1 Réduction de Pspa, S, h ; ζq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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Introduction de la troisième partie
Dans cette partie, nous fournissons des formules explicites pour évaluer les trois
intégrales

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy,

Jζ �
»
S�T

x� y

}x� y}1�ζ dxdy, ζ � 0 ou 2, (6.70)

lorsque S et T sont dans des plans parallèles.

Nous commençons par présenter le cas plus simple des triangles superposés, puis nous
traitons du cas de triangles situés dans des plans parallèles en position quelconque ;
enfin nous présentons quelques résultats numériques afin de montrer l’intérêt de la
méthode.



Chapitre 7

Introduction

Cette partie traite de l’évaluation des intégrales I et Jζ ci-dessous :

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy (7.1)

Jζ �
»
S�T

x� y

}x� y}1�ζ dxdy, ζ P t0, 2u (7.2)

lorsque les triangles S et T sont dans des plans parallèles. La comparaison avec le cas
de triangles coplanaires ou situés dans des plans sécants fait apparâıtre une différence
essentielle : c’est dès la première étape de réduction qu’on doit utiliser la formule (2.34),
dite formule à paramètre, à la place de la formule (2.10). Pour le confort du lecteur,
nous rappelons ici cette formule : soit g : pz, hq P Ω � R Ñ R une fonction q-homogène
par rapport au couple pz, hq, alors»

Ω
gpz, hqdz �

»
BΩ
pÝÑz |ÝÑν qF pz, hq dsz (7.3)

avec,

F pz, hq � hq�n
» sgnphq8

h

gpz, uq
uq�n�1du. (7.4)

La complexité plus grande des formules dans le cas de triangles situés dans des plans pa-
rallèles découle de cette utilisation précoce de la formule (2.34), l’intégrand étant modifié
à chaque étape de la réduction. Un ingrédient essentiel pour simplifier le calcul consiste
à inverser l’ordre naturel des trois intégrales successives conduisant à l’expression des
intégrands mono-dimensionnels. Il a donc été jugé préférable de ne pas effectuer le cal-
cul explicite de ces intégrands au cours du processus de réduction, de façon à bénéficier
de cette souplesse (voir la section 9.5). Il faut noter, qu’à la différence de nombreuses
autres méthodes d’évaluation d’intégrales singulières et presque-singulières, aucune dif-
ficulté supplémentaire n’apparâıt lorsque les triangles se recouvrent partiellement (voir
la Figure 7.1).
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S

T

ai

ai�1

ai�2

bj

bj�1

bj�2

pbj
pbj�1

pbj�2

Figure 7.1 – Configuration géométrique prise en compte par la méthode.

7.1. Notations

Quelques notations nouvelles vont se révéler nécessaires : on note pT et pbj les projec-
tions respectives du triangle T et de ses sommets bj sur le plan contenant le triangle S,
ainsi que pβj celles des arêtes βj du triangle T (voir Figure 7.2). Les projections et les
distances dans le triangles pT sont définies de façon analogue à celles dans le triangle T :
on note pqjpxq la projection de x, point du plan contenant S et pT , sur le support de pβj,pdjpxq et pδjpxq respectivement les distances et distances signées du point x au coté pβj du
triangle pT (voir Figure 7.3).

S

T

pT
ai

ai�1

ai�2

bj

bj�1

bj�2

pbj
pbj�1

pbj�2
ÝÑv

Figure 7.2 – Triangles dans des plans parallèles.

7.2. Organisation des calculs

Remarquons que Jζ se décompose en deux intégrales :

Jζ �
»
S�T

x� y

}x� y}1�ζ dxdy � ÝÑv Jsζ � Jaζ , (7.5)

avec

Jsζ �
»
S� pT

1
ph2 � }x� py}2qp1�ζq{2dxdpy et Jaζ �

»
S� pT

x� py
ph2 � }x� py}2qp1�ζq{2dxdpy, (7.6)



CHAPITRE 7. INTRODUCTION 95

pβj

pβj�1

pβj�2pδjpxq pδj�1pxq

pδj�2pxqpT
pdj

pqjpxq

pqj�1pxq
pqj

x

pbj

pbj�1

pbj�2

ÝÑpκj

ÝÝÑpκj�1

ÝÝÑpκj�2

Figure 7.3 – Projection et distance dans pT .

or l’intégrale I s’écrit,

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy �

»
S� pT

1a
h2 � }x� py}2

dxdpy, (7.7)

on a donc I � Js0 . Contrairement à la partie II, nous commençons donc par l’étude de
Jζ , dont nous déduirons celle de l’intégrale I.

Dans le cadre de cette troisième partie, on note ÝÑnT la normale au plan contenant le
triangle T , alors Jaζ �ÝÑnT � 0, puisque px� py|ÝÑnT q � 0, ce qui nous dispense du calcul de ce
terme pour la discrétisation de l’équation de Helmholtz ; nous calculons cependant Jaζ ,
terme qui interviendra au chapitre 13 lors de la discrétisation des équations de Maxwell.
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Chapitre 8

Triangles superposés

Introduction
Ce chapitre détaille le calcul de l’influence entre deux triangles superposés, soit pT � S
(voir Figure 8.1) . Notons que dans ce cas le terme antisymétrique Jaζ s’annule, ce qui
ne nous laisse à traiter que

Jsζ �
»
S�S

1
ph2 � }x� py}2qp1�ζq{2dxdpy.

T

S � pT
ai ai�1

ai�2

bj

bj�1

bj�2

x

y

py
ÝÑv

Figure 8.1 – Triangles superposés.

8.1. Réduction à la dimension 3

On note que Ω � S � S donc n � 4 et on choisit ai pour origine. En appliquant la
formule (2.34) avec z � px, pyq et gpz, hq � ph2 � }x� py}2q�p1�ζq{2, on a

Jsζ � 2gi
»
αi�S

h3�ζ
» �8

h

du

u4�ζ pu2 � }x� py}2qp1�ζq{2 dsx dpy, (8.1)

puisque q�n � 3�ζ. On rappelle que gi est la distance du sommet ai au côté opposé αi.
Ainsi que nous l’avions annoncé, nous ne déterminons pas d’expression explicite pour
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l’intégrale interne, nous nous contentons de la notation

faph, η ; ζq � ha�ζ
» �8

h

du

ua�1�ζpu2 � η2qp1�ζq{2 , (8.2)

qui constitue une généralisation de la fonction f1, définie en (4.16) dans la sous-section
4.4.3. On reconnâıt la fonction f3ph, }x � py} ; ζq dans l’expression p8.1q, ce qui permet
d’écrire

Jsζ � 2gi
»
αi�S

f3ph, }x� py} ; ζq dsx dpy � 2 gi U spαi, S, h ; ζq, (8.3)

avec

U spα, S, h ; ζq �
»
α�S

f3ph, }x� py} ; ζq dsx dpy. (8.4)

8.2. Réduction à la dimension 2

Pour poursuivre la réduction, il faut choisir une nouvelle origine appartenant au
support de αi (voir Figure 3.5), soit ai�1. Selon la formule (2.34) avec q� n � 2� ζ, on
obtient :»

αi�S
f3ph, }x� py} ; ζq dsx dpy � |αi|

»
S

h2�ζ
» �8

h

f3pu, }ai�2 � py} ; ζq
u3�ζ du dpy (8.5)

� gi�1

»
αi�αi�1

h2�ζ
» �8

h

f3pu, }x� py} ; ζq
u3�ζ du dsx dspy.

On introduit une nouvelle notation :

Faph, η ; ζq � ha�1�ζ
» �8

h

fapu, η ; ζq
ua�ζ

du, (8.6)

d’où l’expression similaire à (3.12) :

U spαi, S, h ; ζq � |αi|Pspai�2, S, h ; ζq � gi�1 Qspαi, αi�1, h ; ζq, (8.7)

avec

Pspa, S, h ; ζq �
»
S

F3ph, }a� py} ; ζq dpy,
Qspαi, αi�1, h ; ζq �

»
αi�αi�1

F3ph, }x� py} ; ζq dsx dspy. (8.8)

8.3. Réduction à la dimension 1

Nous transformons maintenant les deux expressions de (8.8) en des combinaisons
linéaires d’intégrales mono-dimensionnelles.
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8.3.1 Réduction de Pspa, S, h ; ζq

Le degré d’homogénéité de l’intégrand reste inchangé soit q� n � 1� ζ. En prenant
ai�2 comme origine, on obtient

Pspai�2, S, h ; ζq � gi�2

»
αi�2

h1�ζ
» 8

h

F3pu, }ai�2 � py} ; ζq
u2�ζ du ds

py. (8.9)

En définissant la fonction,

Φc
aph, η ; ζq � hc�ζ

» �8

h

Fapu, η ; ζq
uc�1�ζ du (8.10)

on reconnait Φ1
3 dans l’expression (8.9), qui se réduit donc à

Pspai�2, S, h ; ζq � gi�2

»
αi�2

Φ1
3ph, }ai�2 � y} ; ζq ds

py

Pour achever cette réduction, on introduit une dernière fonction

R1
3pa, α, h ; ζq �

»
α

Φ1
3ph, }a� x} ; ζq dsx (8.11)

et ainsi,

Pspai�2, S, h ; ζq � gi�2 R1
3pai�2, αi�2, h ; ζq (8.12)

8.3.2 Réduction de Qspαi, αi�1, h ; ζq

On choisit ai�2, l’intersection de αi et αi�1, pour origine. Comme en (3.15), nous
avons

Qspαi, αi�1, h ; ζq � |αi|
»
αi�1

h1�ζ
» 8

h

F3pu, }ai � py} ; ζq
u2�ζ du ds

py

� |αi�1|
»
αi

h1�ζ
» 8

h

F3pu, }ai�1 � x} ; ζq
u2�ζ du dsx.

A l’aide de R1
3 défini en (8.11), on obtient l’expression

Qspαi, αi�1, h ; ζq � |αi|R1
3pai�1, αi�1, h ; ζq � |αi�1|R1

3pai, αi, h ; ζq. (8.13)

L’expression de R1
3 est donnée par (C.8) de l’Annexe C.

8.4. Retour à Jζ et I

D’après (8.3), (8.7),(8.12), et (8.13), on obtient :

Jsζ � 2|S|
3̧

i�1
gi R1

3pai, αi, h ; ζq, (8.14)
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ce qui donne le résultat final :

Jζ � 2 |S| ÝÑv
3̧

i�1
gi R1

3pai, αi, h ; ζq, (8.15)

où |S| est l’aire du triangle de S. D’après l’expression (7.7), on obtient I :

I � 2 |S|
3̧

i�1
gi R1

3pai, αi, h ; 0q, (8.16)

dont la limite quand hÑ 0 est l’expression (3.17) déterminée dans le cas de coefficient
d’auto-influence.



Chapitre 9

Triangles dans des plans parallèles
en positions quelconques

Introduction
Le cas de triangles en position générale se traite de façon analogue (voir Figure 7.2) en
ce qui concerne la partie symétrique ; nous commençons donc par sa détermination. Le
cas de la partie antisymétrique est traitée dans un second temps.

9.1. Partie symétrique

9.1.1 Réduction à la dimension 3

Pour cette première réduction, la seule contrainte consiste à choisir l’origine dans le
plan de S ; ce que l’on fait en choisissant le sommet ai. En s’inspirant de (8.1) et en
notant que q � n � 3� ζ, la formule (2.34) fournit l’expression

Jsζ � gi

»
αi� pT

f3ph, }x� py} ; ζq dsx dpy � 3̧

j�1

pδjpaiq »
S�pβj

f3ph, }x� py} ; ζq dx ds
py,

qui à l’aide de (8.4) prend la forme suivante :

Jsζ � gi U spαi, pT , h ; ζq �
3̧

j�1

pδjpaiqU sppβj, S, h ; ζq. (9.1)

9.1.2 Réduction à la dimension 2

Comme pour (8.7), la réduction de U spαi, pT , h ; ζq utilise Ps et Qs. En prenant
a�i � ai�1 comme origine, on a

U spαi, pT , h ; ζq � |αi|Pspai�2, pT , h ; ζq �
3̧

j�1

pδjpai�1qQspαi, pβj, h ; ζq, (9.2)

avec Ps et Qs définis en (8.8)

101
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9.1.3 Réduction à la dimension 1

La réduction de Ps se déduit des cas traités précédemment. Pour Qs, il faut distinguer
entre les cas où les supports de α et pβ sont sécants ou parallèles.

Réduction de Pspai�2, pT , hq
Comme en (4.9) et en (8.12), on a

Pspai�2, pT , h ; ζq �
3̧

j�1

pδjpai�2qR1
3pai�2, pβj, h ; ζq. (9.3)

Réduction de Qspαi, pβj , hq, cas des supports sécants

Lorsque αi et pβj sont à supports sécants, on choisit l’intersection comme origine et
en s’inspirant de (8.13) (voir la Figure 9.1), on obtient

Qspαi, pβj, h ; ζq �
¸
k��

k sk R1
3paki , pβj, h ; ζq �

¸
l��

l ptl R1
3ppblj, αi, h ; ζq (9.4)

ÝÑα

ÝÑpβ

a�
s�

a�
s�

pb�
pt�

pb�
pt�

o

Figure 9.1 – Cas des supports de pβ (la projection de β sur le plan de S) et α sécants.

Réduction de Qspαi, pβj , hq, cas des supports parallèles

Lorsque les supports de αi et pβj sont parallèles, un second paramètre apparâıt pour
conserver l’homogénéité (voir la Figure 9.2). Une méthode analogue à celle présentée
dans la sous-section 5.3.3 est utilisée. On introduit donc rαi et d respectivement le
projection de αi sur le support de pβj et la distance de αi au support de pβj. Pour simplifier
les calculs, on choisit pour origine pb�j et on note que q � n � 1� ζ :

Qspαi, pβj, h ; ζq �
»
�αi�xβj

F3ph,
a
d2 � }rx� py}2 ; ζq ds

rx dspy. (9.5)
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S

T

pT
a�

a�

xb�
xb�ÝÑv

α
d

ÝÑw�s�

�s�
t�

t�

Figure 9.2 – Segments de projections parallèles

En posant λ � d{h puis en appliquant la formule (2.34), on a :

Qspαi, pβj, h ; ζq �
¸
k��

k rsk »
pβj

h1�ζ
» �8

h

F3pu,
a
λ2u2 � }raki � py}2 ; ζq

u2�ζ du ds
py

�
¸
l��

l ptl »
rαi

h1�ζ
» �8

h

F3pu,
b
λ2u2 � }rx�pblj}2 ; ζq

u2�ζ du ds
rx.

On définit une fonction analogue à (8.10) pour le cas parallèle :

rΦc

aph, d, η ; ζq � hc�ζ
» �8

h

Fapu,
b�

d
h

�2
u2 � η2 ; ζq

uc�1�ζ du, (9.6)

ce qui permet d’écrire

Qspαi, pβj, h ; ζq �
¸
k��

k rsk »
pβj

rΦ1
3ph, d, }raki � py} ; ζq ds

py

�
¸
l��

l ptl »
rαi

rΦ1
3ph, d, }rx�pblj} ; ζq ds

rx.

La forme réduite suivante pour Qs en découle :

Qspαi, pβj, h ; ζq �
¸
k��

k rsk rR1
3praki , pβj, h, d ; ζq �

¸
l��

l ptl rR1
3ppblj, rαi, h, d ; ζq, (9.7)

où

rR1
3ppb, rα, h, d ; ζq �

»
rα

rΦ1
3ph, d, }rx�pb} ; ζq ds

rx. (9.8)

9.2. Partie antisymétrique

On rappelle que
Jaζ �

»
S� pT

x� py�
h2 � }x� py}2�p1�ζq{2 dx dpy.
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9.2.1 Réduction à la dimension 3

Comme pour la partie symétrique (voir Figure 7.2), on choisit ai pour origine et en
notant que q � n � 4� ζ ; on peut utiliser (2.34) :

Jaζ � gi

»
αi� pT

px� pyqh4�ζ
» �8

h

du

u5�ζ pu2 � }x� py}2qp1�ζq{2 dsx dpy (9.9)

�
3̧

j�1

pδjpaiq »
S�pβj

px� pyqh4�ζ
» 8

h

du

u5�ζ pu2 � }x� py}2qp1�ζq{2 dx dspy. (9.10)

Or d’après (8.2), on note que l’on peut utiliser la fonction f4, ce qui donne la version
réduite

Jaζ � gi Uapαi, pT , h ; ζq �
3̧

j�1

pδjpaiqUappβj, S, h ; ζq, (9.11)

où,

Uapα, pT , h ; ζq �
»
α� pT

px� pyqf4ph, }x� py} ; ζq dsx dpy. (9.12)

9.2.2 Réduction à la dimension 2

On continue la simplification en choisissant ai�1 pour origine et en notant que q�n �
3� ζ. A l’aide de (8.6), on obtient :

Uapαi, pT , h ; ζq � |αi|
»
pT

pai�2 � pyqF4ph, }ai�2 � py} ; ζq dpy (9.13)

�
3̧

j�1

pδjpai�1q
»
αi�xβj

px� pyqF4ph, }x� py} ; ζq dsx dspy, (9.14)

qui se réduit, par analogie avec la partie symétrique (9.1) à

Uapαi, pT , h ; ζq � |αi|Papai�2, pT , h ; ζq �
3̧

j�1

pδjpai�1q Qapαi, pβj, h ; ζq (9.15)

en introduisant

Papai�2, pT , h ; ζq �
»
pT

pai�2 � pyqF4ph, }ai�2 � py} ; ζq dpy, (9.16)

Qapα, pβj, h ; ζq �
»
α�pβj

px� pyqF4ph, }x� py} ; ζq dsx dspy. (9.17)

9.2.3 Réduction à la dimension 1

En ce qui concerne Qa en (9.17), il est nécessaire de prendre en compte le possible
parallélisme entre les segments α et pβj.
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Réduction de Papai�2, pT , h ; ζq

A ce stade, ai�2 est le seul choix possible pour l’origine. On note que q � n � 2� ζ,
ce qui donne après utilisation des expressions (2.34) et (8.10)

Papai�2, pT , h ; ζq �
3̧

j�1

pδjpai�2q
»
xβj

pai�2 � pyqΦ2
4ph, }ai�2 � py} ; ζq ds

py.

Ainsi, on aboutit à l’expression plus compacte

Papai�2, pT , h ; ζq �
3̧

j�1

pδjpai�2qR2
4pai�2, pβj, h ; ζq, (9.18)

où

R
2
4pai�2, pβ, h ; ζq �

»
pβ

pai�2 � pyqΦ2
4ph, }ai�2 � py} ; ζq ds

py. (9.19)

Réduction de Qapα, pβj , h ; ζq, cas des supports sécants

Lorsque les supports de αi et pβj sont sécants (voir la Figure 9.1), on choisit l’inter-
section comme origine et en s’inspirant de (8.13) et (9.18), on obtient

Qapαi, pβj, h ; ζq �
¸
k��

k sk R
2
4paki , pβj, h ; ζq �

¸
l��

l ptl R2
4ppblj, αi, h ; ζq. (9.20)

Réduction de Qapα, pβj , h ; ζq, cas des supports parallèles

Comme lors du calcul de (9.7), on introduit rα, ra� les projections respectives de α et
a� sur le support de pβ et le second paramètre d � }a��ra�} (voir Figure 9.2). L’origine
est choisie en pb�j et on note que q � n � 2 � ζ. Il est nécessaire de décomposer x � py
sous la forme x� py � ÝÑw � prx� pyq (voir Figure 9.2) :

Qapαi, pβj, h ; ζq � ÝÑw
»
�αi�xβj

F4ph,
a
d2 � }rx� py}2 ; ζq ds

rx dspy

�
»
�αi�xβj

prx� pyqF4ph,
a
d2 � }rx� py}2 ; ζq ds

rx dspy.

Pour garder des expressions concises, nous introduisons

Qa
1p rαi, pβj, h, d ; ζq �

»
�αi�pβj

F4ph,
a
d2 � }rx� py}2 ; ζq ds

rx dspy, (9.21)

Qa
2p rαi, pβj, h, d ; ζq �

»
�αi�pβj

prx� pyqF4ph,
a
d2 � }rx� py}2 ; ζq ds

rx dspy, (9.22)

ce qui donne,

Qapαi, pβj, h ; ζq � ÝÑw Qa
1p rαi, pβj, h, d ; ζq �Qa

2p rαi, pβj, h, d ; ζq (9.23)

Pour ces deux termes, l’origine est choisie en xb�j et comme précédemment, on remplace
le second paramètre en posant λ � d

h
.
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Terme antisymétrique Qa
2 En notant que q � n � 2� ζ, on utilise la formule (2.34) :

Qa
2prαi, pβj, h, d ; ζq �

¸
k��

k sk
»
pβj

praki � pyqh2�ζ
» 8

h

F3
4pu,

b�
d
h

�2
u2 � }raki � py}2 ; ζq
u3�ζ du ds

py

�
¸
l��

l tl
»
rαi

prx�pbljqh2�ζ
» 8

h

F3
4pu,

b�
d
h

�2
u2 � }rx�pblj}2 ; ζq
u3�ζ du ds

rx

et l’utilisation de la fonction rΦc

a définie en (9.6) permet d’écrire :

Qa
2p rαi, pβj, h, d ; ζq �

¸
k��

k sk
»
xβj

p raki � pyq rΦ2
4ph, d, } raki � py} ; ζq ds

py (9.24)

�
¸
l��

l ptl »
�αi

ppblj � rxq rΦ2
4ph, d, }rx� pblj} ; ζq ds

rx,

ce qui conduit au résultat suivant :

Qa
2p rαi, pβj, h, d ; ζq �

¸
k��

k sk rR2
4p raki , pβj, h, d ; ζq �

¸
l��

l tl
2 rR3

4ppblj, rαi, h, d ; ζq, (9.25)

où

rR2
4p raki , pβj, h, d ; ζq �

»
xβj

p raki � pyq 2rΦ3
4ph, d, } raki � py} ; ζq ds

py. (9.26)

Terme symétrique Qa
1 Le second terme est traité de la même manière, soit

Qa
1p rαi, pβj, h, d ; ζq �

¸
k��

k sk
»
xβj

h1�ζ
» 8

h

F4pu,
b�

d
h

�2
u2 � } raki � py}2 ; ζq
u2�ζ du ds

py (9.27)

�
¸
l��

l ptl »
�αi

h1�ζ
» 8

h

F4pu,
b�

d
h

�2
u2 � }rx� pblj}2 ; ζq
u2�ζ du ds

rx, (9.28)

que l’on peut réécrire à l’aide de (9.6)

Qa
1p rαi, pβj, h, d ; ζq �

¸
k��

k sk
»
xβj

rΦ1
4ph, d, } raki � py} ; ζq ds

py (9.29)

�
¸
l��

l ptl »
�αi

rΦ1
4ph, d, }rx� pblj} ; ζq ds

rx, (9.30)

soit encore

Qa
1p rαi, pβj, h, d ; ζq �

¸
k��

k sk rR1
4p raki , pβj, h, d ; ζq �

¸
l��

l ptl rR1
4ppblj, rαi, h, d ; ζq, (9.31)

où

rR1
4p raki , pβj, h, d ; ζq �

»
xβj

rΦ1
4ph, d, } raki � py} ; ζq ds

py. (9.32)
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Finalement, on obtient :

Qapαi, pβj, h ; ζq �
¸
k��

k sk

�
pa�i ��a�i q rR1

4p raki , pβj, h, d ; ζq � rR2
4praki , pβj, h, d ; ζq

�
(9.33)

�
¸
l��

l ptl �pa�i ��a�i q rR1
4ppblj, rαi, h, d ; ζq � rR2

4ppblj, rαi, h, d ; ζq
�
. (9.34)

Les expressions de rR1
4 et rR2

4 sont données respectivement en (C.12) et (C.13).

9.3. Calcul de I

Ainsi qu’il a été indiqué dans la section 7.2, on obtient I en posant ζ � 0 dans la
formule (9.1), soit

I � giU spαi, pT , h ; 0q �
3̧

j�1

pδjpaiqU sp pβj, S, h ; 0q (9.35)

9.4. Cas particuliers

Lorsque la projection pT de T sur le plan de S et S possèdent un sommet commun
ou une arête commune, des simplifications sont possibles (voir la Figure 9.3).

9.4.1 Triangles ayant un sommet commun

Lorsque pT et S ont un sommet en commun, en prenant ai � pbj, le point commun
comme origine, on obtient d’après (9.1) et (9.11),

Jζ � gi

�ÝÑv U spαi, pT , h ; ζq � Uapαi, pT , h ; ζq
	

� pdj �ÝÑv U sppβj, S, h ; ζq � Uappβj, S, h ; ζq
	
. (9.36)

9.4.2 Triangles presque-adjacents

Lorsque pT possède une arête commune avec S, les triangles S et T sont dits presque-
adjacents. Il est alors possible de poursuivre la simplification de (9.36) à l’aide de (9.2)
et (9.15), avec ai�1 � bj�1 comme origine, soit

Jζ � 2|S|
�ÝÑv Pspai�2, pT , h ; ζq � Papai�2, pT , h ; ζq

	
� 2|pT |�ÝÑv Psppbj�2, S, h ; ζq � Pappbj�2, S, h ; ζq

	
� gidj�1

�ÝÑv Qspαi, pβj�1, h ; ζq �Qapαi, pβj�1, h ; ζq
	

� gi�1dj

�ÝÑv Qspαi�1, pβj, h ; ζq �Qapαi�1, pβj, h ; ζq
	
. (9.37)
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S

T

pT pbj � ai ai�1

ai�2

bj
bj�1

bj�2

pbj�1

pbj�2ÝÑv

(a) pT et S ont un sommet commun

S

T

pT
ai � pbj ai�2

ai�1 � pbj�1

bj

bj�1

bj�2

pbj�2

ÝÑv

(b) pT et S ont une arête commune.

Figure 9.3 – Cas amenant des simplifications.

9.5. Calcul des expressions finales

Pour achever le calcul, il nous reste à évaluer les intégrands mono-dimensionnels afin
de calculer les intégrales Rc

a, R
c
a,
rRc

a et rRc

a.

9.5.1 Calcul de Φc
aph, η, ; ζq

D’après les expressions (8.10), (8.6) et (8.2), l’intégrand Φc
aph, η, ; ζq est le résultat

d’une intégrale triple :

Φc
aph, η ; ζq �

» �8

w�h

» �8

v�w

» �8

u�v

hc�ζwa�c�2

ua�1�ζ pu2 � η2qp1�ζq{2dudvdw. (9.38)

En changeant l’ordre d’intégration (voir Figure 9.4), l’évaluation de Φc
a devient beau-

coup plus simple ; on obtient, en effet :

Φc
aph, η ; ζq � hc�ζ

» �8

u�h

1
ua�1�ζ pu2 � η2qp1�ζq{2 .

» u
v�h

» v
w�h

wa�c�2dvdwdu

� hc�ζ

2

» �8

u�h

pu� hq2
ua�1�ζ pu2 � η2qp1�ζq{2du. (9.39)

Les expressions des Φc
aph, η, ; ζq sont données dans la section C.1 en Annexe.

9.5.2 Calcul de rΦc

a ph, d, η ; ζq

Lorsque des triangles situés dans des plans parallèles ont des côtés parallèles (voir
Figure 9.2), on se retrouve dans la situation dite de ”double-parallélisme”. Le second
paramètre d qui apparâıt (traité en posant λ � d{h) rend plus difficile l’évaluation des
intégrales triples rΦc

a puisque la méthode utilisée en (9.39) n’est plus applicable. On
rappelle l’expression de rΦc

a :

rΦc

aph, d, η ; ζq � hc�ζ
» �8

h

Fapu,
b�

d
h

�2
u2 � η2 ; ζq

uc�1�ζ du.
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u

v

w

h

h

Figure 9.4 – Domaine d’intégration. En bleu, l’intégration directe, en rouge après inversion
de l’ordre d’intégration.

On calcule explicitement Fapu, η ; ζq ce qui permet d’obtenir Fapu,
b�

d
h

�2
u2 � η2 ; ζq

puis de calculer l’intégrale définissant rΦc

a. D’après (8.6) et (8.2), on a

Faph, η ; ζq � ha�1�ζ
» �8

h

fapu, η ; ζq
ua�ζ

du � ha�1�ζ
» �8

v�h

» �8

u�v

du

ua�1�ζ pu2 � η2qp1�ζq{2dv

� ha�1�ζ
» �8

u�h

u� h

ua�1�ζ pu2 � η2qp1�ζq{2du.

Les expressions des fonctions Fa et rΦc

a sont données dans la sous-section C.1.2 en
Annexe.

9.5.3 Remarque

Si ζ � 2, une autre approche est possible pour réduire l’intégrale Ja2 . En remarquant
que

x� py
ph2 � }x� y}2q3{2 � ∇

py

�
1a

h2 � }x� py}2

�
,

une application du théorème du gradient fournit»
pT

x� py
ph2 � }x� y}2q3{2dpy �

»
pT

∇
py

�
1a

h2 � }x� py}2

�
dpy

�
3̧

j�1

»
xβj

ÝÑκja
h2 � }x� py}2

ds
py,
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où ÝÑκj est la normale le long de pβj. Une réduction de la dimension a été obtenue sans
utiliser notre méthode :

Ja2 �
3̧

j�1

ÝÑκj
»
S�xβj

1a
h2 � }x� py}2

dxds
py. (9.40)

Les intégrales résultantes sont sujettes à l’utilisation de notre méthode. L’intégrand
étant scalaire, moins de calculs seront nécessaires.

Conclusion du chapitre
Pour déterminer les intégrands des intégrales mono-dimensionnelles finales, il faut
évaluer une intégrale triple. L’inversion de l’ordre d’intégration permet de simplifier
le calcul. Lorsqu’il y a ! double parallélisme ", c’est-à-dire lorsque des segments sont
parallèles dans des plans parallèles, l’évaluation de l’intégrale triple devient plus
compliquée mais reste réalisable.
Finalement, l’ensemble des intégrands mono-dimensionnels et des formules finales sont
fournis dans l’Annexe C.



Chapitre 10

Résultats numériques

Introduction
Dans ce chapitre, nous présentons quelques expériences numériques qui permettent
d’assurer l’exactitude et d’estimer la précision et la stabilité de quelques unes des
formules présentées dans les chapitres précédents.

10.1. L’angle solide

Soient S et T deux triangles superposés et h la distance entre les deux plans (voir
Figure 10.1) ; on aura

J �
»
S�T

x� y

}x� y}3dxdy � ÝÑv
»
S�S

1
ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy. (10.1)

T

S � pT
ai ai�1

ai�2

bj

bj�1

bj�2

ÝÑv

Figure 10.1 – Triangles superposés.

L’intégrale J correspond à l’intégrale sur T de l’angle solide sous lequel un point
y de T voit le triangle S, multipliée par le vecteur ÝÑv . L’expression (8.15) permet
d’évaluer explicitement cette intégrale. Afin d’étudier le comportement du code MAT-
LAB développé durant ma thèse, nous réalisons une étude expérimentale de la conver-
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gence de la troisième composante de J vers 2π|S| lorsque la distance entre les deux plans
tend vers 0. Pour cette expérience, nous avons choisi un triangle S vérifiant 2|S| � 1.

10�15 10�14 10�13 10�12 10�11 10�10 10�9 10�8 10�7 10�6 10�510�13

10�12

10�11

10�10

10�9

10�8

10�7

10�6

10�5

10�4

10�3

h

π
�
pJ
q 3

Figure 10.2 – Différences

La Figure 10.2 atteste de la robustesse de notre méthode de calcul lorsque h devient
très petit, c’est-à-dire de l’ordre de 10�15 ce qui constitue un point très intéressant pour
l’utilisation de cette méthode dans un cadre industriel.

10.2. Triangles presque superposés

Soient les triangles dans la configuration géométrique présentée dans la Figure
10.3(a). Nous effectuons une comparaison entre le calcul de l’intégrale

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy,

en utilisant l’expression (8.16) et la valeur obtenue en décomposant le triangle T en 9
sous-triangles (voir Figure 10.3(b)), soit

IV �
9̧

j�1

»
S�Vj

1
}x� y}dxdy. (10.2)

La Figure 10.4 présente les résultats obtenus. La première courbe (rouge) présente l’écart
relatif entre la valeur de I obtenue directement à partir de (8.16) et la valeur de IV
(obtenue en décomposant T ) lorsque h tend vers 0. On observe que l’erreur relative
est toujours de l’ordre de la précision machine. La seconde courbe (noire) représente
l’évolution de l’écart relatif entre I et Ic valeur obtenue lorsque h � 0. La décomposition
utilisée pour T n’est pas unique, on pourrait traiter la zone de recouvrement comme un
unique polygone.
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T

ÝÑv

(a) Configuration géométrique

ÝÑv

(b) Décomposition de T en 9 sous triangles.

Figure 10.3 – Triangles se recouvrant partiellement.
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100
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tif

Décomposition de T
Ecart avec le cas coplanaire

Figure 10.4 – Comparaison lorsque les triangles se recouvrent partiellement.

10.3. Etude du presque-parallélisme entre côtés de triangles situés
dans des plans parallèles

L’étude effectuée à la section 4.7 est réalisée à nouveau pour des triangles situés
dans des plans parallèles. L’expression (8.16) permet d’évaluer explicitement l’intégrale

I �
»
S�T

1
}x� y}dxdy �

»
S�T

1a
h2 � }x� py}2

dxdpy, (10.3)

lorsque S et T sont superposés. Les arêtes du triangle sont de longueur � 1 et la
distance entre les deux plans est h � 10�4. Nous décomposons le triangle T en quatre
sous-triangles Ul, l � 1, 4 et nous faisons varier l’abscisse s des points de décomposition
autour de 0.5 (cas exactement parallèle) comme présenté sur la Figure 10.5. Soit

rIpsq � 4̧

l�1

»
S�Ul

1
}x� y}dxdy,
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alors la Figure 10.6 présente la différence relative :

Epsq �

���I � rIpsq���
|I| ,

pour s proche de 0.5. On en conclut, comme pour les triangles coplanaires, qu’il est
possible d’effectuer les calculs sans se préoccuper du presque-parallélisme entre côtés de
triangles dans des plans parallèles.

hαi

αi�1

αi�2a1 a2

a3

U1psq
U2psq

U3psq
U4psq

S

z1psq

z3psq

z2psq

Figure 10.5 – Décomposition du triangle T .
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Figure 10.6 – Erreur relative Epsq en n’utilisant que le critère pC1q.
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Conclusion de la troisième partie
La résolution des équations de propagation dans des couches minces conduit au calcul
de coefficients d’influence entre triangles situés dans des plans parallèles très proches.
Les résultats issus des techniques d’intégration numérique peinent à assurer une
précision acceptable lorsque les maillages des deux surfaces en regard sont constitués
de façon indépendante.
Ces calculs sont considérés comme difficiles dans le cadre de l’intégration numérique ;
notre méthode permet de lever cette difficulté au prix de l’utilisation de formules un
peu lourdes mais faciles à implémenter.
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Introduction de la partie
Cette partie présente quatre extensions de la méthode. En premier lieu, on présente son
utilisation lorsque les fonctions de base ne sont plus constantes mais affines par élément.
Puis, on montre qu’il est possible de l’appliquer aux problèmes d’électromagnétisme en
profitant partiellement du travail réalisé pour l’équation de Helmholtz 3-D. Le troisième
prolongement présente la réduction de l’intégrale du noyau de Green complet avec des
fonctions de base constantes et affines par éléments. Cette partie s’achève en présentant
l’évaluation de parties finies d’intégrales hypersingulières.



Chapitre 11

Fonctions de base affines

Introduction
Dans les parties I et II, nous nous sommes limités au calcul des coefficients découlant
de fonctions de base constantes sur chaque triangle. Ce chapitre présente l’évaluation
de l’intégrale I lorsqu’on utilise des fonctions de base affines dans chaque élément, soit

Ip,q �
»
S�T

φppxqψqpyq
}x� y} dxdy. (11.1)

Nous commençons par présenter les fonctions de base utilisées et quelques-unes de leurs
propriétés qui permettront de simplifier les calculs. Nous ne traitons ici que le cas des
triangles adjacents ou confondus.
Le cas général ne présente pas de difficulté particulière mais conduit à des calculs plus
lourds.

11.1. Fonctions de base

11.1.1 Définition

Soit le triangle S de sommets ai et de cotés αi. On note ÝÑαi � ai�2�ai�1 (voir Figure
11.1(a)). On introduit les fonctions de base φp associées aux sommets du triangle S (voir
Figure 11.1(a)) :

φppxq � 1� px� ap|ÝÑepq , p P t1, 2, 3u (11.2)
avec ÝÑep � µ1

ÝÝÑαp�1 � µ2
ÝÝÑαp�2,

où

µ1 � }ÝÝÑαp�2}2 � pÝÝÑαp�1|ÝÝÑαp�2q
}ÝÝÑαp�1}2}ÝÝÑαp�2}2 � pÝÝÑαp�1|ÝÝÑαp�2q2

,

µ2 � � }ÝÝÑαp�1}2 � pÝÝÑαp�1|ÝÝÑαp�2q
}ÝÝÑαp�1}2}ÝÝÑαp�2}2 � pÝÝÑαp�1|ÝÝÑαp�2q2

.
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Ainsi définie, la fonction de base φp vérifie φppapq � 1, φppap�1q � φppap�2q � 0 (voir
Figure 11.1(b)), ainsi que

φp|αp � 0, φppxq|αp�1 � 1� x� ap
|αp�1| et φppxq|αp�2 � 1� x� ap

|αp�2| . (11.3)

De même, si les fonctions de base ψq sont associées aux sommets bq du triangle T :

ψqpyq � 1�
�
y � bq

���ÝÑfq	 , q P t1, . . . , 3u (11.4)

ai

ai�1

ai�2

ÝÑαi

ÝÝÑαi�1

ÝÝÑαi�2

S

(a) Triangle S.

ai�1

ai

ai�2

(b) Fonction de base φipxq dans le triangle S.

Figure 11.1 – Fonctions de base sur le triangle S.

11.1.2 Décomposition en intégrands homogènes

Les fonctions de base étant affines, l’intégrand dans (11.1) n’est plus homogène, on
est donc conduit à décomposer celles-ci en une partie linéaire et une partie constante en
effectuant un changement d’origine :

φppxq � 1� po� ap|ÝÑepq � px� o|ÝÑepq � φppoq � px|ÝÑepq (11.5)

ψqpyq � 1�
�
o� bq|ÝÑfq

	
�
�
y � o|ÝÑfq

	
� ψqpoq �

�
y|ÝÑfq

	
,

où o est la nouvelle origine, x � x� o et y � y� o. Plus généralement, nous noterons α
et S le segment α et le triangle S avec cette nouvelle origine.

Selon (11.5), on constate que l’intégrale Ip,q doit être décomposée en 4 intégrales
dont les intégrands ont des degrés d’homogénéité selon les cas égaux à �1, 0 et 1 :

Ip,q �
»
S�T

px|ÝÑepq
�
y|ÝÑfq

	
}x� y} dxdy � φppoq

»
S�T

�
y|ÝÑfq

	
}x� y}dxdy

� ψqpoq
»
S�T

px|ÝÑepq
}x� y}dxdy � φppoqψqpoq

»
S�T

1
}x� y}dxdy. (11.6)

Cette décomposition effectuée, la méthode de réduction s’applique selon les cas par
l’intermédiaire des formules (2.10) ou (2.34). Au cours du calcul, après chaque étape de
réduction, on s’attachera à exprimer les résultats en termes des φp et ψq afin de profiter
au mieux des propriétés (11.3) des fonctions de base.
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11.2. Calcul du coefficient d’auto-influence

Soit donc à évaluer pour le coefficient d’auto-influence (T � S).

I i,j �
»
S�S

φipxqφjpyq
}x� y} dxdy pour i � 1, 3 et j � 1, 3. (11.7)

Le calcul de I i,i, I i,i�1 et I i,i�2 permet de déterminer l’ensemble des coefficients de la
matrice élémentaire.

11.2.1 Coefficients diagonaux

Pour calculer I i,i, il est judicieux de choisir comme origine o � ai. Dans ce cas les
fonctions de base s’écrivent

φipxq � 1� px|ÝÑei q et φipyq � 1� �y|ÝÑei � ,
ce qui, en utilisant les symétries existantes, conduit à la décomposition

I i,i �
»
S�S

1
}x� y}dxdy � 2

»
S�S

px|ÝÑei q
}x� y}dxdy �

»
S�S

px|ÝÑei q
�
y|ÝÑei

�
}x� y} dxdy (11.8)

où la première intégrale a déjà été traitée au Chapitre 3. Les autres intégrands sont
respectivement 0-homogène et 1-homogène ; ainsi d’après (3.17) et en utilisant (2.10),
on obtient

I i,i � 2gi
3 Upαi, Sq �

gi
2

»
αi�S

px|ÝÑei q
}x� y}dsxdy �

gi
2

»
S�αi

px|ÝÑei q
}x� y}dxdsy

� gi
5

»
αi�S

px|ÝÑei q
�
y|ÝÑei

�
}x� y} dsxdy � gi

5

»
S�αi

px|ÝÑei q
�
y|ÝÑei

�
}x� y} dxdsy. (11.9)

D’après (11.5), on se ramène à l’origine initiale selon la formule

px|ÝÑei q � φipxq � φipaiq � φipxq � 1

ce qui fait apparâıtre les fonctions de base, et en vertu de (11.3) permet d’écrire

I i,i � gi Upαi, Sq
�2

3 �
1
2 �

1
2 �

1
5 �

1
5

	
� 2gi

5 Uφi,φipαi, Sq

� gi

�1
2 �

1
5 �

1
5

	
Uφi,1pαi, Sq � gi

�1
2 �

1
5 �

1
5

	
U1,φipαi, Sq,

soit encore,

I i,i � gi
15 Upαi, Sq �

2gi
5 Uφi,φipαi, Sq

� gi
10U

φi,1pαi, Sq � gi
10 U

1,φipαi, Sq, (11.10)

avec

U v,wpα, T q �
»
α�T

vpxqwpyq
}x� y} dsxdy. (11.11)
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Comme φi|αi � 0, l’expression (11.10) se réduit à

I i,i � gi
15Upαi, Sq �

gi
10U

1,φipαi, Sq, (11.12)

où le premier terme découle du cas des fonctions de base constantes (voir (3.12)), soit

gi
15Upαi, Sq �

|S|
15

3̧

l�1
glRpal, αiq. (11.13)

Le second terme s’écrit

U1,φipαi, Sq �
»
αi�S

φipyq
}x� y}dsxdy. (11.14)

La seconde étape de réduction est réalisée en choisissant comme origine l’une des
extrémités de αi, soit par exemple o � ai�1. On aura alors φipoq � 0 donc φipyq �

�
y|ÝÑei

�
.

Le second terme est réduit en effectuant un changement d’origine dans la fonction de
base puis en appliquant la formule (2.10) :

U1,αipαi, Sq � |αi|
3 P φipai�2, Sq � gi�1

3 Q1,φipαi, αi�1q, (11.15)
avec

P φipa, T q �
»
T

φpyq
}a� y}dy et Qv,wpα, βq �

»
α�β

vpxqwpyq
}x� y} dsxdsy. (11.16)

Tout ceci permet d’écrire,

I i,i � |S|
15

3̧

l�1
glRpal, αiq � |S|

15 P
φipai�2, Sq � gi gi�1

30 Q1,φipαi, αi�1q. (11.17)

La dernière réduction s’effectue en prenant ai�2 comme origine, alors comme φi|αi � 0
et on obtient :

I i,i � |S|
15

3̧

l�1
glRpal, αiq � |S|

30 giRpai, αiq

� |S|
30
�
gi�1R

φipai�1, αi�1q � gi�2R
φipai�2, αi�2q

�
, (11.18)

où

Rφipa, αq �
»
α

φipxq
}a� x}dsx, (11.19)

est donné par (D.7).

11.2.2 Coefficients non diagonaux

Le calcul des autres coefficients ne sera pas détaillé. Ils ont pour expressions

I i,l � |S|
30

3̧

j�1
gjRpaj, αjq � |S|

60

�
glRpal, αlq � giRpai, αiq

	
(11.20)

� |S|
60

�
giR

φlpai, αiq � gmR
φlpam, αmq � gi�1R

φipai�1, αi�1q � gi�2R
φipai�2, αi�2q

	
� |S|

30

�
giR

φlpai, αiq � glR
φipal, αlq
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où pl,mq � pi� 1, i� 2q ou pi� 2, i� 1q.

11.3. Triangles adjacents

Lorsque les triangles sont adjacents, la méthode de calcul est similaire. De même
qu’à la section 4.6, jusqu’à la dimension 2, on ne distingue pas le cas des triangles
coplanaires, de celui où ils sont situés dans des plans sécants. La distinction entre ces
deux cas n’apparâıt que lors des dernières réductions.

11.3.1 Réduction jusqu’à la dimension 2

En utilisant la formule (2.10) en prenant ai � bj pour origine (voir Figure 4.9(b)),
on obtient

I i,j � |S|
30 P pai�2, T q � |T |

30 P pbj�2, Sq � γi δj�1

60 Qpαi, βj�1q � δj γi�1

60 Qpαi�1, δjq (11.21)

� |S|
30 P

ψjpai�2, T q � |T |
30 P

φipbj�2, Sq

� γi δj�1

60 Q1,ψjpαi, βj�1q � γi�1 δj
60 Qφi,1pαi�1, βjq,

et par symétrie I i�1,j�1 est donné

I i�1,j�1 � |S|
30 P pai�2, T q � |T |

30 P pbj�2, Sq � γi δj�1

60 Qpαi, βj�1q � δj γi�1

60 Qpαi�1, δjq
(11.22)

� |S|
30 P

ψj�1pai�2, T q � |T |
30 P

φi�1pbj�2, Sq

� γi�1 δj
60 Q1,ψj�1pαi�1, βjq � γi δj�1

60 Qφi�1,1pαi, βj�1q.

Les trois coefficients suivants :

I i,j�1 � |S|
60
�
P pai�2, T q � 2Pψj�1pai�2, T q

�� |T |
60
�
P pbj�2, Sq � 2P φipbj�1, Sq

�
(11.23)

� γi�1δj
120

�
Qpαi�1, βjq � 2Q1,ψj�1pαi�1, βjq � 2Qφi,1pαi�1, βjq

�
� γi�1δj

20 Qφi,ψj�1pαi�1, βjq � γiδj�1

120 Qpαi, βj�1q,

I i,j�2 � |T |
10 P

φipbj�2, Sq � |T |
30 P pbj�2, Sq � |S|

30 P
ψj�2pai�2, T q (11.24)

� γi�1δj
60 Q1,ψj�2pαi�1, βjq � γiδj�1

60 Q1,ψj�2pαi, βj�1q

� γi�1δj
20 Qφi,ψj�2pαi�1, βjq,
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et

I i�1,j�2 � |T |
10 P

φi�1pbj�2, Sq � |T |
30 P pbj�2, Sq � |S|

30 P
ψj�2pai�2, T q (11.25)

� γi�1δj
60 Q1,ψj�2pαi�1, βjq � γiδj�1

60 Q1,ψj�2pαi, βj�1q

� γiδj�1

20 Qφi�1,ψj�2pαi�1, βjq,

fournissent respectivement, par symétrie, les coefficients I i�1,j, I i�2,j et I i�2,j�1. Finale-
ment,

I i�2,j�2 � |S|
10 P

ψj�2pai�2, T q � |T |
10 P

φi�2pbj�2, Sq (11.26)

� γiδj�1

20 Qφi�2,ψj�2pαi, βj�1q � γi�1δj
20 Qφi�2,ψj�2pαi�1, βjq.

C’est lors du calcul des fonctions P v, Q1,w et Qv,w que la nécessité de distinguer le cas de
triangles coplanaires du cas des triangles dans des plans sécants apparâıt. Nous abordons
dans un premier temps le cas de triangles dans des plans sécants, puis celui des triangles
coplanaires.

11.3.2 Triangles dans des plans sécants

Calcul de P v

Comme dans la sous-section 5.2, on note pa la projection du point a sur le plan de T
et h � }a� pa} (voir Figure 5.4). Alors

P φqpa, T q �
»
T

φqpyq
}a� y}dy �

»
T

φqpyqa
h2 � }pa� y}2

dy, (11.27)

se simplifie, en prenant l’origine en pa, à l’aide de la formule (2.34) en

P φqpa, T q � φqppaq 3̧

l�1
δlppaqT ppa, βl, hq

� δq�1ppaqSφqppa, βq�1, hq � δq�2ppaqSφqppa, βq�2, hq, (11.28)

où,

T ppa, β, hq � »
β

f1ph, }y � pa}q � f2ph, }y � pa}qdsy (11.29)

Sφppa, β, hq � »
β

φpyqf2ph, }y � pa}qdsy, (11.30)

avec,

fcph, ηq � hc
» �8

h

du

uc�1
?
u2 � η2 . (11.31)
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Calcul de Q1,w

Dans la sous-section 5.2.2, nous avons réduit l’intégrale dans le cas d’une fonction
de base w constante par élément ; dans ce précédent cas, le choix du segment (α ou β)
à projeter était arbitraire. Nous utilisons une méthode analogue pour Q1,w, cependant
la réduction est plus simple en projetant α sur le plan parallèle à α contenant β (voir
Figure 5.6) puisque β est le support de la fonction de base, soit

Q1,wpα, βq �
»
α�β

wpyq
}x� y}dsxdsy �

»
qα�β

wpyqa
h2 � }qx� y}2

ds
qxdsy (11.32)

Les triangles étant adjacents, il n’est pas possible que qα et β soient parallèles. On choisit
l’intersection o, des supports de qα et β comme origine ; ce qui permet d’obtenir

Q1,wpα, βq � wpoq
!¸
k��

k qskT pqak, β, hq �¸
l��

l tlT pbl, qα, hq)
�
¸
k��

k qskSwpqak, β, hq �¸
l��

l tlwpblqSpbl, qα, hq, (11.33)

où S � Sw avec w � 1, ce que l’on peut aussi noter

Spb, qα, hq � S1pb, qα, hq � »
qα

f2ph, }qx� b}qds
qx. (11.34)

Calcul de Qv,w

La méthode utilisée consiste à ré-exprimer les fonctions de base :

φppxq � 1� µ
px� ap|ÝÑα q

|α|2 � 1� µ
pqx� qap|ÝÑqα q

|α|2 (11.35)

ψqpyq � 1� ν
py � bq|ÝÑβ q

|β|2 , (11.36)

avec µ � �1 (µ � 1 lorsque ap � a� et µ � �1 lorsque ap � a�). De même ν � �1
suivant que bq � b� ou b�. L’intersection des supports de qα et β, notée o, est choisie
comme origine ; on obtient :

φppxq � Cα � µ
pqx� o|ÝÑqα q

|α|2 (11.37)

ψqpyq � Cβ � ν
py � o|ÝÑβ q

|β|2 , (11.38)



128

avec Cα � 1� µpo�ap|
ÝÑqα q

|α|2 et Cβ � 1� νpo�bq |
ÝÑ
β q

|β|2 . Tout ceci permet alors d’écrire,

Qv,wpα, βq � CαCβ

»
qα�β

1a
h2 � }qx� y}2

ds
qxdsy

� Cα
ν

|β|2
»
qα�β

py � o|ÝÑβ qa
h2 � }qx� y}2

ds
qxdsy

� Cβ
µ

|α|2
»
qα�β

pqx� o|ÝÑqα qa
h2 � }qx� y}2

ds
qxdsy

� µ ν

|α|2|β|2
»
qα�β

pqx� o|ÝÑqα qpy � I|ÝÑβ qa
h2 � }qx� y}2

ds
qxdsy (11.39)

On aboutit à l’expression suivante,

Qv,wpα, βq � CαCβ

!¸
k��

k qskRpqak, β, hq �¸
l��

l tlRpbl, qα, hq)
�
¸
k��

k qsk!Cαν|β|2
rVpqak, o, β, hq � Cβµ

|α|2 pqak � o|ÝÑα qSpbl, qα, hq)
�
¸
l��

l tl
!Cαν
|β|2 pb

l � o|ÝÑβ qSpbl, qα, hq � Cβµ

|α|2
rVpbl, o, qα, hq)

� µ ν

|α|2 |β|2
!¸
k��

k qsk�Wpqak, o, β, hq �¸
l��

l tl�Wpbl, o, qα, hq), (11.40)

où rV et �W sont définies par

rVpqa, I, β, hq � »
β

py � I|ÝÑβ qf2pd, }qa� y}qdsy, (11.41)

et,

�Wpqa, I, β, hq � »
β

py � I|ÝÑβ qf3pd, }qa� y}qdsy, (11.42)

et f3 est définie par (11.31).

11.3.3 Cas de triangles coplanaires

Comme il a été vu dans la section 4.6.2, il nous faut distinguer deux configurations
pour les supports des cotés α et β, celle où ils sont parallèles et celle où ils sont sécants.

Calcul de P v

On calcule Pψqpa, T q en utilisant la formule (2.10) avec a comme origine (voir la
Figure 4.6), alors

Pψqpa, T q � φqpaq
3̧

m�1

δmpaq
2 Rpa, βmq � δq�1paq

2 Rψqpa, βq�1q

� δq�2paq
2 Rψqpa, βq�2q, (11.43)

avec R et Rφ donnés respectivement par (D.2) et (D.7).
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Segments à supports sécants

Lorsque les supports de α et β sont sécants, on choisit l’intersection des supports,
notée o, comme origine (voir la Figure 4.7).

Calcul de Q1,φq

Q1,ψqpα, βq � ψqpoq
2

#¸
k��

k skRpak, βq �
¸
l��

l tlRpbl, αq
+

(11.44)

�
¸
k��

k skRψqpak, βq �
¸
l��

l tlψqpblqRpbl, αq,

avec φqpblq s’annulant en une des extrémités de β.

Calcul de Qv,w

En utilisant des décompositions identiques à (11.37) et (11.38), on a

φppxq � Cα � µ
px� o|ÝÑα q

|α|2 et ψqpyq � Cβ � ν
py � o|ÝÑβ q

|β|2 , (11.45)

avec µ � �1 et ν � �1 comme en (11.35) et (11.36) et Cα � 1 � µpo�ap|ÝÑα q
|α|2 et Cβ �

1� νpo�bq |
ÝÑ
β q

|β|2 . D’après la formule (2.10), on a

Qφp,ψqpα, βq � (11.46)¸
k��

k sk

��
CαCβ � µCβ

2|α|2


Rpak, βq �

�
νCα
2|β|2 �

µν

3|α|2|β|2 pa
k � o|ÝÑα q



Vpak, I, βq

�

�
¸
l��

l tl

��
CαCβ � νCα

2|β|2


Rpbl, αq �

�
µCβ
2|α|2 �

µν

3|α|2|β|2 pb
l � o|ÝÑβ q



Vpbl, I, αq

�
,

avec

Vpa, o, βq �
»
β

py � o|ÝÑβ q
}y � a} dsy. (11.47)

L’expression finale de V est donnée en (D.17).

Segments à supports parallèles

Lorsque les supports de α et β sont parallèles, la formule (2.34) remplace (2.10).

Calcul de Q1,ψq

Comme la seule fonction de base est relative à β, on projette α sur le support de β.
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En prenant o � b� comme origine, on obtient

Q1,ψqpα, βq �
»
rα�β

ψqpyqa
d2 � }rx� y}2

ds
rxdsy

� ψqpb�q
#
|β|T �b�, rα, d�� ¸

k��
k skT

�rak, β, d�+
� |β|ψqpb�qSpb�, rα, dq � ¸

k��
k skSψqprak, β, dq.

Les expressions de S,Sφ et T sont respectivement données par (D.8),(D.13) et (D.15).

Calcul de Qφp,ψq

On utilise une décomposition identique à (11.37) et (11.38). Cette fois, on remplace I
par a� qui est notre nouvelle origine et on effectue la projection orthogonale de β sur le
support de α. On note par rβ et ry les projections respectivement de β et y sur le support
de α et d � }b� �rb�} (voir la Figure 4.8).

φppxq � 1� µ
px� ap|ÝÑα q

|α|2 � Cα � µ
px� a�|ÝÑα q

|α|2 (11.48)

ψqpyq � 1� ν
py � bq|ÝÑβ q

|β|2 � Cβ � ν
pry � a�|ÝÑβ q

|β|2 , (11.49)

avec µ, ν définis comme en (11.35) et (11.36), et Cα � 1�µpa��ap|ÝÑα q
|α|2 , Cβ � 1� νpa��rbq |

ÝÑ
β q

|β|2 .
Après calcul, on a

Qφp,ψqpα, βq �
»
α�β

φppxqψqpyq
}x� y} dsxdsy (11.50)

|α|
�
CαCβRpa�, rβ, dq � µCβSpa�, rβ, dq � νCα

|β|2
rVpa�, a�, rβ, dq � µν

|β|2
�Wpa�, a�, rβ, dq�

�
¸
l��

l tl
�
CαCβRprbl, α, dq � νCα

|β|2 p
rbl � a�|ÝÑβ qSprbl, α, dq�

�
¸
l��

l tl
�
µCβ
|α|2

rVprbl, a�, α, dq � µν

|α|2|β|2 p
rbl � a�|ÝÑβ q�Wprbl, a�, α, dq� ,

avec R,S, rV et �W données en annexe.

Conclusion du chapitre
Nous avons montré que la méthode n’est pas limitée aux fonctions de base constantes
par éléments mais est aussi utilisable avec des fonctions de base affines. Il est possible
de traiter des ordres supérieurs, cependant même si le principe reste identique, les
calculs deviennent plus lourds.



Chapitre 12

Application à l’électromagnétisme

Introduction
Le travail présenté dans les parties II et III concerne l’équation de Helmholtz 3-D. Nous
abordons succinctement l’utilisation de notre méthode pour les intégrales comportant
un intégrand singulier provenant de la discrétisation des équations de Maxwell.
Nous présentons les intégrales singulières qui interviennent dans les formulations en
champs (EFIE, MFIE et CFIE).
Des formules explicites pour toutes les configurations géométriques des triangles
peuvent être obtenues mais nous ne présentons que des résultats pour des triangles
situés dans des plans parallèles et lorsque des fonctions de base RWG sont utilisées.

12.1. Equations intégrales pour l’électromagnétisme

Soient Ω un obstacle de frontière Γ, nous notons Ωe le domaine R3zΩ̄ (voir Figure
12.1). Nous définissons le champ électromagnétique incident par pEi, H iq, le champ
diffracté pE,Hq et le champ total pEt, H tq. Tous ces champs électromagnétiques sont
composés d’un champ électrique noté E et d’un champ magnétique noté H. Les poten-
tiels de simple et de double couche étudiés dans le cas de l’équation de Helmholtz (voir
(1.7) et (1.8)) ont des équivalents pour l’électromagnétisme avec L et K définis comme
suit

LJpxq �
»

Γ

�
Gpx, yqJpyq � ∇xGpx, yq

k2 ∇Γ � Jpyq


dy (12.1)

KMpxq �
»

Γ
∇yGpx, yq ^Mpyqdy, (12.2)

où

Gpx, yq � � eik}x�y}

4π}x� y} ,

est le noyau de Green associé à l’équation de Helmholtz 3-D, Γ est la frontière du
domaine supposée régulière (voir Figure 12.1), J et M sont les courants respectivement
électrique et magnétique, tous deux tangents à Γ. La divergence surfacique notée ∇Γ �
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est définie comme suit :

∇Γ � Jpyq � ∇Jpyq � p∇JpyqÝÑn q � ÝÑn , (12.3)

où ÝÑn est la normale unitaire à la surface Γ. M et J sont définis par

J � ÝÑn ^H et M � �ÝÑn ^ E. (12.4)

Le champ électromagnétique pE,Hq en tout point de Ωe admet une représentation
intégrale, donnée par les formules de Stratton-Chu (voir [CK98]) :

Epxq � Eipxq � ikZLJpxq �KMpxq, x P Ωe (12.5)
Hpxq � H ipxq �KJpxq � ikZ�1LMpxq, x P Ωe, (12.6)

où k est le nombre d’onde, Z l’impédance, Ωe le domaine extérieur et pEi, H iq le champ
électromagnétique incident. Le champ électrique E et le champ magnétique H ainsi
définis vérifient la condition de Silver-Müller

lim
|x|Ñ8

pHpxq ^ x� |x|Epxqq � 0, (12.7)

qui assure la décroissance des champs à l’infini et l’unicité de la solution (solution rayon-
nante).

Ωi

ÝÑn

Ωe

Γ

Figure 12.1 – Domaine Ωi et Ωe

Nous étudions les intégrales singulières intervenant dans les formulations variation-
nelles des équations intégrales en champs :

1. électrique (EFIE, pour Electric Field Integral Equation),
2. magnétique (MFIE, pour Magnetic Field Integral Equation),
3. ou encore en champs combinés (CFIE) qui revient à réaliser une combinaison des

équations EFIE et MFIE.
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12.2. Résolution numérique

L’étape de passage à la limite vers Γ dans les équations (12.5) et (12.6) et l’obten-
tion de la formulation variationnelle ne sont pas présentées. Lors de la résolution d’un
problème en électromagnétisme par la méthode des éléments de frontière variationnelle,
les potentiels de simple et de double couche conduisent aux intégrales singulières sui-
vantes : »

Γ�Γ
Gpx, yq

�
Jpyq � J 1pxq � 1

k2 ∇Γ � Jpyq∇Γ � Jpxq


dxdy, (12.8)»

Γ�Γ

ÝÑn pxq ^ p∇yGpx, yq ^ Jpyqq � J 1pxqdxdy (12.9)

où J 1 est une fonction-test. L’intégrale (12.8) intervient dans l’équation EFIE et (12.9)
dans l’équation MFIE.

Nous utilisons les fonctions de base de Rao-Wilton-Glisson (voir [RWG82, GSŞ99]),
notées RWG, pour la discrétisation. Ces fonctions de base assurent la conservation du
flux des solutions à travers deux triangles adjacents.

a�k

S�k S�k

a�k

αk

Figure 12.2 – Fonctions de base RWG associée à l’arête αk qui appartient aux triangles S�k .
Les flèches indiquent le sens du flux.

Soit αk une arête du maillage qui appartient à deux triangles, notés S�k et S�k , alors
la fonction de base associée à l’arête αk est définie par

φkpxq �

$'''''&'''''%

|αk|
2|S�k |

�
x� a�k

�
, x P S�k

� |αk|
2|S�k |

�
x� a�k

�
, x P S�k

0, x R S�k Y S�k ,

(12.10)

où a�k et a�k sont les sommets opposés à αk, |αk| est la longueur de l’arête et |S�k | sont
les aires des deux triangles (voir la Figure 12.2). La divergence surfacique de φk s’écrit

∇Γ � φkpxq �

$'''''&'''''%

|αk|
2|S�k |

, x P S�k

� |αk|
2|S�k |

, x P S�k
0, x R S�k Y S�k ,

(12.11)

La fonction φk n’est pas continue sur l’arête αk mais sa composante normale à cette
arête l’est. Par ailleurs, le long du bord de S�k Y S�k , la composante de φk normale à ce
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bord est nulle. Ces propriétés des fonctions de base RWG permettent de conserver la
continuité du courant de surface à travers les arêtes.

Pour chaque paire de triangles S et T , on calcule les influences entre chaque arête des
triangles puis ces réactions élémentaires sont ajoutées à la matrice globale du système
linéaire. Les réactions élémentaires s’écrivent :

LpS, T q �
»
S�T

Gpx, yq
�
φipxq � ψjpyq � 1

k2 ∇Γ � φipxq∇Γ � ψjpyq


dxdy, (12.12)

et

KpS, T q �
»
S�T

φipxq �∇yGpx, yq ^ ψjpyqdxdy, (12.13)

pour 1 ¤ i, j ¤ 3. La divergence surfacique ∇Γ est définie en (12.3).
On remarque que LpS, T q et KpS, T q correspondent à des matrices de taille 3 � 3.

Il faut donc calculer 9 intégrales pour déterminer chaque matrice élémentaire. Nous al-
lons montrer que l’évaluation de LpS, T q ne nécessite, en réalité, que l’évaluation de 4
intégrales. Ces intégrales sont similaires à celles évaluées pour l’équation de Helmholtz
3-D en utilisant des fonctions de base constantes et affines par triangle. L’évaluation
complète de KpS, T q requiert le calcul de seulement deux intégrales ; l’une d’entre elles a
déjà été partiellement calculée pour l’équation de Helmholtz. Dans la suite, nous omet-
trons les signes dans la définition des fonctions de base (voir (12.10)) puisque notre
objectif est l’évaluation des intégrales singulières. Pour résoudre les équations de Max-
well, il faut donc prendre en compte l’orientation choisie de la surface et le signe de
chaque fonction de base.

12.2.1 Simplification de L

Nous utilisons Li,j à la place de pLpS, T qqi,j pour simplifier les notations. D’après
(12.11), la réaction élémentaire L définie en (12.12) s’écrit

LpS, T qi,j � 1
4 |S| |T |

�»
S�T

Gpx, yqpx� a1q � py � b1qdxdy (12.14)

�
�
pa1 � aiq � pb1 � bjq � 4

k2


»
S�T

Gpx, yqdxdy

� pa1 � aiq �
»
S�T

Gpx, yqpy � b1qdxdy

� pb1 � bjq �
»
S�T

Gpx, yqpx� a1qdxdy
�
.

12.2.2 Simplification de K

Dans la suite, on note Ki,j � pKpS, T qqi,j. D’après (12.13), on a

Ki,j � 1
4|S||T |

»
S�T

px� aiq �∇yGpx, yq ^ py � bjqdxdy. (12.15)
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En premier lieu, on rappelle deux propriétés du produit vectoriel et du produit mixte :

v ^ v � 0 et u � pv ^ uq � 0 (12.16)

puis on introduit la décomposition

y � bj � py � xq � px� aiq � pai � bjq,

ce qui permet d’écrire

Ki,j � 1
4|S||T |

»
S�T

px� aiq �∇yGpx, yq ^ py � xqdxdy

� 1
4|S||T |

»
S�T

px� aiq �∇yGpx, yq ^ px� aiqdxdy

� 1
4|S||T |

»
S�T

px� aiq �∇yGpx, yq ^ pai � bjqdxdy.

Le gradient du noyau de Green a une forme particulière dont on tire profit : ∇yGpx, yq �
px � yqF p}x � y}q, alors les deux premières intégrales s’annulent en vertu de (12.16).
Finalement, il reste

Ki,j � pai � bjq
4|S||T | �

»
S�T

px� aiq ^∇yGpx, yqdxdy,

puisque u � pv ^ wq � w � pu^ vq. Nous avons réduit le nombre d’intégrales à évaluer de
9 à 3. En utilisant la décomposition x� ai � px� a1q� pa1 � aiq, avec a1 un sommet du
triangle S fixé arbitrairement, on se ramène à 2 intégrales seulement. En effet,

Ki,j � pai � bjq
4|S||T | �

»
S�T

px� a1q ^∇yGpx, yqdxdy

� pai � bjq
4|S||T | � pa1 � aiq ^

»
S�T

∇yGpx, yqdxdy (12.17)

Ce qui donne l’expression finale pour KpS, T q :

pKpS, T qqi,j �
1

4 |S| |T |

�
pai � bjq ^ pa1 � aiq �

»
S�T

∇yGpx, yqdxdy

� pai � bjq �
»
S�T

px� a1q ^∇yGpx, yqdxdy
�

(12.18)

12.3. Triangles dans des plans parallèles

Lorsque les triangles S et T sont dans des plans parallèles très proches, cer-
taines intégrales sont difficiles à évaluer avec une bonne précision. Les deux intégrales
présentant les intégrands les plus singuliers sont les suivantes»

S�T
∇yGpx, yqdxdy et

»
S�T

px� a1q ^∇yGpx, yqdxdy.



136

Dans la partie III, les termes singuliers issus de la première intégrale ont déjà été évalués,
nous allons donc nous limiter à la seconde intégrale et plus précisément à l’intégrale

M �
»
S�T

px� a1q ^ px� yq
}x� y}3dxdy (12.19)

�
»
S� pT

px� a1q ^ px� pyq
ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy �ÝÑv ^

»
S� pT

x� a1

ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy,
où ÝÑv est le vecteur correspondant à la projection orthogonale du plan de T sur le plan
de S (voir la Figure 7.2). En utilisant la simplification :»

Ω
∇fpyqdy �

»
BΩ
fpyqÝÑν pyqdsy, (12.20)

indiquée dans la sous-section 9.5.3, on obtient»
pT

x� py
ph2 � }x� py}2q3{2dpy �

»
pT

∇y

�
1a

h2 � }x� py}2

�
dpy � »

B pT

ÝÑνa
h2 � }x� py}2

ds
py,

�
3̧

j�1

ÝÑ
λj

»
pβj

1a
h2 � }x� py}2

ds
py, (12.21)

où ÝÑν est la normale le long des côtés de pT et ÝÑλj � ÝÑν |pβj . D’après (12.19) et (12.21), on
a

M � �
3̧

j�1

ÝÑ
λj ^

»
S�xβj

x� a1a
h2 � }x� py}2

dxds
py �ÝÑv ^

»
S� pT

x� a1

ph2 � }x� py}2q3{2dxdy

� �
3̧

j�1

ÝÑ
λj ^M1 �ÝÑv ^M2,

avec,

M1 �
»
S�xβj

x� a1a
h2 � }x� py}2

dxds
py

M2 �
»
S� pT

x� a1

ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy.
12.3.1 Réduction de M1

Pour effectuer une première simplification, il faut choisir pour origine un point du
support de pβj. Nous décomposons l’intégrale afin de prendre comme origine pbj�,

M1 �
»
S�xβj

x�pb�ja
h2 � }x� py}2

dxds
py �

�pb�j � a1

	 »
S�xβj

1a
h2 � }x� py}2

dxds
py,

alors l’application de la formule (2.34) nous fournit

M1 � | pβj|!P3ppbj�, pbj�, S, hq � �pb�j � a1

	
P2ppbj�, S, hq)

�
3̧

i�1
γippbj�q!Q3ppbj�, αi, pβj, hq � �pb�j � a1

	
Q2pαi, pβj, hq) , (12.22)
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avec,

Pppm,pb, S, hq � »
S

px�mq fpph, }x�pb} ; 0qdx (12.23)

Ppppb, S, hq � »
S

fpph, }x�pb} ; 0qdx (12.24)

Qpppb, α, pβ, hq � »
α�pβ

�
x�pb	 fpph, }x� py} ; 0qdsxdspy (12.25)

Qppα, pβ, hq � »
αi�xβj

fpph, }x� py} ; 0qdsxdspy. (12.26)

L’intégrand fp est défini en (8.2).

Réduction de P3

On décompose l’intégrale en deux parties :

P3pm,pb, S, hq � »
S

�
x�pb	 f3ph, }x�pb} ; 0qdx�

�pb�m
	 »

S

f3ph, }x�pb} ; 0qdx.

On a donc,

P3pm,pb, S, hq � 3̧

i�1
γippbq!V2

3 ppb, αi, hq � �pb�m
	

V1
3ppb, αi, hq) , (12.27)

avec

V2
3 ppb, α, hq � »

α

�
x�pb	F2

3ph, }x�pb} ; 0qdsx

V1
3ppb, α, hq � »

α

F1
3ph, }x�pb} ; 0qdsx,

et plus généralement,

Vq
pppb, α, hq � »

α

�
x�pb	Fqpph, }x�pb} ; 0qdsx, (12.28)

Vq
pppb, α, hq � »

α

Fqpph, }x�pb} ; 0qdsx, (12.29)

où Fqp est une généralisation de (8.6), à savoir

Fqpph, η ; ζq � hq�ζ
» �8

v�h

fppv, η ; ζq
vq�1�ζ dv. (12.30)

L’expression (8.6) correspond à Fp�1
p .

Réduction de P2

D’après (12.29), on a

P2ppb, S, hq � 3̧

i�1
γippbqV1

2ppb, α, hq, (12.31)
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Réduction de Q3

Nous ne traitons que le cas où les supports de α et pβ sont sécants. On prend I l’in-
tersection des deux supports, comme origine. Pour conserver l’homogénéité, l’intégrale
est décomposée en deux parties :

Q3ppb, α, pβ, hq � »
α�pβ

px� Iq f3ph, }x� py} ; 0qdsxdspy �
�
I �pb	 »

α�pβ
f3ph, }x� py} ; 0qdsxdspy.

D’après (2.34), on a

Q3ppb, α, pβ, hq � ¸
k��

k sk

#
pak � IqV2

3pak, pβ, hq � pI �pbqV1
3pak, pβ, hq

+

�
¸
l��

l ptl#V2
3 pI,pbl, α, hq � pI �pbqV1

3ppbl, α, hq
+
. (12.32)

Réduction de Q2

De la même manière que pour Q3, on choisit I comme origine et on obtient

Q2pα, pβ, hq � ¸
k��

k sk V1
2pak, pβ, hq �¸

l��
l ptl V1

2ppbl, α, hq. (12.33)

12.3.2 Réduction de M2

Nous souhaitons évaluer l’intégrale

M2 �
»
S� pT

x� a1

ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy.
Si S et pT ont au moins un sommet commun, alors on utilise ce sommet (noté ai � bj)
comme origine, on décompose M2 :

M2 �
»
S� pT

x� ai

ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy � pai � a1q
»
S� pT

1
ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy,

où la seconde intégrale, qui correspond à Js2 en (7.6) a déjà été calculée. Si les triangles
n’ont aucun sommet commun, alors on choisit a1 comme origine et la seconde intégrale
n’apparâıt pas. En conséquence, nous présentons la réduction de l’intégrale :

�M2 �
»
S� pT

x� ai

ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy. (12.34)

En prenant ai comme origine, on obtient

�M2 � gi

»
αi� pT

px� aiqf4ph, }x� py} ; 2qdsxdpy
�

3̧

j�1

pδjpaiq »
S�pβj

px� aiqf4ph, }x� py} ; 2qdxds
py.
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Intégrale sur αi � pT
On décompose l’intégrale pour prendre en compte une origine assurant l’ho-

mogénéité :»
αi� pT

px� aiqf4ph, }x� py} ; 2qdsxdpy � »
αi� pT

px� a�i qf4ph, }x� py} ; 2qdsxdpy
� pa�i � aiq

»
αi� pT

f4ph, }x� py} ; 2qdsxdpy
alors, »

αi� pT
px� aiqf4ph, }x� py} ; 2qdsxdpy

� |αi|
#
pa�i � a�i qP3

4pa�i , pT , hq � pa�i � aiqP2
4pa�i , pT , hq

+

�
3̧

j�1

pδjpa�i q
#

Q3
4pa�i , αi, pβj, hq � pa�i � aiqQ2

4pαi, pβj, hq
+
,

avec

Pq
ppa, pT , hq � »

pT

Fqpph, }a� py} ; 2qdpy,
Qq
ppa, α, pβ, hq � »

α�pβ
px� aqFqpph, }x� py} ; 2qdsxdspy,

Qq
ppα, pβ, hq � »

α�pβ
Fqpph, }x� py} ; 2qdsxdspy.

Nous commençons par effectuer la réduction de P3
4 et P2

4. Nous réduisons ensuite les
intégrales sur le produit de deux segments uniquement dans le cas de segments à supports
sécants par soucis de simplicité. Le cas des supports parallèles se traite en utilisant la
méthode déjà présentée dans la section 9.2.3.

Réduction de P3
4 et P2

4

P3
4pa, pT , hq � »

pT

F3
4ph, }a� py} ; 2qdpy � 3̧

j�1

pδjpaq »
pβj

1Φ3
4ph, }a� py} ; 2qds

py,

où, encore une fois, rΦq
p est une généralisation de (8.10) :

rΦq
pph, η ; ζq � hr�ζ

» �8

w�h

Fqppw, η ; ζq
wr�1�ζ dw. (12.35)

Comme dans la sous-section 9.5.1, un changement de l’ordre d’intégration permet
d’évaluer plus simplement rΦq

p.

P3
4pa, pT , hq � 3̧

j�1

pδjpaq 1R3
4pa, pβj, h ; 2q, (12.36)
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où

rRq
ppa, pβ, h ; ζq �

»
pβ

rΦq
pph, }a� py} ; ζqds

py. (12.37)

De la même manière,

P2
4pa, pT , hq � 3̧

j�1

pδjpaq 1R2
4pa, pβj, h ; 2q,

Réduction de Q3
4

Q3
4pa, α, pβ, hq � »

α�pβ
px� IqF3

4ph, }x� py} ; 2qdsxdspy

� pI � aq
»
α�pβ

F3
4ph, }x� py} ; 2qdsxdspy,

soit,

Q3
4pa, α, pβ, hq � ¸

k��
ksk

#
pak � Iq 2R3

4pak, pβ, h ; 2q � pI � aq 1R3
4pak, pβ, h ; 2q

+

�
¸
l��

l ptl# 2R3
4pI, pbl, α, h ; 2q � pI � aq 1R3

4ppbl, α, h ; 2q
+

avec,

2R3
4pI,pb, α, h, ; ζq �

»
α

px� Iq 2Φ3
4ph, }x�pb} ; ζq, (12.38)

Réduction de Q2
4

Les supports des segments α et pβ sont supposés être sécants. On prend comme
origine, l’intersection I des supports, alors

Q2
4pα, pβ, hq � ¸

k��
k sk 1R2

4pak, pβ, h ; 2q �
¸
l��

l ptl 1R2
4ppbl, α, h ; 2q (12.39)

12.4. Triangles superposés

Nous présentons les simplifications qui apparaissent lorsque S et T sont superposés.

M �
»
S�S

px� a1q ^ px� pyq
ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy �ÝÑv

»
S�S

^ px� a1q
ph2 � }x� py}2q3{2dxdpy,
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se simplifie du fait de l’annulation de la première intégrale (que l’on note A). Ce résultat
se montre aisément en prenant a1 comme origine, puis en utilisant la formule (2.34) et
finalement en inversant l’ordre d’intégration de la dernière intégrale :

A � g1

»
α1�S

px� a1q ^ px� yqf5ph, }x� y} ; 2qdsxdy

� g1

»
α1�S

py � a1q ^ py � xqf5ph, }x� y} ; 2qdsxdy,

Or py � a1q ^ px� yq � px� a1q ^ px� yq, donc

A � g1

»
α1�S

px� a1q ^ px� yqf5ph, }x� y} ; 2qdsxdy

� g1

»
α1�S

px� a1q ^ px� yqf5ph, }x� y} ; 2qdsxdy,

ce qui donne le résultat A � 0 lorsque pT � S. Il en résulte que le calcul de M (voir
(12.19)) revient au seul calcul de M2 :

M � �ÝÑv ^
»
S�S

x� a1

ph2 � }x� y}2q3{2dxdy � �ÝÑv ^M2. (12.40)

D’après la sous-section 12.3.2, on a

M2 � 2|S|ÝÑα3

3̧

l�1
gl

2R3
4pal, αl, h ; 2q � 2|S|ÝÑα1

3̧

l�1
gl

1R3
4pal, αl, h ; 2q

� 2|S|g1
2R3

4pa1, α1, h ; 2q � 2|S|ÝÑα1g2
2R3

4pa2, α2, h ; 2q,
avec la notation indiquée dans la figure 12.3.

S � pT

T

a1
a2

a3

ÝÑα3

ÝÑα2 ÝÑα1

Figure 12.3 – Triangles superposés.
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Chapitre 13

Intégrale du noyau de Green
complet

Introduction
Le noyau de Green de l’équation de Helmholtz 3-D se décompose en une partie singulière
et une partie régulière :

� eik}x�y}

4π}x� y} � � 1
4π}x� y} �

eik}x�y} � 1
4π}x� y} , (13.1)

où le premier terme est le terme singulier, traité dans les parties II et III, et le second
terme est intégré numériquement.

Nous présentons dans ce chapitre une technique permettant de réduire l’intégrale
du noyau de Green complet sans distinguer les parties homogènes (singulières) et
régulières. Un développement en série entière de l’exponentielle présente dans le noyau
de Green permet d’obtenir une série d’intégrales comportant chacune un intégrand
homogène susceptible d’être réduit à l’aide de notre méthode.
Cette technique est utile lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans
sécants mais n’apporte pas de simplification significative pour les plans parallèles. Nous
présentons des résultats avec des fonctions de base constantes et affines par élément.

Afin d’appliquer la méthode de réduction au noyau de Green, on développe l’expo-
nentielle en série entière,

eikr

r
� 1
r

¸
l¥0

pikrql
pl � 1q! �

¸
l¥�1

pikql�1

pl � 1q!r
l, (13.2)

où r � }x � y}. L’intégrale initiale 4-D devient alors une série d’intégrales comportant
un intégrand homogène :

IG �
»
S�T

eik}x�y}

}x� y}dxdy �
¸
l¥�1

pikql�1

pl � 1q!
»
S�T

}x� y}ldxdy. (13.3)

Il est donc possible d’utiliser notre méthode pour transformer chaque intégrale de la série
en une combinaison linéaire d’intégrales sur des domaines d’intégration de dimension
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inférieure. La réduction jusqu’à l’obtention d’intégrales mono-dimensionnelles n’est pas
toujours possible ; cela dépend de la configuration géométrique des deux triangles.

13.1. Auto-influence

13.1.1 Réduction dans le cas de l’auto-influence

Lorsque les deux triangles cöıncident, (13.3) devient

IG �
¸
l¥�1

pikql�1

pl � 1q!
»
S�S

}x� y}ldxdy �
¸
l¥�1

pikql�1

pl � 1q!Il, (13.4)

avec

Il �
»
S�S

}x� y}ldxdy. (13.5)

En appliquant la formule (2.10) trois fois successivement, on obtient

Il � 2gi
pl � 4q

»
αi�S

}x� y}ldsxdy

� 4|S|
pl � 4qpl � 3q

»
S

}ai�2 � y}ldy � 2gigi�1

pl � 4qpl � 3q
»
αi�αi�1

}x� y}ldsxdsy,

qui donne finalement

Il � 4|S|
pl � 4qpl � 3qpl � 2q

3̧

i�1
gi

»
αi

}ai � y}ldsy, (13.6)

En combinant (13.6) et (13.4), on obtient

IG � 4|S|
¸
l¥�1

pikql�1

pl � 4q!
! 3̧

i�1
gi

»
αi

}ai � y}ldsy
)
. (13.7)

La simplification s’achève en intervertissant l’intégrale et la somme (selon l),

IG � 4|S|
3̧

i�1
gi

»
αi

#¸
l¥�1

pikql�1

pl � 4q!}ai � y}l
+
dsy. (13.8)

On évalue la série entière :

fprq :�
¸
l¥�1

pikql�1

pl � 4q!r
l � ie

ikr �D2prq
k3r4 , (13.9)

où,

Dnprq �
ņ

j�0

pikrqj
j! , (13.10)
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est le développement à l’ordre n de eikr en 0.On note que αi est le côté opposé à ai ainsi
r � }ai � y} avec y P αi ne s’annule jamais ; ce qui donne le résultat final :

IG � 4|S|
3̧

i�1
gi

»
αi

fp}ai � y}qdsy. (13.11)

A la différence du chapitre 3, nous ne connaissons pas d’expression explicite de
l’intégrale mono-dimensionnelle dans (13.11). Cependant, il est beaucoup plus facile
d’évaluer numériquement les intégrales de l’expression (13.11) que l’intégrale quadri-
dimensionnelle de (13.4). La section 13.6 présente une comparaison de l’évaluation
numérique des intégrales (13.4) et (13.11).

13.1.2 Evaluation explicite en tronquant la série entière

L’évaluation des intégrales mono-dimensionnelles de (13.7) conduit à des expressions
contenant des fonctions hypergéométriques :

» s�
s�

�
g2
i � s2�l{2 ds � dl

�
s 2F1

�
r12 ,�

l

2s,
3
2 ,�

s2

g2
i


�s�
s�s�

; (13.12)

ce qui constitue un sérieux obstacle à l’obtention d’une forme explicite pour la somme de
la série (13.7). Cependant, on peut noter que pour un l fixé, la fonction hypergéométrique
correspondante possède une expression sous forme de fonctions élémentaires. Soit alors
P : l P NÑ s 2F1

�
r1

2 ,� l
2s, 3

2 ,� s2

g2
i

	
; les premiers termes de la séries ont pour expression :

P p�1q � Arcsinh
�
s

gi



,

P p0q � s,

P p1q � s
a
g2
i � s2

2 � g2
i

2 Arcsinh
�
s

gi



,

P p2q � g2
i s�

s3

3 ,

P p3q � s
a
g2
i � s2 p2s2 � 5g2

i q
8 � 3g4

i

8 Arcsinh
�
s

gi



.

On peut alors envisager de calculer une approximation de la somme de la série (13.7)
en la tronquant à un nombre déterminé, soit

Itronq
G pNq � 4|S|

3̧

i�1
gi

#
Ņ

l��1

pikql�1

pl � 4q!
»
αi

}ai � y}l
+
dsy. (13.13)

On définit Iref
G , la solution de référence calculée à l’aide de (13.11) avec un nombre

suffisant de points d’intégration de Gauss-Legendre pour assurer une bonne précision,
et l’erreur relative suivante :

Etronq
G pNq �

����Iref
G � Itronq

G pNq
Iref
G

���� . (13.14)
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Sur le tableau 13.1, on a consigné l’évolution de l’écart entre la somme de la série
tronquée à 5, 10 et 15 termes et l’approximation Iref

G obtenue par quadrature numérique,
en fonction de la forme du triangle S. On a choisi de considérer une famille de triangle
isocèle dont la base est de longueur 1 et la hauteur augmente (voir la Figure 13.1). On
constate que la précision décroit quand la hauteur augmente pour un nombre de termes
fixé dans l’approximation.

h
��Irefphq

�� Etronq
G p5q Etronq

G p10q Etronq
G p15q

0.100 3.8703463e� 04 8.2241244e� 05 4.2847083e� 09 5.5826256e� 14
0.500 9.6444203e� 03 1.0492621e� 04 4.9577244e� 09 5.8539137e� 14
1.000 3.7779606e� 02 4.2640225e� 04 4.1856350e� 08 8.7053186e� 13
1.500 8.1714342e� 02 2.9195008e� 03 1.9169057e� 06 2.6648345e� 10
2.000 1.3744554e� 01 1.4741639e � 02 4.0398374e� 05 2.2706765e� 08
2.500 2.0075512e� 01 5.5326586e� 02 4.6337815e� 04 7.8328214e� 07
3.000 2.6826115e� 01 1.6747417e� 01 3.5192573e� 03 1.4746204e� 05
3.500 3.3807405e� 01 4.3227441e� 01 1.9883009e � 02 1.8033899e� 04
4.000 4.0981083e� 01 9.8583448e� 01 8.9779765e� 02 1.5948148e� 03
4.500 4.8399380e� 01 2.0352605e� 00 3.3977004e� 01 1.0946598e � 02
5.000 5.6120268e� 01 3.8741417e� 00 1.1151567e� 00 6.1315742e� 02
6.000 7.2436528e� 01 1.1646978e� 01 8.6488607e� 00 1.2044444e� 00

Table 13.1 – Erreur relative Etronq
G pNq pour N � 5, 10 et 15.

h

a1 a2

a3phq

Figure 13.1 – Triangles étudiés.

13.2. Triangles adjacents coplanaires

Pour deux triangles coplanaires partageant une arête commune (voir Figure 4.9(b)),
selon la même méthode

IG �
»
S�T

eik}x�y}

}x� y}dxdy �
¸
l¥�1

pikql�1

pl � 1q!
»
S�T

}x� y}ldxdy (13.15)

qui donne après réduction à la dimension 2,

IG �
¸
l¥�1

pikql�1

pl � 1q!
1

pl � 4qpl � 3q

�
2|S|

»
T

}ai�2 � y}ldy � 2|T |
»
S

}x� bj�2}ldx
�
.

� gidj�1

»
αi�βj�1

}x� y}ldsxdsy � gi�1dj

»
αi�1�βj

}x� y}ldsxdsy
�
.
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Le calcul des intégrales sur les triangles ne présente pas de difficulté particulière. En
effet,

»
T

}ai�2 � y}ldy �
3̧

j�1

δjpaiq
pl � 2q!

»
βj

}ai�2 � y}ldsy, (13.16)

ce qui conduit à

IG � 2
�
|S|

3̧

j�1
δjpaiq

»
βj

f p}ai�2 � y}q dsy � |T |
3̧

i�1
γipbjq

»
αi

fp}x� bj�2}qdsx
�
(13.17)

�
¸
l¥�1

pikql�1pl � 2q
pl � 4q!

�
gidj�1

»
αi�βj�1

}x� y}ldsxdsy

�
¸
l¥�1

pikql�1pl � 2q
pl � 4q! gi�1dj

»
αi�1�βj

}x� y}ldsxdsy
�
,

où fprq est la fonction définie par (13.9).

13.2.1 Segments à supports sécants

Lorsque les supports des segments α et β sont sécants (voir Figure 4.7), le calcul est
similaire :

¸
l¥�1

pikql�1

pl � 1q!
gidj�1

p4� lqp3� lq
»
αi�βj�1

}x� y}ldsxdsy

� gidj�1

� ¸
m��

msm
»
βj�1

fp}am � y}qdsy �
¸
m��

mtm
»
αi

fp}x� bm}qdsx
�
, (13.18)

où s� et t� sont les abscisses des extrémités respectives des segments α et β relativement
à l’intersection des supports des deux segments.

13.2.2 Segments à supports parallèles

Lorsque les supports des segments αi et βj�1 sont parallèles (voir Figure 4.8), la
formule (2.10) ne s’applique plus. Bien qu’on doive utiliser la formule à paramètre (2.34),
il est possible d’obtenir une réduction similaire à (13.18). On note rβj�1, et rb�j�1 les
projections respectives du segment βj�1 et de ses extrémités b�j�1 sur le support de α.
On introduit la distance d entre les deux segments βj�1 et rβj�1. Il nous faut alors évaluer
un terme de la forme suivante,

gidj�1
¸
l¥0

pl � 2qpikql
pl � 4q!

»
αi�rβj�1

�
d2 � }x� ry}2�l{2 dsxdsry. (13.19)
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En utilisant la formule (2.34), on obtient»
αi�rβj�1

�
d2 � }x� ry}2�l{2 dsxdsry � ¸

m��
msmi

»
rβj�1

dl�2
» �8

d

pu2 � }ami � ry}2ql{2
ul�3 duds

ry

(13.20)

�
¸
m��

mtmj�1

»
α

dl�2
» �8

d

�
u2 � }x�rbmj�1}2

	l{2
ul�3 dudsx.

L’intégrale interne s’évalue explicitement,

dl�2
» �8

d

pu2 � η2ql{2
ul�3 du � pd2 � η2q1�l{2 � dl�2

η2 pl � 2q . (13.21)

Cette expression permet de sommer les séries ; en effet, on pose

gpη, dq :� 1
η2

�¸
l¥�1

pikql�1

pl � 4q!
�
d2 � η2�1�l{2 �

¸
l¥�1

pikql�1

pl � 4q!d
l�2

�
,

alors d’après (13.10), on a

gpη, dq � ie
ik
?
d2�η2 �D2p

?
d2 � η2q

k3η2pd2 � η2q � ie
ikd �D2pdq
k3d2η2 , (13.22)

avec Dn définit en (13.10). D’après (13.19) et (13.20), on a»
αi�rβj�1

�
d2 � }x� ry}2�l{2 dsxdsry � ¸

m��
msmi

» t�j�1

t�j�1

gpt, dqdt�
¸
m��

mtmj�1

» s�i
s�i

gps, dqds

L’évaluation de IG nécessite donc la quadrature numérique d’intégrales mono-
dimensionnelles sur chaque côtés du triangle S ce qui constitue en fait un procédé
efficace compte tenu du peu de points d’intégration nécessaires pour obtenir une bonne
précision.

13.3. Triangles adjacents dans des plans sécants

On s’intéresse à

Il �
»
S�T

}x� y}ldxdy.

où S et T sont des triangles adjacents contenus dans des plans sécants. En appliquant
la méthode utilisée dans les sections 13.1 et 13.2, on obtient la réduction sous la forme
d’intégrales bi-dimensionnelles

Il � 2|S|
p4� lqp3� lq

»
T

}ai�2 � y}ldy � 2|T |
p4� lqp3� lq

»
S

}x� bj�2}ldx

� gidj�1

p4� lqp3� lq
»
αi�βj�1

}x� y}ldsxdsy � gi�1dj
p4� lqp3� lq

»
αi�1�βj

}x� y}ldsxdsy.
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13.3.1 Intégrales sur un triangle

Les intégrales sur un triangle ne présentent pas de difficulté, en effet pour l’intégrale»
T

}a� y}ldy, (13.23)

on projette le point a sur le plan contenant le triangle T (voir Figure 5.4). D’après
(13.21), on a »

T

}a� y}ldy �
»
T

�
h2 � }pa� y}2�l{2 dy

�
3̧

j�1
δjppaq »

βj

ph2 � }pa� y}2q1�l{2 � hl�2

}pa� y}2 pl � 2q dsy. (13.24)

En regroupant tous les termes, on obtient

3̧

j�1
δjppaq »

βj

¸
l¥�1

pikql�1

pl � 4q!
ph2 � }pa� y}2q1�l{2 � hl�2

}pa� y}2 dsy, (13.25)

ce qui donne d’après (13.22),

3̧

j�1
δjppaq »

βj

gp}pa� y}, hqdsy. (13.26)

13.3.2 Intégrales sur le produit de deux segments

Les intégrales sur le produit de deux segments nécessitent l’utilisation de la perpen-
diculaire commune et l’introduction d’un paramètre h (voir Figure 5.6).»

α�β
}x� y}ldsxdsy �

»
qα�β

�
h2 � }qx� y}�l{2 ds

qxdsy, (13.27)

qui est identique à l’expression de (13.20). On en conclut que la simplification est
réalisable lorsque S et T sont des triangles adjacents dans des plans sécants.

13.4. Le potentiel de double couche

Nous pouvons appliquer cette méthode au terme régulier du potentiel de double
couche. Soit la décomposition du gradient du noyau de Green

∇yGpx, yq � � px� yq
4π}x� y}3 �

k2px� yq
8π}x� y} �

x� y

4π Kp}x� y}q,

avec

Kprq � �
8̧

l�0

pikql�3rlpl � 2q
pl � 3q! .
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Nous nous intéressons à l’intégrale du terme régulier

J �
8̧

l�0

pikql�3rlpl � 2q
pl � 3q!

»
S�T

px� yq}x� y}ldxdy �
¸
l¥0

pikql�3pl � 2q
pl � 3q! Jl, (13.28)

avec,

Jl �
»
S�T

px� yq}x� y}ldxdy. (13.29)

13.4.1 Triangles dans des plans sécants

Nous présentons la réduction dans le cas de triangles dans des plans sécants avec une
arête d’un triangle contenue dans pωq, l’intersection des plans (voir Figure 13.2).

a2

a1

a3

b3

b1

b2

S

T

ω

Figure 13.2 – Configuration étudiée pour la simplification du terme régulier provenant du
potentiel de double couche.

En prenant ai comme origine (voir Figure 13.2) et en notant que q � l � 1 soit
q � n � l � 5, l’application de la formule (2.10) à Jl conduit à

Jl � g1

l � 5

»
α1�T

px� yq}x� y}ldsxdy

�
3̧

j�1

δjpa1q
l � 5

»
S�βj

px� yq}x� y}ldxdsy.

Les intégrales 3-D peuvent être réduites. En prenant ai�1 comme origine, la première
intégrale devient»

α1�T
px� yq}x� y}ldsxdy � |α1|

l � 4

»
T

pa3 � yq}a3 � y}ldy

�
3̧

j�1

δjpa2q
l � 4

»
α1�βj

px� yq}x� y}ldsxdsy.



CHAPITRE 13. INTÉGRALE DU NOYAU DE GREEN COMPLET 151

Pour les autres intégrales, on prend l’intersection, notée oj, du support de βj avec pωq
comme origine et on a»

S�βj
px� yq}x� y}ldxdsy �

¸
k��

k tkj
l � 4

»
S

px� bkj q}x� bkj }ldx

�
3̧

i�1

γipojq
l � 4

»
αi�βj

px� yq}x� y}ldsxdsy.

La réduction doit être stoppée à ce stade ; en effet, continuer nécessiterait l’usage d’un
paramètre et l’utilisation de la formule (2.34), ce qui conduirait à des expressions conte-
nant des fonctions hypergéométriques. Nous sommons donc la série pour obtenir des
intégrales 2-D, soit

pprq �
¸
l¥

pikql�3pl � 2q
pl � 5q! rl, (13.30)

alors

J � 2|S|
»
T

pa3 � yqpp}a3 � y}qdy

�
3̧

j�1
g1δjpa2q

»
α1�βj

px� yqpp}x� y}qdsxdsy

�
3̧

j�1
δjpa1q

3̧

i�1
γipojq

»
αi�βj

px� yqpp}x� y}qdsxdsy

�
3̧

j�1
δjpa1q

¸
k��

k tkj

»
S

px� bkj qpp}x� bkj qdx,

avec la fonction pprq définie par

pprq � 3i
k5r5

�
eikr �D4prq

�� 1
k4r4

�
eikr �D3prq

�
, (13.31)

où Dnprq, donné par (13.10), est le développement à l’ordre n de eikr en 0 .

13.5. Fonctions de base affines

La méthode s’applique aussi pour l’évaluation de l’intégrale suivante :

J i,j �
»
S�T

φipxq e
ik}x�y}

}x� y}ψjpyqdxdy.

Cette intégrale est réduite à une collection d’intégrales 1-D régulières qui sont évaluées
numériquement. Ces travaux étant récents, seul le cas de l’auto-influence est présenté.
L’approche utilisée est identique à celle du Chapitre 11.
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13.5.1 Notations

Soient les trois fonctions suivantes :

Υprq � �ie
ikr � 1� ikr � pk2r2q{2� ipk3r3q{6� pk4r4q{24

k5r6 (13.32)

Λprq � p4i� krqeikr � 4i� 3kr � ir2k2 � pk3r3q{6
k5r6 (13.33)

Ψprq � p�8i� 5kr � ir2k2qeikr � 8i� 3kr � pk3r3q{6
k5r6 , (13.34)

et

W �
3̧

l�1
gl

»
αl

Υp}al � y}qdsy. (13.35)

13.5.2 Coefficients

On obtient des expressions sous forme d’intégrales mono-dimensionnelles pour
 les coefficients diagonaux :

J i,i � 4|S|
�

2W � gi

»
αi

Λp}ai � y}qdsy (13.36)

� gi�1

»
αi�1

Λp}ai�1 � y}qφipyqdsy � gi�2

»
αi�2

Λp}ai�2 � y}qφipyqdsy
�

 les coefficients d’indice i, i� 1 :

J i,i�1 � 2|S|
�

2W � gi

»
αi

Λp}ai � y}qdsy � gi�1

»
αi�1

Λp}ai�1 � y}qdsy (13.37)

� gi�2

»
αi�2

φipxqΛp}x� ai�2}qdsx � gi�2

»
αi�2

Λp}ai�2 � y}qφi�1pyqdsy

� gi�1

»
αi�1

φipxqΨp}x� ai�1}qdsx � gi

»
αi

Ψp}ai � y}qφi�1pyqdsy
�

 les coefficients d’indice i, i� 2 :

J i,i�2 � 2|S|
�

2W � gi

»
αi

Λp}ai � y}qdsy � gi�2

»
αi�2

Λp}ai�2 � y}qdsy (13.38)

� gi�1

»
αi�1

Λp}ai�1 � y}qφi�2pyqdsy � gi�1

»
αi�1

φipxqΛp}x� ai�1}qdsx

� gi�2

»
αi�2

φipxqΨp}x� ai�2}qdsx � gi

»
αi

Ψp}ai � y}qφi�2pyqdsy
�

A l’aide de ces expressions, la matrice élémentaire est donc évaluée complètement.
Il faut évaluer 18 intégrales 1-D avec notre méthode pour déterminer la matrice

élémentaire. Pratiquement, avec M � 20 points d’intégration utilisés (soit un nombre
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total de 18M � 360 points), l’écart relatif est de l’ordre de la précision machine (10�15).
Avec M � 4, l’écart relatif maximal est de 10�9. En comparaison, la méthode de Sauter
et Schwab, nécessite 9 � 3 �N4 points d’intégration au total.

13.6. Expérimentations numériques

Nous présentons ici une expérimentation numérique afin d’estimer l’intérêt des for-
mules proposées pour l’intégration du noyau de Green complet et le noyau de Green
combiné à des fonctions de base affines par élément. Nous étudions la convergence de
notre méthode et de la méthode de Sauter et Schwab (voir [SS10]) suivant le nombre de
points d’intégration employés.

13.6.1 Evaluation de J

Nous évaluons l’intégrale suivante : J �
»
S�T

eik}x�y}

}x� y}dxdy,

1. Soit rJpMq l’évaluation de J en utilisant la formule réduite (13.11) et en intégrant
numériquement les intégrales 1-D à l’aide de M points d’intégration de Gauss-
Legendre. Le nombre total de points d’intégration utilisés est égal à 3M .

2. Soit qJpNq l’évaluation de J en utilisant méthode de Sauter et Schwab (présentée
dans [SS10]) en utilisant N points d’intégration pour une intégrale 1-D. Le nombre
total de points d’intégration est donc égal à 3N4.

3. Finalement, on note Jref � rJp300q, la valeur utilisée comme référence pour compa-
rer ces deux méthodes.

La Figure 13.3 présente les différences relatives :



��� rJpMq � Jref

���
|Jref| en fonction de 1

3M



��� qJpNq � Jref

���
|Jref| en fonction de 1

3N4

On observe (voir Figure 13.3) qu’avec peu de points d’intégration notre méthode présente
une très haute précision.

13.6.2 Evaluation de J i,j

De la même manière que dans la sous-section 13.6.1, on introduit
1. rJ i,jpMq l’évaluation de J i,j en utilisant les formules réduites (13.36)-(13.38) et en

intégrant numériquement les intégrales 1-D à l’aide de M points d’intégrations de
Gauss-Legendre. Le nombre total de points d’intégration pour évaluer la matrice
élémentaire complètement est égal à 18M .

2. qJ i,jpNq l’évaluation de J i,j en utilisant méthode de Sauter et Schwab (présentée
dans [SS10]) en utilisant N points d’intégration pour une intégrale 1-D. Le nombre
total de points d’intégration pour évaluer la matrice élémentaire est donc 27N4.

3. J i,jref � rJ i,jp300q.
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Figure 13.3 – Courbe de convergence de la méthode de Sauter et Schwab et de notre méthode
dans le cas de fonctions de base constantes par élément.

La Figure 13.4 présente les différences relatives :

 max
1¤i,j¤3

��� rJ i,jpMq � J i,jref

�����J i,jref
�� en fonction de 1

18M , où rJpMq est évaluée en utilisant la

méthode de réduction.

 max
1¤i,j¤3

��� qJ i,jpNq � J i,jref

�����J i,jref
�� en fonction de 1

27N4 , où qJ i,jpNq est calculée à l’aide de la

méthode de Sauter et Schwab.

Conclusion de ce chapitre
Quatre points importants sont à retenir de ce chapitre :

1. Il est possible d’appliquer la méthode de réduction à l’intégrale du noyau de Green,
mais aussi aux intégrales du noyau de Green combiné avec des fonctions de base
affines par éléments.

2. On ramène l’intégrale 4-D du noyau de Green à des combinaisons linéaires
d’intégrales 1-D lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans sécants.
Lorsque les triangles sont dans des plans parallèles, une réduction d’une dimension
seulement est envisageable.

3. Une réduction de deux dimensions peut être obtenue pour l’intégrale du terme
régulier du gradient du noyau de Green.

4. Les premiers résultats numériques montrent l’intérêt de la méthode de réduction
(coût de calcul et précision) avec le noyau de Green complet.
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Figure 13.4 – Courbe de convergence de la méthode de Sauter et Schwab et de notre méthode
dans le cas de fonctions de base affines par élément.
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Chapitre 14

Evaluation d’intégrales
hypersingulières

Introduction
Après l’évaluation d’intégrales régulières, nous montrons dans ce chapitre que la
méthode de réduction peut aussi s’appliquer à l’évaluation explicite de la partie finie
d’intégrales.
L’utilisation des formules de réduction pour le calcul de la partie finie d’intégrales hy-
persingulières a été présentée par Cormack, Rosen et Vijayakumar (voir [VC88, RC93]).
Dans ce chapitre nous étudions différents processus asymptotiques permettant de
définir la partie finie de Hadamard et nous montrons que dans certains cas, pour le
calcul de la valeur principale de Cauchy notamment, il faut utiliser les formules avec
prudence.

Nous commençons par définir la partie finie de Hadamard puis nous montrons qu’il y
a équivalence entre plusieurs contours utilisés pour exclure le point singulier. Le calcul
de la partie finie d’une intégrale divergente est présenté à la suite et finalement le cas
d’intégrales doubles est présentée.

14.1. Introduction de la partie finie

Avant d’introduire la partie finie de Hadamard, nous présentons la valeur principale
de Cauchy qui joue un rôle important dans les méthodes d’équations intégrales (voir
[Gui91]) et est un cas particulier de partie finie. Un exemple élémentaire est l’intégrale

I �
» b
�a

1
x
dx, avec a, b Ps0,�8r (14.1)

où a et b sont deux réels strictement positifs. Cette intégrale n’est pas définie puisque
0 appartient au domaine d’intégration. Soient ε1pεq et ε2pεq deux fonctions positives
vérifiant

lim
εÑ0

ε1pεq � lim
εÑ0

ε2pεq � 0.
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On pose alors,

Ipεq �
» �ε1pεq

�a

1
x
dx�

» b
ε2pεq

1
x
dx, (14.2)

ainsi
I � lim

εÑ0
Ipεq,

or

Ipεq �
�

lnpε1pεqq � lnpaq � lnpbq � lnpε2pεqq
�
� ln

�
b

a



� ln

�
ε1pεq
ε2pεq



. (14.3)

Si ε1pεq � ε2pεq l’expression (14.3) se simplifie comme suit :

I � lim
εÑ0

Ipεq � ln
�
b

a



, (14.4)

et Ipεq possède une limite lorsque ε Ñ 0. Cependant on observe dans (14.3) que si
ε1pεq � 2ε2pεq, alors on obtient :

I � lim
εÑ0

Ipεq � ln
�
b

a



� ln p2q , (14.5)

et il suffit que lim
εÑ0

ε1pεq
ε2pεq P s0,�8r , pour que la limite quand ε Ñ 0 de Ipεq existe. Le

résultat est donc défini à une constante près, qui dépend du processus asymptotique
utilisé. La définition de la valeur principale de Cauchy est de prendre ε1pεq � ε2pεq � ε
dans (14.3), soit

Définition 14.1.1. La valeur principale de Cauchy de I de (14.1) est définie par :

v.p. I � lim
εÑ0

�» �ε

�a

1
x
dx�

» b
ε

1
x
dx
�
� ln

�
b

a



(14.6)

Définition 14.1.2. Soit le domaine d’intégration borné Ω � Rd et I :

I �
»

Ω
fp}x� y}qdy �

»
Ω
fp}x� y}qdy,

qui n’est pas une intégrale définie au sens de Lebesgue lorsque f est une fonction ho-
mogène de degré q ¤ �d et x P Ω. On introduit,

rIpεq � »
ΩzBpx,εq

fp}x� y}qdy, (14.7)

où Bpx, εq est le disque centré en x de rayon ε si d � 2 et la sphère de rayon ε si d � 3
(voir Figure 14.1). rIpεq est une intégrale définie dès lors que ε ¡ 0. Si rIpεq admet un
développement du type :

rIpεq � a0 � a1 logpεq �
m̧

j�2

aj
εj�1 � op1q, quand εÑ 0, (14.8)

alors :
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 a0 est appelée partie finie de rIpεq, et

 a1 logpεq �°m
j�2

aj
εj�1 est la partie infinie de rIpεq.

La forme de développement utilisée dans le cas présent n’est pas la plus généraliste
mais convient aux cas traités. Se reporter à [Sel97] pour voir la définition de la partie
finie à l’aide d’un développement ayant une forme plus générale. Un autre processus
asymptotique, plus proche de celui découlant d’une méthode d’équations intégrales,
consiste à décaler le point d’observation x hors de Ω. A cet effet, on définit zε � x� εÝÑn
où ÝÑn est la normale à la surface de Ω. Dans notre cas, Ω est le triangle S (voir la Figure
14.2).

α3

α1
α2

a1

a2

a3

S

Figure 14.1 – Domaine d’intégration (triangle S) et point singulier. x est le point singulier
(en rouge) et en gris, on observe Bpx, εq.

αi�2
αi

αi�1ai

ai�1

ai�2

x

zε

ε

ÝÑn

Figure 14.2 – Point zε hors du plan contenant S.

Dans ce cas, l’intégrale (14.7) devient

rIpεq � »
Ω
f p}zε � y}q dy �

»
Ω
f
�a

ε2 � }x� y}2
	
dy, (14.9)

qui admet un développement de la forme (14.8). Pour ces deux processus, on définit la
partie finie de l’intégrale I (voir [KSW92]) comme le terme constant du développement
de rIpεq :

Définition 14.1.3. La partie finie de l’intégrale I, notée pf I est la partie finie de rIpεq
pf I :� �

»
Ω
fp}x� y}qdy � a0
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Les intégrands apparaissant dans les méthodes d’équations intégrales sont de la forme
}x� y}s ou px� yq}x� y}s avec s ¤ �n où n est la dimension du domaine d’intégration.
Nous présentons une méthode pour évaluer la partie finie d’intégrales comportant des
intégrands de la première forme lorsque Ω � R2 (donc n � 2), soit l’intégrale

Is � pf

»
S

}x� y}sdy. (14.10)

Le premier processus, défini en (14.7), ne permet pas de traiter le cas s � �2 alors que
le second processus (voir (14.9) ) permet de traiter tous les s.

14.2. Evaluation de parties finies

14.2.1 Réduction de Is

En appliquant (14.9) à Is, on obtient lorsque s   �2 :

rIspεq � »
S

�
ε2 � }x� y}2�s{2 dy. (14.11)

D’après la formule (2.34), on a

rIspεq � 3̧

i�1
γipxq

»
αi

εs�2
» �8

ε

pu2 � }x� y}2qs{2
us�3 dudsy

�
3̧

i�1
γipxq

»
αi

pε2 � }x� y}2qs{2�1 � εs�2

ps� 2q}x� y}2 dsy. (14.12)

Cette expression peut se décomposer sous la forme (14.8) ce qui permet d’observer que
le terme en εs�2 appartient à la partie infinie et d’obtenir le résultat suivant :

pf rIspεq � 3̧

i�1

γipxq
ps� 2q

»
αi

}x� y}sdsy. (14.13)

Lorsque s � �2, on a

�I�2pεq �
3̧

i�1
γipxq

»
αi

ln pε2 � }x� y}2q � ln pε2q
2}x� y}2 dsy, (14.14)

donc

pf �I�2pεq �
3̧

i�1
γipxq

»
αi

ln p}x� y}2q
2}x� y}2 dsy. (14.15)

14.2.2 Application à I�3

Le calcul explicite des intégrales mono-dimensionnelles est possible en fixant s. Par
exemple, pour le cas s � �3 qui peut apparâıtre lors de la décomposition du gradient
des solutions fondamentales des équations de Laplace et Helmholtz 3-D. On obtient :
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1. lorsque x P S̊ et x R S̄ :

I�3 � pf �I�3 � �
3̧

i�1
γipxq

�
t

d2
i

a
d2
i � t2

�s�i
t�s�i

, (14.16)

où di � |γipxq| est la distance du point x au support de αi et s�i sont les abscisses des
extrémités de αi selon l’origine prise au point pipxq qui est la projection orthogonale
de x sur le support de αi.

2. lorsque x � ai :

I�3 � pf �I�3 � �γipxq
�

t

d2
i

a
d2
i � t2

�s�i
t�s�i

3. lorsque x P αi :

�I�3 � �γi�1pxq
�

t

d2
i�1
a
d2
i�1 � t2

�s�i�1

t�s�i�1

� γi�2pxq
�

t

d2
i�2
a
d2
i�2 � t2

�s�i�2

t�s�i�2

. (14.17)

14.3. Processus utilisant une zone d’exclusion du point singulier

Nos formules de réduction s’appliquent lorsque les domaines sont des polygones ;
c’est pourquoi, nous montrons que dans le processus (14.7), il est possible de remplacer
le disque Bpx, εq, centré en x et de rayon ε (noté dans la suite plus simplement Bε) par
un triangle entourant x (voir la Figure 14.3(a)). Pour des raisons de simplicité, le choix
s’est porté sur un triangle équilatéral de centre de gravité x et de hauteur 3ε (voir la
Figure 14.3(b)) ; de cette manière x est à une distance ε de chaque coté de Tε.

14.3.1 Equivalence entre les contours utilisés

Pour prouver que la partie finie est identique, qu’elle soit calculée en utilisant un
disque ou un triangle en guise de zone d’exclusion, nous évaluons l’intégrale TεzBpx, εq
(voir la Figure 14.3(b)). Nous montrons cette équivalence des zones d’exclusion pour Is
ce qui correspond à prendre pour intégrand la fonction fprq � rs. L’intégrale sur la zone
grisée (voir Figure 14.3(b)) s’écrit

P pεq �
»

Gε
fp}x� y}qdy �

3̧

i�1

» θi�π{3
θi

» Rpθq
ε

fprqrdrdθ, (14.18)

et comme f ne dépend pas de θ, il est possible de simplifier l’expression en

P pεq � 6
» π{6

0

» Rpθq
ε

fprqrdrdθ. (14.19)
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α3

α1
α2

a1

a2

a3
S

(a) Exclusion du point singulier x.

x

Tε

Bε

β3

β1

β2

b1

b2b3

(b) Détail sur Bε et Tε.

Figure 14.3 – En bleu le triangle équilatéral Tε de centre de gravité x et de hauteur 3ε. En
rouge, le bord de Bε.

Cas s   �2
On commence par se placer dans le cas où s � �2, l’intégrale selon r devient» Rpθq

ε

fprqrdr �
» Rpθq
ε

rs�1dr � Rpθqs�2 � εs�2

s� 2 , (14.20)

donc

P pεq � 6
s� 2

» π{6
0

Rpθqs�2dθ � πεs�2

s� 2 , (14.21)

où l’expression de Rpθq est connue :

Rpθq � ε

cospθq , (14.22)

soit,

P pεq � 6εs�2

s� 2

» π{6
0

dθ

cospθqs�2 �
πεs�2

s� 2 , (14.23)

ce qui donne

P pεq � 3εs�2

s� 2

�
2F1

��
1
2 ,

3� s

2

�
,

�
3
2

�
,
1
4



� 1

3

�
, (14.24)

où 2F1 est la fonction hypergéométrique, comme introduit dans [AS72].
On observe que lorsque s   �2, P pεq, donnée par (14.24), conduit à un

développement de la forme (14.8) qui ne comporte qu’un terme divergent. Ce terme
appartenant à la partie infinie de l’intégrale, il disparâıt lorsque l’on prend la partie
finie ainsi les deux contours sont bien équivalents.

De même, un contour carré produira la même partie finie ainsi, lorsque s   �2,
plusieurs contours sont équivalents du point de vue de la partie finie.

Cas s � �2
Lorsque s � �2, les calculs sont un peu différents ; en effet, on a

P pεq � 6
» π{6

0

» Rpθq
ε

1
r
drdθ � 6

» π{6
0

lnpRpθqq � lnpεqdθ, (14.25)
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soit, puisque Rpθq � ε
cospθq ,

P pεq � 6
» π{6

0
lnpcospθqqdθ, (14.26)

qui est indépendant de ε et fournit une constante dépendant du contour utilisé. Cette
dépendance vis à vis du contour utilisé lorsque s � �2 conduit à préférer définir la
partie finie à l’aide du processus de passage à la limite d’un point vers le plan de S (voir
(14.9)).

14.3.2 Equivalence entre les deux processus lorsque s   �2

Le processus consistant à utiliser une zone d’exclusion utilise la formule (2.10) et
nécessite de distinguer plusieurs cas :

1. Lorsque x P S̊, l’intégrale Is n’est pas définie au sens usuel mais on peut évaluer sa
partie finie. On introduit le triangle équilatéral Tε pour exclure le point singulier
du domaine d’intégration (voir Figure 14.4), alors

rIspεq � »
T zTε

}x� y}sdy

�
3̧

i�1

γipxq
s� 2

»
αi

}x� y}sdsy �
3̧

i�1

ε

s� 2

»
βj

}x� y}sdsy, (14.27)

puisque la distance signée de x à βi est négative et vaut �ε. De plus, les intégrales
sur les côtés βi de Tε s’écrivent

ε

»
βi

}x� y}sdsy � ε

» ?
3ε

�?3ε

�
ε2 � t2

�s{2
dt

� 2
?

3εs�2
2F1

��
1
2 ,
�s
2

�
,

�
3
2

�
,�3



, (14.28)

où 2F1 est une fonction hypergéométrique (voir [AS72]). En conséquence, rIspεq
admet un développement de la forme (14.8) :

rIspεq � �
3̧

i�1

γipxq
s� 2

»
αi

}x� y}sdsy � 6
?

3εs�2
2F1

��
1
2 ,
�s
2

�
,

�
3
2

�
,�3



. (14.29)

Les termes que font apparâıtre les intégrales sur les côtés βi de Tε appartiennent à
la partie infinie de Ipεq ; on en déduit que

Is � pf rIspεq � 3̧

i�1

γipxq
s� 2

»
αi

}x� y}sdsy, (14.30)

expression identique à (14.13).
2. Lorsque x � ai, on utilise un triangle différent en guise de zone d’exclusion. On

définit Tε homothétiquement, tel que |rαi�1|
|αi�1| �

|rαi�2|
|αi�2| �

|rαi�3|
|αi| � ε, où rαi�3 est le coté

de Tε parallèle à αi (voir Figure 14.5). On obtient alors

pf rIspεq � γi
s� 2

»
αi

}ai � y}sdsy. (14.31)
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αi�2 αi

αi�1ai

ai�1

ai�2

x

Figure 14.4 – Cas x P T̊ .

αi�2 αi

αi�1

rα
i�

2

rαi�1

ai

ai�1

ai�2
x

Figure 14.5 – Cas x � ai.

3. Finalement, lorsque x P αi (voir Figure 14.6) on décompose S en 2 triangles tel que
le x soit un sommet de chaque sous-triangle et on effectue la réduction en utilisant
(14.31).

Conclusion : Lorsque s   �2, les deux processus (14.7) et (14.9) sont bien équivalents.

14.3.3 Cas s � �2

Lorsque s � �2, le processus (14.7) dépend du contour utilisé, nous allons mettre en
évidence cette difficulté lorsque x P T̊ (voir Figure 14.4). La formule (2.10) n’est plus
utilisable puisque nous avons q � n � 0, nous appliquons donc la formule (2.16) :

�I�2pεq �
3̧

i�1

γipxq
2

»
αi

ln p}x� y}2q
}x� y}2 dsy � ε

2

3̧

i�1

»
βi

ln p}x� y}2q
}x� y}2 dsy. (14.32)

Les intégrales sur les contours βi fournissent

ε

2

» ?
3ε

�?3ε

lnpε2 � t2q
pε2 � t2q dt �

2π
3 lnpεq �C, (14.33)

avec C � 0.4368. Ce qui nous donne d’après (14.8)

pf �I�2pεq �
3̧

i�1

γipxq
2

»
αi

ln p}x� y}2q
}x� y}2 dsy � 3C, (14.34)

résultat similaire à (14.15) si l’on omet la constante 3C provenant des intégrales sur le
contour de la zone d’exclusion.
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αi�2 αi

αi�1ai

ai�1

ai�2

x

Figure 14.6 – Cas x P αi.

14.4. Le cas variationnel

Soit l’intégrale suivante, prise au sens de la partie finie de Hadamard :

J5 � pf

»
S�S

}x� y}�5dxdy, (14.35)

du fait du caractère hypersingulier de l’intégrand. Nous allons montrer que de manière
surprenante, deux processus produisent le même résultat pour le calcul de J5. Le choix
s’est porté sur J5 car il n’y a pas d’équivalence entre les deux processus pour les intégrales
Js lorsque s P r2, 4s ; il y a équivalence pour tout s ¥ 5.

14.4.1 Utilisation ”näıve” de la formule (2.10)

Nous commençons par utiliser la méthode employée dans le chapitre 3 : annuler tous
les termes faisant intervenir une distance nulle. On choisit o � ai comme origine, alors
γi�1poq � γi�2poq � 0 et q � n � �1, soit :

J5 � �2gi
»
αi�S

dsxdy

}x� y}5 . (14.36)

La seconde étape consiste à choisir une des extrémités ai�1 de αi comme origine, on a

J5 � 2|S|
»
S

dy

}ai�2 � y}5 � gigi�1

»
αi�αi�1

dsxdsy
}x� y}5 . (14.37)

La dernière étape consiste à choisir o � ai�2, ce qui conduit au résultat suivant :

J5 � �2|S|
3

3̧

l�1
gl

»
αl

dy

}al � y}5dsy � �2|S|
9

3̧

l�1
gl

�
s p3g2

i � 2s2q
g4
i pg2

i � s2q3{2
�s�i
s�i

. (14.38)

14.4.2 Développement asymptotique du cas de deux triangles superposés

Soit l’intégrale

T pεq �
»
S�S

1
pε2 � }x� y}2q5{2dxdy, (14.39)
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qui est l’intégrale sur le produit de triangles superposés à une distance ε. On montre
que le terme constant du processus asymptotique lorsque ε Ñ 0 est (14.38). T pεq peut
s’écrire d’une manière similaire à (8.15) :

T pεq � 4 |S|
3̧

l�1
gl

1R2
3pal, αl, ε ; 4q, (14.40)

avec,

1R2
3pa, α, ε ; 4q �

»
α

1Φ2
3pε, }x� a} ; 4q (14.41)

dont l’expression est

1R2
3pa, α, ε ; 4q � spε�?

ε2 � d2 � s2q
6ε2d2pd2 � s2q � ε2 � d2

6ε3d3 Arctan
�s
d

	
� ε2 � d2

6ε3d3 =
"

Arctanh
�
ε2 � d2 � isd

ε
?
ε2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*

(14.42)

1R2
3pa, α, ε ; 4q se développe pour εÑ 0 sous la forme (14.8) :

1R2
3pa, α, ε ; 4q � a4

ε3
� a3

ε2
� a2

ε1
�
�
� s p3d2 � 2s2q

18d4 pd2 � s2q3{2
�
�Opεq, (14.43)

d’où

pf T pεq � �2
9 |S|

3̧

l�1
gl

�
� s p3g2

l � 2s2q
18g4

l pg2
l � s2q3{2

�s�
l

s�
l

, (14.44)

qui est identique au résultat obtenu en (14.38).

Conclusion de ce chapitre
Ce chapitre présente l’évaluation explicite de la partie finie d’intégrales bi-
dimensionnelles en utilisant notre méthode.
Une propriété surprenante de la méthode pour l’évaluation de la partie finie d’intégrales
4-D a été présentée à la fin de ce chapitre et incite à poursuivre l’étude dans ce domaine.



CHAPITRE 14. EVALUATION D’INTÉGRALES HYPERSINGULIÈRES 167

Conclusion de la quatrième partie
Cette partie a permis de présenter la prise en compte de fonctions de base affines par
triangle. La quantité de calcul augmente mais la difficulté n’est pas plus importante.
L’application de la méthode à l’électromagnétisme est présentée. En décomposant
les intégrales intervenant dans les équations de Maxwell 3-D, on réduit le nombre
d’intégrales à évaluer tout en faisant apparâıtre des intégrales déjà calculées pour
l’équation de Helmholtz 3-D.
Plutôt que de distinguer les parties singulière et régulière du noyau de Green, on peut
évaluer l’intégrale du noyau de Green complet avec des fonctions de base constantes ou
affines par éléments. Cependant, il n’est plus possible d’obtenir de formules explicites,
l’utilisation de la méthode réduit l’intégrale 4-D en une combinaison linéaire d’intégrales
mono-dimensionnelles qui sont évaluées numériquement avec peu de points d’intégration
lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans sécants.
Finalement, un dernier prolongement permet de calculer explicitement la partie finie
d’intégrales hypersingulières.
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Conclusion générale

L’objectif de cette thèse était de détailler une méthode d’évaluation d’intégrales
comportant un intégrand singulier intervenant dans les méthodes d’équations intégrales
variationnelles. Les formules présentées dans la première partie permettent de traiter
les intégrales singulières et presque singulières mais nécessitent la distinction entre trois
configurations géométriques des éléments du maillage : lorsqu’ils sont iq coplanaires,
iiq situés dans des plans sécants, iiiq situés dans des plans parallèles (non confondus) ;
chaque configuration conduit à des calculs différents.

Nous avons appliqué le processus de réduction aux intégrales issues de l’utilisation
de la méthode des éléments finis de frontières pour les équations de Laplace, Helmholtz
et Maxwell en 3-D avec des fonctions de base constantes ou affines par élément. On peut
noter que plus les éléments ont des sommets communs plus les formules obtenues sont
simples (le calcul du coefficient d’auto-influence étant le plus simple). Si l’on ne traite
que la partie homogène et singulière de l’intégrand initial, on aboutit à des formules
explicites ce qui garantit un coût fixe pour une très grande précision. Notre méthode a
donc l’avantage de ne pas nécessité d’intégration numérique ce qui nous évite de devoir
adapter le nombre de points d’intégration pour assurer une précision fixée.

Les résultats numériques montrent la précision et la robustesse de la méthode aussi
bien pour les cas singuliers (auto-influence, triangles adjacents . . . ) que pour les cas
presque-singuliers, avec notamment le cas des triangles situés dans des plans parallèles
qui a fait l’objet de l’article [LS12]. Ce dernier cas qui est un des plus difficiles pour
les méthodes d’intégration numérique, principalement lorsque les triangles se recouvrent
partiellement, est simple à traiter avec cette méthode. Dans le cas du noyau de Green
complet de l’équation de Helmholtz 3-D, les intégrales 4-D sont réduites à une combinai-
son linéaire d’intégrales mono-dimensionnelles qui sont évaluées numériquement. Dans
ce cas, le coût de calcul pour obtenir une erreur inférieur à 1% est peu important.

Bien que ce manuscrit puisse donner l’impression que l’utilisation de la méthode
soit compliquée, la méthode est simple à mettre en oeuvre en pratique. La méthode est
limitée à la discrétisation par des polygones plans en 3-D et des segments rectilignes
en 2-D. Elle nécessite que l’intégrand soit homogène ; lorsque ce n’est pas le cas, il est
toujours possible de le développer en termes homogènes sujets à l’application de notre
méthode et en une partie régulière qui peut être évaluée numériquement. Ce manuscrit
peut être vu comme un mode d’emploi de la méthode afin que chacun puisse appliquer
la méthode aux cas souhaités. La seule difficulté (en apparence) est le traitement du
cas des segments presque-parallèles, mais comme cela est présenté dans la section 4.7,
il n’est pas nécessaire d’y prêter attention pour obtenir des résultats précis. Seuls les
cas pour lesquels le calcul de l’intersection des supports des segments n’est pas possible
(parallélisme exact) nécessitent l’application de la formule (2.34).
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D’apparence limitée, la méthode est en réalité très souple puisqu’elle peut être ap-
pliquée aux intégrales issues des méthodes de collocation et des méthodes variationnelles,
à d’autres noyaux, à des fonctions de base d’ordre plus élevé ou encore au calcul explicite
de la partie finie de Hadamard d’intégrales hypersingulières. Sa souplesse provient du
fait qu’il est également possible d’effectuer une réduction partielle puis de conclure en
opérant une intégration numérique pour un intégrand régulier. Enfin, la méthode est
aussi utilisable dans le cas d’équations intégrales volumiques.

Perspectives
Il serait intéressant de poursuivre le traitement des intégrales singulières provenant

des équations de Maxwell et d’étendre l’application de la méthode à d’autres noyaux
(élasticité notamment). La poursuite de l’étude de l’utilisation de la méthode pour
calculer la partie finie d’intégrales provenant des formulations hypersingulières pourrait
conduire à des résultats d’une grande utilité.

Afin de les valider, les formules ont été implémentées dans un code MATLAB, ce-
pendant aucune optimisation n’a été réalisée. Une partie des formules a été implémentée
récemment en C++ afin d’être intégrée dans le code d’équations intégrales développé
par Eric Darrigrand de l’IRMAR (Université de Rennes 1) pour réaliser des comparai-
sons. Une prochaine étape consisterait à optimiser l’utilisation de la méthode (factoriser
des calculs de distances par exemple) pour réduire le temps de calcul ce qui rendrait
la méthode encore plus attractive et on pourrait envisager son usage dans des codes
industriels.
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Annexe A

Calcul des quantités géométriques

Introduction
Des quantités géométriques apparaissent durant les étapes de réduction de la dimension
de l’espace d’intégration et dans les formules finales ; leur calcul est détaillé dans ce
chapitre. Nous rappelons les calculs de la projection orthogonale d’un point sur une
droite et sur un plan, de l’intersection de deux droites sécantes dans un même plan.
Nous présentons les critères utilisés pour déterminer si des plans sont sécants ou
parallèles, et finalement nous indiquons le calcul de la perpendiculaire commune à deux
droites non parallèles dans l’espace.

A.1. Configuration de deux plans

Soient les deux plans P1 et P2 de normales unitaires respectives ÝÑn1 et ÝÑn2, alors si

cospθq � |ÝÑn1 � ÝÑn2|   1,

les deux plans sont sécants et l’angle qu’il forme est θ ; si le produit scalaire des deux
normales est égales à �1 les plans sont parallèles ou confondus. Pour déterminer si les
plans sont confondus, on utilise les équation respectives des plans :" pP1q : a1x� b1y � c1z � d1 � 0

pP2q : a2x� b2y � c2z � d2 � 0 (A.1)

tels que }pa1, b1, c1q} � }pa2, b2, c2q} � 1. Les plans sont confondus si

d1 � d2
ÝÑn1 � ÝÑn2

,

et parallèles sinon.

A.2. Projection orthogonale d’un point sur une droite

Soient b un point et pαq une droite définie par deux points a� et a�. On note le
vecteur ÝÑα � a� � a� et sa version normalisée

ÝÑ
α1 � ÝÑα

|ÝÑα | . Pour finir, on introduit ppbq
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la projection orthogonale de b sur la droite pαq et ÝÑτ � b � a� (voir Figure A.1). On a
alors

ppbq � a� � k
ÝÑ
α1 et pb� ppbqq � ÝÑα1 �

�
b� a� � k

ÝÑ
α1
	
� ÝÑα1 � 0.

On obtient donc,

k � ÝÑτ � ÝÑα1 . (A.2)

ÝÑα

b

ppbq a� a�

ÝÑτ

Figure A.1 – Projection d’un point sur une droite.

A.3. Projection orthogonale d’un point de l’espace sur un plan

Soit le point b P R3 et le plan P défini par son équation : n1x1�n2x2�n3x3�n4 � 0,
qui peut aussi s’écrire

ÝÑn � ÝÑx � d � 0,

où ÝÑn est un vecteur normal unitaire de P . On note pb la projection orthogonale de b sur
le plan P , alors :

pb � b� kÝÑn ,

donc

k � �
�ÝÑn � ÝÑb � d

	
. (A.3)

De plus, la distance du point b au plan P , s’écrit

h � }b�pb} � ���ÝÑn � ÝÑb
��� . (A.4)

A.4. Intersection entre deux droites sécantes contenues dans un
même plan

Soient les droites pαq et pβq respectivement définies par deux sommets a�, a� et
b�, b�. On définit de plus les vecteurs :

ÝÑα � a� � a� et ÝÑβ � b� � b�,
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ÝÑα

ÝÑ
β

ÝÑτ

a� a�

b�

b�

I

Figure A.2 – Intersection de deux segments dans le même plan.

et les vecteurs normalisés
ÝÑ
α1 �

ÝÑα
|ÝÑα | et

ÝÑ
β1 �

ÝÑ
β

|ÝÑβ | .

On note I l’intersection de pαq et pβq, alors I vérifie :

I � a� � k
ÝÑ
α1

I � b� � l
ÝÑ
β1 ,

donc en introduisant ÝÑτ � b� � a�, on a
ÝÑτ � k

ÝÑ
α1 � l

ÝÑ
β1 . (A.5)

Soit, encore, le système suivant, en effectuant le produit scalaire avec
ÝÑ
α1 puis

ÝÑ
β1 :�ÝÑτ ���ÝÑα1	 � k � l

�ÝÑ
α1
���ÝÑβ1	�ÝÑτ ���ÝÑβ1	 � k

�ÝÑ
α1
���ÝÑβ1	� l.

Finalement, on obtient

k �
�ÝÑτ ���ÝÑα1	� �ÝÑτ ���ÝÑβ1	�ÝÑα1 ���ÝÑβ1	

1�
�ÝÑ
α1
���ÝÑβ1	2

l � �
�ÝÑτ ���ÝÑβ1	� �ÝÑτ ���ÝÑα1	�ÝÑα1 ���ÝÑβ1	

1�
�ÝÑ
α1
���ÝÑβ1	2 .

A.5. Perpendiculaire commune à deux droites dans l’espace

Deux droites dans l’espace ont soit une infinité de perpendiculaires communes (lors-
qu’elles sont parallèles), soit une unique perpendiculaire commune. Soient pαq et pβq,
deux droites non parallèles dans l’espace. On note pDq la perpendiculaire commune à ces
deux droites et Iα et Iβ les intersections respectives de pDq avec pαq et pβq. On introduit
deux points sur chaque droite, soient a� et b� les extrémités respectivement du segmentÝÑα et ÝÑβ . Enfin, on note les vecteurs normalisés

ÝÑ
α1 �

ÝÑα
|ÝÑα | et

ÝÑ
β1 �

ÝÑ
β���ÝÑβ ��� .
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On a les expressions,

Iα � a� � k
ÝÑ
α1

Iβ � b� � l
ÝÑ
β1 ,

donc

Iβ � Iα � b� � a� � l
ÝÑ
β1 � k

ÝÑ
α1 . (A.6)

On introduit ÝÑτ � b��a�, alors en effectuant le produit scalaire de (A.6) avec
ÝÑ
α1 et

ÝÑ
β1 ,

on obtient le système :

ÝÑτ � ÝÑα1 � l
ÝÑ
α1 � ÝÑβ1 � k � 0

ÝÑτ � ÝÑβ1 � l � k
ÝÑ
α1 � ÝÑβ1 � 0,

soit pour k et l,

k �
�ÝÑτ � ÝÑα1

	
�
�ÝÑτ � ÝÑβ1

	�ÝÑ
α1 � ÝÑβ1

	
1�

�ÝÑ
α1 � ÝÑβ1

	2

l �
�ÝÑτ � ÝÑα1

	�ÝÑ
α1 � ÝÑβ1

	
�ÝÑτ � ÝÑβ1

1�
�ÝÑ
α1 � ÝÑβ1

	2 ,

ce qui permet de déterminer Iα et Iβ.



Annexe B

Le potentiel de double couche

Nous fournissons les formules finales pour l’évaluation explicite de l’intégrale du
terme singulier du potentiel de double couche dans le cas de triangles dans des plans
sécants.

B.1. Calcul de R1 et R2

 Calcul R1pa, β, h ; ζq.
Soit qpaq la projection de a sur le support de β, alors

R1pa, β, h ; ζq �
» t�
t�

f1ph,
?
d2 � s2 ; ζqds, (B.1)

où t� sont les abscisses des extrémités de β par rapport à qpaq et d � }qpaq � a}.
On obtient donc,

R1ppa, β, h ; 0q �
�
�h
d

�
Arctan

�s
d

	
� π sgnpsq

2



� Arcsinh

�
s?

h2 � d2




� h

d
Im

"
Arctanh

�
h2 � isd� d2

h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*�t�

t�

(B.2)

et

R1ppa, β, h ; 2q �
�

1
hd

�
Arctan

�s
d

	
� π sgnpsq

2




� 1
hd

Im
"

Arctanh
�

h2 � isd� d2

h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*�t�

t�

(B.3)

 Calcul R2pa, β, h ; ζq.
Il est nécessaire de décomposer R2 comme suit,

R2pa, β, h ; ζq � pa� qpaqq
» t�
t�

f2ph,
?
d2 � s2 ; ζqds

�ÝÑ
β

» t�
t�
s f2ph,

?
d2 � s2 ; ζqds.
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Alors, on a

R2pa, β, h ; 0q �
�
�ÝÑβ

"?
h2 � d2 � s2

2 � h2

2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h


*
� pa� qpaqq

"
h2 � d2

2d2 Arcsinh
�

s?
h2 � d2




� sh2

2d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h


*�t�
t�

(B.4)

et

R2pa, β, h ; 2q �
� ÝÑ

β?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h



� pa� qpaqq

"
s

d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h




� 1
d2 Arcsinh

�
s?

h2 � d2


*�t�
t�

. (B.5)

B.2. Calcul de S et L

On a

Spa, βq �
�
pa� qpaqqArcsinh

�s
d

	
�ÝÑα

?
d2 � s2

�t�
t�

, (B.6)

avec d � }qpaq � a} et t�, les abscisses des extrémités de β selon qpaq. De même,

Lpa, βq �
�
pa� qpaqq

"
s plog pd2 � s2q � 2q

2d2
?
d2 � s2 � Arcsinh ps{dq

d2

*

�ÝÑ
β

"
2� log pd2 � d2q

2
?
d2 � s2

*�t�
t�

. (B.7)

B.3. Calcul de rR1
2 et rR2

3

D’après les expressions (6.29) et (6.29), on calcule en premier les expressions des
fonctions F2 et F3 dont on rappelle la définition :

Fcph, η ; ζq � hc�1�ζ
» �8

h

fcpu, η ; ζq
uc�ζ

du, (B.8)

alors, on a

F2ph, η ; 0q �
?
h2 � η2 � 2h

2η2 � h2

2η3 Arcsinh
�η
h

	
(B.9)
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F2ph, η ; 2q � 1
hη2 �

1
η3 Arcsinh

�η
h

	
(B.10)

et,

F3ph, η ; 0q �
?
h2 � η2 p4h2 � η2q

6η4 � 2h3

3η4 �
h2

2η3 Arcsinh
�η
h

	
(B.11)

F3ph, η ; 2q � 1
η3 Arcsinh

�η
h

	
� 2

?
h2 � η2 � h

η4 . (B.12)

La projection qppaq de pa sur le support de β est choisie comme origine. Les abscisses
t� des extrémités de β interviennent dans les expressions suivantes :

rR1
2ppa, β, h ; 0q �

�
sh2

2d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h



� h

d
Arctan

�s
d

	
(B.13)

� h

d
Im

"
Arctanh

�
h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*

� d2 � h2

2d2 Arcsinh
�

s?
d2 � h2


�t�
s�t�

et

rR1
2ppa, β, h ; 2q �

�
1
d2 Arcsinh

�
s?

h2 � d2



� 1
hd

Arctan
�s
d

	
(B.14)

� 1
hd

Im
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*

� s

d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h


�t�
s�t�

(B.15)

D’une manière similaire,

rR2
3ppa, β, h ; 0q � ppa� qppaq�sh2 �?h2 � d2 � s2 � h

�
3d3 pd2 � s2q � p3h2 � d2q

6d2 Arcsinh
�

s?
h2 � d2



(B.16)

� h3

3d3 Im
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*

� h3

3d3 Arctan
�s
d

	
� sh2

2d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h


�t�
s�t�

�ÝÑ
β

�
�ph

2 � d2 � s2q3{2 � h3

3pd2 � s2q �
?
h2 � d2 � s22

� h2

2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h


�t�
s�t�

(B.17)
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rR2
3ppa, β, h ; 2q � ppa� qppaqq��sph2 � d2 � s2q3{2 � h3

d2h2pd2 � s2q � h

d3 Arctan
�s
d

	
(B.18)

� h

3d3 Im
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*

� s

?
h2 � d2 � s2

d2h2 � 1
d2 Arcsinh

�
s?

h2 � d2




� s

d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h


�t�
s�t�

�ÝÑ
β

�
� 1?

d2 � s2 Arcsinh
�?

d2 � s2

h



�
?
h2 � d2 � s2

h2

� ph2 � d2 � s2q3{2 � h3

h2pd2 � s2q

�t�
s�t�

B.4. Calcul de rS2, rS3 et rT3

On a,

rF2ph, d, η ; 0q �
?
h2 � d2 � η2 �?

h2 � d2

2η2 � h2

2dη2 Arcsinh
�
d

h



� h2

2η2
?
d2 � η2 Arcsinh

�
d2 � η2

h



(B.19)

et

rF2ph, d, η ; 2q � 1
dη2 Arcsinh

�
d

h



� 1
η2
?
d2 � η2 Arcsinh

�
d2 � η2

h



(B.20)

alors,

rS2ppa, rβ, h, d ; 0q �
�
�
?
h2 � d2 � s2 �?

h2 � d2

2s � h2

2dsArcsinh
�
d

h



(B.21)

� h2 � d2

2d2 Arcsinh
�

s?
h2 � d2



� h2

?
d2 � s2

2sd2 Arcsinh
�?

d2 � s2

h


�t�
t�

et,

rS2ppa, rβ, h, d ; 2q �
�?

d2 � s2

sd2 Arcsinh
�?

d2 � s2

h



� 1
ds

Arcsinh
�
d

h




� 1
d2 Arcsinh

�
s?

h2 � d2


�t�
t�

. (B.22)
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De même,

rF3ph, d, η ; 0q � h3

3dη3 Arctan
�η
d

	
�
?
h2 � d2 � η2

6η2 � h2 �?h2 � d2 � η2 � h
�

3η2pd2 � η2q
� ih3

6dη3

�
Arctanh

�
h2 � d2 � iηd
h
?
h2 � d2 � η2



� Arctanh

�
h2 � d2 � iηd
h
?
h2 � d2 � η2




et

rF3ph, d, η ; 2q � � h

dη3 Arctan
�η
d

	
� 1
η3 Arcsinh

�
η?

h2 � d2



�
?
h2 � d2 � η2 � h

η2pd2 � η2q
� ih

2dη3

�
Arctanh

�
h2 � d2 � iηd
h
?
h2 � d2 � η2



� Arctanh

�
h2 � d2 � iηd
h
?
h2 � d2 � η2




alors

rT3ppa, rβ, h, d ; 0q � �ÝÑβ
�?

h2 � d2 � s2

6 � h3

3dsArctan
�s
d

	
� pd2 � 3h3q

6s Arcsinh
�

s?
h2 � d2



(B.23)

� h3

3dsIm
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*�t�

s�t�

et,

rT3ppa, rβ, h, d ; 2q � �ÝÑβ
�
h

ds
Arctan

�s
d

	
� 1
s

Arcsinh
�

s?
h2 � d2



(B.24)

� h

ds
Im

"
Arctanh

�
h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*�t�

s�t�
(B.25)

Finalement,

F1
3ph, d, η ; 0q � ph2 � d2 � η2q3{2

3η2pd2 � η2q � h3

3d2pd2 � η2q �
pd2 � h2q3{2

3d2η2

F1
3ph, d, η ; 2q �

?
d2 � η2 � h

d2pd2 � η2q �
?
h2 � d2 � η2 �?

d2 � h2

η2pd2 � η2q
donc

rS3ppa, rβ, h, d ; 0q �
�

1
3Arcsinh

�
s?

d2 � h2



� h3

3d3 Arctan
�s
d

	
� ph2 � d2 � s2q3{2 � pd2 � h2q3{2

3d2s
� s

?
h2 � d2 � s2

3d2

� h

3d3 Im
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*�t�

s�t�
, (B.26)
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et

rS3ppa, rβ, h, d ; 2q �
�?

h2 � d2 � s2 �?
h2 � d2

sd2 � h

d3 Arctan
�s
d

	

� h

d3 Im
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h
?
h2 � d2 � s2



� iπ

2 sgnpsq
*�t�

s�t�
(B.27)



Annexe C

Triangles dans des plans parallèles :
Formules finales

C.1. Calcul des intégrands finaux

C.1.1 Calcul de Φc
a

Comme il a été vu dans la section 9.5.1, d’après les formules (8.2), (8.6) et (8.10)
on a

Φc
aph, η ; ζq �

» �8

w�h

» �8

v�w

» �8

u�v
hc�ζ

wa�c�2

ua�1�ζpu2 � η2qp1�ζq{2dudvdw.

Une inversion de l’ordre d’intégration (voir Figure 9.4) conduit à l’expression suivante :

Φc
aph, η ; ζq �

» �8

u�h

hc�ζ

ua�1�ζpu2 � η2qp1�ζq{2
» u
v�h

» v
w�h

wa�c�2dwdvdu,

et plus particulièrement

Φa�2
a ph, η ; ζq � ha�2�ζ

2

» �8

h

pu� hq2
ua�1�ζpu2 � η2qp1�ζq{2du, (C.1)

qu’il est plus simple d’évaluer avec Maple que l’expression initiale.

Expressions des Φc
a

Φ1
3ph, η ; 0q � h2

2η3 Arcsinh
�η
h

	
�
?
h2 � η2 � 3h

6η2 � 2h2 �?h2 � η2 � h
�

6η4

Φ1
3ph, η ; 2q � p?h2 � η2 � hq

η4 � 1
2hη2 �

1
η3 Arcsinh

�η
h

	
(C.2)

Φ2
4ph, η ; 0q � p2η2 � 23h2q?h2 � η2

48η4 � 2h3

3η4 �
h2p3h2 � 4η2q

16η5 Arcsinh
�η
h

	
Φ2

4ph, η ; 2q � p8h� 5
?
h2 � η2q

4η4 � p3h2 � 2η2q
4η5 Arcsinh

�η
h

	
(C.3)
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C.1.2 Calcul des rΦc
a

Dans la définition (9.6) de rΦc
a, on remarque que l’intégrand fait intervenir Fa ; on

fournit donc leurs expressions :

F3ph, η ; 0q �
?
h2 � η2

6η2 � h2

2η3 Arcsinh
�η
h

	
� 2h2p?h2 � η2 � hq

3η4

F3ph, η ; 2q � 1
η3 Arcsinh

�η
h

	
� 2p?h2 � η2 � hq

η4

F4ph, η ; 0q �
?
h2 � η2

12η2 � 3h4

8η5 Arcsinh
�η
h

	
� h2p7?h2 � η2 � 16hq

24η4

F4ph, η ; 2q �
?
h2 � η2 � 4h

2η4 � 3h2

2η5 Arcsinh
�η
h

	

Pour conserver des expressions concises, on introduit les notations suivantes

T1 � Arcsinh
�?

d2 � s2

h



, T2 � Arcsinh

�
s?

h2 � d2



, T3 � Arctan

�s
d

	
,

T4 �
?
h2 � d2 � s2 � h

d2 � s2 , T5 �
?
h2 � d2 � s2 �?

h2 � d2

d2 ,

T6 � Arctanh
�

h2 � d2 � isd

h
?
h2 � d2 � s2



, T7 � Arcsinh

�
d

h



, (C.4)

T8 � T3 � ImpT6q � π

2 sgnpsq et T9 �
?
h2 � d2 � h

d2

Expressions des rΦc
a

rΦ1
3ph, d, s ; 0q � 3h2

s2
?
d2 � s2T1 � 3h2

ds2 T7 � d2

s2T5 � 2h2

s2 T4 � 2h2

s2 T9

rΦ1
3ph, d, s ; 2q � 6

ds2T7 � 6
s2
?
d2 � s2T1 � 6d2

s2pd2 � s2qT5 � 6
d2 � s2T9 (C.5)

rΦ2
4ph, d, s ; 0q � � 3h4T1

4d2pd2 � s2q3{2 �
d4 � 6d2h2 � 3h4

4s3d2 T2 � h2

s2 T4

� 2h3T8

ds3 � ph2 � d2 � s2q3{2 � 4h3

4s2pd2 � s2q (C.6)

rΦ2
4ph, d, s ; 2q � 3h2T1

d2pd2 � s2q3{2 �
3pd2 � h2q

d2s3 T2 � 3T4

s2 � 3h
s2pd2 � s2q �

6hT8

ds3
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rΦ1
4ph, d, s ; 0q � � 3h4

4d3s2T7 � 3h4

s2pd2 � s2q3{2T1 � d2

2s2T5 � 5h2

4s2 T4

� h2p5d2 � 8s2q
4s2pd2 � s2q T9 � 3h2

?
h2 � d2

d2pd2 � s2qrΦ1
4ph, d, s ; 2q � h2

2d3s2T7 � h2

2s2pd2 � s2q3{2T1 � d2

2s2pd2 � s2qT5

� 1
2pd2 � s2qT9 � h

2d2pd2 � s2q (C.7)

C.2. Intégrales mono-dimensionnelles à un paramètre

Soient K et K, les primitives respectives de Rc
a et Rc

a, alors avec χ� � s� � σ, on
obtient

Rc
apb, α, h ; ζq �

�
Kps, h, d ; ζq

�χ�
s�χ�

,Rc
apb, α, h ; ζq � � ~α

}~α}

�
Kps, h, d ; ζq

�χ�
s�χ�

On a alors les résultats :

R1
3pa, β, h ; 0q �

�
sh2T1

2
?
d2 � s2d2 �

pd2 � 3h2qT2

6d2 � sh2T4

6d2 � hp3d2 � h2qT8

6d3

�χ�
s�χ�

R1
3pa, β, h ; 2q �

�
� sT1

d2
?
d2 � s2 �

sT4

2d2 �
T2

d2 �
pd2 � h2qT8

2hd3

�χ�
s�χ�

(C.8)

R2
4pa, β, h ; 0q �

�
�sh

2p4d4 � 4d2s2 � 2s2h2 � 3d2h2qT1

16d4pd2 � s2q3{2 � h3

3d3T8

� pd4 � 6d2h2 � 3h4qT2

4d4 � h2s

8d2

�
13T4 � 3h

d2 � s2


�χ�
s�χ�

R2
4pa, β, h ; 2q �

�
3s T1

d2
?
d2 � s2

�
1� h2

d2 �
h2

2pd2 � s2q


� s

4d2

�
h

d2 � s2 � 3T4




� pd2 � h2q
2d4 T2 � h

d3T8

�χ�
s�χ�

(C.9)

R2
4pa, β, h ; 0q �

�
h2p4pd2 � s2q � h2qT1

16pd2 � s2q3{2 � 2
?
h2 � d2 � s2 � 13h2T4

48 � h3

16pd2 � s2q

�χ�
s�χ�

R2
4pa, β, h ; 2q �

�
1
4

�
3T4 � h

d2 � s2



� p2d2 � 2s2 � h2q

4pd2 � s2q3{2 T1

�χ�
s�χ�

(C.10)
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C.3. Intégrales mono-dimensionnelles à deux paramètres

Pour le confort du lecteur, les intégrales mono-dimensionnelles dans le cas de double
parallélisme (plans parallèles et segments à supports parallèles) sont rappelées :

rRc
apb, α, h, d ; ζq �

»
α

rΦc
aph, d, }b� x} ; ζqdsx,

rRc
apb, α, h, d ; ζq �

»
α

px� bqrΦc
aph, d, }b� x} ; ζqdsx.

Finalement, on a les formules

rR1
3pa, β, h, d ; 0q �

�
3h2T7

ds
� pd2 � 3h2qT2

d2 � pd2 � 2h2q
s

T5 � 2h3T8

d3

� 3h2
?
d2 � s2

sd2 T1

�χ�
s�χ�

rR1
3pa, β, h ; 2q �

�
6
?
d2 � s2T1

sd2 � 6T7

sd
� 6T2

d2 � 6T5

s
� 6hT8

d3

�χ�
s�χ�

(C.11)

rR1
4pa, β, h, d ; 0q �

�
3h4T7

4d3s
� 3h4p2s2 � d2q

4d4s
?
d2 � s2T1 � d4 � 3h4

2d4 T2

� 2d2 � 5h2

4s T5 � 2h3T8

d3

�χ�
s�χ�

rR1
4pa, β, h ; 2q �

�
�3h2T7

d3s
� 3h2p2s2 � d2q

d4s
?
d2 � s2 T1 � 6h2T2

d4 � 3T5

s
� 6hT8

d3

�χ�
s�χ�

(C.12)

rR2
4pa, β, h, d ; 0q �

�
d4 � 6h2d2 � 3h4

4sd2 T2 � 3h4T1

4d2
?
d2 � s2 �

2h3T8

ds

�
?
h2 � d2 � s2

4 � 3h3

4d2 Arcsinh
�

h?
d2 � s2



� 3h3

4d2 Re pT6q
�χ�
s�χ�

rR2
4pa, β, h ; 2q �

�
� 3h2T1

d2
?
d2 � s2 �

3pd2 � h2q
sd2 T2 � 6hT8

ds

�χ�
s�χ�

(C.13)



Annexe D

Fonctions de base affines : Formules
finales

D.1. Formules finales

D.1.1 Calcul de Rpb, αq

Avec les notations de la Figure 3.8, en introduisant la distance d � }b � ppbq} et en
prenant ppbq comme origine, on a

R pb, αq �
»
α

1b
d2 � }p pbq � x}2

dsx �
» s�
s�

1?
d2 � s2ds (D.1)

�
¸
k��

k Arcsinh
�
sk

d



. (D.2)

D.1.2 Evaluation de Rpa, β, hq

Quand a n’appartient pas au support de β, on utilise qpaq, la projection orthogonale
de a sur le support de β comme origine.

Rpa, β, hq �
»
β

f1ph, }x� a}qdsx �
»
β

a
h2 � d2 � }x� ra}2 � h

pd2 � }x� ra}2q dsx

�
�

Arcsinh
�

t?
d2 � h2



� h

d
Arctan

�
t

d




� h

d
ImArctanh

�
h2 � d2 � itd

h
?
h2 � d2 � t2



� iπ

2 sgnptq
�t�
t�t�

, (D.3)
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avec d � }a � qpaq}. Dans le cas de triangles coplanaires avec des cotés parallèles, a
apparient au support de β donc d � 0 et la formule devient

Rpa, β, hq �
�

Arcsinh
� s
h

	
�
?
s2 � h2 � h

s

�t�
t�t�

(D.4)

D.1.3 Calcul de Rφipb, αq

Sur l’arête αi, la fonction de base φi s’annule donc les calculs sont à effectuer seule-
ment sur αi�k, k � 1, 2. L’expression de φi sur αi�k, k � 1, 2 est

φipxq|αi�k � 1� |x� ai|
|αi�k| , k � 1 ou 2,

alors
Rφipb, αi�kq � Rpb, αi�kq � 1

|αi�k|
»
αi�k

|x� ai|
}x� b} dsx. (D.5)

En introduisant ζi l’abscisse de ai (s�i�k ou s�i�k dépendant de l’orientation choisie), on a

Rφipb, αi�kq � Rpb, αi�kq � µ

|αi�k|
» s�

i�k

s�
i�k

ζi � sa
γ2
i pbq � s2

ds, (D.6)

avec

µ �
#

1, si ai � a�

�1, si ai � a�

ce qui conduit à la formule finale

Rφipb, αi�kq � Rpb, αi�kq � µ

|αi�k|
�a

γ2
i pbq � s� ζi Arcsinh

�
s

|γipbq|

�s�i

s�s�i
. (D.7)

D.1.4 Calcul de S

Sppa, β, hq � �h2 � d2

2d2 Arcsinh
�

t?
h2 � d2



� th2

2d2
?
d2 � t2

Arcsinh
�?

d2 � t2

h


�t�
t�

.

(D.8)

Si pa appartient au support de β, alors d � 0 et

Sppa, β, hq � �h2 � 2t2
4t2 Arcsinh

�
t

h



�
?
t2 � h2

4t

�t�
t�

. (D.9)
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Calcul de Sφ On utilise la décomposition : φqpyq|β � 1� |y�bq |
|β| , alors

Sφqppa, β, hq � Sppa, β, hq � 1
|β|
»
β

|y � bq|f2ph, }pa� y}qdsy (D.10)

� Sppa, β, hq � ν

|β|
» t�
t�
pζq � tqf2ph,

?
d2 � t2dt, (D.11)

avec ν � �1 if bq � b� and ν � �1 if bq � b�.

Sφqppa, β, hq � p1� ν ζq
|β| qSppa, β, hq � ν

|β|
» t�
t�
tf2ph,

?
d2 � t2dt, (D.12)

Finallement, on obtient

Sφqppa, β, hq � p1� ν ζq
|β| qSppa, β, hq � ν

|β|

�
h2 � d2

2d2 Arcsinh
�

s?
h2 � d2




� sh2

2d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h


�t�
t�

. (D.13)

D.1.5 Calcul de T

T ppa, β, hq � � sh2

2d2
?
d2 � s2 Arcsinh

�?
d2 � s2

h



� h2 � d2

2d2 Arcsinh
�

s?
h2 � d2



(D.14)

� h

d
Arctan

�s
d

	
� h

d
Im

"
Arctanh

�
h2 � d2 � itd

h
?
h2 � d2 � t2



� iπ

2 sgnptq
*�t�

t�

.

(D.15)

D.1.6 Calcul de Vpa, I, βq

On introduit qpaq la projection orthogonale de a sur le support de β et d � }a�qpaq}
dans l’expression (11.47), alors

Vpa, I, βq �
»
β

py � qpaq|ÝÑβ qa
d2 � }y � qpaq}2

dsy � pqpaq � I|ÝÑβ qRpa, βq. (D.16)

En choisissant qpaq pour origine, on obtient

Vpa, I, βq �
»
β

py � qpaq|ÝÑβ qa
d2 � }y � qpaq}2

dsy � pqpaq � I|ÝÑβ qRpa, βq

�
�
|β|2

?
d2 � t2 �

�
qpaq � I|ÝÑβ

	
Arcsinh

�
t

d


�t�t�
t�t�

. (D.17)
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D.1.7 Calcul de rV
Soient qpqaq la projection orthogonale de qa sur le support de β et d � }qa� qpqaq}. En

choisissant qpqaq pour origine, on a

rVpqa, I, β, hq � |β|2
2

�
h2Arcsinh

�?
d2�s2

h

	
?
d2 � s2 �

?
h2 � d2 � s2 (D.18)

� h

2 Arctanh
�

h2 � d2 � isd

h
?
h2 � d2 � s2



� h

2 Arctanh
�

h2 � d2 � isd

h
?
h2 � d2 � s2




� hArcsinh
�

h?
d2 � s2


�t�
t�t�

�
�
qpqaq � I|ÝÑβ

	
Spqa, β, hq.

Quand qa appartient au support de β alors d � 0. Dans ce cas, il n’y a pas de difficulté
pour utiliser (D.18).

D.1.8 Calcul de �W
Comme pour (D.18), on a

�Wpqa, I, β, hq � � |β|23
ph2 � d2 � t2q3{2 � h3

d2 � t2
�
�
qpqaq � I|ÝÑβ

	
3

�
Arcsinh

�
t?

h2 � d2



� h3

d3 Arctan
�
t

d



� th2p?h2 � d2 � t2 � hq

d2pd2 � t2q

� h3

d3 Im
"

Arctanh
�

h2 � d2 � itd

h
?
h2 � d2 � t2



� iπ

2 sgnptq
*��t�

t�t�
. (D.19)

Quand qa appartient au support de β, d � 0. L’utilisation directe de (D.19) n’est pas
possible, un développement s’impose :

�Wpqa, I, β, hq � � |β|23
ph2 � t2q3{2 � h3

t2
�
�qa� I|ÝÑβ

	
3

�
Arcsinh

�
t

h




� h2 � t2

3s
?
h2 � t2

� 2h3p?h2 � t2 � hq
3t3
?
h2 � t2

��t�
t�t�

. (D.20)



Annexe E

Electromagnétisme : Formules
finales

E.1. Termes pour le calcul de M1

E.1.1 Expressions des intégrands mono-dimensionnels

Pour déterminer une expression explicite de M1, il nous faut les expressions :

F2
3ph, }x�pb} ; 0q � 2h2 �?h2 � η2 � h

�
3η4 �

?
h2 � η2

6η2 � h2�
2η3 Arcsinh

�η
h

	
(E.1)

F1
3ph, }x�pb} ; 0q � ph2 � η2q3{2 � h3

3η4 � h

2η2 (E.2)

F1
2ph, }x�pb} ; 0q �

?
h2 � η2 � h

2η2 � h

2η2 �
h2

2η3 Arcsinh
�η
h

	
(E.3)

E.1.2 Formules finales pour M1

En utilisant les notations introduites par (C.4), on obtient les expressions suivantes :

V2
3ppb, α, hq �

�
� h3

3d3T8 � sh2

3d2T4 � sh2

2d2
?
d2 � s2T1 � 3h2 � d2

6d2 T2

�s�
s�

(E.4)

V1
3ppb, α, hq �

�
�3d2 � h2

6d3 T8 � sh2

d2 T4 � 1
3T2

�s�
s�

(E.5)
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V1
2ppb, α, hq �

�
�h
d
T8 � sh2

2d2
?
d2 � s2T1 � h2 � d2

2d2 T2

�s�
s�

(E.6)

V2
3 ppb, α, hq � »

α

�
x�pb	F2

3ph, }x�pb} ; 0qdsx

�
»
α

�
x� pppbq	F2

3ph, }x�pb} ; 0qdsx �
�
pppbq �pb	V2

3ppb, α, hq,
or,

»
α

�
x� pppbq	F2

3ph, }x�pb} ; 0qdsx �
�

h2

2
?
d2 � s2T1 � h2

3 T4 �
?
h2 � d2 � s2

6

�s�
s�

(E.7)

E.2. Termes pour le calcul de M2

Les formules finales pour la réduction de M2 s’obtiennent de la même manière que
dans la section C.1 ; dans cette dernière section, seule des cas du type cRa�1

a apparais-
saient (et la notation Rc

a était utilisée). Pour M2, les formules finales sont de la forme
cRb

a, avec b � a� 1 ou a� 2 et c � a� 3 ou a� 4.

rRq
ppa, pβ, h ; 2q �

»
pβ

rΦq
pph, }a� py} ; 2qds

py. (E.8)

avec

cΦb
aph, η ; 2q �

» �8

w�h

» �8

v�w

» �8

u�v

hc�2wb�2va�2

wc�1vb�1ua�1 pu2 � η2q3{2dudvdw (E.9)

E.2.1 Intégrands finaux

2Φ3
4ph, η ; 2q � �3h2 � 2η2

4η5 Arcsinh
�η
h

	
� 5

�?
h2 � η2 � h

�
4η4 � 3h

4η4 (E.10)

1Φ3
4ph, η ; 2q � � h2

2η5 Arcsinh
�η
h

	
�
?
h2 � η2 � h

2η4 � 3h2 � η2

6hη4 (E.11)

1Φ2
4ph, η ; 2q � h2 � 6η2

4η5 � 7
�?

h2 � η2 � h
�

4η4 � 3h2 � 8η2

12hη4 (E.12)



E.2.2 Formules finales

En utilisant les notations introduites par (C.4), on obtient les expressions suivantes :

2R3
4ppb, α, h ; 2q �

�
h

d3T3 � h2 � d2

2d4 T2 � h

d3T8 � 3s
4d2T4 (E.13)

� hs

4d2pd2 � s2q �
s

2d2
?
d2 � s2

�
1� h2p3d2 � 2s2q

2d2pd2 � s2q

�

1R3
4ppb, α, h ; 2q �

�
h2

3d4T2 � shp3d3 � 2s2q
6d4pd2 � s2q3{2T1 � 3h2 � d2

6d3h
T8

� s

3d2T4 � hs

6d2pd2 � s2q

�

1R2
4ppb, α, h ; 2q �

�
�h

2 � 9d2

6d4 T2 � s

d2T4 � s
?
h2 � d2 � s2

12d2pd2 � s2q

� 3h2 � d2

3d3h
T8 � s

2d2
?
d2 � s2

�
3� h2p3d2 � 2s2q

6d2pd2 � s2q


T1

�
La dernière intégrale à calculer est :

2R3
4pI,pb, α, h, ; 2q �

»
α

px� Iq 2Φ3
4ph, }x�pb} ; 2q.

En utilisant la décomposition x� I �
�
x� pppbq	� �pppbq � I

	
, on obtient

2R3
4pI,pb, α, h, ; 2q � 2R3

4ppppbq,pb, α, h, ; 2q �
�
pppbq � I

	
2R3

4ppb, α, h, ; 2q. (E.14)

Seule la première intégrale doit être calculée puisque 2R3
4 est donnée en (E.13). En

prenant pppbq comme origine sur le support de α, on a

2R3
4ppppbq,pb, α, h, ; 2q � ÝÑα

» s�
s�

s 2Φ3
4ph,

?
d2 � s2 ; 2qds (E.15)

�
�

1
2
?
d2 � s2

�
h2

2pd2 � s2q � 1


T1 � T4 �

?
h2 � d2 � s2

4pd2 � s2q

�s�
s�s�

.
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