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R�esum�e

La mise en oeuvre de la m�ethode des �el�ements �nis de fronti�ere n�ecessite l'�evaluation
d'int�egrales comportant un int�egrand singulier. Un calcul �able et pr�ecis de ces int�egrales
peut dans certains cas se r�ev�eler �a la fois crucial et di�cile. La m�ethode que nous pro-
posons consiste en une r�eduction r�ecursive de la dimension du domaine d'int�egration
et aboutit �a une repr�esentation de l'int�egrale sous la forme d'une combinaison lin�eaire
d'int�egrales mono-dimensionnelles dont l'int�egrand est r�egulier et qui peuvent s'�evaluer
num�eriquement mais aussi explicitement.
L'�equation de Helmholtz 3-D sert d'�equation mod�ele mais ces r�esultats peuvent être
utilis�es pour les �equations de Laplace et de Maxwell 3-D. L'int�egrand est d�ecompos�e
en une partie homog�ene et une partie r�eguli�ere ; cette derni�ere peut être trait�ee par
les m�ethodes usuelles d'int�egration num�erique. Pour la discr�etisation du domaine, des
triangles plans sont utilis�es ; par cons�equent, nous �evaluons des int�egrales sur le produit
de deux triangles. La technique que nous avons d�evelopp�ee n�ecessite de distinguer entre
diverses con�gurations g�eom�etriques ; c'est pourquoi nous traitons s�epar�ement le cas de
triangles coplanaires, dans des plans s�ecants ou parall�eles.
Divers prolongements signi�catifs de la m�ethode sont pr�esent�es : son extension �a
l'�electromagn�etisme, l'�evaluation de l'int�egrale du noyau de Green complet pour les
coe�cients d'auto-in
uence, et le calcul de la partie �nie d'int�egrales hypersinguli�eres.

Mots-cl�es : int�egrales singuli�eres, m�ethode des �el�ements �nis de fronti�ere, �equation de
Helmholtz, fonctions homog�enes.

Abstract

The implementation of the boundary element method requires the evaluation of inte-
grals with a singular integrand. A reliable and accurate calculation of these integrals
can in some cases be crucial and di�cult. The proposed method is a recursive reduction
of the dimension of the integration domain and leads to a representation of the integral
as a linear combination of one-dimensional integrals whose integrand is regular and that
can be evaluated numerically and even explicitly.
The 3-D Helmholtz equation is used as a model equation, but these results can be used
for the Laplace and the Maxwell equations in 3-D. The integrand is decomposed into a
homogeneous part and a regular part, the latter can be treated by conventional numer-
ical integration methods. For the discretization of the domain we use planar triangles,
so we evaluate integrals over the product of two triangles. The technique we have devel-
opped requires to distinguish between several geometric con�gurations, that's why we
treat separately the case of triangles in the same plane, in secant planes and in parallel
planes.
Keywords : singular integrals, boundary element method, Helmholtz equation, homo-
geneous functions.
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jamin Graille, Filipa Caetano . . . grâce �a vous j'ai beaucoup appr�eci�e enseigner et j'ai
appris �enorm�ement. Merci �a Pierre Pansu et Bertrand Maury qui m'ont soutenu pour
l'obtention d'une bourse de th�ese et d'un monitorat �a Orsay.

En�n je tiens �a remercier ma famille et mes amis.

iii





Table des mati�eres

Remerciements iii

Introduction g�en�erale ix

Les m�ethodes d'�equations int�egrales de fronti�ere . . . . . . . . . . . . . . . . . ix

Les int�egrales singuli�eres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x

Objectif de la th�ese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x

Quelques prolongements signi�catifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi

Organisation de ce m�emoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xii

I La m�ethode des �el�ements �nis de fronti�ere 1

1 Equations int�egrales de fronti�ere 5

1.1 R�esolution d'un probl�eme aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 R�esolution du probl�eme de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 R�esolution du probl�eme de Neumann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4 R�esolution num�erique d'une �equation int�egrale de fronti�ere . . . . . . . . 10

2 Pr�esentation de la m�ethode 15

2.1 Le processus de r�eduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Int�egration de fonctions homog�enes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Param�etrisation et homog�en�eit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4 Utilisation des formules de r�eduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

II Triangles coplanaires et dans des plans s�ecants 29

3 Coe�cient d'auto-in
uence 35

3.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

v



3.2 R�eduction �a la dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.3 R�eduction �a la dimension 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.4 R�eduction �a la dimension 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.5 Formule �nale et Validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4 Triangles coplanaires en position g�en�erale 45

4.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2 R�eduction �a la dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.3 R�eduction �a la dimension 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.4 R�eduction �a la dimension 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.5 Calculs explicites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.6 Cas particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.7 Discussion sur le presque-parall�elisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.8 Transition segments s�ecants �a parall�eles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.9 Remarques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5 Triangles dans des plans s�ecants 61

5.1 Trianges en positions quelconques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.2 R�eduction de Up�; T q : cas s�ecant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.3 R�eduction de Up�; T q : cas parall�ele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.4 Cas particuliers singuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

6 Le potentiel de double couche 73

6.1 R�eduction �a la dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.2 R�eduction �a la dimension 2 : Cas s�ecant . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.3 R�eduction �a la dimension 2 : Cas parall�ele . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.4 Cas particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

III Triangles dans des plans parall�eles 89

7 Introduction 93

7.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

7.2 Organisation des calculs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

8 Triangles superpos�es 97

8.1 R�eduction �a la dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97



8.2 R�eduction �a la dimension 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.3 R�eduction �a la dimension 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

8.4 Retour �a J� et I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

9 Triangles dans des plans parall�eles en positions quelconques 101

9.1 Partie sym�etrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

9.2 Partie antisym�etrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

9.3 Calcul deI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

9.4 Cas particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

9.5 Calcul des expressions �nales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

10 R�esultats num�eriques 111

10.1 L'angle solide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

10.2 Triangles presque superpos�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

10.3 Etude du presque-parall�elisme entre côt�es de triangles . . . . . . . . . . . 113

IV Extensions de la m�ethode 117

11 Fonctions de base a�nes 121

11.1 Fonctions de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

11.2 Calcul du coe�cient d'auto-in
uence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

11.3 Triangles adjacents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

12 Application �a l'�electromagn�etisme 131

12.1 Equations int�egrales pour l'�electromagn�etisme . . . . . . . . . . . . . . . 131

12.2 R�esolution num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

12.3 Triangles dans des plans parall�eles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

12.4 Triangles superpos�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

13 Int�egrale du noyau de Green complet 143

13.1 Auto-in
uence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

13.2 Triangles adjacents coplanaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

13.3 Triangles adjacents dans des plans s�ecants . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

13.4 Le potentiel de double couche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

13.5 Fonctions de base a�nes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

13.6 Exp�erimentations num�eriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153



14 Evaluation d'int�egrales hypersinguli�eres 157

14.1 Introduction de la partie �nie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

14.2 Evaluation de parties �nies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

14.3 Processus utilisant une zone d'exclusion du point singulier . . . . . . . . 161

14.4 Le cas variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

Conclusion g�en�erale 169

V Appendices 171

A Calcul des quantit�es g�eom�etriques 175

A.1 Con�guration de deux plans . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

A.2 Projection orthogonale d'un point sur une droite . . . . . . . . . . . . . . 175

A.3 Projection orthogonale d'un point de l'espace sur un plan . . . . . . . . . 176

A.4 Intersection entre deux droites s�ecantes contenues dans un même plan . . 176

A.5 Perpendiculaire commune �a deux droites dans l'espace . . . . . . . . . . 177

B Le potentiel de double couche 179

B.1 Calcul de R1 et R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

B.2 Calcul deS et L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

B.3 Calcul de rR1
2 et rR2

3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

B.4 Calcul de rS2; rS3 et rT3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

C Triangles dans des plans parall�eles : Formules �nales 185

C.1 Calcul des int�egrands �naux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

C.2 Int�egrales mono-dimensionnelles �a un param�etre . . . . . . . . . . . . . . 187

C.3 Int�egrales mono-dimensionnelles �a deux param�etres . . . . . . . . . . . . 188

D Fonctions de base a�nes : Formules �nales 189

D.1 Formules �nales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

E Electromagn�etisme : Formules �nales 193

E.1 Termes pour le calcul deM 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

E.2 Termes pour le calcul deM 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

R�ef�erences 195



Introduction g�en�erale

Cette th�ese traite de l'�evaluation d'int�egrales qui comportent un int�egrand singulier
provenant de la r�esolution num�erique d'�equations int�egrales de fronti�ere variationnelles.
Une m�ethode d'�evaluation explicite de ces int�egrales est pr�esent�ee et appliqu�ee aux
int�egrales intervenant dans la r�esolution num�erique de l'�equation de Helmholtz 3-D.
Cette m�ethode s'applique �egalement �a des probl�emes 2-D et �a d'autres �equations.

Les m�ethodes d'�equations int�egrales de fronti�ere

Les m�ethodes d'�equations int�egrales constituent une alternative pour la r�esolution
d'�equations aux d�eriv�ees partielles lin�eaires. Elle consiste �a transformer l'�equation aux
d�eriv�ees partielles pos�ee dans un domaine en une �equation int�egrale pos�ee sur le bord du
domaine (voir [TA07, Len08, HW08]). C'est en particulier une m�ethode adapt�ee pour
les probl�emes de di�ractions qui sont pos�es en domaine non born�e (voir [Giv92]) et pour
lesquels la prise en compte de la condition de rayonnement est essentielle. Cette trans-
formation d'un probl�eme aux limites en �equation int�egrale n'est possible, en g�en�eral,
que pour des probl�emes lin�eaires et d�e�nis dans des milieux homog�enes (quelques ex-
ceptions existent). Il faut noter que pour un probl�eme aux limites donn�e, plusieurs
�equations int�egrales peuvent être obtenues.

Une fois le probl�eme aux limites converti en une �equation int�egrale, il est n�ecessaire de
discr�etiser le bord du domaine puis de r�esoudre num�eriquement cette �equation int�egrale
[YKD10]. Pour ce faire, plusieurs m�ethodes existent : les m�ethodes classiques (colloca-
tion, Galerkin) et les m�ethodes rapides pour les �el�ements du maillage qui sont �eloign�ees
(Panel Clustering [HN89], M�ethode multipole rapide (FMM) [Liu09] et [FGG04], Adap-
tive Cross Approximation [Beb00], entre autres). Elles n�ecessitent toutes de discr�etiser
le bord du domaine ce que nous ferons �a l'aide de triangles plans dans la suite, mais tout
autre polygone plan conviendra. Un point commun entre toutes ces m�ethodes est que
pour d�eterminer les coe�cients de la matrice du syst�eme lin�eaire associ�e, il est n�ecessaire
d'�evaluer des int�egrales dont l'int�egrand est singulier, voire hypersingulier [LPV03]. Ce
caract�ere singulier de l'int�egrand, rendant di�cile l'�evaluation pr�ecise des int�egrales,
a �et�e l'objet d'un grand nombre de publications. Encore actuellement, l'�evaluation de
ces int�egrales pr�esente des di�cult�es. La m�ethode pr�esent�ee dans cette th�ese permet
d'�evaluer ces int�egrales ! �a probl�emes " dans le cas variationnel.

ix
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Les int�egrales singuli�eres

Pour mieux comprendre ce probl�eme d'int�egrand singulier, dans le cas variationnel,
il faut noter que le domaine d'int�egration pour ces int�egrales ! �a probl�emes " est le pro-
duit de deux �el�ements du maillage ; soit en 3-D,S � T € R4 le produit de deux triangles
S et T. Lorsque les deux triangles sont �eloign�es, il est possible d'�evaluer l'int�egrale avec
des m�ethodes d'int�egration num�erique standards. Mais les deux cas probl�ematiques sont
le cassingulier, qui intervient lorsque l'intersection des deux triangles n'est pas vide (tri-
angles identiques, ayant un sommet ou une arête en commun) et le cas presque-singulier
intervenant pour des triangles proches mais ayant une intersection vide (voir la Figure
1). Ces deux cas n�ecessitent un traitement �a part et il s'agit d'un domaine de recherche
encore tr�es actif.

(a) Cas singulier (b) Cas presque-singulier

Figure 1 { Cas probl�ematiques.

Il est important de noter que ces int�egrales correspondent aux coe�cients de la ma-
trice du syst�eme lin�eaire �a r�esoudre pour trouver la solution de l'�equation int�egrale.
Les int�egrales singuli�eres correspondent �a des coe�cients proches de la diagonale de
la matrice alors que les int�egralespresque-singuli�erespeuvent aussi bien concerner des
coe�cients proches de la diagonale que des coe�cients qui en sont tr�es �eloign�es. Ces co-
e�cients sont grands en comparaison des coe�cients provenant d'int�egralesr�eguli�eres .
Ainsi, une mauvaise �evaluation de grands coe�cients peut fortement alt�erer la pr�ecision
de la solution obtenue. De nombreuses m�ethodes ont �et�e propos�ees pour �evaluer ces
int�egrales singuli�eres ; mais toutes celles-ci reposent �nalement sur des formules de qua-
dratures qui n�ecessitent un ajustement du nombre de points d'int�egration suivant la
con�guration g�eom�etrique des triangles.

Objectif de la th�ese

Cette th�ese a pour objectif de fournir une nouvelle m�ethode d'�evaluation pr�ecise
des int�egrales singuli�eres provenant des m�ethodes d'�equations int�egrales (voir [Len06]).
L'�equation de Helmholtz 3-D sert d'�equation mod�ele pour la pr�esentation de la
m�ethode, mais cette derni�ere est �egalement applicables �a d'autres �equations et aussi
�a des probl�emes 2-D. Dans le cas de l'�equation de Helmholtz 3-D, la m�ethode
pr�esent�ee permet de r�eduire une int�egrale 4-D �a une combinaison lin�eaire d'int�egrales
mono-dimensionnellesdont l'int�egrand est r�egulier . Il est alors possible d'�evaluer
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num�eriquement ces int�egrales 1-D, mais aussi explicitement, dans de nombreux cas.
Ainsi, il n'y a pas de risque d'erreur dans l'�evaluation des int�egrales 4-D aussi bien lorsque
ces int�egrales sont r�eguli�eres que lorsqu'elles sont singuli�eres ou presque-singuli�eres, ce
qui assure une tr�es grande pr�ecision.

Cette m�ethode de r�eduction repose sur plusieurs formules permettant de r�eduire
d'une dimension la dimension du domaine d'int�egration. Ainsi, en r�ep�etant trois fois
l'utilisation de ces formules on obtient des int�egrales 1-D r�eguli�eres. Ces formules re-
posent sur le caract�ere homog�ene de l'int�egrand ; par cons�equent, il y a deux conditions
�a v�eri�er :

1. l'int�egrand doit être homog�ene ; il faut donc d�ecomposer l'int�egrand en une partie
homog�ene, qui est trait�ee avec notre m�ethode, et une partie r�eguli�ere, qui peut être
trait�ee avec des m�ethodes d'int�egration num�erique usuelles.

2. des polygones plans doivent être utilis�es pour discr�etiser le bord du domaine. Ceci
a�n de conserver l'homog�en�eit�e de l'int�egrand durant les �etapes successives de
r�eduction.

Dans ce m�emoire, nous nous int�eressons plus particuli�erement aux int�egrales sin-
guli�eres issues de l'�equation de Helmholtz 3-D, �a savoir :

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy J� �
»

S� T

x � y
}x � y}p1� � q

dxdy; � � 0 ou 2: (1)

A cet e�et, un code a �et�e r�ealis�e en MATLAB pour �evaluer ces trois int�egrales pour
toutes les con�gurations g�eom�etriques des deux triangles.

Quelques prolongements signi�catifs

Quatre prolongements signi�catifs de la m�ethode sont pr�esent�es. En premier lieu,
nous pr�esentons l'utilisation de la m�ethode lorsque des fonctions de base a�nes par
�el�ement sont utilis�ees lors de la discr�etisation. Il n'y a pas de di�cult�e suppl�ementaire
si ce n'est une augmentation importante de la quantit�e des calculs durant le processus
de r�eduction.

Une seconde extension consiste �a utiliser la m�ethode pr�esent�ee pour calculer les
int�egrales singuli�eres qui interviennent dans les formulations en champ �electrique (EFIE)
et en champ magn�etique (MFIE) des �equations de Maxwell 3-D (voir [Jin10]).

Dans le cas de l'�equation de Helmholtz 3-D, cette m�ethode, initialement pr�evue pour
calculer l'int�egrale de la partie homog�ene de l'int�egrand singulier permet, en fait, de
calculer l'int�egrale du noyau de Green complet, sans utiliser de d�ecomposition. En e�et,
l'int�egrand singulier comporte une exponentielle que l'on d�eveloppe en s�erie enti�ere a�n
de se ramener �a une s�erie d'int�egrales comportant un int�egrand homog�ene et donc de
revenir dans le champ d'application de notre m�ethode. Dans cette partie, les int�egrales
4-D sont transform�ees en une combinaison lin�eaire d'int�egrales mono-dimensionnelles
qu'il n'est plus possible d'�evaluer explicitement. Cependant, peu de points d'int�egration
sont n�ecessaires pour assurer une bonne pr�ecision ce qui permet d'obtenir une r�eduction
int�eressante du coût de calcul.

Pour �nir, parmi les di��erentes �equations int�egrales que l'on peut obtenir �a partir
d'une �equation aux d�eriv�ees partielles, il est possible d'obtenir une formulation ditehy-
persinguli�ere qui fait intervenir la partie �nie d'int�egrales dont l'int�egrand est fortement
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singulier (voir [SW92]). En g�en�eral, pour les int�egrales hypersinguli�eres, l'approche va-
riationnelle est pr�ef�er�ee �a la m�ethode de collocation puisqu'elle permet d'att�enuer le
caract�ere singulier de l'int�egrand en utilisant des int�egrations par partie a�n de porter
une d�eriv�ee sur la fonction-test [N�ed82]. Un point int�eressant est que notre m�ethode
permet d'�evaluer explicitement la partie-�nie d'int�egrales provenant de m�ethodes de
collocation tr�es ais�ement. L'�etude des int�egrales doubles hypersinguli�eres, issues de la
m�ethode de Galerkin, n'a pas �et�e r�ealis�ee.

Organisation de ce m�emoire

En g�en�eral, on distingue les int�egrales singuli�eres des int�egrales presque-singuli�eres.
Dans notre cas la distinction �a op�erer est di��erente puisque l'on doit s�eparer les cas
suivant la position g�eom�etrique des polygones : lorsque les polygones sont coplanaires,
lorsqu'ils sont dans des plans s�ecants et en�n, lorsqu'ils sont dans des plans parall�eles.
Pour e�ectuer les calculs, il est n�ecessaire d'op�erer un choix concernant les polygones
servant �a la discr�etisation, les formules sont fournies pour des triangles mais il est possible
d'obtenir des formules pour tout polygone plan. Pour la discr�etisation, dans la majorit�e
des cas nous utiliserons des fonctions de base constantes par triangle ; quelques cas avec
des fonctions de base a�nes par triangles seront abord�es seulement dans la partieIV
qui concerne les prolongements de la m�ethode.

Ce m�emoire est compos�e de quatre parties. Lapremi�ere partie est une introduction
aux m�ethodes d'�equations int�egrales, �a l'utilisation des �equations int�egrales variation-
nelles pour l'�equation de Helmholtz 3-D et aux int�egrales singuli�eres qui interviennent.
Apr�es quoi, un chapitre est d�edi�e �a la pr�esentation de la m�ethode. L'int�egration de
fonctions homog�enes est pr�esent�ee et permet d'aboutir aux formules de r�eduction de la
dimension du domaine d'int�egration.

La seconde partie pr�esente l'�evaluation d'int�egrales lorsque les triangles sont co-
planaires ou dans des plans s�ecants. Il peut donc s'agir d'int�egrales singuli�eres, presque-
singuli�eres mais aussi r�eguli�eres. La majorit�e des chapitres traitent de l'int�egraleI de (1).
Nous commen�cons par l'�evaluation du coe�cient d'auto-in
uence (lorsque les triangles
sont identiques). Le chapitre suivant traite le cas de triangles coplanaires en position
quelconque et s'ach�eve avec la pr�esentation des formules simpli��ees que l'on obtient
lorsque les triangles sont adjacents (une arête commune) ou lorsqu'ils ont un sommet en
commun. Apr�es les triangles coplanaires, on s'int�eresse au cas plus di�cile de triangles
dans des plans s�ecants. Le dernier chapitre concerne les int�egralesJ� voir (1) lorsque les
triangles sont dans des plans s�ecants. Il n'est pas n�ecessaire d'�evaluerJ� lorsque les tri-
angles sont coplanaires comme nous le verrons dans le chapitre 1. Il n'y a pas de chapitre
d�edi�e aux r�esultats num�eriques ou aux comparaisons num�eriques puisque les r�esultats
num�eriques sont diss�emin�es aux endroits propices dans chaque chapitre de cette partie.

La troisi�eme partie concerne le traitement des int�egrales lorsque les triangles sont
dans des plans parall�eles. Il s'agit d'un probl�eme encore important actuellement puisque
pour des triangles dans des plans tr�es proches, peu de m�ethodes fournissent un r�esultat
pr�ecis pour un faible coût de calcul. Dans cette partie, l'approche est un peu di��erente,
le calcul des int�egralesJ� de (1) est e�ectu�e en premier et permet alors de d�eduire
l'int�egrale I . Cette partie commence par le cas, le plus simple, de triangles superpos�es.
La suite logique consiste �a traiter le cas de triangles en position quelconque. Apr�es cela,
les formules pour l'�evaluation de l'int�egrale I de (1) sont d�eduites du calcul deJ� puis la
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partie s'ach�eve avec plusieurs r�esultats num�eriques a�n de montrer l'int�erêt des formules
obtenues.

La derni�ere partie pr�esente quelques prolongement de la m�ethode. Un chapitre
pr�esente les calculs d�ecoulant de l'utilisation de fonctions de bases a�nes par triangles
dans l'int�egrale I . L'auto-in
uence et les triangles adjacents (coplanaires et dans des
plans s�ecants) seulement sont pr�esent�es. Le second chapitre montre l'utilisation de la
m�ethode pour les �equations de Maxwell 3-D. L'int�egrale du terme le plus singulier
pour l'�electromagn�etisme a d�ej�a �et�e �evalu�ee pour l'�equation de Helmholtz, donc nous
nous int�eressons �a l'autre terme singulier. Ce chapitre s'ach�eve avec la pr�esentation de
r�esultats num�eriques. Le chapitre suivant pr�esente une r�eduction de l'int�egrale du noyau
de Green complet (sans utiliser de d�ecomposition en partie homog�ene et r�eguli�ere),
bien que la m�ethode ne s'applique que dans le cas d'un int�egrand homog�ene ; en e�et, en
d�ecomposant l'exponentielle en s�erie enti�ere, on obtient des int�egrands homog�enes. Dans
ce cas, il n'est pas possible d'obtenir des formules explicites, mais dans les cas les plus
singuliers (auto-in
uence, triangles adjacents ou ayant un sommet commun), l'int�egrale
4-D initiale est r�eduite �a une combinaison lin�eaire d'int�egrales mono-dimensionnelles
qui sont �evalu�ees num�eriquement pour un faible coût. Le dernier prolongement �etudi�e
concerne l'�evaluation de la partie �nie d'int�egrales hypersinguli�eres au sens d'Hadamard.
Dans ce chapitre, les int�egrales �etudi�ees ne sont que 2-D, c'est en particulier le cas des
int�egrales qui peuvent être issues des m�ethodes de collocation.

Le m�emoire s'ach�eve avec des annexes contenant le d�etail du calcul des quan-
tit�es g�eom�etriques intervenant dans les formules obtenues et les expressions �nales des
int�egrales mono-dimensionnelles d�ecoulant des diverses r�eductions.
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4 TABLE DES MATI �ERES

Introduction de la partie

Cette partie introductive est compos�ee de deux chapitres. Le premier chapitre pr�esente
les m�ethodes d'�equations int�egrales de fronti�ere en utilisant l'�equation de Helmholtz 3-D
comme �equation mod�ele. Les probl�emes de Dirichlet et Neumann trait�es par potentiels
de simple et de double couches sont rappel�es a�n d'indiquer di��erentes int�egrales
singuli�eres pour lesquelles notre m�ethode s'applique.
Le second chapitre introduit la m�ethode d'�evaluation explicite des int�egrales comportant
un int�egrand singulier, issues de la discr�etisation des �equations int�egrales de fronti�ere.
Les formules de r�eduction de la dimension du domaine d'int�egration sur lesquelles
repose notre m�ethode sont d�etaill�ees. Ce chapitre s'ach�eve sur une pr�esentation de
l'utilisation des formules.



Chapitre 1

Equations int�egrales de fronti�ere

Introduction

Nous pr�esentons succinctement les m�ethodes d'�equations int�egrales pour la r�esolution
de probl�emes aux limites ainsi que les int�egrales singuli�eres qui y interviennent. Ces
int�egrales singuli�eres seront �evalu�ees dans les parties suivantes.

1.1. R�esolution d'un probl�eme aux limites

1.1.1 Notations et probl�emes mod�eles

Soient 
 i et 
 e deux ouverts compl�ementaires inclus dansRn (
 e � Rnz
 i , o�u P
correspond �a l'adh�erence de l'ouvertP). La fronti�ere entre ces deux domaines est not�ee
�. On appelle 
 i et 
 e respectivement les domaines int�erieur et ext�erieur (voir Figure
1.1). Lorsque le domaine n'importe pas, on utilise 
l , avecl pouvant valoir i ou e.


 i


 e

�

Figure 1.1 { Notations : la fronti�ere � d�elimite les deux ouverts 
 i (domaine int�erieur) et 
 e

(domaine ext�erieur non born�e).
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Pour pr�esenter les m�ethodes d'�equations int�egrales de fronti�ere, nous d�e�nissons deux
probl�emes : le premier est l'�equation de Helmholtz avec condition de Dirichlet sur � et
d'inconnue uD

l :

�
PD

l

�

$
'&

'%

�p � � k2qulpxq � 0; x P 
 l € Rn

ul � f D sur � � B 

Condition de rayonnement si 
l � 
 e;

(1.1)

o�u k est le nombre d'onde et � le laplacien. Le second probl�eme est l'�equation de
Helmholtz avec condition de Neumann sur � et d'inconnueuN

l :

�
PN

l

�

$
'&

'%

�p � � k2qulpxq � 0; x P 
 l € Rn

Bu l
Bn l

� f N
l sur � � B 


Condition de rayonnement si 
l � 
 e;

(1.2)

o�u Bu l
Bn l

est la d�eriv�ee normale selon la normale sortante �a 
l le long de �. On rappelle la
condition de rayonnement :

lim
|R|Ñ8

»

|x |� R

�
�
�
�
Bu
Bn

pxq � ikupxq

�
�
�
�

2

dsx � 0 (1.3)

Les solutionsuD
l et uN

l sont d�e�nies dans 
 l . Lorsque 
 l � 
 e, la condition de
rayonnement assure la d�ecroissance �a l'in�ni de la solution et la causalit�e de la solution
lors d'un retour en temporel.

1.1.2 La m�ethodes des �equations int�egrales de fronti�ere

La m�ethode des �equations int�egrales de fronti�ere consiste �a transformer le probl�eme
aux limites pos�e dans 
 l en une �equation int�egrale d�e�nie sur � � B 
 l (voir [CK83,
CK98, Kre99, McL00, N�ed01]). Seul un maillage de � est donc n�ecessaire (voir Figure
1.2) pour la r�esolution num�erique de l'�equation int�egrale. Ce passage d'un probl�eme
volumique �a un probl�eme surfacique s'e�ectue en utilisant la solution fondamentale
de l'�equation, qui est la solution de l'�equation prise au sens des distributions avec la
distribution de Dirac pour second membre. On noteG, la solution fondamentale de
l'�equation :

�
�
� y � k2

�
Gpx; yq � � px � yq; dansRn ; n � 2; 3 (1.4)

Dans le cas des probl�emes (1.1) et (1.2), la solution fondamentale, appel�ee noyau de
Green, est donn�ee par :

Gpx; yq � �
1

2�
H p1q

0 p}x � y}q si n � 2

Gpx; yq � �
1

4�
eik }x� y}

}x � y}
si n � 3; (1.5)

o�u la fonction H p1q
0 est la fonction de Hankel de premi�ere esp�ece d'ordre 0 (voir [AS72]).

La solution fondamentale permet de prendre en compte directement la condition de
d�ecroissance �a l'in�ni, aussi appel�ee condition de rayonnement, sans travail additionnel.
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On note que les deux solutions fondamentales sont singuli�eres lorsquex � y. Ce
caract�ere singulier de la solution fondamentale complique l'�evaluation des int�egrales
intervenant dans les m�ethodes d'�equations int�egrales de fronti�ere. Pour simpli�er les
calculs dans la suite, on note le caract�ere sym�etrique deG par rapport aux deux variables
x et y pour ce probl�eme donn�ee. La solution fondamentale peut ne pas être sym�etrique,
cela d�epend du probl�eme �etudi�e. De plus amples d�etails sur la d�etermination d'une
solution fondamentale sont accessibles dans [OW90], [OW97], [Kyt96] et [Wag04].

�


 e


 i

Figure 1.2 { Prise en compte d'un domaine born�e (
 i ) et non born�e (
 e) par les m�ethodes
d'�equations int�egrales.

1.1.3 Obtention d'une formule de repr�esentation int�egrale

A partir de la connaissance de la trace de la solution et de sa d�eriv�ee normale sur �,
on peut d�eterminer la solution en tout point de 
 l grâce �a la formule de repr�esentation
int�egrale, par exemple pour notre probl�eme mod�ele, on a

ulpzq � �
»

�
Gpz; yq

Bulpyq
Bnl

dsy �
»

�

BGpz; yq
Bnl

ulpyqdsy; @z P
 l : (1.6)

avecnl la normale sortante �a 
 l le long de �. Soient le potentiel de simple couche

S pqq pzq � �
»

�
Gpz; yqqpyqdsy; @z P
 l (1.7)

et le potentiel de double couche

D l ppq pzq �
»

�

BGpz; yq
Bnl

ppyqdsy; @z P
 l ; (1.8)

qui d�epend de la normale utilis�ee. Avec cette notation (1.6) s'�ecrit :

ulpzq � S
�

Bul

Bnl



pzq � D l pulq pzq; @z P
 l ; (1.9)

o�u l'on note que les potentiels de simple et de double couche font intervenir la trace
respectivement de la d�eriv�ee normale de la solution et de la solution sur � (voir par
exemple [HW08]). Ainsi, �a partir de la connaissance de ces deux quantit�es, il est possible
de calculer la solution en tout point de 
l .
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Pour prendre en compte la condition au bord sur � et obtenir une �equation int�egrale,
il faut faire tendre z Ñ x P � : Avant d'e�ectuer ce passage �a la limite, on d�e�nit une
nouvelle formule de repr�esentation int�egrale pour une inconnueu d�e�nie dans Rn . Les
deux sections suivantes pr�esentent des d�e�nitions deu . On commence par d�e�nir les
sauts de la trace et de la trace normale deu sur � :

�
u

�
� p u e � u i q|� et

� Bu
Bn

�
�

�
Bu e

Bne
�

Bu i

Bni




|�

; (1.10)

o�u u l est la restriction deu �a 
 l . On rappelle quene et ni sont les normales sortantes le
long de � respectivement �a 
 e et 
 i . On obtient la formule de repr�esentation int�egrale
suivante :

S
� � Bu

Bn

� 

pzq � D l

��
u

�	
pzq � upzq; z P 
 i Y 
 e; (1.11)

o�u S et D l sont les potentiels de simple et de double couche d�e�nis respectivement en
(1.7) et (1.8).

1.2. R�esolution du probl�eme de Dirichlet

1.2.1 Probl�eme de Dirichlet par potentiel de simple couche

On d�e�nit u comme le prolongement de la solution du probl�eme de Dirichlet ext�erieur
par la solution du probl�eme de Dirichlet int�erieur avec la trace deuD

e pour donn�ee sur
le bord , soit

upxq �

#
uD

i pxq; si x P 
 i

uD
e pxq; si x P 
 e:

(1.12)

Les traces deuD
i et uD

e sur � �etant identiques, on a
�
u

�
� 0. On introduit l'inconnue

q �
�

Bu
Bn

�
, alorsq PH � 1{2p� q: La formule de repr�esentation int�egrale (1.11) s'�ecrit alors :

Spqqpzq � upzq; @z P
 i Y 
 e: (1.13)

Pour prendre en compte la condition de Dirichlet sur �, il faut faire tendrez versx P �.
Il n'y a pas de di�cult�e �a e�ectuer ce passage �a la limite ; on obtient l'�equation int�egrale
suivante

�
»

�
Gpx; yqqpyqdsy � f D pxq; @x P� ; (1.14)

o�u f D est la donn�ee de Dirichlet du probl�eme (1.1).

1.2.2 Probl�eme de Dirichlet par potentiel de double couche

Une des mani�ere de r�esoudre le probl�eme de Dirichlet par potentiel de double couche
consiste �a prolonger la solution du probl�eme de Dirichlet ext�erieur par la solution du
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probl�eme de Neumann int�erieur avec comme donn�ee
Bue

Bni
� �

Bue

Bne
sur �. Ainsi

�
Bu
Bn

�
� 0

et l'inconnue du nouveau probl�eme estpe �
�
u

�
; avecpe P H 1{2p� q. L'indice e indique

que la solution d�epend de la normale utilis�ee (dans ce cas, la normale ext�erieur). On a
alors :

Deppeqpzq �
»

�

BGpz; yq
Byne

pepyqdsy � upzq; @z P
 i Y 
 e; (1.15)

ce qui apr�es passage �a la limitez Ñ x P�,
»

�

B
Bnepxq

Gpx; yqpepyqdsy �
pepxq

2
� f D pxq; x P � : (1.16)

1.2.3 Autre formulation possible

En utilisant directement la premi�ere formule de repr�esentation int�egrale (1.9) obte-
nue, pour la r�esolution du probl�eme de Dirichlet int�erieur seulement, on obtient :

ui pzq � S
�

Bui

Bni



pzq � D i

�
f D

�
pzq; @z P
 i ; (1.17)

qui fournit apr�es passage �a la limite (voir (1.14) et (1.16)) l'�equation int�egrale :

S
�

Bui

Bni



pxq � �

f D pxq
2

�
»

�

BGpx; yq
Byni

f D pyqdsy; x P � : (1.18)

Pour un même probl�eme, plusieurs �equations int�egrales peuvent être obtenues comme
le montrent les �equations (1.14) et (1.18) pour le probl�eme de Dirichlet int�erieur.

1.3. R�esolution du probl�eme de Neumann

1.3.1 Probl�eme de Neumann par potentiel de simple couche

R�esoudre un probl�eme de Neumann par potentiel de simple couche revient �a prolon-
ger la solution du probl�eme de Neumann ext�erieur par la solution d'un probl�eme de Diri-
chlet int�erieur avec la trace deuN

e comme donn�ee sur le bord. On en d�eduit que
�
u

�
� 0

et que seul le potentiel de simple couche intervient. On poseqe �
�

Bu
Bn

�
P H � 1{2p� q

comme inconnue dans la formule de repr�esentation int�egrale (1.11) ; on a :

S pqeq pzq � upzq; z P 
 i Y 
 e: (1.19)

Pour prendre en compte la condition au bord, on utilise la d�eriv�ee normale de (1.19),
soit

lim
zÑ x

�
B

Bzne

»

�
Gpz; yqqepyqdsy � f N

e pxq; x P � ; (1.20)

ce qui donne l'�equation int�egrale

�
»

�

B
Bxne

Gpx; yqqepyqdsy �
qepxq

2
� f N

e pxq; x P � : (1.21)
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1.3.2 Probl�eme de Neumann par potentiel de double couche

On d�e�nit u comme le prolongement de la solution du probl�eme de Neumann
ext�erieur (voir (1.2)) par la solution du probl�eme de Neumann int�erieur avecf N

i � � f N
e

de mani�ere �a avoir
�

Bu
Bn

�
� 0: On posepe �

�
u

�
; avec pe P H 1{2p� q; l'inconnue de

l'�equation int�egrale.

lim
zÑ x

B
Bzne

»

�

BGpz; yq
Byne

pepyqdsy � f N
e pxq; x P � : (1.22)

La trace normale d'un potentiel de double couche n'est pas une fonction mais doit
être vue au sens des distributions. En e�ectuant deux int�egrations par parties dans la
formulation variationnelle r�esultant du probl�eme, on obtient

»

�

B
Bxne

»

�

�tpxq
BGpx; yq

Byne
pepyqdsydsx

� k2
»

� � �
Gpx; yq pnepyq �nepxqq�tpxqpepyqdxdy (1.23)

�
»

� � �
Gpx; yq

�
pnepxq ^ r � �tpxqq � pnepyq ^ r � pepyqq

�
dsydsx ;

o�u r � est le gradient surfacique d�e�ni par

r � u � r u � ÝÑn pÝÑn � r uq: (1.24)

La nouvelle expression de la d�eriv�ee normale du potentiel de couche obtenue en (1.23)
pr�esente l'avantage de ne faire intervenir aucune d�eriv�ee du noyau de GreenG.

Finalement, on obtient la formulation variationnelle,

@t PH 1{2p� q;

k2
»

� � �
Gpx; yqpnepyq �nepxqq�tpxqpepyqdxdy (1.25)

�
»

� � �
Gpx; yq

�
pnepxq ^ r � �tpxqq � pnepyq ^ r � pepyqq

�
dsydsx �

»

�
f N

e pxq�tpxqdsx

1.4. R�esolution num�erique d'une �equation int�egrale de fronti�ere

Il existe plusieurs m�ethodes de r�esolution num�erique des �equations int�egrales de
fronti�ere. Nous supposons que le probl�eme aux limites initial est d�e�ni dans un domaine
3-D. La fronti�ere � du domaine est donc une surface et peut être discr�etis�ee en utilisant
des triangles. La m�ethode de collocation est pr�esent�ee succinctement puis on pr�esente
la m�ethode qui intervient dans la suite de la th�ese, la m�ethode des �el�ements �nis de
fronti�ere.

Toutes les m�ethodes num�eriques pour r�esoudre des �equations int�egrales n�ecessitent
la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire que nous �ecrivons ainsi

A� � B ; (1.26)

d'inconnue � . Nous utilisons le probl�eme de Dirichlet r�esolu par potentiel de simple
couche (voir (1.14)) comme probl�eme mod�ele pour la pr�esentation des deux m�ethodes.
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1.4.1 La m�ethode de collocation

La m�ethode de collocation consiste �a chercher une solution v�eri�ant l'�equation
int�egrale en un certain nombre de points, appel�espoints de collocation. On obtient
le syst�eme :

Trouver q PH � 1{2p� q v�eri�ant

�
Ņ

m� 1

»

Tm

qpyqGpx i ; yqdsy � f D px i q; i P r1; � � � ; Ncs; (1.27)

o�u Nc est le nombre de points de collocation etN le nombre d'�el�ements (triangles).
Finalement, pour r�esoudre num�eriquement (1.27), on introduit une base de dimension
Nc de H � 1{2p� q. En d�ecomposantq sur la base form�ee par les fonctions de base� m , on
aboutit au syst�eme lin�eaire (1.26), avec

A i;m �
»

Tm

� mpyqGpx i ; yqdsy; (1.28)

B i � f D px i q:

La solution du probl�eme s'�ecrit alors :

qpyq �
N c¸

i � 1

� i � i pyq (1.29)

Grâce �a sa grande simplicit�e d'utilisation, la m�ethode de collocation a �et�e tr�es utilis�ee
dans de nombreux codes de calcul par �equations int�egrales. Arnold et Wendland dans
[AW82, AW83] et de Paula et Telles dans [DPT89] ont e�ectu�e des comparaisons entre la
m�ethode de collocation et la m�ethode des �el�ements �nis de fronti�ere dont la pr�esentation
suit.

1.4.2 Les �el�ements �nis de fronti�ere

La m�ethode des �el�ements �nis de fronti�ere consiste �a appliquer la d�emarche de la
m�ethode des �el�ements �nis �a une �equation int�egrale. On commence donc par l'�ecriture
de la formulation variationnelle du probl�eme de Dirichlet par potentiel de simple couche
(1.14) en introduisant une fonction-testt P H � 1{2p� q, prise dans le même espace que
celui o�u la solution de l'�equation est recherch�ee, puis en multipliant l'�equation par �tpxq
et �nalement en int�egrant sur � ; on obtient la formulation variationnelle suivante

Trouver q PH � 1{2p� q v�eri�ant l'�equation

�
»

�

�tpxq
»

�
qpyqGpx; yqdsydsx �

»

�

�tpxqf D pxqdsx ; @t PH � 1{2p� q: (1.30)

On exprime l'inconnue et la fonction-test �a l'aide des fonctions de base :

qpyq �
Ņ

j � 1

qj � j pxq et tpxq �
Ņ

i � 1

t i � i pxq; (1.31)
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ce qui permet de discr�etiser (1.30). On obtient alors le syst�eme (1.26) avec

A i;j � �
»

� � �

�� i pxqGpx; yq� j pyqdydx; (1.32)

B i �
»

�

�� i pxqgpxqdx: (1.33)

Dans le cas de (1.30),q PH � 1{2p� qpeut être discr�etis�ee �a l'aide de fonctions de base
constantes par triangle. Il faut donc �evaluer les int�egrales :

�
»

Ti � Tj

�� i pxqGpx; yq� j pyqdydx; (1.34)

o�u Ti et Tj sont des triangles du maillage. Le caract�ere singulier deG complique
l'�evaluation de cette int�egrale. Dans le cas d'un probl�eme faisant intervenir le potentiel
de double couche, l'inconnue qui appartient �aH 1{2p� q peut être discr�etis�ee en utilisant
des fonctions de base lin�eaires par �el�ement. Dans la suite nous utilisons des fonctions de
base r�eelles donc nous remplacerons�� i par � i .

Les m�ethodes de collocation et Galerkin pr�esent�ees jusqu'�a pr�esent, ditesconven-
tionnelles, ont deux limitations :


 la matrice du syst�eme lin�eaire associ�ee est pleine (puisque le noyau de GreenG
est non-local). Le coût m�emoire pour stocker la matrice est donc important et le
nombre d'inconnues envisageables pour r�esoudre un probl�eme est limit�e.


 la r�esolution du syst�eme devient rapidement tr�es coûteuse.

Des m�ethodes dites rapides permettent de diminuer la taille de la matrice et
d'acc�el�erer la r�esolution du syst�eme lin�eaire (Fast Multipole Method [GR87], Adaptive
Cross Approximation [Beb00], Panel Clustering [HLS97] . . . ) en diminuant la quantit�e
de calcul pour les interactions entre �el�ements du maillages qui sont �eloign�es.

1.4.3 Int�egrales singuli�eres

La m�ethode des �el�ements �nis de fronti�ere ( Galerkin Boundary Element Method
ou simplement GBEM) pr�esent�ee dans la sous-section1.4.2 n�ecessite l'�evaluation
d'int�egrales doubles comportant un int�egrand singulier. La premi�ere int�egrale est

»

S� T
� j pxqGpx; yq� i pyqdxdy; (1.35)

qui provient du potentiel de simple couche (voir (1.14) et (1.18)). La seconde int�egrale
qui est issue du potentiel de double couche (voir (1.16) et (1.25) s'�ecrit

»

S� T
� j pxq

BG
Bny

px; yq� i pyqdxdy; (1.36)

o�u BG
Bny

� r yGpx; yq �ÝÑn pyq est la d�eriv�ee normale de G. Puisque la normale sortante
au bord � du domaine est constante par �el�ement (triangle plan ou plus g�en�eralement
polygone plan), on se ram�ene donc au calcul de l'int�egrale

»

S� T
� j pxqr yGpx; yq� i pyqdxdy; (1.37)
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en gardant en m�emoire qu'il faut e�ectuer le produit scalaire avec la normale sortante
au bord du domaine. En�n, la derni�ere int�egrale qui peut intervenir et provient de la
d�eriv�ee normale du potentiel de double couche lors de l'utilisation d'une formulation
hypersinguli�ere s'�ecrit :

B
Bnx

»

S� T
� j pxq

BG
Bny

px; yq� i pyqdxdy; (1.38)

est �evalu�ee en utilisant (1.23).

Le noyau de GreenG est singulier lorsquer � 0 (voir (1.5)). Ainsi lorsque l'intersec-
tion des deux triangles n'est pas vide (voir la Figure 1(a)), les int�egrales (1.35), (1.37)
et (1.38) sont singuli�eres. Ce cas apparâ�t lorsqueS et T sont identiques ou lorsqu'ils
ont un sommet commun ou une arête commune. Ces cas singuliers apparaissent, en
g�en�eral, lorsque les indicesi et j sont proches. Les cas singuliers correspondent donc �a
des coe�cients proches de la diagonale de la matriceA.

Le caract�ere singulier deG (G � 1{} x � y} en 3-D) intervient �egalement lorsque
l'intersection des deux triangles est vide. En e�et, lorsqueS et T sont tr�es proches
(voir la Figure 1(b)), les int�egrales bien que non singuli�eres, sont di�ciles �a �evaluer avec
pr�ecision par des m�ethodes usuelles d'int�egration num�erique. Dans ce cas, les int�egrales
sont dites presque-singuli�eres. Les caspresque-singulierspeuvent correspondre �a des
coe�cients de la matrice qui sont �eloign�es de la diagonale. Lorsque les trianglesS et
T sont tr�es proches, les int�egrales (1.35), (1.37) et (1.38) peuvent correspondre �a des
coe�cients de valeurs grandes.

Une mauvaise �evaluation de coe�cients �eloign�es de la diagonale, issus d'int�egrales
presque-singuli�eres peut alt�erer grandement la pr�ecision de la solution calcul�ee ; il s'agit
du cas le plus di�cile. Dans [GPRS06] Gladilin et al. indiquent lors d'une comparaison
e�ectu�ee entre la m�ethode des �el�ements �nis (FEM) et une m�ethode d'�equation int�egrale
de fronti�ere par collocation que la solution obtenue en utilisant la m�ethode de collocation
est moins pr�ecise que celle obtenue par les �el�ements �nis (FEM) mais que cela est pro-
bablement dû �a la singularit�e de l'int�egrand. Cela montre qu'il est important d'�evaluer
les int�egrales singuli�eres, mais aussi presque-singuli�eres avec une m�ethode pr�ecise, sans
quoi, les m�ethodes d'�equations int�egrales perdent fortement de leur int�erêt.

1.4.4 Traitement des int�egrales singuli�eres et presque-singuli�eres

Il existe deux grandes classes de m�ethodes de traitement des int�egrales singuli�eres.
Les m�ethodes ditesd'�elimination pour lesquelles un changement de variables permet
de r�egulariser l'int�egrand grâce au Jacobien de la transformation. La seconde classe
concerne les m�ethodes ditesde soustraction pour lesquelles, une fonction singuli�ere
est soustraite de l'int�egrand a�n de le r�egulariser. Le nouvel int�egrand obtenu peut
alors être �evalu�e �a l'aide de m�ethodes d'int�egration num�erique classiques (voir [Str71],
[Eva93], [LC94], [Tr̂�09]). Cependant, pour que cette m�ethode soit int�eressante, il faut
que l'int�egrale de la fonction soustraite soit facilement �evaluable. La m�ethode que nous
proposons fait partie des m�ethodes de soustraction ; et permet d'�evaluer avec une grande
pr�ecision l'int�egrale du terme singulier. Nous d�ecomposons l'int�egrand en termes singu-
liers homog�enes d'une part et en une partie r�eguli�ere d'autre part, qui peut être �evalu�ee
�a l'aide de m�ethodes usuelles d'int�egration num�erique. A cet e�et, le noyau de Green de
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l'�equation de Helmholtz 3-D peut se d�ecomposer comme suit,

Gpx; yq � �
1

4�
eik }x� y}

}x � y}
� �

1
4�

eikr

r
� �

1
4�r

�
1

4�
eikr � 1

r
; (1.39)

o�u r � } x � y}. On remarque que le premier terme de la d�ecomposition diverge lorsquer
tend vers 0 donc correspond au terme singulier. A contrario, le second terme est analy-
tique par rapport �a la distance r et est donc susceptible d'être int�egr�e num�eriquement.
De même pour le gradient deG :

r yGpx; yq � �
px � yq
}x � y}3

p1 � ik }x � y}q
4�

eik }x� y}

� �
px � yqp1 � ikr q

4�r 3
eikr � �

px � yq
4�r 3

�
ikpx � yq

4�r
�

x � y
4�

K prq; (1.40)

o�u K est une fonction analytique de la distancer .

Dans le cadre des m�ethodes variationnelles, l'int�egrale �a �evaluer est quadri-
dimensionnelle. Certaines m�ethodes, ditessemi-analytiquesproposent d'�evaluer ex-
plicitement l'int�egrale interne puis utilisent des m�ethodes num�eriques pour calculer
l'int�egrale externe. D'autres m�ethodes proposent des changements de variables, souvent
coupl�es avec des d�ecompositions de domaines puis une int�egration num�erique compl�ete.
Cependant, comme l'indique [BKS05], pour conserver un bon ordre de convergence, il est
n�ecessaire d'adapter l'ordre de la formule de quadrature avec l'erreur de discr�etisation.
En g�en�eral, cela se traduit par le fait que l'ordre de quadrature n�ecessaire crô�t loga-
rithmiquement avec le nombre d'inconnues ; ce qui peut rapidement poser probl�eme. Un
des avantages de la m�ethode propos�ee dans cette th�ese (voir aussi [LS12]) est qu'elle ne
n�ecessite pas d'int�egration num�erique ; ainsi, la question de l'adaptation de l'ordre de
la m�ethode de quadrature ne se pose pas. Ceci assure une bonne robustesse de notre
m�ethode.

Des comparaisons num�eriques ont �et�e e�ectu�ees avec la m�ethode propos�ee par Sau-
ter et Schwab dans [SS10] et la librairie d'int�egration adaptative [CH03]. La premi�ere
m�ethode repose sur un changement de variable a�n de se ramener �a des �el�ements de
r�ef�erences suivi d'une d�ecomposition du domaine puis �a l'utilisation de la transforma-
tion de Du�y ; ce qui conduit �a des int�egrales comportant un int�egrand r�egulier sur des
hypercubes 4-D qui peuvent donc être �evalu�ees par des m�ethodes num�eriques usuelles.
Le cas des int�egrales presque-singuli�eres est encore tr�es �etudi�e, par exemple Nintcheu-
Fata dans [NF10] propose une int�egration analytique de l'int�egrale interne puis compare
trois m�ethodes (transformation de Du�y, transformation sinh et en�n transformation
polynomiale) pour �nir l'�evaluation �a l'aide d'une int�egration num�erique.



Chapitre 2

Pr�esentation de la m�ethode

Introduction

Comme il a �et�e vu dans le chapitre pr�ec�edent, nous souhaitons �evaluer des int�egrales,
dont l'int�egrand est singulier, sur le produit de deux trianglesS � T. Il s'agit donc
d'une int�egrale 4-D. Par ailleurs l'int�egrand �etant singulier, les m�ethodes usuelles
d'int�egration num�erique ne peuvent pas être utilis�ees.
Nous proposons une m�ethode qui ne n�ecessite aucune int�egration num�erique pour
l'�evaluation d'int�egrales singuli�eres provenant des m�ethodes d'�equations int�egrales de
fronti�ere variationnelles. La m�ethode permet d'obtenir des formules explicites pour
�evaluer ces int�egrales ce qui procure une tr�es grande pr�ecision. Cette m�ethode de
calcul a �et�e introduite par M. Lenoir en 2006, voir [Len06]. Il s'agit d'un processus de
r�eduction de la dimension du domaine d'int�egration qui permet de transformer une
int�egrale 4-D en une combinaison lin�eaire d'int�egrales mono-dimensionnelles r�eguli�eres.
Ces int�egrales mono-dimensionnelles peuvent alors être �evalu�ees explicitement.

2.1. Le processus de r�eduction

Le processus de r�eduction repose sur plusieurs formules de simpli�cation pr�esent�ees
dans la section2.2. Ces formules permettent de r�eduire la dimension du domaine
d'int�egration. Elles sont utilisables lorsque l'int�egrand est homog�ene, ou positivement
homog�ene. Une fonction est dite homog�ene de degr�eq, ou q-homog�ene, par rapport �a la
variable z PRn , si :

f p�z q � � qf pzq; @� PR; � � 0: (2.1)

D'une mani�ere similaire, une fonction est dite positivement homog�ene de degr�eq par
rapport �a z PRn , si

f p�z q � � qf pzq; @� ¡ 0: (2.2)

Tous les int�egrands �etudi�es dans la suite sont positivement homog�enes mais a�n de
simpli�er la notation nous utiliserons le terme de fonctionsq-homog�enes pour parler de
fonctions homog�enes ou positivement homog�enes. Soit l'int�egrale

I �
»

S� T
f pzqdz;

15
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o�u f est une fonctionq-homog�ene et o�uz � p x; yq, avecx PS et y PT (voir la �gure 2.1).
Pour mieux appr�ehender l'utilisation de notre m�ethode, la �gure 2.3 pr�esente l'�evolution
du domaine d'int�egration lors de l'application du processus de r�eduction de la dimension
du domaine d'int�egration �a l'int�egrale I avecS et T sont deux triangles coplanaires.

� i

� i � 1

� i � 2

� j

� j � 1

� j � 2
S

T

x

y

ai

ai � 1

ai � 2
bj

bj � 1

bj � 2

Figure 2.1 { Le domaine d'int�egration : produit des deux triangles S et T coplanaires.

L'int�egrale 4-D initiale est r�eduite en une combinaison lin�eaire d'int�egrales 3-D de
deux types : des int�egrales sur des domaines de typeS � � et d'autres sur des domaines
� � T. L'�evolution du domaine d'int�egration durant la r�eduction de � � T est pr�esent�ee
sur la Figure 2.3. L'int�egrale sur S � � se r�eduit d'une mani�ere similaire.
Une seconde application des formules permet de r�eduire cette int�egrale �a deux types
d'int�egrales 2-D : des int�egrales sur des domainesS � b, avec b un des sommets du
triangle T ; et des int�egrales sur� � � .
La derni�ere r�eduction permet de se ramener �a des int�egrales mono-dimensionnelles.
L'int�egrale sur S � b se r�eduit en une combinaison lin�eaire d'int�egrales sur� � b. La
r�eduction de l'int�egrale sur � � � d�epend de la con�guration g�eom�etrique des supports
des deux segments. Lorsque leurs supports sont s�ecants, on obtient des int�egrales sur
a � � et sur � � b. Lorsque les supports des segments sont parall�eles, on noter� et ra
les projections respectives de� et a sur le support de� . L'int�egrale sur � � � se r�eduit
alors �a des int�egrales surr� � b et des int�egrales surra � � . Toutes les int�egrales 1-D sont
r�eguli�eres ainsi que nous le constaterons dans la seconde partie de ce manuscrit.

�

�

r�

a� a�

ra� ra�b� b�

Figure 2.2 { Supports de � et � parall�eles.
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S � T

� � T S � �

a � T � � �

a � � � � b r� � b ra � �

s�ecants
parall�eles

Figure 2.3 { Evolution du domaine d'int�egration durant le processus de r�eduction appliqu�e
�a une int�egrale sur le produit de deux triangles coplanaires S et T.

2.2. Int�egration de fonctions homog�enes

Pour l'obtention des formules de r�eduction, il est n�ecessaire de distinguer deux cas.
Lorsque l'int�egrand est une fonctionq-homog�ene par rapport �a la variable d'int�egration
z (voir (2.3)) et lorsqu'il s'agit d'une fonction q-homog�ene par rapport au couplepz; hq
form�e de la variable d'int�egration et d'un param�etre r�eel h, fonction que l'on appellera
fonction q-homog�ene �a param�etre (voir (2.4)) :

f p�z q � � qf pzq (2.3)
f p�z; �h q � � qf pz; hq: (2.4)

Bien que d�ej�a introduites par Viajakumar, Cormack et Rosen (voir [VC88, RC95] pour
la r�eduction d'int�egrales singuli�eres 2-D) et Lasserre (voir [Las99] pour la r�eduction
d'int�egrales r�eguli�eres), l'obtention des formules de r�eduction est pr�esent�ee a�n de fournir
un document complet.

2.2.1 Fonction homog�ene

Soit f : 
 € Rn Ñ R une fonction q-homog�ene r�eguli�ere, alors d'apr�es la d�e�nition
(2.1) on a

f p�z q � � qf pzq; @� � 0 (2.5)

expression qu'il est possible de d�eriver par rapport �a� ,

z � r f p�z q � q� q� 1f pzq; @� � 0: (2.6)
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L'expression (2.6) est v�eri��ee pour tout � � 0 donc �a fortiori pour � � 1, ce qui donne
le r�esultat du th�eor�eme d'Euler (aussi appel�ee relation d'homog�en�eit�e d'Euler , voir par
exemple [HJ63, p. 471]) :

z � r f pzq � qf pzq: (2.7)

On a donc
»



z � r f pzqdz � q

»



f pzqdz: (2.8)

L'objectif est de transformer l'int�egrale de gauche pour obtenir une int�egrale surB
, le
bord de 
. La formule de Green nous permet d'obtenir ce r�esultat mais il est n�ecessaire
que f soit assez r�eguli�ere. Si on supposef PC1p�
 q, alors

»



z � r f pzqdz � � n

»



f pzqdz �

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qf pzqdsz; (2.9)

o�u ÝÑ� est la normale sortante �aB
 et sz est l'�el�ement de surface surB
. En introduisant
I �

³

 f pzqdz, on obtient

pq � nqI �
»

B

pÝÑz |ÝÑ� qf pzqdsz:

Th�eor�eme 1 (Formule 1). Soit f : 
 € Rn Ñ R, alors si f est une fonction homog�ene
de degr�e q avecq � n � 0 et si f est assez r�eguli�ere sur
 , on a la r�eduction

I :�
»



f pzqdz �

1
q � n

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qf pzqdsz: (2.10)

Dans la sous-section2.2.4 nous montrons que cette formule peut s'appliquer �a des
int�egrands singuliers.

2.2.2 Fonction homog�ene, cas q � n = 0

On observe que lorsqueq � � n, la formule (2.10) ne s'applique plus. Pour obtenir
une formule de r�eduction lorsqueq� n � 0, nous introduisons� : 
 Ñ R� une fonction
� -homog�ene positive, avec� � 0. On pose

lpzq � f pzqlnp� pzqq;

alors

lp�z q � � qf pzqlnp� � � pzqq � � � qf pzqlnp� q � � qf pzqlnp� pzqq; (2.11)

et comme dans la sous-section2.2.1,

z � r lp�z q � q� � q� 1f pzqlnp� q � � � q� 1f pzq � q� q� 1f pzqlnp� pzqq; (2.12)

qui donne en prenant� � 1,

z � r lpzq � � f pzq � qf pzqlnp� pzqq � � f pzq � qlpzq; (2.13)
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soit en int�egrant sur 
 et en utilisant la formule de Green de (2.20),

� n
»



lpzqdz �

»

B

lpzqpÝÑz |ÝÑ� qdsz � �

»



f pzqdz � q

»



lpzqdz (2.14)

qui donne,
»



f pzqdz �

1
�

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qf pzqlnp� pzqqdsz; (2.15)

ce qui permet d'�ecrire la formule (2.16) :

Th�eor�eme 2. Soient 
 € Rn et f : 
 Ñ R, une fonction r�eguli�ere et homog�ene de
degr�e q � � n tel queq� n � 0. On introduit une fonction positive � : 
 Ñ R, arbitraire
positivement homog�ene de degr�e� ¡ 0, alors on a

»



f pzqdz �

1
�

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qf pzqlnp� pzqqdsz: (2.16)

D'autres techniques aboutissent �a l'expression (2.16). Par exemple F. Collino int�egre
la fonction ppzq � f pzq� pzq
 ; o�u f est l'int�egrand initial, � est une fonction arbitraire
positivement homog�ene de degr�e� � 0 et 
 est positif, ainsi la formule (2.10) peut être
utilis�ee puis en passant �a la limite lorsque
 Ñ 0, on obtient (2.16).

2.2.3 Fonction homog�ene �a param�etre

Cette fois, nous nous int�eressons aux int�egrales d'une fonctionq-homog�ene �a pa-

ram�etre, not�ee g, soit
»



gpz; hqdz, avec 
 € Rn et h PR un param�etre. En rempla�cant

z dans la d�e�nition (2.1) par le couple pz; hq, on a

gp�z; �h q � � qgpz; hq; (2.17)

expression qui peut �egalement être d�eriv�ee par rapport �a � , comme cela a �et�e fait en
(2.6),

z � r zgp�z; �h q � h
Bg
Bh

p�z; �h q � q� q� 1gpz; hq; (2.18)

et en prenant � � 1, on obtient

z � r gpz; hq � h
Bg
Bh

pz; hq � qgpz; hq: (2.19)

De la même mani�ere que pour (2.8), on int�egre l'expression par rapport �a 
 et on pose

I phq �
»



gpz; hqdz: La formule de Green

»



z � r gpz; hqdz � � n

»



gpz; hqdz �

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qgpz; hqdsz (2.20)

� � nI phq �
»

B

pÝÑz |ÝÑ� qgpz; hqdsz;

fournit l'�equation di��erentielle ordinaire

pq � nqI phq � hI 1phq �
»

B

pÝÑz |ÝÑ� qgpz; hqdsx ; (2.21)

d'inconnue I phq: On remarque que lorsqueg est ne d�epend pas du param�etreh, alors
I 1phq � 0 et on retrouve l'expression (2.10).
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Lorsque q � n � 0; cette �equation peut-être r�esolue en utilisant la m�ethode de la
variation de la constante ; pour ce faire, on pose

I phq � hq� nK phq; (2.22)

alors, K v�eri�e l'�equation

K 1phq � �
1

hq� n� 1

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qgpz; hqdsz: (2.23)

Soit h0 P R un r�eel que l'on �xera par la suite en s'assurant que l'int�egrale est d�e�nie.
En int�egrant (2.23), on obtient

K phq � K ph0q �
» h0

h

1
uq� n� 1

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qgpz; uqdszdu; (2.24)

alors en faisant apparâ�treI phq dans (2.24), on a

I phq �
�

h
h0


 q� n

I ph0q � hq� n
» h0

h

1
uq� n� 1

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qgpz; uqdszdu: (2.25)

Lorsque q � n � 0; l'expression (2.21) devient simplement

I 1phq � �
1
h

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qgpz; hqdsz; (2.26)

soit,

I phq � I ph0q �
» h0

h

1
u

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qgpz; uqdszdu; (2.27)

qui n'est rien d'autre que l'expression (2.25) avecq � n � 0.

Choix de h0

A pr�esent, il faut faire un choix pour h0. Tout d'abord, il est pr�ef�erable de choisir
h0 du même signe queh a�n d'�eviter la possible singularit�e de gpz; hq en h � 0. Dans
tous les cas que l'on traiterah sera positif, donc nous choisironsh0 ¡ 0. De plus, nous
traiterons des int�egrands de la formeph2 � } x � y}2qq{2 et px � yq ph2 � } x � y}2qpq� 1q{2,
avecq   0. On a donc

gpz; h0q � hq
0 gp

z
h0

; 1q; (2.28)

et l'in�egalit�e

}gp
z
h0

; 1q} ¤ }px � yq}� ; (2.29)

avec� P t0; 1u. Ainsi,

}I ph0q} �

�
�
�
�
hq� n

hq� n
0

»



gpz; h0qdz

�
�
�
� ¤

hq� n

hn
0

�
�
�
�

»



px � yq� dz

�
�
�
� ¤

hq� n

hn
0

M ÝÑ 0 quandh0 Ñ 8 ;

(2.30)

et ce r�esultat reste valable lorsqueq � n � 0. Il est donc raisonnable de choisirh0 �
sgnphq8 , donc h0 � �8 .
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Th�eor�eme 3. Soit g : 
 € Rn � R Ñ R, alors si g est une fonction assez r�eguli�ere et
q-homog�ene selon ses deux variables, sous la condition

�
h
h0


 q� n »



gpz; h0qdsz ÝÑ 0 quandh0 Ñ sgnphq8 ; (2.31)

on a la simpli�cation :

I phq � hq� n
»

B

pÝÑz |ÝÑ� q

» sgnphq8

h

gpz; uq
uq� n� 1

du dsz: (2.32)

On note que l'ordre d'int�egration a �et�e chang�e pour obtenir cette formule �nale. Il
n'y a pas de r�eduction de la dimension dans l'expression (2.32), cependant dans tous les
cas trait�es il est possible d'�evaluer explicitement l'int�egrale interne ; on obtient donc la
formule (2.34) :

Th�eor�eme 4. Soit g : 
 € Rn � R Ñ R, alors si g est une fonction assez r�eguli�ere et
q-homog�ene selon ses deux variables, sous la condition

�
h
h0


 q� n »



gpz; h0qdsz ÝÑ 0 quandh0 Ñ sgnphq8 ; (2.33)

on a la simpli�cation :

I phq:�
»



gpz; hqdz �

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qF pz; hqdsz (2.34)

avecF pz; hq � hq� n
» sgnphq8

h

gpz; uq
uq� n� 1

du:

Il est int�eressant de noter qu'avec la formule (2.34) il n'est pas n�ecessaire de distinguer
entre le casq � n � 0 et le casq � n � 0: Comme on le verra dans la suite, l'int�egrand
est modi��e �a chaque utilisation de la formule et devient plus compliqu�e.

Une question se pose : sig est q-homog�ene qu'en est-il de deF pz; hq? Montrons que
F pz; hq est q-homog�ene �egalement via un simple changement de variable :

F p�x; �h q � � q� nhq� n
» sgnphq8

�h

gp�x; u q
uq� n� 1

du

� � q� nhq� n
» sgnphq8

h

gp�x; �v q
� q� n� 1vq� n� 1

�dv

� � qhq� n
» sgnphq8

h

gpx; vq
vq� n� 1

dv

� � qF px; hq; (2.35)

ce qui nous assure bien laq-homog�en�eit�e de F par rapport au couple de variablepz; hq.

2.2.4 La formule (2.10) avec un int�egrand singulier

Soient les domaines 
1 € R2 et 
 2 € R2 tels que leur intersection soit non vide. On
pose 
 � 
 1 � 
 2 et Rpzq � } x � y} avecx P 
 1 et y P 
 2. Nous allons montrer que
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l'int�egrale

I �
»




1
Rpzq

dz; (2.36)

est sujette �a l'utilisation de la formule (2.10) bien que son int�egrand soit homog�ene de
degr�e q � � 1 selon le couple de variablepx; yq et singulier puisque 
1 X 
 2 � H . On
pose

I p� q �
»




1
a

� 2 � Rpzq2
dz; (2.37)

o�u � ¡ 0, ainsi l'int�egrale est d�e�nie et l'on peut appliquer la formule (2.34) en notant
que q � n � 3 ; l'int�egrale I p� q s'�ecrit alors :

I p� q �
»

B

pz|ÝÑ� q� 3

» �8

�

1

u4
a

u2 � Rpzq2
dudsz (2.38)

On s'int�eresse �a l'int�egrale interne ; alors en lui appliquant une int�egration par parties,
on obtient

I p� q �
»

B


pz|ÝÑ� q

3
a

� 2 � Rpzq2
Bz �

»

B

pz|ÝÑ� q

� 3

3

» �8

�

1

u2 pu2 � Rpzq2q3{2 dudsz (2.39)

Dans la seconde int�egrale, on utilise la majoration :

� 3

u2 pu2 � Rpzq2q3{2 ¤
u

pu2 � Rpzq2q3{2 ;

qui v�eri�e :
» �8

�

u

pu2 � Rpzq2q3{2 du �
1

a
� 2 � Rpzq2

¤
1

Rpzq
; (2.40)

Finalement, le th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue conduit au r�esultat :

lim
� Ñ 0

I p� q �
»

B


pz|ÝÑ� q
3Rpzq

dsz (2.41)

qui est exactement le r�esultat obtenu si l'on appliquena•�vement la formule (2.10) �a I .

Ce r�esultat permet de conclure que la formule (2.10) peut être utilis�ee pour certains
int�egrands singuliers (ici homog�ene de degr�e� 1). Dans la suite de ce manuscrit, nous
utiliserons directement la formule (2.10) pour l'int�egrandRpzq � } x � y} et un domaine
d'int�egration pouvant être 
 � S� S et 
 � S� T o�u S et T sont des triangles adjacents
ou ayant un sommet commun.

2.3. Param�etrisation et homog�en�eit�e

Il est important de noter que l'homog�en�eit�e dans une int�egrale n'est pas une propri�et�e
intrins�eque. En e�et, l'homog�en�eit�e de l'int�egrand d�epend de la param�etrisation utilis�ee
dans le calcul de l'int�egrale et donc de l'origine choisie. Nous allons commencer par
pr�esenter un petit calcul pour d�etailler l'importance de l'origine puis nous verrons que
cette n�ecessit�e de choisir une origine pour assurer l'homog�en�eit�e nous force �a distinguer
trois con�gurations g�eom�etriques lors des calculs.
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2.3.1 Importance de la param�etrisation

Soient� et � deux segments du plan (voir la �gure 2.4), alors pour calculer l'int�egrale
suivante

Q �
»

� � �

1
}x � y}

dsxdsy; (2.42)

avecx P � et y P � , une in�nit�e de param�etrisations est envisageable.

x

y

o1

o2

�

�

�

Figure 2.4 { In
uence de l'origine et de la param�etrisation sur l'homog�en�eit�e d'un int�egrand.


 En prenant pour origine o1, l'intersection des supports des deux segments, on
obtient la param�etrisation selon ps; tq :

$
'''&

'''%

x1psq � s
x2psq � 0
y1ptq � t cosp� q
y2ptq � t sinp� q;

ce qui fournit l'expression

Q �
»

s

»

t

dsdt
b

ps � t cosp� qq2 � p t sinp� qq2
; (2.43)

o�u l'angle � est �x�e. L'int�egrand est bien homog�ene selon le couple de variables
ps; tq.


 Par contre, en prenant pour origineo2, l'intersection des deux axes, une constante
apparâ�t dans la param�etrisation :

$
'''&

'''%

x1psq � s
x2psq � 1
y1ptq � t cosp� q
y2ptq � t sinp� q;
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alors

Q �
»

s

»

t

dsdt
b

ps � t cosp� qq2 � p 1 � t sinp� qq2
: (2.44)

Cette fois l'int�egrand n'est plus homog�ene.

En pratique, seule l'utilisation de l'intersection des supports des deux segments comme
origine assure l'homog�en�eit�e de l'int�egrand dans (2.42).

On comprend qu'il sera donc tr�es important durant le processus de r�eduction de
choisir avec pr�ecaution l'origine a�n de conserver le caract�ere homog�ene de l'int�egrand.
Nous verrons �egalement qu'un choix judicieux de l'origine permet de simpli�er les calculs.

2.3.2 Utilisation de polygones plans

La m�ethode n�ecessite l'utilisation de polygones plans pour discr�etiser le domaine.
Sans cela, apr�es une premi�ere �etape de r�eduction de la dimension, l'int�egrand n'est
plus homog�ene ; il n'est donc plus possible d'utiliser les formules (2.10) ou (2.34) pour
continuer la r�eduction de la dimension du domaine d'int�egration jusqu'�a l'obtention
d'int�egrales mono-dimensionnelles.

En e�et, l'utilisation de polygones plans assure que le produitS � T, avecS et T
deux polygones plans, est un poly�edre. AinsiB pS � Tq est compos�e d'hyperplans sur
lesquels la normale sortanteÝÑ� est constante.

Par cons�equent, le produit scalaire pr�esent dans les formules (2.10) et (2.34) est
constant par morceaux et, en d�ecomposantBpS � Tq, il est possible de le sortir de
l'int�egrale pour se ramener �a un int�egrand homog�ene et ainsi r�ep�eter le processus.

2.4. Utilisation des formules de r�eduction

Pour d�ecouvrir l'utilisation pratique des di��erentes formules, nous allons �evaluer trois
int�egrales sur le triangle S, en choisissant comme point d'observation, soitx P �S, soit
rx se trouvant �a une distanceh du plan contenant le triangleS. Le triangle S est d�e�ni
par ses sommetsai et ses cot�es� i tels queai soit le sommet oppos�e �a� i , voir la Figure
2.5.

a1

a2

a3

� 3

� 1� 2

h

x

rx

S

Figure 2.5 { Int�egration sur le triangle S ; le point d'observation peut être pris en x ou en rx.
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2.4.1 Exemple d'utilisation de la Formule (2.10)

Soit l'int�egrale,

I pxq �
»

S

1
}x � y}

dy; (2.45)

o�u S est un triangle et x un point appartenant au triangle S (voir Figure 2.6). On a
z � y et f pzq � } x � y} � 1; qui oblige �a choisir le point d'observationx comme origine
pour avoir l'homog�en�eit�e de l'int�egrand. L'int�egrand est donc homog�ene de degr�e q � � 1
donc q � n � 1: En appliquant la formule (2.10), on obtient

I pxq �
»

BS

pÝÑy |ÝÑ� q
}x � y}

dsy �
3¸

i � 1

»

� i

pÝÑy |ÝÑ� q
}x � y}

dsy; (2.46)

puisque le bord deS est simplement l'union de ses cot�es� i . La normale sortante au
bord du triangle est not�eeÝÑ� . On introduit

ÝÑ
� i � ÝÑ� |� i la normale sortante sur le cot�e� i .

Le produit scalaire intervenant dans l'expression (2.46) correspond alors �a la distance,
not�ee gi , de l'origine �a chaque cot�e deS (voir la Figure 2.6), alors (2.46) devient

I pxq �
3¸

i � 1

gi

»

� i

1
}x � y}

dsy: (2.47)

A�n d'�evaluer explicitement les int�egrales monodimensionnelles, il faut d�eterminer une
param�etrisation : pour l'int�egrale sur � i , on choisit pi le projet�e orthogonal dex sur � i

comme origine, ce qui donne

I pxq �
3¸

i � 1

gi

» s�
i

s�
i

ds
a

g2
i � s2

�
3¸

i � 1

gi

�

Arcsinh
�

s
gi


 � s�
i

s� s�
i

; (2.48)

o�u s�
i sont les abscisses des extr�emit�es de� i selon l'originepi .

a1

a2

a3

� 3

� 1

� 2
g1

p1

g2

p2

g3

p3

ÝÑ
� 1

ÝÑ
� 2

ÝÑ
� 3

x

S

Figure 2.6 { Distance de l'origine aux cot�es du triangle S: On a
�

ÝÑx |
ÝÑ
� i

	

|� i

� gi ; la distance

de x au cot�e � i .

Ce calcul montre que l'utilisation de la formule (2.10) pour �evaluer des int�egrales
2-D est tr�es simple.
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2.4.2 Exemple d'utilisation de la Formule (2.34)

Soit l'int�egrale

M phq �
»

S

1
}rx � y}

dy �
»

S

1
a

h2 � } x � y}2
dy; (2.49)

o�u x est la projection orthogonale derx sur le plan deS. On observe que lorsque
h Ñ 0; M phq Ñ I d�e�nie en (2.45). En appliquant la formule (2.34) avecq � � 1 et
l'origine prise enx, on a

M phq �
3¸

i � 1

gi

»

� i

h
» �8

h

du

u2
a

u2 � } x � y}2
dsy (2.50)

puisque le produit scalaire fait apparâ�tre la distancegi . L'int�egrale interne s'�evalue
selon,

h
» �8

h

du

u2
a

u2 � } x � y}2
�

a
h2 � } x � y}2 � h

}x � y}2
; (2.51)

ainsi (2.50) s'�ecrit

M phq �
3¸

i � 1

gi

»

� i

a
h2 � } x � y}2 � h

}x � y}2
dsy: (2.52)

Les int�egrales monodimensionnelles sont toutes r�eguli�eres puisquex R� i . Comme pour
les deux exemples pr�ec�edents, on obtient une formule explicite :

M phq �
3¸

i � 1

gi

» s�
i

s�
i

a
h2 � g2

i � s2 � h
pg2

i � s2q
ds (2.53)

�
3¸

i � 1

gi

�
S3ps�

i ; gi ; hq � S3ps�
i ; gi ; hq

�
; (2.54)

avec

S3ps; g; hq � Arcsinh
�

s
?

h2 � g2



�

h
g

Arctan
�

s
g



(2.55)

�
h
g

I m
"

Arctanh
�

h2 � g2 � isg
h

?
h2 � g2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
*

On v�eri�e que lorsque h Ñ 0; S3ps; g; hq ÝÑ Arcsinh
�

s
g



qui redonne l'expression

(2.48) deI .
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Conclusion de la premi�ere partie

Cette partie a permis de pr�esenter :

 les m�ethodes d'�el�ements �nis de fronti�ere,

 les int�egrales singuli�eres qui y apparaissent,

 les formules utilis�ees pour l'�evaluation explicite des int�egrales singuli�eres.

Un point important dans la suite est le choix de l'origine lors des �etapes de r�eduction
de la dimension du domaine d'int�egration ; ceci a�n de conserver l'homog�en�eit�e de
l'int�egrand. En�n, plusieurs exemples ont permis d'utiliser les formules pour le calcul
explicite d'int�egrales bi-dimensionnelles.
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Deuxi�eme partie

Triangles coplanaires et dans des
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Introduction de la deuxi�eme partie

Dans cette partie, nous fournissons des formules explicites pour �evaluer les int�egrales

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy; (2.56)

lorsque S et T sont deux triangles coplanaires ou dans des plans s�ecants, et les deux
int�egrales

J� �
»

S� T

x � y
}x � y}p1� � q

dxdy; � P t0; 2u (2.57)

lorsqueS et T sont dans des plans s�ecants.

Nous commen�cons par le calcul deI lorsque S et T sont confondus, coplanaires en
position g�en�erale, puis situ�es dans des plans s�ecants. On commence par calculerI puis
les deux int�egralesJ� ; � � 0; 2.

Dans le cas de l'auto-in
uence, une comparaison est e�ectu�ee avec la m�ethode de
Sauter et Schwab. Le point sensible du presque-parall�elisme entre deux segments est
pr�esent�e et �etudi�e dans le chapitre suivant et la stabilit�e des formules est abord�ee.
En�n, dans le dernier chapitre, nous �evaluons l'int�egraleJ2, provenant du potentiel de
double couche, lorsqueS et T sont disjoints dans des plans s�ecants. Lorsque l'intersec-
tion des triangles n'est pas vide (triangles adjacents ou ayant un sommet commun),
J2 doit être être prise au sens de la partie �nie de Hadamard ; nous fournissons une
expression de la partie �nie pour des triangles adjacents.
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Chapitre 3

Coe�cient d'auto-in
uence

Introduction

Le cas le plus simple est celui o�uS et T sont confondus, c'est aussi l'un de ceux qui
pr�esente le plus de di�cult�e du point de vue de l'int�egration num�erique. Nous allons
d�etailler le processus de r�eduction jusqu'�a l'obtention de formules explicites. Comme il a
�et�e vu en introduction, seule l'int�egrale I , d�e�nie en (6.67), doit être �evalu�ee lorsque les
triangles sont coplanaires. Pour �evaluer les int�egrales des termes singuliers du gradient
du noyau de Green, il nous faut e�ectuer le produit scalaire des int�egralesJ� avec la
normaleÝÑnT au plan auquel appartiennent le triangleT.. LorsqueS et T sont coplanaires,
on a doncJ� � ÝÑnT � 0.

3.1. Notations

Soit le triangle S d�e�ni par ses sommetsai ; i � 1; 3 et ses cot�es� i ; i � 1; 3 tels que
� i soit oppos�e �a ai (voir Figure 3.1(a)). On introduit |� i | la longueur du cot�e � i et ÝÑ� i le
vecteurpai � 2 � ai � 1q � p a�

i � a�
i q(voir la Figure 3.1(b)). On note

ÝÑ
� i la normale ext�erieur

au cot�e � i .

ai

ai � 1

ai � 2

� i

� i � 1

� i � 2

ÝÑ
� 1

ÝÑ
� 2

ÝÑ
� 3

S

(a) D�e�nition du triangle S.

ai

ai � 1

ai � 2

ÝÑ� i

ÝÝÑ� i � 1

ÝÝÑ� i � 2

S

(b) Orientations des cot�es de S.

Figure 3.1 { Notations pour le coe�cient d'auto-in
uence
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3.1.1 Distances

Notons pi pxq la projection orthogonale (voir Figure 3.2(a)) du pointx sur chaque
cot�e � i du triangle et gi pxq � } x � pi pxq} la distance du pointx au support de� i . Lorsque
x � ai , nous notons quepi � pi pai qest le pied de la hauteur associ�ee au sommetai et que
gi � gi pai q � } pi � ai } est la longueur de la hauteur (voir Figure 3.2(b)). En�n, on utilise
�egalement la distance sign�ee d'un point au support de� i qui fait intervenir la normale
sortante au triangle sur� i . Cette distance est d�e�nie par 
 i pxq �

�
pi pxq � x

�
�
�
ÝÑ
� i

	
sur � i

(voir Figure 3.3).

ai

ai � 1

ai � 2

pi pxq

pi � 1pxq

x

(a) Projection pi pxq de x sur � i .

ai

ai � 1

ai � 2

gi

gi � 1

gi � 2
pi

pi � 1

pi � 2

(b) Projections et Distances dans le
triangle.

Figure 3.2 { Projections et distances intervenant dans le calcul de l'auto-in
uence.

ai

ai � 1

ai � 2

x1

x2


 i pai q� gi ¡ 0


 i px1q� gi px1q¡ 0


 i px2q�� gi px2q  0

ÝÑ
� i

Figure 3.3 { Distances et distances sign�ees dans le triangle.

3.2. R�eduction �a la dimension 3

On souhaite int�egrer

f px; yq �
1

}x � y}
; (3.1)

c'est une fonction positivement homog�ene d'ordreq � � 1 par rapport au couple de
variablespx; yq, sur le produit S � S. A�n d'utiliser la formule (2.10), on note z � p x; yq
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et 
 � S � S € R4; soit n � 4. On obtient

I �
»

S� S

1
}x � y}

dxdy (3.2)

�
1
3

»

BpS� Sq
ppx; yq|ÝÑ� q

1
}x � y}

Bpx; yq; (3.3)

o�u ÝÑ� d�esigne la normale au bord deS � S. On poursuit le processus de r�eduction en
trois �etapes.

1: On explicite B pS � Sq de mani�ere plus simple, �a l'aide de

B pS � Sq � pBS � Sq Y pS � B Sq et BS �
¤

i � 1;3

� i ;

soit,

I �
3¸

i � 1

1
3

»

� i � S
ppx; yq|ÝÑ� q

1
}x � y}

dsxdy �
3¸

j � 1

1
3

»

S� � j

ppx; yq|ÝÑ� q
1

}x � y}
dxdsy:

(3.4)

Le caract�ere sym�etrique de l'int�egrand permet de simpli�er l'expression

I �
3¸

i � 1

2
3

»

� i � S

ppx; yq|ÝÑ� q
}x � y}

dsxdy: (3.5)

2: On observe que l'int�egrand dans (3.5) n'est pas homog�ene �a cause de la pr�esence
du produit scalaire. Pour poursuivre le processus de r�eduction de la dimension
du domaine d'int�egration, �a l'aide de la formule (2.10), et donc se ramener �a des
int�egrales 2-D, il faut que l'int�egrand soit homog�ene. Pour ce faire, on note que sur
� i � S le produit scalaire s'�ecrit

ppx; yq|ÝÑ� q|� i � S �
�

ÝÑx
�
�
�
ÝÑ
� i

	
; (3.6)

o�u
ÝÑ
� i est la normale ext�erieur �a S le long de� i (voir la Figure 3.1(a)), soit

I �
2
3

3¸

i � 1

»

� i � S

�
ÝÑx

�
�
�
ÝÑ
� i

	

}x � y}
dsxdy: (3.7)

A�n d'assurer l'homog�en�eit�e de l'int�egrand, on choisit une origine o, qui sera �x�ee
dans la suite, alors �

ÝÑx
�
�
�
ÝÑ
� i

	
� 
 i poq;

est la distance sign�ee deo �a � i (voir Figure 3.3). Cette distance �etant constante
sur chaque cot�e, on peut sortir le produit scalaire de l'int�egrale :

I �
2
3

3¸

i � 1


 i poq
»

� i � S

1
}x � y}

dsxdy: (3.8)
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3: La derni�ere �etape consiste �a choisir une origine qui assure l'homog�en�eit�e. La Figure
3.4 permet de voir qu'en prenant le sommetai de S; comme origine, alors


 i � 1pxq � 
 i � 2pxq � 0 ;

la formule (3.8) se r�eduit alors �a la simple expression

I �
2
3

gi U p� i ; Sq; (3.9)

o�u

U p�; S q �
»

� � S

1
}x � y}

dsx dy (3.10)

est le coe�cient d'in
uence entre le segment� et le triangle S et gi est la distance
de ai �a son côt�e oppos�e � i .

L'int�egrand initial (voir (3.2)) est sym�etrique alors que l'expression (3.9) ne l'est
plus. Cette perte de sym�etrie provient du choix d'un des sommets du triangle comme
origine ; choix permettant de diminuer la quantit�e de calculs. L'expression obtenue, une
fois la r�eduction r�ealis�ee jusqu'�a la �n (obtention d'int�egrales mono-dimensionnelles) est
sym�etrique (voir (3.17)). On note que l'int�egrand de U est homog�ene, il est donc possible
de r�eit�erer le processus pour r�eduireI �a une collection d'int�egrales 2-D.

� i � 2

� i

� i � 1

S


 i � 2poq ¡ 0


 i poq   0


 i � 1poq ¡ 0

ÝÑ
� i

ÝÝÑ
� i � 2

ÝÝÑ
� i � 1

o

ai � 2

ai � 1

ai

Figure 3.4 { Distance sign�ee

3.3. R�eduction �a la dimension 2

Le processus peut être r�eit�er�e, �a condition de choisir une nouvelle origine assurant
l'homog�en�eit�e de l'int�egrand. Dans ce cas, l'origine doit être un point du plan contenant
le triangle S et appartenant au support de� i ; de telle sorte que la fonction}x � y} � 1

soit homog�ene sur� i � S: L'origine peut donc être prise n'importe o�u sur le support de
� i , mais un choix judicieux consiste �a choisir une des extr�emit�es de� i comme origine.
En e�et, certaines des distances s'annulant, on aura une simpli�cation. On choisit donc
pour origine le point a�

i � ai � 1; on a encoreq � � 1 mais n � 3: L'application de la
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formule (2.10) fournit le r�esultat

U p� i ; Sq �
1
2

»

Bp� i � Sq
ppx; yq|ÝÑ� q

1
}x � y}

Bpx; yq; (3.11)

o�u ÝÑ� est maintenant la normale ext�erieure au bord de� i � S et B px; yq l'�el�ement de
surface le long deB p� i � Sq: On aura B p� i � Sq � pB� i � Sq Y p� i � B Sq;

ppx; yq|ÝÑ� q|a�
i � S � ppx; yq|ÝÑ� q|� i � � i

� ppx; yq|ÝÑ� q|� i � � i � 2
� 0

ainsi que (voir la Figure 3.5)

ppx; yq|ÝÑ� q|a�
i � S� |� i | et ppx; yq|ÝÑ� q|� i � � i � 1

� g
i � 1

:

ai

o � ai � 1 � a�
i

ai � 2

S

� i

� iy

ÝÝÑ
� i � 1

ÝÝÑ
� i � 1

gi � 1

x

a�
i

Figure 3.5 { Bord de � i � S.

De la formule (3.11) il r�esulte donc que

U p� i ; Sq �
|� i |
2

P pai � 2; Sq �
gi � 1

2
Q p� i ; � i � 1q; (3.12)

o�u
P pa; Sq �

»

S

1
}a � y}

dy et Q p�; � q �
»

� � �

1
}x � y}

dsx dsy: (3.13)

Plus concr�etement P pa; Sq est le potentiel cr�e�e en a par S et Q p�; � q le coe�cient
d'in
uence entre � et �:

3.4. R�eduction �a la dimension 1

Il est possible de poursuivre la r�eduction puisque les int�egrands dePpa; Sqet Qp�; � q
(voir (3.13)) sont homog�enes. Avecn � 2; et ai � 2 pour origine (voir la Figure 3.6),
l'application �a (3.13) de (2.10) nous donne d'une part

P pai � 2; Sq � gi � 2R pai � 2; � i � 2q; (3.14)

et d'autre part (voir la Figure 3.7)

Q p� i ; � i � 1q � | � i | R pai � 1; � i � 1q � | � i � 1| R pai ; � i q; (3.15)
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� i � 2

� i

� i � 1

ÝÝÑ
� i � 2

gi � 2

S

x

o � ai � 2

ai � 1

ai

Figure 3.6 { Calcul de Ppai � 1; Sq.

p1; 0q

p0; 1q

ÝÑ� i

ÝÝÑ� i � 1

o � ai � 2

x

y

Figure 3.7 { Calcul de Qp� i ; � i � 1q.

o�u
R pa; � q �

»

�

1
}a � y}

dsy: (3.16)

Notons qu'�a ce stade,ai �etant le sommet oppos�e �a � i , il n'est pas situ�e sur le segment
� i . Ainsi l'int�egrand dans la d�e�nition (3.16) de R est r�egulier, ce qui le rend susceptible
d'une int�egration num�erique. En l'occurence, le calcul deR est su�samment simple
pour dissuader d'op�erer ce choix, mais il peut se r�ev�eler judicieux dans des situations
plus complexes telles qu'on en verra ult�erieurement.

Si on r�ecapitule les formules (3.12), (3.14) et (3.15), on constate que

I �
2
3

gi
|� i |
2

gi � 2R pai � 2; � i � 2q �
2
3

gi
gi � 1

2
|� i | R pai � 1; � i � 1q �

2
3

gi
gi � 1

2
|� i � 1| R pai ; � i q;

soit

I �
2
3

|S|
3¸

i � 1

gi R pai ; � i q; (3.17)

o�u |S| note la surface du triangleS: L'�evaluation de l'int�egrale singuli�ere I d�e�nie en
(3.2) a donc �et�e ramen�ee �a l'�evaluation d'une combinaison lin�eaire d'int�egrales mono-
dimensionnelles et r�eguli�eres puisque, par d�e�nition, ai n'appartient jamais �a � i . Le
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choix du sommet utilis�e comme origine pour la premi�ere �etape de r�eduction n'in
ue pas
sur le r�esultat �nal.

3.5. Formule �nale et Validation

3.5.1 Formule �nale

A ce stade aucun calcul de primitive n'a �et�e n�ecessaire pour ramener l'int�egrale
relative �a S � S; �a une combinaison lin�eaire d'int�egrales sur chacun des côt�es deS ; il
n'en est plus de même en ce qui concerne la d�etermination deR pai ; � i q: D'apr�es (3.16),
on a

R pb; � q �
»

�

1
b

}b� ppbq}2 � } ppbq � x}2
dsx �

» s� � � pbq

s� � � pbq

1
a

g2 pbq � s2
ds; (3.18)

o�u, ppbq est la projection orthogonale deb sur le support de�; g pbq � } ppbq � b} et � pbq
est l'abscisse deppbq (voir la sous-section3.1.1 et la Figure 3.8).

ÝÑ�

a�

s�

a�

s�

b

ppbq

� pbq

o

Figure 3.8 { Abscisses intervenant dans le calcul deRpb; � q.

Or »
1

?
� 2 � s2

ds � Arcsinh
�

s
�



;

d'o�u

R pb; � q �
¸

k��

kArcsinh
�

sk � � pbq
gpbq



:

En choisissantppbq comme origine,� pbq � 0 et on obtient

Rpb; � q �
¸

k��

kArcsinh
�

sk

gpbq



: (3.19)

Finalement, l'int�egrale I initialement d�e�nie en (3.2) devient apr�es r�eduction :

I �
2
3

|S|
¸

i � 1;3

gi

¸

k��

kArcsinh
�

sk
i

gi



: (3.20)

On observe qu'en partant d'une int�egrale singuli�ere 4-D, on aboutit, apr�es utilisation de
notre m�ethode �a une expression simple, ne faisant intervenir que des arguments sinus
hyperboliques et des quantit�es g�eom�etriques simples �a �evaluer.
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3.5.2 Validation des formules

A�n de s'assurer que la formule (3.20) est valide, on e�ectue une comparaison entre
notre m�ethode et la m�ethode propos�ee par Sauter et Schwab dans leur livre [SS10,
Chapitre 5]. Cette m�ethode transforme l'int�egrale sur S � S en une combinaison de
trois int�egrales r�eguli�eres sur l'hypercube H � r 0; 1s4. Nous e�ectuons cette comparaison
pour deux trianglesS et T (voir Figure 3.9). Le premier triangle permet de comparer les
m�ethodes lorsque le triangle est non-aplati (triangleS). Le second triangle est presque-
aplati (triangle T).

p0; 0q p2; 0q

p2; 1q

p4; 0q p8; 0q

p4:5; 0:5q

S T

Figure 3.9 { Les deux triangles servant �a la comparaison. En bleu, le triangle scal�eneS et en
gris, le triangle T presque-d�eg�en�er�e.

On note I SpN q , la valeur calcul�ee de l'int�egrale (3.2) �a l'aide de la m�ethode de
Sauter et Schwab en utilisant une m�ethode de Gauss-Legendre tensorielle avecN
points d'int�egrations sur le segmentr0; 1s: Il y a donc 3N 4 points d'int�egration uti-
lis�es (la m�ethode de Sauter et Schwab faisant apparâ�tre quatre int�egrales quadri-
dimensionnelles). La valeur calcul�ee �a l'aide de la formule explicite (3.20) est not�ee
I . La Figure 3.11 repr�esente la di��erence relative

|I � I SpN q|
|I |

;

en fonction de 1
N 4 en �echelle loglog et fournit quelques valeurs obtenues. On observe que

lorsque le triangle est non d�eg�en�er�e, peu de points su�sent pour queI SpN q approche
avec pr�ecisionI (N � 3). La seconde observation est qu'il faut plus de points pour que
obtenir une di��erence relative du même ordre pourT. Cette comparaison permet de
voir l'int�erêt majeur de notre m�ethode : il n'est pas n�ecessaire d'adapter le nombre de
points d'int�egration �a la forme du triangle pour assurer une pr�ecision �x�ee.

Remarque Dans le cas de l'int�egrale (3.2), la m�ethode de Sauter et Schwab fournit
trois int�egrales qui peuvent en fait être int�egr�ees explicitement. On obtient l'expression,

I �
pL2

1L2
2 � L2

sq
4�

#
ln pL2

1 � L s � L1L3q � ln pL1L2 � L sq
3L1

(3.21)

�
ln pL2

2 � L s � L2L3q � ln pL1L2 � L sq
3L2

�
ln pL2

1 � L s � L1L3q � ln p� L2
2 � L s � L2L3q

3L3

+

avecL s � p B � A|C � Bq et L1; L2 et L3 les longueurs des cot�es, comme indiqu�e dans
la Figure 3.10. On peut montrer que cette expression est identique �a (3.20).
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L1 � | � 3|

L 2 � | � 1|
L 3 � | � 2|

A B

C

Figure 3.10 { Notations pour la formule (3.21).

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e l'application de la m�ethode pour l'�evaluation
explicite d'une int�egrale 4-D. Dans le cas signi�catif de l'auto-in
uence, l'expression
obtenue est tr�es simple. Les notations de ce chapitre seront utilis�ees dans la suite.

La validation e�ectu�ee en utilisant la m�ethode de Sauter et Schwab permet de s'assurer
que les formules obtenues sont correctes. Cette validation permet d'observer un avantage
de cette m�ethode : il n'est pas n�ecessaire d'adapter le nombre de points d'int�egration
pour obtenir une pr�ecision �x�ee comme c'est le cas pour les m�ethodes num�eriques.
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N
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de

p
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sur
r0;1 s

Di��erence Relative

Triangle
S

Triangle
T

S

N
D

i�.
R

�el.
S

D
i�.

R
�el.

T
.

1
2.417e-01

4.085e-01
2

9.005e-03
6.614e-02

3
1.868e-03

2.486e-02
4

1.719e-04
1.441e-02

5
1.606e-05

5.006e-03
7

1.679e-06
1.085e-03

10
1.328e-08

1.558e-04
13

9.337e-11
1.268e-05

16
5.918e-13

1.962e-06
18

4.035e-15
4.641e-07

Figure 3.11 { Di��erences relatives entre I SpN q(calcul de I en utilisant la m�ethode de Sauter
et Schwab avecN points d'int�egration sur r0; 1s) et I calcul�ee �a l'aide de notre m�ethode.



Chapitre 4

Triangles coplanaires en position
g�en�erale

Introduction

Nous �etendons le calcul de l'auto-in
uence, vu au chapitre 3, au cas de triangles
coplanaires en position g�en�erale. Apr�es l'introduction des notations, projections et
distances suppl�ementaires n�ecessaires, nous d�ebutons en calculant l'int�egraleI (voir
(4.1)) pour deux triangles S et T n'ayant aucun sommet commun. Il peut s'agir
de triangles ayant une intersection vide (voir Figure 4.1(b)) ou bien de triangles se
recouvrant partiellement mais n'ayant pas de sommets communs (voir Figure 4.1(a)).
Ce dernier cas est trait�e sans di�cult�e additionnelle, au contraire de nombreuses autres
m�ethodes n�ecessitant de d�ecomposer la zone de recouvrement. Le chapitre s'ach�eve
sur les simpli�cations possibles lorsque les triangles ont une arête ou un sommet en
commun.
Jusqu'�a la dimension 2, la m�ethode de r�eduction est analogue �a celle employ�ee dans le
chapitre pr�ec�edent. Pour r�eduire les int�egrales sur le produit de deux segments, il faut
distinguer lorsque les supports des segments sont s�ecants et lorsqu'ils sont parall�eles.
Dans ce dernier cas, la projection orthogonale d'un des segments sur le support du
second segment est n�ecessaire a�n de d�ecomposer la norme}x � y}.

S

T

ai

ai � 1

ai � 2

bj
bj � 1

bj � 2

(a) Triangles se recouvrant

S
T

ai

ai � 1

ai � 2

bj
bj � 1

bj � 2

(b) Triangles coplanaires ayant une intersection vide.

Figure 4.1 { Con�gurations g�eom�etriques trait�ees dans ce chapitre.

45
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4.1. Notations

Nous utilisons des notations pour le triangleT analogues �a celles introduites pour le
triangle S dans le chapitre3 (voir les Figures 3.1 et 3.2). Soit le triangleT d�e�ni par
ses sommetsbj ; j � 1; 3 et ses cot�es� j tels que� j soit le cot�e oppos�e �a bj . Soient |� j | la
longueur du cot�e � j ,

ÝÑ
� j le vecteurpbj � 2 � bj � 1q et ÝÑ� j ; la normale ext�erieure au cot�e � j

(voir la Figure 4.2).

bj bj � 1

bj � 2

� j� j � 1

� j � 2

ÝÑ� j

ÝÝÑ� j � 1

ÝÝÑ� j � 2

T

(a) D�e�nition du triangle T .

bj bj � 1

bj � 2

ÝÑ
� j

ÝÝÑ
� j � 1

ÝÝÑ
� j � 2

T

(b) Orientation des cot�es de T .

Figure 4.2 { Notations pour le triangle T.

La projection orthogonale dey sur le support de� j , analogue �a pi pxq pour S, est
not�ee qj pyq et la distance dey au support de � j est not�ee dj pyq � } y � qj pyq}. On
note � j pyq, la distance sign�ee dey au support de � j (analogue �a 
 i pxq) d�e�nie par
� j pyq � p qj pyq � y|ÝÑ� j q. En�n, dj est l'�equivalent de gi , �a savoir la longueur de la hauteur
issue debj , soit dj � dj pbj q (voir la Figure 4.3).

bj

bj � 1

bj � 2

x1

x2

� j pbj q� dj ¡ 0

� j px1q� dj px1q¡ 0

� j px2q�� dj px2q  0

ÝÑ� j

Figure 4.3 { Distances et distances sign�ees dans le triangle T.

4.2. R�eduction �a la dimension 3

Comme dans le chapitre pr�ec�edent, l'int�egrale initiale est

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy: (4.1)
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Un processus similaire �a celui du chapitre 3 est employ�e. Il faut choisir avec prudence
l'origine pour garantir l'homog�en�eit�e �a chaque �etape. Lors de la premi�ere �etape, la seule
contrainte consiste �a choisir l'origine dans le plan des deux triangles. En notant que
q � � 1; n � 4, la formule (2.10) donne un r�esultat similaire �a (3.4) :

I �
3¸

i � 1


 i poq
3

»

� i � T

1
}x � y}

dsxdy �
3¸

j � 1

� j poq
3

»

S� � j

1
}x � y}

dxdsy; (4.2)

o�u 
 i pxq et � j pyq sont les distances sign�ees respectivement dex au support de� i et de
y au support de� j , voir la Figure 4.4.

S

T


 i poq

� j poq¡ 0

� j � 1poq¡ 0

� j � 2poq¡ 0

ai

ai � 1

ai � 2

bj
bj � 1

bj � 2

o

Figure 4.4 { Triangles coplanaires en position g�en�erale.

Cependant comme pour l'auto-in
uence, un choix judicieux de l'origine permet de
simpli�er les calculs. C'est pourquoi, au prix de la perte de la sym�etrie de (4.2), nous
prenons le sommetai de S, comme origine (voir la Figure 4.5) ce qui donne

I �
gi

3

»

� i � T

1
}x � y}

dsxdy �
3¸

j � 1

� j pai q
3

»

S� � j

1
}x � y}

dxdsy: (4.3)

L'expression (4.3) peut s'�ecrire sous forme r�eduite :

I �
gi

3
Up� i ; Tq �

3¸

j � 1

� j pai q
3

Up� j ; Sq; (4.4)

o�u la fonction U est d�e�nie en (3.10). Suite �a l'inversion de l'ordre d'int�egration dans les
int�egrales sur les domainesS � � j et par sym�etrie de l'int�egrand, on obtient Up� j ; Sq.

4.3. R�eduction �a la dimension 2

Dans le cas de l'auto-in
uence, nous avons simpli��eUp�; S q, o�u � est un des côt�es de
S (voir (3.12)) ; �a pr�esent il nous faut simpli�er les int�egrales Up�; T q et Up�; S q: Nous
ne d�etaillons que le calcul deUp�; T q, l'expression deUp�; S q pouvant s'en d�eduire
simplement. On souhaite donc r�eduire

Up�; T q �
»

� � T

1
}x � y}

dsxdy: (4.5)
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S

T
gi

� j pai q

� j � 1

� j � 2

ai

ai � 1

ai � 2 bj

bj � 1

bj � 2

Figure 4.5 { Origine prise en ai pour la r�eduction �a la dimension 3.

Pour conserver l'homog�en�eit�e, l'origine doit appartenir au support de� . Nous notons
a� et a� , les extr�emit�es de � telles queÝÑ� � p a� � a� q. Alors en choisissanta� comme
origine, la formule (2.10) permet de simpli�er (4.5) :

Up�; T q �
|� |
2

»

T

1
}a� � y}

dy �
3¸

j � 1

� j pa� q
2

»

� � � j

1
}x � y}

dsxdsy; (4.6)

avec|� | qui d�esigne la longueur du segment. D'apr�es (3.13), on peut �ecrire (4.6) sous la
forme

Up�; T q �
|� |
2

Ppa� ; Tq �
3¸

j � 1

� j pa� q
2

Qp�; � j q; (4.7)

o�u P et Q sont donn�es par l'expression (3.13). De même, l'expression deUp�; S qs'obtient
en prenantb� comme origine,

Up�; S q �
|� |
2

Ppb� ; Sq �
3¸

l � 1


 lpb� q
2

Qp� l ; � q: (4.8)

4.4. R�eduction �a la dimension 1

Dans le cas de triangles coplanaires, le calcul dePpa; Tq est similaire �a l'expres-
sion (3.14). Par contre, pour le calcul deQp�; � q; il faut distinguer deux con�gurations
g�eom�etriques, lorsque les supports des segments sont :

i) s�ecants , alors le calcul ressemblera �a (3.15),
ii) parall�eles, question qui ne se posait pas pour l'auto-in
uence.

4.4.1 R�eduction de P

Pour calculerPpa; Tq, on s'inspire de (3.14) mais il faut noter que cette foisa n'est
pas un des sommets deT; chaque arête deT portera donc une int�egrale et la distance
sign�ee � j paq de a �a chaque cot�e de T interviendra (voir Figure 4.6). En appliquant la
formule (2.10) avecn � 2 et q � � 1, on a
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Ppa; Tq �
»

T

1
}a � y}

dy �
3¸

l � 1

� lpaq
»

� l

1
}a � y}

dsy �
3¸

l � 1

� lpaqRpa; � lq; (4.9)

avecR d�e�ni en (3.16). De même,

Ppb; Sq �
3¸

i � 1


 i pbqRpb; � i q (4.10)

� j

� j � 1

� j � 2

ÝÑ� j

ÝÝÑ� j � 2

ÝÝÑ� j � 1

� j paq ¡ 0

� j � 1paq   0

� j � 2paq ¡ 0

bj bj � 1

bj � 2

a

T

Figure 4.6 { Distances intervenant pour le calcul dePpa; Tq.

4.4.2 R�eduction de Qp�; � q : supports s�ecants

Lorsque les supports de� et � sont s�ecants, l'int�egrand reste homog�ene �a l'unique
condition de choisir l'origine au point I ; intersection des supports des deux segments
(voir la Figure 4.7). Dans ce cas, le produit scalaire de la formule (2.10) fait apparâ�tre
les abscisses des extr�emit�es des deux segments, ce qui donne :

Qp�; � q �
¸

k��

k sk
»

�

1
}ak � y}

dsy �
¸

l ��

l t l
»

�

1
}x � bl }

dsx ; (4.11)

o�u s� et t � sont les abscisses des extr�emit�es respectivement de� et � , d�e�nies dans la
section4.1. En utilisant R d�e�nie en (3.16), on obtient

Qp�; � q �
¸

k��

k sk Rpak ; � q �
¸

l ��

l t l Rpbl ; � q: (4.12)

Les abscisses sont �evalu�es simplement par

sk �
�

ak � o

�
�
�
�

ÝÑ�
|� |



et t l �

�

bl � o

�
�
�
�
�

ÝÑ
�
|� |

�

:

4.4.3 R�eduction de Q : supports parall�eles

Lorsque les supports de� et � sont parall�eles, il n'existe aucune origine permettant
d'assurer l'homog�en�eit�e de l'int�egrand ; la formule (2.10) n'est donc plus utilisable. Pour
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ÝÑ�

ÝÑ
�

a�

s�

a�

s�

b�

t �

b�

t �

o � I

Figure 4.7 { Calcul de Qp�; � q lorsque les supports des deux segments sont s�ecants.

poursuivre la simpli�cation, il faut donc utiliser la seconde formule, dite �a param�etre,
(2.34). Ceci est possible en projetant orthogonalement l'un de deux segments (nous
choisissons� ) sur le support de l'autre segment (� ). La distanced entre les supports des
deux segments apparait donc et joue le rôle du param�etre intervenant dans la formule
(2.34). Soient r� et ry les projections orthogonales respectives de� et y sur le support
de � , et d � } y � ry}, la distance de� au support de� (voir la Figure 4.8). L'int�egrale
Qp�; � q s'�ecrit donc

Qp�; � q �
»

� � �

1
}x � y}

dsxdsy �
»

� � r�

1
a

d2 � } x � ry}2
dsxdsry (4.13)

Cette fois, l'int�egrand est pd2 � } x � ry}2q� 1{2, fonction homog�ene de degr�e� 1 par
rapport aux deux variables, le couplepx; ryq; et d. En appliquant la formule (2.34) avec
q � � 1 et n � 2; on a

Qp�; � q �
¸

k��

k sk
»

r�
d

» �8

d

1

u2
a

u2 � } ak � ry}2
dudsry (4.14)

�
¸

l ��

l rt l
»

�
d

» �8

d

1

u2

b
u2 � } x � rbl }2

dudsx ;

o�u rt l est l'abscisse derbl . L'expression (4.14) peut �egalement s'�ecrire

Qp�; � q �
¸

k��

ksk
»

r�
f1pd; }ak � ry}qdsry �

¸

l ��

l rt l

»

�
f1pd; }x � rbl }qdsx ; (4.15)

avec

f1pd; � q � d
» �8

d

1
u2

?
u2 � � 2

du: (4.16)

On obtient une expression similaire �a (4.11) pourQp�; � q dans le cas des supports
parall�eles :

Qp�; � q �
¸

k��

kskRpak ; r�; d q �
¸

l ��

l rt l Rprbl ; �; d q; (4.17)

avec

Rpa; r�; d q �
»

r�

a
d2 � } a � ry}2 � d

}a � ry}2
dsry; (4.18)
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€b�€b� x

y

ryo

Figure 4.8 { Calcul de Qp�; � q; lorsque les deux segments ont des supports parall�eles, avec
une origine quelconque prise sur le support de� .

puisqu'il est possible d'obtenir une expression explicite de f1pd; � q �
?

h2 � � 2 � d
� 2 .

En pratique, on choisit une des extr�emit�es d'un des deux segments comme origine
pour diminuer le nombre de calculs. En prenanta� comme origine, on a la simpli�cation

Qp�; � q � | � |Rpa� ; r�; d q �
¸

l ��

l rt l Rprbl ; �; d q; (4.19)

puisques� est nulle.

Dans la suite, d�es lors qu'aucune origine ne permet d'avoir l'homog�en�eit�e de
l'int�egrand, nous e�ectuerons une projection orthogonale sur un plan ou sur une droite,
suivant les con�gurations g�eom�etriques, a�n de se ramener �a une expression permettant
d'utiliser la formule (2.34).

4.5. Calculs explicites

Pour traiter compl�etement le cas des triangles coplanaires, il nous reste �a fournir les
expressions explicites des int�egrales mono-dimensionnelles. L'expression (3.19) permet
de calculerRpa; � q et on en d�eduit

Rpa; � q �
¸

l ��

lArcsinh
�

t l

dpaq



; (4.20)

o�u q est la projection orthogonale sur le support de�; d paq � } a� qpaq} (voir Figure 4.3)
et t � sont les abscisses des extr�emit�es de� en prenantqpaq comme origine. De mani�ere
analogue mais avec le param�etred � } b� rb},

Rpa; r�; d q �
»

r�

a
d2 � } a � ry}2 � d

}a � ry}2
dsry �

» €t �

€t �

?
d2 � t2 � d

t2
dt

�
¸

l ��

l

�

� Arcsinh

�
rt l

d

�

�

b
d2 � p rt lq2 � d

rt l

�


 ; (4.21)
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avec les abscissesrt � des extr�emit�es de r� en prenanta comme origine, et

Rprb; �; d q �
¸

k��

k

�

Arcsinh
�

sk

d



�

a
d2 � p skq2 � d

sk

�

; (4.22)

o�u rb a �et�e pris comme origine.

4.6. Cas particuliers

Lorsque les triangles ont un sommet ou une arête en commun, il est possible de
simpli�er les calculs.

4.6.1 Triangles ayant un sommet commun

Soit ai � bj le sommet commun aux deux trianglesS et T (voir la Figure 4.9(a)).
En prenant ai � bj comme origine, on a :� j � 1pbj q � � j � 2pbj q � 0 et � j pbj q � dj dans
l'expression (4.4), soit

I �
gi

3
Up� i ; Tq �

dj

3
Up� j ; Sq; (4.23)

que l'on peut �evaluer via l'expression (4.7). Il est possible de continuer la r�eduction en
choisissanta�

i comme origine pourUp� i ; Tq et b�
j comme origine pourUp� j ; Sq

I �
|S|
3

Ppai � 2; Tq �
|T|
3

Ppbj � 2; Sq �
3¸

l � 1

gi � lpai � 1q
6

Qp� i ; � lq �
3¸

l � 1


 lpbj � 1qdj

6
Qp� l ; � j q;

(4.24)

avecP calcul�e en (4.9) etQ en (4.17) et (4.12) suivant s'il y a parall�elisme ou non entre
les supports des deux segments.

4.6.2 Triangles adjacents

Lorsque les triangles sont adjacents, il y a 2 sommets communs. Pour la premi�ere
r�eduction, on prend pour origine l'un des sommets commun aux deux triangles, soit
ai � bj (voir la Figure 4.9(b)), ce qui redonne l'expression (4.23). Il est possible de
poursuivre la r�eduction en prenant l'autre sommet commun comme origine. Ainsi en
choisissantai � 1 � bj � 1 comme origine, on obtient une r�eduction similaire �a (3.12) :

I �
|S|
3

Ppai � 2; Tq �
gi dj � 1

6
Qp� i ; � j � 1q �

|T|
3

Ppbj � 2; Sq �
gi � 1dj

6
Qp� i � 1; � j q; (4.25)

puisque gi |� i | � 2|S| et dj |� j | � 2|T|: Qp� i ; � j � 1q et Qp� i � 1; � j q ne peuvent pas être
r�eduits puisqu'il faut distinguer le cas des supports des segments s�ecants et parall�eles.
D'apr�es (4.9), on a

I �
|S|
3

3¸

j � 1

� j pai � 2qRpai � 2; � j q �
|T|
3

3¸

i � 1


 i pbj � 2qRpbj � 2; � i q

�
gi dj � 1

6
Qp� i ; � j � 1q �

gi � 1dj

6
Qp� i � 1; � j q (4.26)
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S T� i

� i � 1

� i � 2 � j
� j � 1

� j � 2

ai � 1

ai � 2

ai � bj
bj � 1

bj � 2

(a) Triangles ayant un sommet commun.

S

T

ai � bj

ai � 1 � bj � 1

ai � 2

bj � 2

� i � 1

� i

� j

� j � 1

(b) Triangles ayant une arête commune.

Figure 4.9 { Triangles adjacents et triangles ayant un sommet communs.

4.7. Discussion sur le presque-parall�elisme

Durant les �etapes du processus de r�eduction de la dimension du domaine
d'int�egration, il faut �evaluer des int�egrales sur le produit de deux segments� � � (voir
(4.7)). La m�ethode de calcul �a employer est di��erente selon que les supports des seg-
ments sont s�ecants ou parall�eles. Le choix de la m�ethode de calcul utilis�ee pour la
derni�ere �etape de r�eduction se pose donc lorsque les supports sont presque-parall�eles.
En e�et, dans ce cas l'origine est envoy�ee �a l'in�ni ; par cons�equent, les abscissess� et
t � intervenant dans l'expression (4.12) deviennent tr�es grandes ce qui peut amener �a
une forme ind�etermin�ee.

4.7.1 Les crit�eres pour le presque-parall�elisme

Ce n'est pas l'angle entre les supports des deux segments qui est �a �etudi�e, mais la
distance des extr�emit�es des segments �a l'intersection (voir la Figure 4.10).

o �

�

s� s�t � t �

(a) Cas sans di�cult�e.

o �

�

s� ¡¡ 1 s�

t � ¡¡ 1
t �

(b) Cas presque-parall�ele.

Figure 4.10 { Incidence des abscisses dans les cas presque-parall�eles.

Il est donc raisonnable de se �xer deux crit�eres :

1. Le premier pour s'assurer qu'il est possible de d�eterminer l'intersection des deux
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supports (donc que les supports ne sont pas exactement parall�eles) ; il s'�ecrit :

pC1q

�
�
�
�1 �

p�; � q
}� } } � }

�
�
�
� ¡ �: (4.27)

On choisit la pr�ecision machine pour�: Lorsque pC1q est v�eri��ee, on utilise la
m�ethode de calcul pour les supports s�ecants, par contre si ce premier crit�ere n'est
pas v�eri��e, la m�ethode de calcul pour les supports parall�eles est utilis�ee.

2. Le second crit�ere pour �eviter les formes ind�etermin�ees. LorsquepC1q est v�eri��ee,
on peut aboutir �a une forme ind�etermin�ee (voir Figure 4.10(b)) en utilisant le cas
s�ecant, donc la pr�ecision de (4.12) peut être remise en question. Ce second crit�ere
permet donc d'indiquer s'il est pr�ef�erable de traiter deux segments �a supports
presque-parall�eles comme �etant parall�eles. Le second crit�ere consiste donc �a �xer
une distance maximale entre l'intersection et les extr�emit�es des segments. Ce second
crit�ere s'�ecrit :

pC2q max
�

maxp|s� |; |s� |q
}� }

;
maxp|t � |; |t � |q

}� }



¥ C; (4.28)

avec C une constante �a choisir. En pratique pour l'int�egrand }x � y} � 1, on peut
prendre C � 105 qui correspond �a un angle d'environ 10� 5 degr�es. LorsquepC2q
est v�eri��ee, alors on juge qu'il est plus int�eressant de supposer les supports des
segments comme �etant parall�eles plutôt que s�ecants.

4.7.2 Validation num�erique

Un calcul permet d'�etudier le comportement de notre m�ethode lorsque des segments
tendent �a devenir parall�eles. Dans le chapitre3, la formule (3.17) permet de calculer
explicitement le coe�cient d'auto-in
uence

I �
»

S� S

1
}x � y}

dxdy (4.29)

On d�ecompose le triangleS en 4 sous-triangles (U1psq; : : : U4psq) d�ependant du param�etre
s qui est l'abscisse des pointszi psq utilis�es pour d�ecomposerS (voir la Figure 4.11).

rI psq �
4¸

l � 1

»

Ul � S

1
}x � y}

dxdy: (4.30)

Lorsques � 0, on azi p0q � a�
i , et lorsques � 1; zi p1q � a�

i . Il est int�eressant d'�etudier
le comportement derI psqlorsques est proche de 0:5, ce qui correspond au cas de presque-
parall�elisme entre des côtes desUi et des cot�es deS. La Figure 4.12(a) pr�esente l'erreur
relative

Epsq �
|I � rI psq|

|I |
; (4.31)

en fonction du param�etres en utilisant la m�ethode de calcul parall�ele que pours � 0:5.
La Figure 4.12(b) pr�esente la même erreur relative en �xantC � 100 dans le crit�erepC2q
(voir (4.28)). On observe sur les Figures 4.12(a) et 4.12(b) que même en prenant une
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� i

� i � 1

� i � 2a1 a2

a3

U1psq U2psq

U3psq

U4psq
z1psq

z3psq

z2psq

Figure 4.11 { D�ecomposition du triangle S.

petite valeur deC dans le crit�ere pC2q, l'erreur relative reste inf�erieure �a 0:1% cependant
l'erreur la plus petite est obtenue sans utiliser le crit�erepC2q. On en d�eduit qu'il est
possible d'e�ectuer les calculs sans se pr�eoccuper du presque-parall�elisme entre côt�es de
triangles coplanaires.

4.8. Transition segments s�ecants �a parall�eles

Lorsque les supports des segments� et � , situ�es dans un même plan, tendent �a
devenir parall�eles, il est possible d'e�ectuer le d�eveloppement asymptotique deQp�; � q.
Nous �xons � et l'extr�emit�e a� de � pour �etudier l'expression deQp�; � q lorsque a�

tend vers le point assurant le parall�elisme entre les supports de� et � (voir la Figure
4.13). La premi�ere id�ee est de param�etrer les quantit�es intervenant dans l'expression de
Q suivant l'angle � que font les deux supports des segments, puis d'e�ectuer le passage
�a la limite � Ñ 0. Cependant, en utilisantu � cosp� qcomme param�etre, des expressions
plus simples sont obtenues et le passage �a la limiteu Ñ 1 s'e�ectue avec plus de facilit�e.

4.8.1 Notations

Soient
ÝÑ
� 1 et

ÝÑ
� 1 les vecteurs normalis�es,ÝÑ� � p b� � a� q � p� � x ; � � yq avec� x ; � y ¡ 0

et u � cosp� q. D'apr�es la Figure 4.13, on a

ÝÑ
� 1 �

�
cosp� q
sinp� q



et

ÝÑ
� 1 �

�
1
0



; (4.32)

avec� P r0; � {2r, ainsi cosp� q � u et sinp� q �
?

1 � u2 ; ce qui permet d'�ecrire :

ÝÑ� �
ÝÑ
� 1 � � u � x �

?
1 � u2� y et ÝÑ� �

ÝÑ
� 1 � � � x (4.33)

On rappelle l'expression deQ dans le cas de segments �a supports s�ecants :

Q p� puq; � q � s� R
�
a� puq; �

�
� s� R

�
a� ; �

�

� t � R
�
b� ; � puq

�
� t � R

�
b� ; � puq

�
: (4.34)

L'intersection o des supports des deux segments s'�ecrito � a� � k
ÝÑ
� 1 � b� � l

ÝÑ
� 1, ce qui

permet d'�ecrire

ÝÑ� :� b� � a� � k
ÝÑ
� 1 � l

ÝÑ
� 1: (4.35)
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(a) Calcul de E psq en n'utilisant que le crit�ere pC1q.
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(b) Calcul de E psq en utilisant les crit�eres pC1q et pC2q avec C � 100. On d�elimite la zone d'action de pC2q en
bleu.

Figure 4.12 { Calcul de Epsq avec ou sans le crit�erepC2q.

En e�ectuant le produit scalaire deÝÑ� de (4.35) avec
ÝÑ
� 1 et

ÝÑ
� 1, on obtient

k �
ÝÑ� �

ÝÑ
� 1 � uÝÑ� �

ÝÑ
� 1

1 � u2
et y �

uÝÑ� �
ÝÑ
� 1 � ÝÑ� �

ÝÑ
� 1

1 � u2
; (4.36)

soit

k � �
� y?

1 � u2
et l � � x �

u� y?
1 � u2

: (4.37)
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b� b�

Figure 4.13 { Cas presque-parall�ele.

4.8.2 Calcul dans le cas limite des supports parall�eles

On commence par calculerQp� p1q; � q, le cas des supports parall�eles. A cet �n, on
note que la distance entre les deux supports estd � � y. En choisissanta� comme origine
(voir Figure 4.14), les abscisses des extr�emit�es des segments valent :

s� � 0; s� � | � |; rt � � � � x et rt � � p� � x � | � |q;

Soit d'apr�es (4.19),

Qp�; � q � | � |Rpa� ; r�; d q �
¸

l ��

rt lRprbl ; �; d q; (4.38)

qui s'exprime, apr�es simpli�cation et �a l'aide de � x ; � y; |� |; et � :

Qp�; � q � | � |
�

Arcsinh
�

|� | � | � | � � x

� y



� Arcsinh

�
� x � | � |

� y





� p| � | � � xq

�

Arcsinh
�

|� | � � x � | � |
� y



� Arcsinh

�
� x � | � |

� y


 �

� � x

�

Arcsinh
�

|� | � � x

� y



� Arcsinh

�
� x

� y


 �

(4.39)

�
b

� 2
y � p| � | � � x � | � |q2 �

b
� 2

y � p � x � | � |q2

�
b

� 2
y � p| � | � � xq2 �

b
� 2

x � � 2
y

ÝÑ
�

ÝÑ�
ÝÑ
r�

ÝÑ
V

s� s�

t � t �

a� a�

b� b�

€t �

€b�

€t �

€b�

Figure 4.14 { Calcul cas parall�ele.

Nous allons montrer que l'expression explicite obtenue dans le cas des supports
s�ecants tend vers (4.39) lorsqueu Ñ 1.
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4.8.3 Calcul dans le cas des supports s�ecants

Dans ce cas, on exprime les abscissess� et t � en fonction deu :

s� �
� y?

1 � u2
et s� � s� � | � |;

t � � � � x �
u� y?
1 � u2

et t � � t � � | � |:

Les abscisses� � des projections dea� sur le support de� s'�ecrivent � � � cosp� qs� �
u s� ; de même, les abscisses� � des projections deb� sur le support de� s'�ecrivent
� � � u t � : On utilise g� et d� , les distances respectivement des sommetsb� au support
de � et des sommetsa� au support de� :

d� � s�
?

1 � u2 et g� � t �
?

1 � u2

Toutes les quantit�es n�ecessaires ont �et�e exprim�ees selonu, d'apr�es (4.20), on a :

Q p� puq; � q � p s� � | � |q
�
Arcsinh

�
t � � � �

d�



� Arcsinh

�
t � � � �

d�


�

� s�

�
Arcsinh

�
t � � � �

d�



� Arcsinh

�
t � � � �

d�


�

� p t � � | � |q
�
Arcsinh

�
s� � � �

g�



� Arcsinh

�
s� � � �

g�


�

� t �

�
Arcsinh

�
s� � � �

g�



� Arcsinh

�
s� � � �

g�


�
: (4.40)

En utilisant les expressions des abscisses selonu, on obtient

Q p� puq; � q � | � |

�

Arcsinh
�

� � x � | � | � u|� |
� y �

?
1 � u2|� |



� Arcsinh

�
� � x � u|� |

� y �
?

1 � u2|� |


 �

� p� � x � | � |q

�

Arcsinh
�

|� | � up� x � | � |q �
?

1 � u2� y

u� y �
?

1 � u2p|� | � � xq




� Arcsinh
�

up� x � | � |q �
?

1 � u2� y

u� y �
?

1 � u2p|� | � � xq


 �

� � x

�

Arcsinh
�

|� | � u� x �
?

1 � u2� y

u� y �
?

1 � u2� x



� Arcsinh

�
u� x �

?
1 � u2� y

u� y �
?

1 � u2� x


 �

;

�
� y?

1 � u2

�

Arcsinh
�

� � x � | � | � u|� |
� y �

?
1 � u2|� |



� Arcsinh

�
� � x � u|� |

� y �
?

1 � u2|� |


 �

�
� y?

1 � u2

�

Arcsinh
�

|� | � � x

� y



� Arcsinh

�
� x

� y


 �

�
u� y?
1 � u2

�

Arcsinh
�

|� | � up� x � | � |q �
?

1 � u2� y

u� y �
?

1 � u2p|� | � � xq




� Arcsinh
�

up� x � | � |q �
?

1 � u2� y

u� y �
?

1 � u2p|� | � � xq


 �
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�
u� y?
1 � u2

�

Arcsinh
�

|� | � u� x �
?

1 � u2� y

u� y �
?

1 � u2� x




� Arcsinh
�

u� x �
?

1 � u2� y

u� y �
?

1 � u2� x


 �

;

dont la limite, lorsqueu Ñ 1; est simplement l'expression (4.39) correspondant au calcul
dans le cas des supports parall�eles.

4.9. Remarques

4.9.1 Stabilit�e des formules

Des instabilit�es num�eriques peuvent apparâ�tre dans deux situations :

1. lorsque des distancesd    1 sont tr�es petites. C'est le cas lorsque un point est
tr�es proche du support d'un segment par exemple dansRpb; � q.

2. lorsque deux triangles sont tr�es �eloign�es.

Distances tr �es petites

Pour mieux comprendre cette di�cult�e, il faut remarquer que

R pb; � q �
» s�

s�

1
?

d2 � s2
ds �

�

Arcsinh
� s

d

	
� s�

s� s�

; (4.41)

o�u d est la distance deb au support de� , peut aussi s'�ecrire

R pb; � q �

�

Arctanh
�

s
?

d2 � s2


 � s�

s� s�

: (4.42)

En e�et,

Arcsinhpsq � ln
�

s �
?

s2 � 1
d



et Arctanh pzq �

1
2

t ln p1 � zq � lnpp1 � zqu;

donc

Arctanh
�

s
?

d2 � s2



�

1
2

"
ln

� ?
d2 � s2 � s
?

d2 � s2



� ln

� ?
d2 � s2 � s
?

d2 � s2


*

�
1
2

!
ln

� ?
d2 � s2 � s

	
� ln

� ?
d2 � s2 � s

	)

�
1
2

�
Arcsinh

� s
d

	
� Arcsinh

� � s
d

		

� Arcsinh
� s

d

	
;
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car Arcsinh est une fonction impaire.

Lorsque d est tr�es petit ( d   1:510� 8), num�eriquement on obtient
?

d2 � s2 � | s|
donc si on utilise (4.42), on se retrouve a �evaluer Arctanh de� 1 qui vaut �8 . Il n'y
a pas cette di�cult�e en utilisant la formule (4.41). Lorsque d Ñ 0, Arcsinh

�
s
d

�
Ñ �8

mais dans nos expressions, Arcsinh est pond�er�e pard donc le produit tend vers 0.

Dans la suite, nous devrons �evaluer des int�egrales d'expressions plus compliqu�ees que
ce que l'on a vu jusqu'�a pr�esent. Nous utiliserons Maple pour les calculs des primitives.
Parfois les formules �nales contiendront des fonctions Arctanh analogues �a (4.42). Pour
garantir une grande pr�ecision des r�esultats dans les cas presque-singuliers (par exemple
pour des triangles appartenant �a des plans parall�eles proches, voir la partieIII ), il sera
important de convertir les expressions comportant des Arctanh analogues �a (4.42) en
Arcsinh.

Distances tr �es grandes

Une autre instabilit�e peut apparâ�tre, lorsque les triangles sont tr�es �eloign�es. Cette
fois, elle provient du calcul des quantit�es g�eom�etriques (projection d'un point, distance
d'un point au support d'un segment . . . ) qui peuvent manquer de pr�ecision. Pour deux
triangles coplanaires de cot�es de longueurs proches de 1, ces instabilit�es apparaissent
par exemple lorsque leur centre de gravit�e sont �a une distance sup�erieure �a 104. Toute-
fois, cette m�ethode �etant pr�evue pour calculer les int�egrales lorsque deux �el�ements sont
proches, cette instabilit�e est moins probl�ematique. Pour des �el�ements assez �eloign�es, une
m�ethode usuelle d'int�egration num�erique sera tr�es satisfaisante.

Conclusion du chapitre

Le passage de triangles identiques �a des triangles coplanaires en position g�en�erale a
amen�e de nombreuses nouveaut�es :

 l'utilisation de la formule (2.34) lorsque les supports de deux segments sont parall�eles,

 la probl�ematique du presque-parall�elisme qui conduit �a �xer des crit�eres pour

d�eterminer quelle m�ethode de calcul employer dans ce cas.

 l'importance des formules utilis�ees pour assurer la stabilit�e num�erique des formules

(pr�ef�erer Arcsinh �a Arctanh).

L'�etude de la transition du calcul de l'in
uence entre deux segments lorsque leurs
supports s�ecants deviennent parall�eles e�ectu�ee dans ce chapitre est relativement
longue. On comprend donc que ce genre d'�etude ne sera pas men�ee dans des cas plus
compliqu�es (triangles dans des plans presque-parall�eles, segments dans l'espace tendant
�a devenir parall�eles . . . ).



Chapitre 5

Triangles dans des plans s�ecants

Introduction

Apr�es avoir �evalu�e explicitement l'int�egrale I d�e�nie en (6.67), nous passons au cas
de triangles situ�es dans des plans s�ecants. Dans ce cas, le choix de l'origine est plus
limit�e ; en e�et, il est n�ecessaire que l'origine appartienne �a l'intersectionp! q entre les
deux plans (voir Figure 5.1). Hormis cette restriction relative au choix de l'origine, la
premi�ere �etape de r�eduction de la dimension du domaine d'int�egration reste inchang�ee.
Les �etapes suivantes font apparâ�tre de nouvelles con�gurations g�eom�etriques. Nous
commen�cons le calcul par le cas de deux triangles dans des plans s�ecants en positions
quelconques puis nous pr�esentons les simpli�cations qui apparaissent lorsque les
triangles ont une arête commune ou un sommet commun.

o S

T

p! q

ai

ai � 1

ai � 2

bj � 1

bj

bj � 2

Figure 5.1 { Triangles dans des plans s�ecants
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5.1. Trianges en positions quelconques

Nous allons �evaluer

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy: (5.1)

Lorsque les triangles sont dans des plans s�ecants, il est encore possible d'utiliser la
formule (2.10). L'int�egrand est homog�ene de degr�e� 1 doncq � � 1; et S � T € R4 donc
n � 4. Pour assurer l'homog�en�eit�e de l'int�egrand, nous prenons un pointo de p! q, la
droite form�ee par l'intersection des deux plans (voir Figure 5.1). On obtient alors

I �
3¸

i � 1


 i poq
3

Up� i ; Tq �
3¸

j � 1

� j poq
3

Up� j ; Sq; (5.2)

avecU d�e�nie en (3.10) et 
 i et � j les distances sign�ees d�e�nies en3.1.1 et 4.1. Nous ne
d�etaillons que la simpli�cation de Up�; T qpuisque celle deUp�; S qs'en d�eduit ais�ement.

Pour continuer, il faut distinguer deux con�gurations g�eom�etriques :

 Lorsque le support de� et la droite p! q sont s�ecants, la seule origine assurant

l'homog�en�eit�e de l'int�egrand de Up�; S q est leur intersection (voir Figure 5.2).

 Lorsque le support de� est parall�ele �a p! q il n'y a plus d'origine assurant l'ho-

mog�en�eit�e (voir Figure 5.3). En utilisant une m�ethode similaire �a celle de la sous-
section 4.4.3, on projette le segment� dans le plan contenant le triangleT. Il
apparâ�t en param�etre, la distance du segment� au plan deT, not�ee h.

a� ps� q

a� ps� q
T

S

p! q

o

�

bj

bj � 1

bj � 2

Figure 5.2 { Calcul de Up�; T q : cas o�u le support de � et p! q sont s�ecants.

5.2. R�eduction de Up�; T q : cas s�ecant

Lorsque le support de� et p! qsont s�ecants, la formule (2.10) est utilis�ee en choisissant
l'origine au point d'intersection (voir Figure 5.2), on obtient une expression ressemblant
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�

p�h T

S

p! q

pa�

pa�

a�

a�

bj

bj � 1

bj � 2

Figure 5.3 { Calcul de Up�; T q : cas o�u le support de � et p! q sont parall�eles.

�a (4.7) :

Up�; T q �
¸

k��

k sk

2
Ppak ; Tq �

3¸

j � 1

� j poq
2

Qp�; � j q; (5.3)

avec s� qui sont les abscisses des extr�emit�es de� selon l'origine o. On note que U
s'exprime �a l'aide des fonctionsP et Q d�e�nies en (3.13). Pour le calcul deQp�; � q, le
support de � et p! q �etant suppos�es s�ecants, il ne peut pas y avoir de parall�elisme entre
� et � . Cependant deux con�gurations g�eom�etriques doivent être distingu�ees :

iq lorsque les supports des segments ont un point d'intersection appartenant �ap! q.
ii q lorsque les supports des segments ne sont pas contenus dans le même plan.

5.2.1 Calcul de Ppa; Tq

Ce calcul di��ere de celui du cas coplanaire ; en e�et,a n'�etant pas un point du plan
contenantT, la formule (2.10) n'est pas utilisable. A�n d'op�erer la r�eduction, on projette
a sur le plan deT: Soient pa le projet�e de a sur le plan deT et h � } a � pa}, la distance
du point au plan (voir la Figure 5.4), alorsP s'�ecrit

Ppa; Tq �
»

T

1
a

h2 � } pa � y}2
dy:

En prenantpa comme origine, l'int�egrand est homog�ene de degr�e� 1 selon le param�etre
h et la variable d'int�egration y ; en utilisant la formule (2.34), et en s'inspirant de la
Figure 4.6, on obtient

Ppa; Tq �
3¸

j � 1

� j ppaq
»

� j

h
» �8

h

du

u2
a

u2 � } pa � y}2
dsy;
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pa

T

p! q

a

h

Figure 5.4 { Calcul de P dans le cas g�en�eral.

qui s'�ecrit �egalement

Ppa; Tq �
3¸

j � 1

� j ppaqRppa; � j ; hq; (5.4)

o�u R est d�e�nie en (4.18). Cette fois,pa n'appartient pas au support de� . On ne peut
donc pas utiliser directement l'expression (4.21). Soitra, le projet�e de pa sur le support
de � et d � } pa � ra}; la distance depa au support de� . On a donc

Rppa; �; h q �
»

�

a
h2 � } pa � y}2 � h

}pa � y}2
dsy �

»

�

a
h2 � d2 � } ra � y}2 � h

pd2 � } ra � y}2q
dsy:

En rappelant quet � sont les abscisses des extr�emit�esb� du segment� prises �a partir
de l'origine ra � qppaq (voir la Figure 5.5), on obtient

Rppa; �; h q �
» t �

t �

?
h2 � d2 � t2 � h

pd2 � t2q
dt: (5.5)

Il en r�esulte l'expression suivante, que l'on peut comparer �a (3.19) :

Rppa; �; h q �

�

Arcsinh
�

t
?

h2 � d2



�

h
d

Arctan
�

t
d




�
h
d

I m
"

Arctanh
�

h2 � d2 � itd
h

?
h2 � d2 � t2



�

i�
2

sgnptq
* � t �

t � t �

: (5.6)
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d
�

h
ra � qppaq

bj � 1t �

bj � 2t �

bj

T

p! q

pa

a

Figure 5.5 { Calcul de Rppa; �; h q.

5.2.2 Calcul de Qp�; � q : � et � non contenus dans un même plan

Dans ce cas, a�n d'assurer l'homog�en�eit�e de l'int�egrand on introduit la perpendicu-
laire commune aux supports des deux segments (voir la Figure 5.6).

Qp�; � q �
»

� � �

1
}x � y}

dsxdsy �
»

q� � �

1
a

h2 � } qx � y}2
dsqxdsy; (5.7)

o�u q� et qx sont les projections respectives de� et x sur le plan orthogonal �a la perpen-
diculaire commune et contenant� . La distance de� �a q� est not�ee hp� } qa� � a� }q. En
prenant l'intersection des supports de� et q� comme origine, on obtient

Qp�; � q �
¸

k��

k qskRpqak ; �; h q �
¸

l ��

lt lRpbl ; q�; h q; (5.8)

o�u l'expression deR est donn�ee par (5.6).

5.2.3 Calcul de Qp�; � q : � et � contenus dans un même plan

Lorsque les supports de� et � ont un point d'intersection appartenant �a p! q (voir
Figure 5.7), c'est-�a-dire lorsque� et � sont contenus dans un même plan, on noteo, le
point d'intersection des supports que l'on choisit comme origine ; alors

Qp�; � q �
¸

k��

kskRpak ; � q �
¸

l ��

l t lRpbl ; � q: (5.9)

En notant la projection rb de b sur le support de � (voir Figure 5.7) et la distance
d � } rb� b} du point b au support de� , on a d'apr�es (3.16) :

Rpb; � q �
»

�

1
}x � b}

dsx �
»

�

1
b

d2 � } x � rb}2
dsx ; (5.10)

o�u R est donn�ee par (3.19).
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a�

a�

b�

b�

�
�

��

o h

!

qa�

qa�

Figure 5.6 { Segments dans des plans s�ecants avec en blanc, la perpendiculaire commune aux
supports des segments� et � .

d

b�

b�

ÝÑ
�

a�a� ÝÑ�
o€b�

p! q

Figure 5.7 { Les supports des segments� et � ont un point d'intersection appartenant �a p! q.

5.3. R�eduction de Up�; T q : cas parall�ele

Lorsque le support de� est parall�ele �a p! q, on perd l'homog�en�eit�e de l'int�egrand.
On e�ectue la projection de � sur le plan du triangle T a�n de d�ecomposer la norme
}x � y}. Ainsi, soient p� et pa� , les projections respectives de� et a� sur le plan deT
(voir la Figure 5.3). La distance du segment� au plan deT; not�ee h � } a� � pa� } joue
le rôle de param�etre. L'int�egrand est ainsi homog�ene par rapport au couple form�e de la
variable d'int�egration ppx; yq et du param�etre h. On a donc

Up�; T q �
»

p� � T

1
a

h2 � } px � y}2
dspxdy;
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qui se simpli�e, en prenant l'origine enpa� et grâce �a la formule (2.34) :

Up�; T q � | � |
»

T
f2ph; }pa� � y}qdy �

3¸

j � 1

� j ppa� q
»

p� � � j

f2ph; }px � y}qdspxdsy;

o�u f 2 est d�e�ni par

f2ph; � q � h2
» �8

h

1
u3

?
u2 � � 2

du: (5.11)

On obtient une expression semblable �a (4.7)

Up�; T q � | � |P2ppa� ; T; hq �
3¸

j � 1

� j ppa� qQ2pp�; � j ; hq; (5.12)

avec,

P2ppa; T; hq �
»

T
f2ph; }pa� � y}qdy; (5.13)

Q2pp�; �; h q �
»

p� � � j

f2ph; }px � y}qdspxdsy: (5.14)

Les expressions restant �a r�eduire sontP2 et Q2. Pour la r�eduction de U (voir 5.12)
on a utilis�e la formule (2.34), on doit donc poursuivre la r�eduction en utilisant cette
même formule.

5.3.1 R�eduction de P2ppa; T; hq

En appliquant (2.34) avec l'origine prise enpa, on a obtient une expression semblable
�a (5.4) :

P2ppa; T; hq �
3¸

j � 1

� j ppaq
»

� j

F2ph; }y � pa}qdsy; (5.15)

avec,

F2ph; � q � h
» �8

h

f 2pv; � q
v2

dv: (5.16)

F2 se simpli�e, grâce �a (5.11), en

F2ph; � q � h
» �8

h

» �8

v

du
u3

?
u2 � � 2

dv � h
» �8

u� h

� » u

v� h
dv



dv

u3
?

u2 � � 2
du

� h
» �8

u

u � h
u2

?
u2 � � 2

du � f 1ph; � q � f 2ph; � q;

qui s'exprime simplement

F2ph; � q �

?
h2 � � 2 � 2h

2� 2
�

h2

2� 3
Arcsinh

� �
h

	
: (5.17)
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Ceci nous donne l'expression �nale pourP2

P2ppa; T; hq �
3¸

j � 1

� j ppaqS2ppa; � j ; hq; (5.18)

o�u,

S2ppa; �; h q �
»

�

# a
h2 � } pa � y}2 � 2h

2}pa � y}2
�

h2

2}pa � y}3
Arcsinh

�
}pa � y}

h


 +

dsy; (5.19)

fait intervenir la distance h � } a � pa} du point a au plan contenant le triangleT.
L'expression deS2 est donn�ee par (5.28).

5.3.2 R�eduction de Q2pp�; � q : supports de p� et � s�ecants

A ce stade pour poursuivre le processus de r�eduction il est encore n�ecessaire de
distinguer deux con�gurations : lorsque les supports dep� et � sont s�ecants et lorsqu'ils
sont parall�eles. D'apr�es (5.8) et (5.14), en choisissant l'intersection des supports comme
origine, on a

Q2pp�; �; h q �
¸

k��

k pskS2ppak ; �; h q �
¸

l ��

lt lS2pbl ; p�; h q; (5.20)

avecS2 d�e�nie en (5.19).

5.3.3 R�eduction de Q2pp�; � q : supports de p� et � parall�eles

Lorsque les supports dep� et � sont parall�eles, c'est aussi dire que� et � sont
parall�eles �a p! q. On utilise une m�ethode similaire �a celle vue �a la section4.4.3. A�n
de restaurer l'homog�en�eit�e, on d�e�nit la projection r� de � sur le support dep� et d �
}rb� � b� } (voir Figure 5.8), alors

Q2pp�; �; h q �
»

p� � r�
f2ph;

a
d2 � } px � ry}2qdspxdsry: (5.21)

La di�cult�e suppl�ementaire provient ici de l'apparition d'un second param�etre d:
Or il se trouve que lors de la d�emonstration de (2.34) on utilise la solution explicite
de l'�equation di��erentielle ordinaire (2.21) selon la variable h; il est donc n�ecessaire de
se ramener �a un seul param�etre scalaire pour utiliser (2.34), ce que l'on fait en posant
� � d{h; de telle sorte que l'int�egrand devienne une fonction homog�ene depx; ry et h (voir
la Figure 5.8). Cette op�eration peut en fait être r�ealis�ee avec un nombre quelconque de
param�etres suppl�ementaires homog�enesdi en posant� i � di {h: Cette m�ethode conduit
�a l'expression suivante :

Q2pp�; �; h q �
»

p� � r�
f2ph;

a
� 2h2 � } px � ry}2qdspxdsry: (5.22)
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�

�

h

d

r�

ÝÑw
€b�

€b�

p! q

pa�

pa�

a�

a�

b�

b�

Figure 5.8 { Calcul de Q2pp�; �; h q : cas o�u les supports dep� et � sont parall�eles.

En appliquant (2.34), on obtient

Q2pp�; �; h q
¸

k��

k psk

»

r�
h

» �8

h

f2pu;
b

� 2u2 � } pak � ry}2q

u2
dudsry

�
¸

l ��

l rt l

»

p�
h

» �8

h

f2pu;
b

� 2u2 � } px � rbl }2q

u2
dudspx ; (5.23)

soit encore,

Q2pp�; �; h q �
¸

k��

k psk rS2ppak ; r�; h; d q �
¸

l ��

l rt l rS2prbl ; p�; h; d q; (5.24)

o�u

rS2ppa; r�; h; d q �
»

r�

rF2ph; d; }pa � ry}qdsry; (5.25)

et

rF2ph; d; }pa � ry}q � h
» �8

h

f2pu;
a

� 2u2 � } pa � ry}2q
u2

du: (5.26)

L'expression derS2ppa; r�; h; d q est fournie par (5.30).
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5.3.4 Evaluation de S2 et rS2

Soit ra la projection orthogonale depa sur le support de� et d � } ra � pa}, alors en
prenant ra comme origine, on a

S2ppa; �; h qpa �
» t �

t �

" ?
h2 � d2 � s2 � 2h

2pd2 � s2q
�

h2

2pd2 � s2q3{2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


*
ds

(5.27)

avect � les abscisses des extr�emit�es de� par rapport �a ra. On obtient l'expression �nale,

S2ppa; �; h q �

�
sh2

2d2
?

d2 � s2
Arcsinh

�
d2 � s2

h



�

d2 � h2

2d2
Arcsinh

�
s

?
h2 � d2



(5.28)

�
h
d

Arctan
� s

d

	
�

h
d

I m
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h

?
h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
* � t �

t �

:

De même pour rS2, on obtient,

rS2ppa; r�; h; d q �
» t �

t �

# ?
h2 � d2 � s2 �

?
h2 � d2

2s2
�

h2

2ds2
Arcsinh

�
d
h




�
h2

2s2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


 +

ds; (5.29)

soit,

rS2ppa; r�; h; d q �

�

�

?
h2 � d2 � s2 �

?
h2 � d2

2s
�

h2

2ds
Arcsinh

�
d
h



(5.30)

�
h2

?
d2 � s2

2sd2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h



�

h2 � d2

2d2
Arcsinh

�
s

?
h2 � d2


 � t �

t �

:

5.4. Cas particuliers singuliers

Lorsque les triangles ont un sommet commun ou une arête commune, des simpli�-
cations apparaissent. En premier lieu, si les triangles sont adjacents, il ne peut pas y
avoir de cot�es parall�eles �a p! q et on ne rencontre pas non plus le cas o�u l'intersection
des supports de� et � est un point de p! q. Lorsque les triangles n'ont qu'un sommet
commun, toutes les situations sont possibles.

5.4.1 Triangles adjacents

Jusqu'�a la dimension 2, la r�eduction est similaire �a celle appliqu�ee pour des triangles
coplanaires adjacents (voir (4.25) et la Figure 5.9(a))

I �
|S|
3

Ppai � 2; Tq �
gi dj � 1

6
Qp� i ; � j � 1q �

|T|
3

Ppbj � 2; Sq �
gi � 1dj

6
Qp� i � 1; � j q: (5.31)

Les expressions (5.4) et (5.8) permettent d'�evaluer compl�etement l'int�egrale.
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bj � 1 � ai � 1

bj � ai

ai � 2

bj � 2

S
T

!

(a) Triangles adjacents dans des plans s�ecants.

ai � 1

bj � ai

ai � 2

bj � 2

S

T

!

(b) Triangles dans des plans s�ecants ayant un som-
met commun.

Figure 5.9 { Con�gurations g�eom�etriques de triangles dans des plans amenant des simpli�-
cations.

5.4.2 Triangles ayant un sommet commun

Si les triangles dans des plans s�ecants ont un sommet commun, alors d'apr�es la Figure
5.9(b), on a

I �
gi

3
Up� i ; Tq �

dj

3
Up� j ; Sq: (5.32)

Conclusion du chapitre

Lorsque les triangles sont dans des plans s�ecants, il faut distinguer plusieurs con�gura-
tions g�eom�etriques :

 lorsqu'un segment est parall�ele �a l'intersection des deux plans,

 lorsque deux segments sont parall�eles,

 ou encore lorsque deux segments ont leur intersection qui appartient �ap! q.

Tout ceci am�ene �a une grande diversit�e d'int�egrales mono-dimensionnelles qu'il faut
�evaluer. Malgr�e le nombre �elev�e de cas, il est toujours possible d'obtenir des formules
explicites.
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Chapitre 6

Le potentiel de double couche

Introduction

Dans le chapitre5 nous avons �evalu�e l'int�egrale

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy;

lorsqueS et T appartiennent �a des plans s�ecants (voir Figure 6.1). A pr�esent, nous allons
�evaluer les deux int�egrales suivantes :

J� �
»

S� T

x � y
}x � y}1� �

dxdy; � � 0 ou 2; (6.1)

pour la même con�guration g�eom�etrique des triangles.

Lorsque les triangles se touchent, une di�cult�e apparâ�t car la fronti�ere du domaine
d'int�egration n'est pas r�eguli�ere. Nous allons donc d�ecomposer ce chapitre en deux
parties, les trois premi�eres sections pr�esentent le cas r�egulier (triangles ayant une
intersection vide).

La section 6.4 aborde les cas singuliers (triangles adjacents ou ayant un sommet
commun). L'int�egrale J0 est bien d�e�nie, mais pour J2 cela est un peu plus compliqu�e.
On calcule la valeur principale de Cauchy deJ2.

6.1. R�eduction �a la dimension 3

La premi�ere r�eduction est identique �a (5.2) avecq � � � et l'origine prise surp! q :

J� �
3¸

i � 1


 i poq
4 � �

»

� i � T

x � y
}x � y}1� �

dsxdy �
3¸

j � 1

� i poq
4 � �

»

S� � j

x � y
}x � y}1� �

dxdsy; (6.2)

qui peut s'�ecrire

J� �
3¸

i � 1


 i poq
4 � �

Up� i ; T ; � q �
3¸

j � 1

� i poq
4 � �

Up� j ; S ; � q; (6.3)
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o S

T

p! q

Figure 6.1 { Triangles dans des plans s�ecants

o�u

Up�; T ; � q �
»

� � T

x � y
}x � y}1� �

dsxdy: (6.4)

On note la pr�esence du signe� dans (6.3) qui provient de l'antisym�etrie de l'int�egrand.
Pour poursuivre la r�eduction deUp�; T ; � q, il est n�ecessaire de choisir l'origine au point
d'intersection dep! qavec le support de� . A ce stade deux cas peuvent donc apparâ�tre ;
lorsque le point d'intersection existe, on e�ectue la r�eduction �a l'aide de la formule (2.10),
mais lorsque le support de� et la droite p! q sont parall�eles, il faut utiliser (2.34).

6.2. R�eduction �a la dimension 2 : Cas s�ecant

Dans le cas o�u le point d'intersection existe, la r�eduction est analogue �a celle vue �a
la section5.2. L'intersection est prise pour origine (voir Figure 5.2) et l'application de
la formule (2.10) fournit

Up�; T ; � q �
¸

k��

k sk

3 � �
Ppak ; T ; � q �

3¸

j � 1

� j poq
3 � �

Qp�; � j ; � q; (6.5)

avec,

Ppa; T ; � q �
»

T

a � y
}a � y}1� �

dy; (6.6)

Qp�; � ; � q �
»

� � �

x � y
}x � y}1� �

dsxdsy: (6.7)

6.2.1 Cas s�ecant, r�eduction de Ppa; T ; � q

C'est �a ce niveau qu'apparâ�t la nouveaut�e par rapport au chapitre5. En e�et, a � y
�etant a�ne dans le rep�ere d'origine pa, il est n�ecessaire de d�ecomposerP en deux parties :

Ppa; T ; � q � p a � paq
»

T

1

ph2 � } pa � y}2qp1� � q{2 dy �
»

T

pa � y

ph2 � } pa � y}2qp1� � q{2 dy

� p a � paqP1ppa; T; h; � q � P2ppa; T; h; � q (6.8)
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o�u pa est le projet�e dea sur le plan deT et h � } a � pa} (voir Figure 5.4).

Le degr�e d'homog�en�eit�e du premier int�egrand conduit �a q � � 1� � ; la formule (2.34)
fournit alors

P1ppa; T; h; � q �
3¸

j � 1

� j ppaqR1ppa; � j ; h ; � q; (6.9)

avec

R1ppa; � j ; h ; � q �
»

�
f1ph; }a � y} ; � qdsy; (6.10)

et f 1 est d�e�nie par l'expression suivante

f aph; � ; � q � ha� �
» �8

h

du

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2 : (6.11)

Lorsque � � 0, on retrouve les expressions (4.16) et (5.11). Le second terme fournit
l'expression

P2ppa; T; h; � q �
3¸

j � 1

� j ppaqR2ppa; � j ; h ; � q; (6.12)

avec

R2ppa; � j ; h ; � q �
»

�
ppa � yqf2ph; }pa � y} ; � qdsy: (6.13)

En regroupant les expressions (6.9) et (6.12), on obtient

Ppa; T ; � q �
3¸

j � 1

� j ppaq
�
pa � paqR1ppa; � j ; h ; � q � R2ppa; � j ; h ; � q

�
: (6.14)

Les expressions de R1 et R2 sont donn�ees en (B.2)-(B.5).

6.2.2 R�eduction de Qp�; �; ; � q: supports de � et � non s�ecants

Comme le support de� est suppos�e poss�eder une intersection avecp! q, les segments
� et � ne peuvent pas être parall�eles. On utilise la même m�ethode que celle employ�ee
dans la sous-section5.2 en introduisant la projection q� de � sur le plan parall�ele �a �
contenant � . Les supports deq� et � se coupant, on choisit leur intersection, not�eeo,
comme origine (voir Figure 5.6). SoientÝÑz le vecteur correspondant �a la projection (
ÝÑz � p qa� � a� q) et h � } ÝÑz } ; Q se d�ecompose en deux termes :

Qp�; � ; � q � Q2pq�; �; h ; � q � ÝÑz Q1pq�; �; h ; � q (6.15)

avec

Q1pq�; �; h ; � q �
»

q� � �

1

ph2 � } qx � y}2qp1� � q{2 dsqxdsy;

Q2pq�; �; h ; � q �
»

q� � �

qx � y

ph2 � } qx � y}2qp1� � q{2 dsqxdsy: (6.16)
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Le premier terme se simpli�e en notant queq � � 1 � � :

Q1pq�; �; h ; � q �
¸

k��

kqskR1pqak ; �; h ; � q �
¸

l ��

l t lR1pbl ; q�; h ; � q: (6.17)

En ce qui concerne le second terme, on aq � n � 2 � � ; la formule (2.34) fournit alors

Q2pq�; �; h ; � q �
¸

k��

k qsk R2pqak ; �; h ; � q �
¸

l ��

l t l R2pbl ; q�; h ; � q: (6.18)

En regroupant (6.17) et (6.18), on obtient

Qp�; � q �
¸

k��

k qsk
�
R2pqak ; �; h ; � q � ÝÑz R1pqak ; �; h ; � q

�

�
¸

l ��

l t l
�
R2pbl ; q�; h ; � q � ÝÑz R1pbl ; q�; h ; � q

�
; (6.19)

o�u R 1 est donn�ee en (B.2) et (B.3) etR2 en (B.4) et (B.5). A la di��erence du chapitre
5, une attention particuli�ere doit être port�ee aux signes dans les expressions (voir (6.19)
par exemple) qui ne sont pas tous positifs en raison du caract�ere anti-sym�etrique deQ2.

6.2.3 R�eduction de Qp�; �; ; � q: supports de � et � s�ecants

Si les supports de� et � sont s�ecants, leur intersection appartient �a p! q (voir la
Figure 5.7). Cette situation a d�ej�a �et�e rencontr�ee dans la sous-section5.2.3 et conduit
�a l'utilisation de la formule (2.10). Le degr�e d'homog�en�eit�e de l'int�egrand est q � � � ;
il nous faut distinguer les deux situations relatives respectivement �a� � 0 et � � 2.

Lorsque � � 0; on a q � n � 2, soit

Qp�; � ; � q �
¸

k��

k sk

2

»

�

ak � y
}ak � y}

dsy �
¸

l ��

l t l

2

»

�

x � bl

}x � bl }
dsx

�
¸

k��

k sk

2
Spak ; � q �

¸

l ��

l t l

2
Spbl ; � q; (6.20)

o�u Spa; � q est donn�ee en (B.6).

Lorsque � � 2; on se trouve dans le cas o�uq � n � 0. La formule (2.10) ne s'applique
plus, elle est remplac�ee par la formule (2.16), d'o�u

Qp�; � ; � q �
»

� � �

x � y
}x � y}3

dsxdsy

�
¸

k��

k sk
»

�

ak � y
}ak � y}3

ln
�
}ak � y}

�
dsy �

¸

l ��

l t l
»

�

x � bl

}x � bl }3
ln

�
}x � bl }

�
dsx

�
¸

k��

k skL
�
ak ; �

�
�

¸

l ��

l t lL
�
bl ; �

�
; (6.21)

avec

L pa; � q �
»

�

a � y
}a � y}3

ln p}a � y}qdsy; (6.22)
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dont l'expression est donn�ee en (B.7).

6.3. R�eduction �a la dimension 2 : Cas parall�ele

Si le support de� est parall�ele �a p! qet par cons�equent au plan deT, il est n�ecessaire
de d�e�nir les projections respectivesp� et pak de � et ak sur le plan deT. On d�e�nit
�egalement le vecteur projectionÝÑv � p pa� � a� qet la distanceh � } ÝÑv } (voir Figure 6.2).
On a alors

Up�; T ; � q �
»

� � T

x � y
}x � y}1� �

dsxdy:

� rU2pp�; T; h ; � q � ÝÑv rU1pp�; T; h ; � q; (6.23)

avec

rU1pp�; T; h ; � q �
»

p� � T

1

ph2 � } px � y}2qp1� � q{2 dspxdy;

rU2pp�; T; h ; � q �
»

p� � T

px � y

ph2 � } px � y}2qp1� � q{2 dspxdy:

�

p�ÝÑv T

S

p! q

pa�

pa�

a�

a�

bj

bj � 1

bj � 2

Figure 6.2 { Calcul de Up�; T ; � q : cas o�u le support de � et p! q sont parall�eles.

6.3.1 R�eduction de rU1pp�; T; h ; � q

En prenant pa� comme origine, d'apr�es la formule (2.34), on obtient

rU1pp�; T; h ; � q � | � | rPpxa� ; T; h ; � q �
3¸

j � 1

� j ppaqrQpp�; � j ; h ; � q; (6.24)
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avec

rPppa; T; h; � q �
»

T
f2ph; }pa � y} ; � qdy;

rQpp�; � j ; h ; � q �
»

p� � �
f2ph; }px � y} ; � qdspxdsy;

o�u f 2ph; }px � y} ; � q est d�e�nie en (6.11).

6.3.2 R�eduction de rU2pp�; T; h ; � q

De la même mani�ere que pourrU1, on obtient

rU2pp�; T; h ; � q � | � | rP ppa� ; T; h ; � q �
3¸

j � 1

� j ppa� qrQpp�; � j ; h ; � q; (6.25)

avec

rP ppa; T; h; � q �
»

T
ppa � yqf3ph; }pa � y} ; � qdy (6.26)

rQpp�; �; h ; � q �
»

p� � �
ppx � yqf3ph; }px � y} ; � qdspxdsy: (6.27)

En regroupant les deux expressions, on obtient

rUpp�; T ; � q � | � |
�

rP ppa� ; T; h ; � q � ÝÑv rPppa� ; T; h ; � q
	

�
3¸

j � 1

� j ppa� q
�

rQpp�; � j ; h ; � q � ÝÑv rQpp�; � j ; h ; � q
	

:

6.3.3 Simpli�cation de rP et rP

En prenant pa comme origine, la formule (2.34) nous donne

rPppa; T; h; � q �
3¸

j � 1

� j ppaqrR1
2ppa; � j ; h ; � q; et

rP ppa; T; h; � q �
3¸

j � 1

� j ppaqrR2
3ppa; � j ; h ; � q; (6.28)

avec

rR1
2ppa; �; h ; � q �

»

�
F2ph; }pa � y} ; � qdsy; et (6.29)

rR2
3ppa; �; h ; � q �

»

�
ppa � yqF3ph; }pa � y} ; � qdsy; (6.30)

o�u

Fcph; � ; � q � hc� 1� �
» �8

h

fcpu; � ; � q
uc� �

du; (6.31)
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est une g�en�eralisation de l'expression (5.16). Les expressions derR1
2 et rR2

3 sont donn�ees
respectivement par (B.13)-(B.18).

Pour r�eduire rQpp�; � j ; h ; � q et rQapp�; �; h ; � q, nous devons distinguer deux con�gu-
rations g�eom�etriques.

6.3.4 R�eduction de rQ et rQ : supports de p� et � s�ecants

Lorsque les supports dep� et � sont s�ecants, on choisit l'intersection comme origine
et l'application de la formule (2.34) permet de conclure :

rQpp�; �; h ; � q �
¸

k��

k psk rR1
2ppak ; �; h ; � q �

¸

l ��

l t l rR1
2pbl ; p�; h ; � q; et (6.32)

rQpp�; �; h ; � q �
¸

k��

k psk rR2
3ppak ; �; h ; � q �

¸

l ��

l t l rR2
3pbl ; p�; h ; � q: (6.33)

6.3.5 R�eduction de rQ et rQ : supports de p� et � parall�eles

C'est aussi dire que les supports de� et � sont parall�eles �a p! q. On projette � sur
le support de p� et on introduit la distance d entre les deux segments (voir la Figure
5.8). Soit r� et rb� les projections respectives de� et de ses extr�emites etÝÑw � p rb� � b� q.
Comme dans la sous-section5.3.3, on posed � �h ce qui permet de se ramener au cas
d'un unique param�etre et ainsi d'utiliser la formule (2.34).

R�eduction de rQ

rQpp�; �; h ; � q �
»

p� � r�
f2ph;

a
d2 � } px � ry}2 ; � qdspxdsry

�
»

p� � r�
f2ph;

a
� 2h2 � } px � ry}2 ; � qdspxdsry: (6.34)

D'une mani�ere similaire �a (5.24), on a

rQpp�; �; h ; � q �
¸

k��

kpsk rS2ppak ; r�; h; d ; � q �
¸

l ��

lrt l rS2prbl ; p�; h; d ; � q; (6.35)

avec

rS2ppa; r�; h; d ; � q �
»

r�

rF2ph; d; }pa � ry} ; � qdsry; (6.36)

et

rF2ph; d; � ; � q � h1� �
» �8

h

f2pu;
?

� 2u2 � � 2q
u2� �

du: (6.37)

L'expression derS2ppa; r�; h; d ; � q est fournie par (B.21) et (B.22).
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R�eduction de rQ

rQpp�; �; h ; � q �
»

p� � �
ppx � yqf3ph; }px � y} ; � qdspxdsy

� €Q2pp�; r�; h; d ; � q � ÝÑw €Q1pp�; r�; h; d ; � q; (6.38)

o�u,

€Q2pp�; r�; h; d ; � q �
»

p� � r�
ppx � ryqf3ph;

a
d2 � } px � ry}2 ; � qdspxdsry

€Q1pp�; r�; h; d ; � q �
»

p� � r�
f3ph;

a
d2 � } px � ry}2 ; � qdspxdsry

Le terme antisym�etrique se r�eduit �a

€Q2pp�; r�; h; d ; � q �
¸

k��

kpsk rT3ppak ; r�; h; d ; � q �
¸

l ��

lrt l rT3prbl ; p�; h; d ; � q; (6.39)

avec,

rT3ppa; r�; h; d ; � q �
»

r�
ppa � ryqrF3ph; d; }pa � ry} ; � qdsry; (6.40)

et

rF3ph; d; � ; � q � h2� �
» �8

h

f3pu;
?

� 2u2 � � 2q
u3� �

du: (6.41)

Les expressions derT3 sont donn�ees en (B.23)-(B.24). Le terme sym�etrique se r�eduit
comme en (6.35) :

€Q1pp�; r�; h; d ; � q �
¸

k��

kpsk rS3ppak ; r�; h; d ; � q �
¸

l ��

lrt l rS3prbl ; p�; h; d ; � q; (6.42)

avec

rS3ppa; r�; h; d ; � q �
»

r�

rF1
3ph; d; }pa � ry} ; � qdsry; (6.43)

et

rF1
3ph; d; � ; � q � h1� �

» �8

h

f3pu;
?

� 2u2 � � 2q
u2� �

du: (6.44)

Les expressions derS3 sont donn�ees en (B.26)-(B.27).

6.4. Cas particuliers

Deux con�gurations g�eom�etriques peuvent conduire �a des simpli�cations dans les
calculs : lorsque les triangles ont un sommet commun ou lorsqu'ils ont une arête com-
mune. Il n'y a aucune di�cult�e nouvelle concernant J0 que l'on traite en premier. Le
sujet plus d�elicat de J2, int�egrale non d�e�nie pour ces con�gurations de S et T, est
abord�e en second.
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6.4.1 Simpli�cations pour J0

Lorsque les triangles sont adjacents, de la même mani�ere qu'�a la section4.6, on a

J0 �
|S|
6

Ppai � 2; T ; 0q �
|T|
6

Ppbj � 2; S ; 0q (6.45)

�
gi dj � 1

12
Qp� i ; � j � 1 ; 0q �

gi � 1dj

12
Qp� i � 1; � j ; 0q:

Lorsque les trianglesS et T ont un sommet en commun, on obtient

J0 �
gi

4
Up� i ; T ; 0q �

dj

4
Up� j ; S ; 0q: (6.46)

6.4.2 D�etails pour J2

Lorsque la fronti�ere du domaine est r�eguli�ere, le noyau

px � y|ÝÑnyq
}x � y}3

est int�egrable ; il n'en est pas de même ici carpx � y|ÝÑnyq � } x � y} lorsquex et y tendent
vers un point situ�e sur p! q. Ce cas apparâ�t lorsque les trianglesS et T sont adjacents ou
ont un sommet commun. Nous allons montrer queJ2 peut être d�e�nie comme la limite
d'un cas r�egulier, ce qui correspond �a une valeur principale de Cauchy. Lorsque �� B 

est une fronti�ere lipschitzienne, ce qui est le cas lorsque la discr�etisation est r�ealis�ee �a
l'aide de polygones plans, Costabel montre cependant dans son article [Cos88] que la
trace de l'op�erateur de double couche, d�e�nie par :

Cv :� 
 0

� »

�

BGpx; yq
Bny

vpyqdsy



; (6.47)

est continue deH 1{2� � p� q Ñ H 1{2� � p� q; avec � P r� 1{2; 1{2s. Nous allons mettre �a
pro�t ce r�esultat pour d�eterminer une expression explicite deJ2 � ÝÑnT .

Soient S et T; deux triangles adjacents (voir Figure 6.3(b)) ; on noteT� le triangle
de cot�es r� j p� qet de sommetsrbj p� qd�e�ni �a partir de T, tel que r� 3 soit parall�ele �a � 3 et �a
une distance� (voir Figure 6.3(a)). Par ailleurs, on noter� j pyq, la distance sign�ee dey au
support de r� j . On observe quer� 2pyq � � 2pyq et r� 1pyq � � 1pyq. Lorsque� Ñ 0; T� Ñ T:
Dans la suite, nous omettrons les r�ef�erences �a� pour r� j et rbj . Nous noterons

J2 � ÝÑnT �
»

S� T

px � yq �ÝÑnT

}x � y}3
dxdy; (6.48)

la limite lorsque � Ñ 0 de

F p� q �
»

S� T�

px � yq �ÝÑnT

}x � y}3
dxdy: (6.49)
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ÝÑnT

�S T�

p! q

b3

rb2

rb1

a3

a2

a1
€� 2

€� 3

€� 1

� 2

� 1

(a) D�e�nition de T�

ÝÑnT

S
T

p! q

b3

b2

b1

a3

a2

a1

(b) Cas limite

Figure 6.3 { Con�gurations g�eom�etriques pour le passage �a la limite.

En appliquant la formule (2.10) on obtient une premi�ere r�eduction :

F p� q �
g1

2

»

� 1 � T�

px � yq �ÝÑnT

}x � y}3
dsxdy �

r� 1pa1q
2

»

S� €� 1

px � yq �ÝÑnT

}x � y}3
dxdsy

�
r� 3pa1q

2

»

S� €� 3

px � yq �ÝÑnT

}x � y}3
dxdsy; (6.50)

o�u g1 est la hauteur issue dea1 (voir la sous-section3.1.1). L'int�egrale selon r� 2 n'apparâ�t
pas puisquea1 appartient au support de r� 2 donc r� 2pa1q � � 2pa1q � 0. Une seconde
utilisation de la formule (2.10) conduit �a une expression que l'on d�ecompose en deux
parties :

F p� q � FRp� q � FSp� q: (6.51)

Nous allons montrer queFSp� q tend vers z�ero lorsque� Ñ 0 et queFRp� q donn�ee par

FRp� q � | S|Ppa3; T� ; 2q �ÝÑnT �
� 1pa1q|r� 1|

2
Ppb3; S ; 2q �ÝÑnT

�
g1

r� 2pa2q
2

Qp� 1; r� 2 ; 2q �ÝÑnT �

 2prb2qr� 1pa1q

2
Qp� 2; r� 1 ; 2q �ÝÑnT ;

a pour limite lorsque� Ñ 0 (d'apr�es (6.6) et (6.7) ) :

lim
� Ñ 0

FRp� q �

�

|S|Ppa3; T ; 2q � | T|Ppb3; S ; 2q �
g1d2

2
Qp� 1; � 2 ; 2q

�
g2d1

2
Qp� 2; � 1 ; 2q

�

� ÝÑnT ;

qui est analogue �a l'expression (6.45), obtenue pourJ0 pour les triangles sont adjacents.
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A pr�esent, nous montrons que

FSp� q � �
r� 3pa1q|r� 3|

2
Pprb2; S ; 2q �ÝÑnT �

r� 1pa1q
 1prb2q
2

Qp� 1; r� 1 ; 2q �ÝÑnT

�
ƒ� 3pa1q
 2prb1q

2
Qp� 2; r� 2 ; 2q �ÝÑnT �

g1
r� 3pa2q � r� 3pa1q
 1prb1q

2
Qp� 1; r� 3 ; 2q �ÝÑnT

�
r� 1pa1q
 3prb2q

2
Qp� 3; r� 1 ; 2q �ÝÑnT �

r� 3pa1q
 3prb1q
2

Qp� 3; r� 3 ; 2q �ÝÑnT ;

tend vers 0 lorsque� Ñ 0. A cette �n, nous d�ecomposonsFSp� q en quatre termes :

1. Premier terme. On pose

E1p� q � �
r� 3pa1q|r� 3|

2
Pprb2; S ; 2q; (6.52)

qui d'apr�es (6.14) s'�ecrit aussi (en notant que r� 3pa1q � � ),

E1p� q � �
� | r� 3|

2

!
prb2 � pb2qP1ppb2; S; h; 2q � P2ppb2; S; h; 2q

)
;

avec pb2 la projection orthogonale derb2 sur le plan contenantS et h � } rb2 � pb2}.
D'apr�es (6.9) et (6.12), on a

E1p� q � �
� | r� 3|

2

3¸

l � 1


 lppb2q
!

prb2 � pb2qR1ppb2; � l ; h ; 2q � R2ppb2; � l ; h ; 2q
)

:

A ce stade, on note queh � � sinp� q � Op� q, o�u � est l'angle que forment les deux
plans, prb2 � pb2q � Op� qÝÑnS, o�u ÝÑnS est la normale au plan contenant le triangleS et

 1ppb2q � 
 3ppb2q � Op� q. On observe que les abscissess�

1 et s�
3 du sommeta2 qui

est une des extr�emit�es de� 1 et � 3 s'�ecrivent s�
1 � s�

3 � Op� q et les abscisses des
autres extr�emit�es s�

1 et s�
3 qui correspondent respectivement aux sommetsa3 et

a1, sont �xes. L'expression explicite de R1 donn�ee par (B.3) implique :

R1ppb2; � 1; h ; 2q � R1ppb2; � 3; h ; 2q � O
�

logp� q
� 2



:

Finalement, on a,

� 
 lppb2q prb2 � pb2qR1ppb2; � l ; h ; 2q � O p� logp� qq: (6.53)

De même,

R1ppb2; � 2; h ; 2q � O plogp� qq; (6.54)

d'o�u,

� prb2 � pb2qR1ppb2; � 2; h ; 2q � O
�
� 2 logp� q

�
: (6.55)

Un raisonnement similaire permet d'�ecrire

R2ppb2; � 1; h ; 2q � R2ppb2; � 3; h ; 2q � R1ppb2; � 2; h ; 2q � R2ppb2; � 2; h ; 2q � O plogp� qq;

soit,

E1p� q � O p� logp� qq; (6.56)

d'o�u lim
� Ñ 0

E1p� q � 0:
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2. Deuxi�eme terme : Soit

E2p� q �
� 1pa1q
 1prb2q

2
Qp� 1; r� 1 ; 2q: (6.57)

Les supports des deux segments ont un point d'intersection qui est le sommeta2.
De plus, on note que le degr�e d'homog�en�eit�e de l'int�egrand estq � � 2 � � n: Il
s'agit par cons�equent de la situation o�uq� n � 0 ; c'est donc la formule (2.16) qui
conduit �a la r�eduction suivante :

E2p� q �
� 1pa1q
 1prb2q

2

#

|� 2|
»

€� 1

pa3 � yq
}a3 � y}3

lnp}a3 � y}qdsy

� |� 3|
»

� 1

px � b3q
}x � b3}3

lnp}x � b3}qdsx � t
»

� 1

px � rb2q

}x � rb2}3
lnp}x � rb2}qdsx

+

;

o�u t est l'abscisse derb2. Les deux premi�eres int�egrales sont �nies, seule la troisi�eme
int�egrale est �a �etudier :

»

� 1

px � rb2q

}x � rb2}3
lnp}x � rb2}qdsx �

»

� 1

px � qb2q

2
�

h2 � } x � qb2}2
	 3{2 lnph2 � } x � qb2}qdsx

� p qb2 � rb2q
»

� 1

lnph2 � } x � qb2}q

2
�

h2 � } x � qb2}2
	 3{2 dsx

La premi�ere int�egrale se comporte enO
�

lnp� q
�

	
alors que la seconde se comporte

en O
�

lnp� q
� 2

	
. Cependant, en notant quet 
 1prb2q � Op� 2q et pqb2 � rb2q � Op� qÝÑnS, on

obtient le r�esultat :

E2p� q � O p� logp� qq; (6.58)

ainsi

lim
� Ñ 0

E2p� q � lim
� Ñ 0

� 1pa1q
 1prb2q
2

»

� 1 � €� 1

px � yq
}x � y}3

dsxdsy � 0 (6.59)

et

lim
� Ñ 0

� 3pa1q
 2prb1q
2

»

� 2 � €� 2

px � yq
}x � y}3

dsxdsy � 0 (6.60)

3. Troisi�eme terme : Puisque� 3pa1q � � 3pa2q � � , on �etudie le terme,

E3p� q � � Qp� 1; r� 3 ; 2q: (6.61)

On introduit la perpendiculaire commune aux supports de� 1 et r� 3 (voir Figure
5.6), ainsi que les projectionsp� 3;pb� de r� 3 et de ses extr�emit�es sur le plan conte-
nant le triangle S. Le vecteur ÝÑz � pb2 � rb2 est alors un vecteur directeur de la
perpendiculaire commune (voir Figure 6.4) et

Qp� 1; r� 3 ; 2q �
»

� 1 � x� 3

px � pyq

ph2 � } x � py}2q3{2 dsxdspy � ÝÑv
»

� 1 � x� 3

1

ph2 � } x � py}2q3{2 dsxdspy:
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Avec comme origine l'intersection des supports dep� 3 et � 1, on a :

Qp� 1; r� 3 ; 2q �
¸

k��

k sk

�

R2pak ; p� 3; h ; 2q � ÝÑv R1pak ; p� 3; h ; 2q

�

�
¸

l ��

l t l

�

R2ppbl ; � 1; h ; 2q � ÝÑv R1ppbl ; � 1; h ; 2q

�

:

On obtient donc que

E3p� q � O p� logp� qq: (6.62)

ÝÑnT

ÝÑnS

h

pb1

pb2

ÝÑz

�

� 1 r� 3

p! q

rb2

rb1

a3

a2

Figure 6.4 { Perpendiculaire commune.

4. Dernier terme : Lorsquex P � 3 et y P r� , on a la simpli�cation px � yq �ÝÑnT � 0
donc

Qp� 3; r� 3 ; 2q �ÝÑnT � Qp� 3; r� 1 ; 2q �ÝÑnT � 0: (6.63)

Notons que la r�eduction deQp� 3; r� 3 ; 2q et de Qp� 3; r� 1 ; 2q; conduit �a des expres-
sions explicites qui permettent de montrer le r�esultat suivant :

lim
� Ñ 0

� 3pa1q
 3prb1q
2

Qp� 3; r� 3 ; 2q �
� 1pa1q
 3prb2q

2
Qp� 3; r� 1 ; 2q � 0: (6.64)
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R�esultat Final

D'apr�es (6.63), (6.56), (6.58) et (6.62), lorsqueS et T sont des triangles adjacents
dans des plans s�ecants, en d�e�nissantJ2 � ÝÑnT comme la limite deF p� q, on obtient la
formule explicite suivante :

J2 � ÝÑnT �

�

|S|Ppa3; T ; 2q � | T|Ppb3; S ; 2q

�
g1d2

2
Qp� 1; � 2 ; 2q �

g2d1

2
Qp� 2; � 1 ; 2q

�

� ÝÑnT : (6.65)

Un raisonnement similaire permet de montrer que lorsqueS et T ont un sommet
commun (not�e a1 � b1), on a

J2 � ÝÑnT �

�
g1

2

»

� 1 � T

x � y
}x � y}3

dsxdy �
d1

2

»

S� � 1

x � y
}x � y}3

dxdsy

�

� ÝÑnT : (6.66)

Les expressions (6.65) et (6.66) s'obtiennent en utilisant la m�ethode ditena•�ve qui
consiste �a annuler toutes les expressions faisant intervenir des distances nulles (voir la
sous-section 14.4.1 qui utilise cette m�ethodena•�ve pour calculer des parties �nies).

Conclusion du chapitre

Il n'y a pas de r�eelle di�cult�e suppl�ementaire pour passer du potentiel de simple
couche au potentiel de double couche. L'int�egrand �etant vectoriel, il est n�ecessaire de
le d�ecomposer �a chaque �etape pour conserver l'homog�en�eit�e. La m�ethode permet de
calculer J2 lorsque les triangles sont adjacents.
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Conclusion de la deuxi�eme partie

Dans cette partie, nous avons obtenu des formules explicites pour �evaluer les int�egrales

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy; (6.67)

lorsque S et T sont deux triangles coplanaires ou dans des plans s�ecants, et les deux
int�egrales

J� �
»

S� T

x � y
}x � y}p1� � q

dxdy; � P t0; 2u (6.68)

lorsqueS et T sont dans des plans s�ecants.

Lorsque les int�egrales sont e�ectivement singuli�eres (triangles identiques, adjacents
ou ayant un sommet commun) les formules obtenues sont relativement simples. Des
r�esultats num�eriques montrent la grande pr�ecision des formules obtenues.

Dans le dernier chapitre, on a d�etermin�e une expression de

v.p.
»

S� T

x � y
}x � y}3

dxdy � lim
� Ñ 0

»

S� T�

x � y
}x � y}3

dxdy (6.69)

lorsque les trianglesS et T sont adjacents ou lorsqu'ils ont un sommet commun.
L'existence de cette limite est une cons�equence d'un th�eor�eme de Costabel.
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Introduction de la troisi�eme partie

Dans cette partie, nous fournissons des formules explicites pour �evaluer les trois
int�egrales

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy;

J� �
»

S� T

x � y
}x � y}1� �

dxdy; � � 0 ou 2; (6.70)

lorsqueS et T sont dans des plans parall�eles.

Nous commen�cons par pr�esenter le cas plus simple des triangles superpos�es, puis nous
traitons du cas de triangles situ�es dans des plans parall�eles en position quelconque ;
en�n nous pr�esentons quelques r�esultats num�eriques a�n de montrer l'int�erêt de la
m�ethode.



Chapitre 7

Introduction

Cette partie traite de l'�evaluation des int�egrales I et J� ci-dessous :

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy (7.1)

J� �
»

S� T

x � y
}x � y}1� �

dxdy; � P t0; 2u (7.2)

lorsque les trianglesS et T sont dans des plans parall�eles. La comparaison avec le cas
de triangles coplanaires ou situ�es dans des plans s�ecants fait apparâ�tre une di��erence
essentielle : c'est d�es la premi�ere �etape de r�eduction qu'on doit utiliser la formule (2.34),
dite formule �a param�etre, �a la place de la formule (2.10). Pour le confort du lecteur,
nous rappelons ici cette formule : soitg : pz; hq P
 � R Ñ R une fonction q-homog�ene
par rapport au couplepz; hq, alors

»



gpz; hqdz �

»

B

pÝÑz |ÝÑ� qF pz; hqdsz (7.3)

avec,

F pz; hq � hq� n
» sgnphq8

h

gpz; uq
uq� n� 1

du: (7.4)

La complexit�e plus grande des formules dans le cas de triangles situ�es dans des plans pa-
rall�eles d�ecoule de cette utilisation pr�ecoce de la formule (2.34), l'int�egrand �etant modi��e
�a chaque �etape de la r�eduction. Un ingr�edient essentiel pour simpli�er le calcul consiste
�a inverser l'ordre naturel des trois int�egrales successives conduisant �a l'expression des
int�egrands mono-dimensionnels. Il a donc �et�e jug�e pr�ef�erable de ne pas e�ectuer le cal-
cul explicite de ces int�egrands au cours du processus de r�eduction, de fa�con �a b�en�e�cier
de cette souplesse (voir la section9.5). Il faut noter, qu'�a la di��erence de nombreuses
autres m�ethodes d'�evaluation d'int�egrales singuli�eres et presque-singuli�eres, aucune dif-
�cult�e suppl�ementaire n'apparâ�t lorsque les triangles se recouvrent partiellement (voir
la Figure 7.1).
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S

T

ai

ai � 1

ai � 2

bj

bj � 1

bj � 2

pbj

pbj � 1

pbj � 2

Figure 7.1 { Con�guration g�eom�etrique prise en compte par la m�ethode.

7.1. Notations

Quelques notations nouvelles vont se r�ev�eler n�ecessaires : on notepT et pbj les projec-
tions respectives du triangleT et de ses sommetsbj sur le plan contenant le triangleS,
ainsi que p� j celles des arêtes� j du triangle T (voir Figure 7.2). Les projections et les
distances dans le trianglespT sont d�e�nies de fa�con analogue �a celles dans le triangleT :
on note pqj pxq la projection dex; point du plan contenant S et pT, sur le support dep� j ,
pdj pxqet p� j pxqrespectivement les distances et distances sign�ees du pointx au cot�e p� j du
triangle pT (voir Figure 7.3).

S

T

pT

ai

ai � 1

ai � 2

bj

bj � 1

bj � 2

pbj

pbj � 1

pbj � 2

ÝÑv

Figure 7.2 { Triangles dans des plans parall�eles.

7.2. Organisation des calculs

Remarquons queJ� se d�ecompose en deux int�egrales :

J� �
»

S� T

x � y
}x � y}1� �

dxdy � ÝÑv J s
� � J a

� ; (7.5)

avec

J s
� �

»

S� pT

1

ph2 � } x � py}2qp1� � q{2 dxdpy et J a
� �

»

S� pT

x � py

ph2 � } x � py}2qp1� � q{2 dxdpy; (7.6)
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p� j

p� j � 1

p� j � 2
p� j pxq

p� j � 1pxq

p� j � 2pxqpT

pdj

pqj pxq

pqj � 1pxq
pqj

x

pbj

pbj � 1

pbj � 2

ÝÑ
p� j

ÝÝÑ
p� j � 1

ÝÝÑ
p� j � 2

Figure 7.3 { Projection et distance dans pT.

or l'int�egrale I s'�ecrit,

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy �
»

S� pT

1
a

h2 � } x � py}2
dxdpy; (7.7)

on a doncI � J s
0 . Contrairement �a la partie II , nous commen�cons donc par l'�etude de

J� , dont nous d�eduirons celle de l'int�egraleI .

Dans le cadre de cette troisi�eme partie, on noteÝÑnT la normale au plan contenant le
triangle T, alorsJ a

� �ÝÑnT � 0, puisquepx � py|ÝÑnT q� 0, ce qui nous dispense du calcul de ce
terme pour la discr�etisation de l'�equation de Helmholtz ; nous calculons cependantJ a

� ,
terme qui interviendra au chapitre13 lors de la discr�etisation des �equations de Maxwell.
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Chapitre 8

Triangles superpos�es

Introduction

Ce chapitre d�etaille le calcul de l'in
uence entre deux triangles superpos�es, soitpT � S
(voir Figure 8.1) . Notons que dans ce cas le terme antisym�etriqueJ a

� s'annule, ce qui
ne nous laisse �a traiter que

J s
� �

»

S� S

1

ph2 � } x � py}2qp1� � q{2 dxdpy:

T

S � pT

ai ai � 1

ai � 2

bj

bj � 1

bj � 2

x

y

py

ÝÑv

Figure 8.1 { Triangles superpos�es.

8.1. R�eduction �a la dimension 3

On note que 
 � S � S donc n � 4 et on choisit ai pour origine. En appliquant la
formule (2.34) avecz � p x; pyq et gpz; hq � p h2 � } x � py}2q�p 1� � q{2, on a

J s
� � 2gi

»

� i � S
h3� �

» �8

h

du

u4� � pu2 � } x � py}2qp1� � q{2 dsx dpy; (8.1)

puisqueq� n � 3� �: On rappelle quegi est la distance du sommetai au côt�e oppos�e � i .
Ainsi que nous l'avions annonc�e, nous ne d�eterminons pas d'expression explicite pour
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l'int�egrale interne, nous nous contentons de la notation

faph; � ; � q � ha� �
» �8

h

du
ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2

; (8.2)

qui constitue une g�en�eralisation de la fonction f1, d�e�nie en (4.16) dans la sous-section
4.4.3. On reconnâ�t la fonction f3ph; }x � py} ; � q dans l'expressionp8:1q, ce qui permet
d'�ecrire

J s
� � 2gi

»

� i � S
f3ph; }x � py} ; � qdsx dpy � 2gi Usp� i ; S; h; � q; (8.3)

avec

Usp�; S; h ; � q �
»

� � S
f3ph; }x � py} ; � qdsx dpy: (8.4)

8.2. R�eduction �a la dimension 2

Pour poursuivre la r�eduction, il faut choisir une nouvelle origine appartenant au
support de� i (voir Figure 3.5), soit ai � 1: Selon la formule (2.34) avecq� n � 2 � � , on
obtient :

»

� i � S
f3ph; }x � py} ; � qdsx dpy � | � i |

»

S
h2� �

» �8

h

f3pu; }ai � 2 � py} ; � q
u3� �

du dpy (8.5)

� gi � 1

»

� i � � i � 1

h2� �
» �8

h

f3pu; }x � py} ; � q
u3� �

du dsx dspy:

On introduit une nouvelle notation :

Faph; � ; � q � ha� 1� �
» �8

h

fapu; � ; � q
ua� �

du; (8.6)

d'o�u l'expression similaire �a (3.12) :

Usp� i ; S; h; � q � | � i | P spai � 2; S; h; � q � gi � 1 Qsp� i ; � i � 1; h ; � q; (8.7)

avec

P spa; S; h; � q �
»

S
F3ph; }a � py} ; � qdpy;

Qsp� i ; � i � 1; h ; � q �
»

� i � � i � 1

F3ph; }x � py} ; � qdsx dspy: (8.8)

8.3. R�eduction �a la dimension 1

Nous transformons maintenant les deux expressions de (8.8) en des combinaisons
lin�eaires d'int�egrales mono-dimensionnelles.
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8.3.1 R�eduction de P spa; S; h; � q

Le degr�e d'homog�en�eit�e de l'int�egrand reste inchang�e soit q� n � 1 � � . En prenant
ai � 2 comme origine, on obtient

P spai � 2; S; h; � q � gi � 2

»

� i � 2

h1� �
» 8

h

F3pu; }ai � 2 � py} ; � q
u2� �

du dspy: (8.9)

En d�e�nissant la fonction,

� c
aph; � ; � q � hc� �

» �8

h

Fapu; � ; � q
uc� 1� �

du (8.10)

on reconnait � 1
3 dans l'expression (8.9), qui se r�eduit donc �a

P spai � 2; S; h; � q � gi � 2

»

� i � 2

� 1
3ph; }ai � 2 � y} ; � qdspy

Pour achever cette r�eduction, on introduit une derni�ere fonction

R1
3pa; �; h ; � q �

»

�
� 1

3ph; }a � x} ; � qdsx (8.11)

et ainsi,

P spai � 2; S; h; � q � gi � 2 R1
3pai � 2; � i � 2; h ; � q (8.12)

8.3.2 R�eduction de Qsp� i ; � i � 1; h ; � q

On choisit ai � 2, l'intersection de � i et � i � 1, pour origine. Comme en (3.15), nous
avons

Qsp� i ; � i � 1; h ; � q � | � i |
»

� i � 1

h1� �
» 8

h

F3pu; }ai � py} ; � q
u2� �

du dspy

� | � i � 1|
»

� i

h1� �
» 8

h

F3pu; }ai � 1 � x} ; � q
u2� �

du dsx :

A l'aide de R1
3 d�e�ni en (8.11), on obtient l'expression

Qsp� i ; � i � 1; h ; � q � | � i | R1
3pai � 1; � i � 1; h ; � q � | � i � 1| R1

3pai ; � i ; h ; � q: (8.13)

L'expression deR1
3 est donn�ee par (C.8) de l'AnnexeC.

8.4. Retour �a J� et I

D'apr�es (8.3), (8.7),(8.12), et (8.13), on obtient :

J s
� � 2|S|

3¸

i � 1

gi R1
3pai ; � i ; h ; � q; (8.14)
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ce qui donne le r�esultat �nal :

J� � 2 |S| ÝÑv
3¸

i � 1

gi R1
3pai ; � i ; h ; � q; (8.15)

o�u |S| est l'aire du triangle deS. D'apr�es l'expression (7.7), on obtientI :

I � 2|S|
3¸

i � 1

gi R1
3pai ; � i ; h ; 0q; (8.16)

dont la limite quand h Ñ 0 est l'expression (3.17) d�etermin�ee dans le cas de coe�cient
d'auto-in
uence.



Chapitre 9

Triangles dans des plans parall�eles
en positions quelconques

Introduction

Le cas de triangles en position g�en�erale se traite de fa�con analogue (voir Figure 7.2) en
ce qui concerne la partie sym�etrique ; nous commen�cons donc par sa d�etermination. Le
cas de la partie antisym�etrique est trait�ee dans un second temps.

9.1. Partie sym�etrique

9.1.1 R�eduction �a la dimension 3

Pour cette premi�ere r�eduction, la seule contrainte consiste �a choisir l'origine dans le
plan de S ; ce que l'on fait en choisissant le sommetai . En s'inspirant de (8.1) et en
notant que q � n � 3 � � , la formule (2.34) fournit l'expression

J s
� � gi

»

� i � pT
f3ph; }x � py} ; � qdsx dpy �

3¸

j � 1

p� j pai q
»

S� p� j

f3ph; }x � py} ; � qdx dspy;

qui �a l'aide de (8.4) prend la forme suivante :

J s
� � gi Usp� i ; pT ; h ; � q �

3¸

j � 1

p� j pai qUspp� j ; S; h; � q: (9.1)

9.1.2 R�eduction �a la dimension 2

Comme pour (8.7), la r�eduction deUsp� i ; pT ; h ; � q utilise P s et Qs. En prenant
a�

i � ai � 1 comme origine, on a

Usp� i ; pT ; h ; � q � | � i | P spai � 2; pT ; h ; � q �
3¸

j � 1

p� j pai � 1qQsp� i ; p� j ; h ; � q; (9.2)

avecP s et Qs d�e�nis en (8.8)
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9.1.3 R�eduction �a la dimension 1

La r�eduction de P s se d�eduit des cas trait�es pr�ec�edemment. PourQs, il faut distinguer
entre les cas o�u les supports de� et p� sont s�ecants ou parall�eles.

R�eduction de P spai � 2; pT ; hq

Comme en (4.9) et en (8.12), on a

P spai � 2; pT ; h ; � q �
3¸

j � 1

p� j pai � 2qR1
3pai � 2; p� j ; h ; � q: (9.3)

R�eduction de Qsp� i ; p� j ; hq, cas des supports s �ecants

Lorsque� i et p� j sont �a supports s�ecants, on choisit l'intersection comme origine et
en s'inspirant de (8.13) (voir la Figure 9.1), on obtient

Qsp� i ; p� j ; h ; � q �
¸

k��

k sk R1
3pak

i ; p� j ; h ; � q �
¸

l ��

l pt l R1
3ppbl

j ; � i ; h ; � q (9.4)

ÝÑ�

ÝÑ
p�

a�

s�

a�

s�

pb�

pt
�

pb�

pt
�

o

Figure 9.1 { Cas des supports dep� (la projection de � sur le plan deS) et � s�ecants.

R�eduction de Qsp� i ; p� j ; hq, cas des supports parall �eles

Lorsque les supports de� i et p� j sont parall�eles, un second param�etre apparâ�t pour
conserver l'homog�en�eit�e (voir la Figure 9.2). Une m�ethode analogue �a celle pr�esent�ee
dans la sous-section5.3.3 est utilis�ee. On introduit donc r� i et d respectivement le
projection de� i sur le support dep� j et la distance de� i au support dep� j . Pour simpli�er
les calculs, on choisit pour originepb�

j et on note queq � n � 1 � � :

Qsp� i ; p� j ; h ; � q �
»

€� i � x� j

F3ph;
a

d2 � } rx � py}2 ; � qdsrx dspy: (9.5)



CHAPITRE 9. TRIANGLES DANS DES PLANS PARALL �ELES EN POSITIONS QUELCONQUES 103

S

T

pT

a�

a�

xb�

xb�ÝÑv
�d

ÝÑw€s�

€s�

t �

t �

Figure 9.2 { Segments de projections parall�eles

En posant � � d{h puis en appliquant la formule (2.34), on a :

Qsp� i ; p� j ; h ; � q �
¸

k��

k rsk

»

p� j

h1� �
» �8

h

F3pu;
a

� 2u2 � } rak
i � py}2 ; � q

u2� �
du dspy

�
¸

l ��

l pt l

»

r� i

h1� �
» �8

h

F3pu;
b

� 2u2 � } rx � pbl
j }2 ; � q

u2� �
du dsrx :

On d�e�nit une fonction analogue �a (8.10) pour le cas parall�ele :

r�
c

aph; d; � ; � q � hc� �
» �8

h

Fapu;
b �

d
h

� 2
u2 � � 2 ; � q

uc� 1� �
du; (9.6)

ce qui permet d'�ecrire

Qsp� i ; p� j ; h ; � q �
¸

k��

k rsk

»

p� j

r�
1

3ph; d; }rak
i � py} ; � qdspy

�
¸

l ��

l pt l

»

r� i

r�
1

3ph; d; }rx � pbl
j } ; � qdsrx :

La forme r�eduite suivante pour Qs en d�ecoule :

Qsp� i ; p� j ; h ; � q �
¸

k��

k rsk rR
1

3prak
i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

l ��

l pt l rR
1

3ppbl
j ; r� i ; h; d ; � q; (9.7)

o�u

rR
1

3ppb;r�; h; d ; � q �
»

r�

r�
1

3ph; d; }rx � pb} ; � qdsrx : (9.8)

9.2. Partie antisym�etrique

On rappelle que

J a
� �

»

S� pT

x � py
�
h2 � } x � py}2� p1� � q{2 dx dpy:
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9.2.1 R�eduction �a la dimension 3

Comme pour la partie sym�etrique (voir Figure 7.2), on choisitai pour origine et en
notant que q � n � 4 � � ; on peut utiliser (2.34) :

J a
� � gi

»

� i � pT
px � pyqh4� �

» �8

h

du

u5� � pu2 � } x � py}2qp1� � q{2 dsx dpy (9.9)

�
3¸

j � 1

p� j pai q
»

S� p� j

px � pyqh4� �
» 8

h

du

u5� � pu2 � } x � py}2qp1� � q{2 dx dspy: (9.10)

Or d'apr�es (8.2), on note que l'on peut utiliser la fonction f4, ce qui donne la version
r�eduite

J a
� � gi Uap� i ; pT ; h ; � q �

3¸

j � 1

p� j pai qUapp� j ; S; h; � q; (9.11)

o�u,

Uap�; pT ; h ; � q �
»

� � pT
px � pyqf4ph; }x � py} ; � qdsx dpy: (9.12)

9.2.2 R�eduction �a la dimension 2

On continue la simpli�cation en choisissantai � 1 pour origine et en notant queq� n �
3 � � . A l'aide de (8.6), on obtient :

Uap� i ; pT ; h ; � q � | � i |
»

pT
pai � 2 � pyqF4ph; }ai � 2 � py} ; � qdpy (9.13)

�
3¸

j � 1

p� j pai � 1q
»

� i � x� j

px � pyqF4ph; }x � py} ; � qdsx dspy; (9.14)

qui se r�eduit, par analogie avec la partie sym�etrique (9.1) �a

Uap� i ; pT ; h ; � q � | � i | Papai � 2; pT ; h ; � q �
3¸

j � 1

p� j pai � 1q Qap� i ; p� j ; h ; � q (9.15)

en introduisant

Papai � 2; pT ; h ; � q �
»

pT
pai � 2 � pyqF4ph; }ai � 2 � py} ; � qdpy; (9.16)

Qap�; p� j ; h ; � q �
»

� � p� j

px � pyqF4ph; }x � py} ; � qdsx dspy: (9.17)

9.2.3 R�eduction �a la dimension 1

En ce qui concerneQa en (9.17), il est n�ecessaire de prendre en compte le possible
parall�elisme entre les segments� et p� j .
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R�eduction de Papai � 2; pT ; h ; � q

A ce stade,ai � 2 est le seul choix possible pour l'origine. On note queq � n � 2 � � ,
ce qui donne apr�es utilisation des expressions (2.34) et (8.10)

Papai � 2; pT ; h ; � q �
3¸

j � 1

p� j pai � 2q
»

x� j

pai � 2 � pyq� 2
4ph; }ai � 2 � py} ; � qdspy:

Ainsi, on aboutit �a l'expression plus compacte

Papai � 2; pT ; h ; � q �
3¸

j � 1

p� j pai � 2qR2
4pai � 2; p� j ; h ; � q; (9.18)

o�u

R2
4pai � 2; p�; h ; � q �

»

p�
pai � 2 � pyq� 2

4ph; }ai � 2 � py} ; � qdspy: (9.19)

R�eduction de Qap�; p� j ; h ; � q, cas des supports s �ecants

Lorsque les supports de� i et p� j sont s�ecants (voir la Figure 9.1), on choisit l'inter-
section comme origine et en s'inspirant de (8.13) et (9.18), on obtient

Qap� i ; p� j ; h ; � q �
¸

k��

k sk R2
4pak

i ; p� j ; h ; � q �
¸

l ��

l pt l R2
4ppbl

j ; � i ; h ; � q: (9.20)

R�eduction de Qap�; p� j ; h ; � q, cas des supports parall �eles

Comme lors du calcul de (9.7), on introduitr� , ra� les projections respectives de� et
a� sur le support dep� et le second param�etred � } a� � ra� } (voir Figure 9.2). L'origine
est choisie enpb�

j et on note queq � n � 2 � � . Il est n�ecessaire de d�ecomposerx � py
sous la formex � py � ÝÑw � p rx � pyq (voir Figure 9.2) :

Qap� i ; p� j ; h ; � q � ÝÑw
»

€� i � x� j

F4ph;
a

d2 � } rx � py}2 ; � qdsrx dspy

�
»

€� i � x� j

prx � pyqF4ph;
a

d2 � } rx � py}2 ; � qdsrx dspy:

Pour garder des expressions concises, nous introduisons

Qa
1pr� i ; p� j ; h; d ; � q �

»

€� i � p� j

F4ph;
a

d2 � } rx � py}2 ; � qdsrx dspy; (9.21)

Qa
2pr� i ; p� j ; h; d ; � q �

»

€� i � p� j

prx � pyqF4ph;
a

d2 � } rx � py}2 ; � qdsrx dspy; (9.22)

ce qui donne,

Qap� i ; p� j ; h ; � q � ÝÑw Qa
1pr� i ; p� j ; h; d ; � q � Qa

2pr� i ; p� j ; h; d ; � q (9.23)

Pour ces deux termes, l'origine est choisie enxb�
j et comme pr�ec�edemment, on remplace

le second param�etre en posant� � d
h :
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Terme antisym �etrique Qa
2 En notant que q� n � 2 � � , on utilise la formule (2.34) :

Qa
2pr� i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

k��

k sk
»

p� j

prak
i � pyqh2� �

» 8

h

F3
4pu;

b �
d
h

� 2
u2 � } rak

i � py}2 ; � q

u3� �
du dspy

�
¸

l ��

l t l
»

r� i

prx � pbl
j qh

2� �
» 8

h

F3
4pu;

b �
d
h

� 2
u2 � } rx � pbl

j }2 ; � q

u3� �
du dsrx

et l'utilisation de la fonction r�
c

a d�e�nie en (9.6) permet d'�ecrire :

Qa
2pr� i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

k��

k sk
»

x� j

prak
i � pyq r�

2

4ph; d; } rak
i � py} ; � qdspy (9.24)

�
¸

l ��

l pt l

»

€� i

ppbl
j � rxq r�

2

4ph; d; }rx � pbl
j } ; � qdsrx ;

ce qui conduit au r�esultat suivant :

Qa
2pr� i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

k��

k sk rR
2

4prak
i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

l ��

l t l 2 rR
3

4ppbl
j ; r� i ; h; d ; � q; (9.25)

o�u

rR
2

4prak
i ; p� j ; h; d ; � q �

»

x� j

prak
i � pyq

2 r�
3

4ph; d; } rak
i � py} ; � qdspy: (9.26)

Terme sym �etrique Qa
1 Le second terme est trait�e de la même mani�ere, soit

Qa
1pr� i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

k��

k sk
»

x� j

h1� �
» 8

h

F4pu;
b �

d
h

� 2
u2 � } rak

i � py}2 ; � q

u2� �
du dspy (9.27)

�
¸

l ��

l pt l

»

€� i

h1� �
» 8

h

F4pu;
b �

d
h

� 2
u2 � } rx � pbl

j }2 ; � q

u2� �
du dsrx ; (9.28)

que l'on peut r�e�ecrire �a l'aide de (9.6)

Qa
1pr� i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

k��

k sk
»

x� j

r�
1

4ph; d; } rak
i � py} ; � qdspy (9.29)

�
¸

l ��

l pt l

»

€� i

r�
1

4ph; d; }rx � pbl
j } ; � qdsrx ; (9.30)

soit encore

Qa
1pr� i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

k��

k sk rR
1

4prak
i ; p� j ; h; d ; � q �

¸

l ��

l pt l rR
1

4ppbl
j ; r� i ; h; d ; � q; (9.31)

o�u

rR
1

4prak
i ; p� j ; h; d ; � q �

»

x� j

r�
1

4ph; d; } rak
i � py} ; � qdspy: (9.32)
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Finalement, on obtient :

Qap� i ; p� j ; h ; � q �
¸

k��

k sk

�

pa�
i � €a�

i qrR
1

4prak
i ; p� j ; h; d ; � q � rR

2

4prak
i ; p� j ; h; d ; � q

�

(9.33)

�
¸

l ��

l pt l

�

pa�
i � €a�

i qrR
1

4ppbl
j ; r� i ; h; d ; � q � rR

2

4ppbl
j ; r� i ; h; d ; � q

�

: (9.34)

Les expressions derR
1

4 et rR
2

4 sont donn�ees respectivement en (C.12) et (C.13).

9.3. Calcul de I

Ainsi qu'il a �et�e indiqu�e dans la section 7.2, on obtient I en posant� � 0 dans la
formule (9.1), soit

I � gi Usp� i ; pT ; h ; 0q �
3¸

j � 1

p� j pai qUspp� j ; S; h; 0q (9.35)

9.4. Cas particuliers

Lorsque la projection pT de T sur le plan deS et S poss�edent un sommet commun
ou une arête commune, des simpli�cations sont possibles (voir la Figure 9.3).

9.4.1 Triangles ayant un sommet commun

Lorsque pT et S ont un sommet en commun, en prenantai � pbj ; le point commun
comme origine, on obtient d'apr�es (9.1) et (9.11),

J� � gi

�
ÝÑv Usp� i ; pT ; h ; � q � Uap� i ; pT ; h ; � q

	

� pdj

�
ÝÑv Uspp� j ; S; h; � q � Uapp� j ; S; h; � q

	
: (9.36)

9.4.2 Triangles presque-adjacents

Lorsque pT poss�ede une arête commune avecS, les trianglesS et T sont dits presque-
adjacents. Il est alors possible de poursuivre la simpli�cation de (9.36) �a l'aide de (9.2)
et (9.15), avecai � 1 � bj � 1 comme origine, soit

J� � 2|S|
�

ÝÑv P spai � 2; pT ; h ; � q � Papai � 2; pT ; h ; � q
	

� 2| pT|
�

ÝÑv P sppbj � 2; S; h; � q � Pappbj � 2; S; h; � q
	

� gi dj � 1

�
ÝÑv Qsp� i ; p� j � 1; h ; � q � Qap� i ; p� j � 1; h ; � q

	

� gi � 1dj

�
ÝÑv Qsp� i � 1; p� j ; h ; � q � Qap� i � 1; p� j ; h ; � q

	
: (9.37)
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S

T

pT
pbj � ai ai � 1

ai � 2

bj
bj � 1

bj � 2

pbj � 1

pbj � 2ÝÑv

(a) pT et S ont un sommet commun

S

T

pT

ai � pbj
ai � 2

ai � 1 � pbj � 1

bj

bj � 1

bj � 2

pbj � 2

ÝÑv

(b) pT et S ont une arête commune.

Figure 9.3 { Cas amenant des simpli�cations.

9.5. Calcul des expressions �nales

Pour achever le calcul, il nous reste �a �evaluer les int�egrands mono-dimensionnels a�n
de calculer les int�egralesRc

a; R c
a; rR

c

a et rR
c

a.

9.5.1 Calcul de � c
aph; �; ; � q

D'apr�es les expressions (8.10), (8.6) et (8.2), l'int�egrand� c
aph; �; ; � q est le r�esultat

d'une int�egrale triple :

� c
aph; � ; � q �

» �8

w� h

» �8

v� w

» �8

u� v

hc� � wa� c� 2

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2 dudvdw: (9.38)

En changeant l'ordre d'int�egration (voir Figure 9.4), l'�evaluation de � c
a devient beau-

coup plus simple ; on obtient, en e�et :

� c
aph; � ; � q � hc� �

» �8

u� h

1

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2 :
» u

v� h

» v

w� h
wa� c� 2dvdwdu

�
hc� �

2

» �8

u� h

pu � hq2

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2 du: (9.39)

Les expressions des� c
aph; �; ; � q sont donn�ees dans la sectionC.1 en Annexe.

9.5.2 Calcul de r�
c

a ph; d; � ; � q

Lorsque des triangles situ�es dans des plans parall�eles ont des côt�es parall�eles (voir
Figure 9.2), on se retrouve dans la situation dite de "double-parall�elisme". Le second
param�etre d qui apparâ�t (trait�e en posant � � d{h) rend plus di�cile l'�evaluation des
int�egrales triples r�

c

a puisque la m�ethode utilis�ee en (9.39) n'est plus applicable. On
rappelle l'expression der�

c

a :

r�
c

aph; d; � ; � q � hc� �
» �8

h

Fapu;
b �

d
h

� 2
u2 � � 2 ; � q

uc� 1� �
du:
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u

v

w

h
h

Figure 9.4 { Domaine d'int�egration. En bleu, l'int�egration directe, en rouge apr�es inversion
de l'ordre d'int�egration.

On calcule explicitementFapu; � ; � q ce qui permet d'obtenir Fapu;
b �

d
h

� 2
u2 � � 2 ; � q

puis de calculer l'int�egrale d�e�nissant r�
c

a. D'apr�es (8.6) et (8.2), on a

Faph; � ; � q � ha� 1� �
» �8

h

fapu; � ; � q
ua� �

du � ha� 1� �
» �8

v� h

» �8

u� v

du

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2 dv

� ha� 1� �
» �8

u� h

u � h

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2 du:

Les expressions des fonctionsFa et r�
c

a sont donn�ees dans la sous-sectionC.1.2 en
Annexe.

9.5.3 Remarque

Si � � 2, une autre approche est possible pour r�eduire l'int�egraleJ a
2 . En remarquant

que

x � py

ph2 � } x � y}2q3{2 � r py

�
1

a
h2 � } x � py}2

�

;

une application du th�eor�eme du gradient fournit

»

pT

x � py

ph2 � } x � y}2q3{2 dpy �
»

pT
r py

�
1

a
h2 � } x � py}2

�

dpy

�
3¸

j � 1

»

x� j

ÝÑ� ja
h2 � } x � py}2

dspy;
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o�u ÝÑ� j est la normale le long dep� j . Une r�eduction de la dimension a �et�e obtenue sans
utiliser notre m�ethode :

J a
2 �

3¸

j � 1

ÝÑ� j

»

S� x� j

1
a

h2 � } x � py}2
dxdspy: (9.40)

Les int�egrales r�esultantes sont sujettes �a l'utilisation de notre m�ethode. L'int�egrand
�etant scalaire, moins de calculs seront n�ecessaires.

Conclusion du chapitre

Pour d�eterminer les int�egrands des int�egrales mono-dimensionnelles �nales, il faut
�evaluer une int�egrale triple. L'inversion de l'ordre d'int�egration permet de simpli�er
le calcul. Lorsqu'il y a ! double parall�elisme " , c'est-�a-dire lorsque des segments sont
parall�eles dans des plans parall�eles, l'�evaluation de l'int�egrale triple devient plus
compliqu�ee mais reste r�ealisable.
Finalement, l'ensemble des int�egrands mono-dimensionnels et des formules �nales sont
fournis dans l'AnnexeC.



Chapitre 10

R�esultats num�eriques

Introduction

Dans ce chapitre, nous pr�esentons quelques exp�eriences num�eriques qui permettent
d'assurer l'exactitude et d'estimer la pr�ecision et la stabilit�e de quelques unes des
formules pr�esent�ees dans les chapitres pr�ec�edents.

10.1. L'angle solide

Soient S et T deux triangles superpos�es eth la distance entre les deux plans (voir
Figure 10.1) ; on aura

J �
»

S� T

x � y
}x � y}3

dxdy � ÝÑv
»

S� S

1

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy: (10.1)

T

S � pT
ai ai � 1

ai � 2

bj

bj � 1

bj � 2

ÝÑv

Figure 10.1 { Triangles superpos�es.

L'int�egrale J correspond �a l'int�egrale sur T de l'angle solide sous lequel un point
y de T voit le triangle S, multipli�ee par le vecteur ÝÑv . L'expression (8.15) permet
d'�evaluer explicitement cette int�egrale. A�n d'�etudier le comportement du code MAT-
LAB d�evelopp�e durant ma th�ese, nous r�ealisons une �etude exp�erimentale de la conver-
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gence de la troisi�eme composante deJ vers 2� |S| lorsque la distance entre les deux plans
tend vers 0. Pour cette exp�erience, nous avons choisi un triangleS v�eri�ant 2 |S| � 1.

10� 15 10� 14 10� 13 10� 12 10� 11 10� 10 10� 9 10� 8 10� 7 10� 6 10� 510� 13

10� 12

10� 11

10� 10

10� 9

10� 8

10� 7

10� 6

10� 5

10� 4

10� 3

h

�
�p

J
q 3

Figure 10.2 { Di��erences

La Figure 10.2 atteste de la robustesse de notre m�ethode de calcul lorsqueh devient
tr�es petit, c'est-�a-dire de l'ordre de 10� 15 ce qui constitue un point tr�es int�eressant pour
l'utilisation de cette m�ethode dans un cadre industriel.

10.2. Triangles presque superpos�es

Soient les triangles dans la con�guration g�eom�etrique pr�esent�ee dans la Figure
10.3(a). Nous e�ectuons une comparaison entre le calcul de l'int�egrale

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy;

en utilisant l'expression (8.16) et la valeur obtenue en d�ecomposant le triangleT en 9
sous-triangles (voir Figure 10.3(b)), soit

I V �
9¸

j � 1

»

S� Vj

1
}x � y}

dxdy: (10.2)

La Figure 10.4 pr�esente les r�esultats obtenus. La premi�ere courbe (rouge) pr�esente l'�ecart
relatif entre la valeur de I obtenue directement �a partir de (8.16) et la valeur deI V

(obtenue en d�ecomposantT) lorsque h tend vers 0. On observe que l'erreur relative
est toujours de l'ordre de la pr�ecision machine. La seconde courbe (noire) repr�esente
l'�evolution de l'�ecart relatif entre I et I c valeur obtenue lorsqueh � 0. La d�ecomposition
utilis�ee pour T n'est pas unique, on pourrait traiter la zone de recouvrement comme un
unique polygone.
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T
ÝÑv

(a) Con�guration g�eom�etrique

ÝÑv

(b) D�ecomposition de T en 9 sous triangles.

Figure 10.3 { Triangles se recouvrant partiellement.
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10� 10

10� 8

10� 6

10� 4

10� 2

100

h

E
ca

rt
re

la
tif

D�ecomposition deT
Ecart avec le cas coplanaire

Figure 10.4 { Comparaison lorsque les triangles se recouvrent partiellement.

10.3. Etude du presque-parall�elisme entre côt�es de triangles situ�es
dans des plans parall�eles

L'�etude e�ectu�ee �a la section 4.7 est r�ealis�ee �a nouveau pour des triangles situ�es
dans des plans parall�eles. L'expression (8.16) permet d'�evaluer explicitement l'int�egrale

I �
»

S� T

1
}x � y}

dxdy �
»

S� T

1
a

h2 � } x � py}2
dxdpy; (10.3)

lorsque S et T sont superpos�es. Les arêtes du triangle sont de longueur� 1 et la
distance entre les deux plans esth � 10� 4: Nous d�ecomposons le triangleT en quatre
sous-trianglesUl ; l � 1; 4 et nous faisons varier l'abscisses des points de d�ecomposition
autour de 0:5 (cas exactement parall�ele) comme pr�esent�e sur la Figure 10.5. Soit

rI psq �
4¸

l � 1

»

S� Ul

1
}x � y}

dxdy;
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alors la Figure 10.6 pr�esente la di��erence relative :

Epsq �

�
�
�I � rI psq

�
�
�

|I |
;

pour s proche de 0:5. On en conclut, comme pour les triangles coplanaires, qu'il est
possible d'e�ectuer les calculs sans se pr�eoccuper du presque-parall�elisme entre côt�es de
triangles dans des plans parall�eles.

h� i

� i � 1

� i � 2a1 a2

a3

U1psq
U2psq

U3psq

U4psq

S

z1psq

z3psq

z2psq

Figure 10.5 { D�ecomposition du triangle T.
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Figure 10.6 { Erreur relative Epsq en n'utilisant que le crit�ere pC1q.
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Conclusion de la troisi�eme partie

La r�esolution des �equations de propagation dans des couches minces conduit au calcul
de coe�cients d'in
uence entre triangles situ�es dans des plans parall�eles tr�es proches.
Les r�esultats issus des techniques d'int�egration num�erique peinent �a assurer une
pr�ecision acceptable lorsque les maillages des deux surfaces en regard sont constitu�es
de fa�con ind�ependante.
Ces calculs sont consid�er�es comme di�ciles dans le cadre de l'int�egration num�erique ;
notre m�ethode permet de lever cette di�cult�e au prix de l'utilisation de formules un
peu lourdes mais faciles �a impl�ementer.



116



Quatri�eme partie

Extensions de la m�ethode
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Introduction de la partie

Cette partie pr�esente quatre extensions de la m�ethode. En premier lieu, on pr�esente son
utilisation lorsque les fonctions de base ne sont plus constantes mais a�nes par �el�ement.
Puis, on montre qu'il est possible de l'appliquer aux probl�emes d'�electromagn�etisme en
pro�tant partiellement du travail r�ealis�e pour l'�equation de Helmholtz 3-D. Le troisi�eme
prolongement pr�esente la r�eduction de l'int�egrale du noyau de Green complet avec des
fonctions de base constantes et a�nes par �el�ements. Cette partie s'ach�eve en pr�esentant
l'�evaluation de parties �nies d'int�egrales hypersinguli�eres.



Chapitre 11

Fonctions de base a�nes

Introduction

Dans les partiesI et II , nous nous sommes limit�es au calcul des coe�cients d�ecoulant
de fonctions de base constantes sur chaque triangle. Ce chapitre pr�esente l'�evaluation
de l'int�egrale I lorsqu'on utilise des fonctions de base a�nes dans chaque �el�ement, soit

I p;q �
»

S� T

� ppxq qpyq
}x � y}

dxdy: (11.1)

Nous commen�cons par pr�esenter les fonctions de base utilis�ees et quelques-unes de leurs
propri�et�es qui permettront de simpli�er les calculs. Nous ne traitons ici que le cas des
triangles adjacents ou confondus.
Le cas g�en�eral ne pr�esente pas de di�cult�e particuli�ere mais conduit �a des calculs plus
lourds.

11.1. Fonctions de base

11.1.1 D�e�nition

Soit le triangle S de sommetsai et de cot�es � i . On note ÝÑ� i � ai � 2 � ai � 1 (voir Figure
11.1(a)). On introduit les fonctions de base� p associ�ees aux sommets du triangleS (voir
Figure 11.1(a)) :

� ppxq � 1 � p x � ap|ÝÑepq; p P t1; 2; 3u (11.2)

avec
ÝÑep � � 1

ÝÝÑ� p� 1 � � 2
ÝÝÑ� p� 2;

o�u

� 1 �
}ÝÝÑ� p� 2}2 � pÝÝÑ� p� 1|ÝÝÑ� p� 2q

}ÝÝÑ� p� 1}2}ÝÝÑ� p� 2}2 � pÝÝÑ� p� 1|ÝÝÑ� p� 2q2 ;

� 2 � �
}ÝÝÑ� p� 1}2 � p ÝÝÑ� p� 1|ÝÝÑ� p� 2q

}ÝÝÑ� p� 1}2}ÝÝÑ� p� 2}2 � p ÝÝÑ� p� 1|ÝÝÑ� p� 2q2 :
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Ainsi d�e�nie, la fonction de base � p v�eri�e � ppapq � 1; � ppap� 1q � � ppap� 2q � 0 (voir
Figure 11.1(b)), ainsi que

� p|� p
� 0; � ppxq|� p� 1 � 1 �

x � ap

|� p� 1|
et � ppxq|� p� 2 � 1 �

x � ap

|� p� 2|
: (11.3)

De même, si les fonctions de base q sont associ�ees aux sommetsbq du triangle T :

 qpyq � 1 �
�

y � bq

�
�
�
ÝÑ
f q

	
; q P t1; : : : ; 3u (11.4)

ai

ai � 1

ai � 2

ÝÑ� i

ÝÝÑ� i � 1

ÝÝÑ� i � 2

S

(a) Triangle S.

ai � 1

ai

ai � 2

(b) Fonction de base � i pxq dans le triangle S.

Figure 11.1 { Fonctions de base sur le triangleS.

11.1.2 D�ecomposition en int�egrands homog�enes

Les fonctions de base �etant a�nes, l'int�egrand dans (11.1) n'est plus homog�ene, on
est donc conduit �a d�ecomposer celles-ci en une partie lin�eaire et une partie constante en
e�ectuant un changement d'origine :

� ppxq � 1 � p o � ap|ÝÑepq � p x � o|ÝÑepq � � ppoq � p x|ÝÑepq (11.5)

 qpyq � 1 �
�

o � bq|
ÝÑ
f q

	
�

�
y � o|

ÝÑ
f q

	
�  qpoq �

�
y|

ÝÑ
f q

	
;

o�u o est la nouvelle origine,x � x � o et y � y � o: Plus g�en�eralement, nous noterons�
et S le segment� et le triangle S avec cette nouvelle origine.

Selon (11.5), on constate que l'int�egraleI p;q doit être d�ecompos�ee en 4 int�egrales
dont les int�egrands ont des degr�es d'homog�en�eit�e selon les cas �egaux �a� 1; 0 et 1 :

I p;q �
»

S� T

px|ÝÑepq
�

y|
ÝÑ
f q

	

}x � y}
dxdy � � ppoq

»

S� T

�
y|

ÝÑ
f q

	

}x � y}
dxdy

�  qpoq
»

S� T

px|ÝÑepq
}x � y}

dxdy � � ppoq qpoq
»

S� T

1
}x � y}

dxdy: (11.6)

Cette d�ecomposition e�ectu�ee, la m�ethode de r�eduction s'applique selon les cas par
l'interm�ediaire des formules (2.10) ou (2.34). Au cours du calcul, apr�es chaque �etape de
r�eduction, on s'attachera �a exprimer les r�esultats en termes des� p et  q a�n de pro�ter
au mieux des propri�et�es (11.3) des fonctions de base.
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11.2. Calcul du coe�cient d'auto-in
uence

Soit donc �a �evaluer pour le coe�cient d'auto-in
uence ( T � S).

I i;j �
»

S� S

� i pxq� j pyq
}x � y}

dxdy pour i � 1; 3 et j � 1; 3: (11.7)

Le calcul deI i;i ; I i;i � 1 et I i;i � 2 permet de d�eterminer l'ensemble des coe�cients de la
matrice �el�ementaire.

11.2.1 Coe�cients diagonaux

Pour calculer I i;i , il est judicieux de choisir comme origineo � ai . Dans ce cas les
fonctions de base s'�ecrivent

� i pxq � 1 � p x|ÝÑei q et � i pyq � 1 �
�
y|ÝÑei

�
;

ce qui, en utilisant les sym�etries existantes, conduit �a la d�ecomposition

I i;i �
»

S� S

1
}x � y}

dxdy � 2
»

S� S

px|ÝÑei q
}x � y}

dxdy �
»

S� S

px|ÝÑei q
�
y|ÝÑei

�

}x � y}
dxdy (11.8)

o�u la premi�ere int�egrale a d�ej�a �et�e trait�ee au Chapitre 3. Les autres int�egrands sont
respectivement 0-homog�ene et 1-homog�ene ; ainsi d'apr�es (3.17) et en utilisant (2.10),
on obtient

I i;i �
2gi

3
Up� i ; Sq �

gi

2

»

� i � S

px|ÝÑei q
}x � y}

dsxdy �
gi

2

»

S� � i

px|ÝÑei q
}x � y}

dxdsy

�
gi

5

»

� i � S

px|ÝÑei q
�
y|ÝÑei

�

}x � y}
dsxdy �

gi

5

»

S� � i

px|ÝÑei q
�
y|ÝÑei

�

}x � y}
dxdsy: (11.9)

D'apr�es (11.5), on se ram�ene �a l'origine initiale selon la formule

px|ÝÑei q � � i pxq � � i pai q � � i pxq � 1

ce qui fait apparâ�tre les fonctions de base, et en vertu de (11.3) permet d'�ecrire

I i;i � gi Up� i ; Sq
� 2

3
�

1
2

�
1
2

�
1
5

�
1
5

	
�

2gi

5
U� i ;� i p� i ; Sq

� gi

� 1
2

�
1
5

�
1
5

	
U� i ;1p� i ; Sq � gi

� 1
2

�
1
5

�
1
5

	
U1;� i p� i ; Sq;

soit encore,

I i;i �
gi

15
Up� i ; Sq �

2gi

5
U� i ;� i p� i ; Sq

�
gi

10
U� i ;1p� i ; Sq �

gi

10
U1;� i p� i ; Sq; (11.10)

avec

Uv;wp�; T q �
»

� � T

vpxqwpyq
}x � y}

dsxdy: (11.11)



124

Comme� i |� i
� 0, l'expression (11.10) se r�eduit �a

I i;i �
gi

15
Up� i ; Sq �

gi

10
U1;� i p� i ; Sq; (11.12)

o�u le premier terme d�ecoule du cas des fonctions de base constantes (voir (3.12)), soit

gi

15
Up� i ; Sq �

|S|
15

3¸

l � 1

glRpal ; � i q: (11.13)

Le second terme s'�ecrit

U1;� i p� i ; Sq �
»

� i � S

� i pyq
}x � y}

dsxdy: (11.14)

La seconde �etape de r�eduction est r�ealis�ee en choisissant comme origine l'une des
extr�emit�es de � i , soit par exempleo � ai � 1. On aura alors� i poq � 0 donc� i pyq �

�
y|ÝÑei

�
.

Le second terme est r�eduit en e�ectuant un changement d'origine dans la fonction de
base puis en appliquant la formule (2.10) :

U1;� i p� i ; Sq �
|� i |
3

P � i pai � 2; Sq �
gi � 1

3
Q1;� i p� i ; � i � 1q; (11.15)

avec

P � i pa; Tq �
»

T

� pyq
}a � y}

dy et Qv;wp�; � q �
»

� � �

vpxqwpyq
}x � y}

dsxdsy: (11.16)

Tout ceci permet d'�ecrire,

I i;i �
|S|
15

3¸

l � 1

glRpal ; � i q �
|S|
15

P � i pai � 2; Sq �
gi gi � 1

30
Q1;� i p� i ; � i � 1q: (11.17)

La derni�ere r�eduction s'e�ectue en prenant ai � 2 comme origine, alors comme� i |� i
� 0

et on obtient :

I i;i �
|S|
15

3¸

l � 1

glRpal ; � i q �
|S|
30

gi Rpai ; � i q

�
|S|
30

�
gi � 1R� i pai � 1; � i � 1q � gi � 2R� i pai � 2; � i � 2q

�
; (11.18)

o�u

R� i pa; � q �
»

�

� i pxq
}a � x}

dsx ; (11.19)

est donn�e par (D.7).

11.2.2 Coe�cients non diagonaux

Le calcul des autres coe�cients ne sera pas d�etaill�e. Ils ont pour expressions

I i;l �
|S|
30

3¸

j � 1

gj Rpaj ; � j q �
|S|
60

�
glRpal ; � lq � gi Rpai ; � i q

	
(11.20)

�
|S|
60

�
gi R� l pai ; � i q � gmR� l pam ; � mq � gi � 1R� i pai � 1; � i � 1q � gi � 2R� i pai � 2; � i � 2q

	

�
|S|
30

�
gi R� l pai ; � i q � glR� i pal ; � lq
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o�u pl; mq � p i � 1; i � 2q ou pi � 2; i � 1q.

11.3. Triangles adjacents

Lorsque les triangles sont adjacents, la m�ethode de calcul est similaire. De même
qu'�a la section 4.6, jusqu'�a la dimension 2, on ne distingue pas le cas des triangles
coplanaires, de celui o�u ils sont situ�es dans des plans s�ecants. La distinction entre ces
deux cas n'apparâ�t que lors des derni�eres r�eductions.

11.3.1 R�eduction jusqu'�a la dimension 2

En utilisant la formule (2.10) en prenantai � bj pour origine (voir Figure 4.9(b)),
on obtient

I i;j �
|S|
30

Ppai � 2; Tq �
|T|
30

Ppbj � 2; Sq �

 i � j � 1

60
Qp� i ; � j � 1q �

� j 
 i � 1

60
Qp� i � 1; � j q (11.21)

�
|S|
30

P  j pai � 2; Tq �
|T|
30

P � i pbj � 2; Sq

�

 i � j � 1

60
Q1; j p� i ; � j � 1q �


 i � 1 � j

60
Q� i ;1p� i � 1; � j q;

et par sym�etrie I i � 1;j � 1 est donn�e

I i � 1;j � 1 �
|S|
30

Ppai � 2; Tq �
|T|
30

Ppbj � 2; Sq �

 i � j � 1

60
Qp� i ; � j � 1q �

� j 
 i � 1

60
Qp� i � 1; � j q

(11.22)

�
|S|
30

P  j � 1 pai � 2; Tq �
|T|
30

P � i � 1 pbj � 2; Sq

�

 i � 1 � j

60
Q1; j � 1 p� i � 1; � j q �


 i � j � 1

60
Q� i � 1 ;1p� i ; � j � 1q:

Les trois coe�cients suivants :

I i;j � 1 �
|S|
60

�
Ppai � 2; Tq � 2P  j � 1 pai � 2; Tq

�
�

|T|
60

�
Ppbj � 2; Sq � 2P � i pbj � 1; Sq

�
(11.23)

�

 i � 1� j

120

�
Qp� i � 1; � j q � 2Q1; j � 1 p� i � 1; � j q � 2Q� i ;1p� i � 1; � j q

�

�

 i � 1� j

20
Q� i ; j � 1 p� i � 1; � j q �


 i � j � 1

120
Qp� i ; � j � 1q;

I i;j � 2 �
|T|
10

P � i pbj � 2; Sq �
|T|
30

Ppbj � 2; Sq �
|S|
30

P  j � 2 pai � 2; Tq (11.24)

�

 i � 1� j

60
Q1; j � 2 p� i � 1; � j q �


 i � j � 1

60
Q1; j � 2 p� i ; � j � 1q

�

 i � 1� j

20
Q� i ; j � 2 p� i � 1; � j q;
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et

I i � 1;j � 2 �
|T|
10

P � i � 1 pbj � 2; Sq �
|T|
30

Ppbj � 2; Sq �
|S|
30

P  j � 2 pai � 2; Tq (11.25)

�

 i � 1� j

60
Q1; j � 2 p� i � 1; � j q �


 i � j � 1

60
Q1; j � 2 p� i ; � j � 1q

�

 i � j � 1

20
Q� i � 1 ; j � 2 p� i � 1; � j q;

fournissent respectivement, par sym�etrie, les coe�cientsI i � 1;j ; I i � 2;j et I i � 2;j � 1. Finale-
ment,

I i � 2;j � 2 �
|S|
10

P  j � 2 pai � 2; Tq �
|T|
10

P � i � 2 pbj � 2; Sq (11.26)

�

 i � j � 1

20
Q� i � 2 ; j � 2 p� i ; � j � 1q �


 i � 1� j

20
Q� i � 2 ; j � 2 p� i � 1; � j q:

C'est lors du calcul des fonctionsP v; Q1;w et Qv;w que la n�ecessit�e de distinguer le cas de
triangles coplanaires du cas des triangles dans des plans s�ecants apparâ�t. Nous abordons
dans un premier temps le cas de triangles dans des plans s�ecants, puis celui des triangles
coplanaires.

11.3.2 Triangles dans des plans s�ecants

Calcul de P v

Comme dans la sous-section5.2, on notepa la projection du point a sur le plan deT
et h � } a � pa} (voir Figure 5.4). Alors

P � q pa; Tq �
»

T

� qpyq
}a � y}

dy �
»

T

� qpyq
a

h2 � } pa � y}2
dy; (11.27)

se simpli�e, en prenant l'origine enpa, �a l'aide de la formule (2.34) en

P � q pa; Tq � � qppaq
3¸

l � 1

� lppaqT ppa; � l ; hq

� � q� 1ppaqS� q ppa; � q� 1; hq � � q� 2ppaqS� q ppa; � q� 2; hq; (11.28)

o�u,

T ppa; �; h q �
»

�
f 1ph; }y � pa}q � f 2ph; }y � pa}qdsy (11.29)

S� ppa; �; h q �
»

�
� pyqf 2ph; }y � pa}qdsy; (11.30)

avec,

f cph; � q � hc
» �8

h

du
uc� 1

?
u2 � � 2

: (11.31)
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Calcul de Q1;w

Dans la sous-section5.2.2, nous avons r�eduit l'int�egrale dans le cas d'une fonction
de basew constante par �el�ement ; dans ce pr�ec�edent cas, le choix du segment (� ou � )
�a projeter �etait arbitraire. Nous utilisons une m�ethode analogue pourQ1;w , cependant
la r�eduction est plus simple en projetant� sur le plan parall�ele �a � contenant � (voir
Figure 5.6) puisque� est le support de la fonction de base, soit

Q1;wp�; � q �
»

� � �

wpyq
}x � y}

dsxdsy �
»

q� � �

wpyq
a

h2 � } qx � y}2
dsqxdsy (11.32)

Les triangles �etant adjacents, il n'est pas possible queq� et � soient parall�eles. On choisit
l'intersection o; des supports deq� et � comme origine ; ce qui permet d'obtenir

Q1;wp�; � q � wpoq
! ¸

k��

k qskT pqak ; �; h q �
¸

l ��

l t lT pbl ; q�; h q
)

�
¸

k��

k qskSwpqak ; �; h q �
¸

l ��

l t lwpblqSpbl ; q�; h q; (11.33)

o�u S � Sw avecw � 1; ce que l'on peut aussi noter

Spb;q�; h q � S1pb;q�; h q �
»

q�
f 2ph; }qx � b}qdsqx : (11.34)

Calcul de Qv;w

La m�ethode utilis�ee consiste �a r�e-exprimer les fonctions de base :

� ppxq � 1 � �
px � ap|ÝÑ� q

|� |2
� 1 � �

pqx � qap|
ÝÑ
q� q

|� |2
(11.35)

 qpyq � 1 � �
py � bq|

ÝÑ
� q

|� |2
; (11.36)

avec � � � 1 (� � 1 lorsqueap � a� et � � � 1 lorsqueap � a� ). De même� � � 1
suivant que bq � b� ou b� . L'intersection des supports deq� et � , not�ee o, est choisie
comme origine ; on obtient :

� ppxq � C� � �
pqx � o|

ÝÑ
q� q

|� |2
(11.37)

 qpyq � C� � �
py � o|

ÝÑ
� q

|� |2
; (11.38)
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avecC� � 1 � � po� ap |
ÝÑ
q� q

|� |2 et C� � 1 � � po� bq |
ÝÑ
� q

|� |2 . Tout ceci permet alors d'�ecrire,

Qv;wp�; � q � C� C�

»

q� � �

1
a

h2 � } qx � y}2
dsqxdsy

� C�
�

|� |2

»

q� � �

py � o|
ÝÑ
� q

a
h2 � } qx � y}2

dsqxdsy

� C�
�

|� |2

»

q� � �

pqx � o|
ÝÑ
q� q

a
h2 � } qx � y}2

dsqxdsy

�
� �

|� |2|� |2

»

q� � �

pqx � o|
ÝÑ
q� qpy � I |

ÝÑ
� q

a
h2 � } qx � y}2

dsqxdsy (11.39)

On aboutit �a l'expression suivante,

Qv;wp�; � q � C� C�

! ¸

k��

k qskRpqak ; �; h q �
¸

l ��

l t lRpbl ; q�; h q
)

�
¸

k��

k qsk
! C� �

|� |2
rVpqak ; o; �; h q �

C� �
|� |2

pqak � o|ÝÑ� qSpbl ; q�; h q
)

�
¸

l ��

l t l
! C� �

|� |2
pbl � o|

ÝÑ
� qSpbl ; q�; h q �

C� �
|� |2

rVpbl ; o;q�; h q
)

�
� �

|� |2 |� |2

! ¸

k��

k qsk €Wpqak ; o; �; h q �
¸

l ��

l t l €Wpbl ; o;q�; h q
)

; (11.40)

o�u rV et €W sont d�e�nies par

rVpqa; I ; �; h q �
»

�
py � I |

ÝÑ
� qf 2pd; }qa � y}qdsy; (11.41)

et,

€Wpqa; I ; �; h q �
»

�
py � I |

ÝÑ
� qf 3pd; }qa � y}qdsy; (11.42)

et f 3 est d�e�nie par (11.31).

11.3.3 Cas de triangles coplanaires

Comme il a �et�e vu dans la section4.6.2, il nous faut distinguer deux con�gurations
pour les supports des cot�es� et � , celle o�u ils sont parall�eles et celle o�u ils sont s�ecants.

Calcul de P v

On calcule P  q pa; Tq en utilisant la formule (2.10) aveca comme origine (voir la
Figure 4.6), alors

P  q pa; Tq � � qpaq
3¸

m� 1

� mpaq
2

Rpa; � mq �
� q� 1paq

2
R q pa; � q� 1q

�
� q� 2paq

2
R q pa; � q� 2q; (11.43)

avecR et R� donn�es respectivement par (D.2) et (D.7).
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Segments �a supports s �ecants

Lorsque les supports de� et � sont s�ecants, on choisit l'intersection des supports,
not�ee o, comme origine (voir la Figure 4.7).

Calcul de Q1;� q

Q1; q p�; � q �
 qpoq

2

#
¸

k��

k skRpak ; � q �
¸

l ��

l t lRpbl ; � q

+

(11.44)

�
¸

k��

k skR q pak ; � q �
¸

l ��

l t l  qpblqRpbl ; � q;

avec� qpblq s'annulant en une des extr�emit�es de� .

Calcul de Qv;w

En utilisant des d�ecompositions identiques �a (11.37) et (11.38), on a

� ppxq � C� � �
px � o|ÝÑ� q

|� |2
et  qpyq � C� � �

py � o|
ÝÑ
� q

|� |2
; (11.45)

avec � � � 1 et � � � 1 comme en (11.35) et (11.36) etC� � 1 � � po� ap |ÝÑ� q
|� |2 et C� �

1 � � po� bq |
ÝÑ
� q

|� |2 . D'apr�es la formule (2.10), on a

Q� p ; q p�; � q � (11.46)

¸

k��

k sk

� �
C� C� �

�C �

2|� |2



Rpak ; � q �

�
�C �

2|� |2
�

��
3|� |2|� |2

pak � o|ÝÑ� q



Vpak ; I ; � q

�

�
¸

l ��

l t l

� �
C� C� �

�C �

2|� |2



Rpbl ; � q �

�
�C �

2|� |2
�

��
3|� |2|� |2

pbl � o|
ÝÑ
� q



Vpbl ; I ; � q

�

;

avec

Vpa; o; � q �
»

�

py � o|
ÝÑ
� q

}y � a}
dsy: (11.47)

L'expression �nale deV est donn�ee en (D.17).

Segments �a supports parall �eles

Lorsque les supports de� et � sont parall�eles, la formule (2.34) remplace (2.10).

Calcul de Q1; q

Comme la seule fonction de base est relative �a� , on projette � sur le support de� .
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En prenant o � b� comme origine, on obtient

Q1; q p�; � q �
»

r� � �

 qpyq
a

d2 � } rx � y}2
dsrxdsy

�  qpb� q

#

|� |T
�
b� ; r�; d

�
�

¸

k��

k skT
�
rak ; �; d

�
+

� | � | qpb� qSpb� ; r�; d q �
¸

k��

k skS q prak ; �; d q:

Les expressions deS; S� et T sont respectivement donn�ees par (D.8),(D.13) et (D.15).

Calcul de Q� p ; q

On utilise une d�ecomposition identique �a (11.37) et (11.38). Cette fois, on remplaceI
par a� qui est notre nouvelle origine et on e�ectue la projection orthogonale de� sur le
support de� . On note par r� et ry les projections respectivement de� et y sur le support
de � et d � } b� � rb� } (voir la Figure 4.8).

� ppxq � 1 � �
px � ap|ÝÑ� q

|� |2
� C� � �

px � a� |ÝÑ� q
|� |2

(11.48)

 qpyq � 1 � �
py � bq|

ÝÑ
� q

|� |2
� C� � �

pry � a� |
ÝÑ
� q

|� |2
; (11.49)

avec�; � d�e�nis comme en (11.35) et (11.36), etC� � 1� � pa� � ap |ÝÑ� q
|� |2 ; C� � 1� � pa� � rbq |

ÝÑ
� q

|� |2 .
Apr�es calcul, on a

Q� p ; q p�; � q �
»

� � �

� ppxq qpyq
}x � y}

dsxdsy (11.50)

|� |
�
C� C� Rpa� ; r�; d q � �C � Spa� ; r�; d q �

�C �

|� |2
rVpa� ; a� ; r�; d q �

��
|� |2

€Wpa� ; a� ; r�; d q
�

�
¸

l ��

l t l

�
C� C� Rprbl ; �; d q �

�C �

|� |2
prbl � a� |

ÝÑ
� qSprbl ; �; d q

�

�
¸

l ��

l t l

�
�C �

|� |2
rVprbl ; a� ; �; d q �

��
|� |2|� |2

prbl � a� |
ÝÑ
� q€Wprbl ; a� ; �; d q

�
;

avecR; S; rV et €W donn�ees en annexe.

Conclusion du chapitre

Nous avons montr�e que la m�ethode n'est pas limit�ee aux fonctions de base constantes
par �el�ements mais est aussi utilisable avec des fonctions de base a�nes. Il est possible
de traiter des ordres sup�erieurs, cependant même si le principe reste identique, les
calculs deviennent plus lourds.



Chapitre 12

Application �a l'�electromagn�etisme

Introduction

Le travail pr�esent�e dans les partiesII et III concerne l'�equation de Helmholtz 3-D. Nous
abordons succinctement l'utilisation de notre m�ethode pour les int�egrales comportant
un int�egrand singulier provenant de la discr�etisation des �equations de Maxwell.
Nous pr�esentons les int�egrales singuli�eres qui interviennent dans les formulations en
champs (EFIE, MFIE et CFIE).
Des formules explicites pour toutes les con�gurations g�eom�etriques des triangles
peuvent être obtenues mais nous ne pr�esentons que des r�esultats pour des triangles
situ�es dans des plans parall�eles et lorsque des fonctions de base RWG sont utilis�ees.

12.1. Equations int�egrales pour l'�electromagn�etisme

Soient 
 un obstacle de fronti�ere �, nous notons 
 e le domaineR3z�
 (voir Figure
12.1). Nous d�e�nissons le champ �electromagn�etique incident parpE i ; H i q, le champ
di�ract�e pE; H q et le champ total pE t ; H tq. Tous ces champs �electromagn�etiques sont
compos�es d'un champ �electrique not�eE et d'un champ magn�etique not�e H . Les poten-
tiels de simple et de double couche �etudi�es dans le cas de l'�equation de Helmholtz (voir
(1.7) et (1.8)) ont des �equivalents pour l'�electromagn�etisme avecL et K d�e�nis comme
suit

LJpxq �
»

�

�
Gpx; yqJpyq �

r xGpx; yq
k2

r � � Jpyq



dy (12.1)

KM pxq �
»

�
r yGpx; yq ^ M pyqdy; (12.2)

o�u

Gpx; yq � �
eik}x� y}

4� }x � y}
;

est le noyau de Green associ�e �a l'�equation de Helmholtz 3-D, � est la fronti�ere du
domaine suppos�ee r�eguli�ere (voir Figure 12.1),J et M sont les courants respectivement
�electrique et magn�etique, tous deux tangents �a �. La divergence surfacique not�eer � �
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est d�e�nie comme suit :

r � � Jpyq � r Jpyq � pr JpyqÝÑn q �ÝÑn ; (12.3)

o�u ÝÑn est la normale unitaire �a la surface �. M et J sont d�e�nis par

J � ÝÑn ^ H et M � � ÝÑn ^ E: (12.4)

Le champ �electromagn�etiquepE; H q en tout point de 
 e admet une repr�esentation
int�egrale, donn�ee par les formules de Stratton-Chu (voir [CK98]) :

Epxq � E i pxq � ikZ LJpxq � KM pxq; x P 
 e (12.5)

H pxq � H i pxq � KJpxq � ikZ � 1LM pxq; x P 
 e; (12.6)

o�u k est le nombre d'onde,Z l'imp�edance, 
 e le domaine ext�erieur etpE i ; H i q le champ
�electromagn�etique incident. Le champ �electrique E et le champ magn�etiqueH ainsi
d�e�nis v�eri�ent la condition de Silver-M•uller

lim
|x |Ñ8

pH pxq ^ x � | x|Epxqq � 0; (12.7)

qui assure la d�ecroissance des champs �a l'in�ni et l'unicit�e de la solution (solution rayon-
nante).


 i

ÝÑn


 e

�

Figure 12.1 { Domaine 
 i et 
 e

Nous �etudions les int�egrales singuli�eres intervenant dans les formulations variation-
nelles des �equations int�egrales en champs :

1. �electrique (EFIE, pour Electric Field Integral Equation),
2. magn�etique (MFIE, pour Magnetic Field Integral Equation),
3. ou encore en champs combin�es (CFIE) qui revient �a r�ealiser une combinaison des

�equations EFIE et MFIE.
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12.2. R�esolution num�erique

L'�etape de passage �a la limite vers � dans les �equations (12.5) et (12.6) et l'obten-
tion de la formulation variationnelle ne sont pas pr�esent�ees. Lors de la r�esolution d'un
probl�eme en �electromagn�etisme par la m�ethode des �el�ements de fronti�ere variationnelle,
les potentiels de simple et de double couche conduisent aux int�egrales singuli�eres sui-
vantes :

»

� � �
Gpx; yq

�
Jpyq �J 1pxq �

1
k2

r � � Jpyqr � � Jpxq



dxdy; (12.8)
»

� � �

ÝÑn pxq ^ pr yGpx; yq ^ Jpyqq �J 1pxqdxdy (12.9)

o�u J 1 est une fonction-test. L'int�egrale (12.8) intervient dans l'�equation EFIE et (12.9)
dans l'�equation MFIE.

Nous utilisons les fonctions de base de Rao-Wilton-Glisson (voir [RWG82, GSS�99]),
not�ees RWG, pour la discr�etisation. Ces fonctions de base assurent la conservation du

ux des solutions �a travers deux triangles adjacents.

a�
k

S�
k S�

k

a�
k

� k

Figure 12.2 { Fonctions de base RWG associ�ee �a l'arête� k qui appartient aux triangles S�
k .

Les 
�eches indiquent le sens du 
ux.

Soit � k une arête du maillage qui appartient �a deux triangles, not�esS�
k et S�

k , alors
la fonction de base associ�ee �a l'arête� k est d�e�nie par

� kpxq �

$
'''''&

'''''%

|� k |
2|S�

k |

�
x � a�

k

�
; x PS�

k

�
|� k |

2|S�
k |

�
x � a�

k

�
; x PS�

k

0; x RS�
k Y S�

k ;

(12.10)

o�u a�
k et a�

k sont les sommets oppos�es �a� k , |� k | est la longueur de l'arête et|S�
k | sont

les aires des deux triangles (voir la Figure 12.2). La divergence surfacique de� k s'�ecrit

r � � � kpxq �

$
'''''&

'''''%

|� k |
2|S�

k |
; x PS�

k

�
|� k |

2|S�
k |

; x PS�
k

0; x RS�
k Y S�

k ;

(12.11)

La fonction � k n'est pas continue sur l'arête� k mais sa composante normale �a cette
arête l'est. Par ailleurs, le long du bord deS�

k Y S�
k , la composante de� k normale �a ce
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bord est nulle. Ces propri�et�es des fonctions de base RWG permettent de conserver la
continuit�e du courant de surface �a travers les arêtes.

Pour chaque paire de trianglesS et T, on calcule les in
uences entre chaque arête des
triangles puis ces r�eactions �el�ementaires sont ajout�ees �a la matrice globale du syst�eme
lin�eaire. Les r�eactions �el�ementaires s'�ecrivent :

LpS; Tq �
»

S� T
Gpx; yq

�
� i pxq � j pyq �

1
k2

r � � � i pxqr � �  j pyq



dxdy; (12.12)

et

KpS; Tq �
»

S� T
� i pxq �r yGpx; yq ^  j pyqdxdy; (12.13)

pour 1 ¤ i; j ¤ 3. La divergence surfaciquer � est d�e�nie en (12.3).

On remarque queLpS; Tq et KpS; Tq correspondent �a des matrices de taille 3� 3.
Il faut donc calculer 9 int�egrales pour d�eterminer chaque matrice �el�ementaire. Nous al-
lons montrer que l'�evaluation de LpS; Tq ne n�ecessite, en r�ealit�e, que l'�evaluation de 4
int�egrales. Ces int�egrales sont similaires �a celles �evalu�ees pour l'�equation de Helmholtz
3-D en utilisant des fonctions de base constantes et a�nes par triangle. L'�evaluation
compl�ete deKpS; Tqrequiert le calcul de seulement deux int�egrales ; l'une d'entre elles a
d�ej�a �et�e partiellement calcul�ee pour l'�equation de Helmholtz. Dans la suite, nous omet-
trons les signes dans la d�e�nition des fonctions de base (voir (12.10)) puisque notre
objectif est l'�evaluation des int�egrales singuli�eres. Pour r�esoudre les �equations de Max-
well, il faut donc prendre en compte l'orientation choisie de la surface et le signe de
chaque fonction de base.

12.2.1 Simpli�cation de L

Nous utilisons L i;j �a la place de pLpS; Tqqi;j pour simpli�er les notations. D'apr�es
(12.11), la r�eaction �el�ementaire L d�e�nie en (12.12) s'�ecrit

LpS; Tqi;j �
1

4|S| |T|

� »

S� T
Gpx; yqpx � a1q � py � b1qdxdy (12.14)

�
�

pa1 � ai q � pb1 � bj q �
4
k2


 »

S� T
Gpx; yqdxdy

� p a1 � ai q �
»

S� T
Gpx; yqpy � b1qdxdy

� p b1 � bj q �
»

S� T
Gpx; yqpx � a1qdxdy

�

:

12.2.2 Simpli�cation de K

Dans la suite, on noteK i;j � p KpS; Tqqi;j . D'apr�es (12.13), on a

K i;j �
1

4|S||T|

»

S� T
px � ai q �r yGpx; yq ^ py � bj qdxdy: (12.15)
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En premier lieu, on rappelle deux propri�et�es du produit vectoriel et du produit mixte :

v ^ v � 0 et u � pv ^ uq � 0 (12.16)

puis on introduit la d�ecomposition

y � bj � p y � xq � p x � ai q � p ai � bj q;

ce qui permet d'�ecrire

K i;j �
1

4|S||T|

»

S� T
px � ai q �r yGpx; yq ^ py � xqdxdy

�
1

4|S||T|

»

S� T
px � ai q �r yGpx; yq ^ px � ai qdxdy

�
1

4|S||T|

»

S� T
px � ai q �r yGpx; yq ^ pai � bj qdxdy:

Le gradient du noyau de Green a une forme particuli�ere dont on tire pro�t :r yGpx; yq �
px � yqF p}x � y}q, alors les deux premi�eres int�egrales s'annulent en vertu de (12.16).
Finalement, il reste

K i;j �
pai � bj q
4|S||T|

�
»

S� T
px � ai q ^ r yGpx; yqdxdy;

puisqueu � pv ^ wq � w � pu ^ vq. Nous avons r�eduit le nombre d'int�egrales �a �evaluer de
9 �a 3. En utilisant la d�ecomposition x � ai � p x � a1q � p a1 � ai q; aveca1 un sommet du
triangle S �x�e arbitrairement, on se ram�ene �a 2 int�egrales seulement. En e�et,

K i;j �
pai � bj q
4|S||T|

�
»

S� T
px � a1q ^ r yGpx; yqdxdy

�
pai � bj q
4|S||T|

� pa1 � ai q ^
»

S� T
r yGpx; yqdxdy (12.17)

Ce qui donne l'expression �nale pourKpS; Tq :

pKpS; Tqqi;j �
1

4|S| |T|

�

pai � bj q ^ pa1 � ai q �
»

S� T
r yGpx; yqdxdy

� p ai � bj q �
»

S� T
px � a1q ^ r yGpx; yqdxdy

�

(12.18)

12.3. Triangles dans des plans parall�eles

Lorsque les trianglesS et T sont dans des plans parall�eles tr�es proches, cer-
taines int�egrales sont di�ciles �a �evaluer avec une bonne pr�ecision. Les deux int�egrales
pr�esentant les int�egrands les plus singuliers sont les suivantes

»

S� T
r yGpx; yqdxdy et

»

S� T
px � a1q ^ r yGpx; yqdxdy:
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Dans la partieIII , les termes singuliers issus de la premi�ere int�egrale ont d�ej�a �et�e �evalu�es,
nous allons donc nous limiter �a la seconde int�egrale et plus pr�ecis�ement �a l'int�egrale

M �
»

S� T
px � a1q ^

px � yq
}x � y}3

dxdy (12.19)

�
»

S� pT
px � a1q ^

px � pyq

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy � ÝÑv ^
»

S� pT

x � a1

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy;

o�u ÝÑv est le vecteur correspondant �a la projection orthogonale du plan deT sur le plan
de S (voir la Figure 7.2). En utilisant la simpli�cation :

»



r f pyqdy �

»

B

f pyqÝÑ� pyqdsy; (12.20)

indiqu�ee dans la sous-section9.5.3, on obtient
»

pT

x � py

ph2 � } x � py}2q3{2 dpy �
»

pT
r y

�
1

a
h2 � } x � py}2

�

dpy �
»

BpT

ÝÑ�
a

h2 � } x � py}2
dspy;

�
3¸

j � 1

ÝÑ
� j

»

p� j

1
a

h2 � } x � py}2
dspy; (12.21)

o�u ÝÑ� est la normale le long des côt�es depT et
ÝÑ
� j � ÝÑ� | p� j

. D'apr�es (12.19) et (12.21), on
a

M � �
3¸

j � 1

ÝÑ
� j ^

»

S� x� j

x � a1a
h2 � } x � py}2

dxdspy � ÝÑv ^
»

S� pT

x � a1

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdy

� �
3¸

j � 1

ÝÑ
� j ^ M 1 � ÝÑv ^ M 2;

avec,

M 1 �
»

S� x� j

x � a1a
h2 � } x � py}2

dxdspy

M 2 �
»

S� pT

x � a1

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy:

12.3.1 R�eduction de M 1

Pour e�ectuer une premi�ere simpli�cation, il faut choisir pour origine un point du
support de p� j . Nous d�ecomposons l'int�egrale a�n de prendre comme originepbj

�
,

M 1 �
»

S� x� j

x � pb�
ja

h2 � } x � py}2
dxdspy �

�
pb�

j � a1

	 »

S� x� j

1
a

h2 � } x � py}2
dxdspy;

alors l'application de la formule (2.34) nous fournit

M 1 � | p� j |
!

P3ppbj
�

; pbj
�

; S; hq �
�
pb�

j � a1

	
P2ppbj

�
; S; hq

)

�
3¸

i � 1


 i ppbj
�

q
!

Q3ppbj
�

; � i ; p� j ; hq �
�
pb�

j � a1

	
Q2p� i ; p� j ; hq

)
; (12.22)



CHAPITRE 12. APPLICATION �A L' �ELECTROMAGN �ETISME 137

avec,

Pppm;pb; S; hq �
»

S
px � mqfpph; }x � pb} ; 0qdx (12.23)

Ppppb; S; hq �
»

S
fpph; }x � pb} ; 0qdx (12.24)

Qpppb; �; p�; h q �
»

� � p�

�
x � pb

	
fpph; }x � py} ; 0qdsxdspy (12.25)

Qpp�; p�; h q �
»

� i � x� j

fpph; }x � py} ; 0qdsxdspy: (12.26)

L'int�egrand f p est d�e�ni en (8.2).

R�eduction de P3

On d�ecompose l'int�egrale en deux parties :

P3pm;pb; S; hq �
»

S

�
x � pb

	
f3ph; }x � pb} ; 0qdx �

�
pb� m

	 »

S
f3ph; }x � pb} ; 0qdx:

On a donc,

P3pm;pb; S; hq �
3¸

i � 1


 i ppbq
!

V2
3ppb; � i ; hq �

�
pb� m

	
V1

3ppb; � i ; hq
)

; (12.27)

avec

V2
3ppb; �; h q �

»

�

�
x � pb

	
F2

3ph; }x � pb} ; 0qdsx

V1
3ppb; �; h q �

»

�
F1

3ph; }x � pb} ; 0qdsx ;

et plus g�en�eralement,

Vq
pppb; �; h q �

»

�

�
x � pb

	
Fq

pph; }x � pb} ; 0qdsx ; (12.28)

Vq
pppb; �; h q �

»

�
Fq

pph; }x � pb} ; 0qdsx ; (12.29)

o�u Fq
p est une g�en�eralisation de (8.6), �a savoir

Fq
pph; � ; � q � hq� �

» �8

v� h

fppv; � ; � q
vq� 1� �

dv: (12.30)

L'expression (8.6) correspond �aFp� 1
p .

R�eduction de P2

D'apr�es (12.29), on a

P2ppb; S; hq �
3¸

i � 1


 i ppbqV1
2ppb; �; h q; (12.31)
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R�eduction de Q3

Nous ne traitons que le cas o�u les supports de� et p� sont s�ecants. On prendI l'in-
tersection des deux supports, comme origine. Pour conserver l'homog�en�eit�e, l'int�egrale
est d�ecompos�ee en deux parties :

Q3ppb; �; p�; h q �
»

� � p�
px � I qf3ph; }x � py} ; 0qdsxdspy �

�
I � pb

	 »

� � p�
f3ph; }x � py} ; 0qdsxdspy:

D'apr�es (2.34), on a

Q3ppb; �; p�; h q �
¸

k��

k sk

#

pak � I qV2
3pak ; p�; h q � p I � pbqV1

3pak ; p�; h q

+

�
¸

l ��

l pt l

#

V2
3pI; pbl ; �; h q � p I � pbqV1

3ppbl ; �; h q

+

: (12.32)

R�eduction de Q2

De la même mani�ere que pourQ3, on choisit I comme origine et on obtient

Q2p�; p�; h q �
¸

k��

k sk V1
2pak ; p�; h q �

¸

l ��

l pt l V1
2ppbl ; �; h q: (12.33)

12.3.2 R�eduction de M 2

Nous souhaitons �evaluer l'int�egrale

M 2 �
»

S� pT

x � a1

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy:

Si S et pT ont au moins un sommet commun, alors on utilise ce sommet (not�eai � bj )
comme origine, on d�ecomposeM 2 :

M 2 �
»

S� pT

x � ai

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy � p ai � a1q
»

S� pT

1

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy;

o�u la seconde int�egrale, qui correspond �aJ s
2 en (7.6) a d�ej�a �et�e calcul�ee. Si les triangles

n'ont aucun sommet commun, alors on choisita1 comme origine et la seconde int�egrale
n'apparâ�t pas. En cons�equence, nous pr�esentons la r�eduction de l'int�egrale :

€M 2 �
»

S� pT

x � ai

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy: (12.34)

En prenant ai comme origine, on obtient

€M 2 � gi

»

� i � pT
px � ai qf4ph; }x � py} ; 2qdsxdpy

�
3¸

j � 1

p� j pai q
»

S� p� j

px � ai qf4ph; }x � py} ; 2qdxdspy:
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Int �egrale sur � i � pT

On d�ecompose l'int�egrale pour prendre en compte une origine assurant l'ho-
mog�en�eit�e :

»

� i � pT
px � ai qf4ph; }x � py} ; 2qdsxdpy �

»

� i � pT
px � a�

i qf4ph; }x � py} ; 2qdsxdpy

� p a�
i � ai q

»

� i � pT
f4ph; }x � py} ; 2qdsxdpy

alors,
»

� i � pT
px � ai qf4ph; }x � py} ; 2qdsxdpy

� | � i |

#

pa�
i � a�

i qP3
4pa�

i ; pT ; hq � p a�
i � ai qP2

4pa�
i ; pT ; hq

+

�
3¸

j � 1

p� j pa�
i q

#

Q3
4pa�

i ; � i ; p� j ; hq � p a�
i � ai qQ2

4p� i ; p� j ; hq

+

;

avec

Pq
ppa; pT ; hq �

»

pT
Fq

pph; }a � py} ; 2qdpy;

Qq
ppa; �; p�; h q �

»

� � p�
px � aqFq

pph; }x � py} ; 2qdsxdspy;

Qq
pp�; p�; h q �

»

� � p�
Fq

pph; }x � py} ; 2qdsxdspy:

Nous commen�cons par e�ectuer la r�eduction de P34 et P2
4. Nous r�eduisons ensuite les

int�egrales sur le produit de deux segments uniquement dans le cas de segments �a supports
s�ecants par soucis de simplicit�e. Le cas des supports parall�eles se traite en utilisant la
m�ethode d�ej�a pr�esent�ee dans la section 9.2.3.

R�eduction de P3
4 et P2

4

P3
4pa; pT ; hq �

»

pT
F3

4ph; }a � py} ; 2qdpy �
3¸

j � 1

p� j paq
»

p� j

1� 3
4ph; }a � py} ; 2qdspy;

o�u, encore une fois,r � q
p est une g�en�eralisation de (8.10) :

r � q
pph; � ; � q � hr � �

» �8

w� h

Fq
ppw; � ; � q
wr � 1� �

dw: (12.35)

Comme dans la sous-section9.5.1, un changement de l'ordre d'int�egration permet
d'�evaluer plus simplement r � q

p.

P3
4pa; pT ; hq �

3¸

j � 1

p� j paq1R3
4pa; p� j ; h ; 2q; (12.36)
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o�u

r Rq
ppa; p�; h ; � q �

»

p�

r � q
pph; }a � py} ; � qdspy: (12.37)

De la même mani�ere,

P2
4pa; pT ; hq �

3¸

j � 1

p� j paq1R2
4pa; p� j ; h ; 2q;

R�eduction de Q3
4

Q3
4pa; �; p�; h q �

»

� � p�
px � I qF3

4ph; }x � py} ; 2qdsxdspy

� p I � aq
»

� � p�
F3

4ph; }x � py} ; 2qdsxdspy;

soit,

Q3
4pa; �; p�; h q �

¸

k��

ksk

#

pak � I q2R3
4pak ; p�; h ; 2q � p I � aq1R3

4pak ; p�; h ; 2q

+

�
¸

l ��

l pt l

#
2R 3

4pI; pbl ; �; h ; 2q � p I � aq1R3
4ppbl ; �; h ; 2q

+

avec,

2R 3
4pI; pb; �; h; ; � q �

»

�
px � I q2� 3

4ph; }x � pb} ; � q; (12.38)

R�eduction de Q2
4

Les supports des segments� et p� sont suppos�es être s�ecants. On prend comme
origine, l'intersection I des supports, alors

Q2
4p�; p�; h q �

¸

k��

k sk 1R2
4pak ; p�; h ; 2q �

¸

l ��

l pt l 1R2
4ppbl ; �; h ; 2q (12.39)

12.4. Triangles superpos�es

Nous pr�esentons les simpli�cations qui apparaissent lorsqueS et T sont superpos�es.

M �
»

S� S
px � a1q ^

px � pyq

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy � ÝÑv
»

S� S
^

px � a1q

ph2 � } x � py}2q3{2 dxdpy;
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se simpli�e du fait de l'annulation de la premi�ere int�egrale (que l'on noteA). Ce r�esultat
se montre ais�ement en prenanta1 comme origine, puis en utilisant la formule (2.34) et
�nalement en inversant l'ordre d'int�egration de la derni�ere int�egrale :

A � g1

»

� 1 � S
px � a1q ^ px � yqf5ph; }x � y} ; 2qdsxdy

� g1

»

� 1 � S
py � a1q ^ py � xqf5ph; }x � y} ; 2qdsxdy;

Or py � a1q ^ px � yq � p x � a1q ^ px � yq, donc

A � g1

»

� 1 � S
px � a1q ^ px � yqf5ph; }x � y} ; 2qdsxdy

� g1

»

� 1 � S
px � a1q ^ px � yqf5ph; }x � y} ; 2qdsxdy;

ce qui donne le r�esultatA � 0 lorsque pT � S. Il en r�esulte que le calcul deM (voir
(12.19)) revient au seul calcul deM 2 :

M � � ÝÑv ^
»

S� S

x � a1

ph2 � } x � y}2q3{2 dxdy � � ÝÑv ^ M 2: (12.40)

D'apr�es la sous-section12.3.2, on a

M 2 � 2|S|ÝÑ� 3

3¸

l � 1

gl
2R3

4pal ; � l ; h ; 2q � 2|S|ÝÑ� 1

3¸

l � 1

gl
1R3

4pal ; � l ; h ; 2q

� 2|S|g1
2R 3

4pa1; � 1; h ; 2q � 2|S|ÝÑ� 1g2
2R3

4pa2; � 2; h ; 2q;

avec la notation indiqu�ee dans la �gure 12.3.

S � pT

T

a1
a2

a3

ÝÑ� 3

ÝÑ� 2 ÝÑ� 1

Figure 12.3 { Triangles superpos�es.
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Chapitre 13

Int�egrale du noyau de Green
complet

Introduction

Le noyau de Green de l'�equation de Helmholtz 3-D se d�ecompose en une partie singuli�ere
et une partie r�eguli�ere :

�
eik }x� y}

4� }x � y}
� �

1
4� }x � y}

�
eik }x� y} � 1
4� }x � y}

; (13.1)

o�u le premier terme est le terme singulier, trait�e dans les partiesII et III , et le second
terme est int�egr�e num�eriquement.

Nous pr�esentons dans ce chapitre une technique permettant de r�eduire l'int�egrale
du noyau de Green complet sans distinguer les parties homog�enes (singuli�eres) et
r�eguli�eres. Un d�eveloppement en s�erie enti�ere de l'exponentielle pr�esente dans le noyau
de Green permet d'obtenir une s�erie d'int�egrales comportant chacune un int�egrand
homog�ene susceptible d'être r�eduit �a l'aide de notre m�ethode.
Cette technique est utile lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans
s�ecants mais n'apporte pas de simpli�cation signi�cative pour les plans parall�eles. Nous
pr�esentons des r�esultats avec des fonctions de base constantes et a�nes par �el�ement.

A�n d'appliquer la m�ethode de r�eduction au noyau de Green, on d�eveloppe l'expo-
nentielle en s�erie enti�ere,

eikr

r
�

1
r

¸

l¥ 0

pikr ql

pl � 1q!
�

¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 1q!
r l ; (13.2)

o�u r � } x � y}. L'int�egrale initiale 4-D devient alors une s�erie d'int�egrales comportant
un int�egrand homog�ene :

I G �
»

S� T

eik}x� y}

}x � y}
dxdy �

¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 1q!

»

S� T
}x � y} ldxdy: (13.3)

Il est donc possible d'utiliser notre m�ethode pour transformer chaque int�egrale de la s�erie
en une combinaison lin�eaire d'int�egrales sur des domaines d'int�egration de dimension
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inf�erieure. La r�eduction jusqu'�a l'obtention d'int�egrales mono-dimensionnelles n'est pas
toujours possible ; cela d�epend de la con�guration g�eom�etrique des deux triangles.

13.1. Auto-in
uence

13.1.1 R�eduction dans le cas de l'auto-in
uence

Lorsque les deux triangles co•�ncident, (13.3) devient

I G �
¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 1q!

»

S� S
}x � y} ldxdy �

¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 1q!
I l ; (13.4)

avec

I l �
»

S� S
}x � y} ldxdy: (13.5)

En appliquant la formule (2.10) trois fois successivement, on obtient

I l �
2gi

pl � 4q

»

� i � S
}x � y} ldsxdy

�
4|S|

pl � 4qpl � 3q

»

S
}ai � 2 � y} ldy �

2gi gi � 1

pl � 4qpl � 3q

»

� i � � i � 1

}x � y} ldsxdsy;

qui donne �nalement

I l �
4|S|

pl � 4qpl � 3qpl � 2q

3¸

i � 1

gi

»

� i

}ai � y} ldsy; (13.6)

En combinant (13.6) et (13.4), on obtient

I G � 4|S|
¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 4q!

! 3¸

i � 1

gi

»

� i

}ai � y} ldsy

)
: (13.7)

La simpli�cation s'ach�eve en intervertissant l'int�egrale et la somme (selonl),

I G � 4|S|
3¸

i � 1

gi

»

� i

#
¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 4q!
}ai � y} l

+

dsy: (13.8)

On �evalue la s�erie enti�ere :

f prq:�
¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 4q!
r l � i

eikr � D2prq
k3r 4

; (13.9)

o�u,

Dnprq �
n¸

j � 0

pikr qj

j !
; (13.10)
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est le d�eveloppement �a l'ordren de eikr en 0.On note que� i est le côt�e oppos�e �a ai ainsi
r � } ai � y} avecy P � i ne s'annule jamais ; ce qui donne le r�esultat �nal :

I G � 4|S|
3¸

i � 1

gi

»

� i

f p}ai � y}qdsy: (13.11)

A la di��erence du chapitre 3, nous ne connaissons pas d'expression explicite de
l'int�egrale mono-dimensionnelle dans (13.11). Cependant, il est beaucoup plus facile
d'�evaluer num�eriquement les int�egrales de l'expression (13.11) que l'int�egrale quadri-
dimensionnelle de (13.4). La section13.6 pr�esente une comparaison de l'�evaluation
num�erique des int�egrales (13.4) et (13.11).

13.1.2 Evaluation explicite en tronquant la s�erie enti�ere

L'�evaluation des int�egrales mono-dimensionnelles de (13.7) conduit �a des expressions
contenant des fonctions hyperg�eom�etriques :

» s�

s�

�
g2

i � s2
� l {2

ds � dl

�

s 2F1

�
r
1
2

; �
l
2

s;
3
2

; �
s2

g2
i


 � s�

s� s�

; (13.12)

ce qui constitue un s�erieux obstacle �a l'obtention d'une forme explicite pour la somme de
la s�erie (13.7). Cependant, on peut noter que pour unl �x�e, la fonction hyperg�eom�etrique
correspondante poss�ede une expression sous forme de fonctions �el�ementaires. Soit alors
P : l PN Ñ s 2F1

�
r1

2 ; � l
2s; 3

2 ; � s2

g2
i

	
; les premiers termes de la s�eries ont pour expression :

Pp� 1q � Arcsinh
�

s
gi



;

Pp0q � s;

Pp1q �
s
a

g2
i � s2

2
�

g2
i

2
Arcsinh

�
s
gi



;

Pp2q � g2
i s �

s3

3
;

Pp3q �
s
a

g2
i � s2 p2s2 � 5g2

i q
8

�
3g4

i

8
Arcsinh

�
s
gi



:

On peut alors envisager de calculer une approximation de la somme de la s�erie (13.7)
en la tronquant �a un nombre d�etermin�e, soit

I tronq
G pN q � 4|S|

3¸

i � 1

gi

#
Ņ

l �� 1

pikql � 1

pl � 4q!

»

� i

}ai � y} l

+

dsy: (13.13)

On d�e�nit I ref
G , la solution de r�ef�erence calcul�ee �a l'aide de (13.11) avec un nombre

su�sant de points d'int�egration de Gauss-Legendre pour assurer une bonne pr�ecision,
et l'erreur relative suivante :

E tronq
G pN q �

�
�
�
�
I ref

G � I tronq
G pN q

I ref
G

�
�
�
� : (13.14)
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Sur le tableau 13.1, on a consign�e l'�evolution de l'�ecart entre la somme de la s�erie
tronqu�ee �a 5 ; 10 et 15 termes et l'approximationI ref

G obtenue par quadrature num�erique,
en fonction de la forme du triangleS. On a choisi de consid�erer une famille de triangle
isoc�ele dont la base est de longueur 1 et la hauteur augmente (voir la Figure 13.1). On
constate que la pr�ecision d�ecroit quand la hauteur augmente pour un nombre de termes
�x�e dans l'approximation.

h
�
�I refphq

�
� E tronq

G p5q E tronq
G p10q E tronq

G p15q
0:100 3:8703463e � 04 8:2241244e � 05 4:2847083e � 09 5:5826256e � 14
0:500 9:6444203e � 03 1:0492621e � 04 4:9577244e � 09 5:8539137e � 14
1:000 3:7779606e � 02 4:2640225e � 04 4:1856350e � 08 8:7053186e � 13
1:500 8:1714342e � 02 2:9195008e � 03 1:9169057e � 06 2:6648345e � 10
2:000 1:3744554e � 01 1:4741639e � 02 4:0398374e � 05 2:2706765e � 08
2:500 2:0075512e � 01 5:5326586e � 02 4:6337815e � 04 7:8328214e � 07
3:000 2:6826115e � 01 1:6747417e � 01 3:5192573e � 03 1:4746204e � 05
3:500 3:3807405e � 01 4:3227441e � 01 1:9883009e � 02 1:8033899e � 04
4:000 4:0981083e � 01 9:8583448e � 01 8:9779765e � 02 1:5948148e � 03
4:500 4:8399380e � 01 2:0352605e � 00 3:3977004e � 01 1:0946598e � 02
5:000 5:6120268e � 01 3:8741417e � 00 1:1151567e � 00 6:1315742e � 02
6:000 7:2436528e � 01 1:1646978e � 01 8:6488607e � 00 1:2044444e � 00

Table 13.1 { Erreur relative E tronq
G pN q pour N � 5; 10 et 15.

h

a1 a2

a3phq

Figure 13.1 { Triangles �etudi�es.

13.2. Triangles adjacents coplanaires

Pour deux triangles coplanaires partageant une arête commune (voir Figure 4.9(b)),
selon la même m�ethode

I G �
»

S� T

eik}x� y}

}x � y}
dxdy �

¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 1q!

»

S� T
}x � y} ldxdy (13.15)

qui donne apr�es r�eduction �a la dimension 2,

I G �
¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 1q!
1

pl � 4qpl � 3q

�

2|S|
»

T
}ai � 2 � y} ldy � 2|T|

»

S
}x � bj � 2} ldx

�

:

� gi dj � 1

»

� i � � j � 1

}x � y} ldsxdsy � gi � 1dj

»

� i � 1 � � j

}x � y} ldsxdsy

�

:
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Le calcul des int�egrales sur les triangles ne pr�esente pas de di�cult�e particuli�ere. En
e�et,

»

T
}ai � 2 � y} ldy �

3¸

j � 1

� j pai q
pl � 2q!

»

� j

}ai � 2 � y} ldsy; (13.16)

ce qui conduit �a

I G � 2

�

|S|
3¸

j � 1

� j pai q
»

� j

f p}ai � 2 � y}qdsy � | T|
3¸

i � 1


 i pbj q
»

� i

f p}x � bj � 2}qdsx

�

(13.17)

�
¸

l¥� 1

pikql � 1pl � 2q
pl � 4q!

�

gi dj � 1

»

� i � � j � 1

}x � y} ldsxdsy

�
¸

l¥� 1

pikql � 1pl � 2q
pl � 4q!

gi � 1dj

»

� i � 1 � � j

}x � y} ldsxdsy

�

;

o�u f prq est la fonction d�e�nie par (13.9).

13.2.1 Segments �a supports s�ecants

Lorsque les supports des segments� et � sont s�ecants (voir Figure 4.7), le calcul est
similaire :

¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 1q!
gi dj � 1

p4 � lqp3 � lq

»

� i � � j � 1

}x � y} ldsxdsy

� gi dj � 1

�
¸

m��

msm
»

� j � 1

f p}am � y}qdsy �
¸

m��

mtm
»

� i

f p}x � bm }qdsx

�

; (13.18)

o�u s� et t � sont les abscisses des extr�emit�es respectives des segments� et � relativement
�a l'intersection des supports des deux segments.

13.2.2 Segments �a supports parall�eles

Lorsque les supports des segments� i et � j � 1 sont parall�eles (voir Figure 4.8), la
formule (2.10) ne s'applique plus. Bien qu'on doive utiliser la formule �a param�etre (2.34),
il est possible d'obtenir une r�eduction similaire �a (13.18). On noter� j � 1, et rb�

j � 1 les
projections respectives du segment� j � 1 et de ses extr�emit�es b�

j � 1 sur le support de� .
On introduit la distance d entre les deux segments� j � 1 et r� j � 1. Il nous faut alors �evaluer
un terme de la forme suivante,

gi dj � 1

¸

l¥ 0

pl � 2qpikql

pl � 4q!

»

� i � r� j � 1

�
d2 � } x � ry}2

� l {2
dsxdsry: (13.19)
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En utilisant la formule (2.34), on obtient

»

� i � r� j � 1

�
d2 � } x � ry}2

� l {2
dsxdsry �

¸

m��

msm
i

»

r� j � 1

dl � 2
» �8

d

pu2 � } am
i � ry}2ql {2

ul � 3
dudsry

(13.20)

�
¸

m��

mtm
j � 1

»

�
dl � 2

» �8

d

�
u2 � } x � rbm

j � 1}2
	 l {2

ul � 3
dudsx :

L'int�egrale interne s'�evalue explicitement,

dl � 2
» �8

d

pu2 � � 2ql {2

ul � 3
du �

pd2 � � 2q1� l {2 � dl � 2

� 2 pl � 2q
: (13.21)

Cette expression permet de sommer les s�eries ; en e�et, on pose

gp�; d q:�
1
� 2

�
¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 4q!

�
d2 � � 2

� 1� l {2
�

¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 4q!
dl � 2

�

;

alors d'apr�es (13.10), on a

gp�; d q � i
eik

?
d2 � � 2 � D2p

?
d2 � � 2q

k3� 2pd2 � � 2q
� i

eikd � D2pdq
k3d2� 2

; (13.22)

avecDn d�e�nit en (13.10). D'apr�es (13.19) et (13.20), on a

»

� i � r� j � 1

�
d2 � } x � ry}2

� l {2
dsxdsry �

¸

m��

msm
i

» t �
j � 1

t �
j � 1

gpt; dqdt �
¸

m��

mtm
j � 1

» s�
i

s�
i

gps; dqds

L'�evaluation de I G n�ecessite donc la quadrature num�erique d'int�egrales mono-
dimensionnelles sur chaque côt�es du triangleS ce qui constitue en fait un proc�ed�e
e�cace compte tenu du peu de points d'int�egration n�ecessaires pour obtenir une bonne
pr�ecision.

13.3. Triangles adjacents dans des plans s�ecants

On s'int�eresse �a

I l �
»

S� T
}x � y} ldxdy:

o�u S et T sont des triangles adjacents contenus dans des plans s�ecants. En appliquant
la m�ethode utilis�ee dans les sections13.1 et 13.2, on obtient la r�eduction sous la forme
d'int�egrales bi-dimensionnelles

I l �
2|S|

p4 � lqp3 � lq

»

T
}ai � 2 � y} ldy �

2|T|
p4 � lqp3 � lq

»

S
}x � bj � 2} ldx

�
gi dj � 1

p4 � lqp3 � lq

»

� i � � j � 1

}x � y} ldsxdsy �
gi � 1dj

p4 � lqp3 � lq

»

� i � 1 � � j

}x � y} ldsxdsy:
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13.3.1 Int�egrales sur un triangle

Les int�egrales sur un triangle ne pr�esentent pas de di�cult�e, en e�et pour l'int�egrale
»

T
}a � y} ldy; (13.23)

on projette le point a sur le plan contenant le triangleT (voir Figure 5.4). D'apr�es
(13.21), on a

»

T
}a � y} ldy �

»

T

�
h2 � } pa � y}2

� l {2
dy

�
3¸

j � 1

� j ppaq
»

� j

ph2 � } pa � y}2q1� l {2 � hl � 2

}pa � y}2 pl � 2q
dsy: (13.24)

En regroupant tous les termes, on obtient

3¸

j � 1

� j ppaq
»

� j

¸

l¥� 1

pikql � 1

pl � 4q!
ph2 � } pa � y}2q1� l {2 � hl � 2

}pa � y}2
dsy; (13.25)

ce qui donne d'apr�es (13.22),

3¸

j � 1

� j ppaq
»

� j

gp}pa � y}; hqdsy: (13.26)

13.3.2 Int�egrales sur le produit de deux segments

Les int�egrales sur le produit de deux segments n�ecessitent l'utilisation de la perpen-
diculaire commune et l'introduction d'un param�etre h (voir Figure 5.6).

»

� � �
}x � y} ldsxdsy �

»

q� � �

�
h2 � } qx � y}

� l {2
dsqxdsy; (13.27)

qui est identique �a l'expression de (13.20). On en conclut que la simpli�cation est
r�ealisable lorsqueS et T sont des triangles adjacents dans des plans s�ecants.

13.4. Le potentiel de double couche

Nous pouvons appliquer cette m�ethode au terme r�egulier du potentiel de double
couche. Soit la d�ecomposition du gradient du noyau de Green

r yGpx; yq � �
px � yq

4� }x � y}3
�

k2px � yq
8� }x � y}

�
x � y

4�
K p}x � y}q;

avec

K prq � �
8̧

l � 0

pikql � 3r lpl � 2q
pl � 3q!

:
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Nous nous int�eressons �a l'int�egrale du terme r�egulier

J �
8̧

l � 0

pikql � 3r lpl � 2q
pl � 3q!

»

S� T
px � yq}x � y} ldxdy �

¸

l¥ 0

pik ql � 3pl � 2q
pl � 3q!

Jl ; (13.28)

avec,

Jl �
»

S� T
px � yq}x � y} ldxdy: (13.29)

13.4.1 Triangles dans des plans s�ecants

Nous pr�esentons la r�eduction dans le cas de triangles dans des plans s�ecants avec une
arête d'un triangle contenue dansp! q, l'intersection des plans (voir Figure 13.2).

a2

a1

a3

b3

b1

b2

S

T

!

Figure 13.2 { Con�guration �etudi�ee pour la simpli�cation du terme r�egulier provenant du
potentiel de double couche.

En prenant ai comme origine (voir Figure 13.2) et en notant queq � l � 1 soit
q � n � l � 5, l'application de la formule (2.10) �a Jl conduit �a

Jl �
g1

l � 5

»

� 1 � T
px � yq}x � y} ldsxdy

�
3¸

j � 1

� j pa1q
l � 5

»

S� � j

px � yq}x � y} ldxdsy:

Les int�egrales 3-D peuvent être r�eduites. En prenantai � 1 comme origine, la premi�ere
int�egrale devient

»

� 1 � T
px � yq}x � y} ldsxdy �

|� 1|
l � 4

»

T
pa3 � yq}a3 � y} ldy

�
3¸

j � 1

� j pa2q
l � 4

»

� 1 � � j

px � yq}x � y} ldsxdsy:
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Pour les autres int�egrales, on prend l'intersection, not�eeoj , du support de � j avecp! q
comme origine et on a

»

S� � j

px � yq}x � y} ldxdsy �
¸

k��

k tk
j

l � 4

»

S
px � bk

j q}x � bk
j } ldx

�
3¸

i � 1


 i poj q
l � 4

»

� i � � j

px � yq}x � y} ldsxdsy:

La r�eduction doit être stopp�ee �a ce stade ; en e�et, continuer n�ecessiterait l'usage d'un
param�etre et l'utilisation de la formule (2.34), ce qui conduirait �a des expressions conte-
nant des fonctions hyperg�eom�etriques. Nous sommons donc la s�erie pour obtenir des
int�egrales 2-D, soit

pprq �
¸

l¥

pikql � 3pl � 2q
pl � 5q!

r l ; (13.30)

alors

J � 2|S|
»

T
pa3 � yqpp}a3 � y}qdy

�
3¸

j � 1

g1� j pa2q
»

� 1 � � j

px � yqpp}x � y}qdsxdsy

�
3¸

j � 1

� j pa1q
3¸

i � 1


 i poj q
»

� i � � j

px � yqpp}x � y}qdsxdsy

�
3¸

j � 1

� j pa1q
¸

k��

k tk
j

»

S
px � bk

j qpp}x � bk
j qdx;

avec la fonctionpprq d�e�nie par

pprq �
3i

k5r 5

�
eikr � D4prq

�
�

1
k4r 4

�
eikr � D3prq

�
; (13.31)

o�u Dnprq, donn�e par (13.10), est le d�eveloppement �a l'ordren de eikr en 0 .

13.5. Fonctions de base a�nes

La m�ethode s'applique aussi pour l'�evaluation de l'int�egrale suivante :

J i;j �
»

S� T
� i pxq

eik}x� y}

}x � y}
 j pyqdxdy:

Cette int�egrale est r�eduite �a une collection d'int�egrales 1-D r�eguli�eres qui sont �evalu�ees
num�eriquement. Ces travaux �etant r�ecents, seul le cas de l'auto-in
uence est pr�esent�e.
L'approche utilis�ee est identique �a celle du Chapitre11.
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13.5.1 Notations

Soient les trois fonctions suivantes :

� prq � � i
eikr � 1 � ikr � p k2r 2q{2 � ipk3r 3q{6 � p k4r 4q{24

k5r 6
(13.32)

� prq �
p4i � kr qeikr � 4i � 3kr � ir 2k2 � p k3r 3q{6

k5r 6
(13.33)

	 prq �
p� 8i � 5kr � ir 2k2qeikr � 8i � 3kr � p k3r 3q{6

k5r 6
; (13.34)

et

W �
3¸

l � 1

gl

»

� l

� p}al � y}qdsy: (13.35)

13.5.2 Coe�cients

On obtient des expressions sous forme d'int�egrales mono-dimensionnelles pour

 les coe�cients diagonaux :

J i;i � 4|S|

�

2W � gi

»

� i

� p}ai � y}qdsy (13.36)

� gi � 1

»

� i � 1

� p}ai � 1 � y}q� i pyqdsy � gi � 2

»

� i � 2

� p}ai � 2 � y}q� i pyqdsy

�


 les coe�cients d'indice i; i � 1 :

J i;i � 1 � 2|S|

�

2W � gi

»

� i

� p}ai � y}qdsy � gi � 1

»

� i � 1

� p}ai � 1 � y}qdsy (13.37)

� gi � 2

»

� i � 2

� i pxq� p}x � ai � 2}qdsx � gi � 2

»

� i � 2

� p}ai � 2 � y}q� i � 1pyqdsy

� gi � 1

»

� i � 1

� i pxq	 p}x � ai � 1}qdsx � gi

»

� i

	 p}ai � y}q� i � 1pyqdsy

�


 les coe�cients d'indice i; i � 2 :

J i;i � 2 � 2|S|

�

2W � gi

»

� i

� p}ai � y}qdsy � gi � 2

»

� i � 2

� p}ai � 2 � y}qdsy (13.38)

� gi � 1

»

� i � 1

� p}ai � 1 � y}q� i � 2pyqdsy � gi � 1

»

� i � 1

� i pxq� p}x � ai � 1}qdsx

� gi � 2

»

� i � 2

� i pxq	 p}x � ai � 2}qdsx � gi

»

� i

	 p}ai � y}q� i � 2pyqdsy

�

A l'aide de ces expressions, la matrice �el�ementaire est donc �evalu�ee compl�etement.

Il faut �evaluer 18 int�egrales 1-D avec notre m�ethode pour d�eterminer la matrice
�el�ementaire. Pratiquement, avec M � 20 points d'int�egration utilis�es (soit un nombre
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total de 18M � 360 points), l'�ecart relatif est de l'ordre de la pr�ecision machine (10� 15).
Avec M � 4, l'�ecart relatif maximal est de 10� 9. En comparaison, la m�ethode de Sauter
et Schwab, n�ecessite 9� 3 � N 4 points d'int�egration au total.

13.6. Exp�erimentations num�eriques

Nous pr�esentons ici une exp�erimentation num�erique a�n d'estimer l'int�erêt des for-
mules propos�ees pour l'int�egration du noyau de Green complet et le noyau de Green
combin�e �a des fonctions de base a�nes par �el�ement. Nous �etudions la convergence de
notre m�ethode et de la m�ethode de Sauter et Schwab (voir [SS10]) suivant le nombre de
points d'int�egration employ�es.

13.6.1 Evaluation de J

Nous �evaluons l'int�egrale suivante : J �
»

S� T

eik}x� y}

}x � y}
dxdy;

1. Soit rJpM q l'�evaluation de J en utilisant la formule r�eduite (13.11) et en int�egrant
num�eriquement les int�egrales 1-D �a l'aide de M points d'int�egration de Gauss-
Legendre. Le nombre total de points d'int�egration utilis�es est �egal �a 3M .

2. Soit qJpN q l'�evaluation de J en utilisant m�ethode de Sauter et Schwab (pr�esent�ee
dans [SS10]) en utilisantN points d'int�egration pour une int�egrale 1-D. Le nombre
total de points d'int�egration est donc �egal �a 3N 4.

3. Finalement, on noteJref � rJp300q, la valeur utilis�ee comme r�ef�erence pour compa-
rer ces deux m�ethodes.

La Figure 13.3 pr�esente les di��erences relatives :




�
�
� rJpM q � Jref

�
�
�

|Jref|
en fonction de

1
3M




�
�
� qJpN q � Jref

�
�
�

|Jref|
en fonction de

1
3N 4

On observe (voir Figure 13.3) qu'avec peu de points d'int�egration notre m�ethode pr�esente
une tr�es haute pr�ecision.

13.6.2 Evaluation de J i;j

De la même mani�ere que dans la sous-section13.6.1, on introduit

1. rJ i;j pM q l'�evaluation de J i;j en utilisant les formules r�eduites (13.36)-(13.38) et en
int�egrant num�eriquement les int�egrales 1-D �a l'aide de M points d'int�egrations de
Gauss-Legendre. Le nombre total de points d'int�egration pour �evaluer la matrice
�el�ementaire compl�etement est �egal �a 18M .

2. qJ i;j pN q l'�evaluation de J i;j en utilisant m�ethode de Sauter et Schwab (pr�esent�ee
dans [SS10]) en utilisantN points d'int�egration pour une int�egrale 1-D. Le nombre
total de points d'int�egration pour �evaluer la matrice �el�ementaire est donc 27N 4.

3. J i;j
ref � rJ i;j p300q.
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Figure 13.3 { Courbe de convergence de la m�ethode de Sauter et Schwab et de notre m�ethode
dans le cas de fonctions de base constantes par �el�ement.

La Figure 13.4 pr�esente les di��erences relatives :


 max
1¤ i;j ¤ 3

�
�
� rJ i;j pM q � J i;j

ref

�
�
�

�
�J i;j

ref

�
� en fonction de

1
18M

, o�u rJpM q est �evalu�ee en utilisant la

m�ethode de r�eduction.


 max
1¤ i;j ¤ 3

�
�
� qJ i;j pN q � J i;j

ref

�
�
�

�
�J i;j

ref

�
� en fonction de

1
27N 4

, o�u qJ i;j pN q est calcul�ee �a l'aide de la

m�ethode de Sauter et Schwab.

Conclusion de ce chapitre

Quatre points importants sont �a retenir de ce chapitre :
1. Il est possible d'appliquer la m�ethode de r�eduction �a l'int�egrale du noyau de Green,

mais aussi aux int�egrales du noyau de Green combin�e avec des fonctions de base
a�nes par �el�ements.

2. On ram�ene l'int�egrale 4-D du noyau de Green �a des combinaisons lin�eaires
d'int�egrales 1-D lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans s�ecants.
Lorsque les triangles sont dans des plans parall�eles, une r�eduction d'une dimension
seulement est envisageable.

3. Une r�eduction de deux dimensions peut être obtenue pour l'int�egrale du terme
r�egulier du gradient du noyau de Green.

4. Les premiers r�esultats num�eriques montrent l'int�erêt de la m�ethode de r�eduction
(coût de calcul et pr�ecision) avec le noyau de Green complet.
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Figure 13.4 { Courbe de convergence de la m�ethode de Sauter et Schwab et de notre m�ethode
dans le cas de fonctions de base a�nes par �el�ement.
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Chapitre 14

Evaluation d'int�egrales
hypersinguli�eres

Introduction

Apr�es l'�evaluation d'int�egrales r�eguli�eres, nous montrons dans ce chapitre que la
m�ethode de r�eduction peut aussi s'appliquer �a l'�evaluation explicite de la partie �nie
d'int�egrales.
L'utilisation des formules de r�eduction pour le calcul de la partie �nie d'int�egrales hy-
persinguli�eres a �et�e pr�esent�ee par Cormack, Rosen et Vijayakumar (voir [VC88, RC93]).
Dans ce chapitre nous �etudions di��erents processus asymptotiques permettant de
d�e�nir la partie �nie de Hadamard et nous montrons que dans certains cas, pour le
calcul de la valeur principale de Cauchy notamment, il faut utiliser les formules avec
prudence.

Nous commen�cons par d�e�nir la partie �nie de Hadamard puis nous montrons qu'il y
a �equivalence entre plusieurs contours utilis�es pour exclure le point singulier. Le calcul
de la partie �nie d'une int�egrale divergente est pr�esent�e �a la suite et �nalement le cas
d'int�egrales doubles est pr�esent�ee.

14.1. Introduction de la partie �nie

Avant d'introduire la partie �nie de Hadamard, nous pr�esentons lavaleur principale
de Cauchyqui joue un rôle important dans les m�ethodes d'�equations int�egrales (voir
[Gui91]) et est un cas particulier de partie �nie. Un exemple �el�ementaire est l'int�egrale

I �
» b

� a

1
x

dx; aveca; bPs0; �8r (14.1)

o�u a et b sont deux r�eels strictement positifs. Cette int�egrale n'est pas d�e�nie puisque
0 appartient au domaine d'int�egration. Soient � 1p� q et � 2p� q deux fonctions positives
v�eri�ant

lim
� Ñ 0

� 1p� q � lim
� Ñ 0

� 2p� q � 0:

157



158

On pose alors,

I p� q �
» � � 1p� q

� a

1
x

dx �
» b

� 2p� q

1
x

dx; (14.2)

ainsi
I � lim

� Ñ 0
I p� q;

or

I p� q �

�

lnp� 1p� qq � lnpaq � lnpbq � lnp� 2p� qq

�

� ln
�

b
a



� ln

�
� 1p� q
� 2p� q



: (14.3)

Si � 1p� q � � 2p� q l'expression (14.3) se simpli�e comme suit :

I � lim
� Ñ 0

I p� q � ln
�

b
a



; (14.4)

et I p� q poss�ede une limite lorsque� Ñ 0. Cependant on observe dans (14.3) que si
� 1p� q � 2� 2p� q, alors on obtient :

I � lim
� Ñ 0

I p� q � ln
�

b
a



� ln p2q; (14.5)

et il su�t que lim
� Ñ 0

� 1p� q
� 2p� q

P s0; �8r ; pour que la limite quand � Ñ 0 de I p� q existe. Le

r�esultat est donc d�e�ni �a une constante pr�es, qui d�epend du processus asymptotique
utilis�e. La d�e�nition de la valeur principale de Cauchy est de prendre� 1p� q � � 2p� q � �
dans (14.3), soit

D�e�nition 14.1.1. La valeur principale de Cauchy deI de (14.1) est d�e�nie par :

v.p. I � lim
� Ñ 0

� » � �

� a

1
x

dx �
» b

�

1
x

dx
�

� ln
�

b
a



(14.6)

D�e�nition 14.1.2. Soit le domaine d'int�egration born�e 
 € Rd et I :

I �
»



f p}x � y}qdy �

»



f p}x � y}qdy;

qui n'est pas une int�egrale d�e�nie au sens de Lebesgue lorsquef est une fonction ho-
mog�ene de degr�eq ¤ � d et x P 
 . On introduit,

rI p� q �
»


 zB px;� q
f p}x � y}qdy; (14.7)

o�u Bpx; � q est le disque centr�e enx de rayon � si d � 2 et la sph�ere de rayon� si d � 3
(voir Figure 14.1). rI p� q est une int�egrale d�e�nie d�es lors que � ¡ 0. Si rI p� q admet un
d�eveloppement du type :

rI p� q � a0 � a1 logp� q �
m̧

j � 2

aj

� j � 1
� op1q; quand� Ñ 0; (14.8)

alors :
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 a0 est appel�ee partie �nie de rI p� q, et


 a1 logp� q �
° m

j � 2
aj

� j � 1 est la partie in�nie de rI p� q.

La forme de d�eveloppement utilis�ee dans le cas pr�esent n'est pas la plus g�en�eraliste
mais convient aux cas trait�es. Se reporter �a [Sel97] pour voir la d�e�nition de la partie
�nie �a l'aide d'un d�eveloppement ayant une forme plus g�en�erale. Un autre processus
asymptotique, plus proche de celui d�ecoulant d'une m�ethode d'�equations int�egrales,
consiste �a d�ecaler le point d'observationx hors de 
. A cet e�et, on d�e�nit z� � x � � ÝÑn
o�u ÝÑn est la normale �a la surface de 
. Dans notre cas, 
 est le triangleS (voir la Figure
14.2).

� 3

� 1

� 2

a1

a2

a3

S

Figure 14.1 { Domaine d'int�egration (triangle S) et point singulier. x est le point singulier
(en rouge) et en gris, on observeB px; � q.

� i � 2 � i

� i � 1
ai

ai � 1

ai � 2

x

z�

�

ÝÑn

Figure 14.2 { Point z� hors du plan contenant S.

Dans ce cas, l'int�egrale (14.7) devient

rI p� q �
»



f p}z� � y}qdy �

»



f

� a
� 2 � } x � y}2

	
dy; (14.9)

qui admet un d�eveloppement de la forme (14.8). Pour ces deux processus, on d�e�nit la
partie �nie de l'int�egrale I (voir [KSW92]) comme le terme constant du d�eveloppement
de rI p� q :

D�e�nition 14.1.3. La partie �nie de l'int�egrale I , not�ee pf I est la partie �nie de rI p� q

pf I :� �
»



f p}x � y}qdy � a0
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Les int�egrands apparaissant dans les m�ethodes d'�equations int�egrales sont de la forme
}x � y}s ou px � yq}x � y}s avecs ¤ � n o�u n est la dimension du domaine d'int�egration.
Nous pr�esentons une m�ethode pour �evaluer la partie �nie d'int�egrales comportant des
int�egrands de la premi�ere forme lorsque 
 € R2 (donc n � 2), soit l'int�egrale

I s � pf
»

S
}x � y}sdy: (14.10)

Le premier processus, d�e�ni en (14.7), ne permet pas de traiter le cass � � 2 alors que
le second processus (voir (14.9) ) permet de traiter tous less.

14.2. Evaluation de parties �nies

14.2.1 R�eduction de I s

En appliquant (14.9) �a I s, on obtient lorsques   � 2 :

rI sp� q �
»

S

�
� 2 � } x � y}2

� s{2
dy: (14.11)

D'apr�es la formule (2.34), on a

rI sp� q �
3¸

i � 1


 i pxq
»

� i

� s� 2
» �8

�

pu2 � } x � y}2qs{2

us� 3
dudsy

�
3¸

i � 1


 i pxq
»

� i

p� 2 � } x � y}2qs{2� 1 � � s� 2

ps � 2q}x � y}2
dsy: (14.12)

Cette expression peut se d�ecomposer sous la forme (14.8) ce qui permet d'observer que
le terme en� s� 2 appartient �a la partie in�nie et d'obtenir le r�esultat suivant :

pf rI sp� q �
3¸

i � 1


 i pxq
ps � 2q

»

� i

}x � y}sdsy: (14.13)

Lorsques � � 2, on a

€I � 2p� q �
3¸

i � 1


 i pxq
»

� i

ln p� 2 � } x � y}2q � ln p� 2q
2}x � y}2

dsy; (14.14)

donc

pf €I � 2p� q �
3¸

i � 1


 i pxq
»

� i

ln p}x � y}2q
2}x � y}2

dsy: (14.15)

14.2.2 Application �a I � 3

Le calcul explicite des int�egrales mono-dimensionnelles est possible en �xants. Par
exemple, pour le cass � � 3 qui peut apparâ�tre lors de la d�ecomposition du gradient
des solutions fondamentales des �equations de Laplace et Helmholtz 3-D. On obtient :
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1. lorsquex P �S et x R �S :

I � 3 � pf €I � 3 � �
3¸

i � 1


 i pxq

�
t

d2
i

a
d2

i � t2

� s�
i

t � s�
i

; (14.16)

o�u di � | 
 i pxq|est la distance du pointx au support de� i et s�
i sont les abscisses des

extr�emit�es de � i selon l'origine prise au pointpi pxqqui est la projection orthogonale
de x sur le support de� i .

2. lorsquex � ai :

I � 3 � pf €I � 3 � � 
 i pxq

�
t

d2
i

a
d2

i � t2

� s�
i

t � s�
i

3. lorsquex P � i :

€I � 3 � � 
 i � 1pxq

�
t

d2
i � 1

a
d2

i � 1 � t2

� s�
i � 1

t � s�
i � 1

� 
 i � 2pxq

�
t

d2
i � 2

a
d2

i � 2 � t2

� s�
i � 2

t � s�
i � 2

: (14.17)

14.3. Processus utilisant une zone d'exclusion du point singulier

Nos formules de r�eduction s'appliquent lorsque les domaines sont des polygones ;
c'est pourquoi, nous montrons que dans le processus (14.7), il est possible de remplacer
le disqueBpx; � q; centr�e en x et de rayon� (not�e dans la suite plus simplementB � ) par
un triangle entourant x (voir la Figure 14.3(a)). Pour des raisons de simplicit�e, le choix
s'est port�e sur un triangle �equilat�eral de centre de gravit�e x et de hauteur 3� (voir la
Figure 14.3(b)) ; de cette mani�erex est �a une distance� de chaque cot�e deT� .

14.3.1 Equivalence entre les contours utilis�es

Pour prouver que la partie �nie est identique, qu'elle soit calcul�ee en utilisant un
disque ou un triangle en guise de zone d'exclusion, nous �evaluons l'int�egraleT� zBpx; � q
(voir la Figure 14.3(b)). Nous montrons cette �equivalence des zones d'exclusion pourI s

ce qui correspond �a prendre pour int�egrand la fonctionf prq � r s. L'int�egrale sur la zone
gris�ee (voir Figure 14.3(b)) s'�ecrit

Pp� q �
»

G�

f p}x � y}qdy �
3¸

i � 1

» � i � � {3

� i

» Rp� q

�
f prqrdrd�; (14.18)

et commef ne d�epend pas de� , il est possible de simpli�er l'expression en

Pp� q � 6
» � {6

0

» Rp� q

�
f prqrdrd�: (14.19)
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� 1
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a1

a2

a3

S

(a) Exclusion du point singulier x.

x

T�

B �

� 3

� 1

� 2

b1

b2b3

(b) D�etail sur B � et T� .

Figure 14.3 { En bleu le triangle �equilat�eral T� de centre de gravit�e x et de hauteur 3� . En
rouge, le bord deB � .

Cas s   � 2
On commence par se placer dans le cas o�us � � 2, l'int�egrale selon r devient

» Rp� q

�
f prqrdr �

» Rp� q

�
r s� 1dr �

Rp� qs� 2 � � s� 2

s � 2
; (14.20)

donc

Pp� q �
6

s � 2

» � {6

0
Rp� qs� 2d� �

�� s� 2

s � 2
; (14.21)

o�u l'expression deRp� q est connue :

Rp� q �
�

cosp� q
; (14.22)

soit,

Pp� q �
6� s� 2

s � 2

» � {6

0

d�
cosp� qs� 2

�
�� s� 2

s � 2
; (14.23)

ce qui donne

Pp� q �
3� s� 2

s � 2

�

2F1

��
1
2

;
3 � s

2

�
;
�

3
2

�
;
1
4



�

1
3

�

; (14.24)

o�u 2F1 est la fonction hyperg�eom�etrique, comme introduit dans [AS72].

On observe que lorsques   � 2, Pp� q, donn�ee par (14.24), conduit �a un
d�eveloppement de la forme (14.8) qui ne comporte qu'un terme divergent. Ce terme
appartenant �a la partie in�nie de l'int�egrale, il disparâ�t lorsque l'on prend la partie
�nie ainsi les deux contours sont bien �equivalents.

De même, un contour carr�e produira la même partie �nie ainsi, lorsques   � 2,
plusieurs contours sont �equivalents du point de vue de la partie �nie.

Cas s � � 2
Lorsques � � 2, les calculs sont un peu di��erents ; en e�et, on a

Pp� q � 6
» � {6

0

» Rp� q

�

1
r

drd� � 6
» � {6

0
lnpRp� qq � lnp� qd�; (14.25)
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soit, puisqueRp� q � �
cosp� q,

Pp� q � 6
» � {6

0
lnpcosp� qqd�; (14.26)

qui est ind�ependant de� et fournit une constante d�ependant du contour utilis�e. Cette
d�ependance vis �a vis du contour utilis�e lorsques � � 2 conduit �a pr�ef�erer d�e�nir la
partie �nie �a l'aide du processus de passage �a la limite d'un point vers le plan deS (voir
(14.9)).

14.3.2 Equivalence entre les deux processus lorsque s   � 2

Le processus consistant �a utiliser une zone d'exclusion utilise la formule (2.10) et
n�ecessite de distinguer plusieurs cas :

1. Lorsquex P �S, l'int�egrale I s n'est pas d�e�nie au sens usuel mais on peut �evaluer sa
partie �nie. On introduit le triangle �equilat�eral T� pour exclure le point singulier
du domaine d'int�egration (voir Figure 14.4), alors

rI sp� q �
»

T zT�

}x � y}sdy

�
3¸

i � 1


 i pxq
s � 2

»

� i

}x � y}sdsy �
3¸

i � 1

�
s � 2

»

� j

}x � y}sdsy; (14.27)

puisque la distance sign�ee dex �a � i est n�egative et vaut � � . De plus, les int�egrales
sur les côt�es� i de T� s'�ecrivent

�
»

� i

}x � y}sdsy � �
» ?

3�

�
?

3�

�
� 2 � t2

� s{2
dt

� 2
?

3� s� 2
2F1

��
1
2

;
� s
2

�
;
�

3
2

�
; � 3



; (14.28)

o�u 2F1 est une fonction hyperg�eom�etrique (voir [AS72]). En cons�equence,rI sp� q
admet un d�eveloppement de la forme (14.8) :

rI sp� q � �
3¸

i � 1


 i pxq
s � 2

»

� i

}x � y}sdsy � 6
?

3� s� 2
2F1

��
1
2

;
� s
2

�
;
�

3
2

�
; � 3



: (14.29)

Les termes que font apparâ�tre les int�egrales sur les côt�es� i de T� appartiennent �a
la partie in�nie de I p� q; on en d�eduit que

I s � pf rI sp� q �
3¸

i � 1


 i pxq
s � 2

»

� i

}x � y}sdsy; (14.30)

expression identique �a (14.13).
2. Lorsquex � ai , on utilise un triangle di��erent en guise de zone d'exclusion. On

d�e�nit T� homoth�etiquement, tel que | r� i � 1 |
|� i � 1 | � | r� i � 2 |

|� i � 2 | � | r� i � 3 |
|� i |

� � , o�u r� i � 3 est le cot�e
de T� parall�ele �a � i (voir Figure 14.5). On obtient alors

pf rI sp� q �

 i

s � 2

»

� i

}ai � y}sdsy: (14.31)
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� i � 2 � i

� i � 1ai

ai � 1

ai � 2

x

Figure 14.4 { Cas x P �T.

� i � 2 � i

� i � 1

r�
i �

2

r� i � 1

ai

ai � 1

ai � 2

x

Figure 14.5 { Cas x � ai .

3. Finalement, lorsquex P � i (voir Figure 14.6) on d�ecomposeS en 2 triangles tel que
le x soit un sommet de chaque sous-triangle et on e�ectue la r�eduction en utilisant
(14.31).

Conclusion : Lorsques   � 2, les deux processus (14.7) et (14.9) sont bien �equivalents.

14.3.3 Cas s � � 2

Lorsques � � 2, le processus (14.7) d�epend du contour utilis�e, nous allons mettre en
�evidence cette di�cult�e lorsque x P �T (voir Figure 14.4). La formule (2.10) n'est plus
utilisable puisque nous avonsq � n � 0, nous appliquons donc la formule (2.16) :

€I � 2p� q �
3¸

i � 1


 i pxq
2

»

� i

ln p}x � y}2q
}x � y}2

dsy �
�
2

3¸

i � 1

»

� i

ln p}x � y}2q
}x � y}2

dsy: (14.32)

Les int�egrales sur les contours� i fournissent

�
2

» ?
3�

�
?

3�

lnp� 2 � t2q
p� 2 � t2q

dt �
2�
3

lnp� q � C ; (14.33)

avecC � 0:4368. Ce qui nous donne d'apr�es (14.8)

pf €I � 2p� q �
3¸

i � 1


 i pxq
2

»

� i

ln p}x � y}2q
}x � y}2

dsy � 3C ; (14.34)

r�esultat similaire �a (14.15) si l'on omet la constante 3C provenant des int�egrales sur le
contour de la zone d'exclusion.
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� i � 2 � i

� i � 1ai

ai � 1

ai � 2

x

Figure 14.6 { Cas x P � i .

14.4. Le cas variationnel

Soit l'int�egrale suivante, prise au sens de la partie �nie de Hadamard :

J5 � pf
»

S� S
}x � y} � 5dxdy; (14.35)

du fait du caract�ere hypersingulier de l'int�egrand. Nous allons montrer que de mani�ere
surprenante, deux processus produisent le même r�esultat pour le calcul deJ5. Le choix
s'est port�e sur J5 car il n'y a pas d'�equivalence entre les deux processus pour les int�egrales
Js lorsques P r2; 4s; il y a �equivalence pour tout s ¥ 5:

14.4.1 Utilisation "na•�ve" de la formule (2.10)

Nous commen�cons par utiliser la m�ethode employ�ee dans le chapitre3 : annuler tous
les termes faisant intervenir une distance nulle. On choisito � ai comme origine, alors

 i � 1poq � 
 i � 2poq � 0 et q � n � � 1, soit :

J5 � � 2gi

»

� i � S

dsxdy
}x � y}5

: (14.36)

La seconde �etape consiste �a choisir une des extr�emit�esai � 1 de � i comme origine, on a

J5 � 2|S|
»

S

dy
}ai � 2 � y}5

� gi gi � 1

»

� i � � i � 1

dsxdsy

}x � y}5
: (14.37)

La derni�ere �etape consiste �a choisiro � ai � 2, ce qui conduit au r�esultat suivant :

J5 � �
2|S|

3

3¸

l � 1

gl

»

� l

dy
}al � y}5

dsy � �
2|S|

9

3¸

l � 1

gl

�
sp3g2

i � 2s2q

g4
i pg2

i � s2q3{2

� s�
i

s�
i

: (14.38)

14.4.2 D�eveloppement asymptotique du cas de deux triangles superpos�es

Soit l'int�egrale

Tp� q �
»

S� S

1

p� 2 � } x � y}2q5{2 dxdy; (14.39)
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qui est l'int�egrale sur le produit de triangles superpos�es �a une distance� . On montre
que le terme constant du processus asymptotique lorsque� Ñ 0 est (14.38).Tp� q peut
s'�ecrire d'une mani�ere similaire �a (8.15) :

Tp� q � 4|S|
3¸

l � 1

gl
1R2

3pal ; � l ; � ; 4q; (14.40)

avec,

1R2
3pa; �; � ; 4q �

»

�

1� 2
3p�; }x � a} ; 4q (14.41)

dont l'expression est

1R2
3pa; �; � ; 4q �

sp� �
?

� 2 � d2 � s2q
6� 2d2pd2 � s2q

�
� 2 � d2

6� 3d3
Arctan

� s
d

	

�
� 2 � d2

6� 3d3
=

"
Arctanh

�
� 2 � d2 � isd

�
?

� 2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
*

(14.42)

1R2
3pa; �; � ; 4q se d�eveloppe pour� Ñ 0 sous la forme (14.8) :

1R2
3pa; �; � ; 4q �

a4

� 3
�

a3

� 2
�

a2

� 1
�

�

�
sp3d2 � 2s2q

18d4 pd2 � s2q3{2

�

� Op� q; (14.43)

d'o�u

pf T p� q � �
2
9

|S|
3¸

l � 1

gl

�

�
sp3g2

l � 2s2q

18g4
l pg2

l � s2q3{2

� s�
l

s�
l

; (14.44)

qui est identique au r�esultat obtenu en (14.38).

Conclusion de ce chapitre

Ce chapitre pr�esente l'�evaluation explicite de la partie �nie d'int�egrales bi-
dimensionnelles en utilisant notre m�ethode.
Une propri�et�e surprenante de la m�ethode pour l'�evaluation de la partie �nie d'int�egrales
4-D a �et�e pr�esent�ee �a la �n de ce chapitre et incite �a poursuivre l'�etude dans ce domaine.
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Conclusion de la quatri�eme partie

Cette partie a permis de pr�esenter la prise en compte de fonctions de base a�nes par
triangle. La quantit�e de calcul augmente mais la di�cult�e n'est pas plus importante.
L'application de la m�ethode �a l'�electromagn�etisme est pr�esent�ee. En d�ecomposant
les int�egrales intervenant dans les �equations de Maxwell 3-D, on r�eduit le nombre
d'int�egrales �a �evaluer tout en faisant apparâ�tre des int�egrales d�ej�a calcul�ees pour
l'�equation de Helmholtz 3-D.
Plutôt que de distinguer les parties singuli�ere et r�eguli�ere du noyau de Green, on peut
�evaluer l'int�egrale du noyau de Green complet avec des fonctions de base constantes ou
a�nes par �el�ements. Cependant, il n'est plus possible d'obtenir de formules explicites,
l'utilisation de la m�ethode r�eduit l'int�egrale 4-D en une combinaison lin�eaire d'int�egrales
mono-dimensionnelles qui sont �evalu�ees num�eriquement avec peu de points d'int�egration
lorsque les triangles sont coplanaires ou dans des plans s�ecants.
Finalement, un dernier prolongement permet de calculer explicitement la partie �nie
d'int�egrales hypersinguli�eres.
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Conclusion g�en�erale

L'objectif de cette th�ese �etait de d�etailler une m�ethode d'�evaluation d'int�egrales
comportant un int�egrand singulier intervenant dans les m�ethodes d'�equations int�egrales
variationnelles. Les formules pr�esent�ees dans la premi�ere partie permettent de traiter
les int�egrales singuli�eres et presque singuli�eres mais n�ecessitent la distinction entre trois
con�gurations g�eom�etriques des �el�ements du maillage : lorsqu'ils sontiq coplanaires,
ii q situ�es dans des plans s�ecants,iii q situ�es dans des plans parall�eles (non confondus) ;
chaque con�guration conduit �a des calculs di��erents.

Nous avons appliqu�e le processus de r�eduction aux int�egrales issues de l'utilisation
de la m�ethode des �el�ements �nis de fronti�eres pour les �equations de Laplace, Helmholtz
et Maxwell en 3-D avec des fonctions de base constantes ou a�nes par �el�ement. On peut
noter que plus les �el�ements ont des sommets communs plus les formules obtenues sont
simples (le calcul du coe�cient d'auto-in
uence �etant le plus simple). Si l'on ne traite
que la partie homog�ene et singuli�ere de l'int�egrand initial, on aboutit �a des formules
explicites ce qui garantit un coût �xe pour une tr�es grande pr�ecision. Notre m�ethode a
donc l'avantage de ne pas n�ecessit�e d'int�egration num�erique ce qui nous �evite de devoir
adapter le nombre de points d'int�egration pour assurer une pr�ecision �x�ee.

Les r�esultats num�eriques montrent la pr�ecision et la robustesse de la m�ethode aussi
bien pour les cas singuliers (auto-in
uence, triangles adjacents . . . ) que pour les cas
presque-singuliers, avec notamment le cas des triangles situ�es dans des plans parall�eles
qui a fait l'objet de l'article [LS12]. Ce dernier cas qui est un des plus di�ciles pour
les m�ethodes d'int�egration num�erique, principalement lorsque les triangles se recouvrent
partiellement, est simple �a traiter avec cette m�ethode. Dans le cas du noyau de Green
complet de l'�equation de Helmholtz 3-D, les int�egrales 4-D sont r�eduites �a une combinai-
son lin�eaire d'int�egrales mono-dimensionnelles qui sont �evalu�ees num�eriquement. Dans
ce cas, le coût de calcul pour obtenir une erreur inf�erieur �a 1% est peu important.

Bien que ce manuscrit puisse donner l'impression que l'utilisation de la m�ethode
soit compliqu�ee, la m�ethode est simple �a mettre en oeuvre en pratique. La m�ethode est
limit�ee �a la discr�etisation par des polygones plans en 3-D et des segments rectilignes
en 2-D. Elle n�ecessite que l'int�egrand soit homog�ene ; lorsque ce n'est pas le cas, il est
toujours possible de le d�evelopper en termes homog�enes sujets �a l'application de notre
m�ethode et en une partie r�eguli�ere qui peut être �evalu�ee num�eriquement. Ce manuscrit
peut être vu comme un mode d'emploi de la m�ethode a�n que chacun puisse appliquer
la m�ethode aux cas souhait�es. La seule di�cult�e (en apparence) est le traitement du
cas des segments presque-parall�eles, mais comme cela est pr�esent�e dans la section4.7,
il n'est pas n�ecessaire d'y prêter attention pour obtenir des r�esultats pr�ecis. Seuls les
cas pour lesquels le calcul de l'intersection des supports des segments n'est pas possible
(parall�elisme exact) n�ecessitent l'application de la formule (2.34).
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D'apparence limit�ee, la m�ethode est en r�ealit�e tr�es souple puisqu'elle peut être ap-
pliqu�ee aux int�egrales issues des m�ethodes de collocation et des m�ethodes variationnelles,
�a d'autres noyaux, �a des fonctions de base d'ordre plus �elev�e ou encore au calcul explicite
de la partie �nie de Hadamard d'int�egrales hypersinguli�eres. Sa souplesse provient du
fait qu'il est �egalement possible d'e�ectuer une r�eduction partielle puis de conclure en
op�erant une int�egration num�erique pour un int�egrand r�egulier. En�n, la m�ethode est
aussi utilisable dans le cas d'�equations int�egrales volumiques.

Perspectives
Il serait int�eressant de poursuivre le traitement des int�egrales singuli�eres provenant

des �equations de Maxwell et d'�etendre l'application de la m�ethode �a d'autres noyaux
(�elasticit�e notamment). La poursuite de l'�etude de l'utilisation de la m�ethode pour
calculer la partie �nie d'int�egrales provenant des formulations hypersinguli�eres pourrait
conduire �a des r�esultats d'une grande utilit�e.

A�n de les valider, les formules ont �et�e impl�ement�ees dans un code MATLAB, ce-
pendant aucune optimisation n'a �et�e r�ealis�ee. Une partie des formules a �et�e impl�ement�ee
r�ecemment en C++ a�n d'être int�egr�ee dans le code d'�equations int�egrales d�evelopp�e
par Eric Darrigrand de l'IRMAR (Universit�e de Rennes 1) pour r�ealiser des comparai-
sons. Une prochaine �etape consisterait �a optimiser l'utilisation de la m�ethode (factoriser
des calculs de distances par exemple) pour r�eduire le temps de calcul ce qui rendrait
la m�ethode encore plus attractive et on pourrait envisager son usage dans des codes
industriels.
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Annexe A

Calcul des quantit�es g�eom�etriques

Introduction

Des quantit�es g�eom�etriques apparaissent durant les �etapes de r�eduction de la dimension
de l'espace d'int�egration et dans les formules �nales ; leur calcul est d�etaill�e dans ce
chapitre. Nous rappelons les calculs de la projection orthogonale d'un point sur une
droite et sur un plan, de l'intersection de deux droites s�ecantes dans un même plan.
Nous pr�esentons les crit�eres utilis�es pour d�eterminer si des plans sont s�ecants ou
parall�eles, et �nalement nous indiquons le calcul de la perpendiculaire commune �a deux
droites non parall�eles dans l'espace.

A.1. Con�guration de deux plans

Soient les deux plansP1 et P2 de normales unitaires respectivesÝÑn1 et ÝÑn2, alors si

cosp� q � | ÝÑn1 � ÝÑn2|   1;

les deux plans sont s�ecants et l'angle qu'il forme est� ; si le produit scalaire des deux
normales est �egales �a� 1 les plans sont parall�eles ou confondus. Pour d�eterminer si les
plans sont confondus, on utilise les �equation respectives des plans :

"
pP1q : a1x � b1y � c1z � d1 � 0
pP2q : a2x � b2y � c2z � d2 � 0 (A.1)

tels que}pa1; b1; c1q} � }p a2; b2; c2q} � 1. Les plans sont confondus si

d1 �
d2

ÝÑn1 � ÝÑn2
;

et parall�eles sinon.

A.2. Projection orthogonale d'un point sur une droite

Soient b un point et p� q une droite d�e�nie par deux points a� et a� . On note le
vecteur ÝÑ� � a� � a� et sa version normalis�ee

ÝÑ
� 1 �

ÝÑ�
|ÝÑ� |

: Pour �nir, on introduit ppbq
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la projection orthogonale deb sur la droite p� q et ÝÑ� � b� a� (voir Figure A.1). On a
alors

ppbq � a� � k
ÝÑ
� 1 et pb� ppbqq �

ÝÑ
� 1 �

�
b� a� � k

ÝÑ
� 1

	
�
ÝÑ
� 1 � 0:

On obtient donc,

k � ÝÑ� �
ÝÑ
� 1: (A.2)

ÝÑ�

b

ppbq a� a�

ÝÑ�

Figure A.1 { Projection d'un point sur une droite.

A.3. Projection orthogonale d'un point de l'espace sur un plan

Soit le point bPR3 et le plan P d�e�ni par son �equation : n1x1 � n2x2 � n3x3 � n4 � 0;
qui peut aussi s'�ecrire

ÝÑn � ÝÑx � d � 0;

o�u ÝÑn est un vecteur normal unitaire deP. On notepb la projection orthogonale deb sur
le plan P, alors :

pb � b� kÝÑn ;

donc

k � �
�

ÝÑn �
ÝÑ
b � d

	
: (A.3)

De plus, la distance du pointb au plan P, s'�ecrit

h � } b� pb} �
�
�
�ÝÑn �

ÝÑ
b

�
�
� : (A.4)

A.4. Intersection entre deux droites s�ecantes contenues dans un
même plan

Soient les droitesp� q et p� q respectivement d�e�nies par deux sommetsa� ; a� et
b� ; b� . On d�e�nit de plus les vecteurs :

ÝÑ� � a� � a� et
ÝÑ
� � b� � b� ;
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ÝÑ�

ÝÑ
�

ÝÑ�

a� a�

b�

b�

I

Figure A.2 { Intersection de deux segments dans le même plan.

et les vecteurs normalis�es
ÝÑ
� 1 �

ÝÑ�
|ÝÑ� |

et
ÝÑ
� 1 �

ÝÑ
�

|
ÝÑ
� |

:

On note I l'intersection de p� q et p� q, alors I v�eri�e :

I � a� � k
ÝÑ
� 1

I � b� � l
ÝÑ
� 1;

donc en introduisantÝÑ� � b� � a� ; on a

ÝÑ� � k
ÝÑ
� 1 � l

ÝÑ
� 1: (A.5)

Soit, encore, le syst�eme suivant, en e�ectuant le produit scalaire avec
ÝÑ
� 1 puis

ÝÑ
� 1 :

�
ÝÑ�

�
�
�
ÝÑ
� 1

	
� k � l

� ÝÑ
� 1

�
�
�
ÝÑ
� 1

	

�
ÝÑ�

�
�
�
ÝÑ
� 1

	
� k

� ÝÑ
� 1

�
�
�
ÝÑ
� 1

	
� l:

Finalement, on obtient

k �

�
ÝÑ�

�
�
�
ÝÑ
� 1

	
�

�
ÝÑ�

�
�
�
ÝÑ
� 1

	 � ÝÑ
� 1

�
�
�
ÝÑ
� 1

	

1 �
� ÝÑ

� 1
�
�
�
ÝÑ
� 1

	 2

l � �

�
ÝÑ�

�
�
�
ÝÑ
� 1

	
�

�
ÝÑ�

�
�
�
ÝÑ
� 1

	 � ÝÑ
� 1

�
�
�
ÝÑ
� 1

	

1 �
� ÝÑ

� 1
�
�
�
ÝÑ
� 1

	 2 :

A.5. Perpendiculaire commune �a deux droites dans l'espace

Deux droites dans l'espace ont soit une in�nit�e de perpendiculaires communes (lors-
qu'elles sont parall�eles), soit une unique perpendiculaire commune. Soientp� q et p� q,
deux droites non parall�eles dans l'espace. On notepDqla perpendiculaire commune �a ces
deux droites etI � et I � les intersections respectives depDqavecp� qet p� q. On introduit
deux points sur chaque droite, soienta� et b� les extr�emit�es respectivement du segment
ÝÑ� et

ÝÑ
� . En�n, on note les vecteurs normalis�es

ÝÑ
� 1 �

ÝÑ�
|ÝÑ� |

et
ÝÑ
� 1 �

ÝÑ
��

�
�
ÝÑ
�

�
�
�
:
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On a les expressions,

I � � a� � k
ÝÑ
� 1

I � � b� � l
ÝÑ
� 1;

donc

I � � I � � b� � a� � l
ÝÑ
� 1 � k

ÝÑ
� 1: (A.6)

On introduit ÝÑ� � b� � a� , alors en e�ectuant le produit scalaire de (A.6) avec
ÝÑ
� 1 et

ÝÑ
� 1,

on obtient le syst�eme :

ÝÑ� �
ÝÑ
� 1 � l

ÝÑ
� 1 �

ÝÑ
� 1 � k � 0

ÝÑ� �
ÝÑ
� 1 � l � k

ÝÑ
� 1 �

ÝÑ
� 1 � 0;

soit pour k et l ,

k �

�
ÝÑ� �

ÝÑ
� 1

	
�

�
ÝÑ� �

ÝÑ
� 1

	 � ÝÑ
� 1 �

ÝÑ
� 1

	

1 �
� ÝÑ

� 1 �
ÝÑ
� 1

	 2

l �

�
ÝÑ� �

ÝÑ
� 1

	 � ÝÑ
� 1 �

ÝÑ
� 1

	
� ÝÑ� �

ÝÑ
� 1

1 �
� ÝÑ

� 1 �
ÝÑ
� 1

	 2 ;

ce qui permet de d�eterminerI � et I � .



Annexe B

Le potentiel de double couche

Nous fournissons les formules �nales pour l'�evaluation explicite de l'int�egrale du
terme singulier du potentiel de double couche dans le cas de triangles dans des plans
s�ecants.

B.1. Calcul de R1 et R2


 Calcul R1pa; �; h ; � q.
Soit qpaq la projection dea sur le support de� , alors

R1pa; �; h ; � q �
» t �

t �
f1ph;

?
d2 � s2 ; � qds; (B.1)

o�u t � sont les abscisses des extr�emit�es de� par rapport �a qpaq et d � } qpaq � a}:
On obtient donc,

R1ppa; �; h ; 0q �

�

�
h
d

�
Arctan

� s
d

	
�

� sgnpsq
2



� Arcsinh

�
s

?
h2 � d2




�
h
d

I m
"

Arctanh
�

h2 � isd � d2

h
?

h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
* � t �

t �

(B.2)

et

R1ppa; �; h ; 2q �

�
1

hd

�
Arctan

� s
d

	
�

� sgnpsq
2




�
1

hd
I m

"
Arctanh

�
h2 � isd � d2

h
?

h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
* � t �

t �

(B.3)


 Calcul R2pa; �; h ; � q.
Il est n�ecessaire de d�ecomposerR2 comme suit,

R2pa; �; h ; � q � pa � qpaqq
» t �

t �
f2ph;

?
d2 � s2 ; � qds

�
ÝÑ
�

» t �

t �
s f2ph;

?
d2 � s2 ; � qds:
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Alors, on a

R2pa; �; h ; 0q �

�

�
ÝÑ
�

" ?
h2 � d2 � s2

2
�

h2

2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


*

� p a � qpaqq
"

h2 � d2

2d2
Arcsinh

�
s

?
h2 � d2




�
sh2

2d2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


* � t �

t �

(B.4)

et

R2pa; �; h ; 2q �

� ÝÑ
�

?
d2 � s2

Arcsinh
� ?

d2 � s2

h




� pa � qpaqq
"

s
d2

?
d2 � s2

Arcsinh
� ?

d2 � s2

h




�
1
d2

Arcsinh
�

s
?

h2 � d2


* � t �

t �

: (B.5)

B.2. Calcul de S et L

On a

Spa; � q �

�

pa � qpaqqArcsinh
� s

d

	
� ÝÑ�

?
d2 � s2

� t �

t �

; (B.6)

avecd � } qpaq � a} et t � , les abscisses des extr�emit�es de� selonqpaq. De même,

Lpa; � q �

�

pa � qpaqq
"

splogpd2 � s2q � 2q
2d2

?
d2 � s2

�
Arcsinhps{dq

d2

*

�
ÝÑ
�

"
2 � logpd2 � d2q

2
?

d2 � s2

* � t �

t �

: (B.7)

B.3. Calcul de rR1
2 et rR2

3

D'apr�es les expressions (6.29) et (6.29), on calcule en premier les expressions des
fonctions F2 et F3 dont on rappelle la d�e�nition :

Fcph; � ; � q � hc� 1� �
» �8

h

fcpu; � ; � q
uc� �

du; (B.8)

alors, on a

F2ph; � ; 0q �

?
h2 � � 2 � 2h

2� 2
�

h2

2� 3
Arcsinh

� �
h

	
(B.9)
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F2ph; � ; 2q �
1

h� 2
�

1
� 3

Arcsinh
� �

h

	
(B.10)

et,

F3ph; � ; 0q �

?
h2 � � 2 p4h2 � � 2q

6� 4
�

2h3

3� 4
�

h2

2� 3
Arcsinh

� �
h

	
(B.11)

F3ph; � ; 2q �
1
� 3

Arcsinh
� �

h

	
� 2

?
h2 � � 2 � h

� 4
: (B.12)

La projection qppaq de pa sur le support de� est choisie comme origine. Les abscisses
t � des extr�emit�es de � interviennent dans les expressions suivantes :

rR1
2ppa; �; h ; 0q �

�
sh2

2d2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h



�

h
d

Arctan
� s

d

	
(B.13)

�
h
d

I m
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h

?
h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
*

�
d2 � h2

2d2
Arcsinh

�
s

?
d2 � h2


 � t �

s� t �

et

rR1
2ppa; �; h ; 2q �

�
1
d2

Arcsinh
�

s
?

h2 � d2



�

1
hd

Arctan
� s

d

	
(B.14)

�
1

hd
I m

"
Arctanh

�
h2 � d2 � isd

h
?

h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
*

�
s

d2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


 � t �

s� t �

(B.15)

D'une mani�ere similaire,

rR2
3ppa; �; h ; 0q � p pa � qppaq

�
sh2

� ?
h2 � d2 � s2 � h

�

3d3 pd2 � s2q
�

p3h2 � d2q
6d2

Arcsinh
�

s
?

h2 � d2




(B.16)

�
h3

3d3
I m

"
Arctanh

�
h2 � d2 � isd

h
?

h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
*

�
h3

3d3
Arctan

� s
d

	
�

sh2

2d2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


 � t �

s� t �

�
ÝÑ
�

�

�
ph2 � d2 � s2q3{2 � h3

3pd2 � s2q
�

?
h2 � d2 � s22

�
h2

2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


 � t �

s� t �

(B.17)
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rR2
3ppa; �; h ; 2q � ppa � qppaqq

�

� s
ph2 � d2 � s2q3{2 � h3

d2h2pd2 � s2q
�

h
d3

Arctan
� s

d

	
(B.18)

�
h

3d3
I m

"
Arctanh

�
h2 � d2 � isd

h
?

h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
*

� s

?
h2 � d2 � s2

d2h2
�

1
d2

Arcsinh
�

s
?

h2 � d2




�
s

d2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


 � t �

s� t �

�
ÝÑ
�

�

�
1

?
d2 � s2

Arcsinh
� ?

d2 � s2

h



�

?
h2 � d2 � s2

h2

�
ph2 � d2 � s2q3{2 � h3

h2pd2 � s2q

� t �

s� t �

B.4. Calcul de rS2; rS3 et rT3

On a,

rF2ph; d; � ; 0q �

?
h2 � d2 � � 2 �

?
h2 � d2

2� 2
�

h2

2d� 2
Arcsinh

�
d
h




�
h2

2� 2
?

d2 � � 2
Arcsinh

�
d2 � � 2

h



(B.19)

et

rF2ph; d; � ; 2q �
1

d� 2
Arcsinh

�
d
h



�

1
� 2

?
d2 � � 2

Arcsinh
�

d2 � � 2

h



(B.20)

alors,

rS2ppa; r�; h; d ; 0q �

�

�

?
h2 � d2 � s2 �

?
h2 � d2

2s
�

h2

2ds
Arcsinh

�
d
h



(B.21)

�
h2 � d2

2d2
Arcsinh

�
s

?
h2 � d2



�

h2
?

d2 � s2

2sd2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


 � t �

t �

et,

rS2ppa; r�; h; d ; 2q �

� ?
d2 � s2

sd2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h



�

1
ds

Arcsinh
�

d
h




�
1
d2

Arcsinh
�

s
?

h2 � d2


 � t �

t �

: (B.22)
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De même,

rF3ph; d; � ; 0q �
h3

3d� 3
Arctan

� �
d

	
�

?
h2 � d2 � � 2

6� 2
�

h2
� ?

h2 � d2 � � 2 � h
�

3� 2pd2 � � 2q

�
ih3

6d� 3

�
Arctanh

�
h2 � d2 � i�d

h
?

h2 � d2 � � 2



� Arctanh

�
h2 � d2 � i�d

h
?

h2 � d2 � � 2





et

rF3ph; d; � ; 2q � �
h

d� 3
Arctan

� �
d

	
�

1
� 3

Arcsinh
�

�
?

h2 � d2



�

?
h2 � d2 � � 2 � h

� 2pd2 � � 2q

�
ih

2d� 3

�
Arctanh

�
h2 � d2 � i�d

h
?

h2 � d2 � � 2



� Arctanh

�
h2 � d2 � i�d

h
?

h2 � d2 � � 2





alors

rT3ppa; r�; h; d ; 0q � �
ÝÑ
�

� ?
h2 � d2 � s2

6
�

h3

3ds
Arctan

� s
d

	

�
pd2 � 3h3q

6s
Arcsinh

�
s

?
h2 � d2



(B.23)

�
h3

3ds
I m

"
Arctanh

�
h2 � d2 � isd

h
?

h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
* � t �

s� t �

et,

rT3ppa; r�; h; d ; 2q � �
ÝÑ
�

�
h
ds

Arctan
� s

d

	
�

1
s

Arcsinh
�

s
?

h2 � d2



(B.24)

�
h
ds

I m
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h

?
h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
* � t �

s� t �

(B.25)

Finalement,

F1
3ph; d; � ; 0q �

ph2 � d2 � � 2q3{2

3� 2pd2 � � 2q
�

h3

3d2pd2 � � 2q
�

pd2 � h2q3{2

3d2� 2

F1
3ph; d; � ; 2q �

?
d2 � � 2 � h

d2pd2 � � 2q
�

?
h2 � d2 � � 2 �

?
d2 � h2

� 2pd2 � � 2q

donc

rS3ppa; r�; h; d ; 0q �

�
1
3

Arcsinh
�

s
?

d2 � h2



�

h3

3d3
Arctan

� s
d

	

�
ph2 � d2 � s2q3{2 � p d2 � h2q3{2

3d2s
�

s
?

h2 � d2 � s2

3d2

�
h

3d3
I m

"
Arctanh

�
h2 � d2 � isd

h
?

h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
* � t �

s� t �

; (B.26)
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et

rS3ppa; r�; h; d ; 2q �

� ?
h2 � d2 � s2 �

?
h2 � d2

sd2
�

h
d3

Arctan
� s

d

	

�
h
d3

I m
"

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h

?
h2 � d2 � s2



�

i�
2

sgnpsq
* � t �

s� t �

(B.27)



Annexe C

Triangles dans des plans parall�eles :
Formules �nales

C.1. Calcul des int�egrands �naux

C.1.1 Calcul de � c
a

Comme il a �et�e vu dans la section9.5.1, d'apr�es les formules (8.2), (8.6) et (8.10)
on a

� c
aph; � ; � q �

» �8

w� h

» �8

v� w

» �8

u� v
hc� � wa� c� 2

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2
dudvdw:

Une inversion de l'ordre d'int�egration (voir Figure 9.4) conduit �a l'expression suivante :

� c
aph; � ; � q �

» �8

u� h

hc� �

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2

» u

v� h

» v

w� h
wa� c� 2dwdvdu;

et plus particuli�erement

� a� 2
a ph; � ; � q �

ha� 2� �

2

» �8

h

pu � hq2

ua� 1� � pu2 � � 2qp1� � q{2
du; (C.1)

qu'il est plus simple d'�evaluer avec Maple que l'expression initiale.

Expressions des � c
a

� 1
3ph; � ; 0q �

h2

2� 3
Arcsinh

� �
h

	
�

?
h2 � � 2 � 3h

6� 2
�

2h2
� ?

h2 � � 2 � h
�

6� 4

� 1
3ph; � ; 2q �

p
?

h2 � � 2 � hq
� 4

�
1

2h� 2
�

1
� 3

Arcsinh
� �

h

	
(C.2)

� 2
4ph; � ; 0q �

p2� 2 � 23h2q
?

h2 � � 2

48� 4
�

2h3

3� 4
�

h2p3h2 � 4� 2q
16� 5

Arcsinh
� �

h

	

� 2
4ph; � ; 2q �

p8h � 5
?

h2 � � 2q
4� 4

�
p3h2 � 2� 2q

4� 5
Arcsinh

� �
h

	
(C.3)
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C.1.2 Calcul des r� c
a

Dans la d�e�nition (9.6) de r� c
a, on remarque que l'int�egrand fait intervenir Fa ; on

fournit donc leurs expressions :

F3ph; � ; 0q �

?
h2 � � 2

6� 2
�

h2

2� 3
Arcsinh

� �
h

	
�

2h2p
?

h2 � � 2 � hq
3� 4

F3ph; � ; 2q �
1
� 3

Arcsinh
� �

h

	
�

2p
?

h2 � � 2 � hq
� 4

F4ph; � ; 0q �

?
h2 � � 2

12� 2
�

3h4

8� 5
Arcsinh

� �
h

	
�

h2p7
?

h2 � � 2 � 16hq
24� 4

F4ph; � ; 2q �

?
h2 � � 2 � 4h

2� 4
�

3h2

2� 5
Arcsinh

� �
h

	

Pour conserver des expressions concises, on introduit les notations suivantes

T1 � Arcsinh
� ?

d2 � s2

h



; T2 � Arcsinh

�
s

?
h2 � d2



; T3 � Arctan

� s
d

	
;

T4 �

?
h2 � d2 � s2 � h

d2 � s2
; T5 �

?
h2 � d2 � s2 �

?
h2 � d2

d2
;

T6 � Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h

?
h2 � d2 � s2



; T7 � Arcsinh

�
d
h



; (C.4)

T8 � T3 � I mpT6q �
�
2

sgnpsq et T9 �

?
h2 � d2 � h

d2

Expressions des r� c
a

r� 1
3ph; d; s; 0q �

3h2

s2
?

d2 � s2
T1 �

3h2

ds2
T7 �

d2

s2
T5 �

2h2

s2
T4 �

2h2

s2
T9

r� 1
3ph; d; s; 2q �

6
ds2

T7 �
6

s2
?

d2 � s2
T1 �

6d2

s2pd2 � s2q
T5 �

6
d2 � s2

T9 (C.5)

r� 2
4ph; d; s; 0q � �

3h4T1

4d2pd2 � s2q3{2
�

d4 � 6d2h2 � 3h4

4s3d2
T2 �

h2

s2
T4

�
2h3T8

ds3
�

ph2 � d2 � s2q3{2 � 4h3

4s2pd2 � s2q
(C.6)

r� 2
4ph; d; s; 2q �

3h2T1

d2pd2 � s2q3{2
�

3pd2 � h2q
d2s3

T2 �
3T4

s2
�

3h
s2pd2 � s2q

�
6hT8

ds3
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r� 1
4ph; d; s; 0q � �

3h4

4d3s2
T7 �

3h4

s2pd2 � s2q3{2
T1 �

d2

2s2
T5 �

5h2

4s2
T4

�
h2p5d2 � 8s2q
4s2pd2 � s2q

T9 �
3h2

?
h2 � d2

d2pd2 � s2q

r� 1
4ph; d; s; 2q �

h2

2d3s2
T7 �

h2

2s2pd2 � s2q3{2
T1 �

d2

2s2pd2 � s2q
T5

�
1

2pd2 � s2q
T9 �

h
2d2pd2 � s2q

(C.7)

C.2. Int�egrales mono-dimensionnelles �a un param�etre

Soient K et K, les primitives respectives de Rca et R c
a, alors avec� � � s� � � , on

obtient

Rc
apb; �; h ; � q �

�

Kps; h; d; � q

� � �

s� � �

; R c
apb; �; h ; � q � �

~�
}~� }

�

Kps; h; d; � q

� � �

s� � �

On a alors les r�esultats :

R1
3pa; �; h ; 0q �

�
sh2T1

2
?

d2 � s2d2
�

pd2 � 3h2qT2

6d2
�

sh2T4

6d2
�

hp3d2 � h2qT8

6d3

� � �

s� � �

R1
3pa; �; h ; 2q �

�

�
sT1

d2
?

d2 � s2
�

sT4

2d2
�

T2

d2
�

pd2 � h2qT8

2hd3

� � �

s� � �

(C.8)

R2
4pa; �; h ; 0q �

�

�
sh2p4d4 � 4d2s2 � 2s2h2 � 3d2h2qT1

16d4pd2 � s2q3{2
�

h3

3d3
T8

�
pd4 � 6d2h2 � 3h4qT2

4d4
�

h2s
8d2

�
13T4 �

3h
d2 � s2


 � � �

s� � �

R2
4pa; �; h ; 2q �

�
3s T1

d2
?

d2 � s2

�
1 �

h2

d2
�

h2

2pd2 � s2q



�

s
4d2

�
h

d2 � s2
� 3T4




�
pd2 � h2q

2d4
T2 �

h
d3

T8

� � �

s� � �

(C.9)

R2
4pa; �; h ; 0q �

�
h2p4pd2 � s2q � h2qT1

16pd2 � s2q3{2
�

2
?

h2 � d2 � s2 � 13h2T4

48
�

h3

16pd2 � s2q

� � �

s� � �

R2
4pa; �; h ; 2q �

�
1
4

�
3T4 �

h
d2 � s2



�

p2d2 � 2s2 � h2q
4pd2 � s2q3{2

T1

� � �

s� � �

(C.10)
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C.3. Int�egrales mono-dimensionnelles �a deux param�etres

Pour le confort du lecteur, les int�egrales mono-dimensionnelles dans le cas de double
parall�elisme (plans parall�eles et segments �a supports parall�eles) sont rappel�ees :

rRc
apb; �; h; d ; � q �

»

�

r� c
aph; d; }b� x} ; � qdsx ;

rR c
apb; �; h; d ; � q �

»

�
px � bqr� c

aph; d; }b� x} ; � qdsx :

Finalement, on a les formules

rR1
3pa; �; h; d ; 0q �

�
3h2T7

ds
�

pd2 � 3h2qT2

d2
�

pd2 � 2h2q
s

T5 �
2h3T8

d3

�
3h2

?
d2 � s2

sd2
T1

� � �

s� � �

rR1
3pa; �; h ; 2q �

�
6
?

d2 � s2T1

sd2
�

6T7

sd
�

6T2

d2
�

6T5

s
�

6hT8

d3

� � �

s� � �

(C.11)

rR1
4pa; �; h; d ; 0q �

�
3h4T7

4d3s
�

3h4p2s2 � d2q
4d4s

?
d2 � s2

T1 �
d4 � 3h4

2d4
T2

�
2d2 � 5h2

4s
T5 �

2h3T8

d3

� � �

s� � �

rR1
4pa; �; h ; 2q �

�

�
3h2T7

d3s
�

3h2p2s2 � d2q
d4s

?
d2 � s2

T1 �
6h2T2

d4
�

3T5

s
�

6hT8

d3

� � �

s� � �

(C.12)

rR2
4pa; �; h; d ; 0q �

�
d4 � 6h2d2 � 3h4

4sd2
T2 �

3h4T1

4d2
?

d2 � s2
�

2h3T8

ds

�

?
h2 � d2 � s2

4
�

3h3

4d2
Arcsinh

�
h

?
d2 � s2



�

3h3

4d2
RepT6q

� � �

s� � �

rR2
4pa; �; h ; 2q �

�

�
3h2T1

d2
?

d2 � s2
�

3pd2 � h2q
sd2

T2 �
6hT8

ds

� � �

s� � �

(C.13)



Annexe D

Fonctions de base a�nes : Formules
�nales

D.1. Formules �nales

D.1.1 Calcul de Rpb; � q

Avec les notations de la Figure 3.8, en introduisant la distanced � } b� ppbq} et en
prenant ppbq comme origine, on a

R pb; � q �
»

�

1
b

d2 � } ppbq � x}2
dsx �

» s�

s�

1
?

d2 � s2
ds (D.1)

�
¸

k��

k Arcsinh
�

sk

d



: (D.2)

D.1.2 Evaluation de Rpa; �; h q

Quand a n'appartient pas au support de� , on utilise qpaq, la projection orthogonale
de a sur le support de� comme origine.

Rpa; �; h q �
»

�
f 1ph; }x � a}qdsx �

»

�

a
h2 � d2 � } x � ra}2 � h

pd2 � } x � ra}2q
dsx

�

�

Arcsinh
�

t
?

d2 � h2



�

h
d

Arctan
�

t
d




�
h
d

I mArctanh
�

h2 � d2 � itd
h

?
h2 � d2 � t2



�

i�
2

sgnptq

� t �

t � t �

; (D.3)
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avec d � } a � qpaq}. Dans le cas de triangles coplanaires avec des cot�es parall�eles,a
apparient au support de� donc d � 0 et la formule devient

Rpa; �; h q �

�

Arcsinh
� s

h

	
�

?
s2 � h2 � h

s

� t �

t � t �

(D.4)

D.1.3 Calcul de R� i pb; � q

Sur l'arête � i ; la fonction de base� i s'annule donc les calculs sont �a e�ectuer seule-
ment sur � i � k ; k � 1; 2: L'expression de� i sur � i � k ; k � 1; 2 est

� i pxq|� i � k
� 1 �

|x � ai |
|� i � k |

; k � 1 ou 2;

alors

R� i pb; � i � kq � Rpb; � i � kq �
1

|� i � k |

»

� i � k

|x � ai |
}x � b}

dsx : (D.5)

En introduisant � i l'abscisse deai (s�
i � k ou s�

i � k d�ependant de l'orientation choisie), on a

R� i pb; � i � kq � Rpb; � i � kq �
�

|� i � k |

» s�
i � k

s�
i � k

� i � s
a


 2
i pbq � s2

ds; (D.6)

avec

� �

#
1; si ai � a�

� 1; si ai � a�

ce qui conduit �a la formule �nale

R� i pb; � i � kq � Rpb; � i � kq �
�

|� i � k |

� a

 2

i pbq � s � � i Arcsinh
�

s
|
 i pbq|


� s�
i

s� s�
i

: (D.7)

D.1.4 Calcul de S

Sppa; �; h q �

�
h2 � d2

2d2
Arcsinh

�
t

?
h2 � d2



�

th2

2d2
?

d2 � t2
Arcsinh

� ?
d2 � t2

h


 � t �

t �

:

(D.8)

Si pa appartient au support de� , alors d � 0 et

Sppa; �; h q �

�
h2 � 2t2

4t2
Arcsinh

�
t
h



�

?
t2 � h2

4t

� t �

t �

: (D.9)
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Calcul de S� On utilise la d�ecomposition : � qpyq|� � 1 � |y� bq |
|� | , alors

S� q ppa; �; h q � Sppa; �; h q �
1

|� |

»

�
|y � bq|f 2ph; }pa � y}qdsy (D.10)

� Sppa; �; h q �
�

|� |

» t �

t �
p� q � tqf 2ph;

?
d2 � t2dt; (D.11)

avec� � � 1 if bq � b� and � � � 1 if bq � b� .

S� q ppa; �; h q � p 1 �
� � q

|� |
qSppa; �; h q �

�
|� |

» t �

t �
tf 2ph;

?
d2 � t2dt; (D.12)

Finallement, on obtient

S� q ppa; �; h q � p 1 �
� � q

|� |
qSppa; �; h q �

�
|� |

�
h2 � d2

2d2
Arcsinh

�
s

?
h2 � d2




�
sh2

2d2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h


 � t �

t �

: (D.13)

D.1.5 Calcul de T

T ppa; �; h q �

�
sh2

2d2
?

d2 � s2
Arcsinh

� ?
d2 � s2

h



�

h2 � d2

2d2
Arcsinh

�
s

?
h2 � d2




(D.14)

�
h
d

Arctan
� s

d

	
�

h
d

I m
"

Arctanh
�

h2 � d2 � itd
h

?
h2 � d2 � t2



�

i�
2

sgnptq
* � t �

t �

:

(D.15)

D.1.6 Calcul de Vpa; I ; � q

On introduit qpaqla projection orthogonale dea sur le support de� et d � } a� qpaq}
dans l'expression (11.47), alors

Vpa; I ; � q �
»

�

py � qpaq|
ÝÑ
� q

a
d2 � } y � qpaq}2

dsy � p qpaq � I |
ÝÑ
� qRpa; � q: (D.16)

En choisissantqpaq pour origine, on obtient

Vpa; I ; � q �
»

�

py � qpaq|
ÝÑ
� q

a
d2 � } y � qpaq}2

dsy � p qpaq � I |
ÝÑ
� qRpa; � q

�

�

|� |2
?

d2 � t2 �
�

qpaq � I |
ÝÑ
�

	
Arcsinh

�
t
d


 � t � t �

t � t �

: (D.17)
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D.1.7 Calcul de rV

Soient qpqaq la projection orthogonale deqa sur le support de� et d � } qa � qpqaq}. En
choisissantqpqaq pour origine, on a

rVpqa; I ; �; h q �
|� |2

2

�
h2Arcsinh

� ?
d2 � s2

h

	

?
d2 � s2

�
?

h2 � d2 � s2 (D.18)

�
h
2

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h

?
h2 � d2 � s2



�

h
2

Arctanh
�

h2 � d2 � isd
h

?
h2 � d2 � s2




� h Arcsinh
�

h
?

d2 � s2


 � t �

t � t �

�
�

qpqaq � I |
ÝÑ
�

	
Spqa; �; h q:

Quand qa appartient au support de� alors d � 0. Dans ce cas, il n'y a pas de di�cult�e
pour utiliser (D.18).

D.1.8 Calcul de €W

Comme pour (D.18), on a

€Wpqa; I ; �; h q �

�
|� |2

3
ph2 � d2 � t2q3{2 � h3

d2 � t2
�

�
qpqaq � I |

ÝÑ
�

	

3

�

Arcsinh
�

t
?

h2 � d2




�
h3

d3
Arctan

�
t
d



�

th2p
?

h2 � d2 � t2 � hq
d2pd2 � t2q

�
h3

d3
I m

"
Arctanh

�
h2 � d2 � itd

h
?

h2 � d2 � t2



�

i�
2

sgnptq
* �� t �

t � t �

: (D.19)

Quand qa appartient au support de � , d � 0. L'utilisation directe de (D.19) n'est pas
possible, un d�eveloppement s'impose :

€Wpqa; I ; �; h q �

�
|� |2

3
ph2 � t2q3{2 � h3

t2
�

�
qa � I |

ÝÑ
�

	

3

�

Arcsinh
�

t
h




�
h2 � t2

3s
?

h2 � t2
�

2h3p
?

h2 � t2 � hq
3t3

?
h2 � t2

�� t �

t � t �

: (D.20)



Annexe E

Electromagn�etisme : Formules
�nales

E.1. Termes pour le calcul de M 1

E.1.1 Expressions des int�egrands mono-dimensionnels

Pour d�eterminer une expression explicite deM 1, il nous faut les expressions :

F2
3ph; }x � pb} ; 0q �

2h2
� ?

h2 � � 2 � h
�

3� 4
�

?
h2 � � 2

6� 2
�

h2�
2� 3

Arcsinh
� �

h

	
(E.1)

F1
3ph; }x � pb} ; 0q �

ph2 � � 2q3{2 � h3

3� 4
�

h
2� 2

(E.2)

F1
2ph; }x � pb} ; 0q �

?
h2 � � 2 � h

2� 2
�

h
2� 2

�
h2

2� 3
Arcsinh

� �
h

	
(E.3)

E.1.2 Formules �nales pour M 1

En utilisant les notations introduites par (C.4), on obtient les expressions suivantes :

V2
3ppb; �; h q �

�

�
h3

3d3
T8 �

sh2

3d2
T4 �

sh2

2d2
?

d2 � s2
T1 �

3h2 � d2

6d2
T2

� s�

s�

(E.4)

V1
3ppb; �; h q �

�

�
3d2 � h2

6d3
T8 �

sh2

d2
T4 �

1
3

T2

� s�

s�

(E.5)

193



194

V1
2ppb; �; h q �

�

�
h
d

T8 �
sh2

2d2
?

d2 � s2
T1 �

h2 � d2

2d2
T2

� s�

s�

(E.6)

V2
3ppb; �; h q �

»

�

�
x � pb

	
F2

3ph; }x � pb} ; 0qdsx

�
»

�

�
x � pppbq

	
F2

3ph; }x � pb} ; 0qdsx �
�

pppbq � pb
	

V2
3ppb; �; h q;

or,

»

�

�
x � pppbq

	
F2

3ph; }x � pb} ; 0qdsx �

�
h2

2
?

d2 � s2
T1 �

h2

3
T4 �

?
h2 � d2 � s2

6

� s�

s�

(E.7)

E.2. Termes pour le calcul de M 2

Les formules �nales pour la r�eduction deM 2 s'obtiennent de la même mani�ere que
dans la sectionC.1 ; dans cette derni�ere section, seule des cas du typecRa� 1

a apparais-
saient (et la notation Rc

a �etait utilis�ee). Pour M 2, les formules �nales sont de la forme
cRb

a, avecb � a � 1 ou a � 2 et c � a � 3 ou a � 4.

r Rq
ppa; p�; h ; 2q �

»

p�

r � q
pph; }a � py} ; 2qdspy: (E.8)

avec

c� b
aph; � ; 2q �

» �8

w� h

» �8

v� w

» �8

u� v

hc� 2wb� 2va� 2

wc� 1vb� 1ua� 1 pu2 � � 2q3{2 dudvdw (E.9)

E.2.1 Int�egrands �naux

2� 3
4ph; � ; 2q � �

3h2 � 2� 2

4� 5
Arcsinh

� �
h

	
�

5
� ?

h2 � � 2 � h
�

4� 4
�

3h
4� 4

(E.10)

1� 3
4ph; � ; 2q � �

h2

2� 5
Arcsinh

� �
h

	
�

?
h2 � � 2 � h

2� 4
�

3h2 � � 2

6h� 4
(E.11)

1� 2
4ph; � ; 2q �

h2 � 6� 2

4� 5
�

7
� ?

h2 � � 2 � h
�

4� 4
�

3h2 � 8� 2

12h� 4
(E.12)



E.2.2 Formules �nales

En utilisant les notations introduites par (C.4), on obtient les expressions suivantes :

2R3
4ppb; �; h ; 2q �

�
h
d3

T3 �
h2 � d2

2d4
T2 �

h
d3

T8 �
3s
4d2

T4 (E.13)

�
hs

4d2pd2 � s2q
�

s
2d2

?
d2 � s2

�
1 �

h2p3d2 � 2s2q
2d2pd2 � s2q


 �

1R3
4ppb; �; h ; 2q �

�
h2

3d4
T2 �

shp3d3 � 2s2q
6d4pd2 � s2q3{2

T1 �
3h2 � d2

6d3h
T8

�
s

3d2
T4 �

hs
6d2pd2 � s2q

�

1R2
4ppb; �; h ; 2q �

�

�
h2 � 9d2

6d4
T2 �

s
d2

T4 �
s
?

h2 � d2 � s2

12d2pd2 � s2q

�
3h2 � d2

3d3h
T8 �

s
2d2

?
d2 � s2

�
3 �

h2p3d2 � 2s2q
6d2pd2 � s2q



T1

�

La derni�ere int�egrale �a calculer est :

2R 3
4pI; pb; �; h; ; 2q �

»

�
px � I q2� 3

4ph; }x � pb} ; 2q:

En utilisant la d�ecomposition x � I �
�

x � pppbq
	

�
�

pppbq � I
	

, on obtient

2R 3
4pI; pb; �; h; ; 2q � 2R 3

4ppppbq;pb; �; h; ; 2q �
�

pppbq � I
	

2R3
4ppb; �; h; ; 2q: (E.14)

Seule la premi�ere int�egrale doit être calcul�ee puisque2R3
4 est donn�ee en (E.13). En

prenant pppbq comme origine sur le support de� , on a

2R 3
4ppppbq;pb; �; h; ; 2q � ÝÑ�

» s�

s�
s 2� 3

4ph;
?

d2 � s2 ; 2qds (E.15)

�

�
1

2
?

d2 � s2

�
h2

2pd2 � s2q
� 1



T1 � T4 �

?
h2 � d2 � s2

4pd2 � s2q

� s�

s� s�

:
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