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▼❛r❝♦t❡❣✉✐✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍✳❋✳ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ❛♥❞ P❛s❝❛❧ ▼♦♥❛ss❡✱ ✇❤♦ ❛❣r❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡♠❜❡r

♦❢ ♠② ❥✉r②✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❈♦❧♦♠❛ ❇❛❧❧❡st❡r ✇❤♦ ❤❛❞ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❜❡
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▼✐❝❤❡❧❡ ❇✐❛♥❝❤✐ ❢♦r ❤✐s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡s✳

■ t❤❛♥❦ ❛❧❧ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❢r♦♠ ▲❘❉❊✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ❉❛♥✐❡❧❛ ❇❡❝❦❡r ❛♥❞

❖❧✐✈✐❡r ❘✐❝♦✉ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ t❤✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❜②

❉❛♥✐❡❧❛✳ ■ ❛♠ ❞❡❡♣❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ▲❛③③❛r❛✱ ❊❞✇✐♥ ❈❛r❧✐♥❡t✱ ❘♦❧❛♥❞ ▲❡✈✲

✐❧❧❛✐♥✱ ❛♥❞ ❏♦♥❛t❤❛♥ ❋❛❜r✐③✐♦ ❢♦r s♦ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡✐r ❤❡❧♣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs✱

t♦ ❉✐❞✐❡r ❱❡r♥❛ ❢♦r ❤✐s r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❊♥❣❧✐s❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ ♠② ♣❛♣❡rs✱ ❛♥❞

t♦ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❉✉r❡t✲▲✉t③✱ ❆❦✐♠ ❉❡♠❛✐❧❧❡✱ ❘❡❞❛ ❉❡❤❛❦✱ ▼②r✐❛♠ ❘♦❜❡rt✲❙❡✐❞♦✇s❦②✱

❆❧❛✲❊❞❞✐♥❡ ❇❡♥✲❙❛❧❡♠✱ ❊t✐❡♥♥❡ ❘❡♥❛✉❧t✱ ❙t❡❢❛♥✐❛ ❈❛❧❛r❛s❛♥✉ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦✉rtr②

❢♦r t❤❡✐r ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❛ ❧♦t ❢♦r ♠② ❧✐❢❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱
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❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t♦ ♠❡ ♥✉♠❡r♦✉s q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t ❢r❡♥❝❤ ❝✉❧t✉r❡✳ ■ ❝❛♥♥♦t ✐♠❛❣✐♥❡

t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠② ❧✐❢❡ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s❡tt✐♥❣ t❤❛♥ ▲❘❉❊✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢

♠② s❡❝♦♥❞ ❤♦♠❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳

■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❆✸❙■ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ❊❙■❊❊✱ ✇❤♦ ❤♦st❡❞

♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs ✐♥ ❛ ❢r✐❡♥❞❧② ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❏❡❛♥

❙❡rr❛✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t✱ ❨✉❦✐❦♦ ❑❡♥♠♦❝❤✐✱ ❏❡❛♥ ❈♦✉st②✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ P❡rr❡t✱ ▼✐❝❤❡❧

❈♦✉♣r✐❡✱ ●✐❧❧❡s ❇❡rtr❛♥❞✱ ❛♥❞ ❙✐❧✈✐♦ ●✉✐♠❛r❛❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳

▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ❛❧❧ ♠② ♦✣❝❡ ♠❛t❡s ❱✐♥❝❡♥t ❇✐s♠✉t❤✱ ❊❧♦✐s❡ ●r♦ss✐♦r❞✱ ❖❞②ssé❡

▼❡r✈❡✐❧❧❡✱ ❊❧♦❞✐❡ P✉②❜❛r❡❛✉ ❢♦r t❤❡✐r ❦✐♥❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ t❡❛✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❛❧❧

t❤❡ P❤✳❉✳ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❘❛✈✐ ❑✐r❛♥✱ ❍♦❛✐ ❉✐❡♠ P❤✉❝ ◆❣♦✱ ■♠❡♥ ▼❡❧❦✐✱

❛♥❞ ❢♦r♠❡r P❤❉ st✉❞❡♥ts ❢♦r t❤❡✐r ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❢r✐❡♥❞s❤✐♣✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ●❡♥❡✈✐è✈❡ ●✉✐❧❧♦t ❛♥❞ ❆♥♥❡ ▲❡r♦②✲❲✐❧❧✐❣✳

●❡♥❡✈✐è✈❡ ●✉✐❧❧♦t ✇❛s ♠② s❡❝♦♥❞ ②❡❛r ♦❢ ❢r❡♥❝❤ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✬s ❞❡❣r❡❡ ✐♥t❡r♥s❤✐♣

❛❞✈✐s♦r✳ ❙❤❡ ✇❛s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳ ❙❤❡

❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ♠❡ t♦ ♣✉rs✉❡r ❛ r❡s❡❛r❝❤ ♠❛st❡r✬s ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❛ P❤❉ ✇♦r❦✳ ❆♥♥❡ ▲❡r♦②✲

❲✐❧❧✐❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡ t♦ ▲❘❉❊ ✇❤❡r❡ ■ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❡t t❤❡

❡♥t❤✉s✐❛st✐❝ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✳

❆♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❧❧ ♠② ❢r✐❡♥❞s✱ ♠② ❣✐r❧❢r✐❡♥❞ ❨✉❡②✐

❲❛♥❣✱ ♠② ♣❛r❡♥ts ❏✐♥①✐❛♥❣ ❳✉ ❛♥❞ ❉♦♥❣❢❡♥❣ ❍✉❛♥❣✱ ❛♥❞ ♠② s✐st❡r ❨♦♥❣❢❛♥❣ ❳✉✱ ❢♦r

t❤❡✐r ❢r✐❡♥❞s❤✐♣ ❛♥❞ ❧♦✈❡✱ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛t✐❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ■ ✇❛s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡❞❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤✐s

❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡✐r ❡♥❞✉r✐♥❣ s✉♣♣♦rt✳



✐✐✐

❆❜str❛❝t

■♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡❧✐❡s ♦♥ ♦❜❥❡❝ts ♦r ❛r❡❛s ♦❢

✐♥t❡r❡st✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞✳ ❚❤❡s❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❊❛r❧② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❣✐♦♥✲

❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡

q✉❛❞tr❡❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡

r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦♦❧s t❤❛t ❛❝t ❜② ♠❡r❣✐♥❣

✢❛t ③♦♥❡s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥t♦✉r ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡②

❞♦ ♥♦t ❝r❡❛t❡ ❛♥② ♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ♥❡✐t❤❡r ❞♦ t❤❡② s❤✐❢t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳

❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧✐❡s ♦♥ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥②

✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❝♦♥s✐st ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡st❡❞ ♦r ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣❛♥❞ ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t tr❡❡✲

❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s✱

❜✉✐❧t ❢r♦♠ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▼❛♥② st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s r❡❧②✐♥❣

♦♥ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤✐s s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❆ ✜rst

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ♦✉r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡

❞❡t❡❝t♦r✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ r❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ t❤❡ ▼❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ❡①tr❛❝ts t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t tr✉❧②

❝♦♥tr❛st ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ q✉❛s✐ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r❡❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡

❚❇▼❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② t❡st ❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

t♦ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♦♠❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs

t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧✲

♦❣②✳ ■t ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

■t ❤❛s t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ✶✮ ❋♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①✐st✐♥❣ tr❡❡✲

❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s

❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❜② ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤✐s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✿ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s



✐✈

❛♥❞ s❤❛♣✐♥❣s✳ ✷✮ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜②

s❡❧❡❝t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ✸✮ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦② t❤✐s ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧✲

♦❣② t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ✉s❡❢✉❧♥❡ss✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r

r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♠❡r❡ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ♠♦r❡

❡✈♦❧✈❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣s✱ ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t s❤❛♣✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r

✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✉❜♦r❞✐✲

♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❋♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r t❤❛t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♦❜❥❡❝t ♠❡❛♥✐♥❣✲

❢✉❧♥❡ss✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡

❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs✱ tr❡❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✱ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♠❛❣❡

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳



✈

❘és✉♠é

❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♦✉

❞❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♥térêt✱ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥

❛❞❛♣té❡✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ré❣✐♦♥s✳

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ré❣✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ q✉❛❞tr❡❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❡♥

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ♦♥t r❡ç✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥✳

❈❡ s♦♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❜❛sé s✉r ré❣✐♦♥ q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❞❡s ③♦♥❡s

♣❧❛t❡s✳ ■❧s ♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉✬✐❧s ♥❡

❝ré❡♥t ♣❛s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥t♦✉rs✱ ❡t q✉✬✐❧s ♥❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡①✐st❛♥ts✳

❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❞é✲

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❈❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s

❞✬✐♠❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛r❜r❡s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s à ❜❛s❡

❞✬❛r❜r❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥✲

♥❡①❡s ❡♠❜♦îté❡s ♦✉ ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❜❛sé

s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉t ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

❧✬✐♠❛❣❡ ✜❧tré❡ ❡st r❡❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❝♦♥♥❡①❡s r❡st❛♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡s

♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s à ❜❛s❡ ❞✬❛r❜r❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s

à ❜❛s❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❉❡

♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s

à ❜❛s❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛♥❛❧②s❡r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❛r❛❝✲

tér✐st✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é ❧❡s ✏tr❡❡✲❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ r❡❣✐♦♥s✑ ✭❚❇▼❘✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ▼❙❊❘✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s

❚❇▼❘s ❡st ❜❛sé s✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡①tr❛✐t ❧❡s ré❣✐♦♥s ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ ✈r❛✐♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡

❝♦♥tr❛st❡❀ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ s❛♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t

❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❚❇▼❘ s♦♥t ❞é♠♦♥tré❡s ♣❛r ❧❡ t❡st ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡t

♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s

♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ❯♥ t❡❧ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ♠♦r✲
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♣❤♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ♣♦❧②✈❛❧❡♥t tr❛✐t❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s

à ❜❛s❡ ❞❡ ré❣✐♦♥✳ ■❧ ❛ tr♦✐s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ✶✮ ❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱

✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s à ❜❛s❡ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡

❝❛❞r❡ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣❛r ❛ttr✐❜✉ts✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s✿ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥ts

✐♥❢ér✐❡✉rs✴s✉♣ér✐❡✉rs à ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ✏s❤❛♣✐♥❣s✑✳ ✷✮ ❈❡ ❝❛❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé

♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❛♥s

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ✸✮ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r

❧❡s ❤✐ér❛r❝❤✐❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛✲

t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t

❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s rét✐♥❡♥♥❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❜❛sé s✉r

❧❛ ❢♦r♠❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣❧✉s

é✈♦❧✉és✱ ré❛❧✐s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✏s❤❛♣✲

✐♥❣✑ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ s✉❜♦r❞♦♥♥é❡ à ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s✳ P♦✉r ❧❛ ❞é✲

t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r

❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡t✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛s♣❡❝t ❞❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳

▼♦ts✲❝❧❡❢s✿ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥✲

♥❡①❡s✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡✱ ❤✐ér❛r❝❤✐❡s✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s✱

❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ rét✐♥✐❡♥♥❡✱ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✳
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❘és✉♠é ❧♦♥❣

❘és✉♠é

▲❡ ❝❛❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥❧❡✈❡r ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡

s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳ P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s ✜❧tr❡s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❡t ♦♥ é❧❛❣✉❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r

❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲❡s ❛r❜r❡s ❛✐♥s✐ ❢♦r♠és ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ♣♦✉r

❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥térêt ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ③♦♥❡s ❞✬✐♥térêt✱ ✈r❛✐♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡✱

q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❡♥

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ à ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ P♦✉rs✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✱

♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s

❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s ❛r❜r❡s ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✜❧tr❡r ❞❡s ❝♦♠✲

♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ✜❧tr❡r ❞❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡

❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé

♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r✲

❝❤✐q✉❡s✱ ❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t

❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❝❛❞r❡✳

▼♦ts ❈❧❡❢s

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡s ❞✬✐♥térêt✳

❆ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ❬❙❡rr❛ ✶✾✾✸✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✺✱

❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪ ♦♥t r❡ç✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s

❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❜❛sés s✉r ré❣✐♦♥s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❞❡s ③♦♥❡s ♣❧❛t❡s✳ ■❧s ♦♥t ❞❡

❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉✬✐❧s ♥❡ ❝ré❡♥t ♣❛s ❞❡

♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥t♦✉rs✱ ❡t q✉✬✐❧s ♥❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡①✐st❛♥ts✳

❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛✲

t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡♥ ❛r❜r❡s ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✳ ❉❛♥s ❧❛

♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡s ✜❧tr❡s ❝♦♥♥❡①❡s r❡♣♦s❡♥t

s✉r ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✱ ❡t ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞✬❛r❜r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ à tr❛✐t❡r✱ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✱ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❖♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ❜❛sés s✉r ❧✬❛r❜r❡ ✭❝❤❡♠✐♥ ♥♦✐r✮ ❡t ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✭❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r♦✉❣❡✮✳

❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛r❜r❡ s✐♠♣❧✐✜é✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐❧❧✉stré

❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♣❛r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥♦✐r✳ ❉❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s ✿ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r

❞❡ ③♦♥❡s ❞✬✐♥térêt q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✏tr❡❡✲❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ r❡❣✐♦♥s✑ ✭❚❇▼❘✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❙❊❘ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✳

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❚❇▼❘s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❀ ❧❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t

❞♦♥❝ ❡①tr❛✐t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥tr❛st❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝

t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s à tr❛✐t❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❚❇▼❘ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t s❛♥s ♣❛r❛♠ètr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ré♣ét❛❜✐❧✐té ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪✱ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❛✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ à ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳

❊♥ ❛❧❧❛♥t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❡

❝❛❞r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡s

❢♦r♠❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s ❛r❜r❡s✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲❞✐r✐❣é

❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♥÷✉❞ ✭❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✮ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✱ ❡t ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❡♥té ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐✲

♣❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ ❛✉

❧✐❡✉ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❯♥ t❡❧ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❛②❛♥t tr♦✐s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣r✐♥✲

❝✐♣❛❧❡s✳ ✶✮ ❈❡ ❝❛❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts

❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ✷✮ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡s s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ✸✮ ❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s à ❜❛s❡ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs

❝♦♥♥❡①❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣❛r ❛ttr✐❜✉ts✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡✉①
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ s❡s ▼❛①✲tr❡❡ ❡t ▼✐♥✲tr❡❡ ✭❛✉ ♠✐❧✐❡✉✮✱ ❡t s♦♥ ❛r❜r❡

❞❡s ❢♦r♠❡s ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ✿ ❞❡s ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥ts ✐♥❢ér✐❡✉rs✴s✉♣ér✐❡✉rs à

❜❛s❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡t ❞❡s ✏s❤❛♣✐♥❣s✑✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ❞✉ ❝❛❞r❡ ♣r♦♣♦sé ❡st

❞é♠♦♥tré ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ rés✉♠é ❧♦♥❣ ❡st str✉❝t✉ré ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s

❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❇✱ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ③♦♥❡s

❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳ P✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s

❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❉✱ ❡t ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s

❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❊✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❛❞r❡

❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❋✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ● ❝♦♥❝❧✉t ❧❡ rés✉♠é ❧♦♥❣✳

❇ ❚r❛✈❛✉① ❧✐és

❇✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡♥ ❛r❜r❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡

❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❀ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❡st ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡s ❤✐ér❛r❝❤✐❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ét❛♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧❧❛♥t ❞❡s ♣❧✉s ✜♥❡s ❛✉① ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡s✳

❆r❜r❡s ❜❛sés s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r t♦✉t λ ∈ R✱

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉♣ér✐❡✉r Xλ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r X λ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f : Ω → R s♦♥t

❞é✜♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r Xλ(f) = {p ∈ Ω | f(p) ≥ λ} ❡t X λ(f) = {p ∈ Ω |

f(p) ≤ λ}. ▲❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① s✉♣ér✐❡✉r ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ ∀λ1 ≤ λ2, Xλ1
⊇ Xλ2

❛♥❞ X λ1 ⊆ X λ2 , ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡✉①

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❡t ❧❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛r❜r❡✱ ❛♣♣❡❧é ❛r❜r❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✳

❯♥❡ ❢♦r♠❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉

✐♥❢ér✐❡✉r ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡s tr♦✉s ♦♥t été ❜♦✉❝❤és✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s

❢♦r♠❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ✉♥✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡

❞✬❛r❜r❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳



①

❍✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❤✐ér❛r❝❤✐❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡✈✲

❡♥✉❡s très ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♣❛rt✐✲

t✐♦♥s ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✱ ❝réé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡

❛r❜r❡ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❬❑r✉s❦❛❧ ✶✾✺✻❪✳ ❯♥ ❞❡r♥✐❡r

❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧✬α✲tr❡❡ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛❪✱ ❝♦♥♥✉ ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡✉✲

✈❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻❪✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥♥é❡s s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻✱

◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪✳

❚♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ ❛r❜r❡s s♦♥t ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s✲é❝❤❡❧❧❡s ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦❜❥❡ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r s❡✉✐❧✲

❧❛❣❡s s♦♥t ❝♦✈❛r✐❛♥t ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✮ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❡t ✐❧s s♦♥t ❛✉ss✐

✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s

❢♦r♠❡s ❡t ❧✬α✲tr❡❡ s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛✉t♦✲❞✉❛❧❡s✳

❇✳✷ ❖♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ❬❙❡rr❛ ✶✾✾✸✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✺✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱

❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣✐①❡❧s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ♠❛✐s

❛❣✐ss❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♦ù ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❝♦♥♥✉❡

♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ③♦♥❡s ♣❧❛t❡s ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✺❪✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ❢✉s✐♦♥♥❡♥t ❧❡s

③♦♥❡s ♣❧❛t❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ■❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s

♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ■❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs

❡①✐st❛♥ts✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ♦♥t été ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ✈✐❛ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s ♣❧❛t❡s✳ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r P ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ♣❛r P(p) ❧❛ ré❣✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣✐①❡❧ ♣✳ ❯♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡♥tr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡

❝réé ✿ P1 ❡st ♣❧✉s ✏✜♥❡✧ q✉❡ P2 ✭❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ P1 ⊑ P2✮✱ s✐ ∀ p,P1(p) ⊆ P2(p)✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ϕ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s ♣❧❛t❡s Pf ❞❡

❧✬✐♠❛❣❡ f ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ Pϕ(f) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ϕ(f)✳

❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛✲

t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦✉ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ✜❧tr❡r ❧✬❛r❜r❡

✭❞♦♥❝ ♣♦✉r ✜❧t❡r ❧✬✐♠❛❣❡✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❡st ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞✬❛r❜r❡s✳ ▲✬❛✉tr❡ r❡♣♦s❡

s✉r ❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❛ttr✐❜✉t✳



①✐

Min-tree Max-tree

A0 B1

G2

C0
D1

E4 F3

H4

Image

A C

A B C D

A B C D G

A B C D F G

G HA B C D E F

EH

E F

E F G H

B D E F G H

G HA B C D E F

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✱ s♦♥ ▼✐♥✲tr❡❡ ✭❛✉ ♠✐❧✐❡✉✮ ❡t s♦♥ ▼❛①✲tr❡❡ ✭à

❞r♦✐t❡✮✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❝❡r❝❧❡s r♦✉❣❡s ✿ ❝❡ s♦♥t

❞❡s ♥÷✉❞s ❛②❛♥t ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❡♥❢❛♥t ❡t ❡t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ▲❡s ❚❇▼❘s s♦♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ♥÷✉❞s r❡♠♣❧✐s ❡♥ r♦✉❣❡✳

❇✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s ❡♥

tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❡♥ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤✲

♦❞❡ ▼❙❊❘ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪ ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♥❡ r❡♣♦s❡ ♣❛s s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛✲

t✐♦♥s ❡♥ ❛r❜r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❡t ❧❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡①tr❛✐t ❧❡s ré❣✐♦♥s ✭♥÷✉❞s✮ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s

♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ tr❛❥❡t ✈❡rs ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♥÷✉❞N ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛rAq(N ) = (|N+
∆ |−|N

−
∆ |)/|N |✱ ♦ù |·|

❡st ❧✬❛✐r❡✱ ∆ ❡st ✉♥ é❝❛rt ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❣r✐s✱ N+
∆ ❡t N−

∆ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛♥❝êtr❡

❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ❡t ❧❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ |f(N+
∆ ) − f(N )| ≥ ∆

❡t |f(N ) − f(N−
∆ )| ≥ ∆✳ ■❧ ❡st r❛♣♣♦rté ❞❛♥s ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

▼❙❊❘ ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ré♣ét❛❜✐❧✐té ❡t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

❈ ✏❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ r❡❣✐♦♥s✑

❉✬❛♣rès ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼♦rs❡ ❬▼✐❧♥♦r ✶✾✻✸❪✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f ❡st ❞✐r❡❝t❡✲

♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ✿ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛✱ ♠❛①✐♠❛✱ ❡t ♣♦✐♥ts✲s❡❧❧❡s ❞❡

f ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✉✐✈❛♥t ❬❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✾❪✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ré❣✐♦♥s

❝r✐t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ▼❛①✲tr❡❡ STM ❡t ▼✐♥✲tr❡❡ STm ✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s

❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡t ❧❡s ré❣✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦✉r❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡

ré❣✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✱ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳ ◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❝r✐✲

t✐q✉❡ Rc ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ré❣✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t Rc ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s

s♦♥ ❛r❜r❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✏tr❡❡✲❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ r❡❣✐♦♥s✑ ✭❚❇▼❘✮✳ ❯♥

❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❚❇▼❘s ❡st ✐❧❧✉stré ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s

♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ❧❡s ❚❇▼❘s q✉✐ s♦♥t tr♦♣ ♣❡t✐ts ♦✉ tr♦♣ ❣r❛♥❞s✳ ▲❡s r❡❥❡ts ❞❡

♣❡t✐t❡s ré❣✐♦♥s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧s ♥❡ ♣❛s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ ré♣ét❛❜✐❧✐té ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✭à

❞r♦✐t❡✮ ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❲❛❧❧✱ ❇❛r❦✱ ❚r❡❡s✱ ▲❡✉✈❡♥ ✭❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✱ ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡

à ❞r♦✐t❡✮✳

❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s é❧✐♠✐♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ❜r✉✐t s❛♥s

♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✜①é

❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✸✵ ♣✐①❡❧s✱ ❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❝♦♥s✐❞éré❡s ❡st ✜①é❡ à ✶✪ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❇▼❘ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡✲

♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✮ ❝♦♥t✐♥✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s tr❛♥s✲

❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ♦✉ ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r♦❜✉st❡

❛✉① ❞✐st♦rs✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❡♠♣t❡

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ✭♣♦✉r

✐❣♥♦r❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s tr♦♣ ♣❡t✐t❡s ♦✉ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡s✮✳

❉❡s t❡sts ❞❡ ré♣ét❛❜✐❧✐té ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t

❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❚❇▼❘✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt

♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❇▼❘ ❛✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ à ❜❛s❡

❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❡ ❚❇▼❘ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ▼❙❊❘ ♣♦✉r ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❉ ❊s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s à t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s✳ ❈❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés

❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ✭❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✮✱ ❞❡ ♣❡t✐t❡s à ❣r❛♥❞❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ré✲

❣✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❡ ♥÷✉❞ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ r❡♣rés❡♥t❡

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥t✐èr❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s R1 ❡t

R2 r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡✉① ♥÷✉❞s N1 ❡t N2 ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été

❞✬❡♠❜♦ît❡♠❡♥t ✿ R1 ∩ R2 6= 0 ⇒ R1 ⊂ R2 ♦✉ R2 ⊂ R1✳ ➚ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞

r❛❝✐♥❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ N ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❛ ✉♥ ♣❛r❡♥t ✉♥✐q✉❡ Np✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡
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(N ,Np) r❡✢ét❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡ ♣❛r❡♥té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s

❞❡✉① ré❣✐♦♥s q✉✬✐❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❞✬✐♠❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❜❛sés s✉r ❧✬❛r❜r❡ ST ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❜❛sé s✉r ✉♥ ❛r❜r❡ T ♥♦té ♣❛r ST ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡

♥♦♥✲❞✐r✐❣é ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦ù V (ST ) = {N | N ∈ T }✱ ❡t E(ST ) ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❛rêt❡s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ♦♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥✲

t❛❧❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ST ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f ✱ ❞❛♥s

❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ f ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉s ❧❡s

❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s s❛t✐s❢♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té✱ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧❡ ♣❧✉s

❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡s λ2 > λ1✱ ❧❡s ✏str✉❝t✉r❡s✑ tr♦✉✈é❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ λ2 ❞❡✈r❛✐❡♥t tr♦✉✲

✈❡r ✉♥❡ ✏❝❛✉s❡✑ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ λ1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡

❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥

très ✜♥❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥t✐èr❡✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥✲

s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①

❡s♣❛❝❡s ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✮

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♥t♦✉r ré❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❛♥s ✏✢♦✉✑✳

❊ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s

❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❜❛sé s✉r ❧✬❛r❜r❡ ST ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛✲

❧❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥

♣♦✐♥t ♣♦♥❞éré ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té f ✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡

❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✹✲❝♦♥♥❡①✐té ✭r❡s♣✳ ✻✲❝♦♥♥❡①✐té✮ ♦✉ ❧❛ ✽✲❝♦♥♥❡①✐té ✭r❡s♣✳ ✷✻✲

❝♦♥♥❡①✐té✮ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉ ✭r❡s♣✳ ✐♠❛❣❡s ✸❉✮✳ P❛r ❝♦♥tr❛st❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❛♥s

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉t

A✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❡

♣❛r❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

❯♥ ✜❧tr❛❣❡ très s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞♦♥t ❧✬❛ttr✐❜✉t

❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✜❧tr❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉és✳ ◆♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ◆♦✉s

❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s❀ ✐❧ ❡st ✐❧❧✉stré ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❡♥

❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r♦✉❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s❡ ❢❛✐t ♥♦♥ ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱

♠❛✐s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱

♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧❡s ✜❧tr❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❡①✐st❛♥ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❝❛❞r❡ ♥♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ♣❧❡✐♥s

r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱ ❡t ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ♣❧❡✐♥s ❝♦❧♦r✐sés✱ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①

r❡st❛♥t ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✳ ❊♥ ❜❛s✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t✱ ❛✈❛♥t

❡t ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❡♥t♦✉ré❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✿

❧❡s ♦❜❥❡ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞ét❡❝tés ✭❝♦♥t♦✉rs ❝♦❧♦r✐sés✮ ❡t ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥

❞✬♦❜❥❡ts r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡✳

s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❧❛

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

❋✐❧tr❛❣❡✳ ▲❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧✬❛ttr✐❜✉t A ❡st ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

❧❡ ▼✐♥✲tr❡❡ T T ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛r❜r❡ T ✳ ❙✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r♦✉❣❡ ❡st

éq✉✐✈❛❧❡♥t à s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥♦✐r✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❡ ❝❛s

❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t A ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♥♦♥✲

❝r♦✐ss❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ T T ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ T ✳ ❙✐ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡

❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛ttr✐❜✉t✱ ❛❧♦rs ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❚❚ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❚✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t AA ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ A✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r✲

♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s

❢♦r♠❡s ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ▼❛①✲tr❡❡ ✭r❡s♣✳ ▼✐♥✲tr❡❡✮✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡s

❞❡s ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥ts s✉♣ér✐❡✉rs ✭r❡s♣✳ ✐♥❢ér✐❡✉rs✮ ❜❛sés s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡s ❢♦r♠❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❛✉t♦✲❞✉❛❧❡✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✲

✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✏s❤❛♣✐♥❣s✑ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✜❧tr❡s✳
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❉ét❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❡s✲

♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ❞ét❡❝t❡r ✉♥ s❡✉❧ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t

s✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡♣ér❡r ❧❡ ♥÷✉❞ ❛②❛♥t ❧✬❛ttr✐❜✉t ❧❡ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❀ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛

❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❥❡ts à ❞é✲

t❡❝t❡r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠♠❡

ét❛♥t ❝❡✉① q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t✱ ❝❡s ♠✐♥✐♠❛ s♦♥t s♦✉✈❡♥t tr♦♣ ♥♦♠❜r❡✉①✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ✜❧tr❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ é❧✐♠✐♥❡r

❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤✲

♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ✈♦♥t ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ♦✉

êtr❡ ❛❜s♦r❜és ♣❛r ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❈❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡

♠❡s✉ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❬❱❛❝❤✐❡r ✶✾✾✺❪ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠✐♥✲

✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❡♥t ❧❡s ♣❡rs✐st❛♥❝❡s ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞♦♥❝

❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡ s❡✉✐❧ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❤✐ér❛r❝❤✐s♦♥s

❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡tt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ✭❡♥❧❡✈❡r ❧❡s

♦❜❥❡ts ❧❡s ♠♦✐♥s ♣❡rs✐st❛♥ts✮✱ ♦✉ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ✭❣❛r❞❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❡rs✐st❛♥ts✮✳

❯♥❡ t❡❧❧❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s

❝♦♥t♦✉rs ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻✱ ◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶✱ ●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪ ✿ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ♣❡✉t êtr❡ ♣♦♥❞éré ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❞✐s♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛

❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❧❡s ♣❧✉s

s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♦♥t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥ts✳

❋ ◗✉❡❧q✉❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛❞r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡

❝❛❞r❡ ✿ ❡♥ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ❋✳✶✮ ❀ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ❋✳✷✮ ❀ ❡♥ ✜❧tr❛❣❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ❋✳✸✮✳

❋✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡t à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

♥❡r❢s ♦♣t✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ❞✬♦❡✐❧✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❉❘■✲

❖◆❙ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❛✉ss✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬❳✉ ✷✵✶✷❪ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❈❡

❝r✐tèr❡ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ t②♣❡ ✏❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s✑✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛

❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ✐❧❧✉stré ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳

❋✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❝♦♥tr❛✐♥t❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❝♦♥✲

tr❛✐♥t❡ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ③♦♥❡s ♣❧❛t❡s ♣❛r ✉♥

❝r✐tèr❡ ❝r♦✐ss❛♥t✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❛ttr✐❜✉t ❝r♦✐ss❛♥t ♣❛r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t

♥♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡

✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❇❙❉❙✺✵✵ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪ s♦♥t ❞♦♥♥és

❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊♥ ❤❛✉t ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t ❧❛

❝❛rt❡ ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❀ ❡♥ ❜❛s ✿ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳
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▼❡t❤♦❞
●❚ ❈♦✈❡r✐♥❣ P❘■

❖❉❙ ❖■❙ ❇❡st ❖❉❙ ❖■❙

❋❍ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪ ✵✳✹✸ ✵✳✺✸ ✵✳✻✽ ✵✳✼✻ ✵✳✼✾

●✉✐♠❛rã❡s ❬●✉✐♠❛rã❡s ✷✵✶✷❪ ✵✳✹✻ ✵✳✺✸ ✵✳✻✵ ✵✳✼✻ ✵✳✽✶

❖✉rs ✵✳✺✵ ✵✳✺✼ ✵✳✻✻ ✵✳✼✼ ✵✳✽✷

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

❋✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ✜❧tr❡s

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✽ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛ttr✐❜✉t

❞❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐té✱ ✉♥ ✏s❤❛♣✐♥❣✑ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛ttr✐❜✉t ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ✏s❤❛♣✐♥❣✑ r❡♣♦s❛♥t

s✉r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❡t ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧✬❛✐r❡ ❛✉

❝❛rré✳ ❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✏s❤❛♣✐♥❣✑ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥

❝r✐tèr❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ✉t✐❧✐sé ❡st ✐❝✐ ❧✬❛r❜r❡

❞❡s ❢♦r♠❡s ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❳✉ ✷✵✶✸❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❛♣♣❧✐q✉é ❧❡ ♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❜❛s❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛✐ss❡❛✉①

❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s rét✐♥✐❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡

❧✬❛rt ❛✈❡❝ ❝❡ s✐♠♣❧❡ ✜❧tr❡✳

● ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡t t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s

❛r❜r❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s ❡st ❧❛

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ③♦♥❡ ❞✬✐♥térêt✱ ✈r❛✐♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡

❝♦♥tr❛st❡✳ ❈❡ ❞ét❡❝t❡✉r ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s

❡t ❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ à ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ◆♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❝❛❞r❡

q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r

❞❡s ✜❧tr❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡

❝❛❞r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡①❡s ✿ ❞❡s

♥✐✈❡❧❧❡♠❡♥ts s✉♣ér✐❡✉rs✴✐♥❢ér✐❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❡t ❧❡s ✏s❤❛♣✐♥❣s✑✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳
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✾✳✷✳✷ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥t♦✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

✾✳✷✳✸ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥t❡①t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

✾✳✸ ❆ttr✐❜✉t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

✾✳✹ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

✾✳✺ ❉✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸

✾✳✺✳✶ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥♦❞❡s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸

✾✳✺✳✷ ❋✐♥❛❧ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦❞❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻



①①✈✐ ❈♦♥t❡♥ts

❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✷✶

✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✷✸

✶✵✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✸

✶✵✳✷ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻

✶✵✳✷✳✶ ❋✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻

✶✵✳✷✳✷ ❋✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼

❆ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐st ✷✸✶

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✸✸

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✷✹✸

▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷✹✺

■♥❞❡① ✷✹✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✹✾
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆♥ ✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥

♣✐①❡❧s ♦r ✈♦①❡❧s ♦✈❡r ❛ ✷❉ ♦r ✸❉ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛❧s♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱

s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ✇❤❡♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠✲

♣r❡ss✐♦♥ ♦r ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥② ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♥❞ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❛r❡ s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠

r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ s✉♣❡r✲♣✐①❡❧s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡

✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✿ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠✲

❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧✲

t❡rs ❬❙❡rr❛ ✶✾✾✸✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✺✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡r❡

❛r❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❦✐♥❞

♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛♥❛✲

❧②③❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ s♦ ❛s t♦ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛s♣❡❝ts✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤♦s❡ ❛s♣❡❝ts ❧❡❛❞ t♦ s❡✈❡r❛❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t♦r②

❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst s❤♦rt❧② r❡✈✐❡✇ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ✭t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧

❜❡ ❢♦✉♥❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢ P❛rt ■■✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s r❡♣♦rt✳

✶✳✶ ■♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■t ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢

♣✐①❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥

♣✐①❡❧s✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤

s♦♠❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t❤❛♥ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s♣❡❝✐✜❝ t♦ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ✐♠❛❣❡ ❞❡❜❧✉rr✐♥❣✱ ♦r r❡❣✐str❛t✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✐♠✲

❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡

❡✐t❤❡r ❞✐s❥♦✐♥t ♦r ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞

t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✶ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱

❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s ♣②r❛♠✐❞s ❬P❛✈❧✐❞✐s ✶✾✼✾✱ ❘♦s❡♥❢❡❧❞ ✶✾✽✹✱ ❏♦❧✐♦♥ ✶✾✾✹❪✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤②

♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤♦s❡ r♦♦t ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡

❛s ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❧❡❛✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥❡st ✐♠❛❣❡

♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

r❡❣✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡

❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✴♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ♠❛♥② s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥

t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤② ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✏♣r❡s❡♥t✑ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②

♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ r❡❣✐♦♥s t♦ ❜❡

♣r♦❝❡ss❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝ts✱ ♦r ❛r❡❛s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❆ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ q✉❛❞tr❡❡✱ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞

✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✼✵✬s ❬❋✐♥❦❡❧ ✶✾✼✹❪✳ ❆ q✉❛❞tr❡❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ✇❛② ❜② r❡❝✉r✲

s✐✈❡❧② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ q✉❛❞r❛♥ts ♦r r❡❣✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r str❛t❡❣② t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜♦tt♦♠✲✉♣✳

s♦♠❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✭▼❙❚✮ ❬❑r✉s❦❛❧ ✶✾✺✻❪✱

t❤❡ α✲tr❡❡ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛✱ ◆❛❣❛♦ ✶✾✼✾✱ ❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽✱ ▼❡②❡r ✷✵✵✵❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐✲

♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ✭❇P❚✮ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✳ ❚❤♦s❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞

✐♥ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ tr❡❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♥✲

❞r♦❣r❛♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻❪✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❆r❜❡❧á❡③ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✏✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥t♦✉r

♠❛♣✑ ❬❆r❜❡❧á❡③ ✷✵✵✻❛✱ ❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✳ ❆ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱

s♦ ❞♦❡s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✾❪✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪ t❤❛t ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥✲



✶✳✶✳ ■♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✺

t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞✳ ❉❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

✶✳✶✳✷ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥s ❬❇❡✉❝❤❡r ✶✾✾✷❪✱ ❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❬❙❡rr❛ ✶✾✽✷✱

❙❡rr❛ ✶✾✽✽✱ ❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✸✱ ◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✵❪✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❞❡♣❡♥❞s ✉s✉❛❧❧② ♦♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ❝♦♥tr❛st✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧✲✈❛❧✉❡ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❛♥❞✱

❢♦r ❛♥② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts✬ {x | f(x) ≥ λ} ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ❛r❡ ♥♦♥✲

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s λ✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡

s❡t ♦❢ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ✭✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s λ✮ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞

▼❛①✲tr❡❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤✐s tr❡❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✱

❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❇② ❞✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts {x | f(x) ≤ λ}❀ t❤❡

❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

✉♣♣❡r✴❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ f ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ f ′ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❛♥② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ f ✳ ❆♥② ❝♦♥tr❛st✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤♦s❡

❧❡✈❡❧ s❡ts ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r ♦r❞❡r✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞

❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❧❡✈❡❧ s❡ts✳

❚❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✲

✐♠❛ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡

❝❛♥ ❜❡ ❜r✐❣❤t✱ ♦r ❞❛r❦✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♣r♦♣❡rt②✿

t❤❡ ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥✲

♥❡r✳ ❆♥♦t❤❡r tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✾❪ ♦r t❤❡ tr❡❡ ♦❢ s❤❛♣❡s ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✱ ❢✉❧✜❧❧s t❤✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ t❤❡

s❤❛♣❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧

s❡ts ✇✐t❤ ✜❧❧❡❞ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ❛ s❡❧❢✲❞✉❛❧✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♠❛❣❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s✳

❆❧❧ t❤♦s❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥tr❛st✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡② ❛r❡

❛❧s♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r ❞✐s❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥s

❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ ♦♥❡s t♦ ❧❛r❣❡ ♦♥❡s✳ ❚❤❡s❡ tr❡❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✜❧t❡rs✱ ✐✳❡✳✱ ✜❧t❡rs t❤❛t ❛❝t ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧

✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ ✐♥❞❡①✐♥❣✱ s❝❡♥❡r② ✐♠❛❣❡s



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

tr❡❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸

❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

✶✳✷ ❈♦♥t❡①t

■♥ ♠❛♥② ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❛s❦s s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ✜❧t❡rs✱ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥✲

❡❛r ✜❧t❡rs✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ ❛s ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥ ✉s✐♥❣

str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡

♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥s✳

■♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡❧✐❡s ♦♥ ♦❜❥❡❝ts ♦r ❛r❡❛s ♦❢

✐♥t❡r❡sts✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞✳ ❋♦r ✐♥✲

st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦r ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡❧②

❡♥❝♦❞❡ ❛r❡❛s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦r ❛❝t ♦♥ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞

r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣✱ ♦♥❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦♠❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❣✐♦♥s✱ s✉❝❤

❛s ♦r❣❛♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦r ❝❡❧❧s ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ♦r ❛r❡❛s ♦❢ tr❡❡s

✐♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❆❧❧ t❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞

♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❊❛r❧② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♠✲

❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣❧✐t✲❛♥❞✲♠❡r❣❡ ♠❡t❤♦❞s ❬❘♦s❡♥❢❡❧❞ ✶✾✽✹❪✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱

❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦♦❧s

t❤❛t ❛❝t ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ✢❛t ③♦♥❡s ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤❡②

❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥t♦✉r ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝r❡❛t❡ ❛♥②

♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ♥❡✐t❤❡r ❞♦ t❤❡② s❤✐❢t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❣r♦✇s r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧✐❡s ♦♥ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧② t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♥s✐st ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢

♥❡st❡❞ ♦r ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤♦s❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡✲

❣✐❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠❛❞❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❚❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡s



✶✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ✼

♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧

❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪✱ ✈✐s✉❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❬❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✷✵✵✶✱ ❲❡st❡♥❜❡r❣ ✷✵✵✼❪✱ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡

♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧❧② st❛❜❧❡ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥s ✭▼❙❊❘✮ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛♥✲

✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪✱ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❜❪✱

s❝❡♥❡r② ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✷✱ ❙♦♥❣ ✷✵✵✸❪✱ ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❬❳✐❛ ✷✵✶✵❪✳

❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r✲

❡♥t ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ tr❡❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡s❡ tr❡❡s

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆♥♦t❤❡r tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡

✭❇P❚✮ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡✲

t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❱✐❧❛♣❧❛♥❛ ✷✵✵✽❪ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❇P❚ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

❘❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▼❛rr✬s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ✈✐s✐♦♥ ❬▼❛rr ✶✾✽✸❪✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠✲

❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ st❛❣❡s✿ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲

t✐❝ ♣♦✐♥ts✱ ❝♦♥t♦✉rs✱ r❡❣✐♦♥s . . .✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✈✐s✐♦♥ t❛s❦s ✭♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱

s❝❡♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ . . .✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ st❛❣❡s

❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡✲

❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ t❛s❦s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠✲

❛❣❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥② s✐③❡ ❛♥❞ ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥tr❛st✳ ❙♦ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❝❡ss

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st✲

✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ t❛s❦✳

❙♦✱ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♣♦♣✉❧❛r str❛t❡❣② ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❤✐✲

❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ✜♥❡ ♦♥❡s t♦ ❝♦❛rs❡ ♦♥❡s ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱ ✐♥st❡❛❞

♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❝❛❧❡✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s

❛r❡ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❬❋✐♥❦❡❧ ✶✾✼✹❪✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❬❑r✉s❦❛❧ ✶✾✺✻❪✱ t❤❡ α✲

tr❡❡ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛✱ ◆❛❣❛♦ ✶✾✼✾✱ ❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽✱ ▼❡②❡r ✷✵✵✵❪✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥

tr❡❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✱ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡t✲

r✐❝ ❝♦♥t♦✉r ♠❛♣ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❛ tr❡❡

str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧

✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✱ ✐♠✲

❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬❙❛♠❡t ✶✾✽✺✱ ▼❛r❦❛s ✶✾✾✷❪✱ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬❱✐❧❛♣❧❛♥❛ ✷✵✵✽❪✱ ❛♥❞

s❝❡♥❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❬❋❛r❛❜❡t ✷✵✶✸❪✳

❆❧❧ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥



✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ r♦♦t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡

r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❛✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡

✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛ ♣❛r❡♥t r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡

❝❤✐❧❞r❡♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♦❜❡② t❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✱

t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ✶✾✽✹❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ r❡❣✐♦♥ R ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❝❛❧❡ ✐s

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ✐ts ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡s t✐❧❧ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ R ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ✐ts ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞

str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥tr❛st✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡

t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ tr❡❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✜❧✲

t❡r✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t r❡❣✐♦♥ ♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❛ttr✐❜✉t❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥❝❧✉✲

s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s ✐s ♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ s✐♥❝❡ t❤✐s

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❝❛s❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❛❧②s✐s str❛t❡❣✐❡s ❢❛❧❧ ✉s✉❛❧❧② ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ♣r✉♥✐♥❣✲

❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡r② ❢❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡s✱

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② st❛❜❧❡ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥s ✭▼❙❊❘✮ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✱ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥✲

t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❜❪✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡①t✉r❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❬❳✐❛ ✷✵✶✵❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r ✐♥✲

st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐ts

♣❛r❡♥t r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ r❡❣✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ✐t ❢♦r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ tr❡❡✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✳

■♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞

✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭s♦♠❡t✐♠❡s

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✮ ♦❢ t❤✐s s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❆ ✜rst ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ♥♦✈❡❧ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ✭✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s

❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ▼❙❊❘✮✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛

❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs✱

❜✉t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s

❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ r♦❜✉st ✇❛② t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ tr❡❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ■t

✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♠❛♥② ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱



✶✳✸✳ ▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✾

♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✶✳✸ ▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡❧②✐♥❣ ♦♥

r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ■t ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪✳ ❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥

♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❛s ❛ ♥♦❞❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❡✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s t♦ ❛♣♣❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ t❤✐s ❧❛t❡r ❣r❛♣❤✳ ■t ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

❢♦r ♠❛♥② ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡

r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✶✳✸✳✶ ❆ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts ✜❧t❡r✐♥❣ ♦r ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢

✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤✐s s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ♦r ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❡❡ str✉❝✲

t✉r❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❙✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤

♥♦❞❡✱ ♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ✐s ♠❛✐♥❧②

t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡♦✈❡r r❡❣✐♦♥ ❢♦r♠ ❛❞❛♣t❡❞✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡

❧♦❝❛❧ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s ✏❝♦♥t❡①t✑ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❡❧♣s

❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦ ✜❧t❡r ♦✉t ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s

♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st✳ ❉❡✲

♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ✇❡ ♣r♦❝❡ss t❤✐s s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤r❡❡

❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡s✳

• ❋✐❧t❡r✐♥❣✿ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r✉♥✐♥❣✲ ♦r t❤r❡s❤♦❧❞✲❜❛s❡❞



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

str❛t❡❣✐❡s✳ ■t ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦✈❡❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦♣❡r❛t♦rs ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s✱ ❛♥❞ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✳

• ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢

t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧②

❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣♦t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦r ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❛

❝❡rt❛✐♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❈♦♥♥❡❝t❡❞

♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❤❡❧♣ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s♣✉r✐♦✉s ♠✐♥✐♠❛ ♦r ♠❛①✐♠❛✱

s♦ ❞♦❡s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ♦❜❥❡❝ts✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻❪ r❡♣r❡✲

s❡♥t✐♥❣ ❛ s♦❢t ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①t✐♥❝t✐♦♥

✈❛❧✉❡s ❬❱❛❝❤✐❡r ✶✾✾✺❪✳

• ❍✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ♦❜❥❡❝t ❞❡✲

t❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✇✐t❤ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✶✳✸✳✷ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦✳

• ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ r❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮✿ ❚❤❡ ❚❇▼❘ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❛ ❞✐✲

r❡❝t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ▼❙❊❘ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡❧❡✈❛♥t

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❚❇▼❘ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼❙❊❘✱

✇❤♦s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦rs❡

t❤❡♦r② ❬▼✐❧♥♦r ✶✾✻✸❪✳ ❯♥❧✐❦❡ ▼❙❊❘✱ t❤❡ ❚❇▼❘ ✐s tr✉❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❝♦♥tr❛st

❝❤❛♥❣❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✲

✐t② s❝♦r❡✱ ❜✉t ❡①tr❛❝ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳

• ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣✳ ■t q✉✐❝❦❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡

♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜② t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤②

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢

t❤✐s ❢❛st s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳



✶✳✹✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t ❝♦♥t❡♥ts ✶✶

• ❘❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ♦✉r

❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞

♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

• ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❛ ♥♦✈❡❧

❡✣❝✐❡♥t r❛t✐♦✲❝✉t ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r✲

♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r

t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ s❤♦✇ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞

❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

• ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✿ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ t❤❡

❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ t❤❡ α✲tr❡❡✱ ✭❦♥♦✇♥ ❛❧s♦

❛s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮✱ ✇✐t❤ ❛♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜❡♥❝❤✲

♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵ ❞❛t❛s❡t s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✲❜❛s❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤②

♠✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t ❜❡tt❡r ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✳

✶✳✸✳✸ ❘❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ttr✐❜✉t❡s

✭r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs

❢♦r s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠s ❬❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✶✱ ❈❛♦ ✷✵✵✺❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ t❤❛t ❤❡❧♣s

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳

✶✳✹ ▼❛♥✉s❝r✐♣t ❝♦♥t❡♥ts

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✳

• ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r

✐s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❲❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r P❤❉ ✇♦r❦✳ ▼❛♥② r❡❣✐♦♥✲

❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❡



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t r❡❧② ♦♥ t❤❡s❡ tr❡❡s

t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡✐r ✉s❡❢✉❧♥❡ss✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❛t ✇❡ ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r

♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛❜♦✉t

s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲s♣❛❝❡✳

• ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❦❡② ❝❤❛♣t❡r

♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛✲

t♦rs ♦✈❡r t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿

♦♥❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ✜rst tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

▼❙❊❘ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▼❙❊❘✳ ❇❡s✐❞❡s✱

t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ✶✮ ❋♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✱ ❛♥❞ t✇♦ ♥♦✈❡❧ t②♣❡s

♦❢ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s ❛♥❞

s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✳ ✷✮ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ✸✮

❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥② tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦

❛ ❤✐❡r❛r❝❤② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

• ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛

✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② st❛❜❧❡ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥s ✭▼❙❊❘✮ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ tr❡❡✲

❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ r❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❡❧❡❝t ✐♥ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ✇❛②

t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞

▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦rs❡ t❤❡♦r②✳ ■t ✐s tr✉❧② ❝♦♥tr❛st✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞

q✉❛s✐ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▼❙❊❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❚❇▼❘

❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ▼❙❊❘✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❚❇▼❘

❛❝❤✐❡✈❡s ❛ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❛ ♣❛r ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t ♦❜t❛✐♥s ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❇▼❘ t♦ ✐♠❛❣❡

r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳

• ❈❤❛♣t❡r ✺✿ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst

♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣✱ t❤❛t ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❧❡❛❞s



✶✳✹✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t ❝♦♥t❡♥ts ✶✸

t♦ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ■t s❡❧❡❝ts ❛

s❡t ♦❢ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❤❛♣✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r✲

❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✉s❡❢✉❧♥❡ss✱ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱

✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛✉✲

t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡s✳

• ❈❤❛♣t❡r ✻✿ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❲❡ s❤♦✇ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r✲

✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡s❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

✜❧t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥✲

❝❧✉❞✐♥❣ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs✱

❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣s✱ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts✳

❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

s❤❛♣✐♥❣s✳

• ❈❤❛♣t❡r ✼✿ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t

❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥t r❛t✐♦✲❝✉t ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ■t ✐s

✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳

❆ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✳ ❚❤❡

❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ♦♥ t❤✐s s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡s✉❧ts ✐♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧♥❡ss

♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦s✳

• ❈❤❛♣t❡r ✽✿ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s

♦♥ t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆s ❛ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱

✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ α✲tr❡❡ ✭❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ α✲tr❡❡ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r

❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡

❇❙❉❙✺✵✵ ❞❛t❛s❡t s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❧❛t❡r s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ♠✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t ❜❡tt❡r t❤❡

❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts t❤♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

• ❈❤❛♣t❡r ✾✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡✳ ■♥

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ r❡✲

s❡❛r❝❤✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠✱ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r ❈✰✰ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧✐❜r❛r②

❖❧❡♥❛ ❬▲❡✈✐❧❧❛✐♥ ✷✵✶✵❪✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛t✲

tr✐❜✉t❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠s ❬❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✶✱ ❈❛♦ ✷✵✵✺❪ ✐s t❤❡♥ ✐❧❧✉s✲

tr❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧s♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥

r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡

t❤❛t ❤❡❧♣s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳

❈❤❛♣t❡r ✶✵ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❤❡s✐s ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t

s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♠✲

♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳



P❛rt ■■

❈♦♥❝❡♣t





❈❤❛♣t❡r ✷

❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦♣❡r❛t♦rs

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ r❡✈✐❡✇

t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r P❤❉

✇♦r❦✳ ▼❛♥② r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡

str✉❝t✉r❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s❀ ✐t ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢

tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❚❤✐s s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛❜♦✉t ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✮ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

✷✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❆♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r G = (V,E)✱

✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ E ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① v ∈ V

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣✐①❡❧ ♦r ❛ ✈♦①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ∈ E ⊆ V × V

♠♦❞❡❧s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ✹ ♦r ✽✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r ✷❉ ✐♠❛❣❡s✱

❛♥❞ ✻ ♦r ✷✻✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ✸❉ ❝❛s❡s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ e✳

❆ ❣r❛♣❤ (V,E) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢✱ ❢♦r ❛♥② x, y ∈ V ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤

❢r♦♠ x t♦ y✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ n > 1 ✈❡rt✐❝❡s (x0 = x, x1, . . . , xn = y) s✉❝❤ t❤❛t

❡✈❡r② xi ∈ V ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② (xi, xi+1) ∈ E✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❆ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ X ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✉❜❣r❛♣❤

(VX , EX)✱ s✉❝❤ t❤❛t VX ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ X✱

❛♥❞ EX = VX × VX ∩ E✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② s❡t X ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤

(VX , EX) ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ♦❢ X ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢

X ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡①t❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❢♦r ❛♥② C ′ s✉❝❤ t❤❛t C ⊆ C ′ ⊆ X✱ ✐❢ C ′

✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ C ′ = C✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✲

✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙❡rr❛ ✶✾✾✽✱ ❇r❛❣❛✲◆❡t♦ ✷✵✵✸✱ ❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✵✼✱ ❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❜✱

❙❡rr❛ ✷✵✶✷❛❪✳



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❖✉t♣✉t ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ X ❛♥❞ Y ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② s❡ts✱ t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ f ✿ V →

R ♦r Z ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ F ❢r♦♠ V t♦ R ♦r Z✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥s ❛ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳

■t ✐s ❛ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s (G,F )✱ ✇❤❡r❡ F ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F ✳ ❆s ❛

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ●r❡❡❦ ❧❡tt❡r❀ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✈❡rs✐♦♥✳

✷✳✷ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❬❙❡rr❛ ✶✾✾✸✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✺✱

❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪ ❢♦r s❡ts ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛②s❝❛❧❡

✐♠❛❣❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r Ψ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ X ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ X \Ψ(X) ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ X ♦r ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t Xc✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r s❡ts ❛❝ts ♦♥❧② ❜② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣

t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡

❜✐♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦✉♥❞ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts

❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ✐♥t❛❝t✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢

♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✺❪✳ ❆ ✢❛t ③♦♥❡ Fh(f) ♦❢ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ f ✐s

❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t

Fh(f) = {x ∈ V | f(x) = h} ✭✷✳✶✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✢❛t ③♦♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ h✳



✷✳✷✳ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✶✾

❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ♥♦♥✲✈♦✐❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts {Ci}

s✉❝❤ t❤❛t

✶ ∀ i, Ci 6= ∅✱

✷ ∀ i 6= j, Ci ∩ Cj = ∅✱

✸ ∪Ci = V ✳

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✢❛t ③♦♥❡s ♦❢ ❛ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ f ❢♦r♠s ❛

♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ◆♦✇ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ P ❛s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ P(x) ❛s

t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ P t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s x✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ P1 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✜♥❡r t❤❛♥ ✭✇r✐tt❡♥

❛s P1 ⊑ P2✮ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P2✱ ✐❢ ∀x,P1(x) ⊆ P2(x)✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ✐❢ P1 ✐s ✜♥❡r t❤❛♥

P2✱ t❤❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ P1 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡

r❡❣✐♦♥ ♦❢ P2✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r ψ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛♥② ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ f ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s ♦❢ ψ(f) ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦❛rs❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s ♦❢

t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ f ✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝ts ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ✢❛t

③♦♥❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜②

✉♥✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ♥❡✇ ❝♦♥t♦✉r✱ ❛♥❞

❦❡❡♣ ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦♣❡r❛t♦rs ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥t♦✉r ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

♦♣❡r❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜❧t❡r✐♥❣ t♦♦❧s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t t❤❡② tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥ ✐♥♣✉t ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆♥❞

❛s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐✲

t✐♦♥✱ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❣❛♣ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❬❏♦♥❡s ✶✾✾✾✱ ●❛t✐❝❛✲P❡r❡③ ✷✵✵✶❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ♣✉r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❬❙❡rr❛ ✷✵✵✻✱ ❘♦♥s❡ ✷✵✵✽❪✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼

❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✽✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪ ❢♦r ♠♦r❡

❞❡t❛✐❧s✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❝❛❧❧❡❞ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❆♥♦t❤❡r

♣♦♣✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✭❛✮ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r

✭❝✮ ❖♣❡♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐s❦ ✭❞✮ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✱ ❛♥❞ ❛

❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡♥✐♥❣ ✇✐t❤ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐♥

✭❜✮ ❜❧✉rs ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❦ ❛s str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ✭❝✮ ❝r❡❛t❡s

♥❡✇ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ✜❧t❡r ❬❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✷❪ ❞♦❡s ♥♦t ❝r❡❛t❡ ❛♥② ♥❡✇ ❝♦♥t♦✉r✱

♥❡✐t❤❡r s❤✐❢ts t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥t♦✉rs✳



✷✳✷✳ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✷✶

✷✳✷✳✷ ❆ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs

❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❍❡✐❥♠❛♥s ✶✾✾✾❪ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐✲

❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❛t❤❡r♦♥ ❛♥❞ ❙❡rr❛ ❬❙❡rr❛ ✶✾✽✷✱ ❙❡rr❛ ✶✾✽✽❪✳

❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❛❝t ❜② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♦r ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧t❡rs✱

❝❛❧❧❡❞ s❤❛♣❡ ✜❧t❡rs ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧s ✐♥ ✸❉

❛♥❣✐♦❣r❛♠s ❬❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✷✵✵✶❪✳

❇❡❢♦r❡ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs✱ ❧❡t ✉s r❡✈✐❡✇ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉s✉❛❧❧②

❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs Ψ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s✳

• ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r Ψ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐❢ X ⊆ Y ⇒ Ψ(X) ⊆ Ψ(Y )❀

• ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r Ψ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐❢ X ⊆ Ψ(X)❀

• ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r Ψ ✐s ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ✐❢ Ψ(X) ⊆ X❀

• ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r Ψ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ✐❢ Ψ(Ψ(X)) = Ψ(X)❀

• ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r Ψ ✐s ❙❡❧❢✲❞✉❛❧ ✐❢ Ψ(X) = Ψ(Xc)c✳

❋♦r t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ψ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ⊆ ✇✐t❤ ≤✱ ❛♥❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t

♦♣❡r❛t♦r c ❜② −✳ ❆ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ψ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ✐❢ ✐t ♣r♦✲

❝❡ss s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❜r✐❣❤t ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ∀f, ψ(f) = −ψ(−f)✳

❆ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❬❍❡✐❥♠❛♥s ✶✾✾✾❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡t✐♠❡s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞ t♦ ♠❡❛♥ ❛♥② ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛s

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ✜❧t❡rs ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✳

▲❡t T ❜❡ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿ P(V )→ {tr✉❡✱ ❢❛❧s❡}✱ ✇❤❡r❡ P(V ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢

❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢ V ✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ T ✐s ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐ts ❛ttr✐❜✉t❡ ✭s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡✮ A✿ P(V ) → R t♦ ❛

❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ λ

T (C) = (A(C) ≥ λ). ✭✷✳✷✮

❚❤❡♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r ΓT ♦♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ✐ts❡❧❢ ✐❢ T (C) ✐s tr✉❡✱ ❛♥❞ ∅ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇✐t❤ ❛❧s♦ ΓT (∅) = ∅✳

❆♥❞ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡♥✐♥❣ Γx ♦❢ X ❛t ♣♦✐♥t x ∈ V ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ X ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x ✐❢ x ∈ X✱ ❛♥❞ ∅ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ❚❤❡ ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ❜✐♥❛r② ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r ΓT ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠✲

❛❣❡ X ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ΓT (X) =
⋃

x∈X

ΓT (Γx(X)). ✭✷✳✸✮



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

■❢ A ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s X ⊆ Y ⇒ A(X) ≤ A(Y )✱ ΓT ✐s t❤❡♥ ❛♥

❛ttr✐❜✉t❡ ♦♣❡♥✐♥❣✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ΓT ✐s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐♥♥✐♥❣ ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻❪✳ ❆ ❜✐♥❛r②

❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s t❤❡ r♦✉♥❞♥❡ss

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ f ✱ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ f ✐♥ ❛

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ❢r♦♠ hmax t♦ hmin ②✐❡❧❞s ❛ st❛❝❦ ♦❢ ♥❡st✐♥❣ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts✳ ❊❛❝❤

✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡t ❛t ❧❡✈❡❧ h ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Xh(f) = {x ∈ V | f(x) ≥ h}. ✭✷✳✹✮

❊❛❝❤ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ Xh(f) ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s

♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts P i
h ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✳ ❆ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t P x

h ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧ h ≤ f(x)

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❧♦✇

P x
h (f) = Γx(Xh(f)). ✭✷✳✺✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② t✇♦ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts P i
h1

❛♥❞ P j
h2

❛t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❡✈❡❧ h1 ≤ h2✱

❡✐t❤❡r P i
h1
∩P j

h2
= ∅✱ ♦r P j

h2
⊆ P i

h1
✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ②✐❡❧❞s ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡

✇✐t❤ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ▼❛①✲tr❡❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs ❢♦r ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡

♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ A↑✱ ✐❢ P x
h ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ❢♦r ❛♥② h′ ≤ h✱

P x
h′ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❚❤❡ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r γT ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ f ❛t

s♦♠❡ ♣♦✐♥t x ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

(γT (f))(x) = ∨{h |x ∈ ΓT (Xh(f))}. ✭✷✳✻✮

❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ A✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ❢♦r

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs ❢♦r ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✉❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✭❞✮✱

t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s t❤❡ ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ✜❧t❡r ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❣r❛✐♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳✶✳



✷✳✸✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✷✸

✷✳✷✳✸ ▲❡✈❡❧✐♥❣✿ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r

❚❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣s ✐s ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐t ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❬▼❡②❡r ✶✾✾✽❪ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣✲

❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣s ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ✢❛t ③♦♥❡s ❜② s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ♠❛♥② ❞❡t❛✐❧s ✇❤✐❧❡

❦❡❡♣ ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ③♦♥❡s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡✈✲

❡❧✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✉❜❝❧❛ss❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s ❛♥❞

✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r ψ ✐s ❛♥ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ f

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts (x, y) : ψ(f)(x) > ψ(f)(y) ⇒

ψ(f)(y) ≥ f(y)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r ψ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ f

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts (x, y) : ψ(f)(x) > ψ(f)(y) ⇒

ψ(f)(x) ≤ f(x)✳

▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✭r❡s♣✳ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣✮ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s

♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✭r❡s♣✳ ♠❛①✐♠❛✮✱ s♦ ✐t ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ❞❛r❦ ✭r❡s♣✳ ❜r✐❣❤t✮ ✢❛t

③♦♥❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r ψ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ f ✐s ❛ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts (x, y) : ψ(f)(x) > ψ(f)(y) ⇒ f(x) ≥

ψ(f)(x) ❛♥❞ ψ(f)(y) ≥ f(y)✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r

❧❡✈❡❧✐♥❣✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ψ(f)(x) > ψ(f)(y) ⇒

f(x) ≥ ψ(f)(x) > ψ(f)(y) ≥ f(y)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ [ψ(f)(y), ψ(f)(x)] ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ [f(y), f(x)]✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛r❦❡rs ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

❚❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭r❡s♣✳ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ t❤❡ ♠❛r❦❡r

❢✉♥❝t✐♦♥ h ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥t✐❧ ❛ ✢❛t ③♦♥❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ❤✐ts t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦♥ {h < f} ✭r❡s♣✳ ♦♥ {h > f}✮✳

❚❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬▼❡②❡r ✶✾✾✽✱ ▼❡②❡r ✷✵✵✹❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧❡✈❡❧✐♥❣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣

❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬❱✐♥❝❡♥t ✶✾✾✸❪ ❛r❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣s✳

✷✳✸ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜♦t❤ ❜❡ ♦r❣❛✲

♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

f
g

h

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧✐♥❣✳ f = r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ h = ♠❛r❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❀

g = ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❡✈❡❧✐♥❣✳

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ▼✐♥✴▼❛①✲tr❡❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣s ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✾❪✱

❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s t❤❡ tr❡❡ ♦❢ s❤❛♣❡s ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞

✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❇✐♥❛r② P❛rt✐t✐♦♥ ❚r❡❡ ✭❇P❚✮ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✱ α✲

tr❡❡ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✱

t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❬❋✐♥❦❡❧ ✶✾✼✹✱ P✐❡t✐❦❛✐♥❡♥ ✶✾✽✶✱ ❘♦s❡♥❢❡❧❞ ✶✾✽✸✱ ❙❛♠❡t ✶✾✽✹❪ ✭❜✉t ♥♦t

✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣

tr❡❡ ❬❑r✉s❦❛❧ ✶✾✺✻✱ ▼♦rr✐s ✶✾✽✻❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ tr❡❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪ t❤❛t ❛♥② ❤✐❡r✲

❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✾❪✱

❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻❪✳

✷✳✸✳✶ ▼✐♥✴▼❛①✲tr❡❡

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡

❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✮✳ ❊❛❝❤ tr❡❡ ♥♦❞❡ Nk ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧ h

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t P i
h s✉❝❤ t❤❛t P i

h ∩Lh 6= ∅✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧②

t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ P i
h ❤❛✈✐♥❣ ❧❡✈❡❧ h ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ci

h = {x ∈ P i
h | f(x) = h} ❛r❡ st♦r❡❞

✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ Nk✳ ❙♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t P i
h ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s

st♦r❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ❛t Nk✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ❦♥♦✇♥

❛s ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s t❤❡

r♦♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♥❞ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱



✷✳✸✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✷✺

A0

E1
F2

B2 D2C3

Image
A

A∪E

A∪B∪D∪E∪F

A∪B∪C∪D∪E∪F

Min-tree

A∪B∪C∪D∪E∪F

C

B∪C∪D

B∪C∪D∪E∪F

F

Max-tree

A∪B∪C∪D∪E∪F

C

B∪C∪D

A∪B∪C∪D∪E

A

Tree of shapes

A∪B∪C∪D∪E∪F

Binary partition tree

F

EA

A∪E

A∪E∪F B∪C∪D

B∪C

C

D

B

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r♦♦t ✐s ❛t t❤❡ t♦♣ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

❞♦✉❜❧❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s C ❛♥❞ F ❛r❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠❛✳

❇② ❞✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ♥❛♠❡❞ ▼✐♥✲tr❡❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❧♦✇

X h(f) = {x ∈ V | f(x) ≤ h}. ✭✷✳✼✮

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts

②✐❡❧❞s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▼✐♥✲tr❡❡✳ ❚❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✉♣♣❡r

❧❡✈❡❧ s❡ts ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✮ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✼✮ ♣❡r♠✐t ✉s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡

✐♠❛❣❡ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✾✱ ▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜✱ ❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✾❪✳

f(x) = s✉♣{h ∈ R |x ∈ Xh} = ✐♥❢{h ∈ R |x ∈ X h}. ✭✷✳✽✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ✭r❡s♣✳ ▼✐♥✲tr❡❡✮ ✐s ✈❡r② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ❡①t❡♥s✐✈❡✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

▼❛①✲tr❡❡ ✭r❡s♣✳ ▼✐♥✲tr❡❡✮ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ✢❛t ③♦♥❡s ♦❢ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠❛✮✳

❱❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❛♥❞

▼✐♥✲tr❡❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ◆✐stér ✷✵✵✽❪ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② st❛rts ❛t t❤❡

r♦♦t✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst ♦r ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ✢♦♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✜♥❛❧

tr❡❡✳ ❆♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✻✱ ❇❡r❣❡r ✷✵✵✼❪ ✐s ❛ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❬❚❛r❥❛♥ ✶✾✼✺❪



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✉s✉❛❧❧② ♦❢ t✇♦ ♣❛ss❡s✳ ❆ ✜rst ♣❛ss s♦rts t❤❡ ♣✐①❡❧s✱

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss✱ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✱ ❜✉✐❧❞ t❤❡ tr❡❡ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞

♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤❡♥ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s

❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❬❈❛r❧✐♥❡t ✷✵✶✸❪✳

✷✳✸✳✷ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣

❚❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡ ♣❡r♠✐t ✉s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛r❦

♦❜❥❡❝ts✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇❛②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✭t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r

♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡

tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ✐s tr❡❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✾❪✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡ ♦r tr❡❡ ♦❢ s❤❛♣❡s ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✱

♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❡❡ ♦r ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✸❪ ♦r ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ tr❡❡ ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✼❪✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥❛ss❡ ❛♥❞

●✉✐❝❤❛r❞ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✱ t❤✐s tr❡❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡

❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❤❛♣❡s✱ ❛ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦❧❡s ✜❧❧❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t

t❤❡s❡ s❤❛♣❡s ❝❛♥ ❜❡ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

s❤❛♣❡ ❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣ ❢♦r t❤✐s tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛①✴▼✐♥✲tr❡❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆♥❞ t❤❡② ✐♥❤❡r✲

❡♥t❧② ❡♠❜❡❞ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ✭t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ❛ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡

✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ✐ts

s❡❧❢✲❞✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ ❜r✐❣❤t ♦❜❥❡❝t ♦♥ ❞❛r❦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❡ ❞❛r❦ ♦❜❥❡❝t ♦♥ ❜r✐❣❤t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❜r✐❣❤t

♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❞❛r❦ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦r ♠✐♥✐♠❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ r❡✲

❣✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛ A ❛♥❞ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠❛

C ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ F ✐s ♥♦t ❛ ❧❡❛❢✳

❚❤❡ ✜rst ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s t❤❡ ❢❛st ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s tr❛♥s❢♦r♠ ✭❋▲▲❚✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼♦♥❛ss❡ ❛♥❞ ●✉✐❝❤❛r❞ ✐♥ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✳ ■t

t❛❦❡s ❛ r❡❣✐♦♥✲❣r♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡✱ t❤❡♥ ✜♥❞s

❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦❧❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r tr❡❡



✷✳✸✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✷✼

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐t✱ ❛♥❞ ♣✉ts t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♦❢ t❤❡ ♦♥❡

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❤♦❧❡✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ❢❛st ❧❡✈❡❧ s❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✭❋▲▲❚✮ ✐s t❤❡♥

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❛❪✳ ❇♦t❤ ❋▲▲❚ ❛♥❞ ❋▲❙❚ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①✲

✐t② ♦❢ ❖(N ❧♦❣ N)✱ ✇❤❡r❡ N ✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✼❪✱ ❙♦♥❣

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ■t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ✉♥❞❡r s❝r✉t✐♥②✱ ✜♥❞ ❛❧❧ ✐ts ❝❤✐❧❞ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧❡✈❡❧ s❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■t t❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❖(N + t)✱ ✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ●ér❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦♣♦✲

❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❢♦r ♥❉ ✐♠❛❣❡s ❬●ér❛✉❞ ✷✵✶✸❪✳ ■t s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✻✱ ❇❡r❣❡r ✷✵✵✼❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐✲

t❛t✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✺✳

✷✳✸✳✸ ❇✐♥❛r② P❛rt✐t✐♦♥ ❚r❡❡ ✭❇P❚✮

❚❤❡ ▼❛①✴▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❛r❡ ❡①tr❡♠✉♠ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ ❡①tr❡♠❛✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❞✐s❥♦✐♥t ♦r ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥✲

♦t❤❡r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ♠❛② ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ♦❢

t❤♦s❡ tr❡❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❇✐♥❛r② P❛rt✐t✐♦♥ ❚r❡❡ ✭❇P❚✮✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

❙❛❧❡♠❜✐❡r ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪ r❡✢❡❝ts t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ■t

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ ❇P❚

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ tr❡❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t

r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡ r♦♦t ♦❢

t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❇P❚ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♥♦❞❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ✇❤❡r❡❛s

s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛

❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❢❛❝t✱

t❤❡ ❇P❚ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ s❡❡♥

❛s ❛ r❡❣✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✭❘❆●✮ ✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ✏❧✐❦❡❧②✑ ♦r ✏✉s❡❢✉❧✑ ♠❡r❣✐♥❣s

❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇P❚✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇P❚ ✐s ❜✐♥❛r② ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐ts s✐❜❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s t❤❡✐r ♣❛r❡♥t✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❇P❚ ♦♥❧② ❡♥❝♦❞❡s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❘❆●✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s tr❡❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜✉✐❧❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✏✐♥t❡r❡st✲



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✐♥❣✑ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜✉t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡

✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ tr❡❡ ❜②

tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥ ♠❡r❣✐♥❣ ❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✭❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬▼♦rr✐s ✶✾✽✻✱ ●❛rr✐❞♦ ✶✾✾✽❪✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧

♣❛rt✐t✐♦♥ ✭t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s ♦r ❡✈❡♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥✮✱

t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② ✶✮ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡

❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ ✷✮ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ r❡❣✐♦♥✱ ✸✮ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡

s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐t❡r❛t❡ t❤❡ st❡♣s ✷✮ ❛♥❞ ✸✮ ✉♥t✐❧ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥

❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❡❞✳ ❚✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡

♠❡r❣✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵✱ ❱✐❧❛♣❧❛♥❛ ✷✵✵✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ s✉❝❤ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

✷✳✸✳✹ α✲tr❡❡

❚❤❡ α✲tr❡❡ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛❪✱ ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❦❛❣❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬◆❛❣❛♦ ✶✾✼✾❪✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪ ♦r q✉❛s✐✲✢❛t

③♦♥❡s ❬▼❡②❡r ✷✵✵✵❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ α✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✳ ❋♦r ❛

♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts x ❛♥❞ y✱ ❧❡t d(x, y) ❜❡ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ t❤❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts p ❛♥❞ q ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤

{p  q} ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠♦♥❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

{p  q} ≡ 〈p = p1, . . . , pn = q〉✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣♦✐♥ts (pi, pi+1)✱

d(pi, pi+1) ≤ α ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ α✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ❛ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪ ✭❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❬◆❛❣❛♦ ✶✾✼✾❪ ♦r

q✉❛s✐✲✢❛t ③♦♥❡ ❬▼❡②❡r ✷✵✵✵❪✮ α✲❈❈(p) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t p ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

α✲❈❈(p) = {p} ∪ {q | p ❛♥❞ q ❛r❡ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞}. ✭✷✳✾✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts x

❛♥❞ y ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ d(x, y) = |f(x) − f(y)|✱ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ α = 0✱ t❤❡ 0✲

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✢❛t ③♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts

p ❛♥❞ q✱ d(p, q) > α ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t p ❛♥❞ q ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ α✲

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜✉t ♦♥❧② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❙♦♠❡

❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❙✉❝❤ ❞❡✜♥❡❞ α✲

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ s✉✛❡r

❢r♦♠ ❧❡❛❦❛❣❡ ❡✛❡❝ts✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱

✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ω ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✱ ✐✳❡✳✱

t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞



✷✳✸✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✷✾

✵ ✵ ✺ ✷

✸ ✸ ✻ ✷

✶ ✵ ✸ ✺

✶ ✵ ✹ ✻

✭❛✮ ✵✲❈❈s

✵ ✵ ✺ ✷

✸ ✸ ✻ ✷

✶ ✵ ✸ ✺

✶ ✵ ✹ ✻

✭❜✮ ✶✲❈❈s

✵ ✵ ✺ ✷

✸ ✸ ✻ ✷

✶ ✵ ✸ ✺

✶ ✵ ✹ ✻

✭❝✮ ✷✲❈❈s

✵ ✵ ✺ ✷

✸ ✸ ✻ ✷

✶ ✵ ✸ ✺

✶ ✵ ✹ ✻

✭❞✮ ✸✲❈❈s

❆ ❇

❈

❉

❊

❋

●

❍

■

❏

❑

✭❡✮ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s

❆ ❇ ■ ❏ ❈ ❉ ❊ ❋ ❑ ● ❍

❆∪❇ ❈∪❉ ❊∪❋ ●∪❍■ ❏ ❑

❆∪❇∪■ ❏ ❈∪❉∪❊∪❋ ❑ ●∪❍

❆∪❇∪❈∪❉∪❊∪❋∪●∪❍∪■∪❏∪❑

✭❡✮ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ α✲tr❡❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆ ✹×✹ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥t♦ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r α

r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✸✳ ✭❛✮ ✵✲❈❈s✱ ✭❜✮ ✶✲❈❈s✱ ✭❝✮ ✷✲❈❈s✱ ✭❞✮ ✸✲❈❈s✳ ◆♦t❡ t❤❡ ✜♥❡

t♦ ❝♦❛rs❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✳ ✭❡✮ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ α✲tr❡❡ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ✜♥❡ t♦

❝♦❛rs❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t r❡❞✉♥❞❛♥t ♥♦❞❡s ♦❢

t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ (α, ω)✲❈❈(p)✿

(α, ω)✲❈❈(p) =
∨

{αi✲❈❈(p) | αi ≤ α,❘
(

αi✲❈❈✭♣✮
)

≤ ω}, ✭✷✳✶✵✮

❲❤❡r❡ ❘
(

α✲❈❈✭♣✮
)

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤✐♥ α✲❈❈(p)✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

∀x ∈ V, ✐❢ α1 ≤ α2 ⇒ α1✲❈❈(x) ⊆ α2✲❈❈(x) ⇒ Pα1
⊑ Pα2

. ✭✷✳✶✶✮

❲❤❡r❡ Pα ✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✲

s❤✐♣ ②✐❡❧❞s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ α✲tr❡❡ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛❪✱ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ α✲tr❡❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽✱ ❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛❪ ❢♦r

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ α✲tr❡❡✳ ❙♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s tr❡❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶✱ ❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛✱ ◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✸✱ ❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✷❜❪✳



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✷✳✸✳✺ ◗✉❛❞tr❡❡

❚❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✼✵✬s ❬❋✐♥❦❡❧ ✶✾✼✹❪ ✐s ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ❡①❛❝t❧② ❢♦✉r ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦r ♥♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛t ❛❧❧ ✭❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡✮✳

❋♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❬❘♦s❡♥❢❡❧❞ ✶✾✽✸❪ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞

t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s q✉❛❞✲

r❛♥ts ♦r r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠❛② ❜❡ sq✉❛r❡ ♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ♦r ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥②

❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬❙❛♠❡t ✶✾✽✺✱ ▼❛r❦❛s ✶✾✾✷❪ ♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❬P✐❡t✐❦❛✐♥❡♥ ✶✾✽✶✱ ❙♣❛♥♥ ✶✾✽✺✱ ❙♠✐t❤ ✶✾✾✹✱ P❛✈❧✐❞✐s ✶✾✼✼❪✳

▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝r✐t❡r✐♦♥ C✱ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡

r❡❣✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐s ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ t✮✳ ❚❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② s✉❜❞✐✈✐❞❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣✐❡❝❡s✳ ▲❡t

✉s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ✐♥t♦ s✉❜q✉❛❞r❛♥ts✳ ■❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ t♦

❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ C✱ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s♣❧✐t ✐t

✐♥t♦ q✉❛❞r❛♥ts✳ ❆♥❞ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✱ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥

q✉❛❞r❛♥t ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ✐t✱ ✐❢ ♥♦t✱ s♣❧✐t ✐t ✐♥t♦ q✉❛❞r❛♥ts✱ ❛♥❞ s♦

♦♥ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛❞r❛♥ts ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✉♥❞❡r C✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡

r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❤❛s ❡①❛❝t❧② ❢♦✉r

❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥ t♦ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ q✉❛❞r❛♥ts

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦✉r ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❧♦❝❦✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳

◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❧♦❝❦s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡s✲

s❛r② ♠❛①✐♠❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s✱ ❛s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t

❜❧♦❝❦s ✐s st✐❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡

♠✉st ❛❧❧♦✇ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ s♦♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜❧♦❝❦s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❤♦♠♦❣❡✲

♥❡♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✏s♣❧✐t✲❛♥❞✲♠❡r❣❡✑ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ❛ q✉❛❞tr❡❡ str✉❝t✉r❡

❛♥② ♠♦r❡✳

✷✳✸✳✻ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ ✭▼❙❚✮

●✐✈❡♥ ❛ ✐♠❛❣❡ f ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥♦❞❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (V,E)✱ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣

tr❡❡ ♦❢ t❤❛t ❣r❛♣❤ ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ t❤❛t ✐s ❛ tr❡❡ ❝♦♥♥❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✭✐✳❡✳✱ ♣♦✐♥ts✮

t♦❣❡t❤❡r✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❛♥ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ∈ E ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②

♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤✐s ❡❞❣❡ e✳ ❚❤❡♥ ✉s❡ t❤✐s t♦ ✇❡✐❣❤t t❤❡

s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❛t s♣❛♥♥✐♥❣

tr❡❡✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✭▼❙❚✮ ❬❑r✉s❦❛❧ ✶✾✺✻❪ ✐s t❤❡♥ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❤❛✈✐♥❣



✷✳✸✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✸✶

✵ ✶ ✸ ✸ ✼ ✼ ✻ ✻

✷ ✹ ✸ ✸ ✼ ✼ ✻ ✻

✺ ✺ ✹ ✹ ✾ ✾ ✼ ✼

✻ ✻ ✺ ✺ ✽ ✽ ✽ ✽

✷ ✷ ✷ ✶ ✺ ✺ ✶ ✶

✵ ✵ ✶ ✶ ✺ ✺ ✵ ✵

✵ ✶ ✷ ✵ ✸ ✹ ✺ ✹

✵ ✶ ✷ ✵ ✸ ✹ ✻ ✽

✭❛✮ ❆ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡

❆ ❇

❈❉

❊ ❋

●❍

■ ❏

❑

▲

▼◆

❖

P

✭❜✮ ❋✐♥❡st ♣❛rt✐t✐♦♥

❖ ■ ❏ ❆ ❇ ❈ ❉ ❑ ▲ ❊ ❋ ● ❍ ◆ ▼ P

❖ ■ ❏ ❆∪❇∪❈∪❉ ❑ ▲ ❊∪❋∪●∪❍ ◆ ▼ P

❖ ❆∪❇∪❈∪❉∪■∪❏∪❑ ❊∪❋∪●∪❍∪▲∪◆∪▼ P

❆∪❇∪❈∪❉∪❊∪❋∪●∪❍∪■∪❏∪❑∪▲∪▼∪◆∪❖∪P

✭❝✮ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ q✉❛❞tr❡❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ q✉❛❞tr❡❡✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝r✐t❡r✐♦♥ C ✐s t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

r❛♥❣❡ ω ≤ 3✳



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❛ ✇❡✐❣❤t ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛✲

t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs t♦ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❜✲

❧❡♠s ❬❙✉❦ ✶✾✽✹✱ ▼♦rr✐s ✶✾✽✻✱ ▼❛ ✷✵✵✵✱ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹✱ ❈♦✉st② ✷✵✵✾❪✳ ❑r✉s❦❛❧✬s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❑r✉s❦❛❧ ✶✾✺✻❪ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ▼❙❚

❢♦r ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❈r❡❛t❡ ❛ ❢♦r❡st ✭❛ s❡t ♦❢ tr❡❡s✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐s ❛ s❡♣❛r❛t❡ tr❡❡✱

• ❈r❡❛t❡ ❛ s❡t SE t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ s♦rt t❤✐s s❡t SE
✐♥ ✇❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱

• ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ∈ SE ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱

✕ ✐❢ e ❧✐♥❦s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❡s✱ t❤❡♥ ❛❞❞ t❤✐s ❡❞❣❡ e t♦ t❤❡ ❢♦r❡st✱ ❛♥❞

♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ t✇♦ tr❡❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳

✕ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❞♦ ♥♦t❤✐♥❣✳

❆t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❢♦r❡st ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ✐s ❛

♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳

❆ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✱ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡

❛s ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ✢❛t ③♦♥❡s✳

❚❤❡ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ r❡❣✐♦♥s✳ ❆ s✐♠♣❧❡

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥

❑r✉s❦❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛

q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ❜② ❛❧t✐t✉❞❡

♦r❞❡r✐♥❣✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤✐s tr❡❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❈♦✉st② ✷✵✶✸❪ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ α✲tr❡❡✳

✷✳✸✳✼ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❇✐♥❛r② P❛rt✐t✐♦♥ ❚r❡❡ ✭❇P❚✮ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ t❤❡ α✲tr❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ t❤❡

q✉❛❞tr❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✷✳✸✳✻ ❡①❤✐❜✐ts s❡✈❡r❛❧

❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✴s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t

❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✳ ❚❤❡ r♦♦t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡

❛s ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥❡st ✐♠❛❣❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛♠✐❧②✱

t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s t❤❡ ♣②r❛♠✐❞s ❬P❛✈❧✐❞✐s ✶✾✼✾✱
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✭❛✮ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼❙❚

❆ ❇

❈

❉

❊

❋
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❍
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❏

❑

✭❜✮ P❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s

❆ ❇ ■ ❏ ❈ ❉ ❊ ❋ ❑ ● ❍
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❆∪❇∪■ ❏ ❈∪❉∪❊∪❋ ❑ ●∪❍

❆∪❇∪❈∪❉∪❊∪❋∪●∪❍∪■∪❏∪❑

✭❝✮ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ ✭▼❙❚✮✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡

▼❙❚ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚ r❡♣r❡s❡♥ts ❛

s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ α✲tr❡❡✳



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❘♦s❡♥❢❡❧❞ ✶✾✽✹✱ ❏♦❧✐♦♥ ✶✾✾✹❪✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ H ✐s ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢

♥❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s Pi✱ ✐✳❡✳✱

H = {Pi | 0 ≤ i ≤ n, ∀j, k, 0 ≤ j ≤ k ≤ n⇒ Pj ⊑ Pk}, ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Pn ✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ {V } ♦❢ V ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ P0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

✜♥❡st ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ G = (V,E)✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ✇♦r❞✱ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② H ✐s ❛ s❡t ♦❢

r❡❣✐♦♥s {R}✱ s✉❝❤ t❤❛t

✭✐✮ {V } ∈ H✱

✭✐✐✮ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ R ∈ P0✱ R ∈ H✱

✭✐✐✐✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s (R,R′)✱ ✇❤❡r❡ R ∈ H,R′ ∈ H✱ R ∪R′ 6= ∅ ⇒

R ⊂ R′ ♦r R′ ⊂ R✳

❚❤❡ ✭✐✐✐✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡✐t❤❡r

❞✐s❥♦✐♥t ♦r ♥❡st❡❞✳

❆♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ V ✐s ❛ ♣❛✐r (H,λ)✱ ✇❤❡r❡ H ❞❡♥♦t❡s

❛ ❣✐✈❡♥ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦♥ V ❛♥❞ λ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ s❝❛❧❡✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ H

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ♥❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s R,R′ ∈ H,R ⊂ R′✱ ✇❡ ❤❛✈❡ λ(R) < λ(R′)✳

❆ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡

♦❢ tr❡❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ {V }✱ ❛♥❞

t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥❡st ♣❛rt✐t✐♦♥ P0✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♥♦❞❡ N

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡s ❥✉st ❜❡❧♦✇ ♥♦❞❡N ✱ ❦♥♦✇♥

❛s t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ♥♦❞❡ N ✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✳

❚❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ♠✉❧t✐✲

s❝❛❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ✶✾✽✹❪✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣r✐♥❝✐✲

♣❧❡✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s❝❛❧❡s λ2 > λ1✱ t❤❡ ✏str✉❝t✉r❡s✑ ❢♦✉♥❞ ❛t s❝❛❧❡ λ2 s❤♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛

✏❝❛✉s❡✑ ❛t s❝❛❧❡ λ1✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❇❛❜❛✉❞ ❬❇❛❜❛✉❞ ✶✾✽✻❪✱ ✉s❡❞ ❛❧s♦

❜② ▼♦r❡❧ ❛♥❞ ❙♦❧✐♠✐♥✐ ❬▼♦r❡❧ ✶✾✾✺❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●✉✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱

t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s r❡♣✲

r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ H✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✏✜♥❡r

t❤❛♥✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② H ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ s❝❛❧❡

♣❛r❛♠❡t❡r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ λ2 > λ1✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s Pλ1
⊏ Pλ2

✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pλ2
❛r❡ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ Pλ1

✭t❤❡✐r ✏❝❛✉s❡✑✮✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ s✉❝❤ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ H ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥ts ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛❧❡✳ ❆ ❜❡st ♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s t❤❡♥



✷✳✸✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✸✺

❆ ❇

❈ ❉

❊

❋

● ❍

■ ❏

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡

❊ ❆ ❇ ❈ ❉ ● ■ ❍ ❏ ❋

✭❜✮ ❆ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❆ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮✱ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ✭❜✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❛t

❛r❡ ♥♦t s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡ ✐♥ ✭❜✮ ✐s ❛ ❝✉t ♦❢ t❤❡

❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ✭✐✳❡✳✱ ❤✐❡r❛r❝❤②✮✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ❝✉t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❞

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮✳

s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❛t ❤✐❡r❛r❝❤② H ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡

s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻✱ ❙❡rr❛ ✷✵✶✷❜✱ ❙❡rr❛ ✷✵✶✸✱ ❈❛r❞❡❧✐♥♦ ✷✵✶✸✱

❑✐r❛♥ ✷✵✶✸❛✱ ❑✐r❛♥ ✷✵✶✸❜✱ ❑✐r❛♥ ✷✵✶✹❪ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝✉ts ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✳

❆ ❝✉t ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② H ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ H ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛♥② ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ t♦

t❤❡ t♦♣ ♦❢ H ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛ ❝✉t ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ♦❢ V ✇❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s

❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♥♦❞❡s ✐♥ H✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✭❜✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ r❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✭❛✮✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✭❝✮✳

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝✉t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✷✳✾✭❜✮✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✭❡✳❣✳✱ ❇P❚✱ alpha✲tr❡❡✱ ▼❙❚✮✱ t♦♣✲

❞♦✇♥ ♦r s♣❧✐t✲❛♥❞✲♠❡r❣❡ ✭❡✳❣✳✱ q✉❛❞tr❡❡✮✳ ❙♦♠❡ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇s ♦❢ t❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▼❛r✜❧ ✷✵✵✻✱ ❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✳

✷✳✸✳✽ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣s ♦r ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞s

❆ ✉s❡❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✼

✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ P❤❉ ✇♦r❦ ♦❢ ◆❛❥♠❛♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✹❪ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡

♦❢ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻❪✳ ❆ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ ❛ ❢❛♠✐❧②

♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ r❡❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

❜② ●✉✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡✲s❡t t❤❡♦r② ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❆r❜❡❧á❡③ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝

❝♦♥t♦✉r ♠❛♣ ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❬❆r❜❡❧á❡③ ✷✵✵✻❛✱

❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✳

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤② (H,λ)✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ v ∈ V

✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ λ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② H✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s

❡❛s② t♦ ❛ss✐❣♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❝♦♥t♦✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧♦s❡❞✱ ♥♦♥✲

s❡❧❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ t❤❛t ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✭r❡s♣✳ ✉♣♣❡r

❧❡✈❡❧✮ ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② r❡s♣❡❝ts t♦ ✇❡❛❦ ✭r❡s♣✳ str♦♥❣✮ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❛♥ ♦✈❡r✲

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ✉♥❞❡r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✇✐t❤ ❧♦✇ ✭r❡s♣✳ ❤✐❣❤✮ ✈❛❧✉❡✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐t ✐s st❛t❡❞ ❜② ◆❛❥♠❛♥ t❤❛t ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✾✱ ◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪

✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡❞❣❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤s (G,Fe)✱ ✇❤❡r❡ Fe ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ u = {x, y} ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts x ❛♥❞ y ❜②

❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ Fe(u) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✲

t❡♥s✐t② ♦❢ ♣♦✐♥t x ❛♥❞ y✮✳ ❆♥ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛t❡r✲

s❤❡❞ ❬❈♦✉♣r✐❡ ✶✾✾✼✱ ❈♦✉♣r✐❡ ✷✵✵✺✱ ❇❡rtr❛♥❞ ✷✵✵✺❪ ♥✉❧❧ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥

❡❞❣❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈♦✉♣r✐❡ ❛♥❞ ❇❡rtr❛♥❞ ❬❈♦✉♣r✐❡ ✶✾✾✼❪ ♦♥ ♥♦❞❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (G,Fn)✱

❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡rs t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡✲

❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ F ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛ m1 ❛♥❞ m2 ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧t✐t✉❞❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♠✉st ❝❧✐♠❜ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣♦ ❢r♦♠ m1 t♦

m2✱ ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ CV ✳ ❋♦r t✇♦ ♣♦✐♥ts x ∈ V ❛♥❞ y ∈ V ✱ ✐t ✐s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r

CV (x, y) = ♠✐♥{h |x ∈ X h(V ), y ∈ X h(V )}. ✭✷✳✶✸✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥t x ❛♥❞ y ✐s t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢

t❤❡ ❧♦✇❡st ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ x ❛♥❞ y ✭r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥

❛♥❝❡st♦r✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ❞✐s✲

t❛♥❝❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② t❤❛t ♦❜❡②s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r

✐♥❡q✉❛❧✐t②✿ d(x1, x2) ≤ d(x1, x3)+d(x2, x3)✱ ✇❤❡r❡ x1, x2✱ ❛♥❞ x3 ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✐♥

t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❆♥ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❡②s t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬❑r❛s♥❡r ✶✾✹✹❪✿

ud(x1, x2) ≤ ♠❛①
(

ud(x1, x3), ud(x2, x3)
)

✳ ■t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✲

✐t②✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❛♥❞ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝

❞✐st❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ❇❡♥③é❝r✐ ❬❇❡♥③é❝r✐ ✶✾✼✸❪ ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥ ❬❏♦❤♥s♦♥ ✶✾✻✼❪✳

❚❤❡② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡



✷✳✹✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✸✼

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✐♥❞❡①❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤② (H,λ) ♦♥ V ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

ud(R1, R2) = ♠✐♥{λ(R′) |R′ ∈ H,R1 ⊆ R
′, R2 ⊆ R

′}. ✭✷✳✶✹✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ud(R1, R2) ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ✐♥ V

t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍✐❡r❛r❝❤② H ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❣✐♦♥ ✐♥ H ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ R1 ❛♥❞ R2✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❡❛❝❤ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ud ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦

♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ✐♥❞❡①❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝

❞✐st❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ H✱ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✐s ❡❛s② t♦

❝♦♠♣✉t❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝

✇❛t❡rs❤❡❞s ✭✐✳❡✳✱ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣s✮✳

❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✭❞✮ ❞❡♣✐❝ts ❛♥ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❡r❛r✲

❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✭❜✮✳ ❖♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✭❝✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥

✈❛❧✉❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱

✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞✱ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ❝❛♥ ❜❡ ✭❛✮✱

✭❞✮✱ ✭❝✮✱ ✭❜✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮✳ ❊❛❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞✲

✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✭✐✳❡✳✱ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✮ ②✐❡❧❞s ❛ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

✷✳✹ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

❆❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❡❡s Tt ✭❡✳❣✳✱ ▼✐♥✴▼❛①✲tr❡❡✱ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❡❡s Th ✭❡✳❣✳✱ ❇P❚✱ α✲tr❡❡✱

q✉❛❞tr❡❡✱ ▼❙❚✮✳ ❆ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Tt ❛♥❞ Th ✐s t❤❛t ❛♥② ❝✉t ✭❡①❝❡♣t t❤❡

r♦♦t✮ ♦❢ Tt ②✐❡❧❞s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥② ❝✉t ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ Tt ❣✐✈❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s

♦❢ t❤❡ tr❡❡ Tt ❛♥❞ Th ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✭❛✮ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✭❜✮✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ t♦ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ str✉❝✲

t✉r❡✳ ❊❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡ N ✐♥ t❤❛t tr❡❡✳ ❚❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡

tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s R1 ❛♥❞ R2

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦ ♥♦❞❡s N1 ❛♥❞ N2 ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

R1 ∩R2 6= ∅ ⇒ R1 ⊂ R2 ♦r R2 ⊂ R1. ✭✷✳✶✺✮

❊①❝❡♣t t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ N ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ Np✱

❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❞❣❡ (N ,Np) ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡♠ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥✲



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢

●✉✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✳ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡❀ ✭❜✮ ❉❡♥❞r♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐✲

❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥❀ ✭❝✮ ❖♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❝✉t✮ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②❀

✭❞✮ ❆♥ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r❞❡r ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮✳ ❇✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥

♦❢ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✭❛✮✱ ✭❞✮✱ ✭❝✮✱ ✭❜✮ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪✳



✷✳✹✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✸✾

✭❛✮ ❙❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ tr❡❡ ✭❡✳❣✳✱ ▼✐♥✲tr❡❡✮✳

✭❜✮ ❙❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ tr❡❡s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

s❤✐♣✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t✳ ❈♦♥✲

s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s

GT = (TN , Te)✱ ✇❤❡r❡ TN = {N |N ∈ T } ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡

T ✱ ❛♥❞ Te = {(N ,Np) | N ,Np ∈ T ,N 6= Np} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

♣❛r❡♥t❤♦♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ GT ✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ♥♦t

♦♥❧② ✐ts ♣❛r❡♥t ❜✉t ❛❧s♦ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛s ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r

t❤❡ ♥♦❞❡ A ∪ E ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s A✱ E✱ ❛♥❞

A ∪ E ∪ F ✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ N ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❛♥

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❛t ♥♦❞❡ N ✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛r❡❛✱ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱

♦r s♦♠❡ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r♠✱ ♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ♦r ❡✈❡♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣r✐♦r

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ tr❡❡ ✇✐t❤ ✐ts ♥♦❞❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❛s ❛ ♥♦❞❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (GT , FA)✱ ✇❤❡r❡ FA ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦❞❡s ♠❛♣♣✐♥❣ F

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✳

✷✳✹✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❆❧❧ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ✭t❤❡ ♥❛♠❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❆ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s {Ri} ✭R0

✐s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✮✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ T ❢♦r ✇❤✐❝❤



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts R0✱ ❛♥❞ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ r❡❣✐♦♥s s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♥❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✶✺✮ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♥❡st❡❞ ♦r ❞✐s❥♦✐♥t✮✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢

t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s✳

❆ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❡❡ ♥♦❞❡s ✭t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❢♦r t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ tr❡❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❛✣♥❡

❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ✐s

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t

✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② s♦♠❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ✐s ✉s✉❛❧❧②

✹✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭r❡s♣✳ ✻✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮ ♦r ✽✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭r❡s♣✳ ✷✻✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮ ✐♥

✷❉ ✐♠❛❣❡s ✭r❡s♣✳ ✸❉ ✐♠❛❣❡s✮✱ ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✱ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♦❢ t❤❡

♥♦❞❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t✲❝❤✐❧❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♥♦❞❡s✮ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥

❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✿ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✷✳✹✳✷ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✈❡rs✉s s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❛rr✬s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ✈✐s✐♦♥ ❬▼❛rr ✶✾✽✸❪✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡

❛♥❛❧②s✐s s②st❡♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t✇♦ st❛❣❡s✿ ❧♦✇

❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦✐♥ts✱ ❝♦♥t♦✉rs✱ r❡❣✐♦♥s . . . ✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✈✐s✐♦♥ t❛s❦s

✭♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ s❝❡♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ . . . ✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧

❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ st❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ str✉❝t✉r❡s t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱

❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥② s✐③❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② s❛❧✐❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡r② ♣♦♦r❧② ❝♦♥tr❛st❡❞✳ ❙♦

t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♥✲

tr❛st ❬▲✐♥❞❡❜❡r❣ ✶✾✾✹❪✱ ❛♥❞ ✐ts ♦✉t♣✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ✐♥✈❛r✐❛♥t

❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ t❛s❦✳ ❚❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ ✈❡r② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ❞❡s✐r❡❞ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ P❛rt ■■■✳

❆ ♣♦♣✉❧❛r ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ t❤❡♦r② ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐♠❛❣❡ str✉❝t✉r❡s

❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✱ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ s♠♦♦t❤❡❞



✷✳✹✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✹✶

✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣

❦❡r♥❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r s✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s ❬▲✐♥❞❡❜❡r❣ ✶✾✾✹❪✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡

♣❛r❛♠❡t❡r σ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t②♣❡ ♦❢

t❤❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❬▲✐♥❞❡❜❡r❣ ✶✾✾✹❪✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✷❉

✐♠❛❣❡ f(x, y) ✐ts ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s♠♦♦t❤❡❞

✐♠❛❣❡s L(x, y;σ) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ f(x, y) ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❑❡r♥❡❧✿

g(x, y;σ) =
1

√

(2πσ)
e−(x2+y2)/2σ, ✭✷✳✶✻✮

s✉❝❤ t❤❛t

L(·, ·;σ) = g(·, ·;σ) ∗ f(·, ·). ✭✷✳✶✼✮

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛❧s♦ s♦♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦r✲

r❡❝t s♦♠❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡ s♣❛❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❡❞❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst

t②♣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❬P❡r♦♥❛ ✶✾✾✵✱ ❍❛r✈❡② ✶✾✾✼❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✉❛❧❧② t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❆♥♦t❤❡r

t②♣❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❙✉❝❤ ♠♦r✲

♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡

❞✐❧❛t✐♦♥✲❡r♦s✐♦♥ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ ❬❏❛❝❦✇❛② ✶✾✾✻❪✱ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡s ❬❈❤❡♥ ✶✾✽✾✱

P❛r❦ ✶✾✾✻✱ ❏❛❝❦✇❛② ✶✾✾✽❪✱ ❛r❡❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❬❇❛♥❣❤❛♠ ✶✾✾✻❪✱ ❛♥❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✐♥❣s ❜❛s❡❞ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❬▼❡②❡r ✷✵✵✵❪✳

❚❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❡♠❜❡❞s ❛ s✐♠✐❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❛❧❡

s♣❛❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ♦❜❡②s t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲

s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ✶✾✽✹❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ r❡❣✐♦♥ R ❛t ❝❡rt❛✐♥ s❝❛❧❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

❛❧❧ ✐ts ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡s t✐❧❧ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ R ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢

❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡s✳

❚❤❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❧✉r

t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ tr❡❡✲

❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s✳ ❇✉t ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ s❝❛❧❡✲

s♣❛❝❡s✱ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧✳ ❆s t❤❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❛ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱

t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥t♦✉rs s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s

❣♦♦❞ ❝♦♥t♦✉r ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤♦s❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ P❛rt ■■■✳



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✭❜✮ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦♣❡r❛t♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✳ ■♥ ✭❛✮✱ t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣

str❛t❡❣② ✐s ❛ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤♦s❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✉♥❡❞ ♥♦❞❡s✱

t❤❡② t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❝❡st♦r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣✳

✷✳✺ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✷✳✺✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇

❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ r❡❧✐❡s ♦♥

tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♠❛❣❡ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A t❤❛t

✇❡✐❣❤ts s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✭❡✳❣✳✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡

As t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ♥♦❞❡ ✜ts ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡✮✱ ❛ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❛t s✐♠♣❧✐✲

✜❡s t❤❡ tr❡❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣

❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ t❤❛t ②✐❡❧❞ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✭❛✮ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✱ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐s

❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✭❜✮✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ st❡♣s✿ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② r❡✲

✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱

✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ tr❡❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❛r❡

✐♥t❡r❡st❡❞ ✇✐t❤ ♦r t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣

st❡♣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ❛♥❞

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✳



✷✳✺✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✹✸

✷✳✺✳✷ ❚r❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s

❖♥❝❡ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦❞❡s✱

t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿ t❤❡ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❛♥❞

♥♦♥✲♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚r❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉❜✲

tr❡❡s r♦♦t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛❜♦✈❡ t❤♦s❡ s♣❡❝✐✜❝

♥♦❞❡s ✐♥t❛❝t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✭❛✮✳ ■❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ ♣r✉♥✐♥❣

str❛t❡❣②✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ✐ts ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✜❧t❡r❡❞✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣r✉♥✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s✱ ❛ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♦❢ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦❞❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✉♥✐♥❣

♦r ♥♦♥✲♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✳ ❲❡

❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r A ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ♥♦t✳

✷✳✺✳✷✳✶ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✿

∀N ∈ T ,A(N ) ≤ A(Np), ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡ Np ✐s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ♥♦❞❡ N ✳ ▲❡t A↑ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❙♦♠❡

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡sA↑(N ) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡N ∈ T ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❆r❡❛(N ) = {#p | p ∈ N}❀

• ❍❡✐❣❤t(N ) = ♠❛①
p∈N

f(p)−♠✐♥
p∈N

f(p)❀

• ❱♦❧✉♠❡(N ) =
∑

p∈N

(

♠❛①
p∈N

g(p)− g(p)
)

✇✐t❤ g = ±f ✭❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮❀

• ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ✜t ✐♥t♦ N ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻❪❀

• ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝✐r❝❧❡ t❤❛t ❡♥❝❧♦s❡s N ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻❪✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s A↑✱ t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s r❛t❤❡r str❛✐❣❤t✲

❢♦r✇❛r❞✱ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A↑ ✐s ✉♥❞❡r ❛

❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣♥❡ss

♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A↑ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣②✳

✷✳✺✳✷✳✷ ◆♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♠❛♥② ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s A ❛r❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r

t❤♦s❡ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s As t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡s✳ ❙♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢

♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ N ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

• P❡r✐♠❡t❡r ♦❢ N ❞❡♥♦t❡❞ ❜② P(N )❀

• ❈♦♠♣❛❝t♥❡ss(N ) = 4π❆r❡❛(N )

P2(N )
✱ ♠❛♥② ♦t❤❡r s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ♠❡❛s✉r❡ t❤❡

❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼♦♥t❡r♦ ❛♥❞ ❇r✐❜✐❡s❝❛ ❬▼♦♥t❡r♦ ✷✵✵✾❪❀

• ❊❧♦♥❣❛t✐♦♥(N ) = l♠❛①(N )/l♠✐♥(N )✱ ✇❤❡r❡ l♠❛① ❛♥❞ l♠✐♥ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

t❤❡ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♠❡♥ts

❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② N ❀

• ❙❤❛r♣♥❡ss(N ) = ❱♦❧✉♠❡(N )
❍❡✐❣❤t(N )×❆r❡❛✭N ✮ ❀

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ N ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻❪✳

❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s A✱ t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

❙❛❧❡♠❜✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❯r❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪

♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✭▼✐♥✱ ▼❛①✱ ❱✐t❡r❜✐✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞

t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ▼✐♥✿ ❆ ♥♦❞❡ N ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✐❢ A(N ) < t ♦r ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs

Na s✉❝❤ t❤❛t A(Na) < t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✭❜✮✳

• ▼❛①✿ ❆ ♥♦❞❡ N ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✐❢ A(N ) < t ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✐ts ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts Nd

A(Nd) < t ❤♦❧❞s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛① r✉❧❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✭❝✮✳

• ❱✐t❡r❜✐✿ ❚❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦st ♦♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❱✐t❡r❜✐ ✶✾✼✾❪✳ ❋r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ t♦ t❤❡

r♦♦t✱ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡♠♦✈❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦st✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡✱

t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✐s t❛❦❡♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s

❛ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ N ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t Np ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❣r❡❛t ❝♦st✳ ❙♦ ✐t ✐s

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛ ♥♦❞❡ ✇❤✐❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❛♥❝❡st♦r✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s

❛❜♦✉t t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✳

• ❆ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✿ ❆ ♥♦❞❡ N ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A(N ) < t✳ ❚❤❡

❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡♠♦✈❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥✲

❝❡st♦rs✳ ❚❤✐s ✐s r❛t❤❡r ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❆ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇r❡❡♥ ❛♥❞

❏♦♥❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐♥♥✐♥❣s ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❡

✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ str❛t❡❣② ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ❉✐r❡❝t



✷✳✺✳ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✹✺

P 0

0

P 0
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P 0
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P 0
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P 0

0

P 0
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P 0

0

P 0
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P 0
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P 0
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P 0

0
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1

P 0
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P 0

0
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✭❛✮ ■♥♣✉t
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0

1✺✵

N
0

0✼✵

✭❜✮ ▼✐♥

N
0

3✷✵

N
0

2✽

N
0

1✺✵

N
0

0✼✵

✭❝✮ ▼❛①

N
0

3✷✵

N
0

1✺✵

N
0

0✼✵

✭❞✮ ❉✐r❡❝t

N
0

2✷✵

N
0

1✺✵

N
0

0✼✵

✭❡✮ ❙✉❜tr❛❝t✐✈❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❚♦♣ r♦✇✿ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ tr❡❡s✳ ❇♦tt♦♠ r♦✇✿ ■♥♣✉t tr❡❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ tr❡❡s ✉s✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✳

r✉❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❧❡♠❜✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ❙✉❜tr❛❝t✐✈❡ r✉❧❡ ♦r✐❣✲

✐♥❛❧❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻❪✱ t❤❡♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❲❡st✲

❡♥❜❡r❣ ❬❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✷✵✵✶❪✱ ❛♥❞ ❯r❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

❉✐r❡❝t r✉❧❡ ❛♥❞ ❙✉❜tr❛❝t✐✈❡ r✉❧❡ ♦❢ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❡✮✳

▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧❧ t❤♦s❡ r✉❧❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈❡

s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ ✐♥✲

t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

❜❛s❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡✱ t❤❡② s❤❛r❡ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✐♠❛❣❡

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛❧❧ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t

r♦❜✉st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♥❡✐❣❤✲

❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❧♦❝❛❧✱ ❜✉t

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✮✳

✷✳✺✳✷✳✸ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❋♦r ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣

str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s✬ r❡♠♦✈❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❧♦❝❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡

❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭✐✳❡✳✱ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡s ✐s ♥♦t

✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ ♥♦t ✉t✐❧✐③❡❞✳ ❙♦ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t r♦❜✉st✳

❋♦r ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ t❤❡ ♣❛r❡♥t✲

❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞✳ ❇✉t

♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ✉s❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ✐t ❤❛s

✐ts ♣❛r❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛s ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② t❤❡ ♣❛r❡♥t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♠❛②❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❜✉t t✇♦

✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡st❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤✱ s♦

t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✜❧t❡r ❡✐t❤❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦r ♠❛♥② ♥♦♥✲✐♥t❡r❡st✐♥❣

r❡❣✐♦♥s r❡♠❛✐♥✳

✷✳✺✳✸ ■♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ s♦♠❡ ❡♥t✐r❡ s✉❜✲tr❡❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s✱ t❤❡

♥♦❞❡s ❛❜♦✈❡ t❤♦s❡ s✉❜✲tr❡❡s ❛r❡ ✐♥t❛❝t✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❋♦r

t❤♦s❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ r❡♠♦✈❡❞ s✉❜✲tr❡❡s✱ t❤❡②

t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✭❛✮✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✭❜✮

❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ str❛t❡✲

❣✐❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ t❤❡ r❡♠♦✈❡❞ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥②✇❤❡r❡

✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ❛ r❡♠♦✈❡❞ ♥♦❞❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚✇♦ ✐♠✲

❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ❞✐r❡❝t r✉❧❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝✲

t✐✈❡ ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻✱ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✷✵✵✶✱ ❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✳

• ❉✐r❡❝t✿ ❆s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡♠♦✈❡❞

♥♦❞❡s ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❝❡st♦rs✱ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s

✐s t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞

✭✐✳❡✳✱ ✜❧t❡r❡❞✮ tr❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr❛sts ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡

♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

✐♠❛❣❡✱ s♦♠❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❤❛♣❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣

st❡♣ ♠❛② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡ fr✳

• ❙✉❜tr❛❝t✐✈❡✿ ❆s ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ r❡♠♦✈❡❞

♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ❛❧❧ t❤❡✐r ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✱ s♦ t❤❛t

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ♣r❡s❡r✈❡❞ s❤❛♣❡s r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡

r❡s✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡ fr ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤♦s❡ r❡♠♦✈❡❞ s❤❛♣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣

st❡♣✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ N ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❛ ▼❛①✲tr❡❡

✭r❡s♣✳ ▼✐♥✲tr❡❡✮✱ t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ♥♦❞❡ N ❛r❡ ❧♦✇❡r❡❞ ✭r❡s♣✳ ❛✉❣♠❡♥t❡❞✮

❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr❛st ❛s ♥♦❞❡ N ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ tr❡❡



✷✳✻✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✹✼

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❉✐r❡❝t r✉❧❡ ✭❝✮ ❙✉❜tr❛❝t✐✈❡ r✉❧❡

✭❞✮ ❆✈❡r❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❡✮ ▼❡❞✐❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✜❧✲

t❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳

✐s ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❢✲❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❣r❛② ❧❡✈❡❧

❧♦✇❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞

t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✳

❖t❤❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞

♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❝❡st♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r t❤❡

♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦✈❡❞ ❝♦♥t❡♥ts t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞

tr❡❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

r❡s✉❧t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❜❡✐♥❣ ❛ s❡❧❢✲❞✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✳

✷✳✻ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡

♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡s❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s t❤❛t ✇❡

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤✉s ✜rst❧② ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt r❡✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✜❧t❡r✐♥❣✱

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡✲

❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❛t s♣❛❝❡ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡✈✐❡✇❡❞✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢

✏r❡❧❡✈❛♥t✑ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✏r❡❧❡✈❛♥t✑ ❞❡✲



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱

✷✹✶✷✼ s❤❛♣❡s

✭❜✮ t = 10✱ ✹✻✹✸

s❤❛♣❡s✱ P◆❙❘ = 38.4

✭❝✮ t = 100✱ ✷✶✶✾

s❤❛♣❡s✱ P◆❙❘ = 32.9

✭❞✮ t = 1000✱ ✾✺✽

s❤❛♣❡s✱ P◆❙❘ = 23.3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ●r❛✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛✐♥ s✐③❡s✳

♣❡♥❞s ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡

tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

✷✳✻✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

✷✳✻✳✶✳✶ ●r❛✐♥ ✜❧t❡r

❚❤❡ ❣r❛✐♥ ✜❧t❡r ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❛s❡❧❧❡s ❛♥❞

▼♦♥❛ss❡ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ✜❧t❡rs ❝♦♥s✐st ✐♥ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡ts ♦❢ ❛♥

✐♠❛❣❡ ✇❤♦s❡ ❛r❡❛ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❡①tr❡♠❛

❦✐❧❧❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ✜❧t❡rs t❤❛t r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛r❡❛ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✱

t❤❡ ❣r❛✐♥ ✜❧t❡rs ♦♥❧② r❡♠♦✈❡ s♠❛❧❧ ❧❡✈❡❧ s❡ts✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♦t❤❡rs ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✜❧t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t

♦❢ ❛ ❣r❛✐♥ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛ ❛r❡❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t ❝❛♥ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ✢❛t ③♦♥❡s ✇❤♦s❡ ❛r❡❛ ✐s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ✢❛t ③♦♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ ❛r❡❛ ✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✳

❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✜❧t❡rs ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❡❛ ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥

✜❧t❡r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✳

✷✳✻✳✶✳✷ ▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥

▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✭❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❧❡✈❡❧ s❡ts✮ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❛♦ ❡t

❛❧✳ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐✲

❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦❢ ❉❡s♦❧♥❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✶❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♣❛r❛♠❡✲

t❡r❧❡ss ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦♥tr❛st❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ❝❛❧❧❡❞

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡ τ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝



✷✳✻✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✹✾

♠❛♣✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❛t s❤❛♣❡ τ ✱ ❦♥♦✇

❛s ❛ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤

✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❡s♦❧♥❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✶✱ ❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✽❪ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡st❛❧t ❚❤❡♦r②✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍❡❧♠❤♦❧t③

♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t✿ ✏✇❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♣❡r❝❡✐✈❡ ✇❤❛t❡✈❡r ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❜②

❝❤❛♥❝❡✑✳ ❙♦ t❤❡ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ ♠♦❞❡❧s ✜rst ❛ss✉♠❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦r ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✱

t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛s ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❋❛❧s❡ ❆❧❛r♠s ✭◆❋❆✮✳ ❋♦r t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ◆❋❆ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss✳ ❚❤❡♥ ❡①tr❛❝t ♦♥❡ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◆❋❆ ❛♠♦♥❣ ❡❛❝❤ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱

✇❤❡r❡ ❛ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡

❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤✐❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❡✐t❤❡r str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♦r str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❇② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥❧② ❛r♦✉♥❞ ✶✪ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❛t

❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❡①✲

tr❛❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❤❛s ♥❡❛r❧② ♥♦ ❧♦ss ♦❢ s❤❛♣❡ ❝♦♥t❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡❧✐✈❡rs ❛❝❝✉r❛t❡

s❤❛♣❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ◆❋❆ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s

❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✶✱ ❈❛♦ ✷✵✵✺❪✳

✷✳✻✳✶✳✸ ■♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❛r②

♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛❝t ❜② ♠❡r❣✐♥❣

✢❛t ③♦♥❡s✱ s♦ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ✇♦r❦s t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✏r❡❧❡✈❛♥t✑ s❤❛♣❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡s ❛ s❡t ♦❢

✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t s✐♠♣❧✐❢② ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥

✐♥ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ ❬❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✷✵✵✶❪✱

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❛♥❞ s♦♠❡ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ s✐♠♣❧✐❢② ✐♠✲

❛❣❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ✜❧❛♠❡♥t ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪

t♦ ✉s❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳✱ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡

❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬▼✉♠❢♦r❞ ✶✾✽✾❪✮ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞✲

✐♥❣✳ ■♥ ❬▲✉ ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡✱ s♦ t❤❡

✐♠❛❣❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s ♦❢ s♦♠❡ ❡✈♦❧✈❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛

❦♥❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❑♥❡❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇ t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ✜❧t❡r

t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡✳

❆ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉t ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r✲

❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ◆❛❥♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻✱ ◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✾❪ ❛r❡

s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜rst ♦❢

❛❧❧ s♦rt✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♦❢ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ♣✐①❡❧s ✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ ▼❙❚ ✐♥ t❤✐s ♣r❡✲s♦rt❡❞

♦r❞❡r✱ ✐❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❛t ❡❞❣❡ ✐s ♥♦t ♠❡r❣❡❞ ②❡t✱ ❡①❛♠✐♥❡ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥

♠❡r❣❡ t❤❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥tr❛✲❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥t❡r✲

❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r K✳ ■♥ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡

t❤❡ s❝❛❧❡✲s❡ts t❤❡♦r② t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❝✉t ✭✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❤♦r✐③♦♥t❛❧✮ ✈❡r②

❡✣❝✐❡♥t❧② s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✳ ■♥ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✱

❙♦✐❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✲

str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ α✲tr❡❡✳ ❚❤❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧ r❛♥❣❡ α ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤

❛ ❣❧♦❜❛❧ r❛♥❣❡ ω ♦r ♥♦t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝✉t t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ■♥ ❬❙❡rr❛ ✷✵✶✸✱ ❑✐r❛♥ ✷✵✶✹❪✱ ❙❡rr❛ ❛♥❞ ❑✐r❛♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝✉ts ✐♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❜② ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■t

r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ h✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣♥❡ss✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝✉ts ✐♥ ♦♥❡ ♣❛ss✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❈❛r❞❡❧✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬❈❛r❞❡❧✐♥♦ ✷✵✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ✭♦♣t✐♠❛❧✮ ♣❛r✲

t✐t✐♦♥ ✭❝✉t✮ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ ♠♦❞❡❧✱

t❤❡② ❛ss✐❣♥ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ◆❋❆ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥

❜② t❤❛t ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦st ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

♣❛rt✐t✐♦♥✳

✷✳✻✳✶✳✹ Pr❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❜❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱

✇❤✐❝❤ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② s❡❣♠❡♥ts ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣r✐♦r ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ t♦♣♦✲

❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t Op t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ✐♥

❛♥♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ f ′ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s t♦ ❜❡ s❡❣♠❡♥t❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✲

❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❤❛♣❡ ✐♥ ✐ts t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ s❡❧❡❝t ❛ r❡❞✉❝❡❞ s❡t ♦❢ s❤❛♣❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ♦❢ f ′ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ❝❤✐❧❞r❡♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛r❡❛ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t

❝❤✐❧❞r❡♥✱ t❤❡ r♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ❚❤❡♥

❛ ❝✉r✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ st❡♣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▲✐s❛♥✐ ✷✵✵✸❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s❤❛♣❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ f ′ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢✲

❡r❡♥t✐❛❧ s❤❛♣❡ Op✳ ❚❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❤❛♣❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡st ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡

✐s ✜♥❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛

❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛s❡t s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣✳

❚❤❡ r❡❛❞❡rs ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❜❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳



✷✳✻✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✺✶

✷✳✻✳✶✳✺ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s

❋♦r ✸❉ ✐♠❛❣❡s ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣r✐♥t❡❞

♦♥ ♣❛♣❡r✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ❞✐s♣❧❛②s s❧✐❝❡s✱ ♦r ✈♦①❡❧s✱ ♦r ✐s♦s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣❡❝ts t❤❛t t❤❡

❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱

✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ✐♠❛❣❡s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❋♦r t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ❜② ✈♦①❡❧s ❛♥❞ ✐s♦s✉r❢❛❝❡s✱ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ❜❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥s✐❞❡ s♦♠❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ♦r s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♠❛♥② ♥♦✐s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

♦❜❥❡❝ts ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦r ❞✐✣❝✉❧t✳ ■♥ ❬❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✷✵✵✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✲

♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✭♠✐♥✐♠❛❧ ❢♦r ❛ s♣❤❡r❡✱

❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞✮ ❛s ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✈❡ss❡❧s✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✸❉ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ✜❧❛♠❡♥t

✭✐✳❡✳✱ ✈❡ss❡❧s✮ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

■♥ ❬❲❡st❡♥❜❡r❣ ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❝❤

❛s ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✱ ✢❛t♥❡ss ❛♥❞ s♣❛rs❡♥❡ss t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤

r❡s✉❧ts ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳

✷✳✻✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥

✷✳✻✳✷✳✶ ▼❛①✐♠❛❧❧② ❙t❛❜❧❡ ❊①tr❡♠❛❧ ❘❡❣✐♦♥s ✭▼❙❊❘✮

▼❛①✐♠❛❧❧② ❙t❛❜❧❡ ❊①tr❡♠❛❧ ❘❡❣✐♦♥s ✭▼❙❊❘✮ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛t❛s ❡t

❛❧✳ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✳ ■t ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❜❧♦❜ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦

t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t✇♦ ✐♠❛❣❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥

st❡r❡♦ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ▼❙❊❘ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❘❡❣✐♦♥ Q ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ✐♠❛❣❡✳

✭❖✉t❡r✮ ❘❡❣✐♦♥ ❇♦✉♥❞❛r② ∂Q = {q ∈ V \Q : ∃ p ∈ Q : e = (p, q) ∈ E}✱ ✇❤✐❝❤

♠❡❛♥s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Q ♦❢ Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ Q

❜✉t ♥♦t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Q✳

❊①tr❡♠❛❧ ❘❡❣✐♦♥ Q ⊂ V ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❡✐t❤❡r ∀p ∈ Q, q ∈ ∂Q : f(p) > f(q)

❤♦❧❞s ♦r ∀p ∈ Q, q ∈ ∂Q : f(p) < f(q) ❤♦❧❞s✳

▼❛①✐♠❛❧❧② ❙t❛❜❧❡ ❊①tr❡♠❛❧ ❘❡❣✐♦♥ ✭▼❙❊❘✮✳ ▲❡t Q1, . . . , Qi−1, Qi, . . . ❜❡ ❛

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡st✐♥❣ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥s ✭Qi ⊂ Qi+1✮✳ ❊①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥ Qi∗ ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧②

st❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ q(i) = |Qi+∆\Qi−∆|/|Qi| ❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t i∗✱ ✇❤❡r❡ | · |

❞❡♥♦t❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ∆ ∈ Z ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ q(i) ❝❤❡❝❦s ❢♦r r❡❣✐♦♥s t❤❛t r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥

♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ■❢ ❛♥ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥ Qi+∆ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥

❛♥ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥ Qi−∆✱ t❤❡ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥ Qi ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② st❛❜❧❡



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✿ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

tr❡❡ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✻❪ ✭❡✐t❤❡r ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦r ❛ ▼❛①✲tr❡❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼❙❊❘ ✐s ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡r✲

st❛♥❞❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❉♦♥♦s❡r ✷✵✵✻❪✱

▼❙❊❘ ❡①tr❛❝ts t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✭♥♦❞❡s✮ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ s♦♠❡ ✭❣r❛♥❞✲✮♣❛r❡♥t ❛♥❞ s♦♠❡ ✭❣r❛♥❞✲

✮❝❤✐❧❞✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐ts❡❧❢✳ ■t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪ t❤❛t

▼❙❊❘ ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ r❡❣✐♦♥s ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✈❡r②

❡✣❝✐❡♥t✳ ◆✐st❡r ❛♥❞ ❙t❡✇❡♥✐✉s ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬◆✐stér ✷✵✵✽❪ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ❡t ❛❧✳ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❙❊❘✳

❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼❙❊❘ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❡r❞♦❝❤ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬P❡r❞♦❝❤ ✷✵✵✼❪ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

❙t❛❜❧❡ ❆✣♥❡ ❋r❛♠❡ ✭❙❆❋✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ▼❛♥② ♠♦r❡

❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤

s❧♦✇❡r t❤❛♥ ▼❙❊❘✳

✷✳✻✳✷✳✷ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼❡❛♥✲

❙❤✐❢t

▼❡❛♥ s❤✐❢t ✐s ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❣♠❡♥t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✈✐❞❡♦s✳ P✐①❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐✲

♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t

❞❡♥s✐t② ✐♥ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② ❈❤❡♥❣ ❬❈❤❡♥❣ ✶✾✾✺❪ ❛♥❞ ❈♦♠❛♥✐✲

❝✐✉ ❛♥❞ ▼❡❡r ❬❈♦♠❛♥✐❝✐✉ ✷✵✵✷❪ t❤❛t ♠❡❛♥ s❤✐❢t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ st❡❡♣❡st ❛s❝❡♥t

♦♥ ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ❬P❛r✐s ✷✵✵✼❪✱ P❛r✐s ❛♥❞ ❉✉✲

r❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❝❤❡♠❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❛t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛♣♣❧② t❤❡

▼♦rs❡ t❤❡♦r② ❬▼✐❧♥♦r ✶✾✻✸❪ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

▼♦rs❡ t❤❡♦r②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡s ❛r❡ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡

▼♦rs❡✲❙♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛st ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❡❛♥✲s❤✐❢t

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❲✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ✷✵✵✵❪✱ t❤❡② ❜✉✐❧❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲❧❡✈❡❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ❝♦r❡ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✱ ♥♦t

❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ ❬P❛r✐s ✷✵✵✼❪ ✐s ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ❜② ❤❡✐❣❤t ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t



✷✳✻✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✺✸

t♦ ♣r❡✈✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜✉t r✉♥s ❢❛st❡r t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❧❛r❣❡

✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✈✐❞❡♦s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♥♦

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣ ❤❡✐❣❤t✱ ❦♥♦✇♥

❛❧s♦ ❛s ❞②♥❛♠✐❝✳ ❚❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✷✳✻✳✷✳✸ ❙❝❡♥❡r② ✐♠❛❣❡s ❛♥❛❧②s✐s

❆ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❝❡♥❡r② ✐♠❛❣❡s ❛♥❛❧②s✐s ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙♦♥❣ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✐♥ ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✷❪ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲

❣r♦✉♥❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② ♠❛❞❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡

✐♠❛❣❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡❣✐♦♥s

❛r❡ ✭✶✮ s♠♦♦t❤❡r ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t②❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ t❤❡

❤❛rs❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐♥t❡♥s✐t② ♣❡❛❦s ❛♥❞ ✈❛❧❧❡②s✱ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♠❛❧❧ t❡①t♦♥s ✇❤♦s❡ ❤❡✐❣❤t

❛r❡ ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐st ♦❢ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❛s ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤♦s❡ t❡①t♦♥s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❆ ♥♦✐s❡ r❡♠♦✈❛❧ st❡♣ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣

s♠❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✈❡r② ❢❡✇ t❡①t♦♥s ❛❢t❡r t❡①t♦♥s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣

st❡♣✳ ❚❤❡♥ r❡♣❛✐r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✐♥ts✳ ✜♥❛❧❧②✱ ❛ ❤♦❧❡

✜❧❧✐♥❣ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ r❡❣✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥

✐♥ ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✷❪ t❤❛t s✉❝❤ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❧♦❝❛t❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡s

✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

▲❛t❡❧②✱ ❙♦♥❣ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✸❪ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ s❝❡♥❡r②

✐♠❛❣❡s t♦ s✉♣♣♦rt s❡♠❛♥t✐❝s✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡

♠♦♥♦t♦♥❡ tr❡❡ ✭✐✳❡✳✱ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛r❡

♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s✉❜✲❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡

❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❝♦❧♦r✱ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱

❤❛rs❤♥❡ss ❛♥❞ s❤❛♣❡✳ ❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♦♠❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❢❡❛t✉r❡✳ ■t ❤❛s

❜❡❡♥ s❤♦✇ ✐♥ ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✸❪ t❤❛t s✉❝❤ s❝❤❡♠❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢

s❝❡♥❡r② ✐♠❛❣❡s✳

✷✳✻✳✷✳✹ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s

■♥ ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐s❤❛♣❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐✲

❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛②✲s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ✉s✲

✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛tt❡r♥ s♣❡❝✲

tr❛ ❬▼❛r❛❣♦s ✶✾✽✾✱ ❙❡rr❛ ✶✾✽✷❪ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦♦❧s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r✲

♣❤♦❧♦❣② ❦♥♦✇♥ ❛s ❣r❛♥✉❧♦♠❡tr✐❡s ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻✱ ❙❡rr❛ ✶✾✽✷❪✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ s✐③❡ ❣r❛♥✲

✉❧♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ s✐❡✈❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛❞❡s✱ ❡❛❝❤ ❛❧❧♦✇✐♥❣



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s✐③❡ ❝❧❛ss❡s t♦ ♣❛ss✳ ■♥ ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✹✱ ❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs

♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❥♦✐♥t s❤❛♣❡✲s✐③❡ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝tr❛ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣✲

❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s

❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐t ✐s st❛t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪ ❢❡❛t✉r❡s t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✶✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡

✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝tr✉♠✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛❧❡s ♦r s❤❛♣❡s ✉s❡❞✳ ✷✮ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①❛❝t s❤❛♣❡

❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❥♦✐♥t ✷❉ s❤❛♣❡✲s✐③❡ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝tr❛✳ ✸✮ ■t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐t ✐s r♦t❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❢♦✉r ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛s❡ts s❤♦✇s t❤❛t t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s

❜❡tt❡r ♦r ❡q✉❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✺ t♦

✾✲❢♦❧❞ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥✳

▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❬❊♣✐❢❛♥✐♦ ✷✵✵✼✱ ❚✉✐❛ ✷✵✵✾❪ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ▲✉♦ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ♣r♦♣♦s❡

✐♥ ❬▲✉♦ ✷✵✶✸❪ ❛ r♦❜✉st ❛✉t♦✲❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲

r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❡①tr❛❝t s♦♠❡ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ✭♣❡r✐♠❡t❡rs✱ s❝❛❧❡s✱ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮

t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t✇♦

❞❛t❛s❡ts ♦❢ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳

✷✳✻✳✷✳✺ ❚❡①t✉r❡ ✐♥❞❡①✐♥❣

■♥ ❬❳✐❛ ✷✵✶✵❪✱ ❳✐❛ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❡①t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t

t❡①t✉r❡ ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ r❛❞✐♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛♥❣❡s✳

❚❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ✐♥✈❛r✐❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r

❡❛❝❤ t❡①t✉r❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ✜rst❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡♥ ❢♦r

❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ❛ss✐❣♥ s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts ✭❤❛✈✐♥❣ ♠❛♥② ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱

s❝❛❧❡✱ r♦t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ t❤❛t s❤❛♣❡✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶❉

❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤♦s❡ s❤❛♣❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t✇♦ t❡①t✉❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ✶❉ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡✐r s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡✐r

♣r♦♣♦s❡❞ t❡①t✉r❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

r❡tr✐❡✈❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤r❡❡ t❡①t✉r❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡✐r ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ♦✉t♣❡r❢♦r♠

♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t t❡①t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳



✷✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✺

✷✳✻✳✷✳✻ ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥

■♥ ❬❱✐❧❛♣❧❛♥❛ ✷✵✵✽❪✱ ❱✐❧❛♣❧❛♥❛ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡s✳ ❚❤❡ ❇P❚ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞

s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡

❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦

❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❇P❚✿ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② s♣❛❝❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡♥❡ss t♦ t❤❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❧♦✇❡r s❝❛❧❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ ✭❤✐❣❤❡r

s❝❛❧❡s✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ③♦♥❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤②

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss❡ss✐♥❣ ❛ st♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆ r♦✉❣❤ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝t✳

❚❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ♥♦❞❡ ✐s r❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

❛ s❤❛♣❡ ✜tt✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t r❡✜♥❡♠❡♥t st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② s♣❛❝❡✳

❱❛r✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬❱✐❧❛♣❧❛♥❛ ✷✵✵✽❪ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡② r❡♣✲

r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦✉r P❤❉ ✇♦r❦✳ ▼❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞✳ ❆♥❞ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t r❡❧② ♦♥ t❤♦s❡

tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦rt❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡✐r ✉s❡✲

❢✉❧♥❡ss ❢♦r ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ■t ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡r st♦♥❡

♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤

❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥

❛t♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱

♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ tr❡❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s r❡❧❡✈❛♥t✴r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✴❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ✇❤❡r❡❛s✱ t❤❡

❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✴❞❡❝✐s✐♦♥✳





❈❤❛♣t❡r ✸

❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②

❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦✉r P❤❉ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✿

t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳

■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①✲

♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❲❡ ✇✐❧❧

s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊❘

♠❡t❤♦❞ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱

t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ✶✮ ❋♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✐t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚✇♦

♥♦✈❡❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s✱ ❛♥❞

t❤❡ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✳ ✷✮ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ✸✮ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥② tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✐♥t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❛s♣❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

✸✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✸✳✶✳✶ ❈❧❛ss✐❝❛❧ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❆s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✭❜✮✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❡❡✲❜❛s❡❞

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ st❡♣s✿ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛♥❞

✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss

r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A↑✱ t❤❡ tr❡❡

✜❧t❡r✐♥❣ ✐s s✐♠♣❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣

❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✳ ❋♦r ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ✭t❤❡ ♠♦st ✉s✉❛❧ ❝❛s❡s✱

❡✳❣✳✱ ♠❛♥② s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✮✱ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ❞♦

♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t s❡✈❡r❛❧ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♦♠❡



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❋♦r

❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ♦♥❡ s✐♠♣❧② r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❙✉❝❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛❧❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts

✇✐t❤ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡✱ t❤❡

❝✐r❝✉❧❛r✐t②✱ ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t r♦✉♥❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞

t❤❡ ❞❛r❦ ♦♥❡ ❛r❡ ❜♦t❤ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥t❡①t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t

♦♥❡✱ ❛ ❤✐❣❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❜✉t t❤❡♥ s♦♠❡ ♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✭❢✮✳

✸✳✶✳✷ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❚❤❡ ❢♦✉♥❞✐♥❣ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s t♦ ❛♣♣❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡

s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡st❡❞ ♦r ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤

❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❛r❡ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ✐ts

♣❛r❡♥t✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✳ ❚❤✐s

♣r♦❝❡ss ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦✰r❡❞ ♣❛t❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✐s ❡①❛❝t❧② ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ tr❡❡✲

❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T ✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ st❡♣s✿ tr❡❡ T T ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱

tr❡❡ T T ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ T ′ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′

♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡✮ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ T T ′✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ♠❛❦❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛❝t ❜②

♠❡r❣✐♥❣ ✢❛t ③♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦

t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❤✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s

s❡✈❡r❛❧ ❞❡❡♣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✿

• ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞

▼❙❊❘ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ▼❙❊❘ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

▼❙❊❘ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

• ❋♦r t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ t❤❛t t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦

❡♥❝♦♠♣❛ss❡s s♦♠❡ ✉s✉❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ◆♦✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs

❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✜rst tr❡❡ T



✸✳✶✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✺✾
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❜❧❛❝❦ ♣❛t❤✮ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② s❝❤❡♠❡ ✭❜❧❛❝❦✰r❡❞ ♣❛t❤✮✳

✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦r ❛ ▼❛①✲tr❡❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✱ s✉❝❤ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♥❡✇

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧♦✇❡r ♦r ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s ❬▼❡②❡r ✶✾✾✽❪✱ ❬▼❡②❡r ✷✵✵✹❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡

✜rst tr❡❡ T ✐s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ✐t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❡❧❢✲❞✉❛❧

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✳

• ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r✲

♣♦s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

A ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡s ❤❡❧♣s t♦ r❡♠♦✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss

♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱

• ❇② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇❡✐❣❤t t❤❡

❝♦♥t♦✉rs ♦❢ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❜②

t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✭❦♥♦✇♥ ❛s ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❬❱❛❝❤✐❡r ✶✾✾✺❪✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧

♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐s❛♣♣❡❛r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t ✐s ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❤✐❡r❛r❝❤②

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✳

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦

♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①t❡♥❞✲

✐♥❣ ▼❙❊❘✱ ✐♠❛❣❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

❤✐❡r❛r❝❤②✳



✸✳✷✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✻✶

✸✳✷ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②

▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② t❤❛t ❛❝ts ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡

❞✐r❡❝t❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

✸✳✷✳✶ ❋✐rst tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t

❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ f ✳ ❉✐✛❡r❡♥t

tr❡❡s ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ tr❡❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

t❛r❣❡t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❡❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢

tr❡❡s ✐s t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡s ✭♦❜❥❡❝ts✮ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤✐s tr❡❡✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❛❧❧ tr❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❉✉r✐♥❣ t❤✐s tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ✭s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ❝❛♥

❜❡ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛r❡❛ ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s✮✱ ♦r s♦♠❡ ♠♦r❡

❡✈♦❧✈❡❞ ♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤❛t ✐s ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ♦r ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✱ ❡t❝ ❬❲❡st❡♥❜❡r❣ ✷✵✵✼❪✳

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞

✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ ❛ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (GT , FA)✱ ✇❤❡r❡ GT = (TN , Te)✱ TN ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s

{N |N ∈ T }✱ ❛♥❞ Te ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s Te = {(N ,Np) | N ,Np ∈ T ,N 6= Np}

t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s✳ FA ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦❞❡s

♠❛♣♣✐♥❣ F ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❞❡♣✐❝ts ❛ s✐♠♣❧❡ tr❡❡

T ✇✐t❤ ❢♦✉r r❡❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳

✸✳✷✳✷ ❙❡❝♦♥❞ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❏✉st ❧✐❦❡ t❤❡ ✜rst tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛ s❡❝♦♥❞ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T T

✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤

(GT , FA)✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✜rst tr❡❡ ✇❛s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡

T T ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦r ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ GT ✭✐✳❡✳✱ ♥♦❞❡s

N ∈ T ✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s ♥❡❛r t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ ♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s✱ ❛♥❞ ✐❢ A ❡♥❝♦❞❡s t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ s❤❛♣❡ t♦ ❜❡ ♦❢ ❛ ❞❡s✐r❡❞ t②♣❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡s

❛r❡ t❤❡ s❤❛♣❡s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❛t t②♣❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✢♦✇ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✇✐t❤ T T ❜❡✐♥❣

t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ T ✳ ❈✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r ✐♥s✐❞❡✿ ♥♦❞❡s N ❀ ❇❧✉❡ ✈❛❧✉❡s✿ ✜rst

❛ttr✐❜✉t❡ A❀ ❈✐r❝❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❧❡tt❡r ✐♥s✐❞❡✿ ♥♦❞❡s NN ❀ ❘❡❞ ✈❛❧✉❡s✿ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡

AA ✭❜❡✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛ttr✐❜✉t❡ A ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✮❀ ❉❛s❤❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿

✜❧t❡r❡❞ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✷ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣✳



✸✳✷✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✻✸

❛♥❞ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤

(GT , FA)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ T T ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢

✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❤❛♣❡s ❜❡✐♥❣ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ T T ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡♥ T T

✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ NN ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r t②♣❡ ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ❘❡♠❛r❦ ❛❧s♦ t❤❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

✏♦❜❥❡❝ts✑ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ T ❛r❡ ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧② ♣r❡s❡♥t ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ T T ✭❡✳❣✳✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ t❤❡ ♥♦❞❡ ❈ ❛♥❞ ❍ ♦❢ T ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t

❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ T T ✮✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ AA ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ NN ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✐s

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■t ✐s ❛❧✇❛②s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❛ttr✐❜✉t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣②✳

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ AA ✐s q✉✐t❡ ✢❡①✐❜❧❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ T T ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛ttr✐❜✉t❡ A ✭❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t✱ ♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ A✮✱ ♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡s t❤❛t NN r❡♣r❡s❡♥ts✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s

❧❛t❡r ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❛r❡❛✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥

❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ RN ♦❢ s❤❛♣❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ NN ✿

{N |N ∈ T ,N ∈ NN}✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ✏r❡❣✐♦♥✑ RN ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡

N ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s RN = {p | p ∈ N , p /∈ C(N )}✱ C(N ) ❞❡♥♦t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝❤✐❧❞r❡♥

♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ N ✳ ❆ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ AA ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ T T ✳ ■t ✐s ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ T ✳ ❚❤❡ ❢♦✉r r❡❣✐♦♥❛❧

♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ (GT , FA) ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢♦✉r ❧❡❛✈❡s ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮ ♦❢ T T ✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ AA ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ A✳

✸✳✷✳✸ ❙❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ AA✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

♣r♦♣❡r❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♣r✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞

♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ AA t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣

♦✉t s♦♠❡ ♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ ❜❡ ♣r✉♥❡❞ ❛r❡ t❤❡ s✉❜tr❡❡s r♦♦t❡❞ ❥✉st

❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

s❤❛♣❡s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ T T ✮✱ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣② r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♥♦❞❡s✱

t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ T T ✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s✉❜tr❡❡s

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❜② ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s NN ✇❤♦s❡ ❛ttr✐❜✉t❡

✈❛❧✉❡ AA ✭t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ A✮ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✷✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

✹ ✺

✷

✸

✶

N
N

=
{❍

❈
❊
}

❆ ❇

❈

❊

❍

✭❛✮

❍

❊
❈

❆ ❇

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ AA ❜❡✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡

t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ ♦❢ s❤❛♣❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦❞❡

NN ✳ ✭❛✮ ❆ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❢♦r♠ t❤❡

♥♦❞❡ NN = {❍❈❊} ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ tr❡❡ T ✐♥ ✭❛✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥

❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ♦❜❧✐q✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ AA(NN )✳

♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❡❛✈❡s✳

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t✲

❡❣②✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❬❱❛❝❤✐❡r ✶✾✾✺❪ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❛ttr✐❜✉t❡ AA✳ ■❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s❤❛♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥♦❞❡s ❜❡✐♥❣

♠✐♥✐♠❛ ♦❢ A ✭❛ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❬❳✉ ✷✵✶✷❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❈❤❛♣t❡r ✼✮ ❛♥❞

t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❋❛❧s❡ ❆❧❛r♠s ✭◆❋❆✮ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪ ❛r❡ s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s✮ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤

(GT , FA)✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❤❛♣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

♦♥❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡✳ ▲❡t ≺ ❜❡ ❛ str✐❝t t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡

s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛ m1 ≺ m2 ≺ · · · ≺ mn ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✱ s✉❝❤ t❤❛t

mi ≺ mi+1 ✇❤❡♥❡✈❡r A(mi) < A(mi+1)✳ ❚❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ E ❢♦r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ mi

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

E(mi) = AA(NN
m

i−

mi )−AA(NNmi
), ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ NNmi
✐s t❤❡ ❧❡❛❢ ♦❢ T T ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ mi ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ (GT , FA)✱

❛♥❞ NN
m

i−

mi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ♥♦❞❡ ♦♥ T T ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ NNmi
t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥

❛♥② ❧❡❛❢ NNmi′
✇✐t❤ i′ < i✳

❚❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳

❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✐s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ✭♦r r❡♠♦✈❡✮ ♦♥❧②

t❤❡ ❜❧♦❜s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤♦s❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥



✸✳✷✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✻✺

A

B
C

hC

hB

hA

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤r❡❡ ♠✐♥✐♠❛✳ A✱ B✱ ❛♥❞ C ❛r❡

t❤r❡❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❛♥❞ hm ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤❡✐❣❤t ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ m✳

✈❛❧✉❡ λ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❛ttr✐❜✉t❡ AA ✐s ❛❧s♦ ❜❡❧♦✇ λ✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s

t❤❛t ✐t ♣r❡s❡r✈❡s ♦♥❧② t❤❡s❡ s❤❛♣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r

❝♦♥t❡①t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❞ ♣❛rt ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡✱ ❜✉t t❤❡ ❜❧♦❜s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠✐♥✐♠❛ B ❛♥❞ C ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥

t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ AA ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥

❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳

✸✳✷✳✹ ❚r❡❡ r❡st✐t✉t✐♦♥

❚❤❡ st❡♣ ♦❢ tr❡❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ T ′ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜②

r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s {Ni} ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦❞❡s {NNk}✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ T ′ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ✭❞❛s❤❡❞

❝✐r❝❧❡s✮ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦❞❡s ♦❢ T T ′✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s

❈ ❛♥❞ ❍ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦❞❡ ❊ ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤

✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ❝❛♥

❛❝❤✐❡✈❡s s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ❊ ❛♥❞ ❏ ✇✐t❤ A = 3 ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♥♦❞❡ ❋ ✇✐t❤ A = 3✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ❉ ✇✐t❤ A = 4 ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t✳ ❙✉❝❤ ❛

❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❜r✐♥❣s s♦♠❡

♥❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

✸✳✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❙❊❘ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

✸✳✸✳✶ ❆ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ▼❙❊❘ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳✶ ❛♥❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❉♦♥♦s❡r ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ▼❙❊❘ ✐s ❡❛s✐❧②

✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲

tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ▼❙❊❘ ✐♥ s♣✐r✐t

♦❢ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦r♥❡rs ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r♦❜✉st ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈✐♥❣ ♠❛♥② ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r ❝♦✈❛r✐❛♥t

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r

✈✐s✐♦♥ ❢♦r ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱

✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ ♠♦s❛✐❝✐♥❣✱ ♣❛♥♦r❛♠❛ st✐t❝❤✐♥❣✱ ✈✐❞❡♦ tr❛❝❦✐♥❣✱ ✸❉ ♠♦❞✲

❡❧❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r ❬❍❛rr✐s ✶✾✽✽❪ ✐s ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❡①tr❛❝ts t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢

✐♠❛❣❡ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ ❛ ❝♦r♥❡r ♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♠❛tr✐①

❛t s♦♠❡ ✜①❡❞ s❝❛❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡❛r❝❤✐♥❣

s♣❛❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✮✱ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡

r♦❜✉st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st ♣♦✐♥ts s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② ♠❛♥② ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r ❝♦✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s✱

✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝❤❛♥❣❡s✱ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s✱ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜❧✉r ❝❤❛♥❣❡s✱ . . . ✱

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♠❛tr✐① s❛t✐s✜❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✈❛r✐✲

❛♥❝❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉♥❞❡r

s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❛ ✐s ❛ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♥❡✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ t❤❡ ▼❙❊❘ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❙❊❘✱ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ✐s ❛ r❡❞✉❝❡❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡

♦❢ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳✶ ❛♥❞ ❊q ✭✸✳✷✮✮

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❛r❡❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞

❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❇♦t❤ t❤❡ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❙❊❘ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ r♦✲

❜✉st ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❜❡✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡

s♣❛❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐t r♦❜✉st t♦ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆ s❝❛❧❡✲❛❞❛♣t❡❞ ❍❛rr✐s

❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ❍❛rr✐s✲▲❛♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ s❝❛❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❡①✲

tr❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✭▲♦●✮ ✜❧t❡r ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✹❪✳



✸✳✸✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❙❊❘ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✻✼

❚❤❡ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ❡①tr❛❝t s❡✈❡r❛❧

❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② t♦ ❛ r❡❛❧ s✐♥❣❧❡ ❝♦r♥❡r ✐♥ ✐♠❛❣❡✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡

▼❙❊❘ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ t❤❛♥❦s t❤❡ ♠✉❧t✐✲

s❝❛❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ s❝❛❧❡

❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ▼❙❊❘

♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❧♦❝❛❧ ♣❛t❤ ✭❡❧❧✐♣t✐❝ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ r❡❣✐♦♥s ✐♥ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✮

✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❬▲♦✇❡ ✶✾✾✾✱ ▲♦✇❡ ✷✵✵✹✱ ❋♦rss❡♥ ✷✵✵✼❪ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦

❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❝♦✈❛r✐❛♥t t♦ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s ♠❛❦❡ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ▼❙❊❘✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

❝❡rt❛✐♥❧② ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛s♦♥ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ▼❙❊❘✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

♥♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡✲

❧❛t❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ▼❙❊❘ ✐s ♥♦t tr✉❧② ❝♦♥tr❛st ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■t ✐s r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪ t❤❛t ▼❙❊❘ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ r❡✲

♣❡❛t❛❜✐❧✐t② t❡st ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝❤❛♥❣❡s✱ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✱

❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s✳

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs

❛♥❞ s❤❛♣❡✲s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳

✸✳✸✳✷ ▼❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

▼❙❊❘ ✐s ❛ ❜❧♦❜ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❡①tr❛❝ts st❛❜❧❡ ✭✉s✉❛❧❧② ❝♦♥tr❛st❡❞✮ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥

♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ▼❙❊❘ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ♦❢

❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛

♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❙✉❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

♣♦✐♥t ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❬▲♦✇❡ ✶✾✾✾✱ ▲♦✇❡ ✷✵✵✹✱ ❋♦rss❡♥ ✷✵✵✼❪ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛t❝❤

✭✉s✉❛❧❧② ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ r❡❣✐♦♥✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢

♣♦✐♥ts ✐♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧

♣r♦❝❡ss ✭✐✳❡✳✱ ❦❡②♣♦✐♥ts ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✰ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✰ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮ ✐s

✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❦❡②♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ✉♥❝❧❡❛r✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡

❛r♦✉♥❞ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❞✉❝❡❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥

t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❜② ▼❙❊❘ ♦❜❡② t❤❡ ♥❡st❡❞ ♣r♦♣❡rt② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❊q ✭✷✳✶✺✮✱ ✐✳❡✳✱



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

t✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ▼❙❊❘ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❞✐s❥♦✐♥t ♦r ♦♥❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✱ t❤❡

str✉❝t✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ ▼❙❊❘ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✮ ✐s

r✐❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥ts ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✮✳ ❚❤❡s❡ ❧❛t❡r

t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s ✭tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✮ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ t❤❛t r❡✢❡❝t t❤❡

✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t✇♦

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ▼❙❊❘✳ ■t ♠✐❣❤t

❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞

✉♣♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛t❝❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ✭❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ▼❙❊❘s✮ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡s

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ▼❙❊❘s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ✇♦r❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛r♦✉♥❞

❛ ▼❙❊❘ Rs ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣✴❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣

t❤❛t ▼❙❊❘ Rs✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛t❝❤ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr❡❡✲

❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ▼❙❊❘s✮

♦❢ t❤❛t s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s s♦♠❡❤♦✇ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ P❛♥ ❡t

❛❧✳ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❜❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳✹ ❛♥❞ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❜❪✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t✇♦ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s s❡❡♥ ❛s ❣r❛♣❤s ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ◆P✲

❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇✉t ✇❡ ♦♥❧② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛t❝❤ ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

♥♦❞❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ▼❙❊❘✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤ ♠❛t❝❤✲

✐♥❣✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ❡✣❝✐❡♥t ❣r❛♣❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤

❛s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❚♦rr❡s❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬❚♦rr❡s❛♥✐ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞✐✲

r❡❝t❧② t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t✳ ❲❡

❤❛✈❡ tr✐❡❞ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥♦❞❡s

s♣♦tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬▼✉♠❢♦r❞ ✶✾✽✾❪ t❤❛t

❡①tr❛❝ts ❢❡✇ s❛❧✐❡♥t s❤❛♣❡s✳ ❆ s✉❝❤ ❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳

✸✳✸✳✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ▼❙❊❘

❯s✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T ✭❡✐t❤❡r ❛ ▼✐♥✲

tr❡❡ ♦r ▼❛①✲tr❡❡✮✱ t❤❡ ▼❙❊❘ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Aq(N ) =
(|N+

∆ | − |N
−
∆ |)

|N |
, ✭✸✳✷✮



✸✳✸✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❙❊❘ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ✻✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❋❡❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✈✐❛ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ✐♥✲

t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✮ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

✇❤❡r❡ | · | ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✱ N+
∆ ❛♥❞ N−

∆ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♥❝❡st♦r

❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t s✉❝❤ t❤❛t

|f(N+
∆ )− f(N )| ≥ ∆, ✭✸✳✸✮

|f(N )− f(N−
∆ )| ≥ ∆, ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ | · | ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡ N+
∆ ✐s

✉♥✐q✉❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♥♦❞❡ N−
∆ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♥♦❞❡ N ✱ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q ✭✸✳✷✮ ✐s ♥♦t q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡

❜✐❣❣❡st ❤✐❣❤❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t N−∗
∆ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❊q ✭✸✳✹✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

N−∗
∆ = ❛r❣♠❛①(|N−i

∆ |), i = 1, . . . , n, ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ {N−i
∆ | i = 1, . . . , n} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t

❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ T ✮ t❤❛t ♦❜❡② ❊q ✭✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❖♣❡♥❈❱

✐s ❛ s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q ✭✸✳✷✮ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

A′
q(N ) =

(|N | − |N−∗
∆ |)

|N |
, ✭✸✳✻✮

❆♥ ✈❛r✐❛♥t st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

❱▲❋❡❛t ❬❱❡❞❛❧❞✐ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦❞❡ ✐ts❡❧❢

❛♥❞ ✐ts ✉♥✐q✉❡ ❧♦✇❡st ❛♥❝❡st♦r ✇❤✐❝❤ ♦❜❡②s ❊q ✭✸✳✸✮✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

A′′
q (N ) =

(|N+
∆ | − |N |)

|N |
, ✭✸✳✼✮



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✐t ♥♦t tr✉❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr❛st ❝❤❛♥❣❡s✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q ✭✸✳✷✮ ❛❧♦♥❣ ❛ ❜r❛♥❝❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛

❧❡❛❢ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ t♦ t❤❡ r♦♦t ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✭❛✮ ✭∆ = 10✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✭∆ = 2✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

t❤❡ ③♦♦♠❡❞ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ✭❛①✐s ❨✮ ❛r❡

t♦♦ ❧❛r❣❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✭❢✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧♠♦st ❛❧❧

t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❛t ❜r❛♥❝❤ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤✐❧❞✱ s♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮

❛♥❞ ✭❞✮ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ▼❙❊❘s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✭❜✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛♥② ▼❙❊❘s t❤❛t ❛r❡

✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❛ ❝❧❡❛♥ ✉♣ st❡♣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❣r♦✉♣ t❤❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ❜♦t❤ ♣✉❜❧✐❝

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❖♣❡♥❈❱ ❛♥❞ ❱▲❋❡❛t ❬❱❡❞❛❧❞✐ ✷✵✵✽❪✱ t❤❡ ▼❙❊❘s ❜❡✐♥❣ t♦♦ s♠❛❧❧ ♦r

t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ ▼❙❊❘s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜✐❣ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞✱

❛♥❞ t❤❡ ▼❙❊❘s t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③❡ ❛r❡ r❡❣r♦✉♣❡❞✳ ❚❤❡s❡

♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ❊q ✭✸✳✷✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ▼❙❊❘✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱

t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ▼❙❊❘ ✐s t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ▼✐♥✲

tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♠❛♥② ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♣r❡s❡r✈❡s t❤♦s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t

♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✴❝♦✈❛r✐❛♥t

✇❛② ❜② s♣♦tt✐♥❣ ✐ts ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥② s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

❛ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤♦s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♥② ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s t❤♦s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦r ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t✴❝♦✈❛r✐❛♥t ✇❛② ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢

✐♠❛❣❡s✳ ❆ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

A∇(N ) =
(

∑

e∈∂N

❣r❛❞(e)
)

/|∂N|, ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ ∂N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② N ✱ |∂N| ❞❡♥♦t❡s t❤❡

❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ❣r❛❞ : E → R ✐s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A∇ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✐♥

t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A∇ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐s

❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛♥② ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐♠✐❧❛r

✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❙❊❘

✐♥ ❊q ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q ✭✸✳✽✮ ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❜✉t



✸✳✹✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✼✶

♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠

t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ r♦❜✉st t♦ s♠❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s❤❛♣❡✲s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ ▼❙❊❘ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q ✭✸✳✽✮ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✹✳

❚❤❡ ▼❙❊❘ ❡①tr❛❝ts ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥tr❛st❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts

✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ✭❜✉t r❡❛s♦♥❛❜❧❡✮ ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ ▼❙❊❘✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ▼❙❊❘✱ ❢♦r t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❤❛s ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ ♠♦s❛✐❝✐♥❣✱ ♣❛♥♦r❛♠❛ st✐t❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞

✸❉ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s

✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t❤❛♥ ▼❙❊❘✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❧♦✇❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ▼❙❊❘ st❛❜✐❧✐t②

♠❛r❣✐♥ ❣✐✈❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t

❝r❡❛t❡s ♥✉♠❡r♦✉s ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ r❡♣r❡s❡♥t

s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✭❞✮✮✱ ♠❡r❣✐♥❣ t❤♦s❡ ♠✐♥✐♠❛ ✐s ✉♥s♦✉♥❞✳ ❆ t♦♣♦❧♦❣②

❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s

✭❚❇▼❘✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ▼♦rs❡ t❤❡♦r② ❬▼✐❧♥♦r ✶✾✻✸❪✱

❛♥❞ ♥♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ♦♥❧② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲tr❡❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳

✸✳✹ ❋✐❧t❡r✐♥❣

❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦♦❧s t❤❛t ❛❝t ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ✢❛t ③♦♥❡s✳ ❚❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ tr❡❡✲

❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡rs ❞✐s♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❡❧♦♥❣ ❛❧✇❛②s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❤❛♣❡✲s♣❛❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

✸✳✹✳✶ ▼♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t✐❡s

❆s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs tr❡❛t t❤❡

r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t

♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧②

t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ t♦ ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❛t ✐ss✉❡ ❛♥❞ t♦

❡①♣❡❝t ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s s♦♠❡ ✉s✉❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❡♥ ❊q ✭✸✳✽✮ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❆①✐s ❳✮ t♦

t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❆①✐s ❳✮✳ ❆①✐s ❨ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❣✉r❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ✭❛✲❜✮ ◆♦r♠❛❧ ❛♥❞ ③♦♦♠❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ∆ = 10❀ ✭❝✲❞✮ ◆♦r✲

♠❛❧ ❛♥❞ ③♦♦♠❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ∆ = 2❀ ✭❡✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ✭❢✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✳



✸✳✹✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✼✸

t✇♦ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s

As ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱

t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝❛♥ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✜❧t❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts t❤❛t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡

❡①✐st✐♥❣ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳

✸✳✹✳✷ ❊♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs

■♥ t❤❡ ♠♦st tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✜❧t❡r❡rs ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ■❢ A ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❧❡t T T ❜❡ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (GT , FA) ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② T ❛♥❞ A✱ t❤❡♥ T T

✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T ✳

Pr♦♦❢✿ ❙✐♥❝❡ A ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ s♦ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ Nk✱ A(Nk) ≤ A(Na) ❤♦❧❞s

❢♦r ❛♥② ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡ Na ♦❢ Nk✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ T ❛r❡ r❡❣✐♦♥❛❧

♠✐♥✐♠❛ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (GT , FA)✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛

❧✐❡ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ T T ❜❡✐♥❣ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②

✭❣r❛♣❤ ❡❞❣❡✮ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ GT r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

✈❡rt✐❝❡s (Ni,Nj) ✐♥ GT ✱ ❡✐t❤❡r Ni = ♣❛r❡♥t(Nj) ♦r Nj = ♣❛r❡♥t(Ni)✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡ ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ Nj ⊂ Ni,A(Nj) ≤ A(Ni) ⇔ FA(Nj) ≤ FA(Ni)✳ ▲❡t

Nk ∈ TN ❜❡ ❛♥② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈❡rt❡① ✭6= Ni✮ ♦❢ Nj ✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦♥

❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ s♦ Nk ✐s ❛ ❝❤✐❧❞ ♦❢ Nj ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s FA(Nk) ≤ FA(Nj)✳

■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ NNi = ♣❛r❡♥t(NNj)✱ ✇❤❡r❡ NN ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ✐♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❡rt❡① N ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (GT , FA)✳

❙♦ T T ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ T ✳

▲❡t AA ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ∀NNk ∈

T T ,AA(NNk) = A(Nk)✳ Pr✉♥✐♥❣ T T ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣r✉♥✐♥❣ T ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ♥♦t✳

✸✳✹✳✸ ❊♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ str❛t❡❣②

❆ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ✐s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

s♦♠❡ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s (Ni,Nj) ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ GT ✱ s✉❝❤ t❤❛t Nj =

♣❛r❡♥t(Ni)✱ ❛♥❞ A(Nj) ≤ A(Ni) ⇔ FA(Nj) ≤ FA(Ni)✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▲❡t T T ❜❡

t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ (GT , FA)✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ NNi ✐s ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛♥❝❡st♦r ♦❢

NNj ♦♥ T T ✳ ❙♦ T T ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ T ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❛ttr✐❜✉t❡ ❝❛s❡✱ ❧❡t AA ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ T T ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ AA(NNi) = A(Ni)✳

Pr✉♥✐♥❣ T T ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ AA ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ T ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✭❉✐r❡❝t ❛♥❞

❙✉❜tr❛❝t✐✈❡ r✉❧❡s✮✳ ❇✉t ❧❡t ✉s ❛❧s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡s ✭▼✐♥✱ ▼❛①✱ ❛♥❞ ❱✐t❡r❜✐✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ AA ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ A❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥②

♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ A ♦r ❡✈❡♥ s♦♠❡ ♥❡✇ ❛ttr✐❜✉t❡✴♠❡❛s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡

❞♦♠❛✐♥ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡

NN ✮✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❡❝♦♠❡s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

t✇♦ ♥❡✇ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ✐s ❞❡✜♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❢❛♠✐❧②✱ ❛♥❞ ✐s ♥❛♠❡❞ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥

✸✳✹✳✹✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✐s t❤❡ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✮✳

✸✳✹✳✹ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ T ❜❡✐♥❣ ❛ ▼❛①✲tr❡❡ ♦r ▼✐♥✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♠❛❣❡ f ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ■❢ t❤❡ tr❡❡ T ✐s ❛ ▼❛①✲tr❡❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❣✐✈❡s ❛♥

✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣✱ ♥❛♠❡❞ ❛s s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ψs↑✳

Pr♦♦❢✿ ▲❡t T ❜❡ ❛ ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t t②♣❡ ♦❢ tr❡❡

T T ✐s ❛♥❞ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ T T ✐s ♣r✉♥❡❞✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ T ′ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❛ ▼❛①✲tr❡❡

str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ❛♥❝❡st♦rs ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s st♦r❡❞ ✐♥ s♦♠❡ r❡♠♦✈❡❞ ♥♦❞❡ Nr t❛❦❡ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♦❢

t❤❡ ✜rst ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❝❡st♦rNa ✭❉✐r❡❝t r✉❧❡✮ ♦r ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤♦s❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❝❡st♦rs ✭❙✉❜tr❛❝t✐✈❡ r✉❧❡✮✳ ❆♥②✇❛②✱ ∀x ∈ V, ψs↑(f)(x) ≤ f(x)

❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s✳ ❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✱ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ψs↑ ✐s ❛ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ■❢ t❤❡ tr❡❡ T ✐s ❛ ▼✐♥✲tr❡❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r

❧❡✈❡❧✐♥❣✱ ♥❛♠❡❞ ❛s s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ψs↓✳

Pr♦♦❢✿ ▲❡t T ❜❡ ❛ ▼✐♥✲tr❡❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ T ′ ✐s st✐❧❧ ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❛♥❝❡st♦rs ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r✳ ❙♦✱ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ T ❜❡✐♥❣ ❛ ▼❛①✲tr❡❡✱ ∀x ∈ V, ψs↓(f)(x) ≥ f(x) ❤♦❧❞s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✱ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ψs↓ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣✳

❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ T ❜❡✐♥❣ ❛ ▼❛①✲

tr❡❡ ✭r❡s♣✳ ▼✐♥✲tr❡❡✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r✮ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✐s ❜❡❝❛✉s❡

❛♥② ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ❡①t❡♥s✐✈❡✮ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r✮ ❧❡✈❡❧✐♥❣✳ ▲❡t ✉s

❛❧s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ψs ✐s ♥♦t ❛ ❧❡✈❡❧✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ❡✐t❤❡r f(x) ≥ ψs(f)(x)



✸✳✹✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✼✺

♦r ψs(f)(x) ≥ f(x) ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ∃x, y ∈ V ✱ f(x) ≥

ψs(f)(x) ❛♥❞ ψs(f)(y) ≥ f(y) ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❙♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ψs ✐s

♥♦t ❛ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ψs(f) ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r✮ ❧❡✈❡❧✐♥❣ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧

♠✐♥✐♠❛ ✭r❡s♣✳ ♠❛①✐♠❛✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ✭r❡s♣✳

▼❛①✲tr❡❡✮ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ A↑✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r

✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r✮ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ ✭r❡s♣✳ ▼✐♥✲tr❡❡✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ✜❧t❡rs ♦✉t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢

✉♥✇❛♥t❡❞ ❜r✐❣❤t ✭r❡s♣✳ ❞❛r❦✮ s❤❛♣❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣

s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ■❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ψs↑ ❛♥❞ ❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧✐♥❣ ψs↓ ❛r❡ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✳

Pr♦♦❢✿ ▲❡t T0✱ T T0✱ T T ′
0 ✱ ❛♥❞ T

′
0 ❜❡ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ψs ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ f ✳ T1✱ T T1✱ T T ′
1 ✱ ❛♥❞ T

′
1 ❛r❡ t❤❡ tr❡❡ str✉❝✲

t✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ψs ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ f ′ = ψs(f)✳ ❆s T ′
0 ❛♥❞ T1 ❛r❡ ❛ ▼❛①✲tr❡❡ ♦r

❛ ▼✐♥✲tr❡❡✱ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧ t❤❛t T1 = T ′
0 ✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ str✐❝t ✜①❡❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛②

❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤♦s❡ tr❡❡s✳ ❆s t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣②✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ ❜❧♦❜s ❛r♦✉♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ♦r

♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ (GT , FA)✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ♦❢ (GT ′ , FA)

✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s T T ′✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t T T1 = T T ′
0 ✳ ❚❤❡ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t s❡❝♦♥❞ tr❡❡

✜❧t❡r✐♥❣ ②✐❡❧❞s✿ T T ′
1 = T T ′

0 ⇒ T
′
1 = T ′

0 ✱ s♦ ψs(ψs(f)) = ψs(f) ❤♦❧❞s✳

❚❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❜s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❛♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❧♦❜s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦r ♠❛①✐♠❛ ❛r❡

♣r❡s❡r✈❡❞✱ s♦ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦r ♠❛①✐♠❛ ♦❢ (GT ′ , FA) ❛r❡

st✐❧❧ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❜❧♦❜s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✜❧t❡r✐♥❣✳

✸✳✹✳✺ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ♦♥❧② ✇✐t❤ ❜r✐❣❤t ♦r

❞❛r❦ s❤❛♣❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss ❜♦t❤ ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛r❦ s❤❛♣❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ■❢ T ✐s ❛ s❡❧❢✲❞✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ❛♥❞ A ✐s

❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ψs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s

♥♦t ❛ ❧❡✈❡❧✐♥❣✳

Pr♦♦❢✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r✲

♣❤♦❧♦❣② ②✐❡❧❞s ❛ T ′ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ T ✳ ❙♦ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❡①✐st ❛ ♣❛✐r ♦❢



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s (x, y)✱ s✉❝❤ t❤❛t Nx ⊂ Ny✱ ❛♥❞ Ny ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✇❤✐❧❡ Nx ✐s

♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s Nx ❛♥❞ Ny ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❤❛♣❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② x ❛♥❞ y✳ ▲❡t Nz ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ Ny✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

ψs(f)(x) = f(x)✱ ψs(f)(y) = f(z)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ tr❡❡ T ✐s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱

t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥② ♦❢ ✐ts ❛♥❝❡st♦r ✐s ♥♦t ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❛

♣r✐♦r✐✳ ❙♦ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t f(z) < f(x) ❛♥❞ f(z) < f(y)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ψs(f)(x) > ψs(f)(y)✱ f(x) ≥ ψs(f)(x) ❛♥❞ ψs(f)(y) < f(y)✳ ■t ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❊q ✭✼✮✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ■❢ T ✐s ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S✳

❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏s❤❛♣✐♥❣✑ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ❛❝ts ❜② r❡♠♦✈✐♥❣

s♦♠❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❜r✐❣❤t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♦♠❡ ❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣ S ✐s ❛ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳

Pr♦♦❢✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❡❡ T ✐s s❡❧❢ ❞✉❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s T + r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❢ ❤❛s t❤❡

s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s T − r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ −f ✳ ❆♥❞ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ✐s s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❜❡✐♥❣

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧✳ ❙♦ ∀,N+
k ∈ T

+, ∃N−
k ∈ T

−✱ s✉❝❤ t❤❛t N+
k ⇔ N

−
k

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ s♦

A+(N+
k ) = A−(N−

k )✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ (GT + ,A+) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤

(GT − ,A−)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ T T + = T T − ⇒ T ′+ = T ′− ❛♥❞ f ′ = −f ′✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

S(−f) = −S(f)✳ ❙♦ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ S ✐s ❛ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳

❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❡❧❢ ❞✉❛❧ s❤❛♣✐♥❣s S ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s T1 = T ′
0 ✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥✜①❡❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣s T ✳ ❋♦r ❛♥② ♥♦❞❡ Nk ∈ T ✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ❤♦❧❡s ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ✭s❡❡ ❊q ✭✷✳✹✮✮✱

♦r ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts ✭s❡❡ ❊q ✭✷✳✼✮✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♥❛t✉r❡ ♦❢ Nk r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❜② N k
< ♦r N k

>✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ▲❡t T ❜❡ ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡ Nk ♦❢ T ′✱ ✐❢

f ′(Nk) < f ′(♣❛r❡♥t′(Nk)) ❤♦❧❞s ❢♦r Nk ❜❡✐♥❣ N k
<✱ ❛♥❞ f ′(Nk) > f ′(♣❛r❡♥t′(Nk))

❤♦❧❞s ❢♦r Nk ❜❡✐♥❣ N k
>✱ t❤❡♥ t❤❡ tr❡❡ T1 ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ f ′ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ T ′✳

Pr♦♦❢✿ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′ ❜② ❊q ✭✷✳✹✮ ❛♥❞ ❊q ✭✷✳✼✮

②✐❡❧❞s s♦♠❡ s❤❛♣❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ T ′✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❣✉❛r✲

❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∀N k
< ∈ T ′, f ′(N k

<) < f ′(♣❛r❡♥t′(N k
<)) ❛♥❞ ∀N k

> ∈

T ′, f ′(N k
>) > f ′(♣❛r❡♥t′(N k

>))✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ s❤❛♣❡s ②✐❡❧❞s ❛

✉♥✐q✉❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ T ′✳



✸✳✺✳ ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✼✼

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ■❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ T T ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

♣r❡s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ S ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✳

Pr♦♦❢✿ ❙❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳

✸✳✺ ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✸✳✺✳✶ ▼❛✐♥ ✐❞❡❛✿ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts

❚❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ s♣❛❝❡ ❢♦r

♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡

♠♦t✐✈❛t❡ ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦s ✉s✐♥❣ t❤❛t s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❱✐❧❛♣❧❛♥❛ ❬❱✐❧❛♣❧❛♥❛ ✷✵✵✽❪ s❤♦rt❧② r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳✻ ✐s ❛ s✉❝❤

✐♥st❛♥❝❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s T ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❛t

tr❡❡ T ✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤♦s❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❙✐♠✐❧❛r ✇✐t❤

t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ t❛s❦s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❋♦r t❤❡

♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦s✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ❝❛♥ ❜❡

s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✴♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡ N ✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂N ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠s ✭◆❋❆✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣✲

♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭s❡❡ ❊q ✭✸✳✽✮✮✱ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ■❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

tr❡❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡❣✐♦♥ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳✱ ❇P❚✮✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

Ao ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s♦♠❡ ❛ss❡ss♠❡♥t t❤❛t s❤♦✇ t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝② ♦❢ ❛ ♠❡r❣❡ r❡s✉❧t✐♥❣

t❤❛t ♥♦❞❡ N ✳ ■❢ t❤❡ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❝♦❧♦r✱ ♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡

❞❡t❡❝t❡❞ ❛r❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ Ao ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s✐❣♥❡❞

❛ss❡ss♠❡♥t ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ♥♦❞❡ ✜ts t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇♦r❦✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♦❜❥❡❝ts s♣♦tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✭✐✳❡✳✱

s❡❛r❝❤✐♥❣ s♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ♠♦st tr✐✈✐❛❧ s♣♦tt✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s t♦ s♣♦t t❤❡ ✏♠♦st ❧✐❦❡❧②✑

♦♥❡✳ ■t ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥

♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ t❤❛♥

♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ s♣♦t t❤❡ ✏♠♦st ❧✐❦❡❧②✑ ♥♦❞❡ N ∗
1

❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ ❞✐s❛❜❧❡ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦

t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s N ∗
1 ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ N ∗

1 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

✹ ✻ ✺ ✽ ✼

✶ ✻ ✼ ✻

✹ ✹ ✺

✷ ✸

✾

N ∗
1

N ∗
2

N ∗
3

N01 N02 N03 N04 N05

N06 N07 N08 N09

N10 N11 N12

N13 N14

N15

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❖❜❥❡❝t s♣♦tt✐♥❣ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✏♠♦st ❧✐❦❡❧②✑

♥♦❞❡ N ∗
i ❛♥❞ ❞✐s❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❛♥❝❡st♦rs ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ♥♦❞❡ N ∗

i ✳ ❇❧✉❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡ Ao✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡

t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤❡r❡ N ∗
1 ✐s ✜rst❧② s♣♦tt❡❞✱ t❤❡♥ N ∗

2 ❛♥❞ N ∗
3 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❣r❡❡♥ ♥♦❞❡ N13 ✐s ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t❤❛♥ N11✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t s♣♦tt❡❞✳

❛♥❝❡st♦rs ♦❢ N1✮✳ ❚❤❡♥ r❡tr✐❡✈❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ✏♠♦st ❧✐❦❡❧②✑ ♥♦❞❡ N ∗
2 ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡st

r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞✐s❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱ ✐ts ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts

❛♥❞ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs✮✳ ❚❤✐s ✏♠♦st ❧✐❦❡❧②✑ ♥♦❞❡ s♣♦tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ ❛♥❝❡st♦rs ❞✐s❛❜❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞✐s❛❜❧❡❞✳ ■♥

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s {N ∗
i , | i = 1, . . . , n} ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts s♣♦tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❚❤✐s s♣♦tt✐♥❣ str❛t❡❣② ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥

s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❜✉t ✐t ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥

❛ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ T ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♦♥❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♥♦❞❡

N06 ❛♥❞ ♥♦❞❡ N13 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏♠♦st ❧✐❦❡❧②✑ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡①tr❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Ao✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s♣♦t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ t❤❡

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A0 ❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

t♦ ✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ Ao ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ t❤❡♥

✉s❡ 1/Ao s♦ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❜❡❝♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s str❛t❡❣②✱ t❤❡

r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♣♦tt❡❞ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ✐♥ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② N06✱ N13✱ ❛♥❞ N14✱ ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡s N06 ❛♥❞ N13 ❛r❡ ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ✭❛✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ao ❛❧♦♥❣ ❛ ❜r❛♥❝❤ st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ ✭❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❆①✐s ❳✮ t♦ t❤❡ r♦♦t ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❆①✐s ❳✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❛t✲

tr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ao ❛r❡ ❜♦t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿

s♥❛❦❡ ❡♥❡r❣② ❬❑❛ss ✶✾✽✽❪ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛✲

t♦r ❬❳✉ ✷✵✶✷❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❈❤❛♣t❡r ✼✮ ✐s ✐♥ ❜❧✉❡✳ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✿ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t✇♦

r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳

✸✳✺✳✷ Pr♦❜❧❡♠✿ ♠❛♥② ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s♣♦tt✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts ✐s ✐♥ s♣✐r✐t

s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ▼❙❊❘ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❆s

s❛♠❡ ❛s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ Aq ♦❢ ❊q ✭✸✳✷✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠❛♥② ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao✱ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳ ▼❛♥② ♦❢

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ♦❜❥❡❝ts ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠✐♥✐♠❛ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛t t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✮✱ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ r❡♣r❡s❡♥t s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s

t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✭❡✳❣✳✱ s❡✈❡r❛❧

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛r♦✉♥❞ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮✳

✸✳✺✳✸ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

■t ✐s r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐ts

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❯s✉❛❧❧② ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao

❤❛✈✐♥❣ ♠❛♥② ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤♦s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠✐♥✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ s♣♦tt❡❞✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❧♦❝❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚r❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ✜rst tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ✐s

s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ fAo ❞❡✜♥❡❞ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜✉✐❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ fAo ✐s ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ Tm✳

♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r

t♦ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥♦❞❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ tr❡❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ fAo : N → R✳ ❚❤❡♥ ❛♣♣❧② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r ♦♥

t❤❡ ✐♠❛❣❡ fAo ✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ Tm✱ ❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ▼✐♥✲tr❡❡ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❦✐❧❧❡r✱

t❤❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✉♥❡❞ ▼✐♥✲tr❡❡ T ′
m✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

A′
o ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ▼❛♥②

♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ Ao ❛r❡ t❤✉s ✜❧t❡r❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢

A′
o ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✢❛t ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛ ✢❛t ③♦♥❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♠✐❣❤t

❝♦♥t❛✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ Ao ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts

❜❡✐♥❣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st Ao ❛s

t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❛t ✢❛t ③♦♥❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ f t♦ ❛♥

✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fAo ✭t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✮✱

t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ❧❛st ✐♠❛❣❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✇❛② ♦❢ tr❡❡

r❡st✐t✉t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

❇② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❢♦r❝❡✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ Ao ✇✐❧❧ ❜❡ ✜❧✲

t❡r❡❞ ♦r ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✭t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ✢❛t ③♦♥❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ ✜❧t❡r❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A′
o✮✳ ❚❤✐s ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❝❛♥

❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ❬❱❛❝❤✐❡r ✶✾✾✺❪✮



✸✳✺✳ ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✽✶
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❜② s♣♦tt✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ❛s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ❛♥❞ Ao ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✭s❡❡

❈❤❛♣t❡r ✼✮✳ ❋✐❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❀ ❈♦❧♦r✐③❡❞ ✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ r❡s✐st❛♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✲

✐♠❛ ❛❢t❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

♦❜❥❡❝ts s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧♦r✐③❡❞ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡✲

s✉❧t❀ ❇♦tt♦♠✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ Ao ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ A′
o ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤

s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳

❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ s♦❢t ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐❧✲

❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❚❤❡ ✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

♦❢ Ao ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧♦r✐③❡❞ ♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡❛♥✲

✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❝♦❧♦r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝♦❧♦r ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ ✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s

✇✐❧❧ ❜❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♦❜❥❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

✸✳✻ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤②

❇② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❞✐s❛♣♣❡❛r ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ s♦ ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ s♣♦tt❡❞ ❛s

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦

❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡✈❡❛❧s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢

t❤❛t ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸✱ t❤✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❇✉t ❤♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ ♥♦❞❡s

❜❡✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ ❛ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s q✉❡st✐♦♥

❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥✿ ❤♦✇ t♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞

❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

ST ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ✳ ST ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❧❡✈❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇✉t ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡s❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ f ✐ts❡❧❢✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✺ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✭✐✳❡✳✱ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❡r❝❡✐✈❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞

t♦ ♦t❤❡r tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❇✉t st✐❧❧ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ s♦♠❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ST ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❤❡r❡❛s✱

t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ f ✐ts❡❧❢✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤♦✇ t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❝❡✐✈❡ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜rst ♦❢ ❛❧❧

❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦❞❡s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣

s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❜② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✐♥st❡❛❞

♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ t♦ ❛ ♥❡✇ ❝r❡❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣MA✳ ❋r♦♠

t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❝❛♥

❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❡r❝❡✐✈❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ t❤❛t

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥

t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♥❡✇ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳



✸✳✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② ✽✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ▼❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ✵✲❢❛❝❡s ✭❜❧✉❡ ❞✐s❦s✮✱

✶✲❢❛❝❡s ✭❣r❡❡♥ str✐♣s✮✱ ❛♥❞ ✷✲❢❛❝❡s ✭r❡❞ sq✉❛r❡s✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s

t❤❡ ✷✲❢❛❝❡s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ✵✲❢❛❝❡s ❛♥❞ ✶✲❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r

♦❢ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ✶✲❢❛❝❡s ❛♥❞ ✵✲❢❛❝❡s✳

✸✳✻✳✶ ❆ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ A t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐ts❡❧❢ ♦r t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ r❡❣✐♦♥

❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❧✐❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ❜② ✶✲❢❛❝❡s ❛♥❞ ✵✲❢❛❝❡s ❢♦r ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ r❡❣✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤r❡❡ ♣✐①❡❧s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢

t❤❡ ❜❧❛❝❦ ✶✲❢❛❝❡s ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ✵✲❢❛❝❡s✳

• ❆ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ M•
A ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥s

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ M•
A ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥s ✐s t♦ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ A t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✿

✶✮ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ M•
A ✇✐t❤ 0✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ M•

A ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳

✷✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t p ∈ V ✱ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❡❡ T

t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤✐s ♣♦✐♥t p✱ ✐t ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst

♥♦❞❡ Np ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ p t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ T ✳ M•
A(p) ✐s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢

t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ♠❡❛♥s s✉❝❤ ❛s✱ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♠♦st ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

♦♥❡✱ ♦r t❤❡ ❝❧♦s❡st ✭✐✳❡✳✱ ❧♦✇❡st✮ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦♥❡✳



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

❙✉❝❤ ❞❡✜♥❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M•
A ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ s♦♠❡ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s

t❤❡ s❝❛❧❡ ♠❛♣ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✉♦ ❡t

❛❧✳ ❬▲✉♦ ✷✵✵✾❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♥♦❞❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

r❡❣✐♦♥ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ❛ ❧❡❛r♥❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❬❋❛r❛❜❡t ✷✵✶✸❪✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♥♦❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡

s❡❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♥♦❞❡ r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞

❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M•
A ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✜♥❛❧ s❝❡♥❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞✳

❚❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M•
A ✐s s♦♠❡❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ✐♥ s♣✐r✐t ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❛r❡ ♣r♦✜❧❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❖✉③♦✉♥✐s ❡t ❛❧✳ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✷❛❪✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t p✱ ❛

✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛r❡❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠ Np t♦ t❤❡ r♦♦t

✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ s♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡✳

• ❆ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ M◦
A ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M◦
A ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s t♦ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

A t♦ ❡❛❝❤ ✶✲❢❛❝❡ ❛♥❞ ✵✲❢❛❝❡ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿

✶✮ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M◦
A ✇✐t❤ 0✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢M◦

A ✐s ❞♦✉❜❧❡❞

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ f ✳

✷✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ✶✲❢❛❝❡ e ∈ E ✭❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❧②✐♥❣ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

♣♦✐♥ts ✭①✱ ②✮✮ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ t❤❡ tr❡❡

T ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥t❛✐♥s e✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡ ✭♦r t✇♦✮ s❡t✭s✮ ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥♦❞❡s st❛rt✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡Nx✱ Ny t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② x✱ y✳ ✐❢ Nx∩Ny 6= ∅✱ t❤❡♥

❡✐t❤❡r Nx ⊆ Ny ♦r Ny ⊆ Nx✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥

t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ {Nx, . . . ,Ny✭♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✮}✳ ❲❤❡r❡❛s ✐❢ Nx ∩ Ny = ∅✱

✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❧❡t Na ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ Nx ❛♥❞ Ny✳ ❚❤❡♥

Na ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ s✉❝❤ t❤❛t x ∈ Na ❛♥❞ y ∈ Na✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡

{Nx, . . . ,Na✭♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✮} ∪ {Ny, . . . ,Na✭♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✮}✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡

s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ ❡♠♣t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Nx = Ny✳ M◦
A(e)

✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛ttr✐❜✉t❡ Am ✭s✉♣♣♦s❡ t❤❛t s♠❛❧❧❡r ❛ttr✐❜✉t❡ A(N )

✐s✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② N ✐s ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✮ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡♥ M◦
A(e) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❢ Am✱ s✉❝❤ ❛s M◦

A(e) =

1/Am✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐❢ Nx = Ny ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✐s ❡♠♣t②✱

t❤❡♥M◦
A(e) = 0✳

✸✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ✵✲❢❛❝❡ o ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱M◦
A(o) = ♠❛①{M◦

A(e) | o ✐s ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ t♦ e}✳



✸✳✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② ✽✺

❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ M◦
A ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻❪ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♥t♦✉rs✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M◦
A r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞

♦❢M◦
A ❣✐✈❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M•

A ❞❡✜♥❡❞

♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♥❡st❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❣✐♦♥s t❤❛♥❦s

t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

N1 ⊂ N2 ; ∂N1 ⊂ ∂N2, ✭✸✳✾✮

✐♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ N1 ⊂ N2✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s ∂N1 ❛♥❞ ∂N2 ❝❛♥

❜❡ t♦t❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t✳

❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ M◦
A ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❡✐t❤❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❛ ♠♦r✲

♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡ ✭✐✳❡✳✱ ▼✐♥✲tr❡❡✱ ▼❛①✲tr❡❡✱ ♦r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✮ t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦r tr❛♥s❢♦r♠s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡② ❛r❡

❜♦t❤ ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡

r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❧♦❝❛❧✳ ❲❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♥♦❞❡s✱

♠❛♥② ❝❧♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧♦ts ♦❢ ❝❧♦s❡ ❜♦✉♥❞✲

❛r✐❡s ❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M◦
A✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❛❧

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦♥❡s ♥♦t s♦ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

✸✳✻✳✷ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢

t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥

✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮ME ✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ E ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠mi ♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱

E(mi) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ mi ✐s st✐❧❧ ❛

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✢❛t ③♦♥❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✮ ♦❢

t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A′✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡

✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t

t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥

❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ Ao ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦❞❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s E ✳ ❚❤❡

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ME ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥

✈❛❧✉❡ E ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥A t♦ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ME

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ st❡♣ ✷✮ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M◦
A ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦

❆ ❇ ❈

❉

✭❛✮

❆ ❇ ❈ ❉✽ ✽ ✾ ✹

✶

✹

✶✵

✭❜✮

❆ ❇ ❈

❉

✭❝✮

❆∪❇ ❈ ❉

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣

❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ME ✳ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡❀ ✭❜✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② H✱ ❜❧✉❡ ♥✉♠❜❡rs

❛r❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s❀ ✭❝✮ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ME ✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

♦❢ r❡❣✐♦♥ ❆∪❇ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ✾✱ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✭❜❡✐♥❣ ✻✮ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢

❈✱ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❆∪❇ ❛♥❞ ♦❢

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❉❀ ✭❞✮ ❉❡♥❞r♦❣r❛♠ ♦❢ME ✱ ❛♥❞ ❛ ❝✉t ♦❢ t❤✐s ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳

✷✮ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t e ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ME(e)

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t✭s✮ ♦❢

♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡t✭s✮ ♦❢ ♥❡st❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ e ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t

♦❢ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✱

ME(e) = 0✳

❊❛❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤✐s ♠❛♣ ME r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

r❡s✉❧t✳ ❚❤✐s s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ME r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡✐t❤❡r ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

tr❡❡ ✭✐✳❡✳✱ ▼✐♥✲tr❡❡✱ ▼❛①✲tr❡❡ ♦r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✮ ♦r ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝✉t ♦❢ ME ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛♥② ❝✉t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

ST ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❈ ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❆

❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ❇ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② H ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✭❜✮✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢

r❡❣✐♦♥ ❈ ❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ❉ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥② ❝✉t ♦❢

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② H✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❈ ❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ❉ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡

s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥

✈❛❧✉❡ME ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✭❝✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝✉t ♦❢

ME ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ r❡❣✐♦♥s✿ r❡❣✐♦♥ ❆∪❇ ❛♥❞ r❡❣✐♦♥

❈∪❉✳

❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✽✳



✸✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✼

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✿ t❤❡ ❝♦♥✲

❝❡♣t ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❞❡❛❧s

✇✐t❤ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡♠ ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡❞

✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❙✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡

✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥ts✳ ❚❤❛t ❤❡❧♣s t♦ t❛❦❡ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡❝✐✲

s✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①✐st✐♥❣

♠❡t❤♦❞s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❛s❦s✳ ✶✮ ❋♦r s❤❛♣❡ ✜❧t❡r✲

✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r✉♥✐♥❣✲ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✲❜❛s❡❞

str❛t❡❣✐❡s✳ ❚✇♦ ♥♦✈❡❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ◆❛♠❡❧② t❤❡

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣s✳ ✷✮ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣✲

♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ s♦❢t ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ✸✮ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❤✐✲

❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡

❛s♣❡❝ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳





P❛rt ■■■

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s





❈❤❛♣t❡r ✹

❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s

✭❚❇▼❘✮

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ▼♦rs❡ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

✐♠❛❣❡✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✏✐♥t❡r❡st✑ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞

t❤❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛t❝❤ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼❛①✲

tr❡❡ ❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❡①tr❛❝t t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣✐♦♥ t❤❛t

❝♦♥t❛✐♥s ✐t ❛♥❞ ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ✐ts tr❡❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ r❡❣✐♦♥s t❤❡ ❚r❡❡✲

❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼❙❊❘✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❇▼❘ r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

❡①tr❛❝ts t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t tr✉❧② ❝♦♥tr❛st

✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ q✉❛s✐ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r❡❡✳ ❚❇▼❘ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❢❛st✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ▼❙❊❘✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❚❇▼❘ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♣❛r ✇✐t❤

st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t ♦❜t❛✐♥s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■ts

❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞

✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷✱ ❚✉②t❡❧❛❛rs ✷✵✵✹✱ ▲✐♥❞❡❜❡r❣ ✶✾✾✽✱

▲♦✇❡ ✷✵✵✹✱ ❙❝❤♠✐❞ ✷✵✵✵✱ ▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺✱ ▼♦r❡❡❧s ✷✵✵✼✱ ❆❛♥æs ✷✵✶✷❪ ✐s ❛♥ ✐♠✲

♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✇✐❞❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞

✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧✱ tr❛❝❦✐♥❣✱ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ♦❢

✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦r♥❡rs✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❝❛❧❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ ❛ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❦❡② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠❛

♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ✭❉♦●✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢

s♠♦♦t❤❡❞ ❛♥❞ r❡s❛♠♣❧❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞

❢♦r ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ✐♠❛❣❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ s❝❛❧✐♥❣✱

❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✱ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦r t♦ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

✭❛✮ ❋♦✉r ❛♠♦♥❣ ✼✻ ✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ✐♠❛❣❡s✳

✭❜✮ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ ❢❛❝❛❞❡s ✉s✐♥❣ ❉♦●✳

✭❝✮ ❚❤❡ ❢♦✉r ❢❛❝❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚♦♣✿

✹ ❛♠♦♥❣ ✼✻ ✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦✉r ❢❛❝❛❞❡s ♦❢ t❤❡ P▼❱❙ ❬❋✉r✉❦❛✇❛ ✷✵✶✵❪

❞❡♥s✐✜❡❞ s♣❛rs❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❢▼ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❬▼♦✉❧♦♥ ✷✵✶✷❪ ✉s✐♥❣ ❉♦●

✭♠✐❞❞❧❡✿ ❛❧♠♦st ♥♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t r♦♦❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦ ❢❛❝❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐s

♠✐ss✐♥❣✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❚❇▼❘ ✭❞♦✇♥✿ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t♦✉r ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✮✳



✹✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✾✸

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t

❢❡❛t✉r❡s✳ ❲❡ ✜rst ❡①tr❛❝t s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✏❝r✐t✐❝❛❧✑ ♣♦✐♥ts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐❞❡❛s ❢r♦♠ t❤❡

▼♦rs❡ t❤❡♦r② ❬▼✐❧♥♦r ✶✾✻✸❪✿ ♠✐♥✐♠❛✱ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✾❪✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ tr❡❡s ✭❝❛❧❧❡❞

▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲tr❡❡ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽❪✮ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ s❡ts✿ t❤♦s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣

s❡✈❡r❛❧ ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ❛ s❝❛❧❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s❝❛❧❡✲

s♣❛❝❡✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✿ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧

♥♦❞❡ N❝ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐t ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ✐ts tr❡❡✳ ❲❡

❝❛❧❧ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮✳

❚❇▼❘ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ❛s ✐t ✉s❡s ♦♥❧② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝♦✈❛r✐❛♥t t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧✮

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ s❝❛❧✐♥❣ ♦r r♦t❛t✐♦♥✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s

❈❤❛♣t❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ r♦❜✉st t♦ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡✿ ♦♥❧② t✇♦ ♥♦♥✲s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ✐❣♥♦r❡

r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡✐t❤❡r t♦♦ s♠❛❧❧ ♦r t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❆♥❞ ❧❛st✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❧❡❛st✱ ❡✣✲

❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

✐t ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✻✱ ◆✐stér ✷✵✵✽❪✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ s♦♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘✳ ◗✉❛♥t✐t❛✲

t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ ❝♦♥✲

✜r♠s t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❡sts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❚❇▼❘

❛❝❤✐❡✈❡s r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❚❇▼❘ ♦♥ t✇♦ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② ♠❛t❝❤❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✿ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❙❡❝✲

t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✮ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✺✮✳ ❋♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞

❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ r❡s✉❧ts ❛tt❡st t❤❛t ❚❇▼❘ ✐♠♣r♦✈❡s ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧②

✉s❡❞ ❉♦● ❬▲♦✇❡ ✶✾✾✾❪✳

✹✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦r ❝❧❛ss❡s✱ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

▼❙❊❘✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r

✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❚✉②t❡❧❛❛rs ❛♥❞ ▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦✬s s✉r✈❡② ❬❚✉②t❡❧❛❛rs ✷✵✵✽❪✳

✹✳✷✳✶ ❚❇▼❘ ✈❡rs✉s s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❤❛✈✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛s ❛ss❡ss❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❬❙❝❤♠✐❞ ✷✵✵✵✱



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺✱ ▼♦r❡❡❧s ✷✵✵✼✱ ❆❛♥æs ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡ ✜rst t②♣❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❛❧❡✲

s♣❛❝❡✳ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡rs✱ ❍❡ss✐❛♥ ❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s

✭❉♦●✮ ❛r❡ s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r ❬❍❛rr✐s ✶✾✽✽❪ ✜♥❞s t❤❡ ❡①tr❡♠❛

♦❢ ❛ ❝♦r♥❡r ♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♠❛tr✐① ❛t s♦♠❡ ✜①❡❞ s❝❛❧❡✳ ❆ s❝❛❧❡✲

❛❞❛♣t❡❞ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ❍❛rr✐s✲▲❛♣❧❛❝❡ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✹❪

✇✐t❤ s❝❛❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✜♥❞ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✭▲♦●✮ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❍❡s✲

s✐❛♥ ❞❡t❡❝t♦r ❬▲✐♥❞❡❜❡r❣ ✶✾✾✽❪ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✳ ■ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ❍❡ss✐❛♥✲▲❛♣❧❛❝❡ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✹❪ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡

s❝❛❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛s ❍❛rr✐s✲▲❛♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❍❛rr✐s ❛♥❞ ❍❡ss✐❛♥ ❛r❡

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✣♥❡ s❤❛♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♠❛tr✐①✳ ❍❛rr✐s ❜❛s❡❞

❞❡t❡❝t♦rs t❡♥❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❝♦r♥❡r✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❍❡ss✐❛♥ ❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs t❡♥❞

t♦ ✜♥❞ ❜❧♦❜s ❛♥❞ r✐❞❣❡s✳ ❉♦● ❬▲♦✇❡ ✶✾✾✾❪ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ▲♦● ❜② t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❉♦● t❡♥❞s t♦

❡①tr❛❝t ♣♦✐♥ts ❛t ✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❧♦❜ str✉❝t✉r❡s✳

■♥ s♣✐r✐t✱ ❚▼❇❘ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❇▼❘ ❞❡t❡❝ts

❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ❡①tr❡♠❛ ❛♥❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts✮✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✐t ✉s❡s t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲

tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ t❤✐s s♣❛❝❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt②

♦❢ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ✶✾✽✹❪✳

✹✳✷✳✷ ❚❇▼❘ ✈❡rs✉s ▼❙❊❘

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡

▼❛①✐♠❛❧❧② ❙t❛❜❧❡ ❊①tr❡♠❛❧ ❘❡❣✐♦♥s ✭▼❙❊❘✮ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪ ✐s ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞✲

❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲❚r❡❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❉♦♥♦s❡r ✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱

▼❙❊❘ ❡①tr❛❝ts t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✭♥♦❞❡s✮ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ❛ st❛❜✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

♥♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ s♦♠❡ ✭❣r❛♥❞✲✮♣❛r❡♥t ❛♥❞ s♦♠❡

✭❣r❛♥❞✲✮❝❤✐❧❞✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐ts❡❧❢✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q ✭✸✳✷✮ ■t

✐s r❡♣♦rt❡❞ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪ t❤❛t ▼❙❊❘ ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t✐❡s

❛♥❞ r❡❣✐♦♥s ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞

❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts ✐ts ❛❜✐❧✐t② ❢♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡

✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ P❡r❞♦❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬P❡r❞♦❝❤ ✷✵✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡

t❤❡ ❙t❛❜❧❡ ❆✣♥❡ ❋r❛♠❡ ✭❙❆❋✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ▼❛♥② ♠♦r❡

❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤

s❧♦✇❡r t❤❛♥ ▼❙❊❘✳

❚❇▼❘ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼❙❊❘✱ ❜♦t❤ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ▼✐♥✴▼❛①✲tr❡❡ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✱

❛ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❛♥ ✉♥s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠



✹✳✸✳ ❚❇▼❘ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✾✺

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❆❛♥æs ✷✵✶✷❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ▼❙❊❘ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛

♣❛r❛♠❡t❡r ∆ t❤❛t ✜①❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✭❣r❛♥❞✲✮♣❛r❡♥t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡

✭❣r❛♥❞✲✮❝❤✐❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ❛ tr✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ▼❙❊❘

t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ❚❇▼❘✱ ❜❡✐♥❣ ♣✉r❡❧② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ✐s tr✉❧② ✐♥✲

✈❛r✐❛♥t t♦ ❛✣♥❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❆ ❧❡ss ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ▼❙❊❘✳ ❆s ❚❇▼❘✱ ▼❙❊❘ ✉s❡s t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ r❡♠♦✈❡

t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t♦♦ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❇✉t ▼❙❊❘ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱

♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆ ✇❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ✉♥st❛❜❧❡ r❡✲

❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❣r♦✉♣ t♦❣❡t❤❡r ❞❡t❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③❡✳ ❙✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❚❇▼❘✳ ❆ ❧❛st

♠✐♥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❙❊❘✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

♥♦t ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥

♦♥❡ ❝❤✐❧❞✳ ❚❤❛t r❛✐s❡s ❛ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♣✉❜❧✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❙❊❘✱ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❱▲❋❡❛t ❬❱❡❞❛❧❞✐ ✷✵✵✽❪✱

t❤❡ ♦t❤❡r ❢r♦♠ ❖♣❡♥❈❱✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t st❛❜✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✱

✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳✸ ❚❇▼❘ ❡①tr❛❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ t♦♣♦❧♦❣②✲❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡s

❞❡t❡❝t♦r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮✳ ❚❤❡ ❚❇▼❘s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ TM ❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡ Tm✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t t❤♦s❡ ✏✐♥t❡r❡st✑ r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦rs❡ t❤❡♦r② ❬▼✐❧♥♦r ✶✾✻✸❪✳

✹✳✸✳✶ ❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦rs❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✷✳✹✮ ✈❡r② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ▼❙❊❘ ❡①tr❛❝ts t❤❡

✏st❛❜❧❡✑ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❞❡t❡❝ts ✏✐♥t❡r❡st✑ r❡❣✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦rs❡

t❤❡♦r② ❬▼✐❧♥♦r ✶✾✻✸❪✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ▼♦rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✇❤♦s❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ ∇f = 0✮ ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛✱

♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ f ✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ f ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤♦s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ▼♦rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❛s ✐t ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛t❡❛✉① ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s

t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①tr❡♠❛ ❛♥❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥❛❧ ❡①tr❡♠❛ ❛♥❞



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

Min-tree Max-tree

A0 B1

G2

C0
D1

E4 F3

H4

Image

A C

A B C D

A B C D G

A B C D F G

G HA B C D E F

EH

E F

E F G H

B D E F G H

G HA B C D E F

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❆ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼✐♥✲tr❡❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ▼❛①✲

tr❡❡ ✭r✐❣❤t✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ ✭✶✮

♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❤✐❧❞✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❧❡❛✈❡✲♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✜❧❧❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡

❚❇▼❘s✳

s❛❞❞❧❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼♦rs❡ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ♥❡✇ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✿ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ❝♦♥t♦✉r tr❡❡ ❬❑✇❡♦♥ ✶✾✾✹✱ ❱❛♥ ❑r❡✈❡❧❞ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡❡❜ ❣r❛♣❤ ❬❘❡❡❜ ✶✾✹✻✱

❚❛❦❛❤❛s❤✐ ✶✾✾✺❪ ❢♦r s❤❛♣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▼❛①✲ ❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡s t♦ ❧♦✲

❝❛t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❈❛s❡❧❧❡s ❛♥❞ ▼♦♥❛ss❡ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✾✱ ❈❤❛♣t❡r ✹❪✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ▼♦rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ f ✱ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ TM ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ Tm ♦❢ f ✱ ❛♥❞ t❤❡

s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ f ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ tr❡❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❝❤✐❧❞r❡♥✳

❲❡ t❤✉s ❝❛❧❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ TM ❛♥❞ Tm ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥

♦♥❡ ❝❤✐❧❞✳ ❍❛✈✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤

❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ▼♦rs❡ ♦♥❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞

✇✐t❤ ❛ r❡❞ ❝✐r❝❧❡✳

❚❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ✐s t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ s❝❛❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡✳ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ✐ts tr❡❡✿ ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ✭❧❡❛✈❡s ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡①tr❡♠❛✮ ♦r ❛ ♠❡r❣❡ ✭♥♦❞❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❝❤✐❧❞r❡♥✮✳ ❚❤✉s✱ ♦♥ ❛ ❜r❛♥❝❤

♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ♥♦❞❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧ ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✜rst

❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱

❛♥❞ ❛s ❛ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✴♥♦❞❡ Nc ✐s

t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥② r❡❣✐♦♥✴♥♦❞❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s Nc ❜✉t ♥♦ ♦t❤❡r ❞✐s❥♦✐♥t

❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✴♥♦❞❡✳ ❆ ❣♦♦❞ ✏s❝❛❧❡✑ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✴♥♦❞❡ ✐s

t❤✉s t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣✐♦♥✴♥♦❞❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛

r❡❣✐♦♥ ❛ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥ ✭❚❇▼❘✮✳ ❆ r❡❛s♦♥ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st t♦♣♦❧♦❣✐✲



✹✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✾✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❚❇▼❘ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ▲❡❢t✿ ❋r♦♥t ✈✐❡✇ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ 30◦

✈✐❡✇ ✭❞♦✇♥✮ ♦❢ ✏●r❛✣t✐✑ s❝❡♥❡ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪✳ ▼✐❞❞❧❡✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ s♦♠❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❚❇▼❘s ❛❧♦♥❣ t❤❡

❜r❛♥❝❤❀ ❘✐❣❤t✿ ✜rst ❚❇▼❘ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❚❇▼❘s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥

✭t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t♦♦ ❧❛r❣❡✮✳

❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t ❛s ♠✉❝❤ ❝♦♥t❡①t ❛s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦

❡♥❝♦❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❚❇▼❘s t❤❛t ❛r❡ ❡✐t❤❡r t♦♦ s♠❛❧❧ ♦r t♦♦ ❜✐❣✳ ❚❤✐s

s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤

♠❡❛♥s t❤❡ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡

str✉❝t✉r❡✳ ❉✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡♠ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛❧s♦ s♦♠❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ♦t❤❡r

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆❧s♦✱ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ♠❡❡t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦r❞❡r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr✉♥❝❛t❡❞

❛♥❞ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡♠✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ ❚❇▼❘s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❞ ❞✐s❦✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ t♦ t❤❡ r♦♦t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳

❆s ✐♥ ♠♦st s❤❛♣❡✲s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

r❡❣✐♦♥s ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠♦✲

♠❡♥ts ❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛t❝❤ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts

◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘ ✇✐t❤ ♦t❤❡r

♣♦♣✉❧❛r ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ■♥



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✱ t❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚❇▼❘ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ♦❢ ▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ❡t ❛❧✳ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪✳ ❚✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t

❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✹✳✺ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❚❇▼❘ ✇✐t❤ ♦t❤❡r

✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹ ❤✐❣❤✲

❧✐❣❤ts t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❚❇▼❘✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞

♦♥ t❤❡ ❙t❛♥❢♦r❞ ▼♦❜✐❧❡ ❱✐s✉❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭❙▼❱❙✮ ❉❛t❛ ❙❡t ❬❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r ✷✵✶✶❪✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✺✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♠♦t✐♦♥ ✐s

✜rst t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❙tr❡❝❤❛ ❡t ❛❧✳ ❬❙tr❡❝❤❛ ✷✵✵✽❪✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❚❇▼❘✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡

❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s♦♠❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ✐♥ ❛ s✉♥♥② ❞❛② ❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡

str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♠♦t✐♦♥ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡

❚❇▼❘✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❜② ✉s✐♥❣

♦t❤❡r ❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❛r❡ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

✹✳✹✳✶ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❲❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❚❇▼❘ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❜②

✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s

t❤❛t ✇❡ t❡st❡❞ ❛r❡ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✱ ❉♦●✱ ❉♦● ♦❝t❛✈❡✲✶✱ ▼❙❊❘✳ ❋♦r

t❤❡ s❤❛♣❡✲s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ▼❙❊❘ ❛♥❞ ❚❇▼❘✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞

r❡❣✐♦♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛r❡

❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ✐♥ ❛ s✉♥♥② ❞❛②✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ t✇♦ t❡st❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡

✐❧❧✉str❛t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ✜❣✉r❡s✱

t❤❡ s❛♠❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✿ ▼❙❊❘ ❞❡t❡❝ts ❢❡✇ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝❛t❡s t❤❡

❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼❙❊❘ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❀

❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✱ ❛♥❞ ❉♦● ❛❧❧ ❡①tr❛❝t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱

❜✉t ❢❡✇ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❢❛✐❧ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t

t❤❡ ✸❉ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❝t❛✈❡✲✶ ❢♦r ❉♦●✱ ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛♥ ❉♦● ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱

❜✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠♦st❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❛♥②

♣♦✐♥ts✱ ♥♦t ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❚❇▼❘ ❤❛s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥tr✐❜✉t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ♦❢ ✐ts s✉❝❝❡ss ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳



✹✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✾✾

✭❛✮ ✭❛✮ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✳ ✭❜✮ ✭❜✮ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✳

✭❝✮ ✭❝✮ ❉♦●✳ ✭❞✮ ✭❞✮ ❉♦● ♦❝t❛✈❡✲✶✳

✭❡✮ ▼❙❊❘✳ ✭❢✮ ❚❇▼❘✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡

❞❡t❡❝t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ✭✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❨❡❧❧♦✇

♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

✭❛✮ ✭❛✮ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✳ ✭❜✮ ✭❜✮ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✳

✭❝✮ ✭❝✮ ❉♦●✳ ✭❞✮ ✭❞✮ ❉♦● ♦❝t❛✈❡✲✶✳

✭❡✮ ▼❙❊❘✳ ✭❢✮ ❚❇▼❘✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡

❞❡t❡❝t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t✳ ❨❡❧❧♦✇ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡

❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts✳



✹✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✵✶

✹✳✹✳✷ ■♠❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤♦s❡ ❦❡②♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥

❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ s❝❡♥❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts ♣♦s✐✲

t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ s❝❡♥❡

♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ t♦

♠❛❦❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✮ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻ ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❤♦r✐③♦♥✲

t❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ✭s✐③❡ ✐s s❡t t♦ ✷✶✮✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ▼❙❊❘ ❡①tr❛❝ts ❢❡✇ ♣♦✐♥ts❀

❚❇▼❘ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✱ ❛♥❞

❉♦● ✇✐t❤♦✉t ♦♣t✐♦♥ ♦❝t❛✈❡ −1❀ ❉♦● ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❝t❛✈❡ −1 ❤❛s ♠❛♥② ♠♦r❡

♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚❇▼❘ ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts t❤❛t ❝♦✈❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢

✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤♦s❡ s❝❡♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ✐ts s✉❝❝❡ss ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼ ❛♥❞ ✹✳✶✽✳

❲❡ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ❝♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦

❞✐❧❛t❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts ❜② ❛ ✷❉ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥

s✐③❡ ✭❡✳❣✳✱ ✸✶✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ❝❧♦s❡ ❦❡②♣♦✐♥ts✱ t❤❡✐r ❞✐❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ✐♥

❝♦♠♠♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ r❡❣✐♦♥s ❝♦✉♥t ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼✱ ▼❙❊❘

❝♦✈❡rs ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❇▼❘ ❝♦✈❡rs

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞❡t❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳

✹✳✹✳✸ ❘❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❚❇▼❘✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛✣♥❡

❞❡t❡❝t♦rs✿ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡ ❛♥❞ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ▼❙❊❘✱

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳

❲❡ r❡♣❡❛t t❤❡ t❡sts ♦❢ ▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ❡t ❛❧✳ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❡rr♦r ε✿

ε(RE1
, RE2

) = 1−
RE1
∩RHT

21
E2H21

RE1
∪RHT

21
E2H21

, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ RE r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❧♦❝❛❧ ♣❛t❝❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡✮

❞❡✜♥❡❞ ❜② xTEx ≤ 1✱ ❛♥❞ H21 ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡st

❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥✲t♦✲r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

✉♥❞❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❡rr♦r ✭❡✳❣✳✱ 40%✮ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞

❦❡②♣♦✐♥ts ✭r✐❣❤t✮✱ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ s❝❡♥❡ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❋✐❣✳ ✹✳✺✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■♠❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② ❞✐❧❛t✐♥❣ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❛ ✷❉ ✇✐♥❞♦✇

❤❛✈✐♥❣ s✐③❡ 31× 31❀ ❱❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ♦❢ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡

❞✐❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽✳

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❆ ❤✐❣❤ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s

❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞❡s✐r❡❞✳

❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❲❛❧❧ ✭✈✐❡✇♣♦✐♥t ❝❤❛♥❣❡✮✱ ❇❛r❦ ✭s❝❛❧❡

❝❤❛♥❣❡✮✱ ❚r❡❡s ✭❜❧✉r✮✱ ▲❡✉✈❡♥ ✭❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡✮ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭✐✳❡✳✱ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡ ❛♥❞

❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✮✱ t❤❡ ❚❇▼❘ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐❢✲

✐❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❜❧✉r s❡q✉❡♥❝❡ ❚r❡❡s✳ ❚❤❡

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉r✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡

r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♣♦♦r ♦♥ ❯❇❈ s❡q✉❡♥❝❡ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✮✱ t❡st✐♥❣ r♦❜✉st✲

♥❡ss t♦ str♦♥❣ ❏P❊● ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❙✉❝❤ ❞❡❢❡❝ts ✭❜❧✉r✱ ❏P❊● ❛rt✐❢❛❝ts✮ ❛r❡

❜❡tt❡r ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❙❊❘ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❚❇▼❘ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡✱ ❜✉t ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❚❇▼❘✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♦t❤❡r ❞❛t❛s❡ts ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❉❚❯✮ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡

✐♠❛❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳

✹✳✹✳✹ ■♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥

■♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧

r❡❣✐♦♥s✮ ✐♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❘❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r t❤❡

s❡q✉❡♥❝❡s ❲❛❧❧✱ ❇❛r❦✱ ❚r❡❡s✱ ▲❡✉✈❡♥ ✭t♦♣ t♦ ❞♦✇♥✮✳



✹✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✵✺

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✲❜②✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡

❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦

❜❡ ❡♥♦✉❣❤ ♣❛✐rs ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ♣♦✐♥ts s♦ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼♦✐s❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬▼♦✐s❛♥ ✷✵✶✷❪✳ ■t ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❘❛♥❞♦♠ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❖❘❙❆✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼♦✐s❛♥

❛♥❞ ❙t✐✈❛❧ ❬▼♦✐s❛♥ ✷✵✵✹❪✱ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❘❆◆❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛ ❝♦♥✲

tr❛r✐♦ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✵❪ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r ✐♥❧✐❡r✴♦✉t❧✐❡r ❞✐s✲

❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❖❘❙❆ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② r❡❣✐st❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛ss❡ss❡❞✱ ❛ ♣❛♥♦r❛♠❛ ✐s ❜✉✐❧t ❜② st✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s

✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥

t❤❡ ❈❉✲❝♦✈❡rs ❛♥❞ ♣❛✐♥t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❢♦r❞ ▼♦❜✐❧❡ ❱✐s✉❛❧ ❙❡❛r❝❤✭❙▼❱❙✮ ❉❛t❛

❙❡t ❬❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r ✷✵✶✶❪✳ ❆s ❜♦t❤ t❤❡ ❈❉✲❝♦✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐♥t✐♥❣s ❛r❡ ♣❧❛♥❛r

s❝❡♥❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ❍❛rr✐s✲

❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✱ ▼❙❊❘✱ ❉♦●✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❚❇▼❘ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣♦✐♥t

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ ▲♦✇❡ ❬▲♦✇❡ ✷✵✵✹❪✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❖❘❙❆✳

❋♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲

❆✣♥❡ ❛♥❞ ▼❙❊❘ ❛❧❧ ❢❛✐❧ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ❞✉❡ t♦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❆♥❞ ❉♦● ❛❧s♦ ❢❛✐❧s ❢♦r ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ■♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❉♦● ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❤♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ✐♥❛❝❝✉✲

r❛t❡ ❛t t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❚❇▼❘ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❤♦♠♦❣r❛♣❤②

✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❆ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ ❋✐❣✲

✉r❡ ✹✳✶✶✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ ❛♥❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t

❢♦r t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞

✜♥❞✐♥❣ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♠❡tr✐❝ ❢♦r s✉❝❤ ♣♦♦r q✉❛❧✐t② ✐♠❛❣❡s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ s♦ ♦♥❧②

✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐s ❧❡❢t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✬s ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳✺ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❙tr✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ▼♦t✐♦♥ ✭❙❢▼✮ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❙❢▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦❡

♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ st❡r❡♦ ✐♠❛❣❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s

✐♥♣✉t ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❛ s♣❛rs❡ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✱ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦s❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥

✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s❡s✳

❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❝r✉❝✐❛❧ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

❉♦● r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❚❇▼❘ r❡❣✐str❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❍♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦♣✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ✭❧❡❢t✮

❛♥❞ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡ ✭r✐❣❤t✮❀ ❉♦✇♥✿ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❉♦● ✭❧❡❢t✮

❛♥❞ ❚❇▼❘ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉♦● ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✐s ♥♦t ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❇▼❘ ✭s❡❡ t❤❡ ③♦♦♠❡❞ t♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r✮✳

❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✱ ▼❙❊❘ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧❧ ❢❛✐❧ ✐♥ r❡❣✐st❡r✐♥❣

t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳



✹✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✵✼

✭❛✮ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❉♦●

✭❜✮ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❉♦●

❢♦r ✭❛✮ ❛♥❞ ❚❇▼❘ ❢♦r ✭❜✮✳



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❍♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡❢t✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳

▼✐❞❞❧❡✿ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡✳ ❘✐❣❤t✿ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r t❡st❡❞

❞❡t❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦rr❡❝t r❡❣✐str❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘



✹✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✵✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❍♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡❢t✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡❀

▼✐❞❞❧❡✿ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡❀ ❘✐❣❤t✿ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r t❡st❡❞

❞❡t❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦rr❡❝t r❡❣✐str❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❞❡t❡❝t♦rs ✐s ❛ ❞❡✜♥✐♥❣

❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡

t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♦❢ ▼♦✉❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬▼♦✉❧♦♥ ✷✵✶✷❪ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦

❝r✐t❡r✐♦♥ ❬❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✵❪ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧❧②✲✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✐♥ ❙❢▼ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝ts✱ t❤❡✐r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✲

✉❧❛r ❇✉♥❞❧❡r s♦❢t✇❛r❡ ❬❙♥❛✈❡❧② ✷✵✵✻❪✿ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞

t✇♦✲✈✐❡✇ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞❀ ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❤❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛❞❞❡❞✱

❡❛❝❤ t✐♠❡ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✸❉ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ ❜✉♥❞❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ t❤❛t

t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❙❢▼ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r❡❝✐✲

s✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♠❛② st♦♣ ♣r❡♠❛t✉r❡❧② ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐❢ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤

♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❛❞❞ ❢✉rt❤❡r ✐♠❛❣❡s✳

✹✳✹✳✺✳✶ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

❲❡ ✜rst ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ❚❇▼❘ ✇✐t❤ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡✱ ▼❙❊❘ ❛♥❞ ❉♦●

♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❙tr❡❝❤❛ ❡t ❛❧✳ ❬❙tr❡❝❤❛ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♦❢

t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦s❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢

▲♦✇❡ ❬▲♦✇❡ ✷✵✵✹❪ ✐s ❛❣❛✐♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❡st❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡

❡rr♦rs ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✳

❋♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❞❡t❡❝t♦rs ♠❡❛♥s

t❤❛t ✐t ❢❛✐❧s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s✱ ♦r t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦rs ❛r❡ t♦♦

❤✐❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs✳ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡ ❢❛✐❧s ♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t♦♦ ❤✐❣❤

❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡ ❢❛✐❧s ♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r ✜✈❡

s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ ▼❙❊❘ ✇♦r❦s ❢♦r t❤r❡❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❉♦● ❛♥❞ ❚❇▼❘ s✉❝❝❡❡❞ ❢♦r

❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❍❛rr✐s✲❛✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❛✣♥❡✱ ▼❙❊❘✱ t❤❡ ❚❇▼❘

✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ❜❡tt❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦rs✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉♦●✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❍❡r③✲❏❡s✉s✲P✽ ❛♥❞

❈❛st❧❡✲P✶✾✮✱ t❤❡ ❚❇▼❘ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦rs✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛❧s♦ t❤❡ r❡❝❛❧❧ r❛t❡ ♦❢ ❣♦♦❞ tr❛❝❦s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜♥❛❧ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ tr❛❝❦s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t tr❛❝❦s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥❛❧ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ tr❛❝❦s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
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✹✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✶✶

1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.005

0.01

0.015
b
a
s
e
lin
e
e
rr
o
r
(m

)

cameras

MSER

DoG

TBMR

1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.05

0.1

0.15

0.2

a
n
g
u
la
r
e
rr
o
r
(d
e
g
re
e
)

cameras

MSER

DoG

TBMR

✭❛✮ ✭❛✮ ❍❡r③✲❏❡s✉s✲P✽✳

0 5 10 15 20 25
0

0.005

0.01

0.015

0.02

b
a

s
e

lin
e

e
rr

o
r

(m
)

cameras

DoG
TBMR

0 5 10 15 20 25
0

0.05

0.1

0.15

0.2

a
n

g
u

la
r

e
rr

o
r

(d
e

g
re

e
)

cameras

DoG
TBMR

✭❜✮ ✭❜✮ ❍❡r③✲❏❡s✉s✲P✷✺✳

0 2 4 6 8 10
0

0.02

0.04

0.06

b
a
s
e
lin
e
e
rr
o
r
(m

)

cameras

MSER
DoG
TBMR

0 2 4 6 8 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

a
n
g
u
la
r
e
rr
o
r
(d
e
g
re
e
)

cameras

MSER
DoG
TBMR

✭❝✮ ✭❝✮ ❊♥tr②✲P✶✵✳

0 2 4 6 8 10 12
0

0.01

0.02

0.03

0.04
b
a
s
e
lin

e
e
rr

o
r

(m
)

cameras

MSER
Hessian−Affine
DoG
TBMR

0 2 4 6 8 10 12
0

0.05

0.1

0.15

0.2

a
n
g
u
la

r
e
rr

o
r

(d
e

g
re

e
)

cameras

MSER
Hessian−Affine
DoG
TBMR

✭❞✮ ✭❞✮ ❋♦✉♥t❛✐♥✲P✶✶✳

0 5 10 15 20
0

0.5

1

b
a
s
e
lin

e
e
rr

o
r

(m
)

cameras

DoG
TBMR

0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

a
n
g
u
la

r
e
rr

o
r

(d
e

g
re

e
)

cameras

DoG
TBMR

✭❡✮ ❈❛st❧❡✲P✶✾✳

0 5 10 15 20 25 30
0

0.5

1

b
a
s
e
lin

e
e
rr

o
r

(m
)

cameras

DoG
TBMR

0 5 10 15 20 25 30
0

0.1

0.2

0.3

0.4

a
n
g
u
la

r
e
rr

o
r

(d
e

g
re

e
)

cameras

DoG
TBMR

✭❢✮ ❈❛st❧❡✲P✸✵✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r

❡rr♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❬❙tr❡❝❤❛ ✷✵✵✽❪✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮

00.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

TBMR DoG MSER Hessian-Affine

R
ec

al
lr

at
e

0
HerzJesusP8 HerzJesusP25 EntryP10 FountainP11 CastleP19 Castle P30

1

HerzJesusP8 HerzJesusP25 EntryP10 FountainP11 CastleP19 Castle P30
0

5000

10000

15000

20000

25000
TBMR DoG MSER Hessian-Affine

F
in
al
#t
ra
ck
s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❘❡❝❛❧❧ r❛t❡ ✭❧❡❢t✮ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥✉♠❜❡r ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ✜♥❛❧

♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ tr❛❝❦s ✉s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ s♣❛rs❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts✳

✹✳✹✳✺✳✷ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts

❲❡ ❛❧s♦ t❡st t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❙❢▼ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t♦rs ♦♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥

✐♥ ❛ s✉♥♥② ❞❛②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❙❢▼ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s♣❛rs❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts ❝❧♦✉❞✱ ♥♦t ❛ ❞❡♥s❡ ✸❉

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ P▼❱❙ s♦❢t✇❛r❡ ❬❋✉r✉❦❛✇❛ ✷✵✶✵❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥s✐❢② t❤❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts✳

◆♦t❡ t❤❛t P▼❱❙ ✉s❡s ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ ❉♦● ❛♥❞ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡rs t♦ r❡❝♦♥str✉❝t

t❤❡ ✸❉ str✉❝t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ♠❛② r❡s✉❧t

✐♥ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥❡❛r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✸❉

str✉❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❇▼❘✮✳ ❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡

❚❇▼❘ ✐♥ P▼❱❙✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ str✉❝t✉r❡s t♦ ❜❡ ❞❡♥s❡r

t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ❝♦♥tr❛st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✱ t❤❡ ❉♦● ❞❡t❡❝t♦r ❢❛✐❧s

t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✇❤❡r❡ s❤❛❞♦✇s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✱ ❉♦●

❞❡t❡❝t♦r ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ❚❇▼❘ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✸❉

str✉❝t✉r❡s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡ ❛♥❞ ▼❙❊❘

♣❡r❢♦r♠ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❉♦●✱ s♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✼✱ ✹✳✶✽✳ ❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t♦

✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❆❛♥æs ❡t ❛❧✳ ❬❆❛♥æs ✷✵✶✷❪✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ▼♦rs❡

t❤❡♦r②✳ ❲❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ♠✐♥✐♠❛✱ ♠❛①✐♠❛✱ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts✮ ✐♥

✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ▼❛①✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❜✐❢✉r✲

❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼❛①✲ ❛♥❞ ▼✐♥✲tr❡❡s✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡

t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✐t ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥②

❞✐s❥♦✐♥t ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❚❇▼❘ ✐s

tr✉❧② ❝♦♥tr❛st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ q✉❛s✐ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r❡❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❚❇▼❘ ✐s ❢❛st t♦

❝♦♠♣✉t❡ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
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r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② ❉♦● ❛♥❞ ❚❇▼❘✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉♦● ♠✐ss❡s t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡❀ t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❚❇▼❘ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥❀ ♦t❤❡r ❞❡t❡❝t♦rs ❜❡❤❛✈❡ ✇♦rs❡ t❤❛♥
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r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝✲
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❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ❚❇▼❘ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛❧s♦ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡✲

❧②✐♥❣ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✉s✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❚❇▼❘

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❞❡t❡❝t♦rs✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st

r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

r❡❣✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮✳

❇✉t t❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❛✣♥❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳





❈❤❛♣t❡r ✺

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡s✱ ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❧❡✈❡❧ s❡ts ♦❢ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧

❢♦r ♣❛tt❡r♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✭❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢

r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ ②✐❡❧❞s t♦

s✐♠♣❧✐❢② ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❛❧✐❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠❛♥② ✐♠❛❣❡

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡

♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣ t❤❛t ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❝♦♠♣✉t❡ t♦

❛ ❧♦❝❛❧❧② ✭s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✮ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲

❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts ❛ s❡t ♦❢ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞

②✐❡❧❞s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦

t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡✱

t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ✐ts r❡s✐st❛♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ✱ ❛

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✲

✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✉s❡❢✉❧♥❡ss✱ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ s✐♠✲

♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r

✐♠❛❣❡s✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❝♦♥tr❛st❡❞✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❝❧❛✐♠ t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡

✇✐t❤ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✾❪✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡

✐s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ■♠❛❣❡

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s

✐♥ t❤❛t tr❡❡✳ ❚❤❛t s✉❜❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❡♥ ②❡❛rs ❜② ❬P❛r❞♦ ✷✵✵✷✱

❈❛♦ ✷✵✵✺✱ ❈❛r❞❡❧✐♥♦ ✷✵✵✻❪✳ ■♥ ❬▲✉ ✷✵✵✼❪ ▲✉ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧s♦ ❛ tr❡❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ❛♥❞ ❛ ❦♥❡❡



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ▼✉♠❢♦r❞ ❛♥❞ ❙❤❛❤ ❬▼✉♠❢♦r❞ ✶✾✽✾❪✱ ✜♥❞✐♥❣ r❡❧✲

❡✈❛♥t ❝♦♥t♦✉rs ✐s ♦❢t❡♥ t❛❝❦❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦✲

♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ ❢♦r❝❡ ✭✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❛❧♦♥❣ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t②✱

❡t❝✳✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ❝♦♥t♦✉rs✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

t❡♥❞s t♦ ✜♥❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦r s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s✳ ❈✉r✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤✲

♦❞s ❬❙❡t❤✐❛♥ ✶✾✾✾✱ ❈❤❛♥ ✷✵✵✶❪ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ s♦❧✐❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱ ②❡t t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❡①♣❡♥s✐✈❡✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲s❤❛❤

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❡❛♥✲

✐♥❣❢✉❧ ❧♦❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳ ❙✐♠♣❧② ♣✉t✱ ❛ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ r❡♠♦✈❡

✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐t ❢❛✈♦rs ❛ ❣r❡❛t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞r✐✈❡s ✈❡r② ❢❛st t♦ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t ♥♦ ♠♦r❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②

✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♦♣t✐♠✉♠ ✐s t❤❛t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❤❛r❞

t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣s

t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ✈❛r✐✲

❛♥t ♦❢ t❤✐s ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣

t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡♠♦✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ t♦ r❡♣r❡s❡♥t

❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

■♥ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠✐♥✐✲

♠✐③❡ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧

♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❛t ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣❛✈❡ ❛

❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ✇♦r❦s

✐♥ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪ ❛r❡ ❝❧♦s❡st t♦ ✇❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡✳ ❚❤❡② ❜♦t❤

s❡❧❡❝t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❢♦r ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ✉s✐♥❣

t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■♥ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❛❪ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡

❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥❀ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣

❜r♦✇s❡❞ ❢r♦♠ r♦♦t t♦ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛♥♥♦t

❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t♦♣✲❞♦✇♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ♥♦♥✲s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❢❡✇ ♣✐①❡❧s ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛

s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✉❜✲s❤❛♣❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡



✺✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✶✾

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪✱ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ r❡♠♦✈❛❧ st❡♣✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡✲

❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠♦st t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss

♦❢ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪ r❡q✉✐r❡s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ✜♥❞ ❛t

❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ t❤❡ ♦♥❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t r❡♠♦✈❛❧✳

❍❡♥❝❡ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ✇❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ✐s

❢❛st✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

✐s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ✇❡

♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳

✺✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦♦❧s t❤❛t ❛❝t ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ✢❛t ③♦♥❡s✱ t❤❡ ❣♦♦❞

❝♦♥t♦✉r ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧✐❡s ♦♥

t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ▼❛♥② ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s❤❛♣❡s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳✸✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ t❤❡ r❡❧❡✲

✈❛♥t s❤❛♣❡s ✭✐✳❡✳✱ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✮ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭❡✳❣✳ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✮✳

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ♠♦❞❡❧ ❬▼✉♠❢♦r❞ ✶✾✽✾❪✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ f : Ω → R ♦r Z

✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ f ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛✐r

(R, f̃)✱ ✇❤❡r❡ R = R1 ⊔ · · · ⊔ Rn✱ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ Ri ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ∀i 6= j, Ri ∩ Rj = ∅✱ f̃ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ Ri✳ ▲❡t

∂R ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s {Ri}✿

∂R =
⋃

i=1,...,n

∂Ri, ✭✺✳✶✮



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

t❤❡♥ R ⊔ ∂R ✐s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ E(f, ∂R) ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

E(f, ∂R) =

∫∫

R
(f̃ − f)2dxdy + µ

∫∫

R
||∇f̃ || dxdy + ν |∂R|, ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ |∂R| r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ∂R✱ ❛♥❞ µ ❛♥❞ ν ❛r❡ t✇♦

♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ✭✺✳✷✮ ✐s t❤❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t②❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠

♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥❀ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠

♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❡♥❣t❤✳

❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡ f̃ t♦

♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ Ri✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

f̃ = f̃i =
1

|Ri|

∫∫

f dxdy, ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ |Ri| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ri✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E(f, ∂R) =

∫∫

R
(f̃i − f)

2 dxdy + ν |∂R|. ✭✺✳✹✮

❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✮✱ t❤❡ s✐♠✲

♣❧✐✜❡❞ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q ✭✺✳✹✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳

❈✉r✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬❙❡t❤✐❛♥ ✶✾✾✾❪ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❬❈❤❛♥ ✷✵✵✶✱ ❱❡s❡ ✷✵✵✷✱ ❈r❡♠❡rs ✷✵✵✷❪✳

❚❤❡② ❤❛✈❡ s♦❧✐❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱ ②❡t t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡♥✲

s✐✈❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❡✈♦❧✈❡s ✈✐❛ ❣r❛❞✐❡♥t

❞❡s❝❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✐ts ♦✈❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts t❡♥❞❡♥❝② t♦

❛❝❤✐❡✈❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦♠❡

♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬●r❛❞② ✷✵✵✾✱ ❊❧✲❩❡❤✐r② ✷✵✶✶✱

❊❧✲❩❡❤✐r② ✷✵✶✸❪ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q ✭✺✳✷✮

❛♥❞ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❛❝❤✐❡✈❡

❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳

✺✳✷✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚r❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥✱ t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s✐❣♥ r♦❜✉st ❛♥❞

❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ♦❢ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ H ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❧

♣♦ss✐❜❧❡ ❝✉ts ♦❢ H ❞❡♥♦t❡❞ ❛s C(H)✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤



✺✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✷✶

s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣

t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s❝❛❧❡✲s❡ts ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✉✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✳

▲❡t P ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✱ ❛♥❞ ❧❡t P(Ω) ❛♥❞ Part(Ω) ❞❡♥♦t❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ Ω ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ❆♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ Eλ✿ Part(Ω) → R+ ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ ❡♥❡r❣② ♦♥

Part(Ω) ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s C,D✿ Part(Ω)→ R+ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ∈ R+

s✉❝❤ t❤❛t

Eλ(P) = λC +D ∀P ∈ Part(Ω). ✭✺✳✺✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ D ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡r♠ ✭❡✳❣✳✱ ▲✷ ♥♦r♠ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t②✮✱

❛♥❞ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✭❡✳❣✳✱ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✳ ❚❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t

▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮ ✐s ❛ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Eν ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ❆♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ E✿ Part(Ω)→ R+ ✐s ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✐❢

E(P) =
∑

Ri∈P

E(Ri) ∀P ∈ Part(Ω). ✭✺✳✻✮

❚❤❡ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s

♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E✿ P(Ω)→ R+✿

E(Ri) =

∫∫

Ri

(f̃i − f)
2 dxdy +

ν

2
|∂Ri| ∀Ri ∈ P(Ω), ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ |∂Ri| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ r❡❣✐♦♥ Ri✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ❆♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ E✿ P(Ω)→ R+ ✐s ❛ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✐❢

E(Ri ∪Rj) ≤ E(Ri) + E(Rj) ∀Ri, Rj ∈ P(Ω) s✉❝❤ t❤❛t Ri ∩Rj = ∅. ✭✺✳✽✮

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮

✭✐✳❡✳✱ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ▲❡t Eλ = λC + D ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡♥ Eλ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛

♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣② ✐❢ C ❛♥❞ D ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ C ✐s s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ λ ✐s

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❢ ✐t ♦❜❡②s t❤❡ ❝❛✉s❛❧✲

✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✼ ❛♥❞ ❬❑♦❡♥❞❡r✐♥❦ ✶✾✽✹✱ ▼♦r❡❧ ✶✾✾✺✱ ●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✮✱

✇❤✐❝❤ s❛②s ❢♦r ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s❝❛❧❡s λ2 > λ1✱ t❤❡ ✏str✉❝t✉r❡✑ ❢♦✉♥❞ ❛t s❝❛❧❡ λ2 ♠✉st



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✜♥❞ s♦♠❡ ✏❝❛✉s❡✑ ❛t s❝❛❧❡ λ1✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pλ2
❛r❡ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲

♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pλ1
✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♣❛rt✐t✐♦♥ Pλ1

✐s ✜♥❡r t❤❛♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pλ2
✿ Pλ1

⊑ Pλ2
✳

❚❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Eν

✐s ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣②✳ ▲❡t ✉s r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✉✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳

✐♥ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣② Eλ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ ❛ ❤✐❡r✲

❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ H✳ ❋♦r ❛♥② λ ∈ R+✱ ❧❡t C∗
λ(H) ∈ C(H) ❜❡ t❤❡ ❝✉t ♦❢ t❤❡

❤✐❡r❛r❝❤② H t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s Eλ✳ ❆ r❡❣✐♦♥ Ri ∈ H ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤✐s ❝✉t C∗
λ(H)

✐s ❝❛❧❧❡❞ λ✲♦♣t✐♠❛❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ Ri ∈ H✱ ❧❡t H(Ri) ❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②

r♦♦t❡❞ ❛t Ri ❣✐✈❡♥ ❜②✿

H(Ri) = {Rj |Rj ∈ H s✉❝❤ t❤❛t Rj ⊆ Ri}, ✭✺✳✾✮

❛♥❞ ❧❡t C
(

H(Ri)
)

❜❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝✉ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② H(Ri)✳

❆s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❆ r❡❣✐♦♥ Ri ∈ H ✐s λ✲♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛♥ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣② Eλ✿

C(H)→ R+ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✿

✭✐✮ Ri ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② λ✲♦♣t✐♠❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ∀C(H(Ri)) ∈ C(H(Ri)), E
λ({Ri}) ≤

Eλ(C(H(Ri)))✳

✭✐✐✮ Ri ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ H ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✐✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❣✐♦♥ Rj ∈ H

s✉❝❤ t❤❛t Ri ⊂ Rj ✐s ❛❧s♦ ♣❛rt✐❛❧❧② λ✲♦♣t✐♠❛❧✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❧❡t P ∗
λ (H) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❛❧❧② λ−♦♣t✐♠❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ H✱

t❤❛t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ H ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✐✮ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❢♦r t❤❡

❡♥❡r❣② Eλ✳

❋♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ Ri ∈ H✱ ❧❡t

Λ∗(Ri) , {λ |Ri ∈ C
∗
λ(H)} ✭✺✳✶✵✮

❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❝❛❧❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ri ✐s ✐♥ t❤❡ ❝✉t ♦❢ H ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Eλ✳ ❆❧s♦

❧❡t

Λ∗
↑(Ri) , {λ |Ri ∈ P

∗
λ (H)} ✭✺✳✶✶✮

❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❝❛❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ Ri ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② λ✲♦♣t✐♠❛❧✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱

✇❤❡♥ Eλ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣②✱ ✐❢ Ri ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② λ✲♦♣t✐♠❛❧✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣❛rt✐❛❧❧②

λ′✲♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛♥② λ′ > λ✳ ❚❤✉s Λ∗
↑(Ri) ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t②♣❡ [a,+∞)✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛❧s♦

Λ∗
↓(Ri) ,

⋃

Rj∈H,Ri⊂Rj

Λ∗
↑(Rj) ✭✺✳✶✷✮



✺✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✷✸

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ s❝❛❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ Ri ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✐✮

✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t②♣❡ [a,+∞) ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧

♦❢ t❤❛t t②♣❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ Ri ❜❡✐♥❣ λ✲♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵

❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Λ∗(Ri) = Λ∗
↑(Ri)\Λ

∗
↓(Ri), ✭✺✳✶✸✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ●✐✈❡♥ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣② Eλ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ H✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∀Ri ∈ H✱ t❤❡ s❡t Λ∗(Ri) ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ t②♣❡

Λ∗(Ri) = [λ+(Ri), λ
−(Ri)✱ ✇❤❡r❡

λ+(Ri) = ✐♥❢Λ∗
↑(Ri), ✭✺✳✶✹✮

λ−(Ri) = ✐♥❢Λ∗
↓(Ri). ✭✺✳✶✺✮

❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡

C∗
λ(H) = {Ri |Ri ∈ H s✉❝❤ t❤❛t λ+(Ri) ≤ λ < λ−(Ri)}. ✭✺✳✶✻✮

❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Λ∗(Ri) ❢♦r ❛ r❡❣✐♦♥ R ∈ H ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ri✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ❤✐❡r❛r❝❤② H∗ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡

❡♥❡r❣② Eλ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

H∗ , {Ri |Ri ∈ H s✉❝❤ t❤❛t Λ∗(Ri) 6= ∅}. ✭✺✳✶✼✮

❖♥ t❤✐s ♣❡rs✐st❡♥t H∗✱ ✇❡ ❤❛✈❡ λ−(Ri) = λ+(Rp
i )✱ ✇❤❡r❡ R

p
i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛r❡♥t

♦❢ Ri ✐♥ H∗✳ ❚❤✉s ❦♥♦✇✐♥❣ λ+(Ri) ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ H∗✱ λ− ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ λ+ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

♠❡t❤♦❞ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✳

❋♦r ❡❛❝❤ Ri ∈ H,λ ∈ R+✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

E(λ,Ri) = λC(Ri) +D(Ri). ✭✺✳✶✽✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ Ri ∈ H ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝✉t ♦❢ H(Ri) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Eλ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② E∗(λ,Ri)✿

E∗(λ,Ri) = Eλ(C∗
λ(H(Ri))). ✭✺✳✶✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❧❡❛✈❡ ♥♦❞❡ Rl ∈ H✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E∗(λ,Rl) = E(λ,Rl) ❤♦❧❞s ❢♦r

❛♥② λ ∈ R+✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✿



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ Ri ∈ H✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡♥❡r❣② E∗(λ,Ri) ✐s r❡❧❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

E∗(λ,Ri) = ✐♥❢







E(λ,Ri),
∑

S∈F(Ri)

E∗(λ, S)







, ✭✺✳✷✵✮

✇❤❡r❡ F(Ri) ✐s t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ Ri✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ▲❡t Eλ = λC +D ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♠❛❣❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ H✱ t❤❡♥ ∀Ri ∈ H✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✭✐✮ E∗(λ,Ri) ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❛✣♥❡✱ ♥♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ♦❢ λ✳

✭✐✐✮ ∀λ ∈ R+✱

E∗(λ,Ri) =







∑

s∈F(Ri)

E∗(λ, S) ✐❢ λ < λ+(Ri)

E(λ,Ri) ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✺✳✷✶✮

✭✐✐✐✮ ■❢ C ✐s str✐❝t❧② s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ∀Rj ∈ H,C(Rj) <
∑

S∈F(Rj)

C(S)

✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮✮✱ t❤❡♥ λ+(Ri) ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

E(λ,Ri) =
∑

S∈F(Ri)

E∗(λ, S). ✭✺✳✷✷✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝✉t C∗
λ(H) ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t

▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

H ❢♦r ❛♥② λ ∈ R+✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s C∗
λ(H) ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●✉✐❣✉❡s ❡t

❛❧✳ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝✉ts ♦❢ t❤❡

❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✺✳✷✳✸ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣

❚❤❡ ✇♦r❦s ✐♥ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪ ❛r❡ ❝❧♦s❡st t♦ ♦✉r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✹✮ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣s✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ♥♦t

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts



✺✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✷✺

♠❛② ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ❜✉t s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡♠ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✾❪✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡

❝♦♥tr❛st ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ r♦❜✉st✳ ❙♦ st✐❧❧ t❤✐s ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♦r ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦♦❧✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ T ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s❤❛♣❡s

{τi}✱ ❛♥② t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s❤❛♣❡s ♦❢ T ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ▲❡t

∂T = {∂τ | τ ∈ T } ✭✺✳✷✸✮

❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ T ✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❊q ✭✺✳✹✮ r❡str✐❝t❡❞ t♦ T ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

min
T ′

E(f, ∂T ′), ✭✺✳✷✹✮

✇❤❡r❡ T ′ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ T ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ T ❛♥❞ ❜②

✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ T ′✳ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ s❤❛♣❡s ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡✲

s❡r✈❡❞ ❛♥❝❡st♦r ❛s t❤❡ ♣❛r❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡

s❤❛♣❡s ♦❢ T ′ st✐❧❧ ❤♦❧❞s✳ ❙♦ T ′ ❤❛s ❛❧s♦ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✹✮ ✐s t❤❡

♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥s✑ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ∂T ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡

τ ✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ Rτ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Rτ = {p | p ∈ τ, p /∈ C(τ)}, ✭✺✳✷✺✮

✇❤❡r❡ C(τ) ❞❡♥♦t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ τ ✳ ◆♦t❡ t❤❛t Rτ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛

s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♠❛② ❤❛✈❡

s♦♠❡ ♣❛rt ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ t❤✐s ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛ s♣❛t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤✐♥ Rτ ✳

❇✉t t❤❡s❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ τ ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r

❛♥❝❡st♦r ♦❢ τ ✳ ❆♥ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ Rτ ✐s ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ Rτp

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐ts ♣❛r❡♥t τp✳ ❚❤✐s ♠❡r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡

s✉♣♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✏r❡❣✐♦♥✑ ❢♦r ✐ts ♣❛r❡♥t✿

R′
τp = Rτp ∪Rτ . ✭✺✳✷✻✮

❚❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢♦r ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ τc1, . . . , τck s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ t♦

τp✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✉❝❤ ♠❡r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✷✹✮ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❤❛s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍❡♥❝❡

t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

τs2

τs1
τp

τ Rτp

τc1 τc2Rτ τs2

τs1
τp

τc1 τc2
Rτp=Rτp∪Rτ'

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ τ ♠❛❦❡s t❤❡ ✏r❡❣✐♦♥✑ Rτ ✭❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡❞ ♦❜❧✐q✉❡

❧✐♥❡s✮ ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ Rτp ❀ t❤❡ r❡s✉❧t ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✮ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡✳

❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ■t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡s t❤♦s❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❧❡ r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✐❢ ♥♦ ♠♦r❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞

t❤❛t ❢❛✈♦rs ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡♠♦✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ∂τ

✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✹✮ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆Eτ ✇❤✐❧❡

τ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ▲❡t S(f,Ri) ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥ Ri✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆Eτ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∆Eτ =
S2(f,Rτ )

|Rτ |
+
S2(f,Rτp)

|Rτp |
−
S2(f,R′

τp)

|R′
τp |

− ν|∂τ |. ✭✺✳✷✼✮

■❢ ∆Eτ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ τ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱

t❤❡♥ r❡♠♦✈❡ τ ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✷✼✮✱ t❤❡ r❡♠♦✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ τ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧②

♦♥ Rτ ❛♥❞ Rτp ✳ ❆s ❛ s❤❛♣❡ τ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ tr✐❣❣❡rs t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ Rτp ✱ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ τ

✐♠♣❛❝ts ❛❧s♦ t❤❡ r❡♠♦✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ♣❛r❡♥t✱ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ s✐❜❧✐♥❣s✳

❙♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ r❡♠♦✈❛❧ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦r❞❡r

❞r✐✈❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✷✹✮✳ ■♥ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❛❪✱ P❛♥ ♣r♦♣♦s❡ t♦

r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❢♦r t♦♣ t♦ ❞♦✇♥ ✭✐✳❡✳✱ r♦♦t ♥♦❞❡ t♦ ❧❡❛✈❡s ♥♦❞❡✮✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦

♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳ ■♥ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡

t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠♦st t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛t ❡❛❝❤ r❡♠♦✈❡ st❡♣✳

✺✳✸ ❊✣❝✐❡♥t s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞

t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣s✳ ■t ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r

❡t ❛❧ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦r❞❡r✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❲❡

✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ❢♦r t❤❡ ❣r❡❡❞②

❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♥❡



✺✳✸✳ ❊✣❝✐❡♥t s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✶✷✼

♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥t ♦❢ s❡❧❢✲❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳

✺✳✸✳✶ ▲❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s♦rt✐♥❣

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s r❡♠♦✈❛❧ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡

❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡

t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ P❛♥ ❬P❛♥ ✷✵✵✾❛❪ ✐s ❛ t♦♣✲❞♦✇♥

✭✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ r♦♦t ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♥♦❞❡✮ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t q✉✐t❡ r❡❧✐❛❜❧❡✱

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ∂τ ✉♥❞❡r s❝r✉t✐♥② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥

♦❢ t❤❡ ❊q ✭✺✳✷✼✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Rτ ❤❛s ✈❡r② ❢❡✇ ♣✐①❡❧s ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ∂τ ✐ts❡❧❢

❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✇❤❡r❡❛s Rτp ♠❛② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♠♦r❡ ♣✐①❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢

❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ♦r❞❡r ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡❧❢✳

❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥♦♥ r❡♠♦✈❡❞ ♦♥❡s t❤❛t

❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠♦st t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■t ❜❡❛rs ❛ ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✉♣❞❛t❡ ♦❢

∆E ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❢t❡r

❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡✱ ✐t ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥❡❣❛t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆E✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✜① t❤❛t ✐ss✉❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss✳

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✱ t❤❡ ❛t✲

tr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♣❧❛②s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛✲

t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵✱

❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✷✵✵✶✱ ❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼✱ ▲✉ ✷✵✵✼❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A

t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s

❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✹✮✳ ❙✐♠♣❧② ♣✉t✱

❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ τ ∈ T ✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✱ ❛♥❞ ✇❡ s♦rt t❤❡ s❡t ♦❢

s❤❛♣❡s {τ | τ ∈ T } ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✱ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤✐s ♦r❞❡r✱ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s r❡♠♦✈❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✼✮✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮ ❢❛✈♦rs t❤❡ r❡♠♦✈❛❧

♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦♥tr❛st ✭❜② ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠✮ ♦r ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✇❤✐❝❤

✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②

✇❡❧❧✲❝♦♥tr❛st❡❞ ❛♥❞ s♠♦♦t❤✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ♠✐❣❤t ❜❡

✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s♦rt✐♥❣✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❧❧♦✇ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳

Aκ(N ) =
(

∑

e∈∂N

❝✉r✈(e)
)

/|∂N|, ✭✺✳✷✽✮



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ |∂N| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ❝✉r✈ : E → R ✐s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢

❝✉r✈❛t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s r❡♠♦✈❛❧ ❣✉✐❞❡❞

❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q ✭✺✳✹✮ ♠❛❦❡ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠♦r❡ r♦❜✉st✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❛ ♥♦❞❡ Nc ❛♠♦♥❣ t❤❡ s♦rt❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ✜❧t❡r ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s

❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t✐❧❧ t❤✐s ♥♦❞❡ Nc ✐♥ ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s r❡♠♦✈❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✜❧t❡rs ♠❛♥② ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐♥

t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❢❡✇❡r ❛♥❞ ❢❡✇❡r ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢

t❤❡ s♦rt❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳

■♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✹✮ t❤❡ s❤❛♣❡s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧

✭r❡s♣✳ ❣r❡❛t✮ ❛ttr✐❜✉t❡A ✭✐✳❡✳✱ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss✮ ✐s ❡❛s✐❡r ✭r❡s♣✳ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✮ t♦ ✜❧t❡r

✉♥❞❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s♦rt✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡✳

✺✳✸✳✷ ❊✣❝✐❡♥t ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ f ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T ✱ t❤❡

♦✉t♣✉t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ T ′ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳

❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t tr❡❡✱ T ′✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s s❡t

t♦ T ′ = T ✳

❙t❡♣ ✶✿ ❙♦rt t❤❡ s❡t ♦❢ s❤❛♣❡s {τ | τ ∈ T } ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r O ♦❢ s❤❛♣❡

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✳

❙t❡♣ ✷✿ Pr♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r O✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ τ ∈ T ′✱ ❝♦♠♣✉t❡

∆Eτ ✳ ■❢ ✐t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ r❡♠♦✈❡ τ ❢r♦♠ T ′✱ ✉♣❞❛t❡ R′
τp ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢♦r ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦♥ T ′✳

❆s ❛ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ r❡♠♦✈❛❧ ♣r♦❝❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡✲

♠♦✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t ❛♥❞ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ s♦ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s❤❛♣❡ τ t❤❛t ❤❛s

❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ τ ♠❛② ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡

❧❛t❡r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t ♦r s♦♠❡ ❝❤✐❧❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ st❡♣ ✷ ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐t✲

❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✷ ♦r ✸ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤✱

❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✷✹✮ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s❤❛♣❡s ♦❢ T ✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ f ′ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st tr❡❡ T ′ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✷✹✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛♥② ♠♦r❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ r❡♠♦✈❛❧ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳



✺✳✹✳ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✶✷✾

❆s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡

str✉❝t✉r❡ T ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✉s❡❞ ❢♦r s♦rt✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr❡❡ T ✐s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ s♦ t❤✐s

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❛ ❧❡✈❡❧✐♥❣✳ ■t ❜❡❧♦♥❣s ❛❝t✉❛❧❧② t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❡❧❢✲

❞✉❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤✐s ❣r❡❡❞②

❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ As ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❛♣♣❧② s❤❛♣✐♥❣✱ t❤❡

s❤❛♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q ✭✺✳✹✮✳

✺✳✹ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋✐rst

♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✱ t❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

✺✳✹✳✶ ❈❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞

♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮ ✐s ❛

s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s ❢♦r ν2 > ν1✱ ❛ ❝♦♥t♦✉r

♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ ν2 ♠✉st ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ν1✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦

❛❞❛♣t t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❜②

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ❋♦r t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ν2 > ν1✱ ✐❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮ ✇✐t❤ ν2 ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ν1✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❛❧ ❛♥❞

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✳

❚❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✐s ❛ ❢❛st ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❢♦r s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ τ ✱ ✐t ♠❛② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r

ν1✱ ❜✉t ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ ❜✐❣❣❡r ν2 > ν1✳ ❆ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱

t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♥ t♦♣ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❝✮ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ν2 = 500✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s r❡✲



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ✭❛✮✿ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡❀ ✭❜✮✿ r❛♥✲

❞♦♠❧② ❝♦❧♦r✐③❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ν = 100❀ ✭❝✮✿ r❛♥❞♦♠❧② ❝♦❧♦r✐③❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞

✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ν = 500✳

♠♦✈❡❞ ❢♦r ν1 = 100 ✐♥ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t

❛❧✳ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪ ✐s ♥♦t ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♥❡✐t❤❡r✳

✺✳✹✳✷ ❆ttr✐❜✉t❡ Aν ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥A ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✉s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜①✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

ν ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ν ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❛s Aν ✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ν✱ t❤❡ r❡♠♦✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ τ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

∆Eτ ✐♥ ❊q ✭✺✳✷✼✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥∆Eτ ✐s ❛ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ν✱ ✇❤❡♥ ν ✐s ❜✐❣❣❡r ❡♥♦✉❣❤ t❤❛♥ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ νmin✱ ∆Eτ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤✐s s❤❛♣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧

❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ νmin ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❤❛♣❡✳ ▲❡t ✉s t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ❣✐✈❡♥

❜②

Aν(τ) =

S2(f,Rτ )
|Rτ |

+
S2(f,Rτp )

|Rτp |
−

S2(f,R′
τp

)

|R′
τp

|

|∂τ |
. ✭✺✳✷✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡ τ ✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν(τ) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✺✳✷✾✮

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ Rτ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t Rτp ✱ ✇❤✐❝❤

♠❡❛♥s Aν(τ) ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡ τ ✐ts❡❧❢✱ ✐ts ♣❛r❡♥t✱ ✐ts s✐❜❧✐♥❣s✱ ❛♥❞ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳

❇❡s✐❞❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡

s❤❛♣❡ τ ✉♥❞❡r s❝r✉t✐♥② ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ ❢♦r ✐ts ♣❛r❡♥t ❜② ❊q ✭✺✳✷✻✮✱

❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢♦r ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ✉♣❞❛t❡



✺✳✹✳ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✶✸✶

♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Aν ❢♦r t❤❡ ♣❛r❡♥t✱ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ s✐❜❧✐♥❣s

♦❢ τ ✳ ❙♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐s ❛❣❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦r❞❡rs✳

✶ ❙❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

st❡♣ ✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ ν ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ τ ∈ T ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✺✳✷✾ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ Aν ❛♥❞ s♦rt

t❤❡ s❡t ♦❢ s❤❛♣❡s {τ | τ ∈ T } ♦♥ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳

st❡♣ ✷✿ Pr♦♣❛❣❛t❡❞ t❤❡ s♦rt❡❞ s❤❛♣❡s ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡

ν ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ Aν ❢♦r ✐ts ♥♦t s✉♣♣r❡ss❡❞ ♣❛r❡♥t✱ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛♥❞

s✐❜❧✐♥❣s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❯♣❞❛t❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

✷ ❙❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ ν ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

st❡♣ ✶✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳

st❡♣ ✷✿ Pr♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ s♦rt❡❞ s❤❛♣❡s ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✜rst ♥♦t s✉♣✲

♣r❡ss❡❞ s❤❛♣❡ τ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ s❤❛♣❡s ✇❤♦s❡ ❝✉rr❡♥t Aν ✐s ❧❡ss t❤❛♥ Aν(τ)✳ ❉♦ t❤❡

s❛♠❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤♦s❡ r❡❧❛t❡❞ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠♦✈❡❞ ♦♥❡✴♦♥❡s✳

✸ ν ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

st❡♣ ✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ ν ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ τ ∈ T ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Aν ✳

st❡♣ ✷✿ ❘❡♠♦✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st Aν ❛♥❞ ❞♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❘❡♣❡❛t t❤✐s st❡♣ t✐❧❧ ❛❧❧ s❤❛♣❡s ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳

❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Aν ✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐s t❤❡ ♠♦st ❢❛st ♦♥❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✉♥❞❡r s❝r✉t✐♥②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t

❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢② ✐❢ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞

♦♥❡✳

❚❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲

❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ t♦ ❜❡

r❡♠♦✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✹✮✳ ❆ ❜✐❣❣❡r Aν(τ) ♠❡❛♥s

t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡ τ ✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ✐s

❛❧s♦ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t

▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

✺✳✹✳✸ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣M◦
Aν

✉s✐♥❣ Aν ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s

✐♥ ✐♠❛❣❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✈✐s✉❛❧ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ❣r❡❛t ✈❛❧✉❡ Aν ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❡s t❤❛t t❤❡② r❡s✐st

t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✉♥❞❡r ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q ✭✺✳✷✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡

♠❛♣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❝❧♦s❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❛❧✐❡♥t✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s

❞❡s✐r❡❞✳ ❆ s❛❧✐❡♥t ♠❛♣ME ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜① t❤❛t ✐ss✉❡✳

A↓
ν(τ) = ♠❛①

τ ′∈T

(

Aν(τ
′)
)

−Aν(τ). ✭✺✳✸✵✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❝✮✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ r❡♣✲

r❡s❡♥t ❛ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♠❛♣ ME s❡❧❡❝ts s❛❧✐❡♥t ✭♦❢ ❝❡rt❛✐♥

❞❡❣r❡❡✮ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s

❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❞✮✱ ✭❡✮✱ ❛♥❞ ✭❢✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ s♠❛❧❧✱ ♠❡❞✐❛♥✱ ❛♥❞ ❣r❡❛t

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✭❞✮✱ ✭❡✮✱

❛♥❞ ✭❢✮ ♦❜❡② t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳

✺✳✺ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ✜rst ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s r❡♠♦✈❛❧ ♦r❞❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✶

t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ❊q ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢

❊q ✭✺✳✷✽✮✱ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✲

✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✇❡ ✉s❡ t♦ s♦rt t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐♥ ❊q ✭✸✳✽✮✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✷✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪✱

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ s✐♠✐❧❛r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✸✳ ❙♦♠❡ ❤✐❡r✲

❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❇❙❉❙✺✵✵ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪ ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✹✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✺✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

t♦ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❇❙❉❙✺✵✵✳ ❆s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❢♦r ❛ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ✐s st✐❧❧ ✉♥✲

❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ✉s❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡

r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ②✐❡❧❞s ❛ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❤❛✈✐♥❣

✈❡r② ❢❡✇ s❛❧✐❡♥t r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ r❡♠❛✐♥ ✐♥t❛❝t✳ ❋✐♥❞✐♥❣

❛♥ ❛❝t✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧♦t ❡❛s✐❡r ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✻✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s s♠❛❧❧ ❛♥❞ r♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr❛st ✐♥

❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡s✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❝♦♠♣❛✲

r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❝♦✉♥t❡❞ ❜② ❡①♣❡rts ♦♥

❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ✶✸✸

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ✭❛✮✿ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡❀ ✭❜✮✿

❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡sM◦
Aν

❀ ✭❝✮✿ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ✭❞✲❢✮✿ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ME ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

s♠❛❧❧✱ ♠❡❞✐❛♥✱ ❛♥❞ ❣r❡❛t t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✺✳✺✳✶ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s r❡♠♦✈❛❧ ♦r❞❡r ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t

♦❢ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✹✮✳ ❚♦ ❛ss❡ss

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❊q ✭✸✳✽✮ ✭✐✳❡✳✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s

♠❛❣♥✐t✉❞❡✮✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✽✮ ✭✐✳❡✳✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❋♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r ✉s❡❞ ✐♥ ✭❛✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥ ✭❜✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡

s❡❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ♠❛♥② s❛❧✐❡♥t

♦♥❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ ❢❡✇ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ s❛❧✐❡♥t

♦♥❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s r❡♠♦✈❛❧ ♦r❞❡r ✐s ✈❡r②

✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳

✺✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳ ♦♥

❛ ❝❧❛ss✐❝ ✐♠❛❣❡ ✏❤♦✉s❡✑ ✭256×256✮ ❤❛✈✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✷✸✺✼✽ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

ν = 1000 ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❜✮✮ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r

r❡t❛✐♥s ✸✵ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ✷✼ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡✐r

str♦♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❛❧✐❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t ✜♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡②

❢❛❧❧ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❇❛❧❧❡st❡r ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✹s ❛♥❞ ✵✳✷s ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r P❈ st❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼ ✸✳✹✵●❍③ ❛♥❞ ✽ ●❜②t❡s ♦❢ ♠❡♠♦r②✳

✺✳✺✳✸ ❘♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡

❋✐❣✳ ✺✳✻ s❤♦✇s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✳r✳t✳ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✏❤♦✉s❡✑ ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ δ2 =

5, 10, 15, 20, 25✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν = 400✳

◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✭❛✮ t♦ ✭❢✮ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳ ❚❤❡② ✐♥❞❡❡❞

s❡❧❡❝t ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✭❛r♦✉♥❞ ✸✷✮✱ ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❛❧✐❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r P❙◆❘ ♦❢

❡❛❝❤ r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✳r✳t✳ ♥♦✐s❡✳



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ✶✸✺

✭❛✮ ❘❛♥❞♦♠ ♦r❞❡r ✭✶✻ ∂τ✮ ✭❜✮ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❊q ✭✸✳✽✮ ✭✷✾✵ ∂τ✮

✭❝✮ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❊q ✭✸✳✽✮ ✭✽ ∂τ✮ ✭❞✮ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❊q ✭✺✳✷✽✮ ✭✶✷ ∂τ✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢

t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν ✐s s❡t t♦ ν = 1000✳

✭❛✮ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❇❛❧❧❡st❡r✱ ν = 1❦ ✭❝✮ ❖✉r✱ ν = 1❦

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳✳ ✭❛✮✿ E =

1.2433e + 08❀ ✭❜✮✿ E = 1.28113e + 07✱ P❙◆❘ = 27.3❀ ✭❝✮✿ E = 1.15285e + 07✱

P❙◆❘ = 28.7✳



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ δ2 = 5 ✭❝✮ δ2 = 10

✭❞✮ P❙◆❘ = 29.1 ✭❡✮ P❙◆❘ = 28.8 ✭❢✮ P❙◆❘ = 28.2

✭❣✮ δ2 = 15 ✭❤✮ δ2 = 20 ✭✐✮ δ2 = 25

✭❥✮ P❙◆❘ = 27.5 ✭❦✮ P❙◆❘ = 26.7 ✭❧✮ P❙◆❘ = 26.3✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✳r✳t✳ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦✐s❡✳ ✭❞✲❢✱ ❥✲❧✮✿

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✭❛✲❝✱ ❣✲✐✮ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢

✈❛r✐❛♥❝❡ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ ✭❜✮ t♦ ✷✺ ✭❢✮ ✇✐t❤ ❛ st❡♣ ♦❢ ✺✳



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ✶✸✼

✺✳✺✳✹ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ♠❛♥♥❡rs t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν

❜❡❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❊q ✭✺✳✷✹✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ t❤❛t ✇❡ ❛r❡

❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ME r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s

s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ME ✉s✐♥❣

t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Aν ✳ ❋♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❛✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛❧✐❡♥❝②

♠❛♣ ME ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ✭❜✮ ❢♦r t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♦r❞❡r✱ ✐♥ ✭❞✮ ❢♦r t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ ν ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ✐♥ ✭❢✮ ❢♦r

t❤❡ ν ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳

❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t

s✐❞❡✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❛❧✐❡♥❝②

♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❤✲❥✮

✉s✐♥❣ t❤❡ Aν ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳

✺✳✺✳✺ ❈♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✱ ✇❡ t❡st ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❡r❦❡✲

❧❡② ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❛t❛s❡t ❇❙❉❙✺✵✵ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❇❙❉❙✸✵✵ ❬▼❛rt✐♥ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s t♦ ❛♣♣❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞

t♦ t❤❡ r❡❞ fr✱ ❣r❡❡♥ fg✱ ❛♥❞ ❜❧✉❡ fb ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱

❛ ❤✐❣❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ν = 2500 ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ❣r❛✐♥ ✜❧t❡r ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪ ✐s ❛♣✲

♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t♦♦ t✐♥② s❤❛♣❡s✳ ▲❡ss t❤❛♥ ✺✵ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤

❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✷✸✵✵✳

❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✸

❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦❧♦r ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

❜❡t✇❡❡♥ s❛❧✐❡♥t r❡❣✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✐♥t❛❝t✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛

❧♦t ❡❛s✐❡r ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❛ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ fc✱ t❤❡ s❛❧✐❡♥t

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s fr✱ fg✱ ❛♥❞ fb ♠❛② ❤❛✈❡ s♦♠❡ s❡❣♠❡♥ts

t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❜✉t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡s❡ ❝❧♦s❡ s❡❣♠❡♥ts ♠❛② ②✐❡❧❞ ♠❛♥② s♠❛❧❧

r❡❣✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ fc✳ ❇②

♠❡r❣✐♥❣ t❤❡s❡ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s t♦ ✐ts ♠♦st s✐♠✐❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛

♦✈❡r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✈✐s✉❛❧

♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❋♦r t❤♦s❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✱ t❤✐s ❧❛st ♠❡r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

②✐❡❧❞s ❛♥ ♦✈❡r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ r❡❣✐♦♥s✳



✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✭❛✮ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✭❝✮ P❙◆❘ ❂ ✷✺✳✷✽

✭❞✮ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✭❡✮ P❙◆❘ ❂ ✷✻✳✶✼

✭❢✮ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✭❣✮ P❙◆❘ ❂ ✷✻✳✸✼

✭❤✮ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭✐✮ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✭❥✮ P❙◆❘ ❂ ✷✵✳✶✵

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✸ ♣r♦♣♦s❡❞

Aν ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✿ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✭❜✮❀ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ν ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✭❞✮❀ ν ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✭❢✮✳ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✐♥ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ✭❤✲❥✮✿ ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ✶✸✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❙♦♠❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦♥

t❤❡ ❇❡r❦❡❧❡② ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❛t❛s❡t ❇❙❉❙✺✵✵ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ✐♥♣✉t

✐♠❛❣❡❀ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ▲❡ss str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ✭❝✮ ▼♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt ❢♦r t❤❡

❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ ②❡❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ ✶✾ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✶✼ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s

❢♦r t❤❡ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ✭❝✮✳

✺✳✺✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣

❚❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ✐s ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✇❤♦s❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t✐❣❤t❧② r❡❣✉❧❛t❡❞

❞✉r✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ ❛❧❧ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❝❡❧❧s ✭❢r♦♠ ②❡❛st t♦ ❛♥✐✲

♠❛❧s ❛♥❞ ♣❧❛♥ts✮✳ ■ts ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♠❜❛r❦ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②t♦s♦❧ ✭❝②t♦s♦❧ ✐s

t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❡♥t ❡❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ♦❢t❡♥ ✐♥

t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛s ✏❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥ ♦❜❥❡❝ts✑✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❜r✐❣❤t ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✭❛✮✮ ❢♦r ❜✉❧❦ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝②❝❧✐♥❣ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ❛s

❆✉t♦♣❤❛❣② ✭s❡❧❢✲❡❛t✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣② ✭❡✳❣✳ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ str❡ss ♦r ❞r✉❣s✮

❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✭s♠❛❧❧ ❛♥❞ r♦✉♥❞ ✏❜r✐❣❤t✑ ♦❜❥❡❝ts ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✭❛✮✮ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❝❡❧❧✱ ❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡

❆❚● ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❆❚●✽ ✐s ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦✲

s♦♠❡s ❛t ❛❧❧ st❛❣❡s ♦❢ ✐ts ❧✐❢❡✱ s♦ t❤❛t ❆❚●✽ ♣r♦t❡✐♥s ♠❛❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❜② ❣❡♥❡t✐❝

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s r❡❧✐❛❜❧❡ ✏♠❛r❦❡rs✑ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ st✉❞② ❛✉t♦♣❤❛❣♦✲

s♦♠❡s ❜② ✢✉♦r❡s❝❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✐s ♦❢t❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝

❛♥❞ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❚●✽ ♣r♦t❡✐♥

✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❞✐✛✉s❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝②ts♦❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❆ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ ②❡❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✭❜✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✭❝✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ❛♥❞ ❛

♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣

✐s ❥♦✐♥t ✇✐t❤ ▼✐❝❤❡❧❡ ❇✐❛♥❝❤✐✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ t♦ ❛✉t♦✲

♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦✉♥t t❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✐♥ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡ f ✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ✶✹✶

✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❛✮✮ t❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✏❜r✐❣❤t✑ s♠❛❧❧ ❛♥❞

r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜r✐❣❤t✱ ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ✐♠❛❣❡ f ❛r❡

t❤❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✉s ✇❡ ✜rst ❛♣♣❧② ❛ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤♦s❡ ❜r✐❣❤t✱ ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❜✮✮✳

❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ N ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✐s

❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❧❧♦✇✿

Ae(N ) =
|N |

π × l2♠❛①(N )
, ✭✺✳✸✶✮

✇❤❡r❡ |N | ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡ N ✱ ❛♥❞ l♠❛①

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♠❡♥ts ❛s t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ Ae ✐s ❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r t❤❡

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ✜❧t❡r t❤♦s❡ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ ❛ttr✐❜✉t❡ Ae ✐s ✉♥❞❡r

❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳ ❆ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ fs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❜✮✮ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ r✉❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❛❧✐❡♥t

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ fs✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❞✮✮✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′s✱ ♦♥❧② ❢❡✇

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❜✉t ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ✈❡r②

❝❧♦s❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✉❛❧❧② ❛ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❆s ✐♥ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡ f ✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✇❡ ❣r♦✉♣ t❤♦s❡ ❝❧♦s❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡♠♦✈❡

t❤♦s❡ ❞❛r❦ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❢✮

❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤

s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

t❤❡ ❧❡ss ❛♥❞ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✱ ✐♥ ❢❛❝t ✐t ❝♦✉♥ts ✶✽

❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✐♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✶✾ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❢♦r ❧❡ss str✐♥❣❡♥t

❝♦✉♥t✐♥❣✱ ❛♥❞ ✶✼ ❢♦r ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣✳

❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ◗✉❛❧✐✲

t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡♠❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠✲

♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ❛♥❞ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s❝❤❡♠❡

✐s ❛❧s♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣

❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✳

❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠♣❧✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ■t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s

❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ❛♥❞ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ r❡s✉❧t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞✳



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ f ✭❜✮ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣ fs ✭❝✮ ❩♦♦♠❡❞ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ fs

✭❞✮ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′s ✭❡✮ ❩♦♦♠❡❞ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ f ′s ✭❢✮ ❋✐♥❛❧ ❝♦✉♥t✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✭❜✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ Ae ✐♥ ❊q ✭✺✳✸✶✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥②

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ③♦♦♠❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ r❡❞ ❜❧♦❝❦

✐♥ ✭❜✮✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′s✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

✭❡✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✶✽ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ✭❢✮✳



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ✶✹✸

✭❛✮ ✾ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✭❜✮ ✼ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✭❝✮ ✽ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s

✭❞✮ ✶✶ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✭❡✮ ✻ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✭❢✮ ✻ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s

✭❣✮ ✸✺ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✭❤✮ ✷✻ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ✭✐✮ ✷✻ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠♣❧✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ▲❡ss str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt❀ ▼✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✿

▼♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt❀ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ❘❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ❝♦✉♥t✐♥❣✳



✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
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Sequence of images

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠♣❧✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳

❖✉r r❡s✉❧t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ❜❧✉❡

❛♥❞ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ r❡❞✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣ t♦ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s

s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧✳ ❖✉r ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ r❡❧② ♦♥ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❡r② q✉✐❝❦❧②

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ✇♦r❦ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r str♦♥❣❧② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r s❛❧✐❡♥t str✉❝✲

t✉r❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s ✐ts r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s✉✐t✲

❛❜❧❡ ❢♦r ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ s❝❡♥❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❬▲✐s❛♥✐ ✷✵✵✸❪✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛❧s♦ ✐ts

✉s❡❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❈♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡✐r ❣♦♦❞ ❝♦♥t♦✉r✲♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆

♣♦♣✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② r❡❧✐❡s ♦♥ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡❛❝❤

♥♦❞❡✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡r❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs ♦♥ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✐s ❛ ❣❡♥❡r✲

❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❜②

❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇

s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞

✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t

s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣s✱ ❛❝❤✐❡✈❡s

st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts✳

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❛t❤❡r♦♥ ❛♥❞

❙❡rr❛ ❬❙❡rr❛ ✶✾✽✷❪✱ ♣r♦♣♦s❡s ❛ s❡t ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ str✉❝t✉r✐♥❣

❡❧❡♠❡♥ts✳ ▲❛t❡r✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ❛♥❞ ❙❡rr❛ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✺❪✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❇r❡❡♥ ❛♥❞ ❏♦♥❡s

❬❇r❡❡♥ ✶✾✾✻❪✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥

♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs ♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs✱

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❙❛❧❡♠❜✐❡r✱ ❲✐❧❦✐♥s♦♥✱ ❛♥❞ ❖✉③♦✉♥✐s ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾✱

❲❡st❡♥❜❡r❣ ✷✵✵✼✱ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✷✵✵✽✱ ❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✵✼✱ ❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❜❪✳ ❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❧✐❡s ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈✲

❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ tr❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❡✳❣✳✱ ❧❡✈❡❧ s❡ts✮ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡❀

s✉❝❤ tr❡❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥

❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❡❡✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ t❤❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢

❛ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✜ts ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡✳



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣r♦♣♦s❡❞✿ t❤❡ ♠♦r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣

s♦♠❡ ❡♥t✐r❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ✐s ❡❛s② t♦ ❛♣♣❧② ✐❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♦♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤r❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✭▼✐♥✱ ▼❛①✱ ❱✐t❡r❜✐❀

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ❛♥❞ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ str❛t❡❣②

✐s t♦ s✐♠♣❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛

❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ s❤❛r❡s t❤❡

s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❛s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣✲

❡r❛t♦rs✳ ❇✉t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❜❧❛❝❦✰r❡❞ ♣❛t❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♦❢ t❤✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t

✐t ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s s♦♠❡ ✉s✉❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✜❧t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧❡✈❡❧✐♥❣s

❝❛❧❧❡❞ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r ♦r ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs

♥❛♠❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s ✐s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ s✐♠♣❧❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ❛r❡ st✉❞✐❡❞

✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s

t♦ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡

❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✈❡s✲

s❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❉❘■❱❊ ❬❞r✐ ✷✵✶✸❜❪✱ ❬❙t❛❛❧ ✷✵✵✹❪

❛♥❞ ❙❚❆❘❊ ❬st❛ ✷✵✶✸❪✱ ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❘■✲

❖◆❙ ❬❞r✐ ✷✵✶✸❛❪✱ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡s s♦♠❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts✳ ❆♥❞

❧❛st✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇

❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧

❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② t♦ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ❣✐✈❡s

❛ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s t♦ ❜♦t❤ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥



✻✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✹✼

r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✲

❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳

✻✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦

❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r✲

♣❤♦❧♦❣②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ s♦♠❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱

s✉❝❤ ❛s ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✜rst❧② r❡✲

✈✐❡✇❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳✷✳

✻✳✷✳✶ ❘❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ r❡t✐♥❛❧ ♠✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ✈❡r② ✉♥✐q✉❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② t❤❛t ❝❛♥

❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡❧② ✐♥ ✈✐✈♦✳ ❚❤❡ r❡t✐♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤❡❞ r❡❧❛✲

t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❞✉s ❝❛♠❡r❛✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡s ❢❡❛t✉r❡s

❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛✐❞❡❞✲❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r❡t✐♥♦♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✱

s✉❝❤ ❛s ❞✐❛❜❡t✐❝ r❡t✐♥♦♣❛t❤②✱ ❛❣❡✲r❡❧❛t❡❞ ♠❛❝✉❧❛r ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡t✐♥♦♣❛t❤② ♦❢

♣r❡♠❛t✉r✐t② ❬P❛tt♦♥ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡s ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ✷✵ ②❡❛rs✱

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s♦✉r❝❡ s❛✈✐♥❣s ✐♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s❝r❡❡♥✐♥❣

♣r♦❣r❛♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡✐♥❣ ❢r❡❡ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡r ❜✐❛s ❛♥❞ ❢❛t✐❣✉❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦

t②♣❡s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✿ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮✳

✻✳✷✳✶✳✶ ❇❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ r❡t✐♥❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥❛r✲

r♦✇✐♥❣✱ ❧❡♥❣t❤✱ t♦rt✉♦s✐t②✱ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲♣r♦❧✐❢❡r❛t✐✈❡ ❞✐❛❜❡t✐❝

r❡t✐♥♦♣❛t❤✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✈❡♥♦✉s ❜❡❛❞✐♥❣ ❬❇❛❞❡ ✷✵✵✼✱ ❱❛❧❧❛❜❤❛ ✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ ♥❡♦✈❛s❝✉✲

❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❬❈✐✉❧❧❛ ✷✵✵✸✱ ❑❛✉♣♣✐ ✷✵✵✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❇❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛r❡

❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦✲

❝❡ss ❬▲❛❧✐❜❡rté ✷✵✵✸✱ ▼❛r❦❛❦✐ ✷✵✵✾❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts

r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✻✳✶✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡✳ ❲❡ ♦♥❧② r❡✈✐❡✇ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐① ♣✐①❡❧

♣r♦❝❡ss✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛ tr❛❝❦✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❝t✐✈❡

❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦✲

❝❡ss ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭✉s✉❛❧❧② ❛



✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ▼❛♥✉❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❆♥ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ♦❢ ❉❘■❱❊ ❬❞r✐ ✷✵✶✸❜❪ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛♥✉❛❧

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✭❜✮✳

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✮ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✈❛❧✐❞❛t❡❞

❛s ✈❡ss❡❧s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ✐s t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❤❛✉❞❤✉r✐ ✶✾✽✾❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ✶✷ r♦t❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛ ✷✲❉

●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡s❡ ❦❡r♥❡❧s ✐s r❡t❛✐♥❡❞✳ ❆s t❤❡ ♠❡❛♥

✈❛❧✉❡ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐❞❡❛❧❧②

③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❛ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤✐s ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪✱ ❍♦♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧s♦ ❛

♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ r❡t✐♥❛❧

✈❡ss❡❧s✳ ▼❛r✐♥❡③✲Pér❡③ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▼❛r✐♥❡③✲Pér❡③ ✶✾✾✾❪ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

❛ t✇♦✲st❛❣❡ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❞❡r✐✈❛✲

t✐✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛❧❡s✳ ■t s❡❣♠❡♥ts ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡♥

✐♥ ❬❩❛♥❛ ✷✵✵✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧✲

t❡rs ❛♥❞ ❝r♦ss✲❝✉r✈❛t✉r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦ s❡❣♠❡♥t ✈❡ss❡❧✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❏✐❛♥❣ ✷✵✵✸❪ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✉s✐♥❣

❛ ♠✉❧t✐✲t❤r❡s❤♦❧❞ s❝❤❡♠❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣

s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡t✐♥❛❧ ✈❡ss❡❧s t♦ ✈❡r✐❢② ❡❛❝❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜✐✲

♥❛r② ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ❬◆✐❡♠❡✐❥❡r ✷✵✵✹❪✱ ◆✐❡♠❡✐❥❡r ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ ❑✲♥❡❛r❡st

♥❡✐❣❤❜♦r ✭❦◆◆✮ ❝❧❛ss✐✜❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r♠ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡

❝♦❧♦r ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡s✳ ■t ♦✉t♣✉ts ❛ s♦❢t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛✲



✻✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✹✾

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ▼❛♥✉❛❧ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❆♥ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ♦❢ ❉❘■❖◆❙ ❬❞r✐ ✷✵✶✸❛❪ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t✇♦

♠❛♥✉❛❧ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ✭❜✮✳

❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t♦ ❜❡ ✈❡ss❡❧ ♣♦✐♥t✳ ❆♥♦t❤❡r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ ❬❙t❛❛❧ ✷✵✵✹❪✳ ■♥ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ tr❛❝❦✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

t❤❛t st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡

s✉❜s❡q✉❡♥t ✜❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡t✐♥❛❧ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣

❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❜✐♥❛r②

✐♠❛❣❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡ss❡❧ ✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡rs✳ ▲❛st❧②✱ ❆❧✲❉✐r✐

❛♥❞ ❙t❡❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡t✐♥❛❧

❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❬❆❧✲❉✐r✐ ✷✵✵✾❪✳

✻✳✷✳✶✳✷ ❖♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ♦r ♣❛♣✐❧❧❛ ✐s ♦✈❛❧✲s❤❛♣❡❞ ❛♥❞ ✐s

❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡t✐♥❛ ♥❡r✈❡ ✜❜❡rs ❝♦♠❡ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❢♦r♠ t❤❡

st❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ t❤❛t ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡②❡❜❛❧❧✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖◆❍ ✐s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ q✉❛❧✐❢②

r❡t✐♥❛ ❧❡s✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡①✉❞❛t❡ ❧❡s✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐❛❜❡t✐❝ ♠❛❝✉❧❛r ❡❞❡♠❛

✭❉▼❊✮ ❬❈✐✉❧❧❛ ✷✵✵✸❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ ❣❧❛✉❝♦♠❛ ❬❍♦✛♠❛♥♥ ✷✵✵✼❪

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❖◆❍ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❖◆❍ ✐♥ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳

▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛t❤✲

❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❲❡❧❢❡r ✷✵✶✵❪✱ ●❛❜♦r ✜❧t❡rs ❜❛s❡❞

♠❡t❤♦❞ ❬❘❛♥❣❛②②❛♥ ✷✵✶✵❪✱ ❛♥❞ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❩❤✉ ✷✵✶✵❪✳ ❇✉t

✇❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt r❡✈✐❡✇ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢

❖◆❍✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲♦✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲♦✇❡❧❧ ✷✵✵✹❪✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❖◆❍✱ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ ❖◆❍ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❞❣❡✲str❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t st✐✛♥❡ss✳

■♥ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❖◆❍ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤

❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡② ❡①tr❛❝t ❛ s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥t❡r❡st

♣♦✐♥ts ✭■Ps✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❖◆❍

❝♦♥t♦✉r ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡♥ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥ ♦✛s❡t ♦❢ ✐ts ♣❡r✐♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧

r❡❣✐♦♥ ✐s ✜♥❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❖◆❍✳ ▼♦❧✐♥❛ ❛♥❞ ❈❛r♠♦♥❛ ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ ❬▼♦❧✐♥❛ ✷✵✶✶❪ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❧✐❡s ✐♥ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ■Ps✳ ■♥ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ■Ps

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞♦♠❛✐♥✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ✐♥ ❬▼♦❧✐♥❛ ✷✵✶✶❪✱

t❤❡② ✉s❡❞ ❛ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ t❤❡ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ■Ps✳

✻✳✸ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛♥ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s

✐♠❛❣❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♦♠❡ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ❊q ✭✺✳✸✶✮✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♥

❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥t♦✉rs✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs t♦ ❜❧♦♦❞

✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✮ ❛♥❞ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✮

✐♥ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✻✳✸✳✶ ❇❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

▼❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❣r❡❡♥

❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✱ ❢♦r

❡❛❝❤ ❝♦❧♦r r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ fc✱ ❛ ❜❧❛❝❦ t♦♣✲❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧

fg✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❛s❦ ♦❢ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧❛❝❦ t♦♣✲❤❛t

ft✳ ❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ fi ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✿ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡

♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ T r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ fi✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s♦♠❡ N ♦❢ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ T ✱ ✇❡

❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②

❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ Ae ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

❊q ✭✺✳✸✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥✱ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❛ttr✐❜✉t❡

Ae ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✳

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ T ✳ ❆ ♠❡r❡ t❤r❡s❤✲

♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ Ae ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ ♦❢t❡♥ ❣✐✈✐♥❣ ✉♥✇❛♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭♥♦✐s❡✮✳



✻✳✸✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✶✺✶

✭❛✮ ■♥♣✉t ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ fc ✭❜✮ ●r❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ fg ✭❝✮ ■♥✈❡rs❡❞ ❜❧❛❝❦ t♦♣✲❤❛t fi

✭❞✮ ■♥✈❡rs❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ r❡s✉❧t ✭❡✮ ❙❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✭❢✮ ▼❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥

r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✭❛✲❡✮❀ ✭❢✮✿ ▼❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ tmin ♦♥ Ae ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ♥♦❞❡s

❛r❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①tr❛❝t❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s s❡❡❞s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❲❡

t❤❡♥ ❛♣♣❧② ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣t❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ T T

♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (GT ,Ae)✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❞❡♣t❤ d0 ✐♥ T T ❛♥❞ t❤❛t ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❡❡❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✳ ❚❤❡

✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥t ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✭❢✮✮✱

t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✭❡✮✮ ❝♦rr❡❝t❧② s❡❣♠❡♥ts ♠♦st ♦❢ t❤❡

❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✳



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

✻✳✸✳✷ ❖♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ t❛s❦ ✐s t❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞

♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ♦r ♣❛♣✐❧❧❛✮ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ❬❲❡❧❢❡r ✷✵✶✵❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ❤❛s ❛♥

❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❬▲♦✇❡❧❧ ✷✵✵✹❪✱ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪✱ ❬▼♦❧✐♥❛ ✷✵✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦

✉s❡ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

❚❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✈✐s✐❜❧❡✱ ❜✉t s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ❜② t❤❡ ❜❧♦♦❞

✈❡ss❡❧s ✐♥ t❤❡ r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ fr ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ fc✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ✇♦r❦

♦❢ ❲❡❧❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬❲❡❧❢❡r ✷✵✶✵❪✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛s ♣r❡✲

♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s fb✳ ❋♦r

t❤♦s❡ ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✐♥ fr✱ t❤❡② t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡st

♥♦♥ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ ♣✐①❡❧✳ ❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ fi ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦

♣r❡s❡♥ts ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ✐s ♣r❡s❡♥t

❛s ❛ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ fi✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ s❤❛♣❡s T ✳ ❆s t❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦

❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ ✇❡ t❤✉s ✉s❡ ❛ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ Aell ♠❡❛s✉r✐♥❣

❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✜ts ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ Nk ♦♥ t❤❡

tr❡❡ ♦❢ s❤❛♣❡s T ✱ Aell ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Aell(Nk) = |Nk|/(π × l1 × l2) ✭✻✳✶✮

❲❤❡r❡ |.| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✱ l1 ❛♥❞ 2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s

♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Nk✳ ❚❤❡

♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡ Aell ❛r❡ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡ t❤❡

♦♣t✐❝ ❞✐s❦✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ♠❛② ❡①✐st ♠❛♥② s❤❛♣❡s ♦♥ t❤❡ tr❡❡ T ✇❤✐❝❤ ✜t ✈❡r② ✇❡❧❧

t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ✇❡❧❧

❝♦♥tr❛st✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ ❛ ✜①❡❞ r❛♥❣❡✳ ■t ❝❛♥

♥♦t ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ♥♦r ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡✳ ❆♥❞ ❡❛❝❤ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥

s♦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ✐s ♥❡❛r t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ s❝❡♥❡✳ ❇❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡s❡ ♣r✐♦r

❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛ttr✐❜✉t❡ Aonh ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s t❛s❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ Aell ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q ✭✻✳✶✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉③③②

t❤❡♦r② ❬❇❧♦❝❤ ✶✾✾✻❪✳

❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❜❡st ♥♦❞❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡ T ✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡

Nh ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡Aonh ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❆♥❞

✐ts ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❖◆❍✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❤❡❧♣s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♦❢ ♦♣t✐❝ ❞✐s❦ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ tr❡❡

str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧



✻✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✺✸

✭❛✮ ■♥♣✉t ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ●r❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❝✮ ❖❜t❛✐♥❡❞ ✈❡ss❡❧s ✭❞✮ ❘❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧

✭❡✮ ❇❡❢♦r❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❢✮ ❋✐❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✭❣✮ ❉❡t❡❝t❡❞ ❈❈ ✭❤✮ ❖◆❍ ❝♦♥t♦✉rs

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✭❛✲❡✮❀ ✭❢✮✿ ❖✉r s❡❣♠❡♥t❡❞ ❖◆❍ ❝♦♥t♦✉r ✭❜❡st ✜tt✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡ ♦❢ ❢✮ ✐♥ ✇❤✐t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ❖◆❍ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ tr❛❝❡❞ ❜② t✇♦ ❡①♣❡rts✳

✜❧t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✲tr❡❡ T T ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (GT ,Aonh) ♠❛② ❣✐✈❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t fo ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s t♦ ♦♥❧② ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡

♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♣t❤ ✐♥ T T ❛♥❞ t❤❛t ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ Nh✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳

❚❤❡ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✇❤✐t❡ ❝♦♥t♦✉r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✭❤✮✮ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ t✇♦ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✭❤✮✮✳

✻✳✹ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤♦s❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

✜❧t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳

❋✐rst❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛❧

❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❡❣✲

♠❡♥t❡❞ r❡t✐♥❛❧ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡s s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s

✏s✐♠♣❧❡✑ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ ♣❛r ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡♥

s♦♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✱ ✇❤✐❝❤

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❖◆❍ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝

❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡s ❞❛t❛s❡t ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥✲



✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s S ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✸✳

✻✳✹✳✶ ❇❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶

♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❉✐❣✐t❛❧ ❘❡t✐♥❛❧ ■♠❛❣❡s ❢♦r ❱❡ss❡❧ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ✭❉❘■❱❊✮

❬❞r✐ ✷✵✶✸❜❪✱ ❬❙t❛❛❧ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❙❚r✉❝t✉r❡❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❘❡t✐♥❛

✭❙❚❆❘❊✮ ❬st❛ ✷✵✶✸❪✱ ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪✳ ❉❘■❱❊ ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❡t❤❡r✲

❧❛♥❞s ❢r♦♠ ❛ ❞✐❛❜❡t✐❝ r❡t✐♥♦♣❛t❤② s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ✹✵ ❝♦❧♦r ❢✉♥❞✉s

✐♠❛❣❡s ♦❢ 584×565 ♣✐①❡❧s✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ 45◦ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ❢✉♥❞✉s ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ✹✵

❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛ t❡st s❡t✱ ❜♦t❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✵ ✐♠❛❣❡s✳

❋♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛t✉r❡ ✐s ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡✳ ❋♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡s✱ t✇♦ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡❀ ♦♥❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❣♦❧❞

st❛♥❞❛r❞✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤✉♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s

s❡✈❡♥ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s ✭❢♦✉r ♦♥ t❤❡ t❡st s❡t ❛♥❞ t❤r❡❡ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✮✳ ❚❤❡

❙❚❆❘❊ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✷✵ ✐♠❛❣❡s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❡♥ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❜♥♦r♠❛❧✳ ❚❤❡s❡

r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❚♦♣❈♦♥ ❚❘❱✲✺✵ ❢✉♥❞✉s ❝❛♠❡r❛ ❛t 35◦ ❋❖❱✱

❛♥❞ ❞✐❣✐t✐③❡❞ t♦ 700× 605 ♣✐①❡❧s✱ ✽ ❜✐ts ♣❡r ❘●❇ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ▼❛s❦s ♦❢ t❤❡ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✻ s❤♦✇ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❉❘■❱❊

❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❙❚❆❘❊ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧②

❡①tr❛❝t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♥♦✐s❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ✐s ❛❧s♦ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡

✈❡r② t❤✐♥ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ♠✐ss❡❞✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♥❛♠❡❞

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ s♣❡❝✐✜❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❬❙t❛❛❧ ✷✵✵✹❪✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡s

t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ✭❚P❘✮✱ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❛t❡ ✭❚◆❘✮✱

❛❝❝✉r❛❝② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ♥❛♠❡❞ ❦❛♣♣❛ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❙t❛❛❧ ✷✵✵✹❪ ❢♦r t❤❡ ❉❘■❱❊ ❞❛t❛❜❛s❡✳

■t ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r✲r❛t❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❛t❡rs ✇❤♦ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✐❢② ◆ ✐t❡♠s ✐♥t♦ ❈ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳



✻✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✺✺

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✷✵ t❡st r❡t✐♥❛❧ ✐♠✲

❛❣❡s ♦❢ ❉❘■❱❊ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚♦♣✿ ■♥♣✉t ❝♦❧♦r r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❇♦tt♦♠✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts✱ ❇❧❛❝❦ ♣✐①❡❧s✿ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡❀ ❲❤✐t❡ ♣✐①❡❧s✿ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❀ ❇❧✉❡

♣✐①❡❧s✿ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡❀ ❘❡❞ ♣✐①❡❧s✿ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✷✵ t❡st r❡t✐♥❛❧ ✐♠✲

❛❣❡s ♦❢ ❙❚❆❘❊ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚♦♣✿ ■♥♣✉t ❝♦❧♦r r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❇♦tt♦♠✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts✱ ❇❧❛❝❦ ♣✐①❡❧s✿ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡❀ ❲❤✐t❡ ♣✐①❡❧s✿ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❀ ❇❧✉❡

♣✐①❡❧s✿ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡❀ ❘❡❞ ♣✐①❡❧s✿ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛s✿

sensitivity = TPR =
TP

P
=

TP

TP + FN
✭✻✳✷✮

specificity = TNR =
TN

N
=

TN

TN + FP
✭✻✳✸✮

accuracy =
TP + TN

TP + TN + FP + FN
✭✻✳✹✮

kappa =
Pr(a)− Pr(e)
1− Pr(e)

. ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡ TP st❛♥❞s ❢♦r tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ FP ❢♦r ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ TN ❢♦r tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❛♥❞ FN ❢♦r ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ Pr(a) ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♠♦♥❣ r❛t❡rs✱

❛♥❞ Pr(e) ✐s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❝❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ r❛t❡rs ❛r❡ ✐♥

❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t t❤❡♥ kappa = 1✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❛t❡rs

♦t❤❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② ❝❤❛♥❝❡ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Pr✭❡✮✮✱ kappa = 0✳

❆ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉rs✮ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶

❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✉♣✲

♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✇♦r❦s ❢♦r ❜♦t❤ ❉❘■❱❊ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❙❚❆❘❊ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❉❘■❱❊ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ♦✉r r❡s✉❧t ✐s s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢

▼❡♥❞♦♥ç❛ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❙t❛❛❧ ❬❙t❛❛❧ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞

◆✐❡♠❡✐❥❡r ❬◆✐❡♠❡✐❥❡r ✷✵✵✹❪ ❛r❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❙❚❆❘❊ ❞❛t❛❜❛s❡✱

♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ❛❧s♦ ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ■t ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢

▼❡♥❞♦♥☛❝❛ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✉♠❛♥ ♦❜✲

s❡r✈❡r✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

✐t ♣❡r❢♦r♠s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♦♥ ❜♦t❤ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❍♦♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪✱ ❏✐❛♥❣

❡t ❛❧✳ ❬❏✐❛♥❣ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ♠❡♥❞♦♥ç❛ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪ ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs✱ ✇❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭✶✲s♣❡❝✐✜❝✐t②✮ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❤❛♥❞✲❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡t✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ✭✇✐t❤♦✉t ❋❖❱✮✳ ❚❤❡ ❚❛✲

❜❧❡ ✻✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✹✹✱

✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❏✐❛♥t ❡t ❛❧ ❬❏✐❛♥❣ ✷✵✵✸❪✳

◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ❛ ✏s✐♠♣❧❡✑ ✜❧t❡r✲

✐♥❣ st❡♣✱ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦✉r ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t

❝♦♠♣❧❡t❡✿ ❢✉rt❤❡r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥

♠✐ss✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✐s t❤❡ ♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② t❤✐♥✱ ❛ ♣❛t❤ ♦♣❡♥✐♥❣ ❬❪

❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❦❡❧❡t♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ r❡tr✐❡✈❡

t❤♦s❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❡ss❡❧s ❜❡✐♥❣ ✈❡r② t❤✐♥✱ s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳



✻✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✺✼

▼❡t❤♦❞ ❚P❘ ❚◆❘ ❆❝❝✉r❛❝② ❑❛♣♣❛

2♥❞ ❊①♣❡rt ✵✳✼✼✻✶ ✵✳✾✼✷✺ ✵✳✾✹✼✸ ✭✵✳✵✵✹✽✮ ✵✳✼✺✽✾

▼❡♥❞♦♥ç❛ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪ ✵✳✼✸✹✹ ✵✳✾✼✻✹ ✵✳✾✹✺✷ ✭✵✳✵✵✻✷✮ ✲

❙t❛❛❧ ❬❙t❛❛❧ ✷✵✵✹❪ ✵✳✼✶✾✸ ✵✳✾✼✼✸ ✵✳✾✹✹✶ ✭✵✳✵✵✺✼✮ ✵✳✼✸✹✺

◆✐❡♠❡✐❥❡r ❬◆✐❡♠❡✐❥❡r ✷✵✵✹❪ ✵✳✻✼✾✸ ✵✳✾✽✵✶ ✵✳✾✹✶✻ ✭✵✳✵✵✻✺✮ ✵✳✼✶✹✺

❖✉r ✵✳✻✾✷✹ ✵✳✾✼✼✾ ✵✳✾✹✶✸ ✭✵✳✵✵✼✽✮ ✵✳✼✶✻✻

❩❛♥❛ ❬❩❛♥❛ ✷✵✵✶❪ ✵✳✻✻✾✻ ✵✳✾✼✻✾ ✵✳✾✸✼✼ ✭✵✳✵✵✼✽✮ ✵✳✻✾✼✶

❆❧✲❉✐r✐ ❬❆❧✲❉✐r✐ ✷✵✵✾❪ ✲ ✲ ✲ ✵✳✾✷✺✽ ✭✵✳✵✶✷✻✮ ✵✳✻✼✶✻

❏✐❛♥❣ ❬❏✐❛♥❣ ✷✵✵✸❪ ✵✳✻✹✼✽ ✵✳✾✻✷✺ ✵✳✾✷✷✷ ✭✵✳✵✵✼✵✮ ✵✳✻✸✾✾

P❡r❡③ ❬▼❛r✐♥❡③✲Pér❡③ ✶✾✾✾❪ ✵✳✼✵✽✻ ✵✳✾✹✾✻ ✵✳✾✶✽✶ ✭✵✳✵✷✹✵✮ ✵✳✻✸✽✾

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ ❉❘■❱❊

❞❛t❛❜❛s❡✳

▼❡t❤♦❞ ❚P❘ ❚◆❘ ❆❝❝✉r❛❝②

2♥❞ ❊①♣❡rt ✵✳✽✾✹✾ ✵✳✾✸✾✵ ✵✳✾✸✺✹ ✭✵✳✵✶✼✶✮

❏✐❛♥❣ ❬❏✐❛♥❣ ✷✵✵✸❪ ✲ ✲ ✵✳✾✺✶✸

❖✉r ✵✳✼✶✹✾ ✵✳✾✼✹✾ ✵✳✾✹✼✶ ✭✵✳✵✶✶✹✮

▼❡♥❞♦♥ç❛ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪ ✵✳✻✾✾✻ ✵✳✾✼✸✵ ✵✳✾✹✹✵ ✭✵✳✵✶✹✷✮

❍♦♦✈❡r ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪ ✵✳✻✼✺✶ ✵✳✾✺✻✼ ✵✳✾✷✻✼ ✭✵✳✵✵✾✾✮

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ ❙❚❆❘❊

❞❛t❛❜❛s❡✳



✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

▼❡t❤♦❞ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❙♣❡❝✐✜❝✐t② ❆❝❝✉r❛❝②

◆♦r♠❛❧ ❝❛s❡s

2♥❞ ❤✉♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ✵✳✾✻✹✻ ✵✳✾✷✸✻ ✵✳✾✷✽✸ ✭✵✳✵✶✵✵✮

❙❤❛♣❡ ✉♣♣❡r✲❧❡✈❡❧✐♥❣ ✵✳✼✶✼✽ ✵✳✾✽✵✷ ✵✳✾✹✾✸ ✭✵✳✶✶✼✮

▼❡♥❞♦♥ç❛ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪ ✵✳✼✷✺✽ ✵✳✾✼✾✶ ✵✳✾✹✾✷ ✭✵✳✵✶✷✷✮

❍♦♦✈❡r ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪ ✵✳✻✼✻✻ ✵✳✾✻✻✷ ✵✳✾✸✷✹ ✭✵✳✵✵✼✷✮

❆❜♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡s

2♥❞ ❤✉♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ✵✳✵✳✽✷✺✷ ✵✳✾✺✹✹ ✵✳✾✹✷✺

❙❤❛♣❡ ✉♣♣❡r✲❧❡✈❡❧✐♥❣ ✵✳✼✶✷✵ ✵✳✾✻✾✻ ✵✳✾✹✹✼ ✭✵✳✵✶✵✻✮

▼❡♥❞♦♥ç❛ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪ ✵✳✻✼✸✸ ✵✳✾✻✻✾ ✵✳✾✸✽✽ ✭✵✳✵✶✺✵✮

❍♦♦✈❡r ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪ ✵✳✻✼✸✻ ✵✳✾✹✼✷ ✵✳✾✷✶✶ ✭✵✳✵✵✾✶✮

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❙❚❆❘❊ ✐♠❛❣❡s ✲ ◆♦r♠❛❧

✈❡rs✉s ❛❜♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡s✮✳

▼❡t❤♦❞ ❙❡♥s✐t✐✈✐t②

2♥❞ ❤✉♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ✵✳✽✾✺

❙❤❛♣❡ ✉♣♣❡r✲❧❡✈❡❧✐♥❣ ✵✳✽✸✵

▼❡♥❞♦♥ç❛ ❬▼❡♥❞♦♥❝❛ ✷✵✵✻❪ ✵✳✽✷✽

❍♦♦✈❡r ❬❍♦♦✈❡r ✷✵✵✵❪ ✵✳✼✺

❏✐❛♥❣ ❬❏✐❛♥❣ ✷✵✵✸❪ ✵✳✽✸✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❙❚❆❘❊ ✐♠❛❣❡s❀ ❋P❋ ❂

✹✳✹%❀ ♥♦ ❋❖❱✳✮



✻✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✺✾

✻✳✹✳✷ ❖♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷

♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❉✐❣✐t❛❧ ❘❡t✐♥❛❧ ■♠❛❣❡s ❢♦r ❖♣t✐❝ ◆❡r✈❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❉❘■✲

❖◆❙✮ ❬❞r✐ ✷✵✶✸❛❪✱ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✶✵ ❝♦❧♦r ❡②❡ ❢✉♥❞✉s

✐♠❛❣❡s ♦❢ 600×400✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✺✺ ♣❛t✐❡♥ts ✇✐t❤ ❣❧❛✉❝♦♠❛ ✭✷✸✳✶✪✮ ❛♥❞ ❡②❡ ❤②♣❡r✲

t❡♥s✐♦♥ ✭✼✻✳✾✪✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦

t❤❡ ❖♣❤t❤❛❧♠♦❧♦❣② ❙❡r✈✐❝❡ ❛t ▼✐❣✉❡❧ ❙❡r✈❡t ❍♦s♣✐t❛❧✱ ❙❛r❛❣♦ss❛ ✭❙♣❛✐♥✮✳ ✺✵ ✐♠❛❣❡s

✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t✇♦ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣✲

♠❡♥t❡❞ ❖◆❍ ❝♦♥t♦✉rs tr❛❝❡❞ ❜② t✇♦ ❡①♣❡rts ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t

t❤❡ ❉❘■❖◆❙ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❞r✐ ✷✵✶✸❛❪✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ s❤♦✇s s♦♠❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❉❘■❖◆❙ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◗✉❛❧✐t❛✲

t✐✈❡❧②✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st ✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❧✮✮✱ t❤❡ ❖◆❍ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢♦r

t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ❞♦ ♥♦t ✜t ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡❧②

t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥t♦✉rs✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥❛♠❡❞ ❞✐s✲

❝r❡♣❛♥❝② δ ❬▲♦✇❡❧❧ ✷✵✵✹❪✱ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪✳ ■t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ❣♦❧❞

st❛♥❞❛r❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ j✱ t❤❡ ❣♦❧❞ st❛♥❞❛r❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦

♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② δj ❢♦r ✐♠❛❣❡ j ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

δj =

∑N
i=1

(

(|mj
i − µ

j
i |)/(σ

j
i + ε)

)

N
✭✻✳✻✮

❲❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r❧② ❡q✉✐s♣❛❝❡❞ r❛❞✐❛❧ s❡❣♠❡♥ts✱ mj
i ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

t❤❡ r❛❞✐✉s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ i✲t❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ j✱ µji ❛♥❞ σ
j
i

❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✐ ❞❡✜♥✐♥❣

t❤❡ i✲t❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ j✱ ❛♥❞ ε = 0.5

✐s ❛ s♠❛❧❧ ❢❛❝t♦r t♦ ♣r❡✈❡♥t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ③❡r♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❡rts ❛r❡ ✐♥ ❡①❛❝t

❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t δ✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❡①❝❡❧❧❡♥t✱ ❣♦♦❞✱ ❢❛✐r ❛♥❞ ♣♦♦r✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡♣✲

❛♥❝② ✈❛❧✉❡ ✉♣ t♦ ♦♥❡✱ t✇♦✱ ✜✈❡✱ ♦r ♠♦r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s

♦❢ ❖◆❍ ❝♦♥t♦✉rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢

❞✐s❝r❡♣❛♥❝② δ✳ ◆♦t❡ t❤❛t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❣✮

✭δg = 3.02✮ ✐s ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❜✮ ✭δb = 0.92✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❝✮ ✭δc = 1.15✮ ♦r

❡✈❡♥ ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✻✳✻ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ✐♥t❡r✲♦❜s❡r✈❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❡①♣❡rts✬ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ tr❛❝✐♥❣ t❤❡

❖◆❍ ❝♦♥t♦✉r✱ t❤❡ s♠♦♦t❤❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡①♣❡rts ❣❡t

❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❣✮ t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❜✮ ❛♥❞



✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

✭❛✮ δ = 0.88 ✭❜✮ δ = 0.92 ✭❝✮ δ = 1.15

✭❞✮ δ = 1.60 ✭❡✮ δ = 2.22 ✭❢✮ δ = 2.96

✭❣✮ δ = 3.02 ✭❤✮ δ = 3.40 ✭✐✮ δ = 4.27

✭❥✮ δ = 4.63 ✭❦✮ δ = 5.04 ✭❧✮ δ = 7.21

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✿ ♦✉r s❡❣♠❡♥t❡❞ ❖◆❍ ✐♥ ✇❤✐t❡❀ ❛♥❞ t✇♦ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥s ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✳



✻✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✻✶

❈❛r♠♦♥❛ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪ 96%

❖✉r ♠❡t❤♦❞ 95.4%

▼♦❧✐♥❛ ❬▼♦❧✐♥❛ ✷✵✶✶❪ 95%

▲♦✇❡❧❧ ❬▲♦✇❡❧❧ ✷✵✵✹❪ 80%

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇❤♦s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② δ ✐s ✉♥❞❡r ✺✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❝✮✳

❆ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇❤♦s❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❖◆❍ ✐s ❛t ❧❡❛st ❢❛✐r ✭δ ≤ 5✮✳ ❲❡

❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ✸ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❘■❖◆❙ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❖✉r r❡s✉❧t ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❈❛r♠♦♥❛ ❡t ❛❧✳ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪✱ ❛♥❞ ✐s

s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▼♦♥❧✐♥❛✬s ❬▼♦❧✐♥❛ ✷✵✶✶❪✳ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▲♦✇❡❧❧✬s

♠❡t❤♦❞ ❬▲♦✇❡❧❧ ✷✵✵✹❪✳

❋♦r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ♦❣✐✈❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ♣❧♦tt❡❞✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✈❛❧✉❡ D✳ ❚❤✉s t❤❡

♥✉♠❜❡r ✭♣❡r❝❡♥t❛❣❡✮ ♦❢ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ✜t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦✛

t❤❡ ②✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❝✉r✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲

❝r❡♣❛♥❝② ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▲♦✇❡❧❧✬s ♠❡t❤♦❞ ❬▲♦✇❡❧❧ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ r❡✈❡❛❧s

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡

δ = 2.7✳ ❇❡❧♦✇s t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ▲♦✇❡❧❧✬s r❡s✉❧ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧✱

❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s

t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❡❧❧✐♣s❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐♥ ▲♦✇❡❧❧✬s ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ ❛ s❧✐❣❤t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡tt❡r t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ✭✷✳✼✱ ✺✮ r❡✈❡❛❧s t❤❡ r♦❜✉st✲

♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❛r♠♦♥❛✬s

♠❡t❤♦❞ ❬❈❛r♠♦♥❛ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ▼♦❧✐♥❛✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬▼♦❧✐♥❛ ✷✵✶✶❪✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s

s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② δ ≤ 4✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

✐s t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ✸ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❖◆❍ ❝♦♥t♦✉r✱ ❛♥❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❙♦ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡

❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■❢ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇❤♦s❡

❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢❛✐r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

❜❡st ♦♥❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✸ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

■t ✐s ❛ ❜❡st ♥♦❞❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✲



✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

Our

Lowell

Carmona

Molina

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❆❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② r❡s✉❧ts ❢♦r ♦✉r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✈❡rs✉s ❈❛r✲

♠♦♥❛ ❡t ❛❧✱ ▼♦❧✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ❛♥❞ ▲♦✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳

❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣✳ ❆♥❞ ❛❣❛✐♥✱ ♦✉r ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ✏❝♦♠♣❧❡t❡✑ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

❢✉rt❤❡r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡✮✳

✻✳✹✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣✐♥❣

❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦❝❡ss ❜♦t❤ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧

s❡ts✱ ✇❡ ✉s❡ ❛s T t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r s✉❝❤ ❝r❡❛t❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣ S✳ ■♥ ❜♦t❤ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❛ttr✐❜✉t❡ A

t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✭❛✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✭❣✮✱

❛♥❞ ❧♦♦❦s ✐♥❞❡❡❞ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✭❢✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡

♦✉r ❡①t✐♥❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❡❧❢ ❞✉❛❧ s❤❛♣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲

❛rt t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ A ✐s ❧♦✇✱ s♦♠❡

♦❜❥❡❝ts ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✭❝✮✮✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛❧❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡

❤❛✈❡ t♦ s❡t ❛ ❤✐❣❤ t❤r❡s❤♦❧❞❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t♦♦ ♠❛♥② ✉♥✇❛♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡

♣r❡s❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✭❞✮✮✳ ❲✐t❤ ♦✉r s❤❛♣✐♥❣ ✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱

❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✭❜✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s♦♠❡ s❤❛♣❡

❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✭❡✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✭❢✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r✐t②

❛♥❞ t❤❡ I/A2 ❬❯r❜❛❝❤ ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛r❡❛✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♠♣r♦✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❙t✐❧❧✱ ♦✉r



✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✻✸

s❤❛♣✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✭❢✮ ♣❡r❢♦r♠s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣②

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✭❡✮✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦♦❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❝♦♥t♦✉r ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐✲

t✐♦♥ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t s❤❛♣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ s❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❲❡ t❡st❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r

❧❡✈❡❧✐♥❣s ♦♥ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst t❡st❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❧♦♥❣

❛♥❞ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ✜❧t❡r

❛❝❤✐❡✈❡s r❡s✉❧ts ❛❧♠♦st ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✉♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ❛ ✏s✐♠♣❧❡✑ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♦♥❧② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ s❡t ✉♣✳ ❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞

❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦r✲

t❛♥t t❛s❦ ✐♥ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

t♦♦❦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s ❛s ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡st ♥♦❞❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✲

✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡✱ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❡❧❧✐♣s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ✇❡❧❧ t❤❡ ❖◆❍✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t❡✲

♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ✏❝♦♠♣❧❡t❡✑✿ ❋✉rt❤❡r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣s ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡

❞❡s✐r❡❞ ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛r❦ ♦❜❥❡❝ts✳



✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

✭❛✮ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❙❤❛♣✐♥❣ ✶

✭❝✮ ▲♦✇ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ A ✭❞✮ ❍✐❣❤❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ A

✭❡✮ ❚❤r❡s❤♦❧❞ str❛t❡❣② ✭❢✮ ❙❤❛♣✐♥❣ ✷

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❤❛♣✐♥❣s ✇✐t❤ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✳

✭❜✲❞✮✿ ❯s✐♥❣ ♦♥❡ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡❀ ✭❡✲❢✮✿ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✼

❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡s

❚❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s❧② r❡❞✉❝❡❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ s♣❛❝❡ ❢♦r

♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠❛♥② ♠❡❛♥s ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞

✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ t♦ ♠❛❦❡ t❤❛t ♠♦st ♣❛rt ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ♦♥❝❡

t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②

t♦ ❡①tr❛❝t t❤♦s❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

A ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✭✐✳❡✳✱ ♦❜❥❡❝t✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

■♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉rs s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

♦❜❥❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ♠❡❛♥s✱ ❛

❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❡s✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥❡r❣②

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥t♦✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢

t❤✐s ❡♥❡r❣②✳ ❆❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ♦r ♠✐♥✐♠✉♠ r❛t✐♦ ❝✉ts ❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢

s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥t r❛t✐♦✲❝✉t ❡st✐♠❛t♦r

✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦t❤ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❚❤✐s

r❛t✐♦✲❝✉t ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛s ❛ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢❛s❤✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤✐s s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②

✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦s✳

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥tr❛st✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ▼✉♠❢♦r❞ ❛♥❞ ❙❤❛❤ ❬▼✉♠❢♦r❞ ✶✾✽✾❪✱ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥t♦✉rs

✐s ♦❢t❡♥ t❛❝❦❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡

✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✭r❡❣✉❧❛r✐t②✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡✲❞r✐✈❡♥ ❢♦r❝❡ ✭✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❛❧♦♥❣ t❤❡

❝♦♥t♦✉rs✱ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t✱ ❡t❝✳✮ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✱ t❤❡



✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

s♥❛❦❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❑❛ss ✶✾✽✽❪ ✜♥❞s ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ ❈❤❛♥✲❱❡s❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❈❤❛♥ ✷✵✵✶❪ ✜♥❞s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② t♦♦ ❧♦❝❛❧✱ ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ t❤❛t ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛

❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ t❛❦❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡

❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝✉r✈❡ ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❛t✐♦✲❝✉t ❡♥❡r❣② ❡✈❛❧✉✲

❛t♦r t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♦♠❡ ❝♦♥t❡①t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ ❝♦✉♣❧❡

♦❢ r❡❣✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ❛✐♠s ❛t ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡

✉♥❞❡r s❝r✉t✐♥② ✐s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■t t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡✱ ✐♥ ❛ s❡t

♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s✱ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❇② ❛♣✲

♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✿ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ ♣❛r❡♥t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②

❤❡❧♣s t♦ ✜❧t❡r t❤♦s❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ♦❜❥❡❝ts✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✾❪✮ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

❝♦♥t♦✉rs ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛✲

t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ②✐❡❧❞s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❝♦♥tr❛st✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱

✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s t❤❛t ✉s❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛♥② ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s

t❤❛t✱ ✇❤❡♥ r❡♠♦✈❡❞✱ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❬❈❛r❞❡❧✐♥♦ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡

❛✉t❤♦rs r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s t❤❛t ❡♥❝❧♦s❡ ❛ r❡❣✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ✇✳r✳t✳ ❛♥

❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡② t❤❡♥ s❡❧❡❝t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣❛rts

♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤✐st♦❣r❛♠✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✉♣❞❛t❡ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡❀ s✉❝❤ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s

❛ ♠❛❥♦r ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❬P❛r❞♦ ✷✵✵✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♣r♦♣♦s❡s ❛ s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛✿

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❚✲❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st✳

P❛♣❡rs ❬❉❡s♦❧♥❡✉① ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪ ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♦♥❡s t♦ ✇❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡ t❤❡♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦

♠♦❞❡❧✳ ❖♥❧② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧♦♥❣ ❛ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❧✐♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r



✼✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✻✼

♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠s ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✏◆❋❆✑ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡✐r

❡st✐♠❛t♦r s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪✱ t❤❡② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❝❛❧❡✲

✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢r♦♠ s♥❛❦❡✲❧✐❦❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡✳ ❆ ❦❡② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r❝❡ ✇❡

♣r♦♣♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡s s♦♠❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

♦✉r ❡st✐♠❛t♦r ✐s r♦❜✉st ❜♦t❤ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❜❧✉r✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞

✐s ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ✐t ❤❛s ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛

s❤♦rt r❡✈✐❡✇ ❛❜♦✉t t❤❡ s♥❛❦❡✴❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧s ❬❑❛ss ✶✾✽✽❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r

❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② t❛❦✲

✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❛

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✳

✼✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❙♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❛r❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦rt❧② r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❙♦ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡

❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♥❛❦❡✴❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t❡①t✲

❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❢♦r♠❡❞✳

✼✳✷✳✶ ❙♥❛❦❡✴❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧s

❙♥❛❦❡ ♦r ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✱ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♣❧✐♥❡ ✐♥✢✉✲

❡♥❝❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❢♦r❝❡s t❤❛t ♣✉❧❧ ✐t t♦✇❛r❞s ♦❜❥❡❝t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■t

❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙♥❛❦❡ ✐s ❛♥ ✏❛❝t✐✈❡✑ ♠♦❞❡❧ ❛s

✐t ❛❧✇❛②s ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐ts ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①❤✐❜✐ts ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✲

✐♦r✳ ❙✐♥❝❡ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❑❛ss ❡t ❛❧✳ ❬❑❛ss ✶✾✽✽❪✱ ♠❛♥② ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥✲

t♦✉r ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✼❪✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ✇✐t❤ ❡❞❣❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❛♥ ❛♥❞

❱❡s❡ ❬❈❤❛♥ ✷✵✵✶❪✳ ❲❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡

❝♦♥t♦✉rs ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s✳

✶✮ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r



✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s♥❛❦❡s ♦r ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ❬❑❛ss ✶✾✽✽❪ ✐s t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❛ ❝✉r✈❡ ✉♥❞❡r

t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s

❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦r ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r t♦ ✐♠♣♦s❡ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤♦s❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣②

Elocal = αEsnk

int + Esnk

ext + βEcon ✭✼✳✶✮

✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❝✉r✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ α ❛♥❞ β ❛r❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

▲❡t C(s) : [0, 1] → R2 ❜❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ Esnk
int

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

Esnk

int = α1

∫ 1

0
|C ′(s)|2ds+ α2

∫ 1

0
|C ′′(s)|ds. ✭✼✳✷✮

❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

s♥❛❦❡s ❬❑❛ss ✶✾✽✽❪✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ r❡❧✐❡s ✉s✉❛❧❧② ♦♥ ❛♥ ❡❞❣❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✲

✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ f ✱ t❤❛t st♦♣s t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

Esnk

ext = −

∫ 1

0
|∇f(C(s))|2ds. ✭✼✳✸✮

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

▲❡♥❣t❤(C(s))✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Elocal = α′
1

∫ 1

0
|C ′(s)|2ds+α′

2

∫ 1

0
|C ′′(s)|ds−

∫ 1

0
|∇f(C(s))|2ds+ β▲❡♥❣t❤(C(s)).

✭✼✳✹✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❊q ✭✼✳✹✮✱ ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❧♦❝❛t❡

t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♠❛①✐♠❛ |∇f |✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛s ❛♥ ❡❞❣❡✲❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡

♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜②

t❤❡ ✉s❡r✳

■♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝✉r✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠♦t✐♦♥

❜② ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ❖s❤❡r ❛♥❞ ❙❡t❤✐❛♥ ❬❖s❤❡r ✶✾✽✽❪ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❊q ✭✼✳✹✮✳

✷✮ ❆❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧s r❡✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡ s❡❣♠❡♥t ♦❜❥❡❝ts ✇❤♦s❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■♥ ❬❈❤❛♥ ✷✵✵✶❪✱ ❈❤❛♥ ❛♥❞ ❱❡s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥

❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s t❤❛t s❡❣♠❡♥ts ♦❜❥❡❝ts ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❝✉r✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ▼✉♠❢♦r❞✲

❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ s❡ts✳



✼✳✸✳ ❈♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✶✻✾

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝✉r✈❡ C ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t U ⊂ Ω ✭✐✳❡✳✱ C = ∂U✮✱ ❧❡t inside(C) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ U ✱ ❛♥❞

outside(C) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ω\Ū ✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

F (c1, c2, C) =µ❆r❡❛(inside(C)) + ν▲❡♥❣t❤(C)

+ λ1

∫

inside(C)
|f(x, y)− c1|

2dxdy

+ λ2

∫

outside(C)
|f(x, y)− c2|

2dxdy, ✭✼✳✺✮

✇❤❡r❡ ❆r❡❛(inside(C)) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ C ✭✐✳❡✳✱ t❤❡

s✉❜s❡t U✮✱ c1 ❛♥❞ c2 ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝✉r✈❡ C ❜❡✐♥❣

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ f ✐♥s✐❞❡ C ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ C ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q ✭✺✳✸✮✱ ❛♥❞

µ ≥ 0, ν ≥ 0, λ1 > 0, λ2 > 0 ❛r❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❯s✉❛❧❧② µ ✐s s❡t t♦ 0✱ λ1 ❛♥❞ λ2
✐s s❡t t♦ λ1 = λ2 = 1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ F (c1, c2, C) ✐♥ ❊q ✭✼✳✺✮

❜❡❝♦♠❡s

F (c1, c2, C) = ν▲❡♥❣t❤(C)+
∫

inside(C)
|f(x, y)−c1|

2dxdy+

∫

outside(C)
|f(x, y)−c2|

2dxdy.

✭✼✳✻✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ F (c1, c2, C) ✐♥ ❊q ✭✼✳✻✮ ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲

❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❊q ✭✺✳✹✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢

❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲

❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❛❦✐♥❣ t✇♦ r❡❣✐♦♥s✿ t❤❡ ✏r❡❣✐♦♥✑ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ C ❛♥❞ t❤❡ ✏r❡❣✐♦♥✑

♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ C✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏r❡❣✐♦♥✑ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r② ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝✉r✈❡ C ♠✐❣❤t

❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✳

❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞ ❬❖s❤❡r ✶✾✽✽❪✳

▲❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ s♦❧✐❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱

②❡t t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡♥s✐✈❡✳

✼✳✸ ❈♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s

✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❝✉r✈❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❊q ✭✼✳✶✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✐s

❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s t♦♦ ❧♦❝❛❧✱ ❛♥❞ ✐t s❡❣♠❡♥ts ♦❜❥❡❝ts ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞

❜② ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s ❞r✐✈❡s t❤❡ ❝✉r✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥



✶✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✼✳✺✮ ❛♥❞ ❊q ✭✼✳✻✮✳ ❚❤❡

❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❛ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❡♥❡r❣② Econtext ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣②

❡st✐♠❛t♦r Econtext ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❊q ✭✼✳✶✮ ❣✐✈❡♥ ❛s ❜❡❧♦✇✿

Econtext = αEint + Eext + βEcon. ✭✼✳✼✮

❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ Eext ✐s ✐♥✲

s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r

s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s ♦♥ ❛ ❝♦♥t❡①✲

t✉❛❧ ♣❛t❝❤ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉r✳ ■t ✐s ✐♥ ❢❛❝t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❋✐s❤❡r✬s

t❡st ❬P❤✐❧❧✐♣s ✶✾✽✾❪✳ ❙♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥❡✐t❤❡r t♦♦

❧♦❝❛❧ ♥♦r t♦♦ ❣❧♦❜❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥

❊q ✭✼✳✼✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉r ∂τ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ τ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s e ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✶✲❢❛❝❡s✮

❛♥❞ ✵✲❢❛❝❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳

✼✳✸✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② Eint

❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❋♦r ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❝✉r✈❡ ∂τ ✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧

❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Eint =
∑

e∈∂τ

|curv(f)(e)|, ✭✼✳✽✮

❲❤❡r❡ curv(f) ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ f ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x0 ∈

Ω ❬❈✐♦♠❛❣❛ ✷✵✶✵❪✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

curv(f)(x0) =
fxxf

2
y − 2fxyfxfy + fyyf

2
x

(f2x + f2y )
3/2

(x0). ✭✼✳✾✮

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t♦✉r ✐s ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡ ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ✶✲❢❛❝❡s✮ ❛♥❞ ✵✲❢❛❝❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥

❝♦♥t♦✉r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✶✲❢❛❝❡s✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❊q ✭✼✳✾✮ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✱ t❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜②

fx = f(x2,1)− f(x1,1) ✭✼✳✶✵✮

fxx = 1/2× (f(x3,1)− f(x2,1)− f(x1,1) + f(x0,1)) ✭✼✳✶✶✮

fy = 1/4× (f(x2,2) + f(x1,2)− f(x2,0)− f(x1,0)) ✭✼✳✶✷✮

fyy = 1/2× (f(x1,2) + f(x2,2) + f(x1,0) + f(x2,0))− f(x1,1)− f(x2,1)✭✼✳✶✸✮

fxy = 1/2× (f(x2,2) + f(x1,0)− f(x1,2)− f(x2,0)). ✭✼✳✶✹✮



✼✳✸✳ ❈♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✶✼✶

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❧✉❡ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ♠❛s❦ ❢♦r

t❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❊q ✭✼✳✾✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳

❋♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ s♥❛❦❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✿

✐t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡

r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t♦✉r Aκ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✺✳✷✽✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳

✼✳✸✳✷ ❊①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② Eext

❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ Aκ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t |∇| ✐s ❧♦❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r

✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❤❛♥ ✷✵✵✶❪ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r

✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❡rr♦r ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❣✐♦♥ R ❜②

V (f,R) =
∑

p∈R

(f(p)− f(R))2, ✭✼✳✶✺✮

✇❤❡r❡ f(R) ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ u ♦✈❡r R✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧

❜② ❛ ❝♦♥t❡①t ♦♥❡✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭s❡❡ ❊q ✭✼✳✶✺✮✮ t❡r♠ ✐♥ ❡♥❡r❣②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝✉r✈❡ ∂τ ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ r❡❣✐♦♥s Rε
in(∂τ) ❛♥❞ R

ε
out(∂τ) ❛s t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ε ❢r♦♠

∂τ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤♦s❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞

❜② ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② Eext ✐s✿

Eext(f, ∂τ) =
V
(

f, Rε
in(∂τ)

)

+ V
(

f, Rε
out(∂τ)

)

V
(

f, Rε
in(∂τ) ∪R

ε
out(∂τ)

) . ✭✼✳✶✻✮



✶✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

❚❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦✇ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❢♦r t✇♦ ❝❧❛ss❡s t❤❛♥

❢♦r ♦♥❡ ❝❧❛ss✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉r✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✱

✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥tr❛st✳ ■♥ ❢❛❝t t❤✐s ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②

✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❋✐s❤❡r✬s t❡st ❬P❤✐❧❧✐♣s ✶✾✽✾❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐s❤❡r ❞✐st❛♥❝❡

❣✐✈❡♥ ❜②
(n1 + n2)(µ1 − µ2)

2

n1σ21 + n2σ22
=

nσ2

n1σ21 + n2σ22
− 1, ✭✼✳✶✼✮

✇❤❡r❡ n1, n2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r r❡❣✐♦♥ Rε
in(∂τ) ❛♥❞ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①t❡r✐♦r r❡❣✐♦♥ Rε
out(∂τ)✱ σ

2
1, σ

2
2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤♦s❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s✱

❛♥❞ n = n1 + n2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ r❡❣✐♦♥✱ σ2 ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② Eext ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✼✳✶✻✮ ❝❛♥

❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Eext(f, ∂τ) =
n1σ

2
1 + n2σ

2
2

nσ2
, ✭✼✳✶✽✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❋✐s❤❡r✬s t❡st ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q ✭✼✳✶✼✮✳

▲❡t ✉s ❛❧s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t❤❛t ✐s ♥♦t ♥❛t✉r❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ tr❡❡✲str✉❝t✉r❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳

✼✳✸✳✸ ❙♥❛❦❡✲❧✐❦❡ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥❡r❣②

t❤❛t ❛✐♠s ❛t ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t♦♦ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts✿

Econ(f, ∂τ) = 1/▲❡♥❣t❤(∂τ). ✭✼✳✶✾✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

Econtext(f, ∂τ) =α

∑

e∈∂τ |curv(f)(e)|

▲❡♥❣t❤(∂τ)

+
V
(

f, Rε
in(∂τ)

)

+ V
(

f, Rε
out(∂τ)

)

V
(

f, Rε
in(∂τ) ∪R

ε
out(∂τ)

)

+ β/▲❡♥❣t❤(∂τ). ✭✼✳✷✵✮

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ t❛❦❡ α = 60, β = 2✱ ❛♥❞ ε = 5✳

✼✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣

❚❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r Econtext ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛

❣♦♦❞ ♠❛♥♥❡r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♦❜❥❡❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t

✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳✷ t❤❛t t❤✐s ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✣✲

❝✐❡♥t❧② ✉♣♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦ ✉s❡ ✐t ❛s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡



✼✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✶✼✸

❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✇❤♦s❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❆s ❛ ✜rst

❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳✶✳ ❚❤❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤♦s❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳✹✳

✼✳✹✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r✲

♣❤♦❧♦❣② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦✉r st❡♣s✳

✶✳ ❋✐rst t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ▼❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞♦ ❡①✐st ✭❡✳❣✳

♠✐♥✴♠❛① tr❡❡✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✱ . . .✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✳

✷✳ ❙❡❝♦♥❞ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤✐s

tr❡❡ ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao✳

✸✳ ❚❤✐r❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

A✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧♦s✐♥❣ r❡♠♦✈❡s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ♠✐♥✐♠❛✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣✲

❧❡ss ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡s✐st❛♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳

❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s✉❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❤♦s❡ ❝♦♥t♦✉r

✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳

✹✳ ▲❛st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t r❡s✐st❛♥t ♠✐♥✐♠❛ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts✳

❲❡ ✇❡✐❣❤t ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭s♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✮ ❜② t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡

❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛♥✐s❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✼✳✹✳✷ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡✣❝✐❡♥t

❋♦r ❛❧❧ ❢♦✉r st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❜✉t

❛❧s♦ ✇✐t❤ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❲❡ t❤✉s r❡❧② ♦♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛♥❞❧❡ ❜♦t❤ ♣✐①❡❧s ❛♥❞

♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤❛t ❧✐❡ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s✱

❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳

❚r❡❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❬●ér❛✉❞ ✷✵✶✸❪ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❡r❣❡r ✷✵✵✼❪✳ ❆ ✜rst

♣❛ss s♦rts t❤❡ ♣✐①❡❧s ❜② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳



✶✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

union  and update

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ✭❛✮✿ ❯♣❞❛t✐♥❣ ❝♦♥t♦✉r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ ✉♥✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts ✭②❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮ ♦❝❝✉rs t❤❛♥❦s t♦ ❛ ♣✐①❡❧ ✭❣r❛②✮✳ ✭❜✮✿ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ✭r❡❞✮ ✐s t❤❡ ✐♥♥❡r ✭❞❛r❦ ❣r❛②✮ ❛♥❞ ♦✉t❡r ✭❧✐❣❤t ❣r❛②✮ r❡❣✐♦♥s✳

❚❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss✱ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✱ ❜✉✐❧❞ t❤❡ tr❡❡ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤❡♥ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡

❛ ❧♦✇ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

❈♦♥t♦✉rs ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣❛ss✱ ❝♦♥t♦✉r ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉♣❞❛t❡❞✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮✱ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭r❡s♣✳ ②❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮ ❞✉❡ t♦ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣✐①❡❧ ✭❣r❛②✮✱ ✐t

✐s ❡❛s② t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ▼♦r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✳

❘❡❣✐♦♥s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡ ❜② ♦♥❧② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣✐①❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦

❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♣✐①❡❧s ♠❛② ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳ ❆♥

❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ε = 2 ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✸✳

❊♥❡r❣② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ❡♥❡r❣② t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣❛ss s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ✭❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝✲

t✐✈❡✮ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛

♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣✳



✼✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✶✼✺

✼✳✹✳✸ ❊♥❡r❣② ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

♦❢ ♦❜❥❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ t♦♦ ♠❛♥② ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ❣✐✈❡♥ ❜②

Ao = Econtext . ✭✼✳✷✶✮

❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤♦s❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❲❡ t❤✉s ❝♦♥str✉❝t ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ST t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠✐♥✐♠❛ ❦✐❧❧❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ AA ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ✐s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ Ao ✐♥ ❊q ✭✼✳✷✶✮ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ■♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A′
o✱ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥

s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥♦❞❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st Ao ❛s t❤❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♥♦❞❡ Nr✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Nr ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞

❛s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝t ❢♦r t❤♦s❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❛ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧

❡①tr❛❝t❡❞✳

✼✳✹✳✹ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ Ao ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts✱ s♦ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦❞❡ Nm✱ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❛t ♥♦❞❡ Nm✳ ❇②

❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

✈❛♥✐s❤✱ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥

t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ AA ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛

s♦❢t ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥

✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❬❱❛❝❤✐❡r ✶✾✾✺❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

❇② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤✐s ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦❞❡ Nm t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥

❝♦♥t♦✉r ∂Nm✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛ s♦❢t ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

r❡s✉❧t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❊❛❝❤

t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤✐s ♠❛♣ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣

❢♦r❝❡✳ ❚❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳



✶✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

✼✳✺ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✶ ❛ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♥❛❦❡ ❡♥❡r❣② ❬❑❛ss ✶✾✽✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ◆❋❆ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡♥ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❙♦♠♠❡ ✐❧❧✉str❛✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡

✇✐❧❧ s❤♦✇♥ s♦♠❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✹✳

✼✳✺✳✶ ❊♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r

❛❧♦♥❣ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ■♥ t❤✐s ❋✐❣✉r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣②

t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✭t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s r❛t❤❡r s♠♦♦t❤❧②

✉♣♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ✭❢r♦♠ ❧❡❢t✱ ❛ ❧❡❛❢✱ t♦ r✐❣❤t✱

t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♥❛❦❡ ❡♥❡r❣② ✭t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✮✱ t❤❡

❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥❡r❣② Esnk
ext ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♣r❡s✲

❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ◆❋❆ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ❋✐❣✉r❡ ✭t❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❝✉r✈❡✮✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡

r❡❣✉❧❛r❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ◆❋❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡ s✐♥❝❡

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛st ❛❧♦♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥❝❡✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♠✐♥✐♠❛ ✐s ❤❛③❛r❞♦✉s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❧♦❝❛t❡❞❀ s❡❡

❋✐❣✉r❡s ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✹ ✭❜✮✳ ❚❤❛t ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♦♠❡

r❡❣✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✼✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❢✮

❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ◆❋❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✹ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉rs

❛r❡ ♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♥♦✐s❡✳ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◆❋❆ ❛♥❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ t♦ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss

t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❜❧✉r ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❝✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✏❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✇✐t❤♦✉t

❡❞❣❡s✑ ❬❈❤❛♥ ✷✵✵✶❪✱ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝✐r❝❧❡s ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥t♦✉rs❀ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❜❥❡❝t ✐s

♠✐ss❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t♦♦ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❛t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉s✐♦♥❀

❝❧❛ss✐❝❛❧ s♥❛❦❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ ◆❋❆

✐s ✐♥ ♦r❛♥❣❡✳ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✿ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠❛✳

✉s❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣②✿ s✉❝❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ♥♦t ❝♦♥tr❛st❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡st ♦❢

t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧ ❣✐✈❡s ♣r❡tt② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❞✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❛❧s❡

♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✲

✐③❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r λ❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❡✮✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❛t✱ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♦❜❥❡❝t

❞✐s❛♣♣❡❛rs✳

✼✳✺✳✸ ❙♦♠❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t✇♦ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t

✐♠❛❣❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜✉t t❤❡ r♦♦❢ ♦❢ ♦♥❡ ❝❛r ✐s ♠✐ss❡❞

s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❖♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛♥❞

t❤❡✐r s❤❛❞♦✇s ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡❣♠❡♥t❡❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✶ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❈✰✰ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❧✐❜r❛r② ❬▲❡✈✐❧❧❛✐♥ ✷✵✶✵❪✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛s ❢r❡❡ s♦❢t✇❛r❡✳ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛

✺✶✷×✺✶✷ ♣✐①❡❧s ✐♠❛❣❡ t❛❦❡s ❧❡ss t❤❛♥ 0.5 s❡❝♦♥❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r P❈ st❛t✐♦♥✳

✼✳✺✳✹ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ❛r❡ ✐❧❧✉s✲

tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳ ❚❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✶
❉❡♠♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❤tt♣✿✴✴♦❧❡♥❛✳❧r❞❡✳❡♣✐t❛✳❢r✴■❈■P✷✵✶✷

http://olena.lrde.epita.fr/ICIP2012


✶✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

✭❛✮ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ◆❋❆ ✭❝✮ ❈❤❛♥✲❱❡s❡

✭❞✮ ❇❛❧❧❡st❡r✱ λ=2❦ ✭❡✮ ❇❛❧❧❡st❡r✱ λ=3❦ ✭❢✮ ❖✉r ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳
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✭❜✮ ❛♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❧✉r

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ♣✐①❡❧s ✭♦r❞✐♥❛t❡✮ ✇✳r✳t✳ ✐♥✲

❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❜❧✉r ✭❛❜s❝✐ss❛✮ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✭❛✮❀ ◆❋❆

❡rr♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ♦r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❡rr♦r ✐♥ ❜❧✉❡✳



✼✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ✶✼✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s❀ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿

❙❡❣♠❡♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ■♥✈❡rs❡❞ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳



✶✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❖❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❆ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛ ♥❡✇

❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♥❡✐t❤❡r t♦♦ ❧♦❝❛❧ ♥♦r

❣❧♦❜❛❧✱ ✐♠♣r♦✈❡s ❜♦t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤r❡❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

s❝❤❡♠❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❤❛s ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r t✐♠❡

❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦❢t ♦❜❥❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✈✐❛ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝②

♠❛♣✳ ❆ ♠❛❥♦r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ✉s❡❢✉❧♥❡ss ✇✐t❤ ♦t❤❡r

tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ ❝♦❧♦r ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞

✐♠❛❣❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✽

❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛♣t❡rs ✐♥ P❛rt ■■■ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❜❛s❡❞ tr❡❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

tr❡❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼✐♥✲tr❡❡✱ ▼❛①✲tr❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❊❛❝❤ ❝✉t ♦❢ t❤❡s❡

tr❡❡s ❣✐✈❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❝✉t

r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Ω✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇ ✐♥ ♠❛♥② ✇♦r❦s t❤❛t t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❛r❡

❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s✐❣♥ r♦❜✉st ❛♥❞ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡

❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❆s

❛ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ α✲tr❡❡✱ ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s t❤❡

❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ♦r q✉❛s✐✲✢❛t ③♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❡✣✲

❝✐❡♥t ❢♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ α✲tr❡❡ ✐♥t♦

❛♥♦t❤❡r ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥

t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❇❙❉❙✺✵✵ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❧❛t❡r s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ♠✐❣❤t ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞❡st ❛♥❞ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐♠❛❣❡

♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ f ✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❤✉♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛

✉♥✐q✉❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ f ✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ❤❛r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❝♦♥s❡♥s✉s

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❇❡r❦❡❧❡② ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❛t❛

❙❡t ❛♥❞ ❇❡♥❝❤♠❛r❦s ✺✵✵ ✭❇❙❉❙✺✵✵✮ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤s ❞r❛✇♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■t ✐s ❤❛r❞❡r t♦ s❛② ✇❤✐❝❤

s✐♥❣❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✉s✉❛❧❧② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ t❛s❦✳ ❆s

r❡♠❛r❦❡❞ ❜② ●✉✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦♦❧ s❤♦✉❧❞

r❡♠❛✐♥ s❝❛❧❡ ✉♥❝♦♠♠✐t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧



✶✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

t❛s❦ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡✳ ❆ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♦✉t♣✉t ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ f ✳ ❍✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r ❜②

♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡

t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡

♣r♦♣❡rt② ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡

❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✿ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t♦♣✲❞♦✇♥ ♦r s♣❧✐t✲❛♥❞✲♠❡r❣❡✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❣r❡✲

❞✐❡♥ts✿ ❛ r❡❣✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡r❣✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✜♥❡

✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✇❤✐❝❤

❢♦r♠s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦❛rs❡r ❛♥❞ ❝♦❛rs❡r✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ✭❇P❚✮ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❛♥❞ t❤❡

α✲tr❡❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❛r❡ s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ q✉❛❞tr❡❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✷✳✸✳✺ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t♦♣✲❞♦✇♥ ♦r s♣❧✐t✲❛♥❞✲♠❡r❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ♦❢

t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▼❛r✜❧ ✷✵✵✻❪

❛♥❞ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✳

❆ ✉s❡❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✶✾✾✻❪ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ✉♥❞❡r

t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥t♦✉r ♠❛♣ r❡❝❡♥t❧②✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❤❛s

❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✱

♦r ❢♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❬❆r❜❡❧á❡③ ✷✵✵✻❜✱ ❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐ts ❤❛s ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪ t❤❛t ❛♥② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛♥② s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❆ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥❝♦❞❡s ❛ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ f ❛♥❞ t✇♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s H1 ❛♥❞ H2✱ ✐t ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ t♦ ❥✉❞❣❡

✇❤✐❝❤ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❜❡tt❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❜❛s✐❝ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t

q✉❡st✐♦♥✿ ❤♦✇ t♦ ❝✉t t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞

t❤❛t ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② H ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♠❛❣❡ f ✳ ▲❡t

✉s ❞❡♥♦t❡ Part(H) ❛s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❜② ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② H✱ t❤❡♥

✇❡ ❤❛✈❡

Part(H) ⊂ Part(Ω). ✭✽✳✶✮

❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t

♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ H✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② H ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥❞❡①❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❤❡✐❣❤t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ M ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛❧s♦ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s t❤❛t ❝✉t t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② H ✏♦♣t✐♠❛❧❧②✑ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞

t♦ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●✉✐❣✉❡s ❡t



✽✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✽✸

❛❧✳ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❙❡rr❛ ❛♥❞ ❑✐r❛♥ ❬❙❡rr❛ ✷✵✶✸✱ ❑✐r❛♥ ✷✵✶✹❪ ❛r❡ s✉❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s✮✱

♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛♥❣❡ ω ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥✲

♥❡❝t✐✈✐t② ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡s❡ ✏♦♣t✐♠❛❧✑ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣M ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Part(M)✳ ❚❤❡♥

✇❡ ❤❛✈❡

Part(M) ⊂ Part(H) ⊂ Part(Ω), ✭✽✳✷✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤♦s❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥❞❡① ♠♦❞✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤② str✉❝t✉r❡ r❡♠❛✐♥s ✐♥t❛❝t✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ✏♦♣t✐♠❛❧✑ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② H✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡

t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❜❡tt❡r ✐❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✭s✮ ✐s ✭❛r❡✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ∈ Part(M) t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✭s✮✱ ❛♥❞

t❤❡ ❜❡st ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s H1 ❛♥❞ H2✳ ▼❛♥② ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥t♦✉r ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇❡❞

✐♥ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s✲

♣❡❝t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣

❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ME ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛♥② ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤✐❡r✲

❛r❝❤② H✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

∃P ∈ Part(ME) s✉❝❤ t❤❛t P ∈ Part(Ω),P /∈ Part(H). ✭✽✳✸✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ❞♦❡s

♥♦t ♦♥❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❤✐❡r❛r❝❤② H✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡s

♦❢ H✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣

ME r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

r❡❣✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② H✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛s ❛

✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ✐♥♣✉t ❤✐❡r❛r❝❤② ❛s t❤❡ α✲tr❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡

♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② T = α✲tr❡❡✳ ❋r♦♠ ❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✉s❡

♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪ ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❛♥❣❡ α

♦r ❣❧♦❜❛❧ r❛♥❣❡ ω ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ❜❡✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❲❤❡r❡❛s✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐♥ H✳ ❚❤✐s

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❢ t②♣❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ❤✐❡r❛r❝❤②

♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❤✐❡r❛r❝❤② H✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❚❤✐s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❇❙❉❙✺✵✵ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡

❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳



✶✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛

s❤♦rt r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✭▼❙❚✮ ❛♥❞

α✲tr❡❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ ▼❙❚✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✲

t❛✐❧ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞

♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Af ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜

❛♥❞ ❍✉tt❡♥❧♦❝❤❡r ✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❇❙❉❙✺✵✵✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡

r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✳

✽✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥

✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✿ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ ✭▼❙❚✮ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✻✳

❋✐rst❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ◆❛❥♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✸❪

✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❛t α✲tr❡❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▼✐♥✲

tr❡❡ ♦❢ ▼❙❚ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ ❛♥

♣♦♣✉❧❛r ❡✣❝✐❡♥t ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ▼❙❚ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✸✱ ❛ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✽✳✷✳✶ ❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ α✲tr❡❡

❆s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ t❤❡ α✲tr❡❡✱ ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ q✉❛s✐✲

✢❛t ③♦♥❡s✱ ♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ α✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❞❡✲

✜♥❡❞ ❜② ❊q ✭✷✳✾✮✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ α✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙♦✐❧❧❡

✐♥ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪ ♦♥❧② ❝♦♠♣✉t❡s

♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✲

❝❛❧ r❛♥❣❡ α ♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛♥❣❡ ω ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✱ ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✱ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✶❛❪

❛♥❞ ❬❖✉③♦✉♥✐s ✷✵✶✷❜❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡

❤✐❡r❛r❝❤② ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✲

✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (G,Fe)✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r

t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✸❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✸❪ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ❜② ❛❧t✐t✉❞❡ ♦r❞❡r✐♥❣ QBT ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ▼❙❚ ♦♥ ❛♥

❡❞❣❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (G,Fe)✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ QBT ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ ❡❛❝❤

✈❡rt❡① ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ QBT ✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ▼❙❚



✽✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✽✺

a b c d

e f g h

2 2 0

1 2 0

0 2 3 1

✭❛✮ ❊❞❣❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤

a b c d

e f g h

2 2 0

1 2 0

0 2 3 1

{g,h}

{a,e}

{c,d}

✭❜✮ ❋✐rst ♥♦❞❡s ♦❢ QBT

a b c d

e f g h

2 2 0

1 2 0

0 2 3 1

{e,f} {g,h}

{a,e}

{c,d}

✭❝✮ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ t♦ QBT

a b c d

e f g h

2 2 0

1 2 0

0 2 3 1

{b,c}

{a,b}

{d,h}

{e,f} {g,h}

{a,e}

{c,d}

✭❞✮ ❋✐♥❛❧ QBT

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❆ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ QBT ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✸❪✱ ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡ ♣r♦✲

✈✐❞✐♥❣ ❛ str✐❝t t♦t❛❧ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ▼❙❚✳

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❑r✉s❦❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❑r✉s❦❛❧ ✶✾✺✻❪✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥ ❡❞❣❡ {x, y} ✐s ♣✉t

✐♥t♦ t❤❡ ▼❙❚✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ✉♥✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✇❤♦s❡ ❝❤✐❧❞r❡♥

❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x ❛♥❞ y✳ ❚❤✐s ❛❞❞❡❞ ♥♦❞❡ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ QBT ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳

❚❤✐s ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ❜② ❛❧t✐t✉❞❡ ♦r❞❡r✐♥❣QBT ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦rt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡✲

✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (G,Fe)✳ ■t ✐s s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡

❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ✇✐t❤♦✉t ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ QBT ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥♦❞❡s

✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ QBT ✮ ❢♦r♠s t❤❡ ▼❙❚✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✸❪✱

❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ QBT ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱

❡❞❣❡s ✐♥ (G,Fe)✮ ✐♥ QBT ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s

♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t tr❡❡ ✐s t❤❡ α✲tr❡❡✱ t❤❡ QBT ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤



✶✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

t❤❡ ❝❛♥♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚ ✭s❡❡ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ α✲tr❡❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚✳

✽✳✷✳✷ ❊✣❝✐❡♥t ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ▼❙❚

■♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✱ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ❛♥❞ ❍✉tt❡♥❧♦❝❤❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❣r❛♣❤✲

❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ▼❙❚✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡

♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ♠❡r❣❡ r❡❣✐♦♥s ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ ❡❞❣❡s ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ▼❙❚✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡

♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡❛✲

s✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❡❛s✉r✐♥❣

t❤❡ ✐♥t❡r✲❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✳

❋♦r ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t X ⊆ V ✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ Int(X) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ❧❛r❣❡st ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ▼❙❚ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ MST (X,E)✳ ❚❤❛t ✐s

Int(X) = ♠❛①
e∈MST (X,E)

Fe(e). ✭✽✳✹✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts X,Y ⊆ V ✱ Diff(X,Y ) ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ❡❞❣❡ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

Diff(X,Y ) = ♠✐♥
vi∈X,vj∈Y,(vi,vj)∈E

Fe(vi, vj). ✭✽✳✺✮

■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ X ❛♥❞ Y ✱ ✇❡ s❡t Diff(X,Y ) =∞✳

❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Int(X) ❛♥❞Diff(X,Y )✱ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚✇♦ r❡❣✐♦♥s X ❛♥❞ Y ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐❢

Diff(X,Y ) ≤ ♠✐♥{Int(X) +
k

|X|
, Int(Y ) +

k

|Y |
}, ✭✽✳✻✮

✇❤❡r❡✱ | · | ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ k ✐s s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❛t ✐s ❢♦r s♠❛❧❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛ str♦♥❣❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❧❛r❣❡

k ❢❛✈♦r✐t❡s t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪ ❝❛♥ ❜❡ s❦❡t❝❤❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❋✐rst❧②✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❙❚ ♦♥ ❛ ❡❞❣❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ (G,Fe) ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ f ✳ ■♥✐✲

t✐❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❣✐♦♥✮✱

t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ∈ ▼❙❚ ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s x ❛♥❞ y ✐♥ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢

t❤❡✐r ✇❡✐❣❤t✱ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

✭✐✮ ❋✐♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♠♣♦♥❡♥t X ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x✳

✭✐✐✮ ❋✐♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♠♣♦♥❡♥t Y ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ y✳



✽✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✶✽✼

✭❛✮ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ k = 7500 ✭✽ r❡❣✐♦♥s✮ ✭❝✮ k = 9000 ✭✶✹ r❡❣✐♦♥s✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❜② ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✭✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✽

t♦ ✶✹✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✭✐✐✐✮ ■❢ X = Y ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s x ❛♥❞ y ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❞♦ ♥♦t❤✐♥❣✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥t X ❛♥❞ Y ✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q ✭✽✳✻✮ ❤♦❧❞s✱ ♠❡r❣❡ X ❛♥❞ Y ✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ♦❜✲

t❛✐♥❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ♣❧❛②s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r k ✐s ♥♦t ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤

s❛②s t❤❛t ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r❡s❡♥t ❛t ❛ s❝❛❧❡ k1 s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛t ❛♥② s❝❛❧❡

k2 < k1✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r t❤✐s ❡✣❝✐❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❝✮ ♦❜t❛✐♥❡❞

✇✐t❤ k = 9000 ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❜✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ k = 7500✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❣❣❡r k✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥✲❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞

♠❛❦❡s ❛❧s♦ t❤❡ t✉♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳

✽✳✷✳✸ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛①❤✐♠✉s❛ ❛♥❞ ❑r♦♣❛ts❝❤

✐♥ ❬❍❛①❤✐♠✉s❛ ✷✵✵✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪ ✉s✲

✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ t✉♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ●✉✐♠❛r❛❡s ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬●✉✐♠❛rã❡s ✷✵✶✷❪ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q ✭✽✳✻✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

k ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥s X ❛♥❞ Y ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❛❧❡

SY (X) ♦❢ X r❡❧❛t✐✈❡ t♦ Y ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ X ✇✐❧❧ ✜rst ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ Y ✳ ■t ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

SY (X) =
(

Diff(X,Y )− Int(X)
)

× |X|. ✭✽✳✼✮



✶✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

■♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇❛②✱ t❤❡ s❝❛❧❡ SX(Y ) ♠❡❛s✉r❡s ✇❤❡♥ Y ✇✐❧❧ ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ X ❝❛♥ ❜❡

❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡② ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❛❧❡ S(X,Y ) ❜②

S(X,Y ) = ♠❛①(SY (X), SX(Y )). ✭✽✳✽✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ S(X,Y )✱ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q ✭✽✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡

✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ X ❛♥❞ Y ✇✐❧❧ ♠❡r❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡✐r s❝❛❧❡

✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r k✳

▲❡t PFe

λ ♦❢ V ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♠❛❞❡ ❜② V

❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t ❧♦✇❡r t❤❛♥ λ✳ ❚❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s✱ t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■t ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❜❡✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t ♠❛♣ L

✭s❝❛❧❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ei✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛♣ L(ei) ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦∞✳

❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ei ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s x ❛♥❞ y ✐♥ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r

✇❡✐❣❤ts Fe✱ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✭✐✮ ❋✐♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t X ♦❢ PFe

Fe(ei)
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x✳

✭✐✐✮ ❋✐♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Y ♦❢ PFe

Fe(ei)
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ y✳

✭✐✐✐✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ L(ei)✳

❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ L(ei) ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t st❡♣ ✭✐✐✐✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛

t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❝❛❧❡ S′
Y (X) ♦❢ X r❡❧❛t✐✈❡ t♦ Y ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦✇❡st

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ s✉❜✲r❡❣✐♦♥ ♦❢ X✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s X∗✱ ✇✐❧❧ ♠❡r❣❡ ✇✐t❤

Y ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ν✱ S′
Y (X) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

st❡♣s✿

✭✶✮ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν = 0✳

✭✷✮ ■♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν ❜② ✶✳

✭✸✮ ❋✐♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ X∗ ♦❢ PL
ν t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ①✳

✭✹✮ r❡♣❡❛t st❡♣s ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❤✐❧❡ SY (X∗) > ν✳

✭✺✮ SY (X∗) = ν

■♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇❛②✱ S′
X(Y ) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡♥ L(ei) ✐s s✐♠♣❧② s❡t t♦

L(ei) = ♠❛①{S′
Y (X), S′

X(Y )}. ✭✽✳✾✮

❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤✐s s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ L ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ s♠❛❧❧ t♦ ❣r❡❛t ②✐❡❧❞s

❛ s❡t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐♥ t♦ ❝♦❛rs❡✳



✽✳✸✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✽✾

✽✳✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ α✲tr❡❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣②

✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❛♥❣❡ α ♦r ❣❧♦❜❛❧ r❛♥❣❡ ω✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r t❤❛t

✐♥tr♦❞✉❝❡s ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ α✲

tr❡❡ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❜✉t ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❛♥❣❡ α ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛♥❣❡ ω✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ α ❛♥❞ ω ❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡s

♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❆♥❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✱ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢

✈✐❡✇✱ t❤❡ α✲tr❡❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ ▼❙❚ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞

✈✐❛ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ❜② ❛❧t✐t✉❞❡ ♦r❞❡r✐♥❣ QBT ❜② ❛ st❡♣ ♦❢ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❛r②

♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ❜② ❛❧t✐t✉❞❡ ♦r❞❡r✐♥❣ QBT ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t tr❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Af ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ❛♥❞ ❍✉tt❡♥❧♦❝❤❡r ✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪

t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ▼❙❚✳ ❚❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Af ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❡❧✉❝t❛♥❝② ♦❢

❡❛❝❤ ♠❡r❣❡ t❤❛t ❢♦r♠s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡✳ ■t ✐s ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✱ ❛♥❞ ✐ts

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇

t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Af ✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Af

✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥❡✳ ❆ ♥❡✇ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

✈✐❛ t❤✐s s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✳ ❆ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡

r❡❣✐♦♥s ❜❡✐♥❣ t♦♦ s♠❛❧❧ ✇✐❧❧ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞✳

✽✳✸✳✶ ❙❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② QBT ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s

■♥ ❛ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ❜② ❛❧t✐t✉❞❡ ♦r❞❡r✐♥❣ QBT ✱ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤✐s tr❡❡ QBT

❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ❤❛s ❡①❛❝t❧② t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛♥❞ ❡①❝❡♣t t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✱ ❡❛❝❤

r❡❣✐♦♥ ♠❡r❣❡s ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r r❡❣✐♦♥ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ ▼❙❚✱ ❛♥❞ ❢♦r♠s ❛ ♣❛r❡♥t

♥♦❞❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✱ t❤✐s ♠❡r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r k ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q ✭✽✳✻✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛

♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬●✉✐♠❛rã❡s ✷✵✶✷❪✱ t❤✐s ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✈✐❛ t❤❡

♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ S(X,Y ) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✽✳✽✮✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥ X

❛♥❞ Y ✇✐❧❧ ♠❡r❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡✐r s❝❛❧❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r k✳ ❲❡ t❤✉s

♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ S(X,Y ) ❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ N ✱ ✐ts ❛ttr✐❜✉t❡

Af (N ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Af (N ) = ♠❛①{
(

Diff(Nc1 ,Nc2)− Int(Nc1)
)

× |Nc1 |,
(

Diff(Nc1 ,Nc2)− Int(Nc2)
)

× |Nc2 |}, ✭✽✳✶✵✮



✶✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

✇❤❡r❡ Nc1 ✱ Nc2 ✱ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡ ♦❢ ♥♦❞❡ N ✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✽✳✷✳✸✱ ❛ ❜✐❣ Af ♠❡❛♥s ❛ ❧❛r❣❡ ✏♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❝❛❧❡✑✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ s❛② ♠♦r❡ ♠❡❛♥✲

✐♥❣❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Af ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❣✐♦♥s✳

✽✳✸✳✷ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡

❚♦ ❝♦♣❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Af ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Attribute′f ✱ ❢♦r ❛

❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ N ✱ t❤❛t ✐s

A′
f (N ) = ♠❛①

Nk∈QBT

Af (Nk)−Af (N ), ✭✽✳✶✶✮

s♦ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ A′
f ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❯s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ M0
E ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A′

f ✳ ❆♥

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣M0
E ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ✭❛✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s

t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② s❛❧✐❡♥t✱ ❛ st❡♣ ♦❢ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❣r❛✐♥

✜❧t❡r ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛t❡rs❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣

M0
E ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❞✮✳

❋♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡M1
E ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ M0
E ✱ t❤✉s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣r❡s❡r✲

✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❇② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❜❛s✐♥s ♦❢M1
E t♦

0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✭❡✮ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✳ ❖♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤✐s ✜♥❛❧ s❛❧✐❡♥❝②

♠❛♣ME ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ✭❢✮✳

✽✳✹ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ t❤❛t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❡r❦❡❧❡② ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❛t❛s❡t ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✱

❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❙❉❙✸✵✵ ❬▼❛rt✐♥ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✺✵✵ ♥❛t✉r❛❧

✐♠❛❣❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✷✵✵ t❡st ✐♠❛❣❡s✱ ✷✵✵ ✐♠❛❣❡s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✶✵✵ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♠✲

❛❣❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❤✉♠❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢

✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✳✶✱ s♦♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ❛♥❞

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✳✷✱ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ❛♥❞ ❍✉tt❡♥❧♦❝❤❡r ✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳



✽✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✾✶

✭❛✮ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ■♥✐t✐❛❧ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣M0

E

✭❝✮ ❋✐❧t❡r❡❞ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣M1

E
✭❞✮ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛t❡rs❤❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡s ♦❢M1

E

✭❡✮ ❋✐♥❛❧ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✭❢✮ ❖♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✶✶ r❡❣✐♦♥s✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❛✲❡✮✳

✭❢✮✿ ❖♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✐♥ ✭❡✮✳



✶✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

✽✳✹✳✶ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts

❙♦♠❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣sME ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✽✳✹✱ ✽✳✺✱ ✽✳✻✱ ✽✳✼✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤♦s❡ ✜❣✉r❡s✱ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳

❚❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞

❧❡✈❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ❖♣t✐♠❛❧ ❉❛t❛s❡t ❙❝❛❧❡ ✭❖❉❙✮ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡

✐♠❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ❖♣t✐♠❛❧ ■♠❛❣❡ ❙❝❛❧❡ ✭❖■❙✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛r✲

t✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ s♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✬

❧♦❝❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ✐♥t❛❝t✱ ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✴s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱

✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭✇❤✐t❡ ❝✉r✈❡s✮ ✐♥ t❤♦s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳

✽✳✹✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ●r♦✉♥❞✲❚r✉t❤ ✭●❚✮ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❝r✐t❡✲

r✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ✭P❘■✮✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❣✐♦♥s R ❛♥❞ R′ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ô(R,R′) =
|R ∩R′|

|R ∪R′|
. ✭✽✳✶✷✮

❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐♥ r❡❝♦❣♥✐✲

t✐♦♥ ❬▼❛❧✐s✐❡✇✐❝③ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ P ❜② ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ P ′

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Ĉ(P ′ → P) =
1

N

∑

R∈P

|R| ·
∑

R′∈P ′

Ô(R,R′), ✭✽✳✶✸✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ ❜✐❣❣❡r ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ❝♦✈❡r✐♥❣

✉s✐♥❣ t❤❡ ❊q ✭✽✳✶✸✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❛♥❞ ✐♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❘❛♥❞ ■♥✲

❞❡① ❬❘❛♥❞ ✶✾✼✶❪ t❤❛t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ❛♥❞ ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ G ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣✐①❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥ P ❛♥❞ G ❛♥❞ t❤♦s❡

❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧s ✐♥ ❜♦t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢

♣✐①❡❧s✳ ❱❛r✐❛♥ts ♦❢ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❯♥♥✐❦r✐s❤♥❛♥ ✷✵✵✼✱ ❨❛♥❣ ✷✵✵✽❪

t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ❛♥❞ ❛

❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s {Gk}✱ t❤❡ P❘■ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

PRI(P, {Gk}) =
1

T

∑

i<j

(

cijpij + (1− cij)(1− pij)
)

, ✭✽✳✶✹✮

✇❤❡r❡ cij ✐s t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ♣✐①❡❧ i, j ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ❛♥❞ pij ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ T

❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧ ♣❛✐rs✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ pij ✱ t❤❡



✽✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✾✸

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❙♦♠❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦

r✐❣❤t✿ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛s❡t s❝❛❧❡

✭❖❉❙✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡ ✭❖■❙✮✳



✶✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❙♦♠❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦

r✐❣❤t✿ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛s❡t s❝❛❧❡

✭❖❉❙✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡ ✭❖■❙✮✳



✽✳✹✳ ❘❡s✉❧ts ✶✾✺

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❙♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵✳

❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ ■♥♣✉t ♠❛❣❡✱ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❞❛t❛s❡t s❝❛❧❡ ✭❖❉❙✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡ ✭❖■❙✮✳



✶✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❙♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵✳

❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ ■♥♣✉t ♠❛❣❡✱ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❞❛t❛s❡t s❝❛❧❡ ✭❖❉❙✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡ ✭❖■❙✮✳



✽✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✾✼

▼❡t❤♦❞
●❚ ❈♦✈❡r✐♥❣ Pr♦❜✳ ❘❛♥❞✳ ■♥❞❡①

❖❉❙ ❖■❙ ❇❡st ❖❉❙ ❖■❙

❋❍ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪ ✵✳✹✸ ✵✳✺✸ ✵✳✻✽ ✵✳✼✻ ✵✳✼✾

●✉✐♠❛rã❡s ❬●✉✐♠❛rã❡s ✷✵✶✷❪ ✵✳✹✻ ✵✳✺✸ ✵✳✻✵ ✵✳✼✻ ✵✳✽✶

❖✉rs ✵✳✺✵ ✵✳✺✼ ✵✳✻✻ ✵✳✼✼ ✵✳✽✷

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡❣✐♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵✳

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P❘■ ✐♥ ❊q ✭✽✳✶✹✮ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜✐❣❣❡r P❘■ ♠❡❛♥s t❤❛t P ✐s ❝❧♦s❡r

t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❋❡❧③✲

❍✉tt✮ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞

✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✭●✉✐♠❛rã❡s ❡t ❛❧✳✮ ❬●✉✐♠❛rã❡s ✷✵✶✷❪✱ ❛❧s♦ r❡❧②✐♥❣

♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ r❛♥❦s ✜rst✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛s❡t s❝❛❧❡ ✭❖❉❙✮ ❛♥❞

❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡ ✭❖■❙✮✳

✽✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✿ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

T ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡

❜② ❛❧t✐t✉❞❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ α✲tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡

♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t

❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ s❡❝♦♥❞

❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ AA ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ A✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

②✐❡❧❞s ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉ts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t α✲tr❡❡✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇

t❤❛t ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●r♦✉♥❞

❚r✉t❤ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

❝♦♠♣❛r❡s ❢❛✈♦r❛❜❧② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✳





P❛rt ■❱

❆❧❣♦r✐t❤♠





❈❤❛♣t❡r ✾

❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

❆❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❈✰✰ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧✐❜r❛r②

❖❧❡♥❛ ❬▲❡✈✐❧❧❛✐♥ ✷✵✵✾✱ ▲❡✈✐❧❧❛✐♥ ✷✵✶✷❛✱ ▲❡✈✐❧❧❛✐♥ ✷✵✶✵✱ ▲❡✈✐❧❧❛✐♥ ✷✵✶✷❜❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛s ❢r❡❡

s♦❢t✇❛r❡ ✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss✳

❙♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ A ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠✲

♣✉t❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r✱ ❛♥❞

❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠s ✭◆❋❆✮✳ ■♥

s❡❝t✐♦♥ ✾✳✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠

♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❡❧❧✲❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤✲

♦✉t ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡✳

✾✳✶ ❚r❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡ ❜②

❛❧t✐t✉❞❡ ♦r❞❡r✐♥❣ QBT ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞

♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣✐①❡❧s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡

α✲tr❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ QBT ✳ ❙♦ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱

✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❡s✱ ✐✳❡✳✱ ▼✐♥✲

tr❡❡✱ ▼❛①✲tr❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠✲

♣✉t❡ t❤❡ ▼✐♥✴▼❛①✲tr❡❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ t❤❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ♣r♦✲

❝❡ss ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ◆✐stér ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❜❛s❡❞ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✵✻✱ ❇❡r❣❡r ✷✵✵✼❪✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ▼✐♥✴▼❛①✲

✶❤tt♣✿✴✴♦❧❡♥❛✳❧r❞❡✳❡♣✐t❛✳❢r

http://olena.lrde.epita.fr


✷✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

tr❡❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❈❛r❧✐♥❡t ✷✵✶✸❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r

❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❢❛st ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s tr❛♥s❢♦r♠ ✭❋▲▲❚✮ ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ▼♦♥❛ss❡ ❛♥❞ ●✉✐❝❤❛r❞ ✐♥ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✳ ❚❤❡♥ ❙♦♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t♦♣❞♦✇♥ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐♥ ❬❙♦♥❣ ✷✵✵✼❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ❈❛s❡❧❧❡s ❛♥❞ ▼♦♥❛ss❡ ❬❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✐s O(N2)✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ●ér❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛

q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬●ér❛✉❞ ✷✵✶✸❪✳ ❍❡r❡

✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡s❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✐s

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ st❡♣s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✮ ❙♦rt t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ tr❡❡ ♦r❞❡r✳

✷✮ ■♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✱ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❡❡✳

❋♦r t❤♦s❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❡s✱ t❤❡② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ s♦rt✐♥❣ st❡♣✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡

❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(α(N) × N) ❢♦r ❧♦✇ q✉❛♥t✐③❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ α() ✐s t❤❡

❡①tr❡♠❡❧② s❧♦✇❧② ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✈❛❧✉❡❞ ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦✇ ❧❡t

✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❋♦r ❛ ❧♦✇ q✉❛♥t✐③❡❞ ✐♠❛❣❡ f ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❇✉❝❦❡t s♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦rt t❤❡

♣✐①❡❧s ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲tr❡❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ✇❤❡r❡ ❙❖❘❚❴▼❖◆❖❚❖◆❊ ■s

❡✐t❤❡r ❛ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦rt✐♥❣ ✭▼❛①✲tr❡❡✮ ♦r ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♦rt✐♥❣ ✭▼✐♥✲tr❡❡✮✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝✱ t❤❡ s♦rt✐♥❣ st❡♣ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■t ✜rst ✐♥✲

t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ✐♠❛❣❡ t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ r❛♥❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❤❛❧✐♠s❦②✬s ❣r✐❞ ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s♦rt✐♥❣ st❡♣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡ q✱ ❛♥❞ t✇♦ ♦♣❡r❛✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡ q ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ❞❡✲

♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s

t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●ér❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ❬●ér❛✉❞ ✷✵✶✸❪✳

✾✳✷ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥✲

t❡①t

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P❛rt ■■■ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡② r❡❧② ♦♥ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✱ ♦♥ ❝♦♥t♦✉r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✮✱ ❛♥❞



✾✳✷✳ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✷✵✸

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

R s❡t ♦❢ s♦rt❡❞ ♣✐①❡❧s

N t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s

p, q, n, x ♣✐①❡❧

N ♥❡✐❣❤❜♦rs

parent, zpar ✐♠❛❣❡ ♦❢ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞✱ t❡♠♣♦r❛r② ♣❛r❡♥t❤♦♦❞

✐♥♣✉t ✿ ❆ s❡t ♦❢ s♦rt❡❞ ♣✐①❡❧s R✳

♦✉t♣✉t✿ ■♠❛❣❡ ♦❢ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ parent✳

❋■◆❉❴❘❖❖❚✭zpar, x✮

❜❡❣✐♥

✐❢ zpar(x) = x t❤❡♥
r❡t✉r♥ x

❡❧s❡
zpar(x)← ❋■◆❉❴❘❖❖❚✭zpar, zpar(x)✮

r❡t✉r♥ zpar(x)

❡♥❞

❡♥❞

❯◆■❖◆❴❋■◆❉✭R✮

❜❡❣✐♥

❢♦r ❛❧❧ p ❞♦
zpar(p)← ✉♥❞❡❢

❡♥❞

❢♦r i← N − 1 t♦ 0 ❞♦
p← R[i]

parent(p)← p

zpar(p)← p

❢♦r ❛❧❧ n ∈ N (p) s✉❝❤ ❛s zpar(n) 6= ✉♥❞❡❢ ❞♦
r ← ❋■◆❉❴❘❖❖❚✭zpar, n✮

✐❢ r 6= p t❤❡♥
parent(r)← p

zpar(r)← p

❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞

r❡t✉r♥ parent

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❯♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss✳



✷✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

✐♥♣✉t ✿ ❆♥ ✐♠❛❣❡ f ✳

♦✉t♣✉t✿ ■♠❛❣❡ ♦❢ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ parent✳

❈❆◆❖◆■❩❊❴❚❘❊❊✭f,R, parent✮

❜❡❣✐♥

❢♦r i← 0 t♦ N − 1 ❞♦
p← R[i]

q ← parent(p)

✐❢ f(parent(q)) = f(q) t❤❡♥ parent(p)← parent(q)

❡♥❞

r❡t✉r♥ parent

❡♥❞

❈❖▼P❯❚❊❴▼■◆❴▼❆❳❴❚❘❊❊✭f✮

❜❡❣✐♥
R ← ❙❖❘❚❴▼❖◆❖❚❖◆❊✭❢✮

parent← ❯◆■❖◆❴❋■◆❉✭R✮

parent← ❈❆◆❖◆■❩❊❴❚❘❊❊✭f,R, parent✮

r❡t✉r♥ parent

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ▼✐♥✲tr❡❡ ❛♥❞ ▼❛①✲tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

♦♥ ❝♦♥t❡①t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✸✮✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼✐♥✲

tr❡❡ ♦r ▼❛①✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝

♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

✾✳✷✳✶ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥

■♥ t❤❡ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❧❡❛✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss ❛❝ts ❛s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❣✐♦♥ ♠❡r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❙♦ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ♣r♦✲

❝❡ss✳ ❲❡ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♦r s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤

r❡❣✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s As✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❡❧♦♥✲

❣❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✺✳✸✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡

✜ts ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✻✳✶✮✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛✱ s✉♠ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ s✉♠ ♦❢

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x ❛s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss

❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳



✾✳✷✳ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✷✵✺

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

R s❡t ♦❢ s♦rt❡❞ d✲❢❛❝❡s ✭d = 0, 1, 2✮

q ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡

h, n d✲❢❛❝❡ ✐♥ ❑❤❛❧✐♠s❦②✬s ❣r✐❞ ✭d = 0, 1, 2✮

F ❙❡t✲✈❛❧✉❡❞ ♠❛♣

l, l′ ❣r❛② ❧❡✈❡❧

P❘■❖❘■❚❨❴P❯❙❍✭q, h, F, l✮

✴✯ ♠♦❞✐❢② q ✯✴

❜❡❣✐♥
[lower, upper]← F (h)

✐❢ lower > l t❤❡♥
l′ ← lower

❡❧s❡ ✐❢ upper < l t❤❡♥
l′ ← l

❡❧s❡
l′ ← l

❡♥❞

P❯❙❍✭q[l′], h✮
❡♥❞

P❘■❖❘■❚❨❴P❖P✭q, l✮

✴✯ ♠♦❞✐❢② q✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s l ✯✴

❜❡❣✐♥

✐❢ q[l] ✐s ❡♠♣t② t❤❡♥
l′ ← ❧❡✈❡❧ ♥❡①t t♦ l s✉❝❤ ❛s q[l′] ✐s ♥♦t ❡♠♣t②

l← l′

❡♥❞

r❡t✉r♥ P❖P✭q[l]✮
❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ P✉s❤ ❛♥❞ P♦♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡ q✳



✷✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

✐♥♣✉t ✿ ❆ s❡t✲✈❛❧✉❡❞ ♠❛♣✳

♦✉t♣✉t✿ ❆ ♣❛✐r ♦❢ s♦rt❡❞ d✲❢❛❝❡s R ❛♥❞ ❛ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ f b✳

❙❖❘❚✭F ✮

❜❡❣✐♥

❢♦r ❛❧❧ h ❞♦
deja❴vu(h)← ❢❛❧s❡

❡♥❞

i← 0

P❯❙❍✭q[l∞], p∞✮

deja❴vu(p∞)← tr✉❡

l← l∞ ✴✯ st❛rt ❢r♦♠ r♦♦t ❧❡✈❡❧ ✯✴

✇❤✐❧❡ q ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦
h← P❘■❖❘■❚❨❴P❖P✭q, l✮

f b(h)← l

R[i]← h

❢♦r ❛❧❧ n ∈ N (h) s✉❝❤ ❛s deja❴vu(n) = ❢❛❧s❡ ❞♦
P❘■❖❘■❚❨❴P❯❙❍✭q, n, F, l✮

deja❴vu(n)← tr✉❡
❡♥❞

i← i+ 1

✴✯ ✐❢ q[l] ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧ l ✯✴
❡♥❞

r❡t✉r♥ (R, f b)

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ ❙♦rt✐♥❣ st❡♣ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳

✐♥♣✉t ✿ ❆♥ ✐♠❛❣❡ f ✳

♦✉t♣✉t✿ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ parent✳

❈❖▼P❯❚❊❴❚❖P❖●❘❆P❍■❈❴▼❆P✭f✮

❜❡❣✐♥
F ← ■◆❚❊❘P❖▲❆❚❊✭❢✮

(R, f b)← ❙❖❘❚✭❋✮

parent← ❯◆■❖◆❴❋■◆❉✭R✮

parent← ❈❆◆❖◆■❩❊❴❚❘❊❊✭f b,R, parent✮

r❡t✉r♥ parent

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✿ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳



✾✳✷✳ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✷✵✼

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

area ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛r❡❛

sum❴f ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✉♠ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧

sum❴x ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✉♠ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x

❯◆■❖◆❴❋■◆❉✭R✮

❜❡❣✐♥

❢♦r ❛❧❧ p ❞♦
zpar(p)← ✉♥❞❡❢

area(p)← 0

sum❴f(p)← 0

sum❴x(p)← 0

❡♥❞

❢♦r i← N − 1 t♦ 0 ❞♦
p← R[i]

parent(p)← p

zpar(p)← p

area(p)← 1

sum❴f(p)← f(p)

sum❴x(p)← p.row()

❢♦r ❛❧❧ n ∈ N (p) s✉❝❤ ❛s zpar(n) 6= ✉♥❞❡❢ ❞♦
r ← ❋■◆❉❴❘❖❖❚✭zpar, n✮

✐❢ r 6= p t❤❡♥
parent(r)← p

zpar(r)← p

area(p)← area(p) + area(r)

sum❴f(p)← sum❴f(p) + sum❴f(r)

sum❴x(p)← sum❴x(p) + sum❴x(r)
❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞

r❡t✉r♥ parent

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✿ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳



✷✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

✾✳✷✳✷ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥t♦✉r

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡

❛ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥t♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❞✉r✐♥❣ t❤❡

✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s

t❤❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ♣✐①❡❧ p ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❣✐♦♥ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣❛r❡♥t r❡❣✐♦♥✱

✈❡r✐❢② ✐ts ❢♦✉r ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭✹✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② N4(p)✮ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ❑❤❛❧✐♠s❦②✬s ❣r✐❞✳ ■❢ ❛ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡ e ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❣✐♦♥

✭✐✳❡✳✱ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✮✱ t❤❡♥ r❡♠♦✈❡ e ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ p✱ s✐♥❝❡ t❤❛t ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡

e ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛❞❞ t❤✐s ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡ e✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❛✮✳ ■t

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢ t❤❡ ♣✐①❡❧

❡❞❣❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲

✜♥❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛❧♦♥❣

t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❊q ✭✺✳✷✽✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✾✳✷✳✸ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥t❡①t

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✭❜✮ r❡❧✐❡s ♦♥

t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❛♣❡ τ ❛♥❞ ❛

t❤✐❝❦♥❡ss ε✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r r❡❣✐♦♥ Rε
in(∂τ) ❛♥❞ ❡①t❡r✐♦r r❡❣✐♦♥ Rε

out(∂τ) ❛r❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

Rε
in(∂τ) = Rε

out(∂τ) = ε|∂τ |, ✭✾✳✶✮

✇❤❡r❡ |∂τ | ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❧❡♥❣t❤ ♦❢ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② τ ✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s

❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥t❡①t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

❛ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥t♦✉r✳ ❇✉t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞

❡①t❡r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❞♦✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r r❡❣✐♦♥ Rε
out(∂τ) ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✱

✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♠❛❣❡s con❴top❴right ❛♥❞ con❴down❴left ❞❡✲

✜♥❡❞ ♦♥ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s e t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ε ♣✐①❡❧s ❛❜♦✈❡

✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡✮ ♦r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✭✈❡rt✐❝❛❧ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡✮ ♦❢ e✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❜❡❧♦✇ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡✮ ♦r ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✭✈❡rt✐❝❛❧ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡✮ ♦❢ e✳ ❖t❤❡r

❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♥t❡①t r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❊q ✭✼✳✶✻✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞

❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳



✾✳✷✳ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✷✵✾

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

ima❴grad ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦♥ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s

is❴boundary ✐♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡ e ❧✐❡s ✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

length ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②

sum❴grad ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✉♠ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❯◆■❖◆❴❋■◆❉✭R✮

❜❡❣✐♥

❢♦r ❛❧❧ p ❞♦
zpar(p)← ✉♥❞❡❢

length(p)← 0

sum❴grad(p)← 0

❡♥❞

❢♦r ❛❧❧ e ❞♦ is❴boundary(e)← ❢❛❧s❡

❢♦r i← N − 1 t♦ 0 ❞♦
p← R[i]

parent(p)← p

zpar(p)← p

❢♦r ❛❧❧ n ∈ N (p) s✉❝❤ ❛s zpar(n) 6= ✉♥❞❡❢ ❞♦
r ← ❋■◆❉❴❘❖❖❚✭zpar, n✮

✐❢ r 6= p t❤❡♥
parent(r)← p

zpar(r)← p

length(p)← length(p) + length(r)

sum❴grad(p)← sum❴grad(p) + sum❴grad(r)
❡♥❞

❡♥❞

❢♦r ❛❧❧ e ∈ N4(p) ❞♦

✐❢ !is❴boundary(e) t❤❡♥
is❴boundary(e)← tr✉❡

length(p)← length(p) + 1

sum❴boundary(p)← sum❴boundary(p) + ima❴grad(e)
❡❧s❡

is❴boundary(e)← ❢❛❧s❡

length(p)← length(p)− 1

sum❴boundary(p)← sum❴boundary(p)− ima❴grad(e)
❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞

r❡t✉r♥ parent

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✿ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t♦✉r✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳



✷✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

con❴top❴right ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥t❡①t ♦♥ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s

con❴down❴left ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥t❡①t ♦♥ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s

sum❴f❴ext ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✉♠ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❡①t❡r✐♦r r❡❣✐♦♥ Rε
out(∂τ)

❯◆■❖◆❴❋■◆❉✭R✮

❜❡❣✐♥

❢♦r ❛❧❧ p ❞♦
zpar(p)← ✉♥❞❡❢

sum❴f❴ext(p)← 0

❡♥❞

❢♦r ❛❧❧ e ❞♦ is❴boundary(e)← ❢❛❧s❡

❢♦r i← N − 1 t♦ 0 ❞♦
p← R[i]

parent(p)← p

zpar(p)← p

❢♦r ❛❧❧ n ∈ N (p) s✉❝❤ ❛s zpar(n) 6= ✉♥❞❡❢ ❞♦
r ← ❋■◆❉❴❘❖❖❚✭zpar, n✮

✐❢ r 6= p t❤❡♥
parent(r)← p

zpar(r)← p

sum❴f❴ext(p)← sum❴f❴ext(p) + sum❴f❴ext(r)
❡♥❞

❡♥❞

❢♦r ❛❧❧ e ∈ N4(p) ❞♦

✐❢ !is❴boundary(e) t❤❡♥
is❴boundary(e)← tr✉❡

✐❢ e ✐s ❛❜♦✈❡ ♦r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ p t❤❡♥
sum❴f❴ext(p)← sum❴f❴ext(p) + con❴top❴right(e)

❡❧s❡
sum❴f❴ext(p)← sum❴f❴ext(p) + con❴down❴left(e)

❡♥❞

❡❧s❡
is❴boundary(e)← ❢❛❧s❡

✐❢ e ✐s ❛❜♦✈❡ ♦r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ p t❤❡♥
sum❴f❴ext(p)← sum❴f❴ext(p)− con❴down❴left(e)

❡❧s❡
sum❴f❴ext(p)← sum❴f❴ext(p)− con❴top❴right(e)

❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞

r❡t✉r♥ parent

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✿ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳



✾✳✸✳ ❆ttr✐❜✉t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✷✶✶

✾✳✸ ❆ttr✐❜✉t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡

❝♦♥t♦✉r

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠s ✭◆❋❆✮ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✬s

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❛t ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s appear ❛♥❞ vanish ❞❡✜♥❡❞

♦♥ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♥♦❞❡ Na ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡ e ✜rst❧② ❛♣♣❡❛rs ❛s

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥♦❞❡ Nv ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡ e ✐s ✜rst❧②

♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t Na ❛♥❞ Nv ♠✐❣❤t ❜❡ ❡q✉❛❧✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s ✐♥s✐❞❡ ❛ ✢❛t ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✬s

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✳

✾✳✹ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✱ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱

t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧

❡❞❣❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠✐♥✐♠❛ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡ ✐s

♦♥ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ t✇♦ ✐♠❛❣❡s appear ❛♥❞ vanish

t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ T T ♦❢ t❤❡ ✜rst tr❡❡ T ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A✱ ❛♥❞

❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ✭❍❡♥❝❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ T T ✮ t♦ t❤❡ r❡st

♥♦❞❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠ mi✱ s♦ ❛ ❧❡❛❢✱ ✇❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ♥♦❞❡s

❢r♦♠ t❤✐s ❧❡❛❢ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ T T ✱ ✐❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t ♠❡t ②❡t ❜② t❤❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r ♠✐♥✐♠✉♠ mj ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡ ✐s mi✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❧❡t mj ❜❡ ✐ts ❝✉rr❡♥t ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❢ t❤✐s

♥♦❞❡ A(mh) > A(mi)✱ ✉♣❞❛t❡ mi ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡✳ ✐❢ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡✱

A(mj) < A(mi)✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❡ ❝❛♥

st♦♣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛

✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠

mi ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ A(mi) ❛♥❞ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❝❡st♦r ♦❢ mi

♦♥ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ T T ✇❤♦s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s st✐❧❧ mi✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❛❧✐❡♥❝②

♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✳ ❚❤❡

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s✱ ✐✳❡✳✱ 1✲



✷✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

appear ✐♠❛❣❡ st♦r✐♥❣ ♥♦❞❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ e ❜❡❧♦♥❣s ✜rst❧② t♦ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②

vanish ✐♠❛❣❡ st♦r✐♥❣ ♥♦❞❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ e ✐s ✜rst❧② ♥♦t ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②

min❴grad ✐♠❛❣❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❯◆■❖◆❴❋■◆❉✭R✮

❜❡❣✐♥

❢♦r ❛❧❧ p ❞♦
zpar(p)← ✉♥❞❡❢

min❴grad(p)← ♠❛①❴✈❛❧✉❡
❡♥❞

❢♦r ❛❧❧ e ❞♦ is❴boundary(e)← ❢❛❧s❡

❢♦r i← N − 1 t♦ 0 ❞♦
p← R[i]✱ parent(p)← p✱ zpar(p)← p

❢♦r ❛❧❧ n ∈ N (p) s✉❝❤ ❛s zpar(n) 6= ✉♥❞❡❢ ❞♦
r ← ❋■◆❉❴❘❖❖❚✭zpar, n✮

✐❢ r 6= p t❤❡♥
parent(r)← p✱ zpar(r)← p

❡♥❞

❡♥❞

❢♦r ❛❧❧ e ∈ N4(p) ❞♦

✐❢ !is❴boundary(e) t❤❡♥
is❴boundary(e)← tr✉❡✱ appear(e)← p

❡❧s❡
is❴boundary(e)← ❢❛❧s❡✱ vanish(e)← p

❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞

❢♦r ❛❧❧ e ❞♦
Na ← appear(e),Nv ← vanish(e)

✇❤✐❧❡ Na 6= Nv ❞♦
min❴grad(Na)← ♠✐♥(min❴grad(Na), ima❴grad(e))

Na ← parent(Na)

❡♥❞

❡♥❞

r❡t✉r♥ parent

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✳



✾✳✺✳ ❉✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✷✶✸

❢❛❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ 0✲❢❛❝❡s✱ ✐t t❛❦❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r 1✲❢❛❝❡s t❤❛t s❤❛r❡

t❤✐s 0✲❢❛❝❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳

✾✳✺ ❉✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥

❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❤♦❧❡s✱

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥

t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s ❬❈❛s❡❧❧❡s ✶✾✾✾❪✳ ■♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

♦r❞❡r ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✳

■♥ ❢❛❝t✱ ♠❛♥② ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❤❛r❡ s♦♠❡ ♣❛rts ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ s❛② t❤❛t t✇♦

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ♠❛② ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ ❛ ❢❡✇ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s

✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ✐♥t♦ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s✱ ✐✳❡✳✱ 1✲❢❛❝❡s✮✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s

❢r♦♠ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② t✇♦ s❡❧❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ②✐❡❧❞s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ f ❝❛♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲

❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❡❧❧✲❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ f ✳

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✺✳✶✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✺✳✷✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡s ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✳

✾✳✺✳✶ ■♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥♦❞❡s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥

✐♠❛❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ last❴not❴allowed✱ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s ❢♦r ❡❛❝❤

♥♦❞❡ N t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡ Na ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② st✐❧❧ s❤❛r❡ s♦♠❡ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡s✳

❲❤❡♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡ ∂N ✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ s❡t ♦❢

✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡ N ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ N ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s❡❧❡❝t

✐ts ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡s Na t✐❧❧ t❤❡ ♦♥❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed(N )✱ ❛♥❞

t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♥♦❞❡s Nd ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡ N ✐s ✐♥ t❤❡ s✉❜❜r❛♥❝❤ st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ Nd t✐❧❧ t❤❡ ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡ ❣✐✈❡♥ ❜② last❴not❴allowed(Nd) ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞

❡✐t❤❡r✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s s✉❝❤ t❤❛t ❛♥②

♣❛✐r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t

❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ depth st♦r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

✭st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ 0 ❢♦r t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ N ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✿

depth(N ) = depth(parent(N )) + 1 ✭✾✳✷✮



✷✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

pparent ✐♠❛❣❡ ♦❢ ♣❛r❡♥t❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T
m ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♥♦❞❡
n ♥♦❞❡ ♦❢ T
is❴seen ✐♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣❛❣❛t❡❞
original❴min ✐♠❛❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♥♦❞❡s st♦r✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠
extinct❴value ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡

✐♥♣✉t ✿ ❆♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ f ✳
♦✉t♣✉t✿ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✳

❈❖▼P❯❚❊❴❙❆▲■❊◆❈❨❴▼❆P✭f✮
❜❡❣✐♥

(T ,A)← ❈❖▼P❯❚❊❴❚❘❊❊✭❢✮
pparent← ❈❖▼P❯❚❊❴▼■◆❴❚❘❊❊✭T ,A✮
❢♦r ❛❧❧ n ∈ T ❞♦ is❴seen(n)← ❢❛❧s❡✱ original❴min(n)← ✉♥❞❡❢✱
extinct❴value(m)← 0
❢♦r ❛❧❧ e ❞♦ saliency❴map(e)← 0
❢♦r ❛❧❧ m ❞♦

original❴min(m)← m✱ p← pparent(m)
✇❤✐❧❡ p 6= pparent(p) ❞♦

✐❢ !is❴seen(p) t❤❡♥
is❴seen(p)← tr✉❡✱ original❴min(p)← m

❡❧s❡
✐❢ A(original❴min(p)) > A(m) t❤❡♥ original❴min(p)← m
❡❧s❡ ❜r❡❛❦

❡♥❞

❡♥❞
✐❢ p = pparent(p) t❤❡♥

✐❢ !is❴seen(p) t❤❡♥ is❴seen(p)← tr✉❡✱ original❴min(p)← m
❡❧s❡ ✐❢ A(original❴min(p)) > A(m) t❤❡♥ original❴min(p)← m

❡♥❞

❡♥❞
❢♦r ❛❧❧ m ❞♦

p← m
✇❤✐❧❡ original❴min(pparent(p)) = m ❛♥❞ p 6= pparent(p) ❞♦

p← pparent(p)
❡♥❞
extinct❴value(m)← A(p)−A(m)

❡♥❞
❢♦r ❛❧❧ e ❞♦
Na ← appear(e),Nv ← vanish(e)
✇❤✐❧❡ Na 6= Nv ❞♦

saliency❴map(Na)← ♠❛①(extinct❴value(Na), saliency❴map(e))
Na ← parent(Na)

❡♥❞

❡♥❞
r❡t✉r♥ saliency❴map

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✳



✾✳✺✳ ❉✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✷✶✺

❆♥❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ appear ❛♥❞ vanish ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✿ ❋♦r

❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❡❞❣❡ e✱ ❧❡t t❤❡ ♥♦❞❡ a = appear(e) ❛♥❞ v = vanish(e) ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ✇❤❡r❡ e ✐s ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ✇❤❡r❡ e ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r

♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳ ▲❡t vc ❜❡ t❤❡ ❝❤✐❧❞ ♦❢ v ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ ❛♥ ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡ ♦❢ a✳ ❲❡

❝❛♥ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ s✉❜✲❜r❛♥❝❤ st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ a t♦ v′✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ v′✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ depth ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed ♦♥ a t♦ v′ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ depth(v′)✳ ❚❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✱

✇❤❡r❡ vec❴nodes st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s♦rt❡❞ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐♥ t❤❡

tr❡❡ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ NN ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

vec❴nodes s❡t ♦❢ s♦rt❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥ tr❡❡ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r
NN t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s
n ♥♦❞❡
depth ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❞❡♣t❤
last❴not❴allowed ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥♦❞❡

❈❖▼P❯❚❊❴▲❆❙❚❴◆❖❚❴❆▲▲❖❲❊❉✭parent, vec❴nodes✮
❜❡❣✐♥

❢♦r ❛❧❧ n ❞♦
depth(n)← −1, last❴not❴allowed(n)← n

❡♥❞
❢♦r i← 0 t♦ NN − 1 ❞♦

n← vec❴nodes[i]
depth(n)← depth(parent(n)) + 1

❡♥❞
❢♦r ❛❧❧ e ❞♦

a← appear(e), v ← vanish(e)
✐❢ a 6= v t❤❡♥

n← a
✇❤✐❧❡ parent(n) 6= v ❞♦ n← parent(n)
✇❤✐❧❡ a 6= n ❞♦

✐❢ depth(last❴not❴allowed(a)) > depth(n) t❤❡♥
last❴not❴allowed(a)← n

a← parent(a)

❡♥❞

❡♥❞

❡♥❞
r❡t✉r♥ last❴not❴allowed

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed✳



✷✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

✾✳✺✳✷ ❋✐♥❛❧ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦❞❡s s❡❧❡❝t✐♦♥

❖♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s

s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ◆♦✇ ❧❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡

❝❤♦✐❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♦r❞❡r ♦❢ ♥♦❞❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t♦♣✲❞♦✇♥ ♦r

❜♦tt♦♠✲✉♣ ♦r❞❡r✳ ❲❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♦r❞❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤

♥♦❞❡ N ✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

✶✮ ❈❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ N ❤❛s ❛❧r❡❛❞②

❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ last❴not❴allowed✳

✷✮ ■❢ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡

last❴not❴allowed(N ) ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ s❡❧❡❝t t❤✐s ♥♦❞❡ N ✱ ❛♥❞ ❞✐s❛❜❧❡ ❛❧❧

✐ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛♥❝❡st♦r ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s st❡♣ ♠❛❦❡s s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ t♦

❝❤❡❝❦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

❞♦ ♥♦t❤✐♥❣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✿ t♦♣✲❞♦✇♥

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦r❞❡r ✭❢r♦♠ r♦♦t ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s✮✱ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s

t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✮✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❡✳❣✳✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q ✭✸✳✽✮✳ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❞✐s❥♦✐♥t

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❣r❛✐♥ ✜❧✲

t❡r ❬❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✷❪ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦t s❡❧❡❝t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❜❡✐♥❣ t♦♦ s♠❛❧❧✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳



✾✳✺✳ ❉✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✷✶✼

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

is❴checked ✐♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝❤❡❝❦❡❞

vec❴nodes s❡t ♦❢ s♦rt❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r❞❡r

is❴selected ✐♠❛❣❡ ♦❢ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♥♦❞❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞

❙❊▲❊❈❚❴❉■❙❏❖■◆❚❴▲❊❱❊▲❴▲■◆❊❙✭parent, last❴not❴allowed✮

❜❡❣✐♥
❢♦r ❛❧❧ n ❞♦ is❴checked(n)← ❢❛❧s❡✱ is❴selected(n)← t✉r❡

❢♦r i← 0 t♦ NN − 1 ❞♦
n← vec❴nodes[i]

✐❢ is❴selected(n) t❤❡♥
nnot = last❴not❴allowed(n)

✐❢ n 6= nnot t❤❡♥
nt← parent(n)

✇❤✐❧❡ nt 6= nnot ❞♦

✐❢ is❴selected(nt) ❛♥❞ is❴checked(nt) t❤❡♥
is❴selected(n)← ❢❛❧s❡

❜r❡❛❦
nt← parent(nt)

❡♥❞

✐❢ is❴selected(nnot) ❛♥❞ is❴checked(nnot) t❤❡♥
is❴selected(n)← ❢❛❧s❡

✐❢ is❴selected(n) t❤❡♥
nnot = last❴not❴allowed(n)

✐❢ n 6= nnot t❤❡♥
nt← parent(n)

✇❤✐❧❡ nt 6= nnot ❞♦
is❴selected(nt)← ❢❛❧s❡

is❴checked(nt)← tr✉❡

nt← parent(nt)

❡♥❞

is❴selected(nnot)← ❢❛❧s❡

is❴checked(nnot)← tr✉❡

is❴checked(n)← tr✉❡

❡♥❞

r❡t✉r♥ is❴selected

❡♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷✿ ❉✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡

last❴not❴allowed✳



✷✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs✳ ❋r♦♠

t♦♣ t♦ ❞♦✇♥✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t♦♣✲❞♦✇♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ▲❡❢t✿ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡❀ ❘✐❣❤t✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❝♦❧♦r✐③❡❞ ✐♠❛❣❡✳



✾✳✺✳ ❉✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✷✶✾

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❆♥♦t❤❡r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

♦r❞❡rs✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❞♦✇♥✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t♦♣✲❞♦✇♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐✲

❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ▲❡❢t✿ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡❀ ❘✐❣❤t✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧②

❝♦❧♦r✐③❡❞ ✐♠❛❣❡✳





P❛rt ❱

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥





❈❤❛♣t❡r ✶✵

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥②

tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✾❪

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❬❈❛♦ ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ▼❙❊❘ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✱ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❡❧❡❝t✐♥❣ r❡❧❡✲

✈❛♥t✴r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▼❙❊❘✱ ❝❛❧❧❡❞ ❚❇▼❘✱

❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ s❡❧❡❝ts s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡

❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡

t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ P❛rt ■■■✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳

✶✵✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■t s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t

♦♥❡ ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T t♦ ❣❡t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣❛♥❞ ♦♥ t❤✐s ✐❞❡❛ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡

s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜rst tr❡❡ T ✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞

❆s♣❡❝t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❉❡t❛✐❧s

❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❤❛♣✐♥❣s ❙❡❝✳ ✸✳✹ ❛♥❞ ❈❤❛♣✳ ✻

❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ❈❤❛♣✳ ✼

❍✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❙❡❝✳ ✸✳✻ ❛♥❞ ❈❤❛♣✳ ✽

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✿ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧✲

♦❣②✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s✳



✷✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡s✳ ❆ ✜rst ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ♦✉r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❇▼❘ ♠❡t❤♦❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛♥❞

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ▼❙❊❘ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛

s❡❝♦♥❞ tr❡❡ T T ✱ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② T ✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ❛r❡ ❛❧s♦

s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

❚r❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✮ ✲ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥♦t✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❜❡♥❡✜t

❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡

♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s

❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡

❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ▼♦rs❡ r❡❣✐♦♥s ✭❚❇▼❘✮ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮ ✲ ■♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ▼❙❊❘ ♠❡t❤♦❞ ❬▼❛t❛s ✷✵✵✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s r❡❧❡✈❛♥t ♥♦❞❡ s❡❧❡❝✲

t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▼✐♥✴▼❛①✲tr❡❡s✱ t❤❡ ❚❇▼❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡s t♦ s❡❧❡❝t r❡❧❡✈❛♥t ♥♦❞❡s

❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ▼♦rs❡ t❤❡♦r②✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❚❇▼❘ ✐s tr✉❧② ❝♦♥tr❛st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ q✉❛s✐ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r❡❡✱

❛♥❞ ❢❛st t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② t❡st

s❤♦✇s t❤❛t ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❤♦♠♦✲

❣r❛♣❤✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✱

❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❞❡t❡❝t♦rs✳

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮ ✲ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥

❡✣❝✐❡♥t s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t str♦♥❣❧② s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡

♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ str✉❝t✉r❡s✳ ■t ✐s ❛ ❢❛st ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬❇❛❧❧❡st❡r ✷✵✵✼❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ❢❛st ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬▼✉♠❢♦r❞ ✶✾✽✾❪

s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ❬▼♦♥❛ss❡ ✷✵✵✵❜❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♦❢

❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ r♦❜✉st✲

♥❡ss✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♠❡t❤♦❞

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥t

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤✐s ♠❛♣✳

❙❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮ ✲ ❚❤❡ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r✴❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣s ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡



✶✵✳✶✳ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ✷✷✺

❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛s❡ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛

✏s✐♠♣❧❡✑ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣ ❛❝❤✐❡✈❡s s♦♠❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤♦s❡ ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐t ❣✐✈❡s

s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ③❡♦❧✐t❡✳ ■t ✜❧t❡rs

♦✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥t❛❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❞❛r❦

♦❜❥❡❝ts✳

❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✼✮ ✲ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❡♥❡r❣②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs✳ ■t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧

❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡✐t❤❡r t♦♦ ❧♦❝❛❧ ♥♦r ❣❧♦❜❛❧✳ ❚❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

s❡✈❡r❛❧ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ■t ❤❛s ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛

s♦❢t ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✽✮ ✲ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪ t♦ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t ✐s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s ✭t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡

♦❜t❛✐♥❡❞ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✇❛s ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❙❉❙✺✵✵ ❞❛t❛s❡t ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✳

◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✳ ❇❡s✐❞❡s✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛❧s♦ t❤❛t t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t❡✲♦❢✲

t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❡❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✾✮ ✲ ❲❡

❢✉rt❤❡r ♣r❡s❡♥t ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡s✿ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♥t♦✉r✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡

❤❛✈❡ ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❞✐s❥♦✐♥t

❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡

♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❡❧❧✲❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡

✐♠❛❣❡ s✐③❡✳



✷✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✵✳✷ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ♦✛❡rs ♠❛♥② ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

✶✵✳✷✳✶ ❋✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❋♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ P❛rt ■■■ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈✲

❛❜❧❡✳

▲♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✲ ❚❤❡ ❚❇▼❘ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❛

✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ▼❙❊❘❀ ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡✱ ❜✉t

❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❆ ✜rst ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ❚❇▼❘s

✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ❲❡ ♠✐❣❤t t❤❡♥ ❡①♣❡❝t ❛ ❤✐❣❤❡r r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡

❜② s❛❝r✐✜❝✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✏s❝❛❧❡✑ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱

❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st

t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦s❡ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞

t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

▼❙❊❘ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛r❡❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q ✭✸✳✷✮ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❊q ✸✳✽✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛

♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡

♥♦♥✲r❡❧❡✈❛♥t ♥♦❞❡s✳

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✲ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥

✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✉❜♦r✲

❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❆ ✜rst ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s

t♦ ✜♥❞ ❤♦✇ t♦ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❡❞ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❡s ❛❧s♦ t♦

♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡

❧❡❛r♥✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋❛r❛❜❡t ❡t ❛❧✳ ❬❋❛r❛❜❡t ✷✵✶✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ✸❉ ✐♠❛❣❡s ✐s ❛❧s♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s

❛❝t✉❛❧❧② ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦❝❡ss ✐t s❧✐❝❡ ❜② s❧✐❝❡✳

❘❡t✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✲ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏s✐♠♣❧❡✑ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦ r❡t✐✲

♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡



✶✵✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✷✷✼

♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥✱ ❛ ✜rst ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r❡♣r♦❝❡ss t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣❛t❤ ♦♣❡♥✲

✐♥❣ ❬❚❛❧❜♦t ✷✵✵✼❪ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥ t❤❡

tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❆ t❤✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✈❡r② t❤✐♥

str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐ss❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❡ss❡❧♥❡ss ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r st❡♣ ✇✐❧❧

❜❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ✸❉ ✐♠❛❣❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣

t❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡ ❤❡❛❞ ✭❖◆❍✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s t♦ ✉s❡ ❛

❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✜ts t❤❡ ❖◆❍✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❖◆❍ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✲ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝✲

t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❡♠♣❧♦②s ❛ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣②

❡st✐♠❛t♦r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳ ❆ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①❛❝t❧② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡

t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ✇✐t❤ ♦t❤❡r tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❜❡tt❡r

♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡①tr❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s✱

❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✲ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱

❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr❡❡ ✐s t❤❡ α✲tr❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜❡♥❝❤✲

♠❛r❦❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪

❛♥❞ t♦ ♦♥❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❬●✉✐♠❛rã❡s ✷✵✶✷❪✳ ❖♥❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦

❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ t❤❡ α✲tr❡❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s ❛s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❖♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ s♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✮ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ✷✵✵✹❪✳

❚❤✐s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❬❙♦✐❧❧❡ ✷✵✵✽❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❡r✲

s♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr❡❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣❛rt✐t✐♦♥ tr❡❡

✭❇P❚✮ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✶✵✳✷✳✷ ❋✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st

♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ t♦

♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❢❛❝t♦rs t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇♦r❦ ❜❡tt❡r✳

❚r❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✲ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ tr❡❡✲



✷✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❞r✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❡ t②♣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❖♥❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣❡rt✐♥❡♥t tr❡❡ ❢♦r ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝✲❧✐❦❡ ♠❛♣✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s

✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❈❛❧❞❡r❡r♦ ✷✵✶✵❪✮ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s t♦

❜✉✐❧❞ ❛ r❡❣✐♦♥✲♠❡r❣✐♥❣✲❜❛s❡❞ tr❡❡✳

❋✐rst ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ✲ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❧② ♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t

❛ttr✐❜✉t❡ A✳

❙❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ AA ✲ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣r✉♥✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ AA✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡

✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s♦♠❡ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s AA✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦

❝♦♠♣✉t❡ ✐t ❢r♦♠ s♦♠❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛r❡

♦♣❡♥ ✐ss✉❡s ✇♦rt❤ ❢✉rt❤❡r st✉❞②✳

❋✐❧t❡r✐♥❣ ✲ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ st✉❞② s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s

t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣s ❬▼❡②❡r ✶✾✾✽✱ ▼❡②❡r ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤❛♣✐♥❣s✳

❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✲ ❆❢t❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ t♦ r❡♠♦✈❡

s♣✉r✐♦✉s ♠✐♥✐♠❛✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢❛t ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛ttr✐❜✉t❡ ❛s t❤❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✢❛t ③♦♥❡✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡ ✐♥

s✐③❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡

s♦❢t ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✳

❍✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❚❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳

❆ ♠❛❥♦r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss t❤✐s

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣✱ s♦ t❤❛t ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❡tt❡r ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

❲❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

❋❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦♥ ♣♦✐♥t✲s❛♠♣❧❡❞ s✉r❢❛❝❡s ✲ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣

tr❡❡ ✭▼❙❚✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦♥ ♣♦✐♥t✲s❛♠♣❧❡❞ s✉r✲

❢❛❝❡s ❬P❛✉❧② ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ ▼❙❚ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♥♦❞❡s ❛♠♦♥❣

❛ s❡t ♦❢ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s❤♦rt ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤✐s ▼❙❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛rt❡❢❛❝ts t❤❛t

❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ ❬P❛✉❧② ✷✵✵✸❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r✉♥❡

t❤❡s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤



✶✵✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✷✷✾

♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✜❧t❡r✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❙♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✲ ❙♦♠❡ s♣❡✲

❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❜♦①❡s✳ ❚❤♦s❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞

tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧

❝❤❛r❛❝t❡r r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳

❙❛❧✐❡♥❝② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✲ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t♦ ❛♣♣❧②

t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥s t♦ s❛❧✐❡♥❝② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬■tt✐ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡ ❜❡tt❡r

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❛❧✐❡♥t r❡❣✐♦♥s ♠✐❣❤t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❛❧✐❡♥❝② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❆

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐st

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♣❡❡r✲

r❡✈✐❡✇❡❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✳

• ❙❛❧✐❡♥t ▲❡✈❡❧ ▲✐♥❡s ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧

❨✳ ❳✉✱ ❚✳ ●ér❛✉❞ ❛♥❞ ▲✳ ◆❛❥♠❛♥

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✷✵✶✸

• ❚✇♦ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❤❛♣❡✲❇❛s❡❞ ▼♦r♣❤♦❧♦❣②✿ ❇❧♦♦❞ ❱❡ss❡❧s ❙❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t②

❨✳ ❳✉✱ ❚✳ ●ér❛✉❞ ❛♥❞ ▲✳ ◆❛❥♠❛♥

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ✷✵✶✸

• ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ❙❤❛♣❡ ❙♣❛❝❡s✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❯s✐♥❣ ❚r❡❡✲

❇❛s❡❞ ■♠❛❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❨✳ ❳✉✱ ❚✳ ●ér❛✉❞ ❛♥❞ ▲✳ ◆❛❥♠❛♥

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✷✵✶✷

• ❈♦♥t❡①t✲❇❛s❡❞ ❊♥❡r❣② ❊st✐♠❛t♦r ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❖❜❥❡❝t ❙❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚r❡❡ ♦❢ ❙❤❛♣❡s

❨✳ ❳✉✱ ❚✳ ●ér❛✉❞ ❛♥❞ ▲✳ ◆❛❥♠❛♥

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✷✵✶✷

❙♦♠❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❥♦✉r♥❛❧s✳

• ❚r❡❡✲❇❛s❡❞ ▼♦rs❡ ❘❡❣✐♦♥s✿ ❛ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ▲♦❝❛❧ ❋❡❛✲

t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥

❨✳ ❳✉✱ P✳ ▼♦♥❛ss❡✱ ❚✳ ●ér❛✉❞ ❛♥❞ ▲✳ ◆❛❥♠❛♥

❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ✷✵✶✹

• ❙❤❛♣❡ ❋✐❧t❡r✐♥❣

❨✳ ❳✉✱ ❚✳ ●ér❛✉❞ ❛♥❞ ▲✳ ◆❛❥♠❛♥

❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ✷✵✶✹

❙♦♠❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡rs✳





▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✷ ❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✱ ❛♥❞

❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡♥✐♥❣ ✇✐t❤ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡

●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ ✭❜✮ ❜❧✉rs ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❦

❛s str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ✭❝✮ ❝r❡❛t❡s ♥❡✇ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ✜❧✲

t❡r ❬❈❛s❡❧❧❡s ✷✵✵✷❪ ❞♦❡s ♥♦t ❝r❡❛t❡ ❛♥② ♥❡✇ ❝♦♥t♦✉r✱ ♥❡✐t❤❡r s❤✐❢ts

t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥t♦✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✸ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧✐♥❣✳ f = r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ h = ♠❛r❦❡r ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❀ g = ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❡✈❡❧✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✹ ❚r❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r♦♦t ✐s ❛t t❤❡ t♦♣ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❞♦✉❜❧❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣✐①❡❧

✈❛❧✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✺ ❆ ✹×✹ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥t♦ α✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r α

r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✸✳ ✭❛✮ ✵✲❈❈s✱ ✭❜✮ ✶✲❈❈s✱ ✭❝✮ ✷✲❈❈s✱ ✭❞✮ ✸✲❈❈s✳ ◆♦t❡

t❤❡ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✳ ✭❡✮ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ α✲tr❡❡ t❤❛t

❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❝✐r❝❧❡s

r❡♣r❡s❡♥t r❡❞✉♥❞❛♥t ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✻ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ q✉❛❞tr❡❡✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝r✐t❡r✐♦♥ C ✐s t❤❛t t❤❡

❣❧♦❜❛❧ r❛♥❣❡ ω ≤ 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✼ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ❚r❡❡ ✭▼❙❚✮✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡

▼❙❚ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❚

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ t❤❡ α✲tr❡❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✽ ❆ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮✱ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ✭❜✮ r❡♣r❡s❡♥t✲

✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡

♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞

❝✉r✈❡ ✐♥ ✭❜✮ ✐s ❛ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ✭✐✳❡✳✱ ❤✐❡r❛r❝❤②✮✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥

❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ❝✉t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

✐♠❛❣❡ ✭❛✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺



✷✸✹ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✾ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢

●✉✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬●✉✐❣✉❡s ✷✵✵✻❪✳ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡❀ ✭❜✮ ❉❡♥❞r♦❣r❛♠ ♦❢

t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥❀ ✭❝✮ ❖♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❝✉t✮ ❡①✲

tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②❀ ✭❞✮ ❆♥ ✉❧tr❛♠❡tr✐❝ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r❞❡r ❢♦r r❡❛❞✐♥❣

t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮✳ ❇✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❛❧✐❡♥❝②

♠❛♣✱ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✭❛✮✱ ✭❞✮✱ ✭❝✮✱ ✭❜✮ ❬◆❛❥♠❛♥ ✷✵✶✶❪✳ ✳ ✸✽

✷✳✶✵ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ tr❡❡s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ✸✾

✷✳✶✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✭❜✮ ♦❢ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦♣❡r❛t♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❙❛❧❡♠❜✐❡r ✶✾✾✽✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r ✷✵✵✵❪✳ ■♥ ✭❛✮✱

t❤❡ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ❛ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤♦s❡

♣✐①❡❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✉♥❡❞ ♥♦❞❡s✱ t❤❡② t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st

♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❝❡st♦r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✶✷ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❚♦♣ r♦✇✿ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞

✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ tr❡❡s✳ ❇♦tt♦♠ r♦✇✿ ■♥♣✉t

tr❡❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ tr❡❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✶✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡

✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡

♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✶✹ ●r❛✐♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛✐♥ s✐③❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✶ ✭❛✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❛ttr✐❜✉t❡ ♦♥ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ T ❜❡✐♥❣

t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣❀ ✭❜ t♦ ❡✮ ❙♦♠❡ s❤❛♣❡s❀ ✭❢✮ ❘❡s✉❧t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡

t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣❀ ✭❣✮ ❘❡s✉❧t ♦❢ ❛ s❤❛♣✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✷ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❜❧❛❝❦ ♣❛t❤✮ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② s❝❤❡♠❡ ✭❜❧❛❝❦✰r❡❞ ♣❛t❤✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✢♦✇ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✇✐t❤ T T

❜❡✐♥❣ t❤❡ ▼✐♥✲tr❡❡ ♦❢ T ✳ ❈✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r ✐♥s✐❞❡✿ ♥♦❞❡s N ❀

❇❧✉❡ ✈❛❧✉❡s✿ ✜rst ❛ttr✐❜✉t❡ A❀ ❈✐r❝❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❧❡tt❡r ✐♥s✐❞❡✿ ♥♦❞❡s

NN ❀ ❘❡❞ ✈❛❧✉❡s✿ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ AA ✭❜❡✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst

❛ttr✐❜✉t❡ A ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✮❀ ❉❛s❤❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛

❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✷ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ ♣r✉♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✸✺

✸✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ AA ❜❡✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡

t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ✏r❡❣✐♦♥✑ ♦❢ s❤❛♣❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ ❛ ♥♦❞❡ NN ✳ ✭❛✮ ❆ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❡ ♥♦❞❡s

✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❢♦r♠ t❤❡ ♥♦❞❡ NN = {❍❈❊} ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡

T T ✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜r❛♥❝❤

♦❢ tr❡❡ T ✐♥ ✭❛✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤

♦❜❧✐q✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ AA(NN )✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤r❡❡ ♠✐♥✐♠❛✳ A✱ B✱ ❛♥❞ C

❛r❡ t❤r❡❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❛♥❞ hm ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤❡✐❣❤t

❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ m✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✻ ❋❡❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✈✐❛ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❦❡②✲

♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✮ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❛

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❡♥ ❊q ✭✸✳✽✮ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡

♦❢ ❆①✐s ❳✮ t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❆①✐s ❳✮✳ ❆①✐s ❨ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦t✲

t♦♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❣✉r❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ ♥♦❞❡s ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ✭❛✲❜✮

◆♦r♠❛❧ ❛♥❞ ③♦♦♠❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ∆ = 10❀ ✭❝✲❞✮ ◆♦r♠❛❧

❛♥❞ ③♦♦♠❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ∆ = 2❀ ✭❡✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✬s

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ✭❢✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✽ ❖❜❥❡❝t s♣♦tt✐♥❣ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✏♠♦st ❧✐❦❡❧②✑

♥♦❞❡ N ∗
i ❛♥❞ ❞✐s❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❛♥❝❡st♦rs ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ♥♦❞❡ N ∗

i ✳

❇❧✉❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡ Ao✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♥♦❞❡s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤❡r❡ N ∗
1 ✐s ✜rst❧②

s♣♦tt❡❞✱ t❤❡♥ N ∗
2 ❛♥❞ N ∗

3 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❡❡♥ ♥♦❞❡ N13 ✐s ♠♦r❡

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t❤❛♥ N11✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t s♣♦tt❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✾ ✭❛✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ao ❛❧♦♥❣ ❛ ❜r❛♥❝❤ st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ ✭❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❆①✐s ❳✮ t♦ t❤❡ r♦♦t ✭r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❆①✐s ❳✮✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ao ❛r❡ ❜♦t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✲

♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ s♥❛❦❡ ❡♥❡r❣② ❬❑❛ss ✶✾✽✽❪ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥

❣r❡❡♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ❬❳✉ ✷✵✶✷❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❈❤❛♣✲

t❡r ✼✮ ✐s ✐♥ ❜❧✉❡✳ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✿ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾



✷✸✻ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✶✵ ❚r❡❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ✜rst tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ✐s s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ fAo ❞❡✜♥❡❞ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡

s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜✉✐❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢

❛ttr✐❜✉t❡ fAo ✐s ❛ ▼✐♥✲tr❡❡ Tm✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✶✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❜② s♣♦tt✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛

♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ao ❛s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣✱ ❛♥❞ Ao ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲

❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t♦r ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✼✮✳ ❋✐❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❀

❈♦❧♦r✐③❡❞ ✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s✿ r❡s✐st❛♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛❢t❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✲

✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝ts s✉r✲

r♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧♦r✐③❡❞ ❝♦♥t♦✉r ❛♥❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥

r❡s✉❧t❀ ❇♦tt♦♠✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ Ao ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ A′
o

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✶✷ ▼❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ✵✲❢❛❝❡s ✭❜❧✉❡ ❞✐s❦s✮✱

✶✲❢❛❝❡s ✭❣r❡❡♥ str✐♣s✮✱ ❛♥❞ ✷✲❢❛❝❡s ✭r❡❞ sq✉❛r❡s✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ ✷✲❢❛❝❡s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ✵✲

❢❛❝❡s ❛♥❞ ✶✲❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢

❜❧❛❝❦ ✶✲❢❛❝❡s ❛♥❞ ✵✲❢❛❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✶✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣

✉s✐♥❣ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ME ✳ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡❀ ✭❜✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②

H✱ ❜❧✉❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s❀ ✭❝✮ ❙❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✉s✐♥❣

❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ME ✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❆∪❇ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤

✾✱ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✭❜❡✐♥❣ ✻✮ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❈✱ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❆∪❇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❉❀ ✭❞✮ ❉❡♥❞r♦❣r❛♠ ♦❢ ME ✱ ❛♥❞ ❛ ❝✉t ♦❢ t❤✐s ❞❡♥❞r♦❣r❛♠

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✳

❚♦♣✿ ✹ ❛♠♦♥❣ ✼✻ ✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦✉r ❢❛❝❛❞❡s ♦❢ t❤❡

P▼❱❙ ❬❋✉r✉❦❛✇❛ ✷✵✶✵❪ ❞❡♥s✐✜❡❞ s♣❛rs❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

❙❢▼ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❬▼♦✉❧♦♥ ✷✵✶✷❪ ✉s✐♥❣ ❉♦● ✭♠✐❞❞❧❡✿ ❛❧♠♦st ♥♦ ♣♦✐♥ts ♦♥

t❤❡ ❢r♦♥t r♦♦❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦ ❢❛❝❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐s ♠✐ss✐♥❣✳✮ ❛♥❞

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❚❇▼❘ ✭❞♦✇♥✿ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t♦✉r ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✮✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✷ ❆ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼✐♥✲tr❡❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ▼❛①✲

tr❡❡ ✭r✐❣❤t✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r❡❞

❝✐r❝❧❡s✿ ✭✶✮ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❤✐❧❞✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❧❡❛✈❡✲♥♦❞❡s✳

❚❤❡ ✜❧❧❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❚❇▼❘s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✸✼

✹✳✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❚❇▼❘ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ▲❡❢t✿ ❋r♦♥t ✈✐❡✇ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ 30◦ ✈✐❡✇

✭❞♦✇♥✮ ♦❢ ✏●r❛✣t✐✑ s❝❡♥❡ ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ✷✵✵✺❪✳ ▼✐❞❞❧❡✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❡❛❢ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ s♦♠❡ ❡①tr❛❝t❡❞

❚❇▼❘s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❀ ❘✐❣❤t✿ ✜rst ❚❇▼❘ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❚❇▼❘s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥ ✭t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t♦♦ ❧❛r❣❡✮✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✹ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡

❞❡t❡❝t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ✭✉s❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❨❡❧❧♦✇ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts✳ ✳ ✾✾

✹✳✺ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❚❇▼❘ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡

❞❡t❡❝t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t✳ ❨❡❧❧♦✇

♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✻ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①✲

tr❛❝t❡❞ ❦❡②♣♦✐♥ts ✭r✐❣❤t✮✱ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ s❝❡♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❋✐❣✳ ✹✳✺✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✱ ❛♥❞

❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✼ ■♠❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② ❞✐❧❛t✐♥❣ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❛ ✷❉ ✇✐♥✲

❞♦✇ ❤❛✈✐♥❣ s✐③❡ 31 × 31❀ ❱❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ♦❢

❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✳✺✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✹✳✽ ❘❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❝♦r❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❲❛❧❧✱ ❇❛r❦✱ ❚r❡❡s✱ ▲❡✉✈❡♥ ✭t♦♣ t♦ ❞♦✇♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✾ ❍♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦♣✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡

✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡ ✭r✐❣❤t✮❀ ❉♦✇♥✿ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧② ❉♦● ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❚❇▼❘ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❉♦● ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥♦t ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❜❛s❡❞

♦♥ ❚❇▼❘ ✭s❡❡ t❤❡ ③♦♦♠❡❞ t♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r✮✳ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲

❆✣♥❡✱ ▼❙❊❘ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧❧ ❢❛✐❧ ✐♥ r❡❣✐st❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r

♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✶✵ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❉♦●

❢♦r ✭❛✮ ❛♥❞ ❚❇▼❘ ❢♦r ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✶✶ ❍♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡❢t✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳

▼✐❞❞❧❡✿ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡✳ ❘✐❣❤t✿ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘✳ ❆❧❧

t❤❡ ♦t❤❡r t❡st❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡

❛ ❝♦rr❡❝t r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✶✷ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽



✷✸✽ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✶✸ ❍♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡❢t✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡❀

▼✐❞❞❧❡✿ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡❀ ❘✐❣❤t✿ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘✳ ❆❧❧

t❤❡ ♦t❤❡r t❡st❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡

❛ ❝♦rr❡❝t r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✹✳✶✹ ❈❤❡ss❜♦❛r❞ ♠✐① ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❚❇▼❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✹✳✶✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r

❡rr♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❬❙tr❡❝❤❛ ✷✵✵✽❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✹✳✶✻ ❘❡❝❛❧❧ r❛t❡ ✭❧❡❢t✮ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥✉♠❜❡r ✭r✐❣❤t✮ ♦❢

✜♥❛❧ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ tr❛❝❦s ✉s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ s♣❛rs❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✶✼ ❉❡♥s✐✜❡❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❙♦♠❡ ✉s❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ str✉❝t✉r❡s

✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❉♦● ❛♥❞ ❚❇▼❘✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉♦● ♠✐ss❡s t❤❡ r✐❣❤t

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡❀ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❚❇▼❘ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥❀ ♦t❤❡r ❞❡t❡❝t♦rs ❜❡❤❛✈❡ ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❉♦●✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✶✽ ❉❡♥s✐✜❡❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❙♦♠❡ ✉s❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ str✉❝t✉r❡s

✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❉♦● ❛♥❞ ❚❇▼❘✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❉♦● ♠✐ss❡s t❤❡ r✐❣❤t

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡❀ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❚❇▼❘ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥❀ ♦t❤❡r ❞❡t❡❝t♦rs ❜❡❤❛✈❡ ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❉♦●✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✶ ❙✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ τ ♠❛❦❡s t❤❡ ✏r❡❣✐♦♥✑ Rτ ✭❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡❞

♦❜❧✐q✉❡ ❧✐♥❡s✮ ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ Rτp ❀ t❤❡ r❡s✉❧t ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✮

✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ✭❛✮✿ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡❀ ✭❜✮✿

r❛♥❞♦♠❧② ❝♦❧♦r✐③❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ν = 100❀ ✭❝✮✿ r❛♥❞♦♠❧②

❝♦❧♦r✐③❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ν = 500✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✺✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧

❧✐♥❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ✭❛✮✿ ✐♥✲

♣✉t ✐♠❛❣❡❀ ✭❜✮✿ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s M◦
Aν

❀ ✭❝✮✿

s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s❛❧✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s s❡❧❡❝✲

t✐♦♥✳ ✭❞✲❢✮✿ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ME ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱

♠❡❞✐❛♥✱ ❛♥❞ ❣r❡❛t t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✺✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs

♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν ✐s s❡t t♦ ν = 1000✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✺✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❇❛❧❧❡st❡r ❡t ❛❧✳✳ ✭❛✮✿

E = 1.2433e + 08❀ ✭❜✮✿ E = 1.28113e + 07✱ P❙◆❘ = 27.3❀ ✭❝✮✿

E = 1.15285e+ 07✱ P❙◆❘ = 28.7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✸✾

✺✳✻ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✳r✳t✳ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦✐s❡✳ ✭❞✲❢✱ ❥✲

❧✮✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✭❛✲❝✱ ❣✲✐✮ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡

●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ ✭❜✮ t♦ ✷✺ ✭❢✮ ✇✐t❤ ❛ st❡♣ ♦❢ ✺✳ ✶✸✻

✺✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✸ ♣r♦♣♦s❡❞

Aν ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✿ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✭❜✮❀ s❤❛♣❡

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ν ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✭❞✮❀ ν ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ✭❢✮✳

❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

s❡❧❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛❧✐❡♥❝② ♠❛♣ ✐♥ ♠✐❞❞❧❡

❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ✭❤✲❥✮✿ ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✺✳✽ ❙♦♠❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦♥

t❤❡ ❇❡r❦❡❧❡② ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❛t❛s❡t ❇❙❉❙✺✵✵ ❬❆r❜❡❧❛❡③ ✷✵✶✶❪✳ ▲❡❢t

❝♦❧✉♠♥✿ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡❀ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✺✳✾ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt ❢♦r

t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤

②❡❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✶✾ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t

❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ✶✼ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✲

✐♥❣ ✐♥ ✭❝✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✺✳✶✵ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✲

❜❛s❡❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✐♥❣ ✭❜✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ Ae ✐♥ ❊q ✭✺✳✸✶✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡

st✐❧❧ ♠❛♥② ❧❡✈❡❧ ❧✐♥❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ③♦♦♠❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ r❡❞ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ✭❜✮✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ f ′s✱ t❤❡

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❡✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✶✽ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s

✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ✭❢✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✶✶ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠✲

♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ ▲❡ss str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡①✲

♣❡rt❀ ▼✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✿ ▼♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt❀ ❘✐❣❤t

❝♦❧✉♠♥✿ ❘❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✺✳✶✷ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠✲

♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛✉t♦♣❤❛❣♦s♦♠❡s ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♥ ❛ s❡✲

q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦

t❤❡ ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ r❡❞✳ ✶✹✹

✻✳✶ ❆♥ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ♦❢ ❉❘■❱❊ ❬❞r✐ ✷✵✶✸❜❪ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ♦♥❡

♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✻✳✷ ❆♥ ❡②❡ ❢✉♥❞✉s ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ♦❢ ❉❘■❖◆❙ ❬❞r✐ ✷✵✶✸❛❪ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t✇♦

♠❛♥✉❛❧ ❖◆❍ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ✭❜✮✳✶✹✾



✷✹✵ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✻✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
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α✲tr❡❡✱ ✷✽

❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ ♠♦❞❡❧✱ ✹✽

❆✣♥❡ ❡♥❡r❣②✱ ✶✶✾

❆♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡✱ ✷✶

❆ttr✐❜✉t❡✱ ✷✶

❆ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r✱ ✷✶

❆ttr✐❜✉t❡ ♠❛♣✱ ✽✸

❆ttr✐❜✉t❡ ♦♣❡♥✐♥❣✱ ✷✷

❆ttr✐❜✉t❡ t❤✐♥♥✐♥❣✱ ✷✷

❇✐♥❛r② ✐♠❛❣❡✱ ✶✼

❇P❚✱ ✷✼
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❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✶✽

❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✶✼

❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✶✼

❈♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✶✾

❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ✸✻

❈♦♥♥❡❝t✐✈❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✶✾

❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ✶✼

❈♦r♥❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✻✻

❈r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡✱ ✾✻

❈r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✾✺

❈✉r✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✺✵

❈✉t✱ ✸✺

❉❡♥❞r♦❣r❛♠✱ ✸✹
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❊❞❣❡✱ ✶✼

❊①t❡♥s✐✈❡✱ ✷✶

❊①t✐♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ✻✹

❋✐♥❡r ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✶✾

❋❧❛t ③♦♥❡✱ ✶✽

❋▲▲❚✱ ✷✻

❋❧♦♦❞✐♥❣✱ ✷✺

❋▲❙❚✱ ✷✼

●r❛✐♥ ✜❧t❡r✱ ✹✼

●r❛♣❤✱ ✶✼

●r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ✶✽
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❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✸✵

■❞❡♠♣♦t❡♥t✱ ✷✶
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■♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡✱ ✷✻
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