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❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♠② P❤❉ ❥♦✉r♥❡②✱ ■ ✇❛♥t t♦ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦
♠② ❛❞✈✐s❡r✱ ❋r❛♥❝✐s ❇❧♦❝❤✱ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥st❛♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r♦✉s ❤❡❧♣
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ✉♥✇❛✈❡r✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢ ✐♥
♠② ❝❛♣❛❝✐t②✳

■ t❤❛♥❦ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ♠② t❤❡s✐s ❝♦♠♠✐tt❡❡ ✇❤♦ ❣❛✈❡ ♠❡ t❤❡ t✐♠❡
t♦ ❞✐s❝✉ss✱ ❝r✐t✐❝✐③❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛❧❧♦✇ ♠❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠② ✇♦r❦✳
❆❧❧ ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ●r❡❣♦r② ❈♦r❝♦s✱ ❆✐✲❚✐♥❣ ●♦❤✱ ❑❛♠❛❧ ❙❛❣❣✐ ❛♥❞ ❚❛♥❣✉②
❱❛♥ ❨♣❡rs❡❧❡✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ▲✐♦♥❡❧ ❋♦♥t❛❣♥é ❢♦r ❛❣r❡❡✐♥❣ t♦ ❝❤❛✐r
t❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♠♠✐tt❡❡✳

▼② ❡ss❛②s ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤❛t ■ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t
t❤❡ ✷✵✶✶ ●❡r❛❞✬s ✇♦r❦s❤♦♣ ❛t t❤❡ ❍❊❈ ▼♦♥tr❡❛❧✱ t❤❡ ❚❤❡♦r② ❚❤✉rs❞❛②s ✐♥
❆♣r✐❧ ✷✵✶✷ ❛t P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❙❡♠✐♥❛rs ♦♥ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✸ ❛t
❯◗❆▼✳ ■ ❛♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❏✉❧✐❡♥ ▼❛rt✐♥ ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡♥ts
❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ♦♥ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✳

▼❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ❣❛✈❡ ♠❡ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡♥s❡
❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ❝❛♥♥♦t ❡①♣r❡ss ❡♥♦✉❣❤ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦
♠② ✇✐❢❡✱ ❆✐♠é❡ ▲✉s❛ ▼✉t②❡❜❡❧❡✱ ❢♦r ❤❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ❧♦✈❡✱ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞
s❛❝r✐✜❝❡✳ ❋♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ②❡❛rs s❤❡ ❤❛❞ t♦ ♣✉t ✉♣ ✇✐t❤ ♠② ❜✉s② s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥
♠❛♥② ❡✈❡♥✐♥❣s ❛♥❞ ✇❡❡❦❡♥❞s ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠② r❡s❡❛r❝❤✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦♦❞ s✇✐♥❣s✳
❉✉r✐♥❣ ♠② s❤♦rt st❛②s ✐♥ P❛r✐s✱ ✉♥❝❧❡ ❑❛②✉♠❜❛ ▼✉t②✐ ▼✉❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛✉♥t
❍é❧è♥❡ ❤♦st❡❞ ♠❡ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♠❡ r❡❛❧❧② ❢❡❡❧ ❛t ❤♦♠❡✳ ■ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ ♠②
❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ t❤❡♠ ❛♥❞ t♦ t❤❡✐r ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❋r❛♥❝✐♥❛ ❙✐❜❛♥❞❛ t♦♦❦ t✐♠❡ t♦
r❡❛❞ ❛❧❧ ♠② ❝❤❛♣t❡rs t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t❡①t ✐s ✢❛✇❧❡ss✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧②
st❛❣❡ ♦❢ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t✱ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ❘♦♠❛r✐❝ ❇❛ts② s♣❡♥t ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ♠❡ t♦ t❤❡ ▼❛♣❧❡ s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❛t ■ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
✐♥ ♠② ❢✉t✉r❡ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤✐s ❥♦✉r♥❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛ss✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❊❧✐❛♥❡ ◆✐t✐❣❛✲▼❛❞❡❧❡✐♥❡ ❛♥❞ ▲②③❛ ❘❛❝♦♥✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ❝❛♥♥♦t ✜♥❞ ✇♦r❞s t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦
♠② ❢❛♠✐❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ❇♦♥❛ ❑✐❧♦❧♦ ❛♥❞ ▼❛r✐❡ ❙❡♥❞✇❡✱ ❢♦r
✐♥st✐❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❧❡❛s✉r❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛♦rt
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s✐♥❝❡ ♠② ❝❤✐❧❞❤♦♦❞✳ ▼② s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠② ❡❧❞❡r ❜r♦t❤❡r✱ ▼❡ ❆✐♠é✱ ❢♦r
❤✐s ❝♦♥st❛♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤✐s ❧♦✈❡✳

❲r✐t✐♥❣ ❛ t❤❡s✐s ✇❤✐❧❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ t♦✉❣❤❡st
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ■ ❤❛✈❡ ❢❛❝❡❞ s♦ ❢❛r✳ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠
❛❜♦✈❡ ✭✷ ❈♦r✐♥t❤✐❛♥s ✸✱ ✺✮✳
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❘és✉♠é

▼❛ t❤ès❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡ss❛✐s à ❧❛ ❢♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡♠♣✐r✐q✉❡s
s✉r ❧❡s tr❛♥s❢❡rts ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛✉① ❡t ❧❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡♥tr❡ ♣❛②s ❤étér♦❣è♥❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡ss❛✐✱ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣✉❡rr❡ t❛r✐❢❛✐r❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❙t♦♥❡✲●❡❛r②✱ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥
❝♦✐♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❧✐❜r❡✲é❝❤❛♥❣❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉❣❣èr❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛②s s♦♥t ❛s②♠étr✐q✉❡s✱ ❡st t❡❧
q✉❡ ❧❡ ❙✉❞ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ t❛r✐❢ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ◆♦r❞ s✉❜✈❡♥t✐♦♥♥❡ s❡s ✐♠♣♦rt❛t✐♦♥s✳
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s r❡❥❡té❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ♥♦♥ ♣❛s à ✉♥
♠❛①✐♠✉♠✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ s❡❧❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♠❡tt❡♥t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧✬✐♥❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❛❝❝♦r❞s ❞❡ ▲♦♠é ❡t ❞❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❝♦♥❝❧✉s
❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛②s ❆❈P ❡t ❧✬❯♥✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ q✉✐ ❛❝❝♦r❞❡♥t ✉♥ ❛❝❝ès ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧
❛✉① ❡①♣♦rt❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛②s ❆❈P s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡✉r♦♣é❡♥ ❡t q✉✐✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉① ❆❈Ps ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡✉rs t❛r✐❢s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉✐ s✬♦♣èr❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✐tés ❆❈P✲❯❊ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ t❛r✐❢s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧s ✈❡rs ❞❡s ❛❝❝♦r❞s ❞❡ ♣❛rt❡♥❛r✐❛t é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❧❡sq✉❡❧s
s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬❖▼❈✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡ss❛✐✱ ❥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝❝♦r❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛②s ❤étér♦❣è♥❡s ✭❧❡ ◆♦r❞ ❡t ❧❡ ❙✉❞✮ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥
❛❝❝♦r❞ ❞❡ ❧✐❜r❡✲é❝❤❛♥❣❡ ✭❆▲❊✮ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡✳ ❈❡s ❡✛❡ts ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ t②♣❡
❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦✛r❡ s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t✱
❧❡ ♣❛②s q✉✐ ❛ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬♦✛r❡ ✭❈❈❖✮ ✕ ✓ ❧❡ ♣❡t✐t ♣❛②s ✔
✕ s✉❜✐t ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❜✐❡♥✲êtr❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à s♦♥ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✐❡♥✲
êtr❡ s✬❛❝❝r♦ît✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧❡ ♣❡t✐t ♣❛②s ♥❡ r❛t✐✜❡r❛ ❧✬❆▲❊ q✉❡ s✬✐❧
r❡ç♦✐t ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❝♦♠♣❡♥s❛t♦✐r❡ ❞❡ s♦♥ ♣❛rt❡♥❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ ❛s②♠étr✐❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♦✉ ❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❛♥s ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣❡t✐t ♣❛②s q✉✐ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡ ❧✬❆▲❊✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡ ❣r❛♥❞ ♣❛②s s✉❜✐t ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❜✐❡♥✲êtr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣❡t✐t ♣❛②s ❞♦✐t
❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ❣r❛♥❞ ♣❛②s ♣♦✉r ❧✬✐♥❝✐t❡r à ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧✬❆▲❊✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ❆❝❝♦r❞s ❞❡ ♣❛rt❡♥❛r✐❛t é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✭❆P❊✮
❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛②s ❆❈P ❡t ❧✬❯❊ ♣ré✈♦✐❡♥t ✉♥❡ ❛ss✐st❛♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡
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❘és✉♠é

❞❡ ❧✬❯❊ ❛✉① ❆❈P q✉✐ ♦♥t ❞❡s ❈❈❖s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ t❡st ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❆❈P✲❯❊ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❆P❊s ✐♥tér✐♠❛✐r❡s ❛ ✉♥ ❡✛❡t
♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧✬❛✐❞❡ étr❛♥❣èr❡ ❛❧❧♦✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛②s ❞❡ ❧✬❯❊ ❛✉① ❆❈P ❧♦rsq✉❡
❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧✬♦✛r❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡ss❛✐✱ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣✉r à ❞❡✉①
♣ér✐♦❞❡s✱ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ s✉r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡s✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ◆♦r❞ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡
tr❛♥s❢❡rt ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ ✶✱ ❥❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ ✷ ♦♣èr❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡s ❤❛❜✐t✉❞❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡s✱ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❞❡
❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡s ♣r✐① r❡❧❛t✐❢s ❡t ❞♦♥❝✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡s tr❛♥s❢❡rts✳ ❏❡
♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❡s ❞♦t❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❜✐❡♥s ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡s tr❛♥s❢❡rts s❡
♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞♦t❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❜✐❡♥ ✐♠♣♦rté ♣❛r ❧❡ ◆♦r❞ ✭❡①♣♦rté
♣❛r ❧❡ ❙✉❞✮ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❞♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧
❡①♣♦rt❡ ✭✐♠♣♦rt❡✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt
s✉r ❧❡s ❡①♣♦rt❛t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡s ❞✐♠✐♥✉❡
❛✉ ✜❧ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡ t❡st ❡♠♣✐r✐q✉❡ ré❛❧✐sé à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛✐❞❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❡t ❞❡s ❡①♣♦rt❛t✐♦♥s ❢r❛♥ç❛✐s❡s ✈❡rs ✸✷ ♣❛②s ❆❈P ❝♦rr♦❜♦r❡
❝❡tt❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt st✐♠✉❧❡ ❧❡s ❡①♣♦rt❛t✐♦♥s ❢r❛♥ç❛✐s❡s ✈❡rs
❝❡s ♣❛②s ❛✈❡❝ ✉♥ r❡t❛r❞ ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞❡
❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛✐❞❡ étr❛♥❣èr❡ ❜é♥é✜❝✐❡ ❛✉① ♣❛②s ❞♦♥❛t❡✉rs
à tr❛✈❡rs ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❛❜✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s ré❝✐♣✐❡♥❞❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛✐❞❡✳
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❆❜str❛❝t

▼② ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❡ss❛②✱
■ ✉s❡ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮ ✇✐t❤
❙t♦♥❡✲●❡❛r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❚❤✐s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ②✐❡❧❞s ❛
❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❛r✐✛✲s✉❜s✐❞② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛ t❛r✐✛ ❛❣❛✐♥st ✐ts ✐♠♣♦rts✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✮ s✉❜s✐❞✐❡s ✐ts ✐♠♣♦rts ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ❛❝❝❡ss t❤❛t ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❡♥❥♦②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
♠❛r❦❡t ✉♥❞❡r t❤❡ ▲♦♠é ❛♥❞ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡✐r
t❛r✐✛s ❤✐❣❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s✉❝❤ tr❡❛t✐❡s
t♦ ❲❚❖✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡ss❛②✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
♠♦❞❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋❚❆✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧②
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❙❈s✮ ✲ ✏ t❤❡
s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✑ ✲ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✐t❤❡r s✐③❡ ♦r ❞❡♠❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✐s ✇♦rs❡
♦✛✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ♠✉st ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❢♦r t❤❡ ❋❚❆
t♦ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❋❚❆ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❊❯ ✭❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛rt♥❡rs❤✐♣
❆❣r❡❡♠❡♥ts✱ ❊P❆s✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❊P❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧
❛ss✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❯ t♦ t❤❡ ❆❈P t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡♠ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ s✉♣♣❧②
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❡st✐♥❣ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆❈P✲❊❯ ❞❛t❛✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡
✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
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❆❜str❛❝t

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡✱
✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❡ss❛②✱ ■ st✉❞② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ♠❛❦❡s ❛ tr❛♥s❢❡r
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ♦♣❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❛❜✐t ♣❛r❛♠❡t❡r❀
✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❞♦❡s
♥♦t ❞✐st♦rt r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦①✳
■ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t♦t❛❧
❡♥❞♦✇♠❡♥ts❀ ❛❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❧❞
❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✐♠♣♦rt ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rt✮ ❣♦♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠♦r❡ t❤❛t ♦❢ ✐ts ❡①♣♦rt ✭✐♠♣♦rt✮ ❣♦♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦rt✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s s❤♦rt✲❧✐✈❡❞✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❡st✐♥❣ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ✇✐t❤ ❛✐❞
❛♥❞ tr❛❞❡ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ✸✷ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡
♣❡r✐♦❞ ❧❛❣❣❡❞ tr❛♥s❢❡r ❛✛❡❝ts ❢r❡♥❝❤ ❡①♣♦rts✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡ss❛②
✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❜❡♥❡✜ts t❤❡ ❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr②
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐ts ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr② ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ✐t
❡①♣♦rts✳
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❈♦♥t❡♥ts

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✐✐✐

❘és✉♠é ✈✐✐

❆❜str❛❝t ✐①

❈♦♥t❡♥ts ①✐

●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

❈♦✉♥tr② s✐③❡ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
❈♦✉♥tr② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✿ ❛ st✉❞② ♦❢ ❆❈P✲❊❯ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
❋♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶ ❈♦✉♥tr② s✐③❡ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✶✶

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
❚❛r✐✛s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
❙❡❧❢✲❡♥❢♦r❝✐♥❣ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷ ❈♦✉♥tr② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✿ ❛ st✉❞② ♦❢ ❆❈P✲❊❯

❛❣r❡❡♠❡♥ts ✷✾

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

❚r❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✳ ✳ ✸✻
❚r❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✳ ✹✷
❚r❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✸ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
❉❛t❛ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
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❈♦♥t❡♥ts

❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
❘♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✷✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✸ ♠❛❥♦r ❞♦♥♦rs✿ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥② ❛♥❞
❯❑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✷✳✻ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✷✳✼ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t ❬♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞ x, y ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞ x, y ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
❙✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤

❣♦♦❞s x, y✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ x ✳ ✳ ✳ ✽✶
❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ y ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸ ❋♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ✾✶

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✸✳✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❚❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
❚❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✸✳✸ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
P❛♥❡❧ ❉❛t❛ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✸✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✾

▼❛✐♥ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
❉✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❋✉rt❤❡r ❘❡s❡❛r❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✶✷✸
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●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡❝❡♥t ②❡❛rs ❤❛✈❡ ✇✐t♥❡ss❡❞ ❛ ♠❛❥♦r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣♦❧✐❝②
♦❢ ❜♦t❤ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ ❞♦♥♦rs✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛rt♥❡rs❤✐♣
❆❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯ ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❣♦♦❞
❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞
tr❛❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❊P❆s✱ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡
♠♦r❡ t❤❡✐r tr❛❞❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❊❯ r❡♠♦✈❡s tr❛❞❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t ✭♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡
❊❯ ♠❛r❦❡t✮ ❤❛s ❧❡❞ ❞♦♥♦rs t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ❛ss✐st
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥❛t✐♦♥s✬
tr❛❞❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❤❡❧♣ ♣♦♦r
♥❛t✐♦♥s r❡❛♣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳

❲✐t❤ t❤❡ s✐❣♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r✐♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆s✮ ✐♥
❧❛t❡ ✷✵✵✼✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ tr❡❛t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆❢r✐❝❛♥✱ ❈❛r✐❜❜❡❛♥
❛♥❞ P❛❝✐✜❝ ✭❆❈P✮ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✭❊❯✮ ❣r❛❞✉❛❧❧② ♠♦✈❡ ❛✇❛②
❢r♦♠ ♥♦♥✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts
✭❋❚❆s✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ t❤❡ ❆❈P✲
❊❯ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❡♥❥♦②❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ t❛r✐✛s✱ ❜✉t ❛❧s♦
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ tr❡❛t♠❡♥t✳✶ ❆s ♥♦t❡❞ ❜② ✈❛♥ ❞❡r ❙t❛❛❦ ✭✷✵✵✻✿
✺✵✮✱ ✏t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦♥❣ ❤✐st♦r② ♦❢ ♦✛❡r✐♥❣ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✐♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss✐st❛♥❝❡ t♦ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳✑✷

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ❆❈P ❣r♦✉♣ ❢r♦♠
♦t❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ✇❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❲❚❖ r✉❧❡s❀ ❛
♥❡❣♦t✐❛t❡❞ ✇❛✐✈❡r ❛❧❧♦✇❡❞ t❤✐s ♣r❛❝t✐❝❡ ✉♥t✐❧ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✽✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❊P❆s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯ ❛♥❞ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ s✐① r❡❣✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❜❧♦❝s ♦❢ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❋♦♥t❛❣♥é✱ ▲❛❜♦r❞❡ ❛♥❞

✶❚❤❡s❡ tr❡❛t✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛s t❤❡ ❨❛♦✉♥❞é ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✭✶✾✻✸✲✶✾✼✺✮✱ t❤❡
▲♦♠é ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✭✶✾✼✺✲✷✵✵✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✭✷✵✵✵✲✷✵✵✼✮✳

✷■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❨❛♦✉♥❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts s✐❣♥❡❞ ✐♥ ✶✾✻✵s ✲ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ ♠♦st
❆❢r✐❝❛♥ ❝♦❧♦♥✐❡s ❜❡❝❛♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡✐r ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❡tr♦♣♦❧❡s✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡
❆❈P✲❊❯ tr❡❛t✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♥♦t ♦♥❧② tr❛❞❡ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❆❈P✲❊❯ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞
✭◆✇♦❜✐❦❡✱ ✷✵✶✷✮✳
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▼✐t❛r✐t♦♥♥❛✱ ✷✵✶✶✮✳ ❆s ♦❢ ❏✉❧② ✷✵✶✹✱ t❤❡ ❈❆❘■❋❖❘❯▼✸ ❛♥❞ ✶✷ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ s✐❣♥❡❞ ❛♥ ✏✐♥t❡r✐♠ ❊P❆✑ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❛❞❡
✐♥ ❣♦♦❞s ✐♥ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❲❚❖ r✉❧❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✼ ♦t❤❡rs ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐♥ ✷✵✵✼ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✵✳✶ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ ❊❯ ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
st✐❧❧ ♥❡❣♦t✐❛t✐♥❣ ❢✉❧❧ ❊P❆s t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦✈❡r ♥♦t ✐♥ tr❛❞❡ ✐♥ ❣♦♦❞s✱ ❜✉t ❛❧s♦
s❡r✈✐❝❡s✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✵✳✷✱ ♠♦st ❆❈P ▲❡❛st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❈♦✉♥tr✐❡s ✭▲❉❈s✮
❤❛✈❡ ♥♦t s✐❣♥❡❞ ②❡t✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❇✉t ❆r♠s ✭❊❇❆✮ ■♥✐t✐❛t✐✈❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❊❇❆✱ ❛❧❧ ✐♠♣♦rts ✭❡①❝❡♣t
❛r♠s ❛♥❞ ❛♠♠✉♥✐t✐♦♥✮ ❢r♦♠ ❆❈P ▲❉❈s ❡♥t❡r t❤❡ ❊❯ ♠❛r❦❡t ❞✉t② ❛♥❞
q✉♦t❛ ❢r❡❡❀ ❈❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ❏❡❛♥ ✭✷✵✵✾✮ ♥♦t❡ t❤❡ ✉♥❞❡r✲✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❇❆
❛♠♦♥❣ ❆❈P ▲❉❈s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❡①♣❧❛✐♥ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉
❆❣r❡❡♠❡♥t✱ ❛ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡ss✲r❡str✐❝t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ t❤❛t ❤❛s
❡①✐st❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ ❊❇❆ ❜❡♥❡✜❝✐❛r✐❡s✱ ✸ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s
❛♥❞ ✼ ❢r♦♠ t❤❡ P❛❝✐✜❝ ❞❡❝✐❞❡❞ ♥♦t t♦ ❡♥❣❛❣❡ ❊P❆ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
❊❯✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❛❝✐✜❝ ❛♥❞ t❤❡ ❊❯ ✐s ✈❡r②
❧✐♠✐t❡❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ✲ P❛♣✉❛ ◆❡✇ ●✉✐♥❡❛ ❛♥❞ ❋✐❥✐
✲ t❤❛t ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆✳ ●❛❜♦♥✱ ❈♦♥❣♦✲❇r❛③③❛✈✐❧❧❡ ❛♥❞ ◆✐❣❡r✐❛
❛❜st❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆s ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✐❧ ❡①♣♦rts ✇❤✐❝❤ ❡♥❥♦② ❛ ❞✉t②
❢r❡❡ ❛❝❝❡ss ✐♥t♦ t❤❡ ❊❯✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞✐❞ ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ tr❛❞❡
r❡❣✐♠❡✱ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ t♦ t❤❡ ❙❆❉❈ ❊P❆ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥
✐ts str❛t❡❣✐❝ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❝♦✉♥tr② ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛♥ ❈✉st♦♠s
❯♥✐♦♥ ✭❙❆❈❯✮✱ ✇❤♦s❡ ❡♥❞ ❝♦✉❧❞ ✈❡r② ❞❛♠❛❣✐♥❣ t♦ t❤❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❇♦ts✇❛♥❛✱
▲❡s♦t❤♦✱ ◆❛♠✐❜✐❛ ❛♥❞ ❙✇❛③✐❧❛♥❞ ❣❡t ♠♦st ♦❢ t❤❡✐r r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉st♦♠s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ✭❖PP❉✱ ✷✵✶✷✮✳✹

■t ✐s ✇✐❞❡❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡♥t ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts
✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❤❛s ❡r♦❞❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ♠❛❥♦r
❡❝♦♥♦♠✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊❯ ♦r t❤❡ ❯❙❆ ❣r❛♥t t♦ ♣♦♦r ♥❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❢♦r ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❤♦s❡ ❡①♣♦rt ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❊P❆s ❡♥t❛✐❧
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝♦sts ❢♦r t❤❡s❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ✏✈❡r② ❧♦✇ ❛❞❥✉st♠❡♥t
❝❛♣❛❝✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜❝✐❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ ♦❜st❛❝❧❡s
t♦ ❧❛❜♦r ♠♦❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s❛❢❡t② ♥❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣
❝❛♣❛❝✐t✐❡s✑ ✭❇♦✉ët✱ ❋♦♥t❛❣♥é ❛♥❞ ❏❡❛♥✱ ✷✵✵✻✮✳

✸❈❆❘■❋❖❘❯▼ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❆♥t✐❣✉❛ ❛♥❞ ❇❛r❜✉❞❛✱ ❇❛❤❛♠❛s✱ ❇❛r❜❛❞♦s✱ ❇❡❧✐③❡✱
❉♦♠✐♥✐❝❛✱ ❉♦♠✐♥✐❝❛♥ ❘❡♣✉❜❧✐❝✱ ●r❡♥❛❞❛✱ ●✉②❛♥❛✱ ❍❛✐t✐✱ ❏❛♠❛✐❝❛✱ ❙t ▲✉❝✐❛✱ ❙t ❱✐♥❝❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ●r❡♥❛❞✐♥❡s✱ ❙t ❑✐tts ❛♥❞ ◆❡✈✐s✱ ❙✉r✐♥❛♠❡✱ ❚r✐♥✐❞❛❞ ❛♥❞ ❚♦❜❛❣♦✳

✹❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯ ✐♥ ✶✾✾✾✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❚r❛❞❡✱
❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❈♦✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❆❣r❡❡♠❡♥t ✭❚❉❈❆✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❞✐❞ ♥♦t ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛♥
✐♥t❡r✐♠ ❊P❆✳

✷



●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ❊P❆s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣r❛❞✉❛❧
❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❛❢❡❣✉❛r❞ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ♣r♦t❡❝t ✐♥❢❛♥t
✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ t♦ ♣r♦t❡❝t ❛♥② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r t❤r❡❛t❡♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦rts✳
❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❣r❛♥t❡❞ ❛ ❧♦♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✭✉♣ t♦ ✷✺ ②❡❛rs✮ t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r t❛r✐✛s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ♦✈❡r t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r t❛r✐✛s
♦♥ ❣♦♦❞s t❤❛t ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❊❯ ✐♠♣♦rts✱✺ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❊❯ ❢✉❧❧② ❧✐❜❡r❛❧✐③❡s
✐ts tr❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❛②✳✻

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❊P❆s ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❊❯ t♦ t❤❡
❆❈P ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ♣✉r♣♦s❡s✱ ♥❛♠❡❧② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✈❛r✐♦✉s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s st❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❆rt✐❝❧❡ ✽ ♦❢ t❤❡ ❊❯✲❈❆❘■❋❖❘❯▼ ❊P❆ ✐s ✈❡r② ❡❧♦q✉❡♥t ✐♥
t❤✐s r❡❣❛r❞✿

❆rt✐❝❧❡ ✽ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r✐♦r✐t✐❡s
✶✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ✐♥ ❆rt✐❝❧❡ ✼ s❤❛❧❧ ❜❡

♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡❛s ❛s ❢✉rt❤❡r ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❈❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s ❆❣r❡❡♠❡♥t✿

✭✐✮ ❚❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛ss✐st❛♥❝❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❤✉♠❛♥✱ ❧❡❣❛❧ ❛♥❞
✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ❙t❛t❡s s♦ ❛s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡✐r
❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts s❡t ♦✉t ✐♥ t❤✐s ❆❣r❡❡♠❡♥t❀ ✭✐✐✮
❚❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ss✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢♦r ✜s❝❛❧
r❡❢♦r♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❛① ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❛① r❡✈❡♥✉❡s ✇✐t❤ ❛ ✈✐❡✇ t♦ s❤✐❢t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❛r✐✛s ❛♥❞ ♦t❤❡r
❞✉t✐❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡s t♦ ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t t❛①❛t✐♦♥❀ ✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥
♦❢ s✉♣♣♦rt ♠❡❛s✉r❡s ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r♦♠♦t✐♥❣ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛♥❞ ❡♥t❡r♣r✐s❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♠❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ✜r♠s ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ❡❝♦♥♦♠✐❡s❀ ✭✐✈✮ ❚❤❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❆❘■❋❖❘❯▼
❡①♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ ♥❡✇ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ♥❡✇ s❡❝t♦rs❀ ✭✈✮ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ❙t❛t❡s s♦ ❛s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡
✇✐t❤✱ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐s❡❞ s❛♥✐t❛r② ❛♥❞ ♣❤②t♦s❛♥✐t❛r② ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞
t❡❝❤♥✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐s❡❞ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
st❛♥❞❛r❞s❀ ✭✈✐✮ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t②❀ ✭✈✐✐✮ ❙✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ❙t❛t❡s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡

✺❙❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥❝❧✉❞❡ t❤♦s❡ ♦❢ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ ❣♦♦❞s ✇❤❡r❡ ✐♠♣♦rt
❞✉t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s❤❛r❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s✳

✻❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛♣♣❧② t♦ r✐❝❡ ❛♥❞ s✉❣❛r ✇❤❡r❡ ❢r❡❡ ❛❝❝❡ss st❛rts ✐♥ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ✷✵✶✺
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸



●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❝♦♥❞✉❝t ♦❢ tr❛❞❡✳

◆❡❣♦t✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❊P❆s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯ ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❞✐❞
♥♦t s✐❣♥ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆s ❛r❡ st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ ♠♦r❡ ❛✐❞
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦♥❡ ♦❢ ❵t❤❡ ❝❛rr♦ts✬ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥
t❤❡ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ t❛❜❧❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛✐❞ ❢♦r t❤❡✐r ❛♥♥✉❛❧
❜✉❞❣❡ts ✭❆❧❛✈✐✱ ●✐❜❜♦♥ ❛♥❞ ◆✐❡❧s ❏♦♥✱ ✷✵✵✼✮✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❝❝♦✉♥t s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❊❯✲❆❈P
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✿ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❨❛♦✉♥❞é ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉
❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊❯ ❣r❛♥t❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ t❛r✐✛s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡✱ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆s✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s s✐❣♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡
tr❛♥s❢❡rs t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s tr❛♥s❢❡r
♣❛②♠❡♥ts t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❡ss❛②s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s
❛♥s✇❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✿ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛ r✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠② ❧✐❦❡
t❤❡ ❊❯ ✐♥ ❧❡tt✐♥❣ ❛ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr② ❛♣♣❧② ❤✐❣❤ t❛r✐✛s ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
❣r❛♥t ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ t❛r✐✛s❄ ❲❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛ss❛❣❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠
♦❢ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡❄ ❲❤② t❤❡ ❊P❆ ✐♥❝❧✉❞❡ t❡♠♣♦r❛r②
tr❛♥s❢❡rs✱ t❤✐s t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡❄ ❉♦❡s ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❜❡♥❡✜t
❞♦♥♦rs ❜② ♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡✐r ❡①♣♦rts❄

✹



●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✵✳✶✳ ■♥t❡r✐♠ ❊❯✲❆❈P ❊P❆s
❘❡❣✐♦♥ ❈♦✉♥tr② ❉❛t❡ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡

❲❡st ❆❢r✐❝❛ ❈ôt❡ ❞✬■✈♦✐r❡ ✷✻ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✽

●❤❛♥❛ ✷✵✵✼✯

❈❡♥tr❛❧ ❆❢r✐❝❛ ❈❛♠❡r♦♦♥ ✶✺ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✾

❊❛st❡r♥ ❛♥❞ ❙♦✉t❤❡r♥ ▼❛❞❛❣❛s❝❛r ❆✉❣✉st ✷✵✵✾

❆❢r✐❝❛ ✭❊❙❆✮ ▼❛✉r✐t✐✉s ❆✉❣✉st ✷✵✵✾

❙❡②❝❤❡❧❧❡s ❆✉❣✉st ✷✵✵✾

❩✐♠❜❛❜✇❡ ❆✉❣✉st ✷✵✵✾

❊❛st❡r♥ ❆❢r✐❝❛♥ ❇✉r✉♥❞✐ ✷✽ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✼✯

❈♦♠♠✉♥✐t② ✭❊❆❈✮ ❑❡♥②❛ ✷✽ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✼✯

❘✇❛♥❞❛ ✷✽ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✼✯

❚❛♥③❛♥✐❛ ✷✽ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✼✯

❯❣❛♥❞❛ ✷✽ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✼✯

❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❇♦ts✇❛♥❛ ✹ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾

❈♦♠♠✉♥✐t② ✭❙❆❉❈✮ ▲❡s♦t❤♦ ✹ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾

❙✇❛③✐❧❛♥❞ ✹ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾

▼♦③❛♠❜✐q✉❡ ✶✺ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾

◆❛♠✐❜✐❛ ✸ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✼✯

❈❛r✐❜❜❡❛♥ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✽

P❛❝✐✜❝ P❛♣✉❛ ◆❡✇ ●✉✐♥❡❛ ✸✵ ❏✉❧② ✷✵✵✾

❋✐❥✐ ✶✶ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✾

❙♦✉r❝❡✿ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐s✐♦♥ ✭❊❈✮✱ ✏❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ❖❢ ❚❤❡ ■♥t❡r✐♠ ❆❣r❡❡♠❡♥ts✑✱ ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥

❆✉❣✉st ✵✷✱ ✷✵✶✹ ❛t ❤tt♣✿✴✴tr❛❞❡✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✴❞♦❝❧✐❜✴❞♦❝s✴✷✵✵✾✴❥❛♥✉❛r②✴tr❛❞♦❝❴✶✹✷✶✽✽✳♣❞❢

❖t❤❡r s♦✉r❝❡s✿ ❊❈✱ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t s❤❡❡ts ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❆❈P r❡❣✐♦♥s✳

◆♦t❡✿ ✯ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❆ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ✭♥♦t s✐❣♥❡❞ ②❡t✮

✺



●
❡♥❡r❛❧

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✵✳✷✳ ❚r❛❞❡ ❘❡❣✐♠❡ ❛❢t❡r ✵✶✴✵✶✴✵✽ ❜② ❆❈P ❝♦✉♥tr②1

❊P❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❊P❆ ✭✶✵ ▲❉❈s✱ ✷✻ ♥♦♥✲▲❉❈s✮ ❊❇❆ ✭✸✶ ▲❉❈s✮ ●❙P ✭✶✵ ♥♦♥✲▲❉❈s✮

❈❛r✐❜❜❡❛♥

❆♥t✐❣✉❛ ✫ ❇❛r❜ ❉♦♠✳ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ❙t ❑✐tts ✫ ◆❡✈✐s

❇❛❤❛♠❛s ●r❡♥❛❞❛ ❙t ▲✉❝✐❛

❇❛r❜❛❞♦s ●✉②❛♥❛ ❙t ❱✐♥❝✳ ✫ ●r❡♥✳

❇❡❧✐③❡ ❍❛✐t✐ ❙✉r✐♥❛♠

❉♦♠✐♥✐❝❛ ❏❛♠❛✐❝❛ ❚r✐♥✐❞❛❞ ✫❚♦❜✳

❈❡♥tr❛❧ ❆❢r✐❝❛
❈❛♠❡r♦♦♥ ❈❡♥tr❛❧ ❆❢r✐❝❛♥ ❘❡♣✳ ❊q✉❛t✳ ●✉✐♥❡❛ ●❛❜♦♥

❉❘ ❈♦♥❣♦ ❈❤❛❞ ❙ã♦ ❚♦♠❡ ❘❡♣✳ ❈♦♥❣♦

❊❆❈ ❊❙❆ ❉❥✐❜♦✉t✐ ❙♦♠❛❧✐❛

❇✉r✉♥❞✐ ❑❡♥②❛ ❈♦♠♦r♦s ❩✐♠❜❛❜✇❡ ❊r✐tr❡❛ ❙✉❞❛♥

❊❙❆ ❑❡♥②❛ ❘✇❛♥❞❛ ▼❛❞❛❣❛s❝❛r ▼❛✉r✐t✐✉s ❊t❤✐♦♣✐❛

❚❛♥③❛♥✐❛ ❯❣❛♥❞❛ ❙❡②❝❤❡❧❧❡s ❩❛♠❜✐❛ ▼❛❧❛✇✐

P❛❝✐✜❝

P❛♣✉❛ ◆❡✇ ●✉✐♥❡❛ ❊❛st ❚✐♠♦r ❙♦❧♦♠♦♥ ■s❧❛♥❞s ❈♦♦❦ ■s❧❛♥❞s ▼✐❝r♦♥❡s✐❛

❋✐❥✐ ❑✐r✐❜❛t✐ ❚✉✈❛❧✉ ❚♦♥❣❛ P❛❧❛✉

❙❛♠♦❛ ❱❛♥✉❛t✉ ▼❛rs❤❛❧❧ ■✳ ◆❛✉r✉ ◆✐✉❡

❲❡st ❆❢r✐❝❛

❈ôt❡ ❞✬■✈♦✐r❡ ❇❡♥✐♥ ●✉✐♥❡❛ ❇✐ss❛✉ ◆✐❣❡r ◆✐❣❡r✐❛

●❤❛♥❛ ❇✉r❦✐♥❛ ❋❛s♦ ▲✐❜❡r✐❛ ❙❡♥❡❣❛❧

❈❛♣❡✲❱❡r❞❡2 ▼❛❧✐ ❙✐❡rr❛ ▲❡♦♥❡

●❛♠❜✐❛ ▼❛✉r✐t❛♥✐❛ ❚♦❣♦ ●✉✐♥❡❛

❙❆❉❈ ❇♦ts✇❛♥❛ ◆❛♠✐❜✐❛ ❙✇❛③✐❧❛♥❞ ❆♥❣♦❧❛

▲❡s♦t❤♦ ▼♦③❛♠❜✐q✉❡

❙♦✉r❝❡✿ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐s✐♦♥ ✭❊❈✮✱ ✏❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇ ❖❢ ❚❤❡ ■♥t❡r✐♠ ❆❣r❡❡♠❡♥ts✑ ❛t ❤tt♣✿✴✴tr❛❞❡✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✴❞♦❝❧✐❜✴❞♦❝s✴✷✵✵✾✴❥❛♥✉❛r②✴tr❛❞♦❝❴✶✹✷✶✽✽✳♣❞❢

✶✳ ◆♦♥✲▲❉❈s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✐t❛❧✐❝ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ✐ts tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡ ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣✐r② ♦❢ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ tr❛❞❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✷✳ ❈❛♣❡ ❱❡r❞❡ ❧♦s❡s ✐ts ▲❉❈ st❛t✉s ✐♥ ✷✵✵✽ ❜✉t ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ●❙P ❊❇❆ ❢♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞

✻



●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦✉♥tr② s✐③❡ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts

❚❤❡ ✜rst ❡ss❛② t❛❝❦❧❡s t❤❡ t✇♦ ✜rst q✉❡st✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ♠❛♥②
❞❡❝❛❞❡s✱ ♥♦t ♦♥❧② ❞✐❞ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❡♥❥♦② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ❊❯ ♠❛r❦❡t✱ ❜✉t t❤❡② ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❤✐❣❤ t❛r✐✛s✳
❨❡t✱ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✺✸✲✹✹❀ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥✱
✶✾✽✽❀ ❙②r♦♣♦✉❧♦s✱ ✷✵✵✷✮ s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛
❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✇♦✉❧❞ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✳ ❲❡ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❛t
❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ❝♦✉♥tr② ❡♥❥♦②s ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r
❛ t❛r✐✛ ✇❛r ✲ ♥❛♠❡❧② ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♣♣❧② t❤❡✐r ◆❛s❤
t❛r✐✛s ✲ t❤❛♥ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳ ▼② st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✱
❤❡r❡❛❢t❡r ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✮❀ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡
❛♥❞ ✉s❡ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s✳ ❈♦♥tr❛r②
t♦ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✱ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❧✇❛②s ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦
t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❣❛✐♥s ❢r♦♠ s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋❚❆✮ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ■t ✐s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t♦❞❛② t❤❛t
❧❡❛❞✐♥❣ ✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❊❯ ✉s❡ ❋❚❆s ❛s ✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢ ✐ts ✏r❛✇
♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐♣❧♦♠❛❝②✑ ✇❤♦s❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❡❝✉r❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜②
❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❡①♣♦rt r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❢❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs s✉❝❤ ❛s ❇❘■❈ ❝♦✉♥tr✐❡s
✭❘❛♠❞♦♦✱ ✷✵✶✶✮✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ■ ✉s❡ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞
❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❑❘✮ ✇✐t❤ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t
❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ②✐❡❧❞s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ t❛r✐✛✲s✉❜s✐❞② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✮ ❛♣♣❧✐❡s
❛ t❛r✐✛ ❛❣❛✐♥st ✐ts ✐♠♣♦rts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✮ s✉❜s✐❞✐❡s
✐ts ✐♠♣♦rts ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❢
❝♦✉rs❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳

❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ❧❛st✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t t❤❛t ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❡♥❥♦②❡❞
✐♥ t❤❡ ❊❯ ♠❛r❦❡t✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡ts✱ ❤❛s ❝❛❧❧❡❞
❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛❞❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳

✼



●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦✉♥tr② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✿ ❛ st✉❞②

♦❢ ❆❈P✲❊❯ ❛❣r❡❡♠❡♥ts

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡ss❛②✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
♠♦❞❡❧ à ❧❛ ❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✮ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ s✐③❡✱ ❜✉t
❛❧s♦ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❣♦♦❞s ♦r ✐♥ t❤❡✐r s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ■ ✜♥❞
t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋❚❆✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❤❡♥ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r
♦✛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ❜❡ ✇♦rs❡ ♦✛✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②
♠✉st ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❢♦r t❤❡ ❋❚❆ t♦ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❙❈s✮ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠✉st ✢♦✇
❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❡♠♣♦r❛r② tr❛♥s❢❡rs t❤❛t t❤❡ ❊❯ ♣r♦✈✐❞❡s t♦ ❆❈P s✐❣♥❛t♦r✐❡s
✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆s✳

■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡ss❛②✱ ■ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❯ ❞♦♥♦rs t♦ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✳
❉❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✬s ●❉P ♦♥
t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s✐❞❡ t♦ t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ●❉P ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s✐❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢
❝❛♣✐t❛❧✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ■ r✉♥ ♦♥❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✭♦r t❤❡
♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞❡♠❛♥❞✮ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡
❝♦✉♥tr② ✭♦r t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡♠❛♥❞✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✐♥ s✐③❡ ✭♦r ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞✮✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r t❤❡
✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆ ❤❛s
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❡✛❡❝t ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥
s✉♣♣❧② ✭r❡s♣✳ ❞❡♠❛♥❞ ♦r s✐③❡✮ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♠❛tt❡rs ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✱ ✐t t✉r♥s
♦✉t t❤❛t ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳
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●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ tr❛❞❡

♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ♦♥ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧✲
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✭▲❧♦②❞✱ ▼❝●✐❧❧✐✈r❛②✱ ▼♦rr✐ss❡②✱ ❛♥❞ ❖s❡✐✱ ✷✵✵✵❀ ▼❛rtí♥❡③✲
❩❛r③♦s♦✱ ◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥✱ ❑❧❛s❡♥ ❛♥❞ ▲❛r❝❤✱ ✷✵✵✾❀ ◆✐❧ss♦♥✱ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ✉s✐♥❣ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♠♦❞❡❧✱
❉❥❛❥✐❝✱ ▲❛❤✐r✐✱ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼♦❧❧❡r ✭✷✵✵✹✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❉▲❘ ✭✷✵✵✹✮✮ ❛r❣✉❡
t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢
t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ❡①♣♦rt ♣r♦❞✉❝t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ✐♠♣♦rts ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡✐r ♣❛♣❡r ❥✉st ✐♥✈♦❦❡s ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
r❡❝✐♣✐❡♥t✬s ❤❛❜✐t ❢♦r♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❡ss❛② ❤❡❧♣s ✜❧❧✐♥❣ t❤✐s ❣❛♣ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳

❆s ✐♥ ❉▲❘ ✭✷✵✵✹✮✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ♠❛❦❡s ❛ tr❛♥s❢❡r ♦♥❧② ✐♥
t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
♦♣❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❛❜✐t ♣❛r❛♠❡t❡r❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st♦rt r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦①✳ ■ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❣r♦✇t❤ ♦❢ t♦t❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts❀ ❛❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡
✇♦r❧❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✐♠♣♦rt ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rt✮ ❣♦♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠♦r❡ t❤❛t ♦❢ ✐ts ❡①♣♦rt ✭✐♠♣♦rt✮ ❣♦♦❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦rt✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s s❤♦rt✲❧✐✈❡❞✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❡st✐♥❣ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ✇✐t❤
❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ✸✷ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ ✶✾✽✵ t♦
✷✵✶✶✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❧❛❣❣❡❞ tr❛♥s❢❡r ❛✛❡❝ts ❢r❡♥❝❤ ❡①♣♦rts✳
❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡ss❛② ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜②
✇❤✐❝❤ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❜❡♥❡✜ts t❤❡ ❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr②✳
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❈❤❛♣t❡r ✶

❈♦✉♥tr② s✐③❡ ❛♥❞ tr❛❞❡

❛❣r❡❡♠❡♥ts

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❛❢t❡r♠❛t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
❈♦♠♠✉♥✐t② ✭❊❈✮ ❛♥❞ ✐ts ▼❡♠❜❡r ❙t❛t❡s s✐❣♥❡❞ ❛ tr❡❛t② ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡✐r ❡①✲❝♦❧♦♥✐❡s✳ ❑♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❨❛♦✉♥❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ t❤✐s tr❡❛t②
❛♥❞ ✐ts s✉❝❝❡ss♦rs ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✐❞ ❜✉t
❛❧s♦ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡♥❛✳✶ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t✐❡s✱ ❆❢r✐❝❛♥✱ ❈❛r✐❜❜❡❛♥ ❛♥❞ P❛❝✐✜❝ ✭❆❈P✮ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡♥❥♦②❡❞
t❛r✐✛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛r❦❡t ✭❛ ❢♦r♠ ❛ s✉❜s✐❞② t♦ ❢♦r❡✐❣♥
❡①♣♦rt❡rs✮✱ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡ts✳

❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭✶✾✾✻✮ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❊❈
tr❛❞❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✸✵ ②❡❛rs ❤❛s
❜❡❡♥ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❤❛r♣ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ❆❈P s❤❛r❡ ✐♥ ❊✉r♦♣❡❛♥
✐♠♣♦rts✳✷ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ♠❡❡t s♦♠❡ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤❡
❆❈P✲❊❯ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② ♣♦✈❡rt② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠②
✭s❡❡ ❛rt✐❝❧❡ ✶ ♦❢ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❛❣r❡❡♠❡♥t✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝② ❧❡❞ t❤❡ ❊❈ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

✶❆❢t❡r t❤❡ ❨❛♦✉♥❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✭✶✾✻✸✲✶✾✼✺✮✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❛♥❞ ❆❈P st❛t❡s s✐❣♥❡❞ t❤❡
❢♦✉r ▲♦♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✭✶✾✼✺✲✷✵✵✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭✷✵✵✵✲✷✵✵✼✮✳ ❙✐♥❝❡
✷✵✵✽✱ t❤❡ ❊❯ ❤❛s s✐❣♥❡❞ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆s ✇✐t❤ s♦♠❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❛r❡ ✉♥❞❡r
♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ tr❡❛t✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥ ❢♦r❝❡ ❜❡❢♦r❡ ✷✵✵✽✳

✷❚❤❡ ❖PP❉ ✭✷✵✶✷✮ ♥♦t❡s ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❆❈P s❤❛r❡ ✐♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ✐♠♣♦rts ❢r♦♠
♥❡❛r❧② ✽✪ ✐♥ ✶✾✼✺ t♦ ✷✳✽✪ ✐♥ ✷✵✵✵✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦♥✲❆❈P ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦♠❡ tr❛❞❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✉t♣❛❝❡❞ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡✐r ❡①♣♦rts t♦
t❤❡ ❊❯✳

✶✶



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t♦ ❛ss✐st ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❊❈ ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡
❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛rt♥❡rs❤✐♣ ❆❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ❛✐♠❡❞ ❛t
✜❣❤t✐♥❣ ♣♦✈❡rt② ❛♥❞ ✉♥❞❡r❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❖PP❉✱ ✷✵✶✷✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✱
❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❑❘✮ ✇✐t❤ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s t❤❡
❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ②✐❡❧❞s
❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❛r✐✛✲s✉❜s✐❞② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛ t❛r✐✛ ❛❣❛✐♥st ✐ts ✐♠♣♦rts✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✮ s✉❜s✐❞✐❡s ✐ts ✐♠♣♦rts ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❜❡♥❡✜ts
❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡ ♦r ♥♦t✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞
❛❝❝❡ss t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆s✮✱ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦s❡❞❧② ❞❡❧✐✈❡r ❜❡tt❡r
♦✉t❝♦♠❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣
❆❈P✲❊❯ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ tr❡❛t✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❡r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❦❡❡♣
❤✐❣❤ t❛r✐✛s✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❊❯ ♠❛r❦❡t✳

▼♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✱ ■ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋❚❆✮✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛
s♠❛❧❧❡r ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t✇♦ str❛♥❞s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✳ ❋✐rst✱ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞
❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮ ✉s❡ ❛ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧s ✉♥❞❡r ◆❛s❤ t❛r✐✛ ❛♥❞ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ✏s✉✣❝✐❡♥t❧②✑ ❜✐❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐♥ t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r✳✸

❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r
❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❜✐❣ ❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r
tr❛❞❡ ✇❛r t❤❛♥ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s ♥♦t ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜❀ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤✐s ✐s tr✉❡
❛r❡ ❢❡✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ ❢r❡❡ tr❛❞❡
♣r❡✈❛✐❧s✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡
♣r❡s❡♥t st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳

❋♦r s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❛ t❛r✐✛ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t❛r✐✛✲s✉❜s✐❞② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❚❙❊✮❀

✸❙②r♦♣♦✉❧♦s ✭✷✵✵✷✮ ♦❜t❛✐♥s ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s

✶✷
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❈❤♦♥❣❜✉♥✇❛t❛♥❛ ✭✷✵✵✹✮ ✜♥❞ t❤❛t ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✐♠♣♦s❡s ❛ t❛r✐✛ ❛♥❞
t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② s✉❜s✐❞✐❡s ✐ts ✐♠♣♦rts✳ ❍✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ ❛ ◆❛s❤ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❞❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❛r✐✛s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛✉t❛r❦②✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱
▼❛②❡r ✭✶✾✽✶✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❛r✐✛✲s✉❜s✐❞② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡
t❤❡ t❛r✐✛ ✇❛r❀ ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛r✐✛
♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞②
t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② t♦ ❧♦✇❡r ✐ts t❛r✐✛✳✹ ❚❤✐s r❡s✉❧t r❡sts ♦♥ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✇❤❡♥ ✐t ❛❞♦♣ts ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧②
❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❛r✐✛ ❣❛♠❡❀ t❤✉s ✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣
❛ s✉❜s✐❞② ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② t♦ ❛❞♦♣t ❛ s♠❛❧❧❡r t❛r✐✛ t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ t❤❛t ♣r❡✈❛✐❧s ✉♥❞❡r ❛ t❛r✐✛ ✇❛r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r
♦✛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❚❙❊✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▼❛②❡r ✭✶✾✽✶✮ ✜♥❞s t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ♠❛② ♥♦t
❜❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❛t t❤❡ t❛r✐✛ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t t❤❛♥
✐♥ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❤❡❧♣s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❆❈P✲❊❯ tr❛❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ▲♦♠é ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ ✷✵✵✼✱ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❡r❡ ❣r❛♥t❡❞ ❛ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧
♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛r❦❡t✱ ❜✉t ✇❡r❡ ❢r❡❡ t♦ s❡t t❤❡✐r
tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✳✺ ❚❤❡ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡✱
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ②❡❛rs ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡
✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ s✐❣♥✐♥❣ ♦❢ ❊P❆s✱ t❤❡ ❆❈Ps ❣✐✈❡
♠♦r❡ tr❛❞❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣❛rt♥❡rs✳ ❇② s♦ ❞♦✐♥❣✱ ❆❈P✲
❊❯ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❲❚❖ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❜♦t❤ s✐❣♥❛t♦r✐❡s t♦ ❛♥ ❋❚❆ ❞❡r✐✈❡ ❞✐r❡❝t ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ s✉❝❤
tr❡❛t②✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡
t✐♥② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡sts ♦❢ t❤❡ ❊❯ ✐♥ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❧✐❦❡ ❇❘■❈ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢♦r ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♥♦♥✲❡♥❡r❣② r❡s♦✉r❝❡s✱ t❤❡
❆❈P✲❊❯ ❊P❆s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊❯ ✏r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧
❞✐♣❧♦♠❛❝②✑ ✇❤♦s❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❡❝✉r❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜②
❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❡①♣♦rt r❡str✐❝t✐♦♥s ✭❘❛♠❞♦♦✱ ✷✵✶✶✮✳✻✱✼ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❢r❡❡ tr❛❞❡

✹❆ t❛r✐✛ ✭♦r tr❛❞❡✮ ✇❛r r❡❢❡rs t♦ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ t❛r✐✛
❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❙②r♦♣♦✉❧♦s✱ ✷✵✵✷✮✳

✺❚❤✐s tr❡❛t② s✐❣♥❡❞ ✐♥ ✶✾✼✺ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✾✻✸✬s ✜rst ❨❛♦✉♥❞❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❋r❡♥❝❤✲s♣❡❛❦✐♥❣ ❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ❛♥❞ ❊♥❣❧✐s❤✲s♣❡❛❦✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ P❛❝✐✜❝ ♦❝❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛r✐❜❜❡❛♥
✐s❧❛♥❞s✳

✻❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✏t❤❡ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥✐t✐❛t✐✈❡✑ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
❈♦♠♠✐ss✐♦♥✳

✼■♥ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❊❯ r❡❛❝t✐♦♥s t♦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐♥ ❆❢r✐❝❛✱
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✇✐❧❧ ❜❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡♠
✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❛❝❝❡ss t♦ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✏❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉st❛✐♥❛❜❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ s♦❝✐❡t✐❡s✑ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❊❯ r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ✐♠♣♦rts ♦❢ ✏❤✐❣❤✲t❡❝❤✑ ♠❡t❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡
❆❢r✐❝❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ s✉♣♣❧✐❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆❈P
❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ♦✈❡r❝♦♠❡ s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t
❤❛✈❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ t❤❡♠ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❊❯ ♠❛r❦❡t✱
✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡st ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❆❈P✲❊❯ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

❉❡❧ ❇✐♦♥❞♦ ✭✷✵✶✷✮ ♥♦t❡s ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦✇❛r❞s r❡s♦✉r❝❡✲r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ s❤❡❞s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❊❯ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐♣❧♦♠❛❝②✳

✶✹
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❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❈♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t✐❝ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥
✭✶✾✽✽✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❑❘✮✳ ❚✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭✇✐t❤♦✉t ✯✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤
✭✇✐t❤ ✯✮✱ tr❛❞❡ t✇♦ ❣♦♦❞s✱ x ❛♥❞ y✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❝♦♥s✉♠❡r ❤❛s ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✭❙●✮ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜②✽✿

u(x, y) =
(
1 + x(∗)

) (
1 + y(∗)

)
✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ x(∗) ❛♥❞ y(∗) ❛r❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ x ❛♥❞ y ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❙● ✉t✐❧✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦✉♥tr✐❡s✬ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤✳ ❚❤❡
✇♦r❧❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t
str✉❝t✉r❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ◆♦rt❤ ❤❛s 1− γ ♦❢ ✉♥✐ts x ❛♥❞ µ ♦❢ y✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❙♦✉t❤ ❤❛s γ ✉♥✐ts ♦❢ x ❛♥❞ 1 − µ ♦❢ y✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡
❙♦✉t❤✮ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ y ✭r❡s♣✳ x✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦r ✐s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ❛s t❤❡ ◆♦rt❤ (0.5 < γ ≤ µ ≤ 1)✳✾ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✮
✐♠♣♦rts ❣♦♦❞ x ✭r❡s♣✳ y✮ ❛♥❞ ❡①♣♦rts ❣♦♦❞ y ✭r❡s♣✳ x✮✳

❊❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t ❞❡♥♦t❡❞ ❜② τx ❛♥❞ τ ∗y
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛❞ ✈❛❧♦r❡♠ t❛r✐✛ ✐❢ τi > 0✱
✇✐t❤ i ∈ {x, y} ❛♥❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞② ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡❛s❡✱
❧❡t t = 1 + τx ❛♥❞ s = 1 + τ ∗y ✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② px = tpw

x
, p∗y = spwy , p

∗

x = pwx ; py = pwy ✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
t❛r✐✛ ✭s✉❜s✐❞②✮✱ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞ ✐s ❤✐❣❤❡r ✭s♠❛❧❧❡r✮
t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡✳

❈♦♥s✉♠❡rs s♣❡♥❞ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ♦♥ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s❀ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝♦♠❡
❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛t ❤♦♠❡ ♣r✐❝❡s✱ ♣❧✉s ✭♠✐♥✉s✮ t❛r✐✛
✭s✉❜s✐❞②✮ r❡✈❡♥✉❡ ❛s ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ t❛r✐✛ ✭s✉❜s✐❞②✮ ♣r♦❝❡❡❞s ❛r❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ✭❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠✮ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤❡

✽❑❘ ✭✶✾✽✽✮ ✉s❡ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✭❈❇✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u (x, y) = x · y✳ ❯♥❞❡r
❜♦t❤ ❈❉ ❛♥❞ ❙● ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✬s ✉t✐❧✐t② ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ✐ts t❛r✐✛ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ✐♥ ✐ts
tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✬s t❛r✐✛✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s
r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡✿ ✇✐t❤ ❙● ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬
◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤ ❈❉
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✭r❡s♣✳ s♠❛❧❧✮ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✐s ❜❡tt❡r
♦✛ ✭r❡s♣✳ ✇♦rs❡ ♦✛✮ ✉♥❞❡r ✐ts ◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡ t❤❛♥ ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡✳

✾❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛✐❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦♦r❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❞♦♥♦rs❀ ■ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳
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❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

❚❤❡ ◆♦rt❤

tpwx (1− γ) + pwy µ+ (t− 1) pwxZx = I ✭✶✳✷✮

tpwx x+ pwy y = I ✭✶✳✸✮

❚❤❡ ❙♦✉t❤

pwx γ + spwy (1− µ) + (s− 1) pwy Zy = I∗ ✭✶✳✹✮

pwx x
∗ + spwy y

∗ = I∗ ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ I ❛♥❞ I∗ ❛r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡s✱ Zi ❛r❡ ✐♠♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ i ∈ {x, y} ❛♥❞
x(∗), y(∗) ❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s✳

❊q✉❛t✐♦♥s (1.2) ❛♥❞ (1.4) ❛❜♦✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❛♥❞
t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♥❝♦♠❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts (IF)✱ ✇❤✐❧❡ (1.3)
❛♥❞ (1.5) ❛r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s (EF)✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t tr❛❞❡ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✐♠♣♦rts ❡q✉❛❧s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣♦rts✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ✇❤❛t
❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y
❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ γ, µ, s, t✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛❞❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ■
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②
r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■
❝♦♠♣❛r❡ ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ r❡❣✐♠❡s t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❞❡

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ (x, y) t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ✉t✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② (1.1) s✉❜❥❡❝t t♦
t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t (1.3)✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

L (x, y, λ) = u (x, y) + λIF (x , y) ✭✶✳✻✮

✶✻



✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❙✐♥❝❡ x ❛♥❞ y ❛r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋❖❈s✮
♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛r❡

∂L (x, y, λ)

∂x
= 1 + y − λtpwx = 0 ✭✶✳✼✮

∂L (x, y, λ)

∂y
= 1 + x− λpwy = 0 ✭✶✳✽✮

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ (1.7) ❜② (1.8) ❣✐✈❡s✿

1 + y

1 + x
=

tpwx
pwy

✭✶✳✾✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♠♣❧✐❡s✿

1 + y∗

1 + x∗
=

pwx
spwy

✭✶✳✶✵✮

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ■ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑❘
✭✶✾✽✽✮✳ ❘❡✲✇r✐t❡ x = 1−γ+Zx ✱ y = µ−Zy✱ x∗ = γ−Z∗

x ❛♥❞ y∗ = 1−µ+Z∗

y ✳
■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ (1.9) ❛♥❞ (1.10) ❜r✐♥❣s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

{

tpwx (2− γ + Zx)− pwy (1 + µ− Zy) = 0

pwx (1 + γ − Z∗

x)− spwy
(
2− µ+ Z∗

y

)
= 0

✭✶✳✶✶✮

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ (1.11)✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ (1.3) ❢r♦♠ (1.2) ✭♦r (1.5) ❢r♦♠ (1.4)✮✿

pwx (1− γ − x
︸ ︷︷ ︸

Zx<0

) + pwy (µ− y
︸ ︷︷ ︸

Zy>0

) = 0

pwx (γ − x∗

︸ ︷︷ ︸

Z∗

x>0

) + pwy (1− µ− y∗
︸ ︷︷ ︸

Z∗

y<0

) = 0
✭✶✳✶✷✮

Zi < 0 ✭r❡s♣✳ Zj > 0✮ ✐❢ ❛ ❝♦✉♥tr② ❡①♣♦rts ✭r❡s♣✳ ✐♠♣♦rts✮ ❣♦♦❞ i ✭r❡s♣✳
j✮✳ ▲❡t x ❜❡ t❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡ ❣♦♦❞ s✉❝❤ t❤❛t pwx = 1❀ ✐s♦❧❛t✐♥❣ py ❢r♦♠ ❡❛❝❤
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ (1.12) ❜r✐♥❣s

✶✼
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pwy =
Zx
Zy

=
Z∗

x

Z∗
y

✭✶✳✶✸✮

❋r♦♠ (1.13)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t tr❛❞❡ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✭Zx = Z∗

x ❛♥❞
Zy = Z∗

y ✮✳ (1.12) ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦
{

tZy (2− γ + Zx)− Zx (1 + µ− Zy) = 0

Zy (1 + γ − Zx)− sZx (2− µ+ Zy) = 0
✭✶✳✶✹✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s (1.14) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ZE
x =

1− 4st− γ [st(µ− 2)− µ− 1] + µ+ 2stµ

1 + 3s+ µ+ st (2− µ)
✭✶✳✶✺✮

ZE
y =

1 + µ+ 2st (µ− 2) + γ [(1− st(µ− 2) + µ)]

1 + γ + 3t+ st (2− γ)
✭✶✳✶✻✮

■♥s❡rt✐♥❣ (1.15) ❛♥❞ (1.16) ✐♥t♦ (1.13) ❜r✐♥❣s t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❚♦❚ ❛s py =
1+γ+3t+2st−stγ

1+µ+3s++2st−stµ
❀ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❚♦❚ ❛r❡ s✐♠♣❧② t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✬s✳ ❆s

s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐♠♣r♦✈❡s ✭❞❡t❡r✐♦r❛t❡s✮ ✐ts ✭♣❛rt♥❡r✬s✮ t❡r♠s✲♦❢✲
tr❛❞❡ ❜② r❛✐s✐♥❣ ✐ts t❛r✐✛✿

∂ToT

∂t
=

3(1 + s) [1 + µ+ s (2− γ)]

[1 + 3s+ µ+ st (2− µ)]2
> 0

∂ToT

∂s
= −

3(1 + t) [1 + γ + t (2− µ)]

[1 + 3s+ µ+ st (2− µ)]2
< 0

∂ToT ∗

∂s
=

3(1 + t) [1 + γ + t (2− µ)]

[1 + γ + 3t+ st (2− γ)]2
> 0

∂ToT ∗

∂t
= −

3(1 + s) [1 + µ+ t (2− γ)]

[1 + γ + 3t+ st (2− γ)]2
< 0

■♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ x, y ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❼ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤





xE

yE



 =






2(1+µ)+3s(1−γ)+st(µ−2)
1+3s+µ+st(2−µ)

3tµ−1−γ+2st(2−γ)
1+γ+3t+st(2−γ)






❼ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤

✶✽
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



x∗E

y∗E



 =






3sγ−1−µ+2st(2−µ)
1+3s+µ−st(2−µ)

2(1+γ)+3t(1−µ)+st(γ−2)
1+γ+3t+st(2−γ)






❚♦ ❡①♣r❡ss ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛♥❞ t❛r✐✛s✱
s✐♠♣❧② ✐♥s❡rt xE ❛♥❞ yE ✭r❡s♣✳ x∗E ❛♥❞ y∗E✮ ✐♥t♦ (1.1)✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ tr❛❞❡
♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥t ✭❚P■✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ✐♥ ✐ts ♣❛rt♥❡r✬s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s
♠❡❛s✉r❡s ✉t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ✭①✲❛①✐s✮ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❚P■✳ P♦✐♥t
✶ ♦♥ t❤❡ ①✲❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ③❡r♦✲t❛r✐✛❀ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡❢t
✭r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲t❛r✐✛ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦✉♥tr②
❛♣♣❧✐❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt s✉❜s✐❞② ✭t❛r✐✛✮✳ ■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛ ❝♦✉♥tr②✬s
✉t✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ t❛r✐✛s✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐ts ♣❛rt♥❡r✬s
s✉❜s✐❞②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❜s✐❞✐③✐♥❣ ✐♠♣♦rts r❡❞✉❝❡s ♦♥❡ ❝♦✉♥tr②✬s ✉t✐❧✐t②✳ ■♥
t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦✉♥tr②
❛♣♣❧✐❡s ✐ts ◆❛s❤ t❛r✐✛✳

Nash tariff

2
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country's tariff
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35
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trading partner's tariff

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈♦♥❝❛✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r γ = µ = 0.6

✶✾



✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❇② t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✳r✳t t♦ s ❛♥❞ t✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t
❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ✇♦rs❡ ♦✛ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛♣♣❧② ♣♦s✐t✐✈❡ t❛r✐✛s ✐❢ γ = µ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✉t✐❧✐t②
u (x (s, t) , y (s, t))✳ ❙❡t px = 1 ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❋❖❈ (1.7) ❜② (1.8)✿

∂u/∂x

∂u/∂y
=

t

py (s, t)
⇒

∂u

∂y
=

∂u

∂x
·
py (s, t)

t
✭✶✳✶✼✮

❚❤❡ ✜rst✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ u (x (s, t) , y (s, t)) ✇✳r✳t t♦ s ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

∂u

∂s
=

∂u

∂x
·
∂x

∂s
+

∂u

∂y
·
∂y

∂s
✭✶✳✶✽✮

■♥s❡rt✐♥❣ (1.17) ✐♥t♦ (1.18)✿

∂u

∂s
=

∂u

∂x

(
∂x

∂s
+

∂y

∂s
·
py (s, t)

t

)

✭✶✳✶✾✮

❚❤❡ ◆♦rt❤✬s tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ (1.12) ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡ py✿

(1− γ − x) + py (µ− y) = 0 ⇒ py =
x− (1− γ)

µ− y
✭✶✳✷✵✮

❯s✐♥❣ (1.20) ✐♥t♦ (1.19)✿

∂u

∂s
=

∂u

∂x

(
∂x

∂s
+

∂y

∂s
·
x− (1− γ)

t (µ− y)

)

✭✶✳✷✶✮

❚♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ u (x (s, t) , y (s, t)) ✇✳r✳t t♦ s ❛♥❞ t ❛♥❞ ✉s✐♥❣ (1.21)
✇✐t❤ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ∂u/∂t ❣✐✈❡s

∂u =
∂u

∂s
ds+

∂u

∂t
dt =

∂u

∂x

(
∂x

∂s
+

∂x

∂t
+

(
∂y

∂s
+

∂y

∂t

)

·
x− (1− γ)

t (µ− y)

)

✭✶✳✷✷✮

❚♦ s✐❣♥ (1.22)✱ ■ ✜rst s✐❣♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ x ❛♥❞ y ✇✳r✳t t♦ s ❛♥❞
t✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t✿

∂x
∂s

= −3(1+µ)(1+γ+t(2−µ))

[1+µ+3s+st(2−µ)]2
< 0; ∂x

∂t
= −3s(2−µ)(1+µ+s(2−γ))

[1+µ+3s+st(2−µ)]2
< 0

∂y
∂s

= 3t(2−µ)(1+γ+t(2−µ))

[1+γ+3t+st(2−γ)]2
> 0 ∂y

∂t
= 3(1+γ)(1+µ+s(2−γ))

[1+γ+3t+st(2−γ)]2
> 0

✷✵



✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❯♥❞❡r s②♠♠❡tr② (γ = µ)✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ∂x/∂s = −∂y/∂t✱ ∂y/∂s =
−∂x/∂t ❛♥❞ py = 1❀ t❤❡ ❡①♣♦rt ✭✐♠♣♦rt✮ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❣♦♦❞s x ❛♥❞ y ❛r❡
❡q✉❛❧✳ ❚❤✉s✱

∂u |γ=µ=
∂u

∂s
ds+

∂u

∂t
dt =

∂u

∂x

(
∂x

∂s
+

∂x

∂t
+

(
∂y

∂s
+

∂y

∂t

)

·
1

t

)

< 0

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t (1.22) ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✈❡♥ ❢♦r γ < µ✳

✷✶
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❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❚❛r✐✛s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts

❊♥❞♦✇♠❡♥ts ❲❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ◆❛s❤ ✉t✐❧✐t② ❯t✐❧✐t② ✉♥❞❡r

❢r❡❡ tr❛❞❡

γ µ sc tc u (sc, tc) u∗ (sc, tc) sN tN uN u∗N uFT u∗FT
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❚❛r✐✛s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s ✉♥❞❡r t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦
t❤❡ ●❖❚s✳ ❚❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r❡✈❛✐❧s ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s s❡t t❤❡✐r t❛r✐✛s
♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧②✳ ❖♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦rt❤✱ ✐♥s❡rt✐♥❣

(
xE, yE

)
✐♥t♦

(1.1) ❜r✐♥❣s

maxu
t
(x, y) = (1+

2 (1 + µ) + 3s (1− γ) + st (µ− 2)

1 + 3s+ µ+ st (2− µ)
)

︸ ︷︷ ︸

x̄E

(1+
3tµ− 1− γ + 2st (2− γ)

1 + γ + 3t+ st (2− γ)
︸ ︷︷ ︸

ȳE

)

✭✶✳✷✸✮

❚❤❡ ❋❖❈ ♦❢ (1.23) ✇✳r✳t t ❣✐✈❡s t❤❡ ◆♦rt❤✬s r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ (ut)✿

9 [1 + s (2− γ) + µ]2
[
1 + 3s

(
1− (2− µ) t2

)
+ γ

(
1 + 3s+ s2t2 (2− µ) + µ

)
− 2s2t2 (2− µ) + µ

]
= 0

✭✶✳✷✹✮

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤✱

maxu
s

∗(x, y) =

(

1 +
3sγ − 1− µ+ 2st (2− µ)

1 + 3s+ µ− st (2− µ)

)(

1 +
2 (1 + γ) + 3t (1− µ) + st (γ − 2)

1 + γ + 3t+ st (2− γ)

)

✭✶✳✷✺✮

❚❤❡ ❙♦✉t❤✬s t❛r✐✛ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ (u∗

s) ✐s

9 [1 + t (2− µ) + γ]2
[
1 + 3t

(
1− 2s2 + µ

)
+ γ

(
1 + s2t (3 + t (2− µ)) + µ

)
− 2s2t2 (2− µ) + µ

]
= 0
✭✶✳✷✻✮

❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❛r✐✛ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ◆❛s❤
t❛r✐✛s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② tN ❛♥❞ sN✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s (1.24) ❛♥❞
(1.26) ❣✐✈❡s✿

(
sN , tN

)
=

((
1 + µ

2− γ

) 1

2

;

(
1 + γ

2− µ

) 1

2

)

✭✶✳✷✼✮

❚❤❡s❡ t❛r✐✛s ❧♦♦❦ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✱ ✇❤♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

◆❛s❤ t❛r✐✛s (S, T ) =
(

(µ/ (1− γ))
1

2 ; (γ/ (1− µ))
1

2

)

✇✐t❤ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s

✷✸
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✉t✐❧✐t②✳✶✵ ◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✐♥s❡rt✐♥❣
(
sN , tN

)
❜❛❝❦ ✐♥t♦

❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ♣r❡s❡♥ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ◆❛s❤
t❛r✐✛s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ, µ ✿ ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝
(γ = µ)✱ t❤❡✐r ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr② (γ < µ)✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♣♣❧❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ◆❛s❤ t❛r✐✛ ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s
❛ ❤✐❣❤❡r ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✳✶✶ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s✐③❡✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s ✭●❖❚s✮ ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇❡❧❢❛r❡✱ W = u (x, y) + u∗ (x, y) ✭❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙t❛✐❣❡r
✶✾✾✾✱ ✷✵✵✷✮❀ ❛s ❢♦r ◆❛s❤ t❛r✐✛s✱ ●❖❚s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ r❡❛❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭∂W/∂s ❛♥❞ ∂W/∂t✮✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥

(sc, tc) =

(
2µ− 1

2γ − 1
;
2γ − 1

2µ− 1

)

✭✶✳✷✽✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
❛s ✐♥ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✳ ■ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡st ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
(sc, tc)✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿






Wss (·) = −1
4
(1+µ)(2−γ)(2γ−1)3

(2µ−1)(γ−1+µ)2
Wst (·) = −1

8
(2γ−1)(2µ−1)(2γµ−γ−µ+5)

(γ−1+µ)2

Wts (·) = −1
8
(2γ−1)(2µ−1)(2γµ−γ−µ+5)

(γ−1+µ)2
Wtt (·) = −1

4
(1+γ)(2−µ)(2µ−1)3

(2γ−1)(γ−1+µ)2






❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠✐♥♦rs ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ∆1 (s
c, tc) ≡ Wss < 0 ❛♥❞

∆2 (s
c, tc) = Wss · Wtt − (Wst)

2 = − 9
64

(2γ−1)2(2µ−1)2

(γ+µ−1)
< 0✳ ❚❤✉s✱ (sc, tc)

✐s ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❛r✐✛✲s✉❜s✐❞②
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝❀ ❛❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧
❝♦✉♥tr②✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛ t❛r✐✛ ❛❣❛✐♥st ✐ts ✐♠♣♦rts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡
❝♦✉♥tr②✮ s✉❜s✐❞✐❡s ✐ts ✐♠♣♦rts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
s❛t✐s✜❡❞ ❛t ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦r♥❡r
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

✶✵❚♦ ♦❜t❛✐♥
(
sN , tN

)
❢r♦♠ (s, t) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✱ ❥✉st ❛❞❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✬✶✬ t♦ t❤❡

♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ◆❛s❤ t❛r✐✛✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❙● ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s st✉❞② [(1 + x) (1 + y)] ✐s ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮
❈❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ (x · y)✳

✶✶❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ▲✐♠ã♦ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐ ✭✷✵✶✸✮ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t ✉♥❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② s❡t ❛ ❧♦✇❡r ◆❛s❤ t❛r✐✛ t❤❛♥ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳
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■♥ ❢❛❝t✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✶ s❤♦✇✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✱ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❢r❡❡
tr❛❞❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ♠❛①✐♠✉♠✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ✉t✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡ t❤❛♥ ✉♥❞❡r
◆❛s❤ t❛r✐✛s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥
❛ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦r♥❡r
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜✐❣
❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐♥ t❤❡ t❛r✐✛ ✇❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜✿ ✐♥
❢❛❝t✱ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r
♦✛ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡✳✶✷ ❇② ✉s✐♥❣ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ tr❛❞❡
✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❣❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡
❜✐❣ ♦♥❡✳

❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❆❈P✲
❊❯ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣
❛❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ❛❝❝❡ss t❤❛t ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❡♥❥♦②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
♠❛r❦❡t ✉♥❞❡r t❤❡ ▲♦♠é ❛♥❞ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡✐r
t❛r✐✛s ❤✐❣❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s✉❝❤ tr❡❛t✐❡s
t♦ ❲❚❖✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳

❙❡❧❢✲❡♥❢♦r❝✐♥❣ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉♣r❛♥❛t✐♦♥❛❧ ❛✉t❤♦r✐t②✱ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✭❋❛rr❡❧❧ ❛♥❞ ▼❛s❦✐♥✱ ✶✾✽✾❀ ❱❛♥ ❉❛♠♠❡✱ ✶✾✽✾✮✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✳
▲❡t

(
uN ≡ u

(
sN , tN

)
, u∗N ≡ u∗

(
sN , tN

))
❜❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ◆❛s❤ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛♥❞

(uFT ≡ u (1, 1) , u∗FT ≡ u∗ (1, 1)) t❤❡✐r ✉t✐❧✐t✐❡s ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✳ ❆ ♦♥❡✲
♣❡r✐♦❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② uD = u

(
1, tN

)
❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❜②

u∗D = u∗
(
sN , 1

)
❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤✳

✶✷■♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r st✉❞② ✭✶✾✽✹✮✱ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮
♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❝♦✉♥tr② ❣❛✐♥s ❛ tr❛❞❡ ✇❛r ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡ ♦❢ ❜♦t❤
❣♦♦❞s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✷ (| γ −µ |> 0.2 ❢♦r {γ, µ} ∈ [0.6; 0.1]❀ ✇✐t❤ γ (µ) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ❣♦♦❞ x (y) t❤❛t ❛ ❝♦✉♥tr② ✭✐ts tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✮ ❤❛s✮✳
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❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❝❤❡❛t✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ◆❛s❤
r❡✈❡rs✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s ♣✉♥✐s❤♠❡♥t s❝❤❡♠❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✇❡✐❣❤s t❤❡
✭❞✐s❝♦✉♥t❡❞✮ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛❜✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✭❞✐s❝♦✉♥t❡❞✮
♣❛②♦✛ ❢r♦♠ ❝❤❡❛t✐♥❣✿ uFT + δuFT + δ2uFT + ... S uD + δuN + δ2uN + ...✱
✇❤❡r❡ δ ∈ [0, 1] ✐s t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
uFT/ (1 + δ) S uD + δuN/ (1 + δ)✳ ❘❡✲❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜r✐♥❣s ❛

❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✐s❝♦✉♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ δC =
(
uD − uFT

)
/
(
uD − uN

)
✱ s♦ t❤❛t

❢♦r ❛♥② δ > δC ✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❝❤❡❛t✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✈❛❧✉❡s t❤❡
❢✉t✉r❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❤✐❣❤❧② ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱
δC ✱ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲s❤♦t ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❋❚❆ t♦ t❤❡
♣❡r♠❛♥❡♥t ❧♦ss ❢r♦♠ ✐♥✜♥✐t❡ ◆❛s❤ r❡✈❡rs✐♦♥✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❡♥❞♦✇♠❡♥ts (γ, µ)✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✷✳ ❋♦r
γ < µ✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✮ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✐s ❤✐❣❤❡r
✭r❡s♣✳ s♠❛❧❧❡r✮ t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ◆♦rt❤✬s✮✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② t♦ ❝❤❡❛t t❤❛♥ ❛ s♠❛❧❧
♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ tr❛❞❡ ❞✐s♣✉t❡s ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ ✭❛❞✈❛♥❝❡❞✮ ❡❝♦♥♦♠✐❡s❀ t❤❡
❣r❡❛t ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r
♠✐♥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ tr❛❞❡✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✳✶✿ ❋♦r γ < µ✱ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② δ∗C < δC ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s❀
t❤✉s✱ t❤❡ ❋❚❆ ✐s s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✐❢ δ∗C < δ∗ < δC < δ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s
✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✮ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r δC ✭r❡s♣✳ δ∗C✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭r❡s♣✳
❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇✐t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡ | γ−µ |✳ ■❢ γ = µ✱
t❤❡♥ δC = δ∗C ✳
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✶✳✷✳
❚
❤❡

▼
♦❞❡❧

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❯t✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❝r✐t✐❝❛❧

❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦rs ✉♥❞❡r t❤❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

❊♥❞♦✇♠❡♥ts ❚❤❡ ◆♦rt❤ ❝❤❡❛ts ❚❤❡ ❙♦✉t❤ ❝❤❡❛ts

γ µ uD u∗D δC uD u∗D δ∗C
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✵✳✽ ✵✳✽ ✷✳✷✼✾ ✷✳✷✶✵ ✵✳✺✻ ✷✳✷✶✵ ✷✳✷✼✾ ✵✳✺✻

✵✳✽ ✵✳✾ ✷✳✹✹✻ ✷✳✵✹✻ ✵✳✻✶ ✷✳✸✹✾ ✶✳✶✸✽ ✵✳✺✵

✵✳✽ ✶✳✵ ✷✳✻✷✷ ✶✳✽✽✹ ✵✳✻✽ ✷✳✼✹✸ ✷✳✵✵✸ ✵✳✹✺

✵✳✾ ✵✳✾ ✷✳✸✵✷ ✷✳✭✷✽ ✵✳✺✺ ✷✳✶✼✽ ✷✳✸✵✷ ✵✳✺✺
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✶✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t
❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❆❈P✲❊❯ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♠❛r❦❡t
❛❝❝❡ss ♦✈❡r ✺✵ ②❡❛rs ❡♥❥♦②❡❞ ❜② ❆❈P ❡①♣♦rt❡rs ♦♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛r❦❡ts t♦
❢r❡❡ tr❛❞❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ❧❛st✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
tr❡❛t♠❡♥t t❤❛t ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❡♥❥♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❯ ♠❛r❦❡t✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♠♦st ♣r♦t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡ts✱ ❤❛s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛❞❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳

❈♦♥tr❛r② t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇✐s❞♦♠✱ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ◆❛s❤
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❡ ✈✐❡✇ t❤❛t ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝
❝♦✉♥tr✐❡s ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜r✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❡♥❡✜ts t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ ♣❛rt♥❡r✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr✐❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊❯ ♦r t❤❡ ❯❙ ❛r❡ ♦❢t❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t♦rs ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇✐t❤
t❤❡✐r s♠❛❧❧❡r ♣❛rt♥❡rs✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉♣♣❧✐❡rs ♦❢ ♣r✐♠❛r②
♣r♦❞✉❝ts ✈✐t❛❧ t♦ t❤❡✐r ✐♥❞✉str✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢r♦♠
❡♠❡r❣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❧✐❦❡ ❈❤✐♥❛ ♦r ■♥❞✐❛✱ t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧
tr❡❛t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯ ♦r t❤❡ ❯❙ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s✱ ❛♠♦♥❣
♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ❛ t❡st✐♠♦♥② ♦❢ t❤❡✐r ✏r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐♣❧♦♠❛❝②✑✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
❊❯ ❛♥❞ t❤❡ ❯❙ s❡❡❦ t♦ s❡❝✉r❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❡①♣♦rt
r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ♣✉r❡
❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜②
❛ss✉♠✐♥❣ s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ❣♦♦❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❨❡t✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r
s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❛✛❡❝t tr❛❞❡✳ ❆
♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ st✉❞② ❤♦✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ✐♥ s✉♣♣❧② ❛✛❡❝ts ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
tr❛♥s❢❡rs✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s st✉❞② t♦ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ❍❡❝❦s❝❤❡r✲❖❤❧✐♥ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❈♦✉♥tr② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧

❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✿ ❛ st✉❞② ♦❢

❆❈P✲❊❯ ❛❣r❡❡♠❡♥ts

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●❆❚❚✴❲❚❖✱ ✸✼✼ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥ ❢♦r❝❡ ❛s ♦❢
❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✹✱ ♠♦st ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ s✐③❡✱ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡ts✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛rt♥❡rs❤✐♣
❆❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆s✮ ❛r❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♥❡✇ r❡❣✐♦♥❛❧✐s♠✑✱
❛s t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✭❊❯✮ ✇✐t❤ s✐① ❆❢r✐❝❛♥✱ ❈❛r✐❜❜❡❛♥ ❛♥❞
P❛❝✐✜❝ ✭❆❈P✮ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤♦s❡ ♠❡♠❜❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡
✇♦r❧❞✬s ♣♦♦r❡st ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳✶✱✷ ❯♥❧✐❦❡ st❛♥❞❛r❞ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✱ ❊P❆s
❝♦♠❜✐♥❡ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✐❞ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
✐♥✐t✐❛t✐✈❡s ❛✐♠❡❞ ✏❛t ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ s✉♣♣❧② ❛♥❞ tr❛❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❛ttr❛❝t ✐♥✈❡st♠❡♥t✑ ✭❛rt✐❝❧❡

✶❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❋♦♥t❛❣♥é✱ ▼✐t❛r✐t♦♥♥❛ ❛♥❞ ▲❛❜♦r❞❡ ✭✷✵✶✶✮✱ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❢r❡❡
t♦ ♥❡❣♦t✐❛t❡ ❊P❆s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♦r ❛s ❣r♦✉♣s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ r❡❣✐♦♥❛❧
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ✏❊✈❡r②t❤✐♥❣
❇✉t ❆r♠s✑ ✭❊❇❆✮ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ❢♦r ❧❡❛st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❆❈Ps ❛♥❞ t❤❡ ✏●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙②st❡♠ ♦❢
Pr❡❢❡r❡♥❝❡s✑ ✭●❙P✮ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❆❈Ps ✭s❡❡ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

✷❙✐♥❝❡ ✷✵✵✽✱ t❤❡ ❊❯ ❤❛s s✐❣♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆s ✇✐t❤ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦✈❡r✐♥❣
tr❛❞❡ ✐♥ ❣♦♦❞s ✐♥ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❲❚❖ r✉❧❡s❀ ♦t❤❡r ❊P❆s ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✼✱ ❜✉t
♥♦t s✐❣♥❡❞ ②❡t✳ ❚❤❡ ❊❯ ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♥❡❣♦t✐❛t✐♥❣ ❢✉❧❧ ❊P❆s t❤❛t ✇✐❧❧
❝♦✈❡r ♥♦t ♦♥❧② tr❛❞❡ ✐♥ ❣♦♦❞s✱ ❜✉t ❛❧s♦ s❡r✈✐❝❡s✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞s✳ ❆s ♦❢ ❥✉❧②
✷✵✶✹✱ ❢✉❧❧ ❊P❆s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ✭✷✵✵✽✮✱ P❛♣✉❛ ◆❡✇ ●✉✐♥❡❛
✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❋✐❥✐ ✭✷✵✵✾✮✳

✷✾
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✸✹ ♦❢ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❆❣r❡❡♠❡♥t✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❊P❆s ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥s
r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥♦♥✲tr❛❞❡ ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✭❋❉■✮✱
t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ✭■P❘s✮ ♦r ❞❡♠♦❝r❛❝② ❛♥❞
❣♦✈❡r♥❛♥❝❡✳

❚✇♦ str❛♥❞s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❡ ✐ss✉❡s ✐♥ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳ ❋✐rst✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧✲❡❝♦♥♦♠② t❤❡♦r✐❡s
♦❢ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛r❣✉♠❡♥t❀ t❤❛t ✐s✱ ❛
s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② s✐❣♥s ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt♥❡r t♦ str❡♥❣t❤❡♥
t❤❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐ts ❞♦♠❡st✐❝ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ r❡❢♦r♠s t❤❛t ❛r❡
✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❜✉t t✐♠❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♦♥❝♦♥✐ ❛♥❞ P❡rr♦♥✐✱ ✷✵✶✶✱
✷✵✶✸❀ ❊t❤✐❡r✱ ✶✾✾✽❀ ❙❛♣✐r✱ ✶✾✾✽❀ ❲❤❛❧❧❡②✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✐s
❝r❡❞✐❜❧❡ ✐❢ ✐t ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② t♦ ♠♦r❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ ✐ts ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✱ s♦ t❤❛t ❢✉t✉r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝❛♥ ♥♦t r❡♥❡❣❡
♦♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❝♦sts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t②✐♥❣ ✐ts ❤❛♥❞s
t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛❦❡s ❛ r❡❢♦r♠✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r
❋❉■✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡rs ✇✐t❤♦✉t s✉❝❤ ❛ str♦♥❣ s✐❣♥❛❧✳✸ ❋❉■ ♠❛② r❛✐s❡
❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✬s ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t❀ ❜② s♦ ❞♦✐♥❣✱
❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t r❡❧❛①❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ ✐❧❧❡❣❛❧ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡
❝♦✉♥tr② ✭❋❡r♥❛♥❞❡③✱ ✶✾✾✼✮✳

❙❡❝♦♥❞✱ st❛♥❞❛r❞ tr❛❞❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ r❡❢♦r♠s ✐♥ ♥♦♥✲tr❛❞❡ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦❞❡✱ t❤❡
♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛s tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❜②
s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❛r✐✛ ❛♥❞
♥♦♥✲t❛r✐✛ ❜❛rr✐❡rs t♦ tr❛❞❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝❡ss
t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✬s ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣r♦✈❡s ✐ts t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❣❛✐♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ q✉✐t❡ s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②❀
t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts st❡♠
❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✬s ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s ♦♥ ♥♦♥✲tr❛❞❡ ✐ss✉❡s ✭❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦✱
✷✵✵✷❀ ❈❤❛✉✛♦✉r ❛♥❞ ▼❛✉r✱ ✷✵✶✶❀ ▲✐♠ã♦✱ ✷✵✵✼❀ P❛r❦✱ ✷✵✵✵✮✳✹

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❦❡② ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❜❡♥❡✜ts t❤❛t t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
tr❛♥s❢❡rs ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦rts ♦❢ ❝♦✉♥tr② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❛♥❞ t❤✉s ❢❛❧❧ s❤♦rt t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦♥❡t❛r② ❛♥❞ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❢❡rs ♣❛✐❞

✸❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊t❤✐❡r ✭✶✾✾✽✮✱ ❋❉■ r❡♥❞❡rs tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r s♠❛❧❧
❝♦✉♥tr✐❡s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t tr❛❞❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❧❛r❣❡
♣❛rt♥❡rs✳

✹❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✿ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♥❣ t❤❡✐r t❡r♠s✲
♦❢✲tr❛❞❡ ✭❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙t❛✐❣❡r✱ ✶✾✾✾✱ ✷✵✵✶✮✳
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❜② ❊❯ ❞♦♥♦rs t♦ t❤❡✐r ❆❈P ♣❛rt♥❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛rt✐❝❧❡ ✽ ♦❢ t❤❡ ❊❯✲
❈❆❘■❋❖❘❯▼ ❊P❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r t❤❡ ❊❯ ❛✐❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❈❆❘■❋❖❘❯▼ ❢♦r
❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ t❤❡
❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❈P ❡①♣♦rts✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ s②st❡♠s
✭r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t②✮ ❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱
t❤❡ ✏♥❡t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r✑ ✐s ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② t♦ ✐ts s♠❛❧❧
❝♦✉♥t❡r♣❛rt t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❛❢t❡r s✐❣♥✐♥❣ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳✺

❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊❯ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t❤❛t ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❢❛❝❡
s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♣r❡✈❡♥t t❤❡♠ ❢r♦♠ t❛❦✐♥❣ ❢✉❧❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❊P❆s ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❖✣❝❡✱ ✷✵✵✼✮✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❜r✐♥❣s ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❜② st✉❞②✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤r❡❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧s✳
❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ◆❛s❤ t❛r✐✛s ✭✏◆❛s❤
✇❡❧❢❛r❡✑✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛s ✭●❖❚s✮✳✻ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t s❤♦✇s
t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ♠❛②
❜❡ ❡✐t❤❡r ❜❡tt❡r ♦r ✇♦rs❡ ♦✛ t❤❛♥ ✐ts ❧❛r❣❡ ♣❛rt♥❡r ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡
❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣
tr❛♥s❢❡r✱ ❛ ♣♦✐♥t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢
♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❋✐rst✱ ■ ❛♥❛❧②③❡ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡
❙♦✉t❤✬s s✉♣♣❧② ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳ ■ ❝♦♠♣❛r❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛r✐✛
r❡❣✐♠❡s ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t ❛ ❝♦✉♥tr②✱ s❛② t❤❡ ❙♦✉t❤✱ ❧♦s❡s ✭❣❛✐♥s✮ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐s s♠❛❧❧❡r ✭❣r❡❛t❡r✮ t❤❛♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳✼ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✉♥❞❡r
t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐❢ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ s♠❛❧❧
❝♦✉♥tr② ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❢✉❧❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐ts ❜✐❣❣❡r ♣❛rt♥❡r✬s ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss
❛❢t❡r s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❚❆✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡rs
♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✱ t❤❡ ❚❆ ❡①♣❛♥❞s ♠❛r❦❡ts ♠♦r❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ r❛t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♥❡ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞

✺❚❤❡ ❣r♦ss tr❛♥s❢❡r ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ♠✉st ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦sts ✐♥❝✉rr❡❞
❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❣r❡❡s ♦♥ ♥♦♥✲tr❛❞❡ ✐ss✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ s✐❞❡✲♣❛②♠❡♥t
t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✳

✻●❖❚s ❛r❡ t❤❡ ✏❡✣❝✐❡♥t✑ t❛r✐✛s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡✳ ■t
✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛♣♣❧✐❡s ✐ts ●❖❚ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐ts ◆❛s❤ t❛r✐✛ ✉♥❞❡r
t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

✼■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♦♥❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ♦♥❡ ❣♦♦❞✳

✸✶



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❜② t❤❡ ❜✐❣ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦st ❧❡❛st
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥❞❡r❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ s❡❝t♦r✳✽

❙❡❝♦♥❞✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❞♦♠❡st✐❝ ❞❡♠❛♥❞ ❣❛✐♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❚❆✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❧♦s❡s✳✾ ❚❤✐s ❧❛st ❝❛s❡ ❜❡tt❡r r❡✢❡❝ts t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❣♦♦❞s ❢♦r r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❧❛❝❦✐♥❣ ❛
❞♦♠❡st✐❝ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥ts t♦ ✏❜✉② t❤❡✐r ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss✑ t♦ ❧❛r❣❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳

❚❤✐r❞✱ ■ st✉❞② s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥
❜♦t❤ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛s ✐♥ ❇♦♥❞
❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✱ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❇P✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❛t
♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ s♠❛❧❧ ♦r ❛ ❜✐❣ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✳ ■t
t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❜❡♥❡✜ts t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✱ ❜✉t ❤❛r♠s
✐ts ❧❛r❣❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛rt♥❡r ❤❛s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
✐ts ❧❛r❣❡r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣❛rt♥❡r ✇✐t❤ ❛ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞
r❡s✉❧t ♣r♦❜❛❜❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❛❧✐t② ♦❢ ✈❡r② ❢❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❇❘■❈ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❇r❛③✐❧✱ ❘✉ss✐❛✱ ■♥❞✐❛✱ ❈❤✐♥❛✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r ◆■❈
✭◆❡✇❧② ■♥❞✉str✐❛❧✐③❡❞ ❈♦✉♥tr✐❡s✮ t❤❛t ♣♦ss❡ss ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ s❡❝t♦r ❛♥❞
❛ s♦❧✈❛❜❧❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥✱ ❏❛♣❛♥ ♦r t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳

❆r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ■ t❤❡♥ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✿ ■ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❞❛t❛✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ❡❛s✐❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r ♣❛✐❞ ❜② t❤❡
❊❯ ❞♦♥♦rs t♦ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❇② s♦ ❞♦✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ s❤❡❞s ❧✐❣❤t
♦♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠♦t✐✈❡ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❜❡❡♥ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳✶✵

✽❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ❋✉r✉s❛✇❛ ❛♥❞ ❑♦♥✐s❤✐ ✭✷✵✵✼✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❋❑✮ ✇❤♦ ✜♥❞
t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s s✐❣♥ ❛♥ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋❚❆✮ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❀ t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢♦r♠
♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ tr❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝s✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❋❚❆ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❛
❧❡ss ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡rs ✭❋❑✱ ✷✵✵✺✮✳

✾■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♦♥❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ♦♥❡ ❣♦♦❞✳

✶✵❘❡❛s♦♥s ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡❀ ▲❛❤✐r✐ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲
▼♦❧❧❡r ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❍❛♠❛❞❛ ✭✷✵✵✽✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✳ ❆❧❡s✐♥❛ ❛♥❞ ❉♦❧❧❛r ✭✷✵✵✵✮ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥
♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ s✉❝❤ ❛s s❡❝✉r✐♥❣ s✉♣♣♦rt ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡♥❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
s❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✇♦r❦s s❤♦✇ t❤❛t ❛✐❞ ✐s ❡①♣♦rt✲♣r♦♠♦t✐♥❣ ❢♦r ❞♦♥♦rs ✭◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥✱
▼❛rt✐♥❡③✲❩❛r③♦s♦✱ ❈❛r❞♦③♦✱ ❍❡r③❡r ❛♥❞ ❑❧❛s❡♥✱ ✷✵✶✵❀ ❖s❡✐✱ ▼♦rr✐ss❡② ❛♥❞ ▲❧♦②❞✱ ✷✵✵✹✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❇❤❛❣✇❛t✐✱ ❇r❡❝❤❡r ❛♥❞ ❍❛tt❛ ✭✶✾✽✸✱ ✶✾✽✺✮ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✏tr❛♥s❢❡r
♣❛r❛❞♦①✑ ✭✏✐♠♠✐s❡r✐③✐♥❣ tr❛♥s❢❡r✑✮✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ tr❛♥s❢❡r ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡
❞♦♥♦r ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇♦rs❡♥s t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✳

✸✷



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ■ r✉♥ ♦♥❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✭♦r t❤❡ ♦♥❡
✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡♠❛♥❞✮ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②
✭♦r t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡♠❛♥❞✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✭❉❍✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊P❆ ❛♥❞ t❤❡ ❉❍ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❞♦♥♦rs✬ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊P❆ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✈❛r✐❛❜❧❡
s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♠❛tt❡rs ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢❡r✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ r❡❝❡✐✈❡ ♠♦r❡ ❛✐❞ t❤❡ ♠♦r❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s t❤❡② ❛r❡ t♦ ❞♦♥♦rs✳ ■t ❣♦❡s ✇✐t❤♦✉t s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❊❯
❞♦♥♦r ♣✐❝t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P r❡❝✐♣✐❡♥t✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♥❡✳
❉❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✬s ●❉P ♦♥
t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s✐❞❡ t♦ t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ●❉P ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s✐❞❡✳ ❙✉♣♣❧②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳

❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ r♦❜✉st t♦ s❡✈❡r❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❤❡❝❦s✳ ❋✐rst✱ ■ ✐♥❝❧✉❞❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞♦♥♦rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦
❣✐✈❡ ❛✐❞ ✭❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s✱ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ■ ✉s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦
❞♦♥♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦
♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥t✲❞♦♥♦r ●❉P ♣❡r ✇♦r❦❡r ❢♦r s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ str❛♥❞s ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✮ ✇❤♦ st✉❞②
s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❛ t✇♦✲❝♦✉♥tr② t✇♦✲❣♦♦❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧
♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡♠✱ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ st✉❞✐❡s t❤❡s❡ t✇♦
s♦✉r❝❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ■♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ❘❡❝✐♣✐❡♥t✬s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡
❛♥❞ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ✭●❉P✮ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s ❛✐❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❆❧❡s✐♥❛ ❛♥❞ ❉♦❧❧❛r✱ ✷✵✵✵❀ ❇❡rt❤é❧❡♠② ❛♥❞ ❚✐❝❤✐t✱ ✷✵✵✹❀ ❇♦♦♥❡✱
✶✾✾✻❀ ❋❡❡♥❡② ❛♥❞ ▼❝●✐❧❧✐✈r❛②✱ ✷✵✵✽❀ ❨♦✉♥❛s✱ ✷✵✵✽✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱
■ ✉s❡ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✲❞♦♥♦r r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥st❡❛❞✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢
♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ✉s❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛s
❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞♦♥♦rs✳ ❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛❧s♦
❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇❛❝❝✐♥✐ ❛♥❞ ❯♣❡r❧❛✐♥❡♥ ✭✷✵✶✷✮ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s
❛ str❛t❡❣✐❝ tr❛♥s❢❡r ♠❛❞❡ ❜② ♠❛❥♦r ♣♦✇❡rs t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ❛❞❤❡r❡
t♦ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳

❚❤✐s st✉❞② ❤❛s ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❡
❝♦♥❝❡r♥s ✭◆❚❈s✮ ✐♥ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ tr❛❞❡✲r❡❧❛t❡❞ ❛s♣❡❝ts ♦❢
■P❘s ✭❚❘■P❙✮✳ ❋♦r ♠❛♥② s❝❤♦❧❛rs✱ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ■P❘s

✸✸
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✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤ ✇❤❡r❡
✐♥♥♦✈❛t✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞✱ ❜✉t ❤❛r♠❢✉❧ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s
♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✇❤❡r❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s ✭❈❤✐♥ ❛♥❞ ●r♦ss♠❛♥✱ ✶✾✾✵❀
❉❡❛r❞♦✛✱ ✶✾✾✵✱ ✶✾✾✷❀ ■✈❡s✱ ✷✵✵✼✮✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚❆s✱ str✐♥❣❡♥t ❚❘■P❙
❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡r✈❡ ❛s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ❢♦r t❤❡
◆♦rt❤✬s ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss✳ ▼② t❤❡♦r② s✉❣❣❡sts t❤❛t ❚❘■P❙ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥❧②
t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❉❈s✮ t❤❛t ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❚❆s ❛♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♣♦ss❡ss
❛♥ ✐♠✐t❛t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❉❈s t❤❛t ❧♦s❡ ❢r♦♠ ❚❆s ✲ ♥♦t❛❜❧② ❧❡❛st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❝♦✉♥tr✐❡s ✭▲❉❈✮✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❡♠♣t❡❞ t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ ■P❘s✱ s✐♥❝❡ ❞♦✐♥❣ s♦
✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧♦ss st❡♠♠✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❚❆ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡
❚❘■P❙✬ ❛❞♦♣t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♠❡ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ♣♦♦r
❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ ♠♦♥♦♣♦❧② ✐♥✈❡♥t♦rs ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✮✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡s❡
❉❈s s❤♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❧♦ss ❢r♦♠ ❚❆s✳ ❚❤✉s✱
❚❆s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ▲❉❈ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❧✐♥❦❡❞ t♦ ■P❘s✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r
✇❡❧❢❛r❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ s❝❤♦❧❛rs ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t str✐♥❣❡♥t ■P❘s ❛♥❞ tr❛❞❡
❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡ ❉❈s✬ ♣♦❧✐❝② s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦✈❡ ✉♣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥✱ t♦ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡
t❤❡✐r ✐♥❢❛♥t ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡✐r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s
✭❘❛♠r♦❞✱ ✷✵✶✶❀ ❲❛❞❡✱ ✷✵✵✸✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✉♥❞❡r ❋❚❆s ❧✐❦❡ ❊P❆s✱ ♠❛♥②
✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ✐❧❧❡❣❛❧ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ r❡s♦✉r❝❡✲r✐❝❤
❉❈s ❛r❡ ❧♦❝❦❡❞ ✐♥t♦ ❛ r♦❧❡ ♦❢ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉♣♣❧✐❡rs t♦ r❡s♦✉r❝❡✲❤✉♥❣r②
❡❝♦♥♦♠✐❡s✳✶✶ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❊P❆s ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s
t♦ ❛✉t❤♦r✐③❡ ❛ ❙✐❣♥❛t♦r② ❙t❛t❡ t♦ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✏t♦ ♣r♦♠♦t❡
t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t ✐♥❢❛♥t ✐♥❞✉str②✳✑
✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❆rt✐❝❧❡ ✶✽ ➓ ✻ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❊P❆ ✇✐t❤ ❊❙❆ st❛t❡s✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ s❛❢❡❣✉❛r❞ ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡ ❧❡❣❛❧ t❡①ts ♦❢ ❊P❆s ✐♥❝❧✉❞❡
❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛ss✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
❊❯ t♦ ❛❞❞r❡ss s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ r✐❣✐❞✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❜② s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❡①♣♦rt ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❧s♦
❤❛✈❡ ♥❡❣♦t✐❛t❡❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ ❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✐❞ ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡
r❡❢♦r♠s ✭❆❧❛✈✐✱ ●✐❜❜♦♥ ❛♥❞ ◆✐❡❧s ❏♦♥✱ ✷✵✵✼✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
❣r❛♥t❡❞ ❛ ❧♦♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✭✉♣ t♦ ✷✺ ②❡❛rs✮ t♦ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡ t❤❡✐r t❛r✐✛s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠✳
❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r t❛r✐✛s ♦♥ ❣♦♦❞s t❤❛t ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡

✶✶■♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✹✱ ◆✐❣❡r✐❛✬s tr❛❞❡ ♠✐♥✐st❡r r❛✐s❡s t❤✐s ♣♦✐♥t ❛♥❞ s❛②s t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡
❊P❆✱ s♦♠❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✏✇♦✉❧❞ ❜❡ st✉❝❦ ✐♥ ❛ q✉❛s✐✲❝♦❧♦♥✐❛❧ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❡①♣♦rt✐♥❣ r❛✇
♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ✜♥✐s❤❡❞ ❣♦♦❞s✑ ✭❉♦♥♥❛♥✱ ✷✵✶✹✮✳
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t♦ ❊❯ ✐♠♣♦rts✱✶✷ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
♠❛r❦❡t✳✶✸

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦✉♥tr② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♦♥ t❤❡ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞♦♥♦rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✶✷❙❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥❝❧✉❞❡ ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡
✐♠♣♦rt ❞✉t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s❤❛r❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡✈❡♥✉❡s✳

✶✸❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛♣♣❧② t♦ r✐❝❡ ❛♥❞ s✉❣❛r ✇❤❡r❡ ❢r❡❡ ❛❝❝❡ss st❛rts ✐♥ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ✷✵✶✺
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✺



✷✳✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✷✳✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ st✉❞② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❛ t✇♦✲❝♦✉♥tr② t✇♦✲s❡❝t♦r tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❇P✮✳ ❚❤❡
◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞
y (x) ✇❤✐❝❤ ✐t ❡①♣♦rts ❛♥❞ ✐♠♣♦rts ❣♦♦❞ x (y) ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ ◆♦rt❤✮✳
❈♦✉♥tr✐❡s ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡s✿ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t r❡❣✐♠❡
❞❡♥♦t❡❞ ❜② r ≡

(
τN , τS

)
♦r t❤❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛ r❡❣✐♠❡ r ≡

(
τN , τS

)
❛♥❞ τ ✐s ❛

t❛r✐✛✳ ❈♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζh ∈ (0,∞}✱ ✇✐t❤ h = s, d ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡✐t❤❡r
✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s (h = s) ♦r ✐ts ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s (h = d) ♦r
❜♦t❤ (h = s = d)✳ ❚♦ st✉❞② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ ∆w✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛r✐✛ r❡❣✐♠❡s✳ ■ s❤♦✇
t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r ζh ❛✛❡❝ts ∆wi✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞
r❡s✉❧t t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❛✐♥ ❢r♦♠ s✐❣♥✐♥❣ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡②
❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✭∆wN = ∆wS ❢♦r ζ = 1✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡
❝❛s❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❋✐rst✱ ■ st✉❞② s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ♥❡✇
r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ■ ❡①❛♠✐♥❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ▲❛st❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r s✐③❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ t❤✉s r❡♣❧✐❝❛t❡ ❇P ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr② ✐s ❛ s♠❛❧❧
r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳✶✹

❚r❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

❲❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✱
x, y✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s Di

j

(
pij
)

=
α − βpij✱ ✇❤❡r❡ i ∈ {N, S}✱ j = x, y ❛♥❞ pij ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❣♦♦❞ j
✐♥ ❝♦✉♥tr② i✳ ❚❤❡ ◆♦rt❤✬s s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② QN

x (p
N
x ) = βpNx

❛♥❞ QN
y (p

N
y ) = α + βpNy ❀ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤✱ t❤❡ s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜② QS
x(p

S
x) = ζs

(
α + βpSx

)
❛♥❞ QS

y (p
S
y ) = ζs

(
βpSy

)
✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

ζs ❝❛♣t✉r❡s s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ■❢ ζs < 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❢❛❝❡s s✉♣♣❧②✲
s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❙❈s✮✱ ✇❤✐❧❡ ζs = 1 ♠❡❛♥s ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ζs > 1 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s ❤✐❣❤❡r s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t② t❤❛♥ t❤❡
◆♦rt❤✳

▲❡t τN , τS ❜❡ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts
t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ✉s❡ t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡✐r ✐♠♣♦rt✲❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❡❝t♦rs✳ ❘✉❧✐♥❣ ♦✉t

✶✹■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ✭❞❡♠❛♥❞✮ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣♦♦❞
②✐❡❧❞s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✭✷✳✷✳✷✮ ✭s❡❡ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✳

✸✻



✷✳✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ t❛r✐✛s✶✺✱ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡s ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞s ❛r❡ pNx = pSx+τN

❛♥❞ pSy = pNy + τS s♦ t❤❛t DN
x (p

N
x ) = α − β(pwx + τN) ❛♥❞ DS

y (p
S
y ) =

α − β(pwy + τS)✱ ✇❤❡r❡ pwx ❛♥❞ pwy ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦rt✐♥❣
❝♦✉♥tr② ✭pwx = pSx ❛♥❞ pwy = pNy ✮✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∑

j

Di
j

(
pij
)
=
∑

j

Qi
j(p

i
j) ✭✷✳✶✮

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r pwx ❛♥❞ pwy ②✐❡❧❞s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✿

pwx (ζ
s) =

(2− ζs)α− βτN

β (3 + ζs)
; pwy (ζ

s) =
α− βτS

β (3 + ζs)
✭✷✳✷✮

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦♥
♣r✐❝❡s✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r τN = τS = 0✱ ∂pwx /∂ζ

s =
−5α/β (3 + ζs)2 ❛♥❞ ∂pwy /∂ζ

s = −α/β (3 + ζs)2✳✶✻ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r②
✐♥t✉✐t✐✈❡ ✿ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ (ζs < 1) r❡❞✉❝❡ t❤❡
✇♦r❧❞ s✉♣♣❧② ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉s❤❡s t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ✉♣✇❛r❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ (ζs = 1)✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢
t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s (ζs > 1)✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ s✉♣♣❧② ♦❢
❜♦t❤ ❣♦♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r s②♠♠❡tr② (ζs = 1)❀ t❤✉s✱ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
♣r✐❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ζs ❛✛❡❝ts ♠♦r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❣♦♦❞ x t❤❛♥
t❤❛t ♦❢ y✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❛ ❧❛r❣❡r s✉♣♣❧✐❡r
♦❢ ❣♦♦❞ x t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❡①♣♦rts✳ ❊q✉❛t✐♦♥ (2.2) ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ x (y) ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡
❙♦✉t❤✮

pNx (ζs) =
(2− ζs)α + (2 + ζs) βτN

β (3 + ζs)
; pSy (ζ

s) =
α + (2 + ζs) βτS

β (3 + ζs)
✭✷✳✸✮

❆s ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ (2.3)✱ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt ❣♦♦❞
j ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐ts t❛r✐✛✱ ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ζS ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳
■t ✐s ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ∂pwx /∂ζ

s = ∂pNx /∂ζ
s ❛♥❞ ∂pwy /∂ζ

s = ∂psy/∂ζ
s✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ (2.3) s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❛r✐✛ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t♦ ❞♦♠❡st✐❝
❝♦♥s✉♠❡rs❀ t❤❛t s✉♣♣♦s❡s t❤❛t ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r✐✛ ✐s ❜♦r❡ ❜② ❢♦r❡✐❣♥
❡①♣♦rt❡rs✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ t♦ t❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

✶✺❚❤❡r❡ ✐s tr❛❞❡ ♦♥❧② ✐❢ t❛r✐✛s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ τNMx=0 = α(3ζs
−1)

2β(2+ζs)

❛♥❞ τSMy=0 = 2α
β(2+3ζs+ζs2) ✳

✶✻❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r ♥♦♥✲♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ t❛r✐✛s❀ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✳
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t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② pS ≡ pwx /p
w
y =

(
(2− ζs)− βτN

)
/
(
α− τS

)
❀ ✐t ✐s

❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t pS ✭pN = 1/pS✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇✐t❤ τS ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s
✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ ✇✐t❤ τN ✭∂pi/∂τ k < 0 < ∂pi/∂τ i✱ ✇✐t❤ i 6= k ∈ {N,S}✮✳

❆s ❛r❣✉❡❞ ❜② ❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙t❛✐❣❡r ✭✶✾✾✾✮✱ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❛❜✐❧✐t② t♦
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡✐r t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❞♦♠❡st✐❝ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t♦ ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥s✉♠❡rs
❛s ❛ ❧♦✇❡r❡❞ ♣r✐❝❡✱ s✐♥❝❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①♣♦rt❡rs ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❣❛✐♥s ✐♥ ❡①♣♦rt
♣r♦✜t✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s s❡❡❦ ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✿ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s
❛♥❞ ❡①♣♦rt ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦rt s❡❝t♦r ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❧♦ss ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❤♦♠❡
♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt✲❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ t❛r✐✛ r❡✈❡♥✉❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
s❡❝t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζs ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ✇✐♥♥❡r
✭t❤❡ ❝♦✉♥tr② t❤❛t ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ s✉♣♣❧✐❡r ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✮ ❛♥❞ ❛ ❧♦s❡r ✭t❤❡
❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❤❡r❡❛❢t❡r ❙❙❈s✮ ✐❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✉♣♣❧✐❡r ❤❛s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❙❙❈s ✇✐t❤ ❛ s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥t t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❤✐♠ t♦ s✐❣♥ t❤❡
tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳✶✼

❈♦✉♥tr✐❡s✬ ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ MN
x (ζs) ❛♥❞ MS

y (ζ
s)✱ ❛♥❞ t❤❡✐r

❡①♣♦rt s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ EN
y (ζs) ❛♥❞ ES

x (ζ
s) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡s ❛s

MN
x (ζs) = α− 2βpNx and MS

y (ζ
s) = α− (1 + ζs) βpSy

EN
y (ζs) = 2βpNy and ES

x (ζ
s) = (ζs − 1)α + (1 + ζs) βpSx

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζs r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♠♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ y✱ ❜✉t
r❛✐s❡s ✐ts ❡①♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ x✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ M i

j = Ek
j , ∂M

N
x (ζs)/∂ζs > 0

❛♥❞ ∂EN
y (ζ

s)/∂ζs < 0✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s
s✉♣♣❧② ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y ❧♦✇❡rs t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉② ❢r♦♠ ❛❜r♦❛❞ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❡♥❤❛♥❝❡s ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t♦ s❡❧❧ ❛❜r♦❛❞✳

❊❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✱
♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✱ ❛♥❞ t❛r✐✛ r❡✈❡♥✉❡ ♦✈❡r ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y✿
wi =

∑

j CS +
∑

j PS + TR✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦

✶✼❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦r t❤❡ s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
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❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr② i ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs α, β✱ t❛r✐✛s
❛♥❞ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζs✳ ❉❡✜♥❡ ♥♦✇ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❛s t❤❡
s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡✿ ww =

∑

iw
i✳ ❈♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡

❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡s✳
❯♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡❣✐♠❡ r̄✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② s❡ts ✐ts t❛r✐✛ t♦

♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♦✇♥ ✇❡❧❢❛r❡ ✭τ i ≡ Arg max wi✮❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ τN (ζs) =
α(3ζs−1)

β(8+6ζs+ζs2)
❛♥❞ τS (ζs) = 2α

β(ζs+1)(ζs+2)(ζs+4)
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ζs < 1✱ t❤❡

❙♦✉t❤✬s ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛ ❧❡✈❡❧ ✐s str✐❝t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❛r✐✛❀ t❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ s✉♣♣❧✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ❛♣♣❧✐❡s ❛
❤✐❣❤❡r t❛r✐✛ ❛t ✐ts ♦♣t✐♠✉♠✳✶✽ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
♠♦st ✭❧❡❛st✮ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❡❛✈✐❧② r❡❧② ♦♥ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛ r❡✈❡♥✉❡s ❢♦r ❛
❧❛r❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✜♥❛♥❝❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡✐r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts
✭●❛❧❧❛❣❤❡r✱ ✷✵✵✽✮✳ ❋✐s❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧
❡❝♦♥♦♠② ❛♠♦✉♥ts ✉♣ t♦ t❤r❡❡ q✉❛rt❡rs ♦❢ t❤❡ ●❉P ✭●♦r❞♦♥ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡❣✐♠❡ r ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② s❡ts ✐ts t❛r✐✛ t♦
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇❡❧❢❛r❡❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ τ i ≡ Arg max ww = 0✳ ■♥
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡❣✐♠❡
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳ ◆♦✇ t❤❛t t❛r✐✛s ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ tr❛❞❡
r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❧❡t ❞❡✜♥❡ ∆wi(r− r) ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr②
i✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡s r ❛♥❞ r✿ ∆wi(r − r) = wi(r) − wi(r)✳
❙✐♥❝❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡❣✐♠❡ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭τ i ≡ τ i (α, β, ζs)✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
∆wi ≡ ∆wi (α, β, ζs)✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ st✉❞② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡♥
❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡✐r s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋❚❆✮
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ s✉♣♣❧② ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s
x, y✳ ■t r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ tr❛❞❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ x, y ✭♣❛♥❡❧ ✶✮✱ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ r❛t✐♦ ✭t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✮ px/py ✭♣❛♥❡❧ ✷✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ∆wN(ζs) ❛♥❞ ∆wS(ζs) ✭♣❛♥❡❧ ✸✮ ❛r❡ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ζs✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❙❈s✮ ❢❛❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ (ζs = 1)✱ t❤❡
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡q✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣♦rts ❢r♦♠
♦♥❡ ❝♦✉♥tr② t♦ ❛♥♦t❤❡r (α/10)✱ ❛t ❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ px/py = 1✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ 7α2/1800β✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■
❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s ✿ ζs < 1 ❛♥❞ ζs > 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❙❙❈s ✭ζs < 1✮✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♠♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ y ❢r♦♠ t❤❡
◆♦rt❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐ts ❡①♣♦rts ♦❢ x t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭∆MS

y > ∆MN
x ✮ ❛♥❞

❤❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭s❡❡ ♣❛♥❡❧

✶✽❋♦r t❤❡ ◆♦rt❤✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∂τN

∂ζs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ζs❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ∂τN

∂ζs > 0 ✐❢ ζs ≥ 3.6✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②(ζs) ✭✇✐t❤ α2/β = 1✮

✸✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ y ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡
r❛t✐♦ t❤❛♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✭∆pS < 0 ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✷✮✳ P❛♥❡❧ ✸ s❤♦✇s t❤❛t✱
❢♦r ζs < 1✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r ♦✛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ζs✳ ■❢ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s s✉♣♣❧② ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ (ζs < ζs∗)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✉♥❞❡r ❛♥
❋❚❆✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❋❚❆ ✐s ♥♦t ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ✉♥❧❡ss ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s
❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ ♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❢❡rs ♦r
✏❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✑ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❆❈P✲❊❯ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ❞❡✈✐❝❡ t♦
tr❛♥s❢❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛t♦r✐❡s ✐♥ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ ❢❛s❤✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζs✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ζs = ζs∗✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s
✐♥❞✐✛❡r❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ t❛r✐✛ ❝✉t ❞❡❛❧✱ ❛s ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡
✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛r✐✛ r❡❣✐♠❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ζs∗ < ζs < 1✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❛✐♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❋❚❆✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ◆♦rt❤ ❜❡♥❡✜ts ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❝❤❛♥❣❡✳

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤✬s s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ◆♦rt❤✬s (ζs > 1)✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❋❚❆✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ x
t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐ts ✐♠♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ y ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦rt❤
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✭∆MS
y < ∆MN

x ✮✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ x ♣✉s❤❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡
♦❢ ❣♦♦❞ x ✉♣✇❛r❞ ✭∆pS > 0✮✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❛❧✇❛②s
❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ζs✳ ❋♦r ζs < ζs✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❛✐♥ ❢♦r♠ ❛♥ ❋❚❆✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❣❛✐♥ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ζs = ζs✱ t❤❡
❙♦✉t❤ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥✐♥❣ ♦r ♥♦t t❤❡ ❋❚❆✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❛t ♣♦✐♥t✱
t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❋❚❆ ❛♥❞ ✐ts ❧♦ss ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ζs❀ t❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t❡r ζs✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✐t
✇✐❧❧ s✐❣♥ t❤❡ t❛r✐✛ ❝✉t ❞❡❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡r
❢r♦♠ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❲❤❡♥ 1 < ζs < ζs✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❚❆✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ◆♦rt❤ ❜❡♥❡✜ts ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✿ ▲❡t wi (r) ❛♥❞ wi (r) ❜❡ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡
◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡s❀ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ζs✱ t❤❡ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r T i t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② i
❣❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❚❆ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② t♦ ✐ts tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❢♦r ✐ts ✇❡❧❢❛r❡
❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❋❚❆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✶✳ ✐❢ ζs < ζs∗✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ s✉♣♣❧✐❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✐s r❡❛❞② t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ s✉♣♣❧✐❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞
tr❛♥s❢❡r TN (ζs) = ∆wS (r − r)✱

✷✳ ✐❢ ζs∗ ≤ ζs ≤ ζs✱ ♥♦ tr❛♥s❢❡r ✐s ♠❛❞❡ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r
♦✛ ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✱

✸✳ ✐❢ ζs > ζs✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ s✉♣♣❧✐❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✐s r❡❛❞② t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ s✉♣♣❧✐❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞
tr❛♥s❢❡r T S (ζs) = ∆wN (r − r)✳
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❚r❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦❞✉❝ts✱ x, y✱ t❤❡
❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② DN

j (p
N
j ) = α − βpNj ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞

❜② DS
j (p

S
j ) = ζd

(
α− βpSj

)
❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤✱ ✇❤❡r❡ j = x, y ❛♥❞ ζd ✐s t❤❡

❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■❢ ζd < 1 ✭r❡s♣✳ ζd > 1✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤
❤❛s ❧✐♠✐t❡❞ ✭r❡s♣✳ ❜✐❣❣❡r✮ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❣♦♦❞s t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤❀
♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡② ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡ ◆♦rt❤✬s s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
QN
x (p

N
x ) = βpNx ❛♥❞ QN

y (p
N
y ) = α + βpNy ✳ ❚❤❡ ❙♦✉t❤✬s s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s QS
x(p

S
x) = α + βpSx ❛♥❞ QS

y (p
S
y ) = βpSy ✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s τN , τS ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧s✶✾✱
t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
DN
x (p

N
x ) = α − β(pwx + τN) ❛♥❞ DS

y (p
S
y ) = ζd

[
α− β(pwy + τS)

]
✱ ✇❤❡r❡ pwx

❛♥❞ pwy ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s✳ ❯♥❞❡r ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜②
(2.1)✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦r❧❞ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

pwx
(
ζd
)
=

αζd − βτN

β (3 + ζd)
; pwy

(
ζd
)
=

ζd
(
α− βτS

)

β (3 + ζd)
✭✷✳✹✮

❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r r❛✐s❡s t❤❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s s❤♦✇
t❤❛t✱ ❢♦r τN = τS = 0✱ ∂pwx /∂ζ

d = ∂pwy /∂ζ
d = 3α/β

(
3 + ζd

)2
✳✷✵ ❚❤❡

✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤
(
ζd < 1

)
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✇♦r❧❞ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉s❤❡s t❤❡✐r

♣r✐❝❡s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝
(
ζd = 1

)
✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❜♦t❤ ❣♦♦❞s

(
ζd > 1

)
✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r

s②♠♠❡tr② (ζs = 1)❀ t❤✉s✱ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r✳ ❊q✉❛t✐♦♥
(2.4) ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ x (y) ✐♥ t❤❡
◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮

pNx
(
ζd
)
=

αζd +
(
2 + ζd

)
βτN

β (3 + ζd)
; pSy

(
ζd
)
=

αζd + 3βτS

β (3 + ζd)
✭✷✳✺✮

❊q✉❛t✐♦♥ (2.5) s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt ❣♦♦❞
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r✐✛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❛s

✶✾Pr♦❤✐❜✐t✐✈❡ t❛r✐✛s ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② τNM=0 =
α(3−ζd)
2(2+ζd)β

❛♥❞ τSM=0 = 2ζdα
3(1+ζd)β

✳
✷✵❚❤✐s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❡❧♣ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζd.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t st✉❞✐❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✹✷
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❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ ❝♦✉♥tr②✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡
✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐ts t❛r✐✛✱ ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐ts ♣❛rt♥❡r✬s t❛r✐✛✿ ∂pi/∂τ k < 0 <
∂pi/∂τ i ✇✐t❤ i 6= k ∈ {N,S}✱ pS ≡ pwx /p

w
y =

(
αζd − βτN

)
/ζd
(
α− βτS

)

❛♥❞ pN = 1/pS✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡
♠♦t✐✈❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
■ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζd ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ✇✐♥♥❡r ✭t❤❡ ❝♦✉♥tr②
✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✮ ❛♥❞ ❛ ❧♦s❡r ✭t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤
❛ ❧❛r❣❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✮ ✐❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡
♦♥❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ tr❛♥s❢❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡
❤✐♠ t♦ s✐❣♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❈♦✉♥tr✐❡s✬ ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ MN
x

(
ζd
)
❛♥❞ MS

y

(
ζd
)
✱ ❛♥❞ t❤❡✐r

❡①♣♦rt s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ EN
y

(
ζd
)
❛♥❞ ES

x

(
ζd
)
✱ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

MN
x

(
ζd
)
= α− 2βpNx and MS

y (ζ
d) = αζd −

(
1 + ζd

)
βpSy

EN
y

(
ζd
)
= 2βpNy and ES

x

(
ζd
)
=
(
1− ζd

)
α +

(
1 + ζd

)
βpSx

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ζd ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♠♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ y✱ ❜✉t
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ ♦♥ ✐ts ❡①♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ x✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ M i

j = Ek
j ,

∂MN
x (ζd)/∂ζd < 0 ❛♥❞ ∂EN

y (ζ
d)/∂ζd > 0✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉② ❢r♦♠
❛❜r♦❛❞ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ r❡❞✉❝❡s ✐ts s❛❧❡s ❛❜r♦❛❞✳

❊❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ (wi) ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇❡❧❢❛r❡ (ww) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦♥✲
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
r❡❣✐♠❡ r̄✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛♣♣❧✐❡s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛ ✭τ i ≡ Arg max wi✮❀ t❤✉s✱

τN
(
ζd
)
=

α(3−ζd)
2β(8+6ζd+ζd2)

❛♥❞ τS
(
ζd
)
= 2ζd2α

3β(5ζd+3+2ζd2)
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ζd < 1✱

t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛ ❧❡✈❡❧ ✐s str✐❝t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ◆♦rt❤✬s❀ t❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❧♦✇❡r
t❛r✐✛ ❛t ✐ts ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ s❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳✶✱ ❝❡rt❛✐♥❧② r❡✢❡❝ts ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡❣✐♠❡ r ✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② s❡ts ✐ts t❛r✐✛ ❛t t❤❡
❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ✭τ i ≡ Arg max ww = 0✮❀ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❛r✐✛s τ i, τ i ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦
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❝♦♠♣✉t❡ wi ❛♥❞∆wi(r−r) ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ α, β, ζd✳ ❋✐①✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α, β
❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζd✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❋❚❆ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y✳ ■t ✐❧❧✉str❛t❡s
❤♦✇ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζd ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ x, y ✭♣❛♥❡❧ ✶✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ r❛t✐♦ px/py ✭♣❛♥❡❧ ✷✮ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡∆wN(ζd) ❛♥❞∆wS(ζd) ✭♣❛♥❡❧ ✸✮✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ❋❚❆ ✐s ❡q✉❛❧❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❜♦t❤ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs ✇❤❡♥
t❤❡② ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✭ζd = 1✮❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❜♦♦sts t❤❡✐r ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❡①♣♦rts (α/10)✱
❛t ❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ px/py = 1✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ◆♦rt❤
❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ♦❢ 7α2/1800β ❡❛❝❤✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ■
st✉❞② t✇♦ ❝❛s❡s ✿ ζd < 1 ❛♥❞ ζd > 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s s♠❛❧❧❡r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭ζd < 1✮✱ ✐ts
✐♠♣♦rts ♦❢ y ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t t❤❛♥ ✐ts ❡①♣♦rts ♦❢
x ✭△MS

y < △MN
x ✮✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ x ❝♦♠♠❛♥❞s ❛ ❤✐❣❤❡r

✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ r❛t✐♦ ✭∆pS > 0 ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✷✮❀ t❤✉s✱ ζd < 1✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s
❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ζd ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸✳ ■❢ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ y ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ◆♦rt❤

(
ζd < ζd

)
✱ t❤❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✇♦rs❡

♦✛ ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
ζd✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ❢♦r t❤❡ ❋❚❆
t♦ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡❀ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ζd = ζd✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ t❛r✐✛ ❝✉t ♦r ♥♦t✳ ❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ ✐ts ◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❡q✉❛❧s
✐s ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ζ < ζd < 1✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ t❤❡ ❋❚❆✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ◆♦rt❤ ❣❛✐♥s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡
t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡✛❡❝t✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s
✭ζd > 1✮✱ ✐ts ✐♠♣♦rts ♦❢ y ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ❡①♣♦rts ♦❢
x ✭△MS

y > △MN
x ✮✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ y ♣✉s❤❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

♣r✐❝❡ ♦❢ ❣♦♦❞ x ❞♦✇♥✇❛r❞ ✭∆pS < 0✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s
✇❡❧❢❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✱ ✇❤✐❧st t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ζd✳ ❋♦r ✈❛❧✉❡s ζd < ζd∗✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❛✐♥ ❢♦r♠ ❛♥ ❋❚❆✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ◆♦rt❤ ❜❡♥❡✜ts ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡r♠s✲
♦❢✲tr❛❞❡ ❡✛❡❝t✳ ❆t t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ζd = ζd∗✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t
r❡❣❛r❞✐♥❣ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❋❚❆✱ s✐♥❝❡ ✐ts ◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❡q✉❛❧s ✐ts ❢r❡❡ tr❛❞❡
✇❡❧❢❛r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ζd > ζd∗✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❋❚❆✱ ❛♥❞ ✐s
✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s✐❣♥ t❤❡ ❋❚❆ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠
t❤❡ ◆♦rt❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ζd❀ t❤✉s✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ζd✱ t❤❡
❤✐❣❤❡r t❤❡ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ◆♦rt❤✳ P❛♥❡❧ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❛✐♥

✹✹



✷✳✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

0
.0

5
.1

.1
5

.2
.2

5

C
ha

ng
e 

in
 im

po
rt

s

0 .5 1 1.5 2

demand heterogeneity

North South

-.
02

0
.0

2
.0

4
.0

6

w
el

fa
re

 c
ha

ng
e

0 .5 1 1.5 2
demand heterogeneity

North South

0
.5

1
1.

5
2

T
er

m
s-

of
-t

ra
de

 c
ha

ng
e

0 .5 1 1.5 2

demand heterogeneity

�� ���

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
(
ζd
)
✭✇✐t❤

α2/β = 1✮

❢r♦♠ t❤❡ ❋❚❆ ✇❤❡♥ ζ < ζd < 1✳
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❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ■ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✿ ▲❡t wi(r) ❛♥❞ wi(r) ❜❡ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡
◆❛s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡s❀ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r
ζd✱ t❤❡ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r T i(ζd) t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② i ❣❛✐♥✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❋❚❆ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② t♦ ✐ts tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❢♦r ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❋❚❆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✶✳ ❢♦r ζd < ζd✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✐s r❡❛❞② t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞
tr❛♥s❢❡r T S(ζd) = ∆wN(r − r)✱

✷✳ ❢♦r ζ ≤ ζd < ζd∗✱ ♥♦ tr❛♥s❢❡r ✐s ♠❛❞❡ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r
♦✛ ✉♥❞❡r ❋❚❆✱

✸✳ ❢♦r ζd > ζd∗✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✐s r❡❛❞② t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞
♦❢ tr❛♥s❢❡r TN

(
ζd
)
= ∆wN(r − r)✳
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❚r❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s

❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝❛♥ ❛✛❡❝t s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
❚❤✐s ❝❛s❡✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❇♦♥❞ ❛♥❞ P❛r❦ ✭✷✵✵✷✮✱ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛♥ ♦✉rs✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② DN

j (pj) = α−βpNj ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ DS
j (pj) = ζ(α−

βpSj )✱ ✇✐t❤ j ∈ {x, y} ❛♥❞ ζ t❤❡ s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ◆♦rt❤✬s
s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② QN

x (p
N
x ) = βpNx ❛♥❞ QN

y (p
N
y ) = α + βpNy ✱

❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛r❡ QS
x(p

S
x) = ζ

(
α + βpSx

)
❛♥❞ QS

y (p
S
y ) = ζ

(
βpSy

)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ ζ < 1 ✭r❡s♣✳ ζd > 1✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ✭r❡s♣✳ ❜✐❣✮
r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✳

■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✐♠♣♦rt t❛r✐✛s τN , τS ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥str✉♠❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡✐r ✐♠♣♦rt✲❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s✳✷✶ ❊❛❝❤
❝♦✉♥tr②✬s ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt ❣♦♦❞ ❜❡❝♦♠❡s DN

x (p
N
x ) = α − β(pwx + τN)

❛♥❞ DS
y (p

S
y ) = ζ

[
α− β(pwy + τS)

]
✱ ✇❤❡r❡ pwx ❛♥❞ pwy ❛r❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

♣r✐❝❡s✳ ❯♥❞❡r ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② (2.1)✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦r❧❞
♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✳

pwx (ζ) =
α− βτN

2β (1 + ζ)
; pwy (ζ) =

ζ(α− βτS)

2β (1 + ζ)
✭✷✳✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ (2.6) s❤♦✇s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ❧♦✇❡rs t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❣♦♦❞ x✱ ❜✉t r❛✐s❡s t❤❛t ♦❢
❣♦♦❞ y❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r τN = τS = 0✱
∂pwx /∂ζ

d = −∂pwy /∂ζ
d = −α/2β (1 + ζ)2✳✷✷ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s

r❡s✉❧ts ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ζ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
❙♦✉t❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s ♠♦r❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x ❛♥❞ y✳ ❙✐♥❝❡ x ✐s
✐ts ❡①♣♦rt ❣♦♦❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛ s♠❛❧❧❡r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ t♦ ❡q✉❛t❡ t❤❡
✇♦r❧❞ s✉♣♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ❉❡s♣✐t❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❣♦♦❞ y✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s t♦ ✐♠♣♦rt t❤❛t ❣♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦rt❤ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts
❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❣♦♦❞ y ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐ts
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ ❣♦❡s ✉♣✳ ❊q✉❛t✐♦♥ (2.6) ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ x (y) ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮✿

✷✶❚r❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ t❛r✐✛s ❛r❡ ♥♦♥✲♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❀ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ t❛r✐✛s ❛r❡ ❢♦✉♥❞
❜② s❡tt✐♥❣ ✐♠♣♦rts t♦ ③❡r♦✿ τNM=0 = αζ

(1+2ζ)β ❛♥❞ τSM=0 = α
(2+ζ)β ✳

✷✷❚❤✐s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❞r❛✇ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ s✐③❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζ. ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❝❛s❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

✹✼
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pNx (ζ) =
α + (1 + 2ζ) βτN

2β (1 + ζ)
; pSy (ζ) =

ζα + (2 + ζ) βτS

2β (1 + ζ)
✭✷✳✼✮

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ (2.6) t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt
❣♦♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r✐✛❀ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦♥ t❤❡s❡ ♣r✐❝❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❆s t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s t❛r✐✛ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐ts t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✱ ❜✉t ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ ♦♥ ✐ts ♣❛rt♥❡r✬s ✿ ∂pi/∂τ k < 0 < ∂pi/∂τ i ✇✐t❤ i 6= k ∈ {N,S}✱
pS ≡ pwx /p

w
y =

(
α− βτN

)
/ζ
(
α− βτS

)
❛♥❞ pN = 1/pS✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❤❛s

❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ♠♦t✐✈❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ✇✐♥♥❡r ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✮ ❛♥❞ ❛ ❧♦s❡r ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✮
✐❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❇♦♥❞ ❛♥❞
P❛r❦ ✭✷✵✵✷✮✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❤❛s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❤✐♠ t♦ s✐❣♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❈♦✉♥tr✐❡s✬ ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ MN
x (ζ) ❛♥❞ MS

y (ζ)✱ ❛♥❞ t❤❡✐r
❡①♣♦rt s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ EN

y (ζ) ❛♥❞ ES
x (ζ)✱ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣

MN
x (ζ) = α− 2βpNx and MS

y (ζ) = ζ
(
α− 2βpSy

)

EN
y (ζ) = 2βpNy and ES

x (ζ) = 2ζβpSx

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ζ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♠♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ y✱ ❜✉t
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡ ♦♥ ✐ts ❡①♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞ x✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ M i

j = Ek
j ,

∂MN
x (ζ)/∂ζ > 0 ❛♥❞ ∂EN

y (ζ)/∂ζ < 0✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s s✐♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❣♦♦❞ x ♠❛❦❡s ✐t ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥
♣r♦❞✉❝❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ y ❢♦st❡rs ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t♦
s❡❧❧ ❛❜r♦❛❞✳

❊❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ (wi) ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇❡❧❢❛r❡ (ww) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦♥✲
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
r❡❣✐♠❡ r̄✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛♣♣❧✐❡s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛ ✭τ i ≡ Arg max wi✮❀ t❤✉s✱
τN (ζ) = ζα

β(4ζ2+8ζ+3)
❛♥❞ τS (ζ) = ζα

β(3ζ2+8ζ+4)
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ζ < 1✱ t❤❡

❙♦✉t❤✬s t❛r✐✛ ❧❡✈❡❧ ✐s str✐❝t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ◆♦rt❤✬s t❛r✐✛❀ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✬s ♦♣t✐♠❛❧ t❛r✐✛ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts
❝♦✉♥tr✐❡s✬ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✳
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❆s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ♣r❡✈❛✐❧s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡❣✐♠❡
r ✭τ i ≡ Argmaxww = 0✮ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳
❯s✐♥❣ τ i, τ i ✱ wi ❛♥❞∆wi(r−r) ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ α, β, ζ✳ ❋✐①✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α, β ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥✐♥❣ ❛
tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζ✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✭❋❚❆✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❜❡✐♥❣ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡
◆♦rt❤✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ tr❛❞❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❣♦♦❞s x, y ✭♣❛♥❡❧
✶✮✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ r❛t✐♦ px/py ✭♣❛♥❡❧ ✷✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬
✇❡❧❢❛r❡ ∆wN(ζ) ❛♥❞ ∆wS(ζ) ✭♣❛♥❡❧ ✸✮ ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡
♣❛r❛♠❡t❡r ζ✳ ■ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✷ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ (ζ = 1)✳ P❛♥❡❧s ✶ ❛♥❞ ✷
s❤♦✇ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛❦❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t tr❛❞❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s ✲
t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡ tr❛❞❡✱ t❤❡✐r ✐♠♣♦rts ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✱ α/10✱ ❛t ❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇♦r❧❞ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ px/py = 1 ❬✐♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱∆pS = 0❪✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡
❣❛✐♥ ❛♠♦✉♥ts t♦ 7α2/1800β ✈✐s✲à✲✈✐s t❤❡ ◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡ t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞
❡♥❥♦② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❚❆✳✷✸

✷✸❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ❇❛❣✇❡❧❧ ❛♥❞ ❙t❛✐❣❡r ✭✶✾✾✾✱ ✷✵✵✶✮ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t
❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜❡♥❡✜ts ❜♦t❤ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❡s✱ ❛s
t❤❡② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤♦✉t t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r
❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♥tr✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤ (ζ) ✭✇✐t❤ α2/β = 1✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤ (ζ < 1)✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✶ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡①♣♦rts ♦❢ y t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤
✐♥❝r❡❛s❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✐ts ✐♠♣♦rts ♦❢ x ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❛❢t❡r t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ tr❛❞❡
❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭△MS

y < △MN
x ✮✱ t❤✉s t❤❡ ❋❚❆ ✐s ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦

t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭s❡❡ ♣❛♥❡❧ ✸✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ x
♣✉s❤❡s t❤❡ ✇♦r❧❞ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✉♣✇❛r❞ ✭∆pS > 0 ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts
❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡✳✷✹ P❛♥❡❧ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❛❧✇❛②s
✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡t ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζ✳ ■❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ◆♦rt❤
(
ζ < ζ

)
✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✇✐❧❧ ♥♦t

s✐❣♥ t❤❡ tr❡❛t② t♦ ♦♣❡♥ ✉♣ ✐ts ❧❛r❣❡ ♠❛r❦❡t t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✉♥❧❡ss ✐t ♣r♦✈✐❞❡s
❢♦r ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ tr❛♥s❢❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ t❤❡
◆♦rt❤✳ ❚❤✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲tr❛❞❡
❝♦♥❝❡r♥s ✭◆❚❈s✮ s✉❝❤ ■P❘s✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❜✐❧❛t❡r❛❧ ♦r
❲❚❖ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ζ = ζ✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t
r❡❣❛r❞✐♥❣ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ t❛r✐✛ ❝✉t s✐♥❝❡ ✐ts ◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❡q✉❛❧s ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r

✷✹❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ t✇♦✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ❡①♣♦rts t♦ ✐ts ♣❛rt♥❡r ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ♣❛rt♥❡r✬s ✐♠♣♦rts✳
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❛♥ ❋❚❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ζ < ζ < 1✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡
❋❚❆✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t②✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤ (ζ > 1)✳ ❋r♦♠
♣❛♥❡❧ ✶✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡①♣♦rts ♦❢ y t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♥❝r❡❛s❡
♠♦r❡ t❤❛♥ ✐ts ✐♠♣♦rts ♦❢ x ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭△MS

y > △MN
x ✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

t❤❡ ❋❚❆ ✐s ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭s❡❡ ♣❛♥❡❧ ✸✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡
❤✐❣❤❡r ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ y ♣✉s❤❡s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡
✭∆pS < 0✮ ❞♦✇♥✇❛r❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧t❡rs ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
♣❛♥❡❧ ✸✱ ❢♦r ζ > 1✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ζ✳ ■❢ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ (ζ > ζ∗)✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛
✉♥❞❡r ❛♥ ❋❚❆✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✉♥❧❡ss ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❢♦r ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss✳ ■❢
ζ = ζ∗✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❡❛t② ❡q✉❛❧s ✐ts ◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡✱
s♦ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❋❚❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t s♦♠❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ■❢ 1 < ζ < ζ∗✱ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❋❚❆✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ◆♦rt❤ ❣❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡✛❡❝t✳

❋r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ■ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✿ ▲❡t wi(r) ❛♥❞ wi(r) ❜❡ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡
◆❛s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡s❀ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζ✱
t❤❡ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r T i(ζ) t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② i ❣❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❋❚❆ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② t♦ ✐ts tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❢♦r ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❋❚❆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✶✳ ❢♦r ζ < ζ✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✐s r❡❛❞② t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞
tr❛♥s❢❡r T S(ζ) = ∆wN(r − r)✱

✷✳ ❢♦r ζ ≤ ζ < ζ∗✱ ♥♦ tr❛♥s❢❡r ✐s ♠❛❞❡ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛
✉♥❞❡r ❋❚❆✱

✸✳ ❢♦r ζ > ζ∗✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✐s r❡❛❞② t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❣♦♦❞ y✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞
♦❢ tr❛♥s❢❡r TN (ζ) = ∆wN(r − r)✳
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❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ t❡st t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠② t❤❡♦r②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❧✐❜❡r❛❧✐③❡ ❛ tr❛❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊P❆ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛❢t❡r s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥t✳✷✺ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊P❆ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❙✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②❀ t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s
t❤❛t ♦❢ s✉♣♣❧②✳ ❉❡✜♥✐♥❣ s✉♣♣❧② ✭r❡s♣✳ ❞❡♠❛♥❞✮ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛s t❤❡ r❛t✐♦
♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✬s ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✭r❡s♣✳ ●❉P✮ t♦ t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦
✭r❡s♣✳ ●❉P✮✱ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s✿

H1. ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❊P❆ × s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭❊P❆❙❯P✮ ❤❛s
♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

H2✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❊P❆ × ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭❊P❆❉❊▼ ✮
❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

H3✳ ■♥ t❤❡ s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❊P❆❉❊▼
❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❛t ♦❢ ❊P❆❙❯P✳

❚♦ t❡st t❤❡ t❤❡♦r②✱ ■ r✉♥ ♦♥❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
✉s✐♥❣ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯ ❞♦♥♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡
❊❯ ❞♦♥♦r st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✭♦r t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r s✉♣♣❧② ❛♥❞
❞❡♠❛♥❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P r❡❝✐♣✐❡♥t ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ✭♦r t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛
s♠❛❧❧❡r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ■
✉s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② r❡❝✐♣✐❡♥t✲
❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr② ♣❛✐r✬s t♦t❛❧ ✭❊①♣❡♥❞✐t✉r❡✲s✐❞❡ r❡❛❧✮ ●❉P r❛t✐♦✳ ❚♦t❛❧ ●❉P ✐s
✉s❡❞ ❤❡r❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✜rst✱ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛
✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥t ♥❡❡❞s❀ s❡❝♦♥❞✱
t♦t❛❧ ●❉P ♠❛❦❡s ♠♦r❡ s❡♥s❡ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ♦r ♠❛r❦❡t ♣♦t❡♥t✐❛❧✳✷✻

❚❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✲❞♦♥♦r
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦✳

✷✺❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ■ ✇✐❧❧ ❥✉st r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✏s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✑ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✏❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✑✳
✷✻s❡❡ ◆❡✉♠❛②❡r ✭✷✵✵✸ ❜✱ ♣✳✶✾✮ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t✳
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❙✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥t✲❞♦♥♦r
❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✭❈❑✮✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♣❡r ✇♦r❦❡r✱
s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t②✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r
❛ r❛♥❞♦♠ ②❡❛r ✭✷✵✶✶✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ✐s ✈❡r② ❡❧♦q✉❡♥t ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✳ ●❡r♠❛♥②
❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❈❑ ♣❡r ✇♦r❦❡r t❤❛♥ ❇❡❧❣✐✉♠❀ t❤❡ ❧❛t❡r ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❋r❛♥❝❡✳
❈❑ ♣❡r ✇♦r❦❡r ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✸✹✵ ✸✹✶✳✽ ✭❇❡❧❣✐✉♠✮✱ ✷✺✶ ✹✻✻✳✽ ✭●❡r♠❛♥②✮
❛♥❞ ✸✷✼ ✹✹✷✳✸ ✭❋r❛♥❝❡✮✳ ❨❡t✱ ●❡r♠❛♥②✬s ✭❖✉t♣✉t✲s✐❞❡ r❡❛❧✮ ●❉P ✐s ✽✳✷
t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❇❡❧❣✐✉♠❀ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋r❛♥❝❡✱ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s
✺✳✼ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ♦♥❝❡ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t ●❡r♠❛♥②✬s
✭❋r❛♥❝❡✬s✮ t♦t❛❧ ❈❑ ✐s ✻✳✺ ✭✺✳✺✮ t✐♠❡s t❤❛t ♦❢ ❇❡❧❣✐✉♠✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✬s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥t✲❞♦♥♦r ✭❖✉t♣✉t✲s✐❞❡ r❡❛❧✮ ●❉P✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣r♦①✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶
✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♥♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡s❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s ✇✐t❤ ❊P❆ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❊P❆ ✐ts❡❧❢ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜②
❞♦♥♦rs❀ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❊❯ ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❡♥❣❛❣❡❞
✐♥ ❊P❆s ✇✐t❤ ❛❞❥✉st♠❡♥t tr❛♥s❢❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❊P❆ ❛✛❡❝ts tr❛❞❡ ✢♦✇✱
■ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✐♠♣♦rt❡❞ ❜② ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❊✉r♦♣❡❛♥
❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❛❝❝✐♥✐ ❛♥❞ ❯♣❡r❧❛✐♥❡♥
✭✷✵✶✷✮ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s ❛ str❛t❡❣✐❝ tr❛♥s❢❡r ♠❛❞❡ ❜② ♠❛❥♦r
♣♦✇❡rs t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② ❝♦st❧② ❡❝♦♥♦♠✐❝
r❡❢♦r♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳ ❇② st✉❞②✐♥❣ t❤❡
t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❝♦✉♥tr②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ✐♥ ♠♦st st✉❞✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✬
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❉P t♦ t❡st ✐❢ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ r❡❝✐♣✐❡♥ts✬
♥❡❡❞s ♦r t♦ ❞♦♥♦r ✐♥t❡r❡sts ✭❆❧❡s✐♥❛ ❛♥❞ ❉♦❧❧❛r✱ ✷✵✵✵❀ ❇❡rt❤é❧❡♠② ❛♥❞
❚✐❝❤✐t✱ ✷✵✵✹❀ ❇♦♦♥❡✱ ✶✾✾✻❀ ❋❡❡♥② ❛♥❞ ▼❝●✐❧❧✐✈r❛②✱ ✷✵✵✽❀ ◆❡✉♠❛②❡r✱ ✷✵✵✸❀
❨♦✉♥❛s✱ ✷✵✵✽✮✳

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❡❞s t♦
❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡
♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❖▲❙✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ t❛❝❦❧❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢
❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ❜✐❛s ♣r♦❜❧❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ ✭✷✵✵✷✮✱ ♥❛♠❡❧② ♦♠✐tt❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡✐t②✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ r❡✈❡rs❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐❞ ❛♥❞
tr❛❞❡✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❧❛❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ✐♠♣♦rt✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ ✭✶✾✼✾✱ ♣✳ ✶✶✶✮ ❛♥❞
❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ ✭✷✵✵✵✱ ♣✳ ✺✶✼✮✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱

✺✸



✷✳✸✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②

■ t❛❦❡ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ■ ✉s❡ ❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❞♦♥♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ❛✐❞ ♣♦❧✐❝✐❡s
❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❛t t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❧❡✈❡❧✱ ❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr✐❡s st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❛✉t♦♥♦♠② ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ t❤❡✐r ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❞♦♥♦r
❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡
❛✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❇✐❣st❡♥✱ ✷✵✵✻❀ ❉♦❧❧❛r ❛♥❞ ▲❡✈✐♥✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ■ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r ♠✐ss✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❞♦♥♦r✲r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr② ♣❛✐r ❜②
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✉♠♠✐❡s ❢♦r ❝♦❧♦♥✐❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ❆❈P✲
❊❯ tr❡❛t✐❡s ❛❧s♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❛r❡♥❛✱
■ ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❯◆ ✈♦t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss❡♠❜❧✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞♦♥♦r✲
r❡❝✐♣✐❡♥t ♣❛✐r✳

●❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t
❢❛❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❞♦♥♦r✲r❡❝✐♣✐❡♥t ♣❛✐r❀ ✐t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♣r♦①② ❢♦r tr❛♥s♣♦rt
❝♦sts✳ ❘❡❝✐♣✐❡♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊❇❆
❞✉♠♠② t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t❤❡ ❧❡❛st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭▲❉❈s✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❆❈P ❣r♦✉♣✳ ❯♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ▲❉❈s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛
♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ❛❝❝❡ss ✐♥t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛r❦❡t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❇✉t
❆r♠s ✭❊❇❆✮ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✏r❛✇
♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐♣❧♦♠❛❝②✑✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✐♥
❆❈P ❡①♣♦rts t♦ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❉❛t❛ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❚❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❊❯✲❆❈P ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❛✐❞ ✢♦✇s ✭❖✣❝✐❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❆ss✐st❛♥❝❡✱
❖❉❆✮ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❆ss✐st❛♥❝❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ✭❉❆❈✮ ♦❢ t❤❡
❖❊❈❉❀ ✐t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs ✭❲❉■✮✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❡rs t❤❡ t❤❡ ✷✵✵✵✲✷✵✶✶ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ✹✺ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s
❛♥❞ ✶✺ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞♦♥♦rs ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✷✼❀ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞♦♥♦r✲
r❡❝✐♣✐❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❞❛t❛ ♦♥ ❯◆ ✈♦t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❢♦✉r ❝♦✉♥tr✐❡s ❣✐✈❡ ❛❜♦✉t
✻✾ ✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✿ ❋r❛♥❝❡ ✭✷✷ ✪✮✱ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠
✭✷✷ ✪✮✱ ●❡r♠❛♥② ✭✶✺ ✪✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ✭✶✵ ✪✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ❛✐❞
❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ r❡❛❧ t❡r♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞
✐♠♣♦rt ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❲❉■ ♦♥❧✐♥❡✮ ❛s ✐♥ ◆❡✉♠❛②❡r ✭✷✵✵✸ ❛✳✮✳

▼② ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊P❆ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞♦♥♦rs✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❊P❆
✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r t❤❛t ❡q✉❛❧s ✶ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥ ❆❈P r❡❝✐♣✐❡♥t ✐♥✐t✐❛t❡s

✷✼❚❤❡ ❞❛t❛ st❛rts ✐♥ ✷✵✵✵✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡
❊❯ s✐❣♥❡❞ t❤❡ ❈♦t♦♥♦✉ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ tr❛♥s✐t♦r② st❡♣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
tr❡❛t♠❡♥t t♦ t❤❡ ❊P❆s✳

✺✹
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❛♥ ❊P❆ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ■ r❡❧② ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭✷✵✶✸✮ ❞♦❝✉♠❡♥t ✏♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❊P❆ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s✑ t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ❊P❆ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧❧
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ P❡♥♥ ❲♦r❧❞ ❚❛❜❧❡ ✽✳✵ ✭P❲❚✽✳✵✮ ❜✉✐❧t ❜② ❋❡❡♥str❛✱ ■♥❦❧❛❛r
❛♥❞ ❚✐♠♠❡r ✭✷✵✶✸✮✳ ❉❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② CGDPEACP

CGDPEEU

❛♥❞ PopulationACP

PopulationEU
❀ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ♣r♦①✐❡❞ ❜② CGDPOACP

CGDOPEU
❛♥❞ CKACP

CKEU
✳

CGDPE ❛♥❞ CGDPO ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡✲s✐❞❡ ❛♥❞
t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t✲s✐❞❡ r❡❛❧ ●❉P ❛t ❝✉rr❡♥t PPPs ✭✐♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ✷✵✵✺ ❯❙✩✮❀ CK ✐s
t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛t ❝✉rr❡♥t PPPs ✭✐♥ ♠✐❧✳ ✷✵✵✺❯❙✩✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❛✐❞ ✭✪✮✱ ❢r♦♠ ✷✵✵✵ t♦ ✷✵✶✶✳

❚r❛❞❡ ❞❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❯◆❈❚❆❉❙❚❆❚ ✇❡❜s✐t❡❀ ❆❈P ✐♠♣♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ r❡❛❧ t❡r♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐♠♣♦rt ♣r✐❝❡
✐♥❞❡①✳ PRIM.EXP

EXPORTS
✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✐♥ ❆❈P t♦t❛❧ ❡①♣♦rts✳

❯◆●❆ ✈♦t❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❯◆ ✈♦t✐♥❣ ♣❛tt❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤
❞♦♥♦r✲r❡❝✐♣✐❡♥t ♣❛✐r❀ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❙tr❡③❤♥❡✈ ❛♥❞ ❱♦❡t❡♥✬s ❯♥✐t❡❞
◆❛t✐♦♥s ●❡♥❡r❛❧ ❆ss❡♠❜❧② ❱♦t✐♥❣ ❉❛t❛ ✭✷✵✶✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❢r♦♠
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❈❊P■■✳ ❆✐❞✱ ✐♠♣♦rts ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛s t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣✱
❛s t❤❡② ✈❛r② ❛❝r♦ss ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡❀ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦✉t❧✐❡r ❡✛❡❝ts ♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s❀ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❛tr✐① ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲♥❛✐❞ ✐s ❢♦✉♥❞
✇✐t❤ ▲♥✐♠♣♦rts❀ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♠♣♦rt ❢r♦♠
❊✉r♦♣❡❛♥ ❞♦♥♦rs✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❛✐❞✳ ▲♥❛✐❞ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛❧❧ ❢♦✉r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♠❡❛s✉r❡s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❛t ❛
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ s✉♣♣❧② ♦r ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❡ss ❢♦r❡✐❣♥
❛✐❞✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡
t❡r♠s ✭ ✵✳✵✾✮✳ GDPOACP

GDPOEU
❛♥❞ GDPEACP

GDPEEU
❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭✵✳✾✺✮❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱

❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❛♠❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s♦✉r❝❡s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❱❛r✐❛❜❧❡s ◆ ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ▼✐♥ ▼❛①

❧♥❛✐❞ ✹✵✾✶ ✶✺✳✹✵✸ ✷✳✷✵✵ ✽✳✽✼✶ ✷✶✳✽✷✸

❧♥✐♠♣♦rts ✹✵✾✶ ✾✳✽✷ ✷✳✶✹✺ ✵✳✶✷✷ ✶✺✳✾✽✷

CKACP

CKEU
✹✵✾✷ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✼✷ ✵✳✵✵✸ ✵✳✺✷✽

GDPEACP

GDPEEU
✹✵✾✷ ✵✳✵✻✸ ✵✳✵✻✾ ✵✳✵✵✸ ✵✳✺✸✹

CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
✹✵✾✷ ✵✳✵✼✺ ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✵✻ ✵✳✻✻✷

PopulationACP

PopulationEU
✹✵✾✷ ✹✳✵✻✷ ✶✸✳✺✾✺ ✵✳✵✵✷ ✶✻✹✳✷✸✸

PRIM.EXP
EXPORTS

✸✼✼✹ ✵✳✼✼✺ ✵✳✷✽✾ ✵ ✶

❯◆●❆ ✈♦t❡ ✹✵✾✷ ✵✳✸✻✽ ✵✳✶✹✷ ✲✵✳✹ ✶

▲♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✹✵✾✷ ✽✳✼✵✵ ✵✳✷✽✷ ✼✳✽✽✵ ✾✳✻✽✵

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts ❜❛s✐❝ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ✐s ❢r♦♠ ❍❡❛❞✱ ▼❛②❡r ❛♥❞ ❘✐❡s
✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞✉♠♠② ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❙❛♥t♦s ❙✐❧✈❛
❛♥❞ ❚❡♥r❡②r♦ ✭✷✵✵✻✮❀ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❊♥❝②❝❧♦♣é❞✐❡ ▲❛r♦✉ss❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s♦✉r❝❡ ❢♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡✐r s❛♠♣❧❡✳

✺✻



✷✳✸✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②

✺✼



✷✳✸✳
❊
♠
♣✐r✐❝❛❧
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❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ❦❡② ✈❛r✐❛❜❧❡s

❧♥❛✐❞ ❧♥✐♠♣♦rts
CKACP

CKEU

GDPEACP

GDPEEU

CGDPOACP

CGDPOEU

PopulationACP

PopulationEU

PRIM.EXP
EXPORTS

❯◆●❆ ✈♦t❡ ▲♥ ❞✐st❛♥❝❡

❧♥❛✐❞ ✶✳✵✵✵

❧♥✐♠♣♦rts ✵✳✹✶✶ ✶✳✵✵✵

CKACP

CKEU
✲✵✳✶✾✹ ✵✳✶✻✻ ✶✳✵✵✵

GDPEACP

GDPEEU
✲✵✳✷✶✼ ✵✳✷✶✵ ✵✳✼✺✺ ✶✳✵✵✵

CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
✲✵✳✷✵✺ ✵✳✷✷✼ ✵✳✼✼✷ ✵✳✾✺✷ ✶✳✵✵✵

PopulationACP

PopulationEU
✲✵✳✵✽✼ ✲✵✳✶✵✾ ✲✵✳✵✸✷ ✲✵✳✵✻✽ ✲✵✳✵✶✺ ✶✳✵✵✵

PRIM.EXP
EXPORTS

✵✳✶✷✺ ✵✳✶✹✶ ✲✵✳✶✸✷ ✲✵✳✶✵✵ ✲✵✳✶✵✶ ✲✵✳✵✼✸ ✶✳✵✵✵

❯◆●❆ ✈♦t❡ ✲✵✳✶✽✹ ✲✵✳✶✵✸ ✵✳✵✾✻ ✵✳✶✶✻ ✵✳✶✵✶ ✵✳✵✺✽ ✲✵✳✵✾✼ ✶✳✵✵✵

▲♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✵✻✽ ✲✵✳✶✹✹ ✵✳✷✷✼ ✵✳✷✺✺ ✵✳✷✷✵ ✵✳✵✸✻ ✲✵✳✵✾✾ ✵✳✵✶✶ ✶✳✵✵✵

✺✽
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❋✐❣✳ ✸✳✺ ♣r❡s❡♥ts s❝❛tt❡r♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❡rs✉s
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ r❡❛❧ t♦t❛❧ ❛✐❞✳ P❛♥❡❧s ✶ ❛♥❞ ✹ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ❆❈P
r❡❝✐♣✐❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ●❉P t❤❛♥ ❊❯ ❞♦♥♦rs❀ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ♠♦st
♦❢ t❤❡ ❞♦ts ✐♥ t❤❡ t✇♦ s❝❛tt❡r♣❧♦ts ❤❛✈❡ ❛ ②✲❛①✐s ✈❛❧✉❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✹✳
❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤
❧♦✇ s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞✳ ❋r♦♠ ♣❛♥❡❧ ✷✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t ♠♦st ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡✐r
❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts❀ ♦♥❧② ❢❡✇ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✺✵ t✐♠❡s
♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❊❯ ❞♦♥♦rs✳ P❛♥❡❧ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ ❛✐❞ r❡❝✐♣✐❡♥ts ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r
t♦t❛❧ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ t❤❛♥ ❞♦♥♦rs❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ♦❢ ♠♦st ❆❈P
❝♦✉♥tr✐❡s ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ t❡♥t❤s ♦❢ t❤❡✐r ❞♦♥♦r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ P❛♥❡❧ ✺
❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❯◆●❆ ✈♦t❡s ❢♦r ❡❛❝❤
❞♦♥♦r✲r❡❝✐♣✐❡♥t ♣❛✐r ❛♥❞ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥❀ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞♦ts ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ❤❛✈❡ ❛
②✲❛①✐s ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✺✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦t✐♥❣
♣❛tt❡r♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛ ♠❛❥♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❊❯ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥
♣❛♥❡❧ ✻✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❞♦ts ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ✐♥ ❡①♣♦rts ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳✻❀ t❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❡①♣♦rt ❛ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❊✉r♦♣❡❛♥
❞♦♥♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛✐❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ✜✈❡ ❦❡② ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s

❇❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ■ r✉♥ ❛ ❍❛✉s♠❛♥ t❡st t❤❛t
❝♦♥✜r♠s t❤❛t ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛✱ s♦ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■
t❡st ❢♦r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ t❡st r❡❥❡❝ts t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
✜rst✲♦r❞❡r s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❲❛❧❞✬s t❡st ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ t❡st ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭❈❉✮❀ ❜♦t❤ P❡s❛r❛♥✬s ❛♥❞ ❋r❡❡s✬ t❡sts str♦♥❣❧② r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧
❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ ❈❉✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ❝♦♥s✐st❡♥t
❛♥❞ r♦❜✉st t♦ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
❆s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❍♦❡❝❤❧❡ ✭✷✵✵✼✮✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ♣♦♦❧❡❞ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s
✭❖▲❙✮ ✇✐t❤ ❉r✐s❝♦❧❧ ❛♥❞ ❑r❛❛② ✭✶✾✾✽✮ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛♥❞ ■ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞♦♥♦r
✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❇❛❝❝✐♥✐ ❛♥❞ ❯r♣❡❧❛✐♥❡♥ ✭✷✵✶✷✮✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧❛❣❣❡❞ ✶ ♣❡r✐♦❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❊P❆
❛♥❞ ♦t❤❡r ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ t❤✐s ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❞♦♥♦rs r❡❝❡✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ r❡❝✐♣✐❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ t✐♠❡ ❧❛❣ ✭◆❡✉♠❛②❡r✱ ✷✵✵✸ ❛✳❀
❨♦✉♥❛s✱ ✷✵✵✽✮✳
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❊st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

●r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❛❜❧❡ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❞♦♥♦rs✬ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ r✉♥ s❡✈❡r❛❧
r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛✐❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts
st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣ ♦❢ t♦t❛❧ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❛✐❞ ✐s ✉s❡❞
❛s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛✐r ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭s✉♣♣❧②✱ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✐③❡✮✿ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ ✏❜❛s❡✑ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✏❛✉❣♠❡♥t❡❞✑ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❞✉♠♠②
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦❧✉♠♥s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st✳

❈♦❧✉♠♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ r❡♣♦rt t❤❡ ✏s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✑ ♠♦❞❡❧✿ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣
❛♥ ❊P❆ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ t❤♦✉❣❤ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛✐❞✳ ❚❤❡ s✉♣♣❧②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✈❛r✐❛❜❧❡ CKACP

CKEU t−1
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶ ✪ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②s

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✪
❧❡✈❡❧✱ t❛❦❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✲✻✳✻✼✼ ✐♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✲✻✳✾✺✼ ✐♥ ✭✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❦❡② ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✺ ✪ ❧❡✈❡❧✳ ■ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✮ ✐♥ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✲✶✳✷✵✼
❛♥❞ ✲✶✳✶✼✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❊P❆ ✐s ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱
✇❤✐❧❡ ❊P❆×

CKACP

CKEU t−1
✐s✱ s✉❣❣❡sts t❤❛t s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❊P❆ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ♠♦r❡

❛✐❞ ♣❡r s❡❀ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs t♦ t❤❡ ❞♦♥♦rs ✐s ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s
❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ✏❤❡❛✈②✑ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♦✉r t❤❡♦r②✱
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr②
✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❞♦♥♦r
❝♦✉♥tr② ✭t❤❡ ◆♦rt❤✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✱
✇♦rs❡ ♦✛✳ ❚♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡r t♦ s✐❣♥ t❤❡ ❊P❆✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ❞❡❞✐❝❛t❡s ❛ s❤❛r❡
♦❢ ✐ts ❛✐❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❢♦r t❤❡ ❢♦r❣♦♥❡ ✜s❝❛❧ r❡✈❡♥✉❡✳
▲❡❛st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❆❈Ps ❝❛♥ ❦❡❡♣ ❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛r❦❡t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊❇❆ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t
q✉❛❧✐❢② ❢♦r t❤❡ ❊❇❆ s❡❡♠ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ♠♦r❡ ❛✐❞ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ str♦♥❣❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❢♦r ❊P❆×

CKACP

CKEU t−1
♠❛② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦♥✲▲❉❈ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛❞ ❛

♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ ❊❇❆✳

■t ✐s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❊P❆s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❊❯ ✏r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐♣❧♦♠❛❝②✑❀
PRIM.EXP
EXPORTS t−1

✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❛✐❞ ♣♦❧✐❝② ✐s
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ❆❈P t♦t❛❧ ❡①♣♦rts✳ ❚❤✐s
s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t
t❤❡ ✶ ✪ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❯◆●❆ ✈♦t❡ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❡✛❡❝t ♦♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

✻✶



✷✳✸✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ▲♦❣ ♦❢ ❛✐❞ ✷✵✵✵ t♦ ✷✵✶✶✳

❙✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❉❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❙✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮

❊P❆ ✵✳✷✶✻ ✵✳✶✾✷ ✵✳✶✼✾ ✵✳✶✹✻ ✵✳✷✽✷ ✯ ✵✳✷✸✶

✭✵✳✶✺✵✮ ✭✵✳✶✹✸✮ ✭✵✳✶✷✺✮ ✭✵✳✶✶✼✮ ✭✵✳✶✸✾✮ ✭✵✳✶✸✵✮

❊❇❆ ✵✳✾✹✽ ✯✯✯ ✵✳✽✼✽ ✯✯✯ ✵✳✼✻✺ ✯✯✯ ✵✳✻✾✽ ✯✯✯

✭✵✳✵✽✼✮ ✭✵✳✵✽✹✮ ✭✵✳✵✽✹✮ ✭✵✳✵✽✸✮
CKACP

CKEU t−1
✲✻✳✻✼✼ ✯✯✯ ✲✻✳✾✺✼ ✯✯✯ ✲✹✳✷✾✻ ✯✯✯ ✲✹✳✸✾✷ ✯✯✯

✭✵✳✹✼✼✮ ✭✵✳✹✹✺✮ ✭✵✳✹✼✻✮ ✭✵✳✹✺✷✮
CGDPEACP

CGDPEUE t−1
✲✶✵✳✾✽✺ ✯✯✯ ✲✶✶✳✵✼✺ ✯✯✯ ✲✹✳✼✵✻ ✯✯✯ ✲✹✳✾✺✵ ✯✯✯

✭✵✳✽✹✽✮ ✭✵✳✼✽✹✮ ✭✵✳✻✼✾✮ ✭✵✳✻✶✵✮

❊P❆ ×
CKACP

CKEU t−1
✲✶✳✷✵✼ ✯✯ ✲✶✳✶✼✼ ✯✯ ✵✳✾✹✾ ✵✳✸✵✺

✭✵✳✹✹✾✮ ✭✵✳✹✸✹✮ ✭✵✳✻✶✷✮ ✭✵✳✻✸✹✮

❊P❆ ×
CGDPEACP

CGDPEUE t−1
✲✵✳✼✻✷ ✲✵✳✹✸✷ ✲✷✳✸✵✽ ✯✯✯ ✲✶✳✶✸✵ ✯

✭✵✳✼✵✻✮ ✭✵✳✻✹✼✮ ✭✵✳✻✼✺✮ ✭✵✳✻✺✹✮

▲♥ ✐♠♣♦rtst−1 ✵✳✺✵✸ ✯✯✯ ✵✳✹✺✽ ✯✯✯ ✵✳✹✷✾ ✯✯✯ ✵✳✸✾✷ ✯✯✯ ✵✳✺✶✹ ✯✯✯ ✵✳✹✼✵ ✯✯✯

✭✵✳✵✷✹✮ ✭✵✳✵✷✸✮ ✭✵✳✵✶✼✮ ✭✵✳✵✶✽✮ ✭✵✳✵✷✷✮ ✭✵✳✵✷✶✮
PRIM.EXP
EXPORTS t−1 ✵✳✹✾✽ ✯✯✯ ✵✳✹✼✺ ✯✯✯ ✵✳✹✶✾ ✯✯✯ ✵✳✹✵✶ ✯✯✯

✭✵✳✵✾✵✮ ✭✵✳✵✾✺✮ ✭✵✳✵✾✷✮ ✭✵✳✵✾✼✮

❯◆●❆ ✈♦t❡t−1 ✵✳✵✼✼ ✵✳✶✹✾ ✵✳✶✹✼ ✵✳✷✷✶ ✵✳✶✾✺ ✵✳✷✼✸

✭✵✳✷✻✸✮ ✭✵✳✷✻✻✮ ✭✵✳✷✼✶✮ ✭✵✳✷✺✼✮ ✭✵✳✷✸✸✮ ✭✵✳✷✹✵✮

▲♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✶✳✶✵✻ ✯✯✯ ✶✳✶✹✷ ✯✯✯ ✶✳✵✺✺ ✯✯✯ ✶✳✶✵✸ ✯✯✯ ✶✳✷✻✾ ✯✯✯ ✶✳✸✵✷ ✯✯✯

✭✵✳✷✸✻✮ ✭✵✳✷✸✵✮ ✭✵✳✷✸✽✮ ✭✵✳✷✸✽✮ ✭✵✳✷✹✸✮ ✭✵✳✷✹✶✮

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ✶✳✵✸✸ ✯✯✯ ✶✳✶✵✹ ✯✯✯ ✶✳✵✷✹ ✯✯✯

✭✵✳✶✵✷✮ ✭✵✳✵✾✷✮ ✭✵✳✵✾✹✮

❈♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✵✳✹✷✸ ✯✯✯ ✵✳✹✶✽ ✯✯✯ ✵✳✹✷✹ ✯✯✯

✭✵✳✶✵✽✮ ✭✵✳✶✵✹✮ ✭✵✳✶✶✶✮

❈♦♥st❛♥t ✲✵✳✼✸✾ ✲✵✳✻✶✻ ✶✳✺✻✸ ✶✳✹✸✸ ✲✶✳✾✾✵ ✲✶✳✽✺✻

✭✷✳✵✸✺✮ ✭✶✳✾✾✷✮ ✭✶✳✽✾✶✮ ✭✶✳✾✵✹✮ ✭✷✳✵✼✶✮ ✭✷✳✵✺✼✮

R
2 ✵✳✹✹✸ ✵✳✹✻✾ ✵✳✹✶✹ ✵✳✹✹✷ ✵✳✹✺✷ ✵✳✹✼✽

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭◆✮ ✸✹✺✺ ✸✹✺✺ ✸✼✹✾ ✸✼✹✾ ✸✹✺✺ ✸✹✺✺

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✸✸✻ ✸✸✻ ✸✹✶ ✸✹✶ ✸✸✻ ✸✸✻

◆♦t❡✿ P♦♦❧❡❞ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉r✐s❝♦❧❧✲❑r❛❛② st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✭❆❘ ✶✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉♦♥♦r ❋✐①❡❞ ❊✛❡❝ts✳

❙✉♣❡rs❝r✐♣ts ✯✯✯✱ ✯✯ ❛♥❞ ✯ ✐♥❞✐❝❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✶✱ ✺ ❛♥❞ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✻✷
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t❤♦✉❣❤ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t❀ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❯◆●❆ ✈♦t❡ ♦♥❧②
♠❛tt❡rs ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❜✐❣ ❞♦♥♦rs ✭❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥② ❛♥❞ ❯❑✮ t❤❛t ♠❛❦❡ ✉♣
t♦ ✺✾ ✪ ♦❢ t❤❡ ❊❯ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ◆❡✉♠❛②❡r
✭✷✵✵✸ ❛✳✮✱ ❧♥❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛✐❞❀ ✐t ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ▲♥ ✐♠♣♦rtst−1✱ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞
❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛♥❞ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢♦r❡✐❣♥
❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ▲♥ ✐♠♣♦rtst−1 ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❊❯ ❡①♣♦rts ✐s ♥♦t t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✳✷✽

❈♦❧✉♠♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✏❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✑ ♠♦❞❡❧✿
❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ❛♥ ❊P❆ ❛✛❡❝ts ♣♦s✐t✐✈❡❧②
❜✉t ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❊❯ ❞♦♥♦rs✬ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✈❛r✐❛❜❧❡✱ CGDPEACP

CGDPEEU t−1
✱ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t

♦❢ t❤❡ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✳ ■t ✐s
str♦♥❣❧② st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶ ✪ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♦✉r t❤❡♦r②❀
✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ✲✶✵✳✾✽✺ ❛♥❞ t♦ ✲✶✶✳✵✼✺✳ ❆s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❢r❡❡✐♥❣ tr❛❞❡ ❜❡♥❡✜ts ♠♦r❡
r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛♥ ❞♦♥♦rs✱ ❛s t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝❡ss t♦ ❞♦♥♦rs✬
❧❛r❣❡ ♠❛r❦❡ts✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❞♦♥♦rs t❡♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❛✐❞
❡♥✈❡❧♦♣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊P❆×GDPEACP

GDPEEU t−1
♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥❀

✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♠♦✉♥ts t♦ ✲✵✳✼✻✷ ✐♥ ✭✸✮ ❛♥❞ t♦ −0.431 ✐♥ ✭✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐ts ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❯◆●❆ ✈♦t❡✱ ❝♦❧♦♥✐❛❧
t✐❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛♥❞ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✸ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ❛s
✐♥ t❤❡ ✏s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✑ ♠♦❞❡❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦❧✉♠♥s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✻✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ s✉♣♣❧② ❛♥❞
❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❙✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❊P❆ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛✐❞ ✐♥ ❜♦t❤
❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❧② ✐♥ ✭✺✮✳ ❇♦t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
CKACP

CKEU t−1
❛♥❞ CGDPEACP

CGDPEEU t−1
✱ ❡♥t❡r ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ ❛♥❞ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t

t❤❡ ✶ ✪ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❜♦t❤ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❛r♦✉♥❞ ✲✹✳✺✵✵✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t
ζs = ζd ♠❛❦❡s s❡♥s❡✮✳ ❊P❆×

CKACP

CKEU t−1
❡♥t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ✇r♦♥❣ s✐❣♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❡✐t❤❡r ✐♥ ✭✺✮ ♥♦r ✭✻✮❀ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ✐ts ✐♠♣❛❝t ✈❛♥✐s❤❡s
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠✱ ❊P❆×

CGDPEACP

CGDPEEU t−1
✱ t❤❛t

❜❡❤❛✈❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛st ✜♥❞✐♥❣ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡s t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛r❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞

✷✽■s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❜✐❣ ❞♦♥♦rs
✭❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❯❑✮❀ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧
✐♥t❡r❡sts t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞♦♥♦rs ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✷✳✻✳✶✮✳
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❛❜♦✈❡✱ tr❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡♥❡✜t ♠♦r❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s
t❤❛♥ ❞♦♥♦rs✱ ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♠♣♦rts ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s✐③❡✳ ❆✇❛r❡ ♦❢ t❤✐s ❜❡♥❡✜t✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❧♦✇❡rs ✐ts ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
❆❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ❛s ✐♥ ✭✶✮ t❤r♦✉❣❤ ✭✹✮✳

❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ♥❡✇ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✐♥❝❡ st✉❞✐❡s ♦♥
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✬
s✉♣♣❧② ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❢♦❝✉s ♦♥ r❡❝✐♣✐❡♥ts✬ ♥❡❡❞s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛♣❡rs
r❡✈✐❡✇❡❞ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✱ ❜✉t t❤❡② ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡
♦♥❧② r❡❝✐♣✐❡♥ts✬ ●❉P ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧♦❣ ♦r ❧❡✈❡❧✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤✐s r❡s✉❧t s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❡r✈❡s
❛s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r t♦ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ❢❛❝✐♥❣ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥t t❤❡♠ ❢r♦♠ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡✳

❘♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦

❚♦ t❡st t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ■ r❡♣❧❛❝❡ CKACP

CKEU t−1
❜② CGDPOACP

CGDPOEU t−1

❛♥❞ CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
❜② PopulationACP

PopulationEU t−1

✷✾✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡
✷✳✹✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✸✵

■♥ ❝♦❧✉♠♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❛t r❡♣♦rt t❤❡ ✏s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✑ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶ ✪ ❧❡✈❡❧❀

✐t t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✲✻✳✻✶✾ ❛♥❞ ✲✻✳✽✻✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠
❊P❆×

CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧②

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ■ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧s ✲
✶✳✻✺✵ ❛♥❞ ✲✶✳✸✼✷✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳

❈♦❧✉♠♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❞❡♠❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❇♦t❤ PopulationACP

PopulationEU t−1
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠

❊P❆×
PopulationACP

PopulationEU t−1
❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶ ✪

❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
✳ ■♥ ❜♦t❤ r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ PopulationACP

PopulationEU t−1
❤❛s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢

✲✵✳✵✶✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❊P❆×
PopulationACP

PopulationEU t−1
❤❛s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢

✲✵✳✷✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❢❛r ❜❡❧♦✇ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳

✷✾ CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ CGDPOACP

CGDPOEU t−1
❛s ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ●❉P ✐s ♦❢t❡♥

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ♠❛r❦❡t s✐③❡ ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❏♦s❤✐✱ ✷✵✶✵✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ CTFP ✭t♦t❛❧ ❢❛❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✮ ❢♦r ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✱
t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ s✐♥❝❡ ✐ts ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳

✸✵❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❯◆●❆ ✈♦t❡ ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ♥❡❣❛t✐✈❡
❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✳

✻✹



✷✳✸✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②

❚❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✬s r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✻✮✱ ❜♦t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡♠❛✐♥ str♦♥❣❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶ ✪ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊P❆ ❛♥❞ t❤❡
✏s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✑ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
❊P❆×

PopulationACP

PopulationEU t−1
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✳ ❆s ✉s✉❛❧✱

▲♥ ✐♠♣♦rtst−1✱ ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❡r②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❯◆●❆ ✈♦t❡ ❛♥❞ PRIM.EXP

EXPORTS t−1

❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❊P❆ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✻✺



✷✳✸✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ▲♦❣ ♦❢ ❛✐❞ ✷✵✵✵ t♦ ✷✵✶✶✳

❙✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❉❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❙✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮

❊P❆ ✵✳✸✹✼ ✯ ✵✳✸✵✻ ✯ ✵✳✵✽✺ ✵✳✵✼✷ ✵✳✸✹✺ ✯ ✵✳✸✵✼ ✯

✭✵✳✶✻✵✮ ✭✵✳✶✺✶✮ ✭✵✳✶✶✻✮ ✭✵✳✶✶✷✮ ✭✵✳✶✻✷✮ ✭✵✳✶✺✸✮

❊❇❆ ✵✳✽✷✾ ✯✯✯ ✵✳✼✻✺ ✯✯✯ ✵✳✽✸✶ ✯✯✯ ✵✳✼✻✽ ✯✯✯

✭✵✳✵✻✽✮ ✭✵✳✵✻✽✮ ✭✵✳✵✻✽✮ ✭✵✳✵✻✽✮
CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
✲✻✳✻✶✾ ✯✯✯ ✲✻✳✽✻✺ ✯✯✯ ✲✻✳✼✼✽ ✯✯✯ ✲✼✳✵✵✶ ✯✯✯

✭✵✳✽✷✼✮ ✭✵✳✼✾✷✮ ✭✵✳✽✷✹✮ ✭✵✳✼✾✵✮
PopulationACP

PopulationUE t−1
✲✵✳✵✶✷ ✯✯✯ ✲✵✳✵✵✾ ✯✯✯ ✲✵✳✵✷✶ ✯✯✯ ✲✵✳✵✶✽ ✯✯✯

✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✷✮

❊P❆ ×
CGDPO/workerACP

CGDPO/workerEU t−1
✲✶✳✻✺✵ ✯ ✲✶✳✸✼✷ ✯ ✲✶✳✹✵✸ ✲✶✳✶✼✺

✭✵✳✼✽✽✮ ✭✵✳✼✻✵✮ ✭✵✳✽✵✹✮ ✭✵✳✼✼✹✮

❊P❆ ×
PopulationACP

PopulationUE t−1
✲✵✳✵✷✸ ✯✯✯ ✲✵✳✵✷✵ ✯✯✯ ✲✵✳✵✶✼ ✯✯✯ ✲✵✳✵✶✺ ✯✯✯

✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✹✮

▲♥ ✐♠♣♦rtst−1 ✵✳✺✸✾ ✯✯✯ ✵✳✹✾✻ ✯✯✯ ✵✳✸✺✵ ✯✯✯ ✵✳✸✵✾ ✯✯✯ ✵✳✺✼✻ ✯✯✯ ✵✳✺✷✽ ✯✯✯

✭✵✳✵✷✶✮ ✭✵✳✵✷✶✮ ✭✵✳✵✶✷✮ ✭✵✳✵✶✹✮ ✭✵✳✵✶✾✮ ✭✵✳✵✶✾✮
PRIM.EXP
EXPORTS t−1 ✵✳✹✽✸ ✯✯✯ ✵✳✹✻✻ ✯✯✯ ✵✳✺✵✶ ✯✯✯ ✵✳✹✽✷ ✯✯✯

✭✵✳✵✽✼✮ ✭✵✳✵✾✶✮ ✭✵✳✵✽✷✮ ✭✵✳✵✽✻✮

❯◆●❆ ✈♦t❡t−1 ✵✳✶✷✼ ✵✳✶✾✼ ✲✵✳✼✷✽ ✯ ✲✵✳✻✹✾ ✯ ✵✳✶✵✹ ✵✳✶✼✷

✭✵✳✶✾✾✮ ✭✵✳✷✵✽✮ ✭✵✳✸✹✺✮ ✭✵✳✸✷✸✮ ✭✵✳✶✾✻✮ ✭✵✳✶✾✾✮

▲♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✶✳✷✵✷ ✯✯✯ ✶✳✷✷✾ ✯✯✯ ✵✳✵✻✻ ✵✳✶✵✸ ✶✳✷✼✷ ✯✯✯ ✶✳✷✽✵ ✯✯✯

✭✵✳✷✺✼✮ ✭✵✳✷✺✹✮ ✭✵✳✶✺✷✮ ✭✵✳✶✺✺✮ ✭✵✳✷✺✷✮ ✭✵✳✷✺✷✮

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ✶✳✵✸✼ ✯✯✯ ✶✳✶✵✵ ✯✯✯ ✶✳✵✺✶ ✯✯✯

✭✵✳✵✾✷✮ ✭✵✳✵✽✼✮ ✭✵✳✶✵✶✮

❈♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✵✳✸✽✹ ✯✯✯ ✵✳✸✾✸ ✯✯✯ ✵✳✸✶✶ ✯✯

✭✵✳✶✶✵✮ ✭✵✳✶✵✶✮ ✭✵✳✶✵✻✮

❈♦♥st❛♥t ✲✶✳✻✽✾ ✲✶✳✺✵✼ ✶✵✳✼✷✶ ✯✯✯ ✶✵✳✼✵✹ ✯✯✯ ✲✷✳✺✷✶ ✲✷✳✶✺✸

✭✷✳✶✻✽✮ ✭✷✳✶✹✺✮ ✭✶✳✵✾✾✮ ✭✶✳✶✸✷✮ ✭✷✳✶✵✻✮ ✭✷✳✶✶✺✮

R
2 ✵✳✹✺✵ ✵✳✹✼✺ ✵✳✸✷✻ ✵✳✸✺✷ ✵✳✹✺✻ ✵✳✹✽✵

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭◆✮ ✸✹✺✺ ✸✹✺✺ ✸✼✹✾ ✸✼✹✾ ✸✹✺✺ ✸✹✺✺

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✸✸✻ ✸✸✻ ✸✹✶ ✸✹✶ ✸✸✻ ✸✸✻

◆♦t❡✿ P♦♦❧❡❞ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉r✐s❝♦❧❧✲❑r❛❛② st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✭❆❘ ✶✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉♦♥♦r ❋✐①❡❞ ❊✛❡❝ts✳

❙✉♣❡rs❝r✐♣ts ✯✯✯✱ ✯✯ ❛♥❞ ✯ ✐♥❞✐❝❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✶✱ ✺ ❛♥❞ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✻✻



✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r st✉❞✐❡s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ◆♦rt❤✲
❙♦✉t❤ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ■t ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✏s✉✣❝✐❡♥t✑ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ♦✉t❝♦♠❡ ❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ s✐③❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡
❝♦✉♥tr② ✐s t❤❡ s♠❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❜❡♥❡✜ts t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ♦r t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞❡♠❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr② ✐s ✇♦rs❡ ♦✛✳ ❚♦ s✐❣♥ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ✐ts ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ s✉♣♣❧②✿ ✐♥
❢❛❝t✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ✏s✉✣❝✐❡♥t✑ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s
✇♦rs❡ ♦✛ ❛❢t❡r t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠✉st ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣
❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❊❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯ ❛♥❞
t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛ss✐st❛♥❝❡ ❛s ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t
♣❛❝❦❛❣❡✳

❚❡st✐♥❣ t❤✐s t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❊❯✲❆❈P ❞❛t❛✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t s✉♣♣❧② ✭❞❡♠❛♥❞✮
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✭♥❡❣❛t✐✈❡❧②✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❊✉r♦♣❡❛♥ ❞♦♥♦rs✬ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s st✉❞② ❡♥r✐❝❤❡s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❤❛s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❘❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❊✉r♦♣❡❛♥ ❞♦♥♦rs ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❛✐❞
t♦ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❢❛❝❡ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥t t❤❡♠ ❢r♦♠
t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳

✻✼



✷✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

✷✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐①

❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✸ ♠❛❥♦r ❞♦♥♦rs✿ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②
❛♥❞ ❯❑

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ▲♦❣ ♦❢ ❛✐❞ ✷✵✵✵ t♦ ✷✵✶✶✳

❙✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❯❑ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②

❊P❆ ✵✳✷✵✻ ✯ ✵✳✹✷✾ ✯✯

✭✵✳✶✶✵✮ ✭✵✳✶✽✼✮

❊❇❆ ✵✳✹✺✺ ✯✯✯ ✵✳✸✼✾ ✯✯✯

✭✵✳✵✻✽✮ ✭✵✳✶✵✷✮
CGDPOACP

CGDPOUE t−1
✲✶✵✳✺✸✸ ✯✯✯ ✲✾✳✺✵✶ ✯✯✯

✭✵✳✽✼✷✮ ✭✵✳✾✽✶✮
PopulationACP

PopulationUE t−1
✲✵✳✶✺✼ ✲✵✳✽✵✸ ✯✯✯

✭✵✳✷✹✸✮ ✭✵✳✷✺✷✮

❊P❆ ×
CGDPOACP

CGDPOUE t−1
✲✶✳✹✸✻ ✲✵✳✾✽✹

✭✵✳✾✵✺✮ ✭✵✳✾✻✸✮

❊P❆ ×
PopulationACP

PopulationUE t−1
✲✵✳✶✻✼ ✲✶✳✵✻✽ ✯✯

✭✵✳✸✹✾✮ ✭✵✳✹✶✻✮

▲♥ ✐♠♣♦rtst−1 ✵✳✼✼✹ ✯✯✯ ✵✳✾✸✶ ✯✯✯

✭✵✳✵✹✼✮ ✭✵✳✵✸✵✮
PRIM.EXP
EXPORTS t−1 ✵✳✼✽✶ ✯✯✯ ✶✳✵✵✺ ✯✯✯

✭✵✳✶✹✸✮ ✭✵✳✶✾✻✮

❯◆●❆ ✈♦t❡t−1 ✵✳✻✷✶ ✯ ✵✳✼✸✻ ✯✯

✭✵✳✸✷✽✮ ✭✵✳✸✷✹✮

▲♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✾✷✺ ✯✯ ✵✳✹✵✺

✭✵✳✸✶✵✮ ✭✵✳✸✵✺✮

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s

❈♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❈♦♥st❛♥t ✲✵✳✺✷✾ ✷✳✶✹✻

✭✸✳✵✼✸✮ ✭✷✳✽✹✸✮

R
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❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭◆✮ ✶✵✷✶ ✼✼✶

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✾✹ ✼✶

◆♦t❡✿ P♦♦❧❡❞ ❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉r✐s❝♦❧❧✲❑r❛❛② st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✭❆❘ ✶✮ ✇✐t❤ ❉♦♥♦r ❋❊s✳

❙✉♣❡rs❝r✐♣ts ✯✯✯✱ ✯✯ ❛♥❞ ✯ ✐♥❞✐❝❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✶✱ ✺ ❛♥❞ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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✷✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

❚❤❡ ✶✺ ❊✉r♦♣❡❛♥✲❉❆❈ ❞♦♥♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡

✶✳ ❆✉str✐❛ ✻✳ ●❡r♠❛♥② ✶✶✳ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s

✷✳ ❇❡❧❣✐✉♠ ✼✳ ●r❡❡❝❡ ✶✷✳ P♦rt✉❣❛❧

✸✳ ❉❡♥♠❛r❦ ✽✳ ■r❡❧❛♥❞ ✶✸✳ ❙♣❛✐♥

✹✳ ❋✐♥❧❛♥❞ ✾✳ ■t❛❧② ✶✹✳ ❙✇❡❞❡♥

✺✳ ❋r❛♥❝❡ ✶✵✳ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ✶✺✳ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠

❚❤❡ ✹✺ ❆❈P ✭r❡❝✐♣✐❡♥t✮ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡
♦♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❊P❆ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥

❈♦✉♥tr② ❖♣t✐♦♥ ❊P❆ ❈❖❯◆❚❘❨ ❖♣t✐♦♥ ❊P❆ ❈♦✉♥tr② ❖♣t✐♦♥ ❊P❆

✶✳ ❆♥❣♦❧❛ ❊❇❆ ✶✻✳ ❊q✳ ●✉✐♥❡❛ ❊❇❆ ✸✶✳ ◆❛♠✐❜✐❛ ●❙P ✷✵✵✼

✷✳ ❇❡❧✐③❡ ●❙P ✷✵✵✼ ✶✼✳ ❊t❤✐♦♣✐❛ ❊❇❆ ✸✷✳ ◆✐❣❡r✐❛ ●❙P

✸✳ ❇❡♥✐♥ ❊❇❆ ✶✽✳ ❋✐❥✐ ●❙P ✷✵✵✾ ✸✸✳ ❘✇❛♥❞❛ ❊❇❆ ✷✵✵✽

✹✳ ❇♦ts✇❛♥❛ ●❙P ✷✵✵✼ ✶✾✳ ●❛❜♦♥ ●❙P ✸✹✳ ❙❛✐♥t ▲✉❝✐❛ ●❙P ✷✵✵✼

✺✳ ❇✉r❦✐♥❛ ❋❛s♦ ❊❇❆ ✷✵✳ ●❛♠❜✐❛ ❊❇❆ ✸✺✳ ❙❡♥❡❣❛❧ ❊❇❆

✻✳ ❇✉r✉♥❞✐ ❊❇❆ ✷✵✵✽ ✷✶✳ ●❤❛♥❛ ●❙P ✷✵✵✼ ✸✻✳ ❙✐❡rr❛ ▲❡♦♥❡ ❊❇❆

✼✳ ❈❛♠❡r♦♦♥ ●❙P ✷✵✵✼ ✷✷✳ ●✉✐♥❡❛ ❊❇❆ ✸✼✳ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ●❙P✯✯

✽✳ ❈❛♣❡ ❱❡r❞❡ ❊❇❆ ✷✸✳ ❏❛♠❛✐❝❛ ●❙P ✷✵✵✼ ✸✽✳ ❙✉❞❛♥ ❊❇❆

✾✳ ❈❤❛❞ ❊❇❆ ✷✹✳ ❑❡♥②❛ ●❙P ✷✵✵✽ ✸✾✳ ❙✉r✐♥❛♠ ●❙P ✷✵✵✼

✶✵✳ ❈♦♠♦r♦s ❊❇❆ ✷✺✳ ▲❡s♦t❤♦ ❊❇❆ ✷✵✵✼ ✹✵✳ ❙✇❛③✐❧❛♥❞ ●❙P ✷✵✵✼

✶✶✳ ❈♦♥❣♦ ●❙P ✷✻✳ ▼❛❞❛❣❛s❝❛r ❊❇❆ ✷✵✵✼ ✹✶✳ ❚♦❣♦ ❊❇❆

✶✷✳ ❈ôt❡ ❞✬■✈♦✐r❡ ●❙P ✷✵✵✼ ✷✼✳ ▼❛❧❛✇✐ ❊❇❆ ✹✷✳ ❯❣❛♥❞❛ ❊❇❆ ✷✵✵✽

✶✸✳ ❉✳❘✳❈♦♥❣♦ ❊❇❆ ✷✽✳ ▼❛❧✐ ❊❇❆ ✹✸✳ ❯❘❚❛♥③❛♥✐❛ ❊❇❆ ✷✵✵✽

✶✹✳ ❉❥✐❜♦✉t✐ ❊❇❆ ✷✾✳ ▼❛✉r✐t❛♥✐❛ ❊❇❆ ✹✹✳ ❩❛♠❜✐❛ ❊❇❆

✶✺✳ ❉♦♠✐♥✐❝❛♥ ❘✳ ●❙P ✷✵✵✼ ✸✵✳ ▼♦③❛♠❜✐q✉❡ ❊❇❆ ✷✵✵✼ ✹✺✳ ❩✐♠❜❛❜✇❡ ●❙P ✷✵✵✼

✯✯ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❆❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❯ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛

❙♦✉r❝❡ ✿ ✶✮ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭❊❈✮✱ ✏ ❖✈❡r✈✐❡✇ ❖❢ ❊P❆ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥s✱✑ ❯♣❞❛t❡❞ ♦♥ ✶✻ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸ ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✻✱

✷✵✶✸ ❛t ❤tt♣✿✴✴tr❛❞❡✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✴❞♦❝❧✐❜✴❞♦❝s✴✷✵✵✾✴s❡♣t❡♠❜❡r✴tr❛❞♦❝❴✶✹✹✾✶✷✳♣❞❢✳

✷✮ ❖PP❉ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t s❤❡❡ts ♦♥ ❊P❆s ❜② r❡❣✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❊❈

✻✾



✷✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

❉❛t❛ s♦✉r❝❡s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❉❛t❛ s♦✉r❝❡

◆❡t ❛✐❞ ❢r♦♠ ✶✺✲ ❊❯ ❉❆❈ ♠❡♠❜❡r ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs ✭❲❇■✱ ✷✵✶✶✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝❝❡ss

❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ ❖❊❈❉ ❛t ❤tt♣✿✴✴❞❛t❛✳✇♦r❧❞❜❛♥❦✳♦r❣✴✐♥❞✐❝❛t♦r

❯◆●❆ ✈♦t❡ ❙tr❡③❤♥❡✈ ❛♥❞ ❱♦❡t❡♥✬s ❯◆ ●❡♥❡r❛❧ ❆ss❡♠❜❧② ❱♦t✐♥❣ ❉❛t❛ ✭✷✵✶✸✮

●❉P❊ ❋❡❡♥str❛✱ ❘✳❈✳✱ ■♥❦❧❛❛r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r✱ ▼✳ P✳ ✭✷✵✶✸✮ ✭P❲❚ ✽✳✵✮

●❉P❖ ❋❡❡♥str❛✱ ❘✳❈✳✱ ■♥❦❧❛❛r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r✱ ▼✳ P✳ ✭✷✵✶✸✮ ✭P❲❚ ✽✳✵✮

❚r❛❞❡ ✭■♠♣♦rts ❛♥❞ ❊①♣♦rts✮ ❯◆❈❚❆❉❙❚❆❚ ✭✷✵✶✷✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝❝❡ss ❛t ❤tt♣✿✴✴✉♥❝t❛❞st❛t✳✉♥❝t❛❞✳♦r❣

❉✐st❛♥❝❡ ❈❊P■■

❈❑ ❋❡❡♥str❛✱ ❘✳❈✳✱ ■♥❦❧❛❛r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r✱ ▼✳ P✳ ✭✷✵✶✸✮ ✭P❲❚ ✽✳✵✮

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❚❛❜❧❡ ❆✳✹ ♦❢ ❍❡❛❞✱ ▼❛②❡r ❛♥❞ ❘✐❡s ✭✷✵✶✵✮

❈♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ♦❢ ❙❛♥t♦s ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❚❡♥r❡②r♦ ✭✷✵✵✻✮

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊♥❝②❝❧♦♣é❞✐❡ ▲❛r♦✉ss❡✱ ♦♥❧✐♥❡

✼✵



✷✳✻✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐①

✷✳✻ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐①

P❘❖❖❋ ❖❋ P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✷✳✶✿

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ζs ❛♥❞ ζs
∗

♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r❀ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ∆wN(ζs) ❛♥❞ ∆wS(ζs)✱ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸
♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t lim

ζs→0
∆wN(ζs) = 13

288
α2

β
✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ∆wN(ζs) ❝✉r✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ❋❖❈
∂(∆wN (ζs))

∂ζs
= α2F1(ζs)

2βG1(ζs)
✱

✇✐t❤

F1 (ζs) =

(
−2200− 9906ζs − 18549ζs2 − 20367ζs3 − 13835ζs4

−5091ζs5 − 475ζs6 + 299ζs7 + 99ζs8 + 9ζs9

)

G1 (ζs) = (1 + ζs)2 (2 + ζs)2 (3 + ζs)2 (4 + ζs)3

❙♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ∂
(
∆wN(ζs)

)
/∂ζs = 0 ❜r✐♥❣s ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❡①tr❡♠✉♠ ζsn
∼= 3.87✳ ❚❤❡ ❙❖❈ t❡st t❡❧❧s ✐❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦r ❛

♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❙❖❈ ♦❢ ∆wN(ζs) ❡q✉❛❧s t♦
∂2(∆wN (ζs))

∂2ζs
= −α2F2(ζs)

2βG2(ζs)
✱

✇✐t❤

F2 (ζs) =





−92256− 562248ζs − 1392576ζs2 − 2087580ζs3 − 2243261ζs4

−1798460ζs5 − 1032220ζs6 − 393128ζs7 − 87046ζs8

−6500ζs9 + 1540ζs10 + 396ζs11 + 27ζs12





G2 (ζs) = (1 + ζs)4 (2 + ζs)4 (3 + ζs)4 (4 + ζs)4

❙✐♥❝❡
∂2(∆wN (ζsn))

∂2ζs
= 0.0012α

2

β
> 0✱ ζsn ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✐s ♠❛①✐♠✉♠✮✳ ∆wN (ζs) ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ①✲❛①✐s ❛t ζs ∼=

1.2168❀ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ∆wN (ζs) = 0✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ζs✱
∆wN (ζs) ❜❡❝♦♠❡s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ lim

ζs→∞

∆wN(ζs) = 0✸✶✳ ❚❤✉s✱

✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ∆wN(ζs) > 0 ❢♦r ζs < ζs❀ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ∆wN(ζs) < 0
✇❤❡♥ ζs > ζs✳

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤✱ lim
ζs→0

∆wS(ζs) = − 97
4601

α2

β
✳ ■ts ❋❖❈

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
∂(∆wS(ζs))

∂ζs
= −α2F ∗1(ζs)

8βG∗1(ζs)
✱

✇✐t❤

C∗1 (ζs) =

(
−1900− 15354ζs − 45759ζs2 − 56819ζs3 − 30946ζs4

−5240ζs5 + 1525ζs6 + 693ζs7 + 72ζs8

)

✸✶❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❧✐♠✐t✱ ❞✐✈✐❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❜② ζ5❀ s✐♥❝❡
lim
ζ→∞

(
1/ζi

)
= 0✱ ✇✐t❤ i ≥ 1✱ t❤❡♥ lim

ζ→∞

∆W (ζ) = 0✳

✼✶



✷✳✻✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐①

E∗1 (ζs) = (1 + ζs)2 (2 + ζs)3 (3 + ζs)3 (4 + ζs)3

❙❡tt✐♥❣ ∂
(
∆wS(ζs)

)
/∂ζs = 0 ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❡①tr❡♠✉♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ζs
′ ∼= 3.6977✳ ■ ✉s❡ t❤❡ ❙❖❈ t❡st t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

✇❤❡t❤❡r t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠❀ t❤❡ ❙❖❈ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
∂2(∆wS(ζs))

∂2ζs
= α2F ∗2(ζs)

2βG∗2(ζs)

✇✐t❤

F ∗2 (ζs) =





32274 + 169982ζs + 114897ζs2 − 498272ζs3 − 1128684ζs4

−1060266ζs5 − 538068ζs6 − 146942ζs7 − 15354ζs8

+2084ζs9 + 711ζs10 + 54ζs11





G∗2 (ζs) = (1 + ζs)3 (2 + ζs)4 (3 + ζs)4 (4 + ζs)4

●✐✈❡♥ t❤❛t
∂2

(

∆wS(ζs
′

)
)

∂2ζs
∼= −0.0023α

2

β
< 0✱ ζs

′

✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✭t❤❡ ♣♦✐♥t

♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥✮✳ ∆wS(ζs) ❝✉ts t❤❡ ①✲❛①✐s ❛t ζs∗ ∼= 0.8341❀ t❤✐s
✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ∆wS(ζs) = 0✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ζs∗✱ ∆wS(ζs)
❜❡❝♦♠❡s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡❀ ❛❝t✉❛❧❧② lim

ζs→∞

∆wS(ζs) = 0✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱

∆wS(ζs) < 0 ❢♦r ζs < ζs∗❀ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ∆wS(ζs) > 0 ✇❤❡♥ ζs > ζs∗✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ζs∗ < ζs < ζs✱ ∆wS(ζs) > 0 ❛♥❞ ∆wS(ζs) > 0 �

P❘❖❖❋ ❖❋ P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✷✳✷✿

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ζd ❛♥❞ ζd
∗

♦❢
t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r❀ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ∆wN(ζd) ❛♥❞ ∆wS(ζd)✱ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸
♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t lim

ζd→0
∆wN(ζd) = − 1

32
α2

β
✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ∆wN(ζd) ❝✉r✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ❋❖❈
∂(∆wN (ζd))

∂ζd
=

α2H1(ζd)
18βI1(ζd)

✱

✇✐t❤

H1
(
ζd
)
=

(
54675 + 287955ζd + 629127ζd2 + 888975ζd3 + 1204227ζd4 + 1564245ζd5

+1500873ζd6 + 941869ζd7 + 372378ζd8 + 88972ζd9 + 11664ζd10 + 640ζd11

)

I1
(
ζd
)
=
(
1 + ζd

)3 (
2 + ζd

)2 (
3 + ζd

)3 (
3 + 2ζd

)3 (
4 + ζd

)2

❙♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ∂
(
∆wN(ζd)

)
/∂ζd = 0 ❜r✐♥❣s ♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①tr❡♠✉♠

❝❛♥❞✐❞❛t❡❀ ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ①✲❛①✐s ❛t ζd ∼= 0.8639❀ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞
❜② s❡tt✐♥❣ ∆wN

(
ζd
)
= 0✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ζd✱ ∆wN

(
ζd
)
❜❡❝♦♠❡s ❛♥❞

r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ lim
ζd→∞

∆wN(ζd) = 5
9
α2

β
✳ ❚❤✉s✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t

∆wN(ζd) < 0 ❢♦r ζd < ζd❀ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ∆wN(ζd) > 0 ✇❤❡♥ ζd > ζd✳

✼✷



✷✳✻✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐①

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤✱ lim
ζd→0

∆wS(ζd) = 31
512

α2

β
✳ ■ts ❋❖❈ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②
∂(∆wS(ζd))

∂ζd
= −

α2H∗1(ζd)
24βI∗1(ζd)

✱

✇✐t❤

H∗1
(
ζd
)
=

(
378108 + 1638306ζd + 2876715ζd2 + 2855763ζd3 + 2194698ζd4 + 1779196ζd5

+1345575ζd6 + 726483ζd7 + 249864ζd8 + 51612ζd9 + 5808ζd10 + 272ζd11

)

I∗1
(
ζd
)
=
(
1 + ζd

)2 (
2 + 3ζd

)2 (
2 + ζd

)3 (
3 + ζd

)3 (
4 + ζd

)3

❙❡tt✐♥❣ ∂
(
∆wS(ζd)

)
/∂ζd = 0✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ∆wS(ζd) ❛❞♠✐ts ♥♦

♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ❝✉ts t❤❡ ①✲❛①✐s ❛t ζd
∗ ∼= 1.1492❀ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞

❜② s❡tt✐♥❣ ∆wS
(
ζd
)

= 0✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ζd
∗

✱ ∆wS
(
ζd
)

❜❡❝♦♠❡s
❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❛t✐✈❡❀ ✐♥❞❡❡❞✱ lim

ζd→∞

∆wS(ζd) = −1
3
α2

β
✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱

∆wS(ζd) > 0 ❢♦r ζd < ζd❀ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ∆wS(ζd) < 0 ✇❤❡♥ ζd > ζd✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ζd < ζd < ζd

∗

✱ ∆wS(ζd) > 0 ❛♥❞ ∆wS(ζd) > 0 �

P❘❖❖❋ ❖❋ P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✷✳✸✿

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ζ ❛♥❞ ζ∗♦❢
t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r❀ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ∆wN(ζ) ❛♥❞ ∆wS(ζ)✱ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸
♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t lim

ζ→0
∆wN(ζ) = 0✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ∆wN(ζ) ❝✉r✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ❋❖❈
∂(∆wN (ζ))

∂ζ
= −α2ψC1(ζ)

βE1(ζ)
✱

✇✐t❤

C1 (ζ) =

(
96 + 488ζ + 100ζ2 − 4466ζ3 − 13346ζ4 − 18366ζ5

−13527ζ6 − 4874ζ7 − 282ζ8 + 330ζ9 + 72ζ10

)

E1 (ζ) = (1 + 2ζ)2 (1 + ζ)3 (2 + ζ)3 (2 + 3ζ)3 (3 + 2ζ)3

❙♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ∂
(
∆wN(ζ)

)
/∂ζ = 0 ❜r✐♥❣s t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①tr❡♠❛

❝❛♥❞✐❞❛t❡s✿ ζm ∼= 0.2885 ❛♥❞ ζm ∼= 4.1161✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡
♠❛①✐♠❛ ♦r ♠✐♥✐♠❛✱ ■ ❣❡t t❤❡ ❙❖❈ ♦❢ ∆wN(ζ) ❡q✉❛❧s t♦ ∂2(∆W (ζ))

∂2ζ
= α2C2(ζ)

βE2(ζ)
✱

✇✐t❤

C2 (ζ) =





−1152− 1728ζ + 71280ζ2 + 525440ζ3 + 174464ζ4 + 320059ζ5

+2942072ζ6 − 271368ζ7 − 4413683ζ8 − 6029602ζ9 − 4455192ζ10

−1977008ζ11 − 488370ζ12 − 39744ζ13 + 8712ζ14 + 1728ζ15





E2 (ζ) = (1 + ζ)4 (1 + 2ζ)3 (2 + ζ)4 (2 + 3ζ)3 (3 + 2ζ)3

❙✐♥❝❡
∂2(∆wN (ζm))

∂2ζ
= 0.0401α

2

β
> 0✱ ζm ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss ✐s ♠❛①✐♠✉♠✮ ❛♥❞ ζm ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
∂2(∆wN (ζ2))

∂2ζ
=

✼✸



✷✳✻✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐①

−0.0006α
2

β
< 0✳ ∆wN (ζ) ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ①✲❛①✐s ❛t ζ ∼= 0.5562❀ t❤✐s

✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ∆wN (ζ) = 0✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ζ✱ ∆wN (ζ)

❜❡❝♦♠❡s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ lim
ζ→∞

∆wN(ζ) = 0✳ ❚❤✉s✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t

t❤❛t ∆wN(ζ) < 0 ❢♦r ζ < ζ❀ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ∆wN(ζ) > 0 ✇❤❡♥ ζ > ζ✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤✱ lim

ζ→0
∆wS(ζ) = 0✳ ■ts ❋❖❈ ✐s ❣✐✈❡♥

❜②
∂(∆wS(ζ))

∂ζ
= α2C∗1(ζ)

4βE∗1(ζ)
✱

✇✐t❤

C∗1 (ζ) =

(
576 + 4140ζ + 10548ζ2 + 6887ζ3 − 19483ζ4 − 48621ζ5

−47743ζ6 − 23092ζ7 − 4388ζ8 + 384ζ9 + 192ζ10

)

E∗1 (ζ) = (1 + 2ζ)3 (1 + ζ)3 (2 + ζ)3 (2 + 3ζ)3 (3 + 2ζ)3

❙❡tt✐♥❣ ∂
(
∆wS(ζ)

)
/∂ζ = 0 ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡s t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡

❡①tr❡♠❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✿ ζt ∼= 0.5820 ❛♥❞ ζt ∼= 6.1508✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❙❖❈ ♦❢
∆wS(ζ) t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ q✉❛❧✐❢② ❛s ♠❛①✐♠❛ ♦r ♠✐♥✐♠❛❀ t❤❡ ❙❖❈ ✐s ❣✐✈❡♥

❜②
∂2(∆wS(ζ))

∂2ζ
= −α2C∗2(ζ)

βE∗2(ζ)

✇✐t❤

C∗2 (ζ) =





−1758− 8712ζ + 39744ζ2 + 488370ζ3 + 1977008ζ4 + 4455192ζ5

+6029602ζ6 + 4413683ζ7 + 271368ζ8 − 2942072ζ9 − 3200596ζ10

−1744644ζ11 − 525440ζ12 − 71280ζ13 + 1728ζ14 + 1152ζ15





E∗2 (ζ) = (1 + ζ)4 (1 + 2ζ)4 (2 + ζ)3 (2 + 3ζ)3 (3 + 2ζ)4

❙✐♥❝❡
∂2(∆wS(ζt))

∂2ζ
∼= −0.0247α

2

β
< 0✱ ζt ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✭t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

✇❡❧❢❛r❡ ❣❛✐♥✮ ❛♥❞ ζt ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
∂2(∆wS(ζt))

∂2ζ
∼= 0.0001α

2

β
> 0✳

∆wS (ζ) ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ①✲❛①✐s ❛t ζ∗ ∼= 1.7978❀ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜②
s❡tt✐♥❣ ∆wS (ζ) = 0✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ζ∗✱ ∆wS (ζ) ❜❡❝♦♠❡s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s
♥❡❣❛t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ lim

ζ→∞

∆wS(ζ) = 0✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ∆wS(ζ) > 0 ❢♦r ζ < ζ∗❀

❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ∆wS(ζ) < 0 ✇❤❡♥ ζ > ζ∗✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ζ < ζ < ζ∗✱ ∆wS(ζ) >

0 ❛♥❞ ∆wS(ζ) > 0 �

✼✹



✷✳✼✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t ❬♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥❪

✷✳✼ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t ❬♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r

♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥❪

❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞ x, y

❊❛❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡✱
w✳ ❚❤❡ ◆♦rt❤✬s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❛r✐✛s τN ✱ τS ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ζs✿
wN
(
τN , τS, ζs

)
= wN

x

(
τN , ζs

)
+ wN

y (τ
S, ζs)✱

✇❤❡r❡

wN
x (τ, ζs) =

(1 + ζs2) 5α2 + (3ζs − 1) 2αβτN − (8 + 6ζs + ζs2) 2β2
(
τN
)2

2β (3 + ζs)2

wN
y (τ

S, ζs) =
(11 + 6ζs + ζs2)α2 − 4αβτS + 2β2

(
τS
)2

2β (3 + ζs)2

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✱ wS
(
τN , τS, ζs

)
= wS

x (τ, ζ
s) +

wS
y (τ

S, ζs)✱

✇❤❡r❡

wS
x

(
τN , ζs

)
=

(1− ζs3 + 20ζs − 2ζs2)α2 + (1− 3ζs) 2αβτN + (1 + ζs) β2
(
τN
)2

2β (3 + ζs)2

wS
y

(
τS, ζs

)
=

4αβτS − (8 + 14ζs + 7ζs2 + ζs3) β2
(
τS
)2

+ (4 + 5ζs + ζs2)α2

2β (3 + ζs)2

❈♦✉♥tr✐❡s✬ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ wN(τN , τS, ζs) ❛♥❞
wS(τN , τS, ζs) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

wN (·) = 1
2β(3+ζs)2

(

(1 + ζs2) 5α2 + (3ζs − 1) 2αβτN − (8 + 6ζs + ζs2) 2β2
(
τN
)2

+(11 + 6ζs + ζs2)α2 − 4αβτS + 2β2
(
τS
)2

)

wS (·) = 1
2β(3+ζs)2

(

(1− ζs3 + 20ζs − 2ζs2)α2 + (1− 3ζs) 2αβτN + (1 + ζs) β2
(
τN
)2

+4αβτS − (8 + 14ζs + 7ζs2 + ζs3) β2
(
τS
)2

+ (4 + 5ζs + ζs2)α2

)

✼✺



✷✳✼✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t ❬♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥❪

wN(τN , τS, ζs) ❛♥❞ wS(τN , τS, ζs) ❛r❡ ♥♦✇ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❛r✐✛s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤❡♥
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡s❡ t❛r✐✛s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ wN ❛♥❞ wS ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡✱
∆w✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡
✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛r✐✛ r❡❣✐♠❡s✳ ❘❡s✉❧t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✽✳✶ ❜❡❧♦✇✳ P❛♥❡❧
✸ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❞❡♣✐❝ts ∆w ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζs✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✳✶ ❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y

◆♦rt❤ ❙♦✉t❤

◆❛s❤ t❛r✐✛s τN (ζs) = α(3ζs−1)
β(8+6ζs+ζs2)

τS (ζs) = 2α
β(ζs+1)(ζs+2)(ζs+4)

●❖❚s τ
❂

N (ζs) = 0 τ
❂

S (ζs) = 0

◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡
α2A2(ζs)
4β B2(ζs)

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
α2(8+3ζs+3ζs2)

β(3+ζs)2
α2(5+25ζs−ζs2−ζs3)

2β(3+ζs)2

❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ∆w (ζs) α2∆2(ζs)
4βD2(ζs)

α2∆2∗(ζs)
8βD2(ζs)

✇✐t❤

A2 (ζs) = 12ζs6 + 108ζs5 + 377ζs4 + 748ζs3 + 965ζs2 + 710ζs + 216

B2 (ζs) = (ζs + 1)
2
(ζs + 2)

2
(ζs + 4)

2

A2∗ (ζs) = − (3 + ζs)
(
4ζs5 + 20ζs4 − 80ζs3 − 364ζs2 − 313ζs − 51

)

B2∗ (ζs) = (1 + ζs)(2 + ζs)2(4 + ζs)2

∆2 (ζs) = −9ζs6 − 66ζs5 − 142ζs4 − 64ζs3 + 151ζs2 + 250ζs + 104

∆2∗ (ζs) = 36ζs5 + 219ζs4 + 328ζs3 − 34ζs2 − 228ζs − 97

D2 (ζs) = (1 + ζs)2(2 + ζs)2(3 + ζs)2(4 + ζs)2

D2∗ (ζs) = (1 + ζs)(2 + ζs)2(3 + ζs)2(4 + ζs)2

✼✻
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❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞ x, y

❚❤❡ ◆♦rt❤✬s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ τN ✱ τS

❛♥❞ ζd✿ wN
S

(
τN , τS, ζd

)
= wN

x

(
τN , ζd

)
+ wN

y (τ
S, ζd)✱

✇❤❡r❡

wN
x (τ

N , ζd) =
α2
(
9 + ζd2

)
+ 2

(
3− ζd

)
αβτN − 2

(
8 + 6ζd + ζd2

)
β2
(
τN
)2

2β (3 + ζd)2

wN
y (τ

S, ζd) =
3α2

(
3 + 2ζd + ζd2

)
− 4αβζd2τS + 2β2ζd2

(
τS
)2

2β (3 + ζd)2

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤✱ wS
(
τN , τS, ζd

)
= wS

x

(
τN , ζd

)
+

wS
y (τ

S, ζd)✱

✇❤❡r❡

wS
x (τ, ζ

d) =
15ζdα2 + 3α2ζd2 + 2αβζdτN − 6αβτN + β2

(
τN
)2

+ β2ζd
(
τN
)2

2β (3 + ζd)2

wS
y (τ

S, ζd) =
9α2ζd + α2ζd2 + 4αβζd2τS − 15β2ζdτS2 − 9β2τS2 − 6β2ζd2τS2

2β (3 + ζd)2

❈♦✉♥tr✐❡s✬ t♦t❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ wN(τN , τS, ζd) ❛♥❞ wS(τN , τS, ζd) ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜②

wN(τN , τS, ζd) = 1

2β(3+ζd)
2

(
α2
(
9 + ζd2

)
+ 2

(
3− ζd

)
αβτ − 2

(
8 + 6ζd + ζd2

)
β2τN 2

+3α2
(
3 + 2ζd + ζd2

)
− 4αβζd2τS + 2β2ζd2τS2

)

wS(τN , τS, ζd) =
9α2 − 2αβτN + β2τN 2

32β
+

(
3ζd − 2

)
2αβτS −

(
15ζd + 16

)
β2τS2 + 5ζdα2

32β

◆♦✇ t❤❛t wN(τN , τS, ζd) ❛♥❞ wS(τN , τS, ζd) ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❛r✐✛s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡

✼✼
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❛❣r❡❡♠❡♥t✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡s❡ t❛r✐✛s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ wN ❛♥❞ wS ❣✐✈❡s ❝♦✉♥tr✐❡s✬
✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ tr❛❞❡ r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡
❝❤❛♥❣❡✱ ∆w

(
ζd
)
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡

✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛r✐✛ r❡❣✐♠❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✽✳✷ ❜❡❧♦✇✳ P❛♥❡❧
✸ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❞❡♣✐❝ts ∆w ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζd✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✳✷ ❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y

◆♦rt❤ ❙♦✉t❤

◆❛s❤ t❛r✐✛s τN
(
ζd
)
=

α(3−ζd)
2β(8+6ζd+ζd2)

τS
(
ζd
)
= 2ζd2α

3β(5ζd+3+2ζd2)

●❖❚s τ
❂

N
(
ζd
)
= 0 τ

❂

S
(
ζd
)
= 0

◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡
α2A3(ζd)
36β B3(ζd)

α2A3∗(ζd)
24β B3∗(ζd)

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
α2(9+3ζd+2ζd2)

β(3+ζd)2
2ζdα2(6+ζd)
β(3+ζd)2

❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
α2△3(ζd)
36βD3(ζd)

α2△3∗(ζd)
24βD3(ζd)

✇✐t❤

A3
(
ζd
)
= 208ζd6 + 1632ζd5 + 5804ζd4 + 12000ζd3 + 14841ζd2 + 9882ζd + 2673

B3
(
ζd
)
=
(
1 + ζd

)2 (
2 + ζd

) (
3 + 2ζd

)2 (
4 + ζd

)

A3∗
(
ζd
)
= 112ζd6 + 1488ζd5 + 7240ζd4 + 16170ζd3 + 16465ζd2 + 5844ζd − 279

B3∗
(
ζd
)
=
(
1 + ζd

) (
2 + ζd

)2 (
3 + 2ζd

) (
4 + ζd

)2

△3
(
ζd
)
= 80ζd8 + 720ζd7 + 2188ζd6 + 2820ζd5 + 1575ζd4 + 108ζd3 − 1458ζd2 − 1944ζd − 729

△3∗
(
ζd
)
= −

(
16ζd8 + 192ζd7 + 808ζd6 + 1482ζd5 + 1429ζd4 + 948ζd3 − 1350ζd2 − 4374ζd − 2511

)

D3
(
ζd
)
=
(
1 + ζd

)2 (
2 + ζd

) (
3 + 2ζd

)2
(3 + ζd)2

(
4 + ζd

)

D3∗
(
ζd
)
=
(
1 + ζd

) (
2 + ζd

)2 (
3 + 2ζd

)
(3 + ζd)2

(
4 + ζd

)2

✼✽
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❙✐③❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢
❜♦t❤ ❣♦♦❞s x, y✮

❚❤❡ ◆♦rt❤✬s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ τN

✱ τS✱ ζs ❛♥❞ ζd ✭❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ζs = ζd = ζ✮✿ wN
S

(
τN , τS, ζ

)
=

wN
x

(
τN , ζ

)
+ wN

y (τ
S, ζ)✱

✇❤❡r❡

wN
x (τ

N , ζ) =
α2 − 3β2

(
τN
)2

+ 2ζ
[

ζ
(

α2 − β2
(
τN
)2
)

+ α2 + βτN
(
α− 4βτN

)]

4β (1 + ζ)2

wN
y (τ

S, ζ) =
2α2 + ζ

[

4α2 + ζ
(

β2
(
τS
)2

− 2αβτS + 3α2
)]

4β (1 + ζ)2

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✱ wS
(
τN , τS, ζ

)
= wS

x

(
τN , ζ

)
+

wS
y (τ

S, ζ)✱

✇❤❡r❡

wS
x

(
τN , ζ

)
==

ζ
(

β2
(
τN
)2

− 2αβτN + 3α2 + 2ζα2 (2 + ζ)
)

4β (1 + ζ)2

wS
y

(
τS, ζ

)
==

ζ
[
2α2 − 4β2τS2 + ζ

(
ζα2 − 3ζβ2τS2 + 2α2 + 2αβτS − 8β2τN 2

)]

4β (1 + ζ)2

❈♦✉♥tr✐❡s✬ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ wN(τN , τS, ζ) ❛♥❞ wS(τN , τS, ζ) ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜②

wN (τN , τS , ζ) =
(5ζ2 + 6ζ + 3)α2 + 2ζαβτN − (4ζ2 + 8ζ + 3)β2

(
τN
)2

+ ζ2β2
(
τS
)2

− 2αβζ2τS

4β (1 + ζ)2

wS(τN , τS , ζ) =
ζ
[

β2
(
τN
)2

− 2αβτN + (3ζ2 + 6ζ + 5)α2 + 2ζαβτS − (4 + 8ζ + 3ζ2)β2
(
τS
)2
]

4β (1 + ζ)2

✼✾
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❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❡❞✐♦✉s ❡①❡r❝✐s❡ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ∆w (ζ)
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζ✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✸
❞❡♣✐❝ts✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ✜rst t♦ ✜♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞
t❛r✐✛s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ∆w (ζ) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛r✐✛ r❡❣✐♠❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✽✳✸ ❜❡❧♦✇✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✳✸ ❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ❙♦✉t❤ ✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤

◆♦rt❤ ❙♦✉t❤

◆❛s❤ t❛r✐✛s τN (ζ) = ζα
β(4ζ2+8ζ+3)

τS (ζ) = ζα
β(3ζ2+8ζ+4)

●❖❚s τN (ζ) = 0 τS (ζ) = 0

◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡
α2A1(ζ)
β B1(ζ)

α2A1∗(ζ)
β B1∗(ζ)

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
α2(5ζ2+6ζ+3)

4β(1+ζ)2
ζα2(3ζ2+6ζ+5)

4β(1+ζ)2

❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
α2ζ2△1(ζ)
4βD1(ζ)

α2ζ2△1∗(ζ)
4βD1(ζ)

✇✐t❤

A1 (ζ) = (ζ + 1)(45ζ5 + 243ζ4 + 488ζ3 + 454ζ2 + 204ζ + 36)

B1 (ζ) = (ζ + 2)2(3ζ + 2)2(2ζ + 3)(2ζ + 1)

A1∗ (ζ) = ζ(ζ + 1)(36ζ5 + 204ζ4 + 454ζ3 + 488ζ2 + 243ζ + 45)

B1∗ (ζ) = (ζ + 2)(1 + ζ)(2ζ + 3)2(2ζ + 1)2

△1 (ζ) = 24ζ5 + 99ζ4 + 122ζ3 + 21ζ2 − 40ζ − 16

△1∗ (ζ) = 24 + 99ζ + 122ζ2 + 21ζ3 − 40ζ416ζ5

D1 (ζ) = (1 + ζ)2(ζ + 2)2(3ζ + 2)2(2ζ + 3)(2ζ + 1)

D1∗ (ζ) = (1 + ζ)2(ζ + 2)(3ζ + 2)(2ζ + 3)2(2ζ + 1)2

✽✵
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❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ x

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ■ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛✛❡❝ts ❡✐t❤❡r
t❤❡ s✉♣♣❧② ♦r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮ ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ ❣♦♦❞✳ ❍❡r❡✱ ■ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧②
(ζsx) ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞

(
ζdx
)
♦❢ ❣♦♦❞ x✳ ❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✇❤❡r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ■ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t
❦❡② r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❣r❛♣❤s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❣♦♦❞ x✱ s✉♣♣❧②
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② QN

x (p
N
x ) = βpNx ❛♥❞ QN

y (p
N
y ) = α+βpNy ✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② QS
x(p

S
x) = ζsx

(
α + βpSx

)

❛♥❞ QS
y (p

S
y ) = βpSy ✇✐t❤ ζsx ∈ (0,∞}✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞

❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ζsx < 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❢❛❝❡s s✉♣♣❧②✲
s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❙❈s✮ ❢♦r ✐ts ❡①♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜② pwx = (2−ζsx)α−βτ

N

β(3+ζsx)
❛♥❞ pwy = α−βτS

4β
✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ x (y) ✐♥

t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭❙♦✉t❤✬s✮ ♠❛r❦❡t✿ pNx ≡ pwx + τN = (2−ζsx)α+(2+ζsx)βτ
N

β(3+ζsx)
❛♥❞

pSy ≡ pwy + τS = α+3βτS

4β
✳ ❲❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

wN(τN , τS, ζsx) =
−(8+6ζsx+ζ

s
x
2)2β2τ2+(3ζsx−1)2αβτN+(ζsx2+1)5α2

2β(3+ζsx)
2 +

9α2−2αβτS+β2τS2

16β

wS(τN , τS, ζsx) =
(1+ζsx)β

2τ2+(1−3ζsx)2αβτ
N+(1+20ζsx−2ζsx

2−ζsx
3)α2

2β(3+ζsx
2)2

+

5α2+2αβτS−15β2τS2

16β

❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❤♦s❡ s❡t ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✐♥t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ∆w (ζsx) ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζsx✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✳✹ ❛✳ ❆❧❧
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✽✳✹ ❛✳ ❜❡❧♦✇✳

✽✶
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❚❛❜❧❡ ✷✳✽✳✹ ❛✳ ❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ x

◆♦rt❤ ❙♦✉t❤

◆❛s❤ t❛r✐✛s τN (ζsx) =
α(3ζsx−1)

2β(8+6ζsx+ζ
s
x
2)

τS (ζsx) =
α

15β

●❖❚s τ
❂

N (ζsx) = 0 τ
❂

S (ζsx) = 0

◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡
α2A4(ζsx)

900β B4(ζsx)
α2A4∗(ζsx)

120β B4∗(ζsx)

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
α2(121+54ζsx+49ζsx

2)

16β(3+ζsx)
2

α2(53+190ζsx−11ζsx
2−8ζsx

3)

16β(3+ζsx)
2

❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
α2△4(ζsx)

3600βD4(ζsx)
α2△4∗(ζsx)
βD4∗(ζsx)

✇✐t❤

A4 (ζsx) = 6017 + 2994ζsx + 2749ζsx
2

B4 (ζsx) = (ζsx + 2) (ζsx + 4)

A4∗ (ζsx) = 2807 + 12843ζsx + 7856ζsx
2 + 516ζsx

3 − 442ζsx
4 − 60ζsx

5

B4∗ (ζsx) = (2 + ζsx)
2
(4 + ζsx)

2

△4 (ζsx) = 1188 + 8358ζsx − 6563ζsx
2 + 348ζsx

3 + 29ζsx
4

△4∗ (ζsx) = 354− 6138ζsx
2 + 3242ζsx

2 + 4974ζsx
3 + 947ζsx

4 − 18ζsx
5 − ζsx

6

D4 (ζsx) = (2 + ζsx) (3 + ζsx)
2
(4 + ζsx)

D4∗ (ζsx) = (2 + ζsx)
2
(3 + ζsx)

2
(4 + ζsx)

2

✽✷
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳✹ ❛✳ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❣♦♦❞ x (ζsx)

✭✇✐t❤ α2

β
= 1✮

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ x✱ t❤❡
◆♦rt❤✬s ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② DN

j (p
N
j ) = α − βpNj ✱ ✇✐t❤ j = x, y

❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
DS
x (p

S
x) = ζdx

(
α− βpSx

)
❛♥❞ DS

y (p
S
y ) = α − βpSy ✱ ✇✐t❤ ζdx ∈ (0,∞}✳ ■❢

ζdx < 1 ✭ζdx > 1✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞ ✭❤✐❣❤❡r✮ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r
✐ts ❡①♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞ t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✳ ❙✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② pwx = ζdxα−βτ

N

β(3+ζdx)

❛♥❞ pwy = α−βτS

4β
✳ ❚❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ x (y) ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✮

♠❛r❦❡t✿ pNx ≡ pwx + τN =
αζdx+(2+ζdx)βτN

β(3+ζdx)
❛♥❞ pSy ≡ pwy + τS = α+3βτS

4β
✳

❲❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

wN(τN , τS, ζdx) =
−(8+6ζdx+ζ

d
x
2)2β2(τN)2+(3−ζdx)2αβτN+2α+(9+ζdx

2)α2

2β(3+ζdx)
2 +

9α2−2αβτS+β2(τS)
2

16β

wS(τN , τS, ζdx) =
(ζdx+1)β2(τN)

2

+(ζdx−3)2αβτN+(5ζdx+ζ
d 2
x ) 3α2

2β(3+ζdx)
2 +

✽✸
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5α2+2αβτS−15β2(τS)
2

16β

❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡✱
∆w

(
ζdx
)
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζdx ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸ ♦❢ ✜❣✉r❡

✷✳✽✳✹ ❜✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✽✳✹ ❜✳ ❜❡❧♦✇✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✳✹ ❜ ❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ x

◆♦rt❤ ❙♦✉t❤

◆❛s❤ t❛r✐✛s τN
(
ζdx
)
=

α(3−ζdx)
2β(8+6ζdx+ζ

d 2
x )

τS
(
ζdx
)
= α

15β

●❖❚s τ
❂

N
(
ζdx
)
= 0 τ

❂

S
(
ζdx
)
= 0

◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡
α2A5(ζdx)

900β B5(ζdx)
α2A5∗(ζdx)

120β B5∗(ζdx)

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
α2(153+54ζdx+17ζd 2

x )

16β(3+ζdx)
2

α2(45+150ζdx+29ζd 2
x )

β(3+ζdx)
2

❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
α2△5(ζdx)

3600βD5(ζdx)
α2△5∗(ζdx)
βD5∗(ζdx)

✇✐t❤

A5
(
ζdx
)
= 7817 + 2994ζdx + 949ζd 2

x

B5
(
ζdx
)
=
(
ζdx + 2

) (
ζdx + 4

)

A5∗
(
ζdx
)
= 1967 + 10323ζdx + 8576ζd 2

x + 2436ζd 3
x + 218ζd 4

x

B5∗
(
ζdx
)
=
(
3 + ζdx

)2 (
3 + ζdx

)4

△5
(
ζdx
)
= −6012 + 29ζd 4

x + 348ζd 3
x + 637ζd 2

x + 8358ζdx
△5∗

(
ζdx
)
= 7794− 618ζdx − 3238ζd 2

x − 546ζd 3
x − 13ζd 4

x − 18ζd 5
x − ζd 6

x

D5
(
ζdx
)
=
(
2 + ζdx

) (
3 + ζdx

)2 (
4 + ζdx

)

D5∗
(
ζdx
)
=
(
2 + ζdx

)2 (
3 + ζdx

)2 (
4 + ζdx

)2
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳✹ ❜✿ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❣♦♦❞ x
(
ζdx
)

✇✐t❤ ✭α
2

β
= 1✮

❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ y

❍❡r❡✱ ■ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧②
(
ζsy
)

❛♥❞ t❤❡
❞❡♠❛♥❞

(
ζdy
)

♦❢ ❣♦♦❞ y✳ ❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ■ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ❦❡②
r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❣r❛♣❤s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❣♦♦❞ x✱ s✉♣♣❧②
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② QN

x (p
N
x ) = βpNx ❛♥❞ QN

y (p
N
y ) = α+βpNy ✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s s✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② QS
x(p

S
x) = α+ βpSx ❛♥❞

QS
y (p

S
y ) = ζsyβp

S
y ✇✐t❤ ζsy ∈ (0,∞}✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ζsy < 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❢❛❝❡s s✉♣♣❧②✲s✐❞❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❙❈s✮ ❢♦r ✐ts ✐♠♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② pwx = α−βτN

4β
❛♥❞ pwy = α−βτS

β(3+ζsy)
✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ x (y) ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s

✭❙♦✉t❤✬s✮ ♠❛r❦❡t✿ pNx ≡ pwx +τN = α+3βτN

4β
❛♥❞ pSy ≡ pwy +τS =

α+(ζsy+2)βτS
3β

✳
❲❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

✽✺
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wN(τN , τS, ζsy) =
10α2+4αβτN−30β2(τN)

2

32β
+

(11+6ζsy+ζ
s 2
y )α2−4αβτS+2β2(τS)

2

2β(3+ζsy)
2

wS(τN , τS, ζsy) =
9α2−2αβτN+β2(τN)

2

16β
+
(2−ζsy)2αβτS−(14ζsy+7ζs 2

y +8)β2(τS)
2

+ζsy(ζsy+4)α2

2β(3+ζsy)
2

❖♥❝❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡✱
∆w

(
ζsy
)
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζSy ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸ ♦❢ ✜❣✉r❡

✷✳✽✳✺ ❛✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✽✳✺✳ ❛✳ ❜❡❧♦✇✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✳✺ ❛ ❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ y

◆♦rt❤ ❙♦✉t❤

◆❛s❤ t❛r✐✛s τN
(
ζsy
)
= α

15β
τS
(
ζsy
)
= 2α

β(ζsy+1)(ζsy+2)(ζsy+4)

●❖❚s τ
❂

N
(
ζsy
)
= 0 τ

❂

S
(
ζsy
)
= 0

◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡
α2A6(ζsy)
β B6(ζsy)

α2A6∗(ζsy)
900β B62∗(ζsy)

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
α2(133+78ζsy+13ζs 2

y )
16β(3+ζsy)

2

α2(113+94ζsy+17ζs 2
y )

16β(3+ζsy)
2

❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
α△6(ζsy)

240βD6(ζsy)
α2△6∗(ζsy)

3600βD6(ζsy)

✇✐t❤

A6
(
ζsy
)
= 3376 + 11936ζsy + 16292ζs 2y + 10868ζs 3y + 3833ζs 4y + 686ζs 5y + 49ζs 6y

B6
(
ζsy
)
=
(
ζsy + 1

)2 (
ζsy + 2

)2 (
ζsy + 4

)2

A6∗
(
ζsy
)
= 949ζs 3y + 6193ζs 2y + 10586ζsy + 5792

B6∗
(
ζsy
)
= (ζsy + 4)(ζsy + 2)(ζsy + 1)

△6
(
ζsy
)
= 6144 + 11040ζsy + 2540ζs 2y − 3020ζs 3y − 2273ζs 4y − 800ζs 5y − 170ζs 6y − 20ζs 7y − ζs 8y

△6∗
(
ζsy
)
= −5112 + 5046ζsy + 4495ζs 2y + 1885ζs 3y + 377ζs 4y + 29ζs 5y

D6
(
ζsy
)
= (1 + ζsy)

2(2 + ζsy)
2(3 + ζsy)

2(4 + ζsy)
2

D6∗
(
ζsy
)
= (1 + ζsy)(2 + ζsy)(3 + ζsy)

2(4 + ζsy)
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳✺ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❣♦♦❞ y
(
ζsy
)

✭✇✐t❤ α2

β
= 1✮

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❣♦♦❞ y✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s
❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② DN

i (p
N
j ) = α − βpNj ✱ ✇✐t❤ j = x, y✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱

t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s DS
x (p

S
x) = α − βpSx ❛♥❞

DS
y (p

S
y ) = ζdy

(
α− βpSy

)
✱ ✇✐t❤ ζdy ∈ (0,∞}✳ ■❢ ζdy < 1 ✭ ζdy > 1✮✱

t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞ ✭❤✐❣❤❡r✮ ♠❛r❦❡t ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✐ts ✐♠♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞
t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✳ ❙✉♣♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② pwx = α−βτN

4β
❛♥❞

pwy =
ζdy(α−βτS)
β(3+ζdy)

✳ ❚❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ♦❢ x (y) ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭❙♦✉t❤✬s✮

♠❛r❦❡t✿ pNx (τ) ≡ pwx + τN = α+3βτN

4β
❛♥❞ pSy

(
τS
)
≡ pwy + τS =

αζdy+3βτS

β(3+ζdy)
✳

❲❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

wN(τN , τS, ζdy ) =
5α2+2αβτN−15β2(τN)

2

16β
+

18α2−4αβτS+2β2(τS)
2

2β(3+ζdy)
2

wS(τN , τS, ζdy ) =
9α2−2αβτN+β2(τN)

2

16β
+

4ζdyαβτ
S−(9+15ζdy+6ζd 2

y )β2(τS)
2

+(9ζdy+ζ
d 2
y )α2

2β(3+ζdy)
2
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❖♥❝❡ ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡✱
∆w

(
ζdy
)
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζdy ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✸ ♦❢ ✜❣✉r❡

✷✳✽✳✺ ❜✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✽✳✺✳ ❜✳ ❜❡❧♦✇✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✳✺✳ ❜ ❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ y

◆♦rt❤ ❙♦✉t❤

◆❛s❤ t❛r✐✛s τN
(
ζdy
)
= α

15β
τS
(
ζdy
)
=

2ζd 2
y α

3β(5ζdy+3+2ζd 2
y )

●❖❚s τ
❂

N
(
ζdy
)
= 0 τ

❂

S
(
ζdy
)
= 0

◆❛s❤ ✇❡❧❢❛r❡
α2A7(ζdy)

180β B7(ζdy)
α2A7∗(ζdy)

900β B3∗(ζdy)

❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡
α2(117+78ζdy+29ζd 2

y )

16β(3+ζdy )
2

α2(81+126ζdy+17ζd 2
y )

16β(3+ζdy )
2

❲❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
α△7(ζdy)

720βD7(ζdy)
α2△7∗(ζdy)

3600βD7(ζdy)

✇✐t❤

A7
(
ζdy
)
= 1323 + 4410ζdy + 5619ζd 2

y + 3420ζd 3
y + 908ζd 4

y

B7
(
ζdy
)
=
(
1 + ζdy

)2 (
3 + 2ζdy

)2

A7∗
(
ζdy
)
= 1497 + 3845ζdy + 2498ζd 2

y

B7∗
(
ζdy
)
=
(
1 + ζdy

) (
3 + 2ζdy

)

△7
(
ζdy
)
= −243− 972ζdy − 1566ζd 2

y − 1296ζd 3
y + 2301ζd 4

y + 4668ζd 5
y + 1588ζd 6

y

△7∗
(
ζdy
)
= 783 + 1827ζdy + 1479ζd 2

y + 493ζd 3
y − 2342ζd 4

y

D7
(
ζdy
)
=
(
1 + ζdy

)2 (
3 + 2ζdy

)2
(3 + ζdy )

2

D7∗
(
ζdy
)
=
(
1 + ζdy

) (
3 + 2ζdy

)
(3 + ζdy )

2
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳✺ ❜ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❣♦♦❞ y
(
ζdy
)

✭✇✐t❤ α2

β
= 1✮

✽✾
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❈❤❛♣t❡r ✸

❋♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛♥❞ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥

✐♥ ❛ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r❡✐❣♥
❛✐❞ ❛♥❞ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts✳✶ ❚❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜❡s✐❞❡s
❛❧tr✉✐st✐❝ ✲ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✲ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♦r
str❛t❡❣✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❣✐✈✐♥❣✱ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t
t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❞♦♥♦rs✬ ❡①♣♦rt ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❇❤❛❣✇❛t✐✱ ❇r❡❝❤❡r ❛♥❞ ❍❛tt❛ ✭✶✾✽✸✱ ✶✾✽✺✮ ❛♥❞ ♠❛♥② tr❛❞❡
❡❝♦♥♦♠✐sts ❛❢t❡r t❤❡♠ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ❛ tr❛♥s❢❡r
❜❡♥❡✜ts t❤❡ ❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr② ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ✏tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦①✑ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr② ♣r❡✈❛✐❧s ♦✈❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♥❝♦♠❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✳
❯s✐♥❣ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♠♦❞❡❧✱ ❉❥❛❥✐❝✱ ▲❛❤✐r✐✱ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼♦❧❧❡r ✭✷✵✵✹✱
❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❉▲❘✮ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧
t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡
✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ❡①♣♦rt ♣r♦❞✉❝t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥s
✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✬s ❤❛❜✐t ❢♦r♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❛✐♠
♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❤❡❧♣ ✜❧❧✐♥❣ t❤✐s ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛❜✐t
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲❝♦✉♥tr② t✇♦✲❣♦♦❞ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ st✉❞② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❞♦♥♦r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✮✳ ❆s ✐♥ ❉▲❘

✶❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▲❧♦②❞✱ ▼❝●✐❧❧✐✈r❛②✱ ▼♦rr✐ss❡②✱ ❛♥❞ ❖s❡✐ ✭✷✵✵✵✮✱ ▼❛rtí♥❡③✲❩❛r③♦s♦✱
◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥✱ ❑❧❛s❡♥ ❛♥❞ ▲❛r❝❤ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ◆✐❧ss♦♥ ✭✶✾✾✼✮✳

✾✶



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✭✷✵✵✹✮✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s t❡♠♣♦r❛r②✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ♠❛❦❡s ❛ tr❛♥s❢❡r ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛✈❡ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✉t✐❧✐t②
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳✷ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✭❘❈✮ ❤❛s
❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ ❘❈ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞♦♥♦r✬s ❡①♣♦rt ❣♦♦❞✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❣♦♦❞s
❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡✛❡❝ts✱
❛♥❞ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦♣❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❛❜✐t ♣❛r❛♠❡t❡r❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st♦rt r❡❧❛t✐✈❡
♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦①✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦① ✐♥ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ✭❉▲❘✱ ✶✾✾✽ ❛♥❞ ✷✵✵✹❀
●❛❧♦r ❛♥❞ P♦❧❡♠❛r❝❤❛❦✐s✱ ✶✾✽✼✮✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s st✉❞② ✐s t❤❡ ✜rst tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧ t♦
s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ♣r♦♠♦t❡s ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts t❤r♦✉❣❤ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞
✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ✭r❡s♣✳ ✉♣✇❛r❞✮ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✮
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✭■❈✮ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s s❤✐❢t ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ✭❞✐r❡❝t✮ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ❙✐♥❝❡
❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧t❡rs t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐ts s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ■❈ r♦t❛t❡s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❤✐❢t ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ❆s t❤❡ ◆♦rt❤✬s
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤✐s s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥❞✉❝❡s ❛
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✭✐♥ t❤❡ ❊❞❣❡✇♦rt❤ ❜♦①✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ♥❡✇ ❜✉❞❣❡t ✐s st❡❡♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✇✐t❤♦✉t ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✭❚❖❚✮
✐♠♣r♦✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❞❡t❡r✐♦r❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s
✐ts ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡①♣♦rt ❣♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡①♣♦rt ♣r♦❞✉❝t ❛t
❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❚❖❚❀ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐ts s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ■❈ ♠♦✈❡s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛♥❞
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✱ ✉♣✇❛r❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ ❞♦♥♦r ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ r❡❝✐♣✐❡♥t ✐s ✇♦rs❡ ♦✛✳

❲❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✱ t❤❡ ◆♦rt❤
❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❡♥❞s ✉♣ ❜❡✐♥❣
❜❡tt❡r ♦✛✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞
tr❛♥s❢❡r ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❚❖❚ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ■ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦① ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤
♦❢ t♦t❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ■ ✜♥❞ t❤✐s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡

✷◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❀ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤
❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
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✇❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✐♠♣♦rt ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rt✮ ❣♦♦❞
✐♥❝r❡❛s❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦❢ ✐ts ❡①♣♦rt ✭✐♠♣♦rt✮ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❛ ❞♦♥♦r ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❣✐✈✐♥❣ ✐❢ t❤❡
r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr② ✐s ❛ ❢❛st✲❣r♦✇✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ❝❛♥ ✐♠♣♦rt ♠♦r❡ ♦❢ ✐ts
❡①♣♦rt ❣♦♦❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦rt✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ✐s s❤♦rt✲❧✐✈❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳
❚♦ t❡st t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ■ ✉s❡ ❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ✸✷ ❆❈P
❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❡❛❝❤ ②❡❛r ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✵ ❛♥❞ ✷✵✶✶✳ ❘❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❧❛❣❣❡❞ tr❛♥s❢❡r ♣r♦♠♦t❡s ❢r❡♥❝❤ ❡①♣♦rts ✐♥ ❆❈P
❝♦✉♥tr✐❡s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹
❝♦♥❝❧✉❞❡s✳
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✸✳✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡❝♦♥♦♠② à ❧❛ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✱
❤❡r❡❛❢t❡r ❑❘✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭♥♦ ✯✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭✇✐t❤ ✯✮ tr❛❞❡
t✇♦ ❣♦♦❞s ✐♥ t✇♦ ♣❡r✐♦❞s t = 1, 2✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t
❢♦r ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤
❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t str✉❝t✉r❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ◆♦rt❤
❤❛s 1− γ ♦❢ ✉♥✐ts x ❛♥❞ µ ♦❢ y✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s γ ✉♥✐ts ♦❢ x ❛♥❞ 1− µ
♦❢ y✳✸ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t 0.5 < γ < µ ≤ 1✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❤❛s
❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ y ✭r❡s♣✳ x✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s ❡✐t❤❡r ♦❢
❡q✉❛❧ s✐③❡ ♦r ❛ s♠❛❧❧❡r ❝♦✉♥tr② t❤❛♥ t❤❡ ◆♦rt❤✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛✐❞ ❞♦♥♦rs ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✭r✐❝❤❡r✮ t❤❛♥ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥
❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s ❛ ❙t♦♥❡✲
●❡❛r② ✭❙●✮ ❢♦r♠✹✿

u(x, y) =
(
1 + x(∗)

) (
1 + y(∗)

)
✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ x, y ❛r❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❣♦♦❞ x, y ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
❝♦✉♥tr②✳

❇❡s✐❞❡ t❤❡✐r tr❛❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ♠❛❦❡s ❛ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤
✉♥❞❡r ✐ts ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ♣♦❧✐❝②✳ ❆s ✐♥ ❉❥❛❥✐❝✱ ▲❛❤✐r✐ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r
✭✷✵✵✹✮✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s t❡♠♣♦r❛r② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ♦♥❧② ♠❛❞❡
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛❞❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✱ x ❛♥❞ y✱ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥
❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ◆♦rt❤ ✜♥❛♥❝❡s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠
t❛① ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠
tr❛♥s❢❡r✱ T1 ✭T1 < γ✮✳

❘❈s✬ ✐♥❝♦♠❡s✱ It1 ❛♥❞ I∗t1 ✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ x ❛♥❞ y
✈❛❧✉❡❞ ❛t t❤❡✐r ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡s❀ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡✱ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡s ❡q✉❛❧
t♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s✱ s♦ t❤❛t px = p∗

x
= pwx ❛♥❞ py = p∗y = pwy ✳ ❚♦

s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ■ ❞r♦♣ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts✳ ❊q✉❛t✐♦♥s (3.2) ❛♥❞ (3.4) ❜❡❧♦✇
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts (IF ) ✐♥ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ ◆♦rt❤
✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❝♦♥s✉♠❡s ❧❡ss ✭♠♦r❡✮ t❤❛♥ ✐ts ✐♥❝♦♠❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❜② ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s (EF ) (3.3) ❛♥❞ (3.5)✿

✸❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r❀
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♠❛t❤s✳

✹■ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙● ✉t✐❧✐t② ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ✇✐t❤
❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛ss✉r✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉t✐❧✐t② ❢♦r♠✱ ❜✉t ❛r❡ q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧✳
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❚❤❡ ◆♦rt❤

px1(1− γ) + py1µ = I1 ✭✸✳✷✮

px1x1 + py1y1 = I1 − T1 ✭✸✳✸✮

❚❤❡ ❙♦✉t❤

px1γ + py1(1− µ) = I∗1 ✭✸✳✹✮

px1x
∗

1 + py1y
∗

1 = I∗1 + T1 ✭✸✳✺✮

❇♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ tr❛❞❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s (TE1 ) ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
TE1 = EF1 − IF1 = T1 ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ TE∗

1 = EF ∗

1 − IF ∗

1 = T1 ❢♦r t❤❡
❙♦✉t❤✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛st❡ ❢♦r ✐ts ✐♠♣♦rt
❣♦♦❞❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts ✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ y r❡♣r❡s❡♥ts ✐ts ❤❛❜✐t
st♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❜❡❝♦♠❡s ✉s❡❞ t♦ ❛
❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♦❢ ❣♦♦❞ y ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡
◆♦rt❤✬s ❡①♣♦rt ❣♦♦❞ y ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✳✺

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ▼✉r♣❤② ✭✶✾✽✽✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ✉t✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s
♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❣♦♦❞s✱ x ❛♥❞ y✱ ❜✉t ❛❧s♦
♦♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ y ❜✉t ♥♦t ♦❢ x ❛s ✐♥
u∗

2(x, y) = (1 + x∗

1) [1 + y∗2 + φ (y∗2 − y∗1)]✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t φ ∈ [0, 1]
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❤❛❜✐ts✳ ❋♦r 0 < φ ≤ 1✱ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡
❙♦✉t❤ ❛r❡ ♥♦t t✐♠❡ s❡♣❛r❛❜❧❡❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞ y∗1 ❢♦r♠s ✐ts ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐ts ✐♥ t = 2✳ ❲❤❡♥
φ = 0✱ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡❝♦♠❡ t✐♠❡✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲
♣❡r✐♦❞ ✉t✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ y∗2✱ ♥♦t ♦♥ y∗1❀ ❤❛❜✐ts ♣❧❛② ♥♦ r♦❧❡ ♦♥ t❤❡
❙♦✉t❤✬s ✉t✐❧✐t②✳ φ (y∗2 − y∗1) ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞
❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ y ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐ts ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✱ ✐✳❡✳ y∗2 > y∗1✱ t❤❡♥ t❤❡
❙♦✉t❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❣❛✐♥ ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ φ (y∗2 − y∗1)✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ ✐ts
s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐ts ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

✺❇② s♦ ❞♦✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❉❥❛❥✐❝✱ ▲❛❤✐r✐✱ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r
✭✷✵✵✹✮ ✇❤♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❤❛❜✐ts✳

✾✺
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♣❡r✐♦❞✱ ✐✳❡✳ y∗2 < y∗1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❡r✐♦❞✳

❲✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ✐ts ✜rst✲♣❡r✐♦❞
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ y ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♣❛②s ❛ ❝♦st ✐❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲
♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐ts ✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❧❡✈❡❧ ✭❘♦③❡♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥
t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ❢♦r♠ y

′∗

2 − ϕy
′∗

1 ✭❈❛rr♦❧❧✱ ✷✵✵✵✮❀ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s tr❛❞✐t✐♦♥ ❜r✐♥❣s
t❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ u

′∗

t2
(x, y) =

(
1 + x

′∗

2

) [
1 + y

′∗

2 − ϕy
′∗

1

]
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ u∗

2(x, y) ❛♥❞ u
′∗

2 (x, y)✱ ②✐❡❧❞ ❜r✐♥❣s t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ u∗

2(x, y) ✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ u
′∗

2 (x, y)✱ s✐♥❝❡ ✐t ❡①♣r❡ss❡s
t❤❡ ❝♦st ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞
❛♥❞ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✭▲❡✈❡♥t♦❣❧✉✱ ✷✵✶✷✮✳

❚❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ (x1, y1) t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ✉t✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② (3.1) s✉❜❥❡❝t
t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t (3.3)✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞ x ❛♥❞ ❣♦♦❞ y ✭MRSx,y✮ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♣r✐❝❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s (px/py)✿

MRSx,y ≡
1 + y1
1 + x1

=
px1
py1

✭✸✳✻✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥
❘❈✿

MRS∗

x,y ≡
1 + y∗t1
1 + x∗

t1

=
p∗x1
p∗y1

✭✸✳✼✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮✱ ■ ✜♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞ ✐♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▲❡t Zi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❢♦r ❣♦♦❞ i ∈ {x, y}❀ ✐❢ Zi <
0 (Zj > 0) ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❡①♣♦rts ✭✐♠♣♦rts✮ ❣♦♦❞ i (j)✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t
➼ < γ ≤ µ✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ✐♠♣♦rts
❣♦♦❞ x (y) ❛♥❞ ❡①♣♦rts ❣♦♦❞ y (x)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s
❝❛♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛❞❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ✿ x1 = 1−γ+Zx1 ✱ y1 = µ−Zy1 ✱ x

∗

1 = γ−Z∗

x1
❛♥❞ y∗1 = 1−µ+Z∗

y1
✳

P✉tt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ (3.6) ❛♥❞ (3.7) ❜r✐♥❣s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

✾✻
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{

px1 (2− γ + Zx1)− py1 (1 + µ− Zy1) = 0

p∗x1
(
1 + γ − Z∗

x1

)
− p∗y1

(
2− µ+ Z∗

y1

)
= 0

✭✸✳✽✮

▲❡t ❣♦♦❞ x ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❡r❛✐r❡ ❣♦♦❞ s♦ t❤❛t px1 = 1 (p∗x = 1)✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s (3.8)✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ (3.3) ❢r♦♠ (3.2) ✭♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱
(3.5) ❢r♦♠ (3.4)✮✿

px1(1− γ − x1
︸ ︷︷ ︸

Zx<0

) + py1(µ− y1
︸ ︷︷ ︸

Zy>0

) = T1

p∗x1(γ − x∗

1
︸ ︷︷ ︸

Z∗

x>0

) + p∗y1(1− µ− y∗1
︸ ︷︷ ︸

Z∗

y<0

) = −T1
✭✸✳✾✮

■s♦❧❛t✐♥❣ py1
(
p∗y1
)
❜r✐♥❣s

py1 = p∗y1 =
Zx + Tt1

Zy
✭✸✳✶✵✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✳ ❙✐♥❝❡ tr❛❞❡
✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✐s♦❧❛t✐♥❣ py ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ (3.9) ❝♦♥✈❡②s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳
P✉tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ py1 ✐♥t♦ (3.8) ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t tr❛❞❡ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞
✭Zx = Z∗

x ❛♥❞ Zy = Z∗

y ✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s

{

Zy1 (2− γ + Zx1)− (Zx1 + T1) (1 + µ− Zy1) = 0

Zy1 (1 + γ − Zx1)− (Zx1 + T1) (2− µ+ Zy1) = 0
✭✸✳✶✶✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s (3.11) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ZE1

x1
=

1

2
(γ + µ− T1 − 1) ; ZE1

y1
=

1

2
(γ + µ+ T1 − 1)

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ◆♦rt❤✬s
❡①♣♦rts ❜✉t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥
s❡❡ ✇❤② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ 1/2✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❙✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts
❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ x, y ✿

✾✼
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❼ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤




xE1

yE1



 =





1
2
(1− γ + µ− T1)

1
2
(1− γ + µ− T1)





❼ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤




x∗E
1

y∗E1



 =





1
2
(1 + γ − µ+ T1)

1
2
(1 + γ − µ+ T1)





❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s❢❡r❀ ♣✉tt✐♥❣ t❤❡♠ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ st✉❞② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ tr❛♥s❢❡r ♦♥
❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦rt❤✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ xE1 , y

E
1 ✐♥t♦ (3.1) ❜r✐♥❣s

u1 = [3/2− 1/2 (γ − µ+ T1)]
2❀ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✳r✳t T1✿

∂u
∂T1

= 1
2
(γ − µ+ T1 − 3) < 0✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✇❡❧❢❛r❡✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✿ u∗

1 = [3/2 + 1/2 (γ − µ+ T1)]
2

❛♥❞ ∂u∗

∂T1
= 1

2
(γ − µ+ T1 + 3) > 0✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ✇❡❧❢❛r❡

❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡✿ ✐♥
❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡r r❡❞✉❝❡s ✭✐♥❝r❡❛s❡s✮ t❤❡
✐♥❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐♠♣♦rts ❧❡ss ✭♠♦r❡✮ ♦❢ x (y) ❛♥❞
❝♦♥s✉♠❡s ❧❡ss ✭♠♦r❡✮ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ x ❛♥❞
y ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ♦♥❡ ❤❛❧❢ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ✐♥

t❤❡ ❙♦✉t❤
(
∂xE

1

∂T1
=

∂yE
1

∂T1
=

∂Zx1

∂T1
= −1

2
and

∂x∗E
1

∂T1
=

∂y∗E
1

∂T1
=

∂Zy1

∂T1
= 1

2

)

✳ ❘❡s✉❧ts

s❤♦✇ t❤❛t ✶ ✩ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ✵✳✺ ✩ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞♦♥♦r✬s ❡①♣♦rts
♦❢ ❣♦♦❞ y✱ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ✵✳✺ ✩ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❧❡❛❦s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❣♦♦❞ x✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr②✬s ❡①♣♦rts ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s x ❛♥❞ y ✐♥ t❤❡
❙♦✉t❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐ts ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✱ t❤❡ ✇♦r❧❞ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
x ❛♥❞ y ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳✻ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ ♣✉t q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞ ZE1

x1
, ZE1

y1
✐♥t♦

❡①♣r❡ss✐♦♥ (4.17) ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✱ ToT1✮
t♦ ❣❡t ToT1 = 1 = ToT ∗

1 ❀ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ∂ToT1
∂T1

=
∂ToT ∗

1

∂T1
= 0✳ ❚❤❡s❡

r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❝r❡❛t❡s ♦♥❧② ❛ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t
✐♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✻❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ❉▲❘ ✭✷✵✵✹✮ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦① ✐s r✉❧❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ st❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✾✽
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✿ ■♥ ❛ st❛t✐❝ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡✱ ❛
❢♦r❡✐❣♥ tr❛♥s❢❡r✱T1✱ ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❝r❡❛t❡s ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡❝r❡❛s❡s✮ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✭r❡s♣✳
t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✇❡❧❢❛r❡✮✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t②✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ✐♠♣♦rts ✭r❡s♣✳ ❡①♣♦rts✮ ❧❡ss

❣♦♦❞ x✱ ❜✉t ❡①♣♦rts ✭✐♠♣♦rts✮ ♠♦r❡ ♦❢ ❣♦♦❞ y
(
∂Zx1

∂T1
= −

∂Zy1

∂T1
= −1

2

)

✳ ❚❤✐s

r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r✮ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ✐♥

t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ◆♦rt❤✮ ✭
∂x∗E

1

∂T1
=

∂y∗E
1

∂T1
= 1

2
❛♥❞

∂xE
1

∂T1
=

∂yE
1

∂T1
= −1

2
✮✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❊❞❣❡✇♦rt❤ ❜♦① ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✱

✇❤❡r❡ ♣♦✐♥t 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬
❝♦♥s✉♠❡rs✳✼ ●✐✈❡♥ t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ ✐s ❛t ♣♦✐♥t A ✇❤❡r❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s ③❡r♦✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱
t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❡①♣♦rts ✭r❡s♣✳ ✐♠♣♦rts✮ Zy1 ≡ µ − yA =
(1− u) + y∗B ♦❢ ❣♦♦❞ y ❛♥❞ ✐♠♣♦rts ✭r❡s♣✳ ❡①♣♦rts✮ ZxA ≡ xA − (1− γ) =
γ − x∗

A ♦❢ ❣♦♦❞ x✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣♦♦❞✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮
❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♠♣♦rts ✭❡①♣♦rts✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s
✭✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✮ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② uA ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ u∗

A ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ r❡❝❡✐✈❡s ❛ tr❛♥s❢❡r T1 ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦rt❤✱ ✐ts ✐♠♣♦rts ♦❢

❣♦♦❞ y ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ∆Zy = y∗B − y∗A = − (yB − yA)✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ❡①♣♦rts
♦❢ ❣♦♦❞ x ❞✐♠✐♥✐s❤ ❜② ∆Zx = x∗

B − x∗

A = − (xB − xA)✳ ❆t t❤❡
♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭♣♦✐♥t B✮✱ t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ ✭r❡s♣✳ ◆♦rt❤❡r♥✮ ❝♦♥s✉♠❡r
r❡❛❝❤❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✭r❡s♣✳ ❧♦✇❡r✮ ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧✿ uB < uA ❛♥❞ u∗

B > u∗

A✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ∆u = (1/4)T1 [2 (γ − µ) + Tt1 − 6] < 0 ❛♥❞
∆u∗ = (1/4)Tt1 [2 (γ − µ) + Tt1 + 6] > 0✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❜♦t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥ts ✶ ❛♥❞ ✷ ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥tr❛❝t ❝✉r✈❡ t❤❛t ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❡ OSON ✭t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❊❞❣❡✇♦rt❤ ❜♦①✮✳ ❚❤✐s ❝✉r✈❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t MRSNorth = MRSSouth✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t x = y✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡s ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❜✉❞❣❡t
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❥✉st t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ♣r✐❝❡
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s px/py✮✱ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛t ❜♦t❤ ♣♦✐♥ts A ❛♥❞ B✳ ❖♥❡
❝❛♥ s❡❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤❛t ❜♦t❤ r❡❞ ❧✐♥❡s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥ts A ❛♥❞ B ❛r❡
♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡
❡①t❡r♥❛❧✐t②✳

✼❇♦t❤ ✜❣✉r❡s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷ ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢♦r ✈❛❧✉❡s γ = 0.6✱ µ = 0.9 ❛♥❞
Tt1 = 0.2✳

✾✾
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈♦✉♥tr✐❡s✬ tr❛❞❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ tr❛♥s❢❡r

✶✵✵
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❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ ❙♦✉t❤✬s s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

u∗

2(x, y) = (1 + x∗

2) [1 + y∗2 + φ (y∗2 − y∗1)] ✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✉t✐❧✐t② r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞
(3.1) ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (3.6)✳ ❚❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ ❝♦♥s✉♠❡r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

1 + y∗2 + φ (y∗2 − y∗1)

(1 + φ) (1 + x∗
2)

=
px2
py2

✭✸✳✶✸✮

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡
r❡❞✉❝❡s t♦ py2 = Zx2/Zy2 ✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ (3.6) ✱ (3.13) ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞
tr❛❞❡ ❜r✐♥❣s t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇







Zy2 (2− γ + Zx2)− Zx2 (1 + µ− Zy2) = 0

Zy2 (1 + φ) (1 + γ − Zx2)

−Zx2
[
2− µ+ Zy2 − φ

(
Zy2 − ZE1

y1

)]
= 0

✭✸✳✶✹✮

❆t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❜♦t❤
❣♦♦❞s

ZE
x2

=
1

2

6 (γ + µ− 1) + φ (5γ + 2T1 + 4µ− γ2 − T1γ + γµ)

6 + φ (3 + µ− γ − T1)
✭✸✳✶✺✮

ZE
y2

=
1

12

6 (γ + µ− 1) + φ (5γ + 2T1 + 4µ− γ2 − T1γ + γµ)

(1 + φ)
✭✸✳✶✻✮

✶✵✶
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❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ x and y ❜② ❘❈s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

❼ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤





xE2

yE2



 =







1
2

6(1−γ+µ)+φ(6+6µ−3g−γµ+γ2+T1γ)
6+φ(3+µ−γ−T1)

6(1−γ+µ)+φ(8µ−5γ−2T1+γ2+T1γ−γµ)
12(1+φ)







✭✸✳✶✼✮

❼ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤





x∗E
2

y∗E2



 =







1
2

6(1+γ−µ)+φ(γ+γµ−γ2−T1γ−2T1−4µ)
6+φ(3+µ−γ−T1)

6(1+γ−µ)+φ(12−8µ+5γ+2T1−γ2−T1γ+γµ)
12(1+φ)







✭✸✳✶✽✮

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐ts ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤♦✉t tr❛♥s❢❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱
ZE2

x2
|φ=0= ZE2

y2
|φ=0=

1
2
(γ + µ− 1)❀ xE2 |φ=0= yE2 |φ=0=

1
2
(1− γ + µ) ❛♥❞

x∗E
2 |φ=0= y∗E2 |φ=0=

1
2
(1 + γ − µ)✳✽

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✿ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭φ = 0✮✱ ❢♦r❡✐❣♥
❛✐❞ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❊①♣r❡ss✐♦♥s (3.15) t❤r♦✉❣❤ (3.18) s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r

❛✛❡❝ts ❜♦t❤ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❤❛❜✐t
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r φ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❛❜✐ts✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❤❛s ♥♦
❡✛❡❝t ♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ♥♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❚❤✐s ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s
♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦① ✐♥ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❤❛❜✐t
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❉❥❛❥✐❝✱ ▲❛❤✐r✐ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼♦❧❧❡r✱ ✶✾✾✽✱ ✷✵✵✹❀ ●❛❧♦r ❛♥❞
P♦❧❡♠❛r❝❤❛❦✐s✱ ✶✾✽✼✮✳

✽❙❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❢♦r Tt1 = 0✳

✶✵✷
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❍❛❜✐ts ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✿ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s

❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣♦rt✲

♣r♦♠♦t✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt ✭❡①♣♦rt✮ ❣♦♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
❤❛❜✐ts✳
❋♦r♠❛❧❧②✱

∂Zxt2

∂φ
=

∂xE
t2

∂φ
=

3

2

(1 + µ)(γ − µ+ Tt1 + 3)

[6 + φ (3 + µ− γ − T1)]
2 > 0

∂Zyt2

∂φ
=

∂y∗Et2
∂φ

=
(2− γ) (γ − µ+ Tt1 + 3)

12 (1 + φ)
2 > 0

∂yEt2
∂φ

= −
∂Zyt2

∂φ
< 0 ❛♥❞

∂x∗E
t2

∂φ
= −

∂Zxt2

∂φ
< 0

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❛✉s❡s t❤❡ ❙♦✉t❤ t♦ ✐♠♣♦rt ♠♦r❡ ♦❢ ❣♦♦❞ y ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ s❛t✐s❢② ✐ts
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t♦ ❜♦rr♦✇
❛♥❞ ♥♦ tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ t❤✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠✉st ❜❡
❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ x✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤✐s ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✮
❡♥❞s ✉♣ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠♦r❡ ♦❢ x (y)✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡❧❛t✐✈❡
❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❣♦♦❞ y ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② str♦♥❣ ❤❛❜✐ts ♣✉s❤❡s ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡✱
py2/px2 ✱ ✉♣✇❛r❞✱ t❤✉s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✭r❡s♣✳ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♥❣✮ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭r❡s♣✳
t❤❡ ❙♦✉t❤✮ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✭❚♦❚✮✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ♦♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✱ ■
✐♥s❡rt ZE2

x2
; ZE2

y2
✐♥t♦ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✿

ToTt2 =
6 (1 + φ)

6 + φ (3 + µ− γ − T1)
✭✸✳✶✾✮

❚❤❡ ✜rst✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ (3.19) ✇✳r✳t t❤❡ ❤❛❜✐t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ φ✱ ❡q✉❛❧s✿

∂ToTt2
∂φ

=
6(γ − µ+ Tt1 + 3)

[6 + φ (3 + µ− γ − T1)]
2 > 0

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ToT ∗

t2
= 1/ToTt2 , ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❤❛❜✐ts

♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✿

✶✵✸
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∂ToT ∗

t2

∂φ
= −

(γ − µ+ Tt1 + 3)

(1 + φ)2
< 0

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❛❜✐t str❡♥❣t❤ ♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ t❡r♠s✲
♦❢✲tr❛❞❡ ✐s ♥❡✇ t♦ ♠♦st t✇♦✲♣❡r✐♦❞ 2 × 2 tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣r❡✈✐♦✉s
st✉❞✐❡s ✭❉❥❛❥✐❝✱ ▲❛❤✐r✐ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r✱ ✶✾✾✽✱ ✷✵✵✹❀ ●❛❧♦r ❛♥❞
P♦❧❡♠❛r❝❤❛❦✐s✱ ✶✾✽✼✮ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐ts✱ ✇❤✐❧❡ ■ ❛r❣✉❡ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❤❛❜✐ts ♦♣❡r❛t❡s ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ❛✛❡❝ts ❝♦✉♥tr✐❡s✬ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦rt❤✱ ✐t t✉r♥s
♦✉t t❤❛t

∂ToT2

∂T1
=

6φ (1 + φ)

[6 + φ (3 + µ− γ − T1)]
2 > 0

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦✉t❤✱

∂ToT ∗

t2

∂Tt1
= −

φ

6 (1 + φ)
< 0

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❡r✐♦❞❀ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ∂ToTt2/∂Tt1 > 0 ❛♥❞ ∂ToT ∗

t2
/∂T ∗

t1
< 0✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s

✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛t
♣❧❛②❀ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ❛❧s♦ ❡①❡rts ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t

♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱
∂ZE

x2

∂T1
=

∂xE
2

∂T1
=

3φ(1+µ)(1+φ)

[6+φ(3+µ−γ−T1)]
2 > 0 ❛♥❞

∂ZE
yt2

∂Tt1
= ∂y∗E2

∂Tt1
= φ(1+(1−γ))

3(1+φ)
> 0✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

∂x∗E2

∂Tt1
= −∂xE2

∂Tt1
< 0 ❛♥❞ ∂yE

∂Tt1
= −∂y∗E

∂Tt1
< 0✳ ❈♦♥tr❛r② t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱

❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ st✐♠✉❧❛t❡s tr❛❞❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❜✐❛s❡❞
t♦✇❛r❞s ❣♦♦❞ y✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡✱ t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❞❡t❡r✐♦r❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❤✐s t❛st❡s✱ t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s r❡❛❞② t♦ ❣✐✈❡
✉♣ ❤✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ x ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❛t ♦❢ ❣♦♦❞ y ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✈❛❧✉❡s
♠♦r❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ❜❡♥❡✜ts t❤❡
◆♦rt❤ ✭❞♦♥♦r✮ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡s ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭r❡❝✐♣✐❡♥t✮ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞

✿
∂ut2(γ,µ,φ,Tt1)

∂Tt1
> 0 ❛♥❞

∂u∗t2(γ,µ,φ,Tt1)
∂Tt1

< 0✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✵✹
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✿ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r φ✱ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r Tt1 ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞♦♥♦r ✭t❤❡ ◆♦rt❤✮
s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✭∂ToTt2/∂Tt1 > 0 ❛♥❞ ∂ToTt2/∂φ > 0✮ ❜✉t
✇♦rs❡♥s t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ✭∂ToT ∗

t2
/∂Tt1 < 0 ❛♥❞

∂ToT ∗

t2
/∂φ < 0✮✳ ❇♦t❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r Tt1 ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❜✐t str❡♥❣t❤ φ ♣r♦♠♦t❡

tr❛❞❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s s♦ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❝♦♥s✉♠❡s ♠♦r❡
♦❢ ✐ts ✐♠♣♦rt ❣♦♦❞ x ✭r❡s♣✳ ❣♦♦❞ y✮ ❛♥❞ ❧❡ss ♦❢ ✐ts ❡①♣♦rt ❣♦♦❞ y ✭r❡s♣✳

❣♦♦❞ x✮ ✭
∂ZE

xt2

∂θ
=

∂xEt2
∂θ

> 0✱
∂ZE

yt2

∂θ
= ∂y∗E2

∂θ
> 0✱ ∂x∗E2

∂θ
= −∂xE2

∂θ
< 0 ❛♥❞

∂yE

∂θ
= −∂y∗E

∂θ
< 0✱ ✇✐t❤ θ ∈ {φ, Tt1}✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❡♥❞s ✉♣

s❡❧❧✐♥❣ ✐ts ❡①♣♦rt ❣♦♦❞ ❛t ✐♠♣r♦✈❡❞ ✭❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞✮ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r
✭✇♦rs❡✮ ♦✛✳

❚❤❡ ❊❞❣❡✇♦rt❤ ❜♦① ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❞❡♣✐❝ts ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞✳ P♦✐♥t 0
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s❀ ♣♦✐♥t C ❞❡♣✐❝ts
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✱ ❜✉t
✇❤❡♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s ❛ ❤❛❜✐t ❢♦r♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♠♦st ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
t♦ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶❀ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛st❡s ✐♥❞✉❝❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥tr❛❝t ❝✉r✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢
❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭t❤❡ ♣r✐❝❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣♦♦❞s px/py✮ ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✭px

py
(A) < px

py
(C)✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ✭t❤❡ ◆♦rt❤✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s tr❛❞❡ ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❜✐t
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t✬s ❝♦♠♣❛r❡ ♣♦✐♥t C t♦ ♣♦✐♥t A ✇❤❡r❡ φ = 0 ❛♥❞ T1 = 0 ✿
t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♠♣♦rts ♠♦r❡ ♦❢ ❣♦♦❞ y ✭∆Zy = y∗C − y∗A = − (yC − yA)✮ ❛♥❞ t❤❡
◆♦rt❤✱ ♠♦r❡ ♦❢ ❣♦♦❞ x ✭∆Zx = xC−xA = − (x∗

C − x∗

A)✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❝♦♥s✉♠❡s ♠♦r❡ ♦❢ ✐ts ✐♠♣♦rt ❣♦♦❞✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❧❧ ✭r❡s♣✳ t❤❡ r✐s❡✮ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❙♦✉t❤✮ r❡✈❡♥✉❡
✐♥❞✉❝❡s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡✮ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❣♦♦❞s✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦
❝♦♠♣❛r❡ ♣♦✐♥t C ✇✐t❤ ♣♦✐♥t D✱ ✇❤❡r❡ T1 > 0✳ ❚❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ ❝♦♥s✉♠❡r
r❡❛❝❤❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✭uD > uC✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥
❝♦♥s✉♠❡r ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✭u∗

D < u∗

C✮✳

✶✵✺



✸✳✷✳ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

0,000

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

��

�

��

��

���

�� ��� �

��

��

���

���

���

�

�

�

	�	�

	��	��

�

●

●

●




�����

	�

	��

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦✉♥tr✐❡s✬ tr❛❞❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥
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❚❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✇❡❧❢❛r❡

❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst✲tr❛♥s❢❡r ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ ♦♥❡
♣❡r✐♦❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❜❡tt❡r
♦✛✳✾ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t AB ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ CD ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✭AB > CD✮ ✇❤✐❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮
❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss ✭❣❛✐♥✮ ❢r♦♠ ❣✐✈✐♥❣ ✭❢r♦♠ r❡❝❡✐✈✐♥❣✮✳
❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✬s t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ♣❧✉s
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❛r❡ ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✛s❡t t❤❡ ❞✐r❡❝t
r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✳

❯♥❞❡r s✉❝❤ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✇✐❧❧ ♥♦t t♦ ♠❛❦❡ ❛♥② tr❛♥s❢❡r t♦
t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ◆♦rt❤ ♠❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ s✉✛❡rs ❛ ❧♦ss✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❧❞
❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✐♠♣♦rt ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rt✮ ❣♦♦❞ x ✐♥❝r❡❛s❡s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠♦r❡ t❤❛t ♦❢ ✐ts ❡①♣♦rt ✭✐♠♣♦rt✮ ❣♦♦❞ y✳

❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ❣♦♦❞ x ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r α

❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ y ❜② ❛ ❢❛❝t♦r β✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ α > β✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ◆♦rt❤✬s ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ✭■❯✮ ❜✉t
❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ❚❛❜❧❡
✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ♠❛❦❡s ❛ tr❛♥s❢❡r ♦❢ 0.01 t♦ t❤❡
❙♦✉t❤✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r α = 2 ❛♥❞ β = 1.2✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s
❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ s❡❡s ✐ts ✉t✐❧✐t② ✐♠♣r♦✈✐♥❣✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rt ❣♦♦❞
x ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛r ♠♦r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t❧② t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✐ts ✐♠♣♦rt ❡①♣♦rt y✱ ✇❡ ❣❡t
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡s✉❧t✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s α = 74 ❛♥❞ β = 1.2,
❝♦✉♥tr✐❡s ✜♥❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❞♦①✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
◆♦rt❤✬s ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✬s✮ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ❣❛✐♥ ✭❧♦ss✮ ✐s ♥♦✇ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst✲
♣❡r✐♦❞ ❧♦ss ✭❣❛✐♥✮ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts
(γ, µ)✳ ■ ✈❡r✐❢② t❤❛t✱ ❢♦r β = 1.2✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ❛❧✇❛②s ✇♦rs❡ ♦✛ ✇❤❡♥❡✈❡r
α < 74❀ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts (γ, µ)✳

✾❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s r❡sts ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ❛ttr✐❜✉t❡ ❛♥ ❡q✉❛❧
✇❡✐❣❤t t♦ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❤❛❜✐ts ❡q✉❛❧s ✶ (φ = 1)❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s
tr✐✈✐❛❧ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ xt

❛♥❞ yt✱ ✇✐t❤ t = 1, 2 ❜r✐♥❣s t❤❡ ❋❖❈s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳
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❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛② s❡❡♠ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✭❛s t❤❡
❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ❣♦♦❞ x ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✻✵ t✐♠❡s t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❣♦♦❞ y
❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r✮✱ ✐t ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ tr❛♥s❢❡r ♠❛② ❜❡
✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞♦♥♦r ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ✜rst✱
t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr② ❞❡✈❡❧♦♣s ❤❛❜✐ts ❢♦r t❤❡ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rt ❣♦♦❞❀ s❡❝♦♥❞✱
t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ♠✉st ❜❡ ❛ ❢❛st✲❣r♦✇✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♥♦r✳

❨❡t✱ ❛✐❞ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❣r♦✇t❤ ❛r❡ ♥♦t ❛ ♠❛❥♦r✐t②❀ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥
❛r❣✉♠❡♥t s❤❡❞s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❣❤t ♦♥ ❞♦♥♦r ♠♦t✐✈❡ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣✳

n✲♣❡r✐♦❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❍❛❜✐ts ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❡rs✐st ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥✱ ■ ♣r❡s❡♥t ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ♦♥
tr❛❞❡✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ nth ♣❡r✐♦❞✳ ■ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❤❛❜✐t ♣❛r❛♠❡t❡r φ ≤ 1 ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ▲❡t n = 3❀ (3.12) ❜❡❝♦♠❡s
u∗

3(x, y) = (1 + x∗

3)
[
1 + y∗3 + φ

(
y∗3 − yE∗

2

)]
✱ ✇❤❡r❡ yE∗

2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ (3.18)✳
❙✐♥❝❡ yE∗

2 ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ γ, µ, φ✱ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞✲♣❡r✐♦❞
❝♦♥s✉♠❡r ♣r♦❜❧❡♠ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ γ, µ✱ φ ❛♥❞ φ2✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ t❡r♠ φ2 s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst✲
♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ♦♥ tr❛❞❡✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✉t✐❧✐t✐❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ■ t❡st t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❛✐❞ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❡✛❡❝t ♦♥ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts✱ ❜✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ❞❡❝❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛✐❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❙♦✉t❤✮
❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♥ ■❯ ❧♦ss ✭❣❛✐♥✮ ❛❢t❡r n ♣❡r✐♦❞s✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❢❡r T = 0.01 ✇❤❡♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❤❛❜✐ts ❡q✉❛❧s ✶ (φ = 1)

❊♥❞♦✇♠❡♥ts ✶st ♣❡r✐♦❞ ✉t✐❧✐t② α = 2✱ β = 1.2 α = 74✱ β = 1.2

✷♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✉t✐❧✐t② ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❣❛✐♥ ✭❧♦ss✮ ✷♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✉t✐❧✐t② ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❣❛✐♥ ✭❧♦ss✮

γ µ ∆u1 ∆u∗

1 ∆u2 ∆u∗

2 ∆u1 +∆u2 ∆u∗

1 +∆u∗

2 ∆u2 ∆u∗

2 ∆u1 +∆u2 ∆u∗

1 +∆u∗

2
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❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts ❛♥❞ ♣❛st tr❛♥s❢❡r ✐♠♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s✿

H1. ❆ tr❛♥s❢❡r ♠❛❞❡ ❜② ❛ ❞♦♥♦r ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t1 ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❛❣❣❡❞ ❡✛❡❝ts
♦♥ r❡❝✐♣✐❡♥ts✬ ✐♠♣♦rts ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t2 ✭∂Zy2/∂T1 > 0✮✳

H2✳ ❚❤❡ ❡①♣♦rt ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ❞❡❝r❡❛s❡s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❡r✐♦❞s t3, t4, ...✳✭∂Zy3/∂T1 < ∂Zy2/∂T1✮

❚♦ t❡st t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ■ ✉s❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❞❛t❛ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✱ T ✱ ♣❛✐❞ ❜② ❛ ❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr② ✭♥❛♠❡❧②✱
❋r❛♥❝❡✮ t♦ ❛✐❞ r❡❝✐♣✐❡♥ts ✭❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✮✳ ❍❡r❡❛❢t❡r t❤❡ tr❛❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞

Zyit = a0 + a1Tit + a2Tit−1 + a3Tit−2 + a4Tit−3 + a5γit + a6µit + ǫit ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ i ✐s ❛ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr②✱ t ✐s t✐♠❡ ❛♥❞ ǫit ✐s t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠✳ γit ❛♥❞
µit ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ r❡❝✐♣✐❡♥ts✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳

❚✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡
●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
tr❛❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❘❍❙ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ♠✐❣❤t ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ ❘❍❙ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s❛②
xi✱ ✐♥ ❊q✳ (3.20) ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠✱ ǫit❀ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ xi
✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✏❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✑ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❖▲❙✮
♠❡t❤♦❞ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡
✭✷✵✵✷✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤r❡❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧② ♦♠✐tt❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✐♠✉❧t❛♥❡✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✳

❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ❜✐❛s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ■ ✉s❡
✭r❡❝✐♣✐❡♥t✮ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ✭❘❈❋❊s✮✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ tr❛❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✭❇❛✐❡r ❛♥❞ ❇❡r❣str❛♥❞✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✼✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡s❡ ❞✉♠♠✐❡s ❝❛♣t✉r❡ ✜①❡❞
❛♥❞ ✏str✉❝t✉r❛❧✑ ❢❛❝t♦rs❀ t❤❛t ✐s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡
✭❡✳❣✳ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡
✭❡✳❣✳ ❢❛❝t♦r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✮ ✭▲✐✉ ❛♥❞ ❖r♥❡❧❛s✱ ✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r
✉♥♦❜s❡r✈❡❞ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss ✭r❡❝✐♣✐❡♥t✮ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❋♦st❡r
❛♥❞ ❙t❡❤r❡r✱ ✷✵✶✶❀ ❍❡❛❞✱ ▼❛②❡r ❛♥❞ ❘✐❡s✱ ✷✵✶✵✮✳

❚❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡ ✐s ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞✳
❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s r❡✈❡rs❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐ss✉❡✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥
t❤❡ ❛✐❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❧❛❣ ❛✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡
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❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ❛✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ❧❛❣❣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣♦♦❞
✐♥str✉♠❡♥ts ❢♦r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❡❣r❡ss♦rs ✭❆♥❞❡rs♦♥✱ ✶✾✼✾✱ ♣✳ ✶✶✶❀ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱
✷✵✵✵✱ ♣✳ ✺✶✼✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ②❡❛r ❧❛❣❣❡❞ ❛✐❞ s❡r✈❡s ❛s ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r Tij✱
✇❤✐❧❡ t✇♦ ②❡❛r ❧❛❣❣❡❞ ❛✐❞ s❡r✈❡s ❢♦r Tit−1 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❚♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t✐♠❡ ❡✛❡❝ts✱ ②❡❛r ❞✉♠♠✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦❧♦♥✐❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞✉♠♠✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠✐ss✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❞♦♥♦r✲r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr②
♣❛✐r✳

P❛♥❡❧ ❉❛t❛ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❚❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✵✲✷✵✶✶ ❛♥❞ ✸✷ ❆❈P
❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✐❞ ❢r♦♠ ❋r❛♥❝❡✳✶✵ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞②❛❞ ✭❝♦✉♥tr② ♣❛✐r✮ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡
❞♦♥♦r ❝♦✉♥tr② ✭❋r❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ❛♥ ❆❈P r❡❝✐♣✐❡♥t✳

❋♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❖✣❝✐❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❆ss✐st❛♥❝❡ ✭❖❉❆✮
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦✣❝✐❛❧ ❛❣❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❆ss✐st❛♥❝❡
❈♦♠♠✐tt❡❡ ✭❉❆❈✮ t♦ ❢♦st❡r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ r❡❝✐♣✐❡♥t
❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✳ ❚❤❡ tr❛❞❡ ❞❛t❛ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❯◆❈❚❆❉ ❞❛t❛❜❛s❡
✭✷✵✶✷✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❉P❡ ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ P❡♥♥
❲♦r❧❞ ❚❛❜❧❡ ✭P❲❚ ✽✳✵✮❀ ●❉P❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✷✵✵✺ ❯✳❙✳ ❞♦❧❧❛rs✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛✐❡r ❛♥❞ ❇❡r❣str❛♥❞✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣♦rt❡r ✭❤❡r❡✱ ❋r❛♥❝❡✮ ●❉P
❞❡✢❛t♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❢♦r t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❛♥❛❧②s✐s❀ ■ ❛❧s♦ ❛♣♣❧②
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❛✐❞ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❝♦♥st❛♥t ❯❙ ✩ ✷✵✵✺✳ ❋r❛♥❝❡
●❉P ❞❡✢❛t♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs ✭❲❉■✮
♦♥❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛r② ❛❝r♦ss ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ■ ✉s❡ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣ ✐♥ ❛❧❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❛❜❧❡
✸✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❛t❛ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s✳✶✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❱❛r✐❛❜❧❡s ◆ ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ▼✐♥ ▼❛①

❧♥ ❡①♣♦rts ✶✵✷✹ ✷✹✳✾✾✻ ✶✳✺✾✺ ✷✵✳✽✾✹ ✷✽✳✽✾✸

❧♥ ❆✐❞ ✶✵✷✷ ✶✻✳✼✹✺ ✶✳✼✾✾ ✶✵✳✵✺✷ ✷✶✳✹✵✾

❧♥ ●❉P❡ ❝❛♣ ✶✵✷✹ ✼✳✶✵✼ ✵✳✻✾✾ ✷✳✼✶✺ ✾✳✻✵✾

❧♥ ♣♦♣ ✶✵✷✹ ✶✺✳✷✻✸ ✶✳✺✵✸ ✶✶✳✺✶✺ ✶✽✳✾✵✸

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts ❜❛s✐❝ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✵❩✐♠❜❛❜✇❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥tr② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❛t❛ ✐♥ ✶✾✾✼ ❛♥❞ ✶✾✾✽✳
✶✶P❛♥❡❧ t❛r✐✛ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s❀ ✉s✐♥❣ t❤✐s

✈❛r✐❛❜❧❡ ✇♦✉❧❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳

✶✶✶



✸✳✸✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣②

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❜❛s✐❝
♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ♦r ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ tr❛❞❡✳ ❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❞✉♠♠② ❞❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠
❍❡❛❞✱ ▼❛②❡r ❛♥❞ ❘✐❡s ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞✉♠♠② ✐s t❛❦❡♥
❢r♦♠ ❙❛♥t♦s ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❚❡♥r❡②r♦ ✭✷✵✵✻✮❀ ❢♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡✐r
s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❊♥❝②❝❧♦♣é❞✐❡ ▲❛r♦✉ss❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡
❞❛t❛✳ ❇♦t❤ ❞✉♠♠✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❤✐❣❤
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✸✳✸ ❜❡❧♦✇✮✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

❧♥ ❡①♣♦rts ❧♥ ❆✐❞ ❧♥ ●❉P❡ ❝❛♣ ❧♥ ♣♦♣ ❝♦❧♦♥② ❧❛♥❣✉❛❣❡
❧♥ ❡①♣♦rts ✶✳✵✵✵

❧♥ ❆✐❞ ✵✳✻✹✷ ✶✳✵✵✵

❧♥ ●❉P❡ ❝❛♣ ✵✳✵✻✷ ✲✵✳✶✵✹ ✶✳✵✵✵

❧♥ ♣♦♣ ✵✳✻✶✼ ✵✳✸✻✶ ✲✵✳✷✸✻ ✶✳✵✵✵

❝♦❧♦♥② ✵✳✺✼✼ ✵✳✼✶✹ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✼✹ ✶✳✵✵✵
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✵✳✺✷✺ ✵✳✼✵✷ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✾✸ ✵✳✾✸✾ ✶✳✵✵✵

■ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✜①❡❞ ✭❋❊✮ ❛♥❞
t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✭❘❊✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❘❊ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦r ❝♦❧♦♥②
❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡s❡ ❞✉♠♠✐❡s ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦✈❡rs ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✸✷ ②❡❛rs✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ t❡st ❢♦r
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ t❡st ❢♦r s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✐♥ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✐❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❇❛❧t❛❣✐ ✭✷✵✵✽✮
♥♦t❡s t❤❛t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐ss✉❡ ✐♥ ♣❛♥❡❧s ✇✐t❤ ❧♦♥❣
t✐♠❡ s❡r✐❡s ✭♦✈❡r ✷✵✲✸✵ ②❡❛rs✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ P❡s❛r❛♥✬s t❡st ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❲❛❧❞✬s t❡st ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
❚♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ■ r✉♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❧✉st❡r❡❞ r♦❜✉st
st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❍♦❡❝❤❧❡✱ ✷✵✵✼ ✭t❛❜❧❡ ✶✳ ♣✳ ✷✽✺✮✳

❘❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts✳ ❈♦❧✉♠♥ ✭✶✮
r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st
❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ LnAidt−1 ✐s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛✐❞ ❛♥❞
LnAidt−2 ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❧❛❣❣❡❞ ❛✐❞✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t ♦♥❧② LnAidt−2 ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡
✺ ✪ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ LnAidt−1✳

✶✶✷
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❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❛st ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✐❞ ♣r♦♠♦t❡s ♠♦r❡ ❞♦♥♦rs✬ ❡①♣♦rts
t❤❛♥ ❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✐❞✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♣t✉r✐♥❣ r❡❝✐♣✐❡♥t ❡♥❞♦✇♠❡♥ts
❤❛✈❡ t❤❡ str♦♥❣❡st ❡✛❡❝t ♦♥ tr❛❞❡ ✿ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ LnGDP capACP ❛♥❞
Ln popACP ❛r❡ ✽ t♦ ✾ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ LnAidt−2 ❛♥❞ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛t t❤❡ ✶ ✪ ❧❡✈❡❧✳

❈♦❧✉♠♥ ✭✷✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛❣❣❡❞ ❛✐❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ LnAidt−1 ❛♥❞ LnAidt−3 ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❧❛t❡r ❡♥t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ✇r♦♥❣ s✐❣♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ LnAidt−2 ❛♥❞
LnAidt−4 ❛r❡ ❜♦t❤ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶ ✪ ❛♥❞ t❤❡ ✺ ✪ ❧❡✈❡❧
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♠♦♥❣ ❛✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
LnGDP capACP ❜❡❤❛✈❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ Ln popACP ✐s st✐❧❧
♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❧❧ ❛✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❡✛❡❝t ♦♥ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts❀ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛s t♦
✇❤② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✐❞ ❣✐✈❡♥ ❛t t− 1 ❛♥❞ t− 3 ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥
tr❛❞❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❛t t − 2 ❛♥❞ t − 4 ❞♦❡s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ■ r✉♥
t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❧❛❣❣❡❞ ❛✐❞ ❛t ♦❞❞ ♣❡r✐♦❞s✱
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❛❣❣❡❞ ❛✐❞ ❛t ❡✈❡♥ ♣❡r✐♦❞s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ✸ ❛♥❞ ✹✳

❈♦❧✉♠♥ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ♥❡✐t❤❡r LnAidt−1 ♥♦r LnAidt−3 ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡✛❡❝t ♦♥ tr❛❞❡✳ LnGDP capACP r❡♠❛✐♥s ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶ ✪ ❧❡✈❡❧✱
✇❤✐❧❡ Ln popACP ❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❣❛✐♥ ❛t t❤❡ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥
✹✱ ♦♥❧② LnAidt−2 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧st LnAidt−4 ✐s ♥♦t✳
❍❡r❡✱ ❜♦t❤ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶ ✪ ❧❡✈❡❧✱
❛s ❞♦❡s t❤❡ ✭❝♦♠♠♦♥✮ language ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡
❧❛t❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❢r❡♥❝❤ ❡①♣♦rts t♦ ❆❈P
❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
language ❛♥❞ colony ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✶✱ s♦ t❤❛t t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣❡r s❡✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② LnAidt−2 ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
s✉♣♣♦rts t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s H1 ❛♥❞ H2 ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ❧❛❣❣❡❞ ♦♥❡
♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts✱ ✇❤✐❧❡ ❢✉rt❤❡r ❧❛❣❣❡❞
❛✐❞ ❤❛s ♥♦ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ❞♦♥♦r ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤✐s ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❞❡❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t✐♠❡✳

❈♦❧✉♠♥ ✭✺✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❤❡r❡ LnAidt−2 ✐s t❤❡ ♦♥❧②
❛✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❀
LnGDP capACP ❛♥❞ Ln popACP ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶ ✪ ❧❡✈❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❛✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡✈❡❛❧ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②
❛✛❡❝ts ❢r❡♥❝❤ ❡①♣♦rts t♦ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s❀ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ s❛✈❡
s♣❛❝❡✳

✶✶✸
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❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦❧✉♠♥ ✭✻✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❤❡r❡ language ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② colony✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ str♦♥❣❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶ ✪✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ LnAidt−1 ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❢r❡♥❝❤ ❡①♣♦rts❀
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ LnAidt−2 ❛♥❞ LnAidt−4 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ■ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❛✐❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s LnAidt−2 + LnAidt−4✳ ■ts ❡✛❡❝t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧❀ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✐❞
❣✐✈❡♥ ❛t t+ 3 ✐s ❛❞❞❡❞✳

❚❤❡ ❋r❛♥❝❡✲❆❈P ❝❛s❡ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦rt✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t
♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ❛s ✐t ❧❛sts ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s
❜❡②♦♥❞✳

✶✶✹
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❚❛❜❧❡ ✸✳✹✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡✿ ▲◆ ✭❋r❛♥❝❡ ❊①♣♦rts t♦ ❆❈P✮✱ ✶✾✽✵✲✷✵✶✶✳

■♥❞✳ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✶✮ ❋❊ ✭✷✮ ❋❊ ✭✸✮ ❋❊ ✭✹✮ ❘❊ ✭✺✮ ❋❊ ✭✻✮ ❘❊

LnAidt−1 ✵✳✵✹✼ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✽✷ ✵✳✵✹✺

✭✵✳✵✹✻✮ ✭✵✳✵✸✾✮ ✭✵✳✵✹✾✮ ✭✵✳✵✹✸✮

LnAidt−2 ✵✳✵✻✹✯✯ ✵✳✵✼✷ ✯✯✯ ✵✳✵✼✾✯ ✵✳✵✽✾✯

✭✵✳✵✷✼✮ ✭✵✳✵✷✶✮ ✭✵✳✵✹✸✮ ✭✵✳✵✹✽✮

LnAidt−3 ✲✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸✽

✭✵✳✵✷✾✮ ✭✵✳✵✸✶✮

LnAidt−4 ✵✳✵✹✾✯ ✵✳✵✹✶

✭✵✳✵✷✼✮ ✭✵✳✵✸✷✮

LnAidt−2 + LnAidt−4 ✵✳✵✹✻✯

✭✵✳✵✷✹✮

LnGDPcapACP ✵✳✻✵✶ ✯✯✯ ✵✳✺✹✺ ✯✯✯ ✵✳✺✼✷✯✯✯ ✵✳✺✹✷✯✯✯ ✵✳✻✵✸✯✯✯ ✵✳✺✸✻✯✯✯

✭✵✳✵✼✹✮ ✭✵✳✵✼✺✮ ✭✵✳✵✻✷✮ ✭✵✳✵✻✾✮ ✭✵✳✵✼✶✮ ✭✵✳✵✼✶✮

LnpopACP ✵✳✺✵✻✯✯✯ ✵✳✹✷✾ ✵✳✸✸✾✯ ✵✳✺✼✾✯✯✯ ✵✳✺✵✷✯✯✯ ✵✳✺✾✵✯✯✯

✭✵✳✶✻✼✮ ✭✵✳✺✶✹✮ ✭✵✳✶✽✶✮ ✭✵✳✶✹✶✮ ✭✵✳✶✻✸✮ ✭✵✳✶✶✻✮

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ✶✳✸✹✼✯✯✯

✭✵✳✷✹✷✮

❈♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✶✳✷✵✹✯✯✯

✭✵✳✷✾✹✮

❈♦♥st❛♥t ✶✶✳✺✵✶✯✯✯ ✶✷✳✹✻✻✯✯✯ ✶✸✳✼✷✸✯✯✯ ✾✳✼✸✵✯✯✯ ✶✶✳✾✻✷✯✯✯ ✾✳✸✷✻ ✯✯✯

✭✸✳✻✺✷✮ ✭✽✳✺✶✷✮ ✭✸✳✼✻✵✮ ✭✷✳✻✹✻✮ ✭✸✳✷✽✺✮ ✭✷✳✹✹✺✮

❚✐♠❡ ❡✛❡❝ts ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s ❨❡s

❘❡❝✐♣✐❡♥t ❋✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ❨❡s ❨❡s ❨❡s ◆♦ ❨❡s ◆♦

❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✺✸✾✶ ✵✳✺✺✶✽ ✵✳✺✷✻✽ ✵✳✻✻✼✹ ✵✳✺✶✸✽ ✵✳✼✶✼✷

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭◆✮ ✾✺✼ ✽✾✶ ✾✷✹ ✽✾✷ ✾✺✽ ✽✾✶

❆■❈ ✶✷✻✶✳✷✼✻ ✶✶✷✾✳✷✶ ✶✶✽✼✳✺✽✾ ✶✷✻✻✳✼✸✶

❇■❈ ✶✹✶✷✳✵✺✸ ✶✷✼✼✳✼✼✷ ✶✷✵✻✳✾✵✹ ✶✹✶✼✳✺✹✶

◆♦t❡✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t②✲r♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✳ ❙✉♣❡rs❝r✐♣ts ✯✯✯✱ ✯✯ ❛♥❞ ✯ ✐♥❞✐❝❛t❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✶✱ ✺ ❛♥❞ ✶✵ ✪ ❧❡✈❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✶✺



✸✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣♦r❛r② ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞
✐♥ ❛ t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ✇❤✐❝❤ ❛ ❞♦♥♦r ✐s
❜❡tt❡r ♦✛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ✇♦rs❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
tr❛♥s❢❡r ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t
❡①♣♦rt ❣♦♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✐ts ❡①♣♦rt ❣♦♦❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
s✉❣❣❡sts t❤❛t ❣✐✈✐♥❣ ❛✐❞ ✐s ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞♦♥♦r ✐❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t
❝♦✉♥tr② ❡①❤✐❜✐t ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rt ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐❢ t❤❡
r❡❝✐♣✐❡♥t ❣r♦✇s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞♦♥♦r✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s
t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ tr❛♥s❢❡r ♣✉s❤❡s ❛ ❢❛st✲❣r♦✇✐♥❣ r❡❝✐♣✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✉♠❡
♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rt ❣♦♦❞✳ ■❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❡✛❡❝t ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❤❛❜✐ts✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ ❞♦♥♦r ❧♦♦s❡s ❢r♦♠ ❣✐✈✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❣❛✐♥s✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛✐❞ ❛♥❞ tr❛❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
tr❛♥s❢❡r ✐s ❡①♣♦rt✲♣r♦♠♦t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞♦♥♦r✱ ❜✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r
t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳

❚❡st✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❋r❛♥❝❡✲❆❈P ❞❛t❛ ♦✈❡r ❛ ✸✵ ②❡❛r ♣❡r✐♦❞✱ ■ ✜♥❞
t❤❛t ♦♥❧② ❧❛❣❣❡❞ ♦♥❡ ❛✐❞ st✐♠✉❧❛t❡s ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❤❛❜✐t
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❞♦♥♦r ♥❡❡❞s t♦ ♠❛❦❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
tr❛♥s❢❡rs t♦ s✉st❛✐♥ ✐ts ❡①♣♦rts✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡
❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ s❡❡ ❤♦✇ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❘✐❝❛r❞♦✲✈✐♥❡r
♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦t❤❡r ❉❆❈ ❞♦♥♦rs ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ❛✐❞ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✶✶✻



✸✳✺✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

✸✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳ ❧✐st ♦❢ ❆❈P ✭r❡❝✐♣✐❡♥t✮ ❝♦✉♥tr✐❡s

✶✳ ❇❡♥✐♥ ✶✼✳ ❑❡♥②❛

✷✳ ❇✉r❦✐♥❛ ❋❛s♦ ✶✽✳ ▲✐❜❡r✐❛

✸✳ ❇✉r✉♥❞✐ ✶✾✳ ▼❛❞❛❣❛s❝❛r

✹✳ ❈❛♠❡r♦♦♥ ✷✵✳ ▼❛❧✐

✺✳ ❈❛♣❡ ❱❡r❞❡ ✷✶✳ ▼❛✉r✐t❛♥✐❛

✻✳ ❈❡♥tr❛❧ ❆❢r✐❝❛♥ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ✷✷✳ ▼♦③❛♠❜✐q✉❡

✼✳ ❈❤❛❞ ✷✸✳ ◆✐❣❡r

✽✳ ❈♦♠♦r♦s ✷✹✳ ◆✐❣❡r✐❛

✾✳ ❈♦♥❣♦ ✷✺✳ ❘✇❛♥❞❛

✶✵✳ ❈ôt❡ ❞✬■✈♦✐r❡ ✷✻✳ ❙❛♦ ❚♦♠❡ ❛♥❞ Pr✐♥❝✐♣❡

✶✶✳ ❉❥✐❜♦✉t✐ ✷✼✳ ❙❡♥❡❣❛❧

✶✷✳ ❊q✉❛t♦r✐❛❧ ●✉✐♥❡❛ ✷✽✳ ❙✐❡rr❛ ▲❡♦♥❡

✶✸✳ ●❛♠❜✐❛ ✷✾✳ ❙✉❞❛♥

✶✹✳ ●❤❛♥❛ ✸✵✳ ❙✉r✐♥❛♠❡

✶✺✳ ●✉✐♥❡❛ ✸✶✳ ❩❛♠❜✐❛

✶✻✳ ●✉✐♥❡❛✲❇✐ss❛✉ ✸✷✳ ❩✐♠❜❛❜✇❡

✯ ❚❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s r❡✈❡✐✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✐❞ ❡❛❝❤ ②❡❛r ❜❡t✇❡❡♥

✶✾✽✵ ❛♥❞ ✷✵✶✶✳

❇✳ ❉❛t❛ s♦✉r❝❡s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❉❛t❛ s♦✉r❝❡

◆❡t ❛✐❞ ❢r♦♠ ✶✺✲ ❊❯ ❉❆❈ ♠❡♠❜❡r ❲♦r❧❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs ✭❲❉■✱ ✷✵✶✹✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝❝❡ss

❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ ❖❊❈❉ ❛t ❤tt♣✿✴✴❞❛t❛✳✇♦r❧❞❜❛♥❦✳♦r❣✴✐♥❞✐❝❛t♦r

❈♦❧♦♥✐❛❧ t✐❡s ❚❛❜❧❡ ❆✳✹ ♦❢ ❍❡❛❞✱ ▼❛②❡r ❛♥❞ ❘✐❡s ✭✷✵✶✵✮

❈♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ♦❢ ❙❛♥t♦s ❙✐❧✈❛ ❛♥❞ ❚❡♥r❡②r♦ ✭✷✵✵✻✮

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊♥❝②❝❧♦♣é❞✐❡ ▲❛r♦✉ss❡✱ ♦♥❧✐♥❡

❋r❛♥❝❡ ●❉P ❞❡✢❛t♦r ❲❉■ ✭✷✵✶✹✮✱ ❛t ❤tt♣✿✴✴❞❛t❛✳✇♦r❧❞❜❛♥❦✳♦r❣✴✐♥❞✐❝❛t♦r

●❉P❊ P❲❚✽✳✵❀ ❋❡❡♥str❛✱ ❘✳❈✳✱ ■♥❦❧❛❛r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r✱ ▼✳ P✳ ✭✷✵✶✸✮

■♠♣♦rts ❯◆❈❚❆❉❙❚❆❚ ✭✷✵✶✹✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❝❝❡ss ❛t ❤tt♣✿✴✴✉♥❝t❛❞st❛t✳✉♥❝t❛❞✳♦r❣

P♦♣✉❧❛t✐♦♥ P❲❚✽✳✵❀ ❋❡❡♥str❛✱ ❘✳❈✳✱ ■♥❦❧❛❛r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r✱ ▼✳ P✳ ✭✷✵✶✸✮
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●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▼❛✐♥ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❡ss❛②s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛✐♠ ❛t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
tr❛❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆❢r✐❝❛♥✱ ❈❛r✐❜❜❡❛♥ ❛♥❞ P❛❝✐✜❝
✭❆❈P✮ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡✐r ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② t❛❝❦❧❡ r❡❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✭❊❯✮ ✐s st✐❧❧
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❢♦r t❤❡ ❆❈P st❛t❡s ✕ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r t❤❡✐r
❡①♣♦rts ✭❛❜♦✉t ✷✸ ✪✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❤❛s ❧♦st ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡
❇❘■❈ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣❧② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s r❛✐s❡❞
❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢
❆s✐❛ ♦r ❙♦✉t❤ ❆♠❡r✐❝❛ ✕ t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✱ ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛r❦❡ts ✐♥ ❛
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✭❊P❆s✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡
❢❡❛r t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❞❡✲✐♥❞✉str✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r♦❞✉❝ts t❡♥❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡
❧♦❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ❆❈P ♠❛r❦❡ts ❛❢t❡r tr❛❞❡ ✐s ❧✐❜❡r❛❧✐③❡❞✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❣✉❡ ❢♦r ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❛❧ t❡①ts ♦❢ ❊P❆s
♦♥ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛ss✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❯ t♦ ❛❞❞r❡ss s✉♣♣❧②✲
s✐❞❡ r✐❣✐❞✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❜② s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❡①♣♦rt ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❊P❆s ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❜✉t ❛❧s♦ ❛ tr❛❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤ ❛✐❞ ❞✐s❜✉rs❡♠❡♥t s❤♦✉❧❞
♣r❡❝❡❞❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ r❡❢♦r♠s ❜② ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❧❛② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✕ ♦❢ ✉♣ ✷✺ ②❡❛rs✱ t❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛✐❞
❛♥❞ r❡❢♦r♠s ❣✐✈❡s ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s t✐♠❡ t♦ ❛❞❥✉st ❛♥❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❢r❡❡
tr❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❯✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝ts t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
♠❛r❦❡t ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✺✵ ②❡❛rs✱ ❆❈P ❤❛s ♥♦t ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ t❤❡✐r ❡①♣♦rts❀
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡✐r s❤❛r❡ ♦❢ ❊❯ tr❛❞❡ ❤❛s ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧② ❞❡❝❧✐♥❡❞✱ ✉♥❧✐❦❡
♦t❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ s✉❝❤ ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡✳ ❚❤❡
❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ r❡s✉❧t ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❊P❆s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❢♦r♠
t♦ t❤❡ ❲❚❖ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊P❆s ✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ♠♦r❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❡①♣♦rt❡rs
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❆❈P ♠❛r❦❡ts t❤❛♥ ❆❈P ❡①♣♦rt❡rs

✶✶✾



●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❛s ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ♦♣❡♥✳ ▼✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣
❊✉r♦♣❡❛♥ ❡①♣♦rts ✐♥ t❤❡ t✐♥② ❆❈P ♠❛r❦❡ts✱ ❊P❆s ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥str✉♠❡♥ts
♦❢ ❛ ✏r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐♣❧♦♠❛❝②✑ ✇❤♦s❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ s❡❝✉r❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❛✇
♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❡①♣♦rt r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❢❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs s✉❝❤ ❛s
❇❘■❈ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s t❤❡ ❊❯ ✇❛♥ts t♦
❝♦♥❝❧✉❞❡ ❊P❆s ✇✐t❤ ❆❈P st❛t❡s✳

❚❤❡s❡ r❡❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❤❛✈❡ ❢✉❡❧❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆❈P✲❊❯ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s
✐♠♣♦s❡❞ ❤✐❣❤ t❛r✐✛s ✇❤✐❧❡ ❡♥❥♦②✐♥❣ ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
♠❛r❦❡ts✱ t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ■ ✉s❡ ❛ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❑❡♥♥❛♥ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥ ✭✶✾✽✽✱ ❑❘✮ ✇✐t❤ ❙t♦♥❡✲
●❡❛r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱
✇❤❡r❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧s ✉♥❞❡r ◆❛s❤ t❛r✐✛s ❛♥❞ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ▼② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
❛❧✇❛②s ❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡ t❤❛♥ tr❛❞❡ ✇❛r ❢♦r ❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
❡♥❞♦✇♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡ ✇❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s
❢r❡❡ tr❛❞❡ ✇❤❡♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t s✐③❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳

■ ❣♦ ❛ ✜rst ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ ❑❘ ✭✶✾✽✽✮ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧
t❛r✐✛ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇❡❧❢❛r❡❀ ■ ✜♥❞ t❤❛t ❢r❡❡ tr❛❞❡
✐s t❤❡ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②
❡♥♦✉❣❤✱ ■ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❛r✐✛✲
s✉❜s✐❞② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛ t❛r✐✛
❛❣❛✐♥st ✐ts ✐♠♣♦rts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr②✮ s✉❜s✐❞✐❡s ✐ts ✐♠♣♦rts
✇❤❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❡❥❡❝t❡❞
❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t
▲♦♠é ✴ ❈♦t♦♥♦✉✲t②♣❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞❧②
❜❡tt❡r ❢♦r ❛❧❧✳

❨❡t✱ ❝♦♥❝❡r♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛❜♦✉t ❆❈P ❝❛♣❛❝✐t✐❡s s✉❣❣❡st t❤❛t s♦♠❡
❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r ❢r❡❡ tr❛❞❡✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s
t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋❚❆✮ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭❝❤❛♣t❡r ✷✮✳ ■ ✜♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦r ❞❡♠❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡
❝♦✉♥tr② ♦r t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❞❡♠❛♥❞✮ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ✭t❤❡
s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ♦r t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞❡♠❛♥❞✮ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❛s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐❢ t❤❡ ❋❚❆
✐s t♦ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s✉♣♣❧②
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ◆♦rt❤ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♦✉t❤✱ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s s✉♣♣❧②✲
s✐❞❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❙❈s✮ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s
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♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ◆♦rt❤ t♦ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❚❡st✐♥❣ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆❈P✲❊❯
❞❛t❛✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊P❆ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜② ❞♦♥♦rs✳
❚❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣ s✉♣♣♦rts t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s
❢❛❝✐♥❣ s✉♣♣❧② r✐❣✐❞✐t✐❡s r❡❝❡✐✈❡ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡
❧♦ss r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s✐❣♥✐♥❣ ❛ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❇❡s✐❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rs✱ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣
tr❛❞❡ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦♠♦t❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❡①♣♦rts
t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛❜✐ts✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥ts ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ■ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❛❜✐ts ✐♥ ❛
t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ✇✐t❤ t❡♠♣♦r❛r② ❛✐❞✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡①♣♦rt ❣♦♦❞ ❛r❡ str♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥
❞♦♥♦r✬s ✭❙♦✉t❤❡r♥ r❡❝✐♣✐❡♥t✬s✮ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ♠✐❣❤t ♥♦ ❜❡
str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
✐♥ t❤❡ ✜rst✲♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡st ♦♥ ❋r❛♥❝❡✲❆❈P ❞❛t❛ ♦✈❡r ❛ ✹✵ ②❡❛r
♣❡r✐♦❞ s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❧② ❧❛❣❣❡❞ ♦♥❡ ❛✐❞ st✐♠✉❧❛t❡s ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts✱ s✉❣❣❡st✐♥❣
t❤❛t ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s❤♦rt✲❧✐✈❡❞❀ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❞♦♥♦r ♥❡❡❞s t♦
♠❛❦❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡rs t♦ ♣r♦♠♦t❡ ✐ts ❡①♣♦rts✳

❉✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❋✉rt❤❡r ❘❡s❡❛r❝❤

■ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ♠② ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡

♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇❡❧❢❛r❡❀ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
❛ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠ t❤❡
s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ❙②r♦♣♦✉❧♦s ✭✷✵✵✷✮✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ 2× 2× 2 ❍❡❝❦s❝❤❡r✲❖❤❧✐♥ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ✉s❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❝❛♣✐t❛❧ ♦r ❧❛❜♦✉r✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❤♦❧❞ ✐♥ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❍❡❝❦s❝❤❡r✲❖❤❧✐♥
❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦rs tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧
s❡tt✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ ❛ t❤✐r❞
❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐♥❣ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❆s
✇✐t❤ ❆❈P ♣❛rt♥❡rs ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊❯✬s ✏r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧
❞✐♣❧♦♠❛❝②✑ ✐♥ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ❇❘■❈ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❤r❡❡✲❝♦✉♥tr② t❤r❡❡✲❣♦♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❙♦✉t❤ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s s✉♣♣❧② r✐❣✐❞✐t✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❣♦♦❞s ❡①♣♦rt t♦ t❤❡ ◆♦rt❤
❛♥❞ t♦ t❤❡ ❊❛st t❤❛t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rts t❤❛♥ t❤❡
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◆♦rt❤✳ ❱❛r✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦s ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊❛st
❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ s✐❣♥ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❙♦✉t❤ s✐❣♥s ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿
✜rst✱ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦t❤❡r ❞♦♥♦rs ❛♥❞ r❡❝✐♣✐❡♥ts❀
s❡❝♦♥❞✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✉♠♠✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦t❤❡r
❋❚❆s ♦♥ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ 2 × 2 ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤
♠❛r❦❡ts✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② ♠❛r❦❡ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❙♦✉t❤❡r♥
❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♣s♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❡✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ st✉❞② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
✐♥❞✉str② t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ◆♦rt❤✬s ❡①♣♦rt ❣♦♦❞ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛ ♠♦♥♦♣s♦♥✐st✐❝ ✐♥❞✉str② ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ❡①♣♦rt ❣♦♦❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡
❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❙♦✉t❤✬s ✇❡❧❢❛r❡ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs✳
■♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡tt❡r r❡✢❡❝t t❤❡ r❡❛❧✐t② ♦❢ ❙♦✉t❤❡r♥ ❝♦✉♥tr✐❡s
✇❤♦ tr❛❞❡ t❤❡✐r r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ■ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡
✐♥ ❛ ♣✉r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❛t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❞♦♥♦r ❛❧✇❛②s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s
❛♥ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❧♦ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞
❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♣❡r✐♦❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
str♦♥❣ ❤❛❜✐ts✳ ❆ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞
tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❤❛❜✐t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♥♦r ❡①♣♦rts
❤❛s ♠✉❝❤ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❜❡ str♦♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝♦✉♥tr② ✐s ❛ ❢❛st✲❣r♦✇✐♥❣
❡❝♦♥♦♠②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡st✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❛❜✐ts ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❋r❡♥❝❤
❝❛s❡ ✇✐t❤ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ♦r ✐❢ ✐t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤♦❧❞s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞♦♥♦rs ❛♥❞ ❢♦r
r❡❝✐♣✐❡♥ts ♦t❤❡r t❤❛♥ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✳
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❆❧❡s✐♥❛✱ ❆✳ ❛♥❞ ❉♦❧❧❛r✱ ❉✳✱ ✭✷✵✵✵✮✳ ✏❲❤♦ ❣✐✈❡s ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞ t♦ ✇❤♦♠ ❛♥❞
✇❤②❄✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●r♦✇t❤ ✺✱ ✸✸✕✻✸✳

❆❧✐✱ ❆✳ ❛♥❞ ■ss❡✱ ❍✳ ❙✳✱ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏❆♥ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❋♦r❡✐❣♥ ❆✐❞✿ ❆ P❛♥❡❧ ❆♣♣r♦❛❝❤✑✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤ ✶✷✱ ✷✹✶✕✷✺✵✳

❆♥❞❡rs♦♥✱ ❑✳✱ ▼❛rt✐♥✱❲✳ ❏✳ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡r ▼❡♥s❜r✉❣❣❤❡✱ ❉✳ ✭✷✵✵✺✮ ✏●❧♦❜❛❧
■♠♣❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❉♦❤❛ ❙❝❡♥❛r✐♦s ♦♥ P♦✈❡rt②✬✱ ✐♥ ❚✳ ❲✳ ❍❡rt❡❧ ✫ ▲✳
❆✳ ❲✐♥t❡rs✱ P✉tt✐♥❣ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❇❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❉♦❤❛ ❆❣❡♥❞❛✿
P♦✈❡rt② ■♠♣❛❝ts ♦❢ ❛ ❚❲❖ ❆❣r❡❡♠❡♥t✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✿❲♦r❧❞
❇❛♥❦✳

❆♥trás✱ P✳ ❛♥❞ ✐ ▼✐q✉❡❧ ●✳ P✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❋♦r❡✐❣♥ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✑✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✹ ✭✷✮✱ ✶✸✺✲✶✹✽✳

❇❛❝❝✐♥✐✱ ▲✳ ❛♥❞ ❯r♣❡❧❛✐♥❡♥✱ ❏✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏❙tr❛t❡❣✐❝ ❙✐❞❡ P❛②♠❡♥ts✿
Pr❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❚r❛❞✐♥❣ ❆❣r❡❡♠❡♥ts✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡❢♦r♠✱ ❛♥❞
❋♦r❡✐❣♥ ❆✐❞✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝s✱ ✼✹ ✭✵✹✮✱ ✾✸✷✲✾✹✾✳

❇❛❣✇❡❧❧ ❑✳ ❛♥❞ ❙t❛✐❣❡r✱ ❘✳❲✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ✏❘❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞✐♥❣ s②st❡♠✱✑
❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✼ ✭✷✮✱ ✷✽✶✲✸✷✺✳

❇❛❣✇❡❧❧ ❑✳ ❛♥❞ ❙t❛✐❣❡r✱ ❘✳❲✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ✏❆♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ♦❢ ●❆❚❚✱✑
❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾ ✭✶✮✱ ✷✶✺✲✷✹✽✳

❇❛✐❡r✱ ❙✳ ▲✳ ❛♥❞ ❇❡r❣str❛♥❞✱ ❏✳ ❍✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏❉♦ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts
❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ♠❡♠❜❡rs✬ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡❄✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✼✶ ✭✶✮✱ ✼✷✲✾✺✳

❇❛❧t❛❣✐✱ ❇ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ P❛♥❡❧ ❉❛t❛✱ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✵✽✳
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❇❡❧❛②❤✉♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏❆❞❞r❡ss✐♥❣ ❙✉♣♣❧② ❙✐❞❡ ❈♦♥str❛✐♥ts ✭❙❙❈s✮✿ ❧❡ss♦♥s
❢♦r ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s✱✑ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆❞❞✐s✲❆❜❛❜❛✳ ❆♣r✐❧ ✹✱ ✷✵✵✽✱
❆❞❞✐s✲❆❜❛❜❛✳

❇❡rt❤é❧❡♠② ❏✲❈✳ ❛♥❞ ❚✐❝❤✐t✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ✏❇✐❧❛t❡r❛❧ ❉♦♥♦rs✬ ❆✐❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥
❉❡❝✐s✐♦♥s✑✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✫ ❋✐♥❛♥❝❡✱
✶✸✭✸✮✱ ✷✺✸✲✷✼✹✳

❇❤❛❣✇❛t✐ ❏✳✱ ❇r❡❝❤❡r ❘✳ ❆✳✱ ❍❛tt❛ ❚✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ✏❚❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❚❤❡♦r②
♦❢ ❚r❛♥s❢❡rs ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✿ ❇✐❧❛t❡r❛❧ ❚r❛♥s❢❡rs ✐♥ ❛ ▼✉❧t✐❧❛t❡r❛❧
❲♦r❧❞✑✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✼✸ ✭✹✮✱ ✻✵✻✲✻✶✽✳

❇❤❛❣✇❛t✐✱ ❏✳ ◆✳✱ ❘✳ ❆✳ ❇r❡❝❤❡r✱ ❛♥❞ ❚✳P❧❛tt❛ ✭✶✾✽✺✮✳ ✏❚❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❚❤❡♦r② ♦❢ ❚r❛♥s❢❡rs ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✿ ❊①♦❣❡♥♦✉s ✭P♦❧✐❝②✲✐♠♣♦s❡❞✮
❛♥❞ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ✭❚r❛♥s❢❡r✲✐♥❞✉❝❡❞✮ ❉✐st♦rt✐♦♥s✑✳ ◗✉❛rt❡r❧②
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✵ ✭✸✮✱ ✻✾✼✕✼✶✹✳

❇✐❣st❡♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡t ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❛✐❞❡s✑✱ ❘❡✈✉❡
❞✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✷ ✭ ✷✵✮✱ ✼✼✲✶✵✸✳

❇♦♥❞✱ ❊✳ ❛♥❞ P❛r❦✱ ❏✳✲❍✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✏●r❛❞✉❛❧✐s♠ ✐♥ ❚r❛❞❡ ❆❣r❡❡♠❡♥ts
✇✐t❤ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❈♦✉♥tr✐❡s✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✻✾✱
✸✼✾✲✹✵✻✳

❇♦♦♥❡✱ P✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ✏P♦❧✐t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✑✱
❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✵ ✷✽✾✲✸✷✾✳

❈❛rr♦❧❧ ❈✳ ❉✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ✏❙♦❧✈✐♥❣ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❍❛❜✐ts✳✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✻✽ ✭✶✮✿ ✻✼✕✼✼

❈❤❛✉✛♦✉r✱ ❏✳ P✳ ❛♥❞ ▼❛✉r✱ ❏✳ ❈✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❇❡②♦♥❞ ▼❛r❦❡t ❆❝❝❡ss✑ ✐♥
Pr❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❚r❛❞❡ ❆❣r❡❡♠❡♥t P♦❧✐❝✐❡s ❢♦r ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✿ ❆
❍❛♥❞❜♦♦❦✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❉✳❈✳✿ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✳

❈❤✐♥✱ ❏✳❈✳ ❛♥❞ ●r♦ss♠❛♥✱ ●✳▼✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ✏■♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts
❛♥❞ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ tr❛❞❡✳✑ ■♥ ❘♦♥❛❧❞ ❲✳ ❏♦♥❡s ❛♥❞ ❆♥♥❡ ✵✳
❑r✉❡❣❡r ✭❡❞s✳✮✱ ❚❤❡ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡✿
❊ss❛②s ✐♥ ❍♦♥♦r ♦❢ ❘♦❜❡rt ❊✳ ❇❛❧❞✇✐♥✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❛ss✳✿ ❇❛s✐❧
❇❧❛❝❦✇❡❧❧✱ ✾✵✲✶✵✼✳

❈❤♦♥❣❜✉♥✇❛t❛♥❛✱ ❑✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ✏❚❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❛r✐✛s✿ tr❛❞❡ ✇❛rs✱ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✳✑ P❤❞ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠✳
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❈♦♥❝♦♥✐ P✳ ❛♥❞ P❡rr♦♥✐✱ ❈✳ ✭✷✵✶✸✮✳✏❙♣❡❝✐❛❧ ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❚r❡❛t♠❡♥t
♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❈♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ●❆❚❚✴❲❚❖✑ ✭✇✐t❤ ❈❛r❧♦
P❡rr♦♥✐✮✳ ❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✱ ❲♦r❧❞ ❚r❛❞❡ ❘❡✈✐❡✇✳

❈♦♥❝♦♥✐ P✳ ❛♥❞ P❡rr♦♥✐✱ ❈✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✉s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
tr❛❞❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱✑ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✺ ✭✷✮✱ ✻✶✸✲✻✸✶✳

❉❡❛r❞♦r✛✱ ❆✳❱✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ✏❲❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛t❡♥t ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱✑
❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✺✾ ✭✷✸✸✮✱ ✸✺✕✺✶

❉❡❛r❞♦✛✱ ❆✳❱✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ✏❙❤♦✉❧❞ ♣❛t❡♥t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s❄✑ ❚❤❡ ❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✸✱ ✹✾✼✲✺✵✼✳

❉❡❧ ❇✐♦♥❞♦✱ ❑✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏◆♦r♠s✱ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✿
❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ st❛♥❞❛r❞s ✐♥ ❊❯ r❡❛❝t✐♦♥s t♦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢
❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐♥ s✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✑✱ ❆❢r✐❦❛ ❋♦❝✉s✱ ✷✺
✭✷✮✱ ✷✵✶✷✱ ✶✵✾✲✶✷✵✳

❉❥❛❥✐❝✱ ❙✳✱ ▲❛❤✐r✐✱ ❙✳ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r✱ P✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ✏▲♦❣✐❝ ♦❢ ❆✐❞ ✐♥
❛♥ ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❙❡tt✐♥❣✑✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱
✶✷ ✭✶✮✱ ✶✺✶✕✶✻✶✳

❉❥❛❥✐❝✱ ❙✳✱ ▲❛❤✐r✐✱ ❙✳ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼ø❧❧❡r✱ P✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ✏❚❤❡ ❚r❛♥s❢❡r
Pr♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❚❡r♠s ♦❢ ❚r❛❞❡✑✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷ ✭✶✮✱ ✶✺✶✕✶✻✶✳
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❉♦♥♥❛♥✱ ❙✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✏◆✐❣❡r✐❛✬s ❞♦♠❡st✐❝ ❝♦♥❝❡r♥s ♦✈❡rr✐❞❡ ❡♥t❤✉s✐❛s♠ ❢♦r
❊✉r♦♣❡ ❞❡❛❧✳✑ ▲♦♥❞♦♥✿ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❚✐♠❡s✱ ▼❛② ✹✱ ✷✵✶✹✳

❊❛st❡r❧②✱ ❲✳ ❛♥❞ ❘✳ ▲❡✈✐♥❡ ✭✶✾✾✼✮✳ ✏❆❢r✐❝❛✬s ●r♦✇t❤ ❚r❛❣❡❞②✿ P♦❧✐❝✐❡s
❛♥❞ ❊t❤♥✐❝ ❉✐✈✐s✐♦♥s✑✱ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✷ ✭✹✮✱
✶✷✵✸✲✶✷✺✵✳

❊t❤✐❡r✱ ❲✳ ❏✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ✏❚❤❡ ◆❡✇ ❘❡❣✐♦♥❛❧✐s♠✑✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱
✶✵✽✱✶✶✹✾✲✶✶✻✶✳

❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❚❛❝❦❧✐♥❣ t❤❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❈♦♠♠♦❞✐t②
▼❛r❦❡ts ❛♥❞ ♦♥ ❘❛✇ ▼❛t❡r✐❛❧s✑✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❋r♦♠ ❚❤❡
❈♦♠♠✐ss✐♦♥ t♦ ❚t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❛r❧✐❛♠❡♥t✱ t❤❡ ❈♦✉♥❝✐❧✱ t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡
♦❢ t❤❡ ❘❡❣✐♦♥s✳

✶✷✺



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏❚❤❡ ❘❛✇ ▼❛t❡r✐❛❧s ■♥✐t✐❛t✐✈❡ ✕ ▼❡❡t✐♥❣
❖✉r ❈r✐t✐❝❛❧ ◆❡❡❞s ❢♦r ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❏♦❜s ✐♥ ❊✉r♦♣❡✑✱ ❛
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❛r❧✐❛♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❈♦✉♥❝✐❧✳

❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭✶✾✾✻✮✳ ✏●r❡❡♥ P❛♣❡r ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❆❈P ❝♦✉♥tr✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡✈❡ ♦❢ t❤❡
✷✶st ❝❡♥t✉r②✳ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣✳✑
✭❈❖▼ ✾✻✴✺✼✵ ✜♥❛❧ ♦❢ ✷✾ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✻✮✳ ❛t ❤tt♣✿✴✴❡✉r✲
❧❡①✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✴▲❡①❯r✐❙❡r✈✴▲❡①❯r✐❙❡r✈✳❞♦❄✉r✐❂❈❖▼✿✶✾✾✻✿✵✺✼✵✿❋■◆✿❊◆✿P❉❋

❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❖✣❝❡ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏▼❛✐♥ ■ss✉❡s ✐♥ ❆❢r✐❝❛✲❊❯ ❊P❆
◆❡❣♦t✐❛t✐♦♥✑✱ ❛❝❝❡ss❡❞ ❛t
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛❝♣✲❡✉✲tr❛❞❡✳♦r❣✴❧✐❜r❛r②✴✜❧❡s✴❊❘❖❴❊◆❴✶✾✵✶✵✼❴❊❘❖❴▼❛✐♥✲
✐ss✉❡s✲✐♥✲❆❢r✐❝❛✲❊❯✲❊P❆✲♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥✳♣❞❢

❋❛❧✈❡②✱ ❘✳ ❛♥❞ ❘❡❡❞✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✏❘✉❧❡s ♦❢ ❖r✐❣✐♥ ❛s ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ P♦❧✐❝②
■♥str✉♠❡♥ts✑✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✸ ✭✷✮✱ ✸✾✸✲✹✵✼✳

❋❛rr❡❧❧✱ ❏✳✱ ▼❛s❦✐♥✱ ❊✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ✏❘❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s✳✑
●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✶ ✭✹✮✱ ✸✷✼✕✸✻✵✳

❋❡❡♥str❛✱ ❘✳❈✳✱ ■♥❦❧❛❛r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❚✐♠♠❡r✱ ▼✳ P✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✏❚❤❡ ◆❡①t
●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❡♥♥ ❲♦r❧❞ ❚❛❜❧❡✑ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞
❛t ✇✇✇✳❣❣❞❝✳♥❡t✴♣✇t

❋❡❡♥②✱ ❙✳ ❛♥❞ ▼✐❧❧✐❣r❛♠✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏❲❤❛t ❉❡t❡r♠✐♥❡s ❇✐❧❛t❡r❛❧ ❆✐❞
❆❧❧♦❝❛t✐♦♥s❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❋r♦♠ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❉❛t❛✑✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢
❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷✭✸✮✱ ✺✶✺✕✺✷✾✳

❋❡r♥❛♥❞❡③✱ ❘✳ ✭✶✾✾✼✮✱ ✏❘❡t✉r♥s t♦ ❘❡❣✐♦♥❛❧✐s♠✿ ❆♥ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
◆♦♥tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ●❛✐♥s ❢r♦♠ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡ ❆❣r❡❡♠❡♥ts✑✱ ◆❇❊❘
❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✺✾✼✵✳

❋♦♥t❛❣♥é✱ ▲✳✱ ▲❛❜♦r❞❡✱ ❉✳ ❛♥❞ ▼✐t❛r✐t♦♥♥❛✱ ❈✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❆♥ ■♠♣❛❝t ❙t✉❞②
♦❢ t❤❡ ❊❯✲❆❈P ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛rt♥❡rs❤✐♣ ❆❣r❡❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❙✐①
❆❈P ❘❡❣✐♦♥s✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❢r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❡s✱ ✷✵ ✭✷✮✱ ✶✼✾✲✷✶✻✳

❋♦st❡r✱ ◆✳ ❛♥❞ ❙t❡❤r❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏Pr❡❢❡r❡♥t✐❛❧ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡✑✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❲♦r❧❞
❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✹✼ ✭✸✮✱ ✸✽✺✲✹✵✾✳

❋✉r✉s❛✇❛✱ ❚✳ ❛♥❞ ❑♦♥✐s❤✐✱ ❍✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏❋r❡❡ tr❛❞❡ ♥❡t✇♦r❦s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✼✷ ✭✷✮✱ ✸✶✵✕✸✸✺✳

✶✷✻



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❋✉r✉s❛✇❛✱ ❚✳ ❛♥❞ ❑♦♥✐s❤✐✱ ❍✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✏❋r❡❡ ❚r❛❞❡ ◆❡t✇♦r❦s ❲✐t❤
❚r❛♥s❢❡rs✱✑ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✺✻ ✭✷✮✱ ✶✹✹✲✶✻✹✳

●❛❧♦r✱ ❖✳ ❛♥❞ P♦❧❡♠❛r❝❤❛❦✐s✱ ❍✳ ▼✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ✏■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❚r❛♥s❢❡r P❛r❛❞♦①✑✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❙t✉❞✐❡s✱ ✺✹ ✭✶✮✱ ✶✹✼✲✺✻✳

●♦r❞♦♥✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ▲✐✱ ❲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✏❚❛① ❙tr✉❝t✉r❡s ✐♥ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❈♦✉♥tr✐❡s✿ ▼❛♥② P✉③③❧❡s ❛♥❞ ❛ P♦ss✐❜❧❡ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ✑
❛❝❝❡ss❡❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴❡❝♦♥✳✉❝s❞✳❡❞✉✴⑦r♦❣♦r❞♦♥✴♣❛♣❡rs✳❤t♠❧✳

❍❛♠❛❞❛✱ ❑✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏❆❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❚r❛♥s❢❡r P❛r❛❞♦①✑✱ ❲♦r❦✐♥❣
P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ◆♦✳✾✹✱ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ◆✐✐❣❛t❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱
♣♣ ✶✸✳

❍❡❛❞✱ ❑✳✱ ▼❛②❡r✱ ❚✳ ❛♥❞ ❘✐❡s✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏❚❤❡ ❡r♦s✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧♦♥✐❛❧
tr❛❞❡ ❧✐♥❦❛❣❡s ❛❢t❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✽✶ ✭✶✮✱ ✶✲✶✹✳

❍♦❡❝❤❧❡✱ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏❘♦❜✉st st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❢♦r ♣❛♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✑✱ ❙t❛t❛ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✼ ✭✸✮✱ ✷✽✶✲✸✶✷✳

❍♦❡❦♠❛♥✱ ❇✳ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐✱ ❑✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏■♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ Pr♦♣❡rt② Pr♦✈✐s✐♦♥s ✐♥
◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❚r❛❞❡ ❆❣r❡❡♠❡♥ts✑✱ ❈❊P❘ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ✻✹✻✵✳

■✈✉s✱ ❖✳✱ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ ■♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ Pr♦♣❡rt② ❘✐❣❤ts ♦♥
❲❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ❚r❛❞❡ ❋❧♦✇s✱✑ ✐♥ ❏✳ ●❛✐s❢♦r❞ ❛♥❞ ❲✳ ❑❡rr✱ ❡❞s✳✱
❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡ P♦❧✐❝②✱ ◆♦rt❤❛♠♣t♦♥✱ ▼❆✿
❊❞✇❛r❞ ❊❧❣❛r✳

❑❡♥♥❛♥✱ ❏ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥✱ ❘ ✭✶✾✽✽✮✳ ✏❉♦ ❇✐❣ ❈♦✉♥tr✐❡s ❲✐♥ ❚❛r✐✛ ❲❛rs❄✑
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✷✾ ✭✶✮✱ ✽✶✲✽✺✳

❑❡♥♥❛♥✱ ❏ ❛♥❞ ❘✐❡③♠❛♥✱ ❘ ✭✶✾✽✹✮✳ ✏❉♦ ❇✐❣ ❈♦✉♥tr✐❡s ❲✐♥ ❚❛r✐✛
❲❛rs❄✑ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r s❡r✐❡s ✽✹✲✸✸✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ■♦✇❛✳

▲❛❤✐r✐✱ ❙✳ ❛♥❞ ❘❛✐♠♦♥❞♦s✲▼♦❧❧❡r P✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ✏❆❧tr✉✐s♠✱ tr❛❞❡ ♣♦❧✐❝②✱
❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ❛✐❞✑✱ ✐♥ ✭❡❞✳✮ ❑✳ ●✉♣t❛✱ ❋♦r❡✐❣♥
❆✐❞✿ ◆❡✇ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ❇♦st♦♥✿ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡r✳

▲❡✈❡♥t♦✞❣❧✉✱ ❇✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❍❛❜✐t ❋♦r♠❛t✐♦♥✑✳ ❉✉❦❡
❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

✶✷✼
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▲✐♠ã♦✱ ◆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏❆r❡ Pr❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❚r❛❞❡ ❆❣r❡❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ◆♦♥✲tr❛❞❡
❖❜❥❡❝t✐✈❡s ❛ ❙t✉♠❜❧✐♥❣ ❇❧♦❝❦ ❢♦r ▼✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ ▲✐❜❡r❛❧✐③❛t✐♦♥❄✱✑
❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✹✭✸✮✱ ✽✷✶✲✽✺✺✳

▲✐♠ã♦✱ ◆✳ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐✱ ❑✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏❚❛r✐✛ r❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s ✜♥❛♥❝✐❛❧
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥ts✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✼✻ ✭✶✮✱
✹✽✲✻✵✳

▲✐♠ã♦✱ ◆✳ ❛♥❞ ❙❛❣❣✐✱ ❑✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❙✐③❡ ■♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
❊①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡ ❆❣r❡❡♠❡♥ts✳✑ ❊✉r♦♣❡❛♥
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✻✸ ✭❈✮✱ ✶✵✲✷✼✳

▲✐✉✱ ❳✳ ❛♥❞ ❖r♥❡❧❛s✱ ❊✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✏❋r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♠♦❝r❛❝②✑✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿
▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✻ ✭✷✮✳ ✷✾✲✼✵✳

▲❧♦②❞✱ ❚✳✱ ▼❝●✐❧❧✐✈r❛②✱ ▼✳✱ ▼♦rr✐ss❡②✱ ❖✳ ❛♥❞ ❖s❡✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ✏❉♦❡s
❛✐❞ ❝r❡❛t❡ tr❛❞❡❄ ❆♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢♦r ❊✉r♦♣❡ ❞♦♥♦rs ❛♥❞
❆❢r✐❝❛♥ r❡❝✐♣✐❡♥ts✑✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❘❡s❡❛r❝❤
✶✷✱ ✶✲✶✻✳

▼❛❣❣✐✱ ●✳ ❛♥❞ ❘♦❞rí❣✉❡③✲❈❧❛r❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ✏❆ P♦❧✐t✐❝❛❧✲❊❝♦♥♦♠②
❚❤❡♦r② ♦❢ ❚r❛❞❡ ❆❣r❡❡♠❡♥ts✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✼
✭✹✮✱ ✶✸✼✹✲✶✹✵✻✳

▼❛rtí♥❡③✲❩❛r③♦s♦✱ ■✳✱ ❋❡❧✐❝✐t❛s ◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥ ❉✳✱ ❑❧❛s❡♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ▲❛r❝❤✱
▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✏❉♦❡s ●❡r♠❛♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❆✐❞ Pr♦♠♦t❡ ●❡r♠❛♥
❊①♣♦rts❄✑✳ ●❡r♠❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✱ ✸✶✼✲✸✸✽✱ ✵✽✳

▼❛②❡r✱ ❲✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ✏❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ◆❡❣♦t✐❛t❡❞ ❚❛r✐✛
❆❣r❡❡♠❡♥ts✳✑ ❖①❢♦r❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛♣❡rs✱ ✸✸✱ ✶✸✺✲✶✺✸✳

◆❡✉♠❛②❡r✱ ❊✳ ✭✷✵✵✸ ❛✮✳ ✏❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❛✐❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜② r❡❣✐♦♥❛❧
♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❜❛♥❦s ❛♥❞ ❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥s ❛❣❡♥❝✐❡s✱✑
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t✉❞✐❡s ◗✉❛rt❡r❧②✱ ✹✼ ✭✶✮✱ ✶✵✶✲✶✷✷✳

◆❡✉♠❛②❡r✱ ❊✳ ✭✷✵✵✸ ❜✮✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛✐❞ ❣✐✈✐♥❣ ✿ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❣♦♦❞
❣♦✈❡r♥❛♥❝❡ ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛ss✐st❛♥❝❡✱ ▲♦♥❞♦♥✿ ❘♦✉t❧❡❞❣❡✳

◆✐❧ss♦♥✱ ▲✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ✏❆✐❞ ❛♥❞ ❉♦♥♦r ❊①♣♦rts✿ ❚❤❡ ❈❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❯
❈♦✉♥tr✐❡s✑✱ ✐♥ ◆✐❧ss♦♥✱ ▲✳ ❊ss❛②s ♦♥ ◆♦rt❤✲❙♦✉t❤ ❚r❛❞❡✱ ▲✉♥❞✿
▲✉♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ◆✉♠❜❡r ✼✵✱ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

✶✷✽
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◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥ ❋✳ ❉✳✱ ▼❛rt✐♥❡③✲❩❛r③♦s♦ ■✳✱ ❈❛r❞♦③♦ ❆✳✱ ❍❡r③❡r ❉✳ ❛♥❞
❑❧❛s❡♥✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏❋♦r❡✐❣♥ ❆✐❞ ❛♥❞ ❘❡❝✐♣✐❡♥t ❈♦✉♥tr✐❡s
❊①♣♦rts✿ ❉♦❡s ❆✐❞ Pr♦♠♦t❡ ❇✐❧❛t❡r❛❧ ❚r❛❞❡❄✱✑ ■❜❡r♦ ❆♠❡r✐❝❛
■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❊❝♦♥✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭■❆■✮ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡rs ✷✵✻✱ ■❜❡r♦✲
❆♠❡r✐❝❛ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✲✹✹✳

❖✣❝❡ ❢♦r ♣r♦♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t❛r② ❞❡♠♦❝r❛❝② ✭❖PP❉✱ ✷✵✶✷✮✱
❊❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❊❯✲❆❈P✿ ❢❛❝ts ❛♥❞ ❦❡②
✐ss✉❡s✱ ✼✻ ♣❛❣❡s✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❛r❧✐❛♠❡♥t✳

❖s❡✐✱ ❘✳✱ ▼♦rr✐ss❡②✱ ❖✳❙✳ ❛♥❞ ▲❧♦②❞✱ ❚✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ✏❚❤❡ ◆❛t✉r❡ ♦❢ ❆✐❞
❛♥❞ ❚r❛❞❡ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✑✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✻ ✭✷✮✱ ✸✺✹✕✸✼✹✳

P❛r❦✱ ❏✳✲❍✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s
♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s✐③❡✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✵✱
✹✼✸✕✹✾✺✳

❘❛♠r♦❞✱ ■✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ✏❙❤♦♣♣✐♥❣ ❢♦r r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❙❤♦✉❧❞ ❆❢r✐❝❛ ❜❡ ✇♦rr✐❡❞
❛❜♦✉t ❊❯ ❘❛✇ ▼❛t❡r✐❛❧s ■♥✐t✐❛t✐✈❡❄✑✱ ❡❝❞♣♠ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r
◆♦ ✶✵✺✳

❘✐❝❤✱ ❘✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ✏❆♣♣❧②✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❆ss✐st❛♥❝❡✑✳ ❆❣❡♥❞❛✱ ✶✶ ✭✹✮✱ ✸✷✶✲✸✸✹✳

❘♦③❡♥✱ ❑✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ■♥tr✐♥s✐❝ ❍❛❜✐t ❋♦r♠❛t✐♦♥✳✑
❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✽ ✭✹✮✱ ✶✸✹✶✲✶✸✼✸✳

❙tr❡❡t❡♥✱ P✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ✏❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✱✑ ❲♦r❧❞
❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✷✶ ✭✷✮✱ ✶✾✼✲✷✵✷✳

❙tr❡③❤♥❡✈✱ ❆✳ ❛♥❞ ❱♦❡t❡♥✱ ❊✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ✏❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥s ●❡♥❡r❛❧ ❆ss❡♠❜❧②
❱♦t✐♥❣ ❉❛t❛✑✱
❤tt♣✿✴✴❤❞❧✳❤❛♥❞❧❡✳♥❡t✴✶✾✵✷✳✶✴✶✷✸✼✾ ❯◆❋✿✺✿s✼♠❖❘❑▲✶❩❩✻✴P✸❆❘✺❋♦❦❦✇❂❂
❊r✐❦ ❱♦❡t❡♥ ❬❉✐str✐❜✉t♦r❪ ❱✼ ❬❱❡rs✐♦♥❪✳

❙②r♦♣♦✉❧♦s✱ ❈✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ✏❖♣t✐♠✉♠ ❚❛r✐✛s ❛♥❞ ❘❡t❛❧✐❛t✐♦♥ ❘❡✈✐s✐t❡❞✿ ❍♦✇
❈♦✉♥tr② ❙✐③❡ ▼❛tt❡rs✳✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✻✾ ✭✸✮✱
✼✵✼✲✷✼✳

❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❯◆❈❚❆❉✮✱
✭✷✵✶✷✮✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ❖♥❧✐♥❡✳ ❆❝❝❡ss❡❞ ❛t
❤tt♣✿✴✴✉♥❝t❛❞st❛t✳✉♥❝t❛❞✳♦r❣✳
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❱❛♥ ❉❛♠♠❡✱ ❊✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ✏❘❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥✲♣r♦♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞
♣r✐s♦♥❡rs✬ ❞✐❧❡♠♠❛✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✹✼✱ ✷✵✻✕✷✶✼✳

✈❛♥ ❞❡r ❙t❛❛❦ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏❚r❛❞❡ ❧✐❜❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❇▲◆❙ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ❊❯✲
❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t✱✑ ❆❢r✐❝❛♥
❙t✉❞✐❡s ❈❡♥tr❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ✽✹✳❙❛♣✐r✱ ❆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ✏❚❤❡
P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ♦❢ ❊❈ ❘❡❣✐♦♥❛❧✐s♠✱✑ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇✱ ✹✷✱ ✼✶✼✲✼✸✷✳

❱♦❧❧♠❡r✱ ❙✳✱ ▼❛rtí♥❡③✲❩❛r③♦s♦✱ ■✳✱ ◆♦✇❛❦✲▲❡❤♠❛♥♥ ❉❛♥③✐♥❣❡r✱ ❋✳ ❛♥❞
❑❧❛♥♥✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ✏❊❯✲❆❈P ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❛rt♥❡rs❤✐♣ ❆❣r❡❡♠❡♥ts
✲ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❙✉❜✲❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✱✑ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❋r❛♥❦❢✉rt
❛✳▼✳ ✷✵✵✾✱ ◆♦✳ ✸✾✱ ❤tt♣✿✴✴❤❞❧✳❤❛♥❞❧❡✳♥❡t✴✶✵✹✶✾✴✸✾✾✺✻✳

❲❛❞❡✱ ❘✳❍✳✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ✏❲❤❛t ❙tr❛t❡❣✐❡s ❆r❡ ❱✐❛❜❧❡ ❢♦r ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❈♦✉♥tr✐❡s ❚♦❞❛②❄ ❚❤❡ ❲♦r❧❞ ❚r❛❞❡ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❙❤r✐♥❦✐♥❣ ♦❢ ✬❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❙♣❛❝❡✑ ✬✱ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✵ ✭✹✮✱ ✻✷✶✲✻✹✹✳

❲❤❛❧❧❡②✱ ❏✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❤② ❉♦ ❈♦✉♥tr✐❡s ❙❡❡❦ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡
❆❣r❡❡♠❡♥ts❄✱ ✐♥ ❏❡✛r❡② ❆✳ ❋r❛♥❦❡❧✱ ❚❤❡ ❘❡❣✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ Pr❡ss✱ ♣✳ ✻✸ ✲ ✾✵✳

❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ❏✳▼✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t♦r② ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✿ ❆ ▼♦❞❡r♥
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