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❛((♦❝✐8 G ❧✬8-❛♣❡ ❞❡ .8❞✉❝-✐♦♥ RA∪B = RA ∪RB✱ ♣♦✉. ❧❡)✉❡❧ ❧❛ -♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡( -.♦✐( .8❣✐♦♥(

❡(- ❞✐(❝.✐♠✐♥❛♥-❡ ✭✈♦✐. ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳

▲❡( ❛❣❣.8❣❛-✐♦♥( ❞❡ .8❣✐♦♥( (♦♥- ♦.❞♦♥♥8❡( ♣.❡♠✐J.❡♠❡♥- ♣❛. ♦.❞.❡ ❝.♦✐((❛♥- ❞❡ ❝♦7)

)♦♣♦❧♦❣✐8✉❡ eT ✱ ♣✉✐( ♣❛. ♦.❞.❡ ❝.♦✐((❛♥- ❞❡ ❝♦K- ❣8♦♠8-.✐)✉❡ eG ❛✉ (❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠L♠❡ ❝❧❛((❡

-♦♣♦❧♦❣✐)✉❡✳ ▲❛ -♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡( ❞✐✛8.❡♥-❡( .8❣✐♦♥( ♣❡✉- L-.❡ ❝♦♥-.N❧8❡ G ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛'✲

❛❝);'✐0)✐8✉❡ ❞✬❊✉❧❡' χ ✭♥♦♠❜.❡ ❞❡ (♦♠♠❡-( ♠♦✐♥( ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬❛.L-❡(✱ ♣❧✉( ❧❡ ♥♦♠❜.❡

❞❡ -.✐❛♥❣❧❡(✮✱ )✉✐ ✈❛✉- 1 ♣♦✉. ✉♥ ❞✐()✉❡ -♦♣♦❧♦❣✐)✉❡ ❡- 0 ♣♦✉. ✉♥ ❝②❧✐♥❞.❡ -♦♣♦❧♦❣✐)✉❡✳

O♦✉. .8❛❧✐(❡. ❝❡( -❡(-( ❞❡ ♠❛♥✐J.❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ✉♥❡ (-.✉❝-✉.❡ ❞❡ ✏♠8-❛✑✲♠❛✐❧❧❛❣❡( ✭❝♦♠♣♦(8( ❞❡

(♦♠♠❡-(✱ ❝♦✉.❜❡(✱ ❡- .8❣✐♦♥(✱ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡- ♣❧❛❝❡ ❞✬❛.L-❡( ❡- ❞❡ -.✐❛♥❣❧❡(✮ ♣❡✉- L-.❡ ✉-✐❧✐(8❡✱

❝❛. ❧❛ ❝❛.❛❝-8.✐(-✐)✉❡ ❞✬❊✉❧❡. ❡(- ✉♥ ✐♥✈❛.✐❛♥- -♦♣♦❧♦❣✐)✉❡✱ ❡- ♥❡ ❞8♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛( ❞❡ ❧❛

.❡♣.8(❡♥-❛-✐♦♥ ♣❛.-✐❝✉❧✐J.❡ ❞❡( (✉.❢❛❝❡( ❝♦♥(✐❞8.8❡(✳

❚❡.♠❡ ❣/♦♠/0.✐1✉❡ ▲❡( -❡.♠❡( ❣8♦♠8-.✐)✉❡( )✉❡ ♥♦✉( ❝♦♥(✐❞8.♦♥( ♣❡.♠❡--❡♥- ❞❡ ❢❛✲

✈♦.✐(❡. ❧✬❡①♣❛♥(✐♦♥ ❞❡( .8❣✐♦♥( ❝♦♥✈❡①❡(✳ ❉❛♥( ❧❛ (✉✐-❡✱ ♦♥ ♥♦-❡ sX =
∫

ξ∈X dσξ ❧❛ (✉.✲

❢❛❝❡ -♦-❛❧❡ ❞❡ ❧❛ .8❣✐♦♥ RX = RA ∪ RB✱ ♥X =
∫

ξ∈X nξdσξ/s
X

(❛ ♥♦.♠❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡-

♣

X =
∫

ξ∈X pξdσξ/s
X

(❛ ♣♦(✐-✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✳

▲✬❡..❡✉. ❣8♦♠8-.✐)✉❡ eG(A,B) ❛((♦❝✐8❡ G ❧✬❛❣❣.8❣❛-✐♦♥ ❞❡( .8❣✐♦♥ RA ❡- RB ❞8♣❡♥❞ ❞❡

❧❛ ❝❧❛((❡ -♦♣♦❧♦❣✐)✉❡ eT (A,B)✱ ❡- ♦♥ ❧❛ ❞8✜♥✐- ❞❡ ♠❛♥✐J.❡ ❢♦.♠❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ eG(A,B) =
EeT (A,B)(A,B)✳

E0(A,B) = 1− ‖♥X‖ ✭✶✳✶✮

E1(A,B) = E4(A,B) = ‖♥X‖ ✭✶✳✷✮

E2(A,B) = E3(A,B) =
∑

i

si · ‖♣i − ♣X‖2/sX ✭✶✳✸✮

▼✐♥✐♠✐(❡. E0(A,B) .❡✈✐❡♥- G ❛✈♦✐. ✉♥❡ ♥♦.♠❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛②❛♥- ✉♥❡ ♥♦.♠❡ ♣.♦❝❤❡ ❞❡ 1✱
❝❡ )✉✐ ♥✬❡(- ♣♦((✐❜❧❡ )✉❡ (✐ ❧❛ .8❣✐♦♥ ❡(- ♣❧❛♥❛✐.❡✿ E0 (❡.- ❞♦♥❝ G ❡✛❛❝❡. ❧❡( ❝②❧✐♥❞.❡(

-♦♣♦❧♦❣✐)✉❡( )✉✐ ♥✬♦♥- ♣❛( ❞❡ (❡♥( ❣8♦♠8-.✐)✉❡ ✭✏.❡❜♦✉❝❤❡. ❧❡( -.♦✉(✑✮✳



E1 E4

E1

E0

E2 E3

Ci u : Ci → [0, 1]
u = 0 u = 1

△ u = 0

|v(Ci)| Ci



u u

(u, θ) θ Ci −→▽u
θ 0 2π

(u, θ) : Ci → [0, 1]× [0, 2π]

u = û bi(û) bi(û) =
∫ 2π
0 p(û,θ)dθ

2π
bi : [0, 1] → R

3

Ci

α 0 1

v b(v) ∈ R3

v̂α ∈ R3 ∀v : v̂α = α · b(v) + (1 − α) · v



α α = 1
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M
C M = Φ · C Φ
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❞.❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞1❧❡ Mt✱ %&♦✉✈❡& Ct %❡❧❧❡ =✉❡ Mt ≃ Φ · Ct✮✳
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▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%. ❞❡+ ❞❡✉① +%&❛%.❣✐❡+ ✐♥%&♦❞✉✐%❡+ ♣♦✉& ❧❡ ♣&♦❜❧1♠❡ ✐♥✈❡&+❡ ✭&❡❧❛①❛%✐♦♥ ❞❡+

❝♦♥%&❛✐♥%❡+✱ ❡% &.❣✉❧❛&✐+❛%✐♦♥ +♣❡❝%&❛❧❡✮ +❡ ❥✉+%✐✜❡ ♣❛& ❧❡ ❢❛✐% =✉❡ ❧❡+ ❝♦♦&❞♦♥♥.❡+ ❞❡ ❝❛❣❡+

♣♦♣✉❧❛✐&❡+ ✭❝♦♦&❞♦♥♥.❡+ ❛✉① ✈❛❧❡✉&+ ♠♦②❡♥♥❡+✿ ▼❱❈✱ ❝♦♦&❞♦♥♥.❡+ ❤❛&♠♦♥✐=✉❡+✿ ❍❈✱

❝♦♦&❞♦♥♥.❡+ ❞❡ ●&❡❡♥✿ ●❈✮ ♣&.+❡♥%❡♥% ❞❡+ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡♠❡♥%+ .❧❡✈.+ ♣♦✉& ❧❡+ ❣.♦♠.%&✐❡+

=✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥+✐❞1&❡✳

▲✬.%❛♣❡ ❞❡ &❡❧❛①❛%✐♦♥ ✭+.❧❡❝%✐♦♥ ❞✬✉♥ +♦✉+✲❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡+✮ ♣❡&♠❡% ❞✬❛♠.❧✐♦&❡& ❧❡+

♣&♦♣&✐.%.+ +♣❡❝%&❛❧❡+ ❞✉ +②+%1♠❡ 9 ✐♥✈❡&+❡&✱ ❡% ❞♦♥❝ ❞❡ &❡♥❞&❡ ❧❡ ♣&♦❜❧1♠❡ ✐♥✈❡&+❡ ♣❧✉+

+%❛❜❧❡✳ ▲✬.%❛♣❡ ❞❡ &.❣✉❧❛&✐+❛%✐♦♥ +♣❡❝%&❛❧❡ ♣❡&♠❡% ❞✬✉%✐❧✐+❡& ❞❡+ %❡&♠❡+ ❞❡ &.❣✉❧❛&✐+❛%✐♦♥

❞❡"#$✉❝#✐❢" ✭%❡❧+ =✉✬✉♥ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ♥✉❧ +✉& ❧❛ ❣.♦♠.%&✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❣❡✮ +✉& ❧❛ ♣❛&%✐❡ ✐♥+%❛❜❧❡ ❞✉

+♣❡❝%&❡ +❡✉❧❡♠❡♥%✱ ❡% ❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐=✉❡& =✉❡ +✉& ❧❛ ♣❛&%✐❡ ❡♥❞♦♠♠❛❣.❡ ❞❡ ❧❛ ❣.♦♠.%&✐❡

❞❡ ❧❛ ❝❛❣❡✳
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❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❛♥+ ❧✬✐♥✈❡&+✐♦♥ ❞✉ +②+%1♠❡ ❞❡ ❝♦♦&❞♦♥♥.❡+ ✭❛✉%❛♥% ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡+ =✉❡

❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡+✮✱ ♦♥ ❝❤♦✐+✐% ❞❡ +.❧❡❝%✐♦♥♥❡& ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ m ♣♦✐♥%+ ❞♦♥% ❧❡+ ❝♦♦&❞♦♥♥.❡+ +♦♥%

❧❡+ ♣❧✉+ +%❛❜❧❡+ 9 ❧✬✐♥✈❡&+✐♦♥✳ ❚&❛❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥%✱ ❧❛ ♠❡+✉&❡ ❞❡ ❧❛ +%❛❜✐❧✐%. 9 ❧✬✐♥✈❡&+✐♦♥ ❞✬✉♥

+②+%1♠❡ ❧✐♥.❛✐&❡ ❡+% ❞♦♥♥.❡ ♣❛& +♦♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡♠❡♥% ✭♣❧✉+ ❣&❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉& ♣&♦♣&❡ ❞✐✈✐+.❡ ♣❛&

❧❛ ♣❧✉+ ♣❡%✐%❡ ✈❛❧❡✉& ♣&♦♣&❡✮✳ ❈❤❡&❝❤❡& ✉♥❡ +♦✉+✲♠❛%&✐❝❡ ❝❛&&.❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡♠❡♥% ♠✐♥✐✲

♠❛❧ ❡+% ❝♦♥♥✉ ❞❛♥+ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❡♥ ❛❧❣1❜&❡ ❧✐♥.❛✐&❡ +♦✉+ ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣&♦❜❧1♠❡

▼✐♥❈♦♥❞✳ ❈❡ ♣&♦❜❧1♠❡ ❡+% ♠❛❧❤❡✉&❡✉+❡♠❡♥% ◆L✲❝♦♠♣❧❡%✱ ❝♦♠♠❡ +❡+ ǫ✲❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥+✳ ❆

❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐+✐% ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡&+✐♦♥ ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣&♦❜❧1♠❡✱ =✉✐ ❞♦♥♥❡ +❛%✐+❢❛❝%✐♦♥ ❡♥ ♣&❛✲

%✐=✉❡ ❞❛♥+ ♥♦%&❡ ❝❛+ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❞✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡+ ❝♦♦&❞♦♥♥.❡+ ❞❡ ❝❛❣❡+ %&❛❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡+✱ ❡% =✉✐

❝♦♥+✐+%❡ 9 %&♦✉✈❡& ❧❛ +♦✉+✲♠❛%&✐❝❡ ❝❛&&.❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭✈❛❧❡✉& ❛❜+♦❧✉❡ ❞✉ ❞.%❡&♠✐♥❛♥%✮ ♠❛①✲

✐♠❛❧ ✕ ♣&♦❜❧1♠❡ ❝♦♥♥✉ +♦✉+ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ▼❛①❱♦❧✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉& ❞✉ ❞.%❡&♠✐♥❛♥% ❡+% ✉♥❡ ♠❡+✉&❡

♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ +%❛❜✐❧✐%. ❞✬✉♥ +②+%1♠❡✱ ♠❛✐+ ♦♥ ♠♦♥%&❡ ❡♠♣✐&✐=✉❡♠❡♥% =✉❡ ♠❛①✐♠✐+❡&

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥%&❛✐♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❞✐%✐♦♥♥❡♠❡♥% ✭✈♦✐& ❝❤❛♣✐%&❡ ✽✮✳ ❈❡ ♣&♦❜❧1♠❡

❡+% .❣❛❧❡♠❡♥% ◆L✲❝♦♠♣❧❡%✱ ❛✐♥+✐ =✉❡ +❡+ ǫ✲❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥+✱ ♠❛✐+ ✐❧ ❡①✐+%❡ ♥.❛♥♠♦✐♥+ ❞❡+

❛❧❣♦&✐%❤♠❡+ ❡✣❝❛❝❡+ ♣♦✉& ♦❜%❡♥✐& ❞❡ ♠❛♥✐1&❡ +%❛%✐+%✐=✉❡ ❞❡+ +♦❧✉%✐♦♥+ ❛❝❝❡♣%❛❜❧❡+ ✭+❛♥+

❣❛&❛♥%✐❡ ❢♦&♠❡❧❧❡ ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧❛ +♦❧✉%✐♦♥ ♦♣%✐♠❛❧❡✮✳ ❉❛♥+ ❧❛ +✉✐%❡✱ ♦♥ ❡♥ ♣&.+❡♥%❡ ✉♥ =✉❡ ❧✬♦♥

✉%✐❧✐+❡✱ ❡% =✉✐ +❡ &.✈1❧❡ T%&❡ ❡✣❝❛❝❡ ✕ ❡♥❝♦&❡ ✉♥❡ ❢♦✐+✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❞✉ %&❛✐%❡♠❡♥%

❞❡+ ❝♦♦&❞♦♥♥.❡+ ❞❡ ❝❛❣❡+ %&❛❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡+ =✉❡ ♥♦✉+ %&❛✐%♦♥+✳

❉❛♥+ ❧❛ +✉✐%❡✱ ♦♥ ♥♦%❡ A� ❧❛ +♦✉+✲♠❛%&✐❝❡ ❝❛&&.❡ ❝♦♠♣♦+.❡ ❞❡+ ♣&❡♠✐1&❡+ ❧✐❣♥❡+ ❞❡ ❧❛

♠❛%&✐❝❡ A✱ ❡% B ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❝♦♥+%&✉✐%❡ ❝♦♠♠❡ B = A · A−1
� ✳ ❯♥❡ ♦❜+❡&✈❛%✐♦♥ +✐♠♣❧❡ 9

.%❛❜❧✐& ❡+% =✉✬.❝❤❛♥❣❡& ❧❡+ ❧✐❣♥❡+ i ❡% j ❞❡ A✱ ♣♦✉& ❧❡+=✉❡❧❧❡+ Bij ❡+% ❧✬.❧.♠❡♥% ❞❡ ♥♦&♠❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥+ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ B ❛✉❣♠❡♥%❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ A� ✭+✐ |Bij | > 1✮✳



ek 1 k 0
B

A

B := B − (B:j − ej + ei) · (Bi: − eTj )/Bij

B:j jme B Bi: ime

• A m
A A� B = A ·A−1

�

• B Bij i > m
i j B

µ1/µm µk kime

µ1/µk k < m



2 R
3

UΣV T Φ�

Φ
Ct

Ht Ct =
∑

k V
k · qkt qkt = (Uk)T ·

Ht/sk ∈ R
3

s

E = λ||
∑

k<(m−s)
∆ · V k · qkt +

∑

k≥(m−s)
∆ · V k · qkt ||2

+ ||(Φ� · Ct)−Ht||2

(qk, k < m− s)

qkt = (Uk)T · Ht/sk, ∀k < (m− s)



s = 20

λ 1

(qk, k ≥ m−s)

qkt , ∀k ≥ (m− s)

{
√
λ ·∑k≥(m−s)∆ · V k · qkt = −

√
λ ·∑k<(m−s)∆ · V k · qkt

sk · qkt = sk ·
(

(Uk)T · Ht/sk
)

, ∀k ≥ (m− s)



499

≃

≃



R
n

f

f(vi) = fi vi fi

f(η) =
∑

i λi(η)fi λi(η)
η vi



wi(η) λi(η) =
wi(η)∑
j wj(η)

wi =

∫

Bη( )

φi[x]

|p[x]− η|dSη(x)

Bη( ) η φi[x]
1 vi 0

pi
p(η) =

∑

i λi(η)pi

1 2



pi = T +R · pi T
R

Jf(η) = R f

f(η + dη) = f(η) +
−→▽f tη · dη + o(||dη||)

f(η + dη) = f(η) +
−→▽f tη · dη +

1

2
dηt ·Hfη · dη + o(||dη||2)

η



150×170×140

256



f : R3 → R
3

P ∀vi ∈ P , f(vi) = vi J
∀vi ∈ J, Jf(vi) = Ji H

∀vi ∈ H,Hfx(vi) = Hfy(vi) = Hfz(vi) = 03

E = wP
∑

vi∈P

(||
∑

j

λj(vi)cj − vi||2)

+wJ
∑

vi∈J

(||
∑

j

cj ·
−→▽λj

t(vi)− Ji||2)

+wH
∑

vi∈H

(||
∑

j

Hλj(vi) · cj(x)||2)

+wH
∑

vi∈H

(||
∑

j

Hλj(vi) · cj(y)||2)

+wH
∑

vi∈H

(||
∑

j

Hλj(vi) · cj(z)||2)

wP , wJ , wH

Jf(vi)
t · Jf(vi) = I3 ∀vi ∈ J
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❞✬✉♥ ❞♦♠❛M♥❡ D ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ $❡$ ✈❛❧❡✉'$ $✉' ❧❡ ❜♦'❞ ❞✉ ❞♦♠❛M♥❡ ∂D✱ ❛✈❡❝

λ(η) =

∫

ξ∈∂D
λ(ξ)

∂1G(ξ, η)

∂nξ
dσξ ✭✶✳✾✮

−
∫

ξ∈∂D
G(ξ, η)

∂λ(ξ)

∂nξ
dσξ

+

∫

ξ∈∂D
△ λ(ξ)

∂1g(ξ, η)

∂nξ
dσξ

−
∫

ξ∈∂D
g(ξ, η)

∂(△ λ)(ξ)

∂nξ
dσξ

♦R g ❡$2 ❧❛ $♦❧✉2✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥2❛❧❡ 6 ❧✬*;✉❛2✐♦♥ ❜✐❤❛'♠♦♥✐;✉❡✿ △1 g(x, y) =△2 g(x, y) =
G(x, y)✱ ❡2 △2

1 g(x, y) =△2
2 g(x, y) = δ0(||x− y||)✳

❖♥ ♠♦♥2'❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❤❛♣✐2'❡ ✶✶ ;✉✬❡♥ ❞*✜♥✐$$❛♥2 ❧❡$ ❝♦♥❞✐2✐♦♥$ ❛✉ ❜♦'❞ ❞✬♦'❞'❡ 0 ❡2 2
❝♦♠♠❡ ❞❡$ ❢♦♥❝2✐♦♥$ ❝♦♥2✐♥✉❡$✱ ❧✐♥*❛✐'❡$ ♣❛' ♠♦'❝❡❛✉① $✉' ❧❛ ❝❛❣❡✱ ❡2 ❧❡$ ❝♦♥❞✐2✐♦♥$ ❛✉

❜♦'❞ ❞✬♦'❞'❡ 1 ❡2 3 ❝♦♠♠❡ ❞❡$ ❢♦♥❝2✐♦♥$ ❞✐$❝♦♥2✐♥✉❡$✱ ❝♦♥$2❛♥2❡$ $✉' ❝❤❛;✉❡ 2'✐❛♥❣❧❡✱ ♦♥

♦❜2✐❡♥2 ✉♥ ❡$♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝2✐♦♥$ ❜✐❤❛'♠♦♥✐;✉❡$ ;✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡$ '*$✉❧2❛2$ $❛2✐$❢❛✐$❛♥2$ ❞❛♥$ ❧❡

❝♦♥2❡①2❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛2✐♦♥ ✈❛'✐❛2✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡2$ ✸❉✳





















∀ξ ∈ ∂D : f(ξ) =
∑

vi
Γi(ξ) · vi

∀ξ ∈ tj ⊂ ∂D : ∂f
∂nξ

(ξ) = n(tj)

∀ξ ∈ ∂D : △ (f)(ξ) =
∑

vi
Γi(ξ) · LVi

∀ξ ∈ tj ⊂ ∂D : ∂(△f)(ξ)
∂nξ

= lTj

vi LVi
n(tj) lTj

f(η) =
∑

vi

φi(η) · vi

+
∑

tj

ψj(η) · n(tj)

+
∑

vi

ΛVi (η) · LVi

+
∑

tj

λTj (η) · lTj

φi ψj

ΛVi λTj



Erot =

∑

tj∈T Aire(tj)((σ
j
1 − 1)2 + (σj2 − 1)2)

∑

tj∈T Aire(tj)

Esim =

∑

tj∈T Aire(tj)(σ
j
1 − σj2)

2

2
∑

tj∈T Aire(tj)

σj1 σj2 tj



✶✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✸✼

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥# ❝❡&&❡ &❤(#❡✱ ♦♥ ❛ ♣,-#❡♥&- ❞❡# ❛❧❣♦,✐&❤♠❡# ✈✐#❛♥& 4 ❡①&,❛✐,❡ ❞❡# #&,✉❝&✉,❡# #✐♠♣❧❡#

7✉✐ ♣❡✉✈❡♥& ❛✐❞❡, 4 ❧❛ ,-❛❧✐#❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧# ❝♦♠♣❧❡①❡# #✉, ❧❡# ♦❜❥❡&# ✸❉✳ ❈❡# #&,✉❝&✉,❡#

♣❡✉✈❡♥& =&,❡ ❣-♦♠-&,✐7✉❡# ♦✉ &♦♣♦❧♦❣✐7✉❡#✱ ♣❡✉✈❡♥& =&,❡ ❧♦❝❛❧✐#-❡# 4 ❧✬✐♥&-,✐❡✉, ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡✱

#✉, ❧❛ ❢♦,♠❡✱ ♦✉ 4 ❧✬❡①&-,✐❡✉, ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ ✸❉✳ ❊❧❧❡# ♣❡✉✈❡♥& =&,❡ ❞❡# ♦❜❥❡&# ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥

✶✱✷✱ ♦✉ ✸✱ ♦✉ ❡❧❧❡# ♣❡✉✈❡♥& ✉♥ #✐♠♣❧❡ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡# ❞-❝,✐✈❛♥& ✉♥ #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡

❧✬♦❜❥❡&✳

❆ ♣❛,&✐, ❞❡# ❝♦♥&,❛✐♥&❡# ❛♣♣❧✐❝❛&✐✈❡#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣,♦♣♦#- 4 ❝❤❛7✉❡ ❢♦✐# ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡# ♣,♦✲

♣,✐-&-# ♣♦✉, ❧❡# #&,✉❝&✉,❡# 7✉❡ ♥♦✉# ❝❤❡,❝❤✐♦♥# 4 ❝♦♥#&,✉✐,❡✱ 7✉❡ ❝❡ #♦✐& ✉♥❡ ❞-✜♥✐&✐♦♥

❛♥❛❧②&✐7✉❡ ❞✬✉♥ #7✉❡❧❡&&❡ ♦✉ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥&,❛✐♥&❡# ,❡♣,-#❡♥&❛♥& ❞❡# ❞-❢♦,✲

♠❛&✐♦♥# ❞❡ ❝❛❣❡#✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✐♥&,♦❞✉✐& ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① &,❛✐&❡♠❡♥&# ❣-♦♠-&,✐7✉❡#

❡& ♦✉&✐❧# ❞✬❛♥❛❧②#❡ ♣❡,♠❡&&❛♥& ❧✬✉&✐❧✐#❛&✐♦♥ ❞❡ #&,✉❝&✉,❡# ❝❧❛##✐7✉❡# ❞✬-❞✐&✐♦♥ ❞❡ ❢♦,♠❡# ✸❉

&❡❧❧❡# 7✉❡ ❧❡# ❝❛❣❡# ♦✉ ❧❡# #7✉❡❧❡&&❡# ♣♦✉, ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡# ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥#✳

❙✉, ❧❡# ♦❜❥❡&# ✐♥&❡,♥❡#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣,♦♣♦#- ✉♥ ♠♦❞(❧❡ ❛♥❛❧②&✐7✉❡ ♣♦✉, ❧❡# #7✉❡❧❡&&❡# ✉♥✐✲

❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧#✱ ❛✐♥#✐ 7✉✬✉♥ ❛❧❣♦,✐&❤♠❡ ♣♦✉, &,♦✉✈❡, ✉♥❡ #❡❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥

❞✐#7✉❡# ❡& ❝②❧✐♥❞,❡# &♦♣♦❧♦❣✐7✉❡# 4 ♣❛,&✐, ❞❡ ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❛ ❣-♦♠-&,✐❡ ❞✉ #7✉❡❧❡&&❡ ♣❡✉& =&,❡

❝❛❧❝✉❧-❡✳ ▲❛ ❝♦♥#&,✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❝❡&&❡ #❡❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❡#& ❜❛#-❡ #✉, ✉♥ ❛❧❣♦,✐&❤♠❡ ❞❡ ,-❞✉❝&✐♦♥

❞❡ ❣,❛♣❤❡✱ 7✉✐ ✉&✐❧✐#❡ ✉♥ &❡,♠❡ ❞❡ ❝♦G& ❞❡ ❝♦♥&,❛❝&✐♦♥ ♣,❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉,❛&✐♦♥

&♦♣♦❧♦❣✐7✉❡ ✐♥❞✉✐&❡ ♣❛, ❧✬♦♣-,❛&✐♦♥ ♣♦✉, ❞-✜♥✐, ❧❛ ♣,✐♦,✐&- ❞❡# ♦♣-,❛&✐♦♥# ❛✐♥#✐ 7✉❡ ❧✬❡,,❡✉,

❣-♦♠-&,✐7✉❡ #♣-❝✐❛❧✐#-❡ ♣♦✉, ❧❛ ❝❧❛##❡ &♦♣♦❧♦❣✐7✉❡ ❝♦♥#✐❞-,-❡✳ ❆ ♥♦&,❡ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡✱ ❝❡

♣,♦❜❧(♠❡ ❞❡ #❡❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❣,❛♣❤❡ ♥✬❛✈❛✐& ♣❛# -&- ✐♥&,♦❞✉✐& ❞❛♥# ❧❛ ❧✐&&-,❛&✉,❡ ❛✈❛♥&✳

❊♥ ♣,❛&✐7✉❡✱ ✐❧ #❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ &,♦✉✈❡, ✉♥❡ #&,❛&-❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣❡,♠❡&&❛♥& ❞❡ ❧❡ ,-#♦✉❞,❡✱

♣✉✐#7✉❡ ❧❛ ❞-✜♥✐&✐♦♥ ♠=♠❡ ❞❡# ❡,,❡✉,# ❣-♦♠-&,✐7✉❡# ❞-♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉,❛&✐♦♥ &♦♣♦❧♦❣✐7✉❡

❞❡ ❧❛ #❡❣♠❡♥&❛&✐♦♥✱ ❡& ❞♦♥❝ ❞✉ ,-#✉❧&❛& ❡♥ ❧✉✐✲♠=♠❡✳ ▲❡# ♣,♦♣,✐-&-# ♣❛,&✐❝✉❧✐(,❡# ❞❡ ♥♦&,❡

♠♦❞(❧❡ ❞❡ #7✉❡❧❡&&❡ ♣❡,♠❡&&❡♥& ❞❡ ♠✉❧&✐♣❧❡# ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥#✱ &❡❧❧❡# 7✉❡ ❧❛ ❞-✜♥✐&✐♦♥ ❞✬✉♥

❝❤❛♠♣ ❞❡ ♥♦,♠❛❧❡# ✸❉ ❝♦♥#✐#&❡♥& ♣♦✉, ❧❡ ❞-♣❧❛❝❡♠❡♥& ♥♦,♠❛❧ #✉,❢❛❝✐7✉❡✱ ❡& ❧❛ ❞-✜♥✐&✐♦♥

❞✬✉♥ ✜❧&,❡ ❜✐❧❛&-,❛❧ ♣,-#❡,✈❛♥& ❧❡# ❝❛,❛❝&-,✐#&✐7✉❡# ❞✬♦,❞,❡# ❞❡ ❣,❛♥❞❡✉, ✈❛,✐-#✳

❙✉, ❧❡# ♦❜❥❡&# #✉,❢❛❝✐7✉❡#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣,♦♣♦#- ✉♥❡ #&,✉❝&✉,❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ #✐♠♣❧✐❝✐❛❧✱ ❛✐♥#✐

7✉✬✉♥ ,-#❡❛✉ ❞❡ ❝♦✉,❜❡# #✉, ❧❛ #✉,❢❛❝❡✱ ♣❡,♠❡&&❛♥& ❧❛ ❞-✜♥✐&✐♦♥ ❛✉&♦♠❛&✐7✉❡ ❞❡ ♣♦✐❣♥-❡#

❞❡ ❞-❢♦,♠❛&✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞-❢♦,♠❛&✐♦♥ ❡#& ❝♦♥#&,✉✐& 4 ♣❛,&✐, ❞✬✉♥❡ #❡❣♠❡♥&❛&✐♦♥

♠✉❧&✐✲,-#♦❧✉&✐♦♥ ✉&✐❧✐#❛♥& ❞❡# #②#&(♠❡# #&❛♥❞❛,❞ ❞❡ ♣❛,&✐&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❞❡ #✉,❢❛❝❡#✱ ❡& ♣❡,♠❡&

❧❛ #✉❣❣❡#&✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❣♥-❡# ❞❡ ❞-❢♦,♠❛&✐♦♥ ❞❡ &②♣❡# ❞✐✛-,❡♥&# ✭♣❛&❝❤❡#✱ ❝♦✉,❜❡#✱ ♣♦✐♥&#✮

4 ❞✐✛-,❡♥&# ♦,❞,❡# ❞❡ ❣,❛♥❞❡✉,✳ ▲✬✐♥&❡,❢❛❝❡ ✉&✐❧✐#❛&❡✉, ♣❡,♠❡& ❞❡ ♥❛✈✐❣✉❡, #✐♠♣❧❡♠❡♥&

❞❛♥# ❧❡# ❞✐✛-,❡♥&# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ,-#♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #&,✉❝&✉,❡✱ ❡& ❞✬❛❞❛♣&❡, ❧❡# #&,❛&-❣✐❡# ❞❡

♠❛♥✐♣✉❧❛&✐♦♥ 4 ❧❛ ♥❛&✉,❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✐❣♥-❡ ❞❡ ❞-❢♦,♠❛&✐♦♥✳ ▲✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉,❜❡# 7✉❡ ♥♦✉#

❛✈♦♥# ♣,♦♣♦#- ❡#& ❝♦♥#&,✉✐& 4 ♣❛,&✐, ❞❡ ♣,♦♣,✐-&-# ✐♥&,✐♥#(7✉❡# ♦✉ ❞-♣❡♥❞❛♥& ❞✉ ♣♦✐♥& ❞❡

✈✉❡ ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐#❛&❡✉,✱ ❡& ♣❡,♠❡& ❞✬✉&✐❧✐#❡, ❞❡# ❛❧❣♦,✐&❤♠❡# #&❛♥❞❛,❞# ❞❡ ,❡♥❞✉ ♥♦♥✲♣❤♦&♦✲

,-❛❧✐#&❡ ♣♦✉, ❞-✜♥✐, ❝❡# ♣♦✐❣♥-❡# ❧✐♥-❛✐,❡# ❞❡ ❞-❢♦,♠❛&✐♦♥✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# -❣❛❧❡♠❡♥& ✐♥&,♦❞✉✐&

✉♥❡ #&,❛&-❣✐❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉, ❧❛ ,-❣✉❧❛,✐#❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ❝♦✉,❜❡# ❡& ❞-♠♦♥&,- #♦♥ ✉&✐❧✐&- ❧♦,# ❞❡

#❡##✐♦♥# #&❛♥❞❛,❞# ❞❡ ♠♦❞-❧✐#❛&✐♦♥✳

❙✉, ❧❡# ♦❜❥❡&# ❡♥❣❧♦❜❛♥&✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞-♠♦♥&,- 7✉✬✉♥❡ ✐♥✈❡,#✐♦♥ ❜❛#- #✉, ✉♥❡ #-❧❡❝&✐♦♥

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥&,❛✐♥&❡# ♠✐♥✐♠✐#❛♥& ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ #②#&(♠❡ ❛##♦❝✐- ♣❡,♠❡&&❛✐& ❞✬❛♠-❧✐♦,❡,
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✷✳✻ ❖✉%❧✐♥❡ ♦❢ %❤❡ ❞✐..❡/%❛%✐♦♥

■♥ ❝❤❛♣&❡( ✸ ✇❡ (❡✈✐❡✇ -♦♠❡ &❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣(♦✉♥❞ ❛❜♦✉& ❞✐-❝(❡&❡ ❞✐✛❡(❡♥&✐❛❧ ❣❡♦♠❡&(② ❛♥❞

✸❉ &(❛♥-❢♦(♠❛&✐♦♥-✳

■♥♥❡# $%#✉❝%✉#❡$

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✹ ✇❡ ♣(❡-❡♥& ♦✉( ❛♥❛❧②&✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦( ❝✉(✈❡ -❦❡❧❡&♦♥- ♦❢ -✉(❢❛❝❡-✳

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✺ ✇❡ ♣(❡-❡♥& ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥- &❤❛& ❜❡♥❡✜& ❢(♦♠ -✉❝❤ ❛ ❞❡✜♥✐&✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐-❝✉--

♠♦(❡ ❣❡♥❡(❛❧❧② &❤❡-❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥-✳

❖♥✲❙✉#❢❛❝❡ $%#✉❝%✉#❡$

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✻ ✇❡ ♣(❡-❡♥& ❛ ♠✉❧&✐✲(❡-♦❧✉&✐♦♥  ✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ &❤❡ -✉(❢❛❝❡

♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ &❤❡ ✉-❡( &♦ ❣(❛❜ ❡❛-✐❧② ♣(❡❞❡✜♥❡❞ (❡❣✐♦♥- ❛- ❤❛♥❞❧❡- ❢♦( ❞❡❢♦(♠❛✲

&✐♦♥✳

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✼ ✇❡ ♣(❡-❡♥& ❛ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦( &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ❝✉(✈❡ ❤❛♥❞❧❡- ❢(♦♠

✐♥&(✐-✐❝ ❛♥❞ ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥& ❝✉(✈❛&✉(❡ ❢♦( ♠❡-❤ ❞❡❢♦(♠❛&✐♦♥✳

❖✉%❡# $%#✉❝%✉#❡$

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✽ ✇❡ ♣(❡-❡♥& ❛♥ ✐♥&✉✐&✐✈❡ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ &❤❡ ❝♦♥✈❡(-✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐♠❛&❡❞

✸❉ ♠❡-❤❡- ✐♥&♦ ❝❛❣❡✲❜❛-❡❞ (❡♣(❡-❡♥&❛&✐♦♥- ❛♥❞ ❞✐-❝✉-- ✐♥ ❞❡&❛✐❧ &❤❡ *❡❧❛①❛+✐♦♥ ❛- ✇❡❧❧

❛-  ♣❡❝+*❛❧ *❡❣✉❧❛*✐③❛+✐♦♥ -&(❛&❡❣✐❡-✳

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✾ ✇❡ ♣(❡-❡♥& ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥- ♦❢ -✉❝❤ ❛ (❡♣(❡-❡♥&❛&✐♦♥ ❢♦( ♠❡-❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞

♣(♦❝❡--✐♥❣✳

❙♣❛%✐❛❧ ❝♦♦#❞✐♥❛%❡$ ✉$✐♥❣ ❝❛❣❡$

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✶✵ ✇❡ ♣(❡-❡♥& &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞❡(✐✈❛&✐✈❡- ♦❢ &❤❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡

❈♦♦(❞✐♥❛&❡- ❢♦( ❝❧♦-❡❞ &(✐❛♥❣✉❧❛( ♠❡-❤❡-✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉-&(❛&❡ &❤❡✐( ✉-❡❢✉❧♥❡-- ❢♦( ❛ ✈❛(✐♦✉-

-❡& ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥-✳

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✶✶ ✇❡ ♣(❡-❡♥& ❛ ♥❡✇ -❡& ♦❢ ❝❛❣❡ ❝♦♦(❞✐♥❛&❡-✱ &❤❛& ❛(❡ ❜✐❤❛(♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❤❛✈❡

❛ ❝❧♦-❡❞✲❢♦(♠ ❡①♣(❡--✐♦♥✳





❈❤❛♣$❡& ✸

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣+♦✉♥❞

❇❡❢♦$❡ ❣♦✐♥❣ ✐♥(♦ (❤❡ ❝♦$❡ ♦❢ (❤✐+ (❤❡+✐+ ❛♥❞ +♣❡❛❦ ❛❜♦✉( (❤❡ ❝♦♥($✐❜✉(✐♦♥+ ✇❡ ♠❛❞❡✱ ✇❡

♣$❡+❡♥( +♦♠❡ (❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣$♦✉♥❞ (❤❛( ❝♦✈❡$+ (❤❡ +❡( ♦❢ ♥♦(✐♦♥+ (❤❛( ✇✐❧❧ ❜❡ ✉+❡❢✉❧ (♦ (❤❡

$❡❛❞❡$✳

❲❡ ❛$❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥(❡$❡+(❡❞ ✐♥  ✉"❢❛❝❡ ✕ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ $❡♣$❡+❡♥( (❤❡♠✱ ♠♦❞❡❧✱ ♠♦❞✐❢②✱ ❡♥$✐❝❤✱

❛♥❞ ❛♥✐♠❛(❡ (❤❡♠✳ ❇✉(✱ (♦ ✐♥(❡$❛❝( ✇✐(❤ +✉$❢❛❝❡+✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ +($✉❝(✉$❡+ (❤❛( ❛$❡ ❝♦♠♣❧❡①

✭♠♦+( ♦❢ (❤❡ (✐♠❡✱ ❣❡♦♠❡($✐❝❛❧ +($✉❝(✉$❡+✮✱ ❛♥❞ (❤♦+❡ $❡>✉✐$❡ (❤❡ ✉♥❞❡$+(❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥②

❝♦♥❝❡♣(+ (❤❛( ❛$❡ ♣♦♣✉❧❛$ ✐♥ ❣❡♦♠❡($② ❢♦$ ❈♦♠♣✉(❡$ ●$❛♣❤✐❝+✳

❚❤$♦✉❣❤♦✉( (❤✐+ (❤❡+✐+✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢(❡♥ $❡❢❡$ (❤❡ $❡❛❞❡$ (♦ (❤✐+ ❝❤❛♣(❡$✱ ❛♥❞ ❜$✐❡✢② $❡❝❛❧❧

(❤❡ (❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣$♦✉♥❞ (❤❛( ✐+ ❛♣♣$♦♣$✐❛(❡ (♦ ❡❛❝❤ ♦❢ (❤❡ +♣❡❝✐✜❝ (❡❝❤♥✐>✉❡+ ✇❡ ✇✐❧❧

✐♥($♦❞✉❝❡✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ $❡❛❞❡$ (♦ ✇❤♦♠ ❞✐+❝$❡(❡ ❞✐✛❡$❡♥(✐❛❧ ❣❡♦♠❡($② ❛♥❞ +♣❛❝❡ ($❛♥+❢♦$♠❛(✐♦♥+

❛$❡ ♥♦ +❡❝$❡( ❝❛♥ +❦✐♣ ❞✐$❡❝(❧② (♦ (❤❡ ♥❡①( ❝❤❛♣(❡$✳ ❖(❤❡$+ +❤♦✉❧❞ $❡❛❞ (❤✐+ ❝❤❛♣(❡$ (❤❛(✱

✇❡ ❤♦♣❡✱ ✐+ ❛♥ ❛+ ❡❛+② ❛+ ♣♦++✐❜❧❡ ✐♥($♦❞✉❝(✐♦♥ (♦ (❤❡ ✇♦$❧❞ ♦❢ ❣❡♦♠❡($② ✐♥ ❈♦♠♣✉(❡$

●$❛♣❤✐❝+✳

✸✳✶ ◆♦%❛%✐♦♥)

❲❡ +(❛$( (❤✐+ ❝❤❛♣(❡$ ❜② ✐♥($♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦(❛(✐♦♥+ (❤❛( ❛$❡ ❣♦✐♥❣ (♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ (❤$♦✉❣❤♦✉(

(❤✐+ (❤❡+✐+✳

✶✳ · × · ❞❡♥♦(❡+ (❤❡ ❝$♦++ ♣$♦❞✉❝( ❜❡(✇❡❡♥ ✈❡❝(♦$+ ✐♥ R3
✳

✷✳ < ·|· > ❞❡♥♦(❡+ (❤❡ ❞♦( ♣$♦❞✉❝( ❜❡(✇❡❡♥ ✈❡❝(♦$+ ✐♥ ❛♥② ❞✐♠❡♥+✐♦♥✳ ▼♦$❡ ❣❡♥❡$❛❧❧②✱

✐( ✐+ +(✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ (♦ '❡♥ ♦" ✱ ❛♥❞ < u|v >= uivi✳

✸✳ n✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ✈❡❝(♦$+ x ❛$❡ ♥♦(❡❞ (x1, · · · , xn)✱ ❜✉( (❤❡② ❛$❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝'♦" ✇❤❡♥

❝♦♥+✐❞❡$✐♥❣ ♠❛($✐① ♦♣❡$❛(✐♦♥+ ✭♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥✱ n $♦✇+✮✳

✹✳ mi ❞❡♥♦(❡+ (❤❡ i
th
$♦✇ ♦❢ (❤❡ ♠❛($✐① m✱ ❛♥❞ mij ❞❡♥♦(❡+ ✐(+ ❡❧❡♠❡♥( ❛( $♦✇ i ❛♥❞

❝♦❧✉♠♥ j✳ ui ❞❡♥♦(❡+ (❤❡ i
th
❝♦♦$❞✐♥❛(❡ ♦❢ (❤❡ ✈❡❝(♦$ u✳

✹✾
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✺✳ m · u ❞❡♥♦'❡( '❤❡ ♠❛',✐❝✐❛❧ ♣,♦❞✉❝' ❜❡'✇❡❡♥ m ❛♥❞ u✳

✻✳ ut ❞❡♥♦'❡( '❤❡  !❛♥$♣♦$❡ ♦❢ '❤❡ ♠❛',✐① ✭♦, ✈❡❝'♦,✮ u✳ ❚❤❡ ❞♦' ♣,♦❞✉❝' ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦

✈❡❝'♦,( u ❛♥❞ v ✇✐❧❧ ❜❡ '❤❡♥ ✇,✐''❡♥ (♦♠❡'✐♠❡( ut · v✳

✼✳ ❲❡ ♥♦'❡ ✐♥ ❣❡♥❡,❛❧ ▼ ❛ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ (✉,❢❛❝❡ ❛♥❞ M ❛ ',✐❛♥❣✉❧❛, ♠❡(❤ ✇✐'❤ V =
{v0, v1, · · · , vN−1} ✐'( ✈❡,'✐❝❡( ✇✐'❤ ❛((♦❝✐❛'❡❞ ♣♦(✐'✐♦♥( {v0,v1, · · · ,vN−1}✱ E ✐'(

(❡' ♦❢ ❡❞❣❡(✱ ❛♥❞ T ✐'( (❡' ♦❢ ',✐❛♥❣❧❡(✳

✸✳✷ ❉✐%❝'❡)❡ %✉'❢❛❝❡% ✐♥ R
3

❚❤❡ ('✉❞② ♦❢ (✉,❢❛❝❡( ✐♥ R
3
✐( ❧✐♥❦❡❞ '♦ (❡✈❡,❛❧ ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ✜❡❧❞(✱ ✐♥ ♣❛,'✐❝✉❧❛, ❞✐✛❡%✲

❡♥(✐❛❧ ❣❡♦♠❡(%②✳ ■' ✐( ❜❡②♦♥❞ '❤❡ (❝♦♣❡ ♦❢ '❤✐( '❤❡(✐( '♦ ,❡✈✐❡✇ ❛❧❧ ♥♦'✐♦♥( ♦❢ ❞✐✛❡,❡♥'✐❛❧

❣❡♦♠❡',②✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✇❡ ❛,❡ ❣♦✐♥❣ '♦ ♣,❡(❡♥' (♦♠❡ ♦❢ '❤❡♠ '❤❛' ❛,❡ ♦❢ ✐♥'❡,❡(' '♦ ✉(✳ ❲❡

✇✐❧❧ ♣,❡(❡♥' '❤❡♠ ❞✐,❡❝'❧② ✐♥ '❤❡ ❝♦♥'❡①' ♦❢ ❞✐/❝%❡(❡ ❞✐✛❡%❡♥(✐❛❧ ❣❡♦♠❡(%② ✇❤❡,❡ ❛♣♣,♦✲

♣,✐❛'❡✱ ✇❤❡,❡ ✇❡ ❝♦♥(✐❞❡, ♠❛♥✐❢♦❧❞ (%✐❛♥❣❧❡ ♠❡/❤❡/ ❛( ❛♥ ❛♣♣,♦①✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ (♠♦♦'❤

(✉,❢❛❝❡✳

✸✳✷✳✶ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡.❤❡.

■♥ ❞✐✛❡,❡♥'✐❛❧ ❣❡♦♠❡',②✱ ❛ (❡' X ✐( (❛✐❞ '♦ ❜❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ d ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦, ❡❛❝❤

♣♦✐♥' η✱ ❛ (♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ♥❡✐❣❤❜♦,❤♦♦❞ Uη ✐( ❤♦♠❡♦♠♦,♣❤✐❝ '♦ ❛ d✲❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ (♣❤❡,❡ Vφ(η)
'❤,♦✉❣❤ ❛ ♠❛♣ φ✿ ∀η ∈ X, ∃Uη, φ : Uη → Vφ(η) ⊂ Rd✳ ■' ❤❛( ❜♦✉♥❞❛,✐❡( ✐❢ ❢♦, (♦♠❡ ♣♦✐♥'(✱

'❤❡✐, ♥❡✐❣❤❜♦,❤♦♦❞ ✐( ❤♦♠❡♦♠♦,♣❤✐❝ '♦ ❤❛❧❢ ❛ (♣❤❡,❡✳ ❋♦, (✉,❢❛❝❡( ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R
3
✱ '❤❡

❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✐( '❤❡♥ '❤❛' '❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦,❤♦♦❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥' ✐( ❤♦♠❡♦♠♦,♣❤✐❝ '♦ ❛ ❞✐(❦✳ ❚❤✐(

❝♦♥❞✐'✐♦♥ ',❛♥(❧❛'❡( ❡❛(✐❧② ✐♥'♦ ❝♦♠❜✐♥❛'♦,✐❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥( ♦♥ '❤❡ (❡' ♦❢ ✈❡,'✐❝❡(✱ ❡❞❣❡( ❛♥❞

',✐❛♥❣❧❡( '❤❛' ❝♦♠♣♦(❡ '❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦,❤♦♦❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡,'❡①✳ ■♥ ♦✉, ✇♦,❦✱ ✇❡ ❝♦♥(✐❞❡, ♠♦('❧②

 !✐❛♥❣❧❡ ♠❡$❤❡$ ❛( ❞✐(❝,❡'❡ ✈❡,(✐♦♥( ♦❢ (✉,❢❛❝❡(✱ ❜✉' '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞

♠❡$❤ ✐( ✈❛❧✐❞ ❢♦, ❛♥② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ (✉,❢❛❝❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R
3
✳

❆ ',✐❛♥❣❧❡ ♠❡(❤ M ✐( ❛ ❝♦❧❧❡❝'✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥'( V = {v0, v1, · · · , vN−1} ❝❛❧❧❡❞ ✈❡! ✐❝❡$ ❛♥❞

❛ ❝♦❧❧❡❝'✐♦♥ ♦❢ ',✐❛♥❣❧❡( T = {(t00, t01, t02), · · · , (tT−1
0 , tT−1

1 , tT−1
2 )} '❤❛' ❛,❡ ',✐♣❧❡'( ♦❢ ✐♥'❡❣❡,

✐♥❞✐❝❡( ❞❡♥♦'✐♥❣ '❤❡ ✐♥❞❡① ✐♥ V ♦❢ '❤❡ ✈❡,'✐❝❡( ❞❡✜♥✐♥❣ '❤❡ ',✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡$ E ♦❢ M
❛,❡ ♣❛✐,( ♦❢ ✈❡,'✐❝❡( ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ '♦ '❤❡ (❛♠❡ ',✐❛♥❣❧❡✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ✐( (❛✐❞ '♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❛!② ✐❢ ✐'

❤❛( ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥' ',✐❛♥❣❧❡✳ ❆ (✉,❢❛❝❡ ✐( (❛✐❞ '♦ ❜❡ ♦♣❡♥ ✐❢ ✐' ❝♦♥'❛✐♥( ❜♦✉♥❞❛,✐❡(✱ ❝❧♦$❡

♦'❤❡,✇✐(❡✳

❲❡ ♥♦'❡ V1(v) ✭,❡(♣✳ E1(v)✱ ,❡(♣✳ T1(v)✮ '❤❡ (❡' ♦❢ ✈❡,'✐❝❡( ✭,❡(♣✳ ❡❞❣❡(✱ ,❡(♣✳ ',✐❛♥❣❧❡(✮

'❤❛' ❛,❡ ❝♦♥♥❡❝'❡❞ '♦ '❤❡ ✈❡,'❡① v✱ '❤❡(❡ (❡'( ❛,❡ ✉(✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ♦♥❡✲!✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝② (❡'(✳

❉❡✜♥✐(✐♦♥ ❆ ',✐❛♥❣❧❡ ♠❡(❤ ✐( ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐❢✿

• ❛♥② ❡❞❣❡ ❞♦❡( ♥♦' (❤❛,❡ ♠♦,❡ '❤❛♥ '✇♦ ',✐❛♥❣❧❡(✱

• ❛♥② ✈❡! ❡① (❤❛,❡( ❡①❛❝'❧② ③❡,♦ ♦, '✇♦ ❜♦✉♥❞❛!② ❡❞❣❡$✱

• ❛♥② ✈❡! ❡① ❤❛( ✐'( ♦♥❡✲,✐♥❣✲',✐❛♥❣❧❡( '❤❛' ❝♦♥'❛✐♥( ♥♦ ♠♦,❡ '❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝'❡❞ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥'✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥(✐❞❡,✐♥❣ ❡❞❣❡✲❛❞❥❛❝❡♥❝② ❜❡'✇❡❡♥ ',✐❛♥❣❧❡(✳



R
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n(tj) =
(v
t
j
1
− v

t
j
0
)× (v

t
j
2
− v

t
j
0
)

||(v
t
j
1
− v

t
j
0
)× (v

t
j
2
− v

t
j
0
)||

{vi, vj}
tij tji tij = {vi, vj , k} tji = {vj , vi, l}

•

•

κn p n t

n t
t κn(t) = Dtn

(u, v) {e1, e2} ∈
R

3 × R3 κn(u, v) = (u, v)t · II · (u, v) II

2× 2



II

κ2 κ1 −→κ2 −→κ1

< −→κ2|{e1, e2} > < −→κ1|{e1, e2} >

H

κn

κn(θ) = cos2(θ)κ2 + sin2(θ)κ1
θ ∈ [0, 2π]

H =
κ2 + κ1

2

G

G = κ2κ1

II

II
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ▲❡❢,✿ ❝♦,❛♥❣❡♥, ❛♥❣❧❡2 ♦❢ ❡❞❣❡ eij ✳ ❘✐❣❤,✿ ❱♦$♦♥♦✐ ❛$❡❛ ♦❢ ❛ ✈❡$,❡①✳

❧♦❝❛❧ ❢$❛♠❡✱ ✐♥ ,❡$♠2 ♦❢ ,❤❡ ❞✐✛❡$❡♥,✐❛❧ ♦❢ ,❤❡ ✈❡$,❡① ♥♦$♠❛❧2 ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ❡❞❣❡2 ♦❢ ,❤❡

,$✐❛♥❣❧❡ ✭2❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ✱ ✐♠❛❣❡ %❛❦❡♥ ❢)♦♠ ❬✼✻❪✮✳ ❆ 2✐♠♣❧❡ 2②2,❡♠ ♦❢ ❡A✉❛,✐♦♥2 ♥❡❡❞2

,♦ ❜❡ ✐♥✈❡$,❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ ,♦ ✜♥❞ II✳

✷✳ ❖♥❝❡ II ✐2 ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ,$✐❛♥❣❧❡ ♦❢ ,❤❡ ♠❡2❤✱ ✐, ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡22❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❡$,❡①

♦❢ ,❤❡ ♠❡2❤ ❜② ❛✈❡$❛❣✐♥❣ ,❤❡ ,❡♥2♦$2 ♦♥ ✐,2 ❛❞❥❛❝❡♥, ,$✐❛♥❣❧❡2 ✭✇❡✐❣❤,✐♥❣ ,❤❡♠ ❜②

,❤❡✐$ ❛$❡❛✮✳ ■, ✐2 $❡A✉✐$❡❞ ❤❡$❡ ,♦ $♦,❛,❡ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢$❛♠❡ ♦❢ ,❤❡ ,$✐❛♥❣❧❡ ✐♥ ♦$❞❡$ ❛❧✐❣♥

❜❡2, ,♦ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢$❛♠❡ ♦❢ ,❤❡ ✈❡$,❡①✱ 2♦ ,❤❛, ❛❧❧ ,❡♥2♦$2 ❛$❡ ❡①♣$❡22❡❞ ✇✳$✳,✳ ,❤✐2 ❧♦❝❛❧

❢$❛♠❡ ❜❡❢♦$❡ ❜❡✐♥❣ ❛✈❡$❛❣❡❞✳

✸✳ ❖♥❝❡ II ✐2 ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❡$,❡①✱ ✐, ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝✉$✈❛,✉$❡ ✐♥❢♦$♠❛✲

,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ ,❤❡ ❡①♣$❡22✐♦♥2 ✐♥,$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2 ♣❛$❛❣$❛♣❤2 ✭2❡❡

2❡❝,✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳

◆♦,❡✱ ,❤❛, ,❤✐2 ❛♣♣$♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇2 ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ❤✐❣❤❡$ ♦$❞❡$ ❞❡$✐✈❛,✐✈❡2✱ ,♦♦✳

✸✳✷✳✸ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧+,❛♠✐ ♦♣❡,❛+♦,

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡)❛*♦) △✱ ,❤❛, ✐2 ❛ ❧✐♥❡❛$ ♦♣❡$❛,♦$ ❛❝,✐♥❣ ♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥2✱ ✐2 ♣❛$,✐❝✉❧❛$❧②

✐♠♣♦$,❛♥, ✐♥ ❣❡♦♠❡,$② ❛♥❞ ✐♥ ❈♦♠♣✉,❡$ ●$❛♣❤✐❝2✳

■♥ ,❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ 2♣❛❝❡ R
d
✱ ✐, ,❛❦❡2 ,❤❡ ❢♦$♠ △ f =

∑

i=1..d
∂2f

∂x2i
✳ ❖♥ n✲❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ 2✉$❢❛❝❡2

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R
d
❤♦✇❡✈❡$✱ ✐, ✐2 ♠♦$❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ,♦ ❞❡✜♥❡✳

❖♥❡ ❦❡② ♦❜2❡$✈❛,✐♦♥ ❢♦$ ,❤❡ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤✐2 ♦♣❡$❛,♦$ ♦♥ 2✉$❢❛❝❡2 ✭❛♥❞ ♦♥ ,$✐❛♥❣❧❡ ♠❡2❤❡2

✐♥ ♣❛$,✐❝✉❧❛$✮✱ ✐2 ,❤❛, ✐, ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦2❡❞ ❛2 ❛ ❝♦♠❜✐♥❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ♦♣❡$❛,♦$

divf =
∑

i=1..d
∂fi
∂xi

❛♥❞ ❣$❛❞✐❡♥, ♦♣❡$❛,♦$

−→▽f = { ∂f
∂x1

, · · · , ∂f
∂xd

}✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐, ✐2 2,$❛✐❣❤,❢♦$✲
✇❛$❞ ,♦ 2❡❡ ,❤❛, △ f = div(

−→▽(f))✳

❈♦♠♣✉*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧*)❛♠✐ ♦♣❡)❛*♦) ♦♥ *)✐❛♥❣❧❡ 3✉)❢❛❝❡3 ❚❤❡ ❞✐✈❡$✲

❣❡♥❝❡ ♦♣❡$❛,♦$ ❛♥❞ ,❤❡ ❣$❛❞✐❡♥, ♦♣❡$❛,♦$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐2❝$❡,✐③❡❞ ♦♥ ,$✐❛♥❣❧❡ 2✉$❢❛❝❡2✱ ❛♥❞

❜② ✉2✐♥❣ ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2 ❡A✉❛,✐♦♥✱ ❛ ❞✐2❝$❡,✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡$❛,♦$ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

♦♥ ,$✐❛♥❣❧❡ 2✉$❢❛❝❡2 ❛2 ✇❡❧❧✳ ◆♦,❡✱ ,❤❛, ✇❤❡♥ ❝♦♥2✐❞❡$✐♥❣ ,❤✐2 ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ❢♦$ ,❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

♦♣❡$❛,♦$✱ ✐, $❡❢❡$2 ,♦ ,❤❡ ✏▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧,$❛♠✐✑ ♦♣❡$❛,♦$ ♦♥ 2✉$❢❛❝❡2✳



✺✹

◆♦$❡✱ $❤❛$ ✐$ ✐* ❝❧♦*❡❧② .❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❉✐"❝$❡&❡ ❊①&❡$✐♦$ ❈❛❧❝✉❧✉"✳ ❋♦. ❢✉.$❤❡.

.❡❢❡.❡♥❝❡✱ ♣❧❡❛*❡ *❡❡ ❬✷✺❪✳

△ (f)(vi) =
1

2AV or(vi)

∑

vj∈V
wijfj ✭✸✳✹✮

✇✐$❤ wij ❜❡✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞  ❤❡ ❝♦ ❛♥❣❡♥ ✇❡✐❣❤ ♦❢ $❤❡ ❡❞❣❡ eij ✐♥ ❝❛*❡ vj ✐* ❛ ♥❡✐❣❤❜♦. ♦❢ vi✿










wij =
cot(αij)+cot(βij)

2 ∀vj ∈ V1(vi)
wij = 0 ∀vj /∈ V1(vi), j 6= i
wii = −∑

j 6=iwij

✭✸✳✺✮

❚❤❡ ❱♦.♦♥♦C *❡$ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥$ xi ❛♠♦♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝$✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥$* XI = {xi}i∈I ✐♥ ❛ *♣❛❝❡ M ✐*

$❤❡ *❡$ ♦❢ ♣♦✐♥$* ✐♥ M $❤❛$ ❛.❡ ❝❧♦*❡. $♦ xi $❤❛♥ $♦ ❛♥② ♦$❤❡. ♣♦✐♥$ ✐♥ XI ✳ ❚❤✐* ♥♦$✐♦♥

✐* ❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ $❤❡ ❞✐*$❛♥❝❡ $❤❛$ ✐* ❝♦♥*✐❞❡.❡❞ ♦♥ $❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ *♣❛❝❡ M ✳ AV or(vi) =
1
4

∑

vj∈V1(vi)wij ||vi − vj||2 ❞❡♥♦$❡* $❤❡ ❱♦$♦♥♦0 ❛$❡❛ ♦❢ &❤❡ ✈❡$&❡① vi ✭*❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹✮❀ $❤❡ *♣❛❝❡
$❤❛$ ✐* ❝♦♥*✐❞❡.❡❞ ❤❡.❡ ✐* $❤❡ *✉.❢❛❝❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛♥❞ $❤❡ ❞✐*$❛♥❝❡ ✐* $❤❡ ❣❡♦❞❡*✐❝ ❞✐*$❛♥❝❡

♦♥ $❤❡ *✉.❢❛❝❡✳

▲✐♥❦  ♦ ❝✉-✈❛ ✉-❡ ■$ ✐* ♣❡.$✐♥❡♥$ $♦ ♥♦$❡ $❤❛$✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ $❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡.❛$♦.

$♦ $❤❡ ❝♦♦.❞✐♥❛$❡* ❢✉♥❝$✐♦♥ x✭$❤❡ ❣❡♦♠❡$.② ♦❢ $❤❡ *✉.❢❛❝❡✮✱ $❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉.✈❛$✉.❡ ❝♦♠❡* ❛*

❛ .❡*✉❧$✿

△ x = 2Hn ✭✸✳✻✮

❚❤✐* ❡J✉❛❧✐$② ❤❛* ♠♦$✐✈❛$❡❞ ♣.❡✈✐♦✉* ✇♦.❦ .❡❣❛.❞✐♥❣ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉.✈❛✲

$✉.❡ ♦♥ $.✐❛♥❣❧❡ *✉.❢❛❝❡*✱ ❜② ✜.*$ ❝♦♠♣✉$✐♥❣ ✈❡.$❡① ♥♦.♠❛❧* ♦♥ ❛ ♠❡*❤✱ $❤❡♥ ❝♦♠♣✉$✐♥❣

$❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ $❤❡ ♠❡*❤ ✈❡.$❡① ❝♦♦.❞✐♥❛$❡* ❛♥❞ ❞❡.✐✈✐♥❣ $❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉.✈❛$✉.❡ ♣❡. ✈❡.$❡①

❛* ❤❛❧❢ ♦❢ $❤❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ♦❢ $❤❡ .❡*✉❧$ ✭❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦. $❤❡ ♦.✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✳.✳$✳ $❤❡ ✈❡.$❡①

♥♦.♠❛❧ $♦ *❡$ $❤❡ *✐❣♥ ♦❢ $❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉.✈❛$✉.❡✮✳

✸✳✷✳✹ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✈❛.✐❛♥/0

❆♥ ✐♠♣♦.$❛♥$ $❤❡♦.❡♠ ❢.♦♠ ❞✐✛❡.❡♥$✐❛❧ ❣❡♦♠❡$.② .❡❧❛$❡* $❤❡ ❣❡♦♠❡$.② ♦❢ $❤❡ *✉.❢❛❝❡

✭$❤.♦✉❣❤ ●❛✉**✐❛♥ ❝✉.✈❛$✉.❡✮ $♦ ✐$* $♦♣♦❧♦❣② ✭$❤.♦✉❣❤ ✐$* ❣❡♥✉/✮✿

●❛✉//✲❇♦♥♥❡ ❋♦. ❛♥② *♠♦♦$❤ ❝❧♦*❡ *✉.❢❛❝❡ ▼

∫

ξ∈▼
Gdσξ = 2πχ(▼) ✭✸✳✼✮

✇✐$❤ χ(▼) $❤❡ ❊✉❧❡- ❝❤❛-❛❝ ❡-✐/ ✐❝ ♦❢ $❤❡ *✉.❢❛❝❡ ▼✳

❚❤❡ ❊✉❧❡. ❝❤❛.❛❝$❡.✐*$✐❝ ✐* ❧✐♥❦❡❞ $♦ $❤❡ ❣❡♥✉/ ♦❢ $❤❡ *❤❛♣❡ g(▼) ❜② $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦.♠✉❧❛✿

χ(▼) = 2− 2g(▼) ✭✸✳✽✮



χ( ) = #V −#E +#T



✺✻

▲✐♥❡❛% %♦'❛'✐♦♥ ✐♥✈❛%✐❛♥' ❝♦♦%❞✐♥❛'❡+

❚❤❡ ▲❘■ ♠❡)❤♦❞ ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥ )❤❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡%❡♥'✐❛❧ ❝♦♦%❞✐♥❛'❡+ ♦♥ )❤❡ ♠❡-❤✿

• ❆ ❧♦❝❛❧ ❢7❛♠❡ Bi ✐- ❛!!❛❝❤❡❞ )♦ ❡❛❝❤ ✈❡7)❡① vi ✭❛ 3 × 3✲♠❛)7✐① ✇✐)❤ n(vi) ❜❡✐♥❣ )❤❡

✜7-) 7♦✇✱ ❛♥❞ )❤❡ -❡❝♦♥❞ ❛♥❞ )❤✐7❞ 7♦✇- ❜❡✐♥❣ )✇♦ ♦7)❤♦❣♦♥❛❧ ✈❡❝)♦7- -♣❛♥♥✐♥❣ )❤❡

)❛♥❣❡♥) ♣❧❛♥❡ ♦❢ )❤❡ ✈❡7)❡①✮✳

• ❖♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ eij ❛ 3 × 3✲♠❛)7✐① Tij ✐- ❛))❛❝❤❡❞✱ ❞❡-❝7✐❜✐♥❣ )❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ )❤❡ ❧♦❝❛❧

❢7❛♠❡- ❡①♣7❡--❡❞ ✐♥ )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢7❛♠❡ Bi✿ Tij = (Bj − Bi) · Bt
i ✳ ❚❤✐( ♠❛!*✐① ❡♥❝♦❞❡(

!❤❡ ✜*(! ♣❛*! ♦❢ !❤❡ ❞✐✛❡*❡♥!✐❛❧ ❝♦♦*❞✐♥❛!❡( ♦❢ !❤❡ ▲❘■✳

• ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ eij ✐- ❡①♣7❡--❡❞ ✐♥ )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢7❛♠❡ Bi✿ dij = Bi · (vj − vi)✳ ❚❤✐( ❡♥❝♦❞❡(

!❤❡ (❡❝♦♥❞ ♣❛*! ♦❢ !❤❡ ❞✐✛❡*❡♥!✐❛❧ ❝♦♦*❞✐♥❛!❡( ♦❢ !❤❡ ▲❘■✳

❚♦ ❞❡❢♦7♠ )❤❡ ♠♦❞❡❧✱ )❤❡ ✉-❡7 ❣%❛❜+ )❤❡ ❤❛♥❞❧❡✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡- -♦♠❡ )7❛♥-❢♦7♠❛)✐♦♥ )♦

✐) ✭✉-✉❛❧❧②✱ ❛ -✐♠♣❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛'♦% ✇✐❞❣❡' ❛❧❧♦✇- )♦ -♣❡❝✐❢② ❛ 7✐❣✐❞ )7❛♥-❢♦7♠❛)✐♦♥ )♦

)❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❛♥❞❧❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ )7❛♥-❧❛)✐♦♥✱ ❛ 7♦)❛)✐♦♥✱ ❛♥❞ 3 -❝❛❧❡- )❤❛) ❛7❡ ❡✈❡♥)✉❛❧❧②

❡F✉❛❧✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦7✐)❤♠ ✜7-) ♣7♦♣❛❣❛)❡- )❤❡ 7♦)❛)✐♦♥ ❛♥❞ )❤❡ -❝❛❧❡- )♦ )❤❡ ❡♥)✐7❡ ♠❡-❤✱ )❤✉-

♠♦❞✐❢②✐♥❣ )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢7❛♠❡ ♦❢ )❤❡ ✈❡7)✐❝❡-✳ ■♥ ❛ -❡❝♦♥❞ -)❡♣✱ )❤❡ ♣♦-✐)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✈❡7)✐❝❡- ❛7❡

7❡❝♦✈❡7❡❞ ❜② ✜))✐♥❣ ❜❡-) )❤❡ ❝♦♥-)7❛✐♥)- ❣✐✈❡♥ ❜② )❤❡ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ )❤❡ ✜①❡❞ ♣❛7)✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇-

)❤❡ 7❡-) ♦❢ )❤❡ ♠❡-❤ )♦ ❜❡ ♦♣)✐♠✐③❡❞ )♦ ✜) ❜❡-) )❤❡ ❞✐✛❡7❡♥)✐❛❧ ❝♦♦7❞✐♥❛)❡- ✇✳7✳)✳ )❤❡ ♥❡✇

❢7❛♠❡-✳

❚❤✐- 7❡F✉✐7❡- -♦❧✈✐♥❣ )✇♦ ❧✐♥❡❛7 -②-)❡♠-✿

✶✳ ▲♦❝❛❧ ❢%❛♠❡+✿ ❋✐♥❞ Bi∀vi ∈ V✱ -✉❝❤ )❤❛) (Tij + I3) ·Bi−Bj = 03∀eij ∈ E ✱ )❤❡ ❧♦❝❛❧
❢7❛♠❡- ❜❡✐♥❣ ❝♦♥-)7❛✐♥❡❞ ✐♥ )❤❡ ✜①❡❞ ♣❛7) ❛♥❞ )❤❡ ❤❛♥❞❧❡❀

✷✳ ❱❡%'❡① ♣♦+✐'✐♦♥+✿ ❋✐♥❞ vi∀vi ∈ V✱ -✉❝❤ )❤❛) (vj − vi) = Bt
i · dij∀eij ∈ E ✱ )❤❡

♣♦-✐)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✈❡7)✐❝❡- ❜❡✐♥❣ ❝♦♥-)7❛✐♥❡❞ ✐♥ )❤❡ ✜①❡❞ ♣❛7) ❛♥❞ )❤❡ ❤❛♥❞❧❡✳

■♥ ♦✉7 ✐♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣7❡-- )❤❡ ❞✐✛❡7❡♥)✐❛❧ ❝♦♦7❞✐♥❛)❡- ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ eij '✇✐❝❡✱ )❤❡
✜7-) )✐♠❡ ✇✳7✳)✳ )❤❡ ✈❡7)❡① vi✱ )❤❡ -❡❝♦♥❞ )✐♠❡ ✇✳7✳)✳ )❤❡ ✈❡7)❡① vj ✳ ❲❡ ♥♦)✐❝❡❞ )❤❛)✱ ❡✈❡♥

)❤♦✉❣❤ )❤❡ -②-)❡♠- ❛7❡ ❤❡❛✈✐❡7✱ )❤❡ 7❡-✉❧)- ✇❡7❡ -✐❣♥✐✜❝❛♥)❧② ✐♠♣7♦✈❡❞ ✇❤❡♥ -②♠♠❡)7✐③✐♥❣

)❤❡ ❡♥❡7❣✐❡-✳ ❚❤❡ 7❡-✉❧)✐♥❣ ❢7❛♠❡- {Bi}i )❤❛) ❛7❡ -♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✜7-) ❧✐♥❡❛7 -②-)❡♠ ❛7❡ ♥♦)

7♦)❛)✐♦♥ ♠❛)7✐❝❡- ✭Bt
i ·Bi 6= I3 ✐♥ ❣❡♥❡7❛❧✮✱ ❛- )❤✐- ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ✐- ♥♦) ❡♥❢♦7❝❡❞✳ ❆❢)❡7 -♦❧✈✐♥❣

)❤❡ ✜7-) ❧✐♥❡❛7 -②-)❡♠✱ ✇❡ ♣7♦❥❡❝) ❡❛❝❤ ♠❛)7✐① Bi ♦♥ )❤❡ -♣❛❝❡ ♦❢ 7♦)❛)✐♦♥ ♠❛)7✐❝❡- ✭✉-✐♥❣

❙❱❉✮ ❜❡❢♦7❡ -♦❧✈✐♥❣ )❤❡ -❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡❛7 -②-)❡♠✳ ❲❡ ❛❧-♦ ✇❡✐❣❤ ❡❛❝❤ ❡F✉❛)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ❧✐♥❡❛7

-②-)❡♠- ❜② )❤❡ ❝♦'❛♥❣❡♥' ✇❡✐❣❤' ♦❢ )❤❡ ❡❞❣❡ )❤❛) ✐- ❝♦♥-✐❞❡7❡❞✳

✸✳✸✳✷ ❙♣❛❝❡ ()❛♥+❢♦)♠❛(✐♦♥+

❆❧)❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛7❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥)❡7❡-)❡❞ ✐♥ ❞❡❢♦7♠✐♥❣ (✉*❢❛❝❡(✱ ✐) ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ )❤❛) ✇❡ ✉-❡ ❙♣❛❝❡

❚*❛♥(❢♦*♠❛!✐♦♥ )❡❝❤♥✐F✉❡- )❤❛) ❛✐♠ ❛) ❞❡❢♦7♠✐♥❣ )❤❡ ❡♥)✐7❡ ✸❉ -♣❛❝❡ ✭♦7 ❛ ♣♦7)✐♦♥ )❤❛)

✐- ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦-❡❞ -✉7❢❛❝❡✮ ❜② )❤❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ f : Rd → R
d
✱ ❛♥❞ ❞❡❢♦7♠

)❤❡ -✉7❢❛❝❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞M ❜② ❝♦♥-✐❞❡7✐♥❣ ✐)- 7❡-)7✐❝)✐♦♥ )♦ ✐)✳ S♦♣✉❧❛7 ❞❡❢♦7♠❛)✐♦♥ )♦♦❧- -✉❝❤
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ξ M Γi(ξ)
1 vi 0 dσξ

ξ Bη(M) M η
dSη(ξ)
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✼✿ ❍❛&♠♦♥✐❝ ❈♦♦&❞✐♥❛4❡5 ❛&❡ ❝♦♠♣✉4❡❞ ❜② ❞✐✛✉5✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦♦&❞✐♥❛4❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ ♦♥

❛ ❣&✐❞ ✭5❡❝♦♥❞✮✳ ❆5 ❛ &❡5✉❧4✱ 4❤❡② ❛&❡ ♣♦5✐4✐✈❡✳ ❚❤✐&❞ ❛♥❞ ❢♦✉&4❤ ✐♠❛❣❡5 5❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛&✐5♦♥

✇✐4❤ ▼❱❈✳

▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦)❞✐♥❛,❡- ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦&❞✐♥❛4❡5 ✭▼❱❈✮ ❬✹✼❪ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥4❡&♣♦❧❛♥4

♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐5❡ ❧✐♥❡❛& ❢✉♥❝4✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ 4❤❡ ❝❛❣❡ 4♦ 4❤❡ ❡♥4✐&❡ ✸❉ 5♣❛❝❡ ✭♦✉45✐❞❡ 4❤❡ ❝❛❣❡

❛5 ✇❡❧❧✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐4✐♦♥ ♦❢ 4❤✐5 ✐♥4❡&♣♦❧❛♥4 &❡❧✐❡5 ♦♥ ❛♥ ❛❧4❡&♥❛4❡ ✈❡&5✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡

❚❤❡♦*❡♠ ✭4❤❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ ✐5 ❡K✉❛❧5 ❛4 ♣♦✐♥4 η 4♦ ✐45 ❛✈❡&❛❣✐♥❣ ♦✈❡& 4❤❡ 5♣❤❡&❡ ❝❡♥4❡&❡❞ ✐♥ η✱
❛5 ✇❡❧❧ ❛5 ♦✈❡& 4❤❡ ❜❛❧❧✱ ❢♦& ❛♥② &❛❞✐✉5 5✉❝❤ 4❤❛4 4❤❡ 5♣❤❡&❡ ✐5 ❝♦♥4❛✐♥❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❞♦♠❛✐♥✮

4❤❛4 ❤❛&♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝4✐♦♥5 ✈❡&✐❢②✳

❋♦& ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥4 η ✐♥ 5♣❛❝❡✱ 4❤❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ ✐5 ❞❡✜♥❡❞ ❛5

fMV C(η) =

∫

Bη(M)
f(ξ)
|ξ−η|dSη(ξ)

∫

Bη(M)
1

|ξ−η|dSη(ξ)

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦5❡ 4❤❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ f ♦♥ 4❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ M ✉5✐♥❣ ✐45 ❛55♦❝✐❛4❡❞ ♣✐❡❝❡✇✐5❡

❧✐♥❡❛& ❜❛5✐5 ❢✉♥❝4✐♦♥5 ✕ f(ξ) =
∑

vi
Γi(ξ)fi ✱ fi ❜❡✐♥❣ 4❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛4 4❤❡ ✈❡&4❡① vi✱ ✇❡ ♦❜4❛✐♥

4❤❛4

fMV C(η) =
∑

vi

λMV C
i (η)fi ✭✸✳✶✵✮

✇✐4❤ λMV C
i (η) =

∫
Bη(M)

Γi(ξ)

|ξ−η|
dSη(ξ)

∫
Bη(M)

1
|ξ−η|

dSη(ξ)
✳

▼❱❈ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥4❡&♣♦❧❛♥4 ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♠✉❧4✐❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝4✐♦♥✱ ❜✉4 ✐❢ ✇❡ 5❡4 4❤❡

✈❛❧✉❡ fi 4♦ ❜❡ ♥❡✇ ✸❉ ♣♦5✐4✐♦♥5 ❢♦& 4❤❡ ❝❛❣❡ ✈❡&4✐❝❡5✱ ✇❡ ♦❜4❛✐♥ 4❤❡ ❞❡❢♦&♠❛4✐♦♥5 ✐♥❞✉❝❡❞

❜② ▼❱❈✳

❍❛)♠♦♥✐❝ ❈♦♦)❞✐♥❛,❡- ❆❧4❤♦✉❣❤ ▼❱❈ ❛❧❧♦✇ 4❤❡ ❡①4❡♥5✐♦♥ ♦❢ ❛&❜✐4&❛&② ❢✉♥❝4✐♦♥5 4♦

4❤❡ ❡♥4✐&❡ 5♣❛❝❡✱ 4❤❡② ❤❛✈❡ 5❡✈❡&❛❧ ❞&❛✇❜❛❝❦5 4❤❛4 ♠❛❦❡ 4❤❡♠ ❞✐✣❝✉❧4 4♦ ✉5❡✳ ■♥ ♣❛&4✐❝✉❧❛&✱

4❤❡② ❛&❡ ♥♦4 ♣♦-✐/✐✈❡ ❡✈❡&②✇❤❡&❡✱ ❛♥❞ 4❤❡② ❛&❡ ♥♦4 ❧♦❝❛❧✳

❍❛&♠♦♥✐❝ ❈♦♦&❞✐♥❛4❡5 ✭❍❈✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥4&♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❡❘♦5❡ ❡4 ❛❧✳ ❬✹✻❪ ✐♥ ✷✵✵✻✳ ❚❤❡②

❛&❡ 4❤❡ ♦♥❧② ❤❛&♠♦♥✐❝ ✐♥4❡&♣♦❧❛♥4 ♦❢ 4❤❡ ❢✉♥❝4✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ 4❤❡ ❜♦✉♥❞❛&② ♦❢ 4❤❡ ❞♦♠❛✐♥

M ✱ ❛♥❞ ❛&❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✈❡&②✇❤❡&❡ ❛5 4❤❡ 5♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 5②54❡♠✿
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✽✿ *♦,✐-✐✈❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦$❞✐♥❛-❡, ✭*▼❱❈✱ -❤✐$❞✮ ❛❝❤✐❡✈❡ ,✐♠✐❧❛$ $❡,✉❧-, ❛,

❍❛$♠♦♥✐❝ ❈♦♦$❞✐♥❛-❡, ✭❍❈✱ ❢♦✉$-❤✮ ❛- $❡❛,♦♥❛❜❧❡ $❛-❡,✳ ■♥ ♣❛$-✐❝✉❧❛$✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛$✐,♦♥ ✇✐-❤

▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦$❞✐♥❛-❡, ✭▼❱❈✱ ,❡❝♦♥❞✮✱ *▼❱❈ ❛$❡ ♣♦"✐$✐✈❡✳

{

∀ξ ∈ ∂D(M) : λHCi (ξ) = Γi(ξ)
∀η ∈ D : △ λHCi (η) = 0

✭✸✳✶✶✮

❙✐♥❝❡ ♥♦ ❝❧♦,❡ ❢♦$♠✉❧❛ ✐, ❦♥♦✇♥ ❢♦$ ❤❛$♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❉✐$✐❝❤❧❡- ❝♦♥❞✐-✐♦♥, ♦♥

-❤❡ ❜♦✉♥❞❛$② ♦❢ -❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ -❤❡② ❛$❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛-❡❞ ❜② ,♦❧✈✐♥❣ -❤✐, ,②,-❡♠ ♦❢ ❡I✉❛-✐♦♥,

♦♥ ❛ $❡❣✉❧❛$ ❣$✐❞ ✭,❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✼✮✳

❆, ❛ $❡,✉❧-✱ -❤❡,❡ ❝♦♦$❞✐♥❛-❡, ❛$❡ ♣♦"✐$✐✈❡ ❡✈❡'②✇❤❡'❡✱ "♠♦♦$❤✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞$❛✇✲

❜❛❝❦ ✐, -❤❡✐$ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ❝♦,-✱ ❛♥❞ -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- -❤❡② ❞♦♥✬- ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦,❡ ❢♦$♠✉❧❛ ♠❛❦❡

-❤❡♠ ,✉✐-❡❞ ❢♦$ ❝❤❛$❛❝-❡$ ❛♥✐♠❛-✐♦♥ ♦♥❧② ✭-❤❡② ❞♦♥✬- ♣❛,, -❤❡ ❢❛♠♦✉, ✏-❡❛♣♦- ✐♥ ❛ ,-❛❞✐✉♠✑

♣$♦❜❧❡♠✮✳

 ♦"✐$✐✈❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦.❞✐♥❛$❡" *♦,✐-✐✈❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦$❞✐♥❛-❡, ✭*▼❱❈✮ ✇❡$❡

✐♥-$♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲✐♣♠❛♥ ❡- ❛❧✳ ❬✻✵❪ ✐♥ ✷✵✵✼✳ ❚❤❡,❡ ❝♦♦$❞✐♥❛-❡, ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉,✐♥❣ -❤❡ ,❛♠❡

♣$♦❝❡,, ❛, ❢♦$ ▼❱❈✱ ❜✉- -❤❡ ❛✈❡$❛❣✐♥❣ ♦❢ -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐, ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ -❤❡ ♣$♦❥❡❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

✈✐"✐❜❧❡ ♣❛.$ ♦❢ $❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥ -❤❡ ✉♥✐- ,♣❤❡$❡✱ ✐♥,-❡❛❞ ♦❢ -❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇②

♥♦-✐♥❣ V ISη(M) -❤❡ ♣❛$- ♦❢ -❤❡ ❞♦♠❛✐♥ M -❤❛- ✐, ✈✐"✐❜❧❡ ❢$♦♠ -❤❡ ♣♦✐♥- η✱ -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥
✐, ❣✐✈❡♥ ❜②✿

fPMV C(η) =

∫

Bη(V ISη(M))
f(ξ)
|ξ−η|dSη(ξ)

∫

Bη(V ISη(M))
1

|ξ−η|dSη(ξ)

■♥ ♣$❛❝-✐❝❡✱ -❤❡ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✈✐"✐❜✐❧✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥ V IS ✐, ♥♦- ,-$❛✐❣❤-❢♦$✇❛$❞✱ ❛♥❞ ❝❧♦,❡

❢♦$♠✉❧❛ ❝❛♥♥♦- ❜❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❢♦$ -❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ♦❢ *▼❱❈✳ ■♥,-❡❛❞✱ -❤❡ ❣❡♦♠❡-$✐❝ ❛✈❡$❛❣✐♥❣

✐, ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ -❤❡ ●*❯✱ ❜② ❞$❛✇✐♥❣ ❜❛,✐, ❢✉♥❝-✐♦♥, ♦♥ ❧♦✇ $❡,♦❧✉-✐♦♥ ❝✉❜❡ ♠❛♣" ❝❡♥-❡$❡❞

✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥- η ♦❢ -❤❡ ♠♦❞❡❧✳



η
f(η) =

∑

vi
λi(η) · vi

vi
−→
t vi := vi + si · −→t

f D

f(η) =

∫

ξ∈∂D
f(ξ)

∂ξG(ξ, η)

∂nξ
dσξ −

∫

ξ∈∂D
G(ξ, η)

∂f(ξ)

∂nξ
dσξ

G △x G(x, y) =△y G(x, y) =
δ0(||x− y||)

f ∂f
∂nξ

{

∀ξ ∈ ∂D : f(ξ) =
∑

vi
Γi(ξ) · vi

∀ξ ∈ tj ⊂ ∂D : ∂f
∂nξ

(ξ) = stj · n(tj)

tj jth n(tj) stj

f(η) =
∑

vi

φi(η) · vi +
∑

tj

ψj(η)stj · n(tj)

φi(η) =
∫

ξ∈∂D Γi(ξ)
∂ξG(ξ,η)
∂nξ

dσξ ψj(η) = −
∫

ξ∈∂DG(ξ, η)dσξ
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◆♦"❡✱ "❤❛" ♥♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ❜♦✉♥❞❛,② ❝♦♥❞✐"✐♦♥0 ✐0 ✜" ✭❛ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡6✉❛"✐♦♥ ✐0 ✉♥✐6✉❡❧② ❞❡"❡,♠✐♥❡❞

❜② ❛ ❉✐,✐❝❤❧❡" ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♦! ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐"✐♦♥✮✳ ■♥ ♣❛,"✐❝✉❧❛,✱ ✐❢ "❤❡ ❉✐,✐❝❤❧❡" ❝♦♥❞✐"✐♦♥

✇❛0 ✜"✱ "❤❡ ,❡0✉❧" ✇♦✉❧❞ ❜❡ "❤❡ 0❛♠❡ ❛0 "❤❡ ❍❛,♠♦♥✐❝ ❈♦♦,❞✐♥❛"❡0✳

◆♦"❡ ❛❧0♦✱ "❤❛" "❤❡ ♣❛,"✐❝✉❧❛, ❝❤♦✐❝❡ ❢♦, "❤✐0 ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❝♦,,❡0♣♦♥❞0 "♦ 0❡""✐♥❣ "❤❡

❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ "❤❡ ",❛♥0❢♦,♠❛"✐♦♥ "♦ ❜❡ ❛0 ❝❧♦0❡ ❛0 ♣♦00✐❜❧❡ "♦ ❛ 0✐♠✐❧❛,✐"② ♦♥ ❡❛❝❤ ",✐❛♥❣❧❡ ♦❢

"❤❡ ❝❛❣❡ ✭"❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❜❡✐♥❣ ❞❡"❡,♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐♥ "❤❡ "✇♦ ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ❝♦,,❡0♣♦♥❞✐♥❣

"♦ "❤❡ ",✐❛♥❣❧❡ ✇❤❡,❡ ✐"✬0 ❝♦♥0✐❞❡,❡❞✮✳

❆ ❣♦♦❞ ♠❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧ ♣,♦♣❡,"② ♦❢ "❤❡0❡ ❝♦♦,❞✐♥❛"❡0 ✐0 "❤❛" "❤❡ ,❡0✉❧"✐♥❣ ❞❡❢♦,♠❛"✐♦♥ ❛♣✲

♣❡❛,0 "♦ ❜❡ ❝♦♥❢♦$♠❛❧ ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ (✉❛*✐✲❝♦♥❢♦$♠❛❧ ✐♥ ✸❉ ✭0❡❡ 0❡❝"✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❢♦, ✐♥0✐❣❤"0 ♦♥

❝♦♥❢♦,♠❛❧✐"② ❛♥❞ 6✉❛0✐✲❝♦♥❢♦,♠❛❧✐"②✮✳

✸✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛'✐)♦♥ ❛♥❞ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥)

■♥ "❤✐0 0❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐0❝✉00 "❤❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡0 ❜❡"✇❡❡♥ 0✉,❢❛❝❡ ❞❡❢♦,♠❛"✐♦♥0 ✭0❡❡ 0❡❝"✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮

❛♥❞ 0♣❛❝❡ ❞❡❢♦,♠❛"✐♦♥0 ✭0❡❡ 0❡❝"✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ♣,❡0❡♥" "❤❡✐, ,❡0♣❡❝"✐✈❡ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥0✳ ❚❤❡

♥♦"✐♦♥0 "❤❛" ❛,❡ ❣♦✐♥❣ "♦ ❜❡ ❞✐0❝✉00❡❞ ❛,❡ ❧✐♥❦❡❞ "♦ "❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛,❛♠❡"❡,✐③❛"✐♦♥✱ ❧✐❦❡

❝♦♥❢♦$♠❛❧✐-② ❛♥❞ (✉❛*✐✲❝♦♥❢♦$♠❛❧✐-②✱ "❤❛" ♠❡❛0✉,❡ "❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥✐0",♦♣② ♦❢ "❤❡ ✏0",❡"❝❤✑

✭❞✐,❡❝"✐♦♥❛❧ 0❝❛❧✐♥❣✮ ♦❢ "❤❡ ❞❡❢♦,♠❡❞ 0♣❛❝❡✳

❋♦, ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝♦♥❢♦,♠❛❧ ❞❡❢♦,♠❛"✐♦♥ ✐0 ❣♦✐♥❣ "♦ ✐♥❞✉❝❡ "❤❡ 0❛♠❡ 0",❡"❝❤ ✐♥ ❛♥② ❞✐,❡❝"✐♦♥✱

✇❤✐❧❡ "❤❡ ",❛♥0❢♦,♠❛"✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② 0❡❡♥ ❛0 ❛ ,♦"❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦,♠ 0❝❛❧✐♥❣✱ "❤❡,❡❢♦,❡

✐" ✇✐❧❧ ♣,❡0❡,✈❡ "❤❡ ✈✐0✉❛❧ ❛0♣❡❝" ♦❢ "❡①"✉,❡0 ✭❛0 ❛ ,❡0✉❧"✱ ✐" ♣,❡0❡,✈❡0 ❛♥❣❧❡* ♦❢ "❤❡ ❞❡❢♦,♠❡❞

❣❡♦♠❡",②✮✳ ❚❤✐0 0❡" ♦❢ ",❛♥0❢♦,♠❛"✐♦♥0 ❛,❡ ✈❡,② ♣♦♣✉❧❛, ✐♥ "❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛,❛♠❡"❡,✐③❛"✐♦♥✱

❛0 ✐"0 ♣,✐♠❛,② ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ✐0 -❡①-✉$✐♥❣✳

❈♦♥❢♦!♠❛❧ (♣❛❝❡ ,!❛♥(❢♦!♠❛,✐♦♥(

❆ ❢✉♥❝"✐♦♥ f : Rd → R
d
✐0 0❛✐❞ "♦ ❜❡ ❝♦♥❢♦,♠❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐"0 ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛",✐① Jf ✐0 ❛

❝♦♠♣♦0✐"✐♦♥ ♦❢ ❛ ,♦"❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦,♠ 0❝❛❧❡ s ❛" ❡❛❝❤ ♣♦✐♥"✱ ✐✳ ❡✳ Jf ·Jf t = Jf t·Jf = s2Id✳

❋✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥❢♦,♠❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥0 ✐♥ ❛♥② ❞✐♠❡♥0✐♦♥ ❤❛0 ❜❡❡♥ 0"✉❞✐❡❞ ✐♥"❡♥0✐✈❡❧② ❜② ♠❛"❤❡♠❛"✐✲

❝✐❛♥0 0✐♥❝❡ ♠❛♥② ❞❡❝❛❞❡0✳ ■" ❤❛0 ♣,❛"✐❝❛❧ ❝♦♥0✐❞❡,❛"✐♦♥0 ✐♥ "❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❈♦♠♣✉"❡, ●,❛♣❤✐❝0✱

✇✐"❤ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥0 "♦ ♣❛$❛♠❡-❡$✐③❛-✐♦♥ ❢♦, "❡①"✉,✐♥❣ ✭0❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮ ♦, ❞❡❢♦$♠❛-✐♦♥ ♦❢ 0✉,❢❛❝❡

♠❡0❤❡0✳

■♥ "✇♦ ❞✐♠❡♥0✐♦♥0✱ 0❡✈❡,❛❧ ❢♦,♠✉❧❛"✐♦♥0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣,♦♣♦0❡❞ "♦ ♣,♦❞✉❝❡ ❝♦♥❢♦,♠❛❧ ❞❡❢♦,✲

♠❛"✐♦♥0 ❬✻✶✱ ✾✻❪✳ ■♥ ♣❛,"✐❝✉❧❛,✱ ●,❡❡♥ ❈♦♦,❞✐♥❛"❡0 ❛,❡ ❝♦♥❢♦,♠❛❧ ✐♥ "✇♦ ❞✐♠❡♥0✐♦♥0✳

■♥ ❤✐❣❤❡, ❞✐♠❡♥0✐♦♥0 ❤♦✇❡✈❡,✱ ❝♦♥❢♦,♠❛❧ ",❛♥0❢♦,♠❛"✐♦♥0 f : Rd → R
d
❛,❡ ❧✐♠✐"❡❞ "♦

▼W❜✐✉0 ",❛♥0❢♦,♠❛"✐♦♥0✱ ✇❤✐❝❤ ❛,❡ "♦♦ ,✐❣✐❞ "♦ ❜❡ ✉0❡❢✉❧ ❢♦, 0✉,❢❛❝❡ ❡❞✐"✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ▲✐♦✉✲

✈✐❧❧❡✬0 "❤❡♦,❡♠ ❬✺✽❪ 0"❛"❡0 "❤❛" ▼W❜✐✉0 ",❛♥0❢♦,♠❛"✐♦♥0 ❛,❡ ❛ ❝♦♠♣♦0✐"✐♦♥ ♦❢ ",❛♥0❧❛"✐♦♥0✱

0✐♠✐❧❛,✐"✐❡0✱ ♦,"❤♦❣♦♥❛❧ ",❛♥0❢♦,♠❛"✐♦♥0 ❛♥❞ ✐♥✈❡,0✐♦♥0✳
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✸✳✸✳ ✸❉ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼❆❚■❖◆❙ ❖❋ ❙❯❘❋❆❈❊❙ ✻✸

 ♦ ❝♦♥❢♦%♠❛❧ ❞❡❢♦%♠❛ ✐♦♥,✱ .✉❛,✐✲❝♦♥❢♦%♠❛❧ ❞❡❢♦%♠❛ ✐♦♥, %❡♣%❡,❡♥ ✕ ✐♥ ♦✉% ♦♣✐♥✐♦♥ ✕  ❤❡

❜❡, ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ,♦❧✉ ✐♦♥✳

❆ ❞❡❢♦%♠❛ ✐♦♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥ f : Rd → R
d

✐, ,❛✐❞  ♦ ❜❡ .✉❛,✐✲❝♦♥❢♦%♠❛❧ ✐❢ ✐ , ❏❛❝♦❜✐❛♥ Jf
♣%❡,❡♥ , ❛ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥ ♥✉♠❜❡%  ❤❛ ✐, ❜♦✉♥❞❡❞ ❛ ❛♥② ♣♦✐♥ ✐♥ ,♣❛❝❡✳ ●❡♦♠❡ %✐❝❛❧❧②✱ ✐ ♠❡❛♥,

 ❤❛  ❤❡ %❛ ✐♦ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ , %❡ ❝❤ σ1 ❛♥❞  ❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ , %❡ ❝❤ σd ✐, ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛♥❞

 ❤❡%❡❢♦%❡  ❤❡ , %❡ ❝❤ ♦❢  ❤❡ ❞❡❢♦%♠❛ ✐♦♥ ✐, ✏❝❧♦,❡✑  ♦ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦❢  ❤❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥ ✐♥

✇❤✐❝❤ ✐ ✐, ❡✈❛❧✉❛ ❡❞ ✭❛ , %❡ ❝❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥ ♦❢  ❤❡ ❞✐%❡❝ ✐♦♥ %❡,✉❧ , ✐♥ ❝♦♥❢♦$♠❛❧ ❞❡❢♦%♠❛✲

 ✐♦♥, ❛♥❞ ♣%❡,❡%✈❡, ❛♥❣❧❡,✮✳ ❙❡❡ ❋✐❣ ✸✳✶✶ ✭%✐❣❤ ✮ ❢♦% ❛ ❝♦♠♣❛%✐,♦♥✳

❈♦♥#$❛♥$ ❝♦♥❢♦(♠❛❧✐$② ❡((♦(

❆ ❧♦ ♦❢ ✇♦%❦ %❡♠❛✐♥,  ♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥  ❤✐, ✜❡❧❞✳ ■♥ ♣❛% ✐❝✉❧❛%✱ ❛ ♠❡ ❤♦❞ ♣%♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥#$❛♥$

❝♦♥❢♦%♠❛❧✐ ② ❡%%♦% ♦♥ ,✉%❢❛❝❡, ♦% ♦♥ ✈♦❧✉♠✐❝ ❞♦♠❛✐♥, ✇❤❡♥ ✜  ✐♥❣ ❛ ✉,❡% ❞❡❢♦%♠❛ ✐♦♥

%❡♠❛✐♥,  ♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆♥ ❡.✉✐✈❛❧❡♥ ✐♥  ✇♦ ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ❤❛, ❜❡❡♥ ♣%❡,❡♥ ❡❞ %❡❝❡♥ ❧② ❜②

▲✐♣♠❛♥ ❡ ❛❧✳ ❬✺✾❪✱ ❜✉  ❤❡✐%  ❡❝❤♥✐.✉❡ ❞♦❡, ♥♦ ❣❡♥❡%❛❧✐③❡  ♦ ❛%❜✐ %❛%② ❞✐♠❡♥,✐♦♥,✳





 ❛"# ■■

■♥♥❡# $%#✉❝%✉#❡$

■♥ "❤❡ ✜&'" ♣❛&" ♦❢ "❤✐' "❤❡'✐'✱ ✇❡ '"✉❞② ✐♥♥❡# '"&✉❝"✉&❡' ❛♥❞ ✐♥"&♦❞✉❝❡ ❝✉&✈❡ '❦❡❧❡"♦♥'✱

"❤❛" ❛&❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝"❡❞ '❡" ♦❢ ❝✉&✈❡' ❥♦✐♥✐♥❣ ❛" ❛&"✐❝✉❧❛"✐♦♥'✳

❚&❛❞✐"✐♦♥♥❛❧❧②✱ "❤❡'❡ '"&✉❝"✉&❡' ❛&❡ ✉'❡❞ ❢♦& ❛♥✐♠❛"✐♦♥✱ ✈✐'✉❛❧✐③❛"✐♦♥ ♦& '❤❛♣❡ ♠❛"❝❤✐♥❣✳

❲❡ '❤♦✇ ❤♦✇ "❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉'❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛&✐❡"② ♦❢ ✸❉ '❤❛♣❡' ❢♦& '❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡"❛✐❧ "❤❡

♣❛&"✐❝✉❧❛& ❝♦♥'"&❛✐♥"' "❤✐' ❜&✐♥❣'✱ ❛♥❞ ❞❡&✐✈❡ ♦✉& '❦❡❧❡"♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢&♦♠ "❤❡'❡ ♦❜'❡&✈❛"✐♦♥'✳

■♥ ❝❤❛♣"❡& ✹✱ ✇❡ ♣&❡'❡♥" "❤❡ ❝♦♥'"&✉❝"✐♦♥ ♦❢ ♦✉& '❦❡❧❡"♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ❛♥❛❧②"✐❝ ❛♥❞

❞❡&✐✈❡' ❢&♦♠ "❤❡ '❤❛♣❡ "❤&♦✉❣❤ "❤❡ ✐♥"❡❣&❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐'❡ ❤❛&♠♦♥✐❝ ♣❛&❛♠❡"❡&✐③❛"✐♦♥

♦♥ "♦♣ ♦❢ ❛ '❡❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ✐♥ "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞❡&' ❛♥❞ ❞✐'❦'✳

■♥ ❝❤❛♣"❡& ✺✱ ✇❡ ♣&❡'❡♥" '♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥' ❜❡♥❡✜""✐♥❣ ❢&♦♠ ♦✉& '❦❡❧❡"♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❞✐'❝✉''

✐"' ❧✐♠✐"❛"✐♦♥' &❡❧❡✈❛♥" "♦ ❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡'❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥'✳

✻✺





❈❤❛♣$❡& ✹

❆♥❛❙❦❡❧✿ ❛♥❛❧②)✐❝ ,❦❡❧❡)♦♥,

❈✉"✈❡ %❦❡❧❡(♦♥% ❛"❡ ✉%✉❛❧❧② ❞❡"✐✈❡❞ ❢"♦♠ ♦" ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♥❡❛" (❤❡ ♠❡❞✐❛❧✲❛①✐% ❬✾❪ ♦❢ (❤❡ %❤❛♣❡✱

❛♥❞ (❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥%("❛✐♥( ❢♦" (❤❡ ❝♦♥%("✉❝(✐♦♥ ♦❢ %✉❝❤ %("✉❝(✉"❡% ✐%✱ (❤❛( (❤❡② ❛"❡ (✐❣❤(❧②

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥%✐❞❡ (❤❡ %❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐% ♦❢ (❤❡ %❤❛♣❡ ✐% ✉%✉❛❧❧② ♥♦✐%②✱ ❛♥❞ ♥♦( %♠♦♦(❤

✕ ❡✈❡♥ ❢♦" %✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡❞✐❛❧ ❛①❡%✳ ❚❤✐% ✐% ❞✉❡ (♦ (❤❡ ❢❛❝( (❤❛( (❤❡ ❞✐%(❛♥❝❡ (♦ (❤❡ %✉"❢❛❝❡ ✐%

♥♦( ❛ %♠♦♦(❤ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦♥ (❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐%✳ ❇❡❝❛✉%❡ ♦❢ (❤✐%✱ ✐( ✐% ❞✐✣❝✉❧( (♦ ♦❜(❛✐♥ %♠♦♦(❤

♠❛♣♣✐♥❣% ❢"♦♠ (❤❡ %✉"❢❛❝❡ (♦ (❤❡ %❦❡❧❡(♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡"%❛✱ ♠❛❦✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧( (❤❡ ✉%❡ ♦❢ ❝✉"✈❡

%❦❡❧❡(♦♥% ❢♦" %❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

■♥ (❤✐% ❝❤❛♣(❡"✱ ✇❡ ✐♥("♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛♥❛❧②(✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦" ❝✉"✈❡ %❦❡❧❡(♦♥%✱ (❤❛( ✐% ❞❡"✐✈❡❞ ❢"♦♠

❛ %❡❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♠❡%❤ ✐♥(♦ (♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞❡"% ❛♥❞ ❞✐%❦%✳ ❚❤❡ ❝♦♥%("✉❝(✐♦♥ ♦❢ ♦✉"

%❦❡❧❡(♦♥ ❛❧❧♦✇% (♦ ✉%❡ ✐( ❛% (❤❡ ✉♥❞❡"❧②✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦" (❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦%✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❣❡♦♠❡("②

♦❢ (❤❡ ♠❡%❤✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇% ❢♦" ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥% ✐♥ %✐❣♥❛❧ ✜❧(❡"✐♥❣ ❛♥❞ %❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✹✳✶ ❈✉%✈❡ (❦❡❧❡+♦♥(

❈✉"✈❡ %❦❡❧❡(♦♥% ❛"❡ ✶✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♥❡(✇♦"❦% ❝❛♣(✉"✐♥❣ ✕ (♦ ❛ ❝❡"(❛✐♥ ❡①(❡♥( ✕ (❤❡ (♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞

(❤❡ ❣❡♦♠❡("② ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛%% ♦❢ ✸❉ ♦❜❥❡❝(%✳ ❚❤❡✐" ❛❜%("❛❝(✐♦♥ ♣♦✇❡" ❤❛% ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐(❡❞

✐♥ ✈❛"✐♦✉% ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥% "❡H✉✐"✐♥❣ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✸❉ %❤❛♣❡%✱ %✉❝❤ ❛% %❤❛♣❡ ♠❛(❝❤✐♥❣ ✐♥ ✈✐%✉❛❧

%❡❛"❝❤ ❬✾✹❪✱ %❤❛♣❡ "❡❣✐%("❛(✐♦♥ ♦" ❛♥✐♠❛(✐♦♥ ❬✶✵✷❪✳ ❇❛%✐❝❛❧❧②✱ (❤❡② ❛"❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛% ❣"❛♣❤%✱

✇✐(❤ ❝✉"✈❡❞ ❡❞❣❡% ❧✐♥❦✐♥❣ ✸❉ ♥♦❞❡% ❛♥❞ ❛ %♣❛(✐❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ (❤❡ ✐♥♣✉( %❤❛♣❡✳

❖✈❡" (❤❡ ♠❛♥② ❛❧❣♦"✐(❤♠% ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥("♦❞✉❝❡❞ (♦ ❝♦♠♣✉(❡ %✉❝❤ %❦❡❧❡(♦♥%✱ (❤❡

♣"✐♠❛"② ❣♦❛❧ ❤❛% ❛❧✇❛②% ❜❡❡♥ (♦ ♣"♦✈✐❞❡ ❛ %❦❡❧❡(♦♥ ✇✐(❤ ✈❡"② %♠♦♦(❤ ❝✉"✈❡% ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣

❛♥② ❡①❝❡%% ♦❢ ♥♦❞❡%✳ ❚❤✐% %(❡♠% ❢"♦♠ (❤❡ ❢❛❝( (❤❛( ♠♦%( ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥% ♠❛❦✐♥❣ ✉%❡ ♦❢

%❦❡❧❡(♦♥% ❡①♣❧♦✐( (❤❡✐" ❝♦❛"%❡♥❡%%✳ ❯♥❢♦"(✉♥❛(❡❧②✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛%❡%✱ ❡①✐%(✐♥❣ %♦❧✉(✐♦♥% ❞♦ ♥♦(

♠♦❞❡❧ ❡①♣❧✐❝✐(❡❧② (❤❡ "❡❧❛(✐♦♥%❤✐♣ ❡①✐%(✐♥❣ ❜❡(✇❡❡♥ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ %✉"❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ❜♦♥❡ ♦❢ (❤❡

%❦❡❧❡(♦♥✳

❲❡ ✐♥("♦❞✉❝❡ ❛ ❝✉"✈❡ %❦❡❧❡(♦♥ ♠♦❞❡❧✱ (♦❣❡(❤❡" ✇✐(❤ ✐(% ❝♦♥%("✉❝(✐♦♥ ❛❧❣♦"✐(❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠✲

❜❡❞% %✉❝❤ ❛ "❡❧❛(✐♦♥%❤✐♣ ❜② (❤❡ ♠❡❛♥% ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐%❡ %♠♦♦(❤ ❝②❧✐♥❞"✐❝❛❧ ♣❛"❛♠❡(❡"✐③❛(✐♦♥✳

❖✉" ❜❛%✐❝ ♦❜%❡"✈❛(✐♦♥ ✐% (❤❛(✱ ✉♣ (♦ (❤❡ ❞❡%✐"❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉"❛❝②✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✉"✈❡ ❜♦♥❡ %❤♦✉❧❞

✻✼



✻✽

♠❛♣ %♦ ❛  ♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞❡, ♣♦'%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ -✉'❢❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❡①%'❡♠❛❧ ♥♦❞❡- -❤♦✉❧❞ ♠❛♣ %♦

 ♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐-❦- ♦❢ %❤❡ -✉'❢❛❝❡✳

❚❤✐- ❤❛- ✐♠♠❡❞✐❛%❡ ❝♦♥-❡7✉❡♥❝❡- ♦♥ %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥- ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜% ❢'♦♠ -✉❝❤

❛ ♠❡%❛✲-%'✉❝%✉'❡✳ ■♥ ♣❛'%✐❝✉❧❛'✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥-%'❛%❡ ❤♦✇ -❤❛♣❡ ❡❞✐%✐♥❣ ❛♥❞ ♣'♦❝❡--✐♥❣ ❝❛♥

♠❛❦❡ ✉-❡ ♦❢ ❛ ♣❛,❛♠❡ ❡,✐❝ -❦❡❧❡%♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡♥'✐❝❤✐♥❣ %❤❡ ✸❉ -✉'❢❛❝❡✿ ❢♦' -✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥-✱

♦✉' -❦❡❧❡%♦♥ ❛❝%- ❛- ❛ ✶✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥%♦ ✇❤✐❝❤ %❤❡ -✉'❢❛❝❡ ✐- ❡①♣'❡--❡❞✳ ❚❤✐-

❧❛②♦✉% ❢❛❝✐❧✐%❛%❡- ✐♥%❡'❛❝%✐✈❡ ❡❞✐%✐♥❣ ♠❡%❤♦❞- -✉❝❤ ❛- ❧♦❝❛❧ -❤❛♣❡ %❤✐❝❦♥❡-- ❝♦♥%'♦❧ ♦' ✐♥-❡ 

❝'❡❛%✐♦♥ ❡♠✉❧❛%✐♥❣ ❛ ✏❣❡♦♠❡%'✐❝ ♣❡❡❧✐♥❣✑ ♣'♦❝❡-- ✭❡✳ ❣✳ ❢♦' ❙❤❡❧❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❬✼✶❪✮✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱

❛- %❤❡ -❦❡❧❡%♦♥✬- ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ '❡✢❡❝%- ❢❛✐%❤❢✉❧❧② %❤❡ -❤❛♣❡✬- ♦♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣'❡-- %❤❡ ♦❜❥❡❝%✬-

❣❡♦♠❡%'② ❛- ❛ -✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐- ♣❛'❛♠❡%❡'✐③❡❞ ♦✈❡' %❤❡ -❦❡❧❡%♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ '❡❞❡✜♥❡ -✉'❢❛❝❡

♣'♦❝❡--✐♥❣ ✇✳'✳%✳ ❛ ✧-❦❡❧❡%❛❧✧ ❜❛-✐-✳ ■♥ ♣❛'%✐❝✉❧❛'✱ ✇❡ ✐♥%'♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❢❡❛%✉'❡ ♣'❡-❡'✈✐♥❣

♠❡-❤ ✜❧%❡' ❡①%❡♥❞✐♥❣ %❤❡ ❜✐❧❛ ❡,❛❧ ♦♥❡ ❬✹✺❪ %♦ ❜❡%%❡' ♣'❡-❡'✈❡ ♠✐❞✲-❝❛❧❡ -✉'❢❛❝❡ -%'✉❝%✉'❡-✳

❘❡❧❛$❡❞ ✇♦(❦

❊①%'❛❝%✐♥❣ ❛ ❝✉'✈❡ -❦❡❧❡%♦♥ ❢'♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ -❤❛♣❡ ✐- ❛ ✇❡❧❧ -%✉❞✐❡❞ ♣'♦❜❧❡♠✳ ❋♦' ❛ '❡❝❡♥%

♦✈❡'✈✐❡✇✱ ✇❡ '❡❢❡' %❤❡ '❡❛❞❡' %♦ %❤❡ -✉'✈❡② ♦❢ ❈♦'♥❡❛ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❢♦❝✉- ♦♥ ♣'❡✈✐♦✉-

♠❡%❤♦❞- ✇❤✐❝❤ ❛'❡ '❡❧❡✈❛♥% ✐♥ ♦✉' ❝♦♥%❡①%✳

❘❡❡❜ ●$❛♣❤(✳ ❆ ❘❡❡❜ ●'❛♣❤ ❬✸✺✱✻✹✱✻✽✱✼✹✱✾✷❪ ✐- ❡--❡♥%✐❛❧❧② ❛ ❞❛%❛ -%'✉❝%✉'❡ ❢♦' ✉♥❞❡'✲

-%❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ '❡♣'❡-❡♥%✐♥❣ %❤❡ %♦♣♦❧♦❣② ♦❢ -❝❛❧❛' ❢✉♥❝%✐♦♥- ♦♥ -❤❛♣❡-✳ ❯-❡❞ ✇✐%❤ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥

-♣❛❝❡ '❡❧❛%❡❞ ❢✉♥❝%✐♦♥- ✭❡✳ ❣✳ %❤❡ ✬❩✬ ❢✉♥❝%✐♦♥✮✱ ✐% ❛❧❧♦✇- %♦ ❝♦♠♣✉%❡ ❛ -❦❡❧❡%♦♥ ✇✐%❤ ❛ ♠❡❛♥✲

✐♥❣❢✉❧ ❣❡♦♠❡%'✐❝❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❜② ❝♦♥%'❛❝%✐♥❣ ✐-♦❝♦♥%♦✉'- ♦❢ -✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐♥%♦ ❛ -✐♥❣❧❡

♣♦✐♥%✳

■♥ %❤❡ ❝♦♥%❡①% ♦❢ (❦❡❧❡,♦♥✐③❛,✐♦♥✱ %❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ✐- ❝❛-% %♦ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣'♦♣❡' -❝❛❧❛'

❢✉♥❝%✐♦♥ ✇❤♦-❡ ❘❡❡❜ ❣'❛♣❤ ✐- ❣♦✐♥❣ %♦ ❣✐✈❡ %❤❡ ❞❡-✐'❡❞ -❦❡❧❡%♦♥✳ ◆♦%❡✱ %❤❛% %❤✐- -%'✉❝%✉'❡ ✐-

-❡♥-✐%✐✈❡ %♦ ♥♦✐-❡✱ ❜✉% -❡✈❡'❛❧ ✇♦'❦- ❡①✐-% ♦♥ %❤❡ -✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✉♥❞❡'❧②✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❜②

✏❛% ♠♦-%✑ ǫ ✭ǫ✲-✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥✱ -❡❡ ❬✷✼✱✷✽✱✾✶❪ ❢♦' ❡①❛♠♣❧❡✮ -✉❝❤ %❤❛% %❤❡ %♦♣♦❧♦❣② ✐- '❡❞✉❝❡❞✳

❈♦♥,$❛❝,✐♦♥ ❙❦❡❧❡,♦♥(✳ ❈✉'✈❡ -❦❡❧❡%♦♥- ❤❛✈❡ ❛❧-♦ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛- %❤❡ '❡-✉❧% ♦❢ -✉'❢❛❝❡

❝♦♥%'❛❝%✐♦♥ ♣'♦❝❡--❡-✳ ❆✉ ❡% ❛❧✳ ❬✹❪ ✉-❡ %❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡'❛%♦' ♦♥ %❤❡ ♠❡-❤ ❝♦♦'❞✐♥❛%❡-

%♦ -❤'✐♥❦ %❤❡ -❤❛♣❡ ♣'♦❣'❡--✐✈❡❧② ✉♥%✐❧ %❤❡② ♦❜%❛✐♥ ❛ ✭❛❧♠♦-%✮ ③❡'♦✲✈♦❧✉♠❡ ♠❡-❤✳ ❚❤✐-

❝♦♥%'❛❝%❡❞ ♠❡-❤ ✐- ✉♥❞❡'-%♦♦❞ ❛- ❛ -❦❡❧❡%♦♥ ❛♥❞ ✐- ✈❡'② -♠♦♦%❤✳ ❆% %❤✐- ♣♦✐♥%✱ ✐% ✐-

♥❛%✉'❛❧❧② ❛%%❛❝❤❡❞ %♦ %❤❡ -✉'❢❛❝❡ ❛- %❤❡✐' ✐- ❛ ♦♥❡✲%♦✲♦♥❡ ❝♦''❡-♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡

✈❡'%✐❝❡- ♦♥ %❤❡ -✉'❢❛❝❡ ❛♥❞ %❤❡ ✈❡'%✐❝❡- ♦♥ %❤❡ -❦❡❧❡%♦♥ ♠❡-❤✳ ❚♦ ❣❡% ❛ ✶ ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧

-❦❡❧❡%♦♥✱ %❤❡② ❝♦❧❧❛♣-❡ ❡❞❣❡- ✉♥%✐❧ %❤❡② ♦❜%❛✐♥ %❤❡ ✇❛♥%❡❞ -%'✉❝%✉'❡✳ ❖♥❡ ✈❡'%❡① ♦❢ %❤❡

-❦❡❧❡%♦♥ %❤❡♥ ❝♦''❡-♣♦♥❞- %♦ ❛ -❡% ♦❢ ✈❡'%✐❝❡- ♦❢ %❤❡ ♠❡-❤✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐% ♠♦-% ♦❢ %❤❡ %✐♠❡

❛ ❝②❧✐♥❞'✐❝❛❧ -❤❛♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ♥♦ ♣❛'❛♠❡%'✐❝ '❡❧❛%✐♦♥-❤✐♣ ✐- ❞✐'❡❝%❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛% %❤❡ ❡♥❞

♦❢ %❤❡ ♣'♦❝❡-- ❛♥❞ %❤❡ ♣♦✐♥%✇✐-❡ ✈❡'%❡①✲-❦❡❧❡%♦♥ '❡❧❛%✐♦♥-❤✐♣ ❧❛❝❦- ❝♦♥%'♦❧ ♦♥ -♠♦♦%❤♥❡--

❛♥❞ '❡❣✉❧❛'✐%②✳

❙✐♠✐❧❛' ❛♣♣'♦❛❝❤❡- ❬✽✾❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ %♦ ❤❛♥❞❧❡ ♣♦❧②❣♦♥ -♦✉♣- ❛♥❞ ♣♦✐♥%-❡%-✱ ❛❧✲

❧♦✇✐♥❣ %♦ ✉-❡ %❤❡ -❦❡❧❡%♦♥ ❢♦' -✉'❢❛❝❡ '❡❝♦♥-%'✉❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ✜❧❧✐♥❣✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✿ ❆❧❣♦$✐&❤♠ ♦✈❡$✈✐❡✇✿ *❤❡ ,❦❡❧❡*♦♥ ❝$❡❛*✐♦♥ ♣$♦❝❡,, ✭*♦♣✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♣✲

*✐♦♥❛❧ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ✭❜♦**♦♠✮✳

✜♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡*$✐❝ ❝②❧✐♥❞❡$, *♦ ❛♣♣$♦①✐♠❛*❡ *❤❡ ,❤❛♣❡✳ ❲❤✐❧❡ *❤❡ ❧❛**❡$ ❝❛♥ ❡✛❡❝*✐✈❡❧② ❜❡

❛❞❞$❡,,❡❞ ✇✐*❤ ✈❛$✐❛*✐♦♥❛❧ ♠❡*❤♦❞, ❬✶✾✱✾✾✱✶✵✶❪✱ ✇❡ ♣$♦♣♦,❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣$♦❛❝❤✱ ,✉✐*❛❜❧❡ *♦ ✜♥❞

*♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞❡$, ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ *❛❦❡, ✐♥,♣✐$❛*✐♦♥ ❢$♦♠ ❜♦*❤ ❛❞❛♣*✐✈❡ ,✉$❢❛❝❡ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥

♠❡*❤♦❞, ❬✹✵❪ ❛♥❞ ❤✐❡$❛$❝❤✐❝❛❧ ,❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❬✽✷❪✳

✹✳✷ ❖✉% ❛❧❣♦%✐+❤♠ ❛+ ❛ ❣❧❛♥❝❡

●✐✈❡♥ ❛ *$✐❛♥❣✉❧❛*❡❞ ♦$✐❡♥*❡❞ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡,❤✱ ♦✉$ ❛❧❣♦$✐*❤♠ ♦✉*♣✉*, ❛ ,❦❡❧❡*♦♥ ❝♦♠♣♦,❡❞

♦❢ ❛!"✐❝✉❧❛"✐♦♥) ✭✸❉ ♣♦✐♥*,✮ ❛♥❞ ❝✉$✈❡ ❜♦♥❡, ❧✐♥❦✐♥❣ *❤❡♠✱ *♦❣❡*❤❡$ ✇✐*❤ ❛ ❞✐,❦✲❝②❧✐♥❞❡$

,✉$❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦,✐*✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛$♠♦♥✐❝ ♠❛♣, ❞❡✜♥✐♥❣ *❤❡ $❡❧❛*✐♦♥,❤✐♣ ❜❡*✇❡❡♥ ❜♦*❤✿

■♥♣✉* ♠❡,❤ 7−→







❆♥❛❧②*✐❝ ❙❦❡❧❡*♦♥

❈②❧✐♥❞❡$, ❛♥❞ ❉✐,❦, ❉❡❝♦♠♣♦,✐*✐♦♥

(b, u, θ)✲Q❛$❛♠❡*❡$✐③❛*✐♦♥

❖✉$ ❛❧❣♦$✐*❤♠ ,*❛$*, ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐*✐❛❧ ,❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ *♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐,❦, ❛♥❞

❛♣♣❧✐❡, ✸ ♣$♦❝❡,,❡, ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✮✿

✶✳ *❤❡ ❞✉❛❧ ❣$❛♣❤ ♦❢ *❤❡ ,❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ✐, $❡❞✉❝❡❞ ,♦ *❤❛* *❤❡ ❞✐✛❡$❡♥* $❡❣✐♦♥, ♠❡$❣❡

*♦❣❡*❤❡$ ❛♥❞ ❝$❡❛*❡ ✏✇❡❧❧✲,❤❛♣❡❞✑ ❝②❧✐♥❞❡$,❀

✷✳ ❛♥ ❤❛$♠♦♥✐❝ ♣❛$❛♠❡*❡$✐③❛*✐♦♥ ✐, ❝♦♠♣✉*❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ $❡❣✐♦♥❀

✸✳ ❛ ❜♦♥❡ ✐, ❣❡♥❡$❛*❡❞ ❢$♦♠ ❡❛❝❤ ❤❛$♠♦♥✐❝ ♠❛♣✳

✹✳✸ ❈②❧✐♥❞❡%✲❞✐6❦ 6❡❣♠❡♥+❛+✐♦♥

❆♥② ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ *❡,,❡❧❧❛*❡❞ ✇✐*❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐*❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ *♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐,❦,✳ ■♥ ♦$❞❡$

*♦ ✜♥❞ ❛ $❡❞✉❝❡❞ ,❡* ♦❢ ❧❛$❣❡ ❝②❧✐♥❞❡$, ❛♥❞ ❞✐,❦,✱ ✇❡ ❛❞♦♣* ❛ ❜♦**♦♠✲✉♣ ,*$❛*❡❣② ✇❤❡$❡

✇❡ ,*❛$* ❢$♦♠ ♠❛♥② $❡❣✐♦♥, ❛♥❞ ♣$♦❣$❡,,✐✈❡❧② ❛❣❣$❡❣❛*❡ *❤❡♠ *♦ ❢♦$♠ ❝②❧✐♥❞❡$, ❛♥❞ ❧❛$❣❡$

❞✐,❦,✳
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❋✐❣✉&❡ ✹✳✹✿ ❘❡❣✐♦♥ ❣&❛♣❤ &❡❞✉❝-✐♦♥✿ ❝♦❧✲

❧❛♣1✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ✭❜❧❛❝❦ ❞♦7 ❧✐♥❡1✮ ✐1 ❡9✉✐✈❛❧❡♥7

7♦ ♠❡&❣✐♥❣ 7✇♦ &❡❣✐♦♥1✳

❚❤❡ 1❡❣♠❡♥7❛7✐♦♥ ✐1 ✐♥✐7✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❞❡✜♥✲

✐♥❣ ❛ ❧❛&❣❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ 1♠❛❧❧ &❡❣✐♦♥1 ♦♥ 7❤❡

1✉&❢❛❝❡✳ ❚❤❡1❡ &❡❣✐♦♥1 ❛&❡ ❝♦♥♥❡❝7❡❞ 1❡71

♦❢ 7&✐❛♥❣❧❡1 ❛♥❞ 7❤❡ 1♦✲❞❡✜♥❡❞ ❝❧✉17❡&✐♥❣

♠✉17 1❛7✐1❢② 7❤❡ ❝❧♦#❡❞✲❜❛❧❧ ♣*♦♣❡*+② ❬✷✾❪✱

✐✳ ❡✳ ❡❛❝❤ &❡❣✐♦♥ ✐1 ❤♦♠♦7♦♣② ❡9✉✐✈❛❧❡♥7 7♦

❛ ❞✐1❦ ❛♥❞ 7❤❡ ✭♥♦♥✲❡♠♣7②✮ ✐♥7❡&1❡❝7✐♦♥ ❜❡✲

7✇❡❡♥ ✷ ♣❛&7✐7✐♦♥1 ✐1 ❛ ❝❧♦1❡❞ ✶✲❜❛❧❧✱ ✐✳ ❡✳ ❛

1✐♥❣❧❡ ♦♣❡♥ ❝✉&✈❡ ❬✷✻❪✳ ❋♦& 7❤❡ 1❛❦❡ ♦❢ 1✐♠✲

♣❧✐❝✐7②✱ 7❤❡ ❛❧❣♦&✐7❤♠ ❝❛♥ ❜❡ 1❛❢❡❧② ✐♥✐7✐❛❧✐③❡❞ ✇✐7❤ ♦♥❡ 7&✐❛♥❣❧❡ ♣❡& &❡❣✐♦♥ 7♦ ❣✉❛&❛♥7❡❡

7❤✐1 ♣&♦♣❡&7②✳ ❆❧7❡&♥❛7✐✈❡❧②✱ ❛ 1♣❛❝❡ 1✉❜❞✐✈✐1✐♦♥ 17&✉❝7✉&❡ ✭❡✳ ❣✳ ♦❝7&❡❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣7✐✈❡❧②

&❡✜♥❡❞ ✉♥7✐❧ ♠❡❡7✐♥❣ 1✉❝❤ ❛ ❝♦♥❞✐7✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢✱ ✇✐7❤ ❧❡❛❢ 7&✐❛♥❣❧❡ 1❡71 ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♥✐7✐❛❧

&❡❣✐♦♥1✳

❚❤❡ &❡❣✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣&❛♣❤ ✭♦& ❘❡❣✐♦♥ ●*❛♣❤✮ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ❛ 1❡7 ♦❢ ♥♦❞❡1 ✭♦♥❡ ❢♦& ❡❛❝❤

✐♥✐7✐❛❧ &❡❣✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛ 1❡7 ♦❢ ❡❞❣❡1 ✭♦♥❡ ❢♦& ❡❛❝❤ ♣❛✐& ♦❢ &❡❣✐♦♥1 1❤❛&✐♥❣ ❛7 ❧❡❛17 ♦♥❡ 7&✐❛♥❣❧❡

❡❞❣❡✮✳ ❚❤❡ &❡❣✐♦♥ ❣&❛♣❤ ♣&♦✈✐❞❡1 ❛ 1✐♥❣❧❡ *❡❞✉❝+✐♦♥ ♦♣❡&❛7♦& ❜② 7❤❡ ♠❡❛♥1 ♦❢ 1✉❝❝❡11✐✈❡

❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣1❡ ♠❡&❣✐♥❣ ✷ ♥♦❞❡1✴&❡❣✐♦♥1 ❛♥❞ &❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ❡❞❣❡ ♦❢ 7❤✐1 ❣&❛♣❤ ✭1❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳

❖♥❝❡ 7❤❡ *❡❣✐♦♥ ❣*❛♣❤ ✐1 ✐♥✐7✐❛❧✐③❡❞✱ ❛❧❧ ♣♦11✐❜❧❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣1❡1 ❛&❡ ♣✉1❤❡❞ ✐♥7♦ ❛ ♣&✐♦&✲

✐7② 9✉❡✉❡✱ ✇✐7❤ 7❤❡ ♣&✐♦&✐7② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦& 7❤❡ ❝♦❧❧❛♣1❡ ♦❢ ❡❞❣❡ {A,B} ❛1 ❛ ✷✲7❡&♠ ✈❛❧✉❡

{eT (A,B), eG(A,B)}✿

• eT ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐1❝&❡7❡ 1❝❛❧❡ ♦❢ +♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧❛##❡# ❛♥❞ ♠♦❞❡❧1 7❤❡ 7♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

❝❤❛♥❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② 7❤❡ ❝♦❧❧❛♣1❡✱

• eG ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥7✐♥✉♦✉1 1❝❛❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧1 7❤❡ ❣❡♦♠❡7&✐❝ ❝♦17 ♦❢ 7❤❡ ❝♦❧❧❛♣1❡✳

❊❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣1❡1 ❛&❡ ♦&❞❡&❡❞ ✇✳&✳7✳ ✐♥❝&❡❛1✐♥❣ 7♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦17 eT ✱ ❛♥❞ 7❤❡♥ ✇✳&✳7✳ ✐♥❝&❡❛1✐♥❣

❣❡♦♠❡7&✐❝❛❧ ❝♦17 eG ✇❤❡♥ 7✇♦ ❝❛♥❞✐❞❛7❡1 ❤❛✈❡ ❡9✉❛❧ eT ✳

❲❤❡♥ ♣&♦❝❡11✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡✲❝♦❧❧❛♣1❡✱ 7❤❡ 7✇♦ ♥♦❞❡1 ♦❢ 7❤❡ ❡❞❣❡ ❛&❡ ♠❡&❣❡❞ ❛♥❞ 7❤❡✐& ♥❡✐❣❤✲

❜♦&❤♦♦❞ ✐♥ 7❤❡ ❣&❛♣❤ ✐1 ✉♣❞❛7❡❞✳ ▲❛17✱ 7❤❡ 7✇♦ ♥♦❞❡1 ❛&❡ ✢❛❣❣❡❞ ❛1 ♠❡*❣❡❞ 1♦ 7❤❛7 7❤❡②

❝❛♥♥♦7 ❜❡ ♠❡&❣❡❞ ❧❛7❡& ✐♥ 7❤❡ 9✉❡✉❡✳

❆7 7❤✐1 17❡♣✱ ♥❡✇ ❝❛♥❞✐❞❛7❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣1❡1 ❝❛♥ ❜❡ ♣✉1❤❡❞ ✐♥7♦ 7❤❡ 9✉❡✉❡ ✐❢ 7❤❡② ♣❛11 ❛

❞✐#❝❛*❞✐♥❣ +❡#+✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞1 ♦♥ ❜♦7❤✱ 7♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❣❡♦♠❡7&② ✭1❡❡ 1❡❝7✐♦♥ ✹✳✸✳✹✮✳

✹✳✸✳✷ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣,✐♦,✐&② &❡,♠

❚❤❡ 7♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣&✐♦&✐7② 7❡&♠ eT ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛7❡ ❝♦❧❧❛♣1❡ ♦❢ ❡❞❣❡ {A,B} ❞❡♣❡♥❞1 ♦♥❧② ♦♥

7❤❡ 7♦♣♦❧♦❣② ♦❢ 7❤❡ &❡❣✐♦♥ 1❡71 {RA, RB, RA ∪ RB}✳ ❲❡ 1✉♠♠❛&✐③❡ 7❤❡ ❞✐✛❡&❡♥7 ❝❛1❡1 ✐♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳



✹✳✸✳ ❈❨▲■◆❉❊❘✲❉■❙❑ ❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆ ✼✸

✹✳✸✳✸ ●❡♦♠❡'(✐❝ ♣(✐♦(✐'② '❡(♠

■♥ ♦#❞❡# &♦ ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ ❣❡♦♠❡&#✐❝ ❝♦.& ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛♣.❡✱ ✇❡ ✉.❡ ♣!♦①✐❡& ❬✶✾❪ &♦ ❝❛♣&✉#❡ &❤❡

.❤❛♣❡ ♦❢ #❡❣✐♦♥.✳ ❆ ♣#♦①② PA ✐. ❛ &#✐♣❧❡& (♣A,♥A, sA) #❡♣#❡.❡♥&✐♥❣ ❛ .✉#❢❛❝❡ #❡❣✐♦♥RA✱ ✇✐&❤

♣

A
✐&. ❜❛#②❝❡♥&❡#✱ ♥

A
✐&. ❛✈❡#❛❣❡ ♥♦#♠❛❧ ❛♥❞ sA ✐&. ❛#❡❛✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❛♣.❡ ♦♣❡#❛&♦# #❡?✉✐#❡.

&♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ ♣#♦①② ❢♦# &❤❡ ❡♠❡#❣✐♥❣ #❡❣✐♦♥✳ ❲❤❡♥ RX =
⋃

i t
i
✐. &❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ &#✐❛♥❣❧❡.

ti ✇✐&❤ ❜❛#②❝❡♥&❡#. pi✱ ♥♦#♠❛❧. ni ❛♥❞ ❛#❡❛. si✱ &❤❡♥ sX =
∑

i

si ✱ pX =
∑

i

si · pi/sX ✱ ❛♥❞

nX =
∑

i

si · ni/sX ✳ ❚❤❡ ❡①♣#❡..✐♦♥. ♦❢ pX ❛♥❞ nX ❝♦##❡.♣♦♥❞ &♦ &❤❡ ♥❛&✉#❛❧ ❞✐.❝#❡&✐③❛&✐♦♥

♦❢ &❤❡ ❛✈❡#❛❣✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥. p ❛♥❞ n ❞❡✜♥❡❞ ❜② .✉#❢❛❝✐❝ ✐♥&❡❣#❛&✐♦♥ ♦♥ X✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱

✐❢ RX =
⋃

iR
i
✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥ PX ❜② ❛❞❞✐&✐✈✐&② ♦♥ {P i}✳

▲❡& 〈·|·〉 ✭#❡.♣✳ 〈·⊗ ·〉✮ ❜❡ &❤❡ ❞♦& ✭#❡.♣✳ ❝#♦..✮ ♣#♦❞✉❝& ❜❡&✇❡❡♥ &✇♦ ✈❡❝&♦#.✳ ❋♦# ❡❛❝❤

&♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣#✐♦#✐&② &❡#♠ k✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ .♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡&#✐❝ ❝♦.& ❢✉♥❝&✐♦♥ Ek ♦#❞❡#✐♥❣ ❝❛♥✲

❞✐❞❛&❡ ❝♦❧❧❛♣.❡. ✇❤✐❝❤ ❛#❡ &♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡?✉✐✈❛❧❡♥& ❛♥❞ ❛✛❡❝& eG(A,B) = EeT (A,B)(A,B)✳

▲❡& RX = RA ∪RB✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ E0 ♠✉.& ❢❛✈♦# ❤♦❧❡ ✜❧❧✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ❡♠❡#❣✐♥❣

✢❛& ✏❝❛♣.✑ ❛& ❝②❧✐♥❞❡#✬. ❡①&#❡♠✐&✐❡.✿

E0(A,B) = 1− ‖♥X‖ ✭✹✳✶✮

E1 ♠✉.& ❢❛✈♦# &❤❡ ❝#❡❛&✐♦♥ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡#. ✇❤✐❧❡ E4 .❤♦✉❧❞ ❞❡&❡❝& &❤❡ ♣♦..✐❜❧❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝②❧✐♥✲

❞❡#. ❧❡❛❞✐♥❣ &♦ ✈❛❧✐❞ ♦♥❡.✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ❜♦&❤ ❡##♦#. ✉.✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ♠❡❛♥ ♥♦#♠❛❧✿

E1(A,B) = E4(A,B) = ‖♥X‖ ✭✹✳✷✮

❆& &❤✐. ♣♦✐♥&✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦& ❛✐♠ ❛& ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ♦#✐❡♥&❛&✐♦♥ ❢♦# ❝②❧✐♥❞#✐❝❛❧ #❡❣✐♦♥.✳ ■♥.&❡❛❞ ✇❡

♦♥❧② ❡①♣❧♦✐& &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ❢♦# ✐❞❡❛❧ ❝②❧✐♥❞❡#.✱ &❤❡ ❛✈❡#❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ♥♦#♠❛❧. ✐. &❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝&♦#

✭✇❤✐❝❤ ✐. ❡?✉✐✈❛❧❡♥& &♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ E1✮✳

●❡♦♠❡&#✐❝ ❡##♦#. E2 ✭▼❡!❣❡ ❉✐&❦&✮ ❛♥❞ E3 ✭●!♦✇ ❈②❧✐♥❞❡!✮ ❛#❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛. #❡❣✐♦♥.✬ .&❛♥✲

❞❛#❞ ❞❡✈✐❛&✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢❛✈♦#. .♣❤❡#❡✲❧✐❦❡ .❤❛♣❡.✿

E2(A,B) = E3(A,B) =
∑

i

si · ‖♣i − ♣

X‖2/sX ✭✹✳✸✮

❍♦✇❡✈❡#✱ ✇✐&❤♦✉& ♥♦#♠❛❧.✱ &❤✐. ❡##♦# ✐. ❜❧✐♥❞ &♦ ♦#✐❡♥&❛&✐♦♥ ❛♥❞ &#❛❞❡. ❝♦♥❝❛✈✐&② ❢♦# ❝♦♥✈❡①✲

✐&②✳ ❆. ❛ ❝♦♥.❡?✉❡♥❝❡✱ ✐& ❝❛♥♥♦& ❜❡ ✉.❡❞ ❛❧♦♥❡ &♦ ❞#✐✈❡ &❤❡ ❛❧❣♦#✐&❤♠✱ ❜✉& ❣✐✈❡. .❛&✐.❢②✐♥❣

❚♦♣♦❧♦❣② ◆❛♠❡ eT
RA RB RA ∪RB
❈②❧✳ ❉✐.❦ ❉✐.❦ ❋✐❧❧ ❍♦❧❡ ✵

❉✐.❦ ❉✐.❦ ❈②❧✳ ❈!❡❛5❡ ❈②❧✐♥❞❡! ✶

❉✐"❦ ❉✐"❦ ❉✐"❦ ▼❡"❣❡ ❉✐&❦& ✷

❈②❧✳ ❉✐"❦ ❈②❧✳ ●"♦✇ ❈②❧✐♥❞❡" ✸

❈②❧✳ ❈②❧✳ ❈②❧✳ ▼❡"❣❡ ❈②❧✐♥❞❡"& ✹

❖)❤❡, ❝❛"❡" ❙❦✐♣ ∞

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣,✐♦,✐)② )❡,♠ ❛" ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ )♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❈❛♥❞✐❞❛)❡

❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣"❡" ❛,❡ ♦,❞❡,❡❞ ✐♥ )❤❡ ♣,✐♦,✐)② <✉❡✉❡ ❜② ✐♥❝,❡❛"✐♥❣ )♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣,✐♦,✐)② )❡,♠✳



✼✹

"❡$✉❧'$ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝'✐♦♥ ✇✐'❤ '❤❡ ✈❛❧✐❞✐'② ♣"❡❞✐❝❛'❡✱ ✐♥ ♣❛"'✐❝✉❧❛" '❤❡ ◗✉❛#✐✲❙'❛( ❡$'✐♠❛'♦"

✭$❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

✹✳✸✳✹ ❱❛❧✐❞✐(② ♣+❡❞✐❝❛(❡

❲❤❡♥ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐$ ❝♦❧❧❛♣$❡❞✱ '✇♦ "❡❣✐♦♥$ ♠❡"❣❡ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ❝♦❧❧❛♣$❡$ ♦❝❝✉"✳ ❍♦✇❡✈❡"✱

❛ ❧❛"❣❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ '❤❡♠ ❧❡❛❞ '♦ ✇♦"$❡ ❝♦♥✜❣✉"❛'✐♦♥$ ✇✐'❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛'❡❞ '♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞✴♦"

❜❛❞ ❣❡♦♠❡'"②✳ ❲❡ ♣"❡✈❡♥' $✉❝❤ ❞❡❣❡♥❡"❛'✐♦♥ ✉$✐♥❣ ❛ ❱❛❧✐❞✐'② -(❡❞✐❝❛'❡ V ✐♥❞✐❝❛'✐♥❣ ✐❢ ❛♥

❡❞❣❡ {A,B} ❝❛♥ ❜❡ ✐♥$❡"'❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣"✐♦"✐'② @✉❡✉❡✳ ❚❤❡ '♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛"' ♦❢ '❤✐$ ♣"❡❞✐❝❛'❡

❤❛$ ❜❡❡♥ ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦"❡ ✭$❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✿ ❛♥② ❡❞❣❡ ❝♦""❡$♣♦♥❞✐♥❣ '♦ ❛ ❝♦❧❧❛♣$❡ ✇✐'❤ ❛♥

✐♥✜♥✐'❡ '♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡""♦" eT ✐$ ✐❣♥♦"❡❞✳

(i) eT (A,B) 6∈ [0, 4] ⇒ V(A,B) = false ✭✹✳✹✮

❚❤❡ ❣❡♦♠❡'"✐❝❛❧ ♣❛"' ♦❢ V ❝❤❡❝❦$ eG '♦ ♣"❡✈❡♥' $❡❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞✐$❝"❡♣❛♥❝②✳ ■♥ ♣❛"'✐❝✉❧❛"✱

✏✐❞❡❛❧ ❝❛♣$✑ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣"❡$❡"✈❡❞ ❛' ❝②❧✐♥❞❡"$✬ ❡①'"❡♠✐'②✳ ❚❤❡$❡ ❝❛$❡$ ❜❡✐♥❣ ❡@✉✐✈❛❧❡♥' '♦

❛ $❡♠✐✲$♣❤❡"❡ ✐♥ R
3
✱ '❤❡ ♠❡❛♥ ♥♦"♠❛❧ ♦✈❡" '❤❡♠ $❤♦✉❧❞ ❡@✉❛❧ 1/2 ✇❤❡♥ ❛ ✏❋✐❧❧ ❍♦❧❡✑

❡❞❣❡✲❝♦❧❧❛♣$❡ ✐$ ❝♦♥$✐❞❡"❡❞✿

(ii)

{

eT (A,B) = 0
E0(A,B) < 1/2

⇒ V(A,B) = false ✭✹✳✺✮

◆♦'❡ '❤❛' 1/2 ✐$ ❡①❛❝$❧② '❤❡ ❧❡♥❣'❤ ♦❢ '❤❡ ❛✈❡"❛❣❡❞ ♦✉'✇❛"❞ ♥♦"♠❛❧ ♦❢ ❛♥② $❡♠✐✲$♣❤❡"❡

✭✐✳❡✳ ❛♥② ♣♦$✐'✐✈❡ "❛❞✐✉$✮✳

❈❧❛$$✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥ ♠❡'"✐❝$ ❬✺✺❪ ❛"❡ '♦♦ "❡$'"✐❝'✐✈❡ ❢♦" ❣❡♥❡"❛❧✐③❡❞ ❝②❧✐♥❞❡"$✱

✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦' ❜❡ ❝♦♥✈❡①✳ ■♥$'❡❛❞✱ ✇❡ '❛❦❡ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' ♦"✐❡♥'❛'✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡♥❛❧✐③❡ '✉♥♥❡❧$

'♦ ❜❡ ✐♥'❡"♣"❡'❡❞ ❛$ ❝②❧✐♥❞❡"$ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ◗✉❛#✐✲❙'❛( ❡$'✐♠❛'♦" Q ♦♥ '❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ '✇♦

"❡❣✐♦♥$✿

Q(RX) =
∑

i

si · 〈♣i − ♣

X |♥i〉 ✭✹✳✻✮

❛♥❞ ❛❞❞ ❛ '❤✐"❞ '❡$' '♦ ♦✉" ♣"❡❞✐❝❛'❡ ✿

(iii)

{

eT (A,B) /∈ {3, 4}
Q(RA ∪RB) < 0

⇒ V(A,B) = false ✭✹✳✼✮

❙✐♥❝❡ ✇❡ $❡❡❦ ❢♦" ❣❡♥❡(❛❧✐③❡❞ ❝②❧✐♥❞❡"$✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦' ✉$❡ '❤❡ ◗✉❛$✐✲❙'❛" ❡$'✐♠❛'♦" ✇❤❡♥ ❛

✏●"♦✇ ❈②❧✐♥❞❡"✑ ♦" ❛ ✏▼❡"❣❡ ❈②❧✐♥❞❡"$✑ ❡❞❣❡✲❝♦❧❧❛♣$❡ ♦❝❝✉"$✳

■❢ '❤❡ '❤"❡❡ '❡$'$ ❢❛✐❧✱ '❤❡♥ V ✐$ '"✉❡ ❛♥❞ {A,B} ✐$ ✐♥$❡"'❡❞ ✐♥'♦ '❤❡ ♣"✐♦"✐'② @✉❡✉❡✳

✹✳✸✳✺ ❙❡❣♠❡♥(❛(✐♦♥ +❡4✉❧(4

■♥ ♣"❛❝'✐❝❡ '❤❡ ❡♥'✐"❡ ♣"♦❝❡$$ ❝❛♥ ❜❡ $♣❡❞ ✉♣ ✇❤❡♥ $'❛"'✐♥❣ ❢"♦♠ ❛ ❝♦❛"$❡ ✐♥✐'✐❛❧ $❡❣♠❡♥'❛✲

'✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ♦❝'"❡❡ ♣❛"'✐'✐♦♥✮✳ ❋✐❣✳ ✹✳✺ $❤♦✇$ $❡✈❡"❛❧ ❡①❛♠♣❧❡$ ♦❢ $✉"❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦$✐'✐♦♥ ✇✐'❤

♦✉" ❛❧❣♦"✐'❤♠✳



△

(u, θ) u







u(v) = 0 ∀v ∈ U0

u(v) = 1 ∀v ∈ U1

△u(v) = 0 ∀v /∈ U0 ∪ U1

θ −→∇u






θ(v) = 0 ∀v ∈ θ0
θ(v) = 2π ∀v ∈ θ2π
△θ(v) = 0 ∀v /∈ θ0 ∪ θ2π



θ

θ
u

u
−→∇1u =

−→∇u/‖−→∇u‖

c( ) = ‖〈−→∇1u(v0) +
−→∇1u(v1)

⊗−→〉‖

v0 v1

(u, v)
B

θ B (u, v)














u(v) = cos(θ(v)) ∀v ∈ B
v(v) = sin(θ(v)) ∀v ∈ B
△u(v) = 0 ∀v /∈ B
△v(v) = 0 ∀v /∈ B

b : [0; 1] →
R
3 u u

b

b(u) =

∫ 2π
0 p(u, θ)dθ

∫ 2π
0 dθ



µ M M R
2

M µ|U ◦ µ−1
|V U ∩ V ⊂ R

2
R
2

U V U ∩ V 6= ∅ M
f

µ f̂ f = f̂ ◦ µ
f f̂

b
(u, θ) b

(u, θ) p̃ =
p̂ ◦ λ̂−1 b(u) ∼

∫ 2π
θ=0 p̃(u, θ)dθ

(u, θ)

AG

U0 U1

f f̂
p M λ (u, θ)

M





✹✳✻✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❆◆❉ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ✼✾

✹✳✺✳✷ $❛&❛♠❡)&✐❝ ,❦❡❧❡)❛❧ ❱♦&♦♥♦2 ❞✐❛❣&❛♠

❚♦ ❣✉❛%❛♥'❡❡ ❛ ✈❛❧✐❞ -❡❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❢%♦♠ '❤❡ ❙❘❙❱❉✱ ✇❡ ♣❛%❛♠❡'❡%✐③❡ '❤❡ ♣%♦❥❡❝'✐♦♥ ♣%♦❝❡--

❛♥❞ ❝♦♥-✐❞❡% ❝②❧✐♥❞❡%-✴❜♦♥❡- ❛' ♣%❡✈✐♦✉- -'❡♣✳ ▼♦%❡ ♣%❡❝✐-❡❧②✱ ✇❡ ✐♥'❡%-❡❝' '❤❡ ❙❦❡❧❡'❛❧

❱♦%♦♥♦? ❉✐❛❣%❛♠ ✇✐'❤ '❤❡ ♠♦❞❡❧✬- -✉%❢❛❝❡ ♣❛%❛♠❡'❡%✐③❡❞ ❜② -❧✐❞✐♥❣ '❤❡ -✉%❢❛❝❡ '♦✇❛%❞-

✐'- ♣%♦❥❡❝'✐♦♥ ♦♥'♦ '❤❡ ♣%❡✈✐♦✉-❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜♦♥❡✿ ∀v : v̂α = α · b(v) + (1 − α) · v✳ ❇②

'❛❦✐♥❣ α ∈]0, 1[✱ '❤❡ ♣%♦❝❡-- ♦❢ -♠♦♦'❤✐♥❣ '❤❡ ❜♦✉♥❞❛%✐❡- ✐- -❧♦✇❡%✱ ❜✉' ✇❡ ❤❛✈❡ ❣✉❛%❛♥'❡❡-
♦✈❡% '❤❡ '♦♣♦❧♦❣② ♦❢ '❤❡ %❡-✉❧'✐♥❣ -❡❣♠❡♥'❛'✐♦♥✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ♦♣'✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦% α ❛' ❡❛❝❤
✐'❡%❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠ %❡♠❛✐♥- ❛♥ ♦♣❡♥ ♣%♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣%❛❝'✐❝❡✱ ✇❡ -❛♠♣❧❡ [0, 1] ✉♥✐❢♦%♠❧②✱
❛♥❞ '❛❦❡ '❤❡ -♠❛❧❧❡-' ✈❛❧✉❡ '❤❛' ♣%❡-❡%✈❡- '❤❡ '♦♣♦❧♦❣② ♦❢ '❤❡ %❡-✉❧'✐♥❣ -❡❣♠❡♥'❛'✐♦♥✳

✹✳✻ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❞✐%❝✉%%✐♦♥

✹✳✻✳✶ $❡&❢♦&♠❛♥❝❡,

❘❡-✉❧'- ❛%❡ ♣%❡-❡♥'❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ❢♦% ✈❛%✐♦✉- -❤❛♣❡-✳ ❚❤❡ -❦❡❧❡'♦♥- ✇❡%❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤ ✷

✐'❡%❛'✐♦♥- ✐♥ ❛✈❡%❛❣❡✳ ❖✉% ❝✉%✈❡ -❦❡❧❡'♦♥- ❢❛✐'❤❢✉❧❧② %❡♣%♦❞✉❝❡ -❤❛♣❡ '♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❣❡♦♠✲

❡'%② ✭'❤%♦✉❣❤ %❡❣✉❧❛%✐'②✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞ '❤❡ ❡♥'✐%❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠ ✐♥ ❈✰✰ ♦♥ ❛♥ ■♥'❡❧

❈♦%❡✷ ❉✉♦ %✉♥♥✐♥❣ ❛' ✷✳✺●❍③ ✇✐'❤ ✹●❇ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦%②✳ ❲❡ %❡♣♦%' ❞❡'❛✐❧❡❞ '✐♠✐♥❣ ❢♦%

✈❛%✐♦✉- ♠❡-❤❡- ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳

✹✳✻✳✷ $&♦♣❡&)✐❡,

❖✉% ❝✉%✈❡ -❦❡❧❡'♦♥ ♠♦❞❡❧ -❛'✐-✜❡- ♠❛❥♦% ❝✉%✈❡ -❦❡❧❡'♦♥ U✉❛❧✐'② ❝%✐'❡%✐❛ ❬✷✵❪✿

❚❤✐♥ ♦✉% -❦❡❧❡'♦♥ ✐- ❛♥❛❧②'✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛- ❛ ✶✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝'

❈♦♠♣♦♥❡♥)✲✇✐,❡ '❤✐- ♣%♦♣❡%'② ❝❛♥ ❜❡ ❛--❡--❡❞ ✈✐-✉❛❧❧② ♦♥ '❤❡ ❞✐✛❡%❡♥' ✐❧❧✉-'%❛'✐♦♥-

❊✣❝✐❡♥❝② '❤❡ ❜♦''❧❡♥❡❝❦ ♦❢ '❤❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠ ✐- '❤❡ %❡❣✐♦♥ ❣%❛♣❤ %❡❞✉❝'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

-✐❣♥✐✜❝❛♥'❧② -♣❡❞✲✉♣ ✉-✐♥❣ ♣%❡♣❛%'✐'✐♦♥✐♥❣ ✭-❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮

▼♦❞❡❧ ❚✐♠✐♥❣ ✭✐♥ ,❡❝✳✮

◆❛♠❡ [❛'❝❤❡- ❘❡❣✳ ●%❛♣❤ ❙❦❡❧✳ ❚♦'❛❧

✭❚%✐❛♥❣❧❡-✮ ✭❊❞❣❡ ❈♦❧❧✳✮

❆%♠❛❞✐❧❧♦ ✾ ✸✼✵ ✶✶✳✵ ✭✻✻❦✮ ✾✳✾ ✷✶✳✽

✭✸✹✺ ✾✹✹✮

◆❡♣'✉♥❡ ✺✻ ✶✶✷ ✸✶✳✵ ✭✷✾✺❦✮ ✶✳✷ ✸✷✳✼

✭✺✻ ✶✶✷✮ ✷ ✼✸✵ ✷✳✻ ✭✷✵❦✮ ✶✳✶ ✹✳✵

▼❡♠❡♥'♦ ✺✷ ✺✺✵ ✸✵✳✷ ✭✷✾✵❦✮ ✶✳✷ ✸✷✳✾

✭✺✷ ✺✺✵✮ ✸ ✽✾✼ ✸✳✻ ✭✷✾❦✮ ✶✳✶ ✺✳✵

❍❛♥❞ ✷✸ ✹✻✹ ✶✶✳✼ ✭✶✸✷❦✮ ✵✳✹ ✶✷✳✾

✭✷✸ ✹✻✹✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❆♥❛❧②'✐❝ ❈✉%✈❡ ❙❦❡❧❡'♦♥ ❣❡♥❡%❛'✐♦♥ '✐♠❡✳



✽✵

❈!✐#❡!✐♦♥ ❆❙ ▲❙

❆♥❛❧②'✐❝❛❧ ❢♦,♠ ✰ ✲

❆''❛❝❤❡♠❡♥' '♦ '❤❡ 2✉,❢❛❝❡ ✰ ✲

4♦2' 2♠♦♦'❤ ❡❞✐'✐♥❣ ♦❢ '❤❡ 2❦❡❧❡'♦♥ ❣❡♦♠❡',② ✰ ✲

❘♦❜✉2'♥❡22 ♦♥ ♥♦♥✲♦,❣❛♥✐❝✴♥♦✐2② 2❤❛♣❡2 ✲ ✰

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❖✉, ♠♦❞❡❧ ✭❆❙✮ ❝♦♠♣❛,❡❞ '♦ ❬✹❪ ✭▲❙✮✳

◆♦♥❡'❤❡❧❡22✱ ✇❡ 2',❡22 '❤❡ ❢❛❝' '❤❛'  ♠♦♦#❤♥❡  ❛♥❞ '❡❣✉❧❛'✐#② '❡♣'♦❞✉❝#✐♦♥✱ ❛❧'❤♦✉❣❤ ♥♦'

♠❡♥'✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈♦,♥❡❛ ❡' ❛❧✳ ✬2 ❧✐2' ❬✷✵❪✱ ❛,❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ ♣,♦♣❡,'✐❡2 ❢♦, 2❦❡❧❡'❛❧ ❣❡♦♠❡',②

❡❞✐'✐♥❣ ❛♥❞ ♣,♦❝❡22✐♥❣✳ ❲❡ ,❡❢❡, '♦ 2❡❝'✐♦♥ ✹✳✹ ,❡❣❛,❞✐♥❣ ❣♦♦❞ ♣,♦♣❡,'✐❡2 ♦❢ ♦✉, 2❦❡❧❡'♦♥

✐♥ '❤✐2 ❝♦♥'❡①'✳

✹✳✻✳✸ ❈♦♠♣❛)✐+♦♥

❲❡ ❝♦♠♣❛,❡ ♦✉, 2❦❡❧❡'♦♥ ♠♦❞❡❧ '♦ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ 2❦❡❧❡'♦♥2 ❬✹❪ ✭,❡2✉❧'2 ♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❛✉✲

'❤♦,2✬ ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥✱ ✉2✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧' ✈❛❧✉❡2✮ ❛♥❞ ❘❡❡❜ ●,❛♣❤2 ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✱ ❛2 '❤❡② ✉2❡ '❤❡

2❛♠❡ ✐♥♣✉'✱ ❛♥❞ ❛,❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉2❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡,❡♥' ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥2✳

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ 2❦❡❧❡'♦♥2 ❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛2 ❛ ❝♦♥',❛❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♥♣✉' ♠❡2❤✱ ❝♦♥',❛❝'✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜②

2✉❝❝❡22✐✈❡ ❡❞❣❡✲❝♦❧❧❛♣2❡✳ ❆2 ❛ ,❡2✉❧'✱ ♦♥❡ ✈❡,'❡① ♦❢ '❤❡ 2❦❡❧❡'♦♥ ❝♦,,❡2♣♦♥❞2 '♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝'✐♦♥

♦❢ ♠❡2❤ ✈❡,'✐❝❡2✱ ✉2✉❛❧❧② ❞❡2❝,✐❜✐♥❣ ❛ ❝②❧✐♥❞❡, ❛2 '❤❡ ❛✉'❤♦,2 ✉♥❞❡,❧✐♥❡ ✐♥ '❤❡✐, ♣❛♣❡,

✭❋✐❣✳ ✹ ✐♥ ❬✹❪✮✳ ❇✉' '❤✐2 ♣,♦♣❡,'② ✐2 ♥♦' ❡♥❢♦,❝❡❞ ❛' '❤❡ ❝♦,❡ ♦❢ '❤❡ ❛❧❣♦,✐'❤♠✱ ❛♥❞ ✇❡

♦❜2❡,✈❡ '❤❛' ❛ ❧♦# ♦❢ ❜♦♥❡2 ✐♥ '❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ 2❦❡❧❡'♦♥2 ❞♦ ♥♦' ,❡♣,❡2❡♥' ❛♥② ❝②❧✐♥❞,✐❝❛❧

2❤❛♣❡ ♦❢ '❤❡ ✐♥♣✉' ❣❡♦♠❡',② ✭2❡❡ ❋✐❣✳✹✳✶✷✱ 2❡❝♦♥❞ ,♦✇✮✳ ❚❤✐2 ♠❛❦❡2 ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ 2❦❡❧❡'♦♥2

♥♦' 2✉✐'❛❜❧❡ ❢♦, '❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥2 ✇❡ '❛,❣❡' ✭❡✳❣✳✱ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ,❡♣,❡2❡♥'❛'✐♦♥ ❢♦,

2❦❡❧❡'❛❧ 2✐❣♥❛❧ ♣,♦❝❡22✐♥❣✱ 2❡❡ ❝❤❛♣'❡, ✺✮✳

❘❡❡❜ ●,❛♣❤2 ❬✻✽✱ ✼✹❪ ❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛2 '❤❡ ❝♦♥',❛❝'✐♦♥ ♦❢ 2❝❛❧❛, ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐2♦✲❝♦♥'♦✉,2 ♦✈❡, ❛

2✉,❢❛❝❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐'✐♦♥✱ ❘❡❡❜ ●,❛♣❤2 2❤❛,❡2 ✇✐'❤ ♦✉, 2❦❡❧❡'♦♥ '❤❡ ♣,♦♣❡,'② '❤❛' ♦♥❡ ❜♦♥❡ ♦❢

'❤❡ ,❡❝♦♥2',✉❝'❡❞ 2❦❡❧❡'♦♥ ❝♦,,❡2♣♦♥❞2 '♦ ♦♥❡ ❣❡♥❡,❛❧✐③❡❞ ❝②❧✐♥❞❡, ✐♥ '❤❡ ✐♥♣✉' ❣❡♦♠❡',②✳

❍♦✇❡✈❡,✱ ❘❡❡❜ ●,❛♣❤2✬ ❣❡♦♠❡',② ❞❡♣❡♥❞2 ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ '❤❡ ❝❤♦2❡♥ 2❝❛❧❛, ❢✉♥❝'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐♥ ❣❡♥❡,❛❧ ❞♦❡2 ♥♦' ,❡♣,♦❞✉❝❡ ❛ ❢❛✐'❤❢✉❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥'✲✇✐2❡✱ 2✉,❢❛❝❡✲,❡❧❛'❡❞ ❣❡♦♠❡',②✳ ❙❡❡

❋✐❣✳ ✹✳✶✷✱ '❤✐,❞ ❛♥❞ ❢♦✉,'❤ ,♦✇2✱ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡2 ♦❢ 2❦❡❧❡'♦♥2 ❡①',❛❝'❡❞ ❛2 '❤❡ ❘❡❡❜ ●,❛♣❤

♦❢ ❞✐✛❡,❡♥' ❢✉♥❝'✐♦♥2✳ ❚❤❡ ❡①✐2'❡♥❝❡ ♦❢ ❛' ❧❡❛2' ♦♥❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ '❤❡

❢✉♥❝'✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡2 ❞✐,❡❝'❧② '❤❛' '❤❡ ❡①',❛❝'❡❞ 2❦❡❧❡'♦♥ ❝♦♥'❛✐♥2 ❛' ❧❡❛2' '✇♦ ❡①',❡♠✐'✐❡2✱ ✇❤✐❝❤

❧✐♠✐'2 '❤❡ 2♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦22✐❜❧❡ 2',✉❝'✉,❡2 ❘❡❡❜ ●,❛♣❤ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ✭2❡❡ ✏❋❡,'✐❧✐'②✑✲2nd❝♦❧✉♠♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ❢♦, ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳

✹✳✻✳✹ ▲✐♠✐.❛.✐♦♥+

❋✐,2'✱ ♦♥❡ ❧✐♠✐'❛'✐♦♥ ♦❢ ♦✉, ❛❧❣♦,✐'❤♠ ✐2 ✐'2 ,❡2',✐❝'✐♦♥ '♦ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡2❤❡2✿ ❡①'❡♥2✐♦♥ '♦

♣♦✐♥' ❝❧♦✉❞2 ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥ 2♦✉♣2 ✐2 ❛♥ ✐♥'❡,❡2'✐♥❣ ❞✐,❡❝'✐♦♥ ❢♦, ❢✉'✉,❡ ✇♦,❦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦✉,

'❡❝❤♥✐^✉❡ ❝❛♥ 2✉✛❡, ❢,♦♠ ♣♦♦,❧② 2❛♠♣❧❡❞ 2✉,❢❛❝❡2 ✇✐'❤ ❤✐❣❤ ❣❡♥✉2 ❞✉,✐♥❣ '❤❡ ,❡❣✐♦♥ ❣,❛♣❤

❧♦❝❛❧ ,❡❞✉❝'✐♦♥✳ ◆❡✈❡,'❤❡❧❡22✱ ,❡♠❡2❤✐♥❣ ♦, ❣❧♦❜❛❧ ,❡❞✉❝'✐♦♥ ❝❛♥ ♦✈❡,❝♦♠❡ '❤✐2 ✐22✉❡✳ ❚❤✐,❞✱

♠❡❞✐❛❧♥❡  ✐2 ♥♦' ❡♥❢♦,❝❡❞ ✐♥ ♦✉, ❛❧❣♦,✐'❤♠✱ ❛♥❞ 2♦♠❡ ♣❛,'2 ♦❢ '❤❡ 2❦❡❧❡'♦♥ ♠❛② 2'✐❧❧ ✐♥✲
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 ❡"#❡❝ ✐♥ #♦♠❡ ♣❧❛❝❡#  ❤❡ ♠❡#❤✳ ❚❤✐# ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝ ♦♥  ❤❡ ♣"❡#❡♥ ❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥#✳

❋♦✉" ❤✱ ❛❧ ❤♦✉❣❤ ❤❛✈✐♥❣  ♦♦ ♠❛♥② ❜"❛♥❝❤❡# ✐# ✉#✉❛❧❧② ♥♦ #✉✐ ❛❜❧❡ ❢♦"  ❤❡  ②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲

 ✐♦♥# ✇❡  ❛"❣❡ ✭❡✳ ❣✳ "❡;✉✐"✐♥❣ ❛  ♠♦♦#❤ ❜❛#❡ ❞♦♠❛✐♥✮✱ ✐ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❡"❡# ✐♥❣  ♦ ❛❧❧♦✇  ❤❡

✉#❡"  ♦ "❡✜♥❡  ❤❡ #❦❡❧❡ ♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧ ✐"❡#♦❧✉ ✐♦♥ ❢❛#❤✐♦♥✱  ♦ ❢❛✈♦" ♣❛" ✐❝✉❧❛" ❧♦❝❛ ✐♦♥#✱ ✇❤✐❧❡

❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦❛"#❡  ❤❡ ♦ ❤❡"#✳ ▲❛# ✱ ❛# ✇✐ ❤ ❛❧❧ ❝✉"✈❡ #❦❡❧❡ ♦♥#✱  ❤❡"❡ ❛"❡ #❤❛♣❡# ✇❤✐❝❤ ❛"❡ ♥♦ 

#✉✐ ❛❜❧❡ ❢♦" #❦❡❧❡ ❛❧ ❛♥❛❧②#✐# ♦" ♣"♦❝❡##✐♥❣ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜ ♠♦"❡ ❢"♦♠ ❛❧ ❡"♥❛ ✐✈❡

✐♥ ❡"♥❛❧ # "✉❝ ✉"❡# ✭❡✳ ❣✳ ♠❡❞✐❛❧ #✉"❢❛❝❡#✮✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❈✉"✈❡ #❦❡❧❡ ♦♥# ♦✛❡" ❛♥ ✐♥ ✉✐ ✐✈❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥ ✇❛②  ♦  "❛❝❦ ❣❧♦❜❛❧ #❤❛♣❡ ✐♥❢♦"♠❛ ✐♦♥ #✉❝❤

❛#  ♦♣♦❧♦❣②✱  ❤✐❝❦♥❡## ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥ ♦❢ # "✉❝ ✉"❡ ♦♥ ❛ ❧❛"❣❡ ✈❛"✐❡ ② ♦❢ #❤❛♣❡#✳ ❖✉"

❆♥❛❧② ✐❝ ❙❦❡❧❡ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐# ❣❡♥❡"❛ ❡❞ ❡✣❝✐❡♥ ❧② ❜② ♠❡❛♥# ♦❢ ❛ ❞✐#❦✲❝②❧✐♥❞❡" #✉"❢❛❝❡ ❞❡✲

❝♦♠♣♦#✐ ✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②  ❤❡ ❣❡♦♠❡ "✐❝❛❧ ✐♥ ❡❣"❛ ✐♦♥ ♦❢ ♣❡"✲"❡❣✐♦♥ ❤❛"♠♦♥✐❝ ♠❛♣#✳ ❚❤❡

"❡❧❛ ❡❞ #✉"❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦#✐ ✐♦♥ ❝❛♥  ❤❡♥ ❜❡ ✐♠♣"♦✈❡❞ ❛ ❜♦✉♥❞❛"✐❡# ✉#✐♥❣ ❛ #♣❡❝✐✜❝ "❡❧❛①✲

❛ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞✳

■♥  ❤❡ ♥❡① ❝❤❛♣ ❡"✱ ✇❡ ✐❧❧✉# "❛ ❡  ❤❡ ✉ ✐❧✐ ② ♦❢ #✉❝❤ ❛ ♣❛"❛♠❡ "✐❝ #❦❡❧❡ ♦♥ ♦♥ ❣❡♦♠❡ "②

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣"♦❝❡##✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡#✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡  ❤❛ ❛ ❧❛"❣❡ ✈❛"✐❡ ② ♦❢ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥#

❝❛♥ ❜❡♥❡✜ ❢"♦♠ ✐ ✳ ■♥ ♣❛" ✐❝✉❧❛"✱ ❛✉ ♦♠❛ ✐❝ ♣"♦❝❡##❡# #✉❝❤ ❛# #❤❛♣❡ ❛♥❛❧②#✐#✱ ❝♦♠♣"❡##✐♦♥

❛♥❞ ✈✐#✉❛❧✐③❛ ✐♦♥ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉#❡ ♦❢ ✐ # #✉"❢❛❝❡✲✐♥❤❡"✐ ❡❞ "❡❣✉❧❛"✐ ②❀ ✇❤✐❧❡ ❛♥✐♠❛ ✐♦♥✱ ✐♥ ❡"✲

❛❝ ✐✈❡ #❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣"♦❝❡##✐♥❣ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐ ✐ # ♣❛"❛♠❡ "✐❝ ❞❡✜♥✐ ✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐ 

"❡❧❛ ✐♦♥#❤✐♣  ♦  ❤❡ #✉"❢❛❝❡✳
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❚❤❡ %&❛❥❡❝%♦&✐❡, ❢&♦♠ %❤❡ ✈❡&%✐❝❡, %♦ %❤❡✐& ♣&♦❥❡❝%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ ,❦❡❧❡%♦♥ ♦✛❡& ❛ ♠♦&❡ ❝♦♥,✐,✲

%❡♥% ✇❛② %♦ ✉,❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥% ♠❛♣, %❤❛♥ %❤❡ ♥♦&♠❛❧, ♦❢ %❤❡ ♠❡,❤ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢ ❧❛&❣❡

❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥%, ✈❛❧✉❡,✱ ♦❢%❡♥ ❧❡❛❞ %♦ ✭❧♦❝❛❧✮ ,❡❧❢ ✐♥%❡&,❡❝%✐♦♥, ♦❢ %❤❡ ,✉&❢❛❝❡✳ ■% ❛❧,♦ ❣✐✈❡,

❛ ❝♦♥,✐,%❡♥% ,%&✉❝%✉&❡ ❢♦& ❛ ✵ ✈♦❧✉♠❡ %❤❛% ❛❝%, ❛, ❛ ✏❜❛&&✐❡&✑ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥❡❣❛$✐✈❡ ❞✐,✲

♣❧❛❝❡♠❡♥% ✭✐♥,✐❞❡ %❤❡ ,❤❛♣❡✮✳ ❲✐%❤ ♦✉& ,♦❧✉%✐♦♥✱ %❤❡ ✉,❡& ❝❛♥ ❛❧,♦ ✐♥%✉✐%✐✈❡❧② ❝♦♥%&♦❧ %❤❡

✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢♦&♠❛%✐♦♥ ✏❛❧♦♥❣✑ ❝♦♠♣♦♥❡♥%,✳

✺✳✷ ■♥%❡' %✉)❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

■♥,❡% ,✉&❢❛❝❡, ❛❧❧♦✇ %♦ ❣❡♥❡&❛%❡ ✐♥%❡&♥❛❧ ,%&✉❝%✉&❡, ,%❛&%✐♥❣ ❛% %❤❡ ❜♦✉♥❞❛&② ,✉&❢❛❝❡ ♦❢ ❛

,❤❛♣❡ ❛♥❞ ♦✉& ❆♥❛❧②%✐❝ ❙❦❡❧❡%♦♥ ❤❡❧♣, %♦ ❞❡,✐❣♥ %❤❡♠ ✐♥%✉✐%✐✈❡❧②✳

❋✐&,%✱ %❤❡ ,❦❡❧❡%♦♥✬, ❣❡♦♠❡%&② ❛♥❞ %❤❡ ,✉&❢❛❝❡✲,❦❡❧❡%♦♥ %&❛❥❡❝%♦&✐❡, ❝❛♥ ❜❡ ❡❞✐%❡❞ ✐♥ ❛

,✐♠♣❧❡ ✇❛②✿ %❤❡ ✉,❡& ❞❡✜♥❡, ❛ ,♠♦♦%❤ ❜✐❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ Ib(·) %♦ ❝❤❛♥❣❡ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢

%❤❡ u✲❝♦♦&❞✐♥❛%❡ ♦♥%♦ %❤❡ ❜♦♥❡ b✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❛,✿ ũ(v) = Ib(u(v)) ❢♦&

❛♥② ✈❡&%❡① v✳ ❚❤✐, ũ✲❝♦♦&❞✐♥❛%❡ ✐, ♥♦% ❤❛&♠♦♥✐❝ ❛♥②♠♦&❡✱ ❜✉% ❣✐✈❡, %❤❡ ✉,❡& %❤❡ ❛❜✐❧✐%② %♦

❡❞✐% %❤❡ %&❛❥❡❝%♦&✐❡, ✐♥%✉✐%✐✈❡❧②✳ ❋♦& ✐♥,%❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✱ %❤❡ ✉,❡& ✏,❧✐❞❡,✑ %❤❡ %&❛❥❡❝%♦&✐❡,

❛❧♦♥❣ %❤❡ ❜♦♥❡,✱ %♦ ,♠♦♦%❤ %❤❡♠ ♦& %♦ ❝&❡❛%❡ ,✐♥❣✉❧❛&✐%✐❡, ✕ ✐♥ %❤✐, ♣❛&%✐❝✉❧❛& ❡①❛♠♣❧❡✱

%&❛❥❡❝%♦&✐❡, ,%❛&%✐♥❣ ❢&♦♠ %❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ %❤❡ ♠♦%❤❡& ❛❧❧ ♣♦✐♥% %♦ %❤❡ ,❛♠❡ ❧♦❝❛%✐♦♥ ❛❢%❡& ❡❞✐%✐♥❣✳

❙❡❝♦♥❞✱ %❤❡ ✉,❡& ❝❛♥ ❡❞✐% ,♠♦♦%❤ ✐♥,❡% ,✉&❢❛❝❡, ✇✐%❤ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥%&♦❧ ♦❢ ✐%, ,❤❛♣❡✱ ✇❤✐❧❡

♣&❡,❡&✈✐♥❣ %❤❡ ♥❛%✉&❛❧ ❧❛②♦✉% ♦❢ %❤❡ ✈❡&%✐❝❡, ♦♥ %❤❡ ❜♦♥❡,✱ %❤✐, ❧❛②♦✉% ❜❡✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

%❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ❤❛&♠♦♥✐❝ u✲♣❛&❛♠❡%❡&✐③❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥,❡% ,✉&❢❛❝❡ ✐, %❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛, ❛ ❧✐♥❡❛&

✐♥%❡&♣♦❧❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✐♥♣✉% ,✉&❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐%, ,❦❡❧❡%♦♥✱ ✇✐%❤ α ∈ [0; 1] ❛♥ ✐♥%❡&♣♦❧❛%✐♦♥

♣❛&❛♠❡%❡& %❤❛% ❝❛♥ ✈❛&② ,♣❛%✐❛❧❧② ✭✐✳ ❡✳ ❢♦& ❡❛❝❤ ✈❡&%❡①✮✿

ISα(v) = (1− α) · ♣v + α · b(ũ(v)) ✭✺✳✶✮

❊①❛♠♣❧❡, ♦❢ ✐♥%❡&❛❝%✐✈❡❧② ❡❞✐%❡❞ ✐♥,❡% ,✉&❢❛❝❡, ❛&❡ ,❤♦✇♥ ✐♥ &❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷ ✭%♦♣✮✳

❉✉❡ %♦ %❤❡ ♣❛&❛♠❡%&✐❝ ♥❛%✉&❡ ♦❢ ♦✉& ❛♥❛❧②%✐❝ ,❦❡❧❡%♦♥✱ ♣❛✐♥%✐♥❣ ♦✛❡&, ❛ ,✐♠♣❧❡ ♠❡❛♥, %♦

❡❞✐% %❤❡ ❣❡♦♠❡%&② ♦❢ %❤❡ ,❦❡❧❡%♦♥ ❛, ✇❡❧❧ ❛, %❤❡ ,❤❛♣❡ ♦❢ ✐♥,❡% ,✉&❢❛❝❡,✳ ❚❤❡ ✉,❡& ❞&❛✇,

✉,✐♥❣ ❛ ❜&✉,❤ ❡S✉✐♣♣❡❞ ✇✐%❤ ,♠♦♦%❤ ❢✉♥❝%✐♦♥, Wi : M ⇒ R
i
%❤❛% ❛❝% ❛, ❛ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥%

♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❢&♦♠ %❤❡ ,✉&❢❛❝❡ %♦ %❤❡ ,❦❡❧❡%♦♥ ♦& ✈✐❝❡ ✈❡&,❛✳ ❚❤✐, ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐, ✐♥,❡&%❡❞ ✐♥

❊S✳ ❄❄ %♦ ♦❜%❛✐♥ b(u) =
∫ 2π
0 W1(v(u,θ))·p(u,θ)dθ

∫ 2π
0 W1(v(u,θ))dθ

✱ ❛✛❡❝%✐♥❣ ,♠♦♦%❤❧② %❤❡ ,❦❡❧❡%♦♥✬, ❣❡♦♠❡%&②✳

❯,❡&✲,✉♣❡&✈✐,❡❞ ✇❡✐❣❤%✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧,♦ ❜❡ ✐♥%❡❣&❛%❡❞ ✐♥ ❊S✳ ✺✳✶ %♦ ♦❜%❛✐♥ ISt(v) = (1 −
Spl(v)(α)) · ♣v + Spl(v)(t) · b(ũ(v)) ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡❢♦&♠ %❤❡ ✐♥,❡% ,✉&❢❛❝❡ ❜② ❡❞✐%✐♥❣ ✐%,

❧♦❝❛❧ ❞❡♣%❤✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤%✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐, %❤❡♥ ✐♥ %❤❡ ❢♦&♠ Spl : M ⇒ {Fn : [0; 1] → [0; 1]}✱
Fn ❜❡✐♥❣ ❛ ❜✐❥❡❝%✐✈❡ ❝✉❜✐❝ ,♣❧✐♥❡ ♦❢ ♦&❞❡& n✳

❆, ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥✱ ✇❡ ♣&♦♣♦,❡ ❛♥ ✐♥%❡&❛❝%✐✈❡ ❙❤❡❧❧ ▼❛♣♣✐♥❣ ❬✼✶❪ %♦♦❧✱ ✇✐%❤ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ✉,❡&

❝❛♥ ✏♣❡❛❧✑ ,✉&❢❛❝❡, ✉,✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ✐%, ,♣❡❝✐✜❝ ✐♥,❡% ,✉&❢❛❝❡, ❛♥❞ %❤❡♥ ♠❛♣ ❛&❜✐%&❛&② ❣❡♦♠❡%&②

%♦ %❤❡ ,♦✲❞❡✜♥❡❞ ✐♥✲❜❡%✇❡❡♥ ,❤❡❧❧ ,♣❛❝❡ ✭,❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷ ❜♦%%♦♠✮✳



BL(
v
) =

∑

∈N(v) Πu( v
)ωs(|| u

−
v
||)ωr(||Πu( v

)−
v
||)au

∑

∈N(v) ωs(|| u
−

v
||)ωr(||Πu( v

)−
v
||)au

au ω
Πu( x) = x − 〈 x − u| u〉 u

Ψ(v) = b(u(v)) v

r Ψ(v) − v

Ψ−1

SBL( v) =

∑

∈N(v)Πu( v)ωs(|| u − v||)ωr(|r( )− r(v)|)au
∑

∈N(v) ωs(|| u − v||)ωr(|r( )− r(v)|)au



✽✽

❋✐❣✉%❡ ✺✳✸✿ ❙✉%❢❛❝❡ ✜❧1❡%✐♥❣ ❝♦♠♣❛%✐6♦♥✳ ❆❧❧ ♣✐❝1✉%❡6 ❜✉1 1❤❡ ❢♦✉%1❤ ✉6❡ ✐❞❡♥1✐❝❛❧ 6✉♣♣♦%1

6✐③❡6✳

❞❡6✐%❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♣%♦❝❡66✐♥❣ 6❤❛♣❡6 ✇✐1❤ ❛ ✇✐❞❡ %❛♥❣❡ ♦❢ ❢%❡=✉❡♥❝✐❡6✳ ❚❤❡ 6❦❡❧❡1❛❧ ✜❧1❡% ❝❛♥

❜❡ ✉6❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝1✐♦♥ ✇✐1❤ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ ❜✐❧❛1❡%❛❧ ✜❧1❡%6 ✐♥ ❛ ♠✉❧1✐✲❧❛1❡%❛❧ ✜❧1❡%✱ ✇❤❡%❡

♣❧❛♥❛%✐1② ❛♥❞ 1❤✐❝❦♥❡66 ❛❝1 ❛6 ❝♦♠♣❧❡♠❡♥1❛%② %❛♥❣❡ 6♣❛❝❡6✳

✺✳✹ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

❇② ♥❛1✉%❡✱ ❝✉%✈❡✲6❦❡❧❡1♦♥6 ❛%❡ ♥♦1 ❞✐✛❡%❡♥1✐❛❜❧❡ ❛1 1❤❡ ❥♦✐♥1 ♣♦✐♥16 ✇❤❡%❡ ♠♦%❡ 1❤❛♥ 1✇♦

❜♦♥❡6 ❝♦♥♥❡❝1 ✭✐1 ✐6 ♥♦1 ❡✈❡♥ ❧♦❝❛❧❧② ✶✲♠❛♥✐❢♦❧❞✮✳ ❚❤✐6 ♣%♦♣❡%1② ❤❛6 1♦ ❜❡ 1❛❦❡♥ ✐♥1♦ ❛❝❝♦✉♥1

✇❤❡♥ ❞❡6✐❣♥✐♥❣ 6❦❡❧❡1♦♥✲❜❛6❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥6✳ ❚❤❡ 6❦❡❧❡1❛❧ ♠❡6❤ ✜❧1❡%✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ✭6❡❡

6❡❝1✐♦♥ ✺✳✸✮ ✐6 ♥♦1 ❛✛❡❝1❡❞ ❜② 1❤✐6✱ ❛6 ❞❡♠♦♥61%❛1❡❞ ✐♥ 1❤❡ %❡6✉❧16 ✇❤❡%❡ 1❤❡ ✜❧1❡%✐♥❣

❤❛6 ❜❡❡♥ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♥ 1❤❡ ♠❡6❤✱ ❛♥❞ ♥♦1 ♦♥❧② ♦♥1♦ ❛ ❜♦♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥6❡1 6✉%❢❛❝❡

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ✭6❡❡ 6❡❝1✐♦♥ ✺✳✷✮ ✐6 ♥♦1 ❛✛❡❝1❡❞ ❡✐1❤❡%✱ ❛6 1❤❡ %❡6✉❧1 ♦❢ 1❤✐6 ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥

✐6 ✉6❡❞ 1♦ ❝♦♥61%✉❝1 ❛ 6❤❡❧❧✲6♣❛❝❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡6 ♥♦1 %❡=✉✐%❡ ♥❡❝❡66❛%✐❧② 6♠♦♦1❤

❜♦✉♥❞❛%✐❡6 ❡✈❡%②✇❤❡%❡✳ ❖♥ 1❤❡ ❝♦♥1%❛%②✱ 1❤❡ ❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥1 ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ✭6❡❡ 6❡❝1✐♦♥ ✺✳✶✮

%❡=✉✐%❡6 1♦ 6❡1 ❛ ❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥1 1❤❛1 ✐6 &❡❣✉❧❛& ✐♥ ♦%❞❡% 1♦ ❛✈♦✐❞ 61%♦♥❣ ♥♦%♠❛❧ ❞✐6❝♦♥1✐♥✉✐1✐❡6

❛1 1❤❡ ❜♦✉♥❞❛%✐❡6 ♦❢ 1❤❡ ❝②❧✐♥❞❡%6✳ ❚❤✐6 ✐6 ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♦✉% ❢%❛♠❡✇♦%❦ ❜② ❛❞❥✉61✐♥❣ 1❤❡

❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥1 ❢✉♥❝1✐♦♥ ❞❡%✐✈❛1✐✈❡6 ❛1 1❤❡ ❥♦✐♥16 ♦❢ 1❤❡ ❜♦♥❡6✳

▼❛♥✉❛❧ ❡❞✐(✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ❆♥❛❙❦❡❧ ❯♣ 1♦ 1❤✐6 ♣♦✐♥1✱ ✇❡ ♣%❡6❡♥1❡❞ ❛♥ ❛✉1♦♠❛1✐❝ ♠❡1❤♦❞

1♦ ❝♦♠♣✉1❡ 1❤❡ ❆♥❛❙❦❡❧ ♦❢ ❛ 1%✐❛♥❣✉❧❛% ♠❡6❤✳ ❲❡ ❡✈❡♥1✉❛❧❧② ❝❛♠❡ 1♦ 1❤✐♥❦ 1❤❛1✿ ✭✐✮

1❤❡ 6✐♠♣❧✐❝✐1② ♦❢ 1❤❡ ❝✉%✈❡ 6❦❡❧❡1♦♥6✬ %❡♣%❡6❡♥1❛1✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡6 1❤❛1 1❤❡② 6❤♦✉❧ ❜❡ ❡❞✐1❛❜❧❡

❡❛6✐❧② ❜② ❛♥ ❛%1✐61✱ ✭✐✐✮ 1❤❡ ♦♣1✐♠❛❧ 1♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❣❡♦♠❡1%② ♦❢ ❛ 6✉%❢❛❝❡ 6❦❡❧❡1♦♥ ❛%❡ ✈❡%②

❞❡♣❡♥❞❛♥1 1♦ 1❤❡ ❛%1✐61✬6 ♣❛%1✐❝✉❧❛% ✇✐6❤❡6✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ 1❤❡ ♦♣1✐♠❛❧ 1♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❣❡♦♠❡1%②

♦❢ ❛ 6✉%❢❛❝❡ 6❦❡❧❡1♦♥ ❛%❡ ✈❡%② ❞❡♣❡♥❞❛♥1 1♦ 1❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ 1❛%❣❡11❡❞ ❜② 1❤❡ ❛%1✐61✳



(u, θ)
R





 ❛"# ■■■

❖♥✲❙✉%❢❛❝❡ *+%✉❝+✉%❡*

■♥ ♣❛$% ■■✱ ✇❡ ♣$❡)❡♥%❡❞ $❡)✉❧%) ❛♥❞ )❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥) ♦♥ )%$✉❝%✉$❡) %❤❛% ✇❡$❡

1✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥"✐❞❡ %❤❡ )❤❛♣❡✳ ■♥ %❤✐) ♣❛$%✱ ✇❡ ♣$❡)❡♥% %✇♦ ❦✐♥❞) ♦❢ )%$✉❝%✉$❡) %❤❛%

❛$❡ ❡♠❜❡❞❡❞ ♦♥ %❤❡ )✉$❢❛❝❡✱ ❛♥❞ %❤❛% ❛❧❧♦✇ ❡❛)② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥% ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ ❤❛♥❞❧❡) ❢♦$

✈❛$✐❛%✐♦♥❛❧ ♠❡)❤ ❞❡❢♦$♠❛%✐♦♥ %❡❝❤♥✐<✉❡)✳

■♥ ❝❤❛♣%❡$ ✻✱ ✇❡ ♣$❡)❡♥% ♦✉$ )✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦$ ❞❡❢♦$♠❛%✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❛ ♠✉❧%✐✲$❡)♦❧✉%✐♦♥

)%$✉❝%✉$❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡ ✉)❡$ %♦ )❡❧❡❝% ❡✐%❤❡$ $❡❣✐♦♥)✱ ❝✉$✈❡) ♦$ ♣♦✐♥%) ♦♥ %❤❡ )✉$❢❛❝❡✳

■♥ ❝❤❛♣%❡$ ✼✱ ✇❡ ♣$❡)❡♥% %❤❡ ❝♦♥)%$✉❝%✐♦♥ ♦❢ ❝✉$✈❡ )❡%)✱ %❤❛% ❛$❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ ✐♥%$✐♥)✐❝ ❛♥❞

✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥% ♣$♦♣❡$%✐❡) ♦❢ %❤❡ )✉$❢❛❝❡✱ ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✇❡ )❤♦✇ %❤❛% %❤❡② ❛$❡ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛%❡)

❢♦$ %❤❡ )❡❧❡❝%✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛%✉$❡) ♦♥ %❤❡ )✉$❢❛❝❡✳

✾✶







k kl l ∈ [1, L]
kl < kl+1



✻✳✷✳ ▼❯▲❚■✲❘❊❙❖▲❯❚■❖◆ ❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆ ✾✺

✻✳✷✳✶ ❱❛&✐❛(✐♦♥❛❧ ,❤❛♣❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛(✐♦♥

❲❡ "✉✐❝❦❧② )❡✈✐❡✇ ,❤❡ ✈❛)✐❛,✐♦♥❛❧ 1❤❛♣❡ ❛♣♣)♦①✐♠❛,✐♦♥ ,❡❝❤♥✐"✉❡ ❢)♦♠ ❈♦❤❡♥✲❙,❡✐♥❡) ❡, ❛❧✳

❬✶✾❪✱ ,❤❛, ✐1 ❛♥ ❛❞❛♣,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ k✲♠❡❛♥1 ❛❧❣♦)✐,❤♠ ♦♥ 1✉)❢❛❝❡1✱ ,❤❛, ✉1❡1 ❛ )❡❧❛①❛,✐♦♥
1✐♠✐❧❛) ,♦ ▲❧♦②❞✬1 1,)❛,❡❣② ❬✻✺❪✳

❚❤❡ ✐♥♣✉, ✐1 ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ,)✐❛♥❣❧❡ ♠❡1❤▼ = {V, T } ✇✐,❤ ❛♣♣)♦♣)✐❛,❡ ,♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥ ✐♥,❡❣❡) k
❜❡✐♥❣ ,❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❝❧✉1,❡)1 ✐♥ ,❤❡ ♣❛),✐,✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♠❡#$✐❝ d(·, ·) ,❤❛, ❞❡✜♥❡1 ,❤❡ ❞✐1,❛♥❝❡
❢)♦♠ ❛ ,)✐❛♥❣❧❡ ,♦ ❛ ❝❧✉1,❡)✳

❚❤❡ ❞✐✛❡)❡♥, ❝❧✉1,❡)1 ❛)❡ ❡"✉✐♣♣❡❞ ✇✐,❤ 1♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣$♦①② ❣❡♦♠❡,)②✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛ 1✐♠♣❧❡ ♣❧❛♥❡

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥, pi ❛♥❞ ❛ ♥♦)♠❛❧ ni✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦)✐,❤♠ ✐1 ✐,❡)❛,✐✈❡✱ ❛♥❞ ✇♦)❦1 ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿

• ❬■♥✐#✐❛❧✐③❛#✐♦♥❪✿ J✐❝❦ k ,)✐❛♥❣❧❡1 ✐♥ ,❤❡ ♠❡1❤ ❛1 ❝❡♥#$♦✐❞(✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ,❤❡ ❣❡♦♠❡,)②
♦❢ ,❤❡ ❝♦))❡1♣♦♥❞✐♥❣ ♣)♦①✐❡1 ✉1✐♥❣ ,❤❡ ❝❡♥,)♦✐❞ ♦❢ ,❤❡ ,)✐❛♥❣❧❡1 ❛♥❞ ,❤❡✐) ♥♦)♠❛❧❀

• ❬❙#❡♣ ✶❪✿ ❯1✐♥❣ ❛ ♣$✐♦$✐#② 5✉❡✉❡✱ ✢♦♦❞✜❧❧ ,❤❡ )❡❣✐♦♥1 ♦♥ ,❤❡ ♠❡1❤ ✉1✐♥❣ ❛ ❜)❡❛❞,❤✲
✜)1, 1,)❛,❡❣② ✕ ✇✐,❤ ❛ ❝♦1, ❞❡✜♥❡❞ ❜② ,❤❡ ♠❡,)✐❝ d(·, ·)✿ ❛ ,)✐❛♥❣❧❡ ti ✐1 1✉❣❣❡1,❡❞ ,♦
❜❡ ❛❞❞❡❞ ,♦ ,❤❡ )❡❣✐♦♥ rj ✇✐,❤ ❝♦7# d(ti, rj)❀

• ❬❙#❡♣ ✷❪✿ ❯♣❞❛,❡ ,❤❡ ❣❡♦♠❡,)② ♦❢ ,❤❡ ♣)♦①✐❡1 ❛1 ,❤❡ ♣❧❛♥❡ ,❤❛, ✜,1 ❜❡1, ,❤❡ ❣❡♦♠❡,)②
♦❢ ,❤❡ ❝❧✉1,❡)1❀

• ❬❙#❡♣ ✸❪✿ ❋♦) ❡❛❝❤ ❝❧✉1,❡)✱ 1❡, ✐,1 ,)✐❛♥❣❧❡ ,❤❛, ❞❡✈✐❛,❡1 ,❤❡ ❧❡❛1, ❢)♦♠ ,❤❡ ✉♣❞❛,❡❞
♣)♦①② ,♦ ❜❡ ,❤❡ ♥❡✇ ❝❡♥,)♦✐❞❀

• ■❢ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ✐1 ♥♦, )❡❛❝❤❡❞✱ ❣♦ ,♦ 1,❡♣ ✶✳

❚✇♦ ❞✐✛❡)❡♥, ♠❡,)✐❝1 ❛)❡ ♣)❡1❡♥,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ♦)✐❣✐♥❛❧ ❛),✐❝❧❡✱ ,❤❡ L2
♠❡,)✐❝ ,❤❛, ❣✐✈❡1 ,❤❡

1"✉❛)❡❞ ❞✐1,❛♥❝❡ ,♦ ,❤❡ ,❛♥❣❡♥, ♣❧❛♥❡ ♦❢ ,❤❡ ♣)♦①②✱ ❛♥❞ ,❤❡ L2,1
♠❡,)✐❝ ,❤❛, ❣✐✈❡1 ,❤❡

1"✉❛)❡❞ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ♥♦)♠❛❧ ♦❢ ,❤❡ ,)✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ,❤❡ ♥♦)♠❛❧ ♦❢ ,❤❡ ♣)♦①②✳

{

L2(ti, rj) = Area(tj)||ti −Πj(ti)||2
L2,1(ti, rj) = Area(tj)||n(ti)− n(rj)||2 ✭✻✳✶✮

❚❤❡ ❛✉,❤♦)1 1❤♦✇ 1❡✈❡)❛❧ ❛❞✈❛♥,❛❣❡1 ♦❢ ✉1✐♥❣ ,❤❡ L2,1
♠❡,)✐❝ ♦✈❡) ,❤❡ L2

♠❡,)✐❝ ✭1❡❡

❋✐❣✳ ✻✳✸✮✳ ❈♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ✐1 )❡❛❝❤❡❞ ❢❛1,❡)✱ ❛♥❞ ❡))♦)1 ❛)❡ ❞✐♠✐♥✐1❤❡❞ ✭✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛)✐♥❣ ,❤❡

♦)✐❣✐♥❛❧ ♠❡1❤ ❛♥❞ )❡♠❡1❤❡❞ ✈❡)1✐♦♥ ❜❛1❡❞ ♦♥ ,❤❡ ♣)♦①✐❡1 ,❤❛, ❛)❡ ❢♦✉♥❞✮✳ ❖❢ ❝♦✉)1❡✱ ❛1 ,❤❡

♥♦)♠❛❧1 ♦❢ ,❤❡ ,)✐❛♥❣❧❡1 ❛)❡ ✈❡)② ❡❛1✐❧② ❞✐1,✉)❜❡❞ ❜② ♥♦✐1❡ ❢)♦♠ ,❤❡ ♣♦1✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♠❡1❤

✈❡),✐❝❡1✱ ♥♦$♠❛❧ 7♠♦♦#❤✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡11❛)② ✐♥ 1♦♠❡ ❝❛1❡1 ,♦ ♦❜,❛✐♥ ✈✐1✉❛❧❧② ♣❧❡❛1✐♥❣

)❡1✉❧,1✳

❈♦♠♣❧❡①✐#② ❚❤❡ 1❡❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❛❧❣♦)✐,❤♠ ,❤❛, ✇❡ ✉1❡ ❤❛1 ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ,❤❛, ✐1 ❞♦♠✐♥❛,❡❞

❜② ,❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ,❤❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ♣)♦❝❡❞✉)❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐1NT log(NT ) ✭NT ❞❡♥♦,✐♥❣ ,❤❡ ♥✉♠❜❡)

♦❢ ,)✐❛♥❣❧❡1 ✐♥ ,❤❡ ♠❡1❤✮✳ ■, ✐1 )❡❧❛,✐✈❡❧② ✐♥1❡♥1✐❜❧❡ ,♦ ,❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❝❧✉1,❡)1 kl✱ ❛♥❞ )✉♥1
❛, ✐♥,❡)❛❝,✐✈❡ )❛,❡1 ♦♥ ♠❡1❤❡1 ,❤❛, ✇❡ ♣)❡1❡♥,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❚❤✐1 ❝♦♥❝❡)♥1 ♦♥❧② ,❤❡

♣)❡✲♣)♦❝❡11✐♥❣ 1,❡♣✱ ❛♥❞ ,❤❡ ✐♥,❡)❛❝,✐✈❡ ❡①♣❧♦)❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❞❡❢♦)♠❛,✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ,❤❛, ✇❡

✐♥,)♦❞✉❝❡ ❧❛,❡) ✐♥ 1❡❝,✐♦♥ ✻✳✸ ✐1 ♣❡)❢♦)♠❡❞ ✐♥ )❡❛❧✲,✐♠❡✳



L2 L2,1

•

•

kl
l

l ∈ [1, L]

σl =
(L+1−l)σmax

L

3σl











❈❤❛♣$❡& ✼

❖♥✲#✉%❢❛❝❡ ❝✉%✈❡ #❡+ ❢♦%

❞❡❢♦%♠❛+✐♦♥

■♥ "❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+ ❝❤❛♣"❡&✱ ✇❡ ♣&♦♣♦+❡❞ "♦ ✉+❡ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ &❡❣✐♦♥+ ❛+ ❤❛♥❞❧❡+ ❢♦& ♠❡+❤
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❞❡&✐✈❡ ❢&♦♠ ❛ +❡❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ +❤❛♣❡✳
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❋✐❣✳ ✼✳✶ ✐❧❧✉+"&❛"❡+ "❤❡ ♠❛✐♥ +"❡♣+ ♦❢ ♦✉& ♣✐♣❡❧✐♥❡✿
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✷✳ ❛ +✉❜+❡" ♦❢ "❤❡ ♠❡+❤ ✐+ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ ❛+ ❢❡❛"✉&❡+ ✭❛❧❧ ✈❡&"✐❝❡+ v +✉❝❤ "❤❛" κ(v) ∈ [κ1, κ2[✮

✸✳ ✐♥+✐❣♥✐✜❝❛♥" ❢❡❛"✉&❡+ ❛&❡ &❡♠♦✈❡❞✱ ❜❛+❡❞ ♦♥ "❤❡✐& ❛&❡❛+
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■♥ ♣❛$% ■■ ❛♥❞ ♣❛$% ■■■✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣$❡,❡♥%❡❞ ,%$✉❝%✉$❡, %❤❛% ✇❡$❡ 1✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ❛♥❞ 2✲
❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ %❤❛% ✇❡$❡ ✐♥"✐❞❡ %❤❡ ,✉$❢❛❝❡ ♦$ ♦♥ %❤❡ ,✉$❢❛❝❡✳ ■% %❤✐, ♣❛$%✱ ✇❡ ❛$❡

♣$❡,❡♥%✐♥❣ $❡,✉❧%, %❤❛% ❜❡♥❡✜% ❢$♦♠ 3✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ♦✉%❡$ ,%$✉❝%✉$❡,✱ %❤❡ ,♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❛❣❡"

%❤❛% ❛❧❧♦✇ %❤❡ ✉,❡ ♦❢ ❛ ✈❛$✐❡%② ♦❢ ❞❡❢♦$♠❛%✐♦♥ %❡❝❤♥✐:✉❡,✳

■♥ ❝❤❛♣%❡$ ✽✱ ✇❡ ,❡❡ ❤♦✇ %♦ $❡♣$❡,❡♥% ❛♥✐♠❛%❡❞ ✸❉ ,❤❛♣❡, ,%❡♠♠✐♥❣ ❢$♦♠ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡

❝❛♣%✉$❡ ✉,✐♥❣ ❝❛❣❡,✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡$,❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐, ♥♦% ,%$❛✐❣❤%❢♦$✇❛$❞ %♦ ,♦❧✈❡✱ ❛, ✐% ♣$❡,❡♥%,

❤✐❣❤ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♥✉♠❜❡$, ✐♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ ❛♥❞ $❡:✉✐$❡, ❛❞❛♣%❡❞ ,%$❛%❡❣✐❡, %❤❛% ✇❡ ✐♥%$♦❞✉❝❡ ✐♥

%❤✐, ✇♦$❦✳ ■♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$✱ ✇❡ ✐♥%$♦❞✉❝❡ ♥❡✇ )❡❧❛①❛,✐♦♥ ❛♥❞ "♣❡❝,)❛❧ )❡❣✉❧❛)✐③❛,✐♦♥ ,%$❛%❡❣✐❡,✱

❛♥❞ ,❤♦✇ ❤♦✇ %❤❡,❡ %✇♦ ♦$%❤♦❣♦♥❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤❡, ❝♦♠❜✐♥❡✳

■♥ ❝❤❛♣%❡$ ✾✱ ✇❡ ,❡❡ %❤❡ ♣♦,,✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥, ♦❢ ,✉❝❤ ❛ $❡♣$❡,❡♥%❛%✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐,❝✉,, %❤❡

❛❞✈❛♥%❛❣❡, ❛♥❞ ❞$❛✇❜❛❝❦, ❝♦♠♣❛$❡❞ %♦ ♣$❡✈✐♦✉, ❛♣♣$♦❛❝❤❡,✳
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♥❡✇  ❡❧❛①❛%✐♦♥ ❛♥❞ )♣❡❝% ❛❧  ❡❣✉❧❛ ✐③❛%✐♦♥ +*&❛*❡❣✐❡+✳ ❲❡ ♣&♦✈✐❞❡ ❛ *❤♦&♦✉❣❤ ♠❛*❤❡♠❛*✐✲
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✐♥$%❡❛❞ %&✐❡$ %♦ ❝♦♠♣❡♥$❛%❡ %❤❡ ❝❛❣❡ ♣♦$❡ ❝❤❛♥❣❡ %❤&♦✉❣❤ ❧♦❝❛❧ &♦%❛%✐♦♥ ❜❧❡♥❞✐♥❣$✱ ✇❤✐❝❤

%✉&♥$ %♦ ❜❡ ✐♥❛❝❝✉&❛%❡ ❛♥❞ ✉♥$%❛❜❧❡✱ ❡$♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ %❤❡ ❝❛❣❡ ✐$ ♥♦% ❝❧♦$❡ %♦ %❤❡ ♦❜❥❡❝%✳

❙✐♠✐❧❛&❧②✱ ❛ ♣♦$$✐❜❧❡ $%&❛%❡❣② ❝♦✉❧❞ ❝♦♥$✐$% ✐♥ %&❛♥$❢❡&&✐♥❣ %❤❡ ♠♦%✐♦♥ ❢&♦♠ %❤❡ ♠❡$❤ %♦ %❤❡

❝❛❣❡✱ ✉$✐♥❣ ❞❡❢♦&♠❛%✐♦♥ %&❛♥$❢❡& ❛❧❣♦&✐%❤♠$ ❬✽✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ %❤✐$ $%&❛%❡❣② ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛

❧❛&❣❡ &❡❝♦♥$%&✉❝%✐♦♥ ❡&&♦& ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② %❤❡ ❞❡❢♦&♠❡❞ ❝❛❣❡ $✐♥❝❡ %❤❡&❡ ✐$ ♥♦ ❣✉❛&❛♥%❡❡

✐♥ ❣❡♥❡&❛❧ %❤❛% %❤❡ ❝❛❣❡ &❡♣&♦❞✉❝❡$ ✐♥ ✐%$ ✐♥%❡&✐♦& %❤❡ %&❛♥$❢♦&♠❛%✐♦♥ ✐% ✉♥❞❡&❣♦❡$✳ ❋♦&

✐♥$%❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛$✲&✐❣✐❞✲❛$✲♣♦$$✐❜❧❡ ✭❆❘❆X✮ %&❛♥$❢♦&♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ❞♦❡$ ♥♦% ✐♥❞✉❝❡ ❛♥

❆❘❆X %&❛♥$❢♦&♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❡♥❝❧♦$❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ &❡❝✐♣&♦❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ $❛♠❡ &❡♠❛&❦ ❣♦❡$ ❢♦&

❛♥② ❞✐&❡❝% $♣❛%✐❛❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ✇✳&✳%✳ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❡♦♠❡%&②✱ $✉❝❤ ❛$ ♠❛✐♥%❛✐♥✐♥❣

%❤❡ ❝❛❣❡ ❛$ ❛♥ ♦✛$❡% ♦❢ %❤❡ ❛♥✐♠❛%❡❞ ♠❡$❤ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ %❤❡ ✐♥✈❡&$✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❝❛❣❡ ♠✉%' %❛❦❡ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% %❤❡ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ $②$%❡♠ ✉$❡❞ ❢♦& &❡❝♦♥$%&✉❝%✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦&

❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛❣❡✱ &❡❝♦♥$%&✉❝%✐♥❣ ❛♥ ❡♥❝❧♦$❡❞ ♦❜❥❡❝% ✇✐%❤ ❞✐✛❡&❡♥% ❝♦♦&❞✐♥❛%❡$ ✭▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡

❈♦♦&❞✐♥❛%❡$✱ ●&❡❡♥ ❈♦♦&❞✐♥❛%❡$✱ ❍❛&♠♦♥✐❝ ❈♦♦&❞✐♥❛%❡$✱ X♦$✐%✐✈❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦&❞✐♥❛%❡$✱

▼❛①✐♠✉♠ ❊♥%&♦♣② ❈♦♦&❞✐♥❛%❡$✱ ❡%❝✳✮ ❧❡❛❞$ %♦ ❞✐✛❡&❡♥% &❡$✉❧%$✳

❇❡♥✲❈❤❡♥ ❡% ❛❧✳ ❬✼✱ ✽❪ ❛✉%♦♠❛%✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉%❡ ♥❡✇ ❝❛❣❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣$ %♦ $❛%✐$❢② $♣❛&$❡ ✉$❡&

❝♦♥$%&❛✐♥%$ %❤&♦✉❣❤ ❛ $❡>✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡❛$% $>✉❛&❡$ ✜%%✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ %❤❡✐& ❢&❛♠❡✇♦&❦ ✐$ ✉$✐♥❣

●❈ ♦♥❧② ❛♥❞ ❡♥❢♦&❝❡$ ♣✉&❡ &♦%❛%✐♦♥$ ♦♥ %❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐% ♦❢ %❤❡ $❤❛♣❡✱ ❛$ ✇❡❧❧ ❛$ ❍❡$$✐❛♥✬$

♥♦&♠ ♠✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ ❝❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐$ ❤✐❣❤❧② &❡$%&✐❝%❡❞ %♦ ❛$✲&✐❣✐❞✲❛$✲♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡❢♦&♠❛%✐♦♥$

❛♥❞ ❞♦❡$ ♥♦% $♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❞&❡$$ ❣❡♥❡&❛❧ ❛♥❞ $%❛❜❧❡ ❝❛❣❡ ✐♥✈❡&$✐♦♥✳

❙❛✈♦②❡ ❡% ❛❧✳ ❬✼✾❪ ✐♥%&♦❞✉❝❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ &❡❣✉❧❛&✐③❛%✐♦♥ %❡&♠ ❛✐♠✐♥❣ ❛% ♣&❡$❡&✈✐♥❣ %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥%✐❛❧

❝♦♦&❞✐♥❛%❡$ ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ✈❡&%✐❝❡$✳ ❇❡✐♥❣ ♥♦% &♦%❛%✐♦♥ ✐♥✈❛&✐❛♥%✱ $✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❧❡❛❞$

%♦ $❤&✐♥❦✐♥❣ ❛&%✐❢❛❝%$ ❛♥❞ ❢❛✐❧$ ❛% ♣&❡$❡&✈✐♥❣ %❤❡ ❝❛❣❡ ❣❡♦♠❡%&②✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ♦❢%❡♥ ❝❛&❡❢✉❧❧②

❞❡$✐❣♥❡❞ ❜② ❛&%✐$%$ ❛♥❞ ❝&✐%✐❝❛❧ ❢♦& ❡❞✐%✐♥❣✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% ❜✉% ❣❡♥❡&❛❧ &❡❣✉❧❛&✐③❛%✐♦♥
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❚❤❡ ✐&❡'❛&✐♦♥+ ❝❛♥ ❜❡ +&♦♣♣❡❞ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞ ♦' ✇❤❡♥ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ Bij ❣❡&+ +♠❛❧❧❡' &❤❛♥

♦♥❡✳ ■♥ &❡'♠+ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐&②✱ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧✐③❛&✐♦♥ +&❛❣❡ &❛❦❡+ O(m2 × n) ♦♣❡'❛&✐♦♥+ ❛♥❞ ❡❛❝❤

✐&❡'❛&✐♦♥ &❛❦❡+ O(m× n) +&❡♣+✳

✽✳✹✳✸ ❈❛❣❡ ✐♥✈❡+,✐♦♥ ❜❛,❡❞ ♦♥ ♠❛①✈♦❧ +❡❧❛①❛3✐♦♥

❆♣♣❧②✐♥❣ &❤❡ ♠❛①✈♦❧ ❛❧❣♦'✐&❤♠ &♦ ♦✉' +❡&&✐♥❣ ✐+ +&'❛✐❣❤&❢♦'✇❛'❞✱ &❤❡ ✐♥♣✉& ❜❡✐♥❣ Φ ❛♥❞ &❤❡

♦✉&♣✉& ❜❡✐♥❣ Φ�✳ ■♥ ♣'❛❝&✐❝❡✱ ✇❡ ♦❜+❡'✈❡❞ &❤❛& ❛❜♦✉& 2×m ✐&❡'❛&✐♦♥+ ❛'❡ '❡?✉✐'❡❞ ✉♥&✐❧

❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡✳ ❋✐❣✳ ✽✳✺✭❛✮ ✐❧❧✉+&'❛&❡+ ❛ ❢❡✇ ✐&❡'❛&✐♦♥+ ♦❢ &❤❡ ❛❧❣♦'✐&❤♠✳ ❇♦&❤ &❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞

&❤❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ♥✉♠❜❡' ♦❢ Φ� '❡+♣❡❝&✐✈❡❧② ✐♥❝'❡❛+❡+✴❞❡❝'❡❛+❡+ ❛& ❡❛❝❤ ✐&❡'❛&✐♦♥ ✭'❡+✉❧&+ ❛'❡

+❤♦✇♥ ✐♥ ❧♦❣ +❝❛❧❡✮✱ ❛++❡++✐♥❣ &❤❡ ✐♥✈❡$%✐❜✐❧✐%② ?✉❛❧✐&② ♦❢ Φ�✳

❈❛❣❡ ❝♦♦&❞✐♥❛*❡ ✐♥✈❡&,✐♦♥ ❋♦' ❡❛❝❤ ❢'❛♠❡ Pt✱ &❤❡ ❝♦''❡+♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❣❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ Ct
✐+ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✇❤❡'❡ Ht ✐+ &❤❡ +✉❜✲♠❛&'✐① ♦❢ &❤❡ &♦♣ m '♦✇+ ♦❢ Pt✮✿

Ct := Φ†
�Ht ✭✽✳✹✮

❚❤❡ ♣+❡✉❞♦✲✐♥✈❡'+❡ Φ†
� ✐+ ❝♦♠♣✉&❡❞ &❤'♦✉❣❤ ❙❱❉✱ ❛+ ❞✐+❝✉++❡❞ ✐♥ &❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ (ΦT ·Φ)† ✐♥

❊?✳ ✽✳✷ ✭ΦT · Pt ♥❡❡❞+ &♦ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐&❤ Ht✮✳ ◆♦&✐❝❡ &❤❛& ❢♦' ❡❛❝❤ ❢'❛♠❡✱ &❤❡ '♦✇+

♦❢ Ct ❛♥❞ Pt ❛❧+♦ ♥❡❡❞ &♦ ❜❡ +✇❛♣♣❡❞ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ &♦ &❤❡ +✇❛♣+ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✐♥ Φ ❜② ♠❛①✈♦❧✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✵ ♣'♦✈✐❞❡+ ❛ ❝♦♠♣❛'✐+♦♥ ♦❢ &❤❡ '❡♣❛'&✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ +✐♥❣✉❧❛' ✈❛❧✉❡+ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❢'♦♠ &❤❡

❙❱❉✱ ❜❡&✇❡❡♥ ♦✉' &❡❝❤♥✐?✉❡ ✭Φ�✮ ❛♥❞ &❤❡ ❝❧❛++✐❝❛❧ ♦✈❡'✲❞❡&❡'♠✐♥❡❞ ❛♣♣'♦❛❝❤❡+ ✭Φ ❛♥❞

ΦT ·Φ✮✳ ◆♦&✐❝❡ &❤❛& Φ� ❡①❤✐❜✐&+ ❛ ♠♦'❡ ❝♦♥✈❡① +♣❡❝&'✉♠✳ ❆❧+♦✱ ❛+ ❞✐+❝✉++❡❞ ✇✐&❤ ❊?✳ ✽✳✷✱

✐♠♣♦'&❛♥& ✐♥+&❛❜✐❧✐&② ♦❝❝✉'+ ✐♥ &❤❡ ✐♥✈❡'+✐♦♥ ✐❢ &❤❡ ❧❛+& +✐♥❣✉❧❛' ✈❛❧✉❡+ ♦❢ &❤❡ ❙❱❉ ❛'❡ ❧♦✇✳

❲✐&❤ ♦✉' '❡❧❛①❛&✐♦♥ +❝❤❡♠❡✱ &❤❡ ❧❛+& +✐♥❣✉❧❛' ✈❛❧✉❡+ ♦❢ Φ� ❛'❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡' &❤❛♥ &❤♦+❡ ♦❢

&❤❡ &'❛❞✐&✐♦♥❛❧ ♦✈❡'✲❞❡&❡'♠✐♥❡❞ ❛♣♣'♦①✐♠❛&✐♦♥+ ✭❋✐❣✳ ✽✳✶✵✱ '✐❣❤&♠♦+& ♣❧♦&+✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞+

♠✉❝❤ ♠♦'❡ +&❛❜❧❡ ✐♥✈❡'+✐♦♥+✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❝❡ Φ� ✐+ ❝♦♠♣✉&❡❞✱ &❤❡ ✐♥✈❡'+✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝❛❣❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣+ ❢♦' &❤❡ ✇❤♦❧❡ +❡?✉❡♥❝❡

✐+ ❢❛+&❡' ✇✐&❤ ♦✉' ❛♣♣'♦❛❝❤ &❤❛♥ ✇✐&❤ &❤❡ &'❛❞✐&✐♦♥❛❧ ♦✈❡'✲❞❡&❡'♠✐♥❡❞ ❧❡❛+&✲+?✉❛'❡ +&'❛&❡❣②✳

■♥ ❜♦&❤ ❝❛+❡+✱ &❤❡ ❙❱❉ ♦❢ ❛♥ (m×m) ♠❛&'✐① ♥❡❡❞+ &♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ ✐♥ ❛ ♣'❡✲♣'♦❝❡++✳ ❋♦'

❡❛❝❤ ❢'❛♠❡✱ ✇✐&❤ ♦✉' +&'❛&❡❣②✱ &❤❡ +♦❧✉&✐♦♥ ✐+ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② &❤❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❛♥ (m×m)
❜② ❛♥ (m × 3)✲♠❛&'✐① ✭❊?✳ ✽✳✹✮✳ ❋♦' &❤❡ &'❛❞✐&✐♦♥❛❧ ❧❡❛+&✲+?✉❛'❡+ ❛♣♣'♦❛❝❤ ❤♦✇❡✈❡'✱ ❛♥

❡①&'❛ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ ❛♥ (m× n) ❛♥❞ ❛♥ (n× 3)✲♠❛&'✐① ✐+ '❡?✉✐'❡❞ ✭❊?✳ ✽✳✶✮✳

●❡♦♠❡*&✐❝ ✐♥*❡&♣&❡*❛*✐♦♥ ❆❧&❤♦✉❣❤ ♦✉' +&'❛&❡❣② ✐+ ♣✉'❡❧② ❛❧❣❡❜'❛✐❝✱ ✐& ②✐❡❧❞+ ✐♥&❡'✲

❡+&✐♥❣ ❣❡♦♠❡&'✐❝❛❧ ✐♥+✐❣❤&+✳ ❲❤❡♥ '❡✢❡❝&❡❞ ♦♥ &❤❡ ♠❛&'✐① PR✱ &❤❡ '♦✇ +✇❛♣+ ♦❢ Φ ❛'❡

❡?✉✐✈❛❧❡♥& &♦ ❞❡+❡❧❡❝&✐♥❣ ❛ ❝♦♥+&'❛✐♥& ❛♥❞ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛♥♦&❤❡' ♦♥❡ ✐♥+&❡❛❞ ✭❋✐❣✳ ✽✳✺✭❛✮✮✳ ◆❡❛'

❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡✱ &❤❡ ❝♦♥+&'❛✐♥&+ &♦ ✢✐♣ ❣❡& ❝❧♦+❡' ❛♥❞ ❝❧♦+❡'✳ ❆& &❤❡ ❡♥❞ ♦❢ &❤❡ ♣'♦❝❡++✱ &❤❡ +❡&

♦❢ ❝♦''❡+♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥&+ ♦❢ PR ✭✐♥ ❣'❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✺✭❛✮✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥&❡'♣'❡&❡❞ ❛+ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧❧②

♦♣&✐♠❛❧ +❡& ✭♥♦&❡❞ HR ⊂ PR✮ ♦❢ ❤❛♥❞❧❡+ ❢♦' ❞❡❢♦'♠❛&✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ &❤❡ ♠♦❞❡❧ PR✱ &❤❡ ❝❛❣❡

CR ❛♥❞ &❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❝❛❣❡ ❝♦♦'❞✐♥❛&❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆+ +❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✻✱ &❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥+✐&②

♦❢ CR ✐+ ❝❛♣&✉'❡❞ ❜② HR✳ ❆❧+♦✱ ❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥+ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❤✐❣❤ ❝✉'✈❛&✉'❡✱ +❤❛'♣ ❡❞❣❡+✱ ♦'

❜♦✉♥❞❛'✐❡+ ✭❋✐❣✳ ✽✳✺✭❛✮✮ ❛'❡ ❝❛♣&✉'❡❞ ❜② HR✱ ✇❤✐❧❡ &❤❡ +②♠♠❡&'✐❡+ ♦❢ &❤❡ ❝❛❣❡ ❛'❡ ❛❧+♦

'❡♣'❡+❡♥&❡❞ ❜② HR✳ ■♥ ♦&❤❡' ✇♦'❞+✱ &❤❡ ❝♦♥+&'❛✐♥&+ HR ❛'❡ ✇❡❧❧ ❞✐+♣❛&❝❤❡❞ ✐♥ &❤❡ +♣❛❝❡ ♦❢

❝❛❣❡ ❝♦♦'❞✐♥❛&❡+✳



L2 L∞
Pt δ2 δ∞



Φ� Φ

PR



✽✳✺✳ ❙❯❇✲❙'❊❈❚❘❆▲ ❘❊●❯▲❆❘■❩❆❚■❖◆ ✶✷✶

✽✳✺ ❙✉❜✲'♣❡❝+,❛❧ ,❡❣✉❧❛,✐③❛+✐♦♥

❚!❛❞✐%✐♦♥❛❧❧②✱ %♦ ❝♦♣❡ ✇✐%❤ %❤❡ ✐♥0%❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛! 0②0%❡♠✱ ❛ 0♦❧✉%✐♦♥ ❝♦♥0✐0%0 ✐♥ ✐♥%!♦❞✉❝✲

✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ ❣❡♦♠❡()✐❝❛❧ !❡❣✉❧❛!✐③❛%✐♦♥ %❡!♠✳ ❚❤✐0 ❡♥❛❜❧❡0 %♦ ❜✐❛0 %❤❡ 0♦❧✉%✐♦♥ %♦✇❛!❞0 ❛

0♣❛❝❡ ♦❢ ♣!❡❢❡!!❡❞ 0♦❧✉%✐♦♥0 ✭❡✳❣✳ ❞❡%❛✐❧✲♣!❡0❡!✈✐♥❣ ♦! ❛0✲!✐❣✐❞✲❛0✲♣♦00✐❜❧❡ %!❛♥0❢♦!♠❛%✐♦♥0✮✳

❍♦✇❡✈❡!✱ ❣❧♦❜❛❧ !❡❣✉❧❛!✐③❛%✐♦♥ ❛❧0♦ ❝♦♠❡0 ✇✐%❤ 0❡✈❡!❛❧ ❞!❛✇❜❛❝❦0✳ ❋✐!0%✱ 0✉❝❤ ❛ 0♦❧✉%✐♦♥

✐0 ♥♦% ❣❡♥❡!❛❧✱ 0✐♥❝❡ ✐% ♠❛❦❡0 ❛00✉♠♣%✐♦♥0 ♦♥ %❤❡ %!❛♥0❢♦!♠❛%✐♦♥0 ♣!❡0❡♥% ✐♥ %❤❡ ✐♥♣✉% 0❡✲

?✉❡♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡✈❡♥ ✇✐%❤ ❛ ♣!✐♦!✐ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧ %!❛♥0❢♦!♠❛%✐♦♥0✱ %❤❡!❡ ✐0 ♥♦

❞✐!❡❝% ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥ %♦ %❤❡ %!❛♥0❢♦!♠❛%✐♦♥0 %❤❛% %❤❡ ❝❛❣❡ 0❤♦✉❧❞ ✉♥❞❡!❣♦✳ ❚❤✐!❞✱ ✐♥ ♣!❛❝%✐❝❡✱

%❤✐0 0♦❧✉%✐♦♥ %❡♥❞0 %♦ ♦✈❡!✲❞❛♠❛❣❡ %❤❡ ❞❛%❛ ✜%%✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❜❡❢♦!❡ ❛❧❧ ♦❢ %❤❡ ✐♥0%❛❜✐❧✐%② ✐0

❝♦!!❡❝%❡❞✳

✽✳✺✳✶ ❘❡❣✉❧❛*✐③❛-✐♦♥ -❡*♠1

■♥ ♦✉! 0❡%%✐♥❣✱ ✇✐%❤♦✉% ❛♥② ❛ ♣!✐♦!✐ ♦♥ %❤❡ 0♣❛❝❡ ♦❢ %!❛♥0❢♦!♠❛%✐♦♥0 ❡①❤✐❜✐%❡❞ ✐♥ %❤❡ ✐♥♣✉%

0❡?✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ ♦♥❧② ❞❡0✐!❛❜❧❡ ♣!♦♣❡!%✐❡0 ♦❢ ❛ !❡❣✉❧❛!✐③❛%✐♦♥ %❡!♠ ✐0 ✐%0 ✐♥✈❛!✐❛♥❝❡

❛❣❛✐♥0% !♦%❛%✐♦♥✳ ❋♦! ✐♥0%❛♥❝❡✱ ❙❛✈♦②❡ ❡% ❛❧✳ ❬✼✾❪ ❡♥❢♦!❝❡ %❤❡ ♣!❡0❡!✈❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡!❡♥%✐❛❧

❝♦♦!❞✐♥❛%❡0 ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ✈❡!%✐❝❡0✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ %❤✐0 ✐0 ♥♦% !♦%❛%✐♦♥ ✐♥✈❛!✐❛♥% ❛♥❞ ❧❡❛❞0 %♦

0✐❣♥✐✜❝❛♥% 0❤!✐♥❦✐♥❣ ❛!%✐❢❛❝%0✳ ❚❤❡ ♣!❡0❡!✈❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♥♦!♠ ♦❢ %❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡

✈❡!%✐❝❡0 ❞♦❡0 ♥♦% 0✉✛❡! ❢!♦♠ %❤✐0 ❞!❛✇❜❛❝❦ ❜✉% ✐♥✈♦❧✈❡0 ♥♦♥ ❧✐♥❡❛! %❡!♠0 ❬✸✵❪✳

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ %❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ✈❡!%❡① ♣♦0✐%✐♦♥0 ✐0 !♦%❛%✐♦♥ ✐♥✈❛!✐❛♥% ❜✉%✱ ✇✐%❤♦✉%

0♦♣❤✐0%✐❝❛%❡❞ !❡❝♦♥0%!✉❝%✐♦♥ 0%!❛%❡❣② ❬✶✷❪✱ ✐% 0♠♦♦%❤0 ❛✇❛② %❤❡ ❝❛❣❡ ❝✉!✈❛%✉!❡✳ ❚❤❡ 0❛♠❡

❤♦❧❞0 ❢♦! %❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞❡❢♦!♠❛%✐♦♥ ❍❡00✐❛♥ ❬✽✱ ✾✵❪✳ ■♥ ♦%❤❡! ✇♦!❞0✱ !♦%❛%✐♦♥

✐♥✈❛!✐❛♥% ❧✐♥❡❛! !❡❣✉❧❛!✐③❛%✐♦♥ %❡!♠0 ❛!❡ ❞❡-()✉❝(✐✈❡✱ ✐♥ %❤❡ 0❡♥0❡ %❤❛% %❤❡② ✇✐❧❧ 0♠♦♦%❤

❛✇❛② %❤❡ ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ ♣!♦✈✐❞❡❞ ✐♥ %❤❡ ✐♥♣✉% ❝❛❣❡ CR✳ ■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣!❡0❡♥% ❛ ♥❡✇
!❡❣✉❧❛!✐③❛%✐♦♥ ❛❧❣♦!✐%❤♠ %❤❛% ❧♦❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇0 %❤❡ ✉0❛❣❡ ♦❢ ❞❡-()✉❝(✐✈❡ %❡!♠0 ♦♥❧② ❢♦! %❤❡

✉♥❦♥♦✇♥0 ✇❤❡!❡ %❤❡ ✐♥✈❡!0✐♦♥ 0♦❧✉%✐♦♥ ✐0 ✉♥0%❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦% !❡❧✐❛❜❧❡✳

✽✳✺✳✷ ❙✉❜✲1♣❡❝-*❛❧ *❡❣✉❧❛*✐③❛-✐♦♥ ❛❧❣♦*✐-❤♠

▲❡% UΣV T
❜❡ %❤❡ ❙❱❉ ♦❢ Φ�✳ ❚❤❡ ✈❡❝%♦! ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ✈❡!%❡① ♣♦0✐%✐♦♥0 ✭❛♥❞ ♦❢ ✐%0 ❢❛❝❡

♥♦!♠❛❧0 ❢♦! ●❈✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣!❡00❡❞ ❛0 ❛ ❧✐♥❡❛! ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦❧✉♠♥0 ♦❢ V ✿ Ct =
∑

k V
k · qkt , qkt ∈ R

3
✳ ❚❤❡ 0♦❧✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ 0②0%❡♠ ✐♥✈❡!0✐♦♥ ✐0 ❣✐✈❡♥ ✇✐%❤ qkt = (Uk)T ·

Ht/sk✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ 0%!❛%❡❣② ❢♦! 0✉❜✲0♣❡❝%!❛❧ !❡❣✉❧❛!✐③❛%✐♦♥ ❬✸✾❪ ❝♦♥0✐0%0 ✐♥ ❞✐!❡❝%❧② ❝!♦♣♣✐♥❣
%❤❡ 0♣❡❝%!✉♠ ❜② 0❡%%✐♥❣ %❤❡ ✐♥✈❡!0❡ ♦❢ %❤❡ ❧❛0% 0✐♥❣✉❧❛! ✈❛❧✉❡0 %♦ 0✳ ■♥0%❡❛❞✱ ❛ 0❡❝♦♥❞
❝♦♠♠♦♥ 0♦❧✉%✐♦♥ ❬✸✾❪ ❝♦♥0✐0%0 ✐♥ ♣❛!❛♠❡%❡!✐③✐♥❣ %❤❡ 0%❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ 0♦❧✉%✐♦♥ ❜② ❛ 0❝❛❧❛! α✱
❛♥❞ ✉0✐♥❣ s′k ✐♥0%❡❛❞ ♦❢ sk✱ ✇❤❡!❡ s

′
k = sk

s2
k
+α2 ✳ ❚❤❡0❡ %✇♦ 0%!❛%❡❣✐❡0 ❞♦ ♥♦% ❛❧❧♦✇ ❢♦! %❤❡

✐♥0❡!%✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡%!✐❝❛❧ !❡❣✉❧❛!✐③❛%✐♦♥ %❡!♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ %❛❦❡ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% %❤❡ ♣❤②0✐❝0

♦❢ %❤❡ ♣!♦❜❧❡♠✳ ■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥%!♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ❣❡♥❡!❛❧ 0✉❜✲0♣❡❝%!❛❧ ❛❧❣♦!✐%❤♠✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇0 %♦ ✐♥❝❧✉❞❡ !❡❧❡✈❛♥% ❣❡♦♠❡%!✐❝❛❧ !❡❣✉❧❛!✐③❛%✐♦♥ %❡!♠0 ♦♥❧② ♦♥ %❤❡ ♠♦0% ✐♥0%❛❜❧❡

♣♦!%✐♦♥0 ♦❢ %❤❡ 0♣❡❝%!✉♠ ♦❢ Φ�✳



Φ�

Φ�

∆

s
Ht

qkt = (Uk)T · Ht/sk, ∀k < (m− s)

λ ∈ [0, 1]

E = λ||∆ · Ct||2 + ||(Φ� · Ct)−Ht||2

qkt ∀k < (m− s)

E = λ||
∑

k<(m−s)
∆ · V k · qkt +

∑

k≥(m−s)
∆ · V k · qkt ||2

+ ||(Φ� · Ct)−Ht||2

qkt , ∀k ≥ (m − s) qkt ∀k <
(m− s)

{
√
λ ·∑k≥(m−s)∆ · V k · qkt = −

√
λ ·∑k<(m−s)∆ · V k · qkt

sk · qkt = sk ·
(

(Uk)T · Ht/sk
)

, ∀k ≥ (m− s)

∆



Φ�



s = 20

λ
1

λ = 1 s = 20

50th



PR CR HR

t Pt

L2 L∞

0.3× 10−2

L∞ 0.36 × 10−2



315th

s = 50
s = 50



L∞
0.73× 10−2 1.39× 10−2

L2 0.24 ×
10−2 0.14 × 10−2



λ = 1

1st 2nd

3rd 4th

4th

L2 0.12 10−2 0.19 10−2 0.47 10−2 0.56 10−2

50%



❈❤❛♣$❡& ✾

❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧ (❡♣(❡*❡♥,❛,✐♦♥ ❢♦(

✐♥,❡(❛❝,✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞

♣(♦❝❡**✐♥❣ ♦❢ ▼❡*❤❡*

■! ✐# ❝♦♠♠♦♥ !♦ ✉#❡ *❡❞✉❝❡❞ *❡♣*❡#❡♥!❛!✐♦♥# ❢♦* ❝♦♠♣❧❡① ❞❛!❛ ❛♥❛❧②#✐# ❛♥❞ ♣*♦❝❡##✐♥❣✳ ❚❤✐#

✐# ♠♦!✐✈❛!❡❞ ❜② !❤❡ ❢❛❝! !❤❛! #♦♠❡ ♣*♦❜❧❡♠# ❤❛✈❡ #♦♠❡!✐♠❡# ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐!②✱

♦* ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐!② ♦❢ ❤✐❣❤ ♦*❞❡*✱ ❛♥❞ ❛*❡ ♥♦! ❞✐*❡❝!❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥ ❢✉❧❧ ❞❛!❛✳

❲❡ #❤♦✇ #♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡# ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥# ♦❢ ♦✉* ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❛♥✐♠❛!❡❞ *❡♣*❡#❡♥!❛!✐♦♥✱ ❛♥❞

♠♦!✐✈❛!❡ !❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❛❣❡ *❡♣*❡#❡♥!❛!✐♦♥# ✐♥ !❤✐# ❝♦♥!❡①!✳

✾✳✶ ❆♥✐♠❛(✐♦♥ ❧♦++② ❝♦♠♣/❡++✐♦♥

❚❤❡ *❡❝♦♥#!*✉❝!✐♦♥ #!❡♣ ♦❢ ♦✉* ❛❧❣♦*✐!❤♠ ♦♥❧② *❡<✉✐*❡# PR✱ CR ❛♥❞ !❤❡ ♦✉!♣✉! ❝❛❣❡ ♣♦#✐!✐♦♥#

❛❝*♦## !✐♠❡✳ ❋♦* ✐♥#!❛♥❝❡✱ !❤❡ ✜*#! ❛♥✐♠❛!✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✶✹ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛*② ❢♦*♠❛!

✇✐!❤ ✶✶✺ ▼❇ ✭#✐♥❣❧❡ ❝♦♥♥❡❝!✐✈✐!②✱ 499 ❡♠❜❡❞❞✐♥❣# ❝♦**❡#♣♦♥❞✐♥❣ !♦ !❤❡ 499 ❢*❛♠❡# ♦❢

!❤❡ ❛♥✐♠❛!✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐! ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣*❡##❡❞ ❞♦✇♥ !♦ ✷✳✺✽ ▼❇ ✇✐!❤ ♦✉* ❛♣♣*♦❛❝❤ ✇✐!❤

❛ #✐♥❣❧❡ ❝♦♥♥❡❝!✐✈✐!②✱ ❛ #✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❛ #✐♥❣❧❡ ❝❛❣❡ ❝♦♥♥❡❝!✐✈✐!② ❛♥❞ ✐!# 499
❡♠❜❡❞❞✐♥❣# ✭#❡❡ ❋✐❣✳ ✾✳✶✮✳ ❚❤❡ *❡❝♦♥#!*✉❝!✐♦♥ ❡**♦* ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥!*♦❧❧❡❞ ✇✐!❤ !❤❡ #♣❡❝!*✉♠

!❤*❡#❤♦❧❞✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉* ♦✉!♣✉! ❝❛❣❡# #♠♦♦!❤❧② ✈❛*② ♦✈❡* !✐♠❡✱ !❤❡✐* ✈❡*!❡① !*❛❥❡❝!♦*✐❡# ❝♦✉❧❞

❢✉*!❤❡* ❜❡ ❝♦♠♣*❡##❡❞ ✉#✐♥❣ ♦*!❤♦❣♦♥❛❧ #❝❤❡♠❡# ✭❡✳❣✳ ✇❛✈❡❧❡!#✮ ❢♦* ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡* ❝♦♠♣*❡##✐♦♥

*❛!❡#✳ ❚*❛❞✐!✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣*❡##✐♦♥ ❛♣♣*♦❛❝❤❡#✱ #✉❝❤ ❛# K*♦❣*❡##✐✈❡ ▼❡#❤❡# ❬✹✵❪✱ *❡<✉✐*❡ ❛

❝❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝!✐✈✐!② ♦♥ !❤❡ ❛♥✐♠❛!❡❞ ♠❡#❤✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉* ❛♣♣*♦❛❝❤ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ✈❛*✐♦✉# #❤❛♣❡

*❡♣*❡#❡♥!❛!✐♦♥# ✭♥♦♥✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡#❤❡# ♦* ♣♦✐♥!✲#❡!# ❢♦* ✐♥#!❛♥❝❡✮✳

❉✐"❝✉""✐♦♥

❆❧!❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡*❡♥! *❡♣*❡#❡♥!❛!✐♦♥# ❝❛♥ ❜❡ ✉#❡❞✱ ❛♥❞ ♦❜!❛✐♥ #♦♠❡!✐♠❡# ❜❡!!❡* ❝♦♠♣*❡##✐♦♥

❢❛❝!♦*#✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥!❡*❡#!✐♥❣ !♦ ✉#❡ ❝❛❣❡ ❝♦♦*❞✐♥❛!❡# !♦ ♠♦❞❡❧ !❤❡ ♠♦!✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡#❤✳

✶✷✾
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❋✐❣✉'❡ ✾✳✶✿ ❈♦♠♣'❡00✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐♠❛4❡❞ ♠❡0❤ ✭499 ❢'❛♠❡0✮✳ ❲❡ ♥❡❡❞ 4♦ 04♦'❡ ♦♥ ❞✐0❦

♦♥❡ ✐♥♣✉4 ♠❡0❤ ✭❝♦♥♥❡❝4✐✈✐4② ✰ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮✱ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝4✐✈✐4② ❢♦' 4❤❡ ❝❛❣❡ ❛♥❞ 499 ❝❛❣❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣0✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣'❡00✐♦♥ ❢❛❝4♦' ❢♦'  !♦#✐♥❣ ✐♥❝'❡❛0❡0 ✇✐4❤ ❛♥ ✐♥❝'❡❛0✐♥❣ ♥✉♠❜❡' ♦❢

❢'❛♠❡0✳ ◆♦4❡✱ 4❤❛4 ✐4 ❤❛0 ❛ ✉♣♣❡' ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐0 4❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♠❡0❤ ✈❡'4✐❝❡0 ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②

4❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝❛❣❡ ✈❡'4✐❝❡0✳

■♥❞❡❡❞✱ ❝❛❣❡ ❝♦♦'❞✐♥❛4❡0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 04✉❞✐❡❞ ✐♥4❡♥0✐✈❡❧② ♦✈❡' 4❤❡ ♣❛04 ②❡❛'0 ✇✐4❤ ♦♥❡ ♠❛✐♥

❣♦❛❧✿ !♦ ♣#♦❞✉❝❡ ✈✐ ✉❛❧❧② ♣❧❡❛ ✐♥❣ ❞❡❢♦#♠❛!✐♦♥ ✳

❚❤✐0 ❞♦❡0 ♥♦4 4'❛♥0❧❛4❡ ❡❛0✐❧② ✐♥4♦ ♠❛4❤❡♠❛4✐❝❛❧ 4❡'♠0✱ ❜✉4 ✐4 ✐♥✈♦❧✈❡0 ❣❡♥❡'❛❧ ♠❛4❤❡♠❛4✲

✐❝❛❧ ♥♦4✐♦♥0 0✉❝❤ ❛0 ❤❛'♠♦♥✐❝✐4②✱ ❜✐❤❛'♠♦♥✐❝✐4②✱ G✉❛0✐✲❝♦♥❢♦'♠❛❧✐4②✱ ❤✐❣❤ ♦'❞❡' '❡❣✉❧❛'✐4②

❛♥❞ 0♠♦♦4❤♥❡00✱ · · · ❇✉4 ✐♥ 4❤❡ ❡♥❞✱ ❛'4✐040 ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡0❡ ❞❡❢♦'♠❛4✐♦♥ 4♦♦❧0

❜❛0❡❞ ♦♥ 4❤❡ ✈✐0✉❛❧ G✉❛❧✐4② 4❤❡② ♦❜4❛✐♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ '❡❝❛❧❧ 4❤❛4 ❝❛❣❡ ❝♦♦'❞✐♥❛4❡ 0②04❡♠0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡0✐❣♥❡❞ ❢♦' ♣'♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥✐♠❛4✐♦♥0

♦❢ ♦❜❥❡❝40✱ ❛♥❞ ❛'❡ ✉0❡❞ ✐♥ 4❤❡ ✐♥❞✉04'② ❢♦' 4❤❡ ♣'♦❞✉❝4✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈✐❡0 ✭❡✳ ❣✳ ✏❘❛4❛4♦✉✐❧❧❡✑✮✳

❇♦✉♥❞ ♦♥ !❤❡ ❝♦♠♣#❡  ✐♦♥ ❢❛❝!♦# ❲❡ ♥♦4❡ nV ✭'❡0♣✳ nT ✮ 4❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♠❡0❤

✈❡'4✐❝❡0 ✭'❡0♣✳ 4'✐❛♥❣❧❡0✮ ♦❢ 4❤❡ ✐♥♣✉4 0❤❛♣❡✱ F 4❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❢'❛♠❡0 ✐♥ 4❤❡ ❛♥✐♠❛4✐♦♥✱ ❛♥❞

cV ✭'❡0♣✳ cT ✮ 4❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝❛❣❡ ✈❡'4✐❝❡0 ✭'❡0♣✳ 4'✐❛♥❣❧❡0✮ 4❤❛4 ✇❡ ✉0❡ ❢♦' 4❤❡ '❡♣'❡0❡♥4❛4✐♦♥

♦❢ 4❤❡ ❛♥✐♠❛4❡❞ ♠❡0❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡4❡ ❛♥✐♠❛4✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ 04♦'❡❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❡ ❢#❛♠❡ ♦❢

!❤❡ ✐♥♣✉! ♠❡ ❤ ✭nV + nT ✮✱ ❛♥❞ F 4✐♠❡0 4❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝❛❣❡ ✈❡'4✐❝❡0 ✭FcV + cT ✮✳ ❚❤❡

❝♦♠♣'❡00✐♦♥ ❢❛❝4♦' ❢♦'  !♦#✐♥❣ 4❤❡ ❛♥✐♠❛4✐♦♥ ✐0 4❤❡♥ CompStore = nT+FnV

nT+nV +cT+FcV
✳

• ❲❤❡♥ 4❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❢'❛♠❡0 ✐0 ❤✐❣❤ ✭FcV >> nV ✮✱ CompStore ≃ nV

cV
✳

• ❲❤❡♥ 4❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❢'❛♠❡0 ✐0 0♠❛❧❧ ✭FcV << nV ✮✱ CompStore ≃ F ✳



✾✳✷✳ ❆◆■▼❆❚■❖◆ ❚❘❆◆❙❋❊❘ ✶✸✶

❆❞❞✐#✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ❝❛❣❡ ❝♦♦2❞✐♥❛#❡3 ♠❛#2✐① ✭3✐③❡ nV cV ✮ ✇❤❡♥ 2✉♥♥✐♥❣
#❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣2❡33✐♦♥ ❢❛❝#♦2 ✇❤❡♥ 2✉♥♥✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ✐3 #❤❡♥ CompRun =

nT+FnV

nT+nV cV +FcV
✳

• ❲❤❡♥ #❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ❢2❛♠❡3 ✐3 ❤✐❣❤ ✭F >> nV cV
nV −cV ✮✱ CompRun ≃ nV

cV
✳

❚♦ ♦❜#❛✐♥ ❛ 2❡❞✉❝❡❞ 2❡♣2❡3❡♥#❛#✐♦♥ ❛! "✉♥✲!✐♠❡✱  ❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❢'❛♠❡+ F ♥❡❡❞+  ♦ ❜❡
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▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦)❞✐♥❛,❡- ❞❡)✐✈❛,✐✈❡-
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✈❛❧✉❡ ❝♦♦*❞✐♥❛"❡%✱ ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✐♥ ✸❉✳ ❚❤❡%❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ ✐♥ ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ✉%✐♥❣ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡

❝♦♦*❞✐♥❛"❡%✱ ❛♥❞ ❣♦❡% ❜❡②♦♥❞ ❝❛❣❡✲❜❛%❡❞ ❞❡❢♦*♠❛"✐♦♥%✳

❲❡ ♣*❡%❡♥" %♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥% ♦❢ "❤❡%❡✱ ❜✉" ✇❡ ❢♦❝✉% ♠♦*❡ ♦♥ "❤❡ ❞❡❢♦*♠❛"✐♦♥%✱ ❛% ✐" ✐% ❛♥

✐♠♣♦*"❛♥" ♣❛*" ♦❢ ♦✉* ✇♦*❦✳ ■♥ ❝❤❛♣"❡* ✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉%❡❞ ✐♥"❡♥%✐✈❡❧② "❤✐% %❡" ♦❢ ❝♦♦*❞✐♥❛"❡%

"♦ *❡♣*❡%❡♥" ❛♥✐♠❛"❡❞ ✸❉ %❤❛♣❡% ✉%✐♥❣ ❝❛❣❡%✱ ❛% "❤❡② ❛*❡ ❡❛%② "♦ ✉%❡✱ %✐♥❝❡ "❤❡② ❞♦ ♥♦"

*❡@✉✐*❡ "❤❡ %❤❛♣❡ "♦ ❜❡ ❡♥"✐*❡❧② ❡♥❝❧♦%❡❞ ✐♥ "❤❡ ❝❛❣❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦" %"✉❞✐❡❞ ❢✉❧❧② "❤❡

♦♣"✐♠❛❧ ❝*❡❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛❣❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ %❤❛♣❡✳ ❲❡ "❤❡♥ ♣*❡%❡♥"❡❞ %"*❛"❡❣✐❡% "❤❛" ❛❧❧♦✇ "♦

✉%❡ %✐♠♣❧❡ *❡❣✉❧❛*✐③❛"✐♦♥ "❡*♠% ♦♥ "❤❡ ❝❛❣❡ ✭❡✳ ❣✳ ❛ ♥✉❧❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✈❡*②✇❤❡*❡ ♦♥ "❤❡ ❝❛❣❡✬%

❣❡♦♠❡"*②✮ ✐♥ "❤✐% ❝♦♥"❡①"✳

❚❤❡ ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥% ♠❛❞❡ ✐♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ ❢♦* ❈❛❣❡❘✱ ❜② *❡♣❧❛❝✐♥❣ *❡❣✉❧❛*✐③❛"✐♦♥

♦♥ "❤❡ ❝❛❣❡✬% ❣❡♦♠❡"*② ✇✐"❤ ❛ *❡❣✉❧❛*✐③❛"✐♦♥ "❡*♠ ♦❢ "❤❡ ❞❡❢♦*♠❡❞ %♣❛❝❡ ✐♥%"❡❛❞✱ ❜② ❝♦♥✲

%"*❛✐♥✐♥❣ %♦♠❡ ❧♦❝❛"✐♦♥% "♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ❍❡%%✐❛♥ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐% ❛❧%♦ ❛ *❡❣✉❧❛*✐③❛"✐♦♥

"❡*♠ "❤❛" ❝❛♥ ❜❡ %❡" ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛* %②%"❡♠✱ ❛♥❞ "❤❛" ✐% *♦"❛"✐♦♥✲✐♥✈❛*✐❛♥"✮✳

✶✵✳✶ ❇♦✉♥❞❛)② ✈❛❧✉❡ ✐♥/❡)♣♦❧❛/✐♦♥

❇♦✉♥❞❛*② ✈❛❧✉❡ ✐♥"❡*♣♦❧❛"✐♦♥ ✐% ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣*♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝♦♠♣✉"❡*✲❛✐❞❡❞ ❞❡%✐❣♥✱ %✐♠✉❧❛"✐♦♥✱

✈✐%✉❛❧✐③❛"✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉"❡* ❣*❛♣❤✐❝% ❛♥❞ ❣❡♦♠❡"*② ♣*♦❝❡%%✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐"❤

♣*❡%❝*✐❜❡❞ %❝❛❧❛* ✈❛❧✉❡% ♦♥ ✐"% ❜♦✉♥❞❛*② ✈❡*"✐❝❡%✱ ❜❛*②❝❡♥"*✐❝ ❝♦♦*❞✐♥❛"❡ %❝❤❡♠❡% ❡♥❛❜❧❡

❝♦♠♣✉"✐♥❣ ❛ %♠♦♦"❤ ✐♥"❡*♣♦❧❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❜♦✉♥❞❛*② ✈❛❧✉❡% ❛" ❛♥② ♣♦✐♥" ♦❢ "❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

%♣❛❝❡ ❧♦❝❛"❡❞ ✐♥ "❤❡ ✐♥"❡*✐♦* ✭❛♥❞ ♣♦%%✐❜❧② "❤❡ ❡①"❡*✐♦*✮ ♦❢ "❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✉❝❤ ✐♥"❡*♣♦❧❛"✐♦♥%

❛*❡ ❡✣❝✐❡♥"❧② ♦❜"❛✐♥❡❞ "❤*♦✉❣❤ ❛ ❧✐♥❡❛* ❝♦♠❜✐♥❛"✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤" ✭♦* ❝♦♦"❞✐♥❛'❡✮ ❢♦*

❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡ ❜♦✉♥❞❛*② ✈❡*"✐❝❡%✳ ❚❤❡%❡ ✇❡✐❣❤"% ❝❛♥ ❜❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② %♦❧✈✐♥❣ ❛ %②%"❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛*

❡@✉❛"✐♦♥% ❬✹✻❪ ♦*✱ ♠♦*❡ ❡✣❝✐❡♥"❧②✱ "❤*♦✉❣❤ ❛ ❝❧♦%❡❞✲❢♦*♠ ❡①♣*❡%%✐♦♥ ❬✸✹✱✹✼❪✳

❍♦✇❡✈❡*✱ ✐♥ %❡✈❡*❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥%✱ ✐" ♠❛② ❜❡ ❞❡%✐*❛❜❧❡ "♦ ❡♥❢♦*❝❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❝♦♥%"*❛✐♥"% ♦♥ "❤❡

✐♥"❡*♣♦❧❛"✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛*"✐❝✉❧❛* ❝♦♥%"*❛✐♥"% ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ "❤❡ ♣❛*"✐❛❧ ❞❡*✐✈❛"✐✈❡% ♦❢ "❤❡ ✐♥"❡*♣♦❧❛"❡❞

❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❉❡*✐✈❛"✐✈❡ ❝♦♥%"*❛✐♥"% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ %❤♦✇♥ "♦ ♣*♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ✢❡①✐❜✐❧✐"② "♦ "❤❡

✐♥"❡*♣♦❧❛"✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ "❛%❦% ❝❛♥ ❜❡♥❡✜" ❢*♦♠ "❤❡♠✳ ❋♦* ✐♥%"❛♥❝❡✱
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■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ♣*❡%❡♥" "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥%✿

✶✳ "❤❡ ❝❧♦%❡❞✲❢♦*♠ ❡①♣*❡%%✐♦♥% ♦❢ "❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ "❤❡ ❍❡%%✐❛♥ ♦❢ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦*✲

❞✐♥❛"❡%✱ ❜♦"❤ ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ✕ "❤❡%❡ ❡①♣*❡%%✐♦♥% ❛*❡ ❜♦"❤ ❢❛%"❡* ❛♥❞ ♠♦*❡ ❛❝❝✉*❛"❡

"❤❛♥ ❛ ✈❛*✐❡"② ♦❢ ❡①♣❡*✐♠❡♥"❡❞ ❋✐♥✐"❡ ❉✐✛❡*❡♥❝❡ %❝❤❡♠❡% ❛♥❞ "❤❡② ❛*❡ ♥♦" ♣*♦♥❡ "♦

♥✉♠❡*✐❝❛❧ ✐♥%"❛❜✐❧✐"②❀

✷✳ ❛ "❤♦*♦✉❣❤ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ "❤❡ ❞❡❣❡♥❡*❛"❡ ❝♦♥✜❣✉*❛"✐♦♥% ♦❢ "❤❡%❡ ❡①♣*❡%%✐♦♥%✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐"❤
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❝❛❧❧❡❞ ❱❛"✐❛$✐♦♥❛❧ ▼❱❈ ❉❡❢♦"♠❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥"❡*❛❝"✐✈❡❧② ♦♣"✐♠✐③❡% "❤❡ "❛*❣❡" ❝❛❣❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❣✐✈❡♥ %♣❛*%❡ ✉%❡* ♣♦%✐"✐♦♥❛❧ ❝♦♥%"*❛✐♥"%✱ ✇❤✐❧❡ *❡%♣❡❝"✐♥❣ %♠♦♦"❤♥❡%% ❛♥❞

*♦"❛"✐♦♥❛❧ ❝♦♥%"*❛✐♥"%❀

✶✵✳✶✳✷ ❖✈❡'✈✐❡✇

❲❡ ✜*%" *❡✈✐❡✇ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦*❞✐♥❛"❡% ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦*❡ ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ ♦✉*

✇♦*❦✱ "❤❡ ❞❡*✐✈❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ ❍❡%%✐❛♥✱ ✐% ♣*❡%❡♥"❡❞ ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✸ "❤*♦✉❣❤

✶✵✳✻✳ ■♥ ♣❛*"✐❝✉❧❛*✱ %❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✹ ❛♥❞ ✶✵✳✺ ♣*♦✈✐❞❡ "❤❡ %♣❡❝✐✜❝ *❡%✉❧"% ❢♦* "❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉

❝❛%❡% *❡%♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ◆♦"❡✱ "❤❛" ✇❡ ❛*❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥"❡*❡%"❡❞ ❜② "❤❡ ✸❉ ❝❛%❡ ✐♥ "❤✐% "❤❡%✐%✱ ❜✉" "❤❡

✷❉ ❝❛%❡ ✐% ♠✉❝❤ ❧❡%% ✐♥✈♦❧✈❡❞ "❤❛♥ "❤❡ ✸❉ ❝❛%❡✱ ❛♥❞ ✐" ❤❡❧♣% ✉♥❞❡*%"❛♥❞✐♥❣ "❤❡ ❞❡*✐✈❛"✐♦♥

❢♦* "❤❡ ✸❉ ❝❛%❡✱ ❛% "❤❡ %❛♠❡ ♣❛*"✐❝✉❧❛* ❝❛%❡% ♥❡❡❞ "♦ ❜❡ ❝♦♥%✐❞❡*❡❞✳

❆% "❤❡ ❞❡*✐✈❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ "❤❡ ❍❡%%✐❛♥ ✐% *❡❧❛"✐✈❡❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❢♦* "❤❡ *❡❛❞❡*✬%
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✜♥❛❧ ❡①♣*❡%%✐♦♥% ❢♦* ❞❡❣❡♥❡*❛"❡ ❝❛%❡% ❛*❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤"❡❞ ✇✐"❤ ❛

✞✝ ☎✆❡❧❧✐♣%♦✐❞❛❧ ❜♦① ✳ ◆♦"❡✱ "❤❛"

%♦♠❡ ❞❡*✐✈❛"✐♦♥ ❞❡"❛✐❧% ✇❡*❡ *❡♠♦✈❡❞ ❢*♦♠ "❤❡ "❡①" ❢♦* ❝❧❛*✐"② ♣✉*♣♦%❡✳ ❚❤❡%❡ ❛*❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❛" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤❡ "❤❡%✐%✳

❊①♣❡*✐♠❡♥"❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❛❝❝✉*❛❝② ♦❢ ♦✉* ❞❡*✐✈❛"✐♦♥ ✐% ♣*❡%❡♥"❡❞ ✐♥ %❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✼✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♣*❡%❡♥" ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥% ❞❡♠♦♥%"*❛"✐♥❣ "❤❡ ✉"✐❧✐"② ♦❢ ♦✉* ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥% ✐♥ %❡❝✲

"✐♦♥ ✶✵✳✽✳

✶✵✳✷ ❇❛❝❦❣)♦✉♥❞

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ *❡✈✐❡✇ "❤❡ ❢♦*♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦*❞✐♥❛"❡% ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❬✹✼❪✳

❚❤❡ *❡❛❞❡* "❤❛" ✐% ♥♦" ✐♥"❡*❡%"❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡"❛✐❧❡❞ ♣*❡%❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤✐% %❡" ♦❢ ❝♦♦*❞✐♥❛"❡% ✐%

*❡❢❡**❡❞ "♦ %❡❝"✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❢♦* ❛ ❝♦♥❝✐%❡ ✐♥"*♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡❝"✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡

✉%❡❢✉❧ "♦ ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ✇❛♥"% "♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ ❞❡"❛✐❧ "❤❡ ♠❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧ ❞❡*✐✈❛"✐♦♥ "❤❛" ✇❡ ♣*❡%❡♥"

✐♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✳



✶✹✷

✶✵✳✷✳✶ ✸❉ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦/❞✐♥❛2❡3

▲❡% η ❜❡ ❛ ♣♦✐♥% ✐♥ R
3
✱ ❛♥❞ f ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❡①♣2❡33❡❞ ❛3 ❛ ❧✐♥❡❛2 ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ 3♦♠❡ ✈❛❧✉❡3

fi ∈ R
3
❞❡✜♥❡❞ ❛% %❤❡ ✈❡2%✐❝❡3 ♦❢ ❛ %2✐❛♥❣✉❧❛2 ♠❡3❤ ▼ ❜②✿

f(η) =

∑

iwi(η) · fi
∑

iwi(η)
=

∑

i

λi(η) · fi

✇❤❡2❡ λi(η) ✐3 %❤❡ ❜❛"②❝❡♥'"✐❝ ❝♦♦"❞✐♥❛'❡ ♦❢ η ✇✐%❤ 2❡3♣❡❝% %♦ %❤❡ ✈❡2%❡① i✳ ■% ❞❡✜♥❡3 ❛♥

✐♥%❡2♣♦❧❛%✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ 3❛♠♣❧❡3 fi ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f(pi) = fi∀i✳
❋♦2 ❛ ♣♦✐♥% x ∈ ▼ ✭❛ %✇♦✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ♣❛2❛♠❡%❡2✮✱ ❧❡% φi[x] ❜❡ %❤❡ ❧✐♥❡❛2 ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦♥ ▼

✇❤✐❝❤ ♠❛♣3 %❤❡ ✈❡2%❡① i %♦ ✶ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦%❤❡2 ✈❡2%✐❝❡3 %♦ 0✱ ❛♥❞ p[x] ∈ R
3
%❤❡ ♣♦3✐%✐♦♥ ♦❢ x

♦♥ ▼✱ ❛♥❞ nx ✐%3 ✉♥✐% ♦✉%✇❛2❞ ♥♦2♠❛❧✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦♦2❞✐♥❛%❡3 λi 3❤♦✉❧❞ ❣✉❛2❛♥%❡❡ ❧✐♥❡❛" ♣"❡❝✐-✐♦♥ ✭✐✳❡✳ η =
∑

i λi(η)pi✮✳

❙✐♥❝❡

∫

Bη(▼)
p[x]−η
|p[x]−η|dSη(x) = 0 ✭%❤❡ ✐♥%❡❣2❛❧ ♦❢ %❤❡ ✉♥✐% ♦✉%✇❛2❞ ♥♦2♠❛❧ ♦♥%♦ %❤❡ ✉♥✐%

3♣❤❡2❡ ✐3 0✮✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡E✉❛%✐♦♥ ❤♦❧❞3✿

η =

∫

Bη(▼)
p[x]

|p[x]−η|dSη(x)
∫

Bη(▼)
1

|p[x]−η|dSη(x)

✇❤❡2❡ Bη(▼) ✐3 %❤❡ ♣2♦❥❡❝%✐♦♥ ♦❢ ▼ ♦♥%♦ %❤❡ ✉♥✐% 3♣❤❡2❡ ❝❡♥%❡2❡❞ ❛2♦✉♥❞ η✱ ❛♥❞ dSη(x)
✐3 %❤❡ ✐♥✜♥✐%❡3✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥% ♦❢ 3✉2❢❛❝❡ ♦♥ %❤✐3 3♣❤❡2❡ ❛% %❤❡ ♣2♦❥❡❝%❡❞ ♣♦✐♥% ✭dSη(x) =
(p[x]−η)t·nx

||p[x]−η||2 · dx✮✳

❇② ✇2✐%✐♥❣ p[x] =
∑

i φi[x]pi ∀x✱ ✇✐%❤
∑

i φi[x] = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

η =

∑

i

∫

Bη(▼)
φi[x]

|p[x]−η|dSη(x)pi
∫

Bη(▼)
1

|p[x]−η|dSη(x)

❚❤❡ ❝♦♦2❞✐♥❛%❡3 λi ❛2❡ %❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

λi =

∫

Bη(▼)
φi[x]

|p[x]−η|dSη(x)
∫

Bη(▼)
1

|p[x]−η|dSη(x)

❛♥❞ %❤❡ ✇❡✐❣❤%3 wi 3✉❝❤ %❤❛% λi =
wi∑
i wi

❛2❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

wi =

∫

Bη(▼)

φi[x]

|p[x]− η|dSη(x) ✭✶✵✳✶✮

❚❤✐3 ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ❣✉❛2❛♥%❡❡3 ❧✐♥❡❛2 ♣2❡❝✐3✐♦♥ ❬✹✼❪✳ ■% ❛❧3♦ ♣2♦✈✐❞❡3 ❛ ❧✐♥❡❛2 ✐♥%❡2♣♦❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❢✉♥❝%✐♦♥ ♣2❡3❝2✐❜❡❞ ❛% %❤❡ ✈❡2%✐❝❡3 ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ♦♥%♦ ✐%3 %2✐❛♥❣❧❡3 ❛♥❞ ✐% 3♠♦♦%❤❧② ❡①%❡♥❞3

✐% %♦ %❤❡ ❡♥%✐2❡ ✸❉ 3♣❛❝❡✳



✶✵✳✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ✶✹✸

❋✐❣✉$❡ ✶✵✳✷✿ ❙♣❤❡$✐❝❛❧ ❡❞❣❡

✠

❊ ✭❧❡❢6✮ ❛♥❞ 6$✐❛♥❣❧❡

✠

❚✭$✐❣❤6✮✳

❲❡✐❣❤% ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥

❚❤❡ :✉♣♣♦$6 ♦❢ 6❤❡ ❢✉♥❝6✐♦♥ φi[x] ✐: ♦♥❧② ❝♦♠♣♦:❡❞ ♦❢ 6❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥6 6$✐❛♥❣❧❡: 6♦ 6❤❡ ✈❡$6❡①
i✳ ❊A✳ ✶✵✳✶ ❝❛♥ ❜❡ $❡✲✇$✐66❡♥ ❛: wi =

∑

T∈N1(i)w
T
i ✱ ✇✐6❤

wTi =

∫

Bη(T )

φi[x]

|p[x]− η| · dT ✭✶✵✳✷✮

●✐✈❡♥ ❛ 6$✐❛♥❣❧❡ T ✇✐6❤ ✈❡$6✐❝❡: t1, t2, t3✱ 6❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡A✉❛6✐♦♥ ❤♦❧❞:✿

∑

j

wTtj · (ptj − η) =

∫

Bη(T )

∑

j φtj [x] · (ptj − η)

|p[x]− η| · dT

=

∫

Bη(T )

p[x]− η

|p[x]− η| · dT , mT

✭✶✵✳✸✮

❚❤❡ ❧❛66❡$ ✐♥6❡❣$❛❧ ✐: 6❤❡ ✐♥6❡❣$❛❧ ♦❢ 6❤❡ ✉♥✐6 ♦✉6✇❛$❞ ♥♦$♠❛❧ ♦♥ 6❤❡ :♣❤❡$✐❝❛❧ 6$✐❛♥❣❧❡ T ✳

❇② ♥♦6✐♥❣ 6❤❡ ✉♥✐6 ♥♦$♠❛❧ ❛: nTi =
NT

i

|NT
i | ✱ ✇✐6❤ N

T
i , (pti+1 − η)∧ (pti+2 − η) ✭:❡❡ ❋✐❣✳✶✵✳✷✮✱

mT
✐: ❣✐✈❡♥ ❜② ✭6❤❡ ✐♥6❡❣$❛❧ ♦❢ 6❤❡ ✉♥✐6 ♥♦$♠❛❧ ♦♥ ❛ ❝❧♦:❡❞ :✉$❢❛❝❡ ✐: ❛❧✇❛②: 0✮✿

mT =
∑

i

1

2
θTi n

T
i ✭✶✵✳✹✮

❆: :✉❣❣❡:6❡❞ ✐♥ ❬✹✼❪✱ 6❤❡ ✇❡✐❣❤6: wTtj ❝❛♥ ❜❡ ♦❜6❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦6✐♥❣ A
T
6❤❡ ✸①✸ ♠❛6$✐① {pt1 −

η, pt2 − η, pt3 − η} ✭✇❤❡$❡ t
❞❡♥♦6❡: 6❤❡ 6$❛♥:♣♦:❡✮✿

{wTt1 , wTt2 , wTt3}t = AT
−1 ·mT

❙✐♥❝❡ NT
i

t · (ptj − η) = 0 ∀i 6= j ❛♥❞ NT
i

t · (pti − η) = det(AT ) ∀i✱ 6❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣$❡::✐♦♥ ❢♦$
6❤❡ ✇❡✐❣❤6: ✐: ❣✐✈❡♥ ❜②✿

wTti =
NT
i

t ·mT

NT
i

t · (pti − η)
=
NT
i

t ·mT

det(AT )
∀η /∈ Support(T )



✶✹✹

✶✵✳✷✳✷ ✷❉ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦.❞✐♥❛1❡2

■♥ ✷❉✱ '❤❡ ♦+✐❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ E = e0e1 ♦❢ ❛ ❝❧♦3❡❞ ♣♦❧②❣♦♥ ✐3 ❞❡✜♥❡❞ ❜② '❤❡ ♥♦+♠❛❧

nE ✿

nE =
Rπ

2
(pe1 − pe0)

|pe1 − pe0 |

■' ❞❡✜♥❡3 ❝♦♥3✐3'❡♥'❧② '❤❡ ✐♥"❡$✐♦$ ❛♥❞ '❤❡ ❡①"❡$✐♦$ ♦❢ '❤❡ ❝❧♦3❡❞ ♣♦❧②❣♦♥✳

❚❤❡♥✱ 3✐♠✐❧❛+❧② '♦ '❤❡ ✸❉ ❝❛3❡✿

∑

j

wEej · (pej − η) = mE =
∑

j

nEj ✭✶✵✳✺✮

✇✐'❤✿

nEj =
NE
j

|NE
j | , N

E
0 = Rπ

2
(η − pe0), N

E
1 = −Rπ

2
(η − pe1)

❚❤❡+❡❢♦+❡✿

mE = Rπ
2
(
η − pe0
|η − pe0 |

− η − pe1
|η − pe1 |

) ✭✶✵✳✻✮

❙✐♥❝❡ (pej − η)t ·NE
j = 0 ✭❋✐❣✳✶✵✳✷✮✱ ✇❡ ♦❜'❛✐♥ wEi ✇✐'❤✿

wEei =
mEt ·NE

i+1

(pei − η)t ·NE
i+1

✶✵✳✸ ❉❡&✐✈❛*✐♦♥ ❖✈❡&✈✐❡✇

■♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣+❡3❡♥' ♦✉+ ♠❛✐♥ ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥✿ '❤❡ ❞❡+✐✈❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥3 ❛♥❞

'❤❡ ❍❡33✐❛♥3 ♦❢ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦+❞✐♥❛'❡3✳ ■♥ '❤✐3 3❡❝'✐♦♥✱ ✇❡ ❜+✐❡✢② ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡+✈✐❡✇ ♦❢

'❤❡ ❞❡+✐✈❛'✐♦♥✳

▲❡' f :▼→ R
n
❜❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐3❡ ❧✐♥❡❛+ ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥▼ ✭✐♥ ✷❉✱▼ ✐3 ❛ ❝❧♦3❡❞ ♣♦❧②❣♦♥✱ ✐♥

✸❉✱▼ ✐3 ❛ ❝❧♦3❡❞ '+✐❛♥❣✉❧❛+ ♠❡3❤✮✳ ❆3 +❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣+❡✈✐♦✉3 3❡❝'✐♦♥✱ f ❝❛♥ ❜❡ 3♠♦♦'❤❧②

✐♥'❡+♣♦❧❛'❡❞ ✇✐'❤ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦+❞✐♥❛'❡3 ❢♦+ ❛♥② ♣♦✐♥' η ♦❢ '❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ 3♣❛❝❡✿

f(η) =
∑

i

λi · f(pi)

❚❤❡♥✱ '❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ '❤❡ ❍❡33✐❛♥ ♦❢ f ✱ +❡3♣❡❝'✐✈❡❧② ♥♦'❡❞ Jf ❛♥❞ Hf ✱ ❛+❡ ❡①♣+❡33❡❞ ❛3

'❤❡ ❧✐♥❡❛+ '❡♥3♦+ ♣+♦❞✉❝' ♦❢ '❤❡ ✈❛❧✉❡3 f(pi) ✇✐'❤ '❤❡ ❣+❛❞✐❡♥'

−→▽λi ❛♥❞ '❤❡ ❍❡33✐❛♥ Hλi
♦❢ '❤❡ ❝♦♦+❞✐♥❛'❡3 +❡3♣❡❝'✐✈❡❧②✿

{

Jf =
∑

i f(pi) ·
−→▽λi

t

Hf =
∑

i f(pi) ·Hλi
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◆♦"❡✱ "❤❛" ❝❛(❡ ♠✉+" ❜❡ "❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ✇(✐"✐♥❣ Hf =
∑

i f(pi) ·Hλi✱ ❛+ ✐" ✐+ ❝♦((❡❝" ❢♦( ❛
+❝❛❧❛( ❢✉♥❝"✐♦♥✱ ❜✉" ✐" ✐+ ❛♠❜✐❣✉♦✉+ ❢♦( ❛ ♠✉❧"✐✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡ ❝♦((❡❝"✱ "❤❡

❍❡++✐❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ kth ❝♦♦(❞✐♥❛"❡ fk ♦❢ f ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜② Hfk(η) =
∑

i fk(pi) ·Hλi(η)✳
❙✐♥❝❡ λi =

wi∑
j wj

✱

−→▽λi =

−→▽wi
∑

j wj
−
wi ·

∑

j

−→▽wj

(
∑

j wj)
2

✭✶✵✳✼✮

❚❤❡♥✱ "❤❡ ❍❡++✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡A✉❛"✐♦♥+

Hλi =
Hwi
∑

j wj
−
wi

∑

j Hwj

(
∑

j wj)
2

−
−→▽wi ·

∑

j

−→▽(wj)
t +

∑

j

−→▽(wj) ·
−→▽wi

t

(
∑

j wj)
2

+
2wi(

∑

j

−→▽wj) · (
∑

j

−→▽wj)
t

(
∑

j wj)
3

✭✶✵✳✽✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣(❡++✐♦♥+ ❛(❡ ❣❡♥❡(❛❧ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞ ❢♦( "❤❡ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝❛+❡+✳ ❚❤✉+✱ ✐♥ ♦(❞❡(

"♦ ❞❡(✐✈❡ ❛ ❝❧♦+❡❞✲❢♦(♠ ❡①♣(❡++✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❣(❛❞✐❡♥" ❛♥❞ "❤❡ ❍❡++✐❛♥ ♦❢ "❤❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡

❈♦♦(❞✐♥❛"❡+ λi✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞+ "♦ ❞❡(✐✈❡ "❤❡ ❡①♣(❡++✐♦♥+ ♦❢
−→▽wi ✭❊A✳ ✶✵✳✼✮ ❛♥❞ Hwi ✭❊A✳ ✶✵✳✽✮✳

❚❤❡ ❡①♣(❡++✐♦♥+ ♦❢ "❤❡+❡ "❡(♠+ ❛(❡ ❞❡(✐✈❡❞ ✐♥ +❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✹✳✶ ❛♥❞ +❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✹✳✷ (❡+♣❡❝"✐✈❡❧②

❢♦( "❤❡ ✷❉ ❝❛+❡ ❛♥❞ ✐♥ +❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶ ❛♥❞ +❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✺✳✷ ❢♦( "❤❡ ✸❉ ❝❛+❡✳

 !♦♣❡!%✐❡'

❋✉♥❝"✐♦♥+ ✐♥"❡(♣♦❧❛"❡❞ ❜② ♠❡❛♥+ ♦❢ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦(❞✐♥❛"❡+ ❛+ ♣(❡✈✐♦✉+❧② ❞❡+❝(✐❜❡❞ ❤❛✈❡

"❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣(♦♣❡("✐❡+✿

✶✳ "❤❡② ❛(❡ ✐♥"❡(♣♦❧❛♥" ♦♥ ▼

✷✳ "❤❡② ❛(❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✈❡(②✇❤❡(❡ ✐♥ R
n

✸✳ "❤❡② ❛(❡ C∞
❡✈❡(②✇❤❡(❡ ♥♦" ♦♥ ▼

✹✳ "❤❡② ❛(❡ C0
♦♥ "❤❡ ❡❞❣❡+ ✭(❡+♣✳ ✈❡("✐❝❡+✮ ♦❢ ▼ ✐♥ ✸❉ ✭(❡+♣✳ ✐♥ ✷❉✮

❙✐♥❝❡ "❤❡+❡ ❛(❡ ✐♥"❡(♣♦❧❛♥" ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐+❡ ❧✐♥❡❛( ❢✉♥❝"✐♦♥+ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐+❡ ❧✐♥❡❛( ❞♦✲

♠❛✐♥✱ "❤❡② ❝❛♥♥♦" ❜❡ ❞✐✛❡(❡♥"✐❛❜❧❡ ♦♥ "❤❡ ❡❞❣❡+ ♦❢ "❤❡ "(✐❛♥❣❧❡+ ✭(❡+♣✳ "❤❡ ✈❡("✐❝❡+ ♦❢

"❤❡ ❡❞❣❡+✮ ♦❢ "❤❡ ❝❛❣❡ ✐♥ ✸❉ ✭(❡+♣✳ ✐♥ ✷❉✮✳ ❆❧"❤♦✉❣❤✱ ❛+ "❤❡② ❛(❡ ❝♦♥"✐♥✉♦✉+ ❡✈❡(②✇❤❡(❡✱

"❤❡② ♠❛② ❛❞♠✐" ✐♥ "❤❡+❡ ❝❛+❡+ ❞✐#❡❝&✐♦♥❛❧ ❞❡#✐✈❛&✐✈❡, ❧✐❦❡ ❢♦( ❛❧♠♦+" ❛❧❧ ❝♦♥"✐♥✉♦✉+

❢✉♥❝"✐♦♥+✱ ❜✉" ❛+ "❤❡② ❛(❡ ♦❢ ♥♦ ✉+❡ ❛" ❛❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡(❛❧✱ ✇❡ ✇♦♥✬" ♣(❡+❡♥" "❤❡+❡ A✉❛♥"✐"✐❡+✳

❘❡❝❛❧❧ "❤❛" "❤❡ ❞✐(❡❝"✐♦♥❛❧ ❞❡(✐✈❛"✐✈❡ ✐+ "❤❡ ✈❛❧✉❡ ∂fu(η) = limǫ→0+
f(η+ǫ·u)−f(η)

ǫ
✱ ✇✐"❤

u ∈ R3, ||u|| = 1, ǫ ∈ R✱ ✇❤✐❝❤ ,&#♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞, ♦♥ &❤❡ ♦#✐❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✈❡❝&♦# u



✶✹✻

✇❤❡#❡ $❤❡ ❧✐♠✐$ ✐( ❝♦♥(✐❞❡#❡❞✳ ❚❤❡'❡ ❞❡)✐✈❛-✐✈❡' ❝❛♥♥♦- ❜❡ ✉'❡❞ -♦ ❡✈❛❧✉❛-❡ -❤❡ ♥❡✐❣❤✲

❜♦)❤♦♦❞ ♦❢ ❛ -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❛)♦✉♥❞ -❤❡ ♣♦✐♥- ✐♥ ❣❡♥❡)❛❧ ✇✐-❤ ❛ '✐♥❣❧❡ ❣)❛❞✐❡♥- ✭♦) ❏❛❝♦❜✐❛♥

✐❢ -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐' ♠✉❧-✐✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧✮✳

■♥ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣)♦✈✐❞❡ ❢♦)♠✉❧❛❡ ❢♦) -❤❡ 1st ❛♥❞ 2nd ♦)❞❡) ❞❡)✐✈❛-✐✈❡' ♦❢ -❤❡ ▼❡❛♥

❱❛❧✉❡ ❈♦♦)❞✐♥❛-❡' ❡✈❡)②✇❤❡)❡ ✐♥ '♣❛❝❡ ❜✉- ♦♥ -❤❡ ❝❛❣❡✳

✶✵✳✹ ▼❱✲●(❛❞✐❡♥./ ❛♥❞ ❍❡//✐❛♥/ ✐♥ ✷❉

✶✵✳✹✳✶ ❊①♣'❡))✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ▼❱✲❣'❛❞✐❡♥.)

❇② ❞❡)✐✈✐♥❣ ❊E✳ ✶✵✳✺✱ ✇❡ ♦❜-❛✐♥✿

∑

j

(pej − η) · −→▽wEej
t
= JmE +

∑

j

wEejI2 = BE(η) ✭✶✵✳✾✮

JmE
✐' ❣✐✈❡♥ ❜② ❞❡)✐✈✐♥❣ ❊E✳ ✶✵✳✻✿

JmE = Rπ
2
(

I2
|η − pe0 |

− I2
|η − pe1 |

− (η − pe0) · (η − pe0)
t

|η − pe0 |3
+

(η − pe1) · (η − pe1)
t

|η − pe1 |3
) ✭✶✵✳✶✵✮

❚❤❡♥✱ ✐♥ -❤❡ ❣❡♥❡)❛❧ ❝❛'❡ ✇❤❡)❡ (pei − η)t ·NE
i+1 6= 0✱ -❤❡ ❣)❛❞✐❡♥- ♦❢ -❤❡ ✇❡✐❣❤-' ✐' ❣✐✈❡♥

❜② -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣)❡''✐♦♥✿

−→▽wEei =
BEt ·NE

i+1

(pei − η)t ·NE
i+1

✭✶✵✳✶✶✮

❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛)❡✿ η ∈ (e0e1), /∈ [e0e1]

❚❤❡ '♣❡❝✐❛❧ ❝❛'❡ ✇❤❡)❡ (pei − η)t · NE
i+1 = 0 ♦♥❧② ♦❝❝✉)' ✇❤❡♥ η ❧✐❡' ♦♥ -❤❡ '❛♠❡ ❧✐♥❡

❛' -❤❡ ❡❞❣❡ E ✭η ❧✐❡' ♦♥ -❤❡  ✉♣♣♦$% ♦❢ -❤❡ ❡❞❣❡ E✱ ♥♦-❡❞ Support(E)✮✳ ❆' ❞✐'❝✉''❡❞ ✐♥

'❡❝-✐♦♥ ✶✵✳✸✱ ✇❡ ♦♠✐- -❤❡ ❝❛'❡ ✇❤❡)❡ η ∈ [e0e1]✳ ❙✐♥❝❡ -❤❡ ❧❡♥❣-❤ ♦❢

✠

❊ ✐' ③❡)♦ ✭'❡❡ ❋✐❣✳ ✶✵✳✷✮✱

❢♦) ❛❧❧ η ∈ (e0e1), /∈ [e0e1]✱ w
E
ei
(η) = 0 ∀i = 0, 1✳

❙✐♠✐❧❛)❧②✱

−→▽wEei ❛♥❞ nE ❛)❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛)✱ -❤❡♥✿

−→▽wEei =
∂(wEei(η + ǫnE))

∂ǫ |ǫ→0
nE

❆ ❝❧♦'❡❞✲❢♦)♠ ❡①♣)❡''✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡)✐✈❡❞ ❢)♦♠ -❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡E✉❛-✐♦♥ ✇✐-❤ ❚❛②❧♦) ❡①♣❛♥'✐♦♥'✳

❋♦) ❝♦♥❝✐'❡♥❡''✱ -❤❡ ❞❡-❛✐❧' ♦❢ -❤✐' ❞❡)✐✈❛-✐♦♥ ❛)❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✭'❡❡ '❡❝-✐♦♥ ✶✸✳✸✮

❛♥❞ ♦♥❧② -❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣)❡''✐♦♥ ✐' ❣✐✈❡♥ ❤❡)❡✿
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✛

✚

✘

✙
−→▽wEei = (

∑

j

NE
j

t ·NE
i+1

2|E||NE
j |3 +

(−1)i+j

|E||NE
j |)nE ✭✶✵✳✶✷✮

∀η ∈ (e0e1), /∈ [e0e1]

✶✵✳✹✳✷ ❊①♣(❡**✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ▼❱✲❍❡**✐❛♥*

❇② ❞❡*✐✈✐♥❣ ❊0✳ ✶✵✳✾ 2✉❝❝❡22✐✈❡❧② ✇✐7❤ *❡❣❛*❞2 7♦ c = {x, y}✱ ✇❡ ♦❜7❛✐♥✿

∑

i

∂c(pei − η) · −→▽wEei
t
+

∑

i

(pei − η) · ∂c(
−→▽wEei

t
)

= ∂c(Jm
E) +

∑

i

∂c(w
E
ei
) · I2

{

∑

i (pei − η) · ∂x(
−→▽wEei

t
) = CEx

∑

i (pei − η) · ∂y(
−→▽wEei

t
) = CEy

✭✶✵✳✶✸✮

✇✐7❤















CEx =
∑

i

(

1
0

)

· −→▽wEei
t
+ ∂x(Jm

E) +
∑

i ∂x(w
E
ei
) · I2

CEy =
∑

i

(

0
1

)

· −→▽wEei
t
+ ∂y(Jm

E) +
∑

i ∂y(w
E
ei
) · I2

❊①♣*❡22✐♦♥2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣*♦✈✐❞❡❞ ❢♦* ❛❧❧ ♦❢ 7❤❡ 7❡*♠2 ❛♣♣❡❛*✐♥❣ ✐♥ 7❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡0✉❛7✐♦♥2✱

❡①❝❡♣7 ❢♦* 7❤❡ ❞❡*✐✈❛7✐✈❡2 ♦❢ JmE
✳

❊①♣(❡**✐♦♥ ♦❢ ∂c(Jm
E)

❇② ❞❡*✐✈✐♥❣ ❊0✳ ✶✵✳✶✵✱ ✇❡ ♦❜7❛✐♥✿

∂c(Jm
E) =Rπ

2
·
((η − pe1)(c)I2

|η − pe1 |3
−

(η − pe0)(c)I2

|η − pe0 |3
− δc · (η − pe0)

t + (η − pe0) · δct
|η − pe0 |3

+
3(η − pe0)(c)(η − pe0) · (η − pe0)

t

|η − pe0 |5
+
δc · (η − pe1)

t + (η − pe1) · δct
|η − pe1 |3

−
3(η − pe1)(c)(η − pe1) · (η − pe1)

t

|η − pe1 |5
)

✇✐7❤ δx =

(

1
0

)

❛♥❞ δy =

(

0
1

)

✳



✶✹✽

❋✐♥❛❧ ❡①♣(❡))✐♦♥ ♦❢ HwE
ei

❋$♦♠ ❊(✳ ✶✵✳✶✸✱ ✭(pei − η)t ·NE
i = 0✱ .❡❡ ❋✐❣✳ ✶✵✳✷✮ ✇❡ ♦❜6❛✐♥✿











∂x(
−→▽wEei) =

CE
x

t·NE
i+1

(pei−η)t·NE
i+1

∂y(
−→▽wEei) =

CE
y

t·NE
i+1

(pei−η)t·NE
i+1











∀η /∈ (pe0pe1).

❋✐♥❛❧❧②✿

HwEei =

(

∂x(
−→▽wEei)

t

∂y(
−→▽wEei)

t

)

✭✶✵✳✶✹✮

❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛)❡✿ η ∈ (e0e1), /∈ [e0e1]

❲❤❡♥ η ❧✐❡. ♦♥ 6❤❡ .✉♣♣♦$6 ♦❢ 6❤❡ ❡❞❣❡ E✱

−→▽wEei(η) = dwEeinE ✱ ✇❤❡$❡ dwEei =
∂(wE

ei
(η+ǫnE))

∂ǫ |ǫ→0
✐. ❛ .❝❛❧❛$ 6❡$♠ ♦❜6❛✐♥❡❞ ✐♥ 6❤❡ .♣❡❝✐❛❧ ❝❛.❡ ♦❢ .❡❝6✐♦♥ ✶✵✳✹✳✶ ✭❆♣♣❡♥❞✐①

❈✱ .❡❡ .❡❝6✐♦♥ ✶✸✳✸✮✳

❚❤❡$❡❢♦$❡ ∀η ∈ (e0e1), /∈ [e0e1]✿

HwEei =
−→▽(dwEei) · ntE

−→▽(dwEei) =
∑

j

JNE
i+1

t ·NE
j + JNE

j

t ·NE
i+1

2|E||NE
j |3

−
∑

j

3(NE
j

t ·NE
i+1)JN

E
j

t ·NE
j

2|E||NE
j |5

+
∑

j

(−1)i+j+1JNjj
Et ·NE

j

|E||NE
j |3

−→▽(dwEei) =Rπ
2
·
∑

j

3(−1)i+1NE
j + (−1)jNE

i+1

2|E||NE
j |3

+Rπ
2
·
∑

j

3(−1)j+1(NE
j

t ·NE
i+1)N

E
j

2|E||NE
j |5

❋✐♥❛❧❧②✿
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✬

✫

✩

✪

HwEei = Rπ
2
·
∑

j

3(−1)i+1NE
j + (−1)jNE

i+1

2|E||NE
j |3 · nEt ✭✶✵✳✶✺✮

+Rπ
2
·
∑

j

3(−1)j+1(NE
j

t ·NE
i+1)N

E
j

2|E||NE
j |5 · nEt

∀η ∈ (e0e1), /∈ [e0e1]

✶✵✳✺ ▼❱✲●(❛❞✐❡♥./ ❛♥❞ ❍❡//✐❛♥/ ✐♥ ✸❉

✶✵✳✺✳✶ ❊①♣'❡))✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ▼❱✲●'❛❞✐❡♥.)

■♥()❡❛❞ ♦❢ ❞❡/✐✈✐♥❣ ❊4✳ ✶✵✳✷ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡( )❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉( ♦❢ ❛♥ ✐♥)❡❣/❛❧✮✱ ✇❡ ❞❡/✐✈❡ )❤❡

❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢/♦♠ ❊4✳ ✶✵✳✸ ✭❜② ♥♦)✐♥❣ BT , JmT +
∑

j w
T
tj
· I3✮✿

∑

j

(ptj − η) · −→▽wTtj
t
= BT

✭✶✵✳✶✻✮

❋/♦♠ )❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣/❡((✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥✿ ✭❛❣❛✐♥✱ NT
i

t · (ptj − η) = 0 ∀j 6= i✱ (❡❡ ❋✐❣✳ ✶✵✳✷✮

−→▽wTti =
BT t ·NT

i

det(AT )
✭✶✵✳✶✼✮

∀η /∈ Support(T )

❆) )❤✐( ♣♦✐♥)✱ )❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ )❤❡ ✈❡❝)♦/ mT
✐( /❡4✉✐/❡❞ ❢♦/ )❤❡ ❡①♣/❡((✐♦♥ ♦❢ BT

✳

❊①♣'❡))✐♦♥ ♦❢ JmT

❋/♦♠ ❊4✳ ✶✵✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

mT =
∑

j

θTj n
T
j

2
=

∑

j

θTj N
T
j

2|NT
j |

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥✿

JmT =
∑

j

NT
j · −→▽θTj

t

2|NT
j |

+
∑

j

θTj JN
T
j

2|NT
j |

−
∑

j

θTj N
T
j · (JNT

j

t ·NT
j )

t

2|NT
j |3

✭✶✵✳✶✽✮



✶✺✵

❉❡"✐✈❛&✐✈❡' ♦❢ NT
j

❋$♦♠ '❤❡ ❡①♣$❡,,✐♦♥ ♦❢ NT
j ✭,❡❝'✐♦♥ ✶✵✳✷✳✶✮✱ ✇❡ ♦❜'❛✐♥✿

NT
j (η + dη) =(ptj+1 − η − dη)× (ptj+2 − η − dη)

=(ptj+1 − η)× (ptj+2 − η) + (ptj+2 − ptj+1)× dη.

❚❤❡$❡❢♦$❡

JNT
j = (ptj+2 − ptj+1)[∧]

✇❤❡$❡ k[∧] ✐, '❤❡ ,❦❡✇ 3×3 ♠❛'$✐① ✭✐✳❡✳ k[∧]
t = −k[∧]✮ ,✉❝❤ '❤❛' k[∧] ·u = k×u ∀k, u ∈ R

3
✳

■♥ ♣❛$'✐❝✉❧❛$✱ ✇❡ ,❡❡ ❢$♦♠ ❊@✳ ✶✵✳✶✾ '❤❛' NT
j ❛❞♠✐$% ❛ ♥✉❧❧ %❡❝♦♥❞ ♦,❞❡, ❞❡,✐✈❛$✐✈❡✳

❊①♣"❡''✐♦♥ ♦❢

−→▽θTj

❚❤❡ '❡$♠

−→▽θTj ❝❛♥ ❜❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣$❡,,✐♦♥,✿

sin(θTj ) = STj , STj ,
|(ptj+2−η)×(ptj+1−η)|
|ptj+2−η|·|ptj+1−η|

=
|NT

j |
|ptj+2−η|·|ptj+1−η|

cos(θTj ) = CTj , CTj ,
(ptj+2−η)t·(ptj+1−η)
|ptj+2−η|·|ptj+1−η|

cos(θTj ) ·
−→▽θTj =

−→▽STj ✭✶✵✳✶✾✮

− sin(θTj ) ·
−→▽θTj =

−→▽CTj ✭✶✵✳✷✵✮

−→▽θTj ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛'❡❞ ✇✐'❤ ❊@✳ ✶✵✳✶✾ ✇❤❡♥ θTj 6= π/2✱ ❛♥❞ ✇✐'❤ ❊@✳ ✶✵✳✷✵ ✇❤❡♥ θTj 6= 0, π✳
−→▽STj ❛♥❞

−→▽CTj ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ❜② '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣$❡,,✐♦♥,✿

−→▽STj =
JNT

j

t ·NT
j

|NT
j | · |ptj+2 − η| · |ptj+1 − η| −

|NT
j | · (η − ptj+2)

|ptj+2 − η|3 · |ptj+1 − η| −
|NT

j | · (η − ptj+1)

|ptj+2 − η| · |ptj+1 − η|3

−→▽STj =
JNT

j

t ·NT
j

|NT
j | · |ptj+2 − η| · |ptj+1 − η|−

(η − ptj+2) · sin(θTj )
|ptj+2 − η|2 −

(η − ptj+1) · sin(θTj )
|ptj+1 − η|2 ✭✶✵✳✷✶✮

−→▽CTj =
2η − ptj+1 − ptj+2

|ptj+2 − η| · |ptj+1 − η| −
(η − ptj+2) · (ptj+2 − η)t · (ptj+1 − η)

|ptj+2 − η|3 · |ptj+1 − η|

− (η − ptj+1) · (ptj+2 − η)t · (ptj+1 − η)

|ptj+2 − η| · |ptj+1 − η|3
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−→▽CTj =
2η − ptj+1 − ptj+2

|ptj+2 − η| · |ptj+1 − η| −
(η − ptj+2) · cos(θTj )

|ptj+2 − η|2 −
(η − ptj+1) · cos(θTj )

|ptj+1 − η|2 ✭✶✵✳✷✷✮

❋'♦♠ ❊+✳ ✶✵✳✶✾ ❛♥❞ ✶✵✳✷✵✱ ✇❡ ♦❜4❛✐♥✿

cos(θTj )
−→▽STj − sin(θTj )

−→▽CTj = cos(θTj )
2−→▽θTj + sin(θTj )

2−→▽θTj =
−→▽θTj

❆♥❞ ❜② '❡♣❧❛❝✐♥❣ 4❤❡ ❡①♣'❡??✐♦♥? ♦❢

−→▽STj ❛♥❞

−→▽CTj ♦♥ 4❤❡ ❧❡❢4 ?✐❞❡ ♦❢ 4❤❡ ❡+✉❛❧✐4② ❜②

4❤♦?❡ ♦❢ ❊+✳ ✶✵✳✷✶ ❛♥❞ ✶✵✳✷✷✿

−→▽θTj =
cos(θTj )JN

T
j

t ·NT
j

|ptj+2 − η||ptj+1 − η||NT
j |

−
sin(θTj )(2η − ptj+2 − ptj+1)

|ptj+2 − η||ptj+1 − η|

=
cos(θTj ) sin(θ

T
j )JN

T
j

t ·NT
j

|NT
j |2

−
sin(θTj )

2(2η − ptj+2 − ptj+1)

|NT
j |

−→▽θTj =
cos(θTj ) sin(θ

T
j )JN

T
j

t ·NT
j

|NT
j |2

−
sin(θTj )

2(2η − ptj+2 − ptj+1)

|NT
j |

✭✶✵✳✷✸✮

❆4 4❤✐? ♣♦✐♥4✱ ❛♥ ❡①♣'❡??✐♦♥ ❢♦'

−→▽θTj ❤❛? ❜❡❡♥ ♣'♦✈✐❞❡❞✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡4❡ 4❤❡ ❡①♣'❡??✐♦♥ ♦❢

JmT
✱ ❊+✳ ✶✵✳✷✸ ❛♥❞ ✶✵✳✶✽ ♥❡❡❞ 4♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✿

JmT =
∑

j

cos(θTj ) sin(θ
T
j )N

T
j · (JNT

j

t ·NT
j )

t

2|NT
j |3

−
∑

j

sin(θTj )
2NT

j · (2η − ptj+2 − ptj+1)
t

2|NT
j |2

+
∑

j

θTj JN
T
j

2|NT
j |

−
∑

j

θTj N
T
j · (JNT

j

t ·NT
j )

t

2|NT
j |3

❋✐♥❛❧ ❡①♣(❡))✐♦♥ ♦❢ JmT

❲❡ ♦❜4❛✐♥ 4❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣'❡??✐♦♥ ♦❢ JmT (η) ❛?✿

JmT =
∑

j

e1(θ
T
j )N

T
j ·NT

j

t · JNT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

−
∑

j

NT
j · (2η − ptj+1 − ptj+2)

t

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2

+
∑

j

e2(θ
T
j )JN

T
j

2|ptj+2 − η||ptj+1 − η|



✶✺✷

✇❤❡&❡ e1 = cos(x) sin(x)−x
sin(x)3

❛♥❞ e2(x) =
x

sin(x) ❛&❡ *✇♦ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝*✐♦♥3 ♦♥ ]0, π[ ✇❤✐❝❤

❛❞♠✐* ✇❡❧❧✲❝♦♥*&♦❧❧❡❞ ❚❛②❧♦& ❡①♣❛♥3✐♦♥3 ❛&♦✉♥❞ 0✳

●✐✈❡♥ *❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣&❡33✐♦♥ ♦❢ JmT
✭❊>✳ ✶✵✳✷✹✮✱ ✇❡ &❡❝❛❧❧ *❤❛*

−→▽wti ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉*❡❞ ✇✐*❤

*❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣&❡33✐♦♥✿

−→▽wTti =
BT t·NT

i

det(AT )
✭✇✐*❤ BT = JmT +

∑

j w
T
tj
· I3✮✳

❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛'❡✿ η ∈ Support(T ), /∈ T

❚❤❡ ❡①♣&❡33✐♦♥3 ♣&♦✈✐❞❡❞ 3♦ ❢❛& ❛❞♠✐* ❞❡❣❡♥❡&❛*❡ ❝❛3❡3 ✇❤❡♥ det(AT ) = 0 ✭❊>✳ ✶✵✳✶✼✮✳

❙✐♠✐❧❛&❧② *♦ *❤❡ ✷❉ 3❡**✐♥❣✱ *❤❡3❡ ❝❛3❡3 ♦♥❧② ♦❝❝✉& ✇❤❡♥ η ✐3 ❧②✐♥❣ ♦♥ *❤❡ 3✉♣♣♦&* ♣❧❛♥❡ ♦❢

T ✱ ♥♦*❡❞ Support(T )✳

❋♦& η ∈ Support(T ), /∈ T ✱ ❛3 ❞✐3❝✉33❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❣✐✈❡♥ 3♠❛❧❧ 3*❡♣3 ✐♥ *❤❡ 3✉♣♣♦&* ♦❢ T ✱ *❤❡
✇❡✐❣❤*3 ❛&❡ 3❡* *♦ 0✿ ∀(η + dη) ∈ Support(T ), /∈ T ✱ wTti(η + dη) = 0✳

❚❤❡&❡❢♦&❡✱ *❤❡ ✇❡✐❣❤*3 ♦♥❧② ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ *❤❡ ❞✐&❡❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♥♦&♠❛❧ ♦❢ T ✿

∀η ∈ Support(T ), /∈ T :
−→▽wTti =

∂wTti(η + ǫnT )

∂ǫ |ǫ→0
· nT

❚♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛*❡ *❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣&❡33✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡& *❤❡ ❚❛②❧♦& ❡①♣❛♥3✐♦♥ ♦❢ wTti(η+ ǫnT ) =
NT

i (η+ǫnT )
t·mT (η+ǫnT )

det(AT (η+ǫnT ))
✇✐*❤ &❡❣❛&❞3 *♦ ǫ✳

❚❤❡ ❞❡*❛✐❧3 ♦❢ *❤✐3 ❡①♣❛♥3✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✭3❡❡ 3❡❝*✐♦♥ ✶✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧

&❡3✉❧* ✐3 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✬

✫

✩

✪

−→▽wTi = −
∑

j

e2(θ
T
j )(pti+2 − pti+1)

t · (ptj+2 − ptj+1)

4|T ||ptj+2 − η||ptj+1 − η| nT

−
∑

j

e1(θ
T
j )|ptj+2 − ptj+1 |2NT

i

t ·NT
j

8|T |(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3 nT

−
∑

j

cos(θTj )e3(θ
T
j )N

T
i

t ·NT
j

4|T |(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2nT

∀η ∈ Support(T ), /∈ T

✇✐*❤ e2(x) =
x

sin(x) , e1(x) =
cos(x) sin(x)−x

sin(x)3
, ❛♥❞ e3(x) =

cos(x)−1
sin(x)2

❜❡✐♥❣ ❢✉♥❝*✐♦♥3 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞

♦♥ ]0, π[ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐* ❝♦♥*&♦❧❧❛❜❧❡ ❚❛②❧♦& ❡①♣❛♥3✐♦♥ ❛&♦✉♥❞ 0✳

✶✵✳✺✳✷ ❊①♣0❡''✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ▼❱✲❍❡''✐❛♥'

❲❡ ♥♦*❡ δx =





1
0
0



 , δy =





0
1
0



 , δz =





0
0
1





✳
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❉❡"✐✈❛&✐♦♥ ♦❢ HwT
i

❇② ❞❡$✐✈✐♥❣ ❊*✳ ✶✵✳✶✻ /✉❝❝❡//✐✈❡❧② ❜② c = x, y, ❛♥❞ z✱ ✇❡ ♦❜8❛✐♥✿

∑

i

∂c(pti − η) · −→▽wTi
t
+

∑

i

(pti − η) · ∂c(
−→▽wTi

t
)

= ∂c(Jm
T ) +

∑

i

∂c(w
T
i ) · I3

∑

j

(ptj − η) · ∂c(
−→▽wTtj

t
) = CTc ✭✶✵✳✷✹✮

✇✐8❤ CTc , δc ·∑j

−→▽wTtj
t
+ ∂c(Jm

T ) +
∑

j ∂c(w
T
tj
) · I3✳

❆❧❧ 8❤❡/❡ 8❡$♠/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣$❡//❡❞ ♣$❡✈✐♦✉/❧②✱ ❡①❝❡♣8 ❢♦$ 8❤❡ ❞❡$✐✈❛8✐✈❡/ ♦❢ JmT
✳

❊①♣"❡--✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞❡"✐✈❛&✐✈❡- ♦❢ JmT

●✐✈❡♥ ❛ ✈❡❝8♦$ k ∈ R
3
✱ ✇❡ ♥♦8❡ (k)(x), (k)(y), (k)(z) ✐8/ ❝♦♠♣♦♥❡♥8/ ✐♥ x, y, ❛♥❞ z✳

❇② ❞❡$✐✈✐♥❣ ❊*✳ ✶✵✳✷✹ 8❡$♠ ❜② 8❡$♠✱ ❛♥❞ ✉/✐♥❣ ❊*✳ ✶✵✳✷✸ ❢♦$

−→▽θTj ✱ ✇❡ ♦❜8❛✐♥ 8❤❡ ✜♥❛❧

❡①♣$❡//✐♦♥ ♦❢ ∂c(Jm
T )



✶✺✹

∂c(Jm
T ) =

∑

j

e6(θ
T
j )(JN

T
j

t ·NT
j )(c)N

T
j ·NT

j

t · JNT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)5

−
∑

j

e7(θ
T
j )(2η − ptj+1 − ptj+2)(c)N

T
j ·NT

j

t · JNT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)4

+
∑

j

e1(θ
T
j )∂c(N

T
j ) ·NT

j

t · JNT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3 +
∑

j

e1(θ
T
j )N

T
j · ∂c(NT

j )
t · JNT

j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

−
∑

j

3e1(θ
T
j )(η − ptj+1)(c)N

T
j ·NT

j

t · JNT
j

2|ptj+2 − η|3|ptj+1 − η|5 −
∑

j

3e1(θ
T
j )(η − ptj+2)(c)N

T
j ·NT

j

t · JNT
j

2|ptj+2 − η|5|ptj+1 − η|3

−
∑

j

∂c(N
T
j ) · (2η − ptj+1 − ptj+2)

t

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2 +
∑

j

(η − ptj+1)(c)N
T
j · (2η − ptj+1 − ptj+2)

t

|ptj+2 − η|2|ptj+1 − η|4

+
∑

j

(η − ptj+2)(c)N
T
j · (2η − ptj+1 − ptj+2)

t

|ptj+2 − η|4|ptj+1 − η|2 +
∑

j

e8(θ
T
j )(JN

T
j

t ·NT
j )(c)JN

T
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

−
∑

j

e9(θ
T
j )(2η − ptj+1 − ptj+2)(c)JN

T
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2 −
∑

j

(η − ptj+1)(c)e2(θ
T
j )JN

T
j

2|ptj+2 − η||ptj+1 − η|3

−
∑

j

(η − ptj+2)(c)e2(θ
T
j )JN

T
j

2|ptj+2 − η|3|ptj+1 − η| −
∑

j

NT
j · δct

|ptj+2 − η|2|ptj+1 − η|2

✇✐%❤ e6(x) = e′1(x)cos(x)/sin(x), e7(x) = e′1(x)sin(x), e8(x) = e′2(x)cos(x)/sin(x)✱ ❛♥❞

e9(x) = e′2(x)sin(x)✳

❆- ♣/❡✈✐♦✉-❧② ❞✐-❝✉--❡❞✱ |NT
j | ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧♦-❡ %♦ 0 ♦♥❧② ✐❢ θTj %❡♥❞- %♦ 0 ♦/ π✳ ❚❤❡

-❡❝♦♥❞ ❝❛-❡ ❝♦//❡-♣♦♥❞- %♦ η ❧②✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡ ❡❞❣❡ ptj+1ptj+2 ♦❢ %❤❡ %/✐❛♥❣❧❡ T ✳ ❆- ❞✐-❝✉--❡❞

✐♥ -❡❝%✐♦♥ ✶✵✳✸✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦% ♣/♦✈✐❞❡ ❡①♣/❡--✐♦♥- ♦❢ %❤❡ ❞❡/✐✈❛%✐✈❡- ✐♥ %❤❛% ❝❛-❡ ✭❢♦/ ♣♦✐♥%-

❧②✐♥❣ ♦♥ T ✮✳

❚❤❡ ✜/-% ❝❛-❡ ❝♦//❡-♣♦♥❞- %♦ η ❧②✐♥❣ ♦♥ %❤❡ -❛♠❡ ❧✐♥❡ ❛- ♦♥❡ ❡❞❣❡ ♦❢ %❤❡ %/✐❛♥❣❧❡✳ ❆❧❧ %❤❡

❞❡❣❡♥❡/❛%❡ ❢✉♥❝%✐♦♥- ✐♥ %❤✐- ❡①♣/❡--✐♦♥ ❛❞♠✐% ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❚❛②❧♦/ ❡①♣❛♥-✐♦♥-✳ ❆- %❤❡-❡ ❡①✲

♣/❡--✐♦♥- ❛/❡ -❤♦✇♥ %♦ ❝♦♥✈❡/❣❡✱ %❤❡② ♣/♦✈✐❞❡ ❛ ♣/❛❝%✐❝❛❧ ✇❛② %♦ /♦❜✉-%❧② ❡✈❛❧✉❛%❡ ∂c(Jm
T )

♥❡❛/ %❤❡ -✉♣♣♦/% ❧✐♥❡- ♦❢ %❤❡ ❡❞❣❡- ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ %/✐❛♥❣❧❡-✳

❲❤❡♥ η ❧✐❡- ❡①❛❝%❧② ♦♥%♦ %❤❡ -✉♣♣♦/% ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ %/✐❛♥❣❧❡ T ✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦% ✉-❡ %❤❡ -❛♠❡ -%/❛%❡❣②

%♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ❍❡--✐❛♥-✳ ❚❤❡-❡ -♣❡❝✐❛❧ ❝❛-❡- ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐-❝✉--❡❞ ✐♥ %❤❡ ♥❡①% ♣❛/❛❣/❛♣❤✳
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❋✐♥❛❧ ❡①♣(❡))✐♦♥ ♦❢ HwT
i

❋!♦♠ ❊%✳ ✶✵✳✷✹✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ♦❜4❛✐♥



















∂x(
−→▽wTti) =

CT
x

t·NT
i

det(AT )

∂y(
−→▽wTti) =

CT
y

t·NT
i

det(AT )

∂z(
−→▽wTti) =

CT
z

t·NT
i

det(AT )



















∀η /∈ Support(T ).

❙✐♥❝❡

HwTi =







∂x(
−→▽wTti)

t

∂y(
−→▽wTti)

t

∂z(
−→▽wTti)

t







✜♥❛❧❧② ✇❡ ♦❜4❛✐♥

HwTi =
1

det(AT )







NT
i

t · ∂x(JmT )

NT
i

t · ∂y(JmT )

NT
i

t · ∂z(JmT )






✭✶✵✳✷✺✮

+
1

det(AT )
(NT

i · (
∑

j

−→▽wTj )
t +

∑

j

−→▽wTj ·NT
i

t
)

❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛)❡✿ η ∈ Support(T ), /∈ T

❋♦! ❛❧❧ η ∈ Support(T ), /∈ T ✱ ❊%✳ ✶✵✳✷✺ ❞♦❡= ♥♦4 ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦!❡✱ ❛= AT ✐= ❛ ❞❡❣❡♥❡!❛4❡ ❜❛=✐=✳

❯=✐♥❣

−→▽wTi = dwTi nT ✇✐4❤ dwTi (η) =
∂(wT

i (η+ǫnT ))
∂ǫ |ǫ→0

✭♣!❡✈✐♦✉=❧② ❡①♣!❡==❡❞ ✐♥ =❡❝✲

4✐♦♥ ✶✵✳✺✳✶✮✱ ✇❡ ♦❜4❛✐♥✿

✞
✝

☎
✆HwTi =

−→▽dwTi · ntT , ∀η ∈ Support(T ), /∈ T ✭✶✵✳✷✻✮

❚❤❡ ❞❡4❛✐❧= ♦❢ 4❤❡ ❞❡!✐✈❛4✐♦♥ ♦❢

−→▽dwTi ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✭=❡❡ =❡❝4✐♦♥ ✶✸✳✷✮✳ ❚❤❡

✜♥❛❧ ❡①♣!❡==✐♦♥ ♦❢

−→▽dwTi ✐= ❣✐✈❡♥ ❜②✿



✶✺✻

− 2|T |−→▽dwTi =

−
∑

j

((pti+2 − pti+1)
t · (ptj+2 − ptj+1))(2η − ptj+2 − ptj+1)

(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2

+
∑

j

e1(θ
T
j )((pti+2 − pti+1)

t · (ptj+2 − ptj+1))JN
T
j

t ·NT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

+
∑

j

|ptj+2 − ptj+1 |2(NT
i

t ·NT
j )(2η − ptj+2 − ptj+1)

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)4

+
∑

j

e1(θ
T
j )|ptj+2 − ptj+1 |2(JNT

j

t ·NT
i + JNT

i

t ·NT
j )

4(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

−
∑

j

e4(θ
T
j )|ptj+2 − ptj+1 |2(NT

i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)5

+
∑

j

cos(θTj )e3(θ
T
j )(JN

T
j

t ·NT
i + JNT

i

t ·NT
j )

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2

−
∑

j

(1− 2 cos(θTj ))(N
T
i

t ·NT
j )(2η − ptj+2 − ptj+1)

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

+
∑

j

e5(θ
T
j )(N

T
i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)4

✇❤❡&❡ e1(x) = cos(x) sin(x)−x
sin(x)3

, e4(x) = 2 cos(x) sin(x)3+3(sin(x) cos(x)−x)
sin(x)5

, e3(x) = cos(x)−1
sin(x)2

, ❛♥❞

e5(x) =
cos(x) sin(x)2(1−2 cos(x))−2 cos(x)2+2 cos(x)

sin(x)4
❛&❡ ❢✉♥❝-✐♦♥0 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ]0, π[ ❛♥❞ -❤❛-

❛❞♠✐- ❝♦♥-&♦❧❧❛❜❧❡ ❚❛②❧♦& ❡①♣❛♥0✐♦♥ ❢♦&♠✉❧❛ ❛&♦✉♥❞ 0✳

✶✵✳✻ ❈♦♥'✐♥✉✐'② ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❣❡♥❡0❛❧ ❝❛4❡ ❛♥❞ '❤❡ 4♣❡❝✐❛❧

❝❛4❡

❲❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ -❤❡ ❢♦&♠✉❧❛❡ ❢♦& -❤❡ ❣&❛❞✐❡♥- ❛♥❞ -❤❡ ❍❡00✐❛♥ ♦❢ wTi (η) ✐♥ -❤❡ ❣❡♥❡&❛❧ ❝❛0❡✱

✇❤❡♥ -❤❡ ♣♦✐♥- ♦❢ ✐♥-❡&❡0- η ❞♦❡0 ♥♦- ❧✐❡ ♦♥ -❤❡ -&✐❛♥❣❧❡ T ✱ ❛♥❞ ✐♥ -❤❡ 0♣❡❝✐❛❧ ❝❛0❡ ✇❤❡♥ η
❧✐❡0 ♦♥ ✐-✳

❆0 ▼❱❈ ❛&❡ C∞
❡✈❡&②✇❤❡&❡ ♥♦- ♦♥ ▼✱ -❤❡0❡ ❢♦&♠✉❧❛❡ ❛&❡ ❣✉❛&❛♥-❡❡❞ -♦ ❝♦♥✈❡&❣❡✱ 0✐♥❝❡

✐♥ ♣❛&-✐❝✉❧❛&✱ -❤❡ ❣&❛❞✐❡♥- ❛♥❞ -❤❡ ❍❡00✐❛♥ ❛&❡ ❝♦♥-✐♥✉♦✉0 ❢✉♥❝-✐♦♥0 ❡✈❡&②✇❤❡&❡ ♥♦- ♦♥▼✳

❚❤❡ 0❛♠❡ ❤♦❧❞0 ✐♥ ✷❉ ✇❤❡&❡ -❤❡ ❞✐0-✐♥❝-✐♦♥ ✐0 ♠❛❞❡ ❢♦& -❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ♦❢ wEi (η) ✇❤❡-❤❡&
η ❧✐❡0 ♦♥ -❤❡ ❧✐♥❡ 0✉♣♣♦&-❡❞ ❜② -❤❡ ❡❞❣❡ E ♦& ♥♦-✳
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✶✵✳✼ ❊①♣❡(✐♠❡♥,❛❧ ❆♥❛❧②1✐1

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ♣,❡%❡♥" ❡①♣❡,✐♠❡♥"❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ ❛❝❝✉,❛❝② ♦❢ ♦✉, ❞❡,✐✈❛✲

"✐♦♥ ❛♥❞ ♣,♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ "✐♠✐♥❣%✳

✶✵✳✼✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐,②

❋♦, ❡❛❝❤ ♣♦✐♥" η✱ ❝♦♠♣✉"✐♥❣ "❤❡ ▼❱❈✱ "❤❡ ▼❱❈ ❣,❛❞✐❡♥"% ❛♥❞ "❤❡ ▼❱❈ ❍❡%%✐❛♥% ✐% ❧✐♥❡❛,

✐♥ "❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✈❡,"✐❝❡% ❛♥❞ ❡❞❣❡% ✭❢❛❝❡% ✐♥ ✸❉✮ ♦❢ "❤❡ ❝❛❣❡✳

✶✵✳✼✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡,✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥",♦❞✉❝❡❞ %❡✈❡,❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥% "❤❛" ✇❡,❡ ♥♦"❡❞ ek(x)✳ ❚❤❡%❡ ❢✉♥❝✲

"✐♦♥% ❛,❡ ✉♥%"❛❜❧❡ ♥❡❛, 0✱ ❜✉" ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❝❧❡❛♥ ❚❛②❧♦, ❡①♣❛♥%✐♦♥% ❛,♦✉♥❞ 0 ✭"❤❡✐, ❡①❛❝"

❡①♣,❡%%✐♦♥ ❛,❡ ♦❢ ♥♦ %❝✐❡♥"✐✜❝ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉" "❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✉%✐♥❣ %"❛♥❞❛,❞ ♥✉♠❡,✐❝❛❧

❝♦♠♣✉"✐♥❣ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥"%✱ ❡✳ ❣✳ ▼❛"❧❛❜✮✳ ■♥ ♦✉, ✐♠♣❧❡♠❡♥"❛"✐♦♥✱ ✇❡ ,❡❧② ♦♥ "❤❡%❡ ❚❛②❧♦,

❡①♣❛♥%✐♦♥% ✉♣ "♦ "❤❡ ♦,❞❡, 15 ❢♦, "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ ek(x) ❢♦, ❛❧❧ ✈❛❧✉❡% ♦❢ ① %♠❛❧❧❡, "❤❛♥

0.1✱ ❛♥❞ ❝♦♥%✐❞❡, "❤❡ ",✉❡ ❡①♣,❡%%✐♦♥% ♦❢ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥% ♦"❤❡,✇✐%❡✳

❚❤✐% %",❛"❡❣② ♣,♦♦✈❡❞ "♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥" ❢♦, "❤❡✐, ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ "❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣✲

♣,♦①✐♠❛"❡❞ ✇✐"❤ ❛♥② ♣,❡❝✐%✐♦♥ ✉%✐♥❣ ❧♦♦❦✲✉♣ "❛❜❧❡%✱ "❤❡♠%❡❧✈❡% ❝♦♠♣✉"❡❞ ✉%✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐#❡

♣&❡❝✐(✐♦♥ ❧✐❜,❛,②

✶

✳

✶✵✳✼✳✸ ●❧♦❜❛❧ ✈❛❧✐❞❛,✐♦♥ ✇✐,❤ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝,✉<❡❞ =♦❧✉,✐♦♥

❲❡ ✜,%" ✐♥%♣❡❝" "❤❡ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ ❛❝❝✉,❛❝② ♦❢ ♦✉, ❞❡,✐✈❛"✐♦♥ "❤,♦✉❣❤ "❤❡ ▼❡"❤♦❞ ♦❢ ▼❛♥✲

✉❢❛❝"✉,❡❞ ❙♦❧✉"✐♦♥ ✭▼▼❙✮✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛, "❡❝❤♥✐I✉❡ ✐♥ ❝♦❞❡ ✈❡,✐✜❝❛"✐♦♥ ❬✺✱ ✸✷✱ ✸✸❪✳ ❙✉❝❤ ❛

✈❡,✐✜❝❛"✐♦♥ ❛♣♣,♦❛❝❤ ❝♦♥%✐%"% ♦❢ ❞❡%✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉" ❝♦♥✜❣✉,❛"✐♦♥ %✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ,❡%✉❧"✐♥❣

%♦❧✉"✐♦♥ ✐% ❦♥♦✇♥ ❛ ♣,✐♦,✐✳ ❚❤❡♥ "❤❡ ❛❝"✉❛❧ ✈❡,✐✜❝❛"✐♦♥ ♣,♦❝❡❞✉,❡ ❛✐♠% ❛" ❛%%❡%%✐♥❣ "❤❛" "❤❡

%♦❧✉"✐♦♥ ♣,♦✈✐❞❡❞ ❜② "❤❡ ♣,♦❣,❛♠ ❝♦♥❢♦,♠% "♦ "❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝"✉,❡❞ %♦❧✉"✐♦♥✳ ■♥ ♦"❤❡, ✇♦,❞%✱

▼▼❙ ✈❡,✐✜❝❛"✐♦♥ ❝♦♥%✐%"% ♦❢ "❤❡ ❞❡%✐❣♥ ♦❢ ❡①❛❝# ❣&♦✉♥❞✲#&✉#❤( ❢♦, ❛❝❝✉,❛❝② ♠❡❛%✉,❡♠❡♥"✳

❍♦✇❡✈❡,✱ ♥♦"❡ "❤❛" "❤✐% ✈❡,✐✜❝❛"✐♦♥ ✐% ♥♦" ❣❡♥❡,❛❧✱ ❛% ✐" ♦♥❧② ❛%%❡%%❡% ❝♦,,❡❝"♥❡%% ❢♦, "❤❡

%❡" ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝"✉,❡❞ %♦❧✉"✐♦♥%✳

▼❛♥✉❢❛❝&✉'❡❞ *♦❧✉&✐♦♥✿ ❆% ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦,❞✐♥❛"❡% ♣,♦✈✐❞❡ %♠♦♦"❤ ✐♥"❡,♣♦❧❛"✐♦♥%✱ ❛

❣❧♦❜❛❧ ,✐❣✐❞ ",❛♥%❢♦,♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝❛❣❡ pi = T+R ·pi %❤♦✉❧❞ ✐♥❢❡, ❛ ❣❧♦❜❛❧ ,✐❣✐❞ ",❛♥%❢♦,♠❛✲

"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❡♥"✐,❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ %♣❛❝❡✳ ■♥ ♣❛,"✐❝✉❧❛,✱ "❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥% ♦❢ "❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢✉♥❝"✐♦♥

f ♦❢ "❤❡ ",❛♥%❢♦,♠❡❞ ❝❛❣❡ ✭f : R3 → R
3
✱ f(pi) = pi✮ %❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡I✉❛❧ "♦ R ❡✈❡,②✇❤❡,❡✱

❛♥❞ ✐"% ❍❡%%✐❛♥ %❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❛❝"❧② 0✳ ❚❤❡♥ ♦✉, ♠❛♥✉❢❛❝"✉,❡❞ ❝♦♥✜❣✉,❛"✐♦♥ ✐% "❤❡ %♣❛❝❡

♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ,✐❣✐❞ ",❛♥%❢♦,♠❛"✐♦♥% ❛♥❞ ♦✉, ♠❛♥✉❢❛❝"✉,❡❞ %♦❧✉"✐♦♥ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜② Jf = R ❛♥❞

Hf = 0✳

✶

❋♦% ✐♥()❛♥❝❡✱ (❡❡ )❤❡ ●◆❯ ▼✉❧)✐♣❧❡ 6%❡❝✐(✐♦♥ ❆%✐)❤♠❡)✐❝ ▲✐❜%❛%②✱ ❤))♣✿✴✴❣♠♣❧✐❜✳♦%❣✴



10−5

10−14 ∼

1003

∼

Jf =
∑

i

f(pi) ·
−→▽λi

t = R ·
∑

i

pi ·
−→▽λi

t + T ·
∑

i

−→▽λi
t

Jf = R

{

∑

i

−→▽λi
t = (0, 0, 0)

∑

i pi ·
−→▽λi

t = I3

Hfc =
∑

i

fc(pi)Hλi

=
∑

∀d∈{x,y,z}
Rcd ·

∑

i

pi(d)Hλi + Tc
∑

i

Hλi ∀c = {x, y, z}

Tx, Ty Tz T
Rcd



✶✵✳✼✳ ❊❳&❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❆◆❆▲❨❙■❙ ✶✺✾

❚❤✉#✱ %♦ ❝♦♥❢♦*♠ %♦ %❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝%✉*❡❞ #♦❧✉%✐♦♥ Hf = 0✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡3✉❛%✐♦♥# #❤♦✉❧❞ ❜❡
#❛%✐#✜❡❞✿















∑

iHλi = 03
∑

i pi(x)Hλi = 03
∑

i pi(y)Hλi = 03
∑

i pi(z)Hλi = 03

✭✶✵✳✷✽✮

◆♦%❡ %❤❛% ❜♦%❤ %❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ ❍❡##✐❛♥ ❝♦**❡❝%♥❡## ❝♦♥❞✐%✐♦♥# ✭❊3✳ ✶✵✳✷✼ ❛♥❞ ✶✵✳✷✽✮ ❛*❡

♥♦% ❢✉♥❝%✐♦♥# ♦❢ %❤❡ *✐❣✐❞ %*❛♥#❢♦*♠❛%✐♦♥ ♣❛*❛♠❡%❡*#✳ ❚❤❡#❡ ♣*♦♣❡*%✐❡# *❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦* ❛*✲

❜✐%*❛*② %*❛♥#❧❛%✐♦♥# ❛♥❞ *♦%❛%✐♦♥# ❛♥❞ %❤✉# ❝♦✈❡* %❤❡ ❡♥%✐*❡ ❣*♦✉♣ ♦❢ *✐❣✐❞ %*❛♥#❢♦*♠❛%✐♦♥#✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✸✭❛✮ #❤♦✇# ♥✉♠❡*✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥# ♦❢ %❤❡#❡ ❝♦**❡❝%♥❡## ❝♦♥❞✐%✐♦♥# ❢♦* ❞✐✛❡*❡♥% ❝❛❣❡#✱

❛% *❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥%# ✭✐♥ ❣*❡②✮ ♦❢ ❛ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ♣❛*%✐❝✉❧❛*✱ %❤❡ ❤✐#%♦❣*❛♠# ♣❧♦% %❤❡ ❡♥%*✐❡#

♦❢ %❤❡ ❧❡❢%✲❤❛♥❞ %❡*♠ ✭❛ ✈❡❝%♦* ♦* ❛ ♠❛%*✐①✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ %❤❡#❡ ❡3✉❛%✐♦♥#✱ ✇❤✐❝❤ #❤♦✉❧❞ ❛❧❧

❜❡ ③❡*♦ ✭❢♦* %❤❡ #❡❝♦♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥✱ %❤❡ ❡♥%*✐❡# ♦❢ %❤❡ ♠❛%*✐①

∑

i pi ·
−→▽λi

t − I2 ❛*❡
#❤♦✇♥✮✳ ❆# #❤♦✇♥ ✐♥ %❤✐# ❡①♣❡*✐♠❡♥%✱ %❤❡ ❡**♦* ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡ ✈✐♦❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦**❡❝%♥❡##

❝♦♥❞✐%✐♦♥# ✐# ❝❧♦#❡ %♦ %❤❡ ❛❝%✉❛❧ ♣*❡❝✐#✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞❛%❛ #%*✉❝%✉*❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦* *❡❛❧ ♥✉♠❜❡*#

✭✢♦❛# ♦* ❞♦✉❜❧❡✮✳ ❆❧#♦✱ %❤❡ ❡**♦* #❧✐❣❤%❧② ✐♥❝*❡❛#❡# ✇❤❡♥ %❤❡ ❝❛❣❡ ✐# ❞❡♥#❡*✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐%❤

❞❡♥#❡ ❝❛❣❡#✱ ✐% ✐# ♠♦*❡ ❧✐❦❡❧② %❤❛% %❤❡ *❛♥❞♦♠❧② #❡❧❡❝%❡❞ #❛♠♣❧❡# ❧✐❡ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ %❤❡

#✉♣♣♦*% ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ❡❞❣❡#✳ ❚❤❡#❡ ❝♦♥✜❣✉*❛%✐♦♥# ❝♦**❡#♣♦♥❞ %♦ %❤❡ #♣❡❝✐❛❧ ❝❛#❡# ❞✐#❝✉##❡❞

❡❛*❧✐❡* ❛♥❞ ❢♦* ✇❤✐❝❤ ❚❛②❧♦* ❡①♣❛♥#✐♦♥# ❛*❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✸✭❜✮ #❤♦✇# ❛ #✐♠✐❧❛* ❡①♣❡*✐♠❡♥% ✐♥ ✸❉✱ ✇✐%❤ ❛ ❝♦❛*#❡ ❝❛❣❡ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡#✮✳ ❙✐♠✐❧❛*❧②✱

♠♦#% ♦❢ %❤❡ ❡**♦*# ❛*❡ ❧♦❝❛%❡❞ ♦♥ %❤❡ %❛♥❣❡♥% ♣❧❛♥❡# ♦❢ %❤❡ %*✐❛♥❣❧❡# ✭#♣❡❝✐❛❧ ❝❛#❡#✮✳ ◆♦%❡✱

%❤❛% ❛♥ ✐♠♣♦*%❛♥% ♣❛*% ♦❢ %❤❡ ❡**♦* ②✐❡❧❞# ❢*♦♠ %❤❡ #❛♠♣❧❡# ✇❤✐❝❤ ❛*❡ ❧♦❝❛%❡❞ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%②

♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ %*✐❛♥❣❧❡✱ ❛ ❝♦♥✜❣✉*❛%✐♦♥ ❢♦* ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦% ♣*♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧♦#❡❞✲❢♦*♠ ❡①♣*❡##✐♦♥✱

❛# ❞✐#❝✉##❡❞ ✐♥ #❡❝%✐♦♥ ✶✵✳✸✳ ■♥%❡*❡#%✐♥❣❧②✱ %❤❡ ❡**♦*# ♦♥ %❤❡ ❝♦**❡❝%♥❡## ❝♦♥❞✐%✐♦♥# ❢♦* %❤❡

❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ %❤❡ ❍❡##✐❛♥ ❛*❡ ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡ %♦ %❤❡ ❡**♦*# ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡ ❛❝%✉❛❧ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥

♦❢ %❤❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦*❞✐♥❛%❡# λi✳ ■♥ %❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ #❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✸✭❜✮✱ %❤❡ ❡**♦* *❛♥❣❡ ♦❢
%❤❡ ♣♦#✐%✐♦♥❛❧ *❡❝♦♥#%*✉❝%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ ❣*✐❞ ✭✐✳ ❡✳ %❤❡ ✈✐♦❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧✐♥❡❛* ♣*❡❝✐#✐♦♥ ♣*♦♣❡*%②

♦❢ %❤❡ ▼❱❈✮ ✐# [0, 1.08 10−5]✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❧❛*❣❡* %❤❛♥ %❤❡ ❡**♦* *❛♥❣❡# ♦❜#❡*✈❡❞ ✐♥ %✇♦ ♦❢ %❤❡
#✐① ❝♦**❡❝%♥❡## ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥# ♦❢ %❤❡ ❞❡*✐✈❛%✐✈❡#✳

✶✵✳✼✳✹ ❚❛②❧♦* ❛♣♣*♦①✐♠❛/✐♦♥1 ❜❡❤❛✈✐♦*

❱❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❜❛#❡❞ ♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝%✉*❡❞ #♦❧✉%✐♦♥# ❡♥❛❜❧❡# ❛##❡##✐♥❣ %❤❡ ❛❝❝✉*❛❝② ♦❢ ❛ ♥✉♠❡*✐❝❛❧

❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦♥ ❛ #✉❜✲#❡% ♦❢ ♣*❡✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥✜❣✉*❛%✐♦♥#✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✐♥ ♦✉* #❡%%✐♥❣✱ ❞❡#✐❣♥✐♥❣

♠❛♥✉❢❛❝%✉*❡❞ #♦❧✉%✐♦♥# ❝♦**❡#♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ♦%❤❡* ❝♦♥✜❣✉*❛%✐♦♥# %❤❛♥ *✐❣✐❞ %*❛♥#❢♦*♠❛%✐♦♥#

✐# ❤✐❣❤❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❚❤✉#✱ %♦ ❡①%❡♥❞ ♦✉* ❛♥❛❧②#✐# %♦ ❛*❜✐%*❛*② ❝♦♥✜❣✉*❛%✐♦♥#✱ ✇❡ ♣*❡#❡♥% ✐♥ %❤✐# ♣❛*❛❣*❛♣❤ ❛♥

❛♥❛❧②#✐# ♦❢ %❤❡ ❚❛②❧♦* ❛♣♣*♦①✐♠❛%✐♦♥# ♦❢ ▼❱❈✲❢✉♥❝%✐♦♥# ❜❛#❡❞ ♦♥ ♦✉* ❞❡*✐✈❛%✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥%*❛#% %♦ ♠❛♥✉❢❛❝%✉*❡❞ #♦❧✉%✐♦♥#✱ %❤✐# ❛♥❛❧②#✐# ✐# ♥♦% ♠❡❛♥% %♦ ✈❛❧✐❞❛#❡ ♦✉* *❡#✉❧%#✱

❜✉% #✐♠♣❧② ❛♥❛❧②#❡ ❤♦✇ ❢✉♥❝%✐♦♥# ❡①♣*❡##❡❞ ❜② ▼❱❈ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦*❤♦♦❞ ♦❢

❛ ♣♦✐♥%✳



r r ∈ [0, 1] η

#0,#1,#2,#3,#4,#5

0

−→▽λerr(r) =

√

∑

i ||
−→▽λi −

−→▽λi
FD(r)||2

Hλerr(r) =
√

∑

i ||Hλi −Hλi
FD(r)||2

f(η + dη) = f(η) +
−→▽f tη · dη + o(||dη||)

f(η + dη) = f(η) +
−→▽f tη · dη +

1

2
dηt ·Hfη · dη + o(||dη||2)

E1 = ||f(η + dη)− f(η)−−→▽f tη · dη||

E2 = ||f(η + dη)− f(η)−−→▽f tη · dη −
1

2
dηt ·Hfη · dη||



✶✵✳✼✳ ❊❳&❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❆◆❆▲❨❙■❙ ✶✻✶

■♥♣✉$ ❈❛❣❡ ▼♦❞❡❧ ❈♦♦"❞✳ ❖♥❧② ❈♦♦"❞✳ ✰ ❉❡"✐✈✳ ❈♦♦"❞✳ ✰ ❉❡"✐✈✳ ❈♦♦"❞✳ ✰ ❉❡"✐✈✳

✭★❱ ✴ ★❚✮ ✭♠"✮ ❬❆♥❛❧②7✐❝❪ ✭♠"✮ ❬❋❉❪ ✭♠"✮ ❬❚"✐❈❪ ✭♠"✮

❇❡❡"❧❡ ✭✸✷ ✴ ✻✵✮ ✵✳✵✻✵ ✵✳✼✽✶ ✶✳✶✺✼ ✹✳✶✾✻

❇❡❡"❧❡ ✭✶✸✵ ✴ ✷✺✻✮ ✵✳✷✺✻ ✸✳✷✻✶ ✹✳✽✽✶ ✶✼✳✻✷✺

❇❡❡"❧❡ ✭✺✶✹ ✴ ✶✵✷✹✮ ✶✳✵✷✼ ✶✸✳✶✼✶ ✶✾✳✻✷✵ ✼✵✳✼✻✽

❆3♠❛❞✐❧❧♦ ✭✶✻✹ ✴ ✸✷✹✮ ✵✳✸✷✹ ✹✳✶✸✵ ✻✳✶✼✹ ✷✷✳✹✷✽

▼♦♥;"❡3 ✭✶✷✽ ✴ ✷✺✷✮ ✵✳✷✺✷ ✸✳✷✶✷ ✹✳✽✵✾ ✶✼✳✺✵✸

▼♦♥;"❡3 ✭✺✵✻ ✴ ✶✵✵✽✮ ✶✳✵✶✸ ✶✷✳✽✻✵ ✶✾✳✸✽✾ ✻✾✳✾✵✵

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✿ ?❡3❢♦3♠❛♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✸❉ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦3❞✐♥❛"❡; ❛♥❞ "❤❡✐3

❞❡3✐✈❛"✐✈❡; ❛" ❛ ;✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥"✳ ❚❡;"; ✇❡3❡ ♣❡3❢♦3♠❡❞ ♦♥ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥"; ❛♥❞ ❛✈❡3❛❣❡ "✐♠✐♥❣;

❛3❡ ♣3❡;❡♥"❡❞✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛3❡ ♦✉3 ❢♦3♠✉❧❛❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ "✐♠❡ ✇✐"❤ ❋✐♥✐"❡ ❉✐✛❡3❡♥❝❡; ✭❋❉✮

♠❡"❤♦❞; "❤❛" 3❡N✉✐3❡ 27 ❡✈❛❧✉❛"✐♦♥; ✐♥ "♦"❛❧✱ ❛♥❞ ✇✐"❤ "3✐❝✉❜✐❝ ❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥; ✭❚3✐❈✮ "❤❛"
3❡N✉✐3❡ ✻✺ ❡✈❛❧✉❛"✐♦♥; ✐♥ "♦"❛❧✳ ❲✐"❤♦✉" ❛♥② 3❡❣❛3❞; "♦ "❤❡ N✉❛❧✐"② ♦❢ ;✉❝❤ ❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥;✱

✐" ✐; ;"✐❧❧ ❢❛;"❡3 "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ "3✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ❞❡3✐✈❛"✐✈❡; ✉;✐♥❣ ♦✉3 ❢♦3♠✉❧❛❡ "❤❛♥

❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♥❣ "❤❡♠ ✉;✐♥❣ ❛♥② ❋✐♥✐"❡ ❉✐✛❡3❡♥❝❡; ;❝❤❡♠❡✳

• ❖♥ 3❡❣✉❧❛3 ❢✉♥❝"✐♦♥;✱ "❤❡ ❞❡3✐✈❛"✐✈❡; ♦❢ "❤❡ ▼❱❈ ❝❤❛3❛❝"❡3✐③❡ "❤❡ ✐♥"❡3♣♦❧❛"❡❞ ❢✉♥❝✲
"✐♦♥ ❝♦33❡❝"❧②✿ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡33♦3 ✐; 7. 10−3

✭❢♦3 ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ 316✮✳ ◆♦"❡✱
"❤❛" "❤❡ 3❛❞✐✉; r ∈ [0, 1] ♦❢ "❤❡ ❡✈❛❧✉❛"✐♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦3❤♦♦❞ ✇❤❡3❡ "❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉;❡❞ "♦
❛♣♣3♦①✐♠❛"❡ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐; ♥♦" "♦♦ ;♠❛❧❧✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡✱ ♦✉3 ❞❡3✐✈❛"✐✈❡ ❢♦3♠✉❧❛"✐♦♥ ♣3♦✲

✈✐❞❡; ❡♥♦✉❣❤ ❛❝❝✉3❛❝② "♦ ❡♥❢♦3❝❡  ♣❛# ❡ ❞❡3✐✈❛"✐✈❡ ❝♦♥;"3❛✐♥"; ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦3❤♦♦❞;

;✉❝❤ ❛; "❤♦;❡ ❡①♣3❡;;❡❞ ✐♥ "❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥; ❞❡;❝3✐❜❡❞ ✐♥ ;❡❝"✐♦♥ ✶✵✳✽✳

• ❚❤❡ ❧✐♥❡❛3 ❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥ ❝❛♥ ;♦♠❡"✐♠❡; ♣3♦❞✉❝❡ ♠♦3❡ ❛❝❝✉3❛"❡ ❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥;

✐♥ ❛✈❡3❛❣❡ "❤❛♥ "❤❡ N✉❛❞3❛"✐❝ ❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥ ♦♥ ❛ ❧❛3❣❡ ♥❡✐❣❤❜♦3❤♦♦❞✱ ✇❤✐❧❡ "❤❡

N✉❛❞3❛"✐❝ ❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥ ♣3♦✈✐❞❡; 3❡;✉❧"; ✇❤✐❝❤ ❛3❡ ❧❡;; ❞✐3❡❝"✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❛♥"✳

• ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡33♦3; ✐♥❞❡❡❞ "❡♥❞ "♦ ③❡3♦ ✇❤❡♥ "❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦3❤♦♦❞ ;❤3✐♥❦; "♦ ❛ ♣♦✐♥" ❛♥❞
"❤❡ "❛♥❣❡♥" ♦❢ "❤❡ ❝✉3✈❡; ✐♥ ❧♦❣❛3✐"❤♠✐❝ ;❝❛❧❡ ✐❧❧✉;"3❛"❡; "❤❛" "❤❡ ❡33♦3 ❝♦♥❢♦3♠; "♦ "❤❡

❡①♣❡❝"❡❞ ❢♦3♠ ✭O(||dη||2) ❢♦3 "❤❡ ❧✐♥❡❛3 ❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥✱O(||dη||3) ❢♦3 "❤❡ N✉❛❞3❛"✐❝
❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ 3❡♠❡♠❜❡3✱ "❤❛" ✐❢ y = λ·xn✱ "❤❡♥ log(y) = log(λ)+n·log(x)✳

✶✵✳✼✳✺ ❈♦♠♣❛*✐,♦♥ ✇✐/❤ ❋✐♥✐/❡ ❉✐✛❡*❡♥❝❡ ,❝❤❡♠❡,

■♥ "❤✐; ;❡❝"✐♦♥ ✇❡ ✉;❡ ❋✐♥✐"❡ ❉✐✛❡3❡♥❝❡; ;❝❤❡♠❡; "♦ ❞❡3✐✈❡ "❤❡ ❣3❛❞✐❡♥" ❛♥❞ "❤❡ ❍❡;;✐❛♥ ♦❢

"❤❡ ▼❱❈✱ "♦ ❝♦♠♣❛3❡ ✇✐"❤ "❤❡ ❡①♣3❡;;✐♦♥; ✇❡ ♦❜"❛✐♥❡❞✳

❆ ❝♦♥✈❡♥"✐♦♥❛❧ ;❝❤❡♠❡ ❢♦3 ❛♣♣3♦①✐♠❛"✐♦♥; ♦❢ ✜3;" ❛♥❞ ;❡❝♦♥❞ ♦3❞❡3 ❞❡3✐✈❛"✐✈❡; ✐; "❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

fx(x, y, z) ≃ f(x+h,y,z)−f(x−h,y,z)
2h

fxx(x, y, z) ≃ f(x+h,y,z)−2f(x,y,z)+f(x−h,y,z)
h2

fxy(x, y, z) ≃ f(x+h,y+h,z)−f(x+h,y−h,z)−f(x−h,y+h,z)+f(x−h,y−h,z)
4h2

. . .

❚❤✐; ;❝❤❡♠❡ 3❡N✉✐3❡; 27 ❡✈❛❧✉❛"✐♦♥; ♦❢ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐♥ "♦"❛❧✳ ❘❡;✉❧"; ♦❢ ❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡ ♦❢
❋✐♥✐"❡ ❉✐✛❡3❡♥❝❡; ✭❋❉✮ ♦❢ "❤❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦3❞✐♥❛"❡; ❞❡3✐✈❛"✐✈❡; ✉;✐♥❣ "❤✐; ;❝❤❡♠❡ ❛3❡
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♣$❡&❡♥(❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✹✭❜✮✱ ✉&✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ♣$❡❝✐&✐♦♥ ❛♥❞ 256 ❜✐(& ♣$❡❝✐&✐♦♥

✭✉&✐♥❣ ♠♣❢#❝✰✰✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ❛ ❝✰✰ ✇$❛♣♣❡$ ♦❢ (❤❡ ●◆❯ ♠✉❧&✐♣❧❡ ♣*❡❝✐,✐♦♥ ✢♦❛&✐♥❣ ♣♦✐♥&

❧✐❜*❛*② ✭♠♣❢*✮✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐& (❤❡ &❛♠❡ ❛& ❞❡&❝$✐❜❡❞ ♣$❡✈✐♦✉&❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✹✭❛✮✱ ❛♥❞ (❤❡

♣❧♦(& ❝♦$$❡&♣♦♥❞ ❤❡$❡ (♦ (❤❡ ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ♣♦✐♥& 0✳ ❚❤❡ ❡$$♦$ ❢✉♥❝(✐♦♥& (❤❛( ❛$❡ ♣❧♦(✲

(❡❞ ❛$❡

−→▽λerr(r) =

√

∑

i ||
−→▽λi −

−→▽λi
FD(r)||2 ❛♥❞ Hλerr(r) =

√

∑

i ||Hλi −Hλi
FD(r)||2✳

◆♦(❡✱ (❤❛( (❤❡&❡ ♣❧♦(& ❛$❡ $❡♣$❡&❡♥(❛(✐✈❡ ♦❢ ❛❧❧ (❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥(& ✇❡ ♠❛❞❡ ✭✐✳ ❡✳ ✇✐(❤ ♦(❤❡$

❝❛❣❡&✱ ❛( ♦(❤❡$ ❧♦❝❛(✐♦♥&✱ ❡(❝✳ ✮✳

❚❤❡&❡ $❡&✉❧(& ✈❛❧✐❞❛(❡ ❡♠♣✐$✐❝❛❧❧② ♦✉$ ❢♦$♠✉❧❛❡✱ ❛& (❤❡ ❋✐♥✐(❡ ❉✐✛❡$❡♥❝❡& &❝❤❡♠❡ ❝♦♥✈❡$❣❡&

(♦ ♦✉$ ❢♦$♠✉❧❛❡ ✇❤❡♥ (❤❡ &✐③❡ ♦❢ (❤❡ &(❡♥❝✐❧ (❡♥❞& (♦ 0 ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✹✭❜✮✱ ✉&✐♥❣ 256 ❜✐(& ♣$❡✲

❝✐&✐♦♥✮✳ ■( ❛❧&♦ ✐♥❞✐❝❛(❡& (❤❛( ❋✐♥✐(❡ ❉✐✛❡$❡♥❝❡& &❝❤❡♠❡& ❛$❡ ♥♦( &✉✐(❡❞ (♦ ❡✈❛❧✉❛(❡ ▼❱❈

❞❡$✐✈❛(✐✈❡& ✐♥ $❡❛❧ ❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥& ✭&❡❡ ❋✐❣✳ ✶✵✳✽ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ❛& (❤❡&❡ &❝❤❡♠❡& ❞✐✈❡$❣❡

♥❡❛$ 0 ✇❤❡♥ ✉&✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ♣$❡❝✐&✐♦♥ ♦♥❧② ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✹✭❜✮ ❜❧✉❡ ❛♥❞ $❡❞ ❝✉$✈❡&✮✳

◆♦(❡ ❛❧&♦✱ (❤❛( ✇❡ ✉&❡❞ ❞✐✛❡$❡♥( &❝❤❡♠❡& (♦ ❛♣♣$♦①✐♠❛(❡ (❤❡ ❞❡$✐✈❛(✐✈❡& ✉&✐♥❣ ❋✐♥✐(❡

❉✐✛❡$❡♥❝❡& ♠❡(❤♦❞& ✭✾ ♣♦✐♥(& ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥ ✰ ❧✐♥❡❛$ &②&(❡♠ ✐♥✈❡$&✐♦♥✱ ✷✼ ♣♦✐♥(& ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥

♦♥ ❛ 3×3×3✲&(❡♥❝✐❧✱ ($✐❝✉❜✐❝ ✐♥(❡$♣♦❧❛(✐♦♥ ♦♥ ❛ 4×4×4✲&(❡♥❝✐❧✮✱ ❛♥❞ (❤❛( (❤❡② ❛❧❧ ❞✐✈❡$❣❡

✐♥ (❤❡ &❛♠❡ ♠❛♥♥❡$ ✇❤❡♥ ✉&✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ♣$❡❝✐&✐♦♥✳

❚❤❡ ❡$$♦$ ❝✉$✈❡& ❛$❡ ❛❧&♦ &✐♠✐❧❛$ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛( (❤❡ ❞❡✈✐❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❣$❛❞✐❡♥(& ❛♥❞ ❍❡&&✐❛♥&

♦❢ (❤❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐(+❡❧❢ (❤❛( ✐& ✐♥(❡$♣♦❧❛(❡❞ ✭❡✳ ❣✳ (❤❡ ❞❡❢♦$♠❛(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✹✭❛✮✮✱

✐♥&(❡❛❞ ♦❢ (❤❡ ❣$❛❞✐❡♥(& ❛♥❞ ❍❡&&✐❛♥& ♦❢ (❤❡ ✇❡✐❣❤(+ (❤❡♠&❡❧✈❡&✳

✶✵✳✼✳✻ ❚✐♠✐♥❣*

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶ &❤♦✇& ❛✈❡$❛❣❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥ (✐♠❡& ♦❢ (❤❡ ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦$❞✐✲

♥❛(❡& ❛♥❞ (❤❡✐$ ❞❡$✐✈❛(✐✈❡& ❢♦$ &❡✈❡$❛❧ ✐♥♣✉( ❝❛❣❡&✳ ❆& (❤❡ ❝♦&( ♦❢ (❤❡ ❡✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞&

♦♥ (❤❡ ♦❝❝✉$❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ &♣❡❝✐❛❧ ❝❛&❡& ✭♣♦✐♥( ❧②✐♥❣ ♦♥ (❤❡ &✉♣♣♦$( ♣❧❛♥❡ ♦❢ (❤❡ ($✐❛♥❣❧❡&

♦❢ (❤❡ ❝❛❣❡✮✱ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ (❤❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥ ♦♥ ❛ &❡( ♦❢ ✶✵✵✵ ♣♦✐♥(& (❤❛( ✇❡$❡ $❛♥❞♦♠❧②

❞✐&($✐❜✉(❡❞ ✐♥&✐❞❡ (❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ (❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ (✐♠❡ ✐& ♣$❡&❡♥(❡❞✳ ❆&

&❤♦✇♥ ✐♥ (❤✐& (❛❜❧❡✱ (❤❡&❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥& (❛❦❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐&❡❝♦♥❞&✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇& (❤❡✐$

✉&❛❣❡ ✐♥ ✐♥(❡$❛❝(✐✈❡ ❝♦♥(❡①(&✳ ❆❧&♦✱ ♥♦(❡ (❤❛( ✐♥ (❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥& ❞✐&❝✉&&❡❞ ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ &❡❝(✐♦♥✱ (❤❡ ❞❡$✐✈❛(✐✈❡& ❛$❡ ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛(❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡$② &♠❛❧❧ &❡( ♦❢ ♣♦✐♥(& ❢♦$ ❝♦♥&($❛✐♥(

❡♥❢♦$❝❡♠❡♥(✳

✶✵✳✽ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥-

■♥ (❤✐& &❡❝(✐♦♥✱ ✇❡ $❡✈✐❡✇ (❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥& ♣$❡&❡♥(❡❞ ✐♥ (❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡$ ❬✹✼❪✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉&($❛(❡

(❤❡ ✉(✐❧✐(② ♦❢ ♦✉$ ❝♦♥($✐❜✉(✐♦♥ ❢♦$ ❛❧❧ ♦❢ (❤❡♠✳

✶✵✳✽✳✶ ▼❱❈ ❞❡1✐✈❛4✐✈❡* ✈✐*✉❛❧✐③❛4✐♦♥

■♥ (❤❡ ❝♦♥(❡①( ♦❢ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❞❡&✐❣♥✴❡❞✐(✐♥❣✴✈✐&✉❛❧✐③❛(✐♦♥✱ (❤❡ ❞❡$✐✈❛(✐✈❡& ♦❢ (❤❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ♦❢ ✉&❡ (♦ (❤❡ ✉&❡$✱ ❛& (❤❡② ❤❛✈❡ ✈❡$② ♦❢(❡♥ ❛♥ ✐♥(✉✐(✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳



J(η) J(η) = R(η) · B(η) · Σ(η) · B(η)t
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E =
∑

vi∈V

wPi ||
∑

j

λj(vi)fj − fi||2

+
∑

vi∈
|| △ fi||2 +

∑

vi∈G

wGi ||
∑

j

−→▽λj(vi) · fj − gi||2

V △ fi
ci G
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❝♦♥#$%❛✐♥$# ✭❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ $❤❡ ♥♦%♠ ♦❢ $❤❡ ❍❡##✐❛♥✮ ♦% %♦$❛$✐♦♥❛❧ ❝♦♥#$%❛✐♥$# ✭❜② #❡$$✐♥❣

$❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ $♦ $❤❡ ❝♦%%❡#♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡✮✳

❚❤❡ #♦❧✉$✐♦♥ $♦ $❤✐# ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ✐# ❛ ✸❉ ✜❡❧❞ f : R3 → R
3
✱ ❞❡✜♥❡❞ ❡✈❡%②✇❤❡%❡

✐♥ #♣❛❝❡ ✉#✐♥❣ ▼❱❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥$❡%♣♦❧❛$❡# $❤❡ $%❛♥#❢♦%♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝❛❣❡ ✈❡%$✐❝❡#✳ ❲❡ ♥♦$❡

P $❤❡ #❡$ ♦❢ ♣♦#✐$✐♦♥❛❧ ❝♦♥#$%❛✐♥$# ♦❢ $❤❡ $%❛♥#❢♦%♠❛$✐♦♥ ✭∀vi ∈ P , f(vi) = vi✮✱ J $❤❡

#❡$ ♦❢ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♥#$%❛✐♥$# ✭∀vi ∈ J, Jf(vi) = Ji✮✱ ❛♥❞ H $❤❡ #❡$ ♦❢ ❍❡##✐❛♥ ❝♦♥#$%❛✐♥$#

✭∀vi ∈ H,Hfx(vi) = Hfy(vi) = Hfz(vi) = 03✮✳ ❚❤❡ #♦❧✉$✐♦♥ ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡%❣②✿

E =
∑

vi∈P

(wPi ||
∑

j

λj(vi)cj − vi||2)

+
∑

vi∈J

(wJi ||
∑

j

cj ·
−→▽λj

t(vi)− Ji||2)

+
∑

vi∈H

(wHi ||
∑

j

Hλj(vi) · cj(x)||2)

+
∑

vi∈H

(wHi ||
∑

j

Hλj(vi) · cj(y)||2)

+
∑

vi∈H

(wHi ||
∑

j

Hλj(vi) · cj(z)||2)

✇❤❡%❡ wP , wJ , ❛♥❞ wH ❛%❡ ✇❡✐❣❤$# ❢♦% $❤❡ ♣♦#✐$✐♦♥❛❧✱ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❛♥❞ ❍❡##✐❛♥ ❝♦♥#$%❛✐♥$#

%❡#♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛%❧② $♦ ❬✽❪✱ $❤❡ $%❛♥#❢♦%♠❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥#$%❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② $♦ ❜❡ ❛ ♣✉%❡

%♦$❛$✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♣%❡#❝%✐❜❡❞ ❧♦❝❛$✐♦♥#✱ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣%♦♣❡%$② #❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞✿

Jf(vi)
t · Jf(vi) = I3 ∀vi ∈ J

◆♦$❡✱ $❤❛$ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ✈❛❧✉❡# ♦❢ $❤❡#❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♥#$%❛✐♥$# ❛%❡ ♥♦✇ ✉♥❦♥♦✇♥# ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ $❤%♦✉❣❤ ❛♥ ✐$❡%❛$✐✈❡ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥✱ ❛# ❞❡#❝%✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽❪✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧

♥❛$✉%❡ ♦❢ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❈♦♦%❞✐♥❛$❡# ✭✐♥ ❝♦♠♣❛%✐#♦♥ $♦ ●%❡❡♥ ❈♦♦%❞✐♥❛$❡#✮✱ ✇❡ ❝♦♥#$%❛✐♥

♣✉%❡ %♦$❛$✐♦♥# $♦ ❛ #✉❜#❡$ ♦❢ $❤❡ ❡♥❝❧♦#❡❞ #✉%❢❛❝❡ ✈❡%$✐❝❡# ✭❜❧✉❡ #♣❤❡%❡# ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ❛♥❞
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❞❡❢♦.♠❛(✐♦♥✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ✉%❡ ♦❢ ♦✉. %❡( ♦❢ ❝♦♦.❞✐♥❛(❡% ✐♥ (❤❡ ❝♦♥(❡①( ♦❢ %❤❛♣❡ ❞❡❢♦.♠❛(✐♦♥

❞.✐✈❡♥ ❜② ❛ ✈❛.✐❛(✐♦♥❛❧ ❢.❛♠❡✇♦.❦ (❤❛( ♦♣(✐♠✐③❡% ❢♦. ✇❡❧❧ ❝♦♥%✐❞❡.❡❞ %❡(% ♦❢ ❞❡❢♦.♠❛(✐♦♥

%♣❛❝❡% ✭❧✐♠✐(❡❞ (♦ ❜❡ %♠♦♦(❤❧② ✈❛.②✐♥❣ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ (❤❡ ♥♦.♠ ♦❢ (❤❡ ❍❡%%✐❛♥ ♦❢ (❤❡

❢✉♥❝(✐♦♥✱ ❛♥❞ (♦ ❜❡ ❛%✲.✐❣✐❞✲❛%✲♣♦%%✐❜❧❡ ♦♥ (❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐% ♦❢ (❤❡ %❤❛♣❡✱ .❡%✉❧(✐♥❣ ✐♥ ;✉❛%✐✲

✶✻✾



✶✼✵

❝♦♥❢♦'♠❛❧ ❞❡❢♦'♠❛-✐♦♥/✮✱ ❛♥❞ /❤♦✇ -❤❡✐' ❡①♣'❡//✐♦♥ ♣♦✇❡'✳ ❲❡ ❛❧/♦ ✉/❡ -❤✐/ ❢'❛♠❡✇♦'❦ -♦

❝♦♠♣❛'❡ ♦✉' /❡- ♦❢ ❝♦♦'❞✐♥❛-❡/ -♦ ♣'❡✈✐♦✉/ ✇♦'❦✳

❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥(

■♥ -❤✐/ ❝❤❛♣-❡'✱ ✇❡ ♠❛❦❡ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥-'✐❜✉-✐♦♥/✿

✶✳ ❛♥ ✐♥-'♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ♦✉' /♦✲❝❛❧❧❡❞ ●'❡❡♥ ❇✐❍❛'♠♦♥✐❝ ❈♦♦'❞✐♥❛-❡/✱ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐/❡

❧✐♥❡❛' 2nd ❛♥❞ ❝♦♥/-❛♥- ♣❡' -'✐❛♥❣❧❡ 3rd ♦'❞❡'/ ❞❡'✐✈❛-✐✈❡/ ❝♦♥/-'❛✐♥-/ ♦♥ -❤❡ ❝❛❣❡ ✭/❡❡

/❡❝-✐♦♥ ✶✶✳✷✮❀

✷✳ -❤❡ ❝❧♦/❡ ❢♦'♠ ❡①♣'❡//✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✐♥-❡❣'❛❧/ ♦❢ -❤❡ ●'❡❡♥ ❜✐❤❛'♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝-✐♦♥/ ♦♥ -'✐✲

❛♥❣❧❡/❀

✸✳ ❛ ❢'❛♠❡✇♦'❦ /✐♠✐❧❛' -♦ ❱❛'✐❛-✐♦♥❛❧ ❍❛'♠♦♥✐❝ ▼❛♣/ ❬✽❪ -❤❛- ✉/❡/ ♦✉' ●'❡❡♥ ❇✐❍❛'✲

♠♦♥✐❝ ❈♦♦'❞✐♥❛-❡/✱ ❛♥❞ -❤❛- ✇❡ ❝❛❧❧ ❱❛'✐❛-✐♦♥❛❧ ❇✐❍❛'♠♦♥✐❝ ▼❛♣/ ✭/❡❡ /❡❝-✐♦♥ ✶✶✳✸✮✳

✶✶✳✶✳✶ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡1✉❛#✐♦♥( ✇✐#❤ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐#✐♦♥(

❆/ ♣'❡/❡♥-❡❞ ✐♥ ❬✻✶❪✱ ❛ ●'❡❡♥ ✐❞❡♥-✐-② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡'✐✈❡❞ -♦ ❡①♣'❡// ❛♥② ❤❛'♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝-✐♦♥ λ
❡✈❡'②✇❤❡'❡ ✐♥ ❛ ❝❧♦/❡ ❞♦♠❛✐♥ D ❜② -❤❡ ♠❡❛♥/ ♦❢ ❛♥ ✐♥-❡❣'❛-✐♦♥ ♦❢ ✐-/ ❜♦✉♥❞❛'② ❝♦♥❞✐-✐♦♥/✿

λ(η) =

∫

ξ∈∂D
λ(ξ)

∂1G(ξ, η)

∂nξ
dσξ

−
∫

ξ∈∂D
G(ξ, η)

∂λ(ξ)

∂nξ
dσξ ✭✶✶✳✶✮

✇❤❡'❡G ✐/ -❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥-❛❧ /♦❧✉-✐♦♥ -♦ -❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡Q✉❛-✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ △1 G(x, y) =△2 G(x, y) =
δ0(||x− y||)✳
◆♦-❡ -❤❛- G ✐/ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ d ❜②

G(x, y) =

{

1
(2−d)|Sd| ||x− y||2−d d ≥ 3
1
2π log(||x− y||) d = 2

✇❤❡'❡ |Sd| ❞❡♥♦-❡/ -❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ -❤❡ ✉♥✐- /♣❤❡'❡ ✐♥ R
d
✳

■♥ -❤❡ /❛♠❡ ✇❛②✱ ❛♥② ❜✐❤❛$♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝-✐♦♥ λ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣'❡//❡❞ ❛/

λ(η) =

∫

ξ∈∂D
λ(ξ)

∂1G(ξ, η)

∂nξ
dσξ ✭✶✶✳✷✮

−
∫

ξ∈∂D
G(ξ, η)

∂λ(ξ)

∂nξ
dσξ

+

∫

ξ∈∂D
△ λ(ξ)

∂1g(ξ, η)

∂nξ
dσξ

−
∫

ξ∈∂D
g(ξ, η)

∂(△ λ)(ξ)

∂nξ
dσξ



✶✶✳✶✳ ▼❆❚❍❊▼❆❚■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ✶✼✶

✇❤❡#❡ g ✐% &❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ %♦❧✉&✐♦♥ &♦ &❤❡ ❜✐❤❛#♠♦♥✐❝ ❡1✉❛&✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ △1 g(x, y) =△2

g(x, y) = G(x, y)✱ ❛♥❞ △2
1 g(x, y) =△2

2 g(x, y) = δ0(||x − y||)✳ ❆ %✐♠♣❧❡ ♣#♦♦❢ ♦❢ ❊1✳ ✶✶✳✷

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ♦❢ &❤✐% &❤❡%✐% ✭%❡❡ %❡❝&✐♦♥ ✶✸✳✹✮✳

✶✶✳✶✳✷ ●$❡❡♥ ❝♦♦$❞✐♥❛,❡-

■♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❝❛❣❡ ❛ ❝❧♦%❡❞ &#✐❛♥❣✉❧❛# ♠❡%❤ &❤❛& ❛❝&% ❛% ❛ ❝♦♥&#♦❧ %&#✉❝&✉#❡

❢♦# %❤❛♣❡ ❞❡❢♦#♠❛&✐♦♥✳ ■&% ✈❡#&✐❝❡% ❛♥❞ &❤❡✐# ♣♦%✐&✐♦♥% ❛#❡ %✐♠✐❧❛#❧② ♥♦&❡❞ vi✱ i ❜❡✐♥❣ ❛♥
✐♥&❡❣❡# ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ ✐&% &#✐❛♥❣❧❡% ❛#❡ ♥♦&❡❞ tj = {t0j , t1j , t2j} ❛♥❞ ❛#❡ #❡♣#❡%❡♥&❡❞ ❛% ❛ &#✐♣❧❡&
♦❢ &❤❡ ✈❡#&❡① ✐♥❞✐❝❡% ♦❢ &❤❡ &#✐❛♥❣❧❡✳

❲❡ ❝♦♥%✐❞❡# ❛ ❞❡❢♦#♠❛&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ &❤❡ ❝❛❣❡ ✭&❤❡ ❜♦✉♥❞❛#② ♦❢ &❤❡ ❞♦♠❛✐♥
∂D✮ &❤❛& ✇❡ ✇✐%❤ &♦ ❡①&❡♥❞ &♦ &❤❡ ✐♥&❡#✐♦# ♦❢ &❤❡ ❝❛❣❡ ✭&❤❡ ✐♥&❡#✐♦# ♦❢ &❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D✮✳ ❚❤✐%
❢✉♥❝&✐♦♥ ✐% ♥❡❝❡%%❛#❧② ♣✐❡❝❡✇✐%❡ ❧✐♥❡❛# ♦♥ &❤❡ ❝❛❣❡✳ ❇② ♥♦&✐♥❣ Γi(ξ) &❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐%❡ ❧✐♥❡❛#
❜❛%✐% ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛%%♦❝✐❛&❡❞ &♦ &❤❡ ✈❡#&❡① vi✱ &❤❛& &❛❦❡% ✈❛❧✉❡ 1 ❛& vi ❛♥❞ 0 ❛& ♦&❤❡# ✈❡#&✐❝❡%✱
&❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ f ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣#❡%%❡❞ ❛%✿

∀ξ ∈ ∂D : f(ξ) =
∑

vi

Γi(ξ) · vi ✭✶✶✳✸✮

▲✐♣♠❛♥ ❡& ❛❧✳ ❬✻✶❪ %❡& &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐&✐♦♥% ✇❤❡♥ ❞❡❢♦#♠✐♥❣ &❤❡ ❝❛❣❡✿

∀ξ ∈ tj ⊂ ∂D :
∂f

∂nξ
(ξ) = stj · n(tj) ✭✶✶✳✹✮

✇✐&❤ tj ❜❡✐♥❣ &❤❡ j
th
&#✐❛♥❣❧❡ ♦❢ &❤❡ ❝❛❣❡✱ n(tj) ❜❡✐♥❣ ✐&% ♦✉&✇❛#❞ ✉♥✐& ♥♦#♠❛❧✱ ❛♥❞ stj ❜❡✐♥❣

&❤❡ %&#❡&❝❤ ❢❛❝&♦# ❛%%♦❝✐❛&❡❞ &♦ &❤❡ ❞❡❢♦#♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝❛❣❡ ✭✐&% ✷❉ ❝♦♥❢♦#♠❛❧✐&② ❢❛❝&♦#✮✳

❆% ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ &❤❡ &❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣#♦✉♥❞ ♦❢ &❤✐% &❤❡%✐%✱ &❤✐% ❝❤♦✐❝❡ ❝♦##❡%♣♦♥❞% &♦ %❡&&✐♥❣

&❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ &❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ &♦ ❜❡ ❛% ❝❧♦%❡ ❛% ♣♦%%✐❜❧❡ &♦ ❛ %✐♠✐❧❛#✐&② ♦♥ ❡❛❝❤ &#✐❛♥❣❧❡ ♦❢

&❤❡ ❝❛❣❡✳

❚❤❡ #❡%✉❧&✐♥❣ ❞❡❢♦#♠❛&✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② &❤❡ ●#❡❡♥ ❝♦♦#❞✐♥❛&❡% ✐% ❡①♣#❡%%❡❞ ❛%

f(η) =
∑

vi

φi(η) · vi ✭✶✶✳✺✮

+
∑

tj

ψj(η)stj · n(tj)

❚❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥% φi(η) ❛♥❞ ψj(η) ❛#❡ &❤❡ ●#❡❡♥ ❈♦♦#❞✐♥❛&❡%✳ ❲❡ #❡❢❡# &❤❡ #❡❛❞❡# &♦ ❬✻✶❪ ❢♦#
❛♥ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ &❤♦%❡✱ ❛♥❞ &♦ ❬✽❪ ❢♦# &❤❡ ❡①♣#❡%%✐♦♥ ♦❢ &❤❡✐# ❞❡#✐✈❛&✐✈❡%✳

❯❧&✐♠❛&❡❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ &♦ ❤❛✈❡ ❛ %✐♠✐❧❛# ❛#❣✉♠❡♥& &❤❛& ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉% &♦ %❡& %✐♠♣❧❡

❜♦✉♥❞❛#② ❝♦♥%&#❛✐♥&% ❢♦# ♦✉# ❜✐❤❛#♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝&✐♦♥%✱ ❣✐✈❡♥ &❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦#♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✈❡#&❡①

♣♦%✐&✐♦♥%✳ ❯♥❢♦#&✉♥❛&❡❧②✱ &❤✐% %❡❡♠% ❞✐✣❝✉❧&✱ ❛% &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡# ♦#❞❡# ❝♦♥%&#❛✐♥&%

#❡1✉✐#❡% ♠♦#❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦#♠❛&✐♦♥✳

❇✐❤❛$♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❤❛$♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝,✐♦♥- ■❢ ✇❡ %❡& △ f(ξ) ❛♥❞ ∂(△f)(ξ)
∂nξ

&♦ ❜❡ ♥✉❧❧ ❡✈❡#②✲

✇❤❡#❡✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥ &❤❡ ❢♦#♠✉❧❛&✐♦♥ ♣#♦♣♦%❡❞ ❜② ❬✻✶❪✳ ❉❡#✐✈❡❞ ❢#♦♠ ♦✉# ❢♦#♠✉❧❛&✐♦♥✱ &❤❡%❡



✶✼✷

❝♦♦%❞✐♥❛*❡, ❛%❡ ,*✐❧❧ ❜✐❤❛$♠♦♥✐❝✳ ■♥ ❢❛❝*✱ ❛, ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✻✶❪✱ *❤❡② ❛%❡ ❤❛$♠♦♥✐❝✱ ✇❤✐❝❤

✐, ♥♦* ✐♥ ❝♦♥*%❛❞✐❝*✐♦♥ ✇✐*❤ ♦✉% ,*❛*❡♠❡♥*✿ ❛ ❤❛%♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝*✐♦♥ ✐, ❜✐❤❛%♠♦♥✐❝ ✭✐❢ △ (f) = 0✱
*❤❡♥ △2 (f) =△ (△ (f)) =△ (0) = 0✮✳

❚❤❡♥ ❛❣❛✐♥✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥,✐❞❡% ❛ ❜✐❤❛%♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ✐*, ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐, ❤❛%♠♦♥✐❝ ❛♥❞ *❤❡%❡❢♦%❡

✈❡%✐✜❡, *❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣&✐♥❝✐♣❧❡✳ ❙❡**✐♥❣ △ (f) *♦ ❜❡ ♥✉❧❧ ♦♥ *❤❡ ❜♦✉♥❞❛%② ♦❢ *❤❡ ❞♦♠❛✐♥

,❤♦✉❧❞ ✐♠♣❧② *❤❛* ✐* ✐, ♥✉❧❧ ❡✈❡%②✇❤❡%❡ ✐♥+✐❞❡ *❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ❤❛%♠♦♥✐❝ *❤❡ %❡,✉❧*✐♥❣

❢✉♥❝*✐♦♥✳

■♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡❝*✐♦♥,✱ ✇❡ ❞✐,❝✉,, ❝❤♦✐❝❡, ❢♦% *❤❡ ,❡**✐♥❣ ♦❢ ♦*❤❡% ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐*✐♦♥,

%❡❣❛%❞✐♥❣ *❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♦%❞❡% ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✭△ (f)(ξ)✱ ,❡❡ ,❡❝*✐♦♥ ✶✶✳✷✮ ❛♥❞ *❤❡ *❤✐%❞

♦%❞❡% ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✭

∂(△f)(ξ)
∂nξ

✮✱ ❛♥❞ ❞✐,❝✉,, *❤❡ ❝♦♠♣❛%✐,♦♥ ✇✐*❤ *%❛❞✐*✐♦♥❛❧ ❤❛%♠♦♥✐❝

●%❡❡♥ ❝♦♦%❞✐♥❛*❡, ✐♥ *❤❡ ❝♦♥*❡①* ♦❢ ❝❛❣❡✲❜❛,❡❞ ,❤❛♣❡ ❞❡❢♦%♠❛*✐♦♥,✳

◆♦*❡ ❛❧,♦✱ *❤❛* ❛) ❢♦$ +❤❡ ●$❡❡♥ ❝♦♦$❞✐♥❛+❡)✱ *❤❡ %❡,✉❧*✐♥❣ ❢✉♥❝*✐♦♥ ✜*, ♥♦♥❡ ♦❢ *❤❡

❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥,*%❛✐♥*,✳ ■♥❞❡❡❞✱ *♦ ✇%✐*❡ ❛♥ ❤❛%♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ❡✐*❤❡% ❛ ❉✐%✐❝❤❧❡* ❝♦♥❞✐*✐♦♥

♦$ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣%❡,❝%✐❜❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦* ❜♦*❤ ♦❢ *❤❡♠ ❛* *❤❡ ,❛♠❡ *✐♠❡✳

❨♦✉ ,❤♦✉❧❞ ♥♦*❡✱ *❤❛* ✐❢ *❤❡ ❉✐%✐❝❤❧❡* ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥,*%❛✐♥* ✇❛, %❡,♣❡❝*❡❞✱ *❤❡ %❡,✉❧*✐♥❣

❞❡❢♦%♠❛*✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ *❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② *❤❡ ❍❛%♠♦♥✐❝ ❈♦♦%❞✐♥❛*❡, ❬✹✻❪✳

■♥ *❤❡ ,❛♠❡ ✇❛②✱ ❛ ❜✐❤❛%♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝*✐♦♥ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ♣%❡,❝%✐❜✐♥❣ *❤❡ ❉✐%✐❝❤❧❡*

❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐*✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦ ♠♦%❡ ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐*✐♦♥✳ ❚❤❡ %❡,✉❧* ♦❢ ♦✉%

❢♦%♠✉❧❛*✐♦♥✱ ❛, ❢♦% *❤❡ ●%❡❡♥ ❈♦♦%❞✐♥❛*❡,✱ ✐, *❤❡ %❡,✉❧* ♦❢ ❛ ♠✐①*✉%❡ ♦❢ *❤❡,❡ ❜♦✉♥❞❛%②

❝♦♥❞✐*✐♦♥,✳

✶✶✳✷ ●$❡❡♥ ❇✐❍❛$♠♦♥✐❝ ❝♦♦$❞✐♥❛/❡0✿ ❆♥❛❧②/✐❝ ❜✐❤❛$♠♦♥✐❝

❝❛❣❡✲❜❛0❡❞ ❞❡❢♦$♠❛/✐♦♥0

❙❡**✐♥❣ △ (f) *♦ ❜❡ ❝♦♥,*❛♥* ♦♥ ❡❛❝❤ *%✐❛♥❣❧❡ ❣✐✈❡, ❜✐❤❛%♠♦♥✐❝ ❝♦♦%❞✐♥❛*❡, ✇✐*❤ ❛ ✈❡%②

,✐♠♣❧❡ ❡①♣%❡,,✐♦♥✳ ❯♥❢♦%*✉♥❛*❡❧②✱ ✇❡ ❡✈❡♥*✉❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ♦✉* *❤❛* *❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

*❤✐, ,❡* ♦❢ ❝♦♦%❞✐♥❛*❡, ✇❛, ❧❡❛❞✐♥❣ *♦ ,❡✈❡%❡ ❞✐,*♦%*✐♦♥ ✐♥ *❤❡ ,♣❛❝❡ ❞❡❢♦%♠❛*✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣

✉♥✉,❛❜❧❡ *❤❡,❡ ❝♦♦%❞✐♥❛*❡,✳

❇② ,❡**✐♥❣ △ (f) *♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛% ♦♥ ❡❛❝❤ *%✐❛♥❣❧❡ ♦❢ *❤❡ ❝❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥*✐♥✉♦✉, ♦♥ *❤❡ ❝❛❣❡✱ ❛♥❞

∂(△f)(ξ)
∂nξ

*♦ ❜❡ ❝♦♥,*❛♥* ♦♥ ❡❛❝❤ *%✐❛♥❣❧❡✱ ✐✳ ❡✳

{

∀ξ ∈ ∂D : △ (f)(ξ) =
∑

vi
Γi(ξ) · LVi

∀ξ ∈ tj ⊂ ∂D : ∂(△f)(ξ)
∂nξ

= lTj
✭✶✶✳✻✮

✇✐*❤ LVi , l
T
j ∈ R3

✱ ✇❡ ♦❜*❛✐♥ ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ ❝♦♦%❞✐♥❛*❡, ✇✳%✳*✳ *❤❡ ❝❛❣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ♥♦*✐♥❣ ΛVi (η) =
∫

ξ∈{t∈T1(vi)} Γi(ξ)
∂1g(ξ,η)
∂nξ

dσξ ❛♥❞ λTj (η) = −
∫

ξ∈tj g(ξ, η)dσξ ✱

✇❡ ♦❜*❛✐♥ *❤❛* *❤❡ ❞❡❢♦%♠❛*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ f ✐, ❡①♣%❡,,❡❞ ❡✈❡%②✇❤❡%❡ ❛,



✶✶✳✷✳ ●❘❊❊◆ ❇■❍❆❘▼❖◆■❈ ❈❖❖❘❉■◆❆❚❊❙✿ ❆◆❆▲❨❚■❈ ❇■❍❆❘▼❖◆■❈ ❈❆●❊✲❇❆❙❊❉

❉❊❋❖❘▼❆❚■❖◆❙ ✶✼✸

f(η) =
∑

vi

φi(η) · vi ✭✶✶✳✼✮

+
∑

tj

ψj(η) · n(tj)

+
∑

vi

ΛVi (η) · LVi

+
∑

tj

λTj (η) · lTj

❚❤❡ ❝♦♦*❞✐♥❛/❡0 φi ❛♥❞ ψj ❛*❡ ❤❛"♠♦♥✐❝ ❬✻✶❪✱ ❛♥❞ /❤❡ ❝♦♦*❞✐♥❛/❡0 ΛVi ❛♥❞ λTj ❛*❡ ❜✐❤❛"✲

♠♦♥✐❝✳

❚❤❡ *❡0✉❧/✐♥❣ ❢✉♥❝/✐♦♥ f ✐0 ❜✐❤❛*♠♦♥✐❝ ❛0 ✇❡❧❧✱ ❛♥❞

△ (f)(η) =
∑

vi
△ (ΛVi )(η) · LVi +

∑

tj
△ (λTj )(η) · lTj

=
∑

vi
φi(η) · LVi +

∑

tj
ψj(η) · lTj ✭✶✶✳✽✮

△2 (f)(η) = 0 ✭✶✶✳✾✮

❚❤❡ 0♣❛❝❡ ♦❢ ♦✉* ❜✐❤❛*♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝/✐♦♥0 ✐0 ❛ ✈❡❝/♦*✐❛❧ 0♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥0✐♦♥ dBH(▼) = 2(#V+
#T )✳

▼♦+✐✈❛+✐♦♥- ❜❡❤✐♥❞ +❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥-+"❛✐♥+- ❲❡ ❝❤♦0❡ /♦ 0❡/ △ (f) /♦ ❜❡

❝♦♥/✐♥✉♦✉0 ♦♥ /❤❡ ❝❛❣❡✱ ❛0 /❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ❛ ❜✐❤❛*♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝/✐♦♥ 0❤♦✉❧❞ ❜❡ C∞
❡✈❡*②✇❤❡*❡

✐♥0✐❞❡ /❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥0✐❞❡* ✐/0 *❡0/*✐❝/✐♦♥ ♦♥ ❛ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ♦*❞❡* ♦❢ *❡❣✉❧❛*✐/② C0
✳

❲❡ 0❡/ ✐/ /♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛* ♦♥ ❡❛❝❤ /*✐❛♥❣❧❡ ❛0 ❛ ❞❡❢❛✉❧/ ❝❤♦✐❝❡✿ ✐/ ❝♦**❡0♣♦♥❞0 /♦ /❤❡ 0✐♠♣❧❡0/

❜❛0✐0 ❢✉♥❝/✐♦♥ ❢♦* ❝♦♥/✐♥✉♦✉0 ❢✉♥❝/✐♦♥0 ♦♥ /*✐❛♥❣✉❧❛* ♠❡0❤❡0✳

❙❡//✐♥❣

∂(△f)(ξ)
∂nξ

/♦ ❜❡ ❞✐0❝♦♥/✐♥✉♦✉0 ❛❝*♦00 /❤❡ ❝❛❣❡ ❡❞❣❡0 ❝♦**❡0♣♦♥❞0 /♦ /❤❡ ❞✐0❝♦♥/✐♥✉✐/✐❡0

♦❢ /❤❡ ♥♦*♠❛❧ ♦♥ /❤❡ ❝❛❣❡ ✭/❤❡ ♥♦*♠❛❧ ✐0 ❝♦♥0/❛♥/ ♦♥ ❡❛❝❤ /*✐❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞

∂(△f)(ξ)
∂nξ

,
−→▽△ f(ξ)·

nξ✮✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ 0❡/ /❤✐0 ❝♦♥0/*❛✐♥/ /♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛* ♦♥ ❡❛❝❤ /*✐❛♥❣❧❡ /♦ ❡♥*✐❝❤ /❤❡ 0♣❛❝❡

✭♣*♦✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ /*✐❛♥❣❧❡ ✇✐/❤ /❤*❡❡ ✈❛❧✉❡0 ✐♥R
3
❛0 ❛ 0♣❛❝❡ /♦ ❞❡✜♥❡ ✐/✮✱ ❜✉/ ♦✉* ❡①♣❡*✐♠❡♥/0

❤❛✈❡ 0❤♦✇♥ /❤❛/ /❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ /❤✐0 0❡/ ♦❢ ❝♦♦*❞✐♥❛/❡0 ✇❛0 ✐♥/*♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥0/❛❜✐❧✐/✐❡0 ✐♥ /❤❡

❝♦♥/❡①/ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐/ ❝❛❣❡✲❜❛0❡❞ ❞❡❢♦*♠❛/✐♦♥0 ✭0❡❡ 0❡❝/✐♦♥ ✶✶✳✸✮✳

❋♦* ❝♦♠♣❧❡/❡♥❡00✱ ✇❡ ♣*♦✈✐❞❡ /❤❡ ❡①♣*❡00✐♦♥ ♦❢ ΛTj,k(η) =
∫

ξ∈{tj} Γtkj (ξ)
∂1g(ξ,η)
∂nξ

dσξ ❛♥❞

λTj,k(η) =
∫

ξ∈{tj} Γtkj (ξ)g(ξ, η)dσξ✳

❖♥❝❡ /❤❡0❡ ❡①♣*❡00✐♦♥0 ❛*❡ ❢♦✉♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜/❛✐♥ ΛVi (η) ❛♥❞ λTj (η) ❛0

{

ΛVi (η) =
∑

j,k|tkj=i Λ
T
j,k(η)

λTj (η) =
∑

k λ
T
j,k(η)

✭✶✶✳✶✵✮

❈♦♥✈❡"❣❡♥❝❡ ◆♦/❡✱ /❤❛/ ❜② 0✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ ▼✱ ❛♥② ❢✉♥❝/✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛/❡❞ ✉0✐♥❣

/❤✐0 ❜❛0✐0 ❢♦* /❤❡ ❝♦♥0/*❛✐♥/0✳ ❚❤✐0 0❡/ ♦❢ ❢✉♥❝/✐♦♥0 ✐0 /❤❡*❡❢♦*❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛/❡ ❢♦* ❛ ❜❛0✐0

♦❢ ❜✐❤❛*♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝/✐♦♥0✱ ✇❤❡♥ ✉0✐♥❣ ❋✐♥✐/❡ ❊❧❡♠❡♥/0 ♠❡/❤♦❞0✳



✶✼✹

✶✶✳✷✳✶ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥ ♦❢ ΛTj,k(η)

❙✐♥❝❡ g(ξ, η) = ||ξ−η||
8π ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ -❤❛-

−→▽ξg(ξ, η) = (ξ−η)
8π||ξ−η|| ✱ ❛♥❞ -❤❡/❡❢♦/❡✱

∂1g(ξ,η)
∂nξ

=

(ξ−η)t·nξ

8π||ξ−η|| =
(ξ−η)t·n(tj)
8π||ξ−η|| ∀ξ ∈ tj ✳

❙✐♥❝❡ ∀ξ ∈ tj ,
∂1g(ξ,η)
∂nξ

=
(ξ−v

t0
j
)t·n(tj)

8π||ξ−η|| +
(v

t0
j
−η)t·n(tj)

8π||ξ−η|| ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜♥❛❧❧②✱ -❤❛-

∀ξ ∈ tj ,
∂1g(ξ, η)

∂nξ
=
d(η, tj)

2
G(ξ, η) ✭✶✶✳✶✶✮

✱ ✇❤❡/❡ d(η, tj) ❞❡♥♦-❡8 -❤❡ 8✐❣♥❡❞ ❞✐8-❛♥❝❡ ♦❢ η -♦ -❤❡ -/✐❛♥❣❧❡ tj ✭✐✳ ❡✳ d(η, tj) , (η−vt0j )
t ·

n(tj)✮✳

❯8✐♥❣ ❊<✳ ✶✶✳✶✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ΛTj,k(η) =
∫

ξ∈tj Γtkj (ξ)
∂1g(ξ,η)
∂nξ

dσξ =
d(η,tj)

2

∫

ξ∈tj Γtkj (ξ)G(ξ, η)dσξ =
d(η,tj)

2 µj,k(η)

✇❤❡/❡ µj,k(η) =
∫

ξ∈tj Γtkj (ξ)G(ξ, η)dσξ✳

❊①♣#❡%%✐♦♥ ♦❢ µj,k(η) ∀ξ ∈ tj , Γtkj
(ξ) =

(ξ−v
t
k+1
j

)·nk
j

(v
tk
j
−v

t
k+1
j

)·nk
j

✳

µj,k(η) =

∫
ξ∈tj

(ξ−η)·G(ξ,η)dσξ+
∫
ξ∈tj

(η−v
t
k+1
j

)·G(ξ,η)dσξ

∆j
· nkj

✇✐-❤ ∆j = (vtkj
− v

tk+1
j

) · nkj = 2Area(tj)∀k✳

µj,k(η) =

∫
ξ∈tj

(ξ−η)·nk
j ·G(ξ,η)dσξ

∆j
+

(η−v
t
k+1
j

)·nk
j

∫
ξ∈tj

G(ξ,η)dσξ

∆j

=

∫
ξ∈tj

(ξ−η)·nk
j ·G(ξ,η)dσξ

∆j
+

(η−v
t
k+1
j

)·nk
jψj(η)

∆j

❚❤❡ ❡①♣/❡88✐♦♥

(η−v
t
k+1
j

)·nk
j

∆j
✐8 -❤❡ ❡①-❡♥8✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❜❛8✐8 ❢✉♥❝-✐♦♥ ❛88♦❝✐❛-❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ✈❡/-❡①

tkj ♦❢ -❤❡ ❝❛❣❡ Γtkj
✱ ❢/♦♠ -❤❡ -/✐❛♥❣❧❡ tj -♦ -❤❡ ❡♥-✐/❡ ✸❉ 8♣❛❝❡✳ ❲❡ ♥♦-❡ -❤❡8❡ ❢✉♥❝-✐♦♥8

Γ̃tj ,k(η)✱ ❛♥❞ -❤❡② ❤❛✈❡ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣/♦♣❡/-✐❡8✿

{
∑2

k=0 Γ̃tj ,k(η) = 1 ∀η ∈ R3 ∀tj
−→▽Γ̃tj ,k(η) =

nk
j

∆j
∀η ∈ R3 ∀tj , k

✭✶✶✳✶✷✮

❆❧❧ -❤❛- /❡♠❛✐♥8 ✐8 -♦ ✜♥❞ -❤❡ ❡①♣/❡88✐♦♥ ♦❢ -❤✐8 ❧❛8- ✐♥-❡❣/❛❧✳ ❲❡ 8❡❡ -❤❛-

∀η ,
∫

ξ∈tj (ξ − η) · nkj ·G(ξ, η)dσξ = −1
4π ·

∫

ξ∈tj
(ξ−η)·nk

j

||ξ−η|| dσξ✳

❲❡ ♦❜-❛✐♥

µj,k(η) =
−1

4π∆j
· tftj ,k(η) + Γ̃tj ,k(η)ψj(η)



tj = Tj0 − Tj1 + Tj2

tftj ,k(η)

(u, v, w) = R ·(ξ−vt0j ) R [
v
t1
j
−v

t0
j

||v
t1
j
−v

t0
j
|| , n(tj)×

v
t1
j
−v

t0
j

||v
t1
j
−v

t0
j
|| , n(tj)]

tftj ,k(η) =

∫

ξ∈tj

< (ξ − η)|nkj >
||ξ − η|| dσξ =

∫

(u,v)∈R(tj−vt0
j
)

< ((u, v, 0)− (a, b, c))|R · nkj >
||(u, v, 0)− (a, b, c)|| dudv

(ui, vi) vtij
u0 = v0 =

v1 = 0 nkj

u v R · nkj = (−(vk+2 − vk+1), (uk+2 − uk+1), 0)

tfutj (η) =

∫

(u,v)∈R(tj−vt0
j
)

(u− a)

||(u, v, 0)− (a, b, c)||dudv

=

∫ v2

v=0

∫
u2−u1

v2
v+u1

u=
u2
v2
v

(u− a)
√

(u− a)2 + (v − b)2 + c2
dudv

=

∫ v2

v=0

[

√

(u− a)2 + (v − b)2 + c2
]

u2−u1
v2

v+u1

u=
u2
v2
v

dv



✶✼✻

tfvtj (η) =

∫

(u,v)∈R(tj−vt0
j
)

(v − b)

||(u, v, 0)− (a, b, c)||dudv

=

∫ u2

u=0

∫
v2
u2
u

v=0

(v − b)

||(u, v, 0)− (a, b, c)||dvdu

−
∫ u2

u=u1

∫
v2

u2−u1
(u−u1)

v=0

(v − b)

||(u, v, 0)− (a, b, c)||dvdu

=

∫ u2

u=0

[

√

(u− a)2 + (v − b)2 + c2
]

v2
u2
u

v=0
du

−
∫ u2

u=u1

[

√

(u− a)2 + (v − b)2 + c2
]

v2
u2−u1

(u−u1)

v=0
du

❲❡ ♥♦'❡ q(β, T − α) '❤❡ )❡❧❡✈❛♥' ❛♥'✐❞❡)✐✈❛'✐✈❡

q(β, T − α) =

∫ T
√

(t− α)2 + βdt =

∫ T−α
√

t2 + βdt

✇✐'❤

q(β, T ) =
β · asinh(T/√β) + T ·

√

T 2 + β

2

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣)❡44✐♦♥4 ♦❢ tfutj (η) ❛♥♥❞ tfvtj (η) ❛)❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

tfutj (η) = −f1q(λ1v22, v2−v2s1)+f1q(λ1v22,−v2s1)+f2q(λ2v22, v2−v2s2)−f2q(λ2v22,−v2s2),
❛♥❞ tfvtj (η) = f3q(λ1u

2
2, u2−u2s1)− f3q(λ1u22,−u2s1)+ q(b2+ c2,−a)− q(b2+ c2, u1− a)

− f4q((u2 − u1)
2λ2, u2 − us) + f4q((u2 − u1)

2λ2, u1 − us)

✇✐'❤



































































































f1 =

√

u22+v
2
2

v22

f2 =

√

(u2−u1)2+v22
v22

f3 =

√

u22+v
2
2

u22

f4 =
√

(u2−u1)2+v22
(u2−u1)2

λ1 =
(

(av2−bu2)2
(u22+v

2
2)

2 + c2

u22+v
2
2

)

λ2 =
(

((a−u1)v2−(u2−u1)b)2
((u2−u1)2+v22)2

+ c2

(u2−u1)2+v22

)

s1 = au2+bv2
u22+v

2
2

s2 = ((u2−u1)(a−u1)+bv2)
(u2−u1)2+v22

us =
v2b(u2−u1)+u1v22+a(u2−u1)2

(u2−u1)2+v22

✶✶✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥ ♦❢ λTj,k(η)

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ '❤❡ 4❛♠❡ 4')❛'❡❣② ❛4 ❡❛)❧✐❡)✱

λTj,k(η) = −
∫

ξ∈tj Γtkj (ξ)g(ξ, η)dσξ



✶✶✳✷✳ ●❘❊❊◆ ❇■❍❆❘▼❖◆■❈ ❈❖❖❘❉■◆❆❚❊❙✿ ❆◆❆▲❨❚■❈ ❇■❍❆❘▼❖◆■❈ ❈❆●❊✲❇❆❙❊❉

❉❊❋❖❘▼❆❚■❖◆❙ ✶✼✼

=
−

∫
ξ∈tj

(ξ−η)·nk
j ||ξ−η||

8π∆j
− Γ̃tj ,k

(η)

8π

∫

ξ∈tj ||ξ − η||dσξ

=
−

∫
ξ∈tj

(ξ−η)·nk
j ||ξ−η||

8π∆j
+ Γ̃tj ,k(η)λ

T
j (η)

◆♦"❡✱ "❤❛" "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ λTj (η) ✐. /❡0✉✐/❡❞ ❢♦/ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ λ
T
j,k(η)✱ ❛♥❞ ♥♦"

"❤❡ ♦"❤❡/ ✇❛② ❛/♦✉♥❞ ✭/❡❝❛❧❧ "❤❛" λTj (η) =
∑

k λ
T
j,k(η)✮✳ ❲❡ ."✐❧❧ ♣/♦✈✐❞❡ "❤❡ ❡①♣/❡..✐♦♥ ♦❢

λTj,k(η) ❢♦/ ❝♦♠♣❧❡"❡♥❡..✱ ❜✉" "❤❡② ❛/❡ ♥♦" ♦✉/ ♣/✐♠❛/② ❣♦❛❧✳

❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ −
∫

ξ∈tj (ξ − η) · nkj ||ξ − η|| ❚❤✐. ✐♥"❡❣/❛❧ ✐. ❡0✉❛❧ "♦ (vk+2−vk+1)TFUtj (η)−
(uk+2−uk+1)TFVtj (η)✱ ✇✐"❤ TFUtj (η) ❛♥❞ TFVtj (η) "❤❡ .❛♠❡ ❡①♣/❡..✐♦♥. ❛. tfutj (η) ❛♥❞
tfvtj (η)✱ .✐♠♣❧② ❜② /❡♣❧❛❝✐♥❣ q(·, ·) ✐♥ "❤❡✐/ ❡①♣/❡..✐♦♥. ❜② q2(·, ·) ❞❡✜♥❡❞ ❛.✿

q2(β, T ) ,
∫ T (t2+β)

3
2

3 dt

= T
12(T

2 + β)
3
2 + βT

8

√

T 2 + β + β2

8 asinh(
T√
β
)

❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢

∫

ξ∈tj ||ξ − η||dσξ ❚❤❡ .❡❝♦♥❞ ✐♥"❡❣/❛❧ ✐. 0✉✐"❡ ♠♦/❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ "♦ ❝♦♠✲

♣✉"❡✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦" ✉.❡ "❤❡ .❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛/✐❛❜❧❡. ❛. ❜❡❢♦/❡✱ ❛. ✐" ❧❡❛❞. "♦ ♦✈❡/✲❝♦♠♣❧✐❝❛"❡❞

❡①♣/❡..✐♦♥. "❤❛" .❡❡♠ ✐♠♣♦..✐❜❧❡ "♦ ✐♥"❡❣/❛"❡✳ ■♥."❡❛❞✱ ✇❡ ♣/♦♣♦.❡ "♦ ✉.❡ "❤❡ .❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ ✈❛/✐❛❜❧❡. ❛. ▲✐♣♠❛♥✱ ✐♥ ✐". ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ●❈ ❬✻✶❪✭.❡❡ ❋✐❣✳ ✶✶✳✶✭❜✮✮✳

❲❡ ♥♦"❡ p "❤❡ ♣/♦❥❡❝"✐♦♥ ♦❢ η ♦♥ "❤❡ "/✐❛♥❣❧❡ tj ✱ ❛♥❞ Tjk = {p, v
tk+1
j

, v
tk+2
j

} ✭"❤❡ .✉♣❡/
✐♥❞✐❝❡. ❜❡✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ✷✮✳ ■" ✐. ❡❛.② "♦ .❡❡ "❤❛" "❤❡ ✐♥"❡❣/❛❧ ♦❢ ❛♥② ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ "/✐❛♥❣❧❡

tj ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦.❡❞ ♦♥ "❤❡ "❤/❡❡ "/✐❛♥❣❧❡. Tj0, Tj1, Tj2 ✉.✐♥❣ "❤❡ ❢♦/♠✉❧❛✿

∫

ξ∈tj
f(ξ)dσξ =

2
∑

k=0

sign(Tjk)

∫

ξ∈Tjk
f(ξ)dσξ ✭✶✶✳✶✸✮

✇❤❡/❡ sign(Tjk) ❞❡♥♦"❡. "❤❡ ♦/✐❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ "/✐♣❧❡" ♦❢ Tjk ✭ sign(Tjk) , sign(det([v
tk+1
j

−
p, v

tk+2
j

− p, n(tj)])) ✮✳

❆❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ "♦ ❞♦ ✐. ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ✐♥"❡❣/❛❧ ♦❢ ||ξ − η|| ♦✈❡/ "❤❡ "/✐❛♥❣❧❡. Tjk✳ ❲❡ ♥♦"❡
c , ||η − p||2, αk , ∡(pv

tk+1
j

v
tk+2
j

), βk , ∡(v
tk+2
j

pv
tk+1
j

), ζk , ||v
tk+1
j

− p||2 sin2(αk) ❛♥❞
δk , π − αk✳

❋♦/ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞/♦♣ "❤❡ ✐♥❞❡① k ✐♥ "❤❡ ♥♦"❛"✐♦♥.✳

∫

ξ∈Tjk ||ξ − η||dσξ =
∫

ξ∈Tjk
√

c+ ||p− ξ||2dσξ =
∫ β

θ=0

∫ R(θ)
r=0

√
c+ r2rdrdθ =

∫ β

θ=0
(c+R(θ)2)

3
2

3 dθ−
βc

3
2

3

✇✐"❤ R(θ) =
||v

t
k+1
j

−p|| sin(α)

sin(π−α−θ) ✳

∫ β

θ=0 (c+R(θ)2)
3
2dθ =

∫ δ

θ=δ−β (c+
ζ

sin2(θ)
)
3
2dθ



✶✼✽

❇② %❡''✐♥❣ x = tan(θ) ✇❡ %❡❡ '❤❛' '❤❡ .❡❧❡✈❛♥' ❛♥'✐❞❡.✐✈❛'✐✈❡ ✐%

∫ Θ
(c+ ζ

sin2(θ)
)
3
2dθ =

∫ tan(Θ)
(c+ ζ(1+x2)

x2
)
3
2

dx
1+x2

= Q(ζ, c, tan(Θ))

✇❤❡.❡

Q(ζ, c, x) = −sign(x)
2 [(3

√
ζc+ ζ

3
2 ) ln

(

2
ζ+

√
ζ
√
cx2+ζ(1+x2)

|x|

)

+

√
cx2+ζ(1+x2)ζ

x2
− 2c

3
2 arctan

(√
cx2+ζ(1+x2)√

c

)

]

❇② ♠❛❦✐♥❣ '❤❡ .❡♠❛.❦ '❤❛' ζ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ α ✭ζk = ||v
tk+1
j

−p||2 sin2(αk)✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣.♦✈❡ '❤❛'

'❤❡%❡ ❡①♣.❡%%✐♦♥% ❛.❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❛%❡ tan(θ) → 0 ❢♦. θ = δ ♦. δ − β✳ ■♥ '❤❛' ❝❛%❡✱ '❤✐%
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Esim = 0.01002



✶✽✷

■♥ ❛❧❧ ♦✉) ❡①❛♠♣❧❡.✱ ✇❡ ✉.❡❞ 2)❛❞✐2✐♦♥❛❧ ♣♦.✐2✐♦♥❛❧ ❝♦♥.2)❛✐♥2. 2♦ ❞)✐✈❡ 2❤❡ ❞❡❢♦)♠❛2✐♦♥✳ ■2

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥2❡)❡.2✐♥❣ 2♦ .❡❡ ♦2❤❡) ❦✐♥❞. ♦❢ ❝♦♥.2)❛✐♥2. ♦♥ 2❤✐. .❡2 ♦❢ ❝♦♦)❞✐♥❛2❡.✳

❖2❤❡) ❝♦♥2❡①2. 2❤❛♥ .❤❛♣❡ ❞❡❢♦)♠❛2✐♦♥ ♠❛② ❛❧.♦ ❜❡♥❡✜2 ❢)♦♠ ❛ ❜❛.✐. ❢♦) ❜✐❤❛)♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝✲

2✐♦♥.✱ ❛❧2❤♦✉❣❤ ✐2 ✐. ♥♦2 ❝❧❡❛) ❤♦✇ 2♦ )❡2)✐❡✈❡ ✈❛❧✉❡. ❢♦) 2❤❡ 2nd ❛♥❞ 3rd ♦)❞❡). ♦❢ ❞❡)✐✈❛2✐✈❡.
✐♥ ❣❡♥❡)❛❧✱ ❛♥❞ .♣❡❝✐✜❝ .2)❛2❡❣✐❡. ✇♦✉❧❞ ♣)♦❜❛❜❧② ♥❡❡❞ 2♦ ❜❡ ✉.❡❞ ❢♦) ❡❛❝❤ ❞✐✛❡)❡♥2 ❝❛.❡✳

❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ❝❧♦.❡❞ ❢♦)♠ ❢♦)♠✉❧❛ ❢♦) 2❤❡ ❞❡)✐✈❛2✐✈❡. ♦❢ ♦✉) ❜✐❤❛)♠♦♥✐❝ ❝♦♦)❞✐♥❛2❡. ✐. ♦❢ ✐♥2❡)❡.2

❛♥❞ .✉❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②.✐. ❝♦✉❧❞ ♣)❡❝✐.❡ ♠♦)❡ 2❤❡ ✈❛❧✉❡. ♦❢ 2❤❡ ❞✐✛❡)❡♥2 .2❛2✐.2✐❝.

2❤❛2 ✇❡ ❤❛✈❡ .❤♦✇♥ ✐♥ 2❤✐. ❝❤❛♣2❡) 2♦ ❝♦♠♣❛)❡ ♦✉) ❝♦♦)❞✐♥❛2❡. 2♦ ♣)❡✈✐♦✉. ♠❡2❤♦❞.✳ ■♥

♣❛)2✐❝✉❧❛)✱ ✐2 ♠❛② ✐♠♣❛❝2 2❤❡ B✉❛❧✐2② ♦❢ 2❤❡ ❞❡❢♦)♠❛2✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉.✐♥❣ ❛ ✈❛)✐❛2✐♦♥❛❧ ❢)❛♠❡✇♦)❦

2❤❛2 )❡❧✐❡. ✐♥2❡♥.✐✈❡❧② ♦♥ 2❤❡.❡ B✉❛♥2✐2✐❡. 2♦ ❞)✐✈❡ 2❤❡ .❤❛♣❡ 2)❛♥.❢♦)♠❛2✐♦♥✳



 ❛"# ❱■

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❛♥❞ *❡,&♣❡❝.✐✈❡&





❈❤❛♣$❡& ✶✷

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

■♥ "❤✐% "❤❡%✐%✱ ✇❡ ♣*❡%❡♥"❡❞ ❛❧❣♦*✐"❤♠% "❤❛" ❛✐♠ ❛" ❡①"#❛❝"✐♥❣ %✐♠♣❧❡ %"*✉❝"✉*❡% "❤❛" ❝❛♥

❞*✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥% ♦♥ ✸❉ ♦❜❥❡❝"%✳ ❚❤❡%❡ %"*✉❝"✉*❡% ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♦♠❡"*✐❝❛❧ ♦* "♦♣♦✲

❧♦❣✐❝❛❧✱ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛"❡❞ ✐♥)✐❞❡ "❤❡ %❤❛♣❡✱ ♦♥ "❤❡ %❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ♦✉")✐❞❡ "❤❡ %❤❛♣❡✳ ■" ❝❛♥ ❜❡

✶✱✷✱ ♦* ✸ ✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝"%✱ ♦* ✐" ❝❛♥ ❜❡ ❛ %✐♠♣❧❡ %❡" ♦❢ ✐♥❞✐❝❡% ❞❡%❝*✐❜✐♥❣ ❛ %✉❜%❡" ♦❢ "❤❡

♦❜❥❡❝"✳

❇❛%❡❞ ♦♥ "❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐✈❡ ❝♦♥%"*❛✐♥"%✱ ✇❡ ♣*♦♣♦%❡❞ ❡❛❝❤ "✐♠❡ ♥❡✇ ♣*♦♣❡*"✐❡% ❢♦* "❤❡ ♦❜❥❡❝"%

✇❡ ✇❡*❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦*✱ ✇❤❡"❤❡* ✐" ✐% ❛♥ ❛♥❛❧②"✐❝ ❝✉*✈❡ %❦❡❧❡"♦♥✱ ❛ )✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① %"*✉❝"✉*❡

♦♥ "❤❡ %✉*❢❛❝❡✱ ♦* ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ )❡" ♦❢ ❤❛♥❞❧❡) *❡♣*❡%❡♥"✐♥❣ ❝❛❣❡ ❞❡❢♦*♠❛"✐♦♥%✳ ❋✉*"❤❡♠♦*❡✱

✇❡ ✐♥"*♦❞✉❝❡❞ ♥❡✇ ❣❡♦♠❡"*② ♣*♦❝❡%%✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②%✐% "♦♦❧% ❡♥❛❜❧✐♥❣ "❤❡ ✉%❡ ♦❢ ❝❧❛%%✐❝❛❧

%❤❛♣❡ ❡❞✐"✐♥❣ %"*✉❝"✉*❡% %✉❝❤ ❛% ❝✉*✈❡ %❦❡❧❡"♦♥% ❛♥❞ ❝❛❣❡% ✐♥ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥%✳

❘❡❣❛*❞✐♥❣ ✐♥♥❡# ♦❜❥❡❝")✱ ✇❡ ♣*♦♣♦%❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②"✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦* ❝✉*✈❡ %❦❡❧❡"♦♥%✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐"❤

❛♥ ❛❧❣♦*✐"❤♠ "♦ ✜♥❞ ❛ %❡❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡%❤ ✐♥"♦ "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞❡*% ❛♥❞ "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

❞✐%❦%✱ ❢*♦♠ ✇❤✐❝❤ "❤❡ %❦❡❧❡"♦♥✬% ❣❡♦♠❡"*② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡*✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥%"*✉❝"✐♦♥ ♦❢ "❤✐% %❡❣✲

♠❡♥"❛"✐♦♥ *❡❧✐❡% ♦♥ ❛ ♠❡%❤ ❞❡❝✐♠❛"✐♦♥ ❛❧❣♦*✐"❤♠✱ "❤❛" ❝♦♥%✐❞❡*% ❛ ✷✲"❡*♠ ❝♦%" ❢✉♥❝"✐♦♥✱

✇❤♦%❡ ✜*%" "❡*♠ ❞❡%❝*✐❜❡% ❛ "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈❡♥" ✐♥ "❤❡ ❝❧✉%"❡*✐♥❣ ❛♥❞ %❡❝♦♥❞ "❡*♠ ❞❡%❝*✐❜❡%
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♦❢ %❤❡ ❤❛♥❞❧❡✳ ❚❤❡ .❡% ♦❢ ❝✉1✈❡. ✇❡ ♣1♦♣♦.❡ ✐. ❞❡.✐❣♥❡❞ ❢1♦♠ ✐♥%1✐♥.✐❝ ❛♥❞ ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥%

♣1♦♣❡1%✐❡. ♦❢ %❤❡ .✉1❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇. %♦ ✉.❡ .%❛♥❞❛1❞ ❧✐♥❡ 1❡♥❞❡1✐♥❣ ❛❧❣♦1✐%❤♠. %♦ ❞❡✜♥❡

❝✉1✈❡ ❤❛♥❞❧❡.✳ ❲❡ ✐♥%1♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% .%1❛%❡❣② ❢♦1 %❤❡ 1❡❣✉❧❛1✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡.❡ ❝✉1✈❡.

❛♥❞ ❞❡♠♦♥.%1❛%❡❞ ✐%. ♣♦✇❡1 ✐♥ .%❛♥❞❛1❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ .❡..✐♦♥.✳

❘❡❣❛1❞✐♥❣ ♦✉"❡$ ♦❜❥❡❝"(✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥.%1❛%❡❞ %❤❛% ❛♥ ✐♥✈❡1.✐♦♥ ❜❛.❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ (❡✲

❧❡❝"✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥("$❛✐♥"( ✭▼❛①❱♦❧✮ ✐♠♣1♦✈❡. %❤❡ .♣❡❝%1❛❧ ♣1♦♣❡1%✐❡. ♦❢ %❤❡ ❧✐♥❡❛1 .②.%❡♠ %♦

✐♥✈❡1.❡✱ ❛♥❞ %❤❛% ♦✉1 .✉❜.❛♠♣❧✐♥❣ .%1❛%❡❣② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐%❤ .✉❜.♣❡❝%1❛❧ 1❡❣✉❧❛1✐③❛%✐♦♥ ✇❡1❡

❛❞❛♣%❡❞ %♦ %❤❡ ♣❛1%✐❝✉❧❛1 ♣1♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❛❣❡✲❜❛.❡❞ 1❡♣1❡.❡♥%❛%✐♦♥ ❢♦1 ❛♥✐♠❛%❡❞ ✸❉

♦❜❥❡❝%.✳ ❯❧%✐♠❛%❡❧②✱ %❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦✛❡1❡❞ ❜② %❤❡ .♦❧✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ ▼❛①❱♦❧ ♣1♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❞1✐✈❡

%❤❡ 1❡.❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ♦❜❥❡❝% %♦ 1❡♣1❡.❡♥% ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡%1② ❛% ✐%. ❜❡.%✳ ■% ♦♣❡♥. ❛♥

✐♥%❡1❡.%✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ ❢♦1 ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣%✐♠❛❧ .❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ❝❛❣❡ ♦❜❥❡❝%✱ .♦ %❤❛% %❤❡ ❝❛❣❡✲

❝♦♦1❞✐♥❛%❡ .②.%❡♠ ♦✛❡1. ♦♣%✐♠❛❧ ❝♦♥%1♦❧ ♦✈❡1 %❤❡ ❞❡❢♦1♠❡❞ ❣❡♦♠❡%1②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦1❦❡❞ ♦♥ %❤❡ ❞❡1✐✈❛%✐♦♥ ♦❢ .♣❛%✐❛❧ ❝♦♦1❞✐♥❛%❡.✱ ❛♥❞ ♦❜%❛✐♥❡❞ 1❡.✉❧%. %❤❛%

❛1❡ ♦❢ ♣1❛❝%✐❝❛❧ ❛. ✇❡❧❧ ❛. %❤❡♦1❡%✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②%✐❝ .♦❧✉%✐♦♥ ❢♦1 %❤❡

❞❡1✐✈❛%✐✈❡. ♦❢ %❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♦1❞✐♥❛%❡. ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✐♥ ✸❉✱ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥.%1❛%❡❞ %❤❡✐1 ✉%✐❧✐%②

♦♥ %❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥. %❤❛% ❛1❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♣1❡.❡♥%❡❞ ❢♦1 %❤❡♠✳ ❲❡ ❛❧.♦ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②%✐❝

.♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ❜✐❤❛1♠♦♥✐❝ ❝♦♦1❞✐♥❛%❡. ✐♥ ✸❉✱ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥.%1❛%❡❞ %❤❡✐1 ❡①♣1❡..✐✈❡ ♣♦✇❡1 ✐♥ %❤❡

♣❛1%✐❝✉❧❛1 ❝♦♥%❡①% ♦❢ .❤❛♣❡ ❞❡❢♦1♠❛%✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ .❤♦✇♥ %❤❛% %❤❡✐1 ♣1♦✜❧❡ ✐. ❛❞❛♣%❡❞ %♦

✐♠♣❧✐❝✐% ❝♦♥.%1❛✐♥%. .❡% ✉♣ ♦♥ %❤❡✐1 ✜1.% ❛♥❞ .❡❝♦♥❞ ♦1❞❡1 ❞❡1✐✈❛%✐✈❡.✱ ❛♥❞ ♣1❡.❡♥%❡❞ ❛♥

❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ %♦ ✈❛1✐❛%✐♦♥❛❧ .❤❛♣❡ ❞❡❢♦1♠❛%✐♦♥✳

❋✉"✉#❡ ✇♦#❦ ❚❤1♦✉❣❤♦✉% %❤✐. %❤❡.✐.✱ ✇❡ ❞✐.❝♦✈❡1❡❞ .♦♠❡ ♣1♦❜❧❡♠❛%✐❝. %❤❛% ✐♥.♣✐1❡ ✉.

❢♦1 ❢✉%✉1❡ ❞✐1❡❝%✐♦♥. ♦❢ 1❡.❡❛1❝❤✳ ❙♦♠❡ ♦❢ %❤❡.❡ ❞✐1❡❝%✐♦♥. ❛1❡ %❤❡ ❞✐1❡❝% ❝♦♥%✐♥✉❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

✇♦1❦ ✇❡ ❞✐❞ ❞✉1✐♥❣ %❤✐. %❤❡.✐. ✕ .✉❝❤ ❛. ❞❡.✐❣♥✐♥❣ ❛✉%♦♠❛%✐❝ ♦1 ✉.❡1✲❛..✐.%❡❞ ❛❧❣♦1✐%❤♠.

❢♦1 ❝1❡❛%✐♥❣ ♦♣%✐♠❛❧ ❝❛❣❡. ❢♦1 ♠❡.❤ ❞❡❢♦1♠❛%✐♦♥✱ ❜✉% .♦♠❡ ❛1❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥%❛1② %♦ ♦✉1 ✇♦1❦✱

❛♥❞ ❞❡.❝1✐❜❡ ♦1%❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐1❡❝%✐♦♥. ♦❢ 1❡.❡❛1❝❤ ❢♦1 ✐♥%❡1❛❝%✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❆❧%❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ .❡❡♥ %❤❛% %❤❡ ♠❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ❞❡1✐✈❛%✐♦♥ ♦❢ ❝❛❣❡ ❝♦♦1❞✐♥❛%❡. ❢♦1 %❤❡ ❞❡❢✲

✐♥✐%✐♦♥ ♦❢ .♣❛%✐❛❧ ❢✉♥❝%✐♦♥. ❤❛. ❜❡❡♥ ✐♥%❡♥.✐✈❡❧② .%✉❞✐❡❞✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ %❤❛% ❝♦♥("$✉❝"✐♥❣ "❤❡

❣❡♦♠❡"$② ♦❢ "❤❡(❡ ❝❛❣❡( ❤❛. ♥♦% ❜❡❡♥ .♦❧✈❡❞ .♦ ❢❛1✳ ❱❛1✐♦✉. 1❡♣1❡.❡♥%❛%✐♦♥. ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞

%♦ ❤❡❧♣ ❞❡.✐❣♥✐♥❣ ❝❛❣❡.✿ ❛ ❤✐❡1❛1❝❤② ♦❢ ❡♥❝❧♦.✐♥❣ .♣❤❡1❡. ♦1 ❡♥❝❧♦.✐♥❣ ❜♦①❡.✱ ❡%❝✳ ✳ ❙♣❡❝✐✜❝

❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥. .❤♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜% ❢1♦♠ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ .✉❝❤ .%1✉❝%✉1❡.✳ ❚❤❡.❡ ❛1❡ ♥✉♠❡1♦✉. ❛♥❞
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❈❤❛♣$❡& ✶✸

❆♣♣❡♥❞✐①

✶✸✳✶ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ❚❛②❧♦0 ❡①♣❛♥1✐♦♥ ♦❢ wT
ti
(η + ǫnT )

❲❡ ♣#❡$❡♥& ❤❡#❡ &❤❡ ❞❡&❛✐❧$ ❢♦# &❤❡ ❚❛②❧♦# ❡①♣❛♥$✐♦♥ &♦ &❤❡ ♦#❞❡# 1 ♦❢ wTti(η + ǫnT ) =
NT

i (η+ǫnT )
t·mT (η+ǫnT )

det(AT (η+ǫnT ))
✱ ✐♥ &❤❡ $♣❡❝✐❛❧ ❝❛$❡ ✇❤❡#❡ η ∈ Support(T ), /∈ T ✳

❚❤❡ ❞❡&❡#♠✐♥❛♥& ♦❢ ❛ ❜❛$✐$ ♦❢ R
3
✐$ &❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐&$ ❣❡♥❡#❛&❡❞ ♣❛#❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞✱ ❛♥❞ &❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣#❡$$✐♦♥ ❤♦❧❞$✿ det(AT (η + ǫnT )) = −2ǫ · |T |✱ ✇❤❡#❡ |T | ✐$ &❤❡ ❛#❡❛ ♦❢ T ✳ ❆❧❧
&❤❛& ✐$ ❧❡❢& ✐$ &♦ ✇#✐&❡ &❤❡ ❚❛②❧♦# ❡①♣❛♥$✐♦♥ ♦❢ NT

i (η + ǫnT )
t ·mT (η + ǫnT ) &♦ &❤❡ ♦#❞❡# 2✳

NT
i (η + ǫnT )

t ·mT (η + ǫnT )

=
1

2

∑

j

θj(η + ǫnT ) ·NT
i (η + ǫnT )

t · nTj (η + ǫnT )

=
1

2

∑

j

θj(η + ǫnT ) ·NT
i (η + ǫnT )

t ·
NT
j (η + ǫnT )

|NT
j (η + ǫnT )|

❲❡ ♥❡❡❞ &♦ ❞❡✈❡❧♦♣ θTj (η + ǫnT ) &♦ &❤❡ $❡❝♦♥❞ ♦#❞❡#✿

θTj (η + ǫnT ) = θj + ǫ
−→▽θTj

t · nT +
ǫ2

2
ntT ·HθTj · nT + o(ǫ2)

❋#♦♠ &❤❡ ❡①♣#❡$$✐♦♥ ♦❢

−→▽CTj ✱ ✇❡ ❦♥♦✇ &❤❛&
−→▽CTj

t · nT = 0 ∀ η ∈ Support(T )✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡
−→▽θTj

t · nT = 0 ∀ η ∈ Support(T )✱ ❛♥❞

θTj (η + ǫnT ) = θj +
ǫ2

2
ntT ·HθTj · nT + o(ǫ2)

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ |NT
j (η + ǫnT )|−1

&♦ &❤❡ $❡❝♦♥❞ ♦#❞❡#✿

✷✵✶



✷✵✷

1

|NT
j (η + ǫnT )|

=
1

|NT
j |

− ǫ
(JNT

j

t ·NT
j )

t · nT
|NT

j |3

− ǫ2

2

ntT · (JNT
j

t · JNT
j ) · nT

|NT
j |3

+ 3
ǫ2

2

ntT · (JNT
j

t ·NT
j ·NT

j

t · JNT
j ) · nT

|NT
j |5

+ o(ǫ2)

❲❡ ❝❛♥ '(❛)( '✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ (❤✐' ❡①♣)❡''✐♦♥ ❜② ♥♦(✐❝✐♥❣ (❤❛( (JNT
j · NT

j )
t · nT = 0 ❛♥❞

ntT · (JNT
j

t · JNT
j ) · nT = |JNT

j · nT |2 = |ptj+2 − ptj+1 |2✳

❚❤❡)❡❢♦)❡ (❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ η → |NT
j |−1

✐♥ (❤❡ ❞✐)❡❝(✐♦♥ ♦❢ nT ✐' ❡:✉❛❧ (♦

1

|NT
j (η + ǫnT )|

=
1

|NT
j |

− ǫ2

2

|pti+2 − pti+1 |2
|NT

j |3
+ o(ǫ2) ✭✶✸✳✶✮

NT
i (η + ǫnT )

t ·mT (η + ǫnT )

=
1

2
(NT

i + ǫJNT
i · nT )t·

∑

j

(NT
j + ǫJNT

j · nT )(θj +
ǫ2

2
ntT ·HθTj · nT )(

1

|NT
j |

− ǫ2

2

|pti+2 − pti+1 |2
|NT

j |3
)

+ o(ǫ2)

❲❡ ♥♦(❡ (❤❛( (JNi · nT )t ·Nj = 0 ❛♥❞ N t
i · (JNj · nT ) = 0✱ '✐♥❝❡ Nk ❛♥❞ nT ❛)❡ ❝♦❧✐♥❡❛)

∀k, ∀η ∈ Support(T )✳

❲❡ ❛❧'♦ ♥♦(❡ (❤❛(

(JNi · nT )t · (JNj · nT ) = ((pti+2 − pti+1) ∧ nT )t · ((ptj+2 − ptj+1) ∧ nT )
= (pti+2 − pti+1)

t · (ptj+2 − ptj+1)

❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❧❧ (❤❡ (❡)♠'✱ ✇❡ '❡❡ (❤❛( ❛❧❧ (❤❛( ✐' ❧❡❢( ✐' (❤❡ ♦)❞❡) (✇♦ ✭♣❧✉' ❤✐❣❤❡) ♦)❞❡)'✱

(❤❛( ✇❡ ❞♦ ♥♦( ✇)✐(❡✱ '✐♥❝❡ (❤❡② ❛)❡ ♥❡❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✐♥ ❢)♦♥( ♦❢ ǫ2✮✳

NT
i (η + ǫnT )

t ·mT (η + ǫnT ) =ǫ
2
∑

j

θTj (pti+2 − pti+1)
t · (ptj+2 − ptj+1)

2|NT
j |

+ ǫ2
∑

j

ntT ·HθTj · nT ·NT
i

t ·NT
j

4|NT
j |

− ǫ2
∑

j

θTj |ptj+2 − ptj+1 |2NT
i

t ·NT
j

4|NT
j |3

+ o(ǫ2)



✶✸✳✶✳ ❆$$❊◆❉■❳ ❆✿ ❚❆❨▲❖❘ ❊❳$❆◆❙■❖◆ ❖❋ WT
TI
(η + ǫNT ) ✷✵✸

NT
i (η+ǫnT )

t ·mT (η + ǫnT ) = ǫ2
∑

j

θTj (pti+2 − pti+1)
t · (ptj+2 − ptj+1)

2|NT
j |

+ ǫ2
∑

j

(|NT
j |2nT t ·HθTj · nT − θTj |ptj+2 − ptj+1 |2) ·NT

i

t ·NT
j

4|NT
j |3

+ o(ǫ2)

❚❤✐# ❡①♣'❡##✐♦♥ ✐# ♥♦* ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ ∃j / θTj = 0✳ ■♥ ❢❛❝*✱ |NT
j | ∼ θTj ❛'♦✉♥❞ 0✱ ❛♥❞

*❤❡'❡❢♦'❡ *❤❡ *❡'♠ ✉♥❞❡' *❤❡ ✜'#* #✉♠ *❡♥❞# *♦ ❛ ❝♦♥#*❛♥* ✇❤❡♥ θTj → 0✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ *❤✐# ❡①♣'❡##✐♦♥ ✇✐*❤ *❤❡ ♦♥❡ ♦❢ HθTj ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜*❛✐♥ *❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣'❡##✐♦♥ ♦❢−→▽wTi ✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ *♦ ♣'♦✈❡ *❤❛* *❤❡ j✲*❤ *❡'♠ ✉♥❞❡' *❤❡ #❡❝♦♥❞ #✉♠ *❡♥❞# *♦ 0
✇❤❡♥ θTj → 0✳

❇② ❞❡'✐✈❛*✐♥❣ *✇✐❝❡ CTj = cos(θTj ) =
<ptj+1−η|ptj+2−η>
|ptj+1−η||ptj+2−η|

✱ ✇❡ ❤❛✈❡ *❤❛* − cos(θTj ) ·
−→▽θTj ·

−→▽θTj
t − sin(θTj )Hθ

T
j = HCTj ✱ ✇✐*❤

−→▽CTj =
2η − ptj+1 − ptj+2

|ptj+2 − η| · |ptj+1 − η| −
< ptj+1 − η|ptj+2 − η > (η − ptj+2)

|ptj+2 − η|3|ptj+1 − η|

− < ptj+1 − η|ptj+2 − η > (η − ptj+1)

|ptj+1 − η|3|ptj+2 − η|

✭✶✸✳✷✮

❛♥❞

HCTj =
2I3

|ptj+2 − η| · |ptj+1 − η| −
(2η − ptj+1 − ptj+2) · (η − ptj+1)

t

|ptj+2 − η| · |ptj+1 − η|3

− (2η − ptj+1 − ptj+2) · (η − ptj+2)
t

|ptj+2 − η|3 · |ptj+1 − η| − I3 < ptj+1 − η|ptj+2 − η >

|ptj+2 − η|3|ptj+1 − η|

− (η − ptj+2) · (2η − ptj+1 − ptj+2)
t

|ptj+2 − η|3|ptj+1 − η| +
< ptj+1 − η|ptj+2 − η > (η − ptj+2) · (η − ptj+1)

t

|ptj+2 − η|3|ptj+1 − η|3

+
3 < ptj+1 − η|ptj+2 − η > (η − ptj+2) · (η − ptj+2)

t

|ptj+2 − η|5|ptj+1 − η| − I3 < ptj+1 − η|ptj+2 − η >

|ptj+1 − η|3|ptj+2 − η|

− (η − ptj+1) · (2η − ptj+1 − ptj+2)
t

|ptj+1 − η|3|ptj+2 − η| +
< ptj+1 − η|ptj+2 − η > (η − ptj+1) · (η − ptj+2)

t

|ptj+1 − η|3|ptj+2 − η|3

+
3 < ptj+1 − η|ptj+2 − η > (η − ptj+1) · (η − ptj+1)

t

|ptj+1 − η|5|ptj+2 − η|
✭✶✸✳✸✮



✷✵✹

❙✐♥❝❡ (ptk − η)t ·nT = 0 ∀k, ∀η ∈ Support(T )✱ ✇❡ ❤❛✈❡ -❤❛-

−→▽θTj
t ·nT = 0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜-❛✐♥✿

nT
t ·HθTj · nT =

−nT t ·HCTj · nT
sin(θTj )

=
cos(θTj )

sin(θTj )|ptj+2 − η|2 +
cos(θTj )

sin(θTj )|ptj+1 − η|2 − 2

sin(θTj )|ptj+2 − η||ptj+1 − η|
✭✶✸✳✹✮

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉: ♦♥ -❤❡ ❡①♣=❡::✐♦♥ ♦❢ |NT
j |2nT t ·HθTj · nT − θTj |ptj+2 − ptj+1 |2✿

|NT
j |2nT t ·HθTj · nT − θTj |ptj+2 − ptj+1 |2 =

|NT
j |2 sin(θTj )(cos(θTj )(|ptj+2 − η|2 + |ptj+2 − η|2)− 2|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)

sin(θTj )
2|ptj+2 − η|2|ptj+1 − η|2

− θTj |ptj+2 − ptj+1 |2

=sin(θTj )(cos(θ
T
j )(|ptj+2 − η|2 + |ptj+2 − η|2)− 2|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)

− θTj |ptj+2 − ptj+1 |2

❙✐♥❝❡ |ptj+2 − ptj+1 |2 = |ptj+2 − η|2 + |ptj+1 − η|2 − 2 cos(θTj )|ptj+2 − η||ptj+1 − η|✱

|NT
j |2nT t ·HθTj · nT − θTj |ptj+2 − ptj+1 |2

= sin(θTj ) cos(θ
T
j )(|ptj+2 − ptj+1 |2 + 2 cos(θTj )|ptj+2 − η||ptj+1 − η| − 2|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)

− θTj |ptj+2 − ptj+1 |2

= (sin(θTj ) cos(θ
T
j )− θTj )|ptj+2 − ptj+1 |2 + 2 cos(θTj )(cos(θ

T
j )− 1)|NT

j |

❚❤✐: ❡①♣=❡::✐♦♥ ✐: ❛♥ ❡?✉✐✈❛❧❡♥- ♦❢ θTj
3
❛=♦✉♥❞ 0✱ ✇❤✐❝❤ ♣=♦✈❡: -❤❛- -❤❡ ♣=♦❜❧❡♠❛-✐❝ -❡=♠

✉♥❞❡= -❤❡ :❡❝♦♥❞ :✉♠ ✐♥ -❤❡ ❡①♣=❡::✐♦♥ ♦❢ NT
i (η+ ǫnT )

t ·mT (η+ ǫnT ) -❡♥❞: -♦ 0✱ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ♥❡❣❧❡❝-❡❞ ✐♥ -❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉: ♦❢

−→▽wTi ✐♥ -❤❡ :♣❡❝✐❛❧ ❝❛:❡ ♦❢ η ∈ Support(T ), /∈ T ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ∀η ∈ Support(T ), /∈ T ✿

−2|T |−→▽wTi =
∑

j

e2(θ
T
j )(pti+2 − pti+1)

t · (ptj+2 − ptj+1)

2|ptj+2 − η||ptj+1 − η| nT

+
∑

j

e1(θ
T
j )|ptj+2 − ptj+1 |2NT

i

t ·NT
j

4(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3 nT

+
∑

j

cos(θTj )e3(θ
T
j )N

T
i

t ·NT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2nT

✇✐-❤ e1, e2, ❛♥❞ e3 ❜❡✐♥❣ ❢✉♥❝-✐♦♥: ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ]0, π[ ❛♥❞ -❤❛- ❛❞♠✐- ❝♦♥-=♦❧❧❛❜❧❡ ❚❛②❧♦=

❡①♣❛♥:✐♦♥ ❛=♦✉♥❞ 0✳
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✶✸✳✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❊①♣.❡//✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❍❡//✐❛♥ ✐♥ ✸❉✱ ✐♥ 2❤❡

❝❛/❡ ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥2 ✇✐2❤ 2❤❡ 2.✐❛♥❣❧❡ T

❲❡ ❤❛✈❡ %❡❡♥ '❤❛' ✐❢ η ∈ Support(T ), /∈ T ✱ '❤❡ ❣,❛❞✐❡♥' ♦❢ '❤❡ ✉♥♥♦,♠❛❧✐③❡❞ ✇❡✐❣❤' ✇✐'❤

,❡❣❛,❞ '♦ T ✐% ❣✐✈❡♥ ❜②
−→▽wTi (η) = dwTi (η)nT ✱ ✇✐'❤ dw

T
i (η) ❛ %❝❛❧❛, ❢✉♥❝'✐♦♥ ✇❤♦%❡ ❢♦,♠

✇❛% ♣,❡%❡♥'❡❞ ♣,❡✈✐♦✉%❧②✳ ■♥ ♦,❞❡, '♦ ❣❡' '❤❡ ❍❡%%✐❛♥ ♦❢ '❤❡ ✉♥♥♦,♠❛❧✐③❡❞ ✇❡✐❣❤' ✇✐'❤

,❡❣❛,❞% '♦ T ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ '♦ ❞❡,✐✈❛'❡ dwTi %✐♥❝❡ Hw
T
i (η) = nT · −→▽dwTi

t
✳

❊①♣#❡%%✐♦♥ ♦❢

−→▽dwTi ❇② ❞❡,✐✈❛'✐♥❣ '❤❡ ❡①♣,❡%%✐♦♥ ♦❢

∂(wT
i (η+ǫnT ))
∂ǫ |ǫ→0

'❤❛' ✇❡ ♦❜'❛✐♥❡❞

♣,❡✈✐♦✉%❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ '❤❛'

−2|T |−→▽dwTi =
∑

j

((pti+2 − pti+1)
t · (ptj+2 − ptj+1))

−→▽θTj

2|NT
j |

−
∑

j

θTj ((pti+2 − pti+1)
t · (ptj+2 − ptj+1))JN

T
j

t ·NT
j

2|NT
j |3

−
∑

j

sin(θTj )
2|ptj+2 − ptj+1 |2(NT

i

t ·NT
j )

−→▽θTj

2|NT
j |3

+
∑

j

(sin(θTj ) cos(θ
T
j )− θTj )|ptj+2 − ptj+1 |2(JNT

j

t ·NT
i + JNT

i

t ·NT
j )

4|NT
j |3

−
∑

j

3(sin(θTj ) cos(θ
T
j )− θTj )|ptj+2 − ptj+1 |2(NT

i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

4|NT
j |5

+
∑

j

sin(θTj )(1− 2 cos(θTj ))(N
T
i

t ·NT
j )

−→▽θTj

2|NT
j |2

+
∑

j

cos(θTj )(cos(θ
T
j )− 1)(JNT

j

t ·NT
i + JNT

i

t ·NT
j )

2|NT
j |2

−
∑

j

cos(θTj )(cos(θ
T
j )− 1)(NT

i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

|NT
j |4

❇② ,❡♣❧❛❝✐♥❣

−→▽θTj ❜② '❤❡ ❡①♣,❡%%✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❛' '❤❡ ❊>✳ ✶✵✳✷✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡



✷✵✻

−2|T |−→▽dwTi =−
∑

j

sin(θTj )
2((pti+2 − pti+1)

t · (ptj+2 − ptj+1))(2η − ptj+2 − ptj+1)

2|NT
j |2

+
∑

j

cos(θTj ) sin(θ
T
j )((pti+2 − pti+1)

t · (ptj+2 − ptj+1))JN
T
j

t ·NT
j

2|NT
j |3

−
∑

j

θTj ((pti+2 − pti+1)
t · (ptj+2 − ptj+1))JN

T
j

t ·NT
j

2|NT
j |3

+
∑

j

sin(θTj )
4|ptj+2 − ptj+1 |2(NT

i

t ·NT
j )(2η − ptj+2 − ptj+1)

2|NT
j |4

+
∑

j

(sin(θTj ) cos(θ
T
j )− θTj )|ptj+2 − ptj+1 |2(JNT

j

t ·NT
i + JNT

i

t ·NT
j )

4|NT
j |3

−
∑

j

cos(θTj ) sin(θ
T
j )

3|ptj+2 − ptj+1 |2(NT
i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

2|NT
j |5

−
∑

j

3(sin(θTj ) cos(θ
T
j )− θTj )|ptj+2 − ptj+1 |2(NT

i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

4|NT
j |5

+
∑

j

cos(θTj )(cos(θ
T
j )− 1)(JNT

j

t ·NT
i + JNT

i

t ·NT
j )

2|NT
j |2

+
∑

j

sin(θTj )
3(1− 2 cos(θTj ))(N

T
i

t ·NT
j )(2η − ptj+2 − ptj+1)

2|NT
j |3

+
∑

j

cos(θTj ) sin(θ
T
j )

2(1− 2 cos(θTj ))(N
T
i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

2|NT
j |4

−
∑

j

cos(θTj )(cos(θ
T
j )− 1)(NT

i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

|NT
j |4
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−2|T |−→▽dwTi =−
∑

j

((pti+2 − pti+1)
t · (ptj+2 − ptj+1))(2η − ptj+2 − ptj+1)

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2

+
∑

j

e1(θ
T
j )((pti+2 − pti+1)

t · (ptj+2 − ptj+1))JN
T
j

t ·NT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

+
∑

j

|ptj+2 − ptj+1 |2(NT
i

t ·NT
j )(2η − ptj+2 − ptj+1)

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)4

+
∑

j

e1(θ
T
j )|ptj+2 − ptj+1 |2(JNT

j

t ·NT
i + JNT

i

t ·NT
j )

4(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

−
∑

j

e4(θ
T
j )|ptj+2 − ptj+1 |2(NT

i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

4(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)5

+
∑

j

cos(θTj )e3(θ
T
j )(JN

T
j

t ·NT
i + JNT

i

t ·NT
j )

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)2

+
∑

j

(1− 2 cos(θTj ))(N
T
i

t ·NT
j )(2η − ptj+2 − ptj+1)

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)3

+
∑

j

e5(θ
T
j )(N

T
i

t ·NT
j )JN

T
j

t ·NT
j

2(|ptj+2 − η||ptj+1 − η|)4

✇❤❡#❡

e1(x) =
cos(x) sin(x)− x

sin(x)3
✭✶✸✳✺✮

e4(x) =
2 cos(x) sin(x)3 + 3(sin(x) cos(x)− x)

sin(x)5
✭✶✸✳✻✮

e3(x) =
cos(x)− 1

sin(x)2
✭✶✸✳✼✮

e5(x) =
cos(x) sin(x)2(1− 2 cos(x))− 2 cos(x)2 + 2 cos(x)

sin(x)4
✭✶✸✳✽✮

❛#❡ ❢✉♥❝2✐♦♥5 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ]0, π[ ❛♥❞ 2❤❛2 ❛❞♠✐2 ❝♦♥2#♦❧❧❛❜❧❡ ❚❛②❧♦# ❡①♣❛♥5✐♦♥5 ❛#♦✉♥❞
0✳



✷✵✽

✶✸✳✸ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✿ ❉❡-❛✐❧0 ♦❢ ❚❛②❧♦5 ❡①♣❛♥0✐♦♥ ♦❢ wE
i (η + ǫnE)

✐♥ -❤❡ ✷❉ ❝❛0❡

❊①♣#❡%%✐♦♥ ♦❢

∂(wE
i (η+ǫnE))
∂ǫ |ǫ→0

❚♦ ♦❜&❛✐♥ ❛ ❝❧♦,❡❞✲❢♦1♠ ❡①♣1❡,,✐♦♥ ♦❢

∂(wE
i (η+ǫnE))
∂ǫ |ǫ→0

✱

✇❡ ❞❡1✐✈❡ &❤❡ ❚❛②❧♦1 ❡①♣❛♥,✐♦♥ ♦❢ wEi (η + ǫnE) ✇✐&❤ 1❡❣❛1❞, &♦ ǫ✳

wEi (η + ǫnE) =
mE(η + ǫnE)

t ·NE
i+1(η + ǫnE)

(pei − η − ǫnE)t ·NE
i+1(η + ǫnE)

✭✶✸✳✾✮

❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛&♦1 ♦❢ &❤❡ ❧❛&&❡1 ❢1❛❝&✐♦♥ ✐, ❡A✉❛❧ &♦✿

(pei − η − ǫnE)
t ·NE

i+1(η + ǫnE) =

(pei − η − ǫnE)
t ·Rπ

2
· (pei+1 − η − ǫnE) · (−1)i

=(pei − η)t ·Rπ
2
· (pei+1 − η) · (−1)i − ǫntE ·Rπ

2
· (pei+1 − η) · (−1)i

− ǫ(pei − η)t ·Rπ
2
· nE · (−1)i + ǫ2ntERπ

2
nE · (−1)i

=ǫntE ·Rπ
2
· (pei − pei+1) · (−1)i

=− ǫ|E|

❚❤❡ ♥✉♠❡1❛&♦1 ✐, ❡A✉❛❧ &♦✿

mE(η + ǫnE)
t ·NE

i+1(η + ǫnE) =
∑

j

NE
j (η + ǫnE)

t ·NE
i+1(η + ǫnE)

|NE
j (η + ǫnE)|

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ NE
j (η + ǫnE)

t ·NE
i+1(η + ǫnE) &♦ &❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♦1❞❡1✿

NE
j (η + ǫnE)

t ·NE
i+1(η + ǫnE) =

(NE
j (η) + ǫ(−1)j+1Rπ

2
· nE)t · (NE

i+1(η) + ǫ(−1)iRπ
2
· nE)

=NE
j (η)

t ·Ni+1(η) + ǫ(−1)j+1ntE ·NE
i+1(η)

+ ǫ(−1)iNE
j (η)

t ·Rπ
2
· nE + ǫ2(−1)i+j+1(Rπ

2
· nE)t · (Rπ

2
· nE)

=NE
j (η)

t ·Ni+1(η) + ǫ2(−1)i+j+1

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣

1
|NE

j (η+ǫnE)| &♦ &❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♦1❞❡1✿
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❈❆❙❊ ✷✵✾

1

|NE
j (η + ǫnE)|

=
1

|NE
j | − ǫ

(JNE
j

t ·NE
j )t · nE

|NE
j |3

− ǫ2

2

ntE · (JNE
j

t · JNE
j ) · nE

|NE
j |3

+ 3
ǫ2

2

ntE · (JNE
j

t ·NE
j ·NE

j

t · JNE
j ) · nE

|NE
j |5

=
1

|NE
j | − ǫ2

1

2|NE
j |3

❲❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❚❛②❧♦, ❡①♣❛♥/✐♦♥ ♦❢ mE(η + ǫnE)
t ·NE

i+1(η + ǫnE) ❛/✿

mE(η + ǫnE)
t·NE

i+1(η + ǫnE)

=
∑

j

(NE
j (η)

t ·Ni+1(η) + ǫ2(−1)i+j+1)(
1

|NE
j | − ǫ2

1

2|NE
j |3 ) + o(ǫ2)

=mE(η)
t ·NE

i+1(η)− ǫ2
∑

j

NE
j (η)

t ·NE
i+1(η)

2|NE
j (η)|3 +

(−1)i+j

|NE
j (η)| + o(ǫ2)

=− ǫ2
∑

j

NE
j (η)

t ·NE
i+1(η)

2|NE
j (η)|3 +

(−1)i+j

|NE
j (η)| + o(ǫ2)

❲❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❛$✱ ❢♦, ❛❧❧ η ∈ (e0e1), /∈ [e0e1]✿

−→▽wEi (η) = (
∑

j

NE
j (η)

t ·NE
i+1(η)

2|E||NE
j (η)|3 +

(−1)i+j

|E||NE
j (η)|)nE ✭✶✸✳✶✵✮



✷✶✵

✶✸✳✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✿ -.♦♦❢ ♦❢ ❊2✳ ✶✶✳✷✿ ✭●.❡❡♥ ❜✐❤❛.♠♦♥✐❝

;❤❡♦.❡♠✮

❋$♦♠ ❙(♦❦❡+✬ (❤❡♦$❡♠✱ ✇❡ ❦♥♦✇ (❤❛(

∫

ξ∈D divξ(
−→
F )(ξ)dρξ =

∫

ξ∈∂D
−→
F (ξ) · nξdσξ ✭✇❤❡$❡ dρξ

✐+ (❤❡ ✈♦❧✉♠✐❝ ❡❧❡♠❡♥(✱ dσξ ✐+ (❤❡ +✉$❢❛❝✐❝ ❡❧❡♠❡♥(✱ ❛♥❞ nξ ✐+ (❤❡ ♦✉(✇❛$❞ ✉♥✐( ♥♦$♠❛❧ ♦♥

(❤❡ ❜♦✉♥❞❛$② ♦❢ (❤❡ ❞♦♠❛✐♥✮✳

❈♦♥+✐❞❡$✐♥❣ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡@✉❛(✐♦♥+ ✭✇✐(❤ λ , λ(ξ), g , g(ξ, η) ❛♥❞ ❛❧❧ ❞❡$✐✈❛(✐✈❡+ ❜❡✐♥❣

❡①♣$❡++❡❞ ✇✳$✳(✳ ξ✮✿


















div(
−→▽(△ λ)g) =△2 (λ)g +

−→▽(△ (λ)) · −→▽(g) (a)

div(△ λ
−→▽g) =

−→▽(△ (λ)) · −→▽(g)+ △ (λ) △ (g) (b)

div(
−→▽λ △ g) =△ (λ) △ (g) +

−→▽(λ) · −→▽(△ (g)) (c)

div(λ
−→▽(△ g)) =

−→▽(λ) · −→▽(△ (g)) + λ △2 (g) (d)

❚❤❡+❡ ❡@✉❛(✐♦♥+ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜(❛✐♥❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜+❡$✈❛(✐♦♥✿ ❢♦$ ❛♥② n✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧

❢✉♥❝(✐♦♥

−→
U ✱ ❢♦$ ❛♥② &❝❛❧❛+ ❢✉♥❝(✐♦♥ v✱ div(

−→
U v) =

∑

xi
∂xi(Uiv) =

∑

xi
∂xi(Ui)v +

∑

xi
Ui∂xi(v) = div(

−→
U )v +

−→
U · −→▽v✳

❇② ✇$✐(✐♥❣ (d)− (c) + (b)− (a)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (❤❛(

λ △2 (g)− △2 (λ)g = div(λ
−→▽(△ g))− div(

−→▽λ △ g) + div(△ λ
−→▽g)− div(

−→▽(△ λ)g)
◆♦✇✱ ♠❛❦✐♥❣ (❤❡ $❡♠❛$❦ (❤❛( λ ✐+ ✇$✐(❡♥ (♦ ❜❡ ❜✐❤❛$♠♦♥✐❝ ✭△2 (λ) = 0✮✱ ❛♥❞ (❤❛( g ✐+ (❤❡

❜✐❤❛$♠♦♥✐❝ ●$❡❡♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✭△ (g) = G ❛♥❞ △2 (g) ✐+ (❤❡ ❉✐$❛❝ ♦♣❡$❛(♦$ δ0 ✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (❤❛(

λ(η) =

∫

ξ∈D
λ(ξ)δ0(||ξ − η||)dρξ

=

∫

ξ∈D
divξ(λ(ξ)

−→▽ξ(G)(ξ, η))dρξ

−
∫

ξ∈D
divξ(

−→▽ξλ(ξ)G(ξ, η))dρξ

+

∫

ξ∈D
divξ(△ξ λ(ξ)

−→▽ξg(ξ, η))dρξ

−
∫

ξ∈D
divξ(

−→▽ξ(△ξ λ)(ξ)g(ξ, η))dρξ
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