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 ÔÓÙÖ ÕÙÓ  Ø ÖÑÖ
 
ÐÙÖÙ×ÑÒØ 
Ö 
 ÙØ ÙÒ

Ò
 Ò×ØÑÐº Â ÖÑÖ
 ÐÑÒØ ÒØÓÒÒ ÑÓÐÐ ³ÚÓÖ ×¹
×ÙÖ Ð 
Ó¹Ö
ØÓÒ Ñ Ø×º Â³ Ø ØÖ× ÙÖÙÜ  ÔÓÙÚÓÖ ØÖÚÐÐÖ Ú

ØÓ ÔÒÒØ 
× ØÖÓ× ÒÒ×¸ Ø 
³×Ø ÙÒ ÔÙ ÒÙ×Ø ÕÙ Ð× ×ÙØ× ÕÙ ÒÓÙ×
ÚÓÒ× ÓÖ× Ò×ÑÐ Ò³ÒØ Ô× Ø ÑÙÜ Ñ× Ò ÚÒ
 Ò× ÑÓÒ
ÑÒÙ×
ÖØº

Â ÖÑÖ
 Ð×Ø ÄÓ Ø ÊÑ ÖÐÐ ³ÚÓÖ 

ÔØ ³ØÖ Ð×
ÖÔÔÓÖØÙÖ×  ÑÓÒ ÑÑÓÖº ÄÙÖ Ð
ØÙÖ ØØÒØÚ ×Ø ÙÒ  ÔÖ
Ù×
ÔÓÙÖ Ð ÚÐÓÖ×ØÓÒ  Ñ× ØÖÚÙÜº Â ÖÑÖ
 ÖÒÙ ÙÖ
ÓØ Ø ÖÓÖ
ÆÒ ³ÚÓÖ 

ÔØ  Ö ÔÖØ  ÑÓÒ ÙÖÝ Ø  Ñ³ÚÓÖ ÓÒÒ ×
Ú× ÑÔÓÖØÒØ× ×ÙÖ Ð³ÒØÖØ × 
ÔØÖ× ¿ Ø  Ø Ð× ÑÐÓÖØÓÒ× ÕÙ³ÓÒ
ÔÙØ ×ÔÖÖ Ý ÔÔÓÖØÖº Â ÖÑÖ
 ÐÑÒØ ÖÓÖ ÆÒ ÔÓÙÖ Ð×
Ò
ØÓÒ× ÕÙ³Ð ÒÓÙ×  ÓÙÖÒ× 
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð× ÖÖÒ
 ÐÓÖÔÕÙ×º Â
ÖÑÖ
 Ù×× ÔÖØ
ÙÐÖÑÒØ Æ
ÓÐ× ÄÖÒ ³ÚÓÖ Ø ÔÖØ  ÑÓÒ
ÙÖÝ Ø Ò× ³ÚÓÖ Ø ÔÖ×ÒØ ÔÓÙÖ Ð× ÖÒÖ× ÑÓÑÒØ×  
ØØ Ø×¸
ÔÖ× Ò ÚÓÖ Ø ÙÒ × 
ØÙÖ× ÔÒÒØ Ð× ØÖÓ× Ò×  ÒÓØÖ 
ÓÐÐÓÖØÓÒº
ÌÓÒ ÒÚ×Ø××ÑÒØ Ò× Ð ÔÖÓØ¸ ØÓÒ ÒØÓÙ××Ñ Ø Ð× Ò
ÓÙÖÑÒØ×
ÕÙ ØÙ Ñ³× ÔÖÓÙ× ÓÒØ Ø × ÑÓØÙÖ× ÑÔÓÖØÒØ× ÔÓÙÖ ÑÓ Ø Ñ³ÓÒØ
ÓÒÒ  Ð 
ÓÒÒ
 ÔÓÙÖ Ð Ö×Ø  Ñ× ØÖÚÙÜº

Å× ØÖÚÙÜ ×ÙÖ Ð 
ÔØÖ ¾  
ØØ Ø× ÓÒØ Ù×× ÖÒÑÒØ Ò¹

  Ð³ÔÔÓÖØ  ÓÙÒ×× ÆÓÙÑÖ Ø  ×ÓÒ ØÖÚÐ ÓÖÑÐ ÔÓÙÖ Ð

ÓÑÔÖÒ×ÓÒ Ù ÑÓÐ¸ Ð 
ÓÒ
ÔØÓÒ Ù 
Ó Ø Ð³ÒØÖÔÖØØÓÒ × Ö¹
×ÙÐØØ×º Â ÖÑÖ
 ÐÑÒØ À×Ò Ò Ø Æ
ÓÐ× ÓÖ
Ð¸ ÕÙ Ñ³ÓÒØ
×ÙÚ ÔÒÒØ Ñ Ø×¸ Ø ÝÖÐ ÁÑÖØ¸ ÕÙ Ñ³ ÓÒÒ × 
ÓÒ×Ð× ØÖ×
ÙØÐ×º ÅÖ
 Ù××  ÂÒ¹ÖÒÓ× ÙÐÐÑÓÐ× ÔÓÙÖ Ð× ×
Ù××ÓÒ× ØÖ× Ò¹
ØÖ××ÒØ× ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× Ù× Ò×ÑÐ¸ ×ÙÖ ÙÒ ×ÙØ ÕÙ ³×ÔÖ Ò×ÔÖÖ
Ò
ÓÖ × Ö
Ö
× Ô××ÓÒÒÒØ× Ù ÊÅÁËº

Â Ò³ÙÖ× Ô× ÔÙ ÑÒÖ  Ò 
ØØ Ø× ×Ò× Ð³Ò
ÖÑÒØ ÓÒØ
³ Ò
 Ù×× Ò Ù ÒÚÙ Ù ÅÒ×ØÖ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ÙÖÐ
ÕÙ  Ð³
ÓÐ Ó
ØÓÖÐ ÅËÌÁ Ø Ù ÐÓÖØÓÖ ÊÅÁËº Â ÖÑÖ

ÓÒ
 ËÖ ÈÔÖÒÓ¸ ÝÖÐ ÃÓ Ø ÊÑ ÈÓ
Ø¸ ÕÙ ÓÒØ ×ÙÚ Ð³ÚÓÐÙØÓÒ
 Ñ× ØÖÚÙÜ Ø Ñ³ÓÒØ 
ÓÒ×ÐÐ ÔÓÙÖ Ð ×ÙØ  Ñ 
ÖÖÖ¸ Ø ÖÙÒÓ
ÓÖÒ¸ ÕÙ Ñ³ ×××Ø Ò× Ð Ö
Ö
  ÑÓÒ ÔÓ×Ø 
ØÙÐº Â ÖÑÖ

ÐÑÒØ ËÝÐÚ 
 ÔÓÙÖ Ð ×ÔÓÒÐØ Ø Ð ÔØÒ
 ÓÒØ ÐÐ  Ø
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ÔÖÙÚ Ò× Ð ×ÙÚ ÑÒ×ØÖØº Ù ×Ò Ù ÊÅÁË¸  Ó× ÖÑÖ
Ö
ÂÒ¹ÖÒÓ× ÐÑ×¸ ÕÙ  
ÓÒØÖ�Ð Ð³ÚÒ
ÑÒØ  Ñ× ØÖÚÙÜ¸ Ø Ñ³
Ò
ÓÙÖ  ÒÖ ÕÙÒ Ð Ð ÐÐØº ÅÖ
 Ù××  ØÓÙ× Ð× ÙØÖ× ÑÑÖ× Ù
ÊÅÁË ÕÙ ³ 
�ØÓÝ× ÔÒÒØ 
× ÒÒ×¸ Ð³ÕÙÔ È Ø ÑØÖÙÜ¸
Ð× Ó
ØÓÖÒØ×¸ Ø ÔÖØ
ÙÐÖÑÒØ Ò¸ Ö×ØÐÐ¸ Ú Ø Ð ÕÙ
ÓÒØ ÖÒÙ Ð× ÖÒÖ× ÑÓ× ÔÐÙ× ÖÐ×¸ Ø ÅÓÑÑ¸ ÕÙ Ñ³ÓÒØ
 Ò ÖÐ×ÒØ Ñ× ØÖÚÙÜ¸ Ø ÙÐÐÙÑ¸ ÕÙ  Ø ÙÒ Ñ Ø ÙÒ ×ÓÙØÒ
Ò×ØÑÐº  ÙØ ÙÒ 
Ò
  Ø³ÚÓÖ 
ÓÑÑ 
ÓÐÐÙ¸ Ø  Ø ×ÓÙØ
Ð ÑÐÐÙÖ ÔÓÙÖ Ð ×ÙØ  Ø 
ÖÖÖº Â ÖÑÖ
 ÒÒ 
ÐÐ× Ø 
ÙÜ ÕÙ
ÓÒØ ÔÖÑ× ÑÓÒ ÖÖÚ  Ð³ÁÆ¸ Ø Ð× ÒÒÙÖ× Ø 
Ö
ÙÖ× Ù ÇÁÌ
ÕÙ Ñ³ÓÒØ 

ÙÐÐ 
ÐÙÖÙ×ÑÒØ Ø Ñ³ÓÒØ ÔÖÓÙ Ò
ÓÙÖÑÒØ× Ø

ÓÒ×Ð× ÔÒÒØ Ð ÔÖÔÖØÓÒ  Ñ ÔÖ×ÒØØÓÒ ÓÖÐº

Â Ò ÔÙÜ ÒÖ 
× ÔÖÖÔ×  ÖÑÖ
ÑÒØ× ×Ò× ÜÔÖÑÖ Ñ ÖØ¹
ØÙ  Ñ ÑÐÐ Ø  Ñ× Ñ×¸ ÕÙ ÓÒØ ×ÙÚ Ð³ÚÓÐÙØÓÒ  Ñ× Ö
Ö
× Ø
Ñ³ÓÒØ Ò
ÓÙÖº ÅÖ
 ÒÒ  ÐÒ
 Ø ÙÖÓÖ¸ ÔÓÙÖ Ð× ×ÓÙÖÖ× ÕÙ³ÐÐ×
Ñ ÓÒÒÒØ 
ÕÙ ÓÙÖ¸ Ø  ×ØÐÐ ÔÓÙÖ ØÓÙØ 
 ÕÙ³ÐÐ  Ø ÔÓÙÖ ÑÓ¸ Ø
ÕÙ Ñ ÓÒÒ ØÓÙÓÙÖ× Ð ÓÖ
 ³ÚÒ
Öº



ÔØÖ ½

ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

½º½ ÅØÓ×  ÔÖÓÔØÓÒ  ÖÓÒØ

Ù
ÓÙÔ  ÔÒÓÑÒ× ÔÝ×ÕÙ× ×ÓÒØ ÑÓÐ×× ÔÖ × ÕÙØÓÒ× ÙÜ
ÖÚ× ÔÖØÐÐ× ´Èµ ÓÙ × ×Ý×ØÑ× ³È ÔÓÖØÒØ ×ÙÖ × 
ÑÔ×
ÕÙ ÖÔÖ×ÒØÒØ × ÖÒÙÖ× ÔÝ×ÕÙ× ´ÓÒ ÔÙØ 
ØÖ 
ÓÑÑ ÜÑÔÐ×
Ð³ÕÙØÓÒ  Ð 
ÐÙÖ ÑÓÐ×ÒØ Ð 
ÓÒÙ
ØÓÒ ØÖÑÕÙ Ò× ÙÒ ×ÓÐ¸
ÓÙ Ð× ÑÓÐ×  ÝÒÑÕÙ × Ù×µº Ò× ÙÒ 
ÖØÒ ÒÓÑÖ  
×¸

× 
ÑÔ× ×ÓÒØ Ò× ×ÙÖ × ÓÑÒ× ÕÙ Ö×ØÒØ Ò
Ò× Ù 
ÓÙÖ× Ù
ØÑÔ×º ³ÙØÖ× 
Ð×××  ÔÖÓÐÑ× ÑÓÐ×ÒØ × ÚÓÐÙØÓÒ× ÓÑØÖÕÙ×¸

³×Ø Ð 
× ÔÖ ÜÑÔÐ × ÔÖÓÐÑ×  ÑÓÙÚÑÒØ× ³ÒØÖ
× Ø ×
ÔÖÓÐÑ×  ÖÓÒØÖ ÐÖº Ò× Ð ÔÖÑÖ 
×¸ ÓÒ 
Ö
  
Ð
ÙÐÖ Ð³ÚÓ¹
ÐÙØÓÒ Ù 
ÓÙÖ× Ù ØÑÔ× ³ÙÒ ÒØÖ
 ÔÓÙÖ ÐÕÙÐÐ Ð ÚØ××  ÔÐ
¹
ÑÒØ  
ÕÙ ÔÓÒØ ÔÙØ ØÖ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  Ð ÔÓ×ØÓÒ  Ð³ÒØÖ
¸
ÓÙ Ò
ÓÖ ØÖ Ð ×ÓÐÙØÓÒ ³ÙÒ Èº Ò× ÙÒ ÔÖÓÐÑ  ÖÓÒØÖ ÐÖ¸
Ð ÓÑÒ ³ØÙ ÐÙ¹ÑÑ ÔÒ Ù ØÑÔ× Ø ×ÓÒ ÓÖ ÚÓÐÙ Ú
 ÙÒ
ÚØ×× ÔÒÒØ × ÚÐÙÖ× Ù 
ÑÔ ×ÓÐÙØÓÒ  Ð³ÕÙØÓÒ  Ð³ÒØÖÙÖ
Ù ÓÑÒº Ä× ØÖÚÙÜ ×ÙÖ 
× ÔÖÓÐÑ× ×ÓÒØ ÓÒÒØ× Ñ× ÐÙÖ ØÙ
×Ø ×ÓÙÚÒØ 
ÓÑÔÐÕÙ ÔÖ Ð Ø ÕÙ³ÙÒ ÖÒ ÒÓÑÖ  ÑØÓ× Ø
Ö×ÙÐØØ× 
ÓÒÒÙ× ÔÓÙÖ Ð× ÕÙØÓÒ× ÔÓÖØÒØ ×ÙÖ × 
ÑÔ× Ò ÔÙÚÒØ ØÖ
ÙØÐ×× ÔÓÙÖ Ð× ÑÓÙÚÑÒØ× ³ÒØÖ
×º ³×Ø ÔÓÙÖ 
ØØ Ö×ÓÒ ÕÙ³Ð ×Ø

ÓÙÖÒØ  
Ö
Ö  ØÖÒ×ÓÖÑÖ × ÕÙØÓÒ×  ÑÓÙÚÑÒØ× ³ÒØÖ¹

× Ò ÕÙØÓÒ× ×ÙÖ × 
ÑÔ×¸ ×ÓÙÚÒØ Ò 
ÓÒ×ÖÒØ Ð³ÒØÖ
 ÓÒØ
ÓÒ ×ÓÙØ ØÖÑÒÖ Ð ÝÒÑÕÙ 
ÓÑÑ ÙÒ ÐÒ  ÒÚÙ ³ÙÒ 
ÑÔ
ÔÓÙÖ ÐÕÙÐ ÓÒ ÔÙØ 
ÖÖ ÙÒ È ³ÚÓÐÙØÓÒº ËÐÓÒ Ð× ÔÖÓÐÑ× ØÙ×¸
ÔÐÙ×ÙÖ× ÔÔÖÓ
× ×ÓÒØ ÔÓ××Ð×º Ò× Ð 
ÔØÖ ¾  Ñ Ø×¸ 
ÓÒ×
Ö
 Ð³ØÙ ØÓÖÕÙ Ø ÒÙÑÖÕÙ ³ÙÒ ÑÓÐ ÔÔÖÓ
 ÔÓÙÖ Ð ÔÖÓÔØÓÒ
³ÙÒ ÓÒ  ×ÓÙ¸ Ð ØÑÔ× ³ÖÖÚ Ù ÖÓÒØ Ò 
ÕÙ ÔÓÒØ ×Ø ÓÒÒ
ÔÖ ÙÒ ×Ý×ØÑ ³È 
ÓÙÔÐÒØ 
 ØÑÔ× ³ÖÖÚ Ø Ð ÚØ×× ÒÓÖÑÐ Ù
ÖÓÒØº Ä ×Ý×ØÑ ³È ÕÙ³ÓÒ ØÙ ×Ø ÐÓÖ× ×ØØÓÒÒÖ¸ Ø ÓÒ ÙØÐ×
Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ ÓÒÐ  Ð³ÕÙØÓÒ ÖÐÒØ Ð× ÚÖØÓÒ× ×ÔØÐ× Ù ØÑÔ×
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³ÖÖÚ Ø Ð ÚØ×× ÔÓÙÖ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ×
Ñ ÒÙÑÖÕÙ ÒÓÙÚÙº Ä
×Ý×ØÑ ÓØÒÙ ÔÙØ ÐÑÒØ ØÖ Ö
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ³ÙÒ ×Ý×ØÑ
ÐÓ×  
ÓÒ×ÖÚØÓÒº  ØÐ× ×Ý×ØÑ× ÓÒØ Ø Ð³ÓØ  ÒÓÑÖÙÜ ØÖÚÙÜ
ØÓÖÕÙ× Ø ÒÙÑÖÕÙ×¸ Ø 
ØØ ÓÖÑ ×ÙÖ Ò ÔÖØ
ÙÐÖ  Ö
Ö
Ö
× ×ÓÐÙØÓÒ× ×ÑÔÐ× Ù ×Ý×ØÑ Ò ØÙÒØ Ð ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒº Ä×

ÔØÖ× ¿¸  Ø  ÓÒØ ÒØÖÚÒÖ × ÔÔÖÓ
× ×ÑÐÖ×º Ò× Ð× ÙÜ 
×
´Ð× 
ÔØÖ× ¿ Ø  ×ÓÒØ 
ÓÒ×
Ö×  Ð³ØÙ  Ð ÑÑ ÕÙØÓÒ¸ Ð Ö×ÓÒ¹
ÒÑÒØ Ù 
ÔØÖ  ×³ÔÔÙÝÒØ ÓÖØÑÒØ ×ÙÖ Ð× Ö×ÙÐØØ× Ù 
ÔØÖ ¿µ¸
Ð× ÑÓÙÚÑÒØ× ³ÒØÖ
× ×ÓÒØ ÑÓÐ×× ÔÖ × ÕÙØÓÒ× ÔÖÓÐÕÙ×º
Ä ÔÖÑÖ ÕÙØÓÒ ØÙ ×Ø ÙÒ ÕÙØÓÒ 
Ð××ÕÙ  ØÝÔ Ù×ÓÒ¹
Ö
ØÓÒ¸ ÙØÐ× ÔÓÙÖ ÑÓÐ×Ö ÔÖ ÜÑÔÐ × ÔÒÓÑÒ×  
ÓÑÙ×¹
ØÓÒ Ø  ÔÖÓÔØÓÒ  ÑÑ×º Ä ÙÜÑ ÕÙØÓÒ¸ ØÙ Ò× Ð

ÔØÖ ¸ ×Ø ÔÐÙ× ×Ô
ÕÙ  
³×Ø Ð³ÕÙØÓÒ ³ÙÒ ÑÓÐ  ØÝÔ 
ÑÔ
 Ô×× ÔÔÖÓÜÑÒØ ÙÒ ÑÓÐ  ÝÒÑÕÙ × ×ÐÓ
ØÓÒ× Ò× ÙÒ

Ö×ØÐº Ò× 
 
ÔØÖ ÓÒ ØÙ 
 ÑÓÐ ×ÙÖ Ð 
ÓÒÙÖØÓÒ ÓÑØÖÕÙ
³ÙÒ ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê¸ ÙÒ × ÔÖÒ
ÔÙÜ ÔÒÓÑÒ×  
ÖØÓÒ
×ÐÓ
ØÓÒ×º

½º¾ Ð
ÙÐ ÖÔ  Ð³ÚÓÐÙØÓÒ ³ÙÒ ÓÒ  ×ÓÙ¹
 Ú
 Ð ÑÓÐ  ÏØÑ

Ò× Ð 
ÔØÖ ¾¸ ÓÒ ×³ÒØÖ××  Ð ÔÖÓÔØÓÒ ³ÙÒ ÓÒ  ×ÓÙ
Ò× Ð³Öº  ØÝÔ  ÔÒÓÑÒ ×Ø ÒÖÐÑÒØ ÑÓÐ× ÔÖ Ð× ÕÙ¹
ØÓÒ× ³ÙÐÖ Ú
 Ù 
ÓÑÔÖ××Ðº Ä Ö×ÓÐÙØÓÒ ÒÙÑÖÕÙ Ù ×Ý×ØÑ
³ÙÐÖ ×Ø ØÖ× 
ÓØÙ× Ò ØÑÔ×  
Ð
ÙÐº Ä³Ó
Ø  
ØØ ÔÖØ ×Ø
³ÓØÒÖ ÔÖ × 
Ð
ÙÐ× ÖÔ×  ÓÒÒ× ÔÔÖÓÜÑØÓÒ× × 
Ö
ØÖ×¹
ØÕÙ× ÑÔÓÖØÒØ×  Ð³ÓÒ  ×ÓÙ¸  ×ÚÓÖ ÔÖÒ
ÔÐÑÒØ Ò 
ÕÙ
ÔÓÒØ Ð ÔÖÑÖ ØÑÔ× ³ÖÖÚ  Ð³ÓÒ¸ Ð ÚÐÙÖ  Ð ÔÖ××ÓÒ Ø Ð
ØÑÔ×  Ô× ÔÓ×ØÚ ´ØÑÔ× ÔÒÒØ ÐÕÙÐ Ð ×ÙÖÔÖ××ÓÒ ×Ø ÔÓ×ØÚ Ò
ÙÒ ÔÓÒØµº

Ä ÑÓÐ Ë ´ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 ÝÒÑ
×µ  ÏØÑ ´¿℄¸¿℄µ
×Ø ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ù ÑÓÐ ³ÙÐÖ ÔÓÙÖ Ð× Ù× 
ÓÑÔÖ××Ð× ÕÙ
ÔÖÑØ × 
Ð
ÙÐ× ÔÐÙ× ÖÔ×º Ä× ÕÙØÓÒ× Ù ÑÓÐ Ë ÑÓÐ×ÒØ
ÙÒÕÙÑÒØ Ð ÔÖÓÔØÓÒ Ù ÖÓÒØ  Ð³ÓÒ  ×ÓÙ Ø ÔÖÑØØÒØ
ØÖÑÒÖ Ð ØÑÔ× ³ÖÖÚ Ù ÖÓÒØ  Ð³ÓÒ Ø Ð ÚØ××  
 ÖÓÒØ Ò

ÕÙ ÔÓÒØº Ä× ÕÙØÓÒ× Ù ÑÓÐ Ë  ÏØÑ ×³
ÖÚÒØ























M |∇α| = 1

Ú



n

A(M)



= 0

n =
∇α
|∇α|

´½º½µ

Ó Ð Ú
ØÙÖ n =
∇α
|∇α| ×Ø Ð Ú
ØÙÖ ÙÒØÖ ÒÓÖÑÐ Ù ÖÓÒØº
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Ä ÕÙÒØØ ÔÝ×ÕÙ A ÕÙ ÒØÖÚÒØ Ò× Ð³ÕÙØÓÒ ×ÙÖ Ð ÚØ×× M
ÔÖÑØ  ÔÖÒÖ Ò 
ÓÑÔØ Ð× Ø× × ÔÒÓÑÒ× ÔÝ×ÕÙ× ÝÒØ ÐÙ
ÖÖÖ Ð ÖÓÒØ ØÓÙØ Ò ÐÑØÒØ Ð× 
Ð
ÙÐ×  Ð ×ÙÐ ÔÖÓÔØÓÒ  

ÖÓÒØº Ä ÔÖ××ÓÒ Ò ÖÖÖ Ù ÖÓÒØ ×Ø ÓØÒÙ  ÔÖØÖ  Ð ×ÓÐÙØÓÒ ×
ÕÙØÓÒ× Ù ÑÓÐ Ë Ò ÙØÐ×ÒØ Ð× ÕÙØÓÒ×  ÖÐÒÖº  ÔÓ×Ø¹
ØÖØÑÒØ ÔÖÑØ ³ÔÔÖÓ
Ö 
ÓÖÖ
ØÑÒØ Ð× 
Ö
ØÖ×ØÕÙ×  Ð³ÓÒ
×ÓÙ ´ÔÖ××ÓÒ ÖÖÖ Ð ÖÓÒØ¸ ÙÖ  ÔÖ××ÓÒ ÔÓ×ØÚµ ÕÙ Ò ×ÓÒØ Ô×
Ö
ØÑÒØ ÓÒÒ× ÔÖ Ð× ÕÙØÓÒ× Ù ÑÓÐ Ëº

ÆÓØÖ ÐÓÖØÑ Ö×ÓÙØ ÒÙÑÖÕÙÑÒØ Ð× ÕÙØÓÒ× Ù ÑÓÐ Ë
Ò 
Ð
ÙÐÒØ Ð× ØÑÔ× ³ÖÖÚ α ÔÖ ÙÒ ÑØÓ  ØÝÔ ×Ø¹ÅÖ
Òº
Ä ÑØÓ ×Ø¹ÅÖ
Ò ÔÖÑØ  
Ð
ÙÐÖ Ò ÙÒ ×ÙÐ Ô×× Ð× ØÑÔ×
³ÖÖÚ ³ÙÒ ÖÓÒØ Ò ØÓÙ× Ð× ÔÓÒØ× ³ÙÒ ÓÑÒ Ò ÔÖØÒØ  Ð ÔÓ×ØÓÒ
ÒØÐ Ù ÖÓÒØ Ø Ò ÔÖÓÖ××ÒØ Ò× Ð ÓÑÒ Ò× Ð³ÓÖÖ 
ÖÓ××ÒØ ×
ØÑÔ× ³ÖÖÚº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ Ð× ÔÓÒØ× ×ÓÒØ ÖÔÖØ× Ò× ØÖÓ× Ò×Ñ¹
Ð×º Ò× Ð ÔÖÑÖ Ò×ÑÐ¸ Ð³Ò×ÑÐ × ÔÓÒØ× 

ÔØ×¸ Ð ÚÐÙÖ Ù
ØÑÔ× ³ÖÖÚ α ×Ø 
Ð
ÙÐ ÒØÚÑÒØº Ò× Ð ÙÜÑ Ò×ÑÐ¸
ÕÙ³ÓÒ ÔÔÐÐ ØÖØÓÒÒÐÐÑÒØ Ð ÒÖÖÓÛ¹Ò Ø ÕÙ ×Ø 
ÓÒ×ØØÙ ×
ÔÓÒØ× ÚÓ×Ò× × ÔÓÒØ× 

ÔØ×¸ ÓÒ ×ÔÓ×  ÚÐÙÖ× ³××  αº ÒÒ¸
Ò× Ð ÖÒÖ Ò×ÑÐ¸ Ù
ÙÒ ÚÐÙÖ  α Ò³ Ø 
Ð
ÙÐº  
ÕÙ ØÖ¹
ØÓÒ  Ð³ÐÓÖØÑ¸ ÓÒ ÑØ  ÓÙÖ Ð× ÚÐÙÖ× ³××  α Ò× Ð ÙÜÑ
Ò×ÑÐ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð ×
ÖØ×ØÓÒ ØÖØÓÒÒÐÐ  Ð³ÕÙØÓÒ ÓÒÐ
´ÚÓÖ ¾℄µ¸ Ð ÔÓÒØ ÔÓÙÖ ÐÕÙÐ Ð ÚÐÙÖ  α ×Ø Ð ÔÐÙ× ÔØØ ×Ø 

ÔØ
Ø ÓÒ ÖÑØ  ÓÙÖ Ð× ØÖÓ× Ò×ÑÐ×º

 Ð ÖÒ
 × ÑØÓ× ×Ø¹ÅÖ
Ò ØÙÐÐ×¸ Ò× ÒÓØÖ Ð¹
ÓÖØÑ¸ Ð ÚØ×× Ò³×Ø Ô× ÓÒÒ  ÔÖÓÖ Ñ× ÐÐ ÔÒ ÐÓ
ÐÑÒØ
× ÚÐÙÖ×  α Ø  ×× ÖÚ×¸ Ø ÓØ ÓÒ
 ØÖ 
Ð
ÙÐ ×ÑÙÐØÒ¹
ÑÒØº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸  ÙÒ ØÑÔ× ÓÒÒ¸ ÓÒ 
Ð
ÙÐ Ò 
ÕÙ ÔÓÒØ
Ð ÒÖÖÓÛ¹Ò ÙÒ 
ÓÙÔÐ 
ÒØ ØÑÔ× ³ÖÖÚ¹ÚØ×× ÔÖ Ð Ö×ÓÐÙ¹
ØÓÒ ³ÙÒ ×Ý×ØÑ ÓÒÒ ÔÖ Ð ×
Ñ ×
ÖØº ÇÒ  Ò×ÙØ 
× ÚÐÙÖ×
Ù ÔÓÒØ ÔÓÙÖ ÐÕÙÐ Ð ØÑÔ× ³ÖÖÚ ×Ø ÑÒÑÐº  ÔÓÒØ ×Ø ÓÙØ Ù
ÖÓÒØ¸ ÓÒ 
ØÙÐ× Ð ÒÖÖÓÛ¹Ò Ø ÓÒ ÖØÖ Ð 
Ð
ÙÐ  ÔÖØÖ Ù ÒÓÙÚÙ
ÖÓÒØº ØØ ÔÔÖÓ
 
ÓÒ××ØÒØ  ÙØÐ×Ö ÙÒ ÑØÓ  ×Ø ÅÖ
Ò
ÔÓÙÖ Ö×ÓÙÖ ÙÒ ×Ý×ØÑ 
ÓÑÔÓÖØÒØ ÙÒ ÕÙØÓÒ  ØÝÔ ÓÒÐ Ø ÙÒ
ÕÙØÓÒ ÓÒÒÒØ Ð³ÚÓÐÙØÓÒ  Ð ÚØ×× Ò ÓÒ
ØÓÒ  Ð ÓÖÑ Ù ÖÓÒØ
×Ø ÒÓÙÚÐÐ  ÒÓØÖ 
ÓÒÒ××Ò
º Ë Ð ÑØÓ ×Ø ÅÖ
Ò ÓÙÖÒØ ÙÒ
×
Ñ ÒØÙÖÐ ÔÓÙÖ Ð³ÕÙØÓÒ ÓÒÐ¸ Ð 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ù ×
Ñ Ò ¹
ÖÒ
× Ò× ÔÓÙÖ Ð³ÕÙØÓÒ ×ÙÖ Ð ÚØ×× ×Ø ÔÐÙ× Ð
Øº Ò Ø¸ Ð ×Ø

Ð ³ÙØÐ×Ö Ð ÓÖÑ 
ÓÒ×ÖÚØÚ  
ØØ ÕÙØÓÒ Ò ÖÒ
× Ò×¸
Ø Ð ÓÖÑ ÒÓÒ 
ÓÒ×ÖÚØÚ ´½º¾µ Ø ÒØÖÚÒÖ Ð ÒÓÖÑÐ Ù ÖÓÒØ n Ø Ð

ÓÙÖÙÖ Ù ÖÓÒØ κ ÕÙ ×ÓÒØ 
ÓÑÔÐÕÙ×  ÚÐÙÖ Ø ÔÙÚÒØ ØÖ ÒÖ¹
ØÖ
× ³ÑÔÓÖØÒØ× ÖÖÙÖ× ÒÙÑÖÕÙ× ´ØÓÙØ ÔÖØ
ÙÐÖÑÒØ Ð 
ÓÙÖÙÖ
Ù ÖÓÒØµº
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n.∇M = −M
2 − 1

λ(M)
κ ´½º¾µ

ÆÓÙ× ÚÓÒ× ÓÒ
 Ö
ÖØ Ð ÙÜÑ ÕÙØÓÒ  ×ÓÖØ ÕÙ Ò³ÒØÖÚÒ¹
ÒÒØ ÕÙ × ÓÒ
ØÓÒ×  α ÓÒØ Ð ×
ÖØ×ØÓÒ ×ÖØ ÒØÙÖÐÐ¸ ÔÐÙØ�Ø ÕÙ
Ð ÒÓÖÑÐ Ø Ð 
ÓÙÖÙÖ

∇M.∇α = S(M)Δα ´½º¿µ

ÈÓÙÖ ÚÖÖ Ð³ÒØÖØ Ø Ð 
ÓÖÖ
ØÓÒ  ÒÓØÖ ÐÓÖØÑ¸ Ð ÙØ ÔÓÙÚÓÖ
ÚÖÖ ÕÙ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× 
Ð
ÙÐ× ×ÓÒØ ××Þ ÔÖÓ
× × ×ÓÐÙØÓÒ× Ü
Ø×º
ÉÙÒ Ð Ò³×Ø Ô× ÔÓ××Ð  
ÓÒÒØÖ ÒÐÝØÕÙÑÒØ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× Ü
Ø×
Ù ×Ý×ØÑ Ë¸ ÓÒ ÔÙØ Ù×× 
ÓÒÖÓÒØÖ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× ÓØÒÙ×  × ×Ó¹
ÐÙØÓÒ×  ÖÖÒ
 
Ð
ÙÐ× Ú
 × ÐÓÖØÑ× Ù
ÓÙÔ ÔÐÙ× 
ÓØÙÜ
Ò ØÑÔ× Ñ× ÓÒØ Ð ÐØ ×Ø 
ÓÒÒÙº Ò× Ð 
× × ÕÙØÓÒ× Ù
ÑÓÐ Ë¸ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ× ÔÓÙÖÖÒØ Ù×× ØÖ 
ÓÒÖÓÒØ× ÙÜ
×ÓÐÙØÓÒ×  ÖÖÒ
 ÓØÒÙ× Ú
 ÙÒ ÐÓÖØÑ ×
ÖØ×ÒØ Ð× ÕÙØÓÒ×
³ÙÐÖ Ú
 × Ô× ³×Ô
 Ø  ØÑÔ× ØÖ× Ð×  ÙÒ ØÐÐ 
ÓÑÔÖ×ÓÒ
Ø×ØÖØ  Ð Ó× Ð 
ÓÖÖ
ØÓÒ  ÒÓØÖ ÐÓÖØÑ Ø Ð ÚÐØ  Ð³ÔÔÖÓÜ¹
ÑØÓÒ ÔÖ Ð ÑÓÐ Ë ÔÓÙÖ Ð 
× ØÙº ÍÒ ÔÖØ ÑÔÓÖØÒØ
Ñ 
ÓÒØÖÙØÓÒ  
 ØÖÚÐ  Ø Ð ØÖÑÒØÓÒ  ×ÓÐÙØÓÒ×  ÖÖÒ

ÔÓÙÚÒØ ØÖ 
Ð
ÙÐ×¸ ×ÓØ ÒÐÝØÕÙÑÒØ¸ ×ÓØ ØÖ× ÖÔÑÒØ Ù ÑÓÝÒ
 Ð Ö×ÓÐÙØÓÒ ³ÙÒ ×ÑÔÐ ÕÙØÓÒ ÖÒØÐÐ ÓÖÒÖ ´Çµº ÈÖÑ
Ð× 
ÓÒÙÖØÓÒ× ÓÑØÖÕÙ× ×ÑÔÐ× × ÔÖØÒØ Ù 
Ð
ÙÐ  
× ×ÓÐÙØÓÒ×
 ÖÖÒ
¸ ÓÒ ØÖÓÙÚ ÔÖ ÜÑÔÐ Ð× ÖÓÒØ× ÔÐÒ×  ÚØ×× ÙÒÓÖÑ¸ ÓÙ
Ò
ÓÖ Ð 
× ³ÙÒ ×ÓÙÖ
  ×ÝÑØÖ ×ÔÖÕÙ ´Ò ÑÒ×ÓÒ ¾ ÓÙ ¿µ ÓÙ
×ÝÑØÖ 
ÝÐÒÖÕÙ Ò ÑÒ×ÓÒ ¿º

ÁÐ ×Ø ÔÓ××Ð ³ÜÖ × ×ÓÐÙØÓÒ× ÒÐÝØÕÙ× ÔÓÙÖ ÙÒ ÙØÖ Ò×ÑÐ¸
ÔÐÙ× ÑÔÓÖØÒØ Ø ÔÐÙ× Ö
¸  
ÓÒÙÖØÓÒ× ÓÑØÖÕÙ×  Ð ÔÖÓÐÑ
ÊÑÒÒº Ä ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ ×Ø ÙÒ 
ÓÒÙÖØÓÒ ÓÑØÖÕÙ ÔÓÙÖ
ÐÕÙÐÐ Ð 
ÓÒØÓÒ ÒØÐ ×Ø 
ÓÒ×ØØÙ  ÙÜ ÖÓÒØ× ÔÐÒ×¸  ÚØ×××
mℓ Ø mr Ø  Ö
ØÓÒ× θℓ Ø θr × ÓÒÒØ  Ð³ÓÖÒ ´ÙÖ ½º½µº

Ä× ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ ÓÒØ Ò ÒÖÐ ÔÔÖØÖ ×
ØØ× ÒØÖÑÖ×¸ Ð× ØØ× ØÒØ ×ÔÖ× ÒØÖ ÙÜ ÔÖ × ØÖÒ×ØÓÒ× Ò
ÔÓÙÚÒØ ÔÖÒÖ ÕÙ × ÓÖÑ× Ò ÔÖ
××º Ò× Ð 
Ö ÒÖÐ ×
×Ý×ØÑ× ÝÔÖÓÐÕÙ×¸ ÓÒ ×Ø Ö×ÓÙÖ Ð ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ ÕÙÒ
Ð× ØØ×  Ù
 Ø  ÖÓØ ´
 
Ö
ØÖ×× ÔÖ Ð× 
ÓÙÔÐ× (mℓ, θℓ) Ø
(mr, θr)µ ×ÓÒØ ×Ù×ÑÑÒØ ÔÖÓ
×¸ Ñ× Ò× ÙÒ 
× ÔÖØ
ÙÐÖ ÔÔÐ p¹
×Ý×ØÑ¸ Ð ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ ÔÙØ ØÖ Ö×ÓÐÙ ÔÓÙÖ × ØØ× ÒØÙÜ
ÕÙÐ
ÓÒÕÙ×¸ Ø Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× ×ÓÒØ ÐÓÖ× 
ÓÒ×ØØÙ×  ÙÜ ØÖÒ×ØÓÒ× Ù
ÔÐÙ×¸ Ð× ØÖÒ×ØÓÒ× ØÒØ ÐÓÖ× ×ÓØ × ÖÖ
ØÓÒ×¸ ×ÓØ × 
Ó
× ´×Ù ÔÓÙÖ

ÖØÒ× p¹×Ý×ØÑ× ÔÓÙÖ Ð×ÕÙÐ× 
ÖØÒ× 
ÓÒØÓÒ× ÒØÐ× Ò³ÑØØÒØ
Ô×  ×ÓÐÙØÓÒ Ò× 
Ø Ò×ÑÐ¸ 
× Ö×ÙÐØØ× ×ÓÒØ ØÙ× ÒÓØÑÑÒØ
Ò× ¾℄µº ÅÑ × Ð³
ÖØÙÖ ×ØÒÖ Ù p¹×Ý×ØÑ Ø ÒØÖÚÒÖ ÙÒ ×Ô
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 ÙÒ ÑÒ×ÓÒ Ø ÙÒ ÚÖÐ  ØÑÔ×¸ Ð× ÕÙØÓÒ× Ù ×Ý×ØÑ Ë
ÏØÑ ´ÕÙ ×ÓÒØ ×ØØÓÒÒÖ× Ò× ÙÒ ×Ô
  ÙÜ ÑÒ×ÓÒ×µ ÔÙÚÒØ
×³
ÖÖ ×ÓÙ× ÙÒ ÓÖÑ × ÖÔÔÖÓ
ÒØ  
ÐÐ Ù p¹×Ý×ØÑº ÇÒ ÑÓÒØÖ ÐÓÖ×
Ð ØÓÖÑ ×ÙÚÒØ

ÌÓÖÑ ½º½º Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ

ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð ×Ý×ØÑ ´½º½µ Ø × ØØ× (mℓ, θℓ) Ø (mr, θr)¸ Ú
 mℓ,mr >
1º Ä ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ  
ÓÒØÓÒ× ÒØÐ×















(m, θ) = (mℓ, θℓ) ÔÓÙÖ χ = θℓ −
π

2

(m, θ) = (mr, θr) ÔÓÙÖ χ = θr +
π

2

, ´½ºµ

χ ×ÒÒØ Ð³ÒÐ Ò 
ÓÓÖÓÒÒ× ÔÓÐÖ×¸ ÑØ ÐÓÖ× ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ Ù¹
ØÓ×ÑÐÖ 
ÓÑÔÓÖØÒØ Ù ÔÐÙ× ÙÜ ØÖÒ×ØÓÒ× ´
Ó
× ÓÙ ÖÖ
ØÓÒ×µ ×
ÕÙ Ð 
ÓÒØÓÒ

θr − θℓ ≤ θ∗(mℓ) + θ∗(mr)

×Ø ÚÖ¸ θ∗ ØÒØ ÙÒ ÓÒØÓÒ 
ÖÓ××ÒØ ÜÔÐ
Ø  m ÔÓÙÖ ÐÕÙÐÐ
θ∗(1) = 0º

θ l

θr Mr

χ
r

χ
l

M l

������ ½º½  ÓÒØÓÒ× ÒØÐ× Ù ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ

Ä ×Ý×ØÑ  ÊÑÒÒ ÔÙØ ÓÒ
 ØÖ 
ÓÑÔÐØÑÒØ Ö×ÓÐÙ Ò ÓÖ×
³ÙÒ ÞÓÒ 
ÖØÕÙ Ò× Ð³×Ô
 (m, θ) ÔÓÙÖ Ð× ÕÙØÓÒ×  ÏØÑº Ë
Ë
ÛÒÑÒ ¾℄ ÑÒØÓÒÒ ÕÙ Ð³ÓØÒØÓÒ × ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓÐÑ
ÊÑÒÒ ×Ø ×ÑÔÐ ÔÓÙÖ 
 ÑÓÐ¸ Ù
ÙÒ ×
ÖÔØÓÒ 
ÓÑÔÐØ Ò³Ü×ØØ
Ù×ÕÙ³ÐÓÖ×º

ÈÓÙÖ 
ÓÑÔÖÒÖ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ ÔÓÙÖ Ð ×Ý×ØÑ
Ë¸ Ð ÙØ 
ÓÒÒØÖ Ð ÓÖÑ × ØÖÒ×ØÓÒ× ÔÓ××Ð×¸ ÕÙ ÔÙÚÒØ ØÖ ÓÙ
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× 
Ó
×¸ ÓÙ × ÖÖ
ØÓÒ×º × 
Ó
× Ø 
× ÖÖ
ØÓÒ× ÓÒØ Ø 
ÖØ×
ÔÖ ÏØÑ Ò× ×ÓÒ ÐÚÖ ¿℄ Ø ×ÓÒ ÖØ
Ð ¿℄¸ Ñ× Ð× ×ÓÐÙØÓÒ×  ØÝÔ
ÖÖ
ØÓÒ ×ÓÒØ ÜÔÖÑ× Ò× Ð ×Ý×ØÑ × 
ÓÓÖÓÒÒ× (α, β) ÓÒÒ×
ÔÖ Ð ÒÓÖÑÐ Ø Ð ØÒÒØ Ù ÖÓÒØ¸ 
 ÕÙ ÖÒ 
Ð ÐÙÖ ÖÔÖ×ÒØ¹
ØÓÒ ÓÑØÖÕÙº Â³ ÓÒ
 
Ó×  ÖÔÖÒÖ 
ÓÑÔÐØÑÒØ Ð ×
ÖÔØÓÒ
ÓÑØÖÕÙ  
× ×ÓÐÙØÓÒ× Ò ÓÒÒÒØ Ð× Ö×ÙÐØØ× Ò 
ÓÓÖÓÒÒ× 
ÖØ×¹
ÒÒ× ÓÙ ÔÓÐÖ×º Ú
 
× Ö×ÙÐØØ×¸ Ð ÓÑØÖ ³ÙÒ 
Ó
 ×Ø ÓÒÒ
ÑÒÖ ÒÐÝØÕÙ¸ Ø Ð ÑÓØÖ ³ÙÒ ÖÖ
ØÓÒ ÔÙØ ØÖ ØÖÓÙÚ Ò
Ö×ÓÐÚÒØ ÙÒ Çº ÇÒ ÔÙØ ÓÒ
 
ÓÒÖÓÒØÖ Ö
ØÑÒØ Ð× Ö×ÙÐØØ× ××Ù×
× ×ÑÙÐØÓÒ×  
× ×ÓÐÙØÓÒ×º

ÍÒ ÔÔÐ
ØÓÒ Ö
Ø  
× Ö×ÙÐØØ× ×Ø Ð 
× ³ÙÒ ÖÓÒØ ÔÐÒ 
ÓÑ¹
ÔÖÑ ÔÖ ÙÒ ÖÑÔ¸ ÕÙ ×Ø ÙÒ 
×¹Ø×Ø ×ÑÔÐ ÔÓÙÖ ÚÐÙÖ Ð× ÔÖÓÖÑÒ
×
 Ð³ÐÓÖØÑ Ø ×ÙÖØÓÙØ ÚÐÙÖ Ð ØÖØÑÒØ × 
Ó
×º Ò Ø¸ Ð ×
Ñ
 ÖÒ
× Ò× Ò³ØÒØ Ô×  ÔÖÓÖ 
ÓÒ×ÖÚØ¸ Ð Ò³Ý  Ô×  ÖÒØ
ÕÙ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ× Ò 
ÓÑÔÓÖØÖÓÒØ ÕÙ × 
Ó
× 
ÓÖÖ
Ø× ´ºº
×Ø××ÒØ Ð ÓÖÑ 
ÓÒ×ÖÚØÚ  Ð³ÕÙØÓÒ ×ÙÖ Ð ÚØ×× Ù ×Ò× ×
×ØÖÙØÓÒ×µ Ø ÓÒ
 ÕÙ Ð³ÐÓÖØÑ ÓÒÒÖ × Ö×ÙÐØØ× 
ÓÖÖ
Ø×º

Ä 
×  Ð ÖÑÔ Ø  ÑÒÖ ÔÐÙ× ÒÖÐ Ð 
× × ×ÓÐÙØÓÒ× Ù
ÔÖÓÐÑ  ÊÑÒÒ ×ÓÒØ × Ø×Ø× ÒØÖ××ÒØ× ÔÓÙÖ Ð³ÐÓÖØÑ 
Ö Ð×
ÔÖÑØØÒØ  ÚÖÖ  Ð Ó× ÕÙ Ð× Ö×ÙÐØØ× ×ÓÒØ ÓÒ× Ò Ð³×Ò

×
ÓÒØÒÙØ× ´ÔÓÙÖ Ð× ÖÖ
ØÓÒ×µ Ø ÕÙ Ð³ÐÓÖØÑ 
Ð
ÙÐ 
ÓÖÖ
ØÑÒØ
Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× 
ÓÑÔÓÖØÒØ × ×
ÓÒØÒÙØ×º

½º¿ Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ× ÕÙ×¹ÔÐÒ× ÔÓÙÖ ÙÒ
ÕÙØÓÒ ÔÖÓÐÕÙ ×ÑÐÒÖ

Ä³ÓØ Ù 
ÔØÖ ¿ ×Ø  ÑÓÒØÖÖ Ð³Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ× ÕÙ×¹ÔÐÒ×
 Ð³ÕÙØÓÒ ÔÖÓÐÕÙ ×Ñ¹ÐÒÖ

ut(x, t) = uxx(x, t) + f(x, u(x, t)). ´½ºµ

ÔÓÙÖ (x, t) ∈ R × R Ú
 ÙÒ ÒÓÒ¹ÐÒÖØ f ×Ø××ÒØ Ð× ÔÖÓÔÖØ×
ÖÙÐÖØ Ø  (Z× Z)¹ÔÖÓ
Ø ×ÙÚÒØ×



f ∈ Lip(R2;R)
f(x+ k, v + l) = f(x, v) ÔÓÙÖ ØÓÙØ (k, l) ∈ Z2, (x, v) ∈ R× R

´½ºµ
Ó Lip(·, ·) ×Ò Ð³Ò×ÑÐ × ÓÒ
ØÓÒ× ÄÔ×
ØÞº

ÇÒ ÔÖÐ  ×ÓÐÙØÓÒ× ÕÙ×¹ÔÐÒ× Ò× Ð ×Ò× Ó ÓÒ Ö
Ö
 × ×ÓÐÙ¹
ØÓÒ× ÔÓÙÖ Ð×ÕÙÐÐ× Ð× ÐÒ×  ÒÚÙ {u = a} ÔÓÙÖ a ∈ R ÚÓÐÙÒØ 
ÓÑÑ
Ð ÖÓÒØ ³ÙÒ ÓÒ ÔÐÒ ÔÖÓÖ××Úº  ØÐÐ× ×ÓÐÙØÓÒ× ÔÙÚÒØ ÓÒ
 ØÖ
× ÑÓÐ× ÔÓÙÖ × ÔÒÓÑÒ× ÔÝ×ÕÙ× ÑÔÐÕÙÒØ × ÔÖÓÔØÓÒ×
ÖÓÒØ×º
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ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÔÓÙÖ ÙÒ ×
ÐÖ p ÓÒÒ¸ ×Ø××ÒØ p = 0¸ Ð× ×ÓÐÙ¹
ØÓÒ× ÕÙ×¹ÔÐÒ× ÕÙ Ð³ÓÒ Ö
Ö
 ÓÚÒØ ÚÖÖ¸ ÔÓÙÖ ÙÒ 
ÖØÒ ×
ÐÖ
λ ∈ R¸ Ð³Ò
ÖÑÒØ

|u− px− λt| ≤ C ´½ºµ

ÔÓÙÖ ÙÒ 
ÖØÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 Ø¸ ÕÙÒ λ = 0¸ Ð× ÖÐØÓÒ×  ÔÖÓ¹

Ø ×ÙÚÒØ×

u



x+
1

p
, t



= u(x, t) + 1 ´½ºµ

u(x+ 1, t) = u


x, t+
p

λ



. ´½ºµ

× ÙÜ ÖÐØÓÒ× ÔÖÑØØÒØ  ÖÙÖ Ð³ØÙ  ÙÒ ÓÑÒ ÓÖÒ 
Ö
× ØÐÐ× ×ÓÐÙØÓÒ× ×ÓÒØ ÒØÖÑÒØ ØÖÑÒ× ÔÖ ÐÙÖ 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ ×ÙÖ

Ð Ö
ØÒÐ



0,
1

p



×


0,
1

λ



º

ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð ØÓÖÑ ×ÙÚÒØ

ÌÓÖÑ ½º¾º ´Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ× ÕÙ×¹ÔÐÒ× Ø ÔÖÓ
Øµ

ÇÒ ×ÙÔÔÓ× ÕÙ f ÚÖ Ð³ÝÔÓØ× ´½ºµ Ø ÓÒ Ü p > 0 Ú
 p−1 ∈ Nº
ÐÓÖ× Ð Ü×Ø ÙÒ ÙÒÕÙ ÖÐ λ ∈ R ØÐ ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0
ÒÔÒÒØ  p Ø ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ u  ´½ºµ ×ÙÖ R× R ×Ø××ÒØ























|u(x, t)− px− λt| ≤ C (i)

u



x+
1

p
, t



= 1 + u(x, t) (ii)

λut ≥ 0 (iii)
u(x+ 1, t) ≥ u(x, t) (iv).

´½º½¼µ

 ÔÐÙ×¸


u


x+ 1, t− p

λ



= u(x, t) × λ = 0 (v)

ut = 0 × λ = 0 (v)′.
´½º½½µ

ÒÒ¸ Ð× 
ÓÒ×ØÒØ× λ(p) ×ÓÒØ ÓÖÒ× ÒÔÒÑÑÒØ  pº

ÇÒ ÑÓÒØÖ ÐÑÒØ Ò× 
 
ÔØÖ ÙÒ Ö×ÙÐØØ ÙÒ ÔÙ ÔÐÙ× ×Ô
ÕÙ

ÌÓÖÑ ½º¿º ËÓØ Z Ð³Ò×ÑÐ × ÞÖÓ×  f ÒÔÒÑÑÒØ  x ´ºº
ÔÓÙÖ a ∈ Z¸ f(x, a) = 0 ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ [0, 1]µº ÁÐ Ü×Ø ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ u  ´½ºµ
×Ø××ÒØ ´½º½¼µ¸´½º½½µ ØÐÐ ÕÙ

∀a ∈ Z, (u(x, t) < a < u(y, t))⇒ (x < y) . ´½º½¾µ

ØØ ÔÖÓÔÖØ ×Ø 
ÖÙ
Ð Ò× Ð 
ÔØÖ ¸ Ó Ð³ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð³Ü×ØÒ

 ×ÓÐÙØÓÒ×  ØÝÔ ÓÒ× ÔÖÓÖ××Ú× ÔÙÐ×ØÓÖ× Ò× Ð 
× ³ÙÒ ÒÓÒ¹
ÐÒÖØ f ×ØÐ Ò ÑÒ×ÓÒ 1 ´ÚÓÖ Ð ×
ØÓÒ ½º Ø Ð 
ÔØÖ µº

Ä× ØÖÚÙÜ ×ÙÖ 
× ×ÓÐÙØÓÒ× ÕÙ×¹ÔÐÒ× ×ÓÒØ ÖÐØÚÑÒØ ÔÙ ÒÓÑ¹
ÖÙÜº Ä× ÔÖÒ
ÔÙÜ Ö×ÙÐØØ× ×ÓÒØ × ÔÖÓÔÖØ× ³Ü×ØÒ
 Ø  ÖÙ¹
ÐÖØ  ÑÒÑ×ÙÖ× ÕÙ×¹ÔÐÒ× ÔÓÙÖ ÙÒ 
ÖØÒ ÒÓÑÖ  ÓÒ
ØÓÒÒÐÐ×
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³ÒÖ ´ÚÓÖ ℄¸½½℄¸℄¸℄µº × ØÖÚÙÜ Ò ÓÒØ Ô× ÒØÖÚÒÖ ³ÚÓÐÙØÓÒ
ØÑÔÓÖÐÐ¸ ÓÒ ÔÙØ ÓÒ
 Ð× 
ÓÑÔÖÖ  ÒÓ× Ö×ÙÐØØ× Ò× Ð 
× Ó λ = 0
Ø Ó Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× ÕÙ ÒÓÙ× 
ÓÒ×ØÖÙ×ÓÒ× ×ÓÒØ ×ØØÓÒÒÖ×º Ò× 
 
×¸ Ð
×ÓÐÙØÓÒ ×ØØÓÒÒÖ u ×Ø ÙÒ ÑÒÑ×ÙÖ ÔÓÙÖ Ð ÓÒ
ØÓÒÒÐÐ

I(u) =



|ux|2 − F (x, u)

Ú
 Fu(x, u) = 2f(x, u) ´Fu ×ÒÒØ Ð ÖÚ  F ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð
ÚÖÐ uµº ÈÙ×ÕÙ ÒÓÙ× ÑÓÒØÖÓÒ× Ð³Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ× ×ØØÓÒÒÖ× Ò
ÔÖØ
ÙÐÖ ÕÙÒ f ×Ø  ÑÓÝÒÒ ÒÙÐÐ¸ ÒÓØÖ Ö×ÙÐØØ ÑÔÐÕÙ Ð³Ü×ØÒ

 ÑÒÑ×ÙÖ× ÔÓÙÖ I ÐÓÖ×ÕÙ Fu ×Ø  ÑÓÝÒÒ ÒÙÐÐº Ä³ÖØ
Ð × ÖÔ¹
ÔÖÓ
ÒØ Ð ÔÐÙ×  ÒÓØÖ ÕÙØÓÒ ÔÖÓÐÕÙ ×Ø 
ÐÙ  Ð××¸  Ä
ÄÐÚ Ø ÎÐÒÓ
 ¿℄º Ò Ø¸ 
Ø ÖØ
Ð ØÙ × ÔÖÓÐÑ×  ÓØ
ÖÒØ¸ ÒØÖÓÙ×ÒØ Ò× 
ØÚÑÒØ ÙÒ ÚÖÐ  ØÑÔ× Ò× Ð ÔÖÓ¹
ÐÑº Ä³ÕÙØÓÒ ´½ºµ ÔÙØ ³ÐÐÙÖ× ØÖ ÚÙ 
ÓÑÑ ÙÒ 
× ÔÖØ
ÙÐÖ
Ð³ÕÙØÓÒ ´½¼µ  ¿℄º ÔÒÒØ¸ 
Ø ÖØ
Ð Ò ×³ÒØÖ×× Ô× ÙÜ ÑÑ×
Ö×ÙÐØØ× ÕÙ ÒÓÙ×¸ Ð ÑÓÒØÖ ÙÒ ÔÖÒ
Ô  
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÓÙÖ × ÓØ× ÔÐÙ×
ÒÖÙÜ Ø ÔÓÙÖ × ÓÒÒ× ÑÓÒ× ÖÙÐÖ×º

ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ Ð ØÓÖÑ ½º¾¸ ÓÒ 
ÓÒ×ØÖÙØ ³ÓÖ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓ¹
ÐÑ  Ù
Ý



ut = uxx + f(x, u)
u(0, x) = px

´½º½¿µ

Ø ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ³ÐÐ× ÚÖÒØ Ð³Ò
ÖÑÒØ ´½ºµ Ø Ð ÔÖÓÔÖØ  ÔÖ¹
Ó
Ø ´½ºµº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ò×ÙØ Ð 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ Ò ØÑÔ× ÐÓÒ  
×
×ÓÐÙØÓÒ× Ø ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò× ÕÙ Ð³ÓÒ ÔÙØ ÓØÒÖ ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ  ´½ºµ ×Ø¹
××ÒØ Ð× 
ÓÒØÓÒ× Ù ØÓÖÑ ½º¾º

Ä³ØÙ × ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý Ø ×ÙÖØÓÙØ Ð³ÓØÒØÓÒ
Ð³Ò
ÖÑÒØ ´½ºµ Ò
××ØÒØ Ð³ØÙ ÔÖÐÐ ³ÙÒ ÕÙØÓÒ ÒÓÒ ÐÓ
Ð
ÔÔÖÓ
ÒØ Ð³ÕÙØÓÒ ´½ºµº Ä ØÖÑ ÒÓÒ ÐÓ
Ð ÔÖÑØ  ÓÖÒÖ Ð× Ó×
Ð¹
ÐØÓÒ× ×ÔØÐ×  Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý Ñ× ÒÒÖ ÙÒ

ÖØÒ ÒÓÑÖ  
ÓÑÔÐ
ØÓÒ× ÕÙ ÖÒÒØ 
 
ÔØÖ ××Þ Ø
ÒÕÙº

ÍÒ Ó× ÕÙ Ð³ÓÒ  ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý
´½º½¿µ ÚÖÒØ ´½ºµ¸´½ºµ¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð ØÓÖÑ ½º¾ Ò ØÙÒØ ÐÙÖ

ÓÑÔÓÖØÑÒØ Ò ØÑÔ× ÐÓÒº Ä ÖÙÐÖØ  Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ÔÖÓÐÑ
Ù
Ý Ø Ð³ÙÒÓÖÑØ  ×× ÓÖÒ× ÔÖÑØØÒØ  ÔÐ
Ö 
ØØ ×ÓÐÙØÓÒ Ò×
ÙÒ ×Ô
 
ÓÑÔ
Ø Ø Ò×  ÓÒÒÖ ÙÒ ×Ò× ÔÖ
×  
 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ Ò
ØÑÔ× ÐÓÒ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ³ÙÒ ÐÑØº

Ò× Ð 
× Ó λ = 0¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò×ÙØ ÕÙ Ð ×ÓÐÙØÓÒ ÐÑØ u∞ ×Ø×Ø
Ð ØÓÖÑ ½º¾º ÉÙÒ λ = 0¸ ÓÒ ×ÓÙØ  ÔÐÙ× 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ
×ØØÓÒÒÖº ÈÓÙÖ 
Ð¸ ÓÒ 
ÓÒ×ØÖÙØ ³ÓÖ¸  ÔÖØÖ  Ð ÐÑØ Ò ØÑÔ×
ÐÓÒ¸ ÙÒ ×ÓÙ×¹×ÓÐÙØÓÒ Ø ÙÒ ×ÙÖ¹×ÓÐÙØÓÒ ×ØØÓÒÒÖ×¸ Ø ÓÒ ÙØ Ð³Ü¹
×ØÒ
 ³ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ ×ØØÓÒÒÖ ÔÖ Ð ÑØÓ  ÈÖÖÓÒº ÇÒ ÑÓÒØÖ
Ò×ÙØ ÕÙ 
ØØ ×ÓÐÙØÓÒ ÚÖ ´½ºµº
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ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ Ð ØÓÖÑ ½º¿¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ³ÓÖ ÕÙ Ð ÔÖÓÔÖØ ´½º½¾µ
×Ø ÚÖ ÔÓÙÖ Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý Ò ÑÓÒØÖÒØ ÕÙ Ð×
Ò×ÑÐ× {(x, t) ∈ R× [0, T ] | u(x, t) < a} Ø {(x, t) ∈ R× [0, T ] | u(x, t) >
a} ×ÓÒØ Ò
××ÖÑÒØ 
ÓÒÒÜ×º ÍÒ Ó× Ð ÔÖÓÔÖØ ÑÓÒØÖ ÔÓÙÖ Ð
×ÓÐÙØÓÒ Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý̧ ÙÒ Ô××  Ð ÐÑØ ÔÖÑØ  ÑÓÒØÖÖ
Ð ØÓÖÑ ½º¿ Ò× Ð 
× λ = 0º ÉÙÒ λ = 0¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð ×ÓÙ×¹
×ÓÐÙØÓÒ Ø Ð ×ÙÖ¹×ÓÐÙØÓÒ ×ØØÓÒÒÖ× 
ÓÒ×ØÖÙØ× ÚÖÒØ ´½º½¾µ¸ ÔÙ× ÕÙ

ØØ ÔÖÓÔÖØ ×Ø 
ÓÒ×ÖÚ ÔÖ Ð ÑØÓ  ÈÖÖÓÒº

½º Ü×ØÒ
 Ø ÙÒ
Ø ³ÓÒ× ÔÖÓÖ××Ú× ÔÙÐ¹
×ØÓÖ× Ò× Ð 
× ×ØÐ

Ä³ÓØ Ù 
ÔØÖ  ×Ø  ÑÓÒØÖÖ Ð³Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ×  ØÝÔ
ÓÒ ÔÖÓÖ××Ú ÔÙÐ×ØÓÖ ´Ò ÒÐ× ÈÙÐ×ØÒ ÌÖÚÐÐÒ ÏÚ×µ  Ð³ÕÙ¹
ØÓÒ ´½ºµ

ut(x, t) = uxx(x, t) + f(x, u(x, t))

ÔÓÙÖ ÙÒ ÒÓÒ¹ÐÒÖØ f ×ØÐ ´Ò ÔÐÙ× × ÔÖÓÔÖØ×  ÖÙÐÖØ Ø
ÔÖÓ
Øµº ÇÒ ×ÙÔÔÓ× ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ f ×Ø×Ø Ð³ÝÔÓØ×



f ∈ C1(R× [0, 1];R)
f(x+ k, v) = f(x, v) ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ∈ Z, (x, v) ∈ R× [0, 1]

´½º½µ

Ø ÚÖ ÐÑÒØ × ÝÔÓØ××  ×ØÐØ  ÁÐ Ü×Ø θ ∈ (0, 1) ØÐ ÕÙ







































f(x, 0) = f(x, θ) = f(x, 1) = 0 ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ R

f(x, v) < 0 ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ (0, θ), x ∈ R

f(x, v) > 0 ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ (θ, 1), x ∈ R

f ′
u(x, θ) > 0 ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ R

∃η0 > 0 ØÐ ÕÙ
∀x ∈ R, Ð ÓÒ
ØÓÒ v → f(x, v) ×Ø ×ØÖ
ØÑÒØ 
ÖÓ××ÒØ ×ÙÖ

[0, η0] ∪ [1− η0, 1]
´½º½µ

ËÓÙ× 
× ÝÔÓØ××¸ ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ Ð³Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ×  ØÝÔ
ÓÒ× ÔÖÓÖ××Ú× ÔÙÐ×ØÓÖ× ´Ò× Ð× 
× Ó Ð Ò³Ý  Ô×  ×ÓÐÙØÓÒ ×Ø¹
ØÓÒÒÖµ

ÌÓÖÑ ½ºº ´Ü×ØÒ
 Ø ÙÒ
Ø ³ÓÒ× ÔÖÓÖ××Ú× ÔÙÐ×ØÓÖ×µ

ÇÒ ×ÙÔÔÓ× ´½ºµ¸´½º½µº ÐÓÖ× Ð Ü×Ø c0 ∈ R Ø u ×ÓÐÙØÓÒ  ´½ºµ ×ÙÖ R×R
ØÐ× ÕÙ























c0ut ≥ 0
0 ≤ u ≤ 1
lim inf

x+c0t→+∞
u(x, t) = 1

lim sup
x+c0t→−∞

u(x, t) = 0

´½º½µ
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Ø






u



x+ 1, t− 1

c0



= u(x, t), × c0 = 0

u(x, t) Ò ÔÒ Ô×  t¸ × c0 = 0.
. ´½º½µ

 ÔÐÙ×¸ × c0 = 0¸ Ð ×ÓÐÙØÓÒ u ×Ø××ÒØ ´½º½µ¹´½º½µ ×Ø ÙÒÕÙ  ØÖÒ×¹
ÐØÓÒ Ò ØÑÔ× ÔÖ×º

ËÓÙ× ÙÒ ÝÔÓØ× ÙÒ ÔÙ ÔÐÙ× 
ÓÒØÖÒÒØ¸ ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ Ð³ÙÒ
Ø
 Ð ÚÐÓ
Ø c



f ′
u(x, 0) = −δ0 < 0 ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ R

f ′
u(x, 1) = −δ1 < 0 ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ R

´½º½µ

ÇÒ ÑÓÒØÖ ÐÓÖ× Ð ØÓÖÑ ×ÙÚÒØ

ÌÓÖÑ ½ºº ´ÍÒ
Ø  Ð ÚÐÓ
Øµ

ÇÒ ×ÙÔÔÓ× ÚÖ× Ð× ÝÔÓØ×× ´½ºµ¸´½º½µ¸´½º½µº ÐÓÖ× Ð ÚÐÓ
Ø c0 ∈
R ÓÒÒ Ò× Ð ØÓÖÑ ½º ×Ø ÙÒÕÙº

Ä³ØÙ ³ÕÙØÓÒ× ÔÖÓÐÕÙ× ×Ñ¹ÐÒÖ× ØÐÐ× ÕÙ ´½ºµ ×Ø Ð³ÓØ
 ÒÓÑÖÙÜ ØÖÚÙÜ¸ Ú
 Ò ÔÖØ
ÙÐÖ Ð Ö
Ö
  ×ÓÐÙØÓÒ×  ØÝÔ
ÓÒ× ÔÖÓÖ××Ú× ´ØÖÚÐÐÒ ÛÚ×µº

Ä× ÔÖÑÖ× ØÙ× ÓÒØ Ø ÑÒ× ×ÙÖ Ð³ÕÙØÓÒ  Ö
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ
ÓÑÓÒ

ut = uxx + u(1− u)

ÔÖ ÃÓÐÑÓÓÖÓÚ¸ ÈØÖÓÚ×Ý Ø È×ÙÒÓÚ ½½℄ Ø ×Ö ½¼℄º ØØ ÕÙØÓÒ
ØÖÓÙÚ ÐÓÖ× × ÔÔÐ
ØÓÒ× Ò 
ÓÐÓ Ò× Ð³ØÙ × ÑÓÐ× ÔÖÓ¹
ÔÖØÙÖº × Ö
Ö
× ÓÒØ Ò×ÙØ Ø 
ÓÒ×
Ö×  × 
× ÔÐÙ× ÒÖÙÜ¸
Ú
 Ð³ÓÙØ ³ÙÒ ØÖÑ ³Ú
ØÓÒ¸ ÓÙ Ð ÒÓÒ¹ÓÑÓÒØ Ù ØÖÑ
Ö
ØÓÒº Ò× 
 
ÓÒØÜØ ÒÖÐ¸ Ð³Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ×  ØÝÔ ÖÓÒØ×
ÔÖÓÖ××× ÔÙÐ×ØÓÖ×  Ø ÑÓÒØÖ ÔÖ Ö×ØÝ
 Ø ÀÑÐ Ò× ¾℄
Ò× Ð 
× ³ÙÒ ÒÓÒ¹ÐÒÖØ f ÔÓ×ØÚº

ÁÐ Ý  ÑÓÒ×  Ö×ÙÐØØ× Ò× Ð 
× ³ÙÒ ÒÓÒ¹ÐÒÖØ ×ØÐ 
ÓÑÑ

ÐÐ ÕÙ ÒÓÙ× ØÙÓÒ×º ÍÒ Ö×ÙÐØØ  Ò ½℄ ÑÓÒØÖ Ð³Ü×ØÒ
 ³ÓÒ×
ÔÖÓÖ××Ú× ÔÙÐ×ØÓÖ× ÕÙÒ Ð ÔÒÒ
 Ò ×Ô
  Ð ÒÓÒ¹ÐÒÖØ
×Ø ÔØØº ÍÒ ÙØÖ Ö×ÙÐØØ ÔÐÙ× ÒÖÐ ×Ø 
ÐÙ  ÐØØ¸ Ù
ÖÓØ Ø
ÅØÒÓ ℄º × ØÖÓ× ÙØÙÖ× ÑÓÒØÖÒØ Ð³Ü×ØÒ
  ÖÓÒØ× ÔÖÓÖ××× ÔÙÐ¹
×ØÓÖ× ÔÓÙÖ × ÒÓÒ¹ÐÒÖØ× ØÖ× ÒÖÐ×¸ ÕÙ ÓÚÒØ ×ÙÐÑÒØ ÚÖ¹
Ö × 
ÓÒØÓÒ× ÑÔÐ
Ø× ××Þ Ö×ÓÒÒÐ×º ÈÖ 
ÖØÒ× ÔÓÒØ×¸ Ð×

ÔØÖ× ¿ Ø  ÓÒØ ÔÔÐ  × ÖÙÑÒØ× ÙÒ ÔÙ ×ÑÐÖ×º ÆÒÑÓÒ×¸
Ð³ÙØÐ×ØÓÒ 
ÖÙ
Ð Ù ØÓÖÑ ½º¿ ÒÓÙ× ÔÖÑØ  ÒÓÙ× ÖÒ
Ö  ØÐÐ×

ÓÒØÓÒ× ÑÔÐ
Ø×¸ Ø ÒÓØÖ ØÙ ÔÓÙÖÖØ 
ÓÙÚÖÖ × 
× ÒÓÒ ØÖØ× Ò×

Ø ÖØ
Ðº

ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ Ð Ö×ÙÐØØ ³Ü×ØÒ
 Ù ØÓÖÑ ½º¸ ÓÒ ÙØÐ× ÓÖØ¹
ÑÒØ Ð× Ö×ÙÐØØ× ÑÓÒØÖ× Ò× Ð 
ÔØÖ ¿º Ò Ø¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð×
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×ÓÐÙØÓÒ× u(p) 
ÓÒ×ØÖÙØ× Ò× Ð ØÓÖÑ ½º¾ ÔÓÙÖ p ∈ N−1 Ø ÓÒ 
ÓÒ×Ö
ÐÙÖ ÐÑØ ÔÓÙÖ 
ÓÒ×ØÖÙÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ u ×Ø××ÒØ Ð ØÓÖÑ ½ºº

Ä× ÔÖÓÔÖØ×  ÑÓÒÓØÓÒ Ø  ÔÖÓ
Ø  Ð ÐÑØ u × Ù×ÒØ
× ÔÖÓÔÖØ× × ×ÓÐÙØÓÒ× u(p) ÔÓÙÖ p = 0º ÈÓÙÖ ÔÓÙÖ×ÙÚÖ Ð³ÒÐÝ×¸ ÓÒ
ÒØ Ð× ÓÒ
ØÓÒ×

u(x) = lim
t→+∞

u(x, t)

u(x) = lim
t→−∞

u(x, t)

u+(x, t) = lim
n→+∞

u(x+ n, t)

u−(x, t) = lim
n→−∞

u(x+ n, t)

´½º½µ

Ø ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð× Ò
ÖÑÒØ× 0 ≤ u+ − u− ≤ 1 Ø 0 ≤ |u− u| ≤ 1º ÈÖ ×
ØÖÒ×ÐØÓÒ× Ò ØÑÔ× ÔÔÖÓÔÖ× ÓÒ ÔÙØ ×³××ÙÖÖ ÕÙ u ÔÖÒ Ð ÚÐÙÖ
θ¸ ÔÙ×¸ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð× ÓÒ
ØÓÒ× ÙÜÐÖ× Ò× Ò ´½º½µ¸ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ
0 ≤ u ≤ 1º ÁÐ ÙØ Ò×ÙØ ×ØÒÙÖ Ð× 
× ×ÐÓÒ ÕÙ Ð ÚÐÓ
Ø ×Ø ÒÙÐÐ
ÓÙ ÒÓÒ ÒÙÐÐº Ò× Ð 
× c = 0 ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ × u ×Ø ×ÓÐÙØÓÒ  ´½ºµ¸
ÐÓÖ× ×ÓØ u ×Ø ÙÒ ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ ÓÒÒØ Ð× ØØ× 0 Ø 1¸ ×ÓØ
u ×Ø 
ÓÒ×ØÒØ Ø Ð  θº ÇÒ ÙØÐ× Ò×ÙØ Ð Ø ÕÙ f ′

u(x, θ) > 0
ÔÓÙÖ ØÓÙØ x¸ Ø ÓÒ
 ÕÙ Ð³ØØ θ ×Ø ÙÒ ÕÙÐÖ Ò×ØÐ ÔÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ
ÕÙ Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× ÕÙ Ð³ÓÒ 
ÓÒ×ØÖÙØ Ò ÔÙÚÒØ ØÖ 
ÓÒ×ØÒØ× Ø Ð×  θº
 ÑÒÖ ×ÑÐÖ¸ Ò× Ð 
× c = 0¸ ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ ×ÓØ ÓÒ ÔÙØ
ÜÖ ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ ×ØØÓÒÒÖ ×Ø××ÒØ u+ = 1¸ u− = 0¸ ×ÓØ Ð ×ÓÐÙØÓÒ
u 
ÓÒ×ØÖÙØ ×Ø 
ÓÒ×ØÒØ Ø Ð  θº ÇÒ Ü
ÐÙØ ÒÐÑÒØ 
 
× u ≡ θ
ÔÓÙÖ 
ÚÖ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ù ØÓÖÑ ½ºº

 ÚÐÓ
Ø c Ü¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð³ÙÒ
Ø  Ð ×ÓÐÙØÓÒ u Ò 
ÓÒ×ÖÒØ
ÙÜ ×ÓÐÙØÓÒ×  ´½ºµ u1 Ø u2 ×Ø××ÒØ ´½º½µ¸´½º½µ ÔÓÙÖ Ð ÑÑ ÚÐÓ
¹
Ø cº ÇÒ ÔÙØ ÐÓÖ× ÑÓÒØÖÖ ÕÙ ÔÖ ÙÒ ØÖÒ×ÐØÓÒ Ò ØÑÔ× ÔÔÖÓÔÖ ÓÒ
 u2(·, · + τ) ≥ u1¸ Ø ÓÒ 
ÓÒ
ÐÙØ ÕÙ u1 Ø u2 ×ÓÒØ Ð×  ÙÒ ØÖÒ×ÐØÓÒ
Ò ØÑÔ× ÔÖ× Ò ÙØÐ×ÒØ ÙÒ ÔÖÒ
Ô Ù ÑÜÑÙÑ ÓÖØº

ÇÒ ÑÓÒØÖ Ð³ÙÒ
Ø  c ×ÓÙ× Ð 
ÓÒØÓÒ ÔÐÙ× Ö×ØÖ
ØÚ ´½º½µ Ò 
ÓÒ¹
×ÖÒØ ÙÜ ×ÓÐÙØÓÒ× u1 Ø u2  ÚÐÓ
Ø× c1 Ø c2 Ú
 c1 > c2º ÇÒ ÔÙØ
ÐÓÖ× ÑÓÒØÖÖ ÕÙ³ ÙÒ ØÖÒ×ÐØÓÒ Ò ØÑÔ× ÔÖ×¸ u1(x, 0) < u2(x, 0) Ø
ÓÙØÖ  ÙÒ 
ÓÒØÖ
ØÓÒ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð ÔÖÒ
Ô  
ÓÑÔÖ×ÓÒ Ø Ð ÔÖÓ¹
ÔÖØ ´½º½µº ÔÒÒØ¸ 
ÓÑÑ u1 Ø u2 ÓÒØ × ÚÐÓ
Ø× ÖÒØ×¸ ÐÙÖ×
ÔÖÓ
Ø× ×ÓÒØ ÖÒØ× Ø Ð ×Ø ÔÐÙ× 
Ð  Ð× ÓÖÓÒÒÖ ÕÙ Ò×
Ð ÔÖÙÚ  Ð³ÙÒ
Ø Ù ÔÖÓÐº ÈÓÙÖ 
ÓÒØÓÙÖÒÖ 
ØØ 
ÙÐØ¸ ÓÒ ÙØÐ×
Ð 
ÓÒØÓÒ ´½º½µ ÔÓÙÖ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÔÓÙÖ 
ÕÙ ÚÐÓ
Ø c × ×ÓÙ×¹×ÓÐÙØÓÒ×
Ø × ×ÙÖ¹×ÓÐÙØÓÒ× ÜÔÐ
Ø×  ´½ºµ Ò× Ð× Ñ¹×Ô
× {x + ct > A}
Ø {x + ct < −A} Ø ÓÒ 
ÓÑÔÖ ³ÓÖ u1 Ø u2  
× ×ÓÙ×¹×ÓÐÙØÓÒ× Ø
×ÙÖ¹×ÓÐÙØÓÒ× ÜÔÐ
Ø× ÚÒØ  Ð× ÓÖÓÒÒÖ Ù ØÑÔ× 0º ÍÒ ÙØÖ ÑÓÝÒ
 Ö×ÓÙÖ 
ØØ 
ÙÐØ× Ø ³ÐÖ Ð 
ÓÒØÓÒ ´½º½µ ×ÖØ ³ÙØÐ×Ö
Ð 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ ÔÖÓÔÓ× ÔÖ Ö×ØÝ
 Ø ÀÑÐ Ò× ¾℄º ÍÒ ØÐ
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ØÖØÑÒØ ÔÓÙÖÖØ ÔÓÙÖÖØ ÔÖÑØØÖ  ÑÓÒØÖÖ ×ÑÙÐØÒÑÒØ Ð³ÙÒ
Ø
 Ð ÚØ×× Ø Ð³ÙÒ
Ø Ù ÔÖÓÐº

½º ÅÓÐ ÔÔÖÓ
 ÔÓÙÖ Ð ÝÒÑÕÙ  ×ÐÓ¹

ØÓÒ× ÙØÓÙÖ ³ÙÒ ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê

Ä³ÓØ  
 
ÔØÖ ×Ø Ð³ØÙ ³ÙÒ ÑÓÐ ÔÔÖÓ
  ØÝÔ 
ÑÔ
Ô× ÔÓÙÖ Ð ÑÓÙÚÑÒØ  ×ÐÓ
ØÓÒ× ÙØÓÙÖ ³ÙÒ ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Êº
ÍÒ ×ÐÓ
ØÓÒ ×Ø ÙÒ ÙØ Ò× Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ ³ÙÒ 
Ö×ØÐº Ò×¸ ÙØÓÙÖ
³ÙÒ ×ÐÓ
ØÓÒ¸ Ð× ØÓÑ× ³ÙÒ 
Ö×ØÐ Ò ÓÖÑÒØ Ô× ÙÒ Ö×Ù ÔÖØº
ÍÒ ×ÐÓ
ØÓÒ ×Ø  
ÓÑÒ×ÓÒ 2 ´
³×Ø ÓÒ
 ÙÒ ÙØ ÐÒÕÙ Ò× ÙÒ

Ö×ØÐ  ÑÒ×ÓÒ 3µ Ø ÐÐ ×Ø 
Ö
ØÖ× ÔÖ ×ÓÒ Ú
ØÙÖ  ÙÖÖ× bº Ë
ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ 
ÑÒ ÓÖÑÒØ ÙÒ ÓÙ
Ð ×ÙÖ ÙÒ Ö×Ù 
Ö×ØÐÐÒ ÔÖØ¸
ÐÓÖ× 
 ÑÑ 
ÑÒ Ò³×Ø ÔÐÙ× ÙÒ ÓÙ
Ð ×ÙÖ Ð Ö×Ù 
Ö×ØÐÐÒ ÙØÓÙÖ
Ð ×ÐÓ
ØÓÒ¸ Ø Ð Ú
ØÙÖ  ÙÖÖ× b ×Ø Ð ÔÐ
ÑÒØ Ò
××Ö ÔÓÙÖ
ÖÑÖ 
 
ÑÒ ÙØÓÙÖ  Ð ×ÐÓ
ØÓÒ ´Ð 
ÑÒ ØÒØ ÓÖÒØ Ò× Ð
×Ò× Ö
Ø ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð Ö
ØÓÒ  Ð ×ÐÓ
ØÓÒµº

ÍÒ ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê ×Ø ÙÒ 
ÓÒÙÖØÓÒ ÕÙ ÔÖÑØ Ð 
ÖØÓÒ
 ×ÐÓ
ØÓÒ×º Ò× 
ØØ 
ÓÒÙÖØÓÒ¸ ÙÒ ×ÐÓ
ØÓÒ ×Ø ØØ
  ÙÜ
ÔÓÒØ× Ü× Ø ÚÓÐÙ Ò× ÙÒ ÔÐÒ¸ Ð ÔÐÒ  Ð ×ÐÓ
ØÓÒ ´ÓÒ ÔÙØ ÙÖ
 Ð ÒØÓÒ ³ÙÒ ×ÐÓ
ØÓÒ ÕÙ³ÙÒ ×ÐÓ
ØÓÒ ×Ø Ò
××ÖÑÒØ ÙÒ
ÓÙ
Ð ÖÑ¸ Ò× Ð 
× ³ÙÒ ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê 
ØØ ÓÙ
Ð × ÖÖÑ
Ò ÓÖ× Ù ÔÐÒ  Ð ×ÐÓ
ØÓÒ Ø Ð× ÙÜ ÔÓÒØ× ³ØØ
 Ö×ØÒØ Ü×
ÕÙÒ 
ÐÐ¹
 ÚÓÐÙµº Ä ÑÓÙÚÑÒØ  Ð ×ÐÓ
ØÓÒ¸ ÒÙØ ÔÖ Ð ÔÓØÒØÐ
ÒØÖÒ Ø Ð× 
ÓÒØÖÒØ× ÜØÖÒ× ÔÙØ ÑÒÖ 
ØØ ×ÐÓ
ØÓÒ ³ÓÖÒ
 × Ö
ÓÙÔÖ ÐÐ¹ÑÑ¸ Ó

×ÓÒÒÒØ × 
ÒÑÒØ×  ØÓÔÓÐÓ Ø Ð

ÖØÓÒ ³ÙÒ ×ÐÓ
ØÓÒ ÒÔÒÒØ ÓÖÑÒØ ÙÒ ÓÙ
Ð ÙØÓÙÖ  Ð
×ÓÙÖ
º ÉÙÒ 
 ÔÒÓÑÒ × ÖÔØ¸ Ð ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê ÚÒØ ÙÒ
×ÓÙÖ
 ÖÙÐÖ  ×ÐÓ
ØÓÒ× 
ÓÒ
ÒØÖÕÙ× ÕÙ ×³Ò ÐÓÒÒØº

ÈÝ×ÕÙÑÒØ¸ ÙÒ ×ÐÓ
ØÓÒ Ø Ð× 
ÓÒØÖÒØ× ÒÙØ× × 
ÓÒ
ÒØÖÒØ
×ÙÖ ÕÙÐÕÙ× ÑÐÐ× Ù Ö×Ù¸ Ø ÕÙÒ ÓÒ 
Ö
  ØÙÖ ×ÓÒ 
ÓÑÔÓÖØ¹
ÑÒØ  ÔÐÙ× ÖÒ 
ÐÐ ÓÒ Ð 
ÓÒ×Ö 
ÓÑÑ ÙÒ ÓØ ÐÒÕÙº ËÙÐ¹
ÑÒØ¸ Ð³ØÙ Ö
Ø Ù ÑÓÙÚÑÒØ × ×ÐÓ
ØÓÒ× ÔÖ×ÒØ × 
ÙÐØ×
Ø¸ ÔÓÙÖ 
ÐØÖ 
ØØ ØÙ¸ ÓÒ ÔÙØ ØÒØÖ ³ØÙÖ ÐÙÖ 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ
 Ð³ ³ÙÒ ÑÓÐ ÔÔÖÓ
  ØÝÔ 
ÑÔ  Ô×º Ò× ÙÒ ØÐ ÑÓ¹
Ð¸ Ð× ×ÐÓ
ØÓÒ× ×ÓÒØ 
ÓÒ×Ö× 
ÓÑÑ Ð× ÚÖØÓÒ× ³ÙÒ 
ÑÔ v¸ ÕÙ
ÑÓÐ× Ð 
Ð ÒØÖ Ð Ö×Ù 
Ö×ØÐÐÒ ÖÐ Ø Ð Ö×Ù Ðº Ù ÐÙ
³ØÖ 
ÓÒ
ÒØÖ× ×ÙÖ × ÐÒ×¸ Ð× ×ÐÓ
ØÓÒ× ×ÓÒØ ÐÓÖ× ÔÐÙ× ØÐ×º Ò×
Ð 
× ÐÑØ Ó Ð³ÓÒ ÙØÓÖ× ×ÙÐÑÒØ × ÚÐÙÖ× ÒØÖ× ÔÓÙÖ v¸ Ð× ×¹
ÐÓ
ØÓÒ× ×ÓÒØ 
ÓÒ
ÒØÖ× ×ÙÖ × ÐÒ×º Ò× ÙÒ ØÐ ÑÓÐ¸ Ð³ÚÓÐÙØÓÒ

 
ÑÔ  Ô× ×Ø ÓÒÒ ÔÖ ÙÒ È Ø ×Ø ÔÐÙ× 
Ð  ØÙÖ ÕÙ
Ð ÑÓÙÚÑÒØ × ÐÒ×  ×ÐÓ
ØÓÒº

Ò× ÒÓØÖ ØÙ¸ Ð ÓÑÒ ×ÔØÐ Ω ÓØ 
ÓÖÖ×ÔÓÒÖ  Ð ÓÑØÖ
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³ÙÒ ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Êº ÈÓÙÖ 
Ð¸ Ð ÓÑÒ Ð ÔÐÙ× ÒØÙÖÐ ×ÖØ
Ð³×Ô
 R2 ÔÖÚ  ÙÜ ÔÓÒØ×¸ Ñ× ÔÓÙÖ 
ÐØÖ Ð³ØÙ × ×ÓÐÙØÓÒ×¸ Ø
Ò ÔÖØ
ÙÐÖ ÔÓÙÖ ÓØÒÖ × ×ØÑØÓÒ× ÙÒÓÖÑ× Ø ÚÓÖ × ÔÖÓÔÖØ×
 
ÓÑÔ
Ø¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× 
Ó× ÙÒ ÓÑÒ ÓÖÒ Ø  ÖÓÒØÖ ÖÙÐÖ
´ÙÖ ½º¾µ

Ω = B(0, R) \ (B(P+, ε) ∪B(P−, ε))

Ú
 B(a, r) ´Ö×Ô
ØÚÑÒØ B(a, r)µ Ð ÓÙÐ ÓÙÚÖØ ´Ö×Ô
ØÚÑÒØ Ö¹
Ñµ  
ÒØÖ a Ø  ÖÝÓÒ rº Ä× ÙÜ ÔÓÒØ× 
ÓÒ×ØØÙÒØ Ð ×ÓÙÖ

ÖÒ¹Ê ×ÓÒØ Ð× ÔÓÒØ× P+ = (1, 0) Ø P− = (−1, 0)º ÈÓÙÖ ÕÙ 
 Ó¹
ÑÒ ×ÓØ Ò Ò Ø 
ÓÒÒÜ¸ ÓÒ ÑÔÓ× ÙÜ ÔÖÑØÖ× R Ø ε Ð× ÓÖÒ×
R > 2 Ø 0 < ε < 1º ÈÓÙÖ ÓØÒÖ Ð ÓÑÒ ³ØÙ Ð ÔÓÙÖ Ð ×ÓÙÖ

ÖÒ¹Ê¸  ×ÚÓÖ Ð ÓÑÒ R2 \{P−, P+}¸ Ð ÙØ 
ÓÒ×ÖÖ Ð× ÐÑØ×
R → ∞ Ø ε → 0º Ë³Ð ×Ø ÒÚ×Ð ÕÙ Ð× Ö×ÙÐØØ× ÑÓÒØÖ× Ò×

 
ÔØÖ Ö×ØÒØ ÚÐÐ× ÔÓÙÖ 
 ÓÑÒ ÐÑØ¸ Ð× ×ØÑØÓÒ× ÙØÐ××
Ò× Ð× ÔÖÙÚ× ×ÓÒØ ÓÖØÑÒØ ÔÒÒØ× Ù ÓÑÒ¸ 
³×Ø ÔÓÙÖÕÙÓ
Ð³ÜØÒ×ÓÒ  ÒÓ× Ö×ÙÐØØ×  R2 \ {P−, P+} Ò³×Ø Ô× ×ÑÔÐ  ÔÖÓÖº

x

−−

= 0
+

2π
u+ θ +θ   −

QP−
P+

θ (x) θ (x)− +

������ ½º¾  ÓÑÒ Ω ÔÓÙÖ Ð³ØÙ  Ð ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê
º

Ä³ÕÙØÓÒ Ù ÑÓÐ ÔÔÖÓ
 ×Ø Ð ×ÙÚÒØ










ut = Δu−W ′



u+
θ+ − θ−

2π



+ σ ÔÓÙÖ x ∈ Ω

∂u

∂n
= 0 ÔÓÙÖ x ∈ ∂Ω

´½º¾¼µ

Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ W ÚÖ Ð× ÝÔÓØ××


W ∈ C2(R)
W (v + k) = W (v) ÔÓÙÖ k ∈ Z

. ´½º¾½µ
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Ä³ÕÙØÓÒ ´½º¾¼µ ×Ø ÙÒ ÕÙØÓÒ ÔÖÓÐÕÙ  ØÝÔ ÕÙØÓÒ  
ÑÔ

Ô× Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ v = u+
θ+ − θ−

2π
ÖÔÖ×ÒØ Ð ×ØÒ
 ´Ò× Ð Ö
ØÓÒ

Ù Ú
ØÙÖ  ÙÖÖ×  Ð ×ÐÓ
ØÓÒµ ÒØÖ Ð ÔÓ×ØÓÒ × ØÓÑ× Ù
Ö×Ù 
Ö×ØÐÐÒ Ø ÐÙÖ ÔÓ×ØÓÒ Ò× Ð 
ÓÒÙÖØÓÒ  ×º Ä ÓÒ
ØÓÒ W
ÖÔÖ×ÒØ ÙÒ ÔÓØÒØÐ Ð
ØÖÓÒÕÙ¸ Ø Ð ÔÖÓ
Ø  W ′ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ  
ÐÐ
Ù Ö×Ù 
Ö×ØÐÐÒ  Ð 
ÓÒØÖÒØ ×ÙÔÔÐÑÒØÖ 
Ù× ÔÖ Ð ÔÐ
ÑÒØ
Ù Ö×Ù Ò ÔÒ ÕÙ  Ð ÚÐÙÖ  v ÑÓÙÐÓ 1º Ä ×
ÐÖ σ ≥ 0
ÖÔÖ×ÒØ ÙÒ ×ÓÐÐ
ØØÓÒ ÜØÖÙÖº Ò× Ð ÐÑØ Ó Ð ÔÓØÒØÐ W ×Ø
 ÔÐÙ× Ò ÔÐÙ× ÔÕÙ¸ 
ØØ ÕÙØÓÒ ÓÒÒ Ð³ÚÓÐÙØÓÒ × ×ÐÓ
ØÓÒ× ÙØÓÙÖ
 Ð ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Êº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ Ú
 ÙÒ ÔÓØÒØÐ ÔÓÙÖ ÐÕÙÐ
W ′ ÚÒØ ØÖ× ÖÒ Ò ÓÖ× × ÚÐÙÖ× ÒØÖ×¸ Ð× ÐÒ×  ÒÚÙ


u = n+
1

2



´Ú
 n ∈ Zµ ÓÒÒÒØ Ð³ÚÓÐÙØÓÒ × ÔÓ×ØÓÒ× × ×ÐÓ
ØÓÒ×

Ù 
ÓÙÖ×  ØÑÔ×º
Ä³ÓØ  
 
ÔØÖ ×Ø Ð Ö
Ö
  ×ÓÐÙØÓÒ× ÝÒØ ÙÒ ÖÑ ÔÖ¹

ÑÒÒØº Ä ÓÑÒ ØÑÔÓÖÐ ÒØÙÖÐ  
× ×ÓÐÙØÓÒ× ×Ø Rº ÈÓÙÖ ÓØÒÖ 
×
×ÓÐÙØÓÒ×¸ ÒÓÙ× ØÙÖÓÒ× Ð ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý ÔÓÙÖ Ð³ÕÙØÓÒ ´½º¾¼µº ÇÒ

ÓÒ×ÖÖ ÓÒ
 Ò× 
 
× Ð ÓÑÒ ØÑÔÓÖÐ [0,+∞)¸ Ú
 Ð 
ÓÒØÓÒ
ÒØÐ

u(x, 0) = u0(x) ÔÓÙÖ x ∈ Ω. ´½º¾¾µ

ÇÒ 
Ö
 ÓÒ
  ÑÓÒØÖÖ Ð³Ü×ØÒ
  ×ÓÐÙØÓÒ× ÝÒØ ÙÒ ÖÑ ÔÖ¹
ÑÒÒØ¸ 
³×Ø¹¹Ö ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ × ×ÓÐÙØÓÒ× ×Ø××ÒØ¸ ÔÓÙÖ ÙÒ 
Ö¹
ØÒ T > 0¸

u(x, t+ T ) = u(x, t) + 1 ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ Ω, t ∈ R. ´½º¾¿µ

ÇÒ ÕÙÐ 
ØØ ÔÖÓÔÖØ  ÔÖÓÔÖØ  ÖÑ ÔÖÑÒÒØ 
Ö ÒØÖ ×
ØÑÔ× t Ø t+ T ¸ Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ò³×Ø ÑÓ ÕÙ ÔÖ ÙÒ ØÖÒ×ÐØÓÒ ÒØÖº
ÇÖ¸ ÔÓÙÖ 
 ÑÓÐ  
ÑÔ  Ô× Ð 
ÓÒØÖÒØ W ′ Ò ÔÒ ÕÙ  Ð
ÔÖØ Ö
ØÓÒÒÖ  u¸ Ø Ò× Ð ÐÑØ ³ÙÒ ÔÓØÒØÐ W ÔÕÙ ÓÒÒÒØ Ð

ÓÑÔÓÖØÑÒØ × ×ÐÓ
ØÓÒ× ÙØÓÙÖ  Ð ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê¸ Ð ÔÓ×ØÓÒ
× ×ÐÓ
ØÓÒ× Ò ÔÒ ÐÐ Ù×× ÕÙ  Ð ÔÖØ Ö
ØÓÒÒÖ  uº
Ò 
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ÔÓÙÖ 
 ØÝÔ  ×ÓÐÙØÓÒ¸ ÙÒ ØÖÒ×ÐØÓÒ ØÑÔÓÖÐÐ ³ÙÒ
ÔÖÓ Ò ÑÓ Ô× Ð× ÔÖÓÔÖØ×  Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ø ÔÖ×ÖÚ Ò ÔÖØ
ÙÐÖ
Ð³ÒØÖÔÖØØÓÒ ÔÝ×ÕÙº

ÈÓÙÖ 
ÓÒ×ØÖÙÖ 
× ×ÓÐÙØÓÒ× ÔÓ××ÒØ ÙÒ ÖÑ ÔÖÑÒÒØ¸ ÓÒ 
ÓÒ×¹
Ö Ð 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ Ò ØÑÔ× ÐÓÒ × ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý ´½º¾¼µ¸´½º¾¾µº
ÈÓÙÖ 
Ð¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð³Ü×ØÒ
  ÓÖÒ× ÔÓÙÖ 
× ×ÓÐÙØÓÒ× Ò× Ð ØÓÖÑ ½ºº

ÌÓÖÑ ½ºº ÓÒØÖ�Ð  Ð ×ÓÐÙØÓÒ  ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý ËÓØ
u Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý ´½º¾¼µ¸´½º¾¾µ Ú
 
ÓÒØÓÒ ÒØÐ
u0 = 0º ÈÓÙÖ ØÓÙØ σ ∈ R¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÙÒÕÙ ×
ÐÖ ω ∈ R ØÐ ÕÙ³Ð Ü×Ø
C ∈ R ØÐ ÕÙ

|u(x, t)− ωt| ≤ C. ´½º¾µ



���� ������ �� ���������� ¾¿

Ø Ò
ÖÑÒØ ÔÖÑØ  ÑÓÒØÖÖ Ð³Ü×ØÒ
 ³ÙÒ ÖÑ ÔÖÑÒÒØ

ÌÓÖÑ ½ºº Ü×ØÒ
 ³ÙÒ ÖÑ ÔÖÑÒÒØ
Ò× Ð 
× Ó ω = 0¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ u  ´½º¾¼µ ×Ø××ÒØ

u(x, t+ T ) = u(x, t) + 1 ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ Ω, t ∈ R ´½º¾µ

Ú
 ÙÒ ÔÖÓ ØÑÔÓÖÐÐ T = 1
ω º

 ÔÐÙ×¸ 
ØØ ×ÓÐÙØÓÒ u ×Ø ×ØÖ
ØÑÒØ 
ÖÓ××ÒØ Ø ÙÒÕÙ  ØÖÒ×ÐØÓÒ
Ò ØÑÔ× ÔÖ×º
Ò× Ð 
× Ó ω = 0¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ ×ØØÓÒÒÖ u  ´½º¾¼µ ×ÙÖ
Ω×Rº

ÁÐ ×Ø ÐÑÒØ ÔÓ××Ð  ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð ÔÒØ ω ´ÕÙ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ
ÔÝ×ÕÙÑÒØ  Ð ÖÕÙÒ
  
ÖØÓÒ  ×ÐÓ
ØÓÒ× ÔÖ Ð ×ÓÙÖ
µ ×Ø
ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ 
ÖÓ××ÒØ  Ð 
ÓÒØÖÒØ ÜØÖÙÖ σº

ÌÓÖÑ ½ºº ÅÓÒÓØÓÒ
Ø  ω
Ä ÖÕÙÒ
 ω ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ 
ÖÓ××ÒØ  σº

Ä³  Ð³Ü×ØÒ
  ÙØ× ÝÒØ 
ØØ ×ØÖÙ
ØÙÖ  ×ÐÓ
ØÓÒ Ò×
Ð× ×ÓÐ× 
Ö×ØÐÐÒ× ÙØ ÔÖ×ÒØ Ò ½¼ ÔÖ ÎÓÐØÖÖ ´ÚÓÖ ¿℄ ÔÓÙÖ ÙÒ
ÖÖÒ
 Ò ÖÒ×¸ Ð 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ  ×ÐÓ
ØÓÒ× ÔÖ Ð ÑØÓ Ø
ÎÓÐØÖÖ ×Ø 
ÖØ Ò× Ð 
ÔØÖ ¾µº Ò ½¿¸ ÇÖÓÛÒ ´¾¿℄µ¸ ÈÓÐÒÝ ´¾℄µ
Ø ÌÝÐÓÖ ´¿¾℄µ ÜÔÐÕÙÒØ ÔÖ×ÕÙ ×ÑÙÐØÒÑÒØ¸ Ø ÒÔÒÑÑÒØ¸ Ð
Ñ
Ò×Ñ × ÓÖÑØÓÒ× ÔÐ×ØÕÙ× Ò× Ð× 
Ö×ØÙÜ ÔÖ Ð ÔÐ
ÑÒØ
 ×ÐÓ
ØÓÒ×º Ä× ÔÖÑÖ× Ó×ÖÚØÓÒ×  ×ÐÓ
ØÓÒ× ÓÒØ Ø ÖÐ×× Ò
½ ÔÖ ÀÖ×
¸ ÀÓÖÒ¸ ÏÐÒ ´½℄µ Ø ÓÐÐÑÒÒ ´℄µº Ä Ñ
Ò×Ñ  Ð
×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê  Ø ÔÖ×ÒØ Ò ½¼ ÔÖ ÖÒ Ø Ê ´½¾℄¸½¿℄µº Ä
×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê ×Ø Ð ÔÖÒ
ÔÐ Ñ
Ò×Ñ  
ÖØÓÒ  ×ÐÓ
ØÓÒ×
Ø  Ø Ð³ÓØ ³ØÙ× ×ÙÖ Ð ÔÐÒ ÜÔÖÑÒØÐ ´ÚÓÖ ÔÖ ÜÑÔÐ ¾¼℄¸¾½℄µ
Ø ×ÙÖ Ð ÔÐÒ ØÓÖÕÙº

Ä× ØÙ× ØÓÖÕÙ×  Ð ×ÓÙÖ
  ÖÒ¹Ê × ×ÓÒØ Ù
ÓÙÔ Ø¹
Ø
× Ù 
Ð
ÙÐ × ÓÖ
× ×³ÜÖÒØ ×ÙÖ ÙÒ ×ÐÓ
ØÓÒ ÔÓ××ÒØ ÙÒ ÔÓÒØ
³ØØ
 ´℄µ Ø  Ð ØÖÑÒØÓÒ  Ð 
ÓÒØÖÒØ 
ÖØÕÙ 
ÐÒ
ÒØ Ð

ÖØÓÒ  ×ÐÓ
ØÓÒ× ´¿½℄¸½¼℄µº Ò× Ð 
ÔØÖ ¸ ÒÓØÖ ÑØÓÒ ×Ø
ÖÒØ 
Ö ÒÓÙ× 
Ö
ÓÒ×  ØÖÑÒÖ Ð× 
Ö
ØÖ×ØÕÙ× ³ÙÒ ÖÑ
ÔÖÑÒÒØ  
ÖØÓÒ  ×ÐÓ
ØÓÒ×¸ 
 ÕÙ Ò³ Ô× Ø Ø  ÒÓØÖ 
ÓÒÒ×¹
×Ò
¸ Ò× Ð 
Ö ³ÙÒ ÔÔÖÓ
  ØÝÔ 
ÑÔ  Ô× Ú
 ÙÒ ÓÑÒ
ÖÙÐÖ ÕÙ ÖÙØ Ð× 
ÙÐØ× Ø
ÒÕÙ×º Ä× 
ÙÐØ× ÕÙ ÔÔÖ××ÒØ
Ò× Ð³ØÙ  ×ÐÓ
ØÓÒ× ØØ
× Ò ÙÒ ÔÓÒØ Ò× ÙÒ ÓÑÒ ÒÓÒ
ÓÖÒ ×ÓÒØ ÔÖ ÜÑÔÐ ØÖØ× ÔÖ ÓÖ
Ð¸ ÁÑÖØ Ø ÅÓÒÒÙ Ò× ¾℄
ÔÓÙÖ Ð 
×  Ð³ÚÓÐÙØÓÒ ³ÙÒ ×ÔÖÐº Ò× Ð 
×  ÓÑÒ× ÓÖÒ×¸
ËØÓ Ø  Ò× ¿℄¸ ¾℄ Ø ℄ ØÙÒØ Ð³ÚÓÐÙØÓÒ  ×ÐÓ
ØÓÒ× Ú
 ×

ÓÒØÓÒ× ÙÜ ÐÑØ×  ØÝÔ ÆÙÑÒÒº × ØÙ× ×ÙÖÒØ × ÚÓ×
ÔÖÓÐÓÒÑÒØ ÔÓ××Ð×  ÒÓØÖ Ö
Ö
º
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× ÔÔÖÓ
×  ØÝÔ 
ÑÔ  Ô×× ÔÓÙÖ Ð× ×ÐÓ
ØÓÒ× ÓÒØ Ø
ÔÖÓÔÓ×× Ò× ½¿℄¸ ℄¸ ½℄ Ø ½℄º ÇÒ ÔÙØ × ÖÖÖ  ¾℄ Ó  ¾¾℄
ÔÓÙÖ × ÒÐÝ××  
ÓÑÔÓÖØÑÒØ× ÐÑØ×  
× ÑÓÐ×  
ÑÔ
Ô×¸ Ð 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ ÐÑØ ØÒØ ÙÒ ÖÓÒØ × ÔÐÒØ Ú
 ÙÒ ÚØ××
ÔÖÓÔÓÖØÓÒÒÐÐ  × 
ÓÙÖÙÖ ÑÓÝÒÒ ÔÐÙ× ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØº

ÈÓÙÖ ÔÖÓÙÚÖ Ð× ØÓÖÑ× ½º¸ ½º Ø ½º¸ ÓÒ ÔÙØ ³ÓÖ ÖÑÖ ÕÙ
Ð ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý ´½º¾¼µ¸´½º¾½µ ÑØ ÙÒ ÙÒÕÙ ×ÓÐÙØÓÒ Ø ÕÙ 
ÐÐ¹

 ×Ø ×Ù×ÑÑÒØ ÖÙÐÖº Ä ÔÖÒ
ÔÐ 
ÙÐØ  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ
Ù ØÓÖÑ ½º ×Ø Ð³Ò
ÖÑÒØ × Ó×
ÐÐØÓÒ× ×ÔØÐ×  Ð ×ÓÐÙØÓÒº
ÈÓÙÖ 
Ð¸ ÓÒ ØÙ ×ÙÐÑÒØ Ð× Ó×
ÐÐØÓÒ×  Ð ×ÓÐÙØÓÒ¸ 
³×Ø¹¹Ö Ð
ÖÒ
 ÒØÖ Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ø × ÚÐÙÖ ÑÓÝÒÒº ÇÒ 
ÖØ Ð³ÕÙØÓÒ ÚÖ
ÔÖ 
ØØ ÖÒ
¸ Ø ÓÒ ÜÔÖÑ Ð ×ÓÐÙØÓÒ  
ØØ ÕÙØÓÒ ÔÖ Ð ÓÖ¹
ÑÙÐ  ÙÑÐº ÇÒ Ò
Ö Ò×ÙØ Ð³ÒØÖÒ Ò ÙØÐ×ÒØ × ÐÑÒØ×
³ÒÐÝ× ×Ô
ØÖÐ Ø ÙÒ Ö×ÙÐØØ ³×ØÑØÓÒ ÒØÖÙÖ¸ ÔÓÙÖ ÒÐÑÒØ
ÓÖÒÖ Ð× Ó×
ÐÐØÓÒ×  Ð ×ÓÐÙØÓÒ ÒÔÒÑÑÒØ Ù ØÑÔ×º ÇÒ ÓØÒØ
Ò×ÙØ Ð³Ò
ÖÑÒØ ´½º¾µ Ò 
ÓÒ×ØÖÙ×ÒØ × ÔÒØ× 
ÒØ× ω+(τ) Ø
ω−(τ) ÔÓÙÖ τ > 0 ØÐÐ× ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ t > 0¸

ω−(τ)τ ≤ u(0, t+ τ)− u(0, t) ≤ ω+(τ)τ.

ÇÒ ÑÓÒØÖ Ò×ÙØ ÕÙ 
× ÙÜ ÓÒ
ØÓÒ ω+ Ø ω− ÓÒØ Ð ÑÑ ÐÑØ ω
Ò× Ð ÐÑØ τ → +∞¸ ÔÙ× ÕÙ 
ØØ ÐÑØ ω ÚÖ Ð ÔÖÓÔÖØ ´½º¾µº

ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ Ð ØÓÖÑ ½º¸ ÓÒ ×ØÒÙ Ð× 
× ω = 0 Ø ω = 0º
ÉÙÒ ω = 0¸ Ð ×ÓÐÙØÓÒ u ×Ø ÓØÒÙ Ò 
ÓÒ×ÖÒØ Ð 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ Ò
ØÑÔ× ÐÓÒ × ×ÓÐÙØÓÒ× Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ýº Ä ØÓÖÑ ½º ÔÖÑØ
 ÓÒÒÖ ÙÒ ×Ò×  
 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ Ò ØÑÔ× ÐÓÒ 
ÓÑÑ ÐÑØ  ØÖÒ×¹
ÐØ×  Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý Ò ÔÐÒØ 
× ØÖÒ×ÐØ× Ò×
ÙÒ ×Ô
 
ÓÑÔ
Øº ÇÒ ÑÓÒØÖ Ò×ÙØ ÕÙ Ð ÐÑØ u ×Ø×Ø Ð ÔÖÓÔÖØ
 ÖÑ ÔÖÑÒÒØ Ò 
ÓÒ×ÖÒØ Ð× ØÖÒ×ÐØ× ub = u(·+b)−1 Ø Ò Ð×

ÓÑÔÖÒØ  u ÔÖ Ð ÔÖÒ
Ô  ÑÜÑÙÑ ÓÖØº ØØ ÑØÓ  ÑÓÒ¹
×ØÖØÓÒ¸ ÔÔÐ ×ÐÒ ÑØÓ¸  Ø 
ÖØ ÔÖ Ö×ØÝ
 Ø ÆÖÒÖ
Ò× ½℄º Ä ÑÓÒÓØÓÒ  u Ø ×ÓÒ ÙÒ
Ø ×ÓÒØ ÐÑÒØ ÓØÒÙ× ÔÖ Ð
×ÐÒ ÑØÓº

ÉÙÒ ω = 0¸ ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ Ð³Ü×ØÒ
 ³ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ ×ØØÓÒÒÖ
ÔÖ ÙÒ ÖÙÑÒØ ³ÒÖº Ò Ø¸ ÓÒ ÔÙØ ÜÖ ÙÒ ÒÖ E(u) ØÐÐ
ÕÙ E ≥ 0 Ø ØÐÐ ÕÙ E(u(·, t)) ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ 
ÖÓ××ÒØ  t × u
×Ø ×ÓÐÙØÓÒ  ´½º¾¼µº ÇÒ Ò ÙØ Ò×ÙØ ÕÙ³ÙÒ ÚÐÙÖ ³ÖÒ
 Ò
ØÑÔ× ÐÓÒ  Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ÔÖÓÐÑ  Ù
Ý u∞ = lim

n→∞
u(·, tn) ´Ú


tn → +∞µ ×Ø ÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ ×ØØÓÒÒÖ  ´½º¾¼µº
ÈÓÙÖ ÒÖ¸ Ð ØÓÖÑ ½º 
ÓÙÐ Ö
ØÑÒØ Ù ÔÖÒ
Ô  
ÓÑÔÖ¹

×ÓÒº



ÐÓÖÔ

½℄ Àº Ö×ØÝ
¸ Äº ÆÖÒÖ¸ ÇÒ Ø ÑØÓ Ó ÑÓÚÒ ÔÐÒ× Ò Ø
×ÐÒ ÑØÓ¸ ÓÐº ËÓ
º Ö×º ÅØº ¾¾ ´½½µ¸ ½¿º

¾℄ Àº Ö×ØÝ
¸ º ÀÑÐ¸ ÖÓÒØ ÔÖÓÔØÓÒ Ò ÔÖÓ
 Ü
ØÐ Ñ¸
ÓÑÑº ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº¸  ´¾¼¼¾µ¸ ÒÓº ¸ ½¼¿¾º

¿℄ Ìº Ð××¸ Êº  Ä ÄÐÚ¸ º ÎÐÒÓ
¸  
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ
ËÓÓÐÚ ÖÒØ ×Ñ¹ÓÛ¸ ÓÑÑÙÒº ÈÙÖ ÔÔÐº ÒÐº ½¼ ´¾¼½½µ¸ ÒÓº ½¸
½º

℄ Ïº ÓÐÐÑÒÒ¸ ÁÒØÖÖÒ
 
Ø× Ò Ø Ð
ØÖÓÒ Å
ÖÓ×
ÓÔÝ Ó ÌÒ
ÖÝ×ØÐ ÓÐ×¸ ÈÝ×º ÊÚº ½¼¿ ´½µ¸ ½½º

℄ Äº ÖÐÐ¸ Êº  Ä ÄÐÚ¸ ÈÐÒ¹Ð¹ÑÒÑÞÖ× Ò ÔÖÓ
 Ñ¸
ÓÑÑÙÒº ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº  ´¾¼¼½µ¸ ÒÓº ½¾¸ ½¼¿½½º

℄ Âº º ÑÔÐÐ¸ Âº º ËÑÑÓÒ×¸ Âº º ÓÖÒ¸ ÇÒ Ø ÝÒÑ
 ÚÓÖ
Ó  ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
¸ ÌÖÒ×º ËÅ ËÖº º Âº ÔÔÐº Å
º ¾ ´½½µ¸
¿º

℄ º ÚÐ¸ ÈÐÒ¹Ð ÑÒÑÞÖ× ÓÖ Ò Ö¹Ö
ÐØ ÒØÖÐ¸ Ö
º Ê¹
ØÓÒÐ Å
º ÒÐº ¾¼ ´¾¼½¿µ¸ ¿º

℄ Êº  Ä ÄÐÚ¸ º ÎÐÒÓ
¸  ÒÖÐÞØÓÒ Ó ÙÖÝ¹ÅØÖ ØÓÖÝ
ØÓ ÔÖØÐ ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ× Ò Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×¸ ÒÒÐ×
 Ð³ÁÒ×ØØÙØ ÀÒÖ ÈÓÒ
Ö ´µ ÆÓÒ ÄÒÖ ÒÐÝ×× ¾ ´¾¼¼µ¸ ÒÓº ¸
½¿¼½¿º

℄ Êº º ×Ö¸ ÊÓÒÐ ÝÑÐÖ¸ Ì ÚÒ
 Ó ÚÒØÓÙ× Ò× ÒÒº
ÙÒ
×¸  ´½¿µ¸ ¿¿¿º

½¼℄ Ëº Èº ØÞÖÐ¸ ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
× Ò Ø ÝÐ Ó Ò×ÓØÖÓÔ
 
Ù


ÖÝ×ØÐ×¸ ÈÐº Å ÄØØÖ× ¼ ´¾¼½¼µ¸ ÒÓº ¿º

½½℄ Æº ÓÖ
Ð¸ º ÁÑÖØ¸ Êº ÅÓÒÒÙ¸ ÍÒÕÙÒ×× Ò Ü×ØÒ
 Ó ×ÔÖÐ×
ÑÓÚÒ Ý ÓÖ
 ÑÒ 
ÙÖÚØÙÖ ÑÓØÓÒ ÁÒØÖ
× Ò Ö ÓÙÒÖ×
½ ´¾¼½¾µ¸ ÒÓº ¿¸ ¿¼¼º

½¾℄ º º ÖÒ¸ ÆÓØ ÓÒ Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó  
ÖÝ×ØÐ ×ÙÖ
¸ ÈÐ Åº ½
´½¼µ¸ ¾¼¼¾¼º

½¿℄ º º ÖÒ¸ Ïº Ìº Ê¸ ÅÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÖÓ
××× ÓÖ ×ÐÓÛ ÑÓÚÒ ×¹
ÐÓ
ØÓÒ×¸ ÈÝ×º ÊÚº  ´½¼µ¸ ¾¾¾¿º

¾
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½℄ º ¸ Åº¹Àº ËØÓ¸ ÒÖÐÞ ÒØÖ
 ÚÓÐÙØÓÒ ÛØ Ø ÆÙÑÒÒ
ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ¸ ÈÖÓ
º ÂÔÒ 
º ËÖº  ÅØº Ë
º  ´½½µ¸ ¾¿
¾º

½℄ º ¸ Åº¹Àº ËØÓ¸ ÆÙÑÒÒ ÔÖÓÐÑ ÓÖ ×ÒÙÐÖ ÒÖØ ÔÖÓÐ

ÕÙØÓÒ×¸ ÖÒØÐ ÁÒØÖÐ ÕÙØÓÒ× ¸ ÒÓº  ´½¿µ¸ ½¾½½¾¿¼º

½℄ º Ù
ÖÓØ¸ Ìº ÐØØ¸ Àº ÅØÒÓ¸ Ü×ØÒ
 Ò 
ÓÒÚÖÒ
 ØÓ  ÔÖÓÔ¹
ØÒ ØÖÖ
 Ò ÓÒ¹ÑÒ×ÓÒÐ Ö
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ×¸ ÔÖÔÖÒØ¸
ÖÚ ½¾¼¿º¾¼º

½℄ º Æº ÃÓÐÑÓÓÖÓÚ¸ Áº º ÈØÖÓÚ×Ý̧ Æº Ëº È×ÙÒÓÚ¸ ØÙ  Ð³ÕÙØÓÒ
 Ð Ù×ÓÒ Ú
 
ÖÓ××Ò
  Ð ÕÙÒØØ  ÑØÖ Ø ×ÓÒ ÔÔÐ
¹
ØÓÒ  ÙÒ ÔÖÓÐÑ ÓÐÓÕÙ¸ ÙÐÐØÒ ÍÒÚÖ×Ø ³ØØ  ÅÓ×
ÓÙ ´ÙÐº
ÅÓ×ÓÛ×ÓÓ Ó×º ÍÒÚºµ¸ ½¿¸ ÔÔº ½¾º

½℄ Èº º ÀÖ×
¸ Êº Ïº ÀÓÖÒ¸ Åº Ëº ÏÐÒ¸ Ö
Ø Ó×ÖÚØÓÒ× Ó Ø Ö¹
ÖÒÑÒØ Ò ÑÓØÓÒ Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× Ò ÐÙÑÒÙÑ¸ ÈÐº Åº ½ ´½µ¸
º

½℄ Åº ÃÓ×ÐÓÛ×¸ º Åº ÙØÒÓ¸ Åº ÇÖØÞ¸  Ô×¹Ð ØÓÖÝ Ó ×ÐÓ
¹
ØÓÒ ÝÒÑ
×¸ ×ØÖÒ ÖÒÒ Ò Ý×ØÖ×× Ò Ù
ØÐ ×ÒÐ 
ÖÝ×ØÐ×¸
ÂÓÙÖÒÐ Ó Ø Ñ
Ò
× Ò ÔÝ×
× Ó ×ÓÐ× ¼ ´¾¼¼¾µ¸ ÒÓº ½¾¸ ¾
¾¿º

¾¼℄ º Ëº ÅÖÒ¸ Ç×ÖÚØÓÒ Ó ÖÒ¹Ê ËÓÙÖ
× Ò ËÐ
ÓÒ¸ ÂÓÙÖÒÐ Ó
ÔÔÐ ÈÝ×
× ¿ ´½µ¸ ½½º

¾½℄ º ÅÓÙÐÒ¸ Åº ÓÒØ¸ Äº Èº ÃÙÒ¸ ËÑÙÐØÓÒ Ó ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
×
Ò ×Ð
ÓÒ¸ 
Ø ÅØÖÐ¸  ´½µ¸ ÒÓ ¸ ¾¿¿¾¿º

¾¾℄ Âº ÆÓÖÙÖÝ̧ Äº¹º ¸ ÁÒÓÑÓÒÓÙ× ×Ø Ö
ØÓÒ¸ ×ÐÓÛ Ù×ÓÒ Ò
ÛØ 
ÙÖÚ ×ÓÖØÒÒ¸ ÆÓÒÐÒÖØÝ ½ ´¾¼¼½µ¸ ¾º

¾¿℄ º ÇÖÓÛÒ¸ ÙÖ ÃÖ×ØÐÐÔÐ×ØÞØØ¸ º ÈÝ×º  ´½¿µ¸ ¼º

¾℄ Åº ÈÓÐÒÝ Ö Ò ÖØ ØØÖ×ØÖÙÒ¸  ÒÒ ÃÖ×ØÐÐ ÔÐ×Ø×

Ñ
Ò ÒÒØ¸ º ÈÝ×º¸  ´½¿µ¸ ¼º

¾℄ º ÊÓÒÝ̧ º Ä ÓÙÖ¸ º ÒÐ¸ È× Ð ÑØÓ× Ò ×ÐÓ
ØÓÒ×¸

Ø ÅØÖÐ ½ ´¾¼¼¿µ¸ ½¿¼º

¾℄ Âº ÊÙÒ×ØÒ¸ Èº ËØÖÒÖ¸ Âº º ÃÐÐÖ¸ ×Ø Ö
ØÓÒ¸ ×ÐÓÛ Ù×ÓÒ¸
Ò 
ÙÖÚ ×ÓÖØÒÒ¸ ËÁÅ ÂÓÙÖÒÐ ÓÒ ÔÔÐ ÅØÑØ
× Ö
Ú
´½µ¸ ÒÓ ½¸ ½½½¿¿º

¾℄ Åº¹Àº ËØÓ¸ ÁÒØÖ
 ÚÓÐÙØÓÒ ÛØ ÆÙÑÒÒ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ×¸
ÔÖÔÖÒØ ÀÓÓ ÍÒÚÖ×ØÝ ½ ´½¾µº

¾℄ Ë
ÛÒÑÒ¸ ºÏº¸  Ö ÓÖÖ ÓÙÒÓÚ ÑØÓ ÓÖ Ø ÝÔÖ¹
ÓÐ
 ÕÙØÓÒ× ÑÓÐÒ ×Ó
 ÝÒÑ
×¸ ÈÖÓ
º ÊÓÝÐ ËÓ
ØÝ ÄÓÒº¸
 ´ÒÓº ½µ¸ ÔÔº ½¾½¹½¾¿¿¸ ½º

¾℄ Âº º ËØÒ¸ ÄÚÐ ËØ ÅØÓ× Ò ×Ø ÅÖ
Ò ÅØÓ×  ÚÓÐÚ¹
Ò ÁÒØÖ
× Ò ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÓÑØÖÝ¸ ÐÙ Å
Ò
×¸ ÓÑÔÙØÖ
Î×ÓÒ Ò ÅØÖÐ× Ë
Ò
¸ ÑÖ ÍÒÚÖ×ØÝ ÈÖ××¸ ½º
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¿¼℄ Âº ËÑÓÐÐÖ¸ ËÓ
 ÏÚ× Ò Ê
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ×¸
ÖÙÒÐÖÒ Ö ÅØÑØ×
Ò Ï××Ò×
ØÒ ÙÒÑÒØÐ
ÈÖÒ
ÔÐ× Ó ÅØÑØ
Ð Ë
Ò
×℄¸ ¾º ËÔÖÒÖ¹ÎÖÐ¸ ÆÛ ÓÖ¸
½º

¿½℄ Ëº ËÓÐÝÑÒ Ë×ÚÒ¸ Ëº ÅÓÑÑ¸ Åº ÊÑÒ¸  ×ÐÓ
ØÓÒ¹
ÝÒÑ
×¹× ÖÚØÓÒ Ó Ø ÖÒÊ ×ÓÙÖ
 
Ö
ØÖ×Ø
× ÓÖ
×
ÖØ ×ÐÓ
ØÓÒ ÔÐ×Ø
ØÝ¸ ÅÓÐÐÒ ËÑÙÐº ÅØÖº Ë
º Òº ½
´¾¼¼µº

¿¾℄ º Áº ÌÝÐÓÖ Ì Å
Ò×Ñ Ó ÈÐ×Ø
 ÓÖÑØÓÒ Ó ÖÝ×ØÐ×º ÈÖØ
ÁºÌÓÖØ
Ð¸ ÈÖÓ
º ÊÓÝº ËÓ
º ÄÓÒÓÒ ¸ ½ ´½¿µ¸ ¿¾¿º

¿¿℄ º ÎÐÒÓ
 ÈÐÒ¹Ð ÑÒÑÞÖ× Ò ÔÖÓ
 Ñ  Ø ÓÛ× Ò
ÒÞÙÖ¹ÄÒÙ¹ØÝÔ ÙÒ
ØÓÒÐ× Âº ÊÒ ÒÛº ÅØº  ´¾¼¼µ¸
½½º

¿℄ Îº ÎÓÐØÖÖ¸ ËÙÖ Ð³ÕÙÐÖ × 
ÓÖÔ× Ð×ØÕÙ× ÑÙÐØÔÐÑÒØ 
ÓÒÒÜ×¸
ÒÒÐ×  Ð³
ÓÐ ÆÓÖÑº ËÙÔº¸ ¿¹Ñ ×Ö¸ ¾¸ ¼½¼º

¿℄ º Íº ÏÒ¸ º Åº ÂÒ¸ º Åº ÙØÒÓ¸ º º Ã
ØÙÖÝÒ¸ ÆÒÓ×
Ð
Ô× Ð Ñ
ÖÓÐ×Ø
ØÝ ØÓÖÝ Ó ×ÐÓ
ØÓÒ×  ÑÓÐ Ò ¿ ×ÑÙÐ¹
ØÓÒ×¸ 
Ø ÅØÖÐ  ´¾¼¼½µ¸ ½½º

¿℄ º º ÏØÑ¸  ÒÛ ÔÔÖÓ
 ØÓ ÔÖÓÐÑ× Ó ×Ó
 ÝÒÑ
×º ÈÖØ
Á¸ ÌÛÓ ÑÒ×ÓÒÐ ÔÖÓÐÑ×¸ Âº ÐÙº Å
º ¾ ´½µ¸ ½½½º

¿℄ º º ÏØÑ¸ ÄÒÖ Ò ÆÓÒÐÒÖ ÏÚ×¸ ÏÐÝ ´ÆÛ ÓÖµ¸ ½º

¿℄ º Ò¸ Äº¹Ìº Ò¸ º Âº ËÖÓÐÓÚØÞ¸ Ïº ¸  ÐÚÐ¹×Ø ÑØÓ ÓÖ
×ÐÓ
ØÓÒ ÝÒÑ
×¸ 
Ø ÅØÖÐ ½ ´¾¼¼¿µ¸ ½º

¿℄ º Ò¸ Ü×ØÒ
 Ò ×ØÐØÝ Ó ØÖÚÐÒ ÛÚ× Ò ÔÖÓ
 Ñ
ÓÚÖÒ Ý  ×ØÐ ÒÓÒÐÒÖØÝ¸ Âº ÝÒÑº ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×¸
¿ ´½½µ¸ ÒÓº ¸ ½¿º
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ÔØÖ ¾

 ×Ø¹ÑÖ
Ò Ð ÐÓÖØÑ

ÓÖ ÓÑØÖ
Ð ËÓ


ÝÒÑ
×

Ì 
ÓÒØÒØ Ó Ø× 
ÔØÖ × Ò ×ÙÑØØ ØÓ Ø ÂÓÙÖÒÐ Ó ÓÑ¹
ÔÙØØÓÒÐ ÈÝ×
×º ÁØ × Ò ÛÖØØÒ Ò 
ÓÐÐÓÖØÓÒ ÛØ Æ
ÓÐ× ÄÖ¹
Ò ´¸ Å¸ Áµ¸ Ê× ÅÓÒÒÙ ´ÊÅÁË¸ ÆÈµ Ò ÓÙÒ××
ÆÓÙÑÖ ´ÄÊ¹ÅËÇ¸ ÅÄ¸ ÆË 
Òµº

×ØÖ
Ø

Ï ÚÐÓÔ  ÒÛ ÐÓÖØÑ ÓÖ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ Ó Ø ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 Ý¹

ÒÑ
× ÑÓÐ ´Ëµº Ì ÑØÓ ÖÐ× ÓÒ Ø ×Ø¹ÑÖ
Ò ÔÖÑ Ò ÒÐ×

Ø ×
ÖØ ÚÐÙØÓÒ Ó Ø Ö×Ø ÖÖÚÐ ØÑ Ó  ×Ó
 ÛÚ Ò Ø× ÐÓ
Ð ÚÐÓ
ØÝ

ÓÒ  ÖØ×Ò Öº Ì ÔÖÓÔÓ× ÐÓÖØÑ × × ÓÒ  ×
ÓÒ ÓÖÖ ÙÔÛÒ

ÒØ ÖÒ
 ×
Ñ Ò ÖÙ
× ØÓ  ÐÓ
Ð ÒÓÒÐÒÖ ×Ý×ØÑ Ó ØÛÓ ÕÙØÓÒ×

×ÓÐÚ Ý Ò ØÖØÚ ÔÖÓ
ÙÖº ÊÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× Ö ÙÐØ ÓÖ  ×ÑÓÓØ ÖÐ


ÓÒÙÖØÓÒ Ò ÓÖ Ø ¾ ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑº Ì ÐÒ ØÛÒ Ø Ë ÑÓÐ

Ò Ô¹×Ý×ØÑ× × ÚÒº ÆÙÑÖ
Ð ÜÔÖÑÒØ× ÑÓÒ×ØÖØ Ø 

ÙÖ
Ý Ò Ø

ÐØÝ Ó Ø ×
Ñ ØÓ ÒÐ ×ÒÙÐÖØ×º

ÃÝÛÓÖ×  ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 ÝÒÑ
× ×Ø¹ÑÖ
Ò ÑØÓ ÐÚÐ¹×Ø ÑØÓ

ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ ÒØ ÖÒ
 ÑØÓ ×Ó
 ÛÚ Ô¹×Ý×ØÑ

¾º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

ÁÒ ½¸ ÛÒ ºº ÏØÑ ÔÙÐ× Ø ÓÑØÖ
Ð ËÓ
 ÝÒÑ¹

× ´Ëµ ÑÓÐ ¾℄¸  ÕÙÐ Ø ×  ÖÐØÚÐÝ ×ÑÔÐ ÔÔÖÓÜÑØ
ÑØÓ ÚÐÓÔ ÓÖ ØÖØÒ ÔÖÓÐÑ× Ó Ø Ö
ØÓÒ Ò ×ØÐØÝ Ó
×Ó
 ÛÚ×º Ì ×ÑÔÐ
ØÝ 
ÓÑ× ÖÓÑ Ø 
Ø ØØ Ø ×Ó
 ÖÓÒØ ×
×Ò ×  ×ÙÖ
 ÚÓÐÚÒ ÙÒÖ Ø× ÓÛÒ ÐÓ
Ð ×Ô Ò 
ÙÖÚØÙÖ¸ Ò¹

¾
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ÔÒÒØÐÝ Ó Ø ÔÓ×Ø¹×Ó
 ÓÛº Ì ×Ó
 Ù×Ø× Ø×Ð ØÓ 
Ò× Ò Ø
ÓÑØÖÝ ÓÒÐÝ ¾℄º × ÜÔÐÒ Ý ×Ø ℄¸ ÏØÑ 
ÓÒ×Ö Ø ÑÓ¹
ØÓÒ Ó  ×Ó
 ÒØÓ  ÙÒÓÖÑ × Ø Ö×Ø¸ ÓÛÒ  ØÙ Ó ×ÐÓÛÐÝ ÚÖÝÒ

ÖÓ×× ×
ØÓÒÐ Ö¸ A¸ Ò ÙÒÖ ×ÓÑ ÔÝ×
ÐÐÝ ÖÓÙÒ ÝÔÓØ××¸
ÓØÒ Ò ÜÔÖ××ÓÒ ÖÐØÒ Ø ÐÓ
Ð ×Ó
 Å
 ÒÙÑÖ¸ M ¸ ØÓ A¸ ÒÓÛ
ÒÓÛÒ × Ø ¹Å ÖÐØÓÒ ¿½℄ ´× Ð×Ó ´¾ºµ Ò ´¾ºµµº Ì Ë ÑÓÐ
Ö×

M(x)|∇α(x)| = 1¸ Div



n(x)

A(M(x))



= 0 ´¾º½µ

ÛÖ α Ú× Ø ×Ó
 ÔÓ×ØÓÒ ¾℄ Ò n = ∇α
|∇α| × Ø ÐÓ
Ð ÒÓÖÑÐ ØÓ

Ø ÖÓÒØº Ì× ÑÓÐ × ÝÔÖÓÐ
 ÔÖÓÚ ØØ A′(M) < 0¸ Ò 
Ò ØÙ×
ÚÐÓÔ ×ØÙÖÒ
× ÓÒ Ø ÖÓÒØ Û
 Ö Ø ØÖ
 Ó ÛÚ×¸ ÒÓØ ÑÓ¹
Ð¸ Ò Ø ×Ó
º ÁÒ ÔÖ
Ø
¸ Ë × ÔÖÓÚÒ ØÓ  ÖÐÝ 

ÙÖØ ÓÖ
Ö
ØÓÒ ÖÓÙÒ  
ÓÖÒÖ¸ ÒÓÒ¹ÖÙÐÖ Å
 Ö
ØÓÒ ¾℄¸ ÓÖ 

ÐÖØ¹
Ò ×Ó
× Ò ×ÓÛÒ ÓÒÐÝ ÐØØÐ ÚØÓÒ ÓÖ ÜÔÒÒ 
ÐÖØÒ ÓÛ×
℄º ÏØÑ³× ÑÓÐ × Ò ÜØÒ ØÓ Ø ÒØÓ 

ÓÙÒØ ÙÒ×ØÝ ÓÛ
Ò Ø ×Ó
 ¸ ¸ ½¼℄¸ ÒÓÒ¹ÙÒÓÖÑ ×× ÔÖÓÔÖØ× ¾¼℄¸ Ò × Ò
ÔÔÐ¸ ÑÓÒ ÓØÖ×¸ ØÓ ÑÔÐÓÒ ×Ó
 ÛÚ× ½½¸ ½℄¸ ØÑÓ×ÔÖ
 ÔÖÓÔ¹
ØÓÒ ℄¸ ØÓÒØÓÒ Ò ÜÔÐÓ×Ú× ¾¸ ¿¸ ℄¸ ×ÙÔÖ×ÓÒ
 ÒÒ ÙÒ×ØÖØ ¾℄
Ò ×ØÖÓÔÝ×
× ½℄º

Ì× ×Ù

××¸ ÐÒ ØÓ Ø 
ÓÑÔ
Ø ÑÓÐ ÓÖÑÙÐØÓÒ Ò Ø ÑÒ¹
×ÓÒÐ ÖÙ
ØÓÒ¸ Û× ×ÙÔÔÓÖØ Ý Ø ÚÐÓÔÑÒØ Ó ØÖ Ò× Ó ÐÓ¹
ÖØÑ×º ´µ ÄÖÒÒ¸ ÓÖ ÖÓÒØ¹ØÖ
Ò¸ ÑØÓ× Ú Ö×Ø Ò ÜÔÖ¹
ÑÒØ ½¸ ½℄º ÁÒ ×Ù
 Ò ÔÔÖÓ
¸ Ø ×Ó
 ÖÓÒØ × ÜÔÐ
ØÐÝ ×
ÖØÞ
Ý ÑÖÖ× ÚÓÐÚ Ò ØÑ Ò ÖÙÐÖÐÝ Ö×ÑÔÐº Ì× ÑØÓ × ÒØÙÖÐ
Ò ÕÙØ 

ÙÖØ ÙØ 
ÙÐØ ØÓ ÑÔÐÑÒØ Ò ØÖ ÑÒ×ÓÒ×¸ ÑÒÐÝ
ÛÒ ×ÙÖ
 ÑÖÒ ÓÖ ÖÒ × ÜÔ
Øº ´µ ÙÐÖÒ 
ÓÒ×ÖÚØÚ Ð¹
ÓÖØÑ× ½¸ ¾¼℄ ÖÙ
 Ø× 
ÙÐØÝ ÙØ Ó ÒÓØ Ø ÒÝ ÚÒØ Ó
Ø ÖÓÒØ ÐÓ
ÐØÝº ÙÖØÖÑÓÖ¸ ØÝ ÖÐÝ ÓÒ Ø ÒØÓÒ Ó Ò  ÔÖÓÖ
ÔÖÓÔØÓÒ Ö
ØÓÒ¸ ÒÓØ ÐÛÝ× ×Ý ØÓ ØÖÑÒº ´µ ÄÓ
ÐÞ ÐÚÐ¹×Ø
ÑØÓ× Ö  ÓÓ 
ÓÑÔÖÓÑ× ×Ò
 ØÝ ÒÐ ÒÝ Ò Ó ×ÙÖ
 ÓÖ¹
ÑØÓÒ ÙØ Ò Ò ÑÔÐ
Ø ÛÝº Ì ÖÓÒØ ×Ó
 × ÓØÒ ÖÓÑ  ØÐ Ó
ÖÖÚÐ ØÑ¸ Ð×Ó 
ÐÐ ÙÖÒ ØÐº  ¿ ÙÒ×ØÝ ÐÓÖØÑ¸ × ÓÒ Ø
ÀÑÐØÓÒ¹Â
Ó ÓÖÑ Ó Ø Ë ×Ý×ØÑ ´¾º½µ ½℄¸ × ×
Ö Ò ¾¸ ¿¸ ℄
ÓÖ ØÓÒØÓÒ ËÓ
 ÝÒÑ
×º ÁØ 
ÓÑÔÖ× ÛÐÐ ÛØ Ö
ØÚ ÙÐÖÒ
ÑÓÐ Ö×ÙÐØ× Ø  ÑÙ
 ÐÓÛÖ ÈÍ ØÑº ÆÚÖØÐ××¸ Ù ØÓ Ø ÒÓÒÐÒÖ
ÒØÙÖ Ó Ë ÕÙØÓÒ×¸ ÙÒÔÝ×
Ð ×Ó
× 
Ò ÓÖÑ ÛÝ ÖÓÑ Ø ÖÓÒØ
ÔÓ×ØÓÒ Ò  ÖÕÙÒØ Ö×ÑÔÐÒ Ó Ø ×Ò ×ØÒ
 × ÑÒØÓÖÝ ¾¿℄º

ÁÒ Ø× ÖØ
Ð Û ÔÖÓÔÓ× Ò ÐØÖÒØÚ ÔÔÖÓ
 × ÓÒ Ø ÐÚÐ¹
×Ø ×Ø¹ÑÖ
Ò ÔÖÑ ¾¾℄¸ Û
 
ÓÑÒ× Ø ÜÐØÝ Ó ´µ Ò
Ø ÐÓ
ÐØÝ Ó ´µ ÛÐ ÖÑÒÒ ×Ý ØÓ ÑÔÐÑÒØº Ì Ö×Ø Ò ×
ÓÒ
ÓÖÖÖ ×Ô

 ÐÓÖØÑ× Ö 
Ö Ò ×
ØÓÒ ¾º¾º ÊÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ×
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ÓÖ  ×ÑÓÓØ ÖÐ ÔÖÓÐÑ Ò Ø Ë ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ Ö ÖÚ
Ò ×
ØÓÒ ¾º¿º ÁÒ ×
ØÓÒ ¾º¸ Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ØÓ ÒÙÑÖ
Ð Ö×ÙÐØ× Ò
Ø×
ØØ  ×
ÓÒ ÓÖÖ ×
Ñ × ÑÒØÓÖÝ ÓÖ ÒÓÒ ×ÑÓÓØ ÔÖÓÐÑ×º Ø Ð×Ø¸

ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ× Ö ×ÙÑÑÖÞ Ò ×
ØÓÒ ¾ºº

¾º¾  ×Ø¹ÑÖ
Ò Ð Ë ×
Ñ

ÁÒ ½ Ç×Ö Ò ËØÒ ½℄ ÒØÖÓÙ
 Ø ÙÐÖÒ ÐÚÐ¹×Ø ÑØÓ
ØÓ ×ÓÐÚ ÀÑÐØÓÒ¹Â
Ó ÕÙØÓÒ× Ò Ø ÓÒÐ ÕÙØÓÒ Ò ÔÖØ
ÙÐÖº
ÍÒÐ Ø ÄÖÒÒ ÔÔÖÓ
¸ Ø ÐÚÐ¹×Ø ÑØÓ × ×ÑÔÐ ØÓ ÑÔÐÑÒØ
Ò ¿¸ ¹ÓÖÖ ÜØÒ×ÓÒ× Ö ÖÐÝ ÖÚ Ò ØÓÔÓÐÓ
Ð ÔÖÓÔÖØ×
Ó Ø ÖÓÒØ¸ × Ø 
ÙÖÚØÙÖ¸ Ö ×ÐÝ 
Ð
ÙÐØº ÀÓÛÚÖ¸ Ø ÐÚÐ¹×Ø
ÑÓ¸ Ó 
ÓÑÔÐÜØÝ O(N3)¸ 
Ò  ÕÙØ ØÑ 
ÓÒ×ÙÑÒ ÛÒ Ø ÒÙÑÖ
Ó Ö ÔÓÒØ¸ N ¸ × ÐÖº ÁÒ Ø Ô×Ø ØÛÓ 
×¸ ×ÚÖÐ ÑÔÖÓÚÑÒØ×
Ú Ò ÔÖÓÔÓ× Ò ÓÖÖ ØÓ ÖÙ
 Ø× 
ÓÑÔÐÜØÝ Ò Ø ×Ñ ØÑ
ØÓ ÒÒ
 Ø 

ÙÖ
Ýº ÑÓÒ ØÑ¸ Ø ÑÓ×Ø ÔÓÔÙÐÖ ÔÔÖÓ
 × Ø
×Ø¹ÅÖ
Ò ÅØÓ ´ÅÅµ ÚÐÓÔ Ý ËØÒ ¾¾℄ Ò Ù× ÛØ
×Ù

×× Ò  ÐÖ ÚÖØÝ Ó ÔÔÐ
ØÓÒ×º ××ÙÑÒ  ×ÒÐ Ô×× ÖÓÒØ¸ Ø

ÓÑÔÐÜØÝ Ó Ø ÐÓÖØÑ ÖÙ
× ØÓ O(N logN) Ò ÚÒ ØÓ O(N) ÙÒÖ
×ÓÑ ÙÖØÖ ××ÙÑÔØÓÒ× ¿¼℄º

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ¸ Û ÒØÖÓÙ
  ×
ÓÒ¹ÓÖÖ ÑØÓ ØÓ ×ÓÐÚ Ø Ë
ÑÓÐ ´¾º½µ¸ ÓÒ  ÖØ×Ò Ö¸ × ÓÒ Ø ×Ø¹ÑÖ
Ò ÔÖÑº Ï
Ö×Ø ÖÓÖÑÙÐØ Ø ÑÓÐ ×  
ÓÙÔÐ ÓÒÐ¹ØÖÒ×ÔÓÖØ ×Ý×ØÑ ØÓ 
Ð¹
ØØ Ø× ×
ÖØÞØÓÒº Ì ÒÙÑÖ
Ð ÑØÓ¸ ÓÙÒÖÝ ØÖØÑÒØ Ò Ñ¹
ÔÐÑÒØØÓÒ ØÐ× Ö ØÒ ÚÒº

¾º¾º½  ÑÓ ØÖÒ×ÔÓÖØ ÕÙØÓÒ

× Ò Ø ÛÓÖ Ó ××Ø ℄ ÓÖ ×ÐÑ ¾℄¸ Ø Ë ÑÓÐ ´¾º½µ × ÖÛÖØØÒ
ÙÒÖ Ø ÐÓ
Ð ÓÖÑ















M |∇α| = 1 ´¾º¾µ

M
∇α

|∇α| ·∇M = Ṁ(M,κ) ´¾º¾µ

ÛØ Ø ÒØÐ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ×










α|Γ0
= α0, ´¾º¿µ

M|Γ0
= M0, ´¾º¿µ

ÛÖ α0 Ò M0 Ö ÚÒ ÙÒ
ØÓÒ× ÓÒ Ø ÝÔÖ×ÙÖ
 Γ0¸ Ø ×Ó
 ÒØÐ
ÔÓ×ØÓÒº Ì Ë 
ÐÓ×ÙÖ¸ ÐÒÒ Ø ÐÓ
Ð Å
 ÒÙÑÖ¸ M ¸ Ò Ø ÑÒ
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ÙÖÚØÙÖ Ó Ø ÖÓÒØ¸ κ = Div(n)¸ Ö×

Ṁ (M,κ) = −M
2 − 1

λ(M)
κ,

ÛÖ M ≥ 1 Ò


























0 < λ(M) =



1 +
2

γ + 1

1− µ2

µ



1 + 2µ+
1

M2



,

1 ≥ µ =



(γ − 1)M2 + 2

2γM2 − (γ − 1)
,

´¾ºµ

γ > 1 Ò Ø × ÔÓÐÝØÖÓÔ
 
Ó
ÒØ¸ × ¾℄ ÓÖ ØÐ×º
ÁÒ ÔÖ
Ø
¸ Ø ×
ÖØÞØÓÒ Ó Ø ÑÒ 
ÙÖÚØÙÖ × 
ÙÐØ¸ Ù ØÓ

Ø ÑÜ ÖÚØÚ× Ó α¸ ×Ô
ÐÐÝ Ò Ø 
ÓÒØÜØ Ó Ø ×Ø¹ÑÖ
Ò
ÑØÓ ÛÒ ÒÓÖÒ ÔÓÒØ× Ö ÒÓØ ÝØ ××Ò  ÚÐÙº ÓÖ Ø× Ö×ÓÒ
Û 
ÓÓ× ØÓ ÖÓÖÑÙÐØ Ø ØÖÒ×ÔÓÖØ ÕÙØÓÒ ÓÒ Ø Å
 ÒÙÑÖ ×

ÓÒÚ
ØÓÒÙ×ÓÒ ÓÒº

Ý 
ÓÑÒÒ Ø ÓÒÐ ÕÙØÓÒ¸ M |∇α| = 1¸ Ò Ø ÒÓÖÑÐ Ò¹
ØÓÒ¸ n = ∇α/|∇α|¸ ÓÒ 

× ØØ Ø ÑÒ 
ÙÖÚØÙÖ Ó Ø ÖÓÒØ Ö×
κ = ∇M ·∇α+MΔαº ÌÖÒ×ÔÓÖØ ÕÙØÓÒ ´¾º¾µ × ØÒ ÖÓÖÑÙÐØ ×

∇M ·∇α = S(M)Δα,

ÛÖ S(M) = − M(M2−1)
M2(λ(M)+1)−1 × ÒÓÒÔÓ×ØÚ Ò ×ÑÓÓØ Ò ÓÖ M > 1º

Ì ÖÓÖÑÙÐØ ÓÙÒÖÝ ÚÐÙ ÔÖÓÐÑ ØÓ  ×ÓÐÚ × ØÒ










M |∇α| = 1 ´¾ºµ

∇M ·∇α = S(M)Δα ´¾ºµ

ÛÖ Ø ×ÓÙÖ
 ØÖÑ × ÒÓÛ ×Ö ØÓ ×
ÖØÞº
ÆÓØ ØØ Ø× ×Ý×ØÑ × ÒÓØ Ò  
ÓÒ×ÖÚØÚ ÓÖÑ¸ Û
 
ÓÙÐ Ö×


ÙÐØ× ØÓ ÒÐ ÖÓÒØ ×
ÓÒØÒÙØ×¸ ÙØ × Û ×ÐÐ × Ò ×
ØÓÒ ¾ºº¿
Ø ÒÙÑÖ
Ð ×
Ñ ÔÖÓÖÑ× ÛÐÐ Ò ÔÖ
Ø
º

¾º¾º¾ ÄÚÐ¹×Ø ÑØÓ ÓÖ Ø ÓÒÐ ÕÙØÓÒ

Ì ÐÚÐ¹×Ø ÙÒ
ØÓÒ α × ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÓÒÐ ÕÙØÓÒ ´¾ºµ ÓÒ Ω
ØÓØÖ ÛØ Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ ´¾º¿µ ÓÒ Γ0º Ï ×ÓÐÚ Ø ÓÒ  ÙÒÓÖÑ
ÖØ×Ò Ñ× Ó Ø ÓÑÒ Ω ≡ [0, Lx]× [0, Ly] × [0, Lz] ⊂ R3 ÛØ Ö
×Ô
Ò× △x¸ △y Ò △zº ÄØ αi,j,k Ò Mi,j,k  Ø ÔÔÖÓÜÑØ ×ÓÐÙØÓÒ
Ø  Ö ÔÓÒØ¸ ºº αi,j,k = α(xi, yj , zk) Ò Mi,j,k = M(xi, yj , zk) ÛÖ
xi = i△x¸ yj = j△y Ò zk = k△zº Ï ÒÓØ Ý ul¸ vl Ø wl ´Ö×Ôº ur¸ vr
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Ø wrµ Ø 
ÛÖ ´Ö×Ôº ÓÖÛÖµ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ó Ø ÖÚØÚ× Ó α Ø
(xi, yj , zk) ÐÓÒ x¸ y Ò z Ö×Ô
ØÚÐÝº

Ì ×
ÖØ ÓÖÑ Ó ´¾ºµ Ö×

Mi,j,kĤ(ul, ur, vl, vr, wl, wr) = 1, ´¾ºµ

ÛÖ Ĥ × 
Ó×Ò × Ø ÒÙÑÖ
Ð ÀÑÐØÓÒÒ Ó ÓÙÒÓÚ ¾℄

Ĥ(ul, ur, vl, vr, wl, wr) =


max2(u+l , u
−
r ) + max2(v+l , v

−
r ) + max2(w+

l , w
−
r ),

ÛØ Ø ÒÓØØÓÒ×  x+ = max(x, 0) Ò x− = max(−x, 0) ÓÖ x ∈ Rº Ì×
ÙÔÛÒ ×
Ñ × Ò ×Ù

××ÙÐÐÝ Ù× Ò ×ÚÖÐ ÔÔÐ
ØÓÒ× ´
º ½℄¸
¾¾℄µº ÁØ × Ø ÐØÝ ØÓ 
ÔØÙÖ Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÓÒÐ ÕÙØÓÒ
½¾℄ Ò Ó ÒÓØ ×ÑÖ ÓÙØ ×ÖÔ ×
ÓÒØÒÙØ× Ü
××ÚÐÝ ¾℄¸ Û
 Ö
×ÖÐ ØÙÖ× Ò Ø 
× Ó Ë ÛÖ ÖÓÒØ ×ÒÙÐÖØ× ÑÝ ÔÔÖº

Ø Ö×Ø ÓÖÖ¸ Ø ×
ÖØ ÖÚØÚ× Ó α Ö ÛÖØØÒ

ul = (D−
x α)i,j,k :=

αi,j,k − αi−1,j,k

△x

vl = (D−
y α)i,j,k :=

αi,j,k − αi,j−1,k

△y

wl = (D−
z α)i,j,k :=

αi,j,k − αi,j,k−1

△z

ur = (D+
x α)i,j,k :=

αi+1,j,k − αi,j,k

△x

vr = (D+
y α)i,j,k :=

αi,j+1,k − αi,j,k

△y

wr = (D+
z α)i,j,k :=

αi,j,k+1 − αi,j,k

△z

.

Ì ÜØÒ×ÓÒ ØÓ ÖØÖÖÝ Ö ÓÖÖ× × ÔÓ××Ð¸ Û Ö×ØÖ
Ø ÓÙÖ×ÐÚ×
ØÓ ×
ÓÒ¹ÓÖÖ Ò Ø× ÛÓÖº

Ø ×
ÓÒ ÓÖÖ¸ Ø ×
ÖØ ÖÚØÚ× Ó α Ö ÛÖØØÒ

ul = (D−
x α)i,j,k +

△x
2

(D−
x (D−

x α))i,j,k

vl = (D−
y α)i,j,k +

△y
2

(D−
y (D−

y α))i,j,k

wl = (D−
z α)i,j,k +

△z
2

(D−
z (D−

z α))i,j,k

ur = (D+
x α)i,j,k −

△x
2

(D+
x (D+

x α))i,j,k

vr = (D+
y α)i,j,k −

△y
2

(D+
y (D+

y α))i,j,k

wr = (D+
z α)i,j,k −

△z
2

(D+
z (D+

z α))i,j,k

.

Ï ÔÓÒØ ÓÙØ ØØ ØÖ × ÒÓ ÐÑØÒ ÙÒ
ØÓÒº ÁÒ Ø 
ÓÒØÜØ Ó Ø ÅÅ¸
 ×ÛØ
Ò Ñ
Ò×Ñ × ÖØÖ Ù× × Û ×ÐÐ × ÐØÖº

¾º¾º¿ Ì ×ØÒÖ ×Ø¹ÑÖ
Ò ÑØÓ

ÓÐÐÓÛÒ ËØÒ ¾¾℄¸ Ø 
Ð××
Ð ÅÅ × ÒÓÛ ÓÙØÐÒº ÁÒ Ø× ÑØÓ¸
Ø ÚÐÓ
ØÝ Ó ÔÖÓÔØÓÒ × ××ÙÑ ØÓ  ÒÓÛÒ Ò Ó 
ÓÒ×ØÒØ ×Òº Ì
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ÖÓÒØ × ØÙ× ×ÒÐ Ô×× Ò ÓÒ Ò× ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø ÚÐÙ Ó α ÓÒÐÝ Ò Ø
Ú
ÒØÝ Ó Øº Ì ÈÍ ØÑ × ØÒ ÖÑØ
ÐÐÝ ÖÙ
 Ò¸ ÒØÖÖÐØ¸
Ø ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝ Ó Ø ×
Ñ × ÙÖÒØ Ý ÓÐÐÓÛÒ Ø Ö
ØÓÒ Ò
Û
 Ø ÒÓÖÑØÓÒ ÓÛ×º Ì× × ÓÒ Ý ÔÖÓÔØÒ Ø ×ÓÐÙØÓÒ ÖÓÑ
ÐÓÛÖ ØÓ Ö ÚÐÙ× Ó Ø ÐÚÐ¹×Ø ÙÒ
ØÓÒ αº ÌÓ Ø× Ò¸ Ø Ö ÔÓÒØ×
Ö ÔÖØØÓÒ ÒØÓ ØÖ ÖÓÙÔ×¸ ÒÑÐÝ

❶ ÃÒÓÛÒ × Ø ×Ø Ó ÚÖØ
× ÛÖ Ø ÚÐÙ× Ó α Ö ÒÓÛÒ¸ ºº Ø
ÚÖØ
× ÐÖÝ ÒØÖ
ÔØ Ý Ø ÖÓÒØ

❷ ÆÖÖÓÛÒ × Ø ×Ø Ó ÐÐ ÒÓÖÒ ÚÖØ
× Ó ÃÒÓÛÒ¸ ºº Ø
ÚÖØ
× ØØ Ö ÓÙØ ØÓ  ÒØÖ
ÔØ Ý Ø ÖÓÒØ

❸ Ö × Ø ×Ø Ó ÚÖØ
× ØØ Ö ÒØÖ Ò ÃÒÓÛÒ ÒÓÖ Ò ÆÖÖÓÛ¹

Òº ÁÒ Ø Ö ×Ø¸ α × ××Ò  Ù ÒØÐ ÚÐÙ ���º

ÌÒ Ó Ø ÆÖÖÓÛÒ ×Ø ×  ÙÖ ÞÓÒ ØØ ×ÖÚ× ØÓ ×ØÖØ Ø

Ð
ÙÐØÓÒ ÖÓÑ Ø ÚÖØ
× Ó ÃÒÓÛÒ Ò ØÓ ×ÔÖ Ø ÒÓÖÑØÓÒ ØÓ
Ø ÚÖØ
× Ó Ø Ö ×Øº ÓÖ ÚÖÝ ÐÑÒØ Ó Ø ÆÖÖÓÛÒ¸ Ø×Ø ÚÐ¹
Ù× Ó α Ö 
Ð
ÙÐØ ÖÓÑ Ø ÔÓÒØ× Ó Ø ÃÒÓÛÒ ×Ø ÓÒÐÝ¸ Ò
ØÒ Ø ÔÓÒØ Ó Ø ÆÖÖÓÛÒ 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ØÓ Ø ÑÒÑÐ Ø×Ø ÚÐÙ
× ÚÐØº Ì× ÑÒ× ØØ Ø ÚÐÙ Ó α Ø Ø× ÔÓÒØ × ÒÓÛ Ò
× Ø ÑÒÑÐ Ø×Ø ÚÐÙº  ×
ÓÒ ×ØÔ 
ÓÒ××Ø× Ò Ò
ÐÙÒ Ø× ÔÓÒØ
Ò Ø ÃÒÓÛÒ ×Ø Ò Ò Ø× 
ÐÓ× Ö ÒÓÖ× × ÒÛ ÔÓÒØ× Ó Ø
ÆÖÖÓÛÒº Ý ÖÔØÒ Ø ÔÖÚÓÙ× ×ØÔ×¸ × ÐÓÒ × Ø ÆÖÖÓÛÒ
× ÒÓØ¹ÑÔØÝ̧ Ø ÐÚÐ¹×Ø ÙÒ
ØÓÒ × 
Ð
ÙÐØ Ò Ø ÛÓÐ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ
ÓÑÒº Ì ×ØÖØÒ ÚÐÙ× Ó Ø× ÔÖÓ
×× Ö ×Ø Ý Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ×
ÓÒ Γ0º ÁØ × ÛÓÖØ ÑÒØÓÒÒ ØØ Ø ÑÓ×Ø ØÑ 
ÓÒ×ÙÑÒ ×ØÔ Ò Ø×
ÐÓÖØÑ × Ø ×Ö
 Ó Ø ÔÓÒØ ÛØ Ø ÑÒÑÐ Ø×Ø ÚÐÙ Ò ØÙ× Ø
ÔÖÓÖÑÒ
 Ó Ø ÅÅ ÔÒ× ÓÒ Øº

Ø  ÔÓÒØ (i, j, k) Ó ÒØÖ×Ø Ó Ø ÆÖÖÓÛÒ¸ Û 
Ò Ù
 ÖÓÑ
´¾ºµ ØØ Ø Ø×Ø ÚÐÙ ϑ Ó α × 
Ð
ÙÐØ Ý ×ÓÐÚÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ ÕÙÖØ

ÕÙØÓÒ

3


ν=1

max2



ϑ− tν
−

i,j,k

△−
ν

,
ϑ− tν

+

i,j,k

△+
ν

, 0



=
1

M2
i,j,k

, ´¾ºµ

ÛØ Ø ÒÓØØÓÒ×

△±
1 = △x



1−
s±x

i±1,j,k

3



, △±
2 = △y



1−
s±y

i,j±1,k

3



, △±
3 = △z



1−
s±z

i,j,k±1

3



,
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Ò ÛØ Ø ÓÐÐÓÛÒ ÒÖ
 ×ÛØ
×
































s±x
i,j,k =



1  αi±1,j,k < αi,j,k

0 ÓØÖÛ×

s±y
i,j,k =



1  αi,j±1,k < αi,j,k

0 ÓØÖÛ×

s±z
i,j,k =



1  αi,j,k±1 < αi,j,k

0 ÓØÖÛ×

,

ÛÖ Ø 
Ó
ÒØ×


tν
±

i,j,k



1≤ν≤3
Ö ÚÒ Ý

































t1
±

i,j,k = αi±1,j,k +
s±x

i±1,j,k

3
(αi±1,j,k − αi±2,j,k)

t2
±

i,j,k = αi,j±1,k +
s±y

i,j±1,k

3
(αi,j±1,k − αi,j±2,k)

t3
±

i,j,k = αi,j,k±1 +
s±z

i,j,k±1

3
(αi,j,k±1 − αi,j,k±2)

.

Ì ×ÛØ
× Ø ÒØÓ 

ÓÙÒØ Ø ÐÓ
Ð Ö
ØÓÒ Ó ÔÖÓÔØÓÒº ÌÝ
Ò×ÙÖ Ø 
Ù×ÐØÝ 
ÓÒØÓÒ Ý ×ØØÒ  ÞÖÓ ÚÐÙ ÛÒ Ø ÒÓÖÑØÓÒ
Ø Ø ×
ÓÒ ÓÖÖ × ÒÓØ ÚÐÐ Ò ØØ Ö
ØÓÒº

ÊÑÖ ¾º½º Ø Ö×Ø¹ÓÖÖ Ó 

ÙÖ
Ý¸ ÓÒ 
Ò Ø ÐÐ ×ÛØ
× ÕÙÐ ØÓ
ÞÖÓ Ò ÓÒ × △±

1 = △x¸ △±
2 = △y¸ △±

3 = △z¸ Ò t1
±

i,j,k = αi±1,j,k¸

t2
±

i,j,k = αi,j±1,k¸ t
3±
i,j,k = αi,j,k±1º

¾º¾º ÙÐÐ ×
ÖØ×ØÓÒ Ó Ø Ë ×Ý×ØÑ

ÓÐÐÓÛÒ Ø ×Ø¹ÑÖ
Ò ÔÖÑ¸  ÑØÓ ÓÖ ×ÓÐÚÒ Ø 
ÓÙÔÐ
×Ý×ØÑ Ó ÕÙØÓÒ× ´¾ºµ × ÒÓÛ ÜÔÐÒº ËÒ
 M × Ò ÙÒÒÓÛÒ Ó Ø
ÔÖÓÐÑ¸ ÓÒ × ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø×Ø ÚÐÙ× Ó α ´ºº ϑµ Ò Ó M ´ºº mµ¸
Ø Ø ×Ñ ØÑ¸ ÓÖ 
 ÔÓÒØ Ó Ø ÆÖÖÓÛÒ¸ ÐÒ ØÓ  ÐÓ
Ð
ÒÓÒÐÒÖ ×Ý×ØÑ Ò ϑ Ò mº Ì ×
ÖØ ÚÐÓ
ØÝ Mi,j,k × ÒÓÛ ÖÔÐ

Ý m Ò Ø ÕÙØÓÒ ´¾ºµ Ò Ø ×
ÖØÞØÓÒ Ó Ø ØÖÒ×ÔÓÖØ ÕÙØÓÒ
´¾ºµ × ÓÒ × ÓÐÐÓÛ×º

Ì Ú
ØÓÒ ÔÖØ Ó ÕÙØÓÒ ´¾ºµ Ö× ∇M · ∇αº ÓÐÐÓÛÒ Ø
ÙÔÛÒ Ö
ØÓÒ Ó ×
ÖØÞØÓÒ ÓÖ ∇α Ò×ÙÖ× ØØ ÓÒÐÝ Ö
ÚÐ ÔÓÒØ×
Ö Ù× Ò Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ Ó ∇M º ÅÓÖ ÔÖ
×ÐÝ̧ Û Ú

(∇M ·∇α) |
i,j,k

=
3



ν=1







ϑ− tν
−

i,j,k

△−
ν

+
m− ℓν−

i,j,k

△−
ν

−


tν
+

i,j,k − ϑ

△+
ν

−
ℓν+

i,j,k −m

△+
ν




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ÛÖ Ø 
Ó
ÒØ×


ℓν±
i,j,k



1≤ν≤3
Ø Ø ÓÖÑ

































ℓ1
±

i,j,k = Mi±1,j,k +
s±x

i±1,j,k

3
(Mi±1,j,k −Mi±2,j,k)

ℓ2
±

i,j,k = Mi,j±1,k +
s±y

i,j±1,k

3
(Mi,j±1,k −Mi,j±2,k)

ℓ3
±

i,j,k = Mi,j,k±1 +
s±z

i,j,k±1

3
(Mi,j,k±1 −Mi,j,k±2)

.

ÓÒ
ÖÒÒ Ø ×ÓÙÖ
 ØÖÑ Ó ÕÙØÓÒ ´¾ºµ¸ S(M)Δα¸ Û ÚÐÙØ S
ÑÔÐ
ØÐÝ Ò ×
ÖØÞ Ø ÄÔÐ
Ò ÓÔÖØÓÖ Ø ×
ÓÒ ÓÖÖº ÖÓÑ ÓÙÖ
ÜÔÖÒ
¸ Ø × 
ÖÙ
Ð ØÓ Ù×  
ÒØÖ ×
Ñ × ÑÙ
 × ÔÓ××Ðº Ì× ×
ÓÒ Ò ÔÖ
Ø
 Ý ØÒ ÒØÓ 

ÓÙÒØ ÐÐ ÒØ ÚÐÙ ÒÓÙÖ× Ó

ÔÓÒØ Ó ÒØÖ×Ø¸ Ò
ÐÙÒ ØÓ× Ó Ø ÆÖÖÓÛÒ¸ Ò Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó
Ø Ø×Ø ÚÐÙº Ì× ØÙÖ Ð×Ó 
Ø× Ø ×ÛØ
× ÚÐÙØÓÒ Ò ´¾ºµº ÁÒ ÓÒ
×Ô
 Ö
ØÓÒ¸   ÐØ Ò ÖØ ÚÐÙ× Ö ÚÐÐ¸ Ø ×
ÓÒ ÖÚØÚ
× 
Ó×Ò 
ÒØÖ¸ ÒÓ ÑØØÖ Ø 
Ù×ÐØÝ 
ÓÒØÓÒ Ò Ø ÆÖÖÓÛÒ
´ºº Û Ð×Ó Ù× ÔÓÒØ× Û
 Ö ÒÓØ Ò Ø ÃÒÓÛÒ ×Øµº ÓÖ Ø× Ö×ÓÒ¸ Ø
ÐÓÖØÑ × ÒÓØ  ×Ø¹ÑÖ
Ò ÑØÓ Ò Ø ×ØÖ
Ø×Ø ×Ò×¸ Ò Û ×Ý Ø
× ×Ø¹ÑÖ
Ò Ð ÔÖÓÔÖØ×º

ÅÓÖ ÔÖ
×ÐÝ̧ (S(M)Δα) |i,j,k = S(m)

3


ν=1

Δ̂ν ¸ ÛÖ Û ÜÔÖ×× ÓÒÐÝ

Ø Ö×Ø ØÖÑ ÓÖ Ø × Ó ×ÑÔÐ
ØÝ

 ´αi−1,j,k < ��� Ò αi+1,j,k < ���µ ØÒ
Δ̂1 = Δ̂1c

Ð×
 ´ϑ ≥ t1

−
i,j,k ÓÖ ϑ ≥ t1

+

i,j,kµ ØÒ





max
ϑ− t1

+

i,j,k

△+
1

, 0


≥ max
ϑ− t1

−
i,j,k

△−
1

, 0




ØÒ

Δ̂1 = Δ̂1r

Ð×
Δ̂1 = Δ̂1ℓ

Ò

Ò

Ò

ÛØ
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• Δ̂1c =
αi+1,j,k − 2ϑ+ αi−1,j,k

△x2

• Δ̂1r = s+x
i,j,ks

+x
i+1,j,k



ϑ− 2αi+1,j,k + αi+2,j,k

△x2

+s+x
i+2,j,k



ϑ− 2αi+1,j,k + αi+2,j,k

△x2 − αi+3,j,k − 2αi+2,j,k + αi+1,j,k

△x2


• Δ̂1ℓ = s−x
i,j,ks

−x
i−1,j,k



ϑ− 2αi−1,j,k + αi−2,j,k

△x2

+s−x
i−2,j,k



ϑ− 2αi−1,j,k + αi−2,j,k

△x2 − αi−3,j,k − 2αi−2,j,k + αi−1,j,k

△x2


ÛÖ Û Ö
ÐÐ ØØ ��� ÒÓØ× Ø Ù ÒØÐ ÔÓ×ØÚ ÚÐÙ ÚÒ ØÓ
ÔÓÒØ× Ò Ø Ö ×Øº

Ì ÒÐ ÓÖÑ Ó Ø ÒÓÒÐÒÖ ×Ý×ØÑ ÓÒ ϑ Ò m × ØÒ






























3


ν=1

max2



ϑ− tν
−

i,j,k

△−
ν

,
ϑ− tν

+

i,j,k

△+
ν

, 0



=
1

m2
´¾ºµ

3


ν=1







ϑ− tν
−

i,j,k

△−
ν

+
m− ℓν−

i,j,k

△−
ν

−


tν
+

i,j,k − ϑ

△+
ν

−
ℓν+

i,j,k −m

△+
ν



= S(m)

3


ν=1

Δ̂ν ´¾ºµ

ÊÑÖ ¾º¾º × Ò ÖÑÖ ¾º½¸ Ø Ö×Ø¹ÓÖÖ 

ÙÖØ ÚÖ×ÓÒ Ó Ø ÕÙ¹
ØÓÒ ´¾ºµ Ù×× Ø ÓÐÐÓÛÒ ÒØØ×  ÓÖ Ø Ú
ØÓÒ ÔÖØ¸ Û ×ÑÔÐÝ
Ø ℓ1

±
i,j,k = Mi±1,j,k¸ ℓ

2±
i,j,k = Mi,j±1,k¸ ℓ

3±
i,j,k = Mi,j,k±1¸ Ò Ø ÄÔÐ
Ò ×

×
ÖØÞ ØÒ s±x
i±2,j,k = 0¸ s±y

i,j±2,k = 0 Ò s±z
i,j,k±2 = 0 Ò Ø ÜÔÖ××ÓÒ×

Ó Δ̂1¸ Δ̂2 Ò Δ̂3 Ö×Ô
ØÚÐÝº

ÌÛÓ ×ØÖØ× Ú Ò Ø×Ø ÓÖ Ø ÒÙÑÖ
Ð Ö×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÐÓ¹

Ð ÒÓÒÐÒÖ ×Ý×ØÑ ´¾ºµ ÓÒ ϑ Ò mº ÚÒ Ø 
ÙÖÖÒØ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ


ϑ(p),m(p)


¸ Ø Ö×Ø ÔÔÖÓ
 ×  Ü ÔÓÒØ ÑØÓ Û
 
ÓÒ××Ø× Ò
×ÓÐÚÒ Ø ÕÙÖØ
 ÕÙØÓÒ ´¾ºµ ÓÒ ϑ ÛØ m = m(p) ØÓ Ø ϑ(p+1)

Û
 × Ò
Ø Ò Ø ÕÙØÓÒ ´¾ºµº Ì× Ú× Ù×  ÒÛ ÚÐÙ m(p+1)

Ý Ö×ÓÐÙØÓÒ ÛØ ØÖ  ÒÛ Ü¹ÔÓÒØ ØÖØÓÒ ÓÖ ÆÛØÓÒ³× ÑØÓº
Ì× ÔÖÓ
ÙÖ × ÖÔØ ÙÒØÐ  ×Ö ØÓÐÖÒ
 × ÑØ ´10−6 Ò ÔÖ
¹
Ø
µº Ì ×
ÓÒ ÔÔÖÓ
 × ØÓ ×ÓÐÚ Ø ÙÐÐ 
ÓÙÔÐ ×Ý×ØÑ Ó ÕÙØÓÒ×
´¾ºµ Ý ÆÛØÓÒ³× ÔÖÓ
ÙÖº ÁÒ¸ Ø ×Ý×ØÑ ´¾ºµ 
Ò  ÛÖØØÒ Ò Ø
ÒÖ
 ÓÖÑ G(W) = 0¸ ÛÖ G ×  ÒÓÒÐÒÖ ÙÒ
ØÓÒ Ò W = (m,ϑ)t

Û
 ÔÒ× ÓÒ Ø ÚÐÙ× Ó α Ò M ÖÓÙÒ Ø ÔÓÒØ (i, j, k) Ó Ø
ÆÖÖÓÛÒº Ì Ö×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¾ºµ × ØÒ ÓÒ Ý Ø ÓÐÐÓÛÒ ØÖØÚ
ÐÓÖØÑ¸ ÓÖ p ≥ 0¸

W(p+1) =W(p) −


DWG


W(p)
−1

G


W(p)


,
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ÛÒ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ Ó Ø ÖÒØ DWG × ÐÐÓÛ¸ Ò ÛÖ Ø ×ØÖØÒ
ÔÓÒØ W(0) × ØÖÑÒ ÖÓÑ Ø ÚÐÙ× Ó M Ò α ÓÒ ÒÓÖÒ ÔÓÒØ×º
ÓØ ÔÔÖÓ
× Ú Ò ×Ù

××ÙÐÐÝ ÑÔÐÓÝ¸ Û  ÒÓØ Ó×ÖÚ ÒÝ
ÖÓÙ×ØÒ×× ÔÖÓÐÑº

¾º¾º ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ×

ÌÛÓ Ò× Ó ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ× Ö 
ÓÑÑÓÒÐÝ ÖÕÙÖ  ÓÙØÓÒ Ò
Ö ÛÐÐ×º ÁÒ ÔÖ
Ø
¸ 
ØÓÙ× ÔÓÒØ× Ö  ÓÙØ× Ó Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ
ÓÑÒ¸ ÓÒ Û
 Ø Ô× Ò Ø Å
 ÒÙÑÖ Ö ×Øº Ì ÒÙÑÖ Ó

ØÓÙ× 
ÐÐ× ÔÒ× ÓÒ Ø ÓÖÖ Ó Ø ÒØÖÓÖ ÒÙÑÖ
Ð ×
Ñº

Ì ÓÙØÓÒ 
ÓÒØÓÒ× Ö Ù× ÓÒ Ø ÖØ
Ð ÐÑØ× Ó  Ö ÓÙÒ¹
ÖÝº Ï ÑÔÓ×  Ù ÔÓ×ØÚ ÚÐÙ Ó α ÓÒ Ø 
ØÓÙ× ÔÓÒØ× ØÓ Ñ Ø
×
Ñ ÙÔÛÒº

ÏÒ  ÓÙÒÖÝ Ó Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÓÑÒ × ÓÙÒ Ý  Ö
ÓÝ ΓR¸  ÛÐÐ 
ÓÒØÓÒ × Ù×º ÁÒ Ø× 
×¸  ÆÙÑÒÒ 
ÓÒØÓÒ ÔÔÐ×
(n · ∇α)|ΓR

= 0º Ì ÒÙÑÖ
Ð ÑÔÐÑÒØØÓÒ × ÓÒ Ý Ö
ØÒ Ø
ÚÐÙ× Ó α Ò M ¸ Ý ×ÝÑÑØÖÝ̧ ÓÒ Ø 
ØÓÙ× ÔÓÒØ×º ÄØ Ù× Ö
ÐÐ Ö
ØØ ÏØÑ³× ÑÓÐ × Ð ØÓ ÔÖ
Ø ÓÒÐÝ Ø ÖÖÙÐÖ ×Ó
 Ö
ØÓÒ¸
ÒÑÐÝ Ø Å
 Ö
ØÓÒ ÓÖ ×Ó
¹×Ó
 ×ÒÙÐÖØÝ Ò Ø ØÖÑÒÓÐÓÝ Ó
ÏØÑº

¾º¾º ËÙÑÑÖÝ Ó Ø ÐÓÖØÑ

Ì ÒÙÑÖ
Ð ×
Ñ Û ×Ò ØÓ ×ÓÐÚ Ø Ë ÑÓÐ ´¾º½µ × ÒÓÛ
×ÙÑÑÖÞº ÏØÑ³× ÑÓÐ × Ö×Ø ÖÛÖØØÒ ØÓ ÚÓ Ø Ö
Ø ×
ÖØ¹
×ØÓÒ Ó Ø 
ÙÖÚØÙÖº Ì ÔÖÓÔÓ× ÐÓÖØÑ × Ò ÙÐÖÒ ÔÔÖÓ

×ÑÐÖ ØÓ Ø ×Ø¹ÑÖ
Ò ÑØÓ ÔÖÓÖÑ ÓÒ  ÖØ×Ò Öº Ì×
ÐÓÖØÑ × × ÓÒ  ×
ÓÒ ÓÖÖ ÒØ ÖÒ
 ÑØÓ Ò ÑÓÖ ÔÖ¹

×ÐÝ ÓÒ Ò ÙÔÛÒ ×
Ñ Ò Ø Ö
ØÓÒ Ó Ø ×Ó
 ÔÖÓÔØÓÒ ÛØ
 ÔÖÓÖØÝ ÕÙÙ 

ÔØÒ
 Ó Ø ÐÓ
Ð ×ÓÐÙØÓÒº Ì ÖÖÚÐ ØÑ Ò Ø
Å
 ÒÙÑÖ Ö ÓØÒ Ý ×ÓÐÚÒ  ÐÓ
Ð ÒÓÒ¹ÐÒÖ ×Ý×ØÑº

Ì ÓÚÖÐÐ ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ÓÙÖ ÐÓÖØÑ × 
ÐÓ× ØÓ Ø ÅÅ ÓÒ ÙØ ×
ØÛÓ ÑÒ ÖÒ
×  ÙØÐÞØÓÒ Ó ÔÓÒØ× ÒÓØ ÝØ 

ÔØ Ò Ö×ÓÐÙØÓÒ
Ó Ø ÓÒÐ ÕÙØÓÒ ØÓØÖ ÛØ Ø ØÖÒ×ÔÓÖØ ÕÙØÓÒ ÓÒ Ø ÔÖÓÔ¹
ØÓÒ ÚÐÓ
ØÝº Ì ×Ø¹ÑÖ
Ò Ð ÐÓÖØÑ 
ÓÒØÒ× ØÛÓ ÑÒ ×ØÔ×¸
ÒÑÐÝ ÒØÐ×ØÓÒ Ò ØÖØÓÒ¸ Ò × ÓÖÒÞ × ÓÐÐÓÛ×

➥ ÁÒØÐÞØÓÒ ×ØÔ

➠ ËØ ÐÐ ÔÓÒØ× Ó Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÓÑÒ Ò Ø Ö ×Ø Ý ××ÒÒ
Ù ��� ÚÐÙ ØÓ αº

➠  
 ÔÓÒØ Ó Ø Ù×Ö ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ Ò Ø ÃÒÓÛÒ ×Øº
➠ ÖØ Ø ÆÖÖÓÛÒ ÖÓÑ Ö×Ø ÒÓÙÖ× Ó Ø ÃÒÓÛÒ ×Øº

➥ ÁØÖØÚ ×ØÔ ÙÒØÐ Ø ÆÖÖÓÛÒ × ÑÔØÝ
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➠ ÔÔÐÝ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ×º
➠ ÓÖ 
 ÔÓÒØ Ò Ø ÆÖÖÓÛÒ¸ 
ÓÑÔÙØ Ø Ø×Ø ÚÐÙ× ϑ Ò m Ý

×ÓÐÚÒ Ø ÐÓ
Ð ÒÓÒ¹ÐÒÖ ×Ý×ØÑ ´¾ºµ¸ Ý  ÆÛØÓÒ ÓÖ Ü ÔÓÒØ ÑØÓº
➠ È
 Pmin ≡ (imin, jmin, kmin) ∈ ÆÖÖÓÛÒ ×Ù
 ØØ

α(imin, jmin, kmin) = min
(i,j,k)∈����������

α(i, j, k).

 Pmin Ò Ø ÃÒÓÛÒ ×Ø»ÐØ Ø Ò ÆÖÖÓÛÒº
➠  Ø 
ÐÓ× ÒÓÖ× Ó Pmin Ò ÆÖÖÓÛÒ  ØÝ ÛÖ Ò Ø Ö

×Øº

¾º¿ ÊÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× ØÓ Ë

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ¸ Û ÔÖÓÚ ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× ØÓ Ø Ë ÕÙØÓÒ×¸ ØØ
× ÓÑØÖ
Ð 
ÓÒÙÖØÓÒ× ÛÖ Ø Ü
Ø ×ÓÐÙØÓÒ 
Ò  ØÖ 
Ð
Ù¹
ÐØ ÒÐÝØ
ÐÐÝ ÓÖ ÔÔÖÓÜÑØ ÛØ  ÕÙ
 Ý¹
Ð
ÙÐØÓÒ ´ØÝÔ
ÐÐÝ Ø
Ö×ÓÐÙØÓÒ Ó  ÓÒ¹ÑÒ×ÓÒÐ Çµº Ì ÒÙÑÖ
Ð ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ÓÙÖ ×Ø¹
ÑÖ
Ò ÐÓÖØÑ 
Ò ØÒ  
ÓÑÔÖ ØÓ Ø× ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× ØÓ
ÚÐÙØ Ø× ÔÖ
×ÓÒº ÁÐÐÝ̧ ØÝ ×ÓÙÐ 
ÓÚÖ  Û ÖÖÝ Ó 
××¸ ØÓ Ø×Ø
Ø ÐÓÖØÑ Ò Ø ÑÓ×Ø ÚÖ× 
ÓÒÙÖØÓÒ×º ÓÒÚÖ×ÐÝ̧ ×Ù
 ÖÖÒ

×ÓÐÙØÓÒ× Ö ÓØÒ Ö ØÓ ÔÖÓÚ¸ Ò Û ÓÒÐÝ ÜÔ
Ø ØÓ ØÖÑÒ ØÑ
Ò ÚÖÝ ×ÑÔÐ ÓÑØÖ
Ð 
ÓÒÙÖØÓÒ×º

ÁÒ Ø 
× Ó Ø Ë ÕÙØÓÒ×¸ Ø 
Ò  ÒÓØ ØØ ÒÒØÐÝ ÐÖ
ÔÐÒ ÖÓÒØ× Ó ÒÝ ÒÓÖÑÐÞ ÚÐÓ
ØÝ M > 1 Ö Ü
Ø ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ×Ý×¹
ØÑ Ò Ø ÛÓÐ ×Ô
º ÊÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× 
Ò Ð×Ó  ÓÙÒ Ò Ø ÖÐ

×¸ ÛÒ Ø 
ÓÒÙÖØÓÒ × ÒÚÖÒØ ÙÒÖ ÖÓØØÓÒ×¸ Ò ÑÓÖ ÒØÖ¹
×ØÒÐÝ̧ ÓÖ Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ Ò R2º ËÙ
 ×ÓÐÙØÓÒ× ÒÐ ØÓ Ø×Ø Ø
ÚÓÙÖ Ó Ø ÐÓÖØÑ ÓÒ ×ÑÓÓØ ×ÓÐÙØÓÒ× × ÛÐÐ × Ò 
×× ÛÖ Ø
ÚÐÓ
ØÝ × ×
ÓÒØÒÙØ×º Ì ×ÑÔÐ×Ø Ø×Ø 
× ÓÖ ×
ÓÒØÒÙÓÙ× ×ÓÐÙØÓÒ×
× Ø 
ÓÑÔÖ××ÓÒ Û ´× ËÙ×
ØÓÒ× ¾º¿º¾ Ò ¾ºº¾µº

ÁÒ Ø ÖÑÒÖ Ó Ø× ×
ØÓÒ Û ÛÐÐ Ù× Ø 
ÓÒ×ÖÚØÚ ÓÖÑ ´¾º½µ
Ó Ø Ë ×Ý×ØÑ¸ ÛØ Ø ÒØÖÐ ¹Å ÖÐØÓÒ

A(M) = A0 exp



−
 M

M0

mλ(m)

m2 − 1
dm



, ´¾ºµ

ÛÖ M0 > 1 × Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ Ò A0 Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ×
ØÓÒ Öº
Ï Ð×Ó ÒØÖÓÙ
 Ø ÒÓØØÓÒ

β(M) =
M2 − 1

λ(M)
.

Ì ÕÙÒØØÝ β ÐÐÓÛ× ØÓ ÛÖØ Ø Ö×ÙÐØ× Ó Ø× ×
ØÓÒ Ò  ×ÑÔÐÖ ÑÒÒÖº
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¾º¿º½ ÊÐ ×ÓÐÙØÓÒ×

Ì ×ÑÔÐ×Ø 
ÓÒÙÖØÓÒ Ò Û
  ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ë ÕÙØÓÒ×

Ò  
ÓÑÔÙØ × Ø ÖÐ 
× ÛÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ ÔÒ× ÓÒÐÝ ÓÒ Ø
ÖÐ 
ÓÓÖÒØ rº ÅÓÖ ÔÖ
×ÐÝ̧ Ò ÑÒ×ÓÒ d = 2, 3¸ Ø ÚÐÓ
ØÝ M ×
 ×ÓÐÙØÓÒ Ó  ÓÒ¹ÑÒ×ÓÒÐ Ç Ò Ø r ÚÖÐ















M(r)∂rα(r) = 1 ´¾º½¼µ

M(r)∂rM(r) = −β(M(r))
d− 1

r
´¾º½¼µ

ÓÖ  ÚÒ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ¸ Ø× ÕÙØÓÒ 
Ò  ×ÓÐÚ Ý   ÓÖÖ
ÐÓÖØÑ ØÓ ÔÖÓÚ  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ÖÖÒ
¸ Û
 × ÐÔÙÐ ÓÖ 
ÓÒÚÖÒ

×ØÙ×º ÒÐÝØ
Ð ×ÓÐÙØÓÒ× Ö ×ÐÝ ÓØÒ Ò Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ¸
M >> 1.

¾º¿º¾ ËÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ Ò ÑÒ×ÓÒ 2

Ì ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ ÓÖ Ø Ë ÕÙØÓÒ× Ö Ó ÔÖÑ
ÑÔÓÖØÒ
 ×Ò
 ØÝ 
Ò ÜØ ×
ÓÒØÒÙÓÙ× ÚÐÓ
Ø× Ò ÚÐÓÔ ÒÛ
ÒØÖÑØ ×ØØ×º Ì ÚÓÙÖ Ó Ø ÐÓÖØÑ 
Ò ØÒ  ÚÐÙØ
ÓÒ Ø× 
ÙÐØ ÔÖÓÐÑº Ì ×ÑÔÐ×Ø Ø×Ø 
× ÓÖ ×
ÓÒØÒÙØ× × Ø

ÓÑÔÖ××ÓÒ Û¸ Û
 ÛÐÐ  ÚÐÓÔ Ò ÑÓÖ ØÐ× ÐØÖº

ÓÖ ÒÖÐ ÝÔÖÓÐ
 ×Ý×ØÑ×¸ Ø ØÓÖÝ ÓÖ Ø Ö×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ê¹
ÑÒÒ ÔÖÓÐÑ ÓÒÐÝ 
ÓÚÖ× Ø 
× ÛÖ Ø ØÛÓ ÒØÐ ×ØØ× Ö ÒÓØ Ö
ÖÓÑ 
 ÓØÖº ËÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ ÓÖ Ö ÛÝ ÒØÐ ×ØØ×
Ö ÒÓÛÒ ÓÒÐÝ ÓÖ ÚÖÝ ÔÖØ
ÙÐÖ 
××¸ ×Ù
 × Ø p¹×Ý×ØÑº ÏÐ Ø
Ë ÕÙØÓÒ× Ö Ò  ×ØØÒ ØØ Ö× ÖÓÑ Ø Ù×ÙÐ p¹×Ý×ØÑ¸ ØÝ

Ò  ÐÒ ØÓ Ø p¹×Ý×ØÑ Ò Ò Ø ÙÐÐ Ö×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÊÑÒÒ
ÔÖÓÐÑ × ÚÐÐº

ÁÒ × ÛÓÖ× ¾℄ Ò ¾℄¸ ÏØÑ ×
Ö Ø ÓÖÑ Ó ×ÑÔÐ ×Ó
×
Ò ×ÑÔÐ ÖÖ
ØÓÒ×º ÌÝ Ö ×ØÙ Ö×Ô
ØÚÐÝ × Ø Ö×ÙÐØ× Ó Ø

ÓÑÔÖ××ÓÒ Ó  ÔÐÒ ÖÓÒØ Ý  Û Ò Ø Ö
ØÓÒ Ó  ÔÐÒ ÖÓÒØ
Ý  
ÓÖÒÖº ÏÐ Ø× ÛÓÖ× ÙÐÐÝ ×
Ö Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ×Ó
× Ò ÖÖ¹

ØÓÒ×¸ Ø ÖÖ
ØÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ × ÓÒÐÝ ÚÒ ÛØ ÑÔÐ
Ø 
ÓÓÖÒØ×º ÁÒ
Ø× ÔÖØ¸ Û ×
Ö ÑÓÖ ÜÔÐ
ØÐÝ Ø ÓÑØÖÝ Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒº ÖÓÑ ÓÙÖ
ÒÓÛÐ¸ Ø× × Ø Ö×Ø ØÑ ØØ  
ÓÑÔÖÒ×Ú ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ë
ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ × ÚÒ¸ ØÓØÖ ÛØ  ÐÒ ØÓ Ø p¹×Ý×ØÑº ÆÚÖØÐ××¸
ÓÒ 
Ò ÑÒØÓÒ Ø ÛÓÖ× Ó ÀÒ×Û¸ ËÑÝØ Ò Ë
ÛÒÑÒ ½℄ Ò
Ë
ÛÒÑÒ ¾¼℄ ÛÖ Ø ÏØÑ Ë ÕÙØÓÒ× Ö ÖÛÖØØÒ Ò 
ÓÒ¹
×ÖÚØÚ ÓÖÑº Ë
ÛÒÑÒ ¾¼℄ Ð×Ó ÑÒØÓÒ× Ø 
Ø ØØ Ø ÊÑÒÒ
ÔÖÓÐÑ ÑØ× ×ÑÔÐ ×ÓÐÙØÓÒ×¸ ÙØ Ó× ÒÓØ Ú ÙÐÐ ØÐ×º

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ Ø Ë ÕÙØÓÒ× Ö Ö
×Ø ×  ×Ý×ØÑ Ó M Ò θ
ÛÖ θ ÔÖÑØÖÞ× Ø ÖÓÒØ ÒÓÖÑÐ × n = (cos θ)ex + (sin θ)ey¸ ÛØ ex

Ò ey Ø ÙÒØ Ú
ØÓÖ× ÐÓÒ Ø Ü Ò Ý Ü× Ö×Ô
ØÚÐÝº ÓÖ Ø ÊÑÒÒ
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ÔÖÓÐÑ¸ Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ × Ñ Ó ØÛÓ ÔÐÒÖ ÖÓÒØ× × ×Ø
 Ò
ÙÖ ¾º½   ×Ó
 Ó ÚÐÓ
ØÝ Mℓ Ò ÒÐ θℓ ÒØÖ
Ø× ÛØ ÒÓØÖ ÓÒ Ó
ÚÐÓ
ØÝ Mr Ò ÒÐ θrº Ï ÛÓÖ Ò ÔÓÐÖ 
ÓÓÖÒØ× (ρ, χ)¸ ØÒ χ = 0
ÓÖ Ø ÓÖÞÓÒØÐ Ü× (Ox)º ÆÓØ ØØ Ø ÒØÐ ÔÓ×ØÓÒ Ó Ø Ö×Ø ÖÓÒØ

× ØÒ Ø Ð¹ÐÒ


χ = χℓ = θℓ −
π

2



º ËÑÐÖÐÝ̧ Ø ÒØÐ ÔÓ×ØÓÒ Ó Ø

×
ÓÒ ÖÓÒØ × Ø Ð¹ÐÒ


χ = χr = θr +
π

2



º ÏØ Ø× ÒÓØØÓÒ×¸ Ø

ÐØ ÖÓÒØ 
ÓÑ× ÓÖ Ø ÖØ ÓÒ ÛÒ Ø ÒÐ χ Ò
Ö××º Ì× ×

ÓÖÒØ ÛØ Ø ×ØÒÖ ÒÓØØÓÒ× ÓÖ Ø ØÓÖÝ Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ
Ò ÜÔÐÒ× ÛÝ Ø ÐØ ÖÓÒØ × ÓÒ Ø ÓØØÓÑ Ó Ø Ô
ØÙÖº

θ l

θr Mr

χ
r

χ
l

M l

������ ¾º½  ËØ
 Ó Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ Ó Ø Ë ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑº

Ì p¹×Ý×ØÑ

Ì ÙÐÐ Ö×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ × ÒÓÛÒ ÓÖ Ø p¹×Ý×ØÑ
´× ¾℄¸ ¾½℄µ¸ Û
 
Ò  ÛÖØØÒ Ò Ø ÓÖÑ



∂tv − ∂xu = 0
∂tu+ ∂xp(v) = 0

, ´¾º½½µ

ÛØ t > 0¸ x ∈ R¸ ÐÓÒ ÛØ Ø ÔÖÓÔÖØ× p′ < 0 ´Ò p′′ > 0¸ ÙØ Ø
×Ò Ó p′′ ÔÐÝ× ÒÓ ÖÓÐ Ò Ø Ö×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ Ò ×
ÓÒÐÝ  Ö×ÙÐØ Ó Ø Ù×ÙÐ ÔÝ×
Ð ÒØÖÔÖØØÓÒ Ò ØÖÑ× Ó ×ÒØÖÓÔ
 ×
ÝÒÑ
×µº

× ÓÒ 
Ò ÒÓØ¸ Ø p¹×Ý×ØÑ × ÓÒ¹ÑÒ×ÓÒÐ Ò ×Ô
¸ Ò Û ÛÒØ ØÓ
×ÓÐÚ Ø ×ØØÓÒÖÝ Ë ÕÙØÓÒ× Ò  ØÛÓ¹ÑÒ×ÓÒÐ ×Ô
º ÆÚÖØÐ××¸
Ø 
Ò  ÖÙ ØØ Ø ÐÚÐ¹×Ø ÙÒ
ØÓÒ α¸ ×  ×Ù× ØÑ ÚÖÐº

Ï ØÒ ÒØÖÓÙ
 Ø (σ, τ) ×Ý×ØÑ Ó 
ÓÓÖÒØ× ÛÖ eσ = n =
∇α

|∇α|
× Ø ÙÒØ Ú
ØÓÖ ÒÓÖÑÐ ØÓ Ø ÖÓÒØ Ò eτ Ø ÙÒØ Ú
ØÓÖ ØÒÒØ ØÓ Ø
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ÖÓÒØ ×Ù
 ØØ (eσ,eτ ) × Ö
Øº ÇÒ 
Ò ÒÓØ ØØ ÏØÑ ¾℄ ÐÖÝ
ÒØÖÓÙ
  ×ÑÐÖ ×Ý×ØÑ Ó 
ÓÓÖÒØ×¸ α Ò β¸ ÔÖÓÔÓÖØÓÒÐ ØÓ ÓÙÖ σ
Ò τ ¸ ÙØ ÛØ  ÒÓÒ ÒÓÖÑÐÞ ÖÒØ¸ ÐÒ ØÓ  ×ÐØÐÝ ÖÒØ
×Ý×ØÑº

Í×Ò Ø 
Ø ØØ ´¾º½µ ÑÔÐ×


















curl


n

M



= 0,

Div



n

A(M)



= 0,

´¾º½¾µ

ÓÒ 
Ò ÖÛÖØ Ø Ë ×Ý×ØÑ Ò ÓÙÖ ×Ý×ØÑ Ó 
ÓÓÖÒØ× ×


∂σθ + ∂τ log(M) = 0
∂τθ − ∂σ log(A(M)) = 0

,

Û
 Ö×  ×ØÖÓÒ ×ÑÐÖØÝ ÛØ Ø p¹×Ý×ØÑº ÃÔÒ Ò ÑÒ ØØ Ø
×ØØÒ × ÖÒØ¸ ØÓ ÛÖØ Ø ×  p¹×Ý×ØÑ Û 
Ò Ø



u = θ
v = log(A(M))

.

ÚÒ ØØ A ×  ×ÑÓÓØ ÙÒ
ØÓÒ Ò M ÛØ A′(M) < 0¸ Ø × ÒÚÖØÐº
ÆÓØÒ Ø× ÒÚÖ× Ý A−1¸ Ø ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖ Ø ÙÒ
ØÓÒ p ×

p(v) = log


A−1 (ev)


.

Ï 
Ò ØÒ 

 ØØ

p′(v) =
ev

A′(A−1(ev))A−1(ev)
< 0,


Ù× A′ < 0¸ Û
 ÙÖÒØ× ØØ Ø Ö×ÙÐØ× ÓØÒ Ò Ø 
× Ó
Ø p¹×Ý×ØÑ ×ØÐÐ ÓÐº

ÓÑØÖ
Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ×ÑÔÐ ÖÖ
ØÓÒ×

 ÖÖ
ØÓÒ ×  ×ÑÓÓØ ØÖÒ×ØÓÒ ØÛÒ ØÛÓ 
ÓÒ×ØÒØ ×ØØ× (Mℓ, θℓ)
Ò (Mr, θr) ´× ÓÖ Ò×ØÒ
 ÙÖ ¾º¾µº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
 Ó ÓÙÖ ÒÐÝ××¸
Û ÛÐÐ ×ÓÛ ØØ Ñ××Ð ×ÓÐÙØÓÒ× Ú ØÓ ×Ø×Ý ∂χθ ≥ 0 Ò θr ≥ θℓ¸
ÚÒ  Û Ó ÒÓØ ××ÙÑ Ø Ø Ø ÒÒÒ Ó ÓÙÖ ÒÐÝ××º

ÏÖØÒ ´¾º½¾µ Ò ÔÓÐÖ 
ÓÓÖÒØ× (ρ, χ)¸ Û Ø






















∂

∂ρ



ρ sin(θ − χ)

M



− ∂

∂χ



cos(θ − χ)

M



= 0

∂

∂ρ



ρ cos(θ − χ)

A(M)



+
∂

∂χ



sin(θ − χ)

A(M)



= 0

´¾º½¿µ
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ÃÔÒ Ò ÑÒ ØØ Û Ö ÐÓÓÒ ÓÖ ×ÓÐÙØÓÒ× ØØ ÓÒÐÝ ÔÒ ÓÒ
Ø ÒÙÐÖ ÚÖÐ χ¸ Û × ØØ ÕÙØÓÒ× ´¾º½¿µ 
Ò  ÖÛÖØØÒ ×



















(∂χθ) sin(θ − χ) = −(∂χM)

M
cos(θ − χ)

(∂χθ) cos(θ − χ) = (∂χM)
A′(M)

A(M)
sin(θ − χ) = −(∂χM)

M

β(M)
sin(θ − χ)

´¾º½µ
ÓÑÒÒ Ø ÕÙØÓÒ× Ó ×Ý×ØÑ ´¾º½µ¸ Û Ø Ø ÓÐÐÓÛÒ ÙÒ¹

ÑÒØÐ ÖÐØÓÒ

(∂χθ)



M sin2(θ − χ)− β(M)

M
cos2(θ − χ)



= 0.

ÖÓÑ Ø× ÕÙØÓÒ Û Ù
 ØØ ØÖ θ × 
ÓÒ×ØÒØ ´Ò ØÒ M ×
Ð×Ó 
ÓÒ×ØÒØµ¸ Û
 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ Ø 
× ÛÖ Ø ÖÓÒØ × ÔÐÒÖ¸ ÓÖ
M Ò θ ×Ø×Ý Ø ÖÐØÓÒ

tan(θ − χ) = σ



β(M)

M
ÛØ σ = ±1. ´¾º½µ

Ì× ÖÐØÓÒ × ×Ø× ÓÖ ÒÝ ÖÖ
ØÓÒ¸ × ×ÓÓÒ × θ × ÒÓØ 
ÓÒ×ØÒØº
ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ Û Ú π

2 > σ(θ − χ) > 0 ÛØ σ = 1 ÓÖ 1¹ÖÖ
ØÓÒ×¸ Ò
ÛØ σ = −1 ÓÖ 2¹ÖÖ
ØÓÒ×º

Ì 
ÓÑÒØÓÒ Ó Ø ÕÙØÓÒ× Ó ×Ý×ØÑ ´¾º½µ Ð×Ó Ð× ØÓ Ø Ö¹
ÐØÓÒ

(∂χθ)
2 =

(∂χM)2

β(M)
, ´¾º½µ

Û
 Ú×

∂χθ = ε
(∂χM)


β(M)
ÛØ ε = ±1. ´¾º½µ

ÈÐÙÒ ÕÙØÓÒ× ´¾º½µ Ò ´¾º½µ Ò ×Ý×ØÑ ´¾º½µ Ð× ØÓ σε = −1º
Ï ØÒ Ú

σω(M) + θ = const ´¾º½µ

ÛØ

ω(M) =

 M

M0



−A′(m)

A(m)m
dm =

 M

M0

1


β(m)
dm ´¾º½µ

ÁØ 
Ò ØÒ  ×ÓÛÒ ÛØ ÓØÖ ÐÒØÝ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ÒÚÓÐÚÒ ÖÚØÓÒ×
Ó ´¾º½µ Ò ´¾º½µ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ χ¸ ØØ M ×Ø×× Ø Ç

dM(χ)

dχ
= −σF(M(χ)) ´¾º¾¼µ
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ÐÓÒ Ø ÖÖ
ØÓÒ¸ ÛØ F(M) =
2


β(M)(M2 + β(M))

2M2 +Mβ′(M)
> 0 ´ÛÒ Ø ×

ÛÐÐ Òµº ÁØ 
Ò  

 ØØ Ø ÒÓÑÒØÓÖ Ó F(M) × ÔÓ×ØÚ
ÛÒ A′′(M) > 0 Ò Ø× Ð×Ø 
ÓÒØÓÒ 
Ò  

 Ø Ð×Ø ÒÙÑÖ
ÐÐÝ
ÓÒ ×ÓÑ ÚÐÙ× Ó γ¸ ÓÖ Ò ÒÖÐ ÓÖ ÐÖ M º
ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ ÓÖ M(χ) Ò θ(χ) ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´¾º¾¼µ Ò ´¾º½µ¸ Ø ÕÙÒØØÝ

σω(M(χ)) + θ(χ) = const ´¾º¾½µ

× ÒÔÒÒØ ÓÒ χ ´Ø × Ò  ÊÑÒÒ ÒÚÖÒØ Öµº Ì× ×ÓÛ× Ò
ÔÖØ
ÙÐÖ ØØ Ò ÒÝ 
× Û Ú ∂χθ ≥ 0 Ò ØÒ θr ≥ θlº Ï Ð×Ó Ù

ÖÓÑ ´¾º¾½µ ØØ

ω(Mℓ)− ω(Mr) = σ(θr − θl). ´¾º¾¾µ

Ï 
Ò ØÒ Ú Ø ÓÑØÖ
Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó 1¹ÖÖ
ØÓÒ× Ò 2¹
ÖÖ
ØÓÒ× Ò ØÐº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¿º ´ËØÖÙ
ØÙÖ Ó ×ÑÔÐ ÖÖ
ØÓÒ×µ

××ÙÑ ØØ 2M + β′(M) > 0º ÄØ π > θr − θl > 0º Ï ×Ø χℓ = θℓ − π
2 Ò

χr = θr + π
2 º

µ 1¹ÖÖ
ØÓÒ
ÄØ Mℓ > Mr > 1 ×Ø×ÝÒ ´¾º¾¿µ ÓÖ σ = 1º ÌÒ ØÖ Ü×Ø ØÛÓ ÒÐ×
χr−
1 Ò χr+

1 ¸ 
º ÙÖ ¾º¿º¾¸ ×Ø×ÝÒ χℓ < χr−
1 < χr+

1 < χr − π
2 Ò ×Ù


ØØ
❶ ÁÒ Ø ×
ØÓÖ {χℓ ≤ χ ≤ χr−

1 }¸ Û Ú M = Mℓ Ò θ = θℓº
❷ ÁÒ Ø ×
ØÓÖ {χr−

1 ≤ χ ≤ χr+
1 }¸ M ×Ø×× ´¾º¾¼µ Ò θ × ÚÒ Ý

´¾º½µ ÓÖ σ = 1º
❸ ÁÒ Ø ×
ØÓÖ {χr+

1 ≤ χ ≤ χr}¸ Û Ú M = Mr Ò θ = θrº
Ì ÒÐ× χr−

1 Ò χr+
1 Ö ÚÒ Ý ´¾º½µ ÓÖ σ = 1¸ ×Ó

tan(θℓ − χr−
1 ) =



β(Mℓ)

Mℓ
Ò tan(θr − χr+

1 ) =



β(Mr)

Mr
.

ÅÓÖÓÚÖ ´¾º¾½µ ÓÐ× ØÖÙ ÓÖ σ = 1 ÓÖ ÐÐ χ ∈ [χℓ, χr]º
µ 2¹ÖÖ
ØÓÒ
ÄØ Mr > Mℓ > 1 ×Ø×ÝÒ ´¾º¾¿µ ÓÖ σ = −1º ÌÒ ØÖ Ü×Ø ØÛÓ ÒÐ×
χr−
2 Ò χr+

2 ¸ 
º ÙÖ ¾º¿º¾¸ ×Ø×ÝÒ χℓ +
π
2 < χr−

2 < χr+
2 < χr Ò ×Ù


ØØ
❶ ÁÒ Ø ×
ØÓÖ {χℓ ≤ χ ≤ χr−

2 }¸ Û Ú M = Mℓ Ò θ = θℓº
❷ ÁÒ Ø ×
ØÓÖ {χr−

2 ≤ χ ≤ χr+
2 }¸ M ×Ø×× ´¾º¾¼µ Ò θ × ÚÒ Ý

´¾º½µ ÓÖ σ = −1º
❸ ÁÒ Ø ×
ØÓÖ {χr+

2 ≤ χ ≤ χr}¸ Û Ú M = Mr Ò θ = θrº
Ì ÒÐ× χr−

2 Ò χr+
2 Ö ÚÒ Ý ´¾º½µ ÓÖ σ = −1¸ ×Ó

tan(θℓ − χr−
2 ) = −



β(Mℓ)

Mℓ
Ò tan(θr − χr+

2 ) = −


β(Mr)

Mr
.

ÅÓÖÓÚÖ ´¾º¾½µ ÓÐ× ØÖÙ ÓÖ σ = −1 ÓÖ ÐÐ χ ∈ [χℓ, χr]º
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χ
r

χ
l

χ r+
1

χ r−

1
l

rM

M

´µ ½¹ÖÖ
ØÓÒ

M r

M
l

χ r+

χ r−

χ
l

χ
r

2

2

´µ ¾¹ÖÖ
ØÓÒ

������ ¾º¾  ÓÑØÖÝ Ó ×ÑÔÐ ÖÖ
ØÓÒ ÛÚ×º


Ù× M ×Ø×× Ø Ç ´¾º¾¼µ ÓÖ σ = 1 ÐÓÒ  ½¹ÖÖ
ØÓÒ Ò
ÓÖ σ = −1 ÐÓÒ  ¾¹ÖÖ
ØÓÒ¸ ÒÔÒÒØÐÝ Ó θ¸ Ø ×Ô Ó Ø ÖÓÒØ
ÐÓÒ  ÖÖ
ØÓÒ × ÙÒÚÖ×Ðº ÅÓÖ ÔÖ
×ÐÝ  Û Ü  ÐÚÐ¹×Ø ÚÐÙ
α = t0¸ ××Ó
Ø ÛØ  ØÑ t0 > 0¸ ØÖ Ü×Ø×  ×ÔÖÐ St0 Ó ÔÓÐÖ
ÕÙØÓÒ ρ = t0ρ1(χ) ×Ù
 ØØ Ø ÐÚÐ ×Ø {α = t0} ÓÒ  ÖÖ
ØÓÒ
Ò × Ø Ñ Ó  ÔÓÖØÓÒ Ó St0 Ý Ò ×ÓÑØÖÝ ´ Ö
Ø ×ÓÑØÖÝ ÓÖ ½¹
ÖÖ
ØÓÒ¸ Ò Ò ÒÖ
Ø ×ÓÑØÖÝ ÓÖ  ¾¹ÖÖ
ØÓÒµº ÅÓÖÓÚÖ¸ ÛÒ Ø
ØÑ Ó× ÓÒ¸ Ø ×Ô Ó Ø ×ÔÖÐ × ×ÑÔÐÝ 
Ò Ý ÐØÓÒº ÒÐÐÝ
Ø× ×ÔÖÐ × ÐÓ
ÐÐÝ  
ÓÒÚÜ 
ÙÖÚ¸ 
Ù× Û Ú ×ÓÛÒ ØØ ∂χθ ≥ 0º

ÓÑØÖ
Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ×ÑÔÐ ×Ó
×

 ×Ó
 ×  ×
ÓÒØÒÙØÝ ØÛÒ ØÛÓ 
ÓÒ×ØÒØ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò
(Mr, θr)º ÈÝ×
ÐÐÝ̧ Û ÜÔ
Ø ØÓ Ú θr < θℓ ÓÖ  ×ÑÔÐ ×Ó
 Ò Ò¸
ÛÐ Ø × ÔÓ××Ð ØÓ 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ÙÒ
ØÓÒ× ÛØ  ×ÑÔÐ ×Ó
 ØØ Ö ÓÖÑÐ
×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´¾º½¾µ ÛØ θr < θℓ¸ ×Ù
 ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ÒÓØ ×Ø×Ý Ø ÒØÖÓÔÝ

ÓÒØÓÒ Ò Ö ØÙ× ÒÓØ ÔÝ×
Ð ´× ÊÑÖ ¾ºµº ÓØ ÕÙÒØØ× M
Ò θ Ö ×
ÓÒØÒÙÓÙ× ØÖÓÙ Ø ×Ó
¸ ÙØ Ø ÐÚÐ¹×Ø α × 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸
ÐØ ÒÓØ ×ÑÓÓØ ´× ÙÖ ¾º¿µº

Ì ØÖ
ØÓÖÝ Ó Ø ´ÔÙÒ
ØÙÐµ ×Ó
 × Ø Ð¹ÐÒ χ = χs ÛØ χℓ <
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χs < χrº ÁÒ ÓÖÖ ØÓ ×Ø×Ý Ø ÚÖÒ
 ÕÙØÓÒ Ò ´¾º½µ¸ Û Ò ØÓ

Ú χs − χℓ < π Ò χr − χs < π Ò ØÓ Ú ØÖ χℓ < χs < χr −
π

2
ÓÖ χℓ +

π

2
< χs < χrº ÇØÖÛ×¸ Ø ÙÜ Ó n

A ÛÓÙÐ  ÒØÖÒ Ø ×Ó


ÖÓÑ ÓØ ××¸ Û
 ÛÓÙÐ 
ÓÒØÖ
Ø Ø 
Ø ØØ n

A × ÚÖÒ
 Öº

ÏÒ χℓ < χs < χr −
π

2
¸ Û Ú  ½¹×Ó
 Ò Ø 
ÓÒØÒÙØÝ Ó α

ÓÖ
× Mr > Mℓº Í×Ò ×Ý×ØÑ ´¾º½¾µ¸
Û 
Ò Ø Ø ÖÐØÓÒ× ØÛÒ Mℓ¸ Mr¸ θℓ¸ θr Ò χs = χs

1 ÛØ θℓ, θr >
χs
1º Ì Ö×Ø ÕÙØÓÒ Ò Ø 
ÓÒØÒÙØÝ Ó α Ð ØÓ

Mℓ

cos(θℓ − χs)
=

Mr

cos(θr − χs)
. ´¾º¾¿µ

Ì ×
ÓÒ ÕÙØÓÒ Ú× ØØ Ø ÙÜ Ó
n

A(M)
ØÖÓÙ Ø ÓÙÒÖÝ

Ó  
ÐÓ× ÓÑÒ × ÞÖÓº Á Û 
ÓÒ×Ö Ø ÙÜ ÓÖ  ØÙ ÓÒ ØÖÓÙ
Ø ÒØÖ
 ØÛÒ Ø ØÛÓ ×ØØ×¸ Û Ø

A(Mℓ)

sin(θℓ − χs)
=

A(Mr)

sin(θr − χs)
. ´¾º¾µ

ÖÓÑ ´¾º¾¿µ Ò ´¾º¾µ Û Ù


tan(θr − χs) =
A(Mr) sin(θℓ − θr)

A(Mℓ)−A(Mr) cos(θℓ − θr)
= −Mℓ −Mr cos(θℓ − θr)

Mr sin(θℓ − θr)
,

´¾º¾µ
Ò ØÒ Ý ×ÝÑÑØÖÝ r/ℓ¸ Û Ø

tan(θℓ − χs) = − A(Mℓ) sin(θℓ − θr)

A(Mr)−A(Mℓ) cos(θℓ − θr)
=
Mr −Mℓ cos(θℓ − θr)

Mℓ sin(θℓ − θr)
.

´¾º¾µ
ÆÓØ
 ØØ Ø× ÑÔÐ×

cos(θℓ − θr) =
A(Mℓ)Mℓ +A(Mr)Mr

A(Mr)Mℓ +A(Mℓ)Mr
. ´¾º¾µ

Ï ÒÓØ
 Ò ÔÖØ
ÙÐÖ ØØ Ø ÒÖÐ ÖÓÖÖÒ ÒÕÙÐØÝ ÓÐ×
a+b+ + a−b− ≥ a+b− + a−b+ ÓÖ ÐÐ a+ ≥ a− ≥ 0 Ò b+ ≥ b− ≥ 0º
ÌÖÓÖ¸ Ø 
Ø ØØ A(M) × 
Ö×Ò Ò M ÑÔÐ× Ò ÔÖØ
ÙÐÖ ØØ

0 <
A(Mℓ)Mℓ +A(Mr)Mr

A(Mr)Mℓ +A(Mℓ)Mr
≤ 1

Û
 Ñ× ×Ò× ÓÖ ÕÙÐØÝ ´¾º¾µº

ÏÒ χℓ +
π

2
< χs < χr¸ Û Ú  ¾¹×Ó
 Ò Ø 
ÓÒØÒÙØÝ Ó α

ÓÖ
× Mr < Mℓº ÅÓÖÓÚÖ¸ Û Ú θℓ, θr < χs = χs
2º Ì ×Ñ Ö×ÓÒÒ

Ð× ØÓ ´¾º¾¿µ Ò ´¾º¾µ Û
 Ú× Ø ×Ñ ÖÐØÓÒ× × Ø ÓÒ× ÓÚº
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ÊÑÖ ¾ºº Ê
ÐÐ ØØ Ñ××Ð ×Ó
× Ú ØÓ ×Ø×Ý Ò ÒØÖÓÔÝ 
ÓÒ¹
ØÓÒ Ò ÓÖÖ ØÓ  ×ØÐ  Ø× × Ø ÄÙ ¹
ÓÒØÓÒ ´Û
 ÑÔÐ× Ø ÄÜ
¹
ÓÒØÓÒµ¸ × ÔÖÖÔ º Ò ½¿℄º ÁØ × Ð×Ó ÒÓÛÒ ØØ ÄÜ ¹
ÓÒØÓÒ
×Ð
Ø× ÓÒÐÝ Ð Ó Ø ×Ó
 
ÙÖÚ ´× Ô ¾¸ ÔÖÖÔ º¿ Ò ½¿℄µº Ï

Ò × Ø ÓÒ ÙÖ ¾ºº Ì× ×ÓÛ× ØØ ÓÒÐÝ Ø 
× θr < θℓ × ×Ð
Ø ÓÖ
×Ó
×º

ÏØ Ø× ÒÓÖÑØÓÒ× Ò ÑÒ¸ Û 
Ò Ú Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ×ÑÔÐ
×Ó
×

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾ºº ´ËØÖÙ
ØÙÖ Ó ×ÑÔÐ ×Ó
×µ

ÄØ 0 < θℓ − θr <
π
2 Ò Mr,Mℓ > 1 ×ØÝ×ÝÒ ´¾º¾µº

µ 1¹×Ó


Á Mr > Mℓ > 1¸ ØÒ ØÖ Ü×Ø× χs = χs
1 < θℓ, θr ÚÒ Ý ´¾º¾µ ´ÓÖ

ÕÙÚÐÒØÐÝ Ý ´¾º¾µµ¸ ×Ù
 ØØ Ø ×ØÙØÓÒ × Ô
ØÙÖ ÓÒ ÙÖ ¾º¿º¾º
µ 2¹×Ó


Á Mℓ > Mr > 1¸ ØÒ ØÖ Ü×Ø× χs = χs
2 > θℓ, θr ÚÒ Ý Ý ´¾º¾µ ´ÓÖ

ÕÙÚÐÒØÐÝ Ý ´¾º¾µµ¸ ×Ù
 ØØ Ø ×ØÙØÓÒ × Ô
ØÙÖ ÓÒ ÙÖ ¾º¿º¾º

r

l

χ
r

χ
l χ

1

s

M

M

´µ ½¹×Ó


χ
r

χ
l

M
l

M r

χ s

2

´µ ¾¹×Ó


������ ¾º¿  ÓÑØÖÝ Ó ×ÑÔÐ ×Ó
 ÛÚ×º

ÊÑÖ ¾ºº Ï ÒÓØ ØØ Ý ÖÔÐ
Ò cos(θℓ−θr) Ý Ø× ÜÔÖ××ÓÒ ´¾º¾µ
Ò ´¾º¾µ¸ ÓÒ 

× ØØ ´¾º¾µ × ÕÙÚÐÒØ ØÓ Ø ÖÐØÓÒ ÚÒ Ò ¾℄
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ÓÖ  
ÓÑÔÖ××ÓÒ Ûº

tan |θℓ − χs| = Aℓ

Mℓ



M2
r −M2

ℓ

A2
ℓ −A2

r

1/2

ÛØ Ab = A(Mb) ÓÖ b = ℓ, r.

´¾º¾µ

ÊÑÖ ¾ºº ÀÖ¸ Û Ú ÔÖÚÐ Ø ÓÑØÖ
 ÒØÖÔÖØØÓÒ Ó Ø
ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑº ÀÓÛÚÖ¸ ÓÒ 
Ò Ù× Ø 
ÓÒ×ÖÚØÚ ÓÖÑ ´¾º½¿µ Ó Ø
Ë ÑÓÐ Ò ÔÓÐÖ 
ÓÓÖÒØ× ØÓ ÓØÒ Ò ×ÑÐÖ ÑÒÒÖ × Ò ¾℄ Ø
ÕÙØÓÒ× ´¾º¾µ¹´¾º¾µ Ò ´¾º¾µ¹´¾º¾µº

ÓÑÔÐØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ

Ì ÖÐØÓÒ× ×Ø× Ý Ø ÚÐÓ
Ø× Mℓ Ò Mr Ò Ø ÒÐ× θℓ Ò
θr ÓÖ ÖÖ
ØÓÒ× Ò ÓÖ ×Ó
× Ð Ù× ØÓ 
ÓÒ
ÐÙ ØØ¸ × Ò Ø 
× Ó
Ø p¹×Ý×ØÑ¸ ØÖ ÐÛÝ× Ü×Ø×  ÙÒÕÙ ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ

ÓÒ×ØØÙØ Ó Ø ÑÓ×Ø ØÛÓ ØÖÒ×ØÓÒ× ´ ØÖÒ×ØÓÒ Ò  ÖÖ
ØÓÒ ÓÖ
×Ó
µº Ì× ÔÔÒ× ØÓ  ØÖÙ Ò  ÛÓÐ ÓÑÒ Ü
ÔØ Ò  ÖÓÒ ÛÖ
Ø ÑÓÐ 
×× ØÓ  ÔÝ×
Ð ´× ÙÖ ¾ºµº

ËÙÔÔÓ×Ò Ø ÐØ ×ØØ (Mℓ, θℓ) × Ü¸ Û 
Ò Ò Ø ½¹×Ó
 Ò
¾¹×Ó
 
ÙÖÚ× ÙÒ
ØÓÒ×¸ S1

(Mℓ,θℓ)
(M) Ò S2

(Mℓ,θℓ)
(M)¸ Ý ×ØÔÙÐØÒ ØØ

ÓÖ M > Mℓ¸ θ = S1
(Mℓ,θℓ)

(M) × Ø ÓÒÐÝ ÒÐ ×Ù
 ØØ (Mℓ, θℓ) Ò (M,θ)

×Ø×Ý Ø ×Ó
 ÖÐØÓÒ ´¾º¾µ ´Û
 ÑÔÐ× ØØ ØÖ × Ò 

ÔØÐ
½¹×Ó
 ØÛÒ Ø ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (M,θ)µ Ò ÓÖ M < Mℓ¸ θ =
S2
(Mℓ,θℓ)

(M) × Ø ÓÒÐÝ ÒÐ ×Ù
 ØØ (Mℓ, θℓ) Ò (M,θ) ×Ø×Ý Ø ×Ó

ÖÐØÓÒ ´¾º¾µ ´Û
 ÑÔÐ× ØØ ØÖ × Ò 

ÔØÐ ¾¹×Ó
 ØÛÒ
Ø ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (M,θ)µº Ï Ò R1

(Mℓ,θℓ)
(M) Ò R2

(Mℓ,θℓ)
(M) Ò

 ×ÑÐÖ ÑÒÒÖº ÓÖ M < Mℓ¸ θ = R1
(Mℓ,θℓ)

(M) × Ø ÓÒÐÝ ÒÐ ×Ù

ØØ (Mℓ, θℓ) Ò (M,θ) ×Ø×Ý Ø ½¹ÖÖ
ØÓÒ ÖÐØÓÒ ´¾º¾¿µ ÓÖ σ = 1¸
Ò ÓÖ M > Mℓ¸ θ = R2

(Mℓ,θℓ)
(M) × Ø ÓÒÐÝ ÒÐ ×Ù
 ØØ (Mℓ, θℓ) Ò

(M,θ) ×Ø×Ý Ø ¾¹ÖÖ
ØÓÒ ÖÐØÓÒ ´¾º¾¿µ ÓÖ σ = −1º Ì× ÙÒ
ØÓÒ×
Ö ÖÛÒ Ò  Ô× ÖÑ ÓÒ ÙÖ ¾ºº

ÆÒ 
××¸ ÔÒÒ ÓÒ Ø ÔÓ×ØÓÒ Ó (Mr, θr) ÖÐØÚÐÝ ØÓ (Mℓ, θℓ)
Ò Ø× ÖÑ¸ Ö ØÒ Òº Ì Ö×Ø ÓÙÖ ÓÒ× Ö Ø ÒÖÐ 
××¸

ÓÒØÒÒ ØÛÓ ØÖÒ×ØÓÒ× Ò Ò ÒØÖÑØ ×ØØ¸ × Ò Ø ×ØÙÝ Ó Ø
p¹×Ý×ØÑ ´× ¾℄¸ ÔÔº ¿¼¿¾¼µº Ì ÓØÖ Ú 
×× Ö ÐÑØ 
×× ÛØ Ø
ÑÓ×Ø ÓÒ ØÖÒ×ØÓÒº

× ½  (Mr, θr) × Ò ÞÓÒ Á

Ì ×ÓÐÙØÓÒ 
ÓÒØÒ×  ½¹ÖÖ
ØÓÒ ØÛÒ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (M∗, θ∗)¸
Ò  ¾¹×Ó
 ØÛÒ ×ØØ× (M∗, θ∗) Ò (Mr, θr)º
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× ¾  (Mr, θr) × Ò ÞÓÒ ÁÁ

Ì ×ÓÐÙØÓÒ 
ÓÒØÒ×  ½¹×Ó
 ØÛÒ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (M∗, θ∗)¸ Ò
¾¹×Ó
 ØÛÒ ×ØØ× (M∗, θ∗) Ò (Mr, θr)º

× ¿  (Mr, θr) × Ò ÞÓÒ ÁÁÁ

Ì ×ÓÐÙØÓÒ 
ÓÒØÒ×  ½¹×Ó
 ØÛÒ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (M∗, θ∗)¸ Ò
¾¹ÖÖ
ØÓÒ ØÛÒ ×ØØ× (M∗, θ∗) Ò (Mr, θr)º

ÊÐØÓÒ× ´¾º¾¿µ Ò ´¾º¾µ Ò×ÙÖ ØØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø× ÓÖÑ ÐÛÝ× Ü×Ø
ÛÒ (Mr, θr) × Ò ÞÓÒ Á¸ ÁÁ ÓÖ ÁÁÁº

−3

−2

−1

0

1

2

3

M

θ 
(r

ad
ia

ns
)

10 20 30

zone III

zone IV

S 2
(Mℓ,θℓ) S 1

(Mℓ,θℓ)

zone I

(Mℓ,θℓ).
zone II

R2
(Mℓ,θℓ)R2

(1,θ0)

θ=π

θ=−π

θ=−π/2

M=1

R1
(1.5,θℓ)

excluded region

.
R1

(Mℓ,θℓ)

(1,θ0)

������ ¾º  ÜÑÔÐ Ó  Ô× ÖÑ ÓÖ (Mℓ, θℓ) = (10, 0)



ÙÖÚ×
R1

(Mℓ,θℓ)
¸ R2

(Mℓ,θℓ)
¸ S1

(Mℓ,θℓ)
Ò S2

(Mℓ,θℓ)



¸ ÓÖ (Mℓ, θℓ) = (1.5, 0)



ÙÖÚ

R1
(1.5,0)



Ò ÓÖ (Mℓ, θℓ) = (1, θ0)



ÙÖÚ R2
(1,θ0)



º

×   (Mr, θr) × Ò ÞÓÒ ÁÎ

Ü
ÔØ ÛÒ (Mr, θr) × Ò  ÔÖØ
ÙÐÖ¸ Ü
ÐÙ ÖÓÒ¸ ØÖ Ü×Ø×  ×Ó¹
ÐÙØÓÒ 
ÓÒØÒÒ  ½¹ÖÖ
ØÓÒ ØÛÒ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (M∗, θ∗)¸ Ò
 ¾¹ÖÖ
ØÓÒ ØÛÒ ×ØØ× (M∗, θ∗) Ò (Mr, θr)º Ì 
ÙÖÚ R1

(Mℓ,θℓ)
Ò¹

ØÖ×
Ø× Ø ÚÖØ
Ð Ü× Ø Ø ÔÓÒØ (1, θ0)º Ì ÓÙÒÖÝ Ó Ø Ü
ÐÙ
ÖÓÒ × ØÒ ÚÒ Ý Ø 
ÙÖÚ θ = R2

(1,θ0)
(M)º



¼ �������� �� ��� ��� �����

ÁÒ ÞÓÒ ÁÎ¸ × Ø ×Ô Ó Ø ÖÓÒØ ÐÓÒ  ÖÖ
ØÓÒ × ÙÒÚÖ×Ð¸ Ø ×
ÔÓ××Ð ØÓ Ò Ø ×Ô Ó Ø ÖÓÒØ ´ÓÖ ÜÑÔÐ Ø ÐÚÐ ×Ø {α = t0}µ
Ý ÒÓØ
Ò ØØ Ø ÒØÖÑØ ÔÐÒ ÖÓÒØ ÑÙ×Ø  ÓØ ØÒÒØ ØÓ Ø
´×ÓÐµ Ñ Ý  Ö
Ø ×ÓÑØÖÝ Ó St0 ØÒÒØ ØÓ Ø ÖÓÒØ Ó Ø ×ØØ
(Mℓ, θℓ) Ò ØÒÒØ ØÓ Ø ×ÓÐ Ñ Ý Ò ÒÖ
Ø ×ÓÑØÖÝ Ó St0 ØÒÒØ
ØÓ Ø ÖÓÒØ Ó Ø ×ØØ (Mr, θr)¸ ÛÖ Û Ö
ÐÐ ØØ St0 Û× Ò Ø
Ø Ò Ó ×Ù×
ØÓÒ ¾º¿º¾º ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ Ø ÖÓÒØ × 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ý  ×ÑÔÐ
ÓÑØÖ
Ð ÔÖÓ
ÙÖ ´× ÙÖ ¾ºµº

M  r

M l M∗

������ ¾º  ÓÑØÖ
Ð ØÖÑÒØÓÒ Ó Ø ÒØÖÑØ ×ØØ ÓÖ
ÓÙÐ ÖÖ
ØÓÒº

Ï Ð×Ó ÖÑÖ ØØ × Ò Ø ÒÐÝ×× Ó ¾℄¸ ×ÓÑ ×ØØ× Ò Ø Ü¹

ÐÙ ÖÓÒ ´× ÐÐÙ×ØÖØ Ò ÙÖ ¾ºµ 
Ò ÒÓØ  ÓÒ ÛØ (Mℓ, θℓ) Ý
Ø ÑÒ× Ó ØÛÓ ÖÖ
ØÓÒ×º Ì Ö×ÓÒ × ØØ lim

M→1
ω(M) < +∞¸ Û


ÑÒ× ØØ ÐÐ 
ÙÖÚ× R1 ÒØÖ×
Ø Ø ÐÒ M = 1 Ø  ÒØ ÔÓÒØ (1, θ0)
ÔÒÒ ÓÒ (Mℓ, θℓ)º ÏÒ Mℓ ×  ÒÓÙ¸ θ0 ≥ θℓ + π Ò ØÖ
×  ×ÓÐÙØÓÒ ÓÖ ÚÖÝ ÔÝ×
ÐÐÝ ÔÓ××Ð ÒØÐ Ø (Mr, θr) ´ØØ × ÛØ
θr < θℓ+πµº ÙØ ÛÒ Mℓ × ×ÑÐÐ¸ θ0 < θℓ+π Ò Ò Ø× 
×¸ ÛÒ (Mr, θr)
× ÓÚ Ø 
ÙÖÚ R2

(1,θ0)
¸ Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ Ó× ÒÓØ ÑØ  ×ÓÐÙØÓÒ

ÛØ ØÛÓ ÖÖ
ØÓÒ×º Ì ÔÝ×
Ð ÒØÖÔÖØØÓÒ Ó Ø× × Ð×× 
ÐÖ ØÒ
Ò Ø Ù×ÙÐ ÒØÖÔÖØØÓÒ Ó Ø p¹×Ý×ØÑ Ò ØÖÑ× Ó ×ÒØÖÓÔ
 × ÝÒÑ¹

×¸ 
Ù× Ø Ë ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ó× ÒÓØ ÛÓÖ × ÛÐÐ ÛÒ M × ÒÖ 1º

×   Mr > Mℓ Ò θr = S1
(Mℓ,θℓ)

(Mr)

Ì ×ÓÐÙØÓÒ ÓÒÐÝ 
ÓÒØÒ×  ½¹×Ó
 ØÛÒ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (Mr, θr)º
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×   Mr < Mℓ Ò θr = S2
(Mℓ,θℓ)

(Mr)

Ì ×ÓÐÙØÓÒ ÓÒÐÝ 
ÓÒØÒ×  ¾¹×Ó
 ØÛÒ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (Mr, θr)º

×   Mr < Mℓ Ò θr = R1
(Mℓ,θℓ

)(Mr)

Ì ×ÓÐÙØÓÒ ÓÒÐÝ 
ÓÒØÒ×  ½¹ÖÖ
ØÓÒ ØÛÒ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (Mr, θr)º

×   Mr > Mℓ Ò θr = R2
(Mℓ,θℓ)

(Mr)

Ì ×ÓÐÙØÓÒ ÓÒÐÝ 
ÓÒØÒ×  ¾¹ÖÖ
ØÓÒ ØÛÒ ×ØØ× (Mℓ, θℓ) Ò (Mr, θr)º

×   Mr = Mℓ Ò θr = θℓ

Ì ×ÓÐÙØÓÒ ×  ÙÒÓÖÑ ÔÐÒÖ ÖÓÒØ Ó 
Ö
ØÖ×Ø
× (Mℓ, θℓ)º

ÓÑØÖ
Ð ÒØÖÔÖØØÓÒ

ÁÒ Ø ÔÖ
Ò ×Ù×
ØÓÒ Û Ú 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ø 
ÓÑÔÐØ ×ÓÐÙØÓÒ×
Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ Ò Ø Ô× ×Ô
 ÓÖ ×
ÖÒ ØÖ ÓÑØÖÝº
ÌÖ ×  ÑÓÖ ÓÑØÖ
Ð ÛÝ ØÓ ÚÛ Ø× Ö
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒº ÁÒ¸ × Ø ×
×
Ö Ý ÏØÑ Ò ¾℄¸  ×ÑÔÐ ×Ó
 × Ø Ö×ÙÐØ Ó Ø 
ÓÑÔÖ××ÓÒ
Ó  ÔÐÒ ÖÓÒØ Ý  Û¸ Ò  ÖÖ
ØÓÒ Ø Ö×ÙÐØ Ó Ø Ö
ØÓÒ
Ó  ÔÐÒ ÖÓÒØ Ý  
ÓÖÒÖº ËÙ
 ×ÓÐÙØÓÒ× ÒÚÓÐÚ  ÛÐÐ ÓÙÒÖÝ̧ Ò
Ò ÓØ 
×× Ø ×ÓÐÙØÓÒ ×  ÔÐÒ ÖÓÒØ ÒÖ Ø ÛÐÐ¸ ÛØ  ÒÓÖÑÐ
Ú
ØÓÖ n ÔÖÐÐÐ ØÓ Ø ÛÐÐº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ØÛÓ ×Ù
 ×ÓÐÙØÓÒ× 
Ò
ÐÙ ØÓØÖ ÐÓÒ Ø ÛÐÐ ÓÙÒÖÝ ØÓ ÓÖÑ  
ÓÑÔÐØ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¾º½µ¸
ÔÖÓÚ ØÝ Ú Ø ×Ñ ÚÐÓ
ØÝ M∗ Ø Ø ÛÐÐº Ì ×ÓÐÙØÓÒ ØÙ×

ÓÒ×ØÖÙ
Ø × ÒØÙÖÐÐÝ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó  ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑº

ÓÒÚÖ×ÐÝ̧ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ÒÝ ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ 
Ò  ×Ò × Ø Ö¹
ÙÒÓÒ Ó ØÛÓ ×Ù
 Ð¹×ÓÐÙØÓÒ× ÒÚÓÐÚÒ  Û ÓÖ  
ÓÖÒÖº ÓÖ  ØÝÔ
Ð
×ÓÐÙØÓÒ 
ÓÒ×ØØÙØ Ó ØÛÓ ØÖÒ×ØÓÒ× ÛØ Ò ÒØÖÑÖÝ ×ØØ¸ Û 
Ò
×ÔÐØ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ý  ÚÖØÙÐ ÓÙÒÖÝ Ø Ø ÒÐ χw ÓÖ Û
 θ = χº
ÌÒ Ø Ö×ØÖ
ØÓÒ× Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ ÓÒ ÓØ ×
ØÓÖ× {χ < χw} Ò {χ > χw}
Ö ×ÓÐÙØÓÒ× Û
 Ö× ÖÓÑ Ø ÒØÖ
ØÓÒ Ó  ÔÐÒ ÖÓÒØ ÛØ  Û
ÓÖ ÛØ  
ÓÖÒÖº ÙÖ× ¾º Ò ¾º ÐÐÙ×ØÖØ Ø× 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒº
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´µ ¾¹ÖÖ
ØÓÒ ´µ ¾¹×Ó
 ´
µ ½¹ÖÖ
ØÓÒ ´µ ¾¹×Ó


������ ¾º  ÀÐ¹×ÓÐÙØÓÒ× ´ÛØ  ÓÖÞÓÒØÐ ÛÐÐµº

´µ ´µ ´
µ ´µ

������ ¾º  ÓÑÔÐØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑº

¾º ÐÓÖØÑ ÎÐØÓÒ

Ì ÐÓÖØÑ ×ÙÑÑÖÞ Ò ×
ØÓÒ ¾º¾º × ÒÓÛ ÚÐÙØ ÓÒ  ×Ø Ó
Ø×Ø 
×× Ó Ò
Ö×Ò 
ÓÑÔÐÜØÝº ÓÖ 
 Ó ØÑ  ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ
× ÒÓÛÒ ÓÖ × Ò ÒØÖÓÙ
 ÔÖÚÓÙ×ÐÝ Ò ×
ØÓÒ ¾º¿º Ï Ò Ý


Ò Ø ÒÙÑÖ
Ð 
ÓÒÚÖÒ
 ÓÖÖ Ó Ø ×
Ñ Ý 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÛØ
Ø ×ÑÓÓØ ÖÐ ×ÓÐÙØÓÒ¸ ÓÖ ÐÓÓÒ ÓÖ ×
ÓÒØÒÙÓÙ× ×ÓÐÙØÓÒ× Ò Ø

× Ó  
ÓÑÔÖ××ÓÒ Û ´×Ó
¹×Ó
µº Ì ÒÐÝ×× Ó Ø ÊÑÒÒ
ÔÖÓÐÑ 
ÓÑÔÐØ× Ø× ÜÔÖÑÒØÐ ×ØÙÝ Ó Ø ÒÙÑÖ
Ð ×
Ñº ÓÖ
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Ø× ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× Ò Ø ×
ÓÒØÒÙÓÙ× 
×¸ ÜÔÐ
Ø ÜÔÖ××ÓÒ× Ö
ÚÐÓÔ Ò Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ ´ºº M >> 1µ Ù×Ò Ø ×ÑÔÐ ¹Å
ÖÐØÓÒ

A

A0
=



M0

M

λ∞

, ÛØ λ∞ = 5.0743 ÓÖ γ = 1.4. ´¾º¾µ

ÐÐ ÒÙÑÖ
Ð ÜÔÖÑÒØ× Ö ÔÖÓÖÑ ÛØ Ø ÙÐÐ ¹Å ÖÐØÓÒ ´¾ºµ
ÙØ ÓÖ  ÐÖ ÒÓÙ Å
 ÒÙÑÖ ÚÐÙ ×Ù
 ØØ Ø ÒÒØ ÐÑØ ×
×ÝÑÔØÓØ
ÐÐÝ Ö
º

¾ºº½ ÇÖÖ Ó Ø ×
Ñ

Ì ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ × ÓØÒ Ý ÒÙÑÖ
ÐÐÝ ÒØÖØÒ Ø ÖÐ
×Ý×ØÑ ´¾º½¼µ ÛØ  ÓÙÖØ¹ÓÖÖ ÊÙÒ¹ÃÙØØ ×
Ñ Ò 
ÝÐÒÖ
Ð Ò
×ÔÖ
Ð 
ÓÓÖÒØ×º Ì 
ÓÒÚÖÒ
 ×ØÙÝ × Ñ ÓÒ Ø ×
ÖØ L∞

ÒÓÖÑº

• ÝÐÒÖ
Ð ×Ó
 ÓÖ Ø× ØÛÓ ÑÒ×ÓÒÐ 
×¸ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ
ÓÑÒ × ÖÙ
 ØÓ Ø ×ÕÙÖ [0, 50] × [0, 50] Ù ØÓ Ø ×ÝÑÑØÖÝ Ó Ø
ÔÖÓÐÑº Ì ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ× ÓÒ α Ò M Ö ÚÒ Ý Ø ÖÐ ×ÓÐÙØÓÒ
´¾º½¼µ ÓÒ Ø ÕÙÖØÖ¹
Ö
Ð Ó ÖÙ× 4.9 
ÒØÖ Ø (0.0)º Ï ÑÔÓ× M = 10
ÓÖ r < 1 ØÓ ÚÓ Ø ×ÒÙÐÖØÝ Ø Ø ÓÖÒº Ì ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ× Ö
Ó ÓÙØÓÒ ØÝÔ ÓÒ Ø × {x = 50} Ò {y = 50}¸ Ò Ó Ö ÛÐÐ ØÝÔ
ÓÒ Ø × {x = 0} Ò {y = 0}º ÓÖ Ø× Ø×Ø 
×¸ Ø ØÖÑÒØÓÒ Ó
Ø×Ø ÚÐÙ× ϑ Ò m × Ñ Ý Ø Ü¹ÔÓÒØ ÐÓÖØÑº

Ì ØÐ× ´¾º½µ Ú Ø ÒÓÖÑ Ó Ø ÖÖÓÖ ÚÖ×Ù× Ø Ö ×Ô
Ò ÓÖ
ÓØ Ø Ö×Ø¹ÓÖÖ Ò ×
ÓÒ¹ÓÖÖ ×
Ñ× Ö×Ô
ØÚÐÝº ÆÓØ ØØ N ×
Ø ÒÙÑÖ Ó ÒÓ× Ò 
 Ö
ØÓÒ Ò ØØ △x = △yº Ì ×
ÖØ ÓÖÖ
× Ò Ý

order =
log(E2/E1)

log(N1/N2)
,

ÛÖ E1 Ò E2 Ö Ö×Ô
ØÚÐÝ Ø ÖÖÓÖ× ××Ó
Ø ØÓ Ø Ñ×× ÛØ
N1×N1 Ò N2×N2 ÐÑÒØ×º  ÐÓÖØÑ
 ÖÔÖ×ÒØØÓÒ × ÚÒ Ò ÙÖ×
¾ºº½¹¾ºº½º ÇÒ 
Ò ÒÓØ ØØ Ø ÜÔ
Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 × Ö
ÓÚÖ
Ò × ÜÔ
Ø¸ Ø ×
ÓÒ¹ÓÖÖ ×
Ñ ÔÖÓÚ×  ØØÖ 

ÙÖ
Ý ÐÚÐº
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Å× ÖÖÓÖ M ÇÖÖ M ÖÖÓÖ α ÇÖÖ α
100 × 100 º¾¹¼¾ ½º¾¾¹¼½
200 × 200 º¾¿¹¼¾ ½º½¾¼ º¼¹¼¾ ½º½½
300 × 300 ¾º¼¼¹¼¾ ½º¼¾ º¿¹¼¾ ½º¼¾
400 × 400 ¾º¼½¹¼¾ ½º¼¿ ¿º¿¼¹¼¾ ½º¼½
500 × 500 ½º¹¼¾ ½º¼¿ ¾º½¹¼¾ ½º¼
600 × 600 ½º¿¾¿¹¼¾ ¼º¿¼ ¾º½¼¹¼¾ ¼º
800 × 800 ½º¼¿¼¾¹¼¾ ¼º ½º½¹¼¾ ½º¼¾
900 × 900 º½¿¿¿¹¼¿ ½º¼¾¾¾ ½º¼¹¼¾ ¼º¾

1000 × 1000 º½¿¼¹¼¿ ½º¼¾ ½º¾¿¹¼¾ ½º¼½
ººÇº � ½º¼ ½º¼

Å× ÖÖÓÖ M ÇÖÖ M ÖÖÓÖ α ÇÖÖ α
100 × 100 ½º¾½¹¼¾ ½º¹¼¾
200 × 200 ¾º¼¹¼¿ ¾º½½ ¿º¼¹¼¿ ¾º½½
300 × 300 ½º¾¾¹¼¿ ½º¾ ½º¼¹¼¿ ¾º¼
400 × 400 º½¿½¹¼ ¾º¼¼ º¼¼¹¼ ¾º¼½
500 × 500 º¾¿¹¼ ½º¿¿ º¾¹¼ ¾º¼¾¾
600 × 600 ¿º¼¾¹¼ ¾º¾¾ ¿º¿¹¼ ¾º¼
800 × 800 ½º¹¼ ¾º¿¿¼¿ ¾º¼½¹¼ ¾º½¼¼
900 × 900 ½º¾¾¹¼ ½º¿ ½º¼¹¼ ¾º¾¾¾

1000 × 1000 ½º¼¿¹¼ ½º ½º¿½½¹¼ ½º¾
ººÇº ¾º¼½ ¾º½¼

����� ¾º½  Å× 
ÓÒÚÖÒ
 Ò Ø L∞ ÒÓÖÑ ÓÖ Ø 
ÝÐÒÖ
Ð 
×º

½º ººÇº ÒÓØ× Ø ÜÔÖÑÒØÐ ÓÒÚÖÒ
 ÇÖÖ ÚÒ Ý Ø ÐÒÖ Ø Ó Ø
ÖÖÓÖ Ò Ø ÐÓÖØÑ
 ×
Ðº
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´µ ×
ÓÒ¹ÓÖÖ

������ ¾º  Å× 
ÓÒÚÖÒ
 Ò Ø L∞ ÒÓÖÑ ÓÖ Ø 
ÝÐÒÖ
Ð 
× Ò
Ø ÐÓÖØÑ
 ×
Ðº

• ËÔÖ
Ð ×Ó
 Ì ÒÐÝ×× Ó Ø ÒÙÑÖ
Ð ÓÖÖ Ó Ø ×
Ñ ×
Ð×Ó 
ÖÖ ÓÒ Ò ¿º Í×Ò ×ÝÑÑØÖÝ 
ÓÒØÓÒ×¸ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÓÑÒ
ÖÙ
× ØÓ Ø 
Ù [0, 10]× [0, 10]× [0, 10]º Ì ÒØÐ ÖÓÒØ × ÚÒ Ý Ø
ÖÐ ×ÓÐÙØÓÒ ÓÒ Ø ×ÔÖ Ó ÖÙ× 2 
ÒØÖ Ø Ø ÓÖÒº × Ò Ø ¾

×¸ Û ÑÔÓ× M = 10 ÓÖ r < 1 ØÓ ÚÓ Ø ×ÒÙÐÖØÝ Ø Ø ÓÖÒº Ì
ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ× Ö Ó ÓÙØÓÒ ØÝÔ ÓÒ Ø × {x = 10}¸ {y = 10}¸
{z = 10}¸ Ò Ó Ö ÛÐÐ ØÝÔ ÓÒ Ø × {x = 0}¸ {y = 0}¸ {z = 0}º ÀÖ¸
Ø Ö×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÒÓÒÐÒÖ ×Ý×ØÑ ´¾ºµ × Ñ Ý ÆÛØÓÒ³× ÑØÓº
Ì Ö×ÙÐØ× Ó Ø ×
ÓÒ¹ÓÖÖ ÒÙÑÖ
Ð ×
Ñ Ö 
ÓÑÔÖ ÛØ Ø
×Ñ¹ÒÐÝØ
Ð ÖÐ ×ÓÐÙØÓÒ 
ÓÒ×Ö ÔÖÚÓÙ×ÐÝº Ì ØÐ ¾º¾ Ú× Ø
ÖÖÓÖ Ò Ø ×
ÖØ L∞ ÒÓÖÑ ØÛÒ Ø ØÛÓ ×ÓÐÙØÓÒ×¸ Ø ÐÓÖØÑ× Ó
Ø× ÚÐÙ× Ö ×ÔÐÝ Ò ÙÖ ¾ºº Ì ×
ÓÒ¹ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 ×
Ð×Ó ÓØÒ Ò ¿º
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Å× ÖÖÓÖ M ÇÖÖ M ÖÖÓÖ α ÇÖÖ α
40× 40× 40 ¼º¼¼ ¼º¼¼¾½
60× 60× 60 ¼º¼¼¾¿ ¾º½¿ ¼º¼¼¾¿¾ ½º¿
80× 80× 80 ¼º¼¼½¾ ¾º¼¼¼ ¼º¼¼½¾ ¾º½¾¾¼

100× 100 × 100 ¼º¼¼¼½ ¾º½½ ¼º¼¼¼¼ ½º½½
160× 160 × 160 ¼º¼¼¼¿¼ ½º ¼º¼¼¼¿¼ ¾º¼¾¼

ººÇº ¾º¼ ¾º¾¿

����� ¾º¾  Å× 
ÓÒÚÖÒ
 Ò Ø L∞ ÒÓÖÑ ÓÖ Ø ×ÔÖ
Ð 
×º
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������ ¾º  Å× 
ÓÒÚÖÒ
 Ò Ø L∞ ÒÓÖÑ Ò Ø ÐÓÖØÑ
 ×
Ðº

Ì× ×ÑÓÓØ Ø×Ø 
×× Ú ÔÖÓÚÒ ØØ ÓÙÖ ×Ø¹ÑÖ
Ò Ð ÐÓ¹
ÖØÑ Ó×Ò³Ø ×ÙÖ ÖÓÑ Ù×Ò ÔÓÒØ× Ò Ø ÆÖÖÓÛÒ Ò ØØ Ø Ü¹
Ô
Ø ØÓÖØ
Ð ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 × Ö
º
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¾ºº¾ ÓÑÔÖ××ÓÒ Û Ø×Ø 
×

ØØÒØÓÒ × ÒÓÛ Ô ØÓ ×
ÓÒØÒÙÓÙ× ×ÓÐÙØÓÒ×º Ï Ð Ö ÛØ
ÛÐÐ¹ÒÓÛ Ø×Ø 
×¸ ×ØÙ Ý ÑÒÝ ÙØÓÖ× ¾¸ ¾℄¸ 
ÓÒ××ØÒ Ò Ø Ö
¹
ØÓÒ Ó Ò ÓÐÕÙ ×Ó
 Ý  Ûº ÁØ 
Ò  ×Ò × Ò ÔÔÐ
ØÓÒ Ó Ø
×ØÙÝ Ó ×ÑÔÐ ×Ó
×º ÓÖ Ò Ò
ÓÑÒ ÖÓÒØ Ó ÚÐÓ
ØÝ M0 Ò ÒÐ θ0 = β
ÒØÖ
ØÒ ÛØ  Û Ó ÒÐ θw = 0¸ Û Ö ÐÓÓÒ ÓÖ  2¹×Ó
 ÓÒ¹
Ò Ø ×ØØ× (Mℓ, θℓ) = (Mw, 0) Ò (Mr, θr) = (M0, β)¸ Ø ÚÐÓ
ØÝ Mw Ó
Ø Å
 ÖÓÒØ Ò Ø ÒÐ χs

2 Ó Ø ØÖ
ØÓÖÝ Ó Ø ØÖÔÐ ÔÓÒØ Ò
ÙÒÒÓÛÒº Ì ÒÐÝ×× Ó Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó 2¹×Ó
× ØÒ Ú× Ù× ØØ Mw ×
ÓÚÖÒ Ý Ø ÖÐØÓÒ ´¾º¾µ¸ Ò χs

2 Ý ´¾º¾µº

ÁÒ Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ¸ Ø ÕÙØÓÒ× ´¾º¾µ Ò ´¾º¾µ 
Ò  ×ÑÔÐ
Ò Ø ÓÐÐÓÛÒ ÑÔÐ
Ø ÖÐØÓÒ×Ô ØÛÒ β Ò χs

2























tanχs
2 = mλ∞



1−m2

1−m2λ∞

1/2

cos β =
m+mλ∞

1 +m1+λ∞

, ´¾º¿¼µ

ÛÖ m =
M0

Mw
< 1 ÒÓØ× Ø Å
 ÒÙÑÖ ÖØÓ ÓÒ ØÖ × Ó Ø

×Ó
¹×Ó
 Ò λ∞ = 5.0743º Ì ×Ù×
ÖÔØ× w Ò 0 
Ö
ØÖÞ Ø
ÕÙÒØØ× ÓÒ Ø ÛÐÐ Ò ØÓ× Ó Ø Ò
ÒØ ´ÓÖ ÒØÐµ ×Ó
 Ö×Ô
ØÚÐÝ̧
χs
2 × Ø ÒÐ Ó Ø ×Ó
¹×Ó
 ÐÒ ÛØ Ø ÓÖÞÓÒØÐ Ü× (Ox)º Ì×

ÒÐÝØ
Ð ×ÓÐÙØÓÒ × ×ÔÐÝ ×  ×ÓÐ 
ÙÖÚ Ò Ø ÙÖ ¾º½¼º

ÀÖ¸ Ø Û × 
Ó×Ò ÐÒ ÛØ Ø (Ox) Ü× ØÓ ÚÓ  
ÙÐØ
ÓÙÒÖÝ ØÖØÑÒØº Ì Ö ÛÐÐ 
ÓÒØÓÒ × ØÒ ÑÔÓ× ÓÒ Ø
{y = 0}º Ì 
ÓÑÔÙØØÓÒ Û× ÔÖÓÖÑ ÓÒ Ø ÓÑÒ [0, 3] × [0, 3] ÛØ
 300 × 300 Ñ×º Ì ÒØÐ ×Ó
 ÔÓ×ØÓÒ × ÚÒ Ý

α0(x, y) =
(x− 0.5) cos β − y sin β

M0
,

ÛÖ β ∈ [0, π/2] × Ø ÒÐ ØÛÒ Ø ÖÓÒØ ÒÓÖÑÐ Ò Ø Û¸ Ò
M0 = 10º Ì ÚÐÙ× Ó M Ò α ÓÖ ÐÐ ÔÓÒØ× Ò× Ø Ð ×Ô
 ÓÒ Ø
ÐØ Ó Ø ÒØÐ ×Ó
 ÔÓ×ØÓÒ ´ºº α0(x, y) ≤ 0µ Ö ÐÖÝ ÒØÖ
ÔØ
Ý Ø ÖÓÒØ Ò ×ÐÝ ÒÓÛÒ ×Ò
 Ø ×Ó
 × ÔÐÒº Ò ÓÙØÓÛ 
ÓÒØÓÒ
× ÑÔÓ× ÓÒ Ø {x = 3} º ËÔ
Ð 
Ö ÑÙ×Ø  ØÒ ÓÖ Ø {y = 3}
 ×Ò
 Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ Ò ÒÓÛ 
ÓÒØÓÒ¸ ×Ó Û ×Ø Ø Ü
Ø ×ÓÐÙØÓÒ
ÓÒ Øº
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Whitham
χ=−0.5*β+atan(λ−1/2

∞
)

Order 2
Order 1

������ ¾º½¼  ËÓ
¹×Ó
 ÒÐ ÚÖ×Ù× ÒÐ Ó Ò
Ò
 ÓÖ Ø Ö×Ø Ò
×
ÓÒ ÓÖÖ ÐÓÖØÑ Ò 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ØÓ ÏØÑ³× ÒÐÝØ
Ð ×ÓÐÙØÓÒº

ÓÖ  ÖÒ Ó Ò
ÒØ ×Ó
 ÒÐ¸  
ÓÑÔÖ×ÓÒ ØÛÒ Ø× ØÓÖØ
Ð
×Ó
¹×Ó
 ÐÓ
Ù× Ò Ø ÒÙÑÖ
Ð ÓÒ× ÓØÒ Ý Ø Ö×Ø Ò ×
ÓÒ
ÓÖÖ ×
Ñ× × ×ÓÛÒ Ò ÙÖ ¾º½¼º ÁØ × ÛÓÖØ ÒÓØÒ Ø ÚÖÝ ÓÓ
ÖÑÒØ ØÛÒ Ø ØÓÖØ
Ð ÔÓ×ØÓÒ Ò Ø Ö×ÙÐØ× Ó Ø ×
ÓÒ¹
ÓÖÖ ÚÖ×ÓÒº Ì× Ö×ÙÐØ × Ò ÖÑÒØ ÛØ ¾℄ ÛÖ  
Ð××
Ð ÐÚÐ¹
×Ø ÐÓÖØÑ Û× Ù×º ÇÒ 
Ò Ð×Ó ÒÓØ
 ØØ Ø Ö×Ø¹ÓÖÖ ÒÙÑÖ
Ð
×
Ñ ÙÒÖ×ØÑØ× Ø ÚÐÙ Ó χs

2 Ý ×ÚÖÐ Ö×¸ Ò ÓÐÐÓÛ×
ÒÖÐÝ ÐÒÖ ÚÓÙÖ¸ ÐÝÒ ÓÒ Ø ØÒÒØ ´× ÐÒµ ØÓ Ø ØÓÖØ
Ð

ÙÖÚ Ø M = 1º  Ñ× ÖÒÑÒØ Ó× ÒÓØ ÑÔÖÓÚ Ø× Ö×ÙÐØ×¸ Û

ÑÓÒ×ØÖØ× Ø Ò
××ØÝ ØÓ Ù× Ø ×
ÓÒ¹ÓÖÖ ×
Ñ ÛÒ  ×Ó

×ÒÙÐÖØÝ × ÜÔ
Øº ÓÚ ÒÖÐÝ  Ö×¸ Ø ×
ÓÒ ÓÖÖ ÐÓÖØÑ
× Ð×Ó Ò ÙÐØ Ò Ó×Ò³Ø ×ÓÛ ÒÝ ×Ó
¹×Ó
 ÒÐº Ì× ÑÝ  Ù
ØÓ Ø ×ÛØ
Ò ÔÖÓ
ÙÖ¸ ÔÔÐ × Ø ÓÒ Ø ÛÐÐ¸ Û
 ÖÙ
× ÐÓ
ÐÐÝ
Ø ÓÖÖ Ó Ø ×
Ñº  ØØÖ ÓÙÒÖÝ ØÖØÑÒØ 
ÓÙÐ ÐÔ ÑÔÖÓÚ
Ø× ÚÓÙÖº ÆÚÖØÐ××¸ Ø× × ÒÓØ  ×ÚÖ ÐÑØØÓÒ Ò ÔÖ
Ø
 ×Ò

Ø Ë ÑÓÐ × ÒÓØ ÜÔ
Ø ØÓ Ú 

ÙÖØ Ö×ÙÐØ× Ò ×Ù
 Ò ÜØÖÑ

× ¾℄º
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¾ºº¿ Ì×Ø 
×× ÓÖ Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ

 ×Ö× Ó ÒÙÑÖ
Ð ÜÔÖÑÒØ× × ÒÓÛ 
ÓÒÙ
Ø ØÓ ×××× Ò ÑÓÖ ¹
ØÐ× Ø ÐØÝ Ó Ø ÒÙÑÖ
Ð ×
Ñ ØÓ ×ÓÐÚ Ø ØÛÓ ÑÒ×ÓÒÐ Ë
ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑº ÁÒ ×
ØÓÒ ¾º¿ Û Ú ÚÒ Ø ÑØÑØ
Ð ×ÓÐÙØÓÒ×
Ò Û ÖÖ Ø ÖÖ ØÓ ¾º ÓÖ Ø ØÐ Ó ØÖ ÜÔÐ
Ø 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ò
Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØº Ï 
ÓÑÔÖ Ø× ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× ØÓ Ø ÒÙÑÖ¹

Ð ÓÒ×¸ Ý ØÒ ÚÖÝÒ ÚÐÙ× Ó Ø ÒØÐ 
ÓÒ×ØÒØ ×ØØ× ØÓ 
ÓÚÖ ÐÐ

ÓÒÙÖØÓÒ× Ó ÔÖÖÔ ¾º¿º¾º Ì Ö×Ø Ø×Ø× Ù× Ø ÐØ ×ØØ (Mℓ, θℓ)

ÓÒÒ
Ø Ö
ØÐÝ ØÓ Ø ÖØ ×ØØ (Mr, θr) Ý Ò ÐÑÒØÖÝ ÛÚ ´ØÖ
 ×Ó
 ÓÖ  ÖÖ
ØÓÒµ¸ ºº (Mr, θr) Ð× ÓÒ ÓÒ Ó Ø 
ÙÖÚ× R1¸ R2¸ S1¸
S2 ××Ù ÖÓÑ (Mℓ, θℓ) ´× ÙÖ ¾ºµº ÅÓÖ ÒÖÐ ÒØÐ Ø× Ö ØÒ

ÓÒ×Ö ØÓ 
ÓÚÖ Ø ÖÒØ ÞÓÒ× Ó Ø ÙÖ ¾º  ÞÓÒ Á¸ ÞÓÒ ÁÁ¸ ÞÓÒ
ÁÁÁ Ò ÞÓÒ ÁÎ¸ ºº ×ÓÐÙØÓÒ× ÛØ Ò ÒØÖÑØ ×ØØº

Ì ÒÙÑÖ
Ð ×ÓÐÙØÓÒ × ÓØÒ ÓÒ Ø ÓÑÒ [0, 5] × [0, 5] ÛØ
500 × 500 Öº ÁÒ ÐÐ 
××¸ Ø ÐØ ×ØØ (Mℓ, θℓ) = (10, 0) × ÚÒ Ò
Û Ñ Ø ÖØ ×ØØ (Mr, θr) ÚÖÝ Ò Ø ÔÐÒ (M,θ)º Ï ×ÔÐÝ

ÓÑÔÖ×ÓÒ ØÛÒ Ø ×ÓÐÒ× Ó α¸ ÓØÒ Ý Ø Ö×Ø Ò ×
ÓÒ ÓÖÖ
×
Ñ×¸ Ò Ø Ü
Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ò 
 
ÓÒÙÖØÓÒº ÁÒ Ø× ÙÖ×¸ Ø
Ö 
ÙÖÚ ÖÔÖ×ÒØ× Ø ÒÙÑÖ
Ð ×ÓÐÙØÓÒ¸ Ø ÐÙ ÓÒ ÖÔÖ×ÒØ× Ø Ü
Ø
×ÓÐÙØÓÒ Ò Ø ÖÒ ÐÒ× 
ÓÖÖ×ÔÓÒ ØÓ Ø 
Ö
ØÖ×Ø
 
ÙÖÚ×º Ì
ÓÐÐÓÛÒ ÙÖ× ØÖ ÐÐ Ø Ö×ÙÐØ× ÓØÒ ÓÖ Ø ÖÒØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó
Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ×º

ËÑÔÐ ÛÚ×

ËÑÔÐ ÛÚ× 
ÓÖÖ×ÔÓÒ ØÓ 
××  ´½¹×Ó
µ¸  ´¾¹×Ó
µ¸  ´½¹ÖÖ
ØÓÒµ
Ò  ´¾¹ÖÖÖ
ØÓÒµ Ó ÔÖÖÔ ¾º¿º¾º ÌÝ Ö 
ÙÐØ ØÓ 
ÓÑÔÙØ Ò
ÔÖ
Ø
 ×Ò
 ÒÙÑÖ
Ð ÖÓÙÒÓ ÓÒ Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ ÑÝ Ð ØÓ Ø
ÑÖÒ
 Ó Ò ÒØÖÑØ ×ØØº

Ì ÒØÐ ÖØ ×ØØ ÓÖ Ø ½¹×Ó
 Ò Ø ¾¹×Ó
 
×× Ö (Mr, θr) =
(12,−22.45) Ò (Mr, θr) = (8.5,−20.24) Ö×Ô
ØÚÐÝº Ê×ÙÐØ× Ö ÖÛÒ Ò
ÙÖ× ¾º½½ Ò ¾º½¾º × ÜÔ
Ø ÖÓÑ Ø 
ÓÑÔÖ××ÓÒ Û ×ØÙÝ̧ ÓÒ

Ò ÒÓØ Ø Ü
ÐÐÒØ ÚÓÙÖ Ó Ø ×
ÓÒ ÓÖÖ ×
Ñ ÓÖ Ø ¾¹×Ó


×¸ ÙØ Ð×Ó ÓÖ Ø ½¹×Ó
 
×º  ×ÚÖ ÚØÓÒ × ÔÖ×ÒØ ÓÖ Ø Ö×Ø
ÓÖÖ ÐÓÖØÑ ÔÔÐ ÓÒ Ø ½¹×Ó
 
×º
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´µ ½×Ø ÓÖÖ ´µ ¾Ò ÓÖÖ

������ ¾º½½  ½¹×Ó
 
×  (Mℓ, θℓ) = (10, 0) Ò (Mr, θr) = (12,−22.45)º
ÓÑÔÖ×ÓÒ Ó Ø ÒÙÑÖ
Ð ×ÓÐÙØÓÒ  Ò Ø Ü
Ø ×ÓÐÙØÓÒ º Ì

Ö
ØÖ×Ø
 
ÙÖÚ×  Ö ×ÔÐÝ ÓÖ 
ÓÒÚÒÒ
º

´µ ½×Ø ÓÖÖ ´µ ¾Ò ÓÖÖ

������ ¾º½¾  ¾¹×Ó
 
×  (Mℓ, θℓ) = (10, 0) Ò (Mr, θr) =
(8.5,−20.24)º ËÑ ÖÛÒ 
ÓÒÚÒØÓÒº

Ì ÒØÐ ÖØ ×ØØ ÓÖ Ø ½¹ÖÖ
ØÓÒ Ò Ø ¾¹ÖÖ
ØÓÒ 
××
Ö (Mr, θr) = (8.5, 20.97) Ò (Mr, θr) = (12, 23.53) Ö×Ô
ØÚÐÝº ÙÖ×
¾º½¿ Ò ¾º½ ÜØ  ÖÒØ ÚÓÙÖ ÓÖ Ø Ö×Ø ÓÖÖ ÚÖ×ÓÒ  Ø
½¹ÖÖ
ØÓÒ ÛÚ × ÛÐÐ 
ÔØÙÖ ÛÐ Ø ¾¹ÖÖ
ØÓÒ ÓÒ ×ÓÛ× ÐÖ
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ÚØÓÒº Ì ×
ÓÒ ÓÖÖ ×
Ñ × Ü
ÐÐÒØ Ò ÓØ 
××¸ ÒÖÐÝ ×ÙÔÖ¹
ÑÔÓ× ÛØ Ø ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒº

´µ ½×Ø ÓÖÖ ´µ ¾Ò ÓÖÖ

������ ¾º½¿  ½¹ÖÖ
ØÓÒ 
×  (Mℓ, θℓ) = (10, 0) Ò (Mr, θr) =
(8.5, 20.97)º ËÑ ÖÛÒ 
ÓÒÚÒØÓÒº

´µ ½×Ø ÓÖÖ ´µ ¾Ò ÓÖÖ

������ ¾º½  ¾¹ÖÖ
ØÓÒ 
×  (Mℓ, θℓ) = (10, 0) Ò (Mr, θr) =
(12, 23.53)º ËÑ ÖÛÒ 
ÓÒÚÒØÓÒº

½¹ÖÖ
ØÓÒ¸ ¾¹×Ó


Ì× ÔÖÓÐÑ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ 
× ½ Ó ÔÖÖÔ ¾º¿º¾º Ì ×ÓÐÙØÓÒ 
ÓÒ¹
××Ø× Ó  ½¹ÖÖ
ØÓÒ 
ÓÒÒ
ØÒ Ø ÐØ ×ØØ (Mℓ, θℓ) = (10, 0) ØÓ  
ÓÒ¹
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×ØÒØ ÒØÖÑØ ×ØØ (M∗, θ∗) ÓÐÐÓÛ Ý  ¾¹×Ó
 
ÓÒÒ
ØÒ (M∗, θ∗)
ØÓ Ø ÖØ ×ØØ (Mr, θr) = (5, 30)¸ ºº (Mr, θr) × ÛØÒ ÞÓÒ Á ÓÒ ÙÖ
¾ºº ÆÙÑÖ
Ð Ö×ÙÐØ× Ö ×ÓÛÒ ÓÒ ÙÖ ¾º½º ÇÒ 
Ò ÒÓØ ØØ Ø Ö
ÓÖÖ ×
Ñ ÐÐÓÛ×  ÑÙ
 ØØÖ 
ÔØÙÖ Ó Ø ÒØÖÑØ ×ØØ¸ ÖØÖÚ¹
Ò  ÒÖÐÝ ÔÐÒ ÖÓÒØ¸ ÛÐ Ø Ö×Ø ÓÖÖ ×
Ñ ÜØ Ò ÙÒÜÔ
Ø
ÛÚ ÔØØÖÒº

½¹×Ó
¸ ¾¹×Ó
 
ÓÒÙÖØÓÒ

Ì× ÔÖÓÐÑ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ 
× ¾ Ó ÔÖÖÔ ¾º¿º¾º Ì ×ÓÐÙØÓÒ

ÓÒ××Ø× Ó  ½¹×Ó
 
ÓÒÒ
ØÒ Ø ÐØ ×ØØ (Mℓ, θℓ) = (10, 0) ØÓ  
ÓÒ×ØÒØ
ÒØÖÑØ ×ØØ (M∗, θ∗) ÓÐÐÓÛ Ý  ¾¹×Ó
 
ÓÒÒ
ØÒ (M∗, θ∗) ØÓ Ø
ÖØ ×ØØ (Mr, θr) = (10,−50)¸ ºº (Mr, θr) × ÛØÒ ÞÓÒ ÁÁ ÓÒ ÙÖ ¾ºº
ÆÙÑÖ
Ð Ö×ÙÐØ× Ö ×ÓÛÒ ÓÒ ÙÖ ¾º½º × ÔÖÚÓÙ×ÐÝ ÒÓØ
¸ Ø Ö
ÓÖÖ ×
Ñ ÐÐÓÛ×  ØØÖ 
ÔØÙÖ Ó Ø ÒØÖÑØ ×ØØº ÀÖ¸ Ø Ö×Ø
ÓÖÖ ×
Ñ Ð× ØÓ Ò ÙÒÖ×ØÑØÓÒ Ó Ø ÒØÖÑØ ×ØØ³× Å

ÒÙÑÖº

½¹×Ó
¸ ¾¹ÖÖ
ØÓÒ 
ÓÒÙÖØÓÒ

Ì× ÔÖÓÐÑ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ 
× ¿ Ó ÔÖÖÔ ¾º¿º¾º Ì ×ÓÐÙØÓÒ

ÓÒ××Ø× Ó  ½¹×Ó
 
ÓÒÒ
ØÒ Ø ÐØ ×ØØ (Mℓ, θℓ) = (10, 0) ØÓ  
ÓÒ×ØÒØ
ÒØÖÑØ ×ØØ (M∗, θ∗) ÓÐÐÓÛ Ý  ¾¹ÖÖ
ØÓÒ 
ÓÒÒ
ØÒ (M∗, θ∗)
ØÓ Ø ÖØ ×ØØ (Mr, θr) = (20, 10)¸ ºº (Mr, θr) × ÛØÒ ÞÓÒ ÁÁÁ ÓÒ ÙÖ
¾ºº ÆÙÑÖ
Ð Ö×ÙÐØ× Ö ×ÓÛÒ ÓÒ ÙÖ ¾º½º × ÜÔ
Ø ÖÓÑ Ø ×ÑÔÐ
ÛÚ Ö×ÙÐØ×¸ Ø ½¹×Ó
 × ÐÝ 
ÔØÙÖ Ý Ø Ö×Ø ÓÖÖ ×
Ñ Ò Ø
ÓÚÖÐÐ ×ÓÐÙØÓÒ ÚÓÙÖ × ÖÑØ
ÐÐÝ 
Øº ÀÖ Ò¸ Ø ×
ÓÒ
ÓÖÖ ×
Ñ ÔÖÓÖÑ× ÛÐÐº

½¹ÖÖ
ØÓÒ¸ ¾¹ÖÖ
ØÓÒ 
ÓÒÙÖØÓÒ

Ì× ÔÖÓÐÑ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ 
×  Ó ÔÖÖÔ ¾º¿º¾º Ì ×ÓÐÙØÓÒ

ÓÒ××Ø× Ó  ½¹ÖÖ
ØÓÒ 
ÓÒÒ
ØÒ Ø ÐØ ×ØØ (Mℓ, θℓ) = (10, 0) ØÓ

ÓÒ×ØÒØ ÒØÖÑØ ×ØØ (M∗, θ∗) ÓÐÐÓÛ Ý  ¾¹ÖÖ
ØÓÒ 
ÓÒÒ
ØÒ
(M∗, θ∗) ØÓ Ø ÖØ ×ØØ (Mr, θr) = (10, 50)¸ ºº (Mr, θr) × ÛØÒ ÞÓÒ
ÁÎ ÓÒ ÙÖ ¾ºº ÆÙÑÖ
Ð Ö×ÙÐØ× Ö ×ÓÛÒ ÓÒ ÙÖ ¾º½º Ì ×ÙÔÖÓÖØÝ
Ò Ø Ò
××ØÝ Ó  Ö ÓÖÖ ×
Ñ × 
ÐÖÐÝ ×ØØ ÓÒ Ø× 
×º



 �������� �� ��� ��� �����

´µ ½×Ø ÓÖÖ ´µ ¾Ò ÓÖÖ

������ ¾º½  ½¹ÖÖ
ØÓÒ·¾¹×Ó
  (Mℓ, θℓ) = (10, 0) Ò (Mr, θr) =
(5, 30)º ËÑ ÖÛÒ 
ÓÒÚÒØÓÒº

´µ ½×Ø ÓÖÖ ´µ ¾Ò ÓÖÖ

������ ¾º½  ½¹×Ó
·¾¹×Ó
  (Mℓ, θℓ) = (10, 0) Ò (Mr, θr) =
(10,−50)º ËÑ ÖÛÒ 
ÓÒÚÒØÓÒº
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´µ ½×Ø ÓÖÖ ´µ ¾Ò ÓÖÖ

������ ¾º½  ½¹×Ó
·¾¹ÖÖ
ØÓÒ  (Mℓ, θℓ) = (10, 0) Ò (Mr, θr) =
(20, 10)º ËÑ ÖÛÒ 
ÓÒÚÒØÓÒº

´µ ½×Ø ÓÖÖ ´µ ¾Ò ÓÖÖ

������ ¾º½  ½¹ÖÖ
ØÓÒ·¾¹ÖÖ
ØÓÒ  (Mℓ, θℓ) = (10, 0) Ò
(Mr, θr) = (10, 50)º ËÑ ÖÛÒ 
ÓÒÚÒØÓÒº

ËÝÒØ××

ÁÒ ÚÛ Ó Ø Ö×ÙÐØ× ÓØÒ Ò Ø× ×Ö× Ó Ø×Ø 
××¸ Û ÒÓØ ØØ
ÓØ Ö×Ø¹ÓÖÖ Ò ×
ÓÒ¹ÓÖÖ ÒÙÑÖ
Ð ×
Ñ× Ú¸ ÕÙÐØØÚÐÝ̧ Ø
ÜÔ
Ø ÚÓÙÖ Ó Ø Ü
Ø ×ÓÐÙØÓÒ ØÓ Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑº ÀÓÛÚÖ¸
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ØÖ Ö ×Ù×ØÒØÐ ÖÒ
× ØÛÒ Ø Ö×ÙÐØ× ÓØÒ Ý 
 ÓÖ¹
Öº ÁØ × Ó×ÖÚ ØØ Ø Ö×Ø¹ÓÖÖ ×
Ñ × ÒÓØ 

ÙÖØ ÒÓÙ¸ Û

Ð× ØÓ  ×Ò
ÒØ ×
ÖÔÒ
Ý ÓÒ Ø ÔÓ×ØÓÒ Ó Ø ×Ó
¸ ÛÐ Ø
×
ÓÒ¹ÓÖÖ ×
Ñ ÔÖÓÚ×  ÑÙ
 ØØÖ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ò 
ÓÒ
×
ÕÙØ ×ØÖ
ØÐÝ ÛØ Ø Ü
Ø ×ÓÐÙØÓÒ ÓÖ ÐÐ 
××º

¾º ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ

ÁÒ Ø× ÔÔÖ¸ Û ×
Ö  ÒÛ ÐÓÖØÑ ÓÖ ×ÓÐÚÒ Ø ÓÑØÖ
Ð
ËÓ
 ÝÒÑ
× ÑÓÐº ÁÒ Ø× ÝÔÖÓÐ
 ØÛÓ ÕÙØÓÒ× ÑÓÐ¸ Ø ÖÖÚÐ
ØÑ¸ α(x)¸ Ó  ×Ó
 ÛÚ × ÚÒ Ý  ÒÓÒÐÒÖ ÓÒÐ ÕÙØÓÒ ÛÓ×
ÐÓ
Ð ×Ô¸ ÓÖ Å
 ÒÙÑÖ M(x)¸ × ÓÚÖÒ Ý  ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ
ÔÒÒ ÓÒ ÓÛ ÔÖÑØÖ× Ò Ø ÖÓÒØ 
ÙÖÚØÙÖº Ý ÖÓÖÑÙÐØÒ Ø
ØÖÒ×ÔÓÖØ ÕÙØÓÒ ÓÒ M ×  
ÓÒÚ
ØÓÒÙ×ÓÒ ÓÒ¸ Ø× ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ×
Ñ ×Ö Ò Ø ÐÒØÝ ×
ÖØÞØÓÒ Ó Ø ÑÒ 
ÙÖÚØÙÖ × ÚÓº
Ì ÒÛ ÐÓÖØÑ ÓÐÐÓÛ× Ø ×Ø¹ÑÖ
Ò ÑØÓ ÓÒ  ÖØ×Ò Ö ÙØ
Ù×× ØÖÐ ÚÐÙ× ÛÒ ÙÔØÒ Ø 
ÙÖÖÒØ ÒÓº Ö×Ø ÖÚØÚ×¸ ÔÔÖÒ
Ò Ø ÓÒÐ Ò ØÖÒ×ÔÓÖØ ÕÙØÓÒ×¸ Ö ÙÔÛÒ × ÙÔ ØÓ ×
ÓÒ ÓÖÖ
ÔÒÒ ÓÒ Ø 
Ù×ÐØÝ 
ÓÒØÓÒ ÓÒ αº  Ý ØÙÖ Ó Ø ÑØÓ × ØÓ
Ù×  
ÒØÖ ×
ÖØ ÄÔÐ
Ò ÓÖ Ø Ù×ÓÒ ÔÖØ¸ × ÑÙ
 × ÔÓ××Ð¸
ÛØÓÙØ ØÒ ÒØÓ 

ÓÙÒØ Ø 
Ù×ÐØÝ 
ÓÒØÓÒ ´ºº Ù×Ò ÔÓÒØ× Û

Ö ÒÓØ Ò Ø ÃÒÓÛÒ ×Øµº ÓÖ Ø× Ö×ÓÒ¸ Ø ÐÓÖØÑ × ÒÓØ  ×Ø¹
ÑÖ
Ò ÑØÓ Ò Ø ×ØÖ
Ø×Ø ×Ò×¸ Ò Û ×Ý Ø × ×Ø¹ÑÖ
Ò Ð
ÔÖÓÔÖØ×º Ì Ö×ÙÐØÒ ÐÖ
 ÒÓÒÐÒÖ ×Ý×ØÑ × ×ÓÐÚ Ý Ò ØÖØÚ
ÔÖÓ
ÙÖ¸ Ü ÔÓÒØ ÓÖ ÆÛØÓÒ³× ÑØÓ¸ Ø 
 ÒÓº

ÓÖ ÚÐØÓÒ ÔÙÖÔÓ×¸ ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× Ö ÙÐØ ÓÖ  ×ÑÓÓØ ÖÐ
ÜÔÒ×ÓÒ ÛÚ Ò Ø ÒØÖ
ØÓÒ Ó ØÛÓ ×Ó
×º Ì× ÐØØÖ 
× ×  Ê¹
ÑÒÒ ÔÖÓÐÑ ÓÖ Û
  ÐÒ × Ñ ÛØ Ø Ô¹×Ý×ØÑ Ò ØÛÓ ÑÒ×ÓÒ×º
 ØÐ ÒÐÝ×× Ó Ø× ÔÖÓÐÑ × ÔÖÓÚ Ò ×ÑÔÐ ÖÓÒØ 
Ö
ØÖ¹
ÞØÓÒ × ÚÒ Ò Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ ÓÖ ÒÝ ÐØ Ò ÖØ ×ØØ×º ÁÒ
ÒÖÐ¸ ØÓ× ×ØØ× Ö 
ÓÒÒ
Ø Ý ×Ó
 ÓÖ ÖÖ
ØÓÒ ÛÚ× ÚÐÓÔÒ
ÓÒ Ø ÖÓÒØº

ÆÙÑÖ
Ð ÜÔÖÑÒØ× Ú ×ÓÛÒ ØØ¸ × ÜÔ
Ø¸ Ø ÐÓÖØÑ ×
×
ÓÒ ÓÖÖ ÓÖ ×ÑÓÓØ ÖÓÒØ× Ò ÔÖÓÖÑ× ÖÑÖÐÝ ÛÐÐ ÓÒ ×
ÓÒØÒ¹
ÙÓÙ× ×ÓÐÙØÓÒ×¸ ÐØÓÙ Ø ÒÓÒ 
ÓÒ×ÖÚØÚ ÑÓÐ ÕÙØÓÒ× Ö ×ÓÐÚº
ÖÒ
× Ö ÓÛÚÖ Ó×ÖÚ ØÛÒ Ø Ö×Ø Ò ×
ÓÒ ÓÖÖ ÐÓ¹
ÖØÑ ÓÒ Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ×º Ì ×
ÓÒ ÓÖÖ ×
Ñ × ÑÙ
 ØØÖ
Ò ÚÖÝ 
ÐÓ× ØÓ Ø ÖÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ¸ Ü
ÔØ ÛÒ Ø ÐÓ
ÐÐÝ ×ÛØ
× ØÓ
Ö×Ø ÓÖÖº Ì× × ÔÖØ
ÙÐÖÐÝ ÒÓØ
Ð ÓÒ Ø 
ÓÑÔÖ××ÓÒ Û 
×
ÛÖ Ø ×
ÓÒ ÓÖÖ ×
Ñ Ð× ÓÚ  Û ÒÐ Ó ÒÖÐÝ  ¹
Ö×º Ì× × ÒÓØ  ×ÚÖ ÐÑØØÓÒ Ò ÔÖ
Ø
 ×Ò
 Ø Ë ÑÓÐ × ÒÓØ
ÜÔ
Ø ØÓ Ú 

ÙÖØ Ö×ÙÐØ× Ò ×Ù
  
×º

ÁÒ Ø ÙØÙÖ Û ÔÐÒ ØÓ ÜØÒ ÓÙÖ ÐÓÖØÑ ØÓ Ð ÛØ ÑÑÖ×
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Ö Ó× Ò ÓÔØÑÞ Ø ×ÓÐÚÖ ØÓ 
Ú ÚÖÝ ×Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ×º Ø
Ð×Ø¸ Û ÒÖ ØØ Ø× ÒÛ ÐÓÖØÑ 
ÓÙÐ Ð×Ó  ÚÐÙÐ ØÓ Ø ØÓÒ


ÓÑÑÙÒØÝ̧ ÑÒÐÝ ÓÖ ØÓÒØÓÒ ËÓ
 ÝÒÑ
× ¾℄º

¾º ÔÔÒÜ  ÊÖÒ
 ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÊÑÒÒ
ÔÖÓÐÑ Ò Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ

× ÓÒ Ø ÓÑØÖ
 ×
ÖÔØÓÒ Ó ×
ØÓÒ ¾º¿¸ Û ÓÙØÐÒ Ø 
ÓÒ¹
×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ÜÔÐ
Ø ×ÓÐÙØÓÒ×¸ Ò Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ ´M >> 1)¸ ÓÖ Ø
¾ ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑº ÓÖ Ø × Ó ×ÑÔÐ
ØÝ̧ Û Ú Ø ÜÔÐ
Ø ×ÓÐÙ¹
ØÓÒ ÓÖ ×Ô

 
ÓÒÙÖØÓÒ× ÓÒÐÝ  ×ÑÔÐ ÛÚ× Ò  ÔÖØ
ÙÐÖ 
× ÛØ
Ò ÒØÖÑØ ×ØØº Ì Ý ØÓÓÐ × ØÓ Ù× Ø ×ÑÔÐ ÖÐØÓÒ ´¾º¾µ
ØÛÒ Ø Ö ×
ØÓÒ Ò Ø Å
 ÒÙÑÖº

Ï 
ÓÒ×Ö ÒØÐ 
ÓÒ×ØÒØ ÐØ Ò ÖØ ×ØØ× ÓÒ Ø Ø ÓÖÒ
O = (0, 0) Ò Ù× Ø ÔÓÐÖ 
ÓÓÖÒØ× x = ρ cosχ Ò y = ρ sinχº

¾ºº½ ËÑÔÐ ×Ó
 ÛÚ

ÖÓÑ Ø ÐÑØ ÓÖÑ ´¾º¾µ Ó Ø ¹Å ÖÐØÓÒ Ò Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ¸
Ø ÕÙØÓÒ× ´¾º¾µ¹´¾º¾µ 
ÓÑ ´× Ð×Ó ´¾º¿¼µµ















cos(θℓ − θr) =
mλ∞ +m

1 +mλ∞+1

tan (χs
ν − θℓ) = [−1 + ν(ν − 1)]mλ∞



1−m2

1−m2λ∞

1/2 ,

ÛÖ m =
Mr

Mℓ
Ò ν = 1, 2 ÓÖ Ø ½¹×Ó
 ÓÖ ¾¹×Ó
 
××º ÚÒ 0 <

θℓ− θr <
π
2 ¸ ÖÓÑ Ø Ö×Ø ÕÙØÓÒ Ó Ø× ÐÖ
 ×Ý×ØÑ¸ ÓÒ Ù
×¸ Ý

Ò ØÖØÚ ÔÖÓ
ÙÖ¸ Ø Å
 ÒÙÑÖ ÖØÓ m ÓÒ 
 × Ó Ø ×Ó
¹
×Ó
 ×ÒÙÐÖØÝº Ì× ×ÒÙÐÖØÝ × 
Ö
ØÖÞ Ý Ø ÒÐ χs

ν Û
 ×
ÓØÒ Ý Ò
ØÒ m Ò Ø ×
ÓÒ ÕÙØÓÒº

ÓÖ Ø× 
×¸ Ø ÓÑØÖ
 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ × ×ØÖØÓÖÛÖ Ò ÔÖÓ
×
× ÓÐÐÓÛ×º × ×ÓÛÒ Ò ÙÖ ¾º½¸ Û 
ÓÒ×Ö Ø ØÛÓ ÒÙÐÖ ×
ØÓÖ× ×Ô¹
ÖØ Ý Ø ×Ó
 ÐÒ ÜØÒÒ ÖÓÑ Ø ÓÖÒ O Ò ÚÒ Ø ×ÐÓÔ
tanχs

ν º Ø  ÚÒ ØÑ¸ ÓÒ ×ØÖØ× ÖÓÑ  
ÙÖÖÒØ ÔÓ×ØÓÒ P1 ≡ (x1, y1)
ÓÒ Ø ÐØ ×ØØ Ò ÖÛ× Ø ÐÒ ×ÑÒØ ÛÓ× ÒÓÖÑÐ Ñ× Ø ÒÐ
θℓ ÛØ Ø (Ox) Ü×º Ì ÓØÖ ÒÔÓÒØ Ó Ø× ×ÑÒØ¸ P2 ≡ (x2, y2)¸
Ð× ÓÒ Ø ×Ó
 ÐÒ Ò ×Ó × Ø ÔÓÐÖ ÒÐ χs

ν º Ì× ÔÖÓ
×× × ÖÔØ
ØÓ ÖÛ Ø ÖÓÒØ ×Ô Ø ÖÒØ ØÑ× ØÓ 
ÓÚÖ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÓÑÒº

Ì ×
ÐÖ ÙÒ
ØÓÒ α¸ ØØ 
Ö
ØÖÞ× Ø ×Ù

××Ú ÖÓÒØ ÔÓ×ØÓÒ×¸



 �������� �� ��� ��� �����

������ ¾º½  ÜÑÔÐ Ó ÓÑØÖ
 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ½¹×Ó
º

× ØÒ ´× Ð×Ó ÙÖ ¾º¿µ

α(x, y) =



















x cos θℓ + y sin θℓ

Mℓ
, χ ≤ χs

ν

x cos θr + y sin θr

Mr
, χ ≥ χs

ν

.

¾ºº¾ ËÑÔÐ ÖÖ
ØÓÒ ÛÚ

× ÑÒØÓÒ Ò ×
ØÓÒ ¾º¿º¾¸ Ø ÖÖ
ØÓÒ ÐÓ
Ù× ×  ×ÔÖÐ

ρ = t0ρ1(χ) ÛÖ t0 > 0,


ÓÒÒ
ØÒ Ø ØÛÓ 
ÓÒ×ØÒØ ×ØØ×º ÁÒ Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ ´M >> 1µ¸ Ø×
×ÔÖÐ × Ó ÐÓÖØÑ
 ØÝÔ¸ Ò Ø ÒÐ ØÛÒ Ø× ÒÓÖÑÐ Ò Ø ÖÐ
Ö
ØÓÒ × 
ÓÒ×ØÒØ ´× ´¾º½µµ Ò × ÚÒ Ý

δ∞ = arctan



1

λ∞
.

ÁÒ ÓØÖ ÛÓÖ×¸ Ø ÒÐ× Ò ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¿ Ö ÛÖØØÒ

χr−
1,2 = θℓ ∓ δ∞ Ò χr+

1,2 = θr ∓ δ∞,

ÛÖ Ø ×Ò× ∓ ÖÖ ØÓ Ø ½¹ÖÖ
ØÓÒ Ò Ø ¾¹ÖÖ
ØÓÒ Ö×Ô
ØÚÐÝº
ÅÓÖÓÚÖ ÕÙØÓÒ ´¾º¾¿µ ×ÑÔÐ× ØÓ Ú

θr − θℓ = ∓


λ∞ log



Mr

Mℓ
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ÛØ π > θr − θℓ > 0 ´× ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¿µº
Ì ×
ÐÖ ÙÒ
ØÓÒ α¸ ØØ 
Ö
ØÖÞ× Ø ×Ù

××Ú ÔÓ×ØÓÒ× Ó Ø

×Ó
 ÖÓÒØ¸ × ØÒ ÛÖØØÒ ´× ÙÖ ¾º¾µ

α(x, y) =







































x cos θℓ + y sin θℓ

Mℓ
, χ ≤ θℓ ∓ δ∞

Kρ e
± χ√

λ∞ , θℓ ∓ δ∞ ≤ χ ≤ θr ∓ δ∞

x cos θr + y sin θr

Mr
, χ ≥ θr ∓ δ∞

.

ÛØ K =
cos δ∞
Mℓ

e
∓

χ
r−
1,2√
λ∞ º

¾ºº¿ ÓÑÔÐØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÊÑÒÒ ÔÖÓÐÑ

ÏØÚÖ Ø ÐØ Ò ÖØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ×¸ Ø ÒØÖÑØ ×ØØ
(θ∗,M∗) 
Ò  ÛÖØØÒ Ò Ø ÒÖ
 ÓÖÑ























θ∗ − θℓ = GR,S



M∗

Mℓ



θr − θ∗ = GR,S



M∗

Mr



, ´¾º¿½µ

ÛÖ¸ Ò Ø ×ØÖÓÒ ×Ó
 ÐÑØ¸ Ø ÙÒ
ØÓÒ GR,S × ÚÒ Ý

GR,S(m) =

















GR(m) = −


λ∞ logm ÓÖ  ÖÖ
ØÓÒ

GS(m) = − arccos



m+mλ∞

1 +m1+λ∞



ÓÖ  ×Ó

.

ÓÖ ÐÐÙ×ØÖØÓÒ ÔÙÖÔÓ×¸ Û 
ÓÒ×Ö ÓÒÐÝ Ø ½¹ÖÖ
ØÓÒ ÓÐÐÓÛ Ý
¾¹ÖÖ
ØÓÒ 
×¸ ÓÖ Û
 ×Ý×ØÑ ´¾º¿½µ 
Ò  ×ÓÐÚ ÜÔÐ
ØÐÝº ÇÒ ØÒ


× ØØ























θ∗ =
θr + θℓ −

√
λ∞ log



Mr

Mℓ



2

M∗ =



MrMℓe
θℓ−θr√

λ∞

.

ÊÑÖ ¾ºº ÓÖ ÒÝ ÓØÖ 
ÓÒÙÖØÓÒ¸ Ò ØÖØÚ ÔÖÓ
ÙÖ × ÖÕÙÖ
ØÓ ØÖÑÒ Ø ÒØÖÑØ ×ØØº
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ÓÖ Ø ÜÑÔÐ ÙÒÖ 
ÓÒ×ÖØÓÒ¸ Ø ÖÓÒØ × 
ÓÑÔÓÙÒ Ó Ú Ò¹
ÙÐÖ ×
ØÓÖ×¸ 

ÓÖÒ ØÓ Ø ÚÐÙ× Ó Ø ÔÓÐÖ ÒÐ χ ´× ÙÖ ¾ºµº
Ì ÊÑÒÒ ×ÓÐÙØÓÒ 
ÓÒ××Ø× Ò ØÛÓ ×ÔÖÐ Ö
×¸ 
Ö
ØÖÞ Ö×Ô
ØÚÐÝ
Ý Ø ÒÐ× ±δ∞¸ 
ÓÒÒ
ØÒ Ø ÒØÖÑØ ×ØØ ØÓ Ø ÔÐÒ ×Ó
× ÓÒ
Ø ÐØ Ò ÓÒ Ø ÖØ Ö×Ô
ØÚÐÝº ÆÓØ ØØ Ò Ø ÖÓÒ ØÛÒ Ø
ØÛÓ ×ÔÖÐ Ö
×¸ Ø ×Ó
 × ÔÐÒ ´ºº M = M∗ Ò θ = θ∗µ Ò ØÒÒØ ØÓ
ÓØ 
ÙÖÚ×º ÅÓÖ ÔÖ
×ÐÝ̧ Ø ÙÒ
ØÓÒ α × ÛÖØØÒ

α(x, y) =















































































x cos θℓ + y sin θℓ

Mℓ
, χ ≤ θℓ − δ∞

K1ρ e
χ√
λ∞ , θℓ − δ∞ ≤ χ ≤ θ∗ − δ∞

x cos θ∗ + y sin θ∗

M∗
, θ∗ − δ∞ ≤ χ ≤ θ∗ + δ∞

K2ρ e
− χ√

λ∞ , θ∗ + δ∞ ≤ χ ≤ θr + δ∞

x cos θr + y sin θr

Mr
, χ ≥ θr + δ∞.

,

ÛØ

K1 =
cos δ∞
Mℓ

e
−

(θℓ−δ∞)√
λ∞ , K2 =

cos δ∞
Mr

e
(θℓ+δ∞)√

λ∞ ,

×Ù
 ØØ Ø ÙÒ
ØÓÒ α × ÓÚÓÙ×ÐÝ 
ÓÒØÒÙÓÙ× ÐÓÐÐÝº



ÊÖÒ
×

½℄ ÒÒ¸ ÊºÃº¸ ËÓ
 ÝÒÑ
× Ó ×ØÖÓÒ ÑÔÐÓÒ 
ÝÐÒÖ
Ð Ò
×ÔÖ
Ð ×Ó
 ÛÚ× ÛØ ÒÓÒ¹Ð × 
Ø×¸ ÏÚ ÅÓØÓÒ¸ ÚÓÐº
¼¸ ÔÔº ½¼¼¿¹½¼½¸ ¾¼½¿º

¾℄ ×ÐÑ¸ Ìºº¸ ÁÒÚ×ØØÓÒ× ÓÒ ØÓÒØÓÒ ËÓ
 ÝÒÑ
×¸ È Ì¹
××¸ ÍÒÚÖ×ØÝ Ó ÁÐÐÒÓ× Ø ÍÖÒ¹ÑÔÒ¸ ÍºËºº¸ ½º

¿℄ ×ÐÑ¸ Ìºº¸ ÞÐ¸ Âºº¸ ËØÛÖØ¸ ºËº¸ ÄÚÐ ×Ø ÑØÓ× ÔÔÐ
ØÓ ÑÓÐÒ ØÓÒØÓÒ ×Ó
 ÝÒÑ
×¸ ÂÓÙÖÒÐ Ó ÓÑÔÙØØÓÒÐ
ÈÝ×
×¸ ÚÓÐº ½¾¸ ÔÔº ¿¼¹¼¸ ½º

℄ ×ÐÑ¸ Ìºº¸ ËØÛÖØ¸ ºËº¸ ØÓÒØÓÒ ×Ó
 ÝÒÑ
× Ò 
ÓÑÔÖ¹
×ÓÒ ÛØ Ö
Ø ÒÙÑÖ
Ð ×ÑÙÐØÓÒ¸ ÓÑÙ×ØÓÒ ÌÓÖÝ ÅÓÐÐÒ¸
½º

℄ ×Ö¸ Ëº¸ ÈÖ×¸ Èº¸ ÈÖÓÔØÓÒ Ó 
ÙÖÚ ×Ó
 ÖÓÒØ× Ù×Ò ×Ó

ÖÝ ØÓÖÝ Ò 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÛØ ÓØÖ ØÓÖ×¸ Âº ÐÙ Å
º¸ ÚÓÐº ¸
ÔÔº ½½¹½¸ ¾¼¼º

℄ ÞÐ¸ Âºº¸ ×ÐÑ¸ Ìºº¸ ØÓÒØÓÒ ÖÓÒØ ÑÓÐ×  ÌÓÖ× Ò ÑØ¹
Ó×¸ Ä¹ÍÊ ¼¼¹¾¸ ½º

℄ ××Ø¸ º¸ ÐÒ
¸ º¸ ÈÖÓÔØÓÒ Ó ÚÖØ
Ð ×Ó
 ÛÚ× Ò Ø ØÑÓ¹
×ÔÖ¸ Âº 
ÓÙ×Øº ËÓ
º Ñº¸ ÚÓÐº ´µ¸ ÔÔº ½¿¼¹½¿¸ ½º

℄ ×Ø¸ ÂºÈº¸  ÒÖÐ×ØÓÒ Ó Ø ØÓÖÝ Ó ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 ÝÒÑ¹

×¸ ËÓ
 ÏÚ×¸ ÚÓÐº ½´µ¸ ÔÔº ¾½¹¾¿¸ ½½º

℄ ×Ø¸ ÂºÈº¸ ÖÖØÙÑ   ÒÖÐ×ØÓÒ Ó Ø ØÓÖÝ Ó ÓÑØÖ
Ð ×Ó

ÝÒÑ
×¸ ËÓ
 ÏÚ×¸ ÚÓÐº ¾¸ ÔÔº ½¾¸ ½¾º

½¼℄ ×Ø¸ ÂºÈº¸ 

ÓÙÒØÒ ÓÖ ÌÖÒ×ÚÖ× ÐÓÛ Ò Ø ÌÓÖÝ Ó ÓÑØÖ¹

Ð ËÓ
 ÝÒÑ
×¸ ÈÖÓ
º Êº ËÓ
º º¸ ÚÓÐº ¾ ´ÒÓº ½½µ¸ ÔÔº ¹¸
½¿º

½½℄ Ø×¸ Âºº¸ ËØÙÖØÚÒØ¸ º¸ ËÓ
 ÛÚ Ó
Ù×Ò Ù×Ò ÓÑØÖ
Ð
×Ó
 ÝÒÑ
×¸ ÈÝ×
× Ó ÐÙ×¸ ÚÓÐº ´½¼µ¸ ÔÔº ¿¼¹¿¼¸ ½º

½¾℄ ÖÒÐÐ¸ Åºº¸ ÄÓÒ×¸ ÈºÄº¸ ÌÛÓ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ÀÑÐØÓÒ¹
Â
Ó ÕÙØÓÒ×¸ ÅØº ÓÑÔº¸ ¿¸ ½¹½¸ ½º

½¿℄ ÖÑÓ×¸ ºÅº¸ ÀÝÔÖÓÐ
 ÓÒ×ÖÚØÓÒ ÄÛ× Ò ÓÒØÒÙÙÑ
ÈÝ×
×¸ ÖÙÒÐÖÒ Ö ÑØÑØ×
Ò Ï××Ò×
ØÒ¸ ÚÓÐº ¿¾¸
¿Ö º¸ ÀÐÖ¸ ÆÛ ÓÖ¸ ËÔÖÒÖ¸ ´¾¼½¼µº

½
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½℄ ÓÓÑÒ¸ Âº¸ Å
ÝÒ¸ º¸ ÍÐØÖ¹ÖÐØÚ×Ø
 ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 Ý¹
ÒÑ
× Ò ÚÓÖØ
ØÝ¸ ÂÓÙÖÒÐ Ó ÐÙ Å
Ò
×¸ ÚÓÐº ¼¸ ÔÔº ¿¾¹¿¿¸
¾¼¼º

½℄ ÀÒ×Û¸ Ïºº¸ ËÑÝØ¸ Æºº¸ Ë
ÛÒÑÒ¸ ºÏº¸ ÆÙÑÖ
Ð ×Ó

ÔÖÓÔØÓÒ Ù×Ò ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 ÝÒÑ
×¸ ÂÓÙÖÒÐ Ó ÐÙ Å¹

Ò
×¸ ÚÓÐº ½½¸ ÔÔº ½¹¸ ½º

½℄ Ç×Ö¸ Ëº¸ Û¸ Êº¸ ÄÚÐ ËØ ÅØÓ× Ò ÝÒÑ
 ÁÑÔÐ
Ø ËÙÖ¹

×¸ ÚÓÐÙÑ ½¿ Ó ÔÔÐ ÅØÑØ
Ð Ë
Ò
×¸ ËÔÖÒÖ¸ ¾¼¼¿º

½℄ Ç×Ö¸ Ëº¸ ËØÒ¸ Âºº¸ ÖÓÒØ× ÈÖÓÔØÒ ÛØ ÙÖÚØÙÖ¹
ÔÒÒØ ËÔ  ÐÓÖØÑ× × ÓÒ ÀÑÐØÓÒ¹Â
Ó ÓÖÑÙÐØÓÒ¹
×¸ ÂÓÙÖÒÐ Ó ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÈÝ×
×¸ ÚÓÐº ¸ ÔÔº ½¾¹¸ ½º

½℄ Ë
ÛÒÑÒ¸ ºÏº¸  ÒÙÑÖ
Ð ×
Ñ ÓÖ ×Ó
 
ÔØÙÖÒ Ò ØÖ
ÑÒ×ÓÒ×¸ ÈÖÓ
º ÊÓÝÐ ËÓ
ØÝº ÄÓÒº¸ ½ ´ÒÓº ½¼µ¸ ÔÔº ½¹½¸
½º

½℄ Ë
ÛÒÑÒ¸ ºÏº¸  ÒÛ ÒÙÑÖ
Ð ÑØÓ ÓÖ ×Ó
 ÛÚ ÔÖÓÔ¹
ØÓÒ Ù×Ò ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 ÝÒÑ
×¸ ÈÖÓ
º ÊÓÝÐ ËÓ
ØÝº ÄÓÒº¸
½ ´ÒÓº½½¾µ¸ ÔÔº ¿¿½¹¿½¸ ½¿º

¾¼℄ Ë
ÛÒÑÒ¸ ºÏº¸  Ö ÓÖÖ ÓÙÒÓÚ ÑØÓ ÓÖ Ø ÝÔÖ¹
ÓÐ
 ÕÙØÓÒ× ÑÓÐÒ ×Ó
 ÝÒÑ
×¸ ÈÖÓ
º ÊÓÝÐ ËÓ
ØÝ ÄÓÒº¸
 ´ÒÓº ½µ¸ ÔÔº ½¾½¹½¾¿¿¸ ½º

¾½℄ ËÖÖ¸ º¸ ËÝ×ØÑ× Ó 
ÓÒ×ÖÚØÓÒ ÐÛ×º ½º ÀÝÔÖÓÐ
ØÝ̧ ÒØÖÓÔ×¸
×Ó
 ÛÚ×º ÌÖÒ×ÐØ ÖÓÑ Ø ½ ÖÒ
 ÓÖÒÐ Ý Áº Æº ËÒÓÒº
ÑÖ ÍÒÚÖ×ØÝ ÈÖ××¸ ÑÖ¸ ½

¾¾℄ ËØÒ¸ Âºº¸ ÄÚÐ ËØ ÅØÓ× Ò ×Ø ÅÖ
Ò ÅØÓ×  ÚÓÐÚ¹
Ò ÁÒØÖ
× Ò ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÓÑØÖÝ̧ ÐÙ Å
Ò
×¸ ÓÑÔÙØÖ
Î×ÓÒ Ò ÅØÖÐ× Ë
Ò
¸ ÑÖ ÍÒÚÖ×ØÝ ÈÖ××¸ ½º

¾¿℄ ËØÒ¸ Âºº¸ ËÑÖ¸ Èº¸ ÄÚÐ ×Ø ÑØÓ× ÓÖ Ù ÒØÖ
¸ ÒÒÙº
ÊÚº ÐÙ Å
º¸ ÚÓÐº ¿¸ ÔÔº ¿½¹¿¾¸ ¾¼¼¿º

¾℄ ËÑÓÐÐÖ¸ Âº¸ ËÓ
 ÏÚ× Ò Ê
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ×¸
ÖÙÒÐÖÒ Ö ÅØÑØ×
Ò Ï××Ò×
ØÒ ÙÒÑÒØÐ ÈÖÒ¹

ÔÐ× Ó ÅØÑØ
Ð Ë
Ò
×℄¸ ¾¸ ËÔÖÒÖ¹ÎÖÐ¸ ÆÛ ÓÖ¸ ½º

¾℄ ËÙ¸ ºÏº¸ Ç×Ö¸ Ëº¸ À¹ÓÖÖ ××ÒØÐÐÝ ÒÓÒ Ó×
ÐÐØÓÖÝ ×
Ñ×
ÓÖ ÀÑÐØÓÒ¹Â
Ó ÕÙØÓÒ×¸ ËÁÅ Âº ÆÙÑÖº ÒÐ¸ ÚÓÐº ¾´µ¸ ÔÔº
¼¹¾¾¸ ½½º

¾℄ ËØÛÖØ¸ ºËº¸ ÞÐ¸ Âºº¸ Ì ×Ó
 ÝÒÑ
× Ó ×ØÐ ÑÙÐØÑÒ¹
×ÓÒÐ ØÓÒØÓÒ¸ ÓÑÙ×ØÓÒ Ò ÐÑ¸ ÚÓÐº ¾¸ ÔÔº ¿½½¹¿¾¿¸ ½º

¾℄ ÎÖÖÒ¸ Èºº¸ ÊÓ¸ ÈºÄº¸ ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 ÝÒÑ
× Ò ÒÒ
ÙÒ×ØÖØ¸ ½×Ø Á ÐÙ ÝÒÑ
× ÓÒÖÒ
 Ò ÜØ¸ ¾¹¿¼
ÂÙÒ ¾¼½½¸ ÀÓÒÓÐÙÐÙ¸ ÀÛº

¾℄ ÏØÑ¸ ºº¸  ÒÛ ÔÔÖÓ
 ØÓ ÔÖÓÐÑ× Ó ×Ó
 ÝÒÑ
×º ÈÖØ
Á¸ ÌÛÓ ÑÒ×ÓÒÐ ÔÖÓÐÑ×¸ Âº ÐÙº Å
º¸ ÚÓÐº ¾¸ ÔÔº ½¹½½¸ ½º
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¾℄ ÏØÑ¸ ºº¸ ÄÒÖ Ò ÆÓÒÐÒÖ ÏÚ×¸ ÏÐÝ ´ÆÛ ÓÖµ¸ ½º

¿¼℄ ØÞÚ¸ Äº¸ ÖØ×¸ º¸ ËÔÖÓ¸ º¸  ×Ø Ç´Æµ ÁÑÔÐÑÒØØÓÒ Ó
Ø ×Ø ÅÖ
Ò ÐÓÖØÑ¸ ÂÓÙÖÒÐ Ó ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÈÝ×
×¸ ÚÓÐº
¾½¾¸ ÔÔº ¿¿¹¿¸ ¾¼¼º

¿½℄ Ö¸ ºº¸ ÒÐÝ×× Ó ÖÝ ØÙ Ö Ò ÓÑØÖ
Ð ×Ó
 ÝÒÑ
×¸
ÔÔÐ ÅØÑØ
× Ò ÓÑÔÙØØÓÒ¸ ÚÓÐº ¾½´¾µ¸ ÔÔº ¿¼¹¿¸ ¾¼½¼º



 ����������



ÔØÖ ¿

Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒ ÛÚ Ð

×ÓÐÙØÓÒ×

ÓÖ  ÒÓÒÐÒÖ ÔÖÓÐ


ÕÙØÓÒ Ò ÑÒ×ÓÒ ÓÒ

Ì× ÛÓÖ × Ò ÛÖØØÒ Ò 
ÓÐÐÓÖØÓÒ ÛØ Ê× ÅÓÒÒÙ ´Ê¹
ÅÁË¸ ÆÈµº

×ØÖ
Ø

ÁÒ Ø× ÔÔÖ Û 
ÓÒ×Ö  Ö
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ Ò  ÔÖÓ
 ÑÙÑº

Ì× ×  ÔÖÓÐ
 ×ÑÐÒÖ ÕÙØÓÒ Ò ÑÒ×ÓÒ ÓÒº Ì ÒÓÒÐÒÖØÝ × ×ÙÔ¹

ÔÓ× ØÓ  ÔÖÓ
 Ò ×Ô
 Ò Ò Ø ×ØØ ÚÖÐº ÍÒÖ 
ÖØÒ ××ÙÑÔØÓÒ×¸

Û 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ÔÐÒ ÛÚ Ð ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø× ÔÖÓÐÑ¸ Ò ×ÓÛ ØØ Ø× ×ÓÐÙ¹

ØÓÒ× ×Ø×Ý  
ÓÒ×ØÖÒÒ ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝº

ÅË Ð××
ØÓÒ  ¿Ã

ÃÝÛÓÖ×  ÔÖÓ
 ÑÙÑ¸ ×ÑÐÒÖ ÕÙØÓÒ×¸ ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ×º

¿º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

¿º½º½ ËØØÒ Ó Ø ÔÖÓÐÑ

Ï 
ÓÒ×Ö ×ÓÐÙØÓÒ× u(x, t) Ó Ø ÓÐÐÓÛÒ ÔÖÓÐ
 ×ÑÐÒÖ ÕÙ¹
ØÓÒ ÓÖ x ∈ R¸ t > 0

ut = uxx + f(x, u), ´¿º½µ

ÓÖ ×ÓÑ ÙÒ
ØÓÒ f Û
 × 1¹ÔÖÓ
 Ò x Ò uº
ÇÙÖ ÓÐ × ØÓ 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× ×Ø×ÝÒ  Ô×ÙÓ¹ÔÖÓ
ØÝ





 �������� �� ���������� ���� ���������

ÔÖÓÔÖØÝ̧ ØØ ×

u


x+ 1, t− p

λ



= u(x, t)

ÓÖ  
ÓÙÔÐ (p, λ) ∈ R2º ÌÓ Ø× Ò¸ Û ××ÙÑ ØØ Ø ÙÒ
ØÓÒ f ×Ø××
Ø ÓÐÐÓÛÒ 
ÓÒØÓÒ×
ÄÔ×
ØÞ ÖÙÐÖØÝ Ò Z¹ÔÖÓ
ØÝ ÔÖÓÔÖØ×



f ∈ Lip(R2;R)
f(x+ k, v + l) = f(x, v) ÓÖ ÐÐ (k, l) ∈ Z2, (x, v) ∈ R2 ´¿º¾µ

¿º½º¾ ÅÒ Ö×ÙÐØ×

ÌÓÖÑ ¿º½º ´Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× ÛØ ÔÖÓ
ØÝ

ÔÖÓÔÖØÝµ

ÍÒÖ ××ÙÑÔØÓÒ ´¿º¾µ¸ ÓÖ  ÚÒ p > 0 ÛØ p−1 ∈ N¸ ØÖ Ü×Ø×
ÙÒÕÙ λ ∈ R ×Ù
 ØØ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ÒÔÒÒØ Ó p Ò
 ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´¿º½µ ÓÒ R× R Û
 ×Ø×Ý Ø ÓÐÐÓÛÒ ÔÖÓÔÖØ×























|u(x, t)− px− λt| ≤ C (i)

u



x+
1

p
, t



= 1 + u(x, t) (ii)

λut ≥ 0 (iii)
u(x+ 1, t) ≥ u(x, t) (iv).

´¿º¿µ

ÅÓÖÓÚÖ


u


x+ 1, t− p

λ



= u(x, t)  λ = 0 (v)

ut = 0  λ = 0 (v)′.
´¿ºµ

ÒÐÐÝ¸ Ø 
ÓÒ×ØÒØ× λ(p) Ö ÓÙÒ ÒÔÒÒØÐÝ Ó pº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º Ï Ü p > 0 Ò 
ÓÒ×Ö  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´¿º½µ × Ò
ÌÓÖÑ ¿º½º ÌÒ λ × ×Ù
 ØØ  λ = 0¸ ØÒ



[0,1]2
f = 0

Ò

λ



[0,1]2
f > 0.

ÊÑÖ ¿º¿º

Ì ÝÔÓØ×× p−1 ∈ N ×  ÛÓÖÒ ÝÔÓØ×× Û
 × Ù×ÙÐ ØÓ ×ÓÛ
(ii)º ÁØ ×ÓÙÐ  ÔÓ××Ð ØÓ ×ÓÛ Ø ×Ñ Ö×ÙÐØ× ÓÖ p ∈ Q∗ ÛØ Ø ×Ñ
ÖÙÑÒØ×

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºº ´ ÖÐÜ ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ ÔÐÒ¹Ð

×ÓÐÙØÓÒ×µ



���� ������������

Ï Ò Z Ø ×Ø Ó ÚÐÙ× Ó u Û
 Ö ÞÖÓ× Ó f ÒÔÒÒØÐÝ Ó x¸
ØØ ×

Z = {u ∈ R | ∀x ∈ R, f(x, u) = 0}.
ÌÒ ÓÖ  ÚÒ p > 0¸ ØÖ Ü×Ø×  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´¿º½µ Ò λ ∈ R¸ C > 0
×Ø×ÝÒ ´¿º¿µ¸´¿ºµ ×Ù
 ØØ Ø ÓÐÐÓÛÒ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÐ×

∀a ∈ Z, (u(x, t) < a < u(y, t))⇒ (x < y) . ´¿ºµ

¿º½º¿ ÊÚÛ Ó Ø ÐØÖØÙÖ

Ì ÓÑÓÒÓÙ× Ö
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ

ut = uxx + u(1− u)

Û× Ö×Ø ×ØÙ Ò Ø ÔÓÒÖÒ ÔÔÖ× Ó ÃÓÐÑÓÓÖÓÚ¸ ÈØÖÓÚ×Ý Ò
È×ÙÒÓÚ ½½℄ Ò ×Ö ½¼℄º ÅÒÝ ÛÓÖ× Ú Ò 
Ø ØÓ Ø Ü¹
×ØÒ
 Ó ØÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø× Ò Ó ÕÙØÓÒ× Ó Ø ÓÖÑ
u(x, t) = U(x+ ct) ÛØ c Ø ÚÐÓ
ØÝ Ó Ø ÛÚº ÁÒ Ø 
× Ó  ÔÖÓ

ÑÙÑ¸ ÛÒ Ø ÒÓÒÐÒÖØÝ ÔÒ× ÓÒ Ø ×Ô
 ÚÖÐ¸ Û Ú Ø
Ü×ØÒ
 Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ× ÓÖ ÔÖØ
ÙÐÖ ÓÖÑ× Ó Ø ÒÓÒÐÒÖØÝ
f º

ÀÖ Û ÔÖÓÚ Ø Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒ ÛÚ Ð ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø× ÕÙ¹
ØÓÒ¸ ØØ × ×ÓÐÙØÓÒ× ØØ Ö Ø  ÓÙÒ ×ØÒ
 Ó  ÔÐÒ ÛÚº Ì
Ü×ØÒ
 Ò ÖÙÐÖØÝ Ó ÔÐÒ¹Ð ÑÒÑÞÖ× Ó ÙÒ
ØÓÒÐ× Ò ÔÖÓ

Ñ × Ò ×ÓÛÒ ÓÖ ÙÒ
ØÓÒÐ× Ó ×Ô

 ÓÖÑ× Ò  ×ØØÓÒÖÝ ´ØØ
×¸ ØÑ ÒÔÒÒØµ ×ØØÒ ´× ÖÐÐ Ò  Ä ÄÐÚ ℄¸ Ò ØÒ
ÎÐÒÓ
 ½½℄¸  Ä ÄÐÚ Ò ÎÐÒÓ
 ℄¸ Ò ÚÐ ℄µº ÏÒ Ø ×Ó¹
ÐÙØÓÒ× Û 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ö ØÑ ÒÔÒÒØ¸ Û
 × Ø 
× ÛÒ Ø ÑÒ
Ó f × ÞÖÓ¸ Ø× ÔÔÖ Ú× ÒÓØÖ ÔÖÓÓ ÓÖ Ø Ü×ØÒ
 Ó  ×ØØÓÒÖÝ
ÑÒÑÞÖ Ò ×ÓÑ Ó Ø 
×× ØÝ ×ØÙÝº ÁØ ÑÙ×Ø  ÒÓØ ØØ 
ÓÒØÖÖÝ
ØÓ Ø× ÖØ
Ð×¸ ÓÙÖ ×ØÙÝ ÖÑÒ× ÐÑØ ØÓ ×ÑÓÓØ ×ÓÐÙØÓÒ×º

 ÔÔÖ Ó Ð××¸  Ä ÄÐÚ Ò ÎÐÒÓ
 ¿℄ ×ØÙ× Ø ×Ñ ÔÖÓÐÑ
Ó ÔÐÒ¹Ð ÑÒÑÞÖ×¸ ÙØ Ø Ó× ×Ó Ý ×ØÙÝÒ  ÖÒØ ×Ñ¹ÓÛ ÓÒ
Ò Ò×ØØÓÒÖÝ ÕÙØÓÒ¸ ÒØÖÓÙ
Ò  ÔÖÑØÖ ØØ 
ÓÙÐ  ÚÛ ×
 ØÑ ÚÖÐº × ×Ù
¸ ÓÙÖ ÔÖÓÐ
 ÕÙØÓÒ ´¿º½µ 
ÓÙÐ  ×Ò ×
ÔÖØ
ÙÐÖ 
× Ó Ø ÒÖÐ ÕÙØÓÒ× ×ØÙ ØÖº ÀÓÛÚÖ¸ Ø ÖØ
Ð
Ó× ÒÓØ ØÖÝ ØÓ ÙÐ ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø Ò×ØØÓÒÖÝ ÕÙØÓÒ Ò
Ó
Ù×× ÓÒ Ø ÔÖÓÓ Ó 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ× ÓÖ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ÖÐØÚÐÝ ÐÓÛ
ÖÙÐÖØÝº

¿º½º ÇÖÒÞØÓÒ Ó Ø ÔÔÖ

Ë
ØÓÒ ¿º¾ Ú× ÒÓÛÒ Ö×ÙÐØ× ÓÖ Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ× Ò ×ÑÓÓØ ×ÓÐÙ¹
ØÓÒ× Ó Ø ÔÖÓÐ
 ÕÙØÓÒ ´¿º½µ ÛØ Ø ÔÓ××Ð ØÓÒ Ó  ÒÓÒÐÓ
Ð
ØÖÑ ´ÚÒ Ý Ò ÒØÖÐ ÛØ  ×ÑÓÓØ ÖÒÐµº ÁÒ Ë
ØÓÒ ¿º¿¸ Û ×ÓÛ
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ÖÙÐÖØÝ ÔÖÓÔÖØ× ÓÖ Ø Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ×Ù
 ÕÙØÓÒ×º ÁÒ Ë
¹
ØÓÒ ¿º¸ Û ÒØÖÓÙ
 Ø ÔÔÖÓ
 ÕÙØÓÒ ´¿º½½µ ÛØ  ÒÓÒÐÓ
Ð ØÖÑ¸
Ò Û ×ÓÛ ØØ ÛØ ×ÙØÐ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ× Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý
ÔÖÓÐÑ × ÔÖÓ
 Ò ×Ô
 Ò ×Ø×× ´¿º¿µ (i)º Ì× ÔÔÖÓ
 ×  ÛÝ
ØÓ ÓÙÒ Ø ×Ô
 Ó×
ÐÐØÓÒ× Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ× Ò ÓØÒ Ø ÓÙÒ ´¿º¿µ
(i)º Ï ØÒ ×ÓÛ Ø Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× ÓÖ Ø ÔÔÖÓ

ÕÙØÓÒ ´¿º½½µ Ò Ë
ØÓÒ ¿ºº ÏØ Ø ÐÔ Ó Ø× 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ¸ Û ØÒ
×ÓÛ Ò Ë
ØÓÒ ¿º Ø Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× ÓÖ ÕÙØÓÒ ´¿º½µº
Ë
ØÓÒ ¿º × ÚÓØ ØÓ Ø ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ó Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝ ÈÖÓÔÓ¹
×ØÓÒ ¿ºº Ì ×ÓÖØ Ë
ØÓÒ ¿º ÔÖÓÚ× Ø ÐÒ ØÛÒ Ø ×Ò Ó λ Ò
Ø ÑÒ Ó f ÜÔÖ×× Ò ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º

¿º¾ ÌÓÓÐÓÜ

ÁÒ Ë
ØÓÒ ¿º Ò Ë
ØÓÒ ¿º¸ Û ÛÐÐ Ù× ÒÓÒÐÓ
Ð ÓÔÖØÓÖ× Ò ÓÖ
v ∈ L∞

loc(R) Ý

M [v](x) =



R

J(y)(v(x+ y)− v(x))dy

ÛØ J  ×ÑÓÓØ¸ ×ÝÑÑØÖ
¸ ÒÓÒÒØÚ ÙÒ
ØÓÒ ÛØ  
ÓÑÔ
Ø ×ÙÔÔÓÖØ
[−Λ,Λ]º ÌÓ ×ÑÔÐÝ ÒÓØØÓÒ× Ò Ø ÖÑÒÖ Ó Ø ÔÔÖ¸ Û Ò Ø
ÓÔÖØÓÖ Aε ÓÖ ε ≥ 0 Ý

(Aεu)(x, t) = f(x, u(x, t)) + εM [u(·, t)](x)

ÛÖ Û ÐÛÝ× ××ÙÑ ØØ f ×Ø××

f ∈W 1,∞(R2) Ò f × Z2¹ÔÖÓ
. ´¿ºµ

ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÛÒ ε = 0¸ Û Ú

(A0u)(x, t) = f(x, u(x, t)).

ÁÒ Ø× ØÓÓÐÓÜ¸ Û ÛÐÐ ÛÖØ I  ÒÖÐ ØÑ ÒØÖÚÐ¸ Û
 Û ÛÐÐ ×ÙÔÔÓ×
ÓÔÒº Ï ÛÐÐ 
ÓÒ×Ö ÒÖÐ ÕÙØÓÒ×

ut = uxx +Aεu. ´¿ºµ

¿º¾º½ Î×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ×

Ï ÖÖ ØÓ ¸ ½℄ ÓÖ Ù×ÙÐ ÒØÓÒ× Ó Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ×º ÀÖ 
Ù×
ÓÙÖ ÒÓÒÐÓ
Ð ÓÔÖØÓÖ × ÚÖÝ ÖÙÐÖ¸ Û Ó ÒÓØ Ò ØÓ Ù× Ø Ø×Ø ÙÒ
ØÓÒ
Ò Øº ´ÅÓÖ ÔÖ
×ÐÝ̧ Û 
Ò ×ÓÛ ØØ Ò Ø 
× Ó Ø× ÒÓÒÐÓ
Ð ÓÔÖØÓÖ¸
ÓÙÖ ÒØÓÒ Ó Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ× × ÕÙÚÐÒØ ØÓ Ø Ù×ÙÐ ÒØÓÒ ÛØ
ÒÓÒÐÓ
Ð ÓÔÖØÓÖ×ºµ
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ÌÖÓÖ¸ Û ÛÐÐ ×Ý ØØ u ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ ØÓ ÕÙØÓÒ ´¿ºµ ÓÒ R× I
ÓÖ ÒÝ (x0, t0) ∈ R × I Ò ÒÝ C2 Ø×Ø ÙÒ
ØÓÒ ϕ ×Ø×ÝÒ ÓÖ ×ÓÑ
ÖØÖÖÝ r > 0

u∗ ≤ ϕ ÓÒ R× (t0 − r, t0 + r), ÛØ ÕÙÐØÝ Ø P0 = (x0, t0),

ØÒ
ϕt ≤ ϕxx +Aεu Ø P0.

Ï Ò ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ× ×ÑÐÖÐÝ ´ÛØ u∗ ÖÔÐ
 Ý u∗µº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºº ´Ü×ØÒ
 Ý ÈÖÖÓÒ³× ÑØÓµ
ÄØ u+ ´Ö×Ôº u−µ   Ú×
Ó×ØÝ ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ ´Ö×Ôº ×Ù×ÓÐÙØÓÒµ Ó ´¿ºµ ÓÒ
R × I¸ ÓÖ ε ≥ 0¸ ×Ø×ÝÒ u− ≤ u+º ÌÒ ØÖ Ü×Ø×  Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ
u Ó ´¿ºµ ÓÒ R× I ×Ù
 ØØ

u− ≤ u ≤ u+.

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºº ´ÐÓÐ 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙ¹

ØÓÒ×µ

ÄØ T > 0º ÄØ u1   Ú×
Ó×ØÝ ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ò u2  Ú×
Ó×ØÝ ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ
Ó ´¿ºµ ÓÒ Q = R×(0, T )¸ ÓÖ ε ≥ 0º Á u1 ≤ u2 Ø t = 0¸ ØÒ u1 ≤ u2 ÓÒ Qº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºº ´ØÚØÝ Ó Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ×µ

ÀÖ I = R ÓÖ (0,+∞)º Ï 
ÓÒ×Ö gi ÓÖ i = 1, 2¸ ØÛÓ ÙÒ
ØÓÒ× Ò C0(R×
I)º ÄØ ui ÓÖ i = 1, 2  Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÓÐÐÓÛÒ ÕÙØÓÒ×

ui
t − ui

xx = gi ÓÒ R× I.

Ï Ò u = u1 + u2 Ò g = g1 + g2º ÌÒ u ×  Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ Ó

ut − uxx = g ÓÒ R× I.

¿º¾º¾ Ð××
Ð ×ÓÐÙØÓÒ×

ÒØÓÒ ¿ºº ´ÈÖÓÐ
 ÓÙÒÖÝµ

ÄØ Q   
ÓÒÒ
Ø ×Ù×Ø Ó Rx × Rtº Ï Ò Ø× ÔÖÓÐ
 ÓÙÒÖÝ
∂pQ ´× ½¼℄¸ 
ÔØÖ ¾¸ Ôº µ × ÓÐÐÓÛ×
∂pQ × Ø ×Ø Ó ÐÐ ÔÓÒØ× (x0, t0) ∈ ∂Q ×Ù
 ØØ ÓÖ ÒÝ ε > 0¸ Ø 
ÝÐÒÖ
(x0 − ε, x0 + ε)× (t0 − ε, t0) 
ÓÒØÒ× ÔÓÒØ× ÒÓØ Ò Qº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºº ´ÄÓ
Ð 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐµ

ÄØ Q   
ÓÒÒ
Ø ÓÔÒ ×Ù×Ø Ó R×I ÛØ I  ØÑ ÒØÖÚÐº ÄØ Ù× ÒÓØ
Ý ∂pQ Ø× ÔÖÓÐ
 ÓÙÒÖÝº ÓÖ ε = 0¸ ÐØ u1   ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ò u2
×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿ºµ ÓÒ Q Û
 Ö ××ÙÑ ØÓ ÐÓÒ ØÓ C2,1(Q)∩C(Q)º
Á u1 ≤ u2 ÓÒ ∂pQ¸ ØÒ u1 ≤ u2 ÓÒ Qº
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Ì× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ × ÔÖÓÚ Ò ½¼℄¸ 
ÔØÖ ¾¸ ÓÖÓÐÐÖÝ ¾º Ôº º
ÁÒ Ø ÒÜØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ×¸ Û ÛÐÐ ×ØØ ÖÙÐÖØÝ ÔÖÓÔÖØ× ÓÖ ×ÓÐÙØÓÒ×

Ó ´¿ºµ × ÓÒ ÒØÖÓÖ ×ØÑØ×º ÌÓ ØØ 
Ø¸ Û Ò Ø ÔÖÓÐ


ÐÓ× 
ÝÐÒÖ×

Qr(x, t) = [x− r, x+ r]× [t− r2, t] ⊂ R2

ÓÖ (x, t) ∈ R2º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½¼º ´ÁÒØÖÓÖ ×ØÑØ× Ò W 2,1;p ×Ô
×µ

ÄØ u   ×ÓÐÙØÓÒ ´Ò Ø ×ØÖÙØÓÒ ×Ò×µ Ó ´¿ºµ Ò R× Iº
Ï Ü r > 0 Ò 1 < p < +∞º ÌÒ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ×Ù
 ØØ
ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ R× I¸

uW 2,1;p(Qr(x,t)) ≤ C


AεuLp(Q2r(x,t)) + uLp(Q2r(x,t))



× ×ÓÓÒ × Q2r(x, t) ⊂ R× Iº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½½º ´ÁÒØÖÓÖ ×ØÑØ× Ò ÀÐÖ ×Ô
×µ

ÄØ u   ×ÓÐÙØÓÒ ´Ò Ø ×ØÖÙØÓÒ ×Ò×µ Ó ´¿ºµ Ò R × Iº Ï Ü
r > 0 Ò 0 < α < 1º ÌÒ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ
(x, t) ∈ R× I¸

u
C2+α,1+α

2 (Qr(x,t))
≤ C



AεuCα, α2 (Q2r(x,t))
+ u

Cα, α2 (Q2r(x,t))



× ×ÓÓÒ × Q2r(x, t) ⊂ R× Iº

Ì× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÖÚ× ÖÓÑ ℄¸ ÌÓÖÑ º Ôº º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½¾º ´ËÓÓÐÚ Ò
ØÓÒ Ò  ÔÖÓÐ
 ×ØØÒµ

ÓÒ×Ö 3 < p < +∞ Ò α < 1− 3

p
Ò Ü r > 0º ÌÒ ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ R2

Ò ÓÖ ÐÐ u ∈ W 2,1;p(Qr(x, t))¸ Û Ú ØØ u ∈ C1+α, 1+α
2 (Qr(x, t)) Ò

ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C¸ ÒÔÒÒØ ÓÒ (x, t)¸ ×Ù
 ØØ

u
C1+α, 1+α

2 (Qr(x,t))
≤ CuW 2,1;p(Qr(x,t)).

Ì× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ × ×ÓÛÒ Ò ℄¸ ÄÑÑ ¿º¿ Ôº ¼º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½¿º ´ËØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ×µ

ÄØ Q ⊂ R × I   ×Ô
¹ØÑ 
ÝÐÒÖ¸ ×Ù×Ø Ó R × Iº ÄØ u1 Ò u2
ØÛÓ ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó

ut = Δu+Aεu

ÓÒ Q¸ ×Ø×ÝÒ


u1 ≤ u2 ÓÒ Q
u1(x0, t0) = u2(x0, t0) ÓÖ ×ÓÑ (x0, t0) ∈ Q.

ÌÒ u1 = u2 ÓÒ Qº



���� ����������� ������� ½

ËÙ
  ×ØÖÓÒ ÚÖ×ÓÒ Ó Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÐÒ ÒÖÐ
ÒÓÒÐÒÖØ×¸ × ×ØØ Ò ½℄º 
ØÙÐÐÝ̧ Ø Ù×ÙÐ ÓÖÑÙÐØÓÒ Ó Ø ×ØÖÓÒ
ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´× ÚÒ Ò ½℄µ ÓÒÐÝ Ú× ØØ u1(x, t) = u2(x, t) ÓÖ
t < t0º ÀÖ¸ × Û 
ÓÒ×Ö ÖÙÐÖ ×ÓÐÙØÓÒ× Ò Ø ÓÑÒ ×  
ÝÐÒÖ¸
Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ Ú× u1(x, t) = u2(x, t) Ð×Ó ÛÒ t ≥ t0º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º ´Ü×ØÒ
 Ó  Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ ÓÖ Ø Ù
Ý

ÔÖÓÐÑ Ò ÓÙÒ×µ

ÀÖ I = [0,+∞)º Ï ÛÖØ u0(x) = px ÛØ p ∈ Rº ÌÒ Ø ÔÖÓÐÑ


ut = uxx +Aεu ÓÒ R× I
u(x, 0) = u0(x) ÓÒ R

ÑØ×  ÙÒÕÙ ×ÓÐÙØÓÒ u Ò Ø Ú×
Ó×ØÝ ×Ò×º
ÅÓÖÓÚÖ¸ ØÖ Ü×Ø× C > 0 ×Ù
 ØØ u0 − Ct ≤ u ≤ u0 + Ctº

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½

Ì× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÓÐÐÓÛ× ÖÓÑ Ø 
Ø ØØ u0 + f∞t Ò u0 − f∞t
Ö Ö×Ô
ØÚÐÝ  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ò  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿ºµ ÓÒ R × (0,+∞)
ÛØ Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ u0º

¿º¿ ÈÖÐÑÒÖÝ Ö×ÙÐØ×

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º ´ÀÐÖ ÖÙÐÖØÝ Ó Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ×µ

ÀÖ I = (0,+∞) ÓÖ I = Rº ÄØ p ∈ R Ò 
ÓÒ×Ö  
ÓÒØÒÙÓÙ× Ú×
Ó×ØÝ
×ÓÐÙØÓÒ u Ó Ø ÔÖÓÐÑ



ut = Δu+Aεu ÓÒ R× I
u(x, 0) = u0(x) = px ÓÒ R.

´¿ºµ

ÛÒ I = (0,+∞)¸ ÓÖ  Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ u Ó

ut = Δu+Aεu ÓÒ R× I ´¿ºµ

ÛÒ I = Rº
ÌÒ u ∈ C2+α,1+α

2 (K)∩C2,1
loc (R×I) ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø 
ÝÐÒÖ× K = Qr(x0, t0)

´ÛØ t0 ÐÖ ÒÓÙ Ò Ø 
× I = (0,+∞)µ Ò ÓÖ ×ÓÑ α > 0º ÅÓÖÓÚÖ¸
u × Ø ÓÐÐÓÛÒ ÀÐÖ ÓÙÒ×

u
C2+α,1+α

2 (K)
≤ Cα,r



AεuL∞(K ′) + uL∞(K ′)



ÛØ
K ′ = [x0 − 2r′ − 1, x0 + 2r′ + 1]× [t0 − 4r′2 − 1, t0 + 1]

Ò

r′ =



2r + Λ ÛÒ ε > 0
2r ÛÒ ε = 0

.
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ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½

Ì ÔÖÓÓ × × ÓÒ  ÓÓØ×ØÖÔ Ø
ÒÕÙ Ò Ø Ù× Ó ÒØÖÓÖ ×¹
ØÑØ× Ò Û
 Û ÖÚ ×ØÖÓÒ ×ØÑØ× ÓÒ  ×ÓÐÙØÓÒ u Ò  ×ÑÐÐ ÓÜ
ÖÓÑ ÛÖ ×ØÑØ× Ò  ÐÖÖ ÓÜº ÁÒ ØÓÒ ØÓ Ø ÒÓØØÓÒ

Qr(x0, t0) = [x0 − r, x0 + r]× [t0 − r2, t0],

Û ÛÐÐ Ù× ÒÓØÖ ÒÓØØÓÒ ÓÖ 
ÝÐÒÖ×

Q′
r(x0, t0) = [x0 − r − 1, x0 + r + 1]× [t0 − r2 − 1, t0 + 1].

Ì ×
ÓÒ ÒÓØØÓÒ ÐÐÓÛ× Ù× ØÓ Ø ÒØÓ 

ÓÙÒØ Ø ×ÑÖÒ 
ÖØ Ý
 
ÓÒÚÓÐÙØÓÒ ÛØ  ×ÑÓÓØ ÖÒÐº

ËØÔ ½  ËØØÒ Ó Ø ÔÖÓÓ

Ï 
ÓÒ×Ö u  Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿ºµ ÓÖ ´¿ºµº
ÆÓÛ Û Ò g = f(x, u) + εM [u](x)¸ ÛÖ Ø ×ÑÐÐ ÕÙÒØØÝ ε ×

×Ø ØÓ  ÞÖÓ ÛÒ Au = f(x, u)º Ì ÙÒ
ØÓÒ g × 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ Ò  ØÖ
Ü×Ø× λ ∈ R ×Ù
 ØØ u−px−λt × ÓÙÒ¸ ØÒ g × Ð×Ó ÓÙÒº ÁÒ¸
Ò ØØ 
× g = f(x, u) + εM [u− px− λt] Ò

g∞ ≤ f∞ + 2JL1(R)u− px− λtL∞(R×I).

Ý ÓÙÖ ÒØÓÒ u ×  Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ Ó

ut − uxx = g Ò R× I.

ËØÔ ¾  ÊÙÐÖÞØÓÒ Ó u
Ï 
ÓÒ×Ö  ÙÒ
ØÓÒ ρ ∈ C∞(R× R) ×Ù
 ØØ

ρ > 0, ρ(x) = ρ(−x),


R

ρ = 1, supp(ρ) ∈ B1(0, 0).

ÏØ Ø× ÔÖÓÔÖØ×¸ Ø ×ÕÙÒ
 (ρη)η>0¸ ÛØ ρη(x, t) =
1

η2
ρ



x

η
,
t

η



¸ ×

Ò ÔÔÖÓÜÑØ ÒØØÝ ÓÖ Ø 
ÓÒÚÓÐÙØÓÒº
Ï Ò uη = ρη ⋆ u Ò gη = ρη ⋆ gº Ï Ú uη, gη ∈ C∞(R × Iη)¸
ÛÖ Iη = R ÛÒ I = R Ò Iη = [η,+∞) ÛÒ I = [0,+∞)º ÎÛÒ
gη Ò uη × ÐÑØ× Ó ÛØ ×ÙÑ× Ó ØÖÒ×ÐØÓÒ× Ó g Ò u¸ Û 
Ò Ù×
Ø ØÚØÝ Ó Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ× ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºµ ØÓ ×ÓÛ ØØ uη ×
Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ Ó

(uη)t − (uη)xx = gη Ò R× Iη.

ËØÔ ¿  ×ØÑØ× ÓÒ ÖÙÐÖ ×ÓÐÙØÓÒ× uη

× Ø ÙÒ
ØÓÒ× uη Ò gη Ö ÖÙÐÖ¸ Û 
Ò Ù× ÖÙÐÖØÝ ØÓÖ×
ØÓ ×ØÑØ Ø ÖÚØÚ× Ó uηº ÓÖ  ÔÓÒØ P0 = (x0, t0)¸ Û Ú ØØ
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Qr(P0) ⊂ R × I ÙÒ
ÓÒØÓÒÐÐÝ ÛÒ I = R Ò × ×ÓÓÒ × t0 > r2 ÛÒ
I = [0,+∞)º Ï 
ÓÒ×Ö P0 ∈ R × I ×Ù
 ØØ Qr(P0) ⊂ R × I Ò
Q2r(P0) ⊂ R × Iº ÌÒ Ø ÒØÖÓÖ ×ØÑØ× ØÓÖÑ Ò W 2,1;p 
Ð×××
´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½¼µ Ú× Ù× ØØ

max{uηLp(Qr(P0)), (uη)tLp(Qr(P0)), (uη)xLp(Qr(P0)), (uη)xxLp(Qr(P0))}
≤ Cp,r



gηLp(Q2r(P0)) + uηLp(Q2r(P0))



,

Ø 
ÓÒ×ØÒØ Cp,r Ò ÒÔÒÒØ Ó P0º × gη Ò uη Ö 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ Û
ÑÝ Ð×Ó ÛÖØ

max{uηLp(Qr(P0)), (uη)tLp(Qr(P0)), (uη)xLp(Qr(P0)), (uη)xxLp(Qr(P0))}
≤ C ′

p,r



gηL∞(Q2r(P0)) + uηL∞(Q2r(P0))



.

ÏÒ η < 1¸ ÓÖ  ÒÝ 
ÓÒØÒÙÓÙ× ÙÒ
ØÓÒ h ∈ C0(R× I)¸ Û Ú

hηL∞(Q2r(P0)) ≤ hL∞(Q′
2r(P0))

× ×ÓÓÒ × Q′
2r(P0) = [x0−2r−1, x0+2r+1]× [t0−4r2−1, t0+1] ⊂ R× Iº

Í×Ò Ø ËÓÓÐÚ ÑÒ W 2,1;p(Qr) → C1+α, 1+α
2 (Qr) ÛØ α =

1− 3

p
¸ Û Ú ØØ

uη
C1+α, 1+α

2 (Qr)
≤ C ′

p,r



gL∞(Q′
2r(P0)) + uL∞(Q′

2r(P0))



.

ÌÓ Ú Ø ÀÐÖ 
ÓÒØÒÙØÝ Ó uη¸ Ø × ØÒ ×Ù
ÒØ ØÓ Ø p ≥ 4º

ËØÔ   ÒÐÝ×× Ó Ø ÐÑØ η → 0 Ò ÖÙÐÖØÝ Ó u
Ì ÖÑÒÒ ×ØÑØÓÒ× Ö ÖÚ Ö
ØÐÝ ÓÒ u ´Ø Ù×ÙÐ ÓÓØ×ØÖÔ
Ø
ÒÕÙ Ó× ÒÓØ ÛÓÖ Ö
ØÐÝ ÓÒ uη 
Ù× Ó Ø 
ÓÒÚÓÐÙØÓÒµº Ï Ø
Ø ÐÑØ × η → 0 Ó Ø ÕÙØÓÒ

(uη)t − (uη)xx = gη

Ò Ø ×ØÖÙØÓÒ ×Ò×º ÌÒ Û Ö
ÐÐ ØØ ÖÓÑ Ø 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó uη¸
uη 
ÓÒÚÖ× ØÓ u ÙÒÓÖÑÐÝ̧ ×Ó Ø ÖÚØÚ× 
ÓÒÚÖ Ò Ø ×ØÖÙØÓÒ
×Ò×º × g × 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ g × Ð×Ó Ø ÐÑØ Ó Ø ÙÒ
ØÓÒ× gη ÓÖ Ø ÙÒÓÖÑ

ÓÒÚÖÒ
 ÓÒ ÚÖÝ 
ÓÑÔ
Ø ×Ù×Øº
Ì ÙÒ
ØÓÒ× uη Ö ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÙÒ Ò C1+α, 1+α

2 (Qr(P0))¸ Ø ÓÙÒ×
ÔÒÒ ÓÒÐÝ ÓÒ uL∞(Q′

2r(P0))¸ gL∞(Q′
2r(P0))¸ r Ò α ´Ò ÔÖØ
ÙÐÖ

ØÝ Ö ÒÔÒÒØ Ó P0µº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ÓÖ ÒÝ α′ < α¸ uη → u Ò

C1+α′, 1+α′
2 (Qr(P0)) × ×ÓÓÒ × Q′

2r(P0) ∈ R× Iη′ ÓÖ ×ÓÑ η′ > 0 Ò u ×

×ÑÐÖ ÓÙÒ× Ò C1+α′, 1+α′
2 (Qr(P0))º

× M [u] × Ø ×Ñ ÖÙÐÖØÝ ÓÒ [x1, x2]× [t1, t2] × u ÓÒ [x1−Λ, x2+
Λ]× [t1, t2] Ò f × ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ Ø ÙÒ
ØÓÒ g = f(u, x) + εM [u]
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× ÓÙÒ Ò C1, 1+α′
2 (Qr(P0)) ⊂ Cβ, β

2 (Qr(P0)) ÓÖ ×ÓÑ β < 1¸ Ø ÓÙÒ×
ÔÒÒ ÓÒÐÝ ÓÒ Ø ÕÙÒØØ× u

C1+α′, 1+α′
2 ([x0−r−Λ,x0+r+Λ]×[t0−r2,t0])

¸

g
C1+α′ , 1+α′

2 ([x0−r−Λ,x0+r+Λ]×[t0−4r2,t0])
¸ r Ò βº

ÓÖ r′ = r+Λ¸ Û Ú [x0− r−Λ, x0 + r+Λ]× [t0− 4r2, t0] ⊂ Qr′(P0)¸
×Ó Ù×Ò Ø ÔÖÚÓÙ× ÀÐÖ ÓÙÒ× ÓÒ u Ò g Û Ø ØØ Ø ÓÙÒ Ó g

Ò Cβ, β
2 (Qr(P0)) ÔÒ× ÓÒÐÝ ÓÒ uL∞(Q′

2r′(P0))¸ gL∞(Q′
2r′(P0))¸ r Ò βº

Ï 
Ò ØÒ Ù× Ø ÀÐÖ ÒØÖÓÖ ×ØÑØ× ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½½µ ØÓ ÖÚ
×ØÖÓÒÖ ÓÙÒ× ÓÒ u

max{u
Cβ,

β
2 (Qr(P0))

, ut
Cβ,

β
2 (Qr(P0))

, ux
Cβ,

β
2 (Qr(P0))

, uxx
Cβ,

β
2 (Qr(P0))

}

≤ CH
β,r



g
Cβ,

β
2 (Q2r(P0))

+ u
Cβ,

β
2 (Q2r(P0))



.

Ï 
ÓÒ
ÐÙ ØØ¸ ÓÖ r′ = 2r + Λ¸

u
C2+β,1+

β
2 (Qr(P0))

≤ Cβ,r



gL∞(Q′
2r′ (P0)) + uL∞(Q′

2r′(P0))



.

Ì ÚÐÙ Ó r 
Ò  × ×ÑÐÐ × ÓÒ ÛÒØ ´ÚÒ  Ø 
ÓÒ×ØÒØ× 
ÓÑ
µ¸ ×Ó Ø× ÑÒ× ØØ u ∈ C2,1(R× I̊)º

ÏÒ ε = 0¸ ØÖ × ÒÓ Ò ØÓ Ø ÒØÓ 

ÓÙÒØ Ø ÖÙÐÖØÝ Ó M [u]¸
Ò g = Au × ÓÙÒ Ò R× I Ý f∞ ×Ó Û Ú Ø ×ØÑØ

u
C2+β,1+

β
2 (Qr(P0))

≤ C ′
β,r



f∞ + uL∞(Q′
2r′ (P0))



,

ÒÓÛ ÛØ r′ = 2rº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º ´ÀÐÖ ÓÙÒ× ÓÖ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÓÖÑ ÐÒ¹

Ö·ÓÙÒµ

Ï 
ÓÒ×Ö  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó Ø ÔÖÓÐÑ ´¿ºµ ÓÖ ´¿ºµ × ÓÚº ÅÓÖÓÚÖ¸
Û ×ÙÔÔÓ× ØØ ÓÖ ×ÓÑ λ ∈ R¸ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ×Ù
 ØØ

|u− px− λt| ≤ C.

ÌÒ u × Ø ÓÐÐÓÛÒ ´×ØÖ
ØÖµ ÓÙÒ× Ò C
2+α,1+α

2
x,t (Qr(P0)) ÓÖ ×ÓÑ

α > 0
u

C2+α,1+α
2 (Qr(P0))

≤ uC0(Qr(P0)) + C4

ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÖ P0 ∈ R× I ÛØ t0 ÐÖ ÒÓÙº

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½

Á |u− px− λt| ≤ C ¸ ØÒ Aεu = f(x, u) + εM [u] × ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÙÒ
ÓÒ R× I¸ 
Ù× M × ÞÖÓ ÓÖ 
ÓÒ×ØÒØ× Ò ÐÒÖ ÙÒ
ØÓÒ×º ÅÓÖÓÚÖ¸
u ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿ºµ ´ÛØÓÙØ Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒµ ÓÖ ´¿ºµ¸ ØÒ u+ n ×
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Ð×Ó  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿ºµ ÓÖ ´¿ºµ ÓÖ n ∈ Zº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ÓÖ ÐÐ n ∈ Z¸
Ò ØÒ r′ = 2r + Λ¸ Û Ø

u− n
C2+β,1+

β
2 (Qr(P0))

≤ C ′
β,r(C1+

u− nL∞([x0−2r′−1,x0+2r′+1]×[t0−4r′2−1,t0+1])).

Ï ÒÓØ K1 = [x0 − 2r′ − 1, x0 + 2r′ + 1] × [t0 − 4r′2 − 1, t0 + 1] Ò Ø

n = ⌊ 1

|K1|



K1

u⌋ ÛÖ ⌊·⌋ × Ø ÓÓÖ ÙÒ
ØÓÒº Ì ÓÙÒ ÓÒ u − px− λt

ÑÔÐ× ØØ

|u− n| ≤ 1 + p(4r′ + 2) + |λ|(4r′2 + 2) = C2

ÓÒ [x0 − 2r′ − 1, x0 + 2r′ + 1]× [t0 − 4r′2 − 1, t0 + 1].

ÌÒ ÓÖ  Ü r¸ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C3 ´ÔÓ××ÐÝ ÔÒÒ ÓÒ C¸ r¸
β Ò Λµ ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ P0 ÛØ t0 ÐÖ ÒÓÙ¸ ØÖ Ü×Ø× n ∈ Z ×Ù

ØØ

u− n
C2+β,1+

β
2 (Qr(P0))

≤ C3.

ÙØ Û 
Ò ÖÑÖ ØØ

u− n
C2+β,1+

β
2 (Qr(P0))

= u− nC0(Qr(P0))

+



u
C2+β,1+

β
2 (Qr(P0))

− uC0(Qr(P0))




Ù× Ø C1¸ C2 ×ÑÒÓÖÑ× ÓÖ Ø ÀÐÖ Ö
Ø× Ó (u − n) Ó ÒÓØ
ÔÒ ÓÒ nº ×  Ö×ÙÐØ¸ Û Ú ØØ

u
C2+β,1+

β
2 (Qr(P0))

≤ uC0(Qr(P0)) +C4

ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÖ P0 ∈ R× I ÛØ t0 ÐÖ ÒÓÙ ´Ò ÛØ C4 = 2C3µº
ÏÒ ε = 0¸ Û 
Ò Ø r′ = 2r + 1 Ò C4 Ó× ÒÓØ ÔÒ ÓÒ Λ ÒÝ

ÑÓÖº

ÓÖÓÐÐÖÝ ¿º½º ÊÙÐÖØÝ Ó Ø ØÑ ÖÚØÚ Ó u
ÁÒ Ø 
× ε = 0¸ 
ÓÒ×Ö u  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿ºµ Ò ×ÙÔÔÓ× f × Ó 
Ð××

C1 ÓÒ Ø ÖÒ Ó uº ÌÒ ut × ÓÙÒ Ò C2+α,1+α
2 (K) ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø×

K Ò ÓÖ ×ÓÑ α > 0¸ Ò Ø ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÕÙØÓÒ

(ut)t = (ut)xx + f ′
u(x, u)ut. ´¿º½¼µ

ÈÖÓÓ Ó ÓÖÓÐÐÖÝ ¿º½

ÌÒ Ø ÖÚØÚ Ó ÕÙØÓÒ ´¿ºµ Ú× ØØ ut ×Ø×× ´¿º½¼µ Ò
Ø ×ØÙØÓÒ ×Ò×º
ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½ Ú× Ù× ØØ ut × ÓÙÒ Ò Cα,α

2 (K) ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø× K
Ò × u × ÖÙÐÖ ÒÓÙ¸ f ′

u(x, u) × ÄÔ×
ØÞ Ò (x, t)º ÌÒ Ý ÈÖÓÔÓ¹
×ØÓÒ ¿º½½¸ ut × ÓÙÒ Ò C2+α,1+α

2 (K) ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø× K¸ Ò ×

ÓÒ×ÕÙÒ
 Ø ×  ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½¼µº
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¿º ÒÐÝ×× Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ ÛØ  ÒÓÒÐÓ
Ð
ØÖÑ

ÇÙÖ ×ØÖØÝ ØÓ ÔÖÓÚ ÌÓÖÑ ¿º½ × ØÓ ×ÓÐÚ Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ Ò
Ô×× ØÓ Ø ÐÑØ × Ø ØÑ ÚÖÐ Ó× ØÓ ÒÒØÝº Ï Ó ÒÓØ ÒÓÛ ÓÛ
ØÓ Ó Ø Ö
ØÐÝº ÁÒ ÓÖÖ ØÓ Ø ÒÓÙ 
ÓÒØÖÓÐ ÓÒ Ø ×ÓÐÙØÓÒ¸ Û ÒØÖÓÙ

Ø ÓÐÐÓÛÒ ÔÔÖÓ
 ÔÖÓÐÑ ÓÖ ×ÓÑ ε > 0

ut = Δu+ f(u, x) + εM [u(·, t)] ´¿º½½µ

ÛÖ ÓÖ ÒÝ ÚÒ p > 0 ÛØ p−1 ∈ N¸ Ø ÒÓÒÐÓ
Ð ÓÔÖØÓÖ M = Mp

ÔÒ× ÓÒ p Ò × Ò Ý

M [v](x) = Mp[v](x) =



R

Jp(y)(v(x + y)− v(x))dy,

ÛØ Jp  ×ÑÓÓØ ÒÓÒÒØÚ ×ÝÑÑØÖ
 ÙÒ
ØÓÒ ×Ø×ÝÒ











Jp(x) = 0 ÓÖ |x| > 1

p

Jp(x) >
1

2
ÓÖ |x| < 1

2p
.

´¿º½¾µ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º ´ÓÒØÖÓÐ Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑµ

ÄØ u  Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µ ÓÖ ε > 0¸ ÛØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ

u(x, 0) = px ´¿º½¿µ

ÛÖ p > 0 ÛØ p−1 ∈ Nº ÌÒ u ×Ø×× ´¿º¿µ ÔÖØ× (i) Ò (ii) ÓÒ R×R+

ÓÖ ×ÓÑ 
ÓÒ×ØÒØ× Cε Ò λεº

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½

ËØÔ ¼  ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ÖÖÖ×

ÄØ Ù× 
ÓÒ×Ö Ø ÙÒ
ØÓÒ×

u±(x, t) = px± Ct ÛØ C = ||f ||∞.


Ù× Ø ÓÔÖØÓÖ M ÚÒ×× ÓÒ Ò ÙÒ
ØÓÒ×¸ Û Ù
 ØØ u+

´Ö×Ôº u−µ ×  Ú×
Ó×ØÝ ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ ´Ö×Ôº ×Ù×ÓÐÙØÓÒµ Ó ´¿º½½µ ÛØ ÒØÐ

ÓÒØÓÒ ´¿º½¿µº ÖÓÑ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¸ Û Ù
 ØØ ØÖ Ü×Ø×  Ú×
Ó×ØÝ
×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´¿º½½µ¸ ´¿º½¿µ ×Ø×ÝÒ

u− ≤ u ≤ u+. ´¿º½µ

Ì× ÑÒ× ØØ (u)∗ ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ò (u)∗ ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒº Ì 
ÓÑ¹
ÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºµ ÑÔÐ× ØØ (u)∗ ≤ (u)∗ Û
 ×ÓÛ× ØØ
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Ø ×ÓÐÙØÓÒ u × 
ÓÒØÒÙÓÙ× ´Ò × ÙÒÕÙµº

ËØÔ ½  ÈÖÓÓ Ó (ii) ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µ¸ ´¿º½¿µ
ÄØ

ũ(x, t) = u



x+
1

p
, t



− 1.

× p−1 ∈ N¸ ũ ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µ¸ 
Ù× Ø× ÕÙØÓÒ × ÒÚÖ¹
ÒØ Ý ØÓÒ Ó ÒØÖ× Ò Ý ÒØÖ ØÖÒ×ÐØÓÒ× Ò ×Ô
º ÅÓÖÓÚÖ¸
ũ(x, 0) = px = u(x, 0)º Ý Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºµ¸ ũ = u
Ò ØÒ u ×Ø×× (ii)º
× u0(x+1) > u0(x) Ò u Ò u(·+1, ·) Ö ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ×Ñ ÕÙØÓÒ¸
Ý Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ u(x+ 1, t) ≥ u(x, t)º

ËØÔ ¾  ÓÒØÖÓÐ Ó Ø ×Ô
 Ó×
ÐÐØÓÒ× ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µ¸
´¿º½¿µ

Ì ÓÐ Ó Ø× ×ØÔ × ØÓ ×ÓÛ ØØ ØÖ Ü×Ø× C ′
ε > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ

t > 0¸ ÓÖ ÐÐ x ∈ R¸ y ∈ R¸ Û Ú

|u(x+ y, t)− u(x, t)− py| ≤ C ′
ε. ´¿º½µ

ËÙ×ØÔ ¾º½  ÁÒÕÙØÓÒ× ÓÒ Ø ÜØÖÑ Ó v
Ï Ò v(x, t) = u(x, t)− pxº ËÓ v ×Ø××



vt = Δv + f(x, v + px) + εM [v(·, t)]
v(x, 0) = 0.

× u ×  
ÓÒØÒÙÓÙ× Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µ¸ Ý ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½¸ u ×
ÖÙÐÖ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µ¸ Ø× ÕÙØÓÒ ÓÒ v × ×Ø Ò Ø ×Ò× Ó ×ØÖÓÒ
×ÓÐÙØÓÒ×º ÆÓØ
 ØØ ´¿º½µ ÑÔÐ× |v| ≤ Ctº Ï ØÒ Ò

m(t) = sup
x∈R

v(x, t)

m(t) = inf
x∈R

v(x, t)

σ(t) = m(t)−m(t).

Ì ÄÔ×
ØÞ ÖÙÐÖØÝ Ó v Ð×Ó ÙÖÒØ ØØ m Ò m Ö Ø Ð×Ø ÐÓ
ÐÐÝ
ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙÓÙ×º Í×Ò ´¿º¿µ¸(ii)¸ Û 
Ò ÖÑÖ ØØ

v



x+
1

p
, t



= u



x+
1

p
, t



− px− 1 = u(x, t) + 1− px− 1 = v(x, t)

×Ó v ×
1

p
¹ÔÖÓ
 Ò x ×Ó Ø  ÚÒ ØÑ t ÓØ ÜØÖÑ Ö Ö
 ÓÖ

ÒØ ÚÐÙ× Ó x¸ Ò Û 
Ò ×ÙÔÔÓ×

m(t) = v(Yt, t)
m(t) = v(yt, t)
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ÛØ |Yt|, |yt| ≤
1

2p
º Ï Ó ÒÓØ ÒÓÛ  m Ò m Ö ÖÒØÐ¸ ÙØ Û

ÛÐÐ ÛÖØ

m′ = lim sup
h→0, h =0

m(t+ h)−m(t)

h

Ò

m′ = lim inf
h→0, h =0

m(t+ h)−m(t)

h
.

Ï ÛÐÐ ÔÖØ
ÙÐÖÐÝ ×ØÙÝ m′¸ Ø Ö×ÓÒÒ × Ø ×Ñ ÓÖ m′º
Ø  ÚÒ ØÑ t¸ Û ÒÓØ Yt Ø ×Ø Ó ÑÜÑÞÖ× Ó v Ø ØÑ t Ò Ø

ÒØÖÚÐ



− 1

2p
,
1

2p



º ÆÓÛ ÓÖ ÐÐ h = 0¸ Û 
ÓÒ×Ö  ÔÓÒØ Yt+h ∈ Yt+hº


ÓÑÔ
ØÒ×× ÖÙÑÒØ ×ÓÛ× ØØ ÒÝ ×Ù×ÕÙÒ
 Ó (Yt+h) ÛØ h→ 0 ×
 
ÓÒÚÖÒ ×Ù×ÕÙÒ
º Ï 
ÓÒ×Ö  ×ÕÙÒ
 hn → 0 ×Ù
 ØØ Yt+hn


ÓÒÚÖ× Ò Û 
ÐÐ Y Ø ÐÑØº × v × 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ Y ×  ÑÜÑÞÖ Ó v
Ø ØÑ t¸ ºº Y ∈ Ytº

ÌÒ ÓÖ ÐÐ n¸ × Y ×  ÑÜÑÞÖ Ø ØÑ t¸

v(Yt+hn , t+ hn)− v(Y, t) ≤ v(Yt+hn , t+ hn)− v(Yt+hn , t). ´¿º½µ

ÙØ Û Ú

lim sup
h∈(hn)

v(Yt+h, t+ h)− v(Yt+h, t)

h
≤ Δv(Y, t)+f(v(Y, t)−pY )+εM [v(·, t)](Y ).

´¿º½µ
Ï ÒÓØ ØØ 
Ù× Y ×  ÑÜÑÞÖ Ò v ∈ C2,1(R×(0,+∞))¸ Δv(Y, t) ≤
0º ÓÑÒÒ ´¿º½µ Ò ´¿º½µ¸ Û Ø

lim sup
h∈(hn)

m(t+ h)−m(t)

h
≤ f(v(Y, t)− pY ) + εM [v(·, t)](Y ).

× Ø× × ØÖÙ ÓÖ ÐÐ 
ÓÒÚÖÒ ×Ù×ÕÙÒ
 (hn) Ò ÓÖ ÐÐ 

ÙÑÙÐØÓÒ
ÚÐÙ Y ¸ Û Ø ØØ

lim sup
h→0, h =0

m(t+ h)−m(t)

h
≤ max

Y ∈Yt

(f(v(Y, t)− pY ) + εM [v(·, t)](Y )) .

ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ ØÖ Ü×Ø× Yt ∈ Yt ×Ù
 ØØ

m′(t) ≤ f(v(Yt, t)− pYt) + εM [v(·, t)](Yt). ´¿º½µ

ËÑÐÖÐÝ̧ Û 
Ò ×ÓÛ ØØ ØÖ Ü×Ø× yt ∈ Y ′
t ´ÛÖ Y ′

t × Ø ×Ø Ó
ÑÒÑÞÖ× Ó vµ ×Ù
 ØØ

m′(t) ≥ f(v(yt, t)− pyt) + εM [v(·, t)](yt). ´¿º½µ

ËÙ×ØÔ ¾º¾  ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó Ò ÒÕÙØÓÒ ÓÒ Ø Ó×
ÐÐØÓÒ Ò


ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ
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Ï 
Ò Ø Ø ÖÒ
 Ó Ø ÒÕÙÐØ× ´¿º½µ Ò ´¿º½µ¸ Ò  Û
ÒÓØ

σ′ = lim sup
h→0

σ(t+ h)− σ(t)

h
,

Û Ø

σ′ ≤ f(v(Yt, t) + pYt, Yt)− f(v(yt, t) + pyt, yt)

+ε



R

J(z) (v(Yt + z, t)− v(Yt, t)− v(yt + z, t) + v(yt, t)) dz.

Ï Ò ct =
Yt + yt

2
¸ δt =

Yt − yt

2
¸ z′ = z + δt Ò z′′ = z − δtº Ï ÒÓØ

ØØ Yt + z = ct + δt + z = ct + z′ Ò yt + z = ct − δt + z = ct + z′′º ÌÒ
Û Ú

σ′ ≤ 2 f∞ +ε



R

J(z′ − δt)


v(ct + z′, t)− v(Yt, t)


dz′

+ε



R

J(z′′ + δt)


v(yt, t)− v(ct + z′′, t)


dz′′.

Ý Ø 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó Yt Ò yt¸ Û Ú

v(ct + z′, t)− v(Yt, t) ≤ 0

Ò
v(yt, t)− v(ct + z′′, t) ≤ 0.

Á Û ÖÔÐ
 Ø ×ÐÒØ ÚÖÐ× z′ Ò z′′ Ý Ø ×Ñ z¸ Û Ú

σ′ ≤ 2 f∞
+ε



R

inf(J(z − δt), J(z + δt)) (v(yt, t)− v(ct + z, t) + v(ct + z, t)− v(Yt, t)) dz

≤ 2 f∞ + ε



R

inf(J(z − δt), J(z + δt))(−σ(t))dz
≤ 2 f∞ − εσK,

ÛÖ K =



R

inf(J(z + δt), J(z − δt))dzº ÆÓØ ØØ ÛØ Ø ÔÖÓ
ØÝ Ó

v Û 
Ò Ò×ÙÖ ØØ
−1

2p
≤ δt ≤

1

2p
¸ ×Ó K × ÔÓ×ØÚ ÓÖ J = Jp × Ò

Ò ´¿º½¾µ ´Ù×Ò Ø 
ÓÒØÒÙØÝ Ó Jpµº
ËÓ ÒÐÐÝ

σ ≤ 2 f∞
εK

,

Û
 ÑÔÐ× ´¿º½µ Ò ØÒ 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó Ø× ×
ÓÒ ×ØÔº

ËØÔ ¿  ÓÒØÖÓÐ Ó Ø ×Ô
¹ØÑ Ó×
ÐÐØÓÒ× (i)
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Ì ÓÐ Ó Ø× ×ØÔ × ØÓ ×ÓÛ ØØ u ×Ø×× ÔÖØ (i) Ó ´¿º¿µ ÛØ

ÓÒ×ØÒØ× Cε Ò λε ÔÓ××ÐÝ ÔÒÒØ Ó εº

ÓÖ T > 0¸Û Ò

λ+(T ) = sup
t≥0

u(0, t+ T )− u(0, t)

T

Ò

λ−(T ) = inf
t≥0

u(0, t+ T )− u(0, t)

T
.

ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ¸ Û ×ØÐÐ Ù× Ø ÒÓØØÓÒ v(x, t) = u(x, t)− pxºÅ
ËÙ×ØÔ ¿º½  ÓÙÒ× ÓÒ λ+(T ) Ò λ−(T )

Ï Ö×Ø ÔÖÓÚ ØØ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C1 ÒÔÒÒØ ÓÒ T ≥ 1 ×Ù

ØØ

−C1 ≤ λ−(T ) ≤ λ+(T ) ≤ C1. ´¿º¾¼µ

ÁØ × 
ÐÖ ØØ ÓÖ ÐÐ T ¸ λ+(T ) ≥ λ−(T )º
Ü  ØÑ t0 ≥ 0º Ï ÒÓÛ ØØ v(·, t0) ∈ C0(R) ∩ L∞(R) Ò v(·, t0)

× ÔÖÓ
º ÌÒ ØÖ Ü×Ø× k ∈ Z ×Ù
 ØØ min v(·, t0) ∈ [k, k + 1[º Ý
Ø Ó×
ÐÐØÓÒ ×ØÑØ ´¿º½µ¸ Ø ÓÐÐÓÛ× ØØ max v(·, t0) ≤ (k + 1) + C ′

εº
ÕÙÚÐÒØÐÝ̧ 0 ≤ v(·, t0)− k ≤ C ′

ε + 1º
ÆÓÛ Ò Ø ÙÒ
ØÓÒ×

v′ : τ → C ′
ε + 1 + τf∞

Ò
u′(τ) = v′(x, τ) + px.

Ï ØÒ Ú

u′t ≥ Δu′ + f(x, u′) + εM [u′].

Ì× ÑÔÐ× ØØ u′ ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µº Ï Ð×Ó Ú ØØ
(x, τ) → u(x, t0+τ)−2k ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µ¸ ×Ò
 Ø ÕÙØÓÒ × ÒÚÖÒØ
Ý ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ Ò ØÓÒ Ó ÒØÖ×º Ø ØÑ τ = 0¸ Û Ú

u′(x, 0) = C ′
ε + 1 + px ≥ u(x, t0)− k.

ÖÓÑ Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºµ¸ Ø ÓÐÐÓÛ× ØØ ÓÖ ÐÐ τ ≥ 0¸

u′(x, τ) ≥ u(x, t0 + τ)− k.

ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÓÖ τ = T ¸ Û Ú

C ′
ε + 1 + Tf∞ + px ≥ u(x, t0 + T )− k.

ÓÑÒ ÛØ Ø 
Ø ØØ u(0, t0)− k ≥ 0¸ Ø× ÑÔÐ× ØØ

u(0, t0 + T )− u(0, t0)

T
≤ C ′

ε + 1

T
+ f∞.
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Ì× ÒÕÙÐØÝ ÖÑÒ× ÚÐ ÓÖ ÐÐ t0 ≥ 0¸ ×Ó¸ ÓÖ T ≥ 1¸

λ+(T ) ≤ C ′
ε + 1 + f∞ = C1. ´¿º¾½µ

ËÑÐÖÐÝ̧ Û 
Ò ÖÚ Ø ÐÓÛÖ ÓÙÒ ´¿º¾¼µ ÓÖ λ−(T ) ÛÒ T ≥ 1º

ËÙ×ØÔ ¿º¾  ÍÔÔÖ ÓÙÒ ÓÒ λ+(T )− λ−(T )
ÓÒ×Ö  ÔÓ×ØÚ ÖÐ ÒÙÑÖ T > 0º
Ï ÛÐÐ Ö×Ø ×ØÙÝ Ø 
× ÛÖ ÓØ Ø ÒÑÙÑ λ−(T ) Ò Ø

×ÙÔÖÑÙÑ λ+(T ) Ö Ö
 Ò [0,+∞[¸ Û
 ÑÒ× ØØ ØÖ Ü×Ø×
t1 ≥ 0 Ò t2 ≥ 0 ×Ù
 ØØ

λ+(T ) =
u(0, t1 + T )− u(0, t1)

T

λ−(T ) =
u(0, t2 + T )− u(0, t2)

T
.

ÓÒ×Ö Ø ÙÒ
ØÓÒ

u′(x, t) = u(x, t+ t2 − t1) +K

ÛØ K = ⌊u(0, t1)− u(0, t2) + 2C ′
ε⌋ + 1¸ ÛÖ Ø ÙÒ
ØÓÒ ⌊·⌋ × Ø ÓÓÖ

ÙÒ
ØÓÒº ÌÒ u Ò u′ Ö ÓØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´¿º½½µº ÆÓÛ ÓÖ t = t1¸

u′(x, t1) = u(x, t2) + ([u(0, t1)− u(0, t2) + 2C ′
ε] + 1) ≥ u(x, t1)

ÛÖ Û Ú Ù× Ø ×ØÑØ ÓÒ ×Ô
 Ó×
ÐÐØÓÒ× ´¿º½µº
ÌÒ¸ Ý Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÓÖ ÐÐ t ≥ t1¸

u′(x, t) ≥ u(x, t).

ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÓÖ t = t1 + T ¸ Û Ú

u(x, t2 + T )− u(0, t2) + 1 + 2C ′
ε ≥ u(x, t1 + T )− u(0, t1),

×Ó¸ ØÒ x = 0¸ Û Ø

λ−(T ) +
1 + 2C ′

ε

T
≥ λ+(T ),

Û
 Û 
Ò ÖÛÖØ

0 ≤ λ+(T )− λ−(T ) ≤ 1 + 2C ′
ε

T
. ´¿º¾¾µ

ÚÒ  Ø ÒÑÙÑ ÓÖ Ø ×ÙÔÖÑÙÑ × ÒÓØ Ö
¸ Û Ú ØØ¸ ÓÖ
η > 0¸ ØÖ Ü×Ø× t1 ≥ 0 Ò t2 ≥ 0 ×Ù
 ØØ

λ+(T ) <
u(0, t1 + T )− u(0, t1)

T
+ η
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λ−(T ) >
u(0, t2 + T )− u(0, t2)

T
− η.

Ì ×Ñ ÐÒ Ó Ö×ÓÒÒ ØÒ Ð× ØÓ

u(x, t2 + T )− u(0, t2) + 1 + 2C ′
ε ≥ u(x, t1 + T )− u(0, t1)

×Ó

λ−(T ) + η +
1 + 2C ′

ε

T
≥ λ+(T )− η.

× Ø× × ØÖÙ ÓÖ ÐÐ η > 0¸ ´¿º¾¾µ ×ØÐÐ ÓÐ× Ò ØØ 
×º

ËÙ×ØÔ ¿º¿  ÚÐÙØÓÒ Ó Ø ÚÖØÓÒ× Ó λ+ Ò λ−

ÆÓÛ¸ ÐØ s ∈ N \ {0} Ò ÒØÖº
Ï Ö×Ø ××ÙÑ ØØ ØÖ Ü×Ø× t1 ≥ 0 ×Ù
 ØØ

λ+(pT ) =
u(0, t1 + pT )− u(0, t1)

pT
.

ÁØ × 
ÐÖ ØØ

sTλ+(sT ) = u(0, t1 + sT )− u(0, t1) ≤ sTλ+(T ),

×Ó
λ+(sT ) ≤ λ+(T ).

Á Ø ×ÙÔÖÑÙÑ λ+(sT ) × ÒÓØ Ö
¸ ØÒ ÓÖ ÐÐ η > 0 ØÖ Ü×Ø×
ØÑ tη ×Ù
 ØØ

sTλ+(sT )− η ≤ u(0, tη + sT )− u(0, tη).

× ÓÚ¸
u(0, tη + sT )− u(0, tη) ≤ sTλ+(T ),

×Ó Û Ú¸ ÓÖ ÐÐ η > 0¸

sTλ+(sT )− η ≤ sTλ+(T ),

Û
 ÑÔÐ× Ò ØØ λ+(sT ) ≤ λ+(T )º ËÑÐÖÐÝ̧ Ø 
Ò  ÔÖÓÚ ØØ
λ−(sT ) ≥ λ−(T )º

ÆÓÛ Ø T1 > 0 Ò T2 > 0 Ò ××ÙÑ ØØ sT1 = rT2¸ ÛØ s ∈ N\{0}
Ò r ∈ N \ {0}º Í×Ò Ø ÔÖ
Ò 
ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ×¸ Û Ú Ø ÓÐÐÓÛÒ
ÒÕÙÐØ×

λ+(T1) ≥ λ+(sT1) = λ+(rT2) ≥ λ−(rT2) ≥ λ−(T2) ≥ λ+(T2)−
1 + 2C ′

ε

T2

×Ó

λ+(T2)− λ+(T1) ≤
1 + 2C ′

ε

T1
.
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Ü
ÒÒ Ø Ò
× 1 Ò 2¸ Û × ØØ Ø× ÑÔÐ×



λ+(T1)− λ+(T2)


 ≤ (1 + 2C ′
ε)max



1

T1
,
1

T2



´¿º¾¿µ

ÓÖ ÐÐ T1, T2 > 0 ×Ù
 ØØ
T1
T2
∈ Qº

Ì ×ÓÐÙØÓÒ u Ò Ò C2,1(R × (0,+∞))¸ Ø ÙÒ
ØÓÒ u(0, ·) × ÙÒ¹
ÓÖÑÐÝ 
ÓÒØÒÙÓÙ×  ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
 Ø ÙÒ
ØÓÒ λ+ × 
ÓÒØÒÙÓÙ× Ò T ¸
Û
 ÑÔÐ× ØØ Ø ÒÕÙÐØ× ÓÚ ÖÑÒ ØÖÙ ÓÖ ÒÝ T1, T2 > 0º

Í×Ò Ø ×Ñ ÑØÓ Û ÖÚ Ø ×Ñ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ λ−  ÓÖ ÐÐ
T1, T2 > 0¸



λ−(T1)− λ−(T2)


 ≤ (1 + 2C ′
ε)max



1

T1
,
1

T2



. ´¿º¾µ

ËÙ×ØÔ ¿º  ÄÑØ Ó λ+ Ò λ− Ò Ò Ó Ø ÔÖÓÓ

ÌÒ¸  (Tn)n∈N × Ò Ò
Ö×Ò ×ÕÙÒ
 ÛØ ÐÑØ +∞¸ ÓØ ×ÕÙÒ
×
λ+(Tn) Ò λ−(Tn) Ö Ù
Ý ×ÕÙÒ
× Ò ØÒ 
ÓÒÚÖº × Ø× × ØÖÙ
ÓÖ ÒÝ ×ÕÙÒ
 (Tn) ÛØ ÐÑØ +∞¸ ÓØ λ+(T ) Ò λ−(T ) Ú  ÐÑØ
ÓÖ T → ∞º ÙÖØÖÑÓÖ¸ Ø ÒÕÙÐØÝ ´¿º¾¾µ ×ÓÛ× Ø× ØÛÓ ÐÑØ× Ö
ÕÙÐº Ò

λ = lim
T→∞

λ+(T ) = lim
T→∞

λ−(T ).

Ï 
ÓÒ×Ö ÒÕÙÐØ× ´¿º¾¿µ Ò ´¿º¾µ Ò Ø Ø ÐÑØ T2 → ∞ ØÓ
Ù
 Ø ÓÐÐÓÛÒ ÒÕÙÐØ×¸ ÓÖ T > 0



λ+(T )− λ


 ≤ 1 + 2C ′
ε

T

Ò


λ−(T )− λ


 ≤ 1 + 2C ′
ε

T
.

ÆÓÛ¸ ÓÖ ÐÐ T > 0¸ Û Ù


λT − (1 + 2C ′
ε) ≤ u(0, T )− u(0, 0) ≤ λT + (1 + 2C ′

ε).

ÓÑÒÒ Ø× ÛØ ´¿º½µ¸ Û 
Ò ÛÖØ

λT − (1 + 3C ′
ε) ≤ u(x, T )− u(0, 0) ≤ λT + (1 + 3C ′

ε).

× Û Ú ØÒ u(0, 0) = 0¸ ÒÓØÒ C ′ = 1 + 3C ′
ε¸ Û Ú ØÒ ÔÖÓÚ

ØØ¸ ÓÖ ÐÐ t ≥ 0

|u(x, t)− px− λt| ≤ C ′. ´¿º¾µ

Ì× ÔÖÓÚ× Ø× ØÖ ×ØÔ Ò Ò×× Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º
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¿º ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÔÔÖÓ

ÔÖÓÐÑ

Ï 
Ò ×ÓÛ ØØ ÛÒ ØÖ Ü×Ø×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ
´¿º½½µ¸´¿º½¿µ ÛØ Ø× ÔÖÓÔÖØ×¸ Û 
Ò 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø  ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ ×Ø×¹
ÝÒ ´¿º¿µ Ò ´¿ºµ  λε = 0º Ì× ÑÔÐ
ØÓÒ ÖÑÒ× ØÖÙ ÛÒ ε = 0¸
ºº ÓÖ Ø ÕÙØÓÒ ´¿º½µº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½ ´Ü×ØÒ
 Ó  ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ Ò ÙÒÓÖÑ ÓÙÒ×µº

Ï 
ÓÒ×Ö  ÚÒ p > 0 ÛØ p−1 ∈ N Ò ε ≥ 0º Ï ×ÙÔÔÓ× ØØ ØÖ
Ü×Ø×  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ ´¿º½½µ¸´¿º½¿µ ´ÓÖ ´¿º½µ¸´¿º½¿µ Ò
Ø 
× ε = 0µ ×Ø×ÝÒ ´¿º¿µ¸ (i)¸ (ii)¸ (iv)º
ÌÒ ØÖ Ü×Ø×  ÙÒÕÙ λε ∈ R ×Ù
 ØØ ØÖ Ü×Ø×  ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ ÓÖ
ÕÙØÓÒ ´¿º½½µ ÓÒ R× R ×Ø×ÝÒ ´¿º¿µ Ò ´¿ºµº
ÅÓÖÓÚÖ¸ Ø 
ÓÒ×ØÒØ× λε ÖÑÒ ÓÙÒ ÙÒÓÖÑÐÝ Ò ε ≥ 0 Ò p¸ Ò
ØÖ Ü×Ø× C ÒÔÒÒØ ÓÒ ε ×Ù
 ØØ Ø ×ØÑØ ´¿º¿µ (i) ÓÐ× ÓÖ
ÐÐ ε ≥ 0º Ì× Ö×ÙÐØ ÖÑÒ ØÖÙ ÛÒ ε = 0 ´Ò Û
 
× u ×  ÐÓÐ
×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µµ Ò Ò Ø× 
× Ø 
ÓÒ×ØÒØ C × Ð×Ó ÒÔÒÒØ ÓÒ pº

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½

Ì ÓÐÐÓÛÒ ÔÖÓÓ ×ØÒ× ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ÓØ ´¿º½µ Ò ´¿º½½µº
ÌÖÓÖ¸ ÛÒ Û Ù× Ø ÒÓØØÓÒ× λε ÓÖ uε¸ Ø Ö×ÙÐØ× ×ØØ ÖÑÒ
ØÖÙ ÛÒ ε = 0º

ËØÔ ½  ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó  ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½½µ ×ØÝÒ ´¿º¿µ¸
(i)¸ (ii) Ò (iv)

Ý Ø ÖÙÐÖØÝ Ö×ÙÐØ ÖÓÑ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½¸ Û Ú ØØ u × ÓÙÒ

Ò C
2+α,1+α

2
x,t (Qr(P )) ÓÖ  
ÓÑÔ
Ø 
ÝÐÒÖ Qr(P )¸ Ò ÓÖ ×ÓÑ α > 0¸ Ò

Ø ÓÙÒ ÓÒÐÝ ÔÒ× ÓÒ Ø C0 ÒÓÖÑ Ó u Ò ÓÒ rº ÅÓÖÓÚÖ¸ u 
Ò
ÜØÒ ØÓ  ÙÒ
ØÓÒ ÓÒ R× R Û
 ×ØÐÐ ×Ø×× Ø 
ÓÒØÖÓÐ ÔÖÓÔÖØÝ

|u(x, t)− px− λεt| ≤ Cε

Ò Ø ×Ñ ÔÖÓÔÖØÝ Ó ÓÙÒ× ÓÒ Ø ÀÐÖ ÒÓÖÑ× ÓÒ 
ÓÑÔ
Ø×¸ Ø
ÓÙÒ× Ò ÙÒÓÖÑ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø ×Ô Ó Ø 
ÓÑÔ
Ø ´Ø ÜØÒ¹
×ÓÒ 
Ò  ÖØÖÖÝ Ü
ÔØ ÓÖ Ø ÔÖ×ÖÚØÓÒ Ó Ø× ØÛÓ ÔÖÓÔÖØ×µº
Ï Ò

un(x, t) = u(x, t+ n)− ⌊λεn⌋.

Ï ÒÓØ ØØ ÓÖ ÐÐ n > 0¸

unC0(BR(0,0)) = uC0(BR(0,n)) − ⌊λεn⌋
≤ uC0(BR(0,0)) + λεn+ 2Cε − ⌊λεn⌋
≤ uC0(BR(0,0)) + 2Cε + 1.
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ÌÒ ÓÖ ÐÐ R > 0¸ Ø un Ú  ÙÒÓÖÑ ÓÙÒ Ò C
2+α,1+α

2
x,t (BR(0, 0)) ÓÖ

×ÓÑ α > 0¸ ×Ó ØÝ 
Ò  Ò
ÐÙ Ò  
ÓÑÔ
Ø ×Ù×Ø ÓC
2+β,1+β

2
x,t (BR(0, 0))

ÓÖ ×ÓÑ β < α¸ Ò Ý  ÑØÓ Ó ÓÒÐ ÜØÖ
ØÓÒ Û 
Ò 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø
ÙÒ
ØÓÒ u∞ Ò Ò Ò
Ö×Ò ÙÒ
ØÓÒ φ : N → N ×Ù
 ØØ¸ ÓÖ ÐÐ R > 0¸

u∞ ∈ C
2+α,1+α

2
x,t (BR(0, 0)) Ò uφ(n) → u∞ Ò C

2+β,1+β
2

x,t (BR(0, 0))º × Ø


ÓÒÚÖÒ
 × Ò C
2+β,1+β

2
x,t (BR(0, 0)) ÓÖ ÐÐ R > 0¸ u∞ ×Ø×× ´¿º½½µ ´ÓÖ

´¿º½µ ÛÒ ε = 0µ¸ Ò Ð×Ó (i)¸ (ii) Ò (iv)¸ Û
 
ÓÒÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó
Ø× Ö×Ø ×ØÔº ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ¸ Û ÛÐÐ ÒÓØ Ø× ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ uº

ËØÔ ¾  ÈÖÓÓ Ó ´¿ºµ¸ (v) ÓÖ Ø ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ ÛÒ λε = 0º
× ½  λε > 0

Ì× ÔÖÓÓ Ù×× Ø ×ÐÒ ÑØÓ ×
Ö Ò ℄º ÙÖ ¿º½ ÐÐÙ×ØÖØ×
Ø ÔÖÒ
ÔÐ Ó Ø ×ÐÒ ÑØÓ¸ Û
 × ØÓ 
ÓÑÔÖ u + 1 Ò ØÑ
ØÖÒ×ÐØÓÒ× Ó uº

������ ¿º½  ÁÐÐÙ×ØÖØÓÒ Ó Ø ×ÐÒ ÑØÓ  ÖÔ× Ó u(x, t) Ò
u(x, t) + 1 ÓÖ  Ü ÚÐÙ Ó xº

× λε > 0¸ Ý (i) Û ÒÓÛ ØØ ØÖ Ü×Ø× α0 > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ
α > α0¸ u(x, t + α) ≥ u(x + 1, t)º ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ Û ÛÐÐ ÒÓØ uα(x, t) =
u(x, t+ α)º Ï Ò

α∗ = inf {α0 ≥ 0 | ∀α ≥ α0, uα(x, t) ≥ u(x+ 1, t)} .
ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ uα∗

(x, t) ≥ u(x + 1, t) Ò ÓÖ ÐÐ δ > 0¸ ØÖ Ü×Ø× Pδ =
(xδ, tδ) ∈ R2 ×Ù
 ØØ uα∗

(xδ, tδ) < u(xδ + 1, tδ) + δ ´ Ø Û× ÒÓØ Ø 
×¸

Ù× u × ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ Û 
ÓÙÐ ÙÐ α∗′ < α∗ ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ
α ≥ α∗′¸ uα(x, t) ≥ u(x+ 1, t)µº ÀÖ Û ÛÐÐ ×ØÒÙ× ØÛÓ ×Ù
××
ËÙ
× ½  ÌÖ Ü×Ø× P0 ∈ R2 ×Ù
 ØØ Pδ → P0 ÙÔ ØÓ  ×Ù×¹

ÕÙÒ
º
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ÁÒ Ø× 
× Û Ú


uα∗ ≥ u(·+ 1, ·) ÓÒ R2

uα∗
= u(·+ 1, ·) Ø P0.

Ï ÛÖØ w = uα∗ − u(·+ 1, ·)º Ì ÙÒ
ØÓÒ w ×Ø××

wt = Δw + f(x, uα∗
)− f(x+ 1, u(x+ 1, t))

+M [uα∗
](x, t)−M [u(·+ 1, ·)](x, t)

= Δw +R(x, t)w

ÛÖ

R(x, t) =

f(x, u(x, t+ α∗))− f(x+ 1, u(x+ 1, t)) +M [uα∗
](x, t) −M [u(·+ 1, ·)](x, t)

u(x, t+ α∗)− u(x+ 1, t)
.

Ì ÙÒ
ØÓÒ 0 ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø× ÕÙØÓÒ¸ Ò Û ÒÓÛ ØØ w × ÒÓÒ
ÒØÚ Ò Ö
× Ø ÚÐÙ 0¸ ×Ó Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ w = 0
Ò u(x+ 1, t− α∗) = u(x, t)º
ËÙ
× ¾  |Pδ| → +∞ ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
º

Ï Ò vn(x, t) = u((x−⌊xδ⌋, t− tδ)−P 1
n
)º ÌÒ ÓÖ ÐÐ n ∈ N¸ ØÖ

Ü×Ø× xn ∈ [0, 1) ×Ù
 ØØ vα∗
n (xn, 0) < vn(xn+1, 0)+

1

n
¸ Ò vn ×  ×ÓÐÙØÓÒ

Ó ´¿º½µº × Ø vn Ö ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÙÒ Ò C2+γ,1+ γ
2 (BR(0, 0)) ÓÖ ÐÐ

R > 0¸ ÓÖ ×ÓÑ γ > 0¸ ×Ó Ý  ÔÖÓ
×× Ó ÓÒÐ ÜØÖ
ØÓÒ¸ ÓÒ ×ÓÛ× ØØ
ØÝ 
ÓÒÚÖ ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
 ØÓ  ÙÒ
ØÓÒ v ∈ C2+γ,1+ γ

2 (BR(0, 0)) ÓÖ

ÐÐ R¸ Ø 
ÓÒÚÖÒ
 Ò Ò C2+γ′,1+ γ′
2 (BR(0, 0)) ÓÖ ×ÓÑ γ′ < γº ÌÒ

v × Ð×Ó  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ¸ Ò  Û ÛÖØ w = vα∗ − v(· + 1, ·)¸ Ø ×Ñ
ÐÒ Ó Ö×ÓÒÒ × Ò ×Ù
× 1 ÔÔÐ×¸ w = 0 Ò v(x+1, t−α∗) = v(x, t)º

ÁÒ ÓØ 
×× ØÖ Ü×Ø×  ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ u ×Ù
 ØØ u(x+1, t−α∗) =

u(x, t)¸ ×Ó Ø ÓÒÐÝ ÖÑÒ× ØÓ ×ÓÛ ØØ α∗ =
p

λε
º ÓÖ ØØ¸ Û Ó×ÖÚ ØØ

Û Ò
Ø u(x+ 1, t− α∗) = u(x, t) Ò Ø ÓÙÒ× (i)¸ Û Ú ÓÖ ÐÐ k ∈ Z¸

|u(x+ k, t− kα∗)− p(x+ k)− λε(t− kα∗)| < C.

Ò (i) Ò Ù×Ò Ø ÒÕÙÐØÝ |a− b| ≤ ||a|+ |b|| Û Ø¸ ÓÖ ÐÐ k ∈ Z¸

|pk − λεα
∗k| = |k| |p− λεα

∗| < 2C.

Û
 × ÓÒÐÝ ÔÓ××Ð  α∗ =
p

λε
¸ Û
 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó Ø× ×ØÔº

× ¾  λε < 0
Ì ×Ñ ÐÒ Ó Ö×ÓÒÒ ÔÔÐ× ÛÒ λε > 0¸ Ø ÖÒ
 Ò ØØ

Ø ÕÙÒØØÝ α∗ × ÒØÚº
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ËØÔ ¿  ÅÓÒÓØÓÒ
ØÝ Ó Ø ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ ÛÒ λε = 0  ÔÖÓÓ Ó

(iii)
ÀÚÒ Ù× Ø ×ÐÒ ÑØÓ ØÓ ×ÓÛ Ø ×Ô
¹ØÑ ÔÖÓ
ØÝ ÔÖÓÔ¹

ÖØÝ̧ Û 
Ò Ù× Ø × ÛÐÐ ØÓ ×ÓÛ ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝº Ï ×ÙÔÔÓ× λε > 0º ×
ÓÚ¸ Û ÒÓØ uα(x, t) = u(x, t+ α) Ò Ø× ØÑ Û Ò

α∗ = inf {α0 ≥ 0 | ∀α ≥ α0, uα(x, t) ≥ u(x, t)} .

Ì× ÒØÓÒ × ÚÐ 
Ù× Ø ×Ø Û 
ÓÒ×Ö × ÒÓÒ ÑÔØÝ ´Ù ØÓ
ÔÖÓÔÖØÝ (i) Ò λε > 0µº Ï ÖÑÖ ØØ u × ÒÓÒ
Ö×Ò  Ò ÓÒÐÝ
 α∗ = 0º × ÓÚ¸ uα∗

(x, t) ≥ u(x, t) Ò ÓÖ ÐÐ δ > 0¸ ØÖ Ü×Ø×
Pδ = (xδ, tδ) ∈ R2 ×Ù
 ØØ uα∗

(xδ , tδ) < u(xδ + 1, tδ) + δ ´ Ø Û× ÒÓØ Ø

×¸ 
Ù× u × ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ Û 
ÓÙÐ ÙÐ α∗′ < α∗ ×Ù
 ØØ
ÓÖ ÐÐ α ≥ α∗′¸ uα(x, t) ≥ u(x, t)µº Ò Û Ú ØÛÓ 
××
× ½  ÌÖ Ü×Ø× P0 ∈ R2 ×Ù
 ØØ Pδ → P0 ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ


ÁÒ Ø× 
× Û Ú


uα∗ ≥ u ÓÒ R2

uα∗
= u Ø P0.

× u ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ¸ Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ uα∗
= uº × u


Ò ÒÓØ  ÔÖÓ
 Ò ØÑ ´Ù ØÓ (i) Ò λε > 0)¸ Ø× ÑÒ× ØØ α∗ = 0
Ò u × ÒÓÒ
Ö×Òº
× ¾  |Pδ | → +∞ ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ


Ï Ò vn(x, t) = u


(x− ⌊xδ⌋, t− tδ)− P 1
n



º ÌÒ ÓÖ ÐÐ n ∈ N¸

ØÖ Ü×Ø× xn ∈ [0, 1) ×Ù
 ØØ vα∗
n (xn, 0) < vn(xn + 1, 0) +

1

n
¸ Ò vn ×

 ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µº × Ø vn Ö ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÙÒ Ò C2+γ,1+ γ
2 (K) ÓÖ ÐÐ


ÓÑÔ
Ø K ⊂ R2¸ ÓÖ ×ÓÑ γ > 0¸ Ý  ÓÒÐ ÜØÖ
ØÓÒ ØÝ 
ÓÒÚÖ
ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
 ØÓ  ÙÒ
ØÓÒ v ∈ C2+γ,1+ γ

2 (K) ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø K¸

Ø 
ÓÒÚÖÒ
 Ò Ò C2+γ′,1+ γ′
2 (K) ÓÖ ×ÓÑ γ′ < γº ÌÒ v × Ð×Ó

×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ¸ ×Ó Ø ×Ñ Ö×ÓÒÒ × Ò 
× 1 ÔÔÐ× ØÓ v¸ ×Ó vα∗
= v¸

Û
 ÑÔÐ× ØØ α∗ = 0 Ò u × ÒÓÒ
Ö×Òº
ÁÒ ÓØ 
×× u × ÒÓÒ
Ö×Ò¸ Û
 
ÓÒ
ÐÙ× Ø× ×ØÔº

ËØÔ   Ü×ØÒ
 Ó  
ÓÒ×ØÒØ C ÒÔÒÒØ Ó ε
ÁÒ Ø× ×ØÔ Û ×ÓÛ Ø ÓÐÐÓÛÒ Ö×ÙÐØ×

Ì 
ÓÒ×ØÒØ λε ÖÑÒ× ÓÙÒ ÛÒ ε → 0º ÅÓÖÓÚÖ¸ ØÖ Ü×Ø×

ÓÒ×ØÒØ C > 0 ÒÔÒÒØ Ó ε ×Ù
 ØØ Ø ×ØÑØ ´¿º¿µ¸ (i)¸ ÓÐ× ÓÖ
ÐÐ εº

× Ò ËØÔ 2 Ó Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½ Û ÛÖØ v(x, t) = u(x, t)−px¸
Ò Ù× Ø ×Ñ ÒÓØØÓÒ σ ÓÖ Ø Ó×
ÐÐØÓÒº ÌÒ Û ÛÓÛ ØØ λε ×
×Ù
 ØØ ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ uc Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ¸

uc − px− λεt ≤ Cε.
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× px + f∞t Ò px − f∞t Ö Ö×Ô
ØÚÐÝ  ×ÙÔÖ¹ Ò ×Ù×ÓÐÙØÓÒ
Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ¸ Û Ú ØØ λε × Ò
××ÖÐÝ Ð××Ö ØÒ f∞
ÒÔÒÒØÐÝ Ó ε Ò pº

ÓÖ Ø Ü×ØÒ
 Ó  ÓÙÒ C ′ ÒÔÒÒØ ÓÒ ε¸ Û Ò

w(x) = sup
t∈R

(u(x, t)− λεt).

Ì ÖÐØÓÒ× u



x, t+
p

λε



= u(x+1, t) Ò u



x+
1

p
, t



= u(x, t)+1 ÛØ

p−1 ∈ N ÑÔÐÝ ØØ

u



x, t+
1

λε



= u(x, t) + 1,

×Ó¸ ÓÖ  Ü ÚÐÙ Ó x¸ u(x, t) − λεt ×  ÔÖÓ
 ÙÒ
ØÓÒ Ò t Ò Ø×

×ÙÔÖÑÙÑ × Ö
 ÓÖ ×ÓÑ t(x) ∈


0,
1

λ



º

ÅÓÖÓÚÖ¸ ÓÖ ÐÐ x ∈ R¸ Ø Ø ÔÓÒØ (x, t(x))¸ ut − λε = 0¸ ×Ó

λε = Δu+ f(x, u) + εM [u].

× w(x) × Ø ÑÜÑÙÑ Ó u(x, t) − λt¸ Û Ú

w(x) = u(x, t(x)) − λεt(x)

Ò
w(y) ≥ u(y, t(x))− λεt(x)

ÓÖ y Ò  ÒÓÙÖÓÓ Ó x¸ ×Ó

Δw(x) ≥ Δ(u(·, t(x)) − λεt(x))(x) = Δu(·, t(x))(x),

Ò
λε ≤ Δw + f(x, u) + εM [u].

Ï Ð×Ó ÒÓØ ØØ

w(x+ 1) = sup
t∈R

(u(x+ 1, t)− λεt)

= sup
t∈R



u



x, t+
p

λε



− λε



t+
p

λε



+ p = w(x) + p,

×Ó w̃ = w − px × 1¹ÔÖÓ
 Ò

Δw̃ = Δw ≥ λε + f(x, u) + εM [u].

Ï ÒÓÛ ØØ |λε| ≤ C¸ f ∈ L∞(R×R) Ò |εM [u]| ≤



R

J(z)dz



2ε f∞
K

¸

×Ó ØÖ Ü×Ø× C ′ > 0 ×Ù
 ØØ Δw̃ = w̃xx ≥ −C ′º ÏÒ ε = 0¸ Ø 
ÓÒ×ØÒØ
C ′ Ó× ÒÓØ ÔÒ ÓÒ pº
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ÙØ w̃ × 1¹ÔÖÓ
¸ ×Ó w̃(0) = w̃(1)  Ý ÊÓÐÐ³× ØÓÖÑ¸ ØÖ Ü×Ø×
x0 ∈ [0, 1] ×Ù
 ØØ w̃′(x0) = 0º ÙØ ØÒ¸ ÓÖ ÐÐ y ∈ R Û 
Ò ÛÖØ

y = k + x0 + r ÛØ k ∈ Z Ò 0 ≤ r < 1.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ w̃′(y) ≥ w̃′(x0 + k)−C ′ = −C ′ Ò ØÙ× ÓÖ ÐÐ z, z′ ∈ R¸
Û 
Ò ÛÖØ z′ = z + k + r¸ k ∈ Z¸ 0 ≤ r < 1¸ ×Ó

w̃(z′) ≥ w(z + k)− C ′,

Ò
w̃(z) = w̃(z + k + 1) ≥ w̃(z′)− C ′.

ÒÐÐÝ̧ Û 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ ØØ |w̃(z) − w̃(z′)| ≤ C ′º ÍÔ ØÓ Ø ØÓÒ Ó

ÒØÖ×¸ Û 
Ò ×ÙÔÔÓ× |u(0, 0)| ≤ 1º ÓÖ t ∈


0,
1

λε



¸

u(x, 0) ≤ u(x, t) ≤ u



x,
1

λε



= u(x+ p−1, 0) = u(x, 0) + 1,

×Ó
u(x, 0) − 1 ≤ u(x, t)− λεt ≤ u(x, 0) + 1.

ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÓÖ t = t(x)¸

u(x, 0) − 1 ≤ w(x) ≤ u(x, 0) + 1,

Û
 ÑÔÐ× ØØ¸ ÓÖ ÐÐ t ∈


0,
1

λε



¸

w(x)− 2 ≤ u(x, t)− λεt ≤ w(x),

Ò
w̃(x)− 2 ≤ u(x, t) − λεt− px ≤ w̃(x).

Ý Ø Ô×ÙÓ¹ÔÖÓ
ØÝ ÔÖÓÔÖØÝ Ó u¸ Ø× ÖÐØÓÒ ÓÐ× ÓÖ ÐÐ t ∈ Rº
ÆÓÛ Û Ó×ÖÚ ØØ w̃(0) − 2 ≤ u(0, 0) ≤ w̃(0) ×Ó −1 ≤ w̃(0) ≤ 3¸ Ò ÓÖ
ÐÐ (x, t) ∈ R2¸

u(x, t)− λεt− px ≥ w̃(x)− 2 ≥ w̃(0)− C ′ − 2 ≥ −C ′ − 3,

Ò
u(x, t)− λεt− px ≤ w̃(x) ≤ w̃(0) + C ′ ≤ C ′ + 3,

×Ó ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C ′′ ÒÔÒÒØ Ó ε ×Ù
 ØØ

|u(x, t) − λεt− px| ≤ C ′′.

ÚÒ Ø× 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ¸ Ø× 
ÓÒ×ØÒØ C ′′ ÑÝ ÔÒ ÓÒ p¸ Ú Ø ÙÒ
ØÓÒ
Jp Ò Ø 
ÓÒ×ØÒØ Kpº ÀÓÛÚÖ¸ Ò Ø 
× ε = 0¸ C ′′ Ó× ÒÓØ ÔÒ ÓÒ
pº
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Ì× ÓÙÖØ ×ØÔ 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½ Ò Ø 
×
λε = 0º

ËØÔ   Ü×ØÒ
 Ó  ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ ÛÒ λε = 0

ÁÒ Ø 
× λε = 0¸ Ø ÙÒ
ØÓÒ u− px × ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÙÒ Ò ØÑ¸ ×Ó
Û 
Ò Ò

v = sup
t∈R

(u(x, t)− px)

v = inf
t∈R

(u(x, t)− px).

× u − px × ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ ÓØ v Ò v Ö ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙÓÙ×º

Í×Ò Ø 
Ø ØØ u ×Ø×× (ii)¸ Û Ù
 ØØ v Ò v Ö



1

p



¹ÔÖÓ
º

Ï Ð×Ó ÖÑÖ ØØ 
Ù× u ×Ø×× ´¿º¿µ (iv)¸ v × ×Ù
 ØØ v(x+1)+p ≥
v(x)¸ Ò ×Ó × vº ÒÐÐÝ̧ v ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ ´ÓØ Ò Ø Û ×Ò× Ò Ò
Ø Ú×
Ó×ØÝ ×Ò×µ Ó

0 = Δv + f(x, v + px) + εM [v] ´¿º¾µ

ÓÒ R Ò v ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ×Ñ ÕÙØÓÒº
Í×Ò Ø 
Ø ØØ |u− px| ≤ C¸ Û Ð×Ó Ú ØØ

v ≤ v + 2⌈C⌉,

Ò v + 2⌈C⌉ × ×ØÐÐ  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÕÙØÓÒ ´¿º¾µ ´Ö ⌈·⌉ × Ø

ÐÒ ÙÒ
ØÓÒµº ÌÒ Ý ÈÖÖÓÒ³× ÑØÓ ØÖ Ü×Ø×  Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ
ṽ Ó ´¿º¾µ¸ Ò  ×ØØÓÒÖÝ Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ ũ Ó ´¿º½½µº Ý 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ¸
ũ ×ØÐÐ ×Ø×× (i)¸ Ò × v Ò v Ö ÓØ ÔÖÓ
¸ Û 
Ò ÔÔÐÝ ÈÖÖÓÒ³×
ÑØÓ Ò  ÛÝ ØØ Ò×ÙÖ× ØØ ũ ×ØÐÐ ×Ø×× (ii)º

ÒÐÐÝ̧ Û 
Ò ×ÓÛ Ý 
ÓÒØÖ
ØÓÒ ØØ ũ(x+1) ≥ ũ(x)º ËÙÔÔÓ× ØÖ
Ü×Ø× x0 ∈ R ×Ù
 ØØ ũ(x0+1) < ũ(x0)¸ Û
 
Ò  ÛÖØØÒ ÕÙÚÐÒØÐÝ
ṽ(x0 + 1) + p < ṽ(x0)º ÌÒ ṽ(· − 1)− p × Ð×Ó  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º¾µ¸ Ò
ÓÖ ÐÐ x ∈ R¸ Û Ú ØØ

ṽ(x− 1)− p ≤ v(x− 1) + 2⌈C⌉ − p ≤ v(x) + 2⌈C⌉.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ max(ṽ, ṽ(· − 1) − p) ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º¾µ Ò ×
ÓÙÒ ØÛÒ v Ò v + 2⌈C⌉º ÙØ Ø× 
ÓÒØÖ
Ø× Ø ÑÜÑÐØÝ Ó ṽ
×Ò
 ṽ(x0)− p > ṽ(x0 + 1)º

Ì× 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º

Ï 
Ò Ù× Ø ÙÒÓÖÑ ÓÙÒ C ÓÒ Ø ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ ØÓ ×ÓÛ ØØ
ØÖ Ð×Ó Ü×Ø× ÙÒÓÖÑ ÓÙÒ× ´ØØ ×¸ ÒÔÒÒØ ÓÒ εµ ÓÒ Ø ×ÓÐÙØÓÒ
Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ ´¿º½½µ¸´¿º½¿µ
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ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾¼ ´ÍÒÓÖÑ ÓÙÒ× ÓÒ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý

ÔÖÓÐÑµº
Ï ÒÓØ uε Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ ´¿º½½µ¸´¿º½¿µº ÌÒ ØÖ
Ü×Ø× C > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ ε > 0¸ ØÖ Ü×Ø× λε ∈ R ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ
(x, t) ∈ R× (0,+∞)¸

|uε − px− λεt| ≤ C.

ÊÑÖ ¿º¾½ ´ÁÒØ
ØÓÒ Ó λεµº

Ì ÖÐ ÒÙÑÖ λε × Ø ×Ñ ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ Ò
ÓÖ Ø ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒº

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾¼

Ï ÒÓØ Uε Ò uε Ø ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÐÓÐ ÔÖÓÐÑ Ò Ø Ù
Ý
ÔÖÓÐÑ Ö×Ô
ØÚÐÝ̧ Ò Û ÒÓÛ ØØ ÓÖ ÐÐ x, t¸

|Uε − px− λt| ≤ C,

ÛÖ C × ÒÔÒÒØ Ó εº ÌÒ¸ Ò ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÓÖ ÐÐ x ∈ R¸

−C + px ≤ Uε(x, 0) ≤ C + px.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Û Ú ØØ

Uε(x, 0)(x, 0) − C ≤ px = uε(x, 0)(x, 0) ≤ U(x, 0) + C.

ÙØ Û Ð×Ó ÒÓÛ ØØ Uε − ⌈C⌉ Ò Uε + ⌈C⌉ Ö ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´¿º½½µ ÓÒ
R× (0,+∞)¸ ×Ó Û Ú ØØ

Uε − ⌈C⌉ ≤ uε ≤ Uε + ⌈C⌉

ÓÒ R× (0,+∞)º Í×Ò Ø ÓÙÒ× ÓÒ Uε¸ Û Ú ØØ

−C + px+ λt− ⌈C⌉ ≤ uε ≤ C + px+ λtC⌈C⌉,

×Ó
|uε − px− λεt| ≤ C + ⌈C⌉,

Û
 × ÛØ Û ÛÒØ ØÓ ×ÓÛ Ò 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾¼º

¿º ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø Ò¹
ØÐ ÔÖÓÐÑ

ÀÚÒ ÔÖÓÚ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½ Ò ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾¼¸ Û 
Ò ÒÓÛ 
ÓÒ¹

ÐÙ Ø ÔÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ ¿º½º

ÈÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ ¿º½
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ËØÔ ½  ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó Ø ÐÑØ ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ

Ì 
ÓÒ×ØÒØ× λε 
ÓÒÚÖ ØÓ  
ÓÒ×ØÒØ λ ÙÔ ØÓ Ò ÜØÖ
ØÓÒº Ì
×ÓÐÙØÓÒ× uε Ó ´¿º½½µ ÛØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ ´¿º½¿µ ÑÓÒ Ø ÜØÖ
Ø
×Ù×ÕÙÒ
 
ÓÒÚÖ ØÓ  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´¿º½µ¸´¿º½¿µ ÙÔ ØÓ ÒÓØÖ ÜØÖ
¹

ØÓÒº ÁÒ¸ × Ø 
ÓÒÚÖÒ
 × Ò C2+β,1+β
2 (K) ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø ÐÐ

K ⊂ R × [0,+∞)¸ Û Ú ØØ (uε)t(x, t) → ut(x, t) Ò Δuε(x, t) →
Δu(x, t) ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÒ R × [0,+∞)º Ý Ø 
ÓÒØÒÙØÝ Ó f ¸ Û Ð×Ó Ú
f(x, uε(x, t))→ f(x, u(x, t)) ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÒ R× [0,+∞)º ÒÐÐÝ̧

M [uε] =



R

e−|z|(uε(x+ z)− uε(x))dz

=



R

e−|z|(uε(x+ z)− uε(x)− px)dz

≤ 2C



R

e−|z|dz

ÌÙ× εM [uε]→ 0¸ ×Ó u ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ¸´¿º½¿µº
ÙÖØÖÑÓÖ¸ u ×Ø×× ´¿º¿µ¸ (i) Ò (ii)¸ ÛØ Ø 
ÓÒ×ØÒØ λ Ò Ø


ÓÒ×ØÒØ C = C(p) = sup
ε>0

Cεº

ËØÔ ¾  ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ

× Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ ´¿º½µ¸´¿º½¿µ ÑØ×  ×ÓÐÙØÓÒ u ×Ø×ÝÒ ´¿º¿µ¸
(i) Ò (ii)¸ Ù×Ò ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½ Ò Ø 
× ε = 0¸ Û Ú ØØ ØÖ
Ü×Ø×  ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ¸ Û
 Û ÛÐÐ ×ØÐÐ ÛÖØ u ÓÖ 
ÓÒÚÒÒ
¸
Û
 ×Ø×× ´¿º¿µ Ò ´¿ºµº

ÅÓÖÓÚÖ¸ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½ Ð×Ó ×ÓÛ× ØØ ´¿º¿µ (i) ÓÐ× ÛØ  
ÓÒ×ØÒØ
C ′ > 0 ÒÔÒÒØ Ó p¸ Ò ØØ Ø 
ÓÒ×ØÒØ× λ(p) Ö ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÙÒ
Ò pº

Ì× Ð×Ø ×ØÔ 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ ¿º½º

¿º  ×ØÖÙ
ØÙÖÐ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ Ø ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙ¹
ØÓÒ×

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ Û ×ÓÛ ØØ Ø ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ò Ë
¹
ØÓÒ ¿º ×Ø×Ý Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝ ´¿ºµ¸ ØÖÝ ×ÓÛÒ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾¾º ´ ÖÐÜ ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ Ø ÐÓÐ
×ÓÐÙØÓÒµ

ÄØ u  Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ ÓÒ R×R ×Ø×ÝÒ ´¿º¿µ¸ ´¿ºµ 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ò
Ø ÔÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ ¿º½º ÌÒ u ×Ø×× ´¿ºµº

ÈÖÓÓ Ó ÄÑÑ ¿º¾¾

ÌÓ ÔÖÓÚ Ø× Ö×ÙÐØ¸ Û ÒØÖÓÙ
 Ø ×Ø×

Ω+
a := {(x, t) | u(x, t) > a}
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Ò
Ω−

a := {(x, t) | u(x, t) < a} .
Ï Ö×Ø ÔÖÓÚ Ø ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ ´¿º½µ¸´¿º½¿µ¸
ØØ Û ×ØÐÐ ÛÖØ u ÓÖ 
ÓÑÑÓØÝº

ËØÔ ½   
ÓÒÒÜØÝ ÔÖÓÔÖØÝ

ÓÖ Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ¸ Û Ö×Ø ÔÖÓÚ ØØ ÓÖ ÐÐ T > 0¸ Ø ×Ø

Ω+
a,T = Ω+

a ∩ (R× [0, T ])

× 
ÓÒÒ
Øº × u(x, 0) = px¸ Û ÒÓÛ ØØ Ω+
a ∪(R×{0}) =



a
p ,+∞



×{0}º
ÅÓÖÓÚÖ¸ × |u(x, t)− px− λt| ≤ C ¸ Û Ú Ø ÓÐÐÓÛÒ Ò
ÐÙ×ÓÒ×

{(x, t) | px+ λt > C + a} ⊂ Ω+
a ⊂ {(x, t) | px+ λt > −C + a} . ´¿º¾µ

ÆÓÛ ×ÙÔÔÓ× Ý 
ÓÒØÖ
ØÓÒ ØØ Ω+
a,T × ÒÓØ 
ÓÒÒ
Ø¸ Ò 
ÓÒ×Ö Ω1

 
ÓÒÒ
Ø 
ÓÑÔÓÒÒØ Ó Ω+
a,T ØØ Ó× ÒÓØ 
ÓÒØÒ ´Ò Ò
 × ÒÓØ


ÓÒÒ
Ø ÛØµ Ø Ð¹ÐÒ


a
p ,+∞



×{0}º 
Ù× Ó ´¿º¾µ¸ Ω1 × Ò
ÐÙ

Ò Ø ÓÙÒ Ò

{(x, t) | −C + a < px+ λt ≤ C + a} ∪ (R× [0, T ]),

×Ó Ø ×  ÓÙÒ ×Ù×Ø Ó R× [0, T ] ØØ × ÓÔÒ Ò R× [0, T ]º ÆÓÛ 
ÓÒ×Ö
Ø× ÔÖÓÐ
 ÓÙÒÖÝ ∂pΩ1 ´× ÒØÓÒ ¿ºµ¸ Ò  ÔÓÒØ (x, t) ∈ ∂pΩ1º
ÆÓÛ Û Ú ×ÚÖÐ 
××
 0 < t ≤ T ¸ ØÒ Ý 
ÓÒØÒÙØÝ u(x, t) = a ´× ÙÖ ¿º¾µº

 t = 0¸ Û Ö
ÐÐ ØØ Ω1 × ÒÓØ 
ÓÒÒ
Ø ØÓ Ø Ð¹ÐÒ


a
p ,+∞



× {0}¸
×Ó u(x, t) ≤ a¸ Ò Û Ð×Ó Ø u(x, t) = a Ý 
ÓÒØÒÙØÝº

������ ¿º¾  ÁÐÐÙ×ØÖØÓÒ Ó Ω+
a Ò Ω1  u = a ÓÒ Ø ÔÖÓÐ
 ÓÙÒÖÝ

Ó Ω1º
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ËÓ Ω1 ×  ÓÙÒ ×Ø ÓÖ Û
 u = a ÓÒ Ø ÔÖÓÐ
 ÓÙÒÖÝ̧ Ò
u ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ ÓÒ Ω1¸ ÛØ Ö
ÐØ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ a ÓÒ ∂pΩ1º
ÇÒ Ø ÓØÖ Ò¸ Ø 
ÓÒ×ØÒØ a × Ð×Ó  ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø× ÔÖÓÐÑº Ý
Ø ÐÓ
Ð 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºµ¸ u = a ÓÒ Ω1¸ Û
 ×

ÓÒØÖ
ØÓÒº ÌÖÓÖ¸ Ω+

a,T × 
ÓÒÒ
Øº

ÁÒ Ø ×Ñ ÛÝ̧ Û 
Ò ×ÓÛ ØØ Ω−
a,T × 
ÓÒÒ
Øº

ËØÔ ¾  ÈÖÓÓ Ó Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ

´¿º½µ¸´¿º½¿µ
ÆÓÛ ×ÙÔÔÓ× ØØ ÔÖÓÔÖØÝ ´¿ºµ × Ð× ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý

ÔÖÓÐÑ ´¿º½µ ÛØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ ´¿º½¿µº ÌÒ ØÖ Ü×Ø×  ØÑ t0 > 0
Ò ØÛÓ ÔÓÒØ× (x1, t0) Ò (x2, t0) ÛØ x1 < x2 ×Ù
 ØØ

u(x2, t0) < a < u(x1, t0).

× Ω+
a,t0 × 
ÓÒÒ
Ø¸ ØÖ ×  ÔØ Ò Ω+

a,t0 ØÛÒ (x1, t0) Ò


a
p + 1, 0



º

ËÑÐÖÐÝ̧ Ω−
a,t0 × 
ÓÒÒ
Ø¸ ×Ó ØÖ ×  ÔØ Ò Ω−

a,t0 ØÛÒ (x2, t0) Ò


a
p − 1, 0



º ÙØ Ø× ØÛÓ ÔØ× ÑÙ×Ø 
ÖÓ×× 
 ÓØÖ ´× ÙÖ ¿º¿µ¸ Û


ÖÒ×  
ÓÒØÖ
ØÓÒ¸ ×Ó Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÐ× ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø
Ù
Ý ÔÖÓÐÑº

������ ¿º¿  ÁÐÐÙ×ØÖØÓÒ Ó Ø ÔÖÓÓ Ó ÄÑÑ ¿º¾¾ ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø
Ù
Ý ÔÖÓÐÑº
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ËØÔ ¿  ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ

Ï ×ØÐÐ ÛÖØ u Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ ´¿º½µ¸´¿º½¿µ¸ Ò
Ò

un = u(x, t+ n)− ⌊λn⌋
× Ò ËØÔ ½ Ó Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º Ì ÙÒ
ØÓÒ× un 
ÓÒÚÖ
×ØÖÓÒÐÝ ØÓ  ×ÓÐÙØÓÒ u∞ Ó ´¿º½µ¸ Ò Ø × ×Ý ØÓ × ØØ u∞ ×ØÐÐ ×Ø××
´¿ºµº

ÁÒ Ø 
× ÛÒ λ = 0¸ Ø× ×ÓÐÙØÓÒ u∞ × Ø ×ÓÐÙØÓÒ Û 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ØÓ
ÔÖÓÚ ÌÓÖÑ ¿º½¸ Ò × u∞ ×Ø×× ´¿ºµ¸ ÄÑÑ ¿º¾¾ ÓÐ× Ò Ø× 
×º

ÊÑÒ× Ø 
× ÛÖ λ = 0¸ ÛÖ Û Ù× Ø ×ÓÐÙØÓÒ u∞ ØÓ 
ÓÒ¹
×ØÖÙ
Ø ÒÓØÖ ×ÓÐÙØÓÒ u Û
¸ Ò ØÓÒ ØÓ Ø ÔÖÓÔÖØ× Ó u∞¸ × Ð×Ó
×ØØÓÒÖÝº
ÁÒ ØØ 
×¸ Ø ×ÓÐÙØÓÒ u × 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ò ËØÔ  Ó Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×¹
ØÓÒ ¿º½ ÛØ ε = 0º ËÓ Û Ò







u∞(x) = sup
t

(u∞(x, t))

u∞(x) = inf
t
(u∞(x, t))

Ò Û ÒÓÛ ØØ u∞ ×  ×ØØÓÒÖÝ ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ Ò Ø Ú×
Ó×ØÝ
×Ò×¸ Ò u∞ ×  ×ØØÓÒÖÝ ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ Ò Ø Ú×
Ó×ØÝ ×Ò×º ×
u∞ × ÐÓÐÐÝ ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ ÓØ u∞ Ò u∞ Ö ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙ¹
ÓÙ×º ÅÓÖÓÚÖ 0 ≤ u∞−u∞ ≤ 2C+1 Ò ÓØ u∞ Ò u∞ ×Ø×Ý ´¿º¿µº Ï

Ò Ð×Ó ×ÓÛ ØÝ ×Ø×Ý Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝ ´¿ºµº Ï Ó Ø ÑÓÒ×ØÖ¹
ØÓÒ ÓÖ u∞¸ Ø × ×ÑÐÖ ÓÖ u∞º Ì x0 ∈ R ×Ù
 ØØ u∞(x0) > a  ØÒ¸ Ý
Ø ÔÖÓÔÖØÝ Ó Ø ×ÙÔÖÑÙÑ¸ ØÖ Ü×Ø× t0 ∈ R ×Ù
 ØØ u∞(x0, t0) > aº
× u∞ ×Ø×× ´¿ºµ¸ ÓÖ ÐÐ x > x0¸ u∞(x, t0) ≥ a Ò ØÙ× u∞(x) > a¸
Û
 ×ÓÛ× ØØ u∞ ×Ø×Ý ´¿ºµº

Ý ÈÖÖÓÒ³× ÑØÓ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿ºµ¸ ØÖ Ü×Ø  ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ u
Ó ´¿º½µ Ò Ø Ú×
Ó×ØÝ ×Ò× Ò u∞ ≤ u ≤ u∞+⌈2C⌉+1º Ý Ø ÖÙÐÖØÝ
Ö×ÙÐØ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½¸ u ∈ C2,1

loc (R
2) Ò Ò ÔÖØ
ÙÐÖ u × ÄÔ×
ØÞº Ï

×ÓÛ Ý 
ÓÒØÖ
ØÓÒ ØØ Ø× ×ÓÐÙØÓÒ u 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ý ÈÖÖÓÒ³× ÑØÓ
×Ø×× Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝº

Ï ×ÙÔÔÓ× ØÖ Ü×Ø× a ∈ R ÛØ f(x, a) = 0 Ò  
ÓÙÔÐ (x1, x2) ∈ R2

×Ù
 ØØ x1 ≤ x2 Ò u(x2) < a < u(x1)º Í×Ò ´¿º¿µ ´µ¸ ÙÔ ØÓ ÖÒÒ
x1 Ò x2¸ Û 
Ò ×ÙÔÔÓ× x2 − x1 < p−1º Ï ØÒ 
ÓÒ×Ö x3 = x1 + p−1¸
Ò Û Ú u(x3) = u(x1) + 1 > aº × u∞(x1) + ⌈2C⌉+1 ≥ u(x1) > a Ò
u∞ + ⌈2C⌉+ 1 ×Ø×× Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝ ´¿ºµ¸ Û ÒÓÛ ØØ

u+ ⌈2C⌉+ 1 ≥ a ÓÒ [x1,+∞) ⊃ [x1, x3].

ÆÓÛ Û Ó×ÖÚ ØØ Ø 
ÓÒ×ØÒØ a ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ ÓÒ [x1, x3]¸ ×Ó
 Û ÒÓØ

ũ =



u(x) ÛÒ x /∈ [x1, x3]
max(u(x), a) ÛÒ x ∈ [x1, x3]

,



½¼ �������� �� ���������� ���� ���������

ØÒ ũ × Ð×Ó  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ ÓÒ Rº ÁÒ¸ ũ ×  ×ÙÔÖÑÙÑ Ó
×Ù×ÓÐÙØÓÒ× ÓÒ (−∞, x1)¸ (x1, x3) Ò (x3,+∞)º × Ù × ÄÔ×
ØÞ¸ ũ = u Ò
 ÒÓÙÖÓÓ Ó x1 Ò x3 ×Ó ũ ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´¿º½µ ÓÒ Rº

ÅÓÖÓÚÖ¸ u ≤ ũ ≤ u + ⌈2C⌉ + 1¸ Ò ũ(x2) = a > u(x2)¸ ×Ó Ø×

ÓÒØÖ
Ø× Ø ÑÜÑÐØÝ Ó Ø ×Ù×ÓÐÙØÓÒ u 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ý ÈÖÖÓÒ³×
ÑØÓº Ì× 
ÓÒØÖ
ØÓÒ 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÄÑÑ ¿º¾¾º

¿º ÒÐÝ×× Ó Ø ×Ò Ó λ

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾

ÁÒ Ø× ÔÖÓÓ Û 
ÓÒ×Ö p > 0¸ Ò Û ×ÙÔÔÓ×¸ ÓÖ ×ÑÔÐ
ØÝ̧ ØØ λ > 0
´Ø ÔÖÓÓ × 
ÓÑÔÐØÐÝ ×ÑÐÖ ÛÒ λ < 0µº

Í×Ò ´¿º¿µ¸ (ii) Ò ´¿ºµ¸ Û Ú Ø ÖÐØÓÒ

u



x, t+
1

λ



= u(x, t) + 1.

Ì ÔÖÓ
×× Ó Ø× ÔÖÓÓ × ØÒ ØÓ ÑÙÐØÔÐÝ ´¿º½µ Ý Ø ÕÙÒØØÝ ut Ò

ÒØÖØ ÓÒ Ø ÓÜ



0,
1

p



×


0,
1

λ



¸ Û
 Ú× Ø ÓÐÐÓÛÒ ÕÙÐØÝ

 1
p

0

 1
λ

0
u2t =

 1
p

0

 1
λ

0
uxxut +

 1
p

0

 1
λ

0
f(x, u(x, t))ut(x, t)

Ï ÒÐÝ× 
 ØÖÑ ×ÔÖØÐÝ

 1
p

0

 1
λ

0
u2t > 0.

Ì× ØÖÑ × 
ÐÖÐÝ ÒÓÒ¹ÒØÚ¸ Ò × λ > 0¸ Ø 
Ò ÒÓØ  ÞÖÓ 
Ù×
Ó ´¿º¿µº Ò ÒØÖØÓÒ Ý ÔÖØ× ×ÓÛ× ØØ Ø ×
ÓÒ ØÖÑ × ÞÖÓ

 1
p

0

 1
λ

0
uxxut

=

 1
λ

0



−
 1

p

0
uxuxt + ux



1

p
, t



ut



1

p
, t



− ux (0, t) ut (0, t)



dt

= −
 1

p

0



u2x



x,
1

λ



− u2x (x, 0)



dx = 0.

ÒÐÐÝ̧ Û 
ÓÑÔÙØ Ø Ð×Ø ØÖÑ Ù×Ò Ø 
Ò Ó ÚÖÐ v = u(x, t)

 1
p

0

 1
λ

0
f(x, u(x, t))ut(x, t)dtdx =

 1
p

0

 u(x,0)+1

u(x,0)
f(x, v)dvdx

=
1

p

 1

0

 1

0
f(x, v)dvdx.



���� �������� �� ��� ���� �� λ ½¼

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Û Ú


[0,1]2
f(x, v)dvdx > 0,

Û
 ÔÖÓÚ× ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾ Ò Ø 
× λ > 0º



½¼ �������� �� ���������� ���� ���������



ÊÖÒ
×

½℄ Çº ÖÒ¸  ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ ÕÙ×ÐÒÖ ÔÖÓÐ
 ÖÒ¹
ØÐ ÒÕÙÐØ×¸ ÈÖÓ
º ÑÖº ÅØº ËÓ
º ¿¾ ´½¾µ¸ ¼¾º

¾℄ º ÖÐ×¸ º ××Ò¸ º ÁÑÖØ¸ ÇÒ Ø Ö
ÐØ ÔÖÓÐÑ ÓÖ ×
ÓÒ¹
ÓÖÖ ÐÐÔØ
 ÒØÖÓ¹ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×º ÁÒÒ ÍÒÚº ÅØº Âº¸
´¾¼¼µ¸ ÒÓº ½¸ ¾½¿¾º

¿℄ Ìº Ð××¸ Êº  Ä ÄÐÚ¸ º ÎÐÒÓ
¸  
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ
ËÓÓÐÚ ÖÒØ ×Ñ¹ÓÛ¸ ÓÑÑÙÒº ÈÙÖ ÔÔÐº ÒÐº ½¼ ´¾¼½½µ¸ ÒÓº ½¸
½º

℄ Äº ÖÐÐ¸ Êº  Ä ÄÐÚ¸ ÈÐÒ¹Ð¹ÑÒÑÞÖ× Ò ÔÖÓ
 Ñ¸
ÓÑÑÙÒº ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº  ´¾¼¼½µ¸ ÒÓº ½¾¸ ½¼¿½½º

℄ Åº º ÖÒÐÐ¸ Àº Á×¸ Èº¹Äº ÄÓÒ×¸ Í×Ö³× Ù ØÓ Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó
×
ÓÒ ÓÖÖ ÔÖØÐ ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×º ÙÐÐº ÑÖº ÅØº ËÓ
º ´ÆºËºµ¸
¾ ´½¾µ¸ ÒÓº ½¸ ½º

℄ Àº Ö×ØÝ
¸ Äº ÆÖÒÖ¸ ÌÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ× Ò 
ÝÐÒÖ×¸ ÒÒº ÁÒ×Øº Àº
ÈÓÒ
Ö ÒÐº ÆÓÒ ÄÒÖ¸  ´½¾µ¸ ÒÓº ¸ ¾º

℄ º ÚÐ¸ ÈÐÒ¹Ð ÑÒÑÞÖ× ÓÖ Ò Ö¹Ö
ÐØ ÒØÖÐ¸ Ö
º Ê¹
ØÓÒÐ Å
º ÒÐº ¾¼ ´¾¼½¿µ¸ ¿º

℄ Êº  Ä ÄÐÚ¸ º ÎÐÒÓ
¸  ÒÖÐÞØÓÒ Ó ÙÖÝ¹ÅØÖ ØÓÖÝ
ØÓ ÔÖØÐ ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ× Ò Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×¸ ÒÒÐ×
 Ð³ÁÒ×ØØÙØ ÀÒÖ ÈÓÒ
Ö ´µ ÆÓÒ ÄÒÖ ÒÐÝ×× ¾ ´¾¼¼µ¸ ÒÓº ¸
½¿¼½¿º

℄ Çº º ÄÝÞÒ×Ý¸ Îº º ËÓÐÓÒÒÓÚ¸ Æº Æº ÍÖÐ
Ú¸ ÄÒÖ Ò ÕÙ×¹
ÐÒÖ ÕÙØÓÒ× Ó ÔÖÓÐ
 ØÝÔº ´ÊÙ××Òµ ÌÖÒ×ÐØÓÒ× Ó ÅØÑØ
Ð
ÅÓÒÓÖÔ×¸ ÎÓÐº ¾¿ ÑÖ
Ò ÅØÑØ
Ð ËÓ
ØÝ̧ ÈÖÓÚÒ
¸ ÊºÁº¸
½º

½¼℄ º Åº ÄÖÑÒ¸ Ë
ÓÒ ÓÖÖ ÔÖÓÐ
 ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×º ÏÓÖÐ
Ë
ÒØ
 ÈÙÐ×Ò Óº¸ ÁÒ
º¸ ÊÚÖ ¸ ÆÂ¸ ½ º

½½℄ º ÎÐÒÓ
 ÈÐÒ¹Ð ÑÒÑÞÖ× Ò ÔÖÓ
 Ñ  Ø ÓÛ× Ò
ÒÞÙÖ¹ÄÒÙ¹ØÝÔ ÙÒ
ØÓÒÐ× Âº ÊÒ ÒÛº ÅØº  ´¾¼¼µ¸
½½º

½¼



½½¼ ����������



ÔØÖ

ÈÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ×

ÓÖ Ø ×ØÐ 
× Ò

ÑÒ×ÓÒ ÓÒ

Ì× ÛÓÖ × Ò ÛÖØØÒ Ò 
ÓÐÐÓÖØÓÒ ÛØ Ê× ÅÓÒÒÙ ´Ê¹
ÅÁË¸ ÆÈµº

×ØÖ
Ø

ÁÒ Ø× ÔÔÖ Û 
ÓÒ×Ö  Ö
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ Ò  ÔÖÓ
 ÑÙÑº

Ì× ×  ÔÖÓÐ
 ×ÑÐÒÖ ÕÙØÓÒ Ò ÑÒ×ÓÒ ÓÒº Ì ÒÓÒÐÒÖØÝ × ×ØÐ

Ò ÔÖÓ
 Ò ×Ô
 ÛØ Ü ÞÖÓ× ´ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ ×Ô
 ÚÖÐµº ÍÒÖ 
Ö¹

ØÒ ××ÙÑÔØÓÒ×¸ Û 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ× Û
 Ö ÙÒÕÙ ´ÙÔ ØÓ

ØÖÒ×ÐØÓÒ×µ ÛÒ ØÖ ÚÐÓ
ØÝ × ÒÓÒ ÞÖÓº Ï Ð×Ó ×ÓÛ Ø ÙÒÕÙÒ×× Ó Ø

ÚÐÓ
ØÝº ÇÙÖ ÑØÓ Ó ÔÖÓÓ × ÒÛ Ò × ÖÐØ ØÓ Ø 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó 
ÓÖÖ
ØÓÖ×

Ò ÓÑÓÒÞØÓÒ ÔÖÓÐÑ×º

ÅË Ð××
ØÓÒ  ¿Ã

ÃÝÛÓÖ×  ×ØÐ¸ ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ¸ ÔÖÓ
 ÑÙÑ¸ ×ÑÐÒÖ ÕÙ¹

ØÓÒ×¸ ÓÑÓÒÞØÓÒº

º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

º½º½ ËØØÒ Ó Ø ÔÖÓÐÑ

Ï 
ÓÒ×Ö ×ÓÐÙØÓÒ× u(x, t) Ó Ø ÓÐÐÓÛÒ ÔÖÓÐ
 ×ÑÐÒÖ ÕÙ¹
ØÓÒ ÓÖ x ∈ R¸ t > 0

ut = uxx + f(x, u), ´º½µ

ÓÖ ×ÓÑ ÙÒ
ØÓÒ f Û
 × 1¹ÔÖÓ
 Ò x Ò × Ó ×ØÐ ØÝÔ Ò uº
ÇÙÖ ÓÐ × ØÓ 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ× ÑÓÚÒ ÛØ  ×ÙØÐ

½½½
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ÚÐÓ
ØÝ c0¸ ºº ×Ø×ÝÒ ´ÛÒ c0 = 0µ

u



x+ 1, t− 1

c0



= u(x, t).

ÌÓ Ø× Ò¸ Û ××ÙÑ ØØ Ø ÙÒ
ØÓÒ f ×Ø×× Ø ÓÐÐÓÛÒ 
ÓÒØÓÒ×

ÊÙÐÖØÝ Ò Z¹ÔÖÓ
ØÝ ÔÖÓÔÖØ×


f ∈ C1(R× [0, 1];R)
f(x+ k, v) = f(x, v) ÓÖ ÐÐ k ∈ Z, (x, v) ∈ R× [0, 1]

´º¾µ

×ØÐØÝ  ÌÖ Ü×Ø× θ ∈ (0, 1) ×Ù
 ØØ






























f(x, 0) = f(x, θ) = f(x, 1) = 0 ÓÖ ÐÐ x ∈ R

f(x, v) < 0 ÓÖ ÐÐ v ∈ (0, θ), x ∈ R

f(x, v) > 0 ÓÖ ÐÐ v ∈ (θ, 1), x ∈ R

f ′
u(x, θ) > 0 ÓÖ ÐÐ x ∈ R

∃η0 > 0 ×Ù
 ØØ ,∀x ∈ R

Ø ÑÔ v → f(x, v) × 
Ö×Ò ÓÒ [0, η0] ∪ [1− η0, 1]
´º¿µ

ÛÖ f ′
u :=

∂f

∂u
º

Ï ÖÖ ØÓ ÙÖ º½ ÓÖ Ò ÐÐÙ×ØÖØÓÒ Ó Ø ÙÒ
ØÓÒ f ÛØ ØÖ
ÞÖÓ× Û
 Ö ÒÔÒÒØ ÓÒ x  ØÛÓ ×ØÐ ÞÖÓ× Ø 0 Ò 1 Ò ÓÒ
ÙÒ×ØÐ ÞÖÓ Ø θº

f(x,u)

0 θ 1 u

������ º½  Ì ×ØÐ ÒÓÒÐÒÖØÝ f º

ÁÒ ÓÖÖ ØÓ ÔÖÓÚ Ø ÙÒÕÙÒ×× Ó Ø ÚÐÓ
ØÝ Ó ÔÖÓÔØÓÒ Ó Ø
ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ ´Û
 Û ÛÐÐ ØÒ ×ÓÑØÑ× ÛÖØ ÈÌÏµ¸ Û
ÛÐÐ Ò Ø ÓÐÐÓÛÒ ØÓÒÐ ××ÙÑÔØÓÒ
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ËØÖÓÒ ×ØÐØÝ Ó 0 Ò 1


f ′
u(x, 0) = −δ0 < 0 ÓÖ ÐÐ x ∈ R

f ′
u(x, 1) = −δ1 < 0 ÓÖ ÐÐ x ∈ R

´ºµ

ÛÖ δ0, δ1 Ö ×ÓÑ ÔÓ×ØÚ 
ÓÒ×ØÒØ×º

º½º¾ ÅÒ Ö×ÙÐØ×

ÌÓÖÑ º½º ´Ü×ØÒ
 Ò ÙÒÕÙÒ×× Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ

ÛÚ×µ

××ÙÑ ´º¾µ¸´º¿µº ÌÒ ØÖ Ü×Ø× c0 ∈ R Ò ØÖ Ü×Ø× u ×ÓÐÙØÓÒ Ó
´º½µ ÓÒ R× R ×Ù
 ØØ























c0ut ≥ 0
0 ≤ u ≤ 1
lim inf

x+c0t→+∞
u(x, t) = 1

lim sup
x+c0t→−∞

u(x, t) = 0

´ºµ

Ò






u



x+ 1, t− 1

c0



= u(x, t),  c0 = 0

u(x, t) Ó× ÒÓØ ÔÒ ÓÒ t¸  c0 = 0.
´ºµ

ÅÓÖÓÚÖ¸  (c0, u) ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ×Ø×ÝÒ ´ºµ¸´ºµ Ò  c0 = 0¸
ØÒ Ø ÔÖÓÐ u × ÙÒÕÙ ÙÔ ØÓ  ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒº

ÊÑÖ º¾º ÍÔ ØÓ ÓÙÖ ÒÓÛÐ¸ Ø ÙÒÕÙÒ×× ÓÖ ÒÓÒ¹ÙÒÕÙÒ×× Ó Ø
ÔÖÓÐ u × ÙÒÒÓÛÒ ÓÖ c0 = 0º

ÌÓÖÑ º¿º ´ÍÒÕÙÒ×× Ó Ø ÚÐÓ
ØÝ c0µ
ÍÒÖ ××ÙÑÔØÓÒ× ´º¾µ¸´º¿µ¸´ºµ¸ Ø ÚÐÓ
ØÝ c0 ∈ R ÚÒ Ò ÌÓÖÑ º½
× ÙÒÕÙº

ÊÑÖ ºº ÓÒØÓÒ ´ºµ ×  Ø
Ò
Ð ××ÙÑÔØÓÒ¸ Ò Ø ×Ñ× Ö¹
×ÓÒÐ ØÓ ØÒ ØØ Ø ÙÒÕÙÒ×× Ó c0 
ÓÙÐ ÓÐ ÙÒÖ ÛÖ 
ÓÒØÓÒ×º
ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ Ø ×ÓÙÐ  ÔÓ××Ð ØÓ ÔØ Ø ÙÒÕÙÒ×× ÔÖÓÓ Ú× Ý
Ö×ØÝ
 Ò ÀÑÐ Ò ¾℄ ØÓ ÓÙÖ 
×¸ Û
 ÛÓÙÐ ÒÐ Ù× ØÓ ÐØ ×¹
×ÙÑÔØÓÒ ´ºµ 
ÓÑÔÐØÐÝº

º½º¿ ÊÚÛ Ó Ø ÐØÖØÙÖ

Ì ÓÑÓÒÓÙ× Ö
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ

ut = uxx + u(1− u)
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Û× Ö×Ø ×ØÙ Ò Ø ÔÓÒÖÒ ÔÔÖ× Ó ÃÓÐÑÓÓÖÓÚ¸ ÈØÖÓÚ×Ý Ò
È×ÙÒÓÚ ½½℄¸ Ò ×Ö ½¼℄º Ì× ÓÑÓÒÓÙ× ÕÙØÓÒ ÑØ× ×ÓÐÙØÓÒ×
ØØ Ú Ø ÓÖÑ Ó ÔÐÒÖ ÖÓÒØ× ´ØÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ×µ u(x, t) = U(x + ct)
ÛØ c Ø ÚÐÓ
ØÝ Ó Ø ÛÚº Á Û   ØÖÓÒÓÙ× Ú
ØÓÒ ØÖÑ Ò
ÛÓÖ Ò Ö ÑÒ×ÓÒ¸ Ø Ü×ØÒ
 Ó ØÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ× × Ò ÔÖÓÚ
Ý Ö×ØÝ
 Ò ÆÖÒÖ ℄ Ò Ö×ØÝ
¸ ÄÖÖÓÙØÙÖÓÙ Ò ÄÓÒ× ℄
ÛÒ Ø Ú
ØÓÒ ØÖÑ Ó× ÒÓØ ÔÒ ÓÒ Ø ÚÖÐ Ó Ø Ö
ØÓÒ
Ó ÔÖÓÔØÓÒº ÁÒ ½℄¸ Ë×¸ ÃÛ× Ò ÌÖÑÓØÓ ÒØÖÓÙ
 Ø
ÒÓØÓÒ Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ×¸ Û
 ÒÖÐÞ× Ø ÒÓØÓÒ Ó ØÖÚÐÐÒ
ÖÓÒØ× ÛÒ Ø ÙÒ
ØÓÒÐ ÓÔÖØÓÖ ÓÖ Ø ÒÓÒÐÒÖØÝ f ÔÒ ÓÒ x Ò
Ö ÔÖÓ
º

Ü×ØÒ
 Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ× × Ò ÔÖÓÚ Ò Ø 
× Ó
×Ô
¹ÔÖÓ
 Ú
ØÓÒ Ò ÒÓÒÒØÚ ÒÓÒÐÒÖØÝ f Ý Âº Ò Ò ½℄
Ò Ø Ö×ÙÐØ × Ò ÜØÒ ØÓ  ÙÐÐÝ ×Ô
 ÔÖÓ
 ÒÚÖÓÒÑÒØ¸
ÛÒ Ø ÕÙØÓÒ × Ø ÓÖÑ

ut = Ú(a(x)∇u) + b(x).∇u+ f(u, x),

ÛØ  ÔÓ×ØÚ ÒÓÒÐÒÖØÝ f ¸ Ý Ö×ØÝ
 Ò ÀÑÐ Ò ¾℄¸ ÑÓÒ ÓØÖ
ÑÓÖ ÒÖÐ Ö×ÙÐØ×º ÅÓÖ Ö
ÒØÐÝ̧ Ü×ØÒ
 Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ×
× Ò ÔÖÓÚ Ò  ÑÓÖ ÒÖÐ 
ÓÒØÜØ¸ ÛÖ a¸ b Ò f Ð×Ó ÔÒ ÓÒ
ØÑ¸ × ÆÒ ½℄º

ÍÒØÐ Ö
ÒØÐÝ ØÖ ÛÖ Û Ö×ÙÐØ× ÓÖ Ø Ü×ØÒ
 Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐ¹
ÐÒ ÛÚ× Ò Ø 
× Ó ÑÓÖ ÒÖÐ ÒÓÒÐÒÖØ× f º ÓÒØÒÙÒ Ø Ö×ÙÐØ×
ÑÒØÓÒ ÓÚ¸ Ö×ØÝ
¸ ÀÑÐ Ò ÊÓÕÙ×  Ö×× Ø 
× Ó
 ÑÓÒÓ×ØÐ ÒÓÒÐÒÖØÝ ØÒ ÒØÚ ÚÐÙ×º ÁÒ Ø ×ØÐ 
×¸ º
Ò ½℄ ×ÓÛ Ò ½½ Ø Ü×ØÒ
 Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ× Ò  ÔÖ¹
Ó
 ÑÙÑ ÓÖ  ×ØÐ ÒÓÒÐÒÖØÝ f ¸ ÛÒ Ø ÔÒÒ
 Ò Ø ×Ô

ÚÖÐ ×  ×ÑÐÐ ÔÖØÙÖØÓÒ Ó Ø ÓÑÓÒÓÙ× 
×¸ Ò f ÓÒÐÝ ÔÒ×
ÓÒ uº ÁÒ ℄¸ Ò¸ ÙÓ Ò ÏÙ ×ÓÛ Ø Ü×ØÒ
 Ó ØÖÚÐÐÒ ÛÚ× Ò
 ×
ÖØ ÔÖÓ
 ×ØØÒ ÛØ ×ØÐ ÒÓÒÐÒÖØÝ̧ × ÛÐÐ × ÙÒÕÙÒ××
Ò ×ØÐØÝ Ö×ÙÐØ×º

ÁÒ ℄ ÐØØ¸ Ù
ÖÓØ Ò ÅØÒÓ ×ÓÛ Ø Ü×ØÒ
 Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚ¹
ÐÐÒ ÛÚ× ÙÒÖ ÑÐ ××ÙÑÔØÓÒ× Ò  ÚÖÝ ÒÖÐ 
ÓÒØÜØ¸ ÛÖ Ø
ÒÓÒÐÒÖØÝ 
Ò  ÑÓÒÓ×ØÐ¸ ×ØÐ¸ ÓÖ ÚÒ ÑÓÖ 
ÓÑÔÐÜº ÁÒ Ø ÔÖ¹
Ø
ÙÐÖ 
× Ó  ×ØÐ ÒÓÒÐÒÖØÝ̧ ØÝ ×ÓÛ Ø Ü×ØÒ
 Ó ÔÙÐ×ØÒ
ØÖÚÐÐÒ ÛÚ× ØÛÒ Ø ×ØÐ ×ØØ 0 Ò  ÔÓ×ØÚ ×ØÐ ×ØØ p(x)
ÙÒÖ ØÛÓ ÑÔÐ
Ø 
ÓÒØÓÒ×

 ÓÒÚÖÒ
 Ó  ×ÓÐÙØÓÒ ÛØ 
ÓÑÔ
ØÐÝ ×ÙÔÔÓÖØ ÒØÐ


ÓÒØÓÒ

ÌÖ Ü×Ø×  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ ÛØ 
ÓÑÔ
ØÐÝ ×ÙÔ¹
ÔÓÖØ ÒØÐ Ø 0 ≤ u0(x) < p(x) 
ÓÒÚÖÒ ÐÓ
ÐÐÝ ÙÒÓÖÑÐÝ ØÓ p
× t→ +∞º

 ÆÓÒÜ×ØÒ
 Ó ÒØÖÑØ ×ØÐ ÖÓÑ ÐÓÛ ×ÓÐÙØÓÒ×

ÌÖ Ü×Ø× ÒÓ 1¹ÔÖÓ
 ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ q ×Ø×ÝÒ 0 < q(x) <
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p(x) Ò ×Ù
 ØØ Ø × ×ÓÐØ Ò ×ØÐ ÖÓÑ ÐÓÛ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ
Ø ÕÙØÓÒº

Ì ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ó ÐØØ¸ ÅØÒÓ Ò Ù
ÖÓØ × × ÓÒ Ø ×ØÙÝ Ò
ÐÖ ØÑ Ó ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ



ut = uxx + f(x, u)
u(x, 0) = u0(x)

´ºµ

ÛØ Ò ÒØÐ Ø Ó ÀÚ× ØÝÔº  ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ × Ù×
ØÓ ×ÓÛ Ø ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ ÔÖÓÔÖØÝº

ÇÙÖ 
ÓÒØÓÒ× ÓÒ Ø ÙÒ
ØÓÒ f Ö ÑÓÖ ×Ô

¸ ÙØ ØÝ 
ÓÙÐ ÔÓ×¹
×ÐÝ ÐÐÓÛ 
×× ÛÖ ØÖ Ü×Ø× Ò ÒØÖÑØ ÔÖÓ
 ×ØØÓÒÖÝ ×Ó¹
ÐÙØÓÒ ØÛÒ 0 Ò 1 ØØ × ×ØÐ   ×Ù
 ÒØÖÑØ ×ØÐ ×ÓÐÙØÓÒ×
ÛÖ ØÓ Ü×Ø¸ Ø× Ö×ÙÐØ ÛÓÙÐ ÒÓØ  
ÓÒØÒ Ò ℄º Ì Ö×ÙÐØ Ó ÈÖÓÔÓ¹
×ØÓÒ º½¼ ÒÐ× Ù× ØÓ Ü
ÐÙ Ø ÔÓ××ÐØÝ ØØ ÓÙÖ ×ÓÐÙØÓÒ u ÔÒ× ÓÒ
ÔÓ××Ð ÒØÖÑØ ×ØÐ ×ÓÐÙØÓÒ¸  ÔÖÓ
×× ØØ × ÒÛ ÙÔ ØÓ ÓÙÖ ÒÓÛÐ¹
º ÁÒ 
ÓÒØÖ×Ø ØÓ ℄¸ ÓÙÖ ÔÖÓÓ ÖÐ× ÓÒ Ø 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ÔÐÒ Ð
×ÓÐÙØÓÒ×¸ ×
Ö Ò ÔØÖ ¿¸ ÓÖ 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÒ ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ
ÛÚ× ÓÙÒ ØÛÒ 0 Ò 1 × ÐÑØ× Ó Ø× ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× ÛÒ
Ø ×ÐÓÔ Ó Ø ÔÐÒ Ó× ØÓ ÞÖÓº Ä Ò ℄¸ Û Ù×  ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ¹

ÔÐ ØÓ ×ÓÛ Ø ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ ÔÖÓÔÖØÝº Ï ÓÔ Ø× ÑØÓ

ÓÙÐ   ÙÐÒ ØÓ ×ØÙÝ Ø 
× Ó ØÑ¹ÔÒÒØ ÒÓÒÐÒÖØ× Ò
ÑÓÖ ÒÖÐ ÒÓÒÐÒÖ ÔÖÓÐÑ×º

º½º ÇÖÒÞØÓÒ Ó Ø ÔÔÖ

Ì× 
ÔØÖ ÛÐÐ  ÓÖÒÞ × ÓÐÐÓÛ×º Ë
ØÓÒ º¾ ×  ÌÓÓÐÓÜ Ò
Û
 Û Ö
ÐÐ 
Ð××
Ð Ö×ÙÐØ× ´ÖÙÐÖØÝ ÔÖÓÔÖØ×¸ 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ
Ò ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐµ Ò ØÛÓ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× ÔÖÓÚ Ò ÔØÖ ¿
Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× ÓÖ ´º½µ Ò  ×ØÖÙ
ØÙÖ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÒ Ø×
×ÓÐÙØÓÒ× ´Ò ØÓ  Û ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝ ÔÖÓÔÖØÝ Ò ×Ô
µº Ì Ö×Ø ÔÖÓÔÓ×¹
ØÓÒ × Ø ×ØÖØÒ ÔÓÒØ ØÓ ÔÖÓÚ Ø Ö×ÙÐØ× Ó Ø× ÔÔÖ¸ Ò Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ
ÔÖÓÔÖØÝ × 
ÖÙ
Ð ØÓ 
Ö
ØÖÞ Ø ÓÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ× Û ÓØÒº Ì Ü×¹
ØÒ
 Ó ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ× ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µ × ×ÓÛÒ Ò Ë
ØÓÒ º¿º
ÌÝ Ö ÓØÒ × ÐÑØ× Ó Ø ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× ÛÓ× Ü×ØÒ
 ×
Ö
ÐÐ Ò Ë
ØÓÒ º¾º ÅÓ×Ø Ó Ø ÔÖÓÔÖØ× Ó Ø ÐÑØ ÓÐÐÓÛ ÖÓÑ Ø
ÔÖÓÔÖØ× Ó Ø ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ×º ÈÖØ
ÙÐÖ 
Ö ÑÙ×Ø  ØÒ ØÓ ×ÓÛ
ØØ Ø ÐÑØ 
ÒÒÓØ  Ø 
ÓÒ×ØÒØ ×ÓÐÙØÓÒ θº ÍÒÕÙÒ×× Ö×ÙÐØ× ´ÙÒÕÙ¹
Ò×× Ó Ø ÔÖÓÐ ÓÖ ÒÓÒ ÞÖÓ ÚÐÓ
Ø× Ò ÙÒÕÙÒ×× Ó Ø ÚÐÓ
ØÝµ Ö
×ÓÛÒ Ò Ë
ØÓÒ ºº

º½º ÆÓØØÓÒ

Ì ÙÒ
ØÓÒ f 
Ò  ÜØÒ ØÓ  Z2¹ÔÖÓ
 ÙÒ
ØÓÒ f̃ Ý Ø ÓÐ¹
ÐÓÛÒ ÒØÓÒ

f̃(x, v) = f(x, v − ⌊v⌋)



½½ �������� �� ��������� ���������� �����

ÛÖ ⌊·⌋ × Ø ÓÓÖ ÒØÖ ÙÒ
ØÓÒº Ì ÙÒ
ØÓÒ f̃ × ØÒ Z2¹ÔÖÓ

Ò ÄÔ×
ØÞ 
ÓÒØÒÙÓÙ× ÓÒ R2¸ Ò ØÙ× ×Ø×× ÔÖÓÔÖØÝ ´¿º¾µ ÚÒ Ò
ÔØÖ ¿º ÁÒ Ø ÖÑÒÖ Ó Ø ÔÔÖ¸ f̃ ÛÐÐ  ×ÑÔÐÝ ÒÓØ Ý f º

º¾ ÌÓÓÐÓÜ

º¾º½ Ð××
Ð ÔÖÓÔÖØ×

ÁÒ Ø× ×Ù×
ØÓÒ Û Ö
ÐÐ¸ ÛØÓÙØ ÔÖÓÓ¸ Ö×ÙÐØ× ÓÒ 
Ð××
Ð ×ÓÐÙØÓÒ×
Ó ÔÖÓÐ
 ÕÙØÓÒ× ØØ ÛÖ ×ÓÛÒ Ò ÔØÖ ¿º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº ´ÄÓ
Ð 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐµ

Ï ××ÙÑ f ×Ø×× ´º¾µ¸´º¿µº ÄØ Q   
ÓÒÒ
Ø ÓÔÒ ×Ù×Ø Ó R× I
ÛØ I  ØÑ ÒØÖÚÐº ÄØ Ù× ÒÓØ Ý ∂pQ Ø× ÔÖÓÐ
 ÓÙÒÖÝº ÓÖ
ε = 0¸ ÐØ u1   ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ò u2  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ Q Û
 Ö
××ÙÑ ØÓ ÐÓÒ ØÓ C2,1(Q) ∩ C(Q)º Á u1 ≤ u2 ÓÒ ∂pQ¸ ØÒ u1 ≤ u2 ÓÒ
Qº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº ´ËØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ×µ

Ï ××ÙÑ f ×Ø×× ´º¾µ¸´º¿µº ÄØ Q ⊂ R× I   
ÓÒÒ
Ø ÓÔÒ ×Ù×Ø
Ó R× Iº ÄØ u1 Ò u2  ØÛÓ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó

ut = Δu+ f(x, u)

ÓÒ Q¸ ×Ø×ÝÒ


u1 ≤ u2 ÓÒ Q
u1(x0, t0) = u2(x0, t0) ÓÖ ×ÓÑ (x0, t0) ∈ Q.

ÌÒ u1 = u2 ÓÒ Qº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº ´ÀÐÖ ÓÙÒ× ÓÖ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÓÖÑ ÐÒÖ·

ÓÙÒµ

Ï ××ÙÑ f ×Ø×× ´º¾µ¸´º¿µº Ï 
ÓÒ×Ö  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó Ø ÔÖÓÐÑ

ut = Δu+ f(x, u) ÓÒ R× I. ´ºµ

Ï Ð×Ó ×ÙÔÔÓ× ØØ ÓÖ ×ÓÑ λ ∈ R¸ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ×Ù

ØØ

|u− px− λt| ≤ C.

ÌÒ u × Ø ÓÐÐÓÛÒ ÓÙÒ× Ò C
2+α,1+α

2
x,t (Qr(P0)) ÓÖ ×ÓÑ α > 0

u
C2+α,1+α

2 (Qr(P0))
≤ uC0(Qr(P0)) + C4

ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÖ P0 ∈ R× Iº

ÓÖÓÐÐÖÝ ºº ´ÊÙÐÖØÝ Ó Ø ØÑ ÖÚØÚ Ó uµ Ï ××ÙÑ
f ×Ø×× ´º¾µ¸´º¿µº ÓÒ×Ö u  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´ºµº ÌÒ ut × ÓÙÒ
Ò C2+α,1+α

2 (K) ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø× K ⊂ R2 Ò ÓÖ ×ÓÑ α > 0¸ Ò Ø ×
×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÕÙØÓÒ

(ut)t = (ut)xx + f ′
u(x, u)ut. ´ºµ
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º¾º¾ Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ò ×ØÖÙ
ØÙÖÐ ÔÖÓÔÖ¹

Ø×

ÁÒ Ø× ×Ù×
ØÓÒ Û Ö
ÐÐ Ø Ö×ÙÐØ× ×ÓÛÒ Ò ÔØÖ ¿ Ò Ø 
×
Ó ÓÙÖ ×ØÐ ÒÓÒÐÒÖØÝ f ×Ø×ÝÒ ´º¾µ¸´º¿µº Ì Ö×Ø Ö×ÙÐØ × Ø
Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒ¹Ð ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µ

ÌÓÖÑ ºº ´Ü×ØÒ
 Ó  ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ ÛØ ÔÐÒ Ð ÔÖÓÔ¹

ÖØ×µ

ÍÒÖ ××ÙÑÔØÓÒ ´º¾µ¸ ÓÖ  ÚÒ p > 0 ÛØ p−1 ∈ N¸ ØÖ Ü×Ø×
ÙÒÕÙ λ ∈ R ×Ù
 ØØ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ÒÔÒÒØ Ó p Ò
 ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´º½µ ÓÒ R× R Û
 ×Ø×Ý Ø ÓÐÐÓÛÒ ÔÖÓÔÖØ×























|u(x, t)− px− λt| ≤ C (i)

u



x+
1

p
, t



= 1 + u(x, t) (ii)

λut ≥ 0 (iii)
u(x+ 1, t) ≥ u(x, t) (iv).

´º½¼µ

ÅÓÖÓÚÖ


u


x+ 1, t− p

λ



= u(x, t)  λ = 0 (v)

ut = 0  λ = 0 (v)′.
´º½½µ

ÒÐÐÝ¸ Ø 
ÓÒ×ØÒØ× λ(p) Ö ÓÙÒ ÒÔÒÒØÐÝ Ó pº

ÙÖ º¾ ÐÐÙ×ØÖØ× Ø ÔÖÓ
ØÝ Ò Ø ÐÑØ ÔÖÓÔÖØ× Ó  ÙÒ
ØÓÒ
u(p)º 
Ù× Ó Ø ÔÖÓ
ØÝ̧ ÐÐ Ø ÒÓÖÑØÓÒ × 
ÓÒØÒ Ò Ø ÝÐÐÓÛ
Ò¸ Ò u(p) × Ø ÐÑØ +∞ ´Ö×Ô
ØÚÐÝ −∞µ ÛÒ x + cpt → +∞
´Ö×Ô
ØÚÐÝ x+ cpt→ −∞µº

������ º¾  ÁÐÐÙ×ØÖØÓÒ Ó Ø ÔÖÓ
ØÝ Ò ÐÑØ× Ó u(p)º
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Ì ×
ÓÒ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ×  Ö
Ø ÔÔÐ
ØÓÒ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º Ò Ô¹
ØÖ ¿º Ì× ÔÖÓÔÖØÝ × ÑÔÓÖØÒØ Ò Ø ÖÑÒÖ Ó Ø ÔÔÖ ØÓ ÔÖÚÒØ
Ø ×ÓÐÙØÓÒ Û 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ØÓ  ÕÙÐ ØÓ Ò ÒØÖÑØ ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ
ØÛÒ 0 Ò 1 ´Ø× ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ Ò ØÖ ×ØÐ ÓÖ ÙÒ×ØÐµº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼º ´ ÖÐÜ ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ Ø ÐÓÐ

×ÓÐÙØÓÒµ

ÌÖ Ü×Ø×  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´º½µ ÓÒ R × R ×Ø×ÝÒ ´º½¼µ¸ ´º½½µ × Ò
ÌÓÖÑ º¸ ×Ù
 ØØ

∀a ∈ Z+ {0, θ} , (u(x, t) < a < u(y, t))⇒ (x < y) . ´º½¾µ

º¿ ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ÈÙÐ×ØÒ ÌÖÚÐÐÒ ÏÚ× ×
|p| → 0

Ì ÓÐ Ó Ø× ×
ØÓÒ × ØÓ ÔÖÓÚ Ø Ü×ØÒ
 ÔÖØ Ó ÌÓÖÑ º½º
Ì  × ØÓ 
ÓÒ×Ö Ø ×ÓÐÙØÓÒ× u(p) 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ò ÌÓÖÑ º Ò
Ô×× ØÓ Ø ÐÑØ p→ 0º

º¿º½ ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ÐÑØ Ó
Ø× × p→ 0

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½½ ´Ü×ØÒ
 Ó ÐÑØ Ó
Ø×µº ÓÖ p−1 ∈ N \ {0}¸
ÐØ u(p)   ÙÒ
ØÓÒ ÚÒ Ý ÌÓÖÑ º¸ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ R × R

×Ø×ÝÒ ´º½¼µ¸´º½½µ Ò λ = λ(p) Ø 
ÓÒ×ØÒØ ××Ó
Ø Ò Ø ×Ô
¹
ØÑ Ó×
ÐÐØÓÒ ×ØÑØ ´º½¼µ (i)º ÌÒ Û Ú Ø ÓÐÐÓÛÒ Ö×ÙÐØ×
´½µ λ(p) −→

p→0
0º

´¾µ ÌÖ Ü×Ø× c0 ∈ R = R ∪ {−∞,+∞} ×Ù
 ØØ

cp =
λ(p)

p
−→
p→0

c0

ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
º
´¿µ ÌÖ Ü×Ø×  ÓÙÒ ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´º½µ ×Ù
 ØØ

u(p) −→
p→0

u

Ò C2,1
loc (R

2) ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
º
ÒÐÐÝ u ×Ø×× Ø 
ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼¸ ´º½¾µ¸ ØØ ×

ÓÖ ÐÐ a ∈ Z+ {0, θ}¸ Û Ú ØØ

u(x, t) < a < u(y, t) ÑÔÐ× x < y.

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½½

Ý ÌÓÖÑ º¸ Û Ú ØØ

|u(p) − px− λ(p)t| ≤ C
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ÛØ  ÓÙÒ ÒÔÒÒØ ÓÒ pº Í×Ò Ø ÖÙÐÖØÝ Ö×ÙÐØ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¸
Û Ú ØØ Ø ×ÓÐÙØÓÒ× u(p) Ö ÙÒÓÖÑÐÝ ÓÙÒ Ò C2+α,1+α

2 (BR(0, 0))
ÓÖ ÐÐ R > 0 Ò ÓÖ ×ÓÑ α ∈ (0, 1)º

ÌÖÓÖ¸ ØÝ Ö Ò  
ÓÑÔ
Ø ×Ù×Ø Ó C2+β,1+β
2 (BR(0, 0)) ÓÖ ×ÓÑ

β < α¸ Ò ×Ó ØÖ Ü×Ø× c0 ∈ R Ò u ∈ C2+α,1+α
2 (BR(0, 0)) ÓÖ ÐÐ R > 0

×Ù
 ØØ (cp, u
(p)) 
ÓÒÚÖ× ØÓ (c0, u) Ò R × C2+β,1+β

2 (BR(0, 0)) ÓÖ ÐÐ
R > 0¸ ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
º

× Ø 
ÓÒÚÖÒ
 × Ò C2+β,1+β
2 (BR(0, 0)) ÓÖ ÐÐ R > 0¸ u ×  ×ØÖÓÒ

×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µº
ÆÓÛ ÐØ λ0  Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ ÚÐÙ Ó λ(p)º È××Ò ØÓ Ø ÐÑØ Ò

´º½¼µ´µ¸ Û Ø |u(x, t)− λ0t| ≤ Cº ÅÓÖÓÚÖ¸ Û ÒÓÛ ØØ Ø ÒØÖ×
Ö ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µº ÆÓÛ ØÖ Ü×Ø× k ∈ N ×Ù
 ØØ

−k ≤ −C ≤ u(x, 0) ≤ C ≤ k.

ÌÒ¸ Ý Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÒ Ø ÚÓÐÙØÓÒÖÝ ÔÖÓÐÑ¸ Û Ø ØØ
ÓÖ ÐÐ t > 0¸

−k ≤ u(x, t) ≤ k.

Ì× × ÓÒÐÝ ÔÓ××Ð  λ0 = 0º
ÒÐÐÝ̧ × ÐÐ u(p) ×Ø×Ý ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼¸ Ø× Ö×ÙÐØ Ð×Ó ÓÐ× ÓÖ uº

Ì× 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½½º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾ ´ÉÙÐØØÚ ÔÖÓÔÖØ× Ó uµº
ÏØ Ø ÒÓØØÓÒ× Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½½¸ Ø ÐÑØ (c0, u) Ó (cp, u

(p)) ×Ø××























u(x) = lim
t→∞

u(x, t) ×  ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ

u(x) = lim
t→−∞

u(x, t) ×  ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ

u+(x, t) = lim
n→∞

u(x+ n, t) ×  ÔÖÓ
 ×ÓÐÙØÓÒ

u−(x, t) = lim
n→∞

u(x− n, t) ×  ÔÖÓ
 ×ÓÐÙØÓÒ

´º½¿µ

Ò u¸ u¸ u+ Ò u− ÐÐ ×Ø×Ý Ø 
ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼¸ ´º½¾µº
ÅÓÖÓÚÖ¸ Û Ú Ø ÓÐÐÓÛÒ ØÓÒÐ ÔÖÓÔÖØ× Û
 ÔÒ ÓÒ

Ø ×Ò Ó Ø ÚÐÓ
ØÝ Ò ØÖ 
××º
ÈÓ×ØÚ 
×

ÁÒ Ø 
× ÛÖ c0 > 0 ÓÖ c0 = 0 ÛØ cp > 0 ÓÖ  ×Ù×ÕÙÒ
 p→ 0¸







ut ≥ 0
0 ≤ u− u ≤ 1
u+ − u− ≤ 1.

´º½µ

× ut Ø×Ð × Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó  ÔÖÓÐ
 ÕÙØÓÒ ´× ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ ØØ
×Ø×× Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ Ò ut = 0 ×
×ÓÐÙØÓÒ¸ Û ØÒ Ú Ø ÓÐÐÓÛÒ ÐØÖÒØÚ
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ØÖ ut > 0 ÓÒ R2

ÓÖ ut = 0 ÓÒ R2º
ÆØÚ 
×

ÁÒ Ø 
× ÛÖ c0 < 0 ÓÖ c0 = 0 ÛØ cp < 0 ÓÖ  ×Ù×ÕÙÒ
 p→ 0¸







ut ≤ 0
0 ≤ u− u ≤ 1
u+ − u− ≤ 1.

´º½µ

× Ò Ø ÔÖ
Ò 
×¸ Û Ú Ø ÐØÖÒØÚ  ØÖ ut < 0 ÓÒ R2

ÓÖ ut = 0 ÓÒ R2º
ÓÒ×ØÒØ 
×

ÁÒ Ø 
× ÛÖ c0 = 0 ÛØ cp = 0 Ò  ÒÓÙÖÓÓ Ó 0¸ ØÒ







ut = 0
u = u = u
u+ − u− ≤ 1.

´º½µ

Ì ÐÑØ Ð×Ó × Ø ÓÐÐÓÛÒ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ ÔÖÓÔÖØÝ

ÄÑÑ º½¿º ´ÌÖÚÐÐÒ ÛÚ ÔÖÓÔÖØÝ Ó Ø ÐÑØµ

ÄØ u¸ u Ò u Ø ÙÒ
ØÓÒ× Ò Ò ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾º ÌÒ

 c0 = 0, ØÒ u(x) ≤ u(x+ 1) Ò u(x) ≤ u(x+ 1),

 c0 = 0, ØÒ u



x+ 1, t− 1

c0



= u(x, t),
´º½µ

ÛØ Ø 
ÓÒÚÒØÓÒ ØØ
1

c0
= 0  c0 = ±∞º

ÊÑÖ º½º ´ÆÓØ ÓÒ Ø ÒØÚ 
×µ

Ï 
Ò ÖÑÖ ØØ Ø ÔÓ×ØÚ 
× Ò Ø ÒØÚ 
× ÓÚ Ö ÚÖÝ
×ÑÐÖ ØÓ 
 ÓØÖº
ÁÒ¸  Û 
ÓÒ×Ö  ÙÒ
ØÓÒ f1 ×Ù
 ØØ Ø ×ÓÐÙØÓÒ× u(p)1 Ö Ò Ø
ÒØÚ 
×¸ Û 
Ò ÙÐ Ø ÙÒ
ØÓÒ

f2(x, u) = −f1(x, 1 − u)

Ì ÙÒ
ØÓÒ f2 ×Ø×× Ø 
ÓÒØÓÒ× ´º¾µ¸´º¿µ¸´ºµ¸ ÛØ θ′ = 1 − θº
ÌÒ Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ×ÓÐÙØÓÒ× u(p)2 Ö

u
(p)
2 (x, t) = 1− u1(x, t)

Ò ØÝ Ö Ò Ø ÔÓ×ØÚ 
×¸ 
Ù× λ2(p) = −λ1(p)º
ÁÒ Ø ÖÑÒÖ Ó Ø ÔÔÖ¸ Û ÛÐÐ ÓÒÐÝ ÛÓÖ ÓÒ Ø ÔÓ×ØÚ 
× Ò Ø

ÓÒ×ØÒØ 
×º
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ÈÖÓÓ Ó ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾

ËØÔ ½  ÈÖÐÑÒÖ×

ËÒ
 λ = λ(p)→ 0 × |p| → 0¸ ØÒ Ô××Ò ØÓ Ø ÐÑØ Ò Ø ÒÕÙÐØÝ


u(p) − px− λt


 ≤ C¸ Û Ø ØØ u × ÓÙÒº
× ×ÒÐÐ ÓÚ¸ Ò Ø× ÔÖÓÓ Û ÓÒÐÝ ØÖØ Ø ÔÓ×ØÚ 
× Ò ØÓÒ
ØÓ Ø 
ÓÒ×ØÒØ 
×º × Ø ÖÙÑÒØ× Ö ×ÑÔÐÖ Ò Ø 
ÓÒ×ØÒØ 
×¸ Û
ÛÐÐ ØÖØ Ø ×  Ö×Ø ×ØÔ Ó Ø ÔÖÓÓ Ò ÛÐÐ Ó
Ù× ÓÒ ÖÙÑÒØ× ×Ô


ØÓ Ø ÔÓ×ØÚ 
× Ò Ø ÖÑÒÖº

ËØÔ ¾  ÈÖÓÓ ÓÖ Ø 
ÓÒ×ØÒØ 
× Ò ÔÖÓÔÖØ× Ó u+ Ò u−

ÁÒ Ø 
ÓÒ×ØÒØ 
×¸ ÓÖ ÐÐ p > 0 ×ÑÐÐ ÒÓÙ¸ cp = 0¸ Û
 ÑÒ×
ØØ λ(p) = 0 Ò ØÙ× ØØ Ø ×ÓÐÙØÓÒ u(p) × ×ØØÓÒÖÝ ÓÖ ÐÐ pº ×
×ØÖÓÒ ÐÑØ Ó Ø× ×ÓÐÙØÓÒ×¸ u × Ð×Ó ×ØØÓÒÖÝ̧ Ò Û Ú u = u = uº
××¸ ÓÖ ÐÐ p¸ u(p) ×Ø××

u(p)(x+ 1, t)− u(p)(x, t) ≥ 0, ´º½µ

×Ó Ø× ÒÕÙÐØÝ ÖÑÒ× ØÖÙ ÓÖ uº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ × u × ÓÙÒ¸ u+

Ò u− Ö ÛÐÐ Ò Ò ÓÙÒ¸ Ò × u × ÓÙÒ Ò C2+α,1+α
2 (K)

ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø× K¸ u+ Ò u− Ú Ø ×Ñ ÖÙÐÖØÝ Ò Ö ×ØÖÓÒ
×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µº Ï Ð×Ó ÒÓØ ØØ ÔÖÓÔÖØÝ ´º½¾µ × ÔÖ×ÖÚ ÛÒ Û
Ô×× ØÓ Ø ÐÑØ¸ ×Ó u+ Ò u− ×Ø×Ý ´º½¾µº Ý 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ¸ u+ Ò u−

Ö Ð×Ó ÔÖÓ
 Ò ×Ô
º ÓÖ ÐÐ p ∈ N−1¸ Û Ú

u(p) (x, t) + 1 = u(p)


x+
1

p
, t



,

×Ó

u(p)


x+
1

2p
, t



− u(p)


x− 1

2p
, t



= 1.

ÌÒ  Û ÒÓØ N =
1

2p
ÛÒ Ø Ö
ØÓÒ × Ò ÒØÖ¸ ÓÖ ÐÐ n ≤ N ¸ Û

Ú ØØ
u(p) (x+ n, t)− u(p) (x− n, t) ≤ 1


Ù× Ó Ø ÖÐØÓÒ ´º½µº Á Û Ø Ø ÐÑØ p→ 0 ´Û
 × ÕÙÚÐÒØ
ØÓ N →∞µ¸ Û Ø ÓÖ ÐÐ n ∈ N¸

u(x+ n, t)− u(x− n, t) ≤ 1,

Ò
¸ Ô××Ò ØÓ Ø ÐÑØ n→∞¸ Û Ø

u+(x, t)− u−(x, t) ≤ 1.

Ì× Ò×× Ø ÔÖÓÓ Ò Ø 
ÓÒ×ØÒØ 
×¸ ÙØ ÓÒ 
Ò ÒÓØ ØØ Ø× Ö¹
ÙÑÒØ× ÓÒ u+ Ò u− Ó ÒÓØ ÔÒ ÓÒ Ø ×Ò Ó c0¸ ×Ó ØÝ Ö Ð×Ó ÚÐ
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Ò Ø ÔÓ×ØÚ 
×º Ì ÖÑÒÒ ×ØÔ× Ò× Ø ÔÖÓÓ ÓÖ Ø ÔÓ×ØÚ 
×º

ËØÔ ¿  ÅÓÒÓØÓÒ
ØÝ Ó u¸ Ü×ØÒ
 Ó u Ò u
Ö×Ø¸ u(p) × ÒÓÒ
Ö×Ò ÛÒ λ(p) > 0¸ ×Ó Ø × 
ÐÖ ØØ u × ÒÓÒ¹


Ö×Òº
×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ u¸ u Ö Ð×Ó ÛÐÐ Ò Ò ÓÙÒ Ò C2+α,1+α

2 (K)
ÓÖ ÐÐ 
ÓÑÔ
Ø× K¸ Ò ØÝ Ö ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µº ÌÝ Ð×Ó ×Ø×Ý
´º½¾µ 
Ù× Ø× ÔÖÓÔÖØÝ × ÔÖ×ÖÚ ÛÒ Û Ô×× ØÓ Ø ÐÑØº Ý 
ÓÒ¹
×ØÖÙ
ØÓÒ¸ u Ò u Ö ×ØØÓÒÖÝº

ËØÔ   ÈÖÓÔÖØ× Ó u Ò u

Í×Ò Ø ÖÐØÓÒ

u(p)


x+ 1, t− p

λ(p)



= u(p)(x, t),

Û Ú

u(p)(x, t) = u(p)


x+
1

p
, t− 1

λ(p)



= 1 + u(p)


x, t− 1

λ(p)



,

×Ó

u(p)


x, t+
1

2λ(p)



− u(p)


x, t− 1

2λ(p)



= 1.

× u × ÒÓÒ
Ö×Ò¸ Û Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ τ ≤ 1

2λ(p)
¸

u(p) (x, t+ τ)− u(p) (x, t− τ) ≤ 1.

ÌÒ Ø ÐÑØ p→ 0¸ Û Ú λ(p)→ 0 ×Ó ÓÖ ÐÐ τ > 0¸

u (x, t+ τ)− u (x, t− τ) ≤ 1.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸
u− u ≤ 1.

Ï Ð×Ó Ú
0 ≤ u− u


Ù× u × ÒÓÒ
Ö×Ò Ò tº
Ì× 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾º

ÈÖÓÓ Ó ÄÑÑ º½¿

ÄÑÑ º½¿ × ÓØÒ Ý 
ÓÒ×ÖÒ ÛØ ´º½½µ (v)¸ ÒÑÐÝ

u(p)


x+ 1, t− p

λ



= u(p)(x, t)
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ÑÔÐ× Ò Ø ÐÑØ p→ 0º
ÁÒ Ø 
× cp → ∞¸ Ø × 
ÐÖ ØØ λ(p) = 0 ÓÖ |p| ×ÑÐÐ ÒÓÙ Ò

Ô××Ò ØÓ Ø ÐÑØ p→ 0 Ò ´º½½µ (v)¸ Û Ø

u(x+ 1, t) = u(x, t).

ÁÒ Ø 
× cp → c0 ∈ (0,+∞)¸ Ø × Ð×Ó 
ÐÖ ØØ λ(p) > 0 ÓÖ |p| ×ÑÐÐ
ÒÓÙ ´ÚÒ  0 × Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ ÔÓÒØ Ó λ(p)µ¸ Ò Ò Ø ÐÑØ Û Ø

u



x+ 1, t− 1

c0



= u(x, t).

ÁÒ Ø 
× cp → 0¸ Ò Ø ÔÓ×ØÚ 
× Û Ú ØØ cp > 0 ÓÖ  ×Ù×ÕÙÒ

p→ 0¸ Ò ÓÖ Ø× ÚÐÙ× Ó p Û Ú

u(p)(x, t) = u(p)


x+ 1, t− 1

cp



.

× cp → 0¸  Û Ü A > 0 Ò t ∈ R Û Ú
1

cp
> A ÓÖ |p| ×ÑÐÐ ÒÓÙ¸

×Ó × u(p) ×  ÑÓÒÓØÓÒÓÙ× ÙÒ
ØÓÒ Ó t¸ Û Ú

u(p)(x, t) ≤ u(p)(x+ 1, t−A),

×Ó¸ Ò Ø ÐÑØ¸
u(x, t) ≤ u(x+ 1, t−A).

× Ø× × ØÖÙ ÓÖ ÐÐ A > 0 Ò ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ R×R¸ Ò × u × ÑÓÒÓØÓÒÓÙ×
Ò t ÛØ lim

t→−∞
u(x, t) = u(x)¸ Û Ú ØØ ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ R×R

u(x, t) ≤ u(x+ 1)

ÆÓÛ × u(x, t) 
ÓÒÚÖ× ØÓ u(x) ÛÒ t→ +∞ Ò Ø ÓÚ ÖÐØÓÒ ÓÐ×
ÓÖ ÐÐ t¸ Û 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ

u(x) ≤ u(x+ 1).

ÁÒ Ø 
× cp → 0 Ò Ø 
ÓÒ×ØÒØ 
×¸ Û Ú u = u = u Ò ÄÑÑ º½¿
ÓÐ× 
Ù× u(x+ 1) ≥ u(x)º

Ì× 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÄÑÑ º½¿º

Ì ÓÐÐÓÛÒ ÔÖÓÔÖØÝ ÛÐÐ Ð×Ó  Ù×ÙÐ¸ × ×ØØÓÒÖÝ ÔÖÓ
 ×ÓÐÙØÓÒ×
ÔÔÖ ÚÖÝÛÖ × ÐÑØ× Ó ×ÓÐÙØÓÒ×º

ÄÑÑ º½ ´ÁÒØ
ØÓÒ Ó Ø ×ØØÓÒÖÝ ÔÖÓ
 ×ÓÐÙØÓÒ×µº

Á u ×  ×ØØÓÒÖÝ 1¹ÔÖÓ
 ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ×Ø×ÝÒ Ø ÔÖÓÔÖØÝ ´º½¾µ
Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼¸ ØÒ u × 
ÓÒ×ØÒØ Ò u ∈ {0, θ}+ Zº
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ÈÖÓÓ Ó ÄÑÑ º½

Ì 
Ø ØØ u ×Ø×× ´º½¾µ ÑÒ× ØØ  a ∈ {0, θ} + Z¸ ÓÖ ÒÝ
t ∈ R¸ u(x0, t) > a ÑÔÐ× u(x, t) ≥ a ÓÖ ÒÝ x ≥ x0¸ Ò u(x0, t) < a
ÑÔÐ× u(x, t) ≤ a ÓÖ ÒÝ x ≤ x0º 
Ù× Ó Ø ÔÖÓ
ØÝ Ó u¸ Ø × ÓÒÐÝ
ÔÓ××Ð  ØÖ u × 
ÓÒ×ØÒØ ´Ò Ø× ÚÐÙ ×  ÞÖÓ Ó f µ¸ ÓÖ u × ÓÙÒ
ÖÓÑ ÓÚ Ò ÖÓÑ ÐÓÛ Ý ØÛÓ 
ÓÒ×
ÙØÚ ÞÖÓ× Ó f ¸ Û
 ÑÒ× ØÖ
Ü×Ø× k ∈ Z ×Ù
 × ØÖ k ≤ u ≤ k + θ ÓÖ k + θ ≤ u ≤ k + 1º

ËØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ× ×Ø×Ý

0 = Δu+ f(x, u)

ÁÒØÖØÒ Ø× ÕÙØÓÒ ÓÚÖ  ÔÖÓ ´[0, 1] ÓÖ ÜÑÔÐµ ÝÐ×


[0,1]
f(x, u(x))dx = 0.

ÙØ  k ≤ u ≤ k + θ¸ f(x, u) ≤ 0¸ Ò f(x, u) × ÒØ
ÐÐÝ ÕÙÐ ØÓ 0 ÓÒÐÝ
 u Ø×Ð × 
ÓÒ×ØÒØ Ò ÕÙÐ ØÓ k ÓÖ k + θº ÌÒ  u × ÒÓØ 
ÓÒ×ØÒØ Û
Ú



[0,1]
f(x, u(x))dx < 0,

Û
 ÖÒ×  
ÓÒØÖ
ØÓÒº Ý Ø ×Ñ ÖÙÑÒØ¸ k + θ ≤ u ≤ k + 1 ×
Ð×Ó ÓÒÐÝ ÔÓ××Ð  u × 
ÓÒ×ØÒØ¸ ×Ó Ø ÓÒÐÝ ÔÓ××ÐØÝ × ØØ u × 
ÓÒ×ØÒØ
Ò Ø× ÚÐÙ ×  ÞÖÓ Ó f º

º¿º¾ ÒÐÝ×× Ó Ø 
× cp → c0 ∈ (0,+∞)

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½ ´ÈÖÓÔÖØ× Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ ÛÒ c0 ∈ (0,+∞)µº
Á c0 ∈ (0,+∞)¸ ØÒ ÒÝ u ÐÑØ Ó Ø u(p) ÚÒ Ò ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½½ ×Ø××
u = 0 Ò u = 1¸ ÛØ u Ò u Ò Ò ´º½¿µº

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½
Ï 
Ò ×ÙÔÔÓ× cp > 0 ÓÖ |p| ×ÑÐÐ ÒÓÙº

ËØÔ ½  ÁÒØ
ØÓÒ Ó u Ò u
Ï ÒÓÛ ØØ u ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ Û
 ×Ø×× ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼º Ý

ÔÔÖÓÔÖØ ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ× Û 
Ò Ò×ÙÖ ØØ u(p)(0, 0) = θ ÓÖ ÐÐ p¸ Ò
ØÙ× u(0, 0) = θº

ÌÒ Ø ÐÑØ Ó

u(x, t) = u



x+ 1, t− 1

c



× |t| → ∞¸ Û Ø ØØ u Ò u Ö 1¹ÔÖÓ
º Ý ÄÑÑ º½¸ u Ò u Ö

ÓÒ×ØÒØ Ò ØÖ ÚÐÙ× Ö Ò {0, θ}+ Zº
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Ï Ö
ÐÐ ØØ u(0, 0) = θ¸ Û
 ÑÔÐ× u ≥ θ 
Ù× u × ÒÓÒ
Ö×¹
Ò Ò ØÑº ÆÓÛ Û Ú ØÛÓ 
×× ´u = θ Ò u > θµº

× ½  u = θ
Á u = θ¸ × u(0, 0) = θ Ò u × ÒÓÒ
Ö×Ò Ò t¸ ØÒ Û Ú ut(0, t) = 0
ÓÖ t > 0¸ Ò Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ ut ≡ 0¸
Û
 ÑÔÐ× ØØ u × ×ØØÓÒÖÝ Ò u = u = θº
× ¾  u > θ
Á u > θ¸ ´º½µ ÑÔÐ× ØØ u > θ − 1º

Ý Ø ×Ñ ÐÒ Ó Ö×ÓÒÒ ÓÒ u¸  u × ÒÓÒ ×ØØÓÒÖÝ̧ ØÒ u < θ Ò
u < θ + 1º
ÌÓ ×ÙÑÑÖÞ¸ Û Ú Ø ÒÕÙÐØ×

θ − 1 < u < θ < u < θ + 1

Ò Û 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ ØØ ÛÒ u × ÒÓÒ ×ØØÓÒÖÝ Û Ú u = 1 Ò u = 0º

ËØÔ ¾  Ü
ÐÙ×ÓÒ Ó Ø 
× u ≡ θ
Ý ´º¿µ¸ Û ÒÓÛ ØØ ØÖ Ü×Ø× θ1¸ θ2 ÛØ 0 < θ1 < θ < θ2 < 1 ×Ù


ØØ ÓÖ ÐÐ x ∈ R¸ ÓÖ u ∈ [θ1, θ2]¸

f ′
u(x, u) ≥ η > 0. ´º½µ

ËÙ×ØÔ ¾º½  ÅÒÓÖØÓÒ Ó ut Ò Ø ×Ø {u = θ1}
Ï Ò

A = { a ∈ R | ∃(pn) ∈ (N−1)N ÛØ pn → 0,

∃((xpn , tpn))pn , u
(pn)(xpn , tpn) = θ1, u

(pn)
t (xpn , tpn)→ a }

Ø ×Ø Ó 

ÙÑÙÐØÓÒ ÚÐÙ× Ó ut Ø ÔÓÒØ× ÛÖ u = θ1º ÌÓ Ñ Ø
ÔÖÓÓ ÑÓÖ ÖÐ¸ Û ÛÐÐ Ù× Ø ÒÖÐ ÒÓØØÓÒ× (p) Ò (xp, tp) ÓÖ
Ø ×ÕÙÒ
× ××Ó
Ø ØÓ ÐÑÒØ× Ó Aº

Ï ÒÓØ ØØ  a ∈ R × Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ ÔÓÒØ Ó A¸ Û 
Ò ×ÓÛ Ý
ÔÖÓ
×× Ó ÓÒÐ ÜØÖ
ØÓÒ ØØ a ∈ A¸ ×Ó A × 
ÐÓ× Ò Rº

Ï 
ÓÒ×Ö a ∈ A Ò ((xp, tp))p  
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ×Ù×ÕÙÒ
º Í×Ò
Ø ÖÐØÓÒ

u(p)(x, t) = u(p)


x+ 1, t− 1

cp



Û 
Ò ×ÙÔÔÓ× 0 ≤ xp < 1¸ Ò Û Ò u(p)
′
= u(p)(·, · + tp)º ÏØ

ØØ ÒØÓÒ¸ Û Ú u(p)
′
(xp, 0) = θ1º Ì ×ÕÙÒ
 u(p)

′

ÓÒÚÖ× ØÓ

×ÓÐÙØÓÒ u′ Ó ´º½µ ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
º Á Û Ø x0 ∈ [0, 1] Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ
ÚÐÙ Ó Ø xp ÓÖ Ø× ×Ù×ÕÙÒ
¸ Û Ú ØØ u′(x0, 0) = θ1º

ÆÓÛ Û 
Ò ÖÑÖ ØØ  u′t Ö
× Ø ÚÐÙ 0¸ Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ
ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ u′t ≡ 0 Ò u′ × ×ØØÓÒÖÝº ÙØ × u′ Ò u′ Ö
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ÓÒ×ØÒØ ´× Ò ËØÔ ½µ¸ Ø× ÛÓÙÐ ÑÔÐÝ ØØ u′ × 
ÓÒ×ØÒØ¸ Ò ØÙ× Ø×
Ø ÚÐÙ θ1 ÚÖÝÛÖ¸ Û
 ÖÒ×  
ÓÒØÖ
ØÓÒ ÛØ Ø 
Ø ØØ Ø
×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µº

× Ø 
ÓÒÚÖÒ
 Ó u(p)
′
ØÓ u′ × Ò C2+α,1+α

2 (K) ÓÖ ÐÐ K 
ÓÑÔ
Ø¸
Ò ÔÖØ
ÙÐÖ u(p)

′
t 
ÓÒÚÖ× ÙÒÓÖÑÐÝ ØÓ u′t¸ Ò ×Ó u′t(x0, 0) = a Ò a > 0º

× A × 
ÐÓ×¸ A ∩ (−∞, 0] = ∅ ÑÔÐ× min {A} = δA > 0º

ËÙ×ØÔ ¾º¾  ÅÒÓÖØÓÒ Ó ut Ò Ø ×Ø {u = θ2}
Á Û Ò Ò ×ÑÐÖ ×ÓÒ Ø ×Ø B Ó 

ÙÑÙÐØÓÒ ÚÐÙ× Ó ut Ø

ÔÓÒØ× ÛÖ u = θ2¸ Û 
Ò Ù× Ø ×Ñ ÑØÓ ØÓ ×ÓÛ ØØ min {B} =
δB > 0º

ËÙ×ØÔ ¾º¿  ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ
Ï ÒÓØ δ = min(δA, δB)º Ì ÔÖ
Ò Ö×ÙÐØ× Ò
Ø ØØ ØÖ Ü×Ø×

p0 > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ p ×Ù
 ØØ 0 < p < p0¸ u(p)(x, t) ∈ {θ1, θ2} ÑÔÐ×

u
(p)
t (x, t) >

δ

2
º

ÆÓÛ Û ×ÙÔÔÓ× ØØ  ×Ù×ÕÙÒ
 Ó u(p) 
ÓÒÚÖ× ØÓ  
ÓÒ×ØÒØ ×Ó¹
ÐÙØÓÒ u ≡ θº Ï ØÒ Ú ut ≡ 0¸ ×Ó ØÖ Ü×Ø× pcut > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ

ÐÐ p < pcut¸ Û Ú u
(p)
t (0, 0) <

δ

2
´ÛØ u(p)(0, 0) = θµº Ï 
ÓÒ×Ö Ø

×Ù×Ø Ωp ⊂ R2 Ò Ý

Ωp =


(x, t) ∈ R2 | θ1 ≤ u(p)(x, t) ≤ θ2



.

ÁØ ×  
ÐÓ× ×Ù×Ø Ò Ý 
ÓÒØÒÙØÝ Ó u(p) Ø× ÓÙÒÖÝ ∂Ωp × Ò
ÐÙ
Ò Ø ×Ù×Ø



(x, t) ∈ R2 | u(p)(x, t) ∈ {θ1, θ2}


.

ÀÒ
¸ u(p)t >
δ

2
ÓÒ ∂Ωpº Ï ÖÑÖ ØØ Ý ´º½¼µ (i)¸ Û Ú

Ωp ⊂ {|x+ cpt| ≤ Kp}

ÓÖ ×ÓÑ 
ÓÒ×ØÒØ Kp > 0¸ Ò Ý ´º½½µ (v)¸ Û Ð×Ó Ú ´× ÙÖ º¿µ

(x, t) ∈ Ωp ⇒ (x, t) +



1,− 1

cp



∈ Ωp Ò u(p)(x, t) = u(p)


x+ 1, t− 1

cp



.

ÏØ Ø× ÔÖÓÔÖØ× Û 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ ØØ

u(p)(Ωp) = u(p) (Ωp ∩ {x ∈ [0, 1]}) ,

Ø ×Ø Ωp ∩ {x ∈ [0, 1]} Ò ÓÙÒ Ò R2º

× (0, 0) ∈ Ωp Ò u
(p)
t (0, 0) <

δ

2
ÓÖ p ×ÑÐÐ ÒÓÙ¸ Û 
Ò Ù
 ØØ

ut Ö
×  ÑÒÑÙÑ ÓÖ  ÔÓÒØ (xp
min, t

p
min) ∈ Ω̊p ´ÙÖ º¿µ Ò Û 
Ò



���� ������������ �� ��������� ���������� ����� ½¾

������ º¿  ÁÐÐÙ×ØÖØÓÒ Ó Ø ÔÖÓ
ØÝ Ó Ωpº

×ÙÔÔÓ× xp
min ∈ [0, 1)º Á Û ÛÖØ v(p) = u

(p)
t ¸ Ý ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º Û ÒÓÛ

ØØ v(p) × Ò C2+α;1+α
2 (Qr) ÓÖ ÐÐ ÔÖÓÐ
 
ÝÐÒÖ QrÒ ×Ø×× Ø

ÓÐÐÓÛÒ ÕÙØÓÒ Ò Ø ×ØÖÓÒ ×Ò×

v
(p)
t = Δv(p) + f ′

u(x, u
(p))v(p). ´º¾¼µ

ÏØ Ø× ÕÙØÓÒ Û 
Ò Ö×Ø ×ÓÛ ØØ v(p) > 0º ÁÒ¸  v(p) Ö
×
Ø ÚÐÙ 0¸ Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ v(p) = 0
ÚÖÝÛÖ¸ ÙØ Ø ÒÕÙÐØÝ



u(p) − px− λt


 ≤ C ÓÖ× ØØ u(p) × ×Ø¹
ØÓÒÖÝº

× v(p) Ö
×  ÑÒÑÙÑ ÓÒ (xp
min, t

p
min)¸ Ø ØØ ÔÓÒØ v(p)t = 0 Ò

Δv ≥ 0¸ Ò Ø ØØ ÔÓÒØ u(p) ∈ [θ1, θ2] ×Ó f ′
u(x

p
min, u

(p)) > 0¸ ÙØ Û Ð×Ó
Ú v(p) > 0¸ ×Ó Û Ú  
ÓÒØÖ
ØÓÒ ÛØ ´º¾¼µº

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ u 
Ò ÒÓØ  ×ØØÓÒÖÝ ÛØ ÚÐÙ θº

º¿º¿ ÒÐÝ×× Ó Ø 
× cp → +∞
ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½ ´Ü
ÐÙ×ÓÒ Ó Ø 
× cp →∞µº

Ì ×ÕÙÒ
 cp 
Ò ÒÓØ ÚÖ ØÓ +∞º

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½

ËØÔ ½  ÊÙ
ØÓÒ ØÓ Ø 
× u ≡ θ

Ì ×Ñ Ö×ÓÒÒ × Ø ÓÒ Ò Ø ËØÔ ½ Ó Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ¹
×ØÓÒ º½ ´ÛÖ c ∈ (0,+∞)µ ÙÖÒØ× ØØ u Ò u Ö 
ÓÒ×ØÒØ¸ Ò
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ØØ ØÖ u ≡ θ ´Ø 
ÓÒ×ØÒØ 
×µ¸ ÓÖ u = 1 Ò u = 0 ´Ø ÒÓÒ ×ØØÓÒÖÝ

×µº

ÖÓÑ ´º½µ ÛØ c0 = +∞¸ Û Ú ØØ ÓÖ ÐÐ t¸ u(·, t) × 1¹ÔÖÓ
º
Ï ÒÓÛ ØØ u(0, 0) = θ¸ ×Ó  u ≤ θ¸ ÓÖ u ≥ θ¸ Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ
ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ u ≡ θ Ò ÓØ 
××¸ Ò Û Ö Ò Ø 
ÓÒ×ØÒØ

×º

ÙØ  u(·, 0) ≤ θ¸ Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ ÙÖÒØ×
u(·, t) ≤ θ ÓÖ t > 0 Ò Ø ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝ Ó u ÑÔÐ× u(·, t) ≤ θ ÓÖ t < 0º
ËÓ Û Ú u ≤ θ ÓÒ R2¸ Û
 Û Ú ÐÖÝ ÖÙ
 ØÓ Ø 
ÓÒ×ØÒØ

×º ËÑÐÖÐÝ̧ Û 
Ò³Ø Ú u(·, 0) ≥ θ Ò Ø ÒÓÒ ×ØØÓÒÖÝ 
×º

ËÓ ØÖ Ü×Ø x1 ∈ R Ò x2 ∈ R ×Ù
 ØØ u(x1, 0) > θ Ò u(x2, 0) < θº

Ù× Ó Ø 1¹ÔÖÓ
ØÝ Ó u Ò x¸ Û 
Ò ×ÙÔÔÓ× −1 ≤ x1 < 0 < x2 ≤ 1º
ÙØ Ø× 
ÓÒØÖ
Ø× Ø 
Ø ØØ u ×Ø×× ´º½¾µº

ËØÔ ¾  Ü
ÐÙ×ÓÒ Ó Ø 
× u ≡ θ
Ì ÐÒ Ó Ö×ÓÒÒ ÚÒ Ò ËØÔ ¾ Ó Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½

´ÛÖ c ∈ (0,+∞)µ × Ð×Ó ÚÐ ÛÒ c0 = +∞¸ Ù×Ò Ø 
ÓÒÚÒØÓÒ
1

c
= 0º

º¿º ÒÐÝ×× Ó Ø 
× cp → 0¸ ÛØ  ×ØØÓÒÖÝ cp = 0 ÓÖ
|p| ×ÑÐÐ ÒÓÙ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º ´ÈÖÓÔÖØ× Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ ÛÒ c0 = 0 Ò cp = 0
ÓÖ  ×Ù×ÕÙÒ
 ´Ø 
ÓÒ×ØÒØ 
×µµ

Á cp = 0 ÓÖ |p| ×ÑÐÐ ÒÓÙ¸ ØÒ u × ×ØØÓÒÖÝ Ò ×  ØÖÒ×ØÓÒ ØÛÒ
u− = 0 Ò u+ = 1º

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½

ÁÒ Ø× 
×¸ ÓÖ Ø ×Ù×ÕÙÒ
 ÑÒØÓÒ ÓÚ¸ Ø ×ÓÐÙØÓÒ× u(p) Ö
ÐÐ ×ØØÓÒÖÝ̧ Ò ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
 u × ×ØØÓÒÖÝº ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ Ó Ø×
ÔÖÓÓ Û ÛÐÐ Ù× Ø ÙÜÐÖÝ ÙÒ
ØÓÒ w(p)(x) = u(p)(x+ 1) − u(p)(x) Ò
w(x) = u(x+ 1) − u(x)º × Û ÒÓÛ ØØ u(p)(x+ 1) ≥ u(p)(x)¸ Ø× ÙÒ
¹
ØÓÒ× w(p) Ò w Ö ÒÓÒ¹ÒØÚº Ï Ò Ø× ÔÖÓÓ Ý ×ÓÛÒ ØØ ØÝ
×Ø×Ý  ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ØØ ×  w ´ÓÖ w(p)µ Ö
× Ø ÚÐÙ
0¸ ØÒ w ´ÓÖ w(p)µ × 
ÓÒ×ØÒØ ÛØ ÚÐÙ 0º

ËØÔ ½   ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ w
ËÙÔÔÓ× ØØ ØÖ Ü×Ø× x0 ∈ R ×Ù
 ØØ w(x0) = 0¸ ØØ × u(x0) =

u(x0+1) = d0º × u(x+1) ≥ u(x) ÚÖÝÛÖ¸ Ø× ÑÔÐ× ØØ ØÖ Ü×Ø×
d1 ∈ R ×Ù
 ØØ ux(x0) = ux(x0 + 1) = d1º × f × 1¹ÔÖÓ
 Ò ×Ô
¸ Ø
ÙÒ
ØÓÒ× u Ò ũ = u(·+ 1) Ö ÓØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ







0 = uxx + f(x, u) ÓÒ (x0,+∞)
u(x0) = d0
u′(x0) = d1
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× f × ÄÔ×
ØÞ¹
ÓÒØÒÙÓÙ×¸ Û Ú ØØ u Ò ũ 
ÓÒ
 ÓÒ (x0,+∞)º ÁÒ
Ø ×Ñ ÑÒÒÖ¸ Û 
Ò ×ÓÛ ØÝ 
ÓÒ
 ÓÒ (−∞, x0)¸ ×Ó u Ò ũ Ö
ÕÙÐº ÌÓ ×ÙÑ ÙÔ¸ Û Ú ØØ  w Ö
× Ø ÚÐÙ 0¸ ØÒ Ø × Ò
××ÖÐÝ

ÓÒ×ØÒØº

ËØÔ ¾  ÁÒØ
ØÓÒ Ó u− Ò u+

Ì ×ÓÐÙØÓÒ u × ×ØØÓÒÖÝ̧ ×Ó ÓØ u+ Ò u− Ö ×ØØÓÒÖÝ 1¹ÔÖÓ

×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ØÝ Ö 
ÓÒ×ØÒØ Ò ØÖ ÚÐÙ ×
ÞÖÓ Ó f º

Ý ×ÙØÐ ×Ô
 ØÖÒ×ÐØÓÒ× Û 
Ò Ò×ÙÖ ØØ ÓÖ ÐÐ p > 0 ØÖ Ü×Ø×
xp ∈ [0, 1) ×Ù
 ØØ u(p)(xp) = θº Á Û ÒÓØ x0 Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ ÚÐÙ× Ó
Ø ×ÕÙÒ
 xp × p→ 0¸ Û Ú u(x0) = θº

× u− ≤ u ≤ u+ Ò u+ − u− ≤ 1¸ u− × ØÖ θ − 1¸ 0 ÓÖ θ¸ Ò u+ ×
ØÖ θ¸ 1 ÓÖ θ + 1º Á u+ ÓÖ u− × ÕÙÐ ØÓ θ¸ ØÒ u × 
ÓÒ×ØÒØ ´Ò ÕÙÐ
ØÓ θµº ÁÒ¸ u(0) = u+ = θ Ò u(x + 1) ≥ u(x) ÑÔÐÝ ØØ u(n) = θ ÓÖ
n ∈ N¸ 
Ù× u+ = limu(x+n)º ÁØ ÑÒ× ØØ w = u(x+1)−u(x)¸ Û

× ÒÓÒ¹ÒØÚ¸ Ö
× Ø ÚÐÙ 0 Ò Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ
´× ËØÔ ½ Ó Ø× ÔÖÓÓµ Ø × 
ÓÒ×ØÒØ Ò ÕÙÐ ØÓ 0¸ Û
 Ò ØÙÖÒ ÑÔÐ×
ØØ u × 
ÓÒ×ØÒØº Ì ÓÒÐÝ ÓØÖ 
× × u− = 0 Ò u+ = 1º

ËØÔ ¿  Ü
ÐÙ×ÓÒ Ó Ø 
× u ≡ θ
ÁÒ  ×ÑÐÖ ÛÝ × ÓÖ Ø ÓÚ 
××¸ Û ÒÓÛ ØØ ÓÖ ÐÐ x ∈ R¸

f(x, u) × Ò
Ö×Ò Ò u ÓÖ u ∈ [θ1, θ2]¸ ÛÖ 0 < θ1 < θ < θ2 < 1º Ï

ÓÒ×Ö θ3 ∈ (θ, θ2) Ò ÖÑÖ ØØ ÓÖ ÒÝ p > 0¸  θ1 ≤ u(p)(x) ≤ θ3 Ò
w(p)(x) < θ2 − θ3 := δθ¸ ØÒ θ1 ≤ u(p)(x+ 1) ≤ θ2º

ËÙ×ØÔ ¿º½  ÅÒÓÖØÓÒ Ó w ÓÒ Ø ×Ø {u = θ1}
Ï Ò

A′ = { a ∈ R | ∃(pn) ∈ (N−1)N ÛØ pn → 0,

∃(xpn)pn , u
(pn)(xpn) = θ1, u

(pn)
t (xpn)→ a }

Ø ×Ø Ó 

ÙÑÙÐØÓÒ ÚÐÙ× Ó w Ø ÔÓÒØ× ÛÖ u = θ1º × ÓÖ¸ Û
ÛÐÐ Ù× Ø ×ÑÔÐ ÒÓØØÓÒ× (p) Ò (xp) ÓÖ ×Ù×ÕÙÒ
× ××Ó
Ø ØÓ
ÐÑÒØ× Ó A′º Ï ÒÓØ ØØ  a ∈ R × Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ ÔÓÒØ Ó A′¸ Û 
Ò
×ÓÛ Ý  ÔÖÓ
×× Ó ÓÒÐ ÜØÖ
ØÓÒ ØØ a ∈ A′¸ ×Ó A′ × 
ÐÓ× Ò Rº

Ï 
ÓÒ×Ö a ∈ A′ Ò (xp)p  
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ×Ù×ÕÙÒ
¸ Ò Û Ò

u(p)
′
= u(p)(·+ ⌊xp⌋).

ÌÒ u(p)
′

×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÛØ u(p)
′
(xp − ⌊xp⌋) = θ1º Ì ×ÕÙÒ


u(p)
′

ÓÒÚÖ× ØÓ  ×ÓÐÙØÓÒ u′ Ó ´º½µ ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
¸ Ò  Û Ø

x0 ∈ [0, 1] Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ ÚÐÙ Ó xp − ⌊xp⌋¸ Û Ú ØØ u′(x0) = θ1º
ÆÓÛ Û ÖÑÖ ØØ  w′(x) = u′(x + 1) − u′(x) Ö
× Ø ÚÐÙ 0¸

Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ¸ Ø × 
ÓÒ×ØÒØ ÛØ ÚÐÙ 0¸ Û
 ÑÔÐ×
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ØØ u′ × 1¹ÔÖÓ
¸ u′ = u′+ = u′−¸ Ò u′ ×  
ÓÒ×ØÒØ Ò Ø× ÚÐÙ ×
ÞÖÓ Ó f ¸ Û
 
ÓÒØÖ
Ø× u′(x0) = θ1º ÙØ w(p)′ 
ÓÒÚÖ× ÙÒÓÖÑÐÝ ØÓ
w′¸ ×Ó

w′(x0) = lim
p→0



w(p)′(xp − ⌊xp⌋)


= a,

×Ó a > 0¸ Ò × A′ × 
ÐÓ×¸ minA′ = δA′ > 0º

ËÙ×ØÔ ¿º¾  ÅÒÓÖØÓÒ Ó w ÓÒ Ø ×Ø {u = θ3}
Á Û Ò Ò ×ÑÐÖ ×ÓÒ Ø ×Ø B′ Ó 

ÙÑÙÐØÓÒ ÚÐÙ× Ó

w Ø ÔÓÒØ× ÛÖ u = θ3¸ Û 
Ò Ù× Ø ×Ñ ÑØÓ ØÓ ×ÓÛ ØØ
min {B′} = δB′ > 0º

ËÙ×ØÔ ¿º¿  ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ

Ï ÒÓØ δ′ = min(δA′ , δB′ , δθ)º Ì ÔÖ
Ò Ö×ÙÐØ× Ò
Ø ØØ ØÖ
Ü×Ø× p′0 > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ p > 0 ×Ù
 ØØ p < p′0¸ u

(p)(x, t) ∈ {θ1, θ3}
ÑÔÐ× w(p)(x, t) >

δ′

2
º

ÆÓÛ Û ×ÙÔÔÓ× ØØ  ×Ù×ÕÙÒ
 Ó u(p) 
ÓÒÚÖ× ØÓ  
ÓÒ×ØÒØ ×Ó¹
ÐÙØÓÒ u ≡ θ ´Ø× ÑÔÐ× w ≡ 0µº ÓÖ ÐÐ p > 0¸ Ø ÓÙÒ×

|u(p)(x)− px| ≤ C

ÑÒ ØØ ØÖ Ü×Ø× xp ∈ R ×Ù
 ØØ u(p)(xp) = θº ÍÔ ØÓ  ØÖÒ×Ð¹
ØÓÒ u′(p)(x) = u(p)(x+ ⌊xp⌋)¸ Û
 ÔÖ×ÖÚ× Ø ×ÓÐÙØÓÒ¸ Û 
Ò ×ÙÔÔÓ×
xp ∈ [0, 1)º ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ØÖ Ü×Ø×  ×ÕÙÒ
 pn → 0¸  ×ÕÙÒ


(xn) ∈ [0, 1)N Ò p′cut > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ |pn| < p′cut¸ w
(pn)(xn) <

δ′

2
´ÛØ

u(pn)(xn) = θµº ÆÓÛ ÓÖ p ∈ (pn)n¸ p < min(p′0, p
′
cut)¸ Û 
ÓÒ×Ö Ø ×Ù×Ø

Ωp ⊂ R Ò × ÓÚ

Ωp =


x ∈ R | θ1 ≤ u(p)(x) ≤ θ3



.

ÁØ ×  
ÐÓ× ×Ù×Ø Ò Ø× ÓÙÒÖÝ ∂Ωp × Ò
ÐÙ Ò Ø ×Ù×Ø


x ∈ R | u(p)(x) ∈ {θ1, θ3}


.

ÀÒ
¸ w(p) >
δ′

2
ÓÒ ∂Ωpº × (xp) ∈ Ωp Ò w(p)(xp) <

δ′

2
¸ Û 
Ò Ù


ØØ w Ö
×  ÑÒÑÙÑ ÓÖ  ÔÓÒØ (xp
min) ∈ Ω̊pº ÆÓÛ w(p) ×Ø×× Ø

ÓÐÐÓÛÒ ÕÙØÓÒ

0 = Δw(p)(x) + (f(x, u(p)(x+ 1)) − f(x, u(p)(x)). ´º¾½µ

× w(p) Ö
×  ÑÒÑÙÑ ÓÒ (xp
min)¸ Ø ØØ ÔÓÒØ

Δw(p)(xp
min) ≥ 0. ´º¾¾µ
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ÅÓÖÓÚÖ¸ w(p) > 0 
Ù×  Ø Ö
× Ø ÚÐÙ 0¸ Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ
ÔÖÒ
ÔÐ ´× ËØÔ 1 Ó Ø× ÔÖÓÓµ¸ w(p) = 0 ÚÖÝÛÖ¸ ÙØ Ø ÒÕÙÐØÝ


u(p) − px


 ≤ C ÓÖ× ØØº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Û Ú u(p)(xp
min + 1) >

u(p)(xp
min)º Ý 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ¸ θ1 ≤ u(p)(xp

min) ≤ θ3¸ Ò Û Ú ×Ô


w(p)(xp
min) ≤

δ′

2
< δθ¸ ×Ó θ1 ≤ u(p)(xp

min) ≤ θ3º × ÓÖ ÚÖÝ ÚÐÙ Ó x¸ f ×

Ò Ò
Ö×Ò ÙÒ
ØÓÒ Ó u ÛÒ u × Ò Ø ÒØÖÚÐ [θ1, θ2]¸ Û Ú

f(xp
min, u

(p)(xp
min + 1))− f(xp

min, u
(p)(xp

min)) > 0. ´º¾¿µ

ÓÑÒÒ ´º¾½µ¸´º¾¾µ Ò ´º¾¿µ¸ Û Ø  
ÓÒØÖ
ØÓÒº
×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ u 
Ò ÒÓØ  ×ØØÓÒÖÝ ÛØ ÚÐÙ θº

º¿º ÒÐÝ×× Ó Ø 
× cp → 0¸ ÛØ cp > 0

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½ ´ÈÖÓÔÖØ× Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ ÛÒ c0 = 0 Ò Ø

ÔÓ×ØÚ 
×µº Á cp → 0 Ò Ø ×ÕÙÒ
 × ÒÓØ ×ØØÓÒÖÝ¸ ÛØ cp > 0¸
ØÒ ØÖ Ü×Ø×  ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´º½µ Û
 ×Ø×× ´ºµ¸´ºµ¸
Ò ×  ØÖÒ×ØÓÒ ØÛÒ u− = 0 Ò u+ = 1º

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½

ËØÔ ½  ÚÓÙÖ Ó u Ò u ÓÖ Ø ÐÑØ u Ó u(p)

× cp > 0 ÓÖ p > 0¸ Û 
Ò ×ÙÔÔÓ× ØØ u(p)(0, 0) = θ¸ Ò ×Ó u(0, 0) = θº
Ï ÒÓÛ ØØ u Ò u Ö ØÛÓ ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ× Ò Û Ö
ÐÐ ØØ

u(x+ 1) ≥ u(x).

Ï ÒÓØ ØØ × n → ∞¸ ÓØ u(x + n) Ò u(x + n) 
ÓÒÚÖ ØÓ ÔÖÓ

×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ×¸ ØØ × 
ÓÒ×ØÒØ× Ò {0, θ} + Zº ÙØ × u(x) ≤ u(x) ≤
u(x + 1)¸ Ø× ÐÑØ× Ö Ò
××ÖÝ Ø ×Ñ¸ Ò u+ = u+ = u+º ÁÒ Ø
×Ñ ÛÝ̧ u− = u− = u−º

× u(0, 0) = θ¸ Û Ú u− = u− ≤ θ ≤ u+ = u+¸ Ò Û ÒÓÛ ØØ
u+ − u− ≤ 1º

ÆÓÛ ×ÙÔÔÓ× u+ = θº × u(0, 0) = θ¸ u(0) ≥ θ 
Ù× u × Ò
Ö×Ò
Ò ØÑº ÓÑÒÒ Ø× ÛØ u+ = θ¸ Ø ÑÔÐ× u(0) = θ Ò × u(n) ×
ÒÓÒ
Ö×Ò¸ u(n) = θ ÓÖ ÐÐ n ∈ Nº ÙØ Ò Ø× 
×¸ w(x) = u(x+1)−u(x)
Ö
× Ø ÚÐÙ 0¸ Ò Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´× ËØÔ 1 Ó Ø
ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½µ¸ Ø × Ò
××ÖÝ 
ÓÒ×ØÒØ Ò ÕÙÐ ØÓ 0º Ì×
ÑÔÐ× ØØ u × 
ÓÒ×ØÒØ Ò ÕÙÐ ØÓ θ¸ Ò ×

0 = u+ − u+ = limu(x+ n)− u(x+ n)

Ò
0 = u− − u− = lim u(x− n)− u(x− n),

u × Ð×Ó 
ÓÒ×ØÒØ ÛØ ÚÐÙ θ¸ Û
 Ò ØÙÖÒ ÑÔÐ× ØØ u × 
ÓÒ×ØÒØ ÛØ
ÚÐÙ θ¸  
× Û
 Û ÛÐÐ Ü
ÐÙ ÐÓÛº
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Ì ×Ñ ÔÔÒ×  u− = θº
Ì ÓÒÐÝ ÖÑÒÒ 
× × u− = 0¸ Ò u+ = 1º ÁÒ ØØ 
×¸ ÓØ u Ò

u Ö ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µ¸ ÛØ u− = u− = 0 Ò u+ = u+ = 1¸
Û
 × ÛØ Û ÛÒØ ØÓ ÔÖÓÚº ÆÓØ ØØ Ø× ØÛÓ ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ×
ÑÝ  ÕÙÐ¸ Ò Û
 
× u Ø×Ð × ×ØØÓÒÖÝº

ËØÔ ¾  Ü
ÐÙ×ÓÒ Ó Ø 
× u ≡ θ

Ì× ÔÖÓÓ ÚÒ Ò Ø 
× cp → c > 0 ×ØÐÐ ÓÐ× Öº 
ØÙÐÐÝ̧ Ò Ø
ÔÖÓÓ Ò Ø 
× c > 0¸ Û ÒÚÖ Ù× Ø 
Ø ØØ Ø ÐÑØ c × ÔÓ×ØÚ¸
ÓÒÐÝ Ø 
Ø ØØ ÓÖ p > 0¸ cp > 0º ËÓ Ò ÓÙÖ 
× u 
Ò ÒÓØ  ×ØØÓÒÖÝ
ÛØ ÚÐÙ θ ØÖº

º¿º ÈÖÓÓ Ó Ø ÑÒ Ü×ØÒ
 Ö×ÙÐØ

ÁÒ Ø× ×Ù×
ØÓÒ Û Ù× Ø ÔÖ
Ò Ö×ÙÐØ× ØÓ ÔÖÓÚ Ø Ü×ØÒ
 ÔÖØ
Ó ÌÓÖÑ º½

ÈÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ º½

ÃÔÒ Ò ÑÒ ØØ Ø ÒØÚ 
× × ×ÑÐÖ ØÓ Ø ÔÓ×ØÚ 
×¸
ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½ Ò
Ø× ØØ c0 ∈ Rº ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾ ÙÖÒØ× ØØ
Ø ×ÓÐÙØÓÒ u Û Ú 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ×Ø×× ´ºµ Ò c0ut ≥ 0º ÒÐÐÝ̧
ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½ ×ÓÛ× ØØ Ø ÖÑÒÖ Ó ´ºµ ÓÐ× ÛÒ c0 = 0¸ Ò
ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½ Ò ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½ ×ÓÛ ØØ ´ºµ Ð×Ó ÓÐ× ÛÒ c0 = 0¸
Û
 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó Ø Ü×ØÒ
 ÔÖØ Ó ÌÓÖÑ º½º

º ÍÒÕÙÒ×× Ó Ø ÔÖÓÐ Ò Ó Ø ÚÐÓ
ØÝ

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ Û ×ÓÛ Ø ÙÒÕÙÒ×× ÔÖØ Ó ÌÓÖÑ º½ ´ÙÒÕÙÒ××
Ó Ø ÔÖÓÐ uµ Ò Ø Ö×ÙÐØ Ó ÌÓÖÑ º¿ ´ÙÒÕÙÒ×× Ó Ø ÚÐÓ
ØÝ
c0µº

ºº½ ÍÒÕÙÒ×× Ó Ø ÔÖÓÐ

ÁÒ Ø× Ö×Ø ×Ù×
ØÓÒ Û ÔÖÓÚ Ø ÙÒÕÙÒ×× Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ ÓÖ  ÚÒ
×Ô c0

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾¼º

ÓÖ  ÚÒ c0 > 0¸ ØÖ Ü×Ø×  ÙÒÕÙ ´ÙÔ ØÓ ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ×µ ×ÓÐÙØÓÒ
u Ó ´º½µ Ò R2 ×Ø×ÝÒ Ø ÔÖÓÔÖØ× ´ºµ ÛØ u = 0 Ò u = 1 Ò

u



x+ 1, t− 1

c0



= u(x, t) ´ÛØ 0 < c0 < +∞µº

ÈÖÓÓ Ó ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾¼

ËØÔ ½  ËØØÒ Ó Ø ÔÖÓÓ
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××ÙÑÔØÓÒ ´º¿µ ÙÖÒØ× ØØ ØÖ Ü×Ø θ1, θ2 ∈]0, 1[ ×Ù
 ØØ ÓÖ
ÐÐ x ∈ R¸ f(x, ·) × 
Ö×Ò ÓÒ [0, θ1] Ò ÓÒ [θ2, 1]º Ï 
ÓÒ×Ö ØÛÓ
×ÓÐÙØÓÒ× u Ò v ×Ø×ÝÒ Ø ÔÖÓÔÖØ× ÓÚº Ï Ù× Ø ÖÐØÓÒ

u



x+ 1, t− 1

c0



= u(x, t)

Ò Ù
 ØØ ØÖ Ü×Ø×  Ò Σ = {−M ≤ x+ ct ≤ M} Ó ÛØ R
×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ Σ− = {x+ ct < −M}¸ u(x, t) < θ1 Ò v(x, t) < θ1¸
Ò ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ Σ+ = {x+ ct > M}¸ u(x, t) > θ2 Ò v(x, t) > θ2º

ËØÔ ¾  ÓÑÔÖ×ÓÒ Ó u Ò v

Ö×Ø¸ Û 
Ò ×ÓÛ ØØ ØÖ Ü×Ø× τ > 0 ×Ù
 ØØ







v(·, · + τ) ≥ u ÓÒ Σ
v(·, · + τ) ≥ θ2 ÓÒ Σ+

u ≤ θ1 ÓÒ Σ−
´º¾µ

Ï ÐÖÝ ÒÓÛ ØØ u ≤ θ1 ÓÒ Σ−º
ÅÓÖÓÚÖ¸ Û ÒÓÛ ØØ ÓÖ ÐÐ x ∈ R¸ lim

t→+∞
v(x, t) = 1º Ì ×ÓÐÙØÓÒ u

× 
ÓÒØÒÙÓÙ× ÓÒ Ø 
ÓÑÔ
Ø ×Ø Σp = Σ∩ ([0, 1]×R)¸ ×Ó Ø ×  ÑÜÑÙÑ
umax¸ Ò × 0 < u < 1¸ umax < 1º ÆÓØ ØØ Ý 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó Σ¸ max

Σ
≥ θ2¸

Ò Ý ÔÖÓ
ØÝ umax > θ2º ÆÓÛ Ø ÐÑØ v(x, t)→ 1 × t→∞ × ÙÒÓÖÑ
ÓÒ x ∈ [0, 1] ´Ý 
ÓÑÔ
ØÒ××µ¸ ×Ó ØÖ Ü×Ø× tm > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ

t > tm¸ x ∈ [0, 1]¸ v(x, t) > umaxº ËÓ ÓÖ τ  ÒÓÙ ´τ = tmax +
M + 1

c
× ×Ù
ÒØµ¸ v(·, · + τ) > umax ÓÒ Σp¸ ×Ó v(·, · + τ) > u ÓÒ Σpº Ý Ø
ÔÖÓ
ØÝ ÔÖÓÔÖØÝ Ó u Ò v¸ Ø× ÓÐ× ÓÒ ÐÐ Σº

ÒÐÐÝ̧ v(·, · + τ) > umax ÓÒ Σ ∪ Σ+¸ ×Ó Ò ÔÖØ
ÙÐÖ v > θ2 ÓÒ Σ+¸
Û
 ÔÖÓÚ× ´º¾µº

Ï ÒÓØ w = v(·, · + τ)º ÏØ Ø ÔÖÓÔÖØ× ÓÚ¸ Û 
Ò ×ÓÛ ØØ
w ≥ u ÓÒ R2º Ï ÐÖÝ Ú ØØ w ≥ u ÓÒ Σº

ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ ÔÖØ Ó Ø ÔÖÓÓ Û Ù× Ø Ú
ØÓÖ×

e1 =
1

1 + c2
(1, c) Ò e2 =

1

1 + c2
(−c, 1).

Ï Ò m = sup
Σ+

(u − w)º Ï ÛÒØ ØÓ ×ÓÛ Ý 
ÓÒØÖ
ØÓÒ m ≤
0¸ ×Ó Û ×ÙÔÔÓ× m > 0º × (w − u)((x, t) + se1) → 0 × s → +∞ Ò

(w−u)


(x, t) +



−1

c
e2



= (w−u)(x, t)¸ Ø× ×ÙÔÖÑÙÑ m × Ö
 ÓÖ

 ÒØ ÔÓÒØ P0 = (x0, t0) ´Ò Û 
Ò ÓÖ ÜÑÔÐ ×ÙÔÔÓ× 0 ≤ x0 < 1µº
Ï Ú Ø ÕÙØÓÒ

(u− w)t = Δ(u− w) + f(x, u)− f(x,w)
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Ò Ø Ø ÔÓÒØ P0¸ (u − w) Ö
×  ÑÜÑÙÑ¸ ×Ó (u − w)t = 0¸ Ò
Δ(u − w) ≤ 0º × m > 0¸ Û Ð×Ó Ú u(P0) > w(P0) ≥ θ2 Ò ÓÖ ÐÐ
x ∈ R¸ f(x, ·) × 
Ö×Ò ÓÒ [θ2, 1]¸ ×Ó f(x0, u(P0)) < f(x0, w(P0))¸ Û

ÖÒ×  
ÓÒØÖ
ØÓÒº Ì× ÔÖÓÚ× ØØ m ≤ 0º

ÁÒ Ø ×Ñ ÛÝ Û ÔÖÓÚ ØØ m′ = sup
Σ−

(u−w) ≤ 0¸ Ò Û 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ

ØØ w ≥ uº

ËØÔ ¿  ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ Ý Ø ×ÐÒ ÑØÓ

Ì ÙÒ
ØÓÒ× u Ò w Ö ØÛÓ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µ ×Ø×ÝÒ ´ºµ ÛØ
u = w = 1¸ u = w = 0¸ Ò w ≥ uº Ï 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ Ø ÔÖÓÓ Ý Ø ×ÐÒ
ÑØÓº

Ï Ò α∗ = sup{α ≥ 0 | ∀τ ≤ α, u(x, t + τ) ≤ w(x, t)}º Ï ØÒ
Ú ØØ u(x, t+α∗) ≤ w(x, t) Ò inf

R2
(w(x, t−α∗)− u(x, t)) = 0 ´ Ø Û×

ÔÓ×ØÚ¸ × u Ò w Ö ÄÔ×
ØÞ¸ Û 
ÓÙÐ 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø α′ > α∗ ×Ù
 ØØ ÓÖ
ÐÐ τ ≤ α′¸ u(x, t+τ) ≤ w(x, t)¸ Û
 ÛÓÙÐ 
ÓÒØÖ
Ø Ø ÒØÓÒ Ó α∗µº

ÅÓÖ ÔÖ
×ÐÝ̧  Û Ò Ø ÛÒ Ò

Σ = {(x, t) | −A < x+ ct < A}

×Ù
 ØØ ÓÖ ×ÓÑ ε > 0¸ ÓÖ ÐÐ α ∈ [0, α∗ + ε]¸ w(·, · − α) ≥ θ2 ÓÒ Σ
+

=
{(x, t) | x+ ct ≥ A} ´Ò 
Ø Ý Ø ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝ Ó w Ø × ×Ù
ÒØ ØÓ Ú
Ø× ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ α = α∗ + εµ¸ Û ÚÒ Ú inf

Σ
(w(x, t − α∗)− u(x, t)) = 0º

ÁÒ¸  Ø Û× ÔÓ×ØÚ¸ ØÖ ÛÓÙÐ Ü×Ø δ > 0 ×Ù
 ØØ w(·, ·−α∗)−
u ≥ δ > 0 ÓÒ Σº × u Ò w Ö ÓØ ÄÔ×
ØÞ¸ ØÖ ÛÓÙÐ ØÒ Ü×Ø

ε′ ∈ [0, ε] ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ α ∈ [α∗, α∗ + ε′]¸ w(·, · − α) − u ≥ δ

2
º ÙØ × ÓÖ

α ∈ [0, α∗ + ε′] Û Ð×Ó Ú w(·, · − α) ≥ θ2 ÓÒ Σ
+
¸ Û Ù
 × Ò ËØÔ 2

ØØ w(·, ·−α) ≥ u Ò R2 ÓÖ α ∈ [0, α∗+ε′]¸ Û
 
ÓÒØÖ
Ø× Ø ÒØÓÒ
Ó α∗º

ÆÓÛ Û ÒÓÛ ØØ inf
Σ

(w(x, t−α∗)−u(x, t)) = 0¸ Ò Ý Ø ÔÖÓ
ØÝ

ÔÖÓÔÖØÝ Ó w(·, · − α∗) − u¸ Ø ÒÑÙÑ × Ö
 Ø  ÒØ ÔÓÒØ P0 =
(x0, t0) ∈ Σº ÁÒ ØØ 
× Û Ú w(x, t) ≥ u(x, t+α∗) Ò w(x0, t0−α∗) =
u(x0, t0)º Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ w = u(·, ·+α∗)¸
Ò u Ò v Ö ÕÙÐ ÙÔ ØÓ  ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒº

ºº¾ ÍÒÕÙÒ×× Ó Ø ÚÐÓ
ØÝ

ÈÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ º¿

Ï Ö
ÐÐ ØØ Û Ú ×ÙÔÔÓ×


f ′
u(x, 0) = −δ0 < 0 ÓÖ ÐÐ x ∈ R

f ′
u(x, 1) = −δ1 < 0 ÓÖ ÐÐ x ∈ R

.

Ï ×ÓÛ Ø ÙÒÕÙÒ×× Ó c Ý 
ÓÒØÖ
ØÓÒº Ï ×ÙÔÔÓ× ØÖ Ü×Ø
c1, c2 ≥ 0 ÛØ c1 > c2 Ò ×ÓÐÙØÓÒ× u1 Ò u2 Ó ´º½µ ×Ø×ÝÒ ´ºµ
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Ò ´ºµ ÛØ Ö×Ô
ØÚ ÚÐÓ
Ø× c1 Ò c2º Ì Ó
ØÚ × ØÓ ×ÓÛ ØØ
u′2 ≥ u′1 ÓÖ ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ× u′1 Ó u1 Ò u′2 Ó u2 Ò Ù
 ØØ ØÖ ×
 
ÓÒØÖ
ØÓÒº Ì 
Ò Ó ÚÖÐ

ϕ(x, t) = u(x− ct, t)

×
Ö Ý Ö×ØÝ
 Ò ÀÑÐ Ò ¾℄ 
ÓÙÐ  ÔØ ØÓ ÙÐ  ÑÓÖ
ÒÖ
 ÔÖÓÓ ØÒ Ø ÔÖ×ÒØ ÓÒ Ò ÐØ Ø Ö×ØÖ
ØÒ ××ÙÔØÓÒ ´ºµº

ÁÒ Ø ÖÑÒÖ Ó Ø× ×Ù×
ØÓÒ Ø ÒÖ
 ÚÐÓ
ØÝ c Ò Ø ÚÐÓ
¹
Ø× c1 Ò c2 Ö ÐÛÝ× Ø ÚÐÓ
Ø× × p→ 0º

ËØÔ ½  ËØØÒ

× ÓÚ¸ ÓÖ i = 1, 2¸ Û Ú Ò× ΣM,ci = {−M ≤ x + cit ≤ M} Ó
ÛØ Ri ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ Σ−

M,ci
= {x + cit < −M}¸ ui(x, t) < θ1¸

Ò ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ Σ+
M,ci

= {x+ cit > M}¸ ui(x, t) > θ2º

ËØÔ ¾  ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó ×Ù×ÓÐÙØÓÒ× Ò ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ× Ò Ø

ÐÑØ× x+ ct→ +∞ Ò x+ ct→ −∞º

Ï Ò
u∗(x, t) = eµ̄(x+ct)

Ò ÐÓÓ ÓÖ  
ÓÒØÓÒ ÓÒ µ̄ ÓÖ u∗ ØÓ   ×Ù×ÓÐÙØÓÒ ÓÖ  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ
Ó ´º½µ ÓÒ Σ−

A,c = {(x, t), x + ct < −A} ´Ø ×Ñ ÛÓÖ 
Ò  ÓÒ ÓÒ

Σ+
A,c = {(x, t), x + ct > A}µº Ï 
Ð
ÙÐØ

u∗t = µ̄ceµ̄(x+ct)

Δu∗ = µ̄2eµ̄(x+ct)

e−µ̄(x+ct)f(x, u∗) = e−µ̄(x+ct)f(x, eµ̄(x+ct)) = −δ0 +O0(e
µ̄(x+ct))

Ò 
Ù× Ó Ø ÔÖÓ
ØÝ Ó f Ò x¸ e−µ̄(x+ct)f(x, u∗)+δ0 = O0(e
µ̄(x+ct))

ÙÒÓÖÑÐÝ Ò x¸ Û
 ÑÒ× ØØ ØÖ Ü×Ø× Cf > 0 Ò ε > 0 ×Ù
 ØØ
eµ̄(x+ct) < ε ÑÔÐ×






e−µ̄(x+ct)f(x, u∗) + δ0






< Cfe

µ̄(x+ct).

ËÓ u∗ ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ ÓÒ Σ
−
A,c  µ̄c ≥ µ̄2 − δ0 + C ′ ÛÖ

C ′ = sup
Σ

−
A,c






e−µ̄(x+ct)f(x, eµ̄(x+ct)) + δ0






.

ÓÖ A ÐÖ ÒÓÙ¸ Ø× 
ÓÒ×ØÒØ C ′ 
Ò  × ×ÑÐÐ × ÓÒ ÛÒØ×º Á Û

Ò µ =
c+
√
c2 + 4δ0
2

ØÒ µc− µ2 = −δ0¸ Ò  µ̄ < µ¸ ØÒ

µ̄c− µ̄2 + δ = µ̄c− µ̄2 − (µc− µ2) = η > 0.
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ÌÒ ÓÖ A ÐÖ ÒÓÙ¸

e−µ̄(x+ct)f(x, eµ̄(x+ct)) + δ0 < η,

Ò u∗ ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ Σ
−
A,cº

ÓÒÚÖ×ÐÝ̧ u∗ ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ ÓÒ Σ
−
A,c  µ̄c − µ̄2 ≤ −δ − C ′º ×


ÓÒ×ÕÙÒ
¸  µ̄ > µ¸ ÓÖ A ÐÖ ÒÓÙ¸ u∗ ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ
Σ
−
A,cº

Ï ÒÓÛ Ó Ø ×Ñ ÛÓÖ ÓÒ Σ
+
A,cº Ï Ò u∗ = 1− e−µ̄(x+ct) Ò Û


Ð
ÙÐØ

u∗t = µ̄ce−µ̄(x+ct)

Δu∗ = −µ̄2e−µ̄(x+ct)

eµ̄(x+ct)f(x, u∗) = eµ̄(x+ct)f(x, 1− e−µ̄(x+ct)) = δ1 +O0(e
−µ̄(x+ct))

Ò eµ̄(x+ct)f(x, u∗)− δ1 = O0(e
−µ̄(x+ct)) ÙÒÓÖÑÐÝ Ò xº ÌÒ Ø ÙÒ
ØÓÒ

u∗ ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ Ò Σ+
A,c  µ̄c+ µ̄2 ≥ δ1 +C ′′¸ ÛÖ

C ′′ = sup
Σ+

A,c

(eµ̄(x+ct)f(x, 1− e−µ̄(x+ct))− δ1).

Ï Ò µ′ =
−c+

√
c2 + 4δ

2
º ÁÒ Ø ×Ñ ÑÒÒÖ × ÓÚ¸  µ̄ > µ′¸

ØÖ Ü×Ø× A > 0 ×Ù
 ØØ u∗ ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ Σ
+
A,cº

ÓÒÚÖ×ÐÝ̧ u∗ ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ ÓÒ Σ
+
A,c  −µ̄c − µ̄2 ≤ −δ − C ′º ×


ÓÒ×ÕÙÒ
¸  µ̄ < µ′¸ ÓÖ A ÐÖ ÒÓÙ¸ u∗ ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ
Σ
+
A,cº

ËØÔ ¿  ÓÑÔÖ×ÓÒ Ó u1 Ò u2
Ï ÛÒØ ØÓ 
ÓÑÔÖ ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ× Ó u1 Ò u2 ÓÒ ]−∞,−A]×{0}¸

Ò ÓÒ [A,∞[×{0} ÓÖ ×ÓÑ Aº ÓÖ ØØ Û ÛÐÐ 
ÓÑÔÖ ØÑ ØÓ Ò×ØÞ ÓÖ
×ÓÐÙØÓÒ× ÓÒ Σ−

A,ci
Ò Σ+

A,ci
ÓÖ i = 1, 2º

× c1 > c2¸ Û Ú

µ1 =
c1 +



c21 + 4δ0
2

>
c2 +



c22 + 4δ0
2

= µ2

Ò

µ′
1 =

−c1 +


c21 + 4δ1
2

<
−c2 +



c22 + 4δ1
2

= µ′
2

´
Ù× x → −x+
√
x2 + 4δ1 × 
Ö×Ò ÓÖ x > 0µº
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ÌÒ Û ÒÓØ

µ2+ =
2µ2 + µ1

3

µ1− =
µ2 + 2µ1

3

µ′
2− =

µ′
1 + 2µ′

2

3

µ′
1+ =

2µ′
1 + µ′

2

3
,

Ò Û Ú Ø ÓÐÐÓÛÒ ÒÕÙÐØ×

µ2 < µ2+ < µ1− < µ1

µ′
1 < µ′

1+ < µ′
2− < µ′

2.

Ï 
ÓÒ×Ö  ÖÐ ÒÙÑÖ A0 > 0 ×Ù
 ØØ


















eµ1−(x+c1t) ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ Σ
−
A0,c1

eµ2+(x+c2t) ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ Σ
−
A0,c2

1− e−µ1+(x+c1t) ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ Σ
+
A0,c1

1− e−µ2−(x+c2t) ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ Σ
+
A0,c2

.

Ì ÔÖ
Ò ×ØÔ ××ÙÖ× ØØ ×Ù
  A0 Ü×Ø×º ÌÒ ØÖ Ü×Ø× τ0 > 0
×Ù
 ØØ























u2(x, τ0) > u1(x,−τ0) ÓÖ x ∈ [−A0, A0]

u2(x, t+ τ0) > eµ2+(x+c2t) Ò {(x, t) | x+ c2t = −A0}
u2(x, t+ τ0) > 1− e−µ2−(x+c2t) Ò {(x, t) | x+ c2t = A0}
u1(x, t− τ0) < eµ1−(x+c1t) Ò {(x, t) | x+ c1t = −A0}
u1(x, t− τ0) < 1− e−µ1+(x+c1t) Ò {(x, t) | x+ c1t = A0}

.

ÌÖ Ü×Ø× τ0 ×Ù
 ØØ Ø Ð×Ø ÓÙÖ ÐÒ× ÓÐ 
Ù×

lim
x+c1t→−∞

u1(x, t) = 0 Ò lim
x+c2t→+∞

u2(x, t) = 1.

ÅÓÖÓÚÖ¸ Ø Ö×Ø ÐÒ Ð×Ó ÓÐ× 
Ù×

lim
t→−∞

u1(x, t) = 0 ÙÒÓÖÑÐÝ Ò x ∈ [−A0, A0],

Ò
lim

t→+∞
u2(x, t) = 1 ÙÒÓÖÑÐÝ Ò x ∈ [−A0, A0].

Í×Ò  
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ Ò Ø Ð¹ÔÐÒ× ´Ø× 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ
ÛÐÐ  Ù×Ø Ø Ø Ò Ó Ø ÔÖÓÓ ´ËØÔ 5µ Ò ÓÖÖ ÒÓØ ØÓ ×ÖÙÔØ Ø
Ö×ÓÒÒµ Σ

−
A0,c1 ¸ Σ

−
A0,c2 ¸ Σ

+
A0,c1 ¸ Σ

+
A0,c2 ¸ Û Ú ØØ

u1(x, t− τ0) ≤ eµ1−(x+c1t) Ò Σ
−
A0,c1

u2(x, t+ τ0) ≥ eµ2+(x+c2t) Ò Σ
−
A0,c2

u1(x, t− τ0) ≤ 1− e−µ1+(x+c1t) Ò Σ
+
A0,c1

u2(x, t+ τ0) ≥ 1− e−µ2−(x+c2t) Ò Σ
+
A0,c2 .
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Ï Ù× Ø× ÒÕÙÐØ× Ø ØÑ t = 0 ØÓ ÓØÒ

u1(x,−τ0) ≤ eµ1−x ≤ eµ2+x ≤ u2(x, τ0) ÓÖ x ≤ −A0

u1(x, τ0) ≤ 1− e−µ1+x ≤ 1− e−µ2−x ≤ u2(x, τ0) ÓÖ x ≥ A0.

Ï Ò u′1(x, t) = u1(x, t− τ0) Ò u′2(x, t) = u2(x, t+ τ0)º × Û ÐÖÝ
ÒÛ ØØ u′1 ≤ u′2 ÓÒ [−A0, A0] × {0}¸ Û 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ ØØ u′1(x, 0) ≤
u′2(x, 0) ÓÖ ÐÐ x ∈ Rº

ËØÔ   ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ

× u′1 ≤ u′2 Ø ØÑ t = 0¸ Ý Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ
Û Ú u′1 ≤ u′2 ÓÖ ÐÐ t ≥ 0º ÙØ Û Ð×Ó Ú |ui − cit| ≤ C ÓÖ i = 1, 2¸
Ò c1 > c2¸ Û
 ÑÔÐ× ØØ ÓÖ t  ÒÓÙ¸ u′1 > u′2¸ Û
 ×  
ÓÒ¹
ØÖ
ØÓÒº Ï Ú ØÙ× ÔÖÓÚ Ø ÙÒÕÙÒ×× Ó cº

ËØÔ   ÂÙ×Ø
ØÓÒ Ó Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ Ò Ð¹ÔÐÒ×

ÌÖ ÓÒÐÝ ÖÑÒ× ØÓ Ù×ØÝ Ø Ù× Ó  
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ Ò Ø
Ð¹ÔÐÒ× Σ

−
A0,c1 ¸ Σ

−
A0,c2¸ Σ

+
A0,c1 ¸ Σ

+
A0,c2 ¸ Û
 × ÓÒ Ò Ø× ×ØÔº Ï Ó

Ø ÓÒÐÝ Ò Ø Ö×Ø 
×¸ ÓÖ Ø Ð¹ÔÐÒ Σ
−
A0,c1 ´Û
 Û ÛÐÐ ÒÓØ Σ

Ò Ø ÖÑÒÖ Ó Ø× ×ØÔµº Ï Ð×Ó ÒÓØ h1(x, t) = u1(x, t − τ0) Ò
h2(x, t) = eµ1−(x+c1t)º Ï ÒÓÛ ØØ











0 ≤ h1 ≤ 1
0 ≤ h2 ≤ 1

lim
x+c1t→−∞

h1 = lim
x+c1t→−∞

h2 = 0

Ò
h1 < h2 ÓÒ ∂Σ = {(x, t) | x+ c1t = −A0} .


Ù× Ó Ø ÓÙÒ× ÓÒ h1 Ò h2¸ Û ÒÓÛ ØØ h1− 1 ≤ h2º Ï ÒÓØ

α∗ = sup{α ∈ [0, 1] | ∀γ ≤ α h1 − 1 + γ ≤ h2 ÓÒ Σ}.

ËÙÔÔÓ× Ý 
ÓÒØÖ
ØÓÒ α∗ < 1º ÌÒ Ý 
ÓÒØÒÙØÝ Ó h1 Ò h2¸ Û Ú
h1 − 1 + α∗ ≤ h2¸ Ò inf

Σ
(h2 − h1 + 1 − α∗) = 0¸ ÓØÖÛ× Û 
ÓÙÐ ×ÓÛ

ØØ α∗ × ÒÓØ ÑÜÑÐº
Ï 
ÓÒ×Ö Pn = (xn, tn)  ÑÒÑÞÒ ×ÕÙÒ
 ×Ù
 ØØ xn ∈ [0, 1] ÓÖ

ÐÐ nº × h1 Ò h2 Ú Ø ×Ñ ÐÑØ 0 × x−c1t→ −∞¸ tn 
Ò ÒÓØ ÚÖ
ØÓ −∞ 
Ù× Ø ÛÓÙÐ ÑÔÐÝ α∗ = 1¸ ØÖÓÖ Ø ÖÑÒ× ÓÙÒ Ò Ý

ÓÑÔ
ØÒ×× Ø ÑÒÑÞÒ ×ÕÙÒ
 × Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ ÔÓÒØ (x∞, t∞)º
× h1 < h2 ÓÒ ∂Σ¸ (x∞, t∞) /∈ ∂Σ¸ ×Ó (x∞, t∞) ∈ Σ̊º

ÌÒ h1− 1+α∗ ≤ h2 Ò Σ Ò h1− 1+α∗ = h2 Ø ÔÓÒØ (x∞, t∞) ∈ Σ̊º
Ý Ø ×ØÖÓÒ 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ ØÒ h1−1+α∗ = h2º
ÙØ ØÒ α∗ < 1 × Ò 
ÓÒØÖ
ØÓÒ ÛØ Ø 
Ø ØØ h1 Ò h2 Ú Ø
×Ñ ÐÑØ × x− c1t→ −∞º ÌÖÓÖ Û Ú  
ÓÒØÖ
ØÓÒ Ò α∗ = 1º

ËÓ Û Ú ÔÖÓÚ ØØ h1 ≤ h2 Ò Σº



ÊÖÒ
×

½℄ º ÖÐ×¸ º ××Ò¸ º ÁÑÖØ¸ ÇÒ Ø Ö
ÐØ ÔÖÓÐÑ ÓÖ ×
ÓÒ¹
ÓÖÖ ÐÐÔØ
 ÒØÖÓ¹ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×º ÁÒÒ ÍÒÚº ÅØº Âº¸
´¾¼¼µ¸ ÒÓº ½¸ ¾½¿¾º

¾℄ Àº Ö×ØÝ
¸ º ÀÑÐ¸ ÖÓÒØ ÔÖÓÔØÓÒ Ò ÔÖÓ
 Ü
ØÐ Ñ¸
ÓÑÑº ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº¸  ´¾¼¼¾µ¸ ÒÓº ¸ ½¼¿¾º

¿℄ Àº Ö×ØÝ
¸ º ÀÑÐ¸ ÒÖÐÞ ØÖÚÐÐÒ ÛÚ× ÓÖ Ö
ØÓÒ¹
Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ×¸ Ò ÈÖ×Ô
ØÚ× Ò ÒÓÒÐÒÖ ÔÖØÐ ÖÒØÐ ÕÙ¹
ØÓÒ×¸ ÚÓÐº  Ó ÓÒØÑÔº ÅØº¸ ÑÖº ÅØº ËÓ
º¸ ÈÖÓÚÒ
¸ ÊÁ¸
¾¼¼¸ ÔÔº ½¼½½¾¿º

℄ Àº Ö×ØÝ
¸ º ÀÑÐ¸ Äº ÊÓÕÙ×¸ ÒÐÝ×× Ó Ø ÔÖÓ
ÐÐÝ Ö¹
ÑÒØ ÒÚÖÓÒÑÒØ ÑÓÐº ÁÁº ÓÐÓ
Ð ÒÚ×ÓÒ× Ò ÔÙÐ×ØÒ ØÖÚÐ¹
ÐÒ ÖÓÒØ×¸ Âº ÅØº ÈÙÖ× ÔÔÐº ´µ¸  ´¾¼¼µ¸ ÒÓº ¸ ½½¼½½½º

℄ Àº Ö×ØÝ
¸ º ÄÖÖÓÙØÙÖÓÙ¸ Èº¹Äº ÄÓÒ×¸ ÅÙÐØ¹ÑÒ×ÓÒÐ ØÖÚÐÐÒ¹
ÛÚ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó  Ñ ÔÖÓÔØÓÒ ÑÓÐ¸ Ö
º ÊØÓÒÐ Å
º ÒÐº¸
½½½ ´½¼µ¸ ÒÓº ½¸ ¿¿º

℄ Àº Ö×ØÝ
¸ Äº ÆÖÒÖ¸ ÌÖÚÐÐÒ ÖÓÒØ× Ò 
ÝÐÒÖ×¸ ÒÒº ÁÒ×Øº Àº
ÈÓÒ
Ö ÒÐº ÆÓÒ ÄÒÖ¸  ´½¾µ¸ ÒÓº ¸ ¾º

℄ º Ò¸ Âº¹Ëº ÙÓ¸ º¹º ÏÙ¸ ÌÖÚÐÒ ÏÚ× Ò ×
ÖØ ÈÖÓ

Å ÓÖ ×ØÐ ÝÒÑ
×¸ Ö
º ÊØÓÒº Å
º ÒÐº¸ ½ ´¾¼¼µ¸ ÒÓº
¾¸ ½¾¿º

℄ Åº º ÖÒÐÐ¸ Àº Á×¸ Èº¹Äº ÄÓÒ×¸ Í×Ö³× Ù ØÓ Ú×
Ó×ØÝ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó
×
ÓÒ ÓÖÖ ÔÖØÐ ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×º ÙÐÐº ÑÖº ÅØº ËÓ
º ´ÆºËºµ¸
¾ ´½¾µ¸ ÒÓº ½¸ ½º

℄ º Ù
ÖÓØ¸ Ìº ÐØØ¸ Àº ÅØÒÓ¸ Ü×ØÒ
 Ò 
ÓÒÚÖÒ
 ØÓ  ÔÖÓÔ¹
ØÒ ØÖÖ
 Ò ÓÒ¹ÑÒ×ÓÒÐ Ö
ØÓÒ¹Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ×¸ ÔÖÔÖÒØ¸
ÖÚ ½¾¼¿º¾¼º

½¼℄ Êº º ×Ö¸ Ì ÚÒ
 Ó ÚÒØÓÙ× Ò× ÒÒº ÙÒ
×¸
´½¿µ¸ ¿¿¿º

½½℄ º Æº ÃÓÐÑÓÓÖÓÚ¸ Áº º ÈØÖÓÚ×Ý̧ Æº Ëº È×ÙÒÓÚ¸ ØÙ  Ð³ÕÙØÓÒ
 Ð Ù×ÓÒ Ú
 
ÖÓ××Ò
  Ð ÕÙÒØØ  ÑØÖ Ø ×ÓÒ ÔÔÐ
¹
ØÓÒ  ÙÒ ÔÖÓÐÑ ÓÐÓÕÙ¸ ÙÐÐØÒ ÍÒÚÖ×Ø ³ØØ  ÅÓ×
ÓÙ ´ÙÐº
ÅÓ×ÓÛ×ÓÓ Ó×º ÍÒÚºµ¸ ½¿¸ ÔÔº ½¾º

½¿
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½¾℄ Çº º ÄÝÞÒ×Ý¸ Îº º ËÓÐÓÒÒÓÚ¸ Æº Æº ÍÖÐ
Ú¸ ÄÒÖ Ò
ÕÙ×ÐÒÖ ÕÙØÓÒ× Ó ÔÖÓÐ
 ØÝÔº ´ÊÙ××Òµ ÌÖÒ×ÐØÓÒ× Ó ÅØ¹
ÑØ
Ð ÅÓÒÓÖÔ×¸ ÎÓÐº ¾¿ ÑÖ
Ò ÅØÑØ
Ð ËÓ
ØÝ̧ ÈÖÓÚ¹
Ò
¸ ÊºÁº¸ ½º

½¿℄ º Åº ÄÖÑÒ¸ Ë
ÓÒ ÓÖÖ ÔÖÓÐ
 ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×º ÏÓÖÐ
Ë
ÒØ
 ÈÙÐ×Ò Óº¸ ÁÒ
º¸ ÊÚÖ ¸ ÆÂ¸ ½º

½℄ º ÆÒ¸ ÌÖÚÐÒ ÖÓÒØ× Ò ×Ô
¹ØÑ ÔÖÓ
 Ñ¸ Âº ÅØº ÈÙÖ×
ÔÔÐº ´µ¸ ¾ ´¾¼¼µ¸ ÒÓº ¿¸ ¾¿½¾¾º

½℄ Æº Ë×¸ Ãº ÃÛ×¸ º ÌÖÑÓØÓ¸ ÌÖÚÐÒ ÔÖÓ
 ÛÚ× Ò
ØÖÓÒÓÙ× ÒÚÖÓÒÑÒØ×¸ ÌÓÖØº ÈÓÔÙÐØÓÒ ÓÐº¸ ¿¼ ´½µ¸ ÒÓº ½¸
½¿½¼º

½℄ Âº º Ò¸ Ü×ØÒ
 Ó ÔÐÒÖ Ñ ÖÓÒØ× Ò 
ÓÒÚ
ØÚ¹Ù×Ú ÔÖ¹
Ó
 Ñ¸ Ö
º ÊØÓÒÐ Å
º ÒÐº¸ ½¾½ ´½¾µ¸ ÒÓº ¿¸ ¾¼¾¿¿º

½℄ º Ò¸ Ü×ØÒ
 Ò ×ØÐØÝ Ó ØÖÚÐÒ ÛÚ× Ò ÔÖÓ
 Ñ
ÓÚÖÒ Ý  ×ØÐ ÒÓÒÐÒÖØÝ¸ Âº ÝÒÑº ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×¸
¿ ´½½µ¸ ÒÓº ¸ ½¿º



ÔØÖ

Ü×ØÒ
 Ó  ÔÖÑÒÒØ

ÖÑ ÓÖ Ò ÐÐÒ¹Ò ØÝÔ

ÕÙØÓÒ ÔÔÖÓ
Ò

ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
 ÑÓÐ

×ØÖ
Ø

ÁÒ Ø× 
ÔØÖ Û ×ØÙÝ  Ô×¹Ð ÑÓÐ ÔÔÖÓÜÑØÒ  ÑÓÐ ÓÖ Ø

ÝÒÑ
× Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× ÖÓÙÒ  ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
 ÓÒ  ÓÙÒ ÓÑÒº Ì

ÕÙØÓÒ Û ×ØÙÝ × Ó ÔÖÓÐ
 ØÝÔ¸ Ø× ×ÓÐÙØÓÒ× ÑØ× ÙÒÓÖÑ ÓÙÒ× Ò

×Ô
 Ò Ø× ØÑ ÚÓÐÙØÓÒ 
Ò Ð×Ó  
ÓÒØÖÓÐÐº Ï 
Ò ØÒ 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ÔÖÑ¹

ÒÒØ ÖÑ ×ÓÐÙØÓÒ×¸ ÜØÒÒ ØÓ Ø ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
 Ø ÒÓØÓÒ Ó ÔÙÐ×ØÒ

ØÖÚÐÐÒ ×ÔÖÐ× ÓÒ ÒÒÙÐº ÒÐÐÝ̧ Û ×ÓÛ ØØ Ø ØÑ ÖÕÙÒ
Ý Ó Ø× ÔÖ¹

ÑÒÒØ ÖÑ ×  ÑÓÒÓØÓÒÓÙ× ÔÒÒ
 ÓÒ Ø ÜØÖÓÖ 
ÓÒ×ØÖÒØº

ÅË Ð××
ØÓÒ  ¿Ê¿º

ÃÝÛÓÖ×  ÈÖÓÐ
 ÕÙØÓÒ¸ ×ÑÐÒÖ ÕÙØÓÒº

º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

º½º½ ËØØÒ Ó Ø ÔÖÓÐÑ Ò ÑÒ Ö×ÙÐØ×

Ï 
ÓÒ×Ö Ø ÓÐÐÓÛÒ ÓÑÒ Ω ⊂ R2

Ω = B(0, R) \ (B(P+, ε) ∪B(P−, ε))

ÛÖ Û ÒÓØ B(a, r) ´Ö×Ô
ØÚÐÝ B(a, r)µ Ø ÓÔÒ ´Ö×Ô
ØÚÐÝ 
ÐÓ×µ
ÐÐ Ó 
ÒØÖ a Ò ÖÙ× rº Ì ÔÓÒØ× P+ Ò P− Ö Ò × P+ =
(1, 0) Ò P− = (−1, 0)¸ Ò Ø ÕÙÒØØ× R Ò ε Ö ×Ù
 ØØ R > 2
Ò 0 < ε < 1º

½½
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x

−−

= 0
+

2π
u+ θ +θ   −

QP−
P+

θ (x) θ (x)− +

������ º½  Ì ÓÑÒ Ω
º

ÁÒ Ø× 
ÔØÖ Û ×ØÙÝ Ø ÝÒÑ
× Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× Ò  ÖÒ¹Ê
×ÓÙÖ
º  ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
 ×  ×ÐÓ
ØÓÒ ÔÒÒ ØÓ ØÛÓ Ü ÔÓÒØ×º Ì
ÚÓÐÙØÓÒ Ó Ø× ×ÐÓ
ØÓÒ 
Ò ÒÖØ 
Ò× Ò Ø× ØÓÔÓÐÓÝ̧ 
ÖØÒ
Ö ×ÐÓ
ØÓÒ ÐÓÓÔ× ÛÐ  ×ÐÓ
ØÓÒ ÐÒ ÐÛÝ× ÖÑÒ× ÔÒÒ ØÓ Ø
ØÛÓ Ü ÔÓÒØ× Û
 
ÓÒ×ØØÙØ Ø ×ÓÙÖ
º Ì Ð ÓÑÒ ÓÖ Ø ×ØÙÝ
Ó Ø ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
 ÛÓÙÐ  R2\{P−, P+}º Ì ÓÑÒ Ω ÔÔÖÓ
×
Ø× Ð ÓÑÒ Ò × Ø ÚÒØ× Ó Ò ÓÙÒ Ò ÚÒ ÒÓ
×ÒÙÐÖØÝ Ø ÔÓÒØ× P− Ò P+¸ Û
 Ñ× Ø ÑØÑØ
Ð ÒÐÝ××

ÓÒ×ÖÐÝ ×Öº

ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ Û ÛÐÐ ×ØÙÝ  Ô×¹Ð ÑÓÐ ÔÔÖÓÜÑØÒ Ø
ÝÒÑ
× Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× ´Ò Ò ÔÔÖÓÔÖØ ÐÑØ¸ Ø× ÑÓÐ ÒÐ× ØÓ Ö¹

ÓÚÖ Ø ÑÓÚÑÒØ Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× ÑÓÚÒ ÛØ  ÒÓÖÑÐ ×Ô ÕÙÐ ØÓ Ø

ÙÖÚØÙÖ Ó Ø ÖÓÒØ ÔÐÙ×  
ÓÒ×ØÒØµº

Ï 
ÓÒ×Ö Ø ÓÐÐÓÛÒ ÕÙØÓÒ¸ ÓÖ t ∈ R










ut = Δu−W ′



u+
θ+ − θ−

2π



+ σ ÓÖ x ∈ Ω

∂u

∂n
= 0 ÓÖ x ∈ ∂Ω

´º½µ

ÛÖ σ ×  ÖÐ ÒÙÑÖ¸ Ò W ×Ø×× Ø ÓÐÐÓÛÒ 
ÓÒØÓÒ×


W ∈ C2(R)
W (v + k) = W (v) ÓÖ k ∈ Z.

´º¾µ

ÓÖ x = (x1, x2) ∈ Ω¸ Ø ÒÐ× θ+(x) Ò θ−(x) Ö Ò × ÓÐÐÓÛ× 

Û ÒÓØ Q = (R, 0)¸ θ+(x) × Ø ÒÐ ØÛÒ
−−−→
P+Q Ò

−−→
P+x¸ Ò θ−(x)

Ø ÒÐ ØÛÒ
−−−→
P−Q Ò

−−→
P−xº ÓØ ÒÐ× Ö Ò ÑÓÙÐÓ 2π¸ ÙØ
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× W × ½¹ÔÖÓ
¸ Ø ÖØ Ò × Ó Ø ÕÙØÓÒ × ÛÐÐ¹Òº Ì
ÑÙÐØ¹ÚÐÙ ÙÒ
ØÓÒ

v = u+
θ+ − θ−

2π

Ò  
ÓÒ×Ö ×  Ô× ØÖÒ×ØÓÒ ××Ó
Ø ØÓ Ø ÔÓØÒØÐ W º Ì
ÆÙÑÒÒ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ× Ö 
Ó×Ò 
Ù× Ø ÆÙÑÒÒ ÔÖÓÐÑ ×
 ×ÑÔÐ ÓÖÑÙÐØÓÒ ÓÖ Û
 Û ÓÒ³Ø Ú ØÓ ÔÖ×
Ö ÓÙÒÖÝ ÚÐÙ×º
Ì× 
Ó
 ÒÐ× Ø ÓÖÑØÓÒ Ó ×ÐÓ
ØÓÒ ÐÓÓÔ× Ò Ø ÔÔÖØÓÒ Ó
 ÔÖÑÒÒØ ÖÑº ÁÒ Ø ÑØÑØ
Ð ÒÐÝ××¸ Ø× ÒÐ Ò ×Ý Ù×
Ó Ø ÀÓÔ ÐÑÑ Ò 
ÓÑÒØÓÒ ÛØ Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐº ÆÙ¹
ÑÒÒ ÓÙÖÝ 
ÓÒØÓÒ× Ö  ÖÕÙÒØ 
Ó
 ÓÖ Ø ×ØÙÝ Ó ×ÐÓ
ØÓÒ
ÝÒÑ
× Ò  ÓÙÒ ÓÑÒ¸ × ÓÖ ÜÑÔÐ  Ò ËØÓ ´¿℄ Ò ℄µº

Ì ÓÐ Ó Ø× 
ÔØÖ × ØÓ ×ØÐ× Ø Ü×ØÒ
 Ó  ÔÖÑÒÒØ
ÖÑ ÓÖ Ø× ÕÙØÓÒº Ì ×
ÖÔØÓÒ Ó ×Ù
  ÔÖÑÒÒØ ÖÑ ÛÓÙÐ
ÒÐ ØÓ Ñ  Ö
Ø ÐÒ ØÛÒ Ø 
ÓÒ×ØÖÒØ× ÔÔÐ ØÓ Ø ÖÒ¹
Ê ×ÓÙÖ
 Ò Ø ÖÕÙÒ
Ý Ó Ø 
ÖØÓÒ Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× Ý Ø ×ÓÙÖ
¸
Ò ÙÐØÑØÐÝ Ø ÔÐ×Ø
 ÓÖÑØÓÒ× ÖÓÙÒ Øº Ì× ÔÖÑÒÒØ ÖÑ
ÛÐÐ  ÓØÒ Ý 
ÓÒ×ÖÒ Ø ÐÓÒ ØÑ ÚÓÙÖ Ó ×ÓÐÙØÓÒ× Ó
Ù
Ý ÔÖÓÐÑ¸ ×Ó Û ÛÐÐ ÒØÐÐÝ  ÒØÖ×Ø Ò Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø×
ÑÓÐ ÓÖ t > 0¸ ÛØ Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ

u(x, 0) = u0(x) ÓÖ x ∈ Ω. ´º¿µ

ÛØ u0 ∈ C2(Ω̄) ÛØ
∂u0
∂n

= 0 ÓÒ ∂Ωº

ÁÒ Ø× 
ÔØÖ¸ Û ×ÓÛ Ø ÓÐÐÓÛÒ Ö×ÙÐØ×

ÌÓÖÑ º½º ´ÓÒØÖÓÐ Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒµ

ÓÒ×Ö u Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÛØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ u(x, 0) = 0º ÌÒ¸ ÓÖ
ÒÝ σ ∈ R¸ ØÖ Ü×Ø×  ÙÒÕÙ ω ∈ R ×Ù
 ØØ ØÖ Ü×Ø× C ∈ R ×Ù

ØØ

|u(x, t)− ωt| ≤ C. ´ºµ

ÌÓÖÑ º¾º ´ÅÓÒÓØÓÒ
ØÝ Ó Ø ÖÕÙÒ
Ý ωµ
Ì ÖÕÙÒ
Ý ω ×  ÒÓÒ¹
Ö×Ò ÙÒ
ØÓÒ Ó σº

ÌÓÖÑ º¿º ´Ü×ØÒ
 Ó  ÔÖÑÒÒØ ÖÑµ

Á ω = 0¸ ØÖ Ü×Ø×  ×ÓÐÙØÓÒ u ÓÖ ÕÙØÓÒ ´º½µ Ó Ø ÓÖÑ

u(x, t+ T ) = u(x, t) + 1 ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω, t ∈ R ´ºµ

ÛØ T = 1
ω º

ÙÖØÖÑÓÖ¸ Ø× ×ÓÐÙØÓÒ u × ×Ù
 ØØ ωu × ÒÓÒ
Ö×Ò Ò ØÑ¸
Ò Ø × ÙÒÕÙ ÙÔ ØÓ ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ×º

Á ω = 0¸ ØÖ Ü×Ø×  ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ÕÙØÓÒ ´º½µ ÓÒ Ω×Rº

ÊÑÖ ºº ÖÓÑ  ÔÝ×
Ð ÔÓÒØ Ó ÚÛ¸ Ø Ü×ØÒ
 Ó  ×ØØÓÒÖÝ
×ÓÐÙØÓÒ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ  ×ØÙØÓÒ ÛÖ Ø ÜØÖÒÐ 
ÓÒ×ØÖÒØ σ × ÒÓØ
 ÒÓÙ ØÓ ÓÚÖ
ÓÑ Ø 
Ø× Ó Ø 
ÙÖÚØÙÖ Ò ÔÙØ Ø ×ÐÓ
ØÓÒ
Ò ÑÓØÓÒº
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º½º¾ Ü×ØÒ Ö×ÙÐØ×

Ï Ö ÒÓØ ÛÖ Ó ÛÓÖ× ×ØÙÝÒ Ø ÝÒÑ
× Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× ÓÖ Ø
×Ô

 ÓÑØÖÝ Ó Ø ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
¸ ÙØ ØÖ Ü×Ø ÔÖÓÑÒÒØ ÖØ¹

Ð× ×ØÙÝÒ ×ÐÓ
ØÓÒ ÝÒÑ
× ÓÒ ×ÑÔÐÖ 
ÓÒÙÖØÓÒ×º ÁÒ Ø× Ö×Ô
Ø¸
Ø ×ØÙÝ Ó ×ÔÖÐ× × ÔÖØ
ÙÐÖÐÝ ÒØÖ×ØÒ Ò Ø ×Ò× ØØ ÛØ ÔÔÖÓÔÖ¹
Ø ÐÙÒ 
ÓÒØÓÒ×¸ Ø ÑÓÚÑÒØ Ó  ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
 
ÓÙÐ ÔÓ××ÐÝ
 ÓØÒ Ý Ø ×ØÙÝ Ó Ø ÑÓÚÑÒØ Ó ØÛÓ ×ÔÖÐ× ØØ
 ØÓ Ø
ÔÓÒØ× P+ Ò P−º Ì ÑÓØÓÒ Ó ×ÔÖÐ ×ÐÓ
ØÓÒ× × Ò ×ØÙ ÛØ
Ø ÐÔ Ó  ÐÚÐ¹×Ø ÓÖÑÙÐØÓÒ Ý ÇØ×Ù ½¾℄ Ò Ý ÓØÓ¸ ÆÛ
Ò ÇØ×Ù ℄¸ ÛÓ ÓØÒ Ø Ü×ØÒ
 Ó ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø ÐÚÐ¹×Ø Ô¹
ÔÖÓ
¸ Ò Ø ÙÒÕÙÒ×× Ó Ø ÚÓÐÙØÓÒ Ó Ò ÒØÐ 
ÙÖÚº ËÑÖ ½℄
ÒØÖÓÙ
 ÒÓØÖ ÓÖÒÐ ÐÚÐ¹×Ø ÓÖÑÙÐØÓÒ ØÓ ×ÑÙÐØ Ø ÚÓÐÙØÓÒ
Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× ÓÒ  ÛÖ ÖÖÝ Ó ÓÑØÖ
Ð 
ÓÒÙÖØÓÒ×¸ Ò
ÐÙÒ Ø
ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
º ¸ Á×ÑÙÖ Ò ÃÓ× ℄ ×ÓÛ Ø Ü×ØÒ
 Ó
×ÔÖÐ¹×Ô ×ÓÐÙØÓÒ× ÓÖ Ø ÑÓØÓÒ Ó ×ÐÓ
ØÓÒ× ÓÒ  
ÓÑÔ
Ø ÒÒÙÐÙ×
Ù×Ò  ÔÖÑØÖÞØÓÒ Ó Ø ×ÔÖÐ ×ÐÓ
ØÓÒ 
ÙÖÚ×º ÓÖ
Ð¸ ÁÑÖØ
Ò ÅÓÒÒÙ ¾℄ Ð×Ó Ù×  ÔÖÑØÖÞØÓÒ Ó ×ÔÖÐ× ØÓ ÔÖÓÚ Ü×ØÒ

Ò ÙÒÕÙÒ×× Ö×ÙÐØ×¸ Ø× ØÑ Ò Ò ÙÒÓÙÒ ÓÑÒ ÛØ  ×ÒÙÐÖØÝ
Ø Ø ÓÖÒº Ì× ÖØ
Ð ×
Ö× ÛÐÐ Ø ÔÖÓÐÑ× Ò
ÓÙÒØÖ ÛØ Ø
×ÒÙÐÖØÝ Ó Ø ØØ
ÑÒØ ÔÓÒØ Ò ÛØ Ø ÙÒÓÙÒ 
Ö
ØÖ Ó Ø
ÓÑÒº ÃÖÑ Ò ÈÐÔÔ ℄ ÒØÖÓÙ
  Ô×¹Ð ÓÖÑÙÐØÓÒ ØÓ ×ØÙÝ
Ò ×ÑÙÐØ Ø ÓÖÑØÓÒ Ó ×ÔÖÐ ×ÐÓ
ØÓÒ×º È×¹Ð ÔÔÖÓ
× ÛÖ
ØÒ Ð×Ó ØÖØ Ý ÊÓÒÝ̧ Ä ÓÙÖ Ò ÒÐ ½¿℄¸ ÃÓ×ÐÓÛ×¸ ÙØÒÓ Ò
ÇÖØÞ ℄¸ ÏÒ¸ ÂÒ¸ ÙØÒÓ Ò Ã
ØÙÖÝÒ ½℄¸ Ò¸ Ò¸ ËÖÓÐÓÚØÞ
Ò  ½℄º ÁÒ ½½℄¸ ÇÛÖ Ò ÆÑÙÖ Ù× ×Ù
  Ô×¹Ð ÔÔÖÓ

ÓÖ  ØÓÖØ
Ð ×ØÙÝ Ó Ø ÑÓØÓÒ Ó ×ÔÖÐ ×ÐÓ
ØÓÒ×¸ Ò Ø 
× Ó
 ÓÙÒ ÓÑÒ ÛØ ÒÓ ×ÒÙÐÖØÝ̧ Ò ÔÖÓÚ Ø Ü×ØÒ
 Ó ×ÔÖÐ
ØÖÚÐÐÒ ÛÚ ×ÓÐÙØÓÒ×¸ Û
 ÜØ  ÔÖÑÒÒØ ÖÑ ÚÓÙÖº Ì
×ØØÒ Ó ÓÙÖ ÔÔÖ × ×ÑÐÖ ØÓ ½½℄¸ Ò ×ÓÑ Ó ØÖ 
ÓÒ×ÖØÓÒ× 
Ò
 ×Ù

××ÙÐÐÝ Ù× Ò Ø 
ÓÒØÜØ Ó Ø ÖÒ¹Ê ×ÓÙÖ
¸ ÚÒ  Ø
×ÓÐÙØÓÒ× Û ×ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ö Ð×× 
ÓÒ×ØÖÒ ØÒ ×ÔÖÐ×º Ì Ù× Ó ÆÙ¹
ÑÒÒ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ× × 
ÓÒ××ØÒØ ÛØ Ø× ÔÔÖÓ
º Ï Ð×Ó ÖÖ ØÓ
 Ò ËØÓ ´¿℄ Ò ℄µ ÓÖ ÓØÖ ×ØÙ× Ó ×ÐÓ
ØÓÒ ÝÒÑ
× ÛØ
ÆÙÑÒÒ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ×º

º½º¿ ÇÖÒÞØÓÒ Ó Ø ÔÔÖ

Ë
ØÓÒ º¾ × ÚÓØ ØÓ Ø Ö
ÐÐÒ Ó 
Ð××
Ð Ö×ÙÐØ× ÓÖ ÔÖÓÐ

ÕÙØÓÒ× Ò ÓÙÒ ÖÙÐÖ ÓÑÒ×º ÔÖØ ÖÓÑ Ø Ò
××ÖÝ Ü×ØÒ

Ö×ÙÐØ×¸ Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ Ò Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ Ö ÔÖ¹
Ø
ÙÐÖÐÝ Ù×ÙÐ Ò Ø ÖÑÒÖ Ó Ø 
ÔØÖº Ì ÔÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ º½ ×
ÚÒ Ò Ë
ØÓÒ× º¿ Ò ºº ÁÒ Ë
ØÓÒ º¿ Û ×ÓÛ ØØ Ø ×Ô
 Ó×
ÐÐ¹
ØÓÒ× Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑ Ö ÓÙÒ¸ Ò Ò Ë
ØÓÒ º
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Û 
ÓÒØÖÓÐ Ø ØÑ Ó×
ÐÐØÓÒ× Ò ×ÓÛ Ø ÓÙÒ ´ºµº Ì Ü×ØÒ
 Ó
 ÔÖÑÒÒØ ÖÑ ´ÌÓÖÑ º¿µ × ×ÓÛÒ Ò Ë
ØÓÒ ºº ÁØ × ÚÒ Ý
Ø ÐÓÒ¹ØÑ ÚÓÙÖ Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ× Ó Ø Ù
Ý ÔÖÓÐÑº ÒÐÐÝ̧ Û
×ØÐ× Ø ÑÓÒÓØÓÒ
ØÝ ÖÐØÓÒ Ó ÌÓÖÑ º¾ Ò Ë
ØÓÒ ºº

º¾ ÒÖÐ Ö×ÙÐØ×

º¾º½ Í×ÙÐ ØÓÓÐ×

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº ´ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ×µ

ÓÒ×Ö P  ×Ñ¹ÐÒÖ ÓÔÖØÓÖ Ò Ý

Pu = −ut +Δu+B(X,u) ´ºµ

ÛØ X = (x, t) ∈ Q = Ω× (0, T )º
ÓÒ×Ö Ð×Ó Ø ÓÙÒÖÝ ÓÔÖØÓÖ M Ò Ý

Mu = −∂u
∂n

, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T )

ËÙÔÔÓ× B : (X, z) → B(X, z) × 
ÓÒØÒÙÓÙ×ÐÝ ÖÒØÐ ÛØ Ö×Ô
Ø
ØÓ zº

Á u Ò v Ö Ò C2,1(Q) ∩ C0(Q̄)¸  Pu ≥ Pv Ò Q¸ Mu ≥ Mv ÓÒ
(∂Ω× (0, T )) Ò u ≤ v ÓÒ (Ω̄× {0})¸ ØÒ u ≤ v Ò Qº

Ì× Ö×ÙÐØ 
Ò  ÒÖÖ ÖÓÑ ½¼℄¸ 
ÓÑÒÒ Ø ÖÙÑÒØ× Ó Ø
ÔÖÓÓ× Ó ÌÓÖÑ ¾º½¼ Ôº ½¿ Ò ÌÓÖÑ º½ Ôº ¾½¿º

Ï Ð×Ó Ú  ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº ´ËØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐµ
ÄØ u1 Ò u2  ØÛÓ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó



ut = Δu+ f(u, x) (x, t) ∈ Ω× I
un = 0 (x, t) ∈ ∂Ω× I

ÛØ f ØÛ
 ÖÒØÐ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ u Ò x¸ ÛØ 
ÓÒØÒÙÓÙ× ×
ÓÒ
ÖÚØÚ×º

Á Û Ú



u1(x, t) ≤ u2(x, t) (x, t) ∈ Ω× I

u1(x0, t0) = u2(x0, t0) ÓÖ  
ÓÙÔÐ (x0, t0) ∈ Ω̄× I̊

ØÒ u1(x, t) = u2(x, t) ÓÖ ÐÐ (x, t) ∈ Ω× Iº

Ì× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ Ö×ÙÐØ×  Ø 
ÓÑÒØÓÒ Ó Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ¹

ÔÐ ´× Ø × ×ØØ Ò ½℄ ÓÖ ÜÑÔÐµ Ò Ø ÀÓÔ ÐÑÑº Ì ÀÓÔ
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ÐÑÑ 
ÓÚÖ× Ø 
×× ÛÖ Ø ÔÓÒØ x0 × ÓÒ Ø ÓÙÒÖÝ ∂Ωº 
ØÙ¹
ÐÐÝ̧ Ø Ù×ÙÐ ÓÖÑÙÐØÓÒ Ó Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´× Ò ½℄µ ÓÒÐÝ
Ú× ØØ u1(x, t) = u2(x, t) ÓÖ t < t0º ÀÖ¸ × ÓÙÖ ×ÓÐÙØÓÒ× Ö ÖÙ¹
ÐÖ Ò Ø ×Ô
¹ØÑ ÓÑÒ ×  
ÝÐÒÖ¸ Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ Ú×
u1(x, t) = u2(x, t) Ð×Ó ÛÒ t ≥ t0º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº ´ËÓÓÐÚ Ò
ØÓÒ× Ò  ÔÖÓÐ
 ×ØØÒµ

ÄØ Ω ⊂ R2  ÓÙÒ¸ ÖÙÐÖ ÓÔÒ ÓÑÒº
´µ ÓÒ×Ö p ≤ 2º ÌÒ ÓÖ ÐÐ u ∈ W 2,1

p (Ω × (T1, T2))¸ Û Ú ØØ
u ∈ Lq(Ω× (T1, T2)) ÛØ

q ≤ p∗
1

p∗
=

1

p
− 1

2
 p < 2

q < +∞  p = 2,

Ò ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C¸ ÒÔÒÒØ ÓÒ u¸ ×Ù
 ØØ

uLq(Ω×(T1,T2)) ≤ CuW 2,1
p (Ω×(T1,T2))

.

´µ ÓÒ×Ö p > 2º ÌÒ ÓÖ ÐÐ u ∈ W 2,1
p (Ω × (T1, T2))¸ Û Ú ØØ

u ∈ Cα,α
2 (Ω× (T1, T2)) ÛØ

α < α∗ α∗ = max



2− 4

p
, 1



Ò ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C¸ ÒÔÒÒØ ÓÒ u¸ ×Ù
 ØØ

u
Cα, α2 (Ω×(T1,T2))

≤ Cu
W 2,1

p (Ω×(T1,T2))
.

Ì× Ö×ÙÐØ × ×ÓÛÒ Ò ℄¸ ÄÑÑ ¿º¿ Ôº ¼º

º¾º¾ Ü×ØÒ
 Ó ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ×

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº ´Ü×ØÒ
 Ó ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ× ÓÖ Ø Ù
Ý ÔÖÓ¹

ÐÑµ

ËÙÔÔÓ× W ×Ø×× º¾º Ì Ù
Ý ÔÖÓÐÑ



















ut = Δu−W ′



u+
θ+ − θ−

2π



+ σ ÓÖ x ∈ Ω

∂u

∂n
= 0 ÓÖ x ∈ ∂Ω

u = 0 ÛÒ t = 0

´ºµ

ÑØ×  ÙÒÕÙ ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ u ∈ C2,1(Ω× (0,+∞) ∩ C(Ω̄× [0,+∞))

Ì× ×  ×ØÖØÓÖÛÖ ÔÔÐ
ØÓÒ Ó ½¼℄¸ ÌÓÖÑ ½º¾¿ Ôº ¿º
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º¾º¿ ÁÒØÖÓÖ ×ØÑØ× ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ø ÕÙØÓÒ

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ Û ×ØØ Ò ÒØÖÓÖ ×ØÑØ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó
Ø Ø ÕÙØÓÒ ØØ ÛÐÐ  
ÖÙ
Ð Ò Ø Ö×Ø Ó Ø ÔÔÖ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº ´ÁÒØÖÓÖ ×ØÑØ× ÓÖ Ø Ø ÕÙØÓÒµ

ÓÒ×Ö Ø Ø ÕÙØÓÒ ÛØ ÒÙÑÒÒ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ×







ut = Δu+ f(x, t) (x, t) ∈ Ω× (T1, T2)
u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω
∂u
∂n = 0 (x, t) ∈ ∂Ω× (T1, T2)

.

ÌÒ¸ ÓÖ ÒÝ ε > 0 ´ÛØ ε ≤ T2 − T1µ¸
´µ  u ∈ Lp(Ω × (T1, T2)) ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´ºµ¸ Ò f ∈ Lp(Ω × (T1, T2))¸
ØÒ u × Ð×Ó Ò
W 2,1

p (Ω × (T1 + ε, T2)) Ò ØÖ Ü×Ø× C > 0 ÒÔÒÒØ Ó u0 ×Ù
 ØØ

u
W 2,1

p (Ω×(T1+ε,T2))
≤ C



uLp(Ω×(T1,T2))
+ fLp(Ω×(T1,T2))



.

´µ  u ∈ Cα,α
2 (Ω × (T1, T2)) ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´ºµ¸ Ò f ∈ Cα,α

2 (Ω ×
(T1, T2))¸ ØÒ u × Ð×Ó Ò C2+α,1+α

2 (Ω × (T1 + ε, T2)) Ò ØÖ Ü×Ø× C ′

ÒÔÒÒØ Ó u0 ×Ù
 ØØ

u
C2+α,1+α

2 (Ω×(T1+ε,T2))
≤ C ′



u
Cα,α2 (Ω×(T1,T2))

+ f
Cα,α2 (Ω×(T1,T2))



.

Ì× Ö×ÙÐØ ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
 Ó ½¼℄¸ ÌÓÖÑ º¾¼ Ôº ½¸ Ù×Ò Ð×Ó ℄¸
ÌÓÖÑ ¿º¿ Ôº ¼ ØÓ 
ÓÒØÖÓÐ Ø Ö×Ø ÓÖÖ ×Ô
 ÖÚØÚ×º

º¿  ÓÙÒ ÓÒ Ø ×Ô
 Ó×
ÐÐØÓÒ Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ

Ì ÓÐ Ó Ø× ÔÖØ × ØÓ ÔÖÓÚ ØØ ÓÖ  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´º½µ ÛØ ÒØÐ
Ø u(·, 0) ≡ 0¸ Ø ×Ô
 Ó×
ÐÐØÓÒ Ó u ÖÑÒ× ÓÙÒ ÓÖ ÐÐ ØÑº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼º ÓÙÒ ÓÒ Ø ×Ô
 Ó×
ÐÐØÓÒ Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ

ËÙÔÔÓ× W ×Ø×× ´º¾µº ÄØ u  Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÛØ ÒØÐ Ø
u(·, 0) ≡ 0º ÌÒ ØÖ Ü×Ø×  ÔÓ×ØÚ 
ÓÒ×ØÒØ C ÒÔÒÒØ Ó t ×Ù

ØØ

max
x∈Ω̄

u(x, t)−min
x∈Ω̄

u(x, t) ≤ C, ÓÖ ÐÐ t ≥ 0. ´ºµ

ÌÓ 
ÓÒØÖÓÐ Ø ×Ô
 Ó×
ÐÐØÓÒ× Ó  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´º½µ Ò ÔÖÓÚ ÈÖÓÔÓ¹
×ØÓÒ º½¼¸ Û ÛÐÐ Ù×  Ö×ÙÐØ 
ÓÒØÖÓÐÐÒ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÓÑÓÒÓÙ×
Ø ÕÙØÓÒ¸ ×ØØ Ò Ø ÓÐÐÓÛÒ ÐÑÑ
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ÄÑÑ º½½º ´ 
Ö×Ò ÓÙÒ ÓÖ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÓÑÓ¹

ÒÓÙ× ÕÙØÓÒµ
ÓÒ×Ö Ø ÕÙØÓÒ







ut −Δu = 0 ÓÒ Ω× (0,+∞)
∂nu = 0 ÓÒ ∂Ω × (0,+∞)
u(·, 0) = h0 ÓÒ Ω

´ºµ

ÛØ h0 ∈ L∞(Ω)º
ÌÒ ØÖ Ü×Ø×  ØÑ T0 > 0 Ò  ÖÐ ÒÙÑÖ µ ∈ ]0, 1[¸ ÓØ

ÒÔÒÒØ Ó h0 Ò u¸ ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ t > T0¸

u(·, t)L∞(Ω) ≤ µ h0L∞(Ω) .

ÈÖÓÓ Ó ÄÑÑ º½½

ÌÓ ÔÖÓÚ Ø× ÐÑÑ Û Ù× Ø 
Ø ØØ Ø ÓÔÖØÓÖ (−Δ) ÓÒ Ω ÛØ
ÓÑÓÒÓÙ× ÆÙÑÒÒ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ× ×  ×Ð¹ÓÒØ 
ÓÑÔ
Ø ÓÔÖ¹
ØÓÖ ÓÒ Ø ÀÐÖØ ×Ô
 L2(Ω)¸ Ò ØØ Ø× ÑÒÑÙÑ ÒÚÐÙ × ×ØÖ
ØÐÝ
ÔÓ×ØÚº Ï ÛÖØ (λi)i>1 Ø ×ÕÙÒ
 Ó Ø× ÒÚÐÙ× Ò ÒÓÒ¹
Ö×Ò
ÓÖÖ¸ Ò (ψi)i>1  
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ×ÕÙÒ
 Ó ÙÒØÖÝ ÒÚ
ØÓÖ×º Ï ØÒ
Ú λ1 > 0º

Ï Ó×ÖÚ ØØ × Ω × ÓÙÒ¸ ØÖ ×  
ÓÒØÒÙÓÙ× Ò
ØÓÒ L∞(Ω)→
L2(Ω)¸ ×Ó ØÖ Ü×Ø× C > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ h ∈ L∞(Ω)¸ Û Ú h ∈ L2(Ω)
Ò

hL2(Ω) ≤ C hL∞(Ω) .

ÆÓÛ ÓÖ  ÚÒ h ∈ L∞(Ω) ⊂ L2(Ω)¸ Û 
Ò ÛÖØ Ø× 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ ÓÒ
Ø ×× Ó Ø ÒÚ
ØÓÖ× (ψi) Ó Ø ÓÔÖØÓÖ (−Δ) ÛØ ÓÑÓÒÓÙ×
ÆÙÑÒÒ ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ×

h =

+∞


i=1

ciψi Ò L2(Ω)

ÛØ
+∞

i=1 |ci|2 ≤ C2 h2L∞(Ω)º
ÌÒ Û Ú

u =
+∞


i=1

cie
−λitψi Ò L2(Ω).

ÓÖ Ø ÓÐÐÓÛÒ¸ Û Ù× ÒØÖÓÖ ×ØÑØ× ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ Ò ËÓÓÐÚ
ÑÒ× ØÓ ØÖÒ×ÔÓ× Ø ×ØÑØ× Ò L2 ØÓ ×ØÑØ× Ò L∞º

Ï ÖÑÖ ØØ Ø ×ØÑØ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º 
Ò  ÖÛÖØØÒ¸ 
ÓÒ¹
×ÖÒ  ×Ø ÓÑÒ¸

uW 2,1
p (Ω×(2ε,Tmax))

≤ C ′ uLp(Ω×(ε,Tmax))
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ÓÖ ×ÓÑ ε > 0º Ï 
ÓÒ×Ö Ø× ÒÕÙÐØÝ ÓÖ Ø ÔÖØ
ÙÐÖ ÚÐÙ p = 2¸
Ò Ù× Ø ÑÒ L∞((ε, Tmax), L

2(Ω)) ⊂ L2(Ω× (ε, Tmax)) ØÓ ÓØÒ

u
W 2,1

2 (Ω×(2ε,Tmax))
≤ C ′′ uL∞((ε,T ),L2(Ω)) .

Ì ×
ÓÒ ÕÙÒØØÝ × 
ÐÖÐÝ ÒØ 
Ù× Ø ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ÑÔÐ×
ØØ u ∈ L∞(Ω× (0,+∞))º ÏØ Ø ×Ô
ØÖÐ 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ Û Ð×Ó Ú
ÓÙÒ ÓÖ Ø ÖØ Ò × Ó Ø× ×ØÑØ  ÓÖ ÐÐ t > 0¸

u(·, t)2L2(Ω) ≤
+∞


i=0

|ci|2e−2λit ≤ C2e−2λ1t h2L∞(Ω) ,

Û
 ÑÔÐ×

uL∞((ε,+∞),L2(Ω)) ≤ C2e
−λ1ε hL∞(Ω) .

Ï ØÒ Ú Ø ÒÕÙÐØÝ

uW 2,1
2 (Ω×(2ε,Tmax))

≤ C3e
−λ1ε hL∞(Ω) .

ÌÓ 
ÓÒ
ÐÙ Ø ÔÖÓÓ Ó Ø× ÐÑÑ¸ Û Ò ØÓ Ú Ø ×Ñ ×ØÑ¹
ØÓÒ ÓÖ u

W 2,1
p (Ω×(2ε,Tmax))

ÓÖ ×ÓÑ p > 2¸ Û
 ÛÓÙÐ ÒÐ Ù× ØÓ Ù×

 ËÓÓÐÚ ÑÒ ØÓ ÖÚ Ò ×ØÑØÓÒ Ò C0(Ω × (2ε, Tmax))º Ì

Ð
ÙÐØÓÒ× ÓÚ ×ÓÛ ØØ uW 2,1

2 ((2ε,Tmax),Ω) × ÒØ¸ ×Ó Ý Ø ËÓÓÐÚ
ÑÒ

W 2,1
2 (Ω× (2ε, Tmax)) ⊂ Lp(Ω× (2ε, Tmax)) ÓÖ p < +∞,

Û Ú ØØ uLp(Ω×(2ε,Tmax))
× Ð×Ó ÒØ ÓÖ ×ÓÑ p > 2º Í×Ò Ò Ø

ÒØÖÓÖ ×ØÑØ× ØÓÖÑ¸ Û Ø

u
W 2,1

p (Ω×(3ε,Tmax))
≤ C4 uW 2,1

2 (Ω×(2ε,Tmax))
,

×Ó
uW 2,1

p (Ω×(3ε,Tmax))
≤ C5e

−λ1ε h2L∞(Ω) .

ÌÒ Û Ù× ÒÓØÖ ËÓÓÐÚ ÑÒ  ÓÖ ÐÐ Tmax > 0¸ Û Ú Ø


ÓÒØÒÙÓÙ× Ò
ÐÙ×ÓÒ Cβ, β
2 (Ω× (3ε, Tmax)) ⊂W 2,1

p (Ω× (3ε, Tmax)) ÓÖ ×ÓÑ
β > 0 ´ÑÓÖ ÔÖ
×ÐÝ Ø× × ØÖÙ ÓÖ β < 2− 4

p µº ÌÒ Û Ú Ø ÒÕÙÐØÝ

uL∞(Ω×(3ε,Tmax))
≤ C6 u

Cβ,
β
2 (Ω×(3ε,Tmax))

≤ C7 uW 2,1
p (Ω×(3ε,Tmax))

≤ C8e
−λ1ε h2L∞(Ω) ,

Û
 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÄÑÑ º½½º
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ÏØ Ø× Ö×ÙÐØ Û 
Ò ÔÖÓÚ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼º

ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¼

ËØÔ ½  ÐÑÒØÓÒ Ó Ø ÑÒ Ó u ÓÒ Ω
ÌÓ ×ØÙÝ Ø Ó×
ÐÐØÓÒ Ó u¸ Ø × Ù×ÙÐ ØÓ 
ÓÒ×Ö Ø ÖÒ
 ØÛÒ

u Ò Ø× ÑÒ ÚÐÙ ÓÒ Ωº Ï ÖÖØ

ū(x, t) = u(x, t)− u(·, t)

ÛØ

u(·, t) = 1

|Ω|



Ω
u(y, t)dy.

Ï ÒÓÛ ØØ u ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ¸ ×Ó

ut = ūt + ∂tu = Δū−W ′



u+
θ+ − θ−

2π



+ σ ÓÒ Ω× (0,+∞) ´º½¼µ

Ï Ð×Ó Ú
∂nū = 0 ÓÒ ∂Ω× (0,+∞)

Ò
ū(x, 0) = 0 ÓÖ x ∈ Ω


Ù× u(x, 0) ≡ 0º ÌÒ¸ Û ÒØÖØ ´º½¼µ ÓÒ Ωº ÆÓØ ØØ


Ω
Δū =



∂Ω
∂nū = 0

Ò


Ω
ūt = ∂t



Ω
ū = 0.

ÌÖÓÖ¸ Û Ú

∂tu = −
1

|Ω|




Ω
W ′



u+
1

2π
(θ+ − θ−)



+ σ.

ËÓ¸ ÖÛÖØÒ ´º½¼µ¸ Û Ò ØØ ū ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÓÐÐÓÛÒ ÕÙØÓÒ






ūt −Δū = h ÓÒ Ω× (0,+∞)
∂nū = 0 ÓÒ ∂Ω× (0,+∞)
ū(x, 0) = 0 ÓÒ Ω

´º½½µ

ÛØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ ū(0, x) = 0¸ Ò

h(x, t) = W ′



u(x, t) +
1

2π
(θ+ − θ−)



+ σ − ∂tu(·, t).

Ì ÔÖ
Ò 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ò
Ø ØØ ÓÖ ÐÐ t > 0¸


Ω
h(x, t)dx = 0.
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Ï Ð×Ó ÒÓØ ØØ¸ × W ′ × ÓÙÒ¸ h × ÓÙÒ¸ ºº h ∈ L∞(Ω×(0,+∞))º

ËØÔ ¾  ÓÙÒ× ÓÖ ū
× Ø ÖØ
Ð Ó ÇÛÖ Ò ÆÑÙÖ ½½℄¸ Û Ò Ø ×Ø

X0 =



v ∈ C(Ω̄) |


Ω
v(x)dx = 0



.

Ì Ö×ØÖ
ØÓÒ Ó Δ ÓÒ X0 Ò× Ò ÒÐÝØ
 ×ÑÖÓÙÔ


etΔ


t∈(0,∞]
ÓÒ

X0 Ò Ø ÙÑÐ ÓÖÑÙÐ Ú×

ū(·, t) =

 t

0
e(t−s)Δh(·, s)ds. ´º½¾µ

Ì ÓÙÒ ÚÒ Ò ÄÑÑ º½½ 
Ò  ÛÖØØÒ ÕÙÚÐÒØÐÝ ×



etΔh0




L∞(Ω)
≤ µ h0L∞(Ω) ÓÖ ÐÐ t > T0.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ØÖ Ü×Ø× C > 0 Ò λ ∈ (0,+∞) ×Ù
 ØØ¸ ÓÖ ÐÐ
t > T0



etΔh0




L∞(Ω)
≤ Ce−λt h0L∞(Ω) .

ÏØ Ø×¸ Û 
Ò ÖÚ  ÓÙÒ ÓÒ ū ÓÖ ÐÐ t ∈ (0,+∞)

ū(·, t)L∞(Ω) ≤
 t

0






e(t−s)Δh(·, s)







L∞(Ω)
ds

≤ C

 t

0
(1{t−s<T0} + 1{t−s>T0}e

−λ(t−s)) h(·, s)L∞(Ω) ds

≤


C

 t

0
(1{t−s<T0}ds+

C

λ



hL∞(Ω×(0,+∞))

≤


CT0 +
C

λ



hL∞(Ω×(0,+∞)) ,

Û
 × Ò  ÙÒÓÖÑ ÓÙÒº
ÒÐÐÝ̧

max
x∈Ω

u(x, t)−min
x∈Ω

u(x, t) ≤ 2 ū(·, t)L∞(Ω) ,

Û
 ×ÓÛ× ØØ Ø Ó×
ÐÐØÓÒ Ó u × Ò ÓÙÒº

º ÄÒÖ ÖÓÛØ Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ò ØÑ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾ ´ÄÒÖ ÖÓÛØ Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒµº
ÄØ u  Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÛØ ÒØÐ Ø u(·, 0) ≡ 0º ÌÒ ØÖ Ü×Ø×
 
ÓÒ×ØÒØ ω ∈ R Ò  ÔÓ×ØÚ 
ÓÒ×ØÒØ C ′ ×Ù
 ØØ¸ ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t > 0¸

|u(x, t)− ωt| ≤ C ′ ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω, t > 0 ´º½¿µ
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ÈÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾

Ì× ÔÖÓÓ × ÚÖÝ ×ÑÐÖ ØÓ Ø ÓÒ ÚÒ Ò ËØÔ 3 Ó Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ¹
×ØÓÒ ¿º½ Ò ÔØÖ ¿º ÁØ × ÚÒ Ö ØÓ ÑÒØÒ Ø ÒØÖÒÐ 
ÓÒ××ØÒ
Ý
Ó Ø 
ÔØÖº

Ï Ö
ÐÐ ØØ Ø ÔÓØÒØÐ W ×  1¹ÔÖÓ
 ÙÒ
ØÓÒº ÌÒ × u × Ø
×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÛØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ u ≡ 0¸ u+ k × Ð×Ó  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ
´ÓÖ ÒÓØÖ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒµ ÓÖ ÐÐ k ∈ Zº

ÆÓÛ¸ ÓÖ T > 0¸ Ò

λ+(T ) = sup
t≥0

u(0, t+ T )− u(0, t)

T

Ò

λ−(T ) = inf
t≥0

u(0, t+ T )− u(0, t)

T
.

ÏØ Ø× 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ¸ λ+(T ) Ò λ−(T ) Ö ×ØÑØ× Ó Ø ÑÒ ×ÐÓÔ
Ó Ø ×ÓÐÙØÓÒ u Ò ØÑº ÀÙÖ×Ø
ÐÐÝ̧ Ø× ×ØÑØ× ×ÓÙÐ 
ÓÑ ÑÓÖ


ÙÖØ × T → +∞º ÁÒ Ø ÖÑÒÖ Ó Ø ÔÖÓÓ Û ×ÓÛ ØØ ÓØ ÙÒ
¹
ØÓÒ λ+ Ò λ− 
ÓÒÚÖ ØÓ  ÕÙÒØØÝ ω Û
 × ×Ù
 ØØ ´º½¿µ × ×Ø×º

ËØÔ ½  ÓÙÒ× ÓÒ λ+(T ) Ò λ−(T ) ÛÒ T > 1º
Ï ÛÐÐ ÔÖÓÚ ØØ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ C1 ÒÔÒÒØ ÓÒ T ≥ 1 ×Ù


ØØ
−C1 ≤ λ−(T ) ≤ λ+(T ) ≤ C1.

ÁØ × 
ÐÖ ØØ ÓÖ ÐÐ T ¸ λ+(T ) ≥ λ−(T )º
Ü  ØÑ t0 ≥ 0º Ï ÒÓÛ ØØ u(·, t) ∈ L∞(Ω)º ÌÒ ØÖ Ü×Ø×

k ∈ Z ×Ù
 ØØ minu(·, t0) ∈ [k, k + 1[º Ý Ø Ó×
ÐÐØÓÒ ×ØÑØ ´ºµ¸ Ø
ÓÐÐÓÛ× ØØ maxu(·, t) ≤ (k+1)+Cº ÕÙÚÐÒØÐÝ̧ 0 ≤ u(·, t0)− k ≤ C+1º

ÆÓÛ Ò Ø ÙÒ
ØÓÒ v : τ → C + 1 + (|W ′|∞ + σ)τ º Ï ØÒ Ú

vt ≥ Δv −W ′(v) + σ.

Ì× ÒÕÙÐØÝ Ò Ø ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ× ÑÔÐÝ ØØ v ×  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ
Ó ´º½µº Ï Ð×Ó Ú ØØ (x, τ) → u(x, t + τ) − 2k ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ¸
×Ò
 Ø ÕÙØÓÒ × ÒÚÖÒØ Ý ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ Ò ØÓÒ Ó ÒØÖ×º
Ø ØÑ τ = 0¸ Û Ú

v(x, 0) = C + 1 ≥ u(x, t0)− k.

ÖÓÑ Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ Ø ÓÐÐÓÛ× ØØ ÓÖ ÐÐ τ ≥ 0¸

v(x, τ) ≥ u(x, t0 + τ)− k.

ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÓÖ τ = T ¸ Û Ú

C + 1 + (


W ′




∞
+ σ)T ≥ u(x, t0 + T )− k. ´º½µ
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ÓÑÒ ÛØ Ø 
Ø ØØ u(0, t0)− k ≥ 0 Ø× ÑÔÐ× ØØ

u(0, t0 + T )− u(0, t0)

T
≤ C + 1

T
+



W ′




∞
+ σ. ´º½µ

Ì× ÒÕÙÐØÝ ÖÑÒ× ÚÐ ÓÖ ÐÐ t0 ≥ 0¸ ×Ó¸ ÓÖ T ≥ 1¸

λ+(T ) ≤ C + 1 +


W ′




∞
+ |σ| = C1. ´º½µ

ËÑÐÖÐÝ̧ Û 
Ò ÖÚ  ÐÓÛÖ ÓÙÒ ÓÖ λ−(T )º

ËØÔ ¾  ÍÔÔÖ ÓÙÒ ÓÒ λ+(T )− λ−(T )
ÓÒ×Ö  ÖÐ ÒÙÑÖ T > 0º
Ï ÛÐÐ Ö×Ø ×ØÙÝ Ø 
× ÛÖ ÓØ Ø ÒÑÙÑ λ−(T ) Ò Ø

×ÙÔÖÑÙÑ λ+(T ) Ö Ö
 Ò [0,+∞[¸ Û
 ÑÒ× ØØ ØÖ Ü×Ø t1 ≥ 0
Ò t2 ≥ 0 ×Ù
 ØØ

λ+(T ) =
u(0, t1 + T )− u(0, t1)

T

λ−(T ) =
u(0, t2 + T )− u(0, t2)

T
.

ÓÒ×Ö Ø ÙÒ
ØÓÒ

v(x, t) = u(x, t+ t2 − t1) +K,

ÛØ K = ⌊u(0, t1) − u(0, t2) + 2C⌋ + 1¸ ÛÖ Ø ÙÒ
ØÓÒ ⌊·⌋ × Ø ÓÓÖ
ÙÒ
ØÓÒº ÌÒ u Ò v Ö ÓØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µ¸ Ò ÓÖ t = t1¸

v(x, t1) = u(x, t2) + ([u(0, t1)− u(0, t2) + 2C] + 1) ≥ u(x, t1),

ÛÖ Û Ú Ù× Ø ×ØÑØ ÓÒ ×Ô
 Ó×
ÐÐØÓÒ× ´ºµº ÌÒ¸ Ý Ø

ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÓÖ ÐÐ t ≥ t1¸

v(x, t) ≥ u(x, t).

ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÓÖ t = t1 + T ¸ Û Ú

u(x, t2 + T )− u(0, t2) + 1 + 2C ≥ u(x, t1 + T )− u(0, t1), ´º½µ

×Ó¸ ØÒ x = 0¸ Û Ø

λ−(T ) +
1 + 2C

T
≥ λ+(T ), ´º½µ

Û
 Û 
Ò ÖÛÖØ

0 ≤ λ+(T )− λ−(T ) ≤ 1 + 2C

T
. ´º½µ
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ÚÒ  Ø ÒÑÙÑ ÓÖ Ø ÜØÖÑÙÑ × ÒÓØ Ö
¸ Û Ú¸ ÓÖ ε > 0¸
ØÖ Ü×Ø× t1 ≥ 0 Ò t2 ≥ 0 ×Ù
 ØØ

λ+(T ) <
u(0, t1 + T )− u(0, t1)

T
+ ε

λ−(T ) >
u(0, t2 + T )− u(0, t2)

T
− ε.

Ì ×Ñ ÐÒ Ó Ö×ÓÒÒ ØÒ Ð× ØÓ

u(x, t2 + T )− u(0, t2) + 1 + 2C ≥ u(x, t1 + T )− u(0, t1),

×Ó

λ−(T ) + ε+
1 + 2C

T
≥ λ+(T )− ε. ´º¾¼µ

× Ø× × ØÖÙ ÓÖ ÐÐ ε > 0¸ ´º½µ ×ØÐÐ ÓÐ× Ò ØØ 
×º

ËØÔ ¿  ÚÐÙØÓÒ Ó Ø ÚÖØÓÒ× Ó λ+ Ò λ−

ÆÓÛ¸ ÐØ p ∈ N \ {0}  Ò ÒØÖº
Ï Ö×Ø ××ÙÑ ØØ ØÖ Ü×Ø× t1 ≥ 0 ×Ù
 ØØ

λ+(pT ) =
u(0, t1 + pT )− u(0, t1)

pT
.

ÁØ × 
ÐÖ ØØ

pTλ+(pT ) = u(0, t1 + pT )− u(0, t1) ≤ pTλ+(T ),

×Ó
λ+(pT ) ≤ λ+(T ).

Á Ø ×ÙÔÖÑÙÑ λ+(pT ) × ÒÓØ Ö
¸ ØÒ ÓÖ ÐÐ ε > 0 ØÖ Ü×Ø×
ØÑ tε ×Ù
 ØØ

pTλ+(pT )− ε ≤ u(0, tε + pT )− u(0, tε). ´º¾½µ

× ÓÚ¸
u(0, tε + pT )− u(0, tε) ≤ pTλ+(T ), ´º¾¾µ

×Ó Û Ú¸ ÓÖ ÐÐ ε > 0

pTλ+(pT )− ε ≤ pTλ+(T ), ´º¾¿µ

Û
 ÑÔÐ× Ò ØØ λ+(PT ) ≤ λ+(T )º ËÑÐÖÐÝ̧ Ø 
Ò  ÔÖÓÚ ØØ
λ−(pT ) ≥ λ−(T )º

ÆÓÛ Ø T1 > 0 Ò T2 > 0 Ò ××ÙÑ ØØ pT1 = qT2¸ ÛØ p ∈ N\{0}
Ò q ∈ N \ {0}º Í×Ò Ø ÔÖ
Ò 
ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ×¸ Û Ú Ø ÓÐÐÓÛÒ
ÒÕÙÐØ×

λ+(T1) ≥ λ+(pT1) = λ+(qT2) ≥ λ−(qT2) ≥ λ−(T2) ≥ λ+(T2)−
1 + 2C

T2
,
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×Ó

λ+(T2)− λ+(T1) ≤
1 + 2C

T2
. ´º¾µ

Ü
ÒÒ Ø Ò
× 1 Ò 2¸ Û × ØØ Ø× ÑÔÐ×



λ+(T1)− λ+(T2)


 ≤ (1 + 2C)max



1

T1
,
1

T2



´º¾µ

ÓÖ ÐÐ T1, T2 > 0 ×Ù
 ØØ T1
T2
∈ Qº Ì ×ÓÐÙØÓÒ u Ò Ò C2,1(Ω×(0,+∞)¸

Ø ÙÒ
ØÓÒ u(0, ·) × ÙÒÓÖÑÐÝ 
ÓÒØÒÙÓÙ×  ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
 Ø ÙÒ
ØÓÒ
λ+ × 
ÓÒØÒÙÓÙ× Ò T ¸ Û
 ÑÔÐ× ØØ Ø ÒÕÙÐØ× ÓÚ ÖÑÒ ØÖÙ
ÓÖ ÒÝ T1, T2 > 0º

Í×Ò Ø ×Ñ ÑØÓ Û ÖÚ Ø ×Ñ ÔÖÓÔÖØÝ ÓÖ λ−  ÓÖ ÐÐ
T1, T2 > 0¸



λ−(T1)− λ−(T2)


 ≤ (1 + 2C)max



1

T1
,
1

T2



. ´º¾µ

ËØÔ   ÄÑØ Ó λ+ Ò λ− Ò Ò Ó Ø ÔÖÓÓ

ÆÓÛ¸  (Tn)n∈N × Ò Ò
Ö×Ò ×ÕÙÒ
 ÛØ ÐÑØ +∞¸ ÓØ ×ÕÙÒ
×
λ+(Tn) Ò λ−(Tn) Ö Ù
Ý ×ÕÙÒ
× Ò ØÒ 
ÓÒÚÖº × Ø× × ØÖÙ
ÓÖ ÒÝ ×ÕÙÒ
 ÛØ ÐÑØ +∞¸ ÓØ λ+(T ) Ò λ−(T ) Ú  ÐÑØ ÓÖ
T → ∞º ÙÖØÖÑÓÖ¸ Ø ÒÕÙÐØÝ ´º½µ ×ÓÛ× ØØ Ø× ØÛÓ ÐÑØ× Ö
ÕÙÐº Ò

λ = lim
T→∞

λ+(T ) = lim
T→∞

λ−(T ).

Ï 
ÓÒ×Ö ÒÕÙÐØ× ´º¾µ Ò ´º¾µ Ò Ø Ø ÐÑØ T2 → ∞ ØÓ
Ù
 Ø ÓÐÐÓÛÒ ÒÕÙÐØ×¸ ÓÖ T > 0



λ+(T )− λ


 ≤ 1 + 2C

T

Ò


λ−(T )− λ


 ≤ 1 + 2C

T
.

ÆÓÛ¸ ÓÖ ÐÐ T > 0¸ Û Ù


λT − (1 + 2C) ≤ u(0, T )− u(0, 0) ≤ λT + (1 + 2C).

ÓÑÒÒ Ø× ÛØ ´ºµ¸ Û 
Ò ÛÖØ

λT − (1 + 3C) ≤ u(x, T )− u(0, 0) ≤ λT + (1 + 3C),

Ò Û Ö
ÐÐ ØØ u(0, 0) = 0º
ÌÒ ω = λ Ò C ′ = 1 + 3C¸ Û Ú ØÒ ÔÖÓÚ ØØ¸ ÓÖ ÐÐ t ≥ 0¸

|u(x, t)− ωt| ≤ C ′. ´º¾µ

Ì× 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾¸ Û
 Ò ØÙÖÒ ÔÖÓÚ× Ì¹
ÓÖÑ º½º
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º ÈÖÑÒÒØ ÖÑ ×ÓÐÙØÓÒ

ÈÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ º¿ Ò Ø 
× ω > 0
ËØÔ ½  ÒØÓÒ Ó Ø ÙÜÐÖÝ ÙÒ
ØÓÒ w Ò  ÔÖÓÖ ÓÙÒ×

ÁÒ Ø× ×ØÔ Û ÛÒØ ØÓ ÔÖÓÚ ØØ ØÖ Ü×Ø×  ×ÓÐÙØÓÒ u Ó ´º½µ ÓÒ
Ω× R ×Ø×ÝÒ ×ØÑØ× ´ºµ Ò ´º½¿µº

ÄØ u  Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÛØ u(·, 0) = 0º Ï Ò

w(x, t) = u(x, t) − ωt.

ÖÓÑ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½¾¸ Û ÒÓÛ ØØ

|u(x, t) − ωt| ≤ C ′ ÓÖ ÐÐ t ≥ 0.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ w ∈ L∞(Ω× (0,+∞)) Ò

wL∞(Ω×(0,+∞)) ≤ C ′.

Ì ÙÒ
ØÓÒ w ×Ø×× Ø ÓÐÐÓÛÒ ÕÙØÓÒ

wt = Δw + f,

ÛØ

f = −ω −W ′



w + ωt+
θ+ − θ−

2π



+ σ.

Ý Ø ÒØÖÓÖ ×ØÑØ ØÓÖÑ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ Û Ú¸ ÓÖ ÐÐ k ∈ N¸

w
C2+α,1+α

2 (Ω×(k+2
ω

, k+3
ω ))

≤ C1



w
Cα,α2 (Ω×(k+1

ω
, k+3

ω ))
+ f

Cα,α2 (Ω×( k+1
ω

, k+3
ω ))



,

Ø 
ÓÒ×ØÒØ C1 Ò ÒÔÒÒØ ÓÒ kº  ËÓÓÐÚ ÑÒ Ò Ò
Ø ÒØÖÓÖ ×ØÑØ ØÓÖÑ Ú

w
Cα,α2 (Ω×(k+1

ω
, k+3

ω ))
≤ C2 wW 2,1

p (Ω×(k+1
ω

, k+3
ω ))

≤ C3



wLp(Ω×( k
ω

, k+3
ω )) + fL∞(Ω×( k

ω
, k+3

ω ))



≤ C ′
3 wL∞(Ω×( k

ω
, k+3

ω )) + C ′′
3

ÓÖ ×ÓÑ p >
4

2− α
º Ì 
ÓÒ×ØÒØ× C ′

3 Ò C ′′
3 Ö ×ØÐÐ ÒÔÒÒØ ÓÒ kº

ÓÖ Ø ÓØÖ ØÖÑ¸

f
Cα,α2 (Ω×( k+1

ω
, k+3

ω ))
≤ |ω|+ W ′L∞(R) + |σ|+ [f ]α,α

2
,Ω×(k+1

ω
, k+3

ω )
≤ |ω|+ W ′L∞(R) + |σ|

+



[w]α,α
2

,Ω×(k+1
ω

, k+3
ω ) +

1

2π
[θ+ − θ−]α,Ω + |ω|









2

ω









1−α
2



W ′′L∞(R)

≤ |ω|+ W ′L∞(R) + σ + (C4 + C ′
3 wL∞(Ω×( k

ω
, k+3

ω ))) W
′′L∞(R) .
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×  
ÓÒ×ÕÙÒ


w
C2+α,1+α

2 (Ω×( 2
ω

,+∞))
≤ C5 + C6 wL∞(Ω×(0,+∞)) ≤ C7

ÓÖ ×ÓÑ 0 < α < 1¸ ÛÖ Ø 
ÓÒ×ØÒØ C7 ÑÝ ÔÒ ÓÒÐÝ ÓÒ ωº

ËØÔ ¾  ÒØÓÒ Ó Ø ×ÕÙÒ
× un Ò wn Ò 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó

 ÐÓÐ ×ÓÐÙØÓÒ

ÇÙÖ ÓÐ ÛÐÐ  ØÓ ÜØ  ÔÖÑÒÒØ ÖÑ¸ Û
 × ÜÔ
Ø ØÓ
Ö
 ÓÖ ÐÖ ÚÐÙ× Ó tº × w × ÓÙÒ Ò  ÀÐÖ ×Ô
¸ Û Ò

wn(x, t) = w


x, t+
n

ω



ÓÖ (x, y) ∈ Ω×


−n
ω
,+∞



Ò
un(x, t) = wn(x, t) + ωt.

×
un(x, t) = w



x, t+
n

ω



+ ω


t+
n

ω



= u


x, t+
n

ω



+ n,

un ×  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ Ò ×Ø×× Ø ØÑ ×ØÑØÓÒ ´º½¿µº

× wn × Ù×Ø  ØÑ¹ØÖÒ×ÐØÓÒ Ó w0¸ Ø × Ð×Ó Ò L∞


Ω×


−n
ω
,+∞



Ò Ò C
2+α,1+α

2
loc



Ω×


−n− 1

ω
,+∞



¸ ÛØ Ø ×Ñ ÓÙÒ× C ′ Ò C7º

ÚÒØÙÐÐÝ ÐÐÓÛÒ ÓÖ ØÑ ÓÑÒ ÜØÒ×ÓÒ× ØÓ R ÛØ ÖØÖÖÝ ÚÐÙ×
ØØ Ó ÒÓØ 
Ò Ø ÀÐÖ ÓÙÒ× Ò Ù×Ò  
ÓÑÔ
Ø Ò
ØÓÒ¸ Û

Ú ØØ ÐÐ wn ÐÓÒ ØÓ  
ÓÑÔ
Ø ×Ù×Ø Ó C2+β,1+β
2 (Ω× (−M,M)) ÓÖ

ÒÝ M > 0 Ò β < α¸ ÛØ β > 0º
×  
ÓÒ×ÕÙÒ
 Ó ØØ¸ ÓÖ ÒÝ M > 0¸ Û 
Ò ÜØÖ
Ø  ×Ù×ÕÙÒ


w′
ϕ(n) Û
 
ÓÒÚÖ× ØÓ  ÐÑØ wM

∞ Ò Ø× 
ÓÑÔ
Ø ×Øº Í×Ò  ÓÒÐ
ÜØÖ
ØÓÒ ÔÖÓ
ÙÖ ÓÖ  ×ÕÙÒ
 Mn → ∞¸ Û Ú ØØ ØÖ Ü×Ø×
 ÙÒ
ØÓÒ w∞ Ò C2+α,1+α

2 (Ω × (−M,M)) ÓÖ ÐÐ M > 0 Ò ×Ù
 ØØ

wn 
ÓÒÚÖ× ØÓ w Ò C2+β,1+β
2 (Ω × (−M,M)) ÓÖ ÐÐ M > 0¸ ÙÔ ØÓ

×Ù×ÕÙÒ
º
ÆÓÛ ØØ Û Ú ÙÐØ w∞¸ Û Ò u∞ Ý u∞(x, t) = w∞(x, t) + ωtº

ÌÒ un 
ÓÒÚÖ× ØÓ u∞ Ò C2+β,1+β
2 (Ω × (−M,M)) ÓÖ ÐÐ M > 0º ×


ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ÓÖ ÐÐ M > 0¸














(un)t → (u∞)t Ò L∞(Ω× (−M,M))
Δun → Δu∞ Ò L∞(Ω× (−M,M))

W ′



un +
θ+ − θ−

2π



→W ′



u∞ +
θ+ − θ−

2π



Ò L∞(Ω× (−M,M)).

Ì Ð×Ø 
ÓÒÚÖÒ
 Ó

ÙÖ× 
Ù× W × ÖÙÐÖ ÒÓÙ ´Ø × ×Ù
ÒØ ÓÖ
Ø 
ÓÒÚÖÒ
 ØØ W ′ × ÄÔ×
ØÞµº Ï Ð×Ó Ú  
ÓÒÚÖÒ
 ÓÖ Ø
ÐÑØ 
ÓÒØÓÒ×

∂un

∂n
→ ∂u∞

∂n
Ò L∞(Ω× (−M,M).
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×  Ö×ÙÐØ u∞ ×  ×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÓÒ Ω× (−∞,+∞)º

ËØÔ ¿  Ü×ØÒ
 Ó Ø ÔÖÑÒÒØ ÖÑ ×ÓÐÙØÓÒ

Ì ÒÜØ ×ØÔ × ØÓ ÔÖÓÚ ØØ Ø× ÙÒ
ØÓÒ u∞ × Ø ÓÖÑ ´ºµ ÛØ
T = 2π

ω º ÓÖ 
ÓÑÑÓØÝ Û ÛÐÐ ÛÖØ Ø u Ò Ø ÓÐÐÓÛÒº
Ò

b = max


τ ≥ 0, ∀τ ′ < τ, u(x, t) + 1 ≥ u(x, t + τ ′)


.

Ì× ×Ø × ÒÓÒÑÔØÝ 
Ù× ÓÖ τ ′ ×ÑÐÐ ÒÓÙ¸ u(x, t) + 1 ≥ u(x, t +
τ ′) 
Ù× u × ÄÔ×
ØÞº ÅÓÖÓÚÖ¸ b × ÒØ 
Ù× ÓÖ t ÐÖ ÒÓÙ¸
u(0, t) > u(0, 0) + 1 ´
Ù× Ó ´º½¿µ Ò ω > 0µº

ÁÒ ØÓÒ¸  Û Ü ε > 0¸ ØÖ Ü×Ø× xε ∈ Ω¸ tε ∈ R ×Ù
 ØØ

u(xε, tε) + 1 ≤ u(xε, tε + b) + ε


Ù× u × ÄÔ×
ØÞ ´ ×Ù
  xε  ÒÓØ Ü×Ø¸ ØÖ ÛÓÙÐ Ü×Ø τ > b

×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ τ ′ < τ ¸ u(x, t) + 1 ≥ u(x, t + τ ′)µº ÌÒ ε =
1

n
¸ Û 
Ò


ÓÒ×Ö ×ÕÙÒ
× xn Ò tn ×Ù
 ØØ

u(xn, tn) + 1 ≤ u(xn, tn + b) +
1

n
.

× ½ (xn, tn) Ú  ÒØ ÐÑØ ÛÒ n→∞
ÁÒ Ø× 
× ØÖ Ü×Ø× x∞ ∈ Ω̄ Ò t∞ ∈ R ×Ù
 ØØ u(x∞, t∞) + 1 =

u(x∞, t∞ + b) Ò Û ×ØÐÐ Ú ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ R¸ u(x, t) + 1 ≥ u(x, t +
b)º Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ Û ØÒ Ú ØØ
u(x, t) + 1 = u(x, t+ b) ÓÒ Ω× Rº
× ¾  |tn| → ∞

ÁÒ Ø× 
× Û ØÖÝ ØÓ Ö Ø 
ÓÒØ
Ø ÔÓÒØ ØÓ 0 Ý ÒÒ vn(x, t) =
u(x, t + tn) + 1− ⌊ωtn⌋ Ò v′n = u(x, t + tn + b)− ⌊ωtn⌋º Ï ÒÓØ ØØ vn

× ×ØÐÐ  ×ÙÔÖ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ Ò v′n ×  ×Ù×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µº
Á Û Ò zn = vn − ωt Ò z′n = v′n − ωt¸ ÓØ ×ÕÙÒ
× Ö ÙÒ¹

ÓÖÑÐÝ ÓÙÒ Ò C2+β,1+β
2 (Ω× (−M,M))¸ ÛØ Ø ×Ñ ÓÙÒ× × ØÓ×

Ó w ´ÛØ  ÑÒÓÖ Ü
ÔØÓÒ ÓÖ Ø C0 ÓÙÒ¸ Û
 
Ò  Ö Ù
ØÓ Ø Ù× Ó Ø ÓÓÖ ÙÒ
ØÓÒ¸ ÙØ Ø ÖÒ
 
Ò ÒÓØ  Ö ØÒ
1µº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ÐÐ ØÓ× ÙÒ
ØÓÒ× ÐÓÒ ØÓ  
ÓÑÔ
Ø ×Ù×Ô
 Ó
C2+γ,1+ γ

2 (Ω× (−M,M))º Ý Ø ×Ñ ÔÖÓ
×× Ó ÓÒÐ ÜØÖ
ØÓÒ¸ ØÖ
Ü×Ø ÙÒ
ØÓÒ× z∞ Ò z′∞ ×Ù
 ØØ zn Ò z′n 
ÓÒÚÖ ØÓ z∞ Ò z′∞ Ö¹
×Ô
ØÚÐÝ̧ Ò C2+γ,1+ γ

2 (Ω × (−M,M)) ÓÖ ÐÐ M > 0º ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸
ÒÒ¸ v∞ = z∞ + ωt¸ v′∞ = z′∞ + ωt¸ Û Ú ØØ vn Ò v′n 
ÓÒÚÖ ØÓ
v∞ Ò v′∞ Ö×Ô
ØÚÐÝ̧ Ò C2+γ,1+ γ

2 (Ω× (−M,M)) ÓÖ ÐÐ M > 0º
× Ø 
ÓÒÚÖÒ
 × Ò C2+γ,1+ γ

2 (Ω× (−M,M)) ÓÖ ÐÐ M > 0¸ v∞ Ò
v′∞ Ö ×ØÐÐ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µº
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ÆÓÛ Û ÒÓØ ØØ ÓÖ ÐÐ n¸ Û Ú vn(x, t) ≥ v′n(x, t) ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ R

Ò vn(xn, 0) ≤ v′n(xn, 0) +
1

n
º × Ω̄ × 
ÓÑÔ
Ø¸ ØÖ Ü×Ø× x∞ ∈ Ω̄ ×Ù


ØØ xn 
ÓÒÚÖ× ØÓ x∞ ÙÔ ØÓ  ×Ù×ÕÙÒ
º ÌÒ Ø ÐÑØ × n → ∞¸
Ò ÓÛÒ ØÓ Ø 
Ø ØØ ÐÐ vn¸ v′n¸ v∞ Ò v′∞ Ö ÓÙÒ Ò C2,1

loc (Ω×R)¸
Û Ú ØØ

v∞(x, t) ≥ v′∞(x, t)

ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ R¸ Ò

v∞(x∞, 0) = v′∞(x∞, 0).

ÌÖ Ò¸ Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ Û Ú
v∞ = v′∞ ÓÒ Ω × Rº ÅÓÖÓÚÖ¸ ÓÖ ÐÐ n ∈ N¸ Û Ú ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ R¸
vn(x, t) − 1 = v′n(x, t − b)¸ ×Ó Ø× ÖÐØÓÒ × ×ØÐÐ ØÖÙ ÓÖ Ø ÐÑØ× Ò
v∞(x, t) − 1 = v′∞(x, t− b)º ÓÑÒÒ Ø× ÛØ v∞ = v′∞¸ Û Ø ØØ¸ ÓÖ
ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ R¸

v∞(x, t+ b) = v∞(x, t) + 1

Ò v∞ × Ð×Ó  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µº × u ×Ø×× |u(x, t) − ωt| ≤ C ′¸ 
 vn

×Ø×× |vn(x, t)− ωt| ≤ C ′ + 2¸ ×Ó Û Ð×Ó Ú |v∞(x, t)− ωt| ≤ C ′ + 2º
×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Ò ÓØ 
×× Û Ú ÔÖÓÚ ØØ ØÖ Ü×Ø×  ×ÓÐÙ¹

ØÓÒ u Ó ´º½µ ×Ù
 ØØ

u(x, t+ b) = u(x, t) + 1,

Ò Ò ÓØ 
×× Ø ÖÐØÓÒ |u(x, t)− ωt| ≤ C ′ + 2 ÓÐ×º

ÆÓÛ Ø 
Ò  ×ÓÛÒ ØØ b =
1

ω
º ÁÒ¸ ×ÙÔÔÓ× b = 1

ω
Ò ÒÓØ

ε = |1− ωb|º Ì N ∈ N ×Ù
 ØØ Nε > |u(0, 0)| + C ′ + 2º ÌÒ Û Ú

|u(0, bN) − ωbN | = |u(0, 0) +N − ωbN | ≥ ||N − ωbN | − |u(0, 0)||

ÙØ |N − ωbN | = εN ¸ ×Ó

|u(0, bN) − ωbN | ≥ |εNε− |u(0, 0)|| > C ′ + 2,

Û
 ÖÒ×  
ÓÒØÖ
ØÓÒ ÛØ Ø ÖÐÖ Ö×ÙÐØ ÓÒ ØÑ Ó×
ÐÐØÓÒ×º

ÒÐÐÝ̧ Û 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ ØØ u(x, t+ T ) = u(x, t) + 1 ÛØ T =
1

ω
º

ËØÔ   ÅÓÒÓØÓÒ
ØÝ Ó Ø ÔÖÑÒÒØ ÖÑ ×ÓÐÙØÓÒ
Ï Ö
ÐÐ ØØ Û ×ÙÔÔÓ× ω > 0º Ï 
ÓÒ×Ö u Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ

ÙÐØ Ò Ø ÔÖ
Ò ×ØÔ×¸ Ò × ÓÚ¸ Û Ò

b = max


τ ≥ 0, ∀τ ′ ≤ τ, u(x, t) + 1 ≥ u(x, t + τ ′)


.

× u(x, t)+1−u(x, t+τ) ×  T ¹ÔÖÓ
 ÙÒ
ØÓÒ ÓÖ ÐÐ τ ≥ 0¸ Ø× ÑÒÑÙÑ
× Ö
 ÓÖ  ÒØ t ∈ Rº ÓÖ τ = b¸ Ø× ÑÒÑÙÑ × 0 ´ Ø ÛÖ ÔÓ×ØÚ¸
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× u × ÄÔ×
ØÞ¸ ØÖ ÛÓÙÐ Ü×Ø τ > b ×Ù
 ØØ u(x, t) + 1 ≥ u(x, t+ τ ′)
ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ R¸ b ≤ τ ′ ≤ τ ¸ Û
 ÛÓÙÐ 
ÓÒØÖ
Ø Ø ÒØÓÒ Ó bµº

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ØÖ Ü×Ø× t0 ∈ R Ò x0 ∈ Ω̄ ×Ù
 ØØ u(x0, t1)+1 =
u(x0, t1 + b) Ò u(x, t) + 1 ≥ u(x, t + b) ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ Rº Ò¸ Ý
Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ Û Ú ØØ u(x, t) + 1 =
u(x, t+ b) × ØÖÙ ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ Rº

ÆÓÛ Û ×ÓÛ Ý 
ÓÒØÖ
ØÓÒ ØØ u × ÒÓÒ
Ö×Ò Ò ØÑº ËÙÔÔÓ×
ØØ ØÖ Ü×Ø× x0 ∈ Ω¸ t1, t2 ∈ R¸ t1 < t2 ×Ù
 ØØ u(x0, t1) > u(x0, t2)º
× ÓÖ ÐÐ N ∈ N¸ u(x0, t1 +Nb) = u(x0, t1) +N ≥ u(x0, t1) > u(x0, t2)¸ Û

Ò ×ÙÔÔÓ× ØØ t1 < t2 < t1 + bº ÙØ ØÒ¸  Û ÒÓØ τ ′ = t1 + b− t2 < b¸
Û Ú ØØ u(x0, t2) + 1 < u(x0, t1) + 1 = u(x0, t1 + b) = u(x0, t2 + τ ′)º
Ì× 
ÓÒØÖ
Ø× Ø ÒØÓÒ Ó bº

Ï Ú ØÙ× ÔÖÓÚ ØØ u × ÒÓÒ
Ö×Òº

ËØÔ   ÍÒÕÙÒ×× Ó Ø ÔÖÑÒÒØ ÖÑ ×ÓÐÙØÓÒ ÓÖ  ÚÒ

ω
Ý Ø ×Ñ Ò Ó ÑØÓ¸ Û ÛÒØ ØÓ ×ÓÛ ØØ Ø ÔÖÑÒÒØ ÖÑ

×ÓÐÙØÓÒ u × ÙÒÕÙ ÙÔ ØÓ ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ×º ËÓ Û 
ÓÒ×Ö u1 Ò u2 ØÛÓ
×ØÖÓÒ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µ ×Ø×ÝÒ ui(x, t) + 1 = ui(x, t + T )¸ i = 1, 2º Á
Û ÒÓØ w1 = u1 − ωt Ò w2 = u2 − ωt¸ ÓØ w1 Ò w2 Ö ÓÙÒ Ò
C2+γ,1+ γ

2 (Ω × (−M,M)) ÓÖ ×ÓÑ γ > 0¸ ÓÖ ÐÐ M > 0º ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸
ØÖ Ü×Ø× N ∈ N ×Ù
 ØØ w1 +N ≥ w2¸ Û
 ÑÔÐ× u1 +N ≥ u2º

× ÓÚ¸ Û Ò

b′ = max


τ ≥ 0, ∀τ ′ ≤ τ, u1(x, t) +N ≥ u2(x, t+ τ ′)


.

u1(x, t) + N − u2(x, t + b′) × T ¹ÔÖÓ
¸ ×Ó Ø× ÑÒÑÙÑ × Ö
 ÓÖ
ÒØ t0 ∈ R¸ Ò x0 ∈ Ω̄º × ÓÖ¸ Ø× ÑÒÑÙÑ × 0¸ 
Ù×  Ø ÛÖ
ÒÓØ Ø 
×¸ × u1 Ò u2 Ö ÄÔ×
ØÞ¸ ØÖ ÛÓÙÐ Ü×Ø τ > b′ ×Ù
 ØØ
ÓÖ ÐÐ τ ′ ≤ τ ¸ u1(x, t) +N ≥ u2(x, t+ τ ′) ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ R¸ Û
 ÛÓÙÐ

ÓÒØÖ
Ø Ø ÒØÓÒ Ó b′º ËÓ Û Ú



u1(x, t) +N ≥ u2(x, t+ b′) x ∈ Ω, t ∈ R

u1(x0, t0) +N = u2(x0, t0 + b′)

Ý Ø ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ Û Ú ØØ u1(x, t) +
N = u2(x, t+ b′) ÓÖ ÐÐ x ∈ Ω¸ t ∈ R¸ ×Ó u1 = u2(·, ·+ b′ −NT ) Ò u1 Ò
u2 Ö ÕÙÐ ÙÔ ØÓ  ØÑ ØÖÒ×ÐØÓÒ¸ Û
 × ÛØ Û ÛÒØ ØÓ ÔÖÓÚº

ÈÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ º¿ Ò Ø 
× ω < 0
ÁÒ Ø 
× ÛÖ ω < 0¸ Ø × 
ÐÖ ØØ  Û 
ÓÒ×Ö u Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó

´º½µ ÛØ u(·, 0) = 0¸ ØÒ −u × ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÛØ −u(·, 0) = 0 ÙÔ ØÓ
Ø ÖÔÐ
ÑÒØ Ó W Ò σ Ý ØÖ ÓÔÔÓ×Ø×º ÌÒ −u ×Ø×× ´ºµ¸ Ø×
ØÑ ÛØ ω > 0¸ ×Ó Ø ÑÓÒ×ØÖØÓÒ ÚÒ Ò Ø 
× ω > 0 Ð×Ó ÔÖÓÚ×
ÌÓÖÑ º¿ ÛÒ ω < 0º
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ÈÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ º¿ Ò Ø 
× ω = 0
Ï ÒÓÛ 
ÓÚÖ Ø 
× ÛÖ ω = 0º ÄØ u  Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ

ÛØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ u(x, 0) = 0º × ω = 0¸ Ø ÓÙÒ º ÑÔÐ× ØØ
u × ÓÙÒº Ï ÔÖÓÚ Ø Ü×ØÒ
 Ó  ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ ØÓ ´º½µ Ý
×ÓÛÒ ØØ u ÑØ×  ÐÑØ × t → +∞ ´ÔÓ××ÐÝ ÙÔ ØÓ Ø ÜØÖ
ØÓÒ
Ó  ×Ù×ÕÙÒ
 Ó ØÑ× (tn)µ¸ Ò ØØ Ø× ÐÑØ × Ò  ×ØØÓÒÒÖÝ
×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µº

ÅÙÐØÔÐÝÒ ÕÙØÓÒ ´º½µ ÓÒ Ω× R Ý ut Ò ÒØÖØÒ ÓÒ Ω¸ Û Ø



Ω
(ut)

2 +
d

dt




Ω

(∇u)2
2

+



Ω



W



u+
θ+ − θ−

2π



− σu



= 0.

Ì× ÜÔÖ××ÓÒ × Ð
Ø 
Ù× Ó Ø ÖÙÐÖØÝ Ó u Ò W ¸ Û
 ÑÔÐ×
ØØ Ø ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖ Û
 Û Ø  ØÑ ÖÚØÚ × Ò ÖÒ¹
ØÐº Ï 
Ò Ò Ø ÒÐÓ Ó Ò ÒÖÝ ÓÖ u Ý

E(u(·, t)) =



Ω

(∇u)2
2

+



Ω



W



u+
θ+ − θ−

2π



− σu



.

ÌÒ Û Ø
dE(u)

dt
= −



Ω
(ut)

2 ≤ 0.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Ẽ : t → E(u(·, t)) ×  ÒÓÒÒ
Ö×Ò ÙÒ
ØÓÒ¸ Ò × u
× ÓÙÒ¸ Ø × Ð×Ó ÓÙÒº ËÓ ØÖ Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ E∞ ×Ù
 ØØ
limt→∞ Ẽ(t) = E∞º ÏÖØÒ Ø ÕÙÐØÝ

E∞ − Ẽ(t0) =

 +∞

t0



Ω
|ut(x, t)|2dxdt,

Û Ù
 ØØ ut ∈ L2(Ω× (t0,+∞))¸ Ò ØØ

lim
t0→∞

utL2(Ω×(t0,+∞)) = 0. ´º¾µ

ÁÒ ØÓÒ¸ Ø ÐÒ Ó Ö×ÓÒÒ Ó ËØÔ 1 Ó Ø ÔÖÓÓ Ò Ø 
× ω > 0
ÖÑÒ ÚÐ¸ Ü
ÔØ ÓÖ Ø 
Ø ØØ 
Ù× ω = 0¸ ØÖ × ÒÓ ÒØÙÖÐ ØÑ
ÔÖÓº ÁÒ ÔÖØ
ÙÐÖ¸ u(·, t) × ÓÙÒ Ò C2+α(Ω) ÓÖ t  ÒÓÙº ×

ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ÒÝ ×ÕÙÒ
 (u(·, tn))n ÛØ tn → +∞ × ÖÐØÚÐÝ 
ÓÑÔ
Ø
Ò C2(Ω) Ò ØÙ× 
ÓÒÚÖ× ØÓ  ÐÑØ u∞ Ò C2(Ω) ÙÔ ØÓ Ø ÜØÖ
ØÓÒ Ó
 ×Ù×ÕÙÒ
º

Ï 
ÓÒ×Ö η > 0º ÖÓÑ ´º¾µ¸ ØÖ Ü×Ø× T > 0 ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ
t > T ¸

utL2(Ω×(t,+∞)) < η.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Ø ×Ø

S = {t > T | u(·, t)L2(Ω) > η}
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×  Ñ×ÙÖ m = |S| ≤ 1º Ï 
Ò 
ÓÒ×Ö  ×ÕÙÒ
 (tn)n ×Ù
 ØØ
tn → +∞ Ò tn ∈ (T,+∞) \ S ÓÖ ÐÐ n ∈ Nº × Û Ú ×ÓÛÒ¸ Ø
×ÕÙÒ
 un = u(·, tn) ÑØ× Ò 

ÙÑÙÐØÓÒ ÚÐÙ u∞ Ò C2(Ω)º Á Û
Ò¸ ÓÖ v ∈ C2(Ω)¸ Ø ÕÙÒØØÝ

F(v) = Δv −W ′



v +
θ+ − θ−

2π



+ σ,

ØÒ F(un) 
ÓÒÚÖ× ØÓ F(u∞) Ò C0(Ω) ´Ò ØÙ× Ð×Ó Ò L2(Ω)µ¸ Ò ØÖ
Ü×Ø× N ∈ N ×Ù
 ØØ ÓÖ ÐÐ n > N ¸

F(u∞)−F(un)L2(Ω) ≤ η.

× tn ∈ (T,+∞) \ S¸ Û Ð×Ó Ú ØØ

F(un)L2(Ω) = ut(·, tn)L2(Ω) ≤ η.

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸
F(u∞)L2(Ω) ≤ 2η.

× Ø× × ØÖÙ ÓÖ ÐÐ η > 0¸ Û 
Ò 
ÓÒ
ÐÙ ØØ F(u∞)L2(Ω) = 0¸ Û

ÑÔÐ× ØØ u∞ ×  ×ØØÓÒÖÝ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µº Ì× 
ÓÑÔÐØ× Ø ÔÖÓÓ
Ó ÌÓÖÑ º¿º

º ÖÓÛØ Ó ω Ò σ

ÈÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ º¾
ÖÓÑ ÛØ Û Ú ×Ò ÓÖ¸ ω 
Ò ÔÒ ÓÒ σ Ò ÓÒ Ø ÒØÐ 
ÓÒ¹
ØÓÒ u(·, 0)º

Ö×Ø¸ Ø × ÔÓ××Ð ØÓ ×ÓÛ ØØ ω Ó× ÒÓØ ÔÒ ÓÒ Ø ÒØÐ 
ÓÒ¹
ØÓÒº Ï 
ÓÒ×Ö u1 Ò u2 ØÛÓ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µ ÛØ Ø ×Ñ ÚÐÙ Ó σ¸
Ò ÛØ ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ× u1(·, 0) = u1,0 ∈ C2+α(Ω) Ò u2(·, 0) = u2,0 ∈
C2+α(Ω)¸ ×Ø×ÝÒ Ø 
ÓÑÔØÐØÝ 
ÓÒØÓÒ×

∂u1,0

∂n
=

∂u2,0

∂n
= 0 ÓÒ ∂Ωº

ÌÓÖÑ º½ Ò
Ø× ØØ ØÖ Ü×Ø ω1 ∈ R Ò ω2 ∈ R ×Ù
 ØØ

|u1(x, t)− ω1t| ≤ C1, ´º¾µ

Ò
|u2(x, t)− ω2t| ≤ C2. ´º¿¼µ

× u1,0 Ò u2,0 Ö ÓØ ÓÙÒ ÓÒ Ω¸ ØÖ Ü×Ø× M ∈ Z Ò N ∈ Z

×Ù
 ØØ
u1,0 +M ≤ u2,0 ≤ u1,0 +N.

× M Ò N Ö ÒØÖ×¸ u1 +M Ò u1 + N Ö ÓØ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ´º½µº
ÌÒ¸ Ý Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ Û Ú

u1 +M ≤ u2 ≤ u1 +N. ´º¿½µ
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Ì ÖÐØÓÒ× ´º¾µ¸´º¿¼µ Ò ´º¿½µ ÑÔÐÝ ØØ ω1 = ω2º
ÆÓÛ Û 
ÓÒ×Ö u1  ×ÓÐÙØÓÒ Ó ´º½µ ÛØ σ = σ1¸ ÛØ Ø ÒØÐ


ÓÒØÓÒ u1(·, 0) = u1,0 ∈ C2+α(Ω) ×Ø×ÝÒ
∂u1,0

∂n
= 0¸ Ò u2  ×ÓÐÙØÓÒ

Ó ´º½µ ÛØ σ = σ2¸ ÛØ Ø ÒØÐ 
ÓÒØÓÒ u2(·, 0) = u2,0 ∈ C2+α(Ω)

×Ø×ÝÒ
∂u2,0

∂n
= 0º Ï ×ÙÔÔÓ× ØØ σ1 < σ2¸ Ò ÓÙÖ ÓÐ × ØÓ ×ÓÛ ØØ

ω1 ≤ ω2º
Ï ÛÐÐ ×ÓÛ Ø× ÒÕÙÐØÝ Ý 
ÓÒØÖ
ØÓÒ¸ ×Ó Û ×ÙÔÔÓ× ØØ ω1 >

ω2º × ω1 Ò ω2 Ó ÒÓØ ÔÒ ÓÒ u1,0 Ò u2,0¸ Û 
Ò ×ÙÔÔÓ× ØØ
u2,0 > u1,0º ÙÖØÖÑÓÖ¸ Û ÒÓÛ ØØ ØÖ Ü×Ø× C > 0¸ ×Ù
 ØØ

|u1 − ω1t| ≤ C,

Ò
|u2 − ω2t| ≤ C,

×Ó¸ ÓÖ ×ÓÑ t0 >
2C

ω1 − ω2
¸ Û Ú ØØ¸ ÓÖ x ∈ Ω¸

u1(t0, x) ≥ ω1t0 − C > ω2t0 + C ≥ u2(t0, x)

Ì× 
ÓÒØÖ
Ø× Ø 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÔÖÒ
ÔÐ ´ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºµ¸ Ò Ø× 
ÓÒ¹
ØÖ
ØÓÒ 
ÓÒ
ÐÙ× Ø ÔÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ º¾º
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ÊÖÒ
×

½℄ Çº ÖÒ¸  ×ØÖÓÒ ÑÜÑÙÑ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÖ ÕÙ×ÐÒÖ ÔÖÓÐ
 ÖÒ¹
ØÐ ÒÕÙÐØ×¸ ÈÖÓ
º ÑÖº ÅØº ËÓ
º ¿¾ ´½¾µ¸ ¼¾º

¾℄ Æº ÓÖ
Ð¸ º ÁÑÖØ¸ Êº ÅÓÒÒÙ¸ ÍÒÕÙÒ×× Ò Ü×ØÒ
 Ó ×ÔÖÐ×
ÑÓÚÒ Ý ÓÖ
 ÑÒ 
ÙÖÚØÙÖ ÑÓØÓÒ¸ ÁÒØÖ
× Ò Ö ÓÙÒÖ×
½ ´¾¼½¾µ¸ ÒÓº ¿¸ ¿¼¼º

¿℄ º ¸ Åº¹Àº ËØÓ¸ ÒÖÐÞ ÒØÖ
 ÚÓÐÙØÓÒ ÛØ Ø ÆÙÑÒÒ
ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ¸ ÈÖÓ
º ÂÔÒ 
º ËÖº  ÅØº Ë
º  ´½½µ¸ ¾¿
¾º

℄ º ¸ Åº¹Àº ËØÓ¸ ÆÙÑÒÒ ÔÖÓÐÑ ÓÖ ×ÒÙÐÖ ÒÖØ ÔÖÓÐ

ÕÙØÓÒ×¸ ÖÒØÐ ÁÒØÖÐ ÕÙØÓÒ× ¸ ÒÓº  ´½¿µ¸ ½¾½½¾¿¼º

℄ º ¸ Æº Á×ÑÙÖ¸ º ÃÓ×¸ ËÔÖÐ ×ÓÐÙØÓÒ× ÓÖ  ÛÐÝ
Ò×ÓØÖÓÔ
 
ÙÖÚØÙÖ ÓÛ ÕÙØÓÒ¸ Úº ÅØº Ë
º ÔÔÐº¸ ½¾ ´¾¼¼¾µ¸
¿¿¼º

℄ Ëº ÓØÓ¸ Åº ÆÛ¸ Ìº ÇØ×Ù¸ ÍÒÕÙÒ×× Ò Ü×ØÒ
 Ó ÒÖÐ¹
Þ ÑÓØÓÒ ÓÖ ×ÔÖÐ 
ÖÝ×ØÐ ÖÓÛØ¸ ÁÒÒ ÍÒÚº ÅØº Âº¸  ´¾¼¼µ¸
¾½¾º

℄  º ÃÖÑ¸ Åº ÈÐÔÔ¸ ËÔÖÐ ×ÙÖ
 ÖÓÛØ ÛØÓÙØ ×ÓÖÔØÓÒ¸ ÈÝ×
Ð
ÊÚÛ ÄØØÖ×¸ ½ ´½µ¸ º

℄ Åº ÃÓ×ÐÓÛ×¸ º Åº ÙØÒÓ¸ Åº ÇÖØÞ¸  Ô×¹Ð ØÓÖÝ Ó ×ÐÓ
¹
ØÓÒ ÝÒÑ
×¸ ×ØÖÒ ÖÒÒ Ò Ý×ØÖ×× Ò Ù
ØÐ ×ÒÐ 
ÖÝ×ØÐ×¸
ÂÓÙÖÒÐ Ó Ø Ñ
Ò
× Ò ÔÝ×
× Ó ×ÓÐ× ¼ ´¾¼¼¾µ¸ ÒÓº ½¾¸ ¾
¾¿º

℄ Çº º ÄÝÞÒ×Ý¸ Îº º ËÓÐÓÒÒÓÚ¸ Æº Æº ÍÖÐ
Ú¸ ÄÒÖ Ò ÕÙ×¹
ÐÒÖ ÕÙØÓÒ× Ó ÔÖÓÐ
 ØÝÔº ´ÊÙ××Òµ ÌÖÒ×ÐØÓÒ× Ó ÅØÑØ
Ð
ÅÓÒÓÖÔ×¸ ÎÓÐº ¾¿ ÑÖ
Ò ÅØÑØ
Ð ËÓ
ØÝ̧ ÈÖÓÚÒ
¸ ÊºÁº¸
½º

½¼℄ º Åº ÄÖÑÒ¸ Ë
ÓÒ ÓÖÖ ÔÖÓÐ
 ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×º ÏÓÖÐ
Ë
ÒØ
 ÈÙÐ×Ò Óº¸ ÁÒ
º¸ ÊÚÖ ¸ ÆÂ¸ ½ º

½½℄ Ìº ÇÛÖ¸ Ãº¹Áº ÆÑÙÖ¸ ËÔÖÐ ØÖÚÐÒ ÛÚ ×ÓÐÙØÓÒ× Ó ÒÓÒÐÒÖ
Ù×ÓÒ ÕÙØÓÒ× ÖÐØ ØÓ  ÑÓÐ Ó ×ÔÖÐ 
ÖÝ×ØÐ ÖÓÛØ¸ ÈÙÐº Ê×º
ÁÒ×Øº ÅØº Ë
º ¿ ´¾¼¼¿µ¸ ÒÓº ¸ ¿º

½
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½¾℄ Ìº ÇØ×Ù¸  ÐÚÐ¹×Ø ÑØÓ ÓÖ ×ÔÖÐ ÖÓÛØ¸ Úº ÅØº Ë
º ÔÔÐº¸
½¿ ´¾¼¼¿µ¸ ¾¾¾º

½¿℄ º ÊÓÒÝ̧ º Ä ÓÙÖ¸ º ÒÐ¸ È× Ð ÑØÓ× Ò ×ÐÓ
ØÓÒ×¸

Ø ÅØÖÐ ½ ´¾¼¼¿µ¸ ½¿¼º

½℄ Èº ËÑÖ¸ ËÔÖÐ 
ÖÝ×ØÐ ÖÓÛØ¸ ÈÝ×º ¸ ½¿ ´¾¼¼¼µ¸ ¾¾¿¼½º

½℄ º Ò¸ Äº¹Ìº Ò¸ º Âº ËÖÓÐÓÚØÞ¸ Ïº ¸  ÐÚÐ¹×Ø ÑØÓ ÓÖ
×ÐÓ
ØÓÒ ÝÒÑ
×¸ 
Ø ÅØÖÐ ½ ´¾¼¼¿µ¸ ½º

½℄ º Íº ÏÒ¸ º Åº ÂÒ¸ º Åº ÙØÒÓ¸ º º Ã
ØÙÖÝÒ¸ ÆÒÓ×
Ð
Ô× Ð Ñ
ÖÓÐ×Ø
ØÝ ØÓÖÝ Ó ×ÐÓ
ØÓÒ×  ÑÓÐ Ò ¿ ×ÑÙÐ¹
ØÓÒ×¸ 
Ø ÅØÖÐ  ´¾¼¼½µ¸ ½½º


