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Résumé

Dans cette thése, deux problémes complétement indépendants sont étudiés. Le
premier sujet porte sur ’analyse mathématique d’'un modéle simple de délamination
de films minces et d’apparition de cloques. Le second sujet est une étude fine de
I’équation des milieux poreux motivée par des problémes d’intrusion saline.

Dans le premier sujet de ce travail, nous considérons un modéle variationnel
simple unidimensionnel décrivant la délamination de films minces sous l'effet d’'un
refroidissement. Nous caractérisons les minimiseurs globaux qui correspondent a
trois types de films : non-délaminés, partiellement délaminés (appelés cloques) ou
bien complétement délaminés. Deux paramétres jouent un role crucial dans un tel
phénoméne : la longueur du film et la température. Dans le plan de phase de ces
deux derniers, nous classifions I’ensemble des minimiseurs. Comme conséquence de
notre analyse, nous identifions explicitement les cloques les plus petites pour ce mo-
dele.

Dans le deuxiéme sujet, nous répondons d’abord a une question ouverte depuis
longtemps concernant ’existence de nouvelles contractions pour 1’équation de type
milieux poreux. Pour m > 0 et d > 1, nous nous sommes intéressés a des solutions
positives de I’équation normalisée suivante

mU, = AU™ sur  (0,4+00) x Q=0Q avec Q=R%

Pour 0 < m < 2, nous présentons une nouvelle famille de contractions pour cette
équation en toute dimension d, ce qui induit une extension des propriétés de la
contraction L!. Notre contraction peut étre considérée comme étant la quatriéme
contraction connue pour cette équation. Méme pour le cas m = 1, notre approche
aboutit a des nouveaux résultats pour I’équation de la chaleur standard.

Dans un second temps, nous avons traité le méme probléme mais en utilisant une
approche différentielle différente basée sur les distances géodésiques. Cette approche
originale et générale sert a fabriquer des familles de contractions pour des équations
aux dérivées parielles non linéaires, d’évolutions ou stationnaires. Nous présentons
dans ce cadre diverses applications. En particulier, nous traitons & nouveau I’équa-
tion des milieux poreux et I’équation doublement non linéaire.



Abstract

In this thesis, we study two completely independent problems. The first one
focuses on a simple mathematical model of thin films delamination and blistering
analysis. In the second, we are interested in the study of the porous medium equa-
tion motivated by seawater intrusion problems.

In the first part of this work, we consider a simple one-dimensional variational
model, describing the delamination of thin films under cooling. We characterize the
global minimizers, which correspond to films of three possible types : non delami-
nated, partially delaminated (called blisters), or fully delaminated. Two parameters
play an important role : the length of the film and the cooling parameter. In the
phase plane of those two parameters, we classify all the minimizers. As a conse-
quence of our analysis, we identify explicitly the smallest possible blisters for this
model.

In the second part, we answer a long standing open question about the existence
of new contractions for porous medium type equations. For m > 0 and d > 1, we
consider nonnegative solutions U (¢, z) of the following normalized equation

mU, = AU™ on (0,400) x Q=@ with Q=R

For 0 < m < 2, we present a new family of contractions for this equation in any
dimensions d, which extends the L' contraction properties. Our contraction can be
seen as the fourth known contraction for this equation. Even for the case m = 1,
our approach leads to new results for the standard heat equation.

A second work focuses on the same problem but using a differential approach based
on geodesic distances. This original and general method is used to produce families
of contractions for nonlinear partial differential equations, of evolution or stationary
type. We present in this part various applications of this method. In particular, we
are concerned with the porous medium and the doubly nonlinear equations.



Publications i1ssues de la thése

Articles soumis et Preprints

— (avec M. JAZAR et R. MONNEAU) Ezxplicit global minimizers of a one-
dimensional blister model. Preprint déposé sur HAL.

— (avec M. JAZAR et R. MONNEAU) A new contraction family for porous
medium and fast diffusion equations. Preprint déposé sur HAL.

Projet d’article

— (avec M. JAZAR et R. MONNEAU) Application of the method of differential
contractions for the porous medium and the doubly nonlinear equations.

x1



xi1i



Sommaire

1 Introduction 1
1 Modeéles de cloques . . . . . . . . ... 2
1.1 Motivation physique . . . . . ... ... ... ... ... 2

1.2 Description du phénomeéne . . . . . . .. ... ... 4

1.3 Résultats principaux . . . . . . . . . ... ... 6

2 Equation des milieux poreux . . . . . . . ... ..o 13
2.1 Méthode directe . . . . . . . . ... oo 13

2.2 Méthode des contractions différentielles . . . . . . . . . . . .. 18

2.2.1 Equation des milieux poreux . . . .. ... ... .. 19

2.2.2 Equations doublement non linéaire . . . . . . . . .. 21

3 L’intrusion saline et des questions associées . . . . . . . . ... . ... 22

I Blister Model 25
2 Explicit global minimizers of a one-dimensional blister model 27
1 Introduction . . . . . . ... 28

1.1 Physical motivation . . . . . . .. ... 0oL 28

1.2 Main results . . . . . . . . . .. ... 29

1.3 Brief review of the literature . . . . . . . . ... ... ... .. 36

1.4 Organization of the paper . . . . . . . . . ... ... ... .. 36

2 Proofs of Theorems 1.2 and 1.31) . . . . .. ... ... ... ... .. 37
2.1 Existence of global minimizers . . . . . . . . ... .. ... .. 37

2.2 Description of global minimizersof £/ . . . . . . . .. ... .. 40

3 The auxiliary minimization problem and its consequences . . . . . . . 45
3.1  Auxiliary Problem (2.53) . . . . . ... ... L 45

3.2 Global minimizers of £ and blister’s properties . . . . . . .. 47

4 Appendix . . . . .. 51
4.1 Preliminaries . . . . . . . .. ... ... ... ... 51

4.2 Some technical lemmas . . . . . . .. ... ... 56

4.3 Identification of sets . . . . . . ... ..o 62



xiv SOMMAIRE

II Porous Medium Equation 67
3 A new contraction family for porous medium and fast diffusion
equations 69
1 Introduction . . . . . . ... 70
2 Main results . . . . . . . . .. 72
3 The new contraction property . . . . . . . . . .. ... ... .. ... 74
4 Decay of the gradient . . . . . . .. .. ... ... L. 78
4.1 Decay of the gradient . . . . . . . .. .. ... ... 78
4.2 Decay of the directional derivative . . . . . . . .. .. ... .. 79
4 A new contraction family for porous medium and fast diffusion
equations (detailed version) 81
1 Introduction . . . . . ... 82
1.1 Classical solutions . . . . . . . .. ... ... ... .. 84
1.2 Weak solutions . . . . . .. ... 85
1.3 Organization of the paper . . . . . . . . ... ... ... ... 87
2 Main Results . . . . . . . . .. 87
2.1 The new contarction family . . . . ... ... ... ... ... 87
2.2 Decay of the directional derivative . . . . . . . .. .. ... .. 89
3 Proofs of the new contraction family . . . . ... ... .. ... ... 90
4 Proofs of the decay of the directional derivative . . . . . . . ... .. 99
5 Appendix . . . ... 108
5.1 Proof of Proposition 1.1 . . . . . . . .. .. ... ... .. .. 108
5.2 Proof of Lemma 3.1 . . . . . . . ... ... .. ... ...... 109
5.3 Proof of Lemma 3.3 . . . . . . ... ... ... ... ... ... 112
0.4 Proof of Lemma 4.3 . . . . . . .. .. ... oL 116
5.5 General results . . . . ..o 117

5 Application of the method of differential contractions for the po-

rous medium and the doubly nonlinear equations 121
1 Introduction . . . . . .. .. 122
2 Main results . . . . . . . . ... 124
2.1 The porous medium equation . . . . ... ... ... ..... 124
2.2 The doubly nonlinear equation. . . . . . . .. ... ... ... 125
3 The porous medium equation . . . . . . . . ... ... ... 126
3.1 Proof of Theorem 2.1 . . . . . . . . . ... ... ... ..... 128
3.2 Proof of Theorem 2.2 . . . . . .. .. .. .. ... ... . ... 133
4 The doubly nonlinear equation . . . . . . . . . ... ... ... .... 135
4.1 Proof of Theorem 2.3 . . . . . . . . . ... ... ... ..... 137

5  Appendix . ... 141



SOMMAIRE XV

III Seawater intrusion and related questions 147

6

Modélisation d’un probléme d’intrusion saline et Schémas numeé-

rique 149
1 Introduction . . . . . . ... 150
2 Définitions et notions . . . . . . . . . ... 150
3 Modélisations mathématique et numérique du probléme . . . . . . . . 156
3.1 Etablissement des lois de la physique . . . . . ... ... ... 156

3.2 Cas d’aquifére non confiné . . . . . . ... ... ... ... .. 158

3.3 Cas d’'un aquifére confiné . . . . . ... ... ... 163

4 Conclusions et perspectives. . . . . . . . . . ... 167
Numerical results in the case of confined aquifer 169
1 Hypothesis and results . . . . . .. ... ... ... 0. 170
2 Analytical solution . . . . . .. ... Lo 175
3 Numerical scheme . . . . . . . . .. ... Lo 177
4 Numerical simulations . . . . . . ... ... ... ... ... ... 179
4.1 a=1landa=0.05 ... ... ... ... ... ... ... 179

4.2 a=landa=1... ... ... .. ... ... ..., 182

5 Conclusion . . . . . . . . . . 185
Transport Optimal 187
1 Introduction . . . . . . . ... 188
2 Transport Optimal . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ..... 191
3 Application sur le probléme d’intrusion saline . . . . ... ... ... 195
4 Schéma numérique . . . . . ... 199
4.1 Cas ou f(u) = u;nu ....................... 199

4.2 Cas ou f(u) = % ......................... 204
4.2.1 Cas implicite . . . . . .. ... ... L 206

u? o ul

43  Casou f(u)=(1— 60)?1 + 52 + (1 —e)uug . . ..o 207

4.4 Application sur le cas confiné . . . . ... ... 211

) Quelques idées pour le calcul de la dérivée seconde . . . . . . . . . .. 211

5.1 Application directe & notre probléme . . . . . .. ... .. .. 214



xVi SOMMAIRE



Table des figures

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10

2.1
2.2
2.3
24

3.1
4.1

6.1
6.2

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9

Flambage de rails sous l'effet de la dilatation thermique . . . . . . . . 2
Visualisation de cloques de délaminage . . . . . . . . . ... ... .. 3
Exemple d'un flambage circulaire d'un film mince . . . . .. ... .. 3
film mince déposé sur un substrat rigide. . . . . . ... ... L. 4
Présentation géométrique de ;. . . . . . . . ..o 8
Présentation géométrique de Co. . . . . . . . ... 8
Trois types de solutions. . . . . . . . .. .. ... L. 9
Diagramme de phase des paramétres (0,L) . . . . . . ... ... ... 11
Schéma descrivant la monotoniede Aet T . . . . . . . . .. .. ... 12
The set K. .o o 0000 o 15
Different types of solutions of problem (2.3) . . . ... ... ... .. 29
Schematic phase diagram for parameters (6,L) . . . . . . . .. .. .. 34
Schematic describing the monotonicity of Aand 7°. . . . . . . . . .. 35
Schematic presentation of all curves . . . . . . .. .. ... ... ... 58
Theset K. . o oo oo 72
Theset K. . . o o 0000 oo 84
Le cas non confiné. . . . . . . . .. .. Lo 158
Lecasconfiné. . . . . . . . . . . ... ... 163
The confined case. . . . . . . . . .. ... 170
The initial condition. . . . . . . . . . ... ... . L 179
The interface g at t =282 and t =56.4. . . . . . . .. ... .. ... 180
The interface gat t =94 and t =131.6 . . . . . . . .. ... .. ... 180
The interface g at t = 235 and the analytical solution . . . . . . . .. 181
Evolution of M,,. . . . . . . . . ... 182
The initial condition. . . . . . . . ... ..o 183
The interface g at t =0.19 and t =066 . . . . . . . . .. . ... ... 183
The interface gat t =094 and t =1.22. . . . . . . .. .. ... ... 184

xXvii



xviii TABLE DES FIGURES

7.10 The interface g at t = 1.5 and the analytical solution . . . . . .. .. 184
7.11 Evolution of M,, . . . . . . . . . . . ... 185
8.1 Probléme de brouette de Monge. . . . . . . . .. ... L. 191

8.2 La géodésique d'une variété . . . . . .. .. ... 195



Chapitre 1

Introduction

Ce chapitre est une introduction générale de la thése qui est divisée en trois parties.

Dans la premiére partie, nous considérons un modéle variationnel simple unidi-
mensionnel décrivant la délamination de films minces sous l'effet d’un refroidisse-
ment. Cette partie a aboutit & un article soumis [30].

Dans la deuxiéme partie, nous nous sommes intéressés principalement a I’'équa-
tion des milieux poreux. Nous présentons une nouvelle famille de contractions pour
cette équation en toute dimension, ce qui induit une extension des propriétés de
la contraction L'. Ensuite, nous présentons une méthode simple et générale pour
fabriquer des familles de contractions pour des équations aux dérivées partielles non
linéaires, d’évolution ou stationnaires. Cette partie a fait 'objet d’un papier soumis
[31] et d'un autre en cours de préparation [32].

La troisiéme partie est consacrée a la présentation des idées et des réflexions trai-
tées pendant la thése. Les résultats de cette partie sont formels. Ils sont motivés par
des problémes d’intrusion saline. Dans ce cadre, nous discutons aussi des questions
numériques. Cette partie n’a pas aboutit a des publications.

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats les plus intéressants qui correspondent
aux deux premiéres parties de la thése tout en expliquant le contenu de la troisiéeme
partie.



2 Introduction générale

1 Modéles de cloques

Dans cette section, nous présentons une vue générale des modéles de délamina-
tion de films minces et d’apparition de cloques. Pour plus de détails sur les résultats
et les preuves de cette partie, le lecteur est invité a revenir au chapitre 2.

1.1 Motivation physique

Les études sur I'élasticité ont commencé en 1678, avec la loi de Hooke, que 1'on
traduit aujourd’hui par la proportionnalité de la contrainte et de la déformation.
Les premiéres études d’élasticité, auxquelles se sont intéressés notamment Mariotte,
Bernoulli et Euler, portent alors naturellement sur les déformations de tiges. En
1744, on a aboutit a I’équation de 'elastica, dont les solutions décrivent le lambage
d’une tige. Alors qu’au début du XXe siécle I'élasticité des plaques s’est traduite en
équations grace aux travaux de Fépple (1907) et de von Karméan (1910). Cette ap-
parition tardive des corps élastiques bidimensionnels dans le champ de la mécanique
s’explique par la complexité des équations de Fopple-von Karman. Presqu’un siécle
plus tard, I’élasticité des corps minces reste d’ailleurs un sujet de recherche vivace.
L’élasticité intéresse aujourd’hui différentes disciplines (mathématiques, physique et
mécanique) surtout qu’elle se traduit effectivement par de divers phénoménes dans
notre vie quotidienne. Citons a titre d’exemple le flambage des rails de train illustré
dans la Figure 1.1 sous l'effet des variations thermiques entre I’hiver et 1’été. En
Suéde, les températures peuvent varier de —40°C' a +55°C' entre ces deux saisons.

FI1GURE 1.1 — Flambage de rails sous l'effet de la dilatation thermique
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D’autres exemples concrets décrivant ce phénomeéne sont présentés dans les figures
suivantes

Al

e 10
it
]

= !
ms
LK
15
16
2 2
2

FIGURE 1.2 — Visualisation de cloques de délaminage

La Figure 1.2 présente de cloques de délaminage dues a des forces atomiques dans
un film métallique déposé sur un substrat en polycarbonate.

FIGURE 1.3 — Exemple d’un flambage circulaire d’un film mince

La Figure 1.3 illustre un flambage circulaire d’un film mince d’amorphous de nitrite
de carbon déposé sur un substrat de verre.

On s’intéresse aux déformations des plaques élastiques minces appelées aussi films
minces. On entend par film mince (ou plaque mince) élastique, un morceau de ma-
tériau, solide dont I’épaisseur ¢ est petite devant toutes ses autres dimensions, et
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qui ne présente pas une courbure au repos. En présence de courbure, on parlerait
de cloque.

1.2 Description du phénoméne

Considérons un film mince déposé sur un substrat, et qui soumit a des contraintes
résiduelles compressives (souvent d’origine thermique). Afin de libérer ce type des
contraintes et retrouver sa longueur naturelle, le film tend a se décoller du substrat.
On parle de délaminage. Comme une barre qu’on aurait comprimée axialement, le
film, sous l'effet des contraintes compressives, sort de son plan et se courbe, voir

Figure 1.4.
thin film of lenght L A
substrat substrat
(a) (b)
Before delamination After delamination

FIGURE 1.4 — film mince déposé sur un substrat rigide.

Il se débarasse ainsi d’une partie de ’énergie de compression résiduelle, mais doit
payer en échange de I’énergie de flexion. Cette derniére est bien plus économique :
on sait qu’il est bien plus facile de déformer une feuille de papier en la roulant en
cylindre, plutot qu’en ’étirant dans son plan. C’est le flambement du film qui est la
source d’énergie. La forme de la cloque va donc résulter d'un équilibre entre ’apport
d’énergie élastique par le flambement du film, et la dissipation d’énergie liée a la
rupture de l'interface film/substrat. Les cloques de délamination ont été observées
dans le cadre d’expériences bien controlées voir Figure 1.2. Partant de la donnée de
la région délaminée, il s’agit de résoudre les équations des plaques élastiques (équa-
tions de Fopple-von Karméan) pour calculer le profil vertical de la cloque : on peut
considérer le film comme une plaque élastique attachée a ses bords. La résolution des
équations de Fopple-von Karméan est difficile, méme numériquement (sauf pour des
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formes de la cloque trés particuliéres, 1D par exemple). Ces équations s’écrivent en
effet comme des équations aux dérivées partielles non linéaires du quatriéme ordre
couplées pour deux fonctions inconnues.

On suppose dans ce qui suit que la plaque est constituée d’'un matériau homogéne
et isotrope et que les déformations sont petites dans le sens que les déplacements
des points dans la plaque sont petits par rapport a son épaisseur €. En outre, le role
du substrat, considéré rigide, a été négligé ainsi que la force de cohésion. Enfin, le
probléme simplifié que nous considérons ici est statique donc indépendant du temps.

Le principe des expériences est le suivant : une couche mince est déposée sur
un substrat par évaporation. Lorsque le coefficient de dilatation thermique du sub-
strat devient supérieur a celui du film, le refroidissement a température ambiante
donne lieu & une contrainte résiduelle compressive dans le film. Si la compression
est suffisante, le film tend a flamber, en se décollant du substrat. On suppose que la
variation de température est petite et d’ordre le carré de I’épaisseur de la plaque :
(T — Tp)/e* = 6 ou § est une constante.

Un modéle simplifié unidimensionnel décrivant ce phénoméne est donnée par la
minimisation du probléme d’énergie de type Fopple-von Karman suivant

éfz 112

1 2 _
E(CMCZ) = [271{42>0}+4a (Ci‘i‘i(g)z) + 3 52 —29(52, (1-1)

avec
y=1 et Q=R/LZ=[-L/2,L/2]per,

et ot L représente la longueur du film, a > 0 est le coefficient d’élasticité et § > 0
est le coefficient thermique. Ici le paramétre v mesure le cotit de délamination. Il est
similaire & la formulation de fracture avec le critétre de Griffith (voir par exemple
Francfort, Marigo [45], Griffith [46], Larsen [50]). Pour la simplicité, on normalise ce
paramétre vy pour qu’il soit égal & 1 dans tout ce qui suit (quitte a redéfinir £, « et
5). La quantité ¢, désigne le déplacement vertical qui est supposé positif (le film reste
au-dessus du substrat) et (; représente le déplacement horizontal. La périodicité est
supposée afin de simplifier I’analyse. On introduit I’espace suivant

Y :=H"(Q) x {(; € H*(Q),{ > 0} (1.2)
La solution de notre modéle est donnée en résolvant le probléme suivant

in  E((, ). 1.3
(Min (C1, &) (1.3)

Définition 1.1. (Clogque)
On définit une cloque comme étant tout minimiseur global non trivial (¢y,(s) de

lénergie E définie dans (1.1) c.a.d ({1, () Z (0,0).
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Sous des conditions appropriées, les cloques peuvent appraitre. On donne une
description compléte des minimiseurs globaux en termes des paramétres du pro-
bléeme.

1.3 Reésultats principaux

Théoréme 1.2. (Existence de minimiseurs globaux)
Il existe un minimiseur (global) ¢ = ((1,(2) € Y de l’énergie E introduite dans (1.1).

Afin d’é¢tudier les minimiseurs de F, il est intéressant de faire le changement suivant
du parameétre thermique 6 et de la longueur du film L

1 /3 —
L:=—\/=alL 1.4
et L= o2l (1.4)

Q| ol

0=

ol le coefficient d’élasticité o > 0 est maintenant fixé dans notre modéle. Considé-
rons ainsi le probléme de minimisation auxiliaire suivant

min f(X), (1.5)

XeD

ou
0—X)"V2-LX? si 0<X <0,

fX) = (1.6)
0 si X =0;

avec D l'intervalle donné par

D = [O,gﬂ . avec 0 = max{g,O} et 0:=6— %Z' (1.7)

En fait, le théoréme suivant montre que le probléme de minimisation (1.3) est équi-
valent & I’étude du probléme auxiliére (1.5).

Théoréme 1.3. (Description des minimiseurs globauzr de E)

i) (Implication)

Pour tout minimiseur global ¢ = ((1,(2) de lénergie E, il existe au moins un mini-
miseur K € D du probléme (1.5) tel que :

il existe T € [0, L] (@ une addition de constante et & une translation pres de ((y,(s))
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tel que ce minimiseur ( peut s’écrire sous la forme suivante

( ( T
% (:c + g) si  x€[-L/2,-T)/2);
G(z) = %Sin@ﬁx) +§ (1 - %) v si we(=T/2,T/2):
_ (1.8)
% (x - g) si x€[T/2,L/2],
\
. A(cos(fz) + 1) si xe[-T/2,T/2;
Glz) =
L 0 sinon,
ou 3, T et A sont donnés par
|36 —aK)
ﬁ T 206 )
2_7r st K >0;
T =) P (1.9)
0 st K =0;
A = ﬂ
( V 75

Plus généralement, pour tout K € D et toutes fonctions ((1,(2) données dans (1.8)-
(1.9), on a

E(C1,¢) = QW\/gf(K), (1.10)

et pour K € D, on a B
T=L & K=0;

et (1.11)

T<T < K<6.

ii) (Reciproque)
Si K € D est un minimiseur du probléeme (1.5), alors la fonction ¢ = ((1,(a) donnée
dans (1.8)-(1.9) est un minimiseur global de E surY .
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Les fonctions (¢, (2) données dans (1.8)-(1.9) sont représentées graphiquement dans
les figures suivantes

FIGURE 1.5 — Présentation géométrique de (.

|

1= ]

0 A(cos(Bz) + 1) 0

FIGURE 1.6 — Présentation géométrique de (5.

Noter que § — aX > 0 parce que K € D. En plus, si K = 0 alors A =T = 0 ce
qui implique que (; = (3 = 0. Ainsi avec nos définitions, T' peut étre interprétée
comme étant la longueur du support de (5. Le théoréme 1.3 identifie trois types de
minimiseurs globaux présentés dans la Figure 1.7
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thin film of lenght T _ﬂk /T\

(%‘ =
substrat substrat substrat
(a) (b) (<)
The trivial solution A blister A blister
with 0<T<L (fully delaminated)

with T=L

FIGURE 1.7 — Trois types de solutions.

Pour K = 0, on obtient la solution triviale (Figure 1.7, (a)).

Pour K € (0,6), alors 0 < T' < L et on obtient la solution avec une cloque (Figure
1.7, (b)).

Finalement, pour K = 5, alors T = L et on obtient la cloque complétement déla-
minée (Figure 1.7, (c)). On utilise toujours la notion de "cloque" pour la solution

mathématique méme si physiquement le film est complétement délaminé.

Dans le but de classifier les solutions obtenues dans le Théoréme 1.3, on définit les
fonctions suivantes afin d’introduire les domaines Dy, Dy et Dy des paramétres (60, L).
La Figure 1.8 décrit ces domaines (pour toute valeur arbitraire ). On démontre que
les solutions triviales correspondent a Dy, les solutions de cloques a D; et les cloques
complétement délaminées & Ds. Dans cette perspective, on introduit

= Za—l/z; (1.12)
55/2
Lo1(0) = 1—69’5/2 pour 6 > 0; (1.13)
< o’/ ~1/2
LOZ(Q) = W pour 0>« ; (114)
3 2 2 1/2 * —-1/2
\ L12(0) := <2a 0+ 2a°\/a(ab? — 1)) pour § > 6" >a /. (1.15)

Définition 1.4. (Domains Dy, D; and D,)
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On introdutt maintenant les domaines sutvants

(

(0,L) € (0,+00)*, L < Lo(f) si 0<0<6"
Dy := ; (1.16)
L < LOQ(H) si 0> 0*

(0,L) € (0,+00)*, L > Loy(f) si 0<0<6"
D, = ; (1.17)
L > L12(0) st 6> 0

| Dy = {(0,L) € (0,4+00)*,0 > 0 et Loz(0) < L < L12(6)} . (1.18)

On désigne par

(To1 = {(0,L) € (0,+00)*,0< 0 < 0" et L= Lo (0)}; (1.19)
Too :={(0,L) € (0,+00)*,0 > 0" et L = Lpy(6)} ; (1.20)
Tip:={(0,L) € (0,4+00)*,0 > 0" et L = Li5(0)} ; (1.21)

[ P = (6, Loy (67)). (1.22)

Proposition 1.5. (Partition des domaines)
On a la décomposition disjointe suivante

(O,+OO)2 = D() U D1 U D2 U Fgl U F(n U FOQ U {P}
En plus, on a

[ Loi(0) < Loa(0), pour § > 0%

L5(0) > 0 and L{,(0) < 0, pour 0 > 6*;
(1.23)
Ly, (0) <0, pour 0 < 6 < 0%;

Ly9(0*) = L1 (0%) = Lo2(67);

ou 0* est définie dans (1.12).
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L A
D, :Trivial solution
D, : A blister

with 0<T<L

D,: Ablister

with T=L

— L=L,:(0)
— L=Lp,(8)
— L=Lp(0)

P(67,L0,(67))
> Lc;(e‘): Luz(e*): LZI(G‘)
0

0 -}

FIGURE 1.8 — Diagramme de phase des paramétres (6, L)

Théoréme 1.6. (Classification des minimiseurs globauzr de E)

Pour (0,L) € Dy, le minimiseur global unique de E introduite dans (1.1) est la
solution triviale (¢1,¢2) = (0,0).

Pour (0,L) € Dy U Dy UTs, il existe une seule cloque ( = ((1,() € Y (voir la
Définition 1.1) qui minimise l’énergie E. En plus, la composante (s a un support de
longueur T définit dans (1.9) et

T<L si (0,L)€ Dy
(1.24)
TIZ St (H,L) € DQUFlQ.

Pour (0,L) € Ty UTlgp U{P}, l'énergie E a exactement deux minimiseurs : la
solution triviale ¢ = ((1,C2) = (0,0) et une cloque ¢ = ((1,(2) € Y donnée dans
(1.8) avec
T<L si (0,L)¢€Tqy;
(1.25)
T=L si (0,L)€TyunuUi{P}

Proposition 1.7. (Propriétés des cloques dans Dy U Dy UT'15)

Pour (0,L) € Dy U Dy U T'yg, il existe un unique K € D (dependant de (6,L))
minimiseur du probleme (1.5). En rappelant (1.4), on considére T et A données
dans (1.9).

i) Monotonie

(fully delaminated)
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D’abord, T et A sont continues en (0, L) dans D1UDyUT 15 et satisfont les propriétés

sutvantes
or oT 0A 0A
>0

- = > (.
o0 oL =" 0

0" 9L =
En particulier, B
T=L dans DyUTIs.

ii) La plus "petite" cloque

On a
2
inf T=T":= 47r\/j041/4, (1.26)
(6,L)eD; 3
et 4
inf A=A":=—. 1.27
(o,g)lep1 V3 (1.27)

La proposition 1.7 est illustrée dans la Figure 1.9.

L A r
o

D, :Trivial solution
D,:A blister

with 0<T<C
D,: A blister

(fully delaminated)

with T=L

— L=L,,(8)
— L=L,,(6)
— L=Lyy(8)

P(6",L0,(67))
;9 Lc:(e‘)= an(e‘)= L21{e‘)

0 [}

FIGURE 1.9 — Schéma descrivant la monotonie de A et T

Interprétation des plus petites cloques (cas non complétement délami-
nées)

Pour tout (0, L) € Dy, il existe une seule cloque ((;,(2) € Y minimisant ’éner-
gie E. La seconde composante (, a un support de longueur 7' > T* avec T' < L.
Ceci montre que T™ peut étre interprétée comme étant l'infinimum des largeurs
des cloques dont la longueur du support est strictement inférieure a la longueur du
film. De méme, nous pouvons interpréter 'amplitude A* comme étant I’amplitude
minimale des cloques.
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Proposition 1.8. (Des cloques relativement petites pour L assez grande)
Pour (0,L) € Dy, il est possible de vérifier, quand L tend vers linfini, que T et
A ont un comportement comme L'/3 et L2/3 respectivement. En particulier, pour 0
fixée et pour des films de longueur suffisamment large, la taille des cloques est plus
petite que celle du film.

2 Equation des milieux poreux

Dans cette partie, nous répondons a une question ouverte depuis longtemps
concernant l’existence de nouvelles contractions pour 1’équation de type milieux
poreux. Dans ce cadre, nous démontrons par deux méthodes différentes une nou-
velle famille de contractions pour ce type d’équation. La premiére est une méthode
directe basée sur un calcul astucieux et une connaissance profonde de la théorie. La
seconde est une méthode générale qui sert a fabriquer des familles de contractions
différentielles pour des équations aux dérivées partielles non linéaires en générale.
Dans cette direction, nous s’intéressons a l'appliquer d’abord pour I'équation des
milieux poreux ensuite pour 1’équation doublement non linéaire.

2.1 Meéthode directe

Pour m > 0 et d > 1, on considére des solutions positives faibles U(t,x) de
I’équation normalisée suivante

mU, = AU™ sur (0,400) x Q=0Q avec Q=R% (1.28)

Si m > 1, cette équation est appelée équation des milieux poreux (Porous Medium
Equation), alors que si m < 1 elle est appelée équation de diffusion rapide (Fast
Diffusion Equation).
Les résultats de cette partie se trouvent dans le chapitre 3. Les détails sont présentés
dans le chapitre 4 sachant qu’on travaille dans un cadre différent en considérant un
domaine borné.

On introduit la définition de solution standard suivante

Définition 2.1. (Notion de solution)

Soit m > 0. On dit que U > 0 est une solution de (1.28) avec donnée initiale
0<Uy€ LYQ), si U,U™ € L. (Q) et pour toute fonction n € C=(Q) a support
compact, on a

//Q{%AU-FUTH} dxdt+/QU0(x)n<ij) de = 0.
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On rappelle que pour m > 0 et pour toute donnée initiale satisfaisant
Up € LY Q)N L®(Q) avec Uy >0, (1.29)

il existe exactement une solution U € C([0,+o0c); L'(Q)) N L*>°(Q) au sens de la
Définition 2.1 (voir [63, 64]). Dans le cas spécial ot m > me(d) := max (0, 2),
il est bien connu qu’il est possible de relaxer la condition Uy € L*°(2) pour avoir
existence et unicité dans un espace plus faible. Pour présenter nos résultats d’une
maniére concise et unique pour m > 0, nous travaillerons sous les hypothéses (1.29).

Pour toutes les dimensions, il est connu (voir [62] et les références citées), que
cette équation a au moins trois type de contractions : dans L', dans H~! et fi-
nalement pour la distance 2-Wasserstein si m > m.(d). Cette derniére propriété
de contraction a été découverte par Otto dans [58] et publiée dans [57] (voir aussi
[34]). 11 est aussi connu pour l’équation des milieux poreux, que pour la distance
p-Wasserstein, il n'y a pas de contractions pour d > 2 et p > pi(m,d), alors qu'’il
existe des contractions pour tout p € [1,+o00] pour la dimension d = 1 (voir [62]).
Noter encore que dans [64] (Théoréme A.5 p. 583), les auteurs ont démontré que
I’équation des milieu poreux n’est pas contractive par rapport a la norme LP pour
m > 2sip > pa(m,d).

Pour 0 < m < 2, nous présentons une nouvelle famille de contractions pour cette
équation pour toutes les dimensions d ce qui induit une extension des propriétés de
la contraction L!. Notre contraction peut étre considérée comme étant la quatriéme
contraction connue pour cette équation. Méme pour le cas m = 1, notre approche
aboutit a de nouveaux résultats pour 1’équation de chaleur standard. Plus préci-
semment, pour U et V' deux solutions positives de (1.28), nous démontrons que la
quantité suivante

/|U°‘ _yep (1.30)
Q

est une fonctionnelle de Lyapunov qui est décroissante en temps pour tout («,p)
dans un certain ensemble admissible que nous déterminerons plus tard.
Dans tout ce qui suit, nous posons

n=m—1.

Pour 0 < |n| < 1, nous définissons ’ensemble admissible (convexe) (qui est présenté
dans la Figure 1.10)

Kp = {(a.p) €[In], 1] xR;  P_(a) <p < Pi(a)}, (1.31)
P.(a) = 1+%(1—a)(ai\/a2—n2). (1.32)
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Pour n = 0, on pose encore Ky = {(a,p) € (0,1] x R; ap > 1}. On peut se de-
mander si la contraction (1.30) est reliée ou non a une structure de flot de gradient
de cette équation. En effet, pour une solution positive donnée U de (1.28), on pose
u = U qui résoud

up=u""" (uAu+ 7| Vul’)  avec = n (1.33)
o

et ¥ = —1+a ! Dans le cas spécial o 4 = /2, nous démontrons que (1.33) est
un flot de gradient décroissant dans L? d’une certaine énergie , c.a.d. elle résoud

A

u = —Vi2E(u) avec E(u) = / 5
Q

En plus, il est facile de vérifier (en calculant I'hessienne de E) que E est convexe
si v € [~1,0]. Ceci correspond exactement aux points (a,p) = (1 + 5,2) € K
qu’on capture pour n € [—%, 0]. Cette interprétation est similaire & la dérivation du
flot de Yamabe (voir par exemple [67]) avec la seule différence que 'exposant de la
diffusion rapide n’est pas directement relié¢ & la dimension de I'espace. Néanmoins, a
I'exception de ce cas trés exceptionnel, la contraction (1.30) ne semble pas étre liée
a une structure de flot de gradient.

.

FIGURE 1.10 — The set Kj,,.

Reésultats principaux
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Nous présentons nos résultats plus précisemment comme suit. Avec les notations
précédentes, et pour u,v > 0, on définit la matrice symétrique pour p > 1 et
ae (0,1]:

ar (1)) e
Qap(v,u) = (p—1) ° <1;_F<v 1>> 2( +u)

—E(UW-I—UV) u” <1+F<2—1>) 7

u

(1.34)

avec
l—«

a(p—1)
et on pose Q11(v,u) = 0. On peut vérifier que cette matrice est positive pour tout
u,v > 0 si et seulement si (o, p) € K}, (voir Lemme 2.2).

Lemma 2.2. (Propriétés de la matrice (), )

Pour |n| <1, soit (o, p) € Int Ky, ot Ky est défini dans (1.31).
i) Matrice définie positive

Soit n > 0. Alors pour v >u >0 avec 1 +n~' >v/u>1+n, on a

Qap(v,u) > vy, 1.35
7p

ou Iy est la matrice identité 2 x 2, QQ,, est définie dans (1.34), et v =v(n,a,p,n) >
0.

ii) Une borne pour le premier terme diagonal

Soit v > u > 0, alors le premier terme diagonal satisfait

(Qap(v,u))11 = v nuy, (1.36)

pour un certain vy = vo(n,a,p) > 0.
Pour y € R, on pose y; = max(0,y). Alors notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 2.3. (La nouvelle famille de contraction)
On rappelle que 2 = R? avec d > 1. Soient |n| < 1 et U (resp. V) une solution de
(1.28) au sens de la Définition 2.1, avec la donnée initiale 0 < Uy € L'(Q) N L>(Q)
(resp. 0 < Vo € LY Q) N L>(Q)). Soit (a,p) € K ot Ky est défini dans (1.51).
Soient

u=U" et v=V"
Alors pour w = u et v, on a w € C(Q) N L>®(Q) N C([0,+00); LP(Q)) et w €
C>®(Q N{w > 0}). En plus, avec les notations v(t) = v(t,-), u(t) = u(r,-), on a
pour tout t > 0

/Q(v(t) —u(t)) dx —l—p/ot dr /{U—u>0}ﬂ{u>0} elv,u] de < /Q (v(0) —u(0))" dx
(1.37)
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avec

T
e[v,u] = v — ufP~? (gg) Qap(v,u) (gg) >0, pour v>u>0. (1.38)

Noter qu’il est possible de montrer une égalité dans (1.37), si u et v sont réguliéres
et positives sur le tore T? au lieu de 'espace R¢.
On définit maintenant une deuxiéme matrice symétrique M;; = 0 et pour («,p) €

K\ {(1,1)}

1 T +%
Map=(p—1) , (1.39)
It % T(1—~)

qui est encore positive (voir Lemme 2.4).

Lemma 2.4. (Propriétés de la marice M, ,)
Pour |n| <1, soit (o, p) € Int Ky, ot Ky est défini dans (1.31).
Alors on a
Ma,p Z V1[2, (140)

ou Iy est la matrice identité 2 x 2, M, , est définie dans (1.39), et v1 = v1(n, o, p) >
0.

Notre résultat concernant le gradient est le suivant :

Théoréme 2.5. (Décroissance du gradient)

Soit U la solution de l’équation (1.28) avec donnée initiale Uy, sous les hypothéses
du Théoreme 2.3. On suppose que VU§ € LP(Q). Soit w = U®, on a Vu €
L>([0,400); LP(R2)). En plus, avec la notation u(t) = u(r,-), on a pour presque
toutt >0 -

t
/|Vu(t)|p dx—l—p/ dr/ e[u, Vu, D*udx §/|Vu(0)|p dzx.
Q 0 {Vu#0}n{u>0} Q

(1.41)

avec

A" A
&[u, w, A] = |w]P~ 272 (“w2“> M., (“w2“> + w7 (| Ao +pl A7) >0,
(1.42)

ol on écrit en général une matrice symétrique A comme

A= (ﬁ% ﬁ1> par blocks dans Uespace vectoriel Rb@ bt  avec b= w
1 2 |w|
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A nouveau, notons qu’il est possible de prouver une égalité dans (1.41), si Uy est
réguliére et positive avec Q = T,

Il est intéressant de mentionner que nos résultats seront utilisés dans un travail
ultérieur pour obtenir des informations sur les exposants anormaux associés a des
solutions auto-similaires comme celles de Aronson-Graveleau (voir [10]), et celles de
King-Peletier-Zhang (voir [49, 56]).

Pour & = (£4,£%) € R x R?, on définit la dérivée directionnelle

Deu = 'y + £ - V. (1.43)

Le théoréme suivant donne un résultat de décroissance pour la dérivée directionnelle
comme une conséquence de notre estimation de contraction.

Théoréme 2.6. (Décroissance de la dérivée directionnelle)
Soit U la solution de l’équation (1.28) avec donnée initiale Uy, sous les hypothéses
du Théoréeme 2.3. On pose aussi u = U®. Soit £ € R x R?, supposons que

O{ — hmsup/ U’((Ov Qf) + 776) B U(O? ﬂf) P
n—0+ Q

n
Avec la notation Deu définie dans (1.43), on a Deu € L>([0,400); LP(S2)). En plus,
avec la notation u(1) = u(t,-), on a pour presque tout t >0 :

dr < 400 (1.44)

t
/|D§u(t)|p dx +p/ / elu, Deu, Vuldr < Ct. (1.45)
Q 0 J{Deuz0}n{u>0}
avec .
- p=2 y—2 (uVw uVuw
elu,w, Vu| = |wP™*u (qu) M., (qu) > 0. (1.46)

En particulier (1.44) est satisfaite si & = 0 et DU € LP(Q).

2.2 Meéthode des contractions différentielles

Dans cette partie, nous présentons une méthode simple et générale qui sert a
fabriquer des familles de contractions pour des équations aux dérivées partielles non
linéaires, d’évolution ou bien stationnaires. On s’intéresse dans ce travail a appli-
quer cette méthode particuliérement a 1’équation des milieux poreux et 1’équation
doublement non linéaire.

Pour plus de détails sur cette partie, nous référons le lecteur au chapitre 5.
Dans ce qui suit, nous considérons le domaine Q = T = (R/Z)" qui est le tore de
dimension d > 1. Soit

m>0 e n=m-—1.
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2.2.1 Equation des milieux poreux

Pour T" > 0, nous considérons des solution positives u(x,t) de I'équation suivante

{ mu; = Au™ dans (0,7) x Q = Qr,

u(z,0) = uo(x) dans €, (PME)

ou 0 < wug € LY(Q).
Construction des solutions
Soit & > 0, on considére ud et uy € C°(Q), telles que

e <uf,ul < 1/e.
Alors il existe u® et u® deux solutions classiques du probléme (PME) avec données
initiales ug et uj respectivement. Pour s € [0, 1], on choisit une fonction
Ug [O, 1] — OOO(Q)

5 = ug,
telle que ug € C* ([0, 1]; C°°(9)) est un chemin reliant u@ a uf vérifiant
e <wy < 1/g,

c.a.d,
u8 =1y and u(l) = ug.
Pour chaque s € [0, 1], on construit la fonction
uw o Qr — R
(x,t) — u®(x,t),

comme étant la solution classique du probléme (PME) avec donnée initiale uj. Il est
clair que

W =u* and u' =’

On introduit maintenant

u : Qrx[0,1] - R

(:E,t,g) — U(l’,t, 8)7 (147)

tel que pour tout x € Q et tout 0 < s<1,0n a
u(z,0,s) = ug(x),

et pour £t > 0, on a
u(x, t,s) = u’(x,t).
Ainsi on déduit, par construction, que pour s € [0, 1], u® = u(-,-, s) est solution du
probléme (PME) avec donnée initiale u.
On construit pour chaque ug € C* ([0, 1], C*(Q2)), u € C* ([0, 1]; C=(Qr)).
On définit I'ensemble £ des courbes régulieres u = u(-, -, s) = (u®)sepo,1] construites

dans (1.47) telles que u® = u® et u = ub,
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Théoréme 2.7. (Contraction pour (PME) dans le cas p > 1)
Considérons 0 < n < 1. Pour ul,ul € C®(Q) telles que ¢ < u,ul < 1/e pour
un certain € > 0, Soient u® et u® les solutions classiques du probléme (PME) avec

données initiales ul et uf respectivement. Pour 1 < p < 1/n?, on définit
p—1
Ba(p) === (-1 + /1 n2p) , (1.48)

et soit B € [B_, By]. Alors pour toutt > 0 on a, avec la notation w(r) = w(-,7)

(e — @y ), do < / ()20 = ) o) de (149

_(B+p)P W Vinu\' Vinu
Sl /dT/ ds/{u =0} Vinu @ Vinv a,
ovu €&, u =0u/ds et

BBV 5 5, =D

— P 2
Q: 5+n(p_1) - : (1.50)
2

En plus, on a Q@ >0 et / ((ub)lw/p - (ua)lw/p)i dx est décroissante en temps.
0

Théoréme 2.8. (Contraction pour (PME) pour le cas p <1)
Considérons 0 < n < 1. Soit ud et ul € C>(Q) telles que

5§u8§u8§1/s, pour € > 0.

Soient u® et ub les solutions classiques du probleme (PME) avec données initiales
ud et u respectivement. Pour 0 < p < min{1,1/n?}, soit 3 € [B_(p), B+(p)] ot
b_ et ﬁ+ sont donnés dans (1.48). Alors pour tout t > 0 on a, avec la notation

w(r) = w(-,7)
/1/) 1+B/p (t) — (u a)1+ﬁ/p /¢ 1+B/p (u 8)1+B/p) dx(1.51)

5+p WAy Vinu Vinu
= dt s o) Vi q Vinw )
—ax? s x>0,

bla) = (1.52)

400 st <0,

ol

u€ & etQ est définie dans (1.50).
En plus, on a Q <0 et / P ((ub)1+5/p — (u“)HB/p) dx est décroissante en temps.
Q
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2.2.2 Equations doublement non linéaire

On cherche a résoudre le systéme suivant

{ up = div(u™e’(Vu)) dans  Qr

u(z,0) = ug(z) dans Q. (DNE)

ou
e : QO — RT

¢ — elq),
est une fonction convexe homogéne de degré A + 1 pour A > 0 (voir [58]).

Construction des solutions
Similairement au cas de I’équation des milieux poreux, on choisit une fonction

u : [0,1] — C>(Q)
5 =g,

telle que up € C* ([0, 1]; C°°(9)) est un chemin reliant ug & uf vérifiant

e <wuy < 1/e.

On construit ensuite u

u : Qrx[0,1] - R

(2,1, 5) = u(x,t,s). (1.53)

telle que pour s € [0, 1], u® = u(-, -, s) est solution du probléme (DNE) avec donnée
initiale u§. On définit I'ensemble £’ des courbes régulieres u = u(-, -, s) = (u*)scp,1]

construites dans (1.53) telles que u® = u® et u' = u®.

Théoréme 2.9. (Contraction pour (DNE))
Considérons 0 <n < 1 et T > 0. Soient ul,ul € C>(Q) telles que

e <ul,ul <1/e, poure > 0.

Soient u® et u® des solutions classiques du probléme (DNE) avec données initiales
ud et uf respectivement. Pour 1 < p < 1/n, on définit

(p—1) [2)\ +np — np\ £+ 2\/)\((1 —np)A+np(l —n))

T INp—1)—p(r+ 12 (1.54)

Soit v € [y_,74] et w = +/e"(Vu). Alors pour tout t > 0 on a, avec la notation
w(r) = w(-,7)

/Q\(ub)1+”/p(t)—(U“)””/”(t)}pd:vé/Q\(US)”W—(ug)”w’”\pdfc (1.55)



22 Introduction générale

p [t 1 T
_(y+p) /dt/ ds/ ()P lenu/ M lenu/ iz,
ppil 0 0 {u/>0} wV Inu wV lnu

ou

oquE’,u’:%et
7(7—1)+m (A+1)7+n(p—1)
M = ) .
A+1 -1
(A + )7+n(p ) b1

2\ 2\

En plus, on a M >0 et/ |(ub)1+7/p - (ua)H”’/p{p dx est décroissante en temps.
Q

3 L’intrusion saline et des questions associées

Les résultats de cette section sont trés formels et n’ont pas aboutient effective-
ment a des publications.

On commence cette partie par une sorte d’introduction générale présentée dans
le chapitre 6. Dans ce cadre, nous présentons le probléme d’intrusion saline qui me-
nace actuellement de nombreuses villes cotiéres dans le monde. Nous introduisons
ainsi toutes les définitions et les notions nécessaires permettant au lecteur de se fa-
miliariser au monde de ’hydrologie souterraine.

D’autre part, il est bien connu que la modélisation est un outil qui sert a créer
une vue simplifiée d’'un sytéme complexe dans le but de le comprendre et de ’ana-
lyser. Les modéles peuvent étre physiques, mathématiques ou mécaniques. En effet,
I'observation des phénomeénes physiques nous permet d’établir les lois de la physique,
qui se traduisent en général par des équations aux dérivées partielles qui souvent
n’admettent pas des solutions analytiques. D’ot le recours aux méthodes numériques
afin de résoudre ces équations. Dans cette vue, nous traitons dans le chapitre 7 un
modeéle simplifié, proposé dans 48], modélisant 'intrusion saline en particulier dans
la ville de Tripoli. Nous proposons plusieurs schémas numériques qui décrivent plu-
sieurs cas. Des simulations numériques préliminaires sont présentées pour ce modeéle
dans le cas confiné sous des hypothéses particulieres. Nous avons malheureusement
pas eu le temps de développer cette partie et de tester 'efficacité et la robustesse de
ces shémas.

Finalement, nous présentons dans le chapitre 8 des idées et des réflexions que
nous avons eu pendant cette thése sur le probléme de transport optimal. Les ré-
sultats présentés ne sont pas rigoureux. Ils contiennent aussi des tentatives d’ap-
plications pour le probléme d’intrusion saline, particuliérement pour le cas confiné.
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Nous discutons en plus dans ce cadre des questions numériques assez intéressantes
en considérant plusieurs schémas numeériques. Mais le contenu de cette partie se
restreint & des discussions et des réflexions préliminaires qui pourront aboutir a des
résultats intéressants dans le futur.
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Chapitre 2

Explicit global minimizers of a
one-dimensional blister model

This chapter leads to a submitted paper in collaboration with M. Jazar and R. Mon-
neau [30]. The current version is more detailed than the original one. In this work,
we consider a simple one-dimensional variational model, describing the delamination
of thin films under cooling. We characterize the global minimizers, which correspond
to films of three possible types : non delaminated, partially delaminated (called blis-
ters), or fully delaminated. Two parameters play an important role : the length of
the film and the cooling parameter. In the phase plane of those two parameters, we
classify all the minimizers. As a consequence of our analysis, we identify explicitly
the smallest possible blisters for this model.



28 Blisters

Abstract

We consider a thin film bonded to a substrate. The film acquires a residual stress
upon cooling because of the mismatch of thermal expansion coefficient between the
film and the substrate. The film tends to lift off the substrate when this residual
stress is compressive and large enough. In this work, this phenomenon is described
by a simplified one-dimensional variational model. We minimize an energy and study
its global minimizers. Our problem depends on three parameters : the length of the
film, its elasticity and a thermal parameter. Our main result consists in describing
a phase diagram depending on those parameters in order to identify three types
of global minimizers : a blister, a fully delaminated blister and a trivial solution
(without any delamination). Moreover, we prove various qualitative results on the
shape of the blisters and identify the smallest blister which may appear.

Keywords : blister, thin film, fracture, delamination, buckling, Féppel-von Karman, va-
riational model, classification of global minimizers, phase diagram, nonlinear elasticity,
obstacle problem, non interpenetration condition.

1 Introduction

1.1 Physical motivation

The thin films are often obtained by evaporation on a substrate. When the coef-
ficient of thermal expansion of the substrate is higher than that of the film, cooling
to ambient temperature leads to a compressive residual stress in the film. If com-
pression is sufficient, the film tends to buckle, separating from the substrate. It is
said that the film delaminates (see Figure 2.1).

An oversimplified one dimensional model which describes this phenomena is given
by the minimization of the following energy (of Féppel-von Karmén type)

1 S _
E(Cl, <2) = /Q’yl{¢2>0} + 4o (C{ -+ §(<é>2> + ?acé/z . 2&(&2 with v :<211>

with B o
Q= IR/LZ = [_L/Qv L/2[pem

and where L is the length of the film, o > 0 represents its elasticity coefficient
and 6 > 0 is the thermal parameter. Here the parameter v measures the cost of
delamination and is similar to the formulation of fracture with Griffith criterion (see
for instance Francfort, Marigo 45|, Griffith [46], Larsen [50]). For v = 0, this model
was formally derived from 3D elasticity in the asymptotics of thin films in [42] by



1. Introduction 29

El Doussouki and the last author, see also [53]. For simplicity, we normalize this
parameter 7y to be equal to 1 in the whole paper (this normalization can always be
absorbed in a redefinition of E, o and # by rescaling). The quantity (;(z) denotes
the vertical displacement and is assumed to be nonnegative (the film is above the
substrate) and (;(z) is the horizontal one with x € €, where the periodicity is
assumed to simplify the analysis (see also Remark 1.4 for other boundary conditions
describing a clamped film). We introduce the following space

Y = H"(Q) x {¢; € H*(Q),{ > 0}. (2.2)

The solution of our model is given by solving the following problem
in  E((,G). 2.3
(uin B(G,G) (2.3)

Definition 1.1. (Blisters)
We call a "blister" any global minimizer of the energy E defined in (2.1) which is
non trivial i.e. (1, C2) # (0,0).

This paper elaborates the delamination of compressed thin films. Under appropriate
conditions, blisters may appear. We give a complete description of global minimizers
in terms of the parameters of the problem.

thin film of lenght T A _/T\

l T

substrat substrat substrat
(a) (b) (c)
The trivial solution A blister A blister
with 0<T<L (fully delaminated)
with T=L

FIGURE 2.1 — Different types of solutions of problem (2.3)

1.2 Main results

Theorem 1.2. (Ezistence of global minimizers)
There ezists a (global) minimizer ( = ((1,(2) € Y of the energy E introduced in

(2.1).
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In order to study minimizers of E, it is useful to consider the following auxiliary
minimizing problem

min f(X), (2.4)
where
(0 —X)"V2 - LX? if 0<X <
f(X) = (2.5)
0 if X =0;

with rescaled versions of the thermal parameter 6 and of the length L

1 /3 —
d L:=—4/=-alL 2.
Cand L= /o0l (2.6

Q| <l

0 =

where v > 0 is from now on fixed in the model and D is the interval given by

0[2

D := [0,5*} . with 6% = max{a,()} and 6 :=6— Tz (2.7)

Indeed the following theorem shows that the minimizing problem (2.3) is equivalent
to the study of the auxilary problem (2.4).

Theorem 1.3. (Description of global minimizers of E)

i) (Implication)

For any global minimizer ¢ = ((1,(2) of the energy E, there exists at least a mini-
mizer K € D of problem (2.4) such that the following holds : there exists T € [0, L]
such that (up to addition of constants and translation of ((1,(2)), this minimizer ¢

can be written as follows

, r %(Sﬂr g) i [—L/2,=T/2];
Gx) = % sin(2pzx) + % (1 - ;) v in o (=T/2,T/2);
_ (2.8)
\ g (x — g) in [T/2,L/2],
A(cos(pzr) + 1) in [=T/2,T/2];
Gz) =
\ 0 elsewhere,
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where B, T and A are given by

30 —aK

po= <2 );

Q

n if K >0;

T o= P (2.9)
0 if K =0
KL

A =y —.

( ™

More generally, for any K € D and any functions ((1,(2) given in (2.8)-(2.9), we
have

E(C1,¢) = 27r\/gf(K), (2.10)
and for K € D

and (2.11)

T<1T < K<@.

ii) (Reciprocal)
If K € D is a minimizer of problem (2.4), then the function ¢ = ((1,(2) given in
(2.8)-(2.9) is a global minimizer of E on'Y'.

Notice that § — K > 0 because K € D. Moreover, when K = 0 then A =T =0
which implies that (; = (3 = 0. Thus with our definition, 7" can be interpreted
as the length of the support of (;. Theorem 1.3 identifies three types of global
minimizers. For K = 0, we get the trivial solution (Figure 2.1, (a)). For K € (0,0),
then 0 < T < L and we get the blister solution (Figure 2.1, (b)). Finally, for K = 9,
then T = L and we get the fully delaminated blister (Figure 2.1, (c)). We still
use the name "blister" for the mathematical solution even if physically the film
is completely delaminated. Note that our blister solution (Figure 2.1, (b)) can be
roughly speaking seen as the cross section of blisters with the shape of fingers (see
for instance experiments in Figure 8.1 in [65]).

Remark 1.4. (Clamped boundary conditions)
Recall that the periodic boundary conditions are included in the set Y defined in (2.2).
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We now introduce another set of functions satisfying clamped boundary conditions
Y = H}(=L/2,L/2) x {¢; € HX(~L/2,L/2),(, > 0}.

Then
inf £ > inf F,
v %

because any y € Y can be seen as an element of Y when it is extended by periodicity.
Moreover, any global minimizer of E on'Y is given (up to addition of constants and
translation of (C1,(2)) by the solution written in (2.8) which satisfies ((1,G) € Y.
Therefore,

inf £ =inf F,

v Y

and then in this paper we also solved the minimization problem of E on Y.

To classify the solutions obtained in Theorem 1.3, we have to define the following
functions in order to introduce some domains Dy, D; and Dy of parameters (0, L).
Figure 2.2 describes those domains (still for arbitrary fixed value «). We will show
that trivial solutions correspond to Dy, blister solutions to D; and fully delaminated
blister to D,. For this purpose, we introduce

(6 — Za‘l/Q; (2.12)
55/2
Loy (0) == EH*W for 6 > 0; (2.13)
9 5/4
o _
LOQ(Q) = W for 0 > « 1/2; (214)
3 2 2 1/2 * -1/2
\ Ly5(0) := (Qa 0+ 2a°\/a(ab? — 1)) for 6 > 0" >a /% (2.15)

Definition 1.5. (Domains Dy, D; and D)
Let us now introduce the following domains

( (0,L) € (0,+00)*, L < Loy (8) if 0 <6 <6
Dy = ; (2.16)

(0,L) € (0,+00)*, L > Loy (0) if 0 <6 <6
D, = ; (2.17)

Dy = {(0,L) € (0,+00)*,0 > 0" and Lez(0) < L < L12(0)} . (2.18)
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We denote by

(Tor:={(6,L) € (0,+00)%,0 <0 < 0 and L = Lo1(0)} ; (2.19)
Too := {(0,L) € (0,4+00)*,0 > 0" and L = Ly(0)} ; (2.20)
Tip:={(0,L) € (0,+00)*,0 > 0" and L = L1»(0) } ; (2.21)

[ P = (67, Los (67)). (2.22)

Remark 1.6. (A partition of the domains)
We have the following disjoint decomposition

(0, +00)* = Dy U Dy U Dy UTy UTg; UTg, U {P}.
Moreover, the following properties hold true
(L1 (0) < Loa(0), for 0 > 0%,
L5(0) > 0 and Ly, (0) < 0, for 6 > 6%,

(2.23)
Ly, (0) <0, for 0 <0 < 6%

L19(0*) = L1 (0%) = Loo(67);

\

where 0* is defined in (2.12).

The proof of Remark 1.6 is done by a simple computation, except for the first point
of (2.23) which is demonstrated in Lemma 4.8 point 1.

Theorem 1.7. (Classification of global minimizers of E)
— For (0, L) € Dy, the unique global minimizer of the energy E introduced in
(2.1) is the trivial solution (C1,(2) = (0,0).
— For (0,L) € D1 U Dy UT 9, there is a unique blister ¢ = ((1,(2) € Y (see
Definition 1.1) minimizing the energy E. Moreover, the component (5 has a
support of length T which is defined in (2.9) and

T<L if (0,L)¢€ Dy
(2.24)
T=1L Zf (9,[/) € Dy UT'ys.
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D, :Trivial solution
D, : A blister
with 0<T<L

D,: Ablister
(fully delaminated)
with T=L

— L=L,:(0)
— L=Lp,(8)
— L=Lp(0)

P(67,L0,(67))
> Lc;(e‘): Luz(e*): LZI(G‘)
0

0 -}

FIGURE 2.2 — Schematic phase diagram for parameters (6, L)

— For (0, L) € T'yyUlgU{ P}, the energy E has exactly two global minimizers :
the trivial solution ¢ = (¢1,(2) = (0,0) and a blister ¢ = ((1,(2) € Y given in
(2.8) with

T<L if (0,L)€Ty;
(2.25)
T=T if (0,L)eToU{P}

Proposition 1.8. (Blister’s properties in Dy U Dy UT2)

For (0,L) € Dy U Dy U Ty, there exists a unique K € D (depending on (6,L))
minimizing problem (2.4). Recalling (2.6), we consider T and A given in (2.9).

i) Monotonicity

First, T and A are continuous in (0, L) on D1 U Dy U1y and satisfy the following
properties

or oT 0A 0A
> = >
0 and 50 3L =

%,a_[l_ 0

In particular,
T = Z on D2 U Flg.

ii) "Smallest" blister solutions
We have

2
inf T =T":=4my/=a'4, (2.26)
(6,L)eD; 3
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and

: L 4
(e,gefDlA_A =7 (2.27)

We refer to Figure 2.3 for an illustration of Proposition 1.8.

LA

Dy :Trivial solution
D, : A blister
with 0<T<L

D,: A blister
with T=L
— L=L,,(8)

— L=Ly,(8)
— L=Ly(8)

P(6",L,(67))
>9 Lc;(e’): ch(e*): in(e’)

0 [}

FIGURE 2.3 — Schematic describing the monotonicity of A and T’

Remark 1.9. (Prediction for the smallest blisters; not fully delaminated
case)

For any (0,L) € Dy, we have a unique blister ((1,(2) € Y minimizing the energy
E. According to Proposition 1.8, the second component (s has a support of length
T > T* with T < L. This shows that T* can be interpreted as the infinimum of
the width of blisters whose length support is strictly less than the length of the film.
Similarly, we can also interpret the amplitude A* as the minimal amplitude of the
blisters.

Remark 1.10. (Values of K on I'g; UTg U {P})
On the curve I'gy U Tge U{ P}, we have two possible values of K
Ke(0,6) if (0,L)€Ty;
K=0 or (2.28)

(fully delaminated)
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Remark 1.11. (Relatively small blisters for large L)

For (0,L) € Dy, it is possible to check, as L tends to infinity, that T and A have
a behavior like L'/3 and L?*/3 respectively. In particular, for 0 fized and for large
enough films, the size of the blisters is much smaller than the size of the film.

Remark 1.12. (Phase diagram for local minimizers)
For local minimizers (with small perturbation of the support), we expect to have
similar phase diagram for p blisters (only local minimizers) of the same width T

with now L replaced by L/p, L replaced by L/p and T < L/p (see Remark 2.3).

1.3 Brief review of the literature

Buckling delamination blisters have commonly been studied for a long time. In [47],
Gioia and Ortiz give an overview of experiments, propose and study mathematically
variational models of blisters, among other things motivated by the description of
telephone-cord morphology. See also [13] where such a telephone-cord instability is
studied.

Experimentally and theoretically in [60], the authors study blisters which have the
one dimensional symmetry. Their results seem coherent with ours, even if the pro-
blem and the modeling are not exactly the same. We also refer the reader to [15]
and the references therein for recent developments on the analysis and modeling of
blisters. In this nice work, the authors consider a Foppel-von Karméan model for the
film with a special bonding energy with the substrate. For this variational model,
they study several regimes for the energy. This is also interesting to mention the
work [14] where the authors derive rigorously a variational similar model of thin
films bonded to a substrate when the thickness of the film goes to zero. Their limit
energy contains in particular a bonding term which is similar to our term with ~ in
the energy (2.1).

1.4 Organization of the paper

The organization of the paper is as follows. In Section 2, we prove Theorems 1.2
and 1.3 i). In Section 3, we are first interested in solving the auxilary minimizing
problem (2.4). The results are in particular based on Propositions 3.1 which focuses
on the minimization of f on [0, ) and Proposition 3.3 concerning the identification
of domains introduced in Definition 1.5. In the second part of this section, we give
the proofs of Theorems 1.3 ii), 1.7 and Proposition 1.8. Finally in Section 4, we end
up with the appendix, where the first subsection is devoted to present some results
which will be useful to prove Proposition 3.3. In the second subsection, we give some
technical lemmas concerning the geometrical aspect of some curves describing our
domains. The last subsection is then dedicated to prove Proposition 3.3.
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2 Proofs of Theorems 1.2 and 1.3 i)

This section is divided into two parts : the first is devoted to prove Theorem 1.2
and the second one is dedicated to the proof of Theorem 1.3 1).

2.1 Existence of global minimizers
In order to prove Theorem 1.2, we begin this subsection by the following lemma.

Lemma 2.1. (Orthogonal decomposition)
Consider two functions ¢;,w € H'(R/LZ), then we have

1\2 _ — \2 l ?
/Q(w—l—C1) dw—/g(w-i—(ﬂ dx—{—z(/gwdx) :

where W = w — fQ wdx.

Proof of Lemma 2.1
We set ¢ = §,w, then we get

/(w+¢1>2 =/<W+<1+c>2 =/(w+<1>2+c2,
Q Q Q
where we have used the fact that [, @ = 0= [, ({. This gives the result. -
Proof of Theorem 1.2
The proof of Theorem 1.2 seems very classical, but for the convenience of the reader,
we give a complete proof.
Let us consider a minimizing sequence (¥ = (¢¥, (%) € Y such that
E(¢* I = inf E(().
() =z 1= inf E(C)
Step 1 : Bounds on a minimizing sequence
For simplicity, we denote the derivative of (¥ by
;o d v d?
k k k k
¢h=--¢ and ¢ ¢

First using Young’s inequality, we get

s o C 1 20°T A
9 [ty [ (o p@r) < v [ (degdr) . 2w

Then

«

52_ / / 2 "
B> -2y / 20 (Cf + %(42 )2> + (@)
Q
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Using Lemma 2.1 with w = £(¢}")?, we have

2 25 2
’ 29 L ’ 1 ’ 1 ’ 4o ”
p2 2 ([ BT fon (o ey L [ia) vy
@z o () -2Ex [oa (e gy - o7 [62) + e
(2.30)
Up to addition of a constant to ¢}, we can assume that igf(’é’ = 0. Therefore there

exists o € Q such that (§¥(zo) = (5¥(xo+ L) = 0. Up to translation of ¢¥, we can
choose g = —L/2. Now applying Poincaré inequality, we deduce that there exists
a constant Cq depending on €2 such that

16220y < O ’Cz' (2.31)

12(Q)
Since E(C*) < I+ 1, we conclude using (2.30) and (2.31) that

¢3],. < C.

Similarly, we can assume that igfgf = 0. Applying Poincaré inequality again, we
deduce that
G

L2@)
By Sobolev embedding,we have

(65?12 < el(G5)? L2y
Now using (2.32) and (2.30), we get

¢, < C

Therefore
¢F — ( weakly in Y.
k—o0

Let us now demonstrate that £(¢) = I. To this end, we decompose the energy E(()
in

E(C) := Eo(C) + Er(C),

where
4o

Bo(c) o= [ o (G 56R) + 52 - B
and

Ei(Q) 3:/91{(2>0}-
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Step 2 : Study of FEj
Because (¥ is bounded in H?(2), we deduce that

v = G weakly in L*(Q), (2.33)
—00
¢ = G weakly in H'(Q) I LA(Q), (2.34)
and from (9), we deduce that
() — (G)* i L*(9).
Thus, we obtain
’ 1 ’ 1 .
¢+ 5((5 ) i ¢+ 5((’5)2 weakly in L*(Q). (2.35)

From (5) and (11), we get

1 24 C 1, ) da
o (ceg@r) + 5 <mmint [ o (o4 502) + 5

k—o0
(2.36)
Moreover, we have
G 2 G i Q).
k—o0
from which we deduce using (2.36) that
Ep(¢) < liminf By(¢®). (2.37)

Step 3 : Study of F;
On the other hand, since H'(Q) is compactly embedded in L>°(€) and (¢}); is
bounded in H?(€2), we deduce in particular that

Cg — CQ in LOO(Q)
k—o0
For all g, such that (5(x) > 0, we know that ¢§(zg) > 0 for k large enough. Thus
1{<§>0} ]4:0 1 on {CQ > O},

then, applying Fatou’s Lemma, we get

Ei(Q) :/91{@0} §/Qliminf1{cg>0} ghmmf/91{<§>0}zli’gngl(c’“). (2.38)

k—o00 k—o00

Therefore from (2.37) and (2.38), we get
E(¢) < liminf E(¢*) = lim E(¢*) =1,
k—o0 k—o0

which implies that ( € Y is a minimizer of £ on Y.
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2.2 Description of global minimizers of F

We first start this subsection by the following lemma which will be used to prove

Theorem 1.3 i).

Lemma 2.2. (Classification of solutions (s)

Let & € {f € H*(Q), f > 0}. Consider the following ordinary differential equation

/ —

3(0 — aK
C§4) + 36 —ak) 5 =0 on  wo = (To,Yo);
2c
(>0 on  wo; (2.39)
| (=0 on  Owy;
wh_ere o < Yo-
If 0 —aK <0, then there is no solution of (2.39).
If 0 — aK > 0, then up to translate (5, we have
( T T
To=—3 and Yo = ox
Cao(x) = Ag(cos(Bz) +1)  on  wy= (o, Y); (2.40)
= 30 —aK) 21
S 2 T’

where Ay > 0 1s a constant.

Proof of Lemma 2.2 B
Since (; € H*(R/LZ), then (5 € C'(R/LZ). Moreover (5 > 0, which implies that

(o) = G3(w0) = 0 = Ca(0) = G3(¥o)- (2.41)
We have
G(z) =G @)+ ¢ (x)  on  wy = (z0,%),
where
_ Q) + G(=2)

G () = TR
- 6(z) - G(-2)

G'(w) = TR

We define T' := yg — x9 > 0 and then up to translate the solution, we can assume
that

wo = (=T/2,T/2) with xo=-T/2 and y,=T/2. (2.42)
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The symmetric part 5 verifies the following conditions
(5>0 onwy, and ¢ =(G) =0 on duwy, (2.43)
and the antisymmetric part ¢3! satisfies
G =(GY =0 on duwp. (2.44)
Case 1 : If 6 — aK > 0, then we have
(5 (x) = Ag cos(Bx) + Dy,

and
51 () = Bysin(Bz) + Cox

with Ay, By, Cy and Dy are real constants and

3(0 — aK)

PN

If Ap =0, then Dy = 0 and thus (5 = 0. Therefore (3(0) = ¢5}(0) = 0 which is
impossible since (5 > 0 on wy.
If Ay # 0, using (2.43) we can show that Ay = Dy and

B==. (2.45)

Thus (2.44) can be written as

sin(8T/2) T/2\ (Bo\ _ 0
Beos(BT/2) 1 Co)
Using (2.45), we can deduce that the determinant of this matrix is nonzero, which
implies that By = Cy = 0 and then ¢3! = 0.
Therefore the solution of (2.39) is given by (2.40).

Case 2 : If § — o/ = 0, then (, is a polynomial of degree less or equal to 3 and
using (2.41), we can write

G(x) = A(z — 20)(y — yo)-

Moreover

0 = Galwo) — Caliwn) = / & ()
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But for all x € wy, ¢5(x) has the same sign as —A. Then we deduce that A = 0 and
therefore ¢, = 0 which is impossible since (; > 0 on wy.
Case 3 : If § — aK < 0, then we have

(5 (z) = Ag cosh(Bz) + Dy,

and
¢(x) = Bysinh(Bz) + Cox

with Ay, By, Cy and Dy are real constants and

g _3(§—aK)_

2av

Recall that (5 satisfies conditions (2.43) and (3! verifies (2.44).
As in case 1, if Ag = 0, then Dy = 0 and thus ¢§ = 0. Therefore (,(0) = ¢5'(0) = 0
which is impossible since (5 > 0 on wy.
If Ay # 0, using (2.43) we have ((5)'(T/2) = AgBsinh(8T/2) = 0. Hence T = 0,
which is impossible since x¢ # 1.

O
Proof of Theorem 1.3 i)
Consider ((1,(2) € Y a minimizer of E.
Step 1 : Differentiating F with respect to (3
Differentiating £ with respect to (; leads to the following Euler-Lagrange equation :

(+5@?) =0 o ®/Iz,

ie.
1 K
G+ 5GP =5, (2.46)
for some constant K given by
1
K= [@?=zo0 (2.47)
L Jo

where we have used the fact that [, {{ = 0. Therefore

/Q (C{ + %(Cé)zy = sz - % </Q(<§)2)2. (2.48)

Using (2.48), the total energy becomes

PG =T6) = [+ S [@?) + % [ [@r
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If K =0, then (, = 0 and thus {; = const on €2, and up to subtract a constant to
(1, we can assume that ¢(; = 0.

If K >0, then (, # 0 and we proceed as follows.

Step 2 : Differentiating E with respect to

Differentiating F with respect to (s, yields the following Euler-Lagrange equation

3(0 — aK)

(4)
2+ 2¢

5 =0 on {¢ >0}

Up to add a constant to (5, we can assume that igf@ = 0. Therefore there exists

zo € Q such that (y(z¢) = 0. Up to translation, we choose 29 = —L/2. Then, we
deduce that

{CQ > 0} = 'gju%, for w; = (*I%yi)a

where J is a set at most countable and such that w; Nw; = () for i # j. Applying
Lemma 2.2 to each w;, we conclude that § — aK > 0,

3(0 — aK)

and up to translation, the solution (; is given by (2.40) on each w; with the amplitude
Ap replaced by A;. Now, we deduce that card(J) = p < 400 with p > 1 satisfying
pT' < L. Since the w; are disjoint, we get

_ BT P
KL= /(C§>2 =5 Z!‘ﬁ (2.49)
Q@ i=1
and
4 p
11\ 2 /8 T 2 21T
= — A; =pB°KL.
far =" ar=s
In conclusion, the energy becomes
& 27 dov 11\ 2 NI-T
E(K.p) = | Ligsoy +al*L+ o [ (G)" - 20K L
Q Q
— Ao o — - —
= p-TH+aK L—i—?B KL —20KL.

Hence using (2.40), we get

E(K,p) = 2pw‘/ﬁ—awf (2.50)
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with the conditions

and 71T = %T (2.51)

Step 3 : Minimizing with respect to p and calculation of ((;,(3)
If K > 0, clearly the minimum is reached for p = 1 and the energy becomes

= = = / 2a 0 2
E((,G) = FE(G) =FE(K,1)=FEK) :=2r m —aK*L = 27T\/§f(K()2.52)

where f is introduced in (2.5) with 0 < T < L and 0 < K < 0/a = 6.
From Step 2, we deduce that

Cao(x) = A(cos(Bz) + 1), on [-T/2,T/2],

1<p<

M|

- KL
with T < L. Using (2.49) and (2.51), we get A% = B and the expression of (s
7r
follows as in (2.8). Similarly, using (2.46), we get the expression of (; in (2.8).

If K =0, then we can choose ¢ = 0 and (2.8) still holds true. Moreover, E(¢) =0 =

2\ [21(0).
Step 4 : Minimizing f on the interval D = [O, 5*]
It is easy to check that (if K > 0) we have

T=1L & K=0;
and

T<1T < K<@.

But 6 < 6 and K > 0, therefore we only need to minimize the function f for K on
the interval [0, 6] if 6 > 0.
If o <0,then 0 < K < ] < 0 which implies that K = 0 and the unique solution in
this case is the trivial one.
Step 5 : Relation between FE and f
Using Steps 3 and 4, we have in particular proved (2.10) and (2.11).

Il

Remark 2.3. (Local minimizers)
For local minimizers of E, we may have p blisters (all separated by any positive
distance) with the same width T and with amplitude A; satisfying (2.49). For p > 1

given, we can also optimize K in E(K,p) which should correspond to local mini-
mizers (restricted to small perturbations of the support) with L replaced by L/p, L
replaced by L/p and T < L/p.
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3 The auxiliary minimization problem and its conse-
quences

In this section, we are interested in the following auxiliary minimization problem

min f(X), (2.53)

XeD

where f and D are defined respectively in (2.5) and (2.7). We present in the first
subsection some results concerning problem (2.53) which will be useful in the second
subsection to show Theorems 1.3 ii), 1.7 and Proposition 1.8.

3.1 Auxiliary Problem (2.53)
Recall that for (6, L) € (0,00)?, we have that D g [0,0). In order to determine the

minimum of the function f on [0,6), we have to introduce the quantity for > 0

La=La(6) = Z—i\/gew, (2.54)

Proposition 3.1. (Minimizing f on [0,0))
We consider f defined in (2.5) and Ly introduced in (2.54).
i) If L < Lq, then f is increasing on (0,0) and

Xrg[i(){le)f(X) = f(0).

In this case, we set artificially X, == 20/5.
1) If L > Lg, then there exist Xy and X, such that 0 < X < 20/5 < X,,, < 6

and

f >0 on (0, Xum]U[Xy,0);

/<0 on (X, Xn);

and

min, f(X) = min{f(0), f(Xm)}.

Xelo,0

Proof of Proposition 3.1
We recall that

(0 —X)"V2 - LX? if 0<X <6

fX) =
0 if X =0;
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For 0 < X < 0, we have
F(X) = g(X) — h(X) with g(X) = %(9 ~ X)2 and h(X) = 2LX.

We notice that g is strictly convex on [0,8), with g(0) > 0 and ¢’(0) > 0. Therefore
there exists a unique L = Ly > 0 such that the straight line y = h(X) is tangent
from below to the graph y = g(X), at a point X; > 0. In particular, we have

9(Xa) = h(Xa);
q(Xq) = N (Xa).

The unique solution of the system is Xy = 20/5 and the value of L, given in (2.54).
Using the strict convexity of g (and the fact that g(0~) = 400), we deduce the
variations of f in cases i) and 4i). With the notations of case ii) in Proposition 3.1,
X,, is in particular uniquely characterized by

9(Xm) = h(X,) with X, € (?9) , (2.55)

and then we get

min, f(X) = min{f(0), f(Xm)}.

Xel0,0
O
In what follows, we consider the minimizer of f on the subinterval D of [0, ) where

we recall that D := [O, 5*} and 0% is defined (2.7). For this purpose, we introduce
X = min{§+,Xm}, (2.56)

where X, is the quantity introduced in Proposition 3.1. Then we have

min f(X) = min{f(0), f(X)} and argéninf c {0,X}. (2.57)

XeD

Definition 3.2. (Domains IN)O, IN)l and IN)Q)
Let us now introduce the following sets which give a partition for the parameters
(6,L) € (0,+00)* :

(Dy:={(8,L) € (0,+00)*, X =0 or f(0) < f(X)}; (2.58)

\
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We denote by

(

o1 = {(9, L) € (0,400)>, X > 0 and f(0) = £(X) with 0 > Xm}; (2.61)
Tos i= {(9, L) € (0,4+00)%, X > 0 and £(0) = f(X) with 8 < Xm} - (2.62)

o= {(9, L) € (0,4+00)*, X > 0 and f(0) > f(X) with 6 = Xm} . (2.63)

P = {(Q,L) € (0,+00)>, X > 0 and £(0) = £(X) with § = Xm} . (2.64)

Proposition 3.3. (Identification of the sets)
We have
D, =D; for i=0,1,2;

Fz’j = Fij for 1,5 € {O, 1,2} with 1 < 7;

| P={P}:

where ﬁi, fij and P are given in Definition 3.2 and D;,T";; and P are introduced in
Definition 1.5.

For (0, L) on the boundary of the domains D;, we recover certain natural equalities
between the minimal values f(0), f(X,,) and f(#). Proposition 3.3 is difficult to
establish, because we have to study very finely the values of minimizers of f as

functions of (6, L). We will prove Proposition 3.3 in Subsection 4.3.

3.2 Global minimizers of £ and blister’s properties

In this subsection, we prove Theorems 1.3 ii), 1.7 and Proposition 1.8.

Proof of Theorem 1.3 ii)

a) Case where (0, L) € Do U Dy U Dy UTy5

Using Proposition 3.1 and Definition 3.2, there exits a unique minimizer K € D of
the function f. Now using Theorems 1.2 and 1.3 i), there exists a global minimizer
¢ € Y of the energy E and there exits T € [0, L] such that (up to addition of
constants and translation of ((;, (2)) this minimizer is given by (2.8) and (2.9).

b) Case where (0, L) € Loy UToa UP

Using Proposition 3.1 and Definition 3.2, there exit exactly two minimizers of the
function f on D. Similarly using (2.10), Theorems 1.2 and 1.3 i), we see that the
energy E has exactly two global minimizers in Y : the trivial solution ({, (») = (0,0)

and a blister ( € Y given by (2.8)-(2.9).
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O
Proof of Theorem 1.7
Using Proposition 3.3, we have

{0} if (4,L) € Dy;

argminf = ¢ { X} if (0,L) € Dy;
D

{6} if (8,L) € DyUTyy;
and
{07 Xm} if (97 L) € I‘01;
argminf € B
b {0,6} if (#,L) €T U{P};

Using Theorem 1.3, a minimizer ¢ = ({1, (3) of the energy E is defined as in (2.8)
and (2.9). Moreover, using (2.11) we get T < L if (§,L) € Dy, and T = L if
(0, L) € Dy UT'y5. Similarly for (0, L) € I'py or (6, L) € I'ng U {P}.

O
Proof of Proposition 1.8
Proof of i)
Let (0, L) € Dy U Dy UT45. Using Proposition 3.3, we conclude that there exists a
unique K = K (6, L) € D such that

min f(X) = f(K),

XeD

with f and D, respectively introduced in (2.5) and (2.7), do depend on (6, L). Ac-
cording to (2.9), the length of the support of C2 and its amplitude A can be written
(using (2.6) to express (6, L) in terms of (0, L))

1/ ) _QW\[Q K)™ /2, (2.65)
0—«

KL _ <2>1/4 (wa) V2 (KLT)?. (2.66)

and

3

We want to show that K = K (0, L) is a smooth function of (6, L) on each domain D,
and Dy. For (0, L) € DyUT' 5, we have K = 6 > 0 which is smooth. For (0,L) € Dy,
we have L > L,; (otherwise we would have mgn f = f(0) by Proposition 3.1 i) ) and
then

20/5 < X, =K <8 with f'(K)=0. (2.67)
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Using (2.67), we have

1K) = 2(9 — K)™? 2L = % > 0. (2.68)

We deduce that f”(K) # 0. Then by the Implicit Function Theorem, we deduce
that K = K(0, L) is a smooth function.
Straightforward calculations show that for (6, L) € Dy U Dy

(

0T = W\/g(e — K)32(9yK — 1),
oT = W\/g(e — K)*?9.K,

1\ M4 I 1/2
OpA = <ﬁ) (Ogﬂ'KT) (T89K+K89T),

(2.69)

1\ /4 1 1/2
A = <ﬂ> (MKTL) (KT +TLOLK + KLO,T).

\
Casel1l: (0, L)€ D,
In order to take the derivation with respect to €, we write the dependance of f on
0 : f(X)= f(X,0). Using Proposition 3.3, we have K = X,,, € Int(D), so we have
d
Lo s.0) =0 (2.70)
Using (2.68), we have 0%y f(K) > 0, which implies using (2.70) that
2 _ R)-5/2
— a;“f _ /40— K) > 1, (2.71)
B f  3/40— K)52 —2L

QK =

Similarly, we get that

_0%f 2K .
0% f  3/4(0 — K)=5/2 - 2L

Using (2.69), we conclude that
05T, 0,T, Dy A, O A > 0.

O K = 0. (2.72)

Case 2 : (0,L) € Dy UT,
Using Proposition 3.3, we have K = 0(L) = 0 — a?/L? and T = L. So we have
202

69K =1 and QLK = F > 0.
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Using (2.69), we conclude that
0T, 01T, 00A, 0 A > 0.

Proof of ii)

Step 1 : Proof of (2.26)

Our goal is to compute the derivative of T" with respect to € along the curve I'g;.
Using (2.69), (2.71) and (2.72), we get with obvious notation for (0, L) € T'¢; (using
the fact that L = Lo;(0) given in (2.13))

iT(e, Loi(0)) = n\/g (0 — K)732[(0gK — 1) + 0, K09 L1 (0)]

df
5/20-5/2(9 _ £p—1
_ W\E(G—K)w 5729 P22 —50 1K) ]
3 16 (3/4(6 — K)-5/2 — 2L)
Using (2.67) and (2.68), we conclude that T' = T'(6, L¢1(#)) is decreasing in 6 along
the curve I'g;. Then we deduce that inf T =T(P) = T(0*, Lp1(0*)). Using (2.25),

(9,L)€F01
we have T(P) = L", where L" is the value of I at the point P. Therefore
— 2 Loy (0F 2
inf T=L" = 27r\/j 00 _ i 2av —op (2.73)
(6,L)€To1 3 « 3

Using the monotonicity of T in 6 and L on Dy, we get (2.26).
Step 2 : Identification of K
For (0, L) € Dy UT, recall that K = X,, is characterized by

1 2
5(9 — K) 3?2 =2LK with S0 <K <0.
Let K := K /6, in particular for (6, L) € I'y; we have

| 552 2 —

The uniqueness of K shows that K is a constant independent of 6. Now using (2.65),
we explicit 7" in term of K for (0, L) € T'y;. A straightforward computation gives

T(0, Loy (0)) = QW\/gu — K)~Y2971/2,

We recover that 7' = T'(6, Lo (f)) is decreasing in 0 along the curve I'g;, and then
we get another expression of 7* (defined in (2.73)), using the expression of 6* given
in (2.12) :

9 _
T*:= inf T =T(0" Loy (07)) = 4m/1—5(1 — K)" Y24,

(9,L)€F01
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Now using (2.73), we identify K = 4/5.

Step 3 : Proof of (2.27) B

Similarly using (2.66) and (2.65), we explicit A in term of K for (0,L) € I'p; (in
particular L = Ly (0)). A straightforward computation gives

1/2
A(@, Lm(@)) _ (%) 55/4 (F(l o F)71/2)1/2 0471/2971'

Then A = A(6, Ly1(0)) is decreasing in 6 along the curve I'g;. So

5\ — 1/2
inf A= A Ly(0)) =2(= K(1—RK) Y3 = A"
ol A= AT ) =2 () (RO

Using the identification of K in Step 2, we get that A* = 4/4/3. And using the
monotonicity of A in # and L on Dy, we get (2.27).
O

4 Appendix

This section is divided into several parts. The first subsection is devoted to
prove some results which will be useful in the proof of Proposition 3.3. In the second
subsection, we give some technical lemmas concerning the geometrical position of
some curves describing our domains. The last subsection is then dedicated to prove
Proposition 3.3.

4.1 Preliminaries

We have see that

min f(X) = min{ f(0), f(X)} with X = min {§+, Xm} : (2.74)

XeD

where 07 is defined in (2.7) and X,, is the quantity introduced in Proposition 3.1.
For this reason, we have to study in particular the equalities
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This subsection is devoted to explicit on (0, L) such relations. To this end, we need
to introduce the following functions

(60 := o~ V/2 (2.75)
a5/
La(Q) = W for 6 > 0, (276)
Ly(0) == af™1/? for 6 > 0; (2.77)
L(0) := \/gaelﬂ for 6 > 0; (2.78)
Lq(0) = g\/gem for 6 > 0; (2.79)
Le(0) = (2a39 — 202/ a(abh? — 1))1/2 for 6 > 6y; (2.80)
e T = Y0, .

where L, has already been introduced in (2.54).
We recall that f’ = g — h with A linear. For X € (0,0), we denote the slope of the
chord connecting the origin to the point (X, g(X)) by

g(X) _(0-Xx)77

B(X) =" = (2.81)

This slope B(X) will play an important role in our study through the following
result :

Lemma 4.1. (Monotonicity of the function B)
On the interval (0,0), B is decreasing on (0,26/5) and increasing on (20/5,0).

The proof of Lemma 4.1 is straightforward because of the strict convexity of g and

the definition of X; = 260/5 in the proof of Proposition 3.1.
From the definition of 6 in (2.7), we have the following straightforward result :

Lemma 4.2. (Conditions on )
For all 8 > 0, the following equivalences hold true

L>Ly0) & 0>0 <& X>0;

i)
L=1L0) < 06=0.
L>LJ(0) < 0>20/5
ii)
L=L(0) <& 60=20/5
where 6, X, Ly, and L. are respectively defined in (2.7), (2.74), (2.77) and (2.78).
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Lemma 4.3. (Sufficient condition for the trivial solution)
i) If L < max{Ly(0), Lq(0)}, then

argminf = {0};
D

ii) [fL > max{Lb(H), Ld(Q)}, then

0>0 and X, >20/5,

where Ly, and Ly are respectively defined in (2.77) and (2.79) with 6 and X,, respec-
tively introduced in (2.7) and Proposition 3.1.

Proof of Lemma 4.3 _ o
Proof of i) If L < L,(#), using Lemma 4.2 i) we deduce that § < 0 and then X =0
and D = {0}. Using (2.74), we deduce that argminf = {0}.

D

If L < L4(0), using Proposition 3.1 i) we conclude that argminf = {0}.
D

Proof of ii) If L > max{Ly(f), Lq(0)}, then using Lemma 4.2 i) and Proposition
3.1 ii) we deduce that > 0 and X, > 20/5.
UJ

Proposition 4.4. (Comparison of Xy, and )
Consider L > max{Ly(0), L4(0)}, where Ly, and Lq are given by (2.77) and (2.79)

respectively. We have

([ 0< 0 <0y and L > L.(0),
i) X <0 < or

L 0 >0y, L>L.(0) and (L < Lc(0) or L > L15(0));
(0> 0 and L < L.(0),

ii) X, >0 < or

L 0> QQ,L > LC(Q) and Le(9> < L< Ln(&),
iii) X,, =0 < 60>6p,L>LJ(0) and (L = L.(0) or L = L15(8)).

where Oy is defined in (2.75). L., L. and Lo are respectively given in (2.78), (2.80)
and (2.15).

Proof of Proposition 4.4 _
Consider L > max{L(#), L4(0)}. Then, using Lemma 4.3 ii), we deduce that § > 0



54 Blisters

and f admits a non zero minimizer X, € (20/5,6). We have

~ L5
B(X,) =2L and B(f) = L=

In order to compare X,, and 5, we look at the sign of the difference

where
Q(0,L) := L* — 4a*0L* + 40°. (2.82)

Since L > Ly(0), then B(A) — B(X,,) has the same sign of Q. A direct computation
shows that

0<bd< 90,
QO.L)>0 < or (2.83)

0 >0y and (L < L.(0) or L > Li5(0));
and
QO,L)=0 < 60>6yand (L= L.(0) or L =Lq5(0)). (2.84)
Proof of i) We have
Q>0and L> L) < Q>0andf>20/5

& B(X,) < B(f) and 6 > 20/5
s X, < 5,

where in the first line, we have used Lemma 4.2 ii) and in the last line we used the
fact that X, > 20/5 and Lemma 4.1. Using (2.83) and the equivalences above, we
conclude ).

Proof of ii) (and iii)) By a similar method, we can prove ii) and iii).

U
Proposition 4.5. (Comparison of f(0) and f(X,,))
Consider L > max{Ly(0), Ly(0)}. For 8 > 0, we have the following equivalences
(2.85)

f(Xom) = £(0) & L= Ly(0)

where Loy is given in (2.13).
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Proof of Proposition 4.5 _
Consider L > max{Ly(0), Ly(6)}. Then, using Lemma 4.3 ii), we deduce that 6 > 0
and f admits a non zero minimizer X, € (26/5,0).

Step 1 : The first equivalence with the sign of X, — X

Using the fact that f is discontinuous at X = 0 with f(0) = 0, and the relation
(2.55), we get (0 — X,,,)"/? = 4L X,,(0 — X,,). Then

f(O) - f(Xm) = _f<Xm) = LXm(5Xm - 49)'

By introducing the following quantity
X = 59, (2.86)

we deduce that X! is a critical value for which f(0)— f(X,,) changes sign. Therefore
we get
f(Xm) < f(0) & Xp> X

(2.87)
f(Xn)=f0) < X,=X/ .
Step 2 : The second equivalence with the sign of L — Lg;(6)
A straightforward computation shows that
55/2
B(X,,) — B(X}) = 2L — ?9—5/2.
Since X} > 20/5, using Lemma 4.1 we have
Xn>X} & B(X, >BX) < L>LyuH);
(2.88)
Xn=X} << B(X,=BX/)) < L=1Lyu).
Using the relations (2.87) and (2.88), we get (2.85).
O

Proposition 4.6. (Comparison of f(0) and f(0))
Consider L > max{Ly(0), Ly(0)}. Then, we have

0<60<80yand L < L,6),
f0)>f(O) < or

0> 90,L < La(ﬁ) or L > LOQ(Q),
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and

0<6<06yand L =1L,0),

f0)=7100) < or

0 > 90, L= La(H) or L = LOQ(Q),
where Oy, L, and Loy are respectively defined in (2.75), (2.76) and (2.14).

Remark 4.7. (Weaker assumption)
Proposition 4.6 is still true for L > Ly(0).

Proof of Proposition 4.6 _
Consider L > max{Ly(#), Ly(0)}. Then, using Lemma 4.3 ii), we deduce that § > 0
and f admits a non zero minimizer X, € (20/5,0). Moreover, we have

fO) = f(0) = —f(6)

<) (8)
[(Vab —1)L* — a5/jL[§¢ae +1)L2 — 52 |

Then we get the results.

4.2 Some technical lemmas

In this subsection, we give some technical lemmas which will play an important
role in the proof of Proposition 3.3. We begin by giving some geometrical results
concerning the position of some curves describing our domains. We refer to Figure
2.4 for an illustration of the following results.

Lemma 4.8. (Positions of some curves)
We recall 0y and 6* respectively given in (2.75) and (2.12) .

1. For all 6 € (0y,+00)\{0*}, we have Ly1(0) < Lo2(0). In particular, Lo (6*) =
Lo (6%).

2. We have
L01(9) > L12<9) fOT’ 90 <0< 9*,
Lo1(0) = L12(0) for 0 =07

L01(9) < L12(0) fm" 0> 6*.



4. Appendix 57
3. We have
L()Q(H) > ng(Q) fO’f’ QO <0<
L()Q(e) = L12(9) fOT’ 9 = 9*,
LOQ(G) < L12(6) for 0 > 0*.
4. Denote by
4
05, = 521/3@—1/2 ~ 1.65a" Y2 > ¢*, (2.89)
then we have
Lo1(0) > L.(0) for 0<60 <6
Lo1(0) = L.(09) for 0 =465
L01(9) < LC(H) fO’f’ 0 > 981
5. For all @ > 0, we have Ly (0) > Lq(0).
6. For all 6 > 60y, we have Ly (0) > Ly(0).
7. Denote by
05, = —a 2 = 250712 > 6%, (2.90)
then we have
L()Q(e) > LC(G) fO’/’ 90 <0< ‘9027
Loa2(0) = Lc(0) for 0 = 0g,;
L02< ) Lc(e) fO’f’ 0 > 982
8. For all § > 0y, we have Lyy(0) > L.(0).
9. For all 6 > 6y, we have Li5(6) > L.(0).
10. For all 8 > 0, we have L,(0) < Ly(0).
11. For all @ > 0, we have Ly(0) < L.(0).
12. Denote by
. 51 ~1/2 ~1/2 *
then we have
Lb(G) < Ld(G) fOT 0<b< de;
Lb(é’) = Ld(Q) fOT‘ 0= de;
Lb(g) > Ld(g) fO?“ 0 > Opy.
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13. Denote by
D012 1020712 < 0", (2.92)

ece ==
2v/6

then we have

L.(0) < L.(0) for 0y <0 <O
L.(0) = L.(0) for 0 =0.;
L.(0) > L.(0) for 6> 0.

The proof of Lemma 4.8 is given at the end of this subsection.

L A

— Loz

— L

|
|
|
|
|
\
|
\
.
0 8, ©

FIGURE 2.4 — Schematic presentation of all curves
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We define the function

L01(9) for 0<#8 S 9*,
(9) = (2.93)
LOQ(@) for 0 > 0*.

Lemma 4.9. (Properties of L)
For all 6 > 0, we have

i) Low(0) < L(0) ;

ii) Ly(0) < L(0).

Proof of Lemma 4.9

Proof of i) :

If 0 < 6 < 6%, using the definition of L in (2.93) then Lo, (6) = L(6).

If 6 > 6%, using (2.93) and Lemma 4.8 point 1, we get that Lo (6) < Loz(6) = L(6).
Proof of ii) :

Using Lemma 4.8 points 11 and 4 with (2.93), we get

Ly(0) < Lo(6) < Loyt (0) = L(A)  if 0<6<6" <0,
Using Lemma 4.8 point 6 with (2.93) we get
Ly(0) < Loa(0) = L(O) if 6> 6" > 6.

O
To prove Proposition 3.3, we need also to split the domains Dy, D; and D, into
subsets as follows.

Lemma 4.10. (Analytical expression of the subsets)

Using Definition 1.5 and Lemma 4.9, we have the following partition of each D; for
i=0,1,2 :

Dy = D} U D?, where

Di :={(0,L) € (0,+00)%,0 < 0 < 0y and L > L1 (0)},

(0,L) € (0,+00)*, L > Loy (0) if 6y <6 <6
D? =
L > L12(9) Zf 0> 0"

D, = DU D3, where

{ D} :={(0,L) € (0,+00)*, 0 > 0* and Lyp(0) < L < L15(0)} N{L < L.(6)},
D3 :={(0,L) € (0,+00)%,0 > 6" and Lpz(0) < L < L12(0)} N {L > L.(6)}.
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Dy = Dy U D2 U D3U DU D, where

;

Dy = {(6,L) € (0,+50)*, Ly(0) < L < Loy(6)} N {L < La(0)}:

D2 = {(8, L) € (0,400)%, Ly(0) < L < Loa(8)} N {L > La(O)}:

D= {(6,L) € (0,400)%,0 > 0", Ly(0) < L < Loz(6), L > Loy (0)} N {L < L.(0)};
{(0.1) € (0, +00)?,
{(6.1) € (0, +00)?,

Y5

D} = 0> 0, L,(0) < L < Loa(8), L > Loy (0)} N {L > L(6)}:
D} = L < Ly(0) and L < L(6)}.

\

The reader may skip the proof of the Lemma 4.8 and go directly to subsection 4.3
for the proof of Propostion 3.3.
Proof of Lemma 4.8

1. A simple computation leads us to

F(0)
2 72 S
LO2(9) LOI(Q) 05(\/&9 IR 1)7
where

— 05200 5° 1/2¢ 5°
We have

F'(0) = 5a*/? ((a1/2€)4 — <Z>4> .

Then F'() vanishes on (0, +00) only for § = §* = 5a~'/2/4. Therefore F
has a strict minimum at 6 = 6*. Moreover, F(6*) = 0. Then we deduce that
F(0) > 0 for all > 6, and F(0) > 0 for all  # 0*.

2. To prove the result, it is sufficient to remark that for all § > 6, we have
Ly (0) <0, Liy(@) >0 and Ly (%) = Lip(6*) = 207/,

3. To prove the result, it is sufficient to remark that for all 6 > 6, we have
Liy(0) <0, Ly(0) >0 and Ly(f*) = L12(6%) = 224

4. It is sufficient to write

Loi(8) — Lo(6) = /3012 (1222 -%)

5. We see that for all 8 > 0

Lq(0) = 25 \/g 072 ~ 1.345 0752 < Ly, (A) = 55/29—5/2 ~ 3.49 9=/
YRV - T 16 - ‘
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6. For all # > 60y, we have
2 2 a’
L — L

7. For 6 > 0y, we have

a?(—2a'/%0 + 5)
30(y/ah — 1) 7

13,(60) — L2(6) =

and then we get the result.
8. First, we demonstrate that {L = L.(0)} N{L = Lp(#)} = 0. In fact, we have

05/2

LG(Q) = L02<0) = 20[30 - 20[2 a(a492 - 1) = m
2077202 — 2030 — o5/?
al726 — 1

= (2043/292 2a6 — a1/2)2 = 4a(at?0 — 1)%(ab? — 1)

= 2a*y/a(ab? — 1)

& f=—a=p"
A direct computation leads us to
L(0*) =a®* and  Lg(0) = 2%/

Then we conclude that {L = L.(0)} N {L = Ly2(0)} = 0. Moreover, since
L.(0%) < Lpa(0*), we deduce that

Le(0) < Loa(0)  for all 6 > 6.
9. We have for all 6 > 6,

Lé(&) < 0, L/12(9) > 0 and Lc(eo) = \/2&5/4 < ng(eo) = \/50[5/4.

10. For all # > 0, we have

o2
L2(0) — L%(# > 0.
0) ~ L26) = 5y
11. Obvious.
12. It is sufficient to write

12 55/2
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13. In fact, we have

L2(0) > I2(0) & > 20— 2\/a(af® = 1)

30
2 _
& 2v/a(ab?—1) > %.

Since 6 > 0y, then 6a0? — 5 > 0. Then
L2(0) > L2(0) < 360*(a(ad® —1)) > (6ab® — 5)*

5
s 0>—a?2=9,.

2v/6

4.3 Identification of sets

This subsection is dedicated to prove Proposition 3.3.
Proof of Proposition 3.3
Case A : (§,L) € D, = D} U D?
Our first goal is to show that L > max{Ly(0), L4(0)} for all & > 0. According to
Lemma 4.8 point 5, for 0 < 6 < 6* we have L > Ly (0) > L4(0). Using points 4 and
11 of Lemma 4.8, for 0 < § < 0* < 65, we have L > Ly (0) > L.(0) > Ly(0). On the
other hand, using Lemma 4.8 points 9, 11 and 12, for § > 6* we have L > Li5(0) >
L.(0) > Ly(0) > Lq(#). Then we deduce that L > max{Ly(#), Ly(0)} for all > 0.
Therefore, using Lemma 4.3 ii), we deduce that 6 > 0 and f admits a non zero
minimizer X,, € (20/5,0).
Since L > Lg(0) for all # > 0, we use Proposition 3.1 ii) and Proposition 4.5 to
conclude that

Xrg[i(){le)f(X) = f(Xm) < £(0).

It remains to show that X, < 0.

i) If (0, L) € Di, Lemma 4.8 point 4 implies that L > Lg;(f) > L.(6). Then from
Proposition 4.4 i), we deduce that X,, < 6.

ii) If (9, L) € D}, Lemma 4.8 points 4 and 9 implies that

L > Lo (0) > L.(6) for 6y <6 <0*;

L > L15(0) > L.(6), for 0> 6*.

Then from Proposition 4.4 i), we deduce that X, < 0.
Therefore,

min f(X) = f(X,,) and argminf={X} with 0<X =X, <4.
D

XeD
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Case B : (0,L) € D, = DyU D3

Using Lemma 4.8 point 6, we deduce that for all 6 > 0*, L > Lgy(6) > Ly(0). Using
Lemma 4.8 points 1 and 5, we obtain that for all 6 > 6%, L > Lg(0) > Lo (6) >
L4(0). So, we deduce that L > max{Ly(f), Ls(¢)}. Then, using Lemma 4.3 ii), we
deduce that § > 0 and f admits a non zero minimizer X,, € (20/5,6).

Since L > Ly (0) for all § > 6*, we use Proposition 3.1 ii) and Proposition 4.5 to
deduce that

min f(X) = f(Xn) < f(0).

X€0,0)

Now we show that X, > 0.
i) If (0, L) € Dj, we have L < L.(0) in particular for all § > #*. Using Proposition
4.4 ii), we deduce that X,, > 6.
ii) If (0, L) € D2, using Lemma 4.8 point 8, we deduce in particular that, for all
0 > 0%, L > Loy(0) > L.(f). According to Proposition 4.4 ii), we have X,, > 6.
It remains to compare f(f) and f(0). Since L > Lgs(6) for all § > 6*, according to
Proposition 4.6, we deduce that f(0) > f(g) Then, we get
min f(X) = f(6) and argminf={X} with 0<X =60< X,,.
XeD D
Case C: (0, L) € Dy = Dy U D2 U D3 U Dy U D},
Let us treat each case.
i) For (0,L) € D}, we have L > L,(#) then using Lemma 4.2 i) we deduce that
X > 0. Using Lemma 4.3 i), we deduce that
minf(X) = f(0) < f(X) and argminf = {0} with X >0.
XeD D
ii) For (A, L) € D2, using Lemma 4.3 ii), we deduce that § > 0 and f admits a non
zero minimizer X, € (20/5,0).
Since L < Lgi(0), using Proposition 3.1 ii) and Proposition 4.5, we deduce that

min f(X) = f(0) < f(Xm).

X€l0,6)

It remains to compare f (5) and f(0). Using Lemma 4.8 point 10, we deduce that for
all0 < 0 <6y, L > Ly(0) > L,(6). And using Lemma 4.8 points 10 and 1, we deduce
that for all 6 > 6, La(0) < Ly(0) < L < Lo1(#) < Lo2(0). Now using Proposmon
4.6, we conclude that f(0) < f(A).

min f(X) = f(0) <

min f(X) and argénlnf:{[)} with X > 0.

iii) For (0, L) € D3, using point 5 of Lemma 4.8, we deduce that L > Lg;(0) > Lg(6).
Then using Lemma 4.3 ii), we deduce that § > 0 and f admits a non zero minimizer
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Xm € (20/5,0).
Since L < L.(0), using Lemma 4.2, we deduce that 0 < 20/5 < X,, and then
X =6>0. According to Lemma 4.8 point 10, we deduce that for all § > 6*,
L,(0) < Ly(0) < L < Lga(#). Using Proposition 4.6, we conclude that f(0) <
F(6(L)). Therefore

minf(X) = f(0) < f(X) and argminf = {0} with X =6>0.
iv) For (0,L) € Dj, using point 5 of Lemma 4.8, we have for all § > ¢* L >
Loi(6) > Ly(f). Then using Lemma 4.3 ii), we deduce that § > 0 and f admits a
non zero minimizer X, € (20/5,6).
Using Lemma 4.8 point 13, we have for all > 6* > 0., L > L.(0) > L.(8). Using
point 3 of Lemma 4.8, we deduce that for all > 6%, L < Lgy(0) < Li12(0). Therefore
according to Proposition 4.4 ii), we deduce that 0 < X,, and X = 0 > 0. It remains

to compare f(0) and f(0). According to Lemma 4.8 point 10, we deduce that for all
0 >0, L,(0) < Ly(0) < L < Lp(#). Using Proposition 4.6, we get that f(0) < f(6).
Therefore
gx{li%f(X) = f(0) < f(X) and argminf={0} with X = 6> 0.
€ D

v) For (8,L) € D], §(L) < 0 and then D = {0}. Using Lemma 4.3 i), we deduce
that —

minf(X) = f(0) and argminf={0} with X =0.

XeD D
Case D : (0, L) € Ty
Using Lemma 4.8 points 9 and 11, we deduce that for all 8 > 6* > 6,

L = Li5(0) > L.(0) > Ly(0). (2.94)
Using Lemma 4.8 points 2 and 5, we obtain that for all > 6*,
L == L12(9) > L(]l(e) > Ld(e)

Then using Lemma 4.3 ii), we deduce that > 0 and f admits a non zero minimizer
Xm € (20/5,0).

Since L > L (0) for all § > 0*, we use Proposition 3.1 ii) and Proposition 4.5 to
conclude that

Xren[i(){le)f(X) = f(Xom) < f(0).

Using (2.94) and Proposition 4.4 iii), we deduce that X,, = 6. Then

minf(X)=f(X) and argminf={X} with X=X, = 0> 0.
D

XeD
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Case E: (0,L) € T
According to Lemma 4.8 points 4 and 11, for all 0 < 6 < 6* < 6§, we deduce that

L= Lo (6) > L.(0) > Ly(0). (2.95)

And from point 5 of Lemma 4.8, for all 0 < 6 < 6* we conclude that L = Ly (0) >
Lq(6). Then using Lemma 4.3 ii), we deduce that 6 > 0 and f admits a non zero
minimizer X,, € (20/5,0).

Using Lemma 4.8 point 2, for all 6y < 6 < 6* we conclude that

L = Loy (0) > L15(0). (2.96)

Now using (2.95) and (2.96) with Proposition 4.4 i), we deduce that X,, < § and
then X = X,,. Since L = Ly (0) for all 0 < 6 < 6*, we use Proposition 3.1 ii) and
Proposition 4.5 to conclude that

min f(X) = f(X,) = f(0)  and argminf = {0, X} with 0<X =X, <.
Case F : (6,L) € T2

Using Lemma 4.8 point 6, we deduce that for all § > 0* > 0y, L = Lo (6) > Ly(0).
Using Lemma 4.8 points 1 and 5 , we obtain that for all § > 0*, L = L (0) >
Lo1(6) > Ly(A). Then using Lemma 4.3 ii), we deduce that 6 > 0 and f admits a
non zero minimizer X,, € (26/5,6).

Using Lemma 4.8 point 7, we have

L = Lyy(0) > L.(0) for 6" <0 < 05y;

(2.97)
L= L02(9> S Lc(0>, for 0 Z 082
From points 8 and 3 of Lemma 4.8, we get that for 8* < 6 < 6§,
Le(0) < L = Loy(0) < L1o(6). (2.98)

Using (2.97) and (2.98) with Proposition 4.4 ii) we deduce that X,, > (L) and then
X =6>0. Singe L = Lyy(0) for all § > 6*, according to Proposition 4.6, we deduce
that f(0) = f(#). Then, we get
gli%f(X) = f(@) = f(0) and argminf={0,X} with 0<X =0< X,.
€ D

Case G : (0, L) = P = (0%, Lo1(0%))

Using Remark 1.6, we have L = Ly (0*) = Lop(6*) = L12(0*). Using Lemma 4.8
point 6, we deduce that L = Lgs(0*) > Ly(0*). Using Remark 4.8 point 5, we obtain
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L = Lo(6%) > Ly(6*). Then using Lemma 4.3 ii), we deduce that § > 0 and f
admits a non zero minimizer X,, € (20/5,6).
Since L = Lg;(0*), we use Proposition 3.1 ii) and Proposition 4.5 to conclude that

min F(X) = f(X,) = f(0).

Using Lemma 4.8 point 9, we have L = L15(6*) > L.(0*) and then according to
Proposition 4.4 iii), we show that X, = 6. Then, we get

minf(X):f(Y):f(O) and argminf = {0,X} with 0< X=X, =0.
D

XeD

Conclusion : We now easily check that
Di = Dz for 1= 0, 1, 2,

P = {P};

This ends the proof of Proposition 3.3.
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Chapitre 3

A new contraction family for porous
medium and fast diffusion equations

This chapter is the submitted version of a paper done in collaboration with M. Jazar
and R. Monneau [31].

In this work, we answer a long standing open question about the existence of new
contractions for porous medium type equations. For m > 0 and d > 1, we consider
nonnegative solutions U(¢, x) of the following normalized equation

mU, = AU™ on (0,4+00) x Q=@ with Q=R

For 0 < m < 2, we present a new family of contractions for this equation in any
dimensions d, which extends the L' contraction properties. Our contraction can be
seen as the fourth known contraction for this equation. Even for the case m = 1,
our approach leads to new results for the standard heat equation.
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Abstract
In this paper, we present a surprising two-dimensional contraction family for porous
medium and fast diffusion equations. This approach provides new a priori estimates on the
solutions, even for the standard heat equation.

AMS Classification : 35K55, 35K65.
Keywords : contraction, porous medium equation, fast diffusion.

1 Introduction

In this paper, we answer a long standing open question about the existence of
new contractions for porous medium type equations. For m > 0 and d > 1, we
consider nonnegative solutions U (¢, x) of the following normalized equation

mU, = AU™ on (0,+00) x Q =Q with Q=R (3.1)

For m > 1, this equation is called the porous medium equation (PME), while for
m < 1, it is called the fast diffusion equation (FDE). We choose the following
standard definition of solution :

Definition 1.1. (INotion of solution)
Let m > 0. We say that U > 0 is a solution of (3.1) with intial data 0 < Uy € L'(Q),
if U, U™ € L}, .(Q) and for every function n € C°(Q) with compact support, we have

//Q{%AU"FUTH} dxdt‘i‘/QUo(JJ)T](O,x) do = 0.

We recall that for m > 0 and any initial data satisfying
Up€ L'(Q) N LX) with Uy >0, (3.2)

there is exactly one solution U € C([0, +00); L*(2)) N L>=(Q) in the sense of Defi-
nition 1.1 (see [63, 64]). In the special case where m > m(d) := max (0, %2), it is
well known that it is possible to remove the condition Uy € L>®(Q) to get existence
and uniqueness in some weaker space. To present our results in a concise and unified
way for m > 0, we will stick under assumptions (3.2).

In any dimensions, it is known (see [62] and the references therein), that this
equation has at least three types of contractions : in L', in H~! and finally for
the 2-Wasserstein distance if m > m.(d). This last contraction property has been
discovered by Otto in [58] and published in [57] (see also later [34]). It is also known
for the PME, that for the p-Wasserstein distance, there is no contraction for d > 2
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and p > pi(m, d), while there is contraction for any p € [1, +oc] in dimension d = 1
(see [62]). Note also that in [64] (Theorem A.5 p. 583), the author proves that the
PME is not contractive with respect to LP norm for m > 2 if p > py(m, d).

In this paper, for 0 < m < 2, we present a new family of contractions for
this equation in any dimensions, which extends the L' contraction properties. Our
contraction can be seen as the fourth known contraction for this equation. Even for
the case m = 1, our approach leads to new results for the standard heat equation.
More precisely, for U and V' two nonnegative solutions of (3.1), we show that the
following quantity

[ =vep (33)

is a Lyapunov functional which is nonincreasing in time for all («, p) in some admis-
sible set.
For convenience, we will work in the whole paper with

n=m—1.

For 0 < |n| < 1, we define the admissible (convex) set (which is skeched on Figure
3.1)

Kin = {(e,p) € [In, 1] x R;  P_(a) <p< P(a)}. (3.4)
with

Pi(a) =1+ %(1 —a)(a £+ Va?—n?)

For n = 0, we also set Ky = {(a,p) € (0,1] x R; ap > 1}. One may wonder if
contraction (4.2) is related or not to some gradient flow structure of the equation.
Indeed, for a given positive solution U of (3.1), we can set u = U® which solves

up=u"" (uAu+ 7| Vul’)  with = g (3.5)

and 7 = v—1+a~!. In the special case where ¥ = /2, it can be seen that equation
(4.6) is the negative L*-gradient flow of some energy, i.e. it solves

u7—|vu‘2.

u = —V2Eu) with E(u) = / 5
Q

Moreover, it is easy to check (computing the hessian of E) that E is convex if
v € [—1,0]. This corresponds exactly to the points (o, p) = (14 %,2) € K}, that we
capture for n € [—%, 0]. This interpretation is similar to the derivation of Yamabe
flow (see for instance [67]) with the difference here that the exponent of the fast
diffusion is not directly related to the space dimension. Nevertheless, except this
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Py

— Pi{a)
[ P_(ﬂ:)

1
0 [n] n241 1
3

L J

FIGURE 3.1 — The set Kj,|.

very exceptional case, contraction (4.2) does not seem to be related to any gradient
flow structure.

The paper is organized as follows. In Section 2, we present our main results. In
Section 3, we prove the new contraction property. Finally in Section 4, we prove
several gradient decay estimates.

2 Main results

We state precisely our main results. With the previous notation, and for u,v > 0,
we define the symmetric matrix for p > 1 and a € (0,1] :

g v Lo sw
RIS Ll Gl cety) R LI DS
—§(v7+u7) u”(l%—f‘(a—l))
with L
)

and set Q11(v,u) = 0. We can check that this matrix is nonnegative for all u,v > 0
if and only if (o, p) € K, (see Lemma 3.1). For y € R, we set 1, = max(0, y). Then
our main result is the following
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Theorem 2.1. (The new contraction family)

We recall that Q@ = RY with d > 1. Let |n| < 1 and U (resp. V') be the solution of
(3.1) in the sense of Definition 1.1, with initial data 0 < Uy € L*(Q)NL>®(Q) (resp.
0<Vyoe L' (Q)NL>®Q)). Let (a, p) € Ky, where Ky, is defined in (3.4). We set

u=U" and v=V*%

Then for w = w and v, we have w € C(Q) N L>(Q) N C([0,+00); LP(£2)) and
w € C®°(Q N {w > 0}). Moreover, with the notation v(t) = v(r,-), u(r) = u(t,-),
we have for all t > 0

/Q(v(t) —u(t)) dx —l—p/o dr /{Uu>0}m{u>0} elv,u] de < /Q (v(0) — u(0))% El;cﬂ

with

T
e[v,u] = v — u|P~? (gg) Qap(v,u) (gfb) >0, for v>u>0. (3.8)

Note that it is possible to see that there is equality in (4.16), for instance if u
and v are smooth and positive on the torus T¢ instead of the whole space.
We now define a second symmetric matrix M;; = 0 and for (o, p) € K\ {(1,1)}

1 -r +%
Ma,p = (p - 1) 3 (39)
Iy % T(1—~)

which turns out to be also nonnegative (see Lemma 4.1).

Then, we have also the following result

Theorem 2.2. (Decay of the gradient)

Let U be the solution of equation (3.1) with initial data Uy, under the assump-
tions of Theorem 2.1. Assume that VU € LP(QY). Setting u = U®, we have Vu €
L>([0, +00); LP(S2)). Moreover, with the notation u(t) = u(r,-), we have for almost
everyt >0 :

¢
/]Vu(t)|p daj+p/ dT/ e[u, Vu, D*u]dx §/\Vu(0)]p dx.
Q 0 {Vu0}n{u>0} Q

(3.10)

with

A\ A
e ] = 20 (M) My () ol (Ll i) 2 0,
(3.11)
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where we write a general symmetric matrix A as

A= A% h by blocks in the vector space Rb@ bt  with b= ey
AT A, |wl
Again, note that it is possible to see that there is equality in (3.10), if Uy is smooth
and positive with Q = T¢.

Let us mention that our results will be used in a future work to get information on
the anomalous exponents associated to self-similar solutions like the one of Aronson-
Graveleau (see [10]), and also the one of King-Peletier-Zhang (see [49, 56]).

3 The new contraction property

This section is devoted to the proof of Theorem 2.1. To this end, we first need
the following result whose proof is elementary.

Lemma 3.1. (Properties of the matrix ), )

For |n| < 1, let (o, p) € Int K| where Ky, is defined in (3.4).

i) Positive definite matrix

Letn > 0. Then forv>u>0 with1+n~'>v/u>1+n, we have

Qap(v,u) > 0701y, (3.12)

where Iy is the 2x 2 identity matriz, Q.p is defined in (4.12), andv = v(n, o, p,n) >
0.

ii) Bound from below for the top diagonal term

Let v > u > 0, then the top diagonal term of the matrix satisfies

(Qap(v,u))11 > vy, (3.13)

for some vy = vy(n, a, p) > 0.

Proof of Lemma 3.1
We set w = u/v € (0,1] and start with o € (0,1) and p > 1.
Step 1 : on the determinant
A direct computation shows that det Q, (v, u) > 0 if and only if
1 1

Gy(w) =T (1-T) fi(w) — Zf,y(w) >0 with f(w):=w"—2+ -t (3.14)
Note that G, (1) = G/ (1) = 0. We now show that G, is strictly convex for w < 1,
which will imply (3.14) for w # 1. Indeed, we have

Gg(w) = _w_ng(w)a
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with

Fv(w) = ;17 ((7 - 1)Uﬂ+1 + ('7 + 1)“’1_7) —2r (1 - P) < Fv(l)a

where we have used |y| < 1 and w <1 to get the inequality. We see that F,(1) <0

14+4/1—172
if and only if T' is in between the two distinct roots 'y := —7, which is
equivalent to (a,p) € Int K,. This implies the strict convexity of G.,.

Step 2 : conclusion
1

Recall that for (a,p) € Int Kj,, we have p > P_(a) > —. We deduce that each
o

diagonal term of @, is positive (which shows ii)) and then tr Q. (v, u) > 0. With
Step 1, this implies the result 1). O

Proof of Theorem 2.1

We only deal with the case (o,p) € Int K),. Note that the border case can easily
be recovered, by a passage to the limit. The proof is divided into several steps.
Step 1 : Estimate for smooth positive solutions

Given two nonnegative and smooth initial data Uj, V with compact support, we
consider modified initial data for € € (0, 1)

Up.=Uyg+e and Vyp.=Vy+e.

According to the standard parabolic theory (see [51]), we can consider the smooth
positive functions U,, V., which are the classical solutions of (3.1) respectively asso-
ciated to initial data Uy, and V.. We have moreover the obvious bounds

9 S UE,VE S |U0|Loo(Q) + €. (315)

For u. = UY, v. = V2, for a cut-off function ¢ € C(Q) satisfying ¢ > 0 and for
p > 1, we will compute % fQ ©* (v — ue ). We will use the positivity properties of
the matrix ()., to control the error term created by the cut-off. To this end, it is
useful to introduce for § € [0, €), the function ¥s,(w) which is an approximation of
U ,p(w) = wh, given by

p
Vs, (w) = {% — &Pt — 6P <}) — 1)} - Liw>ay-
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Then a direct computation gives

d

g7 g g02\I’5,p (ve — ue) dx

— / O U5, (ve — ue) {v] Ave — ulAu.} da
Q
+/ @2\1’3,;) (ve —us)y {v;’_1|V05|2 — uz_1|Vu5|2} dx
Q

:/ f dx —/ ©’elv., u.] dx+5p_1/ ©’g dr
{ve—ue>0} {ve—ue>d} {ve—us>0}

with the notation e[-, -] defined in (4.15),

(3.16)

f==V5, (ve —u.) 20V - {v]Vv. — ulVu.}

and ( D
a— _ _

9="—— (|Vve?ol ™! = [Vu a2 ™)
Here in (3.16) we have used equation (4.6) to get the second line, and have done
an integration by parts on the first term of the second line, using in particular for
9 > 0 the chain rule VW (w) = W3 (w) Vw with equality almost everywhere with
the convention that the right hand side is zero if Vw = 0 irrespective of whether
W5, is defined. The case 6 = 0 can be recovered, passing to the limit § — 0.
Using bounds (3.15), we see that 0 < v2,u) < M for some constant M > 0. Moreover
for v. —u. > 0 > 0, we have by Young inequality

2M
eV

1< (e = ey { (ve = ue* |Vl + @Pev (2| Ve + “ngm} (3.17)
where v = v(§) > 0 is given in (3.12) for 6 > 0.

Step 2 : First integral estimate on the gradient

We now choose u. = ¢ and 6 = 0. Then estimate (3.17) still holds true, but with v
replaced by v given in (3.13). This implies

d
— | ©*Vg, (v- — &) dax < / Co| Vo> Ug (v, —€) do — (1 —¢) / ©’elv., €] dx
dt Jg 0 {ve—e>0}
: 2pM : ,
with Cy = . We then take a sequence of functions ¢ converging towards py(z) =

gy
e Mol for X > 0. Integrating in time, and passing to the limit A — 0, and using again
(3.13), we get

/Q%vp (v.(t) — &) dx+(1—e)u0/0td7'/9vg|Vva|2 < /Q\yo,p (0.(0) — &) dz (3.18)
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Step 3 : Refined estimate
We come back to general v.,u. as in Step 1 and now consider § > 0. Using (3.17),
we get

d
7 g 902\115,1, (ve — ue) dx
< / C|Ve|* Yo, (ve — u.) do — (1 — e)/ ©’elve, u] do
Q {ve—ues>d}
+oP~1 ©’g dx

{ve—us>6}

M
with ¢ = 22 Note that estimate (3.18) for both v. and u,, controls uniformly in

eV
time [, Wo,(ve — u:) do and the time integral of [, 0?~'|g| dz. Therefore, we can
again apply the choice of ¢ = ¢,, integrate in time, and take the limit A — +o0 as
in Step 2, and then conclude in the limit 6 — 0

t
/ Wop (Ve(t) — ue(t)) do + (1 — 5)/ dr / elve, ue] dx (3.19)
Q 0 {ve —ue>0}N{ue >0}

< /S;\I/(Lp (v:(0) — u.(0)) dx.

Step 4 : The limit ¢ — 0

For a point Py = (o, xo), let us denote the open parabolic cylinder Q,.(Fy) = (to —
r?,t9) X B,(1q), where B,(xq) is the open ball of center xy and radius r > 0. It is
known by Theorem 1.1 in Sacks [59] that for any smooth solution U, of (3.1) on
Qo (), there exists a modulus of continuity w of U, on Q,(F,), depending only on
r,d,n and |U.|re(q,,(r))- This property is automatically transfered to u. = U with
the modulus of continuity w®. This implies, by Ascoli-Arzela theorem, that U, — U,
where U is still a solution of (3.1) with initial data Uy in the sense of Definition 1.1.
We also note that (with ap > 1)

/sz!u(t> ) —uls, )P < /Q|U(tv )= U(s, )" < @IUe @)™ U ) = U(s, )y

which shows in particular that U € C([0, +o00); L'(Q2)) implies u € C([0, +00); LP(12)).
From the standard parabolic theory [51], we know that U € C*(Q N {U > 0}),
with corresponding quantitative estimates on solutions locally bounded from above
and below. Similarly, we have V. — V, and we call u = U%, v = V. Using the C*
convergence of (v.,u.) to (v,u) on compact sets inside {v —u > 0} N {u > 0}, we
can pass to the limit in (3.19), and get the same inequality for ¢ = 0 with (v., u.)
replaced by (v,u). This means (4.16). We finally conclude to the result for general
initial data Uy, Vp, by a standard approximation argument in L(). O
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4 Decay of the gradient

This section is divided into two subsections. In the first subsection, we give
the proof of the gradient decay Theorem 2.2. In the second subsection, we give
a directional derivative estimate (Theorem 4.2) as a corollary of our contraction
estimate.

4.1 Decay of the gradient

We start with the following simpler analogue of Lemma 3.1, whose proof follows
from an elementary computation.

Lemma 4.1. (Properties of the matrix M, ,)
For |n| <1, let (o, p) € Int K, where K\, is defined in (3.4).
Then we have
My, > 111y, (3.20)

where Iy is the 2 X 2 identity matriz, M, is defined in (4.18), and vy = v1(n, a,p) >
0.

Proof of Theorem 2.2
We follow the lines of proof of Theorem 2.1. For § > 0, a direct computation gives

Vu,
ith b, —
W1 |vu€‘
T 2w, (Vuo) de
dt 0 2 o,p e

= [P0, (VDb ¥ fr (nd TP e (3.21)

= f dr — / SOQé[uea Vi, D2ue] dr + 5p_1/ 902.@
{IVue|>6} {IVue[>6} {IVue|>6}
with the notation €[, -, ] defined in (3.11) and

(a—1)

d
f=2_—26VipW;, (IVue|) bV {1l Viuc}  and g = bV {ul Y|V [*}

=1

Here we have integrated by parts the term Auwu, in the second line of (3.21). We then
pass to the limit § — 0. We replace the fine property (3.12) of the matrix @, p, by
(3.20). We finally conclude as in the proof of Theorem 2.1. O
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4.2 Decay of the directional derivative
For € = (£8,£%) € R x R?, we define the directional derivative
Deu = &y + & - V. (3.22)
In this subsection, we prove the following result as a consequence of our contrac-

tion estimate.

Theorem 4.2. (Decay of the directional derivative)
Let U be the solution of equation (3.1) with initial data Uy, under the assumptions
of Theorem 2.1. We also set u = U®. Let £ € R x R?, and let us assume that

Ce :=lim sup/ u(0,) + né) = u(0,2) "
n—0t Q

Ui
With the notation Deu defined in (4.17), we have Deu € L*([0, +00); LP(§2)). Mo-

reover, with the notation u(t) = u(r,-), we have for almost every t >0 :

dr < 400 (3.23)

¢
/\Dgu(t)|p dx +p/ / elu, Deu, Vuldr < C. (3.24)
Q 0 J{D¢u#0}N{u>0}
with .
- ap=2 -2 (uVw uVw
elu,w, Vu| = |wP™u <qu> M, (qu) > 0. (3.25)

In particular (3.23) is satisfied if & = 0 and DU € LP(12).
We will use the following result.

Lemma 4.3. (Limit of the quadratic term)

For |n| < 1, let (o, p) € K\ where Ky is defined in (3.4).

Let Qy be an open set such that u,w,z € C*(Qy) with u > 0 on Q. Forn € (0,1),
let vy, be a function satisfying

vy — (u+ nw + 1°2)|c1ay) = o(n?)

Then we have on )

T T
oV, Vo, 4o (uVw uVw
Vg, 1) =1 (Vu Qap (Vg u) Vu n—0 Jo=u wVu Ma.p wVu /)’

where we recall that the matrices Qn,p and M,, are respectively defined in (4.12)
and (4.18).
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Proof of Lemma 4.4
The proof is done using a simple Taylor expansion argument. For Q, ,(v,u), we set

Qi = 0'Qup(u,u) fori =0,1,2. For V, = (VVQZ) , we set V, = Vo+nVi+n*Vato(n?).
Using the fact that QoVp = 0 = VI Q1 V, we get

1
In(vy, u) = 5“’2‘/0TQ2V0 + 20V Q1 Vo + VT QWi + o(1)

which implies the result. [l
Proof of Theorem 4.2

Let v, (t, z) = u((t, ) +n&). We simply apply Theorem 2.1 to v,, — v and u — v, and
use the symmetry elv, u] = e[u, v], in order to control

/ vy (1) — u(t)

U]
We pass to the limit as n — 0 using Lemma 4.4 which gives (3.23). U

p




Chapitre 4

A new contraction family for porous
medium and fast diffusion equations
(detailed version)

This chapter is a work done in collaboration with M. Jazar et R. Monneau. It
presents a detailed version of the previous chapter even if we work in a different
context by considering a bounded domain.

For m > 0,d > 1 and T > 0, we consider nonnegative solutions U(t,z) of the
following normalized equation

mU, = AU™ on (0,T) x Q = Qr,

where 0 = T¢ = (R/Z)? is the d-dimensional torus. For 0 < m < 2, we present
a new family of contractions for this equation in any dimensions d, which extends
the L! contraction properties. Our contraction can be seen as the fourth known
contraction for this equation.
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Abstract

In this work, we present a surprising two-dimensional contraction family for the
porous medium. As a consequence, we also get new a priori estimates on the solu-
tions. This approach provides new a priori estimates on the solutions, even for the
standard heat equation.

1 Introduction

The porous medium equation is an example of nonlinear evolution equation of
parabolic type. It appears in the description of different natural phenomena mainly
to describe processes involving fluid flow, heat transfer or diffusion. Hence the in-
terest of its study, both for the pure mathematics and the applied scientist.

For m > 0,d > 1 and T > 0, we consider nonnegative solutions U(¢,z) of the
following normalized equation

{ mU, = AU™ on (0,7)xQ=0Qr, (A1)

U(x,0) = Up(x) in  Q,
where Q = T¢ = (R/Z)" is the d-dimensional torus and 0 < U, € L'(9),

U : R"xQ — R*
(t,x) +— Ul(t,x).

U, is the derivative of U with respect to time and AU is the standard laplacien
operator of U with respect to space.

For m > 1, this equation is called the porous medium equation (PME), while
for m < 1, it is called the fast diffusion equation (FDE). In this work, we are
interested in contraction properties of solution of such equations, which extends
the L' contraction properties. Our contraction can be seen as the fourth known
contraction for this equation. Even for the case m = 1, our approach leads to new
results for the standard heat equation.

More precisely, for U and V' two nonnegative solutions of (PME), we show that the
following quantity

/ Ue — Ve (4.2)
Q

is a Lyapunov functional which is nonincreasing in time for all («, p) in some admis-
sible (convex) set.
For convenience, we will work in the whole paper with

n=m— 1.
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For |n| < 1, we start by defining the (convex) admissibility set K,,|, the set of couples
(a, p) € R? that will be useful to prove our main results. The proof of the following
proposition is in the appendix.

Proposition 1.1. (Admissibility set)
Let 0 < |n| < 1, a € [|n], 1] and consider the following functions

P (a) = 1+%(1—a)(a—\/a2—m2), (4.3)

and

Then, we have the following results
1
1. 1< =< P (o) < Pi(a).
«

2. P_(m)=P.(m)=(2—|n|)/|n| and P_(1) = P,(1) = 1.
3. The set

{ K = {(p) € ln. 1] x R P_(a) Sp < Pr(a)}  for 0<|n <1,
Ky ={(a,p) € (0.1 xR ap>1}. -
4.5

1S convex.

For 0 < |n| < 1, we skeched K|, on Figure 4.1.

One may wonder if contraction (4.2) is related or not to some gradient flow
structure of the equation. Indeed, for a given positive solution U of (PME), we can
set uw = U® which solves

up=u"" (uAu+ 7| Vul’)  with v = n (4.6)
o

and ¥ = v —1+4a~'. In the special case where 4 = /2, it can be seen that equation
(4.6) is the negative L2-gradient flow of some energy, i.e. it solves

u7|Vu\2

u = —VEu) with E(u) = / 5
Q

Moreover, it is easy to check (computing the hessian of E) that E is convex if
v € [=1,0]. This corresponds exactly to the points (o, p) = (14 %,2) € K, that we
capture for n € [—%, 0]. This interpretation is similar to the derivation of Yamabe
flow (see for instance |67]) with the difference here that the exponent of the fast
diffusion is not directly related to the space dimension. Nevertheless, except this
very exceptional case, contraction (4.2) does not seem to be related to any gradient
flow structure.

The Problem (PME) is widely studied in the litterature (see ?7). So it is useful

now to present the theory of classical and weak solutions of such problems.
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1
0 |m| ‘n,g_;i-J 1 o

L J

FIGURE 4.1 — The set Kj,|.

1.1 Classical solutions

First, we start by introducing the following equivalent problem

Proposition 1.2. (Equivalent problem)
For m > 0, by considering the function

¢ : R - R
U — ¢U)=U",

Problem (PME) is equivalent to the following problem

U= A¢(U) in  Qr

where A is the standard Laplacien operator.

The proof of Proposition 1.2 is obvious.
In this part, we define classical solutions of Problem (4.7) and we give the exis-
tence result of such solutions. Moreover, we present the famous L'-contraction pro-

perty.
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Definition 1.3. (Classical solution)
We say that U is a classical solution of Problem (4.7) with initial data Uy € C*(S2)
if U belongs to C*1(Qr) and if we have

Ui(z,t) = Ap(U(z, 1)) in  Qr
U(z,0) = Uy(x) in Q.

Theorem 1.4. (Existence of classical solutions, See [64, Theorem 3.2, page

34])

We consider the following hypothesis :
— (Ho) Q is a bounded domain in R, d > 1.
— (H1) ¢ : R — R which is C? smooth and it is increasing on R. We assume
the normalization ¢(0) = 0.
— (H2) Uy is bounded and C* function where o > 2.
Under the above assumptions, Problem (4.7) admits a classical solution U in the
space C*1(Qr). If ¢ € C=(R) and Uy belongs to C>(Q), then U € C*(Qr).

Proposition 1.5. (L'-contraction principle, See [6}, Proposition 3.5, page

36])

Let U and U be two smooth solutions of Problem (4.7), possibly of changing sign
and with wnitial data Uy and Uy respectively. For every t > 17 > 0, we have

/Q(U(x,t) — Uz, t))1do < /Q(U(I,T) — Uz, 7))4da.

As a consequence, for everyt >0
U@) = U] < ||Uo — Usllx- (4.8)

Corollary 1.6. (L>*-bound, See [64, Lemma 3.3, page 34])
Under the hypothesis of Theorem 1.4, there exists U a smooth solution of problem
(4.7), with initial data Uy satisfying

1Ul|z=(@r) < [[UollLe~(0)-

1.2 Weak solutions

Now, we consider a natural concept of weak solution to solve our problem. We
focus on the existence and uniqueness of such solutions. Those results have already
been introduced and proved by Vazquez in [?].

Definition 1.7. (Weak solution, See [64, Definition 5.4, page 87])
A locally integrable function U defined in Qr is said to be a weak solution of Problem

(4.7) with initial data Uy if
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i-U € LY(Qr) and ¢(U) € L'(0, T; WHH(Q)) ;
1- U satisfies the identity

/ {Vo(U)-Vn—Un}dxdt = / Up(x)n(x,0)dz, (4.9)
Qr Q

for any function n € CY(Qr) which vanishes fort =T.

Theorem 1.8. (Existence of weak solutions, See [6}, Theorem 5.5, page

93])

We make the following assumptions
— (Ho) Q is a bounded domain in RY, d > 1.
— (H3) ¢ : R — R is continuous and increasing with ¢(0) = 0; ¢(U) is
smooth with ¢'(U) > 0 for U > 0.
— (H4) We assume that Uy > 0 belongs to LY(Q) such that (Uy) € L(Q)
where 1 is the primitive of ¢ defined as

= S do. 4.10
v(s) = [ olerdo (4.10)
We call the space

X =LyQ)={U:Q =R, such that U € L'(Q) and ¢(U) € L'(Q)}.

Under the above assumptions, there exists a weak solution U of Problem (4.7) with
initial data Uy € L'(Q) and Uy > 0 where the solution is understood in the weak
sense of Definition (1.7). This solution is non-negative, and the time interval is
unbounded (T = o).

We have ¢(U) € L>(0,T; L*(Q2)) for all T > 0 and ¢(U) € L*(0,T; H'(Q)). An
energy inequality is satisfied

/ / ) Vo (U)|*ddt + /Q W(U(z,T))dz < /Q W(Up(z))dx. (4.11)

It is therefore a weak energy solution.

Theorem 1.9. (Comparison Principle, See [64, Theorem 5.5, page 93])
The comparison principle holds for weak solutions :
If U and U are weak solutions with initial data such that

Uy < (70 a.e. in )
then
U<U a.e. i Qr.

In particular, if Uy > 0 in Q, then U > 0 in Q.
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Theorem 1.10. (Uniqueness of weak solutions, See [64, Theorem 5.3, page

90j)

Under the additional assumptions that
o(U) € L*(0,T; Hy () and U € L*(Qr),

Problem (4.7) has at most one weak solution.

1.3 Organization of the paper

The organization of this chapter is as follows. In Section 2, we state our main
results concerning the new contraction family (Theorems 2.1 and 2.2) and the decay
of the directional derivative (Theorems 2.4 and 2.5). We give the proofs of Theorems
2.1 and 2.2 in Section 3. Section 4 is dedicated to prove Theorems 2.4 and 2.5. Finally,
we end up with an Appendix.

2 Main Results

In this section, we state precisely our main results which will be divided into tow
parts : the results concerning the new contraction family and those concerning the
decay of the gradient.

2.1 The new contarction family

In this subsection, we present our main results concerning the new contraction
family. First, we state the result for classical solutions and then for weak solutions.
For w,v > 0, we define the symmetric matrix for p > 1 and « € (0, 1] :

g v Lo
Qap(v,u) = (p—1) ’ (1 IL ] (” 1)> 2! J; ) ;o (4.12)
—§(v7+u7) u” (1—|—F(a—1)>
with )
= Oé(p;—al) and v = g, (4.13)

and we set (Q11(v,u) = 0. We can check that this matrix is nonnegative for all v, v >
0 if and only if (a,p) € K, (see Lemma 3.1). For y € R, we set y; = max(0,y).
Then our main result is the following

Theorem 2.1. (The new contarction family for classical solutions)
Let d > 1 and Q = T? is the d-dimensional torus. Let |n| <1 and T > 0. Consider
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Up, Vo € C(Q) and € > 0 such that ¢ < Uy, Vo < 1/e.

Then there exist U,V € C®(Qr) two solutions of Problem (PME) in the classical
sense according to Definition 1.3 with initial data Uy and Vy respectively.

Let (o, p) € K| where Ky is defined in (4.5). We set

u=U% and v=V*°.

Moreover, with the notation v(1) = v(T,-), u(7) = u(7,-), we have for all t € [0,T]

/Q( o(t) — da:—i—p/ dT/{v Lyl x_/ﬂ(v(())—u(()))ﬁ o (4.14)

with
e[v,u] = [v — ufP~? y Qap(v,u) ) >0 for v>u>0 (4.15)
Y Vu a,p ) vu — Y ) N

where Qup is given in (4.12).
The proof of Theorem 2.1 is done in Section 3.

Theorem 2.2. (The new contarction family for weak solutions)

Let d > 1, Q = T is the d-dimensional torus and T > 0. Let |n| < 1 and
(a,p) € Kpn| where K, is defined in (4.5). Consider 0 < Uy, Vy € LI(Q2) where
q = max{ap,2a — n,n + 2}.

Then there exist U and V' two solutions of Problem (PME) with initial data Uy and
Vo respectively in the weak sense according to Definition 1.7 such that VU, VV< €
L*(Qr). We set

u=U" and v=V*"

Then for w = u and v, we have w € C(Qr) N C([0,+00); LP(Q)) and w € C*(Qr N
{w > 0}). Moreover, with the notation v(t) = v(r,-), u(t) = u(r,-), we have for all
te0,7]

/Q(v(t) —u(t)) dx —i—p/ot dT/{U o) ev,u] de < /Q(U(O) —u(0))% dr (4.16)

with the notation e[-,-] given in (4.15) and where e[-,-] makes sens even in the case
u = 0 in the down diagonal term of the matriz (Qa,(v,u))s2 using the convention
0 x oo =0.

The proof of Theorem 2.2 is done in Section 3.
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2.2 Decay of the directional derivative

In this subsection, we present our main results concerning the decay of the di-
rectional derivative.

Definition 2.3. (Directional derivative)
For € = (£8,£%) € R x R, we define the derivative of u in the direction of the vector

§ by

Deu := 'y + £° - V. (4.17)
For |n| < 1, we define a second symmetric matrix M;; = 0 and for (a,p) €
K\ {(1, 1)}
1 —F+%
Moy =(p—1) : (4.18)
It % r(1—7)
where I" and +y are given in (4.13). This matrix turns out to be also nonnegative (see

Lemma 4.1).
First, we state the result for classical solutions and then for weak solutions :

Theorem 2.4. (Decay of the directional derivative for classical solutions)
Let U be the solution of equation (PME) with initial data Uy, under the assumptions
of Theorem 2.1. We also set uw = U®. Let £ € RxR®. With the notations Deu defined
in (4.17) and u(t) = u(t,-), we have for all t € [0,T]

/(Dgu dx +p/ dT/ elu, Deu, Vuldx :/(DglL(O))i dx.
{Deu>0} Q
(4.19)

e[u, w, Vu] = |w|P~?u" 2 uVw TM uVwy 0, (4.20)
T wVu wVu ) — '

with

where M, , is defined in (4.18).
The proof of Theorem 2.4 is done in Section 4.

Theorem 2.5. (Decay of the directional derivative for weak solutions)
Let U be the solution of equation (PME) with initial data Uy, under the assumptions
of Theorem 2.2. We also setu = U®. Let £ € RxR?, and let us assume that Deu(0) €
LP(Q2). With the notation Deu defined in (4.17), we have Deu € L™ ([0, 4+00); LP(2)).
Moreover, with the notation u(t) = u(t,-), we have for allt € [0,T]

¢
/(Dgu(t))i dx +p/ dT/ élu, Deu, Vuldx S/(Dgu(O))‘i dx.
Q 0 {D¢u>0}n{u>0} Q

(4.21)

with e[-, -, -] introduced in (4.20).
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The proof of Theorem 2.5 is done in Section 4.

3 Proofs of the new contraction family
The aim of this section is to prove Theorem 2.1 and 2.2. To this end, we first

need to introduce the following result concerning the sign of the matrix Q..

Lemma 3.1. (Sign of the matriz Q,p)
Let |n| <1 and (o, p) € K. For u,v >0, we have

Qap(v,u) =0,

where Qup is given in (4.12).
Moreover, if u # v and v # 1 then there exists v = v(n, a,p,u,v,v) > 0 such that

Qap(v,u) > v,
where I is the 2 X 2 identity matriz.

The proof of Lemma 3.1 is done in the Appendix.

Proof of Theorem 2.1

Let Uy, Vo € C*(Q2) such that ¢ < Uy, Vo < 1/e, then according to Theorem 1.4
and Proposition 4.7 there exist U,V € C*°(Qr) solutions of problem (PME) in the
classical sense with initial data U, and V| respectively.

Moreover, using the maximum principle, we have for all ¢ € [0, T]

e <Ulx,t),V(z,t) <1/e in Q.

We use the notations
u=U% and v=V<

For 6 > 0, we introduce the following function
P 1
Loty — g (——1) it >,
Usp(u) = b b
0 if u <y,

(4.22)

which is an approximation of Wg ,(u) = u’.

Step 1 : Calculation of the derivative of As := / Vs, (v —u)de
Q

d d
EAé = /Q g’p(v—u)a(v—u)dx

= / W50 —u){o" ™ (vAv + 7| Vo) — 0" (uAu + 7| Vul?) bz,
0
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where we use in the last equality (4.6). Now we integrate by parts the laplacien
terms and we use in particular for § > 0 the chain rule V5 (w) = ¥j (w)Vw
with equality almost everywhere with the convention that the right hand side is zero
if Vw = 0 irrespective of whether Wy is defined. The case § = 0 can be recovered,
passing to the limit 6 — 0. Then we get for every ¢ > 0

d - p—2 Vv T Vv
a ), Us, (v —u)de = — /{vu>5} (v—u) (Vu) Qap(v, ) (Vu) dr (4.23)

—1
+(5p_1/ (a—1) (Vo0 = [VuPu' ™) da,
{v—u>d}

(67

where (), is given in (4.12).

Step 2 : Passage to the limit in (4.23) when § tends to zero
We may to the limit in (4.23) as  tends to zero.

Step 2.1 : Convergence of As

For every t € [0, T, we have

(v —wi
Us (v —u) 2 p in Q

and
u)t

W0 —u)| < - e L'(9).

p
Then using Lebesgue Dominated Convergence Theorem, we have

(v =),
/Q\I'&p (v —u)dx 2 i Td:c.

Step 2.2 : Convergence of the first term of the right hand side of (4.23)
To pass to the limit when 0 tends to zero in the first term of the right hand side of
(4.23), we apply Monotone Convergence Theorem . Indeed, for every t € [0,T] we

have
L (Vo) v
Ig(t) = [)(U - u)ﬁ ? (vzj[/) Qa,P(Uau) <VZ> ]-{v—u>5}dl"

According to Lemma 3.1, we have

then
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is a decreasing sequence in §. Further,

inf I3 >0 > .

6>0

Applying Monotone Convergence Theorem, we have for every ¢ € [0, 7]

V'U r VU
_2 .
wg o wy = (v —u)’ (VU> Qap(v,u) (Vu> liyus0y, a.e. in Q
and i
— —2 (Vv Vo
1 2
I5(t) 50 Jio—usoy (v—u) (Vu) Qo p(v, 1) (Vu) dr.

Step 2.3 : Convergence of the second term of the left hand side of (4.23)
To pass to the limit when ¢ tends to zero in the second term of the left hand side of
(4.23), we apply Dominated Convergence Theorem . In fact,

-1
]g _ / 51?—1(0404—) (|VU|21}7_1 — |Vu|2u7_1) Liy—ussyde.
Q

Let
p—1 (Oé — 1)

(Voo™ = |[VulPu"™") 1jpussy-

We know that u and v are C*°(Qr) with e < u,v < 1/e, then for every ¢ € [0,T] we
have
wi — 0, a.ein ),
6—0

and
(1-

= 2) Vo0~ = [Vulu’™! | € LHQ).

wj] <

By Dominated Convergence Theorem, we deduce that for every ¢ € [0, 7]

2
Therefore, for every t € [0, 7] we have (4.16).
UJ

To prove Theorem 2.2, we have to introduce the following results stated in Lemmas
3.2 and 3.3.

Lemma 3.2. (Bound L*(Qr) of VU®)

Let d > 1, Q = T? is the d-dimensional torus and T > 0. Consider |n| < 1,
(a,p) € K}y and 0 < Uy € LU(Q2) where ¢ = max{ap,2« —n}. Then there exist U
a weak solution of Problem (PME) with initial data Uy and VU* € L*(Qr).
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Proof of Lemma 3.2
The proof of this Lemma is divided into several steps
Step 1 : Construction of approximated solution (U.). and its convergence

1
Let 0 < € < 1 and consider Up. = Uy * p. + & where p.(z) = —p; <£> such that
gn €

p1 € CX(Q), pr > 0 and [, p1(x)dx = 1. Then Up. € C°(2). Now using Theorem
1.4 and Proposition 4.7, there exist U, € C*(Qr) solution of (PME) in the classical
sense according to Definition 1.3 with initial data Uy..
Passage to the limit in u. is based on the L' dependence of solutions on data which
is described in Proposition 1.5. Therefore for all ¢ € [0, T],

U(t) — U(t) in L'(Q).

e—0

Since the functions are bounded, it follows that

U. — U inC([0,7);LP(Q)) for p< +oc.
e—
Step 2 : Bound of VU?
We have two cases to treat :
Case 2.1 : qg=2a—n>ap
For (o, p) € K}, we have ap > 1 which implies that ¢ > 1. We know that

(Us)t = le(U?VUg) in QT

Let 8 > 0. By multiplying the previous equation by U and integrating over Q, we
get
d Uf'H

dt Jo B+1
Take f = q—1 > 0, then we have

dx = —5/ Us—att | vUe ? da.
Q

-1 d [U? / 5
—— [ =dx = VU |* dx.
qg—1ldt Jo q Q| |

Integrating now with respect to time between 0 and 7', we get

1
VU |? dx = [/qudx—/UEq x,Tdac}
//T‘ ‘ q(q—l) Q 0 Q ( )
Therefore

1
VU |? dx /Uqux
//T | | q(q—1) Jo ’

ﬁ [H U ||z + (mes(2))"/* “

IA



94 Contractions

Case 2.2:qg=ap>2a—n
Let k& > 0 such that Uy. > ¢ > k. Using (4.16), we have

o _ La\P T
/ Woe =B 4y > / / (U2 = k" =2Qu(k*, U) | VU |? dadt,
Q 0 >k}

p
a Lo\ _TTm o (1—04) ke~
QH(UE,]{ )—Ug (p 1+—04 (U‘l 1>)

Since Uy, > k then using the maximum principle we deduce that

where

Uz, t) >k forall (z,t) € Qr.

Therefore we have
(UOE B ka a\p—2 a .o a |2
dx > — k*)P2Qn (U2 k%) | VUL |° dadt. (4.24)
T

We may now pass to the limit in (4.24) as k tends to 0. First we have
g — koY U

in €,
p k=0 D

and

(Ug. — k)" _ U
<
p p
Using Dominated Convergence Theorem, we deduce that

a _ Lo p ap
/—(UOE ) dr —» Uid:c.
Q P k=0 Jo D

c L'(Q).

On the other hand, we have

l—«

«

Uk QU k) | V02 Py (p= 1= 222 )00 [ TU2 P @,

moreover since 0 < k < & < 1, we have also

l—a /1
ek Qu U ) | VU P (p1- 120 (1) Yoo o e Lan),

Again using Dominated Convergence Theorem, we get

//T(Ug—k;a)p2Q11(Ug,ka)|vm 2 dxdt—>// (

> gee=2tn | gue 2 dedt.
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Therefore we have

ap 1—
/ Yoe gy > / (p —1- 0‘) gee=2in | U |2 dudt.
Q P Qr o

Since ap > 2a — n and U, > k then Uga(p_Q)Jrn > k=241 Then

ap 1—
/ Yor gy > / <p -1- O‘) kew=24n ) 7 e |2 dadt.
Q P Qr «

// | VU |? dxdt < 0/ Ul dx,
Qr Q

where C' is a constant depending on n, a;, p and k. Then

Therefore

q
// | VU2 |? dxdt < C [H Uo ||za) + (mes(Q))Y7] .

In conclusion, if Uy € L?(2) then
I VUE 2@ < €,

where C' is a constant depending on n, «a, p, k, Uy and €.
Step 3 : Bound of VU*
Since || VU || 2@ < C, then

vUus — VU? wLQ(QT).
k—0
Therefore
| VU 200 < liminf || VU |25 < C:
O

Lemma 3.3. (Convergence in matriz form)
Given Q a bounded domain in RY for d > 1. Consider a sequence of vectorial func-
tions F* € (L*(Q))? such that

F* ~ F wI?

k—o00

let G* be a sequence of symmetric positive 2 x 2 functional matriz such that for all
1<1i,j <2 we have | Gf; |< 400 a.e. and

GF — G ae.

k— o0
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where the symmetric matriz G is characterized by the fact that for (i,j) # (2,2) we
have |G;;| < +00 almost everywhere and Gao could take the value +00. We consider
the convention "oo x 0 = 0". If Goy = +o0o then Fy = 0, F!GF = F$G1y. In all
cases, we have

k—o0

/ F'GFdzr < liminf / (FMG*Frdg.
Q Q

The proof of Lemma 3.3 is done in the Appendix.

Proof of Theorem 2.2

This proof will be divided into several steps :

Step 1 : Construction of approximated solutions (U.).,(V.). and their
convergences

We begin by constructing sequences of approximate initial data Uy, and V. which
don’t take the value zero, so as to avoid the degeneracy of the equation. We may
simply put

Use(z) = pe(x) x Ug(x) + &, Voe(x) = pe(x) x Vo(x) 4+, z€Qand 0<e <1,

1
where p.(z) = —p; <§> such that p; € C°(Q), p1 > 0 and [, p1(z)dz = 1. Then
gn €

Upe, Vo € C°(2). Now using Theorem 1.4 and Proposition 4.7, there exist U, V. €
C*>(Qr) solution of (PME) in the classical sense according to Definition 1.3 with
initial data respectively Uy, and V..

According to the quasilinear theory, now the approximate solutions Uy, V. € C*°(Q7)
are not continuous down to ¢ = 0 unless the data are. Instead, they take the initial
data in LP(Q2) for every p < +oc.

Passage to the limit in U, and V. is based on the L' dependence of solutions on data
which is described in Proposition 1.5.

In fact, if we consider s > 0, then we obtain for all ¢ € [0, T]

|Uers(t) = Ue(t)|lr < |Uvers — Ubelly < ||Uvers — Uolly + [|Uoe — Uollr v

Then, for all t € [0,7] and s > 0

1Uess(t) = Ue(B) 1 =2 0.

Thus for all ¢ € [0,7], (u:(t)). is a Cauchy sequence in L'(€) which is complete.
Therefore for all ¢ € [0, 77,

U.(t) — U(t)  in LY(Q).

e—0

It follows that
U.— U inC ([O,T);Ll(Q)) .
e—0
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Similarly for V.. Since the functions are bounded, convergence also takes place in
C([0,T); LP(Q2)) for p < +00. Now we consider the notations

u. =U and v, =V

Step 2 : Estimations on u. and v,
According to Theorem 2.1, we have for all ¢ € [0, 7]

[t~ uctet doep [ ar [ et = [ (00) ~ w08, dn

where e[+, ] is given in (4.15).
Let 6 > 0, we have

/Q (0() — w (). dz +p /0 "o /{ U /Q (02(0) — . (0))7. da,

The aim now is to pass to the limit when € tends to 0 in the previous inequality.

Step 2.1 : lim/(vs(O) —u:(0))E do = /(vg —up)t dx.
e—0 Q 9]

In fact, we have

(0(0) = u<(0)5 — (o —uo)4)" ae. in

moreover

(0:(0) = uae(0)% < (w:(0)) < | Va(0) [
[H Vo * pe || e +(mes(Q))1/q}q
[l Vo llza - Il p= e +(mes(Q))1/q}q

(Il Vo llzs +(mes(€2))"/]",

VAN VANE VAR VAN

where we used in the third inequality YOUNG’s inequality
(I F*g o<l Flleoll g llor with 1 <g,p,r <ooand1—1=1-1+1-1)
Now, using Dominated Convergence Theorem we deduce the result.

Step 2.2 : hm/ V(1) — u: (1))} de = /(v(t) —u(t))} d.

This result is a direct consequence of the fact that for all t > 0, we have

ve(t) — v(t) and  w.(t) — u(t) in LP(Q).

e—0 e—0

Step 2.3 : In this step, we prove that

t
/ dT/FtGFdx<hmmf/ dT/ (Fo)'GFFedz, (4.25)
0 Q
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where

G° = (Ua_ua)p_zQa,p(UsvU€>1{v5—u5>5}]—{v—u>5} and G = (U_u)p_QQa,p(va u)]-{v—u>6}u

N AR (Vv
Fe = (Vue) and F = (Vu) .

G* — G ae. (4.26)

e—0

and

First, we show that

In fact, we have
(Ve —u )P 2 Qup(ve, ue) — (V—u)P2Qup(v,u) ae. in {v.—u. > 5}N{v—u > §}.
e—
Moreover, we have
1{v5_u6>5}1{v_u>5} ;)) 1{U_u>5} everywhere.

On the other hand, we prove that

Fe —~ F wl? (4.27)

e—0

Since Uy, Vo € L9(Q2) where ¢ = max{ap,2a — n} then Uy, Vo. € L4(Q2), using
Lemma 3.2 we deduce that

|Vue||zz < Cy  and ||V, 2 < Oy,

where C and Cy are two positive constants independing on €.

Then
Vu, = Vu and Vv, — Vo wl?
e—0 e—0
If w =0, then Vu = 0 a.e. in Q and the down diagonal term of the matrix

(Qap(v,u))22 explose. Using the convention 0 x co = 0, we have (Qa,(v,u))2 X
|Vu|> = 0. Now using (4.26), (4.27), Lemma 3.3 with the convention 0 x co = 0, we
get (4.25).

Step 3 : Estimations on u and v.
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As a consequence, we have

t t
p/ dT/ elv,uldr = p/ dT/FtGFdZL‘
0 {v—u>d}
< hmlnfp/ dT/ (FE)'GFFedx
= hmmfp/ dT/ elve, usldx
e=0 {ve—us>8N{v—u>4}

hmmfp/ dT/ elve, uc]dx
{ve—us>6}

lim inf { [ 00 = w0 de = [ () = ) o

e—0

_ /Q (v — o). dx — /Q (v(t) = u())", dz.

IA

IA

Then, we have

/Q(v(t) —u(t))t dx —l—p/ot dr /{v—u>(5} e[v,uldx < /Q(’Uo — up)f du. (4.28)

Step 4 : Passage to the limit when 0 tends to zero in (4.28).
It’s clear that e[v, u]l{,_y~sy is a decreasing sequence in . So we apply the Monotone
Convergence theorem and we get (4.16).

O

4 Proofs of the decay of the directional derivative

The aim of this section is to prove Theorem 2.4 and 2.5. To this end, we first
need to introduce the following result concerning the sign of the matrix M, .

Lemma 4.1. (Sign of the matriz M, ,)
Let |n| < 1. For (o,p) € K, where Ky, is introduced in (4.5), then

Ma,p Z Oa

where Mo, is the symmetric matriz given in (4.18). Moreover if (o, p) € Int K|,
therefore there exists vy = v1(n, a,p) > 0 such that

Ma,p Z VII27

where I is the 2 x 2 identity matriz.
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Proof of Lemma 4.1

We will show that tr(M,,) > 0 and det(M,,) > 0.
Step 1 : tr(M,,) >0

In fact, we have

(1—a)(a—n)

a2

tr(Ma,) =p—1+ >0,

since p > 1 and |n| < a < 1.
Step 2 : det(K,p) >0
By calculating det(K, ), we obtain

det(M,,) = p=Dl-a)la=n) <a_ SR 1))

o2 «Q 2a
—n*(p— 1) +4a(l —a)(p—1) —4(1 — a)?
402 ’

We set Y = p — 1, then

det(M,,) >0 & —n*Y? +4a(l —a)Y —4(1 —a)* >0

If we calculate the discriminant of the previous equation, we get
A =4(a® —n*)(1 —a)* > 0.
Thus, we have two solutions given by

2a(1 —a) £2(1 — a)va? —n?
Y:t(Oé> = 2 s

and

det(M,,) >0 & Y e[Y_(a),Yi(a)]
& p € [P(a), Pr(a)],

with P_ and P, given respectively in (4.3) and (4.4).

Remark : (M, , definite positive matrix)

Let A_ and Ay be the eigenvalues of the matrix M, ,, Then we have
if (o, p) € Int K, then det(M,,) = A_A; > 0 and then M, , > 0,
if (o, p) € 0K}, \{(1,1)}, then A_ =0 and Ay > 0,

if (a,p) = (1,1), then A\_ = A, =0.

To prove Theorem 2.4, we need also to introduce the following lemma.
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Lemma 4.2. (Equality verified by Vs, (Dcu))
Let § > 0. Under the hypothesis of Theorem 2.4, for allt € [0,T] we have in D'(0,T)

d
—/%,,,(Dgu)dx = —/ U5, (Deu)V(Deu) De(uVu)de
dt Jo {Deu>s}

-1
—/ (a )@gp(Dgu)Dg(u7_1|VU|2)dx. (4.29)
{Deu>sy @ ’

Proof of Lemma 4.2
Let n > 0 and v = u((t,z) + n), we have for all ¢t € [0, T

d vV — U v—u\ d [v—u
L(t)=— | ¥ de = [ ¥ — | = dzx.
o) dt/g 5’p<n)x /Q‘S’p(n)dt(n>x

1 _

L(t) = 7—]/ s, (U ; u) {07! (vAv 4+ 5|Vo]*) — ' (uAu + 7| Vul?) Hde,
Q

where we use (4.6). Now we integrate by parts the laplacien terms and we use in

particular for 6 > 0 the chain rule VW5 (w) = ¥y (w) Vw with equality almost eve-

rywhere with the convention that the right hand side is zero if Vw = 0 irrespective

of whether Wj  is defined. Then we obtain for all ¢ € [0, T]

L(t) = =1, (t) = I(t). (4.30)

— — "Wov —u'Vu
no= [ (50) v (5°) (¢ )
() a P\ 7 7 7

—1) v—u\ (V7 V] = HVul?
2w = [@=Dy .
o) /g a7 < n ) ( 0 o

Passage to the limit in (4.30) when 7 tends to zero :
Step 1 : Convergence of I,
Using the continuity of the function W4, we have for all ¢ € [0, T]

where

and

U5, (“ — “) — Wy, (Deu),  ae. in Q

n n—0

and by applying Mean Value Theorem, we obtain
v —u u(t +nét, x +né*) —u(t, x
\I,M( - ) _ ’\Ifa,p< (t + €'z +ng") — u( ))‘

Ui

|Ws, (Deulto, vo))|
1
p | Deulto, x)[” € L'(2),

IN
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where (tg, 7o) is a point of the segment joining (¢, x) to (t + n&t,  + n&*). Then we
can apply Dominated Convergence Theorem to obtain for all ¢ € [0, T

/ Us, (” — “) dr — | Uy, (Dew)da.
Q Q

n n—0

Step 2 : Convergence of I

We set - -
ol — g (v—u)v(v—u> (v v—u u)
T 1 1

Then for all ¢ € [0,T] we have

wy, — U5 (Deu)V(Deu)De(u'Vu)  a.e. in Q,
n— ’

and since u is C*°(Qr) by applying Mean value Theorem we get

<[5, (Deulto, 0)) V (Dgulto, x0)) (De(u? V) (to, o))
< (p—1)||Deulto, x0)[""* V (Deulto, x0)) (De(u" V) (to, z0)) | € L'(5),

[y |

where (tg,zg) is a point of the segment joining (¢,z) to (t + n&',x + n&*). Using
Dominated Convergence Theorem, we obtain for all ¢ € [0, 7]

n

IN(t) — [ W (Deu)V(Deu)De(uVu)da.
Q

Step 3 : Convergence of Ig

We set
WP — (o — 1)\11’ v—u\ (vVHVu|? =Vl
n a o,p n n ‘

Then for all ¢ € [0,T] we have

-1
w2 — (a >\If’57p(D§u)D§(u7’1]Vu|2) a.e. in €,

Tyn=0 «
and since u is C*°(Q7) by applying Mean value Theorem, we get

(-
n-

jwZ| <

| W5, (Deulto, z0)) (De(u” ™" [Vul?)(to, o)) |

< LD Dot 20) P (Dl [Tul?) o, 20)) | € LAY,

where (tg, o) is a point of the segment joining (¢,x) to (t + n&',x + n&*). Using
Dominated Convergence Theorem, we obtain for all ¢ € [0, 7]

a—1) _, _
I2(t) n:5>/9( >\Il(57p(D5u)D§(u7 YWVul?)dx.

K «
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O
Proof of Theorem 2.4
Let Uy € C*(9) such that ¢ < Uy < 1/¢, then according to Theorem 1.4 and
Proposition 4.7 there exists U € C*°(Qr) solutions of problem (PME) in the classical
sense with initial data U,.
Moreover, using the maximum principle, we have for all ¢t € [0, 7]

e<U(t,r) <1/e in .

We use the notation u = U®. Let 0 < 9§ < 1.
Step 1 : Calculation of the derivative of Is(t) := / Us, »((Deu®)y)dx
Q

Applying Lemma 4.2, ffor all ¢ € [0,T] we get

%I(s(t) = —/ 5p(Deu)V(Deu) De(u”Vu)dx
Q

—/ —<a_1)\Pg,p(Dgu)Dg(uV’1]Vu]2)dx
0

«

- - / (p — 1)(Deu)? >V (Deu) De (u'Vu)da
{D¢u>0}

—1
[, a5 D Vs
§’U4>

where we have used the definition of ¥;,, given in (5.19) in the last equatlity. Then
for all ¢ € [0, T] we have

d
—I5(t) = —/ (p — 1)(Deu)?*V(Deu) (w'V(Deu) + yu' ™' VuDeu) dx
dt (Deu>5}

«

-1 -1
—/ (a >(D5u)p_1 (7 - u'"?|Vul*Deu + ZUV_IVUV(Dgu)) dx
{DEU>6}
-1
+5p_1/ MDg(UV_HVuF)d:}:.
{Deu>6} @

Then ffor all ¢ € [0,T], we get

Cs(t) = ~IH(0) + 1), (131)

where

I3 (t) = / elu, Deu, Vuldx
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with e[+, -, -] given in (4.20), and

-1
[g(t) = (5p1/ (a >D5(u7’1\Vu\2)d:U.

Step 2 : Passage to the limit in (4.31) when § tends to zero

Step 2.1 : Convergence of I4(t)

To pass to the limit when § tends to zero in the left hand side of (4.31), we apply
the Dominated Convergence Theorem. In fact, for all ¢ € [0, 7] we have

(Dew)t .
U5, (Deu) — ’ in €,

Then

Step 2.2 : Convergence of the first term of the right hand side of (4.31)
To pass to the limit when ¢ tends to zero in the first term of the right hand side of
(4.31), we apply Monotone Convergence Theorem. Indeed, for all ¢ € [0, T

M) = / e, Dett, V] peuss o
Q

According to Lemma 4.1, since (o, p) € K\, we have M, , > 0 then for all t € [0, T
w(% (t) = é[”? D§u7 Vu]l{Dguo‘>5}

is a decreasing sequence in §. Therefore, by applying Monotone Convergence Theo-
rem we get for all ¢ € [0, T

w; (t) S wy(t) := elu, Deu, Vu]l{p,uesoy, a.c.in Q

and for all ¢ € [0, 7]

I(t) — elu, Deu, Vuldz.
020 J{Deue>0}

Step 2.3 : Convergence of the second term of the left hand side of (4.31)
To pass to the limit when ¢ tends to zero in the second term of the left hand side of
(4.31), we apply Dominated Convergence Theorem . In fact, for all £ € [0,T]

(a—-1)

IZ(t) :/w(?(t)dx where wi(t) := 67! De(u" ™ Vul) Lpeuss)-
Q
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Since u and v are bounded and C*°(Qr), then for all ¢ € [0, 7]

w3 (t) —20, inQ

and
(1-a)

2
t) <
wd)] < —

| De(u”™H|Vul*)| € LY(9Q).

By Dominated Convergence Theorem, we deduce that for all ¢ € [0, T

2
I3 (t) P 0.

Therefore we have for all ¢ € [0, T]

d [ (Deu)t =
R
dt Jo p {Dguc>0}

Now we integrate the previous equality between 0 and ¢ for every ¢ € [0,T] and we
get (4.19).

O
Let us now prove the result of the decay of the directional derivative for weak
solutions (Theorem 2.5). To this end, it is useful to introduce the following lemma.

Lemma 4.3. (Convergence in LP)
Let d > 1 and Q = T¢ the d-dimensional torus. Forn > 0, p > 1 and £ € RY,
consider a sequence f, such that

f77 — f ZTL D/(Q)7

n—0
with || fy|lr < C and || fllzr < C for some C > 0. Moreover, f, satisfies the following
property

fo(x) = /1 f(z+sny)ds  for some y &R (4.32)
Then 0

fop fooin LA(Q).
The proof of Lemma 4.3 is done in the Apppendix.

Lemma 4.4. (Limit of the quadratic term)
Let d > 1 and Q = T¢ the d-dimensional torus. For |n| <1, let (o, p) € K, where

Ky is introduced in (4.5). Let u,w,z € C*(Q) with u > 0. Forn € (0,1), let v, be
a function satisfying

vy — (u+nw + 7722)|01(Q) = o(n”)
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Then we have on

T T
o [V, Vo, 4o (uVw uVw
Jo(vn, ) = (Vu Qo (v, ) Vu m Jo(u, w) = u wVu Mo wVu )’
(4.33)
where we recall that the matrices Q. and M,, are respectively defined in (4.12)

and (4.18).

Proof of Lemma 4.4
The proof is done using a simple Taylor expansion argument. For Q, (v, u), we set

Qi = 0:.Qap(u,u) fori =0,1,2. For V,, = (VVZ) , we set V,, = VotnVi+n?Vato(n?).
Using the fact that QoVo = 0 = VL Q1 Vi, we get

1
Ip(vy, ) = 5102‘/0TQ2V0 + 2wV Q1 Vo + V' Qo1 + o(1)
which implies the result. 0

Proof of Theorem 2.5
For n > 0, let v,(t,x) = u((t,z) +n¢) and 6 > 0. By applying Theorem 2.2 to
v, — u, we obtain for all ¢ € [0, 7]

t
/ (0g(t) — u())". datp / ar / vy, ] d < / (0y(0) — u(0))" d,
Q 0 {vn—u>8}{ Deu>6}n{u>6} Q

where e[+, ] is given in (4.15). We divide by n* and we get

/Q(M)i dz+1,,(t)§/ﬂ(M>i . (434)

where

Uy — U P2
Iy (v, 1) dz,

n

t
L,(t) ::p/ dT/
0 {vn—u>8}"{Deu>6}n{u>6}

where J,, is given in 4.33.

Step 1 : Passage to the limit in (4.34) when 7 tends to zero
Step 1.1 : Convergence of I, (t)

We know that uw € C* ({u > d}). Then for all ¢t € [0, T, we have

p—2

Vg — U -2 .
m L{peussynfussy | Deul” in 2.

Ui

Liv, —u>6}n{Deu>s1n{u>5}
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According to the Lemma 4.4, we get for all ¢ € [0, T

1{u>5}‘]77(v777 u) m 1{u>6}<]0<u, Dgu) in €,

where Jy is given in (4.33). Then for all ¢ € [0, 7]

p—2
Uy — U . :

Lv, —u>8}n{Deu>0}n{u>6} n?7 Iy (g, 1) m LiDeus63n{u>s} | Deul” ? Jo(u, Deu)  in Q.
By applying Fatou’s Lemma ans since é[u,w, Vu] = |[w|P~2Jy(u, w), we get for all
te0,7]

¢

p/ dT/ elu, Deu, Vuldr < liminf I, (1).
0 {Deu>8}n{u>s} n—0

Step 1.2 : For all ¢ € [0, 7], we apply Lemma 4.3 for

_ _ vy(t) —u(t)
fo = Fn(t) = PE—

Since for all t € [0,T7], f,(¢) — Deu(t) in D'(R2), we get
n—
_ p
lim <M> dz = / (Deu(t))’. dx.
=0 Jq Ui T Q

Step 1.3 : We apply Lemma 4.3 for

_ _ vy(0) = u(0)
fo = Fa(0) = ; :

Since f,(0) — D¢u(0) in D'(Q2), we get
n—

liy | (M)p dr = /Q (Deu(0))?. dz.

n—0 n n

Therefore, we get

t
/(Dgu(t))ﬁ dx+p/ dT/ élu, Deu, Vuldr < /(Dgu(()))ﬁ dx. (4.35)
Q 0 {Deu>0}N{u>d} Q

Step 2 : Passage to the limit in (4.35) when ¢ tends to zero
Again, by applying Monotone Convergence theorem, we get

¢ t
/ dT/ élu, Deu, Vuldr — dT/ élu, Deu, Vuldz.
0 {Deu>8}N{u>8} 6=0 Jo {D¢u>0}N{u>0}

Therefore, we get (4.21).
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5 Appendix

This section is dedicated to prove Proposition 1.1, Lemmas 3.1, 3.3, 4.3 and some
general results.

5.1 Proof of Proposition 1.1

Proof of Proposition 1.1
Let 0 < |n| < 1 and a € [|n], 1].
First, we have

1 2—a++va?r-n? 1
Pl)=3 = i var—me a
_ (1—a)(a—+vVa?—n?)
a(a+ Va2 —n?)
> 0.

On the other hand, as |n| < a <1 we have

P (o) — Pi(a) = %(1 —a)(a—Vva?2—n?2—a—va®—n?)

= —(1—-a)Va?z—n?

< 0.

Convexity of the set K|,

In order to show that K\, is convex, it suffices to prove that P_ defined in (4.3) is
convex and P, defined in (4.4) is concave for a € [|n], 1].

In fact, we have

2 o —a
P’ =—(1=-2 Va2 —n2 4 ————
' (o) n2( a+ Vo ne + > nQ)’

and

2 2
Pi(a):ﬁ<1—2a—\/a2—n2+%>.

Let us now calculate the second derivative of P_ and P,. We obtain

where

F_(a) = —2(a® —n*)Va? — n2? + 2a* — 3n’a + n?,
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and
F.(a) = —2(a® —n*)Va? — n? — 2a° + 3n*a — n*

To study the sign of P” and PY, it sufficient to study the sign of the functions F_
and F',. In fact, we have

F' () =3 (—204\/042 —n?+2a° — n2> >0,
and
Fi(a)=-3 (204\/ a? —n?+2a° — n2> < 0.

Then F_ is an increasing function and F_(a) > F_(|n|) = n*(1 — |n|). And F, is
a decreasing function and F,(a) < Fy(|n]) = n?*(|n] — 1). Since 0 < |n| < 1, we
deduce that

F (a)>0 and P"(a)>0, fora€](n|,1]

and
Fi(a) <0 and P{(a) <0, foraeln]1].

5.2 Proof of Lemma 3.1

To prove Lemma 3.1, we have to introduce the following results (Lemmas 5.1
and 5.2). We begin by introducing the following function

F, : RW - R

w = F7<w) = %’7 ((’Y - 1)uﬂ+1 4 (’}/ 4 1)w1—7) —9T (1 . F) . (436)

where |y| <1 and I' is given in (4.13) for a € (0,1) and p > 1. We also define

144/1—~2
T, = % (4.37)
Lemma 5.1. (Study of the function F.)
IfT'e [I'_,T'y], then we have
F,(w) <0 forall |y| <1 andw € R,

Proof of Lemma 5.1

The proof of this lemma is divided into several steps.
Step 1 : Computing of F’

It is easy to show that

F(w) = iv(v —D(v+1gu(y)  where gy,(7) =w" —w". (4.38)
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Step 2 : Study of the function g,

We compute ¢, () = Inw(w? + w™7) with v # 0.

If 0 <w < 1, then ¢/, (v) <0 and g, is decreasing and vanishes at v = 0.

If w> 1, then ¢/ () > 0 and g, is increasing and vanishes at v = 0.

If w =1 then g,(y) =0 for all |y| < 1.

Step 3 : Sign of the function F;

For |y] < 1 and using (4.38), we deduce that F(w) > 0for 0 < w < 1 and F!(w) <0
for w > 1. Finally, we have F!(1) = 0.

Step 4 : Variation of the function F,

Using Step 3, F, has a maximum at w = 1 for |y| < 1. A direct computation shows

1
that F, (1) = 2I'* — 2I" + 572. Therefore since || < 1, we have A’ = 1—~2. Tt is easy

to check that I'y defined in (4.37) are the solution of F,(1) = 0 and for I" € [I'_, '],
we have
F,(w) <0 forall weR}.

Lemma 5.2. (Equivalent set)
Let 0 < |n| <1, a € (|n],1) and v =n/a. Then

I <I'<T;y &P (a) <p< Pia),

where T' is given by (4.13), Ty is defined in (4.37) and Py are introduced in (4.3)
and (4.4) respectively.

Proof of Lemma 5.2
For 0 < |n| < 1 and « € (|n],1), we have

[_<I<T, & a—-Va?—n2< (_f)<a+¢???5
& (p—1)<a—m) g2(1—a)g(p—1)(a+\/m)

C2(1-a) 2(1 — «)
<p-1<
a++va?2 —n? a—+vVa?2 —n?

& P_(a) <p < Pyi(a).

(3

Proof of Lemma 3.1

Under th hypothesis of Lemma 3.1, we will show that tr(Q,,) > 0 and det(Qq,) > 0
Step 1 : tr(Qup) >0

In fact, we have u,v > 0 then

Y 1> 1.
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1 —
By multiplying by i > (0 and adding p — 1, we obtain
!

1— 1— 1
p—1+ a<g—1>>p—1— a:p——.
a \v o o

From Proposition 1.1, we know that P_(«a) > 1/a for [n|] < o < 1, and since
p € [P_(«a), Py (a)], we obtain p > 1/«, and then

Therefore
tr(Qayp) > 0.

Step 2 : det(Q,p) >0

For this purpose, we will show that det(Q),,) is nonnegative if and only if, some
function G, defined later in (4.39) is nonnegative. To show this, it suffices to de-
monstrate that G, is a convex function on R* with G,(1) = G/(1) = 0.

Step 2.1 : Construction of the function G,
Setting w = u/v and v = n/a. A direct computations show that

det(Quy) > 0 & 14T (1—1) W= D° L+ 1)
w 4wy
(w—1)% _ 1 (w”—1)
< I'(1-T) " > YR
& TU-T) filw) > 1fyw)
(w? —1)2 1
where w > 0 and f,(w) := praa w! =2+ et Then
det(Qap) > 0 Gy (w) >0 Y w >0,
with .
Gyfa) = T (1= fifuw) — £, ), (439)

Step 2.2 : Convexity of G,
By calculating the derivatives of f,(w), we obtain

filw) =y ™ —w™h) and  f(w) =(y = Dw' T+ (v + w7

So we have

G (w)=T(1-T)(1-w?) — iv(w”’_l —w ) and  GY(w) = —w P E(w),
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where F,(w) is given by (4.36).
According to Lemma 5.1, if I' € [I'_, "} | then we have

F(w) <0<« Gl(w) >0, forall weRY.

In this case, G is a convex function.

Step 2.3: G, >0

Since G’ (1) = G, (1) = 0, we can deduce that G, (w) > 0 for all w € R, .
According to Lemma 5.2, we know that ' <T' < T'y & Pi(a) <p < Py(«)
Then if p € [P_(«), Py ()], we have

Gy(w) >0 forallweR}, <& det(Q,,) > 0.

Therefore, it was shown that tr(Q,,) > 0 and det(Qs,) > 0. Then Q,, > 0.
U

5.3 Proof of Lemma 3.3

To prove Lemma 3.1, we have to introduce the following results (Lemmas 5.3
and 5.4).

Lemma 5.3. (Convergence in matriz form with bounded functions)
Given Q a bounded domain in RY for d > 1. Consider a sequence of vectorial func-
tions F* € (L*(Q))? such that

Fr ~ F wI?

k—o00

let G* be a sequence of symmetric positive 2 x 2 functional matriz such that for all
1 <1i,j <2 we have |G| < +o0 a.e. and

GF — G e

k—o0

where G is a symmetric matriz characterized by the fact that for all 1 <1i,7 < 2 we
have |G;j| < 400 a.e. Moreover, we suppose that for all k > 1

IG* ]Iz~ < C1,

where Cy is a non negative constant. Then

/ FT'GFdz < lim inf / (FMTG*Frdx.
Q Q

k—oo



5. Appendix 113

Proof of Lemma 5.3 :

Let us consider the following continuous function /- such that for all symmetric
positive matrix Q = PTAP where P is a 2 x 2 matix verifying PTP = PPT = Id
and A is a 2 x 2 diagonal matrix, we define \/Q by

\/6 = PTVAP  where VA= <\/6\_1 \/0)\—2> . (4.40)

To show the result of this lemma, it suffices to prove that

(FHTVGk —~ FTVG  wI?

k—o0

Let h € (L*(Q))?, we have to prove that

/ (F)'VG*hdr — FT\/Ghdz.
0 — 00

Q

We know that
FF ~ F wl?

k—o0

therefore we obtain the result if we prove that
VG — VGh i L,
—00

1.e

/‘(\/@—ﬁ) h‘zdx 0.

k—o00

We can simply apply Dominated Convergence theorem to show this result. In fact,
since

GF = (P*)TA*P* — G = PTAP ae.
—00

then
A¥ — A and P* — P ae (4.41)

k—o0 k—o0

Moreover, we have
(vVer-va) hr = |((Pry"VaEPE - PTVAP) hr

2

— (P9 (VAR = V&) P54 ((PY)T = PT) VAP* + PTVA(P* = P)| 2,

Then using (4.41), we deduce that

‘(\/@— \/E> h‘Q — 0 a.e,

k—o0
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and

IVGF —VG[*h? < 2041 |h)? € LHQ).

For ¢ > 0, let us consider the following continuous function

ty R — R
T if z</
T oo t(r) = (4.42)

{ if z>V4.

We consider also the following function 7j such that for all real symmetric positive
matrix Q = PTAP where P € O(2) and A is a 2 x 2 diagonal matrix, we have

T,(Q) = PTT,(A)P  where TAA)z(tfg‘l) w&)), (4.43)

and t, is defined in (4.42).

Lemma 5.4. (Matrixz computation)

Given Q a bounded domain in R™ for n > 1. let G* be a sequence of symmetric
positive 2 X 2 functional matriz such that for all 1 < i,j < 2 we have |G};| < 400
a.e. i ) and

GF — G ae.

k—o00

where the symmetric matriz G is characterized by the fact that for (i,j5) # (2,2) we
have |G;j| < 400 and Gag = +00. Then for £ > 0, we have

Tg(Gk) — Tg(G) a.e.

k—o0

where Ty is defined in (4.43) and
(409

Proof of Lemma 5.4 :
By computing the eigenvalues A% of G¥, we find

A= Gh + G +£(Gh — G5,)* + 4(G]1€2)2.
2

Computing the unit eigenvectors of G¥, we have

k
o — (GF — AL)? —G;ﬁ
- (GF) — N5)2 4 (G5y)? 1
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o= (Ghy)* “a).
B (GSQ - )\13)2 + (Gl2c2)2 1

Now we calculate the limit of the eigenvalues and the eignevectors as k tends to oo.
We get

and

B

Ay = lim )\’i = +o00 and A= lim M\ =Gy,

k—o0 k—o0

v fmt= (1) e (G).

Therefore i
k __ )\_ O G11 O
AT = ( 0 )\ﬁ /H—o>o A 0 400

and

T (Gk) BN Pt tm(Gll) 0 P = tm(Gll) 0

m k—00 0 m 0 m
. -1 0

with P = (v_ v+) = < 0 1>. U

Proof of Lemma 3.3 :

The proof of Lemma 3.3 is divided into several steps :
Step 1 : ¢ < +o0

Let £ > 0, we introduce the function 7; defined in (4.43).
In the case where (Go3 < +00, we have

T,(G*) — T,(G) = P <te(8\1) tg((;\z)> P ae,

where A\; and )\, are the eigenvalues of G and P = (vl vg) with v; and v,y repre-
senting the corresponding eigenvectors.
In the case where G99 = +00, we use Lemma 5.4 to deduce that

TE(G’“)—>TZ(G):(W(G”) 0) ae,

Therefore in all cases, we have

TGz = Tu(A")]

max Ite(N)]

¢,

IN
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where ||Q||~ = sup | £'Q¢ | for any matrix Q). Thus, we can apply Lemma 5.3 and
1€]=1

obtain
/ F'Ty(G)Fdx < lim inf / (FM!'T,(G*)F¥dx.
Q Q

k—o0
But we have
(FYYT/(GMF* < (FY)'GRFY,
thus

k—o00

/ F'T)(G)Fdz < lim inf / (FMIG*Frda. (4.44)
Q Q

Step 2 : ¢ tends to +oo
Now we may pass to the limit in (4.44) when ¢ tends to +oo. In fact, since (F*T,(G)F),
is an increasing sequence in ¢ with

F'T(G)F P F'GF  ae.
— 00

where if G99 = 400, we use the convention oo x 0 = 0 to get

F12G11 lf F2 = 0
F'GF =
400 if Fy#0.

By applying Monotone Convergence Theorem, we get

lim FtTe(G)FdZL’:/FtGFdI.
{—o0 [q Q

So we obtain

F'GFdr < liminf / (FM'G*Frdr < +o0,
Q

Q k—o00

therefore, the case where F, # 0 is eliminated.

5.4 Proof of Lemma 4.3

To prove Lemma 4.3, we need the following result

Lemma 5.5. (Translation property)
Let d > 1 and Q be a bounded domain in R%. For 1 < p < 400, consider a function
g € LP(2). Then we have

HThg - QHLP h—o) 0 where Thg([L’) = g(q; + h) fO?” e
—
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Lemma 4.3 is a classical result (see [16]).
Proof of Lemma 4.3
Using (4.32), we have

|fn—f|($)§/0 |f(z + sny) — f(x)|ds.

Then

o= fll, < /Q(/01|f(cc+577y)—f(x)|ds>pdx
< [ [ 15t s om) - s,

where we have used in the last inequality the convexity of the function ¢ (w) = w?
for p > 1. Using Lemma 5.5 and the Dominated Convergence Theorem, we get the
result.

0

5.5 General results

In this subsection, we present some general and interesting results which we have
not used in our proofs.

Lemma 5.6. (Convergence for bounded functions)
Given Q a domain in R? for d > 1. For k > 1, let us consider two sequences of
functions fr € L*(Q) and 0 < g € L>(Q) such that

fo = f wIA(Q),

and
g —> g a.e.in .
k—o00

Then

/ngdx < liminf/ gefidz.
Proof of Lemma 5.6 :

: N 2 2
In fact, it suffices to show that /gi fx o V9f wL?. Let h € L*(Q2), we have to
prove that

/\/ﬁfkhdzﬁ /\/thda:.
Q - Ja

We know that
fk - f U)LZ,

k—o0
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therefore we obtain the result if we prove that

Vsh — /gh in L? e / l\/arh — /gh|? — 0.
—00 Q k—o00

We can simply apply the Dominated Convergence Theorem to show this result. In
fact, we have

N \/§|2h2 k_}—go 0 a.e,

and
Vax — VaPh? < 20102 € L'(9),
where C' is a nonnegative constant. ([l

Corollary 5.7. (Convergence for unbounded functions)
Given Q a domain in R? for d > 1, we consider the functions f € L*(Q) and
g € [0,+00]. For k > 1, let us consider two sequences of functions fr € L*(Q2) and
gr € [0, +00] such that

o = f wI¥Q),

k—o0
and
Tk ]H—gog a.e. in S
Then

/ngdxgliminf/gkfgdx,
Q k—oco  Jq

Proof of Corollary 5.7 :
Let ¢ > 0 and let us consider the continuous function ¢, defined in (4.42). Then

te(gr) ’H—O>Otg(g) a.e ,

with ||t¢(gx)|| =~ < £. Thus we can apply the previous lemma 5.6 and obtain

/tg(g)dex§liminf/tg(gk)f,3dx.
Q k—oo  Jq

Since ty(gr) f2 < grf?, we deduce that

/tg(g)dex < lim inf/ gefidx. (4.45)
Q k—oo  Jq

Now we can pass to the limit in (4.45) when ¢ tends to +oc. It’s clear that (t,(g)f?)m
is an increasing sequence in ¢ with

to(g)f? — gf* ae.

m—ro0
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By applying Monotone Convergence Theorem, we get

lim tg(g)f2da:—/gf2dx.
Q

f—00 Q

So we obtain

/ngdatgliminf/gkf,fda:.
O

Lemma 5.8. (Convergence in matrix form with bounded functions (Case

L?))
Given Q a bounded domain in R? for d > 1. For p > 1, consider a sequence of
vectorial functions F* € (LP(Q))? such that

FF —~ F wI>r.

k—o0

let G* be a sequence of symmetric positive 2 X 2 functional matriz such that for all
1 <1i,j <2 we have |G| < +o0 a.e. and

GF — G e
k—o0

where G 1s a symmetric matriz characterized by the fact that for all 1 <i,7 <2 we
have |G;;| < 400 a.e. Moreover, we suppose that for all k > 1

HGkHL"O < Ol’

where C1 is a non negative constant. Then

/ FT'GFdzr < lim inf / (FMY'G*F*dx.
Q Q

k—o0
The proof of Lemma 5.8 is similar to the proof of Lemma 5.3.

Lemma 5.9. (Convergence in matriz form with unbounded function (Case

L?))
Given 0 a bounded domain in R? for d > 1. For p > 1, consider a sequence of
vectorial functions F* € (LP(Q))? such that

FF —~ F wI”.

k—o0

let G* be a sequence of symmetric positive 2 X 2 functional matriz such that for all
1 <i,5 <2 we have | Gf; |< 400 a.e. and

GF — G ae.

k—o0
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where the symmetric matriz G is characterized by the fact that for (i,j) # (2,2) we
have |G;;| < +00 almost everywhere and Gao could take the value +00. We consider
the convention "oo x 0 = 0". If Goy = +o0o then Fy = 0, F!GF = F$G1y. In all
cases, we have
/ F'GFdz < liminf / (F*)'G*Fdz.
Q Q

k—o0

The proof of Lemma 5.9 is similar to the proof of Lemma 3.3.

Proposition 5.10. (Property of the function V;,)
For allu € R and a > 0, we have

Us,(au) = ap\I/%p(u). (4.46)

Proof of Proposition 5.10
1. If au > § < u > §/a, we have

Uy (au) = 9 1 (gu) v (1 _ 1)

p p
P 1
= L sy — 8 (— — 1)
D p

Since u > §/a, then

S0
Usp(au) = a’VWs (u).

2. fau <6 < u < §/a, we have

Usp(lau) =0 and Vs (u)=0.

Thus, we obtain the equality (4.46).



Chapitre 5

Application of the method of
differential contractions for the
porous medium and the doubly
nonlinear equations

This chapter is a work done in collaboration with M. Jazar et R. Monneau [32].
It is an article in preparation about an original method of differential contractions
and its applications. This simple and general method is used to produce families of
contractions for nonlinear partial differential equations, of evolution or stationary
type. We present in this part various applications of this method. In particular, we
are concerned with the porous medium and the doubly nonlinear equations.
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1 Introduction

In this chapter, we present a general and fairly simple method to design families
of contractions for nonlinear partial differential equations, either of evolution type,
or of stationary type. As a particular example, we apply this method to the porous
medium and the doubly nonlinear equation, for which we get new contractions. This
method opens new directions to explore.

In all this work, we consider the domain Q = T¢ = (R/Z)* which is the d-
dimensional torus for d > 1. Let

m>0 and n=m-—1.

Let us consider the first type of problems :
For T" > 0, we consider nonnegative solutions w(t,z) of the following normalized
equation

{ mu; = Au™ in (0,7) xQ=Qr, (PME)

u(z,0) = ug(x) in
where 0 < ug € L*(Q),

uw : RtxQ — R
(t,z) +—— u(t,x).

uy is the derivative of u with respect to time and Aw is the standard laplacien
operator of u with respect to space.
For the second problem :
Given ug € LY(Q), find a locally integrable function u = u(x,t) defined in Qr, that
solves the system
uy = div(u”e; (Vu)) in  Qr
{ u(z,0) = up(x) in Q. (DNE)
where
e : @ — RT
q — elq),

is a convex homogeneous function of degree \ 4+ 1 for A > 0.
Construction of solutions
Let € > 0, consider u$ and uf € C*(Q), such that

e < ug,ug <1/e.

Then there exist u® and u® two classical solutions of problem (PME) with initial
data u¢ and uf respectively. For s € [0, 1], we choose a function

u : [0,1] — Q
5 =g,

(5.1)
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such that ug € C* ([0, 1]; C>=(£2)) is a path between u@ and u} verifying
e <wuy < 1/g,

ie.,

0_ ,a 1_ b
uy =uy and  uy = ug.

Then, for each s € [0, 1], we construct the function

USIQT — R

(r.t) = w(a,t), (5:2)
as the classical solution of problem (PME) with initial data . It’s clear that
W =y and u! =l
Now, we introduce the function
t 8;{2;5[)07 ! : JS(x,t, s), (5.3)
such that for all x €  and all 0 < s < 1, we have
u(,0, ) = ug(z),
and for t > 0, we have
u(z,t,s) = u’(x,t).
Then, we deduce, by construction, that for s € [0,1], u® = u(-,-,s) is solution of

problem (PME) with initial data u.
We constructed for each uy € C* ([0,1],C>(R)), u € C* ([0, 1]; C>*(Qr)).

Definition 1.1. (A pseudo-distance)
Let € > 0, for fived ug,ul € C(Q) such that

e <ud,uh <1/e,

then there exist u® and u® two classical solutions of problem (PME) with initial data
ul and uf respectively. Define the set € of smooth curves u = u(-,-,s) = (u*)seo,
constructed in (5.3) such that u® = u® and u* = ub. For all t > 0, we introduce the
following pseudo-distance

P (- 1), 1, 1)) = inf/o ds/gg(u)%dx, (5.4)

uel

where the function g € C*(R) will be fived later, u' = du/ds and p € R

In what follows, we specify the function «) introduced in (5.1). We choose this
function as the geodesic between u2 and uf with respect to the pseudo-distance d,

defined in (5.4).
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2 Main results

In this section, we state precisely our main results.

2.1 The porous medium equation

Theorem 2.1. (Contraction for (PME) in the case p > 1)

Consider 0 < n < 1. For ud,ul € C*(Q) such that e < ul,ul < 1/e for some e > 0,
let u® and u® be the solutions of problem (PME) in the classical sense with initial
data u and ub respectively. For 1 < p < 1/n?, we define

_p=1/ — 2
Balp) i= = (—1£ VI =), (5.5)
and let € [5_, B+]. Then, for allt > 0 we have, with the notations w(r) = w(-,T)

[ (e - ey da < / ()5 = @) Y do (50

Q

_(B+p)P w8 (g Vinu\’ Vinu
Sl ds (w0} Vind @ Vinu dz,
where u € £, u' = 3u/(93 and

BB —1)
Q= p 2 , (5.7)

Moreover, we have () > 0 and/ ((ub)Hﬁ/” - (u“)”ﬁ/p)i dx is decreasing with time.
Q

Theorem 2.2. (Contraction for the (PME) in the case p < 1)
Consider 0 < n < 1. Let ud and u} € C*(Q) such that

e<ul <ub<1l/e, fore>D0.

Let u® and u® be the solutions of problem (PME) in the classical sense with initial
data ul and uf respectively. For 0 < p < min{1,1/n?}, let 8 € [B_(p), B+(p)] where
p_ and By are giwen in (5.5). Then, for allt > 0 we have

/1/1 OYIHB/P (2 8) — (u )HB/”(xt dx</¢ P () — (u S)HMP(@) dx

(5.8)
/6+P WAy Vinu\' Vinu
pr—1 /dt/ ds/{u>0} V In v @ Vinv dz,
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where
—xP s x>0,

U(x) = (5.9)

400 st x <0,
u e & and Q is defined in (5.7).
Moreover, we have Q < 0 and /Qb ((ub)Hﬁ/p - (u“)HB/p) dx is decreasing with

, Q
time.

2.2 The doubly nonlinear equation

Construction of solutions
Similarly &8 PME, we choose the function

u : [0,1] — Q
5 =g,

such that ug € C* ([0, 1]; C>=(£2)) is a path between ug and u} verifying
e <ug < 1/e.

We construct then u

u : Qrx[0,1] - R

(z,t,8) = u(x,t,s), (5.10)

such that for each s € [0, 1], u® = u(-, -, s) is solution of Problem (DNE) with initial
data uf. Define the set £ of smooth curves u = u(-,,s) = (u*)sejo,1] constructed in
(5.3) such that u® = u® and u! = u®.

Theorem 2.3. (Contraction for the (DNE))
Consider 0 <n <1 and T > 0. Let ul,ul € C>(Q) such that

5§u8,u8§1/5, for e > 0.

Let u® and u® be the solutions of problem (DNE) in the classical sense with initial
data u and ub respectively. For 1 < p < 1/n, we define

(p—1) [2)\ +np — npA £ 2¢/A((1 — np)A + np(1 — n))}
Ve = TR, . (5.11)

Let v € [y_,v+] and w = /e"(Vu). Then, for all t > 0 we have

/Q (@) (2, t) = (u) P (2, 1) de < /Q | (wg) 7P (x) = (ug) P ()] da
(5.12)
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T
’Y+p (1 wVInu wVinu
/ at / s /{u >0} (wv In o' M wV Inu dz,

where u € &', v = — and
as
=1 my Aty np—1)
R WCE VNI B ' '
2N 2N b

Moreover, we have M >0 and/ ‘(ub)lﬂ/” - (u“)1+7/p‘p dx is decreasing with time.
Q

3 The porous medium equation

The aim of this section is to prove Theorems 2.1 and 2.2. We begin by introducing
the following result concerning the sign of the matrix @ given in (5.7).

Lemma 3.1. (Sign of the matriz Q)
Forn >0, 0<p<min{l,1/n*} and B € [B_(p), B+ (p)], then

Q@ <0,

where B_ and [y are given in (5.5).
For0<n<1,1<p<1/n®and B € [B_(p),.(p)], then

Q> 0.

Proof of Lemma 3.1
The proof of this lemma will be divided into two steps;
— First step : det(Q) >0
For n > 0 and 0 < p < 1/n?, we calculate the determinant of the matrix Q.

Then, we get
@ = (-1 (2D ) (5 2Dy
= oD 5t - - P )
_ e oD, w1y
p p
— ).
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where ) 2
1(8) = 6+ (- g + AL

Now, let us compute the discriminant of f

(5.14)

A= (p—1>*1—-n?p),

then .
B =g (F1E VT ).
and
B p- By
Signof f(B) |+ 0 — 0 +

Since 8 € [B_, 4], f(B) <0 and det(Q) > 0.

— Second step : Remarkable matrix property
Let us evaluate the relation between the determinant and the trace of the
matrix @

| (ﬁ+ (2 ”) .

Then, we get

- D@ =@ + - 17+ (54 "0 o)

Using first step, for p < 1, we deduce from (5.15) that tr(Q) < 0. Therefore
Q <0.
And for p > 1, we deduce from (5.15) that tr(Q) > 0. Then

Q= 0.

To prove Theorems 2.1 and 2.2, we need also the following result.

Lemma 3.2. (Ezplicit expression of the pseudo-distance)
Let u® and u® be the solutions of problem (PME) in the classical sense with initial
data ul and ub respectively such that

5§u8,u8§1/5, for e > 0.
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Ifo<n<1,1<p<1/n? andﬁe[ —(p), B+(p)], then we have

in s P! WY HB/P (B gy
i (o ueg/ d/ (ﬁ+p)P/Q(( ) (u)™ )+(C5l1'6)

where f_ and By are defined in (5.5).
Ifn >0, 0 < p < min{l, 1/n2} and ﬁ € [B-(p), B+(p)], then we have

2 = 1n S = P — ((uYHB/P — (y\HB/P\P
0. [ [ = o

where € is given in (8.9) and v’ = Ju/0s.

The proof of Lemma 3.2 is done in the Appendix.

Nzotice that A3 (-,-) = d2(-,-) with g(u) = u” where d, is given in (5.4). And d” (-,-) =
d2(-,-) with g(u) = —u”.

Lemma 3.3. (Sign of 5+ p for 5 € [5_,5.])

Letm >0 and 0 < p < 1/n% For 8 € [B_(p), B.(p)], where B_ and B, are defined

in (5.5), we have
B+p>0.

The proof of Lemma 3.3 is done in the Appendix.

3.1 Proof of Theorem 2.1

Consider ug, ul € C*(£2) such that
e<ul,uy <1/e, fore>0.
Let u® and u® € C*(Qr) be the solutions of problem (PME) in the classical sense
with initial data u$ and u} respectively satisfying
e <u(z,t),u’(z,t) < 1/e,
for every x € Q and ¢t > 0. Let u be the function constructed in (5.3).
Step 1 : Equation satisfied by u’

We know that u satisfies
= div(u"Vu).

Let us now check the equation solved by «' = du/0s. In fact, we have

(W) = (u)

J .. . n
= $dlv(u Vu)

- aw( 2o,
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Then
(W) = div (nu"'/'Vu + u" V') . (5.18)

For 6 > 0, let us define the following function
P 1
L (-—1) it w>0
Wsp(u) = b P
0 if u<é.

(5.19)

1
Step 2 : Calculation of the time derivative of A := / ds/ s, (u')dr
Q

d d [!
—A: = — [ d PWs,(u)d
o i |, s/ﬂu sp(u)dx

-/ s [ (0 sy @y P (0 ) d
0 Q

Since u’ verify equation (5.18), we get
d
—A
dt
By integrating by parts with respect to x, we obtain

1
/0 ds/Q [Bu” W5, (W) div(u" Vu) + w’ W) (u)div (ne” ' Vu + o V') | da.

/ ds/ B = Dul W, (W) [Vul® + Bu’ U5 (u)u" Vu - V'] da

—/ ds/ Bu M (W) (nu™ M |Vl + w"Vu - V') da

/ ds/ u’ Uy ( TV VU 4 u" V) da
Using the definition of ¥y, we get
d ! -1
—A = —/ ds/ |Vul? [—B(ﬁ )u”+ﬂ_2|u’|p+nﬁu”+5—2|u’]” dz
dt 0 {w'>6} p

1
_/ dS/ Vu - Vi [n(p — 1)u”+5—1(u/)77—1 + 26un+ﬂ—1(uz)p—1] du
0 {u'>6}

1
—/ ds/ IV ? [(p — Du P | [P~?] da
0 (w6}

1
+§p1/ ds/ [w" ' (nBu’' + B(B — Du’ ) |[Vul? + 280" 'V - V'] d
{uw'>8}

_ 1
+§pw/ ds/ B(B — Du" P2 Vul da.
p 0 {u'>6}
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Since u > 0, we have

iA = /ds/ u" | |P|V Inuf*u? ( G )+nﬁ)
dt {u'>6}

—/ ds/ u"|W [PV Inw - Vinu'v? n(p — 1) + 28] da
0 {u'>6}

1
—/ ds/ u"|u! PV Ino/ [PuP [p — 1] da
0 {u'>6}

1
+6p_1/ ds/{ } [u" " (B + B(B — 1)) |Vul? + 280" PV - V'] do
u'>0

+5p / / — D"\ Vul*de.
{u'>6}
then

! 3 ! 3 Vinu\’ Vinu
e / - _ n—+ AV
i ds/Qu U5, (u')dx /0 ds /{UI>5}U (u') (V In u’) Q (V lnu’) dx
(5.20)
1
+5p1/ ds/ [u" '/’ (nB+ B(B = 1)) |Vul* + 280" P Vu - V'] da
0 {uw'>6}

_ 1
—|—5pu/ ds/ B(B — Du" 72| Vul*dz,
p 0 {u'>0}

where @ is given in (5.7).
Step 3 : Passage to the limit when ¢ tends to zero in (5.26)

Step 3.1 : Passage to the limit in the term A.
Since

Y-
Vs, (u) — u’ (W) a.e. in €,
6—0 p

and
WP, ()] < ﬂ(; e Q).

then, using Dominated Convergence theorem, we get

1 ( /)P
/ ds/ s, (u)dr — ds/uﬁ—w
=0 Jo Q p

Step 3.2 : To pass to the limit when ¢ tends to zero in the first term of the right
hand side of (5.26), we apply Monotone Convergence Theorem. Indeed,

1 t
Vinu Vinu
n+pB(,, 1\P ,
/0 ds/ﬂu (u') <V lnu’> Q (Vlnu’) Lw>eyd.
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We know that 1 < p < 1/m? and 8 € [B_(p), B+ (p)], where B_ and B, are given in
(5.5). Using Lemma 3.1, we have

Vinu ! Vinu
(Vlnu/) Q(Vlnu’) = 0.

Vinu' Vinu
1._ . n+B8/,,\P ,
Ws = U (U) (v In ul) Q <v In U/) 1{u >0}

is a decreasing sequence in §. Further, for all £ > 0

Then

inf I3 (t) > —00.
61$1>1£I§(t)_0> 00

Therefore, by applying Monotone Convergence theorem, we have
Vinu\' Vinu
1 1._ . n+B(, N\D ) .
w5~ Wy 1= U (u') (V lnu’) Q (V 1nu’) Liwsoy, — a.e.in €,
and ) .
Vinu Vinu
1 n+8(,,\p
I5() 550 0 ds /{u,>0}u () (V lnu’) @ (V 1nu’> dr.
Step 3.3 : To pass to the limit when ¢ tends to zero in the second term of the

left hand side of (5.26), we apply Dominated Convergence Theorem . In fact, for all
t>0

1
IZ(t) = 5p_1/ ds/ [u" W (B + B(B — 1)) |Vul* + 280" Vu - VU] da.
0 {(w'>6}

Let
wy = [T (nB+ BB — 1)) [Vul? + 280" Vu - VU] 1.
We know that v € C*°(Qr) with ¢ <wu < 1/¢, then

wi — 0, aeinQ,
6—0

and
wi| < [B(n+ B — Du" P72 |Vul® + 280" Vu - Vi'| € LY(Q),

since u and v’ are C*°(Qr). By Dominated Convergence Theorem, we deduce that
forallt >0

2
I3 (t) S 0.
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Step 3.4 : To pass to the limit when ¢ tends to zero in the last term of the left hand
side of (5.26), we apply Dominated Convergence Theorem . In fact, for all ¢ > 0

_ 1
I3t) = 5PM/ ds/ B(B — Du" P72 Vul*dz.
p 0 {u/>6}

wi = 5p(1 ;p)ﬁ(ﬁ — Du"P 2 Val?,

Let

We know that u € C*°(Qr) with ¢ <wu < 1/e, then

wy — 0, a.ein Q,

6k—>
and N1
g < [P VAR sz p € 11(0)
p
By Dominated Convergence theorem, we deduce that for all ¢ > 0
3
I3 (t) S 0.

Therefore, for all ¢t € [0,77, we have in D'(0,T)

1 np 1 t
— B(u)+ _ ntBy np [ VInu Vinu
i ds/gu P dr = /0 ds /{u/>0}u (u') <V1nu’ Q Vln o dz,

where () is given in (5.7).
Step 4 : Proof of inequality (5.6)
By integrating the previous equation with respect to ¢, we get

t,
/ds/ xts (@, S+dx:/ds/ (x,0,s) x08>>+dx
¢ ! 3 Vinu)' Vinhu
_ n+ "\P
/0 dT/O ds/{u/>0}u () (Vlnu’) @ (Vlnu’) dz,

since u$ = u(.,0, s) is chosen to be the geodesic between u¢ and u} with respect to
the pseudo-distance d, with g(u) = v, then for all ¢ > 0, we have

/ ds/ u(z,t,s) CIC S))+d = d;(ug,ug)

p

t 1 t
Vinu Vinhu
_ n+p ¢, I\p
/0 dT/O ds/{u/>0}u () (Vlnu’) @ (Vlnu’> dr.
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Hence

2wt ub) < B (ul. ub td ld N Vinu)' Vlnud
g(u ,u)_ g<u07u0)_ 0 T o S {u/>0}u (U) Vinu Q YV In x.

Since g(u) = u” with 8 € [B_, B4], we use Lemma 3.2 and 3.3, for all t+ > 0 we get

() = @ ), da < / ()47 — () +77Y? da

_(B+p) WAy Vinu\' Vinu
pr1 / /ds/{u>0} VInv @ Vind dr.

Step 5 : Decreasing distance with respect to time
Using Lemma 3.1, we have

Q> 0.
Therefore, for all £ > 0 we get

/Q((u")”ﬁ/p(-,t)—(U“)”ﬁ/p(-,t))idxﬁ/((u’é)”ﬁ/p—(uS)”ﬁ/”)idw,

Q

and
a p
/Q ((Ub)1+6/p (U )1+6/p) + de

is decreasing with respect to time.

3.2 Proof of Theorem 2.2

Consider ug, ul € C*(£2) such that

e<uf<ub<1/e, fore>0.

Let u® and u® € C*°(Q7r) be the solutions of problem (PME) in the classical sense
with initial data ug and uf respectively. Then

e <u(z,t) <ul(z,t) < 1/,
for every (z,t) € Qr.

1

Step 1 : Calculation of the time derivative of A := / ds/ —uP W, (u')dx
0 Q

Using Step 2 of the previous proof, we get
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d [t 1 Vinu\' Vinhu
- B / — n+8(, \p
tJo ds/g W sy )dr /0 ds/{u/>a}u () (Vln“') Q(Vhl“') dm

(5.21)
1
—op1 / ds/ [u"’lu’wg’l (nB + B(B — 1)) |Vul|* + 2pu™ P~V - Vu’} dx
{u'>6}

_ 1
§p(1—p)/ ds/ B(B — Du" P2 Vulda,
p 0 {u'>6}

where @ is given in (5.7).

Step 2 : Passage to the limit in equation (5.21)

As in the proof of Theorem 2.1 and using the same arguments, we can pass to the
limit in (5.21) as ¢ tends to zero and we get for all ¢ € [0, T]

Vinu\' Vinu

+ n—i—B

ds/ —dr = / ds /{u o) (V lnu’) Q (Vlnu’) dx,
where @) is given in (5.7).

Step 3 : Proof of inequality (5.8)
By integrating the previous equation with respect to ¢, we get

/ds/ xts (a:ts /ds/ xOs (IOS))erx
p
t 1
Vinhu Vinu
n+B(, \p
+/0 dT/O ds/{u/>0}u () (Vlnu’) Q(Vlnu’) dz,

since u§ = u(.,0, s) is chosen to be the geodesic between ug and u} with respect to
the pseudo-distance d, with g(u) = —u”, then for all ¢ > 0, we have

/ ds/ u(z,t, s) Wzt S))+d = d2(ug,u)
! ! Vinu' Vinu
+/0 dT/O ds /{u/>0} u" P (u/)P (Vlnu’) Q (V lnu’) dzx.
Hence

20,0 b < (0. o’ td ld n+B(. Np Vinu\' Vlnud
dg(u,u)_ g(UO7UO)+ 0 ! 0 i {u/>0}u () Vind Q Vinv r

Since g(u) = —u” with 8 € [B_, 3], we use Lemma 3.2 and 3.3, for all ¢t > 0 we get

/Q = (@) = @) ()] de < / = () = (ug) )" da

Q
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5 +p) w8y Vinu\' Vinu
pr1 / / ds /{u >0} Vinu @ Vinu de.
Since u!(.,t) < u?(.,t) for all ¢t > 0, then

/¢ 2/ (g, 1) — (uh) () dm</¢ 0) () = (ug) TP (2)) da

5+p Vinu Vinu
O [ [y (T @t (T oo

Step 4 : Decreasing distance with respect to time
Using Lemma 3.1, we have

Q@ <0.
Therefore, for all t > 0 we get

/¢ 2/ (g, ) — (uh) () dx</@/} 0) () = (ug) TP (2)) da

/¢ 1+,3/p (u 1)1+ﬁ/p) dr

is decreasing with time. O

4 The doubly nonlinear equation

This section is devoted to the proof of Theorem 2.3. To this end, we first need
the following results whose proofs are elementary.

Lemma 4.1. (Property of ¢)
Let A > 0. For e convex homogeneous function of degree A + 1, we have

e"(q)q = Be'(q). (5.22)

Proof of Lemma 4.1
Since e is an homogeneous function of degree A + 1 then €’ is an homogeneous
function of degree (3. Therefore

¢'(\g) = X¢(q).
Then
¢’ (Aq)g = BN (q).

In particular for A = 1, we have

e"(q)q = Be'(q).
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Lemma 4.2. (Sign of the matriz M)
ForO0<n<1,1<p<1/nand~y € [y_,y+], then

M >0,

where y— and v+ are given in (5.11).

Proof of Lemma 4.2
The proof of this lemma will be divided into two steps;
— First step : det(M) >0
For 0 <mn < 1land 1 < p < 1/n, we calculate the determinant of the matrix
M. Then, we get

det(M) = (p—1) (V(VA_;UJFH_;) B <(>\+1)72+An(p—1)>
)

4pA2’

where
F(v) = (A p=1)=p(A+1)*)y*+2(p—1) (npA—2A—np)y—n’p(p—1)*. (5.23)
Now, let us compute the discriminant of f
AN =4Xp—-12[1—-np)A+np(l—n)]>0 for 1<p<l1/n.

Since v € [y-,74], then f(v) > 0 and therefore det(M) > 0.
— Second step : Remarkable matrix property
We can remark that

(YA +1) +np—1))°

(p— Dtr(M) = det(M) + (p — 1)* + o

(5.24)

Using first step, for p > 1, we deduce from (5.24) that tr(M) > 0. Then

M > 0.
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4.1 Proof of Theorem 2.3

Consider ug, ul € C*°(Q) such that
e<udub<1/e, fore>0.

Let u® and u® € C*°(Q7) be the solutions of problem (DNE) in the classical sense
with initial data u¢ and u} respectively satisfying

e <u(z,t),u’(z,t) < 1/e,
for every x € Q and t > 0.

Step 1 : Equation satisfied by u’
We know that u satisfies
uy = div(u"e'(Vu)).

Let us now check the equation solved by «' = du/0s. In fact, we have

(U/)t = (Ut)/

[
= g(dlv(u e'(Vu)))

— div (g(u"e'(Vu))) .

S

Then
(W) = div (nu" "€ (Vu) + ue” (Vu) V') . (5.25)

1
Step 2 : Calculation of the time derivative of A := / ds/ uWs,(u")dx
0 )

d d (!
A= 2| 4 s (u)d
i dt J, S/Qu sp(W)dr

1
= / ds/ (yu'y_l\lﬁg,p(u')ut+u7‘llg7p(u/)(u’)t) dw,
0 Q
Since v’ verify equation (5.25), we get
d 1
—A = / ds/ Y s (u)div(u"el (Vu) ) d
dt 0 Q ’ a

1
+/ ds/ w5 (u)div (nu” e (V) 4 uel (Vu) V') da.
0 Q
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By integrating by parts with respect to x, we obtain
/ ds/ — D W, (w ) u"e (Vu) Vu + a5 (u')u"e (V) - Vi'] da
—/ ds/ﬂwﬂ_llllgyp(u’) (nu" e (Vu)Vu + u'e"(Vu)Vu - V') dz
0
— /1 ds /Q WU (u) (nu e (Vu) V! + u'e” (Vu) V' |?) da
0

Using the definition of Vs, and Lemma 4.1, we get

! —1
iA = —/ ds/ e’ (Vu)|Vul? [L —|—n} zu"”’Q(u/)pdx
dt 0 {(u'>6} p A

! 1 -1
—/ ds/ ¢"(Vu)Vu - Vu' {”y (— + 1) + M] Tt (VA Latv/7
0 {(w>5) A A
1

—/ ds/ ¢ (Vu)|Vu' |2 (p — D)u 7 (v )P 2dw
0 {u/>6}

1
Hor! / ds / ¢’ (V)| Vul? P (y—1+4n) un+v—2u'} dz
0 {uw'>6} A

! 1
+6771 [ ds " (Vu)Vu-Vu' |y~ +1)u"" ! de
0 {u'>6} A

1— ! -1
+5p—( ) / ds/ 6”(VU)|VU|2—7(7 )u”ﬂ_de.
p {u'>8} A
Since u > 0 and using the notation w = y/e”(Vu), we have

1 ~1
iA = —/ ds/ |wV Inul? P—%—n} Zu’””(u')pdaz
dt {u'>6} p A
/ ds/ w’Vinu-Vind { ( + 1) + n(p——l)] u (' Pdx
{uw'>6} A A

—/ ds/ lwV Ind'|* (p — D™ (o) dx
0 {uw'>6}

! 1
+0P~ 1/ ds/ [ — 1+ n)u" 2 | Vul|® + 5 (X + 1) "tV Vu’] dx
{w >6}

_ng / / w?|Vu |27( 1) W2
{u'>6}
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then
! wVInu\" wVInu
& v
0 ds/gu Wi (0) / ds/{u>5} (wVInu) M(wV]nu/) dr
(5.26)
1
+0P~ 1/ ds/ [ — 1+ n)u" 2 | Vul|® + 5 (— + 1) "tV Vu’] dx
(w >5} A
—1)(1 —
(5”/ ds/ wQ\Vu|27< )4 =p) u" 2 d,
0 {(u/>8} PA

where M is given in (5.13).
Step 3 : Passage to the limit in equation (5.26)
Step 3.1 : Passage to the limit in the term A.

Since o
W, (u) — UVM

a.e. in {2,
0—0 p

and

s, ()] < v<“]'jp e L'(9).

then, using Dominated Convergence theorem, we get

1 ( /)p
/ ds/u“IJgp )dx m ds/u”—er
- Jo Q p

Step 3.2 : To pass to the limit when 0 tends to zero in the first term of the right
hand side of (5.26), we apply Monotone Convergence Theorem . Indeed,

1 T
nty . np WV Inu wVinu
/0 s /{u/>5}u () (wVInu’) M (wV In v/ du
Using Lemma 4.2, we have M > 0. Then
T
1oty e (WY Inu wVinu
wy = u""(u) (lenu’) M(wVInu’ Liwssy

is a decreasing sequence in 9. Therefore, by applying Monotone Convergence theo-
rem, we have

T
w w = U ()P wV Inu M wV lnu
4 0—0 0

wVInu wV In u/) Liwsoy, a.e. in ),

T
W wVinu wVinu
15 5—>0 ds /{u >0} (wV lnu’) M <wV In v dr.

and
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Step 3.3 : To pass to the limit when ¢ tends to zero in the second, third and fourth
term of the left hand side of (5.26), we apply Dominated Convergence Theorem and
we get

1
/ ds/ { — 14 n) w2 |Vul* + 4 (— + 1) u" V- VU'} dx — 0,
fw >6} A §—0

5p/ ds/ wQ\VUFV(’y — b =p) w2 dy — 0.
0 {(u'>6) pA 60

and

Therefore, for all ¢ € [0, T, we have

T
E wVIlnu wVinu
dt/ ds/ = / ds/{u >0} (wVInu) M (wVInu’ de.
Step 4 : Proof of inequality (5.12)
By integrating the previous equation with respect to ¢, we get

/ds/u”’x,t,s (@,15) +dx = /ds/uvas :EOS))erx
t 1 T
— [ dr | ds u (U )P wVinu M wVnu dx
0 0 (>0} wV Inu' wV Inu' ’

since u§ = u(.,0, s) is chosen to be the geodesic between u@ and uf with respect to
the pseudo-distance d, with g(u) = u?, then for all £ > 0, we have

1 / t p
/ ds/zﬂ(x,t,s)—(u (=, ’S))erx = d2(uf,up)
0 Q p
wV Inu 4 wV Inu
/dT/ ds/{u>0} (lenu) M(wVInu’) dr.
Hence

b b t ! wV lnu T wV lnu
2/(..a < 2/, .a o n+y(,,/\P
dy(u”, u”) < dy(ug, ug) /0 dT/o & /{u,>0} ut () (wV lnu’) M <wV1n u’) de.

Using Lemma 3.2, for all ¢ > 0 we get

/Q (W) /2( ) — ()2 ) da < / ()77 — (ug) /7Y da

Q
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’y+p ds n+7 wV Inu TM wV Inu d
pr1 (w0} wV Inu' wVinu ’

Step 5 : Decreasmg dlstance with respect to time
Since g(u) = u”, using Lemma 3.1, we have M > 0. Therefore, for all ¢ > 0 we get

Lo = @y o), de < [ (@) )Y d,

Q

and
a\1+ p
/Q ((U/b)l—i_,y/p (U )1 ,Y/p)-f— dI

is decreasing with time.

O

Remark 4.3. (Other applications) In a future work, we will apply the method
of differential contractions for different type of equations like Kolmogrov equation,
Fokker-Planck equation, elliptic equations... (see [52]).

5 Appendix

In this section, we prove Lemmas 3.2 and 3.3.

Proof of Lemma 3.2
Proof of (5.16)
First method : Let u € £, we have

L (4,8/Py,\P
/ds/ +dx:/dx/uds
Q 0 p
1 1+8/p P
el G
plo  Jo \9s\1+8/p)/,
Since p > 1, using Jensen’s inequality and Lemma 3.3, we get
1 N \P 1 1 148/p p
/ds/uﬁ((u)+) de > —/dx(/ (g(u >) ds)
0 Q D D Ja o \IOs\1+8/p)),

_ P ) /Q(<ub)1+,3/p _ (Ua)Hﬁ/p)i dr.

(B+p)P

Therefore, we obtain

—1
inf/ ds/ +d:c> i ] /Q((ub)lw/p—(u“)”ﬁ/p)idx.

ueé (B+p)p
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On the other hand, for (z,t) € Qr and s € [0, 1], consider the following path

U(z,t,s) = (((ub)1+5/p(:v,t) _ (u“)”ﬁ/p(x,t)) s+ (ua)l-l—ﬁ/p(x’t))p/(ﬁer) .

Since u € £, then
1 ~n\p
/ ds/~ﬁ(u)+d9€
p

o [
"l ((iffé@)

-1
— 1+ﬁ/p H8/P\P .
B+p / ) )

IN

Therefore, we have

. it < 1+B/p 1+8/p
;Ielg ds/ dx ﬂ+p / u®) )+dx.

1+B/p H+8/P\P 1.
6+p / W) L

Second method : Let u € £, we have
1 ( Nnp 1

/ds/uﬁ /dm/(ﬂ/pu

0 Q 0
/ 1 ( o ulth/r )

dx
o Jo \0s1+3/p
d

= ppl /(_ 1+,3/p )pd
(B+p)p on )+8'

Let us introduce the following function

v @ Qrx[0,1] — R
(x,t,s) = vz, t,s)=uP(x,t,s),

1
:/das/ (V') ds.
Q 0
— Step 1 : Derivation of J

By deriving J, we get for w € C*(Qr x [0,1])
J(v + sw) — J(v)

Then

a2 (u®,u’) =

R"V= Q8=

and the functional

J'()-w = lim
s—0

= lim dx/ v—i—sw — )+ds.

s—0
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Let introduce the following function

¢ : [0,1] — R
s = 0(s) = (v + sw')t.

For s € (0,1), we have
0'(s) = p(v' + sw' ) "'

Then

J'()-w = lim dz/lwds

s—0 Q

- / da / ' 0(0)ds
= /d:n/ Nt ds.

By integrating by parts with respect to s, we obtain

JW)-w = —pp—1) /da;/ N2 wds
[ 1@ ], de

We choose the function w € C*°(Qr x [0, 1]) such that for all (z,t) € Qr

(W' (2, t, 1)) w (e, t,1) = (V' (2, t,0))2  w(x, ¢, 0).

Then, we have
J ) w=-pp-1) /dx/ N2 " wds.

— Step 2 : Euler-Lagrange equation
For all w € C*(Qr x [0,1]), we can write the Euler-Lagrange equation as

JW)-w=0
which is equivalent to
(W) =0 in Qg x [0,1].
Hence, v” = 0 and for all (x,t) € @

v(x,t,s) = a(x,t)s + b(x,t),
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with

v(z,t,0) = (u)PP(z ) and  w(z,t,1) = ()PP (1)
Therefore, we have for all (z,t) € @

v(z,t,s) = ()P (2, ) — (u)P(2,1)) s 4+ (u) PP (2, t).

Hence
v = (ub)l+ﬂ/p _ (ua)lJr,B/p,

then

. P! o () a\14B/p\P
o[ o -t

Proof of (5.17)
First method : Let u € £, we have

1 np 1 B/p,,"\P
/ ds/ _ W /dx/ G
0 Q p Q 0 P
1 1 o ults/p p
- he - (G55m)
pJa Jo ds1+8/p) ),
Since p < 1, using Jensen’s inequality and Lemma 3.3, we get
! P 1 1 1+8/p P
[ fettha = 4 [a([ (220,
0 Q D D Jo o \9s \1+8/p) ).

_ pp_l / _ ((ub)l—‘r,@/P - (ua)l-i-ﬁ/p)i)r dr.
Q

(8 +p)p
Therefore, we obtain
inf ds/ +dx > P /_ ((ub)1+/3/p _ (ua>1+5/p)p dr.
uel (/6 -+ p)p +

On the other hand, for (CU, t) € @Q and s € [0, 1], consider the following path
u(z,t,s) = (((ub)ﬁ_ﬂ/p(l’,t) _ (ua)1+’3/p(x,t)) s+ (ua)1+6/p(x7t))p/(ﬁ+p) '

Since u € £, then
1 AYZ AY4
inf/ ds/—uﬁ%dx < /ds/ u)+dx
ue€ J, Q D p
o ulth/p P
- L (Gs)
pJa  Jo \\9s1+8/p) ),

1
= G @ e e
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Therefore, we have

1 AYS -1
. _ ﬁ(u)—l— P _ ((0\1HB/p _ (, a\1+B/p\P
irelg/o ds/g “ = (5+p)p/a ()7 = () 20, o

Then

d%(ua’ub) = (ﬁp—pi—_p)p /Q _ ((ub)l-‘rﬁ/l? _ (ua)l-i-ﬁ/p)i do.

Proof of Lemma 3.3
Let n > 0and 0 < p < 1/n% For 8 € [B_(p), B+(p)], we have

B_(p)+p < B+p< Be(p) +p.

To prove that g+ p > 0, it’s sufficient to demonstrate that

B-(p)+p>0.

In fact, we have

bp)+p = 21 (—1— \/1—n2p) +p

2
= 5 5 v 1—n%p
= %(p+1—(p—1)\/1—7ngp).

Then,

Bp)+p>0 & p+1—(p—1)y/1-n2p>0
S p+1>(p—1)\/1—n?p.

If p =1, the result is obvious.
If 0 < p <1, then we have

p—D\/1—-n’p<0<p+1.

If p > 1, we obtain

B_(p)+p>0 & (p+1)>>(p—1)*(1—n’p)
s n?p® —20%p* + (44 n?)p > 0.
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Since p > 0, we have
B_(p)+p>0<«g(p) :=n*p*—2n°p+ (4+n?) >0
Computing the discriminant of g, we get
A'=n' —n*(4+n®) = —4n® < 0.
Therefore, g(p) > 0 for all 0 < p < 1/n?, and then

B-(p)+p>0.
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Chapitre 6

Modélisation d’un probléme
d’intrusion saline et Schémas
numeérique

Ce chapitre est une sorte d’introduction générale dans laquelle nous présentons le
probléme d’intrusion saline qui menace actuellement de nombreuses villes cotieres
dans le monde. Nous commencons d’abord par introduire toutes les définitions et les
notions nécessaires permettant au lecteur de se familiariser au monde de ’hydrologie
souterraine. Dans le but d’écrire des schémas numériques, nous traitons un modéle
simplifié, proposé dans [48], modélisant 'intrusion saline en particulier dans la ville
de Tripoli.
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1 Introduction

L’eau douce constitue 2.5% de 1'eau dans le globe terrestre, et 95% de ’eau douce
utilisable se trouve dans le sous sol. Ces chiffres montrent I'importance de cette
source d’eau. Elle est d’autant plus importante si ’'on considére la pénurie d’eau a
laquelle le monde devra faire face dans le futur. Actuellement, le nombre de pays
touchés par la surexploitation des eaux souterraines augmente jour aprés jour. Et
cette augmentation s’avére alarmante surtout si I’on considére la répartition inégale
des ressources en eaux dans un méme pays, et si l'on considére la concentration
démographique des grandes villes et surtout sur les cotes. En réalité, les régions co-
tiéres sont considérées comme une source majeure pour l’approvisionnement en eau
douce dans de nombreux pays a travers le monde et particuliérement dans les zones
arides et semi-arides. En outre, le fait que les zones cotiéres sont densement peuplées
rend la nécessité en eau douce de plus en plus aigiie, ce qui aboutit a une extraction
intensive des eaux souterraines. Ainsi, cette extraction empéche ’écoulement d’eau
douce vers la mer, et crée ensuite un vide local dans la nappe phréatique, ce qui
permet a ’eau de mer de migrer vers l'intérieur et de remonter pour arriver aux
puits et saliniser une partie importante du sol, et ceci engendre des conséquences
nuisibles au niveau de 'agriculture, de ’alimentation en eau et des écosystémes ma-
rins cotiers. Ce phénomeéne appelé, intrusion saline, est devenu 'une des contraintes
principales imposées sur 1'utilisation des eaux souterraines. Comme l'intrusion saline
progresse avec le temps, I'eau des puits de pompage existants prés de la cote, devient
salée et ces puits doivent donc étre abandonnés. Alors, pour éviter les conséquences
dangereuses de ce probléme, il sera nécessaire d’utiliser des modéles mathématiques,
afin de simuler le phénomeéne, et faire des estimations quantitatives des effets des
décisions de gestion différentes qui devraient étre prises pour remédier ce probléme.
La modélisation de ce phénomeéne dans les aquiféres cotiers est un travail important
et difficile. La difficulté primaire réside dans la simulation du mouvement de I'eau
salée.

Dans ce travail, nous nous sommes interréssés a la modélisation de 'intrusion saline
dans les régions cotiéres surtout Tripoli. On référe & [24] pour une vue générale des
modéles d’intrusion saline.

2 Définitions et notions

Dans cette section, on donne les définitions et les notions nécessaires pour s’intro-
duire au monde de I’hydrologie.

Le milieu poreux :

Le milieu poreux est ’ensemble de grains solides ou d’agrégats autour desquels
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existent des espaces vides appelés pores, qui peuvent étre interconnectés ou non. La
matrice constituée des grains solides est rigide ou peut subir des petites déforma-
tions.

Les premiéres informations sur les propriétés d’un tel milieu sont fournies par I’ana-
lyse granulométrique, souvent réalisé par tamisage. Parmi ces propriétés, celles qui
vont influencer sur les phénomeénes d’écoulement et de transport : la porosité totale
et la perméabilité intrinséque, qui sont des propriétés spécifiques du milieu dépen-
dant de nombreux facteurs et caractérisant le milieu du point de vue hydraulique.

La perméabilité intrinséque :

La perméabilité d’'un matériau (une roche, un tissu, etc.) est une grandeur in-
trinséque a ce dernier. Elle mesure sa capacité a laisser passer un fluide, elle est
indépendante du fluide. Plus un milieu est perméable plus le fluide s’écoulera vite.
La perméabilité noté k s’exprime en unité de surface m?. Notez aussi que cette pro-
priété est représentée mathématiquement par un tenseur.

La porosité :

La porosité d'un milieu poreux est I'expression du rapport du volume de vide des
pores sur le volume total du sol. Une perméabilité élevée exige une bonne porosité
mais I'inverse n’est pas vrai. Une roche trés poreuse peut avoir une perméabilité trés
faible (argiles par exemple). La porosité est un rapport volumique est souvent notée
®. C’est un rapport volumique sans unité.

o - volume du vide € (0.1).
volume total

La viscosité dynamique d’un fluide :

La viscosité dynamique est le coefficient de proportionnalité de la force s’appli-
quant entre deux couches de vitesses différentes d’un fluide, elle traduit la résistance
a I’écoulement uniforme et sans turbulence se produisant dans la masse de matiére.
Lorsque la viscosité augmente, la capacité du fluide a s’écouler diminue. On pour-
rait croire que la viscosité d’un fluide s’accroit avec sa densité mais ce n’est pas
nécessairement le cas : par exemple, I'huile est moins dense que ’eau cependant elle
est nettement plus visqueuse. La viscosité dynamique est noté p et est exprimée en
Pa.s. Notez qu’on appelle fluidité d’un fluide I'inverse de sa viscosité dynamique.

Le poids spécifique :
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On appelle poids spécifique d’un fluide « (ou aussi poids volumique), noté 7, le
produit de la masse volumique de ce fluide p par 'accélération de gravité g,
c.ad

T=p-g

La teneur en eau volumique :

Dans les milieux poreux non saturés, nous définissons la teneur en eau volumique
notée # comme étant le rapport entre le volume d’eau contenu dans le milieu poreux
et le volume total de ce milieu.

volume de l'eau dans le sol

0 —

volume total

La teneur en eau d’'un sol varie entre une valeur minimale (la teneur en eau résiduelle
notée 6,), et une valeur maximale (la teneur en eau & saturation notée 6;). Cette
derniére est en principe égale a la porosité. Toutefois, dans les conditions naturelles,
un sol ne parvient jamais a la saturation totale, car il reste toujours de I'air piégé.

La conductivité hydraulique :

Le terme de conductivité hydraulique (ou coefficient de perméabilité) est le rap-
port entre la perméabilité intrinséque du sol affectée par le poids spécifique de I'eau
et la viscosité dynamique du fluide (ici I'eau), cette propriété est notée K et elle
indique la capacité des milieux poreux a transférer un volume d’un fluide (ici 'eau).
On écrit alors
k-p-g

M )
ol k est la perméabilité intrinséque définie ci dessus, p la masse volumique du fluide
et g l'accélération de pesanteur et p la viscosité dynamique du fluide déja définie.

K =

La charge hydraulique :

Le paramétre qui régit le transfert de matiére ou d’énergie constitue le potentiel.
Lorsque le potentiel est égal partout dans un domaine, il n’y a pas de transfert de
masse ou d’énergie. Par contre, des différences de potentiel provoquent le transfert
de masse ou d’énergie. Les changements du potentiel selon les différentes directions
dans un domaine donné définissent le gradient de potentiel dans ce domaine. Dans
le cas de I’écoulement en milieux poreux, c¢’est la charge hydraulique qui constitue le
potentiel puisque I’écoulement se fait des secteurs a haute charge hydraulique vers
ceux a faible charge hydraulique. En hydrogéologie, la charge hydraulique notée h
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est exprimée en métres d’eau (m), de sorte que le gradient hydraulique est sans di-
mensions (m/m). De plus, la charge hydraulique est formée de deux composantes : la
composante d’élevation (énergie potentielle reliée a la gravité) z et la composante de

pression (appelée aussi potentiel de pression) qui est égale a 2 ol p est la pression

du fluide (eau) qui est mesurée simplement par la hauteur de la remontée d’eau dans
un piézométre (installation qui sert a mesurer la pression d’eau exercée a sa base),
p est la masse volumique du fluide et g est I'accélération de pesanteur constante et
standard.

La densité du flux de I’écoulement :

La densité du flux est un paramétre qui indique la quantité et la direction dans
laquelle la masse ou I’énergie est transférée en fonction du temps a travers une sur-
face unitaire dans les matériaux sous l'effet du gradient du potentiel déja défini. Dans
le cas de ’écoulement, nous nous intéressons au flux de masse (ou volumétrique) de
fluide a travers les matériaux découlant du gradient hydraulique. De facon mathé-
matique, le flux est un vecteur noté 7 qui est généralement exprimé en volume de

3
m m

fluide (& densité constante) par unité de temps et de surface ( 5 ou —>. Donc,
s.m 5

cette densité 7 est aussi appelée vitesse de filtration. Elle est reliée a la vitesse réelle
o des écoulements par

7 =07,
ol 0 est la teneur en eau effective du milieu poreux définie ci-dessus.
Nappe phréatique :

La nappe phréatique est contenue dans 'aquifére souterrain que l'on rencontre &
faible profondeur. Elle alimente traditionnellement les puits et les sources en eau
potable. C’est la nappe la plus exposée a la pollution en provenance de la surface.

Couche de confinement

Une couche de confinement est une unité géologique de faible ou tres faible conduc-
tivité hydraulique (inférieure & 10~"m/s). ces couches sont subdivisées généralement
en aquifuge, aquitard, et aquiclude.

L’aquifuge est une unité absolument imperméable ne contenant pas d’eau et ne
permettant pas ’écoulement. Ce terme est plutdt conceptuel et correspond a assez
peu de situations réelles.

L’aquitard, aussi appelé couche semi-perméable ("leaky confining layer”), est une
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unité de faible perméabilité mais qui peut emmagaziner de I'’eau souterraine et la
transférer lentement d’un aquifére & un autre.

L’aquiclude est aussi une unité de faible perméabilité constituant la limite supé-
rieure ou inférieure d’un systéme d’écoulement.

Les aquiféres :

Un aquifére est une couche de terrain ou une roche, suffisamment poreuse (qui
peut stocker de 'eau) et perméable (ou 'eau circule librement), pour contenir une
nappe d’eau souterraine, c’est aussi le terme donné a une unité de roche qui donne
de I'eau en quantités utilisables & des puits ou des sources. Un aquifére peut étre
visualis¢ comme une éponge géante souterraine qui retient ’eau et qui, sous cer-
taines conditions, permet a ’eau de se déplacer a travers elle. Les roches contenant
de I'eau qui composent les aquiféres sont constituées soit de meubles (comme de la
terre), soit des dépots ou des roches consolidées. Les propriétés physiques des maté-
riaux aquiféres et des nappes eux-mémes (épaisseur, profondeur) sont importantes
pour déterminer la rapidité avec laquelle I’eau souterraine se déplace et dans quelles
routes il faudra se déplacer dans un aquifére. Cette connaissance permet de décider
la meilleure fagon de faire jaillir I’eau du sol pour une bonne consommation d’eau
potable, I'irrigation et autres usages.

Les aquiféres sont généralement classifiés en deux types comme suivants : Aquiféres
libres (ou non confinés) et Aquiféres captifs (ou confinés).

Aquiféres non confinés :

Dans les aquiféres non confinés, les eaux souterraines remplit partiellement 1’aqui-
fere. La surface supérieure de la nappe phréatique est donc libre de monter et de
décliner. La nappe phréatique est soumise a la pression atmosphérique. Il est impor-
tant de noter que les aquiféres non confinés, en particulier ceux proches de la surface,
peuvent étre vulnérables a la contamination provenant des activités humaines sur la
surface du sol.

Aquiféres confinés :

Les aquiféres captifs peuvent également étre appelés aquiféres artésiens. Un aquifére
captif se trouve entre deux couches de matériaux impermeéables (comme l'argile)
notées "lits" de confinements, qui entravent le mouvement de ’eau dans et hors
de laquifére. A cause de ces "lits" de confinement, les eaux souterraines dans ces
aquiféres se trouvent sous haute pression. Et en raison de cette haute pression, le
niveau d’eau dans un puits passera & un niveau plus élevé que le niveau d’eau dans
la partie supérieure de ’aquifére. Méme dans une nappe captive, I’eau cherche son
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propre niveau. Les couches géologiques ne sont pas parfaitement horizontales. Notez
finalement que I’eau embouteillée est souvent annoncée comme provenant d’aquiféres
artésiens. Ces eaux sont souvent plus pures car les "lits" de confinement génent le
mouvement de la contamination. Rien ne garantit, cependant, que les eaux de puits
artésiens sont les plus propres que les eaux souterraines d’un aquifére non confiné.

Intrusion saline :

L’intrusion saline est le mouvement de I’eau salée dans les aquiféres d’eau douce. Le
plus souvent, elle est causée par le pompage des puits cotiers d’eau souterraine, ou
de la construction de canaux de navigation ou des canaux de pétrole. Ces derniers
engendrent des conduites d’eau salée en marais d’eau douce. L’intrusion d’eau salée
peut également se produire a la suite d’un processus naturel, comme une onde de
tempéte a partir d’'un ouragan. L’intrusion saline se produit dans presque tous les
aquiféres cotiers, ou ils sont en continuité hydraulique avec I’eau de mer.

Lorsque 'eau douce est retirée a un rythme plus rapide que ce qu’il peut étre re-
constitué, la nappe phréatique est prélevée a la suite. Ce tirage vers le bas permet
également de réduire la pression hydrostatique. Lorsque cela se produit a proximité
d’une zone océanique cotiere, l'eau salée de 'océan est tirée vers l'aquifére d’eau
douce. Le résultat est que I'aquifére sera contaminé par 1’eau salée. Ce qui se passe
a de nombreuses communautés cotieres.

La relation de Ghyben-Herzberg :

Les premiéres formulations physiques de l'intrusion saline ont été faites par W.
Badon-Ghijben (1888, 1889) et A. Herzberg (1901), ainsi appelées de la relation
Ghyben-Herzberg. Ces données sont tirées des solutions analytiques afin de rappro-
cher les comportements d’intrusion, qui sont basés sur un certain nombre d’hypo-
théses qu’on ne peut pas tenir compte dans tous les cas sur le terrain. L’eau douce
a une densité d’environ 1,000 gramme par centimétre cube (g/cm?) a 20° C, tandis
que celle de 'eau de mer est d’environ 1,025 g/cm?. Le rapport de Ghyben-Herzberg
affirme que, pour chaque ” foot” de I’eau douce dans un aquifére non confiné au des-
sus du niveau de la mer, il y aura quarante " feet" d’eau douce dans I'aquifére sous
le niveau de la mer. Au 201¢me siécle, la puissance de calcul a permis 1'utilisation des
méthodes numériques (généralement la méthode des différences finies ou éléments
finis) qui ont besoin de moins d’hypothéses et peuvent étre appliquées de fagon plus
générale.
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3 Modélisations mathématique et numérique du pro-
bléme

La modélisation de l'intrusion saline est considérée difficile. Certaines difficultés ty-
piques se posent a cause de la présence éventuelle de fissures et de fractures dans
I’aquifére, dont les positions précises sont inconnues, mais qui ont une grande in-
fluence sur le développement de l'intrusion saline. De plus la présence éventuelle
d’hétérogénéités a petite échelle dans les propriétés hydrauliques de I'aquifére, qui
sont trop petites pour étre prises en compte par le modeéle mais qui peuvent aussi
avoir une grande influence sur le développement de l'intrusion saline. En outre, il
y a le changement des propriétés hydrauliques par 'intrusion saline : un mélange
d’eau salée et d’eau douce est souvent sous-saturé en ce qui concerne le calcium, le
déclenchement de la dissolution du calcium dans la zone de mélange et la modifi-
cation des propriétés hydrauliques. Et finalement, pour les modéles a long terme,
le futur changement climatique pose une grande question. Les résultats du modéle
dépendent souvent fortement du niveau de la mer et du taux de recharge. Les deux
sont susceptibles de changer dans I’avenir.

3.1 Etablissement des lois de la physique

Deux types de lois de la physique sont utilisés pour résoudre un probléme : Une loi
de comportement et Une loi de conservation. Exprimées mathématiquement
et combinées, ces lois permettent de dériver les équations aux dérivées partielles qui
représenteront le probléme physique a résoudre : la loi de comportement établit une
relation entre le potentiel et le flux. Dans notre domaine d’hydrogéologie, c’est la
célebre Loi de Darcy, alors que la loi de conservation connu en hydrogéologie par
le Principe de continuité est une expression du principe de Lavoisier qui spécifie
que la masse ou I’énergie est conservée dans le domaine considéré.

Loi de Darcy :

La loi expérimentale de Darcy ou loi de Darcy a été établie par Henry Darcy. Elle est
notamment utile pour calculer les écoulements souterrains de 1’eau ou d’un liquide,
verticalement & travers le sol vers la nappe par exemple, ou & travers un milieu
poreux (comme, par exemple, dans un barrage en terre). Elle est utilisée dans le
domaine de I’hydraulique et des sciences du sol, pour calculer les coefficients de
percolation, ou de circulation horizontale ou verticale de 1’eau, selon la masse d’eau
présente en surface ou dans un milieu hydrophile.

Cette loi régissant 1’écoulement stationnaire d’un fluide incompressible caractérisé
par une viscosité p a travers un milieu poreux caractérisé par un tenseur de conduc-
tivités hydrauliques [K], permet notamment de mesurer, modéliser le débit d’eau



3. Modélisations mathématique et numérique du probléme 157

pouvant (par gravité et /ou par capillarité) s’écouler a travers un sol ou un échantillon
de matériau poreux. La loi de Darcy s’exprime par la forme générale suivante :

7 = —[K].¥h, (6.1)

ol 7 est le vecteur densité de flux de I’écoulement, h est la charge hydraulique
et [K] est le tenseur donnant la conductivité hydraulique du sol. En remplagant la
charge hydraulique par ses deux composantes déja données, cette loi s’écrira donc

7 =-[KIV (ﬁ - z) . (6-2)

P9

Le signe négatif indique que le flux est positif lorsque le gradient de la charge hy-
draulique est négatif, c’est-a-dire qu’il diminue dans la direction de transfert.

Le principe de continuité ou conservation de masse :

On applique au milieu poreux continu équivalent I’équation de continuité (ou bi-
lan des masses d’eau) qui consiste & écrire 'égalité entre le bilan des flux de masse
d’eau a travers les surfaces d’'un volume d’un échantillon donné et la variation dans
le temps de la masse d’eau dans ce volume. L’intégrale sur la surface est transformée
par la formule d’Ostrogradsky en intégrale sur le volume délimité par cette surface.
On peut écrire I’équation de continuité sous la forme suivante :

—a(gf) +V.(p7) =0, (6.3)

oll p est la masse volumique de I'eau (kg.m=3), @ est la porosité totale du milieu et
? est le vecteur densité de flux volumique (m.s™!). Cette équation traduit 'égalité
entre la différence des masses entrante et sortante d’un volume donné pendant un
intervalle de temps et la variation de masse dans le méme volume pendant le méme
intervalle de temps.

Hypothéses considérées

On est bien intéressé par le probléme d’intrusion saline qui menace actuellement
les villes cotiéres généralement et Tripoli particulierement au Nord du Liban. Dans
notre milieu poreux, on néglige toutes les fractures ot I’eau s’écoule trop vite et on
suppose que hors ces fractures, ’eau met un temps infini pour traverser le sous-sol.
Dans ce travail, on utilise souvent la valeur ¢, qui est le rapport donné par

€0 = 78_7f7

Vs
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qui exprime la différence de salinité des deux fluides supposés non-miscibles.

Il sera aussi intéressant d’ajouter un terme source a notre modéle. Dans ce qui
suit, on distingue deux situations : le cas d’aquifére non confiné et le cas d’aquifére
confiné.

3.2 Cas d’aquifére non confiné

Un aquifére non confiné est schématisé dans la figure 6.1 qui présente une coupe
verticale du domaine.

sol sec

L z=a(x)=b(x)+200

1120m

:S/OLy ________________________ I
S SIS S )

deuxieme zane perméable

S S S e f o f 4

FIGURE 6.1 — Le cas non confiné.

La mer

1
|
1
|
1
hl:ZOOml
1
|

Description de la géométrie de la figure

On considére les coordonnées d’espaces (z, z) € R xR ot x représente la coordonnée
horizontale et z la coordonnée verticale. On considére que l'origine est fixé au point
B = (0,0) (voir figure 6.1). On suppose que la surface du sol est décrite par z = a(z)
et que l'interface avec la roche imperméable est décrite par le niveau z = b(x),
satisfaisant b < a. Dans le milieu poreux, on suppose aussi que 'interface séparant
I'eau douce du sol sec est décrite par z = h(x,t) et interface séparant 'eau douce
de I'eau salée (supposés deux fluides non miscibles) est représentée par z = g(z,t).
Cette interface est prolongée dans les zones la ot il n’y a plus d’eau douce ou d’eau

salée comme suit
a(x)  pour x> xp,

b(x) pour z < x¢,
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ou C' = (—3000,0). On suppose en plus que
b<g<h<a surRY,

Les fonctions b, g, h et a sont suffisamment continues.
La loi de Darcy et I’équation de conservation de masse appliquées a notre modeéle
nous ameénent au systéme des EDP suivant (voir [48]) :

(h—g)=div[(h —g) (V(1 — €)h)] pour x4 <zx < Tg, 0
6.4
g =div((g — b))V [(1 —€)h + €og]) pour 4 <z < g,

ou A = (—3500,0) et B = (0,0) sont représentés dans la figure 6.1. Les conditions
aux bords sont les suivantes :

h=g=h pour = =B,

h = hy + 30 + hs
pour x = A,
g=>

ol h; représente le niveau d’eau de mer estimé de I'ordre de 200m et hy représente la
dénivellation par rapport au niveau d’eau de mer. Cette dénivellation est de 'ordre
de 10m (voir figure 1).
On considére maintenant le cas du régime stationnaire ol toute variation par rapport
au temps sera négligée. Ainsi, la relation de Ghyben-Herzberg (GH) s’écrit comme
suit :

(1—€e)h+eg=h sur {g>b}n{h>g}, (6.5)

ce qui est équivalent a

h_hlz(léo >(h1_9) sur {g >b}n{h> g},

€0

avec =40 (approximativement).

Cette relation signifie que 1’épaisseur de la zone d’eau douce au-dessous du niveau

d’eau de mer est approximativement 40 fois plus grande que celle au-dessus de ce
meéme niveau.
On introduit la fonction [ définit par

b=y

€0

B(h) X{g>by + (b — b)x{g=0}-
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Proposition 3.1. (Equation en h)
La premiére équation du systéme (6.4) s’écrit sous la forme suivante

0 = div(B(h)Vh) pour x € (za,25).

avec

h=hy+ 30+ he en x=A,

h=h en = B.

Preuve de la Proposition 3.1 :
Ce résultat est directement obtenu en utilisant la relation GH dans (6.5) et en
reamrquant que la premiére équation du systéme (6.4) peut s’écrire sous la forme

0=div((h—0)(V(1 —e€)h)) sizpa<x<ze ou {g=b}
(6.6)

. (h—M :
0 = div < (V(1—¢€)h) si ze<x<zp ou {g>b}.
€0
O
Schéma numérique
Dans cette partie, on s’intéresse a trouver des schémas numériques décrivant notre
modéle dans le cas non confiné.

Définition 3.2. (Schéma explicite monotone)

On dit qu’un schéma numérique explicite de la forme hi*t' = F;(h?*,, b, b1, ) est
un schéma monotone si et seulement si F; est une fonction croissante par rapport a
chacune de ses vartables. En d’autres termes, si et seulement si

OF,
on?

>0 pourtoutje {i—1,ii+ 1}.

Dans ce qui suit, on considére le cas évolutionnel afin de discrétiser la premiére
equation du systéme principal (6.4) dans un cas particulier.
Considérons le cas particulier ou g = 0, alors la premiére équation du systéme (6.4)
s’écrit sous la forme

1— €0

he = —AR). (6.7)

Proposition 3.3. (Schéma explicite de ’équation (6.7))
Un schéma numérique explicite de différence finie en temps et de différence finie
centrée en espace pour l’équation (6.7) est donné par

hitt = Fy (R, (6.8)
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ol

(1 — E(])At
2Ax?

ou h = h(iAz,nAt) avec Ax représentant le pas en espace et At représentant le
pas en temps.

Fi(h) = ((A7n)* + (Ri_y)* = 2(R7)?) + hi,

Proposition 3.4. (Schéma explicite monotone de l’équation (6.7))

On suppose que At < fo;' Alors le schéma numérique défini par (6.8) est monotone.

Preuve de la Proposition 3.4 :
Testons la monotonie du schéma dans notre cas simplifié :

=i+ 1 OF ) A6 sy (car tous les t t positifs)
our j =1 ;ona =2——h" car tous les termes sont positifs).
OF; At Az?
pour j =i;ona anr =1- 4Eh? >0 At < ﬁ (C’est la condition CFL).
OJ
Maintenant, on introduit le changement de variables suivant :
h=h—g e Gg=g-—0L0.
Alinsi le systéme 6.4 sera équivalent au systéme suivant
hy = div [AV (1 — &) (h + G+ b))] pour A<z <D,
(6.9)

g, =div[gV (1 —e)h+7+D)] pour A<z <B.

Proposition 3.5. (Schéma explicite de l’équation (6.7))
Un schéma numérique explicite de différence finie en temps et de différence finie
centrée en espace pour le systéme (6.4) est donné par

= H( ),
B (6.10)
_;H_l - Gl(hz 7??)7
ol
H~(En gr) = (1 — o)At E?ﬂ + E? (hi+1 + i T bi+1> - (hi +3i + bi)
e Az 2 Az

) (gn +25;1) (7 + a7 +b:) —gﬁ_l gy b o
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et

. At (ﬁ?ﬂ + g’g) ((1 — €0)hipy + G0 + bi+1> - <(1 — €o)h; + 77 + bz‘)

Gl =1, I\ As

<§zn + g?—l) <(1 - EO)E:?L +9; + bi) - <(1 - ‘50)@71 +giq + bi—l)

2 Ax t i

Cas particulier (Cas ou il n’y a pas d’eau salée)
On considére le cas particulier ot g =0 et b =0 (c.a.d g = b = 0). Ainsi, le
systéme (6.9) se réduit en une équation qui sera discrétisé comme suit.

Proposition 3.6. (Schéma explicite de la premiére équation de (6.9))
Un schéma numérique explicite de différence finie en temps et de différence finie
centrée en espace pour la premiére équation de (6.9) est donné par

?Jrl = E(E?—laﬁ?aﬁ:’:—l)7 (611>

Tn TN Tn

Fi(hi_p hi 7hi+1) =

B+ R \ (i =\ (B +hiy )\ (h =B,
2 Ax 2 Az

Proposition 3.7. (Condition de monotonie du schéma (6.11))
Le schéma (6.11) est monotone si

h

-n

+ R

(1 — EO)E

Atﬁ’.‘gl.

2(1 — EO)A_xQ i

Preuve de la Proposition 3.7 :

Calculons —_,Li, ouj € {i—1,i,i+ 1} afin de tester la monotonie du schéma :

Pour j=¢+4+1,ona:

OF, At |1 (h., —h 1 (h o +h
TZ = 1— S Il Bt o SR . i+1 i
8h? ( GO)Am 2 ( Az ) + Az ( 2
At —n
= (1- 60)@7%“ >0 (toujours).

Pour j=7—1,on a:

OF; At
o (1) —

L(hi=hiy) 1 (hi+h,
aﬁj Az |2 Az Az 2
At —n

Ehi_l >0 (toujours).

= (1—6())
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Pour j =17, on a :

aﬁ; - 0 Az |2 Az Ax 2

1 hi —hi_y 1 hi +hi_y 41
2 Ax Ax 2
At -n -n -—n n n -n n -n
— (1 — EO) QA:CZ <hz+1 — h‘z - hl_;’_l hl - h‘z + hi—l hZ — h’z—l) + 1
At —n At —
= 1—2<1—€0>Ehl >0 <~ 2(1—60)Eh2 S 1

3.3 Cas d’un aquifére confiné

Un aquifére confiné est schématisé dans la figure 6.2 qui présente une coupe verticale
du domaine.

La mer
eau douce

eau salée

K//// // / //premnérezonE|mperméable/ T':;u--] / / // / / /
z=h(x) \L

//\ eau douce z=g(x,t) '.-:'l‘::.i

7=b(x)=h(x)-500 gau salee \L

LN 7

FIGURE 6.2 — Le cas confiné.

Dans le cas d’aquifére confiné, la pression joue un role primordial dont on ne peut
pas nier I'importance. Noter que dans ce cas h(x) est connue et donc le but est
de trouver les fonctions g(z,t) et p(x,t). Le méme travail nous améne au systéme
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suivant :

(h—g)y=div [(h—g)Va(p+ (1 — €)h)]
pour A<z<B. (6.12)
g =div [(g = b)V(p+ (1 — €)h + €g)]

En additionnant ces deux égalités, et en supposant que 1’étude se fait en régime
permanant (stationnaire), ot toute variation au cours de temps est négligée, on
obtient I’équation suivante :

hi =0=div[(h —b)V(p+ (1 —€)h) + (g — b)V(eog)] . (6.13)

On considére aussi les conditions aux bords suivantes :

( g — b
en r=A,
plz = A1) = po(A)
g = hB)
en r=D0.
| p(x = B,t) = pression de 700m d’eau salée = 700 (1 — ¢)
(6.14)

Remarque 3.8. Notez qu’au lieu de donner la pression au point A, on peut donner
la densité de flux en ce point comme suivant :

K(A) = (h—b)V(p+ (1 — e)h).

Ce terme n’'est autre que la quantité déja vue a lintérieur de div dans (6.13), en
annulant le terme (g — b)V(€eg)g car en x = A, on a g =b.

En régime stationnaire, la relation GH sera écrite dans le cas confiné comme
suit :
p+ (1 —ep)h+ eg = cte = hy + p(B). (6.15)

En effet, la relation GH était au cas non confiné (1 — ey)h + €gg = hy, alors en
considérant seulement la pression au point B, on obtient la nouvelle relation GH
dans notre cas confiné.

Proposition 3.9. (Equation en g)
En régime stationnaire, [’équation (6.13) s’écrit sous la forme suivante

div((h — g)Vg) = 0.
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Preuve de la Proposition 3.9 :
Ce résultat est une conséquence de la relation GH (6.15) injectée dans (6.13). En
effet,

hi =0=div[(h—0)V(p+ (1 —€)h) + (¢ — b)V(eog)] .

Ceci est équivalent a
hy =0 =div [(h = 0)V(h1 + p(B) — €0g) + (9 — b)V(eog)] -
Et en remarquant que V(p(B) + hy) = 0, ceci implique que
hy =0 = div [(h — b)V(—cog) + (9 — b)V(cog)] -

Donc,
div((=h+ b+ g —b)Veyg) = 0.

Et finalement, en simplifiant par —ey, on obtient

div((h — g)Vg) = 0.

OJ

Cas particulier :
On considére maintenant le cas particulier normalisé ot

h—b:hlzl et b=0.
Alors, I'égalité (6.13) s’écrira

div[V(p+ (1 —€)) + gV(eog)] =0,

ce qui implique que

Vp+ gV(eyg) = cte =T.
En travaillant dans le cas unidimensionel N = 1, la seconde équation de (6.12)

s’écrira donc

g = div[g(V(p+ (1 —e)h) + V(eog))]
= div[g(V(eog) + T — gV(eg))]
= Tdiv(g) + div[g(1 — g)V(eog)] -

Schéma numérique
Dans cette partie, on s’intéresse a trouver des schémas numériques décrivant notre
modéle dans le cas confiné. On introduit le changement de variables suivant

g=g—0>b, p=p+(1—e)h et h=h-—Db,
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la seconde équation de (6.12) donnera (en notant que g; = g, b étant constante au
cours de temps) :

g = div[(g—=b)(V(p+ (1 —e)h)+ V(eyg))]
= div[g(V[p+ co(g — b+ )])]
= div[g(V(p+ €g + €b))] -

Ainsi, on écrit le systeéme (6.12) sous la forme suivante :

g: = div [g(V(p + €7 + €ob))] ,
) (6.16)
ep, = div [hVp+ gV (eo(g + b))] -

Remarque 3.10. La deuziéme équation de ce systeme est [’équation d’évolution
artificielle qu’on lutilise afin d’accélérer la dynamique de notre schéma avec T un
parametre de temps différent de t.

Proposition 3.11. (Schéma explicite du systéme (6.12))
Un schéma numérique explicite de différence finie en temps et de différence finie
centrée en espace pour le systéeme (6.12) est donné par

§?+1 = Fl(m‘baﬁ?)u
(6.17)
1_7?+1 = Pz(??az_??yk)v

ol

At [ (g + 30 (PP + €0gly + €obirt) — (B + eogl! + eob;
Fi@?ﬂ):_[(glﬂ gz)<(pz+1 €0gi41 T €obiv1) — (P} + €i’ + €0 ))

Az 2 Ax
97+ 91\ (P} + €ogi + €obi) — PPy + €0gity + €obi—1) n
- + gz )
2 Az
et
AT

—n —=n,k

hit1+ hi ﬁ?ﬁ —p" _ hi+hi\ (00" =5
2 Az 2 Az

te (Q?H + gz”) ((95@1 +bip1) — (g7 + bz‘))

2 Ax

o (9 (@A b) — (G b Lk
0 2 Az P

Remarque 3.12. On a donc maintenant deux indices de temps. On a aussi que

_ “nok n0 _
Pt = p™ pour ko suffisamment grand avec p;” = pi.
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4 Conclusions et perspectives

Le probléme évoqué ci-dessus est l'intrusion saline qui est une contrainte princi-
pale imposée sur l'utilisation des eaux souterraines. En effet, dans ce travail, on
a modélisé des écoulements d’eaux souterraines dans les aquiféres cotiers menacés
par U'intrusion saline (couplage eau douce/eau salée). On a priviligié a travers les
différentes sections de ce travail une approche fortement couplée basée sur la loi
de Darcy, permettant la description des différentes régions d’écoulement, cette ap-
proche de modélisation mathématique spatialement distribuée était nécessaire pour
appréhender ce phénoméne malgré sa complexité physique et géométrique. On peut
cependant mettre en avance, sans aller dans les détails, les réalisations suivantes :
D’abord, on a pu détecter I’équation d’évolution au cours du temps de l'interface
abrupte séparant I’eau douce de I'eau salée et celle séparant 1’eau douce du sol sec en
(2D), dans les deux cas confiné et non confiné. Cette équation dépend de plusieurs
facteurs comme la pression, la masse volumique des deux fluides, de la conductivité
hydraulique du sol et plusieurs autres facteurs énoncés ci-dessus. Ensuite, on a tra-
vaillé sous des hypothéses spéciales, celles utilisant la relation de Ghyben-Herzberg
dans un modéle limite stationnaire. On a pu arriver enfin & construire un schéma
numérique en se basant sur la méthode de différences finies et tout en posant des
hypothéses supplémentaires afin de simplifier le calcul.

A Tissue de ce travail, plusieurs perspectives s’ouvrent. On donne ici quelques unes
sur lesquelles on va travailler ultérieurement. Concernant les schémas numériques
proposés, on pourra comparer les résultats obtenus avec d’autres schémas connus. Il
serait aussi intéressant d’essayer de simuler ces schémas tout en variant les conditions
aux bords et voir 'effet de ce changement.
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Chapitre 7

Numerical results in the case of
confined aquifer

Modeling is a tool used to create a simplified view of a complex system with the aim
to understand and analyze it. Models can be physical, mathematical or numerical.
The observation of physical phenomena allows us to establish the laws of physics,
that could be translated as partial differential equations which do not admit usually
analytical solutions. Hence we use numerical methods to solve these equations. The
purpose of this chapter is to make some numerical simulations for the seawater
intrusion problem in the confined case under particular assumptions.
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Confined case

c(z)=2 he
/ / / / / / / / / freshwater eject from here
h(z)=1

—>

there is a freshwater flow

J

B b(z)=0

XV AR {h<c}/ X'"T/ Y //x“"“"/ /S

FIGURE 7.1 — The confined case.

1 Hypothesis and results
Definition 1.1. We define the points A, B and J as follows
A(ZE = XM[N,Z = 0),B({E = XMA)(,Z = 1)7 J(l‘ = X]NT,Z = 0)

We assume that Xyt is the point characterized by the fact that g(x) > b for z >
Xint (see figure 1).

Assuming that our model satisfy the mass conservation law, Darcy law and the
principle of pressure continuity, one arrived at the following system (see [?]) :

on [0,+00) x RY,

(h— g = dive ([Kp(@, 2 2) Vulp+ (1= )h)),  on {h<c},

z=g
—q; < div, <[1Cf(:v,z)]izz V.(p+ (1 - eo)h)) , on {g<h=c<h},
L g = divy ([Ks(z, 2)]22) Ve(p+ (1 — €0)h + €0g)) , on {g<c},

(7.1)
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with
(Kalz, 2)|.22 = Koz, 22) — Ko, 21), for a=f,s,

z=z1

by defining

Koz, z) = 73/ dz R5(x,2), with E™(z,2) = (2, 2)— (k2 (1, 2)) ' K2 (2, 2)K25 (2, 2),
0

and by considering

€ = Bt € (0,1), with v, = pag” where ¢° is the standard gravitational constant.
Vs

Notice that o = f correspond to the freshwater case and a = s correspond to the
seawater case. And

hy =0,
(7.2)
p(t,z) = p1(x) = max(0,hy —c(x)) >0 on {h=c}.

Let w be the following set
w={zeRY, h(z)<c(x)}.
Then p is in particular solution of

0 = div,.| (IKCo(w, 2 + Ky 2) 220 ) Valp + (1= o)) + o (K, 2015 Vag) |, on w,

p(t,z) = p1(x) = max(0, hy — c(x)) > 0, on OJw.
(7.3)
To simplify, we consider the following particular assumption
Koz, 2) =2 1d. (7.4)
Then we obtain
b<g<h<cg, on [0,+00) x RV,
g =div, ((9—0)V.(p+ (1 —e)h+eg)), in w, (7.5)
g=c=h, on RM\w,

with p solution of

0=div, (h=0)V.(p+ (1 —e€o)h)+el(g—0)V.g)), in w, 76
7.6
p(t,z) = p1(x) := max(0, hy — c(x)) > 0, on Ow.
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Using the second equation of (7.5) and the first equation of (7.6), one obtains

g =div, (9 —=b)Vi(p+ (1 —e€g)h+€g)), in w,
(7.7)
0=div, (h=0)V.(p+ (1—e€o)h)+e(g—0)V.g)), in w.
Considering the special case where h = 1 and b = 0, one obtains
g =div[gV(p+eg)], in w,
(7.8)

0=div[Vp+egVy], in w.

For the boundary conditions : on dw = {x = 0}, one has
9(Xmax,t) =g(0,t) = a(t), forall ft,

p(XMAX, t) = pl(XMAx), for all t.

where « is a function that depends on t with 0 < «(t) < 1, for all ¢.
In fact, p1(Xprax) corresponds to the height of salt water on B’.

The aim of this chapter is to transform the system (7.8) in only one equation by
considering particular assumptions and thus arrive to a simple numerical scheme.
In other terms, we will try to get rid of one of the two variables (p = the pressure)
in order to get one equation in g (the interface fresh/salt water).

To this end, we define the constant a by

a = Vp(0) + €0g(0)Vg(0). (7.9)
Proposition 1.2. (The simplified system)
Under the above assumptions, the freshwater/saltwater interface g satisfies the fol-

lowing equation

g = div(—ga) + Ag(g), 0<g<1, x<0, (7.10)

2 3
where a is defined by (7.9) and ¢ is given by ¢(x) = € (x — x_) .

b2 |
w

Proof of Proposition 1.2
Indeed, the second equation of the system (7.8) gives :

2 2
0 = div {v (p+eo%>] —A (p—i—eo%) .
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e
Let w=—p— €05, we obtain :
Aw =0, (It is an harmonic function),
€
w(0) = —p; — 50.
In the 1-D case :
w(x) = w(0)+ az,
= —pn— 5 tar
At the point A, we have
2
X .
p(Xuiv) = —w(Xuiv) — EOM with  g(Xuyin) =0,
€
= pit 50 — aXpmIN-
Hence 9
ptea=p+2 —a, (7.11)
2 2
and
Vp = —egVg —a, (7.12)
By reinjecting into the first equation of the system (7.8), we get
g = div[—ga—eg’Vg+egVy)]
2 3
. g g
= div |— VIi=-=]|.
1V|: ga + € (2 3)}
g g 1
Let us now define =~ — =— = —¢(g), we obtain :
2 3 €0
ifa=0,and ifa >0
0<g<l1,
(7.13)

gr = div[—ga + €yg(1 — g)Vyg].

gt = div(—ga) + A(é(g)) with 0 <g¢g <1,

z < 0.
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Remark 1.3. For convenience, we consider that g(—oo) = 0.

Proposition 1.4. (Boundary conditions)
Under the above assumptions, o is given by

alt) = 1— \/(1—a(0))2—i—0“t, for 0<t<od=0)

Proof of Proposition 1.4
Using the conservation of flow along the vertical of our domain and since o # 1, we
have

(7.14)

2a

/gh Vp(0)dz = /gh Vp(—o0)dz,

therefore
(1 = a(t)Vp(0) = Vp(—o0).
From (7.12), we have Vp = —¢ygVg — a, then

Vp(—o0) = —a,
and
Vp(0) = —epa(t)d(t) — a.
Thus
(1 —a(t))(ea(t)d (t) +a) = a,
therefore

co(1 — a(t))a(t)d/(t) = a(t)a.
While «a(t) # 0, then we obtain
co(1 — a(t))d(t) = a.

<W) = —(1-a(t)a(t) = ——.

By integrating this equality over [0, t], we obtain

Hence

Setting 5(t) = 1 — «(t), then one has

5(0) = \/ (307 =24 gor 0e< @0

a

hence

M®:1—¢U—M®V—%t ﬁrogtgﬁﬁi%gﬁ
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Remark 1.5. (Special cases)

For 0 < a < 1, we can cover the cases where the outflow is not reduced to a point.
Its width is now about 1 — o > 0.

For a = 0, we don’t have fresh/salt water interface.

2 Analytical solution

Let us now turn back to the system (7.13) in stationary regime :

0<g<1,
(7.15)
0 = div[-ga + eg(l — 9)Vy],
with the following boundary conditions
9(Xpax) = «, with 0 < a < 1.
(7.16)
g(—00) = 0.

Theorem 2.1. (A solution in the staionnay case)
The solution of (7.15)-(7.16) is given by

07 fOT x S XINT7

g(x) = 5
1-\/(1-@)2——37, fOT XINTSxSXMAX'
€0

Proof of Theorem 2.1
By integrating
0 = div[—ga + eg(1 — g)Vy]

over [Xyyr, a], we get
—g(x)ateg(x)(1—g(x))Vg(x)+9(Xinr)a—eog(Xint)(1—9(XinT)) Vg(XinT) = 0.
But (X nr) = 0, therefore
—g(x)a+ eog(x)(1 — g(x))Vy(z) = 0.
For x such that g(z) # 0, we have
—a+ €1 —g(x))Vg(z) =0,

thus
—((1-9)%) =20 -g)Vg=—. (7.17)
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By integrating equation 7.17 over [z, 0], we get

(1—g(x))* = (1—g(0)* = o

then

with 9

a
_XINT = (1 — ()4)2 — 1.
€0

Particular case :
If &« = 1, in this case the outflow is reduced to a point and we obtain

0, if Xyv <2 < Xinr,
g(m) = %2,
L —y/——u, it Xine <o < Xyax,
€o
with 9
a
— XN = —1.

€o
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3 Numerical scheme

Consider the following equation :
ge = div(—ag) + Ad(g), ¢ > 0. (7.18)

Proposition 3.1. (Explicit numerical scheme)
A finite difference upwind scheme in time and space of the equation (7.18) is given
by

gt = E(g 1, 97 g%)

noomom 98 — g1y d(g971) — 20(97) + o(971)
Fi(gi 1,9 9i1) = —alt (T) + At + A2

Proof :

In one dimensional case, using equation (7.18), one gets, by setting g = u,, :

Uy = =AUy + (Qb(uz))m

Discretizing this equation, we get

n n n n u;‘+1—u? _ up —up g
(S;) : UiH_Ui:_a Uy — Uy_q +¢< Az ) ¢< Az >
v At Ax Az '
Setting g;' := % then :
utt — oy o(g)—o (97'11)
Sz i _ nﬁ i i ,
( ) At agz 1 + A$
uitl —up ¢ (9i41) — o (g7
(Sit1) : —HAt = —agl + ( +1)Aa: ( )-
Thus
(S =(S) g =g (=gt | Olei) — 20(g7) + dlgi)
Ax ’ At Ax Ax? '
Therefore
n g — gi- o(gi1) — 20(97") + 09— n
= o (B0 ) =) )
SO

g?—H = E(g?_1,9?79?+1)7
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where

+ 9.

nonn g9 — 9i- P(gi1) — 20(gi") + o(gi-
Fi<gi_1,gi,gi+1>:_aAt(A_1)+ 08 = 260(07) + 6(gi)

T Ax?

Proposition 3.2. (Monotonicity of the scheme (7.19))
The explicit scheme (7.19) is monotone if

2Ax?

At< ————
~ 2aAz +1

Proof of Proposition 3.2

Let us calculate o for j € {i —1,4,i+ 1} in order to test the monotonicity of the
9i

scheme. Indeed,
For j =i £ 1, the result is obvious since ¢'(g) = g(1 — g) > 0.
Moreover, we have

OF; __angﬂ "(g7,) >0
ogr . Az Az? i) =
And OF, At
i I(n >
6g?+1 ACL’¢ (gl+1> e 0

For 7 =1, one gets :

or; At 2& ,
dgr “Ar T TAs2

(g) +1=0.
Hence the CFL condition :

a ?'(g7")
— <
At<m+2m2) !

and since ¢'(g") < ¢'(1/2) = 1/4, then
a 1
—~ 4 )<
At (AIL’ * 2A:U2) =1,

2A 2
< —_—
— 2aAx +1

therefore
At
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4 Numerical simulations

In our case, the largest distance between the "denivelation" and the coast is about
4 km, while the thickness of the confined part is about 500m (h — b ~ 500m, h =~
—200m, b ~ —700m). For this, we will consider the domain [A, B] = [X v, Xpax] =
[—8,0] (See figure 1).

4.1 «o=1and a=0.05

We will work in this part by considering the case @« = 1 and a = 0.05.
We consider that Az = 0.05. We always sets the time step while respecting the CFL

condition
2Ax?

= 20Ax +1°

The function b is the zero function. The function h is defined by h(X) = b(X) + 1.
For the initial condition, we assume that X;yr = —4.

We choose the function gy given by

At

b(X), for  Xyrv < X < Xynr,
90(X) =
—%\/—X—I—l, for X[NTSXSXMAX-

After writing the code in matlab, we obtain the following results : The initial condi-
tion is illustrated by the following figure

091

0.8

0.7+

0.6

051

041

0.3

0.2

0.1

FIGURE 7.2 — The initial condition.

We find below the numerical results obtained by taking the number of time discre-
tization N = 50000 and At = 0.0043 :
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1 T T T T T T T 1

0.9r 0.9

08l 08l

0.7r 0.7+

0.6 0.6

0.5 0.5

04r 0.4

0.3r 0.3

0.2F 0.2

0.1r 0.1

% 7 © 5 4 18 =2 1 o % 7 © 5 4 s 2 1 o

(a) Solution at t=28.2. (b) Solution at t=56.4.
FIGURE 7.3 — The interface g at t = 28.2 and ¢t = 56.4

1 1

091 091

08f oal
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5F 0.5F
04r 0.4r
03} 03t
0.2r 0.2r
0.1 0.1

% 7 T 5 4 % 7 -6 & 4 3

(a) Solution at t=94. (b) Solution at t=131.6.

FIGURE 7.4 — The interface g at t = 94 and t = 131.6

The solution at the final instant and the analytical solution are given by :
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0.9r 0.9r

0.8 0.8
07+ 07+
0.6 06
05 05
0.4 0.4
03 03l
02 02

0.1F 0.1F

(a) Solution at t=235. (b) The analytical solution.

FIGURE 7.5 — The interface g at t = 235 and the analytical solution

Let us define M,, by
9n — YGex
ge:v

where g, is the solution calculated at time n and g., is the analytical solution given
by

M, =

Y

L2

0 if Xy <o < Xipnr.

gex(x) = %
1—y/——x if Xiny <2< Xpyax.
€o

We find below the evolution of the normalized difference M,, function of time.
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Evolution de la norme L% Mn
o o
(2] © -
T T T

o
ES
T

o
)
T

o

. . . .
50 100 150 200 250
Temps

o

FIGURE 7.6 — Evolution of M,,.

By calculating the minimum of the function M,,, we find min(M,) = 0.0722.

4.2 a=1landa=1

We will work in this part by considering the particular case a = 1 and a = 1. We
consider that Az = 0.005. We choose the time step respecting the CFL condition

2Ax?

At< ————
— 2aAz +1

The function b is the zero function. The function h is defined by hA(X) = b(X) + 1.
For the initial condition, we assume that X;yr = —1.
We choose the function gy given by

b(X), for Xpyv <X < Xinr,
9o(X) =
—\/—X+1, for XINTSXSXMAX-

In this case, we find below the numerical results obtained by taking the number of
time discretization N = 32000 and At = 4.703 x 1075 :

The initial condition is illustrated by the following figure
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091

0.8

0.7+

0.6
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031

0.2

0.1

FIGURE 7.7 — The initial condition.

1 1
0.9r 1 091
0.8 0.8
0.7} o7l
06l 06l
0.5 0.5
04f 04f
0.3r 0.3
0.2f 0.2
0.1 0.1
92 —1t5 -1 (—)2 —1t5 -1 -0.5
(a) Solution at t=0.19. (b) Solution at t=0.66.

FIGURE 7.8 — The interface g at t = 0.19 and ¢t = 0.66
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1
09F 0.9F
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
04r 0.4+
031 0.3r
0.2 0.2
0.1F 0.1F
92 -1 ‘,5 —‘; —015 92 —115 —‘; —015
(a) Solution at t=0.94. (b) Solution at t=1.22.
FIGURE 7.9 — The interface g at t = 0.94 and ¢t = 1.22
1 1
0.9F 0.9F
0.8F 0.8F
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
041 041
0.3r 0.3r
0.2 0.2
0.1 0.1
92 -1 ‘.5 —‘; —015 92 —115 —1‘ —015
(a) Solution at t=1.5. (b) The analytical solution.

F1GURE 7.10 — The interface g at ¢ = 1.5 and the analytical solution
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We find below the evolution of M,, function of time.

Evolution de la norme L% Mn

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Temps

FIGURE 7.11 — Evolution of M,

By calculating the minimum of the function M,,, we find min(A,) = 0.0967.

5 Conclusion

We can conclude that our scheme converge in all cases.
If a = 1, we can easily remark that the difference between the solution to which we
converge and the analytical solution g., decreases when the space step Az decreases.
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Chapitre 8

Transport Optimal

Ce chapitre est trés formel. Nous présentons dans cette partie des idées et des ré-
flexions qu'nous avons traitées pendant la thése sur le probléme de transport op-
timal. Ainsi les résultats présentés ne sont pas rigoureux. Ils contiennent aussi des
tentatives d’applications pour le probléeme d’intrusion saline particuliérement pour
le cas confiné. Nous discutons en plus dans ce chapitre des questions numériques
en considérant plusieurs schémas numériques que nous avons pas eu le temps de les
simuler afin de tester leur validité.
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1 Introduction
Dans ce chapitre, pour plus de simplicité, on considére le tore Q := T? ott d > 1.

Définition 1.1. (Dérivée fonctionnelle)
E étant une fonctionnelle donnée d’un espace de Banach X dans R.
On définit sa différentielle comme étant

E'(u): X —R

vi— E'(u)-v = d%(E(u + sv))

s=0

Notons que E’(u) est une forme linéaire. Ainsi, si X est un espace de Hilbert alors
pour tout v € X la différentielle E'(u) est définie par :

(VE(u),v) = E'(u) - v.

Proposition 1.2. (Décroissance en temps)
Considérons [’équation suivante

u = —VE(u), (8.1)

ot E est une fonctionnelle donnée convexe de X Hilbert dans R. Siu et v sont deux
solutions de (8.1), alors u — v décroit en fonction de t.

Preuve :

d |u—v?

dt 9 = <U—U7Ut—vt>

= —<u-—v,VE{)-VE(@) >

— —/0 (u—v,D’E(v+ s(u—v),u—v))ds,

car ¢(1) = ¢(0) +/O ¢ '(s)ds avec ¢(s) = VE(v + s(u — v)).

Comme F est convexe, alors D*E(v + s(u — v),u — v) > 0 et parsuite

d |u—vl?
— <0.
a2 -
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Proposition 1.3. (Cas particulier)

2
Soit la fonctionnelle E(u) = / [Vl

, ot u € HY(Q), alors

u = Au = —VE(u).

Preuve :
En effet, on a

<VE(u),v>r2 = FE'(u)w

D’ou
Au = —-VE(u).

Définition 1.4. (Nouveau produit scalaire)

Soit uw € L*(Q) une fonction donnée. On définit le produit scalaire < ..

<V, W >, = / uVae - Vi,
Q

o ¢ et p € C(Q) vérifiant
v+ div(uVe¢) =0

et
w + div(uVy) = 0.

En particulier,

<V, 0 >y= / u|Vo|* > 0.
%

189

>, par

(8.2)

Soit E une fonctionnelle donnée de L?(§2) dans R. Dans ce qui suit on suppose que

(Ve 5. E) (u),v), :=E'(u) - v.
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Proposition 1.5. (Différentielle de E par rapport au produit scalaire <

‘- >u)
On a
oF
E = —di —
(Ve s, B) (u) div (uV 5u) ,
oF
ol E(u) = (V2E) (u).
Preuve :

Soit v € L%(Q) et soient ¢ et ¢ € C°(Q) vérifiant

(Ve s, E) (u) +div(uVe) =0 et v+ div(uVey) = 0.
On aura

Wv = (ViB) @),
Q

= FE'(u)-v

= <(v<.,.>uE) (u)vv>u

— /Q uVe - Vi (D’apres (8.2)),
_ / div(uVe)e

Q
_ /Q (Voo E) () (Dapres (8.6)),

_ —/Qdiv (uvi—i)@b (D’aprés (8.5)),

E

= /uV(S—-V@/)
Q ou
oFE

. /Q " tiv(uvy)

oE A
= ) v (D’aprés (8.6)).

Application :
Soit m > 2. Pour u € L™(£2) on définit

(8.5)

(8.7)
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alors pour tout vecteur v € L*(€2), on a

<fs_f<u>,v>ﬂ = (Vi) (u),v) 2

Donc SE
m—1
—(u) =u
5, (W
D’aprés la proposition précédente, on a
u = — (Ve 5, E)(u)

= div (uvé—E>
ou

= div (uVu™ )
- - 1 Au™.
m

2 Transport Optimal

T(x)=y

-
tas de sable u(x) . ,f’ \*~¥M
’ N
| | tL u(x)=densité ,»' \\‘ N
> 4
dx X Yy
trou

v

FIGURE 8.1 — Probléme de brouette de Monge.
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On sait que

cotit de transport = Z unité x dist?(z, y).
Le but est de minimiser le cotlit et donc de chercher

colit = mTln/ T (x) — z|*u(x)ds.

Ainsi, on va chercher la transformation 7T telle que le transport de u par T" donne v.
La théorie du transport optimal est détaillée dans [66].
Définition 2.1. (Distance de Wasserstein)

Soit u(x,y) > 0 une mesure de radon positive. On définit la distance suivante

1.
W3 (u,v) = 5;3{4/ ly = =*du(z, y),
avec M est l'ensemble des mesures de Radon positives et proj ul, = wu(x)dx et
proj ply = v(y)dy.

Théoréme 2.2. (Contraction par rapport a la distance de Wasserstein)
Soit u une fonction. E(u) étant une fonctionnelle conveze donnée, telle que

u=— (Ve s, E) (u).
Siu(t) et v(t) sont deux solutions, alors
Wa(u(t), v(t)) < Wa(u(0), v(0)).
Ainsi, en posant u®(x,t) = u(z + a,t) pour tout a € €2, on a

Wa(u?(t), u(t)) _ Wa(u(0), u(0))

Y

lal lal

et dans ce cas, on a un controle en espace uniforme en temps.
Et en posant uy(z,t) = u(x,t + b) pour tout b > 0, on a
Wa(up(t), u(t)) _ Wa(us(0), u(0))
b - b ’

et dans ce cas, on a un controle en temps uniforme en espace.

Théoréme 2.3. (Théoréme de Brenier - McCann)

St est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque, alors il existe
une transformation unique T caractérisée par l’existence d’une fonction convexe ¢ :
R" — R, telle que T'=V¢ : R" — R™.
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Remarque 2.4. Notons que ¢ n’est pas nécessairement unique, mais V¢ est unique.

Commentaire :
On sait que T'(z) = V¢é(x) = y et comme v(y)dy = u(z)dz alors

v(Vé(z))det(D*¢(x))dr = u(x)dz,

d’out
o(V(a)det (D%6(x)) = u(x)
En définissant
2 1. 2
W) = ginf [ ly~ aPdu(a,y).

ou proj pl, = u et proj ul, = v, on obtient

W3 (u,v) = %inf/ T (z) — z|*u(z)dz

Comme

alors
o(T'(2)T"(x) = u(x),

ouT'= V¢ et ¢ une fonction convexe.
Ainsi comme du(z,y) = u(x)dr = v(y)dy, alors

/ ol y)du(z, y) = / 6 (2. T(x)) u(x)di = / 6 (T (). y) v(y)dy.

Proposition 2.5. (Changement de variables)

Posons U(x) = /0 u(z)dx € [0,1] et V(y) :/o v(y)dy € [0,1].

U:[0,1]] — R et V7':]0,1] — R sont les fonctions réciproques associées.
Alors

1
W3 (u,v) = 5‘1/ 1/ vt U~ (2)]*dz.

Preuve :
On sait que

donc
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d’ou
V(T(2)) = Ulx) = 2,
alors
r=U12) et y=T(x)=V"'(2),
et
uw(z)de =dU =dz et v(y)dy = dV = dz.
Alinsi,

1
dist? (u, v) = —111f T (x) — z|*u(x)dr = - |V
2

Définition 2.6. (Une géodésique)

Transport Optimal

(o).

Une géodésique désigne le plus court chemin ou ['un des plus courts chemins s’il en
existe plusieurs, entre deux points d’espace pourvu d’une métrique.

Remarque 2.7. (Famille de transformations)

Soit T la transformation qui améne uw a v (d’aprés Brenier - McCann T = V¢). On

pose
Ts=(1—s)ld+ sV,

pour 0 < s < 1. Alors Ty = Id et Ty =T = V¢. Donc Ty - u > ug ot ug = u et

uy = 0.
En général, pour définir la transformation T : u — v on pose

w(z)dr = p et v(y)dy = v,

alors
Tu(x)dzr = v(y)dy,
donc
T = v.
Ainsi

Tou(z)dr = uy(y)dy < u(z)dr = T, *u,(y)dy.
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C'est une géodésique

FIGURE 8.2 — La géodésique d’une variété

3 Application sur le probléme d’intrusion saline

Notre théorie s’applique sur les modéles d’intrusion saline dans les deux cas
confiné et non confiné.
Pour le moment considérons le cas non confiné (on se référe a [48] pour plus d’in-
formation) :

hy = div, [(1 — €)hV.(h + g)], in Qx(0,7),
(8.8)
gy =div, [gV. (1 —€)h+ g)], in Qx(0,7).
Soit . )
—€
Théoréme 3.1. (Flot de gradient de E)
Soit u = (h, g) solution de (8.8), alors on a
u = —VE(u), (8.10)

ou E est donné dans (8.9).

Définition 3.2. (Le produit scalaire < .,. >, pour un vecteur)
On définit le vecteur u comme étant u = (u1,us), avec u; > 0 pour i = 1,2.
On définit aussi le produit scalaire suivant

< 0w yim / Vb1 - Vi + sV - Vi,
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avec
v=(v1,v3) et w=(w,ws),
vérifiant
v; + div(u; V) =0 et w; + div(u;Vip;) =0 pour i=1,2.
Lemme 3.3. (Calcul des dérivées partielles de E)
Les dérivées partielles de E (8.9) sont
O (u10a) = (1= o) ) el 5, u2) = s + (1 — )
—(up,up) = (1 —€o)(ug +uz) et —(up,up) = u — €0)U1.
Suy 1, U2 €o) U1 2 St 1, U2 2 €0)U1

Preuve :
En effet, on a

ouy s—0 S
o1 1—c¢ €
— sh—H}og (/%(ul—l—sv—%ugf—l—gu%)

= (1 — 60) (Ul + Ug)’U

= < (1 — 60)(U1 +U2),U >12(Q) -

D’ou SE
W(UI7U2) = (1 — 60)(U1 + Ug).
1
Et d’autre part, on a
5—E(u1 w)w) = lim E(uy,us + sv) — E(uq, uz)
5U2 ) 2)y 5—0 s
= sh—H}og(/ 5 (w1 + ug + sv) +§<U/2+S'U)
(]. €0 (&)
— ( 5 (u1 + U2>2 — §u§
1 1-—
= lim . (/ (1<) (s*0® 4 2sv(uy + ug)) + 022 4 eosuuQ)

= /(1 — 60)(U1 + UQ)U + €UV

= <uy+ (1 —e)up,v>.
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D’ou 5E
5—W(u1,u2) =uy + (1 — €)uy.

Preuve du théoréme 3.1 :

D’aprés la proposition (1.5), on trouve
ﬁui
ot

=— (Vo 5. F) (u;) =div (uzvgf) pour i =1,2,

avec

oE oE
57(“1;”2) = (1—€p)(ur+us) et E(ul,m) = us+(1—€p)uy (d’apres lemme (3.3)).
1 2

Ainsi
oh 0 . .
5= g = AV V(1= @)+ u))) = div (hV((1 = o)+ 9))-
et 5 9
(2 . .
a_i/ = 52 = div (uaV (z + (1 = o)) = div (gV (1 — eo) + g).
Parsuite, on retrouve le systéme (8.8). O

Application et interprétation du théoréme Brenier - McCann :

Posons u = (h, g) = (u1,us), et v = (vy,vq). D’aprés le théoréme de Brenier - Mec-
Cann, il existe deux fonctions ¢; et ¢, telles que Vo : uy — vy et Vo @ ug — vs.
En général, si T : u — v est une transformation qui change la fonction u en v, alors
Ttu(z)dr = v(y)dy donc T = v ot p = u(x)dzr et v = u(y)dy.

Et u(z)dr = v(y)dy avec y = T'(z), alors v(T(z))T"(x)dx = u(x)dx.

En appliquant cela a notre probléme, on trouve

Voitu;de; = v;dy; pour 7 =1,2.
Posons u; s = ((1 — s)Id + sV ¢;)fu;, avec T; ; = (1 — s)Id + sV¢; pour i = 1, 2.

Idée concernant la convexité de la fonction s — F(uy) :

On a
1— €0 2 1 2
E(us) = 9 <u1,5> + 5(’&273) + (1 - EO)UI,SUZS (y)dya
avec y =T () = (1 — s)z + sV¢;(x) pour i = 1, 2.
Et

ui(1) = v o(T3s(2)) T (),



198 Transport Optimal

alors

ui(z) = u;s((1 — s)x + sVy(x))det (1 — s)Id + sD?¢;), pour i=1,2.

B 1—¢ up () ? 5
E(uy) = / 5 (det (= s)ld+ 3D2¢1(x))> det ((1 — s)Id + sD*¢y(z)) dx

1 ug(x) 2 )
+ /5 (det((l_sﬂdﬂm@(m)) det (1 — s)Id + sD?6o(x)) d + .

ou

o= /(1 — &) uy (z)ug ()
det ((1 — s)Id+ sD?¢y(x)) det ((1 — s)Id + sD?*po(x))

Donc

dx.

_ 1=« ui(z) 1 uj () r+a
Blus) = /( 2 det((1—s)ld+sD¢i()) 2det((1—s)fd+8D2¢2($))) e

Etudions la convexité de chaque terme :
Dans le cas 1D :
Les deux premiers termes sont similaires & la fonction

f(s) = avec as+b>0,

—a 2a
f'(s) = (a5 +0)° et f'(s) =
En dimensions supérieures :

Elles sont similaires & la fonction suivante

1
f(s) :Haj8+bj avec ajs+b; >0,
J

, B 1 —ag
/() _H (ajs+bj> Zaksquk’

J k

=Tl () (Sorss) () (St ) 20

J

—— > 0.
(as +b)? 20

Ainsi, dans tous les cas, les deux premiers termes sont convexes.

Pour le terme «, en posant y = (1 — s)x; s + sV¢;(x;s) pour i = 1,2, on trouve
o — /<1 ¢ ) ul(xl,s)UQ(xZ,s)

O det (1 — s)Id + sD2¢y(21.5)) det (1 — s)Id + sD?¢y(x2.5))

Mais on ne sait plus comment continuer.
D’ou, la question d’unicité du probléme (8.10) reste ouverte.

dy.
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4 Schéma numérique

Considérons I’équation de la chaleur
up = Au, (8.11)

Cette section va étre divisée en trois partie selon le choix de la fonctionnelle E(u) =

Jo f(u) :

4.1 Casou f(u) =ulnu

Comme f(u) =ulnu, alors f'(u) =1+ 1In(u) et f"(u) = %
On a déja démontré que

n+1 n

u —Uu

A (Ve 5. B) (u).

Nous allons chercher
1 1
irif {E(u) + Q_AtdiSt2(u’ u")} =B + Q—Atdist2(u”+l, u™),
ol arg(min) = u"*,
On pose les fonctions U et V par U, = u(x) et V,, = v(y), et on définit les fonctions
U et V comme étant les fonctions réciproques de U et V c.a.dU =U"tet V =V1

Lemme 4.1. (Dérivée de l’inverse)
En se basant sur les notations précédentes, on trouve

S 1
(U > =0 —=— _
. UoU (x)
Preuve :
On sait que
UoU o1
En dérivant cette équation par rapport a x, on obtient
- . . /
7T )< (0 =

alors

On pose U, = (U + EV)_l
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Lemme 4.2. (La dérivée de U. par rapport a )

On a
p V(T @)
&Ue@» o T (U _1(:15)) .
Preuve :
On a
(U + EV)_I )=y & a=(U+V)(y),
alors

v=(U+eV)o (U+ 67)71 (x)=F..
En dérivant par rapport a €, on obtient

dFe . Fe_FO
= = lim )
€ e—0 €

0

Grace a la continuité de U, par rapport & € et a sa linéarité, on trouve

T+ (T+V) @) -T (T (@)

lim ——— = lim
~ lim <(U“V) (O @) -0 () @ R (0" w) -7 (v 1@)))
. 7. (0 @) EUE (U)(x)) ()
o (P00) 0 0) (0 ) 0 (0 )
+ u <UEUE(1x(i>) ;<1U(x) (m)) % U () ;U 1(:75)) v (U 71(90))
V(T W) -V (T @)+ (T @) %Ue 1€:0+V (0 w)
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Ainsi

D’aprés la proposition (2.5), on a

Wiwo) = gint [ Jy—afdute.y)

Lemme 4.3. (Calcul de F'(U) -V pour f(u) général)
En calculant F'(U) -V, on trouve

Preuve :
Comme

donc

201

(8.12)
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alors

[ rw@e. (5@

D’aprés le lemme (4.2), on trouve

N A CAC) AN
F'(U) V:/f(u(U))az (U’ (U _1($)> ) +E/(U U")Vdz=0. (8.13)

En intégrant par partie, on trouve

V(U () _ I
_ / - <<U 1(x)>> (T upda + Ait / (U -T")V.

<l

F'(U) -

Lemme 4.4. (Calcul de F'(U) -V pour f(u)=ulnu)
En calculant F'(U) -V dans le cas ot f(u) = uln(u), on trouve

F’(U)-V:/(%) dz+—/ UV =0

ot la variable z est définie comme étant z = U(x).

Preuve :
D’aprés le lemme (4.3), on a
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ol on obtient la deuxiéme inégalité en appliquant Lemme (4.1)). Posons maintenant
z2=U(x) & x2=U2)=U(z),ona

F(T) -V = / V() [{] (= T())d= + Ait (T -T")V =0
Mais 1 1
et
1 / —1 " —1 1 _ UME o -1

(8.15)

D’ou )
PO V= [ (U_) Vet [TV
O

Proposition 4.5. (Shéma numérique associé a (8.11))
Un schéma numérique de différence finie décentré associé a l’équation de chaleur
(8.11) en fonction de U est donné par

Ut 1 1
At vk -t ot -u )

7 7

Preuve :
D’aprés le lemme (4.4), on a démontré que

FIT) -V = / (Ui)zm)dwi / T -0V

z
Et comme U = min F(U), ainsi

=n+1 =N
— -1
u (—) ,  avec z =1iAz.

At S
Alors
T T 1 1 1
- (vt i
Az Az
parsuite

AR ( 1 1 )
— Ar —n+1 —n+1  —n+tl —n—+1 .
At Ui-i—l -U; U, - Ui—l
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u2

4.2 Cas ou f(u) = 5

Comme f(u) = u;’ alors f'(u) =u et f"(u) = 1.

Lemme 4.6. (Calcul de F'(U) -V pour f(u) =u?/2)
En calculant F'(U) -V dans le cas ot f(u) = u*/2, on trouve

F’(U)-V—%/ (%) V(z)dzqté/(ﬁ—ﬁn) V.

Preuve :
On a déja démontré d’aprés (8.12) que

FO) .V = /_—)

_ / V(U (@) Uesd(U:) + 5 / -V

et comme

alors
Uy (2=U(2)) = =. (8.16)

D’ou
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Proposition 4.7. (Shéma numérique assococié a (8.11))
Un schéma numérique de différence finie décentré associé a l’'équation de chaleur

(8.11) en fonction de U est donné par

7 2

2 —n 2
At 2 (UZ;T _ Uﬁ-ﬁ-l) (Uﬁ-i-l T +11>

Ut -T 1 1

7

Preuve :
D’aprés le lemme (4.6), on a

F’(U)-_:%/<%> V(e t 5 [ (0-T")V.

Toujours en supposant que U = min F (U), on trouve

S 1 ,
T = 7 m s avec 2 = ZAZ.
(")
Donc
S 1 1 1
At T 9 7t 2 N 7 gt 2 Az’
i+1 i i i—1
Az Az
parsuite
[ 1 1 A
At T2 | [t =nt1\2 [l —nt1) 2 =
(Ui+1 -U; ) <Ui _Uz’—1>
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4.2.1 Cas implicite

En généal, pour le schéma numérique précédent, on a

U:-L—H _ ﬁln 1 1 1
= —— . 2 —n —n 2 z
s\ @)
& i1
u’r—u; —nt1 —ntl —ntl
N (UH Ui ’UZ’“) '
Donc . 1 =ntl =—ntl =
ot - acE (T T T =T
alors _ 1 —n+1 —n+1 —
F (Ufjl ) UZLJF JUZLJ:F1> = UZL’
ou o 1 1 —nt1 1 —=n+tl —ntl 1
G B Ny (N )

Proposition 4.8. (Variation de F)

— . . . . —n+l1 . . 7=n+1
F' est une fonction décroissante par rapport a U, ., et croissante par rapport a U, .

Preuve :
En fait, en calculant les dérivées de F' par rapport a ses variables on trouve

oF oF 1
— = Aty = —AtAz 1 —nt1\3’
an—l an—l <Ui - Ui—l )
F F 1
—E‘n+l = _AtaTH = —AtAz 1 ETINER
o, o}, (T -7
et
oF OF 1 1
1 =1- AtTﬂ =1—-At| — 1 it 1 3 i1 —nt1 3
U,y ;1 (Uz'+1 U; > (Ui Ui )

Soit F la fonction telle que U

—n+
%

Corollaire 4.9. (Variation de ?)
F est croissante par rapport & toutes ses variables.
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2 2
u u
4.3 Cas ou f(u)=(1- eo)?1 + 32 + (1 — €0)uqgug
Proposition 4.10. (Shéma numérique associé a (8.11))
Un schéma numérique de différence finie décentré associé a l'équation de chaleur
(8.11) en fonction de U est donné par

(

(Ul)?ﬂ - (Ul)j _ -« 1 _ 1 Az
T\ T\ 2 == \N == \N 2 ’
A 2 (@t - @y (@)t - @)
1—c¢ 1 1
2 - ntl e ntl)2 n+1 nt1\ 2 Az,
(@) - @) (@) - @2)))
()"~ ()7 1 ! _ ! Az
At 2 — \n+1 — \n+1 2 — \n+1 — \n+1 2 ’
(@) - @) (@) - @)))
1—c¢ 1 1
2 : — \n+l — nt1\2 [, \ntl — \n+41) 2 Az
k (@) - @) (@) - @)

ot les indices j et j sont définis de la maniére suivante :

~n+1 ~n+1

J=j(i) tel que Uy (jAz)=U; (iAz),

et - /. =ntl s =ntl .
F=700) telque T, (GAz) =T, (iAz),
avec
~n+1 o
o = UM si Az <z < (4 1)Az, pour o =1,2.
Preuve :

Le traitement des deux permiers termes de E(u) est similaire & celui de la section
précédente. Dong, il suffit d’étudier le troisiéme terme.
Etape 1 : posons

Fo(U) = Ey(u) = /fo(u), avec fo(u) = ujus.
On pose aussi pour 7 = 1,2

(Ui)x = Uy, Uz($) =z et Ui = U‘l,

)
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donc

On sait que
-1

U, (@) =Ui(x) =2 et U, (z)=Us(z) = 2,
alors, d’aprés le lemme (4.1) on a

1 1
le = ﬁdfﬁ et dZQ —d$
UyoU, () U2°U2 ()

Soit V = (V1,Vy), d’aprés I'équation (8.13) on a

U,oU, () ) Uy,oU, (z)
1 —n 1 —
X (U, - Uy) 1JFE/(UQ—UZ)V2

i [T )vl+Ait/(U2_U2)V2
= /V]_(Z]_)(UQ)‘T(.%' =Uy(z))dz + /72(22)(%)50(3: = Us(29))dzo

O R
+E/(Ul—Ul)VlJrE/(UQ—UZ)VQ,

ou on obtient la deuxiéme inégalité en intégrant par partie. Or, on sait que
(U1)s =u1 et (Uz), = ug,

alors

Fo(

=
<
|

/V1 Zl U2 rm LL’ = U (21)) le + /VQ(ZQ)(Ul)m; (I = U51<22)) dZQ
vy [@-T )v1+Alt/(UQ_U§)v2.
= vV z (UQ)QXB Tr) X xTr)az vV V4
= [V B @) @ @)+ [ Vot

+§/(Ul_ﬁ’;)vl+§/(m_ﬁ;)vz.
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Mais d’apres (8.15), on a

<((§1)>xf (z =0 (=) = Uil=) = ( 1 ) -

et

(U2).73
Et d’aprés (8.16), on a

(Un)a (x:U{1(22):U2(Z2>):< 1 >

le
29=U> (Ul_l(zl))

X

Fp(U)-V = /Vl(zl) ((Ui)m)m 20=Us (U7 (1))
X —

+ [Vt ((Ui))m () O

' [T v+ L [ @ o7
+E/(U1_U1)V1+E/(U2—U2)V2

— 1 1
= /V1(Z1)§ <((U2>22)2>Z2

(UQ ) 29

1
dZQ

zlel(Ugl(ZQ))

le

22:U2<U1_1(Z1)>

_ 1 1
+/V2(Z2)_ ( 77 2) =
2 U
(( 1)Z1) 21 21=U1(U;1(Z2))
L (7 v+ L (@ o7
+Kt (U1—U1)V1+E/(U2_U2)V2
D’ou
1 1 Lo T
5( 7 ) MPNACKY
F/(U) ((U2)z2> 22 zg:Uz(Ufl(Zl))
B ( 1 ) + gy - T)
4 _ . - 27— Uo
2 ((U1)21) 21 z1:U1(U§1(Z2)) At
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Etape 2 : vu que Tt = arg(min), alors

)
U —T 1-¢ 1 1— 6 1
At 2 . 22 . 2 ’
(@).) (7).)
A R I S (CRULRIEN)
nt T, 1 1 1— ¢ 1
At 2 . 21 2 . 2 ‘
<<U2+1> ) <<U1+1> )
\ z2 29 Z1 21 leU{L+l((U;1)"+1(Z2))

avec r = U?H(zl) = U;H(zg).

Donc
(
@) - () 1-« ! ! A
- n 7 n 2 - n n 2 1’
A 2o\(@ =@y (@)t - @)
_1_260 n+l 1 — n1\2 n+l1 1 nt1) 2 Az,
(@5 - @) (@) - (@))0)
(T) " = () 1 1 1 Az
At —_5 n+1 nr1\2 n+1 — \nt1\2 2
(@) = @)Y (@) = (@)0)
_1_260 ntl 1 — n+1)2 — \n+1 : n+1\ 2 Az
K (@ - @) () = @)

ot les indices j et 7 sont définis de la maniére suivante :

~n+1 ~n+1

j=7) tel que Uy, (jAz)=U; (iAz),

et
~n+1 _ ~n+1

F=30) telque U, (jAz)=T, (iAz),

avec

= (U )M si iAzy <z < (i+1)Az, pour «=1,2.
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O
Le cas explicite est facile a appliquer. Il suffit de remplacer n + 1 par n dans les
seconds membres des égalités précédentes.

4.4 Application sur le cas confiné
On cherche

1
inf E — dist(u.u™
’u1+u212u;l+ug { (u) + 2At 1S ('1,1,7 U )} ,

(u;); = div (uiV (p + gi)) :

Posons u; 4+ up = h = u} + uy = h + g, alors le probléme sera

ot u = (h,g) = (u1,uy).
On sait que pour i=1,2

min E(u).
F(u)=ui+u2—h=0
— o OF oF
Alors, il existe un multiplicateur de Lagrange A = —p tel que 5—(:&) + pé—(x) =0.
u u
Ainsi SE
= 0.
S, )+

Parsuite, on obtient pour i=1,2

(u;); = div (uN (p + gi)) :

5 Quelques idées pour le calcul de la dérivée se-
conde

Dans ce qui suit, p représente une mesure de probabilité sur R?, avec d > 1. On se
référe dans ce travail a [34].

Soit pg et p; deux mesures de probabilités. On sait d’apres le Brenier - McCann qu'’il
existe un unique gradient d’'une fonction convexe ¢ tel que

Vtpo = p1.

En fait, § désigne 'opération définie par la formule suivante

[ i = [(so)an
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En plus, Vi est le transport optimal pour le probléme de Monge-Kantorovich avec
un colt quadratique dans le sens que la distance de Wasserstein sera donnée par

Wi(on,p0) = [ L= Vila) Fdpo(a).
La famille de mesures de probabilités
ps =[(1 —s)Id + sVlipg
joue le role de chemins géodésiques interpolant entre py et p;.

Un calcul facile montre qu’en négligeant les problémes de régularités alors p, satisfait
le systéme différentiel suivant représentant la conservation de masse et de moment

Ips _
s + V- (psvs) =0,
(8.17)
a(PsUS) .
P + V- (psvs @ vg) =0,

avec vg(x) = Vo(z) — z, et vy = Vi) pour une certaine fonction 9.

Définition 5.1. (Densité d’énergie interne)
On définit la fonction U : RT — R qui représente la densité d’énergie interne. Et
on pose

uip) = [ Vo).

Définition 5.2. (Divergence du produit tensoriel)
Soient a, b deuz vecteurs donnés. On définit le divergence du produit tensoriel de a
par b par

(V- (a®V)), = Zaj(az’bj) = 0;(aby).

Remarque 5.3. (Quelques propriétés de la divergence)
Soient v et w deux fonctions vectorielles données. Et soit p une fonction scalaire.
On donne les propriétés suivantes

(v-V)-p=v-Vp,

et
(v-V)-w=vx(V-w).
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Proposition 5.4. (Dérivée seconde de U(ps))
En calculant la dérivée seconde de U(ps), on trouve

() = / (Ppa)ps— Plpa)) (V) + / Plan(Du), (819

ol

P(p) = /Op oU"(o)do = pU'(p) — Ul(p),

et Dv correspond a la matrice (0;v;),<; i<y-
Pour tout s € [0,1], vy est un champ de vecteur gradient de telle sorte que tr(Dv,)?
coincide avec tr((Dvs)"(Dvs)) qui est le carré de la norme Hilbert-Schmidt de la

matrice Duv,.

Preuve :
Comme P(p) = pU'(p) — U(p), alors P'(p) = pU"(p) et P(0) = 0.
Notre but est donc de démontrer 1’égalité suivante

o) = [ (P~ P (702 + [ oDy

On sait que
Ulp,) = /R Ulp,(2))de,

alors

d B . Ops
Cu(p.) = / U(p) L

3/0;5 = —V - (psvs). Alors

D’aprés la premiére équation du systéme (8.17), on a

d

Se) == [ V(Y- (o

Donc

U(p)V - (3(psvs)) .

%L{(ps) =+ /R Ups) (V- (psvs))* da — / s

R4

A(psvs)
0s

Mais d’apres la deuxiéme équation du systéme (8.17), on a ==V - (psvs @ vs),
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alors

S

) (V- et [ U ()T (T (0 0) d

Rd

SH

U"(ps) (Vps - vs + psV - US)Q dz — / U"(ps)Vps (V- (psvs @ v5)) da

Rd

a

U"(ps) (Vps - vs + psV - vs)2 dz

Y

-

//(/)S)Vps [psvs(V - vg) + [(vs - V) psJvs + [(vs - V)vslps] d (d’apres (5.2)),

s

<

"(ps) ((US : VPS)Q + p?(v ) US)Q + 2(vs - Vps) (psV - US)) dx

IS

U'(ps)Vps - [psvs(V - vs) + [(vs - V)pslvs + [(vs - V)vi]ps] da

U"(ps) (pi(v : US)2 + (Vs - Vi) (psV - v5) = Vg - [(vs - V)US]:OS) dx

U

(psP/(ps)(v ’ US)Q + Us(v ’ Us) ’ VP(ps) - (Us ’ V)USVP(,OS)) dx

u

(0 P'(ps)(V - 05)* + P(ps) (=V - (s(V - v5)) + V- ((vs - V)vy))) da

SH

(s P (ps)(V - 05)% + P(ps) (—(V - 05)? + Vi(v);V(v,)i)) d

IS

| I
N T T s R N

&

((psP'(ps) = P(ps)) (V - 0)* + Plps)tr(V - 0)(V - v,)) da

Ainsi

5.1 Application directe & notre probléme

Dans notre cas, p joue le role de (h, g), et

2 -2

U(p) =U(hsg) = Elhug) = [ 5+ (1= )y + (1= s

Posons p* = h et p® = g, on obtient

|
Ulp) = U(p", ") = clp")* + 5(p") + 2ep"p",
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1—c¢
0 posons a = a,b et 8= a,b, en calculant U"(p), on trouve

P9

Pour calculer la dérivée seconde, on calcule I'intégrale suivante

ouc=

I = /Rd 7 5(p) (V- (p°0™)) (V- (p°07)) d:c+/Rd UL (0)V - (V- (5707 @ v°)) da
B / 0 s(p) [(V+ (070) (V- (p70%) = V¥ (V- (p*0" @ )] da
= [ UL (V0 (P9 o)+ (0 ) (0 V) £ 207 V)T ) d

= [ ULV (T ) 0 D + (0 9] d

Si on pose
as(p) - p’ = Pi(p),
alors on trouve
Py(p) = 2cp™ + 2¢p”,
et
Py(p) = 2¢p + p".
Donc

Plp) = (g + 50" + 20" = U(p).

Traitons le terme suivant .J qui figure dans [/

T= > Ulyp)*-Vp)(' Vo’ =0 V),

a,B aVeC a#p
car si & = f3, ce terme s’annule. Alors (o, 8) = (a,b) ou (b,a). D’on

J = (v Vp) (Ve - Vp) + (0" V') (" Vpt =" V)
v Vph) (v — o) - Vp + (0" Vo) (v =2") - Vpt
v =) [(V" - VpP) - Vpt — (v - Vp*) - V']

)
v =) (0" =) [(D*p%)p" + (D?p")p"] .

|
—~ ~ —~
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