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Résumé

Ce mémoire s’intéresse aux propriétés de transfert, de résistance et de plasticité de roches
argileuses. Deux enjeux industriels directs sont la détermination du potentiel de production
de gaz naturel des roches meres et de la capacité de rétention des roches de couvertures uti-
lisées pour les stockages de gaz ou de déchets en milieu souterrain. Dans un premier temps,
la perméabilité est décrite comme résultant de ’homogénéisation de ’écoulement d’un fluide
visqueux dans le réseau poreux. Un cadre variationnel analogue a celui de Hashin et Shtrikman
en élasticité est établi et mis a profit pour proposer une méthode numérique basée sur la Trans-
formée de Fourier Rapide (FFT) pour le calcul efficace de bornes sur la perméabilité a partir
de représentations tridimensionnelles voxelisées de milieux poreux. Par ailleurs, des techniques
d’homogénéisation analytiques basées sur la définition de cellules perméables équivalentes sont
proposées pour fournir des briques élémentaires pour la modélisation micro-mécanique de la
perméabilité. Le phénomene de glissement du gaz aux parois est considéré pour rendre compte
quantitativement d’effets du type Klinkenberg sur la perméabilité au gaz. L’effet d’une satura-
tion partielle du réseau poreux sur la perméabilité et la pression de percée sont étudiés dans
le cas de morphologies particulieres des pores. En parallele, une campagne expérimentale est
conduite sur différentes roches argileuses issues de forages pour caractériser leur porosité et leur
perméabilité sous diverses conditions de confinement mécanique et de saturation partielle en
eau. Dans un second temps, les capacités de résistance sont étudiées sous hypothese de rup-
ture ductile. Une méthode numérique efficace basée sur la FFT est proposée pour encadrer par
I’extérieur le domaine de résistance de milieux hétérogenes a géométrie complexe. D’autre part,
une modélisation analytique a trois échelles de la résistance d’un matériau granulaire renforcé par
inclusions rigides avec interfaces imparfaites est présentée. Enfin, une relecture élasto-plastique
de ce modele de résistance a abouti a un modele purement micromécanique, dont I'interprétation
macroscopique est analogue au modele Cam-clay, avec écrouissage par changement de porosité
et ligne d’états critiques.

Abstract

This thesis is focused on the strength, plasticity and transport properties of mudrocks. Two
industrial applications are the shale gas production and the underground gas or waste storage.
In a first part, the permeability is described as resulting from the homogenisation of the flow
of a Newtonian fluid within the pore space. A Hashin-Shtrikman like framework is derived for
the permeability upscaling and used to propose a FFT-based numerical method for the efficient
computation of bounds on the permeability, directly compatible with a voxelised representation
of the pore space. As an alternative, analytic homogenisation techniques based on the definition
of equivalent permeable cells are developed to provide building blocks for the micro-mechanical
modelling of permeability. The gas slip at pore walls is accounted for to model Klinkenberg effects
for gas permeability. Partial water saturation is also considered to model relative gas permeability
and gas breakthrough pressure. In the mean time, a thorough experimental investigation of the
evolution of porosity and permeability with confining pressure and partial water saturation has
been carried out on several types of mudrocks. In a second part, the ductile strength properties
is studied. An efficient FFT-based numerical method is proposed to compute the homogenised
strength domain of heterogeneous media with complex micro-structures. Next, a three-scale
analytic model of the strength of a granular media reinforced by rigid inclusions with imperfect
interfaces is presented. In a third part, this strength model is re-interpreted in plasticity to
propose a purely micro-mechanical model, whose macroscopic interpretation is similar to the
Cam-clay model, including hardening or softening due to an evolving porosity and a critical
state line.






Table des matieres

Introduction v

I Perméabilité 1
1 Approche micromécanique de la perméabilité 3
1.1 Développement asymptotique des équations de Stokes . . . . .. ... ... ... 4
1.1.1 Equations de Stokes . . . . .. 4

1.1.2 Equations adimensionnées . . . . . . ... oL Lo 5

1.1.3 Développement asymptotique a deux échelles d’espace . . . . . . . .. .. 6

1.1.4 Deux échelles de systemes d’équations aux dérivées partielles . . . . . . . 6

1.2 Définition du probleme d’homogénéisation pour la perméabilité . . . . . . . . .. 9
1.2.1 Equations dechamps. . . . . . . .. ... 9

1.2.2  Conditions aux limites . . . . . . . . . . . ... L 9

1.2.3  Solution du probleme d’homogénéisation . . . . . . . . .. ... ... ... 11

1.3 Cadres variationnels classiques . . . . . . . . . . .. ... o 12
1.3.1 Dualisation de I’équation d’équilibre : un lemme de Hill pour la perméabilité 12

1.3.2 Minimum de I’énergie potentielle . . . . . . .. .. .. ... L. 12

1.3.3 Minimum de I’énergie complémentaire . . . . . . . . ... ... ... ... 13

1.3.4 Fluctuation microscopique des contraintes . . . . . . . .. ... ... ... 14

1.4 Bornes sur la perméabilité d’un milieu poreux . . . . . . . .. ... ... ... .. 14
1.4.1 Préliminaire : fonctions de corrélation . . . . . ... ... ... ... ... 14

1.4.2 Bornes “a deux points” . . . . .. . ..o 15

1.4.3 Bornes “a trois points” . . . . . . .. L 18

1.5 Glissement aux paroiS . . . . . . v v v i e e e e 20
1.5.1 Théorie cinétique des gaz . . . . . . . . . ... 20

1.5.2 Modification des principes variationnels . . . . . . .. ... ... L. 21

2 Cadre variationnel type Hashin-Shtrikman pour la perméabilité 23
2.1 Nouveau cadre variationnel type Hashin-Shtrikman . . . . . . .. ... ... ... 24
2.1.1 Extension du probleme d’écoulement . . . . . . ... ... ... ... ... 24
2.1.2  Transformation de Legendre . . . . . . . . . .. . ... ... ... ..... 27
2.1.3 Fonctionnelle de Hashin et Shtrikman . . . . . .. .. ... ... ..... 28
2.1.4 Cadre variationnel simplifié . . . . . . .. .. ... oo L. 29

2.2 Bornes sur la perméabilité par une méthode FFT . . . . . . ... ... ... ... 30
2.2.1 Discrétisation . . . . . . . .. 30
2.2.2 Optimisation . . . . . . .. . 32
2.2.3 Implémentation pratique . . . . . . . . ... Lo 33
2.2.4 Validation . . . . . . ... 34
2.2.5 Application : sphéroides inter-pénétrables aléatoirement dispersés . . . . . 39



ii Table des matiéres

3 Estimations micromécaniques de la perméabilité
3.1 Schémas basés sur une inclusion dans un milieu infini. . . . ... .. ..
3.1.1 Schémas basés sur le probleme d’Eshelby . . . . ... ... ...
3.1.2  Schémas basés sur ’écoulement de Stokes autour d’une particule
3.2 Cellules perméables équivalentes sphériques . . . . . . . .. .. .. ...
3.2.1 Probleme(s) auxiliaire(s) . . . . . . . ...
3.2.2 Perméabilité équivalente du motif morphologique sphérique . . .
3.3 Cellules équivalentes cylindriques de section elliptique . . . . ... ...
3.3.1 Description géométrique de la cellule équivalente . . . . . . . ..
3.3.2 Représentation par les potentiels complexes . . . . . .. ... ..
3.3.3  Exemple : écoulement entre deux cercles concentriques . . . . . .
3.3.4 Transformation conforme de Joukowski . ... ... ... ....
3.3.5 Perméabilité de la cellule équivalente elliptique . . . . . . . ...
3.4 Cellules équivalentes sphéroidales . . . . . . . . ... ... ... .....
3.4.1 Description géométrique de la cellule équivalente . . . . . . . ..
3.4.2  Ecoulement axisymétrique . . . . ... oL Lo oL
3.4.3 Ecoulement tridimensionnel . . . . . . . ... ... ... ...
3.4.4 Encadrements de la perméabilité équivalente . . . . .. .. . ..
3.4.5 Discussion : effet des conditions aux limites . . . . .. ... ...
3.4.6 Perméabilité d’assemblages de grains anistropes inter-pénétrables
3.5 Estimations basées sur I’écoulement de Poiseuille . . . ... .. ... ..
3.5.1 Ecoulement de Poiseuille avec glissement aux parois . . . . . . .
3.5.2 Définition d’une cellule perméable équivalente . . . . . . . . . ..
3.6 Modélisation de l'effet Klinkenberg . . . . . . . . .. .. ... ... ...
3.6.1 Modele basé sur I’écoulement de Poiseuille . . . . . . .. ... ..
3.6.2 Modele basé sur les cellules perméables équivalentes sphériques .
3.7 Perméabilité relative et pression de percée . . . . . . . ... ...
3.7.1 Modele basé sur I’écoulement de Poiseuille . . . . . ... ... ..

3.7.2 Modele basé sur les cellules perméables équivalentes sphéroidales ?

4 Caractérisation expérimentale de roches argileuses
4.1 Matériaux et dispositifs expérimentaux . . . . . . . ... ... ... ...
4.1.1 Origines, aspect et préparation des matériaux . . . . . . . . . ..
4.1.2 Etat sec, saturé et partiellement saturé . .. .. ... ... ...
4.1.3 Confinement en cellule et dispositifs d’injection de gaz . . . . . .
4.1.4 Presse d’essais mécaniques et jauges de déformation . . . . . ..
4.2 Méthodes expérimentales . . . . . ... ... .. ... .. ...
4.2.1 Caractérisation du réseau poreux . . . . . . . . . . ... ... ..
4.2.2 Perméabilités intrinseque et relative au gaz . . . . ... ... ..
4.2.3 Pression depercée . . . . . ... e
4.2.4  Elasticité : effet de la saturation . . . . . .. ... ... ... ..
4.2.5 Poro-mécanique . . . . . ... .o
4.3 Résultats . . . . . ..
4.3.1 Caractérisation du réseau poreux . . . . . . . . . . . . ... ...
4.3.2 Perméabilités effective, intrinseque et relative au gaz . . . . . . .

4.3.3 Propriétés poro-mécaniques . . . . . . ..o

45
48
48
51
53
53
54
o7
o7
58
59
60
61
62
62
65
68
70
71
76
78
78
79
80
80
82
83
84
87

89



Table des matiéres iii
II Résistance 115
5 Critére de résistance : homogénéisation numérique 117
5.1 Résistance d’'un milieu hétérogene . . . . . . . . . ... L 118
5.1.1 Description des capacités de résistance . . . . . . . ... ... 118

5.1.2 Homogénéisation des capacités de résistance . . . . . . . .. ... ... .. 119

5.1.3 Détermination de la frontiere du domaine de résistance macroscopique . . 121

5.2 Approche cinématique par une méthode FFT non linéaire . . . . . . . . ... .. 123
5.2.1 Fonctionnelle Lagrangien augmenté . . . . . . . ... .. .. ... ... .. 123

5.2.2  Discrétisation . . . . . . .. L 124

5.2.3 Algorithme de résolution . . . . . . ... ... ... L. 125

5.2.4  Résolution ’équation non-linéaire . . . . . . . . ... .. ... 126

5.3 Résultats numériques . . . . . . . ..o 129
5.3.1 Criterede Von Mises . . . . . . . . . . . 129

5.3.2 Critere elliptique . . . . . . . . . .. 132

5.3.3 Critere de Drucker Prager . . . . . . . . . ... oo 134
Critere de résistance avec effets d’interfaces 137
6.1 Modele micromécanique de la résistance d’une roche argileuse . . . . . . . .. .. 138
6.1.1 Morphologie retenue . . . . . .. ... L L Lo 138

6.1.2 Propriétés des constituants . . . . . . . ... ... Lo 138

6.2 Equations d’état limite . . . . . ... 142
6.2.1 Méthodologie . . . . . . . . . . 142

6.2.2 Lois de comportement visqueux non linéaire fictives . . . . . .. ... .. 143

6.3 Homogénéisation linéaire et non linéaire . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 145
6.3.1 Homogénéisation linéaire . . . . . . .. ... ... ... L. 146

6.3.2 Homogénéisation non linéaire . . . . . . ... ... ... L. 150

6.4 Criteres de résistance macroscopiques . . . . . . . . v oo it e 151
6.4.1 Interfaces parfaites . . . . . . . . . . ... 151

6.4.2 Interfaces de Tresca . . . . . . . . . . . . . . . e 152

6.4.3 Interfaces de Mohr-Coulomb . . . . .. ... ... .. ... ........ 154

6.5 Effet d’une pression de fluide dans les pores de la matrice . . . . ... ... ... 163
6.5.1 Existence d’une contrainte effective pour la résistance de la matrice 163

6.5.2 Résistance du matériau argileux renforcé en présence d’un fluide . . . . . 165

IIT Plasticité 171
7 Plasticité 173
7.1 Présentation du matériau a trois échelles . . . . . . . . .. ... 175
7.1.1 Morphologie . . . . . . . . ... 175

7.1.2 Constituants . . . . . . . . . e 175

7.2 Elasto-plasticité de la matrice argileuse . . . . . .. .. ... L oL 176
7.2.1 Elasticité de la matrice . . . . . . oo 176

7.2.2 Plasticité de la matrice . . . . . .. ... L L 176

7.2.3 Bilan de variation de volume micro . . . . . .. ... . ... ... ... .. 178

7.2.4  Etat critique et écoulement plastique libre de la matrice . . . . . . . . .. 178

7.2.5 Simulations élasto-plastiques . . . . . . ... Lo 180

7.3 Elasto—plasticité du matériau renforcé . . . . . .. ... 183
7.3.1 Elasticité du matériau renforcé . . . . . . ... 183

7.3.2 Plasticité du matériau renforcé . . . . . . . .. ... ..., 183



iv

Table des matiéres

7.3.3 Ecrouissage par dégradation des propriétés d’interfaces . . . . . . . . . .. 186

7.3.4 Bilan de variation de volume méso . . . . . .. ... ... ... ... ... 186

7.3.5 Etat critique et écoulement plastique libre du matériau renforcé . . . . . . 187

7.3.6  Simulations élasto-plastiques . . . . . .. ..o 189
Annexes 197
A Fonctions de corrélations pour sphéres pénétrables aléatoires 199
B Opérateurs de Green 201
B.1 Propriétés des opérateurs de Green . . . . . . . . . ... ... 201
B.1.1 Opérateur d’ordre 2 . . . . . . . .. 201

B.1.2 Opérateurs d’ordre 3 . . . . . . . . ... 201

B.1.3 Opérateur d’ordre 4 . . . . . . . . 202

B.2 Opérateurs de Green du milieu infini isotrope . . . . . . . . .. . ... ... ... 203
B.3 Opérateurs de Green du milieu isotrope périodique . . . . . . . . ... ... ... 203
B.3.1 Conventions utilisées pour les transformées de Fourier . . . . .. ... .. 203

B.3.2 Opérateurs continus . . . . . . . ... 204

B.3.3 Opérateurs discrétisés . . . . . . . . . . .. 205

C Polynomes et fonctions associées de Legendre, fonctions de Gegenbauer 209
C.1 Polynomes et fonctions associées de Legendre . . . . . . . . . ... .. ... ... 209
C.2 Fonctions de Gegenbauer . . . . . . . . . ... o 210

D Résultats expérimentaux 211
D.1 Porosité . . . . . . . e e e e e 211
D.2 Perméabilité . . . . . . . . .. 212
D.2.1 Effet du confinement a 'état sec . . . . . . . . .. . ... ... ... ... 212

D.2.2 Effet du glissement aux parois a I'état sec . . . . . . ... ... ... ... 213

D.2.3 Effet de la saturation eneau . . . . . . . ... .. ... L. 214

D.2.4 Endommagement par un cycle hydrique . . . . ... ... ... ... ... 216

E Convergence de l’algorithme d’Uzawa appliqué au lagrangien augmenté 219
F Résistance d’une sphére composite 223
F.1 Encadrement de la contrainte isotrope maximale supportable . . . . .. ... .. 223
F.1.1 Approche statique . . . . . . . . . ... 223

F.1.2 Approche cinématique : majorants . . . . . . . . . .. ... ... ... 224

F.2 Majorant de la contrainte déviatorique maximale supportable . . . . . . .. . .. 227

G Simulations élasto-plastiques 231
G.1 Algorithme d’évolution élasto-plastique . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 231
G.2 Quelques résultats de simulations élasto-plastiques . . . . . .. .. ... ... .. 232
Conclusion et perspectives 235

Bibliographie

239



Introduction

Les roches argileuses focalisent I'attention depuis au moins deux décades pour deux types
d’enjeux industriels. D’une part, leur trés faible perméabilité en font des candidats naturels pour
les stockages en milieu géologique. Elles sont choisies pour jouer le role de roche de couverture
en scellement des stockages de gaz naturel ou de dioxyde de carbone, ou encore de roche hote
des sites de stockages de déchets radioactifs. D’autre part, les roches argileuses les plus riches en
matieres organiques sont des roches meres potentiellement sources d’hydrocarbures, sous réserve
d’une maturation appropriée des composés organiques. Traditionnellement, seuls les hydrocar-
bures ayant migré de ces roches meres vers des roches réservoirs plus perméables (elles méme
scellées par une roche de couverture) étaient d’intérét pour 'extraction de gaz ou de pétrole.
Au cours des dernieres décennies, les cours croissants des hydrocarbures et de nouvelles tech-
niques ont rendu envisageables la production non conventionnelle de gaz et de pétrole, comme
par exemple 'extraction directe des hydrocarbures emprisonnés dans les roches meres.

La tres faible perméabilité est indéniablement un point commun partagé par les roches argi-
leuses, du fait de la finesse de leurs constituants. Cependant, le terme “roches argileuses” masque
une multitude de matériaux : les constituants initiaux, ’environnement de dépot, ’historique de
compaction, les évolutions diagénétiques sont autant de facteurs de diversité, a toutes les échelles
d’espace. Il est donc illusoire de prétendre modéliser le comportement des roches argileuses en
général.

L’objectif de cette étude est de gagner en compréhension sur le lien entre la microstructure
des roches argileuses et quelques propriétés d’intérét pour leurs applications industrielles comme
la perméabilité, la résistance et la plasticité. Par exemple, on souhaite dans 1’idéal fournir a
un ingénieur réservoir des outils de modélisation et de caractérisation expérimentale qui lui
permettent de valoriser la connaissance d’un réservoir tirée de quelques forages. L’information
provient de logs pétro-physiques enregistrés par des sondes sur toute la hauteur d’un puits et
est complétée par quelques carottages. Les logs fournissent des données telles que 1’évolution de
la porosité, de la minéralogie, de la saturation en eau avec la profondeur. Ces informations sont
généralement imprécises et il faut les recaler ponctuellement par des mesures pétro-physiques
en laboratoire sur des carottes.

Les moyens utilisés pour parvenir & cet objectif sont la modélisation multi-échelles (ou mi-
cromécanique) et les expériences macroscopiques sur des échantillons issus de carottages.

La micromécanique part d’une description partielle ou complete des propriétés des consti-
tuants et de leur organisation spatiale a ’échelle microscopique pour proposer une modélisation
du comportement macroscopique d’un matériau. L’intérét primordial de cette approche réside
dans le fait que les modeles proposés reposent sur des mécanismes physiques clairement identifiés
a ’échelle microscopique. Par conséquent, tous les parametres ont un sens physique bien précis.
Si ces parametres concernent la morphologie, on peut espérer les quantifier objectivement par des
mesures et des méthodes d’imagerie en microscopie. Si ces parametres décrivent les propriétés
des constituants, ils peuvent soient étre connus (exemple : propriétés élastiques de la pyrite) soit
non mesurables. Un parametre décrivant une propriété microscopique non mesurable peut étre
déduit d’essais macroscopiques sur un nombre tres restreint d’échantillons. Le modele devra bien
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entendu reproduire la réponse macroscopique sur ces échantillons, mais n’aura pas besoin d’étre
recalé pour prévoir la réponse d’autres échantillons, dont par exemple les fractions volumiques
de constituants sont différentes. En ce sens, la micromécanique fournit des modeles robustes.

Les expériences macroscopiques sont primordiales a plusieurs égards. Dans un premier temps,
une série d’expérimentations fines permet d’identifier les manifestations macroscopiques du com-
portement du matériau. Une bonne interprétation des phénomenes observés expérimentalement
est alors source d’hypotheses sur les mécanismes prépondérants a prendre en compte a 1’échelle
microscopique dans un modeéle micromécanique. Dans un second temps, I’expérimentation per-
met de statuer sur la validité d’un modele. Enfin, si nécessaire, les parametres physiques non
mesurables de 1’échelle microscopique peuvent étre identifiés par approche inverse.

Il s’agit donc d’un véritable dialogue entre modélisation et expérimentation. Lorsqu’un
modele satisfaisant est établi, I'ingénieur réservoir pris en exemple auparavant pourra améliorer
sa connaissance du réservoir par la stratégie suivante :

1. caler les mesures pétro-physiques des logs ainsi que les parametres non mesurables des
modeles micromécaniques par des expérimentations en laboratoire sur quelques carottes,

2. extrapoler sur tout le puits les propriétés mécaniques d’intérét a l'aide des modeles mi-
cromécaniques validés expérimentalement en quelques points et des évolutions des pro-
priétés physiques recalées issues des logs.

La partie I est principalement consacrée a 1’étude de la perméabilité, qui gouverne aussi bien
le taux de production d’un puits que la capacité de scellement d’une roche couverture d’un sto-
ckage. Un cadre et des outils micromécaniques sont mis en place pour déterminer la perméabilité
d’un matériau a partir de la connaissance de la morphologie de son espace poreux. En parallele,
une caractérisation expérimentale des propriétés pétro-physiques et de la perméabilité est menée
sur un ensemble de roches argileuses d’origines variées.

Le chapitre 1 revisite le cadre micromécanique qui permet la transition entre la description
de I’écoulement d’un fluide dans le réseau poreux par les équations de Stokes & 1’échelle micro-
scopique a sa description par les équations de Darcy a 1’échelle macroscopique. Une tentative de
s’affranchir du cadre des conditions de périodicité est proposée, puis I’établissement de bornes
supérieures sur la perméabilité basées sur des descripteurs géométriques statistiques est présenté
dans un cadre unifié et simplifié sur la base de principes variationnels classiques. L’annexe A
fournit un complément sur les valeurs prises par les descripteurs géométriques statistiques utilisés
dans le cas particulier d’un assemblage mono-disperse de spheres inter-pénétrables.

Le chapitre 2 établit un nouveau cadre variationnel pour I’homogénéisation de la perméabilité
qui présente une certaine analogie avec le cadre variationnel de Hashin et Shtrikman en élasticité.
Ce nouveau cadre variationnel est mis a profit pour proposer une méthode numérique effi-
cace “type FFT” pour le calcul de bornes sur la perméabilité de matériaux poreux a par-
tir d’'une représentation voxelisée de la géométrie de l'espace poreux. L’annexe B rappelle
quelques propriétés des opérateurs de Green ainsi que leur discrétisation qui est nécessaire pour
I'implémentation pratique de la méthode numérique.

Le chapitre 3 propose une réflexion sur la stratégie a adopter pour construire des estimations
de la perméabilité a partir de motifs morphologiques simplifiés. Sur la base de la définition de
“cellules perméables équivalentes”, une bibliotheque de briques élémentaires pour ’élaboration
de modeles micromécaniques de la perméabilité est mise en place, en s’efforcant de prendre en
compte effet du glissement aux parois pour les gaz ainsi que la forme des constituants de la
microstructure. Ces outils sont appliqués a la modélisation d’effets de type Klinkenberg et a
une tentative de modélisation de la perméabilité relative. L’annexe C détaille les expressions
des fonctions associées de Legendre et des fonctions de Gegenbauer qui ont été utilisées pour le
calcul des estimations de la perméabilité en géométrie sphéroidale.
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Le chapitre 4 relate la campagne de caractérisation expérimentale des propriétés pétro-
physiques et de transfert conduite sur diverses roches argileuses. L’accent est porté sur la ca-
ractérisation de I’espace poreux et des propriétés de transfert. La porosité, dont la valeur joue
un role déterminant sur la quantité de gaz en place dans un réservoir, est délicate a quantifier
lorsque les pores sont de taille nano-métrique. Les perméabilités tres faibles constituent par
ailleurs une gageure pour les mesures en raison des longues durées de mise a 1’équilibre. Les
effets de la pression de confinement, de la saturation partielle en eau et du glissement aux parois
sont étudiés en détail. Enfin, la pression de percée du gaz a travers une roche saturée en eau
est mesurée sur plusieurs roches de couverture. L’annexe D synthétise un ensemble de résultats
expérimentaux auxquels se réfere ce chapitre.

La partie IT est dédiée a I’homogénéisation des propriétés de résistance de matériaux ductiles
hétérogenes.

Le chapitre 5 rappelle le cadre de I’homogénéisation des propriétés de résistance et la possi-
bilité de définir un probleme visqueux fictif dont la solution caractérise les états de contrainte
sur la frontiere du domaine de résistance macroscopique. Une méthode numérique efficace pour
résoudre ce probleme visqueux fictif non linéaire est proposée pour I’homogénéisation des pro-
priétés de résistance en conditions aux limites périodiques. La méthode est basée sur l'intro-
duction d’une grille de discrétisation réguliere et le recours aux transformées de Fourier rapides
(FFT). L’annexe E présente de nouveaux résultats concernant la convergence de 1’algorithme
numérique utilisé pour la résolution du systeme discret auquel la méthode conduit.

Le chapitre 6 introduit la prise en compte d’imperfections des interfaces entre les différents
constituants. L’homogénéisation des propriétés de résistance est alors conduite par résolution
d’un probléme visqueux non linéaire fictif au moyen de la méthode sécante modifiée. Cette
méthode permet 'estimation analytique des propriétés non linéaires par des schémas basés sur
la solution d’un probleme de type Eshelby, ici généralisé avec interfaces imparfaites. Ce chapitre
présente un modele micromécanique a trois échelles de description de matériaux constitués
d’une matrice argileuse renforcée par des inclusions dont l'interface avec la matrice peut étre
imparfaite. La matrice est elle méme supposée étre un assemblage de grains en contact au travers
d’interfaces imparfaites a 1’échelle inférieure. L’annexe F propose une autre méthode d’estimation
des propriétés de résistance d’un composite & matrice renforcé par inclusions, sur la base de la
résolution d’un probleme de calcul & la rupture sur une sphére composite.

La partie III présente une relecture en élasto-plasticité des criteres de résistances établis
au chapitre 6.

Le chapitre 7 propose d’utiliser les mécanismes de ruine déterminés au chapitre 6 comme
mécanismes d’écoulement plastique de la microstructure. La grande sensibilité a la porosité des
criteres de résistance précédemment introduits est mise & profit pour proposer un écrouissage
de la matrice argileuse par changement de porosité. A Téchelle du matériau argileux renforcé
par inclusions rigides, une hypothese de dégradation des interfaces entre matrice et inclusions
est de plus introduite et entraine la compétition entre deux mécanismes d’écrouissage de signes
opposés lors d’une charge plastique du matériau. L’annexe G présente 1’algorithme utilisé pour
les simulations élasto-plastiques ainsi que quelques résultats de simulations sur des trajets de
chargement en cellule triaxiale.
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Chapitre 1

Approche micromécanique de la
perméabilité

Résumé : Lobjet de ce chapitre est la modélisation micromécanique de la perméabilité. La
perméabilité est présentée comme le résultat de [’homogénéisation micro-méso des équations de
Stokes pour un matériau poreux (Stokes— Darcy). Le probléme de micromécanique est soigneu-
sement défini a 'aide d’un développement asymptotique o deux échelles. Les cadres variation-
nels classiques associ€s a ce probléme sont établis. A Uaide de ce formalisme, une présentation
cohérente et originale de bornes existantes comme nouvelles sur la perméabilité d’un matériau
granulaire est proposée. Ces bornes reposent sur des descriptions statistiques de la géométrie de
lespace poreux par lintermédiaire de fonctions de corrélation. Enfin, le phénomeéne de glisse-
ment auxr parois dans le cas de l’écoulement d’un gaz est exposé et intégré au probléme d’ho-

mogénéisation.
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Notations :

— 1 et I désignent respectivement le tenseur identité d’ordre deux et d’ordre quatre. J =
%1 ®1 et K =1-— ] désignent respectivement les tenseurs d’ordre quatre de projection
sphérique et déviatorique.

— Le tenseur des contraintes o est décomposé en contraintes moyenne o, et déviatorique oy
définis par :

1
Om = gtr(a) i og=0—opl ;. o4=./04:04.
— Le taux de déformation d est décomposé en parties volumique d,, et déviatorique dy définies
par :

dy = tl“(d) ;o dg=d— édvl i dg=+/dg:dg.
— Le vecteur contrainte T' = o - n agissant sur une surface de normale unitaire 1 est
décomposé en contraintes normale 7;, et tangentielle T :
Tt:(l—n®n)T ) Tt:\/Tt'Tt N Tn:TTL
— Le saut de vitesse [v] & travers une surface est décomposé en saut de vitesse normal [vy,]
et tangentiel [v] :
[o] =(1-non)-[] ; [wl=yd-Tod ; [v]=[] n
— Les moyennes volumiques d’une fonction a sur un VER €2, une phase 2, et une interface
I'; sont notées respectivement @' = a, @™ et @' .

1.1 Développement asymptotique des équations de Stokes

La présentation s’appuie les travaux fondateurs de Auriault et Sanchez-Palencia [3] et sur la
présentation de Boutin [18].

1.1.1 Equations de Stokes

Afin de rendre compte des concepts de perméabilité et de loi de Darcy a 1’échelle macrosco-
pique, on considere a ’échelle microscopique 1’écoulement d’un fluide Newtonien incompressible
dans un milieu poreux. Le milieu poreux occupe le domaine €2 et est composé d’une phase po-
reuse )y saturée en fluide et d’une phase solide Q4 (voir Fig. 1.1). L’interface entre les phases
fluide et solide est notée I'. Dans tout l'exposé, le solide est supposé indéformable. La fonction
caractéristique de la phase fluide est définie par

() = {1 si z € Q) )

0 sinon

et celle de la phase solide par xs(2) =1 — x¢(2).
L’écoulement d’un fluide Newtonien incompressible de viscosité p dans le réseau poreux est
décrit par les équations de Stokes :

v=20 ()

divvo =0 (Q)

d = grad®v (Q)

o=—-pl+2ud () (1.2)
dive = —gradp + pAv =0 (Qy)

dive =0 (Qs)

o - m continu ()

ou le champ de vitesse v doit étre continu et vérifie la condition d’adhérence a 'interface solide-
fluide. La vitesse est prolongée par continuité dans la phase solide par v = 0. La conservation
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T

[9)9]

F1c. 1.1: Description d’un milieu poreux

de la masse est exprimée par la condition d’incompressibilité du champ de vitesse. Le champ
de contrainte o comporte une partie volumique qui est la pression p et une partie déviatorique
qui dépend linéairement du taux de déformation d par l'intermédiaire de la viscosité u. Dans
I’équation d’équilibre, les effets d’inertie sont négligés, de sorte que le champ de contrainte est
a divergence nulle. Enfin, le vecteur contrainte doit étre continu a l'interface solide-fluide. Pour
finir de définir un probleme d’écoulement, il faudrait par ailleurs préciser les conditions aux
limites appliquées sur la frontiere du domaine §2.

Pour faire apparaitre la loi de Darcy, procédons tout d’abord & une écriture adimensionnée
des équations de Stokes puis a un développement asymptotique a deux échelles d’espace.

1.1.2 Equations adimensionnées

L’écoulement implique deux échelles d’espaces séparées : la vitesse varie a I’échelle d de la
taille des pores et la pression a ’échelle L de la structure macroscopique avec ¢ = d/L < 1.
Ainsi, dans I’équation d’équilibre, le gradient de pression calculé a 1’échelle L est de 'ordre de
grandeur des forces visqueuses calculées a 1’échelle d :

P
gradp = O (Z) ;o pwAv =0 (Z—Z) . (1.3)

Par conséquent, la jauge P de l'ordre de grandeur de la pression (et des contraintes) est reliée
a la jauge V de l'ordre de grandeur de la vitesse par

uV'L
P = (1.4)

Introduisons dans les équations de Stokes les variables adimensionnées v et p définies par

- _ VL _
v=Vo ; p:Pp:%p (1.5)
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et les opérateurs différentiels adimensionnés par la longueur L. Apres simplification, les équations

d’équilibre et de conservation de la masse adimensionnées s’écrivent
- gx
—gradp+e“Av =0
® (1.6)
divo =0

1.1.3 Développement asymptotique a deux échelles d’espace

Afin de capturer les deux échelles impliquées dans les fluctuations des champs, deux variables
d’espaces adimensionnées sont introduites : la variable lente y = x/L et la variable rapide
z = x/d = y/e. Du fait de la différence d’ordre de grandeur entre d et L, chaque champ
u = p,,... est supposé explicitement dépendant des deux variables d’espaces adimensionnées :
u(x) = U(y, z). Des lors, les dérivées par rapport aux variables d’espaces sont

1
L grad = grad, +g grad,
1
Ldiv = divy —i-g div, (1.7)
~ 1
2
L°A=A,+ 5_2AZ

Pour gérer les différences d’ordre de grandeur introduites par €, chaque champ adimensionné u
est exprimé sous la forme d’un développement asymptotique en puissances entieres de e

u(y, z) = Z&tiui(y,z) avec u; = O(1) (1.8)
€N
La technique du développement asymptotique consiste & injecter les développements (1.8) dans
les équations adimensionnées (1.6), puis a identifier les termes en facteur de chaque puissance
dee:
Equation d’équilibre dans la phase fluide :
1

terme £~ —grad, pg =div, 69 =0 (L9)
terme £° — grad, po — grad, p1 + A,vp =0 '
Equation d’équilibre dans la phase solide :
terme e~ ! div,9=0
0 S o (1.10)
terme € divy o9 +div, 01 =0
Equation de conservation de la masse :
terme 7! div, vg =0
0 O ~ (1.11)
terme ¢ divy vg +div,v1 =0

La condition d’adhérence sur I' est vérifiée par tous les termes ©; du développement de la vitesse.
De méme, la continuité du vecteur contrainte a travers I' est vérifiée par tous les termes &; - n
du développement des contraintes.

1.1.4 Deux échelles de systéemes d’équations aux dérivées partielles

Le terme de pression d’ordre 0 pg vérifie (1.9-e7!) donc ne dépend que de la variable lente
d’espace : c’est la pression macroscopique

Po(y, z) = po(y) (1.12)

Le gradient de pression de macroscopique est alors fonction de la variable d’espace lente seule

grad, po(y) = &(y) (1.13)
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Echelle micro

La combinaison de (1.9-€°), (1.11-1), (1.13) et de la condition d’adhérence montre que le
couple d’inconnues microscopiques (0g, p1) vérifie le systéme d’équations aux dérivées partielles
par rapport a la variable d’espace rapide z suivant :

vp=0 (zel)

div, 09 =0 (z € Qy)

div, 01 = —grad, p1 + A0 = a(y) (z € Qy) (1.14)
div, o1 = —divy o9 (z € Q)

&1 - m continu (zel)

Dans (1.14), le gradient de pression macroscopique &(y) est donné et joue le role de chargement.
Le terme div, o9 permet d’écrire I’équilibre de la phase solide, est en moyenne proportionnel
a a(y) au sens qui sera établi (1.25). Le systéme correspond aux équations de Stokes, ou py
est la fluctuation microscopique de la pression et v le champ de vitesse macroscopique. Le
taux de déformation est dy = grad; vg et 01 = —p1 + 2d, est la fluctuation microscopique des
contraintes. Pour fermer le probleme, les conditions aux limites doivent étre précisées et ce point
est particulierement délicat. Usuellement, un argument de périodicité de la microstructure est
invoqué. Dans le cas d’une microstructure aléatoire, on ne sait pas définir rigoureusement les
conditions aux limites. Procédons pour l'instant en supposant que les conditions aux limites
soient telles que le probleme aux dérivées partielles par rapport a z défini sur la phase fluide
soit linéaire par rapport & &(y). Des lors, il existe un champ de tenseur k d’ordre 2 tel que

vo(y,2) = —k(2) - a(y) (1.15)

Dans la suite, on prolonge par continuité vy par une vitesse nulle dans la phase solide.

Echelle macro

La pression macroscopique a été identifiée dans (1.12). Soit Q(y) un volume élémentaire
représentatif choisi suffisament grand pour rendre compte de I’écoulement dans le milieu poreux
au voisinage du point y, mais de taille D faible devant la longueur L de fluctuation du champ
de pression macroscopique : € < D/L < 1. Soulignons que nous sortons du cadre classique des
développements asymptotiques qui est usuellement conduit sous hypothese de périodicité de la
microstructure et pour lequel le raisonnement qui suit est conduit sur la cellule de périodicité.
La vitesse macroscopique V(y) est définie par intégration par rapport a la variable d’espace
rapide z de la vitesse microscopique sur le domaine (y) :

~ 1
V=100 Jow

D’apres (1.15), on vérifie aisément que la vitesse et le gradient de pression macroscopiques sont

vo(y,2)dV; (1.16)

reliés par la loi de comportement

Vi) = ~K()- a(y) avee Kly) = s / V. (1.17)

Il reste & établir Péquation de conservation de la masse pour V (y). A cet effet, intégrons (1.11-€%)
par rapport a la variable d’espace rapide z sur le domaine Q(y) :
1

/ divy @o +div,9;dV, =0 = div, V(y) = — / div, 9 dV, (1.18)
y) [2(y)|
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Appliquons le théoreme de la divergence au dernier terme, en se rappelant que I'opérateur
adimensionné div, s’obtient par multiplication de 'opérateur divergence dimensionné par un
facteur eL :

- el 5 aLD2> <€L>
div, V(y) = ——— pondS. =0 () =0 () «1 1.19
VO = 100 Jaw <D3 D (1.19)

Un résultat similaire a été établi [82] dans un contexte de champs aléatoires. L’écoulement
macroscopique a donc été montré incompressible. Ainsi, le couple d’inconnues macroscopiques
(V, Po) vérifie le systéme d’équations aux dérivées partielles par rapport a la variable d’espace
lente y suivant :

div, V =0 (y Q)

~ ~ i (1.20)
V=-K-a=-K- grad,py (y€Q)

Le systeme (1.20) correspond effectivement aux équations de Darcy. Le retour aux variables
dimensionnées dans (1.20) indique que

int

V=-— -grad pg avec K™ = @K = uK (1.21)

Ainsi, la perméabilité intrinseque K™ est homogene & une surface et son ordre de grandeur
varie comme le carré de la taille des pores d.

Contraintes dans la phase solide

La représentation macroscopique (1.20) de I’écoulement ne fait pas apparaitre d’équation
d’équilibre [18]. Une information importante peut toutefois étre extraite de (1.9-¢%), (1.10-¢%) et
de la continuité du vecteur contrainte a travers I' a tout ordre du développement.

Le VER Q(y) présenté plus haut, de frontiere 9€2(y), est scindé en une phase solide Q4(y) et
une phase fluide Q¢(y). De méme, l'intersection de l'interface solide fluide I' avec Q(y) est notée
I'(y). L’intégration des équations d’équilibre d’ordre € sur leurs phases respectives conduit &

/ —a+div,e1dV, =0 ; / div, 69 +div,61dV, = 0. (1.22)
Qs(y) Qs(y)

La somme de ces deux identités est

/ ddVZ—/ div, 60dV; :/ div, 61 dV,. (1.23)
Qr(y) Qs(y) Qy)

La continuité vecteur contrainte &1 - n a travers I'(y) permet d’appliquer le théoreme de la
divergence, en redimensionnant l'opérateur divergence comme pour (1.19) :

1 1 el
L dde——/ div, GodV, = ——_ &1-nds, (1.24)
1QY)] Ja, ) Q) Ja, 7 12| Jaa)

Dans la limite ou le VER €(y) est pris suffisament grand, (1.24) implique
P& = (1 — ¢)div, o (1.25)

ot ¢ = [Qf(y)|/|2y)| est la porosité. La condition (1.25) est primordiale puisqu’elle implique
que les contraintes microscopiques a1 sont auto-équilibrées en moyenne sur un VER.

Remarquons que dans le cas ou la microstructure est périodique et Q(y) est la cellule de
périodicité, (1.24) et (1.19) s’annulent directement par périodicité.
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1.2 Définition du probleme d’homogénéisation pour Ila
perméabilité

L’analyse asymptotique de la section précédente permet maintenant de définir sur un VER
Q) un probleme d’homogénéisation pour le calcul de la perméabilité K a partir de la géométrie
du milieu poreux. Dans la suite, toutes les expressions sont de nouveau dimensionnées. Les
grandeurs macroscopiques sont la vitesse moyenne V et le gradient de pression macroscopique
Q.

1.2.1 Equations de champs

Le probleme d’homogénéisation doit reposer sur le systéeme d’équations aux dérivées partielles
(1.14), dans lequel le gradient de pression macroscopique « est constant. Dans la suite, les champs
microscopiques dimensionnés sont la vitesse et les contraintes qui correspondent a

v = V’i)o
uV L

(1.26)

o1 —a-z1

o

Dans o, le décalage —a - z1 par rapport a la fluctuation microscopique de la contrainte oy
est choisi afin que o soit a divergence nulle dans la phase fluide. Par ailleurs, au regard de
la condition d’équilibre en moyenne (1.25) pour les contraintes macroscopiques dans le solide,
I’équation d’équilibre s’écrit

0 51 Q ] -
dive(z) = { SEEET v as(z) = —* (1.27)

as(z) sizeQ 1-9¢

Le champ a(z), indéterminé localement, provient des contraintes macroscopiques dans le solide.
Plus précisément, c’est le champ dimensionné qui correspond a — div, o9 — &. Il reste a préciser
les conditions aux limites sur la frontiere 02 du VER pour définir completement les espaces de
champs cinématiquement (resp. statiquement) admissibles C (resp. S).

1.2.2 Conditions aux limites

Le choix des conditions aux limites est guidé par I’équation de conservation de la masse a
Péchelle macroscopique divV = 0, qui est nécessairement vérifiée d’apres (1.19) si le flux de
vitesse microscopique a travers la frontiere 92 du VER est nul. Les conditions aux limites dans
C sont donc choisies pour étre compatible avec :

Yu € C, u-ndS =0 (1.28)
onN

Remarquons que (1.28) est aussi une conséquence de divv = 0 car une seule variable d’espace est
maintenant utilisée. Par ailleurs, il s’averera utile a I’établissement de théoremes énergétiques de
choisir les espaces des champs cinématiquement et statiquement admissibles tels que la puissance
suivante vérifie :

1
2] Joq

Présentons trois types de conditions aux limites utilisés dans la littérature qui vérifient les deux
conditions (1.28) et (1.29).

Vu € C(V), Vo' € S(av), u-o'-ndS=-V- « (1.29)
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Conditions aux limites périodiques

Les conditions aux limites périodiques ont été utilisées pour une présentation naturelle des
développements asymptotiques précédents notamment par Boutin [18], Ene et Sanchez-Palencia
[38]. Les conditions aux limites sont

v périodique (092)

o (1.30)
(o + a - z1) - n anti-périodique  (0%2)

Pour les conditions aux limites périodiques, les ensembles des champs cinématiquement (resp.
statiquement) admissibles avec la vitesse macroscopique V' (resp. gradient de pression macro-
scopique «) sont :

Cp(V)={u |divue =0(Q2), u=0(T"UQy), u périodique (0Q), w =V }

Sp(a) = {0’ ‘ (0' + o - z) - n anti-pér. (8(2), [[0- . n]] — O(F), dive = 0 (Qf), Tvo = %3 |

Conditions de vitesse uniforme

Elles sont aussi appelées conditions aux limites de Kuwabara par certains auteurs en référence
aux travaux de Kuwabara [59]. Elles supposent que la frontiere 92 n’est en contact qu’avec la
phase fluide.

u=V (09Q) (1.32)

Pour les conditions aux limites de vitesse uniforme, les ensembles des champs cinématiquement
(resp. statiquement) admissibles avec la vitesse macroscopique V' (resp. gradient de pression
macroscopique o) sont :

Co(V)=A{u |divu=0(Q), u=0(TUQ), u=V (0Q)}

Sv(e) = {a '[[o-n]] =0(I), dive = 0(Qy), dive” = %} (1.33)

Conditions mixtes : vitesse normale uniforme, vecteur contrainte tangentiel nul

Aussi appelée conditions aux limites de Happel par certains auteurs en référence a Happel
[47]. L’utilisation de ces conditions aux limites suppose que seules les portions de la frontiere
0N dont la normale est orthogonale a la vitesse macroscopique peuvent étre en contact avec la
phase solide.

up=u-n=V-n (092)
T, =(1-n®n)-(c-n)=0 (09)

Pour les conditions aux limites mixtes de vitesse normale uniforme et vecteur contrainte tan-
gentiel nul, les ensembles des champs cinématiquement (resp. statiquement) admissibles avec la
vitesse macroscopique V' (resp. gradient de pression macroscopique a) sont :

(1.34)

Cn(V)={u|divu=0(Q),u=0TUQ), u-n=V -n(0Q)}
. —s —Q (1.35)
Sm(a) = {0' ‘ [o-n]=0(I), 0 -n=0,,n(09),dive =0(y), dive = ﬂ}

Les ensembles suivants sont par ailleurs introduits pour les trois types de conditions aux
limites périodiques, de vitesse uniforme ou mixtes (p, v et m) :

C=UvC(V) ; S=UaS(a) (1.36)
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ou les indices p, v et m se réferent aux conditions aux limites périodiques, de vitesse uniforme
et mixtes. Pour les conditions aux limites de vitesse uniforme ou mixtes, la condition d’incom-
pressibilité implique que I'on a bien V' = v. Notons que les ensembles statiques incluent un type
de condition aux limites “en moyenne”, non classique, qui porte sur dive’.

1.2.3 Solution du probleme d’homogénéisation

Si le gradient de pression macroscopique est imposé et la vitesse macroscopique indéterminée,
le probleme d’homogénéisation est

trouver v € C et 0 € S(a) tels que Vz € Qf, 0 = —pl 4 2ud avec d = grad® v (1.37)

La vitesse macroscopique se déduit de la solution de (1.37) par
V—E—L/vdv—L vdV (1.38)
€9 Jo € Jo, '

Réciproquement, si la vitesse macroscopique est imposée, le gradient de pression macrosco-
pique est indéterminé et le probleme d’homogénéisation est alors, pour chaque type de conditions
aux limites :

trouver v € C(V') et o € S tels que Vz € ¢, 0 = —pl + 2ud avec d = grad® v (1.39)
Le gradient de pression macroscopique se déduit de la solution de (1.39) par
a=—(1-¢)dive’ (1.40)
L’expression (1.40) n’est généralement pas directement utilisable en pratique. A Taide du
théoreme de la divergence, on montre

1
a:—/a-nfﬂst si 02y =T (1.41)
192 Jr

c’est a dire lorsque la frontiere du VER n’est en contact qu’avec la phase fluide, ce qui est une
condition nécessaire a 'utilisation des conditions de vitesse uniforme. Dans le cas des conditions
aux limites mixtes, pour lesquelles seules les parties de la frontiere 02 dont la normale est
orthogonale a V' peuvent étre en contact avec la phase solide, on montre par ailleurs

|4

oV = @ . / o-ny;_..dS siC.L. mixtes (1.42)
r

Dans le cas des conditions aux limites périodiques, lorsque (1) le VER est un pavé de longeur L;
dans chaque direction e; et (2) S; est l'aire de la portion de la face de normale e; qui n’est pas
en contact avec le fluide (en tenant compte d’une reproduction périodique du VER), on montre :

1
I-m) a= 9] / o-njs_,dS si C.L. périodiques (1.43)
r

ou 1 est le tenseur d’ordre 2 diagonal de valeurs propres dans [0; 1] suivant :

3
L;S;
n= Z |;2|Zei ® e; (1.44)
i=1
construit tel que
1
(a-zndS =1« (1.45)

1 Jaanan,
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1.3 Cadres variationnels classiques

1.3.1 Dualisation de DI’équation d’équilibre : un lemme de Hill pour la
perméabilité

L’équation d’équilibre est dualisée par considération du produit scalaire suivant et simplifi-
cation :

1
Vu e C(V), Vo' € S(a) @/Qu-divaldV:O (1.46)

Par ailleurs, le théoreme de la divergence permet d’écrire

Vu € C(V), Vo' € S(a) /u-diva'dV:—/
Q

d(u):a'dV—i—/ wu-o'-ndS  (1.47)
Q

[2/9]

Dans la suite, C(V') et S(a) se réferent au méme type de conditions aux limites (périodique,
vitesse uniforme ou mixte). Ces ensembles ont été spécifiquement choisis afin de vérifier la
propriété (1.29). Ainsi le théoreme suivant, analogue du lemme de Hill en élasticité, est établi :

VueC(V), Vo' € S(a) d(u):0'=-V -« (1.48)

Cette propriété va maintenant étre invoquée pour présenter plusieurs cadres variationnels clas-
siques. Par analogie avec un probleme d’élasticité linéaire, nous réfeérerons aux principes varia-
tionnels par “minimum de I’énergie potentielle” et “minimum de ’énergie complémentaire” mais
rigoureusement cette appellation est galvaudée car il s’agit ici de puissance et non d’énergie. Une
présentation détaillée de ces principes est proposée et illustrée dans des contextes linéaires et
non linéaires dans [34].

1.3.2 Minimum de I’énergie potentielle
Vitesse macroscopique imposée

Soit (v, o) le couple solution de (1.39). Alors, d’apres la loi de comportement macroscopique,
o € S(—K~!-V). Ainsi, pour le couple (v,o) solution de (1.39), le lemme de Hill (1.48)
implique :

VuecC(V') V' -K1-V =2ud(u): d(v) (1.49)

Pour tout champ u € C(V'), le champ du = u — v € C(0). Par conséquent,

VueC(V) pd(u):d(u)=pud(v):d(v) + pd(du) : d(du) + 2pd(du) : d(v)
= pd(v) : d(v) + pd(0u) : d(du) (1.50)
> pd(v) : d(v) = %V K1.v

L’égalité est atteinte uniquement pour u = v car la forme quadratique v — pd(u) : d(u) est
définie positive. En conclusion, v solution de (1.39) peut étre caractérisé comme le champ de
C(V) qui réalise le minimum de I’énergie potentielle :

1 -
V. K ' V= inf udu):d 1.51
5 i P (u) : d(u) (1.51)
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Gradient de pression macroscopique imposé

Soit (v, o) le couple solution de (1.37). Alors, d’apreés la loi de comportement macroscopique,
v € C(—K - ). Pour tout champ u € C, le champ du = u—v € C(u+ K - ). Procédant comme
pour (1.50), il vient :

VueC pd(w): dw) = %a K- o+ pd0w) douw) —a-@+K-a)  (1.52)

Comme précédement, il s’en suit que v solution de (1.37) peut étre caractérisé comme 1'unique
champ de C qui réalise le minimum de ’énergie potentielle :

1 -
— 5o K -a= infé pd(u) 1 d(u) +a-u (1.53)
ue

1.3.3 Minimum de 1’énergie complémentaire
Gradient de pression macroscopique imposé

Soit (v, o) le couple solution de (1.37). Alors v € C(—K - o) d’apres la loi de comportement
macroscopique et le lemme de Hill (1.48) implique :

Vo' e S(d) o - K-a=0d :K:oxs/2u (1.54)

ou xs est la fonction indicatrice de la phase fluide. Pour tout champ o’ € S(a), le champ
do =o' — o € §(0), de sorte que par analogie avec (1.50) :

Vo' € S(a) o :K:o'xs/2n=0:K:oxs/2u+d0 :K:doxs/2n>a K- -a (1.55)

Finalement, le champ o solution de (1.37) peut étre caractérisé comme 'unique champ de S(«)
réalisant le minimum de 1’énergie complémentaire :
1

1
—a-K-a= inf - :K:o 2 1.56
2(1 * o-’é%(a) 20 UXf/ H ( )

Vitesse macroscopique imposée

Soit (v, ) le couple solution de (1.39). Alors, d’apres la loi de comportement macroscopique,
o € S(—K~'.V). Pour tout champ o’ € S, le champ do’ = 0'—0 € S(—(1—¢)dive’ +K~1.V).
Procédant comme pour (1.55), il vient :

1 ——s _
Vo' €S U’:K:G’Xf/ll,u:§V-K71-V+5U:K:60Xf/4,u—V-<—(1—¢)diva’ + K.

(157)

Comme précédement, il s’en suit que o solution de (1.39) peut étre caractérisé comme 1'unique
champ de § qui réalise le minimum de I’énergie complémentaire :

1 .

V. K''V=rinf o :K:ax;/dp—V -(1-¢)dive” (1.58)
2 o’'eS

Le terme (1 —¢)dive’ dans (1.58) peut se simplifier en utilisant (1.41), (1.42) ou (1.43) suivant

le type de conditions aux limites et la configuration du VER. Lorsque la frontiere 02 n’est en

contact qu’avec la phase fluide, il correspond a la force de trainée appliquée par le fluide sur le
solide, normalisée par le volume du VER.
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1.3.4 Fluctuation microscopique des contraintes

Il s’avere parfois plus aisé de travailler avec la fluctuation microscopique des contraintes
o1 quavec o = o1 — a - z1 comme choisi précédemment (voir (1.26)). L’ensemble S!(a) des
champs o1 statiquement admissible est obtenu & partir de S(a) en effectuant le remplacement
=01 —O"-Z.

L’intérét de cette convention est que la fluctuation des contraintes est auto-équilibrée car
dive = 0(z € Q) devient dive; = a(z € Q) et dive’ = —a/(1 — ¢) devient dive;, =
—¢a/(1 — ¢), de sorte que dive; = 0. Le lemme de Hill (1.48) et les résultats variationnels
(1.51), (1.53), (1.56) sont préservés en remplagant simplement o’ par o) et S par S'. Le résultat
(1.58) est aussi préservé a la condition supplémentaire de remplacer le terme de travail virtuel

des déplacements donnés V' - (1 — ¢)div o par V - (1 —¢)/pdiv 0"18 ou par —V -div a'lf.

1.4 Bornes sur la perméabilité d’un milieu poreux

La premiere utilisation des cadres variationnels exposés ci-dessus est due a Prager [78]. Des
améliorations successives ont notamment été proposées par Weissberg et Prager [104], Berryman
et Milton [11]. Une contribution majeure a par ailleurs été apportée par Doi [31] puis déclinée
dans des cas polydisperses simultanément par Given et Stell [43] et Torquato et Lu [101]. La
plupart de ces idées sont présentées dans un cadre unifié dans Rubinstein et Torquato [82].

Présentons deux contributions majeures basées sur le minimum de I’énergie complémentaire
avec gradient de pression imposé (1.56) et les ensembles de champs admissibles avec les conditions
de vitesse uniforme (1.33). L’originalité de cette présentation est d’utiliser le méme formalisme
pour l'obtention de toutes ces bornes supérieures.

Pour cette présentation, la fluctuation microscopique des contraintes o1 = o + « - 21 est
adoptée comme grandeur statique pour respecter les conventions utilisées par les auteurs men-
tionnés ci-dessus.

Signalons la possibilité de construire des bornes inférieures a I'aide du minimum de ’énergie
potentielle [34]. Dans le cas d’une représentation aléatoire de la microstructure, ce principe est
difficile a utiliser puisqu’il faut construire des champs cinématiques continus qui vérifient la
condition d’adhérence a l'interface solide-fluide.

1.4.1 Préliminaire : fonctions de corrélation

Les bornes qui suivent vont faire apparaitre des descripteurs statistiques de la microstructure
appelés fonctions de corrélations a n-points. Leur définition est basée sur les fonctions indicatrices
(ou caractéristiques) de chaque phase. La fonction caractéristique de la phase fluide x¢(z) est
définie par (1.1). L’interface solide-fluide I' peut étre décrite au moyen de la distribution dp(z)
qui correspond a une distribution de Dirac sur I'. Dans la suite, on se place dans la situation
d’un milieu statistiquement homogene et stationnaire.

Les fonctions de corrélation & un point d’une phase volumique sont la probabilité de trouver
un point dans une phase donnée. Par exemple, la fonction de corrélation a un point de la phase
fluide est la moyenne < xy >= ¢. En revanche, la probabilité de trouver un point sur 'interface
solide-fluide est nulle. La fonction de corrélation & un point de l'interface solide-fluide est donc
définie par un passage a la limite. Soit I'. la somme de Minkowski de I' et d’une boule de centre
0 et de rayon €/2. Le domaine I'; peut étre vu comme l'interface I' & laquelle est conférée une
épaisseur €. Notons xr. la fonction caractéristique qui prend la valeur 1 sur I'. et qui s’annule
ailleurs. La fonction de corrélation a un point de l'interface est définie comme la limite quand e
tend vers 0 de la moyenne < xp. > /e. Elle correspond a la surface spécifique v = |T'|/|€2|. Sous
hypothese d’ergodicité, la fonction de corrélation a un point de l'interface correspond donc a la
moyenne volumique de la distribution dr.
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Les fonctions de corrélations a deux points entre deux phases volumiques sont définies comme
la probabilité de trouver dans une phase 'extrémité d’un segment r jetté aléatoirement et I'autre
extrémité dans la deuxieme phase. Dans le cas ou au moins une des phases n’est pas volumique
mais est une surface, il faut procéder par passage a la limite. Par exemple, les fonctions de
corrélation a deux points fluide-fluide, fluide-surface et surface-surface sont définies comme

Fo(r) = (xs(@)xs(z + 1))

Fia(r) = lim = {xs(@)xr, (@ + 7)) (159

1
Fys(r) = lim — (xr.(®)xr. (z + 7))
e—0¢
ou l'indice v se réfere a “volume” et s a “surface”. Lorsque les deux points sont tres éloignés
devant la taille caractéristique de la microstructure, les variables sont décorrélées de sorte que
les fonctions de corrélation a deux points vérifient

lim F(r) =¢> ; lim Fu(r)=¢y ; lim Fy(r) =2 (1.60)

avec une convergence exponentielle.
Une description statistique de la microstructure plus compléte est donnée par les fonctions
de corrélation a trois points définies par

Fouo(r,8) = (xs(2)x (2 +1r)xs(2 + 8))

Fus(r,8) = lim L (x(2)xs (= + e, (= + ) (1.61)

1
FUSS(Ta S) = ;I_I)I(l) 6_2 <Xf(Z)XFs (Z + T)er (z + S)>

Dans la littérature, les précautions de passage a la limite ne sont pas toujours prises. Dans ce
cas, les termes en xr./e sont abusivement remplacés par la distribution dp. Les fonctions de
corrélation a deux et trois points pour une distribution aléatoire de grains solides sphériques
inter-pénétrables de rayon R sont données dans I’Annexe A.

1.4.2 Bornes “a deux points”
Borne de Prager [78]

Le champ de test de fluctuation microscopique des contraintes o) € S!(c) est recherché
comme le champ solution des équations de Stokes dans un milieu uniforme constitué uniquement
de fluide sur 2. Cette stratégie entretient un lien avec les techniques de polarisation en élasticité,
a ceci pres qu’a la place de considérer un chargement fictif par précontrainte on considere un
chargement fictif par un champ de force. Dans ce probleme, la vitesse est constante sur 0f2. Une
force volumique uniforme —a est appliquée sur 25 et une force volumique uniforme ¢/(1 — ¢)a
est appliquée sur Q, (qui ici contient du fluide). Le chargement est donc assuré par la force
volumique f qui vérifie f = 0 et définie sur tout le VER par

_ ¢ —xy(2)

Par construction, o} appartient bien & S}(a). Le champ de vitesse u’ associé s’exprime & I'aide
de 'opérateur de Green G du milieu visqueux uniforme :

£(2) = T e (=) - axy(2) (1.62)

u'(z) = /G(z,ac) < f(x)dV, (1.63)
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L’énergie de contrainte W*(o}) qui intervient dans (1.53) peut alors directement s’exprimer a
partir de u’ par

a K- -a<2W*o))=0c|:K:o\xs/2n=d): o)x; (1.64)

Lorsque o et d sont exprimés directement a partir du champ de force dans (1.64), la borne fait
apparaitre des fonctions de corrélation a trois points. Dans un premier temps, cette complexité
peut étre contournée pour ne faire apparaitre que des fonctions de corrélation a deux points
suivant Prager [78]. En effet, la densité d’énergie de contrainte étant positive, enlever le terme
Xt dans I'expression précédente fournit le majorant :

—_— 1
a K- -a<dw):o]=— </ u’-oﬁ-ndS—/u’-divoﬁdV) (1.65)
122] \Jan Q
Le terme de surface disparait car la vitesse est constante sur 052 et la fluctuation des contraintes
est auto-équilibrée. Dans le terme de volume, dive} = —f de sorte que
1
a-K-agﬁ/ f(z)-G(z,x) - f(x)dV,dV, (1.66)
QJQ

Ensuite, effectuons I'approximation classique qui consiste & remplacer opérateur de Green
G(z,x) du domaine 2 par celui du milieu infini G*°(z —x) qui vaut, dans le cas incompressible :

_1+e ®e,

G=(r) STur

(1.67)
Pour que cette approximation soit bonne, il faut appliquer G* & un champ de force de moyenne
nulle f — f, ce qui est déja vérifié ici. Avec le changement de variable r = z — & le majorant
(1.66) devient :

ﬁ/g/ﬂf(r+x).Goo(r)-f(a:)dvrdvx (1.68)

En particulier, pour le choix de champ de force volumique (1.62), expression (1.68) devient

1 / 1

1 a-GOO(r)-a<—/(¢—X (r+2)) (6 — x (m))dV)dV (1.69)
(1-0) o fo " Y PR

Sous hypotheses de stationnarité et d’ergodicité, cette expression fait apparaitre la fonction de

corrélation a deux points F,,(r) de la phase fluide (1.59) :

1
Si de plus le milieu est isotrope, alors F,,(r) = Fy,(r) et K = K™ /uI. La fin du calcul fait
intervenir la moyenne angulaire de e, ® e, qui vaut :

1

1
yo e, Qe dS = 51 (1.71)

sphere unité

La perméabilité intrinseque est majorée par la borne “a deux points” suivante! :

. 2 o0
Kint < 30 ¢)_2 /r:Or (FUU(T) — ¢2) dr (1.72)
L’intégrale est convergente puisque les convergences mentionnées (1.60) sont exponentielles.
Remarquons que les conditions d’équilibre ont permis de fixer a priori I'intensité de la force
dans le solide & partir de celle dans le fluide. Au contraire, dans les présentations classiques, les
conditions d’équilibre ne sont pas invoquées et I'intensité de la force dans le solide est choisie a
posteriori pour assurer la convergence de l'intégrale (1.72).

'"Dans le travail original de Prager [78], le coefficient 9/10 a été obtenu au lieu de 2/3, comme remarqué et
corrigé par Berryman et Milton [11].
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Borne de Doi [31]

La borne de Doi [31] suit la méme stratégie mais avec une distribution surfacique constante
de force a l'interface solide-fluide a la place de la force volumique constante dans le solide. Le
seul choix qui permet d’étre statiquement admissible est

£(2) = Ladi(z) - axs(2 (1.73)

ou v = [I'|/|Q] est la surface spécifique de l'interface solide-fluide. L’expression (1.68) devient

Jarema(g [ (Sortrra) - o) (L) - y@)av)av, @

et nécessite I'introduction des fonctions de corrélation volume-surface Fg et surface-surface Fig
(1.59). La borne de Doi [31] est finalement

¢2

g 2
int
K S gl T (FUU(T) — TFUS(T) —|— ?

B Fss(r)> dr (1.75)

L’intégrale est convergente puisque les convergences mentionnées (1.60) sont exponentielles.

Borne composée

Proposons maintenant une nouvelle contribution. Le cadre mis en place invite & composer
les deux champs de force précédents avec A quelconque :

¢ ¢
£ = a (A0e(2) + (1= N2 -y (1.76)
Cette classe de champs de force vérifie les conditions pour construire un champ statiquement
admissible. De plus, comme elle contient celles proposées par Prager et Doi, la borne obtenue
sera nécessairement meilleure. L’application du méme raisonnement que précédemment conduit
a

o (1220)° 221 -X),
Y\ cR K t < <m> Ivv — WIUS + A Iss (177)

ou les intégrales suivantes ont été introduites

_2 [ 2
I, = 3 /ror (Fw(r) 1) )dr
_2 [ ¢ _
I,s = 3 /roT’Y (Fys(r) —oy)dr (1.78)
2) o) ¢2
I, = 3 /r:Or? (FSS(T) — 72) dr

La borne de Prager (1.72) est retrouvée pour A = 0 et celle de Doi (1.75) pour A = 1. La valeur
optimale de A est donnée par

opt _ gb[vv + (1 - gb)Ivs
= 321y +20(1 — @) s + (1 — ¢)2 14, (1.79)

de sorte que la meilleure borne a deux points pour cette classe de champ de force est

Kint < Iss[vv - Igs

= P2 +20(1 — @) Lys + (1 — ¢) 21 (1.80)
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F1G. 1.2: Bornes, estimations et calculs numériques de la perméabilité pour des grains sphériques
pénétrables monodisperses. Les perméabilités sont normalisées par (3.23) qui correspond a une
estimation valable uniquement dans la limite diluée.

Les trois bornes a deux points ci-dessus peuvent étre évaluées a l’aide des fonctions de
corrélation en annexe A pour une microstructure dont la phase solide est composée de grains
sphériques monodisperses parfaitement inter-pénétrables aléatoirement répartis. Les résultats
sont présentés Fig. 1.2. La borne a deux points de Doi améliore significativement celle de Prager.
La borne composée n’améliore celle de Doi que de 10% au mieux, aux faibles porosités. Il est
intéressant de noter que la valeur optimale de \°P' est toujours plus grande que 1 (au maximum
1,35 aux faibles porosités), ce qui montre que le champ de force surfacique est largement privilégié
et explique pourquoi la borne de Doi est meilleure que celle de Prager.

Des résultats similaires pour des grains solides sphériques impénétrables ont été établis par
[9, 82]. Pour cette morphologie, la perméabilité estimée est toujours plus faible que pour les
sphéres inter-pénétrables.

1.4.3 Bornes “a trois points”

La majoration xy < 1 effectuée précédemment est particulierement crue lorsque la porosité
est faible. Dans ce cas, il faut réaliser un calcul direct. Pour calculer le taux de déformation,
notons G(z,x) = gradz(l’Q) G(z,x) lopérateur tensoriel d’ordre 3 tel que

d(z) = /Q G(z.2)- F(@)dV, = (G * f) (2) (1.81)
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Alors (1.64) devient

2
o Ko<k /Q | [ 160 £@): 6zw) - flw)aviav,av. (1.82)
En utilisant l'opérateur de Green du milieu infini, le majorant est
2
’—g’;‘ /Q //Xf(z)goo(r) flz=7):G%(s) flz—s)dV,dVid VL (1.83)
ou l'opérateur de Green d’ordre 3 du milieu infini incompressible est
g°°(—1<2(§>11® 3®®> 1.84
T)_87TM7°2 e, e —3e, Qe Qe (1.84)

Champ de force volumique

Reprenons le champ de force de Prager (1.62). Le majorant de la perméabilité prend alors
la forme

T2 [ [50) a6 atya) (e - 1) - ) (- 9) - AV AV (155)

Le terme entre crochet fait apparaitre les fonctions de corrélation a deux et trois points Fy,
suivantes (voir (1.61)) :

(xr(2) (ep(z = 1) = 0) (xp(2 = 8) = 9)) = & — & (Fou(=7) + Foo(=8)) + Fovs(—7, —5) (1.86)

Lorsque le milieu est isotrope, le seul terme non nul est le terme de la fonction de corrélation
a trois points. Par ailleurs, Fy,, (7, 8) = Fuu(r, s,t) ne dépend plus que de r = |r|, s = |s]| et
t = e, - e5. Tous calculs faits, la perméabilité intrinseque est majorée par

. 1 o0 [e’s) 1
Kt < 7/ / / t(3t2 — 1) Fpp(r, s,t) d, ds d 1.87
4(1 - ¢)2 r=0Js=0 Jt=-1 ( ) ( ) ! ( )

Ce majorant peut étre évalué pour une distribution aléatoire de spheres (qui peuvent se super-
poser) a l'aide des valeurs de I'intégrale triple données dans [11]. Il est améliore (1.72), (1.75) et
(1.80) pour ¢ < 70% mais se comporte sans surprise comme (1.72) dans la limite diluée ¢ — 1.
Notons que (1.87) est tres légerement supérieur a la borne a trois points proposée par Berry-
man et Milton [11]. Dans [11], les mémes intégrales apparaissent bien que l'opérateur de Green
ne soit jamais mentionné explicitement. Une hypothése pour expliquer la différence observée
dans les bornes est que le choix de champ de contrainte dans [11] équivaut & faire de plus une
optimisation sur le coefficient de Poisson dans l'opérateur de Green.

Champ de force surfacique

Reprenons maintenant le champ de force de Doi (1.73). Le majorant de la perméabilité prend
alors la forme

a-K-a§2,u//g°°(r)-a:g°°(s)-a

<Xf(z> <Xf(z - %5F(Z - 7')> <Xf(z —5)— %&(z — s)) > AV, dV, (1.88)

Le terme entre crochet fait apparaitre les fonctions de corrélation & deux et trois points suivantes
(voir (1.61)) :

¢ ¢?

Fyp(—7,—8) — ; (Fyps(—8,—7) + Fypps(—r,—8)) + ﬁFvss(—r, —3) (1.89)
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La perméabilité est finalement majorée par la borne “a trois points” pour le champ de type Doi :

) 1 [e'¢) [e'¢) 1 Q(b ¢2
Kt < Z / / / t(3t2 - 1) (va(r, 8,t) — — Fups(r,8,1) + — Fyss (T, s,t)) d,dsdy
4 Jr=0Js=0Jt=—1 v ’)’2
(1.90)
Cette expression est nouvelle & notre connaissance. Les fonctions Fy,s(r, s,t) et Fyss(r, s,t) ont
été étudiées dans [99] mais restent malheureusement difficiles a évaluer. Comme la borne a deux
points de Doi améliore considérablement celle de Prager, on peut espérer qu’il en soit de méme
pour la borne a trois points (1.90). L’évaluation et I'intégration de ces fonctions de corrélations
a trois points présentent un grand intérét pratique.
Pour finir, la méme démarche peut étre adoptée sans difficulté supplémentaire avec le champ
de force (1.76) suivie d’une optimisation de A.

Ecoulement de Stokes autour d’une sphére

Toutes les bornes précédentes sont basées sur le choix d’un champ de force et application
de lopérateur de Green. D’autres alternatives ont été étudiées, notamment la construction
d’un champ statiquement admissible comme la somme du champ de contrainte solution de
I’écoulement de Stokes autour d’une sphére dans un milieu infini, recentré sur chaque grain
sphérique. La méthode conduit de méme a des bornes qui font intervenir les fonctions de
corrélation a deux, trois, voir n points. Le résultat le plus intéressant est peut étre la borne
analytique de Weissberg et Prager [104] pour un milieu constitué de grains sphériques de rayons
R, dispersés aléatoirement et pouvant se recouvrir :

Ky 20
RZ2  —9In(¢)

(1.91)

1.5 Glissement aux parois

1.5.1 Théorie cinétique des gaz

Pour I’écoulement d’un gaz, la condition d’adhérence d’un fluide visqueux a 'interface solide-
fluide T est prise en défaut. D’apres la théorie de la cinétique des gaz [54, 61, 104], la condition
d’adhérence sur I' doit étre remplacée par la condition de glissement?

[[v]]:g(l—n(@n)-a-n (1.92)

7
ol ( est le coefficient de glissement, p la viscosité, n la normale unitaire a la paroi dirigée
vers le fluide. Le glissement est donc tangentiel & l'interface solide-fluide et proportionnel au
vecteur contrainte tangentiel. En suivant la distribution de Maxwell de vitesse des molécules, le
coefficient de glissement est donné par [54, 61, 89, 104]

8RT
M

_4 Po ¥

avec Upol =

(1.93)

ol R est la constante des gaz parfaits 2, T' la température, M la masse molaire et ¥ représente la
fraction de molécules absorbées par la paroi puis réémises par diffusion dans toutes les directions
et (1 — ) la fraction de molécules réfléchies. Ty, est la vitesse moléculaire moyenne pour la
distribution de Maxwell (quelques centaines de metres par secondes aux températures usuelles).

2En condition isotherme
311 existe un conflit de notations entre le rayon des sphéres et la constante des gaz parfaits, mais le contexte
permet aisément de lever I'incertitude.
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A (nm) d (nm) Ty (ms™!)
Argon 62,6 0,342 380
Méthane 48,1 0,380 600

TaB. 1.1: Libre parcours moyen, diametre moléculaire et vitesse moyenne a pression at-
mosphérique et 0°C. Source : National Physical Laboratory, Kaye and Laby : Tables of physical
and chemical constants (http ://www.kayelaby.npl.co.uk/general_physics/2_2/2_2_4.html)

Des valeurs expérimentales de ¥, comprises entre 0,85 et 1 pour les gaz nobles et Hy, No, COs
sont présentées dans [77, 89]. Pour I’Argon, ¥ = 0,921.

Par ailleurs, la théorie cinétique des gaz de Maxwell fait apparaitre une longueur ca-
ractéristique A appelée libre parcours moyen qui correspond a la distance moyenne parcourue
par une molécule entre deux collisions :

T
 V2rd?pg

ou k = R/INg = 1,38.1072JK ! est la constante de Boltzmann et d est le diametre “de
collision” d’une molécule. La constante des gaz parfaits vaut R = 8,31JK 'mol~! et le nombre
d’Avogadro N4 = 6,02.10%3mol 1.

En outre, la viscosité déduite de la théorie cinétique des gaz par Maxwell est [54, 61]

(1.94)

MpoAUme1 2 MET
w= =

= 1.
3RT 3nd2 \ Nam (1.95)

Un développement ultérieur di a Chapman et Enskog pour un gaz mono-atomique a conduit &
I’expression suivante de la viscosité, en meilleur accord avec les valeurs expérimentales [52] :

MET
b [MEL (1.96)

= %62\ Nar

Remarquons que la viscosité ne dépend pas de la pression d’apres ces expressions. Le coefficient
de glissement peut alors étre réexprimé en fonction du libre parcours moyen :

STA2 =)
(= 6 o (1.97)
d’ou 'ordre de grandeur ¢ ~ .
Dans un milieu gouverné par une distance caractérique R, le nombre adimensionnel K,, =
A/ R appelé nombre de Knudsen est communément introduit. Si K,, < 1, le glissement peut étre
négligé ; sinon, il doit étre pris en compte. Quelques ordres de grandeurs sont présentés dans la
table 1.1 pour deux gaz d’intérét dans ce mémoire.

1.5.2 Modification des principes variationnels

Les ensembles de champs cinématiquement admissibles C (1.31),(1.33),(1.35) doivent étre
modifiés pour autoriser un saut de vitesse tangentiel a I'interface solide-fluide. Cependant, le saut
de vitesse contribue a la puissance de déformation qui fait maintenant apparaitre un nouveau
terme surfacique :

1 . L[ B,
5/ﬂfmd.ddVJrQ/FC[['vt]] [v]d S (1.98)
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En revanche, les ensembles de champs statiquement admissibles restent inchangés. La puissance
de contrainte fait apparaitre un nouveau terme surfacique :

1/ 1 1/(
— —0c:K:odV+=- [ 2T - 1-n®n)-TdS 1.99

A ces modifications prés, les résultats variationnels (1.51), (1.53), (1.56), (1.58) restent valables.

Un exemple d’utilisation est a été proposé par Weissberg et Prager [104] pour borner la
perméabilité d’un assemblage de spheres qui peuvent se recouvrir, avec prise en compte du
glissement aux parois.

Ce chapitre a permis de poser le probleme de micromécanique pour 'homogénéisation d’un
écoulement de Stokes en un écoulement darcéen. Une particularité de ce probléme est le char-
gement en moyenne de la phase solide, qui joue un role crucial pour assurer 1’équilibre. Les
cadres variationnels classiques ont été redéveloppés et appliqués pour rappeler et proposer des
bornes sur la perméabilité de milieux granulaires. La qualité de ces bornes reste a estimer par
une confrontation a des simulations numériques.



Chapitre 2

Cadre variationnel type
Hashin-Shtrikman pour la
perméabilité

Résumé : L’objet de ce chapitre est introduction d’un nouveau cadre variationnel pour 1’ho-
mogénéisation micro-méso de la perméabilité. Le cadre variationnel met a profit I’analogie entre
un probléeme d’écoulement de Stokes et un probléeme d’élasticité linéaire incompressible, tout
en préservant la particularité des conditions aux limites. Un changement d’espace fonctionnel
bénéfique en résulte : d’un espace de champs de vitesses cinématiquement admissibles a un espace
de champs de polarisation sans restriction. Ce nouveau cadre variationnel est mis d profit pour
développer une méthode numérique efficace basée sur une discrétisation réquliére et l'utilisation
de transformées de Fourier rapides (FFT), cousine de méthodes existantes en élasticité linéaire.
Enfin, une ouverture vers de potentielles nouvelles bornes analytiques ou semi-analytiques est

proposée.
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2.1 Nouveau cadre variationnel type Hashin-Shtrikman

L’objet de cette section est d’établir un cadre variationnel pour I'homogénéisation de
la perméabilité permettant de s’affranchir des conditions d’admissibilité qui rendent difficile
en pratique l'utilisation des théorémes de minimum de I’énergie potentielle (1.51),(1.53) ou
complémentaire (1.56),(1.58). L’idée est de reformuler le probleme d’homogénéisation de la
perméabilité (1.37) en un probleme formellement proche de I'homogénéisation d’un matériau
élastique linéaire hétérogene. Bien que certaines différences liées a la nature du chargement et
de la loi de comportement macroscopique persistent, il est ici établi que le cadre variation-
nel de Hashin et Shtrikman [49] pour P'élasticité peut se transposer a ’homogénéisation de la
perméabilité.

2.1.1 Extension du probleme d’écoulement

Le point de départ est d’étendre a la phase solide le probleme d’homogénéisation de la
perméabilité (1.37), qui n’est défini que sur la phase fluide. Le probléme étendu doit étre défini
de maniere a avoir la méme solution que le probleéme initial. Dans cette optique, il convient
notamment de choisir une loi de comportement, des conditions aux limites et un chargement
adéquats dans le solide.

Loi de comportement

Les développements du chapitre 1 ont été menés sous '’hypothese que la phase solide ne se
déforme pas et reste fixe. Pour rendre compte de I'absence de déformation dans le solide, la loi
de comportement d’un fluide Newtonien incompressible avec viscosité infinie est adoptée :

wo(zeqy)

oo (z € Q) 1)

o(z) = —pl +2u(2z)d(v(z)) avec u(z) = {

L’avantage de ce point de vue est d’'une part que la loi de comportement dans le solide a
alors la méme forme que dans le solide. D’autre part, la solution du probleme étendu vérifiera
automatiquement la condition d’adhérence a l'interface solide-fluide. Il conviendra cependant de
bloquer les mouvements de corps rigide.

Conditions aux limites

A la frontiere 89 du VER, le vecteur contrainte et la vitesse sont astreints a suivre les mémes
conditions dans la phase solide que celles présentées pour la phase fluide a la section 1.2.2. Les
conditions aux limites (périodiques, uniformes en vitesse, ou mixte) licites pour le VER considéré
sont les mémes que celles détaillées section 1.2.2. Notons que la condition de continuité du vecteur
contrainte & la traversée de 'interface solide-fluide est implicitement adoptée.

La viscosité dans la phase solide étant infinie, la condition d’adhérence a l'interface solide-
fluide peut maintenant étre remplacée par des conditions moins contraignantes : il suffit de
bloquer les mouvements de corps rigide dans la phase solide.

De maniére générale, chaque mouvement de corps rigide (indexé par i) peut étre bloqué par
une liaison linéaire notée L;(u). L’ensemble des champs de vitesse qui vérifient ces liaisons est
noté L :

L ={u|L;j(u) =0(Vi)} (2.2)

Pour illustrer cette démarche, présentons deux exemples. Ces deux exemples seront suivis tout
au long du chapitre. L’exemple 1 est le cas le plus simple mais aussi le plus utile en pratique.
L’exemple 2 est plus complexe et surtout plus lourd en terme de notations : il peut étre ignoré
en premiere lecture, car l'exemple 1 suffit pour introduire la démarche générale.
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Exemple 1 Supposons que les conditions aux limites périodiques sont adoptées et que la phase
solide (en incluant ses reproductions périodiques) est connexe. C’est en fait la situation qui sera
la plus courament recontrée en pratique par la suite. Alors, par périodicité de la vitesse, la
rotation du solide est automatiquement bloquée. 1l suffit de bloquer la translation V'; du solide.
A cet effet, on peut par exemple choisir d’imposer que la vitesse soit nulle en moyenne sur un
sous domaine quelconque 21 C €, de la phase solide, c’est a dire d’imposer la liaison

Li(u) =" =0. (2.3)

Exemple 2 Supposons que la phase solide est constituée de n particules disjointes €2 ), avec
p = 1,...,n. Dans cet exemple purement académique, la translation et la rotation de chaque
particule doivent étre bloquées [75]. Pour chaque particule p, on peut choisir un sous domaine
quelconque €2, C Q,, et on note z, le barycentre de €2,. Le mouvement de corps rigide de la
particule p peut s’écrire sous la forme

v(z)=V,+ WA (z—2p) (z € Qsp) (2.4)

Pour bloquer la translation V', et la rotation W, de chaque particule, on peut choisir d’imposer
les liaisons

Ly(u)=%" =0 ; Ly(u)=(2-2,)Av =0. (2.5)

Si w suit le mouvement de corps rigide (2.4), alors Ly(u) = V) et Lyip(u) = I, - W, ou I,
est le tenseur d’inertie du sous domaine €, inclus dans la particule p, normalisé par €| :

Iy =|z- 21— (2-2)®(z - zp)p- (2.6)

Chargement

L’équation d’équilibre doit vérifier les conditions (1.27). Dans la phase fluide, les contraintes
restent a divergence nulle. En revanche, dans la phase solide, les contraintes sont en équilibre
avec un champ de force volumique dont la moyenne doit vérifier la condition (1.27). On cherche
donc a définir un champ de force volumique f qui vérifie les conditions f(z) = 0 dans ¢ et
f=a.

Par ailleurs, la forme de ce champ de force volumique doit étre prise telle qu’il corresponde
aux multiplicateurs de Lagrange associé a chaque condition de bloquage des mouvements de
corps rigide :

fru= ZM - Li(u) (2.7)

Reprenons les exemples précédents pour préciser :

Exemple 1 Le champ de force volumique f(z) = F'1x1(2) est choisi, avec F'; uniforme et x; la
fonction indicatrice du sous ensemble 2; € {25 sur lequel une vitesse moyenne nulle est imposée.
La puissance virtuelle du champ f dans un champ de vitesse virtuel w est f-u = fiF1-u' ou
f1 est la fraction volumique de ;. Le multiplicateur de Lagrange de la liaison L; = u' = 0 est
donc la force

A= fiF. (2.8)

Si le gradient de pression macroscopique a est imposé, alors la force F'y est directement connue

et f(z) = axi(z)/fi1.
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Exemple 2 Le champ de force volumique est choisi de la forme :

n

f(z) = Z(Fp+cp/\ (z = 2p)) Xp(2) (2.9)

p=1

ol X, est la fonction indicatrice de €, la constante F'), est la force volumique appliqué a la
particule p pour empécher sa translation et C), la constante telle que I, - C), soit le couple
appliqué a la particule p pour bloquer sa rotation. La puissance virtuelle développée par f dans
un champ de vitesse virtuel w qui suit le mouvement de corps rigide (2.4) dans chaque particule
p est

Fu=Yf(F@+C, -z 2)nd"), (2.10)
p=1

ou fp est la fraction volumique du sous domaine €2,. Les multiplicateurs de Lagrange des liaisons
L,=w"=0¢et L, p(u) =(z—2p) A v’ = 0 sont donc respectivement

Ap=1pFp i+ Aptn = Ch (2.11)
Si le gradient de pression macroscopique a est imposé, alors les forces F'),, sont soumises a la
condition ) f,F, = a.
Formulation directe du probléeme étendu

Les ensembles de champs cinématiquement admissibles C'(V') sont définis comme dans (1.31),
(1.33) ou (1.35) a I'exception de la condition w = 0 sur I' N Q, qui est levée.

De méme, les ensembles de champs statiquement admissibles S’(a) sont définis comme dans
(1.31), (1.33) ou (1.35) a l’exception de ’équation d’équilibre qui est remplacée par dive+ f = 0
dans €2 entier, ou le champ de force f prend la forme précisée dans la sous-section “Chargement”
ci-dessus.

Lorsque la vitesse macroscopique V' est imposée, le probleme étendu s’écrit
trouver v € C'(V)N L et o € & vérifiant (2.1) (2.12)
Lorsque le gradient de pression macroscopique « est imposé, le probleme étendu s’écrit

trouver v € C' N L et o € S'(a) avec f = o vérifiant (2.1) (2.13)

Cadres variationnels classiques

Dans la formulation faible du probleme étendu, on choisit de relacher les liaisons L; qui
bloquent les mouvements de corps rigides pour les imposer a I'aide d’un lagrangien. Le lemme
de Hill (1.48) devient

Vuel'(V),Vo' € S'(a) d(u):0'— fA) u=-V « (2.14)

On rappelle que la puissance virtuelle f(A) - u n’est autre que >, A;L;(u). Lorsque la vitesse
macroscopique est imposée, le minimum de 1’énergie potentielle devient le lagrangien

1
V.- K1 V=5 inf pd(u):d(u)— fA)-u). 2.1
VKTV s (dnt,, i) dlw) - 73 ) (2.15)
Lorsque le gradient de pression macroscopique est imposé :
1 - -
——a-K-a= sup <inf/,ud(u) : d(u)—l—a-ﬂ—f()\)-u) . (2.16)
2 A t.q. m:a uec
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Remarquons tout de suite que dans le cas de 'exemple 1 ci-dessus avec gradient de pression
macroscopique imposé, (2.16) se simplifie en
1 N Al 1

——a-K-a=inf pdlu) :du)+a-t—a-u.

2.17
2 ucC’ ( )

2.1.2 Transformation de Legendre

Le probleme étendu (2.12) ou (2.13) présente maintenant suffisamment de similarités avec
un probleme d’homogénéisation en élasticité linéaire pour utiliser les mémes outils.

En suivant un raisonnement similaire a Willis [106], proposons une transposition du principe
variationnel de Hashin et Shtrikman [49] & I’homogénéisation de la perméabilité. L’idée est
de transférer la difficulté associée a I’hétérogénéité de la viscosité (2.1) en un parametre de
chargement supplémentaire T appelé polarisation, qui a le sens physique d’une précontrainte.

Dans [106], le point de départ est la transformée de Legendre wy, de la densité de puissance
w),, dissipée localement par un taux de déformation d dans la viscosité p :

1
wy(d) = 3 2ud - d. (2.18)
La transformée de Legendre de la puissance dissipée est définie sur I'espace des tenseurs d’ordre
deux par
w;(T) = sgp (T:d(u) —wu(d)). (2.19)

En élasticité, la transformée de Legendre permet de définir ’énergie élastique de contraintes.
Dans le cas d’un fluide newtonien incompressible, 'optimum dans (2.19) est obtenu pour

1
ﬂf T, (2.20)

g

*
3
I
DN | —

sous réserve de la condition p > 0 qui bien est vérifiée pour un coefficient de viscosité.

Introduisons maintenant un milieu de référence, de viscosité uniforme pg inférieure a toute
valeur locale de la viscosité dans le milieu hétérogene considéré. Alors la viscosité du = p(z) — po
est positive en tout point. Une puissance dissipée w;s,(d) peut y étre associée, et par définition
sa transformée de Legendre wy,, satisfait I'inégalité :

VT Vd; wy(d) > wyy(d) + 70 d — w, (T). (2.21)

Ensuite, I'idée est d’ajouter de part et d’autre de I'inégalité (2.21) les termes qui interviennent
dans les formulations variationnelles (2.15) ou (2.16) du probleme étendu, puis d’intégrer sur le
VER et d’écrire la stationnarité.

Par exemple, dans le cas d’'un gradient de pression macroscopique imposé, on montre a 1’aide
de (2.16) et (2.21) :

1 .
VT, - 501 K -a= N ts%za (;Iéfc <w(d(u)) +a-u—f(A)- u)> > .
A g T (35&2 (wold(w) + 7+ d(w) + o u— F(N)- u)) — wy, (7).

De méme, dans le cas d’une vitesse macroscopique imposée,

vr, %v K1V > sup (i‘é? <w0(d(u)) Frodu) — f(A)- u)) ~wp, (). (2.23)
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Les résultats (2.22) et (2.23) constituent la transposition du principe variationnel de Hashin et
Shtrikman [49]. La premiére partie du terme de droite est la formulation variationnelle d’un
probleéme auxiliaire, similaire au probleme étendu (2.12) ou (2.13), dans lequel la loi de compor-
tement hétérogene (2.1) est remplacée par une loi précontrainte avec viscosité homogéne pg et
précontrainte égale au champ de polarization T :

o=—pl+2upd+T. (2.24)

La deuxieme partie du membre de droite se calcule aisément connaissant 7 d’apres ’expression
de la transformée de Legendre de la puissance dissipée pour la viscosité pu(z) — puo.

Tout le membre de droite est une fonctionnelle de la variable 7, qui est un champ de tenseurs
d’ordre deux. En référence a 1’élasticité, cette fonctionnelle sera appelée fonctionnelle de Hashin
et Shtrikman et notée HS(7). L’égalité est obtenue pour un unique champ de polarisation
optimum qui est solution de ’équation de Lippman-Schwinger (ou Zeller et Dederichs) :

(2u(z) — 2u0) T+ To %1 = Go* F(N), (2.25)

ou les opérateurs de Green d’ordre quatre Ty et trois Gy sont définis dans I’Annexe B.

Les inégalités (2.22) et (2.23) constituent un résultat trés important car elles permettent
d’obtenir un borne supérieure sur la perméabilité pour n’importe quel choixz d’un champ de
polarisation 7, sans conditions sur 7. Elles présentent donc une différence majeure avec les
théorémes de minimum de ’énergie potentielle (1.51),(1.53) ou complémentaire (1.56),(1.58),
dont l'utilisation est restreinte a des conditions d’admissibilité des champs tests.

Enfin, les inégalités (2.22) et (2.23) restent valables dans le cas particulier pg = p, ce qui
implique de choisir une polarisation nulle dans la phase fluide.

2.1.3 Fonctionnelle de Hashin et Shtrikman

Pour (vg, dy, o) solution du probléeme de minimisation sur u € C(V'), le principe variationnel
de Hashin et Shtrikman (2.23) se réécrit pour tout 7 :

1 1 1 1
§V K1V >sup <§d0 too+ 5T do— f(A)- vo> — 5(2u(z) —2up) T 1. (2.26)
A

Par ailleurs, on montre a l'aide du théoréeme de la divergence et des conditions aux limites que

do:oo=vo- f(A) =V - F(A) (2:27)

Par définition des opérateurs de Green (voir Annexe B), le probleme auxiliaire a pour solution
vo=Go* f(A)+HoxT+V
do=Gox f(A) —ToxT

Finalement, la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman s’exprime explicitement en fonction de la
polarisation par

(2.28)

%V K1V = Sl"l_p [sup <—V-f()\) — %f(}\) cGox fF(AN) +71:Gp* f(A))

N . (2.29)
~3 (W—i— (2u(z) — 2pp) L7 : T):| .
ol l'on a utilisé la propriété d’anti-symétrie f-Ho*x T = —7 : G * f des opérateurs de Green

d’ordre trois (voir Annexe B). L’optimisation sur les multiplicateurs de Lagrange A; permet bien
d’imposer les liaisons puisque qu’elle revient a écrire
0
O

(V- T+ 57N Ga s N = 72 Gus FN) ) = Li (V + G FX) 4 Hg 7) =0
(2.30)
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Ensuite, 'optimisation sur le champ de polarisation permet de retrouver I’équation de Lippman-
Schwinger puisque qu’elle revient a imposer
0

- a—THS( ) = (2u(2) — 2p0) 1TOPt + T % 7Pt — G x F(A°PY) = 0, (2.31)

qui peut se réécrire

TOPY = (2u(z) — 240)d°P* avec dP' = G * F(APY) — Ty * 7Pt (2.32)
c’est a dire que la polarisation optimale 7°P' est la précontrainte particuliere qui permet de
retrouver la loi de comportement hétérogene (2.1) a partir de la loi de comportement homogene
précontrainte (2.24).

De méme, lorsque le gradient de pression est imposé, la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman
(2.22) s’exprime explicitement en fonction de la polarisation par

2 T A; t.q. m:a

1oz-I(-oazinf[ inf (%f(}\)-Go*f()\)—T:go*f()\)>
(2.33)

+ % <T Lo 74 (2u(2) — 2p0) 7 : 7)} :

Cette derniere expression est particulierement intéressante lorsque le seul mouvement de corps
rigide a bloquer est la translation de I’ensemble de la phase solide car le multiplicateur de
Lagrange est connu et f(A) = axi(z)/f1 (c.f. exemple 1 ci-dessus).

2.1.4 Cadre variationnel simplifié

Considérons le cas particulier ot I'on impose en tout point z du solide la liaison u(z) = 0.
Alors, si le gradient de pression macroscopique « est imposé, f(A) est un champ de force
volumique quelconque soumis aux seules conditions :

feFla) = {F]F(z)=0(z €. F—a}. 2.31)

Si la vitesse macroscopique est imposée, alors le champ de force est soumis aux seules conditions
f € F=UxF(a), c’est a dire f(z) = 0 dans la phase fluide. Prenons de plus le cas particulier
o = . Montrons que le principe variationnel (2.33) se simplifie en :

1 . 11—
§a-K-a—f612fa)<§f-G*f>, (2.35)

et le principe variationnel (2.29) en

1 _1 . S [
§V-K -V——}relff<V-f+§f-G*f>. (2.36)

En effet, d’une part le choix uy = p implique de choisir une polarisation nulle dans la phase
fluide. D’autre part, pour tout 7, le champ de force optimal dans (2.29) ou (2.33) assure par
construction la nullité de la vitesse associée en tout point de la phase solide. Par conséquent, le
taux de déformation associé est nul dans la phase solide, de sorte que dans ce cas particulier le
champ de polarisation optimum dans (2.29) ou (2.33) vérifie le systeéme :

TPt = 0 (z € Qy) (2.37)
Lx7P' =0 (z€Qy),
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ol la deuxieme ligne correspond a I’équation de Lippman-Schwinger dans la phase solide. Ce
systeme admet pour solution 7 = 0, d’ott 'on déduit (2.35) de (2.33) (resp. (2.36) de (2.29)).

Enfin, (2.35) fournit une approche systématique du résultat (1.66) établi au chapitre 1 a
partir du minimum de I'énergie complémentaire et de la majoration xf(z) < 1 : sous réserve de
choisir le bon champ de force test, I’égalité a lieu dans (1.66).

Pour conclure, le résultat majeur de cette section est I’adaptation du principe variationnel de
Hashin et Shtrikman & la problématique de I’homogénéisation de la perméabilité. Pour tout choix
d’un champ de polarisation, sans condition, la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman (2.29) ou
(2.33) fournit une borne supérieure sur la perméabilité. L’évaluation de la fonctionnelle implique
les opérateurs de Green, qui sont présentés Annexe B.

A titre accessoire, les formulations variationnelles (2.35) et (2.36) constituent une version
simplifiée du principe variationnel de Hashin et Shtrikman. Leur originalité est de formuler la
perméabilité comme la solution d’un probléme d’optimisation sur un champ de force volumique,
avec des conditions tres peu restrictives d’utilisation. Ces formulations variationnelles simplifiées
permettent aussi de construire des bornes supérieures sur la perméabilité.

2.2 Bornes sur la perméabilité par une méthode FFT

L’objet de cette section est de mettre a profit le principe variationnel de Hashin et Shtrikman
pour construire une méthode numérique d’homogénéisation de la perméabilité. La méthode
présentée est contruite par analogie avec la méthode FFT proposée par Brisard et Dormieux
[20] en élasticité linéaire.

2.2.1 Discrétisation
Grille de discrétisation du VER

Dans toute cette section, les conditions aux limites périodiques (1.30) sont adoptées. La
cellule de périodicité est un domaine 2 parallélépipéde rectangle dans l’espace de dimension
d = 2 ou 3. Ses longueurs sont notées Ly, ..., Ly dans les d directions d’une base cartésienne
orthonormée (e, ...,eq).

Le domaine € est divisé suivant une grille réguliere en Ny x ... X Ng = N sous domaines {2g
(pixels pour d = 2, voxels pour d = 3). La position de ces sous domaines dans les d directions
de l’espace est indiquée par le multi-indice 3 = (51, ..., 84) € Z = [0..N7 — 1] x ... x [0..Ng — 1].
Chaque domaine g est un parallélépipede rectangle de taille (ou résolution) identique r1, ..., 74
suivant les d axes du repere cartésien orthonormé, avec r; = L;/N;. La fonction indicatrice Xﬁ
d’un voxel 23 est définie par

Xﬁ(zlel + ...+ zqeq) = { : |2 iBil i
0 sinon.

Avec cette convention, 'origine du repere est décalée d’un demi voxel par rapport & un des coins
de la grille de discrétisation.

Champs de polarisation

L’idée de Brisard et Dormieux [20] est d’optimiser la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman
sur l'espace des champs de polarisation constants par voxel. Plus précisément, a toute suite de
données (T3)gez est associée le champ de polarisation suivant :

T(2) =) 71aX°(2). (2.38)

BeT
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F1G. 2.1: Grille de discrétisation réguliere, un voxel {13, une particule solide €2, , et son sous-

domaine €,,.

Champs de force

Exemple 1 Lorsque la phase solide est connexe et posséde une intersection non vide avec la
frontiere, il suffit de bloquer la translation de la phase solide. En pratique, on choisit d’imposer
la condition de vitesse moyenne nulle sur un sous domaine €27 C . Il est commode de choisir
)1 comme une union de voxels {13 de la grille de discrétisation. Par exemple, €}; peut étre défini
comme ['union de tous les voxels de la grille de discrétisation dont l'intersection avec la phase
fluide est I’ensemble vide. Notons Z; ’ensemble des indices des voxels qui constituent le sous
domaine 2. Alors le champ de force volumique est cherché sous la forme

a2 =Y FaMxs(z) = 3 %Am(z). (2.39)

BET Bely

Si le gradient de pression macroscopique a est imposé, alors Ay = « : le champ de force est
déterminé a ’avance. Sinon, le multiplicateur de Lagrange A; doit étre optimisé.

Exemple 2 Dans cet exemple, la translation et la rotation de n particules doivent étre
bloquées. Pour chaque particule p occupant le domaine ), le sous domaine €2, C ), est
défini comme 'union de tous les voxels de la grille de discrétisation strictement inclus dans la
particule p (voir Fig. 2.1). Notons Z, '’ensemble des indices des voxels qui constituent le sous
domaine €2,, z, le centre d’inertie de €, et f, sa fraction volumique. Le champ de force est
recherché sous la forme du champ constant par voxel :

=% fi 3 O+ Anip A (28— ) x8(2) = 3 £\ xs(2). (2.40)
p=1"P gez, Bel

ou les multiplicateurs de Lagrange A, A,4, doivent étre optimisés. On rappelle que si le gradient
de pression est imposé, ces multiplicateurs sont soumis a la condition ZZ:l A, = a. Rigoureu-

.. s R 7 _ N . b .
sement, la liaison L,,(u) associée au multiplicateur A4, n’est pas (z —z,) A = 0 mais
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1
N7, >_ger, (28— Zp) A u’. Elle permet toutefois de bloquer efficacement une rotation de corps
P

rigide.

Fonctionnelle de Hashin et Shtrikman discrétisée

Exemple 1 Lorsque le gradient de pression macroscopique est imposé et pour les choix de
champs constants par pixels de force (2.39) avec A; = a et de polarisation (2.38), la fonctionnelle
de Hashin et Shtrikman (2.29) s’exprime a l'aide des opérateurs de Green discrets consistents
présentés (B.37) et de la propriété (B.38) comme :

%a K-o< % ) Bfﬂ(x) (G5 ® F(N)g— T (G5 ® F(N)4
pez (2.41)
1 1
+ 578 (T6®T)g+ 528 = 210) "7 T8l

ol la viscosité équivalente g du pixel Qg est définie par la regle de moyenne :
-1 _ 77— 1P
(up = po) ™" = (1 — po) =" (2.42)

Exemple 2 De méme, lorsque la vitesse macroscopique est imposée et pour les choix de champs
de force (2.40) et de polarisation (2.38), la fonctionnelle (2.29) s’écrit :

GV KV SV S A - 5 S ) (G5 FN)s 7 (G55 SN
p=1 BeT (2.43)

1 1 _
+ 578 Ty ®T)g+ 5 (2 — 20) T Tl -

2.2.2 Optimisation

Exemple 1 Lorsque le gradient de pression imposé, ’étape d’optimisation par rapport aux
multiplicateurs de Lagrange n’est pas nécessaire car ils sont connus a ’avance. Formellement,
on note [X] le vecteur des inconnues qui comporte les composantes de 7 pour tous les voxels.
L’optimisation de la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman (2.43) (ou (2.41)) par rapport aux in-
connues [X] = (Tg)ger conduit a un systeme d’équations qui constituent une version discrétisée
de I’équation de Lippman-Schwinger :

(VBeI), (Ti@T)g+ (2us—2m0) 'Tp=(G5® f(N))g- (2.44)

Le membre de droite peut se mettre sous la forme d’un vecteur [B] (organisé comme [X]) qui
comprend toutes les composantes de (G * f(X))  bour tous les voxels. Physiquement, ce membre
de droite correspond & la moyenne sur chaque voxel du taux de déformation G§ * f(X) résultant
de la force volumique f(A) appliquée a la phase solide. La matrice {A} associée au systéme
linéaire (2.44) est symétrique et définie positive. L’idée proposée par Brisard et Dormieux [20]
est de résoudre ce systeme {A}[X]| = [B] par un solveur itératif. Le gradient conjugué [4] est un
solveur itératif particulierement efficace pour inverser une matrice symétrique définie positive.
L’avantage des solveurs itératifs est qu’ils ne nécessitent pas le stockage des coefficients de la
matrice { A}, mais seulement une méthode pour calculer le produit matrice vecteur {A}[X] pour
n’importe quel vecteur [X] donné.

Apres optimisation du champ de polarisation, la valeur optimale de la borne (2.41) pour une
discrétisation donnée est

o K- <3 FaN) - (G5 @ FN)g - T8 (G5 ® FN). (245
BeL
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Par ailleurs, la moyenne sur un voxel €13 des champs de vitesse et de taux de déformation
associés sont

dy" = (g5 ® fF(N)g — (D5 @ 7 4,

2.46
V=5 (G FN)g+ (7 &) >

B?

ou la valeur v de la moyenne de la vitesse sur le VER est déterminée de sorte que la vitesse
moyenne sur £ soit nulle. Dans la section 2.2.4, ces champs se révelent de bonnes approxima-
tions des champs solutions du probleme d’homogénéisation de la perméabilité. De plus, ils sont
énergétiquement consistants au sens ot par utilisation de (2.46) et de la relation d’anti-symétrie
entre Go et Hy, la borne (2.45) se simplifie en :

1
a-K-ag—a-NZ'voﬁpt. (2.47)
Bel

Exemple 2 Dans le cas de I'exemple 2 avec vitesse imposée, la dérivation de la fonctionnelle
de Hashin et Shtrikman (2.43) par rapport aux multiplicateurs A, (p = 1,..,n) des liaisons qui
bloquent les translations conduit au systeme :

(¥p € {1,..n}), % V4 (G5 @ FN) g+ (HE® ) =0, (2.48)
p BEIp

c’est a dire que la moyenne de la vitesse sur chaque particule p est nulle. De méme, la dérivation
par rapport aux multiplicateurs A,y (p = 1,..,n) des liaisons qui bloquent les rotations conduit
au systeme :

1

(Vp e {1,...,n}), f_p

> (za-z) A |G @ fN)g+ (M@ T)s] =0, (2.49)
BT,

qui bloque effectivement les rotations de corps rigide. L’optimisation par rapport aux degrés
de libertés du champ de polarisation conduit a ’équation de Lippman-Schwinger discrétisée
(2.44). La différence principale avec I'exemple 1 est que le terme (G ® f(A))g est transféré sur
le membre de gauche, car les multiplicateurs de Lagrange ne sont pas connus a priori.

Ainsi, le vecteur des inconnues [X] est maintenant constitué de tous les degrés de libertés
du champ de polarisation test, mais aussi des multiplicateurs de Lagrange (}‘p)pe{l,...,n} et
(Antp)peft,...n}- Le vecteur du membre de droite [B]" est nul partout, sauf pour les lignes en face
des multiplicateurs ()‘p)pé{l,...,n} qui bloquent les translations, pour lequel le membre de droite
prend la valeur —NV.

La matrice {A} du systéme d’équations (2.44), (2.48) et (2.49) est une matrice par blocs
qui reprend la matrice {A} pour le bloc qui correspond au terme carré en polarisation. A Daide
des propriétés des opérateurs de Green, on peut montrer que la matrice {A}, qui est pleine,
est symétrique. Cependant, & la différence de {A}, la matrice { A}’ n’est pas définie positive. La
résolution du systeme ne peut donc plus se faire par le gradient conjugué, mais par un solveur
itératif capable de gérer les points selle. Le solveur SymmLQ [4] par exemple est adapté a cette
situation. Le produit matrice vecteur est plus complexe dans I'’exemple 1, mais suit la méme
logique. Son évaluation est décrite par le schéma Fig. 2.2.

2.2.3 Implémentation pratique

Exemple 1 Le systéme linéaire (2.44) peut se mettre sous la forme {A}[X] = [B], ou :
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— Le vecteur [X] contient toutes les degrés de libertés du champ de polarisation c’est-a-
dire toutes les composantes du tenseur de polarisation pour I’ensemble des N voxels. En
dimension 2, le vecteur [X| contient 3N degrés de libertés et 6N en dimension 3. En
dimension 2, il est organisé comme suit :

[X] = {7011, 70,22, V270,12, -+, TB.11, T8.22, V273,12, -+, TN—1,11, TN—1,22, V 2TN—1.12},

ou la premiere partie de I'indice se réfere a la numérotation du voxel et la seconde partie
aux composantes du tenseur dans la base cartésienne orthonormeée.

— Le vecteur [B] contient le taux de déformation G§ * f(A) discrétisé. En dimension 2, avec
la notation simplifiée df; =(Go® f(A))g

A A A A A A A
[B] = {dp 11, 0 22 V205 195 - A3 115 A3 22 V23 19, - AN_1.11, AN —_1.22: V2AN_1 12}

Pour cet exemple 1, le taux de déformation discrétisé df; = (G5 ® f(A))g n'a besoin d’étre
calculé qu’une seule fois, a l'initiation du schéma itératif. Le calcul est effectué en suivant
la procédure :

L {f(N)p...} =FFT ({f(N)g...})
2. VbeT,dy = (gg)b CFOs

3. {d}..} = FFT! ({&2...}).

— La matrice {A} qui correspond au systeme (2.44), dont les composantes ne sont pas

stockées, opere sur le vecteur [X] suivant :

1. {7p...} =FFT ({13...})

2. Vb eT,i, = (fé)b :

3. {ng..} =FFT ' ({fy..})

4. VB e Z,{A}X])p = mg + (21 — 2u0) ' Tp.
L’évaluation du produit {A}[X] correspond a la colonne de gauche dans Fig. 2.2 (avec
f=0).

En pratique, tous les calculs présentés dans ce mémoire ont été réalisés avec les opérateurs de
Green discrétisés filtrés, non consistants (B.39) a la place des opérateurs consistants (B.37). Le
biais ainsi introduit est minime [21], mais Pavantage est que les opérateurs de Green discrétisés
filtrés non consistants peuvent étre calculés au besoin plutdt que d’étre stockés en mémoire. Un
code de calcul a été implémenté en langage C', avec une parallélisation par la librairie OpenMP?
et le calcul des FFT par l'efficace librairie FFTW? [41] qui est elle aussi parallélisée.

2.2.4 Validation

La méthode FFT basée sur la discrétisation de la fonctionnelle de Hashin et Shtrikman a été
implémentée en dimension 2 (déformations planes) et en dimension 3. Dans cette section, une
validation de la méthode est proposée par comparaison avec des résultats issus de la littérature
et de simulations réalisées avec le code de calcul par éléments finis Cast3M*. La partie validation
est donc menée sur des géométries suffisamment simples pour étre maillées sans difficultés.

!Cette implémentation en C n’aurait pas pu voir le jour sans les premiers tests de la méthode sur la base
d’un code en Java développé par Sébastien Brisard (IFSTTAR), initialement prévu pour I’homogénéisation en
élasticité linéaire, mais suffisament générique pour permettre les modifications nécessaires a sa transposition en
perméabilité.

http ://openmp.org/wp/

3http ://www.fftw.org/

“http ://www-cast3m.cea.fr/



2.2. Bornes sur la perméabilité par méthode FFT 35
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| |

Fi1ac. 2.2: Procédure de calcul du produit matrice vecteur dans ’exemple 2 avec multiplicateurs
de Lagrange.

Ecoulement plan autour d’une particule carrée ou circulaire

A titre de validation, les probléemes académiques d’un écoulement plan a travers un réseau
périodique simple de carrés ou de disques est étudié numériquement. Les problemes sont posés
en déformations planes et les géométries des cellules de périodicité décrites Fig. 2.3.

Lorsque le gradient de pression ou la vitesse macroscopique sont colinéaires a I’'un des cotés de
la cellule de périodicité, la symétrie du probleme implique ’absence de rotation de la particule
solide. Ainsi, seule la translation du solide doit étre bloquée : on se retrouve dans le cas de
I’exemple 1. Il est donc judicieux de choisir d’imposer le gradient de pression macroscopique, de
sorte que le multiplicateur de Lagrange est connu. Le probleme d’optimisation se résume alors
a l'inversion de la matrice symétrique définie positive {A} qui correspond au syteme (2.44).

La viscosité du fluide est fixée a u = 1 et le gradient de pression macroscopique a a = ey,
de sorte que les bornes obtenues correspondent a la composante K17 du tenseur de perméabilité
intrinseque.
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FiG. 2.3: Cellules de périodicité pour ’écoulement autour d’un réseau de carrés ou de disques.

Particule carrée Pour I’écoulement autour du carré, la viscosité du milieu de référence est
choisie égale a la viscosité du fluide (up = p = 1). En conséquence, seule la phase solide est
polarisée. Numériquement, il est observé que ce choix fournit la meilleure borne pour une
discrétisation donnée. Comme sera montré par la suite dans 1’étude de ’écoulement autour
d’un disque, ce résultat n’est valable que lorsque la phase solide est une union de voxels, de
sorte que la valeur de o n’importe pas dans la régle de moyenne de la viscosité (2.42). Ce choix
permet aussi de diminuer le nombre d’itérations du solveur gradient conjugué car ’espace de
champ de polarisation exploré est réduit (le choix py = p implique 753 = 0 si Q3 C Q).

Les calculs de référence par éléments finis ont été réalisés avec un dallage régulier d’éléments
quadrangulaires avec une interpolation quadratique Q8 de la vitesse®. Ainsi, la grille de
discrétisation peut étre comparée a celle utilisée pour la méthode FFT. De plus, le minimum
de Dénergie potentielle (1.53) garantit le statut de borne inférieure sur Kp; des résultats par
éléments finis et une amélioration de la borne avec le raffinement du maillage.

Les résultats pour les bornes sur K11 dans le cas de la particule solide carrée sont présentés
Fig. 2.4. Comme attendu d’apres le cadre variationnel de Hashin et Shtrikman mis en place
(2.33), la méthode FFT fournit des bornes supérieures sur la perméabilité, qui convergent vers
la valeur exacte avec le raffinement de la grille de discrétisation. Remarquons que les erreurs sur
la perméabilité pour la méthode FFT (3 d.d.l. par pixel en dimension 2) convergent aussi vite
avec la discrétisation que pour la méthode des éléments finis avec des éléments Q8 (= 3 d.d.L
indépendants par élément en moyenne).

La Fig. 2.5 montre que les champs de vitesse locaux calculés par (2.46) fournissent de bonnes
approximations des champs solutions, méme lorsque la grille de discrétisation est grossiere (16 x
16 pixels). Il en est de méme pour les taux de déformations. Une observation attentive montre
que pour la grille grossiere, les vitesses locales calculées par la méthode FFT tendent a étre
surestimées dans la direction opposée du gradient de pression, ce qui est cohérent avec le statut de
borne supérieure de la méthode. Par ailleurs, la vitesse dans la phase solide n’est pas exactement
nulle localement, mais de plusieurs ordres de grandeur inférieure & la vitesse moyenne. Un
raffinement de la grille de discrétisation permet d’abaisser encore cet ordre de grandeur de la
vitesse dans la phase solide.

Particule circulaire L’écoulement autour de la particule circulaire est légérement plus com-
pliqué a traiter avec la méthode FFT. En effet, I'interface solide-fluide ne coincide pas avec les
frontieres des pixels.

La premiere difficulté est donc qu'il faut invoquer la régle de moyenne de la viscosité (2.42).

5Dans ces calculs, la liaison d’incompressibilité n’est pas imposée rigoureusement par un lagrangien, mais en
choisissant un module de compression élevé. Une étude de sensibilité montre que, pour cet exemple, un module
de compression qui correspond a un coefficient de Poisson de 0,499 en élasticité linéaire est suffisant.
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F1G. 2.4: Bornes sur la perméabilité pour la particule carrée : effet de la résolution. N; = Ny
est le nombre de pixels (méthode FFT, symbole +) ou d’éléments Q8 (éléments finis, symbole
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Fi1c. 2.5: Valeurs locales de la composante v; de la vitesse le long du coté droit de la cel-
lule de périodicité Fig. 2.3 pour la particule carrée. La courbe de référence est constituée des
déplacements nodaux obtenus par éléments finis sur une grille réguliere 256 x 256 d’éléments
Q8. Les vitesses moyennes par pixel obtenues par la méthode FFT sur une grille de 10242 pixels
sont confondues avec les résultats par éléments finis. Celles obtenues pour une grille grossiere de
162 pixels (symboles +) fournissent déja une bonne approximation.
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Fic. 2.6: Influence du choix de la viscosité de référence sur la borne sur Kj;. La valeur de
référence pour les erreurs relatives sur Ki; est obtenue pour pg = 0.95.

Cette regle nécessite la connaissance de la fraction volumique de solide dans un pixel traversé
par linterface solide-fluide. Cette fraction volumique n’est pas facile a calculer directement
pour la géométrie considérée ici. Pour simplifier, on propose de I’évaluer de maniere approchée
en pixélisant le disque sur une grille fine (ici 20482 pixels), puis d’effectuer les moyennes sur
ce disque finement pixélisé pour calculer les fractions volumiques des pixels de la grille, plus
grossiere, qui sera utilisée pour le calcul de la perméabilité.

La deuxiéme difficulté est le choix de la viscosité du milieu de référence. En effet, si ug est
prise égale a la viscosité du fluide, alors la regle de moyenne dégénere : elle revient a affecter la
viscosité du fluide a tout pixel composite traversé par I'interface solide-fluide. Autrement dit, la
microstructure est pixelisée brutalement de facon restrictive, dans le sens d’une borne supérieure
sur la perméabilité. D’un autre coté, choisir une viscosité de référence significativement trop
faible par rapport a celle du fluide conduit a des bornes dégradées. Pour résumer, dans ce cas la
viscosité de référence doit étre choisie strictement inférieure a la viscosité du fluide pour tenter
de capturer l'interface solide-fluide, mais pas trop loin pour ne pas dégrader la solution. Pour
une discrétisation fixée de 1282 pixels, I'influence de la viscosité de référence sur la perméabilité
calculée est montrée Fig. 2.6. Dans cet exemple, la viscosité de référence la plus performante
parmi celles testées est g = 0,95. Remarquons qu’elle n’améliore pas significativement la borne
par rapport au choix pg = py = 1, ce qui est peut étre dii au faible pourcentage de pixels
composites. Nous n’avons pas pu exhiber un argument théorique sur le choix optimal (en terme
de borne sur la perméabilité) du milieu de référence. Enfin, un autre élément important dans le
choix du milieu de référence est que la matrice {A} a inverser est mal conditionnée lorsque la
viscosité de référence est tres proche des viscosités locales.

En définitive, il est observé numériquement que les bornes sur la perméabilité et les champs
de vitesse locaux sont cohérents avec les calculs par éléments finis, comme pour la particule
carrée.

Ecoulement autour d’un réseau cubique de sphéres

Pour valider la méthode pour un écoulement tridimensionnel, considérons la perméabilité
d’un milieu composé d’un réseau cubique de particules sphériques. Dans un réseau cubique, la
cellule de périodicité contient une seule sphere. La taille de la cellule de périodicité est prise
égale a 1. Lorsque les spheres du réseau ont un diametre inférieur a la cellule de périodicité, elles
sont disjointes. Dans ce cas, la perméabilité a été établie dans le travail de référence de Sangani
et Acrivos [87] et étudiée numériquement a 'aide de différentes méthodes par Jung et Torquato
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Fi1a. 2.7: Perméabilité du réseau cubique de sphéres en fonction du rayon. Les calculs par la
méthode FFT (®), menés sur une grille de 1283 voxels, reproduisent bien les résultats de référence
de Sangani et Acrivos [87] (+) et Tardif-d’'Hamonville [95] (x).

[53] et Wiegmann [105]. Lorsque les spheres ont un diametre supérieur a la cellule de périodicité,
elles s’interpénetrent et forment un squelette solide connecté. Cette situation a été étudiée par
Tardif-d’Hamonville [95] & I’aide de la méthode des éléments finis, avec un traitement rigoureux
de la liaison d’incompressibilité.

Pour la méthode FFT, lorsque I’écoulement macroscopique est aligné avec la cellule de
périodicité, la symétrie du probléme impose I'absence de rotation des particules méme lorsque
les spheres sont disjointes. Lorsqu’elles s’interpénetrent, les conditions de périodicité imposent
I’absence de rotation de la phase solide quelque soit la direction de I’écoulement macroscopique.
Dans les deux cas, comme pour les exemples en déformations planes, seule la translation de
la phase solide doit étre bloquée : on choisit donc d’imposer le gradient de pression, ce qui
détermine les multiplicateurs de Lagrange.

Par ailleurs, afin d’estimer la fraction volumique de solide dans les pixels composites, la
sphere est au préalable voxelisée sur une grille de 81923 voxels. La viscosité de référence est
arbitrairement prise égale a trois quarts de la viscosité du fluide (la valeur optimale po = 95%pu ¢
établie dans le cas plan a la section précédente n’est a priori valable que pour cette microstructure
particuliere). Ensuite, les calculs sont menés sur des grilles de discrétisation de 643 et 1283 voxels.

Les résultats sont comparés a ceux de la littérature Fig. 2.7. La méthode FFT produit des
résultats précis sur toute la gamme de rayons de spheres testés. La précision des résultats par
rapport aux travaux de référence de Sangani et Acrivos [87] est comparée Fig. 2.8 avec celles des
méthodes numériques adoptées par Jung et Torquato [53] (différences finies) et Wiegmann [105]
(méthode d’immersion des frontiéres). La méthode FFT semble produire une erreur inférieure
aux autres méthodes pour une discrétisation faible. Cette vertu est attribuée a la prise en compte
de ’hétérogénéité des voxels traversés par 'interface solide-fluide par I'intermédiaire de la regle
de moyenne de la viscosité (2.42). Par ailleurs, la méthode FFT semble converger plus vite avec
le raffinement de la discrétisation que la méthode proposée dans [105].

2.2.5 Application : sphéroides inter-pénétrables aléatoirement dispersés

La méthode FFT est maintenant appliquée a des matériaux poreux, simulés numériquement,
supposés plus représentatifs d’'un matériau granulaire que les exemples précédents. La phase
solide est constituée de sphéroides (ellipsoides avec symétrie de révolution), disposés et orientés
aléatoirement selon une loi isotrope. Les grains sphéroidaux sont autorisés a s’inter-pénétrer afin
de former un squelette solide. Au sein d’une réalisation, les sphéroides sont tous identiques pour
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Fia. 2.8: Erreurs relatives sur la perméabilité d’un réseau cubique de spheres, par rapport aux
résultats de référence de Sangani et Acrivos [87]. Comparaison des calculs par FFT sur une grille
de 64% (®) ou 1283 (@), des résultats de Jung et Torquato [53] (*) et Wiegmann [105] sur une
grille de 40° (+) ou 2403 (x).

simplifier ’étude paramétrique. Le matériau est périodique, c’est a dire qu’un grain qui intersecte
la frontiere du VER est continué par périodicité de l'autre coté du VER. Les réalisations de
microstructures présentées dans cette section comprennent entre 100 et 600 grains. A la différence
de la section de validation, les sphéroides sont “brutalement” voxelisés et la viscosité de référence
est choisie égale a la viscosité du fluide. A Taide du logiciel d’analyses d’images 3D ImageJ®, les
connexités de la phase solide et de la phase fluide sont systématiquement vérifiées. De nouveau,
seule la translation d’ensemble de la phase solide doit étre bloquée, et on choisit donc d’imposer
des gradients de pression pour ne pas devoir optimiser de multiplicateurs de Lagrange.

Un exemple de réalisation est illustré Fig. 2.9 pour des sphéroides prolates (allongés) avec
un rapport d’aspect de 2. Cette réalisation, discrétisée sur une grille de 256 voxels, contient
200 sphéroides prolates de demi-grand axe 32 voxels et demi petit-axe 16 voxels. Au regard
de la section de validation Fig. 2.8, la discrétisation est ainsi suffisament fine pour obtenir une
estimation de la perméabilité avec une erreur de ’ordre du pourcent. La porosité de la réalisation
est de 44.1%. La composante v; du champ de vitesse optimal illustrée Fig. 2.9 correspond & un
calcul avec une viscosité de fluide p = 1, un gradient de pression macroscopique imposé o = ey
et une taille physique de la cellule de périodicité égale a 1. Dans ce systeme d’unité, la borne
sur Kip est 1.432 x 107,

De tels calculs posent la question de la représentativité : les domaines simulés contiennent
ils assez de grains ? En toute rigueur, pour répondre a cette question, une étude statistique sur
de nombreuses réalisations devrait étre menée pour une porosité fixée, avec des domaines de
plusieurs tailles. A cause des limitations de mémoire vive des ordinateurs dont nous disposons
(4Go), nous sommes restreints & des grilles de discrétisation de =~ 300% voxels. Si nous voulons
garder la méme finesse de discrétisation, ne pouvons malheureusement pas pousser ’étude sur
des domaines de tailles beaucoup plus grandes que dans I’exemple ci-dessus.

En dépit de cette question, une étude systématique est menée pour estimer 'influence du rap-
port d’aspect des grains sur la perméabilité. Trois rapports d’aspects de sphéroides sont étudiés :
1 (sphere), 5 (prolate) et 1/5 (oblate). Pour comparer la perméabilité d’un milieu composé de
spheres pénétrables a celle d’un milieu composé de sphéroides pénétrables, on décide que toutes
les particules ont le méme volume. Par ailleurs, toutes les valeurs des perméablités présentées
dans la suite sont normalisées par le carré du rayon des spheéres. Les grilles de discrétisation sont

Simagej.nih.gov/ij/
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F1c. 2.9: Milieu granulaire de syntheése (a) La phase solide, en gris est composée de 200 prolates
(rapport d’aspect 2). (b) Composante v; du champ de vitesse optimal pour une grille de 2563
voxels. Les zones de tres faible vitesse sont transparentes.

de 2402 voxels, le rayon des spheres est d’environ 23,4 voxels, et la taille des oblates et prolates
fixée afin que toutes ces particules aient le méme volume.

Dans cette étude, 90 réalisations de milieux composés de spheres pénétrables ont été simulées :
10 réalisations de 200 spheres, 10 réalisations de 250 spheres, ..., 10 réalisations de 600 spheres.
De méme, 110 réalisations de milieux composés de sphéroides prolates (resp. oblates) avec un
rapport d’aspect de 5 (resp. 1/5) ont été simulées : 10 réalisations de 100 prolates (resp. oblates),
etc..., jusqu’a 600 grains. Pour chacune de ces 310 réalisations, trois calculs sont menés (o = ey,
es et e3) pour déterminer le tenseur de perméabilité. Chaque calcul implique 2403 x 6 ~ 83.10°
degrés de liberté et environ 500 itérations avant d’atteindre le critere de convergence du solveur
gradient conjugué.

Les résultats sont présentés Fig. 2.10. Pour chaque réalisation, on ne montre que la moyenne
des termes diagonaux du tenseur de perméabilité. Si une tendance nette apparait pour chacun
des trois types de grains, les résultats montrent une dispersion relativement importante. Dans
I’idéal, il aurait fallu simuler des domaines contenant plus de grains. Remarquons que pour 1'ho-
mogénéisation de la perméabilité le VER doit étre plus grand que pour ’homogénéisation des
modules en élasticité linéaire. En effet, pour les mémes réalisations, en attribuant un comporte-
ment élastique linéaire isotrope aux grains solides avec un module de compression ks = 1 et un
coefficient de Poisson v, = 0,25, les calculs par la méthode FFT présentée dans [20] montrent
que le module de compression homogénéisé Fig. 2.11 présente une dispersion beaucoup plus
faible. Une observation approfondie du champ de vitesse Fig. 2.9 montre que 1’écoulement ne se
fait que par trés peu de passages préférentiels, ce qui peut expliquer la dispersion importante
des résultats en perméabilité.

Les perméabilités présentées Fig. 2.10 suivent tout de méme une tendance bien marquée. Pour
le choix de correspondance entre la taille des sphéroides et des spheres qui est fait ici (méme
volume), les assemblages de spheres sont les plus perméables et les assemblages d’oblates les
moins perméables. Ces calculs permettent aussi de montrer que les bornes établies au chapitre
1 pour les assemblages de sphéres pénétrables surestiment tres fortement (environ un ordre
de grandeur) les résultats numériques. Ce fait est remarquable, car les bornes présentées au
chapitre 1 comportent tout de méme une information statistique riche (fonctions de corrélation
a trois points). Au contraire, en élasticité linéaire, les fractions volumiques seules (fonctions
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F1a. 2.10: Perméabilité intrinseque de spheres ou sphéroides inter-pénétrables. Pour la méthode
FFT; ronds verts : spheres, triangles rouges : prolates avec rapport d’aspect 5, carrés bleus :
oblates avec rapport d’aspect 1/5. Courbes grises :
terpénétrables. Courbes vertes : estimations pour des spheres non pénétrables. La perméabilité
est normalisée par le carré du rayon des spheres, tous les grains ayant le méme volume.

bornes supérieures pour des spheres in-

de corrélation & un point) permettent souvent d’attendre une précision de l'ordre de quelques
pourcents.

Ces remarques illustrent un fait bien connu : la perméabilité est une grandeur physique
beaucoup plus sensible a ’organisation de la microstructure que la raideur élastique.

A titre d’ouverture, remarquons Fig. 2.10 que les estimations proposées par Kuwabara [59]
et Happel [47] pour la perméabilité d’un assemblage de spheres impénétrables (mais fixes) sont
bien plus proches des résultats numériques que les bornes du chapitre 1. Partant de ce constat,
le chapitre 3 a notamment pour but d’étendre ces estimations aux grains avec une orientation
privilégiée.

Trois remarques pour conclure ce chapitre :

1 La méthode FFT de discrétisation et optimisation de la polarisation peut étre déclinée pour
le cadre variationnel simplifié (2.36). L’idée est la méme : explorer les espaces de champs de force
constants par voxels sur la phase solide et nuls sur la phase fluide. L’optimisation des degrés
de liberté conduit alors & l'inversion d’une matrice symétrique mais non définie positive, qui
correspond simplement & I’application de 'opérateur de Green d’ordre 2 (méme dans le cas de
multiples particules avec translation et rotation indépendantes!).
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F1G. 2.11: Module élastique de compression homogénéisé x"™ pour les réalisations dont la

perméabilité est présentée Fig. 2.10. La phase solide est élastique linéaire isotrope avec un
module de compression ks = 1 et un coefficient de Poisson vy = 0,25. Pour la méthode FFT ;
ronds verts : spheres, triangles rouges : prolates avec rapport d’aspect 5, carrés bleus : oblates
avec rapport d’aspect 1/5. Courbes vertes : schéma auto-cohérent avec des spheres.

Une implémentation de cette méthode a été réalisée, trés similaire a celle présentée ici et
beaucoup plus simple en pratique. Les tests de cette méthode simplifiée ont montré qu’elle
permet effectivement de donner des bornes sur la perméabilité, comparables bien que légérement
supérieures a celles obtenues par la méthode de polarisation. Chaque itération est plus rapide
a calculer et le nombre de degrés de liberté réduit puisque ’on discrétise un champ de tenseur
d’ordre 1 (la force) au lieu d’un champ de tenseur d’ordre 2 (la polarisation).

L’inconvénient de cette méthode simplifiée est que le systéme & inverser est mal conditionné
et le nombre d’itérations pour converger 10 & 20 fois plus élevé que pour la méthode basée
sur la polarisation. La raison fondamentale est que le champ de force optimal est singulier : il
comporte une distribution de forces surfaciques a l'interface solide-fluide, qui ne peut pas bien
étre capturée par une discrétisation en champs constants par voxel. Numériquement, on observe
ainsi une concentration du champ de force sur les voxels qui bordent l'interface solide fluide.
Il est intéressant de remarquer que cette “distribution” de force surfacique n’est pas constante,
contrairement au champ test (1.73) proposé par Doi [31] pour établir la borne (1.75). La méthode
simplifiée peut donc étre aussi vue comme une source d’inspiration pour chercher une nouvelle
forme analytique de champ de force test.



44 Cadre variationnel type Hashin-Shtrikman pour la perméabilité

2 Les applications potentielles du cadre variationnel de Hashin et Shtrikman (2.33) et (2.29)
ne se cantonnent ni aux méthodes numériques, ni aux conditions aux limites périodiques. Tout
comme dans le chapitre 1, on peut envisager de construire des bornes en utilisant des champs de
force et de polarisation tests analytiques. Cependant, au regard des propriétés de (anti-)symétrie
des opérateurs de Green d’ordre 3 et 4, on pressent que le champ de polarisation constant sur
la phase solide optimum est ... nul.

3 Une des applications les plus intéressantes de la méthode FFT est son utilisation sur des
microstructures voxelisées réelles obtenues par des techniques d’imagerie tridimensionnelle. Pour
les géomatériaux a grains fins, les micro-tomographes actuels, qui ont une résolution de I’ordre de
0,25pm, ne permettent pas de résoudre les pores. Les techniques d’imagerie par un microscope
électronique a balayage couplé a des ablations par faisceau ionique (FIB/SEM) permettent de
descendre & une résolution de 10nm. Avec cette résolution, les pores d’un calcaire & grains fins
sont bien résolus [74] et ainsi qu’une fraction des pores dans les matériaux argileux (c.f. these
de Yang Song, LML, 2014).

Outre 'obtention d’images de qualité, suffisamment résolues et convenablement alignées,
plusieurs problemes se posent. Comment segmenter la phase de pores? Cette étape est bien sou-
vent beaucoup plus complexe qu’un simple seuil sur le niveau de gris des images et requiert une
véritable expertise. Ainsi, bien que disposant des images 3D brutes du réseau poreux de la craie
de Haubourdin présentées dans [74], nous n’avons pas été en mesure de réaliser une segmenta-
tion satisfaisante. Par exemple, pour un plan de section donné, il est difficile de différencier la
phase solide de la section en cours de la phase solide qui est vue par transparence a travers les
pores, qui correspond a d’autres plans : une segmentation trop brutale aurait alors tendance a
remplacer une partie du pore par du solide.

Enfin, lorsque la microstructure est préte a étre utilisée par la méthode FFT, comment gérer
les conditions aux limites 7 En effet, la sensibilité aux conditions aux limites est beaucoup plus
grande en perméabilité qu’en élasticité linéaire : une reproduction périodique de la microstructure
qui, elle, ne 'est pas, peut completement ou partiellement couper les passages préférentiels de
circulation du fluide. Pour palier ce probléeme, avancons deux pistes. La premiere est d’ajouter
une couche de fluide (d’épaisseur & déterminer) sur la face du domaine orthogonale au gradient
de pression, & la maniere d’un essai expérimental de mesure de perméabilité. La deuxieme est
de considérer une reproduction symétrique de la structure dans les 3 directions de l'espace et
d’appliquer les conditions aux limites périodiques sur cette structure symétrisée. Il faudrait
alors exploiter les propriétés de symétrie de I’écoulement et des transformées de Fourier pour
ne pas devoir utiliser 23 fois plus de degrés de liberté, au prix d’une plus grande complexité de
I'implémentation numérique.



Chapitre 3

Estimations micromécaniques de la
perméabilité

Résumé : L objet de ce chapitre est de proposer des estimations analytiques ou semi analytiques
de la perméabilité d’un milieu poreux. Dans un premier temps, linadéquation des schémas d’ho-
mogénéisation classiques basés sur le probléme d’Eshelby est soulignée. Dés lors, les estimations
se basent sur la définition de cellules perméables équivalentes et leur utilisation dans un schéma
auto-cohérent. La perméabilité équivalente est déterminée par la résolution d’un probleme auxi-
liaire sur une cellule composée de solide et de fluide dans un domaine borné, dont la géométrie
est adaptée au milieu poreuz décrit. Une cellule a géométrie sphérique est d’abord présentée, avec
prise en compte du glissement a linterface solide-fluide. Ensuite, des géométries cylindriques
a section elliptique ou sphéroidales sont considérées pour tenter de capturer les effets d’ani-
sotropie des grains solides. Des résolutions exactes (lorsque possible) et des encadrements par
des méthodes énergétiques des problemes auziliaires sont établies a l’aide de diverses méthodes
comme 'utilisation de la représentation de Papkovich-Neuber combinée aux harmoniques en co-
ordonnées sphéroidales ou les transformations conformes du plan complexe et le développement
en série entiere des fonctions holomorphes. L utilisation des cellules perméables équivalentes est
enfin illustrée pour la modélisation de ’effet Klinkenberg et de la perméabilité relative.
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Au chapitre 2 ont été présentés un cadre variationnel et une méthode numérique pour 1'ho-
mogénéisation de la perméabilité qui empruntent des concepts initialement introduits dans le
cadre de I’homogénéisation de 1’élasticité linéaire. Il est alors tentant de continuer a pousser
I’analogie entre ces deux domaines pour établir des estimations micromécaniques analytiques de
la perméabilité.

Cependant, I’homogénéisation de la perméabilité et celle de D’élasticité présentent des
différences fondamentales. En élasticité linéaire, les lois de comportement ont la méme nature
aux échelles micro et macro : la loi de Hooke. Au contraire, pour la perméabilité, 1’écoulement
est décrit a 1’échelle micro par les équations de Stokes; tandis qu’a I’échelle macro il est décrit
par la loi de Darcy. Par ailleurs, dans un probléme d’homogénéisation les conditions aux limites
cinématiques sont linéaires par rapport a la position (£ = E - z) en élasticité, alors qu’elle sont
uniformes en vitesse (v = V') en perméabilité. De plus, pour la perméabilité les conditions aux
limites sont de natures différentes aux deux échelles. A Déchelle microscopique, les conditions
aux limites sur une surface sont imposables sur toutes les composantes du vecteur vitesse ou
du vecteur contrainte o - n, tandis qu’a ’échelle macroscopique les conditions aux limites sont
uniquement imposables sur la pression ou sur le flux v-mn de la vitesse. Enfin, I’écoulement micro
fait intervenir une condition d’annulation de la vitesse ou de glissement a l'interface solide-fluide.
L’homogénéisation de la perméabilité implique donc d’une part un changement d’ordre tensoriel
dans les grandeurs reliées par les lois de comportement, d’autre part une interversion du roéle des
champs statiques et cinématiques. Enfin, ’homogénéisation de la perméabilité fait intervenir un
rapport de tailles caractéristiques : de par la condition d’adhérence, la taille caractéristique de
fluctuation de la vitesse est la taille des pores, tandis celle de fluctuation du gradient de pression
est gouvernée par la structure macroscopique de ’écoulement. Ainsi, la perméabilité varie avec
le carré de la taille des pores, tandis que les modules élastiques ne font pas intervenir de taille
caractéristique en I'absence d’effets d’interface.

Des lors, certaines idées a la base des schémas d’homogénéisation classiques en élasticité
(Hooke—Hooke) ou en perméabilité pure (Darcy—Darcy) ne sont plus appropriées pour 1’ho-
mogénéisation Stokes—Darcy de la perméabilité. La section 3.1 illustre I'inadéquation d’une
transposition directe des schémas d’homogénéisation basés sur le probléeme d’Eshelby. Une des
raisons principales est que ce type de schéma basé sur la solution d’un probleme avec conditions
aux limites reportées a l'infini ne permet pas de rendre compte de la distance caractéristique de
variation de la vitesse dans les pores. Or, tandis que les modules élastiques ne dépendent pas
d’une taille caractéristique, la perméabilité y est treés sensible comme mentionné ci dessus.

Pour tenir compte de la taille des pores, il faut alors définir un probléme auxiliaire sur un
motif morphologique qui décrit de maniére simplifiée la géométrie a 1’échelle d’un pore et/ou
d’un grain de solide.

Suivant la forme des pores et des constituants de la phase solide, plusieurs motifs morpholo-
giques sont étudiés dans ce chapitre. La section 3.2 propose une description basée sur un grain
solide entouré d une enveloppe concentrique de pore, de taille finie ajustée sur le rayon des pores.
La section 3.3 se penche sur des grains en forme d’aiguilles décrits par un cylindre de section
elliptique, entouré d’une enveloppe elliptique confocale de pore. La section 3.4 présente un mo-
tif morphologique constitué d’un grain solide sphéroidal entouré d’une enveloppe sphéroidale
confocale de pore, afin de décrire des milieux granulaires dont les grains solides ont une orien-
tation préférentielle. Enfin, la section 3.5 se base sur I’écoulement de Poiseuille pour décrire des
pores plats (fissures, joints de grains, espace entre feuillets) ou cylindriques (cf. idéalisation en
porosimétrie mercure ou modeles d’adsorption BJH, BET, ...).

Pour appréhender ce chapitre avec une vision d’ensemble, il faut considérer que les sec-
tions 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5 proposent un éventail de motifs morphologiques pour représenter des
caractéristiques spécifiques des pores ou du solide. A partir de chacun de ces motifs morpho-
logiques, une cellule perméable équivalente est définie. Chaque cellule perméable équivalente
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est caractérisée une forme géométrique appropriée (sphere, ellipsoide, plan, aiguille...) et par
une perméabilité équivalente. Ces cellules perméables équivalentes constituent des briques
élémentaires pour la construction de modeles micromécaniques d’estimation de la perméabilité
d’un matériau. Par exemple, elles peuvent étre intégrées dans les schémas d’homogénéisation
classiques présentés dans la section 3.1.1.

3.1 Schémas basés sur une inclusion dans un milieu infini

3.1.1 Schémas basés sur le probleme d’Eshelby

Bien que le coeur du chapitre soit consacré a I’estimation micromécanique de la perméabilité
pour la transition d’un écoulement de Stokes & un écoulement de Darcy (Stokes — Darcy), il est
instructif de rappeler brievement les schémas d’homogénéisation classiques pour un écoulement
dans un milieu darcéen hétérogene (Darcy — Darcy).

Homogénéisation de la loi de Darcy

Probleme d’homogénéisation Le probleme d’homogénéisation dun milieu darcéen
hétérogene peut se poser sur un VER  comme

divo =0 Q)
v=-K(z) -gradp () (3.1)
p=a-z (092)

Les conditions aux limites utilisées dans (3.1) sont appelées conditions aux limites homogenes
en gradient de pression.

Reégles de moyenne Deux résultats essentiels sont la régle de moyenne du gradient de pression
et la regle de moyenne de la vitesse. Pour tout champ de pression p vérifiant les conditions aux
limites homogenes en gradient de pression, le gradient de pression macroscopique « est égal a
la moyenne du gradient de pression local @ = grad p car :

/gradpdV:/ pndS:/ (- 2z)ndS = |Qa (3.2)
Q o0N o0N

par utilisation du théoreme de la divergence. A Déchelle macroscopique, la quantité duale (au
sens de la puissance) du gradient de pression macroscopique « est une vitesse macroscopique V.
Pour relier V' au champ de vitesse microscopique v solution de (3.1), observons que la puissance
de déformation dans 2 & 1’échelle macroscopique P = |Q]a - V' doit étre égale a la puissance de
déformation a I’échelle microscopique, soit

P = / gradp-vdV = —/pdivvdV+/ pv-ndS = a/ (z@u)nd S = a-/ vdV (3.3)
Q Q oN oN Q
par utilisation du théoreme de la divergence et du caractére incompressible de I’écoulement.
La confrontation de (3.3) avec la description macroscopique de la puissance dissipée permet de
démontrer la regle de moyenne de la vitesse V = v.

Perméabilité homogénéisée Par linéarité du probleme (3.1), le champ de pression solution
p et donc son gradient dépendent linéairement du chargement a. Il existe donc un champ de
tenseurs d’ordre deux appelé tenseur de localisation et noté A tel que gradp = A - . D’apres
la régle de moyenne du gradient de pression (3.2), la moyenne du tenseur de localisation est
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l'identité : A = I. La régle de moyenne de la vitesse permet en outre d’établir V = —K - A -
a. Or la perméabilité homogénéisée est définie comme le tenseur K™ qui relie la vitesse
macroscopique V = T au gradient de pression macroscopique e = grad p par V = —K"™ . .
Par identification, la perméabilité homogénéisée se déduit du tenseur de localisation du gradient
de pression par

Khom:ﬂ:ZfiKi-Zi:KO—FZfi(Ki—KO)'Zi (3.4)
i=0 =1

ou les deux dernieres égalités correspondent au cas d’un milieu hétérogene multiphasique ou
chaque phase i a une perméabilité homogene K' et occupe une fraction volumique f;. La derniére
égalité, qui fait utilisation de la régle de moyenne du gradient de pression A =1= ), f; A", est
utile dans le cas ou la phase ¢ = 0 joue le role particulier de matrice.

Estimations classiques de la perméabilité homogénéisée

Probleme d’Eshelby Les schémas d’homogénéisation classiques proposent des estimations
de la perméabilité homogénéisée K™ basées sur la solution du probleme auxiliaire d’Eshelby.

Le probleme auxiliaire d’Eshelby est défini sur un milieu infini constitué d’une matrice ho-
mogene de perméabilité K° dans laquelle est plongée une inclusion ellipsoidale I de perméabilité
homogene K*. Le chargement est un gradient de pression macroscopique cg imposé & I'infini :

divv =0

(3.5)

Si I'inclusion I est ellipsoidale, le gradient de pression dans I'inclusion est constant et se calcule
a l'aide du tenseur de Hill Pé correspondant a la géométrie de 'inclusion ellipsoidale I et a la
perméabilité K° du milieu homogénéisé :

gradp! = [1+ P} - (K' — K°]™' - o (3.6)

Lorsque la perméabilité K est isotrope, c’est a dire K° = K1, le tenseur d’Eshelby Sé =
P(I] - K est indépendant de la perméabilité K°. Pour une inclusion I sphérique ou sphéroidale
(oblate ou prolate), le tenseur d’Eshelby se décompose en § = S,n®n + S;(1 —n ®@n) [7],
avec :

1
sph _ =
o 3
o —Vw?—1+warccosh(w) w(wvw? — 1 — arccosh(w))
SPre = R nQn+ 2 1 (1-m®n) (37)
Y ; 2 ;
Gob _ _ Vi-w?+w arccos(w)n — w(wV1 —w? — arccos(w)) (1-nan)
(1 — w?2)3/2 2(1 — w?)3/2

ol w est le rapport d’aspect du sphéroide (w > 1, prolate; w < 1, oblate) et n est le vecteur
unitaire colinéaire a I’axe de révolution du sphéroide.

Schéma dilué Lorsque le milieu hétérogene est constitué d’une matrice de perméabilité K°
et d’inclusions éloignées les unes des autres, I'idée est d’utiliser la regle de localisation (3.6) du
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probleme d’Eshelby avec arp = a pour estimer les moyennes par phase inclusionaire du tenseur
de localisation qui interviennent dans (3.4) :

n
KM~ K% =K+ )" [,0K'-[1+ P}-6K'] "}, (3.8)
=1

avec la notation K* = K'— KV, L’utilisation du schéma dilué doit étre restreinte aux trés faibles
fractions volumiques d’inclusions car le schéma dilué suppose ’absence d’interaction entre les
inclusions.

Schéma de Mori-Tanaka Dans le cas d’un composite a matrice avec des concentrations
d’inclusions non infinitésimales, 'interaction entre les inclusions peut étre prise en compte d’une
maniere simplifiée. L’idée est de reprendre la regle de localisation du probleme d’Eshelby avec
des conditions aux limites modifiées : le gradient de pression auxiliaire ag appliqué a infini
n’est plus choisi égal au gradient de pression macroscopique o mais est déterminé par la regle de
moyenne du gradient de pression. Spécifiquement, le gradient de pression moyen dans la matrice
est pris égal au gradient de pression auxiliaire ay, tandis que le gradient de pression moyen
dans chaque phase inclusionnaire est déterminé par (3.6). La régle de moyenne du gradient de
pression (3.2) impose alors la valeur du gradient de pression auxiliaire :

« :foao—i-Zfi[l—i-P(I)-(SKi]_l ey (3.9)
=1

d’ou 'on déduit

n -1 n —1
oy = (fOI +) _fill+ Pg- 5Ki]—1> o= (Z fill + P} - 5Ki]—1> . (3.10)

i=1 i=0

L’estimation de Mori-Tanaka de la perméabilité homogénéisée se déduit alors de (3.4) :

n n -1
KMom ~ KMt = (Z LK1+ P)- 5Ki]—1> - (Z fi[1 + PL. 5Ki]—1> (3.11)

=0 i=0

qui peut encore se réécrire plus généralement :

-1
K™—K.[1+P} K] " ([1+P6-5K]1> (3.12)

Schéma auto-cohérent Lorsque la microstructure est désordonnée, a la maniere d’un poly-
cristal, il n’y a plus lieu de privilégier une phase par rapport aux autres. Dans ce cas, le probleme
d’Eshelby est repris mais I'inclusion ellipsoidale I est plongée dans un milieu infini qui possede
les propriétés du milieu homogénéisé, a priori inconnues. La localisation du gradient de pression
dans l'inclusion I fait alors intervenir le tenseur de Hill P., de I’ellipsoide I et de la perméabilité
homogénéisée K?°. Comme dans le schéma de Mori-Tanaka, le gradient de pression appliqué
a l'infini dans le probleme d’Eshelby est un gradient de pression auxiliaire a déterminer par la
regle de moyenne du gradient de pression. Finalement, un raisonnement similaire au schéma de
Mori-Tanaka indique que la perméabilité homogénéisée K¢ est solution de ’équation :
-1
K=K -[1+PL . 5aCK]*1 : ([1 + pPL . 6aCK]1> ) (3.13)

ol b, K = K — K. L’équation (3.13) peut se simplifier en :

bacK -1+ PL .6, K]"1=0 (3.14)
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3.1.2 Schémas basés sur 1’écoulement de Stokes autour d’une particule

Revenons maintenant a la problématique au coeur de ce chapitre : ’établissement d’esti-
mations pour la transition d’un écoulement décrit par les équations de Stokes a un écoulement
décrit par la loi de Darcy. Cette section a pour but de détailler les écueils rencontrés lorsque ’on
essaye d’effectuer un parallélisme direct avec les schémas d’homogénéisation classiques présentés
dans la section 3.1.1.

Ecoulement autour d’une particule plongée dans un milieu visqueux infini

Considérons un probleme auxiliaire qui se veut 'analogue du probleme auxiliaire d’Eshelby
(3.5). Soit I une particule solide fixée, plongée dans un fluide newtonien qui suit un écoulement
uniforme avec une vitesse V' a U'infini. Le probleme de Stokes est défini comme :

dive =0 (R3—1)

v=0 (01)

d = grad®v (R® — 1) (3.15)
o= —pl+2ud (R3—1) '
dive = —gradp + pAv =0 (R*—1)

v="V) (|z| — o0)

Lorsque I est une sphere de rayon R, la solution de (3.15) est classique. La force de trainée
exercée par le fluide sur la particule solide sphérique est F! = 6ruRV .

Une premiere critique de ce modele est que le champ de vitesse solution croit tres lentement
du 0 de la condition d’adhérence V', avec un comportement asymptotique en 1/r. Le probléeme
auxiliaire n’est donc pas vraiment représentatif de I’écoulement dans un pore ou la vitesse varie
brusquement, a ’échelle du pore. De plus, sa transposition pour un écoulement plan autour d’un
disque n’admet pas de solution (solution de raccord avec effets d’inertie a I'infini)

Lorsque I est un sphéroide de distance focale ¢, de rapport d’aspect w et d’axe de révolution
orienté par le vecteur unitaire mn, la force de trainée est [24] :

F! =6nuc[Dyn@n+ D (1-n@n)]-Vy (3.16)

ol si le sphéroide est prolate, avec 7 = w/vw? — 1 et “arcoth” Pargument cotangente hyperbo-
lique :

4 _
DPo(r)y =z (-7+(1+ TQ)aI‘COth(T)) !
3 (3.17)
8 —1 ’
Dfro(T) = 3 (7’ + (3= 7'2)arcoth(7'))
et si le sphéroide est oblate, avec A = w/vw? + 1 et “arcotan” 'argument cotangente :
ob 4 2 -1
DpP(A) = = (A4 (1 — A)arcotan (X))
3
3 (3.18)
DP(\) = 3 (=X + (34 A*arcotan()))

D’une maniere générale, par linéarité du probleme (3.15), il existe un tenseur d’ordre deux L’
tel que F! = |I|uL! - V.
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Un schéma dilué

Considérons un milieu (fictif) composé de particules solides fixes tres éloignées les unes des
autres. Suivant (1.27), notons f le champ de force volumique constant sur chaque inclusion et
nul sur la phase fluide qui permet d’équilibrer la force de trainée exercée par le fluide sur le
solide. D’aprés (1.27), la moyenne f est alors égale au gradient de pression macroscopique. Sous
réserve que les particules solides soient suffisament éloignées les unes des autres pour ne pas
intéragir, le champ de force volumique f peut étre approché a partir de la solution du probleme
(3.15) par —F!/|I| sur chaque inclusion I, avec V(o = V dans la limite diluée. La moyenne de
ce champ de force volumique approché permet d’estimer le gradient de pression macroscopique :

ar =Y Fixi/|ll|=-p) L'x;-V (3.19)
I I

d’ou P'estimation diluée de la perméabilité

-1
Kl = (”Z L’ M) . (3.20)
I

Par exemple, lorsque toutes les particules sont des spheres de rayon identique R, la perméabilité
se comporte dans la limite diluée ¢ — 1 comme :
a2 1 R?
916
Remarquons qu’en dehors de la situation diluée, cette approximation est tout a fait inappropriée
car elle ne s’annule pas lorsque la porosité est nulle.

(3.21)

Un schéma inspiré du schéma de Mori-Tanaka

Pour tenter de prendre en compte 'interaction entre les particules lorsque la fraction vo-
lumique de solide n’est pas infinitésimale, procédons comme dans le schéma de Mori-Tanaka.
Le choix de V est maintenant guidé par la regle de moyenne de la vitesse. La moyenne de la
vitesse dans le fluide est prise égale a V. La nullité de la vitesse dans le solide entraine alors
¢V o =V par la regle de moyenne de la vitesse. Procédant alors comme pour le schéma dilué,
il vient finalement :

K™ = g K4l (3.22)
qui présente le méme comportement asymptotique que ’estimation diluée lorsque ¢ — 1, et qui
s’annule bien lorsque la porosité est nulle. Dans le cas de sphéres de rayon R, 'estimation (3.22)
devient : )

g2 ¢ Iy (3.23)
91—9¢ p
Cette expression est facilement comparable & la borne supérieure (1.91) proposée par Weissberg
et Prager [104] KYP : leur ratio est K™ /KYP = —1In(¢)/(1 — ¢). Lorsque la porosité tend vers
1, les deux valeurs convergent bien vers la limite diluée K9 (3.21). Cependant, pour les faibles
valeurs de porosité, K™ > K™P bien que les résultats Fig. 1.2 montrent que K"P surestime
alors la perméabilité de plusieurs ordres de grandeur !

Le seul domaine de validité de (3.22) est donc les tres fortes porosités. En utilisant (3.16),
la perméabilité d’'un assemblage de sphéroides identiques fixes orientés aléatoirement avec une
loi isotrope se comporte asymptotiquement lorsque ¢ — 1 comme :

Kmt — 37—(7—2 — 1) 2 gb él
o = DI(r) + 2D]°(r) 91~ 6
mt BAAT+1) ¢

2
> Db (M) +2DP(\) 91— ¢ u

(3.24)
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Un schéma auto-cohérent ?

Comment construire un schéma qui s’inspire du schéma auto-cohérent 7 Faut-il remplacer
la viscosité p dans (3.15) par une “viscosité homogene” pour rendre compte de l'effet du reste
de la phase solide sur ’écoulement autour de la particule solide I ? Le raisonnement se heurte
directement a la différence de nature entre les lois de comportement aux échelles micro et macro.

Cette section illustre bien la difficulté de construire des estimations fiables de la perméabilité
a partir de la définition d’un probleme auxiliaire avec conditions aux limites reportées a l'infini.
Fondamentalement, ces estimations ne permettent pas de rendre compte du caractére confiné
de I’écoulement, ol la vitesse s’annule avec une longueur caractéristique gouvernée par la taille
des pores.

3.2 Cellules perméables équivalentes sphériques

Cette section introduit le concept de cellule perméable équivalente dans le cas d’une géométrie
sphérique. L’idée consiste a affecter une perméabilité homogene a un domaine borné qui com-
prend une phase fluide et une phase solide dont ’agencement est suffisament simple pour
permettre la résolution d’un probléme d’écoulement régi par les équations de Stokes, appelé
probleme auxiliaire.

3.2.1 Probléme(s) auxiliaire(s)

Le probleme auxiliaire est défini & l'intérieur d’'un domaine 2 borné. La cellule perméable
équivalente possede la méme géométrie que le domaine 2 et sera affectée d’une perméabilité
équivalente homogene. Pour le probleme auxiliaire, on considére une particule solide immobile
P strictement incluse dans 2. Dans Iespace Q\P s’écoule un fluide newtonien de viscosité .
L’écoulement est supposé incompressible et en JP la vitesse soumise soit & la condition de
glissement (1.92) soit a la condition d’adhérence, suivant le type de fluide.

Du fait de la taille finie du domaine €2, le type de conditions aux limites appliquées en 0 est
d’une importance cruciale. La transposition directe de (3.15) au milieu fini suggere d’imposer
une vitesse uniforme v = V sur 9. Ce choix proposé par Kuwabara [59] correspond aux
conditions aux limites uniformes en vitesse (1.32). Une alternative est d’imposer que seul le flux
de la vitesse a travers 9f2 corresponde au flux d’une vitesse uniforme (v -n = V - n), tandis
que les contraintes visqueuses tangentielles s’annulent sur 9€2. Ce choix proposé par Happel [47]
correspond aux conditions aux limites mixtes (1.34). Par ailleurs, certains auteurs (par ex. [96])
ont proposé d’imposer que la vorticité rotv s’annule sur 9€2. Dans tous ces choix, le chargement
est une vitesse imposée V.

Suivant argumentaire développé dans [18], on se concentre sur les conditions uniformes en
vitesse (1.32) et les conditions mixtes (1.34). Les avantages de ces deux choix sont multiples.
Tout d’abord, la condition d’incompressibilité entraine que la moyenne de la vitesse dans la
cellule Q2 est directement © = V. Par ailleurs, le gradient de pression effectif pour la cellule est
défini sans ambiguité par (1.41) comme la force de trainée exercée par le fluide sur le solide,
normalisée par le volume de la cellule. Enfin, ces choix vérifient la condition (1.29) qui permet
de garantir le lemme de Hill (1.48) pour la cellule €2, ou les champs admissibles sont définis
par (1.33) ou (1.35) (& l'exception de la condition d’adhérence en cas de glissement aux parois).
Cette propriété est essentielle puisqu’elle garantit I’équivalence entre les définitions énergétique
et directe de la perméabilité équivalente de la cellule.

Pour résumer, deux problemes auxiliaires sont définis, un pour chaque type de conditions
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aux limites :

divo =0 (Q\P)

d = grad® v (Q\P)

o=-pl+2ud (Q\P)

dive = —gradp + pAv =0 (Q\P) (3.25)
[[v]]:%(l—n(@n)-a-n (P)

conditions aux limites (1.32) ou (1.34) (0€2)
La perméabilité de la cellule perméable équivalente est définie comme le tenseur K tel que :
1
1] Jor

Comme évoqué ci-dessus, cette définition directe est équivalente a la définition énergétique :

V=-K: aavec a= o-nj_.dS (3.26)

Ly k-1.vig = 3/ opd(v) : d(v)dv+1/ Elo - [o.] dS (3.27)
2 2 Jap 2 Jop €

ou v est le champ de vitesse solution du probleme auxiliaire (3.25) et v; la partie tangentielle

de v le long de l'interface solide-fluide. La définition énergétique (3.27) stipule que la puissance

dissipée par la cellule perméable équivalente, dans sa description par la loi de Darcy, est égale

a la puissance dissipée par la solution du probleme auxiliaire (3.25) d’écoulement d’un fluide

newtonien.

Plus généralement, les théoremes du minimum de 1’énergie potentielle (1.51) et
complémentaire (1.58) s’appliquent (sous réserve de remplacer la puissance du taux de
déformation (resp. des contraintes) par (1.98) (resp. (1.99)) en cas de glissement aux parois).

Le choix de conditions aux limites uniformes en vitesse ou mixtes va conduire a deux es-
timations différentes de la perméabilité de la cellule équivalente : K et K, respectivement.
Remarquons que le champ de vitesse v, solution du probléme auxiliaire avec conditions aux
limites uniformes en vitesse est cinématiquement admissible pour le probleme avec conditions
aux limites mixtes. D’apres le théoreme du minimum de ’énergie potentielle, la puissance vis-
queuse dissipée par v, est donc supérieure a celle dissipée par la solution du probleme auxiliaire
avec conditions aux limites mixtes. Par conséquent, on peut affirmer que la perméabilité K est
systématiquement inférieure & K, au sens des formes quadratiques.

3.2.2 Perméabilité équivalente du motif morphologique sphérique

Dans la suite de cette section, le domaine €) est une sphere de rayon Reyt. La particule solide
est une sphere de rayon R = X Rey; concentrique avec {2, ou X varie entre 0 et 1. La fraction
volumique de solide de la cellule est p = X3. Ce modele morphologique de base cherche & rendre
compte localement, a 1’échelle d’un grain, de I’écoulement dans un matériau constitué de grains
sans orientation préférentielle. Cependant, la géométrie proposée est critiquable car elle passe a
coté du caractere connexe de la phase solide.

Sans glissement aux parois

Lorsque le fluide suit la condition d’adhérence a l'interface solide-fluide, la perméabilité de
la cellule équivalente sphérique a déja été établie dans Boutin [18] :

po. (1= X)PA+7X +4X?)

R2Y 18X3(1+ X + X2 + X3 + X4)’
B :(1—X)3(1+X)(2+X+2X2)
Rz 3X3(3 +2X5) ’

(3.28)
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ol R = X Reyt est le rayon de la particule solide. Dans la limite ou X tend vers 1, ’épaisseur
h de la couronne de fluide tend vers 0 en (1 — X)R. Un développement limité au premier ordre
des perméabilités équivalentes (3.28) en h = 0 montre que :

p 2h  (h i Ih [h
_KV:__ — ; —Km:—— — . 2
2 3R+O<R> 2 6r " °\R (3:29)

Le développement limité de K, coincide avec la perméabilité équivalente d’une sphere perméable
composite plongée dans un milieu perméable infini proposée dans [33]. La sphére perméable
composite est constituée d’un noyau imperméable entouré d’une interface perméable, dont la
perméabilité est ajustée sur I’écoulement de Poiseuille entre deux plans. Le développement limité
de K, correspond au cas ou h est la moitié de la distance entre les deux plans, tandis que celui
de K correspond & h égal a la distance entre les deux plans. Cette derniere remarque leve
un doute sur la pertinence des conditions aux limites uniformes en vitesse lorsque la fraction
volumique de solide de la cellule équivalente est élevée 1.

Pour comparer ces perméabilités équivalentes avec les estimations de la section 3.1.2, les
calculs numériques du chapitre 2 et les bornes du chapitre 1, il est intéressant d’ajuster la taille
de la sphere extérieure sur la porosité en posant p = X3 = 1 — ¢. Dans la limite des fortes
porosités (X ou p — 0), les deux perméabilités équivalentes (3.28) coincident avec la limite
diluée (3.21) de la section 3.1.2 : I'effet des conditions aux limites, repoussées a 'infini, ne se fait
plus sentir. Par contre, plus la porosité diminue, plus les approches divergent. Dans la limite des
tres faibles porosités (p — 1), les conditions aux limites mixtes conduisent a une perméabilité 4
fois plus élevée que celles uniformes en vitesse.

Une comparaison des perméabilités équivalentes (3.28) avec la perméabilité d’un assem-
blage de grains sphériques de rayon R qui peuvent s’inter-pénétrer est présentée Fig. 3.1. Deux
séries de simulations sont utilisées pour le comparatif. La premiere série de simulations corres-
pond aux résultats exposés Fig. 2.10, ou les positions des grains sphériques sont completement
indépendantes et les spheres peuvent se recouvrir sans restriction. Dans la deuxieme série de
simulations, une distance minimale de 85% du diametre est requise entre deux centres de
spheres. Pour les deux séries, les phases solide et fluide de chaque réalisation sont connexes.
Les perméabilités équivalentes (3.28) sous-estiment la perméabilité de 1’assemblage de sphéres
complétement inter-pénétrables. Le meilleur accord est obtenu pour les conditions aux limites
mixtes, bien que K, sous-estime d’un facteur 2 a 3 la perméabilité de ’assemblage de spheres
complétement inter-pénétrables. En revanche, K, constitue une approximation raisonnable de
la perméabilité de I'assemblage de spheres partiellement inter-pénétrables : 1’écart relatif est
inférieur a 25%.

Ce constat mitigé n’est pas surprenant, car le choix unique p = X3 = 1 — ¢ suppose que la
porosité est uniformément répartie autour des grains. Or, dans une dispersion aléatoire de grains
completement inter-pénétrables, les pores ne sont pas tous de méme taille. Sur la réalisation
numérique présentée Fig. 2.9, il apparait ainsi clairement que les plus gros pores peuvent former
des passages préférentiels pour I’écoulement. La taille caractéristique des pores qui assurent le
transport n’est donc pas trivialement donnée & partir de la taille de grains et le choix X3 = 1—¢.
Malgré tout, ce choix simplifié permet déja de produire des estimations de bien meilleure qualité
que les bornes présentées au chapitre 1 qui s’appuient pourtant sur une description statistique
bien plus complexe de la géométrie.

Avec glissement aux parois

Intéressons nous maintenant a ’effet d’un glissement aux parois a I'interface solide-fluide sur
la perméabilité de la cellule équivalente sphérique.

!se reporter aussi & la discussion autour des Fig. 3.7 et Fig. 3.8.
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F1G. 3.1: Ronds pleins : spheres totalement interpénétrables, ronds vides : sphere interpénétrables
sur 15% du rayon maximum.

Le repére cartésien orthonormé est choisi de sorte que la vitesse V' soit colinéaire a e,.
Les champs de vitesse et pression solutions du probléeme auxiliaire (3.25) sont recherchés de la
forme v = f(r) cos(f)e, + g(r) sin(f)eq et p = ph(r) cos(f) dans la base sphérique (e,,eq,e4). Le
comportement newtonien incompressible et I’équation d’équilibre imposent :

C C Cor? 2C 2C 2C
2 3 4 2 4 3 . 4
g(T) = Cl + CQ’I" + ﬁ + T 3 ’ (’I") = — 9 — , + T‘3 — Cl N h(T‘) = —5027" — 7

Ensuite, les conditions aux limites en r = R et Ryt permettent d’expliciter les coefficients C; en
fonction de X ,R,V i et €. Enfin, le calcul de la force de trainée exercée par le fluide sur le solide
permet de remonter & la perméabilité de la cellule équivalente par I'intermédiaire de (3.26). Pour
les conditions aux limites uniformes en vitesse ou mixtes, les perméabilités équivalentes sont :

bk bmk
Ko(k) = Ko(0) 1 C Ku(k) = K 14 —mfi 31
() = 50 (14 5] Kon) = Kan0) (14 52 ) a3)
avec K (0) et Ky(0) les perméabilités équivalentes en 1’absence de glissement données par (3.28),
; (2+4X +6X2 +3X3)2 2+ 3X°
v — ’ a’V =
X(X44+X2+ X +X3+1)(4X24+7X +4) XX+ X2+ X +X3+1)
; 6(X4+ X2+ X + X3 +1)2 6(1 - X)2(X*+ X2+ X+ X3+1)
= . a =
TUX@B 22X 1+ X)(2X2 4+ X +2) 0™ (3+2X°)X

(3.32)
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et ol kK = (/Rpore représente l'ordre de grandeur du nombre de Knudsen pour la cellule
équivalente avec Rpore = R(1 — X)/X le “rayon” d’un pore et ¢ le coefficient de glissement
donné par (1.93) pour un gaz parfait. Lorsque le coefficient de glissement est nul, la condition
d’adhérence est retrouvée et (3.31) se réduit bien a (3.28).

Lorsque la taille des pores Rpore est grande devant le libre parcours moyen d’une molécule
de gaz 2, le nombre de Knudsen x < 1. Le développement limité en x = 0 au premier ordre de
(3.31) donne :

K, (k)
K (0)

Km(r)
K (0)

=14+0byk+o(k) ;

=1+ by k+o0(k) (3.33)

Enfin, lorsque ’épaisseur de la couronne de fluide h tend vers 0, un développement limité au
premier ordre de K, (x) dans (3.31) en h = 0 montre que :

h

=14+3c+0 <—> (3.34)
R

On verra que la comparaison de (3.34) avec (3.63) conforte le fait que dans le cas ou 'épaisseur

h de la couronne de fluide tend vers 0, I’écoulement dans la couronne de fluide est trés proche

d’une moitié de I’écoulement de Poiseuille entre deux plans distants de 2h.

Dans cette section, les définitions d’un probleme auxiliaire sur un domaine borné et d’une
cellule perméable équivalente présentées a la section 3.2.1 ont été appliquées sur un modele
morphologique sphérique. La cellule perméable équivalente ainsi définie apparait étre un candidat
bien plus adapté a 1’étude de la perméabilité d’'un milieu constitué de grains sans orientation
préférentielle que les estimations basées sur un écoulement dans un milieu infini proposées a la
section 3.1.2. L’effet des conditions aux limites appliquées sur la frontiere extérieure de la cellule
a pu commencer a étre investigué. Une question encore ouverte est le choix de ’épaisseur de la
couche de fluide autour du grain solide. Enfin, cette méthode ouvre la porte & I’étude de I'impact
du glissement aux parois sur la perméabilité.

Cependant, les géomatériaux présentent de nombreux exemples de milieux granulaires dont
les grains ont une orientation préférentielle : par exemple, les paquets de feuillets d’argiles sont
aplatis [22] et les cristaux de gypse dans le platre sont allongés [85]. Pour constituer une bi-
bliotheque de cellules perméables équivalentes apte a décrire ces matériaux, la méthodologie
présentée section 3.2.1 doit donc maintenant étre appliquée a des motifs morphologiques qui
présentent une orientation préférentielle. Ce faisant, les solutions des problemes auxiliaires de-
viennent sensiblement plus difficiles & établir. Pour appréhender progressivement cette difficulté,
la section 3.3 est consacrée a I’étude d’écoulements plans. L’étude des problemes plans bénéficie
en effet de la possibilité d’utiliser une représentation des champs de vitesse et de contrainte
basée sur des potentiels complexes, qui peut étre couplée a des transformations conformes du
plan complexe pour aborder une grande variété de géométries.

3.3 Cellules équivalentes cylindriques de section elliptique

Notations : 1 est le nombre complexe tel que 12 = —1 et, dans cette section uniquement, @ désigne
le complexe conjugué de a au lieu de la moyenne volumique.
3.3.1 Description géométrique de la cellule équivalente

Dans cette section, les écoulements considérés sont dans le plan repéré par la base
carthésienne orthonormée (e, e,). Le formalisme proposé a la section 3.3 est développé dans le

2ge rapporter a la section 1.5 pour quelques ordres de grandeurs.
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cas d’une géométrie elliptique du domaine €2 et de la particule P. Les frontieres 92 et 0P sont
deux ellipses confocales, c’est a dire qu’elles partagent les mémes foyers. Les foyers sont situés
en (z = ¢,y = 0) ou le réel positif ¢ est la demi distance focale des ellipses 99 et IP. Lellipse
0% (resp. OP) est alors déterminée de maniére unique par la donnée de son rapport d’aspect
wy € [0;1] (resp. wy € [O;ws]) entre le demi petit axe orienté suivant e, et le demi grand axe
orienté suivant e,. Pour chaque ellipse, les demi grand axes A; et demi petits axes B; sont reliés
a la demi distance focale ¢ et au rapport d’aspect w; par :
c cw;

Ai=— ; B;=

1—w? \/1—w?

La fraction volumique de solide de la cellule est wy /wa X (1 —w2)/(1—w?). Ainsi, si les parametres
c et w1 de lellipse frontiere de la particule solide sont fixés, ajuster la fraction volumique de
solide de la cellule revient & modifier le rapport d’aspect wy de lellipse 9€2. Pour les fortes
fractions volumiques de solide, les deux ellipses ont des rapports d’aspect similaires, tandis que
dans la limite diluée OS2 tend vers un cercle.

(i=1o0u?2) (3.35)

Un autre choix de liaison entre les ellipses intérieure et extérieure aurait pu étre qu’elles aient
le méme rapport d’aspect au lieu d’étre confocales. Dans ce cas, la perméabilité de la cellule
équivalente serait bien entendu différente. Ce deuxieme choix n’a pas été testé dans ce travail.

Par ailleurs, dans la limite ou ¢ tend vers 0 et w; tend vers 1 par la liaison ¢ = R;4/1 — w?,
I’ellipse correspondante tend vers un cercle de rayon R;.

Lorsque les deux ellipses dégénerent en cercles concentriques de rayon R; et Ro, la
perméabilité dans le plan est donnée en 1'absence de glissement aux parois dans [18] pour les
conditions aux limites uniformes en vitesse ou mixtes :

o 1 1—-X?
LKy =—— (mx)+ —=
R 4X2<n( )iy

1 L x4 (3.36)
M [e—
—Kpn=—""—(In(X)+ ——
RomT T ixe (n( )+ 2(1+X4)> ’
avec X = Ry/Rs.

Dans la suite, on cherche a établir les composantes de la perméabilité dans le plan lorsque 0P
et 02 sont des ellipses confocales. A cet effet, 'analogie entre un fluide de Stokes et un matériau
élastique incompressible (v = 1/2, 1) est mise a profit pour utiliser les potentiels complexes et
les transformations conformes afin de traiter le probleme d’écoulement plan.

3.3.2 Représentation par les potentiels complexes

Pour un probleme plan, on montre que les champs de contraintes et de vitesse peuvent
dériver de deux potentiels complexes ¢(z) et ¥(z) ou z = x + 1y décrit le plan complexe. Les
composantes des champs de vitesse de contraintes sont données par [73, 97] :

20(vz + 1wy) = Kd(2) — P(2) — 2¢/(2)
o + Oy =2 (¢'(z) n W) (3.37)
Oyy — O + 2104y = 2 (W(Z) + E(b”(z))

oll kK = 3 — 4v en déformations planes. Par ailleurs, la résultante des actions de contact exercées
sur un arc orienté AB vérifie

F = Fy+1F, = = [6(2) + 5(2) + 20 ) v (3.38)

54
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ou s est I'abscisse curviligne le long de I'arc et l'orientation de la normale extérieure a l'arc est
n = t A e, avec t le vecteur unitaire tangent a l’arc dans le sens de parcours de A vers B.
Dans la suite, cette expression sera utilisée pour caractériser la force de trainée exercée par le
fluide sur la particule solide. Comme le domaine de I’écoulement Q\P est borné et ne contient
pas lorigine, Muskhelishvili [73] a montré que les potentiels peuvent étre recherchés de la forme
d’un potentiel en log(z) pour la force de trainée et d’un potentiel holomorphe qui admet un
développement en série de Laurent :
F = F ~
o(z) = TR log(z) + Z arz®  Y(z) = Mbg(z) + Z brz® (3.39)

k=—o00 k=—00

ou les ay et by sont des constantes complexes.

Pour simplifier I’étude, on ne considere dans la suite que les conditions aux limites uniformes
en vitesse. De plus, le fluide est supposé suivre la condition d’adhérence a I'interface solide-fluide
(pas de glissement aux parois).

3.3.3 Exemple : écoulement entre deux cercles concentriques

Pour se familiariser avec la représentation par les potentiels complexes, on revisite dans un
premier temps le cas de I’écoulement entre deux cercles concentriques.

Les conditions aux limites sont toutes de la forme vitesse imposée. La vitesse complexe
V =V, +1V, est imposée sur le cercle extérieur de rayon Rg, et une vitesse nulle sur le cercle
intérieur de rayon R;. Sur un cercle de rayon R centré a lorigine, on pose z = Re? et on
remarque 7 = R?/z. Pour expliciter les conditions aux limites en R = Ry et Ra, les potentiels
complexes (3.39) sont injectés dans l'expression (3.37) de la vitesse. En réorganisant les termes,
les coefficients complexes ag, by et F' des potentiels complexes (3.39) sont soumis a des conditions
du type :

kFIn(R F 2 ke o o
_w(1+(n)) (L1 m) R2 > ka2 =B R* 2 F — kap R 2R (3.40)

20 (vy +1y) =

k=—00

Le membre de gauche vaut 0 en R = Ry et 2u(V, +1V,) = 2uV en R = Ry, de sorte que les
coefficients recherchés suivent le systeme d’équation :

kFIn(Ry) — a9
= —— —bg—2
0 7'('(1 n ,‘<;) + Kray 0 az R]
Fl —
2uV = _w + Kkag — by — 2a_2R§
m(1+ k) (3.41)
Ia _
0 = mR_Q + rao — b72R_4 (R - Rl ou R2)

0= kap —b_rR % + (k- 2)aaR*'™® (k#£00u2, R=R; ou Ry)

Les constantes ag et by ne peuvent étre fixées indépendament, on choisit by = 0. En décomposant
en parties réelles et imaginaires, la résolution du systeme donne 4 coefficients non nuls
F =2nrpV(1+r)(X2+1)A!
ap = 2V (K2 In(Ry) (X% 4+ 1) — X?)r 1A
ag = —puVX2RZA™! (3.42)
by = kuVRZA™!
avec A = k2 In(X)(X? + 1)+ 1 — X?
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ou l'on a posé X = R;/Ry. L’écoulement est incompressible donc x = 1. Le gradient de pression
est calculé comme 'opposé de la force F divisée par I'aire de €2, qui vaut ici 7R3. A Taide de
la définition directe (3.26) de la perméabilité équivalente, la perméabilité de 1'assemblage de
cylindres a section circulaire (3.36) est bien retrouvée.

3.3.4 Transformation conforme de Joukowski

Afin de traiter ’écoulement entre deux ellipses confocales, on propose d’utiliser les transfor-
mations conformes du plan complexe. Une transformation conforme est une application w qui
permet de passer d’un plan antécédant, décrit par I’abscisse complexe ¢, a un plan image, décrit
par 'abscisse complexe z = w((). L’adjectif conforme se réfere a la propriété de conservation
des angles au cours de la transformation. Mathématiquement, on montre qu'une transformation
est conforme si elle est holomorphe et si sa dérivée ne s’annule pas dans le domaine d’étude.

L’utilité des transformations conformes est de transférer le probleme d’intérét, posé dans le
plan image z sur une configuration géométrique compliquée, en un probleme fictif posé dans le
plan antécédant ¢ sur une configuration géométrique simple.

Par exemple, dans le probleme qui nous intéresse, la transformation conforme de Joukowski
centrée a l'origine définie par ,

z=w(()=¢+ % (3.43)

permet de transformer deux cercles du plan antécédant (centrés a l'origine et de rayons R; et
Rs supérieurs au réel positif C') en deux ellipses confocales dans le plan image. Avec la notation
0 < pi = C/R; < 1, le demi grand axe des ellipses est C(1 + p?)/p; suivant e, et demi le petit
axe C(1 — p?)/pi suivant e,. La distance entre l'origine et un foyer est la demi distance focale
¢ = 2C et le rapport d’aspect de lellipse est w; = (1 — p?)/(1 + p?).

Le probléme dans le plan antécédant est représenté par les potentiels complexes ¢(¢) et ¥().
Ces potentiels sont reliés aux potentiels complexes ®(z) et W(z) du probléeme dans le plan image
par le changement de variable z = w(() :

$(C) = 2w(Q) ; %) =T(w()). (3.44)

La dérivation de la définition de ¢(¢) conduit & I'identité ®'(2) = ¢'(¢)/w'(¢). La vitesse dans le
plan image s’exprime alors en fonction des potentiels complexes du plan antécédant en injectant
ces relations entre potentiels dans (3.37) de sorte que

200, + 10,) () = (56(Q) — $(0)) (Q) — 28/ (). (3.45)

Ainsi, lorsque ¢ varie sur un cercle centré & l'origine du plan antécédant, (3.45) permet de
décrire la vitesse du point image z = w(() qui se trouve sur une ellipse par la transformation
conforme de Joukowski (3.43). D’un point de vue pratique, la relation (3.45) permet d’appliquer
des conditions aux limites en vitesse sur les potentiels complexes du plan antécédant.

A partir de la forme des potentiels complexes (3.39) de ’écoulement dans le plan image, les
potentiels dans le plan antécédant peuvent étre recherchés de la forme :

_F too ¢ k ¢ —k
o(C) = mlog(o +ap + ;ak <P15> +ay <P25>

wF Sy (26 ¢\ "
P(¢) = mlog@) +> by <p2—0> + b <p1925>

On peut montrer que F' = F, +1F}, correspond a la force de trainée appliquée par le fluide sur la
particule solide dans le probleme défini sur le plan image. En revanche, les coefficients a; et by ne

(3.46)



3.3. Cellules équivalentes cylindriques de section elliptique 61

correspondent pas a leurs homologues dans (3.39). Les préfacteurs en p; = C'/R; ont été ajoutés
afin d’assurer un bon comportement asymptotique des coefficients ax et b lorsque k tend vers
+00. Enfin, pour déterminer la perméabilité de la cellule équivalente, il suffit connaitre F'.

3.3.5 Perméabilité de la cellule équivalente elliptique

La valeur de la force de trainée F' et des autres coefficients du développement (3.46) des
potentiels complexes du plan antécédant sont déterminées a l’aide des conditions aux limites.
Les conditions aux limites, qui sont ici toutes en vitesse, sont appliquées en injectant les potentiels
(3.46) dans (3.45) pour p = p; et py. Par identification des coefficients en facteurs de ¢¥ pour
chaque k, les coefficients des développements en série de Laurent des potentiels (3.46) vérifient
le systeme d’équations suivant pour p = p; et ps

—p2k€b_k P2k5b2—k kp2k+2

gk (k= 2)p*"2eay 4
(p1p2)* (p1p2)k—2 I P2
4 k

+ kplay — rptph 2ag_s (k=1,3,4,5...)

pr \F? p \" kpf
0= (L) b+ (_> b — 2L,
<p2p2 > 2o p2h—2

— (k= 2)p"* piear o — wp'pyFa i+ rpy Fag e (k>1)
2k 1n(C/p)p* + ep?

0=

—2p*pVé = omirr) L pt(p1p2) 2eb g — rp'ag + Kplag +20°py%cay  (k =2)
2 2
ep” — 2kIn(C/p) P1 -2 2 -2 4
2uVé = F+|—=| ebs+rag—2 gas — K a_ k=0
Y 27 (1 1 r) P 2 0 p piEa2 Po P A2 ( )
(3.47)
avec € = 1 si V est selon e, oue = —1siV est selon ey et § =0si p=p; oud=1sip=po.

Les coefficients a; et by avec k impair sont tous nuls. La combinaison des 4 équations cor-
respondantes aux coefficients de ¢° et ¢(? permet d’exprimer ag, a_s, by et b_s linéairement en
fonction de ag et F, inconnus et V, le chargement. Ensuite une relation de récurrence peut étre
établie pour k > 2 pair, permettant de relier linéairement ag49, a_g—2, bx+2 €t b_i_o en fonction
de ay, a_y, by et b_j, en combinant les équations correspondantes aux coefficients de (¥2 et (=%
dans (3.45) :

Ak+2 Mn(/{?) Mlg(k) 0 0 af
A_j—2 _ MQl(k) MQQ(k) 0 0 a_[ (3 48)
bi42 Mz (k) Msa(k) (p2/p1)* 0 b
a—g—2 Mu (k) Mo (k) 0 (p1p2)?) \a—k
ou les M;; sont explicites et se comportent asymptotiquement suivant :
lim M (k) =pa/pt 5 lim Mao(k) = p3/py 5 lim Mi(k) =0 (i # ). (3.49)
k—o00 k—o0 k—o0

Nous n’avons pas pu trouver la solution exacte du systéme ainsi défini. En I’absence de meilleure
idée, la résolution du systeéme se fait par troncature des coefficients & un ordre n (ax = a_j =
b = b_r = 0 pour k > n), et exploitation des deux équations correspondantes aux coefficients
de (7" dans (3.45) pour déterminer F' et ag. Numériquement, cette procédure est extrémement
efficace du fait des relations de récurrence explicites. Une convergence tres rapide avec n de la
force F' est observée pour toutes valeurs testées de p; et py : une troncation & l'ordre n = 100
est suffisante pour une précision a la dixieme décimale.

Les composantes non nulles du tenseur de perméabilité équivalent dans le plan (K (w1)y,z €t
K (w1)v,yy) sont comparées Fig. 3.2 a la perméabilité équivalente K, de la cellule sphérique (3.36),
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pour les rapports d’aspect w1 = 1/2, 1/5 et 1/20 de la particule solide. Pour cette comparaison,
la taille caractéristique de normalisation de la perméabilité effective est choisie comme /A1 B,
c’est a dire qu’une particule solide elliptique est comparée a une particule solide sphérique de
méme aire. Avec cette normalisation, dans la limite d’une fraction volumique de solide nulle,
les deux composantes du tenseur de perméabilité tendent vers la perméabilité K (3.36) de la
cellule perméable équivalente sphérique. La perméabilité K (w1)v . dans la direction colinéaire
au grand axe de lellipse est toujours supérieure & K (w1 )y yy- L’écart entre ces deux composantes
augmente avec la fraction volumique de solide ainsi qu’avec ’anisotropie de la particule solide.

La validité des résultats présentés Fig. 3.2 a été confirmée en plusieurs points par compa-
raison avec des calculs par éléments finis, beaucoup plus lourds numériquement. Ces calculs de
validation par éléments finis ont été réalisés avec le code Cast3m 3. Un soin particulier a été porté
au traitement de la liaison d’incompressibilité par 'utilisation d’un lagrangien et d’éléments tri-
angulaires QUAF/CENTREP1 qui sont stables et dont la précision spatiale est d’ordre 3 en
vitesse et 2 en pression [44].

Cette section, restreinte a ’étude d’écoulements plans, illustre la difficulté de calculer expli-
citement les solutions des problemes auxiliaires dont la géométrie n’est pas triviale. Revenons
maintenant a des écoulements tridimensionnels.

3.4 Cellules équivalentes sphéroidales

Afin de capturer une orientation préférentielle des particules qui constituent la phase solide,
le formalisme proposé a la section 3.3 est développé dans le cas d’une géométrie sphéroidale du
domaine 2 et de la particule P.

Ces problemes auxiliaires d’écoulement entre deux sphéroides confocaux ou plus
généralement entre deux ellipsoides ont été étudiés par Dassios et al. [26], Vafeas et Dassios
[102]. La solution exacte de ces problémes n’est pas connue, mais ces auteurs proposent une ap-
proximation dont le domaine de validité annoncé est restreint aux porosités supérieures a 70%
et aux rapports d’aspect compris entre 1/5 et 5. Au vu de la forte restriction de ces estimations
sur la porosité, nous proposons d’enrichir les estimations sur la base des fonctions proposées
dans [26, 56, 102] en allant & des ordres supérieurs.

En outre, une attention particuliere est portée au statut de bornes des approximations de la
perméabilité équivalente proposées dans cette section. A Tl'aide des théorémes du minimum de
I’énergie potentielle et complémentaire, un encadrement rigoureux de la perméabilité équivalente
est systématiquement mis en place pour vérifier la qualité des approximations proposées.

3.4.1 Description géométrique de la cellule équivalente

Pour décrire la géométrie de la cellule équivalente et appliquer efficacement les conditions
aux limites, le systeme de coordonnées sphéroidales est adopté par la suite.

Systéme de coordonnées sphéroidales

Un sphéroide est obtenu par rotation d une ellipse par rapport a son grand axe (sphéroide pro-
late, allongé) ou son petit axe (sphéroide oblate, aplati). Le systéeme de coordonnées sphéroidales
est un systeme orthonormé adapté a la description des sphéroides. L’expression du systeme de
coordonnées est différente pour les prolates et les oblates. Une demi distance focale ¢ > 0
est introduite. Le systéme de coordonnées est repéré par les variables d’espaces (1,6, ¢) ou
0 € [0,7],¢ € [—m, 7] sont les angles d’Euler des coordonnées sphériques. La variable adimen-
sionnelle 7 € [0, 400] est substituée au rayon, de sorte que les surfaces iso-n sont des sphéroides

3http ://www-cast3m.cea.fr/
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F1G. 3.2: Perméabilité de la cellule équivalente elliptique normalisée par (3.36) avec la taille
de la particule solide elliptique telle que son aire soit égale a l'aire de la particule sphérique
correspondante dans (3.36). Bleu : K, rouge : K, et ligne pleine w; = 1/2, ligne en tirets
wy = 1/5, ligne pointillée w; = 1/20.
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construits par rotation d’ellipses confocales (cf. Fig. 3.3). Le rapport d’aspect w se définit comme
le quotient grand axe sur petit axe pour un prolate (w > 1) ou petit axe sur grand axe pour un
oblate (w < 1).

| ‘L‘
|l,§‘i§‘i§ggg;?iz
Wy

iy ‘LE\:?':\\\
| i

)

\\\\\ ’,'l/
Q N , /X
N\~

(a) prolate (b) oblate

F1G. 3.3: Sphéroides confocaux prolates et oblates, obtenus comme surfaces d’iso-valeurs 77, = 0.1
(noir) et g2 = 1 (gris).

Pour un sphéroide prolate, le changement de variable 7 = cosh(n),{ = cos(f) est classique-

ment introduit. Le rapport d’aspect des sphéroides prolates iso-n ou iso-7 est :

_ cosh(n) T
~osinh(n) VP21

(3.50)

Le systeme de coordonnées sphériques se retrouve dans le passage a la limite » = ¢7 lorsque ¢
tend vers 0. Les vecteurs de la base sphéroidale prolate orthonormée sont

_ cosh(n)sin(f)er + sinh(n) cos(f)es 7v/1—C%ep + V72 — 1Ces

T \/cosh(n)? — cos(6)2 s e N
ey = sinh(n) cos(#)er — cosh(n) sin(f)es e - VT2 —1Cer — /1 — (e
/cosh(n)? — cos(6)? T2 —(?
ey, = —sin(¢)e; + cos(¢)es = +ey

ou er = cos(¢)e; + sin(¢)es désigne le vecteur unitaire radial en coordonnées cylindriques. La
base orthonormée (e, eg, €4) forme un triedre direct. Cependant, lors du changement de variable
la convention est de choisir e, = —ey pour exprimer les opérateurs différentiels sans probleme
de signe en fonction des coefficients métriques.

Le passage du systeme de coordonnées cartésien orthonormé (x1, 9, x3) au sphéroidal prolate
d’axe de révolution suivant eg se fait par

1 = V72 — 1y/1 — (2 cos(¢)=csinh(n) sin(
zo = /72 — 14/1 — (?sin(¢) =csinh(n) sin(f) sin(o)

x3 = c7( =ccosh(n) cos(0)

Les coefficients métriques du systeme (7,6, ¢) sont

hy = hy = c\/cosh(n)? — cos(0)2 ; hg = csinh(n)sin(0)
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Alternativement, les coefficients métriques du systéme (7, ¢, ¢) sont
2 _ 2 2 _ 2
— o/ 55 C1 D he =/ T CCQ D hy = cV/T2—1/1 -2
2 _ _
L’élément de volume infinitésimal est donné par
dV = hyhchgdrd(dg = (12 — (*)drd(dg
= hyhohgdndfde = c*(cosh(n)? — cos(9)?) sinh(n) sin(0)dndode

Sur un sphéroide a n ou 7 fixé, I’élément de surface est

dS = hehgdCdg = /7% — (2\/72 — 1d¢do
= hghgdfd¢ = ¢*\/cosh(n)2 — cos(6)? sinh(n) sin(0)dOde

Les opérateurs différentiels usuels s’expriment en coordonnées sphéroidales prolates par [56]

erady = 26r  Ovec  Oves

Orh, ' OChe ' D¢ hy

. 1 0
dive = - heh [87( rhehg) + ag(vch he) + (%(%h hc)}
1

0 (hchg0v) , 0 (hehydv\ , 0 (hehedv
hehchg |07 \ he 07) " 0C\ he 9C) " 96\ hy 06

Le systeme de coordonnées sphéroidal oblate ainsi que tous les résultats peuvent se déduire
du systeme prolate par la transformation 7 — 2\ et ¢ — —i€¢ ou A = sinh(n) > 0 et ¢ la
nouvelle demi distance focale. Dans la suite, sauf mention explicite, le systeme de coordonnées
sphéroidales prolate sera utilisé.

Au =

Cellule équivalente sphéroidale

La cellule équivalente sphéroidale est composée d’une particule solide P incluse dans un
domaine ) borné tels que 9€) et 0P sont deux sphéroides confocaux, caractérisés par ns >
respectivement (alternativement 75 > 71 ).

Les problémes auxiliaires sont définis par (3.25) pour les conditions aux limites uniformes
en vitesse ou mixtes. L’étude est restreinte au cas ou le coefficient de glissement ¢ est nul et la
condition d’adhérence a 'interface solide-fluide vérifiée.

Dans la suite, on propose de construire des solutions approchées des probléemes auxiliaires
qui dérivent de fonctions de courant ou de potentiels.

3.4.2 Ecoulement axisymétrique
Pour se familiariser avec la démarche, seuls les écoulements axisymétriques sont traités en
premier lieu.

Fonction de courant scalaire

Lorsque I’écoulement est axisymétrique suivant es, I'incompressibilité du fluide permet de
rechercher les champs de vitesse sous la forme [27] :

B 1 o 1 b
M T hahc 0 T @\ — =1 0C
1 oy 1 o (3.51)

Vg = —V¢ =

hohr O (2\/72 — (2,/1— 2 0T
’U¢:0
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ou la fonction (7, () est appelée fonction de courant de ’écoulement axisymétrique. Lorsque
I'écoulement est irrotationel (rotwv = 0), la fonction de courant vérifie 'équation aux dérivées
partielles E2 (¢(7,¢)) = 0, ot I'opérateur différentiel E? est caractérisé par

1 0? 0?
2= e (7 Vgm0 -3

Par ailleurs, l'injection de la fonction de courant dans I’équation de Navier conduit a
E*(¢(7,¢)) = 0 o E* = E?0E? [25]. Une propriété remarquable est que pour tout couple 11, 1o
solution de E2¢ = 0, la fonction ¢ = 11 + r21)y est solution de E*) = 0. Réciproquement, si
Y est solution de E*) = 0, alors elle peut s’écrire (de manitre non unique) sous la forme
1 = 1 + 1299 olt Yy, 1hy sont solutions de E%p = 0 [25] et r est la distance & l'origine. Or
les solutions de E%ty = 0 sont connues sous forme séparables comme produit des fonctions de
Gegenbauer d’ordre n du premier type Gy, ou second type H, (voir Annexe C). Dassios [25] a
introduit une base du noyau de E? définie par les fonctions ©% d’ordre n = 0, 1,2, ... et de type
1=1,2,3,4 par

On(7.Q) = Ho(1)Gn(C) 5 O4(7.¢) = Ha(7)Hn(C)

Toute fonction 1) appartenant au noyau de E? peut se décomposer comme

ZZAZ(%’

n=0 i=1

On rappelle que 72 = c?(72 + ¢? — 1). Les fonctions de base du noyau de E* additionelles
I}, = (72 + ¢?)©! sont donc introduites. Elles peuvent s’exprimer par composition de fonctions
de Gegenbauer [25, 27]. Finalement, toute solution de E*) = 0 peut se mettre (de maniére non
unique) sous la forme [27]

Z Z AL O (1,¢) + BITL (7, )

n=0 i=1

Par ailleurs, on montre que la fonction G1(7)G2(¢) est une combinaison particuliéere d’un nombre
infini de termes construits sur la base des (07,II%). Ce terme peut donc étre ajouté a la base
si Pon travaille avec un nombre fini de termes de la base. Pour conclure, la base des (©%,11%)
permet de construire des champs statiquement ou cinématiquement admissibles, sous la seule
réserve de vérifier les conditions aux limites en contrainte ou en vitesse. L’originalité de ce travail
est d’utiliser cette base pour construire des champs tests en vue de les injecter dans les principes
variationnels pour encadrer rigoureusement la perméabilité équivalente de la cellule sphéroidale.
Les auteurs précédents ont plutot cherché a produire des estimations, dont le status et la limite
de validité ne sont pas précisés.

Majorant par le minimum de I’énergie complémentaire

Dans le cas d’'un écoulement axisymétrique, la base de E* introduite & la Sec. 3.4.2 permet
de créer des champs de vitesse et contrainte solutions des équations de Stokes. Afin de mettre en
oeuvre le minimum de I'énergie complémentaire (1.58), une solution approchée est cherchée en
explorant les termes de bas degrés de la base de E. Certains termes sont directement éliminés car
ne respectent pas la symétrie du probleme (degrés impairs) ou contiennent des points singuliers

(Hn(¢))-
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On se limite alors aux termes solutions de E* contenant uniquement G(¢) ou G4(¢). La
solution est recherchée comme le champ de contraintes associé a la vitesse qui dérive du potentiel

Ys(1,¢) = CoGr(T)G2(O) + Y Y ALO4(7, Q) + BLIT,(7,¢) (3.52)

n=2,4,6i=1,3

La partie déviatorique du champ de contrainte qui dérive de 15 est 2u grad® v(1)s) ot v(1)s) est
le champ de vitesse, a priori non cinématiquement admissible, qui dérive de s par (3.51). La
pression peut se calculer par intégration de I’équation d’équilibre pAv = gradp, en préférant
I'intégration par rapport a ¢ plutét que .

L’énergie complémentaire peut alors étre explicitée en fonction des 13 coefficients Cp, A%
et B.. Le terme en ©3 correspond & une vitesse uniforme et ne participe donc pas a 1’énergie
complémentaire. Il peut étre éliminé, ce qui laisse 12 inconnues. Notons cependant que 'expres-
sion de I’énergie complémentaire est extrémement lourde.

Dans le cas des conditions aux limites mixtes, la nullité des composantes tangentielles du
vecteur contrainte appliqué sur 92 en 7 conduit & un systéme de 5 relations linéaires entre
les coefficients. Dans le cas des conditions aux limites uniformes en vitesse, aucune condition
aux limites en contrainte n’est a vérifier. L’énergie complémentaire est ensuite optimisée par
dérivation par rapport aux coefficients indépendants (12 pour les conditions aux limites uni-
formes en vitesse, 7 pour les mixtes), ce qui fournit autant d’équations linéaires.

En pratique, la résolution des systemes linéaires ainsi obtenus est réalisée numériquement
car les termes sont beaucoup trop lourds pour un calcul analytique. Ce procédé permet toutefois
d’obtenir trés rapidement (inversion d’un systéme 12 par 12 ou 5 par 5 puis 7 par 7) les valeurs
optimales des coefficients pour chaque jeux de valeurs du couple (71, 72). Les valeurs optimales
sont ensuite réinjectées dans ’expression de I’énergie complémentaire pour donner une borne
supérieure sur la perméabilité.

Minorant par le minimum de 1’énergie potentielle

A notre connaissance, il n’est pas possible de vérifier toutes les conditions aux limites en
vitesse (dans le cas des conditions aux limites uniformes en vitesse) pour un champ de vitesse
qui dérive d’'un potentiel construit avec un nombre fini d’éléments de la base de E*. Dans le cas
contraire, la solution exacte serait obtenue immédiatement.

Pour utiliser le minimum de ’énergie potentielle (1.51) afin de trouver une borne inférieure
sur la perméabilité, il est donc nécessaire d’enrichir I’espace des fonctions test par des fonctions
n’appartenant pas au noyau de E4. La fonction test est recherchée comme somme des 10 termes :

Ye(,0) = CoGr(T)Ga(C) + D Y ALOL(7,¢) + BLIL,(7,¢) + C1G6(7)Ga(C)
n=2,4i=1,3

Le dernier terme, qui n’appartient pas au noyau de E*, est choisi comme étant une troncature
de l'expression de Hé en terme de fonctions de Gegenbauer. Ce choix, arbitraire, permet de
conserver la méme richesse des fonctions en (, nécessaire a la réalisation des conditions aux
limites.

L’énergie potentielle peut étre calculée explicitement en fonction des 10 coefficients intro-
duits. Tout comme pour I’énergie complémentaire, cette expression est toutefois tres lourde.
Dans le cas des conditions aux limites uniformes en vitesse, un systeme de 10 équations linéaires
indépendantes est directement obtenu, ce qui fixe les valeurs des coefficients sans optimisation.
Dans le cas des conditions aux limites mixtes, les conditions sur la vitesse résultent en un
systeme de 8 équations linéaires indépendantes. Le choix des deux parametres indépendants qui
restent est réalisé par optimisation de ’énergie potentielle. La résolution des systemes se fait
numériquement pour chaque jeu de parametres.
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3.4.3 Ecoulement tridimensionnel

Les écoulements axisymétriques ne permettent que d’obtenir la composante axiale du tenseur
de perméabilité de la cellule équivalente. Pour dépasser cette restriction, on se place maintenant
dans un cadre plus général.

Représentation de Papkovich-Neuber

Les solutions du systeme d’équation de Stokes admettent la représentation de Papkovich-
Neuber (voir par exemple [42]) :

2uv = kY — x - grady — grady
p=divy

ou @ est un champ de tenseur d’ordre 1 harmonique (A = 0), x un champ scalaire harmo-
nique (i.e. solution de I’équation de Laplace Ax = 0) et k = 3 — 4v = 1. En particulier, les
champs de vitesse et de contrainte ainsi construits sont systématiquement a divergence nulle.
La représentation de Papkovich-Neuber (3.53) comporte des similitudes avec la représentation
des problemes plans par les potentiels complexes (3.37).

La solution générale de 1’équation de Laplace en coordonnées sphéroidales est donnée en
termes de fonctions de Legendre associées du premier (P") et du second (Q]') type d’ordre n
et de rang m dans N [56, 102] (voir Annexe C) :

(3.53)

X(1,6.0) =Y > PRQOIEM () (d cos(me) + " sin(mg))
n=0m=0

(3.54)
+Q' (1) (D! cos(mg) + D" sin(mg))],

ou d™, d'"™, DI et D™ sont des constantes scalaires. Cette décomposition est adoptée pour le
potentiel scalaire x. Il faut faire attention aux expressions de P*(7) et P*(() : elles different
car se réferent a deux intervalles de définition distincts. Pour construire des champs de vecteurs
harmoniques, [56] propose de passer par les vecteurs de la base cartésienne orthonormée, puis
d’effectuer le changement de base vers la base sphéroidale pour exprimer les conditions aux
limites. Dans la suite, les composantes du potentiel vecteur @) sont construites en remplacant
les noms en DI d™ D™ d™ des constantes de x par A% a, A™ o™ pour la direction eq,

no»-no n »n
B b BI™ b pour ey et CJt, e, CI™ ™ pour es.

Les termes facteurs de P*(7) sont appelés harmoniques intérieures car ils divergent a I'infini.
Les termes facteurs de Q)'(7) sont appelés harmoniques extérieures car ils divergent a 1'origine
(i.e. en 7 = 1). Les problemes auxiliaires sur la cellule équivalente sont bornés et ne contiennent
pas lorigine, ils requierent donc les deux types d’harmoniques. Au contraire, seules les harmo-
niques extérieures sont nécessaires pour résoudre le probleme de la translation d’un sphéroide
dans un fluide Newtonien avec vitesse évanescente & l'infini [56]. La solution est connue expli-
citement et fait intervenir uniquement les termes en A8 et D} pour un écoulement transversal
suivant e; et les termes en 6’8 et DY pour un écoulement axial suivant es?.

Malheureusement, rajouter les termes équivalents pour les harmoniques intérieures ne permet
pas de résoudre notre probleme. En effet, les termes en a8 et di sont égaux et conduisent tous les
deux a une vitesse uniforme suivant e; tandis que les termes en 68 et dj sont égaux et conduisent
tous les deux & une vitesse uniforme suivant e : il manque toujours une inconnue par rapport
aux nombres d’équations pour ces deux directions de chargement.

La forme générale de la solution proposée permet toutefois de construire des champs sta-
tiquement ou cinématiquement admissibles, sous la seule réserve de vérifier les conditions aux

“Cependant, I'expression de la force de trainée qui en est déduite dans [56] comporte une erreur de calcul : se
référer & [24] par exemple pour la valeur correcte de la force de trainée
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limites en contrainte ou en vitesse. Les résultats qui suivent sont basés sur la représentation de
Papkovich-Neuber et 'utilisation de fonctions de forme qui correspondent aux harmoniques
sphéroidales. Le développement en harmoniques sphéroidales est tronqué a un ordre n. Le
probleme se résume a trouver les valeurs des composantes A7, a*, ... d' qui permettent de
respecter les conditions aux limites en vitesse ou en contrainte, d’expliciter I’énergie potentielle
ou complémentaire en fonction de ces coefficients, puis éventuellement d’optimiser les coefficients
indépendants. Le détail de cette procédure est purement technique, seules les grandes lignes en
seront esquissées. De maniere générale, on observe qu’a nombre de termes explorés fixé, il est
plus efficace de chercher a augmenter ’ordre n que le rang m.

Pour simplifier la discussion, on considere séparément deux types de chargement : une vi-
tesse macroscopique “normale” suivant ez, dans ’axe de révolution des sphéroides et une vitesse
macroscopique “tangentielle” suivant e, transversalement a I’axe. Nous n’avons pas malheur-
seusement pu déterminer de régle pour le choix des ordres et rangs des coefficients a activer. En
pratique, on procede au cas par cas pour tenter de vérifier les conditions aux limites. La section
suivante a pour but de préciser les coeflicients utilisés pour le lecteur désireux de reproduire nos
résultats ou de les étendres a d’autres applications.

Majorant par le minimum de 1’énergie complémentaire

Ecoulement axial

Conditions aux limites uniformes en vitesse : La solution approchée proposée repose sur
l’activation des 14 termes exposés section 3.4.3 qui correspondent aux coefficients : C§, C9, CY,
Al BSY DY DY, D5, A3, Y, ad, bl dg et dg. Aucune condition aux limites ne pese sur les éléments
statiquemen‘c admissibles de S, (1.33) : I’énergie complémentaire est optimisée par rapport a ces
14 termes. Notons que les termes df < 08 correspondent a une translation uniforme suivant es
et ne contribuent pas a 1’énergie complémentaire : ils ne sont donc pas activés.

Conditions aux limites miztes : La solution approchée proposée repose sur 'activation de 10
termes. Les conditions aux limites qui portent sur les éléments satiquement admissibles de S,
(1.35) fixent 4 termes (par exemple C3, DY, C9, ). Les 6 termes qui restent (CY, DY, d9, d?,
Dg, cg) sont déterminés par optimisation de I’énergie complémentaire. L’ajout des termes A3,
Bil, ad et b} utilisés dans Papproche en vitesse ne conduit pas & une amélioration de la borne
obtenue et n’est pas nécessaire.

Ecoulement transversal

Conditions aux limites uniformes en vitesse : La solution approchée proposée repose sur
activation de 14 termes suivants : A, AY, A, C1, DI, DI DL &Y, o, di, di, af, C} et cl.
Aucune condition aux limites ne porte sur les éléments de S, (1.33), I’énergie complémentaire
est optimisée par rapport & ces 14 termes. Les termes di et a8 correspondent & une translation
uniforme suivant e; et ne sont pas activés.

Conditions aux limites miztes : La solution approchée proposée repose sur I'activation de 14
termes. Les conditions aux limites qui portent sur les éléments de S, (1 35) fixent 6 termes (A9,
Ci, Ci, D}, e, cl). Les 8 termes qui restent (A9, Di, Di, a9, A9, af, di, d}) sont déterminées
par optimisation de I’énergie complémentaire.

Minorant par le minimum de 1’énergie potentielle

Ecoulement axial

Conditions auz limites uniformes en vitesse : Cette borne est la plus difficile a établir car
quelque soit le nombre de termes activés, il manque toujours au moins un terme pour vérifier les
conditions aux limites en vitesse (1.33). Le choix des 8 termes en CJ, DY, C3, 3, 9, a2, vt et DY
ne requiert qu’un terme additionnel pour vérifier les conditions aux limltes en vitesse. A cet effet,
la base des fonctions harmoniques explorée est enrichie d’un terme qui ne vérifie pas les équations
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de Stokes. Ce terme doit étre choisi a divergence nulle et de méme dépendance en ¢ que les autres.
On montre que le terme de vitesse supplémentaire correspondant & rot(yP1(7)Pi(()es) olt v
est une constante permet de construire un champ de vitesse cinématiquement admissible & 9
termes. Toutes les constantes sont fixées par les conditions aux limites, I'’étape d’optimisation
de I’énergie potentielle n’a pas lieu.

Conditions auz limites miztes : La solution approchée proposée repose sur 'activation de 9
termes de la base des fonctions harmonique et du terme supplémentaire en v introduit pour les
conditions aux limites uniformes en vitesse. Les conditions aux limites sur les composantes de la
vitesse fixent 7 termes (C§, DY, CY, 8, ¢, BLt, d3). Les 3 termes qui restent sont déterminées
par optimisation de I’énergie potentielle (DY, Al et le terme supplémentaire en v de I'approche
en vitesse). Le terme en 7 n’est pas nécessaire pour obtenir une borne mais contribue a son
amélioration.

Ecoulement transversal

Conditions aux limites uniformes en vitesse : Tout comme pour I’écoulement axial, il manque
toujours au moins un terme pour vérifier les conditions aux limites de C, (1.33). Le choix des 3
termes en AJ, D} et af ne requiert qu'un terme additionnel pour vérifier les conditions aux limites
en vitesse. Le terme de vitesse axiale supplémentaire ay/1 — (2cos(¢)e,/ (VT2 — 14/72 — (?)
ol « est une constante est a divergence nulle et permet de construire un champ de vitesse
cinématiquement admissible & 4 termes. En dépit de nos efforts, nous n’avons pas réussi a
construire de termes appropriés pour construire des champs cinématiquement admissible d’ordres
supérieurs. Par conséquent, la borne obtenue est de qualité inférieure a toutes les autres bornes
proposées.

Conditions auz limites miztes : La solution approchée proposée repose sur 'activation de 9
termes. Les conditions aux limites qui portent sur les composantes de la vitesse fixent 7 termes
(A9, A9, C1, D1, ad, a9, cl). Les 2 termes qui restent (d3, D3) sont déterminées par optimisation
de I’énergie potentielle.

Remarque : Dans le calcul de I’énergie complémentaire et de ’énergie potentielle, le terme
quadratique peut généralement étre évalué par une intégrale de surface au lieu d’une intégrale
de volume. En effet, dans le cas de la construction de champs de contrainte, chaque terme du
développement conduit & un champ de contrainte o’ & divergence nulle mais dont le taux de
déformation associé d' = Ko : /(2u) est compatible géométriquement avec un champ de vitesse
v’ par la construction de Papkovich-Neuber. Le théoréme de la divergence permet alors d’écrire
pour deux termes i et j construits sur la base de potentiels harmoniques

. K ~ 1 . ,
/ o':—:07dV = — v'-ol -ndS
Q; 2 2u Joa,

La méme remarque s’applique pour la procédure basée sur le minimum de I’énergie potentielle.
Cependant, les termes supplémentaires qui ne résultent pas de le formulation de Papkovich-
Neuber, parfois utilisés pour vérifier les conditions aux limites, doivent étre traités séparément
car on ne peut pas leur associer un champ de contrainte a divergence nulle.

3.4.4 Encadrements de la perméabilité équivalente

Le choix d’une longueur caractéristique pour adimensionner les résultats n’est pas évident
dans le cas d’un assemblage sphéroide. On choisit de normaliser la perméabilité par le carré du
rayon Req d’une sphere de méme volume que la particule sphéroidale solide.

En raison de la grande gamme de perméabilité (de linfini & 0) parcourue pour une frac-
tion volumique de solide de 0 a 1, les perméabilités équivalentes des cellules sphéroidales sont
peu lisibles présentées d’une maniere brute. Pour les comparer aux perméabilités des cellules
équivalentes sphériques, les Fig. 3.4, 3.5 et 3.6 présentent le ratio entre la perméabilité des
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cellules sphéroidales normalisées par qu et la perméabilité des cellules sphériques (3.28) nor-
malisées par R?, pour le méme type de conditions aux limites. Cette facon de présenter masque
que les conditions aux limites mixtes conduisent toujours & une perméabilité supérieure a celle
des conditions aux limites uniformes en vitesse, comme indiqué section 3.3. L’écart entre les
deux types de conditions aux limites diminue pour les sphéroides prolates et augmente pour les
oblates.

Tout d’abord, pour la composante normale de la perméabilité, on observe que les résultats
basés sur la représentation de Papkovich-Neuber sont strictement équivalent a ceux basés sur la
fonction de courant scalaire présentés section 3.4.2, signe d’une correspondance entre les deux
représentations.

A rapports d’aspect du sphéroide intérieur fixés, les encadrements des composantes de la
perméabilité équivalente sont présentés Fig. 3.4 et 3.5 en fonction de la fraction volumique de
solide et comparés lorsque possible a des calculs par éléments finis. Les calculs de comparaison
par éléments finis sont, comme pour les cellules équivalentes planes elliptiques, réalisés en prenant
soin d’imposer la liaison d’incompressibilité. Seuls des calculs axisymétriques ont été menés car
les calculs tridimensionnels sont trop couteux avec le type d’éléments utilisé. Par ailleurs, seules
les conditions aux limites uniformes en vitesse ont pu étre imposées.

Remarquons que pour les rapports d’aspect considérés, les encadrements proposés sont re-
lativement serrés dans toute la gamme de fraction volumique de solide. Par ailleurs, la borne
inférieure obtenue par construction d’un champ de vitesse montre un excellent accord avec les
calculs réalisés par éléments finis, méme aux tres fortes fractions volumiques de solide et pour
des rapports d’aspects élevés.

Toutefois, pour les oblates, la borne inférieure obtenue par construction d’un champ de vitesse
avec conditions aux limites uniformes en vitesse diverge (tout en gardant le statut de borne)
pour une fraction volumique de solide intermédiaire dont la valeur dépend du rapport d’aspect,
tandis que le comportement aux faibles et fortes fractions volumiques est de bonne qualité. Ce
comportement divergeant est peut étre di a la concentration élevée de ’écoulement dans le plan
équatorial (voir Fig. 3.8) et a l’absence de phase d’optimisation dans le choix des coefficients
(nombre d’inconnues égal au nombre d’équations indépendantes pour vérifier les conditions aux
limites). L’ajout de termes pour laisser plus de degrés de libertés serait a tester.

Ensuite, a fractions volumiques de solide fixées, les encadrements proposés des composantes
de la perméabilité équivalente sont présentés Fig. 3.6 en fonction du rapport d’aspect de la
particule solide sphéroidale.

Ces résultats constituent une avancée significative par rapport aux travaux originaux
présentés dans [26], ou les estimations sont restreintes a 4 degrés de libertés et ne bénéficient
pas du statut de borne. Toutefois, la contrepartie de la précision des résultats présentés dans
cette section est une formulation plus lourde et I'absence de formules explicites.

3.4.5 Discussion : effet des conditions aux limites

La structure des champs de vitesse optimaux est présentée Fig. 3.7 pour un écoulement axi-
symétrique autour d’un oblate. Pour le rapport d’aspect 1/4 considéré, cette solution approchée
est en effet d’excellente qualité. L’effet du type de conditions aux limites, uniformes en vitesse
ou mixtes, est tres clair sur ces figures. Le long du plan équatorial, I’écoulement prend la forme
parabolique de ’écoulement de Poiseuille.

Une coupe de la vitesse axiale dans le plan équatorial Fig. 3.8 permet d’observer la différence
de concentration I’écoulement entre les deux types de conditions aux limites ainsi que la différence
entre les oblates et les prolates. A rapport d’aspect donné, pour un écoulement axial, la concen-
tration de vitesse sur le plan équatorial est beaucoup plus importante pour les oblates. Cette
observation pourrait étre I’explication de la divergence de la borne inférieure sur la perméabilité
axiale des oblates pour les conditions aux limites uniformes en vitesse.
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Fic. 3.4: Encadrement de la perméabilité équivalente de la cellule sphéroidale normalisée par la
perméabilité de la cellule sphérique pour les conditions aux limites uniformes en vitesse. Rapport
d’aspect wy du sphéroide intérieur : bleu marine = 20, bleu clair = 5, vert = 2, orange = 1/2,
rouge = 1/5, violet = 1/20. Les croix correspondent aux calculs par éléments finis.
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F1c. 3.5: Encadrement de la perméabilité équivalente de la cellule sphéroidale normalisée par la
perméabilité de la cellule sphérique pour les conditions aux limites mixtes. Rapport d’aspect w;
du sphéroide intérieur : bleu marine 20, bleu clair = 5, vert = 2, orange = 1/2, rouge = 1/5,
violet = 1/20).
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(e) K(w1)v,+ tangentiel, c.l. uniformes en vitesse (f) K(w1)m,: tangentiel, c.l. mixtes

Fia. 3.6: Encadrement de la perméabilité équivalente de la cellule sphéroidale normalisée par
la perméabilité de la cellule sphérique, pour différentes fractions solides (bleu = 0.1, vert = 0.5,
rouge = 0.9).
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0.4 . . . . -

(b) Conditions aux limites mixtes

FiG. 3.7: Effet des conditions aux limites sur le champ de vitesse pour écoulement axisymétrique
entre deux sphéroide confocaux oblates. Le rapport d’aspect de la particule solide est 1/4, la
fraction volumique de solide 0.7 et la demi distance focale c=1.
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Fia. 3.8: Effet des conditions aux limites sur la composante axiale de la vitesse pour un
écoulement axisymétrique entre deux sphéroides confocaux prolates ou oblates. Le rapport as-
pect de la particule solide est 4 ou 1/4, la fraction volumique de solide 0.7 et la demi distance
focale ¢=1. La vitesse imposée sur le sphéroide extérieur est V = le,. Ligne pleine : conditions
aux limites mixtes, pointillée : uniformes en vitesse.

Les conditions aux limites mixtes semblent plus adaptées pour capturer 'interaction entre
plusieurs particules. En effet, supposons que ’on accole les solutions de deux cellules identiques
avec la méme orientation et disposées de sorte que le segment qui rejoint leur centre soit ortho-
gonal a la direction de ’écoulement. Le profil de vitesse dans I’axe de 1’écoulement (c’est & dire
obtenu en ajoutant la symétrie par rapport a la droite verticale passant par r2 Fig. 3.8) présente
alors une forme quasi-parabolique pour les conditions aux limites mixtes, tandis qu’il a la forme
d’un “m” pour les conditions aux limites uniformes en vitesse, ce qui est tout a fait improbable.

3.4.6 Permeéabilité d’assemblages de grains anistropes inter-pénétrables

Dans cette section, la capacité des cellules perméables équivalentes sphéroidales a rendre
compte de la perméabilité d’un assemblage de grains anistropes inter-pénétrables est évaluée
par une confrontation aux simulations numériques présentés Fig. 2.10 au chapitre précédent.
Rappelons que les assemblages de ces simulations sont constitués de grains sphéroidaux tous
identiques et dont la loi d’orientation est isotrope.

La perméabilité du milieu granulaire est estimée par I'application du schéma auto-cohérent
a un assemblage de cellules perméables équivalentes sphéroidales identiques avec une loi d’orien-
tation isotrope. La taille et le rapport d’aspect de la particule solide de la cellule perméable
équivalente sont pris égaux a ceux des grains du matériau. Le sphéroide extérieur de la cel-
lule perméable équivalente est choisi tel que la porosité de la cellule soit égale a la porosité du
matériau granulaire. La cellule perméable équivalente sphéroidale a un tenseur de perméabilité
isotrope transverse K (w1,ws) = Ky (w1, w2)n @ n + Ki(w1,ws)(1 —n@mn).

La perméabilité homogénéisée est isotrope, de la forme K,.1 ou K, est la solution de (3.14),
qui prend la forme scalaire :

(Kn(wth) - Kac) + Q(Kt(wth) - Kac)
14 Sp(wo)(Kp(wi,we)/Kae —1) 1+ Sp(we)(Ki(wi,ws)/Kac — 1)

=0 (3.55)

avec Sp(wa) et Si(wa) les composantes normale et tangentielle du tenseur d’Eshelby (3.7) du
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Fia. 3.9: Perméabilité d’assemblages de grains sphéroidaux complétement inter-pénétrables.
Tous les grains ont le méme volume et les perméabilités intrinseques sont normalisées par le
carré du rayon des spheres. Pour les calculs par FFT : ronds verts = spheres, triangles rouges :
prolates (w = 5), carrés bleus : oblates (w = 1/5). Courbes en niveaux de gris : bornes pour
des spheres inter-pénétrables. Courbes en couleurs : estimations par les cellules perméables
équivalentes sphéroidales avec conditions aux limites mixtes.

sphéroide extérieur de la cellule perméable équivalente. La perméabilité solution est

— Ky, — 2Ky + (S + 25,) (K + Kp) — V/[Ks + Ky + 2K]2 — 4K K,
2(S; + 25, — 3) (3.56)
avec Ky(wi,ws) = (Se(wa) + 25, (w2))(Ky (w1, w2) — Ki(w1,w2))

Kac =

Les estimations obtenues par cette méthode sont confrontées aux simulations numériques
Fig. 3.9. Seules les estimations basées sur les conditions aux limites mixtes sont présentées.
De méme que pour le milieu constitué de spheres complétement inter-pénétrables, les estima-
tions par particules équivalentes sphéroidales sous estiment la perméabilité des assemblages
granulaires. Les raisons de cet écart sont présumées étre les mémes que celles exposées section
3.2.2. Une piste d’amélioration de ’estimation serait de prendre en compte la distribution non
monodisperse des tailles de pores. En revanche, l'effet du rapport d’aspect est bien reproduit,
ce qui présente un argument en faveur de la méthode des cellules perméables équivalentes.
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3.5 Estimations basées sur 1’écoulement de Poiseuille

Lorsque les pores sont plats (fissures, espace entre paquets de feuillets, joints de grains) ou
idéalisés comme cylindriques (pores allongés), un probleme auxiliaire adapté est I’écoulement de
Poiseuille [7, 22, 36]. Le motif morphologique du probléme auxiliaire est alors un pore cylindrique
ou l'espace poreux entre deux plans de phase solide.

3.5.1 Ecoulement de Poiseuille avec glissement aux parois

Afin d’étudier Deffet du glissement d’'un gaz aux parois sur la perméabilité, les problemes
de Poiseuille sont présentés dans le cas de la condition de glissement (1.92) a U'interface solide-
fluide. Le probleme classique de Poiseuille avec adhérence a l'interface solide-fluide correspond
au cas particulier ou le coefficient de glissement ( est nul. Pour un gaz parfait, le coefficient de
glissement peut étre estimé par (1.93) dans le cadre de la théorie cinétique des gaz.

Ecoulement entre deux plans

Le probleme auxiliaire est défini dans ’espace entre les deux plans de normale e, situés
en z = +R. Un gradient de la pression gradp = « orthogonal & e, est appliqué au fluide
newtonien de viscosité u, par exemple gradp = ae,. A Dlinterface entre le gaz et le solide en
z = £R, la vitesse est supposée étre gouvernée par la condition de glissement aux parois (1.92).
L’écoulement, supposé incompressible, vérifie ainsi le probleme suivant :

diveo =0 (z € [-R; R))

d = grad®v (z € [-R; R])

o=—pl+2ud (z € [-R; R))

dive = —gradp + pAv =0 (z € [-R;R)) (3.57)
[v] = (1—n®n) o-n (z==£R)

p(l“Q,y, )_p(xl’y,z) :($2—£C1)Oé (ZE [ ])

Le champ de vitesse solution du probleme auxiliaire (3.57) est
1 [R? - 22

La moyenne de la vitesse du gaz entre les deux plans est ainsi reliée au gradient de pression par

- (R—2 + <R> (3.59)

S
Il

3

Ecoulement dans un tube de section circulaire

On considere maintenant I’écoulement a l'intérieur d’un tube cylindrique de section circulaire
de rayon R et de normale e,. Le gradient de la pression est appliqué colinéairement a ’axe du
cylindre gradp = ae,. A ces modifications pres, le probléme auxiliaire est défini comme (3.57).
En coordonnées cylindriques, le champ de vitesse solution est

1 [Rz—rz
vV=—— | —

o 5 + CR} ae, (3.60)
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3.5.2 Définition d’une cellule perméable équivalente

La deuxieme étape est la définition d’une géométrie et d’un tenseur de perméabilité pour la
cellule perméable équivalente. Sila définition d’une perméabilité transversale (resp. normale) est
sans ambiguité pour les pores plats (resp. cylindriques), 'attribution d’une perméabilité normale
(resp. transversale) est problématique.

Pores plats

L’espace entre les deux plans peut étre remplacé par un milieu Darcéen dont la perméabilité
tangentielle dans le plan est

2 2
Kt:%+CR:%<1+%> (3.61)

Suivant la forme consacrée par Klinkenberg [55], cette expression peut s’écrire & 'aide de (1.93)
en fonction de la pression p du fluide :
R2

Kt:Kf"(l—i—é) avech":3 ;O
p

_ 377:“'611101(2 — 19)
B 4R

(3.62)

Le coefficient de Klinkenberg (§ est indépendant de la pression de fluide. La loi de Klinkenberg
prévoit que la perméabilité effective au gaz augmente lorsque le glissement augmente, ou de
maniere équivalente lorsque la pression diminue. Dans la limite des tres fortes pressions, la
perméabilité effective au gaz doit coincider avec la perméabilité au liquide, car le coeflicient
de glissement (qui est de 'ordre de grandeur du libre parcours moyen d’une molécule de gaz)
devient tres faible devant R. Remarquons pour la suite que I’étude la variation de la perméabilité
en fonction de ¢ est équivalente a son étude en fonction de 1/p car ¢ est proportionnel & 1/p. Si
Pon définit k = (/R comme coefficient de Knudsen, la perméabilité devient :

K; = K°(1 + 35). (3.63)

Il reste a attribuer une perméabilité équivalente normale et une géométrie au milieu
perméable équivalent utilisé pour décrire le pore plat. La géométrie de la cellule perméable
équivalente du pore plat est choisie comme un sphéroide oblate dont le rapport d’aspect w est
petit devant 1. Bien que la perméabilité tangentielle (3.61) ait été établie pour w = 0, on effec-
tuera 'approximation que cette forme de la perméabilité reste valide pour w petit devant 1 mais
non nul. Ce choix vise surtout a conférer une extension finie aux pores afin qu’ils ne traversent
pas tout le domaine. Il faut alors considérer R dans (3.61) comme une taille de pore équivalente
légerement inférieure au demi petit axe de l’ellipsoide oblate.

Pour une utilisation du sphéroide perméable équivalent dans le schéma auto-cohérent,
Barthélémy [7] préconise alors de vérifier K,, > w?K; pour éviter de créer des obstacles &
Pécoulement. Pour “laisser le choix” au schéma auto-cohérent, [22] propose de choisir K,, = cc.
Un autre choix pourrait étre de supposer que les pores plats ne modifient pas I’écoulement dans
la direction normale au plan du pore, ce qui reviendrait a choisir K,, = K,. dans le schéma
auto-cohérent.

Pores allongés

L’intérieur du tube peut étre remplacé par un milieu darcéen dont la perméabilité normale
dans l’axe est, sous la forme proposée par Klinkenberg et (1.93) :
g R? TVvol (2 — V) ¢
Kn:K,?(l—l—g = K,;° (1 +4k) avecKrcio:? ; ﬂ:w;,T k=g
3.64)

—~
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La géométrie de la cellule perméable équivalente du pore allongé est choisie comme un sphéroide
prolate dont le rapport d’aspect w est grand devant 1. L’attribution d’une perméabilite
équivalente tangentielle a un pore allongé est une question ouverte. Contrairement au cas des
pores plats, le choix K; = oo n’est pas recevable. En effet, pour le schéma auto-cohérent, un as-
semblage de grains imperméables sphériques et de tels cylindres perméables avec K; = oo avec
une loi d’orientation isotrope fait apparaitre une porosité au dela de laquelle la perméabilité
est infinie. En revanche, supposer que les pores cylindriques ne modifient pas un écoulement
tangentiel (K; = K,c) ne présente pas ce type de comportement divergent.

La “bibliotheque” de cellules équivalentes qui a été exposée aux sections 3.2, 3.3, 3.4 et
3.5 pour divers motifs morphologiques est maintenant mise a profit pour proposer quelques
modeles simples qui visent a répondre a des problématiques d’intérét pratique. Une premiere
problématique est l’effet Klinkenberg di au glissement aux parois : pour un gaz, la perméabilité
intrinseque effective dépend de la pression du gaz. Une deuxieme problématique est la no-
tion de perméabilité relative, c’est a dire la variation de la perméabilité effective & un pre-
mier fluide lorsque le réseau poreux est partiellement saturé d’un second fluide. Une troisieme
problématique, liée a la précédente est la notion de pression de percée du gaz a travers un
échantillon initialement saturé en eau.

Pour aborder ces problématiques, deux modeles morphologiques simplifiés sont proposés a
titre illustratif : un milieu composé d’'une phase imperméable traversée par des fissures ou des
pores plats, ainsi qu’un milieu composé uniquement de sphéroides perméables équivalents.

3.6 Modélisation de ’effet Klinkenberg

La validité de la correction de Klinkenberg pour les milieux tres faiblement perméables est
récemment remise en cause dans la littérature. Plusieurs raisons différentes sont avancées :

— Sur la base de simulations en dynamique moléculaire, Fathi et al. [39] remettent en cause
pour des pores de taille nanométrique 'effet de glissement tel qu’il est décrit par la théorie
cinétique des gaz.

— Suivant Moghadam et Chalaturnyk [69], 'écoulement de Poiseuille est trop idéalisé car
il ne rend pas compte des gradients de contrainte tangentielle aux parois des pores. Les
résultats (3.31) obtenus pour la cellule équivalente sphérique avec glissement aux parois
viennent confirmer cette intuition.

Dans le cadre de ce travail, nous resterons dans le cadre d’'un glissement aux parois décrit
par la théorie cinétique des gaz. A Paide du schéma auto-cohérent, quelques modeles simples
sont proposés pour illustrer une déviation a la loi de Klinkenberg pour deux types de raisons :

— le caractére non uniforme de la contrainte tangentielle aux parois des pores, tel qu’il
apparait pour la cellule équivalente sphérique,

— I’hétérogénéité des tailles de pores.

3.6.1 Modeéle basé sur ’écoulement de Poiseuille

Dans un premier temps, supposons que la perméabilité de tous les constituants suit une loi
de la forme :
K(¢) = KR?> +(R. (3.65)

Les pores plats dans lesquels I’écoulement est décrit par ’écoulement de Poiseuille avec glissement
(3.61) en sont un exemple. Rappelons cette expression peut se mettre sous la forme K°f =
K™Y(1 + 3/p) proposée par Klinkenberg, ot 3/p est proportionnel & (/R (3.62).

Dans la suite, on suppose que tous les pores sont plats et décrits par un sphéroide oblate
équivalent de rapport d’aspect unique w < 1. La perméabilité équivalente tangentielle d’un tel
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sphéroide est gouvernée par (3.61). La perméabilité intrinséque normalisée par le carré du demi
espacement entre les plans dans 1’écoulement de Poiseuille est notée K; = K;(C=0)/R? (= 1/3).
La perméabilité normale est choisie infinie, mais on montre que les mémes tendances seraient
obtenues dans la suite si I’on choisit K,, = K.

De plus, les pores plats sont supposés de tailles disperses. Ainsi, si la perméabilité équivalente
tangentielle de chaque pore suit la forme proposée par Klinkenberg, le coefficient de Klinken-
berg, en 1/R (3.62), n’est pas le méme pour tous les pores. L’interprétation des isothermes
de désorption expérimentaux présentés au chapitre suivant Fig. 4.6 suggere que les tailles de
pores s’étalent sur plusieurs ordres de grandeurs dans les roches argileuses. Pour simplifier, on
supposera qu’une loi log-uniforme continue sur un domaine borné est une premieére approxi-
mation raisonnable de la distribution de densité volumique de tailles de pores. Soient R; le
demi-écartement entre les parois du plus petit pore et Ry celui du plus grand. La dispersion
de la distribution est caractérisée par p = Ry/R;. La distribution log-uniforme de tailles de
pores est alors définie telle que la fraction volumique de pores dont le rayon est compris dans
I'intervalle infinitésimal d R autour du rayon R € [Ry; Ro] est :

1

R)dR=—d(InR 3.66
FR)AR = - d(In ) (3.66)
Pour la distribution log-uniforme, le rayon médian est R,, = v/ R Rs.

Tous les pores sont supposés décrits par le méme rapport d’aspect. Pour chaque taille de
pores, l'orientation des pores suit une loi isotrope. La phase solide est représentée par des grains
sphériques imperméables. La perméabilité homogénéisée, estimée par le schéma auto-cohérent,
est un tenseur isotrope K,./ul, ou K,. est la perméabilité intrinseque solution de (3.14). En
utilisant les propriétés des tenseurs n®@mn et 1 —n®mn, (3.14) se résume ici a ’équation scalaire :
R2<1 o KR+ (R K ) dR

Spn o Kae + Si(KiR2 4 (R — Kae)

- ¢)g +é =0,  (3.67)

Ry Rlnp o

ou le premier terme correspond aux inclusions sphériques imperméables, le second terme aux
pores sphéroidaux et ¢ est la porosité totale. Apres intégration, la perméabilité homogénéisée
est solution de I’équation

_9(1-¢) 1
PO = 2 = 5 (3.65)
avec
K 1 In (St(f{tRQ + CR) + (1 - St)Kac> S 1 R
acs = - n
( ¢ In(p)Si(1 — S) 2 +In(F)
5 Ra (369)
L s swctan | SRR+ Q
VAR KocSi(1 - S) — (Si0)° VAR oS- 5) = (502 ) |
Lorsque le glissement est nul, la perméabilité intrinseque est explicite :
. S 11— pm2 95,(1 — St) — #(95,S: — 5Sy, + 25, — 2)
_ _ 2 t P \ _ n t not n t
KaC(C—O)—KtRmpl_St P oum =5 505,
(3.70)

La perméabilité normalisée par le carré du rayon médian est une fonction croissante de p =
Ry/R; lorsque le glissement est nul. La pente de K,.(¢) en ¢ = 0 est donnée par —%—? / 88T};C'
Le développement limité en ¢ = 0 au premier ordre de K,.(¢) solution de (3.68) peut se mettre
sous une forme analogue a (3.61) :

KaelC) = Kacl = 0) <1 3o <Rio)> (3.71)
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Fia. 3.10: Effet du glissement : K,.(¢) (3.68) (lignes pleines) et son développement limité &
lorigine (3.71) (lignes pointillées) pour Ry, = 1.

ot le rapport Rg/Ry, est la fonction qui croit lentement de 1 en p =1 & ~ 4 en p = 10° donnée
par :

fo _ Vol =p™) (™ = p*) g |
Rn  (p™(p? — 1)g(arctan(pq) — arctan(q)) — (p™ — 1)(p™ — p))p P = p

(3.72)

Une comparaison entre K,.(¢) (3.68) et son développement limité & lorigine (3.71) est
présentée Fig. 3.10 pour une porosité ¢ = 20% et un rapport d’aspect w = 1/20 des pores.
Si tous les pores ont la méme taille (p = 1), la perméabilité est une fonction linéaire de ¢ donc
la forme de Klinkenberg est retrouvée a 1’échelle macroscopique. En revanche lorsque p > 1 la
perméabilité macroscopique ne suit plus exactement une loi de Klinkenberg car K,.(¢) differe de
son développement limité & 'ordre 1 & l'origine. Cependant, la non linéarité des courbes K, (¢)
n’est pas fortement marquée. En premiere approximation, la perméabilité macroscopique peut
raisonnablement étre décrite par une loi de Klinkenberg, ou le coefficient de Klinkenberg appa-
rent est déduit de (3.71). Pour ce choix, le coefficient de Klinkenberg apparent décroit en 1/R
avec Ry donné par (3.72).

3.6.2 Modele basé sur les cellules perméables équivalentes sphériques

Les perméabilités des cellules perméables équivalentes (3.31) ont une dépendance en la dis-
tance r entre les spheres intérieures et extérieures de la forme

K = Kr? <1+ — beégﬁ) = Kr? (1—1—6%—1—0 (%)) (3.73)

ou a et b sont donnés par (3.32) et K dépend uniquement de la fraction volumique de solide de
la cellule perméable équivalente. L’estimation par le schéma auto-cohérent de la perméabilité
d’un assemblage de cellules perméables équivalentes sphériques de méme fraction volumique et
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de tailles qui suivent une loi log-uniforme est solution de :

. b
R, Kr? 1+—C - Ky
2 r+a dr
r=R1 7-..2
K 1 2K
’ ( +r+a<>+

Lorsque le coefficient de glissement ¢ tend vers l'infini, la perméabilité homogénéisée tend une
asymptote horizontale décrite par Ku.(() — (1 + b/a)Kac(¢ = 0). En procédant comme a la
section précédente, le développement limité de K,.(¢) en ¢ = 0 est de la forme

K. () = Kac(¢ =0) <1 + b£ +o (%)) (3.75)

To

ou K,.(¢ = 0) et rg sont explicites. La fonction ro/Ry, ne dépend que de p et est lentement
croissante, de 1 en p = 1 & ~ 4 en p = 10*. La Fig. 3.11 montre que 'on peut en premiere
approximation remplacer K,.({) par une expression analogue a (3.31) :

b
Kappro(6) = Koel6 =0) (14 55205, 3.70
avec
ro 208 (p5 + 1)(p? — 1)

Ry (2,0% + 6p + 9,0% + 6,0% + 2p3)pg(arctan(pq) — arctan(q)) — 2p% + p% —2p% 4+ 2,0% — p% +2p3
N 1— p—4/3 p—2/3
— 0\ — FR2 . _
Kac(C = 0) = Klp p2/3 —1 7 1 20p2/3 4+ 2

En particulier, 'asymptote horizontale de K,.({) en ( — oo est ainsi retrouvée par ’approxi-
mation.

(3.77)

Pour conclure, cette section illustre que lorsque les perméabilités de tous les constituants
suivent une méme forme de dépendance au coefficient de glissement, il n’est pas garanti que
la perméabilité homogénéisée présente une dépendance de forme analogue. Par exemple, si la
perméabilité de tous les constituants suit une loi de Klinkenberg, la perméabilité homogénéisée
peut ne pas dépendre linéairement du coefficient de glissement. Ainsi, une distribution de tailles
de pores non monodisperse induit un écart a la loi de Klinkenberg. Cependant, en premiere
approximation, la perméabilité homogénéisée peut étre approchée par une expression de forme
analogue a celle des constituants (par ex. (3.71) ou (3.76)), qui fait intervenir une taille de pore
équivalente pour le glissement (cf. (3.72)).

3.7 Perméabilité relative et pression de percée

Dans cette section, on considere la situation ou une partie du réseau poreux est occupée
par un fluide supposé immobile (eau), tandis qu'un autre fluide (gaz) s’écoule dans la fraction
restante du réseau poreux. L’objectif est de rendre compte de la diminution de perméabilité
effective au gaz avec 'augmentation de la saturation en eau. Un intérét particulier est prété a
I’état critique de saturation en eau pour lequel la perméabilité au gaz s’annule. La présentation
est inspirée de [22, 33]
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F1G. 3.11: Effet du glissement : K,.(¢) (3.74) (points) et son approximation (3.76) (lignes poin-
tillées) pour Ry =1, a=1et b= 3.

3.7.1 Modeéle basé sur ’écoulement de Poiseuille

Description du modeéle La saturation en eau s est définie comme la fraction du volume
poreux occupée par ’eau. L’eau est supposée étre le fluide mouillant et étre immobile lors de
I’écoulement du gaz. Lorsque I’échantillon est sec, s = 0 et lorsque I’échantillon est totalement
saturé en eau, s = 1.

Reprenons le modele présenté section 3.6.1, en I'absence de glissement aux parois. Dans la
suite on appelle taille de pore le demi espacement entre les deux parois d’un pore aplati. Pour
simplifier la représentation, on suppose que tous les pores les plus petits sont remplis en priorité
par l'eau (voir section 4.1.2). Ainsi, on suppose l'existence d’une taille de pore R, € [Ry; R2]
telle que la fraction volumique des pores de taille inférieure a R, est s. Pour la loi log-uniforme
sur le domaine [Ry; Ro], la saturation est reliée a la taille R, par la relation bi-univoque :

_ In(Ra/R,)

_ R :RsRl—S
ST (Re/Ry) T M

(3.78)
Ce modele est tres réducteur car il oblitere la description géométrique du ménisque a l'interface
liquide-gaz. Il est ainsi plus rustique que les modeles de réseau de pores [17] ou que les simulations
numériques qui décrivent exhaustivement la géométrie des interfaces fluide-gaz [98]. Notamment,
il suppose qu’un pore ne peut étre que soit completement saturé en eau soit complétement sec.
De plus, il ne permet pas de rendre compte de I’hystérésis entre la sorption et la désorption.

Perméabilité effective au gaz Les pores saturés en eau sont supposés imperméables au gaz.
La perméabilité au gaz macroscopique est estimée par le schéma auto-cohérent (3.14), qui se
résume ici a I’équation scalaire :
Ro 7% 2
L2 >+¢/ <i+2 KR — Ko )dR:
1 =5 R \Sn Ko+ S (KR? — K,.) )] Rlnp
(3.79)

~-03-0s (123 0



3.7. Permeéabilité relative et pression de percée 85

ou le premier terme représente la phase solide, le second terme les pores saturés (imperméables
au gaz) et le troisiéme terme les pores non saturés (perméables au gaz). Apres intégration, la
solution est explicitement donnée par :

PSt 1— p2(s—1)+m(s)

. 2
Kac(s) Ktle _ St pm(s) 1 (380)
avec
S 9Sn(1 - St) - gb(QSnSt - 5Sn + 2515 - 2)
= 1-— .81

L’expression (3.80) permet d’étudier l'effet du rapport d’aspect des sphéroides oblates utilisés
pour décrire les pores plats, de la porosité, de la saturation et de la dispersion de la distribution
de tailles de pores sur la perméabilité.

Tout d’abord, le seuil de percolation du schéma auto-cohérent permet de rendre compte d’une
saturation critique au dela de laquelle la perméabilité au gaz est nulle. La saturation critique s.
est solution de

2(se—1)+m((se) =0 (3.82)

La saturation critique ne dépend que du rapport d’aspect des pores et de la porosité. En par-
ticulier, une diminution de porosité entraine une diminution de la saturation critique s. tandis
qu’une diminution du rapport d’aspect entraine une augmentation de s..

Pression de percée Tentons de mettre a profit le seuil de percolation sur la perméabilité
effective au gaz pour proposer un moyen de rendre compte du phénomeéne de pression de percée.

D’apres la loi de Laplace, dans un pore plat de taille R, la pression capillaire P. ou différence
de pression entre le gaz (P;) et I'eau (F;) supposée parfaitement mouillante est donnée par
P, = P, — P, =~/R ou v est la tension superficielle & I'interface liquide-gaz. Supposons qu’un
échantillon de matériau initialement saturé en eau soit installé dans une cellule d’essai et mis
en contact sur la face aval avec de ’eau a la pression P, et sur la face amont avec du gaz a la
pression P, initialement égale a Fj. On appelle pression de percée la différence de pression entre
le gaz et le liquide qu’il faut appliquer pour observer un écoulement de gaz sur la face aval de
I’échantillon. D’apres le modele simplifié considéré et la loi de Laplace, a mesure que la pression
de gaz augmente, tous les pores de rayon supérieurs a v/(P, — P;) sont supposés vidangés par
perméation de l'eau vers ’aval de I’échantillon. La vitesse de montée en pression est supposée
tres faible devant le temps de perméation de I’eau de sorte a pouvoir négliger les gradients de
pression dans I’eau lors de 'application de la loi de Laplace. On travaille sous hypothese que la
saturation en eau est alors homogene dans tout ’échantillon. En particulier, on suppose que la
percée du gaz ne se fait pas par digitation. Le gaz ne peut alors perméer a travers I’échantillon
que lorsque P, — P} est tel que la saturation en eau a décru jusqu’a la saturation critique s..
La percée a lieu lorsque Py, — P} est supérieur a v/R.(s.), ol R.(s.) est la valeur de la taille de
pore qui correspond par (3.78) a la saturation critique (3.82) associée au seuil de percolation.
Le présent modele permet donc, via le seuil de percolation du schéma auto-cohérent, de rendre
compte du phénomene de pression de percée. La pression de percée prend ici la valeur /R, (s.).

Perméabilité relative L’expression (3.80) permet d’étudier la perméabilité relative en fonc-
tion de la saturation partielle du matériau. La Fig. 3.12 illustre que les allures de courbes de
perméabilité relative peuvent étre tres variées. Outre la porosité et le rapport d’aspect des
sphéroides, l'allure de la courbe de perméabilité relative est sensible a la distribution de tailles
de pores. Il serait donc intéressant d’étudier d’autres lois de distribution des tailles de pores, car
la loi log-uniforme ne rend pas compte de possibles pics de distribution de tailles.
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3.7.2 Modele basé sur les cellules perméables équivalentes sphéroidales ?

On peut s’interroger sur la capacité d’un modele composé de cellules perméables équivalentes
sphériques ou sphéroidales a rendre compte efficacement de la perméabilité relative d’un milieu
granulaire. En effet, la transposition directe du modele utilisé pour les pores plats reviendrait
a supposer que les cellules les plus petites sont totalement saturées en eau, tandis que les plus
grandes ne sont occupées que par le gaz. Or en réalité, la phase fluide va préférentiellement se
localiser au niveau des angles formés par l'intersection de plusieurs grains. On se heurte donc a
un probléme majeur lié au motif morphologique utilisé qui ne comporte qu’un grain.

Cependant, dans la limite ou la fraction volumique de solide d’une cellule perméable
équivalente tend vers 1, il a été montré section 3.2.2 que 'utilisation des conditions aux limites
mixtes permet de retrouver 'inclusion sphérique composite avec noyau imperméable et interface
perméable qui a été présentée dans [33]. Cette derniére est bien adaptée a la modélisation des
matériaux tels que les gres a grains fins dans lequel ’écoulement est localisée dans les joints
entre grains de silice. Lorsque ce type de matériau est partiellement saturé, la phase liquide est
aussi préférentiellement localisée dans les joints de grains, de sorte que la transposition de la
méthode exposée pour les pores plats reste raisonnable. Il serait alors intéressant d’évaluer si
les cellules perméables équivalentes sphéroidales avec une fraction volumique de solide proche
de 1 sont de bonnes candidates a la modélisation de la perméabilité relative de tels matériaux a
grains anistropes et joints de grains qui régissent 1’écoulement.

Dans ce chapitre, nous avons tenté de proposer des outils pour construire des modeles mi-
cromécaniques d’estimation de la perméabilité a partir de caractéristiques morphologiques de la
microstructure. Malgré une certaine analogie entre les équations de champs d’un écoulement de
Stokes et celles de I’élasticité linéaire incompressible, les différences de conditions aux limites et
de nature des lois de comportement homogénéisées rendent caduque toute tentative de construire
des schémas d’homogénéisation de la perméabilité analogues aux schémas classiques en élasticité
linéaire basés sur le probleme d’Eshelby.

Le concept de cellule perméable équivalente permet de proposer une alternative qui semble
mieux capturer la perméabilité de milieux granulaires simples que les bornes présentées au
chapitre 1. Nous nous sommes efforcés d’étendre les travaux existants a la prise en compte de
glissement aux parois ou d’anisotropie des grains de la phase solide. Dés que 'on s’écarte de la
géométrie sphérique, la complexité mathématique empéche de donner une expression explicite
de ces estimations. Cependant, plusieurs stratégies ont été développées pour évaluer ou encadrer
rapidement les valeurs des perméabilités équivalentes lorsqu’elles ne sont pas explicites.

Le chapitre se termine sur quelques exemples illustratifs d’utilisation des outils développés
pour construire des modeles micromécaniques qui permettent de rendre compte de phénomenes
de glissement aux parois type Klinkenberg ou autres, ainsi que de la perméabilité relative au gaz
et d’une saturation critique d’annulation de la perméabilité effective au gaz. Ces exemples n’ont
pas vocation a étre représentatifs de la morphologie de I'espace poreux d’une roche argileuse,
qui est tres certainement bien plus complexe.






Chapitre 4

Caractérisation expérimentale de
roches argileuses

Résumé : Les objectifs de la caractérisation expérimentale présentée dans ce chapitre sont
d’évaluer les capacités de rétention de gaz des roches de couverture et de production de gaz des
roches meéres. Une des grandes difficultés de cette caractérisation est la trés faible perméabilité
des matériauxr étudiés, qui allonge considérablement les temps de mesures. Dans un premier
temps, deux méthodes de mesures de la porosité sont comparées : a l’eau sans confinement,
classique ou au gaz sous confinement, plus originale. Des courbes de pression capillaire sont
établies a partir d’isothermes de sorption/désorption d’eau et interprétées pour quantifier la
finesse des pores. Dans un deuxieme temps, la perméabilité au gaz est évaluée en fonction de la
saturation en eau et de la pression de confinement. La sensibilité de la perméabilité au gaz au
phénomeéne de glissement auz parois est détaillée. En complément pour les roches de couverture,
des mesures de perméabilité a l’eau puis de pression de percée sont menées pour évaluer leur
qualité de couverture. Dans un troisiéme temps, des modifications des propriétés élastiques dues
a la saturation sont mises en €vidence, et quelques propriétés poro-mécaniques sont évaluées.
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puit usage origine stratigraphie  profondeur état conservation  particularité
LB gaz Lingen, Allemagne Wealden 814 & 897 m dégradé, sec tres fissuré
Lw gaz Lingen, Allemagne Posidonia 984 m dégradé, sec légeres fissures
LRS gaz Lingen, Allemagne Posidonia 2063 m sec sain

SK2 gaz Skelbro, Danemark Alum 10 2 40 m sec riche en MO
capl couverture n.c. n.c. 452 m bon treés carbonaté
cap2 couverture n.c. n.c. 419 m excellent non induré

TaB. 4.1: Informations générales sur les carottes utilisées.

Les résultats expérimentaux présentés dans ce chapitre ont été menés sur une grande variété
de roches argileuses. Les carottes utilisées proviennent de divers puits en Europe et sont issues
de profondeurs entre 10 et 2000 m. Ces roches argileuses ont été carottées pour un des deux
objectifs industriels suivant :

— la caractérisation de leur potentiel pour la production de gaz naturel : ce sont alors des

roches méres (ou “shale gas”).

— I’évaluation de leur capacité de rétention pour le stockage de gaz : ce sont alors des roches

de couvertures (ou “caprocks”).
Le potentiel de production des roches meres est principalement déterminé par la quantité de
gaz en place et la vitesse de sa récupération. La quantité de gaz en place est conditionnée par la
porosité et 'adsorption du gaz aux parois, tandis que la vitesse de récupération est gouvernée
par la perméabilité au gaz. La production potentielle de gaz a partir d’une roche est d’autant
meilleure que la porosité, 'adsorption et la perméabilité sont élevées.

Au contraire, une bonne roche de couverture est caractérisée par une perméabilité au gaz
tres faible et une pression élevée de percée du gaz a travers le réseau poreux saturé en eau.

4.1 Matériaux et dispositifs expérimentaux

4.1.1 Origines, aspect et préparation des matériaux

Provenance et aspect macroscopique La table 4.1 fournit un résumé des provenances des
carottes. La Fig. 4.1 illustre une partie des types de roches étudiés.

— Le premier type de roche mere étudié provient d’anciens carottages effectués dans la région
de Lingen en Allemagne, dans les couches stratigraphiques Posidonia et Wealden entre
800 et 2000 m de profondeur. Les matériaux, exposés a l'air depuis plus de 20 ans, sont
globalement dans un état dégradé. Pour certaines carottes, la dessication a induit une
fissuration parallele au plan de dépot. Les roches recues sont trés diverses, mais seules les
carottes provenant des puits LB, LW et LRS (table 4.1), moins dégradées visuellement,
sont retenues pour I’étude.

— Le second type de roche meére provient du forage scientifique Skelbro-2 (abrégé SK2) réalisé
en 2010 au Danemark dans la couche stratigraphique Alum, qui est presque affleurante car
le puits ne descend qu’a 40 m. La roche est tres riche en matiere organique (plus de 10%
de MO) et surmature, c’est a dire que la matiére organique a été trop chauffée au cours de
son histoire géologique pour contenir encore un potentiel pétrolier ou gazier. La roche est
macroscopiquement tres uniforme, sans hétérogénéité visible a cette échelle et laisse une
poudre noire au toucher.

— Deux carottes différentes de roches de couvertures ont été étudiées. Leur provenance n’est
pas communiquée, et les noms banalisés “capl” et “cap2” seront utilisés pour y référer
dans la suite. Les carottes capl et cap2 sont issues respectivement de 452 et 419 m de
profondeur. La carotte capl a été sélectionnée car elle est tres carbonatée, ce qui facilite
la préparation des échantillons. Elle présente un aspect homogene, non fissuré macrosco-
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(a) roche mére Wealden LB1 (b) roche mere Posidonia LW2 (c) roche mere Posidonia LW6

(d) roche mere Alum SK2-K11 (e) roche de couverture capl (f) roche de couverture cap2

F1G. 4.1: Aspect macroscopique de quelques roches étudiées.

piquement. Elle représente une roche relativement perméable pour une couverture (toutes
proportions gardées). La carotte cap2 n’est pas indurée (molle, se détache a la main) et
constituée d’une argile traversée par des lentilles silteuses d’étendue centimétrique. Les
deux carottes ont été regues scellées, encore saturées et dans un tres bon état de conser-
vation.

Aspect microscopique La Fig. 4.2 montre des observations au microscope électronique qui
ont été réalisées par Bertrand Van de Moortele et Gilles Dromart (ENS Lyon & Tharsis Energy).
Les échantillons ont été coupés et polis afin d’obtenir une surface relativement plane, puis
découpée par abrasion ionique (FIB). Les clichés sont d’une résolution de l'ordre de la dizaine
de nanometres par pixel.

La roche de couverture capl est majoritairement constituée d’amas de nodules de carbonates,
qui apparaissent en gris clair. L’interprétation de cette image par leurs auteurs est que les nodules
de carbonates se sont progressivement développés au cours de la diagénese de la roche et ont
repoussé les particules argileuses (gris foncé) a leur périphérie. La porosité connectée (noir) se
concentre a la périphérie des nodules carbonatés et au sein de la phase argileuse. La taille des
amas de nodules de carbonates est de 'ordre de 1 a 15 um, celle des pores entre carbonates de
l'ordre de 0,1 & 0,5 pum et les liserés argileux ont une épaisseur de 0,5 a 1,5 pum et une longueur
delab pm.

La microstructure de la roche meére SK2 de I’Alum est tres hétérogene. La matiére organique
est présente a toutes les échelles et mélée aux phases minérales. De nombreux silts de quartz
de 7 & 10 pm, quelques silts d’anatase (TiO3) et des amas de pyrite framboidale sont pris
dans une matrice constituée d’argiles et de matiere organique. Un fait surprenant est qu’aucune
porosité n’est visible, méme dans la matiére organique qui, trées mature, devrait présenter un
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F1G. 4.2: Images au microscope électronique, réalisées par Bertrand Van de Moortele (ENS Lyon)
et Gilles Dromart (Tharsis Energy) apres préparation de surfaces par polissage et abrasion au
FIB.

réseau poreux [68]. Une hypothese avancée par les auteurs de cette image est que la roche ait été
soumise a une compaction tardive entrainant une déformation ductile importante qui a refermé
la porosité.

Composition La composition minérale et le contenu en matieres organiques total des roches
meres étudiées sont présentés dans la table 4.2. Les roches comportent une majorité de minéraux
argileux, complétés d’inclusions silteuses de quartz ou de carbonates. La pyrite, associée a
présence de matiere organique, est fréquement retrouvée et se présente sous forme d’amas
de grains cubiques (pyrite “framboidale”). L’hydratation de l’anhydrite en bassanite ou en
gypse induit un gonflement des cristaux qui peut d’étre a l'origine de la fissuration de cer-
tains échantillons. Des cristaux de gypse ont en effet été observés au microscope électronique
sur des plans de fissuration naturels. Du fait de leur contenu élevé en matiere organique, les
roches étudiées méritent bien I’appellation de roche meére (d’hydrocarbures).

Préparation des échantillons La plupart des essais nécessite la confection d’échantillons
cylindriques. A cet effet, les échantillons sont prélevés par carottage dans les lots regus puis
découpés a la scie a fil. Seule la roche cap2 ne suit pas ce protocole car elle n’est pas indurée :
elle est prélevée a I’emporte-piece et tronconnée au couteau. Ces procédés permettent d’obtenir
une section bien cylindrique, dont le diameétre d peut étre mesuré au pied a coulisse avec une
précision de Ad = 0,05 mm. Pour les matériaux indurés, une découpe & la scie a fil & sec permet
de trongonner les cylindres a la longueur désirée. Cependant, malgré les précautions prises,
les faces ne sont généralement pas rigoureusement perpendiculaires & ’axe du cylindre. Les
faces n’ont pas été retravaillées a la rectifieuse afin de limiter 'endommagement de I’échantillon
induit par la préparation. Apres découpe, les faces présentent une légere ondulation inférieure
au millimetre, attribuée aux aller-retours de la scie. Cette ondulation est ensuite atténuée par un
polissage manuel au papier abrasif. La hauteur h de ’échantillon est prise comme la moyenne des
deux mesures au pied a coulisse les plus extrémes, afin de tenir compte de la faible inclinaison
des faces par rapport & la normale a ’axe du cylindre. La précision sur la hauteur est de I'ordre
de Ah = 0,1 mm. Le volume total V de I’échantillon en est déduit par V = mwhd?/4 avec une
incertitude relative AV/V = Ah/h + 2Ad/d.

Le processus de préparation est une source d’endommagement pour les échantillons. Par
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phase minérale (% masse) LB1-18(') LB1-26(3) Lw2(%3) Lw6(!) LRS4(%) SK2-K13(1)
illite/smectite/muscovite 36,6 61,9 57,2 30,1 32,9 52,1
chlorite ((Fe,Mg,Al)s(Si,Al)4019(OH)g) 3,2 7,9 5,3 2,5 - 4,2
kaolinite (AloSixO5(OH)4) 8,2 5,1 8.7 30,9 5,1 3,0
quartz (SiO2) 13,8 10,9 16,2 17,5 15,6 21,6
calcite (CaCOg) 1,0 0,9 1,7 2,3 32,1 -
dolomite (CaMg[COs]2) - - 0,8 - 3,8 -
sidérite (FeCOg) - 1,9 - - - -
pyrite (FeSy cubique) 2.9 3.8 2,8 6,0 6,1 8,6
marcasite (FeSs orthorhombique) - - - - - 0,8
gypse (CaS04-2H,0) 1,8 2.8 3.4 7.9 1,3 0,8
bassanite (CaS04-0,5H0) 1,4 - - 1,1 - -
anhydrite (CaSOy) - 1,3 - - - -
albite (NaAlSi;Og) - 1,7 1,7 ; 1,6 ;
K-feldspars (KAlSi3Og) - 1,5 1,4 - 0,8 7.8
anatase (TiOg) 0,6 - - 1,1 - 1,4
rutile (TiOg, >700°C) 0,6 0,4 0,2 0,5 0,2 0,7
apatite (Cas[POy4]3(OH,CLF)) - - 0,8 - 0,6 -
amorphe et n.d. 29,9 - - - - -
matiére organique 13,5 12,7 3,6 ? 8,8 12-13 (®)

TaB. 4.2: Compilations des compositions minéralogiques estimées par diffraction aux rayons X
et des analyses RockEval réalisées par : (1) I'Institut des Sciences de la Terre & I’'Université J.
Fourier (Grenoble) et (?) le RWTH de I'Université de Aachen (LEK). (3) : rapports GASH et
Tharsis-Energy.

exemple, les matériaux les plus fissurés se sont retrouvés réduits en copeaux a l'issue du carot-
tage. Il est probable que la carottage ait induit ou amplifié une micro-fissuration de certains
échantillons.

4.1.2 Etat sec, saturé et partiellement saturé

Afin d’étudier 'impact de la saturation en eau sur les propriétés de transfert et mécaniques
de la roche, différents états de saturation sont obtenus par séchage, immersion dans l’eau ou
équilibrage avec une atmosphere dont I’humidité relative est imposée. Les masses des échantillons
sont suivies a I’aide d’une balance avec une précision Am = 0,01 g.

Etat sec Les échantillons sont placés dans une enceinte climatique qui réalise un séchage par
étuve a 60°C. L’humidité relative dans ’enceinte n’est pas rigoureusement nulle mais tres faible
(de l'ordre de 5%). La masse de ’échantillon se stabilise en deux a quatre semaines. L’état alors
obtenu est choisi comme état sec de référence. Une température de séchage supérieure (105°C)
permettrait une dessiccation plus complete de ’échantillon. Toutefois, elle s’accompagnerait pro-
bablement de micro-fissuration, entrainant une modification irréversible des propriétés étudiées
par la suite.

Etat saturé Les échantillons sont placés dans une enceinte hermétique en contact avec de I’eau
déminéralisée. Le vide est maintenu dans la partie supérieure de ’enceinte par 'intermédiaire
d’une pompe. Apreés 24h, la masse de I’échantillon est stable (vérifié par des mesures a 48h et
72h). Cet état est pris comme état totalement saturé de référence.

Etat partiellement saturé Différents états de saturation intermédiaires sont obtenus par
équilibrage avec une atmosphere dont 'humidité relative est controlée.
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solution saline humidité relative pression capillaire (MPa) rayon cylindre (nm)
chlorure de Lithium 11 % 298.6 0,49
carbonate de Potassium 43 % 1142 1,27
bromure de Sodium 59 % 71,39 2,04
chlorure de Sodium 73 % 42,58 3,42
chlorure de Potassium 85 % 21,99 6,62
nitrate de Potassium 92 % 11,28 12,9

sulfate de Potassium 98 % 2,733 53,3

- 99 % 1,360 107

eau pure 100 % 0 -

TAB. 4.3: Humidités relatives en équilibre avec des solutions salines dissolues a saturation dans
I’eau pure. Pressions capillaires correspondantes selon la loi de Kelvin entre I'air et ’eau liquide.
Valeur du rayon d’un tube cylindrique pour ces pressions capillaires selon la loi de Laplace.
Toutes les valeurs sont données & une température de 20°C.

A cet effet, plusieurs enceintes hermétiques sont préparées a l’avance. Le fond de chacune
des enceintes est rempli d’une solution saline de nature différente, constituée d’eau pure dans
laquelle est dissout a saturation un sel. A une température donnée, ’air se charge partiellement
en vapeur d’eau, en équilibre thermodynamique avec la solution saline. Le rapport de la pression
partielle de vapeur d’eau qui régne dans ’enceinte divisée par la pression de vapeur saturante est
appelé humidité relative (HR) et est exprimé en %. Les humidités relatives qui correspondent
aux solutions salines utilisées sont indiquées dans la table 4.3 pour une température de 20°C.
L’incertitude sur les humidités relative régnant dans les enceintes est de quelques pourcents.

Un échantillon est ensuite placé dans ’enceinte, sans contact avec la solution saline. La sa-
turation en eau de I’échantillon évolue jusqu’a ’équilibre thermodynamique, selon une cinétique
controlée par la perméabilité a I'eau de 1’échantillon et/ou la diffusion de la vapeur d’eau dans
I’air. Pour les tailles d’échantillons considérées, I’équilibre est atteint en deux a quatre semaines.

A Péquilibre, 1’égalité des potentiels chimiques de la vapeur d’eau et de I’eau liquide (supposée
fluide mouillant) dans les pores de I’échantillon implique que la pression capillaire Peop diminue
lorsque '’humidité relative augmente selon la loi de Kelvin

JRT
Pcap:Pg_JDl:_p

In (HR), (4.1)

ou Py et P, sont les pressions des phases gazeuse et liquide, p; la masse volumique de I'eau liquide,
T la température, R la constante des gaz parfaits et M la masse molaire de ’eau. Pour de 'eau
pure a 20°C, les pressions capillaires sont reportées en fonction de quelques valeurs d’humidité
relative dans la table 4.3.

Par ailleurs, la loi de Laplace relie la pression capillaire a la courbure moyenne C' de I'interface
entre la phase gazeuse et 'eau liquide

Pep = P, — P =C, (4.2)

ou v est le coefficient de tension superficielle et la courbure moyenne de l'interface est C' =
divg(n) ou n est le vecteur normal unitaire & la surface dirigé du gaz vers le liquide et divg
Iopérateur divergence appliqué le long de I'interface. Dans I’hypotheése d’un pore cylindrique de
rayon R, en supposant I’angle de contact entre ’eau et la phase solide nul, la courbure moyenne
vaut C' = 2/R. Dans I’hypothése d’un pore plat compris entre deux plans espacés de 2R, la
courbure moyenne est C' = 1/R. Pour l'eau dont la taille des molécules est de 1'ordre de 0,4
nm, la loi de Laplace n’a plus de sens pour des pores de moins de 2 nm car il devient difficile
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de différencier ’eau liquide libre, la phase vapeur, I'’eau adsorbée et de parler d’'un ménisque
d’interface liquide-vapeur.

Schématiquement, pour les faibles humidités relatives, ’échantillon est faiblement saturé car
seuls les plus petits pores ne sont pas vidangés. Pour les fortes humidités relatives, seuls les plus
gros pores sont vidangés et la saturation est plus élevée.

Pour un échantillon donné, il n’existe généralement pas de relation bi-univoque entre la
saturation et I’humidité relative : la saturation présente un effet d’hystérésis qui dépend de I’his-
torique de chargement hydrique de I’échantillon. Ainsi, on distingue les isothermes de sorption
qui correspondent a la relation entre saturation et humidité relative en partant d’un état initial
completement sec et les isothermes de désorption qui partent d’un état initial completement
saturé.

4.1.3 Confinement en cellule et dispositifs d’injection de gaz

Cellule de confinement Pour étudier l'effet de la contrainte hydrostatique sur les ca-
ractéristiques du matériau, un échantillon cylindrique est introduit dans une cellule de confi-
nement (Fig. 4.3). Le diametre d’échantillon usuel est 37 mm et la hauteur est comprise entre 10
et 70 mm. Le confinement est assuré par de ’huile hydraulique dont la pression est imposée par
une pompe manuelle et controlée par un capteur de pression. La pression maximale supportable
par la cellule utilisée est 60 MPa = 600 bar. La pression de I’huile de confinement P, est mesurée
avec une précision AP, = 0,5 bar. Les faces latérales de I’échantillon sont protégées de I'huile
par une manchette en Vitton. Les faces supérieures et inférieures de I’échantillon sont chacune
reliées a un dispositif d’injection ou de drainage de fluide. Des diffuseurs permettent de répartir
uniformément le fluide sur ces deux faces. Dans ce travail, les fluides d’injection utilisés sont soit
de I’Argon soit de I'eau.

Injection d’eau L’eau est injectée par I'intermédiaire d’une pompe automatique Gilson qui
permet de réguler la pression d’injection et de mesurer le volume d’eau injecté. L’eau est drainée
a pression atmosphérique.

Injection de gaz Suivant les expériences, le gaz Argon est injecté de deux facgons.

Pour les mesures de perméabilité, le gaz est injecté sur la face aval par I'intermédiaire d’un
tableau de controle du gaz. Le tableau gaz comprend au minimum un réservoir d’Argon a
haute pression qui alimente un volume tampon via un détendeur. Un systeme de vanne permet
soit d’injecter le gaz dans la cellule de confinement, soit de décharger le volume tampon. Un
capteur de pression de précision AP; = 0,02 bar contrdle la pression d’injection P; du gaz. Les
pressions d’injection utilisées dans cette étude sont 5, 10 et 15 bar (relativement & la pression
atmosphérique) pour les mesures de perméabilité.

Pour les mesures de porosité, le gaz est injecté sur les deux faces de I’échantillon a partir
d’un petit volume tampon V; d’environ 70 ml initialement en surpression, dont le volume est
précisément étalonné. Un capteur de pression & haute résolution mesure la pression P; dans le
volume tampon avec une précision AP, = 0,001 bar.

Drainage du gaz Pour les mesures de perméabilité, la face aval de ’échantillon est en
général drainée a pression atmosphérique (P; = Pyym). Pour les débits de drainage gq suffi-
samment élevés, le débit de drainage du gaz est mesuré par un débitmetre. Toute une gamme de
débitmetres est disponible, et le choix de la capacité maximale du débitmetre doit étre réalisé en
sachant qu’un débitmetre est précis pour des débits de 10% & 100% de sa capacité maximale. Le
débitmetre le plus fin, d’une capacité maximale de 1 ml/min, permet de mesurer des débits jus-
qu’a 0,1 ml/min avec une résolution Agy de 0,01 ml/min. Pour des débits de drainage inférieurs
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drainage fluide

injection huile
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(a) cellule de confinement (b) cellule de confinement

F1a. 4.3: Dispositifs expérimentaux (a) Schéma de la cellule de confinement. L’huile, en jaune,
permet d’imposer un confinement hydrostatique P. sur I’échantillon. Le fluide, en bleu, est injecté
a la pression P; et drainé a la pression Py. (b) Cellule de confinement, tableau d’injection de gaz
et systeme de mesure de la porosité au gaz avec petit volume tampon et capteur de pression fin
additionnels.

a 0,1 ml/min, un dispositif basé sur un capteur de pression avec une précision AP; = 0,001 bar
est utilisé (voir section 4.2.2).

4.1.4 Presse d’essais mécaniques et jauges de déformation

Presse Une presse Zwick est utilisée pour les essais de compression simple sur des échantillons
cylindriques. La presse permet d’imposer une force uniaxiale sur les faces supérieure et inférieure
de I’échantillon. Une rotule permet de corriger les défauts d’orientation des faces de I’échantillon
par rapport a son axe. Comme les faces des échantillons n’ont pas été rectifiées, la source d’incer-
titude principale est le défaut de planéité des surfaces qui peut entrainer une inhomogénéité du
champ de contrainte dans 1’échantillon lors de l’essai. La valeur de cette incertitude est difficile
a estimer.

Jauges de déformation Une jauge de déformation est utilisée pour mesurer localement la
déformation de I’échantillon dans la direction de la jauge. Les jauges utilisées ont une longueur
de 5 mm. La jauge doit étre collée a la surface de I’échantillon. Un polissage a ’emplacement
de la jauge est réalisé au préalable pour limiter les erreurs liées a la rugosité de la surface. Les
jauges utilisées ont une précision d’environ 107> sur la déformation.

4.2 Méthodes expérimentales

4.2.1 Caractérisation du réseau poreux
Mesures du volume poreux

La mesure de la porosité des matériaux a grains fins ou argileux n’est pas triviale. Deux
méthodes ont été utilisées et comparées au cours de ce travail.



4.2. Méthodes expérimentales 97

A P’eau, sans pression de confinement La méthode la plus classique est une méthode
gravimétrique. Dans un premier temps, ’échantillon est saturé en eau suivant le protocole décrit
section 4.1.2. Apres stabilisation de la masse (/~24h), une pesée permet de déterminer la masse
Mgt de I’échantillon. Ensuite, ’échantillon est séché plusieurs semaines dans une étuve a 65°C
jusqu’a stabilisation a la masse mge.. La masse d’eau dans un échantillon totalement saturé
est calculée comme la différence mg,; — Mgec. Le volume d’eau correspondant en est déduit a
partir de la masse volumique pea, de l'eau pure a 20°C. Par ailleurs, le volume total V de
I’échantillon est calculé a partir des mesures de son diametre et de sa hauteur au pied a coulisse.
Sous hypotheses que ’échantillon ait été entierement saturé puis entierement séché au cours du
processus, la porosité ¢ est calculée comme le ratio du volume d’eau sur le volume total par

_ Mgat — Msec

(b B Vpeau

L’incertitude relative sur la porosité liée aux précisions Am sur les mesures de masse et AV sur
la mesure de volume s’en déduit comme A¢p/p = 2Am/ (Mgt — Msec) + AV/V.

Cependant, cette méthode présente un biais majeur : le protocole de saturation ne garantit
pas en pratique une saturation complete de I’échantillon pour les matériaux considérés ici. Pour
quantifier ce biais, une seconde méthode de mesure de la porosité est utilisée.

A I’argon, avec pression de confinement Au préalable, la hauteur et le diametre d’un
échantillon cylindrique sont mesurés au pied a coulisse et son volume total V' avant essai déduit.
L’échantillon est introduit dans une cellule de confinement. Les deux faces de I’échantillon
sont connectées a un méme petit volume tampon dont le volume V; est précisément étalonné
(Fig. 4.4a). Deux vannes permettent d’isoler initialement 1’échantillon du volume tampon. Un
capteur de pression a haute résolution permet de mesurer la pression dans le volume tampon.
Les volumes morts qui sont les conduits entre le volume tampon et I’échantillon et les diffuseurs
de gaz a la surface de I’échantillon sont étalonnés au préalable en suivant la méme démarche
que ci dessous mais en remplacant 1’échantillon par un cylindre non poreux en acier. Dans un
premier temps, le volume tampon est rempli d’Argon a une pression P; supérieure a la pres-
sion atmosphérique tandis que I’échantillon est drainé & pression atmosphérique P,. Dans un
second temps, les vannes sont ouvertes et le gaz du volume tampon investit ’espace poreux de
Péchantillon (volume ¢V') et les volumes morts (volume V,,,). Apres équilibrage de la pression
de gaz et de la température, la pression finale Py est relevée. L’application la loi des gaz parfaits
en condition isotherme permet alors de déduire la porosité par

PiVi+ Pa(Vip + V) = Py(Vi + Vin + 9V).

En pratique, le volume du tampon est de I'ordre de 70 ml, les volumes morts de ’ordre de 5 ml et
le volume total de I’échantillon de ’ordre de 10 ml. Le capteur de pression utilisé a une précision
de 0,001 bar et la pression initiale du volume tampon est 10 bars. L’incertitude absolue sur
la porosité associée & la précision du capteur de pression est alors de 0,3% pour une porosité
d’environ 15 %. De plus, I'incertitude absolue sur la porosité associée a la précision de la mesure
du volume total est de 0,2% et celle a la précision sur le volume tampon de 0,3%.

L’intérét de ce protocole réside aussi dans le fait qu’il permet de jouer sur la pression de
confinement, ce qui est particulierement utile en cas d’une dégradation des échantillons.

Isotherme de désorption

Le protocole de mesure de l'isotherme de désorption & I’eau a 20°C suit les étapes suivantes :

1. Saturation compléte en eau par immersion et vide d’air pendant 24h. Pesée de la masse
stabilisée mgy de ’échantillon saturé.
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I;d(t (% Vi) — qa
drainage gaz débitq, drainage gaa_tn
Py=P
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(a) porosité au gaz (b) perméabilité au gaz - débit (c) perméabilité au gaz - pression

F1G. 4.4: Méthodes expérimentales en cellules de confinement (a) Mesure de porosité par volume
tampon équipé d’un capteur de pression. (b) Mesure de perméabilité par débitmetre en sortie.
(¢) Mesure de tres faible perméabilité par capteur de pression en sortie.

2. Saturation partielle par équilibre avec une humidité relative imposée. Les enceintes ont
des humidités relatives imposées de 11, 43, 59, 73, 85, 92, 98 ou 100%. Pesée de la masse
stabilisée my,, de ’échantillon partiellement saturé.

3. Séchage & 60°C en étuve. Pesée de la masse mgq. apres stabilisation.

La température des étapes 1 et 2 est de 20°C. Un isotherme de sorption est également obtenu
pour chacun des 8 échantillons destinés aux mesures de perméabilités en reproduisant ces trois
étapes dans l'ordre inverse.

La saturation partielle en eau S,, de chaque échantillon pour une humidité relative HR

imposée se déduit comme
Sw _ Mhyr — Mgec )

Msat — Msec
L’incertitude sur S, associée a lincertitude A,, sur les masses mesurées s’en déduit comme
ASy = 2A,,/(Mgat — Mgec), si 'on admet que P'étape 1 assure bien la saturation totale de
I’échantillon.

Suivant la taille et la porosité des échantillons utilisés, on estime que les incertitudes sur
la saturation sont de l'ordre de 0,5 & 2 %, sous hypotheses que les états de référence sec et
totalement saturé le soient effectivement.

4.2.2 Perméabilités intrinseque et relative au gaz

Pour les mesures de perméabilité, les échantillons sont généralement des cylindres de diametre
d = 37,70 £ 0,05 mm et hauteur h = 10,0 + 0,5 mm. Trois parametres qui influent significa-
tivement la mesure de perméabilité au gaz sont étudiés : le degré de saturation, la pression de
confinement et la pression d’injection de gaz. En effet, la saturation partielle en eau réduit la
fraction poreuse disponible a I’écoulement du gaz, la pression de confinement modifie la struc-
ture poreuse en particulier en cas d’endommagement et la pression d’injection de gaz modifie le
coefficient de glissement aux parois.

Mesure de perméabilité au gaz Les roches étudiées sont caractérisées par une perméabilité
tres faible. Les gaz, dont la viscosité est plus faible que les liquides, permettent d’effectuer des
mesures dans un temps raisonnable. Par exemple, la viscosité de ’Argon est p = 2,2.107° Pa.s
et celle de 'eau 1.1073 Pa.s.
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Pour une pression de confinement P, fixée, les mesures de perméabilité sont réalisées en
injectant de I’Argon & la pression constante P; sur la face amont de ’échantillon grace au
tableau de gaz. La face aval de I’échantillon est drainée a la pression constante P;. En pratique,
toutes les mesures de cette étude sont réalisées avec la pression de drainage égale a la pression
atmosphérique. Les pressions d’injections sont de ’ordre de 5 a 25 bars relativement a la pression
atmosphérique. Lorsque le régime stationnaire est atteint, le débit du gaz drainé ¢, est mesuré
en sortie de cellule par deux méthodes, suivant la gamme du débit.

La premiére méthode consiste a mesurer directement le débit par un débitmetre a Argon (Fig.
4.4b). Cette premiere méthode est utilisée tant que le débit est supérieur & environ 0, 1 ml.min~?.
L’incertitude relative sur le débit est de 0,1 & 1 %.

Lorsque le débit est inférieur a ce seuil, la résolution des débitmetres est insuffisante et
la perméabilité est mesurée par le dispositif présenté Fig. 4.4c. Une vanne permet de relier
momentanément la tige de drainage a un capteur de pression fin de précision 0,001 bar. Lorsque
la vanne est activée, le gaz drainé est confiné au petit volume mort V; (environ 5 ml) constitué
de la tige de drainage, du volume de la chambre du capteur de pression, du diffuseur de gaz
aval et des raccords. La pression de I’ensemble, initialement égale & la pression atmosphérique,
augmente en fonction du débit de drainage. Le capteur de pression permet de suivre ’évolution
temporelle de I’écart Py(t) a la pression atmosphérique. Le débit étant tres faible, cet écart reste
trés inférieur a la pression atmosphérique pendant la mesure, de sorte que le débit de drainage
reste quasiment constant. Le débit de drainage s’obtient comme

Va OPFy(t)
Pym Ot
Dans la pratique, la méthode par débitmetre permet de mesurer des perméabilités jusqu’a

5.1072° m? ou 50 nD tandis que la méthode par capteur de pression permet de mesurer des
perméabilité en dessous de 10723 m? ou 0,01 nD.

qd =

Calcul de la perméabilité effective Pour un gaz parfait, la combinaison de la conserva-
tion de la masse et de la loi de Darcy permettent d’écrire ’équation de diffusivité dans un
milieu perméable de porosité ¢, perméabilité K (m?) et un fluide de viscosité p (Pa.s) pour un
écoulement unidirectionnel dans la direction x [91] :

5 onte.0) = - (v 2 220 )

En régime permanent et pour une perméabilité constante dans 1’échantillon, la pression se
met sous la forme

x
) = [P2— (P2 - PR,
de sorte que le gradient de pression vaut (P? — P?)/(2ph). En utilisant la loi de Darcy et la
continuité du débit au niveau de la face de drainage de I’échantillon, la perméabilité se déduit
du débit de drainage comme
2uh Py

TPz poydds
AR} = Fy)
ot A = 7d?/4 est l'aire de la section de 1’échantillon. L’incertitude relative de mesure de la
perméabilité associée aux incertitudes de mesures sur h, d, P; et g est

AK Ah  2Ad n Aqq = 2PAP,

K  h d @ P?P-pP¥

Les contributions des incertitudes sur la pression et le débit sont toutes deux inférieures a
1%. Dans la gamme de pression de confinement utilisée, les déformations de I’échantillon sont
inférieures au millieme et sont négligeables. Les incertitudes sur les dimensions de 1’échantillon
sont donc celles déja discutées sur les mesures au pied a coulisse, et sont fixes.
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Effet Klinkenberg Cependant, pour un gaz s’écoulant dans un milieu poreux sec, la
perméabilité est sujette au glissement aux parois. Pour le modele de Klinkenberg, la perméabilité
effective en un point dépend en fait de la pression en ce point z selon la loi

K (p(z)) = K™ (1 + z%) ;

ou K™ est la perméabilité intrinseque et [, homogene & une pression, est le coefficient de
Klinkenberg. Remarquons qu’en posant p/(x) = p(x) + 3 et en supposant 3 constant, la pression
p’ vérifie alors I’équation de diffusivité portant sur la perméabilité intrinseque, c’est & dire :

K int ap/(:ﬂ, t) >

%(W(%ﬂ) = (% (p'(w,t) T

En supposant la perméabilité intrinseque constante dans 1’échantillon et le régime permanent
établi, le raisonnement précédent peut étre appliqué & p’. Au final, le gradient de la véritable
pression p en sortie d’échantillon, égal au gradient de la pression p/, vaut (P — P/?)/(2P}h). Le
débit de drainage est relié a la perméabilité effective par la loi de Darcy, ce qui donne

_ AK™(x = h) (P2 — P]?)
N 2uhP; ’

qd

En utilisant la loi de Klinkenberg sur la face aval de I'échantillon, Kf(z = h)/P} est égal &
K™/P;. Finalement, la formule pour le calcul de la perméabilité sans effet Klinkenberg peut
étre utilisée en toute rigueur pour calculer une perméabilité effective moyenne sur I’échantillon,
définie comme

P+ Py

2 )

Keff — gint (1 + P£> avec P, =
m

de sorte que tous calculs faits
2Mhpd

K= o qa.
m A(P@Q — PdQ)Qd

Ce résultat, remarquablement simple et pratique mais non évident a priori, tient a la forme
particuliere de la dépendance de la perméabilité effective en la pression. Le tracé de perméabilité
effective moyenne en fonction de U'inverse de la pression moyenne P, = (P; + Py)/2 permet de
calculer la valeur de la perméabilité intrinseque K™ et du coefficient de Klinkenberg 3. Un
coefficient de Klinkenberg élevé est indicatif d’un écoulement a travers des pores de petite taille.

Autre forme de glissement aux parois La loi de Klinkenberg n’est qu’une forme parti-
culiere de dépendance de la perméabilité effective au glissement aux parois. Au chapitre 3, le
modele de cellule perméable équivalente sphérique a permis de proposer en (3.31) une autre
forme de dépendance de la perméabilité au glissement :

by
K(C) - K(O) <1 + ﬂ) (4.3)

ou le coefficient de glissement ((pg), environ égal au libre parcours moyen d’une molécule de
gaz, est proportionnel & l'inverse de la pression pg du gaz et rg = Rext — R = R(1 — X)/X. En
intégrant cette forme dans I’équation de diffusivité, lors d’un essai de perméabilité uniaxial avec
pression d’injection P; et pression de drainage Py, la perméabilité effective mesurée est

Ko — fint <1+b77 [H . <1+ M) UD (4.4)
Di — Pd an + pi
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avec 7 représentant ’ordre de grandeur du nombre de Knudsen pour I’échantillon,

Pn=(P+Py)/2 pi=Pi/Pn Pa = Pa/Pn,
C(po) o T o1 2 — ¥ _ 8RT (4.5)
=2 = avec Uyl = A/ ——
ro P 4 ro Py, ) M

en utilisant (1.93). Pour I’Argon & 25°C, I'application numérique donne n ~ 8.10 3Pa.m/(r¢ Py, ).

Remarquons que dans la limite des faibles porosités de la cellule perméable équivalente
sphérique (i.e. lorsque X tend vers 1) ay, défini par (3.32) tend vers 0. La perméabilité effective
K suit alors une forme de Klinkenberg. Ce résultat est attendu car I’écoulement dans le
probleme auxiliaire est alors tres proche d’un écoulement de Poiseuille, le long de la surface
du grain sphérique de rayon R. Plus précisément, lorsque Reyxt tend vers R, en posant rg =

Rext — R = R(1 — X)/X on trouve

2h?
Keflt = £ (14 3n) avec n = Cif?g)po.
m

(4.6)

Ordre de grandeur : Pour un essai & I’Argon avec un drainage & pression atmosphérique et une
pression d’injection relative de 10 bars, n = 1 correspond a un “rayon de pore” rg = 13 nm.

Les échantillons ont tout d’abord été séchés pour réaliser une mesure de référence de la
perméabilité au gaz. Ensuite, tous les 8 échantillons sont partiellement saturés par équilibre
avec des humidités relatives imposées de 43, puis 59, 73, 85, 92 et 98 %.

Perméabilité relative au gaz La mesure de perméabilité relative au gaz suit la procédure
adoptée dans Chen et al. [23]. Il s’agit de comparer la perméabilité effective au gaz d’un
échantillon partiellement saturé en eau a sa perméabilité a ’état sec. Pour obtenir une saturation
partielle, un échantillon est placé dans une enceinte dont I’humidité relative est imposée par une
solution saline. A chaque palier de saturation partielle, une série de mesures de perméabilité au
gaz est réalisé. La série de mesures de perméabilité au gaz comprend la mesure de la perméabilité
effective au gaz pour plusieurs paliers de pression de confinement (P,) et de pression d’injection
(P;) de gaz. Le cycle de pression de confinement et les pressions d’injection de gaz a chaque
palier de confinement sont présentés ci dessous :

P.(MPa) 2 4 6 8 9 6 4 2

P, (MPa) 0, 0,5
10 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
15 1,5

Les échantillons de la roche capl testés proviennent en effet d’'une profondeur d’environ 450
metres. La pression de confinement de 9 MPa est supposée proche des contraintes in-situ. Le cycle
de mesures proposé permet de suivre I’évolution de la perméabilité en fonction du confinement
et de 'humidité relative tout en mesurant 'effet de glissement aux parois.

Durée des mesures L’adimensionalisation de ’équation de diffusivité permet de dégager un
temps caractéristique T = h2¢u/K P;. Les échantillons testés ont une hauteur h = 10 mm.
Dans les présentes conditions, avec K exprimé en m?, le temps caractéristique en secondes
est T ~ 10719/K pour P; = 15 bar soit environ une demi-heure pour une perméabilité de
1072%m?2 = 10 nD. En pratique, on observe en fait une stabilisation du débit bien avant ce
temps caractéristique. Pour fixer les idées, une série de mesures pour un échantillon de roche
capl a un degré de saturation partielle fixé prend une demi journée, sans compter le temps de
mise en place. L’ensemble des mesures de perméabilité relative présentées dans ce rapport a
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nécessité 8 semaines complétes de mesures, sans compter le temps de stabilisation entre chaque
palier d’humidité relative (environ 1 mois). Au total, une durée d’un an a été nécessaire pour
I’ensemble des mesures de perméabilité relative sur la roche capl.

4.2.3 Pression de percée

Un échantillon totalement saturé en eau, placé dans une cellule de confinement, est connecté
a un dispositif d’injection de gaz sur sa face amont. La pression du gaz est progressivement
augmentée, tandis que la face aval est en contact avec de l’eau a une pression fixée. On se
base sur les définitions de la pression d’entrée (“entry pressure”) et de la pression de percée
(“threshold pressure”) proposées par Dewhurst et al. [30] :

— la pression d’entrée est la différence entre la pression de gaz amont et la pression d’eau

aval pour laquelle le gaz commence a pénétrer dans les pores de ’échantillon,

— la pression de percée est la différence entre la pression de gaz amont et la pression d’eau
aval pour laquelle il existe un chemin continu a travers ’échantillon qui permet le passage
du gaz jusqu’a la face aval de ’échantillon.

La pression de percée est une grandeur particulierement importante pour les roches de couver-
tures utilisées dans les stockages géologiques de gaz naturel puisqu’elle conditionne la pression
maximale admissible pour le gaz au sein d’un stockage.

Les mesures sont réalisées sous une pression de confinement supposée représentative du
confinement in-situ de I’échantillon d’apres sa profondeur. L’échantillon est initialement saturé
par immersion dans ’eau pure dans une enceinte dont 'air est pompé a vide pendant 24h. En
cellule de confinement, ’échantillon est de plus saturé par injection d’eau & ’aide d’une pompe
Gilson avec pression imposée sur la face amont. Lorsque le débit d’injection d’eau est stabilisé,
I’échantillon est considéré saturé et la perméabilité a I’eau calculée. Ensuite, I'injection d’eau est
remplacée par un dispositif d’injection de gaz Argon. La face aval est & pression atmosphérique
et directement connectée a un capteur de pression fin comme pour les mesures de tres faibles
perméabilités. La pression d’injection de gaz est augmentée par paliers de 24h (typiquement de 2
bar). Lorsque le capteur de pression détecte une augmentation de pression dans la chambre aval,
celle ci est ouverte vers un détecteur d’Argon. Si de I’Argon est détecté, le gaz a effectivement
percé. Sinon, 'augmentation de pression est attribuée au déplacement d’eau sous l'effet de la
poussée du gaz en amont et 'expérience est poursuivie, c’est a dire que 1'on se situe entre la
pression d’entrée et la pression de percée.

4.2.4 Elasticité : effet de la saturation

Il a été observé que 'augmentation de la saturation en eau diminue les modules élastiques
d’une argilite [22]. Une étude est menée pour déterminer si cet effet est présent pour nos
matériaux.

Six échantillons de roche de couverture capl de diametre 20 mm et hauteur 40 mm ont été
préparés et instrumentés avec deux jauges de déformation longitudinales, c’est a dire dans I'axe
de léchantillon. A I'aide d’une presse, un essai de compression simple est réalisé pour mesurer
le module de Young. Comme pour les mesures de perméabilité relative, chaque échantillon est
séché puis soumis a plusieurs paliers d’humidité relative pour obtenir des saturations partielles
en eau croissantes. Une mesure est effectuée a chaque état de saturation de 1’échantillon.

4.2.5 Poro-mécanique

Un échantillon cylindrique de diametre 37 mm et hauteur entre 45 et 70 mm est séché puis
instrumenté avec deux jauges de déformation longitudinales (suivant I’axe du cylindre) et deux
jauges transversales (perpendiculaires aux précédantes). L’échantillon est placé dans une cellule
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de confinement. Un dispositif permet d’injecter du gaz sur les deux faces de I’échantillon a une
pression controlée. L’échantillon est soumis & un cycle de pression de confinement et de pression
d’injection de gaz au cours duquel les déformations des jauges sont enregistrées. Les sollicitations
sont de type drainées, c’est a dire que la pression de pore est pilotée. Les mesures peuvent aussi
étre conduites sur un échantillon partiellement saturé car sous réserve que ’humidité relative
dans le réseau poreux ne varie pas au cours de I'essai, la loi de Kelvin impose que les variations
de pression dans les phases gazeuse et liquide sont identiques.

L’objectif de l’essai poromécanique est de mesurer le coefficient de Biot. A partir d’une
pression de confinement P, fixée, un incrément AP, = —AP < 0 de décharge de pression
de confinement est appliqué alors que ’échantillon est drainé a la pression atmosphérique. La
déformation volumique correspondante est notée AcS. Le confinement est ensuite rétabli a la
pression P.. Un incrément AP; = AP de pression d’injection est appliqué tandis que la pression
de confinement est maintenue & la valeur P.. La déformation volumique correspondante est notée
Acl. Cette déformation n’est pas immédiate car la pression au sein du réseau poreux se stabilise
a la pression d’injection avec une cinétique contrélée par la perméabilité au gaz, qui est ici tres
faible.

Le coefficient de Biot est déduit comme b = Aei /AeS. De plus, la décharge de confinement
permet de calculer le module de compression élastique K = AP/A&¢.

En pratique, les incertitudes sont élevées car les sources d’incertitudes nombreuses, ce qui
rend l'essai extrémement délicat. D’une part, la pression de confinement est mesurée avec une
précision de 'ordre du bar. D’autre part, la stabilisation de la pression au sein du réseau poreux
est difficile a estimer pour les faibles perméabilités. Enfin, les jauges de déformations donnent une
mesure parasitée et on observe parfois une déviation a long terme du signal d’origine inconnue,
ce qui entre en conflit avec les temps de stabilisation de la pression qui sont longs. Ces difficultés
sont aussi rencontrées et parfois exacerbées pour des essais poromécaniques a ’eau.

4.3 Résultats

4.3.1 Caractérisation du réseau poreux
Mesures du volume poreux

Les mesures de porosité a 'eau et au gaz sont consignées dans la table D.1. Pour tous les
échantillons dont la porosité a été mesuré au gaz et a I’eau, on observe systématiquement que la
mesure de porosité au gaz est nettement supérieure a celle a 'eau (de 2 & 10 points de porosité
suivant les matériaux). Les pressions de gaz utilisées pour les mesures, comprises entre 0,3 et 1
MPa, ne peuvent étre invoquées pour expliquer de telles disparités par un effet de gonflement
poro-mécanique des pores car elles sont 3 a 4 ordres de grandeurs plus faibles que les modules
élastiques. Sous hypothese que tout le réseau poreux est envahi par ’eau par le protocole de
saturation, I'incertitude absolue A¢ sur les mesures de porosité a I’eau est de I'ordre de 0, 4%.

Pour expliquer ces différences, une hypotheése est que la procédure de saturation en eau
n’assure pas une saturation totale de I’échantillon. Des poches de gaz peuvent en effet étre
emprisonnées par des effets capillaires. Cette hypothese semble confortée par d’autres expériences
qui ont été réalisées au laboratoire sur l'argilite de Bure dans le cadre de la thése de Song [92].
Pour comprendre les importantes différences entre les mesures de porosité a l'eau et au gaz,
[92] a en effet proposé une méthode alternative de saturation en eau. Dans cette méthode,
I’échantillon préalablement saturé par la méthode classique d’immersion et vide d’air est placé
dans une cellule de confinement, puis de I’eau sous pression est injectée sur une face jusqu’a
stabilisation du débit. Par ce forcage de ’eau dans I’échantillon, la différence entre les mesures
de porosité a 'eau et au gaz est partiellement recouverte. Dans 'idéal, il faudrait pouvoir faire
ce test sur une longue durée.
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A propos de I’homogénéité des matériaux, on observe pour la carotte de roches de couverture
capl que plus les échantillons sont prélevés haut dans la carotte, plus leur porosité est élevée,
signe d’un effet de la stratification a 1’échelle de quelques centimeétres.

D’autre part, pour le matériau capl a I’état sec, un confinement de 2, 9 puis 2 MPa referme
légerement la porosité, mais de facon quasi-réversible. Ce résultat laisse & supposer que les
déformations sont principalement élastiques dans la gamme de pression de confinement explorée.
On rappelle que pour cette carotte prélevée a 450 m de profondeur, un confinement de 9 MPa
est supposé représentatif de la pression hydrostatique in-situ.

En revanche, les résultats de mesure de porosité au gaz sous divers confinements Fig. 4.8
montrent qu’une perte irréversible de porosité (et de perméabilité) est obtenue pour des confi-
nements plus élevés, associée a un mécanisme de plasticité.

Isothermes de sorption et désorption

Les isotherme de désorption a ’eau a 20°C sont présentés Fig. 4.5 pour les carottes de roches
meres LW2, LW6, LRS4, SK2-K5 et SK2-K11 et la partie haute de la carotte de roche de
couverture capl. L’état saturé de référence est celui obtenu par immersion partielle dans I’'eau
et vide d’air, bien que d’apres la section précédente il ne corresponde pas nécessairement a une
saturation totale en eau. Pour les isothermes de désorption, chaque échantillon ne suit qu’un
palier d’humidité relative en plus des états sec et saturé. Une courbe d’isotherme de désorption
est ainsi construite a partir de plusieurs échantillons, ce qui peut introduire un biais lorsque le
matériau n’est pas homogene. Cependant, les mesures sont beaucoup plus rapides que si chaque
échantillon devait suivre tous les paliers d’humidité relative puisque 1’équilibrage prend plusieurs
semaines. Au contraire, un isotherme de sorption a partir de I’état sec est présenté pour chaque
échantillon (capl-MIL-XX) du milieu de la carotte de roche de couverture capl. Ces échantillons
ont en effet aussi été utilisés pour des mesures de perméabilité relative a chaque palier. Pour
comparaison est tracé un isotherme de désorption de 'argilite de Bure obtenu par ailleurs au
laboratoire.

Pour la roche de couverture capl, la différence entre la désorption et la sorption est relati-
vement faible. En sorption, I’équilibre aux humidités relatives HR = 98 ou 100 % conduit & une
saturation de l'ordre de 70 +5 % pour la roche capl. Pour certains échantillons, la saturation en
eau est plus élevée pour HR=98% que pour HR=100% : cette inversion est probablement un
artéfact 1ié a la difficulté d’imposer précisément une humidité relative proche de HR=100%. Il
subsiste donc environ 30 % de porosité qui n’est pas saturée par une humidité relative proche
de 100 %. De méme en désorption pour les roches capl, LW2 et LW6, la saturation chute bru-
talement & 70 % deés HR = 98 ou 100%. Au contraire, la saturation est tres élevée (95 %) a
HR = 98 ou 100% pour l'argilite de Bure, les roches meres de I’Alum SK2-K11 et de grande
profondeur LRS4. Pour la roche de couverture capl, la désaturation arrive pour des humidités
relatives (et donc des pressions capillaires) plus élevées que pour largilite de Bure et les roches
LRS4, SK2-K5 et SK2-K11, avec une saturation chutant de 70 & 30 % pour HR de 98 & 85 %.

Dans ’hypothese d’une distribution ordonnée de pores plats, les isothermes de désorption
sont traduits en terme de rayon d’acces aux pores par la loi de Kelvin-Laplace. Sous cette
hypothese, la roche capl possede 30 % de pores de rayon d’acces supérieur a 25 nm, 30 %
entre 5 et 25 nm et 40 % en dessous de 5 nm. Au regard des images obtenues par microscopie
électronique Fig. 4.2, la fraction la plus grossiere de la porosité de la roche capl est attribuée a
lespace entre les grains de carbonates (environ un tiers). La fraction la plus fine est attribuée
a la porosité interne aux poches d’argiles (environ deux tiers). A titre de comparaison, dans le
méme cadre d’hypothese, 80 % des pores de largilite de Bure et 90 % des pores de la roche
mere SK2-K11 ont un rayon d’acces en dessous de 5 nm. Enfin, les roches meéres SK2 de I’Alum
se distinguent par une forme sigmoide de la courbe de pression capillaire associée a un pic de
distribution de tailles de pores : sous les hypothéses considérées, 70 % des pores auraient un
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F1a. 4.5: Isothermes de désorption (sauf mention sorption) a 20°C.

rayon d’acces compris entre 1 et 4 nm. Les images obtenues au microscope électronique viennent
renforcer cette interprétation puisqu’aucune porosité n’est visible avec une résolution de 10
nm/pixel : tous les espaces sont occupés par le kérogene dans cette roche tres riche en matiere
organique. Un tel arrangement compact est attribué a une compaction diagénétique de la roche
mere.

4.3.2 Perméabilités effective, intrinseque et relative au gaz

Trois parametres essentiels influent sur les mesures de perméabilité au gaz : la pression de
confinement appliquée a ’échantillon, la pression du gaz qui influe sur le glissement aux parois
et la saturation de 1’échantillon.

Lorsque 'échantillon est sec, on utilise la terminologie perméabilité effective (ou apparente)
K pour la perméabilité mesurée & une pression de gaz et perméabilité intrinséque K™ 1ex-
trapolation & une pression de gaz infinie des mesures de K°f pour différentes pression de gaz.
La perméabilité intrinseque correspond a un écoulement pour lequel le glissement aux parois est
négligeable et, sauf cas particuliers, ne dépend pas du fluide qui s’écoule.

Lorsque I’échantillon est partiellement saturé en eau, la perméabilité mesurée au gaz est
normalisée par la perméabilité a sec : le ratio correspond a la perméabilité relative (au gaz).
En présence d’eau, 'extrapolation des mesures de perméabilité effective au gaz a des pressions
infinies n’a pas de sens puisque la pression de gaz influe sur la position de I'eau via les effets
capillaires. La perméabilité relative correspond donc au ratio de deux perméabilités effectives
mesurées a la méme pression de gaz.
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parois calculé par la loi de Laplace (4.2) vidangés pour une idéalisation plane et organisée des
pores. Distribution de tailles de pores pour la loi log-uniforme f(R) = In(R/R;)/In(Ry/R;)
ajustée sur capl avec Ry = 0,232 nm et Ry = 263 nm.

Effet du confinement

Perméabilité effective D’une maniere générale, les perméabilités mesurées sont extrémement
sensibles a la pression de confinement appliquée a ’échantillon. L’hypothese que nous cherchons
a confirmer pour expliquer cette sensibilité est la présence d’une micro-fissuration des matériaux
étudiés. Pour chaque mesure de perméabilité, il convient donc de préciser systématiquement la
valeur du confinement.

Les mesures de perméabilité effective au gaz a 1’état sec des roches meres sont présentées
Fig. D.1 celles de la roche de couverture capl table D.2 pour différentes pression de confine-
ment. La diversité des échantillons étudiés est particulierement évidente d’apres les mesures de
perméabilité qui sont comprises entre 1071° et 102! m?. De plus, de nombreux échantillons
de roches meres parmis les forages LRS et SK2 ont une perméabilité non mesurable car trop
faible, et ce malgré la mise en place de moyens de détection permettant en théorie de mesurer
des perméabilités de I'ordre de 10724 m?2.

Dans la gamme de confinement explorée, la perméabilité des roches meéres est tres sensible a
la pression de confinement. La Fig. 4.7 présente les mesures de perméabilité effective normalisées
par la perméabilité a faible confinement. Suivant l'origine des échantillons, trois grandes classes
de comportement se dégagent. Les roches LW2 et LW6 présentent une sensibilité modérée,
la perméabilité & P, = 40 MPa est comprise entre 20 et 30 % de la perméabilité a P, = 2
MPa. Pour la roche LB1, plus sensible, ce ratio est compris entre 3,5 et 7 %. Enfin, tous les
échantillons de roches meres de ’Alum pour lesquels la perméabilité est mesurable présentent
une sensibilité extréme avec une chute rapide de la perméabilité de plusieurs ordres de grandeur
lors de l'augmentation du confinement, parfois méme en dessous du seuil de détection. Une
telle sensibilité est caractéristique d’un écoulement controlé par la fissuration du matériau. De
méme, la sensibilité de la roche LB1, plus grande que celle des roches LW2 et LWG6, est cohérente
avec les observations de micro-fissures dans la roche LB1, tandis que les roches LW2 et LW6
semblaient plus saines. Par ailleurs, les niveaux de confinement appliqués ont manifestement
entrainé ’enclenchement de mécanismes non réversibles puisque, a un méme faible niveau de
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confinement, la perméabilité apres cycle de confinement est comprise entre 10 et 50 % de la
valeur avant cycle.

Pour la roche de couverture capl, lors d’'une montée modérée du confinement de 2 MPa a
9 MPa, la perméabilité effective de la plupart des échantillons ne diminue que de 10% (ce qui
est aussi valable pour les roches meéres LW2 et LW6). Lors de la décharge de 9 MPa a 2 MPa,
I’écart entre la permdéabilité & 2 MPa avant cycle n’est que de 5%. Vu la sensibilité usuelle de
la perméabilité a toute modification de I'espace poreux, cette faible variation permet d’affirmer
que pour la roche cap 1 les déformations sont essentiellement élastique dans cette gamme de
confinement.

Cette observation est aussi valable en présence d’eau pour la plupart des échantillons de
roche capl étudiés, aux différentes saturations jusqu’a la saturation correspondant a HR = 92
%. Toutefois, pour la saturation correspondant & HR = 98 %, l'irréversibilité lors du cycle de
charge-décharge devient plus importante. La perméabilité a 9 MPa de confinement est 3 a 4 fois
moindre que la perméabilité a 2 MPa de confinement en début de cycle. La perméabilité a 2 MPa
de confinement en fin de cycle est 2 a 3 fois inférieure a celle du début de cycle de confinement.
Deux hypotheéses peuvent étre avancées : soit la diminution de porosité diie au confinement
conduit a une réorganisation de I’eau dans ’espace poreux; soit le cycle de saturation de I’état
sec jusqu'a HR = 98 % a entrainé une microfissuration des échantillons. Pour étayer cette
dernieére hypothese, un séchage de certains de ces échantillons a été réalisé afin d’observer 'effet
du confinement sur la perméabilité a sec aprés un cycle de saturation-désaturation (voir section
4.3.2).

Deux échantillons de roche capl (sur huit) font l’exception par rapport aux observations
précédentes. L’ échantillon capl-MIL-20 présente une perméabilité a sec 5 a 10 fois supérieure
aux autres et une forte sensibilité au confinement (ratio de perméabilité a sec de 3 pour 1 entre 2
MPa et 9 MPa de confinement). Cet échantillon, pris le plus haut dans la carotte et plus proche
de lextrémité de la carotte recue que les autres, présente certainement une micro-fissuration qui
s’est développée au cours du chargement hydrique. L’échantillon capl-MIL-21 présente aussi un
comportement intermédiaire entre ces deux cas. De fait, il a aussi été pris dans la carotte recue
a une hauteur intermédiaire entre capl-MIL-20 et les six autres échantillons.

Permeéabilité, porosité et confinement La Fig. 4.8 montre le résultat de mesures combinées
de perméabilité et de porosité au gaz avec variation du niveau de confinement. A titre de
comparaison, un essai similaire conduit sur une craie de Haubourdin (voir [74]) est aussi présenté.
La chute de perméabilité est associée a une diminution de volume poreux.

La mesure du volume poreux donne acces a la porosité lagrangienne ¢ = Vpagggel /Vimi Pour
mesurer la porosité eulérienne ¢ = Vpa(fg‘el Jvactuel ] faudrait aussi suivre la déformation vo-
lumique totale de 1’échantillon. En ’absence de telles mesures, sous hypothese que toute la
déformation volumique est diie & une variation du volume poreux (soit un coefficient de Biot égal
a 1 dans la phase élastique), la porosité lagrangienne ® peut étre reliée a la porosité eulérienne
¢ par ¢ = P/(1+ P — Dp) ou @y = ¢y est la porosité dans I’état de référence.

Sous cette hypothese, la Fig. 4.8 illustre I’existence d’une corrélation entre la perméabilité et
la porosité (eulérienne) propre a chaque matériau. La craie Haubourdin, constituée de débris de
squelettes carbonatés de micro-organismes appelés coccolithes, est un bon exemple de matériau
granulaire dont les grains sont réguliers et tous de tailles similaires. Les observations au micro-
scope électronique présentées dans [74] montrent que le diametre des grains est de l'ordre de
1pm. Le modele de cellule perméable équivalente sphérique (3.28) avec des spheres de taille mo-
nodisperse semble donc approprié pour modéliser la perméabilité de la craie Haubourdin. L’ajus-
tement de ce modele sur les résultats expérimentaux Fig. 4.8 conduit a choisir un rayon de grains
solides de R = 0,6um, ce qui est en excellent accord avec les observations expérimentales. La
corrélation expérimentale perméabilité/porosité est par ailleurs bien reproduite par le modele.
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En revanche, nous n’avons pas été en mesure de proposer un modele qui soit cohérent avec
les corrélations perméabilité/porosité pour la roche de couverture capl ou la roche mere LW6.
Par exemple, un ajustement du modele de pores plans (3.71) conduit & un rayon de pore médian
environ 10 fois trop faible pour LW6 et 20 fois trop grand pour capl en comparaison avec la
distribution de tailles de pores Fig. 4.6. La structure du réseau poreux n’est donc pas capturée
par ce modele trop simpliste.

Effets du glissement aux parois

Pour les mesures de perméabilité a ’état sec, I'influence de la pression d’injection de gaz P;
sur la perméabilité effective est reportée Fig. D.2 pour quelques échantillons de roches meres.
Dans ces essais, on rappelle que la pression de drainage P; est systématiquement la pression
atmosphérique et la pression moyenne P, reportée en abscisse est définie par P, = (P, + FPy)/2.

Effet Klinkenberg Les perméabilités effectives de roches meres de I’Alum et de la roche de
couverture capl diminuent proportionnellement & 1/P,, suivant la loi de Klinkenberg. L’ajuste-
ment d’une droite sur un tracé de la perméabilité effective K en fonction de linverse de P,
permet de déduire la perméabilité intrinseque K™ et le coefficient de Klinkenberg (.

Pour la roche de couverture capl, les résultats sont résumés dans la table D.2 pour deux pres-
sions de confinement P, = 2 et 9 MPa. L’effet du glissement est significatif car la perméabilité
intrinseque est un ordre de grandeur plus faible que la perméabilité effective pour une pres-
sion d’injecion P; = 11 bar. Dans I'hypothese de pores plans, le coefficient de Klinkenberg est
proportionnel a l'inverse du rayon de pore R (voir (3.62) dans le cas monodisperse et (3.71)
dans le cas d’une distribution log-uniforme de tailles de pores). Pour I’Argon a 25°C, (3.62)
devient 8 x R ~ 24 MPa.nm, de sorte que les coefficients de Klinkenberg reportés dans la
table D.2 correspondent & un ordre de grandeur de R de 7 & 25 nm (hormis pour capl-MIL-20
qui est micro-fissuré), ce qui est parfaitement cohérent avec les interprétations des isothermes
de désorption par la loi de Kelvin-Laplace Fig. 4.6. La pression de confinement n’affecte pas
significativement le coeflicient de Klinkenberg entre P. = 2 et 9 MPa.

En revanche, pour la roche mere de I’Alum, le coefficient de Klinkenberg est fortement
impacté comme illustré Fig. D.2. Pour un faible confinement, la valeur du coefficient de Klin-
kenberg est associée a des fissures d’ouverture micrométrique. En revanche, pour P. = 10 MPa
on retrouve un coefficient de Klinkenberg d’environ 3 MPa pour I’échantillon SK2-K7, ce qui
correspond a des rayons de pores de 'ordre de 8 nm plus en accord avec les interprétations
des isothermes de désorption par la loi de Kelvin-Laplace Fig. 4.6. Par ailleurs, la mesure de
perméabilité en fonction du confinement Fig. 4.7 montre que pour cet échantillon la perméabilité
diminue tres fortement jusqu’a atteindre un palier pour P. = 10 MPa. Toutes ces observations
sont cohérentes avec la présence de fissures d’ouverture micrométrique dans I’échantillon SK2-
K7, qui sont refermées pour un confinement supérieur 10 MPa. La perméabilité au dessus de
P, =10 MPa est supposée représentative du matériau non fissuré.

Enfin, pour la roche de couverture capl, on observe que plus la saturation en eau de
I’échantillon est importante, moins la perméabilité effective au gaz suit une loi de type Klin-
kenberg. Notamment, pour la saturation la plus forte étudiée (environ 70 %), si la perméabilité
effective pour P; = 5 bar est bien supérieure a celle pour P; = 10 bar, la différence entre la
perméabilité effective pour P; = 10 bar et P, = 15 bar est faible. Pour des saturations in-
termédiaires, un ajustement de la relation de Klinkenberg conduit a des valeurs du coefficient (3
inférieures & celles obtenues & sec (jusqu’a un facteur 3). Cette tendance est cohérente avec un
remplissage de la porosité la plus fine par I’eau qui y bloque le passage du gaz.

Glissement décrit par le modéle de sphére perméable équivalente (3.31) La
perméabilité effective des roches LW2 et LW6 présentée Fig. D.2 ne varie pas linéairement en
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fonction de 1/P,,. La loi de Klinkenberg n’est donc pas adaptée pour décrire effet du glissement
aux parois. Une comparaison avec 'effet de glissement aux parois (4.4) obtenu pour le modele
de cellule perméable équivalente sphérique (3.31) est proposée Fig. 4.9. Les parametres K™, rg
et X sont ajustés indépendamment.

Le modele de cellule perméable équivalente sphérique reproduit bien la tendance
expérimentale avec une courbure vers le bas. Remarquons que la valeur de X = 0,76 utilisée
correspond & une porosité de 56% de la cellule perméable équivalente sphérique, ce qui est treés
loin des 20 & 25% de porosité mesurée pour les échantillons de cette carottes. En revanche, la
taille de pore caractéristique 79 = 3 nm est proche de la taille médiane des pores (2nm) es-
timée par les isothermes de désorption Fig. 4.6. En d’autres termes, on peut penser que 'effet
du glissement est raisonnablement bien décrit par 'utilisation de la théorie cinétique des gaz
combinée avec la prise en compte de la non uniformité des contraintes visqueuses tangentielles
a l'interface solide-fluide par un modele de cellule perméable équivalente. L’inadéquation sur la
porosité serait alors simplement liée au seul effet de la morphologie sphérique utilisée dans le
modele, qui n’est assurément pas adaptée a la description de ’espace poreux. Un modele de cel-
lule perméable sphéroidale oblate avec glissement serait peut étre plus pertinent pour capturer
la morphologie de ce matériau argileux.

Remarquons que si seules les 3 mesures a faible pression d’injection avaient été réalisées (les
points pour les 3 plus grandes valeurs de 1/FP,,), application de la loi de Klinkenberg aurait
conduit a une estimation de la perméabilité intrinseque 5 fois plus élevée que l'estimation qui
peut étre proposée a ’aide du modele de cellule perméable équivalente sphérique.

Effet de la saturation

Huit échantillons de la roche de couverture capl (capl-MIL-XX) ont été séchés puis soumis
a tous les paliers d’humidité relative, avec mesures de perméabilité a chaque étape. Toutes les
valeurs de perméabilité relatives ont été calculées a partir de perméabilités effectives mesurées
pour une pression d’injection P; = 11 bar et une pression de drainage P; = 1 bar.



4.3. Résultats 111

1 T T T T
capl-MIL-12 +
capl-MIL-13 x
capl-MIL-14 *
0.8 0¥ capl-MIL-22 o .
< x capl-MIL-23 e
capl—MIL—Q% a
— Re/Ry =10
S 06t < Ry/Ry =5 —— ]
~ A
>~
Y
s ' ’
0.2 5 -
0 1 1 1 X 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

saturation en eau .S,

F1G. 4.10: Perméabilité relative au gaz de la roche de couverture capl. Confrontation du modeéle
(3.80) aux données expérimentales Fig. D.3 avec w = 1/120 et ¢ = 12% pour deux dispersions
p = Ry/R; de la distribution de taille de pores log-uniforme.

Si la plupart des échantillons suivent la méme tendance Fig. D.5, preuve d’une bonne ho-
mogénéité de la carotte regue, deux échantillons ont comme précédemment un comportement
différent. Le comportement de I’échantillon capl-MIL-20 (carrés vides et traits doubles tirets
Fig. D.5) est caractéristique d’une micro-fissuration qui se referme avec le confinement. Le com-
portement de 1’échantillon capl-MIL-21 (carrés pleins et traits mixtes Fig. D.5) est plus difficile
a expliquer. Il semble que le cycle de saturation a progressivement induit un endommagement
(micro-fissuration) de cet échantillon, notamment entre les humidités relatives 59% et 73%. L’ef-
fet de la micro-fissuration est tres visible sur les mesures avec une pression de confinement de
2 MPa. En revanche, sur les mesures avec une pression de confinement de 9 MPa, la micro-
fissuration est fermée et ’échantillon suit un comportement identique aux échantillons sains.
Cette hypothese est étayée par le fait que lors de la phase de saturation par immersion dans
I’eau pendant 24h, des fissures macroscopiques traversant les échantillons capl-MIL-20 et -21
sont apparues, tandis que les six autres échantillons sont restés en apparence sains.

Les courbes de perméabilité relatives pour les six échantillons sains sont présentées en détail
pour deux pressions de confinement, 2 et 9 MPa, en échelle classique Fig. D.3 et logarithmique
Fig. D.4. Une comparaison au modele (3.80) est proposée Fig. 4.10.

Dégradation des propriétés de transfert

Les mesures de perméabilité relatives présentées Fig. D.5 suggerent que certains échantillons
subissent une dégradation (micro ou macro fissuration) au cours de la montée en saturation en
eau.

D’autre part, aux plus fortes saturations en eau, le cycle de confinement 2-9-2 MPa s’ac-
compagne d’une diminution de la perméabilité mesurée a 2 MPa de confinement, méme sur les
échantillons initialement sains & I’état sec (peu sensibles au confinement). Pour ces échantillons,
cette dépendance de la perméabilité au cycle de confinement peut étre attribuée soit a une légere
micro-fissuration et plasticité, soit a une réorganisation de l’eau dans ’espace poreux lors du
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échantillons capl-HAU-1 capl-MIL-14  cap2// cap2.l
K (S, init.) (m?) 7,5.10719 - 7610721 1.8¢-19
K (S = 0) (m?) - 1,2.10718 ; _

K (S, =1) (m?) 7,2.10719 59.107* 55107  5.4e-18
pression percée (MPa) 2,9 5,8 49 0,3-0,4
K (Sw percée) (m?) - 841072 181072 1,0.1071

TAB. 4.4: Propriétés de rétention de roches de couverture

confinement.

Pour gagner en compréhension, les échantillons capl-MIL-13, capl-MIL-14 (“sains”) et capl-
MIL-20, capl-MIL-21 (“dégradés”) ont été re-séchés apres I’étape de saturation totale en eau.
Une mesure de perméabilité au gaz sous confinement est ensuite réalisée. Les résultats Fig. D.6
montrent la perméabilité effective au gaz a I'état sec, avant et apres cycle de saturation, pour
ces quatre échantillons.

Les échantillons sains ont la perméabilité la plus faible; de plus, elle est peu sensible au
confinement. Le cycle de saturation (et les cycles de confinement a chaque mesure) a fait perdre
5% de perméabilité & capl-MIL-13. capl-MIL-14 est devenu 1,5 & 2 fois plus perméable et
montre une légere dépendence au confinement apres le cycle de saturation. Au contraire, les
deux autres échantillons sont clairement microfissurés. La perméabilité a été multipliée par 15 a
20 pour capl-MIL-20 et par 2,5 a 5 pour capl-MIL-21. Tous les deux montrent une dépendance
beaucoup plus marquée au confinement.

Pour les 4 échantillons, la table D.3 montre que le coefficient de Klinkenberg a diminué
apres le cycle hydrique, ce qui est cohérent avec l'interprétation proposée de micro-fissuration
partiellement refermée par le confinement.

Perméabilité a I’eau et pression de percée

Deux échantillons de la roche de courverture capl et deux de cap2 ont suivi le protocole de
mesure de pression de percée. Les résultats sont présentés dans la table 4.4.

Pour la roche capl, I’échantillon capl-HAU-1 est prélevé dans la partie haute de la carotte,
donc potentiellement légerement micro-fissuré d’apres les observations précédentes sur cette
carotte. L’échantillon capl-MIL-14 provient du milieu de la carotte, est moins poreux capl-
HAU-1 et estimé sain car sa perméabilité au gaz est peu sensible au confinement (voir table D.2
et Fig. D.6). Il est donc logique que ses propriétés de rétention soit meilleures que celle de capl-
HAU-1 : la pression de percée est plus élevée et les perméabilités plus faibles. Pour I’échantillon
capl-MIL-14, il apparait que la perméabilité a 'eau est 3 a 4 fois inférieure a la perméabilité
intrinseque mesurée au gaz. Ce phénomene est couramment observé sur les matériaux argileux
mais difficile a expliquer. Pour les matériaux cimentaires, la différence peut atteindre deux a
trois ordres de grandeur.

Pour la roche cap2, deux échantillons ont été prélevés. Les faces de ’échantillon cap2//
sont paralleles aux plans de dépot et celles de cap2_L y sont orthogonales. L’échantillon cap2.l,
traversé par un filet silteux, présente des capacités de rétention manifestement tres inférieures a
I’échantillon cap2//.

4.3.3 Propriétés poro-mécaniques

Effet de la saturation sur le module de Young Les résultats des essais de compression
simple conduits sur la roche de couverture capl présentés 4.11 montrent que le module de
Young a ’état sec a une grande variabilité. Cette variabilité est corrélée avec la position des
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échantillons dans la carotte : les échantillons extraits dans le haut de la carotte sont les plus
poreux et parfois micro-fissurés. Par ailleurs, un phénomeéne intéressant est que le module de
Young diminue fortement lorsque que la saturation en eau augmente. L’argile observée Fig. 4.2,
qui est a I'interface des amas de nodules de calcite, peut étre a l'origine de ce comportement qui
a aussi été identifié sur Dargilite.
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Fi1G. 4.11: Roche de courverture capl : module de Young en fonction de I'’humidité relative
utilisée pour imposer une saturation.

Poro-élasticité Des essais poromécaniques ont été conduits sur deux échantillons sec capl-
HAU-PM2 et LW2-21.

Pour la roche de couverture capl-HAU-PM2 les pressions de confinement appliquées sont
comprises entre 0,5 et 9 MPa afin de rester dans la phase élastique. Les incréments de pression
de confinement et de pression d’injection de gaz utilisés sont de 1,5 MPa. Aux incertitudes de
mesures pres, le module de compression mesuré par des paliers de décharge apparait indépendant
du confinement pour P, entre 0,5 et 9MPa, avec une moyenne de K = 13,4 GPa. Le coefficient
de Biot a été mesuré pour P. = 3, 6 et 9 MPa. Les valeurs obtenues sont comprises entre 0,94
et 1,24, ce qui prouve que les incertitudes de mesure sont effectivement élevées car le coefficient
de Biot ne peut étre supérieur a 1. Toutefois, ces résultats laissent a penser que le coefficient de
Biot est proche de 1, comme pour l'argilite [22]. Une interprétation possible d’une mesure de
coeflicient de Biot supérieur a 1 est le signe d’une évolution du matériau au cours de la mesure.
En particulier, la méthode suivie (voir section 4.2.5) peut entrainer la ré-ouverture de micro-
fissures au palier d’injection de gaz. Deés lors, la déformation volumique diie a un incrément de
pression de gaz peut étre supérieure a la déformation volumique due a la décharge de la pression
de confinement par le méme incrément, d’ou une “mesure” d’un coefficient de Biot supérieur a
1.

Pour la roche meére LW2-21, des pressions de confinement beaucoup plus élevées (jusqu’a
60 MPa) sont appliquées. Le suivi des déformations indique que le comportement est élasto-
plastique. Le module de compression élastique, mesuré a partir de paliers de décharge, augmente
linéairement avec le confinement de K® = 4 GPa pour P, = 5 MPa & K* = 11 GPa pour P, =
60 MPa. Le coefficient de Biot, mesuré avec de grandes incertitudes, est proche de 1 et semble
diminuer légerement avec I’augmentation de la pression de confinement.

Concluons ce chapitre sur quelques traits saillants de cette étude. Tout d’abord, la mesure de
porosité des roches argileuses se révele délicate. Le dispositif de mesure de porosité au gaz avec
controle de la pression de confinement nous parait bien mieux adapté que la mesure gravimétrique
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par immersion dans ’eau qui n’envahit pas tout le réseau poreux. Elle ouvre des perspectives
intéressantes puisqu’elle permet d’envisager des essais dans lesquels la déformation volumique
totale de I’échantillon ainsi que la variation de volume poreux accessible seraient simultanément
mesurés en fonction de la pression de confinement appliquée. Ce type d’essai couplé & des mesures
poromécaniques permettrait de gagner en compréhension sur différents phénomenes comme la
fermeture de fissures, le blocage de I'acces a certains pores ou I'effondrement de pores sous 'effet
du confinement.

La mesure de perméabilité au gaz permet non seulement des mesures plus rapides de la
perméabilité qu’au liquide, mais aussi de récupérer une information supplémentaire par 1’in-
terprétation des effets de glissement aux parois. Sous réserve d’une modélisation micromécanique
appropriée, 'effet du glissement peut étre utilisé pour déduire I'ordre de grandeur de la taille
médiane des pores. Par ailleurs, cette étude présente une interprétation tout a fait originale a
notre connaissance d’une manifestation du glissement aux parois qui dévie de la loi de Klinken-
berg. Cette interprétation est basée sur le modele de cellule perméable équivalente développé au
chapitre précédent et illustre la complémentarité entre modélisation et expérimentation.

L’aspect peut étre le plus important de ce travail est d’illustrer comment la combinaison de
multiples méthodes expérimentales permet d’étayer des hypotheéses sur la microstructure comme
la présence d’une micro-fissuration. Pour les roches meres étudiées, la présence d’une micro-
fissuration a d’abord été suggérée par 'observation d’une chute de porosité accompagnée d’une
chute drastique de la perméabilité avec le confinement. L’étude du glissement aux parois a ensuite
permis de montrer que les tailles de pores impliquées dans 1’écoulement diminuent fortement
avec le confinement, jusqu’a atteindre les tailles de pores médianes déduites des interprétations
par les lois de Kelvin et Laplace des isothermes de désorption. Cette observation a permis de
conforter I’hypothese selon laquelle a faible confinement 1’écoulement est gouverné par la micro-
fissuration, qu’un confinement important permet de fermer pour forcer le passage du gaz a travers
la “matrice” du matériau. Enfin, 'hypothése d’une micro-fissuration apporte une explication aux
mesures d’un coefficient de Biot apparent supérieur a 1.

D’un point de vue industriel, les mesures de perméabilité relative sur les roches de couverture
montrent un point important. Ces roches peuvent étre légerement désaturées sans faillir a leur
mission de bloquer la perméation du gaz. Cet aspect rejoint le concept de saturation critique ou
seuil de percolation de la perméabilité au gaz en milieu partiellement saturé illustré en fin de
chapitre précédent.

Pour conclure cette partie centrée sur ’étude de la perméabilité, nous avons été confronté a
la grande difficulté de modéliser la perméabilité a partir de la morphologie du réseau poreux. Si
les modeles de cellules perméables équivalentes permettent de rendre compte quantitativement
de la perméabilité d’un matériau granulaire relativement simple comme la craie Haubourdin, il
n’a pas été possible de proposer un modele qui concilie les distributions de tailles de pores et les
perméabilités mesurées expérimentalement. Un important effort de modélisation pour capturer
la morphologie de ces roches est requis. La morphologie doit étre précisée au cas par cas, en
fonction de chaque type de roche argileuse rencontrée. Enfin, la modélisation micromécanique
précise de la perméabilité relative reste une question ouverte.
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Chapitre 5

Critere de résistance :
homogénéisation numeérique

Résumé

: L’objet de ce chapitre est de proposer une méthode numérique pour le calcul du
critére de résistance (ductile) macroscopique d’un matériau hétérogéne dont la géométrie de la
microstructure est complexe. La méthode est basée sur la formulation d’un probleme non linéaire
fictif pour la recherche des états de contraintes macroscopiques appartenant o la frontiére du
domaine de résistance homogénéisé. La résolution du probleme est effectucée par une méthode
type FFT et les résultats utilisés comme champs tests dans l'approche cinématique du Calcul a

la Rupture pour quelques critéres usuels (Von Mises et elliptique).
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5.1 Résistance d’un milieu hétérogene

La présentation reprend les exposés de [5, 34, 37].

5.1.1 Description des capacités de résistance

Description statique Les capacités de résistance d’un matériau sont caractérisées par la
donnée de ’ensemble G des états de contrainte o admissibles. Le domaine G est convexe et
contient I’état de contrainte nul. Il est usuellement caractérisé par un critere de résistance f(o) :

oceGe flo)<0. (5.1)

La fonction f est convexe.

Description cinématique De fagon duale et équivalente, le domaine G peut étre décrit par
sa fonction d’appui 7 définie pour toutes les directions d par :

m(d) =sup o :d. (5.2)
ocG
La variable d est un tenseur d’ordre 2 auquel on confere le sens physique de taux de déformation.
La fonction d’appui correspond alors a la puissance dissipée. La fonction d’appui 7 est a va-
leurs dans RT et convexe par construction. De maniere équivalente, ’admissibilité d’un état de
contrainte est caractérisée par (5.1) ou

ccG&Vd, o:d<n(d). (5.3)

Géométriquement, le domaine convexe G est situé sous I’hyperplan H(d) d’équation o : d = 7(d)
pour toute direction d telle que w(d) < +oo.

Frontiére du domaine de résistance Si un état de contrainte o appartient au domaine G
et a I'hyperplan H(d), alors il appartient a la frontiere G de G en un point ou d est la normale

oed o c oG
{ of (5.4)

d=7(d) IN>0,d= N\
oc:d=n —
- do (o)

Par ailleurs, la fonction d’appui 7 est positivement homogéne de degré 1, c’est a dire

extérieure & 0G :

vVt > 0, Vd, w(td) = tw(d). (5.5)

Si 7w est suffisament réguliere, la dérivation de (5.5) par rapport & ¢ en t = 1 fournit I'identité

d’Euler :
om

od
Montrons que dr/0d(d) appartient a 0G. L’identité (5.6) implique que Om/0d(d) appartient a
I'hyperplan H(d). Par ailleurs, pour toute direction d’, la convexité de 7 s’écrit :

(d):d=mn(d). (5.6)

w(d) —n(d) > 2 (d) - (& — d). (5.7)
od
L’utilisation de (5.6) dans (5.7) fournit
, Om ' '
vd', —(d) : d <n(d). (5.8)

" od
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D’apres la définition duale (5.3) d’un état de contrainte admissible, on en déduit que o7 /0d(d)
appartient & G. Ainsi, 'implication (5.4) permet d’affirmer que 0w/0d(d) appartient a la
frontiere de G :

%(d) € 0G. (5.9)

Cette propriété s’averera particulierement intéressante pour déterminer les capacités de
résistance macroscopiques d’un milieu hétérogene.

5.1.2 Homogénéisation des capacités de résistance
Définitions statique et cinématique du domaine de résistance macroscopique

Probléme de calcul a la rupture On considere un VER £ d’un matériau hétérogene,
représentatif de ses capacités de résistance. En chaque point z de €2 les capacités de résistance
sont décrites par un domaine de résistance G(z), qui est caractérisé de fagon équivalente par
le critere f(o,z) ou la fonction d’appui 7(d, z). La capacité de résistance macroscopique est
définie par l'intermédiaire d’un probleme de calcul a la rupture posé sur le VER . Dans ce
chapitre, on considére un mode de chargement piloté en taux de déformation avec conditions
aux limites périodiques :

v(z) = D - z + vP"(z) avec vP*"(z) périodique

Vz € 04, { (5.10)

o(z) - n(z) anti-périodique

ou D est le taux de déformation macroscopique, v(z) un champ de vitesse cinématiquement
admissible avec D, o(z) un champ de contrainte et n(z) la normale unitaire extérieure a 0f.
L’ensemble des champs de vitesse microscopiques cinématiquement admissibles avec D est :

C(D) = {u|C' par morceaux, Vz € 0Qu(z) — D - z périodique} . (5.11)

La grandeur duale de D est identifiée par considération de la puissance des efforts extérieurs
Pt et application du lemme de Hill :

PeXt:/ v-o-ndS= z-D-o-ndS=|QD:o (5.12)
o0N o0N

ol l'on a utilisé la périodicité de vP°", 'anti-périodicité de o - n et dive = 0. La grandeur

duale de D est donc la contrainte macroscopique X = &. L’ensemble des champs de contrainte
microscopiques statiquement admissibles avec X est :

S(X)={o]|dive =0, =X, Vz € 0N o(z) - n anti-périodique} . (5.13)

De maniere plus générale, 'ensemble des champs statiquement admissibles est S = UgS(2).

Définition statique de GP°™ Un état de contrainte macroscopique X est dit admissible si il
existe un champ de contrainte microscopique o (z) statiquement admissible avec 3 et compatible
en tout point z de Q avec le domaine de résistance local G(z). Le domaine G"™ des états de
contrainte macroscopiques admissibles est donc défini par :

oecS(X)

Vz € Q, 0(z) € G(2) (5.14)

> e G & Jo, {
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Définition cinématique de GP™ Soit ¥ un état de contrainte macroscopique admissible
et o(z) un champ de contrainte microscopique qui posseéde les propriétés de (5.14). D’apres
I'application du lemme de Hill (5.12) et la définition de la fonction d’appui (5.2), il vient :

Y e 2 VD, Vu e (D), X : D < r(du),z) (5.15)

Puis, le minimum sur tous les champs cinématiquement admissibles donne :

Y eGm = vyD, 3 D < I1"°%(D), (5.16)

ou 'on a introduit
o™ (p) = inf =(d . 5.17
(D) ué?(p) m(d(u), z) (5.17)

En vertu d’un théoréme général d’analyse limite [40] qui énonce ’équivalence des approches
statique et cinématique, la réciproque de (5.16) est valable :

Y e o VYD, ¥ : D < II"(D) (5.18)

L’application de (5.3) montre alors que I1'™(D) peut effectivement étre interprétée comme la
fonction d’appui de GM™. Les champs de vitesse candidats pertinents pour réaliser le minimum
de (5.17) dans C(D) doivent correspondre a une valeur finie de 7. L’optimisation de (5.17) se
fait donc en pratique sur le sous espace de C(D) de champs cinématiquement admissibles qui
vérifient les conditions de pertinence assurant 7(d) < oo.

Remarquons que ’ensemble C(D) contient des champs de vitesse avec discontinuités. Si un
champ u € C(D) présente un saut [u] a travers une surface S de normale unitaire n, alors d
est singulier sur S. Le taux de déformation doit alors étre exprimé au sens des distributions

d = {d} + [u] ® nds (5.19)

ou {d} est la partie réguliere de d et ds la distribution de Dirac de la surface de discontinuité S.
La moyenne de la fonction d’appui intervenant dans (5.17) fait alors apparaitre une contribution
volumique de la partie réguliere {d} et une contribution surfacique de la discontinuité [u] @ n :

wdtw2) = g ([ i mav+ [ a1 én.zas) (5.20)

Les approches statiques et cinématiques du calcul & la rupture permettent alors de construire
des encadrements des capacités de résistance macroscopiques :
— Approche statique par l'intérieur
La construction d’un champ de contrainte microscopique compatible en tout point avec
le critere de résistance local et statiquement admissible avec un état de contrainte macro-
scopique 3 implique que ¥ € G"™. Si cette opération est répétée pour plusieurs états de
contrainte macroscopiques admissibles, 'enveloppe convexe de ces états de contrainte est
un domaine nécessairement inclus dans GPo™.
— Approche cinématique par I'extérieur
La construction d’'un champ de vitesse cinématiquement admissible avec un taux de
déformation macroscopique D permet de déterminer un majorant Hhom(D) et donc un
demi-espace qui contient nécessairement 'intégralité de GP™. Si cette opération est répétée
pour différentes directions D, l'intersection des demi-espaces correspondants est un do-
maine convexe qui contient entiérement Gh™,
Une mise en oeuvre numérique efficace des approches statique et cinématique basée sur le for-
malisme de la programmation conique a été proposée et illustrée notamment par [16, 45, 57, 76].
Dans la section suivante, une approche alternative est présentée.
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5.1.3 Détermination de la frontiéere du domaine de résistance macroscopique

L’objet de cette section est de caractériser chaque état de contrainte macroscopique de la
frontiere 9G™ comme la moyenne d’un champ de contrainte solution d’un probleme aux limites
[60].

Définition du probléme visqueux non-linéaire fictif

La définition de la fonction d’appui macroscopique présentée dans (5.17) montre que
1" (D) s’obtient par la résolution d’un probléme de minimisation de 7(d(w), z) sur les champs
de vitesse cinématiquement admissibles u € C(D). Ce probléeme de minimisation a formellement
la méme structure qu’un probleme d’élasticité non linéaire dans lequel la fonction d’appui joue
le role de I’énergie libre volumique locale et la vitesse celui du déplacement. Supposons que la
fonction d’appui 7 soit suffisamment réguliere. Il est alors légitime de s’intéresser au probleme
visqueux fictif suivant dont les inconnues sont le champ de vitesse v et le champ de contrainte
o

oces
v € C(D) et d = grad®v (5.21)
on(d, z)
Q — 2\
Vz e, o(z) 5d

Signalons qu’en d = 0 la fonction 7 n’est pas différentiable. La condition o = dn/0d(d) doit
alors étre remplacée par o € G en tout point ou d s’annule [5].

Cherchons a établir que le champ de contrainte o solution de (5.21) est statiquement admis-
sible avec un état de contrainte macroscopique ¥ situé sur la frontiere G"™. Tout d’abord, la
propriété (5.9) et la définition statique (5.14) de G'™ indiquent que ¥ = d7/0d € G'™. En se-
cond lieu, 'intégration de 'identité d’Euler (5.6) et le fait que v est un champ cinématiquement
admissible avec D conduisent a :

%(d) - d = 7(d) > TI""(D). (5.22)

Puis, 'application du lemme de Hill au membre de gauche fournit I'inégalité :

%(d):d: @(d) :d=X:D >1""D). (5.23)

Or ¥ € G donc ¥ : D < I1""(D) d’aprés (5.3), de sorte que ¥ : D = 1" (D). La
propriété (5.4) permet de conclure que

_ 871— hom
Y= %(d) € 0G

D est la normale extérieure a 0

(5.24)

Gh™ au point ¥

Ainsi, la résolution du probléme visqueux fictif (5.21) fournit une stratégie pour construire la
surface OGPo™,

Notons que la définition du probleme (5.21) est aussi motivée par le théoreme d’association
[84]. En effet, soit un état de contrainte macroscopique ¥ qui appartient & G"™ en un point
ou D est normale extérieure. Supposons avoir trouvé un couple (v,o) tel que o € S(X) soit
compatible avec les criteres de résistance locaux et v € C(D) réalise le minimum dans (5.17).
Le théoreme d’association stipule alors qu’en tout point ot d(v) # 0, o appartient a la frontiére
OG en un point ou d(v) est normale extérieure. En revanche, en tout point ou d(v) = 0, o peut
étre situé n’importe ot dans G.
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Criteres de résistance locaux fonction des deux premiers invariants

Considérons le cas ou le critere de résistance local f(o) est régi par les deux premiers inva-
riants du tenseur des contraintes :

flo) = f(om,04) avec o, =tro /3 ; o0q=04: 04, (5.25)

ou o4 = o — 0,1 est la partie déviatorique du tenseur des contraintes. Par définition (5.2), la
fonction d’appui s’écrit

w(d) = sup{omdy + o4 : dg| f(om,04) < 0}. (5.26)

Or, a o4 fixé, o4 : dg est maximal pour o4 colinéaire a dy. Finalement, la fonction d’appui n’est
elle aussi fonction que des deux premiers invariants de d :

m(d) = sup{omdy + 0qdg| f(om,0q) < 0} = w(dy, dg). (5.27)
La loi de comportement fictive non linéaire peut s’écrire sous la forme
or or or d,
= —(dy,dg) = =—(dy,dq)1 + —(dy,dg)— = C(dy,dy) : d 2
o = 5(dv,da) 8dv( d) +8dd( d)dd C(dy, da) (5.28)
ou le tenseur de rigidité sécant C(d,,dy) est isotrope et défini par
1
k(dy, da) = d—iaﬂ(g:l’ %)
C(dy,dq) = 3k(dy,dq)d + 21(dy, dg) K avec vl Bw(dv da) (5.29)
2u(dy, dy) = — v 7d)
1i(dy, da) o od,

Cette forme de loi de comportement n’est pas unique. Par exemple, la loi de comportement peut
étre écrite sous une forme précontrainte o = C(d) : d + oP(d). Pour conserver l'isotropie de la
formulation, il faut de plus choisir une précontrainte sphérique : o?(d) = oP(d)1. Le choix d’une
formulation précontrainte peut par exemple étre motivé par la conservation du caractere défini
positif du tenseur C(d).

Régularisation du critére de résistance

Les raisonnements précédents ont été développés sous I’hypothese que la fonction d’appui
7w du domaine G est suffisament réguliere. Cependant, pour de nombreux critéres usuels (Von
Mises, Tresca, Drucker-Prager, Mohr-Coulomb), la fonction d’appui n’est pas différentiable. Afin
de se ramener a la formulation d’un probleme visqueux fictif (5.21), la fonction d’appui doit étre
régularisée. A cet effet, [5] propose de construire une suite de critéres (f,)nen qui correspond &
une suite de domaines (G, )pen qui vérifient les propriétés :

1. Vn € N, G, est borné et strictement convexe,
2. la suite (Gy,)nen est croissante : Vn € N, G,, C Gp41 C G,
3. la limite de la suite (G}, )nen est G au sens : 'adhérence de U,enG,, est égale a G.

Pour tout n € N, le caractere borné strictement convexe de G,, assure la différentiabilité de fonc-
tion d’appui 7, correspondante, hormis aux points anguleux pour lesquels il faut faire intervenir
le sous-différentiel de m, [5].

Supposons qu’'une suite de critéres (fy,(z))nen est construite suivant les propriétés requises
ci-dessus en chaque point z de © ou 7(z) n’est pas suffisament réguliere. Alors, pour toute
valeur de n, la frontiere du domaine de résistance homogénéisé correspondant G}Qf)m peut étre
obtenue théoriquement par la résolution de (5.21). D’apres la définition statique (5.14) de Gho™,

on vérifie aisément que GI°™ C G C G"°™. On admettra que la suite (GE™),cn tend vers

GPo™ a4 sens : Padhérence de UnenGhom est égale & Ghom,
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Régularisation de la fonction d’appui

Une stratégie alternative est de régulariser directement la fonction d’appui 7 par une suite
de potentiels (1, )nen qui vérifient les propriétés :

1. ¥n € N, 1, est une fonction de d convexe de classe C! & valeurs dans RY,
2. Vd, lim,,_,o ¥, (d) = w(d).

Lors de l'utilisation de cette méthode, il faut garder a l'esprit que la fonction 1, n’est pas
nécessairement positivement homogene de degré 1. Le cas échéant, elle n’est pas la fonction
d’appui d’un domaine.

Supposons qu’en chaque point z de Q ol 7(z) n’est pas suffisament réguliere une suite de
potentiels (1, (2))nen est construite suivant les propriétés requises ci-dessus. En chaque point o
m(z) est réguliere, le potentiel 1, (z) est pris égal a m(z). Supposons par ailleurs que ces suites
de potentiels vérifient Vn € N et Vd la propriété additionnelle i, (d, z) > ¥,11(d, 2) > ¢¥(d, z).
Pour toute valeur de n, notons v,, le champ qui réalise le minimum :

WD) = int o (d(u),2) = Ga(d(v,). ), (5:30)

sous réserve que ce minimum existe. Alors

\Ilg?i-nll(D) = uelél(fD) wn+1(d(u)7 z) < wn-i-l(d('vn)a Z) < wn(d(/vn)7 z) = \Il}rjbom(D) (5'31)

et la suite (VoM (D)),en vérifie
vYneN TI"™(D) < ¥hom(D) < whom(D). (5.32)

On supposera que lim,, o, U™ (D) = 1™ (D).

5.2 Approche cinématique par une méthode FFT non linéaire

L’idée proposée est de résoudre de fagon approchée le probleme non linéaire fictif (5.21) par
une méthode numérique. La cinématique obtenue sera alors utilisée dans ’approche cinématique
du calcul a la rupture pour fournir un majorant de la fonction d’appui macroscopique.

La présentation se base ici sur le schéma itératif proposé par Michel et al. [66] pour la
résolution des problémes non linéaires par FFT. Néanmoins, la méthode proposée n’est a priori
pas restreinte a ce schéma de résolution. Le schéma étudié ici repose sur la stationarité d’une
fonctionnelle appelée Lagrangien augmenté et la résolution du probleme discrétisé non linéaire
par un algorithme de Uzawa. L’exposé de Michel et al. [66] est ici adapté au probléme d’ho-
mogénéisation du critere de résistance qui nous intéresse.

5.2.1 Fonctionnelle Lagrangien augmenté

Le probléme de minimisation a résoudre est (5.17) :

"™ (D) = ueilrcl(fD) 7 (d(u)). (5.33)

Dans notre cas, 7 a le sens d’une fonction d’appui du critére de résistance local. En tout point
z, la loi de comportement dérive du potentiel 7(d, z) :

o
- od

o(z) d,z). (5.34)
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Le probléme de minimisation peut étre reformulé par introduction d’une liaison e(z)—d (u(z)) =
0 en tout point de €. Le multiplicateur de Lagrange associé a cette liaison est noté A(z). Le
Lagrangien usuel serait alors

L(d(u),e,A\) =m(e)+A:(du)—e) (5.35)

Cependant, dans un soucis de stabilité numérique, de nombreux auteurs ont recours a une autre
fonctionnelle appelée Lagrangien augmenté et définie comme
1

Lo(d(u),e,A) =7 (e)+A: (d(u) —e) + §(d(u) —e):Cy: (d(u) —e), (5.36)

ol la raideur homogene Cy, associée a une forme quadratique définie positive, a été introduite.
Le probléme initial est retrouvé en écrivant la stationnarité du Lagrangien augmenté Ly

inf inf supLo(d(u),e,A) =supinf inf Lo(d(u),e, ). 5.37
inf dnf  sup o(d(u), e,X) supinf inf o(d(u), e,X) (5.37)

L’échange entre inf et sup est justifié dans le cas ou 7(d) est convexe et a une croissance suffisante
a l'infini. La deuxiéme écriture est intéressante puisqu’elle fait apparaitre un probleme linéaire
avec une raideur uniforme Cj et une précontrainte 7 = A — Cy : e. La solution de ce probleme
est connue et fait appel a 'opérateur de Green I'g du milieu uniforme de raideur Cg. Le taux de
déformation solution est d = D — I’y x T.
Le systéme non linéaire qui résulte de I’écriture de la stationnarité du Lagrangien augmenté
(5.36) est alors
d(u(z)) =D —[Lo* (A —Co : )] (2)
d(u(z)) —e(z) =0
on(e, z)
Oe
Lorsque ce systeme est résolu exactement, e est égal au champ de taux de déformation et A est
égal au champ de contrainte.

Vz € Q, (5.38)

—A(2) +Co : (e(z) —d(u(2))) =0

5.2.2 Discrétisation

Revenons maintenant dans 1’optique d’une résolution numérique du probleme (5.33) par
une méthode FFT. Dans un premier temps, une grille réguliere de taille N = Nj X ... X Ny
divisant la cellule de périodicité €2 est introduite (d = 2 : probléeme plan, d = 3 : probléme
tridimensionnel). La grille est constituée de voxels Q3 indexés par le multi-index 8 = (51, ..., Bq)
avec 3; € {0,1, ..., N; — 1}. Le sous-ensemble de N parcouru par le multi-index 3 est noté Z. Les
champs e et A intervenant dans (5.36) sont discrétisés en champs constants sur chaque voxel :

e(z) = egxs(z) ; Az)=> Agxs(2) (5.39)

BeL BeT

ol xg est la fonction indicatrice du voxel {13.
La stationnarité de la fonctionnelle (5.36) est écrite sur les deux séries discretes (Ag) g et
(€3) gez ainsi que sur I'espace des champs de vitesse cinématiquement admissibles K(D). Le

systeme discrétisé résultant est

dB:D—I‘O*(/\—(CO:e)ﬁ 5
VB eI, B = €p avec (5.40)
({97T5(elg) Wﬁ(e) = W(e’ Z)
Oe

—{—Coteg:Aﬁ—{—Coldg
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Des ce stade, on peut anticiper que la discrétisation proposée ne permet pas de rendre compte
de mécanismes avec discontinuité de vitesse. Cependant, un enrichissement de l’espace de
discrétisation résulterait en une complexité mathématique et numérique néfaste aux intéréts
de la méthode que sont la relative simplicité de sa mise en oeuvre et sa rapidité d’éxécution.

5.2.3 Algorithme de résolution

Le systéme discrétisé non linéaire (5.40) peut étre résolu par lalgorithme itératif de Uzawa.
Chaque itération de I'algorithme de Uzawa suit les trois étapes décrites ci-dessous :

itération i : (Agl) et <eiﬁ_1) connus
BeT BeZ

1. calculer d’ pour la précontrainte A= — Cy : e*~!

B

du')=D-Tox (A1 =Cp:e) et dj = d(u?) (5.41)
2. VB € T calculer e% solution de I’équation non linéaire
87Tlg(ei ) . . .
—5 =+ Cot el =Codj+ A (5.42)
3. VB € T mettre a jour )\%
A - , . 371'5(623)
’6:/\;31+<C0:(16—eg):7ae (5.43)

Taux de déformation A chaque itération 4, le champ d(u') calculé & l'étape 1 est
cinématiquement admissible avec D par construction. Par conséquent, un majorant II"™® (D)
de IT"*™ (D) est obtenu & chaque itération :

'™ (D) < I™¥(D) = n(d(u?)). (5.44)

Cependant, numériquement, 'opérateur de Green discrétisé (B.37) ne permet que d’accéder a

la moyenne par voxel du taux de déformation d% = d(ui(z))ﬁ. Sous réserve que la discrétisation
soit suffisamment fine, ’approximation suivante est utilisée :

w(d(w) ~ % S ro(dy). (5.45)
BeT

Cette approximation ne conserve malheureusement pas rigoureusement le statut de borne
supérieure de l'approche cinématique du calcul a la rupture. Dans la suite, on supposera ce-
pendant que ’erreur commise est négligeable.

Le résultat d’un calcul est donc un hyperplan de ’espace des contraintes, de normale D et
de distance II™® (D) & l'origine. L’approche cinématique du calcul & la rupture assure qu’aucun
état de contrainte macroscopique ¥ appartenant au demi-espace défini par 3 : D > II™8(D)
n’appartient au domaine de résistance macroscopique. Par conséquent, I’exploration d’un nombre
fini de directions D* de R® permet de définir une série de demi-espaces X : D* < I1™# (D) dont
I'intersection contient assurément le domaine de résistance macroscopique. Le contour de cette
intersection correspond & I'enveloppe convexe de ensemble des hyperplans 3 : D* = Hmaj(Dk).



126 Critére de résistance : homogénéisation numérique

Contraintes A chaque itération i et en chaque voxel B, le multiplicateur de Lagrange A% =
3775(eiﬁ) /Oe appartient a la frontiere du critére de résistance dont s est la fonction d’appui.
Toutefois le champ de contrainte constant par voxel correspondant n’est a priori pas statiquement
admissible : il ne peut donc pas étre directement utilisé dans une approche statique du calcul a
la rupture.

En revanche, le champ o* = Cy : d(u®) + 11 avec 707! = XL —Cp: e est statiquement
admissible par construction de d(u'). Sa moyenne est connue exactement et vaut ¥* = Cy :
D + 11, Ce champ n’a plus la garantie de vérifier le critere de résistance local en tout point.
Pour palier ce probleme, le champ o* peut étre multiplié par une constante de sorte a étre
compatible avec le critére en tout point. Bien entendu, cette procédure ne peut se faire que de
fagon approchée car on ne peut accéder numériquement qu’a la moyenne par voxel des champs.
A cette approximation pres, la démarche permettrait de construire un minorant de la contrainte
macroscopique supportable dans la direction donnée par X*. Malheureusement, la stratégie
proposée n’est pas efficace en pratique. En effet, en tout point ou d est nul, la contrainte est
indéterminée par la loi de comportement et A est tres perturbé.

Ainsi, la méthode proposée dans ce chapitre ne permet donc malheureusement pas de réaliser
une approche par 'intérieur du domaine de résistance. Or un encadrement est toujours souhai-
table pour quantifier les écarts au domaine exact induits par la discrétisation et la résolution
itérative. Toutefois, si I'on souhaite réaliser un encadrement du domaine de résistance ho-
mogénéisé, on peut se tourner vers la méthode FFT proposée par Vincent et al. [103] qui
correspond & une approche statique par lintérieur. Cette méthode, complémentaire, n’a pas
été implémentée car elle est plus lourde numériquement.

5.2.4 Résolution I’équation non-linéaire

A Iétape 2 de lalgorithme de Uzawa, I’équation tensorielle non linéaire (5.42) peut étre
résolue numériquement dans le cas général, ou analytiquement dans certains cas particuliers
présentés ci-apres.

Inclusions rigides et pores

La situation ot un voxel {13 est constitué d'une phase infiniment rigide peut étre traitée en
imposant que e% solution de (5.42) est nul. Dans le cas ot un voxel {23 correspond & un pore,
e% solution de (5.42) est e%, = d% +Cyt: )\%71.

Ces situations qui peuvent paraitre triviales sont d’une grande importance : 'algorithme du
Lagrangien augmenté proposé par Michel et al. [66] permet de gérer les deux types de contrastes
infini (voir la démonstration en Annexe E).

Critere de résistance fonction des deux premiers invariants
L’équation (5.42) devient
(C(ey,eq) + Co) : e =s avec s = Co : d (u’) + A" (5.46)

Lorsque le milieu de référence est isotrope, ’équation tensorielle peut se projeter sur les compo-
santes volumique et déviatorique

(k(ev,eq) +ko)ew = sm 3 (2u(ew,eq) + 2u0)eq = s (5.47)

ol s est le scalaire positif ou négatif tel que eq = egs4/s}; et sq = |s}|. Examinons maintenant
quelques cas particuliers d’intérét pratique.
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Critére de résistance elliptique

A titre d’exemple, prenons le cas d’un critere de résistance elliptique uniforme sur le voxel
considéré

_ Om O
f(o‘) = 7 + ? — 1. (5.48)

Dans le plan (oy,,, 04), la frontiere du domaine G est une ellipse centrée en 0 et d’axes y/a suivant
Om, Vb suivant o4. Sa fonction d’appui est

m(d) = \/ad2 + bd2. (5.49)

Les modules sécants isotropes vérifient

k(dy,da) _ 2u(dy,da) _ 1 (5.50)

a b \Jad2 + b2

Le systeme (5.47) conduit & une unique équation polynomiale d’ordre quatre en chaque point.
Le degré de cette équation polynomiale est réduit a deux a la condition de choisir le milieu
de référence tel que ko/a = 2up/b. Dans ce cas, la solution est

—1
s - - bs ko 20
€= 5.0 <1 —y/a~1s2, +b71s] ) o6y = eda—;z < st — ==~ (5.51)

Le signe de ey est généralement bien positif car s est la somme d’un terme A qui est sur la
frontiere de G et d’un terme Cg : d qui doit pointer vers l'extérieur de G' a convergence. L’étape
2 de lalgorithme de Uzawa (5.42) devient trés simple numériquement puisqu’elle se réduit alors
a calculer e; & partir de s =Cq : d (ul) + X7 comme suit

1 -1 b
. 1— —1c2 b—l 2 1
e; o < \Ja~tss, + Ey 3asm + 84

1 -1 b
= (1= V=33, + 078 ) (o~ 1) sml+s
5 (1= Va3, 2o 1) sm
Cette restriction sur le choix du milieu de référence présente un intérét particulier si toutes les
phases, hormis les éventuels pores ou inclusions rigides, ont des criteres de résistance elliptiques

(5.52)

homothétiques. Si le critére elliptique est décalé, de fonction d’appui 7(d) = y/ad? + bd?l — cey,
il suffit de remplacer s,, par s, + ¢ dans (5.51).

Critére de résistance de Von Mises

Le critere de Von Mises peut étre décrit asymptotiquement comme un critere elliptique dans
la limite ot a/b — oo [5]. La résistance en traction simple est alors og = /3b/2. Le critére de
Von Mises s’écrit

flo) =04 —Vb. (5.53)
La fonction d’appui du critere de Von Mises est
+oo  sid 0
(d) = { v 7

5.54
Vbdy sid, =0. (5.54)

La condition de pertinence implique d,, = 0. Sans restriction sur le milieu de référence, le systeme

(5.42) admet pour solution
1 Vb
=~ (1 i 54> /0
ei(z) = { 2u0 < 5d> s stsaz Vb (5.55)

0 sisdgx/g
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Régularisation du critére de résistance de Drucker-Prager
Le critere de Drucker-Prager est
flo) =04+ alom —h) (5.56)

ou « est l'angle de frottement et h la résistance en traction isotrope. La fonction d’appui du
critere de Drucker-Prager est singuliere :

i dy, < ad
w(d)= ] o0 T ada (5.57)
hd, sid, > adg.
La fonction d’appui est régularisée par une suite de potentiels
Ya(dy,dg) = fo(X) + hd, avec X =d, — ady (5.58)

avec a un scalaire positif et f, une fonction convexe de classe C? définie sur |—a; +o0[, strictement
décroissante sur | —a; 0], nulle sur [0; +oo[, de limite +00 en —a™. La loi de comportement fictive
du potentiel régularisé est alors

_ Oa(dy, da)
od

o

= f1(X) (1 — aj—j) + hl (5.59)
Apres passage a la limite a — 07 ([5] p. 133), f2(X) tend vers une valeur indéterminée F < 0.
F est le multiplicateur de Lagrange de la liaison d,, — ady > 0. La loi de comportement est alors
indéterminée :
o=F <1 - a@> +hl (5.60)
dd

Deux situations doivent étre considérées :

— Si o est sur le sommet du critere (o0 = hl), alors d appartient au cone d,, > ady et F = 0.

— Si o n’est pas sur le sommet du critere, alors d vérifie la liaison d, = ady et F < 0.
Le systeme d’équation (5.42) se sépare donc en deux cas

ey, = aeg F=0
siF<O0 h+F+koe, =58, ; sle, > aeq h+ F + kpe, = s, (5.61)
- Oéf + 2/,1/0€d == Szl — (Xf—i— Qﬂoed = 32

La solution est

i —h) < b .
st 2p10(sm — h) < akgsg si 2p0(sm — h) > akgsy :

( = W s —h
v 042/€0 + 20 €y = mk
oy — sh+ asm —h) ; s 0 (5.62)
a2kg + 20 eq = %0
F_ 200(8m — h) — akosy 0
042]{30 + 20

Dans le premier cas, le signe de e, est généralement bien positif car le numérateur fait apparaitre
le critere de Drucker Prager appliqué a s. Or s est la somme d’un terme A qui est sur la frontiere
de G a chaque itération et d’un terme Cy : d qui doit pointer vers I'extérieur de G' a convergence.
Si, lors d’une itération avant convergence, la formule conduit & e4 < 0, on impose numériquement
eq = e, = 0 pour l'itération.

Le probleme de cette formulation est que la contrainte moyenne est de signe variable tandis
que d, est toujours positif d’apres la regle de pertinence, ce qui revient a travailler avec un
module de compression sécant parfois négatif. Alternativement, (5.60) peut étre réécrit sous une
forme précontrainte o = C(d) : d+0P(d)1 suivant [5], oit C(d) est un tenseur de raideur isotrope
de modules strictement positifs et oP(d) une précontrainte isotrope.
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5.3 Résultats numériques

5.3.1 Critére de Von Mises

Bien que le critere de Von Mises soit généralement mieux adapté a la description des métaux
que des géomatériaux, il fait I'objet d’une littérature plus abondante et sera donc utilisé pour
valider la méthode.

Pore carré en déformations planes

Dans un premier temps, la résistance macroscopique d’un pore carré dans une matrice suivant
un critere de Von Mises est étudiée en conditions aux limites périodiques et déformations planes.

Dans le cas ou la porosité de ce matériau est supérieure a 25%, le critere de résistance
macroscopique exact a été déterminé par Maghous [65]. Le mécanisme cinématique optimal
fait intervenir une discontinuité du champ vitesse. Cet exemple est intéressant car il réunit
trois difficultés numériques majeures qui peuvent limiter les performances de la méthode FFT
proposée

1. localisation du taux de déformation,

2. raideur nulle pour rendre compte de la porosité (contraste infini),

3. module de compression infini pour vérifier I'incompressibilité (contraste infini).

Les directions de recherche explorées sont données par

cos(6) sin(6)
1
2 + 2

D=

(61 RKer—ex® 62) (563)

La frontiere exacte du domaine de résistance macroscopique et son approche par 'extérieur par la
méthode FFT sont présentées Fig. 5.1 pour une porosité de 25%. Deux grilles de discrétisation
sont comparées, une grossiere de 322 pixels et une fine de 5122 pixels. La direction du taux
de déformation macroscopique est incrémentée avec un pas angulaire de 7/64 sur 6. Pour la
discrétisation de 5122 pixels, chaque direction requiert un calcul d’environ deux minutes sur
un ordinateur de bureau basique, contre une seconde pour la discrétisation de 322 pixels. Pour
les deux discrétisations, 'enveloppe numérique reproduit convenablement la forme anguleuse du
critere. Pour la discrétisation de 322 (resp. 5122) pixels, la surestimation de la résistance est
inférieure & 11% (resp. 5%). La surestimation pour la grille de 5122 pixels, bien que modérée,
est un peu décevante au vu de la finesse de la discrétisation utilisée. Elle est attribuée a I'im-
possibilité de prendre en compte efficacement la discontinuité de vitesse du mécanisme de ruine.
La localisation du taux de déformation est illustrée Fig. 5.2 pour un taux de déformation ma-
croscopique D = 1/2(e; ® e + e2 ® e2) qui correspond & une traction dans le plan.

Pore sphérique

Dans un second temps, la méthode est testée en 3D pour la détermination de la résistance
macroscopique d’un réseau cubique de pores sphériques dans une matrice suivant un critere de
Von Mises.

Les directions explorées sont données par le taux de déformation macroscopique suivant :

0 2
D= COS;)(, )14 \/; sin(0) (— cos(a + 3)er ® €1 = coslws — Fe2 @ ez + cos(wa)es @ es)
cos(0y)

— T1 + sin(64) (cos(wq)s1 + sin(wg)s2)
(5.64)
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FIG. 5.1: Pore carré : Critére exact (noir) et enveloppes par FFT (322 : rouge, 5122 : bleu).

avec la notation

2 e1®er+ e ®es eg1e—exer
R _ . = 5.65
S1 \/; <e3 & €3 9 > ) 52 \/5 ( )

Les tenseurs (1/3, s1, s2) forment une base de l'espace (e1 ® e, es ® es, e3 ® e3), orthonormée
pour le produit doublement contracté.

Cette forme de D est choisie de sorte que D, = cos(6;) et Dy = |sin(f,)|. L’angle 6; permet
donc de controler le taux de triaxialité du taux de déformation macroscopique. L’angle wy est
I'angle de Lode du taux de déformation!, qui varie entre 0 et 7/3. L’angle de Lode est ici relié
au troisieme invariant J3(D) du déviateur du taux de déformation par

3
J3(D) = I3(Dy) = det(Dy) = \/g% cos(3wyq) (5.66)

Par symétrie du probléme pour le chargement (5.64), le tenseur des contraintes macrosco-
pique X sur le point de la frontiere du domaine de résistance macroscopique dont la normale
est D est diagonal dans la méme base que le taux de déformation. Le tenseur des contraintes
macroscopique peut donc se mettre sous la forme

X =Xnl1+2481 + X892

2 Y11 + Yoo Y11 — Yoo (5.67)
Y =s =)o Sy — 2T Z2) . oy g, = 2 22
avec i S1 \/; < 33 > 5 d2 S2 \/5

Le tenseur des contraintes peut aussi étre exprimé a ’aide du paramétrage suivant :

2
Y¥=%,1+ \/;Ed (— cos(w + g)el ® e; — cos(w — g)QQ ® es + cos(w)eg ® 63)

=1+ X, (cos(w)sy + sin(w)ss)

(5.68)

L’angle de Lode est usuellement réservé a la description des contraintes dans I’espace des contraintes princi-
pales.
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F1G. 5.2: Pore carré : localisation du mécanisme de ruine avec discontinuité de vitesse.

ou w est ’angle de Lode des contraintes. L’angle de Lode permet donc d’avoir une représentation
polaire des contraintes dans un plan déviateur de normale 1. Pour les paramétrages (5.64) et
(5.68) :

Y : D =%,,cos(0g) + Xgsin(fy) cos(w — wq) (5.69)

Une grille de discrétisation de 643 ~ 2,6.10° voxels est utilisée. Dans un premier temps,
pour wy = 0 et wg = /6 seulement, la direction du taux de déformation macroscopique est
incrémentée avec un pas angulaire de 7/128 sur 6. Pour chaque direction D, un calcul sur une
grille 64 prend environ une minute.

Les résultats obtenus pour une porosité de 4% sont comparés Fig. 5.3 aux résultats
numériques établis par Richelsen et Tvergaard [80] et Vincent et al. [103]. Pour mailler la cellule
de périodicité, les simulations par éléments finis de [80] utilisent ~ 3, 3.10° éléments tétraédriques
avec une interpolation linéaire. Les simulations par méthode FFT de [103] sont réalisées sur une
grille de 128 ~ 2,1.10° voxels. La méthode FFT de [103] est complémentaire de la méthode
proposée dans ce chapitre car elle est basée sur une approche statique par trajets de contraintes
radiaux. Aux erreurs de discrétisation pres, elle fournit un minorant de la résistance macrosco-
pique. Cependant, elle est plus lourde a mettre en oeuvre et les calculs sont allongées par rapport
a la méthode proposée ici car elle requiert des incréments de chargement.

Signalons que le paramétrage (5.64) ne permet qu’une détection indirecte de I'effet de I’angle
de Lode des contraintes, puisque ’on impose en fait 'angle de Lode du taux de déformation.
Toutefois, les résultats Fig. 5.3 attirent I’attention sur la dépendance du critere de résistance ma-
croscopique au troisieme invariant des contraintes, de méme que les résultats de [80, 103]. Dans le
cas wg = 0, on montre par la suite que w = 0 donc une comparaison aux résultats de [80, 103] est
possible. L’écart est modéré dans ce cas, et les résultats de la méthode cinématique contiennent
bien ceux de la méthode statique. Pour wy = 7/6, la courbe est parfaitement symétrique en
traction/compression, tandis qu'une légere asymétrie apparait pour wy = 0. Signalons qu’il a été
remarqué dans Vincent et al. [103] que les mécanismes de ruine sont plus localisés pour w = 7/6
(donc J3 = 0) que dans le cas axisymétrique (w = 0). Comme remarqué par Richelsen et Tver-
gaard [80], le modele de sphere creuse proposé par Gurson [46] surestime le domaine de résistance
du milieu périodique avec pores sphériques. Notamment, la résistance en traction/compression
isotrope est surestimée par le modele de Gurson d’environ 20% pour une porosité de 4%. Par
ailleurs, le modele de Gurson ne fait pas intervenir de dépendance au troisieme invariant des
contraintes.

Pour étudier de facon plus systématique l'effet de ’angle de Lode, une série de calculs est
réalisée pour balayer toutes les directions dans ’espace (D11, D22, D33) avec un pas angulaire
de 7/60 sur 0, et wy. Le systéme d’inégalités résultant permet de définir un polyhedre convexe
qui approche le critere de résistance macroscopique par l'extérieur. Ce polyhedre possede une
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F1a. 5.3: Pore sphérique, coupes dans le plan contrainte/moyenne déviateur pour les angles Lode
wg = 0 (bleu) ou 7/6 (rouge).

symétrie centrale par rapport a ’état de contrainte nul et une symétrique ternaire (période 2 /3
sur wy) car les directions e, ey et e jouent le méme role. Les coupes de ce polyhedre par
des plans 35, constant Fig. 5.4 montrent que la résistance déviatorique dépend de Js3. Il est
intéressant de remarquer la transition d’un critere sur ¥; avec une symétrie hexagonale pour
Ym = 0 & un critére avec symétrie ternaire pour |X,,| élevé. Il serait intéressant de réaliser la
méme étude pour une porosité plus faible (1 ou 2 %) pour déterminer si 'effet du troisieme
invariant des contraintes n’est pas induit par les conditions aux limites périodiques. Cependant,
Ieffet du troisieme invariant a aussi été observé sur le modele de sphere creuse, notamment par
Revil-Baudard et Cazacu [79], ce qui laisse & penser qu'il est inhérent aux matériaux poreux avec
une matrice de Von Mises et non la seule conséquence des conditions aux limites périodiques.

5.3.2 Critere elliptique

Le critere elliptique (5.48) est d’un intérét particulier car il sera adopté au chapitre 6 pour
décrire la résistance de la matrice argileuse (& un décalage pres suivant o,,). Dans cette partie,
on s’intéresse a un matériau constitué d’une matrice argileuse caractérisé par un domaine de
résistance elliptique, renforcé par des inclusions de silts (silice, carbonates, pyrite) supposés
infiniment plus résistants. Dans un premier temps, les inclusions et la matrice sont supposés en
adhérence parfaite. Le chapitre 6 sera dédié a la prise en compte d’interfaces imparfaites.

En vertu de cette adhérence parfaite et du caracteére infiniment résistant des inclusions, si le
domaine de résistance elliptique de la matrice est décentré d’une valeur c le long de 'axe o,
alors il en est de méme pour G"™. Autrement dit, il suffit de considérer le cas ot le domaine
de résistance elliptique de la matrice est centré a lorigine (comme dans (5.48)), de réaliser
’homogénéisation, puis de décaler GP™ de ¢ le long de axe 3,),.

Pour simplifier, les inclusions sont supposées sphériques et disjointes. Afin de balayer une
grande gamme de fraction volumique d’inclusions p, les spheéres sont disposées suivant un
réseau cubique faces centrées (CFC). Sauf mention, les calculs sont réalisés sur une grille de
discrétisation de 643 voxels. Le chargement est effectué suivant le paramétrage défini par (5.64)
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F1G. 5.4: Pore sphérique dans matrice de Von Mises (porosité 4%), coupes dans des plans %,
constant (en compression) : effet de 'angle de Lode des contraintes w pour différentes valeurs
de =3, /Xmax,

avec un pas angulaire de 7 /60 sur 6 et w.

Dans un premier temps, un calcul préliminaire a été conduit pour une densité élevée d’in-
clusions de 51,2% et les valeurs a=>53,4; b=33,4 (MPa) pour le domaine de résistance de la
matrice argileuse. Ces valeurs sont supposées représentatives pour une argilite d’apres les com-
paraisons avec des données expérimentales (voir Chapitre 8). L’enveloppe obtenue par ’approche
cinématique est représentée Fig. 5.5 dans l'espace (X171, X22,33). Elle présente une allure el-
lipsoidale mais tronquée aux extrémités pour |X,,| élevé. Des coupes de cette enveloppe par des
plans ¥,,=constante ont été réalisées pour étudier 'effet de ’angle de Lode, pour des valeurs
de X,/ comprises entre 0 et 0,95.

Dans un second temps, une étude paramétrique plus détaillée est réalisée. Les mémes types
de calculs sont menés pour des rapports d’aspect du domaine de résistance de la matrice ar-
gileuse a/b = 1, 10 et 100. Deux fractions volumiques d’inclusions sont étudiées : 10% et 40%
de renforcement. Par souci de lisibilité, seules des coupes par des plans Y,,=constante sont
présentées Fig. 5.6. Cette étude indique que le domaine de résistance macroscopique présente
une dépendance accrue vis a vis de 'angle de Lode lorsque le rapport d’aspect a/b du domaine
de résistance de la matrice argileuse est faible, ainsi qu’aux fortes fractions volumiques p d’in-
clusions. En revanche, lorsque le critere de la matrice se rapproche du critere de Von Mises
(a/b élevé), angle de Lode ne joue pas un role significatif. Si I'on en juge d’apres la fraction
volumique, on peut noter que les inclusions rigides induisent un effet du troisieme invariant
nettement moins marqué que les pores.

Par ailleurs, une étude de I’évolution des contraintes moyenne et déviatorique maximales en
fonction de p et de a/b est présentée Fig. 6.8 au chapitre 6, en comparaison avec les résultats
analytiques établis au chapitre 6.
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F1G. 5.5: GM™ pour un réseau CFC d’inclusions rigides sphériques dans matrice elliptique
(a=53,4; b=33,4; p=0,512). (a) Approche par l'extérieur dans l'espace (311, X22,%33). (b)
Coupes de G"™ par des plans X,,, constant (en traction) : effet de I'angle de Lode pour différentes
valeurs de X, /3max,

5.3.3 Critere de Drucker Prager

La méthode proposée rencontre des difficultés lors de son application au critere de Drucker-
Prager. L’algorithme de Uzawa ne converge pas toujours ou converge tres lentement, en parti-
culier lorsque l'angle de frottement est élevé. Des résultats cohérents avec les calculs de [76] en
présence d'un pore sphérique n’ont été obtenus que dans le cas d’un angle de frottement faible.

Ce constat d’échec numérique s’explique par les résultats établis en annexe E sur les valeurs
propres de 'opérateur de récurrence associé au solveur itératif utilisé. Pour le solveur itératif de
Uzawa appliqué au schéma basé sur le lagrangien augmenté, la convergence n’est assurée que si
les modules sécants sont du méme signe que ceux du milieu de référence. Cependant, le module
de compression associé au critere de Drucker-Prager est de signe variable. En effet, la regle de
normalité impose que d, soit positif, tandis que la contrainte moyenne peut étre positive ou
négative suivant la valeur de F dans (5.60). Au contraire, pour le critére elliptique, les modules
sécants sont toujours positifs. Il serait intéressant d’étudier un schéma de résolution alternatif
basé sur la formulation précontrainte de (5.60) avec une raideur non linéaire définie positive.

Ce chapitre a permis de rappeler les principes de 1'homogénéisation des propriétés de
résistance et une stratégie de caractérisation de la frontiere du domaine de résistance macro-
scopique via la résolution d’un probleme visqueux non linéaire fictif. Cette stratégie a été mise
a profit pour proposer une méthode numérique originale pour I’homogénéisation des propriétés
de résistance en conditions aux limites périodiques. La méthode, basée sur les schémas de type
FFT en élasticité non linéaire, présente I'avantage d’étre tres efficace en comparaison avec des
calculs élasto-plastiques et surtout adaptée aux géométries complexes puisqu’elle ne nécessite
pas de maillage. L’efficacité de la méthode a rapidement permis de déterminer les frontieres de
domaines de résistances macroscopiques pour des sollicitations triaxiales vraies sur des cellules
périodiques composées de pores ou d’inclusions infiniment résistantes plongées dans une ma-
trice avec un critere de Von Mises ou elliptique. Cette étude a permis d’exhiber un net effet du
troisieme invariant du tenseur des contraintes macroscopique dans certaines situations.

Pour continuer cette étude, nous envisageons d’effectuer des calculs par FFT directement
sur la microstructure de argilite obtenue au microtomographe par Robinet et al. [81]. L’ab-
sence de maillage sera alors particulierement utile. La seule limitation est la taille de la grille
de discrétisation, qui est conditionnée par la mémoire vive disponible. A titre indicatif, seuls
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3 Go de mémoire vive sont nécessaires pour un calcul sur une grille 2563 voxels. Pour une
telle discrétisation les calculs sont bien entendu aussi plus longs, de 'ordre de quelques heures
pour une direction de chargement sur un ordinateur basique actuel, ce qui limite le nombre de
directions de chargement que ’'on peut explorer.

Citons quelques limitations majeures de la méthode et pistes de recherche a explorer.
Comme toute méthode numérique type FFT en mécanique, I'utilisation d’une grille réguliere
ne permet pas de raffiner localement la discrétisation ni d’explorer efficacement des mécanismes
cinématiques avec discontinuités, qui sont pourtant essentiels. En outre, elle n’a été appliquée
qu’a des criteres suffisamment réguliers. Il serait intéressant de voir si la méthode permet aussi de
traiter des domaines de résistance micro dont la frontiére présente des points anguleux (Tresca,
Mohr-Coulomb). Enfin, les critéres de type frottant soulévent des difficultés numériques liées au
signe du module de compression sécant fictif.



Chapitre 6

Critere de résistance avec effets
d’interfaces

Résumé

L’objet de ce chapitre est de proposer une modélisation micromécanique du
critére de résistance (ductile) d’une roche argileuse. Le modéle retenu pour largile (transition
micro—méso) est un polycristal de pores et de grains rigides dont linterface grain-grain est
régie par un critére de résistance de Mohr-Coulomb. A Uéchelle supérieure, le renforcement
de la matrice argileuse par des inclusions (transition méso—macro) est étudié dans le cas ot
les inclusions sont considérées rigides. Afin de déterminer l'impact sur le critére de résistance
macroscopique de proprictés d’interfaces dégradées entre inclusion et matrice, trois cas sont
considérés : les interfaces matrice-inclusion sont considérées soit parfaites, soit régies par un

critéere de résistance de Tresca ou de Mohr-Coulomb.
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6.1 Modele micromécanique de la résistance d’une roche argi-
leuse

6.1.1 Morphologie retenue

Le modele morphologique retenu pour décrire la résistance de certaines roches argileuses
est le modele a trois échelles (micro, méso, macro) présenté Fig. 6.1. Ce chapitre se concentre
sur la détermination du critére de résistance macroscopique par transition méso—macro (voir
Fig. 6.1), mettant & profit pour la matrice argileuse les résultats de la transition micro—méso
établis par He et al. [51].

Dans les travaux précédents de He et al. [51], la matrice argileuse est décrite a 1’échelle micro
comme un assemblage poly-cristallin de grains - qui représentent les paquets de feuillets d’argile
- et de pores. La particularité de ce modele est de proposer que la résistance de la matrice
argileuse est controlée par la résistance des interfaces entre grains, tandis que les grains sont
supposés infiniment plus résistants.

L’effet de renforcement du critére de résistance d’un matériau argileux occasionné par la
présence d’inclusions (carbonates, quartz, pyrite) fortement plus rigides est maintenant étudié.
Une attention particuliere est portée sur I'effet d’une imperfection des interfaces entre les inclu-
sions et la matrice.

A Déchelle micro, un volume élémentaire représentatif (VER) Q,, de la matrice est introduit
(voir Fig. 6.1). Il comporte des pores occupant ’espace 2, et des grains rigides occupant I’espace
Q. La porosité de la matrice argileuse est ¢ = |p|/|Qp|. Les grains sont jointifs et on note
I'y I'union de toutes les interfaces entre grains. La surface spécifique des interfaces entre grains,
homogene a I'inverse d’une longueur, est v4 = |I'g|/|Qpm].

A Déchelle méso, un VER ) de matériau argileux renforcé est considéré. Le matériau renforcé
est constitué de la matrice argileuse qui occupe le domaine €2, et d’inclusions. Les inclusions
occupent le domaine §2;, de fraction volumique p = |€;|/|2]. L’union de toutes les interfaces
entre inclusions et matrice est notée I';. La surface spécifique des interfaces entre inclusions et
matrice est v; = |I';|/|Q2|. La porosité du matériau argileux renforcé est ® = (1 — p)o.

6.1.2 Propriétés des constituants
Matrice argileuse

Le criteére de résistance déterminé par He et al. [51] est adopté pour la matrice argileuse a
I’échelle méso. Il repose sur le choix d'un criteére de résistance d’interface fr, frottant de Mohr-
Coulomb avec cohésion portant sur le vecteur contrainte appliqué a I'interface entre les grains a
I’échelle micro :

Jrg(T) =T + ag (T, — hy) <O, (6.1)

ol hy est la résistance en traction isotrope des interfaces entre grains et o, I’angle de frottement.
Le caractere granulaire de la matrice est rendu compte par un assemblage auto-cohérent de
grains sphériques rigides de rayon rg et de pores sphériques.
La surface spécifique des interfaces entre grains, tous identiques, est caractérisée par

3\

= 2
o (62)

Vg

ou A est la fraction de contact grain a grain. Dans la suite, suivant [62] sous certaines hypotheses
de répartition spatiale des grains, la fraction de contact grain a grain est supposée caractérisée
par :

A= (1-9)*(1 —29). (6.3)
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micro Qp

Fi1a. 6.1: Représentation aux échelles micro et méso du modele micromécanique retenu d’une
roche argileuse. Du point de vue de la résistance, a I’échelle micro, les grains (£24) sont supposés
rigides et les interfaces grain-grain (I'y) régies par un critére de résistance de Mohr-Coulomb.
Le matériau granulaire résultant forme la matrice argileuse (£2,,,) & 'échelle méso. A I'échelle
méso, la matrice argileuse est renforcée par des inclusions (£2;) supposées rigides. Trois types
de critéres de résistance aux interfaces matrice-inclusion (I';) sont étudiés : parfait, Tresca ou
Mohr-Coulomb.

La forme du critére de résistance homogénéisé de la matrice argileuse dépend de la porosité.
Les résultats font appel aux modules normalisés :
1—2¢
3p—1

L K—ami=? (6.4)

M = 30

Régime de porosité 1/3 < ¢ < 1/2

La forme du critére de résistance homogénéisé de la matrice argileuse dépend du parametre
adimensionnel

302K
5= 2§ : (6.5)

—cas d < 1:
Le domaine de résistance de la matrice argileuse est compris dans une ellipse dans le plan
(om,0q) décrite par le critere de résistance fp,

(o) = -4 _1<0 6.6
fm(o) ——+-1< (6.6)
avec 9
hgA , 20M 5
= § 3 b=(h\)?—e  c=hgA\—— :
¢ (1-5) ’ N FT5 ¢+ cThA TS (67)
—casd >1:

La frontiére du domaine de résistance est définie dans le plan (o,,,04) par 'hyperbole

fm(o) = ——"—--2-1<0 (6.8)



140 Criteére de résistance avec effets d’interfaces

Dans ce cas, —c représente la résistance en traction isotrope. Asymptotiquement, ce critére
tend vers un critere de Drucker-Prager

fm(o) =04+ \/g(am +¢) <0 (6.9)

—casd=1:
Pour une valeur d’angle de frottement o, donnée, la transition d'un critere de résistance
elliptique & hyperbolique se fait pour une valeur de porosité critique ¢t telle que § = 1.
Si ¢ > ¢t le critere est elliptique; si ¢ < ¢, le critere est hyperbolique. Lorsque la
relation (6.3) est utilisée, la porosité critique vérifie

¢crit(1 _ ¢crit)(3¢crit —1) = 2043. (6.10)

Dans le cas § = 1, le critere est parabolique :

o2 hA hA)226 M
fm(o'):Z—T—l—b—f—lﬁ()aveca*:? ; b*:% (6.11)
Régime de porosité 0 < ¢ < 1/3
Le critere de résistance est toujours
fm(o) =0m —AR <0 (6.12)

Notons qu’il est remarquable que ce critere adopté pour la matrice argileuse présente une
telle diversité de formes (voir Fig. 6.2) pour un nombre extrémement restreint de parametres
physiques :

— la porosité ¢,

— la résistance en traction hy des interfaces,

— l'angle de frottement o, des interfaces.

L’existence d’une porosité critique ¢*i* définie par (6.10) entraine une grande sensibilité du
critere elliptique (6.6) aux valeurs de porosité tres légerement supérieures & ¢t (voir Fig. 6.3).
Le rapport d’aspect de lellipse diverge & l'infini lorsque la porosité tend vers ¢t par valeurs
positives, tandis qu’il est de I'ordre de 0,5 & 2 pour une porosité de seulement 1 & 2 % au dessus
de (bcrit.

Dans la suite, les propriétés de la matrice argileuse seront toujours supposées telles que le
critére de résistance f,, soit elliptique, décrit par (6.6). Ce choix permet d’une part de rendre
compte d’une résistance en compression isotrope. D’autre part, en anticipant la relecture plas-
tique du critere au chapitre 7, seul ce cas elliptique permettra de rendre compte de taux de
déformation dilatants et contractants.

Inclusions

Dans cette étude, les inclusions sont supposées infiniment rigides, ce qui revient a dire qu’elles
peuvent supporter un état de contrainte arbitrairement élevé en comparaison avec la matrice
argileuse. Le critere de résistance des inclusions peut étre vu comme la limite

filo) = lim (o}, + 0 — R*) <O0. (6.13)

R—o0

Interfaces entre matrice et inclusions

Les interfaces entre matrice et inclusions jouent un roéle critique sur le critere de résistance
macroscopique, en modulant I'effet de renfort apporté par les inclusions rigides. Les interfaces
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F1G. 6.2: Evolution du critére de résistance de la matrice argileuse en fonction de la porosité ¢
pour hy = 92,86 et a; = 0,055 (soit ¢ ~ 0,342 d’apres (6.10)). Le critere est : elliptique (6.6)
pour ¢t < ¢ < 1/2, parabolique (6.11) pour ¢ = ¢, hyperbolique (6.8) pour 1/3 < ¢ < ¢<*it
et une limite uniforme sur la traction isotrope (6.12) pour 0 < ¢ < 1/3.
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FIG. 6.3: Evolution du critére de résistance de la matrice argileuse dans le régime elliptique (6.7)
en fonction de la porosité ¢ pour hy = 92,86 et oy = 0,055 (soit ¢*= 0,342 d’apres (6.10)).
A Tapproche de la porosité critique, le critére de résistance devient extrémement sensible a la
porosité.
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imparfaites peuvent étre caractérisées par un critere de résistance d’interface portant sur le
vecteur contrainte appliqué sur l'interface. Trois types de criteres de résistance d’interface fr,
sont ici considérés : interfaces parfaites (fpa), critere de Tresca (fiy) ou critere de Mohr-Coulomb

(fine)-

i ans le cas ou les interfaces entre matrice et inclusions sont supposées
Interfaces parfaites D 1 1 terf: t t t incl t
parfaites, le vecteur contrainte appliqué a l'interface n’est soumis & aucune restriction :

Jpa(T) (T +T7 - R?) <0. (6.14)

= lim
R—o0

Cette situation idéale correspond & une adhérence parfaite entre la matrice et les inclusions.

Interfaces Tresca Le critére d’interface de Tresca suppose que la composante tangentielle du
vecteur contrainte T appliqué a l'interface est bornée par une résistance tangentielle & :

fu(T) =T, -k <0. (6.15)

Le critere d’interface de Tresca n’introduit pas de différence entre les états de compression et
les états de traction.

Interfaces Mohr-Coulomb Le critéere d’interface de Mohr-Coulomb introduit une sensibilité
en la composante normale du vecteur contrainte. Il permet de rendre compte d’un contact
frottant avec cohésion. De méme que pour les interfaces entre grains a ’échelle micro, le critere
de Mohr-Coulomb des interfaces entre matrice et inclusions est caractérisé par un angle de
frottement «; et une résistance en traction h; :

fmc(T) =T + ai(Tn - hz) <0, (6.16)

6.2 Equations d’état limite

6.2.1 Meéthodologie

L’objectif est de déterminer le critere de résistance macroscopique de la roche argileuse
renforcée. La méthodologie présentée au chapitre 5 est brievement résumée afin d’inclure le cas
d’une imperfection des interfaces entre les constituants.

Définition statique Un état de contrainte macroscopique Y% appliqué au VER Q est dit
admissible pourvu qu’il existe un champ de contrainte microscopique o(z) (a I’échelle méso)
défini sur le VER Q remplissant les conditions suivantes [28, 93] :

dive =0 (Vz e Q)
o(z) e G(z) (VzeQ) (6.17)
o=

ou G(z) est le domaine des états de contrainte microscopiques admissibles en un point z du
VER . L’ensemble des états de contrainte macroscopiques admissibles est noté Ghom™,

Le domaine G, des états de contrainte admissibles de la matrice argileuse est défini par le
critere de résistance fp, (o) (6.6) tel que :

o€ Gy e fm(o) <0,

Rappelons que les inclusions sont supposées infiniment résistantes. Suivant le passage a la limite
proposé dans (6.13), le domaine G; des états de contraintes admissibles des inclusions peut étre
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vu dans l'espace des contraintes principales comme la limite d’une sphére de rayon R — oo
centrée a l'origine. Le domaine G, des vecteurs contraintes appliqués a l'interface matrice-
inclusion admissibles est défini par

T cGr, & frl(T) < 0.

Définition duale De facon équivalente, les domaines G,,, G; et G, peuvent étre caractérisés
par leur fonctions d’appui [34, 83]. Cette représentation est appelée formulation duale.
La fonction d’appui m,,(d) du critere de résistance de la matrice est définie par

Tn(d) = sup{o : d, fu(or) < O},

ou linterprétation physique de d et m,,(d) est un taux de déformation virtuel et la dissipation
associée.

De fagon similaire, la fonction d’appui 7r, ([v]) du critere de résistance d’interface est définie
par

mr,([v]) = sup{T : [v], fr,(T) <0},

ou l'interprétation physique de [v] et np([v]) est un saut de vitesse a travers U'interface et la
dissipation associée.

Du point de vue pratique, 'utilisation directe de la définition (6.17) pour la détermination
de GPo™ est délicate. Alternativement, la frontiere G"™ du domaine des états de contrainte
macroscopiques admissibles peut étre obtenue en résolvant le probleme probléme suivant défini
sur le VER € [6, 60] :

dive =0 (Q)

Ot
°=%a
onr,
= a[[qf]] (T') (6.18)

oc=C;:d (Qz) with C; — oo
v(z)=D- -z (09)
d=grad®v ()

Ce probleme peut étre interprété comme un probléme visqueux non linéaire fictif ot o est le
champ de contrainte local et v le champ de vitesse local. Le résultat théorique important est que
I’état de contrainte macroscopique X, relié a o par la regle de moyenne des contraintes 3 = &,
appartient & la frontiere 0G"™ du domaine des états de contrainte macroscopiques admissibles.
Plus précisément, il est situé au point de IG"™ dont la normale extérieure est colinéaire au
taux de déformation macroscopique D.

Ainsi, la détermination de la frontiere dG"™ du domaine des états de contrainte macrosco-
piques admissibles revient a la résolution du probleme visqueux non linéaire fictif (6.18). Les
lois de comportement visqueux non linéaire fictives de chaque phase sont définies a partir des
dérivées de leur fonction d’appui.

6.2.2 Lois de comportement visqueux non linéaire fictives

Cette section est dédiée a ’établissement des lois de comportement visqueux non linéaire
fictives de la matrice argileuse et des interfaces.
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Matrice argileuse

Dans le plan (,,,04), la frontiere de G, est une ellipse de demi-axes y/a suivant o, et Vb
suivant o4 centrée en (—c,0), ou a et b sont définis par (6.7). La fonction d’appui du critere de
résistance f,, (6.6) de la matrice argileuse est la fonction de la variable tensorielle d

Tm(d) = y/ad? + bd? — cd, (6.19)

ou seuls interviennent les deux premiers invariants du taux de déformation : les taux de
déformation volumique d, et déviatorique dy.

Par dérivation de la fonction d’appui 7, (6.19), la loi de comportement fictive de la matrice
argileuse est écrite suivant une formulation sécante avec précontrainte

on
= —m = N p 2
=5 Cp:d+o?, (6.20)
avec
Cm = 3knd + 2umK 3 P =—cl,
- a . __ b (6.21)

m= e 2pnm
\/ ad? + bd3 \/ ad? + bd3

Interfaces de Tresca
La fonction d’appui du critére de Tresca (6.15) est [83]

+oo s u,] #0,

E[ve] si [vn] = 0. (6.22)

mu([v]) = {
Cette fonction d’appui est fortement singuliere et non dérivable. Elle n’est donc pas adaptée pour
une implémentation directe de la définition de la loi de comportement fictive par dérivation. En
suivant [5, 86], la frontiere du domaine des vecteurs contraintes admissibles pour le critere de
Tresca peut étre vue comme la limite d’une suite d’ellipses dans le plan (7},, T;) qui correspondent
aux criteres de résistance d’interface

fa(T, L) = (%)2 + (%)2 -1<0, (6.23)

dans la limite ou L/k tend vers U'infini. La fonction d’appui du critere régularisé fi, (T, L) (6.23)
est

T[], L) = Z[oal)® + *[ue])2- (6.24)

Les fonctions d’appui de cette suite sont dérivables en tout point. La loi de comportement fictive

associée s’écrit sous la forme sécante

o 9wl L) _
I[v]

ou [v,] et [v:] sont les composantes normales et tangentielles du saut de vitesse virtuel & travers
I'interface. Les modules sécants normal K, et tangentiel K; qui apparaissent dans (6.25) sont :

L2 k2

VoAl + (k[ve])2 i Ky([v], L) = NI (6.26)
Dans la limite L/k — oo :

— les composantes de la raideur d’interface vérifient K, /K; — oo,
— le saut de vitesse normal [v,] — 0,
— un saut de vitesse tangentiel [v;] est autorisé,
— la raideur d’interface tangentielle K; — k/[v¢].
Ainsi, la régle de normalité [v,] = 0 est vérifiée asymptotiquement.

K([v], L) - [v] = Kn([v], L)[on]n + Ki([v], L)[v:], (6.25)

Kn([v], L) =
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Interfaces de Mohr-Coulomb
La fonction d’appui du critere de Mohr-Coulomb (6.16) est [83]

+oo s o] < afvy]

hlvn] st [vn] = afve]. (6.27)

mme([v]) = {

Cette fonction d’appui est fortement singuliere. De nouveau, 'application de la définition de la
loi de comportement fictive par une dérivation directe n’est pas possible. A cet effet, suivant
[51, 64], la fonction d’appui (6.27) peut étre régularisée par une suite de potentiels

Pi([v]) = f3;(Y) + hlv,] avec Y = [v,] — afve]. (6.28)

Le scalaire positif j va étre amené a tendre vers 0. f; est une suite de fonctions convexes de
classe C? définies sur | — j, +oof telles que

- fi(Y)=0siY >0,

— fj décroissante sur | — j,0],

- limy_)_ﬁ f](Y) = +00.
Ainsi, lorsque j tend vers 0, la suite de potentiels 1/; tend vers la fonction d’appui 7y, du critere
d’interface de Mohr-Coulomb. La loi de comportement fictive associée au potentiel régularisé est

oY 0 "t 0Y; .

T = 0] ~ ool ™ 0Lui]

(6.29)

En introduisant la fonction F(Y') = a—qffj, qui est négative ou nulle, la loi de comportement se
réécrit
T=FY)n-—at)+ hn. (6.30)

Par conséquent, pour T # hn, l'inégalité stricte F(Y) < 0 est nécessairement vérifiée et donc
Y €] — j;0[. Asymptotiquement, la régle de normalité Jv,] = afv:] est vérifiée lorsque j tend
vers 0. Ce résultat est un point important de la technique de régularisation décrite car il indique
que la regle de normalité dans les interfaces est correctement prise en compte.

Afin d’utiliser des raideurs d’interfaces tangentielle et normale positive, la loi de comporte-
ment est écrite sous une forme affine :

T = K([vn], [ve]) - [v] + T*([vnl, [ve])- (6.31)
o F F F
e e
K,=— ; Kg=—— ; TP=|h— — . 6.32
I - (R AT (6:32
Asymptotiquement, les raideurs d’interfaces vérifient
K, Y P
lim % = lim — 2~ = 0 et lim — = —au,. (6.33)
J=0 Ly j=0 g =0 Koy

6.3 Homogénéisation linéaire et non linéaire

Comme rappelé dans la section 6.2.1, 'approche duale pour I'analyse limite amene a la
définition d’un probleme fictif visqueux non linéaire (6.18). Une estimation de la solution de ce
probleme est maintenant recherchée par le biais des méthodes d’homogénéisation basées sur la
solution de problemes d’Eshelby. Dans ce cadre, la méthode sécante modifiée (voir par ex. [94])
fournit une technique efficace pour gérer la non linéarité. La méthode repose sur la solution
d’un probleme d’homogénéisation linéaire ainsi que sur le calcul d’estimateurs moyens par phase
appropriés.
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6.3.1 Homogénéisation linéaire

Cette section est dédiée a la résolution du probleme d’homogénéisation linéaire requis pour
la méthode sécante modifiée. De plus, des estimateurs moyens par phase du taux de déformation
dans la matrice et du saut de vitesse a travers les interfaces matrice-inclusions sont établis. Il
convient de noter que, bien qu’il y ressemble formellement, le probleme linéaire défini ci-apres
ne représente pas un modele pour 'homogénéisation des propriétés élastiques ou visqueuses
linéaires réelles d’'un matériau argileux renforcé par inclusions.

Définition du probléme linéaire

Afin de prendre en compte la formulation précontrainte des lois de comportements fictives
de la matrice et des interfaces, le probléme linéaire doit inclure trois parametres de chargement :
— le taux de déformation macroscopique D,
— la précontrainte isotrope uniforme de la matrice p,
— la précontrainte normale uniforme des interfaces w.
Le probleme linéaire est donc défini comme

dive =0 Q)

o=C,:d—pl
T=K:[v]+won

o=C;:d
v(z)=D -z
d = grad®v

(
(Qm)

(T

(€;) avec C; — oo (6.34)
(

89)
Q)

Le probleme linéaire (6.34) est résolu par superposition des modes de chargement suivant
— (P1) : aucune précontrainte, taux de déformation macroscopique D & la frontiere 0.
— (P2) : précontrainte —(p+w)1 dans la matrice €,,,, pas de précontrainte dans les interfaces
T';, taux de déformation macroscopique 0 & la frontiere 0f2.
— (P3) : précontrainte wwl dans la matrice (,,, précontrainte con dans les interfaces I';, taux
de déformation macroscopique 0 a la frontiere 9f2.
Pour i = 1,2, 3, la solution locale du probleme (Pi) est notée (v;,o;). Le taux de déformation
associé est d; et la contrainte macroscopique est 3;. La solution de (P3) est le couple uniforme
o3 = wl et v3 = 0. La résolution de (P1) permettra de déterminer la raideur homogénéisée
Chom telle que By = Cr™ : D.
La densité macroscopique d’énergie potentielle ¥ du probléeme linéaire (6.34) comporte les
termes d’énergie élastique et le travail des précontraintes

\Q]\D(D,p,w):%/ d:(C:ddV—l—%/[['v]]:K:[[v]]dS
m r (6.35)
—(p+w)/ tr(d)dV+w/Qtr(d)dV.

En procédant comme en poroélasticité ou le changement de fraction volumique de pore est la
variable d’état macroscopique duale de la pression de fluide dans les pores, introduisons ici une
variable d’état macroscopique additionnelle, définie comme la quantité duale de la précontrainte
dans la matrice. Cette quantité duale est le changement de volume de la matrice normalisé par
le volume initial du VER. Pour chaque probleme (Pi), elle est définie par :

Vi = (L=p)tr(di")  (i=1,2) (6.36)
et par superposition, pour le probleme (6.34) :
U = (1= p) tr(d™) (6.37)
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En utilisant les régles de superposition v = v + v2 et d = dj + ds, la densité macroscopique
d’énergie potentielle ¥(D, p, w) s’écrit

1 1
\Q]@(D,p,w):i/ d1:(C:dldVJrE/[[vl]]-K-[[m]]dS
m I

1

+§/ dg:(O'Q—i-(p-l-w)l)dv‘i‘%/r[[”ﬂ]'(UQ'R)dS

+/ thUldv+/[[1)2]]'(01-n)dS
m r
+ 12| (=(p+ w)vy, + wtr D).

D’apres la définition énergétique de C"™ la somme des deux premieres intégrales du membre

de droite est égale a
HD :Chom . D,
2
La deuxiéme et la troisieme ligne peuvent étre simplifiées par application du lemme de Hill
étendu & la présence d’interfaces [63] aux couples de champs de vitesse cinématiquement (resp.
contrainte statiquement) admissibles (vs, 02) et (vg, 01). Finalement, la densité macroscopique

d’énergie potentielle est

1 1
U(D,p,w) = §D (Chm D — (p+ @) (vlm + §v2m> +wtrD. (6.38)

Estimateurs quadratiques effectifs

En vue de l'application de la méthode sécante modifiée a la résolution du probleme non
linéaire (6.18), des estimateurs des taux de déformation volumique et déviatorique sont requis.
Dans la méthode sécante modifiée, ces grandeurs effectives sont définies comme les moyennes
quadratiques sur la phase matricielle

deft = \/d_gi’” ;o d = \/d_fl»m . (6.39)

D’apres [35, 51|, adapté de [58] pour la poroélasticité, ces estimations sont obtenues par
dérivation de la densité macroscopique d’énergie potentielle par rapport aux modules adéquats :

1 f\2 o0V (D,p,w

31=7) (dvﬁ> - (8kp :

1(1— )(deff>2 _ 0¥(D,p,w) (6.40)
o TP\ ) T T e,

De méme, les sauts de vitesse effectifs a I'interface sont définis par

[l = VTP 5 [l = Vol? - (6.41)

Les résultats de Kreher [58] ont été étendus a la présence d’interfaces dans Maalej et al. [63], ce
qui donne

I (g, pory? = 2D.p.=)

1
2
11T off\2 0¥ (D, p,w)
§_<ﬂ”tﬂ > - 9K,

(6.42)
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Estimation de Mori-Tanaka

Le probléme linéaire (6.34) va étre résolu par recours a un schéma de Mori-Tanaka, généralisé
a la présence d’interfaces, pour prendre en compte la morphologie matrice-inclusion. Lorsque les
inclusions sont sphériques et mono-disperses, I'utilisation de ce schéma d’homogénéisation est
justifiée si la distribution spatiale des inclusions est isotrope. Cette hypothese est adoptée par
la suite. Le rayon des inclusions sphériques est noté Ry et la fraction volumique d’inclusions p.
Les inclusions ne se recouvrant pas, la surface spécifique des interfaces est alors

T; 3
Yi = i =22
2] Ro

(6.43)

Solution du probléeme (P1) Comme discuté ci-dessus, la morphologie matrice-inclusion
suggere le recours a un schéma d’homogénéisation de Mori-Tanaka pour établir une estimation
de la raideur homogénéisée CP°™. Cependant, pour capturer les effets d’interfaces imparfaites,
le motif morphologique représentatif n’est pas une inclusion homogene mais une inclusion com-
posite constituée d’une sphere rigide entourée d’une interface élastique. Le probleme d’Eshelby
modifié d’une sphere entourée d’une interface faible, comme présenté dans Hashin [48], doit
donc étre utilisé. En transposant les résultats de Dormieux et al. [32], établis pour le schéma
auto-cohérent, ’estimation de Mori-Tanaka de la raideur homogénéisée est isotrope, de la forme
Chom — gghom] 4 9 homK o1 les modules homogénéisés de compression k™ et p"o™ sont

1(3kzm + 4ppim ) Ro Ky + (1 — p) 12k, i,
3 (1= p)RoKy, + Apim, + 3pkp, ’
gyhom —, (((3+2p)4ptm + (2 4 3p)3km ) Ro Ky, + 4pim ((2 + p)8ptm + (1 + p)9%kn)) Ro Ky + ...
" (3(1 = p)(km + 2pm) Ro Ky + (4 — 3p)4itm + (3 — 2p)3k ) 2pm ) Ro Ky + ...
(B + p)8hm + (54 3p)3km ) Ro Ky, + (1 — p) (8t + Vi) 81tm) 2 pbm
(5 — 39V + @ — PV ) RoRon & (@ + 30)4im + (3 + 20k )Spim) i

khom _

(6.44)

Dans la suite, le cas limite K,,/K; — oo s’averera particulierement utile comme le suggerent
(6.26) et (6.33). Asymptotiquement, les modules homogénéisés se réduisent a

khom,l — 3km + 4,0,um
3(1-p) °
2uh°m’1 _ (Bkm (2 +3p) + 4pm (20 + 3)) Ro Ky + 24tm (8(p + 3) o + 3(3p + 5) k)
" 3 ((1 - p)(km + 2Mm)ROKt + ,um((5 - 2P)km + 4(2 - p)/‘m)) .

(6.45)

Afin de calculer I'énergie potentielle (voir (6.38)), il est utile de déterminer le changement de
volume normalisé de la matrice v;,, en fonction du taux de déformation macroscopique D. La
résolution de (P1) par l'intermédiaire d’un schéma de Mori-Tanaka conduit &

vy, =bpl: D (6.46)

ou le coefficient b,,, analogue d’un coeflicient de Biot en poroélasticité, vaut

ROKn + 4,U'm
(1 - p)ROKn + 4lu'm + 3pkm .

b = (1— p) (6.47)

Solution du probléme (P2) Le champ de contrainte local solution du probleme (P2) dépend
linéairement de p+ w. Ainsi, il existe un tenseur du second ordre B tel que o9 = —Bsy(p+ w).

. . -
La contrainte macroscopique est alors 39 = —Bs (p + w).
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Dans l'idée du raisonnement du théoréme de Maxwell-Betti et de son application a la
poroélasticité [35], remarquons tout d’abord que

- — 1 0 — 1
|Q|d1 :C:dy + |FZ|[[’I)1]] - K - [[’UQ]] = |Q|d2 :C:dy + |FZ|[[’I)2]] - K- [[’Ul]] .

ou la symétrie de C et K a été utilisée. Une application soigneuse du lemme de Hill (dans
sa forme étendue aux interfaces [63]) au couples croisés (di,o2) et (da, 1), en présence de la
précontrainte p + wo, donne :

—Q —m ——Q __
d, ot + p+wl:(1—-pdy =dg : o

Ensuite, cette identité se simplifie au vu des conditions aux limites dans (P1) et (P2) ainsi que
de (6.46) :
-
—(p+w)By D+ (p+w)b,l: D =0.

La contrainte macroscopique dans (P2) finalement établie est
22 = —(p + w)bml

Le changement de volume normalisé de la matrice vo, , impliqué dans (6.38), doit maintenant
étre déterminé. Pour cela, l'expression (6.3.1) de la contrainte macroscopique dans (P2) est
confrontée a la régle de moyenne des contraintes (voir Egs. (6.51) a (6.54) pour plus de détails)

—Qm —_—T
= —(p+ @bl = (1= p)(C™: B — (p+@)1) + 7 Ron & K [oa] -

En prenant la trace, cette équation se simplifie en

—3(p + @)by, = 3knva, — (1 — p)3(p+ w) + viRoKn[va,] -

Par ailleurs, étant donné que le taux de déformation macroscopique est nul dans (P2) et que
les inclusions sont rigides (pas de déformation), la régle de moyenne des taux de déformation se
réduit a :

0=nuvy, + ’Yi[[vgn]]n.

Finalement, le changement de volume de la matrice dépend de la précontrainte —(p+ w) suivant

3(by, — 1+ p)

1

v
2 N
ou le module N,,, analogue du module de Biot en poroélasticité, vaut

(1 B p)ROKn + 4lu'm + 3pkm
3p(1—p) '

N, = (6.48)

Probléme linéaire complet FEn adaptant les travaux de Dormieux et al. [34], les deux
équations d’état macroscopiques du probleme linéaire complet sont obtenues par superposition
des solutions aux trois modes de chargement :

®=C"":D — (p+ @byl +wl,
ptw (6.49)
Npn '

Uy = bpl: D+

ott Cho™ est défini par (6.44), by, par (6.47) et N,, par (6.48).
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L’énergie potentielle du probleme linéaire (6.34) est finalement obtenue par injection de
(6.49) dans (6.38) :

(p+ )

1
\I](Dapaw):§D:(Chom:D—(p+W)bmtI‘D— N
m

+ wtrD. (6.50)

Pour une utilisation ultérieure, une méthode micro-macro alternative pour I’expression de la
contrainte moyenne macroscopique X, est proposée. Le point de départ est la régle de moyenne
des contraintes X,,, = 7, qui peut se scinder sur les différentes phases en :

Sm = (1= p)on™ + po' (6.51)
La moyenne a,,," est évaluée & partir de la moyenne T_nri de la composante normale du tenseur

des contraintes appliqué aux interfaces. En effet, pour une inclusion P C €; donnée, I’équation
d’équilibre dive = 0 permet d’établir la relation :

1 1
P

Considérons maintenant une inclusion sphérique de rayon Ry. Dans ce cas, le vecteur position z
sur la frontiere de I'inclusion est Rgmn, ou 1 est la normale unitaire extérieure a l'inclusion OP.
L’équation précédente se simplifie alors en

- 0P
amp =T, .

(6.53)
Finalement, en considérant ’ensemble des inclusions, la moyenne des contraintes dans la phase
inclusionaire est .

om' =T, ". (6.54)
Ce résultat est introduit dans (6.51) en tenant compte des lois de comportement de (6.34).
Finalement, la contrainte macroscopique moyenne ., peut s’exprimer sous la forme alternative :

S = kv — (1= p)p+ p(Kuon]  + ). (6.55)

6.3.2 Homogénéisation non linéaire

Tous les résultats nécessaires a l'utilisation de la méthode sécante modifiée étant établis, re-
venons maintenant au probléme fictif non linéaire (6.18). Formellement, le probléeme non linéaire
est identique au probleme linéaire (6.34), a la différence pres que les modules non linéaires (6.21)
(resp. (6.26) ou (6.32)) sont substitués a C,, (resp. K) dans (6.34).

La non linéarité de la raideur de la matrice va maintenant étre prise en compte d’une maniere
simplifiée. L’idée est de supposer que les tenseurs de raideur non linéaires peuvent étre vus comme
des fonctions de moyennes adéquates du taux de déformation, appelés tauz de déformations ef-
fectifs. Dans la méthode sécante modifiée [94], ces estimations effectives des taux de déformation
volumique et déviatorique sont leur moyennes quadratiques sur la phase matricielle définies par
(6.39). Les valeurs effectives des modules sécants (6.21) dans la phase matrice sont alors estimées
en utilisant (6.40) par les modules constants sur la phase matrice :

K n ko (S, Sy 5 i~ g (@, aSFF). (6.56)

De méme, la non linéarité de la raideur d’interface est prise en compte par l’estimation
via (6.42) des moyennes quadratiques sur I'; des composantes du saut de vitesse a travers les

interfaces :
K m K ([on] %, [o]®™) 5 KT~ Ky([va] ™, [v]). (6.57)
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6.4 Criteres de résistance macroscopiques

Dans cette section, la méthode de résolution mise en place a la section 6.3 est mise en
oeuvre pour déterminer une estimation des états de contrainte macroscopiques appartenant a
la frontiere du domaine de résistance homogénéisé. Les cas des interfaces parfaites, Tresca et
Mohr-Coulomb, de difficulté croissante, sont successivement étudiés.

6.4.1 Interfaces parfaites
Dérivation du critére de résistance macroscopique

Tout d’abord, le cas des interfaces parfaites est considéré. Dans cette situation, les raideurs
d’interface normale et tangentielle sont infinies et aucun saut de vitesse a travers les interfaces
matrice-inclusion n’est permis. Ainsi, le probleme (6.18) est résolu en s’appuyant sur le probleme
linéaire (6.34) dans la limite ou K, et K; sont infinis et sans précontrainte dans les interfaces
(w=0).

En ce qui concerne le probléme linéaire sous-jacent, la décomposition en trois modes de
chargements proposée a la section 6.3.1 devient triviale.

Pour (P1), les modules linéaires homogénéisés (6.44) se réduisent & l'estimation classique
de Mori-Tanaka pour un composite a matrice avec inclusions sphériques infiniment raides et
parfaitement adhérentes :

ghom _ 3Fm + 4pjim

31-p) 7
(6.58)
9 hom __ 3km(2 + 3p) + 4Mm(2p + 3)
K = Hm .
3(1 - p)(km + 2,um)
La solution du probleme (P2) est immédiatement (ve = 0,02 = —p1) et la solution du probléeme

(P3) est (v3=0,03 =0) car w = 0.

Les calculs sont menés en substituant les modules homogénéisés (6.58) dans l'expression de
Iénergie potentielle (6.50) avec p = ¢ (voir (6.21)) et @ = 0. Ensuite, les composantes du taux
de déformation effectif dans la matrice sont exprimées par (6.40) et injectés dans (6.56) pour
obtenir un systeme d’équation non linéaires portant sur df}ﬂr et dzﬂ. La solution est reportée dans
le module de cisaillement effectif de la matrice pcff :

eff (1 B p)b 6(@ + b)
2y = Dy \/Q(a +0)(2pb + 3a)p% + bg’ (6.59)

ou la constante positive ¢ est définie par (6.64) et § est le taux de triaxialité du taux de
déformation macroscopique défini comme

3 = D,/Dy. (6.60)

Ensuite, en invoquant (6.21), le module de compression effectif de la matrice est k¢ = 2u¢fq /b.
En utilisant ces expressions des modules effectifs de la matrice dans la raideur homogénéisée
(6.58), la contrainte macroscopique X est finalement obtenue par la premiére équation d’état
macroscopique dans (6.49), ce qui fournit des équations paramétriques de ¥,, et ¥, en fonction
de 3. L’élimination de 3 donne une équation des états de contrainte sur la frontiere dG"™,
ou autrement dit, une estimation du critere de résistance macroscopique. Comme attendu, ce
dernier est isotrope. La frontiére du domaine de résistance macroscopique G est une ellipse
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dans le plan (X,,,%4). Le domaine de résistance G"™ est défini par :

(Em + 0)2 + E?l

—d _1<0,
A B 0
(6.61)
2b 9a + 4b
A=a(14p=) ; B=b(14+p—"F1).
e a( +p3a> 7 ( +p6(a+b)>

Observons que, dans ce cas ou les interfaces sont parfaites, le domaine de résistance homogénéisé
Ghom contient toujours le domaine de résistance de la matrice argileuse (6.6). Les inclusions
rigides jouent alors bien le réle d’un renfort.

Le résultat (6.61) qui concerne le cas des inclusions parfaites a été récemment établi par
Shen et al. [90] en suivant la méme méthode. Dans la suite, de nouveaux résultats sont établis
afin de prendre en compte la possibilité d’une imperfection des interfaces entre la matrice et les
inclusions.

6.4.2 Interfaces de Tresca

Le cas ou les interfaces sont gouvernées par un critere de résistance de Tresca (6.15) est
maintenant considéré. Tout d’abord, le critere de résistance macroscopique est établi en sup-
posant que les interfaces sont activées. Ensuite, les conditions d’activation des interfaces sont
déterminées.

Dérivation du critére macro lorsque les interfaces sont activées

Au regard des lois de comportement fictives (6.21) et (6.25), le probléme linéaire a considérer
implique une précontrainte p = ¢ dans la matrice, aucune précontrainte dans les interfaces
(w = 0) et une raideur d’interface normale K, infinie.

La valeur effective du saut de vitesse tangentiel [v;]°® & travers linterface est exprimée
en fonction des modules effectifs de la matrice par utilisation de (6.42) et (6.50), avec Cho™
caractérisé par (6.45) et K; par (6.26). Ce faisant, une équation polynomiale du second ordre
en [u:]°f apparait. Or par définition, [v:]*% doit étre positif, et I’équation a seulement zéro ou
une racine positive suivant la résistance tangentielle k des interfaces. Deés lors, deux situations
doivent étre étudiées :

1. interfaces inactivées : si ’équation n’admet pas de racine positive, les interfaces sont dites
inactivées, ce qui veut dire que la condition limite du critere d’interface n’est pas atteinte.
Dans ce cas, [v;]f = 0 et K; — oo, de sorte que le criteére de résistance macroscopique
pour des interfaces parfaites (6.61) est retrouvé.

2. interfaces activées : si ’équation admet une racine positive [[vt]]eff > 0, cela veut dire que

le critere d’interface est atteint et que les interfaces sont activées.

Placons nous dans le cas ou les interfaces sont activées. La condition mathématique pour 'acti-
vation des interfaces sera fournie par la suite. Le saut de vitesse tangentiel [v;]°, ainsi que K¢
via (6.26), sont maintenant des fonctions des taux de déformation volumique et déviatorique ef-
fectifs dans la matrice. A leur tour, ces taux de déformation effectifs de la matrice d°ff et < sont
exprimées par utilisation de (6.40), (6.50) et (6.45) dans laquelle la substitution k,, = 2u,a/b
est réalisée au regard de (6.21). Ces expressions de d° et dflff sont ensuite injectées dans fi,, ; il
en résulte une équation polynomiale du second ordre en pf qui admet une seule racine positive
(6.68). Les valeurs effectives de kST et K¢ en sont déduites explicitement et substituées dans
phom et ghom | Finalement, une équation paramétrique des états de contraintes macroscopiques
appartenant a la frontiere du critere de résistance macroscopique est trouvée par utilisation de
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(6.49). Ces états de contraintes macroscopiques obtenus par (6.49) appartiennent & une portion
d’ellipse dans le plan (3,,,%,) d’équation

(S + ¢)? n (Za — Sao)?

<1 .62
1 5 (6.62)

Si les interfaces sont inactivées, les parametres de l'ellipse correspondent au cas des interfaces
parfaites et sont définis par (6.61) et X490 = 0. Autrement, si les interfaces sont activées, les

parametres de D’ellipse sont
2pb
A:a<1+i> (1—(
3a

(1= p)rb? k2

B= oot a2 (1 (&) ) (069
_ V5(2b+3a) b,

O 6 +a) k2

&=

N—
no
N——

dans lesquels les notations suivantes ont été introduites :

t=(4-2p)b+ (5—2p)a,
q=(6+4p)b+ (6 +9p)a, (6.64)
r=(4p+12)b+ (9p + 15)a.

Conditions d’activation des interfaces

A ce stade, les conditions d’activation des interfaces doivent étre explicitées. Ces condi-
tions dépendent du taux de triaxialité 8 = D, /D, du taux de déformation macroscopique.

Premierement, 'existence de racines réelles de I’équation portant sur [[vt]]eff impose d’avoir
tb
K <k?:= ——F. 6.65
¢ 6p(b+a) (6:65)
Ensuite, une des racines est positive si
5 b(2b + 3a))?
K < K2(B) = (b(2b + 3a)) (6.66)

" 62(b+a)?(3a + 20p)3% + (b + a)bg’

ot I'inégalité k2(B) < k2 est vérifiée quelque soit la valeur de 3. Remarquons aussi que la
raideur tangentielle critique k.(3) est une fonction paire et décroissante de 3 ; elle atteint donc
son maximum en § = 0, qui correspondant au cas limite d’un taux de déformation macroscopique
purement déviatorique.

En résumé, deux situations doivent étre distinguées :

— Si k > k.(0), les interfaces ne sont jamais activées car elles sont trop résistantes en com-
paraison avec la matrice (Fig. 6.4a,6.4b). Le critere de résistance macroscopique est égal
au critere (6.61) obtenu dans le cas des interfaces parfaites.

— Si k < k.(0), une valeur critique du taux de triaxialité des déformations 3 (6.60) apparait :

5 2b + 3a)b\ > ko)’
52 = (2 + 3a) 1-(—1 ). (6.67)
12(3a +2bp) \ (b+ a)k k.(0)
La discussion concernant le statut des interfaces est alors contrélée par le taux de triaxialité

0




154 Criteére de résistance avec effets d’interfaces

— si 32 > 32, les interfaces ne sont pas activées.
— si 3% < 82, les interfaces sont activées. Dans ce cas, le module de cisaillement effectif
dans la matrice prend la valeur

i _ (1—p)b 3t *\?
A = Dy \ GBa T BT (= 0] (1 B (k:) ) (6.68)

et le saut de vitesse tangentiel entre les interfaces matrice-inclusions vaut

of _ V5 (204+3a)RoDy (K
[[Ut]] = —(1 kc(ﬁ)>.

3 t

Ainsi, sous réserve que la résistance tangentielle des interfaces soit suffisamment faible
(k < ke(0)), la frontiere G"™ du domaine de résistance macroscopique résulte de la com-
binaison de deux ellipses. Aux forts taux de triaxialité (32 > 32), le critére de résistance corres-
pondant aux interfaces parfaites est retrouvé, tandis qu’aux faibles taux de triaxialité (8% < 52),
le critere est affaibli par 'activation des interfaces et bifurque sur une portion d’une plus petite
ellipse (Fig. 6.4c,6.4d), dont le centre est situé sur l’axe vertical 3,, = —c. Remarquons que
les deux ellipses sont tangentes & leur intersection en % = 32. Ainsi, & propriétés de résistance
de la matrice et concentration des inclusions fixées, une réduction de la résistance tangentielle
k des interfaces conduit a une résistance déviatorique plus faible tandis que les résistances hy-
drostatiques, en compression comme en traction, restent inchangées. Enfin, lorsque la résistance
tangentielle des interfaces est tres faible, la résistance déviatorique du matériau argileux renforcé
par inclusions est plus faible que la résistance déviatorique de la matrice argileuse seule.

Dans le cas ou les parameétres de résistance de la matrice argileuse sont régis par (6.7),
le critere de résistance macroscopique est tres sensible a la valeur de la porosité. Il est alors
instructif de représenter le critere de résistance macroscopique dans ’espace & trois dimensions
(Zm, X4, ¢). La surface engendrée par la série de frontieres G"™ () est représentée Fig. 6.5.
Suivant la valeur de la porosité, les interfaces peuvent ou non étre activées.

(6.69)

6.4.3 Interfaces de Mohr-Coulomb

Finalement, le cas ou les interfaces sont gouvernées par un critere de résistance de Mohr-
Coulomb (6.16) est considéré. Dans ce cas, le probleme linéaire sous-jacent fait appel a toute la
complexité des résultats mis en place a la section 6.3.1, impliquant un précontrainte p = ¢ dans
la matrice et @ = T}, dans les interfaces.

Dérivation du critére macro lorsque les interfaces sont activées

Procédons comme pour le cas des interfaces de Tresca et supposons les interfaces activées
avant d’expliciter les conditions d’activation. Le saut de vitesse tangentiel effectif [v;]°®
I'interface est exprimé en fonction des modules effectifs de la matrice et de la fonction F des
interfaces de Mohr-Coulomb en utilisant (6.42) et (6.50) ott CP°™ est caractérisé par (6.45) et
K, par (6.32). D’apres (6.21), ky, = 2uma/b et la seule racine conditionnellement positive est

A travers

6(1 — p)(a + b)oyF 4+ 2v/5u° (20 4 3a) Dy
6t,ueff

[oe ]t = Ryo. (6.70)

Le saut de vitesse normal peut étre déterminé soit d’apres la regle de normalité [v,[°F = ;v ]
(voir section 6.2.2) ou, de fagon consistante, par 'estimation quadratique (6.42). Il est intéressant

Tl N
de remarquer que l’estimation directe [v,,] *, que 'on peut calculer par la regle de moyenne des
taux de déformation, s’avere ici égale & Pestimation quadratique [v,,]°f.
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(c) k= 0.8 < kc(0) (d) k= 0.3 < kc(0)

F1G. 6.4: Criteres de résistance macroscopiques dans le cas des interfaces méso avec un critere
de Tresca (lignes bleues et rouges épaisses). La ligne bleue correspond aux interfaces inactivées
et la ligne rouge aux interfaces activées, pour différentes valeurs de la résistance tangentielle k
des interfaces. La ligne noire fine correspond au critére de résistance de la matrice pour a = 5,
b= 2et ¢ = 1. La fraction volumique d’inclusions est fixée a p = 0.5. Les lignes bleues et rouges
fines sont les portions restantes des ellipses qui ne font pas partie de la frontiere du domaine
de résistance. Les valeurs de k sont & comparer aux résistances critiques valant k., = 1.57 et
kc.(0) = 1.12 dans ce cas.

Le parametre d’interface F(Y) (voir (6.30)) est déterminé par comparaison d’une part de
Pexpression macroscopique (6.49) de la contrainte macroscopique moyenne :

Y = kMDD, — by + (1 — b)) T,
et d’autre part de 'expression (6.55) issue de la regle de moyenne des contraintes :

Yo = kmvm — (L= p)c+ p(Kn[[vn]]eff +T1,),

ot Dégalité [v,]°f = mpi a été mise a profit. La variation de volume normalisée de la matrice
U, est déterminée grace a la seconde équation d’état macroscopique (6.49). Par ailleurs, d’apres
la loi de comportement de Pinterface (6.30), K, [v,]°% + T, = h; +F. De plus, dans le cas limite
K,,T, — oo, la loi de comportement fictive de 'interface est telle que

P(Bkm + 44im)
(1 - p)Ro

Finalement, la comparaison des deux expressions de la contrainte moyenne macroscopique ci-

[oa]¢F ﬂ_,_?’_p

by — 1 5 (1=by)I, — — N, o

vp ]
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30
25 +
20 +

10 H

0100

Fi1G. 6.5: Critere de résistance macroscopiques dans le cas des interfaces méso avec un critere de
Tresca. Le critere de la matrice (6.6) est utilisé avec hy=92,86 ; g=0,055; p=0,6 et k = 0 (bleu
pointillé) ; 4 (rouge tiret) ou oo (noir plein).

dessus permet de déterminer la valeur du parametre d’interface :
3keff + 4Meff 3pkeff + 4Meff
3(1-p) °  Ro(1-p)

La dernicre étape se déroule comme suit : une équation sur [u;]°F doit étre établie par
substitution de (6.71) dans (6.70), avec utilisation de la régle de normalité [v,]* = a;[v: ] et
de l'identité ke = ZMeHa/ b. De méme que pour les interfaces de Tresca, deux situations doivent
étre étudiées lors de la résolution de cette équation permettant d’obtenir [v,]*f en fonction de
,U,eﬁ, D, et Dy :

1. Interfaces inactivées : si cette équation n’admet pas de racine positive, cela correspond
physiquement & des interfaces non activées. Dans ce cas, [v;]* = 0 donc K; — oo et
le critere de résistance macroscopique (6.61) correspondant aux interfaces parfaites est
retrouvé.

f:

[oa]°® — ¢ — hy. (6.71)

2. Interfaces activées : si 'équation admet une racine positive [v;]* > 0, cela signifie que les
interfaces sont activées.

Dans la situation ou les interfaces sont activées, les modules effectifs de la matrice doivent étre
déterminé en supposant ’existence d’une valeur strictement positive de [[vt]]eﬁ. Pour plus de
clarté, les notations additionnelles suivantes sont introduites :

u = 2(a + b)(3pa + 2b)a? + bt,

6.72
w = 2(a + b)ga? + 5b(3a + 2bp). (6.72)

En supposant [o;]® > 0, le saut de vitesse normal effectif [v,]* est déduit de la régle de
normalité et la raideur d’interface tangentielle effective K£f de (6.32). Ensuite, les composantes
effectives du taux de déformation dans la matrice sont exprimées par (6.40). L’expression est prise
dans le cas limite (6.33) afin de vérifier asymptotiquement la régle de normalité des interfaces,
comme pour le calcul du parametre d’interface F. Ces estimations du taux de déformation effectif
sont injectées dans (6.21) pour obtenir une équation polynomiale du second degré en p‘ff, qui
admet une racine positive sous réserve que (h; + ¢)* < h? ou

u
e ——— . 6.73
7 6p(a+b)a? (6.73)
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Le module de cisaillement effectif de la matrice T est finalement

3bu hi +c i
. 1_ i .74
. = ( p) A’Dg+BID62l_2CIDUDd < < ha ) >, o

ou les notations suivantes ont été utilisées :
A" =12a(a + b)(1 — p)®a? + (3a + 2bp)t,
B' = (3pa + 2b)qa? + b(1 — p)r, (6.75)
C" = V5p(2b + 3a)q;.

Le saut de vitesse tangentiel, dont le signe doit encore étre discuté, est donné par

3(1 —p)b(a + b)a;(h; + c)>
Hi '

o (6.76)

[ = Ro ((Qb + 3a)(V5bDg + 2ai(a + b)D,,) —
Le module de compression effectif de la matrice kS est déduit de p (6.74) par (6.21) tandis
que K¢ (voir (6.32)) est obtenu par [ui]° (6.76) et F (6.71). Ces quantités sont finalement
introduites dans (6.45) afin de déterminer phom et hom Teg états de contrainte macroscopiques
(X, Xg) situés sur la frontiere du domaine de résistance macroscopique sont alors déduits de
(6.49). La fonction d’appui wgggn associée a ces états de contrainte pour la partie du critere

correspondant aux interfaces activées est reconnue d’apres ¥ = 99" (D) /0D comme étant

3b h; 2
rhom(py = | = <1 — ( h+ c) ) (A'D2 + B'D? — 2C'DyDy) + LoDy + S0 Dy, (6.77)

U 4

avec

(hi +¢)ai(2b + 3a)p
u

(hi + C)OCZE% + 3a)p NG

Ym0 = 2a@+b)a; —c ;5 Xg0 = (6.78)

La frontiere du domaine de résistance macroscopique correspondant aux interfaces activées,
dont wgggn (6.77) est la fonction d’appui, est une ellipse inclinée dans le plan (%,,,3,), centrée
en (Xm0, ¥p0) et caractérisée par la partie du critére de résistance fhom
aux interfaces activées :

_ 2 _ 2 _ _

suivante correspondant

avec les parametres d’ellipse impliquant (6.64), (6.73) et (6.75) définis comme

s s s
A= B ; B= A ) = lolk
1- N2 (6.80)
avec s = (37[))[) (6a(1 — p)ga? + (3a + 2bp)r) <1 - (%) ) .
4

Conditions d’activation des interfaces

Les conditions d’activation des interfaces doivent maintenant étre explicitées en détail. A cet
effet, le signe de [v;]°f, fonction de h; + c et § = D, /Dy doit étre étudié et discuté.

La discussion, un peu technique, impose l'introduction de quatre parametres notés h; (j =
1,...,4) homogenes a une contrainte. Le parametre hy a été défini par (6.73), tandis que les
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autres sont :
5 (204 3a)?
17 3(3a + 2bp)’
2 5b(2b+ 3a)?

h5 = , 6.81
27 6(a+ b)ga? (6:81)
2 w(2b + 3a)?
57 6(b+a)(3a+ 2pb)ga?’
Ces parametres sont ordonnés comme suit :
hi1 < hg<hyg ; ho<hs. (6.82)
Le signe de h; — hy dépend de la position de a; par rapport a
5b(3a + 2pb
2 _ 5b(3a + 2pb) (6.83)

Qe 2(a+b)gq
Si «; > «, alors ho < hy, sinon hy > hy.

1. L’activation des interfaces n’est pas possible si (h; + ¢)? > h? défini par (6.73), c’est
a dire si leur résistance en traction est trop élevée (Fig. 6.6a). Le critere de résistance
macroscopique (6.61) correspondant aux interfaces parfaites est retrouvé.

2. L’activation n’est uniquement possible que sous la condition additionnelle (h; + ¢)? < h2,
qui est plus sévere que la premiere car hg < hy. Lorsque hg < (hi+c)? < hi, une racine
positive u°f existe mais n’a pas de conséquence physique car I'équation sur [v;]*f n’a
pas de racine positive. Plus précisément, le domaine de résistance macroscopique basé sur
(6.79) existe mathématiquement : il est strictement inclus dans ellipse définie par (6.61)
(interfaces inactivées) et ne l'intersecte pas. Néanmoins, sa frontiere ne fait pas partie de
la frontiere du domaine de résistance macroscopique (Fig. 6.6b) car [v;]* < 0.

3. Dans le cas intermédiaire hy < h; + ¢ < hs, les interfaces sont activées si le taux de
triaxialité des déformations (6.60) 5 € [B.—; Bc+] o2t

V/5b(2b + 3a) £ (h; + ¢) \/3bw (1 — ((hi + c)/h3)2>

2(a + b)(2b + 3a)a <((hi +o)/hi)? - 1)

Bet = (6.84)

L’intersection des deux parties du critére de résistance macroscopique se fait aux deux
points correspondants & 3 = f.1 (Fig. 6.6¢).

Le signe de la valeur critique (. est physiquement intéressant. Lorsque 8. > 0, le point
correspondant sur la frontiere du domaine de résistance macroscopique est situé a la droite
du sommet de 'ellipse. Dans ce cas, la contrainte déviatorique maximale est atteint dans
un état ou les interfaces ne sont pas activées. L’activation des interfaces est alors restreinte
aux valeurs élevées de la contrainte moyenne macroscopique. Au contraire, si G._ < 0, le
point correspondant sur la frontiere du domaine de résistance macroscopique est situé a
la gauche du sommet de 'ellipse, ce qui implique que la contrainte déviatorique maximale
est atteinte dans un état ou les interfaces sont effectivement activées. Ces remarques sont
en accord avec le fait que B._ est une fonction croissante de h. De fait, le signe de B._ est
déterminé comme suit : 3._ est négatif si (h; + ¢)? < h3 et positif sinon. Remarquons que
Be— n’est pas singulier en h; + ¢ = hy car il se réexprime sous la forme

5b2(2b + 3a) (((hl- +¢)/ha)? — 1)

b = (6.85)

2(a + b)a (\/5b(2b +3a) + (h+ c)\/?)bw (1 — ((hi + C)/h3)2)> .
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—

(C)h1<h¢+C:3.5<h3 (d)hi+C:1.5<h1

Fi1G. 6.6: Criteres de résistance macroscopique dans le cas des interfaces méso suivant un critere
de Mohr-Coulomb (lignes bleues et rouges épaisses). La ligne bleue correspond aux interfaces
inactivées et la ligne rouge aux interfaces activées, pour différentes valeurs de la résistance en
traction h; des interfaces. La ligne noire correspond au critere de la matrice pour a = 5, b = 2
et ¢ = 1. La fraction volumique d’inclusion est p = 0,5 et I'angle de frottement «; = 0, 3. Les
lignes pointillées rouges et bleues sont les parties restantes des ellipses qui n’appartiennent pas
a la frontiere du domaine de résistance. Les résistances d’interfaces critiques sont ici h1 = 2,66 ;
ho =3,73; hs = 4,58 et hy = 5,93.

4. Si h; + ¢ < h1, B4 — o0 et les interfaces sont toujours activées si § > (.—. L’intersection
des deux parties du critére de résistance macroscopique a lieu en un seul point (Fig. 6.6d).
Dans ce cas, les interfaces sont activées pour un état de contrainte macroscopique en
traction isotrope pure (8 — 00).

Ainsi, lorsque la résistance en traction des interfaces est suffisamment faible (h; +c¢ < h3), le
critére (6.61) correspondant aux interfaces parfaites est tronqué et la symétrie selon le plan ¥, =
—c est rompue. L’ellipse correspondant a la frontiere du domaine de résistance macroscopique ou
les interfaces activées (6.80) est tangente en .+ a celle ou les interfaces sont inactivées (6.61), de
sorte que la frontiere OGP®™ du domaine de résistance macroscopique n’a pas de point anguleux.
A propriétés de résistance de la matrice et concentration des inclusions fixées, ’effet de renfort
des inclusions rigides décroit avec une réduction de la résistance en traction des interfaces h; ou
de langle de frottement «; (Fig. 6.6). Finalement, il est intéressant de mentionner que le cas
des interfaces de Tresca est bien retrouvé a partir du cas Mohr-Coulomb dans la limite o; — 0
et h; — oo avec h; = k/ay.

Dans le cas ou les parametres de résistance de la matrice argileuse sont régis par (6.7), la
surface engendrée par la série de frontieres GP™ (¢) est représentée Fig. 6.7.
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Fi1G. 6.7: Critere de résistance macroscopiques dans le cas des interfaces méso avec un critere
de Mohr-Coulomb. Le critere de la matrice (6.6) est utilisé avec hy=92,86; ag=0,055; p=0,6;
a;=0,065 et h; = 0 (bleu pointillé) ; 50 (rouge tiret) ou oo (noir plein).

Comparaison a d’autres méthodes d’homogénéisation

Le résultat (6.61) qui concerne le cas des inclusions parfaites a été récemment établi par Shen
et al. [90] en suivant la méme méthode, appelée “méthode variationnelle”. Une comparaison avec
une méthode alternative de type Gurson est proposée dans [50]. De nouvelles comparaisons sont
proposées dans cette section, toujours dans le cas ou les interfaces sont parfaites.

Un raisonnement général permet de montrer que le décalage —cl dans (6.6) conduit & une
translation du domaine de résistance homogénéisé de —cl dans le cas d’inclusions rigides avec
un critere d’interface insensible a la contrainte normale, ce qui est bien reproduit par la méthode
variationnelle. Il est donc suffisant d’étudier le cas d’'un critere de matrice elliptique centré a
Iorigine.

Rappelons que le rapport d’aspect de 'ellipse du critére de résistance de la matrice (6.6)
peut avoir une grande amplitude, en particulier a ’approche de la porosité critique. Il convient
de vérifier la qualité des estimations proposées, obtenues par la méthode variationnelle, pour
des rapports d’aspect faibles comme tres élevés.

Modéele de sphére composite Tentons ici de vérifier la qualité de I’estimation (6.61) du
critere de résistance macroscopique en ’absence d’effets d’interfaces obtenue par la méthode
variationnelle. Dans (6.61), la résistance en compression (ou traction isotrope) est déterminée
par le grand axe v/A et la précontrainte —c. Au vu des remarques précédentes, il est suffisant
de vérifier la pertinence de la résistance isotrope proposée en ’absence du décalage —c1, qui est
uniquement déterminée par v/A. Dans (6.61), la déviatorique maximale est déterminée par VB.

L’approche cinématique du Calcul a la Rupture peut étre mise en oeuvre sur une sphere
composite constituée d’un noyau sphérique rigide entouré de la matrice argileuse avec le critere
de résistance (6.6) sans le décalage —cl. Dans un premier temps, pour les directions purement
hydrostatique (voir (F.19)) ou déviatorique (voir [50]), le choix de champs de vitesse correspon-
dants a des taux de déformation uniformes avec discontinuités de vitesse conduit aux majorants
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suivants

- 2b
St = va [(1 —p) 1+ o

176 4+ 12a
106

(6.86)
STRCI [a pe

La charge hydrostatique limite exacte (F.7) de la spheére composite a été établie dans 1’an-
nexe F par combinaison des approches cinématique et statique du Calcul a la Rupture. Pour
la contrainte moyenne macroscopique maximale supportable, les résultats (F.7), (6.86) et (6.61)
sont comparés Fig. 6.8. La méthode variationnelle surestime légerement la résistance en compres-
sion de la sphere composite, mais 1’écart reste tout a fait acceptable. Notons que la cinématique
du mécanisme de ruine de la sphere composite sous chargement hydrostatique fait intervenir
une localisation du taux de déformation dans la matrice a la frontiere avec l'inclusion, qui se
manifeste par un saut de vitesse (Fig. F.1). Remarquons que I'approche cinématique avec un
taux de déformation uniforme dans la matrice et un saut de vitesse a la frontiere avec 'inclusion
(voir Fig. F.1) donne une estimation (6.86) tres proche de celle obtenue par la méthode sécante
modifiée (6.61), qui utilise aussi un taux de déformation uniforme dans la matrice.

La discussion concernant la contrainte déviatorique maximale est plus délicate. Remarquons
tout de suite que dans la limite a/b — oo, pour laquelle on retrouve un critere de Von Mises pour
la matrice, v/B dans (6.61) reste fini tandis que E;’um' (6.86) tend vers l'infini quelque soit la
fraction volumique de renfort p > 0, ce qui n’est pas physiquement acceptable. La divergence est
diie au terme de discontinuité du champ de vitesse choisi, qui ne respecte pas asymptotiquement
pour a/b — oo la condition de pertinence [v,] = 0 du critere de Von Mises. En tenant compte de
cette remarque, une nouvelle borne supérieure (F.52) de la résistance déviatorique maximale de
la sphére composite a été établie dans 'annexe F. L’amélioration apportée par la borne (F.52)
par rapport & (6.86) se manifeste principalement pour les rapports d’aspect a/b élevés (voir
Fig. 6.8). Par ailleurs, elle est en excellent accord avec les résultats de la méthode variationnelle
pour les faibles fractions volumiques.

Cellule unitaire en conditions aux limites périodiques Par la méthode numérique
présentée au chapitre 5, la résistance d’'un réseau périodique cubique faces centrées (CFC)
d’inclusions plongées dans la matrice est étudiée. Seules les directions de chargement D =
1/3cos(0)1 +1/v/65in(0)(1 — e, ®e,) sont ici explorées numériquement. Dans le plan (3,,, £4)
qui y correspond, le critére est quasiment elliptique aux faibles fractions volumiques d’inclusions
mais s’en écarte légérement aux plus fortes concentrations (voir Fig. 6.9 et 6.10). Rappelons
cependant que l’étude d’autres directions de chargement présentée au chapitre 5 montre une
dépendance du critére macroscopique au troisieme invariant des contraintes, que la méthode
présentée dans ce chapitre n’a pas permis de capturer.

La résistance en compression /traction hydrostatique pour le réseau périodique est supérieure
a celles de la sphere composite et de l'estimation par la méthode variationnelle (Fig. 6.8). Ces
deux dernieres sont trés proches. Une premiere hypothese est que cette surestimation est la si-
gnature de l'interaction entre les inclusions par périodicité. Notons aussi que dans le réseau CFC
les inclusions forment un squelette rigide a partir du seuil de percolation p = 0, 74, tandis que le
schéma de Mori-Tanaka comme le modele de sphere composite impliquent ’absence de perco-
lation des inclusions. Cependant, la surestimation pour le réseau périodique est aussi observée
aux faibles fractions volumiques d’inclusions. Une autre hypothese est que la méthode numérique
utilisée prend mal en compte la localisation des déformations. Toutefois, une étude de sensibi-
lité a la discrétisation semble infirmer cette seconde hypothése. Notons qu’un tel phénomene
de différence prononcée sur la résistance en compression/traction hydrostatique de la sphere
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F1a. 6.8: Contraintes moyenne et déviatorique macroscopiques maximales (interfaces parfaites).
Trait noir : méthode variationnelle (6.61), trait rouge : sphére composite, borne supérieure par
champ uniforme (6.86), trait bleu : sphére composite, charge limite exacte (F.7) pour X% ou
borne supérieure par champ avec fonction de courant (F.52) pour X7'**, point noir : calcul par
la méthode numérique du chapitre 5 sur un réseau CFC et une grille 643.
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Y

Fi1G. 6.9: Comparaison des criteres de résistance macroscopique pour p = 0,51. Rouge : méthode
numérique du chapitre 5 sur un réseau CFC, bleu : calcul élastoplastique sur une sphere com-
posite (réalisés par G. Hassen, Navier/ENPC), noir : (6.61).

composite d’un réseau périodique a été observée pour le cas d’une matrice avec critere de Von
Mises et des pores sphériques [5, 80, 103].

La résistance déviatorique (6.61) majore légerement celle du réseau périodique aux faibles
fractions volumiques mais est sensiblement plus faible aux plus fortes concentrations (Fig. 6.8).

D’autres comparaisons dans le cas d’interfaces imparfaites seraient bienvenues pour statuer
de la qualité des estimations proposées, mais nécessiteraient I'utilisation de méthodes plus so-
phistiquées qui permettent la prise en compte de discontinuités du champ de vitesse.

6.5 Effet d’une pression de fluide dans les pores de la matrice

Les résultats établis jusqu’a présent ont été conduit sous '’hypothese que la contrainte dans
les pores de la matrice argileuse est nulle. Dans la suite, le cas ou les pores sont remplis d’un
fluide & une pression non négligeable est étudié. Dans un premier temps, la modification du
critere de résistance de la matrice argileuse est exposée. Dans un second temps, I'impact de la
pression dans les pores sur le critére de résistance macroscopique et I'activation des interfaces
est discuté.

6.5.1 Existence d’une contrainte effective pour la résistance de la matrice

En I’absence de pression de fluide dans les pores, le domaine de résistance méso G™ =
G™(p = 0) de la matrice argileuse a 'état sec obtenu par He et al. [51] correspond & l’ensemble
des états de contrainte o™° tels qu’il existe un champ de contrainte microscopique o défini sur
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F1G. 6.10: Comparaison des critéres de résistance macroscopique pour ¢ = 10, b =1, p = 0,1
(rouge) ; 0,3 (vert) ou 0,5 (bleu). Trait plein : méthode numérique du chapitre 5 sur un réseau

CFC, pointillé (6.61).

un VER €,, de la matrice qui vérifie

o e G =G"(p=0) < Jo(z) tel que

dive =0 ()

o quelconque ()

7 =0 (42,) (6.87)
T = o -n continu (I'y) )
fo(T) <0 (T'y)

Em — o,meSO

Lorsque les pores de la matrice sont totalement remplis par un fluide a une pression uniforme
p, le domaine de résistance méso de la matrice argileuse saturée G (p) correspond a ’ensemble

es états de contrainte o els qu’il existe un champ de contrainte microscopique o défini sur
des états d trainte o™ tel il t h d traint défi

un VER €,, de la matrice qui vérifie

o € G"(p) & Jo(z) tel que

(dive =0 ()
o quelconque (Qg)
o=r () (6.88)
T =0 -n continu (I'y) '
fo(T) <0 (T'g)
Em — o,meso

Le fait que le critere d’interface entre grains f,(T') est un cone peut étre mis a profit pour
démontrer 'existence d’une contrainte effective pour le critere de résistance méso de la matrice
argileuse en suivant [5, 29, 34]. Suivant ces auteurs, remarquons que le critere de Mohr-Coulomb
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écrit sous la forme (6.1) vérifie

fo(T) 0= fo(T) <0
fo(T) = Afy(T)

Ainsi, sous réserve que p > —hyg, le choix A =1/(1 + p/hy) conduit a

VT € R3, VA >0 { avec T = AT + (1 — \)hyn (6.89)

p ~ ~
[4(T) = <1 + h_> fo(T) avec T = ———  (p > hy) (6.90)

g
Supposons qu'un état de contrainte ™*° € G™(p) : il existe alors un champ de contrainte
microscopique o défini sur le VER (,,, vérifiant les conditions de (6.88). A partir de ce champ,
on peut construire le champ & = (o + p1)/(1 + p/hy) qui vérifie les conditions de (6.87) pour
une contrainte mésoscopique 6" = (¢™*° + p1)/(1 + p/hy). L'implication ¢™*° € G™(p) =
6% € G™(0) est donc assurée. En appliquant le méme raisonnement, la réciproque s’obtient
aisément et I’équivalence suivante est obtenue

5 o.meso + 1
o e G"(p) & M = g TP G™(0) =G™. (6.91)
14+ p/hg

Ainsi, le critere de résistance mésoscopique de la matrice argileuse est régi par la contrainte

effective meso | 1
o p

1+4p/hy

Par ailleurs, 'utilisation de la contrainte effective (6.92) dans les différentes formes (6.6),
(6.8), (6.11) ou (6.12) du critere de résistance homogénéisé de la matrice argileuse a I’état sec
permet de montrer que la présence d’un fluide sous pression ne modifie pas la nature du critere.
En particulier, dans le cas 1/3 < ¢ < 1/2, les formes (6.6) et (6.8) ne font intervenir que les
trois grandeurs a, b et ¢ définies par (6.7). Le critére de résistance méso a I’état sec peut donc
se mettre sous une forme f,,,(o,p = 0,a,b,c). En utilisant la contrainte effective (6.92) dans ces
deux formes du critere a 1’état sec, on montre que le critére de résistance a ’état saturé f,, (o, p)
n’implique qu'une modification des grandeurs a, b et ¢ de 1’état sec :

fm(o,p) = fin(6,0,a,b,¢) = fu(o,0,a,b,¢) (6.93)

2 2
_ p - p . p
—a(l1+—] ; b=b(14+—) ; é=c(1+— 6.94
¢ a( +h9> 7 < +h9> 7 ‘ c( +hg>+p ( )

L’effet d’une pression de fluide sur le critére de résistance elliptique de la matrice argileuse
est illustré Fig. 6.11. Pour ¢ > ¢t donné (resp. 1/3 < ¢ < ¢t), ellipse (resp. ’hyperbole)
dans le plan (oy,,04) correspondant a dG™(p) est déduite de celle correspondant a dG™(0)
par l'application d’une homothétie centrée en (—c,0) et de rapport (1 +p/hg) > 1 puis d’une
translation —p(1 + ¢/hg) suivant 'axe op,.

~ meso __

(6.92)

avec

6.5.2 Résistance du matériau argileux renforcé en présence d’un fluide

Le résultat (6.93) est remarquable car il implique que tous les efforts déployés précédemment
dans ce chapitre, a savoir la détermination du critere de résistance macroscopique d’un composite
avec matrice suivant un critere elliptique et inclusions rigides avec effets d’interfaces, peuvent
directement étre appliqués pour prendre en compte 'effet d’une pression de fluide dans les pores.

En présence d’un fluide a la pression p, les criteres de résistance macroscopiques se déduisent
de ceux & D'état sec définis par (6.61), (6.62), (6.79) en remplacant a, b et ¢ par @, b et & selon
(6.94). Cependant, il faut prendre garde que les conditions d’activation des interfaces sont aussi
modifiées selon le méme procédé.
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Fi1G. 6.11: Modification du critere de résistance de la matrice argileuse Fig. 6.2 a 1’état sec
(pointillé gris) en présence d’un fluide sous pression p=12 (trait plein bleu).

Modification des conditions d’activation des interfaces de Tresca A l'état sec, il existe
au moins un état de contrainte de dGP™ telle que les interfaces de Tresca soient activées si leur
résistance tangentielle k£ < k.(0) (6.66). A Détat saturé par un fluide sous pression, cette condition
est modifiée suivant

k < ko(0) devient k < k.(0) (1 + hﬁ> (6.95)
g
Ainsi, en partant de I’état sec avec k > k.(0) donné, aucun état de contrainte macroscopique
admissible ne peut entrainer 'activation des interfaces. Cependant, dans ce cas, il existe une
pression de fluide p au dela de laquelle il existe au moins un état de contrainte de OG™™ telle
que les interfaces de Tresca soit activées. Ce scénario est illustré Fig. 6.12 et 6.13.

Modification des conditions d’activation des interfaces de Mohr-Coulomb L’effet de
la pression de fluide sur les conditions d’activation des interfaces de Mohr-Coulomb est plus
délicat car deux effets entrent en compétition :
— Les quatre parametres d’activation h; (j=1,...,4) définis a I’état sec par (6.73) et (6.81)
sont multipliés en présence d’une pression par (1+ p/hg) :

Vj e {1,...4} h; devient h; <1 + hﬁ> (6.96)
g
— La grandeur h; + ¢ qui doit étre comparée aux parametres d’activation h; est elle méme
augmentée de p(1 + ¢/hg) en présence d’'un fluide sous pression.

. c
hi + ¢ devient h; + c+p <1 + h_> (6.97)
g
Ainsi, les inégalités a vérifier pour 'activation des interfaces sont transformées en présence d’un
fluide sous pression comme suit :
hj — hg —C

Vjie{l,..,4} hi+c<h;devient h +c<h;+p .
g

(6.98)
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Fi1a. 6.12: Modification du critere de résistance macroscopique avec interfaces de Tresca en
présence d’un fluide sous pression.

En particulier, si hg3 — hy — ¢ > 0 (resp. < 0), une augmentation de pression favorise (resp.
défavorise) l'existence d’états de contrainte de OG"™ pour lesquels les interfaces sont activées.

Dans une logique ou seules la porosité et la pression de fluide sont amenées a varier, une
porosité d’activation ¢t & I’état sec peut étre définie comme la porosité solution de h; +c = hs.
Pour une porosité ¢ > ¢, il n’existe pas d’état de contrainte de OG™™ pour lequel les interfaces
sont activées. Pour cette porosité d’activation, hy —hy—c = h; —hy donc l'effet de la pression sur
I’activation des interfaces est simplement gouverné par la différence de résistance en traction des
interfaces grain-grain (micro) et matrice-inclusion (méso). Ainsi, si h; > hgy, une augmentation
de pression augmente la taille du domaine de porosités pour lesquelles les interfaces peuvent
étre activées, et réciproquement. Cette compétition entre la résistance en traction des interfaces
micro et celle des interfaces méso est illustrée Fig. 6.14 et 6.15.

Ligne d’activation des interfaces Placons nous dans la situation ou le seul parameétre mi-
crostructurel amené a varier est la porosité. Le critere de résistance macroscopique, tres sensible
a la porosité, peut étre représenté dans l'espace a trois dimensions (X,,, X4, ¢) (voir par exemple
Fig. 6.13 et Fig. 6.15). Cette représentation fait apparaitre une ligne de ’espace qui correspond
a 'intersection de la surface engendrée par la série d’ellipses frontieres de G"™ (¢) pour les in-
terfaces inactivées avec celle pour les interfaces activées. La projection de cette ligne dans le plan
(X, Xq) est présentée Fig. 6.16. Un intérét particulier pour cette ligne d’activation sera porté
au chapitre 7 qui propose une relecture élasto-plastique du critere de résistance macroscopique.
En effet, un trajet de chargement qui franchit la ligne d’activation va entrainer le déclenchement
de glissements aux interfaces matrice-inclusion, ce qui peut résulter en une détérioration des
propriétés mécaniques de ces interfaces.

A confinement élevé, l'activation des interfaces de Tresca est tres peu dépendante du confi-
nement et principalement conditionnée par la contrainte déviatorique. Au contraire, I’activation
des interfaces de Mohr-Coulomb est asymptotiquement régie par une loi linéaire qui dépend du
confinement. Pour ces deux cas, une certaine correspondance entre la forme mathématique de
la ligne d’activation et du critere de résistance d’interface sont observées aux forts confinement.
Remarquons finalement que, asymptotiquement a confinement élevé, les lignes d’activation sont
quasiment indépendantes de la pression de fluide.

Augmentation de la résistance déviatorique maximale Dans le cas des interfaces de
Tresca, bien que les interfaces soient plus susceptibles d’avoir une possibilité d’étre activées
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F1aG. 6.13: Critere de résistance macroscopique avec interfaces de Tresca, sec (clair) ou avec fluide
sous pression (foncé).
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F1G. 6.14: Modification du critere de résistance macroscopique avec interfaces de Mohr-Coulomb
en présence d’un fluide sous pression.
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F1G. 6.15: Critere de résistance macroscopique avec interfaces de Mohr-Coulomb, sec (clair) ou
avec fluide sous pression (foncé).
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Fi1a. 6.16: Effet de la pression de fluide sur la ligne d’activation des interfaces.

en présence d’une pression de fluide, cette activation survient pour un niveau de contrainte
déviatorique plus élevé. D’apres (6.62) et (6.94), la résistance déviatorique maximale est ainsi
une fonction croissante de la pression de fluide, méme si les interfaces s’activent.

De méme, dans le cas des interfaces de Mohr-Coulomb, on montre dans tous les cas que la
résistance déviatorique maximale est aussi une fonction croissante de la pression de fluide.

Ce chapitre a présenté un modele a trois échelles pour la description des propriétés de
résistance d’une roche argileuse. Pour la transition micro-méso, les résultats de He et al. [51]
ont été adoptés pour la matrice argileuse. Pour la transition méso-macro, la méthode sécante
modifiée est utilisée avec une représentation aléatoire implicite d’'un composite & matrice avec
effets d’interface.

Dans le cas particulier d’interfaces parfaites entre la matrice et les inclusions, la méthode
a conduit aux résultats exposés dans Shen et al. [90]. Nous avons ici comparé ces résultats
avec deux méthodes alternatives sur des géométries explicites : le calcul a la rupture sur une
sphere composite et la méthode numérique du chapitre 5 sur un réseau périodique cubique a
faces centrées. Cette comparaison a permis de confirmer que la méthode sécante modifiée rend
bien compte de l'allure du critere et des valeurs des résistances déviatoriques et hydrostatiques.
Cependant, la méthode sécante modifiée n’a pas permis de capturer l'effet du troisieme invariant
observé numériquement.

Le cas général d’interfaces imparfaites régies par un critere de résistance de type Tresca ou
Mohr-Coulomb fait apparaitre un critére composite et la notion d’activation des mécanismes
d’interfaces. L’activation des interfaces est gouvernée par le taux de triaxialité du taux de
déformation macroscopique. L’activation des interfaces a pour effet de réduire la résistance
déviatorique en comparaison avec le cas des interfaces parfaites. Cependant, la résistance en
compression isotrope reste inchangée car les interfaces ne sont pas activées. En traction iso-
trope, les interfaces de Tresca ne sont pas activées mais celles de Mohr-Coulomb peuvent I’étre
conditionnellement.

Lorsque qu’un fluide sature totalement ’espace poreux, la prise en compte de la pression
de fluide est immédiate grace a l'existence d’une contrainte effective pour la résistance. Une
pression dans les pores modifie les conditions d’activation des interfaces.
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Chapitre 7

Plasticité

Résumé : L’objet de ce chapitre est de proposer une interprétation en plasticité des critéres
de résistance ductile obtenus dans le chapitre 6. L’objectif est de proposer des mécanismes per-
mettant de rendre compte de deuzr observations courantes sur les matériaux granulaires (lors
d’un essai trizial) : d’une part, la présence d’un pic de contraintes swivi d’un plateau (état
critique) ; d’autre part, le changement de signe de la déformation volumique. Le mécanisme pro-
posé pour rendre compte du changement de signe de la déformation volumique, situé a l’échelle
micro (grains et pores), est une compétition entre une variation de porosité et une dilatation
des interfaces. La notion d’état critique est obtenue en proposant un écrouissage de la matrice
argileuse par changement de porosité. Le mécanisme proposé pour la description d’un pic de
contraintes, situé a l’échelle méso, est un adoucissement des proprié¢tés d’interfaces entre les in-
clusions et la matrice. Le pic de contrainte résulte de la compétition entre un écrouissage positif
par réduction de porosité et un écrouissage négatif par détérioration des propriétés d’interfaces
matrice-inclusion.
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Ce chapitre cherche a mettre a profit 'analogie entre ’analyse limite en élasto-plasticité
et le calcul a la rupture pour proposer une modélisation du comportement élasto-plastique de
matériaux granulaires et argileux. Pour éviter les confusions entre ces deux disciplines, précisons
la terminologie. En calcul a la rupture, les capacités de résistance locales peuvent étre décrite par
une fonction critere de résistance. Pour une direction de chargement donnée, la charge extréme
supportable par la structure est déterminée par 'identification d’un mécanisme de ruine optimal.
En élasto-plasticité, la limite d’élasticité correspond a l'initiation de la plasticité et est atteinte
suite & une évolution élastique. La limite d’élasticité est décrite par un critére de plasticité (ou
fonction de charge plastique). La limite d’élasticité ne doit pas étre confondue avec la charge
limite qui est atteinte a I’écoulement plastique libre de la structure. Formellement, dans le cas
ou la fonction de charge plastique d’un probleme élasto-plastique est identique en tout point
au critere de résistance d’un probléeme de calcul a la rupture, le mécanisme de ruine optimal
qui conduit a la détermination de la charge extréme correspond au mécanisme d’écoulement
plastique libre : il s’agit de I’analogie que nous souhaitons mettre a profit.

Par ailleurs, un matériau élasto-plastique peut subir un écrouissage, c’est a dire une modifica-
tion de sa limite d’élasticité et de sa fonction de charge plastique. L’écrouissage du matériau peut
avoir deux origines micro-structurales : un écrouissage par énergie bloquée ou un écrouissage par
changement de géométrie.

Pour fixer les idées, prenons I’exemple d’un matériau poreux modele comme une sphere com-
posite constituée d’une couronne de matériau élasto-plastique isotrope uniforme entourant un
pore sphérique [8]. Lorsque ce matériau est soumis & une pression extérieure p, I’évolution est
élastique jusqu’a la pression p; pour laquelle les contraintes a la frontiere du pore atteignent la
limite d’élasticité. Une augmentation supplémentaire de la pression a une valeur po entraine la
déformation plastique d’une couronne dont ’étendue croit & partir du pore. Dés lors, une partie
de I’énergie élastique est bloquée car si le matériau est déchargé, des contraintes résiduelles sub-
sistent pour assurer la compatibilité géométrique. Le matériau peut ensuite étre rechargé jusqu’a
la pression po > p; sans entrainer de déformation plastique supplémentaire : ¢’est une manifes-
tation de I’écrouissage par énergie bloquée. La pression extérieure peut ensuite étre augmentée
jusqu’a la valeur ps telle que la couronne plastifiée atteigne I'extérieur de la sphére composite.
Si on raisonne a géométrie fixée, le matériau ne peut supporter de pression supérieure a ps
car ’écoulement plastique libre est atteint. En revanche, la prise en compte du changement
de géométrie qui conduit a la fermeture progressive du pore permet d’atteindre des pressions
supérieures a p3 : c’est une manifestation de I’écrouissage par changement de géométrie. Pour
ce modele, le changement de géométrie permet de rendre compte d’un écrouissage beaucoup
plus important que ’énergie bloquée [8]. Cependant, il faut considérer des changements de po-
rosité tres importants. Au contraire, les expériences sur les matériaux argileux montrent qu’une
modification mineure de la porosité peut induire une évolution majeure de 1’écrouissage [2, 88|.

L’approche heuristique que nous proposons pour la modélisation du comportement élasto-
plastique de matériaux argileux est la suivante. La description de la microstructure a trois échelles
présentée au chapitre 6 est adoptée. Dans un premier temps, on se focalise sur le comportement
de la matrice argileuse & I’échelle méso. Les mécanismes de ruine identifiés par He et al. [51]
sont adoptés comme mécanismes d’écoulement plastique libre. Or les criteres de résistances ob-
tenus par He et al. [51] s’avérent extrémement sensibles & la porosité de la matrice argileuse.
On propose donc de rendre compte d’'un écrouissage par changement de géométrie de la mi-
crostructure. Lors d’un incrément infinitésimal de charge, la porosité est actualisée d’apres le
mécanisme d’écoulement plastique libre. Cela revient a supposer que sur une configuration ac-
tuelle, le comportement est élastique parfaitement plastique. En particulier, I’écrouissage de la
microstructure par énergie bloquée est négligé.

Dans un second temps, on remonte au comportement élasto-plastique du matériau argileux
renforcé par des inclusions avec interfaces imparfaites. La stratégie adoptée est la méme qu’a
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Qm Q
F1a. 7.1: Description du matériau aux échelles micro (gauche) et méso (droite).

I’échelle inférieure. Cependant, on suppose en outre la dégradation des propriétés des interfaces
par une loi pilotée par le saut de déplacement tangentiel a I'interface entre matrice et inclusions.

7.1 Présentation du matériau a trois échelles

7.1.1 Morphologie

On consideére le matériau a trois échelles appelées micro, méso et macro du chapitre 6 décrit
Fig. 7.1. A Déchelle “micro”, un volume élémentaire représentatif (VER) Q,, de ce qui constitue
la matrice de ’échelle “méso” est considéré. La matrice est constituée d’un assemblage de grains
rigides occupant le domaine {2y et d'un espace poreux. L’espace poreux entre les grains occupe
le domaine €, de fraction volumique appelée porosité ¢ = |€2,|/|€2,|. Les grains sont jointifs et
on note I'y 'union de toutes les interfaces entre grains. La surface spécifique des interfaces entre
grains, homogene a 'inverse d’une longueur, est notée v4 = |I'g|/|€2,|. Dans tout le chapitre, on
utilisera abusivement ’appelation “matrice” pour cet assemblage granulaire.

A Déchelle “méso”, un VER € appelé matériau renforcé est considéré. Le matériau renforcé
est constitué de la matrice qui occupe le domaine €2, et d’inclusions. Les inclusions occupent le
domaine §);, de fraction volumique p = |Q;|/|Q2]. L’union de toutes les interfaces entre inclusions
et matrice est notée I';. La surface spécifique des interfaces entre inclusions et matrice est notée

7 = [Lil /1€

7.1.2 Constituants

Les interfaces entre grains microscopiques sont imparfaites, sujettes a des frottements régis
par un critere de plasticité de type Mohr-Coulomb (6.1) sur le vecteur contrainte T appliqué a
I'interface. Les glissements entre les grains sont décrits par un saut de déplacement [£] ou de
vitesse [v]. De méme, les interfaces entre inclusions mésoscopiques et matrice sont imparfaites.
Deux types de criteres de plasticité d’interface sont considérés a I’échelle méso : soit un criteére
de Tresca (6.15), soit un critere de Mohr-Coulomb (6.16).
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7.2 Elasto-plasticité de la matrice argileuse

A Déchelle mésoscopique, le taux de déformation moyen dans la matrice est dii a deux
origines, élastique et plastique, et noté d = d°® + dP. La contrainte méso dans la matrice est
notée o. A léchelle micro, les sauts de vitesse tangentielle et normale aux interfaces entre grains
sont notés respectivement [v;] et [v,]. Le comportement méso de la matrice provient d’une
homogénéisation micro-méso de ’assemblage de grains interfacés.

7.2.1 Elasticité de la matrice

Un modele simplifié est proposé pour rendre compte du comportement élastique de la ma-
trice '. Dans un souci de simplification, les grains micro sont supposés rigides, de raideur infinie.
Les pores ont une raideur nulle et ’élasticité de la matrice provient de celle des interfaces
entre grains. Le saut de déplacement élastique [€]¢ & travers linterface est relié au vecteur
contrainte T = o - n appliqué a 'interface, de normale n par la raideur d’interface K9 telle que
T = KY-[€]°. Laraideur d’interface entre grains se décompose en K9 = Kjn@n+K/(1-n®n)
olt K, et K désignent respectivement les raideurs d’interface normale et tangentielle. La raideur
d’interface normale K est supposée infinie, ce qui entraine I’absence de contribution élastique
au saut de vitesse normal a travers les interfaces.

Les grains sont supposés sphériques de rayon ry. Le tenseur de raideur homogénéisé de la
matrice est isotrope et se met sous la forme C,, = 3k,,,J + 2u,,K. Dans le régime de porosité
1/3 < ¢ < 1/2, les modules isotropes d’élasticité homogénéisés de la matrice sont [51]

km - TOthIC ; Hm = TOthM, (71)

avec les modules normalisés M et K donnés (6.4).

7.2.2 Plasticité de la matrice

On se place dans le cas de grains rigides et d’interfaces entre grains régies par un critere
de plasticité de Mohr-Coulomb (6.1) avec regle d’écoulement plastique associée. On note hy la
résistance en traction isotrope des interfaces entre grains et o, 1’angle de frottement. Le critere
de rupture de la matrice argileuse présenté par He et al. [51] est ici interprété comme un critére
de plasticité.

Dans le régime de porosité 1/3 < ¢ < 1/2, le comportement plastique homogénéisé dépend du
parametre adimensionnel § défini en (6.5). Lorsque § < 1, le domaine de plasticité de la matrice
est délimité par une ellipse dans le plan (o,,,04) décrite par la fonction de charge plastique f
(6.6) :

(om +c(9))® | o

fe =" ")

ou a, b et ¢ donnés en (6.7) sont tres sensibles a la porosité ¢ lorsqu’elle est proche de la porosité
critique ¢t définie en (6.10).

A partir d’un état de contrainte o de la matrice, on applique un incrément de contrainte in-
finitésimal deo. Si I’état de contrainte est & l'intérieur du domaine d’élasticité (f(o,¢) < 0),
I’évolution est élastique. Si 1’état de contrainte est sur la frontiere du domaine d’élasticité
(f(,¢) = 0) et que l'incrément de contrainte est dirigé vers lintérieur de ce domaine
(0f(o,¢)/00 : do < 0), I'évolution est élastique. Dans ces deux cas, 'incrément de contrainte
n’entraine pas de déformation plastique. En revanche, le cas ou I’état de contrainte est sur
la frontiere du domaine d’élasticité (f(o,¢) = 0) et I'incrément de contraintes est dirigé vers
lextérieur de ce domaine (0f (o, ¢)/do : do > 0) correspond a une charge plastique.

-1<0 (7.2)

1Ce modele est bien entendu insuffisant pour rendre compte de Pélasticité d’un matériau argileux : l'intérét
véritable de ce chapitre est la modélisation de la plasticité.
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En phase de charge plastique, le principe du travail plastique maximal énoncé par Hill (1950)
conduit a la regle de normalité : le taux de déformation plastique est orienté selon la normale
extérieure au domaine d’élasticité. Comme la surface de la limite d’élasticité ne présente ici pas
de point anguleux, il existe un scalaire A,, > 0 appelé multiplicateur plastique de la matrice tel
que

i 0f(0,9) i 20omto) i

dP = AmTa’ = db) = AmmT ;odh = AmT. (7.3)

La direction du taux de déformation plastique de la matrice 3, = db/ dfl se déduit alors de ’état
de contrainte dans la matrice par

B d_f,’ B (om + )b
S dy oga

Brm (7.4)

La condition de continuité du comportement entre le cas de la décharge élastique et celui de
la charge plastique, combinée & la regle de normalité, permet d’écrire alternativement la regle
de normalité (7.3) :

po 1 (D) ) otle )

m(o, o) oo oo

ou m(o, ¢) est un parametre strictement positif. On peut aussi définir un tenseur de souplesse
d’écrouissage S tel que dP = S : & par :

_ 1 9f(e,9)  0f(a,0)
® (7.6)
m(o,¢) Oo oo
Lorsque le parametre m(o, ¢) s’annule, la matrice ne peut plus supporter d’incrément de charge
plastique. La contrainte atteint un état critique, tandis que le taux de déformation plastique est
non nul mais indéterminé : c’est I’écoulement plastique libre de la microstructure de la matrice
argileuse.

Dans la suite, on cherche a caractériser ces états critiques et le déclenchement de I’écoulement
plastique libre. Tout d’abord, procédons a une localisation du mécanisme d’écoulement plastique
microscopique & l’aide du mécanisme de ruine proposé par He et al. [51]. Pour ce mécanisme de
ruine, le saut de vitesse normal plastique moyen des interfaces entre grains s’exprime en fonction
du taux de déformation volumique plastique moyen de la matrice sous la forme

YelonlP * = v(Bon) . (7.7)

ou la fonction v(f,,) se déduit des travaux de [51] :

o (VB 20— MK
v(Bn) = 75 ( N - 1) : (7.8)

avec M et KC donnés par (6.4), X par (6.3), 6 par (6.5), 3, par (7.4) et v, par (6.2). Remarquons
que dans la limite d’un écoulement plastique purement déviatorique (3, — 0), le saut de vitesse
prend la valeur finie

[va? 2 [ 26M  ,  2Vb

I 2 22 = 2V e 7.9
Gnso o 3\ L= 0)K @ T 3hgad (7.9)

Il reste maintenant a relier la variation de porosité au taux de déformation volumique de la
matrice.
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7.2.3 Bilan de variation de volume micro

A Téchelle micro, la variation du volume de la matrice, égale au flux du vecteur vitesse
a travers la frontiere du VER €Q,,, peut se décomposer en trois contributions. Précisons tout
d’abord quelques notations. On rappelle que d,, est la trace taux de déformation de la matrice et
est considéré comme une grandeur “macro” a cette échelle. La frontiere du VER €2, en contact
avec un grain i est notée (0€2,);. La frontiere d’un grain i en contact avec I’espace poreux est
notée (9€)p, celle en contact avec un grain voisin j est notée (09);. La normale & (9€0),
orientée du grain 7 vers ’espace poreux est n,;_.p, celle a (8Q’g) ;j orientée du grain 7 vers le grain
J est n;_;. L’interface commune a deux grains 7 et j voisins est notée I';;, de sorte que pour la
paire i, j f(a%)j Up,_; dS+ f(aﬂé)i Up;_,; dS = fFij [vn] d S 2. Le bilan de variation de volume de

la matrice se décompose donc en :

Q| = / und S
OQm,
voisins de %

= vndS—i—/ Up,_, dS + / U, dS
2 /(anmx @), 2 @),

grains ¢ grains j

(7.10)

voisins de %

n S| — M s S
i /anpv ¢ Z Z /(8%)jv i

grains ¢ grains j

voisins

SOOI F I+ D /.[[vn]]ds.

grains i paires 4,5 W

La premidre contribution est la variation de volume des grains, [Qg|/|Qm| = d_UQg\Qg\ /|| =

—Q . o . , .

(1 — ¢)d, ®. La deuxiéme contribution est la variation de volume de I'espace poreux [, =
|| + || La troisieme contribution est die a la dilatance des interfaces entre grains. Elle
s’exprime en fonction du saut de vitesse normal moyen aux interfaces en reconnaissant :

voisins

Z /“[[vn]]dS:/F [vn] dS = \Fg]mrg. (7.11)

paires %, Lij

En divisant par le volume total de la matrice et en se rappelant les définitions dy, = [y, |/|Qm|,
dy = d_vQg = |Q4]/|%] et Y5 = |T|/|Qm], le bilan microscopique de conservation de volume est

(1= ¢)dy = (1 — )+ + ve[vn] (7.12)

Le bilan (7.12) s’interpréte comme une relation cinématique micro-méso qui généralise la regle
de moyenne habituelle D = d. Pour simplifier les notations, on notera dans la suite [v] le saut de

, —Fg . . . . . ’
déplacement moyen [v] © aux interfaces entre grains micro. Par ailleurs, les grains sont supposés
rigides donc df est nul.

7.2.4 Etat critique et écoulement plastique libre de la matrice
Ecoulement plastique libre de la matrice

La porosité de la matrice est prise comme parametre d’écrouissage. Comme en phase de
charge plastique le critére de plasticité est vérifié a tout instant, la variation de contrainte est

2Une ambiguité peut sembler résider dans I’orientation de la normale pour le signe de la vitesse normale entre
deux grains. Toutefois, comme on s’intéresse a une différence entre la vitesse normale orientée du grain ¢ vers
j comptée sur le grain i et celle comptée sur le grain j, ou réciproquement, ’orientation n’intervient plus. Par
exemple, si les deux grains se rapprochent, [v,] sera négatif que 1'on oriente la normale de i vers j ou de j vers i.
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liée a I’écrouissage par changement de porosité par

df(e,¢) 0f(e,9) . 0f(e,9); . . 0f(0,¢) .
0 - 9o 1o+ 99 ¢ =0si e 1o > 0. (7.13)

Explicitons maintenant la condition pour qu’un écoulement plastique libre de la matrice ait
lieu. La variation de volume peut se mettre sous la forme :

¢— (1= 9¢)d; = (1—¢—v(Bn)) dy. (7.14)

On peut raisonnablement supposer qu’en phase de charge plastique la déformation volumique
élastique est négligeable devant la déformation volumique plastique. Ceci est cohérent avec
notre approche heuristique selon laquelle I’écrouissage est lié a un changement de géométrie
(modification de porosité) plutdt que par énergie bloquée.

Le parametre m(o, ¢) de la matrice se déduit alors de la regle d’écoulement (7.5), du bilan
de variation de volume (7.14) et de (7.13) comme :

m(a,¢) = (v(Bn) — (1 —¢)) tr (afg;a ¢)> afg;, ¢)

En phase de charge plastique, le parametre m(o, ¢) de la matrice et donc le tenseur de modules
d’écrouissage s’annule lorsque v(f3,,) = 1 — ¢. Il existe donc un taux de triaxialité critique du
taux de déformation plastique de la matrice, solution de v(f5,,) = 1 — ¢ pour lequel I"écoulement
plastique libre a lieu :

(7.15)

2Mé
B (@) = A . 7.16
=Nk —er - o1 (710
Lorsque f,, = (35,, Pécoulement plastique libre est atteint (hormis si ¢ = (1 — ¢)dS si lon ne

néglige pas le taux de déformation élastique) et le multiplicateur plastique de la matrice devient
infini.

Revenons un instant sur le cas particulier db = 0. Le bilan de variation de volume dégénére en
b— (1—9)ds = —(\/E/hg)dz. Il ne peut y avoir déclenchement de la plasticité que si ¢ < (1—9)ds.
Le multiplicateur plastique de la matrice prend alors la valeur finie A,, = —(hgV/d)/(204)(¢ —
(1 — ¢)dS) et 'écoulement plastique libre n’a pas lieu. Ainsi, bien que la matrice ne change pas
de volume, la porosité peut diminuer : la variation de volume diie au changement de porosité
est exactement compensée par la dilatance des interfaces.

D’une maniere plus générale, en phase de charge plastique, I’évolution de la porosité est
controlée par le taux de triaxialité 3,, du taux de déformation plastique la matrice d’apres
(7.14). Dans le cas usuel d° <« dP, le bilan de variation de volume de la matrice conduit a
b~ (1 —¢ —v(Bm))dy, qui est négatif pour 5, < 3<, et positif pour 8, > 3<,, ot B¢, défini par
(7.16) est le taux de triaxialité critique de la matrice conduisant a ’écoulement plastique libre.

Ainsi, I'évolution de la porosité n’est pas controlée par le signe du taux de triaxialité du
taux de déformation de la matrice 3,,, mais par le signe de (,, — 35,. La porosité peut diminuer
alors que le matériau se dilate macroscopiquement : la dilatation provient alors des interfaces
entre grains, par la regle de normalité pour le critere de Mohr-Coulomb. Si 5, = 35,, la porosité
n’évolue pas : ’écoulement plastique libre est atteint car il n’y a pas d’écrouissage. Ce phénomene
renvoie a la notion d’état critique traditionnellement intoduite en mécanique des sols [2, 88].

Ligne d’état critique

Explicitons maintenant les états critiques de contraintes et de porosité pour lesquels
I’écoulement plastique libre a lieu. Ces états critiques se situent sur la frontiere du domaine
d’élasticité et vérifient donc f(o,¢) = 0. Par ailleurs, ils correspondent & un taux de triaxialité
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FIG. 7.2: Evolution du critére de plasticité de la matrice en fonction de la porosité ¢. La ligne
en vert foncé est la ligne d’état critique (7.17) : états pour lesquels a lieu 1’écoulement plastique
libre.

critique (7.16) du taux de déformation de la matrice. D’apres la regle de normalité (7.4), ces
états vérifient donc 55,(¢) = b(om + ¢)/(acy). La combinaison de ces deux relations permet
d’établir I’équation paramétrique d™une ligne d’état critique dans 'espace (0,04, @) :

_ (o)  on(d) = —clg) + ()2 o)
Jd(¢)—\/ T B @Pa@)ig) & O =l m(¢)b(¢)\/1+[651(¢)]2a(¢)/b(¢)

(7.17)

La ligne d’état critique est représentée Fig. 7.2 dans l'espace (o, 04, @).

7.2.5 Simulations élasto-plastiques

Trajet de chargement Deux types de trajets de chargement réalisables en cellule d’essai
triaxiale ont été étudiés. Dans les deux cas, la contrainte moyenne est diminuée dans un pre-
mier temps & partir de 1’état libre de contrainte jusqu’a la contrainte ¢ & lintérieur du do-
de contrainte est imposé par 'application d’'une contrainte axiale compressive supplémentaire a
I’aide d’un piston. Pour cette étape, deux possibilités sont étudiées :

— trajet “triaxial” :la contrainte latérale est maintenue constante, de sorte que les variations
des contraintes moyenne et déviatorique sont proportionelles.

— trajet a “contrainte moyenne constante” : a mesure que la compression axiale est aug-
mentée, la compression latérale est diminuée de telle sorte que la contrainte moyenne reste
constante au cours de 1’essai.

Notons a% la limite d’élasticité en compression isotrope initiale. Si ¢, = a% , lessai est dit
réalisé & 1état normalement consolidé. Si |09, < |oN|, 'état est dit sur-consolidé. Dans la suite,
nous serons amenés a distinguer les états faiblement sur-consolidés (“wetter than critical”) des
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états fortement sur-consolidés (“dryer than critical”). L’algorithme utilisé pour les simulations
élasto-plastiques est détaillé en annexe G, section G.1.

Deux types d’évolution élasto-plastique Si l'on suit un trajet de chargement tel que la
limite d’élasticité initiale soit atteinte en un point dont la normale a un taux de triaxialité
Bm < B5,, la porosité diminue. La matrice subit un écrouissage positif et (3, augmente jusqu’a
ce que By, = G5, : I'état de contrainte et de porosité se bloque & I'état critique et ’écoulement
plastique libre est atteint. Cette situation correspond aux états normalement consolidés ou
faiblement sur-consolidés.

Au contraire, si la limite d’élasticité initiale est atteinte en un point dont la normale a un
taux de triaxialité (3,, > (¢, la porosité augmente. La matrice subit un écrouissage négatif
et B, diminue jusqu’a ce que G, = (5, : I'état de contrainte et de porosité se bloque a I’état
critique et ’écoulement plastique libre a lieu. Cette situation correspond aux états fortement sur-
consolidés 3. Elle se caractérise par la présence d’un pic des contraintes associé & augmentation
de porosité apres atteinte de la limite d’élasticité.

Ces deux situations sont tres différentes puisque dans le premier cas la porosité diminue et
la contrainte déviatorique peut augmenter, dans le second la porosité augmente et la contrainte
déviatorique doit diminuer.

La Fig. 7.3a illustre un chargement a contrainte moyenne constante en conditions norma-
lement consolidées. Le volume de 1’échantillon commence par diminuer par accommodation de
la porosité, ce qui entraine un écrouissage positif. Puis, a déviateur de contrainte croissant, la
diminution de porosité entre progressivement en compétition avec la dilatation des interfaces.
Lorsque 1'état de contrainte est en haut de lellipse (c.f. Fig. 7.3b), la regle de normalité indique
que le taux de déformation plastique est purement déviatorique : la diminution de porosité est
exactement compensée par la dilatation des interfaces. En ce point, le multiplicateur plastique
est fini donc I’écoulement plastique libre n’a pas lieu et I’écrouissage continue. Au dela de ce
point, le volume de I’échantillon augmente car la porosité diminue moins que les interfaces ne
se dilatent. Sous certaines conditions sur I'angle de frottement, 1’état critique peut ensuite étre
atteint et I’écoulement plastique libre se déclenche.

Concordance avec les notions empiriques de mécanique des sols Le modele élasto-
plastique de la matrice argileuse présenté dans cette section est séduisant puisqu’il permet
de rendre compte par une approche micro-mécanique de concepts classiquement introduits en
mécanique des sols par des approches empiriques (voir Atkinson [2], Schofield et Wroth [88]).
Ainsi, la notion de surface d’état est retrouvée Fig. 7.2 : il faut concevoir la surface de charge
plastique dans ’espace (o, ). Sous Paction d’un chargement mécanique, les contraintes et la
porosité évoluent jusqu’a un état critique défini par 'intersection du trajet de chargement avec
la ligne d’état critique (7.17). Les deux grandes classes d’évolution sont retrouvées : compaction
des matériaux les plus laches (“wet side of critical”) ou décompaction des matériaux les plus
denses (“dry side of critical”). La Fig. 7.4 illustre que le modele d’écrouissage par changement
de porosité capture bien les phénomenes observés expérimentalement.

Notons seulement quelques différences. Premierement, le pic de contrainte des matériaux
fortement sur-consolidés est abrupt dans ce modele. En effet, le modele ne fait pas de distinction
entre les interfaces (pas d’orientation privilégiée, de distributions de tailles) qui entrent toutes en
plasticité en méme temps. Ceci est cohérent avec le fait que I’écrouissage par énergie bloquée a

311 est donc clair que la notion de d’état consolidé dépend 4 la fois du matériau et du trajet de chargement
imposé : il est possible qu'un méme échantillon auquel on appliquerait la méme contrainte moyenne o2, puis
soit un trajet triaxial classique, soit un trajet & contrainte moyenne constante, puisse avoir une augmentation
de porosité pour le chargement triaxial et une diminution de porosité pour le chargement & contrainte moyenne
constante.
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F1a. 7.3: (a) déformations axiales, latérales et volumiques pour un essai a contrainte moyenne
constante sur un échantillon normalement consolidé. (b) projection de Fig. 7.2 dans le plan
(om,0q) : ligne d’état critique et limites d’élasticité initiales et finale pour les trois cas présentés
Fig. 7.4 a droite : N=échantillon normalement consolidé, W=échantillon “wetter than criti-
cal” (légerement sur-consolidé), D=échantillons “dryer than critical” (fortement surconsolidés),
C=état critique.
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été négligé : soit la microstructure suit une évolution élastique, soit elle est totalement plastifiée,
mais les situations intermédiaires ne sont pas considérées (c.f. modele de sphere creuse [8]).

Deuxiémement, le modele prévoit que 1’écoulement plastique libre est nécessairement dila-
tant. Or expérimentalement la variation de volume semble étre nulle a I’écoulement plastique
libre [2]. Cette caractéristique du modele tient a ce que l'on consideére que les interfaces suivent
un comportement plastique avec regle d’écoulement associée. Pour le critere de Mohr-Coulomb
considéré, la dilatance des interfaces peut étre attribuée a une rugosité en dents de scie des inter-
faces. Or g’il parailt plausible que du fait de cette rugosité I’écoulement plastique des interfaces
soit initialement associé, il est en revanche improbable qu’il le soit pour des décollements d’in-
terfaces arbitrairement grands. Il faudrait donc rendre compte d’une distance caractéristique du
décollement liée a la tribologie des interfaces, au dela de laquelle I’écoulement n’est plus associé,
mais non dilatant (en moyenne).

Enfin, le modele ne prévoit pas le comportement initialement légerement contractant des
échantillons fortement sur-consolidés.

7.3 Elasto-plasticité du matériau renforcé

On se place maintenant a 1’échelle supérieure et consideére la transition méso-macro. A
I’échelle méso, ’assemblage granulaire interfacé étudié a la section précédente constitue la ma-
trice. La matrice est maintenant supposée renforcée par des inclusions rigides avec interfaces
imparfaites.

Les contraintes macroscopiques sont notées 3. Le taux de déformation macroscopique est
la somme de deux termes d’origine élastique et plastique : D = D® 4+ DP. Les sauts de vitesse
tangentielle et normale moyens aux interfaces entre matrice et inclusion sont notés [Vi] et [V,,].

7.3.1 Elasticité du matériau renforcé

Le comportement élastique de la matrice est décrit par la raideur C,, issue de I’ho-
mogénéisation micro-méso de 'assemblage granulaire (7.1).

Les inclusions, de fraction volumique p, ont une raideur infinie. Les interfaces entre matrice
et inclusion sont élastiques avec une raideur d’interface K' finie. Plus précisément, la raideur
tangentielle K} des interfaces entre matrice et inclusion est finie tandis que la raideur tangentielle
K} est infinie, ce qui a pour effet d’annuler le saut de vitesse normal élastique & l'interface.

Les inclusions sont supposées sphériques de rayon Rg. Le tenseur de raideur homogénéisé du
matériau renforcé est isotrope et se met sous la forme CP™ = 3khom] 4 2,P°MK . Les modules
isotropes d’élasticité homogénéisés du matériau renforcé sont donnés par (6.45).

7.3.2 Plasticité du matériau renforcé

Les interfaces entre les inclusions et la matrice sont imparfaites et obéissent a un critere de
plasticité d’interface. Deux possibilités sont étudiées pour ce critere de plasticité :

— critere de Mohr-Coulomb (6.16) : la résistance en traction est notée h; et 'angle de frot-

tement qj,

— critere de Tresca (6.15) : la résistance tangentielle est notée k.

On se place dans le cas d’une régle d’écoulement plastique associée.

En reprenant les résultats du chapitre 6 pour les criteres de rupture ductile équivalents,
la limite d’élasticité macroscopique est un assemblage de deux portions d’ellipses dans le plan
(X1, 2X4). Une premiere portion d’ellipse correspond a la situation ou les interfaces ne sont pas
activées, la deuxieme portion a des interfaces activées. Les raccords entre les deux portions sont
tangents. Les portions d’ellipses sont décrites par des fonctions de charge macroscopique de la
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Fi1Gc. 7.4: Gauche : comportement d’un sol idéalisé d’apres des essais expérimentaux de cisaille-
ment drainés Atkinson [2]. Notations de [2] : e=porosité, y=angle de cisaillement, 7=contrainte
de cisaillement, o=contrainte normale, ¢,=déformation volumique, N=échantillon normale-
ment consolidé, W=échantillon “wetter than critical” (légérement sur-consolidé), D=échantillons
“dryer than critical” (fortement surconsolidés), C=état critique. Droite : simulations élasto-
plastiques d’essais triaxiaux & contrainte moyenne constante (la méme pour tous les essais) pour
le modele de matrice argileuse présenté dans ce chapitre. Seule la porosité initiale change entre
ces trois simulations, les autres parametres métériaux sont fixés.
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forme
(Zm — Emo)? . (B4 — Za0)? . 2(Xm — o) (Zd — Xao)
A B C

Pour un état de contrainte macroscopique sur la frontiere du domaine d’élasticité, les conditions
d’appartenance a une ellipse correspondant aux interfaces activées ou non activées sont décrites
sections 6.4.2 et 6.4.3. Les parametres des différentes portions d’ellipses de la limite d’élasticité
sont présentés en (6.61), (6.63) et (6.80).

En phase de charge plastique, la reégle de normalité du taux de déformation plastique macro
associée a la fonction de charge (7.18) est :

L OF (B Xm0 Xg—2a0 ) 1 Yd—2d0 |, Xm — Xm0 | 2d
DP = A— =2A — — 7.19
[( A ¢ J3"\TB T @ 5] (19

F(Z) =

~ 1. (7.18)

0x

oil 'on a utilisé 9%,,/0% = 1/3 et 9%;/0% = X4/%4 et A est positif. Par identification des
parties sphériques et déviatoriques

(S =S Tg—3 VAT SIS I >
Dg:2A< m do) : D§:2A< 42 ’”C’”O), (7.20)

C B

La direction du taux de déformation plastique macro 3 = D/ Dg se déduit alors de I’état de
contrainte macroscopique par

5= B |:(Em — Zm0)C A+ (Ba — EdO)A]
A (Em — Emo)B + (Ed — Edo)c ’

Comme pour la matrice argileuse, la régle de normalité peut aussi se mettre sous la forme

1 (OF .\ OF
DP=— | —=:X | — (7.22)

m/ \ 0% o0x
ot m’ est un scalaire positif qui dépend de ’état de contrainte macroscopique et des parametres
d’écrouissage. De maniére analogue a (7.6), on montre que m’ est proportionnel au tenseur des

modules d’écrouissage M’ tel que ¥ = M’ : DP. L’annulation du parametre m’ caractérise ainsi
I’écoulement plastique libre du matériau renforcé.

(7.21)

Comme précédemment, la porosité de la matrice est prise comme parametre d’écrouissage par
changement de géométrie. Pour expliciter I’écrouissage par changement de géométrie, un bilan de
variation de volume macro est nécessaire. Ce bilan va notamment faire intervenir ’éventuelle di-
latance des interfaces entre matrice et inclusions. Dans le cas des interfaces parfaites ou de Tresca
ou non actives, le saut de vitesse normal & l'interface entre matrice et inclusion est nul. Pour
les interfaces de Mohr-Coulomb, sous réserve d’activation, la régle de normalité [V;,]P = oy[Vi]P
et la localisation du saut de vitesse tangentiel (6.76) pour le mécanisme d’écoulement plastique
adopté permettent de relier la moyenne du saut de vitesse normale plastique a l'interface entre
matrice et inclusion a la déformation plastique macroscopique par :

Viﬂvn]]p = V(ﬁ)D{;’ (7'23)

ou v; donné en (6.43) est la surface spécifique des interfaces entre matrice et inclusions et

1132 / /
V(B) = P2 | (2b + 30) (vVBb + 2as(a + b)B) — 6b(a + b (s + ¢) | — - =2BHB |1
u 3bu (1 —((h+ c)/h4)2) s

(7.24)

En plus du changement de porosité ¢, le changement de géométrie entraine un changement de
fraction volumique d’inclusions p. Toutefois, le critere de plasticité est beaucoup moins sensible
aux variations de p que de ¢. Pour simplifier, on négligera donc 1’écrouissage par changement

de fraction volumique d’inclusions vu les faibles déformations volumiques en jeu.
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7.3.3 Ecrouissage par dégradation des propriétés d’interfaces

Des essais triaxiaux menés sur ’argilite montrent a 1’échelle macroscopique la présence d’un
pic de contrainte méme lorsque I’essai est conduit a I’état normalement consolidé. Ce phénomene
n’est pas rendu compte par notre modele de la matrice argileuse et est attribué a un mécanisme
situé a ’échelle “méso”.

En supplément de I’écrouissage par changement de porosité de la matrice, on considere un
écrouissage négatif lié a la dégradation progressive des interfaces entre matrice et inclusions.
La dégradation des interfaces est supposée étre une conséquence du glissement aux interfaces.
Il est rendu compte heuristiquement par une loi de dégradation des propriétés plastiques des
interfaces qui dépend du saut de déplacement tangentiel plastique moyen [&]P a travers ces
interfaces. Ce saut de déplacement [&]P, obtenu par localisation du mécanisme de plasticité
(voir (6.69) ou (6.76)), constitue donc une nouvelle variable interne pour la fonction de charge
plastique F(X, ¢, [§]P). Il faut donc bien faire la différence entre les interfaces entre grains a
I’échelle “micro” qui sont supposées ne pas se dégrader et les interfaces entre matrice et inclusions
a D’échelle “méso” qui subissent une décohésion.

Pour les interfaces de Tresca, la résistance tangentielle des interfaces est supposée régie par
une loi du type

p
k= k% exp (—%> , (7.25)
&e
ou kY est la résistance tangentielle initiale et &, est une taille critique.
Pour les interfaces de Mohr-Coulomb, la résistance en traction normale des interfaces est

supposée régie par une loi du type

hi = hY exp (—%) , (7.26)

ot hY est la résistance en traction normale initiale.
Pour un saut de déplacement a linterface au dela de la taille critique &, les résistances
décroissent tres rapidement vers 0.

7.3.4 Bilan de variation de volume méso

A Déchelle méso, la variation du volume du matériau renforcé, égale au flux du vecteur vitesse
a travers la frontiere du VER 2, peut également se décomposer en trois contributions. On note
D le taux de déformation du VER. En utilisant des notations similaires a celles de ’échelle
micro, le bilan de variation de volume est :

Q| :/ v, dS
o9

v,dS — / v,dS
/89 Z (09m)i

incl. 7

= ]Qm\—i-/ [[vn]]dS—i—\Qi].
Iy

+ +

Z / v,dS — v,dS
(09m); (09%)m

incl. ¢ incl. ¢

(7.27)

Le premier terme fait apparaitre le taux de déformation volumique moyen de la matrice. Le
second terme fait apparaitre le saut de vitesse normale moyen aux interfaces entre matrice et
inclusion et la surface spécifique ; de ces interfaces. Le troisieme terme correspond a la variation
de volume des inclusions avec [(|/|Q| = dp. Le bilan de volume & P’échelle méso s’écrit, au

Z‘ /(aﬂi)m

vndS]
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premier ordre en petites déformations®

—T .
Dy = (1 p)dy+sloa]"* + pdi. (7.28)
En intégrant les informations de 1’échelle microscopique, on obtient finalement

DvZ%{%(ﬂ—¢mﬂ+¢+%ﬁﬂ%)+m@ﬂﬂ+p%. (7.29)

Dans notre cas, les grains et les inclusions sont supposés rigides donc df et d’ sont nuls. Les

notations simplifiées [v] = mrg et [V] = mpi sont adoptées dans la suite.

7.3.5 Etat critique et écoulement plastique libre du matériau renforcé
Ecoulement plastique libre du matériau renforcé

Le matériau renforcé présente deux parametres d’écrouissage : la porosité ¢ et le saut de
déplacement tangentiel moyens aux interfaces entre matrice et inclusions [¢]. En phase de
charge plastique, le critere est vérifié a tout instant, de sorte que :

S o OEOIED 5 IS SIS KDy

dt ox o¢p

A Découlement plastique libre, deux situations sont possibles : soit les interfaces sont inactivées,
soit elles sont activées. Dans le cas ol les interfaces sont inactivées, [V/] est automatiquement
nul. Dans le cas ol les interfaces entre matrice et inclusions sont activées, [¢V] croit arbitrai-
rement & I’écoulement plastique libre. Or pour les interfaces de Tresca (resp. Mohr-Coulomb),
OF/O[€Y] se décompose en OF/0k x Ok/I[EY] (resp. OF/Ohi x Ohi/O[&F]) qui s’annule pour
[€F] > & d’apres (7.25) (resp. (7.26)). Autrement dit, si elles sont activées, les interfaces sont
totalement dégradées a I’écoulement plastique libre donc [£F] n’est plus une source d’écrouissage.
Ainsi, (7.30) se simplifie & 1’écoulement plastique libre en :

5 34 5o =0 AIEPL (7.31)

(7.30)

Par ailleurs a I’aide de (7.24), le bilan de variation de volume (7.28) se met sous la forme
(1= V(8))D% = (1 - p)d, - DL, (7.32)

En outre, d}, s’exprime en fonction des parametres micro par (7.14). Finalement, le bilan de
variation de volume (7.29) devient :

(1= ¢ —v(Bm))1=V(B)Dy = (1= p)(¢ —v(Bm)d;) — (1 — ¢ —v(Bm)) Dy (7.33)
Dans la suite, on supposera que les taux de déformation élastiques sont négligeables devant les
taux de déformation plastiques, suivant le méme argumentaire que pour la transition micro-méso.

Le parametre m’, dont I’annulation caractérise 1’écoulement plastique libre, se déduit alors
de la regle d’écoulement (7.22), du bilan de variation de volume (7.33) et de (7.31) :

(W(Bm) —(1=9)A -V(B)) (OF\ IF
—, tr <3—2> 35" (7.34)

“Dans le cas des inclusions rigides : ce résultat peut se retrouver alternativement en écrivant que [Q,| = (1—p—

m/(za ¢7 [[gt]]) =

Vi [[gnﬂr‘)|§z| donc || = (1—p—ms [[gnﬂr‘)|§z| —% [[vn]]Fi | — p|€?|. La conservation du volume des inclusions donne

. . . — 1 — T,
par ailleurs p|Q2|+p|2| = 0. La variation de volume de la matrice s’écrit alors |Qn| = || —7i[vn] '|Q|—v[€] '€
En divisant par ||, aprés simplifications il vient D, = (1 —p)dy + 7 [[1)n]]Fi + v [[gn]]Fi (Dy —dy). Le dernier terme,
du second ordre dans I’hypothese des petites déformations, est négligeable.
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ou [&] ne peut correspondre qu’'aux deux états : interfaces non activées donc non dégradées
([&:] = 0) ou interfaces activées et totalement dégradées ([&:] — o0).

L’écoulement plastique libre peut avoir lieu dans deux situations :

— soit v(fp,) =1 — ¢ : la matrice est a I’écoulement plastique libre (voir (7.16)),

— soit V(B) = 1 : par définition de V' (5) (7.23), cela signifie que toute la variation de volume

du matériau renforcé est die a la dilatation des interfaces entre matrice et inclusions.

L’écoulement plastique libre est donc caractérisé par les taux de triaxialité des taux de
déformations macroscopique () ou de la matrice (3,,). Le taux de triaxialité S du taux de
déformation plastique macro se déduit des contraintes macroscopiques par (7.21). Le taux de
triaxialité de la matrice 3,, est maintenant cherché en fonction du taux de triaxialité macrosco-
pique (§ par localisation du mécanisme d’écoulement plastique.

D’une part, les états de contraintes de la matrice sur la frontiere du critere de plasticité de la
matrice peuvent s’obtenir par une raideur sécante fictive. Notamment, la contrainte déviatorique
de la matrice s’exprime en fonction de d” par 'intermédiaire d’un module de cisaillement fictif
(6.21) qui dépend du taux de déformation d” de la matrice.

D’autre part, ce module de cisaillement fictif est obtenu dans la procédure d’homogénéisation
meso-macro de la résistance par (6.59) (interfaces parfaites on non activées), (6.68) (interfaces
de Tresca activées) ou (6.74) (interfaces de Mohr-Coulomb activées) en fonction du taux de
déformation DP macroscopique.

L’égalité de ces deux expressions du module de cisaillement fictif de la matrice permet de
calculer 3,, en fonction de 3 sous réserve de pouvoir relier di a D). Cette relation est obtenue
en négligeant le taux de déformation élastique dans le bilan de variation de volume (7.28) et
conduit & db/D5 = (1 —V(8))/(1 — p) o V(B) est donné par (7.24) si les interfaces sont de
Mohr-Coulomb et activées ou nul sinon. Finalement, 3, s’exprime en fonction de 3 comme la
racine d'une équation du second degré qui est du signe de d} :

— interfaces Mohr-Coulomb actives :

— D | )P Bub(l — ((hi +¢)/h4)?)
Py = D“\/bmfﬂ? =305+ B) — 37wl — (s + O /R (L — P/ DE

(7.35)
— interfaces Tresca actives :
3b(bp — 6p(a + b)k?)

n(0) = ) 7.36
Bn(B) ﬁ\/Zp(Qa(a + b)k? + b?p) 3% + b2(1 — p)r (7.36)

— interfaces parfaites ou inactives :

6(a+0)

L (3) = . 7.37

Il existe donc une valeur critique [, du taux de triaxialité macroscopique (3 telle que ,,(8.) =
B¢, pour laquelle I’écoulement plastique libre macroscopique a lieu, déclenché par celui de la
matrice.

Lorsque les interfaces entre matrice et inclusions sont de type Mohr-Coulomb, il existe une
autre valeur critique telle que V() = 1. Ce second type d’écoulement plastique libre ne peut
avoir lieu que si les interfaces sont activées (voir la discussion section 6.4.3). Pour ne pas com-
pliquer la discussion, ce second scénario d’écoulement plastique libre ne sera pas traité plus en
détail.

Lignes d’état critique

Explicitons maintenant les états critiques de contrainte et de porosité pour lesquels, par
définition, I’écoulement plastique libre du matériau renforcé a lieu. Rappelons que les interfaces
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peuvent avoir seulement deux états a ’écoulement plastique libre : soit intactes, soit totalement
dégradées.

Dans le cas ou les interfaces sont intactes car jamais activées, les états critiques de contrainte
et de porosité vérifient le critére (pour interfaces inactives) et sont tels que 3, = (5, (pour
interfaces inactives). La combinaison du critere (7.18) et de la régle de normalité (7.21) dans le
cas des interfaces inactives, de la relation entre 3, et 3 (7.37), et de la valeur critique de Sy,
(7.16) permet de trouver une équation paramétrique en ¢ pour les états de contrainte X, et 3y
et de porosité critiques :

A
Si(d) = | —Dp— ¢ Tuld) =+ AL,
7132
H gl (7.38)

o 7 o 2M6
avec ﬂc_ﬁm\/Q(a+b)(3—2p(ﬁfn)2) 3 ﬁm—A\/K((1_¢)2_(1_¢—)\)26)

ol A et B se réferent au critére macroscopique pour les interfaces inactives. Ce résultat ne
dépend pas du trajet de chargement, tant que celui-ci n’a jamais conduit a une activation des
interfaces.

Considérons maintenant le cas ou les interfaces sont activées et donc totalement dégradées
a I’écoulement plastique libre. Les états critiques sont caractérisés par la combinaison du critere
(7.18) et de la regle de normalité (7.21) dans le cas des interfaces actives, de la relation entre
Bm et B (7.35) ou (7.36), ou toutes ces relations sont prises dans le cas ou les interfaces sont
totalement dégradées, et la valeur critique de (3, (7.16). Finalement, une relation entre ¥, et
Y4 est établie pour les états de contrainte et de porosité recherchés sous la forme d’une équation
paramétrique en ¢ :

_ B . _ A(B _ Cﬁc) o
Za(9) = Zao + L A(B=CB)® 2A(B-CB) Em(0) = Xm0 By (Ha = Eao)
" BB,y T C(4B.-0)
avec (. déduit de 3, par (7.35) ou (7.36) pour B, = (;,(7.16)
(7.39)

ou A, B, C, X0 et Xgo se réferent au critere macroscopique pour les interfaces actives dans la
limite ot les interfaces méso sont completement dégradées (k=0 ou h; = 0).

Les lignes d’état critiques et les frontieres des critéres de plasticité sont présentées Fig. 7.5
dans lespace (X, X4, ¢) pour le matériau renforcé par inclusions avec interfaces de Tresca, pour
différentes valeurs de la résistance tangentielle k des interfaces.

7.3.6 Simulations élasto-plastiques

L’algorithme utilisé pour les simulations élasto-plastiques est détaillé en annexe G, section

G.1.

Trois types d’évolutions élasto-plastiques

La Fig. 7.6 illustre les trois types d’évolutions élasto-plastiques que peut rencontrer le
matériau renforcé soumis a un chargement. Une étude plus complete est proposée en annexe

G Fig. G.1a, G.1b, G.2a et G.2b.
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Fia. 7.5: Frontiere du critere de plasticité et ligne d’état critique macroscopiques dans le cas du
matériau renforcé par inclusions avec interfaces de Tresca. Trait plein noir : interfaces parfaites
ou non actives, trait tirets bleu foncé : k = 7, trait points bleu clair : £ = 0. Les lignes vertes
correspondantes sont les lignes d’état critique (7.38) ou (7.39).
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FIG. 7.6: Simulation d’essais & ¥, = X0, constant sur un méme matériau renforcé avec interfaces
méso de Mohr-Coulomb, pour différents états de sur-consolidation.
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Interfaces non activées Dans le cas ou les interfaces entre matrice et inclusions ne sont
pas activées, la porosité est le seul parametre d’écrouissage et le matériau renforcé se comporte
qualitativement comme la matrice argileuse. Deux types d’évolutions élasto-plastiques sont ren-
contrées : soit la porosité ¢ diminue et I'écrouissage est positif (cas X0, = —7 Fig. 7.6); soit la
porosité ¢ augmente et I’écrouissage est négatif (cas ¥ = 0 Fig. 7.6).

L’évolution de la porosité n’est pas controlée par le signe du taux de triaxialité macroscopique
B3, mais par le signe de 3, — 5,. Rappelons que 8¢, défini par (7.16) est le taux de triaxialité
critique du taux de déformation de la matrice conduisant a I’écoulement plastique libre de la
matrice et donc du matériau renforcé.

Interfaces activées Dans le cas ou les interfaces entre matrice et inclusions sont activées au
cours du chargement, le glissement aux interfaces entraine une dégradation de leurs propriétés
plastiques par la loi (7.25) ou (7.26). Pour simplifier la discussion relative a l'activation des
interfaces présentée au chapitre 6, cette situation est rencontrée lorsque les interfaces sont faibles
en comparaison de la matrice. Or la matrice est d’autant plus résistante que la porosité est
faible. Ainsi, les interfaces ne sont susceptibles d’étre activées que si le chargement est effectué
en conditions normalement consolidé ou légerement surconsolidé, de telle sorte que la porosité
diminue au cours du chargement (cas X9 = —12 Fig. 7.6).

Il existe alors une compétition entre ’écrouissage positif par diminution de porosité et
I’écrouissage négatif par dégradation des interfaces. De cette compétition peut résulter un pic de
contraintes si la dégradation des interfaces I'emporte sur la diminution de la porosité. Insistons
sur le fait que la nature de ce pic (compétition entre deux mécanismes d’écrouissage opposés)
est différente de celle du pic rencontré pour la matrice argileuse ou le matériau renforcé sans
activation des interfaces (atteinte de la limite d’élasticité puis unique mécanisme d’écrouissage
négatif par augmentation de porosité Fig. 7.4).

La Fig. 7.7 illustre le trajet suivi dans 'espace (X,,, ¥4, ¢) par le matériau renforcé lors d’un
chargement triaxial normalement consolidé. Initialement, les interfaces ne sont pas activées et
le matériau suit un écrouissage positif par diminution de porosité. Lorsque le trajet rencontre la
ligne d’activation des interfaces, la porosité continue de diminuer mais les interfaces se dégradent.
Il n’est alors plus possible de parler rigoureusement d’un écrouissage positif ou négatif car la
limite d’élasticité change de forme. En effet a partir d’un certain point, la limite d’élasticité
en traction/compression augmente (qﬁ < 0) tandis qu’elle diminue en contrainte déviatorique
diminue (dégradation interfaces). A I'approche de la ligne d’état critique, les interfaces sont
totalement dégradées et ’évolution s’arréte a 'intersection du trajet de contrainte avec la ligne
d’état critique pour interfaces totalement dégradées (7.39).

La Fig. 7.8 illustre le lien entre les courbes de contrainte/déformation et les limites d’élasticité
dans le plan (X,,, ;) a différents instants clés.

Pic de contraintes dii a la compétition de deux mécanismes d’écrouissage

Tentons d’étudier la compétition entre un écrouissage positif di a la diminution de porosité
(a’échelle “micro”) et écrouissage négatif apparent di a la dégradation des interfaces (& ’échelle
“méso”) pour gagner en compréhension sur apparition du pic de contraintes.

Cherchons a déterminer s’il existe un lieu géométrique de ces pics de contrainte. On se place
dans I’hypotheése ou les contraintes suivent un trajet de chargement imposé (par exemple, ¥,
constant ou un chargement triaxial). Le pic correspond a un point de retour sur le trajet des
contraintes, avec S =g = 0. Remarquons que cet état implique ES = Eg = 0 en ce point par
la loi de comportement élastique.

Par ailleurs, les contraintes doivent vérifier le critere F'(X) = 0 & chaque instant en phase de
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FiG. 7.7: Trajet des contraintes, surfaces de charges et lignes d’état critique pour des interfaces
de Tresca et un chargement triaxial avec état initial normalement consolidé.

charge plastique. Par conséquent, F(E) = 0 au cours de la charge. En particulier, au pic :

. oF . oF . oF . oF oF . oF
F(X) = Yim + Yg+—0+ — [V ]=0= —0+ ——[V/] =0 7.40
)= om0 9 argn 1 07 50 e (0
De plus, étant donné que ES = ES = 0 au pic, le bilan de variation de volume (7.33) se
réduit a

(1 =¢—=v(Bn))(1 =V(B)Dy = (1= p)¢. (7.41)
Au regard de (6.69) ou (6.76), on peut localiser le saut de vitesse tangentielle a l'interface
inclusion-matrice et le mettre sous la forme

[V¥] = U(B) Dy, (7.42)

ou U(f) est une fonction de 3 et des parametres microstructuraux, de sorte que

(1=¢—v(Bn))A = VENIVT=UB)1 - p)e. (7.43)

Finalement, en reportant ce résultat dans (7.40) et en supposant qﬁ # 0, une relation entre X,,,
Y4, ¢ et [€] est trouvée :
oF oF
— (1= —v(Bn) 1 =V(P)) + ==-U(B)(1—p) =0. 7.44
a¢( (Bm))( (8)) e (B)(A = p) (7.44)

On a ainsi deux relations implicites ((7.44) et (7.18)) portant sur les états ¥,,, ¥4 au pic,
dépendant des deux parametres d’écrouissage ¢ et [€F]. Les états de contraintes au pic sont
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Fi1G. 7.8: Essais sur un matériau renforcé avec interfaces méso de Mohr-Coulomb a contrainte
moyenne constante >, = —11 et 3,,, = —6, sur-consolidé car la limite d’élasticité en compression
est ¥, = —12. (a,c) Surfaces de charges a différents instant; vert : initial, bleu : activation
des interfaces, violet : deformation deviatorique maximale, rouge : final (écoulement plastique
libre). Les traits pointillés sont la continuité des portions d’ellipses complémentaires du critere
avec interfaces activées et non activées. (b,d) Opposé des déformations macroscopiques totales
latérale, axiale et volumique en fonction de la variation de contrainte axiale par rapport a ’état
initial. Vert : —ej,, rouge : —eyol, bleu : —eay.
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F1a. 7.9: Lieux des pics de contrainte et des états critiques lors d’essais triaxiaux classique (carrés
violets) ou & contrainte moyenne constante (ronds bleus). Les symboles pleins correspondent aux
pics, creux aux états critiques. L’état initial est normalement ou sur consolidé et le matériau
est renforcé avec interfaces méso de (a) Tresca ou (b) Mohr Coulomb. Ellipse verte : limite
d’élasticité initiale (7.18), lignes bordeaux : lignes d’état critique interfaces intactes (7.38), lignes
rouges : lignes d’état critique interfaces totalement dégradées (7.39), lignes noires pointillées :
lignes d’activation des interfaces et droite noire ajustée sur le lieu des pics de contraintes >4 +
0,2703%,, — 10,65 = 0 (Tresca) ou ¥4+0,3323%,, — 11,75 = 0 (MohrCoulomb). Les parametres
sont ¢o = 0,365, p = 0,6, ag = 0,055, hy = 92,86, a; = 0,065, h; = 120, k° =7, ro K7 = 937, 25,
RoK} = 100050, valeur critique d’écrouissage &./Rgy = 0,003.
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Fi1c. 7.10: Essai expérimental en cellule triaxiale a contrainte moyenne constante sur l'argilite
de Bure a I’état normalement consolidé (trait plein, mesures du Laboratoire de Mécanique de
Lille) et simulation pour le matériau renforcé avec des interfaces de Mohr-Coulomb (pointillés).

donc de la forme ¥,,(¢, [€F]) et Xa(o, [£F]). Il manque alors une relation supplémentaire entre
Yy 2a, ¢ et [€F] afin de caractériser 'ensemble des états de contraintes au pic.

Nous n’avons donc pas pu identifier a priori de lieu géométrique des états de contrainte
au pic. Cependant, les résultats de simulations numériques présentés Fig. 7.9 montrent que les
états de contraintes au pic sont apparemment localisés sur une ligne dans le plan (3,,,%,),
indépendamment du trajet de chargement. Toutefois, on peut affirmer que ce lieu passe par le
point correspondant a l'intersection de la ligne d’état critique pour les interfaces non activées
avec la ligne d’activation des interfaces (voir chapitre 6), ce qui est bien observé Fig. 7.9.

Confrontation aux observations expérimentales

Le modele d’élasto-plasticité d’un matériau argileux renforcé par inclusions rigides avec inter-
faces imparfaites est comparé aux observations expérimentales Fig. 7.10. L’essai correspond a un
trajet a contrainte moyenne constante dans une cellule triaxiale a partir de 1’état normalement
consolidé.

Le modele permet de rendre compte de toutes les caractéristiques principales de la réponse
expérimentale. L’échantillon se contracte initialement par diminution de porosité, puis la dila-
tance des interfaces “micro” et “méso” ’emporte, de sorte que le taux de déformation volumique
change au cours de l’essai. Remarquons que dans cette simulation, la contribution de la dilatance
des interfaces entre matrice et inclusions a la déformation volumique totale est un a deux ordres
de grandeur plus faible que celle des interfaces entre grains, qui se passe a ’échelle inférieure. La
compétition entre la dégradation des interfaces et la diminution de porosité permet de rendre
compte d’'un pic de contraintes qui apparait pour une déformation latérale de 2%. Ensuite, le
matériau évolue jusqu’a I’état critique avec interfaces totalement dégradées.

Il est intéressant de noter que le modele de la matrice argileuse seule n’aurait pas pu rendre
compte de cet essai. En effet, ce modele prévoit 'absence de pic de contraintes pour un essai
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a partir de I’état normalement consolidé. Seul le modele a trois échelles avec dégradation des
propriétés d’interfaces entre matrice et inclusions permet de rendre compte de ce phénomene.
Enfin, le modele micromécanique permet une auscultation des origines “micro” et “méso”
des phénomenes observés a 1’échelle macroscopique. Cette auscultation est rendue possible par
la localisation des mécanismes de déformation a toutes les échelles dans le matériau. Par ce
procédé, nous avons ainsi pu identifier que la dilatation volumique provient majoritairement de
la dilatance des interfaces entre grains a I’échelle “micro”, tandis que les interfaces de Mohr-
Coulomb entre matrice et inclusions a ’échelle “méso” n’ont qu’une faible contribution.

Ce chapitre a proposé une modélisation originale de 1’élasto-plasticité des matériaux argi-
leux. Sur la base d’un raisonnement purement micro-mécanique, les notions d’état critique et
d’écrouissage par changement de porosité, classiques en mécanique des sols, sont retrouvées. La
modélisation de I’écrouissage par changement de géométrie doit tout son succes a la tres grande
sensibilité a la porosité du modele de résistance d’un matériau granulaire proposé dans He et al.
[51].



Annexes

197






Annexe A

Fonctions de corrélations pour
spheres pénétrables aléatoires

Cette annexe présente les fonctions de corrélation de la phase poreuse pour une distribution
aléatoire de grains solides sphériques inter-pénétrables de rayon R. Les résultats sont repris de
[10] pour Fy, et Fyyy et de [67, 101] pour Fys et Fss (définis par (1.59) et (1.61)). Pour cette
distribution, le nombre de sphéres par unité de volume p est relié a la porosité par

AT R3
¢ = exp (—,0 3 ) (A1)
La surface spécifique est
v =47 R%p¢ (A.2)

Les fonctions de corrélation a n points de la phase poreuse (Fy, = Fj, Fy,, = F3 ...) sont
obtenues par :

E,(x1,....xn—1) = exp (—pVp(x1, ... ®p—1)) (A.3)

ou V,, est le volume de 'union des n sphéres dont les centres sont situés en 0, x1,...,2,_1. Par
exemple, V; = 41R3/3 donc Fy = ¢ et!

arrd 143 T s<2

- — — S1 T
3 X 4 16 - (A.4)
2 six>2

Vo(xR) =

ce qui permet bien de retrouver lim, .o, F»(r) = ¢2. Le volume de 1'union de trois spheres
centrées en 0, £1 = aR et x5 = bR est

Vi(aR,bR) = Va(aR) + Va(bR) + Va(cR) — 3Vy + Vi (aR,bR,cR) avec c=a—b (A.5)

ou

0 3 @ 4 Qabc a® Qbc
Vy'(aR,bR,cR)/R :Eabc—k 3 arctan <a2 TR 8> —a <1 EED) arctan Pra a2

—-b 1—5 arctan ﬂ —c 1—i arctan ﬂ
12 2 4+ a? — b2 12 a? 4+ b2 — 2

(A.6)

! Attention & la faute de frappe dans [101]
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200 Fonctions de corrélations

avec 0 < arctan < 7 et

RZ _ 12

@="—"7

L/R = abe

Vie+b+e)la+b—c)b+c—a)(c+a—1b)

Pour ce modele, la fonction de corrélation & deux points surface-volume est donnée par

+ six <2

=N
=8

Fps(zR) = %Fw(a:R) x o
six >

et la fonction de corrélation & deux points surface-surface par

1 z\? ¢ 1
2 -4+ = — — sizr<2
Fpo(xR) x <2+4> TR VTS
1 six > 2

Fss(xR) = %

(A.9)

Ces fonctions de corrélation a deux points sont données explicitement dans [67] pour une dis-
tribution bidisperse de sphéres pénétrables et dans [101] pour une distribution polydisperse
continue. Une généralisation de ces concepts a des fonctions de corrélation d’ordres supérieurs

est présentée dans [99].



Annexe B

Opérateurs de Green

B.1 Propriétés des opérateurs de Green

Soit un domaine §2 occupé par un matériau élastique linéaire isotrope de raideur Cgy. Les
déplacements sont par ailleurs soumis & la condition d’encastrement (déplacement bloqué) sur
la frontiere de 2. Les chargements considérés par la suite sont des champs de force volumique
f et/ou de polarisation 7. Le probléme est défini comme

dive+f=0 (Q)

c=Cp:e+1 () B.1)
e = grad®§ Q) '
£=0 (00)

B.1.1 Opérateur d’ordre 2

Considérons dans €2 un point y d’application de charge et un point z d’observation des
déplacements induits. Soit £, le champ de déplacement solution du probleme (B.1) pour le
chargement (f = Fd,, 7 = 0) ou J, est la distribution de Dirac centrée au point y. Par
linéarité du probleme d’élasticité, le déplacement £, dépend linéairement de la force ponctuelle
F appliquée en y. Il existe donc un opérateur d’ordre 2 noté Go(z, y) tel que §,(z) = Go(z,y)-F'.
L’indice 0 fait référence a la raideur Cy du milieu homogene. Par superposition, le déplacement
induit par un champ de force volumique f s’obtient par le produit de convolution

£(z) = /Q Golzy) - F(y) AV, = (Go + f) (2). (B.2)

L’application du théoreme de Maxwell-Betti permet de montrer que le tenseur de Green est
symétrique :

Go(z,y) = Go(y, 2). (B.3)

B.1.2 Opérateurs d’ordre 3

Introduisons maintenant deux opérateurs de Green d’ordre trois. Le premier opérateur, noté
Go(z,vy), permet d’évaluer la déformation e induite par un champ de force volumique f suivant :

e(z) = (Go * f) (2). (B-4)

Lorsque z tend vers y, Go(2,y) est singulier mais intégrable car en O(|z — y|~2). Malgré cette
singularité, Popérateur Gy peut étre obtenu par dérivation directe du tenseur de Green (voir
[100, Annexe A]) :

Go(z,y) = (grad,Go(z,y))" . (B.5)
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202 Opérateurs de Green

Le deuxieme opérateur, noté Ho(z,y), retourne le déplacement en z résultant de I'application
d’un champ de polarisation 7 par

£(z) = (Ho*7) (2). (B.6)

Montrons que l'opérateur Hy peut aussi s’exprimer en fonction du tenseur de Green Gy(z,y).
Pour tout champ de polarisation 79 les deux problemes qui correspondent aux chargements
(f =0, 7 =73 et (f = div(re), 7 = 0) dans (B.1) ont le méme champ de déplacement
solution &,. D’apres la définition (B.2) et la condition d’encastrement sur 052, il vient :

&2) = [ Goly) - divy(ra)(v)aV, = - [ (grad,Ga(xv)

ol la symétrisation par rapport aux indices 2 et 3 est justifiée par la symétrie de la polarisation.
Par identification avec (B.6), on obtient finalement

BV my)dv, (BT

2,3
Ho(2,y) = — (grad,Go(z,1))" " (B.8)
Enfin, les opérateurs Gy et Ho entretiennent une relation d’anti-symétrie. En effet,
considérons les deux problemes qui correspondent aux chargements (f = f,, 7 = 0) et

(f = 0,7 = 73) dans (B.1), de solutions notées respectivement (£;, €1, o1) et (&, €2, 02).
Par symétrie du tenseur Cg, I'égalité ds : 01 = dy : 09 — dy : T2 est immédiate. Son intégration
sur €2 puis I'application du théoréme de la divergence conduisent & :

/dg:O’ldV:/dl:O'de—/dltTQdV
Q Q Q

—/uQ-divaldV:—/ul-divang—/d1:ngV (B.9)
Q Q Q

/UQ-fldV:—/dltngV,
Q Q

ce qui correspond au théoreme de Maxwell-Betti. En invoquant les définitions (B.4) et (B.6) et
en omettant les indices 1 et 2, une relation d’antisymétrie au sens faible est finalement obtenue :

Vf, VT /Q/Qf(z)-?'to(z,y) cT(y)dV,dV, = —/Q/QT(y) :Go(y, 2)- f(z)dV,dV, (B.10)

ou encore, de fagon compacte :

Vi,V f-HoxT=—-7T:Go* f. (B.11)
Au sens fort, la relation d’antisymétrie s’écrit
Ho(z,y) = —'Go(y, 2), (B.12)
avec la convention de transposition suivante
'Gijk = Gji- (B.13)

B.1.3 Opérateur d’ordre 4

L’opérateur de Green d’ordre quatre relie le champ de polarisation au taux de déformation
par
d(z)=—To*x71)(2), (B.14)

Suivant le méme procédé que pour 'opérateur Hy, il parait naturel de penser que 'opérateur
de Green d’ordre 4 est relié au tenseur de Green par

To(z,y) = (grad, (grad,Go(z,y)))" "> (B.15)

Cependant, les dérivations dans I’expression ci-dessus doivent étre prise avec soin au sens des
distributions du fait des singularités en O(|z — y|™3) qui apparaissent quand z tend vers y.
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B.2 Opérateurs de Green du milieu infini isotrope

Dans le cas ou le domaine Q est 'espace R? entier, les opérateurs ne dépendent que de la
différence entre le point d’observation et le point d’application de la charge. Par exemple, pour
le tenseur de Green, G5°(z,y) = Gi°(z — y). Dans la suite, on pose r =z —y et r = |r|.

Le tenseur de Green du milieu isotrope infini est donné par (voir [34, 100])

B—4)l+nedn
(1 — vp)ppl6mr

Gy (r) = (B.16)
ol pp est le module de cisaillement, vy le coefficient de Poisson et n = r/|r|.
Par dérivation directe, 'opérateur de Green d’ordre trois Gg° est

S
v -3)1¥Nn+2n®1-3Nnen
gpor) = U =% : (B.17)
(1 — vy)pol6mr

Comme mentionné précédemment, 'opérateur de Green d’ordre quatre doit étre dérivé avec
précaution. Il est la somme d'un terme régulier Ty () défini en notation indicielle par [19, 100] :

16710 (1 — V())T'gfg?ijkl('f’) = — 00 + (1- 2V0)(5ik5jl + 5il5jk) + 3(5ijnknl + 5klnm]~) (B.18)
+ 3u0(5iknjnl + 5Z-mjnk + 5jknml + 5jmmk) — 15nm]~nknl .

et d’un terme singulier Pyd(r) qui fait intervenir le tenseur de Hill Py d’une inclusion sphérique
dans le milieu de raideur Cy [34, 100] défini par :

1 1-2 4
Py = ( Yoy, 4= ]K> (B.19)
3po(1 = vo) 2 5

Le lecteur pourra se référer par exemple a [19, 100] pour une présentation plus détaillée.

B.3 Opérateurs de Green du milieu isotrope périodique

Dans cette section, on suppose que le domaine §2 est un parallélépipede rectangle dans I'espace
de dimension d. Ses longueurs sont notées L1, ..., Ly dans les d directions d’une base carthésienne
orthonormée (e, ..., eq).

B.3.1 Conventions utilisées pour les transformées de Fourier

Les conventions et propriétés sur les transformées de Fourier ci-dessus sont celles présentées
dans [20].

Transformée continue

Soient k un vecteur d’onde de norme k = |k| et n = k/k. La transformée de Fourier d’une
fonction f est notée f et est calculée suivant la convention :

fk) = ﬁ /Q f(z)exp (—ik - 2z)d V.. (B.20)

Si la fonction f est Q-périodique, sa transformée de Fourier est discrete et la transformée de
Fourier inverse prend la forme d’une somme :

f(z) =" f(ks)exp (12 - kp) (B.21)

bezd
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avec b le multi-indice qui décrit Z¢ et

27Tb16 n _|_27de
I 1 Ld

Rappelons deux propriétés utiles de la transformation de Fourier :

ky =

€q. (B.22)

1. la dérivation spatiale devient un simple produit
(grad, f)(k) = —uf (k) @ k (B.23)
2. le produit de convolution devient un simple produit

(f+g9)=f3g (B.24)

Transformée discréete

La transformée de Fourier discréte (DFT) d’une série de donnée (fg)gez comprenant Ny x
.. X Ng = N termes avec Z = [0..N] — 1] x ... x [0..Ng — 1] est la série de donnée (fb)bez définie

par
fb = Z fB exp <—227T <B]if—lil + ...+ %)) (B25)

BeL

La définition ci-dessus est en fait valable pour tout b € Z¢ avec la relation de périodicité
Jo=br,..bs,.. by = Jor,..bi+Ni,.. by POUT tOUt 7 € [1,..,d]. La transformation de Fourier discréte inverse
(DFT~!) est définie par

. b b
fa= %Z fpexp <2m (% +..+ ﬂ;@—j)) (B.26)

beTl

Enfin, le théoreme de Plancherel indique que le produit scalaire de deux séries de données peut
se calculer indifféremment dans ’espace direct ou dans ’espace de Fourier :

S fpos = S Fin (B.27)

BeT bel

B.3.2 Opérateurs continus

Dans I’espace de Fourier, I’expression du tenseur de Green est plus simple a établir que dans
I'espace direct grace aux propriétés (B.23) et (B.24). Dans la suite, le probleme (B.1) est défini
sur une cellule de périodicité ) et la condition d’adhérence est remplacée par la condition de
périodicité du déplacement, avec déformation moyenne nulle. Sous réserve d’une reproduction
périodique des champs, les opérateurs de Green ne dépendent plus que de la différence entre
le point d’observation et le point d’application de charge, de sorte que les produits dans (B.2),
(B.4), (B.6) et (B.14) deviennent des produits de convolution classiques.

Considérons 'expression dans 'espace de Fourier du probleme (B.1) (avec les conditions aux
limites périodiques) pour un champ de force volumique f quelconque en 'absence de polarisation,
suivant [72]. Le cas du probléme avec polarisation 7 sans force volumique se traite de maniére
identique en remplacant f par divT dans la suite. Dans ’espace de Fourier, cela revient a
remplacer f(k) par —i#(k)-k. En Pabsence de polarisation, le probléme (B.1) avec les conditions
aux limites périodiques s’écrit dans I’espace de Fourier comme suit :

—16-k+f=0

o= Co 1€
(B.28)

N

®
(k=0)=¢k=0)=0

e

o>

= —1

e
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La combinaison de la compatibilité géométrique, de la loi de comportement et de ’équilibre
conduit a I’équation de Navier :

(k-Co-k)-£E=f (B.29)
L’équation de Navier fait apparaitre le tenseur acoustique Ko = k- Cq - k. Or la transformée de
Fourier de (B 2), qui correspond ici & un véritable produit de convolution dans I'espace direct, se
réécerit E Go- f Pour k # 0, la transformée de Fourier du tenseur de Green est donc 'inverse
du tenseur acoustique.
Pour inverser le tenseur acoustique, posons Co = 3koJ + 210K et utilisons les propriétés :

1 k2
k-J-k:§k®k . k-K- k:—k®k+—I (B.30)

Le tenseur acoustique est alors décomposé sur la base (n ® n,I —n ®mn) en

4
Ko =k [(ﬂo—kguo)n@n—i—uou—n@n)], (B.31)

ce qui permet 'inversion immédiate de K

. 4 \7! 1
*1:G0(kz):ﬁ </@0+§,u0> n®n+%(1—n®n) (B.32)
Apres simplification, le tenseur de Green est finalement :
1 1 ! ® ik#0
R —1—-——n®n| si ,
Go(k) = q Hok? 2(1 - 1) (B.33)

0 si k=0.

Cette expression est valable pour des problemes tridimensionnels ou en déformation plane. I’an-
nulation en k = 0 correspond a la condition de nullité du déplacement moyen.

En remplacant }'(k) par —7 (k) -k dans le raisonnement précédant, la transformée de Fourier
de l'opérateur d’ordre trois H s’obtient alors comme

Fo(k) = —1Go(k) & k.

Par dérivation du tenseur de Green, la transformée de Fourier de 'opérateur d’ordre trois Gg
est directement

Go(k) = —1k @ Go(k),

et celle 'opérateur de Green d’ordre quatre
A S ~ S
I'o(k) =k ® Go(k) ® k.

Toutes ces expression ne sont valables que si k # 0. Tous les opérateurs ci-dessus s’annulent en
k = 0 pour vérifier les conditions de déformation et de déplacement moyens nuls.

B.3.3 Opérateurs discrétisés

Les formulations variationnelles présentées au chapitre 2 amenent a calculer des termes qua-
dratiques qui impliquent les différents opérateurs de Green, de la forme f - Gg * f, 7 : T'g * T ou
T : Go * f par exemple. La situation ou les chargements f et 7 sont choisis constants par mor-
ceaux suivant une grille de discrétization réguliere est ici considérée. Dans la suite, la procédure
de discrétisation de l'opérateur de Green d’ordre quatre introduite par Brisard et Dormieux

[20, 21] est aussi appliquée aux opérateurs d’ordre deux et trois.
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Grille de discrétisation

Le domaine ) est divisé suivant une grille réguliere en Ny x ... x Ng = N sous domaines {2
(pixels pour d = 2, voxels pour d = 3). La position de ces sous domaines dans les d directions
de Pespace est indiquée par le multi-indice 8 = (51, ...,34) € Z = [0..N1 — 1] x ... x [0..Ng — 1].
Chaque domaine (g est un parallélépipede rectangle de taille (ou résolution) identique 71, ...,7q
suivant les d axes du repere carthésien orthonormé, avec r; = L;/Nj;. La fonction indicatrice Xﬁ
d’un voxel (23 est définie par

1 si VZ',Q‘ZZ' — Tzﬁz‘ § Ti,

XP(z1e1 + .. + zqe4) = { .
0 sinon.

Considérons maintenant le cas de champs de force volumique et de polarisation constants
par voxel. Plus précisément, a toutes séries de données (fg)ger et (Tg)gez sont associées les
champs de force volumique et de polarisation suivants :

Fz)=) fax’(z) 5 7(2)=>) 18X°(2) (B.34)

BeT BeT

Suivant Brisard et Dormieux [20], la transformée de Fourier continue (de la reproduction
périodique) du champ f est reliée a la transformée de Fourier discrete de la série de données

(f)sez par

~ 1 . 7Tbi ~
fkp) = | (ll_Id) N, sinc (ﬁ) fu avec (Vb € 7.9), (B.35)
1e(1,..,

et de méme pour le champ de polarisation.

Discrétisation consistente des opérateurs

Considérons maintenant 1’évaluation du terme quadratique 7 : G * f, par exemple. Par pro-
priétés de la transformée de Fourier des champs périodiques, le terme quadratique se réexprime :

TiGxf=Y 7 (ks): G(ks) - flk).

bezd

ou l'exposant * indique le complexe conjugué et kg est un vecteur d’onde. Remarquons que si le
champ f ou 7 est constant, la seule valeur non nulle de sa transformée de Fourier est obtenue
pour kp = 0. Or les opérateurs de Green s’annulent pour cette valeur du vecteur d’onde : le
terme quadratique est alors nul. En tirant parti de la relation (B.35) et de la périodicité des
transformées de Fourier discretes, la somme sur Z¢ du terme peut se réorganiser sous la forme :

T GxF=> 7 :Gy Fo (B.36)

beTl

ou QZ est la transformée de Fourier discreéte de 'opérateur de Green (ici d’ordre trois) définie

par :
2

A

~cC . 7Tbi
Go=>_ | [I sinc (V) G(Kby4ni Ny, batnaNg)» (B.37)

nczd |ie(l,..d) ’

Cette discrétisation de 'opérateur de Green, énergétiquement consistente, est repérée par I’ex-
posant c. Elle est a opposer a l'opérateur de Green tronqué utilisé classiquement [71, 72]. Une
comparaison du comportement de ces deux opérateurs est détaillée dans [20, 21].
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Introduisons le produit de convolution discret ® de deux séries de données défini de sorte
que

DFT [(gc ® f)ﬁ] =(G°® )y =G b

Avec ces notations, (B.36) peut se réécrire a 'aide du théoreme de Plancherel (B.27) comme :

T;—g*f:%ZTﬁ:(gc@f)ﬁ. (B.38)

BeL

. . 5C . . . . .
Sous réserve de savoir calculer G, le produit de convolution discret qui intervient dans (B.38)
peut étre évalué numériquement avec une grande efficacité par un aller-retour dans ’espace de
Fourier :

1. Appliquer la tranformation de Fourier discréte : (f) = DFT [(f5)]
2. Calculer le produit direct QZ . }b pour tout b € 7

3. Appliquer la tranformation de Fourier discrete inverse : ((gc® f) ﬁ) =
DFT![(G3-fu)|

En pratique, les transformées de Fourier discretes sont calculées par I’algorithme de la trans-
formée de Fourier rapide (FFT : Fast Fourier Transform).

Cette méthode permet de calculer de maniére exacte les termes quadratiques qui nous
intéressent pour des champs de force volumique et de polarisation constants par voxels. Cepen-
dant, le calcul des opérateurs de Green discrétisés consistents définis par (B.37) fait intervenir
des sommes infinies. Pour I'opérateur de Green d’ordre quatre, la convergence de ces séries est
particulierement lente et leur évaluation hors d’attente pour une grille de discr