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Introduction

Cette these a pour domaine I’analyse d’algorithmes et la génération aléatoire.
Pour analyser la performance des algorithmes on considere souvent la complexité
dans le pire des cas, ce qui permet de garantir des bornes sur le temps d’exécution
ou sur ’espace mémoire consommeé.

Il existe cependant de nombreuses situations ou un algorithme se comporte bien
mieux < en pratique > que son pire des cas ne l'indique : il suffit pour cela que les
cas < les pires > soient suffisamment < rares >. Pour quantifier mathématiquement
ce type de propriétés, on analyse les performance d’un algorithme en moyenne ou
génériquement.

L’exemple le plus célebre de ce genre de comportements est probablement 1’al-
gorithme du tri rapide — QuickSort [Hoa62] —, dont la complexité dans le pire des
cas est quadratique, alors que sa complexité en moyenne est en O(nlogn). De fait,
cet algorithme ou ses variantes sont utilisées dans les bibliotheques standards de
nombreux langages de programmation.

Pour faire de ’analyse en moyenne d’algorithme il faut commencer par définir
ce qu’est une entrée aléatoire, c’est-a-dire définir des distributions de probabilités
sur les entrées disponibles. La fagon la plus immédiate de le faire, et c’est celle qui
sera majoritairement adoptée dans cette these, consiste a considérer la distribution
uniforme ou tous les objets de méme « taille > ont une méme probabilité d’étre
engendrés.

Utiliser la distribution uniforme sur les entrées de taille n reporte le probleme
sur comment compter le nombre total de ces entrées, puisque la probabilité d’'un
objet de taille n est 'inverse du nombre d’objets de cette taille. Nous aurons donc
deux facons d’aborder les questions qui se posent : les probabilités discretes et la
combinatoire. Nous utiliserons les deux dans tout le manuscrit.

Notons que nous serons plus particulierement intéressés par des résultats asymp-
totiques, comme montrer que la probabilité qu’une certaine propriété soit satisfaite
tend vers 0 ou 1, et qu’on s’appuiera donc d’avantage sur les techniques de combi-
natoire analytique [FS09], qui fournissent les résultats pour faire de I’'asymptotique,
que sur d’autres champs de la combinatoire.

La théorie des automates et des langages rationnels existent depuis le tout début
de l'informatique théorique. C’est un des domaines fondamentaux qui fait partie du
socle commun de tous les informaticiens. Un mot est une suite de symboles et un
langage est un ensemble de mots. Les suites de symboles interviennent naturel-
lement en informatique — tout est codé par une suite de 0 et de 1 —, et donc
les langages également : si on considere I’ensemble des représentations binaires des
nombres premiers on obtient un langage, sur lequel on peut se poser des questions
de nature informatique, comme par exemple d’écrire un programme pour décider si
une séquence de 0 et de 1 donnée est dans ce langage de taille infini.
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L’ensemble des langages rationnels forme une sous-famille de ’ensemble de tous
les langages, qui possede de nombreuses bonnes propriétés mathématiques et algo-
rithmiques. On peut notamment les représenter par des automates finis, qui sont
des machines abstraites qui servent & décider facilement si un mot est dans le lan-
gage ou non. De nombreux algorithmes sur ces automates se sont développés depuis
la fin des années 50, et ce sont ces objets et ces algorithmes qui vont étre au centre
de notre étude.

Cependant, il y a relativement peu de résultats sur le comportement en moyenne
des automates finis et des langages rationnels. Il y a d’assez anciens résultats de
dénombrement [Kor78|, mais le vrai début d’une analyse d’algorithmes date des
années 2000, avec des travaux sur la génération aléatoire [CP05, BNO7], I'étude des
automates unaires [Nic99], I'analyse de ’algorithme de Moore [BDN09, BDN12,
Dav12, Dav10], le dénombrement des automates minimaux [BDS12] ou I'étude de
la taille de la partie accessible avec application a la génération aléatoire [CN12].

Dans cette these, nous contribuons aux avancées de ce domaine en analysant
I’algorithme de minimisation de Brzozowski et en nous intéressant a la génération
aléatoire d’automates acycliques.

Cette these s’articule en trois chapitres originaux, un dédié a l’analyse de ’al-
gorithme de Brzozowski et les deux autres a la génération aléatoire d’automates
acycliques.

L’algorithme de minimisation de Brzozowski [Brz62] est un algorithme
élégant qui permet de minimiser un automate, c’est-a-dire de trouver un automate
— déterministe — le plus petit possible qui reconnaisse un langage donné. Cet
algorithme a une mauvaise complexité dans le pire des cas, mais est réputé pour
bien se comporter en pratique — cette réputation s’étend jusque sur la page qui
lui est dédiée sur wikipedia —. Nous montrons que la complexité de ’algorithme
est super-polynomiale pour la majeure partie des automates déterministes : pour
la distribution uniforme, I'algorithme n’est donc pas compétitif avec les autres so-
lutions polynomiales comme ’algorithme de Hopcroft [Hop71]. Ce résultat a fait
l’objet d’une publication avec Cyril Nicaud [FN13a] et une extension est en cours
de soumission.

Les automates acycliques sont des automates qui reconnaissent les ensembles
finis de mots. Pour cette raison, ils apparaissent naturellement dans divers do-
maines d’application comme le traitement automatique des langues. Nous nous
sommes intéressés a la génération aléatoire de ces objets, en respectant la distri-
bution uniforme pour un nombre d’états fixé. Avoir un générateur aléatoire est un
outil pratique a la fois pour tester empiriquement des algorithmes et pour guider le
chercheur dans son étude des grands objets aléatoires. Nous proposons dans cette
these deux solutions radicalement différentes pour mener a bien la génération :
l'utilisation d’'une chaine de Markov et I'application optimisée de la méthode
récursive. C’est surtout cette derniere méthode qui s’avere étre efficace, quoique
moins souple, et qui nous a permis d’observer par exemple qu’une proportion non
négligeable d’automates acycliques sont minimaux. Ces méthodes ont fait I’objet
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de publications avec Vincent Carnino pour les chaines de Markov [CF11, CF12] et
avec Cyril Nicaud pour la méthode récursive [FN13b].






CHAPITRE 1

Notations et définitions

1.1 Définitions et notations générales

Ce chapitre liste les notations générales et les termes qui seront utilisés tout
au long de ce manuscrit. Des notations plus spécifiques apparaissent également au
cours des chapitres qui suivent.

Dans tout le manuscrit, chaque nouveau terme qui ressort de son contexte de
cette facon ou alors qui ressort de cette facon de son contexte est référencé dans un
index a la fin de 'ouvrage.

1.1.1 Notations

On note N I'ensemble des entiers naturels. On dit qu’un ensemble est dénom-
brable s’il est en bijection avec un sous-ensemble de N. Pour un entier naturel n
non nul, on note [n] 'ensemble des entiers i tel que 1 <4 < n. On note n! la n-ieme
valeur de la suite factorielle. Par convention on pose 0! = 1.

Pour deux réels a et b, a < b on note [a, b] I'intervalle des nombres réels compris
entre a et b, a, b inclus.

Pour un ensemble E on note &?(E) I'ensemble de ses parties. C’est a dire a €
P(FE)siaC E.SiFE est fini on note |E| son cardinal.

L’ensemble vide est noté ().

Pour un réel positif non nul z, log(x) représente la valeur logarithmique en base
e de x et exp(x) sa valeur exponentielle.

Pour deux entiers a et b on note a|b pour dire que l'entier a divise I'entier b.

1.1.2 Applications

Soit f une application allant d’'un ensemble E vers un ensemble F. Pour un
sous-ensemble H de E on note f(H) 'ensemble des éléments de F' qui possédent
un antécédent dans H. Pour un sous-ensemble G' de F on note f~1(G) 'ensemble
des éléments de E qui ont pour image un élément de G.

Les notations suivantes sont utilisées lorsque F' = N. Soit b un entier naturel,
alors on note :

— {f = b} 'ensemble des éléments e de E qui vérifient f(e) = b.

— {f < b} 'ensemble des éléments e de E qui vérifient f(e) < b.

Si f est injective, pour un élément i appartenant & F on note f~!(i) I'unique
antécédent de f.
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Si B = F, la taille de l'application f est définie comme le cardinal de F.

Pour tout élément e de E on note fi(e)ieN la suite définie par la récurrence
suivante f%(e) = e et pour tout entier naturel i non nul f*(e) = f*"1(e). L’ensemble
de toutes les valeurs prises par la suite f(e) est appelé 1’orbite de e par I'application
f oulorbite de e s’il n’y a pas d’ambigiiité. La taille ou la longueur d’une orbite est
son cardinal. Lorsque tout élément de I'orbite possede un antécédent dans 'orbite
on appelle cette orbite un cycle.

Pour tout entier naturel n non nul on note §, ’ensemble des applications de [n]
dans [n], il y en a n".

1.1.3 Permutations

Pour tout entier naturel n non nul, on note &, I’ensemble des applications
bijectives de [n] dans [n], autrement dit, &, est l'ensemble des permutations de
taille n. On a |&,| = n!.

On appelle cycle, une permutation qui possede une et une seule orbite de lon-
gueur plus grande que 1. Toute permutation peut étre vue comme une composition
de un ou plusieurs cycles. De plus, les termes d’une telle composition commutent
et la composition est unique a l’ordre pres.

1.1.4 Asymptotique

Soient a,, et b, deux suites de réels qui ne s’annulent plus au bout d’un certain
rang. On dit que a, et b, sont équivalentes si la suite g—: tend vers 1. C’est une
relation d’équivalence sur les suites. On exprime cette relation par la notation a,, ~
b,,. De plus pour toute suite ¢, si a, ~ b, alors ¢,a, ~ c,b,. On dit que b,, domine
ap si il existe un entier M tel que |a,| < M|b,| & partir d’un certain rang et on
note a, = O(b,) ou b, = Q(a,). La relation de domination est une relation d’ordre
large. Si a,, domine et est également dominée par b, alors on note a,, = O(b,).

On peut remarquer que si a, et b, sont deux suites équivalentes alors a,, est
dominée par b, — et b,, est dominée par a, —.

On dit qu’une suite en n, est super-polynomiale si elle domine n’importe quel
polynome en n.

1.1.5 Probabilités

La partie qui suit rappelle plusieurs notions de probabilités élémentaires qui vont
étre utilisées. Pour plus de précisions dans ce domaine, le lecteur peut se référer a
[Fel68].

Soit €2 un ensemble fini ou dénombrable. Une distribution p sur ’ensemble 2
est une application définie sur Z2(Q) et a valeur dans [0, 1] qui vérifie les propriétés
suivantes.

— Pour tout couple A,B de sous-ensemble de  tels que AN B = () alors

p(AUB) = p(A) + p(B).
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— Pour toute famille dénombrable (A;),.y de sous-ensemble de 2 alors

p (U An) < lim Y p(Ay).

neN i<n

— p() =1

Dans ce contexte, les éléments de Z2(2) sont appelés des événements, les va-
leurs prises par p sont appelées probabilités. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité sur la
distribution considérée on note P(A) la probabilité associée a 1’évenement A.

Si Q est fini de cardinal n, alors on définit la distribution uniforme sur £ comme
la distribution qui associe a tout sous-ensemble A de E la probabilité P(A) = %.

Par exemple, la distribution uniforme sur &, associe le nombre P({c}) = 4,
a chaque permutation o de &,,. La distribution uniforme sur §, associe a chaque
application f de §, le nombre P({f}) = 5.

On a la propriété suivante, si (Ap),, oy est une famille dénombrable d’évenement
tous deux a deux disjoints alors on a I'égalité P(U;enA;) = > ey P(Ai).

Soit  un ensemble, Po une distribution sur Q et A un événement tel que
P(A) # 0. L’application f de #(A) dans [0, 1], qui & chaque événement C, C' C A,
associe le nombre % est une distribution sur ’ensemble A. On la note P(- | A) et
on appelle la valeur P(C | A) la probabilité de 'évenement C' sachant A.

Soient A et B deux éveénements. On dit que A et B sont deux événements
indépendants si P(A N B) = P(A)P(B).

Soit © un ensemble et soit un couple (X, f) ou X est une application d’'un
ensemble 2 dans un ensemble F' et f une distribution sur €.

Le couple (X, f) est appelé une variable aléatoire. Souvent, on ne nomme que
X en précisant la distribution a laquelle elle est associée. Dans ce contexte, pour
tout élément e de F', on note P(X = e) la probabilité f({X = e}).

Pour illustrer cette définition, on peut parler de la variable aléatoire X qui
compte le nombre de cycles d’'une permutation avec la distribution uniforme sur les
permutations de taille 4. Ici N joue le role de F', &4 joue le role de 2 et pour toute

permutation o de taille 4, f({c}) = . Ona P(X = 1) = &, P(X = 2) = 318

P(X =3) = &, P(X = 4) = 4, et pour toutes autres valeurs 4, i ¢ {1,2,3,4}, on
aP(X =1i)=0.

Dans tous les cas, I'application X définit une partition de I’ensemble €2 ce qui
signifie que I'on a ) P(X =€) = 1.

Soit (X, f) une variable aléatoire sur €2, avec X allant de © dans F' et soit YV
une application allant de F' dans G, alors la composition de I'application X suivit
de Dapplication Y est une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans G.

Soit (X, f) une variable aléatoire o X prend ses valeurs dans ’ensemble des
entiers naturels N. On appelle P'espérance de la variable X et on note E(X) la
valeur ), iP(X = 4). Nous faisons remarquer que I’espérance peut étre infinie.
Lorsque E(X) est finie, la valeur E((X — E(X))?) est appelée la variance de X.
L’écart type d’une variable aléatoire est la racine carrée de sa variance.
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Si (X, f) est une variable aléatoire d’espérance finie p et d’écart type o alors on
a la relation bien connue de Bienaymé-Tchebychev

0_2

Pla<[X —pl) < —.

o2
1.1.6 Classes combinatoires

Une classe combinatoire est un couple (C, f) ou C est un ensemble et f une
application allant de C vers N qui vérifie que pour tout entier naturel n I’ensemble
{f =n} est fini.

Pour un élément ¢ de C on appelle f(c) sa taille , on la note |c| et on note C,
I’ensemble des éléments de taille n.

Soit C une classe combinatoire et soit une distribution sur C. On dit qu'un sous-
ensemble F de C est un ensemble générique si la suite P(E | C,,) tend vers 1 lorsque
n tend vers 'infini. Souvent on prend sur C une distribution qui est uniforme sur les
Cp. Une propriété sur les éléments de C est dite générique si I’ensemble des éléments
qui la vérifie est générique. Le complémentaire d'un ensemble générique sur C est
appelé un ensemble négligeable.

Il en découle la caractérisation suivante : un ensemble F' est négligeable si et
seulement si P(F' | Cy,) tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.

On en déduit que I'union de deux ensembles négligeables est négligeable et
donc que lintersection d’un nombre fini d’ensembles génériques est un ensemble
générique.

Si le lecteur souhaite en savoir plus sur les classes combinatoires et connaitre
des techniques de calcul avec ces classes il peut consulter [FS09].

1.1.7 Complexité

Un algorithme est un assemblage de petites opérations que ’'on pourrait appeler
opérations élémentaires. Par exemple ’addition de deux entiers, la comparaison de
deux réels sont des opérations élémentaires. Pour chaque entrée de ’algorithme, le
probleme est résolu apres 'exécution d’un certain nombre d’opérations élémentaires,
par analogie on appelle ce nombre le temps d’exécution de ’algorithme associé a
I’entrée en question.

On appelle la complexité dans le pire des cas d’un algorithme la fonction mathé-
matique qui a un nombre entier n associe le maximum des temps d’exécutions pour
toutes les entrées de taille n. C’est une application a valeurs entieres, et qui, dans
la grande majorité des cas, croit avec n, la taille des entrées.

La < taille > d’une entrée est délicate & définir. Elle peut étre vue comme le
nombre de lettres nécessaires pour décrire le probleme. Cette définition est ambigiie
car la taille d'une donnée dépend de plusieurs choses dont la taille de 'alphabet
et de la fagon de décrire le probleme. De méme, le temps d’exécution dépend de
I’'ensemble des opérations élémentaires que ’on utilise. En partie pour ces deux
raisons, le calcul précis de la fonction de complexité d’un algorithme est fastidieux
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et inutile. On préfere plutot calculer un équivalent asymptotique de cette fonction
ou en donner une majoration par une application connue et < simple >. Par exemple
le tri d’'un tableau de n d’objets comparables par ’algorithme de tri par sélection
possede dans le pire des cas une complexité en O(n?).

Dans ce manuscrit nous décrivons nos algorithmes par des opérations élémen-
taires dites arithmétiques. Ce qui signifie que 'on considere que chaque opération
< basique > sur les entiers, comme ’addition ou la division, est une opération qui
utilise un nombre constant d’opérations élémentaires, donc indépendamment de la
taille des entiers sur laquelle 'opération agit.

Ce modele ne correspond pas exactement & ce qui se passe en pratique car le
< véritable > temps d’exécution dépend aussi de la taille des entiers.

En plus de la complexité dans le pire des cas, il existe d’autres considérations
sur le temps d’exécution. Dans ce manuscrit, nous parlerons aussi de complezité en
moyenne et de complexité générique.

La complexité en moyenne est associée a une distribution sur I’ensemble des
entrées de taille n. La valeur de la complexité en moyenne d’un algorithme est une
application qui associe, une taille de donné n a I'espérance du temps d’exécution de
I'algorithme selon la distribution de ’ensemble des entrées de taille n.

Une complexité générique est également associée a une distribution sur l’en-
semble des entrées de l’algorithme et correspond a la complexité d’'un ensemble
générique de ces entrées.

Formellement, si on représente ’ensemble des entrées de 1’algorithme par une
classe combinatoire C, que 'on pose P,, la distribution sur C, et f ’application
allant de C vers N qui représente le temps d’exécution, alors h la complexité dans
le pire des cas est définie par

h(n) = max f(w),

w€eCy

et g la complexité en moyenne est définie par

g(n) = f(w)-Pu({w}).

weCy,

Souvent la distribution utilisée est une distribution qui est uniforme sur des
entrées de méme taille.

Les différents types de complexité évoqués ici ne considerent que le temps
d’exécution.

On peut aussi s’intéresser a la complexité en espace ou a d’autres mesures de
performance.

Si le lecteur souhaite approfondir ses connaissances sur I’analyse d’algorithme
en général, il peut consulter [Knu73a],[Knu81] et [Knu73b] qui en sont les ouvrages
fondateurs.
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1.1.8 Générateur Aléatoire

Un algorithme de génération aléatoire — ou générateur aléatoire — produit des
objets selon une certaine distribution en fonction d’un ou de plusieurs parametres.

Lorsqu’on décrit un générateur, on ne se pose pas le probleme de la production
d’informations aléatoires. On suppose que l'on possede des générateurs aléatoires
élémentaires < parfaits > qui produisent des structures simples selon des distri-
butions connues, et on utilise ces générateurs pour engendrer des structures plus
complexes. Un exemple de générateur aléatoire élémentaire est l'algorithme qui tire
un nombre entier aléatoirement entre 1 et un parametre n selon une distribution
< uniforme >.

Dans ce manuscrit on suppose que 'exécution d’un générateur élémentaire prend
un nombre constant d’opérations élémentaires, bien qu’en pratique ce temps dépend
souvent du parametre.

Les objets produits par un générateur sont des éléments d’'une classe combina-
toire et possede une taille. Dans ce manuscrit on parle uniquement de générateurs
aléatoires ou la distribution est uniforme sur des objets de méme taille.

Conventionnellement, la mesure de la complexité d’un algorithme de génération
ne suit pas la regle générale. Elle n’est pas donnée en fonction de la taille des entrées
mais en fonction de la taille des objets & produire en sortie. Dans le manuscrit, la
taille est toujours un parametre des algorithmes décrits et elle est appelée n.

A titre d’exemple, on peut générer uniformément des permutations de taille n
en temps linaire avec 'algorithme de Fischer-Yats aussi appelé mélange de Knuth-
Shuffle — voir [Knu81] — ou encore des arbres binaires uniformes & n noeuds avec
Palgorithme de Rémy — voir [Ré85] —. Des techniques plus générales permettent
de traiter de nombreuses classes d’objets combinatoires, par exemple la méthode
récursive — voir [NW75],[FZC94] —.

Plus récemment sont apparus les générateurs de Boltzmann [DFLS04]. Qui sont
des procédés astucieux et trés efficaces pour faire de la génération aléatoire.

1.2 Automates

Cette section termine le chapitre des notations et définitions, elle introduit des
notions sur les automates. Pour plus de détails sur les automates et les langages le
lecteur peut consulter le livre [HU79)].

1.2.1 Langage

Soit A un ensemble fini. On définit un mot sur A comme une suite finie d’éléments
de A.

Par exemple si A = {a, b} alors a, ab, aaa, bbb sont des mots sur A. L’ensemble
des mots de A est notée A*. Dans ce contexte, les éléments de A sont appelés les
lettres et A est I’alphabet. Dans la suite de tout ce document, sauf mention contraire,
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I'alphabet possede au moins 2 lettres a et b et son cardinal est noté k.

La longueur d’un mot est le nombre de lettres qui le compose. Par exemple a est
de longueur 1, bbb et aaa sont de longueur 3. Il existe un mot et un seul de longueur
0, on le nomme le mot vide et on le note . La longueur d’un mot w € A* est noté
|w|. Pour un mot w de longueur non nulle et pour un entier i, 1 <14 < |w|, on note
w; le i-eme terme de la suite w. Par exemple si w = abbaabbab, w1 = a, we = b et
wg = Q.

Un langage sur un alphabet A est une partie de A*. Par exemple {aa}, {a,b},
{e}, 0, {¢,a,aa,aaa,...} sont des langages.

On peut classer les langages en plusieurs types, I'un d’eux est appelé ’ensemble
des langages rationnels. Les langages rationnels sont « reconnaissables > par un
type d’objet théorique que 'on appelle automate. La suite expose différents aspects
des automates.

Un mot w est une puissance d’'un mot wu s’il peut s’écrire comme une concaté-
nation de plusieurs fois le méme mot u. On note - u - u...u = u’ ou £ est I'entier

¢ fois
comptant le nombre de u.

Un mot est dit primitif s’il ne peut pas étre écrit comme une puissance d’un
mot strictement plus petit. Par exemple les mots abab, aaaa, ababbababb ne sont
pas primitifs car ils peuvent s’écrire ab - ab, a - a - a - a, ababb - ababb. Les mots aba,
bbaa, sont des mots primitifs.

Pour un mot w on appelle le facteur primitif de w, le plus petit mot u tel que
w = u. Le facteur primitif d’un mot non-vide est de longueur au moins 1. Le facteur
primitif d’un mot primitif est le mot lui-méme.

1.2.2 Automate

Un automate A est un n-uplet A = (Q, A, T, I, F) ou Q est un ensemble fini, A
est un alphabet, T" une partie de 'ensemble QQ x A x @, I et F' sont deux parties de
Q. Les éléments de ) sont appelés les états de 'automate A, A est appelé I'alphabet
de A, T est ’ensemble des transitions de automate A, I sont les états initiaux de
A et F les états terminaur de A. La taille d’un automate A que I'on note |A| est
son nombre d’états, c’est a dire |@Q|. L’ensemble T" est aussi appelé la structure de
transition de I’automate.

On peut représenter un automate comme un graphe orienté ou les états de
I'automate sont les sommets du graphe et les transitions de 'automate sont les arcs
du graphe. Un arc allant d'un sommet ¢ a un sommet p, étiqueté par une lettre c,
correspond a une transition (g, ¢, p) — voir figure 1.1 —.

On appelle ce graphe le graphe associé a 'automate A. Une transition (g, ¢, p)
est notée g — p.

On le verra dans la suite, la < nature > des états de 'automate n’est pas impor-
tante, ce sont les transitions d’un automate et la maniere dont elle sont réparties les
unes par rapport aux autres qui importe. A partir de maintenant, et sauf mention
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-(6)
A

(D)

A=
T=

( A7TvIF) :[] _{avb}7
{(1,b,7),(2,a,4), (2,b,7), (4,a,3), (5,a,7), (5,b,6), (6,a,2),
(7,a,6), (7,b,4) }, I ={1,5}, F = {2,6,7}.

FIGURE 1.1 — Une représentation de ’automate A sous la forme d’un graphe.

contraire, 'ensemble des états d’un automate de taille n est 'ensemble [n], c’est &
dire les entiers naturels compris entre 1 et n. Il arrive que 'on parle de I’étiquette
d’un état au lieu de le désigner directement, par exemple on parle I’état d’étiquette
3 pour parler de I’état 3.

Un état qui ne possede aucune transition entrante est appelé un état source ou
une source de I’automate.

1.2.3 Langage reconnu

Soit A = (Q, A, T, I, F) un automate. Un chemin dans I'automate A correspond
a un chemin dans le graphe associé. Un chemin est une suite finie qo,t1,q1,to,-
q2, - -, 44, ou les g; sont des états de 'automate et les t; sont des transitions telles
que pour chaque entier naturel 4, 1 < i < d on ait t; = ¢i—1 — ¢;, ¢; étant n’importe
quelle lettre de A. La longueur du chemin est le nombre de transitions présentes
dans le chemin. En I'occurrence c’est d.

On définit le mot associé¢ a un chemin C = qo,t1,q1,t2,q92,...,qq comme la
suite des lettres des transitions to,t3,...,t; écrites dans le méme ordre que leur
ordre dans le chemin. Le mot associé a C est ciep...cqg ol t; = qi—1 SN qQi-

Un mot dans A* est reconnu par un automate A, A=(Q,AT,I,F),s'l existe
un chemin, dans 'automate, auquel le mot est associé et qui part d’un état initial
et aboutit a un état terminal.

Il faut remarquer que pour un mot reconnaissable par un automate il peut
exister plusieurs chemins qui lui sont associés dans cet automate. Pour un automate
A donné on appelle le langage reconnu par automate 1’ensemble des mots que
reconnait 'automate A. On le note L£(A).

Un cycle d’un automate — ou chemin cyclique — est un chemin de longueur au
moins 1 qui ne passe pas deux fois par le méme état et qui possede le méme état
au départ et a I'arrivée.

On remarque que un état d’un cycle est accessible si et seulement si tous ses états
sont accessibles. Un cycle est dit accessible si le cycle contient un état accessible.
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v
5
bl o b

automate non acyclique automate acyclique

FIGURE 1.2 — Deux automates, 'un est acyclique 'autre ne ’est pas. Le mot babaa est
reconnu par 'automate de gauche mais n’est par reconnu par celui de droite.

Pour une lettre a, on définit un a-cycle par une lettre comme un cycle qui
emprunte uniquement des transitions étiquetées par la lettre a.

Soit un cycle — ou chemin cyclique —, on peut associer a ce cycle un mot a
deux lettres de la facon suivante : on ne conserve que l'ordre des états parcourus
et on remplace chaque état non terminal par une lettre et chaque état terminal par
Iautre lettre. Le facteur primitif du mot trouvé est appelé la période du cycle. Si
le mot trouvé est primitif alors cette période est égale a la longueur du cycle et on
dit que le cycle est un cycle primitif — voir exemple figure 2.4 page 36 —.

On peut remarquer que dans un chemin cyclique, quelque soit 1’état que ’on
choisisse comme point de départ, la période du cycle reste la méme, de méme que
ses propriétés d’étre primitif et d’étre accessible ne changent pas.

Un automate A est dit acyclique s’il ne possede pas de cycle — voir figure 1.2 —.
C’est a dire que pour tout chemin qg, t1, q1,...,qe de A, les états ¢;, i < £ sont tous
différents deux a deux. Dans un automate acyclique, tout chemin est de longueur
bornée par le nombre d’états de I’automate. Donc la longueur des mots reconnus
par automate est également bornée et on en déduit la méme chose pour le nombre
de mots reconnus par ’automate.

Soit un mot u sur un alphabet A. On appelle miroir du mot u le mot obtenu en
renversant ’ordre de ses lettres. Si v est le miroir du mot u alors |u| = |v| et pour
tout entier naturel 7, 1 <4 < |v| on a v; = Ujy|—;41. Le miroir du miroir du mot w
est w lui-méme. Le miroir du mot vide est le mot vide.

Soit un langage L, le langage miroir de L est 'ensemble de ses mots miroirs.
Un mot w appartient au miroir de L si le miroir de w appartient & L. Le miroir du
miroir d’un langage L est L lui-méme.

Le miroir d’'un automate est I’automate construit & partir de A en inversant
le sens de chaque transition et en permutant I’ensemble des états terminaux avec
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lensemble des états initiaux. Si A = (Q, A,T,I, F) est un automate, alors A" =
(Q,A,T',F,I) est son automate miroir ot 7" est défini ainsi : T/ = {qg = p €
QxAxQ|(pcq) €T}

Si un automate A reconnait le langage L alors le miroir de A reconnait exacte-
ment le miroir de L. Le miroir du miroir d’'un automate A est A.

Soit un automate A. Un état p de A est dit accessible 8’il existe un chemin
allant d’un état initial de A et aboutissant a ’état p. Un automate dont tous les
états sont accessibles est appelé un automate accessible. Un état g de A est dit
co-accessible 8’il existe un chemin allant de 1’état ¢ & un état terminal de A. Un
état co-accessible d’'un automate A est accessible dans le miroir de A. La partie
accessible d’'un automate est ’ensemble des états accessibles.

Un automate est dit émondé si tout ses états sont accessibles et co-accessibles.
Autrement dit, un automate est émondé si pour tout état r de 'automate il existe
un chemin qui part d’un état initial, qui passe par r et qui arrive & un état terminal.

On parle aussi de 'action d’émonder un automate lorsqu’on supprime de cet
automate les états qui ne sont ni accessibles ni co-accessibles et les transitions
reliées & ces états. Emonder un automate ne modifie pas le langage reconnu par cet
automate.

1.2.4 Déterminisme

Un automate A = (Q, A, T, I, F) est dit déterministe s’il ne possede qu’'un seul
état initial — c’est a dire |[I| = 1 — et si pour tout état ¢ et toute lettre c il existe
au plus qu’une seule transition ¢ de 'automate qui part de g et qui a pour étiquette
la lettre c. Pour un état ¢ de @) on pose A, 'ensemble des lettres des transitions
sortant de q.

Dans le cas ou de plus |T| = |Q| - |A], c’est & dire si pour tout état e et pour
toute lettre c il existe une et une seule transition ¢ telle que ¢t = ¢ — - alors on dit
de A que c’est un automate déterministe complet.

Si A= (Q,AT,I,F) est déterministe complet on peut définir ’application &
allant de I'’ensemble des couples @ x A dans @) de la facon suivante : pour tout couple
(q,¢) dans @ x A on associe le seul état p tel que ¢ = p € T, donc §(q,c) = p.
L’application § est appelée la fonction de transitions d’un automate.

On peut compléter un automate déterministe qui n’est pas complet en ajoutant
toutes les transitions qui ne sont pas définies et en les dirigeant vers un nouvel état
appelé état puits. On complete 'automate en précisant que toutes les transitions
sortant de I’état puits sont dirigées vers ce méme état puits et que 1’état puits n’est
pas terminal. L’automate ainsi construit est complet, déterministe, et reconnait le
meéme langage que 'automate d’origine.

Un automate complet possede au moins un cycle; en conséquence un automate
acyclique ne peut étre complet.

Il est quelquefois plus simple de considérer le complété d’un automate lors des
preuves ou lors de la définition des algorithmes notamment lorsqu’il est question
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d’automates acycliques. On désigne par | 1’état puits du complété d’'un automate
acyclique. On convient tout de suite que I’état puits ne participe pas a la taille de
lautomate acyclique — le complété d’un automate acyclique de taille n possede
< réellement > n + 1 états —.

Si un automate est déterministe et sauf mention contraire, son état initial
est étiqueté par 1. Si A est un automate déterministe complet on le note A =
(Q, A, F) plutot que (Q, A, T,{1}, F). Si on veut préciser son état initial, on écrit
A=(Q,A,0,i, F) ou i est I'état initial.

Lorsque 'automate est complet on peut étendre 'application de § aux mots de
A*. Pour un mot w et une lettre £ on pose :

5((]7 6) =q
0(q,0-w) =468(6(q,0),w).

Dans un automate non-déterministe, I’ensemble des chemins, partant d’'un méme
état et associé a un méme mot w, peut étre de cardinal 0, 1 ou plus. Dans un
automate déterministe cet ensemble ne peut étre que 0 ou 1.

Savoir si un mot est reconnu par un automate déterministe peut s’effectuer en
O(¢) opérations ou £ est la longueur du mot. Si Pautomate n’est pas déterministe
le nombre d’opérations peut étre beaucoup plus grand.

1.2.5 Isomorphisme

Soient A et B deux automates A = (Qa, A, T4, Ia, Fa), B=(Qp, A, 1, Ip, Fp).
Nous dirons que A est un sous-automate de B si il existe une application injective
1 allant de Q4 dans Qg et telle que

— pour tout état p, p € L4, i(p) € Ip,

— pour tout état p, p € Fy, i(p) € Fpg,

— pour toute transition p =, ¢ de T4 alors i(p) < i(q) appartient & Tj.

Intuitivement un sous-automate A est obtenu en supprimant des états et des
transitions de B.

Si A est un sous-automate de 3, par une injection 7, cette injection n’est pas
forcément unique. Lorsque l'injection i est explicitement donnée ou lorsque qu’elle
est unique alors 'image de i est appelée ’ensemble des états correspondant aux
états de A, ce sont des états de B.

Si I'injection est explicitement donnée on dit que A est un sous-automate nor-
malisé de B et si I'ordre des étiquettes des états de A est le méme que leurs états
correspondant dans l'automate B. Ce qui veut dire que pour tout couple d’états p,
q, p < q de Pautomate A on a i(p) < i(q).

On remarque que si il existe dans A un chemin allant d’un état p a un état ¢
étiqueté par un mot w alors il existe dans B un chemin allant de I'état i(p) vers
Pétat i(q) et étiqueté par w.

De cette remarque on tire les trois propriétés suivantes. Si A est un sous-
automate de B alors :
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FIGURE 1.3 — Deux automates différents mais isomorphes.

— Si B est déterministe alors A est aussi déterministe.

— Si B est acyclique alors A est aussi acyclique.

— Si A est accessible et B est de méme taille que A alors B est accessible.

— L(A) C L(B).

La relation < étre un sous automate de > est une relation d’ordre large.

On dit qu'un automate A est isomorphe & un automate B si A est un sous-
automate de B et B est un sous-automate de A.

Si A et B sont isomorphes il existe un plongement i de A dans B qui en plus d’étre
injectif, est surjectif et engendre une bijection sur ’ensemble des état initiaux, sur
I’ensemble des état terminaux et sur ’ensemble des transitions des deux automates.

Si A et B sont isomorphes alors :

— Ils ont la méme taille.

— L(A) = L(B).

— A est acyclique si et seulement si B est acyclique.

— A est accessible si et seulement si BB est accessible.

On pose E,, ’ensemble des automates de taille n. Parmi les automates [E,, on peut
considérer les classes d’équivalences d’automates isomorphes ou classes d’isomor-
phismes. On distingue les automates de [E,, d'une part et les classes d’isomorphisme
de E, d’autre part. Les premiers forment I’ensemble des automates étiquetés et
les secondes forment ’ensemble des automates non étiquetés. Dans la suite, si la
catégorie d’'un automate n’est pas mentionnée, on convient que c’est un automate
étiqueté.

Tous les automates d’une méme classe d’équivalence reconnaissent un méme
langage, ainsi, on définit le langage reconnu par un automate non étiqueté, comme
étant le langage qui est reconnu par 'un de ses représentants étiquetés.

Soit A = (Q,T,I,F), un automate étiqueté de taille n. Pour connaitre tous
les automates étiquetés présents dans la classe d’isomorphisme de A il suffit de
regarder les images des ensembles T, I, F' par les permutations de &,,. Pour certains
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automates, plusieurs permutations laissent invariants les ensembles T, I, F' — par
exemple si T = [ = F = () — autrement dit ces permutations laissent I’automate
invariant. Dans d’autres cas, chaque paire de permutations différentes méne & une
paire d’automates différents. Pour cette raison, les classes d’isomorphisme de E,
n’ont pas toutes le méme cardinal.

Lemme 1 Soit A, un automate déterministe acccessible de taille n. Alors le nombre
d’automates étiquetés de la classe d’isomorphisme de A ne dépend que de n. Il est
égal a (n — 1)! si on impose que 1 est toujours l’état initial.

Preuve

Soit B = (@Qp,1p, I, Fg) un automate isomorphe & A = (Q4,T4, 4, F4) et
soit o un isomorphisme allant de Q4 = [n] vers @p = [n]. L’isomorphisme est une
permutation de [n] dans [n].

Montrons que si A = B alors nécessairement o est 'identité.

On suppose que A = B, on appelle i ’état initial. Soit p un état de A. On pose
C' le chemin qui va de ¢ & p et w le mot qui lui est associé. Un tel chemin existe
car A est accessible. On pose C’ I'image de ce chemin par o. Le chemin C’ va de
o(i) & o(p). Le chemin C’ est donc également associé au mot w puisque o est un
isomorphisme, or comme A est déterministe w étiquette un unique chemin donc
C =, et donc o(p) = p. O

Ce lemme nous permettra de simplifier grandement ’analyse et la génération
aléatoire d’automates déterministes accessibles non étiquetés. Souvent le travail que
I’on fait sur les structures combinatoires étiquetées est beaucoup plus facile que sur
leur homologues non étiquetés. Dans le cas des automates déterministes accessibles
d’une méme taille — ou d’un sous ensemble de celui-ci — Deffort est le méme
puisque le rapport de leurs cardinaux est une valeur constante.

Par exemple pour tirer uniformément un automate accessible déterministe non
étiqueté, il suffit de tirer un automate étiqueté et d’oublier ses étiquettes, la dis-
tribution reste uniforme puisque toutes les classes d’équivalences ont une méme
taille.

1.2.6 Déterminisation

La déterminisation d’un automate est un procédé qui permet, a partir d’un
automate non déterministe, de construire un automate déterministe qui reconnait
le méme langage que ’automate original.

Soit un automate A = (Q, A, T, I, F). On pose D = (£ (Q), A, 9, I, F) un nouvel
automate construit a partir de A et qui est déterministe complet. Les états de D
sont les sous-ensembles des états de (). L’application 6 de Z(Q) x A dans Z(Q) est
définie de la fagon suivante. Pour tout sous-ensemble d’état P (i.e. P C Q) et toute
lettre ¢ on pose §(P,c) = {¢ € Q | Ip € P,p S q € T}. L’état initial de D est I,
I’ensemble des états initiaux de A. L’ensemble F des états terminaux de D sont les
sous-ensemble de () qui contiennent au moins un état terminal de A, autrement dit
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F={Fec2Q)| ENF #0}. Lautomate D ainsi défini est déterministe complet
et il reconnait exactement le méme langage que 'automate A.

La taille de I'automate D est 27. A priori, cet automate n’est pas émondé et
possede beaucoup d’états < inutiles ». En pratique, pour n’avoir a traiter que les
états < utiles > et ainsi fortement diminuer la taille de 'automate produit, on
utilise l'algorithme de déterminisation qui produit le déterminisé de ’automate.
Pour résumer brievement cet algorithme, on peut dire qu’il produit uniquement la
partie accessible de 'automate déterministe décrit ci-dessus.

Voici maintenant une description de 1’algorithme. Il commence par construire
I'ensemble des états atteints par les transitions sortant des états initiaux I et
étiquetées par la lettre a. On appelle P cet ensemble d’état.

L’automate en construction est maintenant composé de deux états : I’ensemble
des états initiaux et l’ensemble des états P avec une transition étiquetée par a
allant de I vers le nouvel ensemble P. Remarquons que rien n’empéche que P = I.
On fait de méme avec les autres lettres en partant des ensembles déja construits
— dont P et I —. On recommence ainsi le procédé jusqu’a ce que chaque ensemble
trouvé possede k transitions sortantes, chacune étiquetée par une des k lettres de
A — éventuellement aboutissant vers I’ensemble vide. Le nombre d’ensemble étant
majoré par 2" le processus de construction des états se termine.

Dans 'automate finalement obtenu I est 1’état initial, les états terminaux sont
les ensembles d’états de ) qui possedent au moins un état de F.

On peut remarquer que, en plus d’étre déterministe et complet, I’automate ainsi
construit est accessible.

Généralement on émonde ’automate avant d’appliquer ’algorithme afin de limi-
ter les opérations inutiles lors de son exécution. De plus, en émondant ’automate,
on s’assure que 'automate construit est également émondé.

L’algorithme de déterminisation posseéde une complexité exponentielle dans le
pire des cas. On présente, dans la partie 2.1, page 26, ’exemple d’une détermination
d’un automate de taille n qui produit un automate déterministe de taille 271

1.2.7 Minimisation

Soit A un automate, déterministe ou non, A = (Q, A, T, 1, F), et soit p un état
de Q. On appelle le langage reconnu par I’état p comme étant le langage reconnu
par Pautomate (Q, A,T,{p}, F). Autrement dit, c’est ’ensemble des mots associés
aux chemins partant de I’état {p} et aboutissant aux états terminaux F.

Deux états d’'un méme automate, qui reconnaissent un méme langage, sont ap-
pelés deux états équivalents.

Un automate, déterministe complet, qui ne possede aucune paire d’état équiva-
lents est appelé un automate minimal.

On a le résultat remarquable suivant :

Théoréme 1 Si deux automates déterministes complets sont tous les deux mini-
mauz et reconnaissent un meéme langage alors ils sont isomorphes.
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C’est une propriété remarquable qui permet de définir ’ensemble des auto-
mates déterministes minimaux non étiquetés comme un ensemble de représentants
canoniques des langages rationnels. Pour un langage LL, on parle volontiers de
l’automate minimal qui reconnait L£L.

Contrairement a ce que son nom évoque, I’automate minimal n’est pas toujours
le plus petit automate qui reconnait un langage cependant on peut montrer c’est le
plus petit, en taille, parmi les automates déterministes.

Soient p, ¢ deux états équivalents d’'un automate A. Si p # ¢ on peut fusionner
ces deux états en un unique nouvel état pour produire un nouvel automate qui
reconnait le méme langage que A. La fusion de deux états consiste simplement a
supprimer 1'un de ces deux états, puis a rediriger les transitions arrivant ou sortant
de cet état vers 'autre état sans changer le sens de ces transitions.

Il faut remarquer que la fusion de deux états peut transformer un automate
déterministe en un automate non déterministe.

Un algorithme de minimisation d’automate est un algorithme qui transforme un
automate en 'automate minimal équivalent.

Pour calculer 'automate minimal déterministe complet d’'un automate on peut
utiliser des algorithmes de minimisation d’automate déterministes. Parmi ceux-ci,
les plus connus sont les algorithmes de Moore [Moo56], de Hopcroft [Hop71] et de
Brzozowski [Brz62]. L’algorithme de Brzozowski est décrit dans la partie 2.2 page
28. Les algorithmes de Moore et de Hopcroft ne s’appliquent qu’aux automates
déterministes alors que ’algorithme de Brzozowski peut servir a produire ’automate
déterministe complet minimal d’'un automate non-déterministe.






CHAPITRE 2
Analyse de I’algorithme de
Brzozowski

Dans ce chapitre nous étudions la complexité de ’algorithme de Brzozowski.
C’est un algorithme de minimisation d’automate qui s’applique aussi aux automates
déterministes qu’aux automates non-déterministes. Ici, nous nous intéressons a son
utilisation sur les automates déterministes : & priori, il ne semble pas intéressant
d’utiliser cet algorithme pour minimiser des automates déterministes car il possede
dans le pire des cas une complexité exponentielle alors qu’il existe d’autre algo-
rithmes de complexité polynomiale. Néanmoins il possede la réputation d’étre < sou-
vent > efficace en pratique [BBCF10]. Nous allons montrer que ce n’est pas vrai sur
les automates déterministes pour la distribution uniforme puisque génériquement
il possede une complexité super-polynomiale. Ce travail a été fait en collaboration
avec Cyril Nicaud et a été publié dans les actes de la conférence internationale DLT
en 2013 [FN13a].

2.1 Motivations

Un algorithme de minimisation d’automate transforme un automate en l'au-
tomate minimal déterministe qui reconnait le méme langage. L’automate minimal
d’un langage est I'automate qui possede le plus petit nombre d’états parmi les auto-
mates déterministes qui reconnaissent le langage. Dans un automate minimal, deux
états différents ne peuvent étre équivalents car ils seraient redondants.

On préfere manipuler des automates ayant le plus petit nombre d’états pos-
sible afin de réduire les cotlits de stockage et les complexités des algorithmes qui
opérent sur ces automates. L’ensemble des automates minimaux est une classe de
représentants canoniques des langages reconnaissables par automates. Deux auto-
mates minimaux reconnaissant un méme langage sont isomorphes : ils ne different
que par les étiquettes de leurs états. On peut savoir si deux langages sont égaux
en comparant leurs automates minimaux. En combinatoire, on peut utiliser cette
propriété pour définir la taille d’un langage rationnel comme étant le nombre d’états
de son automate minimal : compter le nombre de langages rationnels d’une certaine
taille c’est compter le nombre d’automates minimaux de cette taille.

Pour toutes ces raisons, depuis le début de la théorie des automates, beau-
coup de travaux ont été effectués sur les algorithmes de minimisation. Parmi ces
algorithmes, les plus connus sont 1’algorithme de Moore [Moo56], 'algorithme de
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Hopcroft [Hop71] et lalgorithme de Brzozowski [Brz62]. Les deux premiers algo-
rithmes, Moore et Hopcroft, ne s’appliquent qu’aux automates déterministes alors
que l'algorithme de Brzozowski est plus général et s’applique aussi aux automates
non déterministes. L’algorithme de Brzozowski a de plus l'avantage de pouvoir
étre facilement implanté en machine car il n’utilise que des opérations classiques
et répandues de la théorie des automates comme par exemple l'algorithme qui
consiste a émonder un automate et l'algorithme de déterminisation. Sa simplicité
et sa généralité en font un algorithme de choix, nous verrons dans la suite qu’il
présente quelques lacunes.

L’algorithme de Moore possede une complexité quadratique dans le pire des cas
et 'algorithme de Hopcroft, qui est une variante de I'algorithme de Moore, possede,
dans le pire des cas, une complexité en O(nlogn). L’algorithme de minimisation de
Brzozowski lui, possede dans le pire des cas une complexité exponentielle, et ceci
méme s’il est appliqué a un automate déterministe. Par exemple I’algorithme de Br-
zozowski appliqué a un automate déterministe bien choisi meéne a la déterminisation
de I'automate représenté sur la figure 2.1, et lors de sa déterminisation, le nombre
d’états de cet automate passe de n & 271,

a,b

FIGURE 2.1 — Automate dont le miroir est déterministe et dont le déterminisé possede
271 états. Dans cet automate, un mot w meéne & un sous-ensemble d’état qui dépend des
rangs des lettres a dans w. En fait, si on numérote les lettres du mot w en partant de la
fin, une lettre a de rang ¢ nous dit que ’état 7 + 1 est présent dans le sous-ensemble atteint
avec w. Par exemple : les mots a, ba,bba, bb...bba meénent tous au sous-ensemble {1,2}; le
mot aaa méne & {1,2,3,4}; le mot ...abababa méne a {1,2,4,6,8,...,4,i + 2,...}. Il existe
27~! mots de longueur n — 1 ce qui engendre 2"~ ! états différents dans le déterminisé.

La grande complexité de cet algorithme dans le pire des cas semble en faire un
mauvais candidat pour minimiser un automate déterministe, cependant on peut se
poser les questions <« Quelle est sa complexité en pratique? >, < Est-ce qu'une
telle explosion d’états n’est pas un cas extrémement rare? > et < Quelle est sa
complexité en moyenne ? >.

On peut illustrer cette question en citant I’algorithme de Quicksort [Hoa62] qui
possede une complexité quadratique dans le pire des cas et qui pourtant est tres
efficace en pratique puisqu’il posséde une complexité en moyenne de O(nlogn).

L’article « DFA Minimisation > de ’encyclopédie libre wikipedia le 27 novembre
2013 parle de l'algorithme de Brzozowski — figure 2.1 — et semble suggérer que,
expérimentalement, ’algorithme est plus efficace que dans le pire des cas.

On peut consulter 'article complet a I'adresse :

http://en.wikipedia.org/wiki/DFA_minimization
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Brzozowski's algorithm [edit]

As Brzozowskl (1963) observed, reversing the edges of a DFA produces a non-deterministic finite automaton (NFA) for the reversal of the
original language, and converting this NFA to a DFA using the standard powerset construction {constructing only the reachable states of
the converted DFA) leads to a minimal DFA for the same reversed language. Repeating this reversal operation a second time produces a
minimal DFA for the original language. The worst-case complexity of Brzozowski's algorithm is exponential, as there are regular

languages for which the minimal DFA of the reversal Is exponentially larger than the minimal DFA of the language,'®! but it frequently

performs better than this worst case would suggest. 4

Il nous a donc semblé intéressant de faire une étude rigoureuse de la complexité
en moyenne de 'algorithme de Brzozowski afin de pouvoir le comparer a d’autres
algorithmes de minimisation. Les complexités en moyennes des algorithmes de mi-
nimisation de Moore et de Hopcroft ont déja été étudiées.

Un travail de Frédérique Bassino, Julien David et Cyril Nicaud [BDN09, BDN12]
montre que I’algorithme de Moore posséde une complexité en moyenne en O(n log(n))
lorsque chaque état est terminal ou non terminal selon une distribution de Bernoulli
et indépendemment des autres états. Cette étude ne fait aucune hypothese sur la
distribution de la structure de transitions des automates. C’est a dire que, ici, la
forme générale de 'automate n’importe pas; pourvu que le nombre d’états termi-
naux soit proportionnel a la taille de 'automate, alors le résultat s’applique. En
revanche si les automates possedent peu d’états terminaux ou en nombre constant
alors on ne peut rien dire.

Si on fait I’hypothese supplémentaire que la distribution de la structure de
transition est uniforme, Julien David [Dav12, Dav10] a montré que la complexité en
moyenne de l'algorithme de Moore est en O(nlog(log(n))). Julien David a montré
également qu’avec cette méme distribution, ’algorithme de Hopcroft possede une
complexité au moins aussi bonne que celle de Moore lorsque 1'ordre de traitement
des taches est sciemment choisi [Dav12].

Nous avons étudié la complexité de l’algorithme de Brzozowski lorsque ses
entrées sont des automates déterministes uniformément distribués et plus générale-
ment lorsque la distribution des structures de transitions des automates en entrée
est uniforme. La conclusion de cette étude est que pour la distribution uniforme,
I’algorithme de Brzozowski n’est pas efficace méme en moyenne, et que lorsque cela
est possible il vaut mieux utiliser les algorithmes de Moore ou de Hopcroft.

Pire Distribution Uniforme
Moore O(n?) O(nlog(logn) en moyenne
HOpCI“Oft O(n log n) O(n log(log n)) €1 moyenne (pour un certain ordre de traitement).
Brzozowski o(2") génériquement super-polynomial
FIGURE 2.2 — Résumé des complexités des algorithmes de minimisation d’automates

déterministes. n est le nombre d’états de 'automate. Les complexités en moyenne sont
données lorsque la distribution de la stucture de transition est uniforme.
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2.2 Algorithme de Brzozowski

L’algorithme de Brzozowski minimise un automate quelconque, qu’il soit au
départ déterministe ou non. Pour cela il utilise le théoréeme suivant qui est di a
Brzozowski [Brz62].

Théoréme 2 Brzozowski Soit un automate dont le miroir est déterministe et ac-
cessible. Alors si lui on applique ’algorithme de déterminisation — voir 1.2.4 —
on obtient un automate complet déterministe minimal.

Preuve du Théoréme 2 : Appelons A 'automate de départ et B le déterminisé de
A. Montrons que deux états équivalents de B sont égaux. Le miroir A est accessible
et déterministe, appelons 1 son unique état initial et § sa fonction de transition.
L’état 1 est le seul état terminal de A.

Soient P et @ deux états équivalents de B qui sont donc des ensembles d’états de
A. Deux cas peuvent se présenter : ou bien P = (), ou bien P # (). Pour commencer
supposons que P # ().

Soit p un état de P, on va montrer que dans ce cas p est aussi un état de Q. Il
existe un chemin allant de p vers 1 I’état terminal de 4. Ce chemin est associé a
un mot w. Donc w est reconnu par 1’état P et ainsi w est reconnu par I’état Q. Il
existe donc, dans A, un chemin étiqueté par le méme mot w allant d’un état g de
Q vers I’état terminal 1.

Donc dans le miroir de A il existe un chemin allant de 1 vers ¢ et un autre allant
de 1 vers p tout deux étiquetés par w’ le miroir de w. Or A est déterministe donc
5(1,w') =q=np.

Ainsi tout état p de P est un état de @), et comme P et ) jouent des roles
symétriques on montre que Q = P.

Supposons maintenant que P = (), alors dans ce cas P et Q ne reconnaissent
aucun mot dans B. Par ’absurde supposons que () ne soit pas vide et qu’il contienne
un état g. Comme A est co-accessible, il existe un chemin allant de ¢ a 1'état
terminal 1. Donc I’état ¢ reconnait un mot, donc () reconnait un mot, c’est une
contradiction. O

De ce lemme on peut déduire ’algorithme de minimisation suivant appelé 1’al-
gorithme de Brzozowski. Voici Ialgorithme appliqué a un automate A :
1 On émonde 'automate A.
2 On permute les états initiaux et terminaux et on inverse le sens des transi-
tions.
3 On applique ’algorithme de déterminisation — voir 1.2.6 —.
4 On inverse 'automate & nouveau.

5 On lui applique de nouveau ’algorithme de déterminisation.

Théoreme 3 L’automate produit par l’algorithme est déterministe minimal et re-
connait le méme langage que automate de départ A.
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FIGURE 2.3 — Exemple de minimisation d’un automate déterministe avec ’algorithme de
Brzozowski. Les automates a droite reconnaissent le langage miroir de ’automate de départ.
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Preuve du Théoreme 3 : Lors de I’étape 3 on déterminise ’automate par ’algo-
rithme de déterminisation. Donc 'automate obtenu est déterministe et accessible.
L’automate obtenu apres ’étape 4 est le miroir du précédent, il vérifie donc les
conditions du Théoréeme 2. Ainsi I'automate obtenu juste apres la derniére étape,
est déterministe.

Montrons maintenant que le langage £(.A), reconnu par A, est le méme que
le langage reconnu par l'automate produit par l’algorithme. Juste apres 1'étape
1, le langage demeure inchangé. Lors de I'étape 2 l'automate est inversé et re-
connait donc le langage miroir de £(.A). Le langage reconnu reste inchangé apres
la déterminisation de I’étape 3 puis a I’étape 4 ’automate est inversé de nouveau,
le langage reconnu est a nouveau L£(A). Le langage reconnu reste £(A) apres la
derniere déterminisation. O

On peut penser que I'étape 1 de I'algorithme, qui consiste a émonder 'automate
avant toute déterminisation, n’est pas nécessaire. En effet la preuve précédente
est applicable méme si 'automate n’est pas émondé et 'automate produit reste
bien minimal et reconnait le méme langage. L’algorithme émonde ’automate pour
réduire la complexité de la premiere déterminisation. En fait lorsque I’algorithme
émonde 'automate, ce qui importe c’est de retirer les états inaccessibles a partir
d’un état source. La présence de ces états peut augmenter le cout en calcul et en
mémoire du processus de déterminisation alors que ces états ne contribuent pas au
langage reconnu. Emonder Pautomate est une opération peu cofiteuse : elle a une
complexité en O(n). C’est pour cette raison que souvent on émonde un automate
avant de le déterminiser.

Lors de la premiere étape de déterminisation — 1’étape 3 — le nombre d’états
du déterminisé peut exploser — voir figure 2.1 —. Ensuite le calcul du miroir —
étape 4 — de 'automate se fait en un nombre d’opérations de méme ordre que celui
de la premiere déterminisation. Le processus qui consiste a émonder — étape 1 —
et qui calcul le premier miroir se fait en un nombre d’opérations qui n’excede pas le
nombre de transitions c’est a dire kn. La complexité de la seconde déterminisation
— étape 5 — dépend du nombre d’états de 'automate produit et de I'automate
de départ, or si le nombre d’états de I'automate de départ peut étre tres grand,
I'automate produit possede au plus n états car il est minimal donc plus petit en
taille que 'automate du départ. La complexité en temps — et en mémoire — totale
de I'algorithme est donc le maximum entre, n, le nombre d’état au départ, et la taille
de lautomate aprés I’étape 3 de I'algorithme. Comme nous 'avons fait remarquer
précédemment, cette taille peut étre exponentiellement grande dans le pire des cas.

La suite de ce chapitre étudie la distribution de la taille de 'automate obtenu
apres I'étape 3. Nous montrerons que, génériquement, cette taille dépasse tout po-
lynéme en n pour une certaine classe de distributions des entrées de ’algorithme.
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FIGURE 2.4 — A gauche un automate déterministe complet avec toutes ses transitions. A
droite le graphe de 'application associée a la lettre b.

2.3 Enoncé du théoreme

Dans cette section on énonce précisément le résultat que nous avons obtenu puis,
on présente les idées principales de sa preuve. La preuve complete est détaillée dans
la section suivante.

On s’intéresse a la complexité générique de ’algorithme de Brzozowski sur les
automates déterministes distribués uniformément.

Avant de décrire cette distribution nous faisons remarquer que pour tout auto-
mate déterministe complet A de taille n et pour toute lettre ¢ de A on peut associer
une application f. de [n] dans [n]. L’application est ainsi définie : pour tout entier
naturel 4, i € [n], on pose f.(i) Pétiquette de 1’état qui est relié a 1’état d’étiquette
1 par une transition sortant de ce dernier et étiquetée par la lettre c. Comme 'au-
tomate est déterministe une telle transition existe et est unique et donc il n’y a
pas d’ambigiiité sur 1’état vers laquelle cette transition est dirigée. On peut voir
¢a comme une application de I’ensemble des automates de taille n sur un alphabet
de taille k vers I’ensemble des k-uplets de fonctions de [n] dans [n]. L’image d’un
automate par cette application est appelée la structure de transition de ’automate.
Cette image ne suffit pas a décrire compléetement un automate déterministe complet
car elle ne décrit pas I’ensemble des état terminaux.

Sur la figure 2.4 page 31 on peut voir un automate déterministe et I'application
associée a la lettre b sous forme de graphe.

La distribution sur laquelle on travaille est la suivante, pour tirer un automate
déterministe de taille n, on tire k applications de [n| dans [n]. Chacune de ces
k applications est tirée uniformément parmi les n™ applications de n dans n, et
indépendamment les une des autres. Ces applications vont déterminer les nk tran-
sitions de la fagon que 'on a décrite précédemment. L’ensemble des états terminaux
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est choisi de la fagon suivante, chaque état a une probabilité g d’étre terminal et ce
tirage est indépendant des autre états. On aura toujours 0 < 8 < 1, et 5 ne dépend
pas de la taille de 'automate n. L’état initial est toujours I’état étiqueté par 1. Le
casou 3 = % correspond a la distribution uniforme sur les automates déterministes
de taille n.

Définition 1 Dans la suite nous appellerons cette distribution la distribution (-
uniforme.

Le résultat que nous allons présenter est le suivant :

Théoréeme 4 Génériqguement, pour la distribution [B-uniforme, la complexité de
lalgorithme de minimisation de Brzozowski dépasse tout polynome en n.

Comme nous 'avons fait remarquer en début de section, la complexité de I’algo-
rithme dépend tres fortement de ’automate produit apres la premiere déterminisation.
Nous allons montrer que cette taille dépasse génériquement tout polynéme en n. La
preuve compléte de cette proposition est donnée dans la section suivante. La suite
de cette section donne seulement les idées principales de cette preuve.

2.3.1 Idée de la preuve

Les états initiaux du miroir sont les états terminaux de 'automate de départ
qui n’ont pas été supprimés lors du processus qui consiste a monder ’automate — a
I’étape 1 —. C’est a dire que les états initiaux du miroir sont les états terminaux
et accessibles de 'automate de départ.

Dans le déterminisé du miroir, I’état initial correspond a ’ensemble des états qui
sont, dans 'automate de départ, terminaux et accessibles. Partant de cet ensemble,
on va s’intéresser a la suite des ensembles obtenus en lisant systématiquement
la lettre a. Les sous-ensembles obtenus ainsi correspondent tous a des états du
déterminisé et leur nombre est donc une borne inférieure au nombre d’états. La
preuve montre que ce nombre est génériquement suffisamment grand pour dépasser
tout polyndme en n avec une probabilité qui tend vers 1 lorsque n grandit.

Prenons maintenant I’ensemble de tous les a-cycles et regardons l'intersection
des états de ces cycles avec les images successives de ’ensemble des états initiaux
— terminaux dans 'automate du départ —. Ces I’ensemble de ces intersections est
appelée la trace des images des états initiaux sur les a-cycles par la lettre a. La taille
total de cette trace est une borne inférieure au nombre d’images des états initiaux
et donc au nombre d’états du déterminisé. Nous allons donner une borne inférieure
a la taille de cette trace.

Chaque a-cycle étant issu du miroir de la structure de transition associée a la
lettre a dans 'automate de départ, il n’existe aucune transition étiqueté par la lettre
a arrivant dans un a-cycle exceptées celles provenant d’un autre état de ce méme
cycle. En conséquence, la trace des états initiaux sur un a-cycle est exactement la
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suite des images, par la lettre a, des états initiaux présents — initialement — dans
ce cycle.

Maintenant intéressons nous a I'image d’un état initial dans un a-cycle et suivons
ses images successives par la lettre a. Cet état revient au point de départ lorsqu’on
a fait le tour du cycle. C’est a dire au bout d’un nombre d’itérations qui est égal a
la longueur du cycle.

Comme chaque état revient a son point de départ au bout d’'un nombre d’itéra-
tions égal a la longueur du cycle alors la suite des images dans la trace est cyclique
avec une période qui divise la longueur du cycle.

Cette période dépend de la configuration des états initiaux dans le cycle. Par
exemple si un a-cycle contient uniquement des état initiaux (ou aucun état initiaux),
la suite des images est constante et égale & 'ensemble de tous les états du cycle (ou
l’ensemble vide). Dans ce cas la période est de 1. Lorsque la période est égale a la
longueur du a-cycle alors le cycle est primitif et réciproquement.

A partir de 13, on montre facilement que le nombre de valeurs différentes que
prend la suite des images des états initiaux par la lettre a est au moins égal au
ppcm des périodes de tous les a-cycles accessibles de 'automate. On peut voir sur
la figure 2.5 un exemple d’une telle déterminisation. S’il existe suffisamment de a-
cycles primitifs accessibles on peut montrer que le ppcm des longueurs de ces cycles
dépasse génériquement tout polyndéme en n, et donc on montre le théoreme 4.

L’idée de la preuve est de regarder les a-cycles de longueur plus grande que logn
et de montrer séparément que :

— génériquement ces cycles sont tous accessibles,

— génériquement ces cycles sont tous primitifs,

— génériquement le ppcm de leur longueurs dépasse tout polynoéme en n.

On appelle ces cycles de longueur plus grande que logn les grands cycles de
l'automate.

Les grands cycles sont accessibles

Si on tire uniformément deux applications, et que I'on s’intéresse a ’orbite d’un
point quelconque par ces deux applications. On s’apercgoit que, avec une probabilité
générique, cette orbite possede une taille linéaire en la taille de des deux appli-
cations. On peut montrer que cette orbite est de taille supérieure & an pour une
constante « bien choisie qui ne dépend pas de n. La probabilité qu’il existe un cycle
de longueur logn en dehors de orbite est environ inférieure a (1 — «)'°8™. Donc un
cycle de longueur plus grande que logn est génériquement accessible.

Les grands cycles sont tous primitifs

On peut voir la succession des états terminaux et non terminaux d’un cycle
comme un mot sur deux lettres. Lorsquun cycle n’est pas primitif alors ce mot
est une puissance d’un mot au moins deux fois plus petit — voir définition de mot
primitif —. Cet événement arrive avec une probabilité exponentiellement faible en la
longueur du cycle pour la distribution S-uniforme. En sachant que, génériquement,
le nombre de cycles est borné par K logn ou K est une constante, on montre que
tous les cycles plus grands que logn sont primitifs avec une probabilité qui tend
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vers 1.
Le ppcm de leur longueurs dépasse tout polynéme en n génériquement

Les états constituant les cycles des transitions a sont appelés les points cy-
cliques de l'application associée a ces transitions. Dans notre modele de distribu-
tion B-uniforme, la distribution de cette application est uniforme. C’est une dis-
tribution bien connue; selon cette distribution le nombre de points cycliques est
génériquement supérieur a tout polynome de la forme n7 ou 0 < v < %

Si on regarde les points contenus dans les cycles d’une application, on remarque
qu’ils forment une permutation ; le ppcm de la longueur de ces cycles est exactement
I'ordre — ordre dans le contexte des groupes — de la permutation formée. Pour la
loi B-uniforme, la distribution de la permutation formée par les cycles est uniforme
lorsque le nombre de points cycliques est fixé.

Un travail d’Erdés et Turdn [ET67], sur la distribution uniforme des permuta-
tions, permet de montrer que I’ordre d’une permutation de taille n est génériquement

logn

‘o 1 A p .
supérieur a n3 Grace au résultat d’Edmund Landau, sur 'ordre maximum de

permutations, on peut montrer que méme en ne considérant que les grands cycles,
le ppem est environ n® 8™,

Ce résultat et le résultat sur la distribution du nombre de points cycliques nous
permet de montrer que le ppcm des longueurs des grands cycles est génériquement

super-polynomial.

D DD

FIGURE 2.5 — A gauche un automate déterministe complet & une seule lettre. A droite la
déterminisation de son miroir — sans processus d’émondation préalable —. On remarque
que & gauche 'automate possede un a-cycle (6,9,10) primitif de longueur 3 et un autre
(3,8) de longueur 2. A droite Pautomate possede un cycle de longueur 6 qui est le ppcm
de 3 et 2. Le cycle (8,3) ne peut étre rendu accessible que si on ajoute & I'automate une
seconde lettre.

Sur la figure 2.6 on présente des observations expérimentales sur les ppcm des
longueurs des grands a-cycles accessibles.

2.4 Preuves

Dans la section précédente nous avons présenté les grandes idées de la preuve
du théoreme 4. Nous allons maintenant donner les détails de cette preuve. Nous
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FIGURE 2.6 — Moyenne des ppcm des périodes des a-cycles accessibles et primitifs d’auto-
mates a deux lettres tirés uniformément. Les moyennes ont été calculées sur des échantillons
de 100 automates. Les tailles des automates générés sont représentées en abscisse, les
moyennes des ppcm obtenus sont représentées en ordonnée.

rappelons qu’elle utilise les cycles étiquetés par la lettre a.

On rappelle qu’un cycle est appelé un a-cycle si les transitions qu’il emprunte
sont uniquement étiquetées par la lettre a — voir définition a-cycle page 77 —
On rappelle aussi que ce cycle est appelé un cycle primitif si le mot & deux lettres
définit a partir de la succession des état terminaux et non-terminaux n’est pas une
puissance d’'un mot strictement plus petit.

Définition 2 Soit un automate A, ¢ une lettre de A, soit E un sous-ensemble
d’états de A et I l’ensemble des états initiaur de A.

Pour un ensemble d’état S on pose ¢(S) les états atteignables par des transitions
partant de S et étiquetées par la lettre c. On définit alors ¢°(I) = I et ¢"(I) =
o(¢" (1))

On appelle trace des états initiaux par la lettre ¢ sur E, la suite (¢" (1) N E), oy

Cette définition ne sert qu’a énoncer le lemme suivant.

Lemme 2 Soit A un automate — pas forcément déterministe —, et soit C' un a-
cycle primitif de A de longueur £. St aucun état du cycle ne posséde une transition
entrante étiqueté par a et provenant d’un état extérieur au cycle, alors la trace des
état initiauz par la lettre a sur le cycle C est périodique de période €.

Lemme 3 Soit un automate A déterministe qui contient m a-cycles primitifs et
accessibles de longueurs 01, {o,..., by. On émonde A, on déterminise son miroir.
Alors la taille de l'automate obtenu est au moins égale a ppem(fy, Lo, ... ly).
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FIGURE 2.7 — Exemple d’un a-cycle de longueur 9 et de période 3. On remarque que
la taille de la trace des états initiaux par la lettre a sur les états du cycle est 3 :
{1,4,7} % {2,5,8} “ {3,6,9} % {1,4,7} % {2,5,8} % ...

Jomo

On prouve ce lemme en observant, lors de la déterminisation, la suite des états
obtenue en lisant uniquement la lettre a et en regardant a quel moment on retombe
sur un état déja vu. Regarder la trace de cette suite sur les états des a-cycles suffit
pour conclure.

Preuve : Pour ¢ < m on appelle C; le cycle de longueur ¢;. Dans la suite on
utilisera indifféremment C; pour désigner le cycle ou I’ensemble des états par lequel
ce cycle passe. On pose A’ que I'on obtient aprés avoir émondé et renversé I’automate
A. On veut montrer que le déterminisé de A" possede au moins ppem(£y, g, ..., )
états. Soit I lensemble des états initiaux de A’. Comme tous les cycles C; sont
accessibles et primitifs dans A alors les états de ces cycles ne sont pas supprimés
lorsqu’on émonde A et donc ces cycles sont présents dans A’.

Pour un ensemble E d’états de A" on pose ¢(FE) U'ensemble des états atteints par
des transitions étiquetées par a et partant de E. On définit la suite (¢ (1)) jen par la
récurrence suivante : ¢°(I) = I et ¢/ (I) = ¢(¢?~1(I)) si j > 0. Dans le déterminisé
de A’ cela correspond a la suite des états parcourus en empruntant uniquement des
transitions étiquetées par a et en partant de ’état initial.

On peut faire la remarque suivante : supposons deux entiers s et ¢ qui vérifient
d*(I)NC; = ¢*(I) N C;, alors comme les transitions des a-cycles C; sont issus d’une
fonction leurs état ne possede pas de transitions entrante étiquetée par a provenant
de I'extérieur du cycle et donc chaque C; vérifie les hypotheses du lemme 2 page 35.
On on déduit que s — ¢ est divisible par la longueur ¢; du cycle C;.

Soient deux entiers s et t tels que t < s et ¢3(I) = ¢*(I) alors pour tout cycle
C; on a ¢*(I) N C; = ¢'(I) N C; donc pour tout entier i, s — t est divisible par /;.
Donc s — t est divisible par le plus petit multiple commun aux entiers f1, ..., {p,.
Ainsi ppem(£y, ..., 6,) < s —t. La proposition contraposée est que pour tout couple
d’entiers s, t tel que t < s si s —t < ppem(ly, ..., 4y,) alors ¢*(I) # ¢'(I). Ce qui
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implique que la suite (¢’ (1)) jen
Or les ¢7(I) sont des états du déterminisé, donc le déterminisé de A’ possede au

prends au moins ppem(4y, ..., £,,) valeurs différentes.

moins ppem(4y, ..., £y,) états différents. O

La suite de la preuve consiste a montrer qu’il y a génériquement suffisamment
de a-cycles accessibles et de longueurs suffisamment grandes et variées pour que le
ppcm de leur longueurs dépasse n’importe quel polynéme en n. Les deux lemmes
qui suivent montrent que si un cycle est suffisamment grand alors la probabilité
qu’il ne soit pas accessible est faible.

On commence par énoncer ce premier lemme qui est du a Arnaud Carayol et
Cyril Nicaud [CN12].

Lemme 4 [] existe un réel a strictement positif qui dépend de la taille de l’alphabet
tel que la proportion des états accessibles selon la distribution B-uniforme soit gé-
nériquement plus grande que a.

Comme la partie accessible d’un automate dépend uniquement de sa struc-
ture de transitions et de I’état initial, ce lemme s’applique dans tous les cas ou la
structure de transition est distribuée uniformément et que 1’état initial est choisi
indépendamment de cette structure. La distribution des états terminaux n’inter-
vient pas ici.

Preuve : Soit un automate déterministe complet A de taille n. Le sous-automate
de A uniquement composé des états accessibles est un automate déterministe com-
plet accessible.

Sachant cela, pour choisir un automate qui possede une partie accessible de
cardinal ¢ il faut, choisir la structure de transitions du sous-automate accessible
complet de taille 4, choisir les étiquettes des états de ce dernier, et choisir les transi-
tions restantes de fagon arbitraire. On rappelle que 1’état initial est toujours 1’état
1.

On pose T; le nombre d’automates déterministes complets accessibles de taille ¢,
étiquetés de 1 a ¢, ayant 1 comme état initial. Soit X, la variable aléatoire qui compte
le nombre d’états dans la partie accessible d'un automate déterministe complet de
taille n. On a

T (1) it

P(X, =1i) = v

Dans [Kor78] Korshunov montre que

7 (3

ou Ej, dépend de k mais ne varie pas avec ¢ et oll { iZ} est un nombre de Stirling

de deuxieme espece.
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i
Dans [Goo61] Good donne une approximation asymptotique de { Z} :

{m} N (ki)! - (err —1)"
i) dl (o)™ 2mki(1 — kemPr)

ou py est 'unique solution positive de I’équation en x suivante : x = k — ke™®

En combinant ensemble ces deux formules asymptotiques on obtient

AN
Tir\gG(m)' ¢

AR

ol G et ¢ ne dépendent pas de i.

On remplace le terme (ik)! par 1’équivalent asymptotique, calculé par Stirling,
de la suite factorielle, on obtient

Ty ~ K~ it
K3
ou K et v ne dépendent pas de 1.

On remplace le terme T; dans l'expression de P(X,, = 7). On obtient
n—1\_ ;i (i\"
P(X, = i) ~ K~y L
e (2
TG G
i \i) \n n

Soit un réel a, 0 < a < %

On utilise la majoration suivante : pour tout entier ¢, ¢ < 5 on a
n en\t
D= (%)

Donc

Comme dans la somme i < an, on a & < a, donc

P(X, <an) < ZeiK'yi <7i>a(k_1)i(1 +0i(1)),
=1

< % STi-(1+0i(1)) (emkﬂ)iK

i=1

Si on choisit a, 0 < a < % de telle facon que eya*~!

soit inférieur a 1 alors
P(X,, < an) tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

O
Le lemme qui suit est di & une idée d’Andrea Sportiello.
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Lemme 5 Pour la distribution uniforme des structures de transitions, les a-cycles
ayant une longueur supérieure a log(n) sont génériquement tous accessibles.

Preuve : Pour un entier naturel n, on pose Clog(n)<,n 'ensemble des automates
de taille n ayant un cycle non-accessible plus grand que log(n).

Soit X, la variable aléatoire qui compte le nombre d’états accessibles.

Soit a, o < 1 tel que P(X,, < an) tende vers 0. Un tel a existe voir Lemme 4.

Comme on a
P(Clog(n)g,n) < P(Xn < om) + IP’(om < X, Clog(n)g,n)'

Il suffit de montrer que P(an < Xy, Cog(n)<n) tend vers 0.

Soit Cy , 'ensemble des automates déterministes de taille n possédant un a-cycle
de longueur ¢ dans leur partie qui n’est pas accessible.

On veut majorer P(X,, =,Cy,).

Pour compter le nombre d’automates qui possedent une partie accessible de
cardinal ¢ et qui possedent un a-cycle non accessible de longueur £ il faut choisir les ¢
états accessibles de 'automate, un automate accessible de taille 7, les £ états du cycle
parmi les états non accessibles, les ordonner dans ce cycle et choisir arbitrairement
les transitions qui ne sont pas dans le a-cycle.

On remarque que le choix arbitraire des autres transitions peut aboutir a la
création d’un autre cycle non accessible de longueur ¢. Cette fagon de compter
donne donc une majoration de P(X, = i,C;,). De plus on suppose que 1 est
toujours un état accessible.

Donc

ou 7; est le nombre d’automates déterministes complet accessibles de taille 7. De
cette formule on déduit la majoration

P(Xn =1,Con) < <”£_Z> (=10t P(X, = ).

(nzl)'w_mnEZ%'“W—MM

Donc

P(Xn =1, Cﬁ,n) (n - i)é ’ n—é : P(Xn = Z)

IN
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P(an < Xp, Clog(n)g,n) = Z P(Xn =1, Cl,n),

log(n)<¢
an<i
< Z (n —an)‘n* Z P(X, =1),
log(n)<( an<i
<Plan<X,) Y. (1-a),
log(n)<¢
<Y o

log(n)<t

Cette derniere majoration est le reste d’une série convergente, on a donc que la

quantité P(an < X,, Clog(n)gn) tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini. O
L’accessibilité des cycles ne dépend que de la structure de transition d’un auto-

mate, c’est pourquoi la preuve ne traite pas la distribution des états terminaux.

Lemme 6 Pour tout réel a, 0 < a < %,

fonction uniforme de n dans n est génériqguement plus grand que n®.

le nombre de points cycliques d’une

Les fonctions aléatoires de [n] dans [n] sont des structures classiques de com-
binatoire analytique et de probabilités discretes. Ce résultat peut-étre obtenu par
des méthodes de combinatoire analytique. Pour plus d’information sur ce genre de
méthode on peut consulter [FS09] ou [FO89]. La preuve utilisée ici contient uni-
quement des calculs de probabilités discretes. On regarde la suite des images d’un
entier 1 et on montre que la partie cyclique de son orbite est génériquement plus
grande que n®.

Preuve : Soit f une application de [n] dans [n] tirée de facon uniforme. On définit
la suite (fe(l))ZeN par la récurrence suivante fO(1) = 1 et (1) = f(f*1(1)) pour
£ > 0. La suite prend ses valeurs dans un ensemble fini. Il existe donc deux entiers
naturels i et j, i < j tels que fi(1) = f7(1). On prend un tel j et un tel i les
plus petits possibles. Les points cycliques de la suite sont les points f¢(1) tels que
1 < £ < j.Soient Y, la variable aléatoire de la valeur de j et X,, la variable aléatoire
de la valeur de i. On veut montrer que la suite P(Y,, — X;,, < n®) tend vers 0 lorsque
n tend vers l'infini. Soit un entier naturel m, m < n. Pour que la valeur Y,, soit
supérieure ou égale a m il faut et il suffit que pour tout entier naturel ¢, ¢ < m on

ait f1(1) ¢ {£9(1), f1(1), .., /= (1)}. Done

e (1-4) (-2)- (-5

On a évidemment P(X,, =k | Y, =m) = #ﬂ pour 0 < k < m.

Montrons que pour tout réel 8 qui vérifie a < § < % on a génériquement

n? <Y,.




2.4. Preuves 41

La fonction exp(—2x) est convexe et son image en z = % — resp en 0 — est
inférieure a 'image de 1 —x en % — resp. en 0 —. Donc pour tout réel z, 0 <z < %
on a exp(—2z) <1-—x.

Sim < 3, en utilisant cette inégalité on a

P(m <Y,) > exp (—2711) - exp (—2712) ...exp (—W) :

Puisque n® < 5 a partir d'un certain rang de n, on suppose que 'on dépasse ce
rang et on remplace m par n® dans la formule.

On obtient alors ”MT*”CY qui tend vers 0 car a < %

Donc P(n® <Y,,) tend vers 1 et P(Y,, < n®) tend vers 0.

Soit un entier naturel k, k < n? alors

" P(X,=k|Y,=0P(Y, =t
P(Xp=k|n’<V,)=>" ( | ) )

1 < PV, =t)
PX,=k|nf<V,)<—S —nrn—"
( | n” < )—nﬁt;P(nﬁgyn)

Ainsi P(X,, =k | nP < Y,) < n% pour tout k£ < n?. Donc

«
P(Y, — X, <n® | n® <V,) < 2o
n
Or comme a < 3 alors P(Y;, — X,, <n® | nf <Y},) tend vers 0.

Comme nous avons
P(Y, — X, <n%) <P(Y, — X, <n®|n” <Y,) -P(n° <Y,)+P(Y, <n?),
alors P(Y,, — X, < n®%) tend vers 0. O

Lemme 7 Soit n un entier naturel non nul et soient o et T deux permutations de
méme taille. On tire une fonction de n dans n uniformément. Alors :
— Les points cycliques de la fonction de n dans n aprés avoir été normalisés
forment une permutation.
— La probabilité que cette permutation soit égale a o est la méme que celle
d’étre égale a T.

Preuve : Une fonction de n dans n peut étre vue comme une permutation d’arbres
de Cayley telle que la somme des tailles des arbres soit égale a n. Cette permutation
est aussi la permutation des points cycliques de la fonction.
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On peut définir une application qui a une fonction de n dans n associe un
ensemble d’arbres de Cayley et une permutation ayant pour taille le cardinal de cet
ensemble — voir figure 2.8 page 42 —.

Cette application est bijective, c’est a dire que n’importe quel couple formé
d’une permutation de taille ¢ et d’'un ensemble d’arbres de Cayley de cardinal ¢ est
I’image d’une une unique fonction f par cette application. La taille de f est la taille
de I’ensemble d’arbre au sens combinatoire c’est a dire la somme des noeuds de tous
les arbres de ’ensemble.

Donc a permutation fixée de taille 4, si I'on souhaite compter le nombre de
fonctions de [n] dans [n] dont les points cycliques forment cette permutation, il
suffit de compter le nombre d’ensembles d’arbres de Cayley de cardinal i et de taille
n.

Ainsi, pour la distribution uniforme sur les fonctions de [n] dans [n], deux per-

mutations de méme taille ont une méme probabilité d’étre tirée. O
2
17t \ v\ s
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FIGURE 2.8 — A gauche le graphe d’une fonction. A droite sa décomposition en un ensemble
ordonné d’arbres de Cayley et en une permutation.

Lemme 8 Génériquement, une permutation de taille N posséde moins de 2log(N)
cycles pour la distribution uniforme sur les permutations de taille N .

Preuve : Soit Xy la variable aléatoire du nombre de cycles d’'une permutation
uniforme. L’espérance E(X ) du nombre de cycles d’une permutation est équivalent
a log(N) — voir [FS09, p. 644] —. L’écart type o(X ) du nombre de cycles est égal

a /log(N).
P(Xn > 2log(N)) =P(Xny —log(N) > log(N)),
<P(| Xy — B(Xn)| = log(N)).

En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev on peut écrire

o2(X
B( Xy — B(X)| > log(V)) < T5N,

Donc P(Xy < 2log(N)) tend vers 1. O
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Lemme 9 Pour la distribution B-uniforme, 0 < 8 < 1, tous les cycles de longueur
plus grande que log(n) sont primitifs avec une probabilité qui tend vers 1.

Preuve : Soit un cycle de longueur £. On part de I'état du cycle qui possede
I’étiquette la plus petite et on lit, dans l'ordre des a-transitions, tous les états du
cycle. Chacun de ces états peut étre terminal ou non terminal. En associant les
états terminaux a une lettre x et les états non terminaux & une autre lettre y, la
succession de ces états est associée a un mot w. Ce mot, de longueur ¢, ne contient
donc que des lettres x ou y.

Posons X, la variable aléatoire associée au mot w lu sur un cycle.

La probabilité P(X, = w) dépend uniquement de son nombre d’état terminaux
et non terminaux. Si son nombre d’état terminaux est k alors cette probabilité est
égale a

P(X, =w) = 51— B)F

Le cycle n’est pas primitif si le mot peut s’écrire comme une puissance d’un mot
plus petit u. C’est & dire s’il existe un entier naturel d, d # 1 tel que u? = w. S'il
existe un tel d alors évidemment d divise £.

Soit E, I’évenement : le cycle de longueur ¢ n’est pas primitif.

On a

IP’(EE)SZZIP’X =

£
dcgéel ucAd

En partitionnant I’ensemble des mots de taille g selon 7 : leur nombre de lettre
x on obtient

<. Qs

)5” _ gy,

rEy <3 Y (!

dle o<i<t
d#1

1N ¢
P(E) <) ((5% (1 —/s)d)d) :

dje
d#1

1
On pose ||B]], = (8 + (1 — B)7)s.
On utilise I'inégalité suivante : si 1 < p < g alors |[B]|g < |8,
Comme pour tout diviseur d on a 2 < d < ¢, en remplacant dans la formule on

Ep) <Y [18l15 < 1Bl

dj¢
1#d
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Or pour tout réel 5,0 < 8 < 1ona ||5||, < 1. On pose A = ||3||,. La probabilité
qu'un cycle de longueur plus grande que log(n) soit primitif est donc supérieure a
1 — log(n) &™),

En supposant qu’il n’y ait pas plus de 2log(n) a-cycles, le tirage des états
terminaux étant indépendant du tirage de la structure de transition, la probabilité
que tous les cycles plus grand que log(n) soient primitifs est supérieure a

2log(n
(1 —log(n)/\log(”)> ol ).

Cette fonction tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini.

D’apres le lemme 8 il y a génériquement pas plus de 2log(n) a-cycles. Donc la
probabilité qu’il n’y ait pas plus de 2log(n) a-cycles et que les cycles de longueur
supérieure & log(n) soient primitif tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. A fortiori
la probabilité que tous les a-cycles de longueur supérieure a log(n) soient primitifs
tend vers 1. O

Le lemme suivant est di a Pal Erdos et a Pal Turan.

Lemme 10 Erdés et Turdn. Pour la distribution uniforme, l’ordre d’une permuta-
1
tion de taille n est génériquement plus grande que ns'°8™.

Preuve : L’article d’Erdés et de Turdan [ET67] donne des résultats bien plus
précis. Ici utilise que la distribution du logarithme de 'ordre d’une permutation de
taille n a pour moyenne %log2 n et pour variance %log?’ n et que cette distribution
centrée réduite converge en loi vers la loi normale. O

On appelle un grand cycle d’'une permutation uniforme, un cycle dont la longueur
dépasse 3log(¢), ou / est la taille de la permutation.

Lemme 11 Dans une permutation aléatoire uniforme de taille £ le ppcm des lon-
gueurs des grands cycles de cette permutation dépasse génériquement exp(% log?(¢)).

Preuve : Soit une permutation o de taille £. On sépare les cycles de cette permu-
tation en deux ensembles. On pose P l’ensemble des cycles de longeur plus petite
que 3log(¢) et on pose G 'ensemble des cycles restants. Pour un ensemble de cycle
E on appelle L(E) le ppcm des longueur de ses cycles. Le ppcm des cycles o est
égal & L(PUG). Or on a L(PUG) < L(P) - L(G) done X555 < L(G).

On note vy la borne supérieure du ppcm des longueurs des cycles des permuta-
tions de taille ¢. Un résultat de Landau montre que le logarithme de vy est asymp-
totiquement équivalent a la suite v/flog¢. On en déduit que le ce ppcm est borné
supérieurement par la fonction exp (QJW) a partir d’un certain rang £.

L’ensemble des cycles de P forment une permutation. D’apres le lemme 8 le
nombre de cycles d’'une permutation de taille £ est génériquement inférieur a 2log ¢
donc la permutation formée par les cycles de P est de taille inférieure & 6log? £.
En appliquant le résultat de Landau on en déduit que génériquement le ppcm des

longueurs de ces cycles est borné supérieurement par exp <2 \/ 6 log? €log(log2 Z))
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Le lemme 11 nous dit que génériquement exp(% log?¢) < L(PUG).

L(PUG) exp(; log? /) 172
> > > =
Donc on a L(G) > ey 2 eXp<2\/6log2€ os(610870) L(G) > exp(31og* /) O

Lemme 12 Dans une fonction aléatoire uniforme de taille n, le ppcm des cycles
de longueur plus grande que log(n) est génériquement plus grand que tout polynéme
en n.

Preuve : Soit F), la variable aléatoire qui prend ses valeurs dans §,, — ’ensemble
des fonctions de taille n — et qui suit la distribution uniforme sur §,. C’est a dire
que pour n’importe quelle fonction f € §,, P(f = F,) = Wlnl Soit G, la variable
aléatoire qui prend ses valeurs dans &, — l’ensemble des permutations de taille
n — et qui est uniforme sur &,,. C’est a dire que pour n’importe quel permutation
o,0 €86, Plc=G,) = |®—1n|. Pour une permutation o on pose L,(o) le ppcm des
longueurs des cycles plus longs que r et |o| la taille de la permutation. Soit f la
fonction qui & un entier naturel n associe le réel exp(% log?(n)). Pour une fonction
g de [n] dans [n] on associe Cy(g) la permutation normalisée associée aux points
cycliques de g.

On veut montrer que, pour tout entier naturel p, P(Liog(n) (Cy(F7,)) > nP) tend
vers 1 lorsque n tend vers l'infini.

D’apres le lemme 7 pour toute permutation o de taille ¢, £ < n on a

B(Cy(Fa) = o | [Cy(F)| = €) = B(Gy = o).

Donc on en déduit que pour tout couple d’entiers naturels non nuls n et £ on a
P(f(£) < Lyiog(e) (Cy(Fn)) | |Cy(Fn)| = £) = P(f(£) < Lsiog(e)(Gr))-

On définit la suite (1), de la maniere suivante :
my = IEEEP (f(l) < L310g(i) (GZ)) .

D’apres le lemme 11 nous savons que P(f(i) < Lgjog(;)(G:)) tend vers 1 lorsque ¢
tend vers l'infini, donc my tend vers 1 également. De plus my est croissante.
On suppose que ns < {; on a que log(n) < 3log(¢) et donc que

m y SB(F(13) < Liogn) (o) )

1
n3

Calculons la limite de P (Llog(n)(Cy(Fn)) > f(n%)) lorsque n tend vers l'infini.
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P (Liog(uy(Cy(F) > f(13)) = 37 P (Liggn) (Cy(F)) > f(nd), [Cy(Fy)| = ¢)

1
n3 </t

> 3 P (Liog((Cy(F) > f(n¥) | |Cy(Fy)| =€) - B(ICy ()]

n%<€
> 3" mP(Cy(Fy)| = 0)
n%<€
>m 4 3 P(Cy(F) =)
€>n%
>m  P(nd < |Cy(F,))).

1

Or on sait que m 1 tend vers 1 et comme 5 < % le nombre de points cycliques

1
n3
est génériquement plus grand que n3 — voir lemme 6 — donc P (n% < |Cy(Fn)|)

L

tend vers 1 également. De plus f (n%) = exp (%logQ(n)) = n36 198" et dépasse
donc tout polynéme en n. Donc génériquement le ppcm des cycles de longueur plus
grande que log(n) dépasse tout polynéme en n. U

Preuve du Théoréme 4 : On s’interesse aux a-cycles de longueur supérieure a
log(n) selon la distribution S-uniforme. Le lemme 5 montre que génériquement ces
cycles sont tous accessibles. Le lemme 9 montre que génériquement ces cycles sont
tous primitifs. Le lemme 12 montre que génériquement le ppcm des longueurs de
ces cycles dépasse tout polynome lorsque n tend vers 'infini. Alors selon le lemme
3, le determinisé du miroir d’'un automate de taille n tiré selon la distribution S-
uniforme posséde un nombre d’état qui dépasse génériquement tout polynéme en n.
Donc la complexité cette déterminisation, qui est I’étape 4 de l'algorithme, dépasse
tout polynéme en n. O

2.5 Perspectives sur ’algorithme de Brzozowski

La distribution étudié engendre un grand nombre d’état terminaux, génériquement

en quantité linéaire. On peut se poser la question que se passe t-il si la probabilité
1
logn

pour un état d’étre terminal varie avec la taille de 'automate ? Par exemple
ou bien si le nombre d’état terminaux est constant.

Cette question, qui se pose aussi pour les autres algorithmes de minimisation
— [Dav12], [Dav10], [BDN09], [BDN12] — est pour l'instant ouverte. En ce qui
concerne ’étude de ’algorithme de Brzozowski présenté dans ce chapitre on peut
adapter une partie des preuves a condition d’ajouter une lettre a l'alphabet et
montrer qu’en moyenne la complexité de 'algorithme reste super-polynomiale méme
¢’il n’y a qu’un seul état terminal. C’est un travail en cours de finalisation ce qui
explique qu’il n’apparait pas dans ce manuscrit. Les principales étapes de la preuve
pour un alphabet de cardinal 3 sont :

f)
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— 11 existe souvent un arbre pour la lettre b de taille au moins 2n/3.

— Cet arbre est souvent co-accessible car génériquement dans I’automate il y a
une unique composante fortement connexe stable, qui en plus contient plus
de la moitié des états.

— On en déduit qu’il existe souvent un mot u tel que si on lit w depuis I’état
initial de I’automate miroir 'ensemble d’état obtenus contient la racine du
grand b-arbre.

— En utilisant les propriétés typiques des arbres et des fonctions aléatoires on
en déduit qu’il existe un entier i tel que si on lit ub® depuis I’état initial du
miroir on atteint un ensemble possédant \/n éléments.

— Cet ensemble joue le méme role que des états terminaux rendant les a-cycles
primitifs : on peut trouver d a-cycles de longueur & peu prés y/n qui sont
primitifs.

— Pour conclure la preuve on montre que le ppcm de ces a-cycles est suffisam-
ment souvent supérieur a C' - y/n".

Une autre question naturelle est de ne considérer que les automates accessibles.
D’un point de vu combinatoire ce sont des études plus compliquées; il y a néanmoins
une technique décrite dans l'article [CN12] qui permet d’établir des résultats sur les
automates accessibles a partir de résultats sur les automates généraux. Il semblerait
que cela fonctionne encore une fois dés que I'on a un alphabet de cardinal supérieur
ou égal a 3. C’est également un travail en cours.

Si ces travaux aboutissent on pourra directement en déduire que la complexité en
moyenne en état de 'opération miroir est super-polynomiale. Cela signifie que si on
choisi un langage rationnel dont I’automate minimal est de taille n uniformément au
hasard, le nombre d’états de 'automate minimal de son miroir est super-polynomial
en n.

Dans un autre ordre d’idée, puisque ’algorithme de Brzozowski fonctionne sur
des entrées non déterministes, il serait pertinent d’étudier son comportement sur
des automates non déterministes aléatoires. Cela présente un probleme majeur car
il n’y a pas de < bon > modele connue. Une étude expérimentale a été faite par Ta-
bakov et Vardi [TV05] : ils ont étudiés une distribution de type Erdés-Rényi [ER59]
sur les automates non déterministes, en comparant 'efficacité de I'algorithme de
Brzozowski a l'algorithme consistant a d’abord déterminiser puis a appliquer ’al-
gorithme de minimisation d’Hopcroft.

D’apres leurs résultats expérimentaux il semblerait que les deux algorithmes
sont compétitifs, et qu’il vaut mieux utiliser I’algorithme de Brzozowski dés qu’il y
a plus de 1,5 - n transitions et 'autre algorithme sinon.

Il serait tres intéressant mais probablement difficile de donner une explication
rigoureuse de ces observations.






Automates acycliques

Dans les deux chapitres suivants nous proposons deux méthodes de génération
aléatoire d’automates acycliques. Un automate acyclique est un automate dont le
graphe sous-jacent ne possede aucun cycle. L’ensemble des automates acycliques est
exactement ’ensemble des automates émondés qui reconnaissent un nombre fini de
mots.

Ils sont donc notamment utilisés en traitement automatique des langues : ils
permettent de représenter de facon compacte un dictionnaire tout en permettant
un test d’appartenance linéaire en la longueur des mots cherchés.

Notamment il peut étre pertinent, dans ce contexte, de définir la taille d’un
ensemble de mot comme la taille de I’automate minimal acyclique qui reconnait cet
ensemble.

Ces applications naturelles ont suscitées de nombreux travaux sur cette catégorie
d’automates [CCMO09],|CCM10]. Le résultat le plus célebre est sirement 1’algorithme
de minimisation de Dominique Revuz qui miniminise un automate acyclique en un
nombre linéaire d’opérations [Rev92].

D’un point de vue plus combinatoire, plusieurs travaux se sont intéressés a
I’énumération et a la génération de ces automates.

Liskovets donne une formule d’inclusion-exclusion [Sta00] qui compte le nombre
d’automates acycliques [Lis06], malheureusement la somme alternée rend l’estima-
tion asymptotique difficile. Voici la formule; a(n) compte le nombre d’automates
acycliques de taille n.

n—1 n
a(n) =" < )(—1)””@5 + 1) q(). (2.1)

t=0 t

Une preuve de ce type de formule est donnée page 89.

Michael Domaratzki a donc tenté une autre approche pour encadrer ce nombre
— [Dom02],[DKS01] —.

Cependant, les formules qu’il propose également mal adaptées pour faire de
I'asymptotique, et ne sont méme pas tres précises puisque les bornes supérieure et
inférieure différent d’un facteur exponentiel.

Concernant la génération, le seul résultat disponible a notre connaissance est
du a Almeida, Moreira et Reis qui ont publiés une maniére de générer de maniere
exhaustive tous les automates acycliques d’une taille donnée — [AMRO8] —.

Malheureusement le nombre d’automates croissant tres vite avec la taille n, on
peut difficilement dépasser n = 11 ou n = 12.

Nous avons donc cherché & construire des générateurs aléatoires d’automates
acycliques et d’automates acycliques minimaux. Il peuvent étre utilisés pour tester
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n|s=1273,... s=1 §=2 s=3 s=4
0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
2 7 6 1 0 0
3 142 96 45 1 0
4 5 941 3 048 2 640 252 1
5 428 856 163 560 218 100 45 920 1275
6 47 885 899 13 412 160 24 870 960 8 938 440 658 200
7 | 7685040 448 | 1 568 700 000 3 792 703 320 2 032 357 320 282 742 950

FIGURE 2.9 — Le tableau de gauche énumere le nombre total d’automates acycliques
en fonction du nombre d’états. Les tableaux de droite donnent le nombre d’automates
acycliques en fonction du nombre d’états et du nombre de sources. Le cardinal de ’alphabet
est 2.

empiriquement des performances d’algorithmes sur ces automates, mais également
pour observer la forme typique d’un automate acyclique de grande taille et assister
de futures analyses théoriques.

Propriétés sur les automates acycliques

Un automate acyclique est défini comme un automate déterministe — non com-
plet — dont le graphe sous-jacent est acyclique.

Lemme 13 Soit A un automate acyclique de taille n. Soit un chemin ...,e_1, t_1,
eo, t1, €1, ... de A. Alors la longueur de ce chemin est finie et passe au plus par n
€tats et tous ces états sont deux a deux différents.

Cela implique que tout chemin d’un automate acyclique emprunte au plus n—1
transitions et ces transitions sont toutes différentes deux & deux.

Preuve : Soient deux états e; et e; du chemin, 7,5 € N, ¢ < j. Par I'absurde,
si e; = e; alors le chemin e;,t;41,...,t;,e; forme un cycle ce qui est impossible car
l’automate est acyclique. Donc tous les états du chemin sont différents. Comme
l'automate possede n états, le chemin possede au plus n états, donc il emprunte
n — 1 transitions. O



CHAPITRE 3
Générateur aléatoire par chaine
de Markov

Dans ce chapitre nous présentons un algorithme de génération aléatoire d’au-
tomates acycliques accessibles et déterministes avec une distribution uniforme de
la structure de transition. Cet algorithme utilise des résultats sur les chaines de
Markov — appelées aussi processus Markoviens — et sur leurs distributions limite.

Guy Melancon, Isabelle Dutour, et Mireille Bousquet-Mélou ont utilisé ce type
de méthode, pour tirer uniformément des graphes acycliques [MDBMO1], et Guy
Melangon et Fabrice Philippe [MDBMO1] I'ont utilisé pour tirer des graphes acy-
cliques connexes. La différence avec notre travail est essentiellement que nous tirons
des graphes avec un nombre d’arcs sortants majorés par le cardinal de ’alphabet.

On commence par présenter une premiere variante de ’algorithme ou les états
terminaux ne sont pas pris en compte et puis une seconde version ou les automates
générés sont minimaux. Ces travaux ont été faits avec la collaboration de Vincent
Carnino et ont été publiés dans les actes de la conférence CIAA de 2011 [CF11]
et dans le jounal TCS — Theoretical Computer Science — pour les automates
acycliques minimaux [CF12].

3.1 Algorithme

Dans tout ce chapitre nous considérons uniquement les automates déterministes
acycliques et accessibles. Afin de faire court nous les désignerons par le terme rac-
courci d’<« automate acyclique >.

Notre algorithme consiste a effectuer une suite de déformations aléatoires sur
un automate de ce type en préservant ces trois propriétés.

A la suite de chaque déformation Pautomate se transforme aléatoirement en un
autre automate < proche ». Ce processus se modelise par une chaine de Markov.

L’algorithme de génération aléatoire prend deux parametres qui sont : n le
nombres d’états de l'automate a produire et T le nombre de de modifications
aléatoires a effectuer sur 'automate.

Voici une description sommaire de ’algorithme :

1. On part d’un certain automate a n états qui est déterministe accessible et

acyclique. Toujours le méme.

2. On effectue une suite de T" modifications des transitions de ’automate. Ces
modifications sont choisies aléatoirement et peuvent étre :
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— la suppression d’une transition,

— l’ajout d’une transition,

— la redirection d’une transition,

— on ne change rien.

Apres chacune de ces modifications, ’automate reste accessible, déterministe
et acyclique.

3. On renvoie 'automate apres avoir effectué ces T' modifications aléatoires.

La distribution des automates renvoyés par I’algorithme suit un modele de chaine
de Markov — ou processus de Markov —. Une description plus précise de ’algo-
rithme est proposée a la fin de cette section. Ce qui suit décrit ce qu’est un modele
de chaine de Markov et rappelle quelques résultats utiles sur ces modeles.

Pour plus de précisions sur les chaines de Markov le lecteur pourra se référer
a [LPWO06] ou a [Fel68].

3.1.1 Chaine de Markov

Une chaine de Markov — ou processus de Markov — est un modele probabiliste
associé a un espace discret et & un temps discret. Dans ce modele, a chaque instant,
la distribution de probabilité sur ’espace dépend uniquement de la distribution a
I'instant précédent.

En vérité la définition d’une chaine de Markov est plus générale, mais nous ne
verrons ici que ce type de chaine que l'on appelle chaine de Markov homogene.

Définition 3 Une chaine de Markov dans un espace 0 est un 3-uplet (2, p,I) ot
Q est un ensemble fini, p une fonction de Q x Q@ — [0,1] et I une fonction de
dans [0,1]. De plus les fonctions I et p vérifient les deux propriétés suivantes.

(i) Vi€ Q, 3 icqp(ij) =1,

(i) 2geqI(a) = 1.

Les éléments de €2 sont généralement appelés les états de la chalne de Markov,
mais afin de ne pas confondre les états de la chaine et les états d’un automate, nous
disons que €2 est 'ensemble des places de la chalne de Markov.

La fonction I est appelée la distribution initiale. Les valeurs p(i,j) sont les
probabilités de transitions, dans la suite nous noterons p; ; plutot que p(i, j). Nous
avons précisé que I’ensemble espace €2 est fini, ce qui n’est pas toujours le cas des
chaines de Markov. Cependant nous n’étudions ici que des cas finis.

Une chaine de Markov peut étre vue comme un graphe orienté étiqueté, dont les
sommets sont les places et ou les étiquettes des arcs sont les valeurs des probabilités
des transitions. L’étiquette allant de la place ¢ a la place j est donnée par la valeur
de p; ;. Lorsque cette valeur est nulle, I’arc associé n’est pas dessiné.

Intuitivement, I’étiquette sur un arc allant d’une place j a une place ¢ représente
la probabilité pour qu’étant sur la place j & un instant donné u, on ait < sauté > sur
la place ¢ entre I'instant u et 'instant v+ 1. Remarquons que rien n’interdit a priori
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P22 =1,p3a=1pia=2

Pis =1, ps3=2%pPsa=2%p11=0p2a=0p5=0, ..

ot
'y

)

FIGURE 3.1 — Une chaine de Markov & cing places et sa représentation sous la forme d’un
graphe orienté.

que i = j. Et comme ’ensemble des places possibles est 2 tout entier, la somme des
étiquettes des arcs qui sortent d’une place est toujours égale a 1, ce qui est précisé
par la propriété (i) de la définition d’une chaine de Markov.

L’étude d’une chaine de Markov consiste principalement & connaitre la proba-
bilité d’étre a tel ou tel place de la chalne a un instant donné ou lorsque le temps
tend vers l'infini. Comme le temps est discret et infini nous ’associons aux entiers
naturels. L’instant initial est I'instant 0, les instants suivants sont les instants 1,
puis 2 etc ...

La probabilité d’étre a la place ¢ d’'une chaine de Markov a l'instant 0 est donnée
par la valeur I(z). Comme € représente l’espace tout entier alors la somme des
valeurs que prend (i) lorsque i parcours €2 est égale a 1, ce que précise la propriété
(7i) de la définition.

Soit (Xu),en la suite des distributions successives de la chaine aux instants
t € N. Chaque distribution X,, est une fonction de © dans [0,1] et X, (i) exprime
la probabilité d’étre a la place ¢ a I'instant u.

On a évidemment Xy = I et, & tout instant u, la somme des X, (i) lorsque i
parcourt € est égale a 1. Pour connaitre la probabilité d’étre a la place j a 'instant
u -+ 1 il suffit de connaitre la distribution X, et la probabilité de « sauter > sur
la place j lorsqu’on est sur la place ¢ pour tout i. Cette probabilité est donnée par
Dij-

La relation entre X, et X, 1 est donc

Vi€ Q, Xur1(h) =Y Xuli)pij-
1€Q

On remarque que la fonction X, 41 dépend entierement de X, et des valeurs de
pi,j lorsque i et j parcourent 2.

L’espace € est fini, soit w son cardinal. On associe 2 & 'ensemble [w] des entiers
naturels, et on fait correspondre les distributions X, a des vecteurs de taille w. On
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donne a une chaine de Markov l'interprétation algébrique suivante. Une chaine de
Markov est une suite de vecteurs colonnes (Xy),cy dont les termes sont reliés par la
relation de récurrence X, 1 = ‘PX, ou P est la transposée de la matrice P et ot
P est une matrice de taille w et dont les coefficients sont les p; ;, le premier indice
donnant la ligne et le second la colonne. Le terme initial de cette suite est I = Xj.

Ainsi, certaines propriétés algébriques de la matrice P et du vecteur I se traduise
par des propriétés sur la chaine de Markov.

On remarque que pour toute paire d’entiers £,u on a (*P)*X, = X4/ et que
Pt vérifie la propriété d’une matrice d’une chaine de Markov et correspond & une
transformation de la distribution au bout de ¢ instants.

Nous allons maintenant spécifier quelles sont les conditions suffisantes pour que
la suite de distributions d’une chaine de Markov — X, dans l'exemple — tende
vers la distribution uniforme. Voici pour commencer quelques définitions :

Définition 4 On dit qu’une chaine de Markov est irréductible si pour tout couple
de places i,j il existe un entier £ tel que le coefficient i,j de la matrice P* soit non
nul.

Cela signifie que étant sur n’importe quelle place i de la chaine on peut atteindre
n’importe quel autre place j de la chaine au bout d’un temps arbitrairement grand.
Sur le graphe de la chaine, cela se traduit par le fait que le graphe est fortement
connexe. Cette propriété ne concerne que la fonction p — ou la matrice P — et ne
dépend pas de I.

Définition 5 Le diametre d’une chaine de Markov irréductible est le diamétre du
graphe sous-jacent.

Le diametre de la chalne est le maximum du plus petit nombre d’arcs qu’il faut
emprunter pour aller de n’importe quelle place a n’importe quelle autre place.

Aller d'une place & une autre dans la chalne peut étre réalisé en un nombre
d’étapes inférieur ou égal au diametre.

Définition 6 On dit qu’une place i d’une chaine de Markov est apériodique si sur
le graphe le pged des longueurs des cycles passant par i est 1.

Dit d’une autre fagon, ¢ est apériodique si a partir d’un certain temps tg la
probabilité de retomber sur ¢ en partant initialement de ¢ est non nulle pour tout
instant plus grand que tg.

Comme, sur la matrice P, un coefficient p;,j non nul correspond a un chemin
de longueur ¢ allant de ¢ vers j, alors cela signifie que le pged des éléments de
I'ensemble FE; est 1. Ou ’ensemble FE; est défini par

E; = {¢ € N/le i-eme terme de la diagonale de P* est non nul}.

On remarque que si une chaine est irréductible et posséde une place apériodique
alors toutes les places sont apériodiques.
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Définition 7 On dit qu’une chaine de Markov est une chaine apériodique. St toutes
ses places sont apériodiques.

Définition 8 On dit qu’une chaine de Markov est ergodique si elle est apériodique
et irreductible.

Définition 9 Soient deux distributions X1 et Xo alors on définit leur distance l'une
a Uautre par la formule || X1 — Xo|| = 33,00 1X1(a) — Xa(a)|.

La définition de cette distance est issue d’une norme d’espace vectoriel réel.

Définition 10 Soit S une distribution de 2 et soit I la distribution initiale de la
chaine. St H(tP)gl — S|| tend vers 0 lorsque ¢ tend vers Uinfini on dit que la chaine
tend vers la distribution S. Dans ce cas, il existe deuz réels C' et a, a < 1 tels que

1(tP)'T = 8|| < Cal.
On dit que la convergence est exponentielle.

Définition 11 Une distribution X d’une chaine de Markov est dite stationnaire si
tPX = X.

Théoreme 5 Une chaine de Markov ergodique posséde une et une seule distribu-
tion stationnaire. De plus pour n’importe quelle distribution initiale I, la chaine
tend vers cette distribution stationnaire.

Définition 12 Si une chaine de Markov est ergodique et si I est sa distribution
initiale et S sa distribution stationnaire, on définit le temps de mélange d’une
chaine de Markov comme la plus petite valeur dy telle que H(tP)dOI -S| <L

Le temps de mélange est une mesure de la vitesse de convergence. En particulier
on a ||(tP)£d°I — S| < 27% Le temps de mélange est en regle général difficile &
calculer.

Il existe de nombreuse méthodes permettant d’approcher le temps de mélange
d’une chaine de Markov. Certaines sont tres générales et d’autres sont plus spécifiques.
Le lecteur peut trouver dans [LPWO06] une présentation de ces méthodes.

Théoréme 6 Si la matrice P est symétrique. C’est a dire si pour tout couple de
places i,j on a p; j = pj. alors la distribution uniforme est une distribution station-
naire.

Lorsque la matrice P est symétrique on dit aussi que la chaine de Markov est
symétrique.

Preuve : Soit U le vecteur de taille w représentant la distribution uniforme sur
Q). Les coefficients de U sont tous égaux a % Soient ¢ une place de la chaine et r;
son coefficient associé sur le vecteur ! PU. Calculons r;
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FIGURE 3.2 — Un dessin de R5

— 1,
vy = ZjEQ wPisis
= %Z jeqbij car la matrice est symétrique.

Or par définition de la matrice P d’une chaine de Markov, Ejeﬂ pij = 1. Pour
toute place ¢, r; = %, donc PU = U, donc U, la distribution uniforme, est une
distribution stationnaire. O

3.1.2 Algorithme

Nous allons maintenant décrire I’algorithme plus en détail.

Une modification sur 'automate est effectuée en fonction d’un triplet (p,x,q)
tiré uniformément dans ’ensemble Q x A x ). Ce triplet représente la transition
allant de I’état p vers I’état g et étiquetée par la lettre x. On note cette transition
p = ¢. Si la transition existe alors on la supprime de Pautomate. Si I'état p possede
une transition étiquetée par x mais qui n’est pas dirigée vers ¢ alors on la redirige
vers ¢. Si I’état p ne possede pas de transition étiquetée par x alors on ajoute a
lautomate la transition p = gq.

On remarque tout de suite que ces opérations préservent la propriété de déter-
minisme de I’automate.

Apres une modification si 'automate reste un automate acyclique — et ac-
cessible — on le conserve sinon on annule la modification et on ne change pas
I'automate lors de cette étape.

Au début, I'algorithme part toujours d’'un méme automate que ’on note R,,.
C’est un automate acyclique de taille n, dont chaque état de 1 a n — 1 possede une
et une seule transition sortante. Toutes ses transitions ne sont étiquetées que par
la lettre a. Son état initial est étiqueté par la lettre 1. Son chemin le plus long en
partant de 1 est de longueur n — 1 — exemple figure 3.2 —.

Pour deux états p, ¢ et une lettre z, on note A S p = ¢ Pautomate A auquel
on a enlevé la transition p = g et A @ ¢ = p Pautomate A auquel on a ajouté la
transition g = p.

La fonction EstUnAutomateAcyclique vérifie si un automate est un automate
acyclique, selon la définition que nous avons donnée, c¢’est & dire si il est déterministe,
accessible, et acyclique.

La ligne 10 correspond a l’ajout d’une transition, la ligne 12 a la suppression
d’une transition et la ligne 15 a la redirection d’une transition.

L’automate aléatoire renvoyé au bout de T étapes est un automate de taille n
acyclique déterministe accessible.

A chaque itération de ’algorithme, 'automate courant ne differe du précédent
que d’au plus une transition. On peut utiliser cette particularité pour rendre ’al-
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FIGURE 3.3 — Voici une partie de la chaine de Markov pour n = 3. Les places de la
chaine sont des automates a trois états. Ici sont représentées quatre places, et les transitions
associées aux triplets tirés.
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input(n : la taille de l’automate a produire; T : le nombre de tours de boucle
dans Ualgorithme)

output(A : un automate de taille n)

local(R,, : lautomate ligne; p,q : des états; a : une lettre)

A+— R,

for ¢ allant de 1 a T do

p <— TirerUniformement(Q))

a «— TirerUniformement(A)

q «— TirerUniformement((Q)

if 6(p,a) n'est pas défini then

if EstUnAutomateAcyclique(A®p % ¢) then A+— A p L g

0]

Ise if d(p,a) = q then

if EstUnAutomateAcyclique(ASp % ¢) then A+— Acp S g
else

r<— 0(p,a)

if EstUnAutomateAcyclique(ASp = 7)®p = ¢) then
B A+ (AcpBrepSq

gorithme plus efficace en complexité.

Tout d’abord I’ajout, le retrait ou la redirection des transitions est faite de facon
a conserver la propriété déterministe de 'automate. Il n’est donc jamais nécessaire
de vérifier que I’automate A reste déterministe.

Lorsqu’une transition est retirée nous obtenons un sous-automate du précédent,
nous sommes donc certain que l'automate demeure acyclique puisqu’il I'était déja
avant. Lorsqu’on lui ajoute une transition, 'automate reste évidemment accessible.

De plus, nous avons la propriété suivante.

Lemme 14 Si un automate déterministe est acyclique, alors il est accessible si et
seulement si tous les états, excepté I’état initial, posséde au moins une transition
entrante.

Preuve : Supposons que l'automate soit accessible, alors pour tout état p il
existe un chemin allant de 1’état initial, appelons-le 1, a p. La derniére transition
qu’emprunte ce chemin est une transition qui aboutie sur ’état p. L’état p possede
donc au moins une transition entrante. Supposons maintenant que tout état autre
que 1 possede une transition entrante et montrons que 'automate est accessible.
Considérons un chemin, le plus long possible, aboutissant sur p. Parce que l'auto-
mate est acyclique ce plus long chemin est de longueur finie et les états qu’il traverse
sont tous différents. Le point de départ du chemin est un état qui n’a aucune tran-
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sition entrante, par ’absurde, s’il en avait une alors le chemin ne serait pas le plus
long. Cet état, point de départ du chemin, est nécessairement 1 qui est le seul état
sans transition entrante. O

En prenant en compte ces propriétés nous pouvons produire un algorithme sem-
blable au précédent mais qui est plus efficace en complexité.

Algorithm 1: Algorithme optimisé
input(n : la taille de 'automate a produire; T : le nombre de tours de boucle
dans lalgorithme)
output(A : un automate de taille n)
local(R,, : automate ligne de taille n; U : un tableau de n nombres entiers;
p,q : des états; a : une lettre)

A+— R,
for ¢ allant de2 ando U; =1

U1 +—0
for i allant de1 a T do
p <— Uniforme(Q) ; a ¢+— Uniforme(A) ; ¢ +— Uniforme(Q)
if 6(p,a) n'est pas défini then
if EstAcyclique(A® p = q) then
A— AepSq
Uy +—U;+1

]

Ise if §(p,a) =g and U, > 1 then

A— AopSyg

B Ug+—U;—1

else

r<— d(p,a)

if U, > 1 then

A— AcpSr

if EstAcyclique(A® p % ¢) then
A— AepSq

Ug«—U;+1
U.+—U,—1
else

| Ae—AapSr

return A

La procédure EstAcyclique vérifie si le graphe sous-jacent de I'automate est
acyclique. Elle peut, par exemple, utiliser ’algorithme classique de parcours de
graphe en profondeur qui possede une complexité en O(n).
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Théoréme 7 L’algorithme produit un automate acyclique et possede une com-
plexité de O(nT) opérations élémentaires. La chaine de Markov associée a l’algo-
rithme tend vers la distribution uniforme lorsque le paramétre T tend vers l'infini.
La chaine de Markov posséde un diamétre en O(n).

On rappelle que dans notre définition d’automates déterministes I’état initial
est toujours 1.

Bien que l'algorithme ne semble travailler que sur les automates étiquetés,
comme il s’agit d’automates accessibles déterministes, il est aussi uniforme sur les
automates non étiquetés en vertu du lemme 1 et de la remarque qui le suit.

3.2 Preuves

Cette section montre que la chaine de Markov associée a I’algorithme tend vers la
distribution uniforme. Pour cela on montre que la chaine est irréductible, ergodique
et symétrique.

Preuve (de la complexité) : En utilisant une structure de données adaptée
pour représenter ’automate on peut ajouter, rediriger ou supprimer une transition
en O(1) opérations. Il existe des algorithmes qui permettent de tester I'acyclicité
d’un automate en O(n) opérations et qui sont adaptables & la structure de données
utilisée. Chaque acces aux cases du tableau U se fait en O(1) opérations. Tirer uni-
formément une transition p = ¢ prend O(1) opérations. Donc chaque modification
locale peut prendre au plus O(n+1+4+141) = O(n) opérations et comme le nombre
de modifications est T" alors la complexité totale de 'algorithme est O(T'n). O

Lemme 15 La chaine de Markov associée a l’algorithme est symétrique.

Pour cela nous allons montrer que pour tout couple d’automates A, B, 8’il existe
un arc allant de A vers B alors il existe un arc retour allant de B vers A ayant une
meéme probabilité.

Preuve : Regardons un arc de la chaine de Markov allant d’un automate .4 a un
automate différent B. Il y a trois cas possibles, soit on enleve & A une transition
p % ¢ pour obtenir B c’est & dire que B = A& p 5 ¢ soit on ajoute & A une
transition p = ¢, c’est & dire B = A@® p = ¢, soit on redirige une transition p = r
vers un état ¢, B= (ASp 5 r)®p > ¢. Dans le premier cas si B=A0p % ¢
alors A =B @ p 2 ¢ ce qui veut dire qu’il existe un arc de la chaine de B vers A.
Le second cas est le symétrique du premier. Le troisieme cas, qui correspond a une
redirection, vérifie BOp L ¢g=A0p S r,etdonc (BEOp S q)®p =r=Aeta
partir de ’automate B on obtient Pautomate A en redirigeant la transition p = ¢
vers ’état r. Nous avons montré que pour tout arc allant d’'un automate A a un
automate I3 — étiqueté par une probabilité non nulle donc — il existe un arc opposé
qui va de 'automate B vers 'automate A. Il faut maintenant montrer que ces deux
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arcs ont une méme probabilité. Chaque paire d’arcs partant d’'un méme automate
mene a deux automates différents. Le choix de la modification — qui est lié au choix
du triplet (p, a,q) — suit une distribution uniforme, en conséquence les arcs de la
chaine de Markov reliant deux automates différents ont tous une probabilité égale
a klﬁ donc, en particulier, deux arcs opposés ont une méme probabilité. La chaine
de Markov est donc symétrique. O

Lemme 16 La chaine de Markov est apériodique.

Preuve : Soit A un automate acyclique quelconque de taille n. La probabilité de
tirer la transition 1 = 1 est non nulle et égale & 17112 Or comme le fait de tirer une
telle transition conduit ’algorithme a ne pas modifier ’automate, la probabilité de
rester sur place est non nulle. Il existe donc, dans la chalne de Markov, un cycle de
longueur 1 qui passe par 'automate A. Ainsi, pour tout automate A, le pged de tous

les cycles passant par A est égal a 1. Donc la chaine de Markov est apériodique. [J
Lemme 17 La chaine de Markov associée a ’algorithme est irréductible

Preuve : Pour montrer que la chaine de Markov est irréductible il faut montrer
que pour tout couple d’automates, il y a une probabilité non nulle d’atteindre I'un
en partant de 'autre au bout d’un certain temps, c’est a dire qu’il existe un chemin
allant de I'un a 'autre et qui emprunte des arcs tous étiquetés par une probabilité
non nulle. Pour cela nous allons montrer que pour tout automate A de taille n il
existe un chemin dans la chaine allant de A a 'automate ligne R,,. Comme la chaine
de Markov est symétrique — voir lemme 15 — cela implique qu’il existe également
un chemin allant de R, vers A. Ainsi pour tout couple d’automates acycliques A,
B il existe un chemin allant de A vers R,, et il existe un chemin allant de R,, vers
B, donc il existe un chemin allant de A vers B.

Dans notre cas, pour montrer qu’il existe un chemin allant d’un automate A a
I'automate ligne, il faut montrer que l’on peut appliquer a A une suite de trans-
formations pour aboutir a I'automate R,,. Ces transformations doivent étre celles
de l'algorithme, c’est a dire soit 1’ajout, soit le retrait, soit la redirection d’une
transition. Il faut aussi que, apres chaque transformation, 'automate demeure un
automate acyclique.

Donc soit A un automate acyclique, on considere le plus long chemin partant
de I'état initial et uniquement composé de transitions étiquetées par la lettre b. On
appelle ce chemin C'. Ensuite on supprime toutes les transitions aboutissant sur les
états du chemin C exceptées celles que C' emprunte. L’ordre de ces suppressions n’a
pas d’importance. Les automates obtenus par cette suite de transformations sont
tous des sous-automates de A, ils sont donc tous acycliques et déterministes.

Appelons B l'automate obtenu a la fin de cette premiére suite de transforma-
tions. Si nous montrons que B est accessible, comme B est un sous-automate de
chacun des automates obtenus pour aller de A & B, alors cela prouvera que tous ces
automates sont aussi des automates accessibles.
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Soit p un état quelconque de 'automate B, comme il est accessible dans 1’auto-
mate de départ A, il y existe un chemin allant de ’état initial vers p. Si ce chemin
n’emprunte aucune des transitions retirées alors il est conservé dans B et I’état p est
accessible dans B. Si ce chemin emprunte des transitions retirées il passe forcément
par un des états de C'. Soit r le dernier état de C' par lequel il passe. La partie du
chemin allant de r & p existe dans B puisque qu’elle ne traverse aucun état de C,
de plus r est accessible puisque c’est un état du chemin C et que C part de I'état
initial. Donc il existe un chemin allant de 1’état initial a r et il existe un chemin
allant de r a p. Donc I’état p est accessible.

Maintenant il existe deux cas, dans le premier, le nombre d’états du chemin C
dans 'automate B est n, dans le second ce nombre est inférieur a n. Si nous sommes
dans le second cas, nous allons « faire grandir > C jusqu’a étre dans le premier cas.

Soit ¢ le dernier état du chemin C et soit s un état quelconque qui ne soit
pas dans C, ajoutons a B une transition qui part de ¢, qui aboutit & s et qui est
étiquetée par la lettre b. Nous obtenons un nouvel automate B, B’ est évidement
accessible montrons qu’il est déterministe et acyclique. C' a été choisi comme le
plus long chemin empruntant uniquement des transitions étiquetées par la lettre b.
Ainsi ¢ ne possede donc aucune transition sortante étiquetée par b dans ’automate
A. Dans le cas contraire ¢ ne serait pas le dernier état de C. L’automate B est
un sous-automate de A donc g ne possede aucune transition étiquetée par b dans
I'automate B. Donc en ajoutant une transition a ¢ on ne rompt pas la propriété
déterministe et donc B’ est déterministe.

Montrons que B’ est acyclique par ’absurde. Si il existe un cycle dans B’, puisque
B ne posseéde aucun cycle, un cycle de B’ passe nécessairement par la transition
rajoutée ¢ L s. 1l existe donc dans I'automate B un chemin allant de 'état s &
I’état g. Comme g est un état de C' et que s n’est pas dans C' il existe une transition
qui part d’un état n’appartenant pas a C' pour aboutir & un état de C' cette transition
n’appartient donc pas a C' si on se réfere a la fagon dont le chemin C' est construit.
C’est impossible puisque dans I'automate B toutes les transitions qui aboutissent a
un état du chemin C' appartiennent au chemin C'. Donc ’hypothese d’un cycle dans
B’ ne tient pas, B’ est acyclique.

Dans lautomate B’, on a augmenté la longueur du chemin C, le chemin par-
tant de I’état initial et qui emprunte uniquement des transitions étiquetées par
la lettre b est strictement plus grand que celui de automate A qui est un auto-
mate quelconque. De plus ’étiquette du dernier état s de cette chaine a été choisie
arbitrairement parmi les états qui n’appartiennent pas a C. Nous avons atteint
lautomate B’ en partant de A et en lui faisant subir des modifications locales, qui
correspondent & des transitions de la chaine de Markov. On recommence le proces-
sus pour atteindre un automate uniquement composé de transitions étiquetées par
la lettre .

Ensuite on recommence le procédé mais cette fois ci en ajoutant uniquement
des transitions étiquetées par la lettre a et en choisissant les sommets sur lesquelles
aboutissent ces transitions dans I’ordre de leurs étiquettes. L’automate obtenu apres
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FIGURE 3.4 — Exemple d’une suite d’automates par lesquels passe I’algorithme pour trans-
former un automate en 'automate Ry

ces nouvelles modifications est 'automate ligne R,,. U

Cette preuve est une preuve constructive qui décrit la suite des états par lesquels
on peut passer pour relier n’importe quel automate a 'automate R,,. En comptant
le double du nombre d’automates de cette suite, on obtient une borne supérieure
du diametre de la chaine.

Lemme 18 Le diamétre de la chaine de Markov est en O(n).

Preuve : La premiere étape de la preuve qui consiste a produire le plus grand che-
min étiqueté par la lettre b se fait en un nombre d’opérations borné supérieurement
par n(k + 1), car il faut retirer & chaque état au plus k transitions puis lui ajou-
ter une transition b. Ensuite la reconstruction en 'automate R,, nécessite 2(n — 1)
opérations puisque on retire n — 1 transitions b et on ajoute n — 1 transitions a. [J

Preuve (du théoréme 7) : On a montré que la chaine de Markov associée a
l'algorithme est apériodique, symétrique, et irréductible. Elle tend donc vers une
probabilité uniforme. O

3.3 Algorithme sur automates acycliques minimaux

L’algorithme précédent ne prend pas en compte les états terminaux des auto-
mates générés. La suite de ce chapitre présente une autre version de ’algorithme
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FIGURE 3.5 — Un dessin de Dj

qui génere aléatoirement et uniformément un automate acyclique minimal.

Définition 13 On appelle automate acyclique minimal un automate qui est acy-
clique, déterministe, accessible et minimal.

Le fonctionnement de ’algorithme est semblable a celui du précédent, on effectue
T modifications locales, choisies aléatoirement, sur un automate et qui conservent
un automate acyclique minimal.

L’automate de départ est 'automate D, qui est semblable a 'automate R,,.
C’est un automate acyclique minimal en forme de ligne qui possede un seul état
initial 1 et un seul état terminal : I’état n — voir figure 3.5 —.

1. On part d’'un automate toujours le méme D,,.

2. On lui fait subir une suite de 1" modifications aléatoires locales qui conservent
sa propriété d’automate acyclique minimal. Ces modifications peuvent étre :
— la transformation d’un état terminal en état non terminal ou alors la
transformation inverse — transformer un état non terminal en état ter-
minale —,

— la redirection d’une transition qui existe déja,

— la suppression d’une transition qui existe déja,

— l’ajout d’une transition qui n’existait pas,

— on ne fait rien.

3. On renvoie 'automate obtenu au bout des T' modifications.

On présente en page 65 une description détaillée de ’algorithme. On utilise les
notations introduites lors de la description du premier algorithme dans la section
précédente. On ajoute la notation A@ p, p € [n], qui représente ’automate A ot on
a transformé 1'état p en état terminal (respectivement non terminal) s’il était non
terminal (respectivement terminal).

L’algorithme tire & pile ou face s’il va modifier, soit la structure de transition
de lautomate, soit I’ensemble des états terminaux. Ce dernier cas est simplement
effectué en ajoutant ou en retirant a I’ensemble des états terminaux un état tiré
aléatoirement. La modification de la structure de transition est effectuée de fagon
similaire a ’algorithme précédent. On ajoute des procédures de vérification dans
les cas ou I'automate est suceptible de n’étre plus minimal, ni acyclique. Dans cette
situation-la on annule la dernieére modification jusqu’au prochain tour de boucle.

Le tableau V permet de compter le nombre de transitions sortant d’un état. On
verra plus tard que pour qu’'un automate acyclique soit minimal il ne doit posséder
qu’un seul état sans transition sortante et que cet état doit étre un état terminal.
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Algorithm 2: Markov minimal

else

input(n : la taille de 'automate a produire; T : le nombre de tours de boucle
dans lalgorithme)

output(A : un automate de taille n)

local(U, V' : deux tableaux n de nombres entiers; D, : 1’ automate ligne)

A<+— D,
for p allant de 2 an do U, =1
for p allant del an—1doV, =1

U +—0;V,«—0

for ¢ allant de 1 a T do
b +— Uniforme({0,1})
if b=1 then

p <— Uniforme(Q); a «— Uniforme(A) ; ¢ <— Uniforme(Q)
if 6(p,a) n'est pas défini then
if EstAcyclique(A® p % ¢) and EstMinimal(A @ p % ¢) then
A— AepSyq
Uy +—U;+1
Vp—Vp+1

else if §(p,a) =qgand U, >1 and V, > 1 and
EstMinimal(A ©p = q) then
A— AopSyg

Ug+—U;—1
| Vpe—Vp—1
else

r«— d(p,a)

if U, > 1 then
A— AcpSr
if EstAcyclique(A @ p > ¢) and EstMinimal(A® p % q)
then
A— AepSq
Uy+—U;+1
U-+—U, -1
else
| A AapSr

p <— Uniforme([n])
if EstMinimal(A & p) then
| A«— Adp

return A
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Pour vérifier qu'un automate est minimal — fonction EstMinimal — on peut
utiliser l'algorithme de Dominique Revuz [Rev92] qui s’applique aux automates
acycliques et qui possede une complexité linéaire.

Théoréme 8 La complexité de cet algorithme est O(nT). La chaine de Markov

associée a l'algorithme tend vers la distribution uniforme. Le diametre de la chaine
de Markov est en O(n).

3.4 Preuves

Avant montrer le théoréme nous allons présenter et démontrer quelques pro-
priétés utiles sur les automates acycliques minimaux.

On introduit une classe d’automates déterministes acycliques : les automates en
hamac.

Définition 14 Soit A un automate. On dira que A est un automate en hamac si
— 1l est déterministe et acyclique.
— Pour tout état i de A, il existe un chemin allant de 1 a n passant par i.

Lemme 19 Soit A un automate acyclique — selon notre définition c’est a dire
acyclique déterministe et accessible —. Alors A est un automate en hamac si et
seulement si pour chaque état i, i # n, i posséde au moins une transition sortante.

Preuve : Soit un état i, comme A est accessible il existe un chemin allant de 1
a i. Soit C un des plus long chemin passant par i. Ce chemin est de longueur finie.
Soit t I’état d’arrivé du chemin. Montrons que ¢ = n par I’absurde, si ¢t # n alors il
existe au moins une transition sortant de t. Soit g I’état vers lequel est dirigée cette
transition. Si on ajoute ’état ¢ a la fin du chemin C' on obtient un chemin plus
long. Impossible par hypothese sur C', donc ’hypothese ¢ # n ne tient pas. Donc il
existe un chemin allant de ¢ a n. L’autre sens est facile. O

Définition 15 Soit A un automate sans cycle. Soit un €état p et soit C un des plus
long chemin partant de p. La longueur de C est appelée le rang de i dans A.

Dans un automate en hamac le rang d’un état p est la longueur de I'un des plus
long chemin partant de p et atteignant n. Un automate acyclique est en hamac si
et seulement si n est le seul état de rang 0. Si 'automate est émondé alors le rang
d’un état est le maximum des longueurs des mots reconnaissables par cet état. On
note rang(i) le rang d’un état i. On peut voir, sur la figure 3.6, un exemple des
rangs des états d’un automate.

Définition 16 Soient A = (Q, A, 0, F') un automate déterministe, et deux états p et
q. On dit que p et q sont directement équivalents si ils vérifient les deux propriétés
sutvantes :
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rang =3
rang =2
rang 2717

rang = 0

FIGURE 3.6 — Dessin d’un automate acyclique ou les états possédant un méme rang sont
reliés par un trait en pointillés.

— p est un état terminal si et seulement si q est un état terminal,
— Ay = A, et pour toute lettre x, x € Ay on a 6(p,x) = d(q, ).

Dans n’importe quel automate, deux états directement équivalents sont équiva-
lents. Nous allons voir que la réciproque est vrai lorsque ’automate est en hamac.

Définition 17 Soient p et q deux états d’un automate acyclique. S’il existe un
chemin allant de p a g on dit que p est un ancétre de q.

Le lemme suivant énumere quelques propriétés que l'on utilisera dans la suite.
Ces propriétés, assez évidentes, ne sont pas démontrées dans ce manuscrit.

Lemme 20 Soit A un automate acyclique — et déterministe et accessible — et p
et q deux états de A, on a les propriétés suivantes.
i) Sip est un ancétre de q et p # q alors rang(q) < rang(p).
it) Sip est un état de rang k alors pour tous k entre 0 et k il existe un état de
rang i dans A.
i11) Si A est émondé et si p et q sont équivalents alors rang(p) = rang(q).
iv) Si le seul état de rang 0 — sans transition — est n alors l'automate A est
un automate en hamac.

Lemme 21 Soit un automate A tel que l’état n ne posséde pas de transition sor-
tante, les deux propositions suivantes sont équivalentes :
— A est un automate acyclique minimal,
— A est un automate en hamac, il ne posséde pas deux états directement équi-
valents et l’état n est un état terminal.
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Preuve : =- Supposons que A soit un automate acyclique minimal. Soit ¢ un
état sans transition sortante. Montrons par I’absurde que ¢ est forcément terminal.
Supposons ¢ non terminal, ’ensemble des mots reconnaissables par 1’état ¢ est vide.
L’automate A privé de I’état ¢ reconnait le méme langage que A, donc A n’est pas
minimal.

Donc g est terminal et comme n ne possede aucune transition sortante alors n
est aussi terminal. Le seul mot que reconnait ¢ est le mot vide, de méme le seul mot
que reconnait n est le mot vide donc n et ¢ sont équivalents et donc comme A est
minimal ¢ = n. Donc le seul état sans transition est n et il est terminal.

Comme A est accessible et que tout état, excepté m, possede une transition
sortante alors A est un automate en hamac d’apres le lemme 19. Puisque A est
minimal il ne possede pas deux états directement équivalents.

< Supposons maintenant que A soit un automate en hamac, qu’il ne possede
pas deux états directement équivalents et que son état n soit terminal. D’apres la
définition d’un automate en hamac, A est déterministe, il ne possede aucun cycle et
tous ses états sont accessibles depuis 1’état initial. De plus pour tout état ¢ il existe
un chemin allant de 7 & n qui est un état terminal. L’automate A est donc émondé.

Montrons qu’il ne possede pas deux états différents équivalents. Par ’absurde,
soient r, s deux états différents et équivalents tel que le rang de r soit le plus petit
possible. Comme A est émondé et que r et s sont équivalents alors rang(r) =
rang(s). De plus r est terminal si et seulement si s est terminal, A, = A; et
pour toute lettre x de A,, §(r, z) est équivalent a (s, z). Mais comme Vz,x € Ay,
rang(d(r,x)) = rang(d(s,x)) < rang(r) et que par hypothese sur r il n’existe pas
d’état de rang inférieur qui soit équivalent a un autre état alors on a Vo,z € A,
d(r,z) = (s, ) c’est a dire que s et r sont directement équivalents. Impossible sur
A donc r = s. O

Dorénavant nous conviendrons que le seul état sans transition sortante d’un
automate acyclique minimal est n.

Preuve (Complexité) : La modification d’une transition de l'automate ou la
modification qui consiste a changer un état terminal en état non terminal ou le
contraire, se fait en un nombre d’opérations constant. Il existe des algorithmes
pour vérifier 'acyclicité d’un automate en O(n) opérations que 'on peut utiliser
pour la fonction EstAcyclique. L’automate étant acyclique, on peut vérifier que
l’automate est minimal en un nombre d’opérations linéaire en n grace a 1’algorithme
de Revuz [Rev92]. Donc chaque modification locale peut prendre au plus O(n)
opérations et comme le nombre de modifications est T" alors la complexité totale de
Palgorithme est O(T'n). O

Lemme 22 La chaine de Markov associée a l’algorithme est ergodique.
Preuve : Il y a une probabilité non nulle pour qu’un automate acyclique minimal

ne soit pas modifié lors d’un tour de ’algorithme, par exemple, lorsque le tirage au
sort mene a la construction d’un cycle dans 'automate. Cela signifie que dans la
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chaine de Markov il existe un cycle de longueur 1 sur cet automate et donc que la
chaine est apériodique.

Les modifications locales de ’algorithme, qui peuvent étre la modification d’une
transition précise ou la modification de ’ensemble des états terminaux menent
chacune a des automates différents. Chacune de ces modifications peut étre annulée
par une modification réciproque qui a la méme probabilité d’étre exécutée. La chaine
de Markov est donc symétrique.

La chalne étant apériodique et acyclique, elle est ergodique. O

Lemme 23 La chaine de Markov associée a l’algorithme est irréductible.

La preuve procede en deux temps. D’abord on montre que a partir de n’importe
quel automate A on peut atteindre un automate isomorphe a I’automate D,,. Ensuite
que l'on peut permuter des états de l'automate tout en conservant la propriété
d’automate acyclique minimal afin d’atteindre D,,. La symétrie de la chalne permet
de conclure.

Preuve : Nous allons montrer que a partir de tout automate acyclique minimal
A nous pouvons atteindre ’automate D,, en utilisant uniquement des modifications
décrites dans 'algorithme. Comme la chaine de Markov est symétrique cela veut
dire que de D,, nous pouvons atteindre n’importe quel autre automate acyclique
minimal. Donc que le graphe associé a la chaine de Markov est fortement connexe
et donc que la chaine de Markov est irréductible.

Soit un automate acyclique minimal 4. Posons t le rang de I’état 1 qui est ’état
initial. Il y a deux cas, dans le premier : t = n — 1, dans le second : t <n — 1. Si
t < n — 1 on utilise le lemme 24 pour atteindre un automate qui possede un état
initial de rang égal a n — 1.

Sans changer de notation supposons donc que 1’état initial de A posséde un
rang égal a n — 1. Comme 'automate est accessible alors chaque état de 'automate
possede un rang compris entre 0 et n — 1. De plus comme il existe un état de rang
n — 1 alors pour chaque rang compris entre 0 et n — 1 il existe un état qui possede
ce rang. Donc tous les états de A possedent des rangs différents.

Nous appelons eg, €1, ..., en—2, €1 les états de 'automate tel que rang(e;) = i.
Par exemple si A =D,,,onae; =n —1.

Pour chaque état e;, ¢ > 0, il existe au moins une transition allant de 1’état e;
a ’état e;—1. Pour chaque valeur de rang possible ¢, ¢ > 0, on redirige toutes les
transitions partant de ’état e; vers I’état e;_1 et on ajoute a I’état e; les transitions
non définies que 1’on dirige vers 1’état e;_1.

On remarque que chaque transition ajoutée ou redirigée a été dirigée vers un
état de rang inférieur, en conséquence ’automate reste acyclique, ainsi les rangs des
états ne changent pas et sont tous différents donc I'automate reste minimal.

Comme les rangs des états ne changent pas, le seul état avec un rang égal a 0
reste n. Comme pour tout état e;, 1 < n — 1, e; possede au moins une transition
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entrante issue de I’état e;41 alors 'automate reste un automate accessible donc en
hamac.

Ensuite en partant de I'automate obtenu, on supprime toutes les transitions
non étiquetées par la lettre a. Apres chacune de ces suppressions I’automate reste
évidemment acyclique et déterministe. Comme, apres chaque suppression, pour
chaque 7 > 0 il existe au moins une transition allant de 1’état e; vers ’état e; 1
alors les rangs des états sont conservés et tout état, excepté e,_;, possede une
transition entrante donc ’automate reste en hamac et minimal. Ensuite on modifie
I’automate de facon a rendre tous les états non terminal, excepté I’état n. Ca ne
change pas les rangs des états, ’automate reste un automate acyclique minimal.

L’automate obtenu, que 'on appelle désormais B, est un automate isomorphe a
D,,. Nous allons maintenant <« permuter > les rangs des états de cet automate en
fonction leurs étiquettes de fagon a atteindre ’automate D,,.

Pour cela nous allons montrer que pour tout couple d’entier ¢,k ,0 <i <i+k <
n — 1 il existe une suite de modifications sur I’automate qui produit un automate
isomorphe a B mais qui modifie les rangs des états selon la permutation cyclique
(i + kyi+k—1,i+k—2,..,7) tout en conservant a chaque étape la propriété
d’automate acyclique minimal. Un exemple de ces transformations est donné dans
la figure 3.7 qui insere 1’état 3 entre I'état 2 et 5. Ces permutations cycliques en-
gendrent I’ensemble de toutes les permutations ayant pour support {1,...,n — 2}
ce qui permet d’ordonner les états de fagon a obtenir 'automate D,,. La suite de la
preuve décrit cette suite d’opérations et montre que chacune préserve la propriété
d’automate acyclique minimal.

On ajoute a e;yry1 une transition b dirigée vers I'état de rang inférieur e; .
L’automate reste acyclique, les rangs des états sont conservés. On redirige la tran-
sition e; k41 N ek vers e;. L’état e;yj reste accessible par la transition ajoutée
juste avant, les rangs des états ne changent pas. On rend e; terminal. Les rangs
des états ne changent pas. On redirige la transition e;11 L ¢, vers e;_1. L'état ej
reste accessible par la transition redirigée juste avant, I’automate reste acyclique,
déterministe et en hamac. Les états e; et e;11 sont de méme rang et donc suscep-
tibles d’étre directement équivalents ils ne le sont pas car e; est terminal et pas
e;+1. On redirige la transition e; 2 e, vers e;+k. L’automate reste acyclique car
la seule transition arrivant sur ’état e; provient de I’état e;4 141 qui possede un rang
plus grand que celui de e; . On rend I'état e; non terminal. Les états possedent

tous des rangs différents. On supprime la transition e; g1 LN ei+k. L’automate est
maintenant de nouveau isomorphe a ’automate D,,, et on a permuté les rangs des
états selon la permutation cyclique (i + k,i +k — 1,0+ k —2,..,10). O

Si on compte le nombre d’opérations que décrit la preuve on peut alors majorer
le diametre de la chaine. Pour obtenir un automate ou l’état 1 est de rang n — 1
il faut effectuer au plus n — 1 ajouts de transitions. Ensuite on retire certaines
transitions pour obtenir un automate isomorphe a D,,. Pour cela on effectue au plus
k(n — 1) opérations. L’opération de permutation cyclique des rangs des états qui
est décrite a la fin de la preuve se fait en un nombre constant d’opérations. Pour
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FIGURE 3.7 — Insertion de I’état 3 apres I’état 2. Ici la permutation est (5,3). A chaque
étape on conserve un automate acyclique minimal.
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ordonner correctement les états de 'automate il faut au plus effectuer n — 3 de ces
permutations si on les choisit bien. On peut en déduire le lemme suivant.

Corollaire 1 La chaine de Markov posséde un diamétre en O(n).
Le lemme suivant est utilisé dans la preuve précédente.

Lemme 24 Pour tout automate acyclique minimal A de taille n, il existe un che-
min dans la chaine de Markov de l’algorithme qui permet a partir de A d’atteindre
un automate ou I’état initial possede un rang égal a n — 1.

Preuve : Supposons que I'état initial soit de rang k, avec k inférieur strictement
a n—1. Nous allons montrer que, en redirigeant une transition bien choisie, on peut
augmenter strictement le rang de 1’état initial et conserver un automate acyclique
minimal. Ainsi en redirigeant au plus n — 1 — k transitions on peut atteindre un
automate acyclique minimal qui possede un état initial de rang égal a n — 1.

Il y a n états dans A, tous de rangs compris entre 0 et n — 1, donc il existe deux
états ayant le méme rang. Choisissons p et ¢ deux état différents de méme rang, le
plus petit possible. Puisque A est en hamac le seul état de rang 0 est n et donc
rang(p) = rang(q) > 0. Soit un état ¢ et une lettre x tel que la transition p = ¢ existe
et que rang(t) + 1 = rang(q). Alors comme ¢ et p ont le méme rang il existe un état

#' et une lettre 2’ tel que la transition p 2 ¢/ existe et que rang(t') + 1 = rang(q).
On en déduit que rang(t') = rang(t) or comme rang(t) < rang(p) et que p et ¢ ont
le méme rang, le plus petit possible alors ¢t = '. Soit un état r qui possede le plus
grand rang parmi les états qui ne sont pas des ancétres de p. Un tel r existe car
I’ensemble des états qui ne sont pas ancétres de p n’est pas vide, ¢ en fait partie.
On a rang(p) = rang(q) < rang(r). On redirige la transition p = ¢ vers ’état r. On
obtient un nouvel automate, appelons-le I'automate B.

La suite montre que 'automate B est un automate acyclique minimal dont le
rang de I’état initial est strictement supérieur a k.

L’automate B est acyclique car r n’est pas un ancétre de p dans A. Puisque
Iautomate B est acyclique on peut définir le rang d’un état dans B, nous noterons
rang 4(i) et rangp(i) le rang d’un état i dans 'automate A et dans 'automate B
respectivement. Remarquons qu’un état est un ancétre de p dans 'automate A si
et seulement si c’est ancétre de p dans ’automate B et que si un état i n’est pas un
ancétre de p alors rangg (i) = rang 4(¢). Puisque rang 4(p) < rang 4(r) et qu’il existe
une transition p — r dans 'automate B alors rangg(p) > rangg(r) = rang 4(r).

L’état t reste accessible par la transition ¢ $—,> t et comme le nombre de tran-
sitions sortant de chaque état dans B est le méme que dans A alors selon la pro-
priété iv) du lemme 20 'automate B est en hamac. L’automate B est évidemment
déterministe.

Montrons que B est minimal. Par I'absurde, si 'automate B n’est pas mini-
mal alors selon le lemme 21 il existe deux états directement équivalents. Comme
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l'automate A est minimal et que la seule différence entre 'automate A et l'au-
tomate B est la direction de la transition p = -, alors il existe un état p’ direc-
tement équivalent & p. Puisque p et p’ sont directement équivalents alors p’ n’est
pas un ancétre de p dans B, donc p’ n’est pas un ancétre de p dans A et donc
rang 4(p') = rangg(p’). Comme p et p’ sont équivalents dans B ils ont le méme
rang et donc rang 4(r) = rangg(r) < rangg(p) = rangg(p’) = rang 4(p’). Or r a été
choisi parmi les états qui ne sont pas des ancétres de p dans A et ayant le rang le
plus grand possible et justement p’ n’est pas un ancétre, c’est en contradiction avec
rang 4(r) < rang 4(p'). L’hypothese B n’est pas minimal ne tient pas, donc B est un
automate acyclique minimal.

Montrons que, apres cette redirection, le nouveau rang de 1’état initial est stric-
tement supérieur a k. Par l’absurde supposons que ranggz(1l) < rang4(1). Alors
I'ensemble des ancétres i de p tels que rangp(i) < rang,(i) n’est pas vide. Soit u
un élément de cet ensemble tel que son rang dans A soit le plus petit possible. On
a u # p car rang 4(p) < rangg(p). Soit un état v et une lettre y tel que u 2y v et
que rang 4(v) + 1 = rang 4(u). Deux cas se présentent, dans un cas v est un ancétre
de p, dans l'autre il ne I’est pas.

e Si v est un ancétre de p alors rang 4(v) + 1 < rangg(v) puisque rang4(v) <
rang 4 (u). Donc rang 4(u) < rangg(v) or comme u est un ancétre de v dans B alors
rang 4 (u) < rangg(v) < rangg(u). C’est impossible par hypothese sur wu.

On regarde donc le second cas.

e Si v n'est pas un ancétre de p alors rangg(v) = rang,(v) < rang,(r) =
rangg(r). Donc rangg(v) < rangg(r) < rangg(r) + 1 = rangg(p) < rangg(u) car
u # p, ainsi rangg(v) + 2 < rangg(u). On déduit de cette derniere inéquation que
rang 4(v) + 2 < rangg(u), mais on a aussi que rang,(v) + 1 = rangy(u), donc
rang 4 (u) + 1 < rangg(u), ainsi rang 4(u) < rangg(u) impossible par hypothese sur
u.

Les deux cas que nous avons regardés menent tous les deux a une absurdité.
L’hypothese rangz(1) < rang (1) ne tient pas, donc rang 4(1) < rangg(1). O

3.5 Conclusion

Les algorithmes de générations aléatoires basés sur les chaines de Markov sont
souvent faciles a implanter et garantissent qu’a la limite on atteint la distribution
souhaitée. Ils sont également souples au sens ou 'on peut facilement ajouter des
contraintes tant que ’on s’assure que la chaine reste irréductible.

En revanche, quantifier le temps de mélange peut s’avérer extrémement difficile.
Dans ce chapitre nous en avons vu lillustration : nos algorithmes sont aisés a
concevoir mais on ne sait pas vraiment quand les arréter.

La méthode de couplage par le passé, lorsqu’elle s’applique, permet de s’affran-
chir du temps de mélange puisqu’elle garantie que les productions de I'algorithme
suivent la distribution stationnaire. [PW96]

L’incertitude sur le parametre de mélange de ’algorithme se traduit par ’incer-
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titude du temps d’exécution. Malheureusement nous n’avons pas réussi a appliquer
cette technique pour les automates acycliques.

Une piste pour améliorer ’algorithme serait d’accélérer le test d’acyclicité. En
effet il est cotteux de reproduire un test complet alors que nous savons que seule
une transition a été modifiée, nous n’avons cependant pas trouvé d’optimisation qui
soit significative comparée au test naif. La méme question se pose au sujet du test
de minimalité.

Nous nous sommes donc intéressé a une autre méthode qui utilise la décomposition
récursive. Elle est présentée dans le chapitre suivant.



CHAPITRE 4
Générateur aléatoire par la
méthode récursive

Dans ce chapitre, nous décrivons un algorithme de génération aléatoire uni-
forme d’automates acycliques. Cet algorithme utilise une méthode de type récursif
et posséde une complexité en O(n3). Nous verrons en fin de chapitre que cette
complexité est méme meilleur en pratique.

L’algorithme prend en entrée un nombre entier n et produit un automate, de
taille n, tiré uniformément parmi tous les automates acycliques de taille n.

La méthode récursive est une technique classique de génération aléatoire —
voir [NW75],[FZC94] —. Elle utilise une décomposition combinatoire de 1'objet en
objets ayant des tailles plus petites. Si on peut calculer le nombre d’objets d'une
taille donnée — par exemple grice a la décomposition elle-méme — on peut, par
un procédé naturel, en déduire un algorithme de génération aléatoire selon une
distribution uniforme.

La premiere partie présente des résultats de décompositions d’automates acy-
cliques suivis par une premiere version du générateur qui repose naturellement sur
cette décomposition. La seconde partie présente un algorithme plus efficace et affiné
grace a des résultats typiques sur les automates acycliques. L’algorithme de cette
seconde partie est plus détaillé.

Ce travail, fait en collaboration avec Cyril Nicaud a fait I’'objet d’une publication
dans la conférence CSR [FN13b].

4.1 Algorithme général

4.1.1 Décomposition d’automates acycliques

Nous rappelons qu’on appelle « automate acyclique > un automate déterministe
qui possede un graphe sous-jacent ne comportant aucun cycle. Contrairement au
chapitre précédent les automates que nous traitons ici ne sont pas forcément acces-
sibles et peuvent donc posséder plusieurs états sources, par contre ils seront toujours
déterministes. Les automates sont étiquetés et les états terminaux et initiaux ne sont
pas considérés.

Pour faciliter les preuves et les descriptions d’automates nous travaillons souvent
sur les complétés des automates. Dans ce contexte ’état puits est noté { L}, 1’état
puits ne compte pas dans la taille de automate, § est une véritable application
définie pour tout couple (g,a) ou ¢ parcours 'ensemble des états et a I’ensemble
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des lettres de A. Les transitions partant de ’état puits sont toutes dirigées vers
I’état puits.

Lorsqu’on représente un automate acyclique par une figure on omet évidemment
les transitions dirigées vers 1’état puits. De plus elles ne sont pas prises en compte
pour définir la propriété d’acyclicité.

L’automate de taille 0 ou automate vide est 'automate dont le complété possede
un unique état puits.

Définition 18 Soit un triplet A = ([n], A,0) ot A est un alphabet et § une ap-
plication de [n] x A dans [n] U{L}. Sile graphe sous-jacent de l'application § est
acycliqgue alors A est appelé un automate acyclique. On note A ’ensemble de ces
automates. Pour un entier n on note A, [’ensemble des automates acycliques de
taille n.

Un automate acyclique non vide possede au moins un état sans transition en-
trante que 'on appelle une source ou un état source de l'automate. Pour s’en
convaincre il suffit de partir d’'un état quelconque et d’emprunter a l’envers une
des transitions qui atteignent cet état puis de recommencer ce procédé tant que
c’est possible. Parce que l'automate est sans cycle, il n’est pas possible, lors de ce
cheminement, de rencontrer un état déja atteint auparavant. Le nombre d’états de
l'automate étant fini, le procédé s’arréte nécessairement et le dernier état atteint
est une source.

Nous aurons souvent besoin de parler du nombre de sources d’un automate,
pour cela on définit la fonction src.

Définition 19 Pour un automate A on note src(A) son nombre de sources.

Définition 20 On pose n l'application qui enléve les sources d’un automate et nor-
malise les étiquettes des €tats restants.

D’un autre point de vue 'application 7 est une procédure qui choisi un sous-
automate normalisé d’un automate A de fagon déterministe.

L’application n est a priori définie sur n’importe quel type d’automates étiquetés,
pas forcément un automate acyclique.

L’image d'un automate par n peut éventuellement étre ’automate vide.

Lemme 25 On a les propriétés suivantes :
— L’image d’un automate parn est un sous-automate normalisé de son antécédent.
— L’application n envoie un automate déterministe acyclique non vide sur un
autre automate déterministe acyclique de taille strictement plus petite.

Preuve : Un sous-automate d’un automate acyclique est également acyclique. Les
transitions enlevées sont celles qui ont pour origine les états enlevés donc ’automate
reste également déterministe complet. Si un automate est acyclique et non vide alors
il possede au moins une source, ainsi son image par 7 est un automate plus petit. [J
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FIGURE 4.1 — Deux automates acycliques. Celui de droite est I'image de celui de gauche
par l'application 7. Les sources secondaires de chaque automate sont carrées.

Pour un automate A, on appelle ’ensemble des sources secondaires de A les
états correspondant aux sources de 'image de A par 7.

Nous avons mis en évidence une décomposition récursive d’automates acycliques.
Cette décomposition va nous permettre de compter le nombre d’automates acy-
cliques et de concevoir un algorithme de génération aléatoire uniforme.

La transformation qui consiste a supprimer les sources et & renommer ’automate
est bien une application, on montre facilement que c’est une surjection. Cependant
ce n’est pas une injection. L’image réciproque d’un automate par cette application
est un ensemble infini.

Définition 21 Pour un automate R on note M,(R) l’ensemble des automates
acycliques A de taille n qui vérifient n(A) = R.

Une autre fagon de définir M, (R) : M,(R) =n"HR) N A,.
Le lemme qui suit parle d’une caractérisation des automates de M, (R) et va
nous permettre de calculer son cardinal.

Lemme 26 Soient R et A deux automates acycliques — et déterministes —. On
considere leurs complétés. On pose S l'ensemble des sources de A et on pose R le
complémentaire de S, état puits inclus. A appartient a M, (R) si et seulement si
les propriétés suivantes sont toutes vérifiées :

(i) La taille de A est n.

(ii) R est un sous-automate normalisé de A — état puits inclus — et ses états
correspondant aux états de R sont les états de ’ensemble R.

Preuve : Si A appartient & M, (R) alors il est par définition de taille n. On
rappelle que I'état puits n’est pas compté dans la taille. Si n(A) = R alors par
définition de I'application 1, R est un sous-automate normalisé de A. Les états de
S sont supprimés par I’application n, les états de R sont donc les états correspondant
aux états de R.

La réciproque est également quasi-immédiate. O
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FIGURE 4.2 — Deux automates acycliques de taille 10 qui ont la méme image par I'appli-
cation 7. Les sources secondaires des deux automates sont représentées par des carrés.

Lemme 27 Soit un automate déterministe complet pas forcément acyclique A, A =
(n, A,d). Soit S un sous-ensemble d’états [n] de A. On appelle R le complémentaire
de S.
Alors S est ’ensemble des sources de A si et seulement si on a les trois propriétés
suivantes :
(a) Toutes les transitions sortant des états de S sont dirigées vers des états de
R —i.e 6(S,A) C R —.
(b) Toutes les transitions sortant des états de R sont dirigées vers les états de
R —i.e. (R,A) C R —.
(c) Tout état de R posséde au moins une transition entrante — i.e. R C

i([n],A) —.

Preuve : Un état est une source si et seulement si il ne possede aucune transition
entrante. Si 'ensemble S est exactement I’ensemble des sources alors tout autre
état est atteint par une source, on a donc d([n],A) = [n] \ S = R. Donc on a
(c) directement et comme S C [n] et R C [n] alors on a (a) et (b). Supposons
maintenant que 'on ait (a), (b) et (c). On en déduit tout de suite d([n], A) = R. O

Lemme 28 Soit R un automate de taille r. Le cardinal de M,,(R) dépend unique-
ment de n, r et de u le nombre de sources de R.
On a [Mp(R)| = (7)B(n,u,r), ot B(n,u,r) est un entier.

Intuitivement, la valeur 3(n, u, ) est le nombre de fagons de relier n—r nouveaux
états aux r états de R de maniére a ce que chaque source de R ait au moins une
transition entrante. C’est cette contrainte qui nous permet de garantir que tous les
états correspondant aux états de R ne sont pas supprimés lors de I'application 7.

On donne une formule explicite des valeurs 5(n, u,r) plus loin dans le lemme 29.

Preuve : Calculons le cardinal de |M,,(R)|. Nous nous appuyons pour cela sur le
lemme 26 et ses notations : on travaille sur les complétés des automates acycliques
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considérés ; pour un automate de M, (R) on pose S I'ensemble de ses sources et R
les états restants.

On partitionne M,,(R) selon les étiquettes correspondant aux états de R. La
condition (7i) du lemme 26 indique que R est nécessairement de cardinal r. Comme
les automates de M,,(R) possedent n états il y a (:}) parties dans cette partition. On
travaille maintenant dans 'une de ces parties, on suppose donc que les ensembles S
et R sont fixés. On va calculer le cardinal de 'une de ces parties. En s’appuyant sur
la définition 18 d’un automate acyclique, compter les éléments d’une partie consiste
a dénombrer le nombre de fonctions de transition § qui vérifient les deux propriétés
du lemme 26. Selon le lemme 26, ’automate R — état puits inclus — est un sous-
automate normalisé de A, ainsi, les destinations des transitions sortant des états
R sont fixées. En conséquence, la fonction de transition § restreinte aux états de
R est la méme pour deux automates pris dans une méme partie de la partition.
Les seules différences possibles entre deux automates d’'une méme partie sont donc
les valeurs prises par § sur ’ensemble S x A. On pose U ’ensemble des états de R
correspondant aux sources de R. On va montrer que la proposition (7i) du lemme 26
est vérifiée si et seulement si

U C §(S,A) C R. (4.1)

Pour cela on va utiliser le lemme 27 qui permet de caractériser ’ensemble des
sources d'un automate par les propriétés (a),(b) et (c). Avant de commencer la
démonstration, nous remarquons que — U étant ’ensemble des sources de R —
d(R,A)=R\U.

Partons de la formule 4.1. On a directement 6(S5,A) C R donc la propriété
(a) est vérifiée. Les états R correspondent au sous-automate R complet donc la
proposition (b) est vérifiée.

On a également

d([n],A) =d(SUR,A),

5(n, A) = 6(S, A) US(R, A),
5(n], A) = 8(S, A)U R\ U.

Or U C 6(S,A) donc R C 6(S,A) UR\U = ([n], A), (c) est donc vérifiée.
Maintenant partons des propriétés (a), (b) et (¢) et montrons la formule 4.1. La
propriété (a) implique directement 6(S, A) C R. On a
6(5,A) = o([n] \ R, A),
5(5, 4) 5 6([n], )\ 5(R, A).

Or on sait que §(R, A) = R\ U et selon (c) on a §([n|, A) D R donc

5(S,A) > R\ (R\U),
5(S, A) > U.
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Donc le cardinal d’une partie est donnée par le nombre de fonctions § vérifiant
4.1 sur S x A. On note ce cardinal 3(n,r,u), il dépend uniquement des cardinaux
des ensembles S, R, U et du cardinal de 'alphabet A. Le cardinal |S| dépend de r
et n — car |S| = n —r —. Pour ces raisons, toutes les parties de la partition ont
un méme cardinal qui est S(n,r,u).

Comme nous avons montré qu’il y a (?j) parties, la somme des cardinaux de
toutes les parties est (') B(n,u,r) = |[M,(R)|. O

Dans le lemme précédent, nous avons introduit les valeurs f(n,u,r), dans le
lemme qui suit, nous donnons une formule explicite de ces valeurs.

Lemme 29 Soient les valeurs entiéres n,u,r, u < r, r < n et les ensembles S,
R et U tels que U C R. On suppose que les ensembles S, R et U sont de cardinal
respectifs n —r, r + 1 et u. Alors B(n,u,r) compte le nombre de fonctions § allant
de S x A vers R, telles que U C 6(S, A).

On a

ﬁ(na u, T‘) = Z <k(nz_ T)> SUI‘j (i, u) . (T‘ —u+ 1)k(n—r)—i’

i€lk(n—r)]

ot Surj(i,u) compte le nombre total de surjections différentes qui partent d’un en-
semble de cardinal i vers un ensemble de cardinal u. Les coefficients Surj vérifient

Surj(i,u) =u - Surj(i — l,u — 1) + u - Surj(i — 1, u) sil<wu<i,
Surj(i, 1) =1 st 1 <4,
Surj(i,u) =0 514 < u.

Preuve : On partitionne I’ensemble recherché en fonction du nombre d’éléments
de S x A qui ont leurs images dans U par Papplication §. On pose i ce nombre.
Pour un ¢ donné, on choisit les ¢ transitions qui aboutissent sur les états de U ce
qui fait (k(”i_r)) ensembles possibles. Ensuite la restriction de I'application § a 'un
de ces ensembles est une surjection qui prend ses valeurs dans U. Les images des
autres éléments de S x A sont incluses dans R\ U sans aucune contrainte. On a

done B(n,u, ) = 3 ickm—r) (k(”_r))Surj(i, w) - (r—u+ 1)Fe—E O

)

Définition 22 On pose a(n) le nombre d’automates de taille n. On pose a(n, s) le
nombre d’automates de taille n possédant s sources.

Lemme 30 Pour tout couple d’entiers naturels n,s, s < n, on a les deux égalités
sutvantes :

i) a(n) =320 aln, ).
i) a(n,s) =>1_1 (M)B(n,u,n —s)a(n — s,u).

Preuve : i) On partitionne I’ensemble des automates acycliques de taille n en
fonction du nombre de sources.
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it) On rappelle que src(A) compte le nombre de source d’un automate A.

On partitionne les automates acycliques en fonction de leurs images par 7.
Puisque les automates considérés possedent s sources alors par n ils sont tous
forcément de taille n — s.

Pour un entier s on a

An(Ysre ' ({sh) = || Ma(R).

REA,_s

On partitionne a nouveau en fonction du nombre de sources secondaires de R. On
a

n

An(sre '{shH =] || MaR),

8
Il
o
&
M
>
1

3

Puisque l'on sait que le cardinal de M,,(R) ne dépend que de la taille et du nombre
de sources de R — cf. lemme 28 — et que src(R) = u , on peut remplacer |M,,(R)]
dans la formule. On obtient

Src(R)=u

:zn:< " )6(7» u,n — s) Z 1
n—s Y 9 Y

u=1 REA,_s

Sre(R)=u

" /n
= Z <S)B(n,u,n —s)a(n — s,u).
u=1

O

Lemme 31 Pour n,s,u entiers, s < n et u < n — s, le nombre d’automates acy-
cliques a n états, s sources et u sources secondaires est donné par

<”>5(n, u,n — s)aln — s,u).

S

Preuve : Soit B, ;, l'ensemble qui nous interresse. On le partitionne selon les
images obtenus par ’application 7.
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On a

Bosu= || {n(A)=RIAc A},
ReA,—s
Sre(R)=u

= > (A =RlAE A}
REAn—s
sre(R)=u
Selon le lemme 28, le cardinal de 'image réciproque d’un automate acyclique
par n dépend uniquement de sa taille et de son nombre de sources, donc

Brsul = <Z>B(n,u,n—s) Z 1,

ReAn— s
Src(R)=u

_ (”) Bn,u,n —s) - [An—s Nsre™ ({u})],
_ <n>5(n,u,n —5) - aln— s u).

S
O

Nous avons maintenant assez de résultats pour définir 'algorithme récursif de
génération aléatoire uniforme. On présente d’abord un algorithme simple ; le nombre
d’états et le nombre de sources sont des parametres. A la fin de la section suivante,

nous décrivons par un pseudo-code un autre algorithme qui produit les mémes objets
mais qui est plus efficace en complexité.

4.1.2 Algorithme

Voici un algorithme qui permet de tirer uniformément un automate acyclique
complété de taille n possédant s états sources.

1- On tire u, le nombre de sources secondaires de cet automate.

2- On tire un automate acyclique R de taille n — s ayant u sources en utilisant
récursivement 1’algorithme.

3- On tire S, S C [n], Pensemble des étiquettes des s états sources puis on
ré-étiquette les états de R par les états de [n] \ S en conservant l'ordre.

4- On tire les transitions allant des états S vers I'automate R de fagon que ses
u sources soient atteintes.

Chacune des étapes de I'algorithme choisit aléatoirement une structure. Il faut
garantir que les distributions associées a ces 4 choix conservent 'uniformité de la
distribution des automates produits par 1’algorithme.

On peut voir le déroulement de l'algorithme sur un exemple dessiné sur la fi-
gure 4.3.

Les paragraphes qui suivent donnent les détails de chacunes de ces 4 étapes.
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Etape 0 : on pose les 3
sources.

E‘tape 1 : on tire le
nombre de sources se-
condaires (ici 2).

Etape 2 : on tire un
automate acyclique de
taille 10 — 3 = 7 ayant
2 sources.

Etape 3 : on tire les
étiquettes des  trois
sources (ici  {3,5,8})
et on renumérote les

& @@ O00 OO0 O00O0

autres états.

o

a

Y S
nant des sources. a b
b a a

E‘tape 4 : on tire

les transitions prove- a

FIGURE 4.3 — Le déroulement des 4 étapes de l’algorithme sur un exemple de taille 10
(n = 10) et ayant 3 sources (s = 3). On montre 'automate avant et aprés chaque étape.
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Le lemme 31 nous permet de calculer la probabilité qu'un automate de taille

n ayant s sources, possede u sources secondaires. Cette probabilité est donnée

n
B(n,s,n—u)a(n—s,u) . .
par ()80 s) "~ . Pour tirer le nombre de sources secondaires d’'un
b

automate uniformément il suffit de partitionner l'intervalle entier [a(n, s)]
en n — s intervalles I,, chacun de cardinal (7)B(n,s,n — u)a(n — s,u), ot
1 < u < n— s puis de tirer uniformément un entier dans [a(n,s)] et de
retourner 'indice de l'intervalle dans lequel se trouve ’entier tiré.

Il s’agit d’appliquer l'algorithme avec des parametres différents. Lorsque le
parametre n prend une valeur nulle alors 'algorithme doit renvoyer 1'auto-
mate vide — "automate de taille 0 —.

L’ensemble des parties de cardinal s parmi I’ensemble [n] meéne a la décom-
position bien connu suivante : le plus grand élément parmi les s entiers est
soit n soit un des n — 1 autres entiers. Le cardinal du premier ensemble est
(2:11) le cardinal du second ensemble est (”;1). Le nombre d’éléments est
au total () = (";1) + (2:11) La probabilité que n appartienne & I’ensemble
()

(%)

. On utilise cette décomposition pour chaque élément de [n] afin de

est donc . La probabilité que n n’appartienne pas a I’ensemble est donc

)
)

tirer s éléments parmi n.

Tous les états sources de 'automate R doivent étre atteints par des transi-
tions provenant de S. On peut décomposer cette répartition en fonction de
1 qui est le nombre de transitions dirigées vers les états sources de R.
Les états sources sont différentiés car étiquetés et chaque transition possede
une étiquette dans ’alphabet A. Les transitions provenant des états de .S sont
donc toutes différentiées. Le choix de I’ensemble des 7 transitions atteignant
les états sources de R parmi les ks transitions partant de S s’apparente au
choix classique d’un ensemble de i éléments parmi ks. Pour ce choix on peut
adapter l'algorithme de 1’étape 3). Le nombre de choix est (kf)
La répartition de ces transitions peut étre vue comme le nombre de sur-
jections d’un ensemble ¢ vers u le nombre de sources de R. On utilise la
décomposition classique d’une surjection : I'image du plus grand élément e
possede soit un, soit plusieurs antécédents. Le nombre de surjections corres-
pondant au premier cas est u - Surj(i — 1,u — 1). Le nombre de surjection du
second cas est u - Surj(i — 1,u). On a donc

Surj(i,u) =u- (Surj(i —1,u—1) 4 Surj (i — 1,u)).
Les cas triviaux limites sont Surj(0,u) = 0 et Surj(i, 1) = 1. La probabilité
% La probabilité

u-Surj(i—1,u)
Surj(i,u)

que 'image de e ait un unique antécédent est

que I'image de e ait plus d’un antécédent est . L’image de e est
choisie selon une distribution uniforme sur [u].
Les transitions qui ne sont pas dirigées vers les sources de R sont dis-

tribuées vers les n — s — u + 1 autres états et indépendamment les une
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des autres. Ainsi la probabilité que 'une de ces transitions atteigne un de

1

——— . Le nombre de ces transitions est ks — i, il y a donc
n—s—u+1 ’

ces états est
(n — s —u+ 1)" 7 répartitions différentes.

Il nous reste a calculer la distribution du nombre de transitions atteignant
les u sources secondaires de R. Le nombre total des différentes répartitions
des transitions partant de S est donné par (n,u,n—s) — voir lemme 29 —.
Comptons le nombre de combinaisons ou le nombre de transition dirigées
vers les sources de R est 4, on obtient : (kls) Surj(i, u)(n — s — u+ 1)
Donc, partant d’un automate de taille n, ayant s sources et u sources se-
condaires, la probabilité pour qu’il ait ¢ transitions atteignant ces u sources
secondaires est

(5)Suj(i, u)(n — 5 — u+ 1)~

/B(nauvn_ S)

Théoréme 9 La complexité de l’algorithme est en O(n*) opérations arithmétiques
élémentaires.

L’algorithme nécessite un précalcule des coefficients a(n, s) et B(n,u,r). Une
fois ces calculs effectués, tirer un automate nécessite d’exécuter un nombre linéaire
d’opérations.

Preuve : L’étape 1) nécessite de connaitre la valeur de S(n,u,n — s) pour tout
u,s < m. Pour connaitre cette valeur on peut utiliser la formule donné dans le
lemme 29 qui est

k(n—s)

B(n,u,n—s) = Z <7Z) Surj(i, u)(n — u — 7 + 1)FE=9=1,

=0

Le calcul de chaque coefficient demande O(n) opérations et il y a O(n?) coeffi-
cients & calculer. La complexité du calcul des coefficients 3 est en O(n?).

Le calcul des coefficients a(n, s) et les valeurs n® pour s < n nécessite un nombre
d’opérations élémentaires de O(n?). Et le calcul des coefficients binomiales demande
un nombre quadratique d’opérations. O

Cette preuve n’est pas détaillée et n’explique pas pourquoi seuls les coefficients
binomiaux, et les coefficients 5 et « sont nécessaires a ’algorithme. Nous n’avons
pas voulu trop détailler cette preuve car une autre preuve similaire est présentée a
la fin de ce chapitre.

Cette complexité est un peu excessive pour un générateur aléatoire uniforme.
Les meilleures complexités sont linéaires et les < bonnes > complexités sont qua-
dratiques.

La partie suivante, plus détaillée, présente une autre version du générateur qui
possede une complexité théorique en O(n3). On montre qu’en pratique cette com-
plexité est encore plus faible.
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4.2 Algorithme optimisé

Dans cette partie, nous montrons comment réduire la complexité de ’algorithme.
Nous commencgons par donner une formule permettant de calculer les coefficients
B(-,-,-) en O(n?) opérations. Ensuite on discute de la complexité en pratique de
’algorithme qui nous semble inférieure & O(n?). Enfin nous décrivons en I’algorithme
optimisé en pseudo-code.

4.2.1 Calcul de

Le calcul des valeurs des coefficients (-, -, -) est coliteux. Ce qui suit permet de
réduire le colt en calcul des valeurs de f.

Les transitions originaires des sources de 'automate sont toute différentiées et
leur nombre est ks si s est le nombre de source de 'automate. La répartition de
ces ks transitions vers les états du sous-automate obtenu par I’application 7 est en
bijection avec les applications partant d’un ensemble fini vers un autre ensemble
fini et qui vérifient certaines propriétés surjectives.

Définition 23 Soient trois ensembles finis T, G et U avec U C G. Les cardinaux
des ensembles T, G et U sont respectivement t, g et u avec 0 < u < g. On pose

~v(t,u, g) le nombre d’applications de T vers G qui atteignent tous les éléments de
U.

Avec les notations de la définition ci-dessus, y(t,u,g) est le nombre d’applica-
tions f allant de T vers G qui vérifient U C f(7T).

La remarque précédente sur les transitions partant des sources nous permet de
montrer la relation qui suit.

Lemme 32 Pour des entiers naturels n, u et r on a
B(n,u,r) =~v((n —r)k,u,r +1). (4.2)

Ou pour t,u, g, entiers naturels

7(0,0,9) =1

v(t,0,9) = g-v(t—1,0,9),

Yt u,9) =u-y(t—1Lu—1,9)+(g—u) y(t—-1ug) sil<u<g,t
~y(t,u, g) =0, sinon.

Avant de faire la preuve de ce lemme on peut remarquer que le calcul des coefi-
cients (t,u, g) avec t,u,g < kn peut s’effectuer en O(n?3) opérations arithmétiques
et que grace a la relation 4.2 il en est de méme pour les coefficients 3.

Preuve : Nous avons défini, dans la premiére section du chapitre, 5(n, u,r) comme
le nombre de répartitions des transitions partant des n—r états sources vers les r+1
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autres états et qui atteignent toutes les u sources de R. En remarquant qu’il y a
k(n —r) transitions et qu’elles sont toutes différentiables, on obtient la relation 4.2.

Appelons I" ’ensemble des applications considérées. On utilise les notations de
la définition 23.

Si T est vide alors ’ensemble des applications de T' dans G ne contient que
I’application vide. Cette application appartient & I' que si et seulement si U = ()
donc 7(0,0,g9) =1 et v(0,u,g) =0si 0 < w.

Supposons T' non vide.

Si U est vide alors toute fonction de T' vers G appartient a I" et donc v(¢,0, g) =
g' ce que I'on peut résumer par (¢,0,9) = g-v(t — 1,0, g).

Sit < w alors il est impossible que tous les éléments de U soient atteints par
une application partant de 7" donc |TI'| = 0. Le cas g < u est impossible car U C G.

On suppose 1 < u < g,t. Soit e un élément de T'. On partitionne I' en fonction
de 'image de e par une fonction de I' — ce qui fait en tout g parties —. Soit s un
élément de G et I's 'ensemble des fonctions f de I' telles que f(e) = s.

Supposons que s appartienne a U. Nous allons calculer le cardinal de I, il faut
choisir les images des autres éléments de 7. Comme s est un élément de U qui est
atteint alors il s’agit de choisir les images des éléments de T'\ {e} parmi les éléments
de G de telle facon que tous les éléments de U \ {s} aient au moins un antécédent.
Donc dans le cas ou s € U on a |T'y| =y(t — 1,u — 1, g).

Supposons que s n’appartienne pas a U. Alors dans ce cas il s’agit de choisir
les images des éléments de T\ {e} parmi l'ensemble G de telle facon que tous
les éléments de U aient un antécédent. Donc dans le cas ou s ¢ U on a |[['s] =
’Y(t —Lug ) :

11y a u parties I's qui vérifient s € U, toutes ont y(t—1,u—1, g) comme cardinal.
Il'y a g — u parties I'y qui vérifient s ¢ U toutes de cardinal v(t — 1,u, g).

Donc I'|=u-vy(n—1Lu—1,9)+ (g —u)-v(n—1,u,g). O

4.2.2 Stratégie paresseuse

En expérimentant ’algorithme, on se rend compte que les automates acycliques
uniformes sont en moyenne plus < longs > que < larges ». On va essayer d’en tirer
parti en définissant la largeur d’un automate acyclique.

Définition 24 La largeur d’un automate acyclique est définie récursivement par

larg(A) =0 st A est l'automate vide,
larg(A) = max (src(A), larg(n(A))) sinon.

On note larg(A) la largeur d’un automate A.

Une autre fagon de définir la largeur est de rassembler les états d’un automate
par niveaux et de dire que la largeur est le cardinal du niveau qui contient le plus
d’états. Deux états sont dans un méme niveau si leurs plus longs chemins qui les
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relient a une source sont de méme longueur. On voit figure 4.4 'exemple d'un
automate acyclique dont les états ont été rassemblés par niveau. Dans 'algorithme,
la largeur de I'automate produit est le maximum des sources tirées a I’étape 2 lors
des appels récursifs a ’algorithme.

FIGURE 4.4 — Schéma d’un automate acyclique de taille 100 tiré avec 1’algorithme. Les
cercles représentent les états qui ont été rassemblés par niveau. La largeur de 'automate
est 6.

L’expérience montre que la largeur d’un automate est tres faible comparé a sa
taille n — voir figures 4.5 et 4.4 —.

301

maximal width in 1000 draws
s & & &

ot

100

FIGURE 4.5 — Largeur maximal de 1000 automates selon leurs tailles. Les automates ont
été tirés uniformément.

200 300 400 500 600 700 800 900 1000
number of states

On peut tirer profit de cette caractéristique en ne calculant que les coefficients
dont on a besoin pour un automate; le but est de pouvoir montrer le théoreme qui
suit.

Théoréme 10 La complexité de l’algorithme optimisé est en O(w - n?) opérations
arithmétiques élémentaires, ou w est la largeur de l'automate tiré et n sa taille.

L’algorithme optimisé est une version améliorée de 1’algorithme présenté pré-
cédemment. Il est décrit en détail a la fin de ce chapitre. Maintenant, nous allons
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seulement parler des grandes idées de la preuve. La preuve complete est écrite plus
loin, juste apres la description de 'algorithme.

La complexité de l’algorithme est liée aux calculs des coefficients binomiaux et
des coefficients a et . Une fois ces calculs effectués et ces coefficients stockés, tirer
un automate de taille n demande un nombre d’opérations en O(n).

L’idée de la < stratégie paresseuse > est de ne calculer une valeur du coefficient
~ que lorsqu’on en a besoin au cours de ’exécution. Ainsi si un automate de largeur
w est tiré, comme pour tout u et s on a u,s < w, on montre que ’on aura eu
finalement besoin de calculer uniquement O(w? - n) coefficient +.

Cependant exécuter 1'algorithme nécessite aussi de connaitre les valeurs a(u, s) ;
or si on utilise la formule du lemme 30 pour calculer les valeurs a(u, s) on remarque
que P'expression de o dépend des coefficients 8 — donc v — pour des valeurs de u
et s allant jusqu’a n ce qui nécessite de calculer les O(n?) coefficients .

Pour cette raison on utilise une autre expression de a qui est donnée par le
lemme suivant.

On rappelle que a(n,s) compte le nombre d’automates acycliques de taille n
possédant s sources et a(n) compte le nombre d’automates acycliques de taille n.

Lemme 33 On a la relation

aln,s) = <:> TZ:; (—1)f <” . 5) aln—s—1t)-(n—s—t+1)FF0,

La preuve de cette relation est une adaptation d’une preuve de Liskovets dans
larticle [Lis06] qui montre que

Théoréme 11 Liskovets

n—1 n
atn) = 3 (1 () 4 00 agn.

t=0 t

Preuve du théoréme 11 : Voir [Lis06] formule (3) ou le nombre de puits r est
égal a 1. O

Preuve du lemme 33 :

On travaille avec les complétés d’automates acycliques. Soit un sous-ensemble
d’état T, T' C [n] de cardinal ¢. On s’intéresse aux automates de taille n ol tous les
éléments de T sont des états sources, on note cet ensemble Ar. On précise juste que
tous les états de T' sont des sources mais il peut exister des sources en qui ne sont
pas des états de T'. Si on retire les états de T' et que ’on normalise les états restant,
on conserve un automate acyclique normalisé. L’opération inverse consiste a choisir
les directions des transitions partant des états de T qui sont dirigées vers les états
restant de 'automate — complété —. On a donc |Ap| = (n —t + 1) a(n — t).

Soit un ensemble d’état S, S C [n]| de cardinal s. On pose ®g 'ensemble des
automates qui ont exactement S comme ensemble d’états sources.
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On a [®g| = [As| = [Uscr Arl-
Nous allons calculer le cardinal de ce dernier ensemble. On peut écrire

Uarl=| U Asuml-

SCT keQ\S

En utilisant le principe d’inclusion-exclusion on obtient
S

U Ar D DT ) Asuga |- (4.3)

SCT 1 |P|=t |qEP
PCQ\S

n

-
I

On remarque que pour tout couple P, (Q de sous-ensembles d’états on a Ap N
Ag = Apug- En remplagant correctement cette expression dans la formule 4.3 on
obtient

7
v

U ar

scT

=D > |Asurl,

1 |P|=t
PCQ\S

-
Il

]
»

U ar

scT

(_1)t71 Z OZ(TL —t— 5)(n —t—s+ ]‘)lﬁt(,:;—l-t)7
1 |P|=t
PCQ\S

-
Il

n

|
»

U ar

(~1)! (" - S)a(n —t—s)(n—t — s+ LI,

scr t=1 ¢
Donc
— n—s
|@S|:Z(1)t< ; )a(nts)(nt5+1)k(5+t)_
t=0

On remarque — a nouveau — que le cardinal de ®g ne dépend que de s et
n. Donc en partitionnant les automates acycliques possédant s sources selon les
étiquettes de ces sources on obtient a(n,s) = (7)|®g|. O

Lemme 34 On peut calculer toutes les valeurs de a(u,s) pour u <n et s < w en
O(n? - w) opérations arithmétiques.

Preuve : Selon la formule du lemme 33 le calcul des coefficients «(n, s) nécessite
de connaitre toutes les valeurs (;) et (i) pour i,j < n. Les coefficients binomiaux
peuvent étre tous calculés & ’avance en O(n?) opérations avec la relation bien connue
(;) = (’;1) + (;j) Les coefficients du type u®, u,s < kn peuvent étre calculés
aussi en O(n?) opérations arithmétiques. Chaque valeur de (i), i < n peut étre
calculée en O(n) opérations grace a la relation donnée dans le théoréme 11, donc le
calcul complet nécessite O(n?) opérations arithmétiques. Chaque coefficient (i, s)
est calculé en un nombre linéaire d’opérations grace a la relation donnée dans le
lemme 33. Donc en tout, les coefficients a(i, s) sont calculés en O(n’w) opérations
pour ¢t < nets <w. U
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4.3 Algorithme final

Voici lalgorithme en pseudo-code.

L’algorithme général est GenerateurAcycliqueSommet(n,s), les procédures

— Recursif,

— TirerTransitions,

— TirerNombreSourceSecondaires,
utilisées comme sous-algorithmes, sont décrites a la suite de GenerateurAcycliqueSommet (n,s).

La procédure élémentaire TirerUniformement prend en parametre un ensemble
et renvoie un élément choisi aléatoirement de facon uniforme. On rappelle que nous
supposons que cette procédure utilise un nombre constant d’opérations lors de son
exécution.

La procédure Ajouter(E,d) — respectivement Enlever (E,d) — renvoie l’en-
semble FE auquel on a ajouté — respectivement enlevé — I’'élément d.

Les automates sont représentés par un ensemble de transitions p LN q ou p et
q sont les étiquettes des états et £ une lettre de I'alphabet A. Pour un automate
A et une transition p LN q on note A&®p LN q automate A auquel on a ajouté la
transition p LN q. L’automate vide est représenté par ’ensemble vide.

Pour tout autres types d’ensemble E on note |E| son cardinal.

Algorithm 3: GenerateurAcycliqueSommet (n,s)

input(n : la taille de l’automate & produire. s : le nombre de sources de
lautomate.)

output(A : un automate acyclique de taille n.)

local(@ : un ensemble d’états. S : un ensemble d’états renvoyé par la
procédure récursive, inutile ici.)

Q «— [n]
A, S «— Recursif(n,s, Q)
return A

On décrit la procédure Recursif qui est la procédure principale. La ligne 6
correspond a I’étape 1 du premier algorithme. C’est I’étape ou : < On tire le nombre
de sources secondaires >. Les lignes 9 a 14 correspondent a I’étape 3 : <« On étiquette
les sources >. La ligne 15 correspond a l'étape 2 : < On tire récursivement un
automate acyclique >. La ligne 16 correspond a I’étape 4 : < On tire les transitions
partant des sources >.

Comparé a l'algorithme de la premiére version, l'ordre des étapes 2 et 3 est
interverti. Cela permet de faciliter la description : on choisit d’abord les étiquettes
des sommets sources et ainsi on connait les étiquettes restantes, on peut donc di-
rectement tirer un sous-automate possédant les bonnes étiquettes. On évite comme
cela de décrire ’étape qui consiste a re-étiqueter le sous-automate. En contrepartie,
on doit préciser en parametre ’ensemble des étiquettes disponibles.
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Algorithm 4: Recursif(n, s, Q)

input(n : la taille de l'automate a produire. s : le nombre de sources de
Pautomate. QQ : un ensemble d’états.)
output(A : un automate acyclique de taille n a s sources. S : l’ensemble des
états sources de l’automate.)

local( T : un ensemble de transitions. U : l’ensemble des sources secondaires
de A.)

if n =0 then

L return 0,0

u <— TirerNombreSourceSecondaires(n, s)
T+—0
S«— 10
for i allant de'1 a s do
s <— TirerUniformement(Q)
(@ «— Enlever(Q,s)
S <— Ajouter(S,s)
for ¢ dans A do
t T <— Ajouter(T,s L)

A, U <— Recursif(n — s,u, Q)
A +— TirerTransitions(A,T,U, Q)
return A, S
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La procédure TirerTransitions prend en parametre le sous-automate tiré et la
liste des transitions a ajouter — sans leurs destinations —, puis renvoie I’automate
augmenté de ces transitions que I'on a complétées aléatoirement.

Algorithm 5: TirerTransitions(A,T,U, Q)
input(A : un automate acyclique de taille |Q|. T' : un ensemble de transitions
non fixées. U : les états sources de l'automate A. Q) : les états de l'automate
A.)

output(A : un automate acyclique.)

local(p : un entier. s,p : des états de A. £ : une lettre.)
if T'=( then
L return A

55— Choisir(7)

p— TirerUniformement([’y(\T|, \U|, Q| + 1)D

if p<|U|-~(|T] - 1,|U| - 1,|Q| + 1) then

q +— TirerUniformement(U)

A (Aasq)

A +— TirerTransitions (A, T\ {s L)}, U\ {q}, Q)

else
q <— TirerUniformement((Q \ U)U{L})

A (Aasq)
A <— TirerTransitions (A, T\ {s i)}, U, Q)

return A

La procédure récursive TirerTransitions utilise la décomposition récursive
que nous avons mise en évidence dans la preuve du lemme 32. La procédure recoit
en entrée ’ensemble des transitions a diriger, I’ensemble des états de 'automate et
'ensemble des sources secondaires & couvrir. A chaque appel, la procédure fixe la
direction d’une transition, la direction de cette transition est tirée aléatoirement,
puis on appelle & nouveau cette procédure sur les transitions restantes. Le choix de
la destination de la transition s’effectue soit parmi les sources secondaires, soit parmi
les autres états, I’état puits compris. Ces deux cas correspondent a la décomposition
évoquée dans la preuve du lemme 32 et dont nous avons calculés les tailles que nous
avons rassemblées sous la notation . On utilise donc les valeurs des coefficients ~
pour pondérer le tirage dans I'un ou l'autre de ces deux cas. Une fois le cas choisi
on tire uniformément 1’état parmi I’ensemble des états qui correspond au cas choisi
— c’est a dire ’ensemble des sources secondaires ou I’ensemble des autres états —.

Voici un récapitulatifs des expressions utiles pour calculer les coefficients nécessaires.
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Algorithm 6: TirerNombreSourceSecondaire(s,n)

input(s : le nombre de sources d’un automate. n : le nombre d’états d’un
automate.)
output(u : un nombre aléatoire de sources secondaires d’un automate a n
états et a s sources selon la distribution uniforme des automates acycliques.)
local(t : un nombre entier.)
t «— ChoisirUniformement([a(n,s)])
u<—0
while ¢ > 0 do
L t—t— (") -v(ks,u,n—s+1)-aln—su)
u—u+1

return u

Pour les entiers naturels n, s, u et 7 on a

~7(0,0,7) =1,

v(s,0,7) =71-v(s—1,0,7) sis >0,
y(s,u,r) =u-y(s—Liu—1,r)+ (r—u) -vy(s—1,u,r) sil<u<rs,
v(s,u,r) = sinon,

n—1 n—1 .

4 sil<s<mn,
s—1 S
1

n .

=1 si s =n,
n
n .

=0 sinon ,
s

S __

n —’}/(S,O,?’L)

Maintenant que l'algorithme est décrit on calcule sa complexité.

Preuve du théoreme 10 : Les coefficients utilisés dans l'algorithme sont v et
a. Nous avons montré que le nombre de calculs nécessaires pour obtenir les valeurs
a(n, s), avec s < w, est en O(w-n?). — voir lemme 34 page 90 —. Le calcul de chaque
coefficient (¢, u, g) avec t,u < kw nécessite un nombre constant d’opérations donc
les valeurs v peuvent étre calculées avec en tout O(n - w?) opérations.
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Une fois que les valeurs des coefficients « et v sont connues, 1'algorithme tire le
nombre de sources secondaires avec la procédure TirerNombreSourceSecondaire.
La boucle de cette procédure prend moins de w opérations et en faisant la somme
des passages dans cette boucle au cours des différents appels récursifs, on retrouve
le nombre d’états n. Ensuite ’algorithme tire uniformément les étiquettes des s
sources, dans s itérations de boucle, donc n fois au cours des différents appels
récursifs. L’algorithme fait ensuite appel a la procédure TirerTransitions, qui est
appelée récursivement autant de fois que le cardinal de ’ensemble 1" son parametre.
|T'| est le nombre de transitions partant des sources de ’automate. Au cours de tous
les appels récursifs la procédure est utilisée autant de fois qu’il y a de transitions
dans 'automate c’est & dire kn fois. A chaque appel récursif de ’algorithme, le
parametre n — la taille — est décrémenté au moins de 1, le nombre d’appels est
donc inférieur ou égal a n. L’exécution propre de ’algorithme, sans compter les
calculs des coefficients, nécessite O(n) opérations. Donc la complexité totale de
I'algorithme est en O(n + w?n + wn?) = O(wn?) opérations. O

L’algorithme que nous venons de décrire produit un automate acyclique déter-
ministe tiré uniformément sans d’autre contrainte que sa taille. On peut, cependant,
sans trop modifier I’algorithme, ajouter des contraintes comme ’accessibilité ou en
modifiant le nombre de puits — qui est fixé a 1 dans ’algorithme —.

Pour rendre 'automate accessible, il suffit, de fixer a 1 le nombre de sources de
l'automate en utilisant directement la procédure Recursif avec les parametres n,
1 et [n].

Cette modification, grace a la remarque faite au lemme 1, permet de produire
un générateur d’automates déterministes acycliques accessibles non étiquetés.






Conclusion et perspectives sur
les automates acycliques

Dans les chapitres 4 et 3 nous avons vus deux procédés pour
générer des automates acycliques sur un alphabet fixé — a gauche
un exemple d’automate de taille 30 généré avec l'algorithme —.
Méme si elle est plus élégante et plus souple, le générateur par
chaine de Markov s’avere moins utilisable en pratique a cause de
ce probleme du temps de mélange.

Nous avons également vu que la version paresseuse de 1’algo-
rithme récursif fonctionnait particulierement bien si les auto-
mates générés ont une faible largeur. Méme si nous n’avons pas
encore pu le prouver, il semble que ce soit le cas. Voici un exemple
de la répartition des différents niveaux d’un automate acyclique
aléatoire dans la figure ci-dessous : I’état initial est a gauche et on
a représenté sur une méme colonne les états qui sont & la méme
distance de I’état le plus a gauche.

800 QQ0

0/00) 080 8 OE Q00 e 8
s i s

gﬁ( X ,3008§§§§880000

0,

On voit que 'automate possede une faible largeur ce qui signifie
qu’on ne calcul les coefficients 8 que pour des valeurs faibles de s
et qu’on est significativement en dessous de la complexité cubique.

Cela est également visible sur I’expérimentation ci dessous ou
nous avons calculé la largeur maximum sur un échantillon de 1000
automates pour différentes tailles. On observe une croissance plus
logarithmique que linéaire.
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Nous avons utilisé le générateur aléatoire pour tester la proportion d’automates
minimaux parmi les acycliques. On peut voir les résultats sur la figure 4.3.

Elle semble montrer que parmi les automates acycliques la proportion de mini-
maux est constante. Cette propriété si elle est vérifiée nous suggere un algorithme
de génération aléatoire d’automates minimaux par rejet. Le principe est de tirer des
automates acycliques jusqu’a en obtenir un qui soit minimal.

Nous avons également regardé combien, en moyenne, il y avait de mots reconnus
par un automate acyclique aléatoire

Les deux algorithmes ont été implanté en Python ( 150 lignes de code).
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FIGURE 4.6 — Proportion d’automates minimaux parmi les automates générés en fonction
de la taille sur un échantillon de 1000 automates répartis selon des tailles allant de 10 a
100.
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FIGURE 4.7 — Logarithme naturel du nombre de mots reconnus par des automates générés
uniformément. L’alphabet est de cardinal 2 et le nombre de mots est fonction de la taille
de 'automate. Le nombre d’automates générés est 1000.
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Automates codéterministes et automates acycliques : analyse
d’algorithme et génération aléatoire

Résumé :

Le cadre générale de cette these est 'analyse quantitative des objets issus de la
théorie des langages rationnels. On adapte des techniques d’analyse d’algorithmes
— complexité en moyenne, complexité générique, génération aléatoire,... — a des
objets et a des algorithmes qui font intervenir des classes particulieres d’automates.

Dans une premiére partie nous étudions la complexité de I'algorithme de mini-
misation de Brzozowski. Bien qu’ayant une mauvaise complexité dans le pire des
cas, cet algorithme a la réputation d’étre efficace en pratique. En utilisant les pro-
priétés typiques des applications et des permutations aléatoires, nous montrons
que la complexité générique de l'algorithme de Brzozowski appliqué a un automate
déterministe croit plus vite que tout polynéome en n, ot n est le nombre d’états de
l'automate.

Dans une seconde partie nous nous intéressons a la génération aléatoire d’au-
tomates acycliques. Ces automates sont ceux qui reconnaissent les ensembles finis
de mots et sont de ce fait utilisés dans de nombreuses applications, notamment en
traitement automatique des langues. Nous proposons deux générateurs aléatoires.
Le premier utilise le modele des chaines de Markov, et le second utilise la « méthode
récursive >, qui tire partie des décompositions combinatoires des objets pour faire
de la génération. La premiere méthode est souple mais difficile a calibrer, la seconde
s’avere relativement efficace. Une fois implantée, cette derniére nous a notamment
permis d’observer les propriétés typiques des grands automates acycliques aléatoires.

Mots clés : Algorithme de Brzozowski, Automates acycliques, Structures com-
binatoire, Probabilités discretes, Génération aléatoire.




Codeterministic automata and acyclic automata : analysis of
algorithm and random generation

Abstract :

The general context of this thesis is the quantitative analysis of objects coming
from rational language theory. We adapt techniques from the field of analysis of
algorithms (average-case complexity, generic complexity, random generation...) to
objects and algorithms that involve particular classes of automata.

In a first part we study the complexity of Brzozowski’s minimisation algorithm.
Although the worst-case complexity of this algorithm is bad, it is known to be
efficient in practice. Using typical properties of random mappings and random per-
mutations, we show that the generic complexity of Brzozowski’s algorithm grows
faster than any polynomial in n, where n is the number of states of the automaton.

In a second part, we study the random generation of acyclic automata. These
automata recognize the finite sets of words, and for this reason they are widely use
in applications, especially in natural language processing. We present two random
generators, one using a model of Markov chain, the other a “recursive method”, ba-
sed on a cominatorics decomposition of structures. The first method can be applied
in many situations but is very difficult to calibrate, the second method is more ef-
ficient. Once implemented, this second method allows to observe typical properties
of acyclic automata of large size.

Keywords : Brzozowski’s algorithm, Acyclic automata, Combinatorial struc-
tures, Discretes probability, Random generation
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