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Résumé

— En considérant les polynomes sur le corps fini de Galois & deux éléments, notre
intention porte sur la divisibilité des trinomes ®™ 4+ +1, pour m > s > 1 par
un polynéme irréductible de degré r, pour cela, nous avons réalisé le résultat :
S’il existe m, s des entiers positifs tels que le trinome %™ + x* +1 soit divisible
par un polynome irréductible de degré r sur Fo, alors a et b ne sont pas divisibles
par (27 —1).

Pour ce type de trindmes nous conjecturons que le rapport my(a,b)/mar(1,1)
tend vers une limite finie (dépendant de a et b) quand M tend vers l'infini.

— Notre recherche porte ensuite sur les codes cycliques de rendement % sur les
deux corps finis F3 et F5 et nous accentuons notre recherche sur ceux iso duaux.
Le probléme central dans la théorie du codage est trouver la plus grande distance
minimum d, pour laquelle un code de parameétres [n, k, d] sur F, existe.

Dans ce contexte nous avons réussi a optimiser cette distance pour les codes
cycliques de taux % sur F3 et F5 en allant jusqu’a la longueur 74 pour les codes
ternaires et 42 pour ceux sur F5. Nous avons aussi réussi a construire sept classes
de codes cycliques iso-duaux sur le corps fini a 3 éléments et trois classes de codes

cycliques iso duaux sur le corps fini a 5 éléments.

Mots clés : Polynomes irréductibles, Divisibilité, Corps finis, Codes cycliques,
Distance minimum, Codes iso-duaux.

Abstract

— Considering polynomials over the Galois finite fields for two elements, our
intention stand over the divisibility of the trinomials x4z 41 form > s> 1
by an irreducible polynomial of degree r, for this, we contribute to the result :
If there exist positive integers m, s such that the trinomial z%™ + % + 1 is
divisible by an irreducible polynomial of degree r over Fo, then a and b are not
divisible by (2" —1).

For this type of trinomials we conjectured that the ratios s (a,b)/mar(1,1)
tend to a finite limit (dependently of a and b) when M tend to infinity.

— Our research stand at sequel on the cyclic codes of rate % over the two finite
fields [F3 and F5 and we check our research over whose are isodual.

The so-called fundamental problem in coding theory is finding the largest value
of d, for which a code of parameters [n, k, d] over F, exists.

In this context we have successfully optimize this distance for the cyclic codes
of rate % over 3 and F5 up to length 74 for the ternary cyclic codes and 42
for whose over F5. We have also successful to construct seven classes of isodual
cyclic codes over the field of 3 elements and three classes over the field of 5
elements.

Key words : Irreducible polynomials, Divisibility, Finite fields, Cyclic codes,
Minimum distance, Isodual codes.
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Notations

(a,b) : pged(a,b)
|G| : Pordre de G
= : isomorphe

deg p : degré de p

(p) : idéal engendré par p

p : fonction polynomiale induite par p
ker ¥ : noyau de ¥

carF' : caractéristique de F

[K : F]: dimension de K sur F

f " : polynome deérivé de f

F* P\ {0}

a|b:adivise b

a = b(modn) : (a — b) divisible par n
IF, : corps fini d’ordre ¢

n! : factorielle de n

©(n) : indicateur d’Euler

®,, : le n®™¢ polynéme cyclotomique
My : le polyndme minimal de o

1 - fonction de Mobius

p" || a: p" divise a mais p"*! ne divise pas a ( p premier )

Alx] : anneau des polynomes a coefficients dans A

[ :idéal de A

F,[z] : anneau des polynomes a coefficients dans F,

[, : espace vectoriel des vecteurs de longueur n sur I,

F,[z]/(f) : anneau des classes modulo f(x)

F,[z]/(z™ — 1) : anneau quotient(des classes de polynomes de degré inférieur a n)

wt(x) : poids de Hamming de x



dy : distance de Hamming

Amin : distance minimum

C[n, k,d] : code de paramétres n, k, d

¢(x) : mot de code € C'

k/n : rendement d'un code de parameétres [n, k, d

x! : transposé du vecteur x

G : matrice génératrice

H : matrice de parité

o : permutation

S, : groupe des permutations

g(x) : polynome générateur

C* : code dual de C

g*+(x) : polyndme générateur du code dual

h(z) : polyndme de parité

f*(x) : polynéme réciproque de f(x)

d,(n, k) : plus grande valeur de d pourqu’un code [n, k, d] existe
ng(k,d) : plus petite valeur de n pourqu'un code [n, k, d] existe
dec : maximale distance minimum d’un code cyclique

d; : maximale distance minimum d’un code cyclique iso-dual

dr : maximale distance minimum d’un code formellement auto-dual



Introduction générale

Les origines de la théorie des corps finis sont apparues au XVII® et XVIII® siecles.
Les premiers pas sont présentés par Fermat 1601-1665, Euler 1707-1783, Lagrange
1736-1813 et Legendre 1752-1833. Tous travaillaient sur un corps spécial [, ou p est
premier. Dans son papier "Sur la théorie des nombres" E. Galois [56] marque le début de
la théorie des corps finis et congoit une construction d’une extension de corps de [, et
utilisa une racine imaginaire 7 d’un polynéme irréductible sur F,,, de degré n, et montre

que ’ensemble des polyndomes

ap+ari+ ... +a,_1i"t, oupour k € {0, 1, ... ,n—1}, a, €F,
est un corps de p™ éléments.

Golomb et Lee [28] développent la théorie des polynomes irréductibles qui divisent, ou
ne divisent pas, des trindmes sur Iy, et considérent certaines familles de polynémes de

degré p > 3 premier qui ne divisent pas des trindmes.

Dans leur papier [39], Kim et Koepf considérent certaines conditions pour lesquelles
des polynomes irréductibles divisent des trinémes sur Fs. En ce sens, une condition
de divisibilité des trindbmes auto-réciproques par un polyndéme irréductible est établie et
I’extension du critére de Welch pour tester si un polynéme irréductible divise les trinémes

@™ 4+ b 4+ 1 est faite.

- Soit (a,b) € N2, (m,n) € N2, en considérant les trinomes du type z%™ + 2% + 1, sur le
corps o, nous avons étendu un résultat di & Golomb et Lee [28] :

o S’il existe m, s des entiers positifs tels que le trindme x™™ + 2% +1 soit divisible par un

polynome irréductible de degré r sur Fy, alors a et b ne sont pas divisibles par (2" —1).

Résultat qui a fait ’'objet d’un article [49] paru en 2008 et qui a été pris comme référence

dans Darticle [39].



Soit F(a,b) ={x*™ + 2% + 1, 0 < bs < am}, ol a,b sont des entiers positifs tels que
le trinome x® + a2 + 1 soit irréductible sur Fy, et 7y (a,b) le nombre des trinomes T'

irréductibles de la famille F'(a,b) de degré < M. Alors, nous conjecturons que le rapport

7 (a,b)
7 (1,1)

tend vers une limite L(a,b) finie quand M tend vers 'infini.

La théorie des codes s’est développée pour répondre au probléme de correction des erreurs
introduites dans un systéme de transmission de I'information. A I'origine développée par
des ingénieurs en électronique, elle constitue maintenant une branche des mathématiques
discretes. Cette théorie et ces trois domaines d’application que sont la compression, la

détection/ correction d’erreurs et la cryptographie utilisent la théorie des corps finis.

Une classe importante de codes est celle des codes auto-duaux [60], & cause de ses
liens avec la théorie des invariants, des designs combinatoire, et des formes modulaires.
Cette classe est une sous-classe des codes formellement auto-duaux [16]. Dans ce travail,
nous considérons les codes cycliques de rendement 1/2 sur les deux corps finis F3 et
F5. Une partie importante de ces codes est celle des codes cycliques iso-duaux, c’est a
dire les codes cycliques qui sont équivalents a leurs duaux. Les codes iso-duaux sont en
particulier formellement auto-duaux.

La question qu’on se pose sur les codes iso-duaux est un probléme ouvert original et

récent :
Peut-t-on caractériser le polynome générateur d’un code cyclique iso-dual ?

Notre étude porte sur les codes cycliques sur un corps fini [F,,, pour p = 3, 5; comme
étant des idéaux principaux de 'anneau F,[z]|/(z" — 1).
- En considérant les codes cycliques de parametres [n, 3], pour n pair, non multiple de
3 et de 5 respectivement sur [F3 et sur 5, nous avons contribué a de nouveaux résultats
sur 'optimisation de la distance minimum d’un code cyclique et sur la construction
du polynéme générateur d’un code cyclique iso-dual. A cet effet, nous avons réussi a

construire sept classes de codes cycliques iso-duaux de parametres [n, 7]3 et trois classes
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de codes cycliques iso-duaux de parameétres [n, %s.

Notre construction des codes cycliques iso-duaux sur F3 et 5, est faite respectivement
jusqu’a la longueur 74 et 42.

- Résultat qui a fait 'objet d’un article [51] paru en 2011 au journal "Int. J. Open
Problems Comp. Maths" pour les codes cycliques iso-duaux sur 5 et d’un autre article
avec P. Solé [52] sur les codes cycliques optimaux et iso-duaux sur F3 paru en juillet 2012

au journal "Bulletin of Mathematical Sciences".

Le présent travail est subdivisé en quatre chapitres :

- Dans le chapitre 1, nous évoquons les principaux résultats sur la divisibilité des trindmes
2™ + x° 4+ 1 par un polynome irréductible sur Fy et nous présentons la preuve de notre
contribution indiquée ci-dessus.

- Dans le chapitre 2, nous présentons quelques préliminaires sur les codes cycliques sur
un corps fini que nous en aurons besoin dans la suite.

- Dans les chapitres 3 et 4 , aprés avoir présenté une caractérisation des codes cycliques
iso-duaux, nous exposons notre principale contribution sur I'optimisation de la distance
minimum d’un code cyclique, et les résultats originaux sur la construction du polynéme
générateur d'un code cyclique iso-dual sur F,, p = 3, 5.

- En annexe 1, nous présentons le calcul de la densité des trinomes %™ + z% + 1 sur Fy
dont le degré est borné par une constante entiere M.

- En annexe 2, nous présentons le programme de recherche de la distance minimum d’un

code cyclique sur les deux corps finis F3 et Fj.



Chapitre 1  Divisibilité des trin6mes x{x>+1 par
un polynéme irréductible sur F,

1.1 Introduction

Les polynémes irréductibles sur les corps finis ont beaucoup d’applications dans la théorie
des nombres et sont souvent utilisés dans la construction des codes correcteurs d’erreurs et
la cryptographie. Les trinomes irréductibles continuent & présenter une grande difficulté

pour les chercheurs malgré les résultats qui paraissent régulierement.

Motivé par les travaux de I. F. Blake, S. Gao et R. J. Lambert [2], R. Brent et P. Zimmer-
mann [5] définissent le trindme presque primitif (irréductible), qui est le trindme avec un
facteur primitif, et proposent des algorithmes pour rechercher les trinomes presque prim-
itifs. Doche [15] appelle ces trindmes "trindmes presque irréductibles", comme trinémes

redondants.

De nombreux résultats sont connus concernant les polynoémes irréductibles auto-réciproques,
dans cette démarche, J. L. Yucas et J. L. Mullen [68] étudient en détail I'ordre des
polynomes irréductibles auto-réciproques sur des corps finis. Dans [42], il est mentionné
que si f est un polynome irréductible de degré n sur F, avec f(0) # 0, alors 'ordre de f
, qui divise ¢" — 1, est égal 'ordre de toute racine de f dans le groupe multiplicatif F;".
Dans le cas ¢ = 2, 'ordre de f est toujours un entier impair [39]. De méme nous pouvons
voir dans [42], quun polynéome f irréductible et auto-réciproque divise des trinomes dans

[Fy[x] ssi l'ordre de f est un multiple de 3.

Golomb et Lee [28] développent la théorie des polynomes irréductibles qui divisent, ou ne
divisent pas, des trindmes sur Fy et considérent certaines familles de polynémes qui ne
divisent pas des trinomes. En effet, ils ont prouvé que pour un entier premier p > 3, s’il
existe un polynome irréductible d’ordre p, alors tous les polyndémes irréductibles ayant le

méme ordre ne divisent pas des trinémes.
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Kim et Koepf [39] considérent certaines conditions pour lesquelles des polyndmes ir-
réductibles divisent des trinémes sur Fs. En ce sens, une condition de divisibilité des
trindmes auto-réciproques par un polynoéme irréductible est établie, ils donnent une de-
scription de cette condition et présentent leur résultat principal : Soit f un polynome
irréductible sur Fy, f divise des trindbmes auto-réciproques ssi 'ordre de f est un multiple
de 3. Exposent ensuite leur extension du critéere de Welch pour tester si un polynome

irréductible divise les trinomes x®" + %5 + 1.

Soit a,b, m et s dans N. Nous nous intéressons a la divisibilité du trindme de la forme
2om + xbs +1

par un polynome irréductible, sur le corps fini F,.

1.2 Primitivité d'un polynoéme irréductible sur un corps fini

Définition 1.2.1
Soit T un polynéome irréductible de degré r > 1 sur Fy. La primitivité de T est le plus

petit entier positif t tel que T divise x* — 1.

Certains auteurs appellent la primitivité de T" I’exposant ou l'ordre.
La primitivité de T'(z) peut étre définie comme étant 1'ordre de x dans le groupe multi-

plicatif Fy[x] /(T (z)).

Exemple 1.2.2
Considérons le polynome T = % + 2% + 22 + 2 + 1 irréductible sur Fy et faisons les

divisions successives de z' — 1 par T pour t = 2, 3, 4, 5, ..., sur Fs.

11



2?2+ 1

2% + 1 mod (T)

?+1 = 2°+1 mod (T)

' +1 = 2°+2°+2 mod (T)

P +1 = (2+ D)@' +2°+2° + 2+ 1) mod (T)
2°+1 = 0mod (T)

Ainsi la primitivité du polynéome 7" est t = 5.

1.3 Théorémes de base sur la divisibilité des trindbmes x™+x*+1 par

un polynoéme irréductible sur I,

Théoréme 1.3.1 [28]
Soit T un polynéome irréductible de degré r > 1 sur Fy, ayant o comme racine dans une
extension de Fy. Le polynome T divise un trindme si et seulement s’il existe des entiers

i et j tels que o + o’ = 1.

Théoréme 1.3.2 [28]
Soit r € N (r > 1). Soit T' un polynéme irréductible de degré r sur Fy. Si T divise un

trinome quelconque, alors il divise une infinité de trindomes.

Preuve

Supposons que le polynéme 7', de primitivité ¢, divise le trinome ™ + x* + 1.

De o™ + a®* = 1 et ' = 1 nous avons alors o = 1 et o' = 1 et par conséquent
™t 4 ot = 1. D’ou le polynome T divise la famille des trindmes ™ + x5t 4+ 1

pour tous les entiers positifs p et v. [J

Théoréme 1.3.3 [28]

Soit 7 € N (r > 1). Soit T un polynéme irréductible de degré r sur Fy et de primitivité

12



t. ST divise un trinome quelconque, alors il divise un trindome de degré < t.

Preuve

Nous supposons que m > s > 1 et que m > t. Il existe alors m’ et s' dans {0, 1, ..., t — 1}
telsque: m=qt+m’, s =¢qt+s. Comme o =1 et o +a° = 1, il vient am +ozsl = 1.
Par conséquent 7' divise un certain trindme zm + z* + 1 de degré strictement inférieur

at.

1.4 Polynomes cyclotomiques et divisibilité des trindbmes x™+x*+1 sur F,
Soit ¢ un entier impair strictement supérieur a 3. Soit ®,(x) le ¢-iéme polynome cyclo-
tomique. Nous savons d’aprées W. Golomb et P. F. Lee [28] que : il existe € N* et fi,

fa, ..., fr des polyndémes irréductibles de méme degré tels que :

®y(x) = fi(z) folz)... fr(2)

De plus les facteurs ont la méme primitivité ¢.

Dans la suite nous noterons n le degré des facteurs de @, et ¢ leur primitivité commune.

Théoréme 1.4.1 [28]

St un des facteurs de @, divise un trinéme, alors tous les facteurs divisent des trinomes.

Preuve
Collectivement, les racines des polynémes fi(x), fo(x), ..., f-(x), dans une extension, sont

3 ...,a'™1 d’une racine simple a de ®;(x), qui peut étre prise

toutes les puissances o, o2,
comme racine de n’importe lequel des polynomes f;(z). En plus, les racines de z* — 1
forment toujours un groupe multiplicative cyclique. Si « est une racine primitive de
2" — 1, alors toute autre racine primitive est une puissance de «. Supposons que f;()

divise le trinéme x™ + x* + 1 alors, pour « racine d’un certain facteur,
a"+a’+1=0
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Pour tout autre polynome f;(x) de 'ensemble des diviseurs de ®;(x), supposons que ['une
de ces racines soit § = o, avec pged(t,u) = 1(c’est a dire rt + vu = 1 pour certains

entiers r,v). Alors nous avons a = 3* pour 1 < v <t — 1 pour lequel

(Bv)m+(ﬂv)s+1 :/va+/8vs+1 — 0
Par conséquent f;(z) divise le polynome "™ + 2** + 1. O

En particulier, si un des f;(z) est un trinome, alors tous les f;(z) divisent des trinémes.
Le théoréme précise que pour tout entier impair ¢ > 3, soit que tous les f;(x) divisent

des trindbmes ou ne divisent pas des trindmes.

Théoréme 1.4.2 (Critére de Welch) [28]
Pour tout entier impair t, les polynomes irréductibles de Fylx| et de primitivité t divisent

des trinomes si et seulement si le pged[1 + a*, 1+ (1 + )] est de degré supérieur a 1.

Preuve
Soit

ot -1

a(2) = —— = 9(2)9(2)...9,(x)

(non nécessairement le t-ieme polynome cyclotomique) la factorisation de ¢;(x) en facteurs

irréductibles. Alors

(1+2") =1+ z)q(z)

et
1+ (1 +2)] =2c(1 + )

14



Ainsi, excepté pour des facteurs linéaires possibles,

pgcd[1 + 28,1+ (1 + 2)"] = pged|ci(x), ¢ (1 + x)]

Alors collectivement les racines de gi(x), ¢2(x), ..., g,(x) sont :

ol « est une racine primitive ¢-iéme de 1'unité.
Par conséquent, les racines des facteurs irréductibles de ¢;(1 + z) sont :
l+a, 14+a* 14+a° ..., 14+a"t
Ainsi, le pged en question est de degré supérieur & 1 si et seulement si les racines 1 + o/
de ¢;(1 + x) sont égales aux racines o' de ¢;(x), c’est a dire
1+a =d

Qui est précisément la condition qu’'un facteur de ¢, (z) ayant o comme racine divise le

trinéme ' + 27 + 1. O

Exemple 1.4.3
Considérons le polynoéme T = z* + 23 + 2% + 2 + 1 irréductible sur Fy et de primitivité

5, le calcul du pged[1 4+ 2%, 1 + (1 + 2)"] pour ¢ = 5 donne :

pged [1+2° 1+ (1+2)°)] =1

Ce qui explique bien que ce polynéme ne divise pas de trindbmes sur Fs.
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1.5 Polyndmes réciproques et divisibilité des trindmes x™+x*+1 sur F,

Définition 1.5.1
Soit n € N*. Soit f un polynéme de degré n > 1. Le polyndome réciproque de f est défini

par :

fr(a)=a"f(z7")

Si f*(x) = f(x), alors on dit que f est un polynéme auto-réciproque.

Remarque

1

Si « est une racine de f(x), alors a~' est aussi racine de f(z).

Lemme 1.5.2 [28]

Soit p un nombre premier, ®,(x) le p° polynéme cyclotomique dans Fylx]. Soit r € N et

(a7~ 1)
(@1

la décomposition de ®,(x) en facteurs irréductibles. Si l'un des facteurs irréductibles de

P, (7) = = fi(z) fa(z) ... fr(2)

,(z) est auto-réciproque, alors il ne divise pas un trindme.

Preuve

Comme f;(z) est auto-réciproque, nous avons :

fila) = 2=V fi(a™)

Si fi(x) est un trindme, il s’écrit x®~1/" 4+ p@P=D/2" 11 qui divise 23P~D/2" + 1, par

/2r

conséquent o*P~1/2" = 1 mais 3(p — 1)/2r < p pour tout r > 1, qui contredit la

primitivité de p, le plus petit exposant tel que o = 1. [J
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1.6 Condition nécessaire de divisibilité des trinémes par

un polynome irréductible

1.6.1 Etude des familles F'(a,b) telles que z® + 2” + 1 soit irréductible sur Fy
Soit (a, b) € N, nous considérons la famille de polynomes F(a,b) = {x%™ + 2% + 1,
0 < bs < am} avec a, b des entiers positifs et m, s des entiers tels que le trinome z*+2°+1

soit irréductible sur le corps fini Fy. Soit 7y (a,b) le nombre de trinomes 7" irréductibles

de la famille F'(a,b) de degré < M.

1" cas F(3,2)

Le trindme 3 + 22 + 1 étant irréductible sur le corps fini Fy, nous allons étudier la famille
F(3,2) = {a" +2* +1,0 < 25 < 3m}

avec m, s des entiers positifs. Le calcul systématique, sur machine en utilisant Maple 10,
de la densité de ces trinomes irréductibles et 'estimation du rapport m(3,2)/ma(1,1)

pour M = 100, 200, 300, 500, 700, 900, 1000, 1500, 2000 a donné les résultats suivants :

M Tar(3,2) | mar(1,1) | mar(3,2)/mar(1,1)
100 | 27 276 0,098

200 | 58 589 0,098

300 | 102 937 0,11

200 | 162 1490 0,11

700 | 218 2082 0,10

900 | 283 2732 0,10

1000 | 321 3020 | 0,11

1500 | 466 4575 0,10

2000 | 635 6031 0,11
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2¢ cas F(5,3)
Pour le trindme 2° + 22 + 1, irréductible sur le corps fini IF5, nous faisons 1’é¢tude sur la
famille

F(5,3) = {2 + 2% +1, 0<3s<5m}

avec m, s des entiers positifs. Le méme calcul systématique de la densité et ’estimation

du rapport ma(5,3)/ ma(1,1) pour M = 100, 200, 300, 500, 700, 900, 1000, 1500, 2000

donne :

M v (5,3) | ma(1,1) | war(5,3)/mar(1,1)
100 | 26 276 0,09
200 | H4 589 0,09
300 | 86 937 0,09
500 | 141 1490 0,09
700 | 191 2082 0,09
900 | 257 2732 0,09
1000 | 265 3020 0,09
1500 | 428 4575 0,09
2000 | 582 6031 0,1

3° cas F(7,3)

Le méme calcul pour la famille des trindmes
F(7,3)={a™ + 2% +1, 0<3s<7m}

avec 7 + 2% + 1 irréductible sur F, donne :
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M o (7,3) | ma(1,1) | war(7,3)/mar(1,1)
100 | 20 276 0,07
200 | 40 589 0,07
300 |69 937 0,07
500 | 112 1490 0,08
700 | 160 2082 0,08
900 | 227 2732 0,08
1000 | 238 3020 0,08
1500 | 345 4575 0,08
2000 | 446 6031 0,07

4° cas F(7,5)
Pour faire la comparaison de ces résultats avec ce que donne un polynoéme réductible,
nous choisissons le trindme 27 + z°% + 1( non irréductible sur Fy), et le calcul dans la

famille

F(7,5)={a™ + 2 +1, 0<5s<7Tm}

a donné les résultats suivants sur lesquels nous avons remarqué que la densité est dou-

blement faible, d’ot I'intérét du choix d’un polyndéme irréductible.
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M wm(7,5) | ma(1,1) | war(7,5)/mar(1,1)
100 | 12 276 0,04
200 | 21 589 0,04
300 |43 937 0,05
500 | 70 1490 0,05
700 | 102 2082 0,05
900 | 131 2732 0,05
1000 | 141 3020 0,05
1500 | 215 4575 0,05
2000 | 288 6031 0,05

e Soit la fonction F : M — my,(a,b)/7(1,1)

Pour M= 100, 200, 300, 500, 700, 900, 1000, 1500, 2000
Avec (a=3,b=2), (a=5,0=3), (a=7,b=3), (a =7,b=>5) nous avons :

(a, b)\M 100 | 200 | 300 | 500 | 700 | 900 | 1000 | 1500 | 2000
(3,2) 0,098 | 0,098 | 0,11 | 0,11 | 0,10 | 0,10 | 0,11 | 0,10 | 0,11
(5,3)| 0,09 | 0,09]|0,09] 0,09 |0,09|0,09]| 0,09 009]| 0,1
(7,3)| 0,07 | 0,07|0,07]|0,08|0,08|0,08]| 0,08 0,08] 0,07
(7,5)| 0,04 | 0,04|0,05]|0,05|0,05|0,05| 0,05 0,05]| 0,05

Nous remarquons que le rapport 7y (a,b) /7 (1,1) a tendance a se fixer vers un nombre

bien déterminé et que la densité est nettement supérieure si nous choisissons le trinome

2% + 2° 4 1 irréductible, que celle ou le trindme n’est pas irréductible.

1.6.2 Condition nécessaire de divisibilité des trindmes par un polynéme irréductible

1.6.2.1 Concepts généraux

Le théoréme suivant di a Swan est un important résultat sur la non-existence, dans

certains cas, de trinémes irréductibles sur F5.
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1.6.2.2 Théoréme de Swan [65]

Soit n > m > 0 et supposons que soit n est impair, soit m est impair. Alors le trindome
" + 2™ + 1 admet un nombre pair de facteurs irréductibles sur Fo si et seulement si,
nous sommes dans l'une des situations suivantes :

(i) n est pair, m est impair, n # 2m, et nm/2 = 0, 1(mod 4)

(ii) n est impair, m est pair, m 1 2n, et n = +3(mod 4)

(iii) n est impair, m est pair, m | 2n, et n = £1(mod 8)

Maintenant nous allons faire une recherche expérimentale des trinémes irréductibles sur
Fy de la forme z%™ + 2% + 1 pour tous les couples d’entiers (a, b) tels que a < 10 et
b < 10.

1.6.2.3. Résultats obtenus

Notre étude est axée sur la recherche de familles de trindbmes sur le corps fini Fy qui
produisent une grande proportion de polynomes irréductibles. Une recherche expérimen-
tale a été faite, en particulier sur les trindmes du type 2°™ + 23 4+ 1, 2™ + 23 + 1 ou
2™ 4+ 25 4+ 1, ce qui a permis d’explorer plusieurs pistes.

Le calcul systématique de la densité, c’est-a-dire le rapport du nombre de trindémes irré-

ductibles au nombre de trindomes quelconques (i.e., a = b = 1) de la forme

™42 41, 0<bs<am <M

pour a, b entiers positifs, et M une borne fixée, M = 100, 300, 500 a été fait (voir tableau
en annexe 1), ce qui a donné les résultats suivants ot nb représente le nombre de trindmes

irréductibles et total indique le nombre de trindomes quelconques de la famille F'(a, b).

21



Pour M = 1000
Nous reprenons le méme calcul, mais avec les couples (a,b) dont le rapport nb/total est

signifiant, c’est & dire dont la densité est importante (en caractéres gras dans le précédent

tableau).
a |[b |nb |total | nb/total (nb/total)/P(1,1,M)
1 |1 |3020 | 499500 | 0.006046046046 1
6 |3 | 355 | 27556 | 0,01288285673 | 2.130790376
3 |7 | 357 | 23643 | 0,01509960665 | 2.497434941
6 |7 | 187 | 11786 | 0,01586628203 | 2.624241018
9 |7 | 140 | 7929 0,01765670324 | 2.920371943
9 19 | 116 | 6105 0,01900081900 | 3.142685129
2 19 | 298 | 27556 | 0,01081434170 | 1.788663470
6 |9 | 194 | 9310 0,02124863089 | 3.514467261
4 |9 | 181 | 13806 | 0,01311024192 | 2.168399284
719 199 7818 0,01266308519 | 2.094440746
1019 |77 5556 0,01385889129 | 2.292223907
7 10|24 7029 0,003414425950 | 0.5647370073
Apres tous ces calculs, nous constatons que le rapport % tend vers une limite finie,

dépendant de a et b, quand M tend vers l'infini. Nous proposons alors la conjecture

suivante :

Conjecture

Soit F(a,b) = {2 + 2% + 1, 0 < bs < am} avec a,b des entiers positifs, tels que
le trinome x* + 2° + 1 soit irréductible sur Fy et my(a,b) le nombre de trinémes T
irréductibles de la famille F(a,b) tels que le degré de T soit inférieur ou égal & une borne

déterminée M. Alors le rapport

:x é‘lﬂl’; tend vers une limite L(a,b) finie quand M tend

vers linfini.
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Nous avons montré que les trinomes de la famille 2% + 2% 4 1 ne sont pas divisibles par
les premiers polynomes irréductibles sur Fy, & savoir 22 +2+1, 23 + o+ 1 et 23 + 22+ 1,
pour (a mod 3 et b mod 3), (a mod 7 et b mod T) respectivement, pour tous les couples
entiers (a, b) avec a < 10 et b < 10, (notons que x,z + 1, ne divisent pas les trindmes en
question, car 0 et 1 qui en sont des racines, n’annulent pas les trinomes de la famille).

Nous généralisons ce fait par le résultat suivant :

Théoréme 1.6.2.4 [49]
Soit T un polynome irréductible de degré r > 1 sur Fy et soient a,b des entiers non nuls.
S’il existe m, s des entiers positifs tels que T divise x®™ + x% + 1, alors a et b ne sont

pas divisibles par (2" — 1).

Preuve
En effet, supposons que a ou b soit divisible par (2" — 1) et montrons que 7, irréductible

de degré r, ne divise pas %™ + 2% + 1 quelques soient m, s entiers positifs.

1" cas : Sia=0mod(2" —1),asécrit a=a; (2" — 1) et sachant que (z* > +1) =0
mod(T) alors 22 71 = 1 mod(T) d’ott (22 ~1)1™ = (1)™ mod(T) = 1 mod(T), c’est-a-
dire que (2% ~1)®™ 4+ 1 = 0 mod(T). Mais le polynome T ne divise pas le monome %
(r > 1), ainsi le polynoéme T ne divise pas le trinome %™ + 2% + 1 quelques soient m, s

entiers positifs.
2¢ cas : Si b =0 mod(2" — 1), la démonstration est identique a celle du 1¢" cas.

Donc le polynéme 7T ne divise pas le trinome 2% + 2% + 1 quels que soient m et s si a

ou b est divisible par (2" —1). O

Remarque :
La réciproque de ce théoréme est fausse. D’aprés le théoréme 1.3.3, si nous prenons

T = a* + 2% + 2% + o + 1, irréductible sur F, et de primitivité t = 5 (exemple 1.2.2) nous
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ne trouvons pas de trindémes de degré strictement inférieur a 5 et qui soient divisibles par
T (les seuls trinomes de degré 4, sur 5 et qui ne sont pas divisibles par 7" sont 2%+ 23 +1,

ot +let 2t + 2+ 1).

Maintenant essayons de relacher les conditions sur le Théoréme 1.6.2.4 pour avoir 'implication

mverse.

Proposition 1.6.2.5 [49]
Soient r,a,b des entiers non nuls. S’il existe un polynéme T' irréductible sur Fy de degré
r et s’il existe m,s des entiers positifs tels que T divise x™™ + 2% + 1 alors a et b ne

sont pas divisibles par (2" —1).

Preuve
La preuve de la proposition 1.6.2.5 est identique a celle du théoreme 1.6.2.4. Mais la

réciproque est vraie pour les deux cas spéciaux suivants.

Remarque
- Pour r = 2x3*, k un entier positif, il existe un polynome T = 2" +x"/2+1 irréductible sur
Fy [10] et il existe (m = 27, s = r) tels que le polynoéme T divise le trindme P = 2% +2"+1

(icia=b=1)et P=T%

- De méme d’aprés le théoréme 1.3.2, T qui divise le trindme %" +2"+1, il divise infiniment
les trindmes 22 T#t 4 27t 11 ol ¢ est la primitivité de T" et p, v sont des entiers positifs.
Si on pose (a = 1+ put, b = 1+ vt) alors T divise le trinome x?(1+#) 4 pr+vt) 4 1)

c’est-a-dire le trinome z°™ + 2% + 1 pour (m = 2r, s =r). [J
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1.7 Généralisations apportées a notre résultat sur
la, divisibilité des trinémes

En voici le texte intégral des raffinements apportées a notre résultat sur la divisibilité
des trinomes %" 4 2% 4+ 1 sur F, et la présentation de ’extension du critére de Welch

pour ce type de trindmes :

Nous allons faire 1’extension du critére de Welch [28] pour tester si un polynome irré-
ductible sur Fy divise les trinomes %" + 2% + 1. Nous donnons un raffinement de la
condition nécessaire de divisibilité des trinomes " +2%* 41 par un polynome irréductible

quelconque présentée dans [49)].

1.7.1 Divisibilité des trinémes 2™ + z%* + 1

Dans cette section nous considérons les conditions de divisibilité des trinomes 2% 42 +1
par un polynéme irréductible. Soit f un polynéme irréductible de degré n sur Fy et a, b
des entiers positifs. Dans [49] il a été prouvé que s’ils existent des entiers positifs m et s
tel que f divise 2™ + 2% + 1, alors a et b ne sont pas divisible par 2" — 1. Dans ce qui

suit nous donnons un raffinement de ce résultat.

1.7.2 Théoréme [5, 39|
Soit  f un polynome irréductible d’ordre e > 1 sur Fy et a, b des entiers positifs. S’ils
existent des entiers positifs m et s tel que f divise le trinéme %™ + 2% + 1 (am > bs),

alors am, bs et am — bs ne sont pas divisibles par e.

Preuve

Soit o une racine quelconque de f dans une certaine extension de Fy. Si am est divisible
par e, alors a®™ = 1, ainsi f divise le polynéome 2" 4+ 1. Comme e > 1, f(0) # 0 alors f
ne divise pas z%*. Par conséquent f ne divise pas le trinéme %" + 2% + 1. Le cas ot bs
est divisible par e est exactement similaire. Supposons que am — bs est divisible par e.

Alors de la méme maniére que précédemment, nous voyons facilement que z9™ % + 1 est
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divisible par f, et ainsi 2% + 2% + 1 = 2%*(2*™~% + 1) + 1 n’est pas divisible parf. [J

Si f est un polynéme irréductible d’ordre e et de degré n sur Fy, alors e est un diviseur
de 2" — 1. Ainsi le théoréme précédent dérive directement du résultat dans [49].
Finalement nous considérons le critére pour tester si un polynéme irréductible divise les

trinomes du type 29" + 2% 4 1 sur Fs.

1.7.3 Théoréme [6, 39
Soit f un polynome irréductible d’ordre e et de degré n sur Fy et a, b entiers positifs.
Alors f divise les trinomes %™ + 2% + 1 si et seulement si ged(1 + 2, 1+ (1 +2)%) a
un degré supérieur a 1, ot

e e

e =———-, €

ged(a,e) - ged(b, e)

Preuve
Soit o une racine quelconque de f. Alors l'ordre de o dans le groupe multiplicatif .

e=1 gsont les racines distinctes de ¢ — 1. Ainsi

$6—1:HQd

d/e

esteet 1, a, a? o

pour tout i (0 <4 < e—1), o' est une racine d'un polynéme irréductible dont 1'ordre est

un diviseur de e. En particulier, a® a pour ordre e; = —%— et a®, o2®, -, a(*~D® sont
) gcd(a, €) ) ) )
. €1 . . . —
toutes les racines de C, (z) := Z=L. Similairement a’, a®, -, (27D sont toutes les
. €eg __ . . _ .
racines de C.,(z) := 2= et ainsi 1+ a’, 1+ a®, -, 1+ o271’ sont toutes les racines

de C.,(x +1). D’olt « est une racine du trindme %™ + 2% + 1 si et seulement si C., ()
et Ce,y(z + 1) ont une racine commune. Ce qui est équivalent au fait que ged(1 + 2,
1+ (1 +x)°) a un degré supérieur a 1. [

Posons a = b = 1 dans le théoréeme 6 [39]. Nous avons alors Le critére de Welch.
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Chapitre 2 Codes linéaires, codes cycliques
sur un corps fini

2.1 Introduction

Le codage correcteur d’erreurs, dont ’origine remonte & la fin des années 40, permet de
transmettre de facon fiable de I'information, codée au moyen de mots d’une longueur
donnée, sur des lignes plus ou moins bruitées. La transmission de I'information sur des
lignes bruitées présentant un risque d’erreurs variable selon les cas, il s’agit de trouver un
moyen de les corriger & la réception de I'information, au prix d’une certaine redondance,
tout en minimisant dans chaque situation le temps d’occupation de la ligne. Les premiers

travaux sur le sujet ont été menés par Golay, Hamming et Shannon.

Les codes correcteurs d’erreurs sont présents aujourd’hui dans tous les réseaux, a des
niveaux techniques plus ou moins complexes. La généralisation de I'usage des satel-
lites de télécommunication dans les réseaux mondiaux augmentant le niveau de bruit,
le niveau technique de la correction d’erreurs dans ces réseaux a tendance a augmenter
sensiblement. On trouve aussi de la correction d’erreurs & un niveau sophistiqué dans
les sondes spatiales, les systémes de guidage, les lecteurs de disques numériques et de

disques compacts.

2.2 Paramétres d’un code
Poids et distance de Hamming [1]
Introduites par Hamming en 1950, ces notions sont fondamentales pour estimer ’efficacité

d’un code.

Définition 2.2.1
Soit n € N. Soit p un nombre premier et q une puissance de p. Soit v = (1, ...,1,) € Fy.

Le poids de Hamming de x, noté wt(x), est le nombre de coordonnées non nulles de x.
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Nous avons :

wt(z) == card{i:1<i<n|z; #0}.

Soit z, y € Fy. La distance de Hamming entre x et y, notée dy(z,y) est par définition

le nombre d’indices 7 tels que z; # y;.

dy(z,y) =wt(x —y) :=card{i: 1 <i<n|x; #y}

Le support d'un élément = € Fy est 'ensemble des indices i tels que x; # 0. Le poids de =
est donc le cardinal de son support. La distance de Hamming, est une " vraie " distance
au sens métrique du terme, c’est a dire qu’elle vérifie les propriétés d'une distance d(zx, y).
Va,y €y -

ed(r,y) =0 =y

o d(z,y) = d(y, v)

o d(z,z) <d(z,y)+d(y,z)

Définition 2.2.2 [1]
Un code C' de longueur n est un sous-ensemble de Fy. La distance minimum de C, notée

d(C), est le minimum des distances entre deux éléments distincts de C.
d(C)=min dg(x,y).
(€) vy e ety u(z,y)
2.3 Codes linéaires sur F,
Pour les codes contenus dans [y, nous allons nous concentrer sur les codes linéaires,
c’est-a-dire ceux qui ont une structure d’espaces vectoriels. Les outils de I’algebre linéaire

facilitent dans ce cas les opérations de codage et de décodage.

Définition 2.3.1 [1]

Soit n € N. Soit q une puissance d’un mombre premier. Un code C de longueur n
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est dit linéaire si C' est un Fy— sous espace vectoriel de Fy. Dans ce cas, on note k sa

dimension.

Si C' est linéaire, on peut remarquer que, si x et y sont dans C', alors z — y est également
dans C. Comme d(z,y) = wt(x — y), la distance minimale de C' est égale au minimum

des poids des éléments non nuls de C', nous avons :

d(C) = wt(C) = min{wt(z), € C\{0}}.

D’un point de vue algorithmique, le calcul de la distance d’un code quelconque nécessite
|C|? opérations, tandis que pour un code linéaire il n’en faut que |C| (environ).

Si C est un code linéaire, longueur, dimension et distance sont les parameétres fonda-
mentaux du code et nous écrivons C' de parameétres [n, k,d| ou bien C' est un [n, k, d]-

code.

Matrice génératrice, matrice de contrdle ou de parité

Définition 2.3.2 [1]

Soit C' un code linéaire de longueur n et de dimension k. Une matrice génératrice de
C' est une matrice k x n dont les lignes forment une base de C. Le code dual du code C

est l’orthogonal C*+de C pour la forme bilinéaire usuelle -y = > z;y;.
i=1

1. n n —
Cr={rel)|VyeF,, z -y=0}

Une matrice de controle de parité de C' est une matrice (n — k) x n génératrice de C*.

Un code est dit auto-dual s’il est égal a son dual.
Autrement dit, si C' est un [n, k]— code alors C* est un [n, n — k]— code.

Proposition 2.3.3 [1]

Soit C' un code linéaire, de longueur n et de dimension k, soit G une matrice génératrice
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de C et soit H une matrice de controle de C, alors :

eVeelF reC<+=JucF}|r=uG
eV e}, xcC & Ha' =0
e (' contient un mot de poids au plus w, ssi w colonnes de H sont linéairement dépen-

dantes.

Remarque 2.3.4 [1]

Ainsi, un code C est de poids d si et seulement si, il existe d colonnes de sa matrice
de controéle linéairement dépendantes, tandis que d — 1 colonnes quelconques sont in-
dépendantes. Cette remarque est a la base du processus de construction des codes de

Hamming.

Proposition 2.3.5 [1]
Soit C' un code linéaire de matrice génératrice G. Supposons que G soit de la forme dite

canonique ou systématique G = [Iy | A]. Alors une matrice de controle est H = [—A" |

Tosl.

Equivalence de codes [1]
Soit S, le groupe des permutations de I’ensemble {1, 2, ..., n}. Ce groupe opére sur [F !

par permutation des coordonnées :

(S Sn, (.Tl, ...,(L‘n)g = (.Cl]a(l), ...,xg(n)).

Toutes les notions introduites sont invariantes par permutation : ainsi, wt(o(x)) = wt(z),
o(z)-o(y) =x-y, dy(o(x),0(y)) = du(z,y), etc. Siun code C; est 'image d’un code
Cs par une permutation o, bien que distincts, ces codes auront les mémes propriétés
relativement au probléme de correction de I'information. Pour cette raison, nous étudions
en général les codes a permutation prés.

A toute permutation o, on associe une matrice M, qui est la matrice de la transformation
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linéaire de Fy associée a 0. C’est une matrice n X n, dont toutes les entrées sont nulles,
sauf les (o(i), 1) ou elles sont égales a 1.

Nous avons :

Si C' est un code linéaire de matrice génératrice GG, C'” est encore un code linéaire, de
matrice génératrice GM,,. Celle-ci est obtenue & partir de G par permutation, suivant o,

des colonnes de G.

Proposition 2.3.6 (et définition) [1]

Soit C,Cy deux codes linéaires de matrices génératrices respectives Gy, Go. On dit que
les codes Cy et Cy sont équivalents sl existe une permutation o telle que Cy = C7. Ce
qui équivaut o l’existence d’une matrice de permutation M, et une matrice k X k P a

coefficients dans I, et inversible telles que

GQ - PGlMO-

Nous utilisons aussi la notion d’équivalence monomiale. Deux codes sont dits mono-
mialement équivalents s’ils sont échangés par une transformation monomiale, ol une

transformation monomiale est du type :
(21, 2n) — (@176(1), -, AnTo(n)), OU pour tout i, a; € Fy

Définition 2.3.7 [1]
Soit n € N*. Soit S, le groupe des permutations o telles que o(C) = C. Ce groupe est

appelé le groupe des automorphismes du code C, noté Aut(C).

2.4 Codes cycliques sur F,
Les codes cycliques forment une sous-classe des codes linéaires, et sont les plus util-

isés en pratique. Ils conjuguent en effet de nombreux avantages : leur mise en oeuvre
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(codage/décodage) est facile, ils offrent une gamme étendue de codes, avec de nombreux
choix de paramétres [n, k,d], et enfin permettent de corriger différents types d’erreurs,

isolées ou par paquets.

On définit la fonction "décalage" sur Fy, qui est une permutation circulaire o des coor-

données, par :

IFZ — IFZ

(Co, Clyeeny Cn—l) — (Cn—la Co,C1y .-y Cn—2)

Définition 2.4.1 [1]

Soit C un code linéaire sur Fy. On dit que C est cyclique si o(C) = C.

Remarque

La transformation o est d’ordre n, c’est a dire que n est le plus petit entier tel que

o™ =1d.

Exemple 2.4.2
i) Le code binaire C' = {000, 101, 011, 110} est cyclique.
ii) Le code binaire C' = {0000,1001,0110,1111} n’est pas cyclique. Il est cependant

équivalent & un code cyclique (il faut échanger les troisiémes et quatriémes coordonnées).

Lemme 2.4.3 [1]

Un code cyclique de Ty peut étre identifié a un idéal de l'anneau Fylx]/(z" —1).

Preuve

Soit I’application

v By = Fola] — Fyla]/(a" — 1)

¢ — c(x) = c(x) mod 2" — 1
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qui associe a un mot de Fy

c= (CO> C1y ey Cnfl)

le polynéme de F,[z]

clx)=co+ar+-- + 1Ty

¢ est est un isomorphisme de F, - espaces vectoriels.

Dans F,[z]/(z" — 1), la multiplication par x correspond a la permutation circulaire des

coefficients. Ainsi, pour tout u € [/, nous avons

p(o(u) = zp(u)

un code C' est stable par o si et seulement si

Comme d’autre part un code linéaire est aussi un [, - espace vectoriel, il est stable par
q 9

o si et seulement si son image par ¢ est un idéal de F,[x]/(z" — 1). O

Polynoéme générateur
Définition 2.4.4 [1]
Le polynéome générateur g(x) du code cyclique C' est le polynome unitaire de plus bas

degré contenu dans C.

"Unitaire" signifie que le coefficient du monoéme de plus haut degré vaut 1. Cette condi-

tion garantit I'unicité de g(z).

Théoréme 2.4.5 [4]
Soit C un idéal de Fy[z]/(z" — 1), Alors

i) Il existe un et un seul polynome unitaire g(x) de degré minimal dans C.
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ii) C' est un idéal principal engendré par g(x).

Preuve

i) Soit g(z) le polyndme non nul de C' de degré minimal r. Nous pouvons toujours
transformer g(x) en un polynéme unitaire en inversant le coefficient dominant. Supposons
qu’il existe un deuxiéme polynome unitaire f(z) de degré minimal r. La différence
g(x) — f(x) appartient & C' et a un degré inférieur a r. Ceci contredit le fait que 7 est
minimal. Donc g(x) est unique.

ii) Soit ¢(x) € C. Par division euclidienne, nous pouvons écrire

c(z) = u(x)g(x) +r(x)

avec degr(z) < degg(x).
Mais
r(z) = c(z) —u(z)g(x)) € C

Ceci est une contradiction sauf si

r(z) =0

c’est a dire que C s’écrit C' = (g(z)). O

Exemple 2.4.6

Dans [Fy[x] nous avons la factorisation
2 —1=01+2)1+z+2?)

Dans Fy[x]/(2® — 1), soit Cy, Cy les codes cycliques engendrés respectivement par les
polynomes ¢;(z) =1+ z, go(x) = 1 + 2 + 2%

Alors nous avons :

Ci={0, 1+, +2° 1+2°} ={000, 110, 011, 101}
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Cy = {0, 1+z+ 2%} = {000, 111}

Notons que le code C est aussi engendré par le polynome 1 + z2. Toutes fois g;(x) est

I'unique polyndéme unitaire, de degré minimal, générateur de C}.

Lemme 2.4.7 [4]

Les mots de C' sont les multiples de g(x) dans F,[z]/(2™ — 1). Plus précisément, si
deg(g(x)) =n -k,
Ve(z) € C, 3 a(x) € Fylz], dega(z) < k:c(x) = a(x)g(z)

et donc deg(g(x)) + dimC' = n.

En effet, soit ¢(x) € C. Effectuons la division euclidienne de ¢(x) par g(x) :

c(x) = q(@)g(x) + r(z), deg r(x) < deg g(x)

Nous savons que tout multiple de g(x) est dans C. Il vient que r(z) = c(x) — q(z)g(x)
est dans C', ce qui contredit la définition de g(x) comme étant de degré minimal dans C,
sauf si r(x) est nul. Le second point du lemme vient en remarquant que degq(z) < k car

dege(x) < n. O

Théoréme 2.4.8 [64]

Soit €' un code cyclique de ¥y, de polynome générateur

9(z) =go+ rx + ... + Gpgr" "

Alors une matrice génératrice de C' est la matrice k x n donnée par :
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g 91 - gk 00 ... 0
0gogr - Gor 0 ... 0
G=100g0g1 - Gnr0..0

00 ... 9o G1 - Gnk

Preuve

Notons au début que gg # 0 : Sinon

(O’ 917 927 7gn—k;—1) 6 C

Ce qui implique que
(gh 92, -y 9n—k—1, 0) ceC

C’est a dire que

G+ @prt .t g el

Ce qui contredit la minimalité du degré n — k du polynéme générateur. Maintenant,
nous voyons que les k lignes de la matrice G sont linéairement indépendantes du fait de
I’échelonnement de g,s avec 05 au dessus. Ces k lignes représentent les polynomes g(z),
xg(z), ¥2g(z), ..., 2% 71g(z). Dans I'ordre de montrer que G est une matrice génératrice de
C nous devons montrer que tout mot de code dans C' peut s’écrire comme combinaison
linéaire de g(z), zg(x), 2%g(x), ..., ¥¥"1g(z). Le lemme 2.4.7 montre que si c(x) est un
mot de code dans C, alors ¢(z) = m(z)g(xz) pour un certain polynome m(z) de degré

inférieur & k£ dans Fj[z]|. Ainsi,

36



c(r) = m(x)g(w)
= (mo+mz + -+ my_ 2" Y g()

= mog(z) + mizg(z) + - + my_12" ' g(x)

Ce qui montre que tout mot de code ¢(x) dans C' peut s’écrire comme combinaison linéaire
des mots représentés par les k lignes indépendantes de G. Nous concluons que G est une

matrice génératrice de C' et que la dimension de C' est k. [J

Exemple 2.4.9
Déterminons tous les codes cycliques ternaires et leurs polynémes générateurs pour n = 4.

La factorisation de 2% — 1 sur F3 prend la forme :
' —l=@-D@*+22+r+1)= (- D@+1)(a*+1)

Il y a donc 2% = 8 polyndomes générateurs de codes cycliques, a savoir :

Polynome générateur Matrice génératrice

1 I,
(1100

xr—1 0-110
00-11
(1100

r+1 0110
0011

o (1010
0101
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-1 010

?—1

0-101
(z—1D(@*+1) =23 -2 +2-1 11 -11]
(x+1)@*+1)=2*+22+2+1 111 1]
4 —1=0 00 00]

Lemme 2.4.10 [1]
Soit g(x) le polynome générateur du code cyclique C' dans Fy, alors g(x) est un diviseur

de 2™ — 1.

Ce résultat nous permettra de construire des codes cycliques a partir des diviseurs de
2™ — 1. Pour la preuve, nous procédons de la méme fagon que le lemme précédent, nous
faisons la division euclidienne de 2" —1 par g(x) dans F,[z], et nous concluons en passant

modulo 2" — 1, ce qui donne
0=q(x)g(x) +r(x)el’

Ainsi

Donc

Dual d’un code cyclique
Théoréme 2.4.11 [4]

Soit C[n, k] un code cyclique. Alors son code dual C* est cyclique et il est engendré par
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le polynome
g (2) = 2"h(z™)
ot h(x), de degré k, est le polynome de parité du code C.

Preuve

Rappelons que h(x) vérifie la relation
a" —1=g(x)h(z)
Dans 'anneau quotient I [z]/(2™ — 1), nous avons
gx)h(x)=2"—-1=0

Pour tout mot de code c¢(x) = u(z)g(z), nous aurons

Nous obtenons donc un produit de convolution nul

n—1

Zcihj_i =0, pour 75=0,1,..

=0

Construisons la matrice

hk hl h,[] 0 :c”_k_lh(zc)
H = =
0 hg ... hy hg O
0 hg ... hy hg O
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Ce produit se traduit par cH! = 0. Donc H est bien la matrice de parité du code C. En
comparant avec la forme de G dans le théoréme, nous concluons que h(z) est le polynoéme
générateur du code dual si les symboles sont lus a 'envers. C’est a dire que h(x) est le
polynéme générateur d'un code équivalent & O et que O est un code cyclique. Sinon
en gardant les symboles du code dans le méme ordre mais en inversant les coefficients de

h(z), ainsi le code dual C* est engendré par le polynéme x*h(z~1). O

2.5 Exemples historiques de codes correcteurs
2.5.1 Le test de parité : un exemple de code détecteur [7]

Chaque mot de code a un nombre pair de bits 71”7 et il y a un seul bit de redondance :

n—1
T, = g z; mod 2.
i=0
Ce code détecte un nombre impair d’erreurs. Ainsi pour n = 6 :

100011 Perreur est détectée

101011
7 110011  les erreurs ne sont pas détectées

Ce code n’est pas correcteur car il ne permet pas de localiser les erreurs.

2.5.2 Le code de répétition [7]

Dans I’encodage, chaque bit du mot-source est répété trois fois (ce qui triple la longueur;
donc le taux de transmission est de 1/3). Ce code peut corriger une erreur par décodage
majoritaire : chaque groupe de trois bits consécutifs du mot de code est décodé en un 0

(resp. un 1) s'il contient une majorité de 0 (resp. de 1).

2.5.3 Le premier code du mathématicien R.W. Hamming [7]

Ce code, a lorigine "un bricolage", est basé sur le test de parité. Longueur : n = (t+1)?,
Information : k¥ = t?, Redondance : r = 2t + 1.

Pour voir son fonctionnement regardons un exemple. Ainsi pour ¢ = 2, et donc n = 9,

k =4, r = 5. Il s’agit d'un code binaire de longueur 9, corrigeant 1 erreur et détectant 3.
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Encodage
110
1101 — 011 — 110011101

101

(chaque ligne et chaque colonne a alors un nombre pair de ”1”)

Décodage
110
110001101 — 001 — 110011101

101

Le taux de transmission est passé de 1/3 = 0, 33, qui était le taux de transmission du code
de répétition 1-correcteur, a 4/9 = 0,44. Le deuxiéme code, appelé code de Hamming,

aura un taux de 4/7 = 0, 55, le meilleur possible pour un code 1-correcteur transmettant

des blocs de 4 bits.
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Chapitre 3 Codes cycliques optimaux, iso-duaux
de rendement ! sur F,

3.1 Introduction

La théorie du codage vise a construire des codes correcteurs performants, opérant au plus
proche des limites théoriques établies par la théorie de I'information. Dans ce contexte,
la recherche de codes optimaux prend alors tout son sens puisqu’il s’agit de rechercher le
code ayant la plus grande capacité de correction d’erreur possible pour une longueur de

code et une dimension fixée.
3.2 Codes cycliques iso-duaux

3.2.1 Codes cycliques iso-duaux sur F; [52]

Soit le corps de Galois a 3 éléments noté F3 = {0, 1,2}. Un code C[n, k] linéaire ternaire
est un sous espace vectoriel de dimension £ de 4. Le rendement d'un code linéaire
C[n, k] est défini par k/n. Deux codes ternaires C' et O sont équivalents si I'un est
obtenu a partir de Pautre par une permutation monomiale des coordonnées. Soit g(x)
le polynéme générateur(unitaire) du code cyclique C, alors son code dual (cyclique) C*+

admet pour polynéme générateur le polynome réciproque (unitaire) de :

Proposition 3.2.1.1 [1]
Un code C' est iso-dual si et seulement si C+ s’obtient par permutation des coordonnées

de C' avec changement de signe éventuel.

Soit n un entier pair non multiple de 3. Nous présentons une généralisation, pour

les codes cycliques de paramétres [n, 5] sur le corps fini Fs, sur le fait que ces derniers
sont iso-duaux (i.e., équivalents a leurs duaux). L’utilisation de la notion de polynéme
réciproque nous a permis de trouver une construction concernant I’iso-dualité de ces codes

cycliques pour n = 26, 34, ... , 74. Cette iso-dualité est réalisée par le fait que le polynéme
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réciproque du complément du générateur g(z) d'un tel code cyclique vérifie la propriété

suivante :

Sachant que pour n = 2m, le bindme x™ — 1 s’écrit :

" —1= (2™ - 1)(z™+1)

Avec 2™ — 1 et 2™ + 1 qui s’écrivent

2™ —1=(z—Du(z)v(z) et 2" +1=(z+ u(—z)v(—2)

Ou les polynomes u et v existent toujours et leur unicité dépend de n.

Supposons que u et v soient auto-réciproques c-a-d,

" —1
= (z+ Du(—x)v(z
o= e Dua(a)
D’ou
(xn_ 1>* = (o + Du(—2)(z)
9(x)
= —(—z—Du(—x)v(x)
= —g(-x)
Ainsi le code dual C'"du code cyclique C' a pour générateur g'(z) = —g(—x), c-a-d

que C et C'Tsont monomialement équivalents [1] et par conséquent le code cyclique de

générateur g(x) est iso-dual en longueur 2m. Nous résumons ce résultat par :
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Proposition 3.2.1.2 [52]
Soit 2™ — 1 = (x — Du(x)v(x) avec m impair et u* = u, v* = v. Alors le code cyclique

ternaire engendré par le polynome g(x) = (x — 1)u(x)v(—x) est iso-dual en longueur 2m.

3.2.2 Nouvelles classes de codes cycliques iso-duaux sur F3 [52]
Nous donnons sept constructions de code cycliques iso-duaux sur le corps fini F3. Nous

supposons que n = 2m avec m impair et n non multiple de 3. Dans ce cas la factorisation

2™ — 1= (z — Du(x)v(x)

donne, en changeant x par —x, la factorisation

™+ 1= (z+ Du(—z)v(—x)

Nous choisissons

g(x) = (z = Du(z)v(-x)

Nous considérons les sept cas suivants :

Soit €, n dans {£1}
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Proposition 3.2.2 [52] : Avec les notations précédentes. Dans les sept cas, le code

cyclique de générateur g(z) est iso-dual sur Fs.

Preuve
Dans chaque cas nous calculons le polynéme générateur du code dual. Premiérement

nous avons :

(2" = 1)/g(x) = (z + Du(—2)v(x).

Prenant les réciproques des deux cotés, nous obtenons dans les cing premiers cas +g(—z),

et dans les deux derniers cas [—g(—x)]*. Le résultat s’ensuit. [

3.3 Codes cycliques optimaux sur F; [52]

Nous adaptons les notations et définitions indiquées dans [42, 46]. Les éléments de C
sont appelés des mots de code et le poids wt(z) d'un mot de code z est le nombre de
positions non nuls dans z. La distance d(z,y) de Hamming entre deux mots de codes est

définie par : d(z,y) = wt(x — y). La distance minimale d'un code linéaire C' est :

d(C) =min{d(z, y) Jz, vy € C, x #y}.

Un code linéaire C'[n, k,d] , sur un corps fini F , est un code C[n, k] de distance minimale
d. Pour un code linéaire, la distance minimale est égale au plus petit des poids de tous
ses mots de codes non nuls.

Le probléme central dans la théorie des codes est d’optimiser un des parameétres n, k et
d pour des valeurs données des deux autres, ¢ étant fixé. Une des deux versions est :

° Trouver d,(n, k), la plus grande valeur de d pour laquelle un code C[n, k, d], existe.
Un code qui atteint cette valeur est appelé un code optimal.

La recherche des codes ternaires optimaux a été initiée par Hill et Newton [37]. Ils ont
trouveé les valeurs de ng(k, d) pour k < 4 pour tout d, et les valeurs de n3(5,d) pour 30
valeurs de d. L’état de I’art et tables pour n3(6,d) et d3(n,6) est dans [34]. Maruta [48]

a prouvé l'inexistence de certains codes de dimension 6 sur Fj et a présenté une nouvelle
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table pour n3(6,d) a 'adresse suivante : http://www.geocities.com/mars39.

geo/griesmer.html. Grassl [26] maintient & jour une table des bornes supérieures et
inférieures de ds(n, k) pour n < 243. Des bornes pour des valeurs numériques de ds(n, 7)
ont été améliorées ou établies a travers la construction des codes quasi-cycliques(multi-

cycliques) par Gulliver et Ostergard [32].

3.3.1 Codes cycliques [26,13], [52]

Notre recherche est axée sur I'optimisation de la distance minimale des codes cycliques

ternaires C[n, 5], ot n est pair non multiple de 3, en particulier le code [26,13]. Pour
les codes linéaires ternaires Cln,%]s, les bornes inférieures et supérieures de d3 pour
2 < n < 24 sont confondues. Pour n > 26 (voir [26] ) les bornes supérieures ne sont
pas toujours atteintes. Nous donnons ici la table des bornes de d3 pour 26 < n < 74 et

k=1

n 26 | 28 32 34 38 40 44 46 50
ds(n,%) | 89 | 9-10 | 10-11 | 11-12 | 11-13 | 12-14 | 13-15 | 14-15 | 14-17

n 52 56 o8 62 64 68 70 74
d3(n,2) | 15-18 | 16-18 | 17-19 | 17-20 | 18-21 | 16-22 | 17-23 | 18-24

L’utilisation de l'algorithme de Chen présenté dans I’article [66] nous a permis d’obtenir
tous les résultats sur les codes cycliques de paramétres [26,13];. La factorisation du

polynome :

% —1= (1+2)2+2)1+20+2%) 2422 +2%)(2+ 2%+ 23)(2+ 2 + 22 + 2°)
(1+2z + 22+ 23) (1 + 222 + 2°)(1 + = + 22% + 23)(2 + 22 + 22° + 2°)

en facteurs irréductibles sur le corps F3 donne huit polynémes de degré = 3 et deux
polynomes de degré = 1. Ainsi pour avoir un polynéme générateur g(z) de degré 13, il
faut choisir 4 polynomes de degré 3 et en choisir 1 de degré 1, ce qui donne Cg x C4 = 140
choix possibles. Toutes les combinaisons possibles ont été faites, ce qui a donné les poids

des mots de code du code [26, 13]3 pour chaque polyndme g(z) choisi. Nous enregistrons
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dans la table 1 les résultats de calcul du poids des mots de code pour certains polynomes

générateurs.

Table 1

*

IS
8

T
¥
=)

L
=
|
=
-t
—~
5
~—

g(x) mot de code (a)

e
*
8

*

<
&
I~

10000000000001 | 10000000000001000000000000

<
*
8

*

22121212121211 | 21000000000002100000000000

e
*
8
e <

*

<
8

11220102101001 | 10100000100001010000010000

e
*
8

*

<
8

20020212210221 | 22010000000002201000000000

<
*

.—|.—|.—|§.—|.—|

8

20021002012101 | 22000010000101002000120000

20120100020121 | 12001010000002100202000000

12112100012111 | 21000100000000200000000211

22000102100211 | 22200000000102202020000000

20210211021111 | 22200000000100100000201001

10020222110211 | 12010000000002102000000000

12011200010121 | 10100000100001010000010000

20000000000001 | 10000000000002000000000000

12222222222221 | 11000000000002200000000000

10111211001201 | 22000000100001100000020000

DO |~ N || [0 |00 |0 |0 OO |~ |

21120102202001 | 10100000100002020000020000

-
SR
~E
8
|
Na}
—~
|
)
—
*

Remarque [52] : Il y a exactement 54 codes optimaux parmi les 140 codes cycliques

[26, 13]3 existants.

Notons dx(n) la plus grande distance minimum d’un code cyclique de longueur n, nous

résumons alors notre premier résultat par :

Proposition 3.3.1 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [26,13]3 est dc(26)=8.
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3.3.2 Codes Cycliques [34,17]; [52]
Dans ce cas nous avons seulement 4 choix possibles pour le polynome générateur g(x) du

code, et la factorisation de z3* — 1 en facteurs irréductibles sur F3 nous donne :

34 _q

x = 1+2)Q2+2)1+z+22+23+ .. +2% +2)

(1+2z+a2*+22° + ... + 22" +2'9)

Ainsi nous aurons les mots de codes et leurs poids respectifs

Table 2
u*= 34 _11%
g(x) mot de code a [ . [ ] - wt(a)

vr= 9(x)
u*=u

221212121212121211 2100000000000000021000000000000000 [U*:U —g(—ZE) 4
u*=u

122222222222222221 1100000000000000022000000000000000 [U*:U g(—LE) 4
u*=u

200000000000000001 1000000000000000020000000000000000 [U*:U —g(—[E) 2
u*=u

100000000000000001 1000000000000000010000000000000000 [U*:U g(—.T) 2

Remarque [52]

Les 4 codes cycliques de parameétres [34, 173 sont iso-duaux dont 2 sont optimaux.

Proposition 3.3.2 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [34,17]3 est dc(34)=4.

3.3.3 Codes cycliques [38,19], [52]

De méme ici nous avons 4 choix pour le polynéome générateur du code [38, 19]5 :

¥ -1 = 1+2)2+2)Q+z+22+2°+ .. +2'7 42"

(1422 + 2% +22° + ... +22'7 4 2'®)

D’ou la table des mots de codes et leurs poids correspondants.
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Table 3

g(x) mot de code a — wt(a)

12222222222222222221 11000000000000000002200000000000000000

20000000000000000001 10000000000000000002000000000000000000

10000000000000000001 10000000000000000001000000000000000000

22121212121212121211 21000000000000000002100000000000000000

Remarque [52]

Tous les codes cycliques ternaires de paramétres [38, 19]3 sont iso-duaux.

Proposition 3.3.3 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [38,19]3 est dc(38)=4.

3.3.4 Codes cycliques [46, 23|, [52]
Pour les codes cycliques de parameétres [46, 23], la factorisation de 2% — 1 nous donne 12

choix possibles pour le polynéme générateur de degré 23 :

46

T 14+ 2)2+2)(1+ 22+ 2° + 2% + 22" + 20 + 2% + ')

1=
(24 22 + 222 + 2° + 2 + 22° + 22% + 2M)
(24 2% + 2% 4+ 227 + 228 + 2 + 210 + 2!
(

1+ 2%+ 2° 4+ 227 + 2% + 2° 4+ 2210 + 2'1)

Par conséquent nous enregistrons dans la table 4 qui suit tous les mots de code et leurs

poids correspondants :

e o [U*(I): [146—1]*f
g(x) mot de code(a) ’U*(.Z’): g(w) — wt(a)
w*(z)=—v*(x)
222222111100220022000011 1020201000000000000000002000200000201000000020 _g —T 9
200202112120101200201221 2111000001100000000000000020001000220000202200 13

100000000000000000000001 1000000000000000000000010000000000000000000000

122222222222222222222221 1100000000000000000000022000000000000000000000
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Table 4 suite

t de cod [u*(m): [14671]*7
g(x) mot de code(a) ’U*(Z‘): g(x) wt(a)
211201001202012122101001 2212100100000000000000020020000002100000100021 13
u*(z)=—v*(z)
220000110011002222111111 1010200010000000000000002000100000000020101000 __57 —T 9
u*(z)=—v*(z)
121212212100120012000021 1020201000000000000000002000200000201000000020 g —T 9
112201002202011112202001 1222200100000000000000020010000002200000200011 13

221212121212121212121211 2100000000000000000000021000000000000000000000

200000000000000000000001 1000000000000000000000020000000000000000000000 [

100202211110202200102211 2212000002100000000000000020001000210000202100 13

120000210021001212212121 1010200010000000000000002000100000000020101000

Remarques [52]
- Pour les codes iso-duaux de paramétres [46, 23], nous avons :
soit

u*(z)=—v(x)
v* (z)=—u(z)

ou bien

Et dans les 2 cas nous avons (ﬁ?;) = +g(—x).

- Il y a exactement 8 codes [46, 23]3 iso-duaux et 4 codes optimaux non iso-duaux.

Proposition 3.3.4 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [46, 23]3 est dc(46)=13.

3.3.5 Codes cycliques [50, 25|, [52]
Pour les codes cycliques [50, 25]3, la factorisation de 2°° — 1 nous donne 8 choix possibles

pour le polyndéme générateur de degré 25 :

-1 = (1+2)2+2) (1 +2+2>+2° + 291 + 22 + 2% + 22° + )

(]_—|—ZL’5+1‘10+IL‘15+ZE20)(1—|—2ZL‘5+5L’10—|—2{L‘15—|—[E20)
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Et par conséquent nous avons la table qui nous donne tous les mots de code et leurs

poids correspondants :

Table 5
g(x) mot de code a [z [x;(()aj)l]* = | wt(a)

10000000000000000000000001 | 10............. 010, ... 0 == | g(~a) 2
12222222222222222222222221 | 110............. 0220......... 0| [wzv g(—x) 4
20000000000000000000000001 | 10.............. 020..c..c.... 0 [w=e| —g(—2) | 2
22121212121212121212121211 | 210........0210.............. 0] [w=v| —g(—z) | 4
12222011110222201111022221 | 2000010...20000010...0 | [“=* g(—x) 4
10000200002000020000200001 | 1000010...02000020...0 | [“=* g(—x) 4
20000200001000020000100001 | 2000010...20000010...0 | [“%=* | —g(—=) 4
22121021210212102121021211 | 1000010...02000020...0 | [“%=* | —g(—=) 4

Remarque [52]

Tous les codes cycliques [50, 253 sont iso-duaux dont 6 sont optimaux.

Proposition 3.3.5 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [50, 25]5 est do(50)=4.

3.3.6 Codes cycliques [58,29], [52]
Pour les codes cycliques ternaires de parameétres [58,29], la factorisation de 2°® — 1 nous

donne 4 choix possibles pour le polynéme générateur de degré 29 :

-1 = (1+2)2+2)1+z+22+ .. +277 +2%)

(1422 +2%4+22° + ... + 227 +2%®)

Et par conséquent nous avons la table qui nous donne tous les mots de code et leurs

poids correspondants :
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Table 6

g(x) mot de code a | [%“Z "”;?x)l]* = | wt(a)
10, 01 | 10.....010....0 | [“=* | g(—=) 2
1200, 21 | 110...0220..0 | [“=*| g(—2) 4
20 01 | 10.....020......0 | [“= | —g(—x) 2
2212...1211 | 210...0210..0 | [“=¥ | —g(—x) 4

Remarque [52]

Les codes cycliques de paramétres [58,29]3 sont tous iso-duaux.

Proposition 3.3.6 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [58, 29]3 est do(58)=4.

3.3.7 Codes cycliques [62,31], [52]

De méme la factorisation du binéme 2% — 1 nous donne 4 choix du polynéme générateur

du code ce qui nous permet de voir exhaustivement tous les poids des mots du code.

Xz

62 _

(1+2r+2°+ ..

1+z)2+z)1+z+2°+ ..

4 I29 4 1330)

+ 2% + %)

Par conséquent, on résume les paramétres du code dans la table qui suit :

Table 7
g(x) mot de code a | [%“Z [xzzx)l]* = | wt(a)
10,0, 01| 10.....010....0 | [%=* | g(—x) 2
12,0 21 | 110...0220..0 | [%Z* | g(—x) 4
20..ceeene. 01 | 10.....020......0 | [=Z* | —g(—x) 2
2212...1211 | 210...0210...0 | [“=* | —g(—=x) 4
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Remarque [52]

Tous les codes cycliques [62, 31]; sont iso-duaux.

Proposition 3.3.7 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [62, 31]5 est do(62)=4.

3.3.8 Codes cycliques [68, 34|, [52]
De méme la factorisation du bindéme 2% — 1, sur Fs, nous donne 12 possibilités pour le
choix du polynoéme générateur du code ce qui nous permet de voir exhaustivement tous

les poids des mots du code.

% -1 = (1+2)24+2)(1+2%)(1+ 22+ 20* + 22° + 225 + 2210
+a't 4222 2P + 21+ r+2? + 2 + 2t + 27 + 28
+$7+$8+$9+$10+I11 +$12+$13+SL’14+$15+$16>
(142 + 2% 4+ 2° + 22°% + 2210 4 221 4 2212 4- 221 4 216)
(1422 + 2% +22° + 2* + 22° + 2% 4 227 + 2% + 22° + 2'°

+2$11 —|—ZE12 +2l’13 —|—l’14 +2$15 +l’16)

Ainsi nous résumons les parameétres du code dans la table 8 :

Table 8
u*(z)= 208 17x
g(x) mot de code(a) [U*(x): [ 9(2) ] = | wt(a)
20101221001001021002021120020020121 220...0110...0220...0110...0 8
20201020102010201020102010201020101 2010....00...02010....00..... 0 4
22201002001122020022010020011220201 210...0210...0210...0210...0 8
21201001001221010021020020021120201 220...0110...0220...0110...0 8
20000000000000000000000000000000001 100, 020....cinene 0 2
20101122001002011001011220010020111 210...0210...0210...0210...0 8
10102121002012120021201012202101021 20..... 010....020....010...... 0 4
11020220211010222001111020022220101 10....010....010...... 010..... 0 4




Table 8 suite

u*(z)= | [288_17%
g(x) mot de code(a) [ _ [_] - wt(a)
v* (2)= g9(z)
12010120221010212002121020012120101 20, 010....020...010...0 4
10202020202020202020202020202020201 1010......... 02020.............. 0 4
10102222002011110022201011202202011 10....010...010........ 010....0 4
10000000000000000000000000000000001 10, 010 0 2

Pour ces codes, la factorisation de z% — 1 = (23* — 1) (23 + 1) s’écrit :

= (1 +2)2+ 2)u(z)u(-x)

'+ 1 = (1+2%)v(z)v(—2)

Si nous prenons tous les g(z) qui divisent (2% — 1), comme c’est indiqué dans table 8,

(= 1)* 4 +g(-a)

g9()

nous aurons toujours :

et

(=2 1)* £ [g(~a))

9(x)
Dans ce cas nous nous pouvons rien affirmer s’il existe ou n’existe pas de codes cycliques

iso-duaux de parameétres [68, 34]s.

Remarque [52]

Il y a exactement 4 codes cycliques optimaux de paramétres [68, 34]s.

Proposition 3.3.8 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [68, 34]5 est dc(68)=8.

3.3.9 Codes cycliques [70,35], [52]

La factorisation de 27 — 1 nous donne 48 choix possibles pour g(z) de degré 35.
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-1 = 1+2)2+2)1+z+22+23 2 (1 + 20 + 2 + 22% + 2%)
14+z+22+ 2%+ 2 + 25 + 2% (1 4 20 + 2% 4+ 22° + 2 + 22° + 2©)
(1422 +22° +2° + 22" + 2° + 27 + 22° + 2" + 21?)
(142 + 22% 4 22° + 22 + 22° 4+ 227 + 22% + 210 4 2'?)
(14 22 + 22* + 225 + 227 4 228 4+ 22° + 2210 + 2™ + 21?)

(

1+ 22 + 20" + 2° + 2" + 20% + 27 + 220 + 22M + 21?)

Pour ces codes nous avons 3 cas :

soit

v*(z)=v(—x)*, v pair

u(x uw* (x)=u(z 70_]- '
@ ou 4= avec (m ) = +g(—x)

soit

70 *
u* (2)=u(z) ' — 1) .
v¥(x)=v(—z avec = |—g9{—x

Les 2 premiers cas sont vérifiés par les codes de distance minimum do = 2,4, 8. Le 3° cas
est vérifié par les codes ayant do = 14. Nous notons que 50% des codes ayant do = 10
vérifient les 1°" et 2° cas et que les % ayant do = 12 vérifient le 3° cas. Dans la derniére
colonne de la table 9, nous notons les poids minimums des mots correspondants aux

générateurs des codes cycliques, d’ou les parameétres caractérisant les codes cycliques

[70,35].

Table 9
(x) t de cod [u*(x): [xm_l}*_
glx mo e code a ’U*(;L‘): g(x) i w
102111010000020212012102202110001101 | 11110...020...020...010..02220...010..010..020..0 [u*(x):u(:c) g(—l’) 12
...020...020...010.. ...010..010..020.. v (@) =v(—2)*
122220111010002022100122220020210211 | 1110...020...010...010...02220...010..020..020..0 [u*(x):u(a:) [—g(—l‘)]* 12
2 ...010..020..020.. v (@) =v(—a)
u* (z)=u(z) _
122222222222222222222222222222222221 | 110, 0220t 0 (N g( {L‘) 4
v* (z)=v(z)
112010110022210102201012220011010211 | 220...010......010....cc.ooe0.. 0220.....010...010...0 (N g {L‘) 8
v* (z)=v(z)
u*(z)=u(z) _oa( *
112012020022221001220200010111022221 | 1110...020...020..010...02220..010..010..020...0 (N g( ZL’) 12
v* (z)=v(—x)
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Table 9 suite 1

u* (z)=u(z)
101100011202201210212020000010111201 | 1110...020..010...010..02220...010..020..020..0 [* _ X g(—l’) 12

v*(z)=v(x)

u* (z)=u(z)
111121121012120120100201210012120011 | 10..010..010..010..010..010..010..010..010..010..0 .l « | gl—x 10

v* (z)=v(—=)

w (2)=u() \
100001020220201211220111110222222221 | 10..010..010..010..010..010..010..010..010..010..0 [* _ [—g(—&l)] 10

v* (z)=v(—=)

[u*(iv)=U(fE) (—2)
100000020000002000000200000020000001 | 10..ccvvivrierrenen. 01...020...020. 0 oooeiennn 0 v* (z)=v(z) g(—x 4

[u*(iv)=U(fL“) (—2)
122220111102222011110222201111022221 | 2000010...0ooeiiennnn 02000010.....ooooere. 0 v* (z)=v(z) gl—x 4

o (2)=u(z) .
122222222011111022112102022020100001 | 10..010..010..010..010..010..010..010..010..010..0 [* _ [—g(—$)] 10

v*(x)=v(—2z)

)19 1001210200102 1091210121 1- u” (z)=u(z) _

110021210012102001021021210121121111 | 10..010..010..010..010..010..010..010..010..010..0 v (@) =v(—)* gl—x 10

u* (z)=u(x)
111120021202101010122010121121020011 | 2020..010..010..010001000200010200020..010..020..0 N gl—x 12

v* (z)=v(—z)*

() =u(@) .
100000000200000100220101200210122221 | 10100010100010...0100010..011010...01010100010..0 [v*(x —v(—z) [—g(—l’)] 14

[u*(x)=u(9?) (—z)
100002000020000200002000020000200001 | 1000010........vovveien... 02000020.......oovrnn. 0 v (@) =v(z) gl—x 4

[u*(x):u(x) (—x)

2999¢ 2999¢ 29999 . —

122222201111110222222011111102222221 | 20..0ioiiiiinnne, 010........ 020........ 010 e 0 v (@) =v(z) gl—x 4
122221012002101022001000002000000001 | 101010..010110..0100010..010001010001010..0100 [* _ [—g(—ZL’)] 14

v*(x)=v(—2)

u* (z)=u(z)
110020121121010221010101202120021111 | 101020....020......01010..02010.......01020002020..0 (o « | g(—T 12

v* (z)=v(—==)

w* (z)=u(x)
121222102222201210101212210112220021 | 210..0200002000100000210........ 020000200010..0 .l « | g(—T 10

v* (z)=v(—==)

u* (z)=u(z) *
112121201100002002001200021000200001 | 210..0200002000100000210...020000200010..0 [* _ [—g(—l‘)] 10

v*(z)=v(-z)

u* (z)=u(z)
112120110022202101101202220011021211 | 120...010000010........... 0210........ 020000020...0 [ « g(—l’) 8

v* (z)=v(z)

u* (z)=u(z)
100000000000000000000000000000000001 | 10...eeverevrererererenenn. 010t 0 [ « g(—l’) 2

v* (z)=v(z)

u* (z)=u(z) *
100002000120002100200200001102121211 | 210...020001000010...0210...020001000010...0 [ . [—g(—]?)] 10

v* (z)=v(—x)

u* (z)=u(z)
120022211012212101012102222201222121 | 210...020001000010...0210...020001000010...0 [ N g(—l’) 10

v*(z)=v(—x)*

u* (z)=u(z)
222212201212102220202222110122120011 | 110...0100002000100000220...020000100020...0 [ « —g(—I) 10

v* (z)=v(—z)*

 (2)=u(@) :
200002000110001100100200002102222221 | 220000010002000010...0110000020001000020...0 [fu*(a:) v(—z) [—g(—&l)] 10

u* (z)=u(z)
200000000000000000000000000000000001 | 10 020 0 [ —g(—.’L’) 2

..................................................................... v* (z)=v(z)

o (2)=u(z) :
211111102100001002002200022000100001 | 110...010000200010...0220...020000100020...0 [ N [—g(—%)] 10

v* (z)=v(—z)

u*(z)=u(z)
220012112022111101011102121201121111 | 220000010002000010...0110000020001000020...0 [ N —g(—l’) 10

v* (z)=v(—z)*

u* (z)=u(z)
212110022202202020221020222111020021 | 2020..010...010..010001000200010200020..010..020..0 [ N N —g(—l’) 12

v* (z)=v(—z)
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Table 9 suite 2

w@=u@) | [ e
221211011002202012002000001000000001 | 101010...010120..010..010..010..01010..01010..0010..0 (N gl—x 14
v*(z)=v(-7)
221212102121210212121021212102121211 | 100000010 0200000020 0 [u*(x):u(r) — (—SE) 4
.................................................. o (z)=v(2) g
2000020000100002000010000200001 1 | 200001 200001 [u*(x):u(r) — (—33) 4
0000200001000020000100002000010000 000010....c.cieircinen. 02000010 c..cvreierieiiiinees 0 v* (z)=v(z) g
2 2 100120101100220221211 | 10100010100010..0100010...02101 101010001 [u*(w):u(x) [— (—LL’)]* 14
00000000200000100120101100220 0100010100010..0100010...021010.....01010100010..0 v* (z)=v(—2) g
210010222111010211010101101110022121 | 10102 20...01010...02010...0102000202 [u*(:p):u(x) — (—Qf) 12
0010 0102110101011011100 01020.......... 020...01010...02010...01020002020......... 0 v* (z)=v(—1)* g
212111222022220110200201110022220021 | 10...020...010...020...010...020...010...020...010...02 [u*(x):u(x) — (—x) 1
0222201102002011100222200 0...020...010...020...010...020...010...020...010...020...0 vt (x)=v(—1)* g 0
221212121021212012211102021010200001 | 10...020...010...020...010...020...010...020...010...02C [u*(a:):u(x) [— (—(E)]* 1
0 0 0202101020000 0...020...010...020...010...020...010...020...010...020...0 v* (z)=v(—2) q 0
221210212102121021210212102121021211 | 100001 2000020 [u*(:r):u(:r:) — (—x) 4
0 0 0 0 0 0 000010 02000020 ..o 0 v*(z)=v(z) qg
200000020000001000000200000010000001 | 2 01 02 10 0 [u*(x):u(:r:) — (—Qf) 4
00000200000010000002000000100000¢ 0o 010........ (N 010 i, v (@) =v(z) qg
200001020210102221120121210212121211 | 10...020...010...020...010...020...010...020...010...020...0 [u*(x):u(x) [— (—IE)]* 10
0 2 0 ++.020...010...020...010...020...010...020...010...020.... v* (z)=v(—z) g
210011110022201001022011110111222121 | 10...020...010...020...010...020...010...020...010...020...0 [u*(x):u(:c) — (—:L‘) 10
...020...010...020...010...020...010...020...010...020... v* (z)=v(—z)* qg
u* (z)=u(z)
211110210012101101202202120021022221 | 220...cccoereene. 010000010...0220...010000010............. 0 (N —g(—l’) 8
v*(z)=v(x)
201121010000020222011102101120002101 | 2120......... 010...020...010...02120...010...020...010.......0 (N N g( LE) 12
v*(z)=v(=2)
211022020012122001120200010121021211 | 2120......... 010...020...010...02120...010...020...010.......0 (N g( [E) 12
v* (z)=v(—2x)
u (z)=u(x) P
211020210012110102102022120021010221 | 120...010...cccccveeneee. 010...0210...020.c0.cociennes 020....0 (N g( x 8
v*(z)=v(x)
u” (z)=u(z) ol
221212121212121212121212121212121211 | 21000 0210 (N g( x 4
v* (z)=v(x)
w@=u@) |
221210212020001012200112120010110221 | 2120........ 010...020...010...02120...010...020...010........ 0 (N qg ZL’) 12
v* (z)=v(=2)
u” (z)=u(z) ol
202100012202102220111010000020212201 | 2120........ 010...020...010...02120...010...020...010........ 0 (N " gl—x 12
v* (z)=v(-2)

Remarque [52]

Les 48 codes cycliques de paramétres [70, 35]3 sont tous iso-duaux dont exactement 4

sont optimaux.

Proposition 3.3.9 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [70, 35]3 est dc(70)=14.

3.3.10 Codes cycliques [74, 37|, [52]

La recherche de la distance minimale pour ces codes a demandé beaucoup de temps, en

effet, pour certains polynomes générateurs, I’exécution du programme de calcul de cette
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distance a demande plus 12 heures de travail sur le PC (512 G).

La factorisation de ™ — 1 nous donne aussi 12 choix possibles pour g(x) de degré 37.

2™ -1 = (1+2)2+2)(1+ 202 +22* +2° + 227 + 20 + 2 + 221 4 2210 + 21%)
(14222 + 20" + 22° + 27 + 2™ + 20" + 22 + 220 + 219)
(14 z + 227 +22° 4+ 2* + 22° + 220 + 22 + 227 4 2210 + 2212 +- 2213 +
o 4221 4+ 2080 + 2T ) (14 22 + 207 + 2P 4ot 2+ 208 4228

$9+2$10+2Qf12+$13+$14+$15+2$16+2£IZ’17+$18)

Par conséquent nous avons tous les mots de codes et leurs poids dans la table 10.

Table 10
no u*(m): 337471 *
‘ te codes [ Fon
g(x) mot de code(a) ’U*(J?): g(x)

1 11112222112222002222220022221122221111 10102000200010...010.....010.....01010...020...020
u*=u

2 12222100020220200222200202202000122221 | 210..020..02001020..010..010..02010020..0200012 [v*:v g(-ﬂ?)
u*=u

3 10000000000000000000000000000000000001 10 010, i 0 I:v*_,u g<_:[:)
u*=u

4 12222222222222222222222222222222222221 | 110....ccccieeeeiieen... 02200 0 [v*:’u g(—CL')
u*=u

5 10000100012002100111100120021000100001 110020020....0200200110020....0110....110...0200 [U*ZU g<_$)

6 11002200222200110000001100222200220011 | 2010100020.....010....02000101020...010....010...0

7 21211212211212001212120012122112122121 | 10102000200010....010...010....01010....020....020
u*=u

8 20000100011002200121200110022000200001 | 120020010...0200100120020....0210....0210...0100 [v*:v —g(—ﬂi’
u*=u

9 22121212121212121212121212121212121211 210 i 02100 0 [U*_’U —g(—l’
u*=u

10 20000000000000000000000000000000000001 10 020 0 Ii’l}**’U _g(_]j
u*=u

1]_ 22121100020210100212100202101000221211 1100020..02002010..010..020..02010010..0100022 [’U*:’U _g(_ﬂj

12 21001200121200210000002100121200120021 2010100020..... 010...02000101020....010....010...0

Remarque [52]

Il y a exactement 8 codes [74, 37]3 iso-duauz dont 4 sont optimau.
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Proposition 3.3.10 [52]

La plus grande distance minimum des codes cycliques ternaires [74, 37]3 est dc(74)=14.

Note [52]

La distance minimale de ces codes cycliques ternaires dépasse la borne BCH [21].

3.4 Table des valeurs de d;(n) et dc(n) [52]
Notons d;(n) la plus grande distance minimum d’un code cyclique iso-dual. Nous ré-

sumons alors les différentes valeurs prises par d;(n) et do(n) des codes ternaires de

parameétres [n, 5| selon la longueur n du code.

n 26 | 34| 38 |46 | 50 | 58 | 62 | 68 | 70 | 74
din) |6 |4 |4 |9 |4 |4 |4 14 | 14
de(n) |8 |4 |4 |13]4 |4 |4 |8 |14]|14

Remarque [52]
Nous constatons que pour n = 34, 38,50, 58, 62, 70, 74; le code iso-dual est aussi

performant (au sens de la distance minimum) que le code cyclique.
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Chapitre 4 Codes cycliques optimaux, iso-duaux
de rendement ! sur F,

4.1 Introduction

Soit le corps fini de Galois & 5 éléments noté Fy = {0,1,2,3,4}. Un code Cln, k5 linéaire
est un sous espace vectoriel de dimension & de Ff. Ces derniéres années, de bons codes
linéaires sur F5 ont été construits. Dans [14] Daskalov et Gulliver construisent 44 bons
codes et présentent une table sur les bornes des distances minimums pour 1 < k£ < §,
1 < n < 100. 32 quasi-cycliques (QC) et quasi-twisted (QT) codes sont construits, sur
F5, dans [13]. Grassl et White présentent dans [27] 55 nouveaux codes. Certains bons
codes linéaires incluant la notion de rendement élevé sont présentés dans [12]. Grassl [26]
maintient & jour une table électronique sur les bornes de la distance minimale ds(n, k)
des codes linéaires. La classification de tous les codes linéaires optimaux [n,n/2,d] sur

F5 et sur F7 a été faite respectivement jusqu’a la longueur 12 et 8 [31].

4.2 Codes cycliques iso-duaux

4.2.1 Codes cycliques iso-duaux sur 5 [51]

n

Le méme travail que celui sur F3 est repris pour les codes cycliques C'[n, 5] sur le corps

fini F5, dans le cas ou n est pair non multiple de 5, sur le fait que ces derniers sont
iso-duaux. Cette iso-dualité est réalisée par le fait que le polynéme générateur (unitaire)

du code dual C*, vérifie la propriété suivante :

Sachant que pour n = 2m, le binéme z" — 1s’écrit :
" —1= (2™ = 1)(z™+1)
Avec 2™ — 1 et ™ + 1 qui s’écrivent

2" —1=A+2)u(x)v(zr) et 2™+1=(1+2)u(—z)v(—2x)
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Supposons que les polynémes v et v soient auto-réciproques c-a-d :

u (z) =u(r) et v'(z)=v(x)

Choisissons g(z) = (1 + x)u(x)v(—x), alors

" —1

g9()

=4+ z)u(—x)v(x)

D’ou

Ainsi le code cyclique de générateur le polyndome réciproque du complément de g(x) est

iso-dual en longueur 2m.
Les codes de parameétres [26, 13]5 et [42, 21]5 vérifient ce cas (tables 3 et 5).

Proposition 4.2.2 [51]
Soit 2™ — 1 = (4 + x)u(x)v(x) avec m impair et u* = u, v* = v. Alors le code cyclique,

sur [F5, engendré par le polynéme g(x) = (1+x)u(z)v(—z) est iso-dual en longueur 2m .
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Exemple 4.2.3 [5]]

Pour les codes cycliques [18,9];, dont la plus grande distance minimum est d¢(18) = 4,

nous savons que :

2 —1= (22— 1)(a” +1)

et
-1 = (@d+2)1+2+2°)(1 +2° + 2%
2’ +1 = (142)(1+ 42 +2?)(1 +42° + 2°)
Soit
g(r) = (1+2)(1+4x+2°)(1 +2° + 2°)
= 1+22°+22%+2°
Avec
u(z) =1+4r +2° et v(z)=1+42% + 2F
Vérifiant
u (z) =u(r) et v'(z)=v(x)
Alors
8 —1
= 4+ z)u(—x)v(z
o = ()

= A+2)1+ 2+ + 42 + 25)

= 44223+ 32% + 2°
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d’ou

¥ —1\" 9 2 3 1
< > = ZE(4+E+E+E)

= 14323+ 225 + 42°
% —1

- ( g(x) )

= g(x)*

= g(-x)

Donc le code cyclique de parameétres [18,9]. est bien iso-dual en longueur 18.

Exemple 4.2.4 [5]]
Pour les codes cycliques [22, 11],, dont la plus grande distance minimum est d¢(22) = 8,

nous savons que :

7?2 —1=(z" - 1) +1)

et

g -1 = (A+2)d+ao+22+42° + 22 + 2°) (4 + 32+ 2® + 4% + dat + o)

eH+1 = (1+2)(1+ 3z +42% + 42 + 2* + 2°) (1 + o + 42% + 42° + 32* + 2°)

g(x) = (4+2)(1+ 3z +42% + 42 + 2* + 2°) (1 + z + 42® + 42° + 32 + 2°)

= 442z + 322+ 223 + 321 + 22° + 32% + 227 + 32% + 2% + 3210 4 2T
Avec

u(@) = (1432 + 4% + 42+ a* +2%) et v(@) = (L+ + 4?4 42° 4 30* + 2°)
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Vérifiant

Alors
|
@ = (14 2)4+2+2°+42° + 20" + 2°)(4 + 3z + 22 + 42° + 42 + 2°)
g(x
= 1422+ 22% 4222 + 22* + 22° + 22% + 227 + 228 + 227 + 2210 4 !
d’ou

22_1 *
(w @ ) = 1420+ 20" +22° + 20" + 22° 4+ 22° + 227 + 22° + 227 + 2270 4+ 2!
g\x

= —g(-x)

Ainsi le code cyclique de parametres [22, 11]; est bien iso-dual en longueur 22.

4.2.5 Nouvelles classes de codes cycliques iso-daux sur F5 [51]
Nous donnons trois constructions de codes cycliques iso-duaux. Nous supposons que

n = 2m avec m impair et n non multiple de 5. Dans ce cas la factorisation

2™ —1=(z — Du(z)v(z)

donne, en changeant x par —x, la factorisation

2™+ 1= (z+ Du(—z)v(—2).

Nous choisissons

g(z) = (1 + x)u(z)v(—z)
Nous considérons les trois cas suivants :
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Soit €, n dans {£1}
L. u*(z) = u(z), v*(x) = v(x)
2. u*(z) = ev(x), v*(x) = nu(x)

3. u*(z) = v*(—x), v*(z) = u*(—x)

Proposition 4.2.6 [51]
Dans les trois cas précédents, le code cyclique de générateur g(x) est iso-dual en longueur

2m sur Fg.

Preuve
Dans chaque cas nous calculons le polynéme générateur du code dual. Premiérement

nous avons :

(=" = 1)/g(x) = (z — Du(=z)v(z).

Prenant les réciproques des deux cotés, nous obtenons dans les trois cas : +g(—z) ou

[—g(—x)]*. Le résultat s’ensuit. [J

4.3 Codes cycliques optimaux sur F; [51]

La table 1 représente les premiers résultats de calcul de la plus grande distance minimum
des codes cycliques de parameétres [n, k,d]; ayant un nombre restreints de polynémes
générateurs pour n = 2, 4, 6, 14, 18, 34, 46, 54, 74, 86, 94, 98. (Notons que pour n > 6,

ces codes ont la méme plus grande distance minimum d¢ = 4).

Table 1
n 2141614183446 |54 |74]86|94 |98
k 112137 |9 1723 |27 |37 |43 |47 |49
nbre de g(x) 216414 |8 |4 (4 |16/4 |4 |4 |8
de(n) 213414 (4 |4 (4 |4 |4 ][4 |4 |4
nbre de codes optimaux |2 |4 2|2 |6 |2 |2 [14]|2 |2 |2 |6
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Notre recherche est axée sur 'optimisation de la distance minimum des codes cycliques
C[n, %], n pair non multiple de 5. Pour les codes linéaires C[n, |5 , n pair, les bornes
inférieures et supérieures de ds pour 2 < n < 16 sont confondues. Pour n > 18 (voir
[26]) les bornes supérieures ne sont pas toujours atteintes. Nous donnons ici la table des

bornes de ds pour 18 < n < bH4.

n 18 | 22 24 26 28 32 34 36
ds(n,%) | 7-8 | 810 | 9-10 | 10-11 | 11-12 | 11-13 | 11-14 | 12-15

n 38 42 44 46 48 52 o4
ds(n,2) | 12-16 | 14-18 | 13-19 | 14-20 | 15-20 | 15-21 | 16-22

L’utilisation de I’algorithme de Chen présenté dans l’article [66], nous a permis d’obtenir
tous les résultats sur les codes cycliques de parameétres [2m, m|s, pour m = 11, 13, 19 et

21.

4.3.1 Codes cycliques [22,11], [51]

22 _ 1 en facteurs irréductibles sur le corps F5 donne 4

La factorisation du polynéme z
polynomes de degré = 5 et deux polynomes de degré = 1. Ainsi pour avoir un polynome
générateur g(x) de degré 11, il faut choisir 2 polynoémes de degré 5 parmi les 4 et en
choisir 1 parmi les 2 de degré 1, ce qui nous donne C?x CJ = 12 choix possibles. Toutes
les combinaisons ont été faites, ce qui donne, pour chaque polynéme g(z) choisi, le poids

minimum du mot de code C[22, 11]5. Tous les résultats possibles sont enregistrés dans la

table 2.

72 -1 = (1+2)d+2)(1+30+42> +42° + 2" + 2°) (4 + o + 2° + 42° + 22*

+2°)(1 4+ + 42® + 42° + 32" + 2°) (4 + 3z + 2* + 42 + 42 + 2°)
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Table 2

n° g(x) mot de code (a) [ ((i)): [x;?;)l]* = | wt(a)
1| 423233112341 | 3203100000000230040001 | [0 | [—g(—z)]* | 8
2 | 100000000001 | 1000000000010000000000 | [L-(=0 | g(—x) 2
3 | 441111442211 | 2020100000004000400020 | [1- =070 | —g(—2) | 6
4 | 443311444411 | 2010100000000010300020 | [1- (=070 | —g(—2) | 6
5 | 122222222221 | 1100000000044000000000 | [12(0="0 | g(—x) 4
6 | 412344223231 | 2302010000000004100014 | 10772 | [—g(—a)]* | 8
7 | 113314322221 | 3302010000000004400044 [ZI§§§;:ZE§§ [—g(=2)]* | 8
§ | 423232323231 | 4100000000041000000000 | [12=00) | —g(~z) | 4
9 | 144141143241 | 2020100000004000400020 | [ =070 | g(~a) 6
10 | 142341141441 | 2010100000000010300020 | [~ | g(—) 6
11 | 400000000001 | 1000000000040000000000 | [ =70 | —g(—x) | 2
12 | 122223413311 | 3302100000000330010004 [5i§§§;i§§i§ [—g(—z)]* | 8

Remarque [5]]

Les 12 codes cycliques [22, 11]5 sont tous iso-duaux dont exactement 4 sont optimau..

Nous résumons notre premier résultat par :

Proposition 4.3.1 [51]

La plus grande distance minimum des codes cycliques [22,11]5 est do(22)=8.

4.3.2 Codes cycliques [26,13]; [51]

Nous avons : (%) x (§) = 40 choix possibles pour le polynéme générateur d’un code
cyclique de parameétres [26, 13]5, ces codes ont une spécificité particuliére du fait que tous
les générateurs g(x), de degré 13, nous donnent une méme plus grande distance minimum
a I'exception des générateurs triviaux, a savoir 1+a'3 et 4+ 23, et les deux codes générés
par les polynomes dont les coefficients sont : 12222222222221 et 42323232323231. Nous

résumons alors les résultats de toutes les combinaisons possibles dans la table 3.
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26_1

x = (14+2)d+2)(1+2+422 +2° +2*)(1 + 20 + 22° + 24 (1 + 22 + 22 + 223

+2) (1 + 32 + 32 + ") (1 + 3z + 2% + 32° + 2%) (1 + 4z + 42 + 42° + 1)

Table 3

o u*= x26—17%__

n g(x) mot de code (a) [U*Z [ g(x) ] wt(a)
u*=u

1 11314011041311 | 120030010...040020034000 ['U*:v g(—l‘) 8
u*=u

2 41202223330341 | 41200010...0143000400...0 [U*_U —g(—x) 8

3 12121433412121 | 103040...010204000302000 8

4 40133423122401 | 41200010...014300040...00 8
u*=u

5 12210100101221 221000010......0400004330 [U*_U g(—x) 8
u*=u

6 40010423104001 | 221000010......0400004330 [v*:v —g(—x) 8

7 13433300333431 130400010..0130400010..0 8

8 44014123414011 | 32040.....01032040......010 8
[u*zu

9 12222222222221 | 110........... 04400 0 I g( ZL’) 4
[z (—2)

10 | 40000000000001 | 10............. 0400 0 S g{—x 2

11 12312144121321 | 2404000010....0100004042 8

12 | 40431023042101 | 2202010.....03303040......0 8

13 | 13040011004031 | 22040.....01033010......040 8

14 | 44422314233111 | 430400010..0120100040..0 8
u*=u

15 | 13240244204231 | 122000010......0100002210 [* g(—l’) 8
VT =V

- - [y (—2)

16 | 44213032024311 2202010......03303040.....0 S g T 8

17 | 14011133111041 22040.....01033010......040 8

18 | 43132300232421 | 43040..010..012010..040..0 8

19 | 14123344332141 130400010..0130400010..0 8

20 | 43040041001021 | 32040......01032040.....010 8
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Table 3 suite

o [U*: [126,1]*_

n g(x) mots de code (a) v*— g(x) — wt(a)

21 13410111101431 | 310....0110...01300400400 8

22 44033141422011 | 41200010...014300040....0 8

23 13014222241031 | 3202010......03202010....0 8

24 44402000030111 | 2340010......... 0100432000 8
ut=u

25 14312022021341 | 3202010.....03202010.....0 [v*:v g(—x) 8

) ut=u

26 43340214301221 | 4230...010.....010....03240 [U*_v —g(—x) 8

27 14032111123041 | 44200010....044200010...0 8

28 43110141404421 | 210.....410....04300100400 8

29 10432433423401 | 44200010...044200010....0 8

30 42424423113131 | 103040..0102040..03020..0 8
[u*:u

31 | 10000000000001 | 10 010, 0 I g(—x) 2
[u*:u

32 42323232323231 | 410......... 041000 iiieeiiin. 0 I g( l’) 4

33 14103000030141 | 3310010......... 0100133000 8

34 43011232344021 | 2202010......03303040.....0 8
[ )

35 10010433401001 | 3240.....010....040....01320 I g( T 8
[ )

36 42310100404231 | 3240....010.....0400001320 I g( X 8

37 10134033043101 | 3202010.....03202010......0 8

38 42213114424331 | 21010....010...0400004043 8

33230 2y | 9(=2)

39 11303233230311 | 44200010....044200010...0 vi=v | 9 T 8
u*=u

40 41211041044341 | 420020010..040030031000 [v*_v —g(—fl)) 8

Remarques [51]

- Il y a exactement 36 codes cycliques optimaux de parameétres [26, 13]s.

- 40% des codes cycliques C[26, 13]5 sont iso-duauz, en effet nous avons 12 codes optimauz
iso-duauz (dc = 8) et 4 codes iso-duaux dont 2 sont de générateurs les polynémes triviaux

1+ 2, 4 + 213 et de distance minimum do = 2, les 2 autres ont pour générateurs
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12222222222221, 42323232323231 et de distance minimum d¢o = 4.

Proposition 4.3.2 [51]

La plus grande distance minimum des codes cycliques [26, 13]5 est do(26)=8.

4.3.3 Codes cycliques [38,19]. [51]

Pour les codes cycliques [38,19]5, la factorisation de 3 — 1 en polynémes irréductibles
sur [F5 nous donne aussi 12 choix possibles pour le polynéme générateur de degré 19, par

conséquent nous notons dans la table 4, pour chaque générateur, le poids minimum du

mot de code.

¥ -1 = (1+2)d+2)4+ 40+ 22° + 40% + 22* + 227 + 225 +
327 + 2°) (1 + 4o + 322 + 42® + 32* + 22° + 32° 4 327
+2)(4 + 22° + 32° + 32" + 32° + 2% + 327 + 2® + 2)
(1 4+ 32% + 323 + 22* + 32° + 425 + 327 + 42® 4 2°)
Table 4
n° 6(x) mot de code (a) [Zg)): [“3;?;)1]* = | wi(a)
1 44002233333311331111 40304010..000000..01000203020....0 [Z:(z))::::g:i; —g(—-’E) 8
o | 12209222900999990001 | 110, 0440....0000000........... 0 [Z:((Z))::Zgg g(—x) "
o | | s oo o oo s | (20705 | [—g(=o)" |
o | omsarsassiar | wsanon oo o | (S0 | [—g(-o)] |
e [ T M0 T I T B G I
6 | susszziazzzzarsioon | 0s0z0000. mosson.o | [0 —g(—z) | s
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Table 4 suite

° ) t de code (a) [ )= 22l — | )
n g(x mot de code (a * )7 7N — wt(a
v*(z)= 9(z)
[u*(x)zv*(—r) ( )
7 14003223232341234141 40304010.......... 010........ 0203020...0 v* $):u*(—$) g xr 8
8 40000000000000000001 10 040 0 [U*(IE)Z—W(I) - <_.:C) 2
............................................ v* (z)=—u(z) g

o | [—g(—a

9 10010330312443342231 1030001010..01003100010101010..0

10 | 13224334421303301001 130010..01010003010..01010101000 [u*(x):ﬂ}(x) [—g(—x 11
' - - v (2)=—ua)
11 | 42323232323232323231 | 410 0410 0 [u*(z):v(m) — (—x) 4
323232323231 | 410, 0410 oo v* () =u(z) g
o1 19020 800: f ) [u*(w)—v*(fx) (—2)
12 14143214323232230041 2030200010............. 0104030400000 v* (2)=u* (—z) g X 8

Remarque [5]]
Tous les codes cycliques de parametres [38,19]5 sont iso-duaux dont exactement 4 sont

optimaux.

Proposition 4.3.3 [51]

La plus grande distance minimum des codes cycliques [38, 19]5 est dc(38)=11.

4.3.4 Codes cycliques [42,21]; [51]

La décomposition de z#2 — 1 en facteurs irréductibles nous donne 80 possibilités pour
le choix du polynome générateur, de degré 21, du code. Ce qui nous permet de voir
exhaustivement, pour chaque générateur, le poids minimum du mot de code [42, 21]5.

Dans la table 5 nous notons seulement les parametres des codes cycliques optimaua.

-1 = (1+2)d+2)(1+z+2H)1 + 42+ 2%) (1 + 22° + 22° + 22*
+2%)(1+22% 4+ 32° + 22" +2%) (1 + 2 4+ 2 + 2% + 2 +2°
+2%) (1 + 2 + 32% 4+ 42 + 32* + 2° + 2%) (1 + 4o + 22 + 423

+at 4+ 42° + 2%) (1 + 42 + 322 + 2% + 32" + 42° + 2°)
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Table 5 : pour les codes iso-duaux nous avons toujours: (u* = u et v* = v)

o 421 %
n g(x) mot de code (a) [ g(z) ] = wt(a)
1 1343441034004301443431 4334000040...0100001221000010...040000 12
2 1101434141441414341011 1301010..... 0110..... 0300001002020...0302 12
3 4101131111144444244041 1204040..... 0410...0200001003030.....0203 12
4 4313144024001301142421 4231000040...0100004231000040...010000 12
5 1434433001441003344341 33210030...0100000022340020...04000000 g(-CL’) 12
6 4233122324411323342231 4231000040...0100004231000040...010000 —g<—$) 12
7 1223423334114333243221 4334000040...0100001221000010...040000 g(-I) 12
8 4424132001144003241311 32240030...0100000032240030...01000000 —g<—$) 12
9 1301323321441233231031 33210030...0100000022340020...04000000 12
10 1112441241001421442111 22000320000010..0100000230022020..020 12
11 4142144211004431143141 32000330...040...010...02200032020....030 12
12 4301222331144223334021 32240030...0100000032240030...01000000 12

Remarque [5]1]
Il y a exactement 12 codes optimaux de paramétres [42, 21]5 parmi les 80 codes cycliques

existants.

Proposition 4.3.4 [51]

La plus grande distance minimum des codes cycliques [42, 21]s est dc(42)=12.

Remarque [51]
Notons que la meilleure distance minimum connue pour un code autodual de longueur
42 est 12 [22, tables de P. Gaborit|, c’est a dire identique & celle du code iso-dual de

paramétres (42, 21]5 que nous avons trouve.

4.3.5 Table des valeurs de d;(n) et dc(n) [51]
Dans cette table nous résumons les différentes valeurs prises par d;(n) et do(n) selon la

longueur n du code.
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n 22 | 26 | 38 | 42
di(n) |8 |8 |11 12
de(n) |8 |8 |11 12

Notons que pour n = 22, 26, 38, 42 les codes cycliques iso-duaux sont aussi efficaces que

les codes cycliques sur [Fs.
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Annexe 1 (Calcul de la densité des trinbmes xe»+xb+1 sur F,

1) Pour M = 100

b nb total nb/total
276 4950 0,05575757576
126 2500  0,05400000000
75 2450 0,03061224490
113 1650 0,06848484848
27 817 0,033047735562
31 028 0,05871212121
112 1617 0,06926406926
64 817 0,078335337332
78 1275  0,06117647059

0 625 0,00000000000
37 417 0,08872901679
0 300 0,00000000000
33 1200 0,02750000000

0 600 0,00000000000

14 400 0,03500000000
60 1030 0,05825242718
13 510 0,02549019608
26 337 0,07715133531
06 250 0,02400000000
08 190 0,04210526316
57 950 0,06000000000
29 480 0,06041666667
25 317 0,078864355331
21 245 0,08571428571
29 800 0,07375000000

o T U IU R NN S RS N SN S x SR CRNN N S SOttt U U NG S SOy U R JC R JC RN SO RO U
N A T, B, < < U R N e Y N S S U N R R R " I == S - N Sy =
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total

392
250
192
154
120
784
392
256
200
163
120
721
357
236
175
139
115
91
665
336
222
172
139
107
91
612
300

nb/total

0,00000000000
0,1210937500
0,00000000000
0,08441558442
0,00000000000
0,02933673469
0,00000000000
0,00000000000
0,00000000000
0,03680981595
0,00000000000
0,08844382802
0,03921568627
0,08474576271
0,03428571429
0,08633093525
0,01739130435
0,08791208791
0,08421052632
0,07738095238
0,11261261261
0,07558139535
0,07913669065
0,1121495327
0,08791208791
0,00000000000
0,00000000000
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total

200
144
118
96
83
66
D76
288
192
144
120
92
84
o83
289
187
142
112
91
79
69
95
506
256
165
131
106

nb/total
0,00000000000
0,00000000000
0,00000000000
0,00000000000
0,00000000000
0,00000000000
0,02256944444
0,00000000000
0,03125000000
0,00000000000
0,03333333333
0,00000000000
0,02380952381
0,06518010292
0,03460207612
0,07486631016
0,04929577465
0,08035714286
0,00000000000
0,1012658228
0,04347826087
0,1454545455
0,08300395257
0,1015625000
0,09696969697
0,1068702290
0,08490566038
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a b nb total nb/total
6 9 16 80 0,2000000000
7 9 9 74 0,1216216216
8 9 0 62 0,00000000000
10 1 34 540 0,06296296296
10 2 0 265 0,00000000000
10 3 16 177 0,09039548023
10 4 0 130 0,00000000000
10 5 8 100 0,0800000000
10 6 0 85 0,00000000000
10 7 6 73 0,08219178082
10 8 0 63 0,00000000000
10 9 7 o6 0,1250000000
10 10 0 45 0,00000000000
1 10 9 450 0,0200000000

2 10 0 225 0,00000000000

3 10 3 150 0,0200000000

4 10 0 115 0,00000000000

) 10 0 90 0,00000000000

6 10 0 72 0,00000000000

7 10 1 66 0,1515151515

8 10 0 55 0,00000000000

9 10 0 53 0,00000000000

2) Pour M = 300, 500
Pour les mémes trindbmes, nous poursuivons le calcul pour M = 300,500 en faisant
comparer la densité avec celle des trinomes quelconques P(1, 1, M). Comme les résultats

sont presque du méme ordre de grandeur que pour le cas M = 100, j’ai préféré, et pour

voir mieux, passer directement au cas M = 1000.
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3) Recherche pratique de trindmes irréductibles suivant les différentes valeurs

de a,b et M [49]

3.1 Programme
En voici le programme Maple de recherche des trindmes irréductibles sur Fy pour des
valeurs de a et b et M une borne fixée.
> search3 := proc(a,b,p,M)
> local m,s,nb,total,f,B;
> nb := 0;
> total := 0;
> for m from 1 while a*m <= M do
> for s from 1 while b*s < a*m do
> f:=x"(a*m) + x~(b*s) + 1;
> B := Irreduc(f) mod p;
> total := total + 1;
> if B :=true then nb :=nb+1 fi;
> od
> od;
> nb, total, evalf(nb/total)

> end:
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3.2 Résultats pratiques

Dans chacune des colonnes suivantes, la procédure recherche les trinémes irréductibles
dans la famille F'(a, b) suivant les différentes valeurs du couple (a, b), et recense, a la fin,
le nombre de trinémes irréductibles par rapport aux trindomes quelconques (i.e., a = 1 et

b =1) ce qui donne la densité (nb/total).

search3(7, 3, 2, 100) search3(3, 5, 2, 80) search3(7, 5, 2, 150) search3(1,1,2,10)

a2t 41 o +a2°+1 4%+ 1 P +r+1
a2 +1 ¥ + 2%+ 1 2+ 2 41 +x+1
r1t 4+ 2% 4+ 1 2+ 2% +1 8+ P+ 1 4 a?+1
e 4%+ 1 o4 41 o2 4% 41 o+ +1
r® 2% 41 a2t 41 42t 41 a2t +1
{L‘28—|—{L‘15—|—1 $33+JZ20—|—1 $49+$40+1 {L‘5+ZL’2+1
$28+3§27+1 .T36—|—IL‘15—|-1 :1:63_‘_3:5_'_1 .%’5—|-ZB3+1
.%'35+£C33+1 1’36+3§'25+1 $63+$35+1 (L’G—l-ilj'—l-l
42 4+ 1 2% 41 ¥ 4+ 2® +1 20+ 2% +1
1‘49+1‘12+1 1‘39+I'35+1 [L‘84+£L'35+1 {L"6+[B5+1
1'49—|—$15+1 .’13'42—|-£L‘35—|-1 $84+l’45—|—1 .%'7—|-.1'—|-1
- 2* 41 ™+ a® 41 ¥+ 2 41 " 42t +1
¥ a2 + 1 T+ 2?41 120 4 21 1 e+t +1
.1'84+3327+1 .T57—|-ZL‘35—|-1 :1:140+$15+1 .%’7—|-ZB6+1
.%'84—|-£C39—|-1 1’57+3§'50+1 $14O+£U45+1 (Eg—l-l’—l-l
¥+ a® 41 2%+ 2t 41 0+ 2% 41 ¥ + 2t +1
1‘84+$57+1 1‘60+I'45+1 $140+1‘75+1 {L"9+[B5+1
1'84—|—$75+1 .’113'63—|-£L‘5—|—1 £L‘14O+$95+1 x9+x8+1
%+ ¥ 41 2%+ 2% 41 e '+ 2 41
{L‘98—|—ZL‘87—|—1 {E10+ZE7+1

20,236, 0.08474576

19, 195, 0.09743590

19,311, 0.06109325

20,45, 0.4444444444



Annexe 2 Programme de recherche de la distance minimum

Nous donnons, dans cet annexe, le programme détaillé, décrit dans DParticle [66], de
recherche de la distance minimum d’un code cyclique sur les deux corps finis F3 et [F5.
Notons que le calcul de la distance minimum d’un code linéaire en général, sur un corps
fini , et d'un code cyclique en particulier, est un probléme NP complet. Dans le corps
fini IF7, nous nous sommes lancés dans les calculs de la distance minimum, et nous avons

réalisé un résultat sur les codes iso-duaux, qui fera trés prochainement un projet d’article.

Programme de recherche de la distance minimum d’un code

cyclique sur F,, p = 3,5 [66]

/* Recherche de la distance minimale d’un code cyclique sur GF(p)

La recherche se fait en utilisant l'algorithme de Chen (1969) tel qu’il est décrit dans
Iarticle : José Felipe Voloch, "Computing the minimal distance of cyclic codes", Com-
putational & Applied Mathematics, vol. 24, n°3, pp. 393-398, 2005. Aucune optimisation
particuliére n’est mise en oeuvre.

Il faut renseigner la longueur N du code, le degré DEG G de son polynéme générateur,
ainsi que les DEG  G+1 coefficients de ce polynome. Il faut également indiquer une
borne inférieure wy sur la distance minimale estimée du code (prendre wy =1 si aucune

borne plus précise n’est disponible).

Principe de I’algorithme

Si le code posséde un mot de poids w, alors il existe forcément un décalage cyclique de ce
méme mot possédant r = floor(w*k/n) coordonnées non nulles sur la partie information.
Il suffit donc de générer tous les mots ayant un poids d’information égal a r, et de vérifier
si I'un de ces mots posséde un poids total de w (auquel cas dmin = w).

La recherche se fait par ordre de poids w croissant.

Pour compiler sous Linux/Unix:

gee -O2 dmin_ 3 -o dmin_ {3

*/
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

/* — Renseigner ici les parameétres du code — */

#define N 62 /* longueur du code */
#define DEG G 31 /* degré du générateur */
#define ~ WO 1 /* borne inf sur dmin */

/* Tableau des coefficients du polynéme générateur
dans lordre g 0, g 1, .., g {N-K} */
int GDEG G+1] = {2,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2, 1, 2, 1, 2,

1,2,1,2,1, 1}
/* */
#define K (N-DEG_G)

int pos_nz[K];

int val nz[K];

int message[K];

int parite[N-K];

/* Génére toutes les combinaisons de k éléments parmi
n dans l'ordre lexicographique */

int next _comb (int n, int k, int *c)

{

int i, j;

J=k1;

while (j >= 0 && c[j] == (n-k+j) ) j
if (j == -1) return 0;

clj]++;

for (i =j+1;1 < k; i++)
cli] = cfi-1] 4+ 1;

return 1;
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}

/* Realise I'encodage cyclique d’un message */

void encode (int *data, int *parity)

{
int i, t;
for (i = 0; i < N-K; i++)
parity[i] = 0;
for (t = 0; t < K; t++)
{
int feedback = (parity[0] + data[t]) % 3;
for 1= 0;1 < N-K-1; i++)
{
int j = (feedback * (3-G[N-K-1-i])) % 3;
parityl[i] = (parity[i+1] + j) % 3;
}
parity[N-K-1] = (feedback * (3-G[0])) % 3;
}
}
/* Programme principal */
int main ()
{
int i, w;

/* Affiche quelques infos sur le code */
printf("Code cyclique (%d,%d) sur GF(3)\n", N, K);
printf("Polynéme générateur G = ");
for (i =0;1 <= DEG_G; i++)
printf("%d", G[i]);
printf("\n");
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printf("Borne inférieure sur dmin: %d\n\n", Wy);
/* Initialise le message d’info a zéro */
for (i=0;1 < K; i++)
messageli] = 0;
for (i =0;1 < N-K; i++)
parite[i] = 0;
/* Boucle infinie sur les poids w croissants */
for (w = WO0; ; w++)
{
int weight, r;
/* Calcul du poids r sur la partie info */
r = (w*K)/N;
printf("Recherche de mots de poids w=%d (r=%d)\n", w, 1);
fHush(stdout);
if (r 1= 0)
{
/* Boucle sur les combinaisons de r éléments non nuls parmi K */
for (i=0;1i<r;it++)
pos_nz[i] = i;
do
{
/* Boucle sur les différents messages possibles */
for i=0;1<r;i++)
val nz[i| = 1;
do {
/* Encodage d’un message */
for 1=0;1i<r;i++)

message| pos_nzli| | = val nz[i];

83



encode(message, parite);

/* Calcul du poids du mot */
weight = r;
for (i =0;1 < N-K; i++)
if (parite[i] = 0)
weight++;
/* C’est terminé si on obtient le poids recherché. */
if (weight == w)
{
printf("Un mot de poids w=%d a été trouvé\n", w);
/* Affiche le mot dans 'ordre ¢_{n-1}, ..., c_0 */
printf("Mot: ");
for (i=0;1< K; i++)
printf("%d", messageli]);
for 1 =0;i < N-K; i++)
printf("%d", (3-parite[i]) % 3);
printf("\n");
return 0;
}
/* Géneére le message suivant (s'il en reste) */
val nz[0] = (val_nz[0] + 1) % 3;
i=0;
while (i < r && val nzl[i| == 0)
{
val _nzl[i] = 1;
if (i <1-1)
val nz[i+1] = (val _nz[i+1] + 1) % 3;
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i++;
}
} while (i I=r);
/* Sinon, on continue en remettant le message a zéro */
for i=0;1i<r;it++)
message| pos_nz[i] | = 0;
} while (next comb(K, r, pos_nz) != 0);
}
/* Augmente le poids w si nécessaire */
printf(" Aucun mot de poids w=%d n’a été trouvé\n\n", w);
}

return 0;

85



Conclusion

- Malgré le nombre connu de polynomes irréductibles de degré fixé n sur un corps fini I,
on ne peut pas en général, les expliciter tous si les deux entiers positifs n et ¢ deviennent
assez grand. Mais nous avons pu, sur Fy, trouver de nouvelles familles de polynémes
irréductibles de la forme %™ 4 2% +1 avec a, b des entiers fixés et m, s des entiers positifs
en allant jusqu’a 2000 comme degré du polynéme et nous avons étendu un résultat da a
Golomb et Lee [28] sur la divisibilité de ces trindmes par un polynéme irréductible sur

[Fy. Notons que ce résultat a fait 'objet d’une référence dans l'article [39].

- La caractérisation du polyndéme générateur d’un code cyclique iso-dual est un
probléme ouvert difficile et nous avons réussi, dans ce contexte, & construire sept classes
de codes cycliques iso-duaux sur [F3 et trois classes de codes cycliques iso-duaux sur
[F5. Pour les codes cycliques de parameétres [n, 5] sur IF,, avec p = 3 ou 5, dans le cas ou n
est pair non multiple respectivement de 3 et 5, nous avons trouvé de nouveaux résultats
sur optimisation de la distance minimum de ces codes ot la longueur n peut atteindre
74 pour les codes cycliques ternaires et 42 pour les codes cycliques sur 5. Notant que
la meilleure distance minimum des codes cycliques [42, 21]5 iso-duaux qu’on a trouvé est
identique a celle du code auto-dual de méme parametres (voir tables de P. Gaborit) [22].
En perspectives nous proposons les problémes ouverts suivants :

Question 1

7 (a,b)
war(1,1)

- 1. Peut-on prouver l'existence d’une limite du rapport , quand M tend vers
Iinfini ?

M (a’zb)

M s elle existe, en fonction de a et b ?
mar(1,1)

- 2. Peut-on estimer la limite du rapport

Question 2 Peut-on généraliser la caractérisation du polyndéme générateur d’'un code

cyclique iso-dual sur d’autres corps finis I, 7, pour p = 7,11,13, ...

Question 3 Peut-on étendre les résultats sur IFy pour les quadrinémes 2%+ 241

sur Fs 7
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