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Introdu
tion générale

Un large spe
tre de matériaux industriels (bétons, 
iments, alliages...) ou naturels

(sols, argiles, bois...) peuvent être quali�és de 
omposites ou de matériaux hétérogènes

(matériaux regroupant des phases de propriétés di�érentes, y 
ompris des vides). Ces

matériaux peuvent être 
lassés, selon leurs 
on�gurations ma
ro et mi
ro stru
turales, en


omposites périodiques (
omposites tissés, plaques trouées périodiquement...) ou 
om-

posites aléatoires issus d'un mélange non ordonné de 
onstituants ou de phases for-

mées naturellement (argiles, 
iments, plâtres, sols...). Le 
omportement et les perfor-

man
es mé
aniques de 
es 
omposites dépendent fortement des variantes mi
rostru
tu-

rales aux di�érentes é
helles de la matière. En 
onséquen
e, la 
ompréhension des rela-

tions mi
rostru
ture-propriétés et leur modélisation ouvrent la voie au développement et

au 
ontr�le des pro
édés et méthodes d'élaboration de 
on�gurations mi
rostru
turales

optimales favorisant l'émergen
e de 
omposites de très hautes performan
es, répondant

au mieux aux exigen
es des 
onditions d'utilisation. C'est dans 
e 
adre que s'ins
rivent

les travaux de 
ette thèse visant la 
ontribution au développement des appro
hes mi-


romé
aniques pour les 
omposites granulaires ave
 e�ets d'interfa
e en vue de leurs

appli
ations aux nano
omposites et aux matériaux 
imentaires, qui présentent un grand

intérêt pour l'industrie du bâtiment. En e�et pour les industriels de 
e se
teur, 
ara
té-

riser les matériaux 
imentaires, en déduire leurs propriétés mé
aniques et, en
ore mieux,

pouvoir les prédire ave
 pré
ision est devenu un besoin 
ru
ial. Ce
i passe né
essaire-

ment par le développement de modèles mé
aniques (ou mi
ro-mé
aniques) qui se basent

sur des observations mi
ros
opiques (M.E.B, M.E.T) de la mi
rostru
ture et sur des ou-

1
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tils de 
ara
térisation (XRD, mi
ro-tomographie, mi
ro/nano-indentation) pour prédire

les propriétés d'élasti
ité (ou poroélasti
ité) et de rupture des matériaux 
omposites.

On retrouve dans la littérature [Mori and Tanaka, 1973, Kroener, 1978, Hashin, 1991℄ un

grand nombre de modèles pouvant être quali�és de mi
romé
aniques ou multi-é
helles

(
ar ils se basent sur des propriétés et des observations à une é
helle inférieure pour

déterminer des propriétés à une é
helle supérieure) pouvant s'appliquer aux 
omposites

aléatoires. Parmi 
es modèles on ré
ense les modèles numériques basés sur la méthode

des éléments �nis (E.F) [Pierard et al., 2007b, Pierard et al., 2007a℄, 
eux basées sur la

transformée de Fourier rapide (F.F.T) [Brisard, 2011℄ et les modèles de 
hamps moyen

utilisant souvent la solution d'Eshelby ou les appro
hes variationnelles (s
hémas de Mori-

Tanaka ou auto-
ohérent, bornes de Voigt et Reuss ou de Hashin-Shtrikman). Ces modèles

du premier ou du deuxième type présentent, malgré leur utilisation fréquente, des limi-

tations pouvant a�e
ter sérieusement leur aptitude prévisionnelle, notamment lorsqu'il

s'agit de déterminer le 
omportement en rupture des matériaux 
omposites granulaires.

Ces limitations 
on
ernent l'e�et d'interfa
e et l'e�et de taille (interdépendants) que les

modèles 
lassiques répandus dans la littérature ne prennent pas en 
ompte, en dépit

de la 
on�rmation de leurs r�les par un 
ertain nombre d'auteurs [Shuttleworth, 1950,

Mura and Furuhashi, 1984, Shiotz et al., 1998℄ qui ont tenté d'intégrer, parfois ave
 su
-


ès, plusieurs types d'interfa
es dans des modèles mi
romé
aniques d'élasti
ité et de rup-

ture. Cependant, 
es tentatives demeurent limitées aux 
omposites (granulaires ou à

matri
e) ave
 des formes d'in
lusions simples, sphériques ou bien 
ylindriques et 
e
i en

dépit des données de la littérature [Sanahuja, 2008, Sanahuja et al., 2008℄ qui révèlent

l'importan
e de la forme des in
lusions et son in�uen
e sur les propriétés mé
aniques

de 
es matériaux. Il se 
rée alors le besoin de développement de modèles pour 
ompo-

sites à in
lusions de formes plus générales intégrant les e�ets d'interfa
es pour pallier 
es


aren
es de la littérature et pour doter les utilisateurs de 
es matériaux d'outils prévision-

nels plus sûrs pour leurs projets de 
on
eption. Pour répondre à 
e besoin, on a adopté

une démar
he qui tire pro�t des données de la littérature pour intégrer les e�ets des

divers types d'interfa
e (de dis
ontinuités de 
ontrainte ou de dépla
ement) à des formes
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d'in
lusions (sphériques et ellipsoïdales) dans des modèles mi
romé
aniques (basés sur

les méthodes d'homogénéisation) de 
omportement élastique, poroélastique et de rupture

des matériaux 
omposites. Des données expérimentales relatives au gel de C-S-H, fournies

par Le 
entre de re
her
he du groupe Lafarge ont été mises à pro�t pour la validation des

modèles de rupture inter-granulaire développés dans le 
adre de 
ette étude. Les résultats

obtenus dans 
e travail et les dis
ussions asso
iées sont présentés dans 
inq 
hapitres :

� Le 
hapitre 1 est 
onsa
ré à une analyse des données bibliographiques relatives

aux e�ets d'interfa
es et aux formes d'in
lusions dans les 
omposites granulaires et

nano
omposites ainsi qu'aux modèles d'élasti
ité et de rupture les 
onsidérant.

� Le 
hapitre 2 est 
onsa
ré à l'intégration des e�ets d'interfa
e de dis
ontinuité de


ontrainte dans un modèle mi
romé
anique pour rendre 
ompte du 
omportement

élastique et poroélastique des matériaux granulaires à in
lusions sphériques.

� Le 
hapitre 3 est 
onsa
ré au développement des appro
hes énergétiques permet-

tant de 
onsidérer les e�ets d'interfa
es dans des in
lusions ellipsoïdales pour rendre


ompte du 
omportement élastique e�e
tif d'un matériau granulaire à in
lusions

élan
ées sus
eptibles de présenter des e�ets d'interfa
e de dis
ontinuité de dépla
e-

ment (gel de C-S-H).

� Le 
hapitre 4 est 
onsa
ré à l'étude de la rupture fragile, des mêmes types de ma-

tériaux, produite par un glissement entre les grains, au niveau des interfa
es. Outre

la dé�nition d'un 
ritère de rupture dans les interfa
es pour 
es matériaux (dont

la rupture est généralement admise dans les grains faute de solutions te
hniques),

il a été question d'étudier la rupture anisotrope paramétrée par les orientations de

grains.

� Le 
hapitre 5 
on
lut 
e travail par la mise au point de modèles de rupture pour

la pâte de 
iment dur
ie, intégrant le modèle de rupture inter-granulaire du gel de

C-S-H (hydrate prin
ipal de la pâte de 
iment). Ils sont 
onfrontés à des résultats

expérimentaux obtenus par essais de résistan
e à la 
ompression sur des pâtes à

formulations variées e�e
tués au sein du LCR (Lafarge Centre de Re
her
he) 
e qui

permet une évaluation de leurs aptitudes prévisionnelles.





Chapitre 1

Etat de l'art sur les matériaux


omposites ave
 e�ets d'interfa
e

Résumé :Ce 
hapitre o�re un aperçu sur la littérature des 
omposites aléatoires ave


e�ets d'interfa
e. Il expose les prin
ipaux résultats sur la modélisation mi
romé
anique

de 
es 
omposites en élasti
ité et en rupture.
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6 matériaux 
omposites ave
 e�ets d'interfa
e

1.1 Introdu
tion

La modélisation du 
omportement mé
anique des 
omposites aléatoires à l'aide des

méthodes multi-é
helles a fait l'objet d'un grand nombre de travaux de re
her
he dont il

serait vain de dresser une liste satisfaisante [Eshelby, 1957, Hashin and Shtrikman, 1962,

Kroener, 1978, Mori and Tanaka, 1973℄. Cependant les modèles dérivant de 
es méthodes,

devenus d'usage 
lassique, montrent leur limitation lorsqu'ils sont appliqués aux 
ompo-

sites présentant des e�ets de taille d'in
lusions ou des e�ets d'interfa
es à leurs bords.

La prise en 
ompte de 
es derniers est d'une grande importan
e dans le développement

de modèles pré
is de prédi
tion des propriétés mé
aniques en élasti
ité 
omme en rup-

ture. C'est pourquoi, nous a

ordons dans le 
adre de 
e 
hapitre bibliographique, plus

d'intérêt aux di�érentes formes d'e�ets d'interfa
e ren
ontrés dans les 
omposites aléa-

toires à travers l'analyse des données de la littérature s'y rapportant. Pour �nir, nous

examinons des matériaux 
omposites sus
eptibles d'exhiber des e�ets d'interfa
e ave
 les

modélisations qui leurs ont été 
onsa
rées dans la littérature.

1.2 E�ets d'interfa
e dans les matériaux 
omposites

On retrouve dans la littérature plusieurs formes de modèles mi
romé
aniques qui ont

été utilisées pour rendre 
ompte des propriétés mé
aniques des 
omposites aléatoires à

partir des propriétés des phases existantes, de leurs proportions et de leurs distributions.

On peut 
lasser 
es modèles en deux types :

� des modèles par 
hamp moyen, basés la plupart sur la solution d'Eshelby

[Eshelby, 1957℄ ; ils peuvent fournir des estimations ou des bornes des propriétés

mé
aniques (rigidités, modules élastiques, domaines de résistan
es) sous forme d'ex-

pressions analytiques dans les 
as les plus simples. Parmi 
es modèles on peut 
iter

les plus 
onnus : le modèle de Mori-Tanaka [Mori and Tanaka, 1973℄, le modèle

auto-
ohérent [Kroener, 1978℄, les bornes historiques de Voigt et Reuss, les bornes

de Hashin et Shtrikman [Hashin and Shtrikman, 1962℄.

� des modèles numériques qui sont basés sur une modélisation de la mi
rostru
ture
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du matériau, une dis
rétisation parti
ulière du milieu gardant séparées les phases

et sur l'appli
ation de la méthode des éléments �nis ou des te
hniques de FFT

(transformation de Fourier rapide). Ces modèles ne donnent que des estimations

numériques des propriétés mé
aniques. Leur pré
ision dépend de la modélisation �-

dèle de la mi
rostru
ture. De plus la reprodu
tibilité des résultats n'est pas toujours

assurée.

Ces deux types de modèles tels qu'on les trouve dans la littérature montrent la même

limitation ; ils ne prennent pas en 
ompte l'existen
e d'e�ets d'interfa
e (même faibles) qui

se produisent au niveau des frontières des phases de la majorité des matériaux 
omposites,

en dépit de la 
on�rmation de leur existen
e par plusieurs 
her
heurs [Theo
aris, 1987,

Mura and Furuhashi, 1984, Wei and Amnand, 2004, Shiotz et al., 1998℄. Les deux types

de modèles mi
romé
aniques 
i-dessus 
ités peuvent donner pour des mi
rostru
tures

semblables de bonnes estimations des propriétés mé
aniques lorsque l'e�et d'interfa
e

est faible et de mauvaises estimations lorsque 
et e�et prend de l'importan
e. Ces e�ets

d'interfa
es sont indépendants des propriétés des phases existantes (ou introduites) dans

le matériau 
omposite. Dans la littérature, le 
omportement de la région de l'interfa
e est

simulé par trois modèles traduisant des mé
anismes physiques (d'interfa
e)radi
alement

di�érents.

1.2.1 Interphases ou 
ou
hes périphériques

Ce premier type de modélisation dé
rit la zone de l'interfa
e 
omme une 
ou
he (ou

"interphase", généralement min
e) tridimensionnelle située entre une in
lusion et la ma-

tri
e ou entre une in
lusion et les in
lusions avoisinantes. Cette 
ou
he peut être 
réée de

manière industrielle dans 
ertains 
omposites (par revêtement) ou se former naturellement

dans d'autres 
omme les bétons ou les 
iments pour lesquels l'existen
e de 
es 
ou
hes

(surnommées ITZ ou Interfa
ial Transition Zone) a été mise en éviden
e dans plusieurs

travaux. Dans tous les 
as, les propriétés mé
aniques de l'interphase di�èrent de 
elles

de la matri
e ou des in
lusions du matériau 
omposite. Des 
onditions de 
onta
t parfait

sont généralement admises aux frontières interphase/matri
e et interphase/in
lusion.
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1.2.2 Interfa
es de dis
ontinuité de 
ontrainte

Le deuxième type d'interfa
e que l'on examine dans 
e 
hapitre est assez di�érent

de la première modélisation au plan de la représentation géométrique. En e�et, la zone

de l'interfa
e n'est pas 
onsidérée 
omme une 
ou
he 3D mais plut�t 
omme une sur-

fa
e 2D dans laquelle on ren
ontre un phénomène physique assez parti
ulier (semblable

à 
elui qu'on observe dans le phénomène de 
apillarité) : l'existen
e de 
ontraintes

surfa
iques au niveau des frontières d'in
lusions. L'e�et de 
es 
ontraintes de surfa
e

(ou d'interfa
e) a fait, depuis plusieurs années, l'objet d'un 
ertain nombre de tra-

vaux de re
her
he [Shuttleworth, 1950, Gurtin and Murdo
h, 1975, Nix and Gao, 1998,

Müller and Saúl, 2004, Li et al., 2004℄ et notamment ave
 l'apparition et le dévelop-

pement des matériaux nano-stru
turés qui requiert des modèles mé
aniques in
or-

porant 
es e�ets d'interfa
es [Cuenot et al., 2004, Duan et al., 2005a, Shenoy, 2005,

Dingreville et al., 2005℄. Des travaux ré
ents ont permis de revenir en détail sur l'ori-

gine physique des 
ontraintes de surfa
e [Müller and Saúl, 2004, Dingreville et al., 2005℄.

1.2.3 Interfa
es de dis
ontinuité de déformation

Le troisième type d'interfa
e que nous reportons dans 
ette se
tion est 
ara
té-

risé par une dis
ontinuité lo
ale du 
hamp de dépla
ement au bord des in
lusions. La

zone interfa
iale est à nouveau dé
rite 
omme une surfa
e. Cet e�et a été 
onstaté

par plusieurs auteurs pour di�érentes 
on�gurations mi
rostru
turales [Theo
aris, 1987℄.

Ainsi, [Mura and Furuhashi, 1984℄ ont observé des glissements aux frontières des grains

dans les matériaux granulaires et les poly
ristaux à température ambiante et les ont

interprétés par une dé
ohésion totale des grains au niveau de l'interfa
e. Par 
ontre

[Huang et al., 1993℄ ont 
her
hé à dé�nir un 
omportement de frottement de l'interfa
e

généralisant ainsi l'interfa
e de dé
ohésion dé�nie dans [Mura and Furuhashi, 1984℄. De

leur 
oté, [Shiotz et al., 1998, Wei and Amnand, 2004℄ ont trouvé que le 
hargement ma-


ros
opique de déformation imposé à un matériau poly
ristallin était repris par des glis-

sements et des séparations au niveau des frontières de grains.
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1.3 Modélisation des e�ets d'interfa
e en mi
romé
a-

nique

Dans 
ette se
tion nous regroupons de façon non exhaustive les prin
ipaux modèles

d'élasti
ité et de rupture sur les matériaux 
omposites intégrant un des trois types d'in-

terfa
es de la se
tion 1.2. L'a

ent a été mis sur l'e�et produit par 
haque type d'interfa
e

sur les propriétés élastiques e�e
tives et la rupture du matériau 
omposite.

1.3.1 Modélisation en élasti
ité

Les di�érents phénomènes observés expérimentalement dans les 
omposites granu-

laires ou à matri
e et attribuées à l'existen
e d'interfa
es aux frontières des in
lu-

sions (dont 
ertains sont reportées en se
tion 1.2) ont in
ité les 
her
heurs à 
on
en-

trer leurs travaux sur la quanti�
ation de l'e�et d'interfa
e sur les propriétés élastiques

e�e
tives des matériaux 
omposites. Dans les deux premiers travaux traitant de la

question [Hashin, 1962, Christensen and Lo, 1979℄, les auteurs parviennent à détermi-

ner les modules élastiques équivalents d'une in
lusion sphérique ou 
ylindrique 
ompo-

site plongée dans une matri
e in�nie (généralisation du problème d'Eshelby), en em-

ployant des 
hamps de dépla
ement de la forme de [Love, 1944℄. Cette in
lusion 
ompo-

site est 
onstituée d'un 
÷ur entouré d'une 
ou
he périphérique (interphase). Son mo-

dule de 
ompression équivalent, dans le 
as sphérique, est don
 donné naturellement

en fon
tion des modules du 
÷ur et de la 
ou
he sous une expression assez simple (1.1)

[Hashin, 1962℄. En revan
he son module de 
isaillement équivalent, toujours pour la forme

sphérique, dépend en plus des modules de la matri
e in�nie. Il est donné 
omme solu-

tion d'une équation du se
ond degré dont les 
oe�
ients A, B, D sont retrouvés dans

[Christensen and Lo, 1979, Hervé and Zaoui, 1990℄ :

keq = k0 = k2 +
c(k1 − k2)(3k2 + 4µ2)

3c(k2 − k1) + 3k1 + 4µ2

(

µeq

µ2

)2

A+

(

µeq

µ2

)

B +D = 0

(1.1)



10 matériaux 
omposites ave
 e�ets d'interfa
e

où k1, µ1 sont les modules du 
÷ur k2, µ2 les modules de la 
ou
he, c la fra
tion

volumique du 
÷ur dans l'in
lusion 
omposite.

Quelques années après, [Herve and Zaoui, 1993℄ ont réussi à généraliser 
e raisonnement

à une in
lusion sphérique 
onstituée d'un 
÷ur et n 
ou
hes périphériques 
on
entriques

et à déterminer les modules équivalents d'une telle in
lusion plongée dans une matri
e

in�nie.

Ainsi la problématique d'in
lusions sphériques (ou 
ylindriques) entourées d'interphases

est bien traitée dans la littérature. On retrouve, en revan
he, très peu de travaux sur des

formes d'in
lusion plus générales, ellipsoïdales par exemple.[Duan et al., 2005b℄

En 
e qui 
on
erne, les interfa
es de dis
ontinuité de dépla
ement, leur inté-

gration dans des modèles d'élasti
ité a 
ommen
é, à notre 
onnaissan
e, ave


[Mura and Furuhashi, 1984℄ qui ont étudié des in
lusions sphériques ave
 une dé-


ohésion 
omplète. Ensuite Hashin a présenté dans [Hashin, 1991℄ la solution en


ontrainte et en déformation mi
ros
opiques du problème d'Eshelby ave
 une in
lusion

sphérique ave
 interfa
e, en asso
iant à l'interfa
e une 
ertaine rigidité, telle qu'on la

retrouve dans des travaux plus ré
ents. [Dormieux et al., 2007, Sanahuja, 2008℄ ont

proposé des expressions des modules homogénéisés (auto-
ohérents) kac et µac de ma-

tériaux 
omposites poreux in
orporant 
e type d'e�et d'interfa
es au bords d'in
lusions

sphériques. Ces auteurs les ont présenté pour le 
as parti
ulier où le 
÷ur et l'interfa
e

sont in
ompressibles, mais la méthode exposée permet de les obtenir dans le 
as général :

kac =
4(1− φ)µac

3φ
(1.2)

µac est donné 
omme solution de l'équation suivante :

16(5 + κ)(3− φ)M2 + [(9 + 77φ)κ+ 114(3φ− 1)]M + 57κ(2φ− 1) = 0 (1.3)

où M = µac/µ0 et κ = 2Ktr/µ0. φ représente la porosité du matériau, µ0 le module de


isaillement du 
÷ur des in
lusions solides, r leur rayon et Kt le module tangentiel de

l'interfa
e.

Les travaux modélisant 
es e�ets d'interfa
es dans des modèles élastiques ont notamment
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permis de 
on�rmer que les modules équivalents ou les modules homogénéisés étaient

a�aiblis par l'existen
e de 
es interfa
es [Sanahuja, 2008℄ et de quanti�er 
et e�et. En

e�et, la représentation du module de 
ompression auto-
ohérent (dans le 
as général)

d'un matériau poreux in
orporant 
et e�et d'interfa
e, en fon
tion du module Kt permet

de rendre 
ompte de 
et a�aiblissement (�gure 1.1). On 
onstate alors que le module de


ompression ksc in
orporant l'e�et d'interfa
e ne retrouve la valeur 
lassique de l'estima-

tion auto-
ohérente que lorsque les modules d'interfa
es tentent vers l'in�ni. Autrement,


e module de 
ompression reste toujours inférieur à l'estimation auto-
ohérente 
lassique

(�gure 1.1). Les interfa
es de dis
ontinuité de 
ontraintes n'ont pas été aussi largement

Figure 1.1 � Module de 
ompression homogénéisé d'un 
omposite granulaire à in
lusions

sphériques présentant des interfa
es de dis
ontinuité de dépla
ement - k0 = 25, µ0 = 12,
r = 0.1, φ = 0.15, Kn = Kt

traitées dans la littérature. En e�et, en dépit des re
her
hes datant de 1950 permettant

de rendre 
ompte de leur existen
e [Shuttleworth, 1950, Gurtin and Murdo
h, 1975℄, l'un

des premiers travaux les 
onsidérant dans des modèles mi
romé
aniques élastiques sont
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eux de [Duan et al., 2005a℄ qui parviennent à les intégrer dans les s
hémas d'homogé-

néisation de Mori-Tanaka et auto-
ohérent pour en sortir des estimation des modules

homogénéisés d'un matériau à in
lusions sphériques. Les prin
ipaux résultats de 
ette

étude sont les expressions analytiques de 
es modules homogénéisés dont nous reportons

le module de 
ompression, donnée à la fois par le s
héma auto-
ohérent et 
elui de Mori-

Tanaka (se reporter à [Duan et al., 2005a℄ pour les expressions assez lourdes du module

de 
isaillement homogénéisé) :

(3k1(3k2 + 4fµ2) + 2µ2[4fµ2k
r
s + 3k2(2− 2f + krs)]

3[3(1− f)k1 + 3fk2 + 2µ2(2 + krs − fkrs)]
(1.4)

où ki et µi les modules de la phase in
lusionnaire (i = 1) et de la phase matri
ielle (i = 2)

et krs = 2ks/(rµ2) où ks = λs + µs le module de 
ompression de l'interfa
e, r le rayon des

in
lusions et f la fra
tion volumique d'in
lusions.

[Quang and He, 2008℄ parviennent par la suite à appliquer les appro
hes variationnelles

de Voigt et Reuss pour déterminer des bornes aux modules homogénéisés d'un 
om-

posite à matri
e présentant des interfa
es de dis
ontinuité de 
ontrainte au bord de

ses in
lusions sphériques (le 
as d'in
lusions 
ylindriques est également examiné dans

[Quang and He, 2008℄) :























k(+) = c0k0 +

p
∑

i=1

ci

(

ki +
4

3

ksi
ri

)

µ(+) = c0µ0 +

p
∑

i=1

ci

(

µi +
ksi + 6µsi

5ri

)























k(−) =

[

c0
k0

+

p
∑

i=1

ci

ki +
4ksi
3ri

]−1

µ(−) =

[

c0
µ0

+

p
∑

i=1

ciri[µiri(285ki + 20µi) + (48ki + 136µi)(6ksi + µsi)]

5f(ki, µi, ksi, µsi, ri)

]−1

ave


f(ki, µi, ksi, µsi, ri) = ksiµsi

(1.5)

où ci la fra
tion de la phase in
lusionnaire i, ki et µi ses modules élastiques, ri le rayon

de ses in
lusions, c0 la fra
tion volumique de la matri
e, k0 et µ0 ses modules élastiques
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et ksi et µsi les modules élastiques des interfa
es entourant les in
lusions de la phase i.

Ces modules d'interfa
e interviennent dans l'expression du tenseur de rigidité d'interfa
e

qui est dé�ni dans [Quang and He, 2008℄ par l'expression (1.6) :

L
(si) = ksiP ⊗P + 2µsi(T− 1

2
P ⊗ P ) (1.6)

P étant le tenseur de proje
tion tangentiel d'ordre 2 exprimé en fon
tion du tenseur de

proje
tion normal N et du teunseur identité I d'ordre 2 :

P = I −N = I − n⊗ n (1.7)

où n est le ve
teur normal à l'interfa
e. T est un tenseur de proje
tion d'ordre 4. Il s'ex-

prime en fon
tion du tenseur P à l'aide de l'expression suivante [Quang and He, 2008℄ :

T = P⊗P (1.8)

où le produit A⊗B désigne un produit tensoriel symétrisé dé�ni par (A⊗B)ijkl =

(AikBjl + AilBjk)/2 pour tout A et B tenseurs d'ordre 2.

Dans le même 
ontexte, [Brisard et al., 2010a, Brisard et al., 2010b℄ appliquent égale-

ment des appro
hes variationnelles pour déterminer des bornes inférieures de Hashin-

Shtri
kman des modules homogénéisés d'un tel matériau dont nous ne présentons que

l'expression pour le module de 
ompression homogénéisé (voir [Brisard et al., 2010b℄ pour

le module de 
isaillement) :

k = km +
f(3km + 4µm)(kp − km)

3fkm + 4µm + 3(1− f)kp
(1.9)

où kp = kinc +
4ks
3r

, kinc, km, ks étant respe
tivement les modules de 
ompression des

in
lusions, de la matri
e et des interfa
es, µm le module de 
isaillement de la matri
e, r

le rayon des in
lusions et f leur fra
tion volumique.

Il nous est possible, à 
e stade, de 
omparer les modèles de [Duan et al., 2005a℄, 
ite-

Quang08 et [Brisard et al., 2010a℄ en 
e qui 
on
erne la prédi
tion du module de 
om-

pression homogénéisé d'un 
omposite à matri
e ave
 in
lusions sphériques présentant 
et
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e�et d'interfa
e de dis
ontinuité de 
ontrainte. Nous traçons en �gure 1.2 les di�érentes es-

timations de 
e module homogénéisé en fon
tion du module d'interfa
e ks pour des valeurs

�xées des autres paramètres. Cette 
omparaison nous permet tout d'abord de 
onstater

que 
et e�et d'interfa
e produit une augmentation des modules élastiques e�e
tifs du


omposite (par rapport au 
as sans interfa
es). En e�et, lorsque le module d'interfa
e ks

est nul (e�et d'interfa
e inexistant) les modèles donnent une valeur du module de 
om-

pression homogénéisé pro
he de l'estimation 
lassique de Mori-Tanaka. Les modèles de

[Duan et al., 2005a℄ et [Brisard et al., 2010a℄ permettent d'en retrouver la valeur exa
te.

En revan
he, à partir d'une 
ertaine valeur stri
tement positive de ks tous les modèles

donnent une valeur plus élevée que l'estimation 
lassique de Mori-Tanaka. Ensuite, on

remarque que la borne de Hashin-Shtrikman généralisée par [Brisard et al., 2010a℄ (borne

inférieure du module de 
ompression) 
oïn
ide parfaitement ave
 l'estimation de Mori-

Tanaka étendue par [Duan et al., 2005a℄ pour prendre 
ompte des e�ets d'interfa
es. Pour

résumer, on peut 
onstater qu'un grand nombre de publi
ations a permis d'introduire les

trois 
on
epts d'interfa
es dans des modèles mi
romé
aniques permettant de prédire le


omportement élastique de 
omposites à mi
rostru
tures variées. Ces interfa
es ont été

généralement 
onsidérées dans le 
as d'in
lusions de formes simples, sphériques ou 
ylin-

driques, pour simpli�er les développements analytiques. Très peu de travaux intégrant les

e�ets d'interfa
es à des in
lusions de forme plus générale (sphéroïdale) sont disponibles

dans la littérature. Pourtant de ré
entes re
her
hes ont permis d'a�rmer l'importante in-

�uen
e de la forme des in
lusions sur les propriétés élastiques [Sanahuja, 2008℄ notamment

pour les matériaux granulaires. La �gure 1.3 permet d'en rendre 
ompte ; elle présente

le module de Young et le 
oe�
ient de Poisson homogénéisés d'un 
omposite granulaire

poreux déterminés par un s
héma auto-
ohérent en fon
tion de la porosité pour di�érents

rapports d'aspe
t de ses in
lusions ellipsoïdales. L'é
art entre les modules obtenus ave


les di�érents rapports d'aspe
ts rs montre 
lairement l'importan
e de la forme des in-


lusions. Dans le 
hapitre 3 de 
e manus
rit, nous explorons la possibilité d'intégrer des

interfa
es de dis
ontinuité de dépla
ement à des in
lusions de forme ellipsoïdales, pour

étudier les propriétés élastiques d'un 
omposite présentant une telle forme d'in
lusions.
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Figure 1.2 � Module de 
ompression homogénéisé d'un 
omposite à matri
e et in
lu-

sions sphériques présentant des interfa
es de dis
ontinuité de 
ontrainte - Estimation par

di�érents modèles de la littérature - km = 20, kinc = 35, µm = 15, r = 1, f = 0.4

1.3.2 Modélisation en rupture

Dans 
ette se
tion nous passons en revue les prin
ipaux modèles de rupture impli-

quant des mé
anismes d'interfa
e que l'on peut ren
ontrer dans la littérature.

Plusieurs études ont été 
onsa
rées aux e�ets d'interfa
e sur les propriétés élastiques des


omposites, mais également à leurs e�ets sur les mé
anismes de rupture et la résistan
e

des matériaux. En 
e qui 
on
erne les interfa
es de dis
ontinuité de dépla
ement, on

peut 
iter les travaux de [Dormieux et al., 2007℄ qui, après détermination des propriétés

élastiques d'un matériau granulaire poreux présentant des interfa
es de dis
ontinuité de

dépla
ement, ont utilisé 
es résultats pour explorer la rupture produite par un glisse-

ment inter-granulaire. Pour 
ela, les auteurs ont postulé un 
ritère de Von Mises dans

les interfa
es, portant sur la 
omposante tangentielle du ve
teur 
ontrainte au niveau de
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(a) Module de Young (b) Coe�
ient de Poisson

Figure 1.3 � E�et du rapport d'aspe
t rs des in
lusions (ellipsoïdales) sur le module de

Young et le 
oe�
ient de Poisson homogénéisés (par s
héma auto-
ohérent) en fon
tion

de la porosité f pour un matériau granulaire poreux - E0 = 31, 034GPa GPa, ν0 = 0.293
(des in
lusions)


elles-
i, puis en utilisant une méthode de 
hangement d'é
helle basée sur une équivalen
e

énergétique, ils ont pu relier la 
ontrainte ma
ros
opique à la moyenne de la 
omposante

tangentielle de 
e ve
teur 
ontrainte dans les interfa
es. De 
ette manière, ils ont pu déter-

miner analytiquement le 
ritère homogénéisé de rupture du 
omposite granulaire induit

lo
alement par un glissement au niveau des interfa
es. Les auteurs [Maalej et al., 2009℄

ont traité, dans un se
ond travail, le 
as d'interfa
es frottantes dans un matériau granu-

laire en postulant un 
ritère de Mohr-Coulomb non-
ohésif dans les interfa
es, portant

sur les moyennes de la 
omposante tangentielle et de la 
omposante normale du ve
teur


ontrainte à leur niveau. Les auteurs ont pu alors déterminer le mode de rupture du ma-

tériau en supposant su

essivement des mé
anismes de rupture du
tile puis fragile puis

en exprimant analytiquement le 
ritère ma
ros
opique ou la loi d'é
oulement plastique

induite par une rupture lo
ale par frottement dans les interfa
es.

Quant aux 
omposites 
ontenant des in
lusions ave
 interphases (
ou
hes min
es), plu-

sieurs travaux ont permis d'étudier une rupture, dans les interphases 
ombinée ou pas

ave
 une rupture dans le 
÷ur. [Sanahuja and Dormieux, 2005℄ ont par exemple étudié

une rupture produite par un 
ritère de Von Mises dans la 
ou
he en supposant le 
÷ur
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in�niment rigide pour déterminer le 
ritère ma
ros
opique de manière analytique dans le


as d'une rupture du
tile. D'autres travaux sur la rupture des 
omposites ave
 interphases

ont été publiés par [Nguyen, 2012℄ qui utilisent d'autres 
ritères lo
aux.

Pour le dernier type d'interfa
es, produisant des dis
ontinuités de 
ontraintes, les travaux

regardant leur e�et sur la rupture des 
omposites ne sont pas nombreux. L'un des rares

travaux qu'on trouve dans la littérature est publié par [Dormieux and Kondo, 2010℄ dans

le quel les auteurs utilisent le modèle de Gurson pour déterminer le 
ritère homogénéisé

induit par un 
ritère lo
al de Von Mises dans les interfa
es.

En résumé on peut a�rmer que plusieurs travaux traitant de la question de la rupture

des matériaux par mé
anismes d'interfa
e existent dans la littérature. Les interfa
es de

dis
ontinuité de 
ontraintes sont moins évoquées en rupture que les autres types. I
i aussi

tous les travaux 
ités dans 
ette se
tion 
onsidèrent des in
lusions sphériques. A notre


onnaissan
e, au
une référen
e n'examine la rupture par mé
anisme d'interfa
e dans les

matériaux à in
lusions de forme plus générale. Dans le 
hapitre 5.6 de 
e manus
rit, nous

présenterons une modélisation de la rupture par e�ets d'interfa
e d'une telle morphologie

in
lusionnaire.

1.4 Matériaux modèles présentant des e�ets d'inter-

fa
es

Dans 
ette se
tion nous présentons deux matériaux sus
eptibles de présenter des e�ets

d'interfa
es. Dans la littérature 
es matériaux ont rarement été modélisés 
omme tels. En

raison de leur importan
e dans l'industrie, la né
essité de disposer de modèles pré
is pour

la prédi
tion de leur 
omportement mé
anique en élasti
ité, poroélasti
ité et en rupture

est évidente.

1.4.1 Nano
omposites

Les nano
omposites sont d'usages très répandus dans l'industrie d'aujourd'hui. Ils

présentent des propriétés mé
aniques, thermiques et éle
triques intéressantes. Ces pro-
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priétés sont prin
ipalement dues à l'émergen
e de grandeurs de surfa
e qui apparaissent

ex
lusivement à des tailles in�mes des hétérogénéités (de l'ordre du nanomètre). En e�et,

L'énergie de surfa
e, généralement négligée, devient pour 
ette gamme de tailles d'hé-

térogénéités 
omparable à l'énergie de volume. En raison des longueurs 
ara
téristiques

de 
ertains matériaux naturels, il est raisonnable de s'interroger sur l'importan
e de 
es

e�ets dans leurs propriétés mé
aniques. C'est le 
as de l'argilite. (
onf. se
tion 1.3.1)).

Les matériaux nanostru
turés qui doivent leur essor aujourd'hui à des propriétés autres

que mé
aniques peuvent également présenter 
es e�ets d'interfa
e. Il faut noter que les

modèles mé
aniques 
on
ernant 
es matériaux sont peu nombreux dans la littérature. En

e�ets mis à part les modèles élastiques 
ités en se
tion 1.3.1 et 1.3.2, on ne trouve pas de

travaux traitant du 
omportement mé
anique de 
es matériaux en poroélasti
ité ou en

rupture.

1.4.2 Pâtes de 
iment et gel de C-S-H

La pâte de 
iment est un matériau 
omposite 
ontenant des phases d'hydrates, pro-

duits de la réa
tion d'hydratation du 
iment (portlandite, 
élite 
al
ite, gel de C-S-

H...), des phases anhydres, réa
tifs non 
onsommés par la réa
tion d'hydratation (
linker

C2S,C3S, gypse...) et des vides o

upés par de l'air ou de l'eau. Les propriétés mé
aniques

de la pâte de 
iment (rigidité et résistan
e) représentent tout l'intérêt de 
e matériau

pour l'industrie de la 
onstru
tion. La 
onnaissan
e de 
es propriétés, leur prédi
tion et

la détermination des paramètres les 
ontr�lant sont d'un grand enjeu. Pour 
omprendre

l'origine de 
es propriétés il faut examiner la réa
tion d'hydratation du 
iment qui permet

à la pâte de dur
ir et d'a
quérir ses propriétés.

Au moment du gâ
hage (ajout d'eau au 
iment), 
orrespondant au début de la réa
tion

d'hydratation, les parti
ules de 
iment ne présentent presque pas de surfa
es de 
onta
t

entre elles 
e qui explique une rigidité et une résistan
e quasi nulles. Au 
ours de la réa
-

tion, les parti
ules de 
iment (
linker) réagissent ave
 de l'eau et forment des hydrates à

la périphérie des grains. Ces hydrates permettent d'augmenter la surfa
e de 
onta
t entre

grains et sont de 
e fait à l'origine des modules élastiques ainsi que de la résistan
e de



1.4. Matériaux modèles présentant des e�ets d'interfa
es 19

Surface de 

contact faible

(a) début d'hydratation

Grande surface 

de contact

(b) dur
issement

Figure 1.4 � Augmentation des surfa
es de 
onta
t et dur
issement de la pâte (augmen-

tation de la rigidité)

la pâte. Les grains de 
iment anhydres 
ontinuent à être 
onsommés lors de l'évolution

de la réa
tion d'hydratation. La formation d'hydrates permet alors de 
ombler les vides

dans la pâte et de la densi�er (�gure 1.4). L'un des prin
ipaux hydrates de la pâte de


iment est le gel de C-S-H. De nombreuses études lui attribuent un e�et important sur

les propriétés mé
aniques (élastiques et de rupture) de la pâte en raison de sa fra
tion

volumique importante. La �gure 1.5 montre l'évolution des fra
tions volumiques des dif-

férentes phases dans la pâte ; elle permet d'observer une diminution 
onséquente de la

porosité ave
 l'augmentation de la fra
tion du gel de C-S-H. Ce
i porte à 
roire que les

vides sont prin
ipalement 
omblés par le gel, 
e qui 
onfère à la pâte une augmentation

de rigidité et de résistan
e. Comme la modélisation des gels de C-S-H est un passage

né
essaire pour modéliser la pâte, de nombreux travaux de re
her
he lui ont été 
onsa-


rées. La majorité des auteurs de 
es travaux publiées 
onsidèrent le gel de C-S-H 
omme

un matériau granulaire poreux, même si les interprétations di�èrent quant à la forme et

la taille des in
lusions solides de C-S-H et son importan
e dans la modélisation mé
a-

nique de 
e matériau. En e�et, [Ulm and Jennings, 2008℄ ont expliqué que l'in�uen
e de

la forme des parti
ules était un paramètre de se
ond ordre devant la porosité à 
ause de

la densité élevée du gel de C-S-H. [Sanahuja et al., 2008℄ ont montré, sur la base de résul-

tats expérimentaux, que les parti
ules de C-S-H ne pouvaient être 
onsidérées sphériques
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Figure 1.5 � Fra
tions volumiques des di�érentes phases dans la pâte de 
iment au 
ours

de l'hydratation - Augmentation de la fra
tion du gel de C-S-H ave
 la diminution de la

porosité- sour
e [Lo
her and Ri
hartz, 1976℄

dans les modèles mi
romé
aniques puisque le gel exhibait des modules de Young loin

d'être nuls (2 GPa) à des porosités de 0.6 [Feldman and Beaudoin, 1976℄ (si les parti
ules

étaient sphériques, elles donneraientt une rigidité quasi-nulle à partir d'une porosité égale

à 0.5, selon le seuil de per
olation du s
héma-auto-
ohérent pour la forme sphérique).

On peut don
 retrouver dans la littérature di�érentes modélisations de la mi
rostru
-

ture du gel de C-S-H qui di�èrent essentiellement par la forme donnée aux in
lusions :

[Sanahuja, 2008℄ utilise par exemple des in
lusions ellipsoïdales aplaties (rs = 0.12) pour

la modélisation en élasti
ité et des plaquettes in�niment aplaties pour la modélisation

en rupture, alors que [Termkhajornkit et al., 2014℄ et [Pi
hler et al., 2013℄ utilisent des

aiguilles (in
lusions in�niment allongées). Une mi
rographie de mi
ros
ope éle
tronique

à transmission de [Taylor et al., 2010℄ permet d'illustrer la mi
rostru
ture du gel (�gure

1.6). On y observe la morphologie granulaire du gel de C-S-H à des densités di�érentes.

Lorsque 
ette densité est su�samment faible on peut distinguer des in
lusions allongées

de C-S-H, d'un rapport d'aspe
t nettement supérieur à 1. Ces in
lusions semblent être

orientées aléatoirement dans l'espa
e si l'on 
onsidère la mi
rographie dans sa globalité.

Néanmoins on peut remarquer lo
alement la dominan
e d'une orientation par rapport à
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d'autres dans 
ertaines régions. Ces observations seront exploitées dans les 
hapitres 3

et 5.6 lors de la modélisation des gels de C-S-H en élasti
ité et en rupture. Ces proprié-

tés mé
aniques du gel seraient fortement a�e
tées par l'existen
e d'e�ets d'interfa
e aux

bord de ses in
lusions. Nous explorerons dans les 
hapitres 3 et 5.6 l'hypothèse émise par

[Sanahuja, 2008℄ sur l'existen
e d'e�ets d'interfa
es de dis
ontinuité de dépla
ement aux

bords des grains de C-S-H. Nous en tiendrons 
ompte dans nos modélisation en élasti
ité

et en rupture.

Figure 1.6 � Image obtenue par mi
ros
ope éle
tronique à transmission du gel de C-S-H

dans la pâte de 
iment [Taylor et al., 2010℄

1.5 
on
lusion

Dans 
e 
hapitre nous avons re
ensé les di�érents e�ets d'interfa
es sur le 
omporte-

ment des matériaux 
omposites ayant fait l'objet des études publiées dans la littérature.

Nous avons, en premier lieu, expliqué l'origine physique de 
ha
un de 
es e�ets et nous

avons 
ité les premiers travaux expérimentaux permettant d'en rendre 
ompte. En se-
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ond lieu, nous nous sommes intéressés aux investigations entreprises pour modéliser 
es

e�ets d'interfa
e et les méthodes de leur intégration dans des modèles de 
omportement

élastique et en rupture. Nous avons, par la suite, 
omparé les modèles élastiques existant

dans la littérature, leur sensibilité et leur limitations. On 
on
lut, à 
et e�et, que la ma-

jorité des modèles re
ensés 
onsidéraient une forme simpli�ée d'in
lusions (sphérique ou


ylindrique), qui s'avère importante pour la détermination des propriétés élastiques mais

pas su�sante pour l'élaboration de modèles prévisionnels pré
is. Les résultats graphiques

exposés en 1.3 montrant l'importan
e de 
ette forme dans la détermination des proprié-

tés élastiques des matériaux 
omposites. Nous avons par ailleurs relevé, à travers 
ette

analyse bibliographique, le manque de résultats sur le 
omportement poroélastique et le


omportement en rupture des 
omposites présentant des e�ets d'interfa
es de dis
onti-

nuité de 
ontrainte. Nous avons �ni par évoquer deux matériaux largement ren
ontrés

dans l'industrie d'aujourd'hui et sus
eptible de présenter 
es e�ets d'interfa
es. Ces ma-

tériaux feront objet d'appli
ation des appro
hes et modèles développés dans 
e travail.

* * *



Chapitre 2

Comportement élastique et

poroélastique des nano
omposites

Résumé :L'objet de 
e 
hapitre est de modéliser la mi
rostru
ture d'un matériau nano-


omposite poly
ristallin, de déterminer ses propriétés élastiques et poroélastiques ma
ro-

s
opiques en fon
tion des propriétés de ses 
onstituants. Les e�ets d'interfa
e, se produi-

sant généralement aux bords des nanoparti
ules, et leurs 
onséquen
es sur les propriétés

élastiques et poroélastiques globales seront pris en 
ompte.
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2.1 Introdu
tion

Les nano
omposites sont de nos jours largement utilisés dans diverses appli
ations

pour leurs propriétés parti
ulièrement intéressantes : des 
ondu
tivités thermiques et éle
-

triques a

rues (in
lusions à nanotubes de 
arbone), des propriétés optiques, diéle
triques

et mé
aniques (élasti
ité et résistan
e) nettement améliorées pour 
ertains nano
ompo-

sites.

Sur le plan mé
anique, les améliorations des 
ara
téristiques élastiques et de résistan
e

sont prin
ipalement attribuées à un rapport surfa
e/volume élevé des nanoin
lusions (par-

ti
ules, feuillets, �bres), 
ombiné parfois à un rapport d'aspe
t (élan
ement) élevé. Comme


onséquen
e de 
e rapport surfa
e/volume élevé, le volume né
essaire en renfor
ements

est signi�
ativement moins élevé 
hez les nano
omposites que 
hez les 
omposites 
las-

siques pour produire la même amélioration des propriétés ma
ros
opiques. En e�et, dans

les nano
omposites la surfa
e de 
onta
t matri
e-parti
ules ou inter-parti
ules est ty-

piquement un ordre de grandeur plus grande que 
elle dans les 
omposites 
lassiques.

Cet � e�et de taille � sur les propriétés mé
aniques est dû en partie à l'existen
e de


ontraintes d'interfa
es. Comme l'énergie de surfa
e (proportionnelle à la surfa
e totale

des interfa
es matri
e-in
lusion ou in
lusion-in
lusion) devient pour les nano
omposites


omparable à l'énergie du volume (proportionnelle au volume total du 
omposite), les


ontraintes de surfa
es ne sont plus négligeables 
ontrairement aux 
omposites 
lassiques.

Ces 
ontraintes de surfa
e ne sont pas prises en 
ompte par les s
hémas d'homogénéi-

sation 
lassiques. Certains travaux ré
ents ont permis de généraliser quelques uns de


es s
hémas 
omme 
elui de Mori-Tanaka [Duan et al., 2005a℄, les bornes de Voigt et

Reuss [Quang and He, 2007, Quang and He, 2008℄ ainsi que 
elles de Hashin-Shtrikman

[Brisard et al., 2010a, Brisard et al., 2010b℄, pour in
orporer 
es 
ontraintes d'interfa
es.

Le travail présenté dans la suite s'intègre dans 
ette logique. Une extension du s
héma

auto-
ohérent permet de 
onsidérer les 
ontraintes d'interfa
es et d'étudier leur e�et sur

les propriétés ma
ros
opiques élastiques des nano
omposites granulaires à parti
ules sphé-

riques. Ensuite, en utilisant les résultats de 
ette première partie, l'e�et de 
es interfa
es
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sur les propriétés poromé
aniques e�e
tives est analysé.

2.2 Nano
omposites et e�ets d'interfa
e

La notion de mé
anisme d'interfa
e dans les 
omposites n'est pas une no-

tion nouvelle. En e�et, plusieurs 
her
heurs ont mis en éviden
e son existen
e :

[Mura and Furuhashi, 1984℄ ont observé, lors d'essais sur des poly
ristaux, des dépla-


ements intergranulaires et les ont attribués à un e�et d'interfa
e. [Shiotz et al., 1998℄

ont proposé que le 
hargement ma
ros
opique appliqué à un matériau granulaire était

repris lo
alement par une séparation et un dépla
ement lo
al entre les grains.

L'existen
e de 
es mé
anismes 
onstitue une piste pour tenter d'expliquer le 
omporte-

ment élastique et les mé
anismes de rupture de 
ertains matériaux 
omposites. Dans le


as des 
omposites 
lassiques, ils traduisent une dis
ontinuité de dépla
ement à la fron-

tière des grains ou des phases. Ce type de mé
anisme d'interfa
e est souvent asso
ié,

dans la littérature, à une équation 
onstitutive reliant ve
teur 
ontrainte au niveau de

l'interfa
e et dis
ontinuité de dépla
ement au travers de 
elle-
i. Ce modèle est ren
ontré

parfois dans la littérature sous le nom de "Linear spring model".

Dans les nano
omposites, en revan
he, l'e�et d'interfa
e ren
ontré n'est pas dû au même

phénomène physique. Celui-
i est plut�t relié au 
on
ept de 
ontrainte d'interfa
e qui

se traduit par une dis
ontinuité du ve
teur 
ontrainte à travers l'interfa
e. Le 
hamp

de dépla
ement quant à lui est 
ontinu. Ce type de mé
anisme est également asso
ié

à une équation 
onstitutive qui dé
oule de l'équilibre de l'interfa
e. Elle représente une

généralisation de l'équation de Young-Lapla
e ren
ontrée dans la 
apillarité. D'ailleurs la


apillarité est un exemple parti
ulier illustrant 
e type de mé
anisme d'interfa
e. L'équa-

tion de Young-Lapla
e généralisée sera le point de départ pour modéliser l'e�et d'interfa
e

dans la suite.
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2.3 Modélisation de l'e�et d'interfa
e

Dans 
ette se
tion, le formalisme mathématique permettant la prise en 
ompte des

e�ets d'interfa
e dans le 
omportement mé
anique des nano
omposites granulaires est

abordé. Le type d'interfa
e 
onsidéré est bien sûr le deuxième type mentionné plus haut,

impliquant l'existen
e de 
ontraintes surfa
iques à la frontière des grains. Cette se
tion

dé
rit deux représentations mathématiques di�érentes de 
e phénomène. Ces 
ontraintes

de surfa
e sont familièrement ren
ontrées dans le phénomène de 
apillarité. Dans l'inter-

fa
e de 
apillarité, la tension de surfa
e est un s
alaire, noté i
i γ, 
ontr�lant l'intensité

de la 
ontrainte de surfa
e σs
:

σs = γ1T (2.1)

où 1T est le tenseur unitaire du plan tangent à l'interfa
e de 
apillarité I. Celle-
i est

dé
rite mathématiquement par une surfa
e. La tension de surfa
e apparait dans l'équation

de Young-Lapla
e. Dans le 
as d'une interfa
e �uide/�uide la dis
ontinuité de pression à

travers l'interfa
e s'é
rit :

[[p]] = γtr b (2.2)

où b est le tenseur de 
ourbure. La dis
ontinuité de pression est due à l'existen
e des


ontraintes surfa
iques au niveau de l'interfa
e.

De manière générale, en présen
e de 
ontrainte surfa
ique le ve
teur 
ontrainte σ · n est

dis
ontinu à la traversée de l'interfa
e. Sa dis
ontinuité est reliée au 
hamp de 
ontrainte

surfa
ique par la relation de Young-Lapla
e généralisée suivante :

[[σ]].n +∇sσs = 0 (2.3)

où ∇s
représente l'opérateur divergen
e le long de l'interfa
e I et n le ve
teur unitaire

normal à l'interfa
e. L'équation 2.3 montre que la 
ontrainte de Cau
hy et la 
ontrainte

surfa
ique ne sont pas de même dimension. Plus pré
isément, σs
a la dimension d'une

pression multipliée par une unité de longueur ([Pa × m℄). Ce
i est essentiellement dû

au support physique sur lequel la 
ontrainte surfa
ique est dé�nie, l'interfa
e, qui est

naturellement à deux dimensions.
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2.3.1 Modèles 2D et 3D de l'e�et d'interfa
e

Pour relier la 
ontrainte surfa
ique σs
à un 
hamp de 
ontrainte standard tridimen-

sionnel de Cau
hy σs
3D (ayant la dimension d'une pression), l'idée est de partir de la

relation asymptotique suivante [Müller and Saúl, 2004℄ :

σs(x, y, z) = lim
h→0

∫ z+h

z

σs
3D(x, y, u)du (2.4)

exprimée dans le système de 
oordonnées lo
al où z représente la dire
tion normale à

l'interfa
e.

L'équation 2.4 sous-entend que σs
3D présente une singularité et devrait être exprimé, de

manière plus rigoureuse, ave
 le formalisme de la théorie des distributions :

σs
3D(x, y, z) = σs(x, y, z)δI(x, y, z) (2.5)

où δI est la distribution de Dira
 de l'interfa
e I. A l'inverse, si l'on 
onsidère une épaisseur

h bien réelle, la singularité de σs
3D(x, y, z) dé�nie sur la 
ou
he [z, z + h] disparait :

σs(x, y, z) =

∫ z+h

z

σs
3D(x, y, u)du (2.6)

Cette dernière équation indique que σs
3D(x, y, u) est un O(h−1). En tenant 
ompte de


ette 
ondition, on pourra 
hoisir dans la suite entre la modélisation 2D (surfa
e) et la

modélisation 3D (
ou
he min
e) pour prendre en 
ompte les 
ontraintes de surfa
e. Dans


e qui suit, l'utilisation de 
es deux modèles est détaillée pour des interfa
es sphériques.

L'équation d'équilibre sera expli
itée pour arriver à la formulation de l'équation d'état.

On note R le rayon de la sphère et h l'épaisseur de la 
ou
he �
tive de façon à 
e que

h ≪ R. Les équations de l'équilibre tridimensionnel s'é
rivent pour la 
ou
he min
e

R ≤ r ≤ R + h 
omme suit :

∂rσrr +
1

r
∂θσrθ +

1

r sin θ
∂φσrφ +

1

r
(2σrr − σθθ − σφφ + σrθ cot θ) = 0, (2.7)

∂rσrθ +
1

r
∂θσθθ +

1

r sin θ
∂φσθφ +

1

r
[(σθθ − σφφ) cot θ + 3σrθ] = 0, (2.8)

∂rσrφ +
1

r
∂θσθφ +

1

r sin θ
∂φσφφ +

1

r
(3σrφ + 2σθφ cot θ) = 0. (2.9)
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La 
ontrainte de surfa
e est alors dé�nie 
omme la résultante des 
ontraintes dans la


ou
he (voir (2.6)) :

σs
ij =

∫ r=R+h

r=R

σij dr ≃ h σij (i, j ∈ {r, θ, φ}), (2.10)

Pour h ≪ R, l'intégration des équations (2.7) à (2.9) pour r variant dans l'intervalle

R ≤ r ≤ R + h donne :

[[σrr]] +
1

R
∂θσ

s
rθ +

1

R sin θ
∂φσ

s
rφ +

1

R

(

2σs
rr − σs

θθ − σs
φφ + σs

rθ cot θ
)

= 0, (2.11)

[[σrθ]] +
1

R
∂θσ

s
θθ +

1

R sin θ
∂φσ

s
θφ +

1

R

[(

σs
θθ − σs

φφ

)

cot θ + 3σs
rθ

]

= 0, (2.12)

[[σs
rφ]] +

1

R
∂θσ

s
θφ +

1

R sin θ
∂φσ

s
φφ +

1

R

(

3σs
rφ + 2σs

θφ cot θ
)

= 0, (2.13)

Où [[σri]] représente la di�éren
e σri(r = R + h) − σri(r = R) qui se réduit à une dis-


ontinuité de 
ontrainte lorsque h → 0, dans le 
as de la modélisation de l'interfa
e par

une surfa
e. Pour la modélisation en 
ou
he tridimensionnelle σri est 
ontinu en r = R

et r = R + h. Les deux modélisations devant être équivalentes, on en déduit que σs
ri est

du même ordre que h[[σri]] quand h → 0. en utilisant 
e résultat, les équations (2.11) à

(2.13) montrent que σs
θθ, σ

s
φφ et σs

θφ sont du même ordre que R[[σri]]. En d'autres termes,

les 
omposantes σs
ri disparaissent et les équations (2.11), (2.12) et (2.13) se réduisent à

(2.14), (2.15) et (2.16) :

σs
θθ + σs

φφ −R [[σrr]] = 0, (2.14)

∂θσ
s
θθ +

1

sin θ
∂φσ

s
θφ +

(

σs
θθ − σs

φφ

)

cot θ +R [[σrθ]] = 0, (2.15)

∂θσ
s
θφ +

1

sin θ
∂φσ

s
φφ + 2 σs

θφ cot θ +R [[σrφ]] = 0, (2.16)

Celles-
i 
onstituent la forme parti
ulière de l'équation (2.3) pour les interfa
es sphé-

riques.

Pour résumer, deux représentations mathématiques de la même quantité physique

peuvent être utilisées :

� des 
ontraintes de surfa
e singulières σsδI 
on
entrées dans des interfa
es sans épais-

seur,
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� des 
ontraintes de volume �
tives σs/h+O(h0) distribuées sur une interfa
e �
tive

d'épaisseur �nie h. Le terme dominant est de l'ordre de h−1
. La valeur de h est sans

importan
e du moment que h≪ R.

Les deux représentations sont équivalentes tant que l'épaisseur h est petite devant la

longueur 
ara
téristique des hétérogénéités (le rayon des grains dans le 
as présent).

2.3.2 Comportement élastique de l'interfa
e

Dans le 
as d'un 
omportement élastique linéaire de l'interfa
e, la 
ontrainte de surfa
e

σs
est reliée au tenseur de déformation εs dans l'interfa
e par :

σs = C
s : εs (2.17)

Il est à remarquer que la rigidité 2D Cs
a la même dimension physique que la 
ontrainte

de surfa
e. Comme le 
hamp de dépla
ement est régulier, les 
omposantes tangentielles

du tenseur de déformation 3D ε sont 
ontinues à travers l'interfa
e et don
 la proje
tion

de ε sur le plan tangent à l'interfa
e donne le tenseur εs. Plus expli
itement, on peut

introduire, à la manière de [Quang and He, 2008℄, le tenseur de se
ond ordre L = 1−n⊗n
(de 
omposantes Lij = δij − ninj ) et le tenseur proje
teur T d'ordre 4 dé�ni par :

T = L⊗L avec Tijkl =
1

2
(LikLjl + LilLjk) (2.18)

1 = δijei ⊗ ej étant le tenseur identité du se
ond ordre dé�ni à l'aide du symb�le de

Krone
ker δij

Le tenseur de déformation surfa
ique εs(z) au point z de l'interfa
e est dé�ni sur le plan

tangent à l'interfa
e (de ve
teur normal n) et s'é
rit :

εs(z) = T(z) : ε+(z) = T(z) : ε−(z) (2.19)

où ε+(z) et ε−(z) désignent les tenseurs de déformation 3D de part et d'autre de l'inter-

fa
e.

En d'autres termes, Cs
opère uniquement sur les 
omposantes tangentielles du tenseur

de déformation. Dans le 
as d'in
lusions sphériques, seules les 
omposantes εθθ, εθφ et εφφ
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interviennent dans l'équation (2.17). Nous venons de montrer 
omment déterminer les

équations d'équilibre en 2D de l'interfa
e à partir des 
onditions l'équilibre 3D standards

d'une 
ou
he min
e. De manière similaire, il sera utile de déterminer l'équation d'état 2D

(2.17)d'une interfa
e sphérique à partir de la loi de Hooke standard d'une 
ou
he min
e

3D :

σ = C3D : ε (2.20)

C3D est une rigidité standard isotrope 
ara
térisée par un module de Young E et un 
oe�-


ient de Poisson ν, ou alternativement, par des modules de 
ompression et de 
isaillement

k et µ dé�nis par :

k =
E

3(1− 2ν)
; µ =

E

2(1 + ν)
(2.21)

de manière à é
rire C3D 
omme suit :

C3D = 3kJ+ 2µK (2.22)

(2.22) est la forme standard d'un tenseur de rigidité isotrope, dans laquelle J et K sont

les tenseurs de proje
tion sphérique et déviatorique du quatrième ordre. Maintenant en

reprenant les équations (2.10) et (2.17), la méthodologie se base sur l'identité suivante :

C
s : εs = lim

h→0

∫ R+h

R

C3D : ε dr (2.23)

La 
omposante selon rr de 
ette équation tensorielle s'é
rit :

σs
rr = kh(εrr + εθθ + εφφ) +

2

3
µh(2εrr − εθθ − εφφ) (2.24)

En annulant σs
rr pour les raisons expliquées plus haut on obtient :

εrr = − ν

1− ν
(εθθ + εφφ) (2.25)

qui est une forme parti
ulière, en 
oordonnées sphériques de :

εnn = ε : n⊗ n = − ν

1− ν
L : ε (2.26)
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En utilisant l'équation (2.25), l'intégration des autres 
omposantes de l'équation tenso-

rielle (2.20) donne :

σs
θθ =

Eh

1 + ν
(εθθ +

ν

1− ν
(εθθ + εφφ))

σs
φφ =

Eh

1 + ν
(εφφ +

ν

1− ν
(εθθ + εφφ))

σs
θφ =

Eh

1 + ν
εθφ

(2.27)

qui prend la forme 
lassique suivante [Duan et al., 2005a, Quang and He, 2007℄ :

σs
θθ = λs(εsθθ + εsφφ) + 2µs(εsθθ)

σs
φφ = λs(εsφφ + εsφφ) + 2µs(εsφφ)

σs
θφ = 2µs(εsθφ)

(2.28)

λs et µs
sont les modules d'élasti
ité 2D (i.e. de l'interfa
e). Ils sont reliés aux modules

3D E et ν (tout 
omme on trouve dans [Wang et al., 2005℄) par :

λs =
Ehν

1− ν2
; µs =

Eh

2(1 + ν)
(2.29)

Comme mentionné plus haut, εsij (i, j = θ, φ) désignent les 
omposantes de la déformation

surfa
ique qui sont égales aux 
omposantes 
orrespondantes de la déformation volumique

lo
ale.

L'existen
e d'e�ets d'interfa
e né
essite que λs et µs
ne s'annulent pas quand h → 0.

En d'autres termes, le module de Young 3D E doit être un O(h−1). Il 
onvient alors

de dé�nir un module de Young surfa
ique Es
par : Es = Eh. Ainsi les modules 2D de


ompression et de 
isaillement ks et µs
peuvent être dé�nis à partir de Es

et ν par les

mêmes équations que dans la loi de Hooke :

Es = Eh ; ks = kh ; µs = µh (2.30)

On peut alors éventuellement é
rire, à partir de (2.23) et (2.26) :

C
s = (3ksJ+ 2µs

K) :

(

I− ν

1− ν
n⊗ n⊗ L

)

: T (2.31)
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où I = J+K est le tenseur identité du quatrième ordre. Notons que le module de Young

2D de l'interfa
e est relié à λs et µs
par :

Es =
4µs(λs + µs)

λs + 2µs
(2.32)

Ré
iproquement, les paramètres 3D peuvent être obtenus des modules d'élasti
ité 2D


omme suit :

ν =
λs

λs + 2µs
; E =

Es

h
(2.33)

Ainsi la surfa
e de modules élastiques λs, µs
(respe
tivement ks, µs

) est l'équivalent 2D

de la 
ou
he min
e 3D d'épaisseur h ≪ R, ayant un module de Young du même ordre

que h−1
. Ce résultat sera utilisé dans la suite du 
hapitre.

2.3.3 Interfa
es intergranulaires et grains 
omposites

Dans la suite de 
e 
hapitre nous étudions le 
as pré
is d'une mi
rostru
ture granulaire

à grains et pores sphériques ainsi que l'e�et d'interfa
e qui s'y produit au niveau des

frontières de grains. Notons Gi le grain n

oi et Iij l'interfa
e au niveau de la surfa
e de


onta
t entre les deux grains Gi et Gj . L'énergie élastique emmagasinée dans les interfa
es

de la mi
rostru
ture s'é
rit alors :

Wint =
∑

{i,j}

∫

Iij

1

2
σs : Cs−1 : σs dS =

∑

{i,j}

∫

Iij

1

2
εs : Cs : εs dS (2.34)

Cette dernière expression peut être réexprimée à l'aide d'une sommation sur les grains.

Soit ∂Gs
i la partie de la frontière du grain Gi qui est en 
onta
t ave
 d'autres grains solides.

En prenant le soin de ne pas 
ompter deux fois la même interfa
e, l'expression de l'énergie

devient :

Wint =
∑

i

∫

∂Gs
i

1

2
εs : Cs′ : εs dS ave
 C

s′ =
1

2
C

s
(2.35)

Une telle sommation sur les grains, au lieu d'une sommation sur les interfa
es, suggère

l'introdu
tion du 
on
ept de grain 
omposite, 
onstitué d'un matériau de 
oeur ayant

une 
ertaine rigidité entouré par une interfa
e �
tive 
ara
térisée par une rigidité Cs′
(

et des modules λs
′

= λs/2, µs′ = µs/2, ks
′

= ks/2). L'introdu
tion de 
e 
on
ept revient
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à dédoubler l'interfa
e Iij en deux parties égales ratta
hées su

essivement à ∂Gs
i et ∂Gs

j .

D'un point de vue énergétique, les deux appro
hes sont 
lairement équivalentes. Il est

également possible, à 
e stade, de rempla
er, dans le grain 
omposite, l'interfa
e �
tive

2D de rigidité Cs′
par une 
ou
he min
e 3D d'épaisseur h et de rigidité C′

3D = C3D/2

(
omme il a été expliqué plus haut). Le 
oe�
ient de poisson ν ′ et le module de Young

E ′
de 
ette 
ou
he min
e �
tive du grain 
omposite sont :

ν ′ = ν ; E ′ =
E

2
=
Es

2h
(2.36)

De manière similaire, les modules 3D de 
ompression et de 
isaillement de la 
ou
he �
tive

s'é
rivent :

k′ =
k

2
=
ks

2h
=
ks′

h
; µ′ =

µ

2
=
µs

2h
=
µs′

h
(2.37)

Ce 
on
ept de grain 
omposite asso
ié au modèle de 
ou
he min
e sera d'une grande utilité

pour l'implémentation du s
héma d'homogénéisation auto-
ohérent de la mi
rostru
ture.

2.4 Une extension du s
héma auto-
ohérent

La morphologie poly
ristalline des nano
omposites granulaires qui est envisagée i
i

nous in
ite à tenter de généraliser le s
héma auto-
ohérent en y in
orporant l'e�et d'in-

terfa
e. Les résultats de l'étude qui suit pourraient potentiellement être utilisés pour des

mi
rostru
tures très diverses : pâtes de 
iment, argiles...

Pour un matériau à deux phases (solide et pores), l'appro
he auto-
ohérente 
lassique

basée sur la solution d'Eshelby [Eshelby, 1957℄ 
onsiste à 
onsidérer une in
lusion homo-

gène, représentative de 
haque phase, plongée dans un milieu in�ni ayant pour propriétés


elles du milieu homogénéisé re
her
hé. Ce milieu est soumis à l'in�ni à des 
onditions aux

limites homogènes en déformation. Le but est de déterminer la réponse de l'in
lusion à 
e


hargement à l'in�ni. En 
e qui 
on
erne le milieu solide, la se
tion 2.3 suggère de prendre

pour in
lusion représentative un grain solide ave
 son interfa
e, 
ette dernière étant rem-

pla
ée en se
ond lieu par une 
ou
he 3D min
e. La sphère 
omposite ainsi 
onstituée est

dé�nie par un matériau de 
oeur (r < r0) ayant pour rigidité C0 et un matériau de la
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ou
he sphérique (r0 < r < r1) ave
 (r1 = r0 + h, h << r0) ayant pour rigidité C1 dé�nie

à partir de (2.36). Les pores, quant à eux, sont représentés par une 
avité sphérique. Nous

rappellerons, en premier lieu, la mise en oeuvre du s
héma auto
ohérent généralisé sans

au
une hypothèse sur C1 ou h (se
tions 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3). Nous utiliserons ensuite 
e

résultat pour in
orporer l'e�et d'interfa
e. Pour 
ela nous nous limiterons au 
as où la

rigidité de la 
ou
he est reliée à son épaisseur par C1 = O(h−1) tout 
omme en équation

(2.36).

Dans 
e qui suit Csc désignera la rigidité homogénéisée re
her
hée (s
 pour "self-


onsistent" ou auto-
ohérente). Toutes les rigidités (tenseur du quatrième ordre) seront


onsidérées isotropes et seront exprimées par :

Cα = 3kαJ+ 2µαK (α = 0, 1, sc) (2.38)

2.4.1 Pore sphérique entouré d'une matri
e in�nie

Le premier problème d'Eshelby 
onsidère un pore sphérique entouré par une ma-

tri
e in�nie de rigidité Csc. Des 
onditions aux limites homogènes en déformation y sont

appliquées à l'in�ni. Ces 
onditions dé�nissent le dépla
ement à l'in�ni à l'aide de la

déformation auxiliaire E0 (Fig.2.1) :

ξ(z) → E0 · z quand |z| → ∞ (2.39)

La solution bien 
onnue de 
e problème d'Eshelby donne la déformation de la 
avité en

fon
tion de E0 sous forme linéaire, impliquant un tenseur de lo
alisation d'ordre quatre

Ap :

εeshp = Ap : Eo ave
 Ap = (I− Psc : Csc)
−1

(2.40)

où Psc est le tenseur de Hill d'une sphère dans une matri
e in�nie de rigidité Csc. Comme


ette dernière est 
onsidérée isotrope, 
ara
térisée par un module de 
ompression ksc et
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Figure 2.1 � Pore entouré par une matri
e in�nie

un module de 
isaillement µsc, Psc prend la forme suivante [Dormieux et al., 2006℄ :

Psc =
αsc

3ksc
J+

βsc
2µsc

K



























αsc =
3ksc

3ksc + 4µsc

βsc =
6(ksc + 2µsc)

5(3ksc + 4µsc)

(2.41)

2.4.2 In
lusion 
omposite entourée par une matri
e in�nie

Dans 
ette se
tion, une in
lusion 
omposite est 
onsidérée dans un problème d'Eshelby

et les 
onditions aux limites sont les mêmes que 
elles du problème pré
édent (�g.2.2).

On re
her
he la moyenne de la déformation et de la 
ontrainte dans l'in
lusion 
omposite.

On 
onsidère su

essivement un 
hargement sphérique Eo = Eo1 = Eo(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗
e2 + e3 ⊗ e3) et un 
hargement déviatorique Eo = Eo(e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1). Le prin
ipe

de l'appro
he est pratiquement le même pour les deux 
as de 
hargement [Love, 1944,

Herve and Zaoui, 1993℄. L'espa
e est divisé en trois régions : Le 
÷ur de l'in
lusion (r <

r0, tenseur de rigidité C0 et autres quantités ave
 un indi
e 0), la 
ou
he l'entourant

(r0 < r < r1, tenseur de rigidité C1 et autres quantités ave
 un indi
e 1) et le milieu in�ni

(r ≥ r1, tenseur de rigidité C2 = Csc et autres quantités ave
 un indi
e 2).

Dans le 
as d'un 
hargement sphérique, on re
her
he le 
hamp de dépla
ement ξ(i) dans
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Figure 2.2 � In
lusion 
omposite entourée par une matri
e in�nie


ha
une des régions (i = 0, 1 et 2) sous la forme :

ξ(i)



























ξ(i)r = Air +
Bi

r2

ξ
(i)
θ = 0

ξ
(i)
φ = 0

(2.42)

Pour éviter la singularité en r = 0, on prend B0 = 0. Les 
onditions aux limites nous

imposent que A2 = E0. Les quatre 
onstantes qui restent sont déterminées à partir de la


ontinuité du dépla
ement radial et de la 
ontrainte radiale en r = r0 et r = r1.

Dans le 
as d'un 
hargement à l'in�niE0 déviatorique, le dépla
ement dans 
haque région

est re
her
hé sous la forme de [Love, 1944℄ suivante :



2.4. Une extension du s
héma auto-
ohérent 37

ξ(0)































ξ(0)r = (A0r −
6ν0B0r

3

(1− 2ν0)
) sin(2θ) cos(φ)

ξ
(0)
θ = (A0r −

(7− 4ν0)B0r
3

(1− 2ν0)
) cos(2θ) cos(φ)

ξ
(0)
φ = −(A0r −

(7− 4ν0)B0r
3

(1− 2ν0)
) cos(θ) sin(φ)

ξ(1)































ξ(1)r = (A1r −
6ν1B1r

3

(1− 2ν1)
+

3C1

r4
+

(5− 4ν1)D1

(1− 2ν1)r2
) sin(2θ) cos(φ)

ξ
(1)
θ = (A1r −

(7− 4ν1)B1r
3

(1− 2ν1)
− 2C1

r4
+

2D1

r2
) cos(2θ) cos(φ)

ξ
(1)
φ = −(A1r −

(7− 4ν1)B1r
3

(1− 2ν1)
− 2C1

r4
+

2D1

r2
) cos(θ) sin(φ)

ξ(2)



























ξ(2)r = (A2r +
3C2

r4
+

(5− 4ν2)D2

(1− 2ν2)r2
) sin(2θ) cos(φ)

ξ
(2)
θ = (A2r −

2C2

r4
+

2D2

r2
) cos(2θ) cos(φ)

ξ
(2)
φ = −(A2r −

2C2

r4
+

2D2

r2
) cos(θ) sin(φ)

(2.43)

Ces expressions font intervenir neuf 
onstantes Ai, Bi, Ci etDi. Les 
onditions aux limites

à l'in�ni donnent 
lairement A2 = E0. Les huit autres 
onstantes sont déterminées par

la 
ontinuité du dépla
ement et du ve
teur 
ontrainte à travers les surfa
es r = r0 et

r = r1. Le 
hamp de 
ontrainte dans la région n

oi est ensuite déterminé par l'équation

d'état σ(i) = Ci : ∇ξ(i)
.

La moyenne de la déformation ε̄esh0+1 et la moyenne de la 
ontrainte σ̄esh
0+1 dans l'in
lusion


omposite (
oeur + 
ou
he) sont déterminées 
omme suit :

ε̄esh0+1

(

=
1

Ω0+1

∫

Ω0+1

ε dV

)

=
3

4πr31

∫

r=r1

ξ(1)
s

⊗ er dS

σ̄esh
0+1

(

=
1

Ω0+1

∫

Ω0+1

σ dV

)

=
3

4πr21

∫

r=r1

er ⊗ σ(1) · er dS

(2.44)

où ξ(1) prend la forme de l'équation (2.42) ou (2.43), selon le 
hargement 
onsidéré :

sphérique ou déviatorique. Dans l'équation (2.44), a
s

⊗ b représente la partie symétrique

du produit tensoriel a⊗b. L'exposant esh, utilisé à partir de l'équation (2.40), rappelle

que les quantités sont solutions d'un problème de type Eshelby.
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Puisque ξ(1) et σ(1)
dépendent linéairement du paramètre de 
hargement Eo, il est inté-

ressant de reé
rire l'équation (2.44) sous la forme suivante :

ε̄esh0+1 = A0+1 : Eo ; σ̄esh
0+1 = B0+1 : Eo; (2.45)

où A0+1 (resp. B0+1) est le tenseur (d'ordre quatre) de 
on
entration de la déformation

(resp. de la 
ontrainte). Le tenseur de 
on
entration de la déformation peut être divisé

en une partie sphérique et une partie déviatorique 
omme suit :

A0+1 = AJ
0+1 J+ AK

0+1K (2.46)

La 
omposante sphérique s'obtient fa
ilement sous la forme suivante, elle sera utilisée en

se
tion (2.6) :

AJ
0+1 =

(3ksc + 4µsc)[(3k1 − 3k0)ρ
3 + 4µ1 + 3k0]

12(µ1 − µsc)(k0 − k1)ρ3 + (4µsc + 3k1)(4µ1 + 3k0)
(2.47)

ave
 ρ = r0/r1.

2.4.3 Obtention de la rigidité homogénéisée

On 
onsidère à présent un volume élémentaire représentatif (VER) Ω du matériau

granulaire nano
omposite. Il est soumis, à sa frontière ∂Ω, à un 
hamp de déformation

ma
ros
opique E imposée par des 
onditions aux limites homogènes en déformation :

ξ(z) = E · z (z ∈ ∂Ω) (2.48)

On re
her
he le tenseur de 
ontrainte ma
ros
opique Σ dans Ω, induit par 
e 
hargement,

sous la forme :

Σ = Csc : E (2.49)

L'idée la plus simple pour obtenir 
ette 
ontrainte ma
ros
opique vient du s
héma auto-


ohérent 
lassique. Elle 
onsiste à estimer la moyenne de la déformation ε̄α (resp. la

moyenne de la 
ontrainte σ̄α) dans une phase donnée α du VER réel, par les quantités


orrespondantes dans un problème d'Eshelby, dans lequel une in
lusion de la phase α
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serait plongée dans une matri
e in�nie ayant pour propriétés élastiques 
elles du milieu

homogénéisé re
her
hé (voir se
tions 2.4.2 et 2.4.1) :

ε̄α ≈ ε̄eshα ; σ̄α ≈ σ̄esh
α (2.50)

L'étape suivante 
onsiste à é
rire la règle de la moyenne de la déformation et de la moyenne

de la 
ontrainte. En notant fα les fra
tions volumiques des phases, 
elle-
i s'exprime par :

E =
∑

α

fαε̄α ; Σ =
∑

α

fασ̄α (2.51)

On rappelle alors que les se
tions 2.4.1 et 2.4.2 ont permis de déterminer l'estimation

d'Eshelby de la moyenne de la 
ontrainte et de la déformation dans le pore et dans

l'in
lusion 
omposite (
oeur + 
ou
he). Il su�t alors de 
ombiner les équations 2.50 et

2.51 pour exprimer les 
hamps ma
ros
opique en fon
tions des estimations d'Eshelby :

E = fεeshp + (1− f)ε̄esh0+1 (2.52)

Σ = (1− f)σ̄esh
0+1 (2.53)

où f est la porosité du milieu granulaire. Dans l'équation (2.53) nous avons utilisé le fait

que la moyenne de la 
ontrainte dans le pore est nulle.

En introduisant les équations (2.40) et (2.45) dans (2.52) et (2.53) et en éliminant la

variable auxiliaire Eo, on obtient, en identi�ant ave
 l'équation (2.49) :

Csc = (1− f)B0+1 : (fAp + (1− f)A0+1)
−1

(2.54)

Notons que l'équation (2.54) est une equation impli
ite de l'in
onnue Csc puisque le

terme de droite dépend aussi de Csc (
onformément à l'équation (2.40)).

Des travaux ré
ents [He et al., 2012℄ ont pu montrer que résoudre l'équation (2.54) par

rapport à Csc reviendrait à résoudre l'équation suivante :

fAp + (1− f)A0+1 = I (2.55)

Ce
i permet de généraliser une propriété bien 
onnue des s
hémas auto-
ohérents valable

dans le 
as d'in
lusions sphériques. De manière plus pratique, on peut pro�ter de l'hypo-

thèse d'isotropie des rigidités pour diviser l'équation (2.54) en partie sphérique et partie
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déviatorique. Ce
i donne deux équation s
alaires 
ouplées impliquant les modules de


ompression et de 
isaillement ksc et µsc. La partie sphérique donne l'équation suivante :

[

(3k1 + 4ρ3µ1)k0 + 4µ1k1(1− ρ3)
]

[3fksc − 4µsc(1− f)]

+4µscksc
[

3k0(1− ρ3) + 3ρ3k1 + 4µ1

]

= 0

(2.56)

Cette équation peut être résolue par rapport à ksc puis la solution est introduite dans

l'équation issue de la partie déviatorique ; 
e qui donne une équation polynomiale en µsc.

L'équation déviatorique, sous sa forme générale, est malheureusement trop lourde pour

être reportée dans 
e manus
rit.

2.5 Implémentation du s
héma auto-
ohérent ave
 ef-

fets d'interfa
e

Dans 
ette se
tion, les expressions des modules homogénéisés d'un poly
ristal poreux

à in
lusions sphériques et e�ets d'interfa
e, prenant en 
ompte des 
ontraintes de sur-

fa
e, sont déterminées sous forme analytique. Pour des raisons pratiques des expressions

réduites, valables dans les 
as limites, sont également présentées.

Figure 2.3 � Transition entre une rigidité d'interphase (ou de 
ou
he) 3D et une rigidité

2D d'interfa
e "�
tive"

2.5.1 Modules élastiques du milieu homogénéisé

Revenons maintenant au problème de l'e�et d'interfa
e dans les poly
ristaux (Fig.2.3).

Dans la suite de la dis
ussion 
ommen
ée en se
tion 2.3.3, il parait évident que le meilleur
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moyen d'exploiter le s
héma auto-
ohérent généralisé de la se
tion 2.4 est de prendre

k1 = k′ et µ1 = µ′
, 
e qui revient en exploitant l'équation (2.37) à :

k1 =
ks

2h
and µ1 =

µs

2h
(2.57)

Ces expressions sont rempla
ées dans l'équation sphérique ((2.56)) qui est ensuite résolue

par rapport à ksc. Le terme dominant en h est un O(h0) qui s'é
rit :

ksc =
4µsc(1− f)[r0k0(3k

s + 4µs) + 6ksµs]

r0(3ks + 4µs)(3fk0 + 4µsc) + 18fksµs
(2.58)

Il 
onvient de noter que la prise en 
ompte de l'e�et d'interfa
e revient à la prise en


ompte de la taille des in
lusions par l'intermédiaire du paramètre r0, 
hose qui fait défaut

dans les s
hémas d'homogénéisation 
lassiques. Un développement en séries 
omplet de

ksc selon h est introduit dans la partie déviatorique de l'équation ((2.54)). De même, en

gardant uniquement le terme dominant en h, on l'obtient µsc 
omme solution de l'équation

polynomiale suivante :

A

(

µsc

µ0

)3

+B

(

µsc

µ0

)2

+ C

(

µsc

µ0

)

+D = 0 (2.59)

où A, B, C et D sont des 
oe�
ients dépendant des paramètres k0, µ0, k
s
, µs

, r0 et f .

Ces 
oe�
ients sont reportés en Annexes (se
tion A.1). L'expression analytique 
omplète

de µsc s'obtient en résolvant l'équation (2.59). Cette expression, non reportée dans 
e

manus
rit à 
ause de sa 
omplexité, sera désignée par le terme � solution exa
te �et sera

étudiée numériquement. Des expressions analytiques approximatives de la solution pour

des 
as parti
uliers seront également présentés.

Pour étudier l'e�et des interfa
es sur la solution exa
te, il parait judi
ieux d'introduire

le paramètre dimensionnel κ =
Es

r0µ0

. A l'aide de 
e paramètre les modules 2D de


ompression et de 
isaillement ks et µs
s'expriment par :

ks =
r0µ0κ

3(1− 2ν)
, µs =

r0µ0κ

2(1 + ν)
(2.60)

Par sa dé�nition même, κ 
ompare la rigidité de l'interfa
e à 
elle du 
oeur de l'in
lusion.

Il 
ontient également une information sur la taille 
ara
téristique des grains.
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La solution numérique µsc de l'équation (2.59), normalisée par la solution auto-
ohérente


lassique (sans e�ets d'interfa
e), est tra
ée en fon
tion de la variable κ (Fig. 2.4). Comme

on s'y attend, 
'est une fon
tion stri
tement 
roissante de κ. On observe que la solution

auto-
ohérente 
lassique est retrouvée quand κ tend vers zéro. Pour les grandes valeurs

de κ, Les modules e�e
tifs semblent dépendre linéairement de κ.

(a) pour les faibles valeurs de κ (b) pour les grandes valeurs de κ

Figure 2.4 � Solution numérique de (2.59) : µsc fon
tion de κ. ν0 = 0.3, ν = 0.33,
f = 0.15.

2.5.2 Développements en séries de la solution

Les �gures illustrant numériquement la solution dans la se
tion pré
édente suggère

l'exploration d'expressions approximatives de µsc pour les faibles valeurs et pour les

grandes valeurs de κ.

� Pour les faibles valeurs de κ (κ≪ 1) :

Puisque la solution exa
te de µsc permet de retrouver la solution auto-
ohérente 
lassique

à κ = 0, une expression approximative de la solution, valable pour les faibles valeurs de
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κ est re
her
hée sous la forme :

µsc = µCL
sc (1 + κM +O(κ2)) (2.61)

oùM dépend des paramètres du modèle. Il est noté que l'équation (2.61) présente la même

stru
ture que les lois empiriques obtenues dans [Wang et al., 2006℄ pour les matériaux

nano-stru
turés.

En introduisant l'équation (2.61) dans l'équation (2.59) et en résolvant 
ette dernière par

rapport à M, on détermine aprés un développement en série de Taylor autour de κ = 0,

l'expression de M est trop lourde pour être reportée dans 
e manus
rit.

� Pour les grandes valeurs de κ (κ≫ 1 ) :

Le graphe de droite de la �gure 2.4 suggère que le terme dominant dans la solution de µsc

depend linéairement de κ. On re
her
he don
 une solution appro
hée qui s'é
rirait sous

la forme suivante :

µsc = µ0(aκ+ b+O(κ−1)) (2.62)

où a et b sont des 
oe�
ients à déterminer. A 
et e�et, on introduit l'expression de

µsc donnée par l'équation (2.62) dans l'équation (2.59) qui prend alors la forme d'une

équation polynomiale du troisième degré en κ :

Y3κ
3 + Y2κ

2 +O(κ) = 0 (2.63)

où Y2 et Y3 sont des 
ombinaisons linéaires de a et b qui peuvent être obtenues à partir

des expressions de A, B, C et D données en annexes A.1.D'ailleurs on peut observer que

A est une 
onstante indépendante de κ, alors que B est un polyn�me de degré 1 en κ, C

est un polyn�me de degré 2 et D est un polyn�me de degré 3. Pour que l'équation (2.63)

soit satisfaite lorsque κ → ∞, les 
oe�
ients Y2 et Y3 doivent être tout deux nuls.Ces

deux 
onditions donnent un système de deux équation linéaires qui est résolu par rapport

à a et b. Le résultat est reporté en annexes (se
tion A.2). La �gure 2.5 montre les gammes

de valeurs de κ pour lesquelles les solutions approximatives sont valables.
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(a) pour les faibles valeurs de κ (b) pour les grandes valeurs de κ

Figure 2.5 � Expressions approximatives de la solution exa
te en fon
tion de κ. ν0 = 0.3,
ν = 0.33, f = 0.15.

2.6 Matériau nanoporeux saturé

La poromé
anique 
onsidère l'e�et d'un (ou plusieurs) �uides sous pression dans

le reseau des pores d'un matériau poreux. La théorie 
lassique de Biot [Biot, 1941,

Coussy, 1995℄ explore l'appro
he thermodynamique du problème. Les propriétés poro-

mé
aniques peuvent alternativement être déterminées par une appro
he mi
romé
anique

(voir [Dormieux et al., 2006℄). Dans 
ette se
tion on voudrait utiliser 
ette deuxième ap-

pro
he pour observer le r�le de l'e�et d'interfa
e sur les propriétés poromé
aniques dans

le 
as d'un matériau nanoporeux saturé.

Alors que la poromé
anique 
lassique suppose que le �uide est sous pression uniforme

à l'é
helle du VER, 
ette hypothèse peut sembler irréaliste pour un �uide 
on�né dans

des nanopores. La pression (p) appliquée par le �uide sur le solide doit être 
onsidérée


omme la somme de la pression de volume ("bulk pressure") (pB) et d'une 
omposante

additionnelle appelée pression de disjon
tion ("disjon
tion pressure") (πD) p = pB + πD

. La pression de volume représente la pression du même �uide en 
ondition de non 
on�-

nement et peut être vue 
omme la pression thermodynamique du �uide. La pression de
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disjon
tion, en revan
he, dépend des phénomènes physiques mis en jeu ; elle est fon
tion

de la taille 
ara
téristique des pores [Bro
hard et al., 2012℄.

Dans le 
adre d'un matériau granulaire monodisperse, on admet que la taille des pores

est elle-même monodisperse. C'est 
e qui rend possible la dé�nition d'une pression de dis-

jon
tion unique à l'é
helle du VER. Les appro
hes mi
romé
aniques peuvent également

prendre en 
ompte une distribution de tailles de pores 
e qui requiert l'introdu
tion d'une

distribution de pressions de disjon
tion (voir [Sanahuja et al., 2007, Lemar
hand, 2001℄).

Dans la mise en ÷uvre d'une appro
he mi
romé
anique pour 
e problème, la pres-

sion du �uide à 
onsidérer n'est don
 pas la pression thermodynamique mais bien la

pression totale (p). En e�et, l'information prin
ipale à prendre en 
ompte dans 
ette

appro
he est l'intera
tion solide-�uide qui se traduit par 
ette pression totale (voir

[Dormieux et al., 2006℄). Ce
i sous-entend l'importan
e du 
on
ept de pression de dis-

jon
tion. Dans le 
as du matériau nanoporeux, puisque la pression de disjon
tion peut

être 
onsidérée 
onstante dans les nanopores (tailles des pores du même ordre), la ré-

ponse mé
anique ma
ros
opique du matériau est identique à 
elle d'un matériau poreux


lassique, dont les pores sont remplis d'un �uide à pression p au lieu de pB. Cette sim-

pli�
ation est admise dans le reste du 
hapitre.

2.6.1 S
héma auto-
ohérent en nanoporomé
anique

En poromé
anique linéaire 
lassique (voir [Coussy, 1995℄), le 
omportement e�e
tif du

matériau est dé
rit par deux équations d'état. La première relie le tenseur ma
rosopique

des 
ontraintes Σ au tenseur ma
ros
opique des déformations E et à la pression des pores

p :

Σ = C
hom : E − pB (2.64)

où B est un tenseur du sen
ond ordre appelé le tenseur de Biot. La deuxième équation

exprime la variation de volume des pores normalisée par le volume |Ω| du VER, 
omme
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fon
tion de E et p :
δVp
|Ω| = f1 : εp = B : E +

p

N
(2.65)

où l'on rappelle que εp représente la moyenne de la déformation dans l'espa
e des pores

et N est souvent appelé module de Biot.

Le but de 
ette se
tion est d'établir les équations (2.64) et (2.65) à l'aide d'un raison-

nement auto-
ohérent. Pour 
ela on souhaite étendre l'appro
he dé
rite dans les se
tions

2.4 et 2.5 pour prendre en 
ompte la pression p agissant dans l'espa
e des pores. On


onsidère, de nouveau, deux problèmes auxiliaires (�g.2.6). Le premier est exa
tement le

même que 
elui de la se
tion 2.4.2 : une in
lusion 
omposite plongée dans une matri
e

in�nie dont la rigidité est Csc = Chom
. En revan
he, pour le se
ond, on 
onsidère un pore

ave
 un �uide sous pression entouré par la même matri
e in�nie. Les mêmes 
onditions

aux limites sont appliquées aux deux problèmes à l'in�ni ξ(z) → Eo · z quand z → ∞,

où le tenseur de déformation auxiliaire Eo joue le même r�le que dans la se
tion 2.4. En

Figure 2.6 � Problèmes auxilières prenant 
ompte du �uide sous pression


e qui 
on
erne le premier problème auxiliaire, la déformation moyenne dans l'in
lusion


omposite est exprimée sous la forme suivante :

εinc = Ainc : Eo (2.66)

où Ainc est le tenseur moyen de 
on
entration de la déformation dans l'in
lusion 
ompo-

site. Il est identique au tenseur A0+1 (voir (2.45)) dans lequel k1 et µ1 sont dé�nis par

(2.57).



2.6. Matériau nanoporeux saturé 47

Pour le deuxième problème auxiliaire, la moyenne de la déformation dans le pore sous

pression est donnée par [Dormieux et al., 2006℄ :

εp = Ap : Eo + pAp : Psc : 1 (2.67)

où le tenseur moyen de 
on
entration de la déformation Ap et le tenseur de Hill Psc sont

dé�nis par (2.40).

La régle de la moyenne sur les déformations s'é
rit :

E = f ε̄p + (1− f)εinc (2.68)

Ce qui donne ave
 les équations (3.48) et (2.67) :

E = fpAp : Psc : 1+ (fAp + (1− f)Ainc) : Eo (2.69)

Le tenseur de déformation auxiliaire Eo est ensuite exprimé en fon
tion du tenseur réel

de déformation ma
ros
opique E et de la pression des pores :

E0 = (fAp + (1− f)Ainc)
−1 : (E − pfAp : Psc : 1) (2.70)

En faisant appel à l'équation (2.55), 
ette dernière expression de E0 se simpli�e en :

E0 = E − pfAp : Psc : 1 (2.71)

En remplaçant 
ette expression dans (2.67), ε̄p devient une fon
tion de E et p :

εp = Ap : E + p (I− fAp) : Ap : Psc : 1 (2.72)

Ce
i vient 
on�rmer le fait que la variation de volume des pores peut être exprimée sous

la forme de l'équation (2.65) et permet de déduire le tenseur ainsi que le module de Biot

B et N :

B = f1 : Ap (2.73)

et

1

N
= f(1−B) : Ap : Psc : 1 (2.74)
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Ces expressions théoriques de B et N dépendent du tenseur du 4ème

ordre in
onnu Csc.

En tirant parti de l'isotropie du matériau, le tenseur de Biot, sphérique du se
ond ordre

dans 
e 
as, s'é
rit B = β1 (β 
oe�
ient de Biot). Des expressions simples de β et de N

peuvent alors être obtenues en fon
tion de ksc etµsc :

β =
((3k0 + 4µsc)(1− ν) + µ0κ) f

(3k0f + 4µsc)(1− ν) + fµ0κ

1

N
=

3f(1− ν)(1 − f)

(3k0f + 4µsc)(1− ν) + fµ0κ

(2.75)

L'e�et d'interfa
e sur le 
ouplage poromé
anique peut alors être dis
uté, tout 
omme

pour la solution élastique, dans les deux 
as asymptotiques κ≪ 1 et κ≫ 1 :

� Pour les faibles valeurs de κ :

β = βCL +
4fµCL

sc [µ0 − 3k0M(1− ν)](1− f)

(3fk0 + 4µCL
sc )2(1− ν)

κ

1

N
=

1

NCL

[

1− fµ0 + 4M(1− ν)µCL
sc

(1− ν)(3fk0 + 4µCL
sc )

κ

]

(2.76)

où βCL
et NCL

désignent les valeurs de β et N prédites par le s
héma auto-
ohérent


lassique (sans e�ets d'interfa
e) :

βCL =
(3k0 + 4µCL

sc )f

3fk0 + 4µCL
sc

;
1

NCL
=

3(1− f)f

3fk0 + 4µCL
sc

(2.77)

le paramètre M a été introduit en équation 2.61.

� Pour les grandes valeur de κ :

β = f
1 + 4a(1− ν)

f + 4a(1− ν)

1

N
→ 0 quand κ→ ∞

(2.78)

où le paramètre a a été introduit dans l'équation (2.62) et expli
ité en annexes. L'e�et

d'interfa
e, représenté par κ, sur β et

1
N
est illustré en �gure 2.7.

N est une fon
tion 
roissante de la rigidité d'interfa
e. Dans le 
as 
lassique, NCL est

également une fon
tion 
roissante de la rigidité de la phase solide (voir (2.77)). En re-

van
he, l'e�et d'interfa
e sur le 
oe�
ient de Biot β est moins évident à prévoir. En fait
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(a) Coe�
ient de Biot (b) Module de Biot

Figure 2.7 � E�ets d'interfa
e sur le 
oe�
ient et le module de Biot. ν0 = 0.3, ν = 0.33,
f = 0.15.

on observe une diminution de 
e 
oe�
ient pour les faibles valeurs de κ puis une augmen-

tation à partir d'une 
ertaine rigidité d'interfa
e vers la valeur donnée par l'asymptote.

Comme prévu par les développements de Taylor de β et 1/N pour les faibles valeurs de

κ, les deux paramètres poromé
aniques tendent vers les valeurs 
lassiques quand κ→ 0.

2.7 Con
lusion

On s'est intéressé, dans 
e 
hapitre, aux e�ets d'interfa
e sur les propriétés élastiques

et poroélastiques des nano
omposites granulaires poreux. On a montré en premier lieu la

spé
i�
ité et l'origine physique de 
e type d'interfa
e ren
ontré ex
lusivement dans les na-

no
omposites par rapport à 
elui qu'on ren
ontre dans les 
omposites 
lassiques. Ensuite

on a établi deux des
riptions mathématiques équivalentes dé
rivant une interfa
e et une


ou
he min
e. Cette équivalen
e a permis d'utiliser le 
on
ept de grain 
omposite dans

un s
héma auto-
ohérent généralisé, pour dé
rire la mi
rostru
ture granulaire des nano-


omposites étudiés. L'e�et d'interfa
e a été pris en 
ompte dans 
e s
héma en se mettant

dans les 
onditions assurant l'équivalen
e entre la 
ou
he min
e (du grain 
omposite) et
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l'interfa
e. Les modules élastiques homogénéisés ont ainsi pu être obtenus analytiquement

et étudiés numériquement en fon
tion d'un paramètre adimensionnel κ 
ara
térisant l'ef-

fet d'interfa
e. Cette étude nous a suggéré de 
her
her des expressions simpli�ées pour

approximer 
es modules dans les 
as où κ≪ 1 et κ≫ 1 . L'e�et d'interfa
e s'est avéré né-

gligeable lorsque κ→ 0 et la solution auto-
ohérente 
lassique des modules homogénéisés

a été retrouvée dans 
e 
as. En revan
he, l'utilisation du s
héma auto-
ohérent 
lassique

pour les nano
omposites (sus
eptibles de présenter 
es e�ets d'interfa
e) sous-estimerait

la rigidité réelle du matériaux. On a noté au passage que l'in
orporation de l'e�et d'in-

terfa
e dans le s
héma auto-
ohérent a donné une dépendan
e vis à vis de la taille des

in
lusions, 
hose qui fait défaut dans les s
hémas d'homogénéisation 
lassiques.

La dernière partie de 
e 
hapitre a été 
onsa
rée à l'étude de l'e�et d'interfa
e sur les

propriétés poroélastiques. Les résultats de la première partie on été exploités pour déter-

miner les expressions exa
tes et appro
hées du module et 
oe�
ient de Biot. Celles-
i ont

été étudiées en fon
tion du même paramètre d'interfa
e κ. Le 
ouplage poromé
anique

s'est avéré fortement a�e
té par les 
ontraintes de surfa
e. L'augmentation de la rigidité

d'interfa
e fait augmenter le module de Biot et fait augmenter, à partir d'une 
ertaine

valeur du module d'interfa
e, le 
oe�
ient de Biot. Ces tendan
es n'auraient pu être pré-

dites autrement que par une analyse mi
romé
anique.

L'étude réalisée dans 
e 
hapitre s'applique très bien à 
ertains géomatériaux dont les

in
lusions sont de taille nanométrique 
omme les matériaux à base argileuse et les ma-

tériaux 
imentaires. Ces matériaux 
omprennent généralement des réseaux de nanopores

saturés en eau. On peut 
iter pour exemple l'argilite de Bure dont la distribution de taille

des pores montre un pi
 autour des 20 nm mais une grande partie de ses pores est en

dessous de 
ette valeur [Robinet et al., 2012℄, 
e qui en fait un nano
omposite granulaire

poreux.

* * *



Chapitre 3

Comportement élastique des matériaux

granulaires ave
 in
lusions allongées et

e�ets d'interfa
e : 
as des gels de C-S-H

Résumé :L'objet de 
e 
hapitre est de modéliser le 
omportement élastique des gels

de C-S-H, hydrate prin
ipal de la pâte de 
iment, matériau à mi
rostru
ture granulaire

à in
lusions solides allongées présentant des e�ets d'interfa
e de type dis
ontinuité de

dépla
ement. Le but essentiel sera de prendre en 
ompte 
es e�ets d'interfa
e sur les

propriétés élastiques e�e
tives de 
e matériau.
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3.1 Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre nous nous 
onsa
rons à l'étude du 
omportement élastique des gels

de C-S-H que nous 
onsidérons 
omme 
omposites granulaires poreux ayant des grains

solides élan
és (sphéroïdes à rapport d'aspe
t ω > 1). Ces grains présentent à leurs bords

un e�et d'interfa
e largement ren
ontré dans les 
omposites granulaires ou à matri
e 
las-

siques. Le mé
anisme lo
al à l'origine de 
et e�et d'interfa
e traduit une dis
ontinuité

du dépla
ement à travers les frontières de grains. Ce mé
anisme a été évoqué dans 
er-

tains 
as, observé expérimentalement dans d'autres, pour les matériaux poly
ristallins

[Wei and Amnand, 2004, Mura and Furuhashi, 1984℄. Certains auteurs le voient à l'ori-

gine de la réponse d'un matériaux granulaire à un 
hargement ma
ros
opique par des

séparations et des glissements inter-granulaires et le tiennent pour responsable de 
er-

tains modes de rupture lo
aux [Shiotz et al., 1998, Dormieux et al., 2007℄. Cependant,

jusqu'à présent, peu de travaux l'ont pris en 
ompte dans la modélisation du 
ompor-

tement mé
anique des 
omposites, que 
e soit en élasti
ité ou en rupture. Les quelques

travaux ré
ents, prenant en 
ompte 
et e�et d'interfa
e, 
on
ernent des mi
rostru
tures

à in
lusions sphériques [Dormieux et al., 2007, Dormieux et al., 2010, Sanahuja, 2008,

Maalej et al., 2009, Duan et al., 2007a℄ 
e qui n'est pas le 
as de la majorité des 
om-

posites ren
ontrés. De plus il a été montré que la forme des in
lusions a une in�uen
e


onsidérable sur les propriétés mé
aniques des 
omposites [Sanahuja, 2008℄. C'est pour-

quoi on se propose dans 
e 
hapitre de modéliser en élasti
ité des 
omposites granu-

laires à in
lusions non sphériques (ellipsoïdales), présentant 
et e�et d'interfa
e, a�n

d'obtenir leurs propriétés élastiques e�e
tives. La présente étude est parfaitement trans-

posable aux 
omposites à matri
e. L'appro
he énergétique utilisée sera d'abord validée

sur le 
as des in
lusions sphériques, abordé dans la littérature ave
 d'autres appro
hes

[Sanahuja, 2008, Duan et al., 2007a, Duan et al., 2007b℄, puis étendue aux in
lusions el-

lipsoïdales.
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3.2 Composite granulaire à in
lusions sphériques et ef-

fets d'interfa
e

Dans 
ette se
tion, nous étudions tout d'abord le 
as d'un 
omposite granulaire po-

reux à in
lusions solides sphériques. Ces in
lusions présentent des mé
anismes d'interfa
e

se traduisant par des dis
ontinuités de dépla
ement à leur bords. Nous nous proposons

de modéliser l'e�et de 
es dis
ontinuités sur les modules d'élasti
ité de 
e type de ma-

tériaux à l'aide d'une méthode énergétique, puis de 
omparer les prédi
tions de 
ette

méthode à 
eux d'un modèle élastique établi dans la littérature prenant en 
ompte 
et

e�et d'interfa
e.

3.2.1 Modèle élastique existant pour le 
as sphérique

La question d'une mi
rostru
ture poly
ristalline poreuse, 
onstituée d'in
lusions so-

lides sphériques, entourées d'interfa
es, produisant des dis
ontinuités de dépla
ement,

a déjà fait l'objet de 
ertains travaux ré
ents [Dormieux et al., 2010, Sanahuja, 2008,

Duan et al., 2007a℄. Le modèle élastique développé dans 
es travaux fait intervenir l'e�et

d'interfa
e à l'aide d'un tenseur du se
ond ordre K représentant la rigidité de l'interfa
e

et relié aux modules d'interfa
e Kt et Kn par (3.2). Une des appro
hes de résolution di-

re
te utilisées dans la littérature 
onsiste à résoudre le problème d'Eshelby généralisé ave


une in
lusion 
omposite (
oeur de rigidité isotrope C0 et 
ou
he périphérique de rigidité

C1 reliée à 
elle de l'interfa
e) plongée dans une matri
e in�nie. Cette matri
e est soumise

à un 
hargement homogène en déformation à l'in�ni. Les expressions de Love [Love, 1944℄

du 
hamp dépla
ement sont utilisées pour déduire le dépla
ement, la déformation et la


ontrainte dans 
ha
une des 
ou
hes (
oeur, 
ou
he périphérique et matri
e in�nie) (se
-

tion 2.4). La 
ou
he périphérique est ensuite dégénérée en interfa
e en exprimant ses

modules en fon
tion des modules de l'interfa
e et de l'épaisseur de la 
ou
he h (
elle-
i

tendant vers zéro) : k1 = (Kn − 4/3Kt)h, µ1 = Kth, h → 0. Ensuite en adoptant un

s
héma auto-
ohérent, les expressions analytiques des modules élastiques homogénéisés

peuvent être obtenues. La rigidité isotrope du 
oeur de l'in
lusion s'exprime en fon
tion
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de son module de 
ompression k0 et de son module de 
isaillement µ0.

C0 = 3k0J+ 2µ0K (3.1)

J et K représentent les tenseurs d'ordre quatre sphérique et déviatorique. Le tenseur de

rigidité d'interfa
e s'exprime 
omme suit :

K = Knn⊗ n +Kt(1− n⊗ n) (3.2)

où n est le ve
teur normal à l'interfa
e ; Kn et Kt les modules normal et tangentiel

la 
ara
térisant. Le tenseur de rigidité d'interfa
e K a pour intérêt de relier le ve
teur


ontrainte au niveau de la frontière du grain (
ontinu), à la dis
ontinuité de dépla
ement

à travers l'interfa
e [[ξ]] :

σ.n = K.[[ξ]] (3.3)

Il est alors 
lair, vue la dé�nition du tenseur K, que le module Kn agit sur la 
omposante

normale de la dis
ontinuité de dépla
ement et que le module Kt agit sur la 
omposante

tangentielle. Ainsi en suivant 
ette démar
he (ou d'autres équivalentes), les auteurs de


e modèle, parviennent à des expressions analytiques des modules de 
ompression et de


isaillement homogénéisées. Le module de 
ompression homogénéisé ksc se met fa
ilement

sous la forme 
ompa
te de l'équation (3.4) dépendant notamment du module de 
isaille-

ment homogénéisé µsc. Ce dernier est solution d'une équation du troisième degré faisant

intervenir les paramètres du modèle et dont la solution est un peu lourde à retrans
rire :

ksc =
4(1− f)µscr0Knk0

12µsck0 + 4µscKnr0 + 3fr0Knk0
(3.4)

r0 étant le rayon des in
lusions et f la porosité du matériau. Il 
onvient de noter que les

modules homogénéisés, obtenus dans le 
adre de 
e modèle, présentent une dépendan
e vis

à vis de la taille 
ara
téristique des in
lusions. Cette dépendan
e est vraisemblablement

due à la prise en 
ompte de l'e�et d'interfa
e puisque elle est absente dans les modèles

d'homogénéisation 
lassiques ignorant 
et e�et (l'analyse dimensionnelle permettait déjà

d'annon
er que le résultat in
lurait un e�et de taille) .
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3.2.2 Appro
hes énergétiques de la notion d'in
lusion équivalente

Dans 
ette se
tion, une méthode énergétique est utilisée pour dé�nir une in
lusion

homogène (sans interfa
e), énergétiquement équivalente à l'in
lusion ave
 interfa
e. Le but

est de rempla
er, à terme, dans la mi
rostru
ture du matériau granulaire, les in
lusions

solides ave
 interfa
es par des in
lusions équivalentes. Celles-
i auront des propriétés

élastiques équivalentes intégrant la 
ontribution du 
oeur et 
elle de l'interfa
e.

Dans 
e 
adre, plusieurs appro
hes, dérivant de la même méthode, sont testées. Dans 
es

appro
hes, 
ha
une des in
lusions est soumise à une 
ondition uniforme en déformation

à ses bords, de la forme :

ξ = E.Z Z ∈ ∂Ω (3.5)

L'énergie potentielle (ou 
omplémentaire) est d'abord minimisée pour obtenir le 
hamp

mi
ros
opique de déformation (ou de 
ontrainte) du 
oeur de l'in
lusion, sous une 
ertaine

forme. Celui-
i est ensuite utilisé dans l'expression de l'énergie de l'in
lusion ave
 inter-

fa
e, qui est identi�ée à 
elle de l'in
lusion équivalente. On détermine ainsi les propriétés

équivalentes.

Appro
he à 
hamp de déformation mi
ros
opique uniforme

Nous supposons dans 
ette première appro
he que la déformation est uniforme dans le


oeur de l'in
lusion. Le 
hamp de dépla
ement à l'intérieur de l'in
lusion s'é
rit en fon
tion

du tenseur de déformation ε dans le 
oeur (que nous supposons uniforme) 
omme suit :

ξ = ε.Z (3.6)

où ε est une in
onnue. Comme au
un e�ort extérieur n'est imposé, l'énergie potentielle

de 
ette in
lusion est égale à l'énergie élastique qui s'é
rit :

Ep = W =
1

2|Ω|

∫

Ω

ε : C0 : εdΩ +
1

2|Ω|

∫

∂Ω

[[ξ]].K.[[ξ]]dS (3.7)

En vue du prin
ipe du minimum de l'énergie potentielle, la meilleure approximation du


hamp de dépla
ement réel dans l'in
lusion ave
 interfa
e, parmis les 
hamps dé�nis par
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(3.6), est 
elle du minimum de la fon
tionnelle (3.7). Les 
omposantes de la déformation

mi
ros
opique ε doivent don
 véri�er les équations suivantes :

∂Ep

∂εij
= 0 i, j ∈ {1, 2, 3}

(3.8)

La déformation mi
ros
opique est re
her
hée dans 
e paragraphe sous forme uniforme.

Elle intervient expli
itement dans le premier terme intégral de l'expression de l'énergie

potentielle mais également dans le deuxième terme intégral dans l'expression de la dis-


ontinuité du dépla
ement suivante :

[[ξ]] = ξ+ − uvξ− = E.z − ε.z = (E− ε).r0er (3.9)

En vue des equations (3.2) et (3.9), l'expression de l'énergie potentielle (3.7) devient :

Ep =
1

2
ε : C0 : ε+

1

2|Ω|

∫

S

(E− ε).r0er.(Kner ⊗ er +Kt(eθ ⊗ eθ + eφ ⊗ eφ)).(E− ε).r0erdS

(3.10)

La minimisation de l'expression (3.10) permet de trouver les 
omposantes de la solution ε

re
her
hée. Ces 
omposantes sont introduites dans l'expression de l'énergie potentielle qui

est identi�ée à l'énergie potentielle de l'in
lusion homogène équivalente. Cette dernière

s'é
rit sous les mêmes 
onditions aux bords 
omme suit :

Eeq
p =

1

2
E : Ceq : E (3.11)

Le 
hamp de dépla
ement réel dépend linéairement de E. Don
 son énergie est né
essai-

rement quadratique en E et s'é
rit de fait sous la forme (3.11). Cette remarque justi�e

théoriquement la re
her
he d'une "in
lusion équivalente". En identi�ant les expressions

des énergies (3.10) et (3.11) tout en analysant leurs dépendan
es vis à vis des 
omposantes

du 
hargement E, on peut é
rire :



























∂2Ep

∂2E11
=
∂2Eeq

p

∂2E11
= keq +

3

4
µeq

∂2Ep

∂E11∂E22

=
∂2Eeq

p

∂2E11∂E22

= keq −
2

3
µeq

(3.12)
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Ce qui donne les expressions suivantes des modules équivalents :

keq
k0

=
χ

χ+ 3

µeq

µ0
=

2m+ 3κ

2m+ 3κ + 10

(3.13)

ave


χ =
r0Kn

k0
; m =

r0Kn

µ0
; κ =

r0Kt

µ0
(3.14)

Il est à noter que 
es modules équivalents rendent bien 
ompte d'une dépendan
e de la

taille 
ara
téristique des in
lusions, 
e que prévoit le modèle établi dans la littérature.

L'in
lusion ave
 interfa
e est 
ara
térisée par k0, µ0, Kn et Kt ainsi que r0. On en rend


ompte par le quadruplet de paramètres (k0, χ, m,κ). On nourrit l'espoir que 
es derniers

pourraient être rempla
és par deux paramètres équivalents, à savoir keq et µeq. Le 
hamp

de déformation optimal obtenu dans 
ette appro
he par minimisatiopn de l'énergie po-

tentielle n'est autre qu'une approximation du 
hamp de déformation réel dans le 
oeur de

l'in
lusion. Il est en e�et re
her
hé dans un sous-espa
e de l'espa
e des solutions possibles

de 
hamps de déformations (les 
hamps uniformes).

Appro
he à 
hamp de 
ontrainte mi
ros
opique uniforme

Dans 
ette se
tion, nous appliquons le prin
ipe du minimum de l'énergie 
omplé-

mentaire à notre in
lusion ave
 interfa
e. Nous re
her
hons le 
hamp mi
ros
opique de


ontrainte, tout d'abord sous forme uniforme. Les énergies mises en jeu sont don
 expri-

mées en fon
tion du 
hamp 
ontrainte σ. L'énergie élastique s'é
rit :

W ∗ =
1

2|Ω|

∫

|Ω|

σ : C−1
0 : σdΩ +

1

2|Ω|

∫

∂Ω

T .K−1.T dS (3.15)

Le travail développé par le ve
teur 
ontrainte dans les dépla
ements imposés aux bords

s'é
rit :

Φ∗ =
1

|Ω|

∫

∂Ω

T .ξddS =
1

2|Ω|

∫

∂Ω

(σ.er).(E.r0er)dS (3.16)

Don
 pour 
ette in
lusion ave
 interfa
e, l'énergie 
omplémentaire s'é
rit :

Ec = W ∗ − Φ∗
(3.17)
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On appro
he le 
hamp réel par un 
hamp de 
ontraintes uniforme dans l'in
lusion. En

vue du prin
ipe de minimum de l'énergie 
omplémentaire, la meilleure approximation du


hamp réel par un 
hamp uniforme est 
ara
térisée par :

∂Ec

∂σij
= 0 i, j ∈ {1, 2, 3}

(3.18)

La résolution de 
e dernier système d'équation nous donne les 
omposantes de la


ontrainte mi
ros
opique re
her
hée. Celles-
i sont à rempla
er dans l'expression de l'éner-

gie 
omplémentaire (3.17) qui est ensuite identi�ée à l'opposée de l'énergie potentielle de

l'in
lusion équivalente (3.11) :



























−∂
2(Ec)

∂2E11
=
∂2Eeq

p

∂2E11
= keq +

3

4
µeq

− ∂2(Ec)

∂E11∂E22
=

∂2Eeq
p

∂2E11∂E22
= keq −

2

3
µeq

(3.19)

Ces relations donnent dire
tement les modules équivalents sous les formes adimension-

nelles suivantes :

keq
k0

=
χ

χ+ 3

µeq

µ0
=

5mκ

4κ+ 6m++5mκ

(3.20)

où κ, χ et m sont données par (3.14).

On peut noter que le module de 
ompression obtenu i
i a la même expression que 
elle

obtenue par l'appro
he pré
édente. Ce
i est dû au fait que les 
hamps de déformation ε

et de 
ontrainte σ à l'intérieur de l'in
lusion sont bien uniformes dans le 
as de la 
om-

pression. Une 
omparaison ave
 le modèle de la littérature, nous permettra d'a�rmer

par la suite que l'expression obtenue du module de 
ompression équivalent par les deux

appro
hes est exa
te. Pour le module de 
isaillement, en revan
he, une nouvelle expres-

sion est obtenue par 
ette appro
he. On ne peut a�rmer à 
e stade si 
ette expression

représente une meilleure approximation du module équivalent exa
t que la pré
édente.
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Ce dont on est sûr, 
'est qu'une fois 
ouplées à un s
héma d'homogénéisation 
es deux

expressions du module équivalent donneront des approximations di�érentes des modules

homogénéisées qui peuvent alors être 
omparés à la solution, supposée exa
te, du modèle

de la littérature (se
tion 3.2.1).

Appro
he à 
hamp de déformation mi
ros
opique quadratique

Pour l'appro
he qui suit, le même raisonnement que pour la se
tion (3.2.2) est suivi.

La di�éren
e réside seulement dans la forme du 
hamp de déformation mi
ros
opique

re
her
hé pour le 
oeur de l'in
lusion. En e�et, dans la première appro
he, 
e 
hamp est

supposé uniforme, 
e qui n'est pas le 
as en réalité pour un 
hargement quel
onque. L'éner-

gie potentielle est alors minimisée par rapport au 
hamp de déformation mi
ros
opique

dans l'espa
e des 
hamps uniformes (par rapport aux six 
omposantes indépendantes du

tenseur de déformation). Enri
hir la forme du 
hamp re
her
hé va nous permettre de nous

rappro
her en
ore plus de la forme du 
hamp réel. On pourra ainsi minimiser l'énergie

potentielle sur un plus grand espa
e de 
hamps possibles et don
 obtenir un meilleur op-

timum qui nous donnera une meilleure estimation des modules équivalents. Comme on ne

peut trouver une forme quadratique du 
hamp de dépla
ement dans l'in
lusion donnant

par dérivation un tenseur de déformation de forme a�ne et symétrique, on opte alors

pour une forme 
ubique du 
hamp de dépla
ement donnant un tenseur de déformation

de forme quadratique :

ξ− = ε0 · z +
z31
3
u+

z32
3
v +

z33
3
w (3.21)

où u, v, w sont des ve
teurs donnés par :

u = u1 e1 + u2 e2 + u3 e3

v = v1 e1 + v2 e2 + v3 e3

w = w1 e1 + w2 e2 + w3 e3

(3.22)

Ave
 
ette forme du 
hamp de dépla
ement, le tenseur de déformation mi
ros
opique

s'obtient sous la forme suivante :

ε = ε0 + z21G1 + z22G2 + z23G3 (3.23)
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ε0 ayant des 
omposantes 
onstantes ; G1, G2 et G3, étant des tenseurs d'ordre deux

donnés par :

G1 = u
s

⊗ e1 ; G2 = v
s

⊗ e2 ; G3 = w
s

⊗ e3 (3.24)

Vu la forme du 
hamp, l'énergie potentielle serait à priori à minimiser par rapport à quinze

variables di�érentes, dont les valeurs optimales s'obtiennent en résolvant le système à

quinze équations suivant :

∂Ep

∂εij
= 0 ;

∂Ep

∂ui
= 0 ;

∂Ep

∂vi
= 0 ;

∂Ep

∂wi

= 0 i, j ∈ {1, 2, 3}
(3.25)

Même si 
es quinze équations peuvent être dépendantes, l'expression de l'énergie obtenue

après rempla
ement par les valeurs optimales est enri
hie par rapport à 
elle de la pre-

mière appro
he. Ce
i donne naturellement des expressions plus 
omplexes des modules

équivalents :

keq
k0

=
χ

χ + 3

µeq

µ0

=
1

5

10m2 + 365κm+ 255κ2 + 1134m+ 1701κ

2m2 + 73κm+ 51κ2 + 280m+ 539κ+ 1134

(3.26)

ave
 κ, χ et m donnés par (3.14).

L'expression du module de 
ompression est toujours la même que 
elle prédite par les

autres appro
hes. Cependant l'expression du module de 
isaillement obtenue est di�érente

et enri
hie par rapport aux premières appro
hes. On en attend donner une meilleure

approximation du module équivalent réel.

Appro
he à 
hamp de 
ontrainte mi
ros
opique polynomial

Dans 
ette se
tion les mêmes développements que 
eux de la se
tion (3.2.2) sont re-

produits ave
 une nouvelle forme du 
hamp de 
ontrainte mi
ros
opique. Le but d'obtenir

une forme enri
hie de l'énergie 
omplémentaire et une meilleure approximation du mo-

dule de 
isaillement équivalent. Le 
hamp de 
ontrainte mi
ros
opique re
her
hé se doit

d'être statiquement admissible (i.e div(σ) = 0) et symétrique. Comme la forme a�ne
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n'apporte pas d'enri
hissement de l'énergie 
omplémentaire à 
ause de 
es deux dernières


onditions, la forme polynomiale suivante est 
hoisie de manière à les respe
ter :

σ =











σ011 σ012 + a2z
2
3 + a4z

4
3 σ013 + b2z

2
2 + b4z

4
2

σ012 + a2z
2
3 + a4z

4
3 σ022 σ023 + c2z

2
1 + c4z

4
1

σ013 + b2z
2
2 + b4z

4
2 σ023 + c2z

2
1 + c4z

4
1 σ033











(3.27)

La minimisation de l'énergie 
omplémentaire se fait maintenant par rapport à douze

variables, 
e qui donne après rempla
ement et identi�
ation ave
 l'énergie 
omplémentaire

de l'in
lusion équivalente, les expressions suivantes des modules équivalents :

keq
k0

=
χ

χ + 3

µeq

µ0

=
3

35
(5005κ2m2 + 14784κm2 + 5236κ2m+ 10628m2 + 8312κm+ 1080κ2)mκ

/[(429m3 + 792m2 + 432m+ 64)κ3 + (1782m2 + 2304m+ 672)mκ2

+(2412m+ 1632)m2κ+ 1064m3]

(3.28)

où κ, χ and m sont données par (3.14).

On 
onstate que l'expression du module de 
ompression est la même pour les quatre

appro
hes. Ce 
onstat vient 
on�rmer le fait que la 
ontarinte et la déformation sont

uniforme lors d'une 
ompression. L'expression du module de 
isaillement donnée par 
ette

dernière appro
he plus 
omplexe que les autres. Elle 
onstitue, au moins en théorie, une

meilleure approximation du module équivalent réel que l'appro
he à 
ontrainte uniforme

(puisque le sous-espa
e où l'on re
her
he la solution est pus grand). Les expressions

obtenues pour 
e module seront 
omparées entre elles et à la solution du modèle de la

littérature dans la se
tion suivante.

3.2.3 Comparaison et validation des appro
hes

Les di�érentes appro
hes énergétiques développées dans la se
tion (3.2.2) ont donné

lieu à des in
lusions équivalentes homogènes, dotées de modules équivalents. Ces in
lu-
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sions sont destinées à rempla
er les in
lusions ave
 interfa
es dans les s
hémas d'homogé-

néisation. Leurs modules équivalents représentent des estimations des modules équivalents

réels. Dans le 
adre des 
onditions aux limites de (3.5), on peut a�rmer que les estima-

tions fournies ont un statut de borne (
e qu'on ne peut a�rmer en dehors de (3.2.2))

et démontrer (au préalable) l'existen
e d'un 
on
ept d'in
lusion équivalente. Ainsi les

appro
hes re
her
hant un 
hamp de déformation mi
ros
opique donneront des bornes su-

périeures des modules équivalents réels alors que les appro
hes re
her
hant un 
hamp de


ontrainte donneront des bornes inférieures. En 
onséquen
e, le module de 
ompression

équivalent obtenu par les quatre appro
hes est le module équivalent réel. En revan
he, les

modules de 
isaillement équivalents obtenus ne représentent que des bornes ou des ap-

proximations, plus ou moins pré
ises, du module équivalent réel. Pour véri�er la pré
ision

de 
es approximations une 
omparaison est menée à trois niveau di�érents :

� Une 
omparaison entre les modules de 
isaillement équivalents donnés par les ap-

pro
hes

� Une 
omparaison dans le 
adre d'un problème d'Eshelby généralisé dont la solution

exa
te peut être déduite du modèle de la littérature (3.2.1).

� Une 
omparaison dans le 
adre d'une morphologie granulaire ave
 la solution exa
te

extraite également du modèle de la littérature (3.2.1).

Comparaison des appro
hes entre elles

Nous reprenons i
i les modules de 
isaillement équivalents obtenus par les di�érentes

appro
hes d'in
lusion équivalente (se
tion 3.2.2). On rappelle que 
es appro
hes donnent

des bornes, servant aussi d'estimations, du module de 
isaillement équivalent réel, sous

réserve de (3.2.2). La pré
ision de 
es estimations est mesurée par l'é
art entre la borne

supérieure (appro
hes en déformation) et la borne inférieure (appro
hes en 
ontrainte).

La 
omparaison est menée pour di�érentes valeurs du rapport

κ

m
=
Kt

Kn

(�gure 3.1). On

observe de la �gure 3.1 que l'e�et d'interfa
e étudié dans 
e 
hapitre a�aiblit le matériau

de l'in
lusion. Ce
i est visible dans l'expression de keq/k0 qui est toujours inférieure à 1 et

qui tend asymptotiquement vers 1 lorsque m et κ tendent vers l'in�ni. Pour le module de
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(a) κ = 10−3m (b) κ = 10−1m

(
) κ = m (d) κ = 103m

Figure 3.1 � Comparaison des modules de 
isaillement équivalents obtenus par les dif-

férentes appro
hes


isaillement, le même phénomène est observé numériquement. Les 
ourbes de µeq/µ0 ne

tendent vers 1 que lorsque m et κ tendent vers l'in�ni (�g.3.1). On remarque également

que la pré
ision des bornes du module de 
isaillement dépend du rapport κ/m.
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Comparaison des solutions des appro
hes à la solution exa
te dans un pro-

blème d'Eshelby

L'élasti
ité équivalente d'une in
lusion ave
 interfa
e dans un 
omposite quel
onque

doit à priori dépendre du "milieu extérieur". Ce qui n'est pas le 
as des in
lusions équi-

valentes obtenues. Dans 
e qui suit nous explorons 
e
i en 
omparant les prédi
tions des

appro
hes à la solution exa
te dans le 
adre général d'un problème d'Eshelby. Pour 
ela

deux problèmes d'Eshelby sont 
onsidérés (�g.3.2). Le premier 
ontient une in
lusion

sphérique ave
 interfa
e et le deuxième 
ontient l'in
lusion homogène qui est suppo-

sée équivalente. Cha
une des in
lusions est plongée dans une matri
e in�nie. Les deux

matri
es sont faites du même milieu isotrope et homogène, de rigidité Cm 
hoisie iso-

trope. Ces matri
es sont soumises à la même 
ondition de bord à l'in�ni homogène

en déformation : (ξ → E0 · z quand |z| → ∞). Le 
hamp de déformation ma
ros
o-

pique E0 est 
onsidéré déviatorique pour étudier uniquement la réponse au 
isaillement

puisque les appro
hes prédisent 
orre
tement la réponse à un 
hargement volumique :

E0 = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 Le premier problème d'Eshelby peut être résolu en adoptant la dé-

mar
he expliquée en se
tion (3.2.1) qu'on retrouve dans quelques travaux de la littérature

[Hashin, 1991, Herve and Zaoui, 1993℄. La résolution à l'aide de 
ette démar
he donne en

tout point les 
hamps mi
ros
opiques de dépla
ement, de déformation et de 
ontrainte.

Quant au deuxième problème, il relève de la solution 
lassique d'Eshelby [Eshelby, 1957℄

pour laquelle on donne à l'in
lusion isolée les propriétés équivalentes d'une des appro
hes

énergétiques pré
édentes (�g.3.2). Il est alors fa
ile de déterminer les énergies élastiques

développées par 
ha
une des in
lusions puisque l'on dispose des 
hamps mi
ros
opiques

ou de leurs moyennes. Pour l'in
lusion équivalente, 
ette énergie s'é
rit en fon
tion de la

déformation moyenne d'Eshelby 
omme suit :

Weq =
1

2
εesh : Ceq : εesh (3.29)

où Ceq
est la rigidité équivalente isotrope obtenue par l'une des appro
hes (se
tion 3.2.2)

Pour l'in
lusion ave
 interfa
e, l'énergie élastique réelle (ou "exa
te") est 
al
ulée 
omme



3.2. In
lusions sphériques ave
 interfa
es 65

(a) 1er problème d'Eshelby (b) 2me
problème d'Eshelby

Figure 3.2 � problèmes d'Eshelby utilisant l'in
lusion ave
 interfa
e et l'in
lusion équi-

valente dans le 
adre d'une 
omparaison

suit :

Wex =
1

2|Ω|

∫

Ω

σ : εdΩ =
1

2|Ω|

∫

∂Ω

ξ+.(σ.n)dS (3.30)

Dans 
ette expression Ω représente le domaine volumique de l'in
lusion ave
 interfa
e,

|Ω| son volume et ∂Ω sa frontière (domaine de l'interfa
e). ξ+ désigne le 
hamp de dépla-


ement à la périphérie extérieure de l'interfa
e.

La 
omparaison entre l'énergie exa
te et les énergies équivalentes (données par l'équation

(3.29) en 
onsidérant les Ceq des di�érentes appro
hes) est reportée en (�g.3.3) pour dif-

férentes valeurs du rapport κ/m.

Dans 
es �gures l'énergie élastique "exa
te" (en rouge) est en
adrée par les énergies équi-

valentes. Il faut noter que dans le problème d'Eshelby ave
 interfa
e, les 
onditions sur

le bord extérieur ne sont pas, à priori, du type (3.5) dans le 
as du 
isaillement. Le fait

d'obtenir un en
adrement de l'énergie "exa
te" n'était don
 pas une né
essité théorique.

L'appro
he à déformation quadratique donne de meilleures prédi
tions que 
elle à défor-

mation uniforme même à l'é
helle de l'énergie et parti
ulièrement pour le 
as où κ≪ m.

L'amélioration par l'appro
he à 
ontrainte polynomiale est peu signi�
ative. Il 
onvient de

noter, 
omme dans la première 
omparaison, que les appro
hes sont très pré
ises lorsque

κ et m sont du même ordre de grandeur.
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(a) κ = 10−3m (b) κ = 10−1m

(
) κ = m (d) κ = 103m

Figure 3.3 � Comparaison de l'énergie élastique de l'in
lusion ave
 interfa
e ave
 
elles

des in
lusions équivalentes dans un problème d'Eshelby - énergie exa
te, appro
hes en


ontrainte, appro
hes en déformation

Comparaison des appro
hes à la solution exa
te dans le 
adre d'un matériau

granulaire

Le but de 
ette 
omparaison est d'observer l'e�et des paramètres morphologiques

d'une mi
rostru
ture granulaire sur la pré
ision des appro
hes dans leurs prédi
tions des

modules équivalents réels de l'in
lusion. Les deux paramètres in�uençant 
ette pré
ision
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sont la porosité du milieu granulaire et le 
oe�
ient de Poisson du matériau de 
÷ur. On

étudiera don
 leurs e�ets sur le module de 
isaillement équivalent dans le 
as des faibles et

des grands ordres du rapport κ/m, pour lesquels les appro
hes divergent le plus. L'intérêt

de 
ette démar
he est de lever l'arbitraire sur le 
hoix de Cm (par rapport à la se
tion

pré
edente).

Considérons don
 un matériau granulaire 
ontenant des pores sphériques et des in
lusions

solides sphériques présentant un e�et d'interfa
e. Le matériau est soumis à un 
hargement

homogène en déformation. La détermination des propriétés élastiques homogénéisées de


e matériau peut être faite en utilisant un s
héma auto-
ohérent [Sanahuja, 2008℄ dont

la mise en oeuvre passe par la résolution de deux problèmes d'Eshelby. L'un de 
es pro-

blèmes 
ontient l'in
lusion ave
 interfa
e et l'autre le pore isolé, plongés, tout deux, dans

des matri
es in�nie ayant les propriétés du milieu homogénéisé re
her
hé. Une fois les

modules homogénéisés déterminés (
f. se
tion 3.2.1), on peut revenir au premier pro-

blème d'Eshelby et déterminer la moyenne de la déformation et de la 
ontrainte dans

l'in
lusion ave
 interfa
e, puisque la résolution passe par la détermination de 
es 
hamps

mi
ros
opiques :

σinc =
3

4πr20

∫

r=r0

er ⊗ σm · er dS

εinc =
3

4πr30

∫

r=r0

ξ
m
(r+0 )

s

⊗ er dS

(3.31)

Les expressions de σm et ξ
m

peuvent être trouvées dans [Hashin, 1991℄. Les modules

équivalents exa
ts de l'in
lusion peuvent alors être obtenus en utilisant 
es dernières ex-

pressions et en prenant un 
hamp de déformation auxiliaireE0 volumique ou déviatorique,


omme suit :

� Pour E0 = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 :

σinc = 3kex εinc (3.32)

� Pour E0 = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 :

σinc12 = 2µex εinc12 (3.33)
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L'expression du module de 
ompression équivalent exa
t (extrait de 
ette manière du

modèle de la littérature) est la même que 
elle obtenue par les appro
hes. En revan
he,

l'expression du module de 
isaillement est di�érente. Elle dépend des propriétés du mi-

lieu homogénéisé (milieu de référen
e dans le premier problème d'Eshelby), 
hose qui fait

défaut (par 
onstru
tion) aux modules équivalents déterminés par les appro
hes. Cette

dépendan
e peut être observée dans les �gures (�g.3.4) et (�g.3.5) qui retra
ent le module

équivalent exa
t pour di�érentes valeurs de la porosité et du 
oe�
ient de Poisson. On

peut observer de 
es �gures que l'appro
he à 
ontrainte uniforme donne une approxi-

mation satisfaisante du module équivalent exa
t surtout pour les porosités élevées. En

e�et la 
ourbe de 
ette appro
he est pratiquement 
onfondue ave
 la solution exa
te pour

une porosité appro
hant les f = 0.5. Cette valeur de la porosité 
orrespond au seuil de

per
olation du s
héma auto-
ohérent pour des in
lusions sphériques. La solution exa
te

reste bornée par les appro
hes équivalentes lorsque f < 0.5 pour laquelle le s
héma auto-


ohérent est valable. Ce
i permet également d'expliquer le fait que la borne inférieure

n'a pu être enri
hie signi�
ativement par l'appro
he à 
ontrainte polynomiale. La borne

supérieure, en revan
he, est nettement améliorée par l'appro
he quadratique et semble

sus
eptible de s'améliorer davantage vu l'é
art qu'elle présente ave
 les solutions exa
tes.

En 
omparant les �gures (�g.3.4) et (�g.3.5) on peut observer que le 
oe�
ient de Poisson

a moins d'in�uen
e sur la solution exa
te que la porosité, 
e qui en fait un fa
teur moins

important de la validité des appro
hes.

Pour �nir ave
 
ette se
tion, nous tenons à pré
iser que les appro
hes énergétiques ont

été appliquées aux in
lusions sphériques dans le but de s'assurer de leur validité et de la

pré
ision de leurs estimations. Ces appro
hes étant 
on
luantes pour la morphologie et

la gamme de porosité nous intéressant, nous les appliquons dans la suite aux in
lusions

ellipsoïdales ave
 interfa
es pour lesquels nous ne disposons pas de solution "exa
te" de

type Eshelby.
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(a) κ = 10−3m (b) κ = 103m

Figure 3.4 � E�et de la porosité du 
omposite f sur la pré
ision des appro
hes dans la

détermination d'un module de 
isaillement équivalent - ν = 0.3

(a) κ = 10−3m

stress

strain

(b) κ = 103m

Figure 3.5 � E�et du 
oe�
ient de Poisson sur la pré
ision des appro
hes dans la

détermination d'un module de 
isaillement équivalent - f = 0.3
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3.3 Composite granulaire à in
lusions ellipsoïdales al-

longées et e�ets d'interfa
e

Dans 
ette se
tion, les appro
hes énergétiques pré
édentes sont adaptées au 
as d'in-


lusions ellipsoïdales de révolution allongées (sphéroïde prolate). L'obje
tif visé est la

modélisation des matériaux granulaires poreux à in
lusions ellipsoïdales présentant des

e�ets d'interfa
e (
as des gels de C-S-H). Ces appro
hes ont été testées dans le 
as d'in-


lusions sphériques (se
tion 3.2.3). Elles permettront, dans le 
as ellipsoïdal, d'obtenir des

rigidités équivalentes qui ne pourront pas être 
omparées à une solution exa
te puisqu'il

n'en existe pas pour 
ette morphologie in
lusionnaire. En revan
he, 
es rigidités équiva-

lentes permettront de borner la rigidité équivalente réelle. Leur validité sera examinée en

observant l'é
art entre la borne supérieure et inférieure.

3.3.1 Considérations géométriques

En vue d'évaluer les expressions énergétiques mises en jeu dans les appro
hes dé
rites

pré
édemment, on devra dé�nir un système de 
oordonnées lo
al orthonormé dé
rivant

la surfa
e de l'in
lusion ellipsoïdale, dans lequel les quantités tensorielles ainsi que les

intégrales surfa
iques pourront être exprimées. Une surfa
e et un volume élémentaires

devront également être dé�nis. L'équation d'une surfa
e ellipsoïdale dans les 
oordonnées


artésiennes est donnée par :

(E) :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (3.34)

L'ellipsoïde est 
onsidéré de révolution (sphéroïde) autour de l'axe u3 si dans l'équation

(3.34) b = a. Il est quali�é d'oblate lorsque le rapport d'aspe
t ω =
c

a
< 1, de prolate

lorsque ω > 1 et se réduit à une sphère lorsque ω = 1 (�g.3.6).

Dans la suite de 
e 
hapitre, la forme sphéroïdale prolate sera adoptée pour les in
lusions

solides.
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Figure 3.6 � Forme de l'in
lusion en fon
tion du rapport d'aspe
t

Une base lo
ale orthonormée

Un ve
teur normal à la surfa
e sphéroïdale peut être obtenu en appliquant le gradient

à l'équation de l'ellipsoïde (3.34). Ce
i nous donne, après normalisation, le premier ve
teur

n de la base lo
ale :

n = A− 1

2

























x

a2

y

a2

z

c2

























; A =
x2c4 + y2c4 + z2a4

c4a4
(3.35)

Les deux autres ve
teurs 
onstituant la base sont dans le plan tangent à la surfa
e (ortho-

gonal à n). Le produit ve
toriel de n par un ve
teur arbitraire, par exemple e1 = (1, 0, 0),

donne l'un de 
es deux ve
teurs du plan tangent t1 :

t1 = A
− 1

2

1























0

− z

c2

y

a2























; A1 =
z2a4 + y2c4

c4a4
(3.36)
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Le se
ond ve
teur t2 est orthogonal à n et à t1 et s'obtient par le produit ve
toriel de 
es

deux ve
teurs :

t2 = A
− 1

2

2

























z2a4 + y2c4

c4a4

−xy
a4

− xy

a2c2

























; A2 =
(y4 + x2y2)c8 + z2a4(2y2 + x2)c4 + z4a8

c8a8
(3.37)

(n, t1, t2) est maintenant une base lo
ale orthonormée de la surfa
e de l'in
lusion.

Une surfa
e élémentaire

Une paramétrisation de l'équation de l'ellipsoïde (3.34) à l'aide des 
oordonnées sphé-

riques (r, θ, φ) selon l'équation (3.38), permet d'obtenir une surfa
e et un volume élé-

mentaires sous la forme (3.39).



























x(r, θ, φ) = ar sin θ cosφ

y(r, θ, φ) = ar sin θ sinφ

z(r, θ, φ) = cr cos θ

(3.38)

dS = a sin θ
√
c2 sin2 θ + a2 cos2 θdθ dφ

dV = a2 sin θ r2 c dr dθ dφ

(3.39)

Les paramètres r, θ et φ par
ourent su

essivement les intervalles [0, 1℄, [0, π℄ et [0, 2π℄

pour dé
rire une intégration sur le volume total de l'in
lusion. Les quantités à intégrer

doivent être préalablement exprimées en fon
tion des 
oordonnées sphériques au lieu de

x, y et z.

3.3.2 Appro
hes énergétiques donnant des in
lusions équiva-

lentes

La mise en ÷uvre des quatre appro
hes pour des in
lusions ellipsoïdales fait appel

au même raisonnement que dans le 
as des in
lusions sphériques. Dans 
ette se
tion
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C0, ε Ceq

K

ξ = E.zξ = E.z

Figure 3.7 � Equivalen
e entre l'in
lusion ellipsoïdale ave
 interfa
e et une in
lusion

homogène de même forme

nous reprenons les deux premières appro
hes pour montrer la di�éren
e entre les deux


as, notamment dans la manière d'aboutir à une rigidité équivalente. Nous déterminerons

également pour 
es deux premières appro
hes, des expressions simpli�ées des 
omposantes

de la rigidité équivalente dans le 
as où le rapport d'aspe
t est très grand. Les résultats des

deux se
ondes appro
hes ne seront présentés que numériquement lors de la 
omparaison.

Appro
he à déformation uniforme

Comme dans le 
as sphérique, le but est d'établir une équivalen
e énergétique

entre l'in
lusion ellipsoïdale ave
 interfa
e et une in
lusion homogène équivalente de

même géométrie. Toutes les deux sont soumises au même 
hargement en déformation

homogène aux bords (�g.3.7). Ce
i requiert la détermination du 
hamp de déformation

mi
ros
opique préalablement in
onnu.

Le 
hamp de déformation mi
ros
opique ε est déterminé par minimisation de l'éner-

gie potentielle donnée par l'équation (3.7). Dans 
ette expression, le tenseur de rigidité

d'interfa
e K s'é
rit désormais dans la base lo
ale dé�nie en se
tion 3.3.1 :

K = Knn⊗ n +Kt(t1 ⊗ t1 + t2 ⊗ t2) (3.40)

Les 
omposantes de ε obtenues par 
ette minimisation (equation 3.8) sont introduites
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dans l'expression de l'énergie (3.7). L'expression de l'énergie minimisée obtenue de 
ette

manière est parti
ulièrement intéressante puisqu'elle se met sous la forme isotrope trans-

verse suivante :

EI.T
p =

1

2
(C1111E

2
11 + 2E11C1122E22 + 2E11C1133E33 + 2E2

12C1111 − 2E2
12C1122

+4E2
13C2323 + C1111E

2
22 + 2E22C1133E33 + 4E2

23C2323 + C3333E
2
33)

(3.41)

On peut alors fa
ilement déterminer les 
omposantes non nulles d'une rigidité isotrope

transverse "équivalente" qui donne une énergie potentielle de la forme (3.41) :

Ceq
1111 =

∂2Ep

∂E2
11

; Ceq
1122 =

∂2Ep

∂E11∂E22
;Ceq

1133 =
∂2Ep

∂E11∂E33
;

Ceq
3333 =

∂2Ep

∂E2
33

; Ceq
2323 =

1

4

∂2Ep

∂E2
23

(3.42)

Les expressions générales de 
es 
omposantes sont assez lourdes et ne peuvent être repor-

tées dans 
e manus
rit. Elles sont, en revan
he, tout à fait exploitables numériquement et

se réduisent dans le 
as d'un grand rapport d'aspe
t aux expressions simpli�ées suivantes :

Ceq
1111 =

9π(27m3π + (36πχ+ 576 + 27κπ)m2 + (192χ+ 36πκχ+ 192κ)m+ 64κχ)

(192m+ 64χ+ 27mπχ)(9κπ + 128 + 9mπ)
µ0

Ceq
1122 =

9π(27m3π − (18πχ− 192− 27κπ)m2 − (18πκχ− 64χ+ 192κ)m− 64κχ)

(192m+ 64χ+ 27mπχ)(9κπ + 128 + 9mπ)
µ0

Ceq
1133 =

−9(2χ− 3m)mπ

192m+ 64χ+ 27mπχ
µ0

Ceq
3333 =

9m(3πm+ 64 + 4πχ)

192m+ 64χ+ 27πmχ
µ0

Ceq
2323 = µ0

(3.43)

où χ, κ et m sont réé
rits sous la forme suivante :

χ =
aKn

k0
; κ =

aKt

µ0
; m =

aKn

µ0
(3.44)
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Appro
he à 
ontrainte uniforme

Cette appro
he reprend le même raisonnement que pour le 
as des in
lusions sphé-

riques. L'expression de l'énergie 
omplémentaire (3.17) est la même. Elle est optimisée

par rapport aux 
omposantes de la 
ontrainte mi
ros
opiques avant d'être identi�ée ave


l'expression de l'opposée de l'énergie potentielle équivalente isotrope transverse (3.41).

Cette identi�
ation permet de déduire les 
omposantes de la rigidité équivalente 
onfor-

mément à (3.42) où Ep est rempla
ée par (−Ec). Les expressions de 
es 
omposantes

sont lourdes et ne peuvent être reportées dans 
e manus
rit. Cependant, 
omme dans

l'appro
he qui pré
ède, on peut obtenir des expressions simpli�ées dans le 
as limite où

le rapport d'aspe
t est très grand ω ≫ 1 :

Ceq
1111 =

4

3

(9κπχ+ 3mπχ+ 9πm2 + 27mπκ+ 32κmχ+ 24m2κ)m

(πχ+ 3mπ + 4mχ)(8κm+ 3κπ + 3mπ)
µ0

Ceq
1122 =

4

3

(−3κπχ+ 3mπχ + 9πm2 − 9mπκ− 16κmχ+ 24m2κ)m

(πχ+ 3mπ + 4mχ)(8κm+ 3κπ + 3mπ)
µ0

Ceq
1133 =

−4

3

m(2χ− 3m)

πχ+ 3mπ + 4mχ
µ0

Ceq
3333 =

1

3

(27π + 16χ+ 12m)m

πχ+ 3mπ + 4mχ
µ0

Ceq
2323 =

8κ

8κ+ 3π
µ0

(3.45)

Ces expressions analytiques simpli�ées, 
omme 
elles de l'appro
he pré
édente, peuvent

être très utiles pour prendre en 
ompte l'e�et d'interfa
e dans les 
omposites à �bres.

3.3.3 Comparaison des appro
hes dans le 
as ellipsoïdal

Dans 
ette se
tion nous 
omparons les appro
hes dans un 
adre assez général indépen-

dant de la mi
rostru
ture. Pour ne pas 
omparer les 
omposantes des rigidités équivalentes

une à une, nous 
omparons les énergies potentielles développées par les in
lusions équiva-

lentes soumises à un 
hargement en déformation homogène aux bords (mêmes 
onditions
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que 
elles utilisées pour l'équivalen
e énergétique(�g.3.7)). Le tenseur de déformation

ma
ros
opique est pris de la forme suivante :

E =























1 1 1

1 1 1

1 1 1























(3.46)

De 
ette manière toutes les 
omposantes de la rigidité équivalente d'une appro
he inter-

viennent dans l'expression de l'énergie. La �gure 3.8 montre les prédi
tions des appro
hes

pour 
ette énergie potentielle qu'on normalise par l'énergie potentielle sans e�et d'in-

terfa
e :

Ep

E0
p
. Cette quantité est tra
ée en fon
tion du paramètre d'interfa
e m, pour

di�érents ordres de grandeur du rapport κ/m. On peut noter que l'appro
he à 
ontrainte

polynomiale n'apporte presque au
une amélioration de la borne inférieure de l'énergie

potentielle.

3.3.4 Modules homogénéisées du matériau granulaire à in
lusions

ellipsoïdales et e�ets d'interfa
e : 
as du gel de C-S-H

Dans 
ette se
tion, nous mettons en ÷uvre le s
héma auto-
ohérent permettant d'ho-

mogénéiser la mi
rostru
ture qu'on a 
hoisie pour le gel de C-S-H. Nous rappelons que la

mi
rostru
ture du gel de C-S-H s'apparente à 
elle d'un matériau granulaire poreux dont

les in
lusions solides, de forme sphéroïdale prolate, selon 
ertains auteurs, présentent un

e�et d'interfa
e à leurs bords. Bien sûr on tirera pro�t des résultats des se
tions pré-


édentes. Pour prendre en 
ompte 
et e�et d'interfa
e, on utilisera 
omme rigidité des

in
lusions solides une des rigidités équivalentes déterminées dans les se
tions pré
édentes.

Ces rigidités sont isotropes transverses dans la base propre de l'in
lusion ellipsoïdale (dans

le plan (u1, u2)). L'orientation des in
lusions doit être aléatoire puisque nous 
onsidérons

le gel de C-S-H isotrope.

L'élaboration du s
héma auto-
ohérent requière la résolution de deux problèmes d'Eshelby
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(a) κ = 10−3m (b) κ = 10−1m

(
) κ = m (d) κ = 103m

Figure 3.8 � Estimations de l'énergie potentielle de l'in
lusion ave
 interfa
e (normalisée

par l'énergie potentielle sans e�ets d'interfa
e) déterminées par les appro
hes sous le


hargement E aux bords en fon
tion du paramètre d'interfa
e m (ω = 2)

dans lesquels 
ha
une des in
lusions est plongée dans une matri
e in�nie douée de la ri-

gidité homogénéisée re
her
hée Csc
. Cette matri
e est soumise à l'in�ni à un 
hargement

auxiliaire E0. (�g.3.9) Le premier problème 
on
erne le pore plongée dans la matri
e in-

�nie. La déformation moyenne dans le pore s'é
rit en fon
tion de la déformation imposée

à l'in�ni 
omme suit :

< ε >p= Ap : E0 ave
 Ap = (I− P
sc
sph : Csc)−1

(3.47)
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er

Figure 3.9 � Problèmes d'Eshelby pour le s
héma auto-
ohérent : l'in
lusion ellipsoïdale

est orientés par er (θ,φ)

où Psc
sph est le tenseur de Hill d'une sphère dans un milieu isotrope de rigidité Csc

.

Le deuxième problème 
onsidère l'in
lusion solide sphéroïdale de rigidité Cs = Ceq et

dont l'axe est porté par er permettant ainsi de paramétrer son orientation par les angles

θ et φ des 
oordonnées sphériques. La moyenne de la déformation dans 
ette in
lusion

s'é
rit en fon
tion du 
hargement auxiliaire imposé E0 
omme suit :

εs(θ, φ) = [I+ Pell(θ, φ) : (C
s − C

sc))]−1 : E0 (3.48)

où Pell(θ, φ) est le tenseur de Hill d'une in
lusion sphéroïdale orientée par (θ, φ), plongée

dans un milieu isotrope. Ce tenseur dépend de θ et φ, des modules homogénéisés ksc

et µsc
et du rapport d'aspe
t de l'in
lusion ω. Dans 
ette équation, Cs = Cs(θ, φ) est

anisotrope et dépend également de l'orientation (θ, φ) de l'in
lusion. La phase solide


ontient un grand nombre de 
es in
lusions orientées de manière isotrope. La moyenne de

la déformation sur 
ette phase peut être obtenue en prenant la moyenne de l'expression

(3.48) sur toutes les orientations possibles :

εs =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

εs(θ, φ)
sin θ

4π
dθdφ (3.49)
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Cette déformation peut être mise sous la forme suivante en introduisant le tenseur de


on
entration de la déformation de la phase solide As :

εs = As : E0 ave
 As =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

A
′

s

sinθ

4π
dθdφ

et A
′

s = [I+ Pell(θ, φ) : (C
s − C

sc))]−1

(3.50)

On rappelle alors la règle de la moyenne sur les déformations ainsi que 
elle sur les


ontraintes qui font intervenir les tenseurs ma
ros
opiques réellement appliqués au V.E.R

E et Σ :

E = ε = f < ε >p +(1− f)εs

Σ = (1− f)σs = (1− f)Cs : εs
(3.51)

Et puisque la 
ontrainte ma
ros
opique et la déformation ma
ros
opique sont reliées par

la loi de Hooke, Σ = C
sc : E, on peut é
rire que :

C
sc : E = (1− f)Cs : εs (3.52)

En vue de la règle de la moyenne et des équations (3.50) et (3.49) et on supposant les

déformations mi
ros
opiques dans le matériau égales à 
elles des problèmes d'Eshelby, on

peut exprimer le tenseur E en fon
tion de E0 
e qui permet de réé
rire l'équation (3.52)


omme suit :

C
sc : (fAp : E0 + (1− f)As : E0) = (1− f)Cs : A′

s : E0 (3.53)

qui permet de donner la rigidité homogénéisée, après élimination de E0, sous la forme

suivante :

C
sc = (1− f)Cs : A′

s : [fAp + (1− f)As]
−1

(3.54)

ou sous la forme plus expli
ite suivante :

C
sc = (1− f)

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

C
s : [I+ Pell(θ, φ) : (C

s − C
sc))]−1sinθ

4π
dθdφ

: [f(I− S
sc
sph)

−1 + (1− f)

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

[I+ Pell(θ, φ) : (C
s − C

sc))]−1sinθ

4π
dθdφ]−1

(3.55)
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Dans 
ette dernière équation la rigidité homogénéisée intervient expli
itement et impli-


itement dans l'expression des tenseurs de Hill. Une résolution analytique dire
te n'est

pas envisageable, d'autant plus que les expressions des 
omposantes de la rigidité de la

phase solide (rigidité équivalente de l'une des appro
hes) sont parti
ulièrement lourdes.

En revan
he, une résolution numérique est tout à fait possible et fa
ile à mettre en ÷uvre.

En e�et, puisque Csc
est isotrope, les seules in
onnues s
alaires de l'équation 3.55 sont

les modules homogénéisés ksc et µsc
. En observant que l'équation 3.55 est de la forme

Csc = f(Csc), ou en termes de modules (ksc, µsc) = f(ksc, µsc), il est tentant d'essayer de

la résoudre à l'aide d'un algorithme du point �xe. Pour que 
et algorithme soit 
onver-

geant, la fon
tion f doit être k-
ontra
tante ave
 k < 1. Cet algorithme de résolution


ouplé à la méthode d'in
lusion équivalente (pour in
orporer l'e�et d'interfa
e dans la ri-

gidité de la phase solide), permet d'obtenir des bornes supérieure et inférieure des modules

homogénéisés. La programmation de 
es deux méthodes dans une pro
édure numérique

nous permet d'étudier les modules homogénéisés en fon
tion du paramètre d'interfa
e m

pour plusieurs rapports κ/m (�gures 3.10 et 3.11). L'appro
he en 
ontrainte polynomiale

n'est pas tra
ée puisqu'elle donne des 
ourbes quasiment 
onfondues ave
 l'appro
he en


ontrainte uniforme (
onf. �g.3.1). Ces représentations des modules homogénéisés sont

données pour un rapport d'aspe
t �xe.

Il nous est également possible d'observer l'e�et du rapport d'aspe
t sur 
es modules

homogénéisés en 
omparant les 
ourbes d'une même appro
he en fon
tion du module

d'interfa
e pour di�érents rapports d'aspe
t. L'appro
he 
hoisie est 
elle en 
ontrainte

uniforme et les modules d'interfa
e sont 
hoisis égaux (Kt = Kn ou κ = m) de manière

à donner la meilleure estimation des modules exa
ts (�g. 3.12). Il est à remarquer à par-

tir de 
es 
ourbes que le module d'interfa
e agit sur l'ordre des modules homogénéisés

trouvés ave
 les di�érents rapports d'aspe
ts. L'ordre initial présenté dans le 
hapitre 1

(�g.1.3), pour des in
lusions sans interfa
es, est retrouvé sur 
es 
ourbes pour les valeurs

élevées de κ. Il est important de souligner que les modules homogénéisés trouvés ave


un rapport d'aspe
t ω = 1 ne sont plus les plus faibles (mis à part pour les grands κ).

Notons également que pour les in
lusions prolates l'ordre des 
ourbes est le même (mo-
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dules homogénéisés toujours 
roissants en fon
tion de ω), Alors que pour les in
lusions

oblates l'ordre semble s'inverser au niveau des paliers des 
ourbes (modules 
roissants en

fon
tion de ω en dessous d'une 
ertaine valeur de κ, 
orrespondant au début du palier, et

dé
roissant au delà de 
ette valeur). Ces remarques sont à prendre en 
ompte lorsqu'il est

question d'optimiser les propriétés élastiques de matériaux granulaires ave
 interfa
es.
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Figure 3.10 � Comparaison des appro
hes dans la prédi
tion du module de 
ompression

homogénéisé prenant en 
ompte l'e�et d'interfa
e pour une porosité f = 0.3 et un rapport
d'aspe
t ω = 2
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Figure 3.11 � Comparaison des appro
hes dans la prédi
tion du module de 
isaillement

homogénéisé prenant en 
ompte l'e�et d'interfa
e pour une porosité f = 0.3 et un rapport
d'aspe
t ω = 2

3.4 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons développé une méthode énergétique d'in
lusion équiva-

lente dans le but de prendre en 
ompte les e�ets d'interfa
e dans les propriétés élastiques

des in
lusions sphériques et ellipsoïdales. On a pu distinguer quatre variantes de 
ette
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(a) Module de 
ompression homogénéisé (b) Module de 
isaillement homogénéisé

Figure 3.12 � Modules homogénéisés en fon
tion du module d'interfa
e pour des rapports

d'aspe
t di�érents (Kt = Kn, f = 0, 3)

méthode d'in
lusion équivalente. Ces variantes (ou appro
hes), qui di�èrent par la na-

ture (déformation ou 
ontrainte) et la forme (uniforme, quadratique ou polynomiale) du


hamp mi
ros
opique re
her
hé du 
÷ur de l'in
lusion, ont donné des in
lusion équiva-

lentes. Ces in
lusions équivalentes, munies de rigidités équivalentes, se substituent aux

in
lusions ave
 interfa
e dans les s
hémas d'homogénéisation. Les quatre appro
hes ont

tout d'abord été menées pour le 
as d'in
lusion de forme sphérique. L'existen
e d'un

modèle élastique "exa
t" dans la littérature (se
tion 3.2.1), donnant les modules e�e
tifs

d'un matériaux granulaire à in
lusions sphériques et interfa
es, a permis d'étudier la va-

lidité de 
es appro
hes à trois niveaux : au niveau des modules équivalents de l'in
lusion,

dans le 
adre d'un problème d'Eshelby indépendant de la mi
rostru
ture et dans le 
adre

d'une mi
rostru
ture granulaire. Cette 
omparaison au modèle exa
t de la littérature, a

donné lieu aux 
onstatations et des résultats suivants :

� Les appro
hes donnent des bornes supérieures (appro
hes en déformation) et infé-

rieures (appro
hes en 
ontraintes) des modules équivalents.

� La pré
ision de 
es bornes dépend du rapport des modules d'interfa
e κ/m

� Le module de 
ompression équivalent est déterminé de manière exa
te

� Pour une mi
rostru
ture granulaire, on a 
onstaté que la pré
ision des appro
hes
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dépendait, en plus du rapport κ/m, de la porosité du milieu et du 
oe�
ient de

Poisson du 
÷ur de l'in
lusion.

� On peut également 
on
lure que l'appro
he en 
ontrainte uniforme donne une bonne

approximation (borne inférieure) du module de 
isaillement exa
t et que l'appro
he

à 
ontrainte polynomiale ne permet pas de l'améliorer signi�
ativement. En re-

van
he l'appro
he en déformation quadratique permet d'améliorer nettement la

borne supérieure par rapport à l'appro
he en déformation uniforme.

L'extension des appro
hes énergétique au 
as d'in
lusions ellipsoïdales a permis d'obtenir

des in
lusions ellipsoïdales ave
 des rigidités équivalentes isotropes transverses. Ces in
lu-

sions ont été utilisées pour déterminer les modules homogénéisés d'un matériau granulaire

poreux ave
 in
lusions allongées sus
eptible d'intervenir dans la mi
rostru
ture du gel de

C-S-H. L'in�uen
e du rapport d'aspe
t des in
lusions sur les modules homogénéisées a été

étudiée. Elle a permis de montrer des di�éren
es remarquables par rapport au 
as sans

interfa
es. Les di�éren
es remarquées peuvent être utiles lors de l'optimisation des pro-

priétés élastiques de tels matériaux dotés de propriétés d'interfa
e données. Leur origine

doit être explorée d'avantage.

* *

*



Chapitre 4

Rupture fragile des matériaux

granulaires à in
lusions allongées sous

e�ets d'interfa
e : 
as des gels de C-S-H

Résumé :Dans 
e 
hapitre on se propose d'adapter une méthode de 
hangement

d'é
helle, existant dans la littérature, à une mi
rostru
ture 
onstituée de poly
ristal à

in
lusions ellipsoïdales pour en étudier la rupture fragile. Cette rupture est 
ensée se pro-

duire lo
alement par un glissement inter-granulaire par exemple. Pour explorer 
e mode de

rupture, nous supposons les 
orps de grains in�niment résistants devant les interfa
es qui

les entourent. Plusieurs 
ritères lo
aux portant sur l'état de 
ontrainte dans les interfa
es

sont envisagés. Di�érentes méthodes de 
al
ul permettant de mettre en ÷uvre la méthode

de 
hangement d'é
helle et de remonter au 
ritère homogénéisé seront appliquées. Ce 
ri-

tère est en parti
ulier étudié en 3D pour explorer sa dépendan
e vis à vis du troisième

invariant de la 
ontrainte.
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4.1 Introdu
tion

La rupture des matériaux granulaires intéresse plusieurs auteurs et a fait l'objet de

nombreux travaux de re
her
hes ré
ents [Maalej et al., 2009℄. Dans 
es travaux, des hy-

pothèses sont généralement émises sur la forme des grains ou sur le mode de rupture lo
al

pour obtenir plus fa
ilement des 
ritères de rupture homogénéisés. Parmi 
es hypothèses

on peut 
iter 
elle qui 
onsidère des grains sphériques pour une mi
rostru
ture qui ne

s'y prête pas ou 
elle qui 
onsidère que la rupture se produit dans les grains (rupture

intra-granulaire) au lieu d'une rupture inter-granulaire. Ces hypothèses simpli�
atri
es,

traduisant une des
ription peu réaliste de la mi
rostru
ture et du mé
anisme de rupture

lo
ale, peuvent 
onduire à de grossières approximations sur le 
ritère de rupture homo-

généisé du matériau. Dans le 
hapitre pré
édent, on s'est donné les moyens d'étudier 
e

type de matériau en gardant une des
ription �dèle de la mi
rostru
ture pour déterminer

les propriétés élastiques homogénéisés d'un matériau granulaire ave
 in
lusions allongées

en prenant en 
ompte les e�ets d'interfa
e. Les résultats obtenus seront mis à pro�t pour

étudier, dans 
e 
hapitre, la rupture fragile d'un V.E.R de 
e matériau soumis à un 
har-

gement ma
ros
opique 
roissant. On suppose que 
ette rupture se traduit lo
alement par

un glissement entre les grains (dans les interfa
es) ou par un autre mode de rupture dans

les interfa
es. Le mode de rupture par glissement inter-granulaire a déjà été étudié pour

des matériaux granulaires à in
lusions sphériques dans le travail de [Maalej et al., 2009℄.

Nous adapterons la méthode de 
hangement d'é
helle utilisée dans 
e travail aux maté-

riaux granulaires à in
lusions ellipsoïdales. Ensuite nous la mettrons en ÷uvre à l'aide

de trois méthodes de 
al
ul di�érentes. Ces méthodes nous permettront de remonter au


ritère de rupture homogénéisé du matériau (gel de C-S-H). Pour �nir, nous généralise-

rons une des trois méthodes de 
al
ul pour tra
er le 
ritère homogénéisé en 3D et pour

étudier sa dépendan
e vis à vis du troisième invariant de la 
ontrainte ma
ros
opique.
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4.2 Critères de rupture lo
aux dans les interfa
es

On 
onsidère un V.E.R d'une mi
rostru
ture granulaire ave
 in
lusions ellipsoïdales et

interfa
es (mi
rostru
ture 
hoisie pour modéliser le gel de C-S-H), auquel on applique un


hargement ma
ros
opique homogène en 
ontrainte axisymetrique de tenseur Σ (pour

modéliser un essai de 
ompression uniaxiale ave
 ou sans pression de 
on�nement). Cette


ontrainte ma
ros
opique est reprise, au niveau du 
÷ur de grain par une 
ontrainte

mi
ros
opique et au niveau de l'interfa
e de grain par un ve
teur 
ontrainte noté T . Le


÷ur de grain est 
onsidéré in�niment résistant et par 
onséquent la 
onnaissan
e de la


ontrainte mi
ros
opique y régnant n'est pas essentielle. En revan
he le ve
teur 
ontrainte

dans l'interfa
e est déterminant pour dé�nir un 
ritère de rupture lo
ale. Ce ve
teur n'est

pas né
essairement homogène sur l'interfa
e d'un grain. A priori, il est également variable

d'une interfa
e à l'autre. Ses 
omposantes, normale et tangentielle, sont respe
tivement

notées Tn et Tt. Les 
ritères de rupture lo
aux que nous envisageons (de Von Mises,

elliptique ou re
tangulaire dans l'interfa
e) portent uniquement sur 
es 
omposantes ou,

pour être plus pré
is, sur leurs moyennes quadratiques

√

T 2
t et

√

T 2
n . Les expressions de


es 
ritères de l'interfa
e sont résumées dans le tableau (4.1). On 
onsidère qu'ils sont

atteints dans l'interfa
e d'un grain, sous 
hargement ma
ros
opique 
roissant, dés lors

que les inégalités du tableau deviennent des égalités. Comme on se pla
e dans le 
adre

d'une rupture fragile, on 
onsidère que la rupture de tout le V.E.R est à son tour atteinte

lorsque l'interfa
e de l'un des grains atteint son 
ritère de rupture. Puisque on 
her
he

à déterminer le 
ritère de rupture du V.E.R sous un 
hargement ma
ros
opique, il est

né
essaire de passer par une méthode de 
hangement d'é
helle qui permet de relier l'état

de 
ontrainte lo
ale (dans les interfa
es) à 
e 
hargement ma
ros
opique.

4.3 Méthode de 
hangement d'é
helle

Dans 
ette se
tion nous utilisons la méthode de 
hangement d'é
helle de

[Maalej et al., 2009℄ qu'on adapte au 
as d'un matériau granulaire à in
lusions ellipsoï-

dales. Cette méthode nous permet de relier les moyennes des 
omposantes du ve
teur
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Tableau 4.1 � Expressions des 
ritères de ruptures dans l'interfa
e

Critères expressions

Von Mises

√

T 2
t (θ) < Tcr

Critère elliptique

T 2
n(θ)

α2
+
T 2
t (θ)

β2
< 1

Critère re
tangulaire

√

T 2
n(θ) < Tncr et

√

T 2
t (θ) < Ttcr


ontrainte au 
hargement ma
ros
opique. Le développement de la méthode pour des in-


lusions sphériques dans le travail de [Maalej et al., 2009℄ est entièrement analytique à


ause de l'invarian
e de l'état de 
ontrainte d'une interfa
e à l'autre. Dans notre 
as, l'état

de 
ontrainte mi
ros
opique (le ve
teur 
ontrainte dans l'interfa
e) n'est à priori pas le

même sur toutes les interfa
es de grains du VER. La méthode de [Maalej et al., 2009℄ ne

peut don
 pas être appliquée 
omme telle. En revan
he, vu la symétrie du 
hargement

ma
ros
opique 
onsidéré (axisymétrique), il est naturel que l'on peut dé�nir des familles

d'in
lusions pour lesquelles l'état de 
ontrainte est sensiblement le même dans toutes les

interfa
es d'une même famille. Chaque famille Ir est repérée par son orientation (
olati-

tude θr) vis à vis de l'axe de symétrie du 
hargement ma
ros
opique (e3). La démar
he

de [Maalej et al., 2009℄ peut être adaptée pour déterminer une estimation des moyennes

des 
omposantes du ve
teur 
ontrainte dans les interfa
es d'une famille donnée.

Pour un grain donné, le ve
teur 
ontrainte n'est pas homogène sur sa frontière. Il est nul

en dehors des surfa
es de 
onta
t du grain ave
 les grains avoisinants (l'interfa
e). Ainsi,

les moyennes quadratiques de ses 
omposantes sur l'interfa
e

√

T 2
t et

√

T 2
n sont reliées

aux moyennes quadratiques sur les surfa
es de 
onta
t du grain

√

T 2s
t et

√

T 2s
n par :

T 2s
t =

1

|∂Gs
i |

∫

∂Gs
i

T 2
t dS =

1

χ
T 2
t

T 2s
n =

1

|∂Gs
i |

∫

∂Gs
i

T 2
ndS =

1

χ
T 2
n

(4.1)

ave
 ∂Gi est l'interfa
e du grain Gi, ∂G
s
i sa restri
tion aux surfa
es de 
onta
t et |∂Gs

i | et
|∂Gi| les aires de 
es surfa
es. χ =

|∂Gs
i |

|∂Gi|
et représentera dans la suite le rapport moyen
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des surfa
es de 
onta
ts et surfa
es totales des grains du VER.

Les termes évoqués dans T 2s
t et T 2

t ne sont que les 
arrées des moyennes quadratiques des


omposantes.

D'autre part, dans le 
as élastique linéaire, l'énergie élastique, par unité de volume, em-

magasinée dans le VER Ω est donnée par [Maalej et al., 2009℄ :

W =
1

2|Ω|
∑

i

(

∫

Gi

ε : C0 : εdV +

∫

∂Gs
i

T .K−1.T dS) (4.2)

Cette énergie implique don
 une sommation sur toutes les interfa
es de grains 
ontenus

dans le VER de volume |Ω|. On 
onsidère une famille d'in
lusions IR repérée par une

orientation unique θR. La dérivation de l'expression (4.2) par rapport à K−1
tR ou K−1

nR,

inverses des modules tangentiel et normal des interfa
es de la famille IR, donne :

∂W

∂K−1
tR

=
1

2|Ω|
∑

i∈IR

[

2

∫

Gi

∂ε

∂K−1
tR

: C0 : εdV +

∫

∂Gs
i

T 2
t dS + 2

∫

∂Gs
i

∂T

∂K−1
tR

.K−1.T dS

]

et

∂W

∂K−1
nR

=
1

2|Ω|
∑

i∈IR

[

2

∫

Gi

∂ε

∂K−1
nR

: C0 : εdV +

∫

∂Gs
i

T 2
ndS + 2

∫

∂Gs
i

∂T

∂K−1
nR

.K−1.T dS

]

(4.3)

Ces deux expressions peuvent être réé
rites 
omme suit :

∂W

∂K−1
tR

=
1

2|Ω|
∑

i∈IR

[

2

∫

Gi

∂ε

∂K−1
tR

: σdV +

∫

∂Gs
i

T 2
t dS + 2

∫

∂Gs
i

∂T

∂K−1
tR

.[[ξ]]dS

]

et

∂W

∂K−1
nR

=
1

2|Ω|
∑

i∈IR

[

2

∫

Gi

∂ε

∂K−1
nR

: σdV +

∫

∂Gs
i

T 2
ndS + 2

∫

∂Gs
i

∂T

∂K−1
nR

.[[ξ]]dS

]

(4.4)

où [[ξ]] = ξ+ − ξ− est la dis
ontinuité du dépla
ement à la traversée de l'interfa
e de

grain. Comme le 
hamp de 
ontrainte mi
ros
opique σ, asso
ié au ve
teur 
ontrainte T ,
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est statiquement admissible ave
 le 
hamp de 
ontrainte ma
ros
opique Σ, il s'en suit

que

∂σ

∂K−1
tR

(respe
tivement

∂σ

∂K−1
nR

), asso
ié au ve
teur 
ontrainte

∂T

∂K−1
tR

(respe
tivement

∂T

∂K−1
nR

), est statiquement admissible ave


∂Σ

∂K−1
tR

= 0 (respe
tivement

∂Σ

∂K−1
nR

= 0). Ce
i

donne en vertu du lemme de Hill que le premier et le troisième terme des expressions de

(4.4) s'annulent [Maalej et al., 2009℄. Ainsi les équations de (4.4) deviennent :

∂W

∂K−1
tR

=
1

2|Ω|
∑

i∈IR

∫

∂Gs
i

T 2
t dS =

1

2|Ω|
∑

i∈IR

|∂Gs
i |

2|Ω|
1

|∂Gs
i |

∫

∂Gs
i

T 2
t dS

et

∂W

∂K−1
nR

=
1

2|Ω|
∑

i∈IR

∫

∂Gs
i

T 2
ndS =

1

2|Ω|
∑

i∈IR

|∂Gs
i |

2|Ω|
1

|∂Gs
i |

∫

∂Gs
i

T 2
ndS

(4.5)

En supposant que les 
ontributions des grains d'une même famille d'in
lusions IR sont

égales, les dernières quantités peuvent être appro
hées par :

∂W

∂K−1
tR

=
NR|∂Gs|
2|Ω| T 2s

tR

∂W

∂K−1
nR

=
NR|∂Gs|
2|Ω| T 2s

nR

(4.6)

où |∂Gs| est la surfa
e de 
onta
t entre grains en moyenne, NR le nombre d'in
lusions de

la famille IR orientée par θR.

D'autre part, on peut exprimer l'énergie du VER ma
ros
opiquement, sous des 
onditions

aux bords homogènes en 
ontrainte, de la manière suivante :

W =
1

2
Σ : C−1

H : Σ (4.7)

où C(θ, φ)H est le tenseur de rigidité homogénéisée et Σ le tenseur de 
ontrainte ma
ro-

s
opique axisymétrique imposé au VER.
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La dérivation de l'expression (4.7) par rapport à K−1
tR et K−1

nR donne :

∂W

∂K−1
tR

=
1

2
Σ :

∂C−1
H

∂K−1
tR

: Σ

∂W

∂K−1
nR

=
1

2
Σ :

∂C−1
H

∂K−1
nR

: Σ

(4.8)

Ainsi en identi�ant les deux expressions de la dérivée de l'énergie (4.6) et (4.8), on obtient

les expressions des moyennes quadratiques des 
omposantes, tangentielle et normale, du

ve
teur 
ontrainte dans les interfa
es de la famille IR :

T
2s

tR =
2|Ω|K2

tR

NR|∂Gs|Σ :
∂C−1

H

∂K−1
tR

: Σ =
2|Ω|

NR|∂Gs|Σ : C−1
H :

∂CH

∂KtR

: C−1
H : Σ

T
2s

nR =
2|Ω|K2

nR

NR|∂Gs|Σ :
∂C−1

H

∂K−1
nR

: Σ =
2|Ω|

NR|∂Gs|Σ : C−1
H :

∂CH

∂KnR

: C−1
H : Σ

(4.9)

Ainsi les termes à déterminer pour obtenir 
es moyennes des 
omposantes tangentielles du

ve
teur 
ontrainte sont

∂C−1
H

∂K−1
tR

et

∂C−1
H

∂K−1
nR

ou bien

∂CH

∂KtR

et

∂CH

∂KnR

. Ces termes représentent

la variation de la rigidité homogénéisée due à la variation de la rigidité des in
lusions

solides équivalentes d'une famille IR, elle même due à la variation du module d'interfa
e

Kt (ou Kn) d'un dKt (ou dKn) in�nitésimal, uniquement pour les interfa
es de la famille

IR. En e�et la variation des modules d'interfa
e 
onduit à une variation des rigidités

équivalentes des in
lusions de la famille et don
 à une variation de la rigidité homogénéisée.

Dans 
e qui suit nous envisageons plusieurs méthodes de 
al
ul de 
es termes dans le but

de les 
omparer et d'en valider les résultats.

4.4 Méthodes de 
al
ul pour la mise en ÷uvre de la

méthode de 
hangement d'é
helle

Dans 
ette se
tion, on présente trois méthodes de 
al
ul des dérivées ∂CH/∂KtR et

∂CH/∂KnR : Une méthode numérique issue de la di�érentiation du s
héma auto-
ohérent,

une deuxième méthode numérique de 
al
ul dire
t simpli�é et une troisième méthode
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analytique qui utilise le s
héma dilué généralisé. Les développements analytiques ou nu-

mériques utilisés pour le 
al
ul des deux dérivées sont à peu prés les mêmes. Ils ne seront

don
 présentés qu'une seule fois. En e�et, 
omme 
ité plus haut la variation de l'un des

modules d'interfa
e produit une variation de la rigidité équivalente des in
lusions solides

qui résulte en une variation de la rigidité homogénéisée. Le 
al
ul de 
ette variation de

rigidité homogénéisée due à une variation de la rigidité d'une famille d'in
lusions est don



ommun aux 
al
uls des deux dérivées.

4.4.1 Méthode semi-numérique : di�érentiation du s
héma auto-


ohérent

Dans 
e qui suit, nous dé
rivons une méthode semi-numérique servant au 
al
ul des

deux dérivées. Les développements théoriques 
onduisant à la mise en ÷uvre d'une pro-


édure semi-numérique seront présentés.

Di�érentiation du s
héma auto-
ohérent

Les termes re
her
hés font intervenir le tenseur rigidité homogénéisée CH d'un maté-

riau granulaire poreux à in
lusions solides ellipsoïdales. Toutes les in
lusions sont iden-

tiques à une rotation prés. On note PH
ell(θ, φ) le tenseur de Hill atta
hé à une in
lusion

ellipsoïdale de révolution dont l'axe est dé�ni par les angles θ et φ. Le tenseur CH est

donné par la résolution de l'équation suivante, équivalente à (3.55), issue de la modélisa-

tion par s
héma auto-
ohérent de 
e matériau au 
hapitre 3 :

CH :

{

(1− f)

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

[

I+ P
H
ell(θ, φ) : (Cr(θ, φ)− CH)

]−1 sin θ

4π
dθdφ+ f

(

I− P
H
sph : CH

)−1
}

=

{

(1− f)

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

Cr(θ, φ) :
[

I+ P
H
ell(θ, φ) : (Cr(θ, φ)− CH)

]−1 sin θ

4π
dθdφ

}

(4.10)
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Rappelons que f désigne la porosité. la répartition des orientations des in
lusions est

uniforme. La dis
rétisation des intégrales selon θ uniquement donne :

CH :

[

(1− f)
∑

θr

∫ 2π

φ=0

(

I+ P
H
ell(θr, φ) : δCH

)−1 sin θr
4π

∆θdφ+
(

f(I− P
H
sph : CH

)−1

]

=

[

(1− f)
∑

θr

∫ 2π

φ=0

Cr(θr, φ) :
(

I+ P
H
ell(θr, φ) : δCH

)−1 sin θr
4π

∆θdφ

]

(4.11)

où δCH = Cr(θr, φ)− CH et ∆θ est le pas de dis
rétisation de [0,π℄.

La variation de KtR ou KnR, pour une seule famille d'in
lusions d'orientation θR (numéri-

quement 
ette famille est d'orientation 
omprise dans l'intervalle [θR−∆θ/2,θR+∆θ/2℄),

produit une variation de la rigidité CR des in
lusions de 
ette famille. Cette variation pro-

duit à son tour une variation de la rigidité homogénéisée. Ainsi, si on �xe un in
rément

dKtR ou un dKnR, la di�érentiation du membre de droite de l'équation (4.11) donne :

[

(1− f)
∑

θr 6=θR

∫ 2π

φ=0

Cr : d
(

I+ P
H
r : (Cr − CH)

)−1 sin θr
4π

∆θdφ

]

+

[

(1− f)
∑

θr=θR,π−θR

∫ 2π

φ=0

dCR :
(

I+ P
H
R : (CR − CH)

)−1 sin θr
4π

∆θdφ

]

(4.12)

Où Cr,CR, P
H
r et PH

R désignent les tenseurs Cr(θr, φ),CR(θR, φ), P
H
ell(θr, φ) et P

H
ell(θR, φ).

Dans 
ette dernière équation, la famille orientée par θR (famille de référen
e) est la seule

à avoir une rigidité qui varie, à 
ause de la variation de l'un de ses modules d'interfa
e.

La deuxième sommation porte sur θR et π − θR 
ar 
es deux orientations font partie de

la même famille IR.

Les termes tensoriels de 
ette dernière équation sont expli
ités 
i-dessous :

d(I+ Pr : δC)
−1 = −(I+ Pr : δC)

−1 : d(Pr : δC) : (I+ Pr : δC)
−1

(4.13)

Le terme d(Pr : δC) ne s'é
rit pas de la même manière selon que r = R ou r 6= R. En

e�et :

• si r 6= R on a d(Pr : δC) = dPr : δC− Pr : dCH
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• si r = R on a d(Pr : δC) = dPR : δC+ PR : (dCR − dCH)

Que r = R ou r 6= R, notons que Pr dépend de KtR (resp. KnR) via CH. On s'intéresse

maintenant à la di�érentiation du membre de gau
he de l'équation (4.11) qui donne :

dCH :

[

(1− f)
∑

θr

∫ 2π

φ=0

(

I+ P
H
ell(θr, φ) : (Cr(θr, φ)− CH)

)−1 sin θr
4π

∆θdφ+
(

f(I− S
H
sph

)−1

]

+CH :

[

(1− f)
∑

θr

∫ 2π

φ=0

d
(

I+ P
H
ell(θr, φ) : (Cr(θr, φ)− CH)

)−1 sin θr
4π

∆θdφ+ d
(

f(I− S
H
sph

)−1

]

(4.14)

où Ps rempla
e la notation PH
sph pour désigner le tenseur de Hill des pores

d(I− Ps : CH)
−1 = −(I− Ps : CH)

−1 : d(Ps : CH) : (I− Ps : CH)
−1

(4.15)

et

d(Ps : CH) = dPs : CH + Ps : dCH (4.16)

De la di�érentiation des deux membres (équations 4.12 et 4.14), de nouveaux termes

tensoriels di�érentiés apparaissent : dCR variation de la rigidité de la famille d'in
lusions

de référen
e, dCH variation de la rigidité homogénéisée (terme re
her
hé), dPR, dPs, dPs

variations des tenseurs de Hill, respe
tivement, de la famille de référen
e, des autres

familles d'in
lusions solides et des pores sphériques. Le 
al
ul des variations des tenseurs

de Hill est parti
ulièrement déli
at. Il est présenté en détail dans 
e qui suit.

Variation des tenseurs de Hill

Dans 
e paragraphe, nous présentons la méthode utilisée pour déterminer la variation

des tenseurs de Hill des in
lusions ellipsoïdales uniquement. Celle des in
lusions sphé-

riques lui est similaire. Nous montrerons la di�éren
e qui existe entre les deux 
al
uls.

Dans le 
adre du s
héma auto-
ohérent, le milieu de référen
e (matri
e dans les problèmes

d'Eshelby) est le milieu homogénéisé. Nous 
her
hons don
 la variation que peut subir le

tenseur de Hill d'une in
lusion ellipsoïdale pla
ée dans un milieu in�ni entre l'état initial
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où le milieu in�ni est de rigidité isotrope CH et l'état où 
ette rigidité a subi une varia-

tion isotrope transverse dCH . Nous faisons i
i l'hypothèse que 
ette variation de la rigidité

homogénéisée est isotrope transverse. Cette hypothèse est parfaitement justi�able. En ef-

fet, la famille d'in
lusion dont la rigidité varie est repérée par une 
olatitude 
onstante

θ = θR ave
 une longitude φ qui varie dans [0, 2π]. Les rigidités des in
lusions de 
ette

famille sont isotropes transverses (déterminées par la méthode d'in
lusion équivalente.


onf. Chapitre 3). Les variations de 
es rigidités pour un in
rément de Kt ou Kn sont

également isotropes transverses. Ce
i donne, vu la symétrie de révolution de la famille

autour de l'axe e3, une variation isotrope transverse selon e3 de la rigidité homogénéisée

(�g.4.2).

Les développements qui suivent s'appuient sur la relation suivante (voir par exemple

[Castañeda, 2005℄) :

Pr =
det(Zr)

4π

∫

|ξ|=1

H
(0)(ξ)

∣

∣Zr . ξ
∣

∣

−3
dS (4.17)

Zr représente i
i le tenseur de forme (d'ordre 2) de l'ellipsoïde � prolate �représentant l'in-


lusion. Ce tenseur s'exprime de manière assez simple dans sa base propre de l'ellipsoïde

(u1, u2, u3)(voir �g.4.1) par :

Zr = u1 ⊗ u1 + u2 ⊗ u2 + ω u3 ⊗ u3 (4.18)

ω étant le rapport d'aspe
t de l'ellipsoïde (qui vaut 1 pour les sphères). L'axe de symétrie

de l'in
lusion est suivant u3 (également axe d'isotropie transverse). Dans l'équation (4.17),

ξ représente un ve
teur sur la sphère unité et l'intégrale de surfa
e sur |ξ| = 1 n'est autre

que l'intégrale de surfa
e sur la sphère unité.

Dans 
ette même équation, H(0)
représente un tenseur d'ordre 4 dé�ni, en fon
tion du

tenseur K
(0)

(dé�ni plus bas) et du ve
teur ξ, par le double produit tensoriel suivant :

H
(0)
ijpq (ξ) =

[

ξi [K
(0)(ξ)]−1

jp ξq
]

(ij)(pq)
(4.19)

Quant au tenseur K
(0)

(tenseur a
oustique), il s'exprime à l'aide du tenseur de rigidité

de la matri
e dans laquelle est plongée l'in
lusion ellipsoïdale (la rigidité homogénéisée
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dans le 
as du s
héma auto-
ohérent) :

K
(0)
ik (ξ) = C

(0)
ijkl ξj ξl (4.20)

Ainsi 
omme on veut 
al
uler la variation du tenseur de Hill due à la variation de CH d'un

tenseur in�nitésimal dCH isotrope transverse selon e3, on rempla
e dans les trois équations

pré
édentes C(0)
par CH + λ dCH. Les 
al
uls sont faits en gardant le 
oe�
ient en λ

uniquement après avoir e�e
tué des développements limités des 
omposantes de dH(0)

autour de λ = 0. Ces 
al
uls sont entièrement menés dans la base lo
ale de l'ellipsoïde.

Ainsi, le tenseur CH + λ dCH, dont l'expression est simple dans la base du VER, est

exprimé dans la base de l'ellipsoïde et inséré dans l'équation (4.20) à la pla
e de C(0)

pour donner désormais le tenseur dK dont les 
omposantes sont 
al
ulées 
omme suit :

dKik(ξ) = (CH + λdCH)ijkl ξj ξl (4.21)

La di�érentiation de l'équation (4.19) donne l'expression d'un tenseur qu'on notera dH

et dont les 
omposantes seront données par :

dHijpq (ξ) =
[

ξi d[K(ξ)]−1
jp ξq

]

(ij)(pq)
(4.22)

où le tenseur d[K]−1
n'est autre que la di�érentiation du tenseur [K(0)]−1

et se 
al
ule


omme suit :

d[K]−1 = −
[

K
(0)
]−1

. dK .
[

K
(0)
]−1

(4.23)

dK étant donné par (4.21) et K
(0)

par (4.20) en y remplaçant C
(0)

par CH .

Une fois 
al
ulé, le tenseur dH est utilisé dans l'expression suivante donnant dPr :

dPr =
det(Zr)

4π

∫

|ξ|=1

dH(ξ)
∣

∣Zr . ξ
∣

∣

−3
dS (4.24)

Le raisonnement est exa
tement le même pour la variation du tenseur de Hill des pores

sphériques. Comme la forme des in
lusions est isotrope dans 
e 
as, au
une orientation

n'est à prendre en 
ompte. Les 
al
uls 
i-dessus peuvent être alors menés de manière tota-

lement analytique alors qu'ils sont en partie numériques pour l'ellipsoïde. Les termes ten-

soriels impliqués dans 
ette méthode semi-numérique peuvent don
 tous être implémentés
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en fon
tion des 
inq modules du tenseur isotrope transverse dCH (dC1111, dC1122,dC1133,

dC3333, dC2323) gardées sous forme littérale dans les 
al
uls). Ces 
omposantes sont ensuite

déterminées en résolvant 
inq équations linéaires indépendantes issues de l'identi�
ation

du terme de gau
he ave
 le terme de droite (équations 4.12 et 4.14).

Figure 4.1 � Base propre de l'ellipsoïde par rapport à la base �xe liée au V.E.R

Figure 4.2 � Symétrie (autour de e3) d'une famille d'in
lusions de même orientation et

de même état de 
ontrainte (disposition en double 
�ne)
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4.4.2 Méthode de 
al
ul dire
t ave
 � isotropisation �pour le 
al-


ul des tenseurs de Hill

Dans 
ette se
tion nous essayons de développer une deuxième méthode basée sur un


al
ul dire
t du s
héma auto-
ohérent, dans le but de valider les résultats de la première

et de 
omparer l'e�
a
ité des deux méthodes.

prin
ipe de la méthode

Dans 
ette deuxième méthode on a re
ours à deux s
hémas auto-
ohérents pour mo-

déliser deux 
on�gurations di�érentes de la mi
rostru
ture du matériau granulaire. Le

premier s
héma dé
rit la 
on�guration initiale pour laquelle toutes les in
lusions solides

ont la même rigidité dans leurs bases propres. Ce s
héma permet d'obtenir la rigidité

homogénéisée 
omme solution de l'équation (4.10) qui est résolue par un algorithme du

point �xe 
omme au 
hapitre 3 se
tion 3.3.4. La rigidité homogénéisée obtenue est bien

évidement isotrope en dépit de l'isotropie transverse de la rigidité des in
lusions, puisque

leurs orientations sont équiprobables. Le deuxième s
héma auto-
ohérent dé
rit la 
on�-

guration perturbée. Dans 
ette 
on�guration toutes les in
lusions gardent la même rigidité

sauf une seule famille d'in
lusions repérée par son orientation θR. Pour 
ette famille la

rigidité est perturbée d'un dCR dû à la perturbation d'un de ses modules d'interfa
e

(d'un dKtR ou dKnR). Dans 
e qui suit, nous expliquons la méthode numérique que nous

utilisons pour résoudre 
e deuxième s
héma auto-
ohérent et déterminer la rigidité ho-

mogénéisée perturbée. Une fois obtenue, 
elle-
i va nous permettre de 
al
uler le tenseur

dChom par di�éren
e ave
 la rigidité homogénéisée initiale.

Cal
ul de la rigidité perturbée par s
héma auto-
ohérent

Pour résoudre le deuxième s
héma auto-
ohérent la même démar
he que pour le pre-

mier est utilisée. L'équation du 
hapitre 3 donnant la rigidité homogénéisée (3.55) tient

toujours. Elle donne i
i la rigidité homogénéisée Csc
per obtenue après perturbation de l'un
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des modules d'interfa
e de la famille IR :

C
sc
per = (1− f)

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

Cr : [I+ Pell(θ, φ) : (Cr − C
sc
per))]

−1sinθ

4π
dθdφ

: [f(I− S
sc
sph)

−1 + (1− f)

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

[I+ Pell(θ, φ) : (Cr − C
sc
per))]

−1sinθ

4π
dθdφ]−1

(4.25)

Cependant dans 
ette équation les rigidités des familles d'in
lusions ne sont plus toutes

égales (dans leurs bases propres). En e�et une de 
es familles a une rigidité perturbée.

Une dis
rétisation de 
ette équation sur les orientations θ permet d'en tenir 
ompte :

C
sc
per = [(1− f)

∑

θr 6=θR

∫ 2π

φ=0

Cr : [I+ Pr : (Cr − C
sc
per)]

−1dφ
sin θr
4π

∆θ

+(1− f)
∑

thetar=θR,π−θR

∫ 2π

φ=0

(CR + dCR) : [I+ PR : (CR + dCR)− C
sc
per)]

−1dφ
sin θr
4π

∆θ]

: [f(I− S
sc
sph)

−1 + (1− f)
∑

θr 6=θR

∫ 2π

φ=0

[I+ Pr : (Cr − C
sc)]−1dφ

sin θr
4π

∆θ

+(1− f)
∑

θr=θR,π−θR

∫ 2π

φ=0

[I+ Pr : (CR + dCR − C
sc)]−1dφ

sin θr
4π

∆θ]−1

(4.26)

où Pr = Pell(θr, φ) et Cr = C(θr, φ), r pouvant être égal à R. dCR = dCR(φ) représente la

perturbation subie par la rigidité des in
lusions orientée par θR et φ due à la perturbation

d'un de leur modules d'interfa
e.

Dans 
ette dernière équation l'in
onnue est Csc
per. On 
her
he à la résoudre par un al-

gorithme itératif du point �xe. Le tenseur Pell(θr, φ) qui y �gure est le tenseur de Hill

d'une in
lusion ellipsoïdale plongée dans un milieu isotrope transverse dont la dire
tion

d'isotropie transverse n'est pas 
onfondue ave
 l'axe de symétrie de l'in
lusion. Nous ne

disposons pas d'un moyen e�
a
e et rapide permettant de 
al
uler 
e tenseur pour être

utilisé dans un algorithme itératif. On pourrait s'orienter vers une pro
édure numérique

de 
al
ul des tenseurs de Hill dans des milieux anisotropes qui est disponible dans la litté-
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rature [ref℄. Cependant, le parti pris i
i 
onsiste à 
ontourner 
e problème nous 
al
ulons

à 
haque itération de l'algorithme itératif des tenseurs de Hill à partir d'une rigidité iso-

tropisée. En d'autres termes, pour une itération i donnée de l'algorithme du point �xe, les

tenseurs de Hill à 
al
uler (y 
ompris 
elui des pores) dépendent, entre autres, du tenseur

Csc
i−1, obtenu à la �n de l'itération pré
édente. Ce tenseur est isotrope transverse. On

peut déterminer un tenseur isotrope C
sc, iso
i−1 qui est sa proje
tion dans l'espa
e des tenseur

isotropes : 
ela revient à évaluer des modules ksci−1 et µ
sc
i−1 à partir de 
ertaines des 
ompo-

santes de Csc
i−1 . Ainsi le 
al
ul des tenseurs de Hill en 
onsidérant 
ette nouvelle rigidité

pour le milieu de référen
e devient assez simple. Le tenseur C
sc, iso
i−1 sert uniquement au


al
ul des tenseurs de Hill de l'itération i. Il n'intervient pas dans les termes sommés de

l'expression 4.26 lorsque Csc
per apparait expli
itement. En e�et pour 
es termes, on utilise

le tenseur "réel" de l'itération pré
édente Csc
i−1 (isotrope transverse).

Il est à noter que de 
ette manière les tenseurs de Hill ne parti
ipent pas à rendre la

rigidité homogénéisée isotrope transverse. Cette propriété est don
 due uniquement à

l'utilisation de rigidités isotropes transverses pour les in
lusions et à la symétrie de révo-

lution des familles d'in
lusions. Pour �nir les résultats des deux s
hémas auto-
ohérents

sont utilisés pour 
al
uler les termes re
her
hés :

dCsc

dKtR

=
Csc

per − Csc
iso

dKtR

dCsc

dKnR

=
Csc

per − Csc
iso

dKnR

(4.27)

où dKtR et dKnR sont �xés au début de 
ette pro
édure numérique pour le 
al
ul de dCR

4.4.3 Méthode analytique basée sur un s
héma dilué généralisé

Dans 
ette se
tion, nous essayons d'évaluer les termes ∂CH/∂KtR et ∂CH/∂KnR par

une méthode de 
al
ul plus simple que les deux premières. Cette méthode part du 
onstat

que la fra
tion volumique de la famille de référen
e IR (dont la rigidité est perturbée) est
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pores

(a) Con�guration initiale (b) Con�guration perturbée

Figure 4.3 � Con�guration initiale (premier s
héma auto-
ohérent) et pertubée

(deuxième s
héma auto-
ohéent) pour le 
al
ul dire
t des termes tensoriels

faible dans le milieu granulaire. En e�et, 
elle 
i vaut (�g.4.4) :

dfR =
(1− f)dS

Ssph.unit

= (1− f) sin θdθ (4.28)

dfR est d'autant plus faible que dθ est petit. Les termes re
her
hés peuvent être donnés

Figure 4.4 � Cal
ul de la fra
tion d'une famille - famille orientée par θR dans la sphère

unité représentant toutes les orientations possibles
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par les expressions suivantes, similaires à 
elles utilisées dans la se
tion pré
édente :

∂CH

dKtR

=
1

dKtR

[CH(KtR + dKtR)− CH(KtR)]

∂CH

dKnR

=
1

dKnR

[CH(KnR + dKnR)− CH(KnR)]

(4.29)

dKnR et dKtR étant les variations des modules d'interfa
e pour la famille d'in
lusions

IR. On remarquera que la rigidité homogénéisée est à nouveau notée CH pour éviter la


onfusion ave
 les résultats des s
hémas auto-
ohérents de la se
tion pré
édente.

Comme 
ette famille est de fra
tion volumique in�nitésimale, il est naturel de tenter

d'évaluer les expressions de (4.29) dans le 
adre (à dé�nir) d'un s
héma dilué. Comme

dans la se
tion pré
édente, deux 
on�gurations, faisant i
i appel au s
héma dilué, sont à

prévoir (�g.4.5).

(a) Con�guration initiale (b) Con�guration perturbée

Figure 4.5 � Con�guration initiale et pertubée pour le 
al
ul des termes tensoriels par

s
héma dilué généralisé

Con�guration initiale

La 
on�guration initiale 
onsidère toutes les in
lusions solides de même rigidité (à une

rotation prés). Le milieu granulaire de rigidité isotrope Ciso
H peut alors être vu 
omme
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l'homogénéisation d'un 
omposite 
omportant une matri
e �
tive de rigidité C0 à déter-

miner et une phase in
lusionnaire qui n'est autre que la famille IR de fra
tion dfR. On a

don
 :

C
iso
H = C0 +

dfR
2π

∫ 2π

φ=0

δC0 : (I+ P
ell
0 : δC0)

−1dφ

ave


δC0 = CR(θR, φ)− C0

(4.30)

où CR(θR, φ) désigne la rigidité (équivalente) de la parti
ule orientée selon (θR, φ). Le

tenseur de Hill Pell
0 de l'ellipsoïde orienté selon (θR, φ) dépend également de C0. Cependant

la di�éren
e Ciso
H −C0 est par 
onstru
tion du premier ordre en dfR. Il est don
 possible de

linéariser l'équation(4.30) en remplaçant Pell
0 par le tenseur de Hill Pell

H du même ellipsoïde

plongé dans le milieu isotrope de rigidité Ciso
H . Pour la même raison, on pourra rempla
er

δC0 par δCiso = CR(θR, φ)−CH
iso. Dans 
es 
onditions il devient possible de tirer de (4.30)

le moyen de déterminer la rigidité C0 sous la forme :

C0 = C
iso
H − dfR

2π

∫ 2π

φ=0

δCH : (I+ P
ell
H : δCH)

−1dφ

ave


δCH = CR(θR, φ)− C
iso
H

(4.31)

On note que le milieu en question (de tenseur C0) est isotrope transverse. C
iso
H 
orrespond

à la rigidité du matériau granulaire à l'état initial, déterminée à l'aide du s
héma auto-


ohérent (se
tion 4.4.2).

Con�guration perturbée

Cette deuxième 
on�guration 
orrespond à l'état où la rigidité de la famille de ré-

féren
e CR(θR, φ) est perturbée par un dCR(θR, φ) due à la perturbation de l'un de ses

modules d'interfa
e. L'utilisation du s
héma dilué de la se
tion pré
édente ave
 le même

milieu de référen
e dont la rigidité C0 a déjà été déterminée doit nous permettre d'obtenir
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la rigidité homogénéisée perturbée :

C
iso
H + dCH = C0 +

dfR
2π

∫ 2π

φ=0

(δCH + dCR) :
[

I+ P
ell
H : (δCH + dCR)

]−1
dφ

ave


δCH = CR(θR, φ)− C
iso
H

(4.32)

Compte tenu de (4.31), le 
al
ul de la di�érentielle selon dCR dans (4.32) donne d'abord :

dCH =
dfR
2π

∫ 2π

φ=0

(I− δCH : A : Pell
H ) : dCR : Adφ ave
 A = (I+ P

ell
H : δCH)

−1
(4.33)

En utilisant l'identité :

I− δCH : A : Pell
H = (I+ δCH : Pell

H )−1
(4.34)

l'équation (4.33) s'é
rit �nalement :

dCH =
dfR
2π

∫ 2π

φ=0

B : dCR : Adφ ave
 B = (I+ δCH : Pell
H )−1

(4.35)

dont on déduit les deux termes re
her
hés :

∂

∂KtR

(CH) =
dfR
2π

∫ 2π

φ=0

B :
∂CR

∂KtR

: Adφ

∂

∂KnR

(CH) =
dfR
2π

∫ 2π

φ=0

B :
∂CR

∂KnR

: Adφ

(4.36)

On obtient ainsi des expressions analytiques des termes tensoriels re
her
hés. Il reste don


à 
omparer les résultats obtenus par les trois méthodes pour 
es termes.

4.5 Comparaison des méthodes - Détermination des


ritères homogénéisés

Dans 
ette se
tion nous 
omparons à di�érents niveaux les méthodes de 
al
ul dévelop-

pées dans la se
tion pré
édente. Tout d'abord, nous évaluons les méthodes de détermina-

tion des termes tensoriels re
her
hés ∂CH/∂KtR et ∂CH/∂KnR. Ensuite nous déterminons
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les 
ritères homogénéisés du matériau granulaire sur la base des premiers résultats des

trois méthodes. Nous 
omparons don
 les domaines des 
ritères homogénéisés obtenus

par les trois méthodes et 
eux en adoptant un des 
ritères lo
aux pour l'interfa
e (se
tion

4.2). Une quatrième méthode de 
al
ul numérique développée hors du présent travail nous

permet de tran
her quant à l'exa
titude des prédi
tions des méthodes. Cette méthode se

base sur le même raisonnement que la méthode semi-numérique. Elle utilise des outils

numériques plus pré
is, surtout pour les 
al
uls des tenseurs de Hill (une intégration

numérique sur des points de Gauss pour estimer 
es tenseurs).

4.5.1 Comparaison sur les termes re
her
hés

Les premiers résultats obtenus par les trois méthodes pouvant être 
omparés


on
ernent les deux dérivées tensorielles re
her
hées. Ces termes tensoriels étant iso-

tropes transverses nous 
omparons les résultats des quatre méthodes pour 
ha
une des


inq 
omposantes indépendantes des deux termes. Les méthodes de 
al
ul ont été 
ou-

plées à la méthode d'in
lusion équivalente en 
ontrainte uniforme développée au 
hapitre

pré
édent. Ainsi 
haque 
omposante est tra
ée selon l'angle θR, orientation de la famille

d'in
lusion perturbée, et 
e ave
 les trois méthodes. On admet que la quatrième méthode

(entièrement numérique) développée hors du présent travail donne les résultats les plus

pré
is. Elle servira de référen
e pour la 
omparaison et la validation des autres méthodes.

Nous 
ommençons par les 
omposantes du terme ∂CH/∂KtR. Notons que la pré
ision des

méthodes dans la prédi
tion de 
es 
omposantes 
onditionne leurs pré
ision dans la déter-

mination de T 2
t . En e�et, en vue des équations (4.9 et 4.1), T 2

t ne peut s'é
rire que 
omme

une 
ombinaison linéaire des 
inq 
omposantes isotropes transverses de ∂CH/∂KtR. Cette


ombinaison linéaire dépend de la forme du 
hargement. Les �gures (4.6a) à (4.6e) re-

tra
ent les 
ourbes de 
es 
omposantes en fon
tion de θR telles qu'elles sont prédites par

les quatre méthodes. On peut déjà remarquer à partir de 
es �gures, que la méthode

semi-numérique basée sur la di�érentiation du s
héma auto-
ohérent (en rose) présente

des résultats très satisfaisants, s'appro
hant le plus de la méthode numérique exa
te (en

bleu). En e�et, l'erreur relative moyenne n'est que de 5%. Cependant 
e n'est pas le 
as
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Figure 4.6 � Composantes du tenseur ∂C−1
H /∂KtR en fon
tion de θR orientation de la

famille perturbée (normalisées par la fra
tion de la famille) telles que prédites par les

méthodes de 
al
ul

pour les deux autres méthodes qui sont moins pré
ises. La méthode par 
al
ul dire
t

ave
 � isotropisation �ainsi que la méthode basée sur le s
héma dilué donnent des erreurs
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relatives moyennes de presque 30%. On peut tout de même noter que la méthode de


al
ul dire
t donne de bons résultats à partir du sixième pas de θR (
orrespondant à

θR = 6π/19). Si l'on é
arte les 
inq premières valeurs prédites, l'erreur relative moyenne

de 
ette méthode (par rapport à la méthode numérique exa
te) tombe à 16%. On peut

expliquer 
e résultat par le fait que l'in�uen
e des tenseurs de Hill sur les 
omposantes

isotropes transverses doit être assez importante pour les familles à θR faible (pro
he de la

dire
tion d'isotropie transverse de CH). La simpli�
ation faite en se
tion 4.4.2 
onsistant

à � isotropiser �les tenseurs de Hill induit alors une erreur importante pour les faibles

valeurs de θR. Pour la méthode basée sur le s
héma dilué on peut également noter que

l'allure de la 
ourbe des 
omposantes en fon
tion de θR est la même que 
elle de la mé-

thode exa
te. Un é
art quasi-
onstant par 
omposante est observable. Ce
i indique que


ette méthode pourrait à priori être 
alée pour donner des résultats plus pré
is.

On s'intéresse maintenant aux 
omposantes du deuxième terme tensoriel ∂CH/∂KnR. La

moyenne quadratique de la 
omposante normale du ve
teur 
ontrainte T 2
n s'é
rit 
omme


ombinaison linéaire des 
omposantes de 
e terme. La �gure 4.7 
ompare les prédi
tions

de la méthode semi-numérique, de la méthode analytique basée sur le s
héma dilué et

de la méthode numérique pré
ise pour 
es 
omposantes. La méthode de 
al
ul dire
t

a été é
artée. Les mêmes 
onstatations que pour le premier terme peuvent être faites


on
ernant les trois méthodes. En revan
he, L'é
art entre la méthode semi-numérique et

la méthode numérique exa
te est plus pronon
é que pour le 
al
ul de la première dérivée.

Cet é
art est prin
ipalement aux erreurs numérique intervenant dans l'algorithme de la

méthode semi-numérique.

4.5.2 Critères homogénéisés

Dans 
e qui suit nous déterminons les 
ritères homogénéisés du matériau granulaire

pour les 
ritères lo
aux 
onsidérés dans les interfa
es et reportés dans le tableau 4.1. Les

résultats de 
al
ul des 
omposantes des dérivées par les quatre méthodes sont di�érents,

les 
ritères homogénéisés devraient l'être également. Le but est de remonter aux domaines
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(a) ∂C−1

H1111
/∂KnR (b) ∂C−1

H1122
/∂KnR

(
) ∂C−1

H1133
/∂KnR (d) ∂C−1

H3333
/∂KnR

(e) ∂C−1

H2323
/∂KnR

Figure 4.7 � Composantes du tenseur ∂C−1
H /∂KnR en fon
tion de θR orientation de la

famille perturbée (normalisées par la fra
tion de la famille) telles que prédites par les

méthodes de 
al
ul

des 
ritères homogénéisés à partir de 
es premiers résultats et de 
omparer les domaines

prédits par les di�érentes méthodes pour un 
ritère donné.
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Critère lo
al de Von Mises

Pour un 
ritère de type Von Mises dans les interfa
es (tableau 4.1). La rupture se

produit lo
alement par glissement inter-granulaire uniquement. L'expression du 
ritère

lo
al ne porte que sur la moyenne quadratique de la 
omposante tangentielle du ve
-

teur 
ontrainte. Cette 
omposante ne met en jeu que le premier terme tensoriel évalué

∂CH/∂KtR. Une fois 
e terme 
al
ulé par l'une des méthodes, l'équation (4.9) permet de

relier la 
ontrainte ma
ros
opique appliquée au V.E.R à la moyenne de la 
omposante

tangentielle du ve
teur 
ontrainte dans une famille d'in
lusion donnée. La famille pour

laquelle 
ette 
omposante est maximale est la famille d'in
lusion qui 
asse en premier.

Lorsque 
ette valeur maximale atteint Tcr (valeur 
ritique du 
ritère) sous un 
hargement


roissant, on 
onsidère que le 
hargement imposé est alors sur la frontière du 
ritère ho-

mogénéisé. Le 
ritère ma
ros
opique est don
 de la forme (4.38). Pour déterminer toute

la frontière du 
ritère, on doit explorer des trajets de 
harge di�érents. La forme suivante

du tenseur de 
ontrainte ma
ros
opique nous permet d'explorer tous les trajets de 
harge

axisymétriques (autour de e3) possibles :

Σ =











R cosΘ 0 0

0 R cosΘ 0

0 0 R sinΘ











dans la base (e1, e2, e3) (4.37)

2|Ω|
NR|∂Gs|sup

(

Σ :
∂CH

∂KtR

: C−1
H

)

≤ Tcr (4.38)

La frontière du 
ritère peut soit être tra
ée dans le plan (Σ11,Σ33) (voir �g.4.8) ou dans

le plan de la 
ontrainte moyenne et de la 
ontrainte déviatorique (Σm,Σd) (voir �g.4.9)

où Σm et Σd sont données par :

Σm =
1

3
tra
e(Σ)

Σd =
1

2

√
Σd : Σd

ave


Σd = Σ− Σm1

(4.39)



4.5. Comparaison et 
ritère homogénéisé 111

On peut noter que la méthode issue de la di�érentiation du s
héma auto-
ohérent, la

méthode numérique exa
te ainsi que 
elle par 
al
ul dire
t 
onduisent à des domaines

du 
ritère homogénéisé très pro
hes. En revan
he, la méthode analytique basée sur le

s
héma dilué donne un domaine beau
oup plus grand qui englobe les autres domaines.

La frontière du 
ritère homogénéisé est sensiblement elliptique mis à part pour le 
al
ul

dilué. Les 
ourbes doublées de la frontière du 
ritère dans le plan (Σm,Σd) (�g.4.8.b)

portent à 
roire que le 
ritère pourrait dépendre du troisième invariant de la 
ontrainte

ma
ros
opique. Cette hypothèse sera explorée en détail dans la se
tion 4.6 ave
 le 
ritère

elliptique.

(a) Approximations des 4 méthodes (b) Méthode diluée é
artée

Figure 4.8 � Frontière du 
ritère homogénéisé dans le plan (Σ11,Σ33) dû à un 
ritère

lo
al de Von Mises dans les interfa
es

Critère lo
al elliptique

Ce 
ritère s'exprime en fon
tion des moyennes quadratiques des deux 
omposantes

du ve
teur 
ontrainte dans les interfa
es

√

T 2
t et

√

T 2
t (deuxième ligne du tableau 4.1).

Le 
ritère homogénéisé dépend don
 des résultats des quatre méthodes pour les termes

tensoriels ∂CH/∂KtR et ∂CH/∂KnR. La frontière de 
e 
ritère homogénéisé est également

représentée dans les plans (Σ11,Σ33) et (Σm,Σd) (voir �gure 4.10). Pour 
e 
ritère, la
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(a) Approximations des 4 méthodes (b) Méthode diluée é
artée

Figure 4.9 � Frontière du 
ritère homogénéisé dans le plan (Σm,Σd) dû à un 
ritère lo
al

de Von Mises dans les interfa
es

méthode par 
al
ul dire
t ave
 � isotropisation � a été é
artée. On peut observer que

les prédi
tions de la méthode basée sur le s
héma dilué se sont nettement améliorées.

En e�et l'é
art par rapport aux autres méthodes est beau
oup plus faible que pour le


ritère de Von Mises. Les prédi
tions de la méthode de di�érentiation du s
héma auto-


ohérent se sont également améliorées. Elles sont maintenant pratiquement 
onfondues

ave
 
elles de la méthode numérique pré
ise. L'amélioration des résultats de 
es deux

méthodes est vraisemblablement due au fait que les erreurs sur la prédi
tion de

√

T 2
t et

√

T 2
n se neutralisent dans l'équation du 
ritère lo
al elliptique ??.

Critère lo
al re
tangulaire

Ce 
ritère dépend également des moyennes quadratiques des deux 
omposantes du

ve
teur 
ontrainte dans les interfa
es

√

T 2
t et

√

T 2
t mais de manière indépendante. Les

�gures 4.11 et 4.12 présentent les résultats obtenus pour la frontière du 
ritère par les

di�érentes méthodes de 
al
ul dans les plans (Σ11,Σ33) et (Σm,Σd) . On y observe deux

domaines pour 
haque méthode : l'un est dû à l'équation du 
ritère lo
al portant sur

√

T 2
n

et l'autre est dû à 
elle portant sur

√

T 2
t . Le domaine du 
ritère homogénéisé est l'inter-

se
tion de 
es deux domaines (reportée en �g.4.13). La méthode du s
héma dilué semble
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(a) dans le plan (Σ11,Σ33) (b) dans le plan (Σm,Σd)

Figure 4.10 � Frontière du 
ritère homogénéisé dû à un 
ritère lo
al elliptique dans les

interfa
es

donner des résultats satisfaisants 
ontrairement au premier 
ritère. En e�et, l'interse
tion

du domaine dé
oulant de l'équation du 
ritère lo
al portant sur

√

T 2
n ave
 
elui de

√

T 2
t

permet de réduire l'erreur 
ommise sur l'estimation de 
ette deuxième 
omposante par

la méthode diluée. Cette même erreur a 
onduit à une mauvaise approximation du pre-

mier 
ritère global (�g.4.11). Les deux autres méthodes sont parfaitement 
onfondues. On


onstate, à partir des �gures des 
ritère globaux dans le plan (Σm,Σd), que Le phénomène

de dépendan
e du troisième invariant de la 
ontrainte ma
ros
opique se manifeste dans


ha
un des trois 
ritères et pour les quatre méthodes de 
al
ul.

4.6 Critère 3D et dépendan
e du troisième invariant :

une ébau
he

Dans 
ette se
tion, nous explorons la dépendan
e du troisième invariant de la


ontrainte ma
ros
opique, 
onstatée dans les trois 
ritères étudiés. Nous nous limite-

rons à un seul 
ritère dans 
ette étude, 
elui dû à un 
ritère elliptique dans les interfa
es.

Nous adaptons la méthode analytique basée sur le s
héma dilué pour analyser d'autres
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(a) Di�érentiation du s
héma auto-


ohérent

(b) Méthode diluée

(
) Méthode numérique exa
te

Figure 4.11 � Frontière du 
ritère homogénéisé dans le plan (Σ11,Σ33) dû à un 
ritère

lo
al re
tangulaire dans les interfa
es

trajets de 
harges que les trajets axisymétriques. En e�et, 
elle-
i est la plus fa
ile à géné-

raliser et 
elle requiert des temps de 
al
uls les plus faibles. Ainsi, pour la généraliser, on

admet que des in
lusions de même 
olatitude (θr) peuvent avoir des états de 
ontrainte

di�érents (dans les interfa
es). Les in
lusions ave
 un même état de 
ontrainte sont don


disposées en familles Ir plus petites que 
elles vues jusque là (repérées par un θr et un
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(a) Di�érentiation du s
héma auto-
ohérent (b) Méthode diluée

(
) Méthode numérique exa
te

Figure 4.12 � Critère homogénéisé dans le plan (Σm,Σd) dû à un 
ritère lo
al re
tangu-

laire dans les interfa
es

φr). Nous 
onsidérons pour 
ette étude, un 
hargement en 
ontrainte dont les dire
tions

prin
ipales sont 
elles de la base d'étude pour explorer un 
hargement quel
onque (en ef-

fet la base d'étude peut être 
hoisie de manière à 
orrespondre aux dire
tions prin
ipales
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Figure 4.13 � Critère homogénéisé dans le plan (Σm,Σd) dû à un 
ritère lo
al re
tangu-

laire en T 2
n et T 2

t dans les interfa
es - Interse
tion pour les trois méthodes

d'un tenseur quel
onque) :

Σ = Σ1e1 ⊗ e1 + Σ2e2 ⊗ e2 + Σ3e3 ⊗ e3 (4.40)

Les 
omposantes selon e1 ⊗ e1 et e2 ⊗ e2 sont don
 maintenant indépendantes.

Le même raisonnement que dans la des
ription de la méthode en se
tion 4.4.3 est re-

pris pour relier état de 
ontrainte lo
al à état de 
ontrainte ma
ros
opique. Le triplet

(Σ∗
1,Σ

∗
2,Σ

∗
3) désigne un point sur la frontière du 
ritère ∂Ghom (dans l'espa
e (Σ1, Σ2,

Σ3), s'il 
orrespond à l'atteinte du 
ritère lo
al dans l'interfa
e d'une in
lusion donnée

(orientée de (θr, φr)). Pour 
her
her l'ensemble de 
es points, il su�t d'explorer tous les

trajets de 
harge possibles en faisant varier les rapports r1 = Σ1/Σ3 et r2 = Σ2/Σ3. Pour

un 
ouple (r1, r2) représentant un trajet de 
harge donné, l'augmentation du 
hargement

(
ommandé par l'augmentation de Σ3) permet d'obtenir un seul point de la frontière du


ritère.

Une alternative plus pratique 
onsiste à prendre une forme parti
ulière de Σ1,Σ2,Σ3 de
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manière à par
ourir tout les rapports r1 et r2 possibles :

Σ1 = R sin(Θ1) cos(Φ1)

Σ2 = R sin(Θ1) sin(Φ1)

Σ3 = R cos(Θ1)

(4.41)

De 
ette manière en faisant varier Θ1 entre 0 et π et Φ1 entre 0 et 2π les rapports r1

et r2 varient entre 0 et +∞. Nous traçons don
 le 
ritère de manière dis
rète pour des

Θ1 et Φ1 dans 
es intervalles. Le 
ritère obtenu dans l'espa
e (Σ1, Σ2, Σ3) est reporté

en (�g.4.14). Il peut également être représenté dans l'espa
e des invariants (I1,
√
J2,

√
J3).

Sur 
ette �gure, la trise
tri
e est également tra
ée (en noir) pour observer la symétrie

Figure 4.14 � Critère homogénéisé ∂Ghom (en 3D dans l'espa
e des 
ontraintes prin
i-

pales) obtenue par la méthode analytique basée sur le s
héma dilué (α = 0.02, β = 0.05)

de révolution du 
ritère autour de 
elle-
i. Une telle symétrie traduirait une indépen-

dan
e du 
ritère vis-à-vis du troisième invariant

√
J3. Le 
ritère ne semble pas présenter
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ette symétrie autour de la trise
tri
e. Pour mieux l'examiner pour il su�t de l'étudier

en fon
tion de l'angle de Lode (angle autour de la trise
tri
e). Des 
oupes transversales

par des plans perpendi
ulaires à la trise
tri
e peuvent nous aider à dé
rire le 
ritère en

fon
tion de l'angle de Lode. Pour 
ela les 
oordonnées de haigh-Westergaard sont utilisées

(ξ,ρ,Θ)[Haigh, 1920, Westergaard, 1920℄. Celles-
i sont équivalentes aux 
oordonnées 
y-

lindriques et ont pour axe la trise
tri
e. Elles s'expriment en fon
tion des trois invariants

de la 
ontrainte ma
ros
opique (I1,J2 et J3) 
omme suit :

ξ =
1√
3
I1

ρ =
√
2J2

cos (3Θ) =
27

4

J3

J2
√
2J2

(4.42)

Θ représente i
i l'angle de Lode [Lode, 1926℄, angle autour de la trise
tri
e ayant pour

origine la proje
tion sur le plan déviateur de l'axe de la 
ontrainte prin
ipale Σ1. Le


hargement ma
ros
opique, en 
ontraintes prin
ipales Σ1,Σ2,Σ3 utilisé plus haut, peut

alors s'exprimer en fon
tion des 
oordonnées de Haigh-Westergaard :











Σ1

Σ2

Σ3











=
1√
3











ξ

ξ

ξ











+

√

2

3
ρ











cos (Θ)

cos (Θ− 2π/3)

cos (Θ + 2π/3)











(4.43)

A l'aide de 
ette paramétrisation, il est possible de tra
er des 
oupes transversale (per-

pendi
ulaires à la trise
tri
e) du 
ritère 3D représenté plus haut. En e�et, il su�t de

prendre un ξ donné, de balayer les Θ possibles (entre 0 et π) et de déterminer la valeur

de ρ qui 
orrespond à la limite du 
ritère, 
elle pour laquelle la famille d'in
lusion la plus

solli
itée atteint son 
ritère. Cette valeur de ρ pour un ξ et un Θ donnés est déterminée

par di
hotomie, en partant de deux valeurs maximale et minimale et en véri�ant à 
haque

fois si le 
ritère est atteint pour une des familles. Ces 
oupes transversales sont présen-

tées en �gure (4.15)). Elles permettent d'observer l'e�et de l'angle de Lode et don
 du
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troisième invariant le long de la trise
tri
e. Cet e�et parait négligeable pour les valeurs

de ξ pro
hes de zéro et semble s'a

entuer pour les valeurs élevées |ξ| .
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(a) ξ = −1 (b) ξ = −0.5

(
) ξ = 0 (d) ξ = 0.5

(e) ξ = 1 (f) ξ = 1.7

Figure 4.15 � Coupes du 
ritère 3D perpendi
ulairement à la trise
tri
e- dépendan
e de

l'angle de Lode (ρ en fon
tion de Θ à ξ �xé)
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4.7 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre nous nous sommes intéressés à la rupture fragile d'un matériau

granulaire à in
lusions élan
ées 
ausée par une rupture lo
ale dans les interfa
es (mode

de rupture que nous supposons se produire pour le gel de C-S-H). Nous avons tout d'abord


hoisi plusieurs 
ritères de rupture lo
aux pour les interfa
es, portant sur les moyennes

quadratiques des 
omposantes du ve
teur 
ontrainte dans les interfa
es :

• Un 
ritère de Von Mises bornant la 
omposante tangentielle ;

• Un 
ritère elliptique portant sur les deux 
omposantes ;

• Un 
ritère bornant la 
omposante tangentielle et la 
omposante normale indépen-

damment.

Ensuite, en adaptant une méthode de 
hangement d'é
helle [Maalej et al., 2009℄ au 
as

d'in
lusions ellipsoïdales, nous avons pu relier les moyennes des 
omposantes du ve
teur


ontrainte, dans une famille d'in
lusion d'orientation (
olatitude) donnée, au 
hargement

ma
ros
opique appliqué au V.E.R (
onsidéré axisymétrique). Cette méthode a fait ap-

paraitre deux termes tensoriels représentant la variation de la rigidité homogénéisée (

rigidité 
al
ulée dans le 
hapitre 3) par rapport aux modules d'interfa
es d'une famille

d'in
lusion donnée. Le 
al
ul de 
es termes s'est fait au moyen de quatre méthodes de


al
ul di�érentes :

• Une méthode semi-numérique issue de la di�érentiation du s
héma auto-
ohérent

ren
ontré en 
hapitre 3 equation (3.55)

• Une méthode de 
al
ul dire
t ave
 isotropisation des tenseurs de Hill,

• Une méthode analytique basée sur le s
héma dilué généralisé,

• Une méthode numérique donnant des résultats pré
is servant de référen
e et dont

le développement n'a pas été fait dans le 
adre du travail présent.

Ces quatre méthodes on été 
onfrontées dans la détermination des termes tensoriels re-


her
hés. Puis elles ont été utilisées pour remonter aux 
ritères homogénéisés pour 
haque


ritère lo
al 
onsidéré dans les interfa
es. Les di�érentes méthodes ont alors pu être 
om-

parées dans la détermination des 
ritères homogénéisés également. Au passage, nous avons
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remarqué que les 
ritères homogénéisés présentaient une dépendan
e du troisième inva-

riant de la 
ontrainte ma
ros
opique (ou de l'angle de Lode). Cette dépendan
e a été

examinée à l'aide d'une version généralisée de la méthode analytique basée sur le s
héma

dilué. Cette méthode a permis d'analyser des états de 
ontrainte di�érents des familles

d'in
lusion repérées par leurs 
olatitudes et leurs longitudes et don
 d'explorer des 
har-

gements ma
ros
opiques autres qu'axisymétriques. Ce
i a 
onduit à la détermination du


ritère homogénéisé en 3D et nous a permis à l'aide de proje
tions et de 
oupes transver-

sales du 
ritère 3D d'observer et de dé
rire la dépendan
e vis à vis de l'angle de Lode.

* *

*



Chapitre 5

Modèles de rupture de la pâte de


iment - Validation par données

expérimentales

Résumé :Dans 
e 
hapitre, nous proposons des modèles mi
romé
aniques pour le 
om-

portement à la rupture des pâtes de 
iment. Ces modèles intègrent le modèle de rupture,

développé dans le 
hapitre pré
édent, pour le gel de C-S-H (hydrate prin
ipal de la pâte)

en utilisant la méthode semi-numérique. La rupture fragile du gel de C-S-H engendre

ainsi une rupture fragile ou du
tile de la pâte que nous nous proposons de 
ara
tériser.

Nous nous pen
hons ensuite sur l'étude de la validité des di�érents modèles proposés

dans la première partie de 
e 
hapitre à l'aide de données expérimentales de résistan
e à

la 
ompression des pâtes de 
iment.
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5.1 Introdu
tion

Le 
omportement en rupture de la pâte de 
iment intéresse autant les industriels que

les 
her
heurs depuis déjà quelques dé
ennies. Une des 
ara
téristiques majeures de 
e


omportement, notamment aux yeux des industriels, est la résistan
e à la 
ompression

uniaxiale de la pâte. A 
e sujet, plusieurs modèles permettant de prédire 
ette résistan
e

ont été développés et publiés : des modèles empiriques [Bolomey, 1935, Abrams, 1919℄,

phénoménologiques [Féret, 1892, de Larrard, 1999℄ ou mi
romé
aniques [Sanahuja, 2008,

Pi
hler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014℄. L'avantage du dernier type par rapport

aux autres est qu'il ne permet pas seulement d'obtenir la résistan
e à la 
ompression mais

aussi de dé
rire l'évolution de la rupture dans la pâte (post-pi
, endommagement...),

de déte
ter les mé
anismes qui l'engendrent et de déterminer le 
ritère de rupture en

entier (résistan
es à d'autres types de 
hargements). Les modèles mi
romé
aniques les

plus simples, développés pour la pâte de 
iment, ne s'intéressent pas à la mi
rostru
ture

du gel de C-S-H [Bernard et al., 2003℄, hydrate prin
ipal de la pâte de 
iment dans la-

quelle il représente une fra
tion volumique importante. Dans 
es travaux, la modélisation

mi
rostru
turale s'arrête au niveau des 
onstituants de la pâte et le gel de C-S-H est


onsidéré 
omme une phase homogène. Des modèles plus 
omplexes, ont été proposés

par d'autres auteurs [Sanahuja, 2008, Pi
hler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014℄

permettant de modéliser de manière simpli�ée le 
omportement à la rupture des gels

de C-S-H et de remonter ensuite à 
elui de la pâte de 
iment. Ces modèles ont

donné des meilleures prédi
tions de résistan
es et ont fourni des expli
ations pré-


ises sur les phénomènes et les mé
anismes vraisemblablement mis en jeu lors de

la rupture de la pâte et même en phase post-rupture. Cependant, dans 
es travaux

[Pi
hler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014, Sanahuja, 2008℄, les auteurs avan
ent

des hypothèses simpli�
atri
es, lors de la modélisation du gel de C-S-H, qui peuvent li-

miter l'appli
ation de leurs modèles à un mode de rupture lo
al parti
ulier et peuvent

donner lieu à de mauvaises prédi
tions de la résistan
e. Ces hypothèses portent prin
i-

palement sur la forme (en aiguilles [Pi
hler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014℄ ou
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aplatie [Sanahuja, 2008℄) et les propriétés (isotropes) des parti
ules de C-S-H modélisées

ainsi que sur le mode de rupture lo
ale admis (intra-granulaire). Ces limitations nous ont

in
ités à développer de nouveaux modèles de rupture pour la pâte permettant d'explorer

des modes de ruptures lo
aux inter-granulaires dans les gels de C-S-H. La forme générale

des parti
ules modélisées (en ellipsoïdes) et la prise en 
ompte des e�ets d'interfa
e sur

leurs propriétés élastiques (et leur isotropie) 
onfèrent à 
e nouveau modèle un meilleur


hamp d'appli
ation. Dans 
ette vision, nous proposons, dans 
e 
hapitre, plusieurs mo-

dèles de rupture (fragiles et du
tiles) de la pâte qui intègrent le modèle du gel de C-S-H

développé dans le 
adre du 
hapitre 5.6. Des données variées de pâtes nous permettent

ensuite de 
aler 
es modèles et d'évaluer leur aptitude prédi
tive.

5.2 Mi
rostru
ture et évolution des propriétés mé
a-

niques de la pâte de 
iment

Dans la littérature, les auteurs s'intéressant aux aspe
ts mi
romé
aniques de la pâte

de 
iment dur
ie, ne lui attribuent pas tous la même morphologie. Certains la modélisent


omme un 
omposite à matri
e, d'autres 
omme matériau granulaire ou poly
ristal. En

revan
he, la majorité s'a

orde sur la présen
e des di�érentes phases solides, produits ou

résidus de la réa
tion d'hydratation du 
iment, dont les plus 
ourantes sont :

• L'alite notée C3S et de formule 
himique (CaO)3(SiO2)

• La bélite notée C2S et de formule 
himique (CaO)2(SiO2). L'Alite et la Bélite

représentent le 
linker anhydre non 
onsommé par la réa
tion qui se retrouve sous

forme d'in
lusions dans la pâte dur
ie

• La 
haux libre (free lime) : CaO, la teneur doit être en général inférieure à 2 % en

masse dans le 
linker

• La Portlandite : hydroxyde de 
al
ium noté CH et de formule 
himique Ca(OH)2,

provenant de l'hydratation de la 
haux libre.

• L'aluminate ou 
élite notée C3A et de formule 
himique (CaO)3(Al2O3)

• La 
al
ite de formule 
himique CaCO3
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• Les C-S-H sili
ates de 
al
ium hydratés

• Le gypse : CaSO4.2(H2O)

• L'ettringite (Aluminate ferrite trisubstituée) notée Aft

• Le mononsulfoaluminate de 
al
ium hydraté (phase aluminate ferrite monosubsti-

tuée) notée Afm

• Les semi-hydrates notés SH présents lors de la formulation et 
onsommés par la

réa
tion

Ces phases sont présentes dans les pâtes de 
iment dur
ies sous une disposition in
lusion-

naire parti
ulière et dans des tailles 
ara
téristiques d'in
lusions. Le tableau suivant ré-

sume 
ette disposition in
lusionnaire et 
ette taille 
ara
téristique ainsi que les propriétés

élastiques asso
iées aux di�érentes phases retrouvées dans la pâte dur
ie. Selon la formu-

Tableau 5.1 � phases présentes dans la pâte de 
iment dur
ie : forme des in
lusions,

tailles et propriétés élastiques [Termkhajornkit et al., 2014, Sanahuja, 2008℄

Phase Forme

Taille


ara
téristique

E en GPa, (ν)

C-S-H solide

Prolate

(ω à 
alibrer)

quelques nm 57.1 (0.27)

C3S Sphère de l'ordre du µm 135 (0.3)

C2S Sphère de l'ordre du µm 130 (0.3)

Ettringite Aiguille 0.5 x 10 µm 22.4 (0.25)

Monosulfo-

alluminate

Oblate

(ω = 0.1)
de l'ordre du µm 42.3 (0.324)

Gypse et

semi-hydrate

Aiguille de l'ordre du µm 33.9 (0.324)

Portlandite

Oblate

(ω = 0.1)
jusqu'à une

douzaine de µm
42.3 (0.324)

Cal
ite Sphère quelques µm 76 (0.3)

Pores Sphère

<500 nm

en majorité

0

lation, les phases dé
rites (ou une partie d'entre elles) sont retrouvées dans la pâte dur
ie

ave
 des proportions di�érentes. L'évolution de 
es proportions 
ontr�le l'évolution de la

résistan
e de la pâte. Ces proportions sont 
ommunément mesurées dans la littérature par

le paramètre GSR (Gel-Spa
e Ratio) [Pi
hler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014℄,
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noté γ, qui est 
al
ulé, à un avan
ement donné de la réa
tion d'hydratation, 
omme suit :

GSR = γ =
fhyd

fhyd + fp.cap
(5.1)

où fhyd et fp.cap représentent respe
tivement la fra
tion totale d'hydrates et la porosité

dans la pâte dur
ie. Ces fra
tions évoluent ave
 l'avan
ement de la réa
tion d'hydra-

tation. D'ailleurs [Pi
hler et al., 2013℄ utilisent les lois d'évolution établies par Powers

[Powers and Brownyard, 1946℄ pour relier le paramètre GSR à 
et avan
ement ξ et au

rapport eau sur 
iment :

GSR =
43.15ξ

20ξ + 63(w/c)
(5.2)

L'intérêt du paramètre GSR est qu'il permet d'approximer l'évolution de la résistan
e de

la pâte par une loi empirique de la forme :

Rc = βγα (5.3)

Pi
hler et ses 
ollaborateurs [Pi
hler et al., 2013℄ ont démontré que les paramètres d'une

telle expression empirique restaient sensibles au rapport eau sur 
iment initial, 
e qui en

rendait l'usage assez restreint.

Toujours dans le sou
is de prédire l'évolution de la résistan
e de la pâte de 
iment, nous

développons dans 
e qui suit des modèles mi
romé
aniques dont le 
hamp d'appli
ation

est beau
oup plus large que les modèles empiriques. Le paramètre GSR sera utile pour


omparer les résistan
es expérimentales aux résistan
es prédites.

5.3 Modélisation mi
romé
anique de la pâte de 
iment

Dans 
ette se
tion, trois 
on�gurations mi
rostru
turales di�érentes sont 
onsidérées

pour modéliser la pâte de 
iment. Dans 
es 
on�gurations on séparera entre l'é
helle

mi
ros
opique où le gel est un milieux granulaire, l'é
helle mesos
opique (appelée é
helle

ma
ros
opique dans le 
hapitre 5.6) où il est une phase homogénéisée 
ohabitant ave


les autres hydrates et la porosité 
apillaire, et en�n l'é
helle ma
ros
opique où la pâte

est homogénéisée. Les deux premières 
on�gurations sont analysées en rupture fragile, la
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troisième en rupture du
tile. On propose ainsi trois modèles de rupture de la pâte qui

intègrent le même modèle de rupture du gel de C-S-H établi dans le 
hapitre 5.6 et dont

la mise en ÷uvre utilise la méthode de 
al
ul semi-numérique. Pour les trois modèles, on

peut soit séparer la porosité 
apillaire de 
elle du gel en les 
onsidérant à deux é
helles

di�érentes, soit 
onsidérer toute la porosité à la même é
helle. Ces deux variantes sont

examinées pour 
ha
un des modèles. On attribue aux phases 
onstitutives de la pâte,

autres que le gel de C-S-H et les pores 
apillaires, une très grande résistan
e devant 
elle

du gel. Ainsi, la rupture de la pâte n'est induite lo
alement que par une rupture dans

les interfa
es entre grains de C-S-H. Parmi les 
ritères lo
aux portant sur 
es interfa
es,

évoquées dans le 
hapitre 5.6, nous optons pour le 
ritère de Von Mises traduisant une

rupture lo
ale par glissement inter-granulaire (
ritère le plsu 
onnus des trois analysés

dans le 
hapitre pré
edent et mode de rupture nous semblant le plus approprié au le gel

de C-S-H). Dans 
e qui suit, 
es trois modèles de rupture sont développés et expliqués

individuellement dans le but de déterminer le 
ritère homogénéisé de la pâte.

5.3.1 Modèle de Mori-Tanaka en rupture fragile

Nous 
onsidérons dans une première 
on�guration que la mi
rostru
ture de la pâte

est formée d'une matri
e faite de gel de C-S-H dans laquelle sont plongées des in
lusions

de 
linker anhydre, des in
lusions d'hydrates de plusieurs types (portlandite Afm, Aft,

et
) et éventuellement des pores 
apillaires (voir �g. 5.1). Selon la formulation de la pâte,

un ou plusieurs hydrates peuvent entrer en jeu et avoir un e�et plus ou moins important

sur les propriétés mé
aniques globales. Dans 
ette se
tion, nous nous limiterons au 
as

d'un seul hydrate autre que le C-S-H, la portlandite par exemple, dont les in
lusions sont

ellipsoïdales � oblates �aléatoirement orientées. Nous utilisons un s
héma de Mori-Tanaka

qui se prête le mieux à la modélisation des mi
rostru
tures à matri
e. La matri
e pour 
e

s
héma est dotée des propriétés homogénéisées du gel de C-S-H. Les in
lusions de 
linker

anhydre ainsi que les pores 
apillaires sont sphériques. La résolution de 
e s
héma de

Mori-Tanaka se fait de manière 
lassique en résolvant autant de problèmes d'Eshelby que

de types d'in
lusions 
onsidérés. Cette résolution, dé
rite brièvement par les équations
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qui suivent, permet non seulement d'obtenir la rigidité homogénéisée mais également de

relier la 
ontrainte, ma
ros
opique appliquée à la pâte de 
iment, à la 
ontrainte moyenne

dans le gel de C-S-H.

Les tenseurs de 
on
entration de la déformation permettent de relier la déformation

Hydrates

Clinker anhydre

Pores de gel

C-S-H 

solide

Matrice de 

gel de C-S-H

Pores capillaires

(a) porosités séparées

Porosité 

total�

échelle 
microscopique

échelle 
mésoscopique

(b) porosité totale dans le gel

Figure 5.1 � Première 
on�guration mi
rostru
turale (en 
omposite à matri
e) pour la

pâte de 
iment

ma
ros
opique imposée à un V.E.R de pâte à la déformation moyenne dans 
ha
une des

phases 
onstitutives. L'expression générale du tenseur de 
on
entration de la déformation

pour une phase r donnée dans le 
adre d'une appro
he de Mori-Tanaka s'é
rit 
omme

suit :

Ar = [I+ P
m
r : (Cr − Cm)]

−1 : [I+ Pm
r : (Cr − Cm)]

−1
−1

(5.4)

où Cm est la rigidité de la matri
e, Cr la rigidité de la phase r 
on
ernée, Pm
r le tenseur

de Hill d'une in
lusion de 
ette phase r plongée dans une matri
e de rigidité Cm.

Ave
 
es notations et en suivant l'expression (5.4), le tenseur de 
on
entration de la
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déformation s'é
rit pour la matri
e 
omme suit :

Am = {fmI+ fcap(I− P
m
sph : Cm)

−1 + fclin[I+ P
m
sph : (Cclin − Cm)]

−1

+fport

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

sin θ

4π
[I+ P

m
port : (Cport − Cm)]

−1dθdφ}−1

(5.5)

où fm, fcap, fclin et fport représentent respe
tivement les fra
tions volumiques de la ma-

tri
e, des pores 
apillaires, du 
linker anhydre, et de la portlandite. Cm, Cclin et Cport

désignent respe
tivement les rigidités de la matri
e (rigidité homogénéisée du gel de C-S-

H), du 
linker et de la portlandite. Pm
sph et P

m
port représentent su

essivement le tenseur de

Hill d'une in
lusion sphérique et 
elui d'une in
lusion ellipsoïdale de portlandite plongées

dans une matri
e in�nie de rigidité Cm.

Le tenseur de 
on
entration de la déformation pour la portlandite s'é
rit quant à lui


omme suit :

Aport =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

sin θ

4π
[I+ P

m
port : (Cport − Cm)]

−1dθdφ : Am (5.6)

Le terme en double intégrale dans les équations (5.5) et (5.6) est dû à une prise de

moyenne sur toutes les orientations possibles des in
lusions de portlandite.

Le tenseur de 
on
entration de la déformation s'é
rit pour la phase de 
linker anhydre


omme suit :

Aclin = [I+ P
m
sph : (Cclin − Cm)]

−1 : Am (5.7)

En revan
he 
elui des pores 
apillaires est donné par :

Acap = (I− P
m
sph : Cm)

−1 : Am (5.8)

Ces tenseurs permettent de donner l'estimation de Mori-Tanaka de la rigidité homogé-

néisée sous la forme :

Chom = fmCm : Am + fclinCclin : Aclin + fportCport : Aport (5.9)

On peut également relier la 
ontrainte ma
ros
opique appliquée au VER de pâte de 
iment

à la 
ontrainte moyenne régnant dans le gel de C-S-H par l'estimateur de Mori-Tanaka :

Σ = Chom : Am

−1
: C−1

m : σm (5.10)
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où Σ est la 
ontrainte ma
ros
opique dans la pâte de 
iment et σm la 
ontrainte régnant

dans la matri
e (gel de C-S-H).

De 
ette manière, puisque le 
ritère homogénéisé du gel de C-S-H, obtenu dans le 
hapitre

5.6, porte sur 
ette 
ontrainte moyenne σm régnant dans le gel, on peut déduire , à l'aide

de l'équation 5.10 , un 
ritère portant sur la 
ontrainte ma
ros
opique de la pâte. On


onsidère de 
ette façon que la rupture de la pâte est aussi fragile. En e�et lorsque le


ritère du gel de C-S-H est atteint, le 
ritère de la pâte est également atteint. La seule

di�éren
e est que le premier 
ritère porte sur la 
ontrainte du gel alors que le deuxième

porte sur la 
ontrainte ma
ros
opique de la pâte. Ainsi en admettant un 
hargement en


ontrainte Σ axisymétrique (4.37) appliqué à un V.E.R de pâte de 
iment, on peut tra
er

le 
ritère de rupture homogénéisé de 
elle-
i dans le plan (Σm, Σd) (�g.5.4) 
onjointement

ave
 
elui du gel de C-S-H.

5.3.2 Modèle auto-
ohérent en rupture fragile

Nous développons, ensuite, un modèle basé sur une autre 
on�guration mi
rostru
-

turale de la pâte. Celle-
i est 
onsidérée 
omme un matériau granulaire (sans matri
e)

dans lequel le gel de C-S-H homogénéisé est disposé en in
lusions sphériques homogènes

(�g.5.2). Les autres phases ont la même disposition en in
lusions que dans le dernier mo-

dèle. Les tenseurs de lo
alisation de la déformation, permettant de déterminer la rigidité

homogénéisée et de relier entre déformation ou 
ontrainte ma
ros
opique et déformations

ou 
ontraintes moyennes dans les phases, sont toujours dé�nis par l'équation générale

(5.4) dans laquelle la rigidité de la matri
e Cm est rempla
ée par la rigidité homogénéisée
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Inclusions de 

gel de C-S-H

Inclusions 

d'hydrates

Pores de gel

Pores capillaires

Clinker 

anhydre

C-S-H 

solide

(a) porosités séparées

Porosité 

total

échelle 
microscopique

échelle 
mésoscopique

(b) porosité totale dans le gel

Figure 5.2 � Deuxième 
on�guration mi
rostru
turale (en 
omposite granulaire) pour

la pâte de 
iment

auto-
ohérente Csc. On a ainsi :







































Aclin = A′
clin : A′

−1

Aport = A′
port : A′−1

Acap = A′
cap : A′

−1

Agel = A′
gel : A′−1

ave




























































A′
clin = [I+ Psc

sph : (Cclin − Csc)]
−1

A′
port =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

[I+ P
sc
port : (Cport − Csc)]

−1 sin θ

4π
dθdφ

A′
cap = (I− Psc

sph : Csc)
−1

A′
gel = [I+ Psc

sph : (Cgel − Csc)]
−1

A′−1
= (fclinA′

clin + fportA′
port + fcapA′

cap + fgelA′
gel)

−1

(5.11)

où Pport et Psph représentent su

essivement le tenseur de Hill d'une in
lusion sphérique

ainsi que 
elui d'une in
lusion ellipsoïdale de portlandite plongées dans une matri
e in�nie

de rigidité Csc. Cgel est la rigidité du gel de C-S-H qui ne joue plus le r�le de matri
e dans


e s
héma. et fgel est sa fra
tion volumique dans le mélange. La rigidité homogénéisée est

alors déterminée en résolvant l'équation :

Csc = fgelCgel : Agel + fclinCclin : Aclin + fportCport : Aport (5.12)
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La détermination de 
ette rigidité homogénéisée nous permet de relier la 
ontrainte ma-


ros
opique dans la pâte à la 
ontrainte moyenne dans le gel :

Σ = Csc : A
−1

gel : C
−1
gel : σgel (5.13)

Ainsi on peut déterminer le 
ritère homogénéisé de la pâte dû au 
ritère du gel de C-S-H.

Ces deux 
ritères sont reportés dans le plan (Σm, Σd) (�g.5.4)

5.3.3 Modèle de Mori-Tanaka en rupture du
tile

Dans 
e modèle, la 
on�guration mi
rostru
turale admise pour la pâte de 
iment

est semblable à 
elle du premier modèle (Mori-Tanaka en rupture fragile). Le gel de C-

S-H forme toujours une matri
e dans laquelle baignent les in
lusions de 
linker et des

autres hydrates. Dans un sou
i de simpli�
ation, 
es in
lusions intervenant à l'é
helle

mésos
opiques sont toutes 
onsidérées sphériques, 
ontrairement à 
e qui est pres
rit

par le tableau 5.1 et adopté dans le premier modèle (�g.5.3). Cette altération de la

mi
rostru
ture réelle a peu d'e�et sur la rupture du matériaux si
es in
lusions sont en

fra
tion faible. On admet en plus dans le présent modèle que le 
omportement de la

pâte de 
iment en rupture est du
tile. En d'autres termes, malgré une rupture du gel

de C-S-H toujours 
onsidérée fragile, on suppose que l'on peut observer à l'é
helle de

la pâte un 
omportement en rupture ave
 une 
ertaine du
tilité. En e�et, rien ne nous

permet d'a�rmer que la rupture de la pâte de 
iment se produit de manière fragile

même si elle est due prin
ipalement à une rupture fragile du gel de C-S-H. Dans le


hapitre pré
édent, on a pu observer que le 
ritère homogénéisé du gel de C-S-H pouvait

s'apparenter, dans 
ertains 
as, à un domaine elliptique qui est dédoublé dans le plan

(Σm,Σd) (deux domaines elliptiques distin
ts). On a montré que 
e dédoublement était

dû à une dépendan
e du troisième invariant de la 
ontrainte ma
ros
opique. Lorsque 
ette

dépendan
e est négligeable, nous pouvons approximer les deux domaines elliptiques par

un seul. En revan
he lorsque 
ette dépendan
e est a

entuée la représentation dans le

plan (Σm,Σd) n'est pas appropriée et seule une représentation en 3D permet de visualiser


orre
tement le 
ritère. Nous adoptons, dans 
ette se
tion, une méthode de 
hangement



5.3. Modélisation de la pâte 135

d'é
helle qui nous permet de passer du 
ritère elliptique d'une des phases 
onstitutives (en

l'o

urren
e le gel de C-S-H) au 
ritère du matériau homogénéisé (la pâte de 
iment), dans

le 
adre d'une rupture du
tile [Dormieux et al., 2006℄. Cette méthode, telle que dé
rite


i-dessous, ne peut don
 être appliquée que dans le 
as où le 
ritère peut être représenté

dans le plan (Σm,Σd). Le 
as d'une forte dépendan
e du troisième invariant, n'est par


onséquent pas traité. Avant de présenter 
ette méthode, on rappelle tout d'abord que

Inclusions 

d'hydrates 

sphériques

Pores capillaires

Clinker 

anhydre

Matrice de 

gel de C-S-H

Pores de gel

C-S-H 

solide

(a) porosités séparées

Porosité 

total

échelle 
microscopique

échelle 
mésoscopique

(b) porosité totale dans le gel

Figure 5.3 � Troisième 
on�guration mi
rostru
turale (en 
omposite à matri
e) pour la

pâte de 
iment

le 
ritère de la matri
e (gel de C-S-H) peut être approximé dans le plan (Σm,Σd) par un


ritère elliptique dé�ni par l'équation suivante :

fm(σ) =
σ2
m

a
+
σ2
d

b
− 1 ≤ 0 (5.14)

où σm et σd représentent su

essivement la 
ontrainte moyenne et déviatorique du gel de

C-S-H (notés Σm et Σd dans le 
hapitre pré
édent)
1

.

La méthode de 
hangement d'é
helle 
ommen
e par introduire un problème aux limites

1. Le 
hangement de notation est dû au fait que l'on travaille à l'é
helle mésos
opique où le gel est

homogénéisé.
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posé sur le V.E.R à résoudre pour déterminer le 
ritère homogénéisé de la pâte. Dans 
e

problème, la fon
tion d'appui joue le r�le de potentiel pour l'é
riture de l'équation d'état

[Leblond et al., 1994℄ :







































divσ = 0 sur (ω)

σ = ∂
π(d)

∂d
sur (ω)

d = ∇v sur (ω)

v = D.z sur (∂ω)

(5.15)

ω représentant le V.E.R, z le ve
teur position, v la vitesse, d etD les taux de déformation

mésos
opique et ma
ros
opique et π la fon
tion d'appui de l'une des phases.

Puisqu'on 
onsidère toutes les phases in�niment résistantes, les 
onditions de 
e problème

peuvent être ré
rites 
omme suit :







































































divσ = 0 sur (ω)

σ = ∂
πm(d)

∂d
= Cm(d) : d sur (ωm)

σ = Ci : d sur (ωi) ave
 Ci → ∞ i = {port, clin}

σ = 0 sur (ωcap)

d = ∇sv sur (ω)

v = D.z sur (∂ω)

(5.16)

La résolution de 
e problème revient à la résolution tout d'abord du problème linéaire

équivalent dont les 
onditions sont les mêmes que 
eux de (5.16) à une ex
eption près ;


elle de 
onsidérer une rigidité Cm "e�e
tive" pour la matri
e indépendante de d. Cette

rigidité est dé�nie 
omme suit :

Cm = 3kmJ+ 2µmK

ave




















km =
a

√

ad2v + bd2d

µm =
b

√

ad2v + bd2d

(5.17)
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La dépendan
e de 
ette rigidité vis à vis de d est gérée en moyenne en estimant dv et dd

par deffv et deffd dont les expressions sont les suivantes :

(dveff)2 =
2

fm

∂ψ(D)

∂km
(deffd )2 =

1

fm

∂ψ(D)

∂km
(5.18)

où ψ(D) représente l'énergie du problème linéaire donnée par :

ψ(D) =
1

2
D : Chom : D (5.19)

Ainsi, la résolution du problème linéaire équivalent ave
 une rigidité de la matri
e telle

que dé�nie par (5.17) permet d'obtenir la rigidité homogénéisée Chom en fon
tion des


omposantes de D (volumique Dv et déviatorique Dd). Cette rigidité relie la 
ontrainte

et le taux de déformation ma
ros
opique :

Σ = Chom(Dv, Dd) : D (5.20)

On peut, à partir de 
ette équation tensorielle, éliminer les 
omposantes du taux de

déformation (Dv et Dd) au pro�t de Σm et Σd. Une équation reliant 
es deux 
omposantes

de la 
ontrainte ma
ros
opique permet de tra
er le 
ritère homogénéisé (�g.5.4). Ce 
ritère

est présenté à titre démonstratif. Il ne peut être validé sur les données expérimentales de

la se
tion suivante 
ar 
elles-
i peuvent exhiber, selon la formulation et les valeurs des

paramètres, un e�et du troisième invariant plus ou moins a

entué.

Dans la �gure 5.4 on peut 
omparer les 
ritères homogénéisés obtenus par les modèles

de rupture fragile ou du
tile pour la pâte de 
iment. Ces résultats en
ore préliminaires

appellent à une 
on�rmation par des examens 
omplémentaires. Néanmoins, ils suggèrent

des di�éren
es quantitatives 
onsidérables selon la nature de la rupture.

5.4 Données expérimentales sur les pâtes de 
iment

Dans 
ette se
tion, nous regroupons des données expérimentales de plusieurs

pâtes de 
iments de formulations di�érentes. Ces données sont issues d'un travail de

[Termkhajornkit et al., 2014℄ et utilisées pour valider expérimentalement un modèle de

pâte de 
iment [Pi
hler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014℄ basé sur une rupture
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(a) Rupture fragile (b) Rupture du
tile

Figure 5.4 � Critères homogénéisés de la pâte obtenus par les di�érents modèles (en

rouge) et 
ritère du gel de C-S-H (en bleu) approximé pour le 
as du
tile (par losanges)

(Mori-Tanaka et auto
ohérent donnant le même 
ritère dans le 
as fragile pour les données


hoisies fgel = 0.7, fport = 0.1, fclin = 0.1, fcap = 0.1)

intra-granulaire dans le gel de C-S-H (
ontrairement à la rupture inter-granulaire qu'on

admet dans 
e travial). Dans 
e travail des essais de 
ompression uniaxiale sont réalisés

sur des pâtes de formulations plus ou moins 
omplexes et à di�érents états d'avan
ement.

Les formulations envisagées sont les suivantes :

• pâte d'Alite : 
ontenant du gel de C-S-H (ave
 sa porosité), de la porosité 
apillaire,

du 
linker anhydre (Alite C3S) et de la portlandite en faible fra
tion.

• pâte de Bélite : 
ontenant du gel de C-S-H, de la porosité 
apillaire, du 
linker

anhydre (Bélite C2S) et de la portlandite en faible fra
tion.

• Pâte 1 : C3S/C3A+3%SO3 DX ave
 alumine : 
ontenant du gel, des pore 
apil-

laires, de l'anhydre de C3S et C3A, de la portlandite, du monosulfoalluminate, de

l'éttringite et 3% d'anhydre sulfurique.

• Pâte 2 : C3S/C3A+2,88%SO3+4%BL200 DX ave
 alumine : ayant une 
omposition
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semblable à la dernière pâte ave
 en plus 4% de �ller de 
al
aire

• Pâte 3 : C3S/C3A+8,86%SO3 DX ave
 alumine.

• Pâte 4 : C3S+C3A+3%SO3 DX ave
 alumine : un mélange de C3S et C3A.

Les données de résistan
e à la 
ompression de 
es di�érentes pâtes, en fon
tion de la

porosité 
apillaire, sont illustrées dans les �gures (�g.5.6). Pour toutes 
es données la

porosité du gel de C-S-H est 
onsidérée 
onstante et �xée à 40%

(a) Alite (b) Belite

Figure 5.5 � Résistan
es des pâtes d'Alite et de Belite testées en fon
tion de la porosité


apillaire (la porosité du gel étant 
onsidérée à 40%)

5.5 Validation et 
alage des modèles de ruptures de la

pâtes par données expérimentales

Dans 
ette se
tion nous essayons de valider les modèles, de rupture de la pâte de


iment, proposés dans la se
tion 5.3 par les données expérimentales de résistan
es à la


ompression trouvées dans la littérature [Termkhajornkit et al., 2014℄ et présentées en

se
tion 5.4. Certains paramètres des modèles sont estimés ou 
alés sur quelques données

expérimentales. Nous véri�ons la validité et la pré
ision de 
haque modèle en 
omparant

ses prédi
tions en matière de résistan
e à la 
ompression et en le 
onfrontant ave
 le

modèle de la littérature basé sur une rupture intra-granulaire.
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(a) Pâte 1 (b) Pâte 2

(
) Pâte 3 (d) Pâte 4

Figure 5.6 � Résistan
es expérimentales des pâtes de 
iments testées en fon
tion de la

porosité 
apillaire (la porosité du gel étant 
onsidérée à 40%)

5.5.1 Paramètres de 
alage

Avant de pouvoir exploiter les modèles et examiner leurs résultats, il est essentiel de

disposer des valeurs de tous les paramètres auxquels les modèles font appel. Certains, de


es paramètres, sont mesurables (tels que la porosité 
apillaire, les modules élastiques de


haque phase) d'autres sont imposées par la formulation de la pâte (fra
tions volumiques

des phases). Pour le reste, à défaut d'avoir les valeurs exa
tes on peut utiliser une es-

timation ou juste un ordre de grandeur si leur in�uen
e sur la résistan
e n'est pas très
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importante. Ce
i dit, on retiendra deux paramètres �gurant dans les trois modèles dont

l'estimation est déli
ate, à savoir : la limite du 
ritère de rupture dans les interfa
es Tcr

et le ratio χ des surfa
es de 
onta
t entre grains sur les surfa
es totales des grains. Le

premier est déterminé par 
alage puisqu'on ne dispose d'au
un moyen pour l'estimer. En

revan
he, pour le deuxième paramètre χ, on dispose d'une expression théorique pour le


as d'in
lusions sphérique [Sanahuja, 2008℄ :

χsph = (1− fp.gel)(1− 2fp.gel) (5.21)

où fp.gel représente la porosité du gel de C-S-H. L'expression (5.21) a prouvé son e�
a-


ité dans le 
as d'in
lusions sphériques et a été validée numériquement dans le travail

[Sanahuja, 2008℄. En revan
he, le raisonnement sur lequel elle se base n'est pas générali-

sable à la morphologie in
lusionnaire ellipsoïdale qu'on examine dans 
e travail. On peut


ependant relever que 
ette expression s'annule lorsque la porosité du gel atteint la valeur

0.5. Cette valeur 
orrespond à la porosité de per
olation du s
héma auto-
ohérent ave


in
lusions sphériques. On peut alors proposer une expression semblable du paramètre χ

valable dans le 
as d'in
lusions ellipsoïdales. Celle-
i est 
hoisie de manière à 
e qu'elle soit

nulle lorsque la porosité du gel atteint la porosité de per
olation du s
héma auto-
ohérent

ave
 in
lusions ellipsoïdales :

χell = (1− fp.gel)(1− fp.gel/fper) (5.22)

La porosité de per
olation fper dépend bien sûr du rapport d'aspe
t des in
lusions ellip-

soïdales.

Nous justi�ons l'utilisation de l'expression (5.22) dans les modèles de rupture en se
tion

5.5.3.

5.5.2 Calage des modèles dans le 
as d'une porosité séparée

Dans 
ette se
tion, nous reprenons les modèles de rupture de la pâte de 
iment, tels

que dé
rits en se
tion 5.3, pour les valider sur les données expérimentales. Dans 
es

modèles, la porosité propre du gel de C-S-H est homogénéisée ave
 les grains de C-S-H
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à l'é
helle du gel alors que la porosité 
apillaire est homogénéisée à l'é
helle supérieure

ave
 les 
onstituants de la pâte de 
iment (�gures 5.1.a, 5.2.a et 5.3.a ). Les données

expérimentales dont on dispose [Termkhajornkit et al., 2014℄ supposent la porosité de gel

�xe, égale à 40%. Ne disposant pas de données supplémentaires sur l'évolution de 
ette

porosité en fon
tion de l'hydratation du 
iment, nous sommes 
ontraints d'admettre 
ette

hypothèse qui limite la possibilité de 
aler les modèles. En e�et, le paramètre χ, pour

un matériau granulaire à in
lusions ellipsoïdales identiques, ne dépend à priori que de

sa porosité propre et du rapport d'aspe
t à travers la porosité de per
olation. Ainsi si

l'on 
onsidère une 
ertaine valeur pour le rapport d'aspe
t des in
lusions du gel (15 par

exemple), la porosité de per
olation est alors �xée et ave
 l'hypothèse d'une porosité de

gel 
onstante de 40%, on se retrouve ave
 un paramètre de 
alage χ 
onstant sur toutes les

données. Nous essayons don
 de 
aler les deux premiers modèles de rupture uniquement,

à savoir le modèle de Mori-Tanaka et le modèle auto-
ohérent en rupture fragile, à l'aide

de deux paramètres Tcr et χ 
onstants sur l'ensemble des données et ayant une grande

in�uen
e sur les prédi
tions des modèles. Pour 
ela, plusieurs valeurs du 
ouple (Tcr,χ)

sont testés en vue de faire 
orrespondre les résultats de 
ha
un des deux modèles ave
 les

données expérimentales de la pâte de bélite (�g.5.7). On aperçoit alors que la variation

de Tcr et de χ, simultanément ou de manière indépendante, ne produit qu'une translation

verti
ale de la 
ourbe des résistan
es prédites et n'a au
une in�uen
e sur la pente de 
ette


ourbe. En au
un 
as 
ette pente ne peut égaler 
elle de la 
ourbe formée par les données

expérimentales. Cette remarque est valable pour les deux premiers modèles de rupture

(�g.5.7) et elle l'est probablement aussi pour le troisième puisqu'en 
as de séparation

de porosités le paramètre χ est aussi 
onstant dans 
e modèle. On explore ensuite une

autre valeur de la porosité de gel dans le but de rappro
her la pente des résistan
es

prédites par les modèles de 
elle des résistan
es expérimentales. Nous essayons don
 une

deuxième porosité de gel de 28% et on représente les prédi
tions des deux modèles pour

les deux porosités 
hoisies (28% et 40%) et pour di�érentes valeurs des paramètres χ et

Tcr (�g.5.8). La modi�
ation de la porosité de gel ne semble pas avoir d'e�et sur la pente

des résistan
es prédites.



5.5. Validation 143

(a) Mori-Tanaka en fragile

(b) Auto-
ohérent en fragile

Figure 5.7 � Calage des modèles à l'aide des paramètres Tcr et χ : 
as de porosités

séparées

Il reste maintenant à examiner l'e�et du rapport d'aspe
t qui pourrait in�uen
er 
ette

pente des prédi
tions. On 
onsidère don
 4 rapports d'aspe
t di�érents : 2, 10 et 15 pour

les grains de C-S-H que l'on teste pour les deux premiers modèles ave
 des valeurs uniques

de Tcr, χ et fp.gel (�g.5.9). On observe que la variation du rapport d'aspe
t à χ 
onstant

produit le même e�et observé ave
 la porosité de gel, une translation verti
ale de la
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ourbe. La pente (ou l'allure) des prédi
tions est exa
tement la même pour les di�érents

rapports d'aspe
t testés.

En 
on
lusion, on ne peut 
aler les modèles de rupture développés 
i-dessus en séparant

la porosité 
apillaire de la porosité de gel lorsque 
ette dernière est 
onsidérée 
onstante

dans le gel. Ces s
hémas, dans leur 
on�guration a
tuelle, auraient pu être exploités si

l'on disposait de données sur l'évolution de la porosité de gel. Cette tentative de 
alage a

servi à examiner l'e�et du 
hoix de valeurs 
onstantes des paramètres rapport d'aspe
t,

porosité de gel, Tcr et χ. La modi�
ation des valeurs de 
es paramètres, à porosité de gel


onstante pour toutes les données, n'a pas permis de 
hanger la pente des prédi
tions.

Figure 5.8 � E�et de la modi�
ation de la porosité de gel sur les prédi
tions des modèles

(en porosités séparées)
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(a) Mori-Tanaka en fragile

(b) Auto-
ohérent en fragile

Figure 5.9 � E�et du rapport d'aspe
t sur les prédi
tions des modèles (en porosités

séparées)

5.5.3 Calage des modèles dans le 
as où la porosité totale est

pla
ée dans le gel

Dans 
ette se
tion nous étudions le 
as de �gure où la porosité 
apillaire, la poro-

sité de gel et les grains de C-S-H sont homogénéisés à la même é
helle, 
elle où le gel

est hétérogène (é
helle mi
ros
opique). Ce gel est ensuite homogénéisé ave
 les hydrates
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et le 
linker anhydre à une é
helle supérieure (é
helle mésos
opique), 
elle où la pâte

est hétérogène (�gures 5.1.b, 5.2.b et 5.3.b). Cette idée de rassembler les porosités vient

du 
onstat que la distribution de taille des pores est 
ontinue dans le mélange et qu'il

est di�
ile de dé�nir un seuil entre les pores de gel et les pores 
apillaires. Des auteurs

[Termkhajornkit et al., 2014, Pi
hler et al., 2013℄ ont déjà fait 
ette hypothèse d'homo-

généiser la porosité totale à l'é
helle du gel dans un modèle mi
romé
anique semblable

à 
elui que l'on propose mais ave
 une rupture intra-granulaire du gel de C-S-H. Les

résultats obtenus étaient 
on
luants.

Dans notre 
as, ave
 un modèle de rupture inter-granulaire, l'exploration de 
ette hypo-

thèse nous permet d'avoir une valeur de χ di�érente pour 
haque donnée de la porosité

totale. En e�et, les données sur la porosité totale dont nous disposons varient ave
 le degré

d'hydratation du 
iment, 
ontrairement aux données sur la porosité de gel. En 
onsidé-

rant 
ette porosité totale dans le gel le paramètre χ varie également, puisqu'il dépend

essentiellement de la porosité du gel. Il nous est alors possible de véri�er si l'expression

de χ de l'équation (5.22) peut être utilisée dans les modèles présentés en se
tion 5.3 sans

induire trop d'erreur. Pour 
ela, on 
hoisit arbitrairement une valeur du paramètre Tcr

qu'on utilise dans les deux modèles de rupture fragile (Mori-Tanaka et auto-
ohérent) et

on détermine, pour 
ha
un des modèles, les valeurs de χ qui permettent de retrouver les

données expérimentales. On obtient des tendan
es de χ en fon
tion de la porosité totale

dans le gel que nous pouvons 
omparer à la 
ourbe de la formule théorique (5.22). On

observe en �gure 5.10 une bonne 
ohéren
e entre les valeurs de χ obtenues par 
alage

à Tcr �xé et la 
ourbe théorique de l'équation (5.22). Les points obtenus par 
alage des

deux modèles, Mori-Tanaka et auto-
ohérent en rupture fragile, ne sont pas semblables,

mais ils restent en globalité assez pro
hes de la 
ourbe théorique. Ce résultat nous in
ite

à utiliser la formule théorique (5.22) dans le reste du 
hapitre pour estimer le paramètre

χ lorsque la porosité totale est 
onsidérée dans le gel.

Nous nous proposons maintenant de valider les modèles de rupture sur les données pré-

sentées plus haut en se
tion 5.4. Nous testerons les deux modèles de rupture fragile sur

les données des pâtes d'Alite et de Bélite, pâtes dont la 
omposition et la plus simple. La
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Figure 5.10 � Comparaison des valeurs de χ obtenues par 
alage des deux modèles de

rupture fragile ave
 la formule théorique de (5.22)

formule (5.22) sera utilisée pour estimer χ alors que la valeur de Tcr sera 
alée. Plusieurs

rapports d'aspe
t seront examinés pour 
es deux pâtes (ω = 10, 12, 15 et 60). Nous

retiendrons les meilleurs rapports pour les utiliser ave
 les pâtes de 
ompositions plus


omplexes.

Validation et 
alages sur les pâtes d'Alite et de Bélite

Les pâtes d'Alite et de Bélite ont des 
ompositions assez simples : du gel de C-S-H,

des pores, du 
linker anhydre (C3S ou C2S) et un seul type d'hydrate : la portlandite.

Les s
hémas, de Mori-Tanaka et auto-
ohérent, exposés en se
tion 5.3, sont à appliquer

tels quels. Nous exposons dans les �gures 5.11 et 5.12 le 
alage du modèle de rupture de

Mori-Tanaka en fragile à l'aide du paramètre Tcr sur les données de 
es deux pâtes et

des rapports d'aspe
t di�érents (des grains de C-S-H). Nous présentons ensuite dans les

�gures 5.13 et 5.14 
e 
alage pour le modèle auto-
ohérent en rupture fragile.

A travers 
es �gures, il est fa
ile de repérer les meilleures prédi
tions que les deux modèles

peuvent donner et la valeur de Tcr 
orrespondante en 
omparant aux données expérimen-
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tales des résistan
es de pâtes. Les deux modèles peuvent également être 
omparés (une

fois 
alés) à un modèle de la littérature [Termkhajornkit et al., 2014℄ basé sur une rupture

intra-granulaire dans le gel de C-S-H et dont les prédi
tions sont également retrans
rites

dans les �gures. On remarque, à partir des �gures 5.11 et 5.12 que le modèle de Mori-

Tanaka en rupture fragile prédit très bien les résistan
es de la pâte de Bélite et 
e ave


tous les rapports d'aspe
t ex
epté ω = 60 pour lequel les prédi
tions sont nettement

moins bonnes. Pour la pâte d'Alite, les résultats sont en globalité satisfaisants pour les

rapports d'aspe
t autres que 60. La meilleure 
ourbe de prédi
tion est obtenue pour un

rapport d'aspe
t de 12, dans les deux types de pâte. Il est à noter que dans le 
as de

l'Alite, le modèle est impré
is pour les données à degré d'avan
ement important (GSR

important). D'ailleurs, le modèle intra-granulaire [Termkhajornkit et al., 2014℄, qui o�re

une pré
ision équivalente, présente 
ette même anomalie pour les GSR importants. On

peut expliquer 
e
i par l'existen
e et le développement au 
ours de la réa
tion d'hydra-

tation de di�érents types de gels de C-S-H, C-S-H haute densité et C-S-H basse densité

(appelés aussi par 
ertains auteurs � Inner produ
ts � Ip C-S-H et � Outer produ
ts �

Op CSH [Ri
hardson, 1999℄) ayant des rapports d'aspe
t di�érents et des fra
tions volu-

miques qui évoluent di�éremment selon la formulation [Sanahuja, 2008℄. Cette hypothèse

n'est pas 
onsidérée par les modèles présentés dans 
e travail. Pour �nir ave
 
e modèle de

Mori-Tanaka, on 
onstate, en analysant les résultats pour les di�érents rapports d'aspe
t,

que la valeur de Tcr obtenue par 
alage n'est pas la même pour la pâte d'Alite et la pâte

de Bélite et qu'elle dépend également du rapport d'aspe
t. La dépendan
e de la nature

de la pâte peut être la 
onséquen
e de la même hypothèse présentée plus haut soit l'exis-

ten
e de deux gels de C-S-H ayant des valeurs 
ara
téristiques de Tcr di�érentes et ave


des proportions nettement di�érentes entre la pâte d'Alite et la pâte de Bélite (à 
ause

de la formulation). L'abondan
e de l'un des deux types de gel de C-S-H dans une pâte

peut alors faire pen
her le Tcr re
her
hé par 
alage vers 
elui de 
e gel. Par 
onséquent,

on ne peut retenir, à 
e stade, de valeur unique de Tcr valable pour toutes les pâtes.

L'examen des résultats du modèle auto-
ohérent (�gures 5.13 et 5.14) montre une moins

bonne 
orrélation entre les résultats prédits et les résultats expérimentaux notamment
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pour la pâte d'Alite. Les résistan
es de la pâte de Bélite demeurent relativement bien

prédites ave
 un rapport d'aspe
t de 12 ou de 15. On peut 
on
lure de 
e qui pré
ède que

la pâte d'Alite ne se prête vraisemblablement pas bien à une modélisation en 
omposite

granulaire et que la modélisation en 
omposite à matri
e semble être plus appropriée.

Ce modèle pourrait éventuellement donner de meilleures prédi
tions pour les pâtes tes-

tées dans la suite de 
e 
hapitre. Celles-
i 
ontiennent, en e�et, une multitude de phases

in
lusionnaires les rappro
hant d'une mi
rostru
ture granulaire.

(a) ω=10

(b) ω=12
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(
) ω=15

(d) ω=60

Figure 5.11 � Calage du modèle deMori-Tanaka en rupture fragile sur les pâtes d'Alite

à l'aide du paramètre Tcr (ave
 plusieurs rapports d'aspe
ts ω) - Comparaison ave
 le

modèle de rupture intra-granulaire
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(a) ω=10

(b) ω=12
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Tcr

(
) ω=15

(d) ω=60

Figure 5.12 � Calage du modèle de Mori-Tanaka en rupture fragile sur les pâtes de

Bélite à l'aide du paramètre Tcr (ave
 plusieurs rapports d'aspe
ts ω) - Comparaison

ave
 le modèle de rupture intra-granulaire
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(a) ω=10

(b) ω=12
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(
) ω=15

(d) ω=60

Figure 5.13 � 
alage du modèle auto-
ohérent en rupture fragile sur les pâtes d'alite

à l'aide du paramètre Tcr (ave
 plusieurs rapports d'aspe
ts ω) - 
omparaison ave
 le

modèle de rupture intra-granulaire
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(a) ω=10

(b) ω=12
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(
) ω=15

(d) ω=60

Figure 5.14 � 
alage du modèle auto-
ohérent en rupture fragile sur les pâtes de

bélite à l'aide du paramètre Tcr (ave
 plusieurs rapports d'aspe
ts ω) - 
omparaison

ave
 le modèle de rupture intra-granulaire

Validation sur les pâtes à 
omposition plus 
omplexe

Nous nous intéressons maintenant à une gamme de pâtes à formulations plus élabo-

rées sur laquelle nous validons les modèles de rupture fragile établis. En e�et 
es pâtes

présentent, en plus des phases ren
ontrées dans les pâtes d'Alite et de Bélite, plusieurs

phases d'hydrates disposées en in
lusions de formes parti
ulières (
onf. Tableau 5.1). De

fait, au niveau de la modélisation les s
hémas de Mori-Tanaka ou auto-
ohérent mis en jeu
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(
onf. se
tion. 5.3) né
essitent la résolution de plus de problèmes d'Eshelby (représentant


ha
un une in
lusion d'un type hydrate plongée dans une matri
e in�nie). Ce
i n'a�e
te

en rien la di�
ulté de la modélisation. D'ailleurs les équations générales (5.4), (5.10) et

(5.13) restent in
hangées. Nous prendrons soin de 
onsidérer les in
lusions d'hydrates

d'orientation aléatoirement distribuée. En 
e qui 
on
erne les paramètres à estimer, nous

nous limitons à un seul rapport d'aspe
t ω=12. Ce rapport a donné les meilleures 
ourbes

de prédi
tions pour les pâtes d'Alite et de Bélite. Nous estimons le paramètre χ par la

formule (5.22) ayant prouvé sa validité pour les première pâtes. En revan
he, 
omme

au
une valeur du paramètre Tcr n'a pu être validée à la fois sur la pâte d'Alite et la pâte

de Bélite (se
tion 5.5.3), 
elui-
i est gardé 
omme paramètre de 
alage.

La �gure 5.15 montre le 
alage du modèle de Mori-Tanaka en rupture fragile par le

paramètre Tcr sur les données expérimentales ainsi que les prédi
tions du modèle de rup-

ture intra-granulaire de la littérature pour 
haque pâte. On y observe une très bonne


on
ordan
e entre les prédi
tions du modèle (après 
alage) et les résistan
es expérimen-

tales. Ces prédi
tions semblent plus 
on
luantes que 
elles du modèle intra-granulaire de

[Termkhajornkit et al., 2014℄, 
hose qu'on ne pouvait a�rmer pour les pâtes d'Alite et

de Bélite. De plus la valeur de 
alage du paramètre Tcr est à priori unique pour toutes

les pâtes (autour de 0.075). Ce
i 
onstitue une propriété très intéressante du modèle et

lui 
onfère un 
hamp de validité assez large. En revan
he, On relève une irrégularité du

modèle de Mori-Tanaka en rupture fragile pour les valeurs faibles du GSR. En e�et, le

modèle donne, uniquement pour 
es données, des valeurs aberrantes (anormalement éle-

vées) de la résistan
e prédite. Cette anomalie provient prin
ipalement des valeurs élevées

de la porosité a�e
tée au gel, asso
iées à des GSR faibles. Ces valeurs s'appro
hent for-

tement de la porosité de per
olation 
e qui 
onduit à une rigidité estimée du gel Cgel

très faible qui entraine une erreur sur la di�érentiation numérique de Cgel (faite dans la

pro
édure semi-numérique). En résumé, le modèle sera, à 
e stade du développement,

valable à partir d'une 
ertaine valeur du GSR, 
orrespondant à un 
ertain é
art entre la

porosité 
onsidérée dans le gel et sa porosité de per
olation.

Nous observons maintenant la �gure 5.16 qui expose le 
alage du modèle auto-
ohérent
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en rupture fragile. Les prédi
tions sont beau
oup moins probantes que le dernier modèle.

Le même problème 
on
ernant la prédi
tion des données à GSR faible est ren
ontré. Le


alage ne permet pas d'a

order 
orre
tement 
e modèle aux résultats expérimentaux.

Tcr

Tcr

Tcr

(a) pâte1

Tcr

Tcr

Tcr

Tcr

(b) pâte2
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Tcr

Tcr

Tcr

Tcr

(
) pâte3

Tcr

Tcr

Tcr

Tcr

(d) pâte4

Figure 5.15 � Calage et validation du modèle de Mori-Tanaka en rupture fragile sur

des pâtes à formulation plus élaborée à l'aide du paramètre Tcr (ω = 12) - Comparaison

ave
 le modèle de rupture intra-granulaire [Termkhajornkit et al., 2014℄
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Tcr

Tcr

(a) pâte1

GSR

Tcr

Tcr

(b) pâte2
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GSR

Tcr

Tcr

(
) pâte3

Tcr

Tcr

Tcr

Tcr

(d) pâte4

Figure 5.16 � Calage et validation du modèle auto-
ohérent en rupture fragile sur des

pâtes à formulation plus élaborée à l'aide du paramètre Tcr (ω = 12) - Comparaison ave


le modèle de rupture intra-granulaire [Termkhajornkit et al., 2014℄

Après 
alage des deux modèles et détermination des meilleures valeurs du paramètre

Tcr pour 
haque type de pâte, on peut proposer une 
omparaison des deux modèles en

terme de pré
ision. La �gure 5.17 expose les prédi
tions de résistan
es des deux modèles en

fon
tion des résistan
es expérimentales, sur toutes les pâtes examinées dans 
e 
hapitre.

On observe nettement une plus grande dispersion des prédi
tions du modèle auto-
ohérent
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en rupture fragile.

(a) Mori-Tanaka

(b) Auto-
ohérent

Figure 5.17 � Prédi
tions des modèles de rupture fragile en fon
tion des résistan
es

expérimentales pour toutes les pâtes testées représentés ave
 un unique paramètre de


alage Tcr = 0.075
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5.6 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons proposé trois modèles mi
romé
aniques pour étudier la

rupture de la pâte de 
iment. Ces trois modèles ont tiré partie de la modélisation en

rupture du gel de C-S-H (
hapitre 5.6) et se sont basés sur trois 
on�gurations mi
ro-

stru
turales di�érentes pour analyser la pâte en rupture fragile ou du
tile :

� Une mi
rostru
ture à matri
e (de gel de CSH) dans laquelle baignent des in
lusions

de 
linker anhydre, d'hydrates (de formes di�érentes - 
f. tableau 5.1) et éventuel-

lement des pores 
apillaires. Cette mi
rostru
ture a été étudiée par un s
héma de

Mori-Tanaka et examinée en supposant une rupture fragile.

� Une mi
rostru
ture granulaire dans laquelle toutes les phases sont 
onsidérées


omme in
lusions y 
ompris le gel de C-S-H. Cette mi
rostru
ture a été étudiée

par un s
héma auto-
ohérent et examinée également en supposant une rupture

fragile.

� Une mi
rostru
ture à matri
e étudiée par un s
héma de Mori-Tanaka 
omme

la première mais dans laquelle toutes les in
lusions sont 
onsidérées sphériques.

Cette 
on�guration a été examinée et étudiée en rupture du
tile suivant une

méthode de résolution pré
ise qui ne pouvait s'appliquer lorsque le 
ritère du gel

de C-S-H dépendait fortement du troisième invariant. Elle n'a don
 pu être validée

sur les données expérimentales de formulation des pâtes qui 
onduisaient (suivant

le modèle du 
hapitre ) à un 
ritère du gel de C-S-H présentant 
ette dépendan
e.

Les modèles ont été établis sous deux variantes : une variante ave
 porosité 
apillaire

séparée de la porosité de gel et homogénéisée à une é
helle supérieure et une variante où

toute la porosité est homogénéisée à la même é
helle que les grains de C-S-H. Nous avons


her
hé ensuite à valider les deux variantes de 
haque modèle (de rupture fragile) sur

des données expérimentales 
olle
tées dans un travail de [Termkhajornkit et al., 2014℄.

Ces données avaient servi à valider un modèle de rupture de pâte engendrée par une

rupture intra-granulaire dans le gel. Elles 
omprenaient les résistan
es à la 
ompression
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expérimentales de deux types de pâtes à formulations simples (Alite et Bélite) et quatre

autres types de pâte à formulations plus élaborées. Les variantes à porosités séparées

ne pouvaient donner la tendan
e des résultats expérimentaux à 
ause de la porosité de

gel 
onstante dans les données 
e qui nous obligeait à garder une valeur 
onstante du

paramètre χ (rapport des surfa
es de 
onta
t sur surfa
es totales de grains dans le gel),

paramètre déterminant de la tendan
e des prédi
tions par des modèles. Pour les variantes

à porosité totale dans le gel, la 
onfrontation ave
 les résultats expérimentaux des pâtes

d'Alite et Bélite a permis :

� de trouver pour 
haque type de pâte, une valeur optimale du paramètre Tcr (limite

du 
ritère dans les interfa
es) par 
alage.

� de véri�er la validité d'une formule théorique 
hoisie pour estimer le deuxième

paramètre χ.

� de déterminer le meilleur ordre du rapport d'aspe
t des grains de C-S-H.

Ces résultats nous ont 
onduit à valider sur les données des pâtes à formulations plus

élaborées en retenant le rapport d'aspe
t donnant les meilleures prédi
tions, ainsi que la

formule théorique de χ validée. Le paramètre Tcr a été gardé 
omme paramètre de 
alage,

puisque des valeurs di�érentes ont été obtenues pour l'Alite et la Bélite. Le modèle de

Mori-Tanaka en rupture fragile a donné une bonne 
on
ordan
e autant ave
 les données

des deux premières pâtes (Alite et Bélite) qu'ave
 
elles des deuxièmes dont la formu-

lation s'appro
hait le plus des pâtes 
ommer
iales. Une valeur unique de Tcr a même

pu être obtenue par 
alage pour 
es dernières formulations laissant supposer un 
hamp

d'appli
ation assez général de 
e modèle. Une 
omparaison ave
 le modèle de rupture

intra-granulaire de [Termkhajornkit et al., 2014℄ a permis de rendre 
ompte de la bonne

pré
ision de notre modèle par rapport aux modèles ré
ents de la littérature. En revan
he,

le modèle auto-
ohérent en rupture fragile n'a pas donné de résultats 
on
luants, hor-

mis 
eux relatifs à la Bélite où les prédi
tions semblent être plus au moins 
orre
tes. Ce

deuxième modèle qui n'a pas pu être bien 
alé sur les pâtes d'Alite ou sur les deuxième

pâtes, laisse penser à une mi
rostru
ture de la pâte de 
iment ne se prêtant pas à une

modélisation en matériau granulaire à 
ette é
helle.
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Con
lusions et perspe
tives

Il a été bien établi, dans 
ette étude, que les interfa
es et les formes des in
lusions ont

un e�et signi�
atif sur les propriétés élastiques, poroélastiques et de rupture des matériaux


omposites. La prise en 
ompte de 
es e�ets dans les modèles mi
romé
aniques améliore

sensiblement leur aptitude prévisionnelle. Les interfa
es proprement dites peuvent pro-

duire des dis
ontinuités lo
ales du ve
teur 
ontrainte ou du dépla
ement aux bords des

in
lusions.

La prise en 
ompte de l'e�et de dis
ontinuité du ve
teur 
ontrainte produite par le pre-

mier type d'interfa
e à travers un modèle, inspiré de la solution d'Eshelby [Eshelby, 1957℄

et développé dans le 
adre de 
ette étude (Chapitre2), a permis de rendre 
ompte de

l'e�et renforçant de 
e type d'interfa
e sur les propriétés élastiques e�e
tives du maté-

riau ayant une mi
rostru
ture granulaire à in
lusions sphériques. L'e�et sur les propriétés

poroélastiques a également été présenté. L'étude de la solution élastique donnée par 
e

modèle nous a amené à déterminer des expressions appro
hées des modules e�e
tifs du

matériau pour les faibles et grandes valeurs du module d'interfa
e.

La prise en 
ompte de l'e�et d'une dis
ontinuité lo
ale de dépla
ement, produite par

le deuxième type d'interfa
e, pour des in
lusions ellipsoïdales a été abordée par des ap-

pro
hes énergétiques permettant de dé�nir des in
lusions équivalentes qui ont été exploités

dans un s
héma d'homogénéisation (Chapitre3), pour estimer les modules élastiques ef-

fe
tifs d'un matériau granulaire poreux à in
lusions élan
ées. Il a été établi que 
es e�ets

d'interfa
e a�aiblissaient les propriétés élastiques du 
omposite. Leur 
onsidération pour

des in
lusions ellipsoïdales 
onstitue une extension aux modèles élastiques établis dans la

167
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littérature.

L'e�et de 
e deuxième type d'interfa
e sur les propriétés de rupture des matériaux 
om-

posites a été établi, en admettant un 
ritère de rupture dans les interfa
es (de Von Mises

par exemple) et en utilisant une appro
he de 
hangement d'é
helle. Le 
ritère de rupture

homogénéisé du matériau granulaire à in
lusions élan
ées a été établi sur la base des

résultats relatifs aux propriétés élastiques e�e
tives obtenues dans le 
hapitre 3. Cette

appro
he a permis d'enri
hir les a
quis de la littérature dans le sens ou elle permet

d'examiner un mode de rupture inter-granulaire (entre les grains) d'une mi
rostru
ture à

in
lusions ellipsoïdales, mode de rupture 
onsidéré jusque là uniquement ave
 des in
lu-

sions sphériques. La di�
ulté te
hnique dé
oulant de la forme ellipsoïdale des in
lusions

a été de gérer une rupture lo
ale se produisant de manière anisotrope dans le matériau

granulaire. Le 
ritère homogénéisé de 
e matériau a montré une dépendan
e au troisième

invariant de la 
ontrainte que nous nous sommes e�or
és de 
ara
tériser en utilisant une

méthode de 
al
ul originale (basée sur le s
héma dilué). La mi
rostru
ture granulaire po-

reuse à in
lusions élan
ées étudiée en élasti
ité et en rupture s'apparaitrait bien à 
elle du

gel de C-S-H, hydrate prin
ipal et phase dominante dans les pâtes de 
iment dur
ies. En

utilisant un deuxième 
hangement d'é
helle, nous avons pu remonter aux propriétés de

rupture de la pâte à partir de 
elles du gel. Ce 
hangement d'é
helle a été mené de trois

manières di�érentes selon la mesostru
ture 
onsidérée pour la pâte et la nature de la rup-

ture (fragile ou du
tile). Les trois modèles de rupture en dé
oulant ont permis de donner

des 
ritères homogénéisés de rupture di�érents de la pâte. Deux de 
es modèles ont été


onfrontés à des résultats expérimentaux de résistan
e à la 
ompression des pâtes. L'un

d'entre eux a montré une très bonne 
on
ordan
e ave
 l'expérien
e. Sa pré
ision s'est avé-

rée 
omparable à 
elle d'un modèle de la littérature [Termkhajornkit et al., 2014℄ basé sur

une rupture intra-granulaire du gel de C-S-H (
ontrairement à la rupture inter-granulaire

qu'on admettait pour le gel). Le modèle de rupture de la pâte de 
iment établi dans 
e

travail et tenant 
ompte de la rupture inter-granulaire du gel de C-S-H représente un ou-

til de prévision des résistan
es des pâtes exploitable par les professionnels des matériaux

de 
onstru
tion. Il peut être 
alibré pour donner de meilleures prédi
tions pour un type



Con
lusions et perspe
tives 169

parti
ulier de pâte. Il peut également servir à optimiser la formulation des pâtes pour

obtenir de meilleures résistan
es en évitant de réaliser un grand nombre d'essais.

En perspe
tives à 
e travail, et pour palier aux 
aren
es de la littérature s
ienti�que en

matière d'e�ets d'interfa
e de dis
ontinuité de ve
teur 
ontrainte, il serait intéressant de

développer des modèles d'élasti
ité 
onsidérant 
es e�ets dans des matériaux à in
lusions

ellipsoïdales ainsi que des modèles de rupture du
tile et fragile due à des mé
anismes d'in-

terfa
e. Pour le deuxième type, nous proposons de développer davantage les méthodes

énergétiques dé�nissant des in
lusions équivalentes pour en améliorer la pré
ision. Nous

suggérons aussi d'améliorer les méthodes utilisées dans les modèles de rupture et de les

généraliser à tous les 
as de 
hargement possibles (à l'image de la méthode diluée) pour

déterminer des représentations en 3D pré
ises des 
ritères homogénéisés.

* * *





Annexe A

Expressions analytiques obtenues dans

le 
hapitre 1

A.1 Coe�
ients de l'équation déviatorique (2.59)

A = 16(1 − 2ν0)(7− 10ν0)(1 + ν)(ν − 1)2

B = 2(ν − 1)({[(−140 + 120f)ν − 120f − 60]ν20 + [(−144f + 168)ν + 144f + 72]ν0

+(−49 + 42f)ν − 42f − 21}κ + [(−240 + 420f)ν2 − 420f + 240]ν20

+[(−474f + 156)ν2 − 156 + 474f ]ν0 + 126fν2 − 126f)

C =
1

2
({[(−240f + 160)ν − 40 + 240f ]ν20 + [(−192 + 288f)ν + 48− 288f ]ν0

+(56− 84f)ν − 14 + 84f}κ2 + {[(570 − 1080f)ν2 + (−104 + 240f)ν + 840f − 466]ν20

+[(960f − 399)ν2 + (384f − 156)ν + 555 − 1344f ]ν0 + (21− 168f)ν2

+(140− 336f)ν + 504f − 161}κ + [(350 − 690f)ν3 + (690f − 350)ν2

+(690f − 350)ν + 350 − 690f ]ν20 + [(−348f + 216)ν3 + (−216 + 348f)ν2 + (−216 + 348f)ν

−348f + 216]ν0 + (−182 + 462f)ν3 + (182 − 462f)ν2 + (182 − 462f)ν − 182 + 462f)

D =
3

8
{(10ν0 − 7)κ2 + [(45ν0 − 21)ν + 49(ν0 − 1)]κ+ 20ν0(ν

2 − 1)

+28(ν2 − 1)}[(2ν0 − 1)κ+ 2(ν0 + 1)(ν − 1)](2f − 1)
(A.1)
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A.2 Comportement de la solution pour les grandes va-

leurs de κ - Coe�
ients de l'équation 2.62

a =
1

16

6f(ν − 1) +Ra− 5ν − 1

1− ν2

b = −1

4
([(210f − 120)ν20 + (78− 237f)ν0 + 63f ]Ra2

+{[(−1380f + 2520f2 + 60)ν − 2520f2 + 2700f − 692]ν20

+[(18 + 1386f − 2844f2)ν − 3150f + 954 + 2844f2]ν0 + (756f2 − 42− 294f)ν

−322 + 882f − 756f2}Ra+ [(−3960f2 + 7560f3 + 90f + 60)ν2

+(15840f2 + 88− 15120f3 − 3948f)ν − 11880f2 + 7560f3 + 6426f − 1060]ν20

+[(5508f2 − 96 − 8532f3 − 105f)ν2 + (17064f3 − 21600f2 + 7374f + 48)ν

−8532f3 + 16092f2 + 2640 − 10617f ]ν0 + (−21f + 2268f3 − 1764f2 + 42)ν2

+(−4536f3 − 28− 3066f + 7056f2)ν − 1190 + 4011f + 2268f3 − 5292f2)

/((2ν0 − 1)(10ν0 − 7){3Ra2 + [12f(ν − 1)− 2ν + 6]Ra

+(12f − 36f2 − 1)ν2 + (−48f − 10 + 72f2)ν − 36f2 + 36f − 25})

avec

Ra =
√

4(900f2 − 2220f + 8281)ν2 + 4(5604f − 10465 − 3060f2)ν + 204f(−61 + 51f) + 13225
(A.2)
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