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Introduction générale

Un large spectre de matériaux industriels (bétons, ciments, alliages...) ou naturels
(sols, argiles, bois...) peuvent étre qualifiés de composites ou de matériaux hétérogénes
(matériaux regroupant des phases de propriétés différentes, y compris des vides). Ces
matériaux peuvent étre classés, selon leurs configurations macro et micro structurales, en
composites périodiques (composites tissés, plaques trouées périodiquement...) ou com-
posites aléatoires issus d’'un mélange non ordonné de constituants ou de phases for-
mées naturellement (argiles, ciments, platres, sols...). Le comportement et les perfor-
mances mécaniques de ces composites dépendent fortement des variantes microstructu-
rales aux différentes échelles de la matiére. En conséquence, la compréhension des rela-
tions microstructure-propriétés et leur modélisation ouvrent la voie au développement et
au controle des procédés et méthodes d’élaboration de configurations microstructurales
optimales favorisant I’émergence de composites de trés hautes performances, répondant
au mieux aux exigences des conditions d’utilisation. C’est dans ce cadre que s’inscrivent
les travaux de cette thése visant la contribution au développement des approches mi-
cromécaniques pour les composites granulaires avec effets d’interface en vue de leurs
applications aux nanocomposites et aux matériaux cimentaires, qui présentent un grand
intérét pour l'industrie du batiment. En effet pour les industriels de ce secteur, caracté-
riser les matériaux cimentaires, en déduire leurs propriétés mécaniques et, encore mieux,
pouvoir les prédire avec précision est devenu un besoin crucial. Ceci passe nécessaire-
ment par le développement de modeéles mécaniques (ou micro-mécaniques) qui se basent

sur des observations microscopiques (M.E.B, M.E.T) de la microstructure et sur des ou-
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tils de caractérisation (XRD, micro-tomographie, micro/nano-indentation) pour prédire
les propriétés d’élasticité (ou poroélasticité) et de rupture des matériaux composites.
On retrouve dans la littérature [Mori and Tanaka, 1973, Kroener, 1978, Hashin, 1991] un
grand nombre de modéles pouvant étre qualifiés de micromécaniques ou multi-échelles
(car ils se basent sur des propriétés et des observations a une échelle inférieure pour
déterminer des propriétés a une échelle supérieure) pouvant s’appliquer aux composites
aléatoires. Parmi ces modéles on récense les modéles numériques basés sur la méthode
des éléments finis (E.F) [Pierard et al., 2007b, Pierard et al., 2007a], ceux basées sur la
transformée de Fourier rapide (F.F.T) [Brisard, 2011] et les modéles de champs moyen
utilisant souvent la solution d’Eshelby ou les approches variationnelles (schémas de Mori-
Tanaka ou auto-cohérent, bornes de Voigt et Reuss ou de Hashin-Shtrikman). Ces modéles
du premier ou du deuxiéme type présentent, malgré leur utilisation fréquente, des limi-
tations pouvant affecter sérieusement leur aptitude prévisionnelle, notamment lorsqu’il
s’agit de déterminer le comportement en rupture des matériaux composites granulaires.
Ces limitations concernent U'effet d’interface et 'effet de taille (interdépendants) que les
modeéles classiques répandus dans la littérature ne prennent pas en compte, en dépit
de la confirmation de leurs roles par un certain nombre d’auteurs [Shuttleworth, 1950,
Mura and Furuhashi, 1984, Shiotz et al., 1998| qui ont tenté d’intégrer, parfois avec suc-
cés, plusieurs types d’interfaces dans des modéles micromécaniques d’élasticité et de rup-
ture. Cependant, ces tentatives demeurent limitées aux composites (granulaires ou a
matrice) avec des formes d’inclusions simples, sphériques ou bien cylindriques et ceci en
dépit des données de la littérature [Sanahuja, 2008, Sanahuja et al., 2008| qui révélent
I'importance de la forme des inclusions et son influence sur les propriétés mécaniques
de ces matériaux. Il se crée alors le besoin de développement de modeéles pour compo-
sites a inclusions de formes plus générales intégrant les effets d’interfaces pour pallier ces
carences de la littérature et pour doter les utilisateurs de ces matériaux d’outils prévision-
nels plus sirs pour leurs projets de conception. Pour répondre a ce besoin, on a adopté
une démarche qui tire profit des données de la littérature pour intégrer les effets des

divers types d’interface (de discontinuités de contrainte ou de déplacement) a des formes
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d’inclusions (sphériques et ellipsoidales) dans des modéles micromécaniques (basés sur

les méthodes d’homogénéisation) de comportement élastique, poroélastique et de rupture

des matériaux composites. Des données expérimentales relatives au gel de C-S-H, fournies

par Le centre de recherche du groupe Lafarge ont été mises a profit pour la validation des

modéles de rupture inter-granulaire développés dans le cadre de cette étude. Les résultats

obtenus dans ce travail et les discussions associées sont présentés dans cing chapitres :

Le chapitre 1 est consacré a une analyse des données bibliographiques relatives
aux effets d’interfaces et aux formes d’inclusions dans les composites granulaires et
nanocomposites ainsi qu’aux modeéles d’élasticité et de rupture les considérant.

Le chapitre 2 est consacré a l'intégration des effets d’interface de discontinuité de
contrainte dans un modeéle micromécanique pour rendre compte du comportement
élastique et poroélastique des matériaux granulaires a inclusions sphériques.

Le chapitre 3 est consacré au développement des approches énergétiques permet-
tant de considérer les effets d’interfaces dans des inclusions ellipsoidales pour rendre
compte du comportement élastique effectif d’'un matériau granulaire a inclusions
élancées susceptibles de présenter des effets d’interface de discontinuité de déplace-
ment (gel de C-S-H).

Le chapitre 4 est consacré a I’étude de la rupture fragile, des mémes types de ma-
tériaux, produite par un glissement entre les grains, au niveau des interfaces. Outre
la définition d’un critére de rupture dans les interfaces pour ces matériaux (dont
la rupture est généralement admise dans les grains faute de solutions techniques),
il a été question d’étudier la rupture anisotrope paramétrée par les orientations de
grains.

Le chapitre 5 conclut ce travail par la mise au point de modéles de rupture pour
la pate de ciment durcie, intégrant le modéle de rupture inter-granulaire du gel de
C-S-H (hydrate principal de la péate de ciment). Ils sont confrontés a des résultats
expérimentaux obtenus par essais de résistance a la compression sur des pates a
formulations variées effectués au sein du LCR (Lafarge Centre de Recherche) ce qui

permet une évaluation de leurs aptitudes prévisionnelles.






Chapitre 1

Etat de I’art sur les matériaux
composites avec effets d’interface

Résumé :Ce chapitre offre un apercu sur la littérature des composites aléatoires avec
effets d’interface. Il expose les principauzr résultats sur la modélisation micromécanique

de ces composites en €lasticité et en rupture.
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6 matériaux composites avec effets d’interface

1.1 Introduction

La modélisation du comportement mécanique des composites aléatoires a 1’aide des
méthodes multi-échelles a fait 'objet d’un grand nombre de travaux de recherche dont il
serait vain de dresser une liste satisfaisante [Eshelby, 1957, Hashin and Shtrikman, 1962,
Kroener, 1978, Mori and Tanaka, 1973|. Cependant les modéles dérivant de ces méthodes,
devenus d’usage classique, montrent leur limitation lorsqu’ils sont appliqués aux compo-
sites présentant des effets de taille d’inclusions ou des effets d’interfaces a leurs bords.
La prise en compte de ces derniers est d’'une grande importance dans le développement
de modeéles précis de prédiction des propriétés mécaniques en élasticité comme en rup-
ture. C’est, pourquoi, nous accordons dans le cadre de ce chapitre bibliographique, plus
d’intérét aux différentes formes d’effets d’interface rencontrés dans les composites aléa-
toires & travers ’analyse des données de la littérature s’y rapportant. Pour finir, nous
examinons des matériaux composites susceptibles d’exhiber des effets d’'interface avec les

modélisations qui leurs ont été consacrées dans la littérature.

1.2 Effets d’interface dans les matériaux composites

On retrouve dans la littérature plusieurs formes de modéles micromécaniques qui ont
été utilisées pour rendre compte des propriétés mécaniques des composites aléatoires a
partir des propriétés des phases existantes, de leurs proportions et de leurs distributions.
On peut classer ces modéles en deux types :

— des modeéles par champ moyen, basés la plupart sur la solution d’Eshelby
[Eshelby, 1957]; ils peuvent fournir des estimations ou des bornes des propriétés
mécaniques (rigidités, modules élastiques, domaines de résistances) sous forme d’ex-
pressions analytiques dans les cas les plus simples. Parmi ces modéles on peut citer
les plus connus : le modéle de Mori-Tanaka [Mori and Tanaka, 1973], le modéle
auto-cohérent [Kroener, 1978]|, les bornes historiques de Voigt et Reuss, les bornes
de Hashin et Shtrikman [Hashin and Shtrikman, 1962].

— des modéles numériques qui sont basés sur une modélisation de la microstructure
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du matériau, une discrétisation particuliére du milieu gardant séparées les phases
et sur I'application de la méthode des éléments finis ou des techniques de FFT
(transformation de Fourier rapide). Ces modéles ne donnent que des estimations
numeériques des propriétés mécaniques. Leur précision dépend de la modélisation fi-
déle de la microstructure. De plus la reproductibilité des résultats n’est pas toujours
assurée.
Ces deux types de modéles tels qu’on les trouve dans la littérature montrent la méme
limitation ; ils ne prennent pas en compte I’existence d’effets d’interface (méme faibles) qui
se produisent au niveau des frontiéres des phases de la majorité des matériaux composites,
en dépit de la confirmation de leur existence par plusieurs chercheurs [Theocaris, 1987,
Mura and Furuhashi, 1984, Wei and Amnand, 2004, Shiotz et al., 1998]. Les deux types
de modéles micromécaniques ci-dessus cités peuvent donner pour des microstructures
semblables de bonnes estimations des propriétés mécaniques lorsque 'effet d’interface
est faible et de mauvaises estimations lorsque cet effet prend de 'importance. Ces effets
d’interfaces sont indépendants des propriétés des phases existantes (ou introduites) dans
le matériau composite. Dans la littérature, le comportement de la région de 'interface est
simulé par trois modéles traduisant des mécanismes physiques (d’interface)radicalement

différents.

1.2.1 Interphases ou couches périphériques

Ce premier type de modélisation décrit la zone de U'interface comme une couche (ou
"interphase", généralement mince) tridimensionnelle située entre une inclusion et la ma-
trice ou entre une inclusion et les inclusions avoisinantes. Cette couche peut étre créée de
maniére industrielle dans certains composites (par revétement) ou se former naturellement
dans d’autres comme les bétons ou les ciments pour lesquels 'existence de ces couches
(surnommées ITZ ou Interfacial Transition Zone) a été mise en évidence dans plusieurs
travaux. Dans tous les cas, les propriétés mécaniques de 'interphase différent de celles
de la matrice ou des inclusions du matériau composite. Des conditions de contact parfait

sont généralement admises aux frontiéres interphase/matrice et interphase/inclusion.
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1.2.2 Interfaces de discontinuité de contrainte

Le deuxiéme type d’interface que l'on examine dans ce chapitre est assez différent
de la premiére modélisation au plan de la représentation géométrique. En effet, la zone
de l'interface n’est pas considérée comme une couche 3D mais plutot comme une sur-
face 2D dans laquelle on rencontre un phénoméne physique assez particulier (semblable
a celui qu'on observe dans le phénoméne de capillarité) : Pexistence de contraintes
surfaciques au niveau des frontiéres d’inclusions. L’effet de ces contraintes de surface
(ou d’interface) a fait, depuis plusieurs années, 1'objet d’'un certain nombre de tra-
vaux de recherche [Shuttleworth, 1950, Gurtin and Murdoch, 1975, Nix and Gao, 1998,
Miiller and Saul, 2004, Li et al., 2004] et notamment avec l’apparition et le dévelop-
pement des matériaux nano-structurés qui requiert des modéles mécaniques incor-
porant ces effets d’interfaces [Cuenot et al., 2004, Duan et al., 2005a, Shenoy, 2005,
Dingreville et al., 2005]. Des travaux récents ont permis de revenir en détail sur Pori-

gine physique des contraintes de surface [Miiller and Satl, 2004, Dingreville et al., 2005].

1.2.3 Interfaces de discontinuité de déformation

Le troisitme type d’interface que nous reportons dans cette section est caracté-
risé par une discontinuité locale du champ de déplacement au bord des inclusions. La
zone interfaciale est & nouveau décrite comme une surface. Cet effet a été constaté
par plusieurs auteurs pour différentes configurations microstructurales [Theocaris, 1987].
Ainsi, [Mura and Furuhashi, 1984 ont observé des glissements aux frontiéres des grains
dans les matériaux granulaires et les polycristaux a température ambiante et les ont
interprétés par une décohésion totale des grains au niveau de l'interface. Par contre
[Huang et al., 1993] ont cherché a définir un comportement de frottement de 'interface
généralisant ainsi I'interface de décohésion définie dans [Mura and Furuhashi, 1984|. De
leur coté, [Shiotz et al., 1998, Wei and Amnand, 2004] ont trouvé que le chargement ma-
croscopique de déformation imposé a un matériau polycristallin était repris par des glis-

sements et des séparations au niveau des frontiéres de grains.
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1.3 Modélisation des effets d’interface en microméca-
nique

Dans cette section nous regroupons de fagon non exhaustive les principaux modéles
d’élasticité et de rupture sur les matériaux composites intégrant un des trois types d’in-
terfaces de la section 1.2. L’accent a été mis sur ’effet produit par chaque type d’interface

sur les propriétés élastiques effectives et la rupture du matériau composite.

1.3.1 Modélisation en élasticité

Les différents phénoménes observés expérimentalement dans les composites granu-
laires ou a matrice et attribuées a l'existence d’interfaces aux frontiéres des inclu-
sions (dont certains sont reportées en section 1.2) ont incité les chercheurs a concen-
trer leurs travaux sur la quantification de l'effet d’interface sur les propriétés élastiques
effectives des matériaux composites. Dans les deux premiers travaux traitant de la
question |[Hashin, 1962, Christensen and Lo, 1979], les auteurs parviennent a détermi-
ner les modules élastiques équivalents d’une inclusion sphérique ou cylindrique compo-
site plongée dans une matrice infinie (généralisation du probléme d’Eshelby), en em-
ployant des champs de déplacement de la forme de [Love, 1944]. Cette inclusion compo-
site est constituée d'un coeur entouré d’une couche périphérique (interphase). Son mo-
dule de compression équivalent, dans le cas sphérique, est donc donné naturellement
en fonction des modules du ceeur et de la couche sous une expression assez simple (1.1)
[Hashin, 1962]. En revanche son module de cisaillement équivalent, toujours pour la forme
sphérique, dépend en plus des modules de la matrice infinie. Il est donné comme solu-
tion d’une équation du second degré dont les coefficients A, B, D sont retrouvés dans
[Christensen and Lo, 1979, Hervé and Zaoui, 1990] :

C(k‘l — k’g)(gk’g -+ 4#2)
30(/{32 — k‘l) + 3]{?1 + 4,u2

2
(ﬂ) A+(@)B+D:0
H2 M2

keq:k0:k2+

(1.1)



10 matériaux composites avec effets d’interface

ou ki, py sont les modules du ceeur ko, ps les modules de la couche, ¢ la fraction
volumique du coeur dans I'inclusion composite.

Quelques années apreés, [Herve and Zaoui, 1993| ont réussi & généraliser ce raisonnement
a une inclusion sphérique constituée d'un ceeur et n couches périphériques concentriques
et a déterminer les modules équivalents d'une telle inclusion plongée dans une matrice
infinie.

Ainsi la problématique d’inclusions sphériques (ou cylindriques) entourées d’interphases
est bien traitée dans la littérature. On retrouve, en revanche, trés peu de travaux sur des
formes d’inclusion plus générales, ellipsoidales par exemple.[Duan et al., 2005b)]

En ce qui concerne, les interfaces de discontinuité de déplacement, leur inté-
gration dans des modéles d’élasticité a commencé, & notre connaissance, avec
[Mura and Furuhashi, 1984| qui ont étudié des inclusions sphériques avec une dé-
cohésion compléte. Ensuite Hashin a présenté dans [Hashin, 1991] la solution en
contrainte et en déformation microscopiques du probléme d’Eshelby avec une inclusion
sphérique avec interface, en associant a l'interface une certaine rigidité, telle qu’on la
retrouve dans des travaux plus récents. |[Dormieux et al., 2007, Sanahuja, 2008] ont
proposé des expressions des modules homogénéisés (auto-cohérents) k,. et i, de ma-
tériaux composites poreux incorporant ce type d’effet d’interfaces au bords d’inclusions
sphériques. Ces auteurs les ont présenté pour le cas particulier ou le coeur et I'interface

sont incompressibles, mais la méthode exposée permet de les obtenir dans le cas général :

4(1 - (b),uac
ke = ———— 1.2
W (12)

lae €st donné comme solution de I’équation suivante :
16(5+ k) (3 — ¢)M? + [(9+ 779)k + 114(3¢ — 1)] M + 57k(2¢ — 1) = 0 (1.3)

ou M = piae/po et K = 2K /1o ¢ représente la porosité du matériau, py le module de
cisaillement du cceur des inclusions solides, r leur rayon et K; le module tangentiel de
I’interface.

Les travaux modélisant ces effets d’interfaces dans des modéles élastiques ont notamment
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permis de confirmer que les modules équivalents ou les modules homogénéisés étaient
affaiblis par l'existence de ces interfaces [Sanahuja, 2008] et de quantifier cet effet. En
effet, la représentation du module de compression auto-cohérent (dans le cas général)
d’un matériau poreux incorporant cet effet d’interface, en fonction du module K; permet
de rendre compte de cet affaiblissement (figure 1.1). On constate alors que le module de
compression k. incorporant I'effet d’interface ne retrouve la valeur classique de I'estima-
tion auto-cohérente que lorsque les modules d’interfaces tentent vers I'infini. Autrement,
ce module de compression reste toujours inférieur a I’estimation auto-cohérente classique

(figure 1.1). Les interfaces de discontinuité de contraintes n’ont pas été aussi largement

40
30+
ksc 20
—— k _ (effet d'interface)
Sc
10+ .
—— k__classique
sc
0 T T T T T T T T T 1
0 2000 4000 6000 8000 10000
K

t

FIGURE 1.1 — Module de compression homogénéisé d’un composite granulaire a inclusions
sphériques présentant des interfaces de discontinuité de déplacement - ky = 25, o = 12,
r=0.1, ¢ =0.15, K, = K,

traitées dans la littérature. En effet, en dépit des recherches datant de 1950 permettant
de rendre compte de leur existence [Shuttleworth, 1950, Gurtin and Murdoch, 1975], I'un

des premiers travaux les considérant dans des modéles micromécaniques élastiques sont
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ceux de [Duan et al., 2005a] qui parviennent a les intégrer dans les schémas d’homogé-
néisation de Mori-Tanaka et auto-cohérent pour en sortir des estimation des modules
homogénéisés d’'un matériau a inclusions sphériques. Les principaux résultats de cette
étude sont les expressions analytiques de ces modules homogénéisés dont nous reportons
le module de compression, donnée a la fois par le schéma auto-cohérent et celui de Mori-
Tanaka (se reporter a [Duan et al., 2005a] pour les expressions assez lourdes du module

de cisaillement homogénéisé) :

(3k1(3ko + 4 f o) + 2[4 fuskt + 3ko(2 — 2f + k7)]
3B3(1— f)ky + 3 fky + 2u2(2 + k7 — fkT)]

ou k; et p; les modules de la phase inclusionnaire (i = 1) et de la phase matricielle (i = 2)

(1.4)

et kI = 2ks/(rps) ot ks = Ag + 115 le module de compression de I'interface, r le rayon des
inclusions et f la fraction volumique d’inclusions.

[Quang and He, 2008] parviennent par la suite a appliquer les approches variationnelles
de Voigt et Reuss pour déterminer des bornes aux modules homogénéisés d’un com-
posite & matrice présentant des interfaces de discontinuité de contrainte au bord de
ses inclusions sphériques (le cas d’inclusions cylindriques est également examiné dans

[Quang and He, 2008]) :

u 4 kg
k(_;,_) = Coko -+ Zci kl + gr—

i=1
p
ksi + 6,“52
H(+) = Coplo + Z Ci (Mz‘ + T)
i=1 !

p

" . (1.5)

ky=|—+ — I

S R By
—1
e . i ciri[iri(285k; + 20p;) + (48k; + 136;) (6ks; + psi)]

IU/(*) - Lo — 5f<klu i, ksi7 Msi, Ti)

avec

f(ku iy Ksis fhsis Tz) = Ksiftsi
ou ¢; la fraction de la phase inclusionnaire i, k; et u; ses modules élastiques, r; le rayon

de ses inclusions, ¢y la fraction volumique de la matrice, kg et o ses modules élastiques
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et kg et pg les modules élastiques des interfaces entourant les inclusions de la phase 7.
Ces modules d’interface interviennent dans ’expression du tenseur de rigidité d’interface

qui est défini dans [Quang and He, 2008] par ’expression (1.6) :

| 1
L) = kyP ® P+ 214(T — 3P ® P) (1.6)

P étant le tenseur de projection tangentiel d’ordre 2 exprimé en fonction du tenseur de

projection normal IN et du teunseur identité I d’ordre 2 :
P=I-N=I-n®n (1.7)

oll n est le vecteur normal & I'interface. T est un tenseur de projection d’ordre 4. Il s’ex-

prime en fonction du tenseur P & 'aide de 'expression suivante [Quang and He, 2008] :

T = PP (1.8)

ot le produit A®B désigne un produit tensoriel symétrisé défini par (AQB);ju =
(AixBji + AyBji)/2 pour tout A et B tenseurs d’ordre 2.

Dans le méme contexte, [Brisard et al., 2010a, Brisard et al., 2010b] appliquent égale-
ment des approches variationnelles pour déterminer des bornes inférieures de Hashin-
Shtrickman des modules homogénéisés d’un tel matériau dont nous ne présentons que
’expression pour le module de compression homogénéisé (voir [Brisard et al., 2010b] pour
le module de cisaillement) :

S Bk + 4im) (kp — ki)

k=kn
3fkm + 4 +3(1 — fk,

(1.9)

ou kp = kine + %, Kines km, ks étant respectivement les modules de compression des
inclusions, de la matrice et des interfaces, p,, le module de cisaillement de la matrice, r
le rayon des inclusions et f leur fraction volumique.

Il nous est possible, a ce stade, de comparer les modéles de [Duan et al., 2005a], cite-
Quang08 et [Brisard et al., 2010a] en ce qui concerne la prédiction du module de com-

pression homogénéisé d’'un composite & matrice avec inclusions sphériques présentant cet
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effet d’interface de discontinuité de contrainte. Nous tracons en figure 1.2 les différentes es-
timations de ce module homogénéisé en fonction du module d’interface kg pour des valeurs
fixées des autres paramétres. Cette comparaison nous permet tout d’abord de constater
que cet effet d’'interface produit une augmentation des modules élastiques effectifs du
composite (par rapport au cas sans interfaces). En effet, lorsque le module d’interface k;
est nul (effet d’interface inexistant) les modeéles donnent une valeur du module de com-
pression homogénéisé proche de 'estimation classique de Mori-Tanaka. Les modéles de
[Duan et al., 2005a] et [Brisard et al., 2010a] permettent d’en retrouver la valeur exacte.
En revanche, & partir d’une certaine valeur strictement positive de k; tous les modéles
donnent une valeur plus élevée que l'estimation classique de Mori-Tanaka. Ensuite, on
remarque que la borne de Hashin-Shtrikman généralisée par [Brisard et al., 2010a] (borne
inférieure du module de compression) coincide parfaitement avec 1’estimation de Mori-
Tanaka étendue par [Duan et al., 2005a] pour prendre compte des effets d’interfaces. Pour
résumer, on peut constater qu'un grand nombre de publications a permis d’introduire les
trois concepts d’interfaces dans des modéles micromécaniques permettant de prédire le
comportement élastique de composites & microstructures variées. Ces interfaces ont été
généralement considérées dans le cas d’inclusions de formes simples, sphériques ou cylin-
driques, pour simplifier les développements analytiques. Trés peu de travaux intégrant les
effets d’interfaces a des inclusions de forme plus générale (sphéroidale) sont disponibles
dans la littérature. Pourtant de récentes recherches ont permis d’affirmer 'importante in-
fluence de la forme des inclusions sur les propriétés élastiques [Sanahuja, 2008] notamment
pour les matériaux granulaires. La figure 1.3 permet d’en rendre compte; elle présente
le module de Young et le coefficient de Poisson homogénéisés d’'un composite granulaire
poreux déterminés par un schéma auto-cohérent en fonction de la porosité pour différents
rapports d’aspect de ses inclusions ellipsoidales. L’écart entre les modules obtenus avec
les différents rapports d’aspects ry montre clairement I'importance de la forme des in-
clusions. Dans le chapitre 3 de ce manuscrit, nous explorons la possibilité d’intégrer des
interfaces de discontinuité de déplacement a des inclusions de forme ellipsoidales, pour

étudier les propriétés élastiques d’un composite présentant une telle forme d’inclusions.
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Borne sup [Quang et al.2008]

Borne inf [Quang et al.2008]
Hashin-Shtrikman [Brisard et al. 2010]
Mori-Tanaka classique

Mori-Tanaka généralisé [Duan et al. 2005]

40
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20
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FIGURE 1.2 — Module de compression homogénéisé d’'un composite & matrice et inclu-
sions sphériques présentant des interfaces de discontinuité de contrainte - Estimation par
différents modéles de la littérature - k,, = 20, kijp. = 35, g, =15, 7 =1, f =04

1.3.2 Modélisation en rupture

Dans cette section nous passons en revue les principaux modéles de rupture impli-
quant des mécanismes d’interface que I’on peut rencontrer dans la littérature.
Plusieurs études ont été consacrées aux effets d’interface sur les propriétés élastiques des
composites, mais également a leurs effets sur les mécanismes de rupture et la résistance
des matériaux. En ce qui concerne les interfaces de discontinuité de déplacement, on
peut citer les travaux de [Dormieux et al., 2007] qui, aprés détermination des propriétés
élastiques d’un matériau granulaire poreux présentant des interfaces de discontinuité de
déplacement, ont utilisé ces résultats pour explorer la rupture produite par un glisse-
ment inter-granulaire. Pour cela, les auteurs ont postulé un critére de Von Mises dans

les interfaces, portant sur la composante tangentielle du vecteur contrainte au niveau de
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FIGURE 1.3 — Effet du rapport d’aspect ry des inclusions (ellipsoidales) sur le module de
Young et le coefficient de Poisson homogénéisés (par schéma auto-cohérent) en fonction
de la porosité f pour un matériau granulaire poreux - Ey = 31,034G Pa GPa, vy = 0.293
(des inclusions)

celles-ci, puis en utilisant une méthode de changement d’échelle basée sur une équivalence
énergétique, ils ont pu relier la contrainte macroscopique a la moyenne de la composante
tangentielle de ce vecteur contrainte dans les interfaces. De cette maniére, ils ont pu déter-
miner analytiquement le critére homogénéisé de rupture du composite granulaire induit
localement par un glissement au niveau des interfaces. Les auteurs [Maalej et al., 2009]
ont traité, dans un second travail, le cas d’'interfaces frottantes dans un matériau granu-
laire en postulant un critére de Mohr-Coulomb non-cohésif dans les interfaces, portant
sur les moyennes de la composante tangentielle et de la composante normale du vecteur
contrainte a leur niveau. Les auteurs ont pu alors déterminer le mode de rupture du ma-
tériau en supposant successivement des mécanismes de rupture ductile puis fragile puis
en exprimant analytiquement le critére macroscopique ou la loi d’écoulement plastique
induite par une rupture locale par frottement dans les interfaces.

Quant aux composites contenant des inclusions avec interphases (couches minces), plu-
sieurs travaux ont permis d’étudier une rupture, dans les interphases combinée ou pas
avec une rupture dans le ceeur. [Sanahuja and Dormieux, 2005] ont par exemple étudié

une rupture produite par un critére de Von Mises dans la couche en supposant le cceur
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infiniment rigide pour déterminer le critére macroscopique de maniére analytique dans le
cas d’une rupture ductile. D’autres travaux sur la rupture des composites avec interphases
ont été publiés par [Nguyen, 2012| qui utilisent d’autres critéres locaux.

Pour le dernier type d’interfaces, produisant des discontinuités de contraintes, les travaux
regardant leur effet sur la rupture des composites ne sont pas nombreux. L.’un des rares
travaux qu’on trouve dans la littérature est publié par [Dormieux and Kondo, 2010| dans
le quel les auteurs utilisent le modéle de Gurson pour déterminer le critére homogénéisé
induit par un critére local de Von Mises dans les interfaces.

En résumé on peut affirmer que plusieurs travaux traitant de la question de la rupture
des matériaux par mécanismes d’interface existent dans la littérature. Les interfaces de
discontinuité de contraintes sont moins évoquées en rupture que les autres types. Ici aussi
tous les travaux cités dans cette section considérent des inclusions sphériques. A notre
connaissance, aucune référence n’examine la rupture par mécanisme d’interface dans les
matériaux a inclusions de forme plus générale. Dans le chapitre 5.6 de ce manuscrit, nous
présenterons une modélisation de la rupture par effets d’interface d’une telle morphologie

inclusionnaire.

1.4 Matériaux modéles présentant des effets d’inter-
faces

Dans cette section nous présentons deux matériaux susceptibles de présenter des effets
d’interfaces. Dans la littérature ces matériaux ont rarement été modélisés comme tels. En
raison de leur importance dans I'industrie, la nécessité de disposer de modeéles précis pour
la prédiction de leur comportement mécanique en élasticité, poroélasticité et en rupture

est évidente.

1.4.1 Nanocomposites

Les nanocomposites sont d’usages trés répandus dans l'industrie d’aujourd’hui. Ils

présentent des propriétés mécaniques, thermiques et électriques intéressantes. Ces pro-
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priétés sont principalement dues & I’émergence de grandeurs de surface qui apparaissent
exclusivement a des tailles infimes des hétérogénéités (de I'ordre du nanomeétre). En effet,
L’énergie de surface, généralement négligée, devient pour cette gamme de tailles d’hé-
térogénéités comparable a I’énergie de volume. En raison des longueurs caractéristiques
de certains matériaux naturels, il est raisonnable de s’interroger sur I'importance de ces
effets dans leurs propriétés mécaniques. C’est le cas de largilite. (conf. section 1.3.1)).
Les matériaux nanostructurés qui doivent leur essor aujourd’hui a des propriétés autres
que mécaniques peuvent également présenter ces effets d’interface. Il faut noter que les
modéles mécaniques concernant ces matériaux sont peu nombreux dans la littérature. En
effets mis & part les modéles élastiques cités en section 1.3.1 et 1.3.2, on ne trouve pas de
travaux traitant du comportement mécanique de ces matériaux en poroélasticité ou en

rupture.

1.4.2 Pates de ciment et gel de C-S-H

La pate de ciment est un matériau composite contenant des phases d’hydrates, pro-
duits de la réaction d’hydratation du ciment (portlandite, célite calcite, gel de C-S-
H...), des phases anhydres, réactifs non consommeés par la réaction d’hydratation (clinker
Cy5,C3S, gypse...) et des vides occupés par de Iair ou de I’eau. Les propriétés mécaniques
de la pate de ciment (rigidité et résistance) représentent tout l'intérét de ce matériau
pour l'industrie de la construction. La connaissance de ces propriétés, leur prédiction et
la détermination des paramétres les controlant sont d’un grand enjeu. Pour comprendre
I’origine de ces propriétés il faut examiner la réaction d’hydratation du ciment qui permet
a la pate de durcir et d’acquérir ses propriétés.

Au moment du gachage (ajout d’eau au ciment), correspondant au début de la réaction
d’hydratation, les particules de ciment ne présentent presque pas de surfaces de contact
entre elles ce qui explique une rigidité et une résistance quasi nulles. Au cours de la réac-
tion, les particules de ciment (clinker) réagissent avec de I'eau et forment des hydrates a
la périphérie des grains. Ces hydrates permettent d’augmenter la surface de contact entre

grains et sont de ce fait a 'origine des modules élastiques ainsi que de la résistance de
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FIGURE 1.4 — Augmentation des surfaces de contact et durcissement de la pate (augmen-
tation de la rigidité)

la pate. Les grains de ciment anhydres continuent & étre consommés lors de I’évolution
de la réaction d’hydratation. La formation d’hydrates permet alors de combler les vides
dans la pate et de la densifier (figure 1.4). L'un des principaux hydrates de la pate de
ciment est le gel de C-S-H. De nombreuses études lui attribuent un effet important sur
les propriétés mécaniques (élastiques et de rupture) de la pate en raison de sa fraction
volumique importante. La figure 1.5 montre I’évolution des fractions volumiques des dif-
férentes phases dans la pate; elle permet d’observer une diminution conséquente de la
porosité avec I’augmentation de la fraction du gel de C-S-H. Ceci porte a croire que les
vides sont principalement comblés par le gel, ce qui confére a la pate une augmentation
de rigidité et de résistance. Comme la modélisation des gels de C-S-H est un passage
nécessaire pour modéliser la pate, de nombreux travaux de recherche lui ont été consa-
crées. La majorité des auteurs de ces travaux publiées considérent le gel de C-S-H comme
un matériau granulaire poreux, méme si les interprétations différent quant a la forme et
la taille des inclusions solides de C-S-H et son importance dans la modélisation méca-
nique de ce matériau. En effet, [Ulm and Jennings, 2008| ont expliqué que 'influence de
la forme des particules était un paramétre de second ordre devant la porosité & cause de
la densité élevée du gel de C-S-H. [Sanahuja et al., 2008] ont montré, sur la base de résul-

tats expérimentaux, que les particules de C-S-H ne pouvaient étre considérées sphériques
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FIGURE 1.5 — Fractions volumiques des différentes phases dans la pate de ciment au cours
de ’hydratation - Augmentation de la fraction du gel de C-S-H avec la diminution de la
porosité- source [Locher and Richartz, 1976]

dans les modéles micromécaniques puisque le gel exhibait des modules de Young loin
d’étre nuls (2 GPa) a des porosités de 0.6 [Feldman and Beaudoin, 1976] (si les particules
étaient sphériques, elles donneraientt une rigidité quasi-nulle a partir d’une porosité égale
a 0.5, selon le seuil de percolation du schéma-auto-cohérent pour la forme sphérique).
On peut donc retrouver dans la littérature différentes modélisations de la microstruc-
ture du gel de C-S-H qui différent essentiellement par la forme donnée aux inclusions :
[Sanahuja, 2008] utilise par exemple des inclusions ellipsoidales aplaties (r; = 0.12) pour
la modélisation en élasticité et des plaquettes infiniment aplaties pour la modélisation
en rupture, alors que [Termkhajornkit et al., 2014] et [Pichler et al., 2013] utilisent des
aiguilles (inclusions infiniment allongées). Une micrographie de microscope électronique
a transmission de [Taylor et al., 2010] permet d’illustrer la microstructure du gel (figure
1.6). On y observe la morphologie granulaire du gel de C-S-H a des densités différentes.
Lorsque cette densité est suffisamment faible on peut distinguer des inclusions allongées
de C-S-H, d’un rapport d’aspect nettement supérieur & 1. Ces inclusions semblent étre
orientées aléatoirement dans l’espace si I’on considére la micrographie dans sa globalité.

Néanmoins on peut remarquer localement la dominance d’une orientation par rapport a
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d’autres dans certaines régions. Ces observations seront exploitées dans les chapitres 3
et 5.6 lors de la modélisation des gels de C-S-H en élasticité et en rupture. Ces proprié-
tés mécaniques du gel seraient fortement affectées par I'existence d’effets d’interface aux
bord de ses inclusions. Nous explorerons dans les chapitres 3 et 5.6 ’hypothése émise par
[Sanahuja, 2008] sur I’existence d’effets d’interfaces de discontinuité de déplacement aux
bords des grains de C-S-H. Nous en tiendrons compte dans nos modélisation en élasticité

et en rupture.

FIGURE 1.6 — Image obtenue par microscope électronique a transmission du gel de C-S-H
dans la pate de ciment [Taylor et al., 2010]

1.5 conclusion

Dans ce chapitre nous avons recensé les différents effets d’interfaces sur le comporte-
ment des matériaux composites ayant fait 'objet des études publiées dans la littérature.
Nous avons, en premier lieu, expliqué 1’origine physique de chacun de ces effets et nous

avons cité les premiers travaux expérimentaux permettant d’en rendre compte. En se-
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cond lieu, nous nous sommes intéressés aux investigations entreprises pour modéliser ces
effets d’interface et les méthodes de leur intégration dans des modéles de comportement
élastique et en rupture. Nous avons, par la suite, comparé les modéles élastiques existant
dans la littérature, leur sensibilité et leur limitations. On conclut, & cet effet, que la ma-
jorité des modéles recensés considéraient une forme simplifiée d’inclusions (sphérique ou
cylindrique), qui s’avére importante pour la détermination des propriétés élastiques mais
pas suffisante pour I’élaboration de modéles prévisionnels précis. Les résultats graphiques
exposés en 1.3 montrant 'importance de cette forme dans la détermination des proprié-
tés élastiques des matériaux composites. Nous avons par ailleurs relevé, a travers cette
analyse bibliographique, le manque de résultats sur le comportement poroélastique et le
comportement en rupture des composites présentant des effets d’interfaces de disconti-
nuité de contrainte. Nous avons fini par évoquer deux matériaux largement rencontrés
dans l'industrie d’aujourd’hui et susceptible de présenter ces effets d’interfaces. Ces ma-

tériaux feront objet d’application des approches et modéles développés dans ce travail.



Chapitre 2

Comportement élastique et
poroélastique des nanocomposites

Résumé :L objet de ce chapitre est de modéliser la microstructure d’un matériau nano-

composite polycristallin, de déterminer ses propriétés élastiques et poroélastiques macro-

scopiques en fonction des propriétés de ses constituants. Les effets d’interface, se produi-

sant généralement auzx bords des nanoparticules, et leurs conséquences sur les propriétés

élastiques et poroélastiques globales seront pris en compte.
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2.1 Introduction

Les nanocomposites sont de nos jours largement utilisés dans diverses applications
pour leurs propriétés particuliérement intéressantes : des conductivités thermiques et élec-
triques accrues (inclusions a nanotubes de carbone), des propriétés optiques, diélectriques
et mécaniques (élasticité et résistance) nettement améliorées pour certains nanocompo-
sites.

Sur le plan mécanique, les améliorations des caractéristiques élastiques et de résistance
sont principalement attribuées & un rapport surface/volume élevé des nanoinclusions (par-
ticules, feuillets, fibres), combiné parfois & un rapport d’aspect (élancement) élevé. Comme
conséquence de ce rapport surface/volume élevé, le volume nécessaire en renforcements
est significativement moins élevé chez les nanocomposites que chez les composites clas-
siques pour produire la méme amélioration des propriétés macroscopiques. En effet, dans
les nanocomposites la surface de contact matrice-particules ou inter-particules est ty-
piquement un ordre de grandeur plus grande que celle dans les composites classiques.
Cet « effet de taille » sur les propriétés mécaniques est di en partie & 'existence de
contraintes d’interfaces. Comme 1’énergie de surface (proportionnelle & la surface totale
des interfaces matrice-inclusion ou inclusion-inclusion) devient pour les nanocomposites
comparable & ’énergie du volume (proportionnelle au volume total du composite), les
contraintes de surfaces ne sont plus négligeables contrairement aux composites classiques.
Ces contraintes de surface ne sont pas prises en compte par les schémas d’homogénéi-
sation classiques. Certains travaux récents ont permis de généraliser quelques uns de
ces schémas comme celui de Mori-Tanaka [Duan et al., 2005a], les bornes de Voigt et
Reuss [Quang and He, 2007, Quang and He, 2008| ainsi que celles de Hashin-Shtrikman
[Brisard et al., 2010a, Brisard et al., 2010b], pour incorporer ces contraintes d’interfaces.
Le travail présenté dans la suite s’intégre dans cette logique. Une extension du schéma
auto-cohérent permet de considérer les contraintes d’interfaces et d’étudier leur effet sur
les propriétés macroscopiques élastiques des nanocomposites granulaires & particules sphé-

riques. Ensuite, en utilisant les résultats de cette premiére partie, ’effet de ces interfaces
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sur les propriétés poromécaniques effectives est analysé.

2.2 Nanocomposites et effets d’interface

La notion de mécanisme d’interface dans les composites n’est pas une no-
tion nouvelle. En effet, plusieurs chercheurs ont mis en évidence son existence :
[Mura and Furuhashi, 1984| ont observé, lors d’essais sur des polycristaux, des dépla-
cements intergranulaires et les ont attribués a un effet d’interface. [Shiotz et al., 1998]
ont proposé que le chargement macroscopique appliqué a un matériau granulaire était
repris localement par une séparation et un déplacement local entre les grains.
L’existence de ces mécanismes constitue une piste pour tenter d’expliquer le comporte-
ment élastique et les mécanismes de rupture de certains matériaux composites. Dans le
cas des composites classiques, ils traduisent une discontinuité de déplacement a la fron-
tiere des grains ou des phases. Ce type de mécanisme d’interface est souvent associé,
dans la littérature, & une équation constitutive reliant vecteur contrainte au niveau de
I’interface et discontinuité de déplacement au travers de celle-ci. Ce modéle est rencontré
parfois dans la littérature sous le nom de "Linear spring model".

Dans les nanocomposites, en revanche, I'effet d’interface rencontré n’est pas dit au méme
phénomeéne physique. Celui-ci est plutot relié au concept de contrainte d’interface qui
se traduit par une discontinuité du vecteur contrainte a travers l'interface. L.e champ
de déplacement quant a lui est continu. Ce type de mécanisme est également associé
a une équation constitutive qui découle de I’équilibre de l'interface. Elle représente une
généralisation de ’équation de Young-Laplace rencontrée dans la capillarité. D’ailleurs la
capillarité est un exemple particulier illustrant ce type de mécanisme d’interface. L’équa-
tion de Young-Laplace généralisée sera le point de départ pour modéliser ’effet d’interface

dans la suite.
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2.3 Modélisation de 'effet d’interface

Dans cette section, le formalisme mathématique permettant la prise en compte des
effets d’interface dans le comportement mécanique des nanocomposites granulaires est
abordé. Le type d’interface considéré est bien sir le deuxiéme type mentionné plus haut,
impliquant ’existence de contraintes surfaciques a la frontiére des grains. Cette section
décrit deux représentations mathématiques différentes de ce phénoméne. Ces contraintes
de surface sont familiérement rencontrées dans le phénoméne de capillarité. Dans ’inter-
face de capillarité, la tension de surface est un scalaire, noté ici v, controlant 'intensité
de la contrainte de surface o :

o’ =71y (2.1)

ol 17 est le tenseur unitaire du plan tangent a l'interface de capillarité I. Celle-ci est
décrite mathématiquement par une surface. La tension de surface apparait dans I’équation
de Young-Laplace. Dans le cas d’une interface fluide/fluide la discontinuité de pression a

travers l'interface s’écrit :
[p] = ~trd (2.2)

ol b est le tenseur de courbure. La discontinuité de pression est due a l’existence des
contraintes surfaciques au niveau de l'interface.

De maniére générale, en présence de contrainte surfacique le vecteur contrainte o - n est
discontinu a la traversée de l'interface. Sa discontinuité est reliée au champ de contrainte

surfacique par la relation de Young-Laplace généralisée suivante :
[e].n+Vie® =0 (2.3)

ou V?* représente l'opérateur divergence le long de 'interface I et n le vecteur unitaire
normal & l'interface. ’équation 2.3 montre que la contrainte de Cauchy et la contrainte
surfacique ne sont pas de méme dimension. Plus précisément, o® a la dimension d’une
pression multipliée par une unité de longueur ([Pa x m]). Ceci est essentiellement dii
au support physique sur lequel la contrainte surfacique est définie, 'interface, qui est

naturellement & deux dimensions.
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2.3.1 Modéles 2D et 3D de l'effet d’interface

Pour relier la contrainte surfacique o & un champ de contrainte standard tridimen-
sionnel de Cauchy o3, (ayant la dimension d’une pression), 'idée est de partir de la

relation asymptotique suivante [Miiller and Saul, 2004] :
z+h
o’(x,y,z) = lim oip(z,y,u)du (2.4)
h—0 J,
exprimée dans le systéme de coordonnées local ol z représente la direction normale a
I'interface.

L’équation 2.4 sous-entend que o35, présente une singularité et devrait étre exprimeé, de

maniére plus rigoureuse, avec le formalisme de la théorie des distributions :

U§D<x7y72) = 0's<.§lf7y72)(s[<.]]’y72) (25)

ot 07 est la distribution de Dirac de I'interface I. A I'inverse, si ’on considére une épaisseur

h bien réelle, la singularité de o5, (z,y, z) définie sur la couche [z, z + h| disparait :

z+h
O'S(x,y,z) = / agD(x,y,u)du (26)

Cette derniére équation indique que o5, (z,y,u) est un O(h™'). En tenant compte de
cette condition, on pourra choisir dans la suite entre la modélisation 2D (surface) et la
modélisation 3D (couche mince) pour prendre en compte les contraintes de surface. Dans
ce qui suit, I'utilisation de ces deux modéles est détaillée pour des interfaces sphériques.
[’équation d’équilibre sera explicitée pour arriver a la formulation de 1’équation d’état.

On note R le rayon de la sphére et h I'épaisseur de la couche fictive de facon a ce que
h < R. Les équations de I’équilibre tridimensionnel s’écrivent pour la couche mince

R <r <R+ h comme suit :

1 1 1
&aw + ; 6.90}9 + m 8¢0’T¢ + ; (20rr — 0y — O'¢¢ + Orp cot ‘9) = 0, (27)
1 1 1
&,crw + ; 890‘99 + Tsin98¢06¢ + ; [(0’99 - 0'¢¢) cot 0 -+ 30}9] = 0, (28)

1 1 1
8r(7r¢ + ; 8@0’9(;5 + m 6¢a¢¢ + ; (30r¢ + 2(79¢ cot ‘9) = 0. (29)
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La contrainte de surface est alors définie comme la résultante des contraintes dans la
couche (voir (2.6)) :
r=R+h
o5 = /TR 0 dr >~ hoy; (1,5 € {r,0,0}), (2.10)
Pour h < R, l'intégration des équations (2.7) a (2.9) pour r variant dans l'intervalle
R <r <R+ h donne :

1 1 1
1 S 1 S 1 S S S
[ore] + I 86099 + ﬂdW% + = (059 — 05) cot B+ 30%,] =0, (2.12)
1
[o7s] + = 8909¢ Ly 8¢a¢¢, +5 (307, + 205, cotf) =0, (2.13)

Ou [o,;] représente la différence o,;(r = R+ h) — 0,.(r = R) qui se réduit a une dis-
continuité de contrainte lorsque h — 0, dans le cas de la modélisation de I'interface par
une surface. Pour la modélisation en couche tridimensionnelle o,; est continu en r = R
et r = R + h. Les deux modélisations devant étre équivalentes, on en déduit que o}; est
du méme ordre que hfo,;] quand h — 0. en utilisant ce résultat, les équations (2.11) a
(2.13) montrent que gy, 07, et o5, sont du méme ordre que R[o,;]. En d’autres termes,
les composantes o, disparaissent et les équations (2.11), (2.12) et (2.13) se réduisent a

(2.14), (2.15) et (2.16) :

Opg + 04 — R]ov] =0, (2.14)

S 1 S S S
Opogg + @&ﬁaw + (059 — 05) cot 0 + R[or9] = 0, (2.15)
er + 8¢0¢¢ +205,cot 0 + R[o.4] =0, (2.16)

no

Celles-ci constituent la forme particuliére de I’équation (2.3) pour les interfaces sphé-
riques.
Pour résumer, deux représentations mathématiques de la méme quantité physique
peuvent étre utilisées :

— des contraintes de surface singuliéres o°d; concentrées dans des interfaces sans épais-

seur,



2.3. Effet d’interface 29

— des contraintes de volume fictives o*/h+ O(h") distribuées sur une interface fictive
d’épaisseur finie h. Le terme dominant est de 1’ordre de h~!. La valeur de h est sans
importance du moment que h < R.

Les deux représentations sont équivalentes tant que l'épaisseur h est petite devant la

longueur caractéristique des hétérogénéités (le rayon des grains dans le cas présent).

2.3.2 Comportement élastique de l’interface

Dans le cas d’un comportement élastique linéaire de 'interface, la contrainte de surface

o’ est reliée au tenseur de déformation €® dans 'interface par :
o*=C0C:¢° (2.17)

Il est & remarquer que la rigidité 2D C* a la méme dimension physique que la contrainte
de surface. Comme le champ de déplacement est régulier, les composantes tangentielles
du tenseur de déformation 3D € sont continues a travers l'interface et donc la projection
de € sur le plan tangent a 'interface donne le tenseur £®. Plus explicitement, on peut
introduire, & la maniére de [Quang and He, 2008|, le tenseur de second ordre L = 1—n®n

(de composantes L;; = §;; — n;n; ) et le tenseur projecteur T d’ordre 4 défini par :
_ 1
T = L@L avec ﬂjkl = §<szL]l + Lilek> (218)

1 = 06, ® ¢; étant le tenseur identité du second ordre défini & l'aide du symbdéle de
Kronecker §;;
Le tenseur de déformation surfacique €°(z) au point z de l'interface est défini sur le plan

tangent a l'interface (de vecteur normal n) et s’écrit :
e'(2) =T(z) :e7(2) = T(2) : e (2) (2.19)

ou et (z) et e (z) désignent les tenseurs de déformation 3D de part et d’autre de U'inter-
face.
En d’autres termes, C* opére uniquement sur les composantes tangentielles du tenseur

de déformation. Dans le cas d’inclusions sphériques, seules les composantes €gg, €94 €t €4



30 Elasticité et poroélasticité des nanocomposites

interviennent dans ’équation (2.17). Nous venons de montrer comment déterminer les
équations d’équilibre en 2D de 'interface a partir des conditions 1’équilibre 3D standards
d’une couche mince. De maniére similaire, il sera utile de déterminer I’équation d’état 2D
(2.17)d’une interface sphérique a partir de la loi de Hooke standard d’une couche mince
3D :

o=Csp:e (2.20)

Csp est une rigidité standard isotrope caractérisée par un module de Young F et un coeffi-
cient de Poisson v, ou alternativement, par des modules de compression et de cisaillement

k et u définis par :
E E

h—— = . -~
D TE |

T (2.21)

de maniére a écrire C3p comme suit, :

(2.22) est la forme standard d’un tenseur de rigidité isotrope, dans laquelle J et K sont

les tenseurs de projection sphérique et déviatorique du quatriéme ordre. Maintenant en

reprenant les équations (2.10) et (2.17), la méthodologie se base sur Iidentité suivante :
R+h

C*: e =lim Csp :edr (2.23)
h—0 Jp

La composante selon rr de cette équation tensorielle s’écrit :
s 2
op. = kh(e + €o + €40) + g,uh(Qéw — €00 — Epp) (2.24)

En annulant o). pour les raisons expliquées plus haut on obtient :

(€00 + €g9) (2.25)

grr:_l_y

qui est une forme particuliére, en coordonnées sphériques de :

v

Epn =E€:NQN = — L:e (2.26)

1—v
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En utilisant I’équation (2.25), l'intégration des autres composantes de I’équation tenso-

rielle (2.20) donne :

b= (g + (2 + 240)
‘799—1+y590 1_1/590 Eo¢
Eh v
s — 2.27
Too = T35 (€00 T 7 (€00 + €00)) (2.27)

. Eh
To = 14+v
qui prend la forme classique suivante [Duan et al., 2005a, Quang and He, 2007] :

E0¢

Op9 = N (egg + E5y) + 211° (€5g)
Top = N*(€p T €59) + 210°(5) (2.28)
qub = 2M8(5§¢)

A et p® sont les modules d’élasticité 2D (i.e. de U'interface). Ils sont reliés aux modules

3D F et v (tout comme on trouve dans [Wang et al., 2005]) par :

N = Ehv s FEh (2.29)
12 0 M T eagy '

Comme mentionné plus haut, &; (i,j = 0, ) désignent les composantes de la déformation
surfacique qui sont égales aux composantes correspondantes de la déformation volumique
locale.

L’existence d’effets d’interface nécessite que A et p® ne s’annulent pas quand A — 0.
En d’autres termes, le module de Young 3D E doit étre un O(h™!'). I convient alors
de définir un module de Young surfacique E® par : £* = Eh. Ainsi les modules 2D de
compression et de cisaillement k® et p® peuvent étre définis a partir de E® et v par les

mémes équations que dans la loi de Hooke :
E°=Fh ; k°=kh ; p’°=ph (2.30)

On peut alors éventuellement écrire, & partir de (2.23) et (2.26) :

C* = (3k°T + 21°K) - (}1- - Y n®@®L) . T (2.31)

— v
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ou I = J+ K est le tenseur identité du quatriéme ordre. Notons que le module de Young
2D de l'interface est relié a \* et p® par :

Apt (A" 4 p%)

E° =
)\s + 2M8

(2.32)

Réciproquement, les paramétres 3D peuvent étre obtenus des modules d’élasticité 2D

comme suit :
A8 s
AS 428 h

Ainsi la surface de modules élastiques A*, u® (respectivement k®, u°) est I’équivalent 2D

(2.33)

de la couche mince 3D d’épaisseur h < R, ayant un module de Young du méme ordre

que h~1. Ce résultat sera utilisé dans la suite du chapitre.

2.3.3 Interfaces intergranulaires et grains composites

Dans la suite de ce chapitre nous étudions le cas précis d'une microstructure granulaire
a grains et pores sphériques ainsi que l’effet d’interface qui s’y produit au niveau des
frontiéres de grains. Notons G, le grain n° et [;; I'interface au niveau de la surface de
contact entre les deux grains G; et §;. L’énergie élastique emmagasinée dans les interfaces

de la microstructure s’écrit alors :

Wint = Z/ S0t C ot dS = Z/ ~e":C*:e"dS (2.34)

{i.3} {i.7}
Cette derniére expression peut étre réexprimée a ’aide d’'une sommation sur les grains.
Soit 0G; la partie de la frontiére du grain G; qui est en contact avec d’autres grains solides.
En prenant le soin de ne pas compter deux fois la méme interface, ’expression de 1’énergie

devient :

! ! 1
= :C? . e? 5 =-C° 2.
Wit = E o 2 C® :e°dS avec C 2@ (2.35)

Une telle sommation sur les grains, au lieu d’'une sommation sur les interfaces, suggére

I'introduction du concept de grain composite, constitué d’'un matériau de coeur ayant
. e e e, , , . . , e, e e e, , !

une certaine rigidité entouré par une interface fictive caractérisée par une rigidité C* (

et des modules \*" = \*/2, u*" = p*/2, k* = k*/2). L’introduction de ce concept revient
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a dédoubler I'interface I;; en deux parties égales rattachées successivement a 9G; et 9G;.
D’un point de vue énergétique, les deux approches sont clairement équivalentes. Il est
également possible, a ce stade, de remplacer, dans le grain composite, 'interface fictive
2D de rigidité C* par une couche mince 3D d’épaisseur h et de rigidité Ci, = Csp/2
(comme il a été expliqué plus haut). Le coefficient de poisson v/ et le module de Young

E’ de cette couche mince fictive du grain composite sont :

E  E?
V=v ; E/:§:% (2.36)

De maniére similaire, les modules 3D de compression et de cisaillement de la couche fictive

s’écrivent :
k ks k,s/ U Ms ,us/
l{}l = —= — = — . / = - = — = — 237
2 2 n M T 2T h (2.37)
Ce concept de grain composite associé au modéle de couche mince sera d’une grande utilité

pour I'implémentation du schéma d’homogénéisation auto-cohérent de la microstructure.

2.4 Une extension du schéma auto-cohérent

La morphologie polycristalline des nanocomposites granulaires qui est envisagée ici
nous incite a tenter de généraliser le schéma auto-cohérent en y incorporant I'effet d’in-
terface. Les résultats de I’étude qui suit pourraient potentiellement étre utilisés pour des
microstructures trés diverses : pates de ciment, argiles...

Pour un matériau & deux phases (solide et pores), 'approche auto-cohérente classique
basée sur la solution d’Eshelby [Eshelby, 1957| consiste & considérer une inclusion homo-
géne, représentative de chaque phase, plongée dans un milieu infini ayant pour propriétés
celles du milieu homogénéisé recherché. Ce milieu est soumis a I'infini & des conditions aux
limites homogénes en déformation. Le but est de déterminer la réponse de I'inclusion a ce
chargement & I'infini. En ce qui concerne le milieu solide, la section 2.3 suggére de prendre
pour inclusion représentative un grain solide avec son interface, cette derniére étant rem-
placée en second lieu par une couche 3D mince. La sphére composite ainsi constituée est

définie par un matériau de coeur (r < 1) ayant pour rigidité Cy et un matériau de la
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couche sphérique (ro < r < 1) avec (11 = 19+ h, h << 1() ayant pour rigidité C; définie
a partir de (2.36). Les pores, quant a eux, sont représentés par une cavité sphérique. Nous
rappellerons, en premier lieu, la mise en oeuvre du schéma autocohérent généralisé sans
aucune hypothése sur C; ou h (sections 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3). Nous utiliserons ensuite ce
résultat pour incorporer 'effet d’interface. Pour cela nous nous limiterons au cas ou la
rigidité de la couche est reliée a son épaisseur par C; = O(h™!) tout comme en équation
(2.36).

Dans ce qui suit C,. désignera la rigidité homogénéisée recherchée (sc pour "self-
consistent" ou auto-cohérente). Toutes les rigidités (tenseur du quatriéme ordre) seront

considérées isotropes et seront exprimées par :
Co = 3kod + 21K (a=0,1, sc) (2.38)

2.4.1 Pore sphérique entouré d’une matrice infinie

Le premier probléme d’Eshelby considére un pore sphérique entouré par une ma-
trice infinie de rigidité C,.. Des conditions aux limites homogénes en déformation y sont
appliquées a l'infini. Ces conditions définissent le déplacement & l'infini a 'aide de la

déformation auxiliaire Ey (Fig.2.1) :

§(z) > Eo-z  quand  |z] = o0 (2.39)

La solution bien connue de ce probléme d’Eshelby donne la déformation de la cavité en

fonction de E\ sous forme linéaire, impliquant un tenseur de localisation d’ordre quatre

A,
EZSh =A,:E, avec A,=1-P,:C,)" (2.40)
ol P, est le tenseur de Hill d'une sphére dans une matrice infinie de rigidité C,.. Comme

cette derniére est considérée isotrope, caractérisée par un module de compression k. et
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£2) 2 Bo-z 2] = oo

FIGURE 2.1 — Pore entouré par une matrice infinie

un module de cisaillement pig., Ps. prend la forme suivante [Dormieux et al., 2006] :

( 3k
O Bhse + At
P, — ;;C T+ 2%6 K (2.41)
> >  6(Fse + 24050
| % = 5k + )

2.4.2 Inclusion composite entourée par une matrice infinie

Dans cette section, une inclusion composite est considérée dans un probléme d’Eshelby
et les conditions aux limites sont les mémes que celles du probléme précédent (fig.2.2).
On recherche la moyenne de la déformation et de la contrainte dans I’inclusion composite.
On considére successivement un chargement sphérique E, = E,1 = E,(e; ® ¢; + €, ®
€y + €3 ® e3) et un chargement déviatorique E, = E,(e; ® e5 + e3 @ ¢;). Le principe
de l'approche est pratiquement le méme pour les deux cas de chargement [Love, 1944,
Herve and Zaoui, 1993|. L’espace est divisé en trois régions : Le cceur de I'inclusion (r <
ro, tenseur de rigidité Cy et autres quantités avec un indice 0), la couche 1'entourant
(ro < r <y, tenseur de rigidité C; et autres quantités avec un indice 1) et le milieu infini
(r > rq, tenseur de rigidité Cy = C,. et autres quantités avec un indice 2).

Dans le cas d'un chargement sphérique, on recherche le champ de déplacement §(i) dans
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£z)—Ey,-z 3 |zlo o

Cy

C
ébfh
To

FIGURE 2.2 — Inclusion composite entourée par une matrice infinie

chacune des régions (i = 0,1 et 2) sous la forme :

p

. B;
57("@) = A;ir + —
r
§(z‘) E62‘) —0 (2.42)
@0

Pour éviter la singularité en » = 0, on prend By = 0. Les conditions aux limites nous
imposent que A; = Ej. Les quatre constantes qui restent sont déterminées a partir de la
continuité du déplacement radial et de la contrainte radiale en r = ry et r = ry.

Dans le cas d’un chargement a l'infini E, déviatorique, le déplacement dans chaque région

est recherché sous la forme de [Love, 1944] suivante :
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(€9 = (Aar = 0 sin(26) cos)
e _ (g . f“‘;f)o"’?} c0s(26) cos(0)
) = ~aor = 2B o) in)
€)= (4 - (ﬁyl—lej) 3721 ((51—_4;1))1:21 ) sin(26) cos(@)
€ e — (4, - 17 - ‘f”;)f)”?’ 2004 221 cos(20) cos(0) (2:43)
\g(;” — (A — <7<_1 f”;f)”g = 2731 + 2721)008(9) sin(¢)
€ = (ar 22 4 (5 sin(20)cos()
€9 67 = (Aar — 252 1 202 cos(20) cos(o)
62 = (a2 4 222 cos(0) sino)

Ces expressions font intervenir neuf constantes A;, B;, C; et D;. Les conditions aux limites
a l'infini donnent clairement A, = Ej. Les huit autres constantes sont déterminées par
la continuité du déplacement et du vecteur contrainte a travers les surfaces r = rg et
r = r1. Le champ de contrainte dans la région n°i est ensuite déterminé par I’équation
détat 0@ = C; : VEW.

esh

La moyenne de la déformation €5 et la moyenne de la contrainte 6'8‘1”1 dans l'inclusion

composite (coeur + couche) sont déterminées comme suit :

_ 1 3 / s

esh __ 1)

€ = —— edV | = ® e, dS
o+l ( QO+1 /3:20+1 ) 471—7;1)’ r:rlé

1 3
—esh (1)
o = — odV | = / e, o) e dS
ot ( QO—H /QO_H ) 47TT% r:rl_

ou §(1) prend la forme de 1'équation (2.42) ou (2.43), selon le chargement considéré :

(2.44)

sphérique ou déviatorique. Dans I’équation (2.44), a (}SZ) b représente la partie symétrique
du produit tensoriel a®b. L’exposant esh, utilisé a partir de ’équation (2.40), rappelle

que les quantités sont solutions d’un probléme de type Eshelby.
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Puisque §(1) et o) dépendent linéairement du paramétre de chargement E,, il est inté-

ressant de reécrire 1’équation (2.44) sous la forme suivante :
é(e]ihl = A0+1 : EO 3 6'Sih1 == EO+1 : Eo; (245)

ou Ay, (resp. Boyq) est le tenseur (d’ordre quatre) de concentration de la déformation
(resp. de la contrainte). Le tenseur de concentration de la déformation peut étre divisé

en une partie sphérique et une partie déviatorique comme suit :
Ao = A T+ AFLK (2.46)

La composante sphérique s’obtient facilement sous la forme suivante, elle sera utilisée en
section (2.6) :

(3k5c + 4#50)[(3]{:1 — 3]{30)p3 + 4[11 + 3]{30]

Al =
UM 12(pn — pse) (ko — K1) p® + (4psse + 3k1) (Apn + 3ko)

(2.47)
avec p = ro/r1.

2.4.3 Obtention de la rigidité homogénéisée

On considére & présent un volume élémentaire représentatif (VER)  du matériau
granulaire nanocomposite. Il est soumis, a sa frontiére 02, & un champ de déformation

macroscopique F imposée par des conditions aux limites homogénes en déformation :

()=E-z (2€09) (2.48)

On recherche le tenseur de contrainte macroscopique X dans €2, induit par ce chargement,

sous la forme :

Y =C,:E (2.49)

L’idée la plus simple pour obtenir cette contrainte macroscopique vient du schéma auto-
cohérent classique. Elle consiste & estimer la moyenne de la déformation &, (resp. la
moyenne de la contrainte &,) dans une phase donnée o du VER réel, par les quantités

correspondantes dans un probléme d’Eshelby, dans lequel une inclusion de la phase «
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serait plongée dans une matrice infinie ayant pour propriétés élastiques celles du milieu

homogénéisé recherché (voir sections 2.4.2 et 2.4.1) :

EoRES . g, ash (2.50)

[e% ?

[’étape suivante consiste a écrire la régle de la moyenne de la déformation et de la moyenne

de la contrainte. En notant f, les fractions volumiques des phases, celle-ci s’exprime par :

E = Z fozéoc 3 3= Z fa&a (251)

On rappelle alors que les sections 2.4.1 et 2.4.2 ont permis de déterminer ’estimation
d’Eshelby de la moyenne de la contrainte et de la déformation dans le pore et dans
'inclusion composite (coeur + couche). II suffit alors de combiner les équations 2.50 et

2.51 pour exprimer les champs macroscopique en fonctions des estimations d’Eshelby :
E = fe; + (1 fegh (2.52)

% =(1-fegh (2.53)

ou f est la porosité du milieu granulaire. Dans ’équation (2.53) nous avons utilisé le fait
que la moyenne de la contrainte dans le pore est nulle.
En introduisant les équations (2.40) et (2.45) dans (2.52) et (2.53) et en éliminant la

variable auxiliaire E,, on obtient, en identifiant avec 'équation (2.49) :
Csc = (1 - f)BOJrl : (fAP + (1 - f)AOJrl)il (254)

Notons que I’équation (2.54) est une equation implicite de 'inconnue Cy, puisque le
terme de droite dépend aussi de Cs. (conformément a ’équation (2.40)).
Des travaux récents [He et al., 2012] ont pu montrer que résoudre I’équation (2.54) par

rapport a C,. reviendrait a résoudre I’équation suivante :
Fhy+ (1= Ao =T (2.55)

Ceci permet de généraliser une propriété bien connue des schémas auto-cohérents valable
dans le cas d’inclusions sphériques. De maniére plus pratique, on peut profiter de I'hypo-

theése d’isotropie des rigidités pour diviser I’équation (2.54) en partie sphérique et partie



40 Elasticité et poroélasticité des nanocomposites

déviatorique. Ceci donne deux équation scalaires couplées impliquant les modules de

compression et de cisaillement k. et ps.. La partie sphérique donne I’équation suivante :

[(3]€1 + 4p3u1)/<:0 + 4,U1k1<1 - p3)] [3fksc - 4/~Lsc<1 - f)]
(2.56)

Fdptsckse [3ko(1 — p*) + 3p ks + 4p1] =0

Cette équation peut étre résolue par rapport a k. puis la solution est introduite dans
I’équation issue de la partie déviatorique ; ce qui donne une équation polynomiale en ..
L’équation déviatorique, sous sa forme générale, est malheureusement trop lourde pour

étre reportée dans ce manuscrit.

2.5 Implémentation du schéma auto-cohérent avec ef-
fets d’interface

Dans cette section, les expressions des modules homogénéisés d’un polycristal poreux
a inclusions sphériques et effets d’interface, prenant en compte des contraintes de sur-
face, sont déterminées sous forme analytique. Pour des raisons pratiques des expressions

réduites, valables dans les cas limites, sont également présentées.

G L
A\
CO Cs/
o0 h=0 N 4

FIGURE 2.3 — Transition entre une rigidité d’interphase (ou de couche) 3D et une rigidité
2D d’interface "fictive"

2.5.1 Modules élastiques du milieu homogénéisé

Revenons maintenant au probléme de l'effet d’interface dans les polycristaux (Fig.2.3).

Dans la suite de la discussion commencée en section 2.3.3, il parait évident que le meilleur
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moyen d’exploiter le schéma auto-cohérent généralisé de la section 2.4 est de prendre
ki = k' et py = 1/, ce qui revient en exploitant I’équation (2.37) & :
S S

W
- S 2.57
k1 oh and 1 oh ( )

Ces expressions sont remplacées dans ’équation sphérique ((2.56)) qui est ensuite résolue

par rapport a k. Le terme dominant en h est un O(h°) qui s’écrit :

b Apise(1 — f)[roko(3k% + 4p®) + 6k°1°]
" (3K 4 4ps) (3 f ko + dpise) + 18 fks s

(2.58)

Il convient de noter que la prise en compte de l'effet d’interface revient & la prise en
compte de la taille des inclusions par 'intermédiaire du paramétre ry, chose qui fait défaut
dans les schémas d’homogénéisation classiques. Un développement en séries complet de
ks. selon h est introduit dans la partie déviatorique de 1'équation ((2.54)). De méme, en
gardant uniquement le terme dominant en h, on 'obtient p4. comme solution de I’équation

polynomiale suivante :

3 2
A (’“‘) +B (’”‘) +C (’”‘) +D=0 (2.59)
Ho Ho Ho

ou A, B, C' et D sont des coefficients dépendant des paramétres ko, o, k°, p®, ro et f.

Ces coefficients sont reportés en Annexes (section A.1). L’expression analytique compléte
de i, s’obtient en résolvant I’équation (2.59). Cette expression, non reportée dans ce
manuscrit a cause de sa complexité, sera désignée par le terme « solution exacte »et sera
étudiée numériquement. Des expressions analytiques approximatives de la solution pour
des cas particuliers seront également présentés.

Pour étudier 'effet des interfaces sur la solution exacte, il parait judicieux d’introduire
S

le paramétre dimensionnel kK = . A Taide de ce paramétre les modules 2D de

Tolo
compression et de cisaillement k° et p°® s’expriment par :

TofoR Tolok
ft = oot s — _TOHOR 2.60
31—20) M T2y (2.60)

Par sa définition méme, x compare la rigidité de 'interface a celle du coeur de I'inclusion.

Il contient également une information sur la taille caractéristique des grains.
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La solution numérique p. de I’équation (2.59), normalisée par la solution auto-cohérente
classique (sans effets d’interface), est tracée en fonction de la variable x (Fig. 2.4). Comme
on s’y attend, c’est une fonction strictement croissante de x. On observe que la solution
auto-cohérente classique est retrouvée quand s tend vers zéro. Pour les grandes valeurs

de k, Les modules effectifs semblent dépendre linéairement de k.

0,25 10
0,20- 10°
107
0,15+ [ ]
W, sc ]
-1 CL
CL
sc
sc
0,10- 1015
0,05 1074
0 T T T T T T T T T 1 10! f———r—r——r——r——
0 0.2 04 0,6 0.8 1 107! 10° 10" 102 10 10* 10°
K LS
(a) pour les faibles valeurs de & (b) pour les grandes valeurs de k

FIGURE 2.4 — Solution numérique de (2.59) : p,. fonction de k. vy = 0.3, v = 0.33,
f=0.15.

2.5.2 Deéveloppements en séries de la solution

Les figures illustrant numériquement la solution dans la section précédente suggére
I’exploration d’expressions approximatives de u,. pour les faibles valeurs et pour les
grandes valeurs de k.

— Pour les faibles valeurs de k (k < 1) :

Puisque la solution exacte de us. permet de retrouver la solution auto-cohérente classique

a k = 0, une expression approximative de la solution, valable pour les faibles valeurs de
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K est recherchée sous la forme :
pse = pg (1 + kM + O(K%)) (2.61)

ou M dépend des paramétres du modéle. Il est noté que I’équation (2.61) présente la méme
structure que les lois empiriques obtenues dans [Wang et al., 2006] pour les matériaux
nano-structurés.
En introduisant 1’équation (2.61) dans I’équation (2.59) et en résolvant cette derniére par
rapport a M, on détermine aprés un développement en série de Taylor autour de x = 0,
I’expression de M est trop lourde pour étre reportée dans ce manuscrit.

— Pour les grandes valeurs de (k> 1) :
Le graphe de droite de la figure 2.4 suggeére que le terme dominant dans la solution de .
depend linéairement de k. On recherche donc une solution approchée qui s’écrirait sous
la forme suivante :

pise = pro(ak + b+ O(k™1)) (2.62)

ol a et b sont des coefficients a déterminer. A cet effet, on introduit I'expression de
ise donnée par Péquation (2.62) dans I’équation (2.59) qui prend alors la forme d’une

équation polynomiale du troisiéme degré en x :
Yar® + Yor? + O(k) = 0 (2.63)

ou Y5 et Y3 sont des combinaisons linéaires de a et b qui peuvent étre obtenues a partir
des expressions de A, B, C et D données en annexes A.1.D’ailleurs on peut observer que
A est une constante indépendante de k, alors que B est un polynéme de degré 1 en k, C'
est un polynome de degré 2 et D est un polynome de degré 3. Pour que I'équation (2.63)
soit satisfaite lorsque x — o0, les coefficients Y, et Y3 doivent étre tout deux nuls.Ces
deux conditions donnent un systéme de deux équation linéaires qui est résolu par rapport
a a et b. Le résultat est reporté en annexes (section A.2). La figure 2.5 montre les gammes

de valeurs de k pour lesquelles les solutions approximatives sont valables.
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(a) pour les faibles valeurs de x (b) pour les grandes valeurs de

FIGURE 2.5 — Expressions approximatives de la solution exacte en fonction de k. vg = 0.3,
v=20.33, f=0.15.

2.6 Matériau nanoporeux saturé

La poromécanique considére l'effet d’'un (ou plusieurs) fluides sous pression dans
le reseau des pores d’un matériau poreux. La théorie classique de Biot [Biot, 1941,
Coussy, 1995| explore 'approche thermodynamique du probléme. Les propriétés poro-
mécaniques peuvent alternativement étre déterminées par une approche micromécanique
(voir [Dormieux et al., 2006]). Dans cette section on voudrait utiliser cette deuxiéme ap-
proche pour observer le role de I'effet d’interface sur les propriétés poromécaniques dans
le cas d’'un matériau nanoporeux saturé.
Alors que la poromécanique classique suppose que le fluide est sous pression uniforme
a I’échelle du VER, cette hypothése peut sembler irréaliste pour un fluide confiné dans
des nanopores. La pression (p) appliquée par le fluide sur le solide doit étre considérée
comme la somme de la pression de volume ("bulk pressure") (pg) et d’une composante
additionnelle appelée pression de disjonction ("disjonction pressure") (7p) p = ps + 7p
. La pression de volume représente la pression du méme fluide en condition de non confi-

nement et peut étre vue comme la pression thermodynamique du fluide. La pression de
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disjonction, en revanche, dépend des phénoménes physiques mis en jeu; elle est fonction
de la taille caractéristique des pores [Brochard et al., 2012].

Dans le cadre d’'un matériau granulaire monodisperse, on admet que la taille des pores
est elle-méme monodisperse. C’est ce qui rend possible la définition d’une pression de dis-
jonction unique a I’échelle du VER. Les approches micromécaniques peuvent également,
prendre en compte une distribution de tailles de pores ce qui requiert I'introduction d’une
distribution de pressions de disjonction (voir [Sanahuja et al., 2007, Lemarchand, 2001]).
Dans la mise en ceuvre d'une approche micromécanique pour ce probléme, la pres-
sion du fluide a considérer n’est donc pas la pression thermodynamique mais bien la
pression totale (p). En effet, 'information principale & prendre en compte dans cette
approche est Dinteraction solide-fluide qui se traduit par cette pression totale (voir
[Dormieux et al., 2006]). Ceci sous-entend I'importance du concept de pression de dis-
jonction. Dans le cas du matériau nanoporeux, puisque la pression de disjonction peut
étre considérée constante dans les nanopores (tailles des pores du méme ordre), la ré-
ponse mécanique macroscopique du matériau est identique a celle d’un matériau poreux
classique, dont les pores sont remplis d'un fluide a pression p au lieu de pg. Cette sim-

plification est admise dans le reste du chapitre.

2.6.1 Schéma auto-cohérent en nanoporomécanique

En poromécanique linéaire classique (voir [Coussy, 1995]), le comportement effectif du
matériau est décrit par deux équations d’état. La premiére relie le tenseur macrosopique

des contraintes ¥ au tenseur macroscopique des déformations E et a la pression des pores

p:

Y =C"".E-pB (2.64)

ou B est un tenseur du sencond ordre appelé le tenseur de Biot. La deuxiéme équation

exprime la variation de volume des pores normalisée par le volume |Q2| du VER, comme
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fonction de F et p :

oVp _ p
— = f1: =B F+ =— 2.

ou 'on rappelle que €, représente la moyenne de la déformation dans ’espace des pores
et N est souvent appelé module de Biot.

Le but de cette section est d’établir les équations (2.64) et (2.65) a l'aide d’un raison-
nement auto-cohérent. Pour cela on souhaite étendre I'approche décrite dans les sections
2.4 et 2.5 pour prendre en compte la pression p agissant dans ’espace des pores. On
considére, de nouveau, deux problémes auxiliaires (fig.2.6). Le premier est exactement le
méme que celui de la section 2.4.2 : une inclusion composite plongée dans une matrice
infinie dont la rigidité est C,. = C"™. En revanche, pour le second, on considére un pore
avec un fluide sous pression entouré par la méme matrice infinie. Les mémes conditions
aux limites sont appliquées aux deux problémes a l'infini {(z) — E, - z quand z — oo,

ot le tenseur de déformation auxiliaire E, joue le méme role que dans la section 2.4. En

£(z) 2 Eo -z ; 2| = 00 £(2) 2 Eo-z : |z| = o0
Csc Cse
2 N\
( i
Co l
N 2

FIGURE 2.6 — Problémes auxiliéres prenant compte du fluide sous pression

ce qui concerne le premier probléme auxiliaire, la déformation moyenne dans I’inclusion

composite est exprimée sous la forme suivante :
ginc = Ainc . EO (266)

ol A;,. est le tenseur moyen de concentration de la déformation dans I'inclusion compo-
site. Il est identique au tenseur Ag,; (voir (2.45)) dans lequel k; et py sont définis par

(2.57).
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Pour le deuxiéme probléme auxiliaire, la moyenne de la déformation dans le pore sous

pression est donnée par [Dormieux et al., 2006] :
g, =A, E,+pA,: P, :1 (2.67)

ol le tenseur moyen de concentration de la déformation A, et le tenseur de Hill P,. sont
définis par (2.40).

La régle de la moyenne sur les déformations s’écrit :
E=fe, + (1~ em (2.68)
Ce qui donne avec les équations (3.48) et (2.67) :
E = fphy i Pu: 1+ (fAy+ (1— [An) : B, (2.69)

Le tenseur de déformation auxiliaire F, est ensuite exprimé en fonction du tenseur réel

de déformation macroscopique E et de la pression des pores :
Eo= (fAy+ (1= f)Aine) " (B —pfh, Py : 1) (2.70)
En faisant appel a ’équation (2.55), cette derniére expression de Ej se simplifie en :
Ey=FE—pfA,:P,:1 (2.71)
En remplagant cette expression dans (2.67), €, devient une fonction de E et p :
g, = Ay E+p(l—fA): A, Py :1 (2.72)

Ceci vient confirmer le fait que la variation de volume des pores peut étre exprimée sous
la forme de I’équation (2.65) et permet de déduire le tenseur ainsi que le module de Biot
Bet N:

B =f1:A, (2.73)

et
N:f(l—B):ApzlPsczl (2.74)
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Ces expressions théoriques de B et N dépendent du tenseur du 4°™¢ ordre inconnu C,,.
En tirant parti de I’isotropie du matériau, le tenseur de Biot, sphérique du second ordre
dans ce cas, s’écrit B = 31 (3 coefficient de Biot). Des expressions simples de 5 et de N

peuvent alors étre obtenues en fonction de kg, ety :

(ko + 4pse) (1 — v) + puok) f
(Bkof + 4puse)(1 —v) + frok

8=

(2.75)
I 3f(L—v)(1 =)

N (Bkof +4pse)(1 —v) + frok
L’effet. d’interface sur le couplage poromécanique peut alors étre discuté, tout comme
pour la solution élastique, dans les deux cas asymptotiques k < 1 et Kk > 1 :

— Pour les faibles valeurs de « : oL
4f:usc [/’60 — 3k0M(1 - I/)](l - f)

L
= T G e G )
(2.76)
11 Fro +4AM(1 — v)uSk
NN [T 1 0)Bfke + 4uCH)"

ot B9 et NOL désignent les valeurs de B et N prédites par le schéma auto-cohérent

classique (sans effets d’interface) :

3fko+4uSk 7 NOL o 3fko +4pSt .
le paramétre M a été introduit en équation 2.61.
— Pour les grandes valeur de « :
1+4a(l —v
e s
f+4a(l —v)
(2.78)

1
N%Oquandm%oo

ou le paramétre a a été introduit dans I’équation (2.62) et explicité en annexes. L’effet
d’interface, représenté par k, sur (3 et % est illustré en figure 2.7.

N est une fonction croissante de la rigidité d’interface. Dans le cas classique, Ny, est
également une fonction croissante de la rigidité de la phase solide (voir (2.77)). En re-

vanche, l'effet d’interface sur le coefficient de Biot § est moins évident a prévoir. En fait
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Eq(2.78) i

1,10

0,8
1,08

1,00
1,06 067
0,984 crL
T v
0,96
1,04 044
0,944
1,02
092 0.2
100 0,90
b l/ 0 0s 1 L5
1 T T T T 1 0 T T T T 1
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
13 K
(a) Coefficient de Biot (b) Module de Biot

FI1GURE 2.7 — Effets d’interface sur le coefficient et le module de Biot. 1y = 0.3, v = 0.33,
f=0.15.

on observe une diminution de ce coefficient pour les faibles valeurs de x puis une augmen-
tation a partir d’une certaine rigidité d’interface vers la valeur donnée par 1’asymptote.
Comme prévu par les développements de Taylor de 5 et 1/N pour les faibles valeurs de

k, les deux paramétres poromécaniques tendent vers les valeurs classiques quand x — 0.

2.7 Conclusion

On s’est intéressé, dans ce chapitre, aux effets d’interface sur les propriétés élastiques
et poroélastiques des nanocomposites granulaires poreux. On a montré en premier lieu la
spécificité et ’origine physique de ce type d’interface rencontré exclusivement dans les na-
nocomposites par rapport a celui qu’on rencontre dans les composites classiques. Ensuite
on a établi deux descriptions mathématiques équivalentes décrivant une interface et une
couche mince. Cette équivalence a permis d’utiliser le concept de grain composite dans
un schéma auto-cohérent généralisé¢, pour décrire la microstructure granulaire des nano-
composites étudiés. L’effet d’interface a été pris en compte dans ce schéma en se mettant

dans les conditions assurant 1’équivalence entre la couche mince (du grain composite) et
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I'interface. Les modules élastiques homogénéisés ont ainsi pu étre obtenus analytiquement
et étudiés numériquement en fonction d’un paramétre adimensionnel k caractérisant 1’ef-
fet d’interface. Cette étude nous a suggéré de chercher des expressions simplifiées pour
approximer ces modules dans les cas ot k < 1 et kK > 1. L’effet d’interface s’est avéré né-
gligeable lorsque x — 0 et la solution auto-cohérente classique des modules homogénéisés
a été retrouvée dans ce cas. En revanche, I'utilisation du schéma auto-cohérent classique
pour les nanocomposites (susceptibles de présenter ces effets d’interface) sous-estimerait
la rigidité réelle du matériaux. On a noté au passage que l'incorporation de I'effet d’in-
terface dans le schéma auto-cohérent a donné une dépendance vis a vis de la taille des
inclusions, chose qui fait défaut dans les schémas d’homogénéisation classiques.

La derniére partie de ce chapitre a été consacrée a I’étude de D'effet d’interface sur les
propriétés poroélastiques. Les résultats de la premiére partie on été exploités pour déter-
miner les expressions exactes et approchées du module et coefficient de Biot. Celles-ci ont
été étudiées en fonction du méme parameétre d’interface . Le couplage poromécanique
s’est avéré fortement affecté par les contraintes de surface. I.’augmentation de la rigidité
d’interface fait augmenter le module de Biot et fait augmenter, & partir d’'une certaine
valeur du module d’interface, le coefficient de Biot. Ces tendances n’auraient pu étre pré-
dites autrement que par une analyse micromécanique.

L’étude réalisée dans ce chapitre s’applique trés bien a certains géomatériaux dont les
inclusions sont de taille nanométrique comme les matériaux a base argileuse et les ma-
tériaux cimentaires. Ces matériaux comprennent généralement des réseaux de nanopores
saturés en eau. On peut citer pour exemple I'argilite de Bure dont la distribution de taille
des pores montre un pic autour des 20 nm mais une grande partie de ses pores est en
dessous de cette valeur [Robinet et al., 2012], ce qui en fait un nanocomposite granulaire

poreux.



Chapitre 3

Comportement élastique des matériaux
granulaires avec inclusions allongées et

effets d’interface : cas des gels de C-S-H

Résumé :L'objet de ce chapitre est de modéliser le comportement élastique des gels
de C-S-H, hydrate principal de la pdte de ciment, matériau a microstructure granulaire
a inclusions solides allongées présentant des effets dinterface de type discontinuité de
déplacement. Le but essentiel sera de prendre en compte ces effets d’interface sur les

propriétés élastiques effectives de ce matériau.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous consacrons a I’étude du comportement élastique des gels
de C-S-H que nous considérons comme composites granulaires poreux ayant des grains
solides élancés (sphéroides a rapport d’aspect w > 1). Ces grains présentent a leurs bords
un effet d’interface largement rencontré dans les composites granulaires ou a matrice clas-
siques. Le mécanisme local a l'origine de cet effet d’interface traduit une discontinuité
du déplacement a travers les frontiéres de grains. Ce mécanisme a été évoqué dans cer-
tains cas, observé expérimentalement dans d’autres, pour les matériaux polycristallins
[Wei and Amnand, 2004, Mura and Furuhashi, 1984]. Certains auteurs le voient a I'ori-
gine de la réponse d’'un matériaux granulaire a un chargement macroscopique par des
séparations et des glissements inter-granulaires et le tiennent pour responsable de cer-
tains modes de rupture locaux [Shiotz et al., 1998, Dormieux et al., 2007]. Cependant,
jusqu’a présent, peu de travaux l’ont pris en compte dans la modélisation du compor-
tement mécanique des composites, que ce soit en élasticité ou en rupture. Les quelques
travaux récents, prenant en compte cet effet d’interface, concernent des microstructures
a inclusions sphériques [Dormieux et al., 2007, Dormieux et al., 2010, Sanahuja, 2008,
Maalej et al., 2009, Duan et al., 2007a] ce qui n’est pas le cas de la majorité des com-
posites rencontrés. De plus il a été montré que la forme des inclusions a une influence
considérable sur les propriétés mécaniques des composites [Sanahuja, 2008]. C’est pour-
quoi on se propose dans ce chapitre de modéliser en élasticité des composites granu-
laires & inclusions non sphériques (ellipsoidales), présentant cet effet d’interface, afin
d’obtenir leurs propriétés élastiques effectives. La présente étude est parfaitement trans-
posable aux composites & matrice. L’approche énergétique utilisée sera d’abord validée
sur le cas des inclusions sphériques, abordé dans la littérature avec d’autres approches
[Sanahuja, 2008, Duan et al., 2007a, Duan et al., 2007b|, puis étendue aux inclusions el-

lipsoidales.
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3.2 Composite granulaire a inclusions sphériques et ef-
fets d’interface

Dans cette section, nous étudions tout d’abord le cas d’'un composite granulaire po-
reux a inclusions solides sphériques. Ces inclusions présentent des mécanismes d’interface
se traduisant par des discontinuités de déplacement & leur bords. Nous nous proposons
de modéliser I'effet de ces discontinuités sur les modules d’élasticité de ce type de ma-
tériaux a l'aide d’'une méthode énergétique, puis de comparer les prédictions de cette
méthode a ceux d’un modéle élastique établi dans la littérature prenant en compte cet

effet d’interface.

3.2.1 Modéle élastique existant pour le cas sphérique

La question d’une microstructure polycristalline poreuse, constituée d’inclusions so-
lides sphériques, entourées d’interfaces, produisant des discontinuités de déplacement,
a déja fait l'objet de certains travaux récents [Dormieux et al., 2010, Sanahuja, 2008,
Duan et al., 2007a]. Le modéle élastique développé dans ces travaux fait intervenir I'effet
d’interface a ’aide d’un tenseur du second ordre K représentant la rigidité de I'interface
et relié aux modules d’interface K; et K, par (3.2). Une des approches de résolution di-
recte utilisées dans la littérature consiste a résoudre le probléme d’Eshelby généralisé avec
une inclusion composite (coeur de rigidité isotrope Cq et couche périphérique de rigidité
C, reliée a celle de I'interface) plongée dans une matrice infinie. Cette matrice est soumise
a un chargement homogéne en déformation a I'infini. Les expressions de Love [Love, 1944|
du champ déplacement sont utilisées pour déduire le déplacement, la déformation et la
contrainte dans chacune des couches (coeur, couche périphérique et matrice infinie) (sec-
tion 2.4). La couche périphérique est ensuite dégénérée en interface en exprimant ses
modules en fonction des modules de I'interface et de 1’épaisseur de la couche h (celle-ci
tendant vers zéro) : k; = (K, — 4/3K)h, pn = Kih, h — 0. Ensuite en adoptant un
schéma auto-cohérent, les expressions analytiques des modules élastiques homogénéisés

peuvent étre obtenues. La rigidité isotrope du coeur de I'inclusion s’exprime en fonction
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de son module de compression ky et de son module de cisaillement, 1.

J et K représentent les tenseurs d’ordre quatre sphérique et déviatorique. Le tenseur de

rigidité d’interface s’exprime comme suit :
K=Kn®n+K/(l-n®n) (3.2)

o n est le vecteur normal a l'interface; K, et K; les modules normal et tangentiel
la caractérisant. Le tenseur de rigidité d’interface K a pour intérét de relier le vecteur
contrainte au niveau de la frontiére du grain (continu), a la discontinuité de déplacement
a travers l'interface [{] :

on=K.[{] (3.3)

Il est alors clair, vue la définition du tenseur K, que le module K, agit sur la composante
normale de la discontinuité de déplacement et que le module K; agit sur la composante
tangentielle. Ainsi en suivant cette démarche (ou d’autres équivalentes), les auteurs de
ce modéle, parviennent & des expressions analytiques des modules de compression et de
cisaillement homogénéisées. Le module de compression homogénéisé k.. se met facilement
sous la forme compacte de I’équation (3.4) dépendant notamment du module de cisaille-
ment homogénéisé jis.. Ce dernier est solution d’une équation du troisieme degré faisant

intervenir les parameétres du modele et dont la solution est un peu lourde a retranscrire :

k. — 4(1 - f)uscTOKnkO

= 3.4
12:“301{70 + 4,usc[(nTO + 3fTOKnkO ( )

ro étant le rayon des inclusions et f la porosité du matériau. Il convient de noter que les
modules homogénéisés, obtenus dans le cadre de ce modéle, présentent une dépendance vis
a vis de la taille caractéristique des inclusions. Cette dépendance est vraisemblablement
due a la prise en compte de I'effet d’interface puisque elle est absente dans les modéles
d’homogénéisation classiques ignorant cet effet (I’analyse dimensionnelle permettait déja

d’annoncer que le résultat inclurait un effet de taille) .
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3.2.2 Approches énergétiques de la notion d’inclusion équivalente

Dans cette section, une méthode énergétique est utilisée pour définir une inclusion
homogeéne (sans interface), énergétiquement équivalente a I'inclusion avec interface. Le but
est de remplacer, a terme, dans la microstructure du matériau granulaire, les inclusions
solides avec interfaces par des inclusions équivalentes. Celles-ci auront des propriétés
élastiques équivalentes intégrant la contribution du coeur et celle de 'interface.

Dans ce cadre, plusieurs approches, dérivant de la méme méthode, sont testées. Dans ces
approches, chacune des inclusions est soumise a une condition uniforme en déformation
a ses bords, de la forme :

¢=EZ Zeon (3.5)

[’énergie potentielle (ou complémentaire) est d’abord minimisée pour obtenir le champ
microscopique de déformation (ou de contrainte) du coeur de 'inclusion, sous une certaine
forme. Celui-ci est ensuite utilisé dans ’expression de ’énergie de I'inclusion avec inter-
face, qui est identifiée a celle de 'inclusion équivalente. On détermine ainsi les propriétés

équivalentes.

Approche & champ de déformation microscopique uniforme

Nous supposons dans cette premiére approche que la déformation est uniforme dans le
coeur de l'inclusion. Le champ de déplacement & l'intérieur de I'inclusion s’écrit en fonction

du tenseur de déformation € dans le coeur (que nous supposons uniforme) comme suit :
{=¢eZ (3.6)

ol € est une inconnue. Comme aucun effort extérieur n’est imposé, I’énergie potentielle

de cette inclusion est égale a 1’énergie élastique qui s’écrit :

1 1

En vue du principe du minimum de I’énergie potentielle, la meilleure approximation du

champ de déplacement réel dans l'inclusion avec interface, parmis les champs définis par
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(3.6), est celle du minimum de la fonctionnelle (3.7). Les composantes de la déformation

microscopique € doivent donc vérifier les équations suivantes :

OE,
Os ij

=0 i,j€{1,23} (3.8)

La déformation microscopique est recherchée dans ce paragraphe sous forme uniforme.
Elle intervient explicitement dans le premier terme intégral de I'expression de I’énergie
potentielle mais également dans le deuxiéme terme intégral dans I'expression de la dis-

continuité du déplacement suivante :
€] =& —uwwé =Ez—e.z2=(E—¢)re, (3.9)

En vue des equations (3.2) et (3.9), 'expression de I’énergie potentielle (3.7) devient :

1 1
E,=-e:Cy:e+ 3] /(E —€).roe,. (Kne, ®e, + Ki(eg @ ey + ¢4 @ ey)).(E — €).rpe,dS
s

2
(3.10)
La minimisation de I’expression (3.10) permet de trouver les composantes de la solution €
recherchée. Ces composantes sont introduites dans ’expression de 1’énergie potentielle qui
est identifiée & 1’énergie potentielle de I'inclusion homogéne équivalente. Cette derniére

s’écrit sous les mémes conditions aux bords comme suit :

1
B = iE :Cey 1 E (3.11)

p

Le champ de déplacement réel dépend linéairement de E. Donc son énergie est nécessai-
rement quadratique en E et s’écrit de fait sous la forme (3.11). Cette remarque justifie
théoriquement la recherche d’une "inclusion équivalente". En identifiant les expressions
des énergies (3.10) et (3.11) tout en analysant leurs dépendances vis a vis des composantes

du chargement E, on peut écrire :

r 2 02 Eea
T = i, = bt b
(3.12)
O*E, P Eg 2
\ OF1,0Ey  02E;0Ey, @ 3l
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Ce qui donne les expressions suivantes des modules équivalents :

kg X
ke  x+3
(3.13)
Heg  2m+ 3K
to  2m+ 3k + 10
avec
X = rofn. m = rokn. K= rok (3.14)

ko fo Ho
Il est & noter que ces modules équivalents rendent bien compte d’'une dépendance de la
taille caractéristique des inclusions, ce que prévoit le modeéle établi dans la littérature.
L’inclusion avec interface est caractérisée par kg, po, K, et K; ainsi que ry. On en rend
compte par le quadruplet de paramétres (kg, x, m,x). On nourrit I’espoir que ces derniers
pourraient étre remplacés par deux parameétres équivalents, a savoir k., et p.,. Le champ
de déformation optimal obtenu dans cette approche par minimisatiopn de 1’énergie po-
tentielle n’est autre qu'une approximation du champ de déformation réel dans le coeur de
I’inclusion. II est en effet recherché dans un sous-espace de I’espace des solutions possibles

de champs de déformations (les champs uniformes).
Approche & champ de contrainte microscopique uniforme

Dans cette section, nous appliquons le principe du minimum de ’énergie complé-
mentaire & notre inclusion avec interface. Nous recherchons le champ microscopique de
contrainte, tout d’abord sous forme uniforme. Les énergies mises en jeu sont donc expri-
meées en fonction du champ contrainte o. L’énergie élastique s’écrit :

1 1
W* = — o:Cil:od0+— | TK'TdS 3.15
200 Jo & 50 209 S (3.15)

Le travail développé par le vecteur contrainte dans les déplacements imposés aux bords
s’écrit :

1 1
= — [ TS =—— [ (o.¢).(Erp,)dS 3.16
U S T8 730 Jyo\ ) B0 (3:16)

Donc pour cette inclusion avec interface, I’énergie complémentaire s’écrit :

E.=W*— @ (3.17)
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On approche le champ réel par un champ de contraintes uniforme dans I’inclusion. En
vue du principe de minimum de 1’énergie complémentaire, la meilleure approximation du
champ réel par un champ uniforme est caractérisée par :

OE,
8a,~j

=0 i,j€{1,2,3} (3.18)

La résolution de ce dernier systéme d’équation nous donne les composantes de la
contrainte microscopique recherchée. Celles-ci sont & remplacer dans ’expression de ’éner-
gie complémentaire (3.17) qui est ensuite identifiée & 'opposée de ’énergie potentielle de

'inclusion équivalente (3.11) :

( 9?(E,) O°FEY 3
- ( >: P :keq+_/~teq
62E11 82E11 4
(3.19)
PE) _ By 2
\ T OFEL0FEy  PE 0Ey, e gHe

Ces relations donnent directement les modules équivalents sous les formes adimension-

nelles suivantes :

Reo o X
k(] X + 3

(3.20)
Heq oMK

1o 4k + 6m + +omk

ou K, x et m sont données par (3.14).

On peut noter que le module de compression obtenu ici a la méme expression que celle
obtenue par I'approche précédente. Ceci est dii au fait que les champs de déformation &
et de contrainte o a l'intérieur de I'inclusion sont bien uniformes dans le cas de la com-
pression. Une comparaison avec le modéle de la littérature, nous permettra d’affirmer
par la suite que 'expression obtenue du module de compression équivalent par les deux
approches est exacte. Pour le module de cisaillement, en revanche, une nouvelle expres-
sion est obtenue par cette approche. On ne peut affirmer a ce stade si cette expression

représente une meilleure approximation du module équivalent exact que la précédente.
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Ce dont on est siir, c’est qu'une fois couplées & un schéma d’homogénéisation ces deux
expressions du module équivalent donneront des approximations différentes des modules
homogénéisées qui peuvent alors étre comparés a la solution, supposée exacte, du modéle

de la littérature (section 3.2.1).

Approche a4 champ de déformation microscopique quadratique

Pour I’approche qui suit, le méme raisonnement que pour la section (3.2.2) est suivi.
La différence réside seulement dans la forme du champ de déformation microscopique
recherché pour le coeur de l'inclusion. En effet, dans la premiére approche, ce champ est
supposé uniforme, ce qui n’est pas le cas en réalité pour un chargement quelconque. I.’éner-
gie potentielle est alors minimisée par rapport au champ de déformation microscopique
dans l'espace des champs uniformes (par rapport aux six composantes indépendantes du
tenseur de déformation). Enrichir la forme du champ recherché va nous permettre de nous
rapprocher encore plus de la forme du champ réel. On pourra ainsi minimiser 1’énergie
potentielle sur un plus grand espace de champs possibles et donc obtenir un meilleur op-
timum qui nous donnera une meilleure estimation des modules équivalents. Comme on ne
peut trouver une forme quadratique du champ de déplacement dans I’inclusion donnant
par dérivation un tenseur de déformation de forme affine et symétrique, on opte alors
pour une forme cubique du champ de déplacement donnant un tenseur de déformation

de forme quadratique :

3 3 3
§7=€o-z+%lu+ %2% 23—3@ (3.21)

=wv1e; + ey + Vg€ (3.22)

IS

W = Wy €] + Wa y + W3 €3

Avec cette forme du champ de déplacement, le tenseur de déformation microscopique

s’obtient sous la forme suivante :

E=¢€y+ Z%Gl + ZSGQ + Z§G3 (323)
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€o ayant des composantes constantes; Gi, Gy et (3, étant des tenseurs d’ordre deux

donnés par :
S S S
Gi=u®e; Gi=v®e; Gi=w®e (3.24)
Vu la forme du champ, I’énergie potentielle serait a priori & minimiser par rapport a quinze

variables différentes, dont les valeurs optimales s’obtiennent en résolvant le systéme a

quinze équations suivant :

8Ep 8Ep 3Ep aEp o
dzyy 0 w0 du | Owy i, € {1,2,3} (3.25)

Méme si ces quinze équations peuvent étre dépendantes, ’expression de 1’énergie obtenue
aprés remplacement par les valeurs optimales est enrichie par rapport a celle de la pre-

miére approche. Ceci donne naturellement des expressions plus complexes des modules

équivalents :
kg _ X
ke  x+3
(3.26)
freq 1 10m? + 365km + 255k + 1134m 4 1701k
fo  52m?2+ 73km + 51k% + 280m + 539k + 1134

avec Kk, x et m donnés par (3.14).

[’expression du module de compression est toujours la méme que celle prédite par les
autres approches. Cependant I’expression du module de cisaillement obtenue est différente
et enrichie par rapport aux premiéres approches. On en attend donner une meilleure

approximation du module équivalent réel.

Approche a4 champ de contrainte microscopique polynomial

Dans cette section les mémes développements que ceux de la section (3.2.2) sont re-
produits avec une nouvelle forme du champ de contrainte microscopique. Le but d’obtenir
une forme enrichie de I’énergie complémentaire et une meilleure approximation du mo-
dule de cisaillement équivalent. Le champ de contrainte microscopique recherché se doit

d’étre statiquement admissible (i.e div(e) = 0) et symétrique. Comme la forme affine
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n’apporte pas d’enrichissement de I’énergie complémentaire a cause de ces deux derniéres

conditions, la forme polynomiale suivante est choisie de maniére a les respecter :

2 4 2 4
0011 0012 + Q225 + agz5 0013 + bazs + by25
_ 2 4 2 4
o = | op12 + 923 + aq2; 0022 Oo2s + 222 + ¢yt (3.27)
2 4 2 4
o013 + bozy 4+ bazy 023 + 2] + €42 0033

La minimisation de 1’énergie complémentaire se fait maintenant par rapport a douze
variables, ce qui donne aprés remplacement et identification avec I’énergie complémentaire

de I'inclusion équivalente, les expressions suivantes des modules équivalents :

kg X
kfo X+3
Heq

3
= £(5005/<;2m2 + 14784km* 4 5236K°m + 10628m* + 8312km + 1080x%)mk
Ho

/[(429m3 4 792m? + 432m + 64)k> + (1782m? + 2304m + 672)mk>

+(2412m + 1632)m?k + 1064m°]
(3.28)

ou k, x and m sont données par (3.14).

On constate que I'expression du module de compression est la méme pour les quatre
approches. Ce constat vient confirmer le fait que la contarinte et la déformation sont
uniforme lors d’une compression. L’expression du module de cisaillement donnée par cette
derniére approche plus complexe que les autres. Elle constitue, au moins en théorie, une
meilleure approximation du module équivalent réel que ’approche a contrainte uniforme
(puisque le sous-espace ou l'on recherche la solution est pus grand). Les expressions
obtenues pour ce module seront comparées entre elles et a la solution du modéle de la

littérature dans la section suivante.

3.2.3 Comparaison et validation des approches

Les différentes approches énergétiques développées dans la section (3.2.2) ont donné

lieu a des inclusions équivalentes homogénes, dotées de modules équivalents. Ces inclu-
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sions sont destinées & remplacer les inclusions avec interfaces dans les schémas d’homogé-
néisation. Leurs modules équivalents représentent des estimations des modules équivalents
réels. Dans le cadre des conditions aux limites de (3.5), on peut affirmer que les estima-
tions fournies ont un statut de borne (ce qu’on ne peut affirmer en dehors de (3.2.2))
et démontrer (au préalable) 'existence d’un concept d’inclusion équivalente. Ainsi les
approches recherchant un champ de déformation microscopique donneront des bornes su-
périeures des modules équivalents réels alors que les approches recherchant un champ de
contrainte donneront des bornes inférieures. En conséquence, le module de compression
équivalent obtenu par les quatre approches est le module équivalent réel. En revanche, les
modules de cisaillement équivalents obtenus ne représentent que des bornes ou des ap-
proximations, plus ou moins précises, du module équivalent réel. Pour vérifier la précision
de ces approximations une comparaison est menée a trois niveau différents :
— Une comparaison entre les modules de cisaillement équivalents donnés par les ap-
proches
— Une comparaison dans le cadre d’un probléme d’Eshelby généralisé dont la solution
exacte peut étre déduite du modéle de la littérature (3.2.1).
— Une comparaison dans le cadre d’une morphologie granulaire avec la solution exacte

extraite également du modéle de la littérature (3.2.1).

Comparaison des approches entre elles

Nous reprenons ici les modules de cisaillement équivalents obtenus par les différentes
approches d’inclusion équivalente (section 3.2.2). On rappelle que ces approches donnent
des bornes, servant aussi d’estimations, du module de cisaillement équivalent réel, sous
réserve de (3.2.2). La précision de ces estimations est mesurée par 1’écart entre la borne
supérieure (approches en déformation) et la borne inférieure (approches en contrainte).
La comparaison est menée pour différentes valeurs du rapport % = % (figure 3.1). On
observe de la figure 3.1 que 'effet d’interface étudié dans ce chapitre aﬂrfaiblit le matériau

de I'inclusion. Ceci est visible dans 'expression de k,/ko qui est toujours inférieure a 1 et

qui tend asymptotiquement vers 1 lorsque m et s tendent vers I'infini. Pour le module de
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FIGURE 3.1 — Comparaison des modules de cisaillement équivalents obtenus par les dif-
férentes approches

cisaillement, le méme phénomeéne est observé numériquement. Les courbes de .,/ o ne
tendent vers 1 que lorsque m et s tendent vers Uinfini (fig.3.1). On remarque également

que la précision des bornes du module de cisaillement dépend du rapport x/m.
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Comparaison des solutions des approches a la solution exacte dans un pro-
bléme d’Eshelby
L’élasticité équivalente d’une inclusion avec interface dans un composite quelconque
doit & priori dépendre du "milieu extérieur". Ce qui n’est pas le cas des inclusions équi-
valentes obtenues. Dans ce qui suit nous explorons ceci en comparant les prédictions des
approches a la solution exacte dans le cadre général d’un probléme d’Eshelby. Pour cela
deux problémes d’Eshelby sont considérés (fig.3.2). Le premier contient une inclusion
sphérique avec interface et le deuxiéme contient l'inclusion homogéne qui est suppo-
sée équivalente. Chacune des inclusions est plongée dans une matrice infinie. Les deux
matrices sont faites du méme milieu isotrope et homogene, de rigidité C,, choisie iso-
trope. Ces matrices sont soumises a la méme condition de bord & l'infini homogéne
en déformation : ({ — Eg -z quand |z| — o00). Le champ de déformation macrosco-
pique FE| est considéré déviatorique pour étudier uniquement la réponse au cisaillement
puisque les approches prédisent correctement la réponse & un chargement volumique :
Eo=¢, ®e; + €3 ® e, Le premier probléeme d’Eshelby peut étre résolu en adoptant la dé-
marche expliquée en section (3.2.1) qu’on retrouve dans quelques travaux de la littérature
[Hashin, 1991, Herve and Zaoui, 1993|. La résolution a l’aide de cette démarche donne en
tout point les champs microscopiques de déplacement, de déformation et de contrainte.
Quant au deuxiéme probléme, il reléve de la solution classique d’Eshelby [Eshelby, 1957]
pour laquelle on donne & 'inclusion isolée les propriétés équivalentes d’une des approches
énergétiques précédentes (fig.3.2). Il est alors facile de déterminer les énergies élastiques
développées par chacune des inclusions puisque ’on dispose des champs microscopiques
ou de leurs moyennes. Pour I'inclusion équivalente, cette énergie s’écrit en fonction de la
déformation moyenne d’Eshelby comme suit :
Wey = %_“h : C ; gesh (3.29)
ou C* est la rigidité équivalente isotrope obtenue par 'une des approches (section 3.2.2)

Pour l'inclusion avec interface, I’énergie élastique réelle (ou "exacte") est calculée comme
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£2)=Ep-z 5 zl—o o £z) 2 Eo-z |z] = o0

(a) 1¢" probléme d’Eshelby (b) 2™¢ probléme d’Eshelby

FIGURE 3.2 — problémes d’Eshelby utilisant I'inclusion avec interface et 1'inclusion équi-
valente dans le cadre d’une comparaison

suit :

1 1
Wer = —— / o:ed)=—— £ (o.n)dS 3.30
2 Jo 20 Jo 7 (3:30)

Dans cette expression () représente le domaine volumique de l'inclusion avec interface,
2| son volume et 99 sa fronticre (domaine de Iinterface). £ désigne le champ de dépla-
cement a la périphérie extérieure de l'interface.

La comparaison entre I’énergie exacte et les énergies équivalentes (données par I’équation
(3.29) en considérant les C,, des différentes approches) est reportée en (fig.3.3) pour dif-
féerentes valeurs du rapport x/m.

Dans ces figures I'énergie élastique "exacte" (en rouge) est encadrée par les énergies équi-
valentes. Il faut noter que dans le probléme d’Eshelby avec interface, les conditions sur
le bord extérieur ne sont pas, a priori, du type (3.5) dans le cas du cisaillement. Le fait
d’obtenir un encadrement de I’énergie "exacte" n’était donc pas une nécessité théorique.
L’approche a déformation quadratique donne de meilleures prédictions que celle & défor-
mation uniforme méme & 1’échelle de I’énergie et particuliérement pour le cas o kK < m.
L’amélioration par 'approche a contrainte polynomiale est peu significative. Il convient de
noter, comme dans la premiére comparaison, que les approches sont trés précises lorsque

k et m sont du méme ordre de grandeur.
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FIGURE 3.3 — Comparaison de I’énergie élastique de I'inclusion avec interface avec celles
des inclusions équivalentes dans un probléme d’Eshelby - énergie exacte, approches en
contrainte, approches en déformation

Comparaison des approches a la solution exacte dans le cadre d’un matériau
granulaire

Le but de cette comparaison est d’observer l'effet des paramétres morphologiques
d’une microstructure granulaire sur la précision des approches dans leurs prédictions des

modules équivalents réels de 'inclusion. Les deux paramétres influencant cette précision
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sont la porosité du milieu granulaire et le coefficient de Poisson du matériau de cceur. On
étudiera donc leurs effets sur le module de cisaillement équivalent dans le cas des faibles et
des grands ordres du rapport x/m, pour lesquels les approches divergent le plus. L’intérét
de cette démarche est de lever I'arbitraire sur le choix de C,, (par rapport a la section
précedente).
Considérons donc un matériau granulaire contenant des pores sphériques et des inclusions
solides sphériques présentant un effet d’interface. Le matériau est soumis & un chargement
homogéne en déformation. La détermination des propriétés élastiques homogénéisées de
ce matériau peut étre faite en utilisant un schéma auto-cohérent [Sanahuja, 2008| dont
la mise en oeuvre passe par la résolution de deux problémes d’Eshelby. L’un de ces pro-
blémes contient ’'inclusion avec interface et ’autre le pore isolé, plongés, tout deux, dans
des matrices infinie ayant les propriétés du milieu homogénéisé recherché. Une fois les
modules homogénéisés déterminés (cf. section 3.2.1), on peut revenir au premier pro-
bléme d’Eshelby et déterminer la moyenne de la déformation et de la contrainte dans
Iinclusion avec interface, puisque la résolution passe par la détermination de ces champs
microscopiques :
G oz | @onc dS
™ r=ro
(3.31)
_ 3 N
€inc = e /r:m ¢, (rg) ®e. dS
Les expressions de o, et { peuvent étre trouvées dans [Hashin, 1991]. Les modules
équivalents exacts de l'inclusion peuvent alors étre obtenus en utilisant ces derniéres ex-
pressions et en prenant un champ de déformation auxiliaire Ey volumique ou déviatorique,
comme suit, :
— Pour By =¢, ®¢e) +e,0e+e3®e3:
Oine = 3key €ine (3.32)

— Pour Ejg=¢, ®e,+6e, Qe :

Eincl? - 2ﬂex gincl? (333)
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L’expression du module de compression équivalent exact (extrait de cette maniére du
modéle de la littérature) est la méme que celle obtenue par les approches. En revanche,
I’expression du module de cisaillement est différente. Elle dépend des propriétés du mi-
lieu homogénéisé (milieu de référence dans le premier probléme d’Eshelby), chose qui fait
défaut (par construction) aux modules équivalents déterminés par les approches. Cette
dépendance peut étre observée dans les figures (fig.3.4) et (fig.3.5) qui retracent le module
équivalent exact pour différentes valeurs de la porosité et du coefficient de Poisson. On
peut observer de ces figures que I'approche a contrainte uniforme donne une approxi-
mation satisfaisante du module équivalent exact surtout pour les porosités élevées. En
effet la courbe de cette approche est pratiquement confondue avec la solution exacte pour
une porosité approchant les f = 0.5. Cette valeur de la porosité correspond au seuil de
percolation du schéma auto-cohérent pour des inclusions sphériques. La solution exacte
reste bornée par les approches équivalentes lorsque f < 0.5 pour laquelle le schéma auto-
cohérent est valable. Ceci permet également d’expliquer le fait que la borne inférieure
n’a pu étre enrichie significativement par I’approche a contrainte polynomiale. La borne
supérieure, en revanche, est nettement améliorée par I'approche quadratique et semble
susceptible de s’améliorer davantage vu ’écart qu’elle présente avec les solutions exactes.
En comparant les figures (fig.3.4) et (fig.3.5) on peut observer que le coefficient de Poisson
a moins d’influence sur la solution exacte que la porosité, ce qui en fait un facteur moins
important de la validité des approches.

Pour finir avec cette section, nous tenons a préciser que les approches énergétiques ont
été appliquées aux inclusions sphériques dans le but de s’assurer de leur validité et de la
précision de leurs estimations. Ces approches étant concluantes pour la morphologie et
la gamme de porosité nous intéressant, nous les appliquons dans la suite aux inclusions
ellipsoidales avec interfaces pour lesquels nous ne disposons pas de solution "exacte" de

type Eshelby.
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3.3 Composite granulaire a inclusions ellipsoidales al-
longées et effets d’interface

Dans cette section, les approches énergétiques précédentes sont adaptées au cas d’in-
clusions ellipsoidales de révolution allongées (sphéroide prolate). L’objectif visé est la
modélisation des matériaux granulaires poreux a inclusions ellipsoidales présentant des
effets d’interface (cas des gels de C-S-H). Ces approches ont été testées dans le cas d’in-
clusions sphériques (section 3.2.3). Elles permettront, dans le cas ellipsoidal, d’obtenir des
rigidités équivalentes qui ne pourront pas étre comparées a une solution exacte puisqu’il
n’en existe pas pour cette morphologie inclusionnaire. En revanche, ces rigidités équiva-
lentes permettront de borner la rigidité équivalente réelle. Leur validité sera examinée en

observant 1’écart entre la borne supérieure et inférieure.

3.3.1 Considérations géométriques

En vue d’évaluer les expressions énergétiques mises en jeu dans les approches décrites
précédemment, on devra définir un systéme de coordonnées local orthonormé décrivant
la surface de l'inclusion ellipsoidale, dans lequel les quantités tensorielles ainsi que les
intégrales surfaciques pourront étre exprimées. Une surface et un volume élémentaires
devront également étre définis. I.’équation d’une surface ellipsoidale dans les coordonnées
cartésiennes est donnée par :

(E):z—z+y—2+i—2=1 (3.34)
L’ellipsoide est considéré de révolution (sphéroide) autour de I’axe uy si dans I’équation
(3.34) b = a. 1l est qualifié d’oblate lorsque le rapport d’aspect w = g < 1, de prolate

lorsque w > 1 et se réduit & une sphére lorsque w = 1 (fig.3.6).

Dans la suite de ce chapitre, la forme sphéroidale prolate sera adoptée pour les inclusions

solides.
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ablate spheroid prolate spheroid

FIGURE 3.6 — Forme de l'inclusion en fonction du rapport d’aspect

Une base locale orthonormée

Un vecteur normal & la surface sphéroidale peut étre obtenu en appliquant le gradient
a l’équation de Pellipsoide (3.34). Ceci nous donne, aprés normalisation, le premier vecteur

n de la base locale :

a?
2.4 2.4 2 4
I 7 4 TtC Fytc +2a
n=A"> 2 ; A= p (3.35)
2

Les deux autres vecteurs constituant la base sont dans le plan tangent a la surface (ortho-
gonal & n). Le produit vectoriel de n par un vecteur arbitraire, par exemple ¢; = (1,0, 0),

donne 'un de ces deux vecteurs du plan tangent ¢, :

0
1 e 22at + 2t
zl — Al 2 _E , Al g 764014 (336)
Y
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Le second vecteur t, est orthogonal a n et a t; et s’obtient par le produit vectoriel de ces

deux vecteurs :

2’2(1,4 + ’y2C4

cta?
. . (gt + 22y2)e® + 2204 (2% + 22)ct + 24a®
LZ e A2 2 _a_,i/ , A2 — CSQS (337)
xy
a2c2

(n, t;, t,) est maintenant une base locale orthonormée de la surface de I'inclusion.

Une surface élémentaire

Une paramétrisation de I’équation de Dellipsoide (3.34) a ’aide des coordonnées sphé-
riques (r, 6, ¢) selon I’équation (3.38), permet d’obtenir une surface et un volume élé-

mentaires sous la forme (3.39).

(

x(r, 0, ¢) = arsin cos ¢

y(r,0,¢) = arsinfsin ¢ (3.38)

z(r, 0, ¢) = crcost
\

dS = asin v 2 sin? 0 + a2 cos? 0dl d¢
(3.39)
dV = a?sin 012 cdr df do
Les paramétres r, 6 et ¢ parcourent successivement les intervalles [0, 1], [0, 7| et [0, 27]
pour décrire une intégration sur le volume total de l'inclusion. Les quantités a intégrer
doivent étre préalablement exprimées en fonction des coordonnées sphériques au lieu de

x,y et z.

3.3.2 Approches énergétiques donnant des inclusions équiva-
lentes

La mise en ceuvre des quatre approches pour des inclusions ellipsoidales fait appel

au méme raisonnement que dans le cas des inclusions sphériques. Dans cette section
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§=Ez

FIGURE 3.7 — Equivalence entre I'inclusion ellipsoidale avec interface et une inclusion
homogéne de méme forme

nous reprenons les deux premiéres approches pour montrer la différence entre les deux
cas, notamment dans la maniére d’aboutir & une rigidité équivalente. Nous déterminerons
également pour ces deux premiéres approches, des expressions simplifiées des composantes
de la rigidité équivalente dans le cas ou le rapport d’aspect est trés grand. Les résultats des

deux secondes approches ne seront présentés que numériquement lors de la comparaison.
Approche a déformation uniforme

Comme dans le cas sphérique, le but est d’établir une équivalence énergétique
entre l'inclusion ellipsoidale avec interface et une inclusion homogéne équivalente de
méme géométrie. Toutes les deux sont soumises au méme chargement en déformation
homogene aux bords (fig.3.7). Ceci requiert la détermination du champ de déformation

microscopique préalablement inconnu.

Le champ de déformation microscopique € est déterminé par minimisation de 1’éner-
gie potentielle donnée par ’équation (3.7). Dans cette expression, le tenseur de rigidité

d’interface K s’écrit désormais dans la base locale définie en section 3.3.1 :

K=Knon+ Kt @t +ts @ts) (3.40)

Les composantes de € obtenues par cette minimisation (equation 3.8) sont introduites
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dans P’expression de ’énergie (3.7). L’expression de ’énergie minimisée obtenue de cette
maniére est particuliérement intéressante puisqu’elle se met sous la forme isotrope trans-
verse suivante :
EIT = %(CnnEfl + 2611 Ciga By + 211 Criss Bss + 2E7,Cin — 2E7,Chiz
(3.41)
+4FE75Cos03 + C1111E3y 4+ 2F2Chi33 Fs3 + 4E3;Cos03 + C333F35)
On peut alors facilement déterminer les composantes non nulles d’une rigidité isotrope

transverse "équivalente" qui donne une énergie potentielle de la forme (3.41) :

O*E O*E O*E
. = P. (eq P__.0eq  — p__.
1111 aE%l ? 1122 8E116E227 1133 aEllaE337
(3.42)
eq 0*E, eq 10%°E,

3333 — 073%3; 2323 = 187223
Les expressions générales de ces composantes sont assez lourdes et ne peuvent étre repor-
tées dans ce manuscrit. Elles sont, en revanche, tout a fait exploitables numériquement et
se réduisent dans le cas d’un grand rapport d’aspect aux expressions simplifiées suivantes :
I (27Tm3m + (367 + 576 + 27km)m? + (192 + 36mky + 192Kk)m + 64KX)

o, =
H (192m + 64x + 27mmy)(9k7 + 128 + 9mrr) Ho

et _ Im(2Tm3m — (187x — 192 — 27km)m? — (187kx — 64 + 192k)m — 645)(),u
1122 (192m + 64y + 27mmx)(9x7 + 128 + 9mrr) 0

eq —9(2x — 3m)mm
Cliss = Ho
192m + 64x + 27Tmmy
eq Im(3mm + 64 + 4mx)
3333 — Ho
192m + 64x + 27mmx
Cosos = Mo
(3.43)
ol X, kK et m sont réécrits sous la forme suivante :
K, K, K,
X:CL : /{:u, m:a (344)

ko Ho Ho
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Approche a contrainte uniforme

Cette approche reprend le méme raisonnement que pour le cas des inclusions sphé-
riques. L’expression de I’énergie complémentaire (3.17) est la méme. Elle est optimisée
par rapport aux composantes de la contrainte microscopiques avant d’étre identifiée avec
’expression de I'opposée de 1'énergie potentielle équivalente isotrope transverse (3.41).
Cette identification permet de déduire les composantes de la rigidité équivalente confor-
mément a (3.42) ou E, est remplacée par (—E.). Les expressions de ces composantes
sont lourdes et ne peuvent étre reportées dans ce manuscrit. Cependant, comme dans
I’approche qui précéde, on peut obtenir des expressions simplifiées dans le cas limite ol
le rapport d’aspect est trés grand w > 1 :

4 (97 + 3mayx + 9rm? + 2Tmrk + 32kmy + 24m2k)m

City= =
i 3 (mx + 3mm + 4mx)(8km + 3km + 3mm) Ho
oo _ 4 (=3k7mx + 3mmx + 9mm? — Ommk — 16kmy + 24m?k)m
123 (mx + 3mm + 4mx)(8km + 3k + 3mT) Ho
. -4 m2x—3m
3 = ( ) Lo (3.45)

3 mx + 3mm + dmy

eq 1 (277 + 16x + 12m)m
Chgas = 3 Ho
3 wx+ 3mm+4my

8Kk
Cgtos = ———
2323 8k + 37TM0
Ces expressions analytiques simplifiées, comme celles de I"'approche précédente, peuvent

étre trés utiles pour prendre en compte 'effet d’interface dans les composites a fibres.

3.3.3 Comparaison des approches dans le cas ellipsoidal

Dans cette section nous comparons les approches dans un cadre assez général indépen-
dant de la microstructure. Pour ne pas comparer les composantes des rigidités équivalentes
une a une, nous comparons les énergies potentielles développées par les inclusions équiva-

lentes soumises a un chargement en déformation homogéne aux bords (mémes conditions
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que celles utilisées pour I’équivalence énergétique(fig.3.7)). Le tenseur de déformation

macroscopique est pris de la forme suivante :

1 11
E=]111 (3.46)
111

De cette maniére toutes les composantes de la rigidité équivalente d’une approche inter-
viennent dans I'expression de I’énergie. La figure 3.8 montre les prédictions des approches
pour cette énergie potentielle qu’on normalise par ’énergie potentielle sans effet d’in-
terface : g—g Cette quantité est tracée en fonction du paramétre d’interface m, pour
différents ordres de grandeur du rapport x/m. On peut noter que 'approche a contrainte
polynomiale n’apporte presque aucune amélioration de la borne inférieure de 1’énergie

potentielle.

3.3.4 Modules homogénéisées du matériau granulaire a inclusions
ellipsoidales et effets d’interface : cas du gel de C-S-H

Dans cette section, nous mettons en ceuvre le schéma auto-cohérent permettant d’ho-
mogénéiser la microstructure qu’on a choisie pour le gel de C-S-H. Nous rappelons que la
microstructure du gel de C-S-H s’apparente a celle d’'un matériau granulaire poreux dont
les inclusions solides, de forme sphéroidale prolate, selon certains auteurs, présentent un
effet d’interface & leurs bords. Bien sir on tirera profit des résultats des sections pré-
cédentes. Pour prendre en compte cet effet d’interface, on utilisera comme rigidité des
inclusions solides une des rigidités équivalentes déterminées dans les sections précédentes.
Ces rigidités sont isotropes transverses dans la base propre de I'inclusion ellipsoidale (dans
le plan (uy,u,)). L’orientation des inclusions doit étre aléatoire puisque nous considérons
le gel de C-S-H isotrope.

L’élaboration du schéma auto-cohérent requiére la résolution de deux problémes d’Eshelby
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FIGURE 3.8 — Estimations de 1’énergie potentielle de I'inclusion avec interface (normalisée
par I’énergie potentielle sans effets d’interface) déterminées par les approches sous le
chargement E aux bords en fonction du paramétre d’interface m (w = 2)

dans lesquels chacune des inclusions est plongée dans une matrice infinie douée de la ri-

gidité homogénéisée recherchée C*¢. Cette matrice est soumise a I'infini & un chargement

auxiliaire Ey. (fig.3.9) Le premier probléme concerne le pore plongée dans la matrice in-

finie. La déformation moyenne dans le pore s’écrit en fonction de la déformation imposée

A 'infini comme suit :

<e>,=A,:Ejavec A, = (I

__sc
sph

. Csc)fl

(3.47)
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FIGURE 3.9 — Problémes d’Eshelby pour le schéma auto-cohérent : I'inclusion ellipsoidale
est orientés par e, (6,0)

ou Pg, est le tenseur de Hill d’une sphére dans un milieu isotrope de rigidité C*.

Le deuxieme probléme considére I'inclusion solide sphéroidale de rigidité C° = C,, et
dont 'axe est porté par e, permettant ainsi de paramétrer son orientation par les angles
0 et ¢ des coordonnées sphériques. La moyenne de la déformation dans cette inclusion

s’écrit en fonction du chargement auxiliaire imposé E, comme suit :
€5(0,0) = [[+ Py (6, 0) : (C°*—C*))] ' : Eg (3.48)

ou Py (6, ¢) est le tenseur de Hill d’une inclusion sphéroidale orientée par (6, ¢), plongée
dans un milieu isotrope. Ce tenseur dépend de 6 et ¢, des modules homogénéisés k*°
et p©*¢ et du rapport d’aspect de l'inclusion w. Dans cette équation, C* = C*(0, ¢) est
anisotrope et dépend également de l'orientation (6,¢) de l'inclusion. La phase solide
contient un grand nombre de ces inclusions orientées de maniére isotrope. La moyenne de
la déformation sur cette phase peut étre obtenue en prenant la moyenne de 1’expression

(3.48) sur toutes les orientations possibles :

27 T :
g, = / / e (0, ¢)Szl6d9d¢ (3.49)
$=0 J =0 ™
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Cette déformation peut étre mise sous la forme suivante en introduisant le tenseur de

concentration de la déformation de la phase solide A :

5 Ar

21 s . Si 0
g, = A, : E avec A, :/ / A2 qgde
$=0J6=0
(3.50)

ot A, = [[+Pe(6,9) : (C° —C*))]!

On rappelle alors la régle de la moyenne sur les déformations ainsi que celle sur les
contraintes qui font intervenir les tenseurs macroscopiques réellement appliqués au V.E.R

EetX:

(3.51)

Et puisque la contrainte macroscopique et la déformation macroscopique sont reliées par

la loi de Hooke, > = C*“ : E, on peut écrire que :
C*:E=(1-f)Cs: g (3.52)

En vue de la régle de la moyenne et des équations (3.50) et (3.49) et on supposant les
déformations microscopiques dans le matériau égales a celles des problémes d’Eshelby, on
peut exprimer le tenseur E en fonction de Eg ce qui permet de réécrire I’équation (3.52)

comme suit :

C*: (fA, :Eog+ (1 — f)As: Eg) = (1 — f)Cs: AL : Eg (3.53)
qui permet de donner la rigidité homogénéisée, aprés élimination de Eg, sous la forme

suivante :

C=(1—f)Cs: AL [fA, + (1 — fHA]! (3.54)
ou sous la forme plus explicite suivante :

_,sinb
4m

e [ [ e e Rat.0) (€ - ) s

(3.55)

_,s1nb

=8+ 0= [ [ a0 @ - e i)
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Dans cette derniére équation la rigidité homogénéisée intervient explicitement et impli-
citement dans I’expression des tenseurs de Hill. Une résolution analytique directe n’est
pas envisageable, d’autant plus que les expressions des composantes de la rigidité de la
En revanche, une résolution numérique est tout a fait possible et facile & mettre en ceuvre.
En effet, puisque C*¢ est isotrope, les seules inconnues scalaires de 1’équation 3.55 sont
les modules homogénéisés k*¢ et p*. En observant que 1’équation 3.55 est de la forme
C®¢ = f(C*), ou en termes de modules (k°¢, u*¢) = f(k*¢, u°¢), il est tentant d’essayer de
la résoudre & l'aide d’un algorithme du point fixe. Pour que cet algorithme soit conver-
geant, la fonction f doit étre k-contractante avec k£ < 1. Cet algorithme de résolution
couplé & la méthode d’inclusion équivalente (pour incorporer leffet d’interface dans la ri-
gidité de la phase solide), permet d’obtenir des bornes supérieure et inférieure des modules
homogénéisés. La programmation de ces deux méthodes dans une procédure numérique
nous permet d’étudier les modules homogénéisés en fonction du paramétre d’interface m
pour plusieurs rapports «/m (figures 3.10 et 3.11). L’approche en contrainte polynomiale
n’est pas tracée puisqu’elle donne des courbes quasiment confondues avec I’approche en
contrainte uniforme (conf. fig.3.1). Ces représentations des modules homogénéisés sont
données pour un rapport d’aspect fixe.

Il nous est également possible d’observer l'effet du rapport d’aspect sur ces modules
homogénéisés en comparant les courbes d’'une méme approche en fonction du module
d’interface pour différents rapports d’aspect. L’approche choisie est celle en contrainte
uniforme et les modules d’interface sont choisis égaux (K; = K,, ou kK = m) de maniére
a donner la meilleure estimation des modules exacts (fig. 3.12). Il est & remarquer & par-
tir de ces courbes que le module d’interface agit sur 'ordre des modules homogénéisés
trouvés avec les différents rapports d’aspects. L’ordre initial présenté dans le chapitre 1
(fig.1.3), pour des inclusions sans interfaces, est retrouvé sur ces courbes pour les valeurs
élevées de k. Il est important de souligner que les modules homogénéisés trouvés avec
un rapport d’aspect w = 1 ne sont plus les plus faibles (mis & part pour les grands x).

Notons également que pour les inclusions prolates 'ordre des courbes est le méme (mo-
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dules homogénéisés toujours croissants en fonction de w), Alors que pour les inclusions
oblates 1'ordre semble s’inverser au niveau des paliers des courbes (modules croissants en
fonction de w en dessous d’une certaine valeur de k, correspondant au début du palier, et
décroissant au dela de cette valeur). Ces remarques sont a prendre en compte lorsqu’il est

question d’optimiser les propriétés élastiques de matériaux granulaires avec interfaces.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une méthode énergétique d’inclusion équiva-
lente dans le but de prendre en compte les effets d’interface dans les propriétés élastiques

des inclusions sphériques et ellipsoidales. On a pu distinguer quatre variantes de cette
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méthode d’inclusion équivalente. Ces variantes (ou approches), qui différent par la na-
ture (déformation ou contrainte) et la forme (uniforme, quadratique ou polynomiale) du
champ microscopique recherché du coeur de l'inclusion, ont donné des inclusion équiva-
lentes. Ces inclusions équivalentes, munies de rigidités équivalentes, se substituent aux
inclusions avec interface dans les schémas d’homogénéisation. Les quatre approches ont
tout d’abord été menées pour le cas d’inclusion de forme sphérique. L’existence d’un
modéle élastique "exact" dans la littérature (section 3.2.1), donnant les modules effectifs
d’un matériaux granulaire & inclusions sphériques et interfaces, a permis d’étudier la va-
lidité de ces approches a trois niveaux : au niveau des modules équivalents de l'inclusion,
dans le cadre d’'un probléme d’Eshelby indépendant de la microstructure et dans le cadre
d’une microstructure granulaire. Cette comparaison au modéle exact de la littérature, a
donné lieu aux constatations et des résultats suivants :

— Les approches donnent des bornes supérieures (approches en déformation) et infé-

rieures (approches en contraintes) des modules équivalents.

— La précision de ces bornes dépend du rapport des modules d’interface x/m

Le module de compression équivalent est déterminé de maniére exacte

Pour une microstructure granulaire, on a constaté que la précision des approches
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dépendait, en plus du rapport x/m, de la porosité du milieu et du coefficient de
Poisson du cceur de I'inclusion.
— On peut également conclure que 'approche en contrainte uniforme donne une bonne
approximation (borne inférieure) du module de cisaillement exact et que Papproche
a contrainte polynomiale ne permet pas de ’améliorer significativement. En re-
vanche 'approche en déformation quadratique permet d’améliorer nettement la
borne supérieure par rapport a ’approche en déformation uniforme.
[’extension des approches énergétique au cas d’inclusions ellipsoidales a permis d’obtenir
des inclusions ellipsoidales avec des rigidités équivalentes isotropes transverses. Ces inclu-
sions ont été utilisées pour déterminer les modules homogénéisés d'un matériau granulaire
poreux avec inclusions allongées susceptible d’intervenir dans la microstructure du gel de
C-S-H. L’influence du rapport d’aspect des inclusions sur les modules homogénéisées a été
étudiée. Elle a permis de montrer des différences remarquables par rapport au cas sans
interfaces. Les différences remarquées peuvent étre utiles lors de 'optimisation des pro-
priétés élastiques de tels matériaux dotés de propriétés d’interface données. Leur origine

doit étre explorée d’avantage.



Chapitre 4

Rupture fragile des matériaux
granulaires a inclusions allongées sous
effets d’interface : cas des gels de C-S-H

Résumé :Dans ce chapitre on se propose d’adapter une méthode de changement
d’échelle, existant dans la littérature, a une microstructure constituée de polycristal a
inclusions ellipsoidales pour en étudier la rupture fragile. Cette rupture est censée se pro-
duire localement par un glissement inter-granulaire par exemple. Pour explorer ce mode de
rupture, nous supposons les corps de grains infiniment résistants devant les interfaces qui
les entourent. Plusieurs critéres locaux portant sur [’état de contrainte dans les interfaces
sont envisagés. Différentes méthodes de calcul permettant de mettre en ceuvre la méthode
de changement d’échelle et de remonter au critére homogénéisé seront appliquées. Ce cri-
tere est en particulier étudié en 3D pour explorer sa dépendance vis a vis du troisiéme

invariant de la contrainte.

Sommaire
4.1 Introduction . . . .. ... . . i i e e e 87
4.2 Critéres de rupture locaux dans les interfaces . .. ... ... .. 88
4.3 Meéthode de changement d’échelle . ... ... ... ........ 88
4.4 Meéthodes de calcul pour la mise en ceuvre de la méthode de
changement d’échelle . . ... ... ... ... ... 0000, 92

4.4.1 Méthode semi-numérique : différentiation du schéma auto-cohérent 93

4.4.2 Méthode de calcul direct avec « isotropisation »pour le calcul des
tenseurs de Hill . . . . . . . ... ... 99



86 Rupture fragile sous effets d’interface

4.4.3 Méthode analytique basée sur un schéma dilué généralisé . . . . . . 101

4.5 Comparaison des méthodes - Détermination des critéres homo-
BENGISES . . . . . L e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 105
4.5.1 Comparaison sur les termes recherchés . . . . . . .. ... ... .. 106

4.5.2 Critéres homogénéisés . . . . . . . . . . .. ... ... 108
4.6 Critére 3D et dépendance du troisiéme invariant : une ébauche . 113

4.7 Conclusion. . . . . v i v i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 121




4.1. Introduction 87

4.1 Introduction

La rupture des matériaux granulaires intéresse plusieurs auteurs et a fait ’objet de
nombreux travaux de recherches récents [Maalej et al., 2009]. Dans ces travaux, des hy-
pothéses sont généralement émises sur la forme des grains ou sur le mode de rupture local
pour obtenir plus facilement des critéres de rupture homogénéisés. Parmi ces hypothéses
on peut citer celle qui considére des grains sphériques pour une microstructure qui ne
s’y préte pas ou celle qui considére que la rupture se produit dans les grains (rupture
intra-granulaire) au lieu d’une rupture inter-granulaire. Ces hypothéses simplificatrices,
traduisant une description peu réaliste de la microstructure et du mécanisme de rupture
locale, peuvent conduire & de grossiéres approximations sur le critére de rupture homo-
généisé du matériau. Dans le chapitre précédent, on s’est donné les moyens d’étudier ce
type de matériau en gardant une description fidéle de la microstructure pour déterminer
les propriétés élastiques homogénéisés d’un matériau granulaire avec inclusions allongées
en prenant en compte les effets d’interface. Les résultats obtenus seront mis & profit pour
étudier, dans ce chapitre, la rupture fragile d’'un V.E.R de ce matériau soumis & un char-
gement macroscopique croissant. On suppose que cette rupture se traduit localement par
un glissement entre les grains (dans les interfaces) ou par un autre mode de rupture dans
les interfaces. Le mode de rupture par glissement inter-granulaire a déja été étudié pour
des matériaux granulaires & inclusions sphériques dans le travail de [Maalej et al., 2009].
Nous adapterons la méthode de changement d’échelle utilisée dans ce travail aux maté-
riaux granulaires a inclusions ellipsoidales. Ensuite nous la mettrons en ceuvre a l'aide
de trois méthodes de calcul différentes. Ces méthodes nous permettront de remonter au
critére de rupture homogénéisé du matériau (gel de C-S-H). Pour finir, nous généralise-
rons une des trois méthodes de calcul pour tracer le critére homogénéisé en 3D et pour

étudier sa dépendance vis a vis du troisiéme invariant de la contrainte macroscopique.
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4.2 Critéres de rupture locaux dans les interfaces

On considére un V.E.R d’une microstructure granulaire avec inclusions ellipsoidales et
interfaces (microstructure choisie pour modéliser le gel de C-S-H), auquel on applique un
chargement macroscopique homogéne en contrainte axisymetrique de tenseur ¥ (pour
modéliser un essai de compression uniaxiale avec ou sans pression de confinement). Cette
contrainte macroscopique est reprise, au niveau du cceur de grain par une contrainte
microscopique et au niveau de l'interface de grain par un vecteur contrainte noté 7. Le
ceeur de grain est considéré infiniment résistant et par conséquent la connaissance de la
contrainte microscopique y régnant n’est pas essentielle. En revanche le vecteur contrainte
dans l'interface est déterminant pour définir un critére de rupture locale. Ce vecteur n’est
pas nécessairement homogeéne sur I'interface d’un grain. A priori, il est également variable
d’une interface a l'autre. Ses composantes, normale et tangentielle, sont respectivement
notées T, et T;. Les critéres de rupture locaux que nous envisageons (de Von Mises,
elliptique ou rectangulaire dans 'interface) portent uniquement sur ces composantes ou,
pour étre plus précis, sur leurs moyennes quadratiques \/T:f et \/T:,f Les expressions de
ces critéres de l'interface sont résumées dans le tableau (4.1). On considére qu’ils sont
atteints dans l'interface d’un grain, sous chargement macroscopique croissant, dés lors
que les inégalités du tableau deviennent des égalités. Comme on se place dans le cadre
d’une rupture fragile, on considére que la rupture de tout le V.E.R est a son tour atteinte
lorsque 'interface de I'un des grains atteint son critére de rupture. Puisque on cherche
a déterminer le critére de rupture du V.E.R sous un chargement macroscopique, il est
nécessaire de passer par une méthode de changement d’échelle qui permet de relier I’état

de contrainte locale (dans les interfaces) a ce chargement macroscopique.

4.3 Méthode de changement d’échelle

Dans cette section nous utilisons la méthode de changement d’échelle de
[Maalej et al., 2009] qu’on adapte au cas d’'un matériau granulaire & inclusions ellipsoi-

dales. Cette méthode nous permet de relier les moyennes des composantes du vecteur
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TABLEAU 4.1 — Expressions des critéres de ruptures dans 'interface

Criteéres expressions
Von Mises \/T2(0) < T..
T2(0) T2(6
Criteére elliptique "(2 ) + () <1
Q 32
Critére rectangulaire T2(0) < Tpey et \/ T_E(G) < Tier

contrainte au chargement macroscopique. Le développement de la méthode pour des in-
clusions sphériques dans le travail de [Maalej et al., 2009] est entiérement analytique a
cause de I'invariance de I’état de contrainte d’une interface a I’autre. Dans notre cas, I’état
de contrainte microscopique (le vecteur contrainte dans l'interface) n’est a priori pas le
méme sur toutes les interfaces de grains du VER. La méthode de [Maalej et al., 2009] ne
peut donc pas étre appliquée comme telle. En revanche, vu la symétrie du chargement
macroscopique considéré (axisymétrique), il est naturel que I'on peut définir des familles
d’inclusions pour lesquelles 1’état de contrainte est sensiblement le méme dans toutes les
interfaces d’'une méme famille. Chaque famille I, est repérée par son orientation (colati-
tude 6,) vis a vis de 'axe de symétrie du chargement macroscopique (e3). La démarche
de [Maalej et al., 2009] peut étre adaptée pour déterminer une estimation des moyennes
des composantes du vecteur contrainte dans les interfaces d’une famille donnée.

Pour un grain donné, le vecteur contrainte n’est pas homogéne sur sa frontiére. Il est nul
en dehors des surfaces de contact du grain avec les grains avoisinants (I'interface). Ainsi,

les moyennes quadratiques de ses composantes sur l'interface \/T_t2 et \/T_,f sont reliées

aux moyennes quadratiques sur les surfaces de contact du grain \/ﬁ et @ par :

- 1 1—
T =G f, S =3
(4.1)
1 1—
T2 = —— T2dS = ~T?2
0G| dG? X

avec 0G; est U'interface du grain G;, 0G?$ sa restriction aux surfaces de contact et |0G?| et

0G|
7

0G|

|0G;| les aires de ces surfaces. y = et représentera dans la suite le rapport moyen
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des surfaces de contacts et surfaces totales des grains du VER.

Les termes évoqués dans ﬁ et T_lt2 ne sont que les carrées des moyennes quadratiques des
composantes.

D’autre part, dans le cas élastique linéaire, I’énergie élastique, par unité de volume, em-

magasinée dans le VER Q) est donnée par [Maalej et al., 2009 :

Z/ e:Cy: edV+/ T.K1.TdS) (4.2)
20| e

Cette énergie implique donc une sommation sur toutes les interfaces de grains contenus
dans le VER de volume [Q|. On considére une famille d’inclusions I repérée par une
orientation unique f5. La dérivation de I'expression (4.2) par rapport a K,; ou K,

inverses des modules tangentiel et normal des interfaces de la famille /g, donne :

ow 1 / de / , or
a[(tRl 2|Q| Z [ G 8KtR1 ’ oG} ! aGs 0KtR1

et

oW oT
- Cyq : edV T?dS + 2 / —_ K~ '.7TdS
oK} 2|Q|Z[ / Yoy R +/8Gf nd> oc: 0K} =

(4.3)
Ces deux expressions peuvent étre réécrites comme suit :
ow or
— . odV + / T2dS +2 ———[€]dS
8KtR1 2|Q| Z [ 8KtR oGS ! oG 8KtR1 -
et (4.4)

ow oT
av T2dS +2 ds
aKrD}z 2|Q| Z [ 8K7:R o /BGg > 0G: 0K, el ]

ou [€] = & — & est la discontinuité du déplacement & la traversée de I'interface de

grain. Comme le champ de contrainte microscopique o, associé au vecteur contrainte 7,
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est statiquement admissible avec le champ de contrainte macroscopique 3, il s’en suit

Oo
e — (respectivement ———), associé au vecteur contrainte
al(tR 8KnR

— (respectivement
tR

. . () . .
——), est statiquement admissible avec — = 0 (respectivement —— = 0). Ceci
0K, 0K g 0K,
donne en vertu du lemme de Hill que le premier et le troisiéme terme des expressions de

(4.4) s’annulent [Maalej et al., 2009|. Ainsi les équations de (4.4) deviennent :

ow / 2 1 0G7| 1 2
T7dS = - T7dS
OK5 2|Q|Z oc: Q\Q\iesz 219 10G}| Joa: '

i€lr

et (4.5)

oW / , 0Gs| 1 ,
T2dS = T2dS
DK 2IQI 2 oG 2IQI Z 21 10G] Jac:

i€lRr

En supposant que les contributions des grains d’une méme famille d’inclusions Iy sont

égales, les derniéres quantités peuvent étre approchées par :

OW  Ngl0G*| =5
-1 ik
0K, g 2|9
(4.6)
oW NploG*|—
-1 = Tnf%
0K, 2|9

ou |0G?| est la surface de contact entre grains en moyenne, Ng le nombre d’inclusions de
la famille I orientée par 6g.
D’autre part, on peut exprimer I’énergie du VER macroscopiquement, sous des conditions

aux bords homogénes en contrainte, de la maniére suivante :

1
LV:§2:C;:2 (4.7)

ot C(6, @) est le tenseur de rigidité homogénéisée et X le tenseur de contrainte macro-

scopique axisymétrique imposé au VER.
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La dérivation de I’expression (4.7) par rapport a Kt;zl et K;é donne :

ow 1 _6@;11'2
oK, 27 0K

(4.8)
ow 1, oCy

1 : 1 . E
8KnR 2 8KnR

Ainsi en identifiant les deux expressions de la dérivée de I’énergie (4.6) et (4.8), on obtient
les expressions des moyennes quadratiques des composantes, tangentielle et normale, du

vecteur contrainte dans les interfaces de la famille I :

, 9Cy

. 2|Q|KERE' ocy 2|9

= : N =——"3:C5 : CH:x
T NRloGE| T 0K Ng|0Gs| H oK,y 1
(4.9)
—2s  2QK2, O0C. 2|9 ., 0Cy
T = LS Y =——">3:C: Ch X
" NglOGE| T OK ) Ng|0Gs| B oK,r ¥
Ainsi les termes & déterminer pour obtenir ces moyennes des composantes tangentielles du
_ ocyt | oC . O0Cy . OCy )
vecteur contrainte sont — et —7 ou bien et . Ces termes représentent
0K, 5 0K, » 0K,r  OK,gr

la variation de la rigidité homogénéisée due a la variation de la rigidité des inclusions
solides équivalentes d’une famille Iz, elle méme due a la variation du module d’interface
K; (ou K,,) d'un dK; (ou dK,) infinitésimal, uniquement pour les interfaces de la famille
Ig. En effet la variation des modules d’interface conduit a une variation des rigidités
équivalentes des inclusions de la famille et donc & une variation de la rigidité homogénéisée.
Dans ce qui suit nous envisageons plusieurs méthodes de calcul de ces termes dans le but

de les comparer et d’en valider les résultats.

4.4 Meéthodes de calcul pour la mise en ceuvre de la
méthode de changement d’échelle

Dans cette section, on présente trois méthodes de calcul des dérivées OCp /OK;r et
0Cp /0K, g : Une méthode numérique issue de la différentiation du schéma auto-cohérent,

une deuxiéme méthode numérique de calcul direct simplifié et une troisieme méthode
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analytique qui utilise le schéma dilué généralisé. Les développements analytiques ou nu-
mériques utilisés pour le calcul des deux dérivées sont a peu prés les mémes. Ils ne seront
donc présentés qu'une seule fois. En effet, comme cité plus haut la variation de 'un des
modules d’interface produit une variation de la rigidité équivalente des inclusions solides
qui résulte en une variation de la rigidité homogénéisée. Le calcul de cette variation de
rigidité homogénéisée due & une variation de la rigidité d’une famille d’inclusions est donc

commun aux calculs des deux dérivées.

4.4.1 Meéthode semi-numérique : différentiation du schéma auto-
cohérent

Dans ce qui suit, nous décrivons une méthode semi-numérique servant au calcul des
deux dérivées. Les développements théoriques conduisant a la mise en ceuvre d’une pro-

cédure semi-numérique seront présentés.

Différentiation du schéma auto-cohérent

Les termes recherchés font intervenir le tenseur rigidité homogénéisée Cy d’un maté-
riau granulaire poreux a inclusions solides ellipsoidales. Toutes les inclusions sont iden-
tiques & une rotation prés. On note P (6, ¢) le tenseur de Hill attaché a une inclusion
ellipsoidale de révolution dont I'axe est défini par les angles 6 et ¢. Le tenseur Cg est
donné par la résolution de 1’équation suivante, équivalente a (3.55), issue de la modélisa-

tion par schéma auto-cohérent de ce matériau au chapitre 3 :

1 st

Cu : {1— /60/¢ i [L+P5(0,9): (C.(6,¢) — Cy)] d9d¢+f( P CH)_l}

_1sind

{ (1—f /6 O /¢ O )i [T+ PH0, ) : (C(0,6) — Ci)] d9d¢}

(4.10)
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Rappelons que f désigne la porosité. la répartition des orientations des inclusions est

uniforme. La discrétisation des intégrales selon # uniquement donne :

_1 sin Hr
47

Cy : A0dp + (fFI—PH, . Cy) ™

(Y L :7; (I+PA(6,,6) : 0Cp)

n o ~1sin6,
Co(0r,0) : (I+PL(0,,0):6Cx) n Abd¢

=0 g

=[<1—f>2

2

(4.11)
ou 6Cy = C,(0,,¢) — Cy et AB est le pas de discrétisation de [0,7].
La variation de Kz ou K, g, pour une seule famille d’inclusions d’orientation g (numéri-
quement cette famille est d’orientation comprise dans l'intervalle [0 — A0/2,05 + A60/2]),
produit une variation de la rigidité Cg des inclusions de cette famille. Cette variation pro-
duit & son tour une variation de la rigidité homogénéisée. Ainsi, si on fixe un incrément

dKr ou un dK,p, la différentiation du membre de droite de I’équation (4.11) donne :

i 27 :
1 sinf
(1—f)Z/ C,:d(I+P7:(C, - Cy)) T A0dS | +
i 0,#05 ¥ ¥=0 Am
[ 2n sin 0 (4.12)
1-n Y / dCr : (TP : (Cp— Cy)) ' 2 AGdo
L 0,=0p,m—05 Y 9=0 T

Ou C,,Cr, PH et PH désignent les tenseurs C,.(6,, ¢),Cr(0r, ¢), P1(0,, ) et PH (0r, ¢).
Dans cette derniére équation, la famille orientée par 6 (famille de référence) est la seule
a avoir une rigidité qui varie, a cause de la variation de 'un de ses modules d’interface.
La deuxiéme sommation porte sur g et m — 0 car ces deux orientations font partie de
la méme famille 5.

Les termes tensoriels de cette derniére équation sont explicités ci-dessous :
dI+P,:0C) ' = —~(1+P,:6C)" :d(P,:6C): (I+P,:5C)"" (4.13)

Le terme d(P, : 6C) ne s’écrit pas de la méme maniére selon que r = R ou r # R. En
effet :
e sir#Ronad(P,:iC)=dP,:5C—P,:dCy
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° SiT:ROH&d(Pri(sC):dPRZ(sC—FPRZ(dCR—dCH)

Que r = R ou r # R, notons que P, dépend de K;r (resp. K,r) via Cy. On s’intéresse

maintenant a la différentiation du membre de gauche de 1’équation (4.11) qui donne :

sph

;

21 .
—18in 6, -1
dCr : | (1= f) Z/¢ ) (I+PL,(6:, ) : (C(6,,0) — Cr)) = Afdp + (f(I—SZ,) ]
0, o=
m H _1sin 9T )i
+Ch: (1= f) Z/ d (]I+IP6”(9T,¢>) (C(0,,0) — (CH)) . Afdo +d (f(H -5
6, 7 o=0
(4.14)
ou PP, remplace la notation Pf;h pour désigner le tenseur de Hill des pores
dl—P,:Cy) ' =—-1-P,:Cy):d(P,:Cp): (I-P,:Cpy)* (4.15)
et

De la différentiation des deux membres (équations 4.12 et 4.14), de nouveaux termes
tensoriels différentiés apparaissent : dCp variation de la rigidité de la famille d’inclusions
de référence, dCy variation de la rigidité homogénéisée (terme recherché), dPgr, dP, dP,
variations des tenseurs de Hill, respectivement, de la famille de référence, des autres
familles d’inclusions solides et des pores sphériques. Le calcul des variations des tenseurs

de Hill est particuliérement délicat. Il est présenté en détail dans ce qui suit.

Variation des tenseurs de Hill

Dans ce paragraphe, nous présentons la méthode utilisée pour déterminer la variation
des tenseurs de Hill des inclusions ellipsoidales uniquement. Celle des inclusions sphé-
riques lui est similaire. Nous montrerons la différence qui existe entre les deux calculs.
Dans le cadre du schéma auto-cohérent, le milieu de référence (matrice dans les problémes
d’Eshelby) est le milieu homogénéisé. Nous cherchons donc la variation que peut subir le

tenseur de Hill d’une inclusion ellipsoidale placée dans un milieu infini entre I’état initial
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ot le milieu infini est de rigidité isotrope Cpy et I’état ou cette rigidité a subi une varia-
tion isotrope transverse dCp. Nous faisons ici I’hypothése que cette variation de la rigidité
homogénéisée est isotrope transverse. Cette hypotheése est parfaitement justifiable. En ef-
fet, la famille d’inclusion dont la rigidité varie est repérée par une colatitude constante
0 = Or avec une longitude ¢ qui varie dans [0, 27]. Les rigidités des inclusions de cette
famille sont isotropes transverses (déterminées par la méthode d’inclusion équivalente.
conf. Chapitre 3). Les variations de ces rigidités pour un incrément de K; ou K, sont
également isotropes transverses. Ceci donne, vu la symétrie de révolution de la famille
autour de l'axe eg, une variation isotrope transverse selon e, de la rigidité homogénéisée
(fig.4.2).

Les développements qui suivent s’appuient sur la relation suivante (voir par exemple

[Castaneda, 2005]) :
_ det(Z,)

P,
Am g

HO(¢) |Z,.£|° dS (4.17)

Z. représente ici le tenseur de forme (d’ordre 2) de ellipsoide « prolate »représentant 1'in-
clusion. Ce tenseur s’exprime de maniére assez simple dans sa base propre de I’ellipsoide

(uy, Uy, ug)(voir fig.4.1) par :
Zr:ﬂ1®ﬂl+ﬂ2®22+wu3®ﬂg (418)

w étant le rapport d’aspect de lellipsoide (qui vaut 1 pour les sphéres). L'axe de symétrie
de 'inclusion est suivant u, (également axe d’isotropie transverse). Dans I’équation (4.17),
§ représente un vecteur sur la sphere unité et I'intégrale de surface sur || = 1 n’est autre
que l'intégrale de surface sur la sphére unité.

Dans cette méme équation, H©® représente un tenseur d’ordre 4 défini, en fonction du

tenseur K(© (défini plus bas) et du vecteur , par le double produit tensoriel suivant :

HD (€)= [6 K€1) (4.19)

(#5)(pq)

Quant au tenseur K© (tenseur acoustique), il s’exprime & 1'aide du tenseur de rigidité

de la matrice dans laquelle est plongée Iinclusion ellipsoidale (la rigidité homogénéisée
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dans le cas du schéma auto-cohérent) :
K€ =CoL & & (4.20)

Ainsi comme on veut calculer la variation du tenseur de Hill due a la variation de Cx d’un
tenseur infinitésimal dCp isotrope transverse selon e;, on remplace dans les trois équations
précédentes C© par Cy + AdCpy. Les calculs sont faits en gardant le coefficient en )
uniquement aprés avoir effectué des développements limités des composantes de d H(©
autour de A = 0. Ces calculs sont entiérement menés dans la base locale de 'ellipsoide.
Ainsi, le tenseur Cy + Ad Cy, dont I'expression est simple dans la base du VER, est
exprimé dans la base de Dellipsoide et inséré dans I’équation (4.20) a la place de C(©

pour donner désormais le tenseur d K dont les composantes sont calculées comme suit :
dK,(§) = (Cy + XdCh)iju & & (4.21)

La différentiation de I'équation (4.19) donne 'expression d’un tenseur qu’on notera d H

et dont les composantes seront données par :

d Hijp (€) = [GAK©L, &) 10 (4.22)

1

oil le tenseur d[K]™' n’est autre que la différentiation du tenseur [K(®]~! et se calcule

comme suit :

dK] ' = - [K©] " dK. [KO] (4.23)

dK étant donné par (4.21) et KO par (4.20) en y remplacant C©) par Cp.
Une fois calculé, le tenseur dH est utilisé dans I’expression suivante donnant d P, :

_ det(Z,)

dP,
47

/K_ld]l-]l(g) Z,.€| 7 ds (4.24)

Le raisonnement est exactement le méme pour la variation du tenseur de Hill des pores
sphériques. Comme la forme des inclusions est isotrope dans ce cas, aucune orientation
n’est & prendre en compte. Les calculs ci-dessus peuvent étre alors menés de maniére tota-
lement analytique alors qu’ils sont en partie numériques pour ’ellipsoide. Les termes ten-

soriels impliqués dans cette méthode semi-numeérique peuvent donc tous étre implémentés
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en fonction des cinq modules du tenseur isotrope transverse dCy (dCi111, dCh122,dC1133,
dC3333, dC9303) gardées sous forme littérale dans les calculs). Ces composantes sont ensuite
déterminées en résolvant cing équations linéaires indépendantes issues de l'identification

du terme de gauche avec le terme de droite (équations 4.12 et 4.14).
QB — gr

€3
Uo

I
Fa
]

The
) L2

[T

FIGURE 4.1 — Base propre de l'ellipsoide par rapport a la base fixe liée au V.E.R

FIGURE 4.2 — Symétrie (autour de e;) d’une famille d’inclusions de méme orientation et
de méme état de contrainte (disposition en double cone)



4.4. Meéthode par Calcul direct 99

4.4.2 Méthode de calcul direct avec « isotropisation »pour le cal-
cul des tenseurs de Hill

Dans cette section nous essayons de développer une deuxiéme méthode basée sur un
calcul direct du schéma auto-cohérent, dans le but de valider les résultats de la premiére

et de comparer Defficacité des deux méthodes.

principe de la méthode

Dans cette deuxiéme méthode on a recours a deux schémas auto-cohérents pour mo-
déliser deux configurations différentes de la microstructure du matériau granulaire. Le
premier schéma décrit la configuration initiale pour laquelle toutes les inclusions solides
ont la méme rigidité dans leurs bases propres. Ce schéma permet d’obtenir la rigidité
homogénéisée comme solution de 1'équation (4.10) qui est résolue par un algorithme du
point fixe comme au chapitre 3 section 3.3.4. La rigidité homogénéisée obtenue est bien
évidement isotrope en dépit de I'isotropie transverse de la rigidité des inclusions, puisque
leurs orientations sont équiprobables. Le deuxiéme schéma auto-cohérent décrit la confi-
guration perturbée. Dans cette configuration toutes les inclusions gardent la méme rigidité
sauf une seule famille d’inclusions repérée par son orientation #z. Pour cette famille la
rigidité est perturbée d'un dCgr dia a la perturbation d’un de ses modules d’interface
(d'un dK;r ou dK, ). Dans ce qui suit, nous expliquons la méthode numérique que nous
utilisons pour résoudre ce deuxiéme schéma auto-cohérent et déterminer la rigidité ho-
mogénéisée perturbée. Une fois obtenue, celle-ci va nous permettre de calculer le tenseur

dCh,,, par différence avec la rigidité homogénéisée initiale.

Calcul de la rigidité perturbée par schéma auto-cohérent

Pour résoudre le deuxiéme schéma auto-cohérent la méme démarche que pour le pre-
mier est utilisée. L’équation du chapitre 3 donnant la rigidité homogénéisée (3.55) tient

toujours. Elle donne ici la rigidité homogénéisée C77. obtenue aprés perturbation de 'un
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des modules d’interface de la famille I :

1 sm@

C* =(1- ]I P (6 C, - C¢ d@d
© (1 /(b/ L Pu(6,) : (C, — T2 5

(4.25)

L sinb

-5 0= [ R, (€ - e i

Cependant dans cette équation les rigidités des familles d’inclusions ne sont plus toutes
égales (dans leurs bases propres). En effet une de ces familles a une rigidité perturbée.

Une discrétisation de cette équation sur les orientations # permet d’en tenir compte :

ce,=[1-H) Y /W C,:[I+P,: (C,—C)]" 1d¢sme

0,#0r Y 9=0
se \1-1 s1n9
+(1 - f) CR + dCR) [H + PR (CR + dCR) Cper)] d¢ ]
thetar_GR,ﬂ op Y #=0
1 o sc 1 Slne
fA=SE) T A= F) Y [+ Py o (Cp = C)] 7 do——
0,405 Y ?=0
H1- ) / 4P, £ (Cot dCq — C) " dg™orr pg)
0p=0g,m—0pg Y =0
(4.26)

ou P, =P (0,,¢) et C. = C(0,, ¢), r pouvant étre égal & R. dCr = dCg(¢) représente la
perturbation subie par la rigidité des inclusions orientée par 6 et ¢ due a la perturbation
d’un de leur modules d’interface.

Dans cette derniere équation I'inconnue est CJC.. On cherche a la résoudre par un al-
gorithme itératif du point fixe. Le tenseur P, (6,,®) qui y figure est le tenseur de Hill
d’une inclusion ellipsoidale plongée dans un milieu isotrope transverse dont la direction
d’isotropie transverse n’est pas confondue avec I’axe de symétrie de I'inclusion. Nous ne
disposons pas d’'un moyen efficace et rapide permettant de calculer ce tenseur pour étre
utilisé dans un algorithme itératif. On pourrait s’orienter vers une procédure numérique

de calcul des tenseurs de Hill dans des milieux anisotropes qui est disponible dans la litté-
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rature |ref]. Cependant, le parti pris ici consiste a contourner ce probléme nous calculons
a chaque itération de I’algorithme itératif des tenseurs de Hill & partir d’une rigidité iso-
tropisée. En d’autres termes, pour une itération ¢ donnée de ’algorithme du point fixe, les
tenseurs de Hill & calculer (y compris celui des pores) dépendent, entre autres, du tenseur

2., obtenu a la fin de l'itération précédente. Ce tenseur est isotrope transverse. On
peut déterminer un tenseur isotrope (Cff’fso qui est sa projection dans I’espace des tenseur
isotropes : cela revient a évaluer des modules k¢, et 17, a partir de certaines des compo-
santes de C;¢, . Ainsi le calcul des tenseurs de Hill en considérant cette nouvelle rigidité
pour le milieu de référence devient assez simple. Le tenseur C“/** sert uniquement au

calcul des tenseurs de Hill de I'itération . Il n’intervient pas dans les termes sommés de

sc

e apparait explicitement. En effet pour ces termes, on utilise

I’expression 4.26 lorsque C
le tenseur "réel" de l'itération précédente Ci¢; (isotrope transverse).

Il est & noter que de cette maniére les tenseurs de Hill ne participent pas a rendre la
rigidité homogénéisée isotrope transverse. Cette propriété est donc due uniquement a
I'utilisation de rigidités isotropes transverses pour les inclusions et a la symétrie de révo-

lution des familles d’inclusions. Pour finir les résultats des deux schémas auto-cohérents

sont utilisés pour calculer les termes recherchés :

d(csc B CSC _ CSC

per S0

dKip — dKg

(4.27)
dCSC B Csc _ Csc

per iso

dK,r ~ dK.g

ou dK;p et dK, r sont fixés au début de cette procédure numérique pour le calcul de dCpr

4.4.3 Meéthode analytique basée sur un schéma dilué généralisé

Dans cette section, nous essayons d’évaluer les termes 0Cp /0K, g et 0Cy /0K, g par
une méthode de calcul plus simple que les deux premiéres. Cette méthode part du constat

que la fraction volumique de la famille de référence Ir (dont la rigidité est perturbée) est
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pores Cr Cr+dCp

| AN

(a) Configuration initiale (b) Configuration perturbée

FIGURE 4.3 — Configuration initiale (premier schéma auto-cohérent) et pertubée
(deuxiéme schéma auto-cohéent) pour le calcul direct des termes tensoriels

faible dans le milieu granulaire. En effet, celle ci vaut (fig.4.4) :

(1—f)dS

Ssph.unit

dfr = = (1 — f)sin6db (4.28)

dfr est d’autant plus faible que df est petit. Les termes recherchés peuvent étre donnés

T

L > OR

dS = 47 sin O rdl

FIGURE 4.4 — Calcul de la fraction d’une famille - famille orientée par #r dans la sphére
unité représentant toutes les orientations possibles
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par les expressions suivantes, similaires a celles utilisées dans la section précédente :

aC 1
T~ iy (G Fin + dir) = Car(Kin)
(4.20)
aC 1
dK’; - [Ch(Kur + dKur) — Cr(Kug)]

dK,r et dK;r étant les variations des modules d’interface pour la famille d’inclusions
Iz. On remarquera que la rigidité homogénéisée est a nouveau notée Cy pour éviter la
confusion avec les résultats des schémas auto-cohérents de la section précédente.

Comme cette famille est de fraction volumique infinitésimale, il est naturel de tenter
d’évaluer les expressions de (4.29) dans le cadre (a définir) d’un schéma dilué. Comme
dans la section précédente, deux configurations, faisant ici appel au schéma dilué, sont a

prévoir (fig.4.5).

Cr Cr+dCpg

(a) Configuration initiale (b) Configuration perturbée

FI1GURE 4.5 — Configuration initiale et pertubée pour le calcul des termes tensoriels par
schéma dilué généralisé
Configuration initiale

La configuration initiale considére toutes les inclusions solides de méme rigidité (& une

rotation prés). Le milieu granulaire de rigidité isotrope C%° peut alors étre vu comme
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I’homogénéisation d’un composite comportant une matrice fictive de rigidité Cy a déter-
miner et une phase inclusionnaire qui n’est autre que la famille Iy de fraction dfz. On a

donc :

' d 27
%0 — Co + % Co : (T+Pg" : 6Co)~'dob
T ¢=0

(4.30)

avec

0Co = Cr(0r, ¢) — Co
ou Cr(0g,¢) désigne la rigidité (équivalente) de la particule orientée selon (g, ®). Le
tenseur de Hill P§" de I’ellipsoide orienté selon (6, ¢) dépend également de Cy. Cependant
la différence C%° —Cy est par construction du premier ordre en dfg. Il est donc possible de
linéariser 1’équation(4.30) en remplagant P¢! par le tenseur de Hill P% du méme ellipsoide
plongé dans le milieu isotrope de rigidité Ci°. Pour la méme raison, on pourra remplacer

dCy par 0C;, = CR(QR, ¢) —-CH

180°

Dans ces conditions il devient possible de tirer de (4.30)

le moyen de déterminer la rigidité Cqy sous la forme :

' d 21
Co=Cy’ — g =0 0Cy - (L4 P : 6Cp)~'do

avec (4.31)

6Cy = Cg(Or, ¢) — C°

On note que le milieu en question (de tenseur Cy) est isotrope transverse. C%° correspond
a la rigidité du matériau granulaire a 1’état initial, déterminée a 1’aide du schéma auto-

cohérent (section 4.4.2).

Configuration perturbée

Cette deuxiéme configuration correspond a 1’état ou la rigidité de la famille de ré-
férence Cg(0r, @) est perturbée par un dCg(fg, ) due a la perturbation de I'un de ses
modules d’interface. L’ utilisation du schéma dilué de la section précédente avec le méme

milieu de référence dont la rigidité C, a déja été déterminée doit nous permettre d’obtenir
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la rigidité homogénéisée perturbée :

‘ d 2 —
Ci° 4+ dCy = Co + QL: / (6Cy +dCp) : [I+Pg : (5Cy + dCp)] ' do
$=0
avec (4.32)

6Cy = Cr(Or, ¢) — C}°

Compte tenu de (4.31), le calcul de la différentielle selon dCg dans (4.32) donne d’abord :

27
dCy = df—R/ (I—6Cy: A:PY) :dCgr: Adg avec A = (T+ P 6Cy)™"  (4.33)

m =0

En utilisant I'identité :
I—6Cy:A:P¥ = (I+6Cy : P (4.34)
’équation (4.33) s’écrit finalement :

d 2
dC,s — %/ B:dCp : Adg avec B = (I+ 5Cy : P! (4.35)
7 ¢=0

dont on déduit les deux termes recherchés :

0 _ dfg 2m - 0Cp
aKtR(CH) T or /¢:0B 0K +Ade
(4.36)
) dfg [*™  OCpg
= — B . . A
8KnR <(CH) 27 /¢0 8KnR d(b

On obtient ainsi des expressions analytiques des termes tensoriels recherchés. Il reste donc

a comparer les résultats obtenus par les trois méthodes pour ces termes.

4.5 Comparaison des méthodes - Détermination des
critéres homogénéisés

Dans cette section nous comparons a différents niveaux les méthodes de calcul dévelop-
pées dans la section précédente. Tout d’abord, nous évaluons les méthodes de détermina-

tion des termes tensoriels recherchés 0Cy /0K, g et 0Cy /0K, . Ensuite nous déterminons
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les critéres homogénéisés du matériau granulaire sur la base des premiers résultats des
trois méthodes. Nous comparons donc les domaines des critéres homogénéisés obtenus
par les trois méthodes et ceux en adoptant un des critéres locaux pour l'interface (section
4.2). Une quatriéme méthode de calcul numérique développée hors du présent travail nous
permet de trancher quant & I'exactitude des prédictions des méthodes. Cette méthode se
base sur le méme raisonnement que la méthode semi-numérique. Elle utilise des outils
numériques plus précis, surtout pour les calculs des tenseurs de Hill (une intégration

numérique sur des points de Gauss pour estimer ces tenseurs).

4.5.1 Comparaison sur les termes recherchés

Les premiers résultats obtenus par les trois méthodes pouvant étre comparés
concernent les deux dérivées tensorielles recherchées. Ces termes tensoriels étant iso-
tropes transverses nous comparons les résultats des quatre méthodes pour chacune des
cinq composantes indépendantes des deux termes. Les méthodes de calcul ont été cou-
plées a la méthode d’inclusion équivalente en contrainte uniforme développée au chapitre
précédent. Ainsi chaque composante est tracée selon ’angle 0y, orientation de la famille
d’inclusion perturbée, et ce avec les trois méthodes. On admet que la quatriéme méthode
(entiérement numérique) développée hors du présent travail donne les résultats les plus
précis. Elle servira de référence pour la comparaison et la validation des autres méthodes.
Nous commengons par les composantes du terme dCp /0K, . Notons que la précision des
méthodes dans la prédiction de ces composantes conditionne leurs précision dans la déter-
mination de T_f En effet, en vue des équations (4.9 et 4.1), T_f ne peut s’écrire que comme
une combinaison linéaire des cinq composantes isotropes transverses de dCp /0K, g. Cette
combinaison linéaire dépend de la forme du chargement. Les figures (4.6a) a (4.6e) re-
tracent les courbes de ces composantes en fonction de 6 telles qu’elles sont prédites par
les quatre méthodes. On peut déja remarquer a partir de ces figures, que la méthode
semi-numérique basée sur la différentiation du schéma auto-cohérent (en rose) présente
des résultats trés satisfaisants, s’approchant le plus de la méthode numérique exacte (en

bleu). En effet, 'erreur relative moyenne n’est que de 5%. Cependant ce n’est pas le cas
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F1GURE 4.6 — Composantes du tenseur 8@;/8[(1”% en fonction de fg orientation de la
famille perturbée (normalisées par la fraction de la famille) telles que prédites par les

méthodes de calcul

pour les deux autres méthodes qui sont moins précises. LLa méthode par calcul direct

avec « isotropisation »ainsi que la méthode basée sur le schéma dilué donnent des erreurs
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relatives moyennes de presque 30%. On peut tout de méme noter que la méthode de
calcul direct donne de bons résultats a partir du sixiéme pas de 0 (correspondant a
0r = 67/19). Si 'on écarte les cing premiéres valeurs prédites, I'erreur relative moyenne
de cette méthode (par rapport a la méthode numérique exacte) tombe a 16%. On peut
expliquer ce résultat par le fait que I'influence des tenseurs de Hill sur les composantes
isotropes transverses doit étre assez importante pour les familles & 0 faible (proche de la
direction d’isotropie transverse de Cy). La simplification faite en section 4.4.2 consistant
a « isotropiser »les tenseurs de Hill induit alors une erreur importante pour les faibles
valeurs de #g. Pour la méthode basée sur le schéma dilué on peut également noter que
I’allure de la courbe des composantes en fonction de fr est la méme que celle de la mé-
thode exacte. Un écart quasi-constant par composante est observable. Ceci indique que
cette méthode pourrait a priori étre calée pour donner des résultats plus précis.

On s’intéresse maintenant aux composantes du deuxiéme terme tensoriel 0Cy /0K, . La
moyenne quadratique de la composante normale du vecteur contrainte T_,% s’écrit comme
combinaison linéaire des composantes de ce terme. La figure 4.7 compare les prédictions
de la méthode semi-numérique, de la méthode analytique basée sur le schéma dilué et
de la méthode numérique précise pour ces composantes. La méthode de calcul direct
a été écartée. Les mémes constatations que pour le premier terme peuvent étre faites
concernant les trois méthodes. En revanche, [’écart entre la méthode semi-numérique et
la méthode numérique exacte est plus prononcé que pour le calcul de la premiére dérivée.
Cet écart est principalement aux erreurs numérique intervenant dans 1’algorithme de la

méthode semi-numérique.

4.5.2 Critéres homogénéisés

Dans ce qui suit nous déterminons les critéres homogénéisés du matériau granulaire
pour les critéres locaux considérés dans les interfaces et reportés dans le tableau 4.1. Les
résultats de calcul des composantes des dérivées par les quatre méthodes sont différents,

les critéres homogénéisés devraient 1’étre également. Le but est de remonter aux domaines
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F1GURE 4.7 — Composantes du tenseur 8@;/8[(,13 en fonction de Oy orientation de la
famille perturbée (normalisées par la fraction de la famille) telles que prédites par les
méthodes de calcul

des critéres homogénéisés a partir de ces premiers résultats et de comparer les domaines

prédits par les différentes méthodes pour un critére donné.
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Critére local de Von Mises

Pour un critére de type Von Mises dans les interfaces (tableau 4.1). La rupture se
produit localement par glissement inter-granulaire uniquement. L’expression du critére
local ne porte que sur la moyenne quadratique de la composante tangentielle du vec-
teur contrainte. Cette composante ne met en jeu que le premier terme tensoriel évalué
OCp /OK;r. Une fois ce terme calculé par 'une des méthodes, ’équation (4.9) permet de
relier la contrainte macroscopique appliquée au V.E.R a la moyenne de la composante
tangentielle du vecteur contrainte dans une famille d’inclusion donnée. La famille pour
laquelle cette composante est maximale est la famille d’inclusion qui casse en premier.
Lorsque cette valeur maximale atteint T, (valeur critique du critére) sous un chargement
croissant, on considére que le chargement imposé est alors sur la frontiére du critére ho-
mogénéisé. Le critére macroscopique est donc de la forme (4.38). Pour déterminer toute
la frontiére du critére, on doit explorer des trajets de charge différents. La forme suivante
du tenseur de contrainte macroscopique nous permet d’explorer tous les trajets de charge

axisymétriques (autour de e;) possibles :

Rcos®© 0 0
Yy = 0 Rcos® 0 dans la base (e;,€9,€3) (4.37)
0 0 Rsin©
2|9 oCy 1
_ > - C <T., 4.38
Nalogs| P ( 0K,y 1) = (4.38)

La frontiére du critére peut soit étre tracée dans le plan (211, X33) (voir fig.4.8) ou dans
le plan de la contrainte moyenne et de la contrainte déviatorique (X,,,X4) (voir fig.4.9)

ou X, et X; sont données par :

1
Y = 3 trace(X)

1
Zd = 5\/ Zd . Zd (439)

avec

Yag=X-%2,1
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On peut noter que la méthode issue de la différentiation du schéma auto-cohérent, la
méthode numérique exacte ainsi que celle par calcul direct conduisent a des domaines
du critére homogénéisé trés proches. En revanche, la méthode analytique basée sur le
schéma dilué donne un domaine beaucoup plus grand qui englobe les autres domaines.
La frontiére du critére homogénéisé est sensiblement elliptique mis a part pour le calcul
dilué. Les courbes doublées de la frontiére du critére dans le plan (¥,,,%,) (fig.4.8.b)
portent & croire que le critére pourrait dépendre du troisiéme invariant de la contrainte
macroscopique. Cette hypothése sera explorée en détail dans la section 4.6 avec le critére

elliptique.

— Diff. SC
-4 Calc.dir
Num exact

Dilué

— Diff. SC
Cale.dir
— Num exact

(a) Approximations des 4 méthodes (b) Méthode diluée écartée

FIGURE 4.8 — Frontiére du critére homogénéisé dans le plan (311, X33) di a un critére
local de Von Mises dans les interfaces

Critére local elliptique

Ce critére s’exprime en fonction des moyennes quadratiques des deux composantes
du vecteur contrainte dans les interfaces \/T:t2 et \/T:t2 (deuxiéme ligne du tableau 4.1).
Le critéere homogénéisé dépend donc des résultats des quatre méthodes pour les termes
tensoriels 0Cpy /0K, et 0Cy /0K, g. La frontiére de ce critére homogénéisé est également

représentée dans les plans (X171, 333) et (X,,,2q) (voir figure 4.10). Pour ce critére, la
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FIGURE 4.9 — Frontiére du critére homogénéisé dans le plan (¥,,, ¥4) di & un critére local
de Von Mises dans les interfaces

méthode par calcul direct avec « isotropisation » a été écartée. On peut observer que
les prédictions de la méthode basée sur le schéma dilué se sont nettement améliorées.
En effet I'écart par rapport aux autres méthodes est beaucoup plus faible que pour le
critére de Von Mises. Les prédictions de la méthode de différentiation du schéma auto-
cohérent se sont également améliorées. Elles sont maintenant pratiquement confondues
avec celles de la méthode numérique précise. [L’amélioration des résultats de ces deux
méthodes est vraisemblablement due au fait que les erreurs sur la prédiction de \/T:f et

\/T_ﬁ se neutralisent dans I’équation du critére local elliptique ?7.

Critére local rectangulaire

Ce critére dépend également des moyennes quadratiques des deux composantes du
vecteur contrainte dans les interfaces \/T:f et \/T:f mais de maniére indépendante. Les
figures 4.11 et 4.12 présentent les résultats obtenus pour la frontiére du critére par les
différentes méthodes de calcul dans les plans (11, 333) et (2,,,24) . On y observe deux

domaines pour chaque méthode : I'un est di a I’équation du critére local portant sur T_,f

et 'autre est da a celle portant sur \/T_f. Le domaine du critére homogénéisé est l'inter-

section de ces deux domaines (reportée en fig.4.13). La méthode du schéma dilué semble



4.6. Critére 3D et dépendance du troisiéme invariant : une ébauche 113
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-0 0 05 1
>
-24 m
(a) dans le plan (X171, X33) (b) dans le plan (X,,,X4)

FIGURE 4.10 — Frontiére du critére homogénéisé dii & un critére local elliptique dans les
interfaces

donner des résultats satisfaisants contrairement au premier critére. En effet, 'intersection
du domaine découlant de ’équation du critére local portant sur \/T:T% avec celui de T_f
permet de réduire 'erreur commise sur l'estimation de cette deuxiéme composante par
la méthode diluée. Cette méme erreur a conduit a une mauvaise approximation du pre-
mier critére global (fig.4.11). Les deux autres méthodes sont parfaitement confondues. On
constate, a partir des figures des critére globaux dans le plan (3,,, %,), que Le phénoméne
de dépendance du troisiéme invariant de la contrainte macroscopique se manifeste dans

chacun des trois critéres et pour les quatre méthodes de calcul.

4.6 Critére 3D et dépendance du troisiéme invariant :
une ébauche

Dans cette section, nous explorons la dépendance du troisiéme invariant de la
contrainte macroscopique, constatée dans les trois critéres étudiés. Nous nous limite-
rons a un seul critére dans cette étude, celui di & un critére elliptique dans les interfaces.

Nous adaptons la méthode analytique basée sur le schéma dilué pour analyser d’autres
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FIGURE 4.11 - Frontiére du critére homogénéisé dans le plan (X7, 333) di & un critére
local rectangulaire dans les interfaces

trajets de charges que les trajets axisymétriques. En effet, celle-ci est la plus facile a géné-

raliser et celle requiert des temps de calculs les plus faibles. Ainsi, pour la généraliser, on

admet que des inclusions de méme colatitude (6,) peuvent avoir des états de contrainte

différents (dans les interfaces). Les inclusions avec un méme état de contrainte sont donc

disposées en familles I, plus petites que celles vues jusque la (repérées par un 6, et un
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FIGURE 4.12 — Critére homogénéisé dans le plan (%,,, ¥,) di & un critére local rectangu-
laire dans les interfaces

¢,). Nous considérons pour cette étude, un chargement en contrainte dont les directions
principales sont celles de la base d’étude pour explorer un chargement quelconque (en ef-

fet la base d’étude peut étre choisie de maniére a correspondre aux directions principales
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FIGURE 4.13 — Critére homogénéisé dans le plan (X,,, ¥,) di & un critére local rectangu-
laire en T2 et T7? dans les interfaces - Intersection pour les trois méthodes

d’un tenseur quelconque) :
Y=Y Qe +Xoey ®ey + Vzes ®ey (4.40)

Les composantes selon e; ® e; et e, ® e, sont donc maintenant indépendantes.

Le méme raisonnement que dans la description de la méthode en section 4.4.3 est re-
pris pour relier état de contrainte local & état de contrainte macroscopique. Le triplet
(337,35,%%) désigne un point sur la frontiére du critére 0Gp,,, (dans I'espace (X1, 3o,
¥3), s'il correspond a 'atteinte du critére local dans 'interface d’une inclusion donnée
(orientée de (6, ¢,)). Pour chercher I’ensemble de ces points, il suffit d’explorer tous les
trajets de charge possibles en faisant varier les rapports r; = /X3 et ry = 35 /33, Pour
un couple (rq, o) représentant un trajet de charge donné, I'augmentation du chargement
(commandé par l’augmentation de ¥3) permet d’obtenir un seul point de la frontiére du
critére.

Une alternative plus pratique consiste & prendre une forme particuliére de »1,35,%3 de
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maniére a parcourir tout les rapports r; et ro possibles :
¥ = Rsin(©y) cos(Py)
Yo = Rsin(©;) sin(P,) (4.41)
Y3 = Rcos(0)
De cette maniére en faisant varier ©; entre 0 et m et ®; entre 0 et 27 les rapports r;
et ro varient entre 0 et +00. Nous tracons donc le critére de maniére discréte pour des
©; et ®; dans ces intervalles. Le critére obtenu dans l'espace (31, Yo, X3) est reporté
en (fig.4.14). Il peut également étre représenté dans l'espace des invariants (I;,v/Jo,v/J3).

Sur cette figure, la trisectrice est également tracée (en noir) pour observer la symétrie

FIGURE 4.14 — Critére homogénéisé 0Gj,, (en 3D dans 'espace des contraintes princi-
pales) obtenue par la méthode analytique basée sur le schéma dilué (o = 0.02, 8 = 0.05)

de révolution du critére autour de celle-ci. Une telle symétrie traduirait une indépen-

dance du critére vis-a-vis du troisiéme invariant /.J3. Le critére ne semble pas présenter
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cette symétrie autour de la trisectrice. Pour mieux ’examiner pour il suffit de I’étudier
en fonction de I'angle de Lode (angle autour de la trisectrice). Des coupes transversales
par des plans perpendiculaires & la trisectrice peuvent nous aider a décrire le critére en
fonction de ’angle de Lode. Pour cela les coordonnées de haigh-Westergaard sont utilisées
(&,p,0)[Haigh, 1920, Westergaard, 1920]. Celles-ci sont équivalentes aux coordonnées cy-
lindriques et ont pour axe la trisectrice. Elles s’expriment en fonction des trois invariants

de la contrainte macroscopique (I1,.Jo et J3) comme suit :

€= —=h

o= 2T, (4.42)

2
4 Jon/2J,

© représente ici Pangle de Lode [Lode, 1926|, angle autour de la trisectrice ayant pour

cos (30) =

origine la projection sur le plan déviateur de I’axe de la contrainte principale ;. Le
chargement macroscopique, en contraintes principales 3i;,35,%3 utilisé plus haut, peut

alors s’exprimer en fonction des coordonnées de Haigh-Westergaard :

2 £ cos (0)

1 2
Yo | = 73 El+ \/;P cos (© — 27/3) (4.43)
X3 3 cos (© + 27/3)

A Tlaide de cette paramétrisation, il est possible de tracer des coupes transversale (per-
pendiculaires a la trisectrice) du critére 3D représenté plus haut. En effet, il suffit de
prendre un £ donné, de balayer les © possibles (entre 0 et ) et de déterminer la valeur
de p qui correspond a la limite du critére, celle pour laquelle la famille d’inclusion la plus
sollicitée atteint son critére. Cette valeur de p pour un £ et un © donnés est déterminée
par dichotomie, en partant de deux valeurs maximale et minimale et en vérifiant a chaque
fois si le critére est atteint pour une des familles. Ces coupes transversales sont présen-

tées en figure (4.15)). Elles permettent d’observer 'effet de 1’angle de Lode et donc du
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troisiéme invariant le long de la trisectrice. Cet effet parait négligeable pour les valeurs

de & proches de zéro et semble s’accentuer pour les valeurs élevées |£] .
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I L N B
0-0,20,40,60,8 1 1,214

(f) €

FIGURE 4.15 — Coupes du critére 3D perpendiculairement & la trisectrice- dépendance de
’angle de Lode (p en fonction de © a & fixé)
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a la rupture fragile d’un matériau
granulaire & inclusions élancées causée par une rupture locale dans les interfaces (mode
de rupture que nous supposons se produire pour le gel de C-S-H). Nous avons tout d’abord
choisi plusieurs critéres de rupture locaux pour les interfaces, portant sur les moyennes
quadratiques des composantes du vecteur contrainte dans les interfaces :

e Un critére de Von Mises bornant la composante tangentielle ;

e Un critéere elliptique portant sur les deux composantes ;

e Un critére bornant la composante tangentielle et la composante normale indépen-

damment.

Ensuite, en adaptant une méthode de changement d’échelle [Maalej et al., 2009] au cas
d’inclusions ellipsoidales, nous avons pu relier les moyennes des composantes du vecteur
contrainte, dans une famille d’inclusion d’orientation (colatitude) donnée, au chargement
macroscopique appliqué au V.E.R (considéré axisymétrique). Cette méthode a fait ap-
paraitre deux termes tensoriels représentant la variation de la rigidité homogénéisée (
rigidité calculée dans le chapitre 3) par rapport aux modules d’interfaces d’une famille
d’inclusion donnée. Le calcul de ces termes s’est fait au moyen de quatre méthodes de
calcul différentes :

e Une méthode semi-numérique issue de la différentiation du schéma auto-cohérent

rencontré en chapitre 3 equation (3.55)

e Une méthode de calcul direct avec isotropisation des tenseurs de Hill,

e Une méthode analytique basée sur le schéma dilué généralisé,

e Une méthode numérique donnant des résultats précis servant de référence et dont

le développement n’a pas été fait dans le cadre du travail présent.
Ces quatre méthodes on été confrontées dans la détermination des termes tensoriels re-
cherchés. Puis elles ont été utilisées pour remonter aux critéres homogénéisés pour chaque
critére local considéré dans les interfaces. Les différentes méthodes ont alors pu étre com-

parées dans la détermination des critéres homogénéisés également. Au passage, nous avons
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remarqué que les critéres homogénéisés présentaient une dépendance du troisiéme inva-
riant de la contrainte macroscopique (ou de I’angle de Lode). Cette dépendance a été
examinée a 1’aide d’une version généralisée de la méthode analytique basée sur le schéma
dilué. Cette méthode a permis d’analyser des états de contrainte différents des familles
d’inclusion repérées par leurs colatitudes et leurs longitudes et donc d’explorer des char-
gements macroscopiques autres qu’axisymétriques. Ceci a conduit a la détermination du
critére homogénéisé en 3D et nous a permis a l'aide de projections et de coupes transver-

sales du critéere 3D d’observer et de décrire la dépendance vis a vis de 1’angle de Lode.



Chapitre 5

Modéles de rupture de la pate de
ciment - Validation par données
expérimentales

Résumé :Dans ce chapitre, nous proposons des modéles micromécaniques pour le com-

portement a la rupture des pdtes de ciment. Ces modéles integrent le modéle de rupture,

développé dans le chapitre précédent, pour le gel de C-S-H (hydrate principal de la pate)

en utilisant la méthode semi-numérique. La rupture fragile du gel de C-S-H engendre

ainsi une rupture fragile ou ductile de la pdte que nous nous proposons de caractériser.

Nous nous penchons ensuite sur ’étude de la validité des différents modeéles proposés

dans la premiére partie de ce chapitre a l'aide de données expérimentales de résistance a

la compression des pdtes de ciment.
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5.1 Introduction

Le comportement en rupture de la pate de ciment intéresse autant les industriels que
les chercheurs depuis déja quelques décennies. Une des caractéristiques majeures de ce
comportement, notamment aux yeux des industriels, est la résistance a la compression
uniaxiale de la pate. A ce sujet, plusieurs modéles permettant de prédire cette résistance
ont été développés et publiés : des modéles empiriques [Bolomey, 1935, Abrams, 1919],
phénoménologiques [Féret, 1892, de Larrard, 1999] ou micromécaniques [Sanahuja, 2008,
Pichler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014]. L’avantage du dernier type par rapport
aux autres est qu’il ne permet pas seulement d’obtenir la résistance a la compression mais
aussi de décrire I’évolution de la rupture dans la péate (post-pic, endommagement...),
de détecter les mécanismes qui ’engendrent et de déterminer le critére de rupture en
entier (résistances a d’autres types de chargements). Les modéles micromécaniques les
plus simples, développés pour la pate de ciment, ne s’intéressent pas a la microstructure
du gel de C-S-H [Bernard et al., 2003|, hydrate principal de la pate de ciment dans la-
quelle il représente une fraction volumique importante. Dans ces travaux, la modélisation
microstructurale s’arréte au niveau des constituants de la pate et le gel de C-S-H est
considéré comme une phase homogéne. Des modéles plus complexes, ont été proposés
par d’autres auteurs [Sanahuja, 2008, Pichler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014]
permettant de modéliser de maniére simplifiée le comportement & la rupture des gels
de C-S-H et de remonter ensuite a celui de la pate de ciment. Ces modéles ont
donné des meilleures prédictions de résistances et ont fourni des explications pré-
cises sur les phénoménes et les mécanismes vraisemblablement mis en jeu lors de
la rupture de la pate et méme en phase post-rupture. Cependant, dans ces travaux
[Pichler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014, Sanahuja, 2008], les auteurs avancent
des hypothéses simplificatrices, lors de la modélisation du gel de C-S-H, qui peuvent li-
miter ’application de leurs modéles & un mode de rupture local particulier et peuvent
donner lieu & de mauvaises prédictions de la résistance. Ces hypothéses portent princi-

palement sur la forme (en aiguilles [Pichler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014] ou
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aplatie [Sanahuja, 2008|) et les propriétés (isotropes) des particules de C-S-H modélisées
ainsi que sur le mode de rupture locale admis (intra-granulaire). Ces limitations nous ont
incités a développer de nouveaux modéles de rupture pour la pate permettant d’explorer
des modes de ruptures locaux inter-granulaires dans les gels de C-S-H. La forme générale
des particules modélisées (en ellipsoides) et la prise en compte des effets d’interface sur
leurs propriétés élastiques (et leur isotropie) conférent a ce nouveau modeéle un meilleur
champ d’application. Dans cette vision, nous proposons, dans ce chapitre, plusieurs mo-
déles de rupture (fragiles et ductiles) de la pate qui intégrent le modéle du gel de C-S-H
développé dans le cadre du chapitre 5.6. Des données variées de pates nous permettent

ensuite de caler ces modéles et d’évaluer leur aptitude prédictive.

5.2 Microstructure et évolution des propriétés méca-
niques de la pate de ciment

Dans la littérature, les auteurs s’intéressant aux aspects micromécaniques de la pate
de ciment durcie, ne lui attribuent pas tous la méme morphologie. Certains la modélisent
comme un composite a matrice, d’autres comme matériau granulaire ou polycristal. En
revanche, la majorité s’accorde sur la présence des différentes phases solides, produits ou
résidus de la réaction d’hydratation du ciment, dont les plus courantes sont :

e [’alite notée C3S et de formule chimique (Ca0)3(SiO2)

e La bélite notée C2S et de formule chimique (Ca0)2(Si0O2). L’Alite et la Bélite
représentent le clinker anhydre non consommé par la réaction qui se retrouve sous
forme d’inclusions dans la pate durcie

e La chaux libre (free lime) : CaO, la teneur doit étre en général inférieure a 2 % en
masse dans le clinker

e La Portlandite : hydroxyde de calcium noté CH et de formule chimique Ca(OH)2,
provenant de I'hydratation de la chaux libre.

e L’aluminate ou célite notée C3A et de formule chimique (Ca0O)3(A1203)

e La calcite de formule chimique CaCO3
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e Les C-S-H silicates de calcium hydratés
e Le gypse : CaS0O4.2(H20)
e L’ettringite (Aluminate ferrite trisubstituée) notée Aft
e Le mononsulfoaluminate de calcium hydraté (phase aluminate ferrite monosubsti-
tuée) notée Afm
e Les semi-hydrates notés SH présents lors de la formulation et consommés par la
réaction
Ces phases sont présentes dans les pates de ciment durcies sous une disposition inclusion-
naire particuliére et dans des tailles caractéristiques d’inclusions. Le tableau suivant ré-
sume cette disposition inclusionnaire et cette taille caractéristique ainsi que les propriétés

élastiques associées aux différentes phases retrouvées dans la pate durcie. Selon la formu-

TABLEAU 5.1 — phases présentes dans la pate de ciment durcie : forme des inclusions,
tailles et propriétés élastiques [Termkhajornkit et al., 2014, Sanahuja, 2008]

Phase Forme T&}ﬂ.le. E en GPa, (v)
caractéristique
) Prolate
C-S-H solide (w & calibrer) quelques nm 57.1 (0.27)
CsS Sphére de lordre du um 135 (0.3)
CsS Sphére de Pordre du um 130 (0.3)
Ettringite Aiguille 0.5 x 10 um 22.4 (0.25)
Monosulfo- Oblate ,
Alluminate (w = 0.1) de lordre du pum | 42.3 (0.324)
Gypse et L )
semi-hydrate Aiguille de lordre du pm | 33.9 (0.324)
. Oblate jusqu’a une
Portlandite (w = 0.1) douzaine de m 42.3 (0.324)
Calcite Sphére quelques pm 76 (0.3)
Pores Sphére <500. m , 0
en majorité

lation, les phases décrites (ou une partie d’entre elles) sont retrouvées dans la pate durcie
avec des proportions différentes. L’évolution de ces proportions controle I’évolution de la
résistance de la pate. Ces proportions sont communément mesurées dans la littérature par

le paramétre GSR (Gel-Space Ratio) [Pichler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014],
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noté vy, qui est calculé, & un avancement donné de la réaction d’hydratation, comme suit :

fhyd
GSR=y=—"—"— 5.1
! fhyd + fp.cap ( )

ol frya €t fp.cap T€Présentent respectivement la fraction totale d’hydrates et la porosité
dans la pate durcie. Ces fractions évoluent avec I'avancement de la réaction d’hydra-
tation. D’ailleurs [Pichler et al., 2013] utilisent les lois d’évolution établies par Powers
[Powers and Brownyard, 1946| pour relier le paramétre GSR a cet avancement £ et au

rapport eau sur ciment :

43.15¢
20€ + 63(w/c)

L’intérét du paramétre GSR est qu’il permet d’approximer 1’évolution de la résistance de

GSR = (5.2)

la pate par une loi empirique de la forme :
R. = p~® (5.3)

Pichler et ses collaborateurs [Pichler et al., 2013] ont démontré que les paramétres d’une
telle expression empirique restaient sensibles au rapport eau sur ciment initial, ce qui en
rendait I'usage assez restreint.

Toujours dans le soucis de prédire I’évolution de la résistance de la pate de ciment, nous
développons dans ce qui suit des modéles micromécaniques dont le champ d’application
est beaucoup plus large que les modéles empiriques. Le paramétre GSR sera utile pour

comparer les résistances expérimentales aux résistances prédites.

5.3 Modélisation micromécanique de la pate de ciment

Dans cette section, trois configurations microstructurales différentes sont considérées
pour modéliser la pate de ciment. Dans ces configurations on séparera entre 1’échelle
microscopique ou le gel est un milieux granulaire, I’échelle mesoscopique (appelée échelle
macroscopique dans le chapitre 5.6) ou il est une phase homogénéisée cohabitant avec
les autres hydrates et la porosité capillaire, et enfin 1’échelle macroscopique ot la pate

est homogénéisée. Les deux premiéres configurations sont analysées en rupture fragile, la
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troisiéme en rupture ductile. On propose ainsi trois modéles de rupture de la pate qui
intégrent le méme modéle de rupture du gel de C-S-H établi dans le chapitre 5.6 et dont
la mise en ceuvre utilise la méthode de calcul semi-numérique. Pour les trois modéles, on
peut soit séparer la porosité capillaire de celle du gel en les considérant & deux échelles
différentes, soit considérer toute la porosité a la méme échelle. Ces deux variantes sont
examinées pour chacun des modeéles. On attribue aux phases constitutives de la pate,
autres que le gel de C-S-H et les pores capillaires, une trés grande résistance devant celle
du gel. Ainsi, la rupture de la pate n’est induite localement que par une rupture dans
les interfaces entre grains de C-S-H. Parmi les critéres locaux portant sur ces interfaces,
évoquées dans le chapitre 5.6, nous optons pour le critére de Von Mises traduisant une
rupture locale par glissement inter-granulaire (critére le plsu connus des trois analysés
dans le chapitre précedent et mode de rupture nous semblant le plus approprié au le gel
de C-S-H). Dans ce qui suit, ces trois modeéles de rupture sont développés et expliqués

individuellement dans le but de déterminer le critére homogénéisé de la pate.

5.3.1 Modéle de Mori-Tanaka en rupture fragile

Nous considérons dans une premiére configuration que la microstructure de la pate
est formée d’'une matrice faite de gel de C-S-H dans laquelle sont plongées des inclusions
de clinker anhydre, des inclusions d’hydrates de plusieurs types (portlandite Afm, Aft,
etc) et éventuellement des pores capillaires (voir fig. 5.1). Selon la formulation de la pate,
un ou plusieurs hydrates peuvent entrer en jeu et avoir un effet plus ou moins important
sur les propriétés mécaniques globales. Dans cette section, nous nous limiterons au cas
d’un seul hydrate autre que le C-S-H, la portlandite par exemple, dont les inclusions sont
ellipsoidales « oblates »aléatoirement orientées. Nous utilisons un schéma de Mori-Tanaka
qui se préte le mieux a la modélisation des microstructures & matrice. La matrice pour ce
schéma est dotée des propriétés homogénéisées du gel de C-S-H. Les inclusions de clinker
anhydre ainsi que les pores capillaires sont sphériques. La résolution de ce schéma de
Mori-Tanaka se fait de maniére classique en résolvant autant de problémes d’Eshelby que

de types d’inclusions considérés. Cette résolution, décrite briévement par les équations
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qui suivent, permet non seulement d’obtenir la rigidité homogénéisée mais également de
relier la contrainte, macroscopique appliquée a la pate de ciment, a la contrainte moyenne
dans le gel de C-S-H.

Les tenseurs de concentration de la déformation permettent de relier la déformation

échelle
microscopique

\ Matrice de
\ 4 gel de C-S-H
Clinker anhydre Pores capillaires

Hydrates

échelle
mésoscopique

(a) porosités séparées (b) porosité totale dans le gel

FIGURE 5.1 — Premiére configuration microstructurale (en composite & matrice) pour la
pate de ciment

macroscopique imposée a un V.E.R de pate a la déformation moyenne dans chacune des
phases constitutives. L’expression générale du tenseur de concentration de la déformation
pour une phase r donnée dans le cadre d'une approche de Mori-Tanaka s’écrit comme

suit :

A =[I+P":(C,—C,)] " :[I+Pr:(C,—Cp)]" (5.4)

ou C,, est la rigidité de la matrice, C, la rigidité de la phase r concernée, P/ le tenseur
de Hill d’une inclusion de cette phase r plongée dans une matrice de rigidité C,,.

Avec ces notations et en suivant I'expression (5.4), le tenseur de concentration de la
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déformation s’écrit pour la matrice comme suit :

{fm]I + fcap(H sph C ) ! + fclin[H + PZ;;}L : (Cclin - Cm)]_l
(5.5)

+ foort / / SZ]@ P, t (Cport — Cpn)| " d0dg} "
$=0Jo=0 =T

oU fin, feaps feiin €t fpore Teprésentent respectivement les fractions volumiques de la ma-
trice, des pores capillaires, du clinker anhydre, et de la portlandite. C,,, Cp, et Cpopne
désignent respectivement les rigidités de la matrice (rigidité homogénéisée du gel de C-S-
H), du clinker et de la portlandite. P], et P%, , représentent successivement le tenseur de
Hill d’une inclusion sphérique et celui d’une inclusion ellipsoidale de portlandite plongées
dans une matrice infinie de rigidité C,,.

Le tenseur de concentration de la déformation pour la portlandite s’écrit quant a lui

comme suit :

51119 —_
/ / P . - (Cport — Cy)] "' d0d) - B, (5.6)
¢=0 J 0

0 47T
Le terme en double intégrale dans les équations (5.5) et (5.6) est dii & une prise de
moyenne sur toutes les orientations possibles des inclusions de portlandite.
Le tenseur de concentration de la déformation s’écrit pour la phase de clinker anhydre

comme suit :

Kclin - []I + ]P)gph (Cclin - Cm)]_l : Km (57)
En revanche celui des pores capillaires est donné par :

Ay = (I—P7

sph *

:Cp) A, (5.8)

Ces tenseurs permettent de donner I'estimation de Mori-Tanaka de la rigidité homogé-

néisée sous la forme :

Chom = fmCm : Km + fclin(cclin : clzn + fport(cport Aport (59)

On peut également relier la contrainte macroscopique appliquée au VER de pate de ciment

a la contrainte moyenne régnant dans le gel de C-S-H par I'estimateur de Mori-Tanaka :

Y =Chom : M_l Clio, (5.10)
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ou X est la contrainte macroscopique dans la pate de ciment et o, la contrainte régnant
dans la matrice (gel de C-S-H).

De cette maniére, puisque le critére homogénéisé du gel de C-S-H, obtenu dans le chapitre
5.6, porte sur cette contrainte moyenne o, régnant dans le gel, on peut déduire , a 'aide
de I’équation 5.10 , un critére portant sur la contrainte macroscopique de la pate. On
considére de cette fagcon que la rupture de la pate est aussi fragile. En effet lorsque le
critére du gel de C-S-H est atteint, le critére de la pate est également atteint. La seule
différence est que le premier critére porte sur la contrainte du gel alors que le deuxiéme
porte sur la contrainte macroscopique de la pate. Ainsi en admettant un chargement en
contrainte X axisymeétrique (4.37) appliqué a un V.E.R de pate de ciment, on peut tracer
le critére de rupture homogénéisé de celle-ci dans le plan (X,,, 34) (fig.5.4) conjointement

avec celui du gel de C-S-H.

5.3.2 Modéle auto-cohérent en rupture fragile

Nous développons, ensuite, un modéle basé sur une autre configuration microstruc-
turale de la pate. Celle-ci est considérée comme un matériau granulaire (sans matrice)
dans lequel le gel de C-S-H homogénéisé est disposé en inclusions sphériques homogénes
(fig.5.2). Les autres phases ont la méme disposition en inclusions que dans le dernier mo-
déle. Les tenseurs de localisation de la déformation, permettant de déterminer la rigidité
homogénéisée et de relier entre déformation ou contrainte macroscopique et déformations
ou contraintes moyennes dans les phases, sont toujours définis par ’équation générale

(5.4) dans laquelle la rigidité de la matrice C,, est remplacée par la rigidité homogénéisée
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échelle
microscopique

Inclusions de
gel de C-S-H

Pores capillaires

Inclusions

d'hydrates échelle

mésoscopique
Clinker

anhydre
(a) porosités séparées (b) porosité totale dans le gel

FIGURE 5.2 — Deuxiéme configuration microstructurale (en composite granulaire) pour
la pate de ciment

auto-cohérente C,.. On a ainsi :

p

; Nclin - []I + ]P);;h : (Cclin - Csc)]il

— — —1
Aclin = A/clin DA — 2 7r sin 0
Alpm"t = / / [H _'_ P;((:)rt : ((Cport - Csc)]il d9d¢
=0 J 6=0

A7
< o — avec A/cap — (]I — [psc, - (Csc)_l

sph *

A/gel = []I +Po (Cgel - CSC)]il

sph *
__1 JR— JR— JR— JR—
A = (fclinA/clin + fportA/port + fcapA/cap + fgel‘A/gel)_1
(5.11)

ot P, et Py, représentent successivement le tenseur de Hill d’une inclusion sphérique

\

ainsi que celui d’une inclusion ellipsoidale de portlandite plongées dans une matrice infinie
de rigidité C,.. Cye est la rigidité du gel de C-S-H qui ne joue plus le role de matrice dans
ce schéma. et f,; est sa fraction volumique dans le mélange. La rigidité homogénéisée est

alors déterminée en résolvant I’équation :

Csc = fgel(cgel : ngl + fclinCclin : Kclin + fport(cport : Kport (512)
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La détermination de cette rigidité homogénéisée nous permet de relier la contrainte ma-

croscopique dans la pate a la contrainte moyenne dans le gel :

-1
gel *

Y =C,: A C;ell DO gel (5.13)

Ainsi on peut déterminer le critére homogénéisé de la pate di au critére du gel de C-S-H.

Ces deux critéres sont reportés dans le plan (3,,, 3,) (fig.5.4)

5.3.3 Modéle de Mori-Tanaka en rupture ductile

Dans ce modéle, la configuration microstructurale admise pour la pate de ciment
est semblable & celle du premier modéle (Mori-Tanaka en rupture fragile). Le gel de C-
S-H forme toujours une matrice dans laquelle baignent les inclusions de clinker et des
autres hydrates. Dans un souci de simplification, ces inclusions intervenant a 1’échelle
mésoscopiques sont toutes considérées sphériques, contrairement a ce qui est prescrit
par le tableau 5.1 et adopté dans le premier modéle (fig.5.3). Cette altération de la
microstructure réelle a peu d’effet sur la rupture du matériaux sices inclusions sont en
fraction faible. On admet en plus dans le présent modéle que le comportement de la
pate de ciment en rupture est ductile. En d’autres termes, malgré une rupture du gel
de C-S-H toujours considérée fragile, on suppose que l'on peut observer a 1’échelle de
la pate un comportement en rupture avec une certaine ductilité. En effet, rien ne nous
permet d’affirmer que la rupture de la pate de ciment se produit de maniére fragile
méme si elle est due principalement a une rupture fragile du gel de C-S-H. Dans le
chapitre précédent, on a pu observer que le critére homogénéisé du gel de C-S-H pouvait
s’apparenter, dans certains cas, a un domaine elliptique qui est dédoublé dans le plan
(X,24) (deux domaines elliptiques distincts). On a montré que ce dédoublement était
di a une dépendance du troisiéme invariant de la contrainte macroscopique. Lorsque cette
dépendance est négligeable, nous pouvons approximer les deux domaines elliptiques par
un seul. En revanche lorsque cette dépendance est accentuée la représentation dans le
plan (%,,,54) n’est pas appropriée et seule une représentation en 3D permet de visualiser

correctement le critére. Nous adoptons, dans cette section, une méthode de changement
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d’échelle qui nous permet de passer du critére elliptique d’une des phases constitutives (en
'occurrence le gel de C-S-H) au critére du matériau homogénéisé (la pate de ciment), dans
le cadre d’une rupture ductile [Dormieux et al., 2006|. Cette méthode, telle que décrite
ci-dessous, ne peut donc étre appliquée que dans le cas ou le critére peut étre représenté
dans le plan (%,,,5,). Le cas d’une forte dépendance du troisiéme invariant, n’est par

conséquent pas traité. Avant de présenter cette méthode, on rappelle tout d’abord que

échelle
microscopique

/
\ ,/  Matrice de
gel de C-S-H
Pores capillaires
Inclusions
d'hydrates

sphériques échelle

mésoscopique

Clinker
anhydre

(a) porosités séparées (b) porosité totale dans le gel

FIGURE 5.3 — Troisiéme configuration microstructurale (en composite a matrice) pour la
pate de ciment

le critére de la matrice (gel de C-S-H) peut étre approximé dans le plan (%,,,%,) par un

critére elliptique défini par I’équation suivante :

0.2

2

o

fmlo) =24 -2 —1<0 (5.14)
a b

ol 0, et o4 représentent successivement la contrainte moyenne et déviatorique du gel de

C-S-H (notés 33, et 3y dans le chapitre précédent) .

La méthode de changement d’échelle commence par introduire un probléme aux limites

1. Le changement de notation est dii au fait que ’on travaille & I’échelle mésoscopique o le gel est
homogénéisé.
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posé sur le V.E.R a résoudre pour déterminer le critére homogénéisé de la pate. Dans ce
probléme, la fonction d’appui joue le role de potentiel pour I’écriture de I’équation d’état

[Leblond et al., 1994] :

(
dive = 0 sur (w)

_ o™ sur (w
7=0%q ) (5.15)
d = Vu sur (w)

(v =D .z sur (0w)

w représentant le V.E.R, 2 le vecteur position, v la vitesse, d et D les taux de déformation
mésoscopique et macroscopique et 7 la fonction d’appui de 'une des phases.

Puisqu’on considére toutes les phases infiniment résistantes, les conditions de ce probléme

peuvent étre récrites comme suit :

)
dive = 0 sur (w)
T (d)

o= 88T =C,,(d) : d sur (wy)

o =C,;:dsur (w;) avec C; — 00 1 = {port, clin
(@) i } 10
o =0 sur (Wegp)

d = Vo sur (w)

v=D.z sur (Ow)

\
La résolution de ce probléme revient a la résolution tout d’abord du probléme linéaire
équivalent dont les conditions sont les mémes que ceux de (5.16) a une exception prés;
celle de considérer une rigidité C,,, "effective" pour la matrice indépendante de d. Cette

rigidité est définie comme suit :

C,, = 3k d + 2u,K

avec
B9 (5.17)
Vad? + bd
b
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La dépendance de cette rigidité vis a vis de d est gérée en moyenne en estimant d,, et dy

par d*/7 et d;f 7 dont les expressions sont les suivantes :

erfv2 2 00(D)  eppe 1 0Y(D)
(dve!?) —f—mm(dd ) =7 ok (5.18)

ou ¥ (D) représente ’énergie du probléme linéaire donnée par :

(D) = %D : Chom : D (5.19)

Ainsi, la résolution du probléme linéaire équivalent avec une rigidité de la matrice telle
que définie par (5.17) permet d’obtenir la rigidité homogénéisée Cy,,, en fonction des
composantes de D (volumique D, et déviatorique D). Cette rigidité relie la contrainte

et le taux de déformation macroscopique :
Y = Chom(Dva Dd) D (520)

On peut, a partir de cette équation tensorielle, éliminer les composantes du taux de
déformation (D, et Dy) au profit de X, et 4. Une équation reliant ces deux composantes
de la contrainte macroscopique permet de tracer le critére homogénéisé (fig.5.4). Ce critére
est présenté a titre démonstratif. Il ne peut étre validé sur les données expérimentales de
la section suivante car celles-ci peuvent exhiber, selon la formulation et les valeurs des
parameétres, un effet du troisiéme invariant plus ou moins accentué.

Dans la figure 5.4 on peut comparer les critéres homogénéisés obtenus par les modéles
de rupture fragile ou ductile pour la pate de ciment. Ces résultats encore préliminaires
appellent & une confirmation par des examens complémentaires. Néanmoins, ils suggérent,

des différences quantitatives considérables selon la nature de la rupture.

5.4 Données expérimentales sur les pates de ciment

Dans cette section, nous regroupons des données expérimentales de plusieurs
pates de ciments de formulations différentes. Ces données sont issues d’un travail de
[Termkhajornkit et al., 2014] et utilisées pour valider expérimentalement un modéle de

pate de ciment [Pichler et al., 2013, Termkhajornkit et al., 2014] basé sur une rupture
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-0,2 -0,1 0 0,1 0,2

(a) Rupture fragile (b) Rupture ductile

FIGURE 5.4 — Critéres homogénéisés de la pate obtenus par les différents modéles (en
rouge) et critére du gel de C-S-H (en bleu) approximé pour le cas ductile (par losanges)
(Mori-Tanaka et autocohérent donnant le méme critére dans le cas fragile pour les données
choisies fye1 = 0.7, fport = 0.1, ferin = 0.1, feqp = 0.1)

intra-granulaire dans le gel de C-S-H (contrairement a la rupture inter-granulaire qu’on
admet dans ce travial). Dans ce travail des essais de compression uniaxiale sont réalisés
sur des pates de formulations plus ou moins complexes et a différents états d’avancement.
Les formulations envisagées sont les suivantes :

e pate d’Alite : contenant du gel de C-S-H (avec sa porosité), de la porosité capillaire,
du clinker anhydre (Alite C35) et de la portlandite en faible fraction.

e pate de Bélite : contenant du gel de C-S-H, de la porosité capillaire, du clinker
anhydre (Bélite C»5) et de la portlandite en faible fraction.

e Pate 1 : C3S/C3A+3%S0O3 DX avec alumine : contenant du gel, des pore capil-
laires, de I’anhydre de C3S et C3A, de la portlandite, du monosulfoalluminate, de
léttringite et 3% d’anhydre sulfurique.

e Pate 2: C3S/C3A+2,88%S03-+4%BL200 DX avec alumine : ayant une composition
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semblable & la derniére pate avec en plus 4% de filler de calcaire

e Pate 3 : C3S/C3A+8,86%S03 DX avec alumine.

e Pate 4 : C3S+C3A+3%SO3 DX avec alumine : un mélange de C3S et C3A.

Les données de résistance a la compression de ces différentes pates, en fonction de la

porosité capillaire, sont illustrées dans les figures (fig.5.6). Pour toutes ces données la

porosité du gel de C-S-H est considérée constante et fixée a 40%
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FIGURE 5.5 — Résistances des pates d’Alite et de Belite testées en fonction de la porosité

capillaire (la porosité du gel étant considérée a 40%)

5.5 Validation et calage des modéles de ruptures de la
pates par données expérimentales

Dans cette section nous essayons de valider les modéles, de rupture de la pate de

ciment, proposés dans la section 5.3 par les données expérimentales de résistances a la

compression trouvées dans la littérature |[Termkhajornkit et al., 2014| et présentées en

section 5.4. Certains paramétres des modéles sont estimés ou calés sur quelques données

expérimentales. Nous vérifions la validité et la précision de chaque modéle en comparant

ses prédictions en matiére de résistance a la compression et en le confrontant avec le

modeéle de la littérature basé sur une rupture intra-granulaire.



140

Rupture de la pate de ciment

'y

Résistance de la pite en MPa

A\
A\
RN

20,

AN

16,00

AN

0,6

0,25 0,30 0,35 0,40
Porasité capillaire

045

a,50

(a) Pate 1

Résistance de la pite en MPa

50,00

40,00

20,00

10,00

0,15

020 0,25 030 035 0,40 945 0,50
Poroslté caplllalre

(b) Pate 2

Résistance de la pite en MPa

5,00

0,00

0,20

T
0,23

T T T
030 035 0,0
Porosité capillaire

1
0,50

50,00

40,00

Résistance de la pate en MPa

T T T T T 1
015 020 025 030 035 048 045 050 055
Porosité capillaire

(c) Pate 3

(d) Pate 4

FIGURE 5.6 — Résistances expérimentales des pates de ciments testées en fonction de la
porosité capillaire (la porosité du gel étant considérée a 40%)

5.5.1 Paramétres de calage

Avant de pouvoir exploiter les modéles et examiner leurs résultats, il est essentiel de

disposer des valeurs de tous les paramétres auxquels les modéles font appel. Certains, de

ces paramétres, sont mesurables (tels que la porosité capillaire, les modules élastiques de

chaque phase) d’autres sont imposées par la formulation de la pate (fractions volumiques

des phases). Pour le reste, a défaut d’avoir les valeurs exactes on peut utiliser une es-

timation ou juste un ordre de grandeur si leur influence sur la résistance n’est pas trés
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importante. Ceci dit, on retiendra deux paramétres figurant dans les trois modéles dont
I’estimation est délicate, a savoir : la limite du critére de rupture dans les interfaces T,
et le ratio xy des surfaces de contact entre grains sur les surfaces totales des grains. Le
. , . L . , o
premier est déterminé par calage puisqu’on ne dispose d’aucun moyen pour l'estimer. En
revanche, pour le deuxiéme paramétre y, on dispose d’une expression théorique pour le

cas d’inclusions sphérique [Sanahuja, 2008] :

Xsph = (1 - fp-gel)(l - 2fp.gel) (521)

ol f,ger représente la porosité du gel de C-S-H. L’expression (5.21) a prouvé son effica-
cité dans le cas d’inclusions sphériques et a été validée numériquement dans le travail
[Sanahuja, 2008]. En revanche, le raisonnement sur lequel elle se base n’est pas générali-
sable & la morphologie inclusionnaire ellipsoidale qu’on examine dans ce travail. On peut
cependant relever que cette expression s’annule lorsque la porosité du gel atteint la valeur
0.5. Cette valeur correspond a la porosité de percolation du schéma auto-cohérent avec
inclusions sphériques. On peut alors proposer une expression semblable du paramétre y
valable dans le cas d’inclusions ellipsoidales. Celle-ci est choisie de maniére a ce qu’elle soit
nulle lorsque la porosité du gel atteint la porosité de percolation du schéma auto-cohérent

avec inclusions ellipsoidales :

Xell = (1 - fp.gel)(l - fp.gel/fper) (5'22)

La porosité de percolation f,., dépend bien stir du rapport d’aspect des inclusions ellip-
soidales.
Nous justifions I'utilisation de I'expression (5.22) dans les modéles de rupture en section

5.5.3.

5.5.2 Calage des modéles dans le cas d’une porosité séparée

Dans cette section, nous reprenons les modéles de rupture de la pate de ciment, tels
que décrits en section 5.3, pour les valider sur les données expérimentales. Dans ces

modeéles, la porosité propre du gel de C-S-H est homogénéisée avec les grains de C-S-H
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a I’échelle du gel alors que la porosité capillaire est homogénéisée a l'échelle supérieure
avec les constituants de la pate de ciment (figures 5.1.a, 5.2.a et 5.3.a ). Les données
expérimentales dont on dispose [Termkhajornkit et al., 2014] supposent la porosité de gel
fixe, égale a 40%. Ne disposant pas de données supplémentaires sur ’évolution de cette
porosité en fonction de I’hydratation du ciment, nous sommes contraints d’admettre cette
hypothése qui limite la possibilité de caler les modéles. En effet, le paramétre y, pour
un matériau granulaire a inclusions ellipsoidales identiques, ne dépend & priori que de
sa porosité propre et du rapport d’aspect a travers la porosité de percolation. Ainsi si
'on considére une certaine valeur pour le rapport d’aspect des inclusions du gel (15 par
exemple), la porosité de percolation est alors fixée et avec ’hypothése d’une porosité de
gel constante de 40%, on se retrouve avec un paramétre de calage y constant sur toutes les
données. Nous essayons donc de caler les deux premiers modéles de rupture uniquement,
a savoir le modéle de Mori-Tanaka et le modéle auto-cohérent en rupture fragile, a I'aide
de deux parameétres 7., et y constants sur I’ensemble des données et ayant une grande
influence sur les prédictions des modéles. Pour cela, plusieurs valeurs du couple (7.,x)
sont testés en vue de faire correspondre les résultats de chacun des deux modéles avec les
données expérimentales de la pate de bélite (fig.5.7). On apercoit alors que la variation
de T,, et de x, simultanément ou de maniére indépendante, ne produit qu’une translation
verticale de la courbe des résistances prédites et n’a aucune influence sur la pente de cette
courbe. En aucun cas cette pente ne peut égaler celle de la courbe formée par les données
expérimentales. Cette remarque est valable pour les deux premiers modéles de rupture
(fig.5.7) et elle 'est probablement aussi pour le troisiéme puisqu’en cas de séparation
de porosités le paramétre x est aussi constant dans ce modéle. On explore ensuite une
autre valeur de la porosité de gel dans le but de rapprocher la pente des résistances
prédites par les modéles de celle des résistances expérimentales. Nous essayons donc une
deuxiéme porosité de gel de 28% et on représente les prédictions des deux modeéles pour
les deux porosités choisies (28% et 40%) et pour différentes valeurs des paramétres y et
T., (fig.5.8). La modification de la porosité de gel ne semble pas avoir d’effet sur la pente

des résistances prédites.
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FIGURE 5.7 — Calage des modéles a ’aide des paramétres T,,. et x : cas de porosités

séparées

Il reste maintenant a examiner I'effet du rapport d’aspect qui pourrait influencer cette

pente des prédictions. On considére donc 4 rapports d’aspect différents : 2, 10 et 15 pour

les grains de C-S-H que ’on teste pour les deux premiers modeéles avec des valeurs uniques

de T'er, x et f, g (fig.5.9). On observe que la variation du rapport d’aspect a x constant

produit le méme effet observé avec la porosité de gel, une translation verticale de la
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courbe. La pente (ou 'allure) des prédictions est exactement la méme pour les différents
rapports d’aspect testés.

En conclusion, on ne peut caler les modéles de rupture développés ci-dessus en séparant
la porosité capillaire de la porosité de gel lorsque cette derniére est considérée constante
dans le gel. Ces schémas, dans leur configuration actuelle, auraient pu étre exploités si
’on disposait de données sur I’évolution de la porosité de gel. Cette tentative de calage a
servi a examiner l'effet du choix de valeurs constantes des parameétres rapport d’aspect,
porosité de gel, T, et x. La modification des valeurs de ces paramétres, a porosité de gel

constante pour toutes les données, n’a pas permis de changer la pente des prédictions.
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FIGURE 5.9 — Effet du rapport d’aspect sur les prédictions des modéles (en porosités

séparées)

5.5.3 Calage des modéles dans le cas ou la porosité totale est
placée dans le gel

Dans cette section nous étudions le cas de figure ou la porosité capillaire, la poro-

sité de gel et les grains de C-S-H sont homogénéisés a la méme échelle, celle ou le gel

est hétérogéne (échelle microscopique). Ce gel est ensuite homogénéisé avec les hydrates
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et le clinker anhydre a une échelle supérieure (échelle mésoscopique), celle ou la pate
est hétérogéne (figures 5.1.b, 5.2.b et 5.3.b). Cette idée de rassembler les porosités vient
du constat que la distribution de taille des pores est continue dans le mélange et qu’il
est difficile de définir un seuil entre les pores de gel et les pores capillaires. Des auteurs
[Termkhajornkit et al., 2014, Pichler et al., 2013| ont déja fait cette hypothése d’homo-
généiser la porosité totale a I’échelle du gel dans un modéle micromécanique semblable
a celui que l'on propose mais avec une rupture intra-granulaire du gel de C-S-H. Les
résultats obtenus étaient concluants.

Dans notre cas, avec un modéle de rupture inter-granulaire, I'’exploration de cette hypo-
thése nous permet d’avoir une valeur de y différente pour chaque donnée de la porosité
totale. En effet, les données sur la porosité totale dont nous disposons varient avec le degré
d’hydratation du ciment, contrairement aux données sur la porosité de gel. En considé-
rant cette porosité totale dans le gel le paramétre x varie également, puisqu’il dépend
essentiellement de la porosité du gel. Il nous est alors possible de vérifier si I’expression
de x de I'équation (5.22) peut étre utilisée dans les modéles présentés en section 5.3 sans
induire trop d’erreur. Pour cela, on choisit arbitrairement une valeur du paramétre T,
qu’on utilise dans les deux modéles de rupture fragile (Mori-Tanaka et auto-cohérent) et
on détermine, pour chacun des modéles, les valeurs de x qui permettent de retrouver les
données expérimentales. On obtient des tendances de y en fonction de la porosité totale
dans le gel que nous pouvons comparer a la courbe de la formule théorique (5.22). On
observe en figure 5.10 une bonne cohérence entre les valeurs de x obtenues par calage
a T, fixé et la courbe théorique de 1’équation (5.22). Les points obtenus par calage des
deux modeéles, Mori-Tanaka et auto-cohérent en rupture fragile, ne sont pas semblables,
mais ils restent en globalité assez proches de la courbe théorique. Ce résultat nous incite
a utiliser la formule théorique (5.22) dans le reste du chapitre pour estimer le paramétre
X lorsque la porosité totale est considérée dans le gel.

Nous nous proposons maintenant de valider les modéles de rupture sur les données pré-
sentées plus haut en section 5.4. Nous testerons les deux modéles de rupture fragile sur

les données des pates d’Alite et de Bélite, pates dont la composition et la plus simple. La
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FIGURE 5.10 — Comparaison des valeurs de x obtenues par calage des deux modéles de
rupture fragile avec la formule théorique de (5.22)

formule (5.22) sera utilisée pour estimer x alors que la valeur de T, sera calée. Plusieurs
rapports d’aspect seront examinés pour ces deux pates (w = 10, 12, 15 et 60). Nous
retiendrons les meilleurs rapports pour les utiliser avec les pates de compositions plus

complexes.

Validation et calages sur les pates d’Alite et de Bélite

Les pates d’Alite et de Bélite ont des compositions assez simples : du gel de C-S-H,
des pores, du clinker anhydre (C3S ou C5S) et un seul type d’hydrate : la portlandite.
Les schémas, de Mori-Tanaka et auto-cohérent, exposés en section 5.3, sont a appliquer
tels quels. Nous exposons dans les figures 5.11 et 5.12 le calage du modéle de rupture de
Mori-Tanaka en fragile a I'aide du parameétre T.,. sur les données de ces deux pates et
des rapports d’aspect différents (des grains de C-S-H). Nous présentons ensuite dans les
figures 5.13 et 5.14 ce calage pour le modéle auto-cohérent en rupture fragile.

A travers ces figures, il est facile de repérer les meilleures prédictions que les deux modéles

peuvent donner et la valeur de T, correspondante en comparant aux données expérimen-
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tales des résistances de pates. Les deux modéles peuvent également étre comparés (une
fois calés) a un modéle de la littérature [Termkhajornkit et al., 2014] basé sur une rupture
intra-granulaire dans le gel de C-S-H et dont les prédictions sont également retranscrites
dans les figures. On remarque, a partir des figures 5.11 et 5.12 que le modéle de Mori-
Tanaka en rupture fragile prédit trés bien les résistances de la pate de Bélite et ce avec
tous les rapports d’aspect excepté w = 60 pour lequel les prédictions sont nettement
moins bonnes. Pour la pate d’Alite, les résultats sont en globalité satisfaisants pour les
rapports d’aspect autres que 60. La meilleure courbe de prédiction est obtenue pour un
rapport d’aspect de 12, dans les deux types de pate. Il est a noter que dans le cas de
I’Alite, le modéle est imprécis pour les données a degré d’avancement important (GSR
important). D’ailleurs, le modéle intra-granulaire [Termkhajornkit et al., 2014], qui offre
une précision équivalente, présente cette méme anomalie pour les GSR importants. On
peut expliquer ceci par I’existence et le développement au cours de la réaction d’hydra-
tation de différents types de gels de C-S-H, C-S-H haute densité et C-S-H basse densité
(appelés aussi par certains auteurs « Inner products » Ip C-S-H et « Outer products »
Op CSH [Richardson, 1999]) ayant des rapports d’aspect différents et des fractions volu-
miques qui évoluent difféeremment selon la formulation [Sanahuja, 2008]. Cette hypothése
n’est pas considérée par les modéles présentés dans ce travail. Pour finir avec ce modéle de
Mori-Tanaka, on constate, en analysant les résultats pour les différents rapports d’aspect,
que la valeur de T, obtenue par calage n’est pas la méme pour la pate d’Alite et la pate
de Bélite et qu’elle dépend également du rapport d’aspect. La dépendance de la nature
de la pate peut étre la conséquence de la méme hypothése présentée plus haut soit I'exis-
tence de deux gels de C-S-H ayant des valeurs caractéristiques de T, différentes et avec
des proportions nettement différentes entre la pate d’Alite et la pate de Bélite (& cause
de la formulation). L’abondance de I'un des deux types de gel de C-S-H dans une pate
peut alors faire pencher le T, recherché par calage vers celui de ce gel. Par conséquent,
on ne peut retenir, a ce stade, de valeur unique de T, valable pour toutes les pates.

L’examen des résultats du modéle auto-cohérent (figures 5.13 et 5.14) montre une moins

bonne corrélation entre les résultats prédits et les résultats expérimentaux notamment
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pour la pate d’Alite. Les résistances de la pate de Bélite demeurent relativement bien
prédites avec un rapport d’aspect de 12 ou de 15. On peut conclure de ce qui précéde que
la pate d’Alite ne se préte vraisemblablement pas bien & une modélisation en composite
granulaire et que la modélisation en composite & matrice semble étre plus appropriée.
Ce modéle pourrait éventuellement donner de meilleures prédictions pour les pates tes-

tées dans la suite de ce chapitre. Celles-ci contiennent, en effet, une multitude de phases

inclusionnaires les rapprochant d’une microstructure granulaire.
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FIGURE 5.13 — calage du modéle auto-cohérent en rupture fragile sur les pates d’alite
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FIGURE 5.14 — calage du modéle auto-cohérent en rupture fragile sur les pates de
bélite a I'aide du paramétre T, (avec plusieurs rapports d’aspects w) - comparaison
avec le modéle de rupture intra-granulaire

Validation sur les pates 4 composition plus complexe

Nous nous intéressons maintenant a une gamme de pates a formulations plus élabo-
rées sur laquelle nous validons les modéles de rupture fragile établis. En effet ces pates
présentent, en plus des phases rencontrées dans les pates d’Alite et de Bélite, plusieurs
phases d’hydrates disposées en inclusions de formes particuliéres (conf. Tableau 5.1). De

fait, au niveau de la modélisation les schémas de Mori-Tanaka ou auto-cohérent mis en jeu



5.5. Validation 157

(conf. section. 5.3) nécessitent la résolution de plus de problémes d'Eshelby (représentant
chacun une inclusion d’un type hydrate plongée dans une matrice infinie). Ceci n’affecte
en rien la difficulté de la modélisation. D’ailleurs les équations générales (5.4), (5.10) et
(5.13) restent inchangées. Nous prendrons soin de considérer les inclusions d’hydrates
d’orientation aléatoirement distribuée. En ce qui concerne les paramétres a estimer, nous
nous limitons & un seul rapport d’aspect w=12. Ce rapport a donné les meilleures courbes
de prédictions pour les pates d’Alite et de Bélite. Nous estimons le paramétre y par la
formule (5.22) ayant prouvé sa validité pour les premiére pates. En revanche, comme
aucune valeur du paramétre 7T, n’a pu étre validée a la fois sur la pate d’Alite et la pate
de Bélite (section 5.5.3), celui-ci est gardé comme paramétre de calage.

La figure 5.15 montre le calage du modéle de Mori-Tanaka en rupture fragile par le
parameétre T, sur les données expérimentales ainsi que les prédictions du modéle de rup-
ture intra-granulaire de la littérature pour chaque pate. On y observe une trés bonne
concordance entre les prédictions du modéle (aprés calage) et les résistances expérimen-
tales. Ces prédictions semblent plus concluantes que celles du modéle intra-granulaire de
[Termkhajornkit et al., 2014], chose qu’on ne pouvait affirmer pour les pates d’Alite et
de Bélite. De plus la valeur de calage du paramétre 7., est & priori unique pour toutes
les pates (autour de 0.075). Ceci constitue une propriété trés intéressante du modéle et
lui confére un champ de validité assez large. En revanche, On reléve une irrégularité du
modéle de Mori-Tanaka en rupture fragile pour les valeurs faibles du GSR. En effet, le
modéle donne, uniquement pour ces données, des valeurs aberrantes (anormalement éle-
vées) de la résistance prédite. Cette anomalie provient principalement des valeurs élevées
de la porosité affectée au gel, associées & des GSR faibles. Ces valeurs s’approchent for-
tement de la porosité de percolation ce qui conduit a une rigidité estimée du gel Cgy
trés faible qui entraine une erreur sur la différentiation numérique de C,; (faite dans la
procédure semi-numérique). En résumé, le modéle sera, a ce stade du développement,
valable & partir d’une certaine valeur du GSR, correspondant & un certain écart entre la
porosité considérée dans le gel et sa porosité de percolation.

Nous observons maintenant la figure 5.16 qui expose le calage du modéle auto-cohérent
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en rupture fragile. Les prédictions sont beaucoup moins probantes que le dernier modéle.
Le méme probléme concernant la prédiction des données & GSR faible est rencontré. Le

calage ne permet pas d’accorder correctement ce modéle aux résultats expérimentaux.
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des pates a formulation plus élaborée a ’aide du paramétre T, (w = 12) - Comparaison
avec le modeéle de rupture intra-granulaire |[Termkhajornkit et al., 2014|
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FIGURE 5.16 — Calage et validation du modéle auto-cohérent en rupture fragile sur des
pates a formulation plus élaborée a I’aide du paramétre T, (w = 12) - Comparaison avec
le modéle de rupture intra-granulaire [Termkhajornkit et al., 2014|

Aprés calage des deux modéles et détermination des meilleures valeurs du paramétre
T., pour chaque type de pate, on peut proposer une comparaison des deux modeéles en
terme de précision. La figure 5.17 expose les prédictions de résistances des deux modéles en
fonction des résistances expérimentales, sur toutes les pates examinées dans ce chapitre.

On observe nettement une plus grande dispersion des prédictions du modéle auto-cohérent
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en rupture fragile.
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expérimentales pour toutes les pates testées représentés avec un unique paramétre de

calage T,.., = 0.075
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5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé trois modéles micromécaniques pour étudier la
rupture de la pate de ciment. Ces trois modéles ont tiré partie de la modélisation en
rupture du gel de C-S-H (chapitre 5.6) et se sont basés sur trois configurations micro-
structurales différentes pour analyser la pate en rupture fragile ou ductile :

— Une microstructure a matrice (de gel de CSH) dans laquelle baignent des inclusions
de clinker anhydre, d’hydrates (de formes différentes - cf. tableau 5.1) et éventuel-
lement des pores capillaires. Cette microstructure a été étudiée par un schéma de
Mori-Tanaka et examinée en supposant une rupture fragile.

— Une microstructure granulaire dans laquelle toutes les phases sont considérées
comme inclusions y compris le gel de C-S-H. Cette microstructure a été étudiée
par un schéma auto-cohérent et examinée également en supposant une rupture
fragile.

— Une microstructure & matrice étudiée par un schéma de Mori-Tanaka comme
la premiére mais dans laquelle toutes les inclusions sont considérées sphériques.
Cette configuration a été examinée et étudiée en rupture ductile suivant une
méthode de résolution précise qui ne pouvait s’appliquer lorsque le critére du gel
de C-S-H dépendait fortement du troisiéme invariant. Elle n’a donc pu étre validée
sur les données expérimentales de formulation des pates qui conduisaient (suivant

le modéle du chapitre ) a un critére du gel de C-S-H présentant cette dépendance.

Les modéles ont été établis sous deux variantes : une variante avec porosité capillaire
séparée de la porosité de gel et homogénéisée a une échelle supérieure et une variante ot
toute la porosité est homogénéisée a la méme échelle que les grains de C-S-H. Nous avons
cherché ensuite a valider les deux variantes de chaque modéle (de rupture fragile) sur
des données expérimentales collectées dans un travail de |[Termkhajornkit et al., 2014].
Ces données avaient servi a valider un modéle de rupture de pate engendrée par une

rupture intra-granulaire dans le gel. Elles comprenaient les résistances a la compression
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expérimentales de deux types de pates a formulations simples (Alite et Bélite) et quatre
autres types de pate a formulations plus élaborées. Les variantes & porosités séparées
ne pouvaient donner la tendance des résultats expérimentaux & cause de la porosité de
gel constante dans les données ce qui nous obligeait a4 garder une valeur constante du
paramétre x (rapport des surfaces de contact sur surfaces totales de grains dans le gel),
paramétre déterminant de la tendance des prédictions par des modeéles. Pour les variantes
a porosité totale dans le gel, la confrontation avec les résultats expérimentaux des pates
d’Alite et Bélite a permis :

— de trouver pour chaque type de pate, une valeur optimale du paramétre T, (limite

du critére dans les interfaces) par calage.
— de vérifier la validité d’une formule théorique choisie pour estimer le deuxiéme
parameétre y.

— de déterminer le meilleur ordre du rapport d’aspect des grains de C-S-H.
Ces résultats nous ont conduit & valider sur les données des pates a formulations plus
élaborées en retenant le rapport d’aspect donnant les meilleures prédictions, ainsi que la
formule théorique de x validée. Le paramétre T, a été gardé comme parameétre de calage,
puisque des valeurs différentes ont été obtenues pour 1’Alite et la Bélite. Le modeéle de
Mori-Tanaka en rupture fragile a donné une bonne concordance autant avec les données
des deux premiéres pates (Alite et Bélite) qu’avec celles des deuxiémes dont la formu-
lation s’approchait le plus des pates commerciales. Une valeur unique de 7,.. a méme
pu étre obtenue par calage pour ces derniéres formulations laissant supposer un champ
d’application assez général de ce modéle. Une comparaison avec le modéle de rupture
intra-granulaire de [Termkhajornkit et al., 2014] a permis de rendre compte de la bonne
précision de notre modéle par rapport aux modéles récents de la littérature. En revanche,
le modéle auto-cohérent en rupture fragile n’a pas donné de résultats concluants, hor-
mis ceux relatifs a la Bélite ou les prédictions semblent étre plus au moins correctes. Ce
deuxiéme modéle qui n’a pas pu étre bien calé sur les pates d’Alite ou sur les deuxiéme
pates, laisse penser a une microstructure de la pate de ciment ne se prétant pas & une

modélisation en matériau granulaire a cette échelle.
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Conclusions et perspectives

Il a été bien établi, dans cette étude, que les interfaces et les formes des inclusions ont
un effet significatif sur les propriétés élastiques, poroélastiques et de rupture des matériaux
composites. La prise en compte de ces effets dans les modéles micromécaniques améliore
sensiblement leur aptitude prévisionnelle. Les interfaces proprement dites peuvent pro-
duire des discontinuités locales du vecteur contrainte ou du déplacement aux bords des
inclusions.

La prise en compte de 'effet de discontinuité du vecteur contrainte produite par le pre-
mier type d’interface a travers un modéle, inspiré de la solution d’Eshelby [Eshelby, 1957]
et développé dans le cadre de cette étude (Chapitre2), a permis de rendre compte de
I’effet renforcant de ce type d’interface sur les propriétés élastiques effectives du maté-
riau ayant une microstructure granulaire & inclusions sphériques. I’effet sur les propriétés
poroélastiques a également été présenté. L’étude de la solution élastique donnée par ce
modéle nous a amené a déterminer des expressions approchées des modules effectifs du
matériau pour les faibles et grandes valeurs du module d’interface.

La prise en compte de l'effet d’'une discontinuité locale de déplacement, produite par
le deuxiéme type d’interface, pour des inclusions ellipsoidales a été abordée par des ap-
proches énergétiques permettant de définir des inclusions équivalentes qui ont été exploités
dans un schéma d’homogénéisation (Chapitre3), pour estimer les modules élastiques ef-
fectifs d’'un matériau granulaire poreux a inclusions élancées. Il a été établi que ces effets
d’interface affaiblissaient les propriétés élastiques du composite. Leur considération pour

des inclusions ellipsoidales constitue une extension aux modéles élastiques établis dans la
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littérature.

L’effet de ce deuxiéme type d’interface sur les propriétés de rupture des matériaux com-
posites a été établi, en admettant un critére de rupture dans les interfaces (de Von Mises
par exemple) et en utilisant une approche de changement d’échelle. Le critére de rupture
homogénéisé du matériau granulaire a inclusions élancées a été établi sur la base des
résultats relatifs aux propriétés élastiques effectives obtenues dans le chapitre 3. Cette
approche a permis d’enrichir les acquis de la littérature dans le sens ou elle permet
d’examiner un mode de rupture inter-granulaire (entre les grains) d’une microstructure a
inclusions ellipsoidales, mode de rupture considéré jusque la uniquement avec des inclu-
sions sphériques. La difficulté technique découlant de la forme ellipsoidale des inclusions
a été de gérer une rupture locale se produisant de maniére anisotrope dans le matériau
granulaire. Le critére homogénéisé de ce matériau a montré une dépendance au troisiéme
invariant de la contrainte que nous nous sommes efforcés de caractériser en utilisant une
méthode de calcul originale (basée sur le schéma dilué). La microstructure granulaire po-
reuse a inclusions élancées étudiée en élasticité et en rupture s’apparaitrait bien a celle du
gel de C-S-H, hydrate principal et phase dominante dans les pates de ciment durcies. En
utilisant un deuxiéme changement d’échelle, nous avons pu remonter aux propriétés de
rupture de la pate a partir de celles du gel. Ce changement d’échelle a été mené de trois
maniéres différentes selon la mesostructure considérée pour la pate et la nature de la rup-
ture (fragile ou ductile). Les trois modéles de rupture en découlant ont permis de donner
des critéres homogénéisés de rupture différents de la pate. Deux de ces modéles ont été
confrontés a des résultats expérimentaux de résistance a la compression des pates. L'un
d’entre eux a montré une trés bonne concordance avec I’expérience. Sa précision s’est avé-
rée comparable a celle d’un modéle de la littérature [Termkhajornkit et al., 2014| basé sur
une rupture intra-granulaire du gel de C-S-H (contrairement a la rupture inter-granulaire
qu’on admettait pour le gel). Le modéle de rupture de la pate de ciment établi dans ce
travail et tenant compte de la rupture inter-granulaire du gel de C-S-H représente un ou-
til de prévision des résistances des pates exploitable par les professionnels des matériaux

de construction. Il peut étre calibré pour donner de meilleures prédictions pour un type
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particulier de pate. Il peut également servir & optimiser la formulation des pates pour
obtenir de meilleures résistances en évitant de réaliser un grand nombre d’essais.

En perspectives a ce travail, et pour palier aux carences de la littérature scientifique en
matiére d’effets d’interface de discontinuité de vecteur contrainte, il serait intéressant de
développer des modéles d’élasticité considérant ces effets dans des matériaux a inclusions
ellipsoidales ainsi que des modéles de rupture ductile et fragile due a des mécanismes d’in-
terface. Pour le deuxiéme type, nous proposons de développer davantage les méthodes
énergétiques définissant des inclusions équivalentes pour en améliorer la précision. Nous
suggérons aussi d’améliorer les méthodes utilisées dans les modéles de rupture et de les
généraliser a tous les cas de chargement possibles (a I'image de la méthode diluée) pour

déterminer des représentations en 3D précises des critéres homogénéisés.






Annexe A

Expressions analytiques obtenues dans
le chapitre 1

A.1 Coefficients de ’équation déviatorique (2.59)

A =16(1 — 2u0)(7 — 100)(1 + v) (v — 1)?
B =2(v—1)({[(—140 + 120 f)v — 120f — 60]v3 + [(—144f + 168)v + 144f + 72]vg
+(—49 + 42f)v — 42f — 21}k + [(—240 + 420f)v* — 420f + 240]v/]

+[(—474f + 156)% — 156 + 474 f]vo + 126 fv? — 126f)

C= %({[(—240]0 +160)v — 40 + 240 ] + [(—192 + 288 f)v + 48 — 288 f]1p

+(56 — 84f)v — 14 + 84f k2 + {[(570 — 1080f)v? + (=104 + 2401 )v + 840f — 46613
+[(960f — 399)v% + (384f — 156)v + 555 — 1344 f]vg + (21 — 168 )12

+(140 — 336 f)v + 504f — 161}k + [(350 — 690 f)v> 4 (690f — 350)12

+(690f — 350)v 4 350 — 690 ]2 + [(—348f + 216)v3 + (=216 + 348 ) + (—216 + 348f)v
—348f + 216]vg + (—182 + 462f)v3 + (182 — 462f)v* + (182 — 462f)v — 182 + 462f)

D= g{(myo — 72 + [(4500 — 20)0 + 49(vp — 1)) + 200(2 — 1)

+28(1* — D} (2w — Dk +2(vo + 1) (v — 1] (2f — 1)
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A.2 Comportement de la solution pour les grandes va-
leurs de k - Coefficients de I’équation 2.62

16f(r—1)+ Ra—5v—1

16 1— 02

b= —i([(210f —120)2 + (78 — 237f)vy + 63f] Ra?

+{[(=1380f + 25202 4 60)v — 25202 + 2700f — 692]v/2

+[(18 + 1386 f — 2844 f2)v — 3150 f + 954 + 2844 f% vy + (7562 — 42 — 294f )
—322 + 882f — 756 f2} Ra + [(—3960f2 + 75603 + 90f + 60)v/°

+(15840f2 4 88 — 151203 — 3948 ) — 118802 + 756012 + 6426 f — 1060]v/2
+[(55082 — 96 — 85323 — 105 f )% + (17064 f3 — 216002 + 7374f + 48)v
—85323 4 160922 + 2640 — 10617 f]vg + (—21f + 226813 — 17642 + 42)1/2
+(—4536f% — 28 — 3066 f 4 7056,f2)r — 1190 + 4011 f + 22683 — 5292f2)
/((2vo — 1)(10vg — 7){3Ra® + [12f (v — 1) — 2v + 6] Ra

+(12f — 362 — 1)v? 4+ (—48f — 10 + 72f?)v — 36f% 4+ 36f — 25})

avec

Ry = \/4(900£2 — 2220 + 8281)12 + 4(5604f — 10465 — 3060/2)v + 204f(—61 + 51f) + 13225
(A.2)
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