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INTRODUCTION

La motivation générale de cette these est la simulation numérique du contrdle non destructif
(CND) par ondes ultrasonores. Plus spécifiquement, le but est de développer une méthode de
calcul de la diffraction d’ondes par un défaut localisé dans une plaque élastique anisotrope. La
these s’inscrit dans un contexte de collaboration entre le CEA LIST et le laboratoire POEMS
(UMR CNRS-INRIA-ENSTA).

Le CND est un procédé d’inspection qui vise a vérifier I'intégrité d’une structure. Le prin-
cipe est simple : en émettant une onde ultrasonore dans la piéce a controler et en mesurant les
signaux en retour, on souhaite pouvoir déterminer la présence éventuelle d'un défaut (ou toute
altération de la structure) et caractériser ce défaut (connaitre sa position et sa forme). Cette
méthode de controle est utilisée dans de nombreux domaines comme 1’aéronautique, 'industrie
du nucléaire ou encore le secteur automobile.

Dans diverses situations, les pieces a controler ont des géométries pouvant guider la propa-
gation des ondes : typiquement le cas des tuyaux ou des plaques. Ces ondes guidées présentent
I’avantage de se propager sur de longues distances sans perte d’énergie. Ainsi, elles permettent
d’inspecter des zones éloignées de I’émetteur ou méme inaccessibles (par exemple un tuyau
enfoui dans le sol). Il est donc intéressant de développer des techniques de CND qui exploitent
ces ondes guidées.

Cependant, le développement de telles techniques de controle souleve plusieurs difficultés.
En effet, les résultats expérimentaux sont souvent tres complexes et difficiles a interpréter. Un
autre enjeu est la conception et 'optimisation de configurations de contrdle (choisir par exemple
la position des émetteurs et des récepteurs). Face a ces besoins, la simulation numérique des
expériences de CND est une aide précieuse. Depuis plusieurs années, le Département d’Imagerie
et de Simulation pour le Contréle (DISC) du CEA LIST développe la plate-forme CIVA pour la
simulation du CND. C’est dans ce contexte que s’inscrivent les travaux de cette these. Elle fait
suite a deux précédentes theses réalisées dans le cadre d’'une collaboration entre le laboratoire
POEMS et le DISC :

— la these de V. Baronian [7] qui porte sur la simulation numérique de la diffraction d’ondes
par un défaut borné dans un guide élastique infini dans une direction. Ce type de confi-
guration intervient par exemple pour le controle de tuyaux ou de rails.

— la these de L. Taupin [87] qui porte sur la simulation de la diffraction par un défaut
linéique, invariant dans une direction, dans une plaque élastique anisotrope. On retrouve
cette configuration en aéronautique pour le controle des plaques composites qui peuvent
étre modélisées par des matériaux élastiques anisotropes. Le défaut linéique correspond
par exemple a un raidisseur ou a une soudure joignant deux plaques. L’invariance de la
structure dans la direction du défaut permet de poser le probleme de diffraction dans la
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section transverse de la plaque.

Dans la continuité des travaux de V. Baronian et L. Taupin, la problématique de cette
these est la simulation numérique de la diffraction des ondes par un défaut borné dans une
plaque élastique anisotrope, en régime harmonique. La difficulté supplémentaire par rapport
a ces précédents travaux est qu’ici la plaque est infinie dans deux directions. La géométrie
arbitraire du défaut nous incite a utiliser une méthode éléments finis (EF), et donc I'objectif est
de réussir a restreindre les calculs EF a une zone bornée autour du défaut tout en tenant compte
du caractere infini de la plaque. Dans cette these, nous avons considéré principalement des cas
bidimensionnels plus simples qui nous ont permis de mettre en place les ingrédients essentiels
d’une méthode destinée au cas tridimensionnel de la plaque. Nous nous sommes intéressés au
probleme de diffraction par un défaut borné :

— Dans une guide infini dans une direction : Nous avons ainsi revisité les travaux de V.
Baronian et L. Taupin et proposé plusieurs extensions. Cette étude constitue la premiere
partie de la these.

— Dans un milieu infini dans les deux directions : Cette étude constitue la seconde partie
de la these.

Lien avec les méthodes de décomposition de domaine :

Nous avons exploité un point de vue qui a déja été appliqué par différents auteurs au
cas de 1’équation de Helmholtz en domaine non borné [14, 15, 49]. Ce point de vue est inspiré
par les méthodes de décomposition de domaine, qui avaient été initialement développées pour
traiter des problémes de grande taille en domaine borné sur des architectures paralleles [44, 79].
Citons pour le cas de I’équation de Helmholtz les travaux de B. Després [33] et M. Gander
[37, 42, 41]. En particulier, l'intérét d’introduire un recouvrement entre les sous-domaines et
I'importance du choix des conditions de transmission entre les sous-domaines, pour assurer la
convergence d’'un algorithme itératif, fait 'objet de nombreux travaux dans la littérature.

Pour les problemes de diffraction qui nous occupent, on peut aussi écrire une formulation
multi-domaines, la spécificité étant que certains sous-domaines sont non bornés. L’idée dévelop-
pée par N. Gmati, F. Ben Belgacem et al. [15] est de choisir ces domaines non bornés de sorte
que la solution puisse y étre représentée analytiquement, a ’aide de représentations intégrale ou
modale. Ceci permet en fait d’éliminer les inconnues sur les domaines non bornés, et conduit a
une formulation du probléme en domaine borné, faisant intervenir une condition au limite non
locale dite transparente. L’intérét de ce point de vue est que I'on peut concevoir des conditions
aux limites transparentes treés diverses, en choisissant une formulation multi-domaines, avec ou
sans recouvrement, et en modifiant les conditions de transmission entre sous-domaines.

Notre but est d’exploiter ce point de vue "décomposition de domaine" pour le cas de 1’élas-
ticité anisotrope. Soulignons que ce cas pose des difficultés spécifiques non résolues par les
méthodes citées précédemment. Ceci nous a amené a développer des idées nouvelles, dont nous
pensons qu’elles présentent également des avantages dans le cas acoustique.

Diffraction dans un guide unidirectionnel :

Pour borner le domaine de calcul, il existe plusieurs approches classiques. Une premiere
méthode treés répandue car tres performante dans de nombreux cas est 'utilisation de couches
absorbantes parfaitement adaptées (PML en anglais) [16, 3]. Cependant, il est connu qu’en
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présence d’ondes inverses, c’est a dire d’ondes dont les vitesses de groupe et les vitesses de phase
sont de signes opposés, I'utilisation des PML conduit & des instabilités en régime temporel [12],
et & un résultat faux en régime harmonique [18, 31]. Or, dans les guides élastiques (isotropes
ou anisotropes), il existe des modes inverses pour certaines gammes de fréquences. Notons
cependant qu’une méthode originale est proposée dans [18] pour reconstruire la bonne solution
en combinant plusieurs solutions "fausses' calculées avec les PML.

Citons également la méthode de la "pole condition" [55] qui, tout comme les PML, exploite un
prolongement analytique de la solution. Une version sophistiquée de cette méthode a récemment
été développée pour les guides élastiques [53] et permet notamment d’éviter le probleme des
modes inverses.

Une seconde approche consiste a construire des conditions dites transparentes sur les bords
du domaine EF. Cette technique a été utilisée dans la these de V. Baronian [7] pour des milieux
orthotropes. Elle consiste a coupler une représentation modale de la solution dans les parties
saines du guide avec une représentation EF dans la partie perturbée. En exprimant le raccord
de ces deux représentations sur une méme frontiere artificielle, on construit des conditions
transparentes. Cette méthode présente 'avantage de réduire les calculs EF a une zone petite
autour du défaut. De plus, on peut reconstruire a posteriori la solution dans les parties saines
du guide grace aux représentations modales, ce qui n’est pas possible avec les méthodes de
type couches absorbantes. En contrepartie, elle nécessite le calcul des modes, et les conditions
transparentes sont non locales. Ces conditions créent donc des blocs denses dans la matrice issue
de la discrétisation, ce qui pénalise les méthodes d’inversion directe comme la factorisation LU.
Un premier objectif de la these a été de proposer une méthode itérative efficace de résolution.
En s’inspirant des méthodes de décomposition de domaine avec recouvrement [62, 44, 41], nous
avons mis en évidence l'intérét d’introduire un recouvrement entre la zone EF et la zone modale
pour accélérer une approche itérative de résolution.

Par ailleurs, la construction des conditions transparentes exploite les relations d’orthogo-
nalité de Fraser [38] entre les modes, or ces relations ne sont plus valables pour un matériau
anisotrope quelconque. Dans sa these, L. Taupin étend la méthode de V. Baronian au milieu
anisotrope en inversant la matrice de Gram associée aux modes. Cependant, comme illustré dans
la section 2.1 de cette these, la matrice de Gram peut étre trés mal conditionnée pour certaines
anisotropies. Un second objectif de la theése a donc été de proposer la construction de nouvelles
conditions transparentes. L’idée ici a été d’exploiter les relations de bi-orthogonalité valables
pour des milieux anisotropes. Nous avons également mis en évidence l'intérét d’introduire un
recouvrement entre les zones EF et modales pour construire ces conditions.

Diffraction dans un milieu infini :

Pour le probleme de diffraction dans un milieu bidimensionnel infini, il existe également
plusieurs approches classiques. Une premiere approche consiste a construire des conditions
transparentes sur une frontiere artificielle entourant le défaut. Dans le cas isotrope, on peut
décomposer la solution a l'extérieur d’un cercle sur les fonctions de Bessel, et ainsi obtenir
des conditions transparentes [48]. Cependant, cette décomposition n’est plus possible pour un
milieu anisotrope. Mentionnons également la méthode de couplage entre équation intégrale et
éléments finis [30]. Le désavantage de cette approche est qu’elle nécessite le calcul numérique
de la fonction de Green, qui est complexe et cotiteux dans le cas de I'élasticité [1].
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Par ailleurs, concernant la méthode des PML, il est bien connu qu’elle ne permet pas de
traiter certaines classes de matériaux anisotropes [12]. Une autre méthode de type couche
absorbante est la méthode des couches SMART [22, 66]. Cette technique présente 'avantage de
s’appliquer pour des milieux anisotropes arbitraires (y compris en présence d’ondes inverses).
Cependant, les couches utilisées ne sont pas parfaitement adaptées et créent une légere réflexion
a l'interface entre le domaine d’intérét et la couche.

L’objectif de la seconde partie de la these a été de développer et d’analyser une nouvelle
méthode applicable pour un matériau anisotrope arbitraire. Nous nous sommes inspirés de
travaux récents de S. Fliss sur les milieux périodiques [39] pour développer une méthode de
type décomposition de domaine. L’idée est de coupler la représentation EF avec plusieurs
représentations en ondes planes de la solution dans plusieurs demi-plans entourant le défaut.
Grace a ’homogénéité du milieu, nous pouvons utiliser la transformée de Fourier pour calculer
analytiquement les représentations en ondes planes dans les demi-plans. La compatibilité entre
les différentes représentations est assurée grace a des équations intégrales non standard définies
sur les droites formant les bords des demi-plans.

Tout au long de la these, les idées ont d’abord été développées pour I'équation scalaire
acoustique, puis étendues au cas vectoriel élastique. Afin de tester et valider nos méthodes, nous
avons écrit un code C++ qui permet de résoudre des problemes bidimensionnels. De plus, les
méthodes de la premiere partie ont également été testées pour des guides tridimensionnels par
V. Baronian. La these se découpe en deux parties composées respectivement de 3 et 4 chapitres :

Partie 1 : Nouvelles conditions transparentes pour les guides d’ondes.

— Chapitre 1 : Guide acoustique isotrope : L’objectif de ce chapitre, a vocation péda-
gogique, est de présenter les résultats classiques sur I’équation de Helmholtz. On rappelle
tout d’abord la construction des conditions transparentes dans un guide acoustique a
I’aide de la décomposition sur les modes transverses. Ensuite, nous décrivons l'intérét
d’introduire un recouvrement entre les zones EF et modales pour une résolution itérative.

— Chapitre 2 : Guide acoustique anisotrope : Le chapitre 2 porte sur le cas de
I’équation de Helmholtz anisotrope. Contrairement au cas isotrope du chapitre 1, la
difficulté est que les modes transverses ne forment plus une base orthogonale. Une pre-
miere idée pour contourner cette difficulté est d’utiliser un changement de coordonnées
astucieux qui permet d’appliquer les techniques du chapitre 1 sur des frontiéres artifi-
cielles adaptées a l'anisotropie (obliques dans le cas homogene). Cette idée ne s’étend
pas au cas de I’élasticité, c’est pourquoi nous avons développé une seconde approche. Le
principe de cette approche est d’introduire un recouvrement et une condition de trans-
mission originale pour s’affranchir du manque d’orthogonalité des modes transverses. La
"bonne surprise" est que cette méthode combine de nombreux avantages : en particulier,
elle a toutes les qualités des formulations avec recouvrement (convergence rapide des
algorithmes itératifs) sans les inconvénients (car elle ne fait pas apparaitre de fréquences
de boite, y compris dans le plan complexe).

— Chapitre 3 : Guide élastique anisotrope : Dans ce chapitre, on cherche a appliquer
les idées développées dans les deux premiers chapitres au cas élastique. La difficulté est
a nouveau liée a la non orthogonalité des modes transverses, dont 'analyse est rendue
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particulierement délicate du fait du caractere vectoriel des équations de 1’élasticité. Nous
proposons tout d’abord diverses extensions avec recouvrement de la méthode de V.
Baronian pour les matériaux orthotropes. Ensuite, pour le cas anisotrope pour lequel
il n’existait pas de condition transparente, nous montrons comment étendre notre idée
originale du chapitre 2. Ceci fournit une approche générale dont les bonnes propriétés
sont validées numériquement.

Partie 2 : Formulations multi-domaines pour la diffraction en milieu infini.

— Chapitre 4 : Présentation de la méthode : Ce chapitre a pour but de présenter,
sur le cas modele de 1’équation de Helmholtz, les principaux ingrédients de la démarche
que nous suivons dans la deuxieme partie de la these. Nous détaillons comment calculer
analytiquement (via la transformée de Fourier) les représentations de la solution en
ondes planes dans 4 demi-plans s’appuyant sur les 4 bords d’un carré entourant le
défaut. On se ramene ainsi & un probléme qui couple 'inconnue sur le carré avec les 4
traces des inconnues sur les demi-plans. Contrairement aux problémes résolus dans la
premiere partie, il ne s’agit pas d’une formulation en domaine borné puisque les traces
vivent sur des droites infinies qui doivent étre tronquées pour la résolution numérique.
La compatibilité des différentes représentations est assurée via des équations intégrales
portant sur les 4 traces. Des premiers résultats numériques sont présentés en fin de
chapitre, ainsi qu’une étude de I'influence des différents parametres de discrétisation.

— Chapitre 5 : Etude théorique de I’équation intégrale du probléme extérieur :
Dans ce chapitre, nous proposons une analyse théorique des équations intégrales assurant
la compatibilité des représentations dans les demi-plans, pour un milieu dissipatif. En
particulier, on montre qu’étant donnée la solution dans le carré, le probleme extérieur
couplant uniquement les représentations en ondes planes releve de l'alternative de
Fredholm et est bien posé. Ce chapitre exploite la théorie des opérateurs intégraux de
Hilbert-Schmidt, ainsi que des propriétés de 'opérateur intégral de Laplace.

— Chapitre 6 : Extensions de la méthode : L’objectif de ce chapitre est de présenter
plusieurs extensions possibles de la méthode développée au chapitre 4. Une idée naturelle
est d'introduire un recouvrement entre les demi-plans et le carré. L’avantage considé-
rable par rapport a la formulation sans recouvrement du chapitre 4 est que nous savons
montrer cette fois le caractéere Fredholm de la formulation compléte (contrairement au
résultat du chapitre précédent qui ne portait que sur les équations intégrales du pro-
bleme extérieur). Ceci se traduit par une bonne vitesse de convergence d’une résolution
itérative, confirmée par les tests numériques. Une seconde extension consiste a remplacer
le carré par un polygone convexe. En particulier dans le cas d’un triangle, cela permet
de réduire le nombre d’inconnues (3 traces au lieu de 4).

— Chapitre 7 : Extension au milieu élastique : Enfin, dans le dernier chapitre de la
these, nous étendons au cas vectoriel élastique 'approche développée aux chapitres 4 et
6. La principale différence réside dans la résolution analytique dans les demi-plans. Des
résultats numériques sont présentés, en particulier des comparaisons avec des méthodes
numeériques de type couches absorbantes.
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Ce premier chapitre a une vocation pédagogique et servira de prélude pour les suivants
chapitres. Nous allons tout d’abord présenter le probleme de radiation dans un guide acoustique
infini localement perturbé et étudier plusieurs reformulations de ce probleme adaptées au calcul
numérique. Nous rappellerons la formulation classique avec opérateur Dirichlet to Neumann
(noté DtN) puis nous verrons une nouvelle formulation dérivée des méthodes de décomposition
de domaine avec recouvrement. Enfin, dans la derniére partie, nous présenterons des méthodes
itératives pour la résolution de notre probleme et donnerons une analyse de leurs vitesses de
convergence.

1.1 Formulation classique avec opérateur DtN

1.1.1 Introduction et démarche

Nous allons nous intéresser a la résolution de I’équation de Helmholtz dans un milieu non
borné dans une direction (voir Figure 1.1) et borné dans les autres directions. Cette géométrie
est appelée un guide d’onde car les ondes se propagent de maniere guidées dans la direction
infinie x. Pour simplifier, la présentation ainsi que les résultats numériques seront en 2D (la
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généralisation au 3D ne pose pas de difficulté théorique). Nous noterons p le champ de pression
acoustique qui vérifie les équations suivantes :

Ap+w?p=f dans €,
(1.1)
d,p=0 sur 012,

o w > 0 est la pulsation (aussi appelée dans la suite fréquence), f un terme source et v la
normale unitaire extérieure au domaine. La vitesse est considérée égale a 1 ce qui est toujours
possible apres adimensionnalisation.

Remarque 1.1.1 Dans la suite, nous allons travailler avec I’équation (1.1). Cependant, ce qui
est présenté se généralise sans difficulté au cas d’une équation du type :

div(aVu) + b w’u = f

ot a et b sont deux fonctions scalaires supposées constantes en x hors d’un domaine borné de

Q.

Nous allons faire les hypotheses suivantes :

1. Le domaine €2 est connexe et se décompose en trois sous-domaines d’intérieurs disjoints
_ O— +
Q=0 0uQ,uQ,

ou QF = {(z,y), £z > a, y € [~h, h]} avec h et a deux réels positifs, et le sous-domaine
2, est borné. On notera par ¥, et X} les frontieres séparant ces trois sous-domaines.

2. La source f est a support compact inclus dans €2,,.

FIGURE 1.1 — Géométrie du guide d’ondes et notations.

Classiquement, pour compléter les équations (1.1), il est nécessaire d’imposer une condition
de radiation pour définir le comportement de la solution & 'infini (i.e. en +2 — 00). Comme
la source f est localisée, la solution p doit se propager vers l'infini et on dit qu’elle doit étre
sortante. Cette notion sera définie de fagon précise dans la section 1.1.2. Notons que ’équivalent
dans Pespace libre (i.e. Q = R?) est la condition de Sommerfeld (cf [36]).

Pour l'instant, définissons notre probleme ainsi
Trouver p € H. (Q) sortante telle que
Ap+uw?p=f dans Q, (1.2)
dyp=0 sur  0f2.

On se place dans H]._ car on cherche une solution faible et parce que les solutions se propagent
a I'infini sans décroitre. Afin d’étudier et de résoudre le probleme ci-dessus, nous allons utiliser
la démarche suivante (cf [47]) :
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1. A Paide de la décomposition du domaine  en une partie bornée €, et deux parties
infinies € et F, nous allons donner une reformulation multi-domaines équivalente de
notre probléme initial.

2. Dans les parties invariantes, on exploitera la géométrie séparable pour faire une résolu-
tion analytique (voir section 1.1.2) et cela nous permettra d’expliciter la condition de
radiation.

3. Grace a cette représentation analytique de la solution dans les sous-domaines infinis,
nous pourrons éliminer les inconnues dans les parties invariantes, et réécrire le probleme
seulement sur la partie bornée a ’aide de conditions dites transparentes sur les frontieres
¥ (voir section 1.1.3). Cette formulation nous permettra de faire I’analyse mathématique
et la résolution numérique.

Formulation multi-domaines Commencons par la premiere étape : en s’appuyant sur les
trois domaines introduits €2, ,, QF, on note p~, p® et p* les champs de pression dans ces trois
domaines. Ces inconnues doivent vérifier les équations suivantes :

Ap® + w?p® = f dans Q.,
oyp* =0 sur 09, N 09,
(1.3)
Ap* +w?p* =0 dans Or
et
dupt =0 sur  0QF N oQ.

ol p* sont sortantes dans QF (nous expliciterons cette notion dans la section suivante). De plus,
p® et pt doivent également vérifier les conditions de raccord :

p* = p* sur LF
(1.4)
o,p" = 0,pt sur L.
Les équations (1.3-1.4) nous donnent la formulation multi-domaines. Elle est bien équivalente
au probleme de départ (1.2) car :
— i p vérifie (1.2), alors ses restrictions p~, p® et p* dans les trois domaines respectifs Q.
2, et QF sont solutions de (1.3) et vérifient les conditions de raccord (1.4),
— sip™, p® et p* sont solutions de (1.3-1.4), alors la fonction p définie comme p* dans QF

et p* dans €, est solution de (1.2) et est dans H} () grace aux conditions de raccord
(1.4).

1.1.2 Les modes dans un guide acoustique

Nous allons maintenant nous focaliser sur les parties invariantes du domaine €2. Pour faciliter
le discours, nous allons uniquement travailler dans €}, mais évidemment les mémes calculs

pourraient étre fait dans €, . Rappelons que p* vérifie les équations :

Apt +w?pT =0 dans QF,
(1.5)
o,pT =0 sur 0.

Nous allons chercher a décomposer p™ sous la forme d’une série de solutions particulieres
de la forme ¢(y)e’®, ol B est un nombre complexe (appelé nombre d’onde) qui donnera la
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propagation dans la direction infinie x, et ¢ une fonction donnant la résonance dans la direction
transverse y. Ces solutions particulieres seront appelées les modes.

En injectant cette forme de solution ((y)e??* dans (1.5), on est ramené a résoudre le probléme
aux valeurs propres suivant :

d2
(dTJQ +w?)p =% dans  [—h,h],

p (1.6)
= en {y = Lh},

oll 32 joue le role de valeur propre et ¢ de vecteur propre. Ces valeurs propres sont données par
la suite (82)ren, Ol

w? — ("‘—“)2 si w? — ("‘—“)2 >0,

2h 2h
Br = (1.7)
i (%)2—w2 si w2—(§—2)2<0,

et pour chaque valeur propre nous avons la fonction propre associée :

o = Nycos((y + h)gg), (1.8)

avec Ni un coefficient de normalisation égal a 1 pour £ = 0 et égal a % pour k > 1. Ainsi

normalisée, la famille des (py); vérifie le
Lemme 1.1.2 La famille de fonction ()i forme une base orthonormale de L*([—h, h]).

La démonstration de ce lemme est immédiate en notant que les (g ) forment exactement la
base de Fourier.

On déduit alors deux familles de modes :
Pl:_ = @k(y)eiﬁkxa et Pk_ = @k(y)e_iﬁkxa (19)

qui se distinguent par leur ’sens’ de propagation :
— pour w? — (%)2 > 0, c’est a dire 8, € R, on parle de modes propagatifs car ils se

propagent dans tout le domaine (voir illustration 1.2). Ces modes sont en nombre fini et

. , . w
leur sens de propagation est donné par la vitesse de groupe V, = ——. Dans notre cas, en

dp
différenciant 1'expression de 7 par rapport a w, on obtient pour les modes P, :
dw
BrdBr, = wdw ©7=@>0.
dﬂk w

Ces modes sont dit progressifs, c’est a dire qu’ils se déplacent vers la droite, et sont donc
sortants dans €2} . Au contraire, les modes P, ont des vitesses de groupe V, < 0 et sont

donc rentrants, dans €.

— pour w?— (%)2 < 0, c’est a dire 5y, € iR™, on parle de modes évanescents (voir illustration
1.2) car ils décroissent aux infinis. Ils sont en nombre infini et leur sens de propagation est
simplement donné par leur direction de décroissance. Ainsi les modes P se "propagent'
vers la droite et sont sortants dans €}, et les modes P, se "propagent' vers la gauche et

sont rentrants dans €.
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“m mﬂ'\zuuw_%_u m?]r\zm Lom wqmufﬂ‘\zwuuh uu?]wzwmm

-0.707 0.707 -0.707 0.707

FIGURE 1.2 — A gauche un mode propagatif et un mode évanescent.

Grace a ces deux familles de modes, nous pouvons définir la notion de solution sortante :

Définition 1.1.1 La solution p* dans Q} sera dite sortante si elle se décompose sur la famille
(P! )ken, c’est a dire s’il existe une suite de complezes a; telle que

pr(,y) = ) aferly)e e,
k=0

On dira de maniére similaire que la solution p~ est sortante dans ), si elle se décompose sur
la famille (P )ken-

Ainsi, pour une donnée de Dirichlet g dans Hz (%), on obtient 'unique solution sortante p*
vérifiant p™ = gJ sur ¥} avec la formule explicite

pr(w,y) = Y (98, 00) gy i (), (1.10)
k=0

en décomposant la donnée sur la base des (¢x)r. De méme, si on se donne une donnée de
Neumann ¢, dans H _%(E;—r), on obtient la solution sortante vérifiant 0,p™ = g, sur X par :

(g;_a SOIC)L2 hony iBr(z—a
pHa,y) = Y S EED g (y) e Pileme)

, (1.11)
k>0 iBs

si O, # 0 pour tout k. Les fréquences pour lesquelles il existe k tel que [, = 0 sont appelées les

fréquences de coupure et sont données par w = g—z

Hypothese 1.1.3 Nous supposerons dans la suite que w n’est pas une fréquence de coupure,
c’est a dire :

k
we I, ol Ic={%,keN}. (1.12)

1.1.3 Reformulation a ’aide d’un opérateur DtN

A Daide des expressions explicites obtenues dans les demi-guides, on va éliminer de la for-
mulation multi-domaines (1.3-1.4) les inconnues p*. Nous allons ainsi obtenir des conditions
transparentes sur les frontieres artificielles 7. Par exemple, sur 31, la relation de raccord (1.4)
impose p® = p*. Donc, connaissant pa|2¢, nous obtenons I'unique solution sortante p™ vérifiant
pt = p® sur XF par la formule (1.10). De plus, on sait également par la relation de raccord (1.4)
que 0,p* = Op* sur LF, et donc nous déduisons la relation d,p* = T}, ~(p%s+) entre p?s+ et
d,p*, ou Vopérateur de Dirichlet to Neumann T4, est défini par :

Définition 1.1.2 Soit T}, Uopérateur de H2 () dans H2(SF) qui d gq associe

T5n(90) = 2 8490 98) sy 9k
k=0

On, définit de maniére similaire Uopérateur Ty 5 de H2(X7) dans H 2 (X]).
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Remarquons que pour 7T},_, 5, nous avons la méme formule explicite car sur X la normale est
opposée & la normale sur . A l'aide de ces opérateurs T3, la formulation multi-domaines
(1.3-1.4) peut étre reformulé uniquement dans la partie bornée :

Trouver p* € H(Q,) telle que

Ap® + w?p® = f  dans Qa,

(1.13)
a,p* =0 sur 09, N 09,
o,p* =Tph N(p*) sur ¥t

Les deux formulations (1.13) et (1.3-1.4) sont équivalentes car :
— Si (p~,p% p*) sont solutions des problémes couplés (1.3-1.4), alors il est immédiat que
p® est aussi solution de (1.13),

— Si p® est solution de (1.13), alors en posant p* = p*(p®|y+ ) dans QF, nous reconstruisons
une solution de (1.3-1.4). On note ici abusivement p*(p®|y:) pour désigner la solution
sortante p* vérifiant p*[g+ = p®lgs.

Remarque 1.1.4 Nous avons construit des opérateurs Dirichlet to Neumann, mais on peut tout
aussi bien a Uaide de la formule (1.11) et des relations de raccord (1.4) obtenir des opérateurs
Neumann to Dirichlet qui relient les dérivées mormales a,,pa\zg auz traces p“|E}. Ces opéra-
teurs sont les inverses des opérateurs Dirichlet to Neumann Tj_, 5. Numériquement, il est plus
simple de considérer les opérateurs Dirichlet to Neumann car on a directement des conditions
variationnelles.

Le probléeme (1.13) peut s’écrire sous une forme variationnelle classique :

Trouver p* € HY(Q,) telle que Vp e H'(Q,)

. .- } (1.14)
a(p”,p) — t(p",p) = L(p),
ou les formes bilinéaires a(-,-) et t(-,-) = t*(-,-) + ¢ (-, -) sont données par :
a(p®,p) = J V" - Vp - w’p'p,
Qq
(1.15)
(" ) =< T 0" D > = 2 iBe(D" k) 2ty (0hs D) 12wt
k=0
et o < -+ >y désigne le produit de dualité entre H2(XF) et H™2(X%). La forme linéaire
continue L est définie par
oy =—[ 7
Qq

La formulation en domaine borné nous permet de retrouver un résultat classique :

Théoreme 1.1.5 FExcepté pour au plus un ensemble dénombrable de fréquences w qui peuvent
uniquement s’accumuler en +00, le probléme (1.15) admet une unique solution.

Preuve : Montrons que le probleme releve de I'alternative de Fredholm en prouvant qu’il
s’écrit sous la forme "coercif + compact'. La forme bilinéaire a(-,-) se décompose en une partie
coercive (le produit hermitien H') et une partie compacte (le produit L?) comme suit :

a(p,p) = (p, D) (0.) — (W + 1) (D, B)r2(00)-
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On parle de partie compacte pour le produit L? en identifiant cette forme bilinéaire & un
opérateur (via le théoréeme de représentation de Riesz) qui est compact.

De plus, la forme bilinéaire (-, -) se décompose également en deux parties :

— la partie associée aux modes évanescents, notée tepan = ., (5s) + toyen (), o0 tE
vérifient :
t;an(paapa) = Z 26k| (pa, @k)[ﬁ(zg) |2 <0, (116)

k>=ko

avec kg l'indice du premier mode évanescent. En effet, pour k > kg, nous avons i3, € R
et if, < 0. Ainsi, la forme bilinéaire (-,-) g1 (q,) — tevan(-, -) est coercive.

— Puis la partie associée aux modes propagatifs tyrop(-,-) = (5 ) + thop(- ) o0 £
sont données par les sommes finies :

ko—1
t;rop(pa7ﬁ) = Z Zﬂk’( 790k)L2( ) (Spkhp) (E+) . (117)
k=0
Ces formes bilinéaires sont "compactes" car le rang des opérateurs associés est fini. Par
conséquent, la forme bilinéaire (-,-)z2(q,) — tprop st "compacte’.
On obtient ainsi I’écriture ’coercif+-compact’ de notre probleme et ce qui montre qu’il releve de
I’alternative de Fredholm.

Enfin, on montre qu’il y a unicité de la solution excepté pour au plus une suite croissante
de fréquences tendant vers l'infini en utilisant les propriétés de symétrie et de coercivité de
a(+,+) = tevan(+, -), et le théoréeme du min-max sur les valeurs propres. |

1.1.4 Discrétisation de la formulation en domaine borné

La formulation en domaine borné nous a permis de retrouver un résultat classique d’exis-
tence et unicité de la solution (voir théoreme 1.1.5). De plus, elle nous permet de résoudre
numériquement notre probleme et nous allons maintenant décrire comment discrétiser la for-
mulation variationnelle (1.14).

La forme bilinéaire a(-,-) définie dans (1.15) est classique et ne présente aucune difficulté
pour la discrétisation. En revanche, pour traiter les formes bilinéaires ¢*(-,-) qui définissent
t(-,-), il est nécessaire de faire une approximation pour évaluer numériquement

k
pj>pl Z Zﬁk P, ¥ L2 = (90 >pi)L2(Ea+) ) (118)
k=0
ou p; et p; sont deux fonctions tests. L’idée est simplement de tronquer la série au Neéme terme.
Ainsi, ayant une somme finie, on peut évaluer numériquement cette expression.

En considérant la forme bilinéaire approchée ty(-,-) = t&(-,-) + ty(-,-), ot tx(:,-) corres-
pondent aux séries tronquées dans I'expression ci-dessus (1.18), on résout alors le probléme
approché :

Trouver p® € H(§,) telle que Vp e H'(Q,)

a(p®, p) — tx(p®, p) = L(p), (1.19)
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Remarque 1.1.6 On montre (voir par exemple [50]) que cette formulation approchée (1.19)
admet bien une solution. De plus, cette solution converge exponentiellement vite avec N vers la
solution du probléme exact (1.14), pour N plus grand que le nombre de modes propagatifs.

Il est important de souligner que la discrétisation de la forme bilinéaire ¢y (-, ) conduit a des
blocs pleins dans la matrice issue de la discrétisation. En effet, t1,(-, -), par exemple, couple tous
les degrés de libertés sur la frontiere X} (de méme avec ¢~ (+,-) sur 3. ). Pour des problémes de
grande taille, ces blocs denses pénalisent fortement I'inversion directe de la matrice issue de la
discrétisation. Ce point motive I’étude de méthodes itératives pour résoudre notre probléme,
voir section 1.3.

Afin d’illustrer de maniere qualitative les conditions transparentes, nous avons représenté
sur la Figure 1.3 la résolution du probleme (1.19) pour deux tailles de boites a = 1 et a = 2,
a la fréquence w = 8 et avec le méme terme source f. Nous avons dans les deux cas tronqué
la série (1.18) & N = 10, ce qui revient pour w = 8 a prendre les 3 modes propagatifs et les 7
premiers modes évanescents.

Sur ces simulations, on peut voir que la position des frontieres ou l'on écrit les conditions
transparentes (marquées en noir) n’a pas d’influence sur la solution. En ce sens, elles sont
donc transparentes. On a représenté en cercle pointillé le support de la source gaussienne. Par

ailleurs, grace a la formule explicite (1.10) on peut reconstruire la solution dans les domaines
Q.

FIGURE 1.3 — Résolution du probléme (1.19) pour 2, = [—1,1] en haut, puis Q, = [—2,2] au
centre, et enfin reconstruction de la solution dans tout le domaine en bas. Le terme source f est
représenté par le cercle en pointillé.

1.2 Nouvelles formulations avec recouvrement

L’approche classique que nous venons de rappeler fonctionne tres bien pour les cas "acadé-
miques" 2D. Cependant, dans I'idée de développer une méthode adaptée a des configurations
de grande taille (cas 3D élastique), cette approche devient non réalisable car I'inversion directe
du systeme linéaire issue de la discrétisation est trop cotiteuse. En effet, comme nous I'avons vu
dans section 1.1.4, les opérateurs Dt N induisent des blocs pleins dans la matrice qui pénalisent
fortement les méthodes de factorisation directe.

Par conséquent, des approches itératives (voir section 1.3) pour la résolution du systéme
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linéaire sont plus adaptées. En vu d’améliorer leurs vitesses de convergence, nous allons in-
troduire une nouvelle formulation basée sur une approche décomposition de domaine avec
recouvrement. Les intéréts de cette nouvelle formulation seront détaillés dans la section 1.3.2
et au prochain chapitre.

Jusqu’ici, les domaines €, et QF étaient d’intérieurs disjoints. L’idée va étre maintenant de
considérer la partie bornée plus ’grande’ et chevauchant les parties infinies Q}F et Q. Introdui-
sons le domaine

Q=B uQ,u B,
ot Bi" sont les zones de recouvrement définies par Bj* = {a < £z < b} x [~h, h], avec b = a
(si b = a, on se retrouve dans la méme situation que précédemment). On notera par X les
fronticres verticales en x = +b du domaine €2, et on notera | = b —a > 0 la distance entre ¥F
et Ef. Ces notations sont rappelées sur la Figure 1.4.

Y

I Ha o P L.
w — ~ e

O

FIGURE 1.4 — Géométrie du guide et notations.

1.2.1 Formulation multi-domaines avec recouvrement

A T’aide des domaines €, €, et QF, nous proposons de construire une deuxieme formulation
multi-domaines du probléme initial (1.2). Notons p® le champ de pression dans le sous-domaines
0. p® et p* vérifient les équations suivantes :

Ap® +w?p® = f dans O,
op’ =0 sur 082, N 092,
(1.20)
Ap* +w?pt =0 dans Or
et
dupt =0 sur  0QF N oQ.

ot p* sont sortantes dans F. Comme dans le cas sans recouvrement (1.3-1.4), ces équations
(1.20) doivent étre couplés par quatre conditions de transmission, cette fois définies sur les
quatre frontieres (X, , %7, X+, X)), A la différence du cas précédent, ol 'on imposait nécessai-
rement la continuité de la trace et de la dérivée normale, nous devons ici faire un choix pour la
condition qu’on impose sur chaque frontiere (X, , X, , X1, X;).

Une extension naturelle de ce qui a été vu serait d’imposer une condition de transmission
de type Dirichlet sur X% et de type Neumann sur ¥. Ici, nous expliquons pourquoi ci-apres,
nous allons généraliser en imposant des conditions de types Dirichlet et Robin :
pb = pt sur LF
(1.21)
0" +p* = Op* +ap*t sur Xy,
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Remarque 1.2.1 Bien évidemment, il existe de nombreux autres choix possibles pour ces condi-
tions (par exemple deuzx conditions type Dirichlet ou deux de type Robin). En particulier, nous
discuterons dans le prochain chapitre un choiz plus complexe, voir la section 2.5.

La question est de savoir si la formulation multi-domaines (1.20-1.21) est équivalente au
probléme initial (1.2). Notons qu’il est évident qu’'une solution p du probléme (1.2) nous permet
de construire une solution de (1.20-1.21) en considérant simplement :

(p~ = ploz» 1" = play: Pt = plos)-

L’autre sens est moins trivial et on comprend intuitivement que pour reconstruire simplement
une solution p du probléme initial & partir de (p~, p°, p*) solution de (1.20-1.21), p® et p* doivent
coincider (étre compatibles) dans les bandes Bjt.

Proposition 1.2.2 Si toute solution (p~,p°,p*) du probléeme avec recouvrement (1.20-1.21)
vérifie :
p’=pt dans Bf (1.22)

alors la formulation multi-domaines avec recouvrement (1.20-1.21) est équivalente au probléme
initial (1.2).

Preuve : Si (p~,p°, p") est solution de (1.20-1.21), alors p défini par :

(1.23)

b

pt dans QF,
p° dans €2,

est solution de (1.2). De plus, la fonction p est bien dans H}_ car par hypothese p* = p*. W

Etant donné cette proposition, il est naturel pour essayer de montrer 1’équivalence entre les
deux formulations (1.20-1.21) et (1.2) de considérer les différences v+ = p® — p* dans Bj" et de
vouloir prouver qu’elles sont nulles. Les fonctions p® et p* vérifiant les équations (1.20-1.21),
nous obtenons directement que v+ est solution du probléme homogene :

Avt +w?® =0 dans Bjt,
vt =0 sur OB n oS,
(1.24)
vt =0 sur >t
ot + Tt =0 sur ¥

Ainsi, si 'unique solution du probléme est v+ = 0, alors nous avons équivalence entre les deux
formulations (1.20-1.21) et (1.2) .

L’unicité de la solution pour les problémes (1.24) dépend du choix du parametre v dans la
condition sur X et nous avons le :

Lemme 1.2.3 Les problémes (1.24) posés dans les bandes Bjt ont :
— si Im(vy) # 0 comme unique solution v = 0,
— si Im(vy) = 0 des fréquences propres w et donc des solutions v¥ non nulles.
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Preuve : Si Im(v) = 0, alors on montre par des arguments classiques de théorie spectrale que
les problemes (1.24) admettent des fréquences propres.

Maintenant, supposons que Im(y) # 0. Les calculs étant les mémes dans B;” et B;, nous
allons uniquement travailler dans B;". En testant nos équations (1.24) par v+, et en utilisant
vF]gr = 0et 00" = —7v+|2;, il vient :

J \Vv+\2—w2v+]2+’yf lv™)? = 0.

Bt =F

l b

En prenant la partie imaginaire de cette expression, on déduit que v*\zzr =0 (car Im(y) # 0).
De plus, on sait aussi que 0,0 + 7U+|E; = 0, donc nous avons v+|2b+ = 0,v" =0 sur . Par

un argument de prolongement unique, on déduit que v* = 0 dans tout le domaine B;". ]

On choisira donc dans la suite Im(vy) # 0. On déduit du lemme ci-dessus et de la proposition
1.2.2 la

Proposition 1.2.4 Pour tout 7 tel que Im(y) # 0, la formulation multi-domaines (1.20-1.21)
est équivalente au probléme (1.2).

Les fréquences de "boite"

Dans le cas Im(y) = 0, nous venons de voir que les problémes posés dans les "boites" Bjt
admettent des fréquences propres. Intuitivement, il semble donc naturel qu’a ces fréquences
nous n’avons plus 1’équivalence entre la formulation multi-domaines (1.20-1.21) et le probléme
initial (1.2). Cependant, la démonstration de ce point n’est pas triviale et il nous a semblé
intéressant de la détailler. Pour simplifier le discours, on se place dans le cas particulier v = 0
qui revient & imposer une condition de Neumann sur ;.

La géométrie de B;" étant rectangulaire, on est en mesure de calculer explicitement les modes
et fréquences propres. Typiquement, dans B;" la fonction v™ vérifiant les équations homogenes
(1.24) se décompose sur les modes aller-retour :

vt = ) AR (y) + Ape g (y),
k=0

otl 'on rappelle que ety (y) sont les modes du guides (voir sections 1.1.2). On déduit de la
condition de Dirichlet homogene sur 31 et de I'orthogonalité des ¢y, (voir le lemme 1.1.2) :

Ar = —Af.

Ainsi, pour avoir une solution v* non nulle du probleme (1.24), on doit trouver un kg tel que
A,jo # 0. 11 vient alors en utilisant la condition de Neumann homogene sur ;" et 'orthogonalité
des modes qu’on doit vérifier :

| | kom ) *
eProt Pl = 0, ou I'on rappelle que B, = A |w? — (2()]?) . (1.25)

On détermine ainsi ’ensemble des fréquences propres :

kom 2 T
Qh) [ = = mod ()}, (1.26)

I = {weR" telle qu'il existe kq vérifiant 4 [w? — ( 5
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pour lesquelles les modes propres associés (dans B;") sont solutions non nulles de (1.24), et sont

proportionnels a A
(6Z/Bk0($_a) _ e_lﬁko(x_a))(pko (y) (127)

Remarquons que nécessairement [y, doit étre réel pour vérifier la relation (1.25), donc Iindice
ko correspond a un mode propagatif. Les calculs sont les mémes dans B, .

Remarque 1.2.5 Nous parlons ici de fréquences propres pour la boite B;", mais on aurait pu
tout aussi bien parler de "l propres” a une pulsation w fixée. En effet, I’ensemble I; est "artificiel”
dans le sens qu’il vient de notre méthode, et pour w fixé, on peut toujours choisir | pour éviter
les modes de boites. De maniére générale, ce sont les couples (w,l) de l’ensemble

o\ 2
I ={(wl)e (R+)2 tel qu’il existe ko vérifiant A |w? — (OW) [ =— mod(m)},

pour lesquelles il existe des solutions non nulles a (1.24).

Maintenant que nous avons caractérisé les éléments propres des boites Bj*, nous pouvons
énoncer la

Proposition 1.2.6 Siw € [}, alors la formulation multi-domaines (1.20-1.21) n’est pas équiva-
lente au probléme initial (1.2).

Preuve : Pour prouver ce résultat, nous allons montrer que le probleme (1.20-1.21) avec une
source f = 0 admet des solutions non nulles. Considérons le probleme de diffraction de 1'onde
incidente e~ (@=%, (1) dans le guide €2 :

Trouver p € H. .(Q) telle que
Ap+w?p=0 dans

oyp =0 sur 01}, (1.28)
et telle que p = p@/f + e7Pro(*=2 g, (y) dans QF,

ou p%ff est sortante.

Ici, p n'est pas sortante dans QF. C’est la superposition d’une onde incidente rentrante
e Pro@=a) () et du champ diffracté p®/7/ qui lui est sortant.

Ce probleme admet une solution non nulle p et a partir de cette solution nous construisons :

— p~ =pdans (),

— p® = p dans O,

— et pt = p¥S 4 eProT=D i, (y) dans Q.

Par définition, (p~,p°, pT) est solution des équations (1.20) et on a bien p* sortantes. De plus,
les relations de transmission (1.21) sont également vérifiées car :

— dans B;, nous avons v~ = p’—p~ = 0, donc en particulier d,p® = d,p~ sur 3, et p~ =p
sur 2.

— dans B;", nous avons v = p® — pt = (7@ — e (2=0)) ) (y). La fonction v+ est
donc un mode propre de la boite B;" et est solution du probléme (1.24). Par conséquent,
nous avons v = 0 sur X} et d,0t = 0 sur X, ce qui revient a vérifier les relations de
transmission (1.21).

b
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Nous avons ainsi construit (p~, p’, p*) une solution non nulle du probléme homogene (1.20-1.21).
|

De maniere générale, on peut conjecturer que pour d’autres conditions de transmission,
nous avons bien ’équivalence entre le probléme initial (1.2) et la formulation multi-domaines
(1.20-1.21) si et seulement si les probléemes de "boite" (1.24) admettent v* = 0 comme uniques
solutions.

1.2.2 Reformulation a l’aide d’un opérateur DtR "avec recouvre-
ment"

Comme dans le cas sans recouvrement, a l'aide des décompositions modales dans QF, (voir
la formule (1.10)), nous avons pu éliminer les inconnues p* et donner une nouvelle formulation
en domaine borné. Cette fois, nous utiliserons des opérateurs "Dirichlet to Robin", définis par

Définition 1.2.1 Soit TS, Uopérateur défini de H2(SF) dans H™2(3;) qui ¢ une donnée gq
associe

Tll)’iR(gd) = Z(gda SOk)p(z;)SDkGiﬂkZ(in +7).
k=0

De maniére similaire, on définit Uopérateur Th_, p qui va de H%(Zg) dans H=2(3; ).

A l— ! -
Remarque 1.2.7 Nous avons la méme formule pour T, et Tp 5 car sur ¥, , la normale
est opposée d la normale sur ¥ et car e Br(=bta) — @ikl

e . Lt .
Une propriété importante sur les opérateurs T3~  induite par le recouvrement est la

Proposition 1.2.8 Pour tout | > 0, les opérateurs TgiR sont compacts.

La démonstration de cette proposition sera faite un peu plus loin.

Avec ces opérateurs, on peut dériver des conditions transparentes originales reliant des don-
nées sur des frontieres séparées et obtenir le probleme posé dans €2, ainsi :

Trouver p* € H(£2,) telle que

Ap® + wW?pb = f dans O,

1.29
d,p° =0 sur 08 N 09, ( )
o’ + 0" = Tptp(P¥lsz)  swr Sy

Ce probléme est équivalent au probléme initial (1.2). Sachant que le probleme (1.2) est bien
posé sauf pour un ensemble dénombrable de fréquences, voir théoreme 1.1.5, on sait que le
probléeme (1.29) admet une unique solution, sauf pour ces méme fréquences.

Les résultats d’existence et unicité pour le probleme (1.29) ont été obtenus par équivalence
avec le probleme initial. Cependant, comme nous le verrons dans le chapitre sur 1’élasticité, nous
ne pourrons plus utiliser I’équivalence pour montrer le caractére bien posé de la formulation en
domaine borné.

Pour cette raison, il est intéressant de montrer directement que le probléeme releve de
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I’'alternative de Fredholm analytique. Autrement dit, on va montrer qu’il s’écrit sous
la forme "coercif+compact" ou la partie compacte dépend analytiquement de la fréquence w.
Commencons par donner la formulation variationnelle de notre probleme :

Trouver p’ € H()) telle que Vp e H' ()
a’Y(pbuﬁ) - tl<pb7ﬁ) = L(ﬁ)

ot les formes bilinéaires a, (-, -) = a(-,-) =05 (-,-)=bX (-,-) et t;(-,-) = t;"(-,-) +1; (-, -) sont définies
par :

(1.30)

a(’p)=| V' Vp—w?p'p,
Q
b2 (0", p) = ’YJ PP, (1.31)
Sy

(0", p) = L+ TgiR(pb’EI )b = Z(Pba SOk)p(z;—*)emkl(iﬂk + ’Y)(SOk,ﬁ)L?(Ebi)-
b k>0

Remarquons qu’on ne peut pas reproduire la démonstration du cas [ = 0 car ici les formes
bilinéaires ;" (-, ) :
b~ : bk Bl T Y
(0", 5) = D (@8 +7) (1" 0°) pogsr) (B, 08 2 st
k=0
couplent des degrés de liberté sur des frontiéres séparées X et XiF. Par conséquent, on ne peut
rien dire sur les signes de t*(p’, p’), ot p/ est une fonction test, comme dans la preuve de 1.1.5.

On utilisera ici le découpage suivant :
— pour la partie coercive, on considérera la norme H'(€)),
— et pour la partie compacte tout le reste, c’est a dire :

(W? + 1), )2y +05 () 05 0) + ().

On sait que cette forme bilinéaire est associée (via le théoréeme de représentation de
Riesz) a un opérateur compact par les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve
de du théoreme 1.1.5, et par la proposition 1.2.8.

La dépendance analytique de la partie compacte peut étre montrée sans difficulté pour w
dans G, ou G est la zone du plan complexe définie par :

G ={weC tel que Re(w) =0 et Im(w) = 0}\I.

L’analyticité des opérateurs TBJiR vient de l'analyticité des fonctions e”*! par rapport a w.
Remarquons que 1’'on doit exclure ’ensemble des fréquences de coupure /. défini par 1.12 car la

fonction :
A /w2 —(km/2h)?1

n’est pas analytique pour ces valeurs de w.

Y

Il nous reste finalement a démontrer la compacité des opérateurs Tgi N bour tout w dans
G. Notons que pour w € G complexe tel que Im(w) > 0, on étend la définition de f. par :

By = in/w? — (km/2h)2,
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en considérant la racine complexe assurant Im(3;) > 0.

Avant de montrer la proposition 1.2.8, commengns par rappeler une définition (qui nous sera
utile) de la norme sur I'espace de Sobolev H*([—h, h]) pour s réel :

Définition 1.2.2 Soit g une fonction de H*([—h, h]). On définit la norme de g par

) ) k271‘2 S
He([—h,h]) = Z (g, on) <1 + (2h)2>

k=0

Igl

On peut maintenant donner la

Preuve de la proposition 1.2.8 : Nous allons montrer le résultat pour TB: N uniquement,
la démonstration pour Tll)’; r ¢tant la méme. Pour montrer la compacité, nous allons prouver
que T ll)i r est limite d’une suite d’opérateurs de rangs finis (les sommes partielles).

Pour cela, prouvons que le reste de la série Ry définie par :

Rn(9) = Y (9,8) 2y oxe™ (i + ),
k=N

ot g € Hz([—h, h]), converge vers 0 quand N — +o0, au sens de la norme d’opérateur, c’est a
dire que :
Nl_i)filoo sup | Bx(9) l-12(i—nnp= 0
{9l 1725y =1

Si Im(w) > 0, alors on a toujours || < [eRe@)!| et on peut montrer qu'il existe une
constante Chy (. telle que |i8;| < Cim|(Be(Re(w)))|. Par conséquent, nous allons uniquement
considérer le cas plus difficile de w réel qui servira de majorant aux autres cas (a une constante
multiplicative prés indépendante de N).

Supposons Im(w) = 0 et N suffisamment grand pour avoir Sy = i (’;—Z

k > N. Par définition de la norme sur H=2([—h, h]), il vient alors pour tout g € HY2([—h, h]) :

)2 — w? pour tout

1
k*m2\ "2
2 _ 2 2|l » 2
| Rn(g) HH_%([_h’h]) k§>N|<97€0k)L2(23)| € <1 + (2h)2> 1Bk + 7,

(1.32)

28wl 2 kP E 2 2
<2 P g o P (14 s ) (58 77
k=N

La majoration ci-dessus est obtenue en remarquant simplement que |ify + 7[> < 2(|8:* + |7[*)
et que e 2PNl > =28l pour tout k > N. Ensuite, en séparant la somme en deux :
— d’un coté le terme avec |3¢|?, on utilise la majoration

k2

2 < 1
| Bl * he

— d’un autre coté le terme avec v, on utilise la majoration simple

L BRI () R
(2n)2) (2n)2)
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On obtient alors

_ k 2
IR 1y < 2% 2 0o (14 ) (L B
’ k>N (2h)

(1.33)
<27 [y P) gy -

On a donc un majorant de la norme de l'opérateur Ry donné par e‘2|5N|l(1 + |7]?) qui tend
exponentiellement vite vers 0 avec IV, ce qui prouve notre résultat. [ |

Remarque 1.2.9 On peut montrer ce résultat de manicre plus abstraite en notant que TB:R(g)
donne d,pt + yptls, sur X, ou pt est la solution sortante du probléme dans U} vérifiant
Pﬂz; = g. Or, 3f est a Uintérieur du domaine QF et par conséquent, par des arguments de

régularité de p* (cf [61]), on montre que (0, +)p™ est dans un espace plus régulier que H™ %, en
particulier Hz. On termine en utilisant le théoréme d’injection compacte des espaces de Sobolev.
Cependant, nous avons préféré cette démonstration plus calculatoire afin de mettre en évidence
le role des exponentielles dans les séries, et parce que dans le cas de [’élasticité nous devrons
adopter cette approche.

Remarque 1.2.10 Si la pulsation w est une fréquence de coupure, on peut toujours effectuer
la preuve de compacité ci-dessus. En revanche, on n’a plus l’analyticité en ce point comme nous
l'avons déja mentionné.

Notre probleme avec recouvrement releve donc du théoréme de Fredholm analytique et
nous pouvons donner le

Théoréme 1.2.11 Le probleme (1.29) (ou sous forme variationnelle (1.30)) est bien posé ex-
cepté pour au plus un ensemble dénombrable de fréquences qui peuvent s’accumuler autour des
km

Jréquences de coupures w = 3.

Ici bien sur, on sait par le théoreme 1.1.5 que I'ensemble des fréquences pouvant poser probleme
tend nécessairement vers +o0 et ne s’accumulent jamais autour des fréquences de coupures.

Preuve : Sachant que le probleme releve du théoreme de Fredholm, pour montrer ce résultat,
il faut trouver une fréquence w pour laquelle le probleme admet une unique solution pour tout
f. Considérons une fréquence w = iwy € G imaginaire pure, ou wy est un réel strictement positif.
Dans ce cas, le probleme (1.29) est équivalent a :

Ap—wip=f dans Q,
(1.34)
dyp=0 sur  0€,

qui admet une unique solution dans H'(Q) simplement en appliquant le théoréeme de Lax-
Milgram. |
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1.2.3 Discrétisation de la formulation en domaine borné

Pour discrétiser la formulation variationnelle (1.30), la procédure est similaire au cas sans
recouvrement décrite dans la section 1.1.4. L’évaluation numérique des termes :

(0 0') = Y (18 +7) (0 08) oy € (00:17) o) (1.35)

k=0

qui définissent (-, ), se fait en tronquant simplement la série apres le Néme terme. Ainsi, on
résout le probleme approché :

Trouver p* € H(€2,) telle que Vp e H'(£2)

a,(p*, p) — tN (p°, ) = L(p), (1.36)

ot la forme bilinéaire ¢ (-, -) est définie a l'aide des séries tronquées de (1.35).

Remarque 1.2.12 Comme dans le cas sans recouvrement, on montre (ici plus facilement) que
le probleme approché (1.36) admet une unique solution qui converge exponentiellement vite avec
N wers la solution du probléme exact (1.30).

Une maniére d’appréhender ce résultat est de remarquer que les termes de la série (1.35)
sont équivalents d e 1P pour k suffisamment grand. Par conséquent, la série converge exponen-
tiellement vite et seul les premiers termes sont prépondérants.

Pour [ > 0, la discrétisation de la forme bilinéaire ¢; conduit a des blocs denses comme
dans le cas [ = 0. Cependant, a la différence du cas sans recouvrement, ces blocs ne sont pas
symétriques car ils viennent du couplage entre les degrés de liberté sur deux frontieres séparés.

Ayant vu comment discrétiser la nouvelle formulation, on peut illustrer numériquement la
proposition 1.2.6 qui montre que 1’équivalence entre les problémes (1.30) et (1.2) n’est pas vraie
si v = 0 pour les fréquences de boite (voir la fin de la section 1.2.1). Nous avons tracé sur la
Figure 1.5 le conditionnement de la matrice obtenue apres discrétisation du probleme (1.36)
pour w € [0, 5], dans trois cas :

— tout d’abord, nous avons pris a = b = 2 et v = 0 comme cas de référence. On observe
alors que la matrice est inversible, sauf aux fréquences de coupure (marquées par la ligne
bleue).

— Ensuite, nous avons pris a = 1, b = 2 et v = 3+ 5i. On obtient également que la matrice
est inversible sauf aux coupures.

— Enfin, pour les parametres a = 1, b = 2 et 7 = 0, la matrice n’est pas inversible aux
coupures et aux fréquences propres I; des "boites" Bi® (marquées par les lignes vertes).

1.3 Etude de méthodes itératives de résolution

Bien que le cas 2D acoustique ne présente aucune difficulté particuliere, nous allons 'utiliser
comme modele pour étudier des méthodes itératives de résolution. La motivation réside dans
le cas de configurations élastiques 3D réalistes pour lesquelles 'inversion directe du systéme
linéaire issue de la discrétisation peut étre tres cotliteuse, voir impossible. En effet, les conditions
transparentes définies a 'aide des opérateurs Dirichlet to Neumann (ou to Robin pour le cas
avec recouvrement) sont non locales (voir les sections 1.1.4 et 1.2.3) et créent des blocs denses
dans la matrice globale.
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FiGURE 1.5 — En haut a gauche : a = b = 2 et v = 0, en haut a droite : a = 1, b = 2 et
vy=3+bi,enbas:a=1,b=2etv=0.

Une maniere naturelle de palier ce défaut est d’'utiliser une méthode itérative de résolution.
Typiquement, considérons le systéme linéaire :

ou M est la matrice a inverser, U la solution recherchée et I’ le second membre. L’idée est de
découper M sous la forme M = A + K, ou A est la partie creuse facilement inversible et K les
blocs denses, et de résoudre alors :

AUgns1y = F — KUppy.

o . . . < A v
Ainsi, en cas de convergence, on retrouve la solution exacte de notre probleme, tout en évitant
I'inversion directe du systeme linéaire "partiellement" dense.

Dans cette idée, la premiere approche abordée est I'utilisation d’une méthode de décompo-
sition de domaine. Cette technique introduite par Schwarz [85] consiste a diviser le domaine
global € en sous-domaines et de résoudre itérativement dans chaque sous-domaine. Bien siir,
il est nécessaire d’imposer des conditions de transmission sur les frontieres des sous-domaines
non inclues dans la frontiere 0€2 du domaine global. Le choix de ces conditions est important
car il détermine les propriétés de convergence de la méthode.

Dans le cas elliptique, on sait de maniere classique que la méthode de Schwarz pour des
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domaines bornés converge (cf. [79, 62, 44]). Notons que le cas de milieux infinis a également
été étudier dans les travaux de F. Ben Belgacem et al. [14]. Dans ce cas, une représentation
intégrale de la solution dans le domaine extérieur infini est utilisée avec une représentation
élément fini dans un domaine borné.

Cependant, des difficultés apparaissent lorsqu’on souhaite considérer des équations plus géné-
rales et typiquement I’équation de Helmholtz. Cette problématique a été étudiée notamment
dans les travaux de B. Després [33] et ceux de F. Collino et al. [29], qui traitent du cas
d’une géométrie bornée. On montre qu’en utilisant des conditions de transmission entre les
sous-domaines de type Robin, on peut assurer la convergence de la méthode.

Maintenant, si on se place dans un guide infini, 'utilisation des conditions de type Robin
ne suffit plus pour assurer la convergence. Ce cas a été étudié notamment dans les travaux de
N. Zrelli et N. Gmati [49]. Pour cette situation, on peut montrer un résultat de convergence
faible (cf [49, 21]) en utilisant des techniques de relaxation.

Ces résultats de convergence faible ont été obtenus dans le cas acoustique et ne peuvent pas
s’étendre au cas élastique. Par conséquent, nous avons adopté une autre approche et cherché a
utiliser la méthode de Schwarz comme préconditionneur de la méthode GMRES (cf [82, 83]).
L’algorithme GMRES permet d’assurer la convergence mais pour obtenir un taux de conver-
gence raisonnable, il doit étre préconditionné. Nous expliquerons en quoi notre choix de précon-
ditionneur est intéressant. Soulignons qu’une approche similaire a été utilisée dans [15] pour des
problémes de diffraction dans I’espace R2.

1.3.1 L’algorithme de Schwarz

Afin de discuter de maniere générale du cas avec et sans recouvrement, nous allons considérer
la décomposition (€2, 2, 2F) du domaine Q ou b > a. L’algorithme de Schwarz consiste a
résoudre itérativement dans le domaine borné €2, puis dans les demi-guides. Mathématiquement,
ce processus s’écrit comme suit :

Trouver pz(’n) € H'() telle que
Apl(’n) + w2pl(’n) = f dans ),

(7Vpl(’n) = (0 sur 0, N 012,

+

(0 + ’Y)plfn) = (v + V)P sur %
(1.37)
et trouver pa) e HL (QF) sortantes telle que

Apz—rn) + pri) = 0 dans QF,

(n

6,,pz—;) = 0 sur 0QF n 09,

pz—;) = pl(’n_l) sur ¥F.
ou nous avons choisi pour simplifier notre étude comme conditions aux bords des sous-domaines :
— une condition type Robin sur ©f,
— et une condition type Dirichlet sur 7.
L’avantage calculatoire de cette approche est que la résolution dans €, (effectuée par éléments
finis) nécessite uniquement linversion d’une matrice creuse. En effet, ici les conditions aux
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bords sont des données. De plus, la résolution dans les demi-guides QF se fait simplement par
projection de la donnée de trace sur 3F sur les modes (voir formule (1.10)), ce qui est peu
cotiteux. Cet algorithme semble donc présenter tous les avantages souhaités.

D’autre part, on souhaite que le processus itératif (1.37) ci-dessus soit bien posé et consis-
tant dans le sens suivant :

Définition 1.3.1 On dira que l’algorithme itératif (1.37) est :
1. bien posé si chacun des sous problémes est bien posé,

2. consistant si pour toute donnée initiale, en cas de convergence, la solution limite
(p=,p°, pT) du processus itératif vérifie :
— pour |l = 0 le raccord :

PP =p" sur B et 0,p° =0,pT sur If,

— pour l > 0, la compatibilité
P’ =pt  dans Bft.

La définition de consistance revient a dire qu’en cas de convergence, la solution limite est
solution de la reformulation égquivalente multi-domaines du probléme initial (1.2). En effet, nous
avons vu que :
— pour [ = 0, imposer la continuité de la trace et de la dérivée normale entre p® et p* sur
les interfaces ¥ donne une formulation multi-domaines équivalente au probléme initial
(voir section 1.1.1),
— pour [ > 0, la condition de la proposition 1.2.2 impose la compatibilité p? = p* dans les
bandes B;j" pour que I’équivalence soit assurée.

Bien évidemment, on souhaite également que ’algorithme converge et ce point sera discuté dans
la section suivante 1.3.2.

Remarque 1.3.1 De maniere générale, d’autres choix de condition auzx bords des sous-
domaines Q, et QF sont possibles mais elles doivent conduire d un algorithme bien posé et
consistant. En particulier, nous discuterons dans la section 2.3 du chapitre 2 une autre possi-
bilité.

Vérifions maintenant qu’avec nos choix de conditions aux bords des sous-domaines, 1'algo-
rithme (1.37) est bien posé et consistant. Commengons par le caractére bien posé.

Les problemes dans les demi-guides sont bien posés et se résolvent directement par projec-
tion modale (voir la formule (1.10)). Par conséquent, montrer que I'algorithme (1.37) est bien
posé revient a prouver que le probleme dans €, est bien posé.

Lemme 1.3.2 Le probleme :

Trouver p* € HY(Q) telle que

Ap® +wW?p® = f dans O,

(1.38)
o,p’ =0 sur 08 N 09,
(@ +7)p = gE  sur S5

admet :
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— pour Im(y) # 0 une unique solution,
— pour Im(y) = 0 un ensemble discret de fréquences propres.
Les données g et f sont respectivement dans H2(XF) et L2(SY).

Preuve : Pour le cas Im() = 0, la démonstration repose sur des arguments de théorie spec-
trale, comme pour le lemme 1.2.3.

Maintenant, si Im(y) # 0, la démonstration de ce lemme se fait en deux étapes :

1. Tout d’abord, on montre I'unicité de la solution en prouvant que le probléme homogene
a comme unique solution p® = 0. On utilise les mémes arguments que la démonstration
du lemme 1.2.3.

2. Ensuite, on montre que le probleme releve de 'alternative de Fredholm et ayant
prouvé l'unicité de la solution pour tout w, on obtient également son existence.

Avec ce lemme, on déduit que pour tout v vérifiant Im(y) # 0, Palgorithme (1.37) est
bien posé. Sinon, si Im(7y) = 0 le caractere bien posé est vrai pour presque toute fréquence.

Etudions maintenant la propriété de consistance. Supposons que l'algorithme converge vers
une solution (p~,p° p*). Nous allons distinguer deux cas :
— sil =0, alors, d’apres les équations (1.37), la solution limite vérifiera :

p° =pt et (0, + W)pb = (0, +y)pT sur Xf.

Par conséquent, pour tout 7, p® et p* se raccordent en trace et dérivée normale et donc
I’algorithme est consistant.

— sil > 0, en posant v* = p® — p*, on sait par le lemme 1.2.3 que nécessairement v+ = 0
(et donc qu’on a la compatibilité p® = p*) pour tout ~ tel que Im(v) # 0.

Etant donné ces résultats, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition 1.3.3 Pour tout | = 0 ety tel que Im(7y) # 0, l'algorithme itératif (1.37) est bien
posé et consistant.

Remarque 1.3.4 Soulignons que dans le cas v = 0, lalgorithme itératif (1.37) :
— n’est pas bien posé pour les fréquences propres du probléme (1.38) posé dans )y,
— et n'est pas consistant pour les fréquences propres des boites Blir par la proposition 1.2.6.

1.3.2 Analyse spectrale dans le cas d’une géométrie séparable

Dans ce qui suit, pour étudier la convergence, on considérera le terme source f = 0 et on
cherchera a montrer que pl(’n) et p&) tendent vers 0 pour toute donnée initiale non nulle.

Dans un premier temps, nous allons étudier la convergence dans le cas particulier d'une géo-
métrie séparable qui nous permettra de faire des calculs analytiquement. Nous allons considérer
un domaine §2 rectangulaire (voir Figure 1.6) défini par :

Q = [0, +oo[x[—h,h].
On découpera alors ce domaine en

Q, =1[0,0] x [=h,h], et QF =[a,+oo[x[—h,h],
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et 'algorithme de Schwarz associé sera donc :

Trouver pf,,) € H' () telle que
=0

Apl(’n) + wzpl(’n) dans O,

(9l,pl(’n) =0 sur 08, N 092,

((91/ + 7)pl()n) = (al/ + 7)p%;;,) sur 22_7

(1.39)

et trouver p/,y € Hy, (%)) sortante telle que

Aply +wWply =0 dans QF,

6,,p(+n) =0 sur  0QF N oQ,

Py = Plnyy sur Xt

Q

S T

FI1GURE 1.6 — Géométrie du demi-guide régulier.

Pour un choix de 7 tel que Im(y) # 0, cet algorithme est bien posé et consistant (on
le déduit de la proposition 1.3.3). De plus, étant donné la géométrie, nous pouvons utiliser la
décomposition modale de la solution non seulement dans 2 mais aussi dans §2,. Nous avons
donc :

— dans €y, pl(’n) qui s’exprime comme une somme sur les modes aller-retour :

Py = 2 Bloy (€7 + 7)), (1.40)
k=0

ou Bé“n) est un complexe. On trouve cette expression car on impose la condition de Neu-
mann (?p’(’n) =0sur Xy = {z =0} x [—h,h].
— dans O, pa) qui s’écrit comme une somme sur les modes sortants :

Py = 23 Alwe ™ or(w), (1.41)
k=0

ol A’(“n) est un complexe.
En utilisant les conditions de transmission définies sur XF et ¥, on déduit la

Proposition 1.3.5 Nous avons les relations explicites entre Bé“n_l) et Bfn), et entre A'(“n_l) et
Al ¢
koo_ k ko k
B(n) = /\kB(nflﬁ et A(n) = /\k'A(nflﬁ
ot les coefficients complexes A\ sont donnés par :
PR (iB), + ) (ePr 4 ehra)
i+ 1) + Iy — i)

A =
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Preuve : Pour montrer ce résultat, partons de pl(’n_l) donné par la formule (1.40). On déduit

+
a

de la condition de transmission p&) = pl(’n_l) sur X
entre eux, que pour tout k :

et en utilisant I'orthogonalité des modes

Al = B,y (€ + 7, (1.42)

Puis, on itére notre processus en utilisant la condition (0, + 'y)pl(’n) = (0, + 'y)pz—;) sur 3

ZﬂkBéCn)(ezﬂkb _ e*iﬁkb) + ,YBécn)(einb + e*iﬁkb) _ Al(en)(iﬁkeiﬁkl + ’}/eiﬁkl),

L8y + )
Bk’ — Ak - € K -
=By = At (e@ﬁkb(zﬂk +7) + e (y —ify) )

(1.43)

iBrl(; iBra —iBra
<:>B£€TL) _ Bécn—l) ? .(Zﬁk: + V)(e . +e . ) .
FHiB 1 7) + Py~ i)

On retrouve le résultat énoncé et obtient la méme relation pour AI(“n) en utilisant simplement
I'équation (1.42). |

Etant donné cette proposition, nous savons que le processus itératif (1.39) est convergent si
et seulement si :

Sup [\g| < 1. (1.44)
keN

Remarque 1.3.6 [l est intéressant de noter que pour le choir particulier du parameétre v =
—1P, on annule le coefficient \y.

Avec I'expression explicite des \g, on peut montrer le

Lemme 1.3.7 La limite de |\;| pour k tendant vers +oo est :
— pourl =0,
lim ’)\k| = 1,

k—+00

— pourl > 0,
k—+400

Preuve : Commencons par rappeler que pour k& > kg, ou ky est 'indice du dernier mode
propagatif, nous avons :

, kr\” . k\” 9 4
Bp =1 BT —w?,  ou on ) Y eR™.

Ainsi, pour tout k — 400, I'expression des A\, devient équivalente & :

. e (| Bel + ) (eI 4 el g™ g
e_‘6k|b(—|6k| =+ ’y) —+ ewk‘b('y + |6k|) e|x3k‘b ’
dont on déduit directement le résultat donné. [ |

Les résultats que nous venons d’obtenir nous permettent de déduire :
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Cas sans recouvrement : Si/ = 0, 'algorithme ne peut pas converger car les coefficients Ay
tendent en module vers 1 (d’apres le lemme ci-dessus).

Cas avec recouvrement : Sil > 0, nous ne savons a priori pas si 1'algorithme converge.
Cependant, pour les modes évanescents, nous savons que les )\, associés tendent exponentiel-
lement vite (avec k) vers 0. En ce sens, on a amélioré la situation par rapport au cas [ = 0 et
cette propriété des \; sera importante pour la suite (voir section 1.3.4).

De plus, dans le cas avec recouvrement la convergence peut étre assurée pour les basses

fréquences. En effet, si on considere
km

%7
nous avons alors un unique mode propagatif associé a k = 0. En choisissant (voir remarque
1.3.6)

w <

v = —iw, (1.45)

on annule le coefficient Ay associé a ce mode propagatif. Pour les modes évanescents, c’est a dire
k = 1, on peut facilement montrer que (voir la démonstration du lemme 1.3.7)

Yk =1, lim [\ =0, (1.46)
l—+00

ou on rappelle que [ représente la taille du recouvrement. Par conséquent, on peut toujours
choisir un recouvrement "suffisant" et v pour avoir |[A\y| < 1 quel que soit k, ce qui assure la
convergence.

Afin de mieux appréhender ces résultats, nous avons tracé sur la Figure 1.7 le module de A
en fonction de k, pour les parametres :

w=230, v=-iw, et [€{0,1,2}.

On indique par la droite verticale verte la position du dernier mode propagatif kq et par la droite
horizontale rouge |A| = 1. Sur ces résultats numériques, nous retrouvons bien les propriétés des
Ar vues précédemment, c’est a dire :

— pour v = —iw, le coefficient \g = 0,

— sil =0, |[\g| tend vers 1,

— sil > 0, |\g| décroit exponentiellement vite avec k pour les modes évanescents.
De plus, on peut noter qu’augmenter le recouvrement n’améliore pas nécessairement la situation.
Par exemple, on voit sur la Figure 1.7 que |\, | augmente en module en passant de ] = 1a [l = 2.

18 18 18
16 16 16

14 14 14

da
K

12

1
b 08
06 £ 0
04 04 04
02 02 02
0

FIGURE 1.7 — Modules des Ay en fonction de k avec v = —iw pour w = 30. De gauche a droite,
nous avons utilisé plusieurs recouvrements [ € {0,1,2}. La ligne verticale verte représente le
numéro kg du dernier mode propagatif.

Module de lambda
~—]
Module de lamb
odule de lambda
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Maintenant, sur la Figure 1.8, nous avons tracé
p(Ax) = maz| Ay,
en fonction de la fréquence pour les parametres suivants :
we[0,50], [e€{0,1}, et ~v=—iw.

La ligne rouge horizontale indique la droite p(A) = 1, valeur que p(\;) ne doit pas dépasser pour
avoir la convergence. On observe ici
— pour [ = 0 : lalgorithme ne peut jamais converger et p(A\;) tend vers 1 par valeur
supérieure (attention & ’échelle),
— pour [ > 0 : on arrive a assurer la convergence pour les basses fréquences. Cependant,
pour de plus hautes fréquences le recouvrement ne permet plus d’assurer la convergence.

Rho(Lambda. | ] pour =0 Rho(Lambda |} pouri=1

Maxk (lamhda k)
o
Maxk (lamhda k)

I S R S - N

A 1 L L h o L '
i} 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 i} 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Frequence Frequence

FIGURE 1.8 — p()\;) en fonction de la fréquence w € [0, 50] en considérant v = —iw. A gauche,
[ =0 et a droite, [ = 1.

Il serait intéressant de chercher les parametres [ et v "optimaux" (dans le sens de minimiser
p(Ar)) ou encore utiliser des techniques de relaxation (voir [21, 49]) pour essayer d’obtenir la
convergence. Une autre piste serait 1’étude d’autres conditions de transmission aux bords des
sous-domaines, en particulier 'utilisation de conditions optimisées (voir par exemple [42, 41, 49]).
Cependant, cette étude est limitée au cas d’une géométrie séparable, et ne s’étend pas a une
géométrie arbitraire de €2, pour laquelle nous n’avons plus d’expression explicite des \.

1.3.3 Analyse spectrale dans le cas général

Nous venons de voir que pour la géométrie particuliere précédente, le recouvrement permet,
dans certaines gammes de fréquences, de rendre 'algorithme convergent (en particulier pour
les basses fréquences), mais surtout, qu’il n’y a qu'un nombre fini de Ay dont les modules
peuvent étre plus grands que 1 (voir lemme 1.3.7). Nous allons maintenant nous intéresser a la
généralisation de ce résultat pour une géométrie de €, arbitraire.

Pour simplifier, nous allons toujours nous placer dans le cas d'un demi-guide infini. Ce-
pendant, cette fois le domaine borné €2, peut étre perturbé et donc, nous ne pouvons plus

résoudre analytiquement les équations dans €2, grace a la décomposition modale.

A T'aide de V'opérateur DR T ,é: r donné dans la définition 1.2.1, on peut reformuler 1’algo-
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rithme itératif (1.39) uniquement sur 2, ainsi :

Trouver p,, € H'() telle que

Apm>+“’pm>—() dans O,

1.47
an?n) =0 sur 0 N 09, ( )
(a'/ + Fy)pl()n) = TBLR(plEn,l)‘ZI) sur E;r

Par le lemme 1.3.2, on sait que le probleme ci-dessus est bien posé et que sa solution p depend

contintiment de la donnée Tllji R(p(n_l) |s;+) sur le bord ¥.;. Nous pouvons alors donner la

Définition 1.3.2 Soit R ['opérateur continu de H’%(Z;) dans HY(Q), qui d la donnée g =
TJg:R(pl()nq)’z;) sur 3 associe Rg = pl(’n) solution du probléme (1.47).

Avec cet opérateur, le processus itératif (1.47) se réécrit simplement
= RTD—>R( |2+) (1-48)
et ainsi, nous pouvons généraliser la définition des A :

Définition 1.3.3 Considérons 'opérateur RTBLR(-\E;) de H' (%) dans lui-méme, ot -|g+ est

lopérateur trace de H () dans H2(SF). On définit Uensemble (\y)x comme le spectre de cette
opérateur.

Remarque 1.3.8 Notons qu’on généralise bien la définition 1.5.5 des A\, car, pour la géométrie
séparable, ces N\ sont exactement des valeurs propres de RTDHR( |2;) et les vecteurs propres
associés sont proportionnels a :

(€7 4 e P T) ot (y).
Remarquons aussi que l'opérateur R DHR( |si+) nest clairement pas inversible (car la trace ne
lest pas) et 0 appartient donc au spectre de l'opérateur.

Maintenant que nous avons généralisé la définition des coefficients A, nous allons généraliser
la propriété de décroissance des ])\k| obtenue dans le cas avec recouvrement. Nous savons par la
proposition 1.2.8 que l'opérateur TD_, ~ est compact. Par conséquent, en utilisant la continuité
de 'opérateur R et de 'opérateur trace, il vient :

Proposition 1.3.9 Pour tout | > 0, ['opérateur RT,ZD’:R('|E;) est compact. Par conséquent, la
suite de ses valeurs propres N\, est soit :

— un ensemble fini de valeurs complexes contenant 0,

— soit un ensemble infini dénombrable pouvant étre ordonné de sorte que

|)\k| = |>\k+1| et lim |)\k| = 0.
k—+00

Bien qu’a la différence du cas précédent la vitesse de décroissance des A\ n’est pas controlée,
nous savons qu’au plus, pour tout [ > 0, il y a un nombre fini de A\, de modules plus grands que 1.

[Mlustrons numériquement la propriété sur les A\, énoncée par la proposition 1.3.9. Tout
d’abord, nous avons considéré 2, rectangulaire et nous avons tracé (en rouge) sur la Figure 1.9
les valeurs propres de RTDH r(‘[s+) obtenues numériquement, c’est a dire apres discrétisation.
Dans ce cas, on connait également les A\, de maniére exacte par la formule analytique de la
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proposition 1.3.5, et nous les avons représentés en bleu. Les résultats présentés sont obtenus
pour les parametres :

w e {5,10,20},

a=1,

[ €{0,1},

et v=—w.
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FIGURE 1.9 — Position des valeurs propres de RTg:R(-b;) dans le plan complexe pour la
géométrie de (2, rectangulaire : en bleu par le calcul exact et en rouge par le calcul numérique.
En vert, on a représenté le cercle unité. En colonne nous avons la fréquence : w € {5, 10,20} et
en ligne le recouvrement [ € {0, 1}

Sur ces résultats (Figure 1.9), on observe un bon accord entre les Ay calculés numériquement
et exactement (au moins pour les premiers modes). Les différences observées (pour les k plus
grands notamment) s’expliquent pour deux raisons :

— d’une part a cause de la troncature de la série modale définissant I'opérateur T,g: N €t

qui est nécessaire pour discrétiser notre probléme (voir sections 1.1.4 et 1.2.3),

— et d’autre part a cause de 'approximation éléments finis des opérateurs R et T
Notons que sur la Figure 1.9, on retrouve les propriétés énoncées dans le lemme 1.3.7

— sil =0, les A\ tendent en module vers 1,

— sil >0, les A\ tendent en module vers 0.

Remarquons enfin que, dans le cas w = 20 et [ = 1, la méthode ne converge pas car un coefficient
A est hors du cercle unité dessiné en vert.

Z—I—:

o L.,

92

\g!
<+

FI1GURE 1.10 — Géométrie du demi-guide perturbé, le point noir symbolise un trou dans 2.

De plus, comme montré dans la proposition 1.3.9, le résultat sur les Ay se généralise dans
le cas avec recouvrement pour une géométrie perturbée. Par exemple, nous avons considéré le
domaine €2, percé d'un trou, symbolisé par le point noir sur le dessin 1.10. Sur la Figure 1.11,
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, , ! L

nous avons représenté les valeurs propres de RT5", 5(+|yy+). Comme précédemment, nous avons
a

pris les parametres :

we{5,10,20}, a=1, 1€{0,1} et v = —iw.
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FIGURE 1.11 — Position des valeurs propres de RTg:R(-\Eg) dans le plan complexe pour la
géométrie perturbée. En vert, on a représenté le cercle unité. En colonne nous avons la fréquence :
w € {5, 10,20} et en ligne le recouvrement [ € {0, 1}

1.3.4 Les méthodes de décomposition de domaine comme précondi-
tionneur pour GMRES

La méthode de Schwarz présentée précédemment appartient aux méthodes dites station-
naires, comme les méthodes de Jacobi ou Gauss-Seidel (cf [83]). Le principale défaut de ces
méthodes est que la convergence ne peut pas étre assurée en général. Nous avons donc voulu
utiliser une méthode itérative type GMRES qui assure la convergence. GMRES appartient a
la famille des méthodes de Krylov (comme le gradient conjugué) et assure la convergence en
construisant itérativement une base pour la solution.

Bien que la convergence soit assurée avec GMRES, pour avoir une vitesse de convergence
raisonnable, il est nécessaire d’utiliser un bon préconditionneur. Considérons le systeme linéaire
suivant :

MU =F,

ou M est une matrice carrée inversible, F' un vecteur représentant le second membre et U la
solution recherchée. Un choix classique de préconditionneur est de prendre les matrices utilisées
dans les algorithmes stationnaires :

— c’est a dire la diagonale de M pour la méthode de Jacobi,

— ou la partie triangulaire inférieure pour la méthode de Gauss-Seidel.
Ces choix algébriques ont le défaut qu’il est difficile d’obtenir des informations sur le taux de
convergence de la méthode.
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De maniere générale, si on considere une décomposition de M = A + K pour laquelle
I’algorithme itératif "naif" associé :

AU(n_H) = —KU(n) + F,

a de bonnes propriétés, dans le sens que les valeurs propres de A~1 K sont presque toutes proches
de 0, alors 'algorithme GMRES préconditionné par A aura un bon taux de convergence. Cette
propriété sera justifiée dans la suite.

Nous proposons d’appliquer comme préconditionneur la matrice A utilisée dans la méthode
de décomposition de domaine (1.47) (ce qui revient a la discrétisation de I'inverse de 'opérateur
de résolution R donné dans la définition 1.3.2). La matrice K correspond elle a la discrétisation
des opérateurs Tgi ~- Ce choix de préconditionneur présente deux avantages :

1. la matrice A étant creuse et symétrique, on peut utiliser des algorithmes performants de
factorisation LU,

2. la matrice A7'K a presque toutes ses valeurs propres regroupées autour de 0 (pour
[ > 0) car elle correspond & la discrétisation de I'opérateur RT%", n(-[g+) dont on sait
par la proposition 1.3.9 que les valeurs propres tendent vers 0.

Justifions maintenant I'intérét d’avoir les valeurs propres de A~'K regroupées autour de 0.
Pour ce faire, nous avons besoin de rappeler un résultat de [83] :

Proposition 1.3.10 Supposons la matrice M diagonalisable telle que M = XDX ™Y, o D est
diagonale et notons par (A\p)g la suite de ses valeurs propres. L’erreur de résidu obtenue apres
la m™¢ étape de GMRES peut étre majorée par :

< R(X ’ Yy 1.4
i < KlX)ray_gmin (a3 (149
ot K(X) =|| X ||| X7 I, 7ony =I| MUy — F || (Upmy est la m*™ approzimation de la solution
U du systeme linéaire) et P, désigne l'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a m
vérifiant p(0) = 1.

On déduit de cette proposition que si les valeurs propres de M sont regroupées, alors GMRES
converge rapidement. Pour comprendre cela, imaginons que toutes les valeurs propres soient
réunies dans un disque de rayon € petit centré en 1. Alors, si on choisit le polynome :

A—2z
J 1 (Z) = \ N
ou A est 'une des valeurs propres \;, on peut utiliser la propriété ci-dessus (car J;(0) = 1) pour
majorer 'erreur de résidu ainsi :

2
O ’i(XV(O)Zg&?)(le(Z)‘ < H(X)T(0)|/\€|.

En effet, par hypothese sur les A\g, nous avons que
VEk, |\ — M| < 2e.
De plus, sachant que \ est dans le disque centré en 1, nous avons
Al >1—c¢.

On en déduit qu’en une itération, l’erreur de résidu est de 1'ordre de €. Ce résultat se généralise
avec la
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Proposition 1.3.11 Supposons que les valeurs propres (Ax)y de la matrice M soient regroupées
dans un disque D, de rayon € et centré en 1, sauf pour m d’entre elles. Alors, la norme du résidu
apres m + 1 itérations est au plus en O(e).

Preuve : La démonstration repose sur les mémes arguments que l’exemple ci-dessus. Considé-
rons le polyndme :

ILicogm(Ni — 2
Imia(z) = Tzt A =2
J=um”7Y)

qui vérifie J,,,(0) = 1. On suppose que :
— les m valeurs propres de \g a \,,_1 sont hors de D,,
— et que A, est dans le disque D..
Etant donné cette numérotation des (A&)k, il vient pour tout A

=0 si k<m,
jmom (A — Aw)] (1.50)
<2LMe si k=m+1,

ou L désigne la plus grande distance entre les (Ag)g=o.m €t D :

L= mazxr |\ —p|.
pGDE,j€[07m]| ! p|

On obtient 'expression ci-dessus (1.50) car pour tout k > m, la valeur propre A, est dans D,

et donc :

’)\k - )\m’ < 2e.
étape de GMRES la majoration suivante de I'erreur de résidu :

Lm
o) < KXo e
J=Um”2

Nous avons alors a la m*™¢

Remarque 1.3.12 Soulignons que l'analyse de convergence de GMRES que nous venons de
faire ici est valable dans le cas d’une arithmétique exacte. En arithmétique flottante, il est
nécessaire de prendre en compte l'inexactitude des calculs, et ces aspects sont notamment discutés
dans [60, 78]

Dans notre cas, choisir comme préconditionneur la matrice A utilisée dans la méthode de dé-
composition de domaine conduit a résoudre le systéme linéaire :

(Id+ A7'K)U = A™'F,

et nous savons que les valeurs propres de I'd + A~'K se concentrent autour de 1, car celles de
A71K se regroupent autour de 0.

Par conséquent, I'ajout du recouvrement devrait permettre une résolution plus rapide. Afin de
valider numériquement ce résultat, nous avons considéré le probléme :
Trouver p® € H(€)) telle que
Ap® +whpb = f dans O,
1.51
o,p° =0 sur 08 N 09, ( )

@+ )" = Tphr(®]g:)  swr =7,
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et pour différentes fréquences et différents recouvrements, nous avons indiqué dans le tableau
ci-apres le nombre d’itérations nécessaires a GMRES pour atteindre une erreur de résidu

inférieure a 10714 -

[=0 [=0.1 [=0.2 [=0.5 [=1 [ =2
w =95 10 ité. 7 iteé. 6 ité. 6 ité. 4 ité. 3 ité.
w =10 14 ité. 8 ité. 6 ité. 6 ité. 7 ité. D ité.
w =20 19 ité. 9 ité. 8 ité. 8 ité. 7 ité. 9 ité.
w = 50 22 ité. 12 ité. 12 ité. 11 ité. 11 ité. 12 ité.

Ces résultats ont été obtenus en considérant une géométrie perturbée du domaine €, avec les
parametres suivants :

a=1, ~v=—w,

et une source f gaussienne centrée en (0.5,0.5). Nous pouvons constater sur ces résultats plu-
sieurs choses :

— Tl’ajout d’un recouvrement, méme petit, améliore la vitesse de convergence par rapport
au cas sans recouvrement.

— lorsque la fréquence augmente, le nombre d’itérations nécessaires pour avoir la conver-
gence augmente. Il est difficile de construire des méthodes itératives pour I’équation de
Helmholtz dont le nombre d’itérations pour assurer la convergence soit indépendant de
la fréquence, voir par exemple les travaux de M. Gander [37] dans le cas d’un domaine
borné.

— plus la fréquence augmente, moins le parametre [ a d’influence. Pour w = 50, on observe
que le nombre d’itérations ne change quasiment pas avec [.

— a partir d’un certain recouvrement, le nombre d’itérations stagne et I’ajout du recouvre-
ment n’améliore plus le taux de convergence.

Essayons d’expliquer un peu ces deux derniers points dans le cas de la géométrie réguliere
(voir 'analyse spectrale section 1.3.2). Dans ce cas, nous avons 'expression explicite des valeurs
propres \; et on montre facilement pour les k > kg associés aux modes évanescents (kg représente
I'indice du dernier mode propagatif) que :

Ak| e 1Bl

~

Il vient par conséquent que pour [ suffisamment grand, tous les A\, associés aux modes éva-
nescents sont regroupés autour de 0 dans le plan complexe, comme nous l'avons déja vu, voir
équation (1.46). Ainsi, augmenter [ ne permet plus de regrouper davantage de valeurs propres,
ce qui explique la stagnation observée sur le nombre d’itérations a partir d’un certain .

D’autre part, on peut montrer que la suite des modules {|By,+n|?}nen+ associés aux modes
évanescents augmente de plus en plus vite avec la fréquence w (simplement parce que ky aug-
mente avec w). A titre d’exemple, nous avons indiqué ci-dessous les premiers termes de cette
suite pour w = 10 et w = 50 :

n=1 n =2 n=3 n=4 n=>5
w =10 ~ 57 ~ 146 ~ 255 ~ 383 ~ 531
w =50 ~ 26 ~ 352 ~ 697 ~ 1062 ~ 1447
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La conséquence de cette remarque est que les |\¢| tendent plus vite vers 0 (avec k). Pour une
valeur de [ fixée, on regroupe donc plus "vite' les valeurs propres associées aux modes évanescents
autour de 0 en augmentant la fréquence w.

Remarques sur ’optimisation du calcul avec la méthode GMRES

Pour résoudre le systeme linéaire
MU = F,

par GMRES, on construit itérativement la base de Krylov :
kp(M,F) = {F, MF, M*F,--- ,M"'F}

dans laquelle la solution est décomposée. Ainsi, pour construire cette base, il est nécessaire
d’effectuer une série de produit matrice vecteur M F'.

Avec notre choix de préconditionneur, nous avons donc a calculer une série de produit du
type (Id + A7'K)V, o V est un vecteur arbitraire. Ce produit matrice vecteur peut étre
optimisé simplement en calculant successivement :

1. le produit KV,

2. étant donné un calcul préalable de la factorisation LU de A, on applique la descente-
remonté pour calculer A1 KV,

3. et enfin, on termine en effectuant simplement la somme des vecteurs V et ALKV,

De plus, le produit matrice-vecteur KV peut également étre optimisé. Notons par exemple
par K la partie de la matrice issue de la discrétisation de T ,lji ~- Ces éléments K;;- sont
construits avec les fonctions de base w; & support intersectant X1 et w; a support sur ;" ainsi :

N

Kjj = kZ (Wj, o) p2 sy (B +7) e (w;, 90k>L2(EZ) ’
=0

ot N désigne le nombre de modes considéré dans la série définissant T, , (voir section 1.2.3).
Cette construction de Kt induit la factorisation naturelle :

K+ — [(wi, ()Ok>i,k] [((zﬂk +7) eiﬁkl)k,k]N,N [(9% wj)k,j]

Y

NN N,N;F

ou N, et N sont les nombres de degrés de liberté sur 3 et X, et la matrice au centre est

a )
diagonale. On ramene donc le calcul du produit KV a
1. un produit matrice vecteur avec une matrice rectangulaire de taille N x N,

2. un produit matrice-vecteur par une matrice diagonale de taille V,

3. un produit matrice-vecteur par une matrice rectangulaire de taille N;" x N.
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Ce deuxieme chapitre porte sur la généralisation des résultats obtenus au premier chapitre
au cas d’'un milieu stratifié anisotrope. Cela correspond a remplacer 'opérateur A par div(AV)
ou A est une matrice symétrique définie positive dépendant de la variable transverse y. Nous
allons présenter deux approches pour traiter ce probleme :

— la premiere utilise I'idée d’un changement de coordonnées non orthogonales qui permet
de calculer des opérateurs DtN simplement. Cette idée fonctionne tres bien pour le cas
scalaire mais sa généralisation au cas vectoriel de I'élasticité ne nous semble pas possible.

— La deuxiéme approche est basée sur la formulation avec recouvrement vue au chapitre
précédent. Elle présente notamment 'avantage de s’étendre au cas de 1'élasticité.

2.1 Introduction

Dans ce second chapitre, le probléeme modele qui nous intéresse est le suivant :

Trouver p € HL () sortante telle que
div(A(y)Vp) +w?p = f dans  Q, (2.1)

A(y)Vp-v =0 sur  0€Q,

41
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ou l'on rappelle que w représente la pulsation et f le terme source supposé a support compact.
L’étude du probleme ci-dessus est faite sous les mémes hypotheéses qu’au premier chapitre (voir
section 1.1.1) et nous rappelons les notations géométriques sur la Figure 2.1.

Y

Q= 0 o o istoar |

FIGURE 2.1 — Géométrie du guide d’ondes et notations.

La matrice A(y) est supposée symétrique définie positive et ses coefficients sont notés :

Ay) = <Cl(y) 23(9)) et vérifient ), aly) > 0 (2.2)

et ci(y)ea(y) — (es(y))® > 0.

Afin d’alléger les notations, nous ne rappellerons pas dans la suite la dépendance en y de la
matrice A ainsi que de ses coefficients ¢, ¢y et c3.

Le cas isotrope étudié au ler chapitre correspond a A = Id. La notion d’ondes sortantes
nécessaire pour définir le probléeme (2.1) sera précisée dans la section 2.2.2 par I’étude modale
dans les parties uniformes du guide.

Ce type d’équation (2.1) apparait lorsqu’on étudie en électromagnétisme certains matériaux
diélectriques anisotropes (voir [63]), ou en élasticité lorsqu’on étudie les ondes de cisaillement
de type SH dans une plaque pour certaines anisotropies. Un dernier cas de figure ou 'on se
ramene a ces équations est lorsque qu’on considere un modeéle homogénéisé d’un probleme avec
des coefficients périodiques. Dans ce cas, soulignons que la matrice A ne dépend pas de y.

Remarque 2.1.1 Notons que dans la littérature, on parle d’anisotropie elliptique pour désigner
ce type d’anisotropie qui apparait dans l'équation (2.1). Dans la suite de la thése, on y fera
référence en parlant simplement de cas "acoustique anisotrope’.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, intéressons nous aux difficultés rencontrées si on cherche
a appliquer directement la démarche du premier chapitre. Pour le calcul des modes, nous avons
cherché les solutions sous la forme (y)e?® des équations (2.1) dans les parties 2F du guide.
On est alors amené a résoudre :

d d d d
%) i3 c3—(p + —(c30) | + (W? — 1% =0 dans [—h,h],
dy \ " dy dy — dy (2.3)
J .
ol ic3Bp =0 sur  {—h,h}.
dy

ce qui revient & un probléme aux valeurs propres généralisé (car ¢; est variable) quadratique
ou [ joue le role de la valeur propre. Bien que ce probleme puisse se résoudre numériquement,
nous ne pouvons plus appliquer les résultats de théorie spectrale sur les opérateurs auto-

adjoints qui nous donnent de bonnes propriétés sur les modes vues dans le cas isotrope (voir
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le lemme 1.1.2). A priori, les modes ne forment pas une base orthonormale de la section du guide.

Afin de souligner l'importance des relations d’orthogonalité, décrivons la construction de
l'opérateur DtN sur la frontiere verticale 3 pour un milieu anisotrope simple, en considérant

A constant :
1 ¢
A=l i)

ou c est un parametre. Pour caractériser cet opérateur, on doit construire la solution sortante
pt dans le demi-guide QF & partir de sa trace g4 sur 7. La fonction p* étant sortante dans
QF, elle se décompose sous la forme

Y CEP (),

k=0

ou les C}f sont des coefficients complexes et les P, représentent les modes sortants dans Q.
De plus, elle doit vérifier sur ¥

p+|2; = 9d-

Méme si on admet la complétude des modes, on doit résoudre le systéeme suivant :

Viz 0. 3B P sy = (90 PF) pagsr
k=0

pour obtenir les coefficients C} de la décomposition modale. Si le milieu est anisotrope, c¢’est
a dire ¢ # 0, les modes ne sont a priori plus orthogonaux entre eux sur la frontiere ¥F. Par
conséquent, la matrice (infinie) de Gram associée aux modes

Py, P ]

[( kot )LQ@J) ko

n’est plus diagonale. De plus, cette matrice tronquée peut étre tres mal conditionnée et devenir
impossible a inverser selon l’anisotropie. Pour s’en convaincre, nous avons représenté sur la
Figure 2.2 le conditionnement de la matrice de Gram associée aux N premiers modes, en fonction
de I'anisotropie ¢, pour les parametres suivants :

w=38 N=10, et ce[0,0.09].

Sur la Figure 2.2, on voit clairement que le conditionnement de la matrice explose avec 1’ani-
sotropie (échelle a 10%). Soulignons que la matrice considérée ici est de taille 10 x 10. On ne
peut donc pas utiliser cette approche pour construire des frontiéres transparentes pour toute
anisotropie, et ces résultats nous incitent a exploiter au maximum des relations d’orthogonalité
si elles existent. Notons toutefois que cette méthode a été utilisée dans la these de L. Taupin
pour le cas de 1’élasticité, voir [87].

2.2 Construction de 'opérateur DtN via le changement de
coordonnées

2.2.1 Introduction

La méthode que nous proposons ici est basée sur le constat suivant : changer le systéme de
coordonnées pour un milieu acoustique est équivalent a modifier ’anisotropie du milieu. Cette
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FIGURE 2.2 — Evolution du conditionnement de la matrice de Gram associée aux 10 premiers
modes pris sur la frontiére verticale ¥} en fonction de I'anisotropie ¢ € [0,0.9] en abscisse.

idée a été intensivement utilisée dans le domaine du ’cloaking’” pour créer des matériaux "invi-
sibles" (ou inaudibles en acoustique), voir [26] pour un article de revue. Une autre application
que nous pouvons citer est la construction de guide coudé ne perturbant pas la propagation des
ondes, voir [77].

Dans notre cas, I'idée est de se servir du changement de coordonnées pour construire I'opé-
rateur DtN en se ramenant au cas isotrope dans les parties homogenes du guide. Cela nous
permettra deux choses :

1. de se ramener a un probléme aux valeurs propres linéaire pour le calcul des modes,
2. et surtout de retrouver des résultats de complétude et des relations d’orthogonalité.

La suite de la démarche pour reformuler le probléme (2.1) en domaine borné est la méme que
celle présentée en introduction du premier chapitre (voir section 1.1.1). L’originalité par rapport
a ce qui a été vu précédemment sera donc la résolution dans les parties homogenes du domaine.

Introduisons quelques notations utiles pour la suite. Le changement de coordonnées que nous
proposons est le suivant :
(X,Y) = (z +aly),y), (2.4)

ou a(y) est une fonction réelle que nous allons choisir selon 1'anisotropie (i.e. en fonction de
la matrice A). Pour simplifier les notations, nous écrirons dans la suite o a la place de a(y).
Soulignons que ce changement de coordonnées préserve une géomeétrie de type guide car
la coordonnée y est inchangée.

Au vu de ces nouvelles coordonnées (X, Y'), nous allons introduire les domaines :
Qoo =0 {|X[<a} et Qf, =Qn{+X >a},
et définir les frontieres artificielles ¥7, séparant les domaines Q. et Q, ainsi

Yoo ={tX =a}n Q.
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T~

Q= Q;,a ““‘:E;,a Qa,a “‘"-._22_70( Qt—li_,a T

FIGURE 2.3 — Géométrie du guide d’ondes pour le cas anisotrope homogene.

Dans le cas d’un milieu homogene anisotrope (i.e. A est constant), nous verrons que le paramétre
a dépend linéairement de y. Par conséquent, les fronticres ©F  sont des segments de droites
obliques, comme représenté sur la Figure 2.3.

Dans le cas d’un milieu stratifié (i.e. la matrice A dépend de y), le paramétre o n’est plus
nécessairement linéaire en y. Par conséquent, les frontieres E:ﬁa peuvent prendre des formes
plus complexes comme illustré sur la Figure 2.4.

Q= Q;a ::"-_Ec?,a Qa,a 2;‘1 QIO‘ T

FIGURE 2.4 — Géométrie du guide d’ondes pour le cas anisotrope stratifié.

Enfin, on notera par (p~, p®, p™) les restrictions de p a chaque sous-domaine (2, Q40,2 ) :

a,a)

(p_7pa7p+) = (p‘Q;oﬂp‘Qa,a?pb;a)'

2.2.2 Le calcul des modes

Commencons par présenter l'effet du changement de coordonnées sur les opérateurs diffé-
rentiels qui interviennent dans notre probleme. Dans les nouvelles coordonnées, 'opérateur V
se réécrit ainsi :

o 1

V= RVyy ol R= ll, 0],
Vxy est le gradient en coordonnées (X,Y) et o est la dérivée de . Par conséquent, en notant :
div = V',
il vient que 'opérateur div(AV-) se réécrit en coordonnées (X,Y) :
div (AV:) = divxy (R'ARVxy),
avec

c c3 + a'cy

R'AR — ,
c3+ aco Co

, ol c=c;+2dcs+ (a)’cy > 0. (2.5)
Pour vérifier que ¢ > 0, il faut rappeler les hypotheses :

cico — (c3)> >0, et ¢, > 0.
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Il vient alors que le polynome défini pour z € R par
P(2) = ¢ + 2c32 + 927,

a un discriminant strictement négatif, et donc il n’a pas de racine réelle. Son signe est alors
donné par celui de ¢5 (ou ¢1) qui est positif. Par conséquent, pour tout z nous avons P(z) > 0
et donc ¢ = P(o’) > 0.

Etant donné (2.5), le choix "judicieux’ de o’ est alors :
Y

/ C3 03(2)
o =——, etdonc ay)= J —
o () o)

dz + C**. (2.6)

Notons que la C*%* peut étre choisie arbitrairement car elle induit simplement une translation
en x. Ainsi, si c3/cy est constant (ce qui est en particulier vrai pour A constant), nous avons
alors a = —c3y/cy et on retrouve la forme des frontieres XF  illustrées Figure 2.3.

Avec ce choix (2.6) de fonction «, on diagonalise la matrice R*AR qui devient

_ 2

R%Rz{C(W, o oo Gz, (2.7)
0 CQ CQ

et les équations vérifiées par le champ de pression p* dans les parties homogenes Q:ﬁa du guide

deviennent dans les nouvelles coordonnées :

82pi 0 api -

On rappelle que ¢ et ¢y dépendent uniquement de la coordonnée transverse y = Y. De plus, ces
coefficients ¢ et ¢y étant positifs, on retrouve une équation de type Helmholtz.

Maintenant que nous avons étudié les équations volumiques, regardons la condition de surface
libre AVp*-v = 0 aux bords du guide. Le terme AVp* devient avec les nouvelles coordonnées :

[C Oxp* + cs (7Ypi]

ARVX’ypi = (29)

Ca aYZUir

c1+d'es 3
0 (&)

] Vxyp =

On obtient la deuxieme égalité ci-dessus en remarquant que

B 2
2

Sur les bords {Y = +h} la normale unitaire est donnée par le vecteur (0,1)%, d’ou le résultat
dypm =0 en {Y = +h}. (2.10)

Par ailleurs, il est important de souligner qu’en coordonnées (X,Y), la géométrie des demi-
guides QF | est séparable car elle s’écrit :

Qf, = {(£X > a} x {Y € [-h, h]}.

Par conséquent, avec ce choix de «, nous avons :
— éliminé les dérivées croisées dans 'opérateur div(AV-),
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— obtenu des conditions aux bords (2.10) impliquant uniquement les dérivées selon Y,

— et réécrit les équations dans une géométrie séparable pour les sous-domaines Q(Jl{a.
On peut donc de nouveau chercher les modes simplement sous la forme (Y )e?#X | ce qui nous
ramene a chercher les valeurs de (3 telles que :

d dy 9 o9
Fi (CQdY) + w?p = ¢fp dans [—h, h],

do _
dy

(2.11)
0 en {Y = +h}.

Contrairement au cas (2.3), on retrouve un probléme aux valeurs propres généralisé linéaire ou
% joue le role de valeur propre et ¢ de vecteur propre.

Remarque 2.2.1 En général, on ne sait pas résoudre analytiquement le probléme (2.11) et on
obtient les éléments propres numériquement. Notons cependant que dans le cas ot la matrice A
est constante, on sait résoudre analytiquement.

Afin de déduire simplement les propriétés sur les modes, nous allons utiliser la formulation
variationnelle du probléme aux valeurs propres (2.11) qui est donnée par :

Trouver (), ) tel que ¢ # 0 et Vg € H'([—h, h])

) . (2.12)
‘ 5(907 90) = A mc(% (10)7
ou les formes bilinéaires s(-,-) et m.(-,-) sont définies par :
b —~ h
_ de d _
s(e, ) = LL W@ — CQdigidigia et me(p, @) = J_h PP (2.13)

Lemme 2.2.2 Les formes bilinéaires s(-,-) et m.(-,-) sont hermitiennes.
La démonstration de ce lemme est triviale. Il nous permet de déduire la

Proposition 2.2.3 [l existe une suite (A, Px)ren d’éléments propres solutions du probléme
(2.12). De plus :
— les valeurs propres A\, sont réelles et tendent vers —oo,
— les fonctions propres oy associées forment une base de L*([—h, h]) et vérifient la relation
d’orthogonalité suivante :

me(pr, 1) =0 si A\ # N

Grace a la symétrie des formes bilinéaires, la démonstration de cette proposition repose sim-
plement sur des arguments classiques de théorie spectrale. Dans la suite, nous supposerons les
fonctions (¢ ), normalisées selon le produit hermitien m.(-,-) :

V=0 me(pr, o) = 1. (2.14)

On déduit a partir des éléments propres (g, %) les deux familles de modes P et P, (en
coordonnées (z,y)) :

P,;—L(a:,y) _ (pk(y)eiiﬁk(ﬁa(y)), o B = \/)Tk (2.15)

Par convention, on choisira la racine complexe telle que Im(f5x) > 0. La suite des (\;)x étant
réelle et décroissante, les [ sont :
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— soit réels positifs pour Ay = 0, ce qui correspond aux modes propagatifs. Ces derniers
sont en nombre fini car la suite des A\, décroit vers —oo.
— soit imaginaires purs, ce qui correspond aux modes évanescents. Ces derniers sont en
nombre infini comme dans le cas isotrope.
Les deux familles de modes se distinguent comme au premier chapitre, voir section 1.1.2, par
leurs sens de "propagation" :
— les modes P se "propagent vers la droite",
— et les modes P, se "propagent vers la gauche".
Nous pouvons maintenant (re)définir la notion de solution sortante dans les demi-guides Q7 :

Définition 2.2.1 La solution p™ dans Q) sera dite sortante si elle se décompose sur la famille
(P )ken, cest a dire s’il existe une suite de complexes C; telle que

pHe,y) = Y Cf pily)e(rat-o,
k=0

On dira de maniere similaire que la solution p~ est sortante dans (), si elle se décompose sur
la famille (P )ken-

L’intérét principal de cette approche est que l'on retrouve les propriétés de complétude
et d’orthogonalité des modes, comme dans le cas isotrope. Cependant, a la différence du cas
isotrope, les relations d’orthogonalité sont vérifiées non plus sur des frontieres verticales, mais
sur les frontieres déformées X.F . Ainsi, si on se donne par exemple une donnée g4 € H %(E;a),
on peut la décomposer sur les modes :

9a =Y. Me(ga, )Pk
k=0

+
a,x

et la décomposition modale de la solution p* dans Q0  vérifiant p™ = g4 sur X' est donnée

a,o
par :

P (@,y) = D melga, pr)e W0, (). (2.16)
k=0

Illustrations numériques des modes :

Sur la Figure (2.5), nous avons représenté pour les parametres

1 05
w=2_8, et A= (0.5 1 ) : (2.17)

les 3 modes propagatifs et les 3 premiers modes évanescents de la famille (P;);. Dans ce cas,
notons que
a(y) = —apy ou ap = —0.5.

On observe sur la Figure 2.5 que les modes évanescents de la famille P, sont croissants (en
module) dans la section du guide. En effet, en utilisant I’expression (2.15) des modes, il vient
pour les modes évanescents (pour lesquelles Re(f) = 0) :

Or, pour notre choix d’anisotropie (2.17), le parametre oy = —0.5 est strictement négatif, et donc
les modes P, évanescents sont exponentiellement croissants en y. Ce comportement explique
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FIGURE 2.5 — Aspect des modes P, dans le cas acoustique anisotrope pour les paramétres
(2.17) : a gauche les 3 modes propagatifs, a droite les 3 premiers modes évanescents.

FIGURE 2.6 — Aspect des modes P, dans le cas acoustique anisotrope pour les parameétres
(2.18) : a gauche les 3 modes propagatifs, a droite les 3 premiers modes évanescents.

le mauvais conditionnement de la matrice de Gram associée aux modes qu’on observe sur la
Figure 2.2.

De méme, on peut illustrer les modes obtenus dans une seconde configurations ou A n’est
pas constant. Nous avons pris cette fois les parametres suivants :

_ (1 cs(y) . _y+h -
w=10, et A= (cg(y) L), ou e3(y) = ] avec e = 0.001. (2.18)

et nous avons représenté sur la Figure 2.6, 3 modes propagatifs et 3 modes évanescents. Dans
ce cas, nous avons
aly) = WP
4h(1 +¢€)
On observe également ici que, sur une section verticale, les modes évanescents augmentent (en
module) tres fortement (échelle entre —200 et 200). Ceci s’explique pour les mémes raisons que
dans le cas précédent avec les parametres constants (2.17).

2.2.3 Opérateurs DiN sur les frontieres déformées

A Taide des représentations modales de la solution (2.16) dans les demi-guides Q;—r’a, nous

pouvons (re)définir les opérateurs DtN vus au premier chapitre, mais cette fois sur les frontiéres
déformées BT :
)
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Définition 2.2.2 Soit T~y lopérateur de H%(ZIQ) dans H_%(E;a) qui a gq associe :

TR N (9a) = Bk ¢ me(ga, 1) Pr,
k>0

sur $F . On définit de maniére similaire opérateur Ty de H%(E;Q) dans H™2(37,).

a,x

L’expression de Ty v est la méme que celle de T/ car les normales sont opposées sur Yo et
. , =+ . . ;e s
Y- Soulignons que ces opérateurs T}, v relient bien les traces p*|x+ aux dérivées normales
) a,o
AVp® - v sur T car nous avons :

AV (,y) v =+ coxp"(X,Y) sur Zia. (2.19)

On retrouve ce résultat en utilisant la formule (2.9) et le fait que la normale extérieur sur X,
est donnée par le vecteur (1, ).

La reformulation en domaine borné du probleme (2.1) est donc :

Trouver p* € H'(Qy) telle que

div(AVp?) + w?p® = f dans Qo0

(2.20)
AVp® v =0 sur  0€qq N 09D,
AVp® v =Ty y(p?)  sur ot

a partir de laquelle on montre comme pour le théoreme 1.1.5 le

Théoreme 2.2.4 FExcepté pour au plus un ensemble dénombrable de fréquences w qui peuvent
uniquement s’accumuler en +00, le probleme (2.20) admet une unique solution.

La formulation variationnelle ainsi que la discrétisation du probléme (2.20) est identique au cas
isotrope présenté au premier chapitre, voir 1.1.4.

Pour terminer cette section, discutons brievement la difficulté qu’on rencontre en élasticité.
La technique du changement de coordonnées a également été étudiée dans le cadre du "cloaking'"
pour les équations de I’élasticité (voir par exemple [72, 67]). Cependant, il a été montré dans
[67] que la transformation des coordonnées change la nature de ’équation ce qui nous semble
poser des difficultés. Par manque de temps, nous n’avons pas pu explorer davantage cette piste
qui nous semble par ailleurs tres intéressante.

Illustrations numériques :

Afin d’illustrer ces nouvelles "frontieres transparentes’, nous avons calculé la solution du
probleme (2.20) pour différentes tailles de boites €, ,. Sur la Figure 2.7, on a représenté la
solution obtenue en considérant les parametres (2.17) et en utilisant 2 tailles de boite

Qo pour a={1,2}.

Afin de mieux observer la correspondance des résultats, nous avons aligné les trois résultats
selon les axes de coordonnées (X,Y) (ceci est possible car ici la matrice A est constante).
Les frontieres artificielles bornant le domaine de calcul sont marquées en noires. Grace aux
décompositions modales dans les demi-guides QF, (voir formule (2.16)), on peut également
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A

FIGURE 2.7 — Résolution du probleme (2.20) avec les parametres (2.17) dans €2, pour a = 1

en haut, puis a = 2 au centre, et reconstruction de la solution dans tout le domaine en bas. Le
support du terme source f est représenté par le cercle en pointillé.

reconstruire la solution dans tout le domaine.

De méme, on peut illustrer la méthode dans le cas d’un milieu stratifié en considérant
les parametres (2.18). Nous avons représenté sur la Figure 2.8 la solution du probléme (2.20)
également pour 2 tailles de boites

Qo pour a={0.5,1},

ainsi que la reconstruction dans les demi-guides a ’aide des décompositions modales.

- +
Ea,a Ea,a

FIGURE 2.8 — Résolution du probleme (2.20) avec les parameétres (2.18) dans €2, , pour a = 0.5
en haut, puis a = 1 au centre, et reconstruction de la solution dans tout le domaine en bas. Le
support du terme source f est représenté par le cercle en pointillé.

2.3 Utilisation du recouvrement pour construire de nou-
velles conditions transparentes

En vue d’étudier le cas plus difficile de 1’élasticité, nous allons maintenant présenter une
seconde méthode pour construire des conditions transparentes sur des frontieres verticales sépa-
rées. Les notations que nous allons utiliser sont rappelées sur la Figure 2.9 et ont été introduites
dans la section 1.2 du premier chapitre. On rappelle qu’on note (p~—, p°, p*) les restrictions de p
aux différents sous-domaines :

(p—,pb’p+) = (p|Q;7p|Qb7p|Qj)=

ou p désigne la solution du probleme (2.1).
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)

FIGURE 2.9 — Géométrie du guide et notations.

2.3.1 Introduction et démarche

Dans ce qui va suivre, nous allons manipuler les séries modales de maniére formelle. La
question de la convergence est abordée dans la section 2.3.}

Dans le cas de I’élasticité anisotrope, on ne sait pas (ou on ne peut pas) obtenir des relations
d’orthogonalité entre les modes méme sur des frontieres obliques. Par conséquent, la construc-
tion d’opérateurs DtN (ou DtR voir section 1.2) requiert Uinversion de la matrice de Gram
associée aux modes pour projeter la donnée de Dirichlet, ce que I'on souhaite éviter comme
nous l'avons expliqué section 2.1.

Nous allons décrire ici de maniere formelle la méthode que nous proposons. Elle s’appuie
sur la formulation multi-domaines avec recouvrement décrite dans la section 1.2. Nous avons vu
dans ce cas que nous devons faire un choix des conditions imposées sur les fronticres XF et i
Ce choix doit assurer la compatibilité de p® et p* dans les zones de recouvrement Bj", c’est a
dire :

p’ =pt dans B (2.21)

Sur les frontieres "extérieures” Xif, nous allons imposer comme précédemment la condition de
Robin :
AVPY v+ 4p’ = AVpT v+ ypT sur Bf, (2.22)

ou vy est un parametre complexe.

Pour la condition sur 3F, nous allons imposer une condition plus complexe et, afin de simplifier
les explications, nous allons travailler dans B;". D’une part, p® étant solution de I'équation
homogene :

div (AVp®) + w?p’ =0 dans B/,

elle se décompose sur les modes aller et retour comme suit :

P(ay) = 3 O (e IPE(y) + Cp () P IPL (2, y), (2.23)
k=0

ou les C’,:—“ (p°) sont les amplitudes modales complexes de p® "prises" en x = a, et les P,:-r (y) sont
les champs transverses des modes. Dans notre cas, en utilisant ’expression (2.15) des modes, il

vient '
P = e Wy (y).

Dans toute la suite, on utilisera cette police de caractere pour définir les champs transverses
des modes.
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D’autre part, p* doit étre sortante dans 2 et donc se décompose uniquement sur les modes
sortants :
Pt (z,y) = Y G (pH)e T IPl(y),
k=0
ou les C;f (p*) sont les amplitudes modales associées a p*. La condition que nous proposons
d’imposer sur X1 est la suivante :

VkeN, CF () = Cf (). (2.24)
Notons que cette condition est modale mais non locale.

Etant donnés nos choix de conditions (2.22) et (2.24), il vient maintenant deux questions :

1. Tout d’abord, ces conditions assurent-elles la compatibilité (2.21) dans la zone de recou-
vrement B;,

2. Ensuite, comment obtenir les coefficients Ci(p®) de la décomposition modale (2.23) &
partir des données éléments finis sur ¥} 7 Rappelons qu’ici les frontiéres sont verticales,
et donc nous n’avons pas de relations d’orthogonalité permettant de calculer simplement
la décomposition modale.

Dans la section suivante 2.3.2, nous commencerons par répondre a la seconde question. Nous
verrons qu’a 'aide des relations de bi-orthogonalité (qui seront rappelées), on peut obtenir les
coefficients de la décomposition modale de p® dans Bj" & partir de sa trace et de sa dérivée
normale sur 1.

Nous verrons ensuite dans la section 2.3.3, que nos choix de conditions (2.22-2.24) assurent
également la compatibilité entre p® et p* dans les zones de recouvrement Bj".

2.3.2 Décomposition modale via les relations de bi-orthogonalité

Les relations de bi-orthogonalité :

Dans cette section, nous allons simplement rappeler le résultat, la démonstration est donnée
dans les références [6, 57]. Notons qu’a I'aide de I'expression (2.15) des modes, nous pouvons
également le démontrer directement. De plus, cette expression explicite des modes (2.15) nous
sera utile dans la suite.

Introduisons quelques notations : on pose s la variable correspondant a la vitesse dans la
direction x :

s = AVp - e,,

ou e, est le vecteur unitaire dans la direction x. Avec ces variables p et s de pression/vitesse,
on exprime les deux familles de modes définies par (2.15) sous la forme :

[P;?(:w)] _ tiba 7 (2.25)

Sit(z,y)

ott P et S désignent les composantes transverses du mode (P, S{). Rappelons que nous
avons vu dans la section précédente 2.2.2 que :

— les modes (P, S;7);, associées aux (B)x sont sortants dans

— et les modes (P, , Sy )i associées aux —(f)x sont sortants dans €2 .
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Suivant ces notations, les relations de bi-orthogonalité entre les modes s’expriment ainsi :

Proposition 2.3.1 Soient (P1,S1) et (P2, S2) deur modes associés respectivement a By et Ps.
1l vérifient la relation de bi-orthogonalité :

h
J 77182 — 817)2 =0 st 51 #* —ﬁg. (226)
—h
Pour les deux familles de modes (43, P, Sit), on déduit (attention aux indices) :
h h - B
Vk,leN, f PiSt —SiPif =0, etsi k#1, J PiSH - SiiPF = 0.
—h —h

On remarque donc que deux modes d’une méme famille sont bi-orthogonaux entre eux. Dans le
cas ou l'on considére un mode (B, P, S;") et son "opposé" (—fk, Py , Sy ), nous noterons Jj, le
terme :

h
Jk :J PrS, — SiP;.
—h
A Taide de Pexpression (2.15) des modes, nous pouvons démontrer que
h (2
Ji = Qiﬁkf 61026(0?))‘%\2@ ou  ciep — (e3)* > 0,
—h 2

et ou les fonctions ¢ sont définies dans la proposition 2.2.3. Il est important de remarquer
que ces coefficients J; sont non nuls si les 5, sont différents de zéro, ce qui revient a éviter les
fréquences de coupure. On peut alors normaliser I’ensemble des modes (£, Py, SE) selon la
relation de bi-orthogonalité.

La décomposition modale :

Nous allons maintenant expliquer comment les relations de bi-orthogonalité nous permettent
de connaitre les coefficients C;f (p®) de la décomposition modale (2.23) de p® dans les zones de
recouvrement Bjt. Les explications seront données dans le domaine B;" mais bien évidemment,
les mémes idées s’appliquent dans B; .

Considérons par exemple qu’on connait le champ de pression/vitesse (p°, s?) sur la frontiere
verticale . On rappelle qu’avec nos notations s” est défini par :

s" = AV - e,

et correspond en x = a a la dérivée normale sur ¥.}7. En supposant que I'ensemble des modes
(PE,SE) forment une base complete de L2([—h, h]) x L*([~h, h]), nous avons alors :

H - Y Ch) [?

k=0

+Cp (1) [Pk] : (2.27)

ott les Cif (p?) sont les coefficients de la décomposition modale dans B;". On utilise un abus de
notations ici en écrivant Ci (p?), car nous devrions écrire Cit (p®, s°) pour étre exact.

Remarque 2.3.2 Pour le cas particulier d’un milieu isotrope, nous avons bien la complétude
car nous retrouvons la base de Fourier, voir formule (1.8) du premier chapitre. Pour le cas
général, nous supposerons la complétude.
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Gréce aux relations de bi-orthogonalité (voir proposition 2.3.1), nous pouvons par simple pro-
jection sur les deux familles de modes (P}, S )i et (P, S; )k obtenir les coefficients Ci (p?)
par la formule suivante :

1 _ _
C%(Pb) = ?Jk [(Pb,Sﬁ)Lz(Z;) — (sb,Pﬁ)Lz(Z;)] . (2.28)

Donc, étant donnée la trace de p° et sa dérivée normale s® sur ¥}, on sait exprimer sa décom-
position modale (2.23) dans la zone de recouvrement B;", et donc déduire en particulier les
coefficients C} (p®) nécessaires pour exprimer la condition de transmission (2.24) sur ;.

Maintenant, pour obtenir "complétement" les coefficients Ci & partir d'une donnée varia-
tionnelle sur p?, il reste une difficulté. En effet, nous utilisons ici la dérivée normale s® sur ¥,
ce qui n’est pas variationnel dans H'. Pour donner un sens a (Sb, P, ) L2(5H)’ I'idée est dutiliser
une technique de relévement. Posons £(-) un relevement de Hz(X}) dans le domaine B;" qui
vérifie pour g € H2(XF) :

1. L(g) = g sur X7,

2. L(g) =0 sur 3,

3. L(g) est dans H'(B;').

En appliquant la formule de Green au terme (s°, P;F), il vient :
J s"PE = f s"L (PF) = f div (AVp®) L (PF) + AVp"- VL (PJ), (2.29)
=5 =4 B

ou le terme de bord sur 3} s’annule par définition de notre reléevement. Nous savons de plus
que p® vérifie :
div (AVp®) + w?p” =0 dans B;'.

Par conséquent, on peut remplacer dans (2.29) le terme div (AVpb) par —w?pP, et il vient :
J sS"PF = J —w*p’L (PF) + AVp" - VL (PF).
=+ B

Finalement, étant donnée p® dans la zone B;" (et donc en particulier p* sur ¥}), nous pouvons
exprimer les coefficients Cif (p*) de la décomposition modale & I'aide de la formule suivante (en
remplacant dans (2.28) la formule ci-dessus) :

1
+
G = +Ji

h
f Ples SE —J —wp"L (PF) + AV’ - VL (79,:)]. (2.30)
—h B

Ainsi, nous pouvons utiliser les conditions de transmission (2.24) pour obtenir la solution sor-
tante p™ dans QF associée a p® par la formule suivante :

o] Bl

k=0

Soulignons que 'expression ci-dessus n’est pas égale (a priori) a (p°, s*) dans tout B;". En effet,
pour assurer cela, et donc la compatibilité (2.21), il faut montrer que Cy (p?) = 0 pour tout k.
La condition de transmission (2.22) sur ;7 va nous assurer de ce résultat comme nous allons le
voir maintenant.
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2.3.3 Formulation multi-domaines

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la formulation multi-domaines, et le but
sera de montrer qu’elle est équivalente au probléme initial (2.1). Les champs de pression p® et
pt vérifient les équations suivantes :

div(AVp?) + w?p® = f dans s,
AVDP® v =0 sur 0 N 09,
(2.32)
div(AVp*) + w?p* =0 dans QF
et
AVpE v =0 sur  00F N oQ,

olt p* sont sortants dans les demi-guides QF. De plus, ces équations sont couplées par les
conditions de transmission :

CE(p®) = Cif(p*) VkeN sur YF
(2.33)
et AVpET-v+ ”ypi]Ebi = AVp® v+ ’ypb\zbi sur Xj,

Dans la proposition 1.2.2 du premier chapitre, nous avons vu que pour montrer I'équivalence
entre la formulation multi-domaines (2.32-2.33) et le probléme initial (2.1), il faut vérifier la
compatibilité des représentations p® et p* dans les zones de recouvrement Bj. :

p’=pt dans B (2.34)

Pour simplifier, nous allons uniquement travailler dans B;" mais les mémes idées s’appliquent
dans B; . Posons v* la fonction définie par

vt =p’—pt dans B
Etant données les décompositions modales

P=Y WP+ Cr ()P, et pt =) Ci(pT)PT dans B,
k>0 k>0
et étant donnée la condition de transmission C}f (p*) = C}f (p™), il vient
vt = Z Cr(p")P; dans B (2.35)
k>0

Bien évidemment, on peut prolonger la fonction vt dans tout le demi-guide parfait Q,f défini
par .
Qlj :] - OO,b] X [_h7 h]7

Ce domaine correspond au prolongement de B;" pour les z < a. La fonction v" est sortante
dans Q et est solution du probléme :

Trouver vt € HL (Q;) sortante telle que

div(AVvT) + w?v™ =0 dans QF,

) (2.36)
AVot v =0 sur QY N oR,
AVt v+ vt =0 sur PO

Nous voyons ici que nous avons "éliminé'" la boite B;"” en la remplagant par le demi-guide infini

QF. En ce sens, la condition de transmission sur X1 correspond & une condition transparente
b ) a

pour v*. Il reste maintenant a prouver que v = 0.



2.3. Utilisation du recouvrement pour construire de nouvelles conditions
transparentes 57

Proposition 2.3.3 Pour tout «y tel que Im(vy) < 0, le probléme (2.36) admet comme unique
solution v = 0. Par conséquent, la formulation multi-domaines (2.32-2.33), et le probléme initial
(2.1) sont bien équivalents.

Afin de montrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.4 Siv est une solution sortante, alors elle vérifie sur toute section ¥ du demi-guide

o
Im (f AVU'VU) > 0,
b

ou v représente la normale unitaire a X dans la direction des x < 0.

Ce lemme indique que le flux d’énergie a travers une section ¥ du guide est positif, ce qui est
cohérent avec la notion de solution sortante car 1’énergie doit se "propager' vers l'infini. Sa
démonstration est technique et on peut la trouver dans [7].

Preuve de la proposition 2.3.3 : Soit v™ une solution de (2.36). Dans le sous-domaine borné
B;" du demi-guide €2}, nous pouvons utiliser la formule de Green avec comme fonction test v,
et il vient en utilisant les conditions aux bords de (2.36) :

f vt — AVt .ot —i—f AVoT v ot —vf
B} Sa

lv|> = 0.
Z+

b

En prenant la partie imaginaire de cette expression, nous obtenons alors :

Im (J AVoT v v+> — Im(y)f lv|> = 0.
=F =f

Or, d’apres le lemme 2.3.4, la solution v* étant sortante et ayant supposé Im(y) < 0, nous avons
ci-dessus la somme de 2 termes positifs qui est égale a 0, et donc :

Im (J AVo™ - VU+> =0 et f lv|> = 0.
=F =f

On déduit de la seconde égalité et de la condition sur le bord X vérifiée par v™ :
vP=0 sur 3 et AVot v =0 sur Y.

On obtient finalement que v+ = 0 partout a I’aide d’un argument de prolongement unique. W

Remarque 2.3.5 Précédemment, dans le cas Dirichlet to Neumann "avec recouvrement” (voir
la proposition 1.2.6), nous avons vu que pour~y = 0, le probléme était mal posé pour les fréquences
lices a la zone de recouvrement Bj.

Ici, siy =0, le probleme (2.36) peut étre mal posé pour certaines fréquences correspondant
a l’existence de modes localisés au bord du demi-guide Q;, appelés modes de "bout', voir par
exemple [76]. Ces fréquences sont différentes de celles des fréquences de "boite" que nous avons
mise en évidence précédemment.

Notons par ailleurs que dans le cas isotrope, pour v = 0, on peut montrer facilement que le
probléme (2.36) a toujours comme unique solution 0, sauf auz fréquences de coupure. En effet,
on peut exploiter dans ce cas l'orthogonalité des modes sur ¥ pour montrer le résultat. 1l n’y a
donc pas de mode de bout pour un milieu isotrope.
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2.3.4 Reformulation a ’aide d’un opérateur Transparent to Robin

Comme nous 'avons déja vu au premier chapitre, pour réduire notre probleme au domaine
borné €y, il est nécessaire d’éliminer les inconnues p* dans la formulation multi-domaines (2.32).
Avec la formule (2.31), on sait exprimer la solution sortante p* dans QF vérifiant la condition
de transmission

VkeN, CFf(p’) =CtpT) sur XF

a

étant données la trace et la dérivée normale de p® sur XF. Ainsi, & 'aide de 1'expression (2.31)
de p* et de la condition de transmission :

AVPY v 4+ 4p° = AVpT v 4 ypt sur BF,

nous pouvons relier la trace et la dérivée normale de p® sur ¥ & AVp®- v +~p® sur les frontieres
extérieures ¥i. Par exemple, il vient sur 3 :

AVD’ v+ 4p’ = Z CH() (S + P el (2.37)

k=0

Jusqu’ici, les séries modales ont été manipulées de facon formelle, et nous allons maintenant
nous poser la question de leurs convergences. Nous allons montrer ci-apres que la série modale
dans (2.37) a une convergence normale pour tout

> amee =0 —a~, ou a = min (ay)) et o = max (a(y)). (2.38)
ye[—h,h] ye[—h,h]
Rappelons que « a été défini précédemment par la formule (2.6). Géométriquement, cette condi-
tion (2.38) s’interpréte comme le fait qu’il est nécessaire d’avoir un recouvrement [ plus grand
que la zone "couverte' par la frontiere X7, définie dans la section 2.2.1 (voir Figure 2.10).

s+ )ong

\g
+

FIGURE 2.10 — Géométrie demi-guide 2} et illustration de la condition (2.38).

Ainsi, nous allons réécrire nos conditions transparentes (2.37) a I'aide d’opérateurs "Trans-
parent to Robin" définis ainsi :

Définition 2.3.1 Pour | > qunag, on définit Uopérateur T, de H2(SF) x H™2(SF) dans

H~2(3) qui d p, s associe :

Tihr) = ), Gl (ps) (YPi + 8;F) €, (2.39)

k=0
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ot les coefficients Cf sont données par :
1 _
VkeNa C/:(Z?’S) = Jk|:(p’81:)[/2(zar)_ (S 7Dk: )L2 E+):|-

De maniére similaire, on peut définir Uopérateur Tv", , de H(B;) dans H2(3;).

On rappelle que I'on note C (p?) = CF (pb|zg7 sb|23r). De plus, nous avons vu qu’a I'aide de la
technique du relevement décrite section 2.3.2, on peut obtenir les coefficients C’,:—r a laide de p®
dans la bande Bj".

Nous pouvons reformuler le probleme initial 2.1 dans le domaine borné €, a l'aide des
opérateurs T%i R

Trouver p® € H()) telle que

div(AVp®) + w?pb = f dans O,

2.40
AVpt-v =0 sur 08 N 09, (240)
AVP v 4 yph = TRt 4 () sur oF,

Par équivalence au probleme initial 2.1 et grace au théoreme 2.2.4, nous savons que le probleme
ci-dessus est bien posé.

Sous forme variationnelle, le probleme (2.40) se réécrit :

Trouver p® € H*(Q) telle que Vp € H'() (2.41)

a,(p",p) — ti(p’,p) = L(p)- |
ot les formes bilinéaires a,(-,-) = a(-,-) =05 (-,-)=bI (-,-) et t;(-,-) = t;"(-,-) +1; (-, -) sont définies
par :

a(p’,p) = f AVp" b — wp"p,
Qp

+/,0 =\ b=
by (0", D) = L+ P’p; (2.42)

b

E0R0) = [ TEAP5 = X CEOME (5] +9PD-8) s

Eb k=0

En utilisant la technique du relévement et la formule (2.30), il vient

1 h . . ~
(0, p) = ), A Uhpblz;&;* - f WL (PE) + AVD - VL (P)

k=0 r

Bl ([ o+ R
67'/81@ ((Sk + IYPIC )7p)L2(E;_L) .
Pour discrétiser le probleme, il est nécessaire de tronquer les séries modales définissant les
opérateurs TTHR, comme nous l'avons déja présenté dans la section 1.1.4. La discrétisation
éléments finis est classique.

Remarque 2.3.6 Afin de réduire au plus les calculs pour les termes tli(pb,ﬁ), l'idée est de
prendre un relévement L de la taille d’une maille. Ainsi, il n’est pas nécessaire d’intégrer dans
tout Bj.
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Grace a la convergence normale de la série, on peut prouver en suivant les mémes idées qu’au
premier chapitre (voir la proposition 1.2.8) la

Proposition 2.3.7 Pour tout | > ., les opérateurs leJiR sont compacts.

Comme dans la section 1.2.2 du premier chapitre, on peut déduire de ce résultat que le probléme
(2.40) releve du théoréme de Fredholm analytique.

Preuve de la convergence normale de la série modale : Justifions maintenant la
convergence normale de la série définie dans (2.37), autrement dit montrons que :

SUCHI I SE+PE gy 1671 < 0. (2.43)
k=0

Rappelons que pour les modes évanescents, nous avons :

Vk > N, ﬁk = Z|Bk‘7 et kllr_{l ’Bk‘ = 400, (244)
—+00

ou N désigne le nombre de modes propagatifs. Dans le terme général de la série (2.43), on peut
distinguer :

— d’une part le terme e dont nous savons qu’il décroit exponentiellement vite avec k
pour les modes évanescents. En effet, les 3, associées aux modes évanescents vérifient
(2.44), et donc nous avons pour ces modes,

Bl — =18kl .
k—+00

— d’autre part, les termes C;" (p®), P et S; dont les comportements dépendent de I’aniso-
tropie. Rappelons que nous avons vu dans la section précédente, voir Figure 2.5, que pour
un milieu anisotrope les modes évanescents peuvent étre exponentiellement croissants
dans la section verticale du guide.

Pour montrer le résultat (2.43), nous devons donc étudier le comportement des termes
C(p®), P et S pour k tendant vers +o0. On montre facilement (par continuité de la trace et
de 'opérateur de relevement L(-)) que les coefficients C; (v) vérifient I'inégalité suivante :

1 _ _
CE@I < T 10 sy (1S Dyt gy # 0P8 Dy ) (299)

ol v est une fonction de H'(B;"). Nous allons par conséquent nous concentrer sur I'étude des
modes P et S pour étudier la convergence de la série (2.43).

Afin d’étudier les normes de PF et SF, nous aurons besoin d’utiliser leurs expressions (2.15)
que nous avons obtenues grace au changement de coordonnées :

P (,y) = eX ety (y),

ot a(y) est défini par (2.6) et les ¢, sont des fonctions normalisées (voir équation (2.14)). Par
définition de Pj, nous avons : ‘
Pi(y) = e Wy (y).

Pour S,:—r, nous devons passer par le calcul de la dérivée normale axiale du mode S,;t :

St = AVPE e, = c10,PE + c3d, P
| | (2.46)
= LiBpe™ e PiE + e3P0, (P)-
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Nous obtenons donc I'expression suivante des termes Py et SiF :

!Pﬁ] tifuoly) [ oY)
— pFibroly (2.47)
Sit +i c1 Brpn(y) + 3 (i () (y) + 1 (y))

A partir de (2.47), nous allons étudier les normes des modes. Tout d’abord, notons que nous
avons la majoration suivante :

Tigal) || (2.48)

1P s <l onllalle e

D’apres la définition des fonctions ¢y, voir proposition 2.2.3, on montre facilement que pour k
grand :

oy <l ol ~ 16l

Il vient donc que pour k grand, le terme "prépondérant’ dans I'expression (2.48) est e qui

devient pour les modes évanescents :
eT1Brlaly)

La fonction a(y) étant bornée par a~ et ot (voir I’équation (2.38)), on en déduit :

—a~ _ +
1Py~ e et Py e (249)
De maniere similaire, on peut prouver que
[ P
et donc, il vient :
IS +PE oy ~ e, (2.50)

Finalement, le terme général de la série (2.37) se décompose en trois parties :
— el qui, pour les modes évanescents s’écrit e~ 1%l et donc décroit exponentiellement vite
avec k,
— (8 +9P;) qui vérifie (2.50).
— et enfin C}f (p) qui vérifie pour k grand, d’apres (2.45) et (2.49) :

at
CEW) <D gy €
Le terme général de la série (2.43) vérifie donc :

+(pb + + =Bkl o |Br| (et —a™ =)
LN SE+7PE Ny e~ , 2.51)

et on déduit la convergence de la série si

> e =" —a”. (2.52)
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2.3.5 Analyse spectrale dans le cas d’une géométrie séparable et
pour un milieu isotrope

Nous avons présenté dans la section 1.3 du ler chapitre une méthode de résolution itérative
de notre probléme. Elle consiste a utiliser 1’algorithme GMRES préconditionné par l'approche
décomposition de domaine. Nous avons vu qu’on peut avoir des informations sur le taux de
convergence de la méthode itérative en étudiant la convergence de l'algorithme "naif" de dé-
composition de domaine (méthode de Schwarz).

En particulier, dans le cas d’'un demi-guide de géométrie séparable (voir Figure 1.6), il est
possible de faire les calculs analytiquement pour un milieu isotrope. Nous n’allons pas re-
prendre les détails de calculs (voir la section 1.3.2 sur I'analyse spectrale dans le ler chapitre),
mais nous allons donner ’équivalent du résultat quand on utilise la formulation Transparent
to Neumann (noté TtN) qui correspond a prendre v = 0 dans la condition de transmission de
type Robien sur i

On considere le domaine €2 défini par :
Q = [0, +o[x[—h, k],
et on le décompose en
Qp = [0,b] x [=h,h], et QF =[b,+o0[x[—h,h].
En utilisant les conditions de transmission TtN (2.33) (dans le cas isotrope) :
VEeN, CF(p")=CipT) sur XF, et dpT =0,p° sur Xf, (2.53)
I’algorithme itératif de Schwarz s’écrit alors :

Trouver pf,,) € H' () telle que

Apl(’n) + prZ(’n) =0 dans O,

(9,,pl(’n) =0 sur 08, N 092,

Oublny = 0Dl sur PIn

(2.54)

et trouver p(,y € Hy, (%) sortante telle que

Apfy + WPy =0 dans Q,

OuPimy =0 sur  0QF N oQ,

VEk e N, C’,j(p(tl)) = C’,j(pl(’n_l)) sur X

En suivant la procédure décrite section 1.3.2, on peut montrer dans ce cas que l'algorithme
itératif ci-dessus converge si et seulement si :

oiBKb
Comme dans le cas des conditions de transmission Dirichlet-to-Neumann, on ne peut pas assurer
la convergence de l'algorithme itératif (2.54). En revanche, on peut observer plusieurs choses :
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— les coefficients A\, ne dépendent pas de la taille du recouvrement [ = b — a, mais directe-
ment de la taille b du domaine €2,. Cela correspond au fait d’avoir "éliminé" la boite B
grice a la condition de transmission sur X}, comme nous I'avons expliqué dans la section
2.3.3.

— le comportement asymptotique k — +00 des coefficients A, est dans ce cas e 21%/b_ Sj
on utilise une condition de transmission de type Dirichlet sur ¥F, on trouve comme
comportement asymptotique e~2/% (voir la preuve du lemme 1.3.7). Il apparait donc
une décroissance plus forte en utilisant les conditions de transmission que nous avons

présentées dans ce second chapitre.

Moralement, cette étude simple semble montrer que nos conditions de transmission (2.53) per-
mettent d’obtenir tous les avantages du recouvrement pour tout ! > 0, aussi petit soit il (au
moins dans le cas isotrope, voir remarque ci-dessous). Nous allons valider cette conjecture dans
la section 2.4.2.

Remarque 2.3.8 Comme nous ['avons vu, pour un milieu anisotrope on doit considérer un
recouvrement | suffisamment grand lié a l'anisotropie (voir condition (2.52)). Par conséquent,
l'intérét de la formulation TtN pour une résolution itérative parait plus discutable.

Cependant, ’idée dans ce cas serait d’utiliser la condition de transmission C;f (p*) = CF (p™)
sur les frontieres déformées Z;{a. Ainsi, les séries modales définissant nos opérateurs TtN
convergent pour tout [ > 0, et on récupere les avantages du recouvrement.

Remarque 2.3.9 En décomposition de domaine, il est connu que les conditions de transmission
optimales entre les sous domaines sont les conditions transparentes (voir [44, 71]). Cependant,
ces conditions ne sont pas utilisées car, d’une part elles sont non locales, et d’autre part, selon
la sous structuration du domaine, on ne peut pas les obtenir explicitement.

Dans notre cas, la condition de transmission modale qu’on impose sur 3} est une condition
transparente du domaine O wvers le demi-guide parfait | — o0,a] x [—h,h]. Elle serait donc
optimale pour un domaine €, correspondant au demi-quide parfait | — c0,b] x [—h, h].

2.4 Résultats numériques

2.4.1 Comparaison des formulations DtN sur les frontieres défor-
mées et TtR

Dans cette section, nous allons comparer les deux approches que nous avons exposées dans
ce chapitre, c’est a dire :
— la formulation Dirichlet to Neuwmann utilisant les opérateurs T~ définis sur des fron-
tiéres déformées (voir section 2.2.3). Rappelons que dans le cas ot A = Id, les opérateurs
T sont exactement les opérateurs Dirichlet-to-Newmann définis au premier chapitre.
— et la formulation Transparent to Robin utilisant les opérateurs Tht p définis sur des
frontieres verticales séparées.
Cela nous permettra également de présenter quelques validations numériques. Pour simplifier,

nous avons considéré le probleme de demi-guide suivant :

Trouver p € H () sortante telle que

loc

div(AVp) + w?p = f dans (2.55)
AVpt-v =0 sur  0f),
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ou
Q= [0,+w[x[—h,h], avec h=0.5.

Le premier test a été de vérifier (qualitativement) que nos deux approches conduisent au méme
résultat. Nous avons donc résolu le probleme (2.55) avec nos deux formulations. Dans tous les
résultats qui suivent, nous avons tronqué les séries modales définissant les opérateurs TT_> N

et T'y & 10 modes, ce qui correspond & prendre tous les modes propagatifs et quelques
modes evanescents pour les fréquences que nous allons considérer. De plus, nous avons choisi le
parametre v de la condition de transmission sur 3} égal a 0 (ce qui revient & une condition de
type Neumann).

Sur la Figure 2.11, nous avons représenté la partie réelle de la solution du probleme (2.55)
calculée par nos deux méthodes pour les parametres suivants :

10
Az(o 1), a=1, b=2 et w=28

La frontiére X} est marquée en pointillé et 3} en trait noir. Le support du terme source (une
gaussienne tronquée) est représenté par le cercle en pointillé. Qualitativement, on observe bien
que les résultats sont les mémes.

Soulignons qu’ici, la fonction a(y) = 0, et donc @y,q, = 0. Par conséquent, pour tout [ > 0 on
vérifie la condition (2.52) qui assure la convergence de la série modale définissant 'opérateur
TT_, r- On peut donc rapprocher autant que I'on souhaite les deux frontieres verticales 1 et

-0.04
MHH\“IHH L1

-0.05 0.05 0.05

N WH\H‘HHH L1

FIGURE 2.11 — Résolution du probléme (2.55) par la formulation DtN, a droite, et par la for-
mulation TtR, a gauche. En haut, on a représenté la solution dans le domaine €, et en bas, la
solution reconstruite. Le support du terme source est représenté par le cercle en pointillé.

Maintenant, nous avons considéré un cas anisotrope avec les parametres suivants :

1 05
A=(0.5 1), a=1, b=2 et w=28§,

et nous avons représenté sur la Figure 2.12 les résultats obtenus de la méme fagon. Ici également,
les résultats sont concordants. Dans ce cas, la fonction a(y) = —0.5(y + h) et donc @4, = 0.5.
Le recouvrement [ étant égale a 1, on vérifie bien la condition (2.52).

Afin de voir 'influence de la taille [ de la zone de recouvrement B;", nous avons calculé la
solution du probléme (2.55) en considérant cette fois les parameétres suivants :

1 0.5
A=(0‘5 1), a=19, b=2 et w=3§,
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0 0|3 0.05

-0.05 -0.03 0 |
PSSR o e L SR v

-o.‘o7 0.07 -0.07 0.07

FIGURE 2.12 — Résolution du probleme (2.55) par la formulation DtN, a droite, et par la for-
mulation TtN pour [ = 1, a gauche. En haut, on a représenté la solution dans le domaine €2,
et en bas, la solution reconstruite. Le support du terme source est représenté par le cercle en
pointillé.

c’est a dire en rapprochant les frontieres X} et ;. Ici, nous avons q., = 0.5 et [ = 0.1, par
conséquent on ne vérifie pas la condition (2.52). Sur la Figure 2.13, on observe dans ce cas une
différence entre les solutions calculées par nos deux formulations. De plus, pour la formulation
TtR, il apparait également une discontinuité entre la solution reconstruite et celle calculée dans
le domaine borné. On voit ici I'importance de prendre une taille [ du recouvrement suffisamment

H’T Hm?ﬁﬂ 0 % 'M‘OS H’T’ Illll?ﬁsl 0 4% 'M'OS
( ‘ 007 007 007

-0.07

FIGURE 2.13 — Résolution du probléme (2.55) par la formulation DtN, a droite, et par la for-
mulation TtR pour [ = 0.1, a gauche. En haut, on a représenté la solution dans le domaine €2,
et en bas, la solution reconstruite. Le support du terme source est représenté par le cercle en
pointillé.

grande pour assurer la convergence de la série modale, comme nous ’avons expliqué dans la
section 2.3.4.

Afin de comparer quantitativement nos deux approches, nous avons effectué une étude de
convergence des éléments finis. Pour cela, nous avons considéré le probleme suivant :

Trouver p € H},.(Q) sortante telle que

div(AVp) + w?p =0 dans Q,

2.56
AVpt v =0 sur 00\ X, (2.56)
AVPY v =Sy, sur Yo,

ou Sy est la dérivée normale du mode k, et ou

= {o =0} x [~h,h] et Q=][0,+0[x[-h,h.



66 Chapitre 2. Guide acoustique anisotrope

La solution analytique de ce probléme est simplement le mode P car le guide est sans pertur-
bation. Ainsi, nous pouvons mesurer l'erreur relative L? sur la fronti¢re extérieure 3;° bornant
le domaine de calcul. Un premier test a été fait a basse fréquence dans un milieu isotrope avec
les parametres suivants :

10
a=1, b=2 k=0, et A=<O 1).

Nous avons testé ensuite un cas anisotrope plus haute fréquence, avec les parameétres suivants :

-1

«% Ordre 1 DN
~% Ordre 2 DtN
~* Ordre 3 DIN

—+—Ordre 1
—+— Ordre 2
—+— Ordre 3

-2F

=3

-4}t

-5}

-6F

Logm(Err Relative)

-7F

-8}

-1.6 -1.4 -1.2 -0.8 -0.6 -0.4

-1
Log,, (h)

FI1GURE 2.14 — Courbes de convergence : formulation DtN en pointillés et formulation 7tR en
Vs

traits pleins pour la fréquence w = 5

1 0.5
w=10, a=1, b=2, k=2 et A=(0_5 1).

Nous avons représenté sur la Figure 2.14 et 2.15 les courbes de convergence obtenues par les
deux formulations pour les deux fréquences proposées.

~= Ordre 1 DtN Obl.
% Ordre 2 DtN Obl.
% Ordre 3 DtN Obl. ]
—+—Ordre 1
—— Ordre 2
—— Ordre 3

-1}

-2F

-3}

Log X 0(Err Relative)

-4

-5F

-6 . -1 -0.8 -0.6 -0.4
Log,, (h)

F1GURE 2.15 — Courbes de convergence : formulation DtN en pointillés et formulation 7TtR en
traits pleins pour la fréquence w = 10.
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Pour le premier test en basse fréquence, la formulation TtR donne des ordres de convergence
en O(h°r4ret1) (ott h désigne ici le pas du maillage), excepté pour I'ordre 2 o on observe une
convergence un peu meilleure. Ce résultat peut s’expliquer car on a utilisé un maillage régulier
ou simplement parce que le régime de convergence n’est pas tout a fait atteint. Pour 'ordre 3,
les deux courbes étant superposées, on ne voit pas celle en pointillée.

Dans le deuxieme test plus haute fréquence et anisotrope, on observe des résultats similaires.
Avec la méthode des frontieres obliques, on obtient les mémes ordres de convergence. Notons
qu’en général, 'utilisation de ’approche DtN donne une erreur un peu meilleure.

2.4.2 Avantages de la formulation TtR

Dans le premier chapitre, nous avons présenté dans la section 1.2 une extension des opéra-
teurs Dirichlet to Neumann en introduisant la notion de recouvrement. Cette nouvelle approche
décrite dans le cas isotrope (voir remarque ci-dessous) a été introduite dans le but d’améliorer
les approches itératives de résolution.

Maintenant, nous avons donc pour un milieu isotrope deux approches possibles exploitant
le recouvrement :

— soit la formulation "DtN ou DtR avec recouvrement' du premier chapitre,

— soit la formulation "TtR" décrite dans ce chapitre.
Nous nous proposons ici de comparer ces deux formulations.

Remarque 2.4.1 Au vu de la section 2.2 de ce chapitre, on peut dans le cas anisotrope dériver
des opérateurs DtN avec recouvrement (sur des frontiéres déformées séparées). L’étude étant
similaire au cas isotrope, nous nous limiterons a ce cas plus simple a détailler.

Remarque sur les fréquences de ’boite’

Précédemment, nous avons vu dans la remarque 2.3.5 que la formulation "Transparent
to Neumann' (revient a prendre v = 0) évite le probleme des fréquences de boite que nous
avions identifiées au premier chapitre pour la formulation Dirichlet to Neumann avec recouvre-
ment (voir la proposition 1.2.6).

Afin d’illustrer numériquement cette remarque 2.3.5, nous avons tracé sur la Figure 2.16
le conditionnement de la matrice issue de la discrétisation du probléme (2.41) pour les para-

metres :

w € [0, 5], Az((l) (1)), a=1 b=2, et v=0.

Nous avons également rappelé le résultat obtenu avec la formulation DtN avec recouvrement
(celui de la Figure 1.5 du ler chapitre). On observe qu’a la différence du cas DtN avec recou-
vrement, la matrice ici est toujours inversible (excepté aux fréquences de coupure marquées par
les droites bleues). On élimine ainsi les fréquences de boite (marquées par les lignes verticales
vertes) mise en évidence avec I’ajout du recouvrement dans le cas DIN avec recouvrement.

GMRES préconditionné par approche décomposition de domaine

Le but de cette derniere section est d’étudier l'influence de la taille du recouvrement [
sur le nombre d’itérations nécessaires & GMRES pour converger (la description détaillée de la
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FIGURE 2.16 — Conditionnement de la matrice obtenue apres discrétisation en fonction de la
fréquence w dans le cas DtN avec recouvrement a gauche, et dans le cas TtN a droite. En lignes
verticales bleues, nous avons marqué les fréquences de coupure (w = 0 et w = 7) et en vert les
fréquences de boite.

méthode est donnée dans la section 1.3.4). Dans le cas DtN (ou DtR) du premier chapitre, nous
avons vu qu’augmenter [ améliore la vitesse de convergence. Qu’en est il dans le cas TtR?

o) ‘ ¢

Y

S5 of L.,

FIGURE 2.17 — Géométrie du demi-guide avec défaut.

Dans le tableau ci-dessous, nous avons indiqué pour différentes fréquences et différentes
tailles de recouvrement le nombre d’itérations nécessaires a GMRES pour atteindre une erreur
sur le résidu inférieure a 1074, Dans chaque case, on a noté a gauche le nombre d’itérations en
utilisant la formulation TtR et & droite la formulation D¢R (on a repris les résultats du premier
chapitre, voir a la fin de la section 1.3.4).

=01 =02 =05 =1 =2
w=5 A7 116 176 3] 4 1] 3
w =10 6|8 5 6 5] 6 517 55
w =20 719 718 718 7|7 719
w =50 12 ] 12 1112 12 ] 11 1211 | 1212

Le probleme qu’on résout est la diffraction par un défaut représenté sur la Figure 2.17 d’'une
source gaussienne (tronquée). On observe sur ces résultats que :

— a la différence du cas DtR, le recouvrement n’a pas (ou peu) d’influence sur le nombre
d’itérations pour la formulation TtR,

— le nombre d’itérations dans le cas TtR pour [ = 0.1 est proche ou égale a celui dans le
cas DtR pour le plus grand recouvrement [ = 2. Par conséquent, il semble qu’on gagne
le "maximum" de I'avantage du recouvrement pour tout [ avec I’approche TtR.

— enfin, le nombre d’itérations augmente avec la fréquence, comme nous ’avons déja observé
au chapitre précédent.
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Ce troisieme chapitre porte sur la résolution d’un probleme de diffraction dans un guide
élastique en régime harmonique. Pour étudier ce probleme, nous allons reprendre la démarche
des premier et second chapitres. Le but sera d’étendre les résultats vus précédemment au cas
vectoriel de I’élasticité. Apres une breve introduction sur les équations de 1’élastodynamique,
nous présenterons quelques résultats sur les modes dans un guide élastique. Leur étude est plus
complexe que dans le cas scalaire acoustique et nous n’avons hélas pas autant d’informations.

69
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Ensuite, a 'aide de cette étude modale, nous présenterons deux reformulations possibles du
probleéme de diffraction. La premiere est une extension directe des travaux de V. Baronian [7]
et s’applique aux milieux orthotropes (que nous définirons ci-apres). La deuxieme approche est
applicable pour une anisotropie arbitraire et exploite les idées développées au chapitre précédent.

Enfin, nous étudierons des méthodes itératives de résolution de ces problemes, une méthode
directe pouvant devenir prohibitive dans le cas de configurations 3D.

3.1 Introduction

Dans la suite, d désignera la dimension égale a 2 ou 3 selon la configuration considérée. De
plus, on utilisera la convention de sommation des indices d’Einstein.

3.1.1 Probléme modele

Nous allons nous intéresser a la résolution des équations de 1’élastodynamique en régime
harmonique dans un guide d’ondes de géométrie €2 (voir Figure 3.1). La description de la méthode
sera faite pour le cas général d’une géométrie 2D ou 3D de section S bornée.

Q—I—

FI1GURE 3.1 — Géométrie du guide d’ondes 3D et notations.

A la fréquence w, le champ de déplacement u (avec u = (ugy, uy,) en 2D et u = (u,, uy, u,)
en 3D) vérifie les équations classiques suivantes (voir [81]) :

div o(u) + pw?u = f dans 9,
(3.1)

o(u)v =0,

ou p est la densité du milieu, et le tenseur des contraintes o(u) est relié au déplacement par la
loi de Hooke :

- {{x,y,z} en 3D, (32)

o(u)ij = Cijmen(u), avec i,7,k,l €
{z,y} en 2D.

Les tenseurs € et C sont respectivement les tenseurs de déformation et de rigidité. Sous les
hypotheses de petites déformations, € est donné par :

e(u) = ; (Vu + Vtu) )
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Les lois de la physique imposent que le tenseur de rigidité C vérifie les propriétés de symétrie :
Cijut = Criij = Cjan, (3:3)
et est défini positif, ¢’est a dire que pour tout tenseur £ d’ordre 2, on doit avoir :

Ciju€ii€u = a || € |IP= alg;? (3.4)

ol « est une constante strictement positive. D’autre part, I’écriture du tenseur de rigidité peut
étre simplifiée a ’aide des notations de Voigt. On peut le représenter par une matrice réelle 6 x 6
en 3D (et 3 x 3 en 2D) définie ainsi :

ou p(i, j) = p(j,i) et
en 2D : p(z,z) =

1 2 3,
en 3D : p(z,x) =1, p(y,y) = 2, p(z,2) =3, (3:5)
6 5 4

Dans la suite de notre étude, nous considérons trois types de matériaux élastiques : com-
pletement anisotropes, orthotropes et isotropes. La structure des tenseurs C associées a
chacun de ces matériaux est représentée sur la Figure 3.2. On précisera explicitement a chaque
fois le type de matériau considéré.

Anisotrope Orthotrope Isotrope
0 0000 ® ®@® © © © .—I o o o
o0 00600 ® 00 °c oo I_. 0O 0 ©
o0 0000 ® 00 °c oo 0o o0 o
O 000 00O O 0O O @ O © 0O 0 0 X O ©
o000 00 O 0 0 O @ © O 0O 0 0 X O
0000 0 © 0 0 O O @9 © O 0 0 O X|g

O Coefficient nul @ @ Cocfficients égaux

@ Coefficient non nul X Coeflicient égal & (C1; — C12)/2

FI1GURE 3.2 — Structure des matrices symétriques C pour les 3 types de matériaux considérés
pour un milieu 3D. L’indice en bas des matrices indique le nombre de coefficients C;; indépen-
dants.

Rappelons les hypothéses de notre étude :

1. Le domaine € est connexe et se décompose en 2 = Q. U Q, U QF voir Figure 3.1, ou les
domaines QF sont homogenes et définis par :

QO ={fz>a} x5,

avec S la section bornée du guide (qui est un segment dans le cas 2D).
2. La source f est a support compact inclus dans €2,.

3. La densité p est strictement positive et est indépendante de x dans les parties invariantes
QF du guide.
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4. Le tenseur de rigidité C est également indépendant de x dans Q0F.

Sous ces hypotheses, nous souhaitons résoudre le probleme de rayonnement suivant :

Trouver u € (HL(Q))? sortante telle que

div o(u) + pw?u = f dans Q, (3.6)
o(u)r =0 sur  OfL.

La notion de solution sortante sera précisée avec l'analyse modale dans la section 3.2.

Comme dans les chapitres précédents, afin de résoudre numériquement ce probléme, on
souhaite ramener les calculs a une zone bornée en tenant compte du caractere infini du guide.
Nous allons construire des conditions transparentes a l'aide des modes. La méthode que nous
avons développée s’inscrit donc dans la continuité des travaux de V. Baronian [7] et L. Taupin
[87].

3.1.2 Notations
Introduisons quelques notations utiles pour la suite. On pose
[O0a Oy sz]t en 3D,
t=o0(u)e, =

[0 ayx]t en 2D,

et, afin de pouvoir discuter simultanément les cas 2D et 3D, on définit les variables "transverses"
suivantes :

en2D: x,=u, us = uy, ts = Oy, 05 = [0yz Oyl €s = [€ya €4y,
B I B e |
z Uz Ogz Ozz Ozy Ozz €z €zy €z
De plus, on notera U(x;) et T (x;) les champs transverses des modes :
u=ePU(x,) et t =TT (x,).

Pour I’étude des matériaux orthotropes, il est pratique d’utiliser les variables mixtes suivantes :

X = l;x] ot Y = l_“ti] (3.7)

Ces notations ont été introduites par V. Pagneux et A. Maurel [73, 74, 75] et sont commodes
pour exprimer les relations de Fraser que nous allons rappeler dans la section 3.2.2. Elles sont
dites mixtes car elles contiennent a la fois des composantes du champ de déplacement et des
composantes du champ des contraintes. Enfin, X' (x;) et ))(x;) désigneront les champs transverses
des modes dans ces nouvelles variables :
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3.2 Description et calcul des modes

Comme nous 'avons rappelé dans la section 1.1.2 du premier chapitre, le calcul des modes
correspond a rechercher des solutions non nulles aux équations :

divo(u) + p w?u = 0 dans un guide parfait R x S,
ou)r=0 sur R x 08,
ol on suppose que u est de la forme
u(zr, x,) = U (x,).

Injecter cette forme de la solution dans les équations revient a remplacer les dérivées 0, par i3
dans les opérateurs différentiels. Ainsi, on se ramene a résoudre un probleme aux valeurs propres
en [ posé dans la section S du guide :

Trouver B € C et U € (H'(S))* non nulle tels que
divg os(U) + pw?U =0 dans S (3.8)
os(U)v =0 sur 05,

ou os(-) et divg(-) sont les opérateurs o(-) et div(-) obtenus en remplacant J, par 5. Ce
probléme aux valeurs propres est quadratique en [ car lopérateur différentiel divo(-) est
d’ordre 2 en .

L’étude des modes en élasticité souleve de nombreuses difficultés théoriques comme 1'exis-
tence d’'un ensemble dénombrable de modes ou encore le caractére complet des modes (dans
des espaces appropriés). Ces difficultés sont abordées dans différents articles [17, 65, 64, 74, 7]
pour des cas particuliers (milieu isotrope ou orthotrope, géométrie canonique,...).

Dans cette section, nous ne prétendons pas répondre a ces questions difficiles. Le but est
de présenter les résultats et conjectures qui nous seront utiles dans la suite. La premiere
conjecture est la suivante :

Conjecture 3.2.1 L’ensemble des éléments propres solutions du probléme (3.8) est dénom-

brable.

Cette conjecture est vérifiable pour certaines configurations :

— le cas d'un guide 2D d’anisotropie arbitraire, en calculant I’équation de dispersion vérifiée
par les modes (voir [81]),

— le cas d'un guide 3D orthotrope homogene de section S de géométrie arbitraire (voir
[8]). Pour ce second cas, la démonstration est plus complexe et exploite des propriétés de
symétrie du probleme aux valeurs propres formulé en variable mixte [X Y] (voir [74, 7]).

En revanche, on ne sait pas démontrer la conjecture pour des guides 3D anisotropes.

3.2.1 Classification des modes
Dans I’ensemble des modes, on distingue 2 familles :
U = Ui (x,) et Uy = e Uy (x,), (3.9)

par leurs "sens de propagation" : les U} vont vers la droite et les U, vers la gauche. On détermine
les "sens de propagation" ainsi :
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— si ﬁ,f est réel, on parle de mode propagatif et on caractérise le sens de propagation a
I’aide du flux d’énergie a travers une section S

Im (\LIJ%-O’(UI—:) egc) = Im (LUg.t;) : (3.10)

Si le flux est strictement positif, alors le mode est dit progressif et va vers la droite
(sens des x croissants), et s’il est strictement négatif, il est dit rétrograde et va vers la
gauche. Les fréquences pour lesquelles il existe un mode dont le flux est nul sont appelées
fréquences de coupure. Nous ferons dans la suite une hypothese excluant ces fréquences
(voir 3.2.7).

— si Im(B7) # 0 et Re(BF) = 0, on parle de mode évanescent comme en acoustique.
Il décroit dans une direction sans osciller. Le "sens de propagation' est donné par la
direction de décroissance, ou encore le signe de Im(37).

— si Im(BF) # 0 et Re(B7) # 0, on parle de mode inhomogéne. Ce troisieme type de mode
n’existe pas en acoustique. Il décroit exponentiellement vite dans une direction tout en

oscillant. Le "sens de propagation" est donné, comme pour les modes évanescents, par le
signe de Im(B}).

Cette classification des modes U} et U, nous permet de définir la notion de solution sortante
dans les demi-guides :

Définition 3.2.1 On dira qu’une solution u est sortante dans Q) si elle se décompose unique-
ment sur les modes Uy . De méme, u est sortante dans Q2 si elle se décompose uniquement sur
les modes U, .

On suppose qu’il y a un nombre fini de modes propagatifs, et une infinité de modes évanes-
cents et inhomogenes. On retrouve ce résultat avec la conjecture suivante

Conjecture 3.2.2 Pour toute constante D, le nombre de 3 solutions du probléme auz valeurs
propres (3.8) vérifiant |[Im(B)| < D est fini.

On sait prouver ce résultat pour les modes de Lamb dans une plaque isotrope homogene (voir
[73]). Intéressons nous maintenant aux propriétés de symétrie des valeurs propres :

Conjecture 3.2.3 Si 3 est une valeur propre du probléme (3.8), alors —(3, —f3 et 3 sont éga-
lement valeurs propres.

Notons qu'il est facile de montrer que, si 3 est une valeur propre, alors —/ est aussi valeur
propre. En effet, dire que (5,U) est un élément propre du probléme (3.8) est équivalent a dire
que €Y (x,) vérifie

divo (e U(x,)) + p w?ePU(x,) =0 dans QF. (3.11)

En passant au conjugué dans I'expression ci-dessus, il vient que (—3,U) est également un
élément propre de (3.8). La difficulté dans la conjecture ci-dessus est de montrer que —f (ou
() est aussi valeur propre.

Dans le cas orthotrope, on peut démontrer la conjecture 3.2.3 (voir [51, 7]). La preuve
s’appuie sur des arguments de symétrie du probleme aux valeurs propres formulé a I’'aide des
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variables mixtes [X Y]. Pour un milieu anisotrope arbitraire, on ne sait pas démontrer le
résultat. Cependant, comme nous le verrons dans la section 3.2.3, les résultats numériques
semblent valider ce résultat.

Néanmoins, sous I'hypotheése d'une symétrie centrale de la section S (supposée centrée selon
l'axe e,), c’est a dire :
x, €S e —x,€05, (3.12)

nous pouvons donner une démonstration simple de la conjecture. Notons que cette symétrie
est toujours vraie en 2D. On montre que (—f,U(—x;)) est également un élément propre
car e 7Y (—x,) vérifie les équations (3.11). Ce résultat est direct en remplacant (z,x,) par
(—z, —x,) dans les équations (3.11), et en utilisant le fait que divo(-) est un opérateur diffé-
rentiel d’ordre 2.

Par ailleurs, on déduit de la conjecture que 3 = —f; . Pour les modes évanescents ou
inhomogénes, ce résultat est direct car on utilise le signe de Im(3) pour déterminer le sens de

propagation du mode. Pour les modes propagatifs, nous avons [ réel et en on déduit pour le
mode e U (x,) :

tn ([ 7200 ot ) e ) =t [ TG ol ) e,

~ _Im (Le—mbl(xs) o U(x,)) €m> :

1l vient donc que les modes e U (x,) et e U(x,) ont des flux opposés, d’ott le résultat. Nous
noterons dans la suite simplement

By =0k et By =—Pk (3.13)

Par ailleurs, en utilisant la conjecture 3.2.2, il vient :

kgrfoolm(ﬁk) = 4o0. (3.14)

3.2.2 Les relations de bi-orthogonalité

Dans le cas élastique, les modes ne vérifient pas de relations d’orthogonalité. Nous devrons
exploiter les relations de bi-orthogonalité comme dans la section 2.3 du chapitre 2 pour obtenir
les décompositions modales. Nous allons rappeler les relations générales s’appliquant a un milieu
anisotrope arbitraire. Pour le cas d’un milieu orthotrope, on peut donner une relation plus fine
démontrée initialement dans [38] pour un milieu isotrope, puis généralisée au cas orthotrope
dans [8], appelée relation de Fraser.

Pour un milieu anisotrope général

En rappelant que U(x;) et T(xs) désignent les champs transverses des modes (voir les
notations dans la section 3.1.2), les relations de bi-orthogonalité s’expriment comme suit :

Proposition 3.2.4 Soient e [U', T et e?P2*[U? T?| deux modes. lls vérifient la relation
de bi-orthogonalité suivante :

J(ul-ﬂ—u?ﬂ):o si Br# — P
S
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On peut trouver une démonstration de ce résultat dans [57]. Etant données les 2 familles de
modes et le résultat (3.13), on déduit des relations de bi-orthogonalité (attention aux exposants) :

Vk,leN, J(Uf'ﬁi—uzi-ﬁi):& et si k#1, J(u,}.ﬁ_uli.ﬁi):o. (3.15)
S S

On remarque donc que 2 modes d'une méme famille sont nécessairement bi-orthogonaux entre-
eux. Lorsque k£ = [ dans I'expression ci-dessus, on note J, le terme défini par :

Wk e N, szj U T Uy - T (3.16)
S

Ceci nous amene a introduire une nouvelle conjecture :

Conjecture 3.2.5 L’ensemble des fréquences w pour lesquelles il existe k tel que J, = 0 est
dénombrable.

Dans la suite, nous ferons I’hypotheése suivante :
Hypothese 3.2.6 On suppose que la fréquence w est telle que Jy # 0 pour tout k € N.

Cette hypothese est importante car elle nous permet d’"ortho-normaliser" les modes par rapport
a la relation de bi-orthogonalité.

Remarque 3.2.7 L’hypothése 3.2.6 nous permet d’éviter les fréquences de coupure correspon-
dant au cas ot l'un des modes propagatifs a un flur d’énergie (3.10) nul. En effet, nous savons

que si ePTU(x,) est un mode, alors e~ PTU(X,) est également un mode se propageant en sens
opposé. En particulier, on déduit pour un mode propagatif e*x* Ut (x,) avec By, réel que

e "Bk U (x) = e~ Bk U, (xs).

Nous avons donc Uy, = Uy et T,” = T, Par conséquent, le terme Jy associé vérifie :
do= [ e T - ) <2 ([ 7).
S S

Jy. est donc imaginaire pur et est égal a 2 fois le flur d’énergie associé au mode P U (x,).
Si on suppose Ji # 0 pour tout k, on exclut donc en particulier les fréquences de coupures.

A Taide des relations de bi-orthogonalité (3.15), on peut obtenir les coefficients des décom-
positions modales de la solution dans les demi-guides homogenes, connaissant la trace de u et
la contrainte normale t sur les bords ¥, comme nous l'avons vu dans la section 2.3.2.

Hypothése 3.2.8 Nous supposerons que la réunion des deuz familles des modes {Uy T, bren U
{Us Ty trken forme une base compléte de (L2(S)) x (L2(S)™.

Grace a ’hypothese ci-dessus, on peut affirmer qu’une solution des équations homogenes dans
le demi-guide Q2 s’exprime comme la superposition de modes aller-retour :

u | Uy . Uy
= > Af ()l + Ap (n)e"Prla=a) : (3.17)
t] >0 T T
ol les amplitudes modales A*(u) dépendent de ulg+ et t|y:. Pour alléger I'écriture, nous les

notons simplement A*(u). En utilisant les relations de bi-orthogonalité, il vient :

+1 - _
Af(u) = = | ulg+ TF — b Uy (3.18)
Jk} g a a
Notons que I'équivalent dans le cas scalaire acoustique (voir la section 2.3.2) est de se donner
la trace p et la dérivée normale AVp - v sur ©F pour déterminer la décomposition modale.
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Pour un milieu orthotrope

Dans le cas d’un milieu orthotrope, il est possible de donner un autre résultat d’ortho-
gonalité entre les modes. Dans les variables mixtes X = [t, u,]" et Y = [uy — t,]* introduites
dans la section 3.1.2; les modes s’expriment ainsi

XF = et xt(x,), et Y§ =etPrYE(x,).

Par des propriétés de symétrie du probleme aux valeurs propres formulé dans ces variables
mixtes, on peut montrer que les champs transverses vérifient :

X =1X, et V= (3.19)

Proposition 3.2.9 Les champs transverses X, et ); des modes vérifient :

ka-yj —0 si (B £ (B

La démonstration de ce résultat est donné dans [8], et c’est une généralisation de la relation de
Fraser [38] obtenue initialement pour les milieux isotropes. Nous I'appellerons dans la suite
simplement relation de Fraser.

La proposition 3.2.9 nous permet en particulier de retrouver les relations de bi-orthogonalité
3.15. En effet, en utilisant la relation de Fraser et 1’équation (3.19), il vient :

Vk,jeN, J(u,jw*-uﬁ-ﬁ*)=JXk-yj—Xj-yk=0
§ s (3.20)

et si k # 7, J(Uf-'ﬁ*—b(f“-ﬁi):fXk'yj+?fj'yk=0-
S S

De plus, pour k£ = j, nous avons :
Vk e N, szf AN V. (i Vi =2f X, -V =2JF on J,f:f XD (3.21)
S S S

Grace a I'hypothése 3.2.6, nous avons que Jp # 0, et donc JI aussi. Nous pouvons ainsi
ortho-normaliser les modes d’une méme famille {X," V!}reny par rapport a la relation de
Fraser (idem avec la famille {X, YV, }ren)-

Ces remarques (le résultat (3.20) et la normalisation de chaque famille de modes) montrent,
en un certain sens, que la relation de Fraser est un résultat plus fort que la relation de bi-
orthogonalité (3.2.4).

Une différence majeure avec le cas anisotrope précédent est qu’ici, on peut décomposer la
"moitié¢" de la donnée [u|sr t|gt], c’est & dire Y|+ ou X|yx, sur une seule famille de modes,
a a a a
sous I’hypothese :

Hypotheése 3.2.10 On suppose que la famille de champs transverses {Xy}ren forme une base
de (L*(S))". De méme, on suppose que la famille {Vi}ren forme une base de (L2(S))"
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Ainsi, étant donné Y sur X1, nous avons la décomposition suivante :
+
Y’EI = 2 Ak ylm
k=0
ol les coefficients A; sont obtenus grace a la relation de Fraser 3.2.9 :
1
+ _
Ak = F

k JuF

On obtient alors la solution sortante dans 2} égale a Y|x+ sur 3} griace a la décomposition
a

modale :

Yy - Xpdx,.

u= > AL U (x,)eP ), (3.22)
k=0
Bien évidement, on peut faire le méme raisonnement pour une donnée X sur X} en projetant
sur la famille de modes Y.

Pour faire I’analogie avec le cas scalaire acoustique, se donner Y (X) sur X} pour un matériau
élastique orthotrope est équivalent a se donner la trace p pour un milieu acoustique isotrope.
Dans ce cas, on sait en effet projeter la donnée directement les modes, voir la section 1.1.2.

3.2.3 Le calcul numérique des modes par la méthode SAFE

A la différence du cas scalaire étudié au premier chapitre, nous ne pouvons plus dans le
cas élastique faire un calcul analytique des modes, car on ne sait pas résoudre explicitement
le probleme (3.8). Méme pour le cas isotrope et pour des géométries canoniques comme une
plaque (les modes de Lamb, voir [58, 59]) ou un cylindre (les modes de Pochhammer-Chree [2]),
le calcul des modes nécessite la résolution numérique d’une équation de dispersion.

Parmi les nombreuses méthodes numériques existantes pour calculer les modes (voir [57, 7]
pour une présentation générale), nous avons choisi d’utiliser la méthode SAFE (Semi Ana-
lytical Finite Element method). Cette technique a notamment été employée pour des guides
anisotropes 3D de sections rectangulaires dans [68, 69], ou encore pour des géométries moins
standards comme des rails de train dans [52, 7].

Rappelons brievement le principe de la méthode. Afin de résoudre le probléeme aux valeurs
propres (3.8), on utilise sa forme variationnelle :

Trouver e Cet U € (HI(S))d non nulle tels que
as@,U) =0 WUl e (H'(S))",

ou la forme bilinéaire ag(-, -) est donnée par :

(3.23)

aﬁ(u,l;{) = f Uﬁ(b{) : 65(5{) —p WQZ/{ Z;{
S
L’opérateur div o(-) étant un opérateur différentiel d’ordre 2, on montre facilement que la forme

bilinéaire ag se décompose ainsi :

ag(u, i) = —f%az(u, @) + iBa;(u, ) + ag(u, @),
ou ap(+,-), a1(+, ) et as(+, ) sont indépendantes de 4. On a donc un probleme aux valeurs propres
quadratique en (. Apres discrétisation du probleme (3.23), on le résout numériquement en

le linéarisant. Pour cela, 'idée est simplement d’introduire la variable auxiliaire v = ifSu et
d’écrire le probleme aux valeurs propres discrétisé pour le couple (u v).
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Illustration numérique

Afin d’illustrer I'aspect des modes pour différents comportements élastiques, nous avons
considéré les trois matériaux suivants (en 2D) :

Sil (isotrope) : p=22| C;1 =785 (Cyp=71785 (33=3.12

Cy =161 Ci3=0 Cy = 0.
Tit (orthotrope) : | p=4.5| C1; =16.24 Cyp = 18.07 (33 = 4.67

Cip =69 (3= Oy = 0. (3.24)
Mat (anisotrope) : | p = 2 Ci1=6 Cy =21 C33 = 6.

01228 013:2 023:2

Le deux premier matériaux correspondent a la Silice et au Titane (voir [81]). Pour le dernier
Mat, nous ’avons choisi artificiellement.

Pour chacun de ces matériaux, nous avons représenté sur la Figure 3.3 la position dans le
plan complexe des ( solutions du probléme aux valeurs propres (3.8) pour la fréquence w = 10.
On a indiqué en rouge les 3, et en bleu les ;. On retrouve les symétries données par la

Mat

FIGURE 3.3 — Position des 3 (en rouge) et 3, (en bleu) dans le plan complexe pour les 3
matériaux (3.24) a w = 10.

conjecture 3.2.3, c’est & dire que si 3 est valeur propre, alors —f3, /3 et —f3 le sont également.
Ainsi, les modes inhomogenes vont par 4, les évanescents (sur I'axe imaginaire) par 2 et les
propagatifs (sur I’axe réel) également par 2.

De plus, nous retrouvons que l'ensemble {8;}; des nombres d’onde associés aux modes
progressifs ("allant" vers la droite) est I'opposé de I'ensemble {5, }; des nombres d’onde associés
aux modes rétrogrades. Notons également que pour Mat, on peut observer la présence d'un
mode inverse (le mode propagatif dont le module |3| est le plus petit).

Afin d’illustrer les trois types de modes existant dans un guide élastique, nous avons re-
présenté sur la Figure 3.4 les parties réelles du champ de déplacement u = (u,, u,) pour trois
modes : un propagatif, un inhomogene et un évanescent. Pour ces résultats, nous avons utilisé
le matériau Tit. On peut remarquer que les modes dans un milieu orthotrope 2D vérifient des
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FIGURE 3.4 — Mode propagatif (& gauche), mode évanescent (au centre) et mode inhomogene
(a droite). En haut, on a représenté la composante Re(u,), et en bas la composante Re(u,).

propriétés de symétrie (ou d’anti-symétrie selon la composante du champ de déplacement) par
rapport a axe y = 0 (la section du guide étant [—h, h]).

Ces propriétés sont perdues dans le cas anisotrope, comme on peut le voir sur la Figure
3.5 ou l'on a représenté un mode propagatif et deux modes inhomogeénes pour le matériau
anisotrope Mat.

1
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FIGURE 3.5 — Mode propagatif (& gauche) et modes inhomogenes (au centre et a droite). En
haut, on a représenté la composante Re(u,), et en bas la composante Re(uy).

L’aspect des modes inhomogeénes semble montrer une croissance (en module) dans la section

du guide. Par conséquent, il semblerait que numériquement 'utilisation de frontieres obliques
pour écrire les conditions transparentes (comme présenté dans la section 2.2 du précédent
chapitre) puisse présenter des avantages.
Cependant, on note que cette croissance dans la section du guide est moins "forte" que dans
le cas acoustique. Bien évidemment, cela dépend a priori du milieu choisi. Par manque de
temps ces questions n’ont pas été étudiées davantage, mais une étude plus approfondie serait
intéressante.

Nous avons également vérifié numériquement notre conjecture 3.2.3 sur la symétrie des 3.
En considérant un matériau anisotrope et un guide de section non symétrique, nous avons
représenté sur la Figure 3.6 la localisation des (i dans le plan complexe.

3.3 Formulation multi-domaines pour les milieux ortho-
tropes

3.3.1 Formulation multi-domaines YitR

Dans cette section, nous allons étudier une premiere formulation multi-domaines du pro-
bleme initial (3.6). Nous allons considérer le cas d’un milieu orthotrope. Bien évidemment, un
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F1GURE 3.6 — Position des 6,? dans le plan complexe pour un matériau anisotrope dans un guide
3D de section arbitraire (dessinée a gauche).

milieu orthotrope est un milieu anisotrope particulier, et on pourrait utiliser la technique que
nous allons décrire dans la section 3.4. Cependant, le but ici est de présenter une méthode
spécifiquement applicable pour le cas orthotrope. Ensuite, nous comparerons dans la section
3.6.2 les deux approches.

Ce cas correspond a une extension directe des travaux de V. Baronian, a la différence pres
que nous allons introduire un recouvrement entre les différents sous-domaines. Cette zone de
recouvrement présente deux avantages :

— d’une part elle évite de devoir considérer la contrainte normale comme une variable
supplémentaire, voir [7]. En effet, comme nous I’avons présenté dans la section 2.3.2 du
second chapitre, on peut obtenir, via une technique de relevement (rappelée ci-apres dans
la section 3.3.2), une formulation du probléme uniquement en champ de déplacement.

— et d’autre part, elle présente des intéréts pour une approche itérative de résolution.

En contre-partie, on doit mailler une zone plus grande.

On définit les domaines ), et Bj* (voir Figure 3.7) comme suit :
Q=B uQ,uB" ou Bff ={txelab]}nQ,

Le parametre [ = b—a > 0 représente la taille du recouvrement entre la zone éléments finis {2, et
les zones modales QF. Afin d’utiliser la technique du relévement, on considére dans la suite [ > 0.

On note respectivement u~, u® et u™ les restrictions de u aux sous-domaines 2, € et
QF. Ces inconnues vérifient les équations suivantes :

divo(u®) + pw?u® = f dans O,
o(ub)y =0 sur  0$ N OS2,
(3.25)
divo(ut) + p w?u* =0 dans OF
et
o(ut)y =0 sur  0QF n o9,

qui doivent étre complétées par 4 conditions de transmission définies sur les frontieres
(Eb_, DI Iui EZ), comme expliqué dans la section 1.2.1. Afin de pouvoir exploiter les relations
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FIGURE 3.7 — Décomposition de la géométrie du guide d’ondes avec les zones de recouvrement
Bj* et rappel des notations.

de Fraser (3.2.9) pour les décompositions modales dans les demi-guides 7, nous allons considé-
rer sur les fronticres intérieures XF le raccord des données Y|Z$. De plus, nous allons expliquer
pourquoi juste apres, nous considérons sur les frontiéres extérieures le raccord de o(u)v + v u,
ce qui conduit aux conditions de transmission :

Y| =Yg sur 2F
‘ : (3.26)
et o) +yub=cu)y+yut sur Tf,

ol 7 est un parametre complexe.

Remarque 3.3.1 Pour les frontieres intérieures, on aurait tout aussi bien pu prendre comme

conditions de transmission X*|y+ = X°|w+. Les propriétés étant les mémes que pour les condi-
a a

tions (3.26), nous ne considérerons pas ce choiz dans la suite.

La question est maintenant de savoir si la formulation multi-domaines (3.25-3.26) est bien
équivalente au probleme initial (3.6). Nous avons vu dans la proposition 1.2.2 du premier chapitre
que pour avoir I’équivalence, les conditions de transmission doivent assurer la compatibilité des
représentations dans les zones de recouvrement

u’ =u® dans B, (3.27)

b _ ut satisfaisant les

Vérifions ce point dans B;". Le but est de prouver que la différence v = u
équations

divo(v) + pw?v=0 dans B},
Y(v)=0 sur Xt (3.28)
cviv+yv=0 sur X,

est nécessairement nulle. On note ici Y(v) = [vy 0(V).].

Lemme 3.3.2 Pour tout «y tel que Im(y) # 0, le probléme (3.28) posé dans la bande B} admet
comme unique solution v = 0 et donc les relations de compatibilité (3.27) sont assurées. Par
conséquent, la formulation multi-domaines 3.25-3.26 est bien équivalente au probleme initial

(3.6).
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Preuve : La démonstration de ce résultat est similaire a celle du lemme 1.2.3 pour le cas
acoustique. Il faut remarquer que la condition Y(v) = 0 sur X indique simplement :

vi=0 et o(Vv)y =0, (3.29)

ce qui correspond a imposer une partie de la trace et de la contrainte normale. Ainsi, en testant
les équations (3.28) dans B;" par v et en utilisant la formule de Green, on obtient :

f o(vt) ie(vh) — WA vTE + J vie(vhr — ny vt =0,
B} Sa =y

(3.30)

< | o(v) v Wt v - VJ

vi]? = 0.
B =f

b

Le terme de bord sur ¥ disparait car

f o(vv-v = J 05:(V)Vs + 0(V)gaVe =0
=F =r

d’apres I’équation (3.29). Enfin, en prenant la partie imaginaire de I'expression (3.30), il vient :

Im(’y)f IvT|* = 0.
E+

b

On en déduit que pour Im(y) # 0, on a nécessairement V+\Eb+ =0et o(vh)r =0 sur 3} (car

o(vt)r + v vt = 0). On conclut par un argument de prolongement unique que v = 0 dans
tout B, (voir [70]). |

Remarque 3.3.3 Dans le cas ou v = 0, on peut montrer par des arguments de théorie spectrale
que le probléme homogéne (3.28) posé dans la bande B;" admet des fréquences propres. Ces
fréquences de "boite" ont également été mise en évidence au premier chapitre, voir section 1.2.1.
Nous avons vu en acoustique qu’a ces fréquences, la formulation multi-domaines est mal posée,
voir proposition 1.2.6. On peut démontrer par les mémes arguments que la formulation multi-
domaines 3.25-3.26 est mal posée a ces fréquences de boite.

3.3.2 Reformulation a ’aide d’un opérateur YiR

Afin de reformuler le probleme (3.25-3.26) en domaine borné, on doit éliminer les inconnues
modales u®. Pour cela, nous allons définir des opérateurs reliant Y sur les frontiéres intérieures
a la donnée de Robin o(u®)v +~ u® sur les frontiéres extérieures X a I'aide des décompositions
modales décrites dans la section 3.2.2

Définition 3.3.1 Soit Tf/’J_r,R Popérateur qui a Y sur X} associe :

1 .
T{}:R(Y) = Z T]f J;+ YXde elﬁkl (77: + ,Yu]:r) ’

k=0

ou JE est donné par la formule (3.21). On peut définir de méme un opérateur Tf/’:,R.
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Remarque 3.3.4 La définition de ces opérateurs est formelle car il n’est pas évident de montrer
que les séries modales les définissant convergent. Si on suppose que les termes J%Sy Y A,
k a

"'n’explosent” pas exponentiellement vite en k (ce qui est en particulier vrai pour les modes de
Lamb), alors les séries modales convergent. En effet, les termes e sont exponentiellement
décroissants en k d’aprés (3.14). On peut ainsi montrer qu’elles ont une convergence normale,
et déduire comme dans la proposition 1.2.8 que les opérateurs Tﬁl/’iR sont compacts. Ce point

nous permet alors de montrer que le probléme (3.31) reléve du théoréme de Fredholm.
Avec ces opérateurs, nous pouvons donner la formulation en domaine borné :

Trouver u® € (H'())" telle que

divo(u®) + pw?ul = f dans O,

(3.31)
o(u’)v =0 sur 00 N 0y,
o(u’)v +yu’ = Tf}J—;R(Yl’]Z}) sur I

Ce probleme admet une formulation variationnelle uniquement en champ de déplacement. En
effet, le terme (Y?, X;) 2(s) Peut se rééerire :

(Y, ) s, = j W (T)s + U,

5t

_ b b 17

_J W (Th)s + £ - U,
-

ol Uy, est défini par :

U, =

- _{ [(U), 0] en 2D
[(U), 00]° en 3D

La difficulté est de donner un sens variationnel aux termes (tb,ﬁk) r2(nt)- Pour cela, on peut

utiliser la technique du relévement présentée dans la section 2.3.2. Par exemple dans B;", posons
L(-) le relevement de (Hz (X)) dans (HY(B,))? qui vérifie pour g € (Hz (X))

L(g)=g sur XF et L(g)=0 sur %. (3.32)

En utilisant le relevement £(-) et la formule de Green, il vient :

L; £y = L; t-L (z]k>

_ f divo(u') - £ (0) +o(u’) - (£ (G))
B
Nous savons de plus que u® vérifie :
divo(u®) + pw?u® =0 dans B}

Par conséquent, on obtient :

J ot [ ot (e @) o2 )
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dont on déduit :

w)(Tr)s +J

+
Bl

(0, &) agepy = |

Sa

o(ut) : e (c <L7k)) —pwtd L (z]k) . (3.33)

Nous pouvons ainsi donner la formulation variationnelle du probleme (3.31) uniquement en
champ de déplacement :

Trouver u’ € (H'(Q,))" telle que Vi e (H'(€))"

7 3.34
‘ a(ub,a) + ;(u’ a) — b(ub,0) = L(u), ( )

ot les formes bilinéaires a(-,-), m(-,-), b(-,-) = b (-,-) + b= (-,) et & (-,-) =4 (-,-) + ; (-,-) sont
définies par :

a(u’, ) = f o(u?) : e(i) — w?u’ - a,
Q
bt (v, =fyf u’ -1, 3.35
(u’, ) " (3.35)
o ) 1 . )
tH(u, ) = L+ Tf}iR(ub) = Z 5F (Y, Xk)y(z}) Pkl (77:r +y U, U)Lg(zbi) )
b k=0 “k

et ot on remplace (Y, Xy) 254y par (3.33). La forme linéaire L(-) est donnée par :

Lu)=—-| f-u
97
Enfin, rappelons que pour discrétiser le probleme sous forme variationnelle, il est nécessaire de
tronquer la série définissant les formes bilinéaires ;"

Remarque 3.3.5 Afin de réduire au plus les calculs pour & (-,-), lidée est de prendre un relé-
vement s’annulant trés vite, c¢’est a dire dont le support est le plus petit possible.

3.4 Formulation multi-domaines générale

3.4.1 Formulation multi-domaines TtR

Discutons maintenant le cas général. Pour un guide d’anisotropie arbitraire, les relations de
Fraser (3.2.9) ne sont plus valables et on doit exploiter les relations de bi-orthogonalité (3.2.4).
Afin de construire la formulation multi-domaines, nous allons reprendre la démarche présentée

section 2.3 dans le chapitre précédent. On obtiendra ainsi une formulation Transparent to Robin
(noté TtR).

Comme pour le cas orthotrope, les inconnues u® et u® vérifient les équations (3.25) dans les
sous-domaines QX et . Nous allons proposer ici un second choix de conditions de transmission
sur les frontieres X et ¥ des sous-domaines. Afin d’exploiter les relations de bi-orthogonalité
(3.2.4), on considére comme conditions de transmission sur les fronti¢res intérieures 3T les
raccords des amplitudes modales "sortantes" :

VkeN, Af(u’)=A4 (u") sur X, et A (u’)=A,(u) sur %,
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ot on rappelle la notation Aj (u) définie par (3.18) :

_#l

ot T — s U7 (3.36)
Jk S a a

Sur les frontieres ¥, nous allons utiliser une condition de type Robin. On a donc les conditions
de transmission suivantes :

Vke N, Aif(ub) = Aj(ut) sur L
(3.37)
et o)y +yub =cut)y+yut sur Xj.

La question est maintenant de savoir si la formulation multi-domaines (3.25-3.37) est bien équi-
valente au probleme initial (3.6). Comme précédemment, on montre ce résultat en vérifiant la
compatibilité u® = u* dans les bandes Bj". Etudions la compatibilité dans B;j". La géométrie
séparable de B;" nous permet de décomposer u® sur tous les modes :

u’ = Z Af(u) e U (x,) + Ap (b)) e TP Y (x,) dans B

k=0

et u™ sur les modes sortants :

ut = 2 Af(uh) P U (x,) dans B
k>0

Posons la différence v = u® —u™, dont on veut montrer que v = 0 dans B;". D’aprés la condition

de transmission (3.37) sur X7, il vient :
v = 2 A™(u’) e Y~ (x,) dans B (3.38)
k>0

v est donc la somme de modes se propageant vers les < 0 et on peut donc la prolonger dans
le demi-guide parfait : )
Qf =] —w,a] x Su B;".

v est alors une solution sortante dans ;" des équations homogenes :

divo(v) + pw?v =0 dans Q;,
o(v)y =0 sur 0 (Q)\Zf (3.39)
oc(vv+yv=0 sur I

Pour assurer que v = 0, nous avons besoin du parametre complexe . En effet, si Im(y) = 0,
il existe alors des fréquences pour lesquelles le probleme (3.39) admet des solutions non nulles
localisées aux bords du demi-guide € appelées modes de bout, voir [76].

Remarque 3.4.1 Dans la remarque 3.53.3, nous avons identifié pour v = 0 des fréquences
de boite liées auz recouvrements Bi-. Ici, la condition de transmission imposée sur Y= nous
permet "d’éliminer" ces fréquences de boite en remplacant le probleme (3.28) posé dans Bjt
par le probléme (3.39) posé dans le demi-guide parfait Qf{ Soulignons que les fréquences pour
lesquelles il existe des modes de bout sont différentes des fréquences de boite, et indépendantes
de la taille | du recouvrement.
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Remarque 3.4.2 Dans le cas acoustique, nous avons vu que pour un milieu isotrope, nous
n’avons pas besoin de la condition de Robin pour assurer la compatibilité des représentations
dans Bi* (voir la remarque 2.3.5). Ici, pour Uélasticité ce n’est plus vrai, et méme pour un milieu
isotrope il est nécessaire de considérer un parametre v dont la partie tmaginaire est non nulle.
L’équivalent du cas acoustique serait obtenu en considérant comme conditions de transmission
Y? = Y% sur ZZL car on peut alors exploiter les relations de Fraser pour un milieu isotrope, et
montrer ainsi que v = 0.

Lemme 3.4.3 Pour tout v tel que Im(y) < 0, le probléme (3.39) admet comme unique solution
v = 0. Par conséquent, la formulation multi-domaines (3.25-3.37) et le probléme initial (2.1)
sont bien équivalents.

La démonstration de ce résultat repose sur les mémes arguments que la démonstration de la
proposition 2.3.3.

3.4.2 Reformulation a aide d’un opérateur TtR

Ayant montré I’équivalence entre la formulation multi-domaines (3.25-3.37) et le probleme
initial (3.6), nous pouvons maintenant discuter 1’élimination des inconnues modales u* pour
réécrire le probléme en domaine borné. Introduisons (de maniere formelle) les opérateurs Trans-
parent to Robin :

Définition 3.4.1 Soit T#iR Popérateur qui a u et t sur X} associe :
1

T p(u) = Z A [(u, Te ) raest) — (EU;:?)L?@;)] e (T + v Uy) .
k>0

De méme, on peut définir l’opérateur T}:R.

A Taide de ces opérateurs, nous pouvons éliminer u* dans la formulation multi-domaines et
donner la reformulation en domaine borné suivante :

Trouver u® € (H'())" telle que

divo(u®) + p w?u® = f dans W,

(3.40)
o(ub)y =0 sur 002 N 0,
o)y +yu’ =Tt (u’)  sur o,

Remarque 3.4.4 Comme dans le cas orthotrope, en supposant que les termes

[(u7 77?)2; - (tvulj_)Ej]
Jy ’

'n’explosent pas" exponentiellement vite avec k, on peut montrer que les séries modales
. . 4 [ + . , . e
convergent. Ainsi, les opérateurs T;Z, 5 sont bien définis et compacts, et on peut également
démontrer sous cette hypothése que le probléme (3.40) reléve de lalternative de Fredholm.
Si Uhypothése ci-dessus n’est pas vérifiée, on suppose que, comme dans le cas acoustique
anisotrope du second chapitre section 2.3.4, il est nécessaire de prendre un recouvrement | suffi-
samment grand (qui dépend uniquement de l’anisotropie) pour assurer la convergence des séries

2 . s l,+
modales définissant les opérateurs T2, p.
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Le probleme (3.40) admet une formulation variationnelle en champ de déplacement unique-
ment. Afin de 'obtenir, il est nécessaire de donner un sens variationnel au terme (t°,U;") - (=)

utilisé dans la définition de Tgi r- Pour cela, on utilise comme précédemment le relevement £(-)
vérifiant (3.32). Ainsi, en utilisant la formule de Green et les équations vérifiées par u® dans B;",
il vient :

(0 UF) sy = (£ (UF)) o) = f o (@) e (LUF)) — pu? o LUT).  (341)

B
Sous forme variationnelle, le probleme (3.40) s’écrit :

Trouver u® € (H'(Q,))" telle que Vi € (H'(€%))*

3.42

| a(u’,q) + (v’ a) — b(u®, 0) = L(u), (3.42)
ou les formes bilinéaires a(-, ), m(-,-), b(-, ) et la forme linéaire L(-) sont définies par (3.35). La
forme bilinéaire t;(-,-) = t;(-,-) + ¢; (+,-) est définie par :

) = | T )
X
(3.43)

1 - _ A .
= 2 2 [(117 77:)L2(E+) - (tauﬁ)m(z*)] e/t (Te + v Un, @) o3ty
= ‘]]{,‘ a a ( b)

ot on remplace le terme (t° U,F) [2(s) Par son expression (3.41). Comme précédemment, la
discrétisation nécessite de tronquer les séries modales définissant les formes bilinéaires ¢ (-, -).

3.5 Algorithmes de Schwarz associés

Nous avons vu que les conditions transparentes sont des conditions non locales qui créent
des blocs denses dans la matrice issue de la discrétisation du probleme. Ces derniers pénalisent
fortement les méthodes directes de résolution (comme la factorisation LU), et c¢’est pourquoi
nous cherchons a développer une méthode itérative de résolution. Pour cela, nous allons re-
prendre les idées présentées dans la section 1.3 du premier chapitre. Nous allons discuter
I'utilisation des méthodes de décomposition de domaine (méthode de Schwarz). Nous verrons
que, de maniere générale, on ne peut pas garantir la convergence de ces algorithmes. Cepen-
dant, combinées avec GMRES qui assure la convergence, les méthodes de Schwarz permettent
de concevoir une méthode itérative efficace de résolution (voir section 1.3.4 du premier chapitre).

Nous proposerons et comparerons deux approches basées sur les formulations YiR et TtR
que nous avons développées dans ce chapitre. Rappelons que la formulation YZR est applicable
seulement pour les milieux orthotropes. Nous supposerons donc dans la suite de cette section
que le milieu est orthotrope.
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3.5.1 Présentation des algorithmes

En s’appuyant sur la décomposition du domaine 2 en trois sous-domaines €2, Q et QF,
I’algorithme de Schwarz consiste a résoudre itérativement :

Trouver uf,,) € (H L)) telle que

div o(u,)) + pw?uf,, = f dans W,
o(uf,) v =0 sur - 09y N 09,
+ conditions sur ~ Xf,
(3.44)
et trouver u?—;l) € (Hﬁ)c(ﬂf))d sortante telle que
div o(uf,)) + p w?uj,) = 0 dans Qr,
o(ul,y) v=0 sur  0QF N o

+ conditions sur X},

ou ul(’n) et uz—;) représentent I'approximation de la solution calculée a 1’étape n. Rappelons qu’on
se place dans le cas avec recouvrement, et on suppose donc [ > 0. Les conditions de transmission
sur les frontieres ¥F et Xj° doivent étre choisies de sorte que 1'algorithme (3.44) soit bien posé
et consistant, c’est a dire :

Définition 3.5.1 On dira que Ualgorithme itératif (3.44) muni de conditions sur $T et 3jf
est :

1. bien posé si chacun des sous-problemes est bien posé,
2. conststant si pour toute donnée initiale, en cas de convergence, la solution limite
(u=,u’, u*) vérifie la compatibilité :

w =ut dans B}

Etant données les formulations Y¢R et TtR que nous avons présentées dans les sections 3.3 et
3.4, il vient naturellement deux choix de conditions de transmission :

Ya)‘zg = Y?nq)’zg sur - X,
. . . (3.45)
et a(ul(’n))l/ + 7y ul(’n) =o(ug,))v +yug, sur X,
et too ot b (1yb +
VkeN, Ap(ug,) = A45(ug,_1) sur  XF
(3.46)

et a(u’(’n))u + v ul()n) = U(ua))v + v uzf;) sur Xjf.

ot on rappelle que les amplitudes modales A sont données par la formule (3.36). On en déduit
deux algorithmes (3.44-3.45) ( YR itératif) et (3.44-3.46) (TtR itératif).

D’un point de vue numérique, notons que les processus itératifs (3.44-3.45) et (3.44-3.46)
évite I'inversion d’une matrice avec des blocs denses. En effet, les conditions de transmission sur
E,;i sont des données pour le sous-probleme dans €2,. Par conséquent, on le résout en inversant
uniquement une matrice éléments finis creuses.
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Le caractere bien posé : Commencons par montrer que ces algorithmes sont bien posés.

Lemme 3.5.1 Soient f € L*() et g* € H_%(Zbi), Pour tout 7y tel que Im(vy) # 0, le probléme

Trowver u® € (H'())? telle que

divo(u®) + pw?u® = f dans Qy,
o(u’) v =0 sur 0 M 08,
o) v+yu®=g* sur o,

est bien posé.

Preuve : On procede comme dans le lemme 3.3.2 pour montrer que le probleme homogene
admet comme unique solution u® = 0. Par ailleurs, on montre que ce probléme reléve de I’al-
ternative de Fredholm. Ayant montrer I'unicité de la solution, on prouve également ’existence. B

On déduit de ce lemme que le sous-probleme dans €2, est bien posé pour les deux algo-
rithmes YiR itératif et TtR itératif. Reste la question des sous-problemes dans les demi-guides
QF. En utilisant les conditions de transmission (3.45), on sait résoudre explicitement dans
QF grace aux relations de Fraser 3.2.9. Avec les conditions (3.46), nous avons directement les
coefficients A des décompositions modales de la solution sortante dans les demi-guides.

Proposition 3.5.2 Pour tout v # 0, les processus itératifs (3.44-3.45) et (3.44-3.46) sont bien
POSES.

La consistance : La démonstration de ce résultat a déja été vue dans les lemmes 3.3.2 et
3.4.3.

Proposition 3.5.3 Pour tout v tel que Im(y) < 0, les processus itératifs (3.44-3.45) et
(3.44-3.46) sont consistants.

3.5.2 Analyse spectrale dans un cas d’école

Pour commencer, nous allons étudier le cas modele d’un demi-guide parfait (voir Figure 3.8).
On définit le domaine 2 et le sous-domaine €2, comme suit (par souci de simplicité, on utilise
les mémes notations que précédemment) :

Q=R"xS, Q=][0,0] xS, etonpose 5= {x=0}xS5.
Le processus itératif que I'on considere est :

Trouver uf,, € (H ()" telle que

div o(uf,)) + pwuf,) = f dans Qp,
a(ul(’n)) v=20 sur  [0,b0] x S,
+ condition sur X,
(3.47)
et trouver u/, € (HL (Q2)? sortante telle que
div o(u/,) + pw?uj, =0 dans Qr,
o(ug,y) v =0 sur  0QF N o0

+ condition sur  X7.
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FI1GURE 3.8 — Géométrie du demi-guide a géométrie séparable.

La géométrie séparable du demi-guide nous permet de décomposer u’ et ut sur les modes.
Afin de pouvoir découpler les modes et faire un calcul analytique du taux de convergence de
I'algorithme (3.47), on doit imposer :

XP=0 sur X2,
et utiliser la condition de transmission suivante :
b
Xiolsy = X&)’E; sur X .

Ainsi, on pourra exploiter la relation de Fraser 3.2.9 pour faire les calculs. Les conditions de
transmission que nous considérons sont donc les suivantes :

Y&)Ef{ = YI()nfl)’EI sur X7,

(3.48)
et Xl(’n)]E; = ern)|zl-7+ sur X%,
et
VkeN, Af(ul,) = Af(a), ) sur X7
(3.49)
et Xl()n)|E;' = X&ﬂzg- sur 22_

Les caracteres bien posé et consistant des algorithmes (3.47-3.48) et (3.47-3.49) sont démon-
trées en Annexe de ce chapitre, voir la section 3.7. On montre que :

— lalgorithme (3.47-3.48) (YtX itératif) est bien posé, sauf pour les fréquences propres
du probléeme homogene dans €2, (voir proposition 3.7.3), et est consistant, sauf pour les
fréquences de boite (voir proposition 3.7.5)

— lalgorithme (3.47-3.49) (TtX itératif) est bien posé, sauf pour les fréquences propres
du probléme homogene dans €, et est consistant pour toute fréquence (voir proposition
3.7.6).

Discutons maintenant la question de la convergence. On considere f = 0 et on souhaite prou-
ver que pour toute donnée initiale u?o), u?b), les suites ul(’n) et ua) tendent vers 0. Etant donné
X&) sur X, nous allons calculer X{n 1) &Vec nos deux algorithmes. En suivant la méme dé-

marche que dans la preuve du lemme 3.7.4 (voir dans I’Annexe 3.7), on obtient la décomposition
de u® dans Q, :

By u+ —ifrx —
b € p (X)) +e Uy (x)
up, = Z (Jz* X%J&C) R dans €, (3.50)
k=0 b
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Notons que s’il existe un indice k pour lequel le terme au dénominateur s’annule, la fréquence
correspond alors a une fréquence propre du probleme homogene dans 2, (voir le lemme 3.7.2
dans I’Annexe 3.7). Nous évitons ces fréquences pour lesquelles 1'algorithme est mal posé.

L’algorithme YtX itératif :

Avec les condition de transmission (3.48), il vient sur X} :
zﬁka + e—zﬂka
+
Yt = (J X ) PR - i — i Vk(Xs)-
k=0
Gréce aux relations de Fraser 3.2.9, on en déduit la décomposition modale de u* dans 2. On
obtient ainsi
Byl
X(n+1 = (J Y, (n+1) ) e Xy,
k=0
eiﬁka + 67iﬁka ]
_ + 1Bkl
— ( . X(n)yk> @iﬁkb — e_i/Bkb e Xk
Nous avons donc entre deux itérations la relation suivante :

iBra —iBra) Bkl
. B . (e te Je
Vk e N, (JE; X(n+1)yk> - <f2; X(n)yk> Ak = ePrb — e=ibrb 7

dont on déduit le

Lemme 3.5.4 L’algorithme itératif (3.47-3.48) est convergent si et seulement si :

ciBrb _ o—iBib

sup | M|l < 1 ot M=
keN

Grace a I'expression explicite des A, nous pouvons vérifier si la condition ci-dessus peut étre
respectée. Rappelons le résultat 3.14 sur les coefficients fy, :

kgrilwlm(ﬁk) +00.

Bien que nous n’ayons pas justifié le caractere bien posé et consistant de I'algorithme YtX
itératif dans le cas sans recouvrement, il est intéressant d’étudier formellement le comportement
des coefficients Ay pour [ = 0.

— Sans recouvrement : pour [ = 0, I’expression des )\, se simplifie et devient :

—1
tan(Bra)’

Le comportement pour k£ grand de (3, nous permet de déduire :

A =

lim A\, = —1.

k—+00

Par conséquent, ’algorithme ne peut pas converger.
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— Avec recouvrement : pour [ > 0, on peut montrer que les \; vérifie pour k grand :

|)\k| N 6—2Im(6k)l
+00
|Ak| converge donc exponentiellement vite vers 0 et donc il n’y a qu'un nombre fini de A\
dont les modules peuvent étre plus grand que k. En ce sens, on a amélioré la situation par
rapport au cas [ = 0. Néanmoins, soulignons que on ne peut pas garantir la convergence
car nous ne connaissons que le comportement asymptotique des Ax. En particulier, on ne
sait rien sur les Ay associés aux modes propagatif.

L’algorithme TtX itératif :

Discutons maintenant le cas des conditions de transmission (3.49). A partir de la dé-
composition (3.50) de u’, il vient en utilisant les conditions de transmission sur 3} :

ei,ﬁka

b
VEk e N, AlJcr (uz;wrl)) = AlJcr (u(n)) = (JE+ X&)yk> —eiﬂkb ~oiBeb’
b

Les coefficients A,‘f(u& )

en déduit X&H) sur X :

) donnent explicitement la décomposition modale de u™ dans €. On

Xiorny = 25 Af () €™ X,

N ¢iBKb
- . Xk ciBrb _ e—zﬂkb')(k'

Nous avons donc la relation entre deux itérations :
VEeN, L; X Ve | = L; XY | 0 — o

Lemme 3.5.5 L’algorithme itératif (3.47-3.49) est convergent si et seulement si :
~ o oiBkb

Comme précédemment, on peut utiliser 'expression explicite des A\, pour vérifier si la condition
ci-dessus est vérifiée. Avec les conditions TtX, les A, ne dépendent pas de la taille [ du recou-

vrement, mais de la taille b du domaine €2,. Nous avons alors quel que soit le recouvrement [ le
comportement asymptotique :
Nl ~ e HmB,
+a0

Par conséquent, |5\k| tend exponentiellement vite vers 0, et donc il y a au plus un nombre fini de
M\ dont les modules sont plus grands que 1. Ce résultat est important car il indique que pour
tout [, on récupere le bénéfice du recouvrement, c’est a dire le comportement asymptotique des
Mi. De plus, la décroissance asymptotique des |/~\k| est plus forte que celle des |A| car nous avons
nécessairement b > [. Soulignons cependant qu’on ne peut pas non plus garantir la convergence
car nous n’avons que le comportement asymptotique des j\k
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Afin d’illustrer les remarques que nous venons de faire, nous avons représenté sur la Figure
3.9, la position des (Ag)i et des (Ag)x pour différents recouvrements [ (échelle de couleur) :

a=0.2 et le{0,0.002 0.0}

Pour ce test, nous avons utilisé le matériau Tit et nous nous sommes placé a la fréquence w = 10.
On peut observer sur ces résultats que :

o
o
N
N —

|
©
)

FIGURE 3.9 — Représentation dans le plan complexe des coefficients (\)x (& gauche) et (M)
(a droite) pour plusieurs [. Les étoiles (resp. les cercles) correspondent aux coefficients associés
aux modes évanescents (resp. propagatifs). En vert, on a représenté le cercle unité

— pour certains [, des Ay et des \; sont en dehors du cercle unité, et donc I’algorithme ne
converge pas.

— plus [ est grand, plus les \; et des A\ sont concentrés autour de 0.

— les coefficients A, associés aux modes évanescents varient peu avec [ et sont trés concentrés
autour de 0.

— la partie réelle des ), associés aux modes propagatifs est égale & 1/2. On retrouve ce
résultat avec Pexpression des A, par le calcul direct.

3.5.3 Analyse spectrale dans le cas général

Essayons de généraliser les résultats du demi-guide parfait a la situation d’un demi-guide
perturbé dans €2,. On ne peut plus utiliser la décomposition modale dans €2, et faire des calculs
explicitement. Il n’est donc pas utile de considérer comme condition de transmission Xl(’n) = XE;L)
sur 3}, et nous allons utiliser la condition de type Robin sur 3}, ce qui conduit a :

Y(tz)|2; = Yl()n—1)|z;; sur - X,
. . (3.51)
et o(uf,)v+yup, =oug))v+yug, sur Xy,
et +(+ byt
(3.52)

et o(ul,)v+yuf, =o(ug))v+yug, sur X
La condition sur le bord ¥y du demi-guide peut étre prise arbitrairement, et on considére pour
simplifier
a(ul(’n)) v=0 sur X,
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En choisissant v tel que Im(y) < 0, on sait que les algorithmes (3.47-3.51) (YtR itératif) et
(3.47-3.52) (TtR itératif) sont bien posés et consistants (voir les propositions 3.5.2 et 3.5.3).
Le sous-probleme dans €2, étant bien posé, on peut définir :

Définition 3.5.2 Soit R? l'opérateur qui d une donnée g associe la solution u® du probléme

dans Q :

divo(u®) + pw?u® =0 dans Qp,
o(u’) v =0 sur 0\ X,
o) v+yub=g sur P3N

Nous savons par des arguments classiques que l'opérateur R est continu.

Dans les sections 3.3 et 3.4, nous avons vu qu’a l'aide des opérateurs Tf/i & (voir définition 3.3.1)
et Th* - (voir définition 3.4.1), on peut éliminer I'inconnue modale u* dans €. On peut ainsi
réécrire de maniere condensée 'algorithme (3.47-3.51) (YtR itératif) comme suit :

l7
ut()nJrl) = 7?’bCTYJ;R (Y?n)|22')

Lemme 3.5.6 L’algorithme itératif 3.47-3.51 est convergent si et seulement si :

sup [y < 1,
keN

y P y !
o1l les Ny, sont définis ici comme les valeurs propres de Uopérateur R*Ty" 5 Y ()| .
a

Ici, on ne connait pas ’expression explicite des A\ et donc le théoréme ci-dessus n’est pas tres
utile. Cependant, dans le cas [ > 0, nous avons vu dans la remarque 3.3.4 que, sous certaines
hypothéses sur les modes, 'opérateur T f}ﬁR est compact. R’ étant continu, on déduit que
Rlel}iRY(-ﬂE; est aussi compact. Ainsi, on est assuré que ses valeurs propres forment une
suite dont le seul point d’accumulation est 0, et donc il n’y a nécessairement qu’un nombre fini
de A\, dont les modules sont plus grands que 1. Cependant, nous n’avons pas d’information sur
la vitesse de décroissance des |\g|.

Nous pouvons faire le méme raisonnement pour l'algorithme (3.47-3.52) (TtR itératif). A
Paide de I'opérateur Th, ,, on peut rééerire Palgorithme comme suit

lv
ul()n-‘rl) = 7?’bT’TiJ% ((ul()n) ’E; ) tl()n) ’E:))

On définit les coefficients A, comme les valeurs propres de lopérateur RPT5" () s+, 0() V‘EI).
Nous savons également, voir la remarque 3.4.4, que pour tout [ > 0, sous certaines hypotheses
sur les modes, les opérateurs T }: r sont compacts. Cela nous permet de déduire que seul un
nombre fini de Ay ont des modules plus grands que 1. Mais comme pour le cas Y¢R, nous ne
connaissons pas a priori la vitesse de décroissance des ).

Afin d’illustrer ces remarques, nous avons calculé numériquement les coefficients A, et A
pour la fréquence w = 10 dans le cas de la géométrie perturbée représentée Figure 3.10 et pour
le matériau Tit. Pour différents recouvrements [ € {0.1,0.2,0.5}, nous avons représenté sur la
Figure 3.11 les 20 plus grands (en module) coefficients Ay et e dans le plan complexe. Comme
dans le cas du demi-guide parfait, on observe sur ces résultats :
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o) ‘ ¢

=y

FIGURE 3.10 — Géométrie et notations pour le demi-guide avec obstacle.
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FIGURE 3.11 - Position des coefficients \; (en haut) et A; (en bas) pour différents recouvrements
de taille [ € {0.1,0.2,0.5} (de gauche a droite). Le cercle unité est dessiné en vert.

qu’il n’y a qu'un nombre fini de coefficients Ay et A, hors du cercle unité,

plus [ est grand, plus on concentre de valeurs propres autour de 0,

pour [ petit, la formulation TtR concentre autour de 0 plus de valeurs propres que la
formulation YtR,

pour [ = 0.5, nous avons pour les formulations YtR et TtR 4 coefficients éloignés de 0.
Ces coefficients correspondent aux 4 modes propagatifs que nous avons a cette fréquence.
Notons de plus que pour les )\, les parties réelles sont proches de 1/2, comme dans le
cas du demi-guide parfait, voir Figure 3.9.

On peut conclure de I’étude des propriétés spectrales des algorithmes YiR itératif et TtR
itératif que :

1. plus la taille [ du recouvrement est grand, plus on concentre de valeurs propres autour

de 0,

2. le nombre valeurs propres A, éloignées de 0 varie peu avec [, et il semble toujours plus

petit que le nombre de valeurs propres A\ éloignées de 0. Grace a la formulation TtR, on
obtient donc les avantages du recouvrement pour tout [ > 0, aussi petit soit-il.
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Ces propriétés sont importantes pour connaitre le taux de convergence de GMRES. En effet,
nous avons vu dans la section 1.3.4 du chapitre 1 que plus les valeurs propres sont regroupées
autour de 0, plus GMRES converge vite.

3.6 Reésultats numériques

Dans cette sections, nous allons présenter tout d’abord une validation qualitative de la
formulation Transparent to Robin (noté TtR) applicable pour un milieu anisotrope arbitraire
(voir section 3.4). La validation pour la formulation YR (voir section 3.3) a également été faite
et donne les mémes résultats qualitatifs.

Par ailleurs, nous allons comparer dans la section 3.6.2 les deux approches YtR et TtR
applicables pour un matériau orthotrope :

— en terme de conditionnement de la matrice a inverser apres discrétisation,

— puis, pour une méthode de résolution itérative.

Enfin, nous présenterons les avantages de la formulation 7TtR par rapport aux méthodes de type
couches absorbantes.

3.6.1 Validation qualitative de la formulation TtR

Afin de valider numériquement la construction de nos conditions transparentes pour la for-
mulation TtR, nous avons considéré le probleme de rayonnement (3.40) pour deux tailles de
domaine de calcul €,. Pour le matériau Tit (voir définition 3.24), nous avons représenté sur la
Figure 3.12 la partie réelle du champ de déplacement u = (u,, u,) solution de (3.40) en prenant
les parametres suivants :

w=10, be{0.5,1} et { =0.1.

Les traits pleins sont les frontieres extérieures ¥, et ceux en pointillés gris sont les frontieres
intérieures Y. La source f est une gaussienne (tronquée) centrée dans le domaine €. A Taide
des décompositions modales, nous avons représenté sur la Figure 3.13 la reconstruction de la
solution dans tout le guide.

FIGURE 3.12 - Composante Re(u,) a gauche et Re(u,) & droite de la solution dans €2, pour le

matériau Tit pour deux tailles de boite, en haut b = 0.5, en bas pour b = 1, et une méme taille
de recouvrement [ = 0.1. Le support du terme source f est représenté par le cercle en pontillé.

La méthode s’appliquant également pour un milieu anisotrope arbitraire, nous avons effectué
les mémes simulations pour le matériau Mat. Sur la Figure 3.14, nous avons représenté les parties
réelles des composantes (u,, u,) du champ de déplacement ainsi que la reconstruction dans tout
le domaine.
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FIGURE 3.13 — Reconstruction de la solution du probleme de radiation dans le guide complet
pour le matériau Tit : en haut la composante Re(u,) et en bas Re(u,).

FIGURE 3.14 — Composante Re(u,) a gauche et Re(u,) a droite de la solution dans €2, pour le

matériau Mat pour deux tailles de boite, en haut b = 0.5, en bas pour b = 1. Le support du
terme source f est représenté par le cercle en pontillé.

FIGURE 3.15 — Reconstruction de la solution dans le guide complet pour le matériau Mat : en
haut la composante Re(u,) et en bas Re(u,).

Ces différents résultats numériques (Figures 3.12 et 3.14) montrent qualitativement que les
conditions que nous avons écrites sur les bords ¥i sont transparentes car leurs positions n’ont
pas d’influence sur la solution.

3.6.2 Comparaison des formulations YiR et TtR

Comparaison des formulations en terme de conditionnement

Dans la remarque 3.3.3 sur la formulation Y¢R, nous avons mis en évidence l'existence
de fréquences de boite liées aux zones de recouvrement Bj* lorsque le parametre v de la condi-
tion de transmission sur E{f est nul. Nous avons vu au premier chapitre, voir section 1.2.1, qu’a
ces fréquences, la reformulation du probleme de diffraction n’est pas bien posée. Afin d’éliminer
ces fréquences, 'idée est de prendre un parametre vy dont la partie imaginaire est non nulle, voir
le lemme 3.3.2. On déplace ainsi les fréquences de boite dans le plan complexe ce qui assure que
w (étant réel) n’est jamais une fréquence de boite. Cependant, si c’est fréquences complexes
sont proches de 'axe réel, on peut s’attendre a ce qu’elles affectent notre méthode. C’est ce que
nous allons vérifier maintenant.
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Par ailleurs, nous avons vu dans la remarque 3.4.1 que la formulation TtR permet "d’éliminer"
les effets de la boite B;". Un résultat similaire a été présenté dans le chapitre 2, voir la section
2.4.2.
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F1GURE 3.16 — Comparaison des conditionnements obtenus avec les 3 formulations YtN, YtR et
TtN en fonction de la fréquence w € [1,20].

Afin d’illustrer ce point, nous avons calculé le conditionnement de la matrice issue de la
discrétisation pour différentes fréquences en considérant :
— la formulation YtR avec le parametre v = 0, ce qui revient a une formulation du type Y
to Neumann (notée YtN),
— la formulation YZR avec le parameétre v tel que Im(~y) # 0,
— et enfin la formulation TtR avec v = 0, ce qui revient a une formulation du type Trans-
parent to Neumann (notée TtN).
Pour les tests, nous avons utilisé le matériau Tit (voir définition (3.24)) et la configuration
géométrique de la Figure 3.10. Nous avons représenté sur la Figure 3.16 les conditionnements
des matrices obtenus avec les 3 formulations : YiN, YtR et TtN.

On observe que les conditionnements correspondant aux formulations YtN et YtR possedent
des pics supplémentaires par rapport au conditionnement correspond a la formulation TtN. Pour
la formulation Y%N, ces pics supplémentaires correspondent a des fréquences de boite. Pour la
formulation YtR, ils apparaissent pour les plus hautes fréquences. Comme nous 1’avons expliqué,
le parameétre v complexe déplace les fréquences de boite dans le plan complexe. Cependant, ces
dernieres peuvent étre proche de ’axe réel et, par conséquent, pour w proche de ces fréquences, le
conditionnement est grand. Ceci pose le probleme du choix du parametre v dans la formulation
YtR. Si v est trop petit, les fréquences de boite restent proches de I'axe réel, mais si v est
trop grand, elles se rapproches & nouveau. Par ailleurs, on peut voir que la formulation TtN
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élimine les effets de la boite B;", les pics observées dans ce cas correspondent & des fréquences
de coupures.

Comparaison pour la résolution itérative via GMRES

Dans cette section, nous allons utiliser les méthodes de Schwarz décrites dans la section
précédente comme préconditionneur pour GMRES (voir 1.3.4). Le but va étre d’étudier de
comparer les deux approches YtR et TtR, et de voir I'influence du parametre [ sur la vitesse de
convergence de GMRES.

Pour simplifier, nous avons considéré comme cas test le probleme de demi-guide (3.53).
Sur la Figure 3.17, nous avons tracé ’évolution de l'erreur de résidu en fonction du nombre
d’itérations de GMRES. Ces résultats ont été obtenus en considérant le matériau orthotrope
Tit et la fréquence w = 10.

=01 ——
1=02 — |
1=0,5 ——
=1 ——
2+ =2 —

10 10 .

12 12+ -

14t 4 14+ =

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

FIGURE 3.17 — Evolution de Uerreur de résidu (en logyp) en fonction de I'itération de GMRES
pour différentes tailles de recouvrement /. A gauche, ce sont les résultats obtenus avec la formu-
lation YtR, et a droite avec la formulation TtR.

Apres un certain nombre d’itérations, on peut voir que 'erreur atteint un palier égale a
I'erreur numérique (environ 107). De plus, on observe sur ces résultats que :

— pour la formulation Y¢R, augmenter la taille [ du recouvrement améliore la vitesse de

convergence,

— pour la formulation TtR, I'influence de [ est moins significative.
On observe également que pour [ petit la formulation TtR a un taux de convergence meilleur
que la formulation YiR. Cette approche TtR nous permet donc de tirer parti du recouvrement,
aussi petit soit-il.

3.6.3 Avantages de la formulation TtR par rapport aux méthodes de
type couche absorbante

Nous avons souhaité comparer I'approche TtR avec d’autres méthodes numériques, et no-
tamment la méthode des PML. Rappelons que la technique des PML fonctionne (tres bien!)
dans les cas ol nous n’avons pas de modes inverses (voir [18, 31]). En présence d’ondes in-
verses, on peut utiliser des couches visco-élastiques pour borner le domaine de calcul (voir
[23]). Ces couches dissipatives ont pour réle d’absorber les ondes sortantes. Evidemment,
le changement de milieu induit des réflexions parasites qu’on cherche a minimiser en uti-
lisant un milieu lentement variable. Par conséquent, la taille de ces couches peut étre tres
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grande. Notons que dans notre implémentation, la dissipation dans les couches a été modélisée

par une fréquence complexe w? = w? +ie ol € > 0 est une fonction croissante lentement variable.

e =

L’'un des avantages des méthodes de type couche absorbante est qu’il n’est pas nécessaire
d’utiliser des conditions transparentes non locales pour borner le domaine de calcul. Ainsi, ces
techniques nécessitent uniquement l'inversion d’une matrice éléments finis creuse, ce qui est
peu coliteux.

Pour simplifier, nous avons considéré le probleme modele de demi-guide suivant :

Trouver u € (H (Q))” sortante telle que

divo(u) + pw?u = f dans Q,

(3.53)
ou)r=0 sur 0O\ X,
o) v ="Tg sur Yo,

ou 7 est le champ transverse de la contrainte normale d’'un mode k choisi. Le domaine € est
défini par (voir Figure 3.10) :

Q=[0,+w[x[-h,h]\ O, et Xy={x=0}x|[—h,h],
ou O est un obstacle carré situé a 'intérieur du demi-guide. En considérant les parametres :
w=10, a=08 k=0 et b=1,

nous avons représenté sur les Figures 3.18 et 3.19 le module du champ de déplacement |Re(u)]
solution de (3.53) pour les matériaux Sil et Mat (voir définition (3.24)). Pour le matériau
Mat, le choix du mode k£ = 0 correspond au mode inverse.

Dans le cas ou il n’y a pas d’ondes inverses, Figure 3.18, on peut observer que les trois
résultats concordent et donnent (visuellement) la méme solution. Il est important de souligner
que pour obtenir ces résultats, on a di considérer une couche visco-élastique de taille trois fois
plus grande que le domaine €2,. Pour les PML, on a pris une couche PML de taille égale a la
moitié de celle du domaine €2, (on aurait méme pu prendre une couche plus petite).

18 18 18
I " I . I .
-571 2 ;, 12 >
lo 8 léo.a Eo.s
04 04 =
A i A

FIGURE 3.18 — Module |Re(u)| du champ de déplacement pour le matériau Sil obtenu par nos
trois méthodes : a gauche les couches visco-élastiques, au centre les frontieres transparentes, et
a droite les PML.

En présence d’ondes inverses, Figure 3.19, on observe que la technique des PML conduit
a une solution fausse. Soulignons que méme si on essaie d’étendre la couche PML, le résultat
converge vers ce résultat faux.
En revanche, le résultat obtenu avec la méthode des couches visco-élastiques, bien qu’imparfait,
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FIGURE 3.19 — Module |Re(u)| du champ de déplacement pour le matériau Mat obtenu par nos
trois méthodes : a gauche les couches visco-élastiques, au centre les frontieres transparentes, et
a droite les PML .

se rapproche du résultat obtenu avec les conditions transparentes. Par ailleurs, il est important
de souligner que pour obtenir cette simulation, il a fallu prendre une couche 15 fois plus grande
que 2. La taille gigantesque de la couche est due au fait que nous devons imposer une variation
du milieu beaucoup plus douce que pour le matériau précédent.

En conclusion, nous venons de voir qu’en présence de modes inverses, aucune des deux mé-
thodes de type couche absorbante n’est satisfaisante. Ceci justifie 'intérét de méthodes "exactes"
comme celles que nous avons présentées.

3.7 Annexe : caractéres bien posé et consistant de 1’algo-
rithme YtX et TtX itératif

Dans cette Annexe, nous allons montrer les caractéres bien posé et consistant (voir dé-
finition 3.5.1) des algorithmes YtX et TtX itératif. Pour simplifier, nous nous sommes placés
dans le cas d’un demi-guide.

3.7.1 L’algorithme YtX itératif

On considere le processus itératif suivant :

(HY ()" telle que

Trouver u n) €

div o(uf,)) + pw*uf,, = f dans Qy,

a(u’(’n)) v=20 sur  [0,b] x 25,

X¢,) =0 sur 0,

X0 = X(n) sur PO (3.54)

et trouver u/, e (Hp ()" sortante telle que
dlva( ())—i—pwun—O dans QFf,
o(ug,y)v=>0 sur 00 N dQ

Remarque 3.7.1 On peut noter que, grace a l’aspect itératif, la condition de transmission
X(n) = XZ;L) sur $f est variationnelle. En effet, elle revient simplement a imposer une partie
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de la contrainte et du déplacement (voir les notations dans la section 3.1.2) :
b + b b ! + + !
X = Xp-yy < [‘78 (i) ¥ (“(n))z] = [Us (“(n)) v (“(n))x] '

Le caractére bien posé : Nous savons que le probléme dans le demi-guide 2 est bien posé
car on peut obtenir la décomposition modale de uzrn) connaissant Yz;l) ]23 grace aux relations de
Fraser 3.2.9. Pour le probleme dans {2,, nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.7.2 Le probleme homogene :

Trowver u® € (H'(%))? telle que

divo(u®) + pw?u® =0 dans Qp,

(3.55)
o(u’) v =0 sur [0,b] x 085,
X =0 sur 7,

admet un ensemble dénombrable de fréquences propres.

La preuve de ce lemme est basée sur des arguments de théorie spectrale. On en déduit que si
w n’est pas une fréquence propre du probléme (3.55), alors le sous-probléme dans 2, est bien
posé et donc :

Proposition 3.7.3 Siw n’est pas une fréquence propre de (3.55), Ualgorithme (3.54) est bien
POSE.

La consistance : Pour montrer la consistance, il faut prouver qu’en cas de convergence, les
limites u® et u™ du processus itératif (3.54) sont compatibles dans B;", c’est a dire u® = u”.
Posons la différence v = u® — u™. Etant données les équations vérifiées par u® et u*, v est

vérifie :
divo(v) + pw?v =0 dans B},
o(v)r=20 sur [a,b] x 0S5,
(3.56)
X(v)=0 sur PN
Y(v)=0 sur Xt

ot on note X(v) = [o,(v)v v.]" et Y(v) = [vs 0(V)V]h

Lemme 3.7.4 Le probléme (3.56) admet une suite de fréquences propres tendant vers l'infini
caractérisées par : w est une fréquence propre s’il existe ko tel que

Brol = g mod (), (3.57)
et le mode propre associé est de la forme :
e%Pro @*“)u,jo (x5) — e Pro (’”’“)Z/{k’o (xs)
Preuve : La géométrie de B;" étant séparable, nous pouvons décomposer v sur les modes comme
suit :

X(v) = Y ALt — Apehea x,

k=0
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On rappelle que les champs transverses des modes vérifient X, = X, et X7 = — X}, voir section
3.2. En utilisant la condition X® = 0 sur ¥, et les relations de Fraser 3.2.9, il vient :

VkeN, A, =—-A}f, dou X(v Z/ﬁ WME a) 4 oiBk(e— a)) X..

k=0
De méme, en utilisant la condition X (v) = 0 sur ¥, et les relations de Fraser, on déduit :
VkeN, A} (e — ) = 0.

Par conséquent, w est une fréquence propre s’il existe ky tel que (3.57) soit vérifié. Dans ce cas,
nous avons A; non nul et A = 0 pour tout k # k. |

On en déduit que si w n’est pas une fréquence propre du probléme (3.56) posé dans B;
(i.e. w n'est pas une fréquence de boite), alors la compatibilité u® = u* est assurée.

Proposition 3.7.5 Siw ne vérifie pas (3.57), alors lalgorithme itératif (3.54) est consistant.

Par ailleurs, rappelons que pour ces fréquences de boite, I’algorithme n’est pas consistant. La
démonstration de ce résultat repose sur les mémes arguments que ceux de la proposition 1.2.6
vue au premier chapitre.

En résumé, l'algorithme YtX itératif :
— est bien posé sauf pour les fréquences propres du probleme (3.55),
— et est consistant sauf pour les fréquences de boite (3.57).

3.7.2 L’algorithme TtX itératif

On considere le processus itératif suivant :

Trouver uf,, € (H L))" telle que

div a(u’gn )+ pw ul(’n = f dans Qp,
( ) V= sur  [0,0] x S,
Xl()n) =0 sur 0
Xty = X{ sur PO (3.58)
et trouver u/, € e (Hp ()" sortante telle que
div o(u/,)) + pw?ui, =0 dans Qrf,
o(ug,y)v=>0 sur o N0
Al (uf,y) = Af (ug,_,) sur  ¥F VkeN.

Le caractére bien posé : La résolution dans le demi-guide Q est immédiate par la condition
de transmission choisie sur 31 (on se donne les coefficients de la décomposition modale de la
solution sortante). Pour le sous-probleme dans 2, c’est identique au cas précédent YtX, voir la
proposition 3.7.3.
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La consistance : Dans ce cas, nous avons vu (voir la formule 3.38) qu’en utilisant les décom-
positions modales de u® et u™ dans B;", et la condition sur ¥}, on peut décomposer v = u® —u™
comme suit :

v—ZA )ePrlE=ai= (x,).

Nous savons de plus que X(v) = 0 sur ;. Par conséquent, il vient en utilisant les relations de
Fraser 3.2.9 :

Vk e N, XV)Ve=0 < A (u?)e =0.

=
On en déduit que pour tout k, A; (u®) = 0 et donc v = 0.
Proposition 3.7.6 L’algorithme itératif (3.58) est consistant.

En résumé, l'algorithme 7tX itératif :
— est bien posé sauf pour les fréquences propres du probleme (3.55),
— et est consistant pour toutes les fréquences.
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Nous allons étudier dans ce chapitre le probleme de diffraction dans un milieu acoustique,
isotrope ou anisotrope, infini. Le but sera de donner une reformulation multi-domaines du
probleme de diffraction qui nous permettra de faire une résolution numérique. La difficulté par
rapport a la premiere partie est qu’ici le domaine considéré est infini dans toutes les directions.

Apres avoir présenté le probleme modele, nous expliquerons comment le reformuler de
maniere adaptée au calcul numérique. Nous montrerons que cette reformulation est bien équiva-
lente au probleme initial, puis nous détaillerons comment la discrétiser. Enfin, nous présenterons
différents résultats numériques de validation.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons travailler en dimension 2. Cependant, la méthode
s’applique également pour un milieu infini 3D.

109
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4.1 Introduction et notations

4.1.1 Probleme modele en acoustique et approches classiques

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la résolution numérique des équations du
type Helmholtz anisotrope :

div(AVp) + w?p = f dans
(4.1)
AVp-v =0 sur 00,

ou l'on rappelle que v désigne la normale extérieure et p le champ de pression. Le domaine )

est défini par
Q =R*\O,

ou O est un ensemble d’obstacles bornés. Afin d’étudier ce probléme (4.1), nous allons faire les
hypothéses suivantes :
— le terme source f est a support compact,
— et la matrice A modélisant I’anisotropie est symétrique définie positive, et est constante
a l'extérieur d’'un domaine borné. On pose :

C1,Co > 07
A= (Cl 03) oit (4.2)
€s 2 C1Cy — <C3)2 > 0.

Remarque 4.1.1 Bien évidemment, on peut étudier la situation ou l’ensemble d’obstacles O
est réduit a 'ensemble vide, ce qui correspond au rayonnement de f dans lespace libre R2.

La méthode que nous souhaitons mettre en place devra a la fois
1. étre adaptée au calcul numérique,
2. et s’étendre au cas de 'élasticité anisotrope.

Ce deuxieme point exclut 'utilisation des méthodes classiques que nous allons rappeler ici.

Afin de définir un probléme bien posé, il est nécessaire de compléter les équations (4.1) avec
une condition définissant le comportement a l'infini de la solution. Dans le cas isotrope (c’est
a dire A = Id), on impose classiquement la condition de Sommerfeld [86] qui nous assure a la
fois 'unicité de la solution et son caractere sortant.

Dans le cas anisotrope, une maniere simple d’adapter la condition de Sommerfeld est d’utiliser
un changement de coordonnées nous ramenant au cas isotrope. En effet, comme nous 'avons
déja vu au chapitre 2, voir section 2.2.1, changer le systeme de coordonnées est équivalent
a changer I'anisotropie du milieu. Ainsi, en se ramenant au cas isotrope, on peut réécrire la
condition de Sommerfeld dans le nouveau systéeme de coordonnées. Cette idée est détaillée par
exemple dans le cours [11].

Bien que l'idée du changement de coordonnées soit naturelle pour simplifier le probléme
(4.1) (en se ramenant au cas isotrope), nous n’allons pas 'exploiter ici car, comme nous 'avons
précisé, on souhaite développer une méthode pouvant s’étendre au cas de 1’élasticité.

Etant donnée une condition de radiation & l'infini, le probleme (4.1) est bien posé. Afin
de le résoudre numériquement, il est nécessaire de borner le domaine de calcul. Pour ce faire,
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il existe dans la littérature plusieurs approches pour le cas isotrope que nous allons rappeler
brievement.

Citons tout d’abord la méthode des couches parfaitement adaptées [16] que nous avons
déja évoquée dans la premiere partie. Cette technique consiste a entourer le domaine d’intérét
(contenant les hétérogénéités) d'une couche absorbant les ondes sortantes sans créer de ré-
flexions parasites.

Une seconde approche classique est l'utilisation d’une condition transparente définie sur
une frontiere artificielle entourant la zone d’intérét, voir [47]. Pour un milieu isotrope, on
sait exprimer la solution dans le domaine extérieur a un cercle sous la forme d’une série de
fonctions de Bessel. A partir de cette représentation analytique de la solution, on peut définir
un opérateur Dirichlet to Neumann permettant d’écrire la condition transparente sur le cercle.

L’extension au cas anisotrope acoustique de ces deux méthodes est possible en exploitant
I'idée du changement de coordonnées nous ramenant au cas isotrope. La méthode des PML par
exemple n’est pas applicable en présence d’ondes inverses (voir [12]). Cependant, dans le cas
acoustique, un 'remeéde" a été proposé dans [32, 34] a laide de couches spéciales exploitant
un prolongement analytique de la solution adapté a I’anisotropie du milieu. Hélas, cette idée ne
s’étend pas au cas élastique.

Pour la technique des conditions transparentes, il est nécessaire de pouvoir résoudre ana-
lytiquement le probleme dans le domaine extérieur. L’idée est alors de considérer comme
domaine extérieur le complémentaire (dans ’espace complet) d’une ellipse entourant les hétéro-
généités. La forme de 'ellipse doit étre choisie de sorte qu’apres un changement de coordonnées
nous ramenant au cas isotrope, le probléme extérieur consiste a résoudre 1’équation d’Helmholtz
classique dans le complémentaire d’un cercle (qu’on sait résoudre analytiquement). Notons que
I'utilisation d’'un opérateur DtN sur une ellipse pour ’équation d’Helmholtz est décrite dans
I'article [10]. Cependant, cette idée ne peut pas non plus s’étendre au cas de ’élasticité.

Mentionnons également la méthode de couplage entre équation intégrale et éléments finis
(voir [30]). Le désavantage de cette approche est qu’elle nécessite le calcul numérique de la
fonction de Green, qui est complexe et cotliteux dans le cas de I'élasticité (voir [1]).

Citons enfin la méthode des couches absorbantes SMART [66, 22]. Cette méthode présente
l'avantage de s’appliquer pour des milieux anisotropes arbitraires (y compris en élasticité).
Cependant, les couches utilisées ne sont pas parfaitement adaptées et doivent donc étre suf-
fisamment larges et progressives pour minimiser la réflexion a linterface entre le domaine
d’intérét est la couche.

Au vu de ces difficultés, nous avons souhaité développer une nouvelle approche. Afin de
présenter cette méthode dans un cadre théorique simple, nous allons faire I’hypotheése que notre
milieu est dissipatif. Nous détaillerons a la fin de ce chapitre les difficultés théoriques du cas
non-dissipatif, et nous présenterons les questions restées ouvertes. La dissipation du milieu sera
modélisée par une pulsation w, complexe définie par :

2

w?=w?+ie, o e>0.
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Finalement, le probleme modeéle que nous allons chercher a résoudre est le suivant :
Trouver p € H'(Q) tel que
div(AVp) + w?p = f dans Q, (4.3)
AVp-v =0 sur 00.

Pour alléger les notations, la dépendance de la solution p vis a vis de la dissipation € n’est pas
précisée. On peut écrire ce probléme sous forme variationnelle :

Trouver p € H'(Q) tel que pour tout p e H*(Q)
| a(p,p) = L(p),

ou la forme bilinéaire a(-,-) et la forme linéaire L(-) sont définies par

(4.4)

a(p,5) = LAVP-W—W?W, et L(p) = f 1.
Q

Grace a la dissipation du milieu, nous pouvons montrer la
Proposition 4.1.2 Le probléme (4.4) admet une unique solution.

Preuve : Il suffit de montrer que la forme bilinéaire a(-, -) est coercive pour appliquer le théoréme
de Lax-Milgram. Pour montrer ce résultat, l'idée est de factoriser w. dans I’expression de la forme
bilinéaire afin d’obtenir :

—w - —w -
la(p, p)| = !weHJ w ‘QAVP-Verwe\p!Z! > |w[Im (J AVP-Verwe!p!z)-
Q

€ Q |W6‘2
On en déduit :
la(p,p)| = |wmin | ——.¢) | AVp-Vp+ |p.
|we |
€ Q

Le terme & droite de 'inégalité correspond bien & une norme équivalente & la norme H*(§2) car
la matrice A est symétrique définie positive. [ |

Remarquons que dans la preuve ci-dessus, la dissipation est indispensable et la constante
de coercivité tend vers 0 quand € tend vers 0.

4.1.2 Quelques notations

Pour la suite de ce chapitre (ainsi que pour les suivants), il est utile d’introduire quelques
notations (résumées sur la Figure 4.1). Notons 2, et son complémentaire Q¢ dans €2, les domaines
définis par :

Q, = [—a,a]Q\O, et Qf = Rz\[—a,a]Q,

ol a est un réel strictement positif tel que O < [—a,a]* et supp(f) < [—a,a]®. Le carré
2, (privé des obstacles O) correspond au domaine intérieur (zone perturbée contenant les
hétérogénéités), et QS correspond au domaine extérieur qui est parfaitement homogene.

On va diviser le domaine Q¢ en 4 demi-plans Q? s’appuyant sur les 4 bords de €,. Afin de
les définir simplement, introduisons les systemes de coordonnées locales pour chaque coté j :

[x]] ) [(308(03') —sin(Qj)] [x] ot 0= j;’ bour j{0.1,2.3). (45)

Y’ sin(0;)  cos(6;) | |y
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Passer d’'un demi-plan a l'autre correspond simplement & faire une rotation d’angle 7/2. Les
demi-plans sont numérotés dans le sens trigonométrique en partant du coté droit qui est indicé
par 7 = 0. On définit ainsi :

Q) ={2" =a} x{yy eR} pour je{0,1,2,3}.
Les bords des demi-plans J sont définis par les droites %7 :
oV =% = {2’ =a} x {yy/ eR}, pour je{0,1,2 3}

Enfin, on divise de méme la frontieére du carré intérieur €2, en quatre :

.= {2 =a} x {y/ € [-a,a]}, pour je{0,1,2, 3}

Eaa = U Eia'

et on notera

j€{0,1,2,3}
2
Ea
’ 1 > 1
Eaa ECL
@ il
2 0
Eaa Eaa
O
Q,
3 < 3 >
Ea ECL(I
0
Qa
0
Ea

FIGURE 4.1 — Géométrie du domaine €2 et notations. La partie en gris clair correspond au
demi-plan 2.

4.2 Décomposition du domaine en 4 demi-plans et un do-
maine borné

4.2.1 Description générale

L’idée de la méthode est inspirée des travaux de S. Fliss et P. Joly pour les milieux périodiques
[39, 40]. En s’appuyant sur la décomposition du domaine €2 en 5 sous-domaines :
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— les 4 demi-plans €7, dans lesquels on définit p’ = plgs,

— et le domaine intérieur €2, dans lequel on définit p® = p|q,,
on peut construire la formulation multi-domaines du probléme initial (4.3). Par définition, p®
et p/ vérifient les équations suivantes :

div(AVp®) + w?p® = f dans €,
AVp® v =10 sur 00, (4.6)
et | div(AVpY) +w?p’ =0 dans QF Vje{0,1,2,3}.

De plus, on doit assurer la compatibilité de toutes les représentations de p. En effet, comme
les demi-plans Q s’intersectent, nous avons deux représentations p/ et p’*! de la solution qui
doivent coincider dans chaque quart de plan Q4 n Q/*! (voir Figure 4.2) :

P =p* sur Q) A QY pour je Z/AZ. (4.7)

Comme la solution p du probléme initial est dans H'(€2), on doit également assurer un raccord
en trace et en dérivée normale entre p® et p’ sur les bords 37 (voir Figure 4.2) :

pP=p" et AVpY -v=AVp*-v suwr X! . pour je {0,1,2,3}. (4.8)
pa — pl
Davp® = davp’
o &l
fsupp( f)z
p* = p3 @ T 1 p* = po
22 b2 §
8Al/pa = aAVp2 aAVpa = 8AI/pO
o [O]
A aa \
pa — p2

Davp® = daup?

FIGURE 4.2 — Représentation schématique des relations de compatibilité : a gauche celles dans
les quarts de plan (4.7) et a droite les relations (4.8) sur X, (en rouge). On a noté par du, =

AV(:) - v.

Pour la formulation multi-domaines, on doit choisir des conditions de transmission sur les
bords Y7 des sous-domaines (2 qui assurent les relations de compatibilité (4.7) dans les quarts
de plan. Nous proposons d’imposer la continuité des traces (voir Figure 4.3) :

P o=pt sur 0(Q A QI Ve Z/4Z, (4.9)

Lemme 4.2.1 Considérons p°, p*, p*, p* solutions des équations (4.6) dans les demi-plans. Les
relations de compatibilité (4.7) et (4.9) sont équivalentes.
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Ql 22
_pO — pl

|

@ Eurlld @ Gy
0 Q.

!

)3 Q0

a

FIGURE 4.3 — Représentation schématique des relations de compatibilité (4.7) entre p° et p'.
En rouge, on a représenté les demi-lignes sur lesquelles les conditions (4.9) sont imposées.

Preuve : On va prouver le résultat dans Q2 n Q! les mémes arguments s’appliquent dans les
autres quarts de plan. Notons tout d’abord que si p® et p! vérifient la compatibilité (4.7) dans
Q% A QL alors ils vérifient en particulier les relations (4.9) sur le bord. Montrons la réciproque.
Soit v la fonction de H*(Q2 n QL) définie par :

v=7p"—ph
Les fonctions p° et p' étant solutions de (4.6), v vérifie :
div(AVv) + w?v =0 dans Q0 QL
De plus, nous savons par les relations (4.9) que :
v=0 sur 0 Q).

Or, I'unique solution H(Q° QL) du probléme défini par les deux équations ci-dessus est v = 0.
En effet, on montre, comme dans la preuve de la proposition 4.1.2, que, du fait de la dissipation,
le probléme reléve du théoreme de Lax-Milgram. On en déduit que p° = p' dans tout le quart
de plan. [ |

Il est important de souligner que cette démonstration est possible car le milieu est dissipatif.

Remarque 4.2.2 Bien évidemment, d’autres choix de conditions de transmission sur les bords
0 (¥~ QUEY) des quarts de plan sont possibles. Ils doivent simplement assurer la compatibilité
des représentations dans les quarts de plan. Par exemple, on peut montrer que les conditions
(4.7) sont équivalentes a imposer la compatibilité des dérivées normales :

AVY v =AVPH v sur 0 (U N Q) Vje Z/AL.

Ainsi, la formulation multi-domaines du probléme de notre probleme (4.3) est donnée par
(4.6-4.8-4.9).

Remarque 4.2.3 Comme nous l'avons dit, la méthode que nous proposons est inspirée des
travaux de S. Fliss et P. Joly sur les milieux périodiques. Dans leur cas, le réseau de périodicité
du milieu impose une structuration des sous-domaines Qg et . Dans notre cas, le milieu
extérieur étant homogéne, nous avons plus de liberté et nous verrons dans le chapitre 6 que
nous pouvons étendre la méthode a des structurations des sous-domaines de 2 plus variées.
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Maintenant, & partir de cette reformulation multi-domaines (4.6-4.8-4.9), le but sera d’éliminer
les inconnues p’ et de les remplacer par leurs traces sur les droites ¥J. Nous verrons dans la
section 4.2.2 ci-aprés, qu’étant donnée la trace de p’ sur le bord ¥ du demi-plan €, on sait

a’

résoudre analytiquement les équations (4.6) dans €2 en exploitant ’homogénéité du milieu et
en utilisant la transformée de Fourier. On parlera de représentations analytiques de la solution.

Remarque 4.2.4 L’élimination des inconnues p’ correspond a l’élimination des inconnues p~
et p* dans le premier chapitre. Ici, les p’ sont remplacés par leurs traces définies sur les droites
infinies 7. Dans le cas du guide, les inconnues p~ et p* sont remplacées par leurs traces qui
vivent sur les sections bornées du guide.

4.2.2 Calcul analytique de la solution dans les demi-plans

Nous allons maintenant détailler le calcul analytique de la solution dans les demi-plans.
Notons ¢’ la trace de p sur X7 :

¢ =plg, pour je{0,1,2,3}. (4.10)

Pour j fixé, si on connait ©’, on peut alors obtenir la solution p = p’ dans QJ. En effet, quel
que soit 1/ € Hz(%7), le probleme :
Trouver P7 € H*(Q) tel que
div(AVP?) + w?P? =0 dans O, (4.11)
Pi = sur X7,
admet une unique solution qu’on notera P7(17). On prouve ce résultat par les mémes argu-
ments que ceux utilisés dans la démonstration de la proposition 4.1.2. De plus, on sait par des

arguments classiques sur la dépendance continue de la solution du probléme (4.11) par rapport
a la donnée que :

vl e HE (D), || PP(¢) ||y < €7 1 ¢ | (4.12)

1 .
H2 (%)

ot C7 est une constante positive. Dans la suite de cette section, nous allons chercher a donner
une formule explicite & P7(z)7). L’outil principal que nous allons utiliser est la transformée de
Fourier dont nous rappelons la définition :

Définition 4.2.1 Pour une fonction f € L'(R), on définit la transformée de Fourier ]?E L*(R)

de f par :
fi6) = o= | e

Si f est également dans L*(R), la transformée inverse est donnée par :

1 7 i€z
16) = 7= | Fopede

Rappelons qu’on peut étendre la définition de la transformée de Fourier au fonction L?(RR). Pour

f € L*(R), on peut définir f presque partout et ]?e L?(R). De plus, la transformée de Fourier
est un isomorphisme de L?(R) dans lui-méme et nous avons :

| flle=Il f llz2) -
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Afin de simplifier notre discours, les calculs seront présentés uniquement dans le demi-plan
Q0 Pextension aux autres demi-plans (2 étant immédiate.

Soit ¢° donnée. On veut expliciter P°(¢°) solution de :

div(AVP?) + w?P? =0 dans 9,
(4.13)
PO = 0 sur X0

Le milieu étant homogéne dans 22, on peut appliquer la transformée de Fourier selon la variable
y dans les équations (4.13), ce qui nous amene a résoudre ’équation différentielle ordinaire a
coefficients constants :

P2PO(x, € PP(x, €
R . =k
POz, €) = ¢0(€) en {z=al,

ou on rappelle que les ¢; sont les coefficients de la matrice A (voir définition (4.2)). Le polynome
caractéristique de cette EDO possede deux racines :

2(5) _ _i§C3 +1 d<§), ot 7"9 (é—) _ _Z£C3 —1 d<§>7

&1 &

o ag-a (e (25) ).

Ci-dessus, on choisit la détermination de la racine carrée complexe qui conserve le signe de la
partie imaginaire. La solution générale s’exprime donc sous la forme :

A(8) Oz B(§) el @)z

+ 2iéc (W2 — 262 PY(2,€) =0 sur {z > a},

(4.14)

(4.15)

La fonction P° étant dans H'(Q0), elle ne peut pas exploser quand z tend vers +o0, et donc P°
non plus. II faut donc étudier le signe des parties réelles de 9 (§). Nous avons :

MM@»=%(”%_id@)=lm(d@)

1 &1

Or d(&) est un nombre complexe dont la partie imaginaire est strictement positive :
Im (d(¢)) = c1e > 0,

et donc Im(4/d(€)) > 0. On montre de plus facilement que Re(r?) = —Re(r’) < 0. Par

T xT

conséquent, le terme e+ 07 ogt exponentiellement décroissant avec x et le terme e (07 ogt

exponentiellement croissant. On en déduit que nécessairement
B =0 V¢eR.

Ainsi, nous obtenons l'expression explicite de 180(-,5) (en prenant en compte la condition en
r=a):
PP(a,6) = "0 90() ot 1°(€) =r(€), Va>a.

Dans la suite, on notera simplement r°(¢) la racine 7 (€) & partie réelle négative. En appliquant

la transformée inverse, on obtient alors sous forme intégrale la solution du probleme (4.13) posé
dans Q2.
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Proposition 4.2.5 Etant donnée ¢ € H2 (%), la solution P! du probléme (4.11) s’exprime
sous forme intégrale comme suit :

o 1 i o
PJ(¢J)($],yJ)=me7(§)eT (©)@'=a) ity ge¢ V(2! y’) € [a, +o[ xR, (4.16)

ot les coordonnées (x7,y’) associées a chaque demi-plan ont été définies par (4.5), et les v’/ sont
définis par :
wier — (c1ey — (3)%) €7

P0(6) = 12(6) = “5B L Jdi(E) on di(e) =

C1 (01)2 ’

_ 1€cs _ wgCQ — (c1e0 — (03)2) 'S

ri(&) = r3(¢) o +iy/da(§) ot da(§) = (c2)?

Grace a l'expression (4.16), on peut noter que pour tout 27/ > a la fonction P’(¢/’) est exponen-
tiellement décroissante en z7. De plus, on peut également voir qu’elle est infiniment dérivable
pour tout 27 > a.

Le cas d’un milieu isotrope : Les expressions données dans la proposition 4.2.5 se simplifient
dans le cas isotrope, c’est a dire pour A = Id. Les coefficients d; () et dy(€) sont alors égaux et

nous avons :
di(§) = da(§) = \/w? = &2

On en déduit que les racines vérifient :
(&) = (&) = () = r’(€) = ivw? — & (4.17)

Pour ¢ € H2 (%), nous obtenons finalement I'expression de P°(1)) suivante :

0 _ L[ deeveree-agmge — L[ 5e)eVE-RE-a) it
P ) = 7= | Dle)e g = — [ G(ege i

On peut faire une analogie entre la variable de Fourier £ dans I'expression ci-dessus et l'indice k
des décompositions modales de la solution dans un guide d’ondes (voir section 1.1.2 du premier
chapitre). En particulier, si on considére (formellement) le cas sans dissipation € = 0 :
— pour [{| < w, le terme eV W= @—a) ity oot Péquivalent d'un mode propagatif, car il
représente une onde qui se propage sans atténuation pour z > a,
— pour [¢] > w, le terme e~ V& e=a)pily ot 1'équivalent d'un mode évanescent, car il
décroit exponentiellement vite pour x > a.

4.2.3 Reformulation du probléme en variables p® et ¢’

Ayant vu comment exprimer p’ dans le demi-plan ©/ en fonction de sa trace sur 37, nous

a’

allons éliminer les inconnues p’ et reformuler le probleme (4.6-4.8-4.9) uniquement en variables
p® et ) = p|2£ = pjzj. Nous savons par le lemme 4.2.1 que les relations de compatibilité (4.7)

dans les quarts de plan 7 n QJ*! sont équivalentes & imposer la compatibilité des traces :
P =p* sur 0 (Q{l N Qgil) , VjeZ/AZ.
En variables ¢/, cela revient & écrire les 8 relations :

Q* = Dgilgpj sur les demi-droites X7~ Q7 pour je Z/4Z, (4.18)

ou les opérateurs D

;41 sont définis par
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Définition 4.2.2 On définit Dgil Vopérateur continu de Hz(%3) dans H2 (3% ~ QF), qui d
Y’ associe : A ‘ ‘
D} = P’ (@Zﬂ) |Z£ilmﬂé sur YIE A QI

Ces opérateurs sont continus car P’(1)’) dépend continiiment de 7 (voir (4.12)) et application
trace est continue. De plus, les D§¢1 ont une forme intégrale et nous avons leur expression
explicite. Par exemple, D? est donné par la formule suivante :

DY) (x mf 2°(€) e de.

Remarque 4.2.6 FEzxpliquons un peu notre choix de notation pour les opérateurs Dgil. L’indice
supérieur indique le demi-plan Q2 dans lequel on calcule P (7)), et lindice inférieur, la droite
YIEL sur laquelle on prend la trace.

En plus de la compatibilité des p’ entre eux dans les quarts de plan, on doit assurer que les
p’ se raccordent avec p® en trace et en dérivée normale sur les bords ¥/ du domaine intérieur,
voir les équations (4.8). La compatibilité des traces se réécrit simplement avec les variables ¢/ :

p*=¢ sur XJ Vjie{0,1,2,3}.

aa’

La fonction p* étant dans H2(Sa,) et @7 dans H2(57), on peut définir leurs restrictions a i,
Pour le raccord en dérivée normale, ¢’est moins évident.

Définition 4.2.3 On définit A7 Uopérateur continu de H2(%3) dans H™2(3), qui d ¢7 associe
la dérivée normale de P?(¢7) sur 3J :

Ny) = AVP? (¢7) -e; sur ), pour je{0,1,2,3},
ot e; désigne le vecteur unitaire normal a 37

Comme pour les opérateurs D7, les A7 sont continus car P? dépend de maniére continue de la
donnée. Remarquons également que les A7 ont une forme intégrale explicite. Par exemple, nous
avons :

M) = o | (er'(€) + aig) PO

Notons que dans le cas isotrope (voir la formule des racines (4.17)), I'expression de A%(¢°) se
simplifie ainsi :
1 [ o
A ) = o | i = € PO
2m R

Remarque 4.2.7 On peut de nouveau faire une analogie avec les guides d’ondes. En effet,

lexpression ci-dessus est similaire a celle de l'opérateur DIN du premier chapitre (voir définition
1.1.2) :

Ti(o) = S io oo on o=t (57,

k=0

ou lintégrale dans A° est remplacée par la somme, & par kw/2h, et €Y par la fonction oi(y).
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Avec les opérateurs A7, on aimerait écrire les raccords en dérivées normales sur ¥/ comme suit :

Nyl = AVp" - v sur X7

aa’

Vje{0,1,2,3}. (4.19)

Seulement, AJp’ est définie dans H ’%(Zg), et on ne peut pas définir sa restriction dans

iy . . Lo
H~z(%] ). Remarquons que nous avons le méme probléme avec la dérivée normale AVp® - v sur
Yaa-

o i
En revanche, on sait définir la restriction de AJ¢? et AVp® - v dans le dual de Hg(X2,).

1 . !
On peut alors interpréter le raccord (4.19) dans [HgO(E{w)] ;

o 1
<AVp-v,p >y =< N/ p>5, Vpe Hip(Eaw),
! IR

et Hg(32,). Le probleme ici
est qu’on n’assure pas le raccord sur les coins du carré X,,, et on ne sait alors plus montrer
I’équivalence entre la formulation multi-domaines et le probleme initial.

R
ou < -+ >g; désigne le produit de dualit¢ entre |:H020(2£m):|

Dans la littérature, ce type de difficulté est connu en décomposition de domaine avec les
"cross-points" (voir [45, 46]). Une solution proposée consiste a introduire un multiplicateur
de Lagrange pour exprimer le raccord aux coins. Mentionnons également que ces problémes
apparaissent pour la méthode d’équation intégrale multi-traces [27].

Dans notre cas, pour palier cette difficulté au moins du point de vue théorique, nous avons
choisi de considérer les A’p’ dans un espace plus régulier : L*(37). Cela revient a prendre
@) € HY(XJ). Tl est alors possible de définir la restriction de A/’ dans L*(X7)), et de donner

/
un sens a 'égalité (4.19) dans I:H%(Eaa)] comme suit :

3
< AVD-v,p >5,,= Y (NG P) oy VD€ H? (Laa), (4.20)

=0
oll < -, >y désigne le produit de dualité entre H™2(X,,) et H? (Sqq).

Remarque 4.2.8 Nous savons par des arquments de régularité que la solution p du probleme
initial (4.3) est infiniment dérivable dés qu’on s’éloigne un peu de 'obstacle O et du support
de la source f. Par conséquent, les traces p? = p|zg sont dans H*(XJ) pour tout s = 0. Il n’est
donc pas incohérent de rechercher les p? dans H'(33).

Par ailleurs, soulignons que mous n’aurons plus ces difficultés liées aux espaces fonctionnels
pour les @/ dans le cas des formulations "avec recouvrement” entre la zone éléments finis et les
demi-plans, voir la section 6.1 au chapitre 6.

Etant données les relations de compatibilité (4.18) et (4.19), nous pouvons éliminer les in-
connues p’/ dans la formulation multi-domaines (4.6-4.8-4.9), et donner une nouvelle formulation
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avec les variables p® et ¢’ :

Trouver p® € H*(£2,) et ¢/ € H*(X7) tels que

div(AVp®) + w?p® = f dans o,
AVp® v =0 sur 00,
AVp® v = Nl SuT Yo Vje{0,1,2,3}, (4.21)
= p? sur ¥, Vje€{0,1,2,3},
It = ngﬂ(pj sur Y A QJF Ve Z/4Z,

Proposition 4.2.9 Le probléme (4.21) est équivalent au probléme initial (4.3).

Preuve : Tout d’abord, nous savons par construction que si p est solution du probléme initial
(4.3), alors : '
pa =D dans Qm 90] :p’Eé v] € {0717273}7

est solution de (4.21). Soulignons que comme nous venons de I'expliquer dans la remarque 4.2.8,
les traces ¢’ = p|y; sont bien dans H'(3%]).

Réciproquement, considérons (p®, (¢7)efo,3]) solution de (4.21). On définit dans chaque demi-
plan p’ = P7(’), ot on rappelle que P? est donné par 4.2.5. Les relations de compatibilité (4.18)
nous assurent que :

p=p* sur (U nYF) VjeZ/AZ.

A Tlaide du lemme 4.2.1, on déduit la compatibilité p/ = pi*! dans tous les quarts de plan
QA Q* Nous pouvons donc définir la fonction pe,; € H () ainsi :

Pewt =P’ dans Q) Vje{0,1,2,3}.
Par définition des p’, nous savons que pey vérifie :
div(AVpest) + WPest = 0 dans Q.
De plus, les relations de compatibilité sur 37
pP=¢ et AVY -v=AMN¢ sar X, Vje{0,1,2, 3},

nous assurent que les fonctions p..; et p* se raccordent en trace et en dérivée normale sur le
bords Y, de §2,. Par conséquent, on peut construire la fonction p € H'(Q) suivante :

_)p* dans €,
b Dext dans €2,

qui est solution du probléme initial (4.3). |
Ayant montré I’équivalence, on sait que la reformulation (4.21) admet une unique solution.

Cependant, nous n’avons pour l'instant pas réussi a montrer que le probleme (4.21) était coercif
ou relevait de I'alternative de Fredholm afin d’assurer son caractere bien posé. Typiquement, on
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aimerait montrer qu’on peut écrire le probléme (4.21) sous la forme "coercif+compact". Ce point
nous semble difficile car, ayant choisi ¢/ € H'(37), on impose avec les relations de compatibilité

pt=¢ sur I
que p%s,, € H'(X4). Ce point est problématique car on exige ainsi "trop" de régularité a la

fonction p® sur le bord X,.

Néanmoins, comme nous le verrons dans la section 4.3, numériquement tout se passe bien,
et la méthode donne de bons résultats. Par ailleurs, dans le chapitre 6, nous proposerons deux
nouvelles formulations "avec recouvrement' sur lesquelles nous pourrons montrer des résultats
théoriques.

Le sous-probléme en ¢’ :

Considérons un instant le probleme posé dans le domaine extérieur 2 :

Trouver pey € H'(Q) tel que
div(AVpeat) + WPeor = 0 dans  QF, (4.22)

Pext = 9 sur Z]aay

ou ¢ est une donnée dans H %(Z ). Nous savons que ce probléme est bien posé (voir la preuve
de la proposition 4.1.2). A T’aide de la décomposition du domaine €2.,; en 4 demi-plans €2/, nous
pouvons donner une formulation multi-domaines de ce probléme avec les inconnues p’ = pemt|ﬂj
De plus, nous venons de voir qu’on peut éliminer les inconnues p’ et les remplacer par les traces
ol = pm|E] définies sur les droites 7. Ainsi, on peut reformuler de maniere équivalente le
probléeme (4.22) comme suit :

Trouver ¢/ € H %(Zg) tels que
SDj =g sur Zéa V] € {0, 1,2, 3}, (423)
P = Dl s SN0 Ve T

Soulignons qu’ici, considérer les traces ¢’ € Hz(XJ) ne pose pas la difficulté que nous avons
présentée avec les opérateurs A7, car on exprime dans la reformulation ci-dessus uniquement
des raccords en trace et pas en dérivée normale.

Nous savons par équivalence avec le probleme extérieur (4.22) que le probléeme reformulé
(4.23) est bien posé, et donc on peut linverser. Notons formellement 1'opérateur Ext qui a
g € H2(S4,) associe :

Ext(g) = (o, 1, 02, ¥3) ,

ol les ¢’ sont solutions de (4.23).

En composant les opérateurs Ext et A/, on caractérise 'opérateur Dirichlet to Neumann
qui a la trace g|y,, associe la dérivée normale AVpe.(g) - v sur X, ol peyy est solution de
4.22. Soulignons qu’on ne sait pas calculer Ext analytiquement, mais il est possible de le faire
numériquement en discrétisant le probleme (4.23) (voir la discrétisation section 4.3.2) et en
inversant la matrice issue de la discrétisation. Cette approche est utilisée dans la méthode
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développée par S. Fliss et P. Joly pour les milieux périodiques. De cette maniere, on calcule
numériquement 'opérateur DtN sur le carré X,,.

Dans le chapitre 5, nous discuterons des propriétés théoriques du probleme (4.23). En par-
ticulier, on s’intéressera a montrer que ce probleme est de type Fredholm.

4.3 Aspects numériques

Dans cette section, nous allons décrire comment discrétiser la formulation (4.21). Nous com-
mencerons par donner sa formulation variationnelle, puis nous décrirons la discrétisation du
probleme sous forme variationnelle. Ensuite, nous présenterons différents tests de validation :
d’abord quantitatifs pour le cas isotrope, puis qualitatifs pour des cas anisotropes.

4.3.1 Formulation variationnelle

Afin d’écrire la formulation variationnelle du probleme (4.21), il est nécessaire de tenir compte
de maniere forte de la condition de transmission :
@ =p* sur XJ .
Pour cela, on introduit ’espace variationnel :
Vo= { gttt e BN Q) x L H(S)),
j€{0,1,2,3}
(4.24)
tel que Vje{0,1,2,3}, ¢/ =u sur Zéa}.
Considérons un champ test (p, @°, ¢*, @%, $*) € V. Pour mettre le probléme sous forme variation-

nelle, on proceéde en 2 étapes. Tout d’abord, en testant les équations dans 2, par p € H(Q,),
il vient :

J wip® p— AVp® - Vit < AVp* -v,p >z,,= | [P,
a Qa

ou < -, - >y, désigne le produit de dualité entre H _%(Eaa) et H %(Eaa)- On réécrit le terme de
bord sur ¥,, a l'aide de la formule (4.20) :

3
f wzp“ﬁ—AVp“-Vﬁ+Zf, Ajsojﬁ=f fp.
a k=0 Efla Qq

Ensuite, on teste par ¢/ les équations sur les demi-droites 37 n Q/F! .
o e
(gpj, QO)LQ(E(J,;F\Qgil) - (D;J" gpj-‘rl’ @)L2(E£ﬁ9gil) = 0.

Bien que les fonctions ¢/ soient dans H'(3), nous utilisons le produit scalaire L?. Nous verrons
dans les résultats numériques ci-apres que cette formulation variationnelle fonctionne tres bien.
Néanmoins, une extension serait d’utiliser des produits scalaire H!.

Sous forme variationnelle, le probleme (4.21) se réécrit :

Trouver (p%, ¢° !, 0%, ¢©3) e V tel que V (p, 2%, @', ¢% @%) e V
3 . .
a(p”,p) + D N (@, p) = L(p), (4.25)

7=0

m! (@7, @) — &7 (T @) =0 pour jeZ/AZ,
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ou la forme linéaire L(-) est définie par

- L 17

et les formes bilinéaires sont définies par :

a(p”,p) = f wlp®p — AVp* - Vp, m’ (¢, @) = f Y,
Qu I\,
(4.26)
)‘J(Spjaﬁ) = f _ Ny p dﬁ'ﬂ(%@]ﬂ) = f o D§i1(%0j)@”1~
S SIS,

Par ailleurs, il peut sembler que les équations en ¢’ dans la formulation variationnelle (4.25)
soient découplées des équations en p*. Cependant, ce n’est pas le cas, car on impose de maniere
forte p® = ¢’ sur ¥/ dans l'espace V défini par (4.24).

4.3.2 Discrétisation de la formulation variationnelle

Pour discrétiser la formulation variationnelle (4.25), on effectue une approximation par élé-
ments finis de Lagrange 1D pour les inconnues ¢/, et 2D pour Iinconnue p®. On cherche donc
une approximation p} (h désigne le pas de discrétisation) de p* de la forme :

pi(x,y) ZP ug(x,y) dans g,

ou les P sont des coefficients complexes, les uy(x,y) les fonctions de base éléments finis en 2D,
et IV, le nombre de fonctions de base. Afin d’avoir un espace d’approximation de dimension finie
pour les inconnues ¢/, il est nécessaire de tronquer la droite ¥/ & une distance 7' > a. On note
> le segment tronqué défini par :

Sar = {o = a} x {y’ € [T, T]},

ou les coordonnées locales sont définis par (4.5). Ainsi, on cherche une approximation go{z de ¢’
de la forme :

Z @k w(z) sur ¥, Vje{0,1,2,3},

ou les (IDi sont des coefficients complexes, les wy, les fonctions de base éléments finis 1D et NN; le
nombre de fonctions de base sur ¥/,.. Pour simplifier, nous avons utilisé la méme discrétisation
pour tous les segments EiT. Nous avons donc N; = N pour tout j. De plus, nous avons choisi
une discrétisation réguliere du segment EiT. L’espace variationnel discret V;, < V est donné
par :

Vh = {(Uh>¢27¢/1ww27¢2) tel que  up = WL sur Eia V] € {07 172737 }7

Na

y) = ZUk uk(x,y), et wh Z\I/k wg(z ol Uk,\IJieC}.
k=1

La dimension de Vj, est N, + 4N — N,, — 4, ou N,, correspond au nombre de points de
discrétisation sur la frontiere >,,. Le "—4" vient du fait qu’on compte les 4 coins de X,, deux
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fois avec la discrétisation des segments 7.

En plus de discrétiser les inconnues de notre probleme, il est nécessaire d’approcher numéri-
quement les formes bilinéaires d;:il( -,+) et M (-, ) intervenant dans la formulation variationnelle.
Ce type d’approximation a notamment été étudié dans les travaux d’Axel Tillequin [88, 20].
Pour détailler ce point, concentrons nous sur la forme A\°(-, ). On considére deux fonctions tests
wy et w; (notons que la trace sur X7 d’une fonction de base uy(z,y) est une fonction de base
wg). Nous avons :

M (wy, wy) = f_aa A(wy) wy = \/12? J_aa f_oo W (€)(c1r(€) + c3i€) €Y d¢ wy(y) dy

a +00  p,+00
- \/];Trf J f wy(2)e™ dz (er(€) + c3i) e dE wi(y) dy,

En utilisant le théoreme de Fubini, il vient :

A (wy, w;) = ! J (err?(€) —|—cgz'§)J wy(2)e”**dz Ja wy(y)eVdy dE.

2m ) —0 —a

Dans 'expression ci-dessus, les intégrales en z et en y se calculent de maniere similaire : elles
correspondent respectivement a la transformée de Fourier et la transformée inverse des fonctions
de base. Les fonctions wy étant des polyndémes par morceaux, nous pouvons faire le calcul
explicitement. Par exemple, les fonctions de base wy dans le cas P; sont définies comme suit :

(1_%) si |z— | <h \
wi(z) = , ou zp=~kh—-T. (4.27)

0 sinon,
Ainsi, la transformée de Fourier d’une fonction de base w, est :
1 +o : 1 4 ¢h ,
-~ _ —i€z _ i 2 —iyr€
w = — wi(z)e”*dz = ———sin“ | =— | e .
+(&) NeT LD +(z) V2or €24 ( 9 )
On en déduit donc :

N (wy,, wy) = f

—00

+00

2
(&) + c5if) (élhsirf <§2h>> e~ iw—wE e

L’intégrale en £ est bien convergente mais ne peut pas étre calculée explicitement. Pour I’évaluer,
on doit utiliser une formule de quadrature, et donc tronquer l'intervalle d’intégration en £ a
[T, T¢], ot Tz > 0 est un parametre réel. Cela conduit & évaluer numériquement A°(wy, w;)
ainsi :

N(wg,w) = Y7 ge(err®(€) + esi) () @i(€), (4.28)

e QT5

ou Qr, est 'ensemble des points de quadrature compris dans I'intervalle [—T¢, T¢], et ge le poids
associé au noeud § € Qr,. Dans notre cas, nous avons choisi d’utiliser une quadrature de Gauss
(composite) a deux points.

On peut remarquer que le calcul (4.28) correspond exactement au calcul des termes associés
a un opérateur DtN dans le cas du guide d’onde (voir formule (1.31) dans le chapitre 1).

Pour résumer, la discrétisation du probleme (4.25) nécessite :
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1. de tronquer & une distance T les droites ¥/ afin d’avoir un espace de dimension finie pour
discrétiser les inconnues ¢/,

2. de tronquer les intégrales en ¢ intervenant dans les formes bilinéaires M (-, -) et d;il( ),

3. et d’utiliser une formule de quadrature pour évaluer ces intégrales en &.

A~ . . j . a .
Pour étre exact, on devrait noter dans la suite OnTTe, 0 (idem pour ph,T’TE,Qg) la solution

approchée du probleme (4.25). Pour alléger les notations, nous nous limiterons a écrire gp{b
et pf pour désigner la solution approchée du probleme discrétisé.

Remarque 4.3.1 N’ayant aucune propriété sur la formulation (4.21) de notre probléme, nous
ne savons pas a priori si le probleme discrétisé est bien posé et nous le supposerons. On verra
que numériquement tout se passe bien. De plus, pour la méme raison, l'analyse numérique du
probleme n’est pas possible.

Reconstruction de la solution dans tout le domaine

Le probleme (4.25) conduit au calcul de pf dans €, et des traces ] sur les segments
> . Ces traces o) permettent de reconstruire la solution dans tout le domaine Q. En effet, a
l'aide de lexpression explicite de la solution P’(y’) dans chaque demi-plan €/ donnée dans la
proposition 4.2.5, on peut calculer a posteriori une approximation Pj(gpfl) de la solution dans
le demi-plan ©J connaissant ¢J,.

Cependant, soulignons que P’ ((pil) a une forme intégrale, et donc pour le calcul numérique, il est
nécessaire de faire les mémes approximations que précédemment : tronquer a 7; l'intégrale en
¢ et utiliser une formule de quadrature. Par exemple, pour P°(4)), nous avons 'approximation
suivante (en utilisant I'expression (4.17) des racines dans le cas isotrope) :

N
PUop)(my) = D BY D ge @(§) eVEEET (2 y) € Q) (4.29)

k=0 §€QT5

ol les coefficients @) sont les valeurs de ) aux noeuds y, = kh — T. Soulignons qu’avec les
méthodes classiques de type couches absorbantes, la reconstruction n’est pas possible. La contre-
partie de notre approche est qu’elle nécessite de considérer 5 inconnues (ce qui bien siir est plus
cofiteux pour la résolution).

Remarque 4.3.2 A cause des différentes approzimations introduites lors de la discrétisation de
notre probléme, les relations de compatibilité sont imposées de maniére non-exacte. Autrement
dit, nous n’avons pas parfaitement

Pi(p7) = PIEY (7T dans Q) n QIFY V) e Z/AZ.
Ceci est vérifié uniquement a la limite Te = 400, T = 400 et pour un calcul exact des intégrales

en €.

4.3.3 Validation quantitative dans le cas isotrope

Dans cette section, nous allons étudier de maniere quantitative notre méthode. En effet,
on peut obtenir dans une certaine configuration (que nous allons décrire ci-apres) la solution



4.3. Aspects numériques 127

analytique du probléeme de diffraction. Ceci nous permet de mesurer l'erreur entre la solution
approchée numériquement et la solution exacte. Nous vérifierons ainsi que la solution approchée
converge vers la solution exacte en affinant la discrétisation.

Ainsi, au travers de plusieurs exemples, nous allons étudier I'influence des différents para-
metres de discrétisation : I'approximation par éléments finis, la distance T' de troncature des
droites X7, la distance Ty de troncature des intégrales en &, et la quadrature qu’on notera

(QTg 5 QE) .
Le test de validation

Dans le cas isotrope parfaitement homogene, il est possible de connaitre une solution
analytique. Notons que pour un cas anisotrope, comme nous ’avons déja expliqué, on peut se
ramener au cas isotrope par un simple changement de coordonnées. Par conséquent, 1’étude que
nous allons mener ici pourrait tout aussi bien étre faite pour un milieu anisotrope.

Nous avons considéré un milieu parfaitement homogene sans défaut 0 = R2. Dans cette
configuration, on cherche a résoudre le probleme de radiation :

Trouver p € H'(R?) telle que
) ) (4.30)
‘Ap#—wep:f dans R-.

Afin de connaitre la solution analytiquement, nous avons considéré le terme source :

f(xay> = 5(*1'73/):

ou 4 est la fonction Dirac. Dans ce cas, la solution p du probleme (4.30) ci-dessus est simplement

1 N
play) = pHwa), o =4

et ou H(-) désigne la fonction de Hankel de premiere espece (voir [47]).

Remarque 4.3.3 Numériquement, choisir f = d,, revient a prendre comme vecteur au second
membre le vecteur des fonctions de base évaluées en (0,0). Typiquement, pour un maillage
possédant un noeud en (0,0), le second membre correspond au vecteur nul, sauf d indice du
noeud associé au point (0,0).

Remarque 4.3.4 Une autre méthode pour connaitre la solution exacte est de considérer un

obstacle O (par exemple carré ou un disque) sur le bord duquel on impose comme condition de
Dirichlet :

1

A T’aide de ce résultat, nous pouvons mesurer l'erreur entre la solution approchée et la solution
exacte. Plus précisément, nous mesurons dans la suite l'erreur relative err, sur X2, définie par :

0 _ 1 s
€ITe) :” M HL2([7T,T])7 ou @ewac(?J) = —H (we a® + y2> .

S0€$CIC 42

Nous avons vérifié la méthode sur un premier cas. Pour les parametres :
w=10+0.5¢, T =6, T:=30, (4.31)

et une quadrature (QT57 qg) d’ordre 2 avec 600 points, nous représenté sur la Figure 4.4 la partie
réelle de :
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FIGURE 4.4 — Représentation de la partie réelle de ¢ et perqae (& gauche), et de p¢ dans Q, (a
droite).
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— la solution ¢Y sur 3%, et la solution exacte Yezqc,

— la partie réelle de pf dans €2,.
Sur ces résultats, on observe une bonne concordance qualitative entre (p?L et Pepac SUT EZT. De
plus, l'erreur err,q dans ce cas est inférieure a 0.1%.

FIGURE 4.5 — Partie réelle de la reconstruction P/(¢}) dans Q0 et QL (i gauche), et puis

0,1|

0,08
0,04

Pi()) dans les quatre demi-plans QiTm (a droite).

Afin d’illustrer la reconstruction dans les demi-plans € (voir formule (4.29)), nous avons
représenté sur la Figure 4.5 (toujours pour les parametres (4.31)) :
— la partie réelle de la solution p¢ dans €, et les solutions reconstruites Pj(gofz) dans les
domaines :

QO = [aaTrec] X [_Trec;Trec] et QiTrec = [_Trec;Trec] X [CL,Trec];

aTrec

ou T est la distance jusqu’a laquelle on reconstruit (ici Tye. = 1.5),
— la partie réelle de la solution pf dans €2, et les reconstructions Pj(go{l) dans les quatre
sous-domaines QiTm
De plus, on a marqué par des lignes blanches les droites (tronquées) 2. On peut remarquer sur
ces résultats que, visuellement, les représentations dans les demi-plans sont compatibles dans
les quarts de plan.

Influence du maillage

A Taide du test décrit précédemment avec la fonction de Hankel, nous pouvons valider
la convergence des éléments finis. En considérant les parametres :

w=5+i, T=12 T =10, (4.32)
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FIGURE 4.6 — Courbes de convergence pour les ordres 1 et 2 en utilisant les parametres (4.32).

et une quadrature (QTg, qg) d’ordre 2 avec 600 intervalles, nous avons résolu le probleme (4.30)
pour différents pas h de discrétisation (les tailles des mailles du domaine €2, sont proportionnelles
a h). Sur la Figure 4.6, nous avons représenté 1’évolution du logg(err,e) en fonction du logio(h).
Nous avons utilisé des éléments finis d’ordre 1 et 2.

En premiere remarque, nous observons sur ces résultats que la méthode converge bien :
I'erreur diminue avec le pas h. De plus, on retrouve les ordres de convergence classiques des
éléments finis, c’est a dire que 'erreur L? évolue en O(herdret?).

Néanmoins, on peut remarquer que pour 'ordre 2 (la courbe rouge), la convergence semble se
détériorer pour la plus petite valeur de h. Ce résultat s’explique car I'erreur est alors dominée
par l'erreur liée aux autres parametres d’approximation : 1T', T et la quadrature. Nous allons
maintenant étudier 'influence de ces trois parametres séparément.

Influence du parametre T'

L’intuition est que le parametre T' doit étre choisi en fonction de la décroissance de la
solution de notre probleme. En effet, si la solution devient négligeable aprés une certaine
distance T', on comprend que cette troncature aura peu d’influence. Pour vérifier ce point, nous
avons fait une étude de convergence des éléments finis pour différentes valeurs de T'. Nous avons
considéré les parametres suivants :

we=10+0.1i, T =30, Te {612 24}, (4.33)

et une quadrature de Gauss d’ordre 2 avec 600 intervalles. Soulignons qu’afin d’isoler I'influence
de T', les parametres T¢ et la quadrature sont tels que les calculs d’erreurs restent inchangés en
augmentant T, ou en améliorant la quadrature.

Sur la Figure 4.7, nous avons représenté les courbes de convergence obtenues pour ces
différentes valeurs de T'. D’une part, on retrouve sur ces résultats la convergence des éléments
finis avec les bons ordres (jusqu’a un certain palier). Soulignons que pour 7' = 12 et T' = 24, les
courbes de convergence a 'ordre 1 sont superposées.
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logio (errrer)

FIGURE 4.7 — Courbes de convergence pour les ordres 1 et 2 pour différentes valeurs de T (voir
les parametres (4.33))

D’autre part, on peut voir sur les courbes rouges (pour l'ordre 2) qu’a partir d’'un certain
pas h, 'erreur atteint un palier. Ce palier correspond a l’erreur commise par la troncature a
la distance T' des droites X7. En effet, on observe qu’en augmentant la valeur de T le palier
diminue.

Sol. calc. *
Sol. exact—

e Vi =

N
—
Il I
S

FIGURE 4.8 — Partie réelle de la solution calculée (en rouge) et solution exacte (en noir). En
bleu, on a représenté le comportement asymptotique de la solution.

Remarquons enfin que, méme pour 7' = 6, on peut atteindre une erreur relative inférieure a
1% (~ 107%?). Or, a cette distance la solution exacte est clairement non négligeable comme on
peut le voir sur le dessin de la Figure 4.8 ot nous avons représenté :

— la solution approchée gpi (en pointillés rouges) obtenue pour 7' = 24 et avec un pas h

petit,

— la solution exacte Yezqe (en trait noir),
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— et le comportement asymptotique de la solution (en bleu).

La question est maintenant de savoir comment évolue ce palier de I'erreur en fonction du
parametre T'. Pour les prochains résultats, nous avons donc pris un pas h suffisamment petit
pour que l'erreur due aux éléments finis soit négligeable devant celle due au parametre 7. Sur
la Figure 4.9, nous avons représenté 1’évolution de logyg(err,) pour différentes absorptions € et
différentes valeurs de T :

we € {10 + 0.54,10 + 0.24,10 + 0.14,10 + 0.05i} et T e {1,2,---,14}.

On observe que plus la dissipation € est grande, plus 'erreur décroit vite avec T'. Le comporte-

#—p—ux w=10+0.05i

log1g (erryer)

5 Nttt W=10+0.1i
-5.5 —p—nt w=10+0.2i
6 #—tp—nt w=10+0.51

o—o—o Modele

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

Distance T

FIGURE 4.9 — Evolution de 'erreur relative (en logio) en fonction de la distance T de troncature
pour différentes dissipations e. La courbe "Modele" correspond a celle de I'équation (4.34)

ment asymptotique de la fonction ... étant e~ /4/x (voir la Figure 4.8), on peut conjecturer
que l'erreur évolue de la méme maniere. Or, ce modele ne correspond pas aux résultats obtenus
sur la Figure 4.9. On obtient expérimentalement une meilleure estimation de la forme

672.25(T7a)

€Il ~ )
VT —a

ou on rappelle que a est la taille du domaine borné €2,. Nous avons tracé sur la Figure 4.9 les
courbes données par le modele ci-dessus pour les différentes valeurs de €, et on observe une
bonne concordance.

(4.34)

Pour la courbe associée a w = 10 + 0.5, on observe un léger écart avec le modele pour
T = 10. Ce résultat s’explique car les erreurs dues aux autres parametres (discrétisation élé-
ments finis, T¢ et la quadrature) ne sont plus négligeables.

Remarque 4.3.5 Il sera intéressant d’étudier le cas € = 0 pour voir si on conserve la décrois-

sance de l’erreur en % ou voire mieuz (voir section 4.4.2).
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Influence du parametre 7;

Pour ce parametre, il semble logique de le prendre en fonction de la décroissance des
intégrandes en { dans les opérateurs D}, et A7. Analysons le cas de I'opérateur DY. Dans le
cas isotrope, nous avons l'expression explicite suivante :

1 2_. 2 ;
DY) = = [ BV

Pour € petit, on observe que l'intégrande e~V §-wi@=a) ogt oscillante en ¢ et peu décroissante
pour [£| < w. En revanche, pour |£| > w elle devient exponentiellement décroissante. Afin de

bien visualiser cela, nous avons tracé sur la Figure 4.10, le module e~V ¢ == en fonction
de & pour z € {0.01,0.1,1} (avec a = 0) et w. = 10 + 0.01z. Il parait donc logique que pour

1.2
x=0.01
x=0.1
1 4 - ﬁ\ x=1
0.3 _/ \
0.6 +
04 4
0.2 4
O T Jl T |L T
-30 =20 -10 0 10 20 30

FIGURE 4.10 — Représentation de la partie réelle de @epqc(§) pour w =5 + 4.

pouvoir approcher numériquement ces intégrales, il soit nécessaire de prendre (au moins) T > w.

Pour les opérateurs A/, on peut avoir la méme intuition en utilisant 1’analogie avec 1'opé-
rateur DtN du guide d’onde (voir remarque 4.2.7). On sait en effet que pour bien approcher
lopérateur DtN, il faut tronquer la série modale apres le dernier mode propagatif. L’équivalent
ici est de tronquer 'intégration en § a Ty > w.

Nous allons essayer de valider numériquement ce résultat. Sur la Figure 4.11, nous avons
tracé pour différentes fréquences :

we € {20 + 4,10 + 0.5¢, 15 + 0.24},

I'évolution de l'erreur err,q (en logyo) en fonction du parametre Te —Re(w) en abscisse (les autres
parametres de discrétisation étant suffisamment précis pour engendrer une erreur négligeable).
Sur ces résultats, nous pouvons observer que :
— pour T < Re(w,), l'erreur est relativement grande et ne varie pas vraiment avec Tg,
— pour T > Re(w,), l'erreur semble décroitre linéairement et avec (approximativement) la
méme pente pour toutes les fréquences.
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0
Modele
-0.51 w = 20+i
a1 w = 15+0.2i
w = 10+0.5i
1.5 4
K -2
=
L 2.5
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<
3.5
-4
-4.5
-5 4
5'5 T T T T T T T T T T T
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Distance T¢—Re(w)

FIGURE 4.11 — Evolution de l'erreur relative (en logjp) en fonction du parametre T¢—Re(w.)
pour différentes fréquences w,. La courbe "Modele" correspond a (4.35)

Nous supposons que l'erreur commise par le parametre T¢ suit le modele suivant :
€ITy ~ e~ (TeRe(wo) (4.35)

Nous avons tracé en bleu la courbe correspondant a ce modele et on observe une assez bonne
concordance.

La quadrature (Qr,,q)

Ce dernier parametre doit étre choisi en fonction de la régularité des intégrandes en &.
Son importance est particulierement significative pour un milieu peu dissipatif. En effet, pour
une faible dissipation la transformée de Fourier de la solution est oscillante et présente des pics
en || = w comme on peut le voir sur la Figure 4.12, ot nous avons représenté Qe.q.(§) pour
we = 10+ 0.001%. 11 est donc important d’avoir une meilleure formule de quadrature pour mieux
approcher ces intégrales.

Remarque 4.3.6 On ezplique les deux pics en || = w de Pegac(§) par le comportement d
Uinfini de @epac(y) :
eiiwey
+ ~
(;Oexa(:(—y) y—>J_rOO |y| Y

1

Pour nos tests, nous avons donc considéré les parametres suivants :

A la limite € = 0, les pics de Pegac(€) correspondent d

w=10+0.001i, T =12, T =20. (4.36)

Pour les 2 choix de quadrature suivants :
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0.25 T T T T T T T T T
[TracePhiFourier s
0.2 - —
0.15 - 1
0.1 B
0.05 - 1
0 9
-0.05 B
-0.1 - —
0.15 - =
0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

FIGURE 4.12 — Représentation de la partie réelle de @epqc(§) pour w = 10 + 0.0014.

— une quadrature de Gauss d’ordre 2 avec 600 intervalles,
— et une quadrature de Gauss d’ordre 10 avec 600 intervalles,
nous avons tracé sur la Figure 4.13 les courbes de convergence des éléments finis. Tout d’abord,

-0.4
H——pp=—t¢ Ordre 1, Quad. Gauss Ordre 2
-0.6 | |9p=——t¢=—t¢ ordre 2, Quad. Gauss Ordre 2
B =B=— Bordre 1, Quad. Gauss Ordre 10
-0.8 4 |@ =O= Hordre 2, Quad. Gauss Ordre 10
-1
—~
2 121
~
S
N -1.4
o
L)
o0 -1.6-
=}
—
1.8+
2
-2.24
-2.4 T T T T T T T
-2.4 -2.2 -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8

10g10 (h)

FIGURE 4.13 — Courbes de convergence pour les parametres (4.36), pour des éléments finis
d’ordres 1 et 2 et pour les différents ordres de quadrature.

on observe clairement que l'augmentation de l'ordre de quadrature améliore les courbes de
convergence. On retrouve pour l'ordre 1 et la quadrature d’ordre 10 une bonne convergence des
éléments finis.

Pour la quadrature d’ordre 10 et les éléments finis d’ordre 2, ce n’est plus la formule de
quadrature qui pose probléeme. Dans ce cas, le probleme vient du parametre T' qui devrait étre
choisi plus grand. La dissipation étant faible, la solution décroit lentement et il faut donc choisir
T tres grand pour rendre I'erreur associée a ce parametre négligeable.
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4.3.4 Validation qualitative dans le cas général

Nous allons discuter maintenant deux tests de validation qualitatifs simples : tout d’abord la
transparence des conditions qu’on impose sur le bord ¥,, du domaine intérieur §2,, ensuite, la
compatibilité des représentations dans les quarts de plan. On rappelle qu’on résout le probléme
de diffraction (4.3) a l'aide de la reformulation (4.21).

La transparence des conditions sur ¥/

Nous avons voulu vérifier que les conditions qu’on impose sur les bords 3/ de la boite
éléments finis ne créent pas de réflexions et sont bien transparentes. Pour cela, nous avons
effectué plusieurs simulations avec différentes tailles de boite, et le but a été d’observer (quali-
tativement) que les solutions obtenues par ces différentes simulations coincident bien.

Nous avons considéré un milieu sans défaut avec les parametres suivants :

1 05

we =20+0.01;, A= (0‘5 1

), T =6, et Te=40, (4.37)

La source f est a support compact centré en (0,0). Pour le domaine €,, nous avons choisi les
géométries de forme suivante :

Q, =[—a,a] x [—a,a], avec ac {0.4,0.6},

et Q, = {(x cos(f) + y sin(f), —x sin(h) +y cos(@)), ou (z,y)€|[—a,a] x [—a, a]}
avec a=05 et 0= g

La troisieme boite correspond a un carré pivoté d'un angle 6. Pour ce cas, la méthode que nous
venons de présenter s’applique de la méme maniere en considérant simplement les droites X7
s’appuyant sur les 4 bords du carré pivoté.

Sur la Figure 4.14, nous avons représenté la partie réelle de la solution p® calculée pour
ces trois géométries de €2,. Comme nous pouvons le constater, les trois solutions coincident
qualitativement. Par conséquent, les conditions imposées sur les bords ¥/ n’ont pas d’influence
sur le calcul de p* et sont, en ce sens, transparentes.

@, ¢

F1GURE 4.14 — Représentation de la partie réelle de la solution p® dans le domaine 2, pour
plusieurs géométries de €2, dans le cas anisotrope.

-

r,

"
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La compatibilité des représentations dans les demi-plans

Comme nous I'avons expliqué a la fin de la section 4.3.2, on peut reconstruire a poste-
riori la solution P’(¢7) dans le demi-plan ©? (voir formule (4.29)). On peut ainsi tester
simplement si les relations qu’on impose sur les droites Y/ assurent bien la compatibilité des
pi (go{z) dans les quarts d’espace. Pour les parametres (4.37), nous avons représenté sur la Figure
4.15 :

— la partie réelle de la solution p§ dans €, et la reconstruction P°(¢%) dans Q9,
— la partie réelle de la solution p¢ dans €, et la reconstruction P!(p}) dans Q2
— et le module de la différence |P°(¢9) — P'(p})| dans le quart de plan Q0 n QL.

FIGURE 4.15 — Pour T¢ = 40 : Représentation de la partie réelle de la solution p§ dans le domaine
Q,, de la reconstruction P°(¢Y) dans Q0 (a gauche), et de la reconstruction P!(p}) (au centre).
A droite, nous avons représenté le module |P°()) — P(p})| dans le quart de plan QY n QL.

On observe que les deux représentations P°(¢Y) et P'(p}) sont visuellement identiques dans le
quart de plan Q2 n Q!. De plus, la différence |P?(p°) — P1(')| est tres petite, de ordre de
107, devant la solution qui est de l'ordre de 1072

0025 001
) l 002 I
- 001 0
0 ¢
v N
001
o]
I 002 I
0,025 0

FIGURE 4.16 — Pour T; = 15 : Représentation de la partie réelle de la solution pj dans le domaine
Q,, de la reconstruction P°(¢Y) dans Q° (& gauche), et de la reconstruction P!(p}) (au centre).
A droite, nous avons représenté le module |P°(¢9) — P!(p})| dans le quart de plan Q9 n QL.

Afin d’illustrer I'influence du parametre T sur les relations de compatibilité, nous avons
effectué le méme test mais en prenant Ty = 15. Nous avons représenté les résultats sur la Figure
4.16. Rappelons que dans notre analyse quantitative, nous avons vu qu’un choix 'raisonnable"
est T > w. Ici, ayant w = 20, on s’attend a ce que les représentations dans les demi-plans ne
correspondent plus, et c’est ce qu'on observe. De plus, la mesure de erreur |P°(¢") — P1(o!)|
est dans ce cas de I'ordre de 1072, ce qui est trés grand car c¢’est du méme ordre que la solution.
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4.4 Le cas non dissipatif

Dans cette section, nous allons nous intéresser au probleme de diffraction dans le cas ou
le milieu est non-dissipatif. Nous commencerons par décrire le probléeme modele. Ensuite, nous
expliquerons les difficultés théoriques liées a la reformulation multi-domaines. Bien que nous ne
sachions pas montrer 1’équivalence entre la reformulation multi-domaines et le probleme initial,
nous verrons au travers de différents tests numériques que la méthode donne de bons résultats.

4.4.1 Difficultés théoriques

Le probleme de diffraction que nous considérons ici est le suivant :

Trouver p € H} () sortante telle que
div (AVp) + w?p = f dans Q =R*O, (4.38)

AVp-v =0 sur 00,

ol la fréquence w € RY. Par rapport au cas avec dissipation, nous devons agrandir a H. ()
I'espace de recherche de la solution car il n’existe pas nécessairement une solution dans H*(Q).
Pour un milieu isotrope (i.e. A = Id), la notion de solution sortante est définie en utilisant la
condition classique de Sommerfeld (ici rappelée en 2D) :

lim \/?(a—iw)pzo ou r=+/2?+y% (4.39)

r—+00 or

Pour un milieu anisotrope, on l'adapte en utilisant un changement de coordonnées particulier
décrit dans [11]. Cette condition exprime que 'énergie transportée par la solution se "propage'
vers 'infini de maniere radiale (i.e. dans toutes les directions), et n’en vient pas (la source ne
rayonne pas de I'infini). On sait alors que le probléme ci-dessus (4.38) admet une unique solution.

Afin de construire la formulation multi-domaines du probleme (4.38), nous allons reprendre
la démarche présentée dans la section 4.2. Nous expliquerons au fur et a mesure les difficultés
liées au cas non dissipatif. On rappelle qu’on note :

pa :p’Qa7 30] :p‘Eé et p] :p‘ﬂé vje {0717273}
Résolution dans les demi-plans

La premiere étape consiste a résoudre les équations homogenes dans les demi-plans .
Notons que dans le cas sans dissipation, les traces ¢/ de la solution p sur les droites ¥ sont
P )
dans H?2_(%7) mais ne sont pas a priori dans Hz(%7). Plus précisément, comme expliqué dans
la these d’Axel Tillequin [88], I'espace fonctionnel approprié dépend de la fréquence w. Dans le
cas isotrope, cet espace est défini ainsi :

Ve = {w e L} (R) telle que JJFOO V€2 — w?| @L\(S)Fdf < —I—OO} : (4.40)

Nous allons décrire les calculs dans le demi-plan 2, la démarche étant la méme dans les

autres demi-plans. On souhaite résoudre les équations homogenes :

div (AVP?) + w?P° =0 dans €, (4.41)
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ot P? = 9% est donnée sur X0. En appliquant la transformée de Fourier en y (au sens des
distributions) a (4.41), on est ramené a résoudre ’EDO homogene suivante :

v§ € Ra Cléixﬁo(:p7€) + Qigc?)aa:ﬁo(‘ra g) + (WZ - 0252) ﬁ()(x’g) = 07

ou on rappelle que c1, cs et c3 sont les coefficients de la matrice A. Le polynéme caractéristique
de cette EDO admet deux racines

P (6) = Zibeivd L (wz - (WW> 52) , (4.42)

C1 (&1
dont on déduit les solutions générales de I’'EDO :
PO(x,6) = A(©)e™ " + B(g)e= ", (4.43)

ou A(§) et B(&) sont des coefficients complexes. Dans le cas avec absorption (i.e. € > 0), voir
section 4.2.2, nous avons montré que B(£) = 0 pour tout £ € R. En effet, Re(r° (£)) était alors
strictement positif, et donc le terme e 7 tendait vers +oo quand zx tend vers +o0. La solution
recherchée étant dans H*(Q°) (pour un milieu dissipatif), nous devions nécessairement avoir

B(&) = 0 pour tout .

Dans le cas non dissipatif, on déduit par absorption limite que la solution "physique" doit
vérifier B(§) = 0 pour tout £. Par ailleurs, on peut directement raisonner dans le cas sans
dissipation. Nous avons :

. w?e
0 si €] < p—— (103)2,
Re (19 =
( i(é)) _Im (\/E) . w?ecy
F———2>0 si [¢ > —
1 C1Cy — (03)

Soulignons que nous avons choisi la racine complexe qui conserve le signe de la partie imaginaire
(c’est a dire dont la coupure est sur R™). De plus, nous ne cherchons plus une solution dans
H'(Q%) mais dans H}.(Q2). 1l est donc moins évident de faire un "tri" entre les deux solutions
et Oz of o2 (O par rapport au cas sans-dissipation. Afin de faire ce tri, nous allons utiliser le
caractére sortant de la solution P° dans Q0. En effet, en appliquant la transformée de Fourier
inverse a (4.43), il vient :

Po(x,y) = \/ﬂf A(g)eﬂ(ﬁ)ﬂfelﬁy + B(g)evﬂ(ﬁ)we%y?
—a0

ce qui correspond & une somme (intégrale en &) d’ondes planes et ity o or2 O+ Comme
dans le cas du guide d’ondes au premier chapitre, voir section 1.1.2, on peut définir un sens
de "propagation" des ondes planes (qui sont I’équivalent des modes). Cela nous permettra de
définir la notion de solution sortante dans le demi plan Q2.

— Pour || > m;’iﬁ : nous avons FRe(r}) > 0 et donc les ondes erHOTHily o

0 i . . / . .
e~ (O gont respectivement exponentiellement décroissantes et croissantes dans le
sens des x > 0. Elles sont I'équivalent des modes évanescents dans un guide acoustique.
Leurs sens de décroissance indiquent leurs "sens de propagation', et donc les ondes

e O tity go propagent vers la droite, et les ondes et ©rtity go propagent vers la gauche.
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— Pour [¢] < m‘;’iﬁ - nous avons Re(r)) = 0. Les ondes ¢™+E7HE of o2 O7+i€y g
cillent et ne sont plus décroissantes ou croissantes en x. Elles correspondent aux modes
propagatifs dans un guide acoustique. Une maniére de caractériser leurs sens de propa-
gation est d’étudier le signe de 'intensité acoustique (voir [81]) dans la direction z qui

est donné par :
(AV < ”Z&’) ey e"oi(g)x*igy) — 1O+l (017‘+ (&) + 0325)

— +/d,

otl e; = (1,0). A Paide du signe du terme ci-dessus, on peut déterminer la direction de

propagation de I'énergie transportée par 'onde plane. On déduit que les ondes ¢"+&*+i€y
. 0 ;

se propagent vers la droite (car Vd > 0), et inversement pour les ondes planes e~ (©z+ity,

ik, x+ik

Remarque 4.4.1 De maniere générale, 'intensité acoustique d’une onde plane e vY dans

la direction d = (d,,d,) est définie par
m <AV (e™=rtthoy) . g eikzx“kyy) = Im(d, (criky, + csiky) + dy (csiky + coiky)) .

Une solution est donc sortante dans le demi-plan QY si elle s’écrit comme la "'somme" d’ondes
planes se propageant vers la droite. Par conséquent, il vient que B(§) = 0 pour tout £ € R.

) 1
Etant donnée ¢° € H2 (X2) NV, (ot 'espace V,, est défini par (4.40)), on notera dans la suite :

P = [ RO e, Vi) e o Q=0 (140
™

la solution sortante de 1’équation homogene (4.41) vérifiant P°(¢°) = ¢° sur Y. En particulier,
par définition de ¢° nous avons

P’ =plag = P(¢").
De manicre générale, dans le cas sans dissipation, les P’(-) sont définis dans la proposition
2(Z) NV,

(4.2.5), en remplagant formellement w, par w, et en considérant les fonctions ¢ € Hp2,

Les relations de compatibilité et la reformulation

Etant données les représentations en ondes planes dans les quatre demi-plans QJ . nous
pouvons maintenant discuter les relations de compatibilité. On sait qu’on doit assurer dans
I'intersection des demi-plans

P =p T dans Q) n QT VjeZ/4A7. (4.45)
Ces relations impliquent en particulier la compatibilité des traces sur les bords des demi-plans :

jt1

P = DI’ ot Di() = PI()|gm Ve Z/MAL. (4.46)

Notons que l'expression explicite des opérateurs D§i1 est la méme que celle donnée dans la
définition 4.2.2, en remplacant w, par w.
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Par ailleurs, nous devons également assurer les raccords en traces et en dérivées normales
sur les bords >/, de 2/ :

Pt = Soj|2f )
“ sur Y/

o Joooott N()=AVPI() Vs Vje{0,1,2,3}. (4.47
AT vy, = N (9) () () vl { J.(447)

Nous avons vu dans la section 4.2.3 qu’il y a une difficulté pour donner un sens au raccord
des dérivées normales. Pour palier ce probléme, on considére les inconnues ¢/ € H} (X2) N V.
Rappelons que les traces ¢’/ étant éloignées de 1'obstacle O et du support de la source f, nous
savons par des arguments de régularité intérieure que @’ = plys € H 2 .(37), pour tout s = 0.
On peut donc bien chercher ¢’ € H} (¥2) N V.

A Taide des relations (4.46) et (4.47), nous pouvons reformuler le probleme de diffraction
(4.38) avec les variables p® et ¢/ ainsi :

Trouver p® € H'(Q,) et ¢/ € HL .(X1) NV, tels que

div(AVp®) + w?p® = f dans Q,
AVp* v =10 sur 00,
AV - v = N sur Y. Vje{0,1,2,3}, (4.48)
ol = p° sur Y. Vje{0,1,2,3},
It = ngilspj sur YIF A QI VjeZ/AZ.

Par construction, nous savons que ce probleme admet au moins une solution. Cependant, a
la différence du cas avec dissipation, nous ne savons pas montrer que cette reformulation est
équivalente au probléme initial (4.38), ou qu’elle admet une unique solution.

Supposons un moment que nous pouvons montrer I'unicité pour le probléme (4.48). On
peut noter que dans notre reformulation, on a imposé a la solution d’étre sortante uniquement
dans les 4 directions données par les 4 demi-plans /. et pas de mani¢re radiale comme dans
la condition de Sommerfeld (4.39). Les 2 problémes (4.38) et (4.48) étant supposés équivalents,
on montre alors qu'une maniere simple de caractériser la solution sortante du probleme initial
est d’'imposer qu’elle soit sortante dans les 4 demi-plans uniquement. Ce point est d’autant
plus important en élasticité ou il n’existe pas d’équivalent de la condition de Sommerfeld
pour les milieux anisotropes (pour les milieux isotropes, on peut formuler un équivalent via la

décomposition de Helmholtz, voir [48]).

Remarque 4.4.2 Remarquons que si on cherche a montrer [’équivalence entre la formulation
multi-domaines (4.48) et le probléeme initial (4.38) en suivant la démarche de la preuve de la
proposition 4.2.9, on arrive pas d conclure. En effet, considérons (p*,{¢’}jef0,1,2,31) solution de
(4.48). On souhaite vérifier la compatibilité dans les quarts de plan, c’est a dire :

Pi(7) = PP (7T dans Q) n QIFY Ve Z/AZ. (4.49)

Dans Q0 n QL par exemple, si on considére la différence v = P°(¢%) — PY(¢!), nous avons alors
v solution des équations homogenes :

div(AVv) + w?v =0 dans 0~ QL

(4.50)
v=20 sur  0(20 N QL).
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A la différence du cas sans dissipation, ce probléme (4.50) n’est pas coercif. De plus, nous ne
savons a priori pas si v vérifie la condition de Sommerfeld, ce qui nous aurait permis de conclure
que v = 0. Nous savons juste que v est la différence de deux solutions sortantes dans deux demi-
plans.

4.4.2 Validations numériques

Malgré ces difficultés théoriques, nous avons testé numériquement la méthode. La discré-
tisation de la formulation multi-domaines (4.48) dans le cas sans dissipation ne présente pas
de difficulté particuliere. Notons simplement que nous devons tronquer a une distance T les
droites ¥/ avant de mettre le probléme sous forme variationnelle. Ainsi, on définit les fonctions
¢ dans H'(X/,), et on peut appliquer une formulation variationnelle comme décrit dans la
section 4.3.1. Pour le reste de la discrétisation, tout est similaire a ce que nous avons vu dans
la section 4.3.2.

Rappelons qu’en plus de tronquer les droites X7, nous devons faire deux autres approxi-
mations. Notre approche nécessite de tronquer a T l'intervalle d’intégration en & dans les
opérateurs Dgil et A7. De plus, pour approcher ces intégrales, on doit utiliser une formule de
quadrature. Nous avons donc 3 parametres : la troncature 7', la troncature 7¢ et la formule de
quadrature noté (QTE’ qé).

Influence des parameétres de discrétisation

L’influence des parametres T, T et la quadrature (QTg,q5) a été étudiée dans la sec-
tion 4.3.3 pour un milieu dissipatif. Nous avons pu voir notamment que la quadrature doit étre
adaptée a la dissipation car les intégrandes a approcher deviennent tres oscillantes lorsque ¢
tend vers 0.

Le but ici sera de vérifier numériquement les conjectures (4.34) et (4.35) faites sur l'in-
fluence des parametres T' et T¢. Pour cela, nous allons utiliser notre situation "test" décrite
au début de la section 4.3.3. Rappelons qu’on mesure l'erreur relative (notée err,, ) entre ¢V
calculée numériquement et la trace de la solution exacte sur le segment X0, correspondant aux
droites tronquées.

Remarque 4.4.3 Nous avons testé la convergence des éléments finis et on observe comme
dans exemple Figure /.13 qu’ils convergent bien. Cependant, 'erreur due auz éléments finis
est rapidement inférieure aux erreurs dues auzx autres parametres de discrétisation T, T¢ et

(QTEa qé') .

Commencons avec le parametre 7. Nous avons vu précédemment dans le cas dissipatif que
Ierreur induite par la troncature 7' semble se comporter en e~ 2T=%) /\/T —qa. On rappelle
que a désigne la taille du domaine €2,. Dans le cas sans dissipation, ce modele tend vers le
comportement de I'erreur suivant :

1
VT —a
Nous avons essayé de vérifier numériquement cette hypothese. Sur la Figure 4.17, nous avons
représenté 1’évolution de lerreur relative (en logg) en fonction du parametre 7' pour deux

fréquences w = 5 et w = 10. On rappelle que les autres parametres d’approximation sont choisis
suffisamment précis pour ne pas avoir d’influence sur l’erreur. Les deux courbes bleues appelées

(4.51)

CITre] ~
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log1o(errye)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Distance T

FIGURE 4.17 — Evolution de I'erreur err,e en fonction du parametre 7.

Modéles correspondent aux courbes obtenues a l'aide de (4.51). Soulignons qu’afin de mieux
voir la correspondance avec nos résultats, nous les avons simplement translaté verticalement.
On observe ainsi que notre conjecture semble numériquement valide. Par ailleurs, on peut noter
que ’échelle d’erreur est plus grande que dans le cas dissipatif, voir Figure 4.9.

Wttt W=10
Modele

10310 (erTTel)

-3.5 T T T ; T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Distance Te—Re(w)

FIGURE 4.18 — Evolution de Perreur err, en fonction du parametre Ty — w.

Discutons maintenant I'influence du parametre 7. L’hypotheése que nous avons établie pour

ce parametre est la suivante :

VIe > w, eIty ~ e~ (Te=w) (4.52)
Sur la Figure 4.18, nous avons représenté 1'évolution du logjg(err,q) en fonction de T — w
pour w = 10. Comme précédemment, on observe que pour T; < w, l'erreur est grande et reste
approximativement constante. Pour Ty > w, elle décroit vite au début (un peu plus vite que
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notre modele), puis atteint un palier correspondant & une erreur d’environ 10725,

Ce palier est atteint car 'erreur due au parametre T devient prépondérante. Sans la dissi-
pation, err,, décroit lentement avec 7', et il devient tres cofliteux de prendre de grandes valeurs
de T'. C’est pourquoi nous n’avons pas pu pousser plus loin ce test.

Remarque 4.4.4 Une facon de résoudre ce probleme serait d’ajouter a l'espace de discrétisation
des variables @’ la fonction test w = eW;. Cette fonction permet de prendre en compte le
comportement a l'infini de la solution. Faute de temps cette amélioration n’a pas été faite,
mais serait trés intéressante pour approfondir l’étude numérique dans le cas sans dissipation.
Soulignons néanmoins qu’il n’est pas évident de prendre une telle fonction dans [’espace de
discrétisation car elle n'est pas dans L*(R). Par conséquent, le calcul du terme de masse (w, w) 2
intervenant dans la discrétisation des équations de compatibilité (4.46) est impossible. Il est

nécessaire de considérer un espace variationnel plus adapté comme décrit dans [88, 20)].

Comparaison a d’autres méthodes

Comme second test, nous avons comparé les résultats de notre méthode avec ceux obte-
nues par deux autres approches :

— les couches parfaitement adaptées (PML), que nous avons déja présentées,

— et les couches absorbantes non parfaitement adaptées utilisant un milieu dissipatif.
Rappelons que la méthode des PML est valide uniquement si aucune onde inverse ne se propage
dans le milieu considéré. En revanche, la méthode des couches dissipatives fonctionne méme en
présence d’ondes inverses, mais elle nécessite de prendre des couches suffisamment larges pour
réduire l'effet des réflexions parasites induites par le changement de milieu.

Pour comparer notre méthode aux deux autres approches citées ci-dessus, nous avons consi-
déré deux cas tests. Tout d’abord, un milieu homogene (sans défaut) isotrope avec les parametres

suivants :
1 0

01

Nous avons utilisé une quadrature de Gauss d’ordre 2 avec 600 intervalles. Sur la Figure 4.19,
nous avons représenté la partie réelle de la solution obtenue en considérant une source f gaus-
sienne (tronquée) localisée en (0,0). Cette solution a été calculée par les trois approches : PMLs
(& gauche), notre méthode (au centre) et les couches dissipatives (a droite). Nous pouvons

0) LO) | Lo

FI1GURE 4.19 - Cas isotrope : Représentation de la partie réelle de la solution p® dans le domaine
), en utilisant : a gauche les PML, au centre notre méthode, et a droite les couches dissipatives.

w = 20, A:[ ] T =6, T;=230.

constater un (treés) bon accord entre les trois méthodes.
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Nous avons effectué le méme test en considérant un milieu anisotrope avec les parametres

suivants :
1 0.8

08 1

et la méme quadrature. Sur la Figure 4.20, nous avons tracé la partie réelle de la solution obtenue
a l'aide des trois méthodes. On observe maintenant que les PML conduisent a un résultat

w = 20, A:[ ] T=6, T:=230,

FIGURE 4.20 — Cas anisotrope : Représentation de la partie réelle de la solution p* dans le
domaine €2, en utilisant : a gauche les PML, au centre notre méthode, et a droite les couches
absorbantes.

différent (et faux) des deux autres approches. Les deux autres méthodes elles concordent bien.

Remarque 4.4.5 En régime temporel, il est bien connu que la solution calculée avec des PML
et en présence d’ondes inverses est instable (voir [12]). Cependant, en régime harmonique on
ne peut plus parler d’instabilité, et le comportement de [’erreur est moins évident. Dans le cas
d’un guide d’ondes unidirectionnel, une analyse de l’erreur commise par l'utilisation de PML
est donnée dans [18]. Ici, on peut observer que lerreur commise en utilisant les PML semble
localisée a linterface entre le domaine "physique" 2, et la couche PML (non représentée sur le
dessin). Plusieurs tests nous ont montré que cette erreur dépend fortement du choix du coefficient
PML. Une étude plus précise afin de mieux comprendre ce comportement est actuellement en
COUTS.
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Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu’afin d’assurer la compatibilité des représenta-
tions dans les demi-plans, on impose des conditions de transmission sur les bords des demi-plans.
Ces conditions de transmission s’expriment a ’aide d’opérateurs intégraux et 1’objectif de ce
chapitre est d’étudier leurs propriétés. En particulier, nous allons chercher a montrer que ces
équations intégrales conduisent a un probleme de type Fredholm. Ce point est important car il
permet notamment de garantir la convergence des éléments finis.

Ce chapitre est décomposé en trois parties. Tout au long de ce chapitre, nous nous plagons
dans le cas d’un milieu dissipatif. La premiere partie présente une situation modele permet-
tant d’exposer les idées. Dans la deuxieme partie, nous discuterons deux extensions du pro-
bleme modele permettant de montrer le caractére Fredholm des équations intégrales assurant
la compatibilité des représentations dans les demi-espaces. Pour ces deux premieres parties, on
considere le cas d’un milieu isotrope, ce qui est plus simple pour les calculs, et on se place dans
le cadre fonctionnel L?. Nous terminerons ce chapitre avec quelques remarques sur certaines
généralisations de nos résultats.
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5.1 Probléme modéle

5.1.1 Introduction

Dans cette section, le probleme modeéle que nous considérons est le suivant : étant donné
g€ L*(R"),

Trouver ¢ € L*(R") tel que (5.1)

‘cp—Dgng sur RT, '

ou 'opérateur D est défini par :

Dole) = = [ 2OV e fO = [t a6

p(€) correspond a la transformée de Fourier (voir définition 4.2.1) de ¢ prolongée par 0 sur
R~. Par ailleurs, soulignons que D correspond & Popérateur qui a ¢ € L*(R™) associe la trace
D) = plr+ xqy—oy de p, ol p est la solution du probleme suivant :

Trouver p € Hz(R* x R) telle que

Ap —p =0 dans RT x R,

(5.3)
p=1 sur  {z =0} x R*,
p=0 sur {zr =0} xR".

On retrouve l'expression (5.2) de D en résolvant le probleme ci-dessus a l’aide de la transformée
de Fourier, comme dans la section 4.2.2 du chapitre précédent. De plus, on sait grace au
théoréme de trace que 'opérateur D est continu de L?(R*) dans L?(R™). 1l est plus difficile de
montrer le résultat directement avec l’expression (5.2) de D.

Dans la suite de cette section, nous allons retrouver la continuité de D et nous allons cal-
culer sa norme. Cela nous permettra de prouver que le probleme modele (5.1) est bien posé.

5.1.2 Quelques rappels sur les opérateurs a noyau de Hilbert-
Schmidt

Ces rappels nous seront utiles principalement pour les sections 5.2.1 de ce chapitre, et 6.2 du
prochain chapitre. Considérons une fonction (-, -) définie sur R* x R*. On définit, pour I'instant
de maniéere formelle, opérateur & noyau T}, associé a k(-,-) comme suit : a toute fonction v
définie sur R™, on associe la fonction Tyt également définie sur R par :

+00

Tae) = [ Ko ude, o >0 (5.4
0
Lorsque le noyau k(-,-) est dans L?2(R™ x R*), alors pour tout 1 € L?(R"), la fonction Ty est
également dans L*(RT). En effet, il vient en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
+00
|

| Tt \|%2<R+>=f fo ke, €)(€)de Pde,

0

+o0 et
<L L k(e €)Pdedz || 6 Pages
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On en déduit que 'opérateur T}, est borné et sa norme vérifie :

+00
| T 2 e < f f (2, €)? deda 5.5)

On parle alors d’opérateur de Hilbert-Schmidt.

Théoréme 5.1.1 Si le noyau k(-,-) € L*(RT x R"), alors 'opérateur associé Ty est compact
sur L*(RT).

Ce résultat classique est important et nous 1'utiliserons abondamment dans la suite. On peut
en trouver une démonstration dans [84].

De maniere générale, il faut souligner qu’un opérateur a noyau T}, peut étre continu sans que
son noyau k(-,-) soit dans L*(R* x R¥). Un exemple simple est la transformée de Fourier qui
correspond au noyau k(z,§) = \;7 (ici le domaine de k(- -) est R xR). Le noyau n’est clairement

pas dans L?(R x R), et on sait par ailleurs que cette transformation de L?(R) dans L?(R) est
de norme 1. L’ensemble des opérateurs a noyau de Hilbert-Schmidt est un sous-ensemble des
opérateurs a noyau continus. On peut définir une norme sur ce sous-ensemble :

| Tk zrs=Il k() 2@+ xrty -
Soulignons que cette norme est toujours plus grande que la norme "classique" des opérateurs,

voir l'inégalité (5.5).

Dans notre cas, l'opérateur D défini par (5.2) peut étre vu comme la composition de la
transformée de Fourier et d'un opérateur a noyau :

e~V 14+&2x
V2T

Le noyau k(-, -) est ici défini sur R* x R. Malheureusement, on ne peut pas appliquer directement
la théorie des opérateurs de Hilbert-Schmidt a T}, car le noyau k(-, -) n’est pas dans L*(R* x R).
Pour s’en convaincre, il suffit de faire le calcul direct :

+o0
= ;ﬂf f e—2q/1+§2$dxd§7 (57)
R JO

2w g2yl e

Dy = T, ot k(z,§) = V(z,6) e R* x R. (5.6)

5.1.3 Le cas de 'opérateur de Laplace

Un exemple bien connu d’opérateur a noyau qui n’est pas de Hilbert-Schmidt est la trans-
formée de Laplace, notée L. Nous allons détailler cet exemple qui nous sera utile pour la suite.
La transformée de Laplace est définie comme un opérateur a noyau L = T} ou le noyau k(- -)

est :
k(z, &) =e ™, VY(r,&)eR" xR, (5.8)

Comme précédemment pour D (voir équation (5.7)), le noyau k(-,-) ci-dessus n’est pas dans
L*(R* x RT). Néanmoins, L est un opérateur continu dans L*(R™).
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Théoréme 5.1.2 L’opérateur L est borné dans L*(RY) et vérifie

| L || crz@ey< v/
Preuve : Pour montrer ce résultat, nous utilisons la démarche présentée dans [54]. On commence
par majorer l'intégrale comme suit :

+00

+0
Ly(z) | = | f eEB(E)E | < f oS e e Fet|p(o)|de.

0

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :
+
Lo < [ erseta [ enseduerae (5.9
0

A Taide de deux changements de coordonnées astucieux, nous pouvons calculer explicitement
la premieére intégrale ci-dessus. Commencons par poser Y = x£ :

+o0 Y ; 1 +0o0 L
f e T2 dE = f eV —r =dY =1~ f e YY 2dY
0 T2 & 0

MM—A

Ensuite, en posant z = v/Y, il vient :

N|=
N

+o0 + 9
J “WyTady = 237 J e ¥ dz = a2, (5.10)

0 0

Utilisons ce résultat dans (5.9). En intégrant en z 'expression (5.9) et en appliquant le théoréme
de Fubini, il vient :

+0 +0
I 26 = V7 | j s RSO dd = vr J vie £ O)]? de.
Or, nous venons de voir avec (5.10) qu’on peut calculer explicitement l'intégrale en x ci-dessus.
Ainsi, il vient :
2 i 2 2
26 aoysm [ €HEHDOR dE =711 [uey
0

d’ou le résultat. [ |

Remarque 5.1.3 On peut prouver (voir [36]) que la norme de l'opérateur L est exactement /.
Une maniére de s’en convaincre est de remarquer que (comme nous l'avons vu avec l’équation
(5.10) dans la démonstration) :

Lu(x) = v/au(z), ot wu(x) =22

Soulignons cependant que ce n’est pas une preuve car la fonction u(x) n’est pas une fonction
propre de L (elle n’est pas dans L*(R")).

En remarquant que e~ V!*¢*% < ¢7¢* pour tout (€,z) € RT x R*, et en reprenant la preuve du
théoreme 5.1.2, on montre :

Lemme 5.1.4 L’opérateur Ty, associé a k(z,£) = e~ VIHET ost continu et sa norme vérifie
H T ’lE(LQ(R+))< ﬁ
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5.1.4 Application au probleme modele

Nous allons maintenant utiliser ce que nous venons de voir pour le probléeme modele. On
rappelle qu’on identifie 1 € L*(R") & la fonction de L?(R) égale a ¢ sur R* et 0 sur R™. Par
définition (5.2) de D, nous avons pour tout ¢ € L*(R™) :

Dy(x) = Je Sdy e VEHITAE,

1 +00
) mfo vl
B 1 +0 r+o0 it 7\/@33 0 +o0 i 7\/@‘,}:
—%JL )y o &+[mL bly)e ey ¢ "

(5.11)
1 +00 p,+00 . B .
Qf f U(lyl)e dy e Ve
™ Jo —00
1 .
erws ( )7 ou %Z’s(y) = ¢(‘y‘)7
et le noyau k(-, ) de Popérateur T}, ci-dessus est défini par :
V(z, &) e RY x RY,  k(x,&) = e VEHE, (5.12)

La fonction 14(y) = ¥(|y|) correspond & symétriser ¢ sur tout R. Il est utile pour la suite de
remarquer que sa transformée de Fourier vérifie :

8= == [ wlhesay

1 +00 ) =R
- | etbe iy = o),

L’opérateur D est donc la composition entre la transformée de Fourier du symétrisé de 1, et
I'opérateur a noyau Tj. D’apres le lemme 5.1.4, on déduit que D continu, et de plus nous avons :

(5.13)

Théoréme 5.1.5 L’'opérateur D de L*(R") dans lui-méme est continu et sa norme vérifie :
1
V2

Remarque 5.1.6 On pense qu’il y a méme égalité car nous avons formellement :

1D <

Du(x) = —=u(z), pour wu(z)=

V2

Encore fois, ceci n’est pas une démonstration car u ¢ L*(RT).

1
N

Preuve : Soit ¢ € L*(R"). En utilisant le résultat de (5.11) et le lemme 5.1.4, il vient :

1 ~
| DY || 2@+ < Nor | Tk Nl eyl s 2@y,

1
7 | b | L2@®+) -
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~

Par ailleurs, nous savons que @S(—ﬁ ) = ¥s(§) (voir équation (5.13)), et donc (en utilisant I’égalité
de Plancherel) :

. +oo 1 [+ ~ 1
H Vs ||L2(R+): JO |¢s(§)|2d§ = 2f |77Z)5(§)|2d§ = 5 || Vs ||L2(R) .

Or, par définition de la fonction v,(y) = 1 (|y|), nous avons || ¥ ||2@)= 2 || ¥ ||r2@+)- On en
déduit donc :

1
| DY || 2@+ < NG | % 2@y -

Corollaire : Le probléme modéle (5.1) est bien posé et admet une unique solution.

Preuve : Définissons la série suivante :

k=0
Grace au théoreme 5.1.5, on montre que cette série est convergente car :
1\2
I D P S D = Y <ﬁ) < 4o
k=0 k=0 k=0

Elle nous permet ainsi de définir un opérateur continu de L?*(R™) dans lui-méme. De plus, cette
série nous donne l'inverse de I — D :

(I-D)),DF=> DFI-D)=1.

k=0 k=0

I — D est donc inversible et d’inverse continu. [ |

5.2 Extensions du cas modéle

Nous allons maintenant étudier deux extensions du cas modele. Tout d’abord, le cas d'une
fréquence complexe dans la section 5.2.1, puis le cas d’un systéme d’équations intégrales couplées
dans la section 5.2.2.

5.2.1 Le cas d’une fréquence complexe

Dans cette section, on considére le probléme suivant : pour une donnée g € L*(R"),

Trouver ¢ € L*(R") tel que
pe L*(RT) tel g (5.14)
‘ o —Dyp=g sur RF.

L’opérateur D, est défini ainsi :

J V(e VEEGe W >0, (5.15)
R
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ott 1 € L*(R™). On rappelle que pour le calcul de la transformée de Fourier, on prolonge ¢ sur
R~ par 0. Remarquons par ailleurs que D,, correspond a l'opérateur qui a ¢» € L*(R") associe
la trace Dy, 1) = plr+xqy—oy de p ol p est la solution du probléme :

Trouver p € H2(R* x R) telle que

Ap +w?’p =0 dans R* x R,

(5.16)
p=1 sur  {z =0} x R*,
p=20 sur  {z =0} xR".

Théoréme 5.2.1 L’opérateur [ — D,,, de L*(R™) dans lui-méme est de type Fredholm.

Preuve : Pour montrer ce résultat, on décompose I — D,,_ en une partie inversible et une partie
compacte :
I-D, =1-D+D-D,,.

Nous savons par le corollaire 5.1.4 que I — D est un opérateur inversible. Il reste donc a montrer
que D — D, est compact. Par définition, nous avons :

(0=l w) = [ 3e) (V- e VEEY de = 10 (o),

ou T}, est I'opérateur a noyau associé a
k(z, &) = e VEHT _ V&l y(g ¢) e RT x RY.

Pour montrer que T} est compact, nous allons montrer qu’il est de Hilbert-Schmidt (voir le
théoréme 5.1.1). On va donc montrer que k(-,-) € L*(R* x R), c’est a dire :

+o0 oo
nmmwmﬁf
0

Pour ce faire, on découpe l'intégrale en = en deux parties, et on va montrer que chaque partie
est bien définie. Pour tout a > 0 fixé, nous avons :

+00 +oo
| & |22 (R*xR) = J J k(x,&)|? déde + J J k(x,€)|* déda (5.18)
1. Commengons avec 'intégrale sur [a, +o0] :

400 400 r+0
e E+le _ =y /E2-wiz)2 dédr < J e~V EHT e—ZRe(\/fg—wE)xdgdx'
0

+00
Il
L’intégrale de e~2V €412 ogt bornée. En effet, nous avons en appliquant le théoréme de
Fubini :

£+1z

£2—w2z |2

déda < +on. (5.17)

a —00

+00 400 +0 [ —24/€2+1a
J eV egeqy — | S e < 4o,
— o 2067+ 1

On montre exactement de méme que
+00 +00
J f e Re(WE—wAT gedr <« 4op,
a —0Q0

en utilisant la dissipation. En effet, comme ¢ > 0, le terme Re(4/£? — w?) ne s’annule
jamais quel que soit & € R. De plus, la limite de Re(4/£? — w?) quand |{]| — +o0 est +o0,

et donc le terme e~ 2R (Vw87 tend exponentiellement vite vers 0 avec & pour tout z > 0.
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2. Discutons maintenant I'intégrale entre [0, a| dans (5.18) :

a a M+
f 2 dédr = f f eT2VEHT] _ o717 2gedr  (5.19)
0 J- 0 J—oo
ou

E+1z e 2—wlz

6= (VE-E-E+1), VeeR

On peut reformuler ¢(§) comme suit :

() - —(1+8) + (£ —wi) _ —(1+w?)
1 VE—w+V/E+T e -wr+/E+T
q(§) est donc borné pour tout & et est décroissant en 1/ pour || — +o0. Par ailleurs, on

peut montrer qu’il existe des constantes C' > 0 et C’ > 0 telles que pour tout complexe
z vérifiant |z| < C, nous avons :

11— e*| < ')z

On en déduit en particulier que pour a assez petit, nous avons |¢(§)z| < C (car x € [0, a]
et |¢(&)| est borné), et donc :

1 — e 1O < (C)[q ().
Par conséquent, en injectant cette inégalité dans l’équation (5.19), il vient :
+a0
[ f B OPdedn < (€ | o | e VEdnag
—0 0

Dans Dintégrale en z, nous avons pour tout £ € R, e 2VE+1% < 1 et 22 < a2 De plus,
|q(€)|? étant intégrable sur R, le terme ci-dessus est borné.

Avec les points 1 et 2 ci-dessus, nous avons montré (5.17), et donc que T} est de Hilbert-Schmidt.
[ |

On déduit aisément de ce théoreme la continuité de D, dans L?*(R"). En effet en remar-
quant simplement que D, = D, — D + D, par continuité de D et comme D, — D est un
opérateur a noyau de Hilbert-Schmidt (voir la preuve ci-dessus), il vient :

Proposition 5.2.2 L’opérateur D, de L*(RT) dans lui-méme est continu.

De plus, grace au théoreme 5.2.1 ci-dessus, nous savons que le probleme (5.14) releve de
I’alternative de Fredholm. De plus, on montre qu’il est bien posé :

Proposition 5.2.3 Le probléme (5.14) est bien posé.

Preuve : Comme le probleme (5.14) releve de l'alternative de Fredholm, on montre qu’il est
bien posé en prouvant qu’il admet une unique solution. Soit ¢ une solution pour la donnée
g = 0. Nous avons donc ¢ = D,,_p. Posons

) = 7= | O Vet (5.20)

Par définition, nous savons que p € H %(RJr x R) vérifie :

Ap +w?p =0 dans R* x R,

p(0,y) = p(y,0) = ¢(y) pour tout y >0,
p=0 sur {x =0} xR™.
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1. Si la fonction p était dans H'(R™ x R), on pourrait conclure facilement que p = 0. En
effet, la partie anti-symétrique (par rapport a la droite y = x) de p dans R* x R* est
donnée par :

Palz,y) = p(z,y) = p(y,x), V(z,y) =0,

et vérifie p* € H'(RT x R*) solution de

Ap, + wepg = 0 dans RT x R*,
(5.21)
Pa =0 sur  {zr =0} xR* UR" x {y = 0}.

L’unique solution H'(R™ xR™) de ce probléme est p® = 0, ce qui revient a p(x,y) = p(y, )
dans R* x R*. En particulier, nous avons donc d,p = 0 le long de la droite y = x. On en
déduit que p est solution du probléeme homogene (voir Figure 5.1) :

Ap+w?p=0 dans R* xR u{(x,y) =0 | 2<y },
p=0 sur {r =0} xR, (5.22)
oyp =0 sur {(z,y) >0 | y=ua}.

Or, ce probléme admet comme unique solution p = 0 dans H*.

2. Seulement, p n’est pas dans H'(R" xR) mais dans H 3 (R* xR). Le probléme vient unique-
ment du comportement de la fonction a l'origine (0, 0), car la donnée ¢ est C*(]0, +0]).
En effet, nous savons que ¢ = D, ¢ et D, est régularisant sur x > 0. La question
revient donc a étudier la régularité de la fonction au voisinage de lorigine (0,0). Nous

allons commencer par étudier la régularité de la fonction p® solution de (5.21), puis celle
de p solution de (5.22). Classiquement, nous savons que cette étude revient a étudier la

p*=0

FIGURE 5.1 — Etude de la régularité des solutions au voisinage de (0,0) pour les problemes
(5.21) (& gauche) et (5.22) (a droite).

régularité des solutions du Laplacien au voisinage de (0, 0).

(a) Régularité des solutions du probléme (5.21) (voir Figure 5.1) : On s’intéresse
aux solutions des équations homogenes

Ap® =0 dans RT x R*,
p* =0 sur 0 (R* x R*).
Par définition, nous savons que p® doit étre au moins dans L? au voisinage de

(0,0). En utilisant les coordonnées polaires et en cherchant les solutions a variables
séparées, on obtient p® de la forme p® = r*sin(af), ott Pangle 6 est mesuré a partir
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la demi-droite {x = 0} x RT. Afin de vérifier les conditions aux bords, nous avons
nécessairement « = 2. Il vient alors pour vérifier Ap* = 0 que k = +2. Si k = —2,
la fonction p® = r~2sin(26) n’est pas L? au voisinage de (0, 0), donc on ne considére
pas ces solutions. Par ailleurs, si p = 2, la fonction p® est dans H'!, et on sait alors
prouver que le probleme (5.21) est bien posé.

(b) Régularité des solutions du probléme (5.22) (voir Figure 5.1) : On s’intéresse
maintenant aux solutions des équations homogenes :

Ap+w?p=0 dans R* xR u{(z,y) =0 | <y },
p=0 sur {x =0} xR,
o,p =0 sur {(z,y) >0 | y=ux}.

De méme que précédemment, la recherche de solutions a variables séparées en coor-
données polaires nous conduit & p de la forme p = r*cos(af), ol ici # est mesuré a
partir de la demi-droite {y = x}. Afin de respecter les conditions aux bords, il vient
que o = % On en déduit alors k£ = i%. Pour £ = %, la fonction p associée est dans
H' au voisinage de (0,0), et donc on conclut comme précédemment.

Maintenant, si k£ = —%, la fonction p associée est L? au voisinage de (0,0). Ce-
pendant, sa trace sur la demi-droite {x = 0} x R* définie par :

20 2
iemapar 1) = 13 cos(peg = Lrd

n’est pas dans L? au voisinage de 0. Or, par définition de p (voir formule (5.20)), nous
avons pl—oyxr+ = ¢ € L*(R™). Par conséquent, cette singularité est exclue.

5.2.2 Le cas du systeme d’équations intégrales couplées

Dans la suite, les notations géométriques sont indiquées sur la Figure 5.2, et ont été intro-
duites dans la section 4.1.2 du chapitre précédent. Nous allons étudier le probléeme suivant :

Trouver o’ € L*(¥7) tels que
ol =g sur Y, Vje{0,1,2,3}, (5.23)
P8 = Dl s DE 0] Vi /T

ol g € L*(X,,) est une donnée, et a est une constante strictement positive. On rappelle également
la définition 4.2.2 des opérateurs Djﬂ dans le cas isotrope :

j j 1 N —£\/E2—w2(z7 —a i€y j
Djurtla?) = o= | B VEH e |, ol 2

ou les coordonnées locales (z7,17) sont définies ainsi :

e cos(f;) —sin(0;)] [z '
[ ]:[ ’ ’ . ol 0]-:%, pour tous j € {0,1,2,3}. (5.24)

y’ sin(0;)  cos(6;) | |y
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FIGURE 5.2 — Rappel des notations géométriques pour le probleme extérieur (& gauche), et
représentation des inconnues ¢ et ¢ sur les demi-droites en bleues X0 n Ql et 30 1 Q3 (4
droite). Les parties en gris clair correspondent a des demi-plans.

Nous avons vu & la fin de la section 4.2.3 dans le chapitre 4 que le probleme (5.23) correspond
a la reformulation en variables ¢/ du probléme extérieur lorsque la donnée g € H %(Eaa) :

Trouver pe,s € H'(Q) telle que
Ap+w?p=0 dans QF, (5.25)
p=g SUr  Ygg-
Proposition 5.2.4 Les opérateurs D, sont continus de L*(37) dans L*(Q n S3+1).

Preuve : On peut réécrire 'opérateur D}, comme suit :

Di(’) = jg fo (PO + ()T ) e Ve, .

= Duds (@) —a), ol du(€) = (VO +D(-g)eF)

En utilisant le fait que ¢y € L2(R*) (car ¢ € L2(R)) et le résultat de la proposition 5.2.2, on

déduit la continuité des opérateurs D7, . |

Le but ici est de démontrer que le probléeme (5.23) en variables ¢’ reléve de l'alternative de
Fredholm. Notons ¢}, la restriction de ¢’ a la demi-droite ¥ n Q= (voir Figure 5.2) :

VIR J JjE1
ijil =@ ‘EjaﬁQflil sur Ea N Qa .

Ces fonctions ¢, sont dans L*(X7 n QJ*'). Nous allons nous servir de ces fonctions comme

nouvelles inconnues du probleme (5.23). De plus, posons X;il I'opérateur qui a ‘P;i1 associe son
extension par 0 sur la droite %7 :

J J j+1
j j . SOjJ_rl sur Ea N Qa )
Xj+1¥5+1 =

0 sur Y\ (B A QL)
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De méme, on pose x? 'opérateur qui a g sur 7 associe 'extension de g par 0 sur tout %7 :

xi;g={

On notera dans la suite ¢/ = x’g. A laide de ces opérateurs, nous allons réécrire les relations
de compatibilité sur les demi-droites 3*! 1 ©J en utilisant les inconnues @}, Par exemple, ©°
vérifie :

g sur >

aa’

0 sur XI\XJ,

o = D% sur XV n QL (5.26)

Par définition, nous avons ¢ = g00|ggm% . De plus, nous pouvons réécrire ¢! comme suit :
P = Xo¥o + Xa¥ + X23-
Ainsi la relation (5.26) se réécrit :
¥ = Dy [xo90 + Xa9 + X2t92] = 0.

De maniere générale, les 8 relations de compatibilité se réécrivent sous forme matricielle comme
suit :

D& F, (5.27)
ou ® € I1_ 1L L*(X) n QJ*) et F e II3_ 1. L* (%] n Q*') sont les vecteurs
t
e=[[¢§ A ] [w @] [# ] [« ¢l
t
F=[[Dig* Dyg'] [DVg" Dig] [Dig" D3g*| [D5g° Dig?]]
et D est la matrice d’opérateurs :
o o] [o o1 [0 07 [DP D
| 0 0 | _Déxé Déx%_ | 0 o1 [ 0 0
[ DOG DOl [ 0 0] [ o0 o] ] o 0 ]
0 0 0 0 D22 D2y 0 0
D=|" oo e . - (5.28)
0 0 Dl Dyl 0 0 0 0
| 0 O 1 [ 0 O 0 | _D%X% Dgxg_
0 o0 0 0 1 [Dx D22l [0 0]
_7Dgxg Dgx?g | 0 O U 0

Remarque 5.2.5 Par continuité des opérateurs D?J_m nous savons que le second membre F
est bien dans H;’:OHiLQ(ZZL A QD).

Afin de mieux appréhender "'action" des opérateurs DgﬂX;ﬂ et (attention aux indices =)

j j , , . o . " 4 0,0 : imilai
D341 X+1, nous avons représenté sur la Figure 5.3 "'action" des opérateurs D} (qui est similaire
a l'opérateur D, vu précédemment) et D{x3.

On note I I'opérateur identité de II3_ 1+ L*(%] n Q*') dans lui-méme.

Théoréme 5.2.6 L’opérateur I —D de II5_ 11 L* (3] n Q') dans lui-méme est de type Fred-
holm.
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X369

XJf = 0

0,0 _,.0
X3P3 = ¢ |23m§2;§

FIGURE 5.3 — Représentation schématique des opérateurs DYx? et D?Xg agissant respectivement
sur Y et g03.

Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin de plusieurs résultats intermédiaires. L’idée
générale est la méme que celle de la preuve du théoreme 5.2.1, c’est a dire que nous allons
décomposer 'opérateur I — D comme suit :

I-D=I-L+L-D,

et nous allons montrer, en choisissant I de maniére appropriée, que
1. T — L est inversible,
2. et que L. — D est compact

Commencons par définir L :
Ligj) = My Da, Vi,je{l,--,8} (5.29)
ol lopérateur D, est défini de L?([a, +o0[) dans lui-méme par :

aw \/TJ\ w \/52-‘:-1:(3 a) 1§ad5 VZE>CL
(e

et M est la matrice 8 x 8 définie par :

- (5.30)

_ o OO OO O o
OO O OO OO
O—= OO OO OO

OO OO OO —~= O
OO OO RO OO

OO OO o+ OO
OO RO OO OO

OO OO oo O+

On peut noter que M est une matrice de permutation. De plus, les termes non nuls dans la

matrice M sont aux mémes positions que les termes Dj,x}+; dans la matrice D, voir la formule
5.28.
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Lemme 5.2.7 L’opérateur D, de L*([a,+[) dans lui-méme est continu et sa norme vérifie :
a 2 < .
L(L?(R)) \/§

Preuve : Pour montrer ce résultat, il suffit de noter que 'opérateur D, peut se réécrire pour
tout x = a :

1 +00 ) )

Du)w) = 5 | | wlg)e iy esee Vg

T Jr Ja
1 +00 ) 5

= J J V(2 + a)e ®Fdy e VEFEa) ge

21 Jr Jo
= D(a)(x —a) ou u(y) =(y +a).
On exploite alors directement le théoreme 5.1.5. [ |

On déduit de ce lemme le corollaire suivant :

Corollaire : En identifiant chacune des demi-droites Y3 ~ QU* a lintervalle [a, +0],
Uopérateur 1 — 1L est inversible.

Preuve : La démonstration de ce résultat est simple. La matrice M étant une matrice de

permutation, on sait qu’elle est de norme 1, c’est a dire que || MV ||=|| V | ou V est un
vecteur de R® et || - || désigne ici la norme euclidienne. Par conséquent, on déduit que pour tout
W e (L*([a, +0[))®, nous avons :
2 2
ML 2o, ooy = I MDa® [l g2 g, onpy

8
1
:Z; I Da® (172 (a oo < LA Iz2areopy® -
iz

Soulignons que dans la notation ci-dessus, on comprend par D,¥ le vecteur [D,¥;] e, s}-
La norme de IL étant strictement inférieure a 1, on peut procéder comme dans la preuve du
corollaire 5.1.4 pour définir 'inverse de I — . comme suit :

(I-L)™" =) L~

k=0

Il nous reste maintenant a démontrer que l'opérateur I — ID est compact. Pour ce faire,
nous allons montrer que chaque terme non nul de la matrice d’opérateurs . — D est com-
pact. Pour les opérateurs D, — Dgﬂxg:il, on montre comme pour 'opérateur D — D, (voir
démonstration du théoreme 5.2.1) le lemme suivant :

Lemme 5.2.8 Les opérateurs D, — Dgﬂxgﬂ de L*([a, +o0[) dans lui-méme sont compacts, ot
on a identifié les demi-droites 32 ~ Q*L a4 Uintervalle [a, +oo.

Preuve : Pour démontrer ce résultat, on écrit D, — Dj:ﬂx;il comme la composition d’un
opérateur a noyau 7T}, de Hilbert-Schmidt avec la transformée de Fourier. Par exemple, pour
D, — D99, le noyau k(-,-) de I'opérateur T}, est :

eifa — r—a — —wé(r—a
ha,6) = —— [emV/EEa _ yEden]
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On prouve que cette fonction k(-, ) est bien dans L?([a, +o0[xR) comme dans les points 1 et 2
de la preuve du théoreme 5.2.1. |

Il nous faut maintenant vérifier que les opérateurs D’ +1Xg +1 sont compacts pour prouver
le théoreme 5.2.6, et c’est ici la "nouveauté" par rapport a ce que nous avons vu jusqu’ici.

Lemme 5.2.9 Les opérateurs D}, )+, de L*(X n QIFY) dans L*(X7 n QI*) sont compacts.

Preuve : Nous allons montrer uniquement le résultat pour 'opérateur DYy (voir représentation
schématique sur la Figure 5.3), la méme démarche s’applique pour les autres opérateurs. On
identifie la demi-droite X0 n Q3 (resp. 30 A QL) a lintervalle | — oo, —a] (resp. [a, +0[). On
rappelle que pour tout ¢ € LQ(] —a]) NnOUS avons :

+00
DY (x) J f Y(y)e Vdye VETwTdeifage -y > g,

Décomposons l'opérateur DYy comme suit :
D1X3 = D1X3 D, + Dy

ot D!, est défini de L*(] — o0, —a]) dans L*([a, +0[) par :
1 - . .
R I I e G S
T IR J-o0

On montre que 'opérateur DYxY — D! est compact comme dans la preuve du théoréme 5.2.1 (en
disant que c’est la composition d’un opérateur a noyau de Hilbert-Schmidt avec la transformée
de Fourier).

Montrons maintenant que D! est compact. On découpe l'opérateur D! en deux parties :

DZ#P = X[a,a—&-l]DZﬂp + X[a+l,+oo[D;¢,

ot | > 0 et xpp,q désigne la fonction indicatrice de I'intervalle [b, c|. Montrons que chaque terme
est compact :

1. L'opérateur Xpa+i,4+w[D, correspond a la composition d'un opérateur a noyau avec la
transformée de Fourier. En effet, nous avons :

+00

Xla+toroDath(2) = \/%X[GH#OO[(@ B D(E)e Ve ita e
= T} (),
ou T} est 'opérateur a noyau associé a :
k(z, &) = X[a+l,+oo[(l’>€7\/@(zﬂ)eiga, V(z,€) € |a, +o[xR.

On peut montrer que k(-,-) est dans L?([a, +o0[xR) (voir le point 1 dans la preuve du
théoreme 5.2.1), et donc que Ty est de Hilbert-Schmidt.
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2. Pour l'opérateur X[qq+D,, la technique est nouvelle par rapport a ce que nous avons

vu. Notons pour z fixé I'intégrande F'(€) de X[q,a+1 D50 :

+o0

, . e—\/@(x—a) —a o
X[a,a+l]Daw(x) = Xla,a+1] (x)f F(f)df ou F(f) = T f_ w(y)e i&(y a)dy

—00
On peut prolonger analytiquement la fonction F'(£) pour tout £ € CH\i[1, + o[, ou C*
désigne I'ensemble des complexes de partie imaginaire positive. La coupure i1, +oo[ vient
de notre choix de détermination de la racine complexe. Notons que ce prolongement
analytique est possible grace au terme e %®¥~% qui est exponentiellement décroissant
pour tout £ tel que Im(€) > 0 (car y — a < 0).

Im(z)

R > ! - > Re(z)

FIGURE 5.4 — Schéma du contour Cr dans le demi-plan complexe C*.

Afin d’évaluer l'intégrale en &, nous allons utiliser le théoreme des résidus. Considérons
le contour Cg défini par (voir Figure 5.4) :

Cr=[-R,RIuT, UL uTy U,

ou .
I'% = {Re’, VvOe€]0, %[},
'L = {Re? V0 €l5,m[},
I's = {in+0%, Vnel[l,R[}.

En appliquant le théoreme des résidus, nous obtenons :

)

lim F() =0, pour ie€{0,1}.

R—+o0 i
Ik

&)+ |

r

P&+ |

r

Fo)+ |

r

.LF@:0©11”®:_ F@]

0 + - 1
R R R R

On montre que :

De plus, on obtient en utilisant les paramétrisations de ' :

L F(&) = —i LR TV J_O: b(y)e™ =V dydn

+
R
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et

L,; Flo) =1 LR Vi J_: ()" dydn

On déduit finalement en faisant tendre R vers 40 :

1 400 ) —a Y
Xiaa+) Dt () = Xjaasi) (%) — J sin (\/ n?—1(x — a)) f U(y)e™ = dy dn.
1 —0

Maintenant, en utilisant le changement de variable z = —y—a dans I’expression ci-dessus,
il vient :

X[a,a-‘rl]D:ﬂZ} = TkL(¢)7 ou 1/;(2) = w(_z - CL),

L correspond a la transformée de Laplace, et l'opérateur a noyau 7}, est défini par le
noyau :

k(x,n) = X[aa;l](x) sin (W(:{: — a)) e 21 Y(z,n) € [a, +oo[x[1, 4ol

On conclut en montrant que ce noyau est bien dans L?([a, +o0[x[1, +o0[), et donc T}, est
un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Gréace au théoreme 5.2.6, nous savons que le probleme (5.23) releve de 'alternative de
Fredholm. On montre de plus son caractere bien posé en suivant une démarche similaire a la
démonstration de la proposition 5.2.3 :

Proposition 5.2.10 Le probléeme (5.23) est bien posé.

Preuve : Afin de montrer que le probleme (5.23) est bien posé, on va montrer I'unicité de la
solution. Considérons une solution du probléme homogene avec g = 0. On pose v la différence
définie par v = P%(¢") — P'(p!) dans Q0 n Q! (voir définition des P’(-) dans la proposition
4.2.5). Par définition, on montre que satisfait les équations homogenes :

Av+ww =0 dans Q0 QL
v=0 sur  0(Q0n Q)

Comme dans le point 2 de la preuve de la proposition 5.2.3, en étudiant la régularité de v au
voisinage du coin (a, a), on démontre que la seule solution du probléme ci-dessus est v = 0. En
procédant de méme dans tous les quarts de plan, on montre la compatibilité :

PI(7) = PP () dans Q) n QIFY VieZ/4/Z.
On en déduit qu’on peut construire une fonction p.,; vérifiant les équations suivantes :
APeat + WePext = 0 dans QN QL
Pewt = 0 sur 0(Q Q)

Comme dans le point 2 (b) de la preuve de la proposition 5.2.3, on montre que nécessairement
Pext = 0 en étudiant la régularité de p.,; au voisinage des coins du carré X, et en utilisant que
la trace de pegt|s; sur les droites %7 doit étre dans L2 [ |
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Soulignons enfin que, pour une donnée g € Hz(3,,) < L2(X4,), nous savons que le pro-
bléme extérieur (5.25) admet une unique solution pe,; € H'(Q¢). On déduit alors la solution du
probléme (5.23) en posant ¢’ = peg|y;. La fonction pe,; étant dans H'(€2;), nous avons donc

i e H (%)) :

Corollaire : Si g € H2(2,,), alors les solutions 7 du probléme (5.23) sont dans H%(Z{m).

5.3 Quelques remarques

Pour clore ce chapitre, nous allons faire quelques remarques sur des généralisations des
résultats que nous venons d’établir.

5.3.1 Le cadre fonctionnel H!

L’analyse que nous avons menée ci-dessus est dans le cas de fonctions ¢/ € L?(X7). Or,
dans la formulation multi-domaines (4.21) que nous avons décrite au chapitre 4, nous avons
choisi (pour des raisons techniques, voir section 4.2.3) de prendre les traces ¢/ € H*(X7). Une
question naturelle est alors de savoir si on peut étendre notre analyse au cadre fonctionnel H*.

Nous allons reprendre les grandes lignes et montrer qu’il est possible d’étendre les résultats. Le
probleme modele que nous devons considérer est le suivant :

Trouver p € H'(R") tel que

5.31
‘go—Dngng sur RT, ( )

ol g est une donnée de H*(R™), et I'opérateur D, est défini ainsi :

Do) = f DlOe Vi V=0,

ol 7 est un parametre strictement positif que nous choisirons pour assurer que la norme dans
L(H'(RT)) de D, soit inférieure & 1. Rappelons que pour le calcul de la transformée de Fourier,
on étend la fonction ¢ par 0 sur tout R.

Proposition 5.3.1 L’opérateur D, est continu de H'(R") dans lui-méme et sa norme vérifie :

1+n
4/2.

Preuve : Soit ¢» € H'(R*). En remarquant que e~ V& < 7€ et en utilisant le théoréme
5.1.2, il vient

A

| Dy |l e m+y)

1
Dt 2o < 75 19 ez - (5.32)

Par ailleurs, nous avons :

(D] ( f VE 1 D(E)eVETIdE = WJ VE 4y (€)e VE e,
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ot ¥s(y) = ¥(|y|). On en déduit :
I [Dp] HL2(R+)\ 5 Ve N Vs(8) |2 -

La fonction ¢, € H'(R) et nous savons que &s(—ﬁ) = Js(ﬁ). Par conséquent, il vient :

1
I VE +195(8) 72w = 5 || VE + 1 9:() 12 = [77 s ey + 1 %% 22)] -

En rappelant que || ¢, ||%2(R): 2 || s H%2(R+) et || g ||%2(1R): 2 || vy H%Q(Rﬂ’ on obtient :

1
I [Dy] 724y < 5 [0 11 ¢ 1 e@ey + 1 9 I72n)]
On déduit le résultat énoncé a l'aide de cette majoration et de (5.32). n

En choisissant 7 < 1, on assure que la norme de l'opérateur est plus petite que 1, et donc en
utilisant les arguments de la preuve du corollaire 5.1.4, on démontre :

Proposition 5.3.2 L’opérateur I — D, est inversible pour tout n < 1.

A partir du probléme modeéle (5.31), on peut étendre au cas d'une fréquence complexe. On
montre que opérateur D, (voir définition (5.15)) est bien défini de H'(R") dans lui-méme et
que

Proposition 5.3.3 L’opérateur D, — D, est compact de H'(R*Y) dans lui-méme.

Preuve : Nous n’allons pas détailler toute la preuve qui est technique, mais simplement donner
les idées principales. Pour montrer ce résultat, on revient a la définition d’un opérateur compact.
Etant donnée une suite bornée 1, € H'(RT), on veut montrer qu'il existe une sous-suite de
(D,, — D, )¢, qui converge dans H*(R"). La suite étant bornée dans H', elle est en particulier
bornée dans L2. On en déduit qu’il existe une sous-suite de (D — D, )1, convergente dans L2,
car D — D, est compact de L?(R™) dans lui-méme.

Pour démontrer notre résultat, il reste a montrer que ’on peut également extraire une sous-suite
de [(D — D,,,)1,]" convergente dans L?. Pour ce faire, on montre que l'opérateur [(D — D, )]’
est la composition d’un opérateur a noyau de Hilbert-Schmidt et avec la transformée de Fourier.
En effet, nous avons :

1 +00

(D= Do (0) = = | 9l&) [—V/E +me VT 4 e Ve

+0 2 _
B I = RCERCE A

- T (VE + 15,(9)) (@),

ot ¥,(y) = ¥(|ly|) € HY(R), et 'opérateur a noyau T}, est défini par :

VE 1 _\ferge  VE e 6_\/@91 |

k(z,§) = [me NS V(z,&) e R x RY.
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Par les méme arguments que dans la preuve du théoreme 5.2.1, on prouve que ce noyau est bien
dans L*(R" x R™). Pour le point 1, les arguments sont identiques. Pour le point 2, ¢’est un peu
plus subtile car il faut utiliser la décomposition suivante :

0,0 = [YEZEE [omvErmais _ ] 4 e [ﬂ e,

< T oV VBV,

Comme (1,,)s € H*(R) est borné, nous savons que /2 + 1(1Zn)8(§) € L*(R) est borné. On en
déduit le résultat souhaité grace a la compacité de Tj. [

On déduit ainsi que l'opérateur I — D,,_ est de type Fredholm dans £L(H'(R")). Par ailleurs,
le caractére bien posé du probleme (5.14) dans H' s’obtient plus facilement que dans le cas
L?. En effet, il suffit de reprendre la premiére partie de la démonstration de la proposition
5.2.3. Il n’est plus nécessaire de faire 1’étude de la régularité de la fonction au voisinage de (0, 0).

Soulignons enfin qu’on peut également généraliser au cas du systeme d’équations intégrales
couplées, comme dans la section 5.2.2. Le dernier point technique, que nous ne détaillerons pas,
consiste & étendre le lemme 5.2.9 au cas de fonctions H'. Les idées sont les mémes que pour la
démonstration de la proposition ci-dessus.

5.3.2 Généralisation au cas anisotrope

Nous nous intéressons ici a la généralisation de notre analyse théorique au cas d’un milieu
anisotrope. On se place de nouveau ici dans le cadre fonctionnel L?. Pour un milieu anisotrope,
les opérateurs D]H sont définis par :

rJ Y(zi—a) +z§y1d€‘yj . Vz>a

D) = —= f e

ot les coordonnées locales (7, 37) sont données dans la formule (5.24), et on rappelle I'expression
des racines 7 () (voir la proposition 4.2.5) :

—’lng

(&) =r(§) = o di(§) ou di(§) = (c1)2 )
PO =0 =2 VaE  on e = 225 <<22>)2 v

Rappelons que ¢y, ¢q, 3 correspondent aux coefficients de la matrice A définissant ’anisotropie
du milieu (voir la section 4.1.1 du chapitre 4). Afin de reprendre la démarche de la section 5.2.2,
il parait naturel de considérer maintenant une matrice d’opérateur I (voir définition (5.29))

adaptée a l'anisotropie. Plus précisément, on considere
_ ., |1 pour i€{0,2}

ol M est définie par (5.30), et les opérateurs Dy et D, sont définis de L?([a, +o0[) dans lui-méme
par :

+o0 . .
Dpp(z) = f Y(E)e” VT (m_“)e_lgci?(r_a)elgadﬁ, Vo >a, etpour [e{l,2}.
—00

S
3
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Les coefficients «; sont donnés par :

C1Cy — (03)2 C1Cy — (03)2

(c1)? (c2)?

Ce choix d’opérateur D; permet de généraliser le lemme (5.2.8), c’est a dire de montrer la
compacité de Dj, X}y, — Dy avec I = 1 pour j € {0,2}, et [ = 2 pour j € {1, 3}.

o] = , et g =

Proposition 5.3.4 Les opérateurs D§i1X§i1 — Dy de L*(37 n QY% sont compacts.

Preuve : Nous allons donner les idées de la démonstration pour D?y?— Dy, les mémes arguments
s’appliquent pour les autres opérateurs. On identifie les demi-droites X0 n Q! et X! A QU &
intervalle [a, +00[. Le but est de montrer que D{x{ — D; peut s’écrire comme la composition
d’un opérateur a noyau 7}, de Hilbert-Schmidt avec de la transformée de Fourier. Le noyau (-, -)
obtenu est :

1 T €3 (z—a —itB (z—a) 4
(l’ 6) 2 <€—q/041£2+1(x—a) . 6[ 0+ EC‘;’]( )> e fc‘;’( )ezga’ V(l',f) c [a’ —i—OO[XR.
\ &7

Pour montrer que ce noyau est bien dans L?([a, +90[x[a, +0[), on reprend les points 1 et 2 de
la démonstration du théoreme 5.2.1. Pour le point 1, c’est identique. Pour le point 2, il est utile
de souligner qu’ici :

q(f)Z( (&) +iE— )—F\/alf? +1= \/a1£2—w2cl—|—\/&1§2—|—1

(5.33)
B (W2c; + 1)
A€ —wlc) + /a2 + 1
q(€) étant borné et dans L?(R), on conclut comme précédemment. |

On observe dans la preuve ci-dessus que le choix du coefficient a; n’est pas anodin. En
particulier, pour un autre choix on ne sait plus démontrer la compacité car le terme ¢(§) (voir
équation (5.33)) n’est alors plus borné.

Par ailleurs, le résultat du lemme 5.2.9 pour les opérateurs Dgingm reste valide dans le
cas anisotrope, la démonstration étant la méme.

Afin de pour utiliser ’analyse théorique précédente, il reste un point a vérifier : que la norme
de IL soit inférieure a 1. En effet, ce point est nécessaire pour montrer 'inversibilité de I — L,
voir corollaire 5.1.4. Une condition suffisante pour avoir la norme de L. plus petite que 1 est
que les normes de D7 et Dy soient inférieures a 1.

Proposition 5.3.5 Les opérateurs Dy et Dy définis de L*([a, +o0]) dans lui-méme sont conti-
nus et leurs normes vérifient :

| D1 || 22 (fasoo) < . le{l,2}.

Preuve : Montrons ce résultat pour D;. Comme dans la preuve du lemme 5.2.7, on montre
que :

Dip(x) = Dipo(x — a), ot a(y) = ¥(y + a),
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et D est l'opérateur défini par :
1 oo ~ 2 _ieC3 (e
Di(x) = e~ a1&?+1 a:e chl (z a)d
vi) = o= | e ¢

En posant le changement de variable /a;& = n, 'intégrale ci-dessus devient :

+00 .
)= o | e Ve gy
2ray J_ o o

— 2 —i—253 g _ . JURR . .
En remarquant que |[e" V7 F12e ™ Varea®| < e7IM7 | et en utilisant le théoreme 5.1.5, il vient

Diy(x

1 ~_ m
2 2
| D() (|72 < %, | wS(i\/OéT) 72+ -

ot Ys(y) = ¥ (Jy|). On montre aisément que

>~ n
I ws%) IZ2@n= v [l s [ Z2@r),

ce qui nous permet de conclure. [ |

Remarquons que grace a ce résultat et a la proposition 5.3.4, on peut montrer la conti-
nuité des opérateurs D}, dans L?. En effet, il suffit de décomposer D}., = D}, — D; + D,
(avec [ = 0 ou 1 selon j).

Proposition 5.3.6 Les opérateurs D, de L*($7) dans L*(SZ3*! n QJ) sont continus.

On déduit de la proposition 5.3.5 qu'une condition suffisante pour avoir la norme de L
inférieure a 1 est que «; et aw soient plus grands que 1/4. Avec les coefficients ¢, ¢ et c3, cette
condition revient a :

max ((c1)? (c2)*)

4
Dans les cas ou cette condition n’est pas vérifiée, nous ne savons donc a priori pas si le probléeme
est de type Fredholm. Cependant, soulignons que la condition ci-dessus n’est clairement pas
optimale. Comme nous I'avons dit, on souhaite avoir || L ||< 1, et la condition ci-dessus est
suffisante (et pas nécessaire). Dans cette idée, on pourrait améliorer le résultat ci-dessus en
cherchant la condition nécessaire pour assurer || L ||< 1. Il nous semble, mais ce n’est pas
démontré, que la condition nécessaire pour avoir | L ||< 1 est que le produit des normes
|| D1 ||| D2 || soit inférieur a 1. En utilisant les majorations des normes de D; et Dy données
dans la proposition 5.3.5, cette condition conduirait a vérifier :

1 — 2 1
A/ Q10 > Z S M > 1 (535)

(c1ca)

c1cy — (c3)? > (5.34)

Notons que dans le cas c3 = 0, cette condition est toujours vérifiée. Par ailleurs, si c¢3 # 0 et la
condition ci-dessus n’est pas vérifiée, une maniere d’arranger le probléme est de "tourner' les
droites 3 de fagon a ce qu’elles soient orthogonales aux directions principales de I’anisotropie,
c’est a dire aux vecteurs propres de la matrice A. En effet, cette rotation des droites permet de
réécrire opérateur div(AV-) dans les coordonnées locales (27, 47) sous la forme div(A’V-) ou
la matrice A" est diagonale (voir section 2.2 au chapitre 2).

Soulignons enfin que, méme si c¢3 # 0 et la condition (5.35) ci-dessus n’est pas vérifiée, le
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probleme peut étre bien posé sans étre Fredholm. Notons que numériquement, on observe de
bons résultats.

Nous avons donc le caractere Fredholm du systeme d’équations intégrales couplées dans
le cas anisotrope (modulo la condition (5.35)). De plus, on montre le caractére bien posé
en prouvant I'unicité du probleme homogene. Pour cela, I'idée est simplement de reprendre la
démarche de la preuve de la proposition 5.2.10. Notons que pour faire ’étude de la régularité
au voisinage des coins dans le cas anisotrope, la technique consiste a se ramener au cas isotrope
a I'aide d’un changement de coordonnées, voir section 2.2.

5.3.3 La formulation compléete

En "résumé" de ce que nous avons vu dans ce chapitre, nous savons que le systeme d’équations
intégrales : ’
Y =Dl ¢ sur YIH AQI Ve Z/4AZ,
| . ’ ’ | (5.36)
=g sur >

aa’

ou g est donnée, releve de 'alternative de Fredholm et est bien posé (unicité de la solution)
lorsqu’on se place dans le cadre fonctionnel L? ou H! (pour le cas anisotrope, notre analyse est
valable sous la condition (5.34)). Cette étude nous permet donc d’assurer qu’on peut résoudre
numériquement ce probléme (on aura bien la convergence des éléments finis).

De plus, comme nous l'avons expliqué a la fin de la section 4.2.3 du chapitre 4, la réso-
lution du probléme (5.36) nous permet de calculer numériquement l'opérateur Dirichlet to
Neumann quia ge H 3 (Xaa) associe OyPert SUT Xgg, OU Pegy €8t solution du probléme extérieur :

Trouver pey € H(QS) tel que
div(AVpest) + WiPear = 0 dans  Qf, (5.37)

Pext = g SUr  Ygq-

Avec cet opérateur DN, il est alors possible d’éliminer les inconnues ¢’ dans le probleéme (4.21)
couplé avec I'inconnue p® dans le domaine borné €, (voir section 4.2.3).

Seulement, 'l'inversion numérique' du systéme d’équations intégrales (5.36) est tres cot-
teuse, et par conséquent, on souhaite conserver la formulation multi-domaines "complete", ¢’est
a dire avec les inconnues p® et /. La difficulté dans ce cas est qu’on ne sait pas démontrer de
propriété sur la formulation (4.21) du chapitre 4.

Dans le chapitre suivant, nous allons introduire de nouvelles formulations "avec recouvre-
ment" entre la zone bornée €2, et les demi-plans (/. Nous verrons que grace a ce recouvrement,
nous n’aurons pas besoin de considérer ¢’ € H*(37), et on pourra montrer le caractére Fredholm

v ions.
de ces nouvelles formulations
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Le but de ce chapitre est de présenter, toujours pour un milieu acoustique, plusieurs exten-
sions possibles de la méthode décrite au chapitre 4 pour résoudre le probleme de diffraction
en milieu infini. Pour commencer, nous décrirons une extension de notre approche inspirée
des méthodes de décomposition de domaine avec recouvrement. Elle consiste a introduire un
recouvrement entre le sous-domaine borné et les demi-plans. Nous présenterons deux nouvelles
formulations "avec recouvrement' qui présentent des avantages tant pour les aspects théoriques
que numériques.

Nous présenterons une analyse théorique dans le cas dissipatif de ces deux nouvelles formula-
tions. En particulier, nous montrerons en s’appuyant sur les résultats du chapitre 5 le caractere
Fredholm de ces formulations. De plus, nous verrons que 1’on peut tirer parti du recouvrement
pour accélérer une méthode de résolution itérative.

Enfin, une derniere extension que nous proposons consiste a changer la structuration des sous-
domaines. En effet, le milieu extérieur étant parfaitement homogene, nous avons la liberté de
choisir différemment ’agencement et le nombre de demi-plans. Typiquement, nous verrons qu’on
peut considérer le cas d'une boite éléments finis triangulaire avec trois demi-plans s’appuyant
sur les bords du triangle.

169
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6.1 Formulations avec recouvrement entre la zone bornée
et les demi-plans

Dans cette section comme dans la suite de ce chapitre, on notera w. = w + ie la fréquence
qui pourra étre réelle pure (avec € = 0) pour un milieu non dissipatif, ou bien complexe (avec
¢ > 0) pour un milieu dissipatif. On précisera dans les résultats énoncés si le milieu est dissipatif
ou non. De plus, on notera :

HY(Q) si e>0,
V= (6.1)
HL.(2) + Condition de radiation si €= 0.

Dans le cas sans dissipation, la condition de radiation impose que la fonction soit sortante (voir
section 4.4.2 du chapitre 4). Le probléme que nous allons chercher a reformuler est le suivant :

Trouver p € V telle que
div (AVp) + w?p = f dans Q =R>\O, (6.2)

AVp-v =0 sur 00,

Rappelons que ce probléeme admet une unique solution p.

6.1.1 Introduction

Le but de cette section est de proposer de nouvelles formulations multi-domaines en intro-
duisant un recouvrement entre la zone bornée et les demi-plans. On désignera dans la suite
par formulations "avec recouvrement' les formulations ayant un recouvrement entre le domaine
borné et les demi-plans. Pour commencer, nous allons introduire quelques notations géomé-
triques. Posons €2, le domaine défini par :

Q= [0, b]1\O.
On note Xy, la frontiere de €2, et on pose :
Shy= {7 =0} x {y7 € [-b,b]} Vje{0,1,2,3},

ou les coordonnées locales (z7,1y?) sont définies par :

[mﬂ] ) [c08(9j) —sin(%)] r] Con 6 — ‘7'2%’ vje{0,1,2,3}. (6.3)

Y sin(0;)  cos(0;) | |y
Enfin, on note B; la zone de recouvrement définie par :
B =, ou l=b—az=0.

Le parameétre [ représente ’épaisseur de la couronne B;. Le cas [ = 0 correspond a la situation
du chapitre 4, et on considérera dans la suite de cette section [ > 0. Nous avons rappelé ces
nouvelles notations ainsi que celles du chapitre 4 sur la Figure 6.1.

Dans la suite, on désigne par p® la restriction de la solution p du probléme (6.2) au domaine
Qb .

P’ =plo, dans €,
et on rappelle que les p’ désignent les restrictions de p aux demi-plans €2/, et les ¢’/ désignent
les traces de ply; sur les droites 37,
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za

S

e

FIGURE 6.1 — Géométrie du domaine €) et notations. La couronne en gris clair correspond a la
zone de recouvrement B;.

6.1.2 Reformulation du probléme en variables p’ et ¢’

Comme nous 'avons déja vu, on doit assurer dans 'intersection des demi-plans les relations
de compatibilité suivantes :

P =p ™ dans QA QI pour je Z/AZ.

Avec 'introduction du recouvrement, on doit également assurer la compatibilité entre p® et les
p’ dans Bj, c’est a dire :

p’=p), dans By n Q.
En particulier, dans les sous domaines 2, n Q2 n Q*! nous avons 3 représentations différentes
de la solution qui "coexistent" (voir Figure 6.2) : p/ dans QJ, p/*! dans QJ*!, et p° dans €. Par
conséquent, on doit vérifier :

pP=p =p* dans B, n QI nQIFL (6.4)

Afin de satisfaire ces différentes relations de compatibilité, nous devons choisir des conditions
de transmission sur les fronticres X7 et ¥J,. Il existe de nombreuses possibilités et, pour sim-
plifier notre étude, nous allons nous limiter a deux cas qui nous paraissent étre des extensions
"naturelles" du cas sans recouvrement.

Nous allons considérer sur les bords ¥J, du domaine €, des conditions de Neumann :
AVPY v =A(¢7) swr B, ou A/()=AVPI()- V‘Zib Vje{0,1,2,3}. (6.5)

Les P7(-) sont définis dans la proposition 4.2.5. A I'aide des expressions explicites des P7(-), on
peut donner, sous formes intégrales, 'expression des AJ. Par exemple, pour A}, nous avons :

M) = = | (ar™©) + cai€) e (e
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0yl

=p
e

pb
>l e

ZO

FIGURE 6.2 — Représentation schématique des relations de compatibilité (6.4) entre p°, p° et p!
dans le coin en haut & droite de €.

On peut noter dans 'expression ci-dessus le terme ¢ ©!. D’apres la définition de 7°(¢) donnée
dans la proposition 4.2.5, on montre facilement que Re(r°(£)) tend vers —co quand & tend vers
+00. Par conséquent, grace au recouvrement [ > 0, I'intégrande de A? devient exponentiellement
décroissante. Ce résultat est important car il permet de montrer que A{ ¢’ est dans H S(Eib) pour
tout s > 0. Ainsi, en considérant ¢’ € L}, (37), on peut sans difficulté donner un sens au raccord
en dérivée normale sur les bords X7, comme suit :

3
< AVp®-v,p>= Z(A]SOjaﬁ)Lz(ggb)a Vp € H§<Eib>a
k=0

oll < -,- > désigne le produit de dualité entre Hz(3y,) et H=2(3y). De plus, nous verrons dans
la section 6.2 que ce recouvrement donne également des propriétés de compacité a 'opérateur A7.

Il reste maintenant & définir des conditions de transmission sur les droites 7. Sur les seg-
ments %7 des droites X7, nous allons considérer une condition de transmission de type
Dirichlet :

pP=p sur ¥ Vje{0,1,2,3}.

Sur les demi-droites 7 n ©2*! nous proposons de considérer les deux conditions suivantes :
— soit on utilise "au maximum" la compatibilité entre les représentations analytiques p’ =
P’ dans O n Q! A~ By, ce qui conduit a (voir Figure 6.3) :

Pt =Dl gl sur Q) A NI Ve Z/4Z,
| * | (6.6)
QOJ — pb sur Ezw, vj € {07 17 2’ 3}

Ces relations sont exactement celles que nous avons décrites au chapitre 4 section 4.2.1,
et analyser dans le chapitre 5, voir la section 5.2.2.
— soit on utilise "au maximum" la compatibilité p® = p/ dans @ N QI+ A By, ce qui conduit
a (voir Figure 6.3) :
' (6.7)
@l =p° sur ..
Rappelons que le domaine Q{) est défini selon nos notations par :

V= {27 =b} x {y eR} Vje{0,1,2 3},
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ol les coordonnées locales (27, y’) sont données dans (6.3).

5 3
Q Y
Il Il
5 5k
1 _ 00 1 _ 00
g 4 ¢ = Di(¢’) 5 ¢ = Di(p")
pf} — Lpl pf} _ Lf;‘l
Qp Y Q T
[ I
= =
0 0
E:I"l Zr’l

FIGURE 6.3 — Représentation schématique des relations de compatibilité (6.6) a gauche, et (6.7)
A droite, pour p°, ©° et @'

En considérant ces deux choix de conditions (6.6) et (6.7), on déduit deux nouvelles formulations
du probleéme (6.2). Tout d’abord, en utilisant (6.5-6.6), il vient :

Trouver p® € H() et ¢/ € V7 tels que

div(AVp®) + w?p® = f dans O,
AVpb-v =0 sur 00,
b i g j . (6.8)
AV’ v = N’ sur ¥, Vje{0,1,2,3},
@ = D,y sur YIEL A QF Ve Z/4Z,
ol les espaces V7 sont définis par :
sie>0: Vi=Hz(%),
o (6.9)
sie=0:  VI=H2(Z)nV,.
Avec les conditions de transmission (6.5-6.7), on obtient la reformulation suivante :
Trouver p® € HY() et ¢/ € V7 tels que
div(AVp®) + w?p® = f dans O,
AVpL v =0 sur 00,
. . 6.10
AVp® v = Ayl sur ¥, Vj€{0,1,2,3}, (6.10)
o= sur X, ¥je{0,1,2,3}
@ = D,y sur YA Q) Vje Z/AZ.

Par construction, nous savons que ces deux nouvelles formulations admettent au moins une
solution. Discutons maintenant la question de 1’équivalence.
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Proposition 6.1.1 Pour un milieu dissipatif, la formulation (6.8) est équivalente au probleme

(6.2).

Preuve : La démonstration est similaire & celle de la proposition 4.2.9. A partir d’une solution
du probleme reformulé (6.8), nous allons reconstruire la solution p du probleme (6.2). La
réciproque étant évidente, nous prouverons ainsi I’équivalence entre les deux formulations.

Soit (p®, (¢7)jefo,1,2,3;) une solution de (6.8). Grace au lemme 4.2.1, nous savons que les re-
lations de compatibilité sur les demi-droites ¥J n Q/*! assurent

PI(?) = PP (/) dans Q) n QI Yy e Z/47.
Par conséquent, nous pouvons définir la fonction pe,; dans H'(£2$) comme suit :
Peat = PP(¢?) dans QI Vje{0,1,2,3}.
Maintenant, il reste a montrer que dans la zone de recouvrement B; nous avons :
P’ = pext dans B

Posons la différence v = p® — p.,; définie dans B;. Etant données les équations vérifiées par p®
et perr dans By, ainsi que les conditions de transmission
o =p" sur Y. et AVP'-v=A(¢) sur X,

aa’

on déduit que v vérifie :
div(AVv) + w?>v =0 dans B,

v=20 sur - g, (6.11)

AVv-v =20 sur - Y.

Or, grace a la dissipation, ce probleme vérifie toutes les hypotheses du théoréme de Lax-Milgram,
et donc admet comme unique solution v = 0. On peut ainsi reconstruire dans tout l'espace la
solution p du probléme initial (4.3) ainsi :

_ p® dans U,
Pext dans €,

Remarque 6.1.2 Comme dans la section 1.2.1 du premier chapitre, l’introduction de la zone
de recouvrement laisse présager l'apparition de fréquences de "boite" dans le cas sans dissipation
(en supposant que l'on sache montrer la compatibilité des représentations dans les demi-plans).
En effet, le probléme (6.11) n’est alors plus coercif et admet des fréquences propres. Bien évi-
demment, une fagcon simple de palier cette difficulté est d’utiliser des conditions de transmission
de type Robin, comme nous 'avons fait dans la premiere partie.

Discutons maintenant la question de I’équivalence pour la deuxiéme formulation (6.10). Dans
ce cas, nous ne savons pas montrer directement I’équivalence avec le probleme initial (6.2). En
effet, les conditions de transmission sur les droites 3/ n’assurent pas a priori la compatibilité des
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1
b

div(AVv) + w?v =0

U|zgm9

”‘E}Lmﬁg =0

FIGURE 6.4 — Représentation des équations vérifiées par v = P%(¢") — P'(p') dans le quart de
plan QY N QL pour la formulation (6.10).

représentations P?(¢?) dans l'intersection des demi-plans (méme pour un milieu dissipatif), et
on ne peut donc pas reproduire la démonstration ci-dessus. Pour illustrer ce point, considérons
une solution de (6.10). En utilisant les conditions de transmission (6.7) sur les droites ¥7, nous
savons que la différence v = P%(¢%) — Pl(p!) vérifie :

div(AVv) + w?v = 0 dans QY N QL
v=0 sur (B0 Q)u(Eln)).

La condition v = 0 sur le bord du quart de plan n’étant pas jusqu’au coin (a, a) (voir Figure 6.4),
on ne peut pas conclure que v = 0. La difficulté est de réussir a exploiter I’ensemble des conditions
de transmission (6.5-6.7) pour montrer la compatibilité des différentes représentations, et pour
I'instant, nous n’avons pas réussi. Néanmoins, on arrive a prouver dans le cas dissipatif que
la formulation (6.10) admet une unique solution pour presque toute fréquence (voir la section
suivante), ce qui nous donne 1’équivalence indirectement.

6.1.3 Intérét du recouvrement pour une approche itérative de réso-
lution

Les deux reformulations que nous venons de décrire, ainsi que celle du chapitre 4, conduisent
au calcul de 5 inconnues : pb et les gpj. De plus, les relations de compatibilité qu'on impose via
les opérateurs intégraux D7}, et A] entres les différentes représentations sont non locales. Par
conséquent, la résolution numérique du probleme est assez lourde et on souhaite développer
une méthode de résolution efficace.

Comme dans la premiere partie de la these, I'idée a été d’utiliser un algorithme itératif de
résolution. Une premiere approche naturelle est de considérer, par exemple pour la reformula-
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tion (6.10), l'algorithme suivant :

Trouver p,, € H'({) et gp{n) e V7 tels que

div(AVpl,) + wipl,y = f dans W,
AVpl(’n) v=20 sur 90,

N | 6.12
AVl v =N, ) sur Yy Vi€{0,1,2,3}, .
@{n) = pl()nfl) sur S Vie{0,1,2,3}),
90{:5)1 = Dﬁ'ﬂ@fm) sur - XE N Q) Ve Z/4Z,

ou pl(’n) et gp{n) représentent 'approximation de la solution a ’étape (n). L’avantage principal
de cet algorithme est qu’il implique uniquement l'inversion des matrices creuses éléments finis,
les termes de couplage étant ainsi au second membre.

Cependant, ce type de méthode (dite stationnaire) ne converge pas dans le cas général.
Comme au premier chapitre (voir section 1.3.4), I'idée a été d’utiliser la méthode GMRES
préconditionné par lalgorithme stationnaire (6.12) ci-dessus. On assure ainsi la convergence
du processus itératif tout en conservant ’avantage "calculatoire" d’inverser uniquement une
matrice creuse pour le calcul du préconditionneur.

Nous avons voulu étudier l'influence du recouvrement sur la vitesse de résolution par
GMRES. Pour cela, nous avons comparé le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une
erreur de résidu inférieure a 107! en utilisant nos trois formulations : (4.21) ("sans recouvre-
ment" vu au chapitre 4), (6.8) et (6.10) ("avec recouvrement").

Le cas test que nous avons choisi est de prendre comme terme source f deux gaussiennes

tronquées décentrées, et comme obstacle O un carré et un triangle, comme représenté sur la
Figure 6.5. Pour les caractéristiques du milieu, nous avons choisi un cas isotrope :

10
A=l

a=05 be{0506,07,1}, T=12, Tz=w+ 10.

et pour les parametres de la méthode :

Nous avons utilisé une quadrature de Gauss d’ordre 2 avec 600 intervalles, et les éléments finis
utilisés sont d’ordre 2.

Sur la Figure 6.5, nous avons représenté la partie réelle de la solution obtenue dans €, et
reconstruite dans les demi-plans Q2 et Q! pour w, = 50. Ces résultats sont obtenus a 'aide de
nos trois formulations. Pour la formulation "sans recouvrement', nous avons pris a = b = 0.5,
et pour les formulations "avec recouvrement', nous avons pris a = 0.5 et b = 0.6. On observe
(qualitativement) que nos trois formulations donnent la méme solution.

Dans le tableau ci-dessous, nous avons indiqué le nombre d’itérations nécessaires a GMRES
pour atteindre une erreur de résidu inférieure a 1071, pour différentes fréquences et différentes
tailles de recouvrement [ = b —a :
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O,OOéI

- 0,004

0.002

I 0
-0,001

O,OO()I

0.004

l 0,002 0 002

u |
I i I
-0,001 -0,001

FIGURE 6.5 — Géométrie du cas test (en haut a gauche) et partie réelle de la solution dans (2,
et reconstruite dans Q0 et Q! (pour w, = 50). Résultats obtenus avec les formulations (4.21) (en
haut a droite), (6.8) (en bas a gauche) et (6.10) (en bas a droite).

=0 [=0.1 [=0.2 [=0.5
w =10+ 0.52 26 ité. || 15 ité. | 13 ité. || 14 ité. | 11 ité. || 13 ité. | 9 ité.
w =15 29 ité. || 17 ité. | 14 ité. || 16 ité. | 13 ité. || 15 ité. | 12 ité.
w=20+1 24 ité. || 13 ité. | 11 ité. || 13 ité. | 9 ité. || 12 ité. | 7 ité.
w =20 28 ité. || 17 ité. | 14 ité. || 15 ité. | 15 ité. || 14 ité. | 12 ité.
w =30 27 ité. || 16 ité. | 15 ité. || 16 ité. | 15 ité. || 16 ité. | 15 ité.

Dans les cas avec recouvrement [ > 0, on a inscrit dans les colonnes dédoublées :
— a gauche le nombre d’itérations en utilisant la deuxieme formulation (6.8),
— et a droite le nombre d’itérations en utilisant la troisieme formulation (6.10).

Les résultats ci-dessus nous permettent de tirer plusieurs conclusions. Tout d’abord, on peut
voir que le recouvrement permet, comme on ’espérait, de réduire le nombre d’itérations. Méme
pour un recouvrement petit (I = 0.1), les gains sont déja intéressants.

Ensuite, dans les cas avec recouvrement [ > 0, on peut noter que la troisieme formulation
(6.10) est globalement un peu meilleure que la deuxiéme formulation (6.8). Ceci est d’autant
plus vrai quand la dissipation est forte, par exemple pour w, = 20 + i. Ce résultat s’explique
car, pour cette formulation, nous verrons dans la proposition 6.2.9 que les opérateurs A{ et
Dgil sont compacts, et ils deviennent méme contractants pour € ou [ suffisamment grand.

Par ailleurs, soulignons que pour la formulation (6.8), l'ajout du recouvrement a une in-
fluence uniquement sur les opérateurs A] par rapport au cas "sans recouvrement'. Il semble
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donc que 'opérateur A{ soit plus "important" que les opérateurs Dgil pour de réduire le nombre
d’itérations.

Enfin, une derniére remarque que 1'on peut faire est que le nombre d’itérations semble in-
dépendant de la fréquence. Ceci est une curiosité par rapport a ce que nous avons pu observer
dans le cas du guide dans la premiére partie et par rapport a ce qui est décrit dans [37]. En
effet, usuellement, le nombre d’itérations pour résoudre 1’équation d’Helmholtz dépend de la
fréquence w,.. Nous n’avons pas pu approfondir cette question pour l'instant.

6.2 Etude théorique des formulations avec recouvrement
dans le cas dissipatif

Dans cette section, nous allons montrer que les deux nouvelles formulations (6.8) et (6.10)
releve de 'alternative de Fredholm dans le cas d’un milieu dissipatif. Ce résultat est impor-
tant car il permet de garantir en particulier la convergence de notre méthode de discrétisation.
Pour montrer ce résultat, nous allons exploiter ce que nous avons vu au chapitre 5. Par ailleurs,
afin de faire ’analyse théorique, on considere :

e L*(X)) Vje{0,1,2,3}.

Soulignons qu’a la fin de la section, nous résumons les propriétés théoriques que nous savons
montrer.

6.2.1 Résultats préliminaires

Avant de commencer, donnons deux résultats qui nous seront utiles pour I’étude des deux
formulations :

Lemme 6.2.1 Les racines r’(£) (voir proposition 4.2.5) vérifient :

Re(r?(€)) <m. <0, et Re(r’(£)) i —Cl¢|, Vje{0,1,2,3},

ou C' est une constante strictement positive. De plus, la constante m. vérifie :

lim m.=0, et lim m,= 4o0.
e—0 €—+00

On montre simplement ce lemme par le calcul direct grace a la dissipation € > 0.

De plus, grace au recouvrement entre le domaine €2, et les demi-plans €2/, nous pouvons
montrer le résultat suivant :

Lemme 6.2.2 Les opérateurs A{ de L*(X7) dans LQ(ZZb) sont continus et compacts.

Preuve : Prouvons le résultat pour Ay, la méme démarche s’applique pour tous les A{ . On
identifie la droite X2 & R et le segment X9, a [—b, b]. Pour tout ¢ € L?(R), nous avons :

1 +oo ' ) =R
A%@=f D(E(r®(©) +ics)e” e vds = T (y), Wy e [-0,b],
V2T J_ o
ou Ty est Popérateur a noyau défini par le noyau k(-, -) suivant :

Ry, €) = (er(§) + ics)e” @, ¥(y,€) e [=b,b] x R.
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Montrons que k(-,-) € L?([-b,b] x R) :

b b
k 2d dy = 0 . 2 2Re(7‘0(£))ld d
|| | epaeay = || Jear(€) + ieagerner Magay,

= QbJ lerr®(€) + i03§|262Re(r0(§))ld§ < +00.
R

On obtient ce résultat grace aux propriétés sur r°(¢) données dans le lemme 6.2.1. Le noyau
k(-,-) étant dans L?([—b,b] x R), nous savons que 'opérateur T}, est de Hilbert-Schmidt, et
donc A est compact (voir section 5.1.2). |

6.2.2 Caractere Fredholm de la premiére formulation avec recouvre-
ment

Comme au chapitre 5, voir section 5.2.2, on pose Sﬁgﬂ la restriction de ¢’ & la demi-droite
S Qi |
i1 = 90j|2]-ﬁ9g¢1 sur X4 A QI
De plus, on introduit les opérateurs X;J_rl définis par :
J J jt1
i = { g " S\ (zﬂz‘:mg?;) |
a\\“a a )

et les opérateurs x?, définis par :

. @y sur DY/
Xo¥’ |zf = - -
o 0 SIEDYAVY

Par linéarité des opérateurs A, nous avons :
N = NXj @i + MXEP s + MXjoiejo Vi €{0,1,2,3}, (6.13)

Soulignons que cette décomposition (6. 13) est possible car les opérateurs A] sont continus de
L2(%7) dans L?(%,), et les fonctions Xj11P741 €t Xo¢ |y sont des fonctlons de L*(%7). Cette

remarque est également valable pour les opérateurs Dgil (qui sont bien continus de L*(¥Y)
dans L?(X7*' n Q) voir la proposition 5.3.6).

En particulier, en utilisant les conditions de transmission p’ = ¢’ sur les segments %7
on peut éliminer ¢/ sur les segments 37 dans la formulation (6.8). On réécrit alors le probleme
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(6.8) comme suit :

Trouver p® € H(€)) et 90§J_d e L2(30 ~ QIF1) tels que

div(AVp) + w?pb = f dans W,

AVp? v =0 sur 00,

AVP v = A XipPlss sur X%, Vje{0,1,2,3}, (6.14)
"’A{ [X§_190§_1 + X§+190§+1]

gogil = D;ilxépblzga sur Y A QI VjeZ/4AZ,

+D7 4y [X;—lS@;'—l + X§‘+1S0§‘+1]

Remarquons qu’a partir de la solution du probléme (6.8) (ot les @i € H2(X4) < L2(%7)),
on déduit trivialement une solution du probléme (6.14) ci-dessus. De plus, nous avons méme
I’équivalence entre les deux formulations :

Proposition 6.2.3 Pour un milieu dissipatif, les problémes (6.14) et (6.8) sont équivalents.

Preuve : Prouvons qu’a partir d'une solution du probleme (6.14), on sait reconstruire la
solution du probléme (6.8). Considérons une solution p?, ((p;il)je{0717273} du probléme ci-dessus.
Sachant que p’ € H'(%), nous avons en particulier p’y,. € HZ(X,,). On déduit du corollaire
5.2.2 vu au chapitre 5 que ¢’ € H2(%7). On a donc construit la solution du probleme (6.8), ce
qui montre 1’équivalence entre les deux formulations. [ |

Nous allons maintenant montrer qu’on peut réécrire le probleme (6.14) ci-dessus sous forme
opérateur comme la somme d’un opérateur inversible et d'un opérateur compact agissant sur
I'ensemble des inconnues p° et (©)41)jef0,1,2,3}-

Introduisons l'opérateur R associé (via le théoreme de représentation de Riesz) a la forme
bilinéaire suivante :

Ve H\), < Bype= | ullB- AVH (6.15)
Qp
oll < -,- > désigne le produit de dualité entre H'(€)) et son dual. Nous savons que la forme
bilinéaire ci-dessus est coercive, grace a la dissipation (voir la proposition 4.1.2), et est conti-
nue. Notons que cette forme bilinéaire apparait dans la formulation variationnelle du probleme
(6.14), et elle vient des équations vérifiées par p® dans €, (pour plus de détails sur la formulation
variationnelle, voir la section 4.3.1). On en déduit que R est un opérateur inversible et continu.
De plus, grace aux propriétés sur la forme bilinéaire, on peut montrer que R est d’inverse continu.

Dans la section 5.2.2 du chapitre 5, nous avons vu que les équations portant sur les inconnues
©}+1 peuvent s’écrire sous forme matricielle & I’aide d'une matrice d’opérateurs I — D de taille
8 x 8 agissant sur le vecteur :

e=[[ed Al [eh @]l [ @] [ &1

I est la matrice d’opérateurs identités, et ID est défini avec les opérateurs Dgil X§i1 par la formule
(5.28). La différence par rapport au chapitre 5 est qu’ici, on a en plus les termes D?ilxgpﬂzéa
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qui ne sont plus au second membre. Sur ces opérateurs D}, ;x5 (| ), nous avons le résultat
suivant :

Proposition 6.2.4 L’opérateur DYy X! de H>(%4,) dans L*(S n Q4% est compact.,

Preuve : On démontre ce résultat en remarquant que Dfilxg correspond a la composition
entre lidentité de H=(X/,) dans L*(X4,), qui est compact, et Dy v} qui est continu de
L*(¥J ) < L*(37) dans L(X n QI+1). |

De plus, nous savons par le théoréme 5.2.6 que 'opérateur I — D se décompose en un opérateur
coercif I — L, et un 'opérateur compact L — . Finalement, on peut réécrire le probleme (6.14)
sous forme opérateur comme la somme d'un opérateur inversible :

R 0

agissant sur le vecteur [p®, [®]], et d’un opérateur compact :

[T G AXCl ) [ [ADXS ADXY] - [ARE ARG T

[Dng (‘|zga)]

D?Xg (‘|zga)

D%Xi ('|zga)
Dg’Xi ('|zga)

On prouve ainsi le résultat suivant :

Théoréme 6.2.5 Pour un milieu dissipatif, la formulation (6.14) reléve de lalternative de
Fredholm.

Soulignons enfin que nous avons directement le caractére bien posé du probléme (6.14) grace
a I’équivalence avec le probleme (6.8) (car on est assuré ainsi de 'unicité de la solution du
probléeme homogene).

Proposition 6.2.6 Le probléeme (6.14) est bien posé.

6.2.3 Caractere Fredholm de la seconde formulation avec recouvre-
ment

Avec ce que nous avons présenté pour la formulation précédente, I’étude de ce second cas

sera plus rapide car nous allons utiliser les mémes ingrédients. Dans la formulation (6.10), on

impose le raccord p® = ¢/ sur le segment X7, Nous allons donc dans ce cas éliminer ¢’/ non plus
sur ¥, mais sur le segment ¥7,. Posons les restrictions ¢}, aux demi-droites 3} n €} :

~ ] j j j+1
Gix1 = Xja1?  sur Xp A,
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De plus, on définit les opérateurs :
I RES S,
JE1¥ 1 — . . i1
0 sur X\ (22 Ay,

et les opérateurs xj : .
ji ) Pl s S
Xo¥ |Zib - i\
0 sur XI\XJ, .
A Taide des inconnues @;il définis sur les demi-droites X7 A Q=" on peut reformuler le probleme
(6.10) comme suit :

Trouver p* € HY () et )y, € L* (23 A Q') tels que

div(AVp®) + w?pb = f dans O,

AVPY v =0 sur 00,

AVﬁ-uzAﬁﬁﬂ%b sur  X%J, Vje{0,1,2,3}, (6.16)
+A] [;65:71()0;:71 + %§+190§+1]

07 = Dlsxip’lss, sur - Y A Q) Ve Z/AZ,

+Djyy [%’7190;71 + %‘HSO;H]

Afin de montrer que ce probléeme se réécrit sous forme opérateur comme la somme d’un opérateur
inversible et d’un opérateur compact, nous avons besoin du résultat suivant :

Proposition 6.2.7 Les opérateurs D)., de L*($3) dans L*(S3*! n Q) sont compacts.

Preuve : Montrons que le résultat pour DY. On identifie la droite X2 (resp. XL n Q%) a R (resp.
[b, +o0[). Pour tout ¢ € L*(R), nous avons :

Dii(x) = \/12? fm P(€)e" O etage = Ty (2),Ya > a,

ou T}, est 'opérateur a noyau défini par le noyau k(-, -) suivant :
e’ (€)(z—a) pika
\ 2T

Nous allons montrer que T} est de Hilbert-Schmidt, c’est a dire que k(-,-) € L*([b, +o0[xR) :

+00 oo +0 oo |6r0(§)(x—a) |2
J f M®£VM%=J f 1 U dede
b —00 b —o0 2T

En appliquant le théoréeme de Fubini, il vient :

+00 400 +00 4+ ’ero(g)(x—a) |2
J J M®£W®%=J J R
b -0 b -0 2m

+0 €2Re(r0(§))l
|, sy <

k(z,€) = V(z,€) € [b, +oo[ xR.
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On montre le résultat ci-dessus en utilisant les propriétés sur r°(¢) du lemme 6.2.1. |

Cette proposition nous permet de montrer que le probleme (6.16) sous forme opérateur s’écrit
comme la somme d’un opérateur inversible :

R 0

M = (6.17)

agissant sur le vecteur [p®, [®]], ou R a été défini par 1’équation 6.15, et d’un opérateur compact :

S M (e ) [ TAPRS APRY] - [ARE AR

_Dgxg ('|Ega)_
| DG (s, ) |

. ~

(6.18)

[ D3 (+lsz,) |
_DSXZ’ (‘lzga)_

La matrice d’opérateurs D est définie comme D (voir formule (5.28)) en remplacant simplement
les opérateurs DJ, X}, (resp. D}yxj_1) par D} X}, (vesp. D} X7}+1). Grace a la proposition
6.2.7, nous savons que D est compact. On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 6.2.8 Le probleme (6.16) reléve de lalternative de Fredholm.

Reste maintenant & montrer le caractére bien posé du probléme (6.16), ce qui revient a
prouver 'unicité de la solution. Dans ce cas, la difficulté est que nous ne savons pas montrer
I'équivalence entre le probleme (6.16) et le probleme initial (6.2). On ne sait donc pas montrer
directement 'unicité de la solution.

Afin de montrer le caractere bien posé, nous proposons d’utiliser le théoreme de Fredholm
analytique. Nous allons montrer qu’il existe une fréquence complexe w,. pour laquelle le pro-
bléme est bien posé. Pour cela, nous avons besoin de la proposition suivante :

Proposition 6.2.9 Les normes des opérateurs A et D;:il définis de L*(37) dans respectivement
LA(SI A Q) et L2(X],) vérifient

Z_Z?TOO A7 ey = Z_Z?TOO | Dis1lleey =0
et lim || A ey = lim || Dl e =0,

ou on rappelle que les opérateurs D;il et A{ dépendent de w, (donc de la dissipation €) et de l.
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Preuve : Montrons le résultat pour D?, la méme démarche s’applique pour les autres opérateurs.
Nous avons vu dans la démonstration de la proposition 6.2.7 que pour tout 1 € L*(R), nous
avons :

| DY l2oroop = | Tt llrzqroop < I Te Il ¥ N2

ou T}, est un opérateur a noyau défini par le noyau k(-,-) :

e’ (€)(z—a) gika

(e, &)= Y(x,6) e b, +o[xR.
(0 = (.€) € [ +oe]
Nous avons vu que la norme || DY || est majorée par la norme Hilbert-Schmidt || - ||z.s de Ty

qui est la norme L? du noyau k(-, -) (voir rappels dans la section 5.1.2). De plus, nous avons vu
dans la preuve de la proposition 6.2.7 que :

[ b - [ S e

D’aprés les propriétés de 7°(€) données dans le lemme 6.2.1, nous savons que pour tout ¢ € R,

le terme (@) tend vers 0 quand [ tend 400, ou € tend +oo. On déduit alors, grace au
théoreme de convergence dominée de Lebesgue, que l'intégrale ci-dessus tend vers 0 quand [
(ou €) tend vers +c0, ce qui prouve le résultat. [

Cette proposition est importante car elle nous permet d’affirmer qu’il existe toujours un
recouvrement / suffisamment grand pour rendre la norme de K (voir formule (6.18)) inférieure
a 1. On en déduit alors que pour ce [, le probleme (6.16) est bien posé en utilisant la série
de Neumann associée I'opérateur MK (par continuité de M1, on sait qu’on peut choisir
suffisamment grand pour avoir | M™'K ||< 1).

De méme, pour [ fixé, nous pouvons montrer que K dépend analytiquement de w, pour tout
€ > 0. Or, pour € suffissamment grand, nous savons que sa norme devient inférieure a 1. On en
déduit qu’il existe une fréquence complexe w, telle que le probleme (6.16) soit bien posé. On
peut ainsi appliquer le théoreme de Fredholm analytique :

Proposition 6.2.10 Pour un milieu dissipatif, le probléme (6.16) est bien posé, sauf pour au
plus un ensemble dénombrable de fréquences complexes w. pouvant s’accumuler sur l'aze réel.

Ce résultat nous permet notamment de déduire 1’équivalence avec le probléme initial (6.2) pour
presque toutes les fréquences complexes. La question de savoir s’il existe ou non des fréquences
complexes pour lesquelles le probleme est mal posé reste ouverte.

Pour clore cette section théorique, résumons les propriétés que nous savons montrer dans le
cas dissipatif sur les deux formulations "avec recouvrement"

Formulation de type Fredholm | bien posée

Formulation (6.8) Oui Oui

Formulation (6.10) Oui Oui, pour presque toute fréquence
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6.3 Autres structurations des sous-domaines

6.3.1 Introduction

La méthode que nous proposons consiste a coupler entre elles plusieurs représentations ana-
lytiques de la solution dans des demi-plans ainsi qu’une représentation éléments finis dans un
domaine borné. Le milieu extérieur étant parfaitement homogene, nous pouvons choisir la struc-
turation des sous-domaines différemment de ce que nous avons présenté jusqu’ici. En particu-
lier, une généralisation de notre approche est de considérer comme domaine borné un polygone
convexe (comme illustré Figure 6.6) contenant les obstacles O et la source f. Pour les représen-
tations analytiques, on utilise les demi-plans s’appuyant sur les différentes faces du polygones.

Remarque 6.3.1 Notons que dans l'article [13] de S. Fliss et al., afin de considérer un réseau
de périodicité hexagonal, une autre structuration des sous-domaines est également proposée.

Nous avons besoin de la propriété de convexité du polygone pour assurer qu’aucun demi-plan
n’intersecte la zone perturbée du domaine, sans quoi on ne peut pas donner la représentation
en ondes planes.

FI1GURE 6.6 — Différentes formes possibles de la boite éléments finis. En lignes pointillées, on
a représenté les bords des demi-plans s’appuyant sur les cotés du polygones. Le disque gris
représente le support de la source f.

Bien évidemment, afin de réduire au plus le cotit de calcul, le polygone le mieux adapté est le
triangle car on se ramene alors a 3 représentations analytiques et une dans le domaine bornée.
C’est d’autant plus important en 3D ou 'on consideére alors un tétraedre (4 faces au lieu de 6
pour le cube). Remarquons enfin qu'un intérét de choisir la forme de la boite éléments finis est
qu’on peut ainsi l'adapter a I'aspect d'un obstacle allongé. Cela évite notamment le maillage
d’une zone éléments finis trop grande.

6.3.2 Diffraction par un polygone convexe borné
Le probleme modele que nous allons considérer dans cette section est le suivant :
Trouver p € V telle que
div(AVp) + w?p =0 dans Q =R*\P, (6.19)
P=9g sur 0P,

ou ¢ est une donnée de Dirichlet sur le bord d’un polygone P supposé convexe et borné. Dans
cette situation, il est possible de donner une formulation multi-domaines du probléme (6.19)
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sans utiliser une boite éléments finis. En effet, I'idée est simplement de considérer les
représentations en ondes planes dans les demi-plans s’appuyant sur les bords de P. Ces travaux
ont été menés par P. Alonso lors de son stage de Master 2 effectué au sein de POEMS (voir
[4]). Les résultats numériques ci-apres ont été obtenus par P. Alonso.

Notons que ce type de probleme a notamment été étudié par S. N. Chandler-Wilde dans
le cas haute fréquence dans plusieurs articles [5, 24, 25] en utilisant une méthode d’équation
intégrale. Plus précisément, le probléeme considéré est la diffraction d’'une onde plane par un
obstacle polygonal borné, ce qui revient dans notre cas a considérer un milieu non dissipatif, et
une donnée de Dirichlet g correspondant a la trace d’une onde incidente (voir a la fin de la section
6.3.3). Notre méthode correspond au "négatif' de la méthode utilisée par S. N. Chandler-Wilde.

Remarque 6.3.2 D’un point de vue numérique, si le polygone posséde beaucoup de cotés il est
bien str moins cotteuzr de "l’entourer’ d’une boite éléments finis (par exemple triangulaire ou
rectangulaire) afin de réduire le nombre d’inconnues du probléme.

FIGURE 6.7 — Paramétrisation du polygone dans le cas d'un triangle.

Géométrie du polygone.

On considere que le polygone P possede N > 3 cotés. Afin de caractériser P, nous uti-
lisons les N droites s’appuyant sur les N cotés du polygone (voir Figure 6.7). Ce choix de
caractérisation de P est motivé par la représentation analytique de la solution que nous allons
donner dans les demi-plans. Pour définir simplement ces droites, il est utile d’introduire les
coordonnées locales suivantes :

a’ x . cos(0?) —sin(6’ _
[yj] = Rj ly] ) ou Rj = lSin((Qj)) COS((Qj)) pour j € {07 17 c. 7N _ 1}’ (6.20)
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et ol #7 est un angle de rotation associé au coté j de P. Dans ces coordonnées locales, on définit
les droites 7 ainsi :

YW={2 =t'} x {yyy eR} Vje{0,1,---,N—1},

ol la constante # > 0 représente la distance de la droite X2 au centre du repére (pour un
polygone régulier, cette distance est appelée apothéme et correspond au rayon du cercle inscrit).
De méme, on définit les demi-plans (¥ par :

Y ={ >t} x{yy eR} Vje{0,1,--- ,N—1}.
Sans perte de généralité, on considére que les angles 67 sont ordonnés ainsi :
0<6 <0 <. <oV ! <or
De plus, afin d’assurer qu’on définit bien un polygone convexe borné, les 6/ doivent vérifier :
Vie{l,2,--- ,N—1}, 0<@®# -0 '<7m et 0<-—-m+60N'1-0"<n. (6.21)

Ces conditions impliquent que chaque angle du polygone est inférieur a 7, ce qui assure la
convexité et également le caractere borné. En effet, on montre facilement que ’angle du polygone
formé par les 2 droites 37 et 377! est égal & m — (07 — 67~1) (voir Figure 6.7), et nous avons :

O<m—( -0 H<r = 7>60-0"1>0.

Notre polygone P est alors complétement défini par 'ensemble des angles {67}, et I'ensemble
des translations {#/};. Par exemple, le triangle équilatéral de la Figure 6.7 est décrit par :

7r57r3l

{ej}j€{07172} = {67 F’ 2 } et {tj}je{07172} = {17 ]'7 ]‘}

Notons qu’on retrouve facilement les sommets S; ;+1 du polygone P ainsi :

Sj,jil = Zj N Ejil V] € Z/(N — 1)Z
Reformulation du probléme.

Décrivons maintenant comment reformuler le probleme (6.19). On définit :
¢ = ply sur Y et p) =ple dans .

A partir de ces traces, on peut donner les représentations analytiques de la solution dans les
demi-plans € en suivant la méme démarche que dans la section 4.2.2. Dans le demi-plan €, les
équations vérifiées par p’ se rééerivent en coordonnées (a7, y’) comme suit (voir section 2.2.2) :

div(s gy (REAR;V (gi yiyp?) + wip? = 0 dans
‘ . ‘ (6.22)
P0si = ¢’ sur X7,

ol V(i 5y (resp. div(y ,i)) désigne le gradient (resp. la divergence) en coordonnées (27,37). La
matrice A étant supposée symétrique définie positive, I’équation ci-dessus est également une
équation d’Helmholtz anisotrope. A 'aide de la transformée de Fourier (en 37), sa résolution
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FIGURE 6.8 — Zone de recouvrement des demi-plans : en rouge les zones ou 3 représentations
coexistent, en gris, celles ou 2 coexistent.

est similaire a ce que nous avons vu section 4.4.1 dans le cas non dissipatif et 4.2.2 dans le cas
dissipatif. Elle conduit alors a la représentation suivante de la solution dans € :

P = | QI v =iy <y R (629
T J—0

Dans la suite, on note P?(¢7) la solution du probléme (6.22) dans le demi-plan €’ donnée par
la formule explicite ci-dessus.

Discutons maintenant les relations de compatibilité. Dans I'intersection des demi-plans, nous
devons avoir :

P =p ! dans QA QP! VjeZ/(N —1)Z. (6.24)

Remarquons que dans certaines configurations comme illustré Figure 6.8, 3 (ou plus) représen-
tations de la solution peuvent exister dans 'intersection de 3 (ou plus) demi-plans, et on doit
alors vérifier

pPl=p =p" dans QYT A QI A QUL (6.25)

En imposant les relations (6.24), les relations ci-dessus (6.25) sont bien vérifiées. En effet, par
(6.24) il vient :

p=p T dans Y AT et pf =p/' dans QA QI
dont on déduit en particulier la relation (6.25).

Comme précédemment, nous allons imposer la compatibilité uniquement sur les bords des
demi-plans :

SOjil _ D;ilgoj sur Ejil A Qj ol D?ilgpj = Pj(gpj)|zji1ﬁgj V] e Z/(N — 1)Z (626)

On peut montrer, dans le cas dissipatif, que ces relations (6.26) sont équivalentes aux relations
(6.24). La preuve de ce résultat est similaire a celle du lemme 4.2.1.
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Ci-dessus, la définition des Dgﬂ(-) est abstraite, mais on peut obtenir une expression ex-
plicite. Pour cela, il suffit de paramétrer la droite ¥/*! dans les coordonnées locales (27, 17).
Notons ;11 1'écart entre deux angles successifs :

Qjje1 = 0P =07 VjeZ/(N —1)Z.
Dans les coordonnées locales (27, 37), les droites 3! sont données par :
YE = {(2?,y)) e R* tels que cos(ayji1) 27 —sin(ay i) v = 75}
On en déduit alors facilement la paramétrisation de la demi-droite X7*' )/ dans les coordonnées
(27, 47) :

t COS(O./jjil) — tjil

sin(ajjﬂ)

2j+1mQj={t>tj}><{ }, VjeZ/(N —1)Z.

En remplacant dans la formule (6.23) les coordonnées (27,17) par la paramétrisation ci-dessus,
on obtient I'expression explicite des opérateurs D7, (-) :
tcos(ajjil)ftjil

, 4 . 1 T ; N T i et
Vi=t, Dl(¢) = J o (&)er Ot o) dE VjeZ/(N —1)Z. (6.27
a1(¢’) T ? (€)e e § VieZ/( )Z.  (6.27)

Soulignons que d’aprés (6.21), nous avons m > ajj+1 = /1 — 67 > 0, et donc le terme
sin(a;j41) # 0.

A Taide des relations de compatibilité (6.26), nous pouvons reformuler le probleme (6.19)
uniquement avec les variables ¢/ ainsi :

Trouver ¢/ € V7 tels que Vje {0,1,--- N —1}
P Dl s ST AR Ve Z/(V - 1), (625)
W =g sur 0P N Y/ Vje{0,1,--- N —1},

ot on rappelle que les espaces V7 sont définis par (6.9).

6.3.3 Quelques résultats numériques

La méthode pour discrétiser le probleme (6.28) est similaire a celle décrite dans la section
4.3.2. Comme précédemment, nous avons 3 parametres d’approximation : la troncature T des
droites X7, la troncature T des intégrales en &, et enfin la quadrature (QTg, qg).

Validation avec la fonction de Hankel

Pour commencer, nous avons validé la formulation (6.28). Dans le cas isotrope, on connait la
solution exacte si on impose sur le bord du polygone :

1

V(z,y) e 0P, glx,y) = EH(OJA/IZ + 4?), (6.29)

ou on rappelle que H(-) désigne la fonction de Hankel. La solution exacte est alors simplement :

1
V(z,y) € Q, pla,y) = @H(we\/:ﬂ +42).
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.'

FIGURE 6.9 — Solution du probléme (6.28) pour w, = i reconstruite dans les différents demi-
plans dans les cas d’un triangle (a gauche) et d’'un carré (a droite). En lignes blanches, nous
avons représenté les droites 7.

Nous avons choisi w. = i (la composante réelle est nulle). Dans les cas d'un polygone carré et
d’un polygone triangulaire, nous avons représenté la solution (reconstruite dans les demi-plans)
du probléme (6.28) sur la Figure 6.9.

On vérifie sur ces résultats que la solution obtenue est radiale, comme la solution exacte. D’autre
part, la mesure de I'erreur relative sur I'une des droites 37 nous confirme qu’on calcule la bonne
solution (dans ces cas, on obtient une erreur de l'ordre de 1%).

L’aplatissement du polygone

Une question qui nous a parue intéressante est la suivante : Que se passe-t’il lorsque
I'un des angles du polygone tend vers 0?7 Pour répondre a cette question, nous avons considéré
la situation de 3 triangles de plus en plus aplatis. Pour w., = 4, nous avons imposé sur le
bord du polygone la donnée g définie par (6.29). Sur la Figure 6.10, nous avons représenté les
solutions obtenues pour les trois triangles considérés. Notons que dans les trois situations, la
discrétisation éléments finis est choisie aussi précise.

FIGURE 6.10 — Solution du probléme (6.28) pour w, = i reconstruite dans les différents demi-
plans pour des triangles de plus en plus aplatis. En lignes blanches, nous avons représenté les
droites 7.

On observe sur ces résultats que la solution pour le triangle le plus aplati est clairement fausse
car elle n’est plus radiale. Il apparait donc que I’aplatissement du polygone détériore la solution
calculée. On comprend ce résultat car dans la formule (6.27) définissant les opérateurs Djﬂ, il
apparait qu'on divise par sin(a;j+1). Or, lorsqu’on aplatit le triangle, ce terme tend vers 0 car
aj;+1 tend vers m. L'intégrande en & dans (6.27) devient donc de plus en plus oscillante, et par
conséquent elle est plus difficile a calculer numériquement.
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Le probléeme de diffraction

Dans cette derniere section, nous considérons le probleme de diffraction d’une onde plane
par le polygone P. Le milieu est considéré non dissipatif, c’est a dire que w. = w est réel.
Etant donnée une onde plane incidente pj,. = e/®==+tk¥) o k, et k, sont réels, le probleme de
diffraction se formule comme suit :

Trouver p € H. () telle que

div (AVp) + w?p =0 dans Q,

(6.30)
p=0 sur oP.
P = Pinc T Ddif ol pgir est sortant.

A Taide de notre reformulation (6.28), nous pouvons résoudre le probléme ci-dessus pour le
champ diffracté en utilisant comme donnée de Dirichlet :

V(.I,y) € apa g(xvy) = _pin6<x7y)'

Sur la Figure 6.11, nous avons représenté la partie réelle du champ diffracté pg;¢ solution du
probleme de diffraction (6.30). Nous avons choisi la fréquence w = 10 et un milieu isotrope.
L’obstacle considéré est un triangle. Enfin, nous avons calculé le champ diffracté pour 2 ondes

planes définis par : ¥ pour I'image de gauche et e sty pour I'image de droite.

2 W (’
=" i
=2, =

FIGURE 6.11 — Champ diffracté solution du probleme (6.30) pour w = 10 reconstruit dans les
différents demi-plans. En lignes blanches, nous avons représenté les droites ¥7. La fleche noire
indique la direction de propagation de ’onde plane.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier I'extension de la méthode présentée au chapitre 4 au
cas d'un milieu élastique. L’intérét de 'approche que nous avons proposée est qu’elle exploite
essentiellement '"homogénéité du milieu a I'extérieur d'un domaine borné via la transformée de
Fourier. Par conséquent, elle s’adapte facilement au cas vectoriel de ’élasticité, et nous allons
détailler dans une premiere partie les changements nécessaires pour appliquer notre méthode.

Dans une seconde partie, nous verrons plusieurs tests de validations numériques. Nous
décrirons les diagrammes de lenteur qui permettent de caractériser un matériau élastique. Ces
diagrammes nous seront utiles pour pouvoir interpréter les résultats numériques souvent tres
complexes. Ainsi, nous pourrons faire une premiere validation qualitative de notre méthode.
Enfin, nous ferons une seconde validation qualitative de nos résultats en les comparant avec
ceux obtenus a l’aide d’autres méthodes numériques : les PML et les couches visco-élastiques.

Enfin, dans la troisieme partie, nous présenterons brievement une approche itérative de
résolution basée sur les idées présentées dans la section 6.1.3 du chapitre précédent.

7.1 Formulation multi-domaines dans le cas élastique

7.1.1 Introduction et description de la méthode

La présentation des équations de 1’élasticité a déja été faite au chapitre 3, voir section 3.1, et
ne sera donc pas rappelée ici. Soulignons simplement que I'inconnue u = (u,, u,) est vectorielle.

193
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Nous allons nous intéresser a la résolution du probléme de radiation suivant :

Trouver u € (HY(Q))” tel que
divo(u) + w?u = f dans Q=R>*O, (7.1)

o(u)-v=20 sur 00.

Pour étudier ce probleme, on se place sous les mémes hypotheses que dans le chapitre 4 (voir
section 4.1.1), c’est a dire :
— O est un ensemble d’obstacles bornés,
— la source f est a support compact,
— le tenseur de rigidité C caractéristique du milieu est constant a I’extérieur d’un domaine
borné,
— et on modélisera un milieu dissipatif a l'aide de la fréquence complexe

we =w+1ie, ou €>0.

Les notations géométriques sont rappelées sur la Figure 7.1, et ont été introduites dans la section
4.1.2. Nous avons choisi de considérer le milieu dissipatif pour simplifier les explications. Le cas
sans dissipation sera discuté dans la section 7.1.3.

52
<~ N> s
@ supp(f
%2, Y0
O
Q,
»3 ~ X ——
a9
=

FIGURE 7.1 — Notations et géométrie.

Sous I'hypotheése d’un milieu dissipatif, on peut montrer, en utilisant le théoreme de Lax-
Milgram (comme dans la preuve 4.1.2) et les inégalités de Korn (voir [35]), la proposition
suivante :

Proposition 7.1.1 Le probléme (7.1) admet une unique solution dans H'(Q).
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Afin de donner une formulation multi-domaines du probléme (7.1), nous allons reprendre
la démarche présentée dans le chapitre 4. En s’appuyant sur la décomposition de {2 en 5 sous
domaines :

— 4 demi-plans homogenes

— et une zone bornée (), contenant le défaut et le support de f,
le principe est de coupler les différentes représentations de la solution dans chaque sous-domaine.
Le point clé de notre approche est qu’on peut obtenir une représentation analytique de la so-
lution dans un demi-plan ©J en fonction de sa trace sur le bords 2. Dans le cas élastique, la
résolution est un peu plus complexe que dans le cas acoustique, et est décrite dans la section
7.1.2. Excepté ce point, le reste de 'approche est identique.

Notons w/, 7 et u® les restrictions de la solution u aux différents sous domaines :
o7 = uly, w = ulg;, et u’=ulg,.
On note également U’ (W) la solution du probléme suivant :
Trouver U’ € (H(2))” telle que
dive(U’) + w? U/ =0 dans €, (7.2)
Ul = W/ sur X0

ot W/ est donnée sur ¥7. Le milieu étant dissipatif, on montre facilement (par le théoréme de
Lax-Milgram et les inégalités de Korn) que ce probléme admet une unique solution qu’on notera
UJ(W7). Cette solution est pour l'instant définie ici de fagon abstraite, mais nous donnerons
dans la section 7.1.2 son expression explicite. Notons que par unicité de la solution du probléme
(7.2) et par définition de ®7, nous avons :

U/(®)=u/ =u dans Q) Vje{0,1,2,3}.
Dans l'intersection des demi-plans, les représentations U?(®7) de la solution doivent vérifier :
U/(®7) = UFH(@/*) dans Q) n QI Vje Z/4AZ. (7.3)

De plus, sur les bords X7 du domaine borné €2, nous devons assurer les raccords en trace et

dérivée normale entre u® et U7 (®7) :
wly, = V(@) |
o Yoo sur XV Vje{0,1,2,3). (7.4)
o(u®) vlgy =o(UN(P)) vy

Comme dans le cas acoustique, nous devons choisir des conditions de transmission sur les bords
des quarts de plan € N QI+ qui assurent la compatibilité (7.3). On impose la compatibilité des
traces ce qui s’écrit a l'aide des variables &’ :

DIy (®) = @ sur Q) X ot DIy () = U () |gergr Vi€ Z/AZ. (7.5)

Lemme 7.1.2 Les relations de compatibilité (7.3) et (7.5) sont équivalentes.
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Dans un sens, la démonstration de ce lemme est trivial, et dans 'autre, on utilise la dissipation
du milieu et les mémes arguments donnés dans la preuve du lemme 4.2.1.

A Taide des relations (7.4) et (7.5), nous pouvons donner la formulation multi-domaines du
probléeme de diffraction (7.1) comme suit :

. 1,0\ 2
Trouver u® € (H(€,))” et ® ¢ (HE(EﬁD tels que

divo(u) + w?u® = f dans Q,
ou*)-v=20 sur 00,
o A (7.6)
a(u“) v=N® sur ng v] € {07 ]-7 27 3}7
@j = u° sur Eéa vy S {O, 1,2,3},
PHitl — D;’il@j sur Egil ) ng Vj € Z/4Z

Lemme 7.1.3 Les problémes (7.1) et (7.6) sont équivalents.

La démonstration de cette proposition est construite comme celle de la proposition (4.2.9)

Remarque 7.1.4 Dans la formulation (7.6), nous avons considéré les inconnues ® €

N2
(H%(Zg)) . Cependant, comme nous l'avons expliqué dans la section 4.2.3 du chapitre 4, cela

pose une difficulté pour donner un sens aux raccords des dérivées normales sur les bords 7 .
Une maniére de palier ce probléme est de prendre les ®7 dans (Hl(Eg))z.

Rappelons également que cette difficulté n’existe plus lorsqu’on utilise les formulations avec
recouvrement, voir section 6.1 dans le chapitre précédent, ce qui est bien évidemment envisageable
pour le cas élastique. Par ailleurs, 'analyse théorique de ces formulations faite dans la section
6.2 pour le cas acoustique reste a faire dans le cas élastique, et il nous semble qu’on peut montrer
le caractére Fredholm et bien posé de ces formulations.

7.1.2 Calcul analytique de la solution dans les demi-plans

Dans cette section, nous nous intéressons a la résolution analytique des équations homogenes
dans les demi-espaces 2. Les calculs seront présentés uniquement dans le demi-plan €2, la
méme démarche s’applique bien évidemment dans les autres demi-plans /. Le but est donc,
étant donnée ¥ = (¥,, ¥, ) une fonction de H 2(X0) x H 2 (22), de résoudre le probléme suivant :

Trouver U° € (H(Q0))? telle que
divo(U%) + w?U°% =0 dans 2, (7.7)

U’ =v sur X0

Nous allons calculer explicitement U° & 'aide de la transformée de Fourier définie précédem-
ment par 4.2.1.

Pour faire les calculs, il est utile d’utiliser une autre écriture des équations de 1’élasticité
(7.23). Comme présenté dans [56], on peut réécrire les équations (7.23) sous forme "éclatée’
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ainsi :

(92 lOH 013] |:U£i| 82 l 2013 012 —|—C33] lU£]

022 |Cs Cas| |UY| " 0xdy [Crz+Cs3 2033 Uy

0 [Csy Oy [U? o [UY 0
= of TwWe 0| = ;
6y2 023 C22 U y U y 0
ou on rappelle que les C;; sont les coefficients du tenseur de rigidité C écrit a 'aide des notations

de Voigt (voir section 3.1 ou pour plus de détails [81]). En appliquant la transformée de Fourier
en y aux équations (7.8), il vient pour tout £ € R :

(7.8)

& [Cn O] |T0], o[ 205 Ci+Ca) |00
0x? [Crz Css Ug ox |Cia + Css 2053 US

_¢? Csz Co3 Qi’ P gg _ 10
Coz Co Uy Uy 0f’
ce qui correspond a un systeme couplé de deux EDOs d’ordre 2 a coefficients constants para-
métrées par la variable de Fourier €. Pour résoudre ce systéme, la démarche est la suivante :

1. on détermine une EDO d’ordre 4 vérifiée par chacune des deux composantes ﬁg et (Z? .
On pourra en déduire la forme générale de U? et [75

2. Ensuite, en injectant cette forme générale de la solution dans le systeme (7.9), et en
utilisant la condition en z = a :

Ua,y) =W, et Ulay) =T, (7.10)

nous obtiendrons la solution de notre probléme.

Pour la suite, il est utile d’introduire les opérateurs suivants :
Définition 7.1.1 Soient Fy, Fy et A les opérateurs de L(L*(R)) définis pour tout ve HX(R") :

~ v . dv
F1(1)> = Ollﬁ + 225013% + (WEQ - 03352) v,
d*v

~ ) dv
FQ(U) = ng@ + 225023% + (w? — C22£2) v,

R dv
12 + 1€(Ch2 + 033)% — Co3&?.

Remarquons que ces opérateurs commutent entre eux. Grace a ces trois opérateurs, les équations
(7.9) se réécrivent simplement :

A\(U) = 013

R(09) = ~AD),

A R (7.11)

F2<U5) = _A(US)-
Le milieu ¢ étant homogene, on peut montrer (par des arguments de régularité intérieure) que
la solution U du probléme (7.23) est plus régulicre que H' dans lintérieur de 2, et est méme
infiniment dérivable. On peut donc appliquer nos opérateurs ﬁl, ﬁg et A aux composantes du
champ de déplacement. En particulier, on a que :

P B (17]0)=22 (ﬁ]@), ot j={z,y}, (7.12)
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ce qui revient a une EDO d’ordre 4 en z.

Pour résoudre 'EDO d’ordre 4 (7.12), nous devons déterminer les racines du polynéme
caractéristique associé a cette équation. Le polyndme caractéristique associé a (7.12) est :

P(r) = aur* + asr® + aor® + ayr® + ag (7.13)

ou ,
Qy = 011033 - 0137

ag = 21 (C11C3 — C12Ch3)

g = w? (C1y + Cs3) — €2 (01109 + 2013093 — C%, — 2015C33)
ay = 2i€ [w? (C13 + Ca3) — €2 (C13C9 — C12053)],

ap = (w? — §C3) (w2 — §2Cx) — £'CY5.

Conjecture 7.1.5 Pour presque tout £, le polynome P(r) admet 4 racines complexes distinctes.

Preuve dans le cas orthotrope : Pour un milieu orthotrope, le polynéme P(r) se simplifie
grandement car les coefficients a3 et a;; deviennent nuls. Par conséquent, on doit alors résoudre :

P(r)y=0 < o' +agr®+ay=0.
Commencons par montrer la conjecture 7.1.5. En posant z = r2, cette équation devient :
sz + oz + ap = 0,

c’est a dire un polynéme de degré 2. Notons z; et 2z, ses deux racines données par :

_ d —ay —Vd
S b L e P TN oy oo (R T

200 20

Pour presque tout &, on peut affirmer que z; # z5. En effet, pour avoir une racine double le
déterminant d doit s’annuler, ce qui revient a :

(CYQ)Q — 4@40&0 =0

C’est une équation polynomiale en & (d’ordre 4), et par conséquent elle ne peut étre vérifiée
que pour au plus 4 valeurs de £. Ce premier point montre que pour presque tout &, le polyndéme
P(r) admet 4 racines distinctes données par +,/2z1 et +,/z3. |

Notons 71,79, 73 et r4 les 4 racines du polynéme P(r). Soulignons que ces racines dépendent
de &, mais pour alléger les notations, cette dépendance ne sera pas précisée. L’expression générale
des solutions de notre EDO d’ordre 4 (7.12) est alors :

(7]0 = 7}6”(9‘_“) + 7]267"2(’”_“) + 7]36’”3(“7_“) + 7;-"6”(””_“) pour j € {z,y}, (7.15)

ol 7,775,737, sont des coefficients complexes. Afin d’obtenir la solution du systeme d’EDOs
couplées (7.11), on injecte cette forme générale des solutions (7.15) dans le systeme (7.11). Ainsi,
il vient :

i (eri(@—a) —a —~IA (erile=a)) |

ri(z—a)
= e’ .
j€{0,1,2,3} ’Y:ZFQ (67‘]'(1'*(1)) ’Z‘:a j€{0717273} _V%A (erj(x_a)> |!L‘:a
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Ces équations doivent étre vérifiées pour tout z > a. Par conséquent, les coefficients 7 et %J/'
doivent vérifier :

F1( i (x— a)) lo—a g( ri(z—a ) loca [,Y%]

0
k A = Vje{0,1,2,3}. (7.16)
A(en9) pma Fo (e707Y) |ama | L7 [ ]

0

Par définition des racines 7;, nous savons que le systeme linéaire ci-dessus a un determinant nul,
ce qui est rassurant sinon tous nos coefficients v et 7, seraient nécessairement nuls.

Conjecture 7.1.6 Pour presque tout £, le terme A (e} |, # 0

Preuve dans le cas orthotrope : Dans le cas orthotrope, nous avons :
A (erj(zia)) ’x:a = Zf(Clg + 033)7']'

Sauf pour £ = 0, le terme ci-dessus est non nul si r; est non nul. Or, pour qu'une racine r; soit
nulle, il faut que le coefficient o de P(r) soit égal a 0, c’est a dire :

ap=0s (W= & Ch)(w! —ECn) =0

L’égalité est vraie si et seulement si w? = £2Cs3 ou w? = £2Cy, ce qui ne est impossible car
€ € R et nous avons Im(w?) = € > 0. Par ailleurs, soulignons que dans le cas non-dissipatif, la
conjecture reste vraie car 1’égalité ci-dessus ne peut étre vérifiée que pour au plus 4 valeurs de

3 ]

Remarque 7.1.7 Notons que pour les preuve des conjectures 7.1.5 et 7.1.6 dans le cas ortho-
trope sont également valables pour un milieu non dissipatif.

On peut ainsi déterminer pour chaque j une relation entre v7 et 'yg :

( rj (ac—a)) ’x:a

(Grﬂ z—a ) |:c=a

J J ﬁ y
V=1, ou t/ = i , Vjie{0,1,2,3}. (7.17)

Comme pour les racines r;, la dépendance en € des coefficients #/ n’est pas précisée afin d’alléger
les notations. Les solutions générales du systeéme (7.11) sont donc données par :

U? 1
= vx[ ] ry(a=a) (7.18)
Uz(/) je{0,1,2,3} t/

Elles s’expriment comme une combinaison linéaire de quatre solutions particulieres associées
aux termes €’7(*~%. Comme dans le cas acoustique (voir section 4.2.2), nous allons éliminer
deux de ces solutions particulieres a 'aide du comportement & I'infini de UP.

Conjecture 7.1.8 Parmi les 4 racines du polynéome (7.13), nous avons pour presque tout &
deux racines dont les parties réelles sont strictement positives, et deux racines dont les parties
réelles sont strictement négatives.
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Preuve dans le cas orthotrope : Nous avons vu dans la preuve de la conjecture 7.1.5 que
les 4 racines du polynéme P(r) sont données par +,/2; et +,/z5. Par conséquent, pour montrer
que 2 racines ont des parties réelles strictement positives, et 2 ont des parties réelles strictement
négatives, il nous faut montrer que y/z; et /2, ont des parties réelles non nulles. Ceci est vrai car
les parties imaginaires des racines z; et z3 ne peuvent pas étre non nulles. En effet, supposons
que Im(z;) = 0, il vient alors :

—Im(ay) + Im (\/g) =0 < Im <\/g> = €(Cy1 + Cs3).

On en déduit alors que Im(v/d) est indépendant de €, ce qui est faux (on peut le vérifier par le
calcul direct). Le méme raisonnement s’applique pour la racine zs. [ |

Supposons que r3 et r, correspondent aux racines dont les parties réelles sont strictement
positives. Les termes associés €”3(*~ et (=% sont donc exponentiellement croissants avec .
Or, on cherche une solution dans H'(Q2?) du probleme de demi-plan (7.23). Par conséquent,
nous avons nécessairement les coefficients 72 et 74 égaux a 0. On peut alors réécrire les équations
(7.18) sous la forme suivante :

g 1 1] [ent= 0 ][4 19
_ . 7.19
Uy tr 1o 0 el | | 47

Enfin, pour déterminer complétement la solution du probléme (7.23), il nous reste a utiliser la
condition (7.10) en z = a qui nous permettra de déterminer les coefficients v} et 2.

Lemme 7.1.9 Grace a la dissipation, nous avons t; # to pour presque tout &.

Preuve : On montre facilement cette propriété grace a la dissipation. En effet, supposons qu’il
existe un intervalle [a,b] dans lequel t; = to = ¢ pour tout £ € [a,b]. On va construire une
solution non nulle du probléeme homogene (7.23) pour la donnée ¥ = 0.

Posons 72 = —~! et 74} est choisi arbitrairement non nul pour ¢ € [a,b] et nul en dehors.
La fonction (7.19) est alors donnée par :

Ua(:) ert (x—a) __ erg(x—a)
=%
t

UZ? (67"1 (z—a) __ erz(:vfa))

et elle vérifie U%(a, ) = (7?9 (a,-) = 0. En appliquant la transformée de Fourier inverse, il vient
Ua,-) = [0 0] sur 2. On obtient donc une solution non nulle du probléme homogene (7.23).
Or, ce probléme étant bien posé, nous avons une contradiction car la seule solution est U = 0. W

Remarque 7.1.10 Dans le cas orthotrope, on montrera dans la suite d’une autre maniéere ce
résultat. L’intérét de 'autre approche est qu’elle n’exploite pas la dissipation.

Grace a ce lemme, nous pouvons déterminer pour presque tout & de maniere unique les coeffi-
cients 72 en fonction de la donnée en x = a :

1 1 7; \ifx 7; 1 ta, —1 \ifx
= =R p— =
tota] 2] |9, vl o bohl-n 1]y,

(SN
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En utilisant le résultat ci-dessus et en appliquant la transformée de Fourier inverse a (7.19),
nous obtenons la représentation analytique de la solution dans le demi-plan Q0 :

o~ ity 1 1] [enla 0 ty —1]| ¥, (7.20)
d. 7.20
V2 tQ - tl) t1 1o 0 er2(z—a) -t 1

Y

=

7.1.3 Remarques sur le cas sans dissipation

Comme abordé dans la section 4.4.2, le cas non dissipatif pose certaines difficultés supplé-
mentaires. Nous allons voir ici les difficultés spécifiques au cas de I’élasticité. Le probleme qui
nous intéresse est le suivant :

Trouver u € (HL_(€2))? sortante telle que

divo(u) + w?u = f dans Q, (7.21)
ou)-v=20 sur  00.

La encore, il est nécessaire de définir la notion de solution sortante. Dans le cas d’un milieu
isotrope, il est possible d’obtenir I’équivalent de la condition de Sommerfeld (4.39) a l'aide de
la décomposition d’Helmholtz, voir [48]. En revanche, il n’existe pas d’équivalent dans le cas
anisotrope.

Notre reformulation multi-domaines, en la supposant bien posée, serait une maniere simple de
définir la notion de solution sortante quel que soit I’anisotropie. En effet, nous verrons qu’on
sait facilement caractériser une solution sortante dans un demi-plan £22. Avec notre formulation
multi-domaines, on impose a u d’étre sortante uniquement dans 4 demi-plans.

Le "tri" des ondes planes

La résolution analytique dans les demi-plans pour un milieu non-dissipatif nécessite quelques
adaptations que nous allons détailler. Comme précédemment, la description est faite unique-
ment dans Q2. Jusque P'obtention de la forme générale (7.18) des solutions des deux EDOs
couplées (7.11), tout est similaire. La différence réside dans le "tri" des racines /. En appliquant
la transformée de Fourier inverse a (7.18), il vient :

o L2 5

= Tz rj(z—a) i€y

= Z — | |e"” e"Yd¢. (7.22)
[U@? 0 ez VT [

Notre solution s’exprime donc comme la somme (intégrale en ¢) d’ondes planes [1 ¢;]te™ (@) +iy,
Dans un milieu non-dissipatif, certaines ondes planes sont propagatives, c’est a dire que le terme
r; associé est imaginaire pur (ce qui contre-dit notre conjecture 7.1.8 valable uniquement dans
le cas dissipatif). L’onde associée ne décroit alors pas avec x. Par conséquent, le "tri" entre les
4 ondes [1 t;]t e"1@~9+i et plus délicat et doit se faire en utilisant le caractére sortant de la
solution dans le demi-plan ©° (ou le principe d’absorption limite). On distingue deux situations :
— si Re(r;) # 0 : dans ce cas, on dira que Uonde plane [1 ¢;]'e™(@~9+%Y est évanescente.
Son "sens de propagation” est alors donné par sa direction de décroissance.
— si Re(r;) = 0 : dans ce cas, on dira que l'onde plane [1 t;]’e ri(@=a)+i€y est propagative.
Pour connaitre son sens de propagation, on doit étudier le signe du vecteur d’énergie
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voIr ans la direction e, = , qui est donnée par :
ir [81]) d la di i 1 0]t i d ¢

(o (| ene-orie) o | L omeara) .
tj tj

Si le signe de I'expression ci-dessus est positif, alors 'onde plane est dite progressive et

son sens de propagation est celui des x croissants. Inversement, si le signe est négatif,

I'onde plane est dite rétrograde et son sens de propagation est celui des x décroissants.
Avec cette caractérisation du sens de propagation des ondes planes, on définit une solution sor-
tante dans ©° comme une solution qui se décompose uniquement sur les ondes planes sortantes.

Conjecture 7.1.11 Pour presque tout &, nous avons parmi les 4 ondes planes [1 tj]terj(x_“)”gy
deux qui se déplacent vers la gauche, et deux vers la droite.

A T’aide de cette conjecture, nous pouvons "éliminer" deux ondes planes dans la décomposition
(7.22), et retrouver la forme (7.19) de la solution du systeme d’EDO couplées (7.11).

La condition sur le bord du demi-plan

Afin de terminer la résolution dans le demi-plan, il reste & utiliser la donnée sur le bord ¥?
pour déterminer les coefficients v} et 72 dans la formule (7.19). Etant donnée la trace ¥ sur

0 on peut déterminer de maniere unique ces coefficients si le lemme 7.1.9 est toujours vrai,

c’est a dire si t; # to.
Conjecture 7.1.12 Pour presque tout &, nous avons ty # to.

Preuve de la conjecture 7.1.12 dans le cas orthotrope : Nous allons montrer ce résultat
par I’absurde. Suppons t; = t5. Nous avons alors par définition de ¢; et t5 (voir formule (7.17)) :

011(7"1)2 + (w2 - 03352) _ 011(7‘2)2 + (UJ2 - 03352)
i£(Cha + Cs3)r i(Ca + Caz)ra 7

< [011(7‘1)2 + (w2 - 03352)] T = [6'11(7“2)2 =+ (W2 - 03352)] 1,

1 =t

& [ = O8%) = Curira| (11 — 1) = 0.

Notons que les preuves des conjectures 7.1.6 et 7.1.5 données précédemment dans le cas ortho-
trope restent vraies pour un milieu non-dissipatif (voir remarque 7.1.7). Ainsi, on est assuré que
les racines r; et ro sont non nulles et différentes pour presque tout £. On en déduit donc :

w? — Cs3?
Cll

rire =

D’autre part, nous savons d’apres (7.16) que ¢; peut également étre défini par :

B _A\ (erj(a:—a)) ’x*

ﬁQ (erj(x—a)) |ac=a

; pour je {1,2}.

Soulignons que nécessairement F, (67"7' (x’a)) |z=a # 0. En effet, par définition des racines r; nous
avons

1/_7\11 (er‘j(a}—a)) ‘x:aﬁQ (erj(x—a)) |:L‘:a _ 12[2 (eTj(:L‘—a)) ’x:a =0 vj c {17 2}
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Comme A (e”j(l’_“)) | 2= est non nul, on en déduit ﬁl (erj(x_a)) lo—a # 0 et ﬁg (e’”j(x_a)) lz=a # 0.

En utilisant t; = t5 et ’expression de ]32 dans le cas orthotrope, il vient :
Cs3

w? — Cpé?

Avec les deux expressions du produit r179, nous déduisons I’égalité suivante :

(w2 - 02252)(002 - 03352) = Cs3C11,

qui ne peut étre vraie que pour au plus 4 valeurs de &, d’ou le résultat. |

rro =

Il est important de souligner que selon la donnée imposée sur 220, il n’est pas toujours possible
de déterminer de manicre unique les coefficients 7! et 72. Autrement dit, le probléme dans le
demi-plan peut étre mal posé. Par exemple, considérons comme donnée la contrainte normale
o (U% e, sur X2, On peut montrer (voir [81]) que le probléme homogene :

Trouver U° € (H}

loc

divo(U%) + w?U% =0 dans 9, (7.23)

(Q29))* sortante telle que

o (U%e, =0 sur X0

admet des solutions non nulles pour certaines fréquences w qui sont décroissantes dans la direc-
tion des x > 0. Ces solutions correspondent a des ondes de surface appelées ondes de Rayleigh.

7.2 Tests de validation qualitative

Dans cette section, nous allons présenter différents tests numériques pour valider qualitati-
vement notre méthode. Pour ces tests, nous utiliserons les quatre matériaux définis ci-dessous :

Iso (isotrope) : Ci1 =20 Cyp =20 (O35 =2
012 =16 013 =0 023 = 0.

Ortho; (orthotrope) : | Cjp =20 Co =20 Cs3 =2
012 = 3.8 013 =0 023 =0

(7.24)
Orthos (orthotrope) : | Cyp =4 Cop =20 (g3 =2

012 =175 013 =0 023 =0

Ani (anisotrope) : Ci1 =6 Cy =21 (Cs3 = 30.
012 = 8 013 = 2 023 = 10

Les trois premiers matériaux correspondent a des choix utilisés dans 'article [12]. Le dernier
matériau a été choisi arbitrairement. Par ailleurs, les résultats présentées sont obtenus dans
le cas sans dissipation et la fréquence est notée simplement w € R*. La discrétisation de
la formulation multi-domaine (7.6) n’est pas détaillée car on procede comme décrit dans la
section 4.3.2 du chapitre 4. Rappelons simplement qu’il est nécessaire de faire 3 approximations
spécifiques a notre approche :
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— tronquer a une distance T les droites 7,

— tronquer a T I'intervalle d’intégration en & des intégrales définissant les opérateurs Dgil
et A/,

— et enfin utiliser une formule de quadrature pour évaluer numériquement ces intégrales.

7.2.1 Les diagrammes de lenteur

Afin de comprendre un peu mieux les résultats numériques que nous allons présenter dans la
suite, il est utile de donner quelques informations sur les diagrammes de lenteur (ou courbe de
lenteur) caractérisant un matériau élastique (pour une description plus complete, voir [12, 81]).
Les diagrammes de lenteur sont définis a ’aide des solutions de I’équation homogene (en régime
temporel) :

*U
P dive(U) =0 dans R? (7.25)
de la forme :
U(l’ﬂf) _ x ei(Vt—(k:,;a:-&-k:yy))’ (726)
Uy
on k = (ky, ky) est un vecteur réel de norme || k ||= 1, et V est un réel positif indiquant la

vitesse de phase. Les composantes U7 et Uy sont des constantes complexes. Les solutions de
la forme (7.26) sont appelées ondes planes, et nous verrons ensuite le lien avec notre définition
donnée section 7.1.3. En injectant expression (7.26) dans (7.25), on est amené & résoudre le
probléeme aux valeurs propres suivant :

U u? ~
I —V? =0, ou Iy= Cijklkjkk Vi, l e {1,2}’ (7-27)
Uy Uy

ot V2 joue le role de valeur propre. On rappelle que les CN’ijkl sont les coefficients matériaux (voir
section 3.1.1). Cette équation est appelée équation de Christoffel et T' le tenseur de Christoffel.
Par des propriétés de symétrie des C;;x;, on montre que I' est symétrique. Ainsi, pour (presque)

toute direction k = (ki,k2), on peut démontrer que ce probléme aux valeurs propres admet
deux solutions réelles. De plus, I' étant symétrique, les vecteurs propres associés a deux valeurs
propres distinctes sont orthogonaux entre eux.

Remarque 7.2.1 Dans le cas isotrope, le vecteur propre U° = (U?, U;’) peut étre :

— soit aligné avec la direction k, on parle alors d’onde P. Ce sont les ondes de compression.

— soit orthogonale da k, on parle alors d’ondes S. Ce sont les ondes de cisaillement.
Les ondes P ont une plus grande longueur d’onde et se déplacent plus vite que les ondes S.

Pour un matériau antsotrope, les vecteurs propres me sont plus parfaitement alignés ou
—
orthogonauz a k. On parle alors d’'onde quasi-P et quasi-S, ou ['onde quasi-P est associée
—

au vecteur propre le "plus aligné” avec la direction k. De manicre générale, les ondes quasi-P
ont une longueur d’onde plus grande que les ondes quasi-S.

Grace aux ondes planes, on définit la courbe de lenteur C; d'un matériau ainsi :

ki k - >
C = {(Vl’ VQ) Vk telque || k||=1 et V? soit valeur propre de (7.27)}.
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FIGURE 7.2 — Diagrammes de lenteur pour les différents matériaux.

Pour les différents matériaux (7.24), nous avons représenté sur la Figure 7.2 les diagrammes
de lenteur associés.

Dans chaque direction &, on indique sur C; I'inverse de la vitesse de phase, ce qui correspond
a la "lenteur" de l'onde plane. Cette courbe C; permet de déterminer plusieurs choses. Tout
d’abord, a l'aide des vecteurs tangents a la courbe, on peut obtenir les vitesses de groupe
associées aux ondes planes (voir [12]). La vitesse de groupe indique la direction de propagation
de I'énergie d’une onde plane. Cela permet notamment de prédire la localisation d’une onde
émise par une source ponctuelle.

De plus, grace aux courbes de lenteur, on détermine facilement si dans un milieu donné,

il existe des ondes inverses. Une onde plane dans la direction k& = (kq, ko) est dite inverse si
sa vitesse de groupe V9 = (V¥ V') vérifie :

Vf’l‘{/l<0 ou Vf%<0.

Cette condition est représentée géométriquement sur la Figure 7.3.

Dans la section précédente, nous avons appelé ondes planes les fonctions paramétrées par £
: 1 )
ul = t e Y W5 e {0,1,2,3) (7.28)
J

ot pour chaque { € R, 7; est racine du polynéme (7.13) et ¢; est défini par (7.17). Nous savons
par construction des uf que

diva(ug) + wng =0 dans RZ
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(1N

FICURE 7.3 — Représentation des vecteurs VP = (& %2) (vitesse de phase) et V9 (vitesse de

groupe) pour les matériaux Iso et Orthos. En rouge, nous avons représenté les vitesses de
groupe de 2 ondes inverses.

1 i 7. 2 1 T i
dive e NINY | = w—z e‘ﬁjz_ﬁgy,
t; N2 ¢,

ce qui est exactement I’équation (7.27) en prenant les parametres suivant :

w 1{71 —Im(T])/N Ug 1 R B 5 5
i L[ T o e e

J

On en déduit alors :

pour tout j € {0,1,2,3} et tout £ € R tel que Re(r;) = 0.

Remarque 7.2.2 Réciproquement, avec la définition (7.26) des ondes planes, on retrouve les
fonctions (7.28) en fixant le paramétre ki (équivalent de &) et la valeur propre V' (équivalent de
w), et en cherchant ko (équivalent de r;) solution de (7.27).

Ainsi, le calcul des racines r; nous permet de donner une définition équivalente du diagramme
de lenteur :

C = U {(‘hnm,f) VEeR tel que Re(rj)z()}.

Remarque 7.2.3 Dans le cas d’un milieu dissipatif, la courbe C; est réduite da l’ensemble vide
car toutes les racines r; ont une partie réelle non nulle. Dans un tel milieu, il n’existe pas
d’ondes planes propagatives.

7.2.2 Interprétation des résultats

Maintenant que nous avons décrit comment obtenir les courbes de lenteur et leur utilité,
nous allons présenter les premiers résultats numériques obtenus avec notre méthode. La section
précédente nous permettra de mieux les comprendre, en particulier pour les milieux anisotropes
pour lesquels les résultats sont trés complexes. Le probleme modeéle que nous considérons est le
rayonnement d’une source f dans I'espace complet R? (i.e. sans obstacle) :

Trouver u € (HL_(€))? sortante telle que

7.30
| divo(u) + w?u = f dans Q=R (7:30)
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A Taide de notre formulation multi-domaines, nous avons résolu le probleme (7.30) pour dif-
férents milieux. Dans les résultats qui vont suivre, nous avons fixé la fréquence w = 20. Nous
avons commencé avec le matériau Iso. Dans ce cas, on peut choisir f pour générer une solution
u s’exprimant uniquement comme
— la superposition d’ondes planes P en prenant f a rotationnel nul,
— ou la superposition d’ondes planes S en prenant f a divergence nulle.
Cela correspond a un découplage entre les ondes P et S possible dans un milieu isotrope
parfaitement homogene (voir [81]). Nous avons représenté sur la Figure 7.4 :
— les parties réelles des composantes u, et u, du champ de déplacement, et le module
lu| = v/Re(us)? + Re(uy)? du champ de déplacement pour une source f générant une
onde P,
— et la méme chose pour une source f générant une onde S.
Notons que nous représentons également la solution reconstruite dans les demi-plans Q7.

Re(uy)
Io

I -0,0004
-0,0005

7=\
0,001
e [
N=Z
.0,002' -0,002I

FIGURE 7.4 — Matériau Iso : Partie réelle de u, (a gauche), de u, (au centre) et module |u]
pour une onde P (en haut) et une onde S (en bas). Les droites 37 sont représentées en blanc.

Re(uy)

[u

0.,0005, 0,0008
' 0,0004 I
.. -

0,0002
I 0,0004
I 0,0002
0

0,0005;
l 0,0004

0,0002

-0,0004

I 0
-0,0002

-0,0005

0,002I

0,001

Sur ce premier résultat, nous observons plusieurs choses. Comme évoqué dans la remarque
7.2.1, 'onde P est polarisée dans la direction de propagation. Par exemple, dans la direction
e; = (1,0), on observe que la composante Re(u,) = 0 (idem pour la partie imaginaire non
représentée ici). Pour 'onde S, c’est 'inverse, elle est polarisée dans la direction orthogonale
au déplacement. Dans la direction e, = (0, 1), c’est la composante u, qui est nulle. Par ailleurs,
on note que les composantes u, et u, vérifient des propriétés de symétrie.

De plus, on retrouve également que 'onde P a une plus grande longueur d’onde que 'onde S.
Enfin, on observe sur les modules |u| que les ondes sont radiales ce qui est caractéristique d’un
milieu isotrope.

Nous avons effectué les mémes simulations dans le cas du matériau Ortho; et nous avons
présenté les résultats sur la Figure 7.5. Ici, les 2 types d’ondes quasi-P et quasi-S ne peuvent plus
étre découplées. Néanmoins, on suppose qu’en choisissant f a rotationnel nul, 'onde générée
s’exprime "essentiellement’ comme une superposition d’ondes planes quasi-P (de méme avec f
a divergence nulle et les ondes planes quasi-S).
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Comme pour le cas isotrope, on observe sur ces résultats que l'onde quasi-P a une lon-
gueur d’onde plus grande que 'onde quasi-S. De plus, on retrouve les polarisations des ondes :
par exemple la composante u, pour l'onde quasi-P est nulle dans la direction e, = (0,1).
Enfin, dans un milieu orthotrope, on retrouve également des propriétés de symétrie entre les
composantes u, et u,.

Re(uy

[u|

.-. Oyoml
0,0004 000075

... -
h .-. N
0

.-. Oyoozal

.-. ODUDSI
0,0004

) ... 0
.-. h
-0,0008

0,001 0,002
Q-S 0
0,001
-0.002 0

FIGURE 7.5 — Matériau Orthoy : Partie réelle de u, (& gauche), de u, (au centre) et module |ul|
pour une onde quasi-P (en haut) et une onde quasi-S (en bas). Les droites 3? sont représentées
en blanc.

A Taide des diagrammes de lenteur, nous allons essayer de comprendre la localisation de
I'énergie des solutions, c’est a dire les zones ou |u| est grand (zone en rouge). D’une part,
nous savons que la solution u du probleme (7.30) peut s’écrire comme la somme (infinie)
d’ondes planes (comme nous I’avons fait dans les demi-plans) car le domaine est parfaitement
homogene. D’autre part, nous avons vu que les diagrammes de lenteur nous permettent de
connaitre pour chaque onde plane la direction V¢ de propagation de ’énergie. Par conséquent,

u sera 'concentrée" dans les directions d regroupant 'le plus" d’ondes planes dont les vitesses
—

de groupe V9 sont colinéaires (ou presque) a d.

1
-

FIGURE 7.6 — Matériau Ortho; : Directions de propagation de I’énergie pour les ondes quasi-P
(& droite) et les ondes quasi-S (& gauche).
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Typiquement, pour Ortho;, nous avons représenté sur la Figure 7.6 les zones des surfaces
de lenteur regroupant les ondes planes quasi-P et quasi-S dont les vitesses de groupe V¢ sont

presque alignées a une direction d représentée par la fleche bleue. Ces fleches indiquent les
directions "majoritaires" de propagation de I’énergie. En somme, 1’énergie de u se propage dans
les directions normales aux zones "plates" de la courbe de lenteur.

Connaissant les directions de propagation de 1’énergie, nous pouvons mieux appréhender
les résultats de la Figure 7.5. Pour l'onde quasi-P, |u| est concentrée dans les directions e,,
—eg, €y et —e, correspondant aux directions "principales' de propagation de I'énergie. Pour
I'onde quasi-S, on observe une concentration locale de ’énergie (en rouge) dans les directions
(approximativement) +(1,1) et +(1,—1). Cette concentration locale correspond a la zone
d’intersection des directions "principales' de propagation de I’énergie pour les ondes planes
quasi-S.

=

@
—~

£
<

ul

0,00017,
I ! 000016
4e-5
0,00012
| D ... I B
I -de-5 I 4e-5
o

0,00024,
' 0,0002

0,0001

7.5e-05

-7.5e-05

.- O'OOOSI
- 0,0002
0
0,001 0,0001
I -0,0002 I
-0,00024 0

FIGURE 7.7 — Matériau Ani : Partie réelle de u, (& gauche), de u, (au centre) et module |u]
pour une onde P (en haut) et une onde S (en bas). Les droites 37 sont représentées en blanc.

Le dernier cas que nous avons testé est le milieu Ani. Nous avons essayé de comprendre les
résultats de la Figure 7.7 a I'aide du diagramme de lenteur, comme nous venons de le faire pour
le matériau Ortho;. Tout d’abord, nous pouvons constater que ’anisotropie rend les résultats
tres complexes. Rappelons que dans cette situation les ondes quasi-P et quasi-S ne sont pas
découplées ce qui complexifie davantage les résultats. De plus, on observe que les composantes
u, et u, n’ont plus de propriétés de symétrie comme précédemment.

En utilisant le diagramme de lenteur, nous avons essayé de comprendre (autant que possible)
ces résultats. Sur la Figure 7.8, nous avons représenté les directions principales de propagation
de 'énergie pour les ondes quasi-P et quasi-S. On retrouve ainsi que pour I'onde quasi-P (sur la
Figure 7.7), le module |u| est grand dans les directions de propagation de 1’énergie. Pour I'onde
quasi-S, c’est moins évident. Néanmoins, on retrouve une concentration locale de 1’énergie a
I'intersection des directions principales de propagation de 1’énergie.
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hiad
2N

FIGURE 7.8 — Matériau Ani : Directions de propagation de ’énergie pour les ondes quasi-P (a
droite) et les ondes quasi-S (& gauche).

7.2.3 Comparaison avec d’autres méthodes numériques

Pour terminer cette section, nous allons valider (toujours qualitativement) notre méthode

en comparant nos résultats avec ceux obtenus par 2 autres méthodes :
— les couches PML,
— et les couches visco-élastiques.

Nous avons déja présenté et utilisé ces méthodes précédemment dans la section 3.6.3. Rappelons
simplement que la technique des PML conduit a un résultat faux en présence d’ondes inverses
[12]. Grace aux diagrammes de lenteurs (voir Figure 7.2), nous savons que la technique des
PML donnera donc un résultat faux si on 'utilise pour les matériaux Ortho, et Ani.
Le probleme modele que nous cherchons a résoudre est le suivant :
Trouver u € (HL_(€))? sortante telle que
divo(u) + w?u = f dans (7.31)
o(u)-v=0 sur 00,

ou O est I'ensemble de deux obstacles : un carré et un triangle comme présenté sur la Figure
7.9. La source f est choisi centrée est a divergence nulle pour générer une onde quasi-S.

FIGURE 7.9 — Géométrie des défauts et position de la source pour le probléme (7.31).

Sur la Figure 7.10, nous avons représenté le module |u| de la solution du probleme (7.31)
dans €2, obtenue a l'aide des trois méthodes : les PML, notre méthode et les couches visco-
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élastiques. Pour la technique des couches visco-élastiques, notons qu’il a été nécessaire d’utiliser

0,001

0,00075

0,0005
0,00025
0

0,00056

Iso

0,0004

Ortho,

0,0002

0,0013,
0,0012

- 0,0008

Ortho,

0,0004

0. ,OOOABI
0,0004

~ 0,0003
Ani

0.0002

0.0001

o
]

FIGURE 7.10 — Comparaison des trois méthodes : PML (a gauche), notre approche (au centre)
et les couches visco-élastiques (a droite) pour différents matériaux.

des couches treés grandes, et par conséquent, pour limiter le temps de calcul, la discrétisation
est moins précise. Néanmoins, on observe sur la Figure ci-dessus que cette méthode donne des
résultats tres similaires (qualitativement) a notre approche pour tous les milieux.

De plus, pour les matériaux Iso et Ortho;, on observe que l'utilisation des PML donne
des résultats concordants avec ceux des autres méthodes. On valide ainsi notre approche. Enfin,
une derniere remarque concerne 1'utilisation des PML pour les milieux Orthos et Ani. Comme
nous l'avons précisé précédemment, il existe dans ces milieux des ondes inverses et cela conduit
a des résultats faux, comme on peut 'observer.

Une étude quantitative de l'erreur commise en utilisant notre approche aurait été intéres-
sante, mais n’a pas pu étre faite faute de temps. Notons par ailleurs qu’il n’est pas évident
d’obtenir une solution analytique pour un milieu élastique. Dans un matériau isotrope sans
défaut, c’est possible en utilisant la décomposition de Helmholtz et les fonctions de Bessel (voir
45)).
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7.3 Approche itérative de résolution

7.3.1 Introduction

Au chapitre 6, nous avons décrit plusieurs extensions possibles de la formulation multi-
domaines que nous avons développée au chapitre 4. Une premiere idée consistait a introduire un
recouvrement entre le domaine borné et les demi-plans. Une seconde idée était de considérer une
autre structuration des demi-plans, ce qui permet notamment de réduire le nombre d’inconnues
dans la formulation multi-domaines. Bien évidemment, ces deux extensions sont applicables
pour le cas élastique.

De plus, comme nous l'avons présenté dans la section 6.1.3 du chapitre 6, on peut égale-
ment utiliser une méthode itérative pour résoudre le probleme de diffraction reformulé a l'aide
de notre formulation multi-domaines. Ce point devient d’ailleurs rapidement nécessaire car les
équations intégrales portant sur des inconnues vectorielles ®7 créent d’importants blocs denses
dans la matrice issue de la discrétisation qui pénalisent tres fortement les méthodes directes.

Une version itérative simple de notre formulation multi-domaines (7.6) qui permet de pa-
lier cette difficulté est 'algorithme suivant :

Trouver uf, € (HY(Q,))? et @{n) e (H'(29))? tels que

divo(ul,) +w?uf,) = f dans Qs
o(uf,) v =0 sur 20,

X : 7.32
o(u‘(ln)) V= A“I%nfl) sur ¥ Vje{0,1,2,3}, ( )
(1)%") - u((lnfl) sur Zga v.] € {07 17 27 3}7
(5 = Dfa®, ) sur Wi A Q) Vje Z/4Z,

ou u(,, et @{n) représentent I'approximation de la solution a ’étape (n) de l'algorithme. Ce
processus itératif présente 'avantage d’éviter 'inversion d’une matrice partiellement dense car
les termes liés aux équations intégrales sont ainsi au second membre.

Cependant, comme nous l'avons déja expliqué, ce type d’algorithme ne converge pas dans
le cas général. L'idée est alors de s’en servir comme préconditionneur pour GMRES (voir sec-
tion 1.3.4 du premier chapitre). On garantit ainsi la convergence tout en conservant l’avantage
"calculatoire" de la méthode.

De plus, il est également possible de tirer parti pour une résolution itérative des formulations
"avec recouvrement" entre le domaine borné et les demi-plans. Ainsi, nous avons pu tester trois
formulations multi-domaines : "sans recouvrement' (voir (7.6)), et les deux formulations "avec
recouvrement' introduites au chapitre 6, voir section 6.1.

Remarque 7.3.1 Une extension intéressante du point de vue numérique, mais que nous n’avons
pas encore pu mettre en ceuvre, serait de considérer une formulation multi-domaines "avec recou-
vrement" et uniquement 4 sous-domaines : 3 demi-plans et un domaine borné. On aurait alors
moins d’inconnues (donc la résolution serait moins cotteuse), et on profiterait du recouvrement
pour une résolution itérative.



7.3. Approche itérative de résolution 213

7.3.2 Résultats numériques

Dans cette derniere section, nous avons testé la résolution itérative avec GMRES précon-
ditionné par l'algorithme (7.32) pour les trois formulations ("sans recouvrement', et les deux
"avec recouvrement'). Dans le tableau ci-dessous, nous avons indiqué le nombre d’itérations
nécessaires & GMRES pour atteindre une erreur sur le résidu inférieure & 1071, Nous avons
considéré différentes fréquences et différentes tailles de recouvrement [ entre le domaine borné
et les demi-plans.

=0 [=0.1 [ =02 [=0.5
w =10+ 0.5¢ 37 ité. || 27 ité. | 25 ité. || 24 ité. | 20 ité. || 22 ité. | 18 ité.
w =15 42 ité. || 29 ité. | 27 ité. || 26 ité. | 22 ité. || 25 ité. | 21 ité.
w=204+1 38 ité. || 24 ité. | 21 ité. || 22 ité. | 19 ité. || 19 ité. | 15 ité.
w =20 44 ité. || 28 ité. | 25 ité. || 26 ité. | 22 ité. || 24 ité. | 23 ité.
w = 50 45 ité. || 27 ité. | 26 ité. || 26 ité. | 26 ité. || 26 ité. | 29 ité.

Dans les cas avec recouvrement [ > 0, on a inscrit dans les colonnes dédoublées :
— a gauche le nombre d’itérations en utilisant la formulation multi-domaines inspirée de la
formulation (6.8) en acoustique,
— et a droite le nombre d’itérations en utilisant la troisieme formulation inspirée de la
formulation (6.10) en acoustique.

Ces résultats numériques ont été obtenus en considérant le matériau Iso (voir définition 7.24)
et dans la configuration géométrie représenté Figure 7.9.

Dans le tableau ci-dessus, on observe plusieurs choses similaires a ce que nous avons vu dans
la section 6.1.3 pour le cas acoustique. Tout d’abord, I’ajout du recouvrement (méme petit)
permet de réduire le nombre d’itérations nécessaires & GMRES pour atteindre la convergence.
Ce résultat est d’autant plus marqué dans le cas d’un milieu dissipatif. En effet, comme nous
I’avons vu dans 'analyse théorique section 6.2, les opérateurs intégraux assurant la compatibilité
deviennent compacts et méme contractants pour une dissipation e grande pour la troisieéme
formulation. Enfin, on remarque que le nombre d’itérations varie peu par rapport a la fréquence,
ce qui est la encore une curiosité.






CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans cette these, nous nous sommes intéressés au développement de méthodes numériques
pour résoudre des problemes de diffraction dans deux configurations : le guide d’ondes infini
unidirectionnel (dans la premiere partie), et le milieu bidimensionnel infini dans les deux di-
rections (dans la deuxieéme partie). L’objectif était de proposer des méthodes applicables a des
milieux anisotropes arbitraires, et performantes pour la résolution numérique. Dans chacun des
cas, nous avons essayé de répondre a ces attentes en proposant de nouvelles formulations des
problémes, basées sur les approches de type décomposition de domaine. Nous avons pu tester
numériquement ces méthodes, et également mener une analyse théorique de ces dernieres dans
le cas dissipatif. Dans la continuité directe de ces travaux, il vient plusieurs questions.

Le guide unidirectionnel :

Dans la premiere partie, I’étude théorique que nous avons mené dans le cas scalaire est
a priori complete. Néanmoins, une extension de ces travaux serait de s’intéresser a d’autres
choix de conditions de transmission entre les sous-domaines. Plus précisément, comme nous
I’avons mentionné dans le chapitre 2, une piste intéressante serait de considérer des conditions
optimisées (voir [42, 41, 49]) sur les frontieres du sous-domaine borné. Rappelons que pour les
frontieres des demi-guides, le choix des conditions de transmission est imposée par la nécessité
de pouvoir résoudre via les décompositions modales, et donc il semble plus difficile de pouvoir
les changer. Par ailleurs, une étude numérique plus approfondie, en particulier pour des confi-
gurations 3D serait intéressante et est en cours.

Dans le chapitre 3, nous avons étendu les résultats des chapitres 1 et 2 au cas des guides
élastiques. Nous avons vu que I’étude des modes dans ce cas souleve de nombreuses questions
théoriques. Afin de pouvoir mener une analyse théorique précise de nos méthodes en élasticité,
il serait important de clarifier ces questions. Typiquement, il serait utile de connaitre le com-
portement des modes évanescents dans la section transverse d’un guide anisotrope. Nous avons
vu en effet que ces derniers déterminent la convergence des séries modales qu’on utilise pour
construire les conditions transparentes. Dans le cas acoustique (chapitre 2), nous avons vu que
les modes évanescents peuvent étre exponentiellement croissants dans la section du guide, ce
qui a une répercussion sur les méthodes numériques. Pour cette raison, on peut se demander
s’il serait intéressant d’utiliser des frontieres obliques (ou déformées) dans des cas élastiques
anisotropes, et si oui, quelle serait la forme optimale de ces frontieres.

Diffraction dans un milieu 2D :

La deuxiéme partie de la these conduit a davantage de questions, a la fois théorique et
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numérique. Commencons avec les points théoriques. Dans le chapitre 4, nous avons proposé
une premiere formulation multi-domaines du probléeme de diffraction. Nous avons présenté
la difficulté que nous rencontrons pour exprimer les raccords en dérivée normale entre les
représentations dans les demi-plans et la solution dans la zone bornée. Rappelons néanmoins
que numériquement tout fonctionne bien. Une question est donc de savoir si on peut obtenir
une formulation multi-domaines sans recouvrement entre la zone bornée et les demi-plans sur
laquelle on peut faire une analyse théorique et numérique.

Dans le chapitre 6, nous avons introduit deux nouvelles formulations "avec recouvrement'
entre la zone bornée et les demi-plans. L'un des avantages de ces nouvelles formulations est
qu’elles nous ont permis de montrer le caractére Fredholm des probléemes reformulés (dans le
cas avec dissipation). Une question est néanmoins restée ouverte pour la derniére formulation :
existe t’-il des fréquences complexes pour lesquelles cette troisieme formulation serait mal posé ?

Nous avons testé numériquement ces différentes formulations, dans les cas avec et sans
dissipation. Nous avons observé que, dans les deux cas, la méthode donne de bons résultats.
Néanmoins, pour le cas sans dissipation, nous n’avons pas de résultats théoriques. Il serait
intéressant de réussir & montrer des propriétés théoriques (notamment 1'unicité de la solution)
pour un milieu non-dissipatif. En particulier, cela permettrait de donner une caractérisation
simple d’une solution sortante dans un milieu élastique en imposant que la solution soit sor-
tante dans quatre directions (ou trois directions comme nous ’avons expliqué dans le chapitre 6).

D’un point de vue numérique, nous avons vu que nos formulations multi-domaines néces-
sitent la discrétisation de 5 inconnues (ou 4 en utilisant seulement 3 demi-plans), et les équations
intégrales assurant la compatibilité des représentations créent des blocs denses dans la matrice
issue de la discrétisation. Afin d’éviter une inversion directe (tres vite trop cotiteuse), nous avons
proposé une résolution itérative via GMRES. Une amélioration possible de la méthode serait
de chercher a optimiser le produit matrice-vecteur intervenant dans la méthode, en suivant par
exemple des idées similaires aux H-matrices.

Ap+ poow?p =0

ya

Ap + pgw?p =0

Ap + poow?p =0

FIGURE 7.11 — Schéma de la jonction entre deux guides ouverts.

La deuxieme partie de la these ouvre également d’autres perspectives. Par exemple, on
pourrait s’intéresser a 'remplacer' la transformée de Fourier par d’autres transformations. Ty-
piquement, dans le cas d’'un milieu périodique, on peut exprimer la solution dans un demi-plan
via la transformée de Floquet (voir les travaux de S. Fliss [39, 40]). Une question restée ouverte
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est I’étude des propriétés des équations intégrales assurant la compatibilité des représentations
dans les demi-plans. On peut se demander s’il est possible d’adapter les travaux du chapitre 5
a ce cas. Une autre situation tres intéressante a étudier est la jonction de guides ouverts (voir
Figure 7.11). Dans les travaux de B. Goursaud et al. [19], il est montré qu'on peut exprimer
la solution dans un demi-plan via une transformée de Fourier généralisée (sur le dessin, on a
représenté en ligne pointillée les bords des demi-plans). La méthode que nous avons proposé
permettrait donc a priori de traiter ce type de probléme.

De plus, avec ce que nous avons vu dans le chapitre 6 (choisir la structuration des demi-
plans), il semble qu’il serait également possible d’étudier la situation de jonction de guides
ouverts "obliques" (voir Figure 7.12) dans le cas ou les guides forment des angles entre eux
supérieurs a 7/2 (sinon les demi-plans intersectent deux guides et on ne sait alors plus donner
de représentations analytiques de la solution), voir Figure 7.12.

i,
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Ap + poow?p =0

Ap+puip=0 i T

o2 —
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FIGURE 7.12 — Schéma de deux configurations de jonction "obliques" de guides ouverts : a gauche
une situation envisageable avec notre approche, et a droite un cas non envisageable.

Lien avec le cas de la plaque 3D :

Nous avons expliqué en introduction que la motivation initiale de la these était de développer
une méthode numérique pour calculer la diffraction dans une plaque élastique anisotrope 3D.
Les outils que nous avons développés dans la these nous permettent de concevoir une méthode
pour traiter ce cas. Le principe est simple : si on sait donner une représentation de la solution
dans une "demi-plaque" homogene, alors on peut utiliser la méme démarche que pour le milieu
2D (voir Figure 7.13). Notons que dans ce cas, les équations de compatibilité entre les repré-
sentations dans les demi-plaques sont écrites non plus sur des droites mais sur des bandes 2D
infinies.

La question est donc : comment obtenir une représentation analytique dans une demi-
plaque ? Dans le cas scalaire acoustique, on peut résoudre analytiquement les équations dans
une demi-plaque homogene étant donnée la trace sur le bord de la demi-plaque. En suivant les
idées du chapitre 4, nous avons pu ainsi tester la méthode pour une "plaque acoustique" (voir
Figure 7.14).

Dans le cas élastique, on ne sait pas exprimer la solution dans une demi-plaque uniquement a
I’aide de sa trace. Une idée serait alors, en appliquant la transformée de Fourier, de se ramener
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FIGURE 7.13 — Schéma de la plaque 3D. En gris clair, on a représenté deux demi-bandes infinies
sur lesquelles on impose les relations de compatibilité entre deux représentations dans deux
demi-plaques. Le point noir représente un défaut borné.

-0.00713 0.0271

FIGURE 7.14 — Partie réelle du champ diffracté dans une plaque "acoustique" isotrope représentée
dans la zone éléments finis et reconstruit dans deux demi-plaques

a une série de problemes paramétrés par la variable de Fourier £ posés dans un demi-guide.
Pour chaque ¢ (étant donnée une discrétisation), la méthode consisterait a calculer les modes
associés a ce probléme de guide. Enfin, afin d’obtenir la représentation modale de la solution, on
exploiterait les relations de bi-orthogonalité. Cependant, la configuration de la plaque souléve
de nombreuses questions et difficultés sur lesquelles nous souhaitons continuer a travailler.
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Titre : Conditions transparentes pour la diffraction d’ondes en milieu élastique anisotrope.

Résumé : Cette thése est motivée par la simulation numérique du Controle Non Destructif par ultrasons.
Elle vise & concevoir une méthode de calcul par éléments finis (EF) de la diffraction d’ondes élastiques
harmoniques en temps par un défaut borné dans une plaque anisotrope infinie. L’objectif est de tenir
compte du caractere non borné de la plaque tout en restreignant les calculs EF & une zone bornée autour
du défaut. Ce point est difficile en raison de I’anisotropie, et, en particulier, les méthodes de type couches
absorbantes parfaitement adaptées sont inopérantes.

Dans cette these, nous avons considéré principalement des cas bidimensionnels plus simples qui nous ont
permis de mettre en place les ingrédients essentiels d’une méthode destinée au cas tridimensionnel de la
plaque. La premieére partie traite du probléeme de diffraction dans une bande infinie. L’approche classique
consiste a écrire des conditions transparentes en raccordant sur une frontiere le déplacement et la contrainte
axiale exprimés a l’aide des modes de la plaque dans les parties saines d’une part, et des EF dans la
zone perturbée d’autre part. Nous avons mis en évidence l'intérét d’écrire ces raccords sur deux frontieres
séparées en introduisant un recouvrement entre le domaine modal et EF. Nous pouvons ainsi exploiter les
relations de bi-orthogonalité valables pour une anisotropie arbitraire, et également accélérer la convergence
des méthodes itératives de résolution. Dans la seconde partie, qui constitue le coeur de la these, nous avons
étudié le probleme de diffraction dans un milieu anisotrope infini dans les deux directions. L’idée clé est que
lon peut exprimer (via la transformée de Fourier) la solution dans un demi-plan en fonction de sa trace
sur son bord. Ainsi, 'approche consiste a coupler plusieurs représentations analytiques de la solution dans
des demi-plans entourant le défaut (au moins 3) avec la représentation EF. La difficulté est d’assurer la
compatibilité de ces représentations, en particulier dans les intersections infinies des demi-plans. Cela nous
conduit a une reformulation couplant, via des opérateurs intégraux, a la fois la solution dans un domaine
borné contenant le défaut, et ses traces sur les bords des demi-plans. Numériquement, une troncature et
une discrétisation dans les variables d’espace et de Fourier sont nécessaires.

Pour chacune de ces deux parties, les méthodes ont été implémentées et validées a ’aide d’un code C++
développé pendant la these, d’abord dans le cas scalaire acoustique plus simple, puis dans le cas de 1’élasticité.
Mots-clés : Conditions aux limites transparentes - Milieu anisotrope - Méthodes de Décomposition de
Domaine - Elasticité - Guide d’ondes

Title: Transparent conditions for the diffaction of elastic waves in anisotropic media

Abstract: This thesis is motivated by the numerical simulation of Non Destructive Testing by ultrasonic
waves. It aims at designing a method to compute by Finite Element (EF) the diffraction of elastic waves
in time-harmonic regime by a bounded defect in an anisotropic plate. The goal is to take into account
an infinite plate and to restrict the FE calculations to a bounded area. This point is difficult due to the
anisotropy and, in particular, methods such as perfectly matched layers fail.

In this thesis, we have mainly considered two-dimensional cases that enabled us to implement the main
ingredients of a method designed for the three-dimensional case of the plate. The first part deals with the
diffraction problem in an infinite strip. The classical approach consists in writing transparent conditions by
matching on a boundary the displacement and the axial stress using a modal expansion in the safe part
of the plate, and the FE representation in the perturbed area. We have shown the interest of imposing
these matching conditions on two separated boundaries, by introducing an overlap between the modal
domain and the FE domain. Thus, we can take advantage of the bi-orthogonality relations valid for general
anisotropy, and also improve the rate of convergence of iterative methods of resolution. In the second part,
that represents the main part of the thesis, we discuss the diffraction problem in an anisotropic medium
infinite in the two directions.The key idea is that we can express the solution (via the Fourier transform) in
a half-plane given its trace on the boundary. Therefore, the approach consists in coupling several analytical
representations of the solution in half-planes surrounding the defect (at least 3) with the FE representation.
The difficulty is to ensure that all these representations match, in particular in the infinite intersections of
the half-planes. It leads to a formulation which couples, via integral operators, the solution in a bounded
domain including the defect, and its traces on the edge of the half-planes. The approximation releases a
truncation and a discretization both in space and Fourier variables.

For each of these two parts, the methods have been implemented and validated with a C++ code developed
during the thesis, first in the scalar acoustic case, and then in the elastic case.



Keywords: Transparent boundary conditions - Anisotropic medium - Domain Decomposition methods -
Elasticity - Waveguide
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