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Introduction

Contexte. Cette thése s’inscrit dans le cadre du projet ANR AHTOLA (Advanced Hy-
brid method for the TOLerance Analysis of complex system) qui a débuté en octobre 2011.
Il est financé par I’Agence Nationale de la Recherche et regroupe les laboratoires univer-
sitaires LCFC - Arts et Métiers ParisTech, Campus de Metz et I'Institut Pascal - IFMA
ainsi que les industriels Phiméca, Pierburg, Radiall et Valeo. Le projet part du constat
qu’en analyse des tolérances des mécanismes, la plupart des méthodes existantes a ce jour
sont orientées vers le traitement des mécanismes isostatiques. De nombreux outils com-
merciaux existent et permettent de faire de ’analyse des tolérances de tels mécanismes.
Au contraire, il existe peu de méthodes d’analyse des tolérances des mécanismes hyper-
statiques avec jeux. Les mécanismes sont composés de piéces rigides non déformables,
la montabilité est possible grace aux jeux entre les piéces. La modélisation de ces mé-
canismes est souvent simplifiée afin de pouvoir étre, en pratique, analysés comme des
mécanismes isostatiques. Le deuxiéme constat concerne les méthodes d’analyse. Celles-ci
ne sont traditionnellement pas tournées vers les approches probabilistes mais vers des
approches au pire des cas rendant ainsi les résultats des analyses trés pessimistes. A par-
tir de ces deux constats, les objectifs de recherche de la thése ont ainsi été fixés dans
le cadre du projet AHTOLA : développer des méthodes probabilistes pour 'analyse des
tolérances des mécanismes hyperstatiques. La these est co-encadrée par le Pr. Jean-Yves
Dantan (Arts et Métiers ParisTech) et le MCf. HdR. Nicolas Gayton (IFMA).

Problématique. Concevoir un produit de qualité revient & maitriser toutes les étapes
de son développement, de la phase de conception, en passant par la fabrication, le controle
et jusqu’a son recyclage. Chaque étape est importante et ne doit pas étre négligée. D’aprés
I'axiome de la variabilité en production [Mathieu, 2011], bien que les dimensions cibles
soient visées lors de la fabrication d’un produit, il n’est pas possible en pratique d’ob-
tenir une piéce ayant exactement la géométrie cible prévue. Dues aux imperfections de
fabrication, un produit fabriqué ne correspond donc pas au produit défini a ’étape de
conception. Ces imperfections de fabrication sont limitées par les spécifications géomé-
triques des composantes sensibles de chaque composant. Elles permettent de définir le
type et les limites des défauts acceptables du produit. Elles traduisent ainsi les exigences
qu’a le concepteur sur le produit.

Il n’est également pas possible de réaliser exactement la méme géométrie plusieurs fois.
En effet, les imperfections de fabrication sont différentes pour chaque piéce fabriquée. La
dispersion des imperfections doit donc étre maitrisée afin de réduire les cotits relatifs aux
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produits défectueux, en particulier pour les productions en grandes séries.

Un enjeu supplémentaire concerne la réduction des coftits de fabrication. Des tolérances
trés serrées permettent de garantir un produit de qualité mais impactent fortement son
cotit de fabrication. En pratique, avoir des tolérances trés serrées sur toutes les compo-
santes du mécanisme n’est pas forcément nécessaire. Il faut ajuster les tolérances de fagon
& avoir un bon compromis entre la qualité du produit et son coiit de fabrication.

Lors de la conception, le choix des tolérances est trés important car elles influent a tous
les niveaux du cycle de vie du produit. Des tolérances appropriées sur des composantes
pertinentes permettent de produire des assemblages complexes qui sont fonctionnels a
moindre cotit. L’analyse des tolérances des mécanismes a justement pour but de vérifier
si les tolérances de conception permettent de garantir 'assemblage et la fonctionnalité
du mécanisme en estimant un niveau de qualité du produit. L’analyse des tolérances est
un élément clé lors de la conception d’un produit car elle permet :

o d’améliorer la qualité du produit,
¢ de diminuer les cotiits de fabrication,
¢ de réduire les rebuts en production.

En tant qu’outils d’aide a la décision, ’analyse des tolérances doit fournir une infor-
mation la plus juste possible. Les techniques utilisées pour calculer le niveau de qualité
doivent mettre en ceuvre des modélisations caractérisant le plus fidélement possible le
comportement du mécanisme et utiliser des méthodes d’analyse fournissant des résultats
précis le plus en accord avec la réalité.

La modélisation est d’autant plus complexe si le mécanisme a modéliser est hypersta-
tique. La présence des jeux dans ces mécanismes complexifie la mise au point du modéle
de comportement. Un mécanisme ayant des jeux implique que ses piéces ont une cer-
taine mobilité. Les modéles de comportement et les méthodes de résolution doivent donc
prendre en compte cette mobilité dans leurs analyses.

A partir des besoins industriels formulés lors de la définition du projet AHTOLA,
nous pouvons formaliser les exigences de la thése :

o Evaluer des taux de non conformité (TNC) a partir d’'une modélisation probabiliste
des imperfections de fabrication et d’une analyse au pire des cas des configurations
des jeux entre piéces.

¢ Ne pas simplifier les modéles de comportement ou si nécessaire en estimant 'impact
de cette simplification sur la précision des résultats.

o Effectuer 'analyse dans des temps de calcul raisonnable étant donné que ’analyse
des tolérances est pratiquée lors de plusieurs étapes du développement du produit :
lors de la conception jusqu’a la production pour la validation ou la détermina-
tion du réglage du systéme de production. Nous nous restreignons a l'utilisation
d’ordinateurs de bureau d’études.

Ces exigences font que naturellement les recherches s’orientent vers des approches proba-
bilistes pour I'analyse des tolérances ou appelées « analyse statistique des tolérances ».



Objectifs. A partir des exigences formulées par le projet, I'objectif de la thése est
de développer des approches hybrides couplant des approches au pire des cas (pour la
gestion des jeux) et des approches probabilistes (pour la gestion des défauts). Cet objectif
implique de :

¢ développer des formulations représentatives des problémes d’analyse des tolérances.
Les formulations doivent se baser sur des modéles de comportement capables de
représenter les mécanismes hyperstatiques.

o développer des méthodes de résolution basées sur des méthodes probabilistes. Le
but est de pouvoir calculer la probabilité qu'un mécanisme soit conforme vis-a-vis
des exigences qui lui sont assignées. La probabilité calculée correspond au taux
de non conformité recherchée par les industriels. Elle est de I'ordre de 107°. Les
méthodes développées doivent étre capables de fournir un résultat de fagon rapide
et précise de sorte qu’elles soient applicables en bureau d’études.

¢ illustrer les méthodes proposées sur des exemples académiques et industriels.

Plan du mémoire. Le mémoire de these s’organise en quatre chapitres dont le contenu
est présenté ci-dessous.

Le premier chapitre a deux objectifs, le premier est de présenter les techniques de mo-
délisation existantes pour 'analyse des tolérances. Les deux approches d’analyse des to-
lérances sont présentées : accumulation des tolérances et accumulation des déplacements.
Le but est de déterminer la technique la plus adaptée par rapport a 'objectif de la thése.
La présentation des approches inclut le développement de la modélisation géométrique
du comportement des mécanismes ainsi que la formalisation des problémes d’analyses
des tolérances. Le deuxiéme objectif du premier chapitre est de présenter un ensemble
de méthodes probabilistes utilisées pour I'analyse de fiabilité. Le but est d’identifier des
méthodes probabilistes capables de résoudre les problémes d’analyse des tolérances.

Le second chapitre se focalise sur la présentation des formulations des problémes
d’analyse des tolérances des mécanismes hyperstatiques. Il contient la formulation clas-
sique basée sur la définition d’un probléme d’optimisation a résoudre pour déterminer la
valeur des jeux. Afin de pallier des problémes liés a I'utilisation d’algorithmes d’optimisa-
tion non linéaire, une procédure de linéarisation des contraintes non linéaires du modéle
de comportement est proposée. Il est également proposé une formulation originale du
probléme d’analyse des tolérances sous forme systéme. Cette nouvelle formulation a pour
but de considérer le mécanisme en plusieurs configurations isostatiques afin de s’affran-
chir des variables jeux. Elle transforme la formulation initiale en une formulation systéme
ce qui permet ’application d’'une méthode de fiabilité systéme. Cette formulation est une
des innovations majeures apportées dans le cadre de cette thése.

Le troisiéme chapitre est dédié au développement de méthodes de résolution des pro-
blémes d’analyse des tolérances des mécanismes hyperstatiques. La méthode de référence
couplant la simulation de Monte Carlo avec un algorithme d’optimisation est présentée.
La méthode est notamment appliquée sur un exemple académique permettant d’étudier
I'impact de la procédure de linéarisation sur la précision de la probabilité de défaillance.
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Ensuite deux méthodes de résolution sont proposées suivant le type de probléme a ré-
soudre. Pour le probléme d’assemblage du mécanisme, des procédures de calcul itéra-
tif sont développées pour calculer les probabilités de défaillance en minimisant ’erreur
d’approximation due a la linéarisation. Pour le probléme fonctionnel, une méthode de
résolution trés efficace basée sur la méthode FORM systéme est proposée.

Le quatriéme chapitre est consacré a ’application des méthodes de résolution propo-
sées sur des mécanismes industriels. Les résultats obtenus sont comparés a ceux de la
méthode de référence.

Deux exemples académiques présentés en annexe B.1 et C.1 sont utilisés dans les cha-
pitres 2 et 3. Dans le chapitre 2, ils permettent d’illustrer les formulations proposées. Dans
le chapitre 3, les méthodes de résolution développées sont appliquées sur ces exemples.
Les résultats obtenus sont comparés avec ceux obtenus par la méthode de référence afin
d’illustrer les performances des méthodes proposées.



Chapitre 1

Analyse des tolérances et méthodes
d’analyse probabilistes

Sommaire

1.1 Introduction . ... ... ... ... 0 e 5

1.2 Formalisation des problémes d’analyse des tolérances . . . .
1.2.1 Modéles géométriques des mécanismes . . . . . . . .. ... .. 7
1.2.2  Modéle de comportement . . . . . ... ... 11
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1.1 Introduction

Ce premier chapitre présente les approches existantes en analyse des tolérances ainsi
que les méthodes probabilistes les plus courantes. Le but est de pouvoir identifier les
approches et méthodes permettant de répondre aux exigences du projet AHOTLA. De
plus, ce chapitre permet de définir les hypothéses et limites des travaux de theése.

L’analyse des tolérances a pour but de vérifier si les tolérances spécifiées sur les com-
posantes d’'un mécanisme permettent de garantir des conditions d’assemblage et de fonc-
tionnement. Cette vérification nécessite la simulation du comportement du mécanisme
avec des défauts géométriques. Elle est sujette & trois problématiques :
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1. Modéliser les écarts géométriques inhérents aux processus de fabrication (usure
des outils, variabilité des opérateurs,...) et modéliser les jeux entre les piéces du
mécanisme.

2. Construire un modéle mathématique qui permet de simuler le comportement du
mécanisme en prenant en compte les écarts et les jeux.

3. Développer des méthodes d’analyse pour évaluer le niveau de qualité du mécanisme.

Par rapport a ces trois problématiques, il est possible de distinguer deux approches
d’analyse des tolérances : I'accumulation des tolérances et 'accumulation des déplace-
ments. Ces deux approches utilisent le méme type de paramétrage géométrique mais se
basent sur une méthode d’analyse différente. Bien que la méthode d’analyse soit diffé-
rente, les deux techniques ont le méme objectif qui est d’évaluer la qualité du mécanisme
pour des tolérances données :

¢ L’accumulation des tolérances se base sur la manipulation de domaines. Elle utilise
principalement la méthode du pire des cas définissant les tolérances pour garantir
une probabilité de rebut égale a zéro. Cependant, la méthode statistique commence
également a étre utilisée.

¢ L’accumulation des déplacements se base sur la définition de contraintes sur les
parameétres géométriques. Elle utilise la méthode statistique ayant pour but de
calculer le niveau de qualité des mécanismes via des probabilités de rebut.

Comme stipulé dans l'introduction, les exigences émises lors de la construction du
projet AHTOLA sont d’évaluer dans un temps de calcul raisonnable des taux de non
conformité & partir d’'une modélisation probabiliste des imperfections et d’une analyse
au pire des cas des jeux. A partir de ces exigences, des spécifications techniques relatives
aux approches peuvent étre formulées :

o L’approche d’analyse des tolérances utilisée doit présenter une modélisation du com-
portement du mécanisme compatible avec ’application de méthodes probabilistes,

¢ La méthode probabiliste doit pouvoir calculer des probabilités de 1'ordre de 107°
de fagon précise et le plus rapidement possible.

Le chapitre est divisé en deux grandes sections, la premiére section 1.2 est consacrée
a la formalisation des problémes d’analyse des tolérances. La deuxiéme section 1.3 est
dévouée a la présentation de méthodes probabilistes utilisées pour 'analyse de fiabilité
des structures. L’objectif est d’identifier des méthodes capables de résoudre les problémes
d’analyse des tolérances avec précision et rapidité.

1.2 Formalisation des problémes d’analyse des tolérances

Cette premieére section a pour but de présenter les différentes fagon de formaliser les
problémes d’analyse des tolérances. La section est décomposée de la fagon suivante : la
sous-section 1.2.1 présente les principales techniques existantes pour modéliser les écarts
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géométriques et les jeux dans un mécanisme. La sous-section 1.2.2 décrit la fagon de modé-
liser le comportement des mécanismes. La sous-section 1.2.3 compare les différents types
de mécanisme en fonction de leurs modéles de comportement. Enfin la sous-section 1.2.4
s’'intéresse a la formalisation des problémes d’analyse des tolérances. Les deux approches
d’analyse des tolérances, accumulation des tolérances et accumulation des déplacements,
sont présentées ainsi que les méthodes d’analyse au pire des cas et statistique. Les deux
problémes formalisés concernent la montabilité du mécanisme et son fonctionnement.

1.2.1 Modéles géométriques des mécanismes

Cette section présente la facon de modéliser les écarts géométriques des piéces ainsi
que les jeux entre les surfaces des différentes piéces. C’est une premiére étape essentielle
pour pouvoir simuler le comportement du mécanisme.

Les imperfections de fabrication engendrent des défauts de la géométrie des méca-
nismes. La modélisation des défauts se base sur une modélisation de la piéce avec défauts,
celle imaginable aprés les opérations de fabrication. La géométrie d’une piéce peut étre

appréhendée via différentes modélisations, voir Figure 1.1 :

o Surface nominale : surface parfaite (plan, cylindre,...) dont les dimensions et la
position correspondent idéalement aux dimensions de conception.

o Surface non-idéale (skin model) : modélisation de la surface obtenue par le processus
de fabrication, représentant l'interface entre I’environnement et la matiére.

¢ Surface de substitution : surface parfaite associée a la surface fabriquée. Cette
modélisation néglige les défauts de forme. La surface de substitution peut étre
choisie tangente a l'intérieure matiére, a ’extérieure matiére ou encore obtenue par

la méthode des moindres carrés.

Surface nominale !

i
i
/ !
i

Repere L

associé!

—
Repere

nominal Surface non idéale

— Surface de substitution

FIGURE 1.1 — Surface nominale et surface de substitution associée & la surface non-idéale.

Le paramétrage des défauts peut étre défini entre :

¢ la géométrie nominale et une représentation mathématique de la géométrie non
idéale [Samper et al., 2009; Schleich et Wartzack, 2014; Anwer et al., 2014].

¢ la géométrie nominale et la géométrie de substitution.
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Hypothése de travail : Les défauts de forme sont négligés. Nous nous plagons dans
les cas ot les défauts de forme ont un impact négligeable sur le comportement des méca-
nismes. Cette hypothése a été en partie validée par Adragna et al. [2010] lorsque les jeux
sont d’'un ordre de grandeur supérieur.

Dans ce cas, il existe deux types d’écarts géométriques modélisant les défauts, dont voici
leurs définitions.

Définition 1.2.1 Les écarts intrinséques sont spécifiques a chaque surface de substitu-
tion, ils définissent les variations dimensionnelles de la surface. Par exemple, [’écart
intrinseque d’un cylindre de substitution correspond a la variation du diametre de ce
cylindre.

Définition 1.2.2 Les écarts de situation définissent [’écart d’orientation et de position
d’une surface de substitution par rapport a un repere de référence associé a la géométrie
nominale.

Quels que soient leurs types, les écarts géométriques sont modélisés par des variables
notées X = {x1,...,x,}.

Les tolérances spécifiées sur les composantes particuliéres du mécanisme ont pour
objectif de limiter les écarts géométriques. Suivant la méthode d’analyse des tolérances,
les écarts géométriques autorisés vis-a-vis des tolérances sont définis soit via un domaine
de variation admissible soit via des variables aléatoires qui modélisent les imperfections
de fabrication. Dans le cadre de ces travaux de these, la seconde modélisation est préférée
car I'objectif est d’utiliser des approches probabilistes.

Etant donné que les écarts géométriques sont modélisés par un vecteur aléatoire, il
est nécessaire lors de ’analyse des tolérances de vérifier :

¢ La montabilité du mécanisme,
o le respect des exigences de fonctionnement ou fonctionnelles du mécanisme,
o le respect des spécifications géométriques.

Contexte et limitations des travaux de thése : cette troisiéme vérification « respect
des spécifications géométriques »n’est pas abordée dans ces travaux de these. Elle a été
abordée par des étudiants en master & partir des propositions faites et de ’approche par
calibre développée par Dantan et Ballu [2002].

Dans le cas des mécanismes hyperstatiques, pour qu’ils soient montables, la présence
de jeux entre les piéces est nécessaire. Il faut donc également pouvoir modéliser ces jeux.

Définition 1.2.3 Les jeur caractérisent le déplacement possible en position et orienta-
tion d’une surface de substitution par rapport a une autre.

Les jeux sont modélisés par des variables notés g = {¢1,...,gmn}. Suivant la méthode
d’analyse des tolérances, ils sont modélisés soit par des domaines jeux, soit par des va-
riables libres. Généralement des petits déplacements sont considérés, ils modélisent les
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petites mobilités entre les pieces du mécanisme dus aux écarts et aux jeux, ou bien pour
les déplacements cinématiques dans les liaisons.

De nombreuses représentations existent dans la littérature pour modéliser les écarts
géométriques et les jeux. Ils peuvent étre exprimés par toutes les techniques suivantes :
formulation cinématique [Desrochers, 2007; Loose et al., 2007|, torseurs des petits dépla-
cements [Bourdet et Clément, 1976; Legoff et al., 2004], classe vectorielle [Chase et al.,
2004], tolérancement vectorielle [Gao et al., 1998].

Les torseurs des petits déplacements seront utilisés par la suite pour modéliser les
écarts et les jeux. Toutefois, les méthodes d’analyse présentées dans ce chapitre ne sont
pas limitées a une modélisation spécifique. Pour pouvoir utiliser les torseurs des petits
déplacements, deux hypothéses sont posées :

o le solide est supposé indéformable,
o les rotations des piéces et des surfaces sont supposées petites.

A partir de ces hypothéses, la particularité des torseurs des petits déplacements est de
faire un développement limité & l'ordre un de la matrice de passage des rotations au
voisinage de zéro. En analyse des tolérances, les écarts géométriques et les jeux sont
supposés trés petits de sorte que I'hypothése des petites rotations n’induit pas d’erreur
de modélisation.

Ces propriétés permettent d’utiliser la relation de Varignon permettant d’écrire un
torseur en un point d’application différent. Soit Ex}, le vecteur moment contenant les
composantes de translation d’un torseur des petits déplacements écrit au point A et
le vecteur résultante contenant les composantes de rotation de ce méme vecteur, alors le
vecteur moment de ce torseur écrit au point B s’obtient par la relation suivante :

—
n=1,+BANE (1.1)

La formalisation de la modélisation des écarts de situation et des jeux grace aux
torseurs des petits déplacements est expliquée par la suite. Il est également possible
d’exprimer la ou les caractéristiques géométriques du mécanisme présentant un intérét
fonctionnel grace aux torseurs des petits déplacements.

Les écarts de situation. Soit le torseur écart T;,/;, défini par I'équation (1.2), il cor-
respond a un torseur des petits déplacements composé des trois composantes de rotation
(o, B et 7y) et des trois composantes de translation (u, v et w). Chaque composante
caractérise ’écart de situation d'une surface de substitution a d’une piéce i par rapport
au repere de la piéce i, appliqué en un point particulier dans une base donnée. Le re-
pére de référence correspond souvent au repére associé a la surface nominale mais il peut
correspondre a n’importe quel repére.

g Wias
{Tia/i}: Biai  Viai (1'2)

Yiai Wiai Ro
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ou Ry est le repére ayant pour origine le point A et muni de la base {¥, ¥, Z}.

Suivant le type de surface modélisée, les torseurs écarts ont plus ou moins de com-
posantes non nulles. Par exemple, ’expression du torseur écart d’une surface cylindrique
d’axe (Az) est donnée en équation (1.3). Les écarts de translation suivant 'axe (Az) et
de rotation autour de l'axe (Az) n’ont pas d’influence car ce sont des degrés d’invariance
de la surface [Dantan et Ballu, 2002]. Les composantes correspondantes sont donc fixées

a zéro.
Qigi Ujag
{Tia/i} = Biai  Viai (1.3)
0 0

Ry

Les composantes des torseurs écarts caractérisent les écarts de situation. Ces composantes
et les écarts intrinséques correspondent aux écarts géométriques notés x.

Les jeux. Soit le torseur jeu Gq/jq, écrit en équation (1.4), les composantes du torseur
caractérisent le jeu présent entre la surface de substitution a de la piéce i et la surface
a de la piéce j. Il est également nécessaire de définir la base et le point d’application du
torseur.

Oéiaja uiaja
{Gia/ja} = ﬁiaja Viaja (14)

Yiaja Wiaja Ro

Dans le cas des torseurs jeux, les valeurs des composantes sont inconnues, ce sont les
variables jeux notées g. Elles doivent étre déterminées par la méthode d’analyse et dé-
pendent du type de contact modélisé [Dantan et Ballu, 2002] :

o flottant : le torseur jeu est complet, toutes les composantes sont présentes et incon-
nues.

o glissant : le torseur jeu n’intégre que les déplacements cinématiques de la liaison.
Les autres composantes sont fixées soit a zéro (sans jeux), soit fixées a des valeurs
spécifiques connues.

o fixe : la liaison est fixée dans une position particuliére par une action mécanique, les
composantes sont donc connues et n’ont pas besoin d’étre calculées par la méthode
d’analyse.

La ou les caractéristiques fonctionnelles. Ce sont des composantes caractérisant
les variations en position et/ou orientation de deux surfaces de substitution en relation
fonctionnelle. Elles peuvent étre définies en utilisant un torseur jeu fonctionnel. Il s’agit
d’un torseur jeu dont les composantes correspondent aux caractéristiques fonctionnelles
du mécanisme. Le torseur ne comporte donc pas forcément toutes les composantes pos-
sibles. Il ne contient que la ou les composantes présentant un intérét. Un torseur jeu G tel
que précédemment défini peut également correspondre au torseur fonctionnel. Dans ce
cas, cela revient a considérer une ou plusieurs composantes de ce torseur comme étant la
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ou les caractéristiques fonctionnelles du mécanisme. Il n’est donc pas obligatoire de définir
spécifiquement un torseur fonctionnel pour une étude fonctionnelle d’'un mécanisme.

1.2.2 Modéle de comportement

La construction d’'un modéle de comportement permet de décrire mathématiquement
comment interagissent les différentes piéces d'un mécanisme entre elles. Le modéle de
comportement géométrique des mécanismes traduit deux phénomeénes :

¢ La composition des déplacements dans les boucles topologiques. Elle permet de lier
entre eux les paramétres du mécanisme (écarts géométriques et jeux). Elle décrit
I’assemblage des piéces entre elles avec ou sans jeux.

¢ La non interpénétration de matiére ou les déplacements bloqués au niveau des
liaisons.

Les deux points impliquent la définition de plusieurs types d’équations dans le modéle
de comportement :

o Equation de compatibilité C.(x,g) =0 :
Ce sont les équations issues des relations de compositions des déplacements dans
les diverses boucles topologiques du mécanisme. Elles modélisent le comportement
du mécanisme en définissant des équations de compatibilité entre les écarts géo-
métriques et les jeux. L’ensemble des équations de compatibilité forme un sys-
téme d’équations linéaires. L’équation (1.5) donne le nombre cyclomatique, c’est le
nombre de boucles topologiques & considérer.

Nboucles = Nliaisons - Npiéces + 1 (15)

ol le nombre de liaisons Njqisons €St le nombre de surfaces en contact sans prendre
en compte les liaisons associées aux caractéristiques fonctionnelles.

Les boucles doivent étre choisies judicieusement de sorte que tous les torseurs écarts
et torseurs jeux apparaissent au moins une fois parmi toutes les boucles considérées.
Chaque boucle prenant en compte les torseurs jeux et écarts engendre six équations
de compatibilité en trois dimensions ou trois équations en deux dimensions. Ces
équations sont obtenues en écrivant les projections des boucles suivant chaque axe
de translation et de rotation. Une contrainte importante lors de ’écriture de ces
boucles est que les torseurs doivent étre exprimés au méme point d’application et
dans le méme repére. Il faut donc, si besoin, écrire les composantes des torseurs
dans le repére choisi en utilisant une matrice de rotation puis écrire le torseur au
nouveau point d’application en s’appuyant sur la relation de Varignon, équation
(1.1).
¢ Contraintes d’interface C;(x,g) < 0 et C.(x,8) =0

Les contraintes d’interface définissent des limites au comportement du mécanisme.
Elles caractérisent la non interpénétration ou association entre des surfaces de sub-
stitution. Le déplacement d’une surface par rapport a ’autre est limité. Dans le cas
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d’un contact flottant [Dantan et Ballu, 2002], les positions relatives des surfaces de
substitution sont contraintes technologiquement par la non interpénétration. Les
contraintes d’interface sont alors des inéquations C; < 0. Dans le cas d’'un contact
fixe ou glissant, les positions relatives sont contraintes technologiquement dans une
configuration donnée par une action mécanique. Par conséquent les contraintes
d’interface sont des équations notées Cj, = 0. Une description de I’écriture des
contraintes suivant le type de liaison est donnée dans la thése de Petit [2004].

Condition fonctionnelle Cf(x,g) > 0 :

La condition fonctionnelle limite 'orientation et/ou la position relative de deux
surfaces qui représentent un intérét fonctionnel. Cette condition se traduit par la
définition de contraintes sur une ou plusieurs caractéristiques fonctionnelles. Pour
déterminer les expressions des caractéristiques fonctionnelles en fonction des pa-
ramétres géométriques, il faut écrire une boucle topologique passant par la liaison
fonctionnelle. Il est alors possible d’écrire une ou plusieurs équations de compatibi-
lité prenant en compte la ou les caractéristiques fonctionnelles. Il est envisageable de
devoir considérer plusieurs boucles topologiques fonctionnelles si plusieurs surfaces
en contact présentent un intérét fonctionnel.

Si un mécanisme posséde une caractéristique fonctionnelle Y. Il est possible de
spécifier que cette caractéristique doit étre comprise dans un intervalle afin de
garantir le bon fonctionnement du mécanisme :

Y S [Ymm’m Ymaw] (16)

Cette appartenance a un intervalle entraine I’écriture de deux conditions fonction-
nelles qui doivent étre simultanément respectées :

Cr(x,8) = Yinae — Y (x,8) >0
sz(x7 g) = Y(X7 g) - szn Z O

Afin d’aider la construction du modeéle de comportement, un graphe des liaisons peut

étre utilisé pour schématiser le mécanisme [Mathieu et Villeneuve, 2007|. 1l fait appa-

raitre :

&

&

<

<

les piéces du mécanisme,

les repéres nominaux associés a chaque piéce,

les surfaces de substitution de chaque piéce,

les liaisons entre les différentes surfaces des piéces du mécanisme,

les liaisons entre les surfaces présentant un intérét fonctionnel.

Il est plus facile de visualiser les boucles topologiques et les paramétres géométriques a

prendre en compte pour l'écriture des équations. Un exemple de graphe est donné en

annexe a la figure C.2 p.134.
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1.2.3 Typologie des mécanismes

Le modéle de comportement par la partie composition des déplacements correspond
aux équations de compatibilité. Cela se nomme également fonction réponse de I'assem-
blage. Suivant le type de mécanisme, ces fonctions réponses ou équations de compati-
bilité peuvent étre de différentes natures. Cette section propose une classification des
mécanismes en fonction du type de fonctions réponses, voir figure 1.2. Cette classifica-
tion permet de positionner les travaux de thése et de fixer les limites d’applications des
méthodes développées.

Fonction explicite analytique Fonction implicite analytique Simulation numérique
avec jeux
Modele de :
avec jeux
comportement /\
sans jeux linéaire non linéaire | linéaire non linéaire | sans jeux avec jeux
—

5 .. . Systeme hyperstatique, systeme avec de & ioi
Exemple de Systeme rigide, chaine N ! yp que, Y\ Eng;}renage7 systeéme non rigide,
, . o, . grands déplacements, systeme avec des systéme avec un comportement

mécanisme cinématique ouverte,... - N . - . .
configurations cinématiques multiples, ... [physique multiple, ...

FIGURE 1.2 — Typologie des modéeles de comportement des mécanismes.

Les mécanismes peuvent étre divisés en deux principales catégories en fonction de
leurs degrés de liberté [Ballu et al., 2008] :

o « Isoconstrained mechanisms are quite easy to grasp. Geometrical deviations within
such products do not lead to assembly problems ; the deviations are independent and
the degrees of freedom catch the deviations. When considering small deviations,
functional deviations may be expressed by linear functions of the deviations. »

o « Considering overconstrained mechanisms is much more complex. Assembly pro-
blems occur and the expression of the functional deviations is no more linear. De-
pending on the value of the manufacturing deviations :

e the assembly is feasible or not;

e the worst configuration of contacts is not unique for a given functional devia-
tion.

For each overconstrained loop, events on the deviations have to be determined :
o cvents ensuring assembly,
e cvents corresponding to the different worst configurations of contacts.

As there are different configurations, the expression of the functional deviation can-
not be linear. »

Quel que soit le type de mécanisme, ils peuvent étre modélisés soit par des fonctions
analytiques soit par des simulations numériques. Les fonctions analytiques explicites per-
mettent de modéliser les mécanismes isostatiques et hyperstatiques simples. La relation
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habituellement utilisée pour des mécanismes isostatiques s’écrit sous la forme suivante
[Nigam et Turner, 1995 :

Y = f(x) (1.9)

o Y est la réponse du systéme (un parameétre tel qu'un jeu ou une caractéristique
fonctionnelle). La fonction réponse f représente I'accumulation des écarts du mécanisme.
Pour les mécanismes isostatiques, c’est une expression analytique explicite. L’exemple du
mécanisme isostatique sans jeux, figure 1.3, montre que la caractéristique Y se calcule
trés simplement en fonction des deux écarts géométriques x; et x5 :

Y=f(x)=2—m (1.10)

x1

FIGURE 1.3 — Mécanisme isostatique dont la caractéristique fonctionnelle se calcule par
une simple chaine de cote en fonction des dimensions x; et x».

Pour des mécanismes hyperstatiques complexes, la présence des jeux rend la déter-
mination d’une fonction réponse f explicite difficile [Mhenni et al., 2007; Ballu et al.,
2008; Dantan et Qureshi, 2009|. La caractéristique fonctionnelle Y s’exprime par une
expression analytique implicite dépendant des écarts géométriques x et des jeux g. Les
jeux ne sont pas connus ce qui ne permet pas de déterminer Y explicitement.

La figure 1.4 montre un mécanisme hyperstatique ayant des écarts géométriques z;,
i={1,...,8} et desjeux g;, j = {1,...,4}. Le modeéle de comportement de ce mécanisme
comprend des équations de compatibilité ainsi que des contraintes d’interface. L’équation
(1.11) correspond & une équation de compatibilité possible du mécanisme.

Ce(x,8) =00—26— g1 — g2 =0 (1.11)
Les contraintes d’interface du mécanisme sont d’avoir les jeux positifs :

Ci(x,g8)=—g; <0,Vj ={1,...,4} (1.12)

Le troisieme modéle de comportement concerne les mécanismes modélisés par des
simulations numériques (caractéristique fonctionnelle non géométrique, modéle éléments
finis, ...). IIs ne seront pas étudiés.

Limitations des travaux de thése : Dans le cadre des travaux de these, seuls les
mécanismes hyperstatiques avec jeux modélisés par des fonctions analytiques implicites
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x1 Hip) x3 X4
g3 ——
1 g1 — «~ (2 T 94
Y Zs5 Te X7 xs 2

FIGURE 1.4 — Mécanisme hyperstatique avec jeux. L’expression de Y est implicite car
elle dépend des écarts géométriques et des jeux.

seront considérés dans la suite du mémoire. Les méthodes développées sont applicables
aux meécanismes isostatiques mais sans intérét puisque des méthodes existantes sont plus
efficaces.

1.2.4 Formalisations et approches des problémes d’analyse des
tolérances des mécanismes hyperstatiques

L’objectif principal de I'analyse des tolérances est de pouvoir calculer le niveau de
qualité du produit pour des tolérances de conception données. Les méthodes d’analyse
doivent donc utiliser une formalisation mathématique la plus représentative de la réa-
lité, capable de prendre en compte les écarts géométriques et les jeux dans le calcul. 11
existe deux approches distinctes pour formaliser les problémes d’analyse des tolérances :
I’accumulation des tolérances et ’accumulation des déplacements.

Quelle que soit 'approche utilisée, le calcul du niveau de qualité d’'un mécanisme fait
intervenir deux notions : celle de la montabilité du mécanisme et celle de sa fonctionnalité.
Ces deux conditions sont définies de la fagon suivante.

Définition 1.2.4 Condition d’assemblage : un mécanisme avec jeuxr doit pouvoir s’as-
sembler malgré les écarts géométriques et sans qu’il y ait d’interpénétration entre ses
preces.

Définition 1.2.5 Condition fonctionnelle : les variations mazximales et/ou minimales
d’une ou plusieurs caractéristiques fonctionnelles, dues aux écarts géométriques et aux
jeux, ne doivent pas dépasser un certain seuil pour garantir le bon fonctionnement du
mécanisme, a condition qu’il soit montable.

Les deux approches d’analyse des tolérances se basent sur deux techniques différentes.
L’accumulation des tolérances définit des domaines de variation admissibles sur les écarts
géométriques et les jeux [Bhide et al., 2005; Davidson et Shah, 2012; Giordano et Duret,
1993; Giordano et al., 2005]. Elle se base principalement sur la méthode d’analyse au pire
des cas. Elle est présentée dans la sous-section 1.2.4.1. L’approche d’accumulation des
déplacements est décrite dans la sous-section 1.2.4.2. La technique consiste a définir des
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contraintes sur les paramétres [Qureshi et al., 2012; Dantan et Qureshi, 2009]. Elle se base
sur la méthode d’analyse statistique. La figure 1.5 montre le classement des méthodes
actuelles d’analyse des tolérances en fonction du type de mécanisme étudié. Il existe
actuellement peu de méthode basées sur des approches probabilistes pour 'analyse des
tolérances des mécanismes hyperstatiques, excepté les méthodes développées par Qureshi
et al. [2012] et Beaucaire et al. [2013] ainsi que Ballu et al. [2008| dans le cas o la fonction
f est explicite.

Fonction explicite analytique Fonction implicite analytique Simulation numérique
avec jeux
Modele de ; ;
avec jeux
comportement /\
sans jeux linéaire  non linéaire | linéaire non linéaire | sans jeux avec jeux
B Accumulation des dépl t - ~
Accumulation |/*¢cumuiation des deplacements Simulations
A et approches probabilistes aq
des déplacements : L numériques
; n h (avec des jeuz aléatoires h
Méthode €t approches qui ne simulent pas et approches
d’analyse probabilistes le comportement réel) probabilistes
des
tolérances Accumulation
existantes Accumulation des tolérances des tolérances
et approches au pire des cas et approches
au pire des cas
|
Exemple de Systeme rigide, chaine Systeme %lyperstatique, sy\st‘eme avec de  |Engrenage, systéme non rigide,
P 7 . i grands déplacements, systeme avec des systéme avec un comportement
mecanisme cinématique ouverte,... g o2 : . . .
configurations cinématiques multiples, ... |physique multiple, ...

FIGURE 1.5 — Typologie des modéles de comportement des mécanismes et classement des
méthodes actuelles d’analyse des tolérances.

1.2.4.1 Accumulation des tolérances

L’accumulation des tolérances a pour but de simuler la composition des tolérances de
fagon linéaire. Les écarts géométriques admissibles sont établis géométriquement grace a
un domaine de variation admissible. Les bornes de ce domaine sont définies grace aux
tolérances spécifiées sur les composantes du mécanisme. Pour les jeux, un domaine de
déplacement admissible garantissant la non pénétration de matiére des surfaces en contact
est défini. Certaines composantes sont bornées et d’autres non.

Il existe plusieurs techniques pour représenter ces espaces de variations admissibles :
les T-maps® [Bhide et al., 2005; Davidson et al., 2002; Davidson et Shah, 2012], les
domaines écarts et domaines jeux |Giordano et Duret, 1993; Giordano et al., 2005], les
gap spaces |Zou et Morse, 203; Morse, 2004]. Un T-maps® est un hypothétique domaine
linéaire Euclidien, le T-maps® représente toutes les variations possibles de la composante
étudiée. Le domaine se construit en reliant tous les points limites caractérisant la variation
possible d’une caractéristique par rapport a sa zone de tolérance. Suivant la dimension du
probléme, le T-maps® peut étre une zone délimitée par une aire en 2D, un volume en 3D
ou un hyper-volume. Pour les domaines écarts et domaines jeux, le principe est le méme.
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Ils se basent sur les torseurs des petits déplacements [Bourdet et Clément, 1976; Legoff
et al., 2004]. Un domaine de variation est créé en utilisant les composantes variables
des torseurs pour représenter le domaine de variation admissible des composantes soit
vis-a-vis des tolérances, soit pour garantir la non pénétration de matiére.

Quelles que soient les techniques utilisées, elles se basent sur 1'utilisation de différents
domaines :

¢ Domaines écarts D, (x) :

Le domaine écart représente 1’espace des variations admissibles des composantes
modélisant le déplacement vis-a-vis de leurs zones de tolérance. Des T-maps® sont
créés pour tous les éléments tolérancés [Davidson et Shah, 2012; Ameta et al., 2012].
Pour les domaines écarts, seules les composantes variables du torseur des petits
déplacements sont utilisées pour créer 'espace de variation. L’espace est également
défini en utilisant les écarts géométriques intrinséques. Les valeurs des tolérances
fixent les limites des domaines écarts [Ameta et al., 2012].

La figure 1.6 est un exemple de domaine écart pour un plan rectangulaire d’axe
normal 2’ soumis & une tolérance de localisation de valeur ¢;. Le domaine écart
limite trois composantes : la translation ¢, suivant 'axe Z et les rotations r, et r,
autour des axes ¥ et 3. Les limites du domaine sont définies par les valeurs de la
tolérance t; et les longueurs a et b des cotés du plan rectangulaire.

FIGURE 1.6 — Exemple de représentation de domaine écart pour un plan rectangulaire de
cOté a et b et d’axe normal Z soumis a une tolérance de localisation de valeur ¢;, [Mansuy,
2012].

¢ Domaines jeux D;(x,g) :
Les domaines jeux représentent l’espace des variations admissibles d'une surface
par rapport & une autre. Le domaine n’est pas forcément complétement fermé. Il
est borné par les contraintes d’interface du modéle de comportement. Par contre
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les composantes correspondant aux degrés de liberté de la liaison sont sans limites
[Ameta et al., 2012; Mansuy, 2012].

La figure 1.7 montre un domaine jeu d’une liaison cylindre-cylindre d’axe Z et dont
la différence des diamétres est égale a J. Le domaine jeu montre le déplacement
possible des composantes de translation ¢, t, et ¢, pour qu’il n’y ait pas d’inter-
pénétration de matiére. La composante de translation ¢, suivant I'axe 2z’ de liaison
n’est pas bornée car il s’agit d'un degré de liberté de la liaison.

FIGURE 1.7 — Exemple de représentation de domaine jeu discrétisé pour une liaison
cylindre-cylindre d’axe Z" et de différence des diamétres J, [Mansuy, 2012].

¢ Domaine fonctionnel D(x,g) :
Le domaine fonctionnel est un domaine jeu spécifique, il caractérise la condition
fonctionnelle. C’est un espace de variation admissible pour la ou les caractéristiques
fonctionnelles du mécanisme [Ameta et al., 2012].

¢ Accumulation des domaines :
L’influence des défauts et des jeux ne peut pas étre étudiée indépendamment les
uns des autres. Il faut prendre en compte le mécanisme dans sa globalité. Les équa-
tions de compatibilité issues des boucles topologiques du mécanisme sont utilisées
pour combiner les domaines écarts et domaines jeux pour construire I’accumulation
des domaines appelés domaines jeux résiduels [Mansuy, 2012|. L’intersection des
domaines jeux résiduels permet de construire le domaine jeu résultant Dj,.

La méthode d’analyse au pire des cas. L’accumulation des tolérances utilise prin-
cipalement la méthode d’analyse au pire des cas. Cette méthode consiste a définir les
dimensions des piéces et les tolérances de telles sortes que toutes les combinaisons pos-
sibles des piéces puissent étre assemblées, c’est-a-dire que la probabilité qu’un mécanisme
ne s’assemble pas soit nulle. Pour I’étude de la condition fonctionnelle, la pire combinai-
son possible de chaque écart est considérée. Par conséquent, ce type d’analyse implique
de définir des tolérances beaucoup plus serrées et donc augmenter les cotits de fabrication
en entrainant une possible sur-qualité [Hong et Chang, 2002; Mansuy et al., 2011].



1.2 Formalisation des problémes d’analyse des tolérances 19

Les conditions d’assemblage et fonctionnelle sont définies comme suit [Ameta et al.,
2012; Mansuy, 2012] :

¢ Condition d’assemblage : le mécanisme est montable si le domaine jeu résultant
[Dj,] existe :

[D;)] # 0 (1.13)

¢ Condition fonctionnelle : le mécanisme est fonctionnel si U'intersection du domaine
jeu résultant avec le domaine fonctionnel est non vide :

[D;, ] N [Dy,] # 0 (1.14)

Les domaines peuvent étre représentés de deux fagons différentes :

¢ la H-représentation : le domaine est représenté par les équations représentant un
demi-hyper-espace limité par un hyper-plan frontiére.

¢ la V-représentation : le domaine est représenté par ses sommets correspondant aux
intersections des hyper-plans frontiéres. La liste des coordonnées des sommets est
appelée V-représentation.

La méthode de calcul actuelle se base sur 1'utilisation des sommes de Minkowski
et sur le calcul d’intersection des domaines pour déterminer les domaines résultants. Les
sommes de Minkowski utilisent la H-représentation tandis que pour faire les intersections,
la V-représentation est préférée.

La figure 1.8 illustre 'opération de somme de Minkowski sur deux domaines [D,,y,] =
[D,] @ [D,] ou & symbolise la somme de Minkowski.

<

[Du+v]

<

;

FIGURE 1.8 — Exemple de somme de Minkowski appliquée sur les domaines [D,,] et [D,].
Le domaine résultant est le domaine [D,,1,] = [D.] ® [D,], Mansuy [2012].

Cependant, la méthode statistique est maintenant également utilisée car la somme de
Minkowski utilisée dans la méthode au pire des cas est trop cotiteuse en temps de calcul.
En effet, le calcul des domaines résultants par les sommes de Minkowski est complexe
malgré 'amélioration des algorithmes de calcul |Teissandier et Delos, 2011|. Les écarts
géométriques, modélisés par des variables aléatoires, remplacent les domaines écarts. Cela
permet de calculer une probabilité de défaillance [Mansuy et al., 2012].



20 Chapitre 1. Analyse des tolérances et méthodes d’analyse probabilistes

1.2.4.2 Accumulation des déplacements

L’objectif de I'accumulation des déplacements est de modéliser I'influence des écarts
géométriques sur le comportement du mécanisme. Pour cela, les écarts géométriques sont
modélisés par des variables aléatoires et les jeux par des variables libres. Pour des écarts
géométriques donnés, la pire des configurations des jeux des piéces doit étre considérée
pour déterminer la valeur des jeux.

o Les écarts géométriques x
Les écarts géométriques x sont modélisés par des variables aléatoires X dont les
lois de probabilité et leurs parameétres sont choisis en accord avec le processus de
fabrication et/ou les tolérances spécifiées sur les composantes.

La figure 1.9 montre un plan la d’axe normal Z’ soumis & une tolérance de localisa-
tion de valeur ¢. Une modélisation simple de I’écart géométrique de position au point
O suivant cet axe par rapport au repére nominal, noté w41, consiste a considérer
cette composante comme une variable aléatoire de loi normale de moyenne nulle et
d’écart-type égal a t/6. Cela modélise le déplacement possible du plan suivant I'axe
Z autour de sa valeur nominale avec une probabilité que I'écart géométrique soit
dans la tolérance égale & 99.7%. La figure 1.10 illustre cette modélisation. C’est une
modélisation simpliste car il faudrait également prendre en compte les rotations
possibles autour des axes ¥ et /.

FIGURE 1.9 — Tolérance de localisation appliquée sur une surface plane.

Ce type de modélisation implique la possibilité d’avoir des dimensions négatives si
I’'on suppose se placer dans les queues des densités de probabilité. Il est possible
de définir des lois de probabilité tronquées pour pallier ce probléme. Dans certains
cas spécifiques, il est également possible de définir des inéquations afin de limiter
les écarts géométriques pour qu’ils soient strictement compris dans l'intervalle de
tolérance.

La modélisation résultante des spécifications n’est pas développée dans ces travaux.
Les écarts géométriques représentatifs des tolérances spécifiées sur le mécanisme
sont supposés connus.



1.2 Formalisation des problémes d’analyse des tolérances 21
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FIGURE 1.10 — Loi de probabilité possible suivie par I’écart géométrique wiq/1. En l'oc-
currence, il s’agit d’une loi normale de moyenne zéro et d’écart-type égal a la valeur de
I'intervalle de tolérance divisée par 6.

o Les jeux g
Les jeux sont modélisés par des variables libres dont la valeur dépend de la confi-
guration du mécanisme et des écarts géométriques. Pour des écarts géométriques
donnés, les jeux sont calculés par la méthode d’analyse dans la pire des configura-
tions.

La notion de configuration est importante dans la suite du mémoire, sa définition
est donnée ci-dessous.

Définition 1.2.6 Une configuration particuliére d’un mécanisme hyperstatique cor-
respond a un ensemble de points de contact spécifiques entre les différentes piéces
le composant de tel sorte que tous les degrés de liberté soient contraints. Le méca-
nisme est alors dans une configuration isostatique et les jeux peuvent étre calculés
en fonction des écarts géométriques.

Dans le mécanisme hyperstatique, montré dans la figure 1.4 p.15, il n’y a qu’un degré
de liberté (la translation horizontale) donc un seul point de contact & définir. Il y a
quatre configurations de points de contact possibles correspondant a g; = 0 ou gy =
0 ou g3 = 0 ou g4 = 0. L’expression de la caractéristique fonctionnelle Y dépend
de la configuration. La pire des configurations correspond & la configuration qui
donne la pire valeur de la caractéristique fonctionnelle pour des écarts géométriques
donnés. Si la condition fonctionnelle associée a la caractéristique Y est C'pi(x, g) =
Yinae — Y (X,8) > 0, alors la pire des configurations correspond a celle qui maximise
Y, voir figure 1.11. Toutefois, la pire des configurations doit respecter les contraintes
d’interface du modéle de comportement garantissant la non interpénétration de
matiere.

La méthode d’analyse statistique. La technique d’accumulation des déplacements
se base sur la méthode d’analyse statistique. Cette méthode a pour but de considérer
que les variabilités de fabrication ont une influence suffisamment maitrisée pour garantir
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FIGURE 1.11 — Mécanisme hyperstatique dans la pire des configurations des jeux. Cette
configuration correspond a la maximisation de Y.

la qualité de production. Dans une production de grande série, cela revient a autoriser
une petite proportion des mécanismes a ne pas satisfaire les conditions d’assemblage ou
de fonctionnalité. En conséquence, les tolérances de certaines composantes peuvent étre
augmentées ce qui permet de réduire significativement les cotits de fabrication. L’objectif
de 'analyse statistique est de calculer la probabilité que les exigences fonctionnelles et
condition de montabilité soient respectées pour des tolérances données [Nigam et Turner,
1995; Beaucaire et al., 2013; Morse, 2004]. Ces probabilités sont les indicateurs du niveau
de qualité du mécanisme.

En réalité, la probabilité calculée est la probabilité de rebut : c¢’est la proportion de
mécanismes qui ne seront pas montables ou pas fonctionnels. D’un point de vue industriel,
la probabilité recherchée est de 'ordre de quelques piéces par million. On parle alors de
Taux de Non Conformité (TNC), exprimé en piéces par million (ppm).

En fonction des équations du modeéle de comportement, les conditions d’assemblage
et fonctionnelle s’expriment de la fagon suivante [Dantan et Ballu, 2002; Qureshi et al.,
2012 :

¢ Condition d’assemblage : « Il existe une configuration admissible des jeux du méca-
nisme telle que les équations de compatibilité et les contraintes d’interface soient res-
pectées ». Cette condition se traduit mathématiquement par I'utilisation du quan-
tificateur 4l existe 3 :

Jg e R™: {C.(x,8) =0NCi(x,8) <0NCiu(x,g) =0} (1.15)

¢ Condition fonctionnelle : « Pour toutes les configurations admissibles du méca-
nisme, les conditions d’assemblage et la ou les contraintes fonctionnelles doivent
étre respectées ». Cette condition utilise le quantificateur mathématique quel que
soit YV :

Cr(x,g) > 0,Vg € R" : {C.(x,8) =0NCi(x,8) <0NCi(x,8) =0}  (1.16)

Dans le cas de l'assemblage, vérifier la condition de montabilité revient & vérifier
I'existence d’une configuration admissible du mécanisme telle que toutes les contraintes
soient satisfaites. Quant & la condition fonctionnelle, elle doit étre vérifiée pour toutes
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les configurations admissibles. Cependant, il est possible de n’en vérifier qu'une seule.
En effet, il suffit de déterminer la configuration admissible du mécanisme correspondant
a la pire condition fonctionnelle possible. Si pour cette configuration le mécanisme est
fonctionnel, alors il I'est pour toutes les configurations admissibles. La difficulté réside
dans la détermination de la pire des configurations.

La méthode de résolution actuelle se base sur le couplage de la simulation de Monte
Carlo avec un algorithme d’optimisation pour trouver la pire des configurations. Cette
méthode est expliquée dans la section 3.2 du chapitre 3.

1.2.5 Synthése

Il existe deux approches d’analyse des tolérances : I'une basée sur l’accumulation des
tolérances et une autre basée sur 'accumulation des déplacements. Les deux approches
sont similaires, les équations ou domaines a définir sont semblables. Par contre, les outils
mathématiques utilisés pour 'analyse sont différents. En effet, 'accumulation des tolé-
rances se base sur 'utilisation des domaines tandis que ’accumulation des déplacements
manipule des contraintes sur les parameétres géométriques.

L’accumulation des tolérances est principalement basée sur la méthode au pire des
cas pour estimer le niveau de qualité. Cette méthode implique de définir des tolérances
beaucoup plus serrées pour garantir a coup stir l’assemblage du mécanisme. Cela entraine
une augmentation des cotits de fabrication. Elle est également moins compatible & priori
avec l'utilisation des méthodes probabilistes bien que ’approche statistique permettant
I'application de méthodes probabilistes commence a étre utilisée par Mansuy et al. [2012].
De plus, elle utilise les sommes de Minkowski pour calculer les domaines résultants. Cette
opération est coliteuse en temps de calcul et devient trés compliquée lorsque la dimension
du probléme augmente.

L’accumulation des déplacements se base sur 'approche statistique modélisant les
écarts géométriques comme des variables aléatoires. L’utilisation de cette approche a
pour but de calculer une probabilité de non respect des conditions. Cette modélisation
convient parfaitement pour 'application de méthodes probabilistes. En outre, elle permet
de réduire sensiblement les tolérances et donc de réduire les cotits de fabrication. A partir
de ces constats, les méthodes de résolution d’analyse des tolérances développées dans la
suite du mémoire se baseront sur l’accumulation des déplacements.

Antérieurement a ces travaux de theése, des recherches de méthodes de résolution
d’analyse des tolérances basées sur ’accumulation des déplacements ont été menées au
sein du consortium d’AHTOLA. Les premiéres recherches ont été effectuées par Qureshi
et al. [2012]. Ils transforment les définitions des conditions d’assemblage et fonctionnelle,
équations (1.15) et (1.16), en un probléme d’optimisation & résoudre. La résolution du
probléme permet de répondre aux deux conditions. Dans un premier temps, si une solution
au probléme est trouvée, cela indique que le mécanisme peut s’assembler. Ensuite, si une
solution est trouvée, alors elle correspond a la valeur de condition fonctionnelle dans la
pire des configurations du mécanisme. Si cette valeur est négative, alors le mécanisme n’est
pas fonctionnel. La probabilité de non respect des conditions est calculée en couplant un
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algorithme d’optimisation avec une simulation de Monte Carlo (méthode expliquée dans
la sous-section 1.3.2). Cette méthode de résolution est considérée comme la méthode de
référence. Elle est décrite dans la section 3.2. Cependant, cette méthode est trés cotiteuse
en temps de calcul. Elle ne permet pas de traiter des mécanismes complexes en un temps
de calcul acceptable.

Les autres recherches ont été conduites par Beaucaire et al. [2013] qui ont développé
une nouvelle formulation pour I'analyse des tolérances des mécanismes hyperstatiques
basée sur I'accumulation des déplacements. La formulation permet de définir le probléme
comme un probléme d’estimation d’une probabilité systéme. Le but est de considérer
une condition fonctionnelle pour chaque configuration isostatique possible du mécanisme
en vérifiant si le mécanisme est toujours montable. La formulation proposée devient ce-
pendant inutilisable pour des études de mécanismes trés complexes car le nombre d’évé-
nements de la probabilité systeme a considérer devient trés grand. Malgré cela, leurs
recherches ont montré que les problémes d’analyses des tolérances des mécanismes hy-
perstatiques sont des problémes systémes. Les travaux de thése se sont appuyés sur ces
recherches afin de trouver une nouvelle formulation permettant de traiter les mécanismes
complexes. La formulation proposée est décrite dans la section 2.4.

1.3 Meéthodes probabilistes pour ’analyse des tolérances
et ’analyse de fiabilité

L’objectif de ces travaux de théses est de développer des méthodes de résolution
basées sur des approches probabilistes. L’approche d’accumulation des déplacements mo-
délisant les écarts géométriques par des variables aléatoires est tout a fait adaptée pour
I’application de telles méthodes. Au vu de la formalisation des conditions d’assemblage et
fonctionnelle donnée dans la sous-section 1.2.4.2, les problémes d’analyse des tolérances
sont trés proches des problémes d’analyse de fiabilité des structures. Malgré cela, dans
le cadre de I'analyse des tolérances, les méthodes de fiabilité sont peu utilisées méme s’il
existe plusieurs applications se basant sur la simulation de Monte Carlo [Qureshi et al.,
2012; Nigam et Turner, 1995; Mansuy et al., 2012| ou la méthode FORM |Ballu et al.,
2008|.

Le but de ce chapitre est d’exposer les méthodes classiquement utilisées pour des
analyses de fiabilité afin d’avoir & disposition un ensemble de méthodes applicables a
I’analyse des tolérances. Suivant le type de probléme et la formulation du probléme,
la méthode de fiabilité la plus adaptée sera utilisée. Dans la suite de cette section, le
vocabulaire employé pour décrire le niveau de qualité sera la probabilité de défaillance afin
de rester proche du vocabulaire utilisé pour les méthodes de fiabilité. Deux probabilités
pourront étre distinguées suivant la condition a vérifier : une probabilité de défaillance
fonctionnelle et une probabilité de défaillance d’assemblage.

L’objectif d'un probléme de fiabilité ou d’un probléme d’analyse des tolérances est
de déterminer si une structure ou un mécanisme est capable d’assurer sa fonction pour
toutes réalisations des variables aléatoires. Les parameétres incertains sont modélisés par
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un vecteur de variables aléatoires X(w) = {Xi(w),..., X,(w)} o w représente 'aléa,
a valeurs dans l’espace physique X™ C R”. Dans le cas de I'analyse des tolérances, ces
variables correspondent aux écarts géométriques modélisant les variations dues au pro-
cessus de fabrication par rapport aux dimensions nominales. Pour un aléa fixé, le vecteur
des réalisations d’une variable aléatoire est noté x = {x1,...,z,} € R™. Il correspond
physiquement & un ensemble de valeurs d’écarts géométriques mesurés sur une piéce fabri-
quée. La notion de streté d’une structure ou de fonctionnalité d’un mécanisme est définie
grace a une fonction de performance. Cette fonction est usuellement notée G(X) dans le
cadre d’une analyse de fiabilité des structures. Dans le cas de I’analyse des tolérances, la
fonction de performance correspond & la condition fonctionnelle C(X, g) définie dans la
sous-section 1.2.2. Afin de s’approprier les méthodes de fiabilité pour I'analyse des tolé-
rances, la notation utilisée par la suite pour la fonction de performance sera C'(X), en
supposant que le vecteur des jeux est connu. Deux domaines peuvent alors étre définis :

¢ le domaine fonctionnel (ou de sireté) Dy = {X € A" : C¢(X) > 0}.
¢ le domaine de défaillance D; = {X € X" : Cy(X) < 0}.

La frontiére séparant les deux domaines (fonction de performance nulle : Cf(x) =
0) est appelée fonction d’état-limite. L’analyse de fiabilité sera d’autant plus difficile
que cette fonction d’état-limite est complexe (non linéaire, continue par morceaux, non
connexe). La probabilité de défaillance P; qui est recherchée s’exprime, en ’absence de
jeux g, de la facon suivante :

Py = Prob (C(X) < 0) (1.17)

Il est possible de définir cette probabilité grace a l'intégrale de la densité conjointe de
probabilité hx de X :

sz/D hx (x)dx (1.18)

Il existe un grand nombre de méthodes de fiabilité permettant de calculer une proba-
bilité de défaillance de ce type, chacune d’elle ayant des avantages et des inconvénients
relatifs au domaine d’étude ot le calcul de fiabilité est effectué. Les sous-sections sui-
vantes regroupent plusieurs méthodes de fiabilité parmi les plus utilisées : les méthodes
d’approximation (FORM, SORM), les méthodes de simulation (Monte Carlo, tirages
d’importance) ou encore le couplage des méthodes de simulation avec un méta-modéle
(surfaces de réponse, SVM, chaos polynomial, krigeage).

1.3.1 Méthodes d’approximation

Les méthodes d’approximation ont pour but de modifier la fonction d’état-limite par
une forme approchée plus simple & manipuler. Elles se basent sur I’évaluation d’un indice
de fiabilité défini dans 'espace standard. Il est donc nécessaire dans un premier temps
d’expliciter la technique de changement d’espace d’étude. La transformation consiste a
passer de l’espace physique des variables aléatoires X a l’espace standard des variables
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Gaussiennes, noté U. Ce sont les variables normées centrées non corrélées a moyennes
nulles et écart-types unitaires. On note U™ ce nouvel espace appelé espace standard. La
transformation iso-probabiliste permettant de passer d’un espace a l'autre est notée T :

U =T(X) (1.19)

La fonction de performance dans I'espace standard, notée H, s’obtient de la facon sui-
vante :

H(U) = Cy (T71(U)) (1.20)

L’opération est appelée transformation iso-probabiliste car elle conserve, par définition,
la probabilité de défaillance :

P, = Prob (C(X) < 0) = Prob (H(U) < 0) (1.21)

De plus, la définition du domaine de défaillance Dy = {U € U™ : H(U) < 0} est équi-
valente a celle énoncée précédemment : Dy = {X € A" : Cp(X) < 0}. La figure 1.12
illustre le passage de ’espace réel a I'espace standard. Pour des variables aléatoires Gaus-

L2\
Cy(z1,72) =0 H(ui,uz) =0
AU

RE ) S B
iy ) 0 N
i (=7 i

HXxy x;l ~~~~~
Espace X2 Espace U?

FIGURE 1.12 — Transformation iso-probabiliste de 1’espace réel X2 vers I’espace standard
U?. Dans 'espace réel, les iso-valeurs des probabilités sont représentées par des ellipses
tandis que dans l'espace standard les iso-valeurs sont des cercles concentriques.

siennes non-corrélées X;, la transformation est simple et linéaire :

T Li — Hi
T, — U; =

1.22
- (122
ol p; et o; sont respectivement la moyenne et ’écart-type de la variable aléatoire X;. Dans
le cas ol la loi de la variable aléatoire indépendante est quelconque, la transformation
est de la forme suivante :

2 o u; = 0 (Fy, (7)) (1.23)
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ou Fx, et ® sont respectivement les fonctions de répartition des variables X; et U;. La
transformation dans le cas des variables dépendantes est plus compliquée, il existe la
transformation de Rosenblatt [1952] ainsi que la transformation de Nataf [1962] proposée
par Der Kiureghian et Liu [1986] qui ne seront pas développées ici.

L’objectif des méthodes d’approximation est de remplacer la fonction d’état-limite
réel C(x) = 0 par une forme approchée. Ces méthodes se basent sur I'indice de fiabilité
[ de Hasofer et Lind [1974] qui est défini comme étant la distance entre 1'origine O et
le point le plus proche de l'origine sur la surface d’état-limite, noté P*. Ce point est
appelé le point de défaillance le plus probable, il correspond au maximum de la densité
de probabilité des variables aléatoires dans le domaine de défaillance Dy. Ce point existe
également dans 'espace physique via la transformation inverse mais l'indice de fiabilité
[ est calculé dans l'espace standard. C’est pourquoi la transformation de l’espace est
nécessaire. Les coordonnées du point P* sont notées u* = {uj,...,u’} € U". Rechercher
ce point revient a résoudre le probléme d’optimisation sous contraintes suivant :

f=min /uu (1.24)
sous H(u) <0 (1.25)

Il existe différentes techniques pour déterminer la position du point P*, parmi elles,
I'algorithme HLRF (Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler) [Rackwitz et Fiessler, 1979] est un
algorithme d’optimisation du premier ordre adapté spécifiquement a la recherche du point
de défaillance le plus probable. Il est trés efficace bien que sa convergence ne soit pas
assurée dans tous les cas. Une version améliorée de cette algorithme, improved HLRF, est
proposée par Zhang et Kiureghian [1995]. Elle intégre un pas de descente optimal calculé
grace a la régle d’Armijo. De plus les auteurs ont démontré la convergence inconditionnelle
de I'algorithme.

1.3.1.1 Meéthode FORM

Le lecteur pourra trouver de plus amples détails dans Lemaire [2009] ou Ditlevsen
et Madsen [1996|. La méthode d’approximation FORM (First Order Reliability Method)
consiste a remplacer la surface d’état-limite réelle par un hyper-plan au point de dé-
faillance le plus probable P* dans ’espace standard, voir Figure 1.13.

L’équation de cet hyper-plan tangent en P* est la suivante :

H(u) = i(xiui +5=0 (1.26)

ou «; représente le cosinus directeur associé a la variable aléatoire U;. L’hyper-plan est
orthogonal a la droite (P*O) dont la direction est donnée par les cosinus directeurs. La
relation suivante entre I'indice de fiabilité et les cosinus directeurs donne les coordonnées
du point u* :

uf = —fa; (1.27)
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FIGURE 1.13 — Principe de la méthode FORM. La surface d’état-limite réelle H(u) =0
est approximée par un hyper-plan (une droite en 2 dimensions) tangent & la surface

d’état-limite réelle au point P*. 3 est la distance entre 'origine et le point P* et « est le

vecteur des cosinus directeurs de la droite (P*O). Les cercles concentriques représentent

les iso-valeurs de la densité de probabilité Gaussienne standard.

La probabilité de défaillance est alors approximée par ’équation suivante :

Py~ Py = ®(—f) (1.28)

ou @ est la fonction de répartition de la loi Gaussienne standard.

Avantages et inconvénients de la méthode FORM :

o Lorsque la fonction de performance est linéaire et fonction de variables aléatoires

Gaussiennes, la méthode FORM permet de calculer la valeur exacte de la probabilité
de défaillance.

La méthode FORM peut retourner une mauvaise approximation de la probabi-
lité de défaillance dans certains cas ou la fonction d’état-limite est fortement non
linéaire ou si plusieurs points P* sont a prendre en compte. Une solution habituel-
lement utilisée est de valider les résultats par la méthode de simulation par tirages
d’importance (voir sous-section 1.3.2.2).

Un atout de cette méthode est que le calcul de I'indice de fiabilité par les algorithmes
HLRF ou iHLRF est économique. Le nombre d’appels a la fonction de performance
n'est pas excessif car ils convergent assez rapidement (en général moins de 100
itérations). La convergence est fonction du nombre de variables et non de l'ordre de
grandeur de la probabilité. C’est une méthode trés économique lorsque la fonction
de performance est trés cotiteuse en temps de calcul.

Une variante de la méthode FORM par une forme simplifiée analytique est la mé-
thode SORM qui, a l'instar de la méthode FORM, approxime la fonction d’état-
limite. Cependant la méthode SORM la remplace par une hyper-surface d’ordre
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2 |Lemaire, 2009; Ditlevsen et Madsen, 1996|. La formule de Breitung permet de
prendre en compte la courbure de la fonction d’état limite en P* dans le calcul de
P,. L’amélioration de I’évaluation de la probabilité de défaillance est sensible mais

la prise en compte des courbures rend cette méthode plus cotiteuse en temps de
calcul que la méthode FORM.

1.3.1.2 Méthode FORM systéme

Le scénario de défaillance peut parfois étre décomposé en plusieurs sous-événements.
Par exemple un mécanisme hyperstatique peut étre considéré dans différentes configura-
tions, ou bien une structure peut avoir plusieurs fonctions de performance caractérisant sa
défaillance. Il est alors possible, dans ce cas, d’utiliser une approche systéme afin de calcu-
ler séparément dans un premier temps les indices de fiabilité de chaque sous-événement
pour ensuite calculer la probabilité de défaillance globale du systéme. Plusieurs types
de combinaison d’événements peuvent étre considérés : combinaisons paralléles, combi-
naisons séries, combinaisons séries de combinaisons paralléles ou encore combinaisons
paralléles de combinaisons séries [Lemaire, 2009; Ditlevsen et Madsen, 1996]. Seules les
combinaisons paralléles seront ici étudiées.

)

Soit N, le nombre de domaines de défaillance D((fi associé au sous-événement s;.

Les fonctions de performance de chaque sous-événement sont notées C](fi)(x), pour ¢ =
{1,..., Ns}, et avec Dc(lsi) = {X e€Xx": Cj(fi)(X) < O}. La défaillance d’un systéme paral-
léle intervient lorsque tous les événements sont défaillants simultanément. La probabilité

de défaillance du systéme, Py gys, est alors la probabilité de I'intersection des événements
défaillants :

N
Pysys = Prob (ﬂ foﬁ’) (1.29)

i=1

Une solution pour calculer cette probabilité peut étre obtenue a partir de la densité
de la loi multi-normale ¢y, en dimension N, avec I'’hypothése d'une approximation du
premier ordre sur chaque sous-événement. Cela nécessite donc de faire Ny calcul FORM,
voir Figure 1.14. Le but est de calculer les indices de fiabilité 3; de chaque sous-événement
ainsi que leur cosinus directeurs a?. La probabilité de défaillance s’exprime de la facon
suivante :

Pd,sys ~ CI)NS <_ﬁ7 [p]) (130)

ou ®y, est la fonction de répartition de la loi multi-normale et [p] est la matrice des
coefficients de corrélation des état-limites |Lemaire, 2009]. Les composantes p;; de cette
matrice sont calculées grace au produit scalaire des cosinus directeurs des différents évé-
nements, voir équation (1.31). Elles permettent de prendre en compte les dépendances
entre les différents sous-événements.

pij = o).l (1.31)
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FIGURE 1.14 — Principe de la méthode FORM systéme appliquée & un probléme de
fiabilité d’un systéme paralleéle. Chaque surface d’état-limite est approximée par un hyper-
plan H®)(u) = 0 (une droite en 2 dimensions) tangent a I’état-limite réel au point P,
Un indice de fiabilité 5; et un vecteur des cosinus directeurs «; sont associés a chaque
sous-événement. Le domaine de défaillance est l'intersection de tous les domaines de
défaillance.

La fonction de répartition de la loi multi-normale s’exprime sous la forme d’une inté-
grale en dimension Ny :

B1 BN L
Dy, (— / / expfi“[”] “duy ... duy, (1.32)
(2m) %" det[ |

Il n’y a pas de solution analytique a I'intégrale (1.32) mais elle peut étre évaluée numeéri-

quement. La technique proposée par Genz [1992| permet de la calculer efficacement. De
plus un intervalle de confiance associé au résultat est obtenu sans cotit de calcul supplé-
mentaire. Cependant, le nombre d’événements N, influe sur le temps, plus Ny est grand
et plus le temps de calcul est grand.

1.3.2 Meéthodes de simulation

Il existe plusieurs méthodes de simulation mais la technique de base est la méme pour
toutes. La technique consiste a tirer un certain nombre de réalisations des variables aléa-
toires et classer ces réalisations (écarts géométriques) en fonction du signe de la fonction
de performance évaluée en ces points. La méthode la plus connue est la simulation de
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Monte Carlo. A partir de cette méthode, des variantes ont été développées afin d’améliorer
ses performances.

1.3.2.1 Simulation de Monte Carlo

C’est la méthode de référence, elle permet d’avoir une bonne précision sur le résultat.
L’objectif de la simulation est d’approximer l'intégrale écrite en équation (1.18) grace a
I'introduction de la fonction indicatrice 1p,(u) :

1 si H(u)<0
1 = - 1.
2a(w) { 0 si H(u)>0 (1.33)
L’intégrale devient :
P, = / 1p,(u)¢,(u)du; ... du, = E[1p,(U)] (1.34)

ol ¢, est la densité de probabilité de la loi Gaussienne standard en dimension n. L’es-
timateur de 'espérance de la fonction indicatrice permet d’approcher la probabilité de
défaillance par :

Nyre
- 1 .
P, = § 1 (@) 1.35
“ Nue — pa(u) (1.35)

oll Nysc est le nombre de réalisations des variables aléatoires. Il faut donc Nysc évalua-
tions de la fonction de performance pour estimer la probabilité de défaillance. La figure
1.15 illustre la simulation de Monte Carlo, les Ny;¢ réalisations sont classées par rapport
au signe de la fonction de performance. La probabilité de défaillance est le nombre de
points pour lesquels H est négatif divisé par le nombre total de points Ny c.

Cet estimateur a pour caractéristique d’étre non-biaisé et sa variance s’exprime de la
fagon suivante :

. 1 - .

Var [Pd] ~ P (1 - Pd> (1.36)
Nuce

La qualité de I'estimation de la probabilité de défaillance dépend donc de 'ordre de gran-

deur de la probabilité et du nombre de réalisations. Il est donc important d’accompagner

I’estimation P; par son intervalle de confiance afin d’avoir une information sur le niveau

de précision de la probabilité. L'intervalle de confiance a 95% de l'estimation est donné

par :
Py — 1964/ Var [ﬁd] < P, < P+ 1.96,/ Var [ﬁd} (1.37)

Ce qui revient a :

Pyl1-1.96 | <P, <P |1+41.96 : (1.38)
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FIGURE 1.15 — Simulation de Monte Carlo. Les points de la simulation sont classés de
part et d’autre de la surface d’état-limite H(u) = 0.

Le coefficient de variation de I’estimation de la probabilité est défini par :

1/ Var [ﬁd] e P, L)
E [ﬁd] N '

de =

NucPy

I1 est usuellement requis de viser un coefficient de variation inférieur a 10%. Le nombre de
simulations nécessaires pour atteindre ce résultat est Ny;c =~ 10772 pour une probabilité
visée de l'ordre de 1077.

1.3.2.2 Simulation par tirages d’importance

Le principal probléme de la méthode de Monte Carlo est son temps de calcul prohibitif
lorsque des faibles probabilités sont recherchées. La simulation par tirages d’importance
a pour objectif de réduire la variance de P, pour un cott de calcul fixé (i.e. Nyo fixé).
Le but est de tirer les réalisations des variables aléatoires dans une zone plus proche de la
zone de défaillance, d’ott le nom de tirages d’importance [Melchers, 1990|. Les réalisations
sont centrées autour du point P*, ainsi la proportion des points appartenant au domaine
de défaillance augmente. Cela permet d’améliorer considérablement la précision de la
probabilité de défaillance, voir Figure 1.16.

L’intégrale a évaluer est alors donnée sous la forme :

= M u)du U
Pd_/w Lo, gy n(wdu . du, (1.40)

ot ¢, (u) est la nouvelle fonction densité des réalisations, dite densité instrumentale. Dans
le cas ol ¥, (u) est une fonction densité de loi centrée sur le point P* de coordonnées u*
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FIGURE 1.16 — Méthode du tirage d'importance. Les réalisations sont centrées sur le point
pP*.

et d’écart-type unitaire, une estimation de 'intégrale est donnée par la formule suivante :

~ 1 Nye ) n 0 ﬁQ
B 1, (@ “S - 2 1.41
“ Nue Z < p,(1 )exp( ;ukuk 5 )) (1.41)

i=1

ot (3 est l'indice de fiabilité associé au point P*, donné par /), uj?. Pour simuler les
variables aléatoires, 11, suivant la densité choisie, il suffit de générer des variables aléatoires
standards u puis d’effectuer un changement de variable 1 = u + u*. Une estimation de
la variance de P, s'exprime de la facon suivante :

~ 1 1 BALS (i) - i) 62 i 2
Var[P}% 1p,(a") [ exp | — uiu,’ — = - P
d NMC 1 NMC Zzl Dd( ) p ; k“k 2 d

(1.42)

Cette méthode donne des résultats satisfaisants lorsque le point P* est convenable-
ment identifié et s’il n’y pas de minimum secondaire. Il est courant de coupler cette
méthode avec I'approximation FORM. En effet la méthode FORM permet d’obtenir les
coordonnées du point P* de fagon économique. Cette méthode permet ensuite de valider
le résultat de la probabilité obtenue par la méthode FORM & moindre cotit lorsque la
surface d’état-limite est fortement non linéaire.

D’autres variantes a ces méthodes de simulation existent telle que la méthode des
Susbsets [Au et Beck, 2001] ou la méthode de simulations directionnelles [Lemaire, 2009;
Ditlevsen et Madsen, 1996|. Ces méthodes ne sont pour le moment pas envisagées au vu
de I'état actuel des développements.
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1.3.3 Techniques de méta-modélisation

Un méta-modeéle est une fonction permettant de substituer la fonction du modéle réel
de comportement par une fonction étant plus économique a évaluer. L’objectif est de
prédire en n’importe quel point le résultat d’une fonction cotiteuse en temps de calcul,
en ayant connaissance uniquement du résultat de quelques points. Ces points connus
sont généralement appelés le plan d’expériences. Les méta-modéles sont trés intéressant
de part leur faculté a étre évaluer rapidement par rapport a la fonction réelle. C’est
pourquoi ils sont souvent couplés avec des techniques de simulation comme Monte Carlo
ou ses variantes. Cependant, la sélection du plan d’expériences est trés importante. Le
plan d’expériences doit contenir suffisamment de points, garantissant une bonne précision
de I'approximation mais le nombre de points du plan d’expériences doit également rester
suffissamment petit pour que I’évaluation soit toujours peu cotiteuse en temps de calcul.
Plusieurs techniques de méta-modélisation sont présentées succinctement : les surfaces
de réponse polynomiales, les Support Vector Machine, le chaos polynomial et le krigeage.

1.3.3.1 Surfaces de réponse polynomiales

Cette méthode consiste a trouver une expression analytique polynomiale modélisant
la fonction de performance du probléme. Le type de surface dépend de la qualité de
I’approximation voulue ainsi que de la dimension du probléme. La surface de réponse de
forme quadratique est la plus utilisée, la fonction de substitution C + de la vraie fonction
de performance C s’écrit de la fagon suivante sans termes croisés :

n n
Cr(x)=co+ Z iz + Z Ciit? (1.43)
i=1 i=1
ou bien avec termes croisés :

@c (X) =Cy+ i CT; + i i Cij i (144)
=1

i=1 j>i

ou n est la dimension de ’espace des variables et ¢;, ¢;; sont les coefficients du polynéme
a déterminer. Ces coefficients sont les inconnus du probléme et doivent étre calculés.

Dans le cadre de I'analyse de fiabilité, cette méthode posséde 'avantage de définir une
formule analytique ce qui permet de facilement calculer les gradients et hessiens. Ainsi, il
est trés facile de calculer les indices de fiabilité FORM et/ou SORM sur le méta-modéle.
La méthodologie de base est la suivante :

1. déterminer une surface polynomiale au voisinage d’un point de départ en utilisant
un plan d’expériences initial,
2. calculer le point de défaillance le plus probable par la méthode FORM ou SORM

de facon analytique,

3. déterminer une nouvelle surface polynomiale autour du point de défaillance le plus
probable évalué en 2.
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Une boucle de calcul est réalisée. Les étapes 2. et 3. sont réitérées jusqu’a convergence de
I’algorithme. Cependant, de nombreux points délicats existent puisqu’il faut déterminer
le type et le degré de la fonction polynomiale et définir le plan d’expériences. De plus, la
surface de réponse présente une certaine « rigidité », i.e. la forme de la surface ne pourra
par s’adapter avec assez de précision dans certains cas. Enfin, cette méthode nécessite un
nombre de calculs qui croit rapidement avec la dimension du probléme. Cependant, la
littérature fait état de nombreuses recherches afin d’améliorer la qualité de I'estimation
de la probabilité de défaillance [Bucher et Bourgund, 1990; Gayton et al., 2003; Allaix et
Carbone, 2011; Kaymaz et McMahon, 2005; Nguyen et al., 2009].

1.3.3.2 Support Vector Machines

Les machines a vecteurs de support (Support Vector Machines, SVM), ou séparateurs
a vaste marge, ont été proposées par Vapnik et Lerner [1963|. Cette méthode fut ensuite
améliorée par Boser et al. [1992] et est maintenant de plus en plus utilisée. Son concept
repose sur deux notions : celle de marge maximale et celle de fonction noyau. Deux types
d’utilisation peuvent étre distingués :

¢ La premiére consiste a réaliser des simulations en utilisant la classification. Le but
est de séparer une population selon différentes classes. Dans le cadre de la fiabilité,
il s’agit de différencier les échantillons appartenant au domaine de streté (fonction-
nelle ou montable) et ceux appartenant au domaine de défaillance (non fonction-
nelle ou non montable). Cette utilisation est trés utile pour calculer la probabilité
de défaillance.

¢ Elle peut également étre utilisée pour réaliser une régression permettant d’obtenir
une approximation explicite de la fonction d’état-limite. Cette fonction s’apparente
a la détermination d’une surface de réponse.

Les deux paragraphes suivants différencient les deux types de méthodes utilisant les
vecteurs supports.

Classification. Les SVM ont été créés a l'origine pour résoudre des problémes de clas-
sification. Le but étant de séparer I’espace des variables en classes. Dans le cas de la
fiabilité, il s’agit de créer un hyperplan qui sépare les données en deux classes en utilisant
le principe de marge maximale. Si l'on considére des points d’apprentissage appartenant
aux classes -1 (défaillance) et +1 (streté), ’hyperplan maximisant la marge sépare les
deux classes des points d’apprentissage telle que la distance entre les points les plus
proches de la marge et de I’hyperplan soit maximisée. La figure 1.17 illustre la séparation
des domaines de siireté et de défaillance. Le but est de définir une formule analytique de
la frontiére des classes. Dans certains cas, le séparateur n’est pas linéaire, il faut alors
appliquer une méthode a noyau (kernel trick) afin de transformer 'espace de départ en
un espace support permettant 'utilisation d’un hyperplan séparateur. La formulation
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FIGURE 1.17 — Séparateur dans le cas de classes linéairement séparables. Les points croix
représentent les vecteurs supports définissant la frontiére entre les classes.

classique du séparateur non-linéaire est la suivante :
2([x]) = sgn (@([x])) — sgn (Z e (K ([, x) + b)) (1.45)
i=1

ou x| = {x(l), e ,X(S)} est un échantillon de s réalisations des variables aléatoires qui
sont les vecteurs supports de ’hyperplan et b est le seuil. La fonction noyau est donnée
par K, les fonctions Radial Basis Function (RBF), polynomiale, fourier et sigmoidale
sont les plus utilisées [Deheeger et Lemaire, 2006]. Afin d’avoir un séparateur précis, la
technique nécessite de choisir convenablement la fonction noyau K et d’avoir un bon
réglage des hyper paramétres.

On trouve dans la littérature de nombreuses applications utilisant les SVM pour la
classification. Dans le cas de la fiabilité des structures, Hurtado [2004] est le premier
a introduire I'utilisation des SVM dans ce domaine. Il compare plusieurs techniques de
méta-modélisation comme les surfaces de réponses polynomiales, les réseaux de neurones
et les SVM. Dans [Hurtado, 2007], il propose le couplage des SVM avec les tirages d’im-
portance. Dans [Hurtado, 2010, il propose une méthode d’apprentissage optimale du
plan d’expériences au voisinage de la surface d’état limite. D’autres recherches sont éga-
lement menées, notamment par Bourinet et al. [2011] qui proposent le calcul de faibles
probabilités de défaillance par une méthode combinant les simulations par subset et la
classification par SVM. Cette méthode s’appelle 2SMART pour Subset simulation by
Support-vector Margin Algorithm for Reliability esTimation.

Regression. Les SVM peuvent également étre utilisés en régression (SVR), leur utili-
sation est tout d’abord envisagée par Vapnik [1995]. La méthode des SVM se généralise
en se basant sur le cas des classes non séparables. Le concept est de remplacer la marge
par une erreur € qui est un parameétre de précision. Le but est de trouver une fonction
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f(x) qui dévie au plus de € par rapport a la vraie fonction. Cela signifie que les erreurs
sont acceptées a condition qu’elles soient inférieures a e. Un tutoriel donnant une vue
d’ensemble des idées de base est proposé par Smola et Scholkopf [2004]. 11 existe des
applications des SVR pour la fiabilité [Smola et Scholkopf, 2004; Moura et al., 2011],
cependant ils sont moins utilisés que les SVM car il est plus aisé de travailler directement
par classes que de modéliser la fonction d’état limite.

1.3.3.3 Chaos polynomial

Le chaos polynomial est une méthode de décomposition spectrale d’une variable aléa-
toire. Il fut introduit a l'origine par Wiener [1938| qui utilisait des polynémes d’Hermite
pour modéliser un processus stochastique avec des variables aléatoires Gaussiennes. En
effet, toute variable aléatoire X de moment d’ordre 2 fini peut étre décomposée de la
fagon suivante :

X = iX\I/ ({Uj};";l> (1.46)

Les W; constituent une famille de polynémes d’Hermite dont les membres sont orthogo-
naux relativement a la mesure gaussienne, les U; sont des variables aléatoires normales
standards et indépendantes et les X; sont des coefficients & déterminer.

Cette décomposition est généralisée pour des variables aléatoires quelconques de va-
riance finie. Dans le cas d'une fonction de performance C(X), d'un vecteur de variables
aléatoires X = {Xj,..., X, } indépendantes, de densité conjointe hx (x) = [[;_; hx, (),
la fonction de performance se décompose de la fagon suivante :

Cy(X) = i0i¢i<Xla---,Xn) (1.47)

ou {¢;}22, est une base orthogonale de 'espace de Hilbert. Cette généralisation permet
d’obtenir une base adéquate quelle que soit la densité conjointe de X. En pratique la
réponse n’est pas décomposée jusqu’a l'infini et doit étre tronquée & un nombre fini de
termes p :

Cy(X) = Cp(X) = iciﬁbz‘(Xl; o Xn) (1.48)

Des familles de polynémes orthogonaux particuliers peuvent étre utilisées pour des
densités de probabilité classiques, par exemple des polynoémes d’Hermite pour des lois
Gaussiennes, de Legendre pour des lois uniformes, de Laguerre pour des lois gamma. Les
coefficients C; sont eux calculés par régression. Le calcul de régression consiste a minimiser
le carré de l'erreur moyenne de la réponse approximée. Le nombre des coefficients a
déterminer augmente rapidement avec la dimension du probléme (i.e. avec n), ce qui
rend le temps de calcul inacceptable pour certains systémes. Afin de pallier cet écueil,
Blatman et Sudret [2010a] ont développé une méthode qui construit un chaos polynomial
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creux. Le but est de détecter les coefficients dominants et donc d’éliminer les autres. Par
conséquent, le nombre de calculs nécessaire est nettement diminué comparé au besoin
pour un chaos polynomial plein. Cette technique a aussi été proposée par Choi et Grandhi
[2004] qui utilisent I’analyse de la variance pour déterminer les composantes clés régissant
la variabilité de la réponse.

Une des utilisations les plus fréquentes de la décomposition par un chaos polynomial
est ’analyse de sensibilité. En particulier, le calcul des indices de Sobol’” est simplifié par
cette méthode. En effet, la propriété d’orthogonalité des polynémes permet d’obtenir une
expression analytique des indices de sensibilité d’une variable en faisant intervenir unique-
ment les coefficients des polynémes opérant sur cette méme variable. Cette technique est
expliquée par Sudret [2008] et Blatman et Sudret [2010b]. L’approximation @(X) doit
cependant étre assez juste afin d’avoir un résultat correct sur les indices de Sobol’. Ces
méthodes sont appliquées notamment dans le domaine du nucléaire. Dossantos-Uzarralde
et Guittet [2008]| quantifient l'effet des coefficients aléatoires sur des modéles de calcul
grace aux indices de Sobol’.

Il est possible de combiner la méthode de simulation de Monte-Carlo et le chaos po-
lynomial afin d’obtenir une méthode plus efficace et plus rapide que la simulation de
Monte-Carlo seule [Li et Xiu, 2010]. Paffrath et Wever [2007| utilisent des chaos po-
lynomiaux visant la zone critique, I'un appelé shifted Hermite expansion est un chaos
polynomial avec un décalage vers le point de défaillance le plus probable. Le second, ap-
pelé windowed Hermite expansion se restreint a une fenétre autour du point de défaillance
le plus probable dans 'espace standard. Notin et al. [2010] combinent le chaos polynomial
et des techniques de ré-échantillonnage pour donner des indicateurs de confiance dans les
résultats de ’analyse fiabiliste.

1.3.3.4 Krigeage

Le krigeage est une méthode de modélisation issue de la géostatistique miniére. Il fut
introduit par 'ingénieur minier sud-africain Krige [1951], le formalisme mathématique est
cependant 'ceuvre du francais Matheron [1962]. Le krigeage posséde des variantes telles
que le krigeage avec erreurs de mesures [Roustant et al., 2010], le cokrigeage [Wackernagel,
2003|, le krigeage d’indicatrices [Journel, 1983| ou encore le krigeage disjonctif [Matheron
et al., 1976]. Ces variantes ne seront pas développées par la suite.

Le krigeage est une méthode d’interpolation spatiale qui permet d’obtenir le meilleur
prédicteur linéaire non biaisé (Best Linear Unbiased Predictor, BLUP). Cette technique
posséde plusieurs particularités intéressantes :

o elle interpole exactement les points du plan d’expériences, c’est-a-dire que les pré-
dictions passent obligatoirement par ces points (définissant le modéle de krigeage).

¢ elle fournit un estimateur de confiance local sur la valeur prédite via la variance de
krigeage.

La fonction Cf est vue comme une réalisation d’'un processus Gaussien défini par :

Cr(x) = F(x, 8) + 2(x) (1.49)
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ou :
o F(x,B) est la partie déterministe qui donne une approximation de la réponse

moyenne. Elle représente la tendance de la surface et correspond a un modeéle de
régression de la forme :

F(x,8) = f(x)3 (1.50)

avec 'f (x) = {fi(x),..., f,(x)} les fonctions polynomiales et B est un vecteur a p
coefficients de régression. La fonction F' est déterminée par la connaissance a priori
de I'expérimentateur sur le phénomeéne a modéliser. Suivant le choix de cette forme
de tendance, on distingue trois types de krigeage :

1. Le krigeage simple : F(x,3) = p est une constante scalaire connue.

2. Le krigeage ordinaire : F(x,3) = [ est une constante scalaire inconnue. Ce
type de krigeage est le plus communément utilisé.

3. Le krigeage universel : F(x,3) = ?:0 'f;(x)B; est une combinaison linéaire
de fonctions de la position x.

o z(x) est un processus gaussien stationnaire, de moyenne nulle et de covariance entre
deux points de coordonnées x et w définie par :

cov (2(x), 2(w)) = 02 Ry(h) (1.51)

ol o2 est la variance du processus et Ry la fonction d’auto-corrélation reliant deux
points x et w définie par son jeu de paramétres @ et la distance h = x — w.

La fonction de corrélation est en pratique inconnue. Il est nécessaire de la choisir en
fonction du phénomeéne a modéliser. Les fonctions de corrélation anisotropes gaussiennes,
Matérn et exponentielles sont les plus utilisées. Les paramétres de corrélation € sont
estimés en utilisant le critéere du maximum de vraisemblance ou par validation croisée.
La formulation du meilleur prédicteur linéaire non biaisé, noté fa,, au point x € R" est
la suivante :

pe,(x) = B+'r(x)Ry ' (y — 18) (1.52)

our(x) = {Ry(x — %)},
de krigeage au point x, notée o

, €t Ry est la matrice de corrélation des points y. La variance
2

&, (x), est donnée par :

(1-1R;'r)’
"R, '1

O'%f (x) =02 |1-"tR,'r + (1.53)

La particularité de cette variance est sa nullité aux points du plan d’expériences,
elle augmente au fur et a mesure que la distance avec les points du plan d’expériences
augmente. Fournir une variance de krigeage (sans coiit de calcul supplémentaire) est une

spécificité du krigeage qui rend cette technique trés attractive. La variance de krigeage est
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~1.5 N4

FIGURE 1.18 — Prédiction par krigeage de la fonction x — sinx en se basant sur 6
points (ronds noirs) pour créer le modeéle. La fonction sinus & approximer est affichée en
trait continu noir, les prédictions par krigeage sont en trait mixte bleu et l'intervalle de
confiance & 95% sur la prédiction est en trait pointillé rouge.

un indice de confiance local sur les valeurs prédites. La figure 1.18 illustre une prédiction
par krigeage d’une fonction en se basant sur 6 points pour créer le modeéle. En plus des
prédictions, la variance de krigeage permet de définir un intervalle de confiance a 95%
sur la prédiction.

La variance de krigeage est particulierement utilisée pour la construction itérative de
plan d’expériences, de nombreux critéres d’enrichissement peuvent étre déclinés autour de
cet indice de confiance. Dans le cadre d’analyses de fiabilité, il existe plusieurs algorithmes
spécifiquement dédiés au calcul de la probabilité de défaillance en se basant sur le krigeage.
Ces techniques sont couplées avec la simulation de Monte Carlo [Echard et al., 2011;
Bichon et al., 2008], ou avec la méthode des tirages d’importance |[Echard et al., 2013;
Dubourg et al., 2013]. D’autres méthodes sont spécialement développées pour traiter des
problémes de fiabilité systéme [Fauriat et Gayton, 2014; Bichon et al., 2011]. Toutes
ces méthodes sont basées sur le méme principe, il s’agit d’enrichir itérativement un plan
d’expériences afin de modéliser au mieux la fonction d’état-limite. Les points sélectionnés
sont ceux qui apporteront une meilleure modélisation de 1’état-limite. Par ailleurs, le
krigeage est également utilisé dans des méthodes d’optimisation c’est le cas de la méthode
EGO (Efficient Global Optimization) [Jones et al., 1998] ou IAGO [Villemonteix et al.,
2006] ou encore pour la vérification de la conformité géométrique de piéces de grandes
dimensions [Dumas et al., 2013].
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1.3.4 Synthése

Trois types de méthodes d’analyses de fiabilité ont été présentés. L’objectif est de
déterminer quelles méthodes sont les plus adaptées pour 'analyse des tolérances des
mécanismes hyperstatiques. En se basant sur les travaux antérieurs, rapidement évoqués
dans la synthese de la section 1.2.4, les méthodes doivent pouvoir étre couplées avec
un algorithme d’optimisation et/ou étre capable de traiter des problémes d’estimation
de probabilités systémes. De plus, les probabilités recherchées sont de l'ordre de 107°,
c’est-a-dire quelques piéces par millions (ppm).

La simulation de Monte Carlo peut étre facilement couplée avec un algorithme d’opti-
misation et est capable de traiter des problémes systémes. Elle permet en outre d’estimer
de faibles probabilités & condition d’avoir un coefficient de variation suffisamment pe-
tit. Dans l'optique d’un gain de temps, la variante du tirage d’importance pourrait étre
utilisée & condition de pouvoir déterminer correctement le point de défaillance le plus
probable.

Les méthodes d’approximation FORM, SORM et FORM systéme sont capables de
calculer des faibles probabilités. Ce sont les méthodes les plus économiques parmi celles
présentées. La version systéme nécessite par contre de connaitre les fonctions de perfor-
mance associées a chaque sous-événement. La formalisation actuelle ne permet pas de les
connaitre.

La derniére technique présentée permet de remplacer une fonction de performance qui
serait trop coiiteuse (en l'occurrence 'algorithme d’optimisation) par un méta-modéle.
Les méthodes basées sur le krigeage sont a priori les plus adéquates pour traiter les
problémes d’analyse des tolérances. Les méthodes AK-MCS, AK-IS, AK-SYS et EGRA
sont trés performantes et peuvent étre utilisées pour résoudre des problémes d’analyse
des tolérances. Un inconvénient important de 1'utilisation de ces méta-modeles est celui
de la malédiction de la dimension. En effet, plus la dimension du probléme est grande,
plus la construction du méta-modéle est difficile, augmentant ainsi le temps de calcul.
La précision des méta-modéles en est également affectée. Dans le cas des problémes
systémes, le nombre d’événements a considérer peut également étre un facteur limitant.
La construction de plusieurs centaines de méta-modéles peut nécessiter un temps de
calcul important ce qui réduit I'intérét d’utiliser ces techniques.

1.4 Conclusion

Les deux approches d’analyse des tolérances (accumulation des tolérances et accumu-
lation des déplacements) ont été présentées dans ce chapitre. La méthode d’accumulation
des déplacements se base sur ’approche statistique modélisant les écarts géométriques
par des variables aléatoires, le but étant de calculer une probabilité de non-respect des
conditions d’assemblage et de fonctionnalité. Cette approche convient parfaitement pour
I’application des méthodes probabilistes, ¢’est pourquoi il a été choisi d’utiliser I’approche
d’accumulation des déplacements. Les chapitres suivants sont orientés vers le développe-
ment de formulations et de méthodes de résolution des problémes d’analyse des tolérances
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de mécanismes hyperstatiques. La modélisation des parameétres des mécanismes se fera
grace aux torseurs des petits déplacements, les écarts géométriques et les jeux sont ainsi
modélisés de fagon similaire. Deux conditions sont a étudier pour garantir la qualité d’un
mécanisme : une condition d’assemblage et une condition fonctionnelle. Quelle que soit
la condition, l'objectif est de calculer une probabilité de défaillance ou Taux de Non
Conformité (TNC) d’ordre de grandeur 107, Elle s’exprime en piéces par million (ppm).

Les méthodes de fiabilité présentées dans ce chapitre doivent permettre de calculer ces
probabilités de fagon économique, y compris pour des mécanismes complexes, fortement
hyperstatiques. Les méthodes doivent étre capables de traiter des problémes systémes,
soit avec la connaissance des fonctions de performance, soit en modélisant une surface
d’état-limite trés complexe. A partir de la vue d’ensemble des méthodes, plusieurs tech-
niques semblent adaptées pour la résolution des problémes d’analyse des tolérances de
mécanismes hyperstatiques :

¢ La simulation de Monte Carlo. Cette méthode, bien que cotiteuse en temps de calcul,
est capable de traiter un grand nombre de problémes, elle sera utilisée comme
méthode de référence afin de comparer les résultats obtenus avec les méthodes
proposées.

¢ La méthode FORM systéeme. Cette méthode permet de calculer efficacement une
probabilité de défaillance d’un probléme systéme a condition de connaitre les fonc-
tions de performance associées a chaque sous-événement.

¢ Les méthodes couplant le krigeage et la simulation de Monte Carlo. En particulier,
la méthode AK-SYS permet de traiter des problémes systémes, il faut cependant
également connaitre les fonctions de performance de chaque sous-événement. De
plus, le krigeage sera limité par la dimension du probléme, il ne sera pas possible de
considérer un trés grand nombre d’écarts géométriques. Cette piste a été explorée
lors des travaux de thése, les premiers résultats ont montré les limites de cette tech-
nique pour des modéles complexes ayant un grand nombre d’écarts géométriques
et un grand nombre de configurations a considérer.
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2.1 Introduction

La définition des problémes d’analyse des tolérances des mécanismes a été présentée
dans la 1™ partie du chapitre 1. Elle se base sur la prise en compte de deux types de
variable, les écarts géométriques et les jeux, modélisés par les torseurs des petits dépla-
cements et par des écarts intrinseques. Le modéle de comportement du mécanisme est
caractérisé par un ensemble d’équations et d’inéquations prenant en compte ces variables.
En se basant sur le modéle de comportement, 1'objectif de ’analyse des tolérances est
de calculer la probabilité de défaillance du mécanisme pour des tolérances et dimensions
données. Pour cela, deux conditions ont été définies, une condition porte sur la montabi-
lité du mécanisme et une autre est liée a la fonctionnalité de celui-ci. Ces deux conditions,
écrites dans la sous-section 1.2.4.2, sont définies par des domaines solutions. Il faut donc
transformer ces définitions en formulations mathématiques pour pouvoir appliquer les
méthodes probabilistes.

Ce chapitre se concentre uniquement sur les différentes formulations mathématiques
des problémes d’analyse des tolérances. Deux formulations peuvent étre distinguées : une
formulation basée sur un probléme d’optimisation & résoudre et une formulation basée
sur une formulation systéme.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante : la section 2.2 présente la premiére ap-
proche développée par Qureshi et al. [2012], elle se base sur la définition d’un probléme
d’optimisation. La section 2.3 montre les stratégies de linéarisation appliquées au modele
de comportement lorsque celui-ci est défini par des équations non-linéaires. La section 2.4
développe la formulation systéme utilisée pour traiter uniquement le cas des problémes
fonctionnels. Enfin, la section 2.5 regroupe les recherches effectuées dans le cas du pro-
bléme d’assemblage afin de développer une autre formulation. Afin de mieux comprendre
les formulations présentées, une application académique simple sert d’illustration pour
chaque cas.

2.2 Formulation probabiliste pour I’analyse des tolé-

rances

Cette section développe la formulation basée sur un probléme d’optimisation & ré-
soudre pour traiter le probléme d’analyse des tolérances a la fois pour ’assemblage et
pour la fonctionnalité. Les formulations mathématiques de la condition d’assemblage et
de la condition fonctionnelle sont explicitées respectivement dans les sous-sections 2.2.1
et 2.2.2.

Avant de présenter les formulations, il convient de rappeler les équations caractérisant
le modéle de comportement d’un mécanisme. Quatre types d’équations sont définis :

o les équations de compatibilité C.(x,g) =0,
o les contraintes d’interface flottantes C;(x,g) <0,

o les contraintes d’interface glissantes ou fixes Cj.(x,g) = 0,
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o les conditions fonctionnelles C¢(x,g) < 0.

avec x € R" et g € R™.

Afin de simplifier ’écriture des expressions mathématiques, le modéle va étre réécrit
pour ne considérer que les conditions fonctionnelles et les contraintes d’interface C;. En
effet, le mécanisme a la possibilité d’avoir plusieurs configurations, cela implique que le

nombre d’équations d’égalité, N, + N¢,,, est inférieur au nombre de jeux m, [Ballot,

ik )
1995]. En se basant uniquement sur ces équations, il n’est pas possible de déterminer la
valeur des jeux en utilisant un algorithme de type pivot de Gauss car le probléme est
sous-contraint. Cependant, une résolution partielle du systéme d’équations linéaires est
envisageable ce qui permet de réduire le nombre de variables inconnues g a déterminer
en exprimant certaines variables en fonction des autres. Il est alors possible de réécrire le
modele de comportement en n’ayant que des inéquations correspondant aux contraintes
d’interface et aux conditions fonctionnelles.

L’application simple suivante illustre la réécriture du modéle de comportement. Consi-

dérons le modéle suivant :

C(z,g) = 201 —gatgs+az—1 =0
CPg) = —gi4+gp+2g3—a—1 =0 o)
Ci(z,8) = Gi+gp+5g+r+1 <0
C(z,8) = —3g1+2902+gs+x+2 <0

ot g = {g1, 92,93} € R3. Dans cet exemple, m = 3, No, =2, No, =1 et N¢,, =0, ily
a donc trois variables pour seulement deux équations d’égalité. Il n’est pas possible de
résoudre entiérement ce systéme mais il est possible d’exprimer deux variables en fonction
de la troisi¢éme. Les deux équations C! et C? permettent d’écrire les expressions de g et
g2 en fonction de g3 :

g1 = —3g93+2
g2 = —Hgz+x+3

En injectant les expressions de ces variables dans la condition fonctionnelle et dans
la contrainte restante, le modele de comportement d’origine est équivalent au modéle
suivant :

g) = —3¢g3+2x+6 <0 (2.4)
,8) = —1bgs+3x+2 <0 '
ou g ={gs}

Dans la suite du chapitre, le modéle de comportement est supposé écrit sous cette
forme, n’ayant que des contraintes d’interface et des conditions fonctionnelles (s’il s’agit
d’un probléme fonctionnel). Les jeux seront représentés par la variable g € RP, avec
p =m — N¢, — N¢,,, ce qui traduit la prise en compte des équations d’égalité dans les
inéquations restantes.
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2.2.1 Condition d’assemblage - Formulation de la probabilité de
non montage

Comme expliqué dans la sous-section 1.2.4.2, le probléme d’analyse des tolérances
porte sur deux conditions & vérifier. La premiére concerne la montabilité du mécanisme,
elle est définie par I’équation (1.15) réécrite ci-dessous sous la nouvelle forme.

dg € R?: {Ci(x,8) <0} (2.5)
La définition associée a cette formulation est donnée ci-dessous.

Définition 2.2.1 Un mécanisme est montable si, pour un ensemble d’écarts géométriques
x donné, il existe au moins un vecteur de valeurs des jeuxr g € RP tel que les contraintes
d’interfaces soient respectées. Cela revient a trouver une position des piéces du mécanisme
de sorte qu’il puisse s’assembler.

La définition telle qu’elle est écrite permet d’utiliser un outil de preuve d’existence
d’une configuration admissible [Qureshi, 2011]. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser une
autre formulation basée sur un probléme d’optimisation. La formulation utilisée est don-
née dans I’équation (2.6), il s’agit de minimiser une contrainte d’interface sous toutes
les contraintes caractérisant le modéle de comportement y compris la contrainte d’inter-
face & minimiser. Cette formulation est un artifice. Le résultat de la minimisation n’a
pas d’importance, seule 'existence ou non d’une solution importe. Une solution signifie
qu’il existe bien une configuration des jeux telle que les contraintes soient respectées. Au
contraire, s’il n’y a pas de solution, alors il n’existe pas de valeur des jeux telles que les
équations du modeéle soient respectées donc le mécanisme ne peut pas s’assembler.

R (x) = min Ci(x,g) 26)
sous Ci(k)(x, g) <0 Vk={l,...,Ng} .

ot N, est le nombre de contraintes d’interface. Soit I'événement E,(x) suivant : « Pour
un vecteur x donné, il n’existe pas de vecteur jeux g € RP? tel que R,(x) ait une solution ».
Basée sur cet événement, 1'expression de la probabilité de défaillance d’assemblage, Py,
est donnée dans I’équation (2.7).

Py = Prob (E,(X(w))) (2.7)

2.2.2 Condition fonctionnelle - Formulation de la probabilité de
non fonctionnement

La deuxiéme condition du probléme d’analyse des tolérances a vérifier concerne la
fonctionnalité du mécanisme. Il est important de noter que certains mécanismes n’ont
pas de conditions fonctionnelles & proprement dits, leur fonctionnalité dépend unique-
ment de leur faculté a s’assembler. Dans ce cas, seule la condition d’assemblage est a
vérifier. Pour les mécanismes ayant une réelle exigence fonctionnelle sur une ou plusieurs
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caractéristiques du mécanisme, la définition de fonctionnalité d’un mécanisme est donnée
dans la sous-section 1.2.4.2 par 'équation (1.16), réécrite ci-dessous sous forme simplifiée.

Ci(x,8) > 0,Vg € R : {Cj(x,8) <0} (2.8)
La signification de cette expression est donnée ci-apreés.

Définition 2.2.2 Pour un ensemble d’écarts géométriques x fixé, la fonctionnalité du
mécanisme est garantie si la condition fonctionnelle Cy > 0 est respectée quelles que soient
les configurations admaissibles du mécanisme, c’est-a-dire telles que toutes les contraintes
du modele de comportement soient vérifiées.

Cependant, il n’est pas envisageable de considérer toutes les configurations admissibles
du mécanisme et, pour toutes, vérifier si la condition fonctionnelle est respectée ou non.
En effet, il est plus aisé de trouver la configuration du mécanisme qui fournit la pire valeur
de la caractéristique fonctionnelle. Si cette pire valeur de la caractéristique fonctionnelle
indique que le mécanisme est fonctionnel alors il le sera pour toutes les autres configura-
tions admissibles. D’aprés les notations choisies, le mécanisme est considéré fonctionnel si
la condition fonctionnelle C'y est positive, la pire valeur de la caractéristique fonctionnelle
est donc trouvée lorsque Cy est minimisée. C’est pourquoi le probléeme est reformulé diffé-
remment, selon le point de vue de la non fonctionnalité. C’est d’autant plus cohérent avec
I'objectif qui est de calculer une probabilité de défaillance fonctionnelle. Un mécanisme
est considéré non fonctionnel s’il existe au moins une configuration admissible telle que
la condition fonctionnelle C'y est négative ou nulle :

Jg € R? : {Ci(x,8) <0} ACr(x,8) <0 (2.9)

Pour un ensemble d’écarts géométriques x donné, cela revient a chercher le pire des cas
de la condition fonctionnelle en minimisant sa valeur de sorte que toutes les contraintes du
modeéle de comportement soient respectées. La formulation du probléme d’optimisation
sous contraintes est donnée dans ’équation (2.10).

Ry (x) = min Cy(x,g) (2.10)
sous C’Z-(k)(x,g) <0 Vk=A{1,...,Ng} ‘

L’expression de la formulation de la probabilité de défaillance fonctionnelle, Py, est
donnée dans 1'équation (2.11). C’est la probabilité que le résultat de la minimisation sous
contraintes soit négatif ou nul.

Py = Prob (R;(X(w)) < 0) (2.11)

Cette probabilité calculée correspond a la probabilité que le mécanisme soit fonctionnel
ET montable.



48 Formulation des prob. d’ana. des tol. des méca. hyperstatiques

N.B. : La vérification de la condition fonctionnelle de cette facon permet également
de vérifier la condition d’assemblage. En effet, 'optimisation se fait exactement sous le
respect des mémes contraintes que dans le cas du probléme d’optimisation d’assemblage,
équation (2.6). L’existence d’une solution & ce probléme d’optimisation permet d’obtenir
le pire des cas de Cy mais cela signifie aussi qu’il existe au moins une configuration telle
que le mécanisme est montable. Au contraire, s’il n’y a pas de solution possible alors
le mécanisme n’est pas montable. L’étude de la fonctionnalité des mécanismes par cette
formule permet de vérifier les deux conditions en méme temps. Il est donc possible de
calculer :

¢ la probabilité que le mécanisme soit fonctionnel et montable, notée Fy.
¢ la probabilité que le mécanisme soit fonctionnel sachant qu’il est montable :

Pdf
1 _Pda

Pypla = (2.12)

Cas de plusieurs conditions fonctionnelles. Certains mécanismes peuvent avoir
besoin de vérifier plusieurs caractéristiques afin de garantir le bon fonctionnement du
mécanisme. Dans ce cas, les formulations de chaque condition fonctionnelle associée a
chaque caractéristique doivent étre définies comme écrit dans ’équation (2.10). Cepen-
dant, I'expression de la probabilité de défaillance est différente. Deux cas peuvent étre
distingués :

¢ Une caractéristique Y doit étre comprise dans un intervalle :
Y(x,8) € [Yinini Yinas] (2.13)

Cette appartenance & un intervalle entraine I’écriture de deux conditions fonction-
nelles C'](cl) et 0}2) auxquelles sont associés deux problémes d’optimisation R}l) et

)
RY.
C](fl)(xa g) = Yia —Y(x,8) >0 (2.14)

La probabilité que Y n’appartienne pas a l'intervalle donné s’écrit :

Fy = Prob(Y(X,g) ¢ [Yimin; Ymaz])
— Prob (R{’(X) <0U RP(X) <0) (2.16)

— Prob (R}”(X) < 0) + Prob <R}2)(X) < 0)

Les deux événements sont disjoints car il n’est pas possible d’avoir une valeur de la
caractéristique Y a la fois inférieure a Y,,;, et supérieure a Y, donc la probabilité
de l'intersection des deux événements est nulle :

Prob (ij)(X) <0nRP(X) < 0) =0 (2.17)
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o Plusieurs caractéristiques Y;, i = {1,..., Ny}, ne doivent pas dépasser des valeurs
seuils qui leur sont associées. Des conditions fonctionnelles C’J(f) > (), peuvent donc
s’écrire de la méme maniére que précédemment ainsi que des problémes d’optimi-
sation R?) avec i = {1,..., Ny}. La probabilité de défaillance s’écrit toujours :

Py = Prob (Lj RY(X) < 0) (2.18)

i=1
Cependant les événements ne sont cette fois pas forcément disjoints. Calculer la
probabilité de la somme de tous les événements permet uniquement de déterminer
un majorant de la probabilité recherchée. Pour obtenir une expression exacte, il est
nécessaire d’utiliser la formule de Poincaré :

Ny
Py = 3 Prob (Rgf) (X) < 0)
i=1

~ Y Prob (REP(X) <0RP(X) < 0)

i<k

(2.19)

2.2.3 Synthése

Cette section présente les formulations mathématiques caractérisant les conditions
d’assemblage et fonctionnelle. Les deux formulations mathématiques sont définies par
des minimisations sous contraintes. Un algorithme d’optimisation est donc requis afin de
résoudre ces problémes d’optimisation. Cependant, suivant le type de probléme d’opti-
misation, sa résolution est plus ou moins complexe et est plus ou moins gourmande en
temps de calcul. Pour des problémes d’optimisation linéaires sous contraintes linéaires,
un algorithme de type simplexe [Bertsimas et Tsitsiklis, 1997| permet trés rapidement de
trouver la solution. Au contraire, dés lors que des contraintes non linéaires sont a prendre
en compte, la résolution est plus complexe. Il est possible que la solution globale du pro-
bléme ne soit pas trouvée, que 'algorithme ne converge pas vers une solution ou encore
que l'algorithme converge vers des solutions ayant des contraintes non respectées. Ce der-
nier probléme a été rencontré par Qureshi et al. [2012] malgré 1'utilisation de plusieurs
algorithmes de résolution. C’est pourquoi il a été choisi d’appliquer une procédure de li-
néarisation des contraintes non linéaires du modéle de comportement. Ces considérations
sont développées dans la section 2.3.

2.3 Linéarisation par morceaux des contraintes d’inter-

face

Les formulations mathématiques des conditions d’assemblage et fonctionnelle s’écrivent
sous la forme d’une minimisation sous contraintes. Or, la prise en compte de contraintes
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non linéaires rend la résolution du probléme d’optimisation beaucoup plus complexe. Qu-
reshi et al. [2012] ont notamment constaté que dans certains cas, le résultat n’était pas
acceptable car des contraintes n’étaient pas satisfaites. Lors de simulations numériques,
10% des résultats dans le pire des cas n’étaient pas acceptables. Il n’est donc pas envi-
sageable de faire des simulations sur de trés grandes populations avec un pourcentage
de perte aussi élevé. Deux solutions sont envisageables, la premiére est de rechercher un
algorithme d’optimisation performant. La deuxiéme consiste & linéariser les contraintes
non linéaires simplifiant la résolution du probléme d’optimisation. Par ailleurs, Beaucaire
et al. [2013] ont montré que le probléme d’analyse des tolérances peut s’écrire sous la
forme d’une probabilité systéme. La décomposition du mécanisme en plusieurs configu-
rations, nécessaire pour avoir la possibilité de développer une formulation systéme, im-
plique d’avoir un modele linéaire. C’est pourquoi, la solution choisie consiste a linéariser
les contraintes non linéaires.

Cette section a pour objectif de décrire la procédure utilisée pour linéariser les équa-
tions non-linéaires du modele de comportement. La sous-section 2.3.1 détaille les diffé-
rentes stratégies envisagées. Une illustration de linéarisation sur un modele de comporte-
ment est donnée dans la sous-section 2.3.2. L’illustration se base sur I’exemple comprenant
un appui plan et deux goupilles, exemple entierement détaillé dans I’annexe C.1.

2.3.1 Procédure de linéarisation

L’écriture du modéle de comportement du mécanisme peut impliquer la définition
de contraintes non linéaires. C’est le cas lorsque la distance entre deux points de deux
surfaces doit étre calculée, cela conduit a écrire une équation sous forme quadratique. De
fagcon générale, la distance entre deux points A et B de coordonnées en 2D respectives
(xa,ya) et (xp,yp) s’exprime de la fagon suivante :

d(A, B) = /(w4 —5)* + (ya — y5)? (2.20)

Afin de ne pas travailler avec la fonction racine carrée, il est préférable de considérer
le carré de la distance et donc ainsi fournir une forme quadratique. Le modéle de com-
portement détaillé dans la sous-section C.1 montre que les expressions des contraintes
d’interface des liaisons pivots s’écrivent sous forme quadratique. La procédure de linéarisa-
tion est appliquée sur ce type d’équation non linéaire. Soit I’équation (2.21), une fonction
caractéristique correspondant & une contrainte d’interface sous forme quadratique :

Ci(u,v) = u* +v* — AR? (2.21)

ol u et v sont les jeux suivants deux axes T et i et AR est la différence des rayons.
L’équation (2.21) correspond a ’écriture d’une contrainte d’interface pour une liaison
pivot d’axe Z mais, de fagon générale, la procédure expliquée ci-dessous est similaire pour
d’autres axes de rotation.

Afin de transformer cette équation quadratique en équation linéaire, les stratégies
choisies se basent sur une linéarisation au premier ordre de la fonction C; au point de
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linéarisation de I’équation (2.21) en u, v dont les coordonnées sont données ci-dessous :

xp, = AR cos by

yp, = ARsin 0, (2.22)
0 {£,9,2}
avec o
T
0,=—,k={1,..., N
k Nd ) { ) ) d}

ou 6, est un angle dont le paramétre Ny permet d’ajuster la densité de linéarisation.
L’opération de linéarisation au premier ordre est détaillée ci-dessous :

Ci(u,v) = Ci(zp,yp,)+ VCi(zp,yp,) - ( L >

= AR?cos?0, + AR?sin® 6, — AR?> + '

= Qka (u - ka) + QyPk (U - yPk)
(2.23)

= 2u-xp, —22% +2v-yp, — 2yp,
= 2u-ARcosf, — 2AR? cos? 0, + 2v - ARsin 6, — 2AR? sin? 6,
= 2u-ARcosb +2v- ARsin6, — 2AR?

= 2AR(ucosbp +vsinb, — AR)

En pratique, cette distance correspond & une contrainte qui doit étre négative ou nulle,
il est donc possible de la simplifier par 2AR :

Ci(u,v) =ucosby +vsinby — AR (2.24)

Cette procédure de linéarisation correspond a une discrétisation du cercle en un poly-
gone circonscrit dont le nombre de facettes est défini par le parameétre N;. Au total trois
stratégies, qui sont fonction du type de polygone, sont considérées, voir figure 2.1 :

¢ Polygone inscrit au cercle.

¢ Polygone moyen qui est la moyenne des polygones inscrit et circonscrit.

o Polygone circonscrit au cercle dont I'équation est fournie en (2.24).

L’équation (2.24) correspond a la linéarisation suivant la stratégie du polygone cir-
conscrit. Afin de déterminer 1’équation de la contrainte dans le cas du polygone inscrit,
la technique utilisée consiste & calculer le rayon du cercle inscrit au polygone inscrit, voir
figure 2.2. Soit AR le rayon du cercle de la contrainte réelle, et AR; le rayon du cercle
inscrit au polygone inscrit, defini par :

0
AR; = AR cos 51 (2.25)
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7]

Type 3 : polygone circonscrit

Type 2 : polygone moyen

V&L

Type 1 : polygone inscrit

Contrainte réelle

FIGURE 2.1 — Les trois types de discrétisation de la contrainte quadratique : polygone
inscrit, moyen et circonscrit. Ici Ny = 6, les polygones ont six facettes.

Cercle inscrit au
polygone inscrit

Type 1 : polygone inscrit

Contrainte réelle

FIGURE 2.2 — Schéma du cercle inscrit du polygone inscrit de la contrainte réelle.

La stratégie du polygone moyen s’obtient en calculant la moyenne des cercles de la
contrainte réelle et du cercle inscrit. Soit AR,,, le rayon du cercle inscrit au polygone

moyen, l’expression du rayon est la suivante :

AR+ AR, AR (1+cos )

. ; (2.26)

AR,

A partir de ces calculs, les expressions des équations quadratiques linéarisées en fonction

du type de stratégie sont données par :

Type 1 : discrétisation suivant le polygone inscrit :
(k) : 01
C;" (u,v) = ucos O + vsin by — ARCOSE <0
Type 2 : discrétisation suivant le polygone moyen :

AR 0
Ci(k)(u,v) = ucos B + vsin by, — - (1 + cos 51) <0
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Type 3 : discrétisation suivant le polygone circonscrit :
C(k)(u,v) =wucosty +vsinf, — AR <0

avec

2.3.2 Application & un exemple académique

Le modeéle de comportement du mécanisme présenté dans l'annexe C.1 comporte
quatre contraintes d’interface quadratiques, équations (C.10) et (C.11). L’une d’elle est
réécrite ci-dessous :

dyp — dap\ 2
Ci(l) (x,8) = u?’,blb + ’Ugblb - (%) <0 (2.27)

ou x = {dy, dsp} et g = {usp1p, v3p15 - La contrainte d’interface quadratique correspond
a la définition d'un cercle délimitant la zone de déplacement admissible, voir figure 2.3.

Liaison 1b/3b

Goupille (3)

Domaine de déplacement
admissible relatif a C’i(l) <0
= lieu des centres
admissibles pour As

Couvercle (1) —> Alésage

FIGURE 2.3 — Déplacement admissible de la goupille dans son logement sans interpéné-
tration. Le schéma montre un zoom sur la liaison 1b/3b avec des écarts volontairement
agrandis. La zone rouge hachurée correspond a la zone admissible des déplacements sans
interpénétration de matiére entre le couvercle et la goupille. Les points A; et Ay repré-
sentent respectivement le point A pour le couvercle (1) et la goupille (3) avec prise en
compte des écarts géométriques, ces deux points étant nominalement confondus.

La procédure de linéarisation est donc appliquée a ces contraintes. Dans le cas de cette
contrainte, la variable notée AR correspond a la moitié de la différence des diamétres :

_dy—dy

A
R 2

(2.28)

Les contraintes linéarisées ont, en fonction de la stratégie choisie, les expressions sui-
vantes :



54 Formulation des prob. d’ana. des tol. des méca. hyperstatiques

Type 1 : discrétisation suivant le polygone inscrit :

dyp —d 0
CM (x, ) = uspp oS O + Vaprp sin O — (%) cos = <0
Type 2 : discrétisation suivant le polygone moyen :
dyp —d 0
Ci(k) (X, 8) = usp1p cOS Oy, + v3p1p Sin O, — (”’47%) (1 + cos 51) <0

Type 3 : discrétisation suivant le polygone circonscrit :

dyp —d
Cz‘(k) (x,8) = ugp1p cos O + vzp1p Sin by, — (%) <0

avec Qk
T

0,=—,k=1{1,..., N,

k Nd7 {7 ; d}

2.3.3 Synthése

Quel que soit le type de linéarisation, cette opération approxime le modéle de compor-
tement original par un modele simplifié. Cette approximation peut avoir des conséquences
sur le calcul des probabilités de défaillance du mécanisme. Les probabilités de défaillances
peuvent étre sur-évaluées (résultat conservatif) ou sous-évaluées ce qui fausse I’évaluation
du niveau de qualité de la conception. Dans ce contexte, il est important de savoir quelle
stratégie est la meilleure afin d’obtenir les résultats les plus satisfaisants. Par ailleurs, le
choix de la valeur du parameétre N, est crucial, plus sa valeur est grande, plus la linéari-
sation est dense ce qui permet de se rapprocher de la vraie contrainte. En conséquence,
plus Ny est grand, plus 'erreur d’approximation due a la linéarisation est réduite. Ce-
pendant, une grande valeur de Nz implique une augmentation conséquente du nombre de
contraintes du probléme d’optimisation, complexifiant le modéle de comportement. Lors
de 'application de la procédure de linéarisation, il faut donc choisir une valeur permettant
d’avoir un compromis acceptable entre ’approximation du résultat et la complexification
du modeéle. Dans ce cadre, une étude de I'impact de la linéarisation sur les probabilités
de défaillance d’assemblage et fonctionnelle est détaillée dans la sous-section 3.2.2.2.

2.4 Probléme fonctionnel - Proposition d’une formula-
tion systéme

La formulation globale du probléme d’optimisation proposée dans la sous-section 2.2.2
a pour avantage d’étre facile a coupler & une méthode de simulation (voir section 1.3.2)
pour calculer la probabilité de défaillance fonctionnelle. Cependant, comme il est expli-
qué ci-dessous, traiter un probléme d’analyse des tolérances de mécanismes hypersta-
tiques revient a calculer une probabilité systéme. Nous souhaitons donc développer une
formulation systéme équivalente a la formulation d’origine ce qui permettrait d’appliquer
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des méthodes de fiabilité systéme. Le développement de cette formulation est ’objet de
cette section. A noter que la formulation présentée dans cette section permet de traiter
uniquement le probléme fonctionnel du mécanisme.

De trés faibles déplacements sont autorisés aux piéces d’'un mécanisme hyperstatique
avec jeux. Suivant la position des piéces entre elles, plusieurs configurations du méca-
nisme peuvent étre considérées. Ne sachant pas, a priori, quelle est la configuration de
fonctionnement du mécanisme, il est nécessaire de se placer dans le pire des cas. Parmi
toutes les configurations possibles des piéces du mécanisme, il s’agit de trouver la pire
configuration des jeux dont la définition est donnée ci-dessous.

Définition 2.4.1 La pire configuration des jeux est la configuration du mécanisme qusi,
pour des écarts géométriques donnés, fournit la pire valeur de la caractéristique fonc-
tionnelle. En fonction des écarts géométriques, la pire configuration des jeux peut étre
différentes.

Trouver cette pire configuration des jeux pour des écarts géométriques donnés est
I'objectif de la minimisation sous contraintes, équation (2.10). Cette formulation permet
de considérer le mécanisme dans sa globalité. Or suivant la valeur des écarts géométriques,
la pire configuration des jeux peut correspondre a plusieurs configurations différentes du
mécanisme. La figure 2.4 illustre ce phénomeéne : le pire des cas pour la caractéristique Y
correspond a deux configurations possibles du mécanisme. Il peut donc y avoir autant de
pires configurations des jeux qu’il existe de configurations possibles du mécanisme. Le fait
de considérer plusieurs configurations des jeux implique que le probléme d’analyse des
tolérances des mécanismes hyperstatiques est en réalité un probléme d’estimation d’une
probabilité systéme [Beaucaire et al., 2013|. L’objectif de cette section est de développer
une nouvelle formulation systéme, différente de celle proposée par Beaucaire et al. [2013]
mais basée sur la méme décomposition du mécanisme par configuration.

Afin de pouvoir développer une nouvelle formulation basée sur la décomposition par
configuration, il est important de déterminer a quoi correspond mathématiquement une
configuration. L’objectif de la section 2.4.1 est d’expliquer le lien entre les configurations
d’un mécanisme et le modéle de comportement, en particulier avec les contraintes d’in-
terface. La section 2.4.2 présente la formulation systéme proposée par Beaucaire et al.
[2013]. La section 2.4.3 développe la nouvelle formulation systéme. Une illustration de
cette formulation est donnée dans la section 2.4.4.

2.4.1 Décomposition du mécanisme par configurations

La connaissance des configurations du mécanisme est un élément clé pour le déve-
loppement de la formulation systéme. Il est important de savoir a quoi correspond une
configuration d’un mécanisme a la fois physiquement et mathématiquement. Cette sous-
section a pour objectif d’expliquer en détail comment est définie mathématiquement une
configuration particuliéere d’'un mécanisme grace aux équations du modéle de compor-
tement. En particulier, les contraintes d’interface C; sont les plus importantes dans ce
contexte.
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FIGURE 2.4 — Deux configurations d’un méme mécanisme hyperstatique mais avec
des écarts géométriques différents. Le pire des cas est considéré lorsque la caracté-
ristique Y est maximisée. Pour deux vecteurs de réalisations des écarts géométriques
()

{:ci i=1,...,87=1, 2}, la pire des configurations change : contact au niveau de la

goupille de droite pour j=1, contact au niveau de la goupille de gauche pour j=2.

Les contraintes d’interface caractérisent la non interpénétration des surfaces les unes
dans les autres. Elles spécifient que la distance entre deux points particuliers du méca-
nisme doit étre supérieure ou égale a zéro. Par convention, ces contraintes sont écrites
avec le signe inférieur ou égal C; < 0. On peut alors distinguer deux cas :

1. C; < 0 : les deux surfaces de la liaison ne sont pas en contact.

2. C; = 0 : les deux surfaces de la liaison sont en contact au point ou est calculée
la contrainte. Les contraintes d’interface égales & zéro sont appelées contraintes
actives.

Ces contraintes sont trés importantes car ce sont elles qui garantissent la mobilité du
mécanisme et la possibilité de considérer le mécanisme dans plusieurs configurations.
Comme écrit ci-dessus, une contrainte active définit un point de contact particu-
lier dans le mécanisme. Or une configuration particuliére des piéces du mécanisme cor-
respond a un ensemble spécifique de points de contact dans le mécanisme. Il est donc
possible d’associer une combinaison particuliére de contraintes actives avec une configu-
ration du mécanisme, par exemple {051’2’5’7’8’9) (x,g) = 0} qui signifie {C’i(l)(x, g) = 0},
{C’Z@) (x,g) = 0}, etc. Il peut y avoir un maximum de six contraintes d’interface actives,
fixant les six degrés de liberté du mécanisme. Sachant qu’il y a au total N¢, contraintes
d’interface de mobilité, le nombre maximum Ny de combinaisons de contraintes et donc
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de configurations est donné par le coefficient binomial suivant :

Ng!
_ 6 Cy
N, = CNci = —6! (NG — 6)! (2.29)

Si le mécanisme est fixé dans une configuration donnée, alors il est possible de dé-
terminer la valeur des jeux en fonction des écarts géométriques. Il suffit de résoudre le
systéme d’équations linéaires formé par les équations de compatibilité et les contraintes
d’interfaces actives. Par exemple, supposons la configuration s; = {1,2,5,7,8,9} ou les
nombres sont les indices des contraintes actives associés a cette configuration, alors il est
possible de déterminer la valeur des jeux pour cette configuration, notée g(®"). Les jeux
n’étant plus des variables libres inconnues, la condition fonctionnelle peut donc étre défi-
nie en fonction uniquement des écarts géométriques, dans ce cas C'}(fl)(x) = Cy(x,gbV).
Considérons maintenant les N, configurations possibles du mécanisme, il est alors possible
de définir Ny conditions fonctionnelles uniquement fonction des écarts géométriques :

OJ(ch)(X) — Cy(x, g(s]'))d‘ ={1,...,N,} (2.30)

Les deux formulations systémes présentées ci-aprés se basent sur la décomposition
du mécanisme comme expliquée dans cette sous-section. La premiére formulation a été
proposée par Beaucaire et al. [2013], elle permet 'utilisation d’une méthode de fiabilité
systéme mais son utilisation reste difficile pour traiter des cas complexes. La nouvelle
formulation systéme proposée est plus simple et permet de gérer les modéles de compor-
tement complexes.

2.4.2 Formulation systéme existante

La formulation proposée par Beaucaire et al. [2013| consiste a considérer toutes les
configurations possibles s; pour j = {1,..., Ny} et de vérifier si la condition fonctionnelle
C'J(fj ) est respectée pour chaque configuration. De plus, les contraintes d’interface non
actives qui n’appartiennent pas a la configuration s;, i.e. les N¢, — 6 inéquations, doivent
étre respectées afin de garantir la non interpénétration. La probabilité de défaillance
fonctionnelle est 'union de chaque configuration défaillante, voir équation (2.31).

Py = Prob (C) [C](f")(X) <0 C(X) < o}) (2.31)

j=1

ou $; contient les indices des contraintes d’interface non actives. L’expression de la pro-
babilité est ensuite développée grace a la formule de Poincaré, 'union de 'intersection
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d’événements devient la somme d’intersection d’événements :
N, i
Py = 3 Prob [C}S”(X) <0 CP(X) < o]

7j=1
— S Pob [C(X) <0 CP(X) < 0.
i<k
N x) <o x) < o] (2.32)

+

Ny

+ (=1)M"'Prob [ﬂ ((J}S]’)(X) <0C7(X) < o)]

Cette formulation de la probabilité n’est plus fonction des jeux, ce qui permet d’appli-
quer une méthode de fiabilité systéme. Cependant, la formule de Poincaré fait apparaitre
un nombre conséquent de probabilité d’'intersections d’événements. Pour des mécanismes
complexes ayant un nombre de configurations Ny trés grand, le nombre de combinai-
sons possibles d’intersections d’événements a calculer due a la formule de Poincaré rend
cette formulation inutilisable. Cette approche proposée par Beaucaire et al. [2013] permet
néanmoins de montrer que le probléeme d’analyse des tolérances des mécanismes hyper-
statiques peut s’écrire sous forme d’une probabilité systéme. L’objectif est alors porté
sur 'amélioration, la simplification ou la découverte d’'une nouvelle formulation systéme
capable de traiter les mécanismes complexes. C’est 'objet de la sous-section suivante.

2.4.3 Proposition d’'une nouvelle formulation systéme

La formulation systéme proposée se base sur une propriété de la programmation
linéaire permettant d’écrire un probléme d’optimisation primal sous sa forme duale.
Soit un probléme d’optimisation, équation (2.33), caractérisant un probléme fonction-
nel.
R;(x) =min Cf(x,8)

ke ®) (2.33)
sous C;V(x,8) <0 Vk={1,...,Ng}

La condition fonctionnelle est une combinaison linéaire de plusieurs composantes jeux. Les
contraintes d’interfaces sont pour la plupart également des fonctions linéaires des jeux.
Certaines contraintes sont cependant non linéaires mais une procédure de linéarisation
est appliquée a ces contraintes, comme expliqué dans la sous-section 2.3. D’apreés ces
hypothéses, le probléme d’optimisation appartient a la catégorie de la programmation
linéaire. De plus, la condition fonctionnelle C'y est supposée différentiable partout. Soit
x = {z1,...,2,} un ensemble de réalisations des variables aléatoires X, il est possible de
définir le Lagrangien associé au probléme d’optimisation :

Ne,

L(x,8 A) = Os(x,8) + > MOV (x,8) (2.34)
k=1
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ot A est le vecteur des N¢, multiplicateurs de Lagrange. Soit la proposition suivante
[Bonnans et al., 2006] :

Proposition 2.4.1 Dans le cas présent, g* est une solution optimale du probléme d’opti-
misation si et seulement si il existe X* > 0 tel que (§*, X™) est un point-selle de la fonction
de Lagrange, équation 2.34. En particulier, le probléme d’optimisation est soluble si et
seulement si L possede des points-selle, et si c¢’est le cas, alors le probleme d’optimisation
et son dual de Lagrange sont solubles avec des valeurs optimales égales.

Soit le programme linéaire suivant, représentatif d’un probléme d’analyse des tolé-
rances, écrit sous forme matricielle :

min  Cy(x,8) =a’x+bl'g+ ¢
gERP

" (2.35)
sous C;7(x,8)=dlIx—elg+c <0
pour k = {1,..., N¢,} et pour g € RP. Le Lagrangien est défini par :
N,
Lx,&N) = Csx.8)+ > MOV (x,8)
k=1
Ne, T Ne,
= |b- Z Aer| €+ Z Ak (dfx + ck) +alx+ ¢ (2.36)
k=1 k=1
Le dual de Lagrange s’écrit sous la forme suivante :
max  Cpaua(x,A) = ([d]"x + C)T A+alx + ¢
AeR™Ci
N,
sous Z e, =b (2.37)
k=1
A>0

La forme duale est intéressante parce que la fonction objectif n’est plus fonction des
jeux. De plus, d’aprés la proposition, si une solution existe, alors les deux problémes,
écrits équations 2.35 et 2.37, ont la méme valeur optimale. Les contraintes d’optimisation
sont maintenant constituées de p équations d’égalité a satisfaire et les multiplicateurs de
Lagrange doivent étre positifs. Le nombre de contraintes d’interface V¢, étant trés grand
par rapport a la dimension p de g, le probléme dual d’optimisation est sous-contraint : il
y a plus de multiplicateurs de Lagrange A que de contraintes d’égalité. Afin de trouver
les valeurs admissibles des multiplicateurs de Lagrange satisfaisant les contraintes, toutes
les combinaisons possibles doivent étre testées. Cependant, certaines combinaisons sont
impossibles, elles sont listées dans le tableau 2.1.

En réalité, il faut avoir autant de A\ différents de zéro qu’il y a de jeux & trouver,
i.e. un ensemble {)\sg), Cees )\sl(ce)} # 0 ou si contient les indices des multiplicateurs de

Lagrange différents de zéro de la k® combinaison possible. Il existe donc N, = C](’;,c'
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Situation impossible Interprétation physique

e Tous les A\ égaux a zéro car b est | ® Cela revient a considérer qu’il n'y a aucun
non nul. La contrainte d’optimisa- | point de contact entre les piéces du mécanisme
tion, équation (2.37), ne serait pas | car aucune contrainte d’interface ne doit étre
satisfaite. active.

e Tous les A différents de zéro car | e Cela revient a considérer qu’il y a contact a
N¢, >> m. Dans la contrainte | tous les points possibles du mécanisme simul-
d’optimisation, équation (2.37), il y | tanément, car toutes les contraintes d’interface
aurait trop de variables et pas assez | doivent étre actives.

d’équations pour pouvoir résoudre

le systéme.

Tableau 2.1 — Liste des combinaisons impossibles pour calculer les valeurs des multipli-
cateurs de Lagrange.

combinaisons possibles maximum. Ce nombre correspond également au nombre de confi-
gurations possibles du mécanisme introduit dans la sous-section 2.4.1. Cependant, toutes
les combinaisons ne sont pas forcément admissibles vis a vis des contraintes du probléme
d’optimisation dual, équation (2.37). Introduisons N, le nombre de combinaisons ad-

missibles satisfaisant les contraintes et soit C](fgi

u(X) = Craua(x, As,) Pexpression de la
condition fonctionnelle duale relative a la combinaison si. Il y a alors N, solutions pos-
sibles au probléme de maximisation, équation (2.37), qui peut donc s’écrire de la fagon

suivante :

Cf () = max (O (), -, O () (2.38)

De plus, d’aprés la proposition 2.4.1, les valeurs optimales des problémes primal et dual
sont égales; i.e. les deux expressions des conditions fonctionnelles sont égales :

C3(x) = C guy(X) = max <0;51>(x), o C}S%s>(x)) (2.39)

Considérer les combinaisons admissibles permet d’exprimer la forme duale par un
maximum discret. L’objectif final est de déterminer la probabilité de défaillance fonc-
tionnelle, il s’agit de calculer la probabilité que le résultat de 'optimisation soit inférieur
a zéro. La probabilité s’écrit finalement de la fagon suivante :

Py = Prob <max (C'J(fl)(X), ey C’}SN“)(X)> < 0) (2.40)
— Prob ({C}Sl’(X) < o} n...n {c}ww(m < o}) (2.41)
= Prob <]h CP(X) < 0) (2.42)

La probabilité calculée correspond bien a celle initiale, a savoir la probabilité que le
mécanisme soit fonctionnel et montable.

La sous-section suivante illustre sur un exemple simple les étapes de transformation
jusqu’a 'obtention de la formulation systéme.
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2.4.4 Illustration détaillée sur un exemple académique

Supposons que le probléme primal d’optimisation corresponde a celui de ’application
analytique donné dans l'annexe B.1. Le probléme d’optimisation est réécrit ci-dessous.
La transformation s’effectue pour des écarts géométriques x fixés.

Rf(x):grel]ilg Cy(x,8) =r1 + a2+ 1+ g1+ 200
sous Cz'l(xag)_xl_]-_glgo
C2x,8) =22 +2— g <0 (2.43)
C3(x,8) =1 — 29 — 291 <0
CHx,8) =211 + 20+ g1 — 292 <0

Dans ce probléme, p = 2 et N¢, = 4, le probléme est bien sur-contraint. A partir de
la définition du dual de Lagrange donnée équation 2.37, la forme duale du probléme
d’optimisation s’écrit de la fagon suivante :

Rfaua (x) = g\rgg Crava (X, A) = M(x1 — 1) + Ao(wa + 2) + A3(z1 — 22)

+A4(221 + 22) + 21 + 22+ 1
sous A +2X3— A\ =1 (2.44)
Ao+ 20 = 2
A1, A2, Az, Ay > 0

Le nombre de multiplicateurs de Lagrange X est plus grand que le nombre de contrain-
tes d’égalité. Plusieurs possibilités doivent étre testées mais seulement en considérant les
cas ot deux A sont différents de zéro en méme temps (et les autres sont fixés a zéro), i.e. un
nombre de combinaisons possibles égales & N, = C? = 6. Les valeurs des multiplicateurs
de Lagrange sont déterminées en résolvant le systéme linéaire des contraintes d’égalité. Le
tableau 2.2 répertorie les possibilités et montre si le résultat est admissible ou pas. Parmi
les six combinaisons possibles, seules quatre sont admissibles au regard des contraintes :
Nys = 4. La situation sy permettrait de calculer une expression de Cy mais la valeur
de )4 est négative donc ce n’est pas un optimum. Cette solution n’est pas un maximum
possible donc elle est éliminée. La situation s; entraine I’écriture d’une contradiction dans
les contraintes, cette combinaison n’est pas envisageable.

A partir des situations admissibles données dans le tableau 2.2, le probleme d’opti-
misation s’écrit sous la forme suivante :

Ci(x) = max (C}(x),CF(x), C3(x), 07 (x)) (2.45)
3 5
= max (4x1+$2+1,¥+5,5x1+2x2—1,2x1+3x2—1—4)

L’expression de la probabilité de défaillance devient alors uniquement fonction des
écarts géométriques modélisés par des variables aléatoires X identiques au probléme
d’origine :

{4X;+ X +1<0}n +5§0}
N{6X; +2X, —1 <0} N{2X; +3X,+4 <0}

{3X1 +5X,
2

Pdf = Prob (246)
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Hypothese de situation | Résultat Expression de C}
A 0 A3=1
S1: )\3’47_AO )\3_1 ;1:4x1+x2+1
12 = 4=
So ! Ao 7.0 Av=—1<0 n’est pas un optimum
2 .
)\173 - O )\2 == 4
. )\273 # 0 )\2 =2 53 333'1 + 533'2
B A =0 A3 =1/2 Cp=—"g *5
A 0 A =2
Sy )\1’47_AO )\1_1 =511+ 212 — 1
23 = 4=
A 0 Contrainte éq. 2.44
S5 - /\;’i i 0 ;g r:al(;l ¢ Impossible
A 0 A =1
S6 A;zio A;ZQ C% = 2x1 + 3wy + 4

Tableau 2.2 — Liste des combinaisons possibles pour calculer les valeurs de multiplicateurs
de Lagrange.

Pour information, avec la formulation systéme développée par Beaucaire et al. [2013],
I’expression de la probabilité de défaillance s’écrirait :

{AX;+ X +1<0)N (X + X, —2<0)N(=5X; +3X,+8<0)}

3X; +5X.
u{( L Eo%s 5<0) (X14+ X, —2<0)N (5X1—3X2—8<O}
u{(5X1+2X2—1<0 (=3X1+Xo+5<0)N(—X; —Xo+2<0)}

U{(2X1+3Xo+4<0)N(—X; —Xo+2<0)N(3X; — Xy —5<0)}
(2.47)

Pdf = Prob

La figure 2.5 montre les quatre conditions fonctionnelles obtenues ainsi que le domaine
non fonctionnel. Le calcul de cette probabilité par la méthode de fiabilité systéme est
illustré dans la section 3.3. Les résultats sont comparés avec la méthode de référence tant
en terme de précision que de rapidité de calcul.

2.4.5 Synthése

La formulation systéme proposée par Beaucaire et al. [2013], équation (2.31), est trop
complexe, & cause du développement de 'union par la formule de Poincaré. La nouvelle
formulation proposée, équation (2.42), est beaucoup plus simple. Elle ne fait intervenir
qu'une seule intersection d’événements a calculer. La formulation systéme telle que pro-
posée permet d’appliquer une méthode de fiabilité systéme trés efficacement comme la
méthode FORM systéme, voir sous-section 1.3.1.2.
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FIGURE 2.5 — Illustration du domaine non fonctionnel. Il s’agit de l'intersection des
conditions fonctionnelles. En réalité, seulement deux situations sont dominantes.

2.5 Probléme d’assemblage - Recherche de formula-
tions alternatives

Comme pour le calcul de la probabilité de défaillance fonctionnelle Py, le calcul de la
probabilité de défaillance d’assemblage Py, s’avére étre le calcul d’une probabilité systéme
due aux multiples configurations possibles du mécanisme. La différence entre les deux pro-
blémes provient de leur définition : dans le cas du probléme fonctionnel, la condition est
portée sur une valeur a comparer tandis que pour le probléme d’assemblage, la condi-
tion porte sur l'existence d’une configuration du mécanisme telle que ’assemblage soit
possible. Le probléme d’optimisation défini équation (2.6) p.46 caractérise cette condi-
tion. Une solution indique que le mécanisme s’assemble, au contraire s’il n’y a pas de
solution alors le mécanisme ne peut pas s’assembler. Cette utilisation particuliére rend
difficile le développement d’une formulation systéme similaire a celle présentée dans la
sous-section 2.4.3 pour le probléme fonctionnel. Malgré des recherches actives menées
dans cette optique, il n’a pas été possible de mettre au point une formulation systéme
pour 'assemblage. Les pistes étudiées sont résumées dans les sous-sections suivantes. La
sous-section 2.5.1 présente la premiére piste qui consiste & écrire un probléme d’optimisa-
tion auxiliaire correspondant a la phase 1 de ’algorithme du simplexe. La deuxiéme piste,
discutée en sous-section 2.5.2, regroupe les difficultés observées liées au développement
d’une formulation systéme.

2.5.1 Formulation d’un probléme d’optimisation auxiliaire

La condition d’assemblage générale du probléme d’analyse des tolérances comme elle
est définie dans la sous-section 1.2.4.2 spécifie que le mécanisme est montable s’il existe
une valeur des jeux telle que toutes les équations de compatibilité et les contraintes d’in-
terface soient vérifiées. L’objectif n’est pas de savoir quelle sera la valeur des jeux g la
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meilleure suivant un critére particulier, mais de savoir s’il existe au moins une valeur
admissible. Cet objectif est également celui de la phase 1 de 'algorithme du simplexe
[Bertsimas et Tsitsiklis, 1997]. Le but est de déterminer une solution réalisable d’un
programme linéaire permettant ainsi de démarrer I’algorithme avant la recherche de 1’op-
timum. Cela correspond au cas du probléme d’assemblage, car seule la recherche d’une
solution réalisable est nécessaire.

Soit, pour des réalisations des écarts géométriques x données, un mécanisme dont le
comportement géométrique est modélisé par les équations suivantes :

cM(x,g) <0 Vk={1,...,N¢}
avec g € RP. Le domaine D, définit le domaine d’assemblage.
D,={g R’ :Ci(x,8) <0} (2.48)

Toutes les équations sont supposées linéaires ou linéarisées (voir section 2.3.1), les con-
traintes du domaine D, correspondent donc a celles d'un programme linéaire. La phase
1 du simplexe peut étre mise en ceuvre sous ces hypotheses. Il consiste en ’écriture d’'un
probléme d’optimisation auxiliaire, dont une solution de base réalisable est connue ce
qui permet de démarrer ’algorithme. Suivant le résultat de ce probléme auxiliaire, il est
possible de conclure sur 'existence ou non d’une solution réalisable.

Afin de pouvoir écrire le probléme auxiliaire, les contraintes doivent étre écrites sous
forme standard : Ag = b, g > 0. La premiére étape consiste a transformer de fagon
équivalente ’ensemble des équations du modeéle de comportement. Les régles de transfor-
mation & appliquer sont les suivantes :

¢ Inéquation — équation : il faut ajouter une variable d’écart e :
ag <b<=ag+e=be>0 (2.49)

¢ Variable réelle — variable non négative : tout nombre réel peut étre écrit comme
la différence de deux nombres positifs :

geR%{g: _6‘7 (2.50)

Dans un premier temps, des variables d’écart sont ajoutées aux inéquations du modéle de
comportement puis chaque variable § est décomposée en deux variables ¢g* et g~ comme
dans la deuxiéme régle. L’ensemble des équations a vérifier s’écrit :

CP(x, gt g,e)=0 Vk={1,...,Ng,} (2.51)

La transformation des équations sous la forme standard entraine une augmentation du
nombre de variables d’optimisation, le nombre de variables N,, est maintenant égale a :

Ny = 2p + Ne, (2.52)



2.5 Probléme d’assemblage - Recherche de formulations alternatives 65

Le probléme d’optimisation auxiliaire s’écrit de la fagon suivante :

Ne,
Ry (x) = min a;
sous Ci(k)( gt 8 ,e)+ar=0 VEk={1,...,Ng}
g+’ g_7 e’ a Z 0

aveC Nyoo = Nyo + N¢, = 2(p + N¢,;). Il y a deux résultats possibles a ce probléme
d’optimisation :
o Raue (x) = 0 alors il existe une solution réalisable g € R? telle que le domaine D,
existe : le mécanisme est montable.

o Rauz (x) > 0 alors il n’existe pas de solution réalisable g € R? telle que le domaine
D, existe : le mécanisme n’est pas montable.

Ce probleme d’optimisation caractéristique de la condition d’assemblage présente deux
avantages par rapport au probléme d’optimisation d’origine proposé équation (2.6) :
¢ il est possible d’avoir un résultat numérique lorsqu’il n’y pas de solution réalisable
ce qui n’est pas le cas avec le probléme d’origine. Le fait d’avoir un résultat permet
d’avoir des informations sur les combinaisons de contraintes actives dans les cas de
défaillance.

o La fonction Ry, (x) est continue.

Cependant I'expression de ce probléme d’optimisation fait augmenter trés nettement
le nombre de variables d’optimisation rendant sa résolution plus complexe. Le temps de
calcul pour résoudre ce probléme est donc plus important que celui requis pour résoudre
le probléme d’optimisation d’origine équation (2.6).

La sous-section suivante s’intéresse au développement d’une formulation systéme pour
le probléme d’assemblage.

2.5.2 Recherche de formulation systéme

La mise en place d'une formulation systéme telle que développée pour le probléme
fonctionnel nécessite de connaitre les configurations de défaillance du mécanisme. Dans
le cas fonctionnel, les configurations correspondent directement aux combinaisons de
contraintes actives du probléme d’optimisation. Dans le cas de ’assemblage, le probléme
d’optimisation d’origine a résoudre a pour but de vérifier I’existence ou non dune solu-
tion. Lorsqu’il n’y a pas de solution, c’est-a-dire lorsque le mécanisme ne s’assemble pas,
aucune information n’est disponible sur les configurations ou contraintes qui ne sont pas
satisfaites. Le probléme auxiliaire proposé ci-dessus permet de pallier cet écueil. Cepen-
dant I’écriture de ce probléme introduit un grand nombre de variables supplémentaires
et modifie les contraintes. Les combinaisons de contraintes actives trouvées grace a cette
formulation ne correspondent donc plus directement aux configurations. A partir de 1a, il
est difficile de faire correspondre des combinaisons de contraintes avec des configurations
particuliéres de points de contact. Par ailleurs, afin d’appliquer une méthode de fiabilité



66 Formulation des prob. d’ana. des tol. des méca. hyperstatiques

systeme telle que FORM pour les systémes, il faut pouvoir définir des fonctions de per-
formance continues. Le probléme auxiliaire proposé ci-dessus permettrait de résoudre ce
probléme. Cela reste conditionné par I’aptitude & déterminer les bonnes combinaisons de
contraintes actives a sélectionner. Des pistes ont été testées dans cette voie sans succes
jusqu’a présent. La recherche d'une formulation systéme pour le probléme d’assemblage
est une perspective de travail intéressante pour la suite de cette thése.

2.6 Conclusion

L’objectif de ces travaux de theése est de pouvoir estimer le niveau de qualité d'un
mécanisme lors de la conception de celui-ci en fonction des tolérances qui sont spécifiées
sur les composantes des piéces du mécanisme. Pour cela, deux conditions sont vérifiées,
I'une porte sur I'assemblage du mécanisme et 'autre sur sa fonctionnalité. Le niveau de
qualité est déterminé par I'estimation d’'une probabilité de défaillance pour chacune des
conditions. Ce chapitre définit en détail les formulations mathématiques proposées pour
le calcul de ces probabilités. Il est possible de distinguer deux approches distinctes : une
approche globale et une approche systéme.

La premiére approche méne a la définition de deux problémes d’optimisation, un pour
I’assemblage et un pour la fonctionnalité. Ces problemes d’optimisation permettent de
déterminer la valeur des jeux du mécanisme, modélisés par des variables libres. Pour le
probléme fonctionnel, 'optimisation a pour but de trouver la configuration du mécanisme
engendrant la pire valeur de la condition fonctionnelle. Pour le probléme d’assemblage,
I'optimisation est un artifice dont le but est de pouvoir vérifier s’il existe un ensemble de
valeurs des jeux tel que ’assemblage du mécanisme soit possible. Ces deux formulations
peuvent étre trés facilement couplées a des méthodes de simulation telle que Monte Carlo
comme il est montré dans le chapitre suivant.

Cependant, calculer la probabilité de défaillance de mécanismes hyperstatiques s’avére
difficile car il faut en réalité calculer une probabilité systéme. Or les formulations de
I’approche globale ne permettent en aucun cas de connaitre directement les événements
relatifs a la probabilité systéme. C’est pourquoi, une formulation systéme a été mise au
point afin de pouvoir appliquer une méthode de fiabilité systéme. L’approche systéme
n’est valable par contre que pour traiter le probléme fonctionnel.

Par ailleurs, afin de s’affranchir des problémes liés a des équations non linéaires, une
procédure de linéarisation a été définie. La simplification du modéle de comportement
due a cette linéarisation n’est pas a négliger, c’est pourquoi une étude de son impact sur
I’estimation des probabilités de défaillance est proposée dans la section 3.2.2.2. De plus,
dans le cas du probleme d’assemblage, deux procédures itératives permettant d’estimer
la probabilité de défaillance de fagon précise sans se soucier de la densité de linéarisation
requise, ont été mises au point. Elles sont présentées dans le chapitre suivant.
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3.1 Introduction

Ce chapitre s’intéresse au développement de méthodes de résolution capables de cal-
culer les probabilités de défaillance d’assemblage et fonctionnelle des mécanismes. Pour
cela, les méthodes proposées sont basées sur les formulations mathématiques définies
dans le chapitre précédent. Deux types de formulations peuvent étre distingués : une
formulation basée sur un probléme d’optimisation, équations (2.7) et (2.11), et une for-
mulation systéme, équation (2.42). A partir de ces définitions, il est maintenant possible
d’appliquer des méthodes probabilistes parmi celles proposées dans la section 1.3. Les
deux types de formulations se basent sur des approches différentes, les méthodes appli-
quées doivent donc étre adaptées a la formulation utilisée. L’objectif de ce chapitre est
de montrer quelles méthodes peuvent étre utilisées et comment elles sont appliquées en
fonction de la formulation retenue.

Les méthodes probabilistes choisies ne peuvent pas forcément étre appliquées directe-
ment telles qu’elles sont définies dans la section 1.3. Il est parfois nécessaire de les intégrer
au sein d'une procédure de calcul ou d’appliquer un pré-traitement. Par exemple, le fait
de linéariser les contraintes non linéaires entrainent des difficultés quant a la connaissance
de la meilleure stratégie a choisir. C’est pourquoi des procédures itératives ont été déve-
loppées afin de pouvoir estimer la probabilité de défaillance en minimisant I’erreur due a
I’approximation. D’autre part, la formulation systéme, proposée section 2.4.3, décompose
le mécanisme en plusieurs configurations de points de contact. Cependant, le nombre de
configurations peut étre trés grand et chaque configuration n’a pas forcément d’impact
sur la probabilité de défaillance. Avant de pouvoir appliquer une méthode de fiabilité
systéeme, il est donc nécessaire d’utiliser une technique de sélection des configurations
dominantes ce qui permet également un gain en temps de calcul.

Ce chapitre est divisé en trois sections : la section 3.2 présente la méthode de résolu-
tion MCO qui couple la simulation de Monte Carlo avec un algorithme d’optimisation.
C’est la méthode la plus simple & mettre en ceuvre. Elle sert de référence lors des com-
paraisons des résultats avec les autres méthodes de résolution. La méthode de résolution
du probléme fonctionnel sous forme systéme est décrite dans la section 3.3. La méthode
FORM systeme est utilisée pour calculer la probabilité systéme. Cette section contient
également l'algorithme de sélection des configurations dominantes. Enfin la section 3.4
se focalise sur le probléme d’assemblage. Dans cette section sont développées les procé-
dures itératives basées sur la méthode MCO. Elles permettent d’estimer la probabilité
de défaillance d’assemblage précisément sans se soucier de la stratégie de linéarisation
choisie. Dans chaque section, la méthode développée est appliquée aux deux exemples
académiques déja utilisés et détaillés en annexes B.1 et C.1. Les résultats sont compa-
rés avec ceux obtenus avec la méthode MCO. La figure 3.1 montre la classification des
méthodes de résolution en fonction des formulations utilisées.
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3.2 Méthode MCO - Monte Carlo couplée Optimisa-
tion

Cette section se base sur les formulations avec des problémes d’optimisation a ré-
soudre, c’est-a-dire Ry et/ou E,. La méthode de résolution utilisée dans cette section est
la simulation de Monte Carlo couplée avec un algorithme d’optimisation. Elle permet de
calculer les probabilités de défaillance d’assemblage et fonctionnelle. C’est la méthode
de référence car elle est capable de fournir des résultats précis quel que soit le probléme
étudié a condition de choisir un nombre suffisamment grand de tirages des variables
aléatoires. L’objectif de cette section est de présenter cette méthode pour 'analyse des
tolérances et d’illustrer son application sur des exemples académiques.

La section est organisée de la fagon suivante : la sous-section 3.2.1 montre comment
sont adaptées les formulations des probabilités en vue de 'application de la simulation de
Monte Carlo. Pour chaque probléme d’analyse des tolérances, les expressions des probabi-
lités de défaillance, version MCO, sont détaillées avec en particulier la fonction indicatrice
associée a chaque probléme. La section 3.2.2 illustre I'application de la méthode MCO
sur les deux exemples académiques. La premieére illustration permet notamment de visua-
liser que la surface d’état-limite est continue par morceaux, caractéristique importante
d’un probléme systéme. La seconde illustration nécessite ’application de la procédure de
linéarisation. Une étude de I'impact du choix de la stratégie sur la précision de la pro-
babilité est alors proposée. Enfin, la section 3.2.3 est une discussion sur les possibilités
d’appliquer d’autres méthodes probabilistes (hors méthodes systémes) pour calculer les
probabilités de défaillance.

3.2.1 Principe de la méthode MCO

Les formulations des probabilités caractérisant les problémes d’assemblage et fonc-
tionnel sont définies par des problémes d’optimisation sous contraintes a résoudre. Elles
sont réécrites ci-dessous dans le cas ot une condition fonctionnelle est présente (ce qui
permet également de définir la probabilité de défaillance d’assemblage, voir sous-section
2.2.2):

Py = Prob (Eo(X(w))) (3.1)

Py = Prob (Rf(X(w)) < 0) (3.2)
avec
Ry (%) = min Cy(x,B)
P e (3.3)
sous C’i( )(x, g) <0 Vk=A{1,...,Ng}

et ot E,(x) est 'événement : « Pour un vecteur x donné, il n’existe pas de vecteur jeux
g € R™ tel que le probléme d’optimisation R;(x) ait une solution ».
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Il est aussi possible de définir le domaine d’assemblage D, :
D,={g e R:Ci(x,8) <0} (3.4)

Les deux formulations Py, et Py sont tout a fait adaptées pour l'utilisation de mé-
thodes de simulation telle que Monte Carlo, voir sous-section 1.3.2. La technique initia-
lement proposée par Dantan et Qureshi [2009] consiste & coupler la simulation de Monte
Carlo avec un algorithme d’optimisation. Comme il a été expliqué dans la section 2.3.1,
afin de simplifier le probléme d’optimisation et d’éviter des problémes de non satisfaction
de contraintes observés par Qureshi et al. [2012], les équations non-linéaires définissant
le probléme d’optimisation sont linéarisées. Cela permet d’utiliser un algorithme d’op-
timisation linéaire comme ’algorithme du simplexe [Bertsimas et Tsitsiklis, 1997| qui a
comme avantage de toujours converger vers la solution si celle-ci existe.

L’objectif de l'algorithme du simplexe est de partir d’une solution admissible en se
plagant sur un des sommets du polytope entourant le domaine D, puis de chercher un
sommet voisin qui améliore la valeur de la fonction objectif Cy. Il existe des regles de
pivotage afin de guider le choix sur un sommet plutot qu’'un autre. C’est un algorithme
itératif qui s’arréte lorsque la fonction objectif ne peut plus étre améliorée. Pour un
vecteur des réalisations x donné, cet algorithme permet, d'une part, de savoir s’il existe
ou non une solution (vérification de 1’assemblage) et d’autre part, s’il y a une solution,
de calculer la valeur minimale de C.

La simulation de Monte Carlo couplée a cet algorithme d’optimisation est tres simple
a mettre en ceuvre. Un nombre N,;- de réalisations des variables aléatoires est tiré
aléatoirement puis, pour chaque tirage, I’algorithme d’optimisation permet de déterminer
si le mécanisme est montable et fonctionnel. Il y a donc Ny appels a l'algorithme
d’optimisation. La probabilité de défaillance est estimée grace a I'utilisation de la fonction
indicatrice qui est différente suivant le probléme traité :

o Probléme d’assemblage :

: 1 Nzﬂ:m ()
Pao = 1p, (x'") (3.5)
Nue 4=
avec
1 si Ry(x) n’a pas de solution
1 = 3.6
0. (%) { 0 si Rf(x) a une solution (3.6)
¢ Probléme fonctionnel :
1 Nuce
Py = 1p,(x 3.7
df Nure ZZ1 p; (x") (3.7)
avec
1 si Rf(X) <0
1 = 3.8
b ) { 0 si Ry(x) > 0ous’il n’y a pas de solution (3-8)
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La probabilité calculée est la probabilité que le mécanisme soit fonctionnel ET
montable. Il est également possible de calculer la probabilité que le mécanisme soit
fonctionnel sachant qu’il est montable par :

Py

P E——— 3.9
1— Py, (39)

Pifla =
Cette méthode fonctionne dans un trés grand nombre de cas et permet d’obtenir des
résultats précis a condition que le coefficient de variation de la probabilité soit suffisam-
ment petit comme expliqué dans la sous-section 1.3.2. Plus la probabilité cible est faible
plus le nombre de tirages Ny, doit étre élevé pour avoir un résultat précis. Cela rend
cette méthode tres cotiteuse en temps de calcul pour des mécanismes trés hyperstatiques
ol la résolution du probléme d’optimisation est difficile & obtenir. L’étape d’optimisation
est également d’autant plus complexe que les contraintes non linéaires sont linéarisées en
un grand nombre de facettes Ny. Avec cette méthode MCO, il n’est pas possible d’avoir
une information relative a ’erreur d’approximation due a la linéarisation. C’est pourquoi,
dans le cas de 'assemblage, deux procédures itératives sont proposées dans la section 3.4
pour avoir une information sur la qualité du résultat obtenu.

3.2.2 Applications académiques de la méthode MCO

Cette sous-section montre I'application de la méthode MCO sur les deux exemples aca-
démiques détaillés dans les annexes B.1 et C.1. Le but est de montrer que cette méthode
est trés cotiiteuse en temps de calcul lorsque des faibles probabilités sont recherchées. En
effet, les industriels cherchent & atteindre des probabilités de 1'ordre de 1075, le nombre
de tirages Ny;c doit donc dépasser plusieurs dizaines de millions pour garantir une bonne
précision du résultat. Le deuxiéme exemple présente en outre 'impact de la procédure
de linéarisation sur la précision des probabilités de défaillance et le temps de calcul.

3.2.2.1 Application analytique

L’application analytique est détaillée dans 'annexe B.1. Les caractéristiques de cette
application sont résumées par :
o gcR?
o X € X% ~ N(ux,ox), 3 jeux de paramétres sont définis pour les moyennes et
écart-types des variables aléatoires,

¢ 1 condition fonctionnelle,
¢ 4 contraintes d’interface linéaires.

L’application ne concerne que la vérification du probléme fonctionnelle. La méthode MCO
est utilisée pour calculer les probabilités de défaillance fonctionnelle du mécanisme pour
les trois jeux de paramétres proposés. Le nombre de tirages Nyo est défini de fagon a
avoir un coefficient de variation inférieur a 5%.

Les résultats sont donnés dans le tableau 3.1. Ils montrent bien I'impact de 'ordre
de grandeur de la probabilité sur le temps de calcul. Il faut quelques secondes pour la
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probabilité la plus élevée alors qu’il faut plus de six heures de calcul pour la probabilité
la plus faible. Sachant que les probabilités recherchées par les industriels sont de I'ordre
de 1079, il est clair que cette méthode n’est pas envisageable sur des problémes plus

complexes.
Paramétres Py Nye Cpy, Temps de calcul
1 423 %1072 1x10* 4.7% 4s
2 3.07x107* 1.5 x10° 4.6 % 11 min
3 9.06 x 107¢  5x 10" 4.7 % 6.2 h

Tableau 3.1 — Résultats obtenus avec la méthode MCO sur I'application analytique.

La figure 3.2 montre la répartition des tirages en fonction du résultat obtenu pour
le premier jeu de paramétres. Les points bleus représentent le domaine fonctionnel tan-
dis que les points rouges correspondent au domaine non fonctionnel. Sur cette figure la
surface d’état-limite, séparant les deux domaines, est une droite continue par morceaux
corroborant le fait que c’est un probléme d’estimation d’une probabilité systéme.

22
Rf(xl, .’L‘z) >0

FIGURE 3.2 — Méthode MCO appliquée sur 'application analytique. Les points rouges
sont les points non fonctionnels. La surface d’état-limite est clairement définie par mor-

ceaux.

3.2.2.2 Application appui plan et deux goupilles : étude de I'impact de la
linéarisation

Le deuxieéme exemple d’application est le mécanisme composé d’'un appui plan et de
deux goupilles détaillé dans ’annexe C.1. Dans cet exemple, les problémes d’assemblage
et fonctionnel sont étudiés. Les caractéristiques de cette application sont résumées par :
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g e R,

&

<&

X € X% ~ N(ux,0x), 3 jeux de parameétres sont définis pour les moyennes et
écart-types des variables aléatoires,

¢ 1 condition fonctionnelle,
¢ 14 équations de compatibilité,
¢ 4 contraintes d’interfaces quadratiques.

Cet exemple présente 'intérét d’avoir un modéle de comportement avec des contraintes
d’interface quadratiques qui sont donc linéarisées suivant la procédure évoquée dans la
section 2.3.1. Comme expliqué dans le principe de la méthode MCO, il n’est pas pos-
sible de connaitre en avance quelle est la stratégie ni le nombre de linéarisations Ny qui
minimisent suffisamment l’erreur d’approximation. C’est pourquoi plusieurs simulations,
avec le méme germe de tirage des variables aléatoires, sont effectuées afin de voir 'im-
pact des stratégies et du parameétre Ny sur les probabilités de défaillance d’assemblage et
fonctionnelle. Plusieurs points sont étudiés :

¢ le temps de calcul,
o lerreur d’approximation,
o I'importance de l'ordre de grandeur de la probabilité.

Les trois jeux de paramétres proposés dans 'annexe C.2 sont utilisés pour cette étude
mais seule une partie des courbes résultats est présentée dans cette sous-section. Le reste
des résultats de I’étude de 'impact de la linéarisation ainsi que les valeurs numériques
sont fournis dans I’annexe C.3.

Impact sur le temps de calcul. Le tableau 3.2 et la figure 3.3 montrent 1’évolution
du temps de calcul pour évaluer la probabilité de défaillance fonctionnelle pour les trois
jeux de parameétres en fonction du nombre de linéarisations. Il varie de quelques minutes
pour la probabilité la plus élevée a six jours pour la probabilité la plus faible avec un
nombre de linéarisations N; = 60. Pour un nombre de linéarisations fixé, le type de
stratégie (polygone inscrit, moyen ou circonscrit) n’a pas d’importance sur le temps de
calcul. Cependant, le temps requis augmente considérablement pour un grand nombre
de linéarisations car le probléme d’optimisation sous contraintes a résoudre a chaque
itération est plus complexe. Le choix du parameétre N, n’est donc pas négligeable par
rapport au temps de calcul.

Impact sur la précision des probabilités. Il a été choisi de ne montrer que les
résultats correspondant au deuxiéme jeu de parameétres. Les conclusions sont cependant
identiques pour les autres jeux de paramétres. Les valeurs des probabilités de défaillance
d’assemblage et fonctionnelle en fonction du nombre de linéarisations Ny sont données
dans le tableau 3.3. Les résultats sont également présentés dans les deux figures 3.4 et
3.5. Ces figures montrent 'impact de la stratégie choisie et de la valeur de Ny sur la
précision des probabilités de défaillance d’assemblage et fonctionnelle.
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N, Pdf ~ 1072 Pdf ~ 10~ Pdf ~ 1076
Temps (heures)  Temps (heures)  Temps (heures)
4 0.009 0.94 15.6
8 0.013 1.27 21.2
12 0.016 1.63 27.2
20 0.025 2.47 41.2
30 0.037 3.68 61.3
40 0.051 5.04 84.2
20 0.068 6.77 113
60 0.086 8.6 143

Tableau 3.2 — Temps de calcul de la méthode MCO pour les trois jeux de paramétres de
I’exemple appui plan et deux goupilles en fonction du nombre de linéarisations Njy.
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FIGURE 3.3 — Evolution du temps de calcul en fonction du nombre de linéarisations Ny
et pour trois ordres de grandeur différents de probabilité.

En fonction de la stratégie de linéarisation, les courbes ont des profils différents qui
convergent vers la méme valeur. Suivant le probléme considéré, une stratégie est préférable
car elle fournit des résultats conservatifs (la probabilité est sur-estimée) :

o la stratégie du polygone inscrit pour le probleme d’assemblage,
¢ la stratégie du polygone circonscrit pour le probléme fonctionnel.

De plus, graphiquement on peut observer que la combinaison des stratégies des poly-
gones inscrits et circonscrits permet de définir un intervalle de confiance de la probabilité
recherchée (valable pour les deux problémes). Cette intervalle de confiance est d’autant
plus petit que le parameétre Ny est grand. Quant a la stratégie du polygone moyen, les ré-
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Py, (x107%) Py (x107%)

Ny 3eb 3eb

cp, ~ 2% ~ 4.8%

95% IC ~ 0.65 ~ 0.28

Ny inscrit moyen circonscrit || inscrit medium circonscrit

4 34.3 10.2 4.07 0.07 3.48 53.4

8 10.3 7.88 6.24 0.79 1.69 3.6
12 9.04 8.04 7.19 1.05 1.46 2.1
20 8.35 8.04 7.68 1.26 1.42 1.61
30 8.16 8.01 7.87 1.38 1.48 1.57
40 8.1 8 7.9 1.42 1.47 1.52
50 8.08 8.01 7.95 1.42 1.47 1.50
60 8.05 8.01 7.96 1.45 1.47 1.49

Tableau 3.3 — Résultats des probabilités de défaillance d’assemblage et de fonctionnalité
pour I'exemple appui plan et deux goupilles avec le deuxiéme jeu de parameétres.

sultats sont logiquement les plus proches de la valeur de la probabilité aprés convergence.
Cependant, les approximations des probabilités ne sont pas obligatoirement conservatives.

Cette stratégie peut étre privilégiée pour obtenir une approximation de la probabilité.
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FIGURE 3.4 — Evolution de la probabilité de défaillance d’assemblage en fonction du
nombre de linéarisations. Courbes obtenues pour ’exemple académique appui plan et

deux goupilles avec le deuxiéme jeu de paramétres.
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FIGURE 3.5 — Evolution de la probabilité de défaillance fonctionnelle en fonction du
nombre de linéarisations. Courbes obtenues pour l'exemple académique appui plan et
deux goupilles avec le deuxiéme jeu de paramétres.

3.2.3 Applicabilité des méthodes probabilistes alternatives

La simulation de Monte Carlo permet d’estimer les probabilités de défaillance recher-
chées mais c’est la méthode la plus coliteuse comparée a ses variantes ou aux méthodes
couplant un méta-modéle avec la simulation de Monte Carlo. L’objet de cette bréve
sous-section est de savoir s’il est possible de réduire le temps de calcul en utilisant ces
autres méthodes pour le calcul des probabilités de défaillance basées sur la résolution du
probléme d’optimisation. Deux pistes sont possibles :

1. la premiére porte sur la méthode de simulation : utiliser les variantes de la simulation
de Monte Carlo ou la méthode d’approximation FORM.

2. la deuxiéme porte sur l'algorithme d’optimisation : remplacer ’appel a ’algorithme
d’optimisation par un méta-modele.

Il a été expliqué dans la section 2.4 que les problémes d’analyse des tolérances des
mécanismes hyperstatiques sont en réalité des problémes d’estimation de probabilités
systemes. Cette spécificité a pour conséquence de définir la surface d’état-limite comme
une surface continue par morceaux, comme illustrée par la figure 3.2. Cette particula-
rité rend difficile 'application de méthodes probabilistes alternatives a la simulation de
Monte Carlo. En effet, la surface d’état-limite étant définie par morceaux, il n’est pas
envisageable d’utiliser la méthode FORM couplée optimisation sauf si un point P* est
prépondérant. L’erreur d’approximation ne sera pas négligeable et les algorithmes de re-
cherche du point de défaillance le plus probable peuvent ne pas converger car il y aura
plusieurs points a considérer. De la méme maniére, la méthode du tirage d’importance
sera difficile & appliquer sans connaitre le point ol centrer la nouvelle distribution des
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variables aléatoires. Enfin, les techniques permettant de coupler la simulation de Monte
Carlo avec un méta-modele permettant de remplacer I’appel a I’algorithme d’optimisation
auront de grandes difficultés a construire le méta-modeéle d’'une fonction de performance
systéeme telle qu’écrite sous la forme du probléme d’optimisation. Cette difficulté est d’au-
tant plus grande que le probléme a traiter est complexe (grande dimension, nombre de
discontinuités élevées). Pour pallier ces difficultés, la formulation systéme a été dévelop-
pée dans le but de pouvoir utiliser une méthode de résolution systéme beaucoup plus
rapide que la méthode MCO.

3.2.4 Synthése

Les deux exemples académiques présentés montrent que la méthode MCO permet
bien de résoudre les deux problémes d’analyse des tolérances (assemblage et fonction-
nelle). Cependant, elle est trés cotiteuse en temps de calcul. De plus, le fait de linéariser
les contraintes quadratiques entraine une source d’approximation supplémentaire. La mé-
thode MCO, seule, n’est pas capable de garantir un niveau de précision suffisant vis-a-vis
de cette approximation. C’est pourquoi, pour remédier a ces deux problémes, une mé-
thode de résolution systéme pour le probléme fonctionnel et des procédures itératives
pour traiter le probléeme d’assemblage sont proposées dans les section 3.3 et 3.4.

3.3 Probléme fonctionnel - Résolution de la formula-
tion systéme

Cette section s’intéresse maintenant au développement d’une méthode pour la réso-
lution du probléme fonctionnel écrit sous forme systéme. L’obtention de la formulation
systéme est expliquée dans la section 2.4. La probabilité de défaillance s’écrit désormais
comme une intersection d’événements. Cette probabilité pourrait étre calculée en utili-
sant la simulation de Monte Carlo mais utiliser cette méthode ne serait pas pertinent car
le but est d’utiliser une méthode probabiliste plus rapide. Dans la section 1.3, plusieurs
méthodes de fiabilité pour des problémes systémes ont été présentées. En particulier la
méthode FORM systéme semble la plus appropriée. L’objectif de cette section est de
montrer comment cette méthode est appliquée dans le cas présent.

En pratique, avant de faire le calcul de la probabilité, il est nécessaire dans un premier
temps de réduire le nombre d’événements de l'intersection, équation (2.42) p. 60, pour
gagner en temps de calcul. Cela revient & rechercher les configurations de défaillance
dominantes du mécanisme. Or il a été vu dans la section 2.4.1 qu'une configuration
correspond a une combinaison particuliere de contraintes actives trouvée lors de 'appel
a l'algorithme d’optimisation. Il faut donc déterminer les combinaisons de contraintes
actives les plus importantes. Ce sont celles qui impactent le plus la probabilité de dé-
faillance. Pour trouver ces combinaisons dominantes, un algorithme de recherche sélectif
proposé par Kim et al. [2013] est utilisé, il est présenté dans la sous-section 3.3.1. Ensuite,
la sous-section 3.3.2 montre 'application de la méthode FORM systéme dans le cas de la
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résolution du probléme fonctionnel écrit sous forme systéme. Enfin, dans la sous-section
3.3.3, cette méthode de résolution est appliquée sur les exemples académiques déja étudiés
auparavant. Les résultats sont comparés avec ceux obtenus par la méthode MCO.

3.3.1 Recherche des combinaisons de contraintes actives domi-
nantes

Cette sous-section décrit I’algorithme de recherche des combinaisons dominantes, c’est
a dire des configurations de défaillance dominantes du mécanisme. Cette étape préli-
minaire est essentielle avant de pouvoir calculer la probabilité via la méthode FORM
systéme. Elle permet de diminuer le nombre de calculs FORM & réaliser ainsi que la
dimension de la fonction de répartition de la loi multi-normale pour le calcul FORM sys-
téme, voir sous-section 1.3.1.2. Cette diminution permet d’avoir un temps de calcul plus
faible comparé a celui requis si toutes les combinaisons admissibles étaient considérées.

La formulation de la probabilité de défaillance fonctionnelle sous forme systéme s’écrit
de la fagon suivante (voir sous-section 2.4.3) :

Nas
Py = Prob (ﬂ CP(X) < o) (3.10)
i=1
Dans cette expression, le nombre d’intersections d’événements est égale a N,,. C’est le
nombre de combinaisons admissibles satisfaisant les contraintes d’optimisation du pro-
bléme d’optimisation dual. Ces combinaisons peuvent étre trouvées en calculant les va-
leurs des multiplicateurs de Lagrange dans les N, cas possibles et en sélectionnant uni-
quement les cas admissibles. Cette opération peut étre effectuée seulement si un petit
nombre de cas a tester existe (quelques centaines au maximum). Cependant, pour les
mécanismes complexes ayant des contraintes linéarisées, le nombre de cas N, peut excé-
der plusieurs dizaines de milliers. De plus, certaines combinaisons admissibles peuvent ne
pas avoir d’influence sur la valeur de la probabilité de défaillance. Pour ces deux raisons,
trouver et prendre en compte les N,; combinaisons admissibles n’est pas envisageable.
C’est pourquoi un algorithme de recherche est requis pour sélectionner un nombre N
de combinaisons de contraintes dominantes parmi les N,, admissibles. La probabilité de
défaillance est donc approximeée :

Nds
Py ~ Prob (ﬂ CP(X) < o) (3.11)

=1

L’algorithme de sélection des combinaisons dominantes utilisé est proposé par Kim
et al. [2013]. C’est un algorithme de recherche sélectif basé sur une simulation avec une
opération de recherche de type algorithme génétique. Il a été spécifiquement développé
pour trouver les modes de défaillance dominants d’une structure parmi un grand nombre
de modes possibles. Dans le cas de 'analyse des tolérances, les modes de défaillance cor-
respondent aux configurations du mécanisme menant a la non fonctionnalité de celui-ci.
Cela revient a chercher les combinaisons de contraintes actives dans les cas de défaillance.



80 Meéthode de résol. des prob. d’ana. des tol. des méca. hyperstatiques

Kim et al. [2013] partent du principe que dans l'espace standard des variables, les
combinaisons de défaillance dominantes sont situées le plus proche de l'origine. C’est
pourquoi ils proposent une recherche vers l'extérieur de l’espace standard : partir de
points sur une hypersphére proche de l'origine et aller vers des points situés a une dis-
tance plus grande. Pour un rayon d’hypersphére donné, plusieurs directions de recherche
sont définies pseudo-aléatoirement, voir figure 3.6. Les points menant a une situation de
défaillance sont retenus comme chromosomes parents et une opération évolutionnaire est
appliquée. Le but de cette opération est de trouver des situations de défaillance menant
a des combinaisons de contraintes actives différentes de celles déja obtenues. L’étape
évolutionnaire comprend un croisement des geénes pour la recherche locale et une muta-
tion des génes pour la recherche globale. Cette étape est répétée tant que des nouvelles
combinaisons sont trouvées. Le rayon de ’hypersphére est augmenté itérativement afin
de chercher de plus en plus loin dans l’espace standard. L’algorithme s’arréte lorsque
le rayon de I’hypersphére est suffisamment grand ou lorsque le nombre de combinaisons

dominantes Ny, trouvé est suffisamment élevé.
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FIGURE 3.6 — Illustration de la recherche des combinaisons de contraintes actives domi-
nantes pour un probléme systéme. Pour chaque rayon d’hypersphéere R;, i = 1,2, donné,
trois directions de recherche sont présentées dg, 7 =1,...,3. Pour ¢« = 1, aucun des trois
points ne méne & une situation de défaillance. Pour i = 2, les points définis par les direc-
tions j = 1 et j = 2 correspondent & deux situations de défaillance. Les combinaisons de
contraintes actives associées a ces situations sont sauvegardées et les points sont retenus

pour 'opération évolutionnaire.
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3.3.2 Résolution par la méthode FORM systéme

Une fois les combinaisons dominantes sélectionnées, le nombre d’événements est consi-
dérablement réduit, il est possible de calculer la probabilité en appliquant la méthode
FORM systéme, voir section 1.3.1.2. La formulation du probléme fonctionnel sous forme
systéme s’écrit de la fagon suivante :

Nas

Py ~ Prob <ﬂ CPI(X) < o) (3.12)
i=1

En appliquant la méthode FORM systéme, cette probabilité s’exprime alors de la fagon

suivante :

Py =~ @, (=65 [p]) (3.13)

ot @, est la fonction de répartition de la loi multi-normale, 3¢9 est I'indice de fiabilité
associé a la condition fonctionnelle C](fi) et [p] est la matrice des coefficients de corrélation
des états-limites. La sélection des combinaisons dominantes a deux avantages :

¢ elle permet de réduire le nombre de calculs FORM a effectuer pour calculer les
indices de fiabilité de chaque combinaison,

¢ elle permet de diminuer la dimension de la fonction de répartition de la loi multi-
normale qui est utilisée pour calculer la probabilité de défaillance. Avoir une plus
petite dimension de la fonction de répartition permet un calcul plus rapide et plus
précis de la probabilité.

Toutefois, sélectionner un nombre trop faible de combinaisons dominantes peut en-
trainer une mauvaise approximation de la probabilité. Comme il s’agit du calcul d’une
probabilité d’intersection d’événements, un manque de combinaisons dominantes entraine
le calcul d’une probabilité qui est sur-estimée. Le résultat reste donc conservatif.

Les étapes de calcul de la probabilité de défaillance par la méthode de résolution
systéme sont résumées dans la figure 3.7.

Rechercher les N;, combinaisons
de contraintes actives dominantes

v
Effectuer un calcul FORM pour

chaque C}Si) retenues : 3), al*) [p]
¥
Calculer la probabilité de dé-
faillance Py ~ @y, (—0G;[p))

FIGURE 3.7 — Schéma de la procédure de résolution du probléme fonctionnel sous forme
systéme.

Le calcul FORM peut étre fait analytiquement dans le cas ol les écarts géométriques
sont des variables aléatoires Gaussiennes. En effet, les état-limites linéaires dans ’espace
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physique seront également linéaires dans l'espace standard . Les indices de fiabilité
et cosinus directeurs peuvent donc étre calculés de fagon analytique. Si les variables
ne sont pas Gaussiennes, il est possible d’utiliser les algorithmes HLRF |[Rackwitz et
Fiessler, 1979] ou iHLRF [Zhang et Kiureghian, 1995 pour déterminer les points Px
de chaque combinaison. Cette méthode peut néanmoins montrer ses limites si apres la
transformation iso-probabiliste, les état-limites deviennent fortement non linéaires. Le
calcul de l'intersection peut alors entrainer un résultat trop approximatif.

N.B.: Laméthode FORM systéme pose le méme soucis qu’avec la simulation de Monte
Carlo lorsque le modele de comportement contient des contraintes d’interface linéarisées.
Il n’est pas possible de connaitre en avance quelle stratégie ni quelle valeur du nombre
de linéarisations Ny il faut choisir. Cette difficulté est toutefois moins problématique
car les temps de calcul, comme montré dans les illustrations de la sous-section 3.3.3,
sont beaucoup moins importants. Il est donc tout a fait envisageable de faire plusieurs
calculs de la probabilité de défaillance avec des valeurs de N, différentes sans que ce soit
pénalisant du point de vue du temps de calcul.

3.3.3 Applications de la méthode de résolution systéme

La méthode FORM systéme pour résoudre les problémes fonctionnels est testée sur les
deux exemples académiques déja étudiés dans ce chapitre et présentés dans les annexes
B.1 et C.1. Les résultats sont comparés avec ceux obtenus par la méthode MCO.

3.3.3.1 Application analytique

Le premier exemple de probléme fonctionnel testé est I'application analytique. Il a
également servi d’illustration pour la transformation du probléme d’optimisation de la
forme primale a la forme duale, voir sous-section 2.4.4. Les caractéristiques de 1’applica-
tion sont résumeées ci-dessous :

o g e R?

o X € X% ~ N(ux,0x), 3 jeux de paramétres sont définis pour les moyennes et
écart-types des variables aléatoires dans 'annexe B.2,

¢ 1 condition fonctionnelle,

¢ 4 contraintes d’interfaces linéaires,

¢ Ny = 6 combinaisons possibles,

¢ N,s = 4 combinaisons admissibles,

¢ Ny, = 2 combinaisons dominantes.

Les indices de fiabilité et les cosinus directeurs calculés par la méthode FORM pour le
premier jeu de parameétres sont montrés dans le tableau 3.3.3.1. La matrice de corrélation
obtenue a partir des cosinus directeurs est donnée équation (3.14).
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Combinaison défaillante $1 S3
o] 0.24 1.71
N Xy 097 0.51
X, 0.24 0.86

Tableau 3.4 — Indices de fiabilité et cosinus directeurs obtenus par la méthode FORM
pour 'application analytique avec le premier jeu de paramétres.

(3.14)

o] = [ 1 0.707 }

0.707 1

Les valeurs des probabilités pour les trois jeux de paramétres sont présentées dans le
tableau 3.5. Les résultats obtenus avec la méthode MCO sont également reportés dans ce
tableau. Les valeurs obtenues avec la méthode FORM systéme sont quasiment identiques
a celles obtenues avec la méthode MCO. Le temps de calcul est, quant a lui, trés faible, et
reste constant méme si une faible probabilité est recherchée. Par ailleurs, il a été montré
lors de l'illustration de la transformation de la formulation sous forme systéme que le
nombre de combinaisons admissibles est N,; = 4 parmi les six combinaisons possibles. Or,
grace a l'algorithme de recherche des combinaisons dominantes, seules deux combinaisons
ont été sélectionnées ce qui montre l'intérét de cet algorithme y compris pour un exemple
simple.

FORM MCO

Param. Py Ngs  Temps Py Nuc 95%IC Temps
1 412 x 1072 2 3s 4.23 x 1072 104 0.8 x 1072 4s
2 3.0l x 1074 2 3s 3.07x107* 1.5x 105 0.57 x10~* 11 min
3 9.03 x107% 2 3s 9.06 x107% 5x107 1.7x10% 62h

Tableau 3.5 — Résultats obtenus avec la méthode de résolution systéme pour l'application
analytique.

3.3.3.2 Meécanisme appui plan et deux goupilles

La méthode de résolution proposée est trés efficace sur 'exemple précédent. Elle est
maintenant appliquée, sur le probléme fonctionnel uniquement, a ’exemple académique
appui plan et deux goupilles, voir annexe C.1. Les caractéristiques de cette application
sont résumées ci-dessous :

o g € R,

o X € X% ~ N(ux,ox), 3 jeux de paramétres sont définis pour les moyennes et
écart-types des variables aléatoires,

¢ 1 condition fonctionnelle,

¢ 14 équations de compatibilité,



84 Meéthode de résol. des prob. d’ana. des tol. des méca. hyperstatiques

¢ 4 contraintes d’interfaces quadratiques.

Il a été choisi de comparer les résultats avec ceux obtenus par la méthode MCO pour
un nombre de linéarisations Ny = 40 et avec la stratégie circonscrite car ces résultats sont
conservatifs. De la méme maniére que précédemment, les trois jeux de paramétres sont
utilisés afin d’avoir trois ordres de grandeur de la probabilité de défaillance fonctionnelle.
Les nombres de tirages pour la méthode MCO sont respectivement Ny;c = {3 x 104, 3 x
10%,5x 107} pour les paramétres 1, 2 et 3. Les résultats sont présentés dans le tableau 3.6.
Le nombre de combinaisons dominantes maximum a sélectionner est fixé a trois valeurs

différentes : Nygs = {5,100,200}, sachant que le nombre de combinaisons possibles est
N, = C3y = 669920.

FORM MCO

Param. Py Nas  Noptim. Temps Py 95%IC Temps
229x 1072 5 1130 22 s
1 1.82 x 1072 100 3437 66s || 1.79x 1072 0.31 x 1072 3 min
1.82x 1072 200 6089 129
282 x 107 5 3138 23 s
2 1.56 x 107* 100 3718 67s || 1.52x107* 028x10"* 5h
1.54x107* 200 5590 135s
16x10% 5 3973 26 s
3 9.3x10°% 100 5271 73 s 94x107% 1.7x107% 3.5]
9.1x10°% 200 6670 141

Tableau 3.6 — Résultats obtenus avec la méthode de résolution systéme pour l'exemple
académique appui plan et deux goupilles.

D’aprés les résultats, plusieurs observations peuvent étre faites :

¢ La précision des probabilités est trés bonne y compris pour estimer des faibles pro-
babilités. Attention toutefois, la précision se dégrade dans les cas ot le nombre de
combinaisons dominantes sélectionnées est trop faible. Cependant, comme expli-
qué dans la méthode, la probabilité calculée est sur-estimée. Le résultat est donc
conservatif. Dans le cas du troisiéme parameétre, les résultats donnés par la méthode
FORM ne semblent pas conservatif vis-a-vis de celui obtenu avec la méthode MCO
mais ils sont contenus dans l'intervalle de confiance a 95% de Monte Carlo.

¢ Les temps de calcul sont considérablement réduits par rapport a la méthode MCO,
surtout pour le troisiéme jeu de paramétres qui engendre la plus faible probabilité.
De plus, les temps de calcul sont constants, de 'ordre de la minute, quel que soit
I'ordre de grandeur de la probabilité. La variation de temps est liée uniquement
au nombre de combinaisons dominantes sélectionnées. En effet, cela entraine une
augmentation du nombre de calculs FORM et augmente le temps de calcul de la
fonction de répartition de la loi multi-normale ®y,_.

¢ Pour la recherche des combinaisons de contraintes actives, il faut faire appel a
I’algorithme d’optimisation pour résoudre le probléme d’optimisation initial. Le
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nombre d’appels a l'algorithme d’optimisation est inférieur & 10000 quelle que soit
la probabilité recherchée. C’est cette capacité qui permet a la méthode d’avoir un
temps de calcul constant. C’est un avantage par rapport a la méthode MCO ou il
est nécessaire d’augmenter le nombre de tirages pour garder la méme précision.

3.3.4 Synthése

La méthode de résolution FORM systéme couplée avec la recherche des combinaisons
dominantes est trés efficace. Elle est capable de calculer des probabilités trés faibles avec
précision. De plus, pour atteindre ces faibles probabilités, elle ne souffre pas d’'une aug-
mentation considérable de son temps de calcul. Le temps de calcul reste constant car
le nombre d’optimisations requis est quasiment identique quel que soit I'ordre de gran-
deur de la probabilité. Cependant, cette méthode peut montrer ses limites si les surfaces
d’état-limites dans I'espace standard deviennent fortement non-linéaires. Le calcul de
I'intersection peut entrainer des approximations sur le résultat final.

3.4 Probléme d’assemblage - Procédures adaptatives
basées sur la méthode MCO

Cette section est consacrée au développement des procédures itératives basées sur la
méthode MCO pour traiter les problémes d’assemblage. Le probléme fonctionnel ne sera
pas évoqué ici.

Afin de remédier & des potentiels problémes de convergence du calcul lors de 'appel a
I’algorithme d’optimisation, les contraintes non linéaires du modéle de comportement sont
linéarisées. Plusieurs stratégies de linéarisation sont envisagées, elles sont expliquées dans
la sous-section 2.3.1. L’application de cette procédure permet d’utiliser un algorithme de
résolution dédié a l'optimisation de problémes linéaires. Cependant, la procédure im-
plique de choisir la stratégie (polygone inscrit, moyen, circonscrit) ainsi que le degré de
linéarisation, géré via le parameétre Ny.

La méthode MCO telle que proposée ne permet pas de déterminer quelle est la
meilleure stratégie a utiliser avec quelle valeur de Ny afin d’avoir un résultat précis de la
probabilité. Aucune information ne peut étre obtenue sur I'erreur d’approximation due
a la linéarisation avec une seule simulation. Il faut donc prévoir au minimum deux si-
mulations avec des choix de paramétres différents pour confirmer ou infirmer le résultat
précédent.

De plus, appliquer la procédure de linéarisation avec une valeur de Ny élevée com-
plexifie le modéle de comportement en ajoutant un nombre conséquent de contraintes
d’optimisation. Bien que cela permette de réduire I'erreur d’approximation, ce choix en-
traine une augmentation du temps de convergence de I'algorithme d’optimisation qui est
d’autant plus problématique & cause du couplage avec la simulation de Monte Carlo. 11
est donc nécessaire de trouver un compromis entre le degré de linéarisation et le temps
de calcul ce qui n’est pas envisageable avec la méthode MCO directement.
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Les procédures proposées dans cette section sont dédiées a la résolution du probléme
d’assemblage uniquement. Elles ont pour but de s’affranchir de la stratégie de linéarisa-
tion et du choix du nombre de linéarisations Ny. Elles sont basées sur une particularité
du probléme d’assemblage qui est expliquée dans la sous-section 3.4.1. La premiére pro-
cédure, appelée EBS et présentée dans la sous-section 3.4.2, a pour but d’estimer une
borne supérieure de la vraie probabilité. La valeur de la borne évolue itérativement afin
de diminuer I'écart avec la vraie probabilité. Cette procédure permet de calculer un ré-
sultat conservatif précis quel que soit 'ordre de grandeur de la probabilité. La deuxiéme
procédure, appelée EIC et présentée dans la sous-section 3.4.3, permet de gérer 'erreur
d’approximation de la probabilité en calculant un intervalle de confiance encadrant la
vraie probabilité. Les deux procédures sont appliquées sur I'exemple académique appui
plan et deux goupilles dans la sous-section 3.4.4. Les résultats sont comparés avec ceux
obtenus par la méthode MCO.

3.4.1 Propriétés du probléme d’assemblage

Pour rappel, la procédure de linéarisation transforme la contrainte réelle en un po-
lygone dont le nombre de facettes est déterminé par le parameétre Ny. Les stratégies
envisagées impliquent de définir des polygones inscrits ou circonscrits au cercle ou encore
de définir un polygone qui est la moyenne des deux premiers. Les procédures définies
dans cette section se fondent sur deux propriétés relatives aux stratégies des polygones
inscrits et circonscrits.

La premiére caractéristique concerne la stratégie du polygone inscrit, elle est définie
dans la proposition 3.4.1 et est illustrée par la figure 3.8.

Proposition 3.4.1 Supposons que la stratégie du polygone inscrit soit choisie avec un
nombre de linéarisations fizté a Ny = Ng et st pour un vecteur de réalisations X le
mécanisme est considéré montable alors il sera toujours considéré montable avec la méme
stratégie pour un nombre de linéarisation Ny = Ngo > Ng1, a condition que les sommets
des deux polygones coincident.

La deuxiéme propriété est liée a la stratégie circonscrite, elle est définie dans la pro-
position 3.4.2 et est illustrée dans la figure 3.9

Proposition 3.4.2 Supposons que la stratégie du polygone circonscrit soit choisie avec
un nombre de linéarisations firé a Ny = Ngi et si pour un vecteur de réalisations X le
mécanisme est considéré non montable alors il sera toujours considéré non montable avec
la méme stratégie pour un nombre de linéarisations Ny = Ngo > Ngi, a condition que les
cotés des deux polygones coincident.

En combinant les deux stratégies des polygones inscrits et circonscrits pour un méme
nombre de linéarisations, il est possible d’en déduire une zone d’incertitude. L’incertitude
est relative a la classification des points selon s’ils sont toujours montables ou non avec
un nombre de linéarisations plus grand. Cette zone se situe a l'extérieur du polygone
inscrit et a 'intérieur du polygone circonscrit, voir figure 3.10.
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Contrainte réelle

Point non montable avec Ny
mais montable avec Ny

Point montable
avec Ny et Ngo

> Q)

—>@

FIGURE 3.8 — Deux procédures de linéarisation basées sur la stratégie inscrite avec Ny =
4 et Ngo = 12. Le point a l'intérieur du polygone a 4 facettes (rond vert) est également

a l'intérieur du polygone a 12 facettes tandis que l'inverse n’est pas forcément vrai a

I'image du point situé a I'extérieur du premier polygone mais a l'intérieur du deuxiéme

(triangle bleu).

Point non montable

— >0

avec Ng1 et Ngo

Point non montable avec Ng1 —i
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FIGURE 3.9 — Deux procédures de linéarisation basées sur la stratégie circonscrite avec

Ngi = 4 et Ngo = 12. Le point a l'extérieur du polygone a 4 facettes (rond rouge) est

également a l'extérieur du polygone a 12 facettes tandis que I'inverse n’est pas forcément

vrai comme le montre le point situé a l'intérieur du premier polygone mais a l'extérieur

du deuxiéme (triangle bleu).

En se basant sur ces deux propriétés, I'objectif des deux procédures itératives est de

faire une simulation de Monte Carlo couplée optimisation compléte avec une stratégie

itérative donnant des résultats approximatifs (/V; petit) puis ensuite de réévaluer uni-

quement les points dont la classification n’est pas certaine pour affiner le résultat de la

probabilité. Faire varier la valeur Ny permet d’obtenir plusieurs modéles de comportement

avec des niveaux de confiance différents.
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Point certain non montable ———>® ZZ
Contrainte réelle > \
Point incertain A X 777777777 4
Point certain montable > @

FIGURE 3.10 — Deux procédures de linéarisation avec les stratégies inscrites et circons-
crites avec Ny = 4. Les points a U'intérieur du polygone inscrit (rond vert) et a I'extérieur
du polygone circonscrit (rond rouge) sont bien classés méme si le nombre de linéarisations
N4 augmente. Par contre le point entre les deux polygones (triangle bleu) est incertain.

3.4.2 Procédure EBS - Estimation d’une Borne Supérieure de
Pda

La premiére procédure proposée se base uniquement sur la premiére proposition 3.4.1,
axée sur la stratégie du polygone inscrit. Choisir cette stratégie permet de déterminer une
borne supérieure de la probabilité de défaillance d’assemblage P,, recherchée et ainsi avoir
un résultat conservatif. En effet, dans ce cas, des réalisations x ne sont pas considérées
montables alors qu’elles le sont en réalité, la probabilité de défaillance d’assemblage est
donc surestimée.

L’objectif de la procédure EBS est de réaliser une simulation de Monte Carlo couplée
optimisation avec la stratégie du polygone inscrit et un faible nombre de linéarisations. Les
réalisations jugées non montables sont retenues puis réévaluées avec la méme stratégie
mais avec un nombre de linéarisations plus élevé. Cette opération est réitérée jusqu’a
convergence de la probabilité. Ainsi, 'erreur d’approximation sera réduite itérativement
et la probabilité estimée sera toujours conservative. Les étapes de la procédure pour
résoudre le probleme d’assemblage sont présentées dans la figure 3.11.

1. Appliquer la méthode MCO avec une procédure de linéarisation type inscrit
et un faible nombre de linéarisations, e.g. N 50) = 4. Une probabilité de défaillance
conservative peut étre estimée mais I'erreur d’approximation est élevée car Ny est
petit. Cependant, comme Ny est petit, la complexité du modele de comportement
est minimisée donc le temps de calcul pour résoudre le probléme d’optimisation est
réduit.

2. Stocker les points x non montables. Les réalisations des variables aléatoires
qui ont conduit & un résultat non montable sont sauvegardées dans un ensemble
DY), pour pouvoir étre réévaluées ultérieurement et obtenir une classification plus
précise.

3. Démarrer une boucle d’amélioration de la classification. Définir 'indice
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d’itération k = 1.

(a) Augmenter le nombre de linéarisations. D’aprés la fagon de linéariser
les contraintes quadratiques, expliquée section 2.3.1, pour que les sommets
coincident, il faut Nék) = 3Nék_1).

(b) Réévaluer les points stockées : consiste a faire une nouvelle évaluation via
I’algorithme d’optimisation des points non montables de la simulation précé-
dente DY en gardant toujours la procédure de linéarisation type inscrit. Une
nouvelle probabilité de défaillance peut étre estimée. Elle est toujours conser-
vative et présente une erreur d’approximation plus faible car N ék) > N C(lk_l).

(c) Stocker les points x non montables. Cette étape consiste & mettre a jour
les réalisations des variables aléatoires considérées comme non montables dans
I’ensemble D,(lk).

(d) Calculer I’écart relatif. L’écart relatif entre deux probabilités de défaillance
a deux itérations successives est calculé :

Py

Py

Un écart relatif faible indique que la précision sur la probabilité est bonne. A

)

.. k—1 . s N k
noter qu’ici PCEQ est toujours supérieure a Pd(a) donc les valeurs absolues ne

sont pas nécessaires.
(e) Tester le critére d’arrét. La condition d’arrét s’écrit e < €,4p OU €ppap st
une valeur a fixée par 'utilisateur, e.g. 1%. Lorsque 1'écart relatif e devance

emaz alors la boucle s’arréte, sinon la procédure repart a l'étape 3.(a) avec
k=Fk+1.

4. Fin. Une fois la procédure achevée, une probabilité de défaillance est fournie. Il est
alors possible de calculer le coefficient de variation et/ou l'intervalle de confiance
de Monte Carlo associé a cette probabilité.

N.B. : Une fois la procédure arrétée, il est possible de déterminer la valeur de la
probabilité de défaillance d’assemblage avec la stratégie circonscrite. Il suffit de réévaluer

les points sauvegardés avec la stratégie circonscrite et le nombre de linéarisations en cours
(k)
N;”.

3.4.3 Procédure EIC - Estimation d’un Intervalle de Confiance
de Pda

Cette deuxieéme procédure tire partie des deux propositions 3.4.1 et 3.4.2. Le but est de
déterminer, pour un nombre de linéarisations donné, un intervalle de confiance encadrant
la vraie probabilité. Les bornes inférieures et supérieures de l'intervalle correspondent
respectivement aux probabilités de défaillance estimées avec les stratégies circonscrites
et inscrites. Comme montré dans la figure 3.10, la classification d’un certain nombre de
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( Appliquer la méthode MCO avec la stratégie )
Ny
1 )
inscrite et Ny = N : P = Y 1, (x
inscrite et Ny p = N D, (x'")

=1
L J

Y

-

Stocker les points x non montables : Dfl%

L J

i

&b

Augmenter le nombres de li-
néarisations Nc(lk) = 3Nc(lk_1)

v

Réévaluer les points stockées
1 Nuc

1 (@)
Niro Z p, (x")

=1

P -

A

Stocker les points x non montables : D,(Zi,)l

'

k—1 k
’cha ) — cha)

Calculer ’écart relatif e =

v
€ < €maz == /k/’_-k’ + 1

P

Y

oul

[ Fin ]

FIGURE 3.11 — Procédure de calcul EBS pour l'estimation d’une borne supérieure de la
probabilité de défaillance d’assemblage basée sur la stratégie du polygone inscrit.

points x est considérée incertaine. La taille de I'intervalle de confiance est directement
liée au nombre de points incertains. Il suffit alors d’augmenter la valeur du nombre
de linéarisations et de réévaluer ces points pour améliorer leur classification. Ainsi, de
nouvelles probabilités de défaillance peuvent étre estimées pour chaque stratégie et réduire
la taille de 'intervalle de confiance encadrant la probabilité recherchée. Cette opération
est répétée jusqu’a avoir un intervalle suffisamment petit. La procédure est illustrée dans
la figure 3.12 et les étapes sont :

1. Définir une population P, de Monte Carlo initiale. Un ensemble de réa-
lisations {x\) = {:cgj), o ,xff)}t,j =1,..., Nyc} est défini afin d’étre classées en
fonction de leur montabilité.
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2. Définir le nombre de linéarisations initial. Il faut choisir un petit nombre de

linéarisations, e.g. Néo) =4.

3. Démarrer une boucle de réduction de l’intervalle de confiance. L’indice

d’itération est k = 1.

(a)

(b)

Evaluation avec le polygone inscrit. Il s’agit de vérifier la montabilité de
la population P,;¢ en utilisant la stratégie du polygone inscrite. La probabilité
de défaillance d’assemblage inscrit PCEZ.) est estimée.

Mettre a jour la population P,,c. Les réalisations considérées montables
avec la stratégie du polygone inscrit sont éliminées.

Evaluation avec le polygone circonscrit. Il s’agit d’évaluer si la population
Prro mise a jour est montable en utilisant la stratégie du polygone circonscrit.
La probabilité de défaillance d’assemblage circonscrite chfg est estimée.

Mettre a jour la population P,,-. Les réalisations considérées non mon-
tables avec la stratégie du polygone circonscrit sont éliminées. Les points res-
tants correspondent aux points incertains.

Calculer la taille de l’intervalle de confiance relatif. Les bornes de
I'intervalle de confiance sont les deux probabilités précédemment calculées.
L’expression de I'écart relatif de I'intervalle de confiance est :

e _ Pagai — Pdatz
1C — (k)
Pda'

Tester le critére d’arrét : consiste & vérifier si la condition d’arrét est
respectée erc < €mazr OU Emae €st une valeur fixée par I'utilisateur, e.g. €0, =
5%. Si la condition d’arrét est respectée alors la procédure s’arréte, sinon la
procédure repart a I'étape 3.(a) avec Nékﬂ) = 3Nc(lk).

4. Fin. Une fois la procédure achevée, deux probabilités de défaillance sont proposées

encadrant la probabilité de défaillance recherchée : Py, € [Pioc; Paail-

N.B.:

Il est possible d’améliorer la précision de I'intervalle de confiance en incorpo-

rant le coefficient de variation de Monte Carlo sur chaque probabilité. Les bornes prenant

en compte l'intervalle de confiance & 95% des probabilités s’écrivent alors ainsi :

Pda € [Pdac — 1.96Pda6615dac; Pdai -+ 1'96Pdaicpdai] (315)

3.4.4 Application des procédure EBS et EIC

Les deux procédures sont appliquées dans cette partie sur le probléme d’assemblage de

I’exemple académique composé de I'appui plan et deux goupilles, voir 'annexe C.1. Cet

exemple posséde quatre contraintes quadratiques traitées avec les procédures décrites.

Seuls les résultats obtenus avec le deuxiéme jeu de paramétres sont présentés dans cette
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FIGURE 3.12 — Procédure de calcul EIC pour 'estimation d’un intervalle de confiance
encadrant la probabilité de défaillance d’assemblage basée sur les stratégies des polygones
inscrits et circonscrits.

section, voir tableau 3.7. L’ensemble des résultats est donné dans 'annexe C.3. Les ré-
sultats sont comparés avec ceux obtenus avec la méthode MCO pour Ny;c = 3 x 10%. En
particulier, le temps de calcul requis pour avoir une précision équivalente est observé.
D’apreés le tableau 3.7, les procédures s’arrétent aprés quatre ou cing itérations. Le
nombre de linéarisations augmente trés rapidement donc la classification des points est
trés bonne aprés quelques itérations seulement. On peut remarquer que le temps de
calcul requis est faible comparé au temps de calcul nécessaire pour la méthode MCO avec
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Méthode Py x 107%  Pyy x 107% Ny (itérations) Temps

MCO 4.07 34.3 4 2 X 56 min
MCO 7.96 8.05 60 2 x 303 min
EBS - 7.96 324 (5) 64 min
EIC 7.95 7.97 108 (4) 57 min

Tableau 3.7 — Comparaison des résultats obtenus avec les procédures itératives EBS et
EIC et la méthode MCO pour le probléme d’assemblage de I’exemple académique appui
plan et deux goupilles (deuxiéme jeu de paramétres). La méthode MCO ne permet de
calculer qu’une probabilité & la fois, ¢’est pourquoi le temps de calcul est le double.

Ny = 60. La précision sur le résultat est pourtant meilleure car le nombre de linéarisations
final est supérieur a 60. Le temps de calcul est légérement supérieur a celui requis pour une
seule simulation avec la méthode MCO réalisée avec un nombre de linéarisations égal a
N éo). Cette observation est logique car il est nécessaire dans un premier temps de faire une
simulation de Monte Carlo compléte avec ce nombre de linéarisations. Ensuite le nombre
de points incertains & réévaluer est beaucoup plus faible et il diminue itérativement. Ainsi,
lorsque le nombre de linéarisations Ny est le plus grand, le nombre de points a classer est
trés petit, comme montré dans le tableau 3.8.

Itération Nag  Noptim. EBS Noptim. EIC
Strat. inscrite Strat. circonscrite

1 4 3 x 108 3 x 108 10316

2 12 10227 9086 1476

3 36 2721 552 264

4 108 2430 60 34

5 324 2392

Total (hors initiale) 17770 21788

Tableau 3.8 — Nombre d’optimisations requis a chaque itération pour les procédures EBS
et EIC. Dans le cas de EIC, le nombre d’appels est partagé en deux. Le premier nombre
correspond aux évaluations avec la stratégie inscrite et le deuxieme avec la stratégie
circonscrite.

Les résultats dans le tableau 3.8 montrent le nombre d’appels a l'algorithme d’op-
timisation en fonction du nombre de linéarisations appliqué. Pour la procédure EBS,
la premiére étape consiste en une simulation compléte, soit 3 x 10° calcul. Ensuite, &
chaque itération, le nombre d’appels a ’algorithme d’optimisation diminue car seuls les
points non montables sont réévalués. Pour la procédure EIC, le nombre d’appels a I’al-
gorithme d’optimisation pour un nombre de linéarisations donné correspond au nombre
d’optimisations effectuées avec la stratégie inscrite plus les optimisations effectuées avec
la stratégie circonscrite. Initialement & Ny = 4, la simulation est compléte donc 3 x 10°
calculs sont effectués avec la stratégie inscrite puis les points non montables (10316) sont
réévalués avec la stratégie circonscrite. Au total, 3 x 10% + 10316 appels a 1’algorithme
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d’optimisation pour Ny = 4 sont effectués. A I’étape suivante pour Ny = 12, les points in-
certains (9086) sont réévalués avec la stratégie inscrite et les points non montables parmi
les incertains (1476) sont réévalués avec la stratégie circonscrite, et ainsi de suite. Comme
pour la premiére procédure, le nombre d’appels a ’algorithme d’optimisation diminue a
chaque itération.

Des observations sont possibles d’apres le tableau 3.8 :

o Pour les deux procédures, les nombres d’appels a 'algorithme d’optimisation avec
les modeles les plus complexes, pour N; = 108 et N; = 324, sont les plus faibles.
C’est pourquoi le temps de calcul est peu augmenté par rapport a celui requis avec
la méthode MCO avec le nombre de linéarisations initial.

o Le nombre total d’optimisations supplémentaires a la simulation initiale pour la
procédure EIC est plus grand que pour la procédure EBS, pourtant la procédure
EIC est plus rapide (57 min contre 64 min, voir tableau 3.7). De plus, le nombre
d’optimisations avec le modeéle le plus complexe est plus faible pour la procédure
EIC que EBS. Il est donc plus important de réduire le nombre d’appels au modéle
le plus complexe car c’est le plus cotliteux en temps de calcul. C’est pourquoi la
procédure EIC est légérement plus rapide.

3.4.5 Synthése

L’objectif de cette section était de développer une méthode capable de déterminer
précisément et le plus rapidement possible la probabilité de défaillance d’assemblage
lorsque le mécanisme nécessite ’application de la procédure de linéarisation. Pour cela,
deux procédures sont proposées, il s’agit de deux approches a multi-niveaux de fidélité
des modeles. Elles permettent toutes les deux de calculer la probabilité de défaillance
précisément sans avoir a se soucier de la stratégie a employer ni du nombre de linéarisa-
tions a fixer. De plus, le temps de calcul est réduit. Il correspond environ au temps de
calcul nécessaire avec la méthode MCO réalisée avec le modeéle le plus simple et le plus
approximatif.

En pratique, la procédure EIC est la procédure la plus efficace. En effet, bien que le
nombre total d’appels a 'algorithme d’optimisation soit plus important qu’avec la procé-
dure EBS, le nombre d’appels a I'algorithme d’optimisation pour les modéles complexes
est plus faible pour la procédure EIC. Cela permet a la procédure EIC de converger plus
rapidement. Elle permet en outre d’obtenir la méme estimation de la borne supérieure
conservative de la probabilité fourni par la procédure EBS.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre ont été présentées les méthodes de résolution pour calculer les proba-
bilités de défaillance relatives aux problémes d’assemblage et fonctionnel. Les méthodes
sont basées sur deux principales techniques : la simulation de Monte Carlo couplée opti-
misation et la méthode FORM systéme.
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La premiére méthode, appelée MCO, consiste a réaliser une simulation de Monte Carlo
couplée avec un algorithme d’optimisation linéaire. Bien que cette méthode permette de
traiter les problémes d’analyse des tolérances d’assemblage et fonctionnel, elle est trés
limitée lorsqu’il faut étudier des mécanismes dont ’appel a ’algorithme d’optimisation
est coliteux. Le temps de calcul devient prohibitif, il n’est plus envisageable d’utiliser
cette méthode qui peut nécessiter plusieurs jours de calculs.

Le modéle de comportement des mécanismes est simplifié de part 'application de la
procédure de linéarisation. Cette étape entraine une approximation de ’estimation des
probabilités de défaillance. La méthode MCO n’est pas capable de fournir une information
sur la qualité de I'estimation ou sur l'erreur d’approximation. Il a été montré dans ce
chapitre que cette procédure de linéarisation a un réel impact sur la précision de la
probabilité. Elle impacte également le temps de calcul qui croit rapidement lorsque le
nombre de linéarisations (IV;) augmente. Le choix de la stratégie de linéarisation n’est
donc pas anodin.

Pour pallier ce probléme de choix de stratégie de linéarisation, deux procédures itéra-
tives, appelées EBS et EIC, basées sur la méthode MCO ont été proposées pour traiter
le probléme d’assemblage uniquement. Elles permettent de s’affranchir du choix de la
stratégie et du nombre de linéarisations. Les procédures sont capables de fournir une
probabilité de défaillance précise avec un temps de calcul réduit. La procédure EBS four-
nit un résultat conservatif en estimant une borne supérieure de la vraie probabilité. La
procédure EIC estime un intervalle de confiance encadrant la vraie probabilité. Le temps
de calcul correspond environ au temps requis pour appliquer la méthode MCO avec le
modeéle le plus approximatif (Vg le plus faible). En pratique, la procédure EIC est préfé-
rée car elle converge plus rapidement tout en fournissant également la borne supérieure
conservative.

Dans le cas du probléme fonctionnel, ces deux procédures ne peuvent pas étre uti-
lisées. Cependant, grace a la formulation systéme développée au chapitre précédent, il
est possible d’appliquer une méthode de fiabilité systéme. Dans cette optique, la mé-
thode FORM systéme est utilisée. Une étape préliminaire permet de réduire le nombre
d’événements de I'intersection en choisissant uniquement les configurations de défaillance
dominantes du mécanisme. Ensuite la méthode FORM systéme peut étre appliquée. Sur
les exemples académiques, cette méthode a montré des résultats particuliérement intéres-
sants. Elle permet de calculer des faibles probabilités avec précision en un temps de calcul
proche de la minute comparé aux plusieurs jours requis avec la méthode MCO. Il faut
cependant que la condition fonctionnelle soit linéaire pour pouvoir utiliser la méthode
systéme.
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4.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif d’appliquer les méthodes présentées au chapitre 3 sur des
problémes issus de mécanismes industriels. Pour rappel, trois méthodes sont disponibles
pour résoudre le probléme d’assemblage : la méthode MCO (simulation de Monte Carlo
couplée avec un algorithme d’optimisation) et les procédures itératives EBS et EIC qui
sont également basées sur une simulation de Monte Carlo et 'optimisation. Lorsque la
procédure de linéarisation doit étre appliquée sur des contraintes quadratiques, les procé-
dures itératives EBS et EIC permettent de gérer I'erreur d’approximation et de calculer
la probabilité de défaillance d’assemblage précisément. Pour résoudre le probléme fonc-
tionnel, deux méthodes sont disponibles : la méthode MCO et la méthode de résolution

systéme basée sur la méthode FORM systéme.
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Trois mécanismes sont étudiés. Le premier, présenté dans la section 4.2, est une fiche
électrique ayant une exigence fonctionnelle liée au débattement maximale de la partie
male. La section 4.3 s’intéresse a l’assemblage d'un connecteur de la société Radiall.
Ce mécanisme n’a pas d’exigence fonctionnelle sur une caractéristique particuliére. Sa
fonctionnalité dépend uniquement de sa capacité a s’assembler. La section 4.4 est dévouée
a I’étude d'une pompe a débit variable de la société Pierburg. La pompe posséde des
ailettes qui doivent étre bien positionnées entre elles pour garantir le bon fonctionnement
de la pompe.

Le connecteur Radiall présente seulement un probléme d’assemblage & résoudre donc
la méthode MCO et les procédures itératives EBS et EIC peuvent uniquement étre appli-
quées. Pour la fiche électrique et la pompe a débit variable qui ont un probléme d’assem-
blage et un probléme fonctionnel a résoudre, toutes les méthodes proposées au chapitre
3 sont appliquées : méthode MCO, procédures EBS et EIC et méthode de résolution
systéme pour le probléme fonctionnel.

4.2 Exigence de fonctionnement d’une fiche électrique

Le mécanisme est adapté d'un produit de la société Radiall. Il s’agit d'une fiche élec-
trique, schématisée dans la figure 4.1. Ce mécanisme est composé de deux parties en
mouvement relatif : Uenveloppe (1) et le contact méale (2). L’enveloppe est en réalité
composée de l'enveloppe elle-méme et d'une embase permettant au contact male de s’in-
sérer dans l’enveloppe. L’enveloppe et I'embase sont supposées fixes I'une par rapport a
I’autre. Pour que le contact male puisse s’insérer sans soucis dans 1’enveloppe, du jeu est
prévu entre ces deux parties. Cependant, pour que la fiche électrique soit fonctionnelle, il
faut que les axes du petit cylindre du contact méale et celui du cylindre extérieur de I’en-
veloppe aient un débattement maximum. L’exigence de fonctionnalité de ce mécanisme
spécifie que le débattement maximum du petit cylindre du contact male par rapport au
cylindre extérieur de I’enveloppe suivant les axes Z et i/ ne dépasse une valeur maximale.
Comme les défauts de forme sont négligés, cela se traduit par une exigence au niveau de
I'extrémité du contact male (point E). L’étude de ce mécanisme implique la définition
d’une condition d’assemblage et d'une condition fonctionnelle.

4.2.1 Modélisation et formulation des problémes d’assemblage et
fonctionnel

Cette sous-section est consacrée a la présentation des étapes importantes pour la
modélisation du comportement de la fiche électrique. L’ensemble des équations du modéle
de comportement est donné en annexe D.1

Surfaces de substitution. Le mécanisme est composé de deux piéces, 'enveloppe
(1) et le contact méale (2), qui possédent plusieurs surfaces de substitution & prendre en
compte, voir figure 4.1 :
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FIGURE 4.1 — Fiche électrique en vue du dessus, vue en coupe et représentation 3D.

o surface plane circulaire : 1a, 2a, 1c¢, 2¢.
o surface cylindrique : 1b,2b, 1d, 2d, 1e.

Un torseur écart est défini pour chaque surface de substitution ainsi que des écarts in-
trinséques pour les diameétres des surfaces cylindriques.

Boucles topologiques. Le graphe des liaisons représentatif du mécanisme est présenté
dans la figure 4.2. 11 y a au total 4 liaisons (sans celle de la condition fonctionnelle), pour
2 piéces. Le nombre cyclomatique donnant le nombre de boucles topologiques a écrire est
égal & Nypoyeres = 4 — 2+ 1 = 3. Ces boucles permettent d’écrire au total 18 équations de
compatibilité.

Liaisons géométriques. Plusieurs liaisons sont prises en compte dans la modélisation :
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{GQa/la} {sz/m} {GZC/IC} {sz/m} Cy {G2d/1e}
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FIGURE 4.2 — Graphe des liaisons de la fiche électrique.

o les liaisons appuis plans circulaires la/2a et 1c¢/2c : les liaisons nécessitent de dis-
crétiser la surface en un polygone afin de définir des points d’application pour
les contraintes d’interface. Ces liaisons permettent de définir 2 x Ny, contraintes
d’interface ot Ny, est le nombre de facettes du polygone discrétisant la surface
circulaire.

o les liaisons pivots glissants 1b/2b et 1d/2d : le contact male peut tourner autour
de I'axe 2. Ces liaisons entrainent I’écriture de quatre contraintes d’interface qua-
dratiques qui sont linéarisées grace a la procédure de linéarisation proposée dans la
section 2.3.1. Le nombre de contraintes d’interface pour ces liaisons est donc égal a
4 x Ny.

Il est choisi d’avoir les parameétres Ny, et Ny égaux dans les calculs. En particulier pour
les procédures itératives EBS et EIC, les deux nombres évoluent de fagon identique.

Condition fonctionnelle. Comme énoncée dans la présentation du mécanisme, 1’exi-
gence fonctionnelle concerne 1'étude du débattement du point £ du contact male par
rapport au cylindre extérieur le suivant les axes & et y. Les caractéristiques fonction-
nelles choisies sont les deux composantes de déplacements suivant les axes ¥ et ¥ : uggie
et v9q1.. Une boucle topologique passant par la liaison fonctionnelle permet de relier ces
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parameétres aux autres parametres du mécanisme. Cela permet d’écrire deux équations
de compatibilité supplémentaires.

La fonctionnalité du mécanisme est assurée si le débattement de I'extrémité du contact
méle n’excéde pas une tolérance t. La condition fonctionnelle porte sur les déplacements
maximum et minimum du point E suivant les axes & et y. Les déplacements doivent
chacun étre maintenu dans un intervalle pour garantir la fonctionnalité du mécanisme :

Uzdle € [—% %} (4.1)
Vadle € [—% %} (4.2)
Il y a donc quatre conditions fonctionnelles & respecter :
C](cl) (x,8) = 5 Uade >0
0}2) (x,8) = —% + Uggre > 0 i3
C](cg) (x,8) = % — Vadte = 0 -
0}4) (x,8) = —% + Vag1e > 0

Formulation des problémes d’assemblage et fonctionnel. Il y a quatre condi-
tions fonctionnelles, il faut donc définir quatre problémes d’optimisation différents. Les
problémes d’optimisation sont cependant tous soumis aux mémes contraintes. Ils sont
définis de la fagon suivante :

R;k) (x) = min C’J(ck) (x,8)

gERQG ‘
sous CY) (x,g) =0 Vj={1,...,20} (4.4)
O (x,8) <0 VI={1,...,2x Ny +4x Ny}
avec k = {1,...,4} et ot Ny, est le nombre de discrétisations des surfaces planes circu-

laires a et c et Ny est le nombre de linéarisations des contraintes quadratiques.
Les expressions des probabilités de défaillance d’assemblage et fonctionnelle s’écrivent
de la fagon suivante :

Py = Prob (U RP(X) < 0)
P (4.5)

Py, = Prob(E,(X))

ou E,(x) est 'événement suivant : « Pour un vecteur x donné, il n’existe pas de vecteur
jeux g € R?* tel que R?)(x) ait une solution ». En l'occurrence, les quatre problémes
d’optimisation sont soumis aux mémes contraintes donc tous les problémes d’optimisation
peuvent étre utilisés pour calculer la probabilité de défaillance d’assemblage. Il est donc

)

suggéré de considérer R}l pour tester l'existence de la solution.
Plusieurs conditions fonctionnelles sont considérées donc la probabilité de défaillance

fonctionnelle est une union d’événements comme évoquée dans la section 2.2.2.
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4.2.2 Reésultats

Le calcul de la probabilité de défaillance d’assemblage est effectué avec la méthode
MCO et les procédures itératives EBS et EIC. Pour le probléme fonctionnel, la méthode
MCO peut étre appliquée également en effectuant la résolution des quatre problémes
d’optimisation a chaque itération. En pratique, la résolution des quatre problémes d’op-
timisation est nécessaire seulement si aucun des résultats ne retourne de valeur négative
significative de non fonctionnalité. L’utilisation de cette méthode est donc trés cotiteuse
car le nombre d’appels a l'algorithme d’optimisation peut étre multiplié par quatre au
maximum a chaque itération puisqu’il y a quatre exigences fonctionnelles.

En revanche, pour pouvoir utiliser la méthode de résolution systéme, il faut développer
la formulation de 'union par la formule de Poincaré. En effet la méthode de résolution
systéme transforme la formulation en une intersection d’événements. Il faut donc calculer
une union d’intersections d’événements. C’est pourquoi 'expression de Py, équation (4.5),
est développée. Soit V). I'événement « Rgck) (X) < 0 »avec k = {1,...,4}, 'expression
de la probabilité se développe de la facon suivante :

4
Py = Prob (U E}k)>

k=1

4
= ZProb <E}k)>
k=1
—Prob E}”mE}(?) — Prob E}”mE}?’) — Prob E}”mE}‘” (4.6)
~Prob (EY N EY) — Prob (EYY N EY) — Prob (EYY N EYY
1) ~ @)~ pG) W) A p@ ~ p@)
+Prob Ef ﬂEf ﬂEf + Prob Ef ﬂEf ﬂEf
1) ~ 23) ~ @) @) ~ 23) ~ @)
+Prob Ef ﬂEf ﬂEf + Prob Ef ﬂEf ﬂEf
1) ~ 22 ~ 23 ~ p@)
~Prob (E{" N B n B 1 R{")

Cette expression peut étre simplifiée étant donné que certains événements sont dis-
joints. En effet, pour les événements E}(cl) et E}(CQ), la condition fonctionnelle porte sur la
méme caractéristique fonctionnelle. Cette caractéristique doit rester dans un intervalle,
or il n’est pas possible que cette caractéristique soit simultanément supérieure a la borne

supérieure et inférieure a la borne inférieure de l'intervalle. Les événements E}(cl) et Ej(f)

sont donc disjoints. Le méme raisonnement peut étre appliqué pour les événements E](cg)

et El(f). L’expression de la probabilité développée par la formule de Poincaré peut donc
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étre simplifiée de la facon suivante :

4
Py = Prob (U E}k)>

k=1

= ; Prob (E](ck)) (4.7)

1) ~ =0 1) ~ )
(2) (3) (2) 4)
—Prob ( E;7 N ESY ) — Prob ( E/7 N E;

Cette formule augmente le nombre de probabilités a évaluer par la méthode de ré-
solution systéme. Cependant, pour le calcul des probabilités des intersections d’événe-
ments, la procédure entiére n’a pas besoin d’étre appliquée. En effet, les combinaisons de
contraintes actives dominantes (i.e. les configurations dominantes) sont les mémes que
pour les probabilités des événements seuls a calculer. L’algorithme de recherche des com-
binaisons dominantes n’a donc besoin d’étre exécuté que quatre fois, une pour chaque
événement. De la méme maniére, le calcul des indices de fiabilité n’est effectué qu'une
fois pour chaque événement. Ensuite, seul le calcul de la fonction de répartition de la loi
multi-normale a besoin d’étre effectué plusieurs fois, pour calculer chaque probabilité de
I'expression équation (4.7). Il suffit alors de sélectionner les indices de fiabilité calculés
au préalable correspondant aux événements de la probabilité a évaluer.

A noter également que le probléme peut étre résolu en 2D due & la symétrie de
révolution du mécanisme. De plus, comme les lois des variables aléatoires sont des lois
normales, les probabilités Prob(E}(cl) N E}B)) et Prob(EJ(cz) N E}(f)) sont égales ainsi que les
probabilités Prob(E}(cl) N EJ(fl)) et Prob(E}(?) N E}g)).

Les valeurs numériques des paramétres des lois des variables aléatoires et des dimen-
sions sont données en annexe D.2.

Résultat pour le probléme d’assemblage. Les résultats pour la résolution du pro-
bléme d’assemblage sont présentés dans le tableau 4.1, les probabilités sont données en
ppm (107%). Le nombre de tirages pour la méthode MCO et les procédures itératives est
fixé & Nyc = 8 x 10% ce qui donne un coefficient de variation sur le résultat d’environ
6.5%. Les critéres d’arrét pour les procédures EBS et EIC sont fixés tous les deux a 1%.
Les nombres de linéarisations N, et de discrétisations des appuis plans circulaires Ny,
sont choisis égaux.

Les procédures EBS et EIC s’arrétent aprés cinq itérations. L’erreur d’approximation
de la probabilité de défaillance d’assemblage due a la linéarisation est quasiment nulle
étant donné que les bornes inférieures et supérieures sont égales. Le temps de calcul
est réduit comparé a celui nécessaire a la méthode MCO pour obtenir les deux bornes
avec une précision équivalente. En effet, la méthode MCO ne permet de calculer qu'une
seule probabilité a la fois, c’est pourquoi le temps de calcul est doublé comme indiqué
dans le tableau 4.1. Ces résultats confirment les conclusions déduites avec les exemples
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Méthode  Pyue (ppm) Py (ppm) Ny (itérations) Temps

MCO 9.8 2500 4 2% 7.25 h
MCO 28 30 36 2 x 25 h
EBS - 29 324 (5) 7.33h
EIC 29 29 324 (5) 7.33 h

Tableau 4.1 — Résultats obtenus avec la méthode MCO et les procédures itératives EBS
et EIC pour la résolution du probléme fonctionnel de la fiche électrique. Le temps de
calcul pour la méthode MCO est doublé car elle ne permet de calculer qu’une probabilité
a la fois.

académiques. Les procédures itératives EBS et EIC permettent d’obtenir les probabilités
de défaillance d’assemblage précisément en contrélant le nombre de linéarisations requis.
Les résultats sont obtenus en un temps de calcul équivalent au temps de calcul nécessaire
avec la méthode MCO pour le modéle le plus simplifié.

Pour cette application, les procédures EBS et EIC sont équivalentes en terme d’effica-
cité malgré des différences au niveau du nombre d’appels a I'algorithme d’optimisation. Le
tableau 4.2 montre que le nombre d’appels supplémentaires a ’algorithme d’optimisation
est le double pour la procédure EIC, en revanche le nombre d’appels a ’algorithme d’op-
timisation avec le modéle le plus complexe est plus petit. D'une fagon générale pour les
deux méthodes, les nombres d’optimisations supplémentaires nécessaires avec les modéles
complexes sont suffisamment petits devant N, pour que cela n’impacte pas fortement
le temps de calcul.

Itération Na  Noptim. EBS Noptim. EIC
Strat. inscrite Strat. circonscrite
1 4 8 x 10° 8 x 10° 19961
2 12 19961 19882 300
3 36 379 197 62
4 108 244 17
5 324 232 3 1
Total (hors initiale) 28816 40428

Tableau 4.2 — Nombre d’optimisations requis a chaque itération pour les procédures EBS
et EIC pour le probléme d’assemblage de la fiche électrique. Dans le cas de EIC, le
nombre d’appels est partagé en deux, le premier nombre correspond aux évaluations avec
la stratégie inscrite et le deuxiéme avec la stratégie circonscrite.

Résultat pour le probléme fonctionnel. Les résultats obtenus avec la méthode
MCO et FORM systéme sont présentés dans le tableau 4.3. Les paramétres de résolution
sont :

¢ le nombre de linéarisations des contraintes quadratiques et le nombre de discréti-
sations des appuis plans circulaires sont fixés a N; = Ny, = 40 avec une stratégie
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circonscrite,

¢ le nombre de tirages pour la méthode MCO est fixé & Ny = 4 x 10°, permettant
d’avoir un coefficient de variation sur la probabilité de 4.4%,

¢ le nombre de combinaisons dominantes a sélectionner pour la méthode FORM sys-
téme est fixé & 150 pour chaque condition fonctionnelle

FORM systéme MCO
Cy Py (ppm) Ngs  Noptim.  Temps || Py (ppm) 95%IC  Temps
oty 34.2 150 2225 207 s 30 11  421h
o 344 150 1885 200 33.8 11 408h
) 34.4 150 2264 208 s 32.8 11 403h
o 34.4 150 2666 214 s 32 11 427h
U, C 137 9040  13.8 min 129 23 69]

Tableau 4.3 — Résultats obtenus avec la méthode MCO et la méthode FORM systéme
pour la résolution du probléme fonctionnel de la fiche électrique.

La probabilité obtenue avec la méthode MCO est de 129 ppm avec un intervalle
de confiance a 95% de 23 ppm. La méthode FORM systéme estime la probabilité de
défaillance fonctionnelle & 137 ppm. Les résultats confirment ceux obtenus avec les ap-
plications académiques : la méthode FORM systéme permet d’obtenir une estimation de
la probabilité de défaillance fonctionnelle cohérente avec ’estimation de référence fournie
par la méthode MCO. Sur cette exemple, il s’avére que les probabilités des intersections
a retrancher tendent vers zéro car avec la méthode MCO il n’y a pas de points simul-
tanément défaillants pour deux conditions fonctionnelles. La probabilité de défaillance
correspond donc a la somme des probabilités de défaillance associées a chaque condition
fonctionnelle. Les probabilités des intersections calculées avec la méthode FORM systéme
sont de I'ordre de 1.5 x 1079, ce qui confirme que ces probabilités n’ont pas une influence
significative sur la probabilité totale.

Le temps de calcul pour obtenir cette estimation est également considérablement
réduit. La méthode MCO requiert presque 7 jours de calcul alors que la méthode de
résolution systéme ne nécessite qu’environ 14 min. L’avantage de cette méthode est d’avoir
un nombre réduit d’appels a l'algorithme d’optimisation, ici 9040 optimisations comparé
aux plusieurs millions nécessaires avec la méthode MCO.

4.3 Assemblage d’un connecteur Radiall

Cette section s’intéresse a 1’étude du montage des parties méale et femelle d’un connec-
teur produit par la société Radiall. L’étude de ce mécanisme porte uniquement sur la
vérification de la condition d’assemblage. Il n’y a pas de caractéristique fonctionnelle a
vérifier, sa fonctionnalité dépend uniquement de sa capacité a s’assembler.

Le mécanisme est composé de deux pieces qui s’imbriquent I'une dans l'autre, voir
figure 4.3. La partie méale posséde deux goupilles de guidage qui doivent rentrer dans
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leurs logements. Cette partie possede également des détrompeurs, en 'occurrence cing
clavettes, qui doivent pénétrer dans les rainures de la partie femelle. Ce mécanisme est
hyperstatique de degré 31. Il y a treize liaisons a considérer ce qui entrainent 1’écriture
de beaucoup d’équations de compatibilité et de contraintes d’interface.

Les 5 clavettes du boitier male
doivent rentrer dans les 5
rainures du boitier femelle

Les deux goupilles doivent
rentrer dans leurs deux
logements

FIGURE 4.3 — Connecteur Radiall, (image Radiall).

4.3.1 Modélisation et formulation du probléme d’assemblage

Cette sous-section présente les principales informations relatives a la modélisation
du comportement du mécanisme. L’ensemble du modéle de comportement est donné en
annexe E.1.

Seuls les éléments qui interviennent dans le montage sont considérés : les deux gou-
pilles, les cing clavettes et la base ou sont fixées les goupilles et les clavettes, voir figure
4.4. Pour les clavettes, les surfaces latérales sont supposées étre les seules pouvant entrer
en contact. Les surfaces supérieures et les extrémités sont supposées suffisamment éloi-
gnées de sorte qu’il ne peut pas y avoir de pénétration de matiére. De plus, la partie male
et la partie femelle sont supposées arriver en butée au niveau de la surface c. Le méca-
nisme est donc contraint technologiquement dans une position particuliére. La figure 4.4
schématise le mécanisme étudié. Toutes les clavettes sont positionnées grace a un angle

o k={1,...,5}.

Surfaces de substitution. Le connecteur est uniquement composé de deux piéces
mais de nombreuses surfaces sont répertoriées :

o surfaces cylindriques 1la, 2a, 15, 2b,

o surfaces planes lc, 2¢, ley, 2ex, 1 fi, 2f avec k = {1,...,5}.
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FIGURE 4.4 — Vues en coupe du connecteur Radiall. Les clavettes sont positionnées grace
a un angle otk

Pour chaque surface de substitution, un torseur écart est défini en fonction du type de
la surface. Des écarts intrinseques sont également définis pour les diameétres des surfaces
cylindriques.

Boucles topologiques. Le graphe des liaisons caractéristique du connecteur est pré-
senté dans la figure 4.5. Il y a treize liaisons pour seulement deux piéces. Le nombre de
boucles topologiques a écrire est donné par le nombre cyclomatique : Nypoyeres = 13—241 =
12. Au total, ces boucles permettent d’écrire 72 équations de compatibilité.

Afin de simplifier I’écriture des contraintes d’interface au niveau des clavettes, des
repéres locaux sont définis comme présenté sur le schéma du mécanisme, figure 4.4. Ces
reperes impliquent d’utiliser une matrice de passage pour réécrire les torseurs écarts
et torseurs jeux dans le repére global, ce qui complexifient I'écriture des équations de
compatibilité.

Liaisons géométriques. Il y a au total treize liaisons dans le mécanisme a considérer :

o les liaisons pivots glissants la/2a et 1b/2b : ce sont les liaisons des goupilles dans
leurs logements. Elles impliquent ’écriture de 4 contraintes d’interface quadratiques
qui sont linéarisées suivant la procédure de linéarisation proposée dans la section
2.3.1. Il y a donc au total 4 x N4 contraintes d’interface.

o laliaison appui plan 1¢/2c : cette liaison est supposée sans jeux excepté ceux relatifs
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{Gaopra}| G ]\ 1CG2e1c} | {Coerpien}| {Gonin )] {Giensres 1{Gasosise}
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FIGURE 4.5 — Graphe des liaisons du connecteur.

aux déplacements cinématiques de la liaison. Elle modélise le fait que les parties
méle et femelle sont en butée au niveau de la surface c. Il n’y a donc pas de
contraintes d’interface a écrire.

o les liaisons appuis plans rectangulaires ley/2ej et 1fx/2f, pour k = {1,...,5}.

Il y a donc 10 liaisons appui plan a prendre en compte. Chaque liaison entraine
I’écriture de 4 contraintes d’interface aux coins des surfaces planes.

Formulation du probléme d’assemblage. L’étude de ce mécanisme concerne uni-
quement la vérification de I’assemblage des deux piéces du mécanisme. Il faut donc défi-
nir un probléme d’optimisation R, permettant de vérifier la montabilité du mécanisme.
Comme proposée dans la section 2.2.1, le probléme d’optimisation s’écrit comme suit :

R® (x) = min  C}(x.g)

geR75
sous CM (x,8)=0 Vk=A{1,...,72} (4.8)
CV(x,g) <0 VI={1,...,4x Ny+40}
ol N, est le nombre de linéarisations des contraintes d’interface quadratiques.

L’expression de la probabilité de défaillance d’assemblage s’écrit de la fagon suivante :

Py, = Prob (E,(X)) (4.9)
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ot E,(x) est 'événement suivant : « Pour un vecteur x donné, il n’existe pas de vecteur
jeux g € R™ tel que R,(x) ait une solution ».

4.3.2 Reésultats

L’étude de ce mécanisme concerne uniquement la vérification de la montabilité. La
méthode de résolution systéme ne peut donc pas étre utilisée. Seules la méthode MCO
et les procédures EBS et EIC peuvent étre appliquées.

Les valeurs numériques prises par les paramétres des lois des variables aléatoires et
des dimensions sont fournies en annexe E.2. Les données étant confidentielles, les valeurs
numériques fixées ne correspondent pas au mécanisme réel. Les résultats sont donnés
dans le tableau 4.4, les probabilités sont données en ppm (107°). Le nombre de tirages
est fixé & Ny = 3 x 10°, le coefficient de variation de Monte Carlo sur la probabilité
est égale a 6.1%. Les critéres d’arrét pour les procédures EBS et EIC sont fixés tous les
deux a 1%.

Méthode Py (ppm)  Puei (ppm) Ny (itérations) Temps

MCO 22 185 4 2 x 8.45 h
MCO 88.3 88.7 36 2 x 22.6 h
EBS - 88.3 108 (4) 8.46 h
EIC 88.3 88.7 36 (3) 8.45h

Tableau 4.4 — Résultats pour le probléme d’assemblage du connecteur Radiall avec la
méthode MCO et les procédures itératives EBS et EIC. Le temps de calcul pour la
méthode MCO est doublé car elle ne permet de calculer qu'une probabilité a la fois.

Les résultats montrent & nouveau que les procédures itératives EBS et EIC permettent
un gain de précision et de temps important par rapport a l'utilisation de la méthode MCO.
En effet, le temps de calcul requis par la méthode MCO avec N; = 36 permettant d’avoir
un résultat précis est d’environ 22.6h tandis que les procédures EBS et EIC nécessitent
8.45h pour le méme niveau de précision. Ce temps correspond au temps nécessaire pour
appliquer la méthode MCO avec le nombre de linéarisations N; = 4 pour obtenir une
seule probabilité. Cela confirme que les itérations des procédures itératives n’ont que tres
peu d’influence sur le temps de calcul mais permettent d’améliorer la précision de la
probabilité considérablement.

A nouveau, pour cette application le temps de calcul entre les deux procédures EBS
et EIC est quasiment identique. Le tableau 4.5 montre que les nombres totaux d’appels a
I'algorithme d’optimisation (hors simulation initiale) sont trés proches. De plus, a chaque
itération, ces nombres sont également proches et trés faibles comparé au trois millions
nécessaires a la simulation initiale. C’est pourquoi, malgré le fait que le modéle est plus
complexe, le temps de calcul est trés peu impacté. La procédure EIC est toutefois la plus
performante car elle converge plus rapidement et fournit de toute fagcon également une
borne supérieure.
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Itération Na  Noptim. EBS Noptim. EIC
Strat. inscrite Strat. circonscrite
1 4 3 x 108 3 x 106 9595
2 12 555 489 207
3 36 273 56 49
4 108 266
Total (hors initiale) 1094 1356

Tableau 4.5 — Nombre d’optimisations requis a chaque itération pour les procédures EBS
et EIC pour le probléme d’assemblage du connecteur Radiall. Dans le cas de EIC, le
nombre d’appels est partagé en deux, le premier nombre correspond aux évaluations avec
la stratégie inscrite et le deuxiéme avec la stratégie circonscrite.

4.4 Exigence de fonctionnement d’une pompe a débit
variable Pierburg

Cette application consiste a vérifier la fonctionnalité d’une pompe & débit variable de
la société Pierburg. Le mécanisme, voir figure 4.6, est composé d’un bati (1), d'un disque
de controle (2) et de neuf ailettes. Le disque de contrdle permet de gérer l'ouverture
des ailettes. En effet, le disque peut tourner autour de son axe, la rotation entraine un
mouvement des ailettes grace a un petit ergot situé sur la partie basse de 'ailette. L’ergot
se déplace dans un trou oblong du disque de controle. L’espacement entre les ailettes est
plus ou moins grand, ce qui modifie le débit la pompe.

Pour ce mécanisme, un probléme d’assemblage et un probléme fonctionnel sont a ré-
soudre, il faut donc calculer une probabilité de défaillance d’assemblage et une probabilité
de défaillance fonctionnelle. L’exigence fonctionnelle de la pompe porte sur la position
relative des ailettes entre elles, et cela quelle que soit la position du disque de controle.
L’expression réelle de cette exigence étant confidentielle, elle est supposée fonction de
I’angle relatif des ailettes entre elles. Afin de simplifier I’étude, uniquement deux ailettes
sont considérées dans le mécanisme ainsi qu’un seul réglage du disque de controle. Il
s’agit de vérifier que I’angle relatif autour de 'axe 2 entre les deux ailettes (3) et (4) reste
compris dans un intervalle donné.

4.4.1 Modélisation et formulation des problémes d’assemblage et
fonctionnel
Cette sous-section présente succinctement la modélisation de comportement du mé-

canisme. L’ensemble des équations du modéle de comportement est donné en annexe
F.1.

Piéces et surfaces de substitution. Le mécanisme est composé de quatre piéces :

o le bati (1),
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FIGURE 4.6 — Vue de la pompe a débit variable avec toutes les piéces.

o le disque de controle (2),
o les ailettes (3) et (4), voir figure 4.7.

Plusieurs surfaces de substitution doivent étre prises en compte pour la modélisation
du comportement du mécanisme, voir figures 4.7 et 4.8 :

¢ surfaces planes : la, 2a, 2h, 3h3, 4hy, 2e3, 2ey4.
o surfaces cylindriques : 1b, 2b, 1d3, 3ds, 1dy4, 4dy, 3e3, 4ey.
o surfaces quelconques : 31, 41.

A noter que les surfaces planes 2e3 et 2e4 sont en réalité les cotés de deux trous oblongs
du disque de controle dont les extrémités sont supposées suffisamment éloignées pour
qu’il n’y ait pas de possible pénétration de matiére.

Un torseur écart est défini pour chaque surface de substitution ainsi que des écarts
intrinséques pour les diamétres des surfaces cylindriques.

Boucles topologiques. Le graphe des liaisons correspondant a 1’étude de la pompe
est montré figure 4.9. 11 y a au total huit liaisons (sans compter celle de la condition
fonctionnelle), pour quatre piéces. Le nombre cyclomatique donnant le nombre de boucles
topologiques a écrire est égal & Nyoyeres = 8 —4 + 1 = 5, ce qui permet d’écrire 30
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FIGURE 4.7 — Représentation de l'ailette (3) de la pompe. L’ailette (4) est identique,
seuls les indices des surfaces et des axes du repére changent.

FIGURE 4.8 — Vue de la pompe avec le bati et le disque de controle.

équations de compatibilité. A cause de 'utilisation de repéres locaux, 1’écriture de ces
équations nécessite d’utiliser des matrices de passage pour déterminer l'expression de
certains torseurs dans le repére global. Cependant, 1'utilisation des repéres locaux permet
de simplifier I’écriture des contraintes d’interface, en particulier pour les ailettes.

Liaisons géométriques. De nombreuses liaisons sont répertoriées dans le mécanisme
de la pompe :

o la liaison appui plan entre le bati et le disque de controle 1a/2a : elle est supposée
sans jeux (sauf jeux relatif au déplacement cinématique de la liaison : translation
suivant les axes T et i et rotation autour de ) de sorte que le disque de controle
est en permanence appuyé sur le bati. Il n'y a donc pas de contraintes d’interface
issues de cette liaison.

o la liaison pivot glissant entre le bati et le disque de controle 15/2b : il est prévu de
vérifier la fonctionnalité de la pompe pour un seul réglage du disque de controle
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FIGURE 4.9 — Graphe des liaisons de la pompe a débit variable.

donc la rotation du disque de contrble est fixée dans une position donnée. Cette

liaison permet d’écrire deux contraintes d’interface quadratiques qui sont linéari-

sées suivant la procédure proposée dans la section 2.3.1. De plus, une contrainte

d’interface d’égalité C;, permet de fixer la rotation du disque de controle.

o les liaisons pivots glissants entre le bati et les ailettes 1ds/3d3 et 1dy/4d, : les ailettes

peuvent tourner autour de I’axe Z, ce qui permet d’augmenter ou diminuer ’espace-

ment entre les ailettes. Par contre, il n’y a pas de contact possible entre les ailettes

et le bati au niveau de l'extrémité de I’ergot. Les liaisons permettent d’écrire quatre

contraintes quadratiques supplémentaires qui sont également linéarisées suivant la

procédure de linéarisation.

o les liaisons appuis plans entre le disque de controle et les ailettes 2h/3hs et 2h/4hy :

ces liaisons sont supposées sans jeux (excepté les jeux relatifs au déplacement ciné-

matique) de sorte que les ailettes sont toujours appuyées sur le disque de controéle. La

rotation des ailettes autour de ’axe 2" est donc toujours possible. Aucune contrainte

d’interface n’est issue de cette liaison.

o les liaisons glissiéres (réalisées via un ergot entre deux plans) entre le disque de

controle et les ailettes 2e3/3e3 et 2e4/4ey : Pouverture des ailettes via le disque de
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controle s’effectue grace a 'ergot positionné dans les trous oblongs du disque de
controle. Ces liaisons entrainent ’écriture au total de huit contraintes d’interface
linéaires.

Condition fonctionnelle. L’exigence fonctionnelle du mécanisme concerne I'angle re-
latif entre les deux ailettes autour de 'axe Z. Cet angle, noté ~s;,;, correspond a la
caractéristique fonctionnelle du mécanisme. Le fonctionnement de la pompe est assurée
si cet angle reste compris dans un intervalle :

Y3ii € [ Tseuil; Tseuil] (4.10)

Il faut donc définir deux conditions fonctionnelles a vérifier :

! (X,8) = Tseuil — Y3iai >0
C{ N (4.11)

)
f2) (X,8) = —Tseuil T V3i4i >0

Formulation des problémes d’assemblage et fonctionnel. L’étude de ce méca-
nisme concerne la vérification de la montabilité et de son fonctionnement. Il faut donc
calculer deux probabilités de défaillance, une pour 'assemblage et une pour 'exigence
fonctionnelle.

Pour la vérification de l'exigence fonctionnelle, deux conditions fonctionnelles sont
définies, il faut donc définir deux problémes d’optimisation & considérer dans une approche
systéme. Ces deux problémes sont soumis aux mémes contraintes :

k .
R (x) = in, Ci(x,g)

sous CY) (x,g) =0 Vj={1,...,31} (4.12)
cV(x,g) =0 VI={1,...,6 x N;+8}

avec k = {1,2}.
Les expressions des probabilités de défaillance d’assemblage et fonctionnelle s’écrivent
de la facon suivante :

2
Py = Prob (U RP(X) < o)

k=1 (4.13)

P, = Prob (E,(X))

ot E,(x) est I'événement suivant : « Pour un vecteur x donné, il n’existe pas de vecteur
jeux g € R tel que R;l)(x) ait une solution ». En l'occurrence, les deux problémes d’op-
timisation sont soumis aux mémes contraintes donc les deux problémes d’optimisation
peuvent étre utilisés pour calculer la probabilité de défaillance d’assemblage. Il est choisi
d’utiliser le probléme d’optimisation R?).
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4.4.2 Reésultats

La probabilité de défaillance d’assemblage est calculée par la méthode MCO et les
procédures itératives EBS et EIC. Pour le calcul de la probabilité défaillance fonctionnelle,
la méthode MCO et la méthode de résolution systéme sont appliquées. Avec la méthode
MCO, pour chaque réalisation des variables aléatoires, deux optimisations sont nécessaires
pour vérifier les deux conditions fonctionnelles. En pratique, si la premiére condition
fonctionnelle n’est pas respectée, alors le mécanisme n’est pas fonctionnel. Il n’est pas utile
de vérifier la deuxiéme condition fonctionnelle. Dans le cas de la méthode de résolution
systéme, pour pouvoir utiliser la méthode FORM systéme, il faut développer I'expression
de la formulation par la formule de Poincaré :

Prob <CJ RP(X) < 0)

k=1

P df

(4.14)
— Prob <R§})(X) < o) + Prob (REE’ (X) < o)

—Prob (R}”(X) <0nNRP(X) < 0)

Néanmoins, les deux événements de I'union sont disjoints car les conditions fonction-
nelles se basent sur la méme caractéristique fonctionnelle. Cette caractéristique doit rester
dans un intervalle donné pour garantir la fonctionnalité de la pompe. Il n’est donc pas
possible que les deux conditions soient simultanément non respectées. L’expression de la
probabilité de défaillance fonctionnelle peut étre simplifiée comme étant la somme des
probabilités de défaillance associées a chaque condition fonctionnelle :

Py = Prob (R;”(X) < 0) + Prob (R}Q) (X) < 0) (4.15)

Résultats pour le probléme d’assemblage. Les résultats obtenus sur le probléme
d’assemblage sont présentés dans le tableau 4.6. Les critéres d’arrét pour les procédures
EBS et EIC sont fixés tous les deux a 1%. Le nombre de tirages est fixé & Ny = 107, le
coefficient de variation sur le résultat est égal 5.5%.

Méthode Py (ppm) Py (ppm) Ny (itérations) — Temps

MCO 12.8 3126 4 2% 9.5h
MCO 32.7 34.9 36 2 % 64 h
EBS - 33.2 324 (5) 9.7 h
EIC 33.1 33.3 108 (4) 9.63 h

Tableau 4.6 — Résultats obtenus avec la méthode MCO et les procédures itératives EBS
et EIC pour la résolution du probléme d’assemblage de la pompe a débit variable. Le
temps de calcul pour la méthode MCO est doublée car elle ne permet de calculer qu'une
probabilité a la fois.

Les résultats obtenus confirment les observations faites avec les autres applications.
Les procédures itératives requiérent un temps de calcul proche de celui requis par la
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méthode MCO avec N; = 4 pour le calcul d'une probabilité, environ 9.5h pour cette
application. La précision du résultat est trés bonne alors qu’il faut compter 64h pour avoir
la méme précision avec la méthode MCO. La procédure EIC est a nouveau légérement
plus rapide que la procédure EBS. Pourtant, dans le tableau 4.7, le nombre d’appels
total a l'algorithme d’optimisation avec la procédure EIC est le double de celui requis
avec la procédure EBS. Dans cette application, les résultats montrent clairement qu’il
faut diminuer le nombre d’optimisations pour le modéle le plus complexe. La procédure
EBS est beaucoup plus impactée en temps de calcul par les 333 résolutions avec le modéle
a Ng = 324 que la procédure EIC avec 31266 résolutions supplémentaires & Ny = 4.

Itération Nag  Noptim. EBS Noptim. EIC
Strat. inscrite Strat. circonscrite
1 4 1 x 107 1 x 107 31266
2 12 31266 31138 417
3 36 545 269 73
4 108 349 22 6
5 324 333
Total (hors initiale) 32493 63191

Tableau 4.7 — Nombre d’optimisations requis a chaque itération pour les procédures EBS
et EIC pour le probléme d’assemblage de la pompe a débit variable. Dans le cas de EIC,
le nombre d’appels est partagé en deux, le premier nombre correspond aux évaluations
avec la stratégie inscrite et le deuxiéme avec la stratégie circonscrite.

Résultats pour le probléme fonctionnel. Les résultats pour la résolution du pro-
bléme fonctionnel sont présentés dans le tableau 4.8. Les paramétres de résolution sont :

¢ le nombre de linéarisations des contraintes quadratiques fixé & N; = 36 avec une
stratégie circonscrite car c’est la stratégie qui fournit un résultat conservatif.

¢ le nombre de tirages pour la méthode MCO fixé & Nyc = 107,

¢ le nombre de combinaisons dominantes a sélectionner pour la méthode FORM sys-

téme fixé & Ny = {10, 50, 100} afin de voir I'impact sur la précision de la probabilité.

Le nombre de linéarisations Ny est fixé a une seule valeur pour cette étude car le
but est de comparer l'efficacité des méthodes MCO et systéme. En se basant sur I’étude
de I'impact de N, sur la probabilité de défaillance, section 3.2.2.2, le choix de N; = 36
permet d’avoir un résultat suffisamment précis pour que la comparaison des méthodes
soit pertinente.

Les résultats montrent que la méthode FORM systéme permet d’obtenir une estima-
tion de la probabilité trés proche de celle obtenue par la méthode de référence MCO. Le
temps de calcul par la méthode FORM systéme est considérablement réduit, environ une
dizaine de minutes, alors qu’il faut plus de cinq jours avec la méthode MCO. L’utilisation
de cette méthode est trés pénalisante du fait d’avoir deux problémes d’optimisation &
résoudre a chaque itération.
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FORM systéme MCO
Py (ppm)  Ngs  Noptim.  Temps || Py (ppm) 95%IC (ppm) Temps
108 10 9200 4.6 min
86 50 9281 7.3 min 83 2.9 5.3]
84 100 9341 10 min

Tableau 4.8 — Résultats obtenus avec la méthode MCO et la méthode FORM systéme
pour la résolution du probléme fonctionnel de la pompe a débit variable.

Avec la méthode FORM systéme, le nombre d’appels a l'algorithme d’optimisation
est inférieur & 10000, soit environ 5000 optimisations pour trouver les combinaisons do-
minantes associées a chaque condition fonctionnelle. L’estimation d’une faible probabilité
n’a pas d’influence sur ce nombre. En revanche, il est lié au nombre de conditions fonc-
tionnelles & vérifier.

Le choix du nombre de combinaisons dominantes Ny, impacte la précision de la proba-
bilité de défaillance. Il ne faut donc pas en sélectionner un trop faible nombre. Ce nombre
dépend du nombre de linéarisations des contraintes quadratiques. Plus le nombre de li-
néarisations est élevé, plus il faut sélectionner de combinaisons dominantes. Le choix de la
valeur de Ny, est important. Dans les exemples traités, choisir Ny, > 100 permet d’avoir
un résultat trés précis.

Cette application confirme que la méthode proposée permet un gain de temps consé-
quent pour évaluer la probabilité de défaillance fonctionnelle tout en fournissant un ré-
sultat précis.

4.5 Conclusion

Dans cette section, trois applications issues de mécanismes industriels ont été étudiées.
Une probabilité de défaillance d’assemblage a été calculée pour les trois mécanismes. Les
trois modeéles de comportement ont nécessité ’application de la procédure de linéarisation
des contraintes quadratiques. Les procédures itératives EBS et EIC ont donc pu étre uti-
lisées pour calculer ces probabilités. Les résultats sont comparés avec ceux obtenus avec
la méthode MCO. Pour tous les cas étudiés, les deux procédures ont permis de calculer la
probabilité de défaillance d’assemblage de fagon précise et beaucoup plus rapidement que
la méthode MCO pour le méme niveau de précision. Le temps de calcul pour les procé-
dures itératives est équivalent au temps nécessaire pour appliquer la méthode MCO avec
un faible nombre de linéarisations. Dans ces applications la procédure EIC est légérement
plus efficace que la procédure EBS, les temps de calcul sont trés proches voire identiques.
Toutefois, la procédure EIC est a privilégier car elle fournit la méme borne supérieure de
la probabilité que la procédure EBS. De plus, elle converge plus rapidement en faisant
moins d’appels & 'optimisation pour des modéles complexes ce qui la rend plus perfor-
mante dans le cas ol I'optimisation pour le modéle complexe est vraiment trés cotiteux
en temps de calcul.
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Deux mécanismes ont nécessité le calcul d’une probabilité de défaillance fonctionnelle.
La méthode de résolution systéme a été appliquée et les résultats sont comparés a ceux
de la méthode MCO. Pour ces mécanismes, plusieurs conditions fonctionnelles étaient
définies ce qui pénalisent d’autant plus la méthode MCO. Les valeurs des probabilités de
défaillance obtenues avec la méthode de résolution systéme sont trés proches des valeurs
de référence obtenues avec la méthode MCO. Les temps de calcul sont fortement réduits
de l'ordre de quelques minutes comparé & plusieurs jours de calculs requis avec la méthode
MCO. La méthode de résolution fonctionnelle est trés performante mais nécessite que la
condition fonctionnelle soit linéaire.

Cette condition de linéarité peut toutefois étre obtenue en linéarisant 1’expression de
la condition fonctionnelle. Pour le cas d’étude de la fiche électrique, quatre conditions
fonctionnelles ont été définies. 11 s’agissait de vérifier les déplacements du point extréme
E du contact male suivant les axes ¥ et if. Une solution plus complexe consiste a définir
une condition fonctionnelle quadratique contraignant le déplacement de ce point extréme
de fagon circulaire dans le plan (E, Z, ). Afin de pouvoir appliquer la méthode FORM
systéme, il faudrait linéariser cette condition fonctionnelle quadratique en plusieurs condi-
tions fonctionnelles linéaires.



Conclusions et perspectives

L’objectif des travaux de thése dans le contexte du projet AHTOLA est de développer
des méthodes probabilistes pour ’analyse des tolérances des mécanismes hyperstatiques.
Ces méthodes doivent pouvoir traiter des systémes complexes et calculer le niveau de
qualité des produits via un indicateur qui est le taux de non conformité (i.e. probabilité
de défaillance). Le but est d’avoir une modélisation probabiliste des défauts de fabri-
cation afin de pouvoir calculer cet indicateur par des méthodes probabilistes. Les jeux
sont cependant non aléatoires afin de correspondre au mieux a la réalité. La pire des
configurations des jeux entre les piéces doit étre déterminée pour calculer la valeur des
jeux. L’évaluation du taux de non conformité doit s’effectuer dans un temps de calcul
convenable et réalisable sur des ordinateurs présents dans les bureaux d’études. Pour
réaliser cet objectif, les travaux de thése se sont concentrés sur deux domaines de re-
cherche : ’analyse des tolérances et les méthodes probabilistes. La difficulté est de réussir
a relier ces deux domaines afin de pouvoir répondre aux exigences du projet AHTOLA.
Les travaux de recherche se sont donc axés sur trois principaux points :

o la modélisation du comportement du mécanisme hyperstatique (pas d’apport pour
ce point),

¢ la formulation des expressions des probabilités de défaillance pour ’assemblage et
la fonctionnalité,

¢ le développement de méthodes de résolution pour évaluer les probabilités de dé-
faillances.

L’objectif est de construire un modeéle de comportement probabiliste réaliste afin de
pouvoir ensuite appliquer une méthode de résolution probabiliste.

Le premier chapitre de ce mémoire de thése s’est focalisé sur les approches d’ana-
lyse des tolérances et les méthodes probabilistes existantes. Le but est de déterminer
quelles sont les meilleures approches et méthodes permettant de calculer un probabilité
de défaillance le plus rapidement et précisément possible. Dans le cas de I’analyse des
tolérances, ’approche d’accumulation des déplacements correspond aux attentes du pro-
jet AHTOLA. Cette technique se base sur I'approche statistique modélisant les écarts
géométriques par des variables aléatoires tandis que les jeux sont des variables libres.
L’objectif de cette approche est de calculer la probabilité que les conditions d’assemblage
et fonctionnelle soient non respectées. Le modéle de comportement se base sur I'utilisation
des torseurs des petits déplacements pour modéliser les paramétres (écarts géométriques
et jeux). Toutefois, les défauts de forme sont négligés de sorte que les surfaces sont sup-
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posées de formes géométriques parfaites. Les dimensions, positions et orientations sont
les seuls défauts considérés. Plusieurs types d’équation sont définies afin de modéliser le
mécanisme : des équations de compatibilité caractérisant le comportement du mécanisme,
des contraintes d’interface modélisant les liaisons entre les différentes surfaces des piéces
du mécanisme et des conditions fonctionnelles traduisant les exigences de fonctionnement
du mécanisme.

La modélisation du mécanisme basée sur 'accumulation des déplacements et 'ap-
proche statistique permet d’utiliser des méthodes probabilistes pour calculer les proba-
bilités de défaillance. Cependant, la difficulté concernant les mécanismes hyperstatiques
est la gestion des jeux. En effet, les jeux sont des variables libres qui ne peuvent pas étre
modélisées par des variables aléatoires afin de représenter au mieux la réalité. Il faut donc
tout d’abord déterminer la valeur des jeux pour pouvoir calculer les probabilités de dé-
faillance. Suivant la condition & vérifier, les jeux n’ont pas le méme impact. Pour vérifier
la condition d’assemblage, il faut trouver une valeur des jeux permettant 1’assemblage du
mécanisme. Pour le probléme fonctionnel, la pire configuration des piéces du mécanisme
doit étre considérée pour calculer les jeux. Des travaux de recherche antérieurs a cette
these ont mis au point une formulation basée sur 1'utilisation d’un probléme d’optimisa-
tion a résoudre [Qureshi et al., 2012|. Le but est, pour des écarts géométriques fixés, de
minimiser la condition fonctionnelle de fagon a trouver la valeur des jeux correspondant
au pire des cas. De plus, si le probléme d’optimisation n’a pas de solution alors cela signifie
que le mécanisme n’est pas montable pour ces écarts géométriques donnés. La méthode de
résolution proposée par Qureshi et al. [2012] consiste & coupler une simulation de Monte
Carlo avec un algorithme d’optimisation. Cette méthode est cependant trés cotiteuse en
temps de calcul. De plus, il est apparu que 1'utilisation d’algorithmes d’optimisation non
linéaires ne garantit pas d’obtenir le pire des cas sans avoir des contraintes d’interface
non satisfaites, i.e. de pénétration de matiére.

Une premiére solution proposée dans les travaux de these est de linéariser les équations
non linéaires du modéle de comportement afin de pouvoir utiliser un algorithme d’op-
timisation linéaire. Cette simplification du modéle de comportement n’étant pas sans
conséquence sur la précision des probabilités calculées, une étude de son impact a été
menée. L’étude montre que la linéarisation a bien évidemment un impact sur la préci-
sion de la probabilité. En revanche, suivant la stratégie de linéarisation utilisée, il est
possible d’obtenir un résultat conservatif. La probabilité de défaillance n’est donc pas
sous-estimée. De plus, il est possible de combiner plusieurs stratégies de linéarisation afin
d’obtenir un intervalle de confiance encadrant la probabilité recherchée. Le probléme est
de savoir quelle densité de linéarisation il faut choisir. Par ailleurs, plus le modéle est den-
sément linéarisé, plus la résolution du probléme d’optimisation est longue. Il faut donc
trouver un compromis entre le temps de calcul et la précision de la probabilité en réglant
la densité de linéarisation au mieux. L’inconvénient avec la méthode classique couplant
la simulation de Monte Carlo avec un algorithme d’optimisation (méthode MCO) est
qu’il n’est pas possible de déterminer quelle densité de linéarisation garantit d’avoir un
résultat précis.
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Dans le cas de la vérification de la condition d’assemblage, deux procédures itératives
sont proposées. Les deux procédures, basées sur la méthode MCO, permettent de calculer
la probabilité de défaillance d’assemblage de fagon précise sans avoir a définir la densité
de linéarisation et quel que soit 'ordre de grandeur de la probabilité. La premiére procé-
dure, baptisée EBS, permet d’estimer une borne supérieure de la probabilité recherchée.
La seconde procédure, nommée EIC, a pour but de calculer un intervalle de confiance en-
cadrant la probabilité recherchée. Les deux procédures évoluent itérativement en affinant
les approximations calculées jusqu’a convergence vers la probabilité réelle. En pratique,
les cas traités ont montré que la procédure EIC est légérement plus efficace car le nombre
d’appels a I’algorithme d’optimisation avec le modéle de comportement le plus densément
linéarisé est réduit par rapport a la procédure EBC. De ce fait, la procédure EIC est 1é-
gérement plus rapide. Toutefois, I'inconvénient de ces deux procédures est la nécessité
de réaliser dans un premier temps une simulation de Monte Carlo compléte. Bien que ce
soit le modéle le moins densément linéarisé qui est utilisé, cette étape requiert un temps
de calcul non négligeable.

Pour la vérification des exigences fonctionnelles, des travaux de recherche effectués
par Beaucaire et al. [2013| ont montré qu'’il est possible de traiter le probléme d’estima-
tion de la probabilité de défaillance fonctionnelle comme un probléme d’estimation d’une
probabilité systéeme. La technique consiste a décomposer le mécanisme en configurations
dominantes et a définir des conditions fonctionnelles associées a chacune de ces configu-
rations. La formulation développée par Beaucaire et al. [2013| ne peut cependant pas étre
utilisée pour des mécanismes complexes ayant de nombreuses configurations & prendre
en compte. De plus, les analyses sont restreintes a une étude en deux dimensions. Dans
ces travaux de these, une nouvelle formulation systéme est proposée. Cette formulation
transforme ’expression initiale de la probabilité en une probabilité d’intersection d’évé-
nements, ol chaque événement est lié a la condition fonctionnelle d’'une configuration
dominante. Une procédure de résolution systéme est proposée pour calculer la probabi-
lité de défaillance fonctionnelle. La premiére étape de la procédure consiste & déterminer
les configurations dominantes parmi toutes les configurations possibles. Pour cela, un
algorithme de recherche sélectif issu d’un algorithme proposé par Kim et al. [2013] est
utilisé. Lorsque les configurations dominantes sont trouvées, la probabilité est calculée
par la méthode FORM systéme trés rapidement. En pratique, cette méthode de réso-
lution est tres efficace. Elle permet de calculer en quelques minutes la probabilité de
défaillance de l'ordre de quelques ppm alors que la méthode de référence MCO nécessite
plusieurs jours. L’inconvénient de la méthode systéme est qu’elle nécessite d’avoir un
modeéle de comportement linéaire afin de pouvoir transformer la formulation initiale en
formulation systéme. Par ailleurs, le nombre de configurations dominantes a sélectionner
dépend du mécanisme étudié. Sélectionner un trop faible nombre de configurations en-
gendrera une erreur d’approximation sur la probabilité mais la probabilité sera toutefois
conservative. Au contraire, sélectionner un trop grand nombre de configurations entraine
un temps de calcul plus important. A noter que 'augmentation du temps de calcul n’est
pas considérable, il est donc préférable d’avoir trop de configurations dominantes plutot
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que pas suffisamment. En pratique, dans les cas étudiés, la sélection d’une centaine de
configurations permet d’avoir un résultat précis. Enfin la densité de linéarisation impacte
également la précision de la probabilité défaillance. Il peut étre nécessaire d’effectuer
plusieurs calculs avec des densités de linéarisation différentes pour garantir une précision
suffisante de la probabilité. Toutefois, le temps de calcul étant réduit & quelques mi-
nutes, vérifier la précision en faisant plusieurs calculs avec la méthode systéme est moins
contraignant que si elle était effectuée avec la méthode MCO.

Perpectives. Réussir a évaluer le niveau de qualité du mécanisme le plus précisément
possible et étre cohérent avec la réalité de la fabrication est difficile. Les modélisations et
méthodes de résolution peuvent toujours étre améliorées. Concernant les travaux de thése,
plusieurs pistes d’amélioration peuvent étre envisagées a tous les niveaux (modélisation,
formulation, méthode) :

¢ Actuellement, la modélisation du comportement du mécanisme se base sur une
hypothese forte : les défauts de forme sont négligés. Cette hypothése implique de
modifier la piéce réelle en proposant une version simplifiée des défauts des surfaces
fabriquées. Il serait intéressant de pouvoir intégrer ces défauts dans le modéle de
comportement afin de pouvoir avoir une modélisation du mécanisme la plus réaliste
possible. Par ailleurs, les piéces des mécanismes sont considérées comme indéfor-
mables. En pratique, certains mécanismes ont des éléments déformables permettant
ainsi la montabilité du mécanisme. La prise en compte des déformations ou de com-
portement multi-physique dans le modeéle de comportement est un axe de recherche
important en vue d’'une modélisation toujours plus réaliste. Une idée possible pour
la prise en compte des déformations consiste a autoriser une légére pénétration de
matiére dans les contraintes d’interface, i.e. Cj(x,g) < ¢, en fonction de la rigidité
de la piéce.

o Les écarts géométriques sont modélisés par des variables aléatoires dont les lois sont
représentatives du processus de fabrication. Or, la connaissance de ces lois et des
parameétres nécessitent un grand nombre de mesures statistiques. C’est un travail a
long terme mais nécessaire afin d’obtenir un résultat par les méthodes probabilistes
cohérent avec la fabrication. Par ailleurs, les méthodes développées dans ces travaux
de thése utilisent ’ensemble des variables aléatoires pour le calcul des probabilités.
Une étape préliminaire visant a rechercher les composantes les plus influentes via
une analyse de sensibilité peut étre envisagée. Cette étape permettrait de réduire
la dimension du probléme et ainsi de réduire le temps de calcul sans diminuer la
précision du calcul.

¢ La formulation systéme développée pour le probléme fonctionnel permet d’utiliser
une méthode de résolution systéme trés efficacement. Des recherches ont été menées
pour trouver également une formulation systéme pour le probléme d’assemblage,
jusqu’alors sans succés. Il faut continuer les recherches dans cette voie. Une telle
formulation permettrait d’utiliser une méthode de résolution systéme tel que FORM
systéme et ainsi de réduire le temps de calcul considérablement.
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¢ La formulation systéme développée pour le probléme fonctionnel nécessite d’avoir
un modeéle de comportement linéaire (ou linéarisé). De plus amples recherches pour-
raient étre conduites afin de déterminer si une formulation systéme pourrait étre
obtenue & partir d’'un modéle non linéaire (condition fonctionnelle non linéaire et /ou
contraintes d’interface non linéaires). A plus court terme, des algorithmes itératifs
peuvent étre développés pour obtenir la probabilité de défaillance de fagon précise
sans avoir besoin de choisir la densité de linéarisation ou le nombre de configurations
dominantes a sélectionner.

¢ L’analyse des tolérances permet de vérifier la qualité de la conception pour des to-
lérances données. La syntheése des tolérances a pour but de déterminer la valeur des
tolérances pour un objectif de qualité fixé. Cette technique permet ainsi d’optimiser
la conception tout en respectant les exigences de qualité imposées. La méthode de
résolution systéme pour le probléme fonctionnel réduit considérablement les temps
de calcul, il est donc envisageable de mener des recherches afin de mettre en place
la synthése des tolérances. En paralléle de la synthése des tolérances, il est inté-
ressant de pouvoir effectuer une analyse de sensibilité des tolérances vis a vis de
la probabilité calculée. Cela permettrait d’augmenter la valeur des tolérances non
influentes et ainsi réduire les cotits de fabrication.
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Bilan

Apports :

o Etude de I'impact de la linéarisation des contraintes quadratiques sur la précision
des probabilités de défaillance d’assemblage et fonctionnelle. Suivant la stratégie
adoptée, il est possible d’obtenir un résultat conservatif et/ou de déterminer un
intervalle de confiance encadrant la probabilité recherchée.

¢ Proposition d’'une nouvelle formulation systéme de la probabilité de défaillance
fonctionnelle. La formulation est plus simple que celle proposée par Beaucaire et al.
[2013], c’est une intersection d’événements dont les événements sont liés a des confi-
gurations particuliéres du mécanisme.

o Développement de deux procédures itératives EBS et EIC pour le calcul de la
probabilité de défaillance d’assemblage permettant de réduire le temps de calcul
par rapport a la méthode de référence MCO (Monte Carlo couplée optimisation).

o Développement d'une méthode de résolution systéme utilisant la formulation sys-
téme pour calculer la probabilité de défaillance fonctionnelle. La méthode inclut
la recherche des configurations de défaillance dominantes et la méthode FORM
systéme pour évaluer la probabilité.
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Annexe A

Table des notations

A.1 Notations générales

Vv Vecteur colonne

Y Vecteur ligne

Vi 1 composante du vecteur V
V] Matrice

(et U Intersection et union

A.2 Notations relatives a analyse des tolérances

x Ecart géométrique

g jeu

n Nombre d’écarts géométriques

m Nombre de jeux

Y Caractéristique fonctionnelle

C. Equation de compatibilité

C; Contrainte d’interface

Cy Condition fonctionnelle

C'J(fj ) Condition fonctionnelle dans la configuration s;

R, Probléme d’optimisation pour la condition d’assemblage
Ry Probléme d’optimisation pour la condition fonctionnelle
E, Evénement définissant la non montabilité

N¢,  Nombre d’équations de compatibilité

N¢,  Nombre de contraintes d’interface
Ny Nombre de configurations possibles d’un mécanisme

= Nombre de combinaisons des contraintes actives possibles
N, Nombre de combinaisons des contraintes actives admissibles
Ny Nombre de combinaisons des contraintes actives dominantes
Ny Nombre de linéarisations des contraintes quadratiques
Ny  Nombre de discrétisations d’un plan de forme circulaire
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Chapitre A. Table des notations

A.3 Notations relatives aux méthodes probabilistes

X
X

U

Vecteur des variables aléatoires

Réalisation du vecteur aléatoire X

Vecteur des variables aléatoires standard Gaussiennes
Reéalisation du vecteur aléatoire standard Gaussien U
Espace physique a n dimensions

Espace standard a n dimensions

Fonction de performance dans I’espace physique
Fonction de performance dans I'espace standard
Domaine fonctionnelle

Domaine d’assemblage

Domaine de défaillance

Probabilité de défaillance fonctionnelle

Probabilité de défaillance d’assemblage

Moyenne de X

Ecart-type de X

Nombre de tirages pour la simulation de Monte Carlo
Fonction indicatrice

Coefficient de variation de Monte Carlo

Fonction de répartition de la loi normale

Fonction de répartition de la loi multi-normale en dimension n
Fonction densité de la loi normale

Fonction densité de la loi multi-normale en dimension n
Indice de fiabilité

Cosinus directeur

Matrice de corrélation des état-limites

Point de défaillance le plus probable

Coordonnées du point de défaillance le plus probable




Annexe B

Application analytique

B.1 Modélisation géométrique

Un modéle géométrique analytique trés simple est utilisé pour pouvoir tester les formu-
lations et méthodes proposées. Cette exemple posséde deux écarts géométriques (variables
aléatoires) x; et x5. Il y a également deux variables jeux g; et go. Afin de ne pas complexi-
fier le modéle, il ne comporte que des contraintes d’interface. Il est ainsi supposé écrit sous
forme réduite, comme expliqué dans la sous-section 2.4.3. Le probléme d’optimisation du
probléme fonctionnel est donné dans ’équation (B.1). Le probléme d’assemblage ne peut
pas étre testé sur cette application car la probabilité de non assemblage est nulle.

Rf(x):gelg% Cr(x,8) =21 + 22+ 1+ g1 + 290
sous CHx,g) =2, —1—¢, <0
CHx,8)=a2+2— g2 <0 (B.1)
C?(X7g):xl_x2—2g1<0
CHx,8) =2x1+ 22+ g1 —2¢2 <0

B.2 Valeurs des paramétres

Les variables aléatoires suivent une loi normale X ~ N (ux,ox). Trois jeux de pa-
ramétres sont prévus afin d’obtenir trois ordres de grandeur de probabilité. Les valeurs
des parameétres sont données dans le tableau B.1. Les moyennes et écart-types des deux
variables aléatoires sont identiques pour chaque jeux de paramétres.

Parameétres pux, px, 0x, 0x,

1 0 1
2 0 0.5
3 0 0.4

Tableau B.1 — Valeurs des trois jeux de parameétres des variables aléatoires de 1’apppli-
cation analytique.
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Annexe C

Application appui plan et deux
goupllles

C.1 Modélisation géométrique

La construction du modéle de comportement d'un exemple académique étudié en
trois dimensions est détaillée dans cette annexe. La figure C.1 représente le mécanisme a
modéliser, le graphe des liaisons associé est illustré dans la figure C.2. Le mécanisme est
composé de quatre piéces : un socle (2), deux goupilles (3) et (4) et un couvercle (1). On
suppose que les deux goupilles (3) et (4) sont encastrées dans le socle (2). Les goupilles
et le socle font en réalité partis du méme sous-systéme, il n’y a donc que deux piéces en
mouvement relatif. La liaison appui plan du socle (2) avec le couvercle (1) est supposée
parfaite. Seuls les jeux relatifs au déplacement cinématique de la liaison sont considérés.
Le mécanisme est supposé fonctionnel si le déplacement du couvercle (1) par rapport au
socle (2) calculé au point G ne dépasse pas une valeur maximale. Le fait de considérer
du jeu entre les goupilles et le couvercle rend ce mécanisme hyperstatique. Le modéle de
comportement est décrit ci-dessous étape par étape.

C.1.1 Points et coordonnées

Le point A est utilisé comme point d’origine pour localiser les autres points. Leurs
coordonnées sont paramétrées par des variables [;, ¢« = 1,...,11, dans le repére R; =
(A, 7,7, 7). Ces points sont supposés étre nominalement confondus, il n'y a pas a ce
niveau de différenciation entre le point A de la piéce (1) et le point A de la piéce (2)
par exemple. La prise en compte des différences se fait grace aux écarts géométriques
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F1GURE C.1 — Mécanisme appui plan et deux goupilles vu du dessus étudié en trois
dimensions.

modélisés par les torseurs écarts.
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C.1.2 Deéfinition des écarts géométriques

Les deux types d’écarts géométriques sont & prendre en compte pour ce mécanisme,
les surfaces de substitution sont listées ci-dessous :

o surface plane a,

o surface cylindrique b,

o surface cylindrique ¢,

o surface fonctionnelle g.

Les variations des diameétres des goupilles et des alésages des surfaces b et ¢ par rapport
a leurs dimensions théoriques sont modélisées par des écarts géométriques intrinseques :

o dyp @ écart intrinséque du diameétre du trou de goupille du couvercle (1) au niveau
de la surface b.

o dgp @ écart intrinséque du diamétre de la goupille (3).

© dj. : écart intrinséque du diamétre du trou de goupille du couvercle (1) au niveau
de la surface c.

o dy. : écart intrinséque du diameétre de la goupille (4).
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Chaque surface étant associée a deux piéces, il y a deux torseurs écarts a considérer
Y
pour chaque surface, soit au total huit. Tous les torseurs sont exprimés dans la méme
base (Z, 7, Z), par contre leurs points d’application sont différents :

Q1p1 Uipy Qo Ugp2 a1 0
{Twn} =4 B vim {Tope} =4 Bove vae {Thapn} =% Bia 0
0 0 A 0 0 A 0 W1al A
242 0 Ale1l Ulel Qe U2c2
{T2a/2} = B2a2 0 {Tlc/l} = Bier Vier {T2c/2} = Baca Vaca
0 W22 A 0 0 c 0 0 c
Q191 Uigl Qogo  Uzg2
{Tlg/l} = ﬁlgl V1g1 {TQQ/Q} = 5292 Vag2
Tigt Wigt ) V2g2  W2g2 )

C.1.3 Deéfinition des jeux

Les liaisons & considérer sont 'appui plan entre (1) et (2) et les pivots glissants des
goupilles (3) et (4) dans leurs logements du couvercle (1). La liaison appui plan est
supposé parfaite donc le torseur est de type glissant, seuls les déplacements cinématiques
sont présents. Les jeux au niveau des goupilles sont supposés flottants donc les torseurs
sont complets. Par contre, d’aprés 'hypothése d’encastrement des goupilles (3) et (4)
dans le socle (4), les jeux entre ces liaisons sont nulles. Les expressions des torseurs jeux

non nuls sont données ci-dessous :

0 U424 Q3p1b - U3blb
{Gira2a} = 0 Vig2a {Gayi} =1 B Vapo
Yia2a 0 ), Vbt Wspiy ),

Qgc1e Udele
{G4c/lc} = 64010 V4clc

w
Vicle 4cle C

C.1.4 Définition du torseur jeu fonctionnel

D’un point de vue fonctionnel, on s’intéresse au déplacement maximal du couvercle
par rapport a 'ensemble socle et goupilles. Cela se traduit par I’étude du déplacement
du point G, il ne doit pas dépasser une valeur maximale afin de garantir le bon fonc-
tionnement du mécanisme. Dans cet exemple il est choisi de s’intéresser a la somme du
déplacement suivant les deux axes ¥ et ¥, le torseur fonctionnel du mécanisme contient
donc uniquement les composantes de translation u et v. Elles correspondent aux carac-
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téristiques fonctionnelles du mécanisme.

U2g1g

{GQQ/lg} = - U2glyg (C.3)

G

Une fois que tous les torseurs caractérisant le mécanisme sont définis, il est possible
de schématiser le mécanisme via le graphe des liaisons et écarts, il est montré figure C.2.

O oy

Ry {G2g/1g}

FIGURE C.2 — Graphe des liaisons et des écarts représentatif du mécanisme appui plan
et deux goupilles étudié en trois dimensions.

C.1.5 Equations de compatibilité

Les équations de compatibilité sont les équations C. (x,g) = 0, elles sont obtenues en
écrivant 1’égalité a zéro des boucles topologiques du mécanisme. Dans cet exemple, il y a
cing liaisons et quatre piéces, le nombre cyclomatique de boucles a écrire est donné par
la formule équation (1.5) : Nppyetes = 5 — 4+ 1 = 2. Il y a donc deux boucles a écrire. Les
boucles étudiées sont les boucles (1)/(2)/(3) et (1)/(3)/(2)/(4). Chacune de ces boucles
fournissent 6 équations, il y a donc un total de 12 équations de compatibilité.
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Boucle (1)/(2)/(3), écrite au point A :

{Tl/l}A = {0}
= {Tiyu} + {Gu} + {Gayan } + {Tovy2} + {Toj20} + {G2ap1a} + {Tras1}
(C.4)

Tous les torseurs intervenants dans I’équation sont écrits au point A. Les équations de
compatibilités sont :

o) (X,8) = —oup — Qspip + Qo2 — Q202 + Qa1 0
c? (x,8) = =B — Bavio + Pavz — Paa2 + Biar 0
) (x,8) = —Y3b1b — V1a2a =0 O5
o (x,8) = —U1p1 — Usp1p T U2p2 — Ula2a =0 (C:5)
o (x,8) = —V1b1 — U3b1b T V2b2 — V1a2a =0
o (x,8) = —W3p1p — W2e2 + Wial =0

ou x est le vecteur contenant toutes les composantes des torseurs écarts et g est le vecteur
contenant toutes les composantes des torseurs jeux.

Boucle (1)/(3/(2)/(4), écrite au point A :

{Tl/l}A = {0}
{Tl/lb} + {Glb/Bb} + {GBb/Qb} + {sz/z} (C.6)
= + {T2/2c} + {G2C/4C} + {G4C/1c} + {Tlc/l}

Les torseurs {Tg/gc}, {G4C/1c} et {Tlc/l} sont écrits au point C, il faut donc écrire ces
torseurs au point A grace a la relation de Varignon (1.1). Les équations de compatibilités

sont :
o (x,8) = —Qp1 — Q3pip + Qap2 — Qoc2 + Quele + Qel =0
o (x,8) = —Bv1 — Bavs + Bavz — Bacz + Bacie + Bia =0
o (x,8) = —3b1b T Vdcle =0
06(10) (x,8) = —Uipy — Ugp1p + Upy — Uze2 + Usete + l2Vac1e + Uter =0
Cc(n) (x,8) = —U1p1 — U3p1p + Vap2 — V2e2 + Vacte — [1Vde1e + Viet =0
06(12) (x,8) = —wspip — [152e2 + lavaca + Wacre + 11 Bacie — lavacrc + 11 f1e1 — laavier =0
(C.7)

ou x est le vecteur contenant toutes les composantes des torseurs écarts et g est le vecteur
contenant toutes les composantes des torseurs jeux.

C.1.6 Contraintes d’interface

Le mécanisme posséde deux liaisons ou des contraintes d’interface doivent étre écrites,
il s’agit des liaisons pivots entre les goupilles et leurs logement 1b/3b et 1¢/4c. Les deux
conditions de non interpénétration pour les deux liaisons sont explicitées ci-dessous.
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Non interpénétration de 1b/3b. Cette condition se traduit par les inégalités sui-
vantes :

= — _ duy—dy

Dspjipa-n < —5 (C.8)
— dip —d
Dspj16,5 - < % (C.9)

ot Dgy/1p,4 est le déplacement possible entre les surfaces 10 et 3b au point A sans inter-
pénétration de matiére et 77 est un vecteur normal & ’axe de la goupille. Ce déplacement
doit étre inférieur a la différence des rayons des deux goupilles. Dans le cas de la liai-
son pivot cela se traduit par I'inéquation quadratique C’Z-(l) donnée équation (C.10). La
figure C.3 représente sur le mécanisme la zone de déplacement admissible de la goupille
caractérisée par la contrainte ngl).

<0

dyy — dsp\”
2

1
Ci( ) (x,8) = USp1p + Vap1p — <
(C.10)

<0

dyy — dsp\”
2

Ci@) (x,8) = (uspnp + l3b3b1b)2 + (vsp1p — l3a3b1b)2 — (

Liaison 1b/3b

Goupille (3)

Domaine de déplacement
admissible relatif a C’Z.(l) <0
= lieu des centres
admissibles pour As

Couvercle (1) —> Alésage

F1GURE C.3 — Déplacement admissible de la goupille dans son logement sans interpéné-
tration. Le schéma montre un zoom sur la liaison 1b/3b avec des écarts volontairement
agrandis. La zone rouge hachurée correspond a la zone admissible des déplacements sans
interpénétration de matiére entre le couvercle et la goupille. Les points A; et As repré-
sentent respectivement le point A pour le couvercle (1) et la goupille (3) avec prise en
compte des écarts géométriques, ces deux points étant nominalement confondus.

Non interpénétration de 1c¢/4c. Les expressions des contraintes d’interface sont ob-
tenues de la méme maniére que précédemment. Il s’agit de limiter le déplacement possible
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entre les surfaces 1c et 4c au point C' et D du mécanisme montré figure C.1 :

3) 2 2 dlc - d4c 2
Ci (X7 g) = Ugere + S P e — <0

2
dlc - d4c ?
2

(C.11)
<0

01(4) (Xa g) = (u4clc + l4b4clc)2 + (U4clc - l4a4clc>2 - (

C.1.7 Condition fonctionnelle

Pour prendre en compte la condition fonctionnelle C/, il faut écrire les expressions des
équations liant les caractéristiques fonctionnelles aux autres paramétres (écarts et jeux).
Pour cela, une boucle topologique du mécanisme passant par la condition fonctionnelle
doit étre écrite. En I'occurrence, la boucle (1)/(3)/(2)/C} est utilisée. Elle est écrite au
point GG parce qu’il est ainsi plus facile d’extraire une expression des caractéristiques
fonctionnelles ugg14 et vag14 si besoin. L’expression de la boucle en fonction des torseurs
des petits déplacements est donnée ci-dessous :

{Tl/l}c = {0}
= {Tiw} +{Gusme} + {Gajon} + {Tovpo} +{Top2g} + {Gogprg} +{Togp }
(C.12)

Comme précédemment, les torseurs {T1 /1b}, {Glb/gb} et {sz/z} sont définis au point
A, ils sont donc réécrits au point G via la relation de Varignon, équation (1.1). Les
projections suivants les deux axes de translation permettent d’obtenir deux équations de
compatibilité supplémentaires liant les deux jeux fonctionnels ugg14 et va41, aux autres

parametres :
C8 (x,8) = —trpr — loBun — Usprn + lsYav1o — loBsp1s + Uz
HloBapa — Uoga + Uzgrg + Uigr =0
(14) (C.13)
CeV (x,8) = —vi + looup — vspip + loauspiy — lryspis + Vane
—lgQuapy — Vag2 + Vg1 + Vig1 =0

La caractéristique fonctionnelle correspond a la somme des jeux uggig 4 vag14. Gréace
aux deux équations précédemment écrites, il est possible de connaitre I'expression de la
caractéristique en fonction des autres paramétres si besoin. Sinon, il suffit d’intégrer les
équations de compatibilité obtenues au modele de comportement. Cette caractéristique
fonctionnelle ne doit pas dépasser une valeur maximale, notée d,,.., afin de garantir le
bon fonctionnement du mécanisme. L’expression de la condition fonctionnelle est donnée
équation (C.14).

Cf (X’ g) = dmaac - (U/Zglg + Uleg) (014)

C.1.8 Calcul des composantes de rotation

Les composantes de rotation des torseurs écarts des goupilles ne suivent pas directe-
ment une loi de probabilité. Elles sont en réalité calculées en fonction des déplacements
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tirés aléatoirement au sommet et a la base des goupilles. Le but est d’avoir un modélisa-

tion des écarts géométriques plus cohérente avec un alésage réel. La méme technique est

utilisée pour les composantes de rotation des plans en utilisant les déplacements de trois

points du plan. Les expressions des composantes de rotations sont les suivantes :

Qa1

Blal

(242

ﬁ2a2

B

Q1p1

ﬁ2b2

Qo2

ﬁlcl

Qe

6202

Q2c2

l lip =1
! wm’H_FL

lllll - l2l10 lllll - l2l10

l l11 =1
2 wlal’H_F#

lllll - l2l10 lllll - l2l10

L lio—10
Waa2, 1 +

lllll - l2l10 lllll - l2l10

ly w . lin— 1y
T Waa2,H
lilin — ol Lilin — ol
Uyp1,B — Ul

I3

V1b1 — V1b1,B

I3

—Uop2, 1 U2p2

s

—VU2p2 + Vw2 E

5

Utel,D — Ulcl

Ly

V1c1 — V1el,D

Ly

—Usgca, F + Uze2

%

—V2e2 + V22, F

%

B A

R A"

B A"

B A"

lo
Wia1,C

lll
Wia1,C

lio
Waq2,C

I
Waq2,C

(C.15)

Cette étape implique de considérer d’autres écarts géométriques comme variables

aléatoires a la place des composantes de rotation. Ce sont des écarts géométriques de

déplacements appliqués en point particulier. Ils sont listés ci-dessous :

Utal,c U2a2,c U1b1,B Ulel,D Ulal,H U2e2,H U202, E U2c2,F
Vial,c  V2a2,c V1b1,B Vicl,D Vial,H V2a2,H V22,E V2c2,F
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C.1.9 Formulation

En se basant sur ’ensemble des équations et inéquations écrites pour modéliser le com-
portement du mécanisme, la formulation du probléme fonctionnelle et donc d’assemblage
(voir sous-section 2.2.2) s’écrit de la fagon suivante :

Py = Prob (R;(X) < 0) (C.16)
P, = Prob (E,(X)) (C.17)
avec
R;(x) = min Cy(x,8) = Aimaz — (Uag1g + Vagig)
gcR17
sous CV (X,8) = —aup — Qg1 + Qape — Q202 + Qa1 =0
CP (x,8) = Bt — Baps + Bavo — Poaz + P =0
Cc(g) (X,8) = —7316 — Via2a =
06(4) (X,8) = —u1p1 — Uspip + Uzbz — Ula2a =0
06(5) (X,8) =  —Vw1 — Usp1p + V22 — Via2a =0
06(6) (X,8) = —Wsp1p — Waa2 + Wia1 =0
o (X,8) =  —aip — Qsp1p + Qapy — Qo2 + Qaere + el =0
o (x,8) = —Bur — Baows + Bave — Boca + Bacie + Pia =
e (x,8) —V3b1b T Vdclc =0
Cc(lo) (X,8) = —Uip1 — Usp1p + Ubz — Ugez + Uscte + 12Vac1e + Uil =0
Cc(n) (X,8) = —V1p1 — Usbip + Vav2 — V2c2 + Vacte — l1Vac1e + Vier =
06(12) (x,8) = —wspp — 1 Bac2 + lavacr + Wacre + 11 Bacic
—lyasere + 1B — laaia =0
Cc(lg) (x,8) = —u — loBip1 — usprp + ls¥sp1e — lofsp1p + Uane
+loBavz — Unge + Usgrg + Urgr =0
CC(M) (x,8) = —vip + loarpr — Vsprs + loasprs — L7315 + Vape
—lgrapy — Vaga + V2g19 + Vigi =0
dyy — dg\ >
Cz‘(l) (X,8) = Uy + Vi — (%) <0
c® _ 2 2 dip — d3p ?
2 (%,8) = (uspwp + I3bspin)” + (Vb1 — lzaspns)” — (T) <0
2
C’Z-(g) (x,8) = Ul + Vi — (7611(: ; d4c) <0
oW _ 2 2 die — dye ?
2 (%,8) = (Were + labscre)” + (Vaere — lasere)” — (72 ) <0
(C.18)

ol 8 = {1424, Via2a; V1a2as U1b3bs V13, V163bs Ulede; Vicde ) AONE Upese €t vicqe sont les jeux de
la caractéristique fonctionnelle et les écarts géométriques sont :

X = {U1a1, Via1, U1p1, Vib1, Uiels Viel, Viels Udads Vdads Udbd; Vabd, Uded, Vied, Vaea) €t avec Fq(x)
I'événement suivant : « Pour un vecteur x donné, il n’existe pas de vecteur jeux g € R!7
tel que Ry(x) ait une solution ».
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C.2 Valeurs des parameétres

Les longueurs nominales sont données dans le tableau C.1.

ll l2 l3 l4 l5 l6 l? l8 l9 llO lll
100 40 30 30 20 20 120 50 40 50 -30

Tableau C.1 — Valeurs des dimensions nominales du mécanisme appui plan et deux gou-
pilles.

Les variables aléatoires suivent une loi normale X ~ N (ux,ox). Trois jeux de para-
métres sont prévus afin d’obtenir trois ordres de grandeur de probabilité. Les valeurs des
parameétres sont données dans le tableau C.2.

Parametres  dimar  flder  Odews My  Odiy  Fx.  Ox,  HX, OX,

1 025 20 006 198 006 0 001 O 0.001
2 028 20 003 198 0.03 0 001 O 0.001
3 029 20 002 198 0.02 0 001 O 0.001

Tableau C.2 — Valeurs des trois jeux de parameétres des variables aléatoires du mécanisme
appui plan et deux goupilles.

Dans le tableau C.2, d.,; désigne les diamétres des trous de goupilles, d;,; désigne les
diameétres des goupilles, X; désigne les écarts géométriques de translation et X, désigne
les écarts géométriques de rotation :

deact - {dlln dlc}

dint = {d3b> d4c}

Xy = {w1a17 W1a1,C5 Wial,Hy W22, W2a2,C W2a2,H »
U1b1, V1b1, U1b1,B, V1b1,B5 U202, V2b2, U202, E, V202, E
Ulcly Viels Ulel,Ds Viel,Ds U2¢2, V2c2, U2e2, F 5y V2c2, F s
U1g1, V1gl, Wigl, U242, V242, w2g2}

XT’ = {a191’ 6191’ Y1g1, X292, BQgZ) /YQgZ}

C.3 Résultats

Les résultats de 'impact du nombre de linéarisations sur la probabilité de défaillance
d’assemblage et fonctionnelle sont donnés ici avec les courbes correspondantes pour les
jeux de parameétres 1 et 3.
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Paramétres 1

Py, (x10*2) Pdf (XlOfQ)
Nyc 3ed 3ed
cp, ~ 2.2% ~ 4.4%
95% IC ~ 0.54 ~ 0.3
Ny inscrit moyen circonscrit || inscrit medium circonscrit
4 8.37 6.42 5.41 0.3 2.46 8.93
8 6.47 6.17 5.92 1.25 1.82 2.54
12 6.27 6.15 6.02 1.49 1.78 2.07
20 6.18 6.15 6.09 1.62 1.74 1.85
30 6.14 6.11 6.1 1.71 1.75 1.79
40 6.13 6.11 6.11 1.72 1.75 1.78
50 6.12 6.11 6.11 1.73 1.74 1.77
60 6.12 6.11 6.11 1.75 1.75 1.77

Tableau C.3 — Résultats des probabilités de défaillance d’assemblage et de fonctionnalité
pour 'exemple appui plan et deux goupilles avec le premier jeu de parameétres.

P,, parametres 1
0.085

T T T
" I I I I | & - Inscrit
I I I I
) ' | | I | | =& Moyen
0.080 - \ | | | | x4 Ci N
\ | | | | - irconscrit
' | | | | |
. ! I I I I I
0.075 \ | | | | |
‘\ I I I I I
I I I I I
0,070 ‘\ I I I I I
070 I I I I I
\
P v ! ! ! !
‘Y | | | |
0.065 - ' | | [ [
" + I I I I
[ SR _ | | |
e .l.._.:._’f._—_ ST T AT e T e e e e ]
0.060 | T [ [ [ [
A I I I I
I I I I I
I I I I I
00551 . [ [ [ [ [
A | | | I I
I I I I I
I I I I I
< | | | | |
00505 10 20 30 10 50 60
Ny

FIGURE C.4 — Evolution de la probabilité de défaillance d’assemblage en fonction du
nombre de linéarisations. Courbes obtenues pour l'exemple académique appui plan et
deux goupilles avec le premier jeu de parameétres.
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[)(ln

0.09

Py parametres 1

0.08

0.07

0.06 -

0.05

0.04+

0.03

0.02F

0.01F

0.000

o -o Inscrit
@ Moyen
&« -o Circonscrit

60

FIGURE C.5 — Evolution de la probabilité de défaillance fonctionnelle en fonction du
nombre de linéarisations. Courbes obtenues pour ’exemple académique appui plan et

deux goupilles avec le premier jeu de parameétres.

Paramétres 3

Py, (X1075) Pdf (XlOiG)
Nuye oeT oev

cp, ~ 2.2% ~ 4.7%

95% IC ~ 0.36 ~ 1.7
Ny inscrit moyen circonscrit || inscrit medium circonscrit
4 46.2 4.03 0.49 0.46 2.57 821
8 5.41 3.07 1.69 3.84 1.03 20.5
12 4.96 3.87 3.05 5.5 9 12.9
20 4.49 4.14 3.79 7.42 8.6 9.84
30 4.33 4.17 4.02 8.46 8.88 9.58
40 4.22 4.14 4.06 8.7 8.92 9.22
50 4.27 4.15 4.09 8.72 8.9 9.15
60 4.19 4.16 4.13 8.8 8.9 9.1

Tableau C.4 — Résultats des probabilités de défaillance d’assemblage et de fonctionnalité

pour 'exemple appui plan et deux goupilles avec le troisieme jeu de paramétres.
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P,, parametres 3
0.00010

[ T T T
. ‘ ‘ I | & - Inscrit
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0.00008 - L : : | | & - Circonserit ||
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[ | | | |
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0.00006 I | | ‘ | i
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FIGURE C.6 — Evolution de la probabilité de défaillance d’assemblage en fonction du
nombre de linéarisations. Courbes obtenues pour l'exemple académique appui plan et
deux goupilles avec le troisiéme jeu de paramétres.

Py parameétres 3
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FIGURE C.7 — Evolution de la probabilité de défaillance fonctionnelle en fonction du
nombre de linéarisations. Courbes obtenues pour 'exemple académique appui plan et
deux goupilles avec le troisiéme jeu de paramétres.
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Annexe D

Fiche électrique

D.1 DModélisation géométrique

Points et coordonnées. Le point A est utilisé comme point d’origine pour localiser
les autres points. Les coordonnées sont paramétrées par des variables [;, i = {1,2, 3,4},
dans le repére Ry = (A, 7,9, 2).

0 0 0 0
AB=|o|al=|o|cD=|0|BE=] 0 (D.1)

ll l2 l3 l4

Définition des écarts géométriques. Les surfaces de substitution du mécanisme
sont :

¢ surface plane a,

o surface cylindrique b,

o surface plane c,

o surface cylindrique d,

o surface cylindrique e.

Pour les surfaces cylindriques b et d, des écarts intrinseques doivent étre définis :
¢ dyp : écart du diamétre de 'alésage de I’enveloppe au niveau de la surface b.

o dgp : écart du diameétre du contact méale au niveau de la surface b.

¢ dyiq @ écart du diametre de l'alésage de 'enveloppe au niveau de la surface d.

o dyg : écart du diametre du contact méale au niveau de la surface d.

Un torseur écart est associé a chaque surface de substitution (et pour chaque piéce).
La forme du torseur dépend du type de surface associé. Les torseurs sont exprimés dans
la méme base (Z, ¥, Z) mais avec des points d’application différents :

A1 0 Q1p1 Uipl Qe 0
{Tapn} =% Bia 0 {Tiwn} =< Bin vim {Tiepn} =< Bia O
O W1al O O O W1el

A A B
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Q242 0 Qb2 Up2 Q9c2 0
{Tou2} =% Poaz 0 {Tope} = ¢ Borz vae {Toepp} =< Poe O
0 W22 A 0 0 A 0 W22 B
Q141 Uidl Qod2 U242 el Ulel
{Tld/l} = Brar Vit {T2d/2} = B2 Vad2 {Tle/l} = Bre1 Vier
0 0 o 0 0 o 0 0 ©

Définition de jeux. Il y a quatre liaisons dans le mécanisme a considérer : deux
liaisons appui plan au niveau des surfaces a et ¢ et deux liaisons pivot glissant au niveau
des surfaces b et d. Tous les jeux sont de type flottant donc les torseurs jeux associés aux
liaisons sont complets :

2¢1a  Ula2a Q3p1y - U3b1b
{GQa/la} = Bala Via2a {G2b/1b} = B3b1y U3b1p
Va2 Wia2a ) 4 V3b1b Wby )
(D.2)
O4cle  Ugcle Olydid  U4did
{G2c/1c} = Bicte  Vicle {G2d/1d} = Bidid  Vadid
Vdcle Wiacle ) g Vadid  Wadid )

Définition du torseur jeu fonctionnel. Comme énoncée dans la présentation du
mécanisme, ’étude du déplacements du point E par rapport au cylindre extérieur e. Le
torseur fonctionnel contient les deux composantes de déplacements suivant les axes ¥ et

—

Yy

—  Uad1e

{G2d/1e} = —  Uadle (D'3)

E

Les deux composantes tag1. €t vag1. correspondent aux caractéristiques fonctionnelles du
mécanisme.

Définition des équations de compatibilité. Dans cette partie, seules les boucles
topologiques permettant d’écrire les équations de compatibilité sont données. L’ensemble
des équations de compatibilité est regroupé dans la formulation du probléme d’optimisa-
tion relatif au probléme fonctionnel équation (D.11).

Ce mécanisme est composé de deux piéces et il y a quatre liaisons (hors liaison fonc-
tionnelle). Le nombre cyclomatique est donné par la formule équation (1.5) : Nyoyetes =
4 — 2+ 1 = 3. Les boucles utilisées pour écrire les équations de compatibilité sont les
suivantes :
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o Boucle 1a/2a/2b/1b écrite au point A :

{Tva}, = {0}
{Tl/la} + {Gla/2a} + {T2a/2} + {T2/2b} + {G2b/1b} + {le/l}
(D.4)

Cette boucle entraine I’écriture des équations de compatibilité C’C(k), k={1,...,6}.

o Boucle 1la/2a/2¢/1c écrite au point A :

{Tl/l}A = {0}
= {Tl/la} + {Gla/Qa} + {TQa/2} + {T2/2c} + {G2c/1c} + {Tlc/l}
(D.5)

Cette boucle entraine ’écriture des équations de compatibilité Cék), kE=A{7,...,12}.
o Boucle 1a/2a/2d/1d écrite au point A :

{Tl/l}A = {0}
= {Tl/la} + {Gla/2a} + {TQa/2} + {T2/2d} + {G2d/1d} + {Tld/l}
(D.6)

Cette boucle entraine I’écriture des équations de compatibilité C’c(k), k={13,...,18}.

Les torseurs définis en un point différent de A sont transférés au point A via la relation
de Varignon, équation (1.1) p. 9.

Définition des contraintes d’interface. Les quatre liaisons du mécanisme entrainent
I’écriture de contraintes d’interface dépendant du type de liaison :

o Les liaisons 2a/la et 2¢/1c sont des liaisons appui plan circulaire, la surface est
donc discrétisée en Ny, facettes afin de pouvoir définir des points de calcul pour
les contraintes. Les inéquations Ci(k), pour k = 1 et k = 2, correspondent a ces
contraintes d’interface.

o Les liaisons 2b/1b et 2d/1d sont des liaisons pivots glissants impliquant ’écriture
de contraintes d’interface quadratiques. La procédure de linéarisation présentées
dans la section 2.3.1 est donc appliquée sur ces contraintes. Elles correspondent

aux contraintes d’interface C’i(k), k={3,...,6}.

Les expressions des contraintes sont écrites dans la formulation du probléme d’optimisa-
tion équation (D.11). Afin de faire correspondre la linéarisation des contraintes quadra-
tiques et la discrétisation du plan, Ny = Ng,.

Définition de la condition fonctionnelle. Pour que les caractéristiques fonction-
nelles soient reliées aux autres parameétres géométriques, il faut écrire les équations de
compatibilité d’une boucle topologique passant par le torseur jeu fonctionnel. La boucle
1d/2d/1e est écrite au point E :

{Tl/l}E = {0}
- {Tl/ld} + {Gld/Qd} + {GQd/le} + {Tle/l} (D7)
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Les déplacements doivent chacun rester dans un intervalle pour garantir la fonction-
nalité du mécanisme :

t t
cle -5 a D
U2c1 El 5 2} (D.8)
t t
Vgele € [—ﬂﬂ (D.9)

Il y a donc quatre conditions fonctionnelles & définir :

C](f ) (Xa g) = % — Uad1e Z 0

0(2) X, g = -4 + Uadle 2 O

0{3) (x.8) e (D.10)
i (x,8) = 5— v >0

C](f4) (Xa g) = _% + Vadle 2 O

Formulation des problémes fonctionnel et d’assemblage. Quatre problémes d’op-
timisation différents sont définis. Ils sont cependant tous soumis aux mémes contraintes.
Ils sont définis de la facon suivante :
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R (x) = min  Cj(x, g

f g€R26 )
sous C’él) (x,8)
C? (x,g)
¥ (x,g)
Y (x,g)
) (x,g)
¥ (x,g)
Ct (x,g)
Y (x,g)
) (x,g)

—Q1q1 — O2q1q T Q2g2 — Qgp2 + Qop1p + Q11

—B1a1 — Baata + Baa2 — Bavz + Baviy + Bivt

—Y2ala T+ V2blb

—U2q1a — U2b2 + U2b1p 1 Utb1

—V2q1a — V2b2 1 V2b1p + V1b1

—Wiq1l — W2qla + W2e2 + Wab1h

—Q1q1 — O2q1a T Q202 — Q22 + X2cle + Qlcl

—B1a1 — B2ata + P2a2 — Bac2 + Pocic + Bia

—V2ala + Y2cle

—U2q1a + U2c1e — llﬁ2clc

—V2q1a + V2p1p + l1Q2c1c

—Wiql — W2qla T W2e2 — W2e2 + Wacle T Wicl

—Q1q1 — O2q1q T Qg2 — Qg2 + Q2g14 + Q11

—B1a1 — B2ata + B2a2 — Boaz + Baara + Prar

—Y2ala + V2d1d

—Ugq1q — U2d2 + l2B2d2 + Uapip — 1282414 + U1a1 — 125141
—V2a1a — Vb2 — laQago + Vap1y + laagia + viar + laaigr
—W1q1 — W2qla + W2e2 + Wadld

l4B1cr — Uzere + 421 + Uzere + Uter

—l401c1 — Vacte — laQiaeie + Vacre + Vier

d d
- (w2a1a - B2a1a72b cos @, + 062a1a72b sin 9u)

CZ(Q) (Xa g) = Wac1e — ﬁchc% COs eu + 042(:10% Sil’l eu - (l2 - ll)
dip — dop \
3 1b 2%
Ci( ) (x,8) = Uy + Uiy — (T>
dyp — dop \
1 — d2
CZ-(4) (x,8) = (ugp + llﬁ2b1b)2 + (vop1p — l1a2b1b)2 - (T)
dig — dag \
Ci(5) (X,8) = U3gq+ Vigrq — (T
(6) _ 2 2 dq — dag ?
C7(x,8) = (ugara + 13082a14)” + (V2a1a — lsvaqia)” — s
(D.11)
avec 0, = %‘—d’r, u = {1,..., Ng} ot Ny, est le nombre de discrétisations des surfaces

planes circulaires a et c.
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D.2 Valeurs des parameétres

Les valeurs des dimensions nominales et de la tolérance ¢t sont données dans le tableau
D.1.

10 101 3 8 0.3

Tableau D.1 — Valeurs des dimensions nominales de la fiche électrique et de la tolérance
t.

Les variables aléatoires suivent une loi normale X ~ AN (ux,ox). Les valeurs des
parameétres sont données dans le tableau D.2.

Hday, Ody, Hdyy, Ody, Hdyg Odyq Hdag Odyy Hx, 0 X, Hx, 0Xx,
12.1 0.001 12 0.001 6.1 0.001 6 0.001 0 0.009 0 0.0009

Tableau D.2 — Valeurs des variables aléatoires de la fiche électrique.

Dans le tableau D.2, X; désigne les écarts géométriques de translation et X, désigne
les écarts géométriques de rotation :

X = {w1a17 U1b1, V1bls Wicel; Uldl; Vidls W2a2, U2b2, V2b2, W22, U242, V2d2, Ulel s ’Ulel}

X, = {Cnal, Bia1s b1, Bivt, Qicts Bier, Qdrs Bian
0942, B2a2, Cav2, Bavz, Qac2, Bac2, Q242, B2d2, Mlel 5161}



Annexe E

Connecteur Radiall

E.1 Modélisation géométrique

Toutes les clavettes sont positionnées grace a un angle eé’”, k={1,...,5}. Il suffit de
changer l'indice £ relatif a la clavette pour obtenir toutes les équations.

Définition des repéres. Un repére local Ry = {Oy, ©}, 4k, 2k } associé a chaque clavette
est défini. Les axes du repére global R = {O, Z, ¢, Z} sont choisis de sorte qu’ils corres-
pondent aux axes du repére R; car pour les goupilles, I'orientation des axes radiaux n’a
pas d’influence sur la définition des contraintes.

Points et coordonnées. Les coordonnées des points sont tous définis dans le repére
global R = {O, Z, ¥, Z}. lls sont paramétrées par des variables [;, i = {1,...,23}.

oz I ol b P Bl o
0 : 0 J lo ] I3 (E.1)
O_E1> = ls 0‘1?1 = l7
—l1/2 ] —le1/2
Les autres points Ey et Fy, k = {2,...,5} sont repérés de la méme maniére que

les points OF; et OF}; avec les coordonnées [;, i = {8,...,23}. De plus la largeur des
goupilles est paramétrée par une variable notée [, dépendant de la clavette k.

Définition des écarts géométriques. Les surfaces de substitution du mécanisme
sont :

o surface cylindrique a,
o surface cylindrique b,
o surface plane c,

o surfaces planes e, k = {1,...,5},
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o surfaces planes fi, k= {1,...,5}.
Les surface cylindriques a et b nécessitent la définition d’écarts intrinséques :

o dyq @ écart du diamétre de la partie male au niveau de la surface a.
o dy, : écart du diamétre de 'alésage de la partie femelle au niveau de la surface a.
o dyp : écart du diamétre de la partie méale au niveau de la surface b.

o dyyp 1 écart du diamétre de 'alésage de la partie femelle au niveau de la surface b.

Un torseur écart pour chaque surface de substitution et pour chaque piéce est défini.
Les torseurs sont exprimés soit la base du repére global soit dans les bases des repéres
locaux.

Qla1  Ulal Q2q2 U242
{Tla/l} = Bla1 Vil {T2a/2} = B2a2  V2a2
0 0 AR 0 0 AR
A1p1 Uipl Qop2  Up2
{T1b/1} = Bisr Vin {sz/z} = Bava Van2
0 0 B.R 0 0 B.R
Ulep1 Uleyl Qe 2 U2ey2
{Tlek/l} = 51%1 Vel {T2ek/2} = BQekQ V2e,,2
0 0 Ey, Ry, 0 0 Ey, Ry,
A1fp1 ULfrl Q2f2 U2f,2
{Tlfk/l} = Blfkl V1 fp1 {T2fk/2} = 62fk2 Vaf.2
0 0 Fy, Ry, 0 0 Fy, Ry,

Définition des jeux. Il y a au total treize liaisons dans le mécanisme & considérer :
deux liaisons cylindriques pour les surfaces a et b, dix liaisons appui plan pour les surfaces
er et fr, k= {1,...,5}. Les jeux de ces liaisons sont de type flottant donc les torseurs
jeux associé a ces liaisons sont complets. La derniére liaison est la liaison au niveau de la
surface ¢ qui est supposée sans jeux excepté les mobilités liées au déplacement cinématique
de la liaison.
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®2¢1a  Ula2a a3p1p  U3p1b
{Goujta} =< Boata Via2a {Gapyi} =1 B Vapo
Na2a Wia2a ) 4 5 Voo Wbty ) p g
a2€k1€k u2€k1€k a2fk1fk u2fk1fk
{G2€k/1€k} = 62%1% V2ey Ley, {G2fk/1fk} = 62fk1fk V2 £l
72€k 1€k wQek 1ek Ek 7Rk ’}/2fk 1fk wak 1fk Fk 7Rk
O U2c1c
{G2c/1c} = 0 V2cl1c
Y2cle 0 O.R

(E.2)

Définition des équations de compatibilité. Le nombre de boucles topologiques
nécessaires est donné par le nombre cyclomatique, équation (1.5) :

Nboucles = Nliaisons - Npices +1=13-2+1=12 (E3>

Les boucles topologiques passant par les surfaces a, b et ¢ sont écrites au point O dans
le repére global R. Les autres boucles topologiques passant par les surfaces des clavettes
sont écrites dans les repére locaux des clavettes afin de simplifier I’écriture des équations
de compatibilité. Pour toutes les boucles, la liaison appui plan de la surface ¢ est toujours
utilisée car le torseur jeux est défini en O dans le repére R. De plus le torseur n’est
pas complet donc le transfert des torseurs dans les repére locaux et aux autres points
d’application est plus simple. Les boucles passant par les clavettes sont toutes identiques,
il suffit d’en définir une puis de faire varier l'indice k& = {1,...,5}. Voici les boucles
utilisées :

o Boucles 2¢/1¢/1a/2a

{TQ/Q}O,R = {0}
= {TQ/QC} + {G2c/1c} + {Tlc/l} + {Tl/la} + {Gla/2a} + {TQa/2}

(E.4)
Cette boucle entraine ’écriture les équations de compatibilité suivante :
Cél) (x,8) = —Qige2 + Q1 — Qg1 — Q210 T (242 =0
c? (x,8) = —Bac2 + Bict — Brar — B2ata + B2a2 =0
Cfg?’) (X> g) = Y2cle — V2ala =0 (E 5)
C§4) (x,8) = 30202 + Uae1re — l35161 — Uta1 — U241 + 1172010 + U202 =0
C§5) (x,8) = —l300909 + Voc1c + I3001c1 — Vigl — V2410 + V202 =0
CrEG) (x,8) = —Wac2 + Wiel — l1Q1q1 — Wag1a — L1014 + 100202 =0
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o Boucles 2¢/1¢/1b/2b

{TQ/Q}O,R = {0}
= {TQ/QC} + {G2c/1c} + {Tlc/l} + {Tl/lb} + {Glb/Qb} + {TQb/Q}
(E.6)

Les équations de compatibilité, Céj ) j = A{7,...,12}, obtenues sont identiques a
celles écrites avec la boucle précédente, seul le signe du terme [; est changé pour
son opposeé.

o Boucles 2¢/1c/1ey/2¢ey

{T2/2}Ek,Rk = {0}
= {T2/2c} + {GZC/lc} + {Tlc/l} + {Tl/lek} + {Glek/Qek} + {TQek/Q}

(E.7)
Cette boucle entraine ’écriture des équations de compatibilité suivante :
o (x,8) = — Qg COS B, + Paco Sin Oy, + iy €08 O, — (1.1 sin Oy,
— eyl — epley, T X262
C§14) (X, g) = — Qi SIN O, — Bocg €08 Oy + re1 Sin O + Bre1 €08 Op — Baey e, =
ot (x,8) = —Yacle = Viexl + V2epler T V2ex2
cl9 (x,g) = —L (e SIn Oy, + Baca €08 Or) — Usnere €08 Oy, + Vac1e sin b,
+l5Y2c1c + %(alcl sin 6y + Sre1 cos k) — Uge,1e, =
Cém (x,8) = g(azcz 08 O, — Boea SIN Oy) — Uger SIn O — Ve, cOS Oy,
—lyya2c1e — %(alcl cos Oy, — Bie1 sin 9k> — Vlepl — V2eples T V2,2 =
c/19) (x,8) = —waea + la(voee Sin Oy + Pogo cos Oy) — I5(vaea cOS Oy — Baoeo sin Oy)
Fwier — la(aier sin O + Be1 cos by)
+l5( 11 €08 O — Bier sin ) — wae, 1e, =
(E.8)

Les équations de compatibilité pour les quatre autres clavettes sont identiques a la
différence que les longueurs Iy et l5 doivent étre fonctions de la clavette prise en
compte.

o Boucles 2¢/1¢/1 fr/2 fy

{TQ/Q}Fk,Rk = {0}

= {TQ/QC} + {G2c/1c} + {Tlc/l} + {Tl/lfk} + {Glfk/2fk} + {Tka/Q}
(E.9)

Les équations de compatibilité sont similaires a celles de la boucle précédente.

Définition des contraintes d’interface. Le mécanisme posséde plusieurs types de
liaisons :

=0

0

=0

0

0
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o Les liaisons 2a/1a et 2b/1b sont des liaisons pivot glissant, ce qui implique ’écriture
de contraintes d’interface quadratiques. La procédure de linéarisation est appliquée
sur ces contraintes. Les contraintes d’interface s’écrivent de la fagon suivante :

dog — dia\
Ci(l) (x,8) = u%ala + vgm — (%) <0
@ 2 2 daq — diq ?
C;7 (x,8) = (U2a1a + 128241a)” + (V2010 — l22014)” — — <0
dop — dip
¢ (x.8) = U1y, + Vi — (7% 5 1b> <0
@) 2 o (du—dp’
Cim (x,8) = (uapte + lafawp)” + (vaprs — lacapy)” — — <0
(E.10)

o Les liaisons 2ey/ley et 2f/1fx, avec k = {1,...,5}, sont des liaisons appui plan
rectangulaire. Il faut donc écrire quatre contraintes d’interface par liaison. Les
contraintes d’interface s’écrivent de la fagon suivante pour les surfaces ey :

(5) L h Loy, — lek

7 (x,8) = ~V2epley, — §a25k15k + 5’72%1% T <0
L h Loy — L,
CZ(G) (X, g) = —Ugele, T Eazeklek —+ 57261916]9 —_ % <0
(E.ll)
L h Lep — L.
CZ.(7) (X7 g) = —Vgeple, T = W2eple, — —v2eler — ek Sck <0
2 2 9
L h Loy — L,
01(8) (Xa g) = —V2eple, — Eageklek — 5726161619 _ % S 0

Pour les surfaces f, les contraintes d’interface s’écrivent de la fagon suivante :

L h Lok — Le

O (x,8) = vapap, — 202+ 512 ek - % ="
L h Lok = le

CM (x,8) = vapas + Fo2nh + 5720kl - % =0

(E.12)

L h Lok — le

C' (x,8) = vapap + 5 02f1f — 5 V2 kL — % =0
L h Lk — le

Ci(”) (x,8) = vag1p, — 5 Q2fi1fi 572f’f1f’“ - % =0

La liaison 2¢/1c n’entraine pas I'écriture de contraintes d’interface car la liaison est
supposée parfaite sans jeux.

Formulation du probléme d’assemblage. L’étude de ce mécanisme concerne uni-
quement la vérification de ’assemblage des deux piéces du mécanisme. Le probléme d’op-
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timisation s’écrit comme suit :

®) (x) = min O
Ry (%) = min - Ci(x.g)
(E.13)

sous C (x,8) =0 Vk={1,...,72}
W (x,g) <0 VI={1,...,4x Ng+40}

ou Ny est le nombre de linéarisations des contraintes d’interface quadratiques.

E.2 Valeurs des paramétres

Les valeurs des dimensions nominales et de la tolérance t sont données dans le tableau

E.1.
ll l2 l3 l4 l5 l6 l? l8 l9 llO lll
135 533 -5 17.99 -14.75 17.99 -12.25 3.25 3.58 -13.67 -2.03
l12 l13 l14 l15 l16 l17 l18 l19 l20 l21 l22
-14.68 -2.82 3.01 485 -17.91 -1828 -16.67 -18.64 6.78 -30.65 7.28

log L h Lo lea Leos  lea—s
-29.46 3 2.02 3.235 2505 1.635 1.285

Tableau E.1 — Valeurs des dimensions nominales du connecteur Radiall.

Les variables aléatoires suivent une loi normale X ~ AN (ux,ox). Les valeurs des

parameétres sont données dans le tableau E.2.

Ux, OXy  O0Xpp OXey MHX, O0X,

IU/dint adint IU/dea:t O-dea:t
0.025 0.03 0.01 0 0.001

2.01 0.005 2.175 0.005 0O

Tableau E.2 — Valeurs des variables aléatoires de la fiche électrique.

Dans le tableau E.2, d.,; désigne les diamétres des trous de goupilles, d;,; désigne les
diameétres des goupilles, X1, Xy et X3 désignent les écarts géométriques de translation

et X, désigne les écarts géométriques de rotation :

dea:t = {d2a7 d2b}

dint = {dlaa dlb}
Xn = {Uml, V1a1, U1b1, U1b1}
X = {U2a2, V242, U202 V2025 Viey1s V2ey,25 V1fil, U2fk2}
Xz = {wld, w202}

X, = {alah51a1,Oélbh511)1,041c1>51c17041@k1,71ek1,a1fk1,71fk1
242, 3242, Q2v2, Bav2, ac2, Bacas (2e.25 V2e,25 C2f.2, ngk2}



Annexe F

Pompe a débit variable Pierburg

F.1 Modélisation géométrique

Définition des repéres. Des repéres locaux sont définisau niveau des surfaces e3 et
ed, ils sont représentés dans la figure 4.8, p. 112. Les repéres R3 et R, ont respectivement
leurs axes z3 et 7 tangent aux trous oblongs avec pour origine, un point de l'axe de
I'ergot des ailettes.

Points et coordonnées. Les coordonnées des points sont définis dans le repére global
R ={0,%,y,Z} ou les repéres locaux Rz et Ry. Ils sont paramétrées par des variables [;,
i={1,...,19}.

— bl bWl b
ABy= | 1, | AC, = | Is | ADs = | Ig
l3 le lo
— llO N l13 - llG
ABy= | ;3 | ACy = | lyu | ADy = | ly7
l12 l15 l18
0 0 0
AL =| 0 |Ad =] 0 |BB.=| 0 |BB.=| 0
l9 l1 l34 lsa
—— 0 — 0 — 0
CCl=| 0 |CiCi=| 0 | DsBy= | hsa | DiBs= | hu
ls. Ly 0 ], 0],

Définition des écarts géométriques. Les surfaces de substitution du mécanisme
sont :

o surfaces planes : la, 2a, 2h, 3hs, 4hy, 2e3, 2e4.
o surfaces cylindriques : 1b, 2b, 1d3, 3ds, 1dy, 4dy, 3e3, 4ey.
o surfaces quelconques : 3i, 44.

Les surface cylindriques b, ds et d4 nécessitent la définition d’écarts intrinséques :



158 Chapitre F. Pompe a débit variable Pierburg
o dyp : écart du diamétre du cylindre de la surface b.
o dyp : écart du diamétre de 'alésage de la surface b.
o dsg, @ écart du diameétre de la surface ds.
o dyg, @ écart du diameétre de l'alésage de la surface ds.
o dyq, : écart du diametre de la surface dy.
o dyg, : écart du diametre de ’alésage de la surface d,.

Un torseur écart pour chaque surface de substitution et pour chaque piéce est défini.
Les torseurs sont exprimés soit la base du repére global soit dans les bases des repéres

locaux.
q1a1 0 942 0
{Tla/l} = Bia1 0 {T2a/2} = Baa2 0
0 W1ial AR 0 W242 AR
Qi1p1 Uil Qop2  U2p2
{T1b/1} = Bisr  Vin {T2b/2} = Bz Vap2
0 0 AR 0 0 AR
d1ds1  Uldsl Q1d,1 Uldyl
{T1d3/1} = Braz1 Vids1 {T1d4/1} Bra1 Vida
0 0 Ba.R 0 0 BR
3d33  U3ds3 Qgdya Uddya
{T3d3 /3} = B3ds3  V3ds3 {T4d4 /4} Bidsa  Vidsa
0 0 Ba.R 0 0 Bu.R
(3e33  U3ez3 Qgegq Ugeya
{T3e3/3} = B3es3 U3e33 {T4e4/4} Biess  Vieys
0 C3,R3 0 0 Ca,Ry
Q2¢42 Q2¢,2 0
{T263/2} = 0 712@32 {T2e4/2} 0 V2e,42
V2es2 Cs.Rs V2e42 Cu.Ra
Qop2
{Tonj2} = Bone 0
0 wone ) . p
asps 0 ogpa 0
{Tanyys} = Bings 0 {Tunyya} =9 Binga 0
0 wangz ) g 0 Wania )y g
Q3i3 U343 Qg4 Ug4a
{T3i/3} = Bsiz  Usis {T4i/4} = Buaia  Vaia
V3i3  W3i3 Hs.Rs Vaia W44 HyRa
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Définition des jeux.

Il y a au total huit liaisons dans le mécanisme & considérer :

0 Uie2q Qip2p Ub2b
{Giaj2a} = 0 V142 {Gun} =3 Buas vie
Yiaza 0 ) 5 Yz Wiz ) 4 p
Q1dz3ds  Ulds3ds Q1duad,  UWldyady
{Gldg /3ds } = Prds3ds  Vids3ds {G1d4 /Ady } = Prdiads  Vididds
’71d33d3 w1d33d3 Bs,R ’71d44d4 w1d44d4 Bu,R
a263363 u263363 a2e44e4 u2e44e4
{G263/363 } = ﬁ263363 V2es3es {G2e4 /4es } = ﬁ264464 V2eq4ey
'7263363 w2€3363 Os,Rs '7264464 w2644e4 C4,Rs
0 Uonsng 0 Uonan,
{Gonssng } = 0 vonsng {Gonjan,} = 0 vVonan,
Yehshs 0 FR Yohahy 0 FR
(F.1)

Définition du torseur jeu fonctionnel. Le torseur fonctionnel contient la compo-

sante de rotation autour de l'axe 7.

{GBi/4i} = - -

Y3idi

(F.2)

Hs,R

Définition des équations de compatibilité. Il y a au total huit liaisons (sans celle
de la condition fonctionnelle), pour quatre piéces. Le nombre cyclomatique donnant le
nombre de boucles topologiques a écrire est égal & Nyppyees = 8 — 4+ 1 = 5. Cela permet

d’écrire 30 équations de compatibilité. Voici les boucles utilisées :
o Boucles 1a/2a/2b/1b

{Tl/l}A,R {0}

= {Tl/la} + {Gla/Qa} + {T2a/2} + {TQ/Qb} + {GQb/lb} + {le/l}

(F.3)
Cette boucle permet ’écriture les équations de compatibilité suivante :

o (x,8) —Q1q1 + Q22 — Qapz — Qupop + 11 =0

c? (x,8) = —Brar + Boaz — Bavz — Buvzs + Bin =0

o (x,8) = V1a2a — V1b2b =0 P4

oY (x,8) = Ula2q — U2p2 — Utb2p T U1kl =0 (F-4)

c (x,8) = V1a2a — V2b2 — V1b2b + V1p1 =0

c (x,8) = —W1q1 + Waa2 — Win2p =0
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o Boucles 1a/2a/2e;3/3e3/3ds/1d;

{Tl/l}A,R = {0}
= {Tl/la} + {Gla/Qa} =+ {TQa/2} + {T2/2€3} + {G2e3/3e3} + {T3e3/3}
+{ T334, } + {Gasj1d5 } + {Tras/1}
(F.5)

Cette boucle permet ’écriture les équations de compatibilité suivante :

ch (X,8) =  —a1 + Qg2 + Qey2 COS O3 + aey3e, COS O3 — [ocy3e, Sin O3
+Q3e,3 COS 03 — [3¢,3 80 03 — Q34,3 — Q143345 + Q1dz1
00(8) (x,8) = —[ia1 + Boaz + Qaey2 80 O3 + aeyze, SN O3 — Pocy3e, COS O3
+Q3e;3 80 03 — B3,3 0803 — B34;3 — B1ds3d; + Prdst =0
c (x,8) = V1a2a — V2e32 T V2e33es — V3d3lds =0
i (X,8) = Uig2a + V2e52 510 03 — 579652 + l6Qt2e,2 SIN O3 + Use,3e, COS O3
—V2ey3e5 SIN O3 + I572¢53¢5 — l6(Q2ey3¢ SIN O3 4 Bocy3e, COS O3)
FU3eq3 COS O3 — V30,3 81N 03 — l( 3043 SN O3 + Baeq3 cOS 03)

Il
o

—U3dy3 + 1303453 — Udy3ds — l271d33d5
38143345 + Urdz1 — [351d51 =0
ot (X,8) =  Vig2a — V2ey2 COS 03 + l4Y2e,2 — lgQtaey2 COS O3 + Usey e, SiN O3
+/0263363 COS 93 - l472€33€3 + ZG(a2€33€3 COS 93 - ﬁ263363 Sil’l 93)
FU3e,3 SIN O3 + V3ey3 €OS O3 + Lg(U3eq3 COS O3 — Paeq3 sin O3)
—U34d33 — (3003453 — V1ds3ds — 130143345
H1V1ds3ds + Vidg1 + [3001451 =0
ct? (x,8) = Wig2a + Waa2 + [5000¢52 COS 03 — 1409652 SIN O3 + Wocey3e,
+14(02e43e4 510 O3 + Bacyze, €08 03) — I5(Qtaey30, COS b3
—Bes3es SiN O3) + 14(t3e,3 810 O3 + B3,3 cos Os)
—ls(a3e33 08 03 — [3¢,3 Sin 93) — 1183453 + 2003443

—Widy3ds — U1 B1ds3d5 + lo1dy3ds + 1181451 — (201441 =0
(F.6)

o Boucles 1a/2a/2e4/4e4/4ds/1d; Les équations de compatibilité, Y j = {13,...,18},
obtenues sont identiques a celles écrites avec la boucle précédente a la différence
qu’il s’agit de l'ailette indicée 4 avec ’angle 6,. De plus, les longueurs /;, i = 1,...,6
sont changées respectivement par [;, ¢ = 10,..., 15.

o Boucles 1a/2a/2h/3hs3/3d3/1d;

{Tl/l}A,R = {0}
= {Tl/la} + {Gla/2a} + {TQa/2} + {T2/2h} + {GQh/iShg} + {T3h3/3}
+ {T3/3d3} + {G3d3/1d3} + {T1d3/1}
(F.7)
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Cette boucle permet ’écriture des équations de compatibilité suivante :

C (%,8) = —0a1 + Qa2 — Qonz + Qshys — Asdys — Miaysay + C1ggr =0
) (x,8) = —B1a1 + Boa2 — Banz + B3ns3 — B3d33 — Brdssds + Prdst =0
o (x,8) = Va2a t V2h3hs — V3ds1ds =0
o (x,8) Uta2a + l1952n2 + Uonzns — 1983k33 — U3ds3

353453 — Utdz3ds — l2V1ds3d5 + [301d53d5 + Uras1 — 1351451 = 0
e (x,g) = Via2a — l1902n2 + Vanzng + 11903053 — U343

—13003453 — V1dy3ds — 13Q1ds3d5 + (171d33d5 T Vids1 + (301451 = 0
o (X,8) = Wia2q + W2a2 — Wanz + W3ny3 — 11 P43 + L2353 — Wrdy3ds

—l1 Brds3ds + l201dg3ds + 11 B1ds1 — l2Q1ds1 =

o Boucles la/2a/2h/4hy/4dy/1dy Les équations de compatibilité, oY Jj=1{25,...,30},
obtenues sont identiques & celles écrites avec la boucle précédente a la différence
qu’il s’agit de lailette indicée 4 avec ’angle 6,. De plus, les longueurs /;,i =1,...,6
sont changées respectivement par [;, « = 10, ..., 15.

Définition des contraintes d’interface. Le mécanisme posséde plusieurs types de
liaisons :

o Les liaisons 1b/2b, 1d/3d3 et 1d/4d, sont des liaisons pivot glissant, ce qui implique
I’écriture de contraintes d’interface quadratiques. La procédure de linéarisation est
appliquée sur ces contraintes. Les contraintes d’interface s’écrivent de la facon sui-

vante :
! do, — dip \?
Cz'( ) (x,8) = Ushop + Vihap — (72 <0
@) B 2 2 doy, — diy\?
C7(x,8) = (wip2p + LinBvan)” + (Viv2s — Lip0ianas)” — — <0
dag — dag. \ >
3 34 — d3q
Cz‘( ) (x,8) = u%diidg + U%diidg - (72 3) <0
oW _ 9 2 dsg — dsg, \”
2 (%,8) = (wasds + lsaBrasas)” + (Vidsds — l3aQ1d3ds)” — — <0
dag — dag, \ 2
5 4d — dag
Cz'( ) (x,8) = u%d4d4 + U%d4d4 - (72 4) <0
6) B 2 2 dyg — dag, \*
C7 (x,8) = (wiaady + laaPrasas)” + (V1dad, — laaraaa,)” — — <0
(F.9)

o Les liaisons 2e3/3e3 et 2e4/4e4 sont des liaisons équivalentes a deux liaisons linéaires
annulaires. Il faut donc écrire deux fois deux contraintes d’interface par liaison. Les
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contraintes d’interface s’écrivent de la fagon suivante :

" (x,g) = Vaeses — @ <0
CZ'(S) (X,8) = V2e3e; — l3eQ2e3e5 — @ <0
¥ (x,8) = ~Useses — @ <0
Ci(lo) (X,8) = —V2eses + [3e02¢3e5 — @ <0
(F.10)
Cz'(n) (x,8) = V2edey — @ <0
Ci(lz) (X,8) = Vsetey — lacQoete, — @ <0
" (x,g) = ~Uetes — @ <0
Ci(14) (X,8) = —V2edey + laeQoese, — @ <0

Définition de la condition fonctionnelle. La boucle 2h/3h3/3i/4i/4hy/2h est choi-
sie pour écrire une équation de compatibilité prenant en compte a la caractéristique
fonctionnelle vs3;4; :

{Tl/l}E = {0}
= {G2h/3h3} =+ {T3h3/3} + {T3/3i} + {GBi/4i} =+ {T4i/4} + {T4/4h4} + {G4h4/2h}
(F.11)

L’équation de compatibilité obtenue est la suivante :
CPY (x,8) =Yonshs — V3i3 + Vaidi + Vaia — Vohah, =0 (F.12)

La caractéristique ~s;4; doit rester dans un intervalle pour garantir la fonctionnalité
du mécanisme :

V3idi S [_rseuil; rseuil] (F13)

Il y a deux conditions fonctionnelles & définir :

) (X g) = Tseuil — V3idi = 0

Iy, - (F.14)
X

C
sz) (X,8) = —Tseuit + Y3045 > 0
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Formulation du probléme d’assemblage. Deux problémes d’optimisation sont défi-
nis, un associé a chaque condition fonctionnelle. Ils sont tous les deux soumis aux mémes
contraintes. Ils sont définis de la fagon suivante :

k .
R (x) = min Cf(x.g)

sous CF (x,8) =0 Vk={1,...,31} (F.15)
cV(x,g) <0 VI={1,...,6x Ny+8}

ou N, est le nombre de linéarisations des contraintes d’interface quadratiques.

F.2 Valeurs des parameétres

Les valeurs des dimensions nominales et de la tolérance ¢ sont données dans le tableau
F.1.

ll l2 l3 l4 l5 l6 l? l8 l9 llO lll
56.38 -2.46 -13.35 55.79 32.03 0.15 54.29 31.97 2.65 44.77 34.54

l12 l13 l14 l15 l16 ll? l18 l19 llb l3d l4d
-13.35 2214 604 0.5 21.03 59.39 265 265 25 16 16

l36 l4e hBe h4e Tseuil
2.5 2.5 3 3 0.1

Tableau F.1 — Valeurs des dimensions nominales de la pompe.

Les variables aléatoires suivent une loi normale X ~ N (ux,ox). Les valeurs des
parameétres sont données dans le tableau F.2.

Hdy, Ody, Hdsy, Ody, Hds, Odsq Hdy g, Odyg,
112.7 0.0008 112.9 0.0013 5.976 0.00066 6.01 0.0016

Hdyq Odyy Hdyq, Odyg, Hds. Odse Hds. Odye
5.976 0.00066 6.01 0.0016 2.9 0.0005 2.9 0.0005

Hx, 00Xy 00Xy OX,3 OXy4 Hx, 0Xx,
0 0.009 0.018 0.036 0.0045 0 0.00018

Tableau F.2 — Valeurs des variables aléatoires de la fiche électrique.

Dans le tableau F.2, X;1, X9, X3 et Xy désignent les écarts géométriques de trans-
lation et X, désigne les écarts géométriques de rotation :

Xn = {w1a17 W2a2, W2h2, U2b2, V2b2, U3d3, U3d3, U4dd, Vidd, U3e3, U3e3, Uded; Uded, V2e52, 02642}

X = {U1b17 U1b1, U1d3, V1d3, U1d4, ’U1d4}
Xz = {U3i3> U3i3, W343, Ui, V4id, w4i4}

Xy = {w3h37 ’w4h4}
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X, = {alala Bia1s b1, Biv1, @242, B2a2, C2b2, Bovz, Q2n2, Bong, Asns, B3ns, Cana, Bana
143, B1ds, Craa, Braa, 03as, B3ds, Cada, Bada, O3e3, B3e3, Qaed, Paca
Q2e32, V2e32y (2e425 V2e425 (4343, Bsis, Y3i3, (444, 54i4, ’741'4}
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DEVELOPPEMENT DE METHODES PROBABILISTES POUR L'ANALYSE DES
TOLERANCES DES SYSTEMES MECANIQUES SUR-CONTRAINTS

RESUME : L'analyse des tolérances des mécanismes a pour but d'évaluer la qualité du produit
lors de sa phase de conception. La technique consiste a déterminer si, dans une production de
grandes séries, le taux de rebuts des mécanismes défaillants est acceptable. Deux conditions
doivent étre vérifiées: une condition d'assemblage et une condition fonctionnelle. La méthode
existante se base sur le couplage de la simulation de Monte Carlo avec un algorithme
d'optimisation qui est trés couteuse en temps de calcul. L'objectif des travaux de thése est de
développer des méthodes plus efficaces basées sur des approches probabilistes. Dans un
premier temps, il est proposé une linéarisation des équations non linéaires du modéle de
comportement afin de simplifier I'étape faisant appel a I'algorithme d'optimisation. Une étude de
I'impact de cette opération sur la qualité de la probabilité est menée. Afin de minimiser I'erreur
d'approximation, deux procédures itératives pour traiter le probléme d'assemblage sont
proposées. lls permettent de calculer la probabilité de défaillance d'assemblage de fagon
précise en un temps de calcul réduit. En outre, les travaux de thése ont permis le
développement d'une nouvelle méthode de résolution basée sur la méthode de fiabilité systeme
FORM (First Order Reliability Method) systéme. Cette méthode permet de traiter uniquement le
probléme fonctionnel. Elle a nécessité la mise au point d'une nouvelle formulation du probléme
d'analyse des tolérances sous forme systeme. La formulation décompose le mécanisme
hyperstatique en plusieurs configurations isostatiques, le but étant de considérer les
configurations dominantes menant a une situation de défaillance. La méthode proposée permet
un gain de temps considérable en permettant d'obtenir un résultat en quelques minutes, y
compris pour atteindre des faibles probabilités.

Mots clés : analyse des tolérances, fiabilité systéme, mécanisme hyperstatique, simulation de
Monte Carlo, FORM, optimisation, linéarisation.

DEVELOPMENT OF PROBABILISTIC METHODS FOR THE TOLERANCE
ANALYSIS OF OVERCONSTRAINED MECHANISMS

ABSTRACT : Tolerance analysis of mechanism aims at evaluating product quality during its
design stage. Technique consists in computing a defect probability of mechanisms in large
series production. An assembly condition and a functional condition are checked. Current
method mixes a Monte Carlo simulation and an optimization algorithm which is too much time
consuming. The objective of this thesis is to develop new efficient method based on probabilistic
approach to deal with the tolerance analysis of overconstrained mechanism. First, a
linearization procedure is proposed to simplify the optimization algorithm step. The impact of
such a procedure on the probability accuracy is studied. To overcome this issue, iterative
procedures are proposed to deal with the assembly problem. They enable to compute accurate
defect probabilities in a reduced computing time. Besides, a new resolution method based on
the system reliability method FORM (First Order Reliability Method) for systems was developed
for the functional problem. In order to apply this method, a new system formulation of the
tolerance analysis problem is elaborated. Formulation splits up the overconstrained mechanism
into several isoconstrained configurations. The goal is to consider only the main configurations
which lead to a failure situation. The proposed method greatly reduces the computing time
allowing getting result within minutes. Low probabilities can also be reached and the order of
magnitude does not influence the computing time.

Keywords : tolerance analysis, system reliability, overconstrained mechanism, Monte Carlo
simulation, FORM, optimization, linearization.
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