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Résumé

Ce travail tente de développer des outils numériques e�caces pour une approche plus
rationnelle et moins empirique du dimensionnement à la ruine des ouvrages de génie civil.
Contrairement aux approches traditionnelles reposant sur une combinaison de calculs élas-
tiques, l'adoption de coe�cients de sécurité et une véri�cation locale des sections critiques, la
théorie du calcul à la rupture nous semble être un outil prometteur pour une évaluation plus
rigoureuse de la sécurité des ouvrages.

Dans cette thèse, nous proposons de mettre en ÷uvre numériquement les approches
statique par l'intérieur et cinématique par l'extérieur du calcul à la rupture à l'aide d'élé-
ments �nis dédiés pour des structures de plaque en �exion et de coque en interaction
membrane-�exion. Le problème d'optimisation correspondant est ensuite résolu à l'aide du
développement, relativement récent, de solveurs de programmation conique particulièrement
e�caces.
Les outils développés sont également étendus au contexte de l'homogénéisation périodique
en calcul à la rupture, qui constitue un moyen performant de traiter le cas des structures
présentant une forte hétérogénéité de matériaux. Des procédures numériques sont spéci�que-
ment développées a�n de déterminer puis d'utiliser dans un calcul de structure des critères de
résistance homogènes équivalents.

En�n, les potentialités de l'approche par le calcul à la rupture sont illustrées sur deux
exemples complexes d'ingénierie : l'étude de la stabilité au feu de panneaux en béton armé de
grande hauteur ainsi que le calcul de la marquise de la gare d'Austerlitz.

Mots-clés : Calcul à la rupture ; Analyse Limite ; Éléments �nis ; Programmation conique ;
Plaques en �exion ; Coques ; Homogénéisation périodique

Abstract

This work aims at developping e�cient numerical tools for a more rational and less
empirical assessment of civil engineering structures yield design. As opposed to traditionnal
methodologies relying on combinations of elastic computations, safety coe�cients and local
checking of critical members, the yield design theory seems to be a very promising tool for a
more rigourous evaluation of structural safety.

Lower bound static and upper bound kinematic approaches of the yield design theory
are performed numerically using dedicated �nite elements for plates in bending and shells in
membrane-bending interaction. Corresponding optimization problems are then solved using
very e�cient conic programming solvers.
The proposed tools are also extended to the framework of periodic homogenization in
yield design, which enables to tackle the case of strong material heterogeneities. Numerical
procedures are speci�cally tailored to compute equivalent homogeneous strength criteria and
to use them, in a second step, in a computation at the structural level.

Finally, the potentialities of the yield design approach are illustrated on two complex
engineering problems : the stability assessment of high-rise reinforced concrete panels in �re
conditions and the computation of the Paris-Austerlitz railway station canopy.

Keywords : Yield design ; Limit Analysis ; Finite elements ; Conic programming ; Plates in
bending ; Shells ; Periodic homogenization
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Organisation du manuscrit

Les structures de génie civil deviennent de plus en plus complexes tant dans
l'utilisation de matériaux fortement hétérogènes (béton armé, béton �bré, planchers
mixtes acier/béton...) qu'à travers l'adoption de géométries courbes dans l'espace.
L'outil numérique devient alors un élément indispensable à l'étude de la sécurité à la
ruine de telles structures. Néanmoins, une approche rationnelle du dimensionnement
des ouvrages à la rupture fait encore défaut à l'heure actuelle, la majorité des règles
de dimensionnement reposant sur une combinaison de calculs élastiques, l'adoption de
coe�cients de sécurité et une véri�cation locale des sections critiques. Ce travail se
propose de développer des outils numériques e�caces permettant d'estimer la charge de
ruine des structures du génie civil en se fondant sur des bases théoriques (mécaniques
et mathématiques) rigoureuses, à travers l'utilisation de la théorie du calcul à la rupture.

La Partie I est consacrée à l'introduction des enjeux de cette thèse tout en
présentant les principes de la théorie du calcul à la rupture. Après une présentation
générale de ses aspects théoriques, le chapitre 1 situe, plus en détails, les exemples
d'application actuels du calcul à la rupture dans le domaine du génie civil.
Les progrès encore timides de la di�usion du calcul à la rupture auprès des profes-
sionnels du génie civil peuvent, en partie, s'expliquer par l'existence de di�cultés du
point de vue de sa mise en ÷uvre pratique et, notamment, numérique. Le chapitre 2
est consacré à la présentation des spéci�cités de la mise en ÷uvre numérique du calcul
à la rupture et propose d'identi�er les verrous scienti�ques à l'origine de ces di�cultés,
mais également les outils actuellement disponibles permettant de lever ces verrous.

Jusqu'à présent, les développements numériques du calcul à la rupture ont été
réalisés essentiellement dans le cadre de la mécanique des milieux continus bidimen-
sionnels ou tridimensionnels. Bien que la démarche du calcul à la rupture s'étende
naturellement à des modélisations de type milieux continus généralisés (poutres, arcs,
plaques, coques, etc.), les développements numériques tirant entièrement parti des
possibilités o�ertes par le calcul à la rupture dans ce contexte sont relativement rares.
La Partie II propose ainsi une contribution dans ce sens, à travers le développement
d'éléments �nis dédiés à la mise en ÷uvre numérique du calcul à la rupture pour
di�érents modèles mécaniques.
Plus particulièrement, le chapitre 3 traite du cas des plaques minces en �exion, se
concentrant uniquement sur la mise en ÷uvre de l'approche cinématique par l'extérieur.
Contrairement à de nombreux travaux de la littérature, nous proposons d'utiliser des
éléments �nis combinant à la fois taux de courbure virtuelle et discontinuité de vitesse
virtuelle de rotation dans le calcul de la puissance résistante maximale.
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Le chapitre 4 s'intéresse au cas des plaques épaisses pour lesquelles la résistance à
l'e�ort tranchant n'est plus supposée être in�nie. À notre connaissance, nous proposons
pour la première fois, une mise en ÷uvre par éléments �nis de l'approche statique
par l'intérieur pour ce type de structure. Pour l'approche cinématique par l'extérieur,
nous proposons également des éléments �nis présentant, a priori, des discontinuités du
champ de vitesse et du champ de rotation. Le phénomène de verrouillage en cisaillement
dans le contexte du calcul à la rupture est examiné en comparant le cas des éléments
�nis continus et discontinus.
En�n, le chapitre 5 généralise le travail réalisé au chapitre précédent au cas des struc-
tures de coque. Plus précisément, la géométrie est discrétisée en facettes triangulaires
planes et nous superposons un élément �ni de membrane à un élément �ni de plaque
en �exion pour l'approche statique comme pour l'approche cinématique. Nous nous
concentrons également sur la formulation de critères de résistance en interaction e�ort
membranaire-moment de �exion. La problématique du verrouillage en membrane pour
les coques très minces est également rapidement évoquée.

Le développement de nouvelles techniques de construction fait que de nombreux
ouvrages sont aujourd'hui constitués de matériaux hétérogènes ou composites :
construction mixte acier-béton, sols renforcés, polymères renforcés de �bres, etc. Dans
le cas particulier d'une variation spatiale périodique des hétérogénéités matérielles au
sein d'une structure, la théorie de l'homogénéisation périodique constitue un moyen
performant de simpli�er les calculs en introduisant le concept de structure homogène
équivalente. Largement développée dans le cadre d'un comportement élastique, la
théorie de l'homogénéisation s'étend également au contexte du calcul à la rupture. La
Partie III s'intéresse donc à la mise en ÷uvre numérique de l'homogénéisation en
calcul à la rupture, dans une démarche allant du matériau à l'ouvrage. Cette partie
s'inscrit dans le prolongement d'un travail e�ectué sur le calcul à la rupture des
structures de poutres composites [Bleyer et de Buhan, 2013d].
Le chapitre 6 est dédié à la détermination numérique de critères de résistance homo-
gènes équivalents, première étape de la démarche d'homogénéisation. La formulation
du problème auxiliaire de calcul à la rupture conduisant à la dé�nition du critère de
résistance macroscopique est illustrée dans le contexte des plaques minces hétérogènes.
La mise en ÷uvre numérique par éléments �nis du calcul à la rupture des plaques
minces en �exion est alors étendue à la résolution du problème auxiliaire.
A�n de pouvoir utiliser les critères de résistance déterminés numériquement dans
un calcul à l'échelle de la structure homogénéisée, il est nécessaire de pouvoir en
donner une expression analytique permettant de formuler le problème d'optimisation
correspondant. Le chapitre 7 propose ainsi un algorithme réalisant une approximation
du critère de résistance par une union convexe d'ellipsoïdes.
Le chapitre 8 aborde la problématique du calcul à l'échelle de la structure homogénéisée
à l'aide de critères de résistance approchés. Nous verrons, en particulier, que l'approxi-
mation par union convexe d'ellipsoïdes est tout à fait adaptée à une formulation du
problème d'optimisation comme un problème de programmation conique. Quelques
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exemples numériques serviront à illustrer le principe général ainsi que le degré de
précision de la démarche combinant homogénéisation et approximation.

En�n, la Partie IV illustre les potentialités de l'approche du calcul à la rupture
ainsi que l'e�cacité des outils numériques développés au cours de la thèse sur deux
exemples complexes d'ingénierie.
Le premier exemple, étudié au chapitre 9, traite de la stabilité au feu de panneaux en
béton armé de grande hauteur. La stabilité de ce type de structure est pilotée, d'une
part par une déformation d'origine thermique conduisant à une con�guration géomé-
trique courbe, d'autre part par la dégradation des capacités de résistance des matériaux
due à la présence d'un gradient thermique dans l'épaisseur du panneau. Les éléments
�nis de coque développés au cours de la thèse servent alors à évaluer la stabilité de ces
panneaux à partir de la connaissance de leur con�guration géométrique déformée.
Dans le chapitre 10, nous proposons une véri�cation, par le calcul à la rupture, d'un
ouvrage réel : la marquise de la gare d'Austerlitz. Cette coque courbe en béton armé,
perforée par un réseau périodique de pavés de verre, est relativement complexe à étudier
du fait de la forte hétérogénéité introduite par les pavés de verre. Une démarche d'ho-
mogénéisation périodique est alors proposée a�n d'évaluer la sécurité de la structure
vis-à-vis de la ruine pour di�érents types de chargement, typiques de ceux utilisés pour
le dimensionnement de la structure aux États Limites Ultimes.

∗ ∗
∗
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Chapitre 1

La théorie du calcul à la rupture et ses
domaines d'application

Résumé : L'objet de ce chapitre est de présenter, de façon générale, la théorie du
calcul à la rupture. Les potentialités de cette approche sont évoquées dans la contexte de
l'ingénierie du génie civil à travers quelques exemples d'application pour le dimension-
nement des ouvrages.
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1.1 Les limites des approches traditionnelles du di-
mensionnement à la ruine des ouvrages

1.1.1 Une forte évolution des outils et moyens de calcul, peu
suivie par la pratique de l'ingénieur

Les méthodes de dimensionnement des ouvrages de génie civil ont subi, au cours
de ces dernières années, une évolution remarquable du fait du développement des
capacités de calcul numérique. Les logiciels de calcul de structures, fondés sur des
modèles de barres ou de poutres en �exion, se sont progressivement enrichis de
nouvelles fonctionnalités telles que les analyses dynamiques sous séisme, les calculs
d'instabilité géométrique, etc. Le développement de logiciels par éléments �nis de coque
ou volumiques permet à présent de traiter des structures de géométrie beaucoup plus
complexe, faisant de moins en moins appel au sens mécanique de l'ingénieur.

Il est frappant de constater que la pratique du dimensionnement des ouvrages par
l'ingénieur fait appel, en très grande majorité, uniquement à des calculs en régime
élastique. Si les limites de ce type de calcul pour décrire le comportement d'un ouvrage
aux États Limites Ultimes (ELU) sont évidentes, force est de constater que les analyses
incluant des non-linéarités matérielles (comportement élastoplastique, endommageable,
etc.) restent encore hors de portée à l'heure actuelle pour des structures complexes. En
e�et, ces modèles peuvent être relativement lourds à mettre en ÷uvre numériquement
et la ruine de la structure est, en général, détectée à travers la non-convergence de
l'algorithme de résolution.
D'autre part, les normes réglementaires de dimensionnement des ouvrages nécessitent
d'étudier un grand nombre de combinaisons de cas de charge di�érentes, nécessitant
alors autant de calculs non-linéaires.

La prise en compte de la résistance des matériaux dans le dimensionnement des ou-
vrages se fait alors par l'intermédiaire d'une procédure a posteriori consistant à véri�er
la résistance locale d'une section sous l'action d'un chargement macroscopique déter-
miné par un calcul élastique global à l'échelle de la structure. Cette démarche, fortement
ancrée dans la pratique de l'ingénieur, peut poser de sérieux problèmes dans certains
cas : dimensionnement excessif des aciers de renfort empêchant une bonne mise en ÷uvre
du béton sur le chantier, incapacité à identi�er les zones critiques de la structure, etc.
S'il est globalement admis que ce type d'approche est largement sécuritaire en général,
il est impossible d'évaluer rationnellement la marge de sécurité dont dispose l'ingénieur
qui dimensionne la structure. Dans le contexte environnemental actuel, il pourrait alors
être intéressant de disposer de cette information a�n de concevoir des structures plus lé-
gères, moins consommatrices en matériaux de construction et dont la sécurité est mieux
maîtrisée.
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1.1.2 Le calcul à la rupture comme outil pour l'ingénieur

Le développement de méthodes numériques, plus simples d'utilisation que des
calculs élastoplastiques et qui permettent une analyse rationnelle de la ruine des
structures, est donc un enjeu majeur pour le dimensionnement aux ELU. L'ambition
de cette thèse est de développer de telles méthodes fondées sur la théorie du calcul à la
rupture dont l'objet consiste à déterminer la charge de ruine d'une structure à partir
de l'analyse des conditions assurant la compatibilité entre l'équilibre de la structure et
la véri�cation locale d'un critère de résistance en tout point de la structure. En parti-
culier, il s'agit d'une méthode directe qui s'a�ranchit d'un calcul pas-à-pas le long d'un
trajet de chargement jusqu'à la ruine, évitant ainsi les di�cultés liées à ce type de calcul.

Le caractère rigoureux des fondements théoriques du calcul à la rupture ainsi que
la simplicité de la mise en ÷uvre de ses deux approches (statique par l'intérieur et
cinématique par l'extérieur) permettent, non seulement d'obtenir un encadrement de
la charge ultime par une borne inférieure et supérieure, mais fournissent également des
informations précieuses pour l'ingénieur sur le comportement à la ruine de la structure :
zones les plus fortement sollicitées, représentation du mécanisme de ruine, etc.

1.2 Principe général de l'approche par le calcul à la
rupture

Nous rappelons dans cette section le principe général du raisonnement fondé sur le
calcul à la rupture : voir entre autres [Salençon, 1983, de Buhan, 2007, Salençon, 2013].
Puisque la suite de ce travail se concentre essentiellement sur des modèles de milieux
continus généralisés (plaques, coques,...), nous adopterons la notation symbolique Σ
pour désigner l'ensemble des e�orts intérieurs d'un modèle mécanique quelconque. Σ
peut donc désigner un tenseur des contraintes de Cauchy σ pour une modélisation
de type milieu continu 3D, un moment de �exion M pour des structures de poutres
planes en �exion simple, un tenseur des e�orts membranaires N ainsi qu'un tenseur des
moments de �exion M pour une coque...

1.2.1 Données d'un problème de calcul à la rupture

Il convient, en premier lieu, de dé�nir la géométrie du système mécanique occupant
un domaine Ω de bord ∂Ω. Une des hypothèses d'utilisation du calcul à la rupture
est celle des petites perturbations, signi�ant que les changements de géométrie sont
négligés, Ω désignant aussi bien la con�guration géométrique initiale qu'actuelle du
système étudié.

Nous supposons que le système est soumis à un mode de chargement à n paramètres,
représenté par un vecteur Q = (Qi, i = 1, . . . , n). Ces données relatives au chargement
proviennent en général de forces volumiques (pesanteur par exemple) ou d'actions de
contact appliquées au bord de la structure.
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Figure 1.1 � Domaine de résistance convexe G dans l'espace des e�orts intérieurs
généralisés

Une donnée essentielle pour mettre en ÷uvre la démarche de calcul à la rupture est
relative au critère de résistance dé�ni en tout point x ∈ Ω. Ce critère de résistance est,
en général, décrit via le domaine de résistance G(x) dans l'espace des e�orts intérieurs
Σ (Figure 1.1). Ainsi, un état d'e�orts intérieurs Σ ∈ G sera dit admissible au sens du
critère de résistance, le cas où Σ /∈ G étant physiquement impossible.
Le domaine de résistance G(x) décrivant les capacités de résistance locales du matériau
constitutif possède généralement les deux propriétés suivantes :
• il contient l'origine i.e. le matériau résiste à l'état de sollicitation nul :

Σ = 0 ∈ G(x), ∀x ∈ Ω (1.1)

• c'est un ensemble convexe :

∀Σ1,Σ2 ∈ G(x)⇒ λΣ1 + (1− λ)Σ2 ∈ G(x), ∀λ ∈ [0; 1],∀x ∈ Ω (1.2)

1.2.2 Domaine des chargements potentiellement supportables

Le vocable � analyse limite 1 �, en général mieux connu que celui de � calcul à la
rupture 2 �, fait référence au même type de démarche, restreinte au cas particulier des
matériaux élastiques, parfaitement-plastiques obéissant au principe du travail plastique
maximal [Hill, 1950]. Dans ce cadre bien précis, l'analyse limite permet de déterminer,
de façon certaine, les chargements limites de la structure. Si de telles hypothèses sur
le comportement du matériau ne peuvent être retenues, le calcul à la rupture fournit
une réponse à la stabilité de la structure à travers la détermination du domaine K des
chargements potentiellement supportables. L'adverbe potentiellement fait ici référence

1. limit analysis en anglais
2. yield design en anglais
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au fait qu'il ne s'agit que d'une présomption de stabilité (hormis dans les conditions
particulières de l'analyse limite où il s'agit alors d'une certitude), s'appuyant uniquement
sur une condition nécessaire. En particulier, il n'est pas assuré que les chargements
extrêmes ainsi déterminés puissent être e�ectivement atteints le long d'un trajet de
chargement [de Buhan, 2007]. Il est en revanche certain que les chargements situés à
l'extérieur de K ne peuvent être supportés.

Ce domaine est dé�ni comme l'ensemble des chargements Q tel qu'il soit possible de
mettre en évidence un champ d'e�orts intérieurs Σ(x) statiquement admissible (S.A.)
avec Q et véri�ant, en tout point de Ω, le critère de résistance, soit :

Q ∈ K ⇐⇒

{
∃Σ(x) S.A. avec Q (condition d'équilibre)

Σ(x) ∈ G(x) ∀x ∈ Ω (condition de résistance)
(1.3)

où les conditions pour qu'un champ d'e�orts intérieurs Σ(x) soit statiquement
admissible regroupent les équations d'équilibre local (avec un chargement volumique
éventuellement), les équations de continuité des e�orts intérieurs ainsi que les conditions
aux limites en e�orts du problème.

La condition Q ∈ K représente donc une condition nécessaire de stabilité de la struc-
ture au sens du calcul à la rupture. Notons que, puisque Σ = 0 ∈ G,Q = 0 ∈ K. De plus,
puisque G est un domaine convexe et par linéarité des conditions dé�nissant l'équilibre,
K est également un ensemble convexe dans l'espace des paramètres de chargement.

1.2.3 Approche statique par l'intérieur de K
L'approche statique par l'intérieur du domaine des chargements potentiellement sup-

portables revient à mettre en ÷uvre, de façon directe, la dé�nition (1.3), c'est-à-dire à
exhiber, par tout moyen disponible, un champ d'e�orts intérieurs véri�ant les proprié-
tés requises. La valeur du chargement Q équilibrée par ce champ appartiendra alors
au domaine K. Construisant de cette façon plusieurs chargements potentiellement sup-
portables, l'enveloppe convexe, notée Kstat, de tous ces chargements sera alors incluse
dans K par convexité : Kstat ⊆ K, constituant ainsi une approche par l'intérieur du
domaine K (Figure 1.2). Le long d'un trajet de chargement donné (radial par exemple),
la valeur maximale obtenue par une telle approche représente une borne inférieure du
chargement extrême de la structure le long de ce trajet de chargement.

1.2.4 Approche cinématique par l'extérieur de K
L'approche cinématique par l'extérieur du domaine des chargements potentiellement

supportables consiste à identi�er des chargements n'appartenant pas au domaine K.

1.2.4.1 Principe des puissances virtuelles

Soit Û un champ de vitesse généralisée 3 virtuelle qui n'est astreint à aucune des
limites imposées aux mouvements réels (liaisons cinématiques par exemple). En par-

3. champ de vitesse pour le milieu continu 3D, vitesse de �èche pour les poutres en �exion, etc.
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Figure 1.2 � Approche statique par l'intérieur du domaine des chargement potentiel-
lement supportables

ticulier, ce champ peut présenter des discontinuités [[Û]] à la traversée de surfaces de
discontinuité notées Γ. En supposant que ce champ soit cinématiquement admissible
(C.A.) avec les conditions aux limites en vitesse sur le bord ∂Ω, on peut introduire
un vecteur des paramètres cinématiques généralisés q̂, associé par dualité au vecteur
des paramètres de chargement Q, de telle sorte que la puissance virtuelle des e�orts
extérieurs développée dans ce champ de vitesse s'écrit :

Pext(Û) = Q · q̂ (1.4)

Le principe des puissances virtuelles permet de reformuler, de manière complètement
équivalente, les équations d'équilibre de la structure sous forme dualisée en écrivant
l'égalité de la puissance virtuelle des e�orts extérieurs Pext(Û) et de la puissance virtuelle
de déformation Pd(Û), soit ici :

Σ S.A. avec Q ⇐⇒ ∀Û C.A. avec q̂, (1.5)

Q · q̂ = Pd(Û) =

∫
Ω

(
Σ ·D[Û]

)
dΩ +

∫
Γ

(
(Σ · n) · [[Û]]

)
dS

où D[Û] représente le taux de déformation virtuelle généralisée associé par dualité aux
e�orts intérieurs généralisés et Σ · n correspond au vecteur contrainte généralisé des
e�orts intérieurs sur la surface Γ.

1.2.4.2 Puissance résistante maximale

À partir de l'expression (1.5) du principe des puissances virtuelles, on introduit la
puissance résistante maximale, valeur maximale de la puissance de déformation compte-
tenu du critère de résistance du matériau en tout point. Cette dernière a pour expression :

Prm(Û) =

∫
Ω

π(D[Û];x)dΩ +

∫
Γ

π(n; [[Û]])dS (1.6)

12
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Figure 1.3 � Approche cinématique par l'extérieur du domaine des chargements po-
tentiellement supportables

où :
π(D;x) = sup

Σ∈G(x)

{Σ ·D} et π(n; V̂) = sup
Σ∈G(x)

{
(Σ · n) · V̂

}
(1.7)

sont les fonctions d'appui du domaine de résistance G 4.

Il découle immédiatement de (1.3),(1.5),(1.6),(1.7) que :

Q ∈ K ⇐⇒ ∀Û C.A. avec q̂, Q · q̂ ≤ Prm(Û) (1.8)

Cette dernière inégalité peut s'interpréter géométriquement de la façon suivante : pour
un champ de vitesse virtuelle Û donné, le domaine K est inclus dans le demi-espace
contenant l'origine et délimité par l'hyperplan d'équation Q · q̂ = Prm(Û).
En considérant di�érents champs de vitesse virtuelle (mécanismes de ruine), on obtient
un domaine convexe Kcin correspondant à l'intersection d'autant de demi-espaces
et qui contient K. On obtient donc une approche par l'extérieur du domaine des
chargements potentiellement supportables : K ⊆ Kcin (Figure 1.3). Pour une direction
de chargement donnée, la mise en ÷uvre de l'approche cinématique du calcul à la
rupture conduit donc à la détermination d'une borne supérieure du chargement extrême
de la structure.

4. Dans le cas où le critère de résistance est non borné dans certaines directions, ces fonctions
d'appui peuvent prendre des valeurs in�nies. Il apparaît alors une ou plusieurs conditions sur le taux
de déformation virtuelle ou sur la discontinuité de vitesse pour que ces fonctions prennent une valeur
�nie. Ces conditions sont appelées conditions de pertinence [Salençon, 1983].
D'autres propriétés des fonctions d'appui sont données en Annexe A.
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En pratique, l'analyse de la ruine d'une structure au sens du calcul à la rupture
s'e�ectue en mettant en ÷uvre l'approche statique par l'intérieur ainsi que l'approche
cinématique par l'extérieur a�n d'obtenir un encadrement de la frontière du domaine
des chargements potentiellement supportables K.

1.3 Quelques exemples d'application du calcul à la
rupture

Nous évoquons, dans cette section, quelques exemples d'application de l'approche
par le calcul à la rupture dans le domaine du génie civil.

1.3.1 Mécanique des sols et géotechnique

(a) Approche cinématique à l'aide d'un mécanisme par
bloc en rotation

(b) E�ondrement d'une mine de char-
bon à Yallourn, Australie (source :
American Geophysical Union)

Figure 1.4 � Problèmes de stabilité de talus

La mécanique des sols est un des principaux domaines dans lequel l'approche par
le calcul à la rupture a permis d'e�ectuer d'importants progrès dans le dimensionne-
ment des ouvrages (talus, remblais, fondations, etc.). C'est d'ailleurs Coulomb qui a
jeté les bases du raisonnement de calcul à la rupture dans le cadre d'un problème de
géotechnique [Coulomb, 1773]. L'intérêt porté par les mécaniciens des sols à ce type
d'approche est certainement lié à la di�culté de caractériser, de façon satisfaisante, le
comportement mécanique des sols (état initial, loi de comportement, etc.). Le calcul à la
rupture o�re l'avantage de ne nécessiter qu'une connaissance du critère de résistance du
matériau, relativement facile à évaluer expérimentalement, et permet donc d'apporter
une première réponse quant à la stabilité d'un ouvrage sans avoir à décrire son évolution
le long d'un trajet de chargement.
La mise en ÷uvre analytique des approches statique et cinématique a permis d'obtenir
des solutions analytiques exactes dans certains cas (capacité portante d'un sol cohé-
rent [Prandtl, 1920], coe�cients de poussée-butée) ou des encadrements satisfaisants

14



1.3. Quelques exemples d'application du calcul à la rupture

de la charge ultime. Ainsi, l'utilisation de mécanismes de ruine par blocs séparés par
des surfaces de glissement fait actuellement partie de la pratique de l'ingénieur dans le
dimensionnement des ouvrages de géotechnique (Figure 1.4).
Un autre intérêt majeur du calcul à la rupture dans ce domaine concerne le fait qu'il
est relativement facile de prendre en compte la présence de renforcements (clous, pieux,
palplanches) ou de joints (roches fracturées), même pour des approches analytiques.

1.3.2 Structures en maçonnerie

(a) Mécanisme de ruine par blocs en rotation d'une
arche

cellule de base

(b) Homogénéisation périodique sur
un mur en maçonnerie

Figure 1.5 � Exemples d'application du calcul à la rupture sur les structures maçonnées

Le calcul à la rupture a également été appliqué au calcul de stabilité des arcs et
voûtes en maçonnerie. Les premières approches ont, par exemple, consisté à discrétiser
l'arc en voussoirs in�niment résistants, séparés par des joints sans résistance à la trac-
tion [Heyman, 1966]. La mise en ÷uvre des approches statique et cinématique est alors
relativement simple et permet de trouver les lignes de pression optimales ainsi que les
mécanismes de ruine mettant en jeu des blocs en rotation (Figure 1.5a).
Le développement de cette approche dans le domaine de la maçonnerie a permis de
traiter des cas plus complexes tels que des dômes, des bâtiments ou des ponts en ma-
çonnerie. De plus, l'approche par homogénéisation périodique a également permis de
prendre en compte l'e�et de joints en ciment par exemple en résolvant de manière ana-
lytique un problème de calcul à la rupture formulé sur le motif (cellule de base) du
milieu périodique (Figure 1.5b). Un critère de résistance macroscopique du milieu ma-
çonné brique + joints peut ainsi être déterminé de manière analytique [de Buhan et
de Felice, 1997, Sab, 2003, Milani et al., 2006].

1.3.3 Véri�cation des dalles en béton armé
La véri�cation des dalles en béton armé par la méthode des � lignes de rupture �

[Johansen, 1962] correspond en réalité à la mise en ÷uvre d'une approche cinématique
pour les plaques en �exion à l'aide de mécanismes constitués uniquement de blocs rigides
en rotation (Figure 1.6a). Les lignes de rupture correspondent aux lignes de discontinuité
de rotation de ces di�érents blocs, généralisant la notion de rotule plastique dans le cas
des structures de poutres en �exion.
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(a) Lignes de rupture dans une dalle en
plâtre armé [Middleton, 1997]

articulationsbandes

réseau de poutresdalle

(b) Principe schématique de la méthode des
bandes

Figure 1.6 � Exemples d'application du calcul à la rupture sur les dalles en �exion

La simplicité des mécanismes mis en jeu permet alors d'e�ectuer les calculs à la main,
l'art de l'ingénieur résidant dans la capacité à identi�er la position des lignes de rupture
conduisant aux mécanismes de ruine les plus critiques. Bien qu'il s'agisse uniquement
d'une approche cinématique par l'extérieur, ne se situant donc pas du côté de la sécurité
et pouvant amener à surestimer la capacité de résistance de la dalle, cette méthode a
été largement di�usée dans la pratique de l'ingénieur. Nous reviendrons plus en détails
sur cette méthode au chapitre 3.
Mentionnons également la � méthode des bandes � [Hillerborg, 1996] qui constitue une
approche statique par l'intérieur permettant de générer des champs de moments de
�exion en � découpant � la dalle en bandes que l'on modélise ensuite comme des poutres
en �exion (Figure 1.6b). Bien entendu, cette méthode ne permet pas de prendre en
compte l'e�et du moment de torsion entre les di�érentes bandes.

1.3.4 Méthode des bielles et tirants pour les structures en béton
armé

L'idée de modéliser le comportement mécanique d'une poutre en béton armé par un
treillis constitué d'éléments en traction représentant l'acier et d'éléments en compression
représentant le béton [Ritter, 1899, Mörsch, 1912] a permis de faire d'importants progrès
dans le dimensionnement des structures simples (Figure 1.7a). L'extension de ce type
de raisonnement à des structures plus complexes a donné naissance à la � méthode des
bielles et tirants � [Schlaich et al., 1987]. Cette méthode est dé�nie de la façon suivante
selon l'Eurocode 2 [EN 1992-1-1, 2004] :

� La modélisation par bielles et tirants consiste à dé�nir des bielles, qui
représentent des zones où transitent les contraintes de compression, des ti-
rants, qui représentent les armatures, et des n÷uds, qui assurent leur liaison.
Il convient de déterminer les e�orts dans ces éléments de telle sorte qu'à
l'état-limite ultime, ils continuent à équilibrer les charges appliquées. �

Cette approche s'apparente donc à la mise en ÷uvre d'une approche statique par l'inté-
rieur à l'aide de champs de contraintes simples, uniaxiaux dans les bielles et les tirants
et multiaxiaux au niveau des n÷uds, au niveau desquels le critère de résistance doit être
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traction
(acier)

compression
(béton)

(a) Modèle en treillis pour une poutre en béton armé

tirants
(acier)

bielles
(béton)

noeuds

(b) Méthode des bielles et ti-
rants pour un corbeau

Figure 1.7 � Méthode de dimensionnement des structures en béton armé

véri�é (Figure 1.7b).
L'Eurocode 2 précise que cette analogie par treillis de poutres peut être utilisée pour la
véri�cation des zones de la structure ayant un comportement de poutre en �exion de
Bernoulli (dites régions sans discontinuités ou régions de type B), tandis que la méthode
des bielles et tirants reste nécessaire pour la véri�cation de zones plus complexes telles
qu'au niveau des appuis, d'e�orts concentrés, de discontinuités géométriques, etc. (dites
régions de discontinuités ou régions de type D).

La recherche � à la main � des schémas de bielles et tirants optimaux reste toutefois
délicate (surtout dans le cas 3D) et fait appel à l'art de l'ingénieur pour identi�er le
cheminement des charges. Ce type de compétences étant certainement en train de dis-
paraître petit à petit, l'Eurocode 2 propose également d'e�ectuer un calcul par éléments
�nis en élasticité linéaire avec un matériau homogène a�n de déterminer la distribution
et les directions principales des contraintes, permettant d'identi�er un tel cheminement.

1.3.5 Autres domaines
On peut également mentionner une extension importante des approches statique et

cinématique au cas des chargements cycliques sous la forme des théorèmes d'adaptation
de Melan [Melan, 1936] et Koiter [Koiter, 1960], appliqués en général à l'étude de la
fatigue des matériaux et des structures métalliques.
Dans le domaine du génie mécanique, les approches par le calcul à la rupture ont égale-
ment été appliquées au problème du formage des métaux [Avitzur, 1980] (emboutissage,
laminage, moulage, etc.), problématique complexe dans laquelle les changements de
géométrie jouent un rôle important.
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1.4 Conclusions
Malgré l'attrait potentiel qu'o�re l'approche par le calcul à la rupture, on constate

que ce type de démarche reste relativement peu di�usé dans le monde du génie civil, se
limitant à des domaines particuliers, tels que ceux évoqués précédemment.
Plusieurs aspects peuvent expliquer, selon nous, ce manque de di�usion :
• le premier aspect est relatif à la quasi-absence de ce type d'approche dans la
formation d'ingénieur. En e�et, il existe, à l'heure actuelle, très peu de cours
traitant de ce sujet en France et à l'étranger. De plus, la détermination des charges
extrêmes d'une structure par des méthodes directes est, en général, traité au sein
d'un cours de plasticité (analyse limite), cours qui, bien souvent, se concentre
uniquement sur les aspects locaux du comportement, laissant de côté les aspects
relatifs au calcul de structures.
• le deuxième élément explicatif concerne le contexte réglementaire des Eurocodes.
La normalisation propose, à l'heure actuelle, des démarches relativement simples
(calculs élastiques et véri�cation locale) qui incitent très peu les professionnels
à explorer d'autres démarches innovantes pour la véri�cation des structures aux
ELU. Ainsi, l'absence de dynamique réelle d'innovation dans le monde du génie
civil et le faible spectre de di�usion dans le monde de l'enseignement contribuent
aux (trop) timides progrès des démarches innovantes du dimensionnement des
ouvrages.
• le dernier point est relatif aux verrous existant sur le plan numérique et qui
freinent la di�usion de logiciels dédiés dans le domaine du génie civil. En e�et,
il est nécessaire de pouvoir disposer d'outils numériques e�caces pour pouvoir
prétendre à une di�usion auprès des professionnels. Comme nous le verrons dans
la suite de ce travail, la résolution numérique d'un problème de calcul à la rupture
n'est pas chose aisée et il est essentiel de pouvoir prendre en compte des aspects
courants de la pratique de l'ingénieur tels que l'hétérogénéité des matériaux
constitutifs ou encore l'interaction entre e�orts généralisés (e�ort membranaire
et moment de �exion par exemple).

L'objectif majeur de cette thèse est de répondre en partie au troisième aspect lié
aux di�cultés sur le plan numérique. À cet e�et, le chapitre suivant s'intéressera plus
en détails à ces verrous d'ordre numérique et e�ectuera un état des lieux des travaux
de recherche dans ce domaine, tout en présentant les outils qui nous serviront tout au
long de ce travail.

∗ ∗
∗

18



Chapitre 2

Approches numériques du calcul à la
rupture : verrous et outils

Résumé : Ce chapitre présente les aspects numériques liés à la mise en ÷uvre du calcul
à la rupture, identi�ant ainsi l'origine des di�cultés d'ordre pratique ainsi que les outils
disponibles à l'heure actuelle pour surmonter ces dernières. Une revue bibliographique
de di�érents travaux relatifs aux techniques de discrétisation ainsi qu'aux procédures
d'optimisation sera présentée. En�n, on mentionnera également quelques logiciels en
lien avec la mise en ÷uvre numérique du calcul à la rupture.
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Approches numériques du calcul à la rupture : verrous et outils

2.1 Aspects généraux

2.1.1 Formulation numérique
Pour plus de simplicité, considérons ici le cas d'un mode de chargement à un seul

paramètre Q dont on cherche à déterminer la valeur extrême Q+ au sens du calcul à
la rupture. En pratique, on considérera une valeur de référence Q0 et on cherchera la
valeur extrême λ+ du multiplicateur sans dimension λ de telle sorte que λ+Q0 = Q+.

2.1.1.1 Approche statique par l'intérieur

La mise en ÷uvre numérique de l'approche statique consiste à considérer une
approximation SAh de dimension �nie de l'espace SA des champs d'e�orts intérieurs
statiquement admissibles avec le chargement. Par exemple, cette approximation peut
être construite par la méthode des éléments �nis en discrétisant le domaine Ω en un
ensemble d'éléments et en considérant une interpolation particulière du champ d'e�orts
intérieurs Σ(x) dépendant d'un nombre �ni de paramètres sur chaque élément. Par
linéarité des équations dé�nissant SA, leur version discrétisée conduit à une relation
linéaire de la forme AΣ = F entre le vecteur des inconnues statiques Σ représentant
le champ discrétisé d'e�orts intérieurs généralisés et le vecteur des e�orts extérieurs
généralisés F associé au paramètre de chargement Q.
De plus, il faut également choisir un nombre �ni Nc de points xc, c = 1, . . . , Nc, pour
lesquels le critère devra être véri�é.

La résolution numérique du problème de calcul à la rupture ainsi discrétisé revient
alors à résoudre le problème d'optimisation de dimension �nie suivant :

λs = max
Σ

λ

t.q. HΣ = λF0

Σ(xc) ∈ G(xc), ∀c = 1, . . . , Nc

(2.1)

Le caractère � par l'intérieur � de l'approche numérique est conservé à condition que :
• la version discrétisée des équations d'équilibre, de continuité et les conditions aux
limites implique la véri�cation de la version continue de ces dernières :

AΣ = F =⇒ Σ(x) S.A. avec Q, ∀x ∈ Ω (2.2)

dé�nissant ainsi un sous-espace de SA : SAh ⊆ SA ;
• la véri�cation du critère de résistance en un nombre �ni de points de Ω implique
que le critère de résistance soit véri�é sur tout le domaine :

Σ(xc) ∈ G(xc), ∀c = 1, . . . , Nc =⇒ Σ(x) ∈ G(x), ∀x ∈ Ω (2.3)

Si ces deux conditions sont réunies, alors la valeur optimale obtenue par la résolution
de (2.1) constitue une borne inférieure de la valeur exacte : λs ≤ λ+. Au contraire, si
l'une des deux conditions (2.2) ou (2.3) n'est pas véri�ée, la valeur calculée n'est qu'une
approximation de la valeur exacte, dont on ne connaît pas le statut.
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2.1.1.2 Approche cinématique par l'extérieur

De la même manière, la mise en ÷uvre numérique de l'approche cinématique consiste
à considérer une approximation Vh de dimension �nie de l'espace V des champs de vi-
tesse virtuelle Û cinématiquement admissibles. Cette approximation peut également
être construite par la méthode des éléments �nis en considérant une interpolation par-
ticulière de la vitesse virtuelle généralisée dépendant d'un nombre �ni de paramètres
sur chaque élément. Le taux de déformation virtuelle généralisée d (correspondant à la
discrétisation du champ D[Û]) est obtenu à partir d'une relation linéaire de la forme
d = Bu, le reliant au vecteur u des inconnues cinématiques associées à Û. De même,
la discontinuité de vitesse [[u]] est également reliée aux inconnues cinématiques par une
relation linéaire de la forme [[u]] = Cu.
En général, il est également nécessaire d'approcher les intégrales sur Ω et sur Γ dé�-
nissant la puissance résistante maximale par une formule d'intégration numérique de la
forme suivante : ∫

Ω

(?)dΩ ≈
N∑
i=1

ωi(?i) ;

∫
Γ

(?)dS ≈
M∑
j=1

ω′j(?j) (2.4)

La résolution numérique revient alors à résoudre le problème d'optimisation de di-
mension �nie suivant :

λc = min
u

N∑
i=1

ωiπ(di) +
M∑
j=1

ω′jπ(n; [[u]]j)

t.q. FT
0 · u = 1

d = Bu
[[u]] = Cu

(2.5)

où la puissance des e�orts extérieurs dans le chargement de référence associé à Q0 a été
normalisée à 1.
Le caractère � par l'extérieur � de l'approche numérique est conservé à condition que :
• la version discrétisée de la dé�nition des taux de déformation et des discontinui-
tés de vitesse implique la version continue de la dé�nition de ces dernières pour
l'interpolation considérée ;
• les fonctions d'appui relatives aux taux de déformation et aux discontinuités de
vitesse soient calculées de manière exacte (en particulier que les conditions de
pertinence soient respectées dans le cas d'un critère non borné) ;
• les formules d'approximation des intégrales (2.4) fournissent en réalité une ap-
proximation par excès de la valeur exacte :∫

Ω

(?)dΩ .
N∑
i=1

ωi(?i) ;

∫
Γ

(?)dS .
M∑
j=1

ω′j(?j) (2.6)

Si ces trois conditions sont réunies, alors la valeur optimale obtenue par la résolution
de (2.5) constitue une borne supérieure de la valeur exacte : λc ≥ λ+. Au contraire, si
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l'une de ces conditions n'est pas véri�ée 1, la valeur calculée n'est qu'une approximation
de la valeur exacte dont on ne connaît pas le statut.

2.1.2 Les quatre composantes de la mise en ÷uvre du calcul à
la rupture

La mise en ÷uvre pratique d'une démarche de calcul à la rupture repose alors sur
quatre composantes essentielles, dépendantes les unes des autres :
• le modèle mécanique : il s'agit ici du travail de l'ingénieur consistant à faire un
choix de modélisation pour les di�érents éléments d'une structure tridimension-
nelle complexe à l'aide d'une modélisation de barre en traction/compression, de
poutre en �exion, de plaque, de coque, etc. Ce choix conditionne donc le type d'ef-
forts intérieurs, la forme des équations d'équilibre, celle du critère de résistance,
etc.
• le critère de résistance : il s'agit ici de faire une hypothèse quant à la modéli-
sation des capacités de résistance, à l'échelle locale du matériau, dans le cas d'une
modélisation de type milieu continu ou bien à l'échelle d'un élément structurel
(section de poutre par exemple) dans le cas d'une modélisation simpli�ée. Dans
ce dernier cas, le critère de résistance macroscopique portant sur les variables gé-
néralisées peut être obtenu par une démarche de changement d'échelle à partir du
critère de résistance local du matériau constitutif. Quel que soit le type de modé-
lisation retenue, une description analytique du critère de résistance est néanmoins
nécessaire.
• la technique de discrétisation : cette composante est relative au choix de la
méthode permettant de générer un ensemble �ni de champs d'e�orts intérieurs
statiquement admissibles ou de champs de vitesse virtuelle cinématiquement ad-
missibles. Nous avons déjà mentionné des méthodes permettant de générer ma-
nuellement de tels champs (lignes de rupture, méthode des bandes, etc.) ainsi que
la méthode des éléments �nis en maillant le domaine Ω et en e�ectuant un choix
d'interpolation particulier.
• la procédure d'optimisation : il s'agit de l'élément essentiel dans la perspec-
tive d'une mise en ÷uvre numérique. Une discrétisation manuelle des champs
peut, en e�et, conduire à un nombre restreint d'inconnues à optimiser, de
sorte que l'optimisation peut se faire manuellement sur des exemples simples.
Néanmoins, sur des exemples plus complexes ou dans le cas d'une discrétisation
plus générale (méthode des éléments �nis par exemple), la mise en ÷uvre de
l'approche statique nécessite la résolution d'un problème d'optimisation linéaire
sous contraintes convexes non-linéaires en général (contraintes Σ(xc) ∈ G(xc)).
De même, la mise en ÷uvre de l'approche cinématique nécessite de minimiser une
fonction convexe non-linéaire sous contraintes linéaires. Le choix de l'algorithme

1. On verra plus tard qu'on peut tout de même obtenir une borne supérieure, même si la troisième
condition (2.6) n'est pas véri�ée, en post-traitant le champ de vitesse virtuelle optimal et en calculant
exactement la valeur de la puissance résistante maximale associée.
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d'optimisation représente donc un enjeu crucial et dépend de la forme du
problème à résoudre, qui dépend elle-même de la forme du critère de résis-
tance. En e�et, si le critère de résistance est un critère linéaire par morceaux par
exemple, on obtient un problème d'optimisation linéaire sous contraintes linéaires.

Le premier point concernant la modélisation mécanique est au c÷ur du propos
de ce travail, puisque nous avons fait le choix de travailler principalement sur des
modélisations de type milieux continus généralisés (poutres, arcs, plaques, coques).
Ce choix est motivé, d'une part par le faible nombre de travaux s'étant intéressé à
ces sujets dans le cadre d'une approche numérique du calcul à la rupture et, d'autre
part, par le fait que ce type de modélisation nous semble plus adapté aux besoins du
génie civil dont la majorité des ouvrages est constituée d'éléments unidimensionnels de
poutres et d'arcs ou bidimensionnels de plaques et coques.

Pour les mêmes raisons, nous privilégierons l'utilisation de critères de résistance
en variables généralisées, lesquels seront déterminés à partir de la donnée du critère
de résistance local des matériaux constitutifs ainsi que de la distribution spatiale de
ces matériaux au sein de la structure. Ce type de démarche de changement d'échelle
s'inscrit également dans l'objectif de pouvoir apporter une réponse à la caractérisation
de la résistance des structures hétérogènes ou composites.

La suite de ce chapitre s'attache à e�ectuer une présentation, non exhaustive, des
deux dernières composantes, à savoir la technique de discrétisation et la procédure d'op-
timisation, justi�ant ainsi les choix qui seront e�ectués dans la suite de ce travail.

2.2 Techniques de discrétisation pour le calcul à la
rupture

2.2.1 Méthodes (semi-)analytiques

Nous avons déjà évoqué, à l'occasion de la présentation de quelques exemples d'ap-
plication du calcul à la rupture au chapitre précédent, des méthodes de discrétisation
reposant sur l'utilisation d'une classe restreinte de mécanismes de ruine pour l'approche
cinématique par l'extérieur : blocs rigides, surfaces de rupture en géotechnique, lignes
de rupture pour les dalles en �exion, rotules pour les systèmes de barres �échies, etc.
De même, ce type d'approche peut être mis en ÷uvre dans le cadre d'une approche
statique par l'intérieur (méthode des bandes, méthode des bielles et tirants).

L'utilisation de classes restreintes de champs de contrainte ou de champs de vitesse
conduit à une formulation relativement simple du problème à résoudre, le critère pou-
vant s'écrire, en général, à l'aide de contraintes linéaires. Un des inconvénients majeurs
est que la qualité des bornes obtenues par ce type d'approche dépend, en général, très
fortement de la géométrie du mécanisme ou du champ de contrainte choisi. Il peut alors
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être délicat de trouver la géométrie optimale, la dépendance du problème aux para-
mètres géométriques étant, en général, relativement complexe (problème non-convexe
nécessitant l'emploi d'outils d'optimisation coûteux en temps de calcul).

2.2.2 Méthode des éléments �nis

L'utilisation de la méthode des éléments �nis permet de construire des classes
de champs de contrainte ou de mécanismes de ruine beaucoup plus riches que les
approches précédentes. En particulier pour l'approche cinématique, il est possible de
construire des champs de vitesse virtuelle conduisant à un taux de déformation dans
chaque élément et/ou présentant des discontinuités de vitesse au niveau des arêtes du
maillage. Cette dernière caractéristique constitue une particularité de la mise en ÷uvre
de la méthode des éléments �nis en calcul à la rupture, par comparaison à la méthode
des éléments �nis classique (dans le cadre de l'élasticité par exemple), restreinte à
l'utilisation de champs de déplacement continus. De même, la mise en ÷uvre numérique
de l'approche statique nécessite l'utilisation d'éléments �nis en contraintes (ou en
e�orts intérieurs de façon plus générale), approche relativement peu développée en
dehors du cadre du calcul à la rupture.
On peut faire remonter l'utilisation de la méthode des éléments �nis en calcul à
la rupture aux travaux de [Lysmer, 1970, Anderheggen et Knöpfel, 1972, Pastor et
Turgeman, 1976, Pastor, 1976]. En ce qui concerne plus particulièrement l'approche
cinématique, l'utilisation de champs de vitesse virtuelle discontinus par la méthode des
éléments �nis a été proposée dans [Pastor et Turgeman, 1976, Bottero et al., 1980],
puis repris dans des travaux plus récents [Sloan et Kleeman, 1995, Krabbenhoft et al.,
2005, Makrodimopoulos et Martin, 2008]. Signalons, à cette occasion, que la majorité
des travaux ayant contribué au développement de la méthode des éléments �nis en
calcul à la rupture a concerné la résolution de problèmes, relevant souvent du domaine
de la géotechnique, en déformation plane pour des critères de von Mises, Tresca,
Mohr-Coulomb.

L'utilisation de l'approche par éléments �nis peut présenter, dans certains cas,
certaines di�cultés inhérentes à la méthode des éléments �nis elle-même ou propres au
contexte du calcul à la rupture. Par exemple, dans le cadre d'une approche statique par
l'intérieur, la propriété (2.3) ne peut être véri�ée exactement pour une interpolation
quadratique du champ de contrainte dans un élément. En revanche, dans le cas de
champs à variations linéaires dans un élément triangulaire à bords droits, la véri�cation
du critère de résistance aux sommets de l'élément su�t à assurer (2.3) en raison de la
convexité du critère.
Certaines formulations par éléments �nis peuvent également sou�rir du phénomène de
verrouillage numérique. Par exemple, dans le cas d'une modélisation bidimensionnelle
en déformation plane pour des critères purement cohérents (von Mises, Tresca), la
condition de pertinence de ces critères nécessite d'utiliser des champs de vitesse
virtuelle incompressibles (tr d = 0). Il est bien connu que des éléments triangulaires
avec interpolation linéaire continue du champ de vitesse conduisent à un � verrouillage
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Figure 2.1 � Procédure de remaillage adaptatif, tiré de [Ciria et al., 2008]

volumique � [Nagtegaal et al., 1974], l'interpolation choisie n'étant pas assez riche
pour assurer la condition d'incompressibilité de manière non triviale. En revanche,
l'utilisation d'éléments �nis discontinus permet de s'a�ranchir de ces di�cultés.

Mentionnons également l'existence des approches par éléments �nis dites �mixtes �
qui reposent sur une interpolation simultanée du champ de contrainte et du champ de
vitesse virtuelle [Casciaro et Cascini, 1982, Capsoni, 1999], ainsi que [Christiansen et
Larsen, 1983, Capsoni et Corradi, 1999] dans le cas des plaques en �exion. L'écriture de
l'équilibre par le principe des puissances virtuelles pour cette classe de champs conduit
à une formulation approchée de l'équilibre et donc à une approximation de la charge
ultime, le statut de borne étant perdu a priori. La di�culté liée à ce type d'approche
réside dans le fait que la convergence numérique n'est pas automatiquement assurée
quel que soit le choix des espaces d'interpolation du champ de contrainte et du champ
de vitesse virtuelle. Malgré cela, les approches mixtes permettent de s'a�ranchir des
problèmes de verrouillage numérique dans certains cas.

En�n, la mise en ÷uvre numérique par éléments �nis peut être couplée à une ap-
proche de remaillage adaptatif [Christiansen et Pedersen, 2001, Ciria, 2004, Ciria et al.,
2008], procédure consistant à e�ectuer un premier calcul sur un maillage uniforme puis à
ra�ner le maillage dans les régions contribuant le plus à la qualité de la solution au sens
d'un indicateur bien choisi (zones de déformations fortement localisées par exemple).
Ce type d'approche permet ainsi d'améliorer la qualité des bornes obtenues en évitant
de ra�ner le maillage de manière uniforme sur toute la structure, ce qui est d'autant
plus utile dans le cas de mécanismes de ruine localisés (Figure 2.1).

2.2.3 Méthodes sans maillage

Certains auteurs ont également proposé des stratégies alternatives à la méthode des
éléments �nis, ne reposant pas sur l'utilisation d'un maillage. Certaines de ces méthodes
utilisent, par exemple, une distribution de n÷uds au sein du domaine Ω, à partir desquels
des fonctions de forme très régulières sont dé�nies [Le et al., 2012, Liu et Zhao, 2013].
L'intérêt réside dans l'absence de maillage à générer, o�rant une plus grande souplesse
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Figure 2.2 � Principe de l'approche Discontinuity Layout Optimization

dans le contexte des procédures de ra�nement adaptatif. La véri�cation des conditions
aux limites et les procédures d'intégration numérique sont néanmoins plus complexes
que dans le cas de la méthode des éléments �nis et il n'est pas facile de donner un statut
clair de borne aux estimations calculées.
Dans le contexte de l'approche cinématique, cette classe de méthodes consiste donc à
générer des champs de vitesse virtuelle très réguliers, d'ordre élevé. Dans une démarche
totalement opposée, il est possible de considérer uniquement des champs de vitesse
virtuelle de blocs rigides en translation ou rotation. Ainsi, l'approche � Discontinuity
Layout Optimization � (DLO) [Smith et Gilbert, 2007] considère un nombre important
de lignes de discontinuité de vitesse potentielles à partir d'un ensemble de n÷uds (Figure
2.2). Une procédure d'optimisation permet ensuite de trouver l'arrangement optimal de
ces discontinuités conduisant au meilleur majorant de la charge ultime.
En�n, mentionnons également la méthode � Discontinuity Velocity Domain Splitting �
(DVDS) [Ionescu et Oudet, 2010] qui repose sur la même idée de générer des mécanismes
de ruine par mouvements de blocs rigides. Dans cette approche, la forme des lignes de
rupture délimitant les blocs est décrite par une méthode de lignes de niveau (level-set)
et est optimisée par un algorithme génétique.

2.2.4 Bilan

Si chaque type de méthode possède ses propres avantages et inconvénients en fonction
du contexte d'utilisation, il est indéniable que l'approche par éléments �nis constitue
la méthode la plus générale, permettant de mettre en ÷uvre les deux approches du
calcul à la rupture pour une large variété de modèles mécaniques, en préservant, dans
certaines conditions, le statut de borne et en o�rant la possibilité d'inclure ou non des
discontinuités de vitesse virtuelle dans le contexte de l'approche cinématique. C'est donc
pour toutes ces raisons que nous avons choisi d'adopter une approche par éléments �nis
dans la suite de ce travail.

2.3 Procédures d'optimisation pour le calcul à la rup-
ture

Contrairement aux approches numériques classiques en mécanique des solides et des
structures, consistant à résoudre un problème linéaire ou non-linéaire par une procé-
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dure itérative, les problèmes de calcul à la rupture se formulent naturellement comme
des problèmes d'optimisation convexe sous contraintes (non-linéaires en général). Nous
revenons ici sur quelques procédures d'optimisation dédiées à la résolution de ce type
de problème.

2.3.1 Algorithmes à directions de descente
La formulation du problème par l'approche cinématique revient à minimiser une

fonction convexe non-linéaire Prm(Û) sous la contrainte linéaire Pext(Û) = 1 dans l'es-
pace des champs de vitesse virtuelle cinématiquement admissibles. Le problème peut
se reformuler comme un problème convexe sans contrainte consistant à minimiser la
fonctionnelle J = Prm − Pext, le chargement étant potentiellement supportable au sens
du calcul à la rupture si le minimum de J est égal à 0.
Il est donc relativement naturel de souhaiter recourir à l'utilisation d'algorithmes à
directions de descente tels que les algorithmes du gradient, du gradient conjugué, de
Newton, BFGS, etc. Bien que ces algorithmes assurent, en théorie, la convergence vers
le minimum global dans le cas d'une fonction convexe, en pratique, leur performance se
détériore fortement dans le cas d'une fonction non-di�érentiable, ce qui est malheureu-
sement le cas ici. En e�et, prenons le cas d'un critère de résistance régulier tel que le
critère de von Mises de résistance à la cission k. Sa fonction d'appui est donnée par :

π(d) = k
√

2d : d pour tr d = 0 (2.7)

cette fonction est non-di�érentiable lorsque d = 0, i.e. dans les zones � rigides � du
mécanisme de ruine. Cette situation se produit donc très fréquemment en pratique et les
situations où la fonction d'appui devient non-di�érentiable sont encore plus fréquentes
lorsque le critère est non-régulier (Tresca, Mohr-Coulomb, etc.), rendant les algorithmes
de descente inutilisables en pratique.

2.3.2 Techniques de régularisation
Une des techniques proposées pour surmonter la di�culté de non-di�érentiabilité

évoquée précédemment consiste à régulariser le fonction d'appui par un petit paramètre
ε de sorte à la rendre di�érentiable en tout point. Ainsi, la fonction d'appui initiale π est
remplacée par une fonction d'appui régularisée πε telle que lim

ε→0
πε = π, la minimisation

s'e�ectuant alors sur la fonctionnelle régulière Jε associée à πε.
Il existe plusieurs façons d'e�ectuer cette régularisation mais l'une des plus répan-
dues consiste à approcher la fonction d'appui, vue comme la puissance dissipée dans
le contexte d'un comportement parfaitement plastique, par celle correspondant à un
comportement visco-plastique de type Norton-Ho� [Friaâ, 1978, Guennouni et Le Tal-
lec, 1982]. Si le comportement des algorithmes de minimisation s'en trouve amélioré
pour une valeur �xe non nulle de ε, la convergence des algorithmes se détériore forte-
ment lorsque l'on diminue ε a�n d'obtenir la solution exacte. Il n'est donc pas facile de
déterminer une valeur optimale de ε, su�samment faible pour bien approcher la fonc-
tion d'appui mais su�samment grande pour garantir une bonne convergence lors de la
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minimisation.

2.3.3 Approche par Lagrangien Augmenté
Une autre di�culté concernant la minimisation de l'approche cinématique est re-

lative au fait que le problème peut être vu comme un problème d'optimisation sans
contraintes 2 :

min
Û

Prm(Û)− Pext(Û) = min
Û

∫
Ω

π(D[Û])dΩ− Pext(Û) (2.8)

ou bien comme un problème avec contraintes :

min
Û,d

∫
Ω

π(d)dΩ− Pext(Û)

t.q. d = D[Û]

(2.9)

Si les deux formulations sont équivalentes, il a été observé qu'il était plus favorable d'un
point de vue numérique de découpler la non-linéarité (provenant de la fonction π) de
l'opérateur di�érentiel D associant la vitesse virtuelle Û au taux de déformation virtuelle
d, introduit ici comme une variable d'optimisation supplémentaire. Le traitement de la
contrainte d = D[Û] s'e�ectue alors par l'introduction d'un multiplicateur de Lagrange
µ et l'ajout un terme de pénalisation dans la fonctionnelle à minimiser :

min
Û,d,µ

Lr(Û,d,µ) (2.10)

avec le Lagrangien pénalisé :

Lr(Û,d,µ) =

∫
Ω

π(d)dΩ− Pext(Û) +

∫
Ω

(
µ ·
(
D[Û]− d

))
dΩ (2.11)

+
r

2

∫
Ω

∥∥∥D[Û]− d
∥∥∥2

dΩ

où r > 0 joue le rôle de paramètre de pénalisation. Cette méthode est connue sous le
nom de méthode du � Lagrangien Augmenté � [Fortin et Glowinski, 1982, Vicente da
Silva et Antao, 2007] et o�re de nombreux avantages. En particulier, il n'est pas
nécessaire de faire tendre le paramètre de pénalisation r vers +∞ pour assurer la
véri�cation de la contrainte à l'optimum du fait de la présence du multiplicateur de
Lagrange. L'autre intérêt majeur, que nous évoquons sans rentrer dans les détails,
est que la résolution du problème fait intervenir, à chaque itération, la résolution
de deux sous-problèmes qui sont plus simples à résoudre que le problème initial.
Néanmoins, le comportement de l'algorithme peut dépendre fortement du choix de r
et il n'est pas évident d'en déterminer a priori une valeur optimale en toute circonstance.

2. Dans un souci de concision, nous ignorons le terme de discontinuité de vitesse dans l'expression
de Prm et nous raisonnons uniquement sur le problème non discrétisé.
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Il existe une grande variété de méthodes s'apparentant plus ou moins à ce type
d'approche, notamment l'algorithme des directions alternées (ADMM 3 en anglais), l'al-
gorithme de Douglas-Rachford, les algorithmes proximaux [Carlier et al., 2011], etc.
Si cette classe générale d'algorithmes a connu un succès récent dans le domaine du
traitement de l'image [Combettes et Wajs, 2005], il semble que le nombre d'itérations
nécessaires à la convergence devient prohibitif pour des problèmes de mécanique des
structures de grande dimension.

2.3.4 Programmation linéaire
Une stratégie complètement di�érente a consisté à se tourner vers les résultats

obtenus dans le domaine de l'optimisation convexe, notamment via le développement
d'algorithmes dédiés à la résolution de problèmes d'optimisation de fonctions linéaires
sous contraintes linéaires, relevant du domaine de le programmation linéaire. Pour
plus de détails concernant l'analyse et l'optimisation convexe, le lecteur est invité
à se référer à l'Annexe A ainsi qu'à l'ouvrage de référence [Boyd et Vandenberghe, 2004].

La résolution d'un problème de programmation linéaire tel que :

min cT · x
t.q. Ax = b

(2.12)

consiste à trouver le sommet du polyèdre P = {x t.q. Ax = B} qui se trouve le plus
éloigné de l'origine dans la direction dé�nie par le vecteur −c.

2.3.4.1 Algorithme du simplexe

L'algorithme du simplexe, développé par [Dantzig et al., 1955], constitue le premier
algorithme de résolution d'un problème d'optimisation sous contraintes. L'idée, rela-
tivement simple, consiste à parcourir les sommets du polyèdre en progressant sur sa
frontière dans le sens de la direction −c, de telle sorte que la fonction objectif diminue
à chaque nouveau sommet (Figure 2.3a). Le minimum est obtenu une fois qu'il n'est
plus possible de progresser.
Si l'on est certain d'obtenir le minimum en un nombre �ni d'itérations, ce nombre
peut être extrêmement grand suivant le point choisi pour l'initialisation et suivant la
taille du problème. La complexité en temps de calcul de cet algorithme est exponentielle.

Néanmoins, l'algorithme du simplexe a permis de faire de nombreux progrès et de
résoudre numériquement des problèmes de calcul à la rupture en programmation li-
néaire [Lysmer, 1970, Anderheggen et Knöpfel, 1972, Faccioli et Vitiello, 1973, Pastor,
1976, Pastor et Turgeman, 1976]. A�n d'obtenir un problème de programmation li-
néaire à partir de critères de résistance non-linéaires, ces di�érents travaux ont proposé
de construire des linéarisations par l'intérieur et par l'extérieur du critère de résistance,
de manière à préserver le statut de borne du résultat �nal. Néanmoins, le nombre de

3. Alternate Direction Method of Multipliers
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sommet
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du simplexe
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(b) Illustration du principe d'un algo-
rithme de points intérieurs

Figure 2.3 � Algorithmes de résolution d'un problème de programmation linéaire,
inspiré de [Boyd et Vandenberghe, 2004].

facettes utilisées pour linéariser le critère a une in�uence notable sur la qualité du ré-
sultat [Olsen, 1998] et introduit un nombre important de contraintes supplémentaires,
limitant donc la taille des problèmes pouvant être résolus avec les moyens de l'époque.

2.3.4.2 Algorithmes de points intérieurs

En 1984, une avancée considérable est e�ectuée lorsque Karmarkar propose un algo-
rithme permettant de résoudre un problème de programmation linéaire avec une com-
plexité en temps de calcul polynomiale [Karmarkar, 1984], soit largement plus rapide
que l'algorithme du simplexe pour les problèmes de grande taille. Contrairement à ce
dernier, l'algorithme de Karmarkar est une méthode de � points intérieurs � consistant
à progresser à l'intérieur du polyèdre P pour atteindre la solution optimale de manière
asymptotique (Figure 2.3b) [Nesterov et al., 1994, Boyd et Vandenberghe, 2004]. L'amé-
lioration des algorithmes de points intérieurs permet à présent de résoudre des problèmes
de programmation linéaire de très grande taille et trouve de nombreuses applications en
économie, traitement du signal, apprentissage de données, etc.

2.3.5 Programmation non-linéaire

Certains auteurs tels que [Zouain et al., 1993, Borges et al., 1996, Lyamin et Sloan,
2002] ont cherché à développer des algorithmes consistant à résoudre directement le
problème de programmation non-linéaire, sans linéariser le critère, en appliquant une
méthode de quasi-Newton sur les conditions d'optimalité de Karush-Kuhn-Tucker.
Si la performance de ces algorithmes était très encourageante, le nombre d'itérations
nécessaires étant très peu sensible à la taille du problème, ce type de méthode nécessitait
de calculer les dérivées du critère de résistance et pouvait donc poser des di�cultés
pour des critères non-réguliers.
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2.3.5.1 Algorithmes de points intérieurs

L'utilisation d'algorithmes de points intérieurs dans la résolution de problèmes de
calcul à la rupture en programmation non-linéaire a été, tout d'abord, proposé par
[Andersen et al., 1998, Andersen et al., 2000] dans le cas de l'approche cinématique
pour un critère de von Mises ainsi que par [Pastor, 2001, Pastor et Loute, 2005], puis
par [Krabbenhoft et Damkilde, 2003] dans un cadre plus général. Il a également été
souligné, dans ce dernier article, que la version discrétisée de l'approche cinématique
(resp. de l'approche statique) peut se reformuler comme un problème de type statique
(resp. cinématique) en résolvant le problème d'optimisation dual associé au problème
initial. Ce type de reformulation permet notamment d'éviter de travailler avec la fonction
d'appui, mais directement avec l'expression du critère de résistance tout en conduisant
à une borne supérieure à l'optimum.

2.3.5.2 Programmation conique

Les travaux de [Nesterov et al., 1994] ont permis de montrer que les algorithmes
de points intérieurs pour la programmation linéaire pouvaient être étendus au cas
de la programmation non-linéaire, et en particulier au cas de la programmation
� conique � i.e. consistant à minimiser une fonction linéaire sous contraintes linéaires et
non-linéaires pouvant s'écrire sous la forme d'un cône. Dans [Nesterov et Todd, 1997],
il a été montré que ces algorithmes présentaient la convergence optimale du cas linéaire
dans le cas de cônes particuliers tels que les cônes de Lorentz du second-ordre (cf.
Annexe A), donnant naissance à la programmation conique du second-ordre (SOCP).
Il s'agit-là d'une avancée très importante dans la mesure où de nombreux problèmes
peuvent se formuler comme un problème SOCP. Les problèmes de programmation
linéaire en font bien entendu partie, mais également les problèmes avec fonction objectif
ou contraintes quadratiques (pour des formes quadratiques semi-dé�nies positives),
normes euclidiennes, etc.
En ce qui concerne l'application au calcul à la rupture, de nombreux critères de résis-
tance peuvent se reformuler de la sorte, tels que le critère de von Mises (en 2D et 3D),
les critères de Tresca et Mohr-Coulomb (en 2D), le critère de Nielsen pour les plaques,
etc. On trouvera plus de détails sur la formulation conique de critères de résistance dans
[Bisbos, 2006, Krabbenhøft et al., 2007, Bisbos et Pardalos, 2007, Makrodimopoulos,
2010].

Toutefois, le succès de ce type de formulation n'aurait pas eu lieu sans le déve-
loppement de solveurs d'optimisation conique performants. On peut citer, à cet e�et,
SeDuMi 4, SDPT3 5, CPLEX 6, Mosek 7, etc. En particulier, Mosek, conçu à partir
des travaux de [Andersen et al., 2003], peut certainement être considéré, à ce jour,
comme le solveur de référence en termes de robustesse et de rapidité, en particulier

4. http://sedumi.ie.lehigh.edu/
5. http://www.math.nus.edu.sg/~mattohkc/sdpt3.htm
6. http://www-01.ibm.com/software/commerce/optimization/cplex-optimizer/
7. http://www.mosek.com
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pour les problèmes de grande taille.

En�n, mentionnons également l'extension des algorithmes de points intérieurs à la
classe encore plus générale des problèmes de programmation semi-dé�nie positive (SDP)
faisant intervenir des matrices semi-dé�nies positives comme variables d'optimisation en
plus de variables scalaires classiques. Cette formulation englobe les problèmes SOCP et
permet, par exemple, de traiter des problèmes de calcul à la rupture pour un critère
de Mohr-Coulomb en 3D [Bisbos et Pardalos, 2007, Gueguin et al., 2014a]. Néanmoins,
les performances actuelles des algorithmes en SDP n'atteignent pas encore celles du cas
SOCP et o�rent donc des capacités de calcul relativement limitées pour l'instant.

2.3.6 Approches par calculs élastiques
Il existe également une classe d'approches fondées sur une démarche plus mécanique

que mathématique, consistant à simuler l'état de la structure à la ruine par une suc-
cession de calculs élastiques (�ctifs). À partir des champs de contrainte et de vitesse
calculés à une étape donnée de la procédure, les modules élastiques �ctifs sont modi-
�és localement de sorte que le champ de contrainte obtenu avec le nouveau module se
trouve sur la frontière du critère de résistance ou que la densité d'énergie élastique soit
égale à la dissipation plastique correspondant au champ de vitesse virtuelle. Ainsi, la
variation spatiale des modules d'élasticité �ctifs sert à reproduire la redistribution des
e�orts au sein de la structure avant la ruine. Di�érentes méthodes sont alors obtenues
suivant la façon dont sont ajustés les modules élastiques : � Linear Matching Method �
[Mackenzie et al., 1994], � Elastic Compensation Method � [Ponter et Carter, 1997] par
exemple. Pour plus de détails concernant ce type d'approche, on pourra se reporter à
[de Domenico, 2014].

2.3.7 Bilan
Il existe évidemment une abondante littérature et de nombreux développements ré-

cents dans le domaine de l'optimisation convexe. Il serait certainement extrêmement
intéressant de faire une comparaison plus systématique des nombreux algorithmes exis-
tants dans le cadre du calcul à la rupture, voire de travailler à une méthode particuliè-
rement bien adaptée à la structure interne du problème.
Néanmoins, les travaux récents consacrés à la mise en ÷uvre numérique du calcul à la
rupture semblent tous indiquer des performances nettement supérieures des algorithmes
de type points intérieurs, en particulier dans le cas non-linéaire de la programmation
conique, par rapport aux autres stratégies possibles. L'existence d'un solveur dédié et
optimisé en termes de performances tel que Mosek nous a conduit à faire le choix de
ce type d'approche pour ce travail, l'objectif étant alors d'illustrer la généralité de cet
outil sur di�érents types de calculs en mécanique des structures.
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2.4 Logiciels de calcul à la rupture
Mentionnons, pour clore ce chapitre, quelques logiciels ou procédures numériques

dédiées à la mise en ÷uvre d'une approche par le calcul à la rupture.

2.4.1 Talren

Talren 8, développé par le bureau d'études Terrasol, est un logiciel qui permet la
véri�cation de la stabilité des ouvrages géotechniques (talus, remblais, barrages), avec
ou sans renforcements (clous, pieux, terre armée, etc.). Talren dispose, depuis un peu
plus d'une dizaine d'années, d'un module de calcul à la rupture mettant en ÷uvre une
approche cinématique par blocs en rotation le long de surfaces de glissement (spirales
logarithmiques dans le cas d'un matériau frottant, Figure 2.4).
L'utilisateur dé�nit une discrétisation permettant de générer un nombre �ni de méca-
nismes de ruine potentiels. Le majorant de la charge extrême (ou facteur de stabilité) est
calculé pour chaque mécanisme et le mécanisme correspondant au plus petit majorant
est alors identi�é.
Mentionnons également l'existence, dans les années 1990, du logiciel STARS [de Buhan
et al., 1992, Anthoine et al., 1992] mettant en ÷uvre le même type de démarche pour
le calcul d'ouvrages en sols renforcés.

Figure 2.4 � Aperçu d'écran du logiciel Talren

2.4.2 LimitState

LimitState 9 est une entreprise développant des logiciels à destination des ingé-
nieurs du génie civil. Initialement fondée par des membres de l'Université de Shef-
�eld (Royaume-Uni), LimitState propose une gamme de plusieurs logiciels dont trois

8. http://www.terrasol.fr/fr/logiciels/logiciels-terrasol/talren-v5
9. http://www.limitstate.com
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concernent l'identi�cation de mécanismes de ruine pour di�érents types de structures :
LimitState :RING (depuis 2007) pour les ponts et arches en maçonnerie, LimitS-
tate :GEO (depuis 2008) pour les ouvrages géotechniques et LimitState :SLAB (de-
puis 2014) pour les plaques en �exion. LimitState :RING considère directement des
mécanismes de ruine de blocs rigides en translation/rotation pour les éléments maçon-
nés. LimitState:GEO et LimitState:SLAB identi�ent, respectivement, des surfaces
de rupture pour les milieux continus 2D/3D et des lignes de rupture pour les plaques en
�exion par la mise en ÷uvre la méthode DLO mentionnée précédemment (Figure 2.5).

(a) Aperçu d'un mécanisme de ruine en 3D
(LimitState :GEO)

(b) Aperçu d'un mécanisme de ruine de
plaque en �exion (LimitState :SLAB)

Figure 2.5 � Aperçus d'écran des logiciels de la gamme LimitState

2.4.3 OptumG2

OptumG2 10 est un logiciel de calcul par éléments �nis (en 2D) pour les ouvrages
géotechniques, développé par la société OptumCE en partie fondée par K. Krabbenhø�t
et A. Lyamin de l'Université de Newcastle (Australie). Sorti en 2013, il s'agit vraisem-
blablement du premier logiciel mettant en ÷uvre de manière systématique une approche
par éléments �nis du calcul à la rupture, pour la statique comme pour la cinématique.
En ce qui concerne la procédure d'optimisation, OptumG2 tire avantage des progrès
récents dans le domaine de la programmation conique. Plusieurs critères de résistance
pour le sol sont disponibles et il o�re également la possibilité d'inclure des éléments de
barres, de poutres en �exion ou d'interfaces. Une procédure de remaillage adaptatif est
également disponible a�n d'améliorer la qualité des bornes obtenues (Figure 2.6).
En�n, mentionnons qu'OptumG2 permet également de réaliser des analyses élasto-
plastiques, la particularité étant que la résolution d'un cas de charge incrémental est
réalisée par optimisation [Krabbenhøft et al., 2007, Krabbenhoft et al., 2007], de la
même manière qu'en calcul à la rupture.

10. http://www.optumce.com
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Figure 2.6 � Aperçu d'écran du logiciel OptumG2

2.4.4 Procédures numériques

Le logiciel aux éléments �nis Cast3m 11, développé par le CEA, inclut une procé-
dure LIMEMECA permettant de déterminer l'état limite d'une structure de poutre en
identi�ant les mécanismes de ruine indépendants. Il existe également une procédure
appelée @ANA_LIM qui met en ÷uvre la Linear Matching Method pour un critère de
von Mises ou de Tresca.

Le logiciel aux éléments �nis CESAR-LCPC 12, développé par la société ITECH et
l'IFSTTAR, inclut un module appelé LIMI mettant en ÷uvre une approche cinématique
fondée sur les techniques de régularisation évoquées en 2.3.2.
Ce type d'approche est également disponible au sein de Code_Aster 13 (EdF).

2.4.5 Développements en cours

Le bureau d'études anglais Ramsay Maunder Associates 14 développe actuellement
un logiciel, intitulé Equilibrium Finite Elements (EFE), destiné à la mise en
÷uvre de l'approche statique par l'intérieur pour les plaques en �exion.

Le bureau d'études français Strains 15 développe Capacity, un logiciel destiné à
la véri�cation de la résistance des assemblages métalliques par la mise en ÷uvre des
approches du calcul à la rupture par éléments �nis 3D et programmation conique.

11. http://www-cast3m.cea.fr/
12. http://www.itech-soft.com/cesar/
13. http://www.code-aster.org/
14. http://www.ramsay-maunder.co.uk/r--d/
15. http://www.strains.fr/software.html
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2.5 Conclusions
Ce chapitre s'est concentré sur les aspects numériques de la mise en ÷uvre de la

démarche du calcul à la rupture. Il avait été évoqué, au chapitre 1, que la relativement
faible di�usion du calcul à la rupture dans la pratique de l'ingénierie pouvait, en
partie, s'expliquer par des verrous d'ordre numérique qui limitaient le nombre de
logiciels mettant en ÷uvre ce type de démarche. Nous avons pu constater qu'il existe
e�ectivement certaines di�cultés qu'il convient de ne pas négliger : développement
d'éléments �nis spéci�ques (en contraintes, avec discontinuités), préservation du statut
de borne, caractère non-régulier des problèmes d'optimisation...
Ainsi, l'existence d'une procédure d'optimisation e�cace est, sans doute, l'élément
critique permettant d'envisager, ou non, le développement d'un logiciel pour un usage
professionnel. Nous avons vu que de nombreuses stratégies ont été proposées pour
la résolution des problèmes d'optimisation en calcul à la rupture. À l'heure actuelle,
il semble que les algorithmes de points intérieurs pour la programmation linéaire et
conique constituent la piste la plus prometteuse, d'autant que de nombreux solveurs
dédiés (libres ou commerciaux) sont aujourd'hui disponibles.

Nous avons donc choisi d'utiliser avantageusement la performance de ces algorithmes
pour le développement des outils qui seront présentés dans cette thèse. Nous verrons,
en particulier, que l'utilisation de solveurs de programmation conique guidera certains
choix de modélisation, notamment du point de vue de la formulation du critère de résis-
tance, celui-ci conditionnant fortement le type de problème d'optimisation à résoudre.
Il est également intéressant de constater que le nombre de logiciels dédiés au calcul à
la rupture était relativement restreint jusqu'à présent, ces derniers étant souvent limi-
tés à des domaines bien particuliers. En revanche, la di�usion récente de logiciels plus
ambitieux tels que LimitState et OptumG2, ainsi que les développements de logi-
ciels encore en cours, invitent à penser que les techniques numériques sont aujourd'hui
matures pour une di�usion plus large de l'approche numérique du calcul à la rupture.

∗ ∗
∗
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Deuxième partie

Calcul à la rupture des structures
homogènes par éléments �nis
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Chapitre 3

Éléments �nis pour le calcul à la rup-
ture des plaques minces

Résumé : Ce chapitre présente une mise en ÷uvre de l'approche cinématique du
calcul à la rupture pour des plaques minces en �exion à travers l'utilisation d'éléments
�nis combinant à la fois taux de courbure virtuelle et discontinuité de vitesse de rotation
dans le calcul de la puissance résistante maximale. Di�érents degrés d'interpolation sont
considérés pour le champ de vitesse virtuelle. Le problème discret est ensuite formulé
comme un problème de programmation conique du second-ordre (SOCP) et résolu à l'aide
du solveur Mosek. La comparaison avec des éléments �nis assurant la continuité C1

du champ de vitesse virtuelle (i.e. la continuité C0 du taux de rotation) montre que ces
éléments discontinus sont plus e�caces, notamment dans le cas de supports encastrés.
Di�érents exemples numériques servent à valider la formulation présentée.
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Éléments �nis pour le calcul à la rupture des plaques minces

3.1 Formulation générale du calcul à la rupture des
plaques en �exion

Cette première section a pour but de poser, dans un premier temps, le problème du
calcul à rupture dans le cadre général d'une modélisation de type plaque, notamment
concernant l'écriture des équations d'équilibre et de leur dualisation par le principe des
puissances virtuelles. On s'intéressera ensuite au cas particulier des plaques minces en
�exion et de la mise en ÷uvre de l'approche cinématique du calcul à la rupture pour ce
type de structure.

3.1.1 Modèle de plaque : e�orts intérieurs et équations d'équi-
libre

Figure 3.1 � E�orts extérieurs de la modélisation de type plaque

Il serait trop long de revenir ici sur tous les aspects de la modélisation mécanique
de type plaque et de son rapport à une modélisation comme milieu continu 3D. Nous
partirons donc directement du modèle bidimensionnel de plaque en considérant un
domaine Ω ⊂ R2 dont les e�orts intérieurs sont décrits par un tenseur symétrique
des e�orts membranaires N , un tenseur symétrique des moments de �exion M et un
vecteur d'e�orts tranchants V . Pour une présentation plus complète du modèle dans
le cadre du calcul à la rupture, le lecteur intéressé pourra se référer au chapitre 10 de
l'ouvrage [Salençon, 2013].

Se donnant un repère cartésien (O; ex, ey, ez), on supposera que la plaque Ω est située
dans le plan (O; ex, ey). Les e�orts extérieurs considérés dans cette modélisation sont
(Figure 3.1) :
• une densité surfacique d'e�orts situés dans le plan de la plaque, notée p = pxex +
pyey ;
• une densité surfacique d'e�orts transversaux, notée qez ;
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• une densité surfacique de couples situés dans le plan de la plaque, notée c =
cxex + cyey ;
• une densité linéique (sur une ligne Γ) d'e�orts transversaux Fzez, d'e�orts tan-
gentiels F = Fxex + Fyey ou de couples tangentiels C = Cxex + Cyey ;
• une densité linéique d'e�orts de contact au bord du domaine ∂Ω comprenant une
composante R dans le plan de la plaque et une composante suivant la direction
transversale à la plaque Rzez ;
• une densité linéique de couples de contact comprenant uniquement une compo-
sante H dans le plan de la plaque.

Dans ces conditions, les équations d'équilibre local s'écrivent :

divN + p = 0 (3.1)

div V + q = 0 (3.2)

divM + V + c = 0 (3.3)

Tandis que les équations de saut à travers une ligne Γ de normale unitaire n en présence
des densités linéiques précédentes sont données par :

[[N · n]] + F = 0 (3.4)

[[V · n]] + Fz = 0 (3.5)

[[M · n]] + C = 0 (3.6)

où [[?]] = (?)+−(?)− désigne la discontinuité de la quantité ? à travers Γ dont la normale
pointe de la région − vers la région +.
En�n, les e�orts extérieurs de contact sur un bord de normale sortante n sont reliés aux
e�orts intérieurs par les relations suivantes :

N · n = R (3.7)

V · n = Rz (3.8)

M · n = H (3.9)

3.1.2 Dualisation par le principe des puissances virtuelles

La dualisation des équations d'équilibre précédentes par le principe des puissances
virtuelles fait intervenir une cinématique virtuelle en un point de la plaque composée
(Figure 3.2) :
• d'une vitesse virtuelle û située dans le plan de la plaque ainsi que d'une vitesse
virtuelle transversale (hors-plan) ŵez de la particule attachée au point en question ;
• d'une vitesse angulaire θ̂ caractérisant la rotation de la microstructure attachée au
même point. On lui associe un vecteur β̂ = ez ∧ θ̂, ces deux vecteurs étant situés
dans le plan de la plaque.
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vitesse dans le plan

vitesse angulaire

vitesse transversale

Figure 3.2 � Cinématique virtuelle de la plaque (à gauche) et discontinuités de vitesse
à travers une ligne (à droite)

Le principe des puissances virtuelles fait alors intervenir la puissance virtuelle des
e�orts intérieurs donnée par :

Pint(û, ŵ, β̂) = −
∫

Ω

(
N :

(
s∇û

)
+ V ·

(
∇ŵ − β̂

)
+M :

(
s∇β̂

))
dΩ (3.10)

où s∇ correspond à la partie symétrique du gradient par rapport aux coordonnées x, y
du plan.
Dans le cas où les champs de vitesse virtuelle présentent une discontinuité à travers une
ligne Γ, l'expression précédente est complétée par la contribution de ces discontinuités
donnée par l'intégrale linéique suivante :

P Γ
int([[û]], [[ŵ]], [[β̂]]) = −

∫
Γ

(
(N · n) · [[û]] + (V · n)[[ŵ]] + (M · n) · [[β̂]]

)
dl (3.11)

La puissance des e�orts extérieurs dans cette cinématique virtuelle s'écrit alors :

Pext(û, ŵ, β̂) =

∫
Ω

(p·û+qŵ+c·β̂)dΩ+

∫
Γ

(F ·û+Fzŵ+C ·β̂)dl+

∫
∂Ω

(R·û+Rzŵ+H ·β̂)dl

(3.12)
On supposera, dans toute la suite, que les e�orts appliqués à la plaque dépendent de
plusieurs paramètres représentés par un vecteur Q, de telle sorte que la puissance des
e�orts extérieurs peut s'écrire sous la forme suivante dans tout champ de vitesse virtuelle
cinématiquement admissible :

∀(û, ŵ, β̂) C.A. avec q̂, Pext(û, ŵ, β̂) = Q · q̂ (3.13)

où q̂ représente le vecteur des paramètres cinématiques associés à Q par dualité. On
parle alors de mode de chargement à n paramètres où n est la dimension de Q.
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3.1.3 Calcul à la rupture des plaques minces en �exion

3.1.3.1 Approche statique

En toute généralité, un critère de résistance pour un modèle de plaque fait intervenir
un domaine convexe G ou, de manière équivalente, une fonction convexe f des trois types
d'e�orts intérieurs N , M et V :

(N,M, V ) ∈ G = {(N,M, V ) tels que f(N,M, V ) ≤ 0} (3.14)

Dans ce chapitre, on s'intéresse au cas particulier des plaques minces en �exion i.e.
des problèmes pour lesquels la plaque peut être considérée comme in�niment résistante
vis-à-vis de l'e�ort membranaire et de l'e�ort tranchant. Cette situation se produit
notamment dans le cas où l'épaisseur h de la plaque est négligeable devant la dimension
caractéristique L du problème (h � L) et où le chargement pertinent correspond à
des e�orts transversaux ou des couples de �exion. Dans ce cas, le critère de résistance
généralisé ne porte que sur le tenseur des moments de �exion :

M ∈ G = {M tel que f(M) ≤ 0} (3.15)

Dans le contexte du mode de chargement à n paramètres introduit précédemment,
le domaine K des chargements Q potentiellement supportables est alors dé�ni, au sens
du calcul à la rupture, de la façon suivante :

K =
{
Q; ∃M statiquement admissible (S.A.) avec Q et M(x) ∈ G ∀x ∈ Ω

}
(3.16)

Il est à noter que le terme � statiquement admissible � fait a priori référence aux équa-
tions d'équilibre local, équations de saut et conditions aux limites (3.1)-(3.9) dans les-
quelles intervient M . Néanmoins, la situation est légèrement plus compliquée dans la
mesure où l'hypothèse de résistance in�nie vis-à-vis de l'e�ort membranaire et de l'ef-
fort tranchant autorise de travailler avec une classe moins régulière de champs pour N
et V . Comme nous le verrons juste après, cela conduit à une cinématique virtuelle de
Love-Kirchho�, dont les équations d'équilibre et de saut correspondantes par dualité
sont moins restrictives que celles présentées précédemment [Krabbenhoft et Damkilde,
2002]. Néanmoins, nous intéressant dans ce chapitre uniquement à l'approche cinéma-
tique, nous ne détaillerons pas plus avant cet aspect.

3.1.3.2 Approche cinématique

L'approche cinématique du domaine K est obtenue à l'aide du principe des puis-
sances virtuelles :

∀(û, ŵ, β̂) C.A. avec q̂, ∀(N,M, V ) S.A. avec Q

Pext(û, ŵ, β̂) = −Pint(û, ŵ, β̂) ≤ Prm(û, ŵ, β̂) (3.17)

où l'on a introduit la puissance résistante maximale dé�nie par :

Prm(û, ŵ, β̂) =

∫
Ω

π
(
s∇û,∇ŵ − β̂, s∇β̂

)
dΩ +

∫
Γ

π
(
n; [[û]], [[ŵ]], [[β̂]]

)
dl (3.18)
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avec les fonctions d'appui suivantes :

π
(
s∇û,∇ŵ − β̂,s∇β̂

)
= sup

(N,V ,M);

f(M)≤0

{
N :s∇û+ V ·

(
∇ŵ − β̂

)
+M :s∇β̂

}
(3.19)

π
(
n; [[û]], [[ŵ]], [[β̂]]

)
= sup

(N,V ,M);

f(M)≤0

{
(N · n) · [[û]] + (V · n)[[ŵ]] + (M · n) · [[β̂]]

}
(3.20)

Il apparaît alors clairement dans (3.19) et (3.20) que l'hypothèse de résistance in�nie
vis-à-vis de N et V conduit à des valeurs �nies des fonctions d'appuis, et donc de la
puissance résistante maximale, uniquement dans le cas où les conditions suivantes sont
satisfaites :

s∇û = 0 (3.21)

∇ŵ − β̂ = 0 (3.22)

[[û]] = 0 (3.23)

[[ŵ]] = 0 (3.24)

Les relations (3.21) et (3.23) correspondent à une déformation et des discontinuités
membranaires nulles, tandis que la deuxième ligne (3.22) correspond à la condition
cinématique de Love-Kirchho� reliant le taux de rotation au gradient du champ de
vitesse transversale que l'on interprète ici comme une condition de pertinence liée à la
résistance in�nie vis-à-vis de l'e�ort tranchant. Dans ce cas, la déformation généralisée
apparaissant en dualité du moment de �exion devient :

χ̂ =s∇β̂ =s∇(∇ŵ) (3.25)

et est appelée taux de courbure virtuelle. La dé�nition (3.19) se simpli�e alors en :

π
(
χ̂
)

= sup
M ; f(M)≤0

{
M : χ̂

}
(3.26)

La condition de pertinence (3.24) pour les discontinuités liée à la résistance in�nie à
l'e�ort tranchant impose également que le champ de vitesse transversale soit continu. Le
taux de rotation β̂ étant relié au gradient de ŵ, la discontinuité de ce dernier à travers une
ligne Γ est nécessairement normale à celle-ci en vertu du lemme d'Hadamard [Salençon,
2001, Salençon, 2013] :

[[β̂]] = [[∇ŵ]] = [[∂nŵ]]n (3.27)

La fonction d'appui (3.20) relative aux discontinuités se réduit alors à :

π (n; [[∂nŵ]]) = sup
M ; f(M)≤0

{Mnn[[∂nŵ]]} (3.28)

44



3.1. Formulation générale du calcul à la rupture des plaques en �exion

(a) Critère de von Mises (b) Critère de Johansen

Figure 3.3 � Représentation des critères dans l'espace (Mxx,Myy,Mxy)

La mise en ÷uvre de l'approche cinématique du calcul à la rupture pour les plaques
minces en �exion repose donc sur la construction de champs de vitesse transversale ŵ
tels que 1 :
• ŵ est cinématiquement admissible ;
• ŵ est continu sur tout le domaine Ω ;
• ŵ est deux fois di�érentiable dans Ω excepté le long de lignes de ruptures ou
charnières Γ au travers desquelles il convient de calculer la contribution des
discontinuités du vecteur rotation 2.

Dans le cas d'un mode de chargement à un paramètre, par exemple une densité
surfacique d'e�orts transversaux q = λq0 où q0 est une valeur de référence et λ un facteur
multiplicatif, la détermination du chargement limite q+ = λ+q0 revient à résoudre le
problème d'optimisation convexe suivant :

λ+ = min
ŵ C.A.

∫
Ω

π
(
s∇(∇ŵ)

)
dΩ +

∫
Γ

π(n; [[∂nŵ]])dl

t.q.
∫

Ω

q0ŵdΩ = 1
(3.29)

3.1.3.3 Critères de résistance usuels pour les plaques minces en �exion

Dans la suite, on considérera deux critères de résistance isotropes usuels pour les
plaques en �exion :
• le critère de von Mises (Figure 3.3a)√

M2
xx +M2

yy −MxxMyy + 3M2
xy ≤M0 (3.30)

1. L'espace fonctionnel ad hoc correspond à l'espace HB(Ω) des fonctions à Hessien borné. [Demen-
gel, 1983, Demengel, 1984]

2. À noter que ces charnières peuvent également être situées le long du bord ∂Ω de la plaque.
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où M0 représente la résistance en �exion uniaxiale de la plaque. Ce critère est
représenté par un ellipsoïde dans l'espace (Mxx,Myy,Mxy).
• le critère de Johansen [Johansen, 1962] (Figure 3.3b)

−M−
0 ≤MI ,MII ≤M+

0 (3.31)

où MI et MII sont les valeurs principales de M et M+
0 (resp. M−

0 ) représente la
résistance en �exion uniaxiale positive (resp. négative) de la plaque. A noter que
ce critère peut se réécrire de la façon suivante dans l'espace (Mxx,Myy,Mxy) :

(M−
0 +Mxx)(M

−
0 +Myy) ≥M2

xy

(M+
0 −Mxx)(M

+
0 −Myy) ≥M2

xy

−M−
0 ≤Mxx,Myy ≤M+

0

(3.32)

correspondant à l'intersection de deux cônes.

Pour ces deux critères, les fonctions d'appui sont données par :
• critère de von Mises

π
(
χ̂
)

=
2√
3
M0

√
χ̂2
xx + χ̂2

yy + χ̂xxχ̂yy + χ̂2
xy (3.33)

π (n; [[∂nŵ]]) =
2√
3
M0 |[[∂nŵ]]| (3.34)

• critère de Johansen

π
(
χ̂
)

= max
{
M+

0 χ̂I ;−M−
0 χ̂I

}
+ max

{
M+

0 χ̂II ;−M−
0 χ̂II

}
(3.35)

π (n; [[∂nŵ]]) = max
{
M+

0 [[∂nŵ]];−M−
0 [[∂nŵ]]

}
(3.36)
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3.2 État de l'art du calcul à la rupture des plaques
minces en �exion

3.2.1 Méthode des lignes de rupture

Une mise en ÷uvre particulière de l'approche cinématique du calcul à la rupture pour
les plaques en �exion, appelée � méthode des lignes de ruptures �, a été proposée dans
[Johansen, 1962] et consiste à considérer un champ de vitesse transversale continu et
linéaire par morceaux en divisant la plaque en plusieurs régions subissant un mouvement
de corps rigide. La ligne correspondant à l'interface entre deux régions, appelée ligne de
rupture ou charnière, est alors le siège d'une discontinuité de vitesse de rotation entre
les deux régions adjacentes. Ainsi, seul le terme de discontinuité de rotation contribue
au calcul de la puissance résistante maximale, le taux de courbure virtuel étant nul dans
chaque région.
Ce choix particulier de champ de vitesse virtuel fait que la puissance résistante maximale
est très facile à calculer. Dans certains cas, il est possible d'obtenir la solution exacte
avec des mécanismes très simples. Un nombre important de solutions, complètes ou
approchées, est présenté dans l'ouvrage [Save et al., 1997]. Ainsi, cette approche a connu
un attrait important de la part des ingénieurs, notamment pour la conception de dalles
en béton armé. Néanmoins, son e�cacité repose sur la qualité du mécanisme de ruine
choisi et il peut être relativement di�cile d'optimiser ce choix de façon analytique.
Quoi qu'il en soit, la méthode des lignes de rupture est trop restrictive dans le cas général
pour fournir la solution exacte d'un problème de calcul à la rupture pour les plaques
en �exion, même avec une in�nité de lignes de rupture [Bræstrup, 1971]. On peut, en
e�et, montrer que la méthode des lignes de rupture ne peut approcher la charge ultime
exacte d'une plaque carrée de von Mises simplement appuyée sous pression uniforme à
moins de 10%.
Malgré son utilisation courante par les ingénieurs, de récents calculs [Ramsay et al.,
2014] ont également montré que les bornes supérieures obtenues à l'aide de mécanismes
de dimensionnement usuels pouvaient surestimer la charge ultime exacte de près de
40%, alors que les réglementations suggèrent en général d'appliquer un coe�cient de
sécurité de l'ordre de 10%. L'outil numérique est donc indispensable a�n d'estimer avec
précision et �abilité ces charges ultimes.

3.2.2 Éléments �nis pour l'approche cinématique

Des approches numériques ont été développées a�n d'automatiser la méthode des
lignes de rupture. [Chan, 1972, Anderheggen et Knöpfel, 1972, Munro et Da Fonseca,
1978] ont proposé de discrétiser la structure en éléments �nis triangulaires, les lignes de
rupture potentielles étant donc situées selon les bords des éléments. Cette formulation
conduit à un problème de programmation linéaire qui peut être résolu par l'algorithme
du simplexe ou par des algorithmes de points intérieurs. Ce type de discrétisation pré-
sente néanmoins une forte dépendance au maillage et notamment à l'orientation des
bords des éléments. A�n d'éviter ce problème, certains auteurs [Johnson, 1994, Jen-
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nings, 1996, Thavalingam et al., 1998] ont proposé des approches itératives optimisant
la disposition du maillage en fonction de la solution approchée calculée. Mais ce type
d'optimisation est di�cile à e�ectuer dans la mesure où le problème à résoudre n'est
pas convexe. L'approche Discontinuity Layout Optimization (DLO)[Gilbert et al., 2014]
se fonde sur un réseau prédé�ni de n÷uds (et non pas sur un maillage) et optimise la
con�guration des lignes de ruptures construites à partir de ce réseau.
Une étape naturelle a ensuite consisté à utiliser des éléments �nis de plaque dévelop-
pés dans le cadre de l'élasticité linéaire. Cependant, il est relativement compliqué de
construire rigoureusement des éléments �nis de plaque véri�ant simultanément la ci-
nématique de Love-Kirchho� et la continuité du vecteur rotation [Zienkiewicz et al.,
2005, Ciarlet, 1978]. Certains éléments classiques tel que l'élément DKT 3 assurent cette
condition en un nombre �ni de points de l'élément mais pas de manière exacte sur tout
l'élément. On peut donc se poser la question de la pertinence des résultats de l'approche
cinématique obtenus dans ce cas, le statut de borne supérieure étant inévitablement
perdu. Le même type de problématique apparaît dans le cadre d'une formulation mixte,
interpolant à la fois le champ de vitesse et celui des e�orts intérieurs.
En�n, certains auteurs ont proposé d'utiliser des éléments �nis assurant la continuité
C1 de manière exacte, au prix d'un nombre de degrés de liberté relativement important
[Capsoni et Corradi, 1999, Le et al., 2010a].
Il semblerait que les seuls auteurs (en dehors de la littérature consacrée à la méthode
des lignes de rupture par éléments �nis) ayant considéré des champs de vitesse unique-
ment continus et, donc, autorisant une contribution des discontinuités de rotation à la
puissance résistante maximale soient Hodge et Belytschko qui ont considéré un champ
quadratique par élément [Hodge et Belytschko, 1968]. Le lecteur intéressé trouvera dans
[Bleyer et al., 2014] un résultat de Γ-convergence de la solution discrète vers la solution
continue pour les éléments �nis au moins quadratiques.

3.2.3 Éléments �nis pour l'approche statique

Certains travaux se sont penchés sur la formulation de l'approche statique des
plaques minces en �exion par éléments �nis. Si cette approche reste relativement simple
à formuler, mentionnons tout de même que le choix du degré d'interpolation du champ
de moment de �exion peut entraîner certaines di�cultés. En e�et, une interpolation li-
néaire du champ de moment fait que divM est constant dans chaque élément ce qui fait,
par exemple, que l'on ne peut pas considérer de densités surfaciques d'e�orts transver-
saux. Une interpolation au moins quadratique est alors nécessaire. Dans le cas contraire,
il convient alors de considérer des distributions linéiques équivalentes d'e�orts transver-
saux sur le bord des éléments [Krabbenhoft et Damkilde, 2002].
D'autre part, le choix d'une interpolation quadratique fait qu'il est a priori impossible
de véri�er le critère de résistance de manière exacte dans chaque élément. Dans [Nguyen-
Dang et König, 1976, Le et al., 2010a], un critère portant sur la moyenne a été introduit
dans le cas d'un matériau de von Mises. Nous proposerons une stratégie alternative dans

3. Discrete Kirchho� Triangle
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le chapitre suivant.

3.2.4 Autres méthodes
En�n, mentionnons également le développement récent de méthodes sans maillage

pour la discrétisation des deux approches : EFG 4 pour la statique [Le et al., 2010b] et
la cinématique [Le et al., 2009], C1-NEM 5 [Zhou et al., 2012] pour la cinématique. Des
approches isogéométriques fondées sur une interpolation d'ordre élevée de la géométrie
et du champ de vitesse ont également été proposées [Nguyen-Xuan et al., 2014].
On peut se poser la question de la pertinence de ce type d'approches pour le calcul à la
rupture dans la mesure où :
• les méthodes sans maillage font appel à des fonctions de formes dont le support
n'est pas restreint à un seul élément, introduisant des nombreux schémas d'ap-
proximation dans le calcul des équations d'équilibre ou des déformations généra-
lisées ;
• l'écriture du critère de résistance s'en trouve alors grandement compliquée et n'est
donc, en pratique, jamais véri�é de manière exacte ;
• les conditions aux limites sont également véri�ées de manière approchée.

Ainsi, ces méthodes ont l'inconvénient d'accumuler di�érents niveaux d'approxima-
tion par rapport à une formulation rigoureuse par éléments �nis, perdant ainsi la sim-
plicité du raisonnement du calcul à la rupture. En�n, ces méthodes utilisent, en général,
une interpolation de degré élevé, i.e. au moins C1, voire plus, du champ de vitesse.
Dans la mesure où les champs optimaux présentent très souvent des discontinuités, il
paraît inutile de vouloir à tout prix travailler avec des champs très réguliers. De ma-
nière générale, les exemples numériques n'ont pas permis de montrer que ces méthodes
permettent de mieux approcher les solutions optimales, bien qu'il soit di�cile de faire
une comparaison rigoureuse en terme de �nesse de l'interpolation avec des méthodes
par éléments �nis.

4. Element-Free Galerkin
5. C1 Natural Element Method
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3.3 Mise en ÷uvre par éléments �nis de l'approche
cinématique

Dans cette section, l'approche cinématique par l'extérieur est mise en ÷uvre en
considérant une discrétisation par éléments �nis de la plaque et di�érentes interpolations
du champ de vitesse. Le problème d'optimisation correspondant est ensuite formulé
comme un problème de programmation conique du second-ordre (SOCP 6) pour les deux
critères considérés. A�n d'alléger les notations, on omettra dans la suite le symbolê lié
au caractère virtuel des champs de vitesse.

3.3.1 Discrétisation

a) T3 b) T6 c) T6b d) H3

Figure 3.4 � Éléments �nis triangulaires et degrés de libertés associés

On suppose que le domaine Ω de la plaque est discrétisée selon un ensemble NE

d'éléments �nis triangulaires Ωe. La particularité essentielle de notre approche consiste
à considérer des degrés de liberté du champ de vitesse virtuelle attachés, non pas à un
n÷ud du maillage comme dans la méthode des éléments �nis traditionnelle, mais à un
élément du maillage. Ainsi, un même n÷ud géométrique sera, a priori, le siège d'autant
de valeurs du champ de vitesse virtuelle qu'il y a d'éléments partageant le n÷ud en
question 7.
Dans les exemples suivants, on considérera 4 types d'interpolation di�érentes pour le
champ de vitesse : la première (T3) considère une interpolation linéaire de w correspon-
dant donc à des éléments de charnières pures, la deuxième (T6) considère une interpo-
lation quadratique, la troisième (T6b) généralise la deuxième en rajoutant une fonction
de forme cubique de type bulle et la quatrième est une interpolation cubique de type
Hermite (H3) i.e. en interpolant à la fois le champ w et ses dérivées (Figure 3.4). Dans
tous les cas, les degrés de libertés attachés à un élément e seront notés ue et ordonnés
de la façon suivante :

6. Second-Order Cone Programming
7. Si ce point de vue peut paraître inutile dans le cas des plaques minces du fait de la continuité de

ŵ, nous le retenons ici dans un souci de cohérence avec les chapitres suivants dans lesquels il devient
essentiel.
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• pour T3 :
ue = 〈w1 w2 w3〉T (3.37)

• pour T6 :
ue = 〈w1 w2 w3 w4 w5 w6〉T (3.38)

• pour T6b :
ue = 〈w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7〉T (3.39)

• pour H3 :

ue = 〈w1 ∂xw
1 ∂yw

1 w2 ∂xw
2 ∂yw

2 w3 ∂xw
3 ∂yw

3 w7〉T (3.40)

où xi représente la valeur de la quantité x au n÷ud i de l'élément en question, les indices
de 1 à 3 indiquant les 3 sommets du triangle, les indices de 4 à 6 indiquant les milieux
des côtés du triangle et l'indice 7 le centre de gravité de celui-ci. Ainsi, le nombre total
de degrés de liberté sera de ndofNE où ndof correspond au nombre de degrés de liberté
par élément, i.e. la longueur de ue.
De manière classique, on attache à chaque élément e un élément de référence de côté
unité dans un plan paramétré par ξ et η à partir desquels sont exprimées les fonctions de
formes liées à chaque type d'interpolation. Ne considérant que des éléments triangulaires
à bords droits, la transformation géométrique entre le triangle courant et le triangle de
référence sera donc une transformation a�ne.
Nous ne donnons dans la suite que les grandes lignes de la formulation discrète. Pour
plus de détails, notamment concernant l'expression des fonctions de forme et de leur
dérivées, on pourra se référer à [Bleyer et de Buhan, 2013c].

3.3.1.1 Contribution du terme de taux de courbure à la puissance résistante
maximale

Le calcul du terme de courbure de la puissance résistante maximale, noté

P def
rm =

∫
Ω

π(χ)dΩ (3.41)

nécessite de calculer, dans un premier temps, le taux de courbure χ relié au Hessien

du champ de vitesse par (3.25). Dans le cas des éléments de charnières pures (T3), ce
dernier est identiquement nul. Il est constant par élément pour T6 et linéaire pour T6b
et H3. Le calcul des dérivées secondes des fonctions de forme et de la matrice jacobienne
de la transformation géométrique permet donc d'exprimer, à travers une matrice B, les
composantes du tenseur χ dans chaque élément en fonction de ses valeurs aux sommets
du triangle :

χi
e = Biue ∀i = 1, . . . , 3 (3.42)

où χi
e = 〈χxx χyy 2χxy〉T au sommet i de l'élément e.

Il convient ensuite d'évaluer numériquement l'intégrale (3.41) en sommant sur tous
les éléments et en évaluant l'intégrale sur chaque élément. Or, la fonction d'appui π(χ)
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pouvant admettre une expression relativement complexe, il est généralement impossible
de calculer cette intégrale de manière exacte. Une première approche consiste alors à
évaluer l'intégrale élémentaire par une quadrature de Gauss ou autre. Une alternative
intéressante, soulignée dans [Makrodimopoulos et Martin, 2007], consiste à remarquer
que puisque χ varie, au plus, linéairement dans chaque élément, que π(χ) est une fonction
convexe et que le triangle possède des bords droits, alors on dispose de l'approximation
par excès suivante :

P def
rm =

NE∑
e=1

∫
Ωe

π(χ)dΩ .
NE∑
e=1

3∑
i=1

Ae
3
π(χi

e) (3.43)

où Ae correspond à l'aire de l'élément e. Cette approche a l'intérêt de conserver le
caractère de borne supérieure du résultat �nal et ne fait intervenir que le calcul de la
fonction d'appui aux trois sommets du triangle.

3.3.1.2 Contribution du terme de discontinuités à la puissance résistante
maximale

On s'attache, à présent, à calculer le terme de discontinuité de la puissance résistante
maximale, noté

P disc
rm =

∫
Γ

π(n; [[∂nw]])dl (3.44)

Considérons une arête j du maillage. Si j n'appartient pas à la frontière, il existe
alors deux éléments e et e′ possédant l'arête j en commun. Les discontinuités du champ
de vitesse w à travers l'arête j, notées [[u]]j, sont calculées par l'intermédiaire d'une
relation du type :

[[u]]j = Djuj (3.45)

où uj = 〈ue ue′〉T . A�n de satisfaire la condition de pertinence (3.24), on imposera
donc [[u]]j = 0 sur toutes les arêtes du maillage. De la même manière, on peut calculer
la discontinuité normale du gradient de w à travers l'arête j à travers une relation du
type :

[[θn]]j = nTj Gjuj (3.46)

où nj est le vecteur normal à l'arête j et Gj est une matrice permettant de calculer le
gradient du champ de vitesse.

De la même manière que précédemment, l'intégrale (3.44) est donc calculée en som-
mant sur toutes les arêtes du maillage. Dans le cas de l'interpolation linéaire (T3) et
quadratique (T6), la discontinuité normale du gradient est constante ou linéaire ce qui
permet d'évaluer l'intégrale élémentaire soit de manière exacte, soit en l'approximant
par excès par la même approche que précédemment. Dans le cas d'une interpolation cu-
bique, la variation du gradient est quadratique, on ne peut donc pas utiliser l'approche
précédente. Dans ce cas, on a choisi d'approximer l'intégrale à l'aide d'une formule des
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trapèzes à nd points :

P disc
rm =

ND∑
j=1

∫
Γj

π(n; [[∂nw]])dl ≈
ND∑
j=1

nd∑
k=1

ljωkπ(n; [[θn]]jk) (3.47)

où [[θn]]jk est la valeur du saut du gradient normal au point k de la quadrature, ωk le
poids correspondant à ce point, lj la longueur de l'arête j et ND le nombre d'arêtes
actives i.e. contribuant à la puissance résistante maximale (arêtes internes au maillage
et situées sur la frontière où la rotation est bloquée (encastrement)).
Il est à noter que le caractère de borne supérieure du résultat �nal est perdu a priori
avec ce type d'approximation. Néanmoins, pour des maillages su�samment �ns et un
nombre de points d'intégration nd su�sant, l'intégrale est su�samment bien approchée.
De plus, il est très facile de post-traiter le champ de vitesse optimal obtenu, en évaluant
de manière exacte cette intégrale a�n de conserver le statut de borne supérieure dans
tous les cas.

3.3.2 Formulation du problème d'optimisation
Nous formulons, à présent, le problème d'optimisation discret correspondant à (3.29).

En collectant l'ensemble des degrés de liberté dans un vecteur global u et en notant f
le vecteur global correspondant aux e�orts extérieurs, la mise en ÷uvre de l'approche
cinématique fournit donc une borne supérieure λc ≥ λ+ du multiplicateur ultime exact
et revient à résoudre le problème d'optimisation suivant :

λ+ ≤ λc = min
u

NE∑
e=1

3∑
i=1

Ae
3
π(χi

e) +

ND∑
j=1

nd∑
k=1

ljωkπ(n; [[θn]]jk)

t.q. fT · u = 1
Bu = χ
nGu = [[θn]]
Du = 0

(3.48)

où Bu = χ correspond à l'assemblage de toutes les relations (3.42), nGu = [[θn]] à
l'assemblage des relations (3.46) et Du = 0 à l'assemblage des relations (3.45).
À ce stade, nous sommes en présence d'un problème d'optimisation d'une fonction non-
linéaire sous contraintes linéaires. À l'aide de l'épigraphe des fonctions d'appui (cf.
Annexe A), on peut reformuler le problème précédent comme la minimisation d'une
fonction linéaire sous des contraintes linéaires et non-linéaires. On montre, à présent,
que ces contraintes non-linéaires peuvent s'écrire comme des contraintes coniques du
second-ordre pour les deux critères de résistance considérés.

3.3.2.1 Formulation conique : critère de von Mises

La fonction d'appui pour le critère de von Mises s'écrit :

π(χi
e) = M0

√
χi
e
TQχi

e avec Q =
1

3

4 2 0
2 4 0
0 0 1

 (3.49)
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En introduisant la factorisation de Cholesky C de la matrice Q telle que Q = CCT , on
peut réécrire :

π(χi
e) = M0‖CTχi

e‖ avec C =
1√
3

2 0 0

1
√

3 0
0 0 1

 (3.50)

De sorte que la minimisation de π(χi
e) équivaut à la minimisation :

min M0t
i
e

t.q. ‖CTχi
e‖ ≤ tie

(3.51)

qui correspond donc à une contrainte conique du second-ordre (cône de Lorentz) sur le
quadruplet formé par la variable auxiliaire tie et le vecteur CTχi

e.

Pour le terme de discontinuité, celui-ci se réduit à une valeur absolue π(n; [[θn]]jk) =
2√
3
M0|[[θn]]jk| dont la minimisation est équivalente à

min 2√
3
M0s

j
k

t.q. [[θn]]jk ≤ sjk
−[[θn]]jk ≤ sjk

(3.52)

soit 2 contraintes linéaires d'inégalité.

Ainsi, l'introduction de variables auxiliaires tie et s
j
k et des contraintes (3.51)-(3.52)

dans (3.48) conduit à minimiser une fonction linéaire sous des contraintes linéaires et
coniques du second-ordre. Il s'agit donc d'un problème de programmation conique du
second-ordre (SOCP) que l'on résout à l'aide du solveur Mosek [Mosek, 2014].

3.3.2.2 Formulation conique : critère de Johansen

D'après [Makrodimopoulos, 2010], la fonction d'appui du critère de Johansen peut
se réécrire de la façon suivante :

π(χi
e) = M+

0 〈1 1 0〉 · χi
e
+ +M−

0 〈1 1 0〉 · χi
e
− (3.53)

avec χi
e = diag(1, 1,

√
2)(χi

e
+ − χi

e
−)

χi
e
+,χi

e
− ∈ L3

r

où Lnr = {(x, y, z) ∈ R × R × Rn−2 t.q. ‖z‖2 ≤ 2xy ; x, y ≥ 0} désigne la rotation du
cône de Lorentz de dimension n. Il s'agit aussi d'une contrainte conique du second-ordre
(cf. Annexe A).

Le terme de discontinuité se traite d'une manière similaire au cas du critère de von
Mises. En e�et, la minimisation de π(n; [[θn]]jk) est équivalente à

min sjk
t.q. M+

0 [[θn]]jk ≤ sjk
−M−

0 [[θn]]jk ≤ sjk

(3.54)
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3.4 Exemples de validation
Cette section a pour but de valider les éléments �nis proposés sur des exemples

dont on dispose de solutions connues et de comparer leurs performances par rapport à
d'autres éléments de la littérature (notamment des éléments �nis assurant la continuité
C1 du vecteur rotation). On modélisera également, à titre d'exemple, le plancher d'un
bâtiment et on étudiera l'in�uence de l'orthotropie sur le mécanisme de ruine.
Pour tous les exemples, on a �xé le nombre de points d'intégration par arête à nd = 5.

3.4.1 Plaque carrée obéissant au critère de Johansen
Le premier problème est celui d'une plaque carrée de côté L, sous un chargement

transversal uniformément réparti d'intensité q et obéissant au critère de Johansen de
moment limite en �exion positive et négative valant M+

0 = M−
0 = M0.

3.4.1.1 Bords en appuis simples

On considère tout d'abord le cas d'une plaque simplement appuyée sur ses quatre cô-
tés. On dispose dans ce cas d'une solution exacte dont le mécanisme de ruine correspond
à 4 lignes de rupture le long des diagonales de la plaque et dont la charge ultime vaut
q+ = 24M0/L

2. On utilise dans un premier temps un maillage structuré (Figure 3.5a)
avec des bords d'éléments situés le long des diagonales (par symétrie, on ne modélise
qu'un quart de la plaque). On obtient alors la charge ultime exacte à 10−3 près pour
les quatre types d'éléments T3, T6, T6b et H3 et un mécanisme optimal correspondant
bien à la solution (Figure 3.5b). Par ailleurs, on constate bien que le terme dû à la
déformation de courbure dans la puissance résistante maximale est quasiment nul, la
totalité de la puissance étant produite par les discontinuités de rotation.

appuis simples

plans de 
symétrie

(a) Maillage structuré le long de la diago-
nale (b) Mécanisme de ruine du quart de plaque

Figure 3.5 � Mécanisme de ruine avec charnière le long de la diagonale

Étudions, à présent, l'in�uence de la disposition des éléments sur la qualité de la
solution pour les di�érents éléments �nis considérés. Pour cela, nous examinons deux
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(a) Maillage non structuré (b) Maillage structuré inversé

Figure 3.6 � Maillages dont les bords d'éléments ne sont pas situés sur la charnière
(représentés avec 10 éléments par côté du quart de plaque)

types de maillages dont les bords d'éléments ne sont plus situés sur la diagonale a priori :
un maillage non-structuré (Figure 3.6a) et un maillage structuré dans le sens opposé
(Figure 3.6b). Le tableau 3.1 reproduit les bornes supérieures obtenues pour chaque
élément suivant les maillages retenus. La contribution relative de P def

rm à la puissance
totale est aussi indiquée dans chaque cas. On constate alors que les éléments de char-
nière pure (T3) ne permettent pas d'obtenir une bonne estimation de la valeur exacte,
même en ra�nant le maillage. Ceux-ci sont donc bien trop dépendant de l'agencement
des bords des éléments dans le maillage. En revanche, les autres éléments présentent une
dépendance au maillage bien plus faible et convergent vers la solution exacte en aug-
mentant le nombre d'éléments. On constate qu'en augmentant le degré d'interpolation
du champ de vitesse et donc de la courbure, le terme de courbure devient prépondérant
et la qualité de l'estimation s'améliore.

En post-traitant le mécanisme optimal obtenu, on peut calculer les directions et les
valeurs principales χI , χII du taux de courbure. En multipliant ces valeurs principales
par la longueur caractéristique de l'élément correspondant, on obtient l'équivalent de la
discontinuité de rotation à travers l'élément, les directions principales donnant l'orien-
tation des axes de rotation. Il est donc possible de représenter, sur un même graphique,
un champ de discontinuités de rotation équivalent en plus des discontinuités situées à
travers les arêtes du maillage. C'est ce que nous avons représenté sur les Figure 3.7a-
3.7d pour les éléments T6 et H3 avec les deux types de maillages. Les directions princi-
pales du tenseur de courbure récréent bien localement, de manière di�use, l'orientation
de la charnière le long de la diagonale. De plus, on comprend que l'élément H3 présente
de meilleures performances que T6 puisqu'il permet de recréer un champ de courbure
équivalent à une discontinuité de rotation le long de la diagonale dans une région plus
étroite que pour T6.
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Maillage T3 T6 T6b H3
Exact 24

Non structuré (5 él./côté)
29.21 25.74 25.65 24.97
(0%) (75%) (75%) (88%)

Non structuré (10 él./côté)
30.29 25.30 25.17 24.55
(0%) (84%) (86%) (94%)

Structuré inversé (5 él./côté)
44.68 30.13 29.28 26.50
(0%) (70%) (77%) (89%)

Structuré inversé (10 él./côté)
44.31 28.19 27.48 25.31
(0%) (76%) (80%) (94%)

Tableau 3.1 � Valeurs des bornes supérieures (adimensionnées par M0/L
2) obtenues

pour chaque élément suivant les di�érents types et �nesses de maillage. La contribution
relative de P def

rm à la puissance totale est exprimée entre parenthèses.

3.4.1.2 Bords encastrés

Le problème de la plaque encastrée a été résolu analytiquement par [Fox, 1974], la
charge ultime valant q+ = 42.851M0/L

2. Le mécanisme est relativement compliqué car
il est formé de portions de surfaces développables, de surfaces anticlastiques (où la cour-
bure locale est positive dans une direction et négative dans la direction orthogonale),
ainsi que de zones où le champ de vitesse est nul près des coins. La Figure 3.8a représente
la convergence des bornes supérieures vers la solution exacte pour les di�érents éléments
�nis en fonction de la taille caractéristique des éléments (le premier maillage structuré
a été utilisé). On constate à nouveau que l'élément T3 présente une convergence extrê-
mement faible tandis que les autres éléments présentent une précision à taille de maille
�xée et une vitesse de convergence d'autant plus grande que l'ordre d'interpolation du
champ de vitesse est élevé. Sur la Figure 3.8b, le champ de discontinuité de rotation
équivalent ainsi que celui produit par les arêtes des éléments ont été représenté. On
constate e�ectivement la présence de zones sans déformation près du coin ainsi que la
présence de zones anticlastiques.

3.4.2 Plaque carrée obéissant à un critère de von Mises

Nous étudions à présent le cas d'un critère de von Mises. Nous ne disposons plus
de solutions analytiques mais uniquement d'estimations numériques. Ce problème a été
récemment traité par Le [Le et al., 2010a] en utilisant des éléments �nis HCT (Hsieh-
Clough-Tocher) assurant la continuité C1 du champ de vitesse, donc sans discontinuités
de rotation. Les Figures 3.9a et 3.9b représentent ainsi la convergence des éléments HCT,
T6, T6b et H3 dans le cas de bords en appuis simples et encastrés. L'erreur relative a
été calculée à partir d'une solution numérique de référence pour des maillages plus �ns
que ceux utilisés ici, soit q+ = 25.02M0/L

2 [Capsoni et Corradi, 1999] pour les appuis
simples et q+ = 44.20M0/L

2 [Bleyer et de Buhan, 2013c, Bleyer et de Buhan, 2013b]
pour le cas encastré.
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(a) Maillage non-structuré (T6)
écart : 5.4%
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(b) Maillage structuré inversé (T6)
écart : 17.5%

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 

x

y

Neg.

Pos.

(c) Maillage non-structuré (H3)
écart : 2.3%
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(d) Maillage structuré inversé (H3)
écart : 5.5%

Figure 3.7 � Champs de discontinuité de rotation équivalent dû à la courbure. La
largeur des segments indique localement la valeur relative de la discontinuité de rota-
tion équivalente, l'orientation étant donnée par les directions principales du tenseur de
courbure. Les couleurs indiquent si l'on se trouve en �exion positive (bleu) ou négative
(rouge). L'écart relatif à la valeur exacte de la charge limite est rappelé à chaque fois.

Dans le cas simplement appuyé, l'élément HCT présente une précision et une vitesse
de convergence légèrement supérieures à celles de l'élément H3. Cela est dû au fait que
l'interpolation du champ de vitesse est plus riche puisque cet élément possède 12 degrés
de libertés et est constitué de 3 sous-éléments avec une interpolation cubique du champ
de vitesse dans chaque sous-élément. En revanche, dans le cas encastré, la performance
de l'élément HCT est nettement dégradée, sa précision, à taille de maille �xée, étant bien
plus faible que celle de l'élément quadratique T6. Même sa vitesse de convergence est
plus faible et proche de celle de T6. Ces �gures illustrent donc bien le fait que malgré le
haut degré d'interpolation de l'élément HCT, la non-prise en compte des discontinuités
de rotations a pour e�et de dégrader fortement les performances de l'élément dans les
cas où celles-ci deviennent prépondérantes.
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(a) Convergence de l'erreur relative (b) Champs de discontinuité de rotation (H3)

Figure 3.8 � Plaque carrée avec bords encastrés

(a) Bords simplement appuyés (b) Bords encastrés

Figure 3.9 � Courbes de convergence pour le problème de la plaque carrée de von Mises
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(a) Maillage utilisé (ici 10× 10)
(b) In�uence du rapport d'aspect sur
l'écart à la solution de référence

Figure 3.10 � Exemple de la plaque rhomboédrique pour étudier l'in�uence de la
distorsion des éléments

3.4.3 In�uence de la distorsion des éléments

Nous nous intéressons ici à l'in�uence de la distorsion des éléments T6 et H3 sur
la qualité de la solution obtenue. Pour cela, nous avons considéré une plaque rhombo-
édrique (Figure 3.10a), en appui simple sur ses quatre côtés, sous chargement uniforme
et obéissant au critère de von Mises, maillée selon un maillage structuré orienté le long de
la grande diagonale. Le rapport d'aspect des éléments est dé�ni comme R = Emax/hmin
où Emax désigne la longueur du plus grand coté de l'élément et hmin celle de la plus
petite hauteur. Ainsi, on a R = 2 tan(π

4
+ α

2
) où α est l'angle indiqué sur la Figure 3.10a.

Nous avons fait varier l'angle α a�n d'augmenter le rapport d'aspect des éléments et
nous avons comparé la charge ultime calculée avec ce maillage à la charge ultime de
référence obtenue avec un maillage optimisé (i.e. pour lequel le rapport d'aspect des
éléments reste faible). L'écart à cette solution de référence est représenté sur la Figure
3.10b.
On constate alors que l'élément �ni T6 est beaucoup plus sensible à la distorsion que
l'élément H3. Bien que ce dernier sou�re également de l'in�uence de la distorsion des élé-
ments, l'écart à la solution de référence reste modéré, de l'ordre de 5% pour un rapport
d'aspect proche de 4.

3.4.4 Exemple de calcul de plancher de bâtiment

Nous considérons, à présent, un exemple d'application proche d'un cas réel d'ingé-
nierie. La structure considérée représente un plancher de bâtiment de forme polygonale,
certains bords étant libres d'autres étant simplement appuyés. Ce plancher présente
également un trou rectangulaire en son centre. La structure est soumise à une pression
uniformément répartie d'intensité unitaire et obéit au critère de Johansen (M0 = 1). La
géométrie de la structure est représenté sur la Figure 3.11 tirée de [Gilbert et al., 2014].
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Figure 3.11 � Géométrie du plancher de bâtiment et solution obtenue par la procédure
DLO [Gilbert et al., 2014]

(a) Mécanisme de ruine optimal (b) Champs de discontinuités de rotation

Figure 3.12 � Calcul de plancher (cas isotrope)

Sur cette même �gure, la solution obtenue par la procédure DLO a été représentée
sous la forme de lignes bleues (resp. rouges) pour les charnières en �exion positive
(resp. négative). Ce type de représentation est en général prisée par les ingénieurs qui
peuvent ainsi identi�er les zones les plus sollicitées pour éventuellement les renforcer
et également a�n de s'en inspirer pour imaginer des mécanismes de ruine relativement
simples pour véri�er les calculs numériques.
La Figure 3.12 représente le mécanisme optimal ainsi que les champs de discontinuités
de rotation obtenus grâce à notre approche (éléments H3) pour ce problème. On
constate en particulier que les champs de rotation de la Figure 3.12b reproduisent
relativement bien l'ensemble des charnières obtenus par la procédure DLO et que notre
approche permet donc également de produire des informations utiles aux ingénieurs. De
plus, pour un maillage relativement grossier, on obtient une borne supérieure de 0.1386
soit seulement 2.3% de plus que la procédure DLO (0.1355) avec une discrétisation
relativement �ne et 2.4% de moins (0.142) que [Le et al., 2015] avec des éléments HCT
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Figure 3.13 � Représentation du critère de Nielsen

et un maillage similaire.

En�n, nous terminons l'étude de cet exemple en considérant une généralisation or-
thotrope dans les directions x et y du critère de Johansen, aussi appelé critère de Nielsen
(Figure 3.13). Dans ce cas, la fonction d'appui (3.53) est remplacée par [Makrodimo-
poulos, 2010] :

π(χi
e) = 〈M+

0x M+
0y 0〉 · χi

e
+ + 〈M−

0x M−
0y 0〉 · χi

e
− (3.55)

tandis que la fonction d'appui relative aux discontinuités est donnée par :

π(n, [[∂nŵ]]) = (nx)
2 max{M+

0x[[∂nŵ]];−M−
0x[[∂nŵ]]}+ (ny)

2 max{M+
0y[[∂nŵ]];−M−

0y[[∂nŵ]]}
(3.56)

Sur les Figures 3.14 à 3.16, nous avons représenté les solutions obtenues pour un
rapport entre la résistance à la �exion selon y et celle selon x successivement égal à
M0y/M0x = 2, 5 et 10 (résistance identique en �exion positive et négative M±

0x = M0x

et M±
0y = M0y). On constate alors une évolution du mécanisme avec l'augmentation

du degré d'anisotropie. Dans le cas où la résistance à la �exion selon y est 10 fois
supérieure à celle selon x, on observe que le mécanisme optimal obtenu tend à privilégier
des situations où la �exion se fait selon la direction x, ce qui n'était pas le cas dans la
situation isotrope. La rapidité des calculs (de l'ordre de quelques secondes ici) permet
ainsi d'envisager d'optimiser le dimensionnement en considérant di�érents dispositifs
de construction et de renforcement et de choisir celui qui fournit la situation la plus
satisfaisante du point de vue de l'ingénieur.
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(a) Mécanisme de ruine optimal (b) Champs de discontinuités de rotation

Figure 3.14 � Calcul de plancher (cas orthotrope : M0y = 2, M0x = 1)
majorant de la charge limite : 0.2334

(a) Mécanisme de ruine optimal (b) Champs de discontinuités de rotation

Figure 3.15 � Calcul de plancher (cas orthotrope : M0y = 5, M0x = 1)
majorant de la charge limite : 0.4878

(a) Mécanisme de ruine optimal (b) Champs de discontinuités de rotation

Figure 3.16 � Calcul de plancher (cas orthotrope : M0y = 10, M0x = 1)
majorant de la charge limite : 0.8182
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3.5 Conclusions et perspectives
Ce chapitre s'est intéressé à la mise en ÷uvre d'éléments �nis performants pour

l'approche cinématique des plaques minces en �exion. La particularité de ce modèle
mécanique requiert d'interpoler le champ de vitesse virtuelle de manière continue,
tandis que les discontinuités de la composante normale du gradient sont autorisées
pourvu qu'elles soient prises en compte dans le calcul de la puissance résistante
maximale.
Peu d'éléments �nis intégrant ces discontinuités avaient été proposés jusque-là, or,
nous avons vu qu'il est très facile de formuler de tels éléments. L'inclusion de ces
discontinuités en calcul est la rupture est donc d'autant plus naturelle dans le cas des
plaques qu'il est di�cile de construire des éléments �nis assurant la continuité C1 du
champ de vitesse comme cela est nécessaire dans le cas de l'élasticité.
Cependant, nous avons également vu qu'il est nécessaire de prendre en compte un terme
de déformation de courbure pour converger vers la solution. En e�et, une interpolation
du champ de vitesse linéaire par morceaux, correspondant à des éléments de charnières
pures, est trop dépendant de la géométrie du maillage et ne produit que des bornes
supérieures qui ne sont pas toujours de bonne qualité.
Notre approche combine ainsi les deux types de mécanisme de ruine élémentaires,
conduisant alors à une faible dépendance vis à vis du maillage, du fait du terme de
déformation et de très bonnes performances dans le cas de mécanismes localisés (cas
d'un critère de Johansen, bords encastrés...).

Il est bien entendu possible d'imaginer étudier d'autres types d'éléments �nis (La-
grange cubique par exemple) et de comparer leurs di�érentes performances. Grâce au
formalisme de la programmation conique, il est également possible de prendre en compte
des conditions de contact 8 pour modéliser le cas de soulèvement d'appuis (appuis unila-
téraux). En�n, une extension intéressante concerne la prise en compte d'une interaction
de la plaque avec des poutres de rive, ce qui est également relativement aisé à implé-
menter si l'on dispose du critère de résistance de la poutre en question.

∗ ∗
∗

8. il su�t de rajouter une contrainte linéaire du type w ≥ 0 à tous les n÷uds situés sur la frontière
en question
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Chapitre 4

Éléments �nis pour le calcul à la rup-
ture des plaques épaisses

Résumé : Ce chapitre propose d'étendre le travail du chapitre précédent au cas des
plaques épaisses présentant, à la di�érence des plaques minces, une résistance �nie vis-à-
vis de l'e�ort tranchant. Nous proposons de mettre en ÷uvre, par éléments �nis, à la fois
l'approche statique et l'approche cinématique. En particulier, l'utilisation de champs de
vitesses discontinus pour l'approche cinématique permet d'éviter naturellement le phéno-
mène de verrouillage en cisaillement fréquemment rencontré pour ce type de problème.
Pour les deux approches, le problème est formulé comme un problème de programmation
conique. Les deux approches seront ensuite validées sur quelques exemples.
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Éléments �nis pour le calcul à la rupture des plaques épaisses

4.1 Formulation générale du calcul à la rupture pour
les plaques épaisses

Cette section reprend la présentation de la section 3.1 en la particularisant au cas
d'une résistance �nie vis-à-vis de l'e�ort tranchant. On s'intéresse ensuite à un critère
de résistance d'interaction entre moment de �exion et e�ort tranchant.

4.1.1 Approche statique
Dans ce chapitre, on s'intéresse au cas des plaques épaisses en interaction �exion-

e�ort tranchant. Contrairement au chapitre précédent, on suppose ici que la plaque
possède une résistance �nie vis-à-vis de l'e�ort tranchant, tandis qu'on conserve l'hypo-
thèse d'une résistance in�nie vis-à-vis de l'e�ort membranaire. Cette hypothèse devient
pertinente dans le cas où la plaque ne peut plus être considérée comme mince i.e. dans
le cas où l'on est dans un régime intermédiaire pour l'élancement L/h (typiquement de
l'ordre de 10). On parle alors de plaque épaisse. Le critère de résistance généralisé porte
alors à la fois sur le moment de �exion M et l'e�ort tranchant V :

(M,V ) ∈ G = {(M,V ) tel que f(M,V ) ≤ 0} (4.1)

Le domaine K des chargements Q potentiellement supportables est alors dé�ni de
la façon suivante :

K =
{
Q; ∃(M,V ) S.A. avec Q et (M(x), V (x)) ∈ G ∀x ∈ Ω

}
(4.2)

où l'espace des champs (M,V ) statiquement admissibles correspond aux champs
véri�ant les équations (3.2),(3.3),(3.5),(3.6),(3.8),(3.9).

Dans le cas d'un mode de chargement à un paramètre composé uniquement d'une
densité surfacique d'e�orts transversaux q = λq0, la détermination du chargement limite
q+ = λ+q0 par l'approche statique revient à résoudre le problème d'optimisation convexe
suivant :

λ+ = max
M,V

λ

t.q. div V + λq0 = 0 (Ω)
divM + V = 0 (Ω)
[[V · n]] = 0 (Γ)
[[M · n]] = 0 (Γ)
C.L. (∂Ω)
(M(x), V (x)) ∈ G ∀x ∈ Ω

(4.3)

4.1.2 Approche cinématique
Dans le cas d'une résistance in�nie vis-à-vis de N uniquement, seules les conditions

de pertinence (3.21) et (3.23) doivent être véri�ées, la condition cinématique de Love-
Kirchho� n'est donc plus nécessaire dans ce cas. Notant alors

γ̂ = ∇ŵ − β̂ (4.4)
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le taux de cisaillement virtuel apparaissant en dualité de l'e�ort tranchant et toujours
χ̂ = s∇β̂ le taux de courbure virtuelle, la fonction d'appui (3.19) se réduit ici à :

π
(
χ̂, γ̂

)
= sup

(M,V );

f(M,V )≤0

{
M : χ̂+ V · γ̂

}
(4.5)

Le champ de vitesse transversale n'étant plus nécessairement continu, la discontinuité
du vecteur rotation à travers une ligne Γ n'est plus nécessairement normale à cette
dernière et on a donc pour la fonction d'appui (3.20) liée aux discontinuités :

π(n; [[β̂]], [[ŵ]]) = sup
(M,V );

f(M,V )≤0

{
(M · n) · [[β̂]] + (V · n)[[ŵ]]

}
(4.6)

La mise en ÷uvre de l'approche cinématique du calcul à la rupture pour les plaques
épaisses repose donc sur la construction de champs de vitesse transversale ŵ et de
champs de rotation β̂ tels que 1 :

• ŵ et β̂ sont cinématiquement admissibles ;

• ŵ et β̂ sont une fois di�érentiables dans Ω excepté le long de lignes Γ (qu'on
pourrait appeler lignes de ruptures généralisées) au travers desquelles il convient
de calculer la contribution des discontinuités du vecteur rotation et du champ de
vitesse transversale.

Dans le cas du mode de chargement précédent, la détermination du chargement limite
q+ = λ+q0 par l'approche cinématique revient à résoudre le problème d'optimisation
convexe suivant :

λ+ = min
ŵ,β̂ C.A.

∫
Ω

π
(
s∇β̂,∇ŵ − β̂

)
dΩ +

∫
Γ

π(n; [[β̂]], [[ŵ]])dl

t.q.
∫

Ω

q0ŵdΩ = 1

(4.7)

4.1.3 Critères de résistance pour les plaques épaisses dans l'es-
pace (M,V )

4.1.3.1 Commentaires d'ordre général

La construction d'un critère de résistance prenant en compte l'interaction entre
moment de �exion et e�ort tranchant fait l'objet de débats depuis de nombreuses
années. Par exemple, Drucker [Drucker, 1956] a souligné, dans le cas des poutres, le
fait qu'il est impossible de déterminer un critère de résistance local ne dépendant que

1. L'espace fonctionnel ad hoc correspond à l'espace BV (Ω) des fonctions à variation bornée pour
ŵ et BD(Ω) des fonctions à déformation bornée pour β̂. [Temam et Strang, 1980]
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de la section droite de la poutre, alors que cela est possible pour les interactions e�ort
normal-moment de �exion par exemple. En e�et, un tel critère dépend a priori d'une
longueur interne et/ou du chargement imposé. La problématique reste la même dans le
cas des plaques.
Si la détermination de critères de résistance en e�orts généralisés peut se déduire d'une
procédure de changement d'échelle en résolvant un problème de calcul à la rupture sur
un milieu continu 3D élémentaire avec un mode de chargement bien posé, la di�culté
provient ici du couplage entre M et V dans l'équation d'équilibre, ces deux paramètres
du mode de chargement n'étant alors plus indépendants.

Plutôt que d'étudier en détails la problématique de la détermination d'un tel critère
de résistance par une méthode de changement d'échelle, nous prenons ici le parti de
se donner une certaine forme pour le critère de résistance qu'on pourrait quali�er de
� forfaitaire �. Ce parti pris est motivé, d'une part par les dispositions réglementaires de
dimensionnement qui introduisent parfois une limitation de l'e�ort tranchant et, d'autre
part, par notre objectif de produire des outils de calcul de structures à destination de
l'ingénieur.

4.1.3.2 Critère de résistance

Nous notons ici GM ⊂ R3 l'intersection du critère de résistance complet G avec le
sous-espace correspondant à des e�orts tranchants nuls (V = 0). Ce critère GM sera
pris égal au critère de von Mises pour les plaques minces en �exion (3.30) dans toute la
suite.
De la même manière, l'intersection de G avec le sous-espace correspondant à des mo-
ments de �exion nuls (M = 0) sera noté GV ⊂ R2 et sera pris égal à un critère isotrope
limitant la norme du vecteur d'e�ort tranchant :

V ∈ GV =
{
V t.q.

√
V 2
x + V 2

y − V0 ≤ 0
}

Les résistances en �exion pure M0 et en e�ort tranchant pur V0 peuvent être reliées
à la résistance uniaxiale en traction/compression σ0 d'un milieu continu 3D homogène
d'épaisseur h obéissant au critère de von Mises par les relations suivantes :

M0 =
σ0h

2

4
; V0 =

σ0h√
3

(4.8)

On considérera deux situations di�érentes pour le critère complet dans l'espace
(M,V ) [Bleyer et de Buhan, 2014c] :
• le cas sans interaction entre M et V (Figure 4.1a) :

G =
{

(M,V ) ∈ R5 t.q. M ∈ GM et V ∈ GV

}
= GM ×GV (4.9)

• le cas avec interaction entre M et V (Figure 4.1b) :

G =
{

(M,V ) ∈ R5 t.q. fMV (M,V ) ≤ 0
}

(4.10)
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(a) Critère de résistance sans interaction (b) Critère de résistance avec interaction

Figure 4.1 � Représentation schématique des critères de résistance dans l'espace (M,V )

où :

fMV (M,V ) =

√
M2

xx +M2
yy −MxxMyy + 3M2

xy

M2
0

+
V 2
x + V 2

y

V 2
0

− 1 (4.11)

Le premier critère s'obtient comme le produit cartésien des critères en �exion pure
GM et en e�ort tranchant pur GV de telle sorte qu'il n'y a pas d'interaction entre
l'e�ort tranchant et le moment de �exion dans l'écriture de ce critère.
Le deuxième critère en revanche est représenté par un ellipsoïde dans R5, l'intersection
de ce dernier avec le sous-espace (V = 0) étant donnée par GM tandis que celle avec
(M = 0) est donnée par GV . Ainsi, ce critère est contenu dans le critère sans interaction.

Une situation intéressante correspond au cas où V0L/M0 →∞ où L est une dimen-
sion caractéristique de la plaque. D'après les expressions (4.8), ce régime correspond au
cas où l'élancement L/h→∞, i.e. la situation où la plaque peut-être considérée comme
mince. Le critère de résistance G, qu'il y ait interaction ou non, dégénère donc en un
critère de résistance de la forme G = GM × R2, c'est-à-dire ne limitant que le moment
de �exion à travers le critère GM , tandis que la résistance à l'e�ort tranchant devient
in�nie. On retrouve donc bien les hypothèses du chapitre précédent et on s'attend à
retrouver les résultats de ce dernier dans le cas où V0L/M0 →∞.

4.1.3.3 Calcul des fonctions d'appui

Le calcul des fonctions d'appui des deux critères considérés s'e�ectue très facilement
en se servant des propriétés exposées dans l'Annexe A. On remarque, en e�et, que le
critère sans interaction (4.10) peut également être dé�ni comme la somme de Minkowski
des critères en �exion pure et en e�ort tranchant pur, soit G = (GM×{0})⊕({0}×GV ),
on a alors :

π(χ̂, γ̂) = πGM
(χ̂) +πGV

(γ̂) =
2√
3
M0

√
χ̂2
xx + χ̂2

yy + χ̂xxχ̂yy + χ̂2
xy +V0

√
γ̂2
x + γ̂2

y (4.12)
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Figure 4.2 � Projection de G dans le plan (Mxx, Vx) pour di�érents choix de critère

π(n; [[β̂]], [[ŵ]]) = πGM
(n; [[β̂]]) + πGV

(n; [[ŵ]]) =
1√
3
M0

√
4[[β̂n]]2 + [[β̂t]]2 + V0|[[ŵ]]| (4.13)

Quant au critère avec interaction, on se sert tout simplement de l'expression générale
de la fonction d'appui pour un ellipsoïde. On trouve alors :

π(χ̂, γ̂) =

√
4M2

0

3

(
χ̂2
xx + χ̂2

yy + χ̂xxχ̂yy + χ̂2
xy

)
+ V 2

0

(
γ̂2
x + γ̂2

y

)
(4.14)

π(n; [[β̂]], [[ŵ]]) =

√
M2

0

3

(
4[[β̂n]]2 + [[β̂t]]2

)
+ V 2

0 [[ŵ]]2 (4.15)

4.1.3.4 Lien avec le milieu continu 3D

Le critère avec interaction choisi ici n'est pas sans lien avec la modélisation de la
plaque comme un milieu continu 3D. En e�et, ce critère a déjà été proposé dans les
travaux [Papadopoulos et Taylor, 1991, Ibrahimbegovi¢ et Frey, 1993] et peut être vu
comme une extension au cas des plaques du critère d'interaction d'une poutre de section
en I avec une âme évanescente.
Certains auteurs [Lubliner, 1990, Capsoni et Corradi, 1999] ont également proposé de
construire le critère de résistance en interaction �exion-e�ort tranchant en intégrant
la fonction π du critère de résistance en contrainte plane relatif au milieu continu 3D
dans une cinématique de Reissner-Mindlin i.e. un champ de vitesse dont le taux de
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déformation virtuel est de la forme :

d̂(z) =

[
−zχ̂ γ̂/2

γ̂T/2 dzz(z)

]
(4.16)

Ainsi, dans le cas d'un critère local de von Mises 2, la fonction d'appui du critère géné-
ralisé est donnée par :

π(χ̂, γ̂) =
σ0√

3

∫ h/2

−h/2

√
4z2
(
χ̂2
xx + χ̂2

yy + χ̂xxχ̂yy + χ̂2
xy

)
+ γ̂2

x + γ̂2
ydz (4.17)

L'expression exacte de l'intégrale précédente étant, en général, trop complexe pour
être utilisée e�cacement dans une procédure d'optimisation, il est préférable d'appro-
cher cette expression par une formule d'intégration numérique. En particulier, dans le
cas d'une quadrature à deux points d'intégration dans l'épaisseur de la plaque situés en
z = ±h/4 et en tenant compte des relations (4.8), on véri�e sans peine que l'expression
approchée de (4.17) est donnée par (4.14) correspondant au critère d'interaction consi-
déré ici. On voit également qu'avec l'approche fondée sur l'intégration de la fonction
d'appui 3D, on peut envisager des formes plus complexes du critère de résistance en
augmentant le nombre de points d'intégration, l'expression obtenue pouvant toujours se
formuler à l'aide de contraintes coniques du second-ordre. 3

À titre d'illustration, nous avons tracé sur la Figure 4.2 la projection du critère dans le
plan (Mxx, Vx) dans le cas sans interaction, avec interaction avec l'expression (4.14) ainsi
qu'avec l'expression (4.17) pour di�érents nombres de points d'intégration (nint = 4, 6)
ainsi qu'avec sa valeur exacte. On constate e�ectivement une di�érence entre ces di�é-
rents critères. Néanmoins, nous nous concentrons dans la suite sur les deux premiers qui
encadrent le critère obtenu avec (4.17), qui, comme nous l'avons déjà souligné, pourrait
tout à fait être utilisé dans notre approche.

2. la composante dzz est alors � ajustée � pour que tr d = 0
3. Le critère généralisé s'exprime alors comme la somme de Minkowski de plusieurs ellipsoïdes de

R5.
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4.2 Mise en ÷uvre par éléments �nis de l'approche
statique

La mise en ÷uvre numérique de l'approche statique est e�ectuée en discrétisant
la plaque en NE éléments �nis triangulaires et en interpolant le champ de moment
de �exion M et d'e�ort tranchant V . À nouveau, chaque degré de liberté est attaché
à un élément et non pas à un n÷ud du maillage. On suppose, pour simpli�er, que le
chargement ne comporte que des densités surfaciques ou linéiques d'e�orts transversaux.

4.2.1 Équations d'équilibre, de saut et conditions aux limites
Dans chaque élément e, on considère une interpolation quadratique à 6 n÷uds pour

chaque composante du moment de �exion tandis que le vecteur des e�orts tranchants
est interpolé linéairement (Figure 4.3) [Bleyer et de Buhan, 2014c]. En utilisant les fonc-
tions de forme classiques linéaires N1

i (ξ, η) et quadratiques N2
i (ξ, η), on a les relations

suivantes :

V(ξ, η) =
3∑
i=1

N1
i (ξ, η)Vi (4.18)

M(ξ, η) =
6∑
i=1

N2
i (ξ, η)Mi (4.19)

où M =
〈
Mxx Myy Mxy

〉T
, V =

〈
Vx Vy

〉T
et (ξ, η) les coordonnées dans l'élément

de référence.

Puisque le moment de �exion varie de manière quadratique et l'e�ort tranchant de
manière linéaire, la quantité divM + V varie linéairement dans chaque élément. A�n
de véri�er l'équation d'équilibre local en moment (3.3) en tout point de l'élément, il est
donc su�sant de la véri�er aux trois sommets du triangle. De la même manière, puisque
div V est constant dans l'élément, seules des densités surfaciques d'e�orts transversaux
constantes par élément sont possibles pour cette interpolation (Figure 4.4) et l'équation
(3.2) peut être écrite en un seul point pour être satisfaite dans tout l'élément. Ainsi, la
version discrétisée de l'équilibre local s'écrit :


[D1

M ] [N1
V ]

[D2
M ] [N2

V ]
[D3

M ] [N3
V ]

0 [DV ]




M1

...
M6

V1

V2

V3


=



0
0
...
0
−qe


(4.20)

où qe représente l'intensité de la densité surfacique d'e�orts transversaux dans l'élément
e, [Di

M ] (resp. [N i
V ]) permet de calculer divM (resp. V) au sommet i tandis que [DV ]
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1
2

3

4

56

1
2

3

Figure 4.3 � Degrés de liberté par élément avec une interpolation quadratique pourM
et linéaire pour V

densité linéique affine

densité 
surfacique constante

Figure 4.4 � Chargements admissibles cohérents avec les interpolations choisies

permet de calculer div V .

L'équation de saut pour le moment de �exion entre deux éléments adjacents e et e′

doit être véri�ée aux trois n÷uds de l'arête qu'ils ont en commun (Figure 4.5a). Soit
i = 1, 2, 3 un n÷ud de l'élément e et i′ = 1′, 2′, 3′ le n÷ud correspondant dans e′, on a
alors :

[b] 0 0 −[b] 0 0
0 [b] 0 0 −[b] 0
0 0 [b] 0 0 −[b]




M1

M2

M3

M1′

M2′

M3′


=


0
...
0

 (4.21)

avec [b] =

[
n2
x n2

y 2nxny
nxtx nyty nxty + nytx

]
, t étant un vecteur tangent unitaire de l'arête.

L'équation de saut pour l'e�ort tranchant n'a besoin d'être véri�ée qu'aux deux extré-
mités de l'arête (Figure 4.5b). Considérant une variation linéaire de la densité linéique
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1

3

1'

3'

2'
2

(a) Équation de saut pour M

1

2

1'

2'

(b) Équation de saut pour V

Figure 4.5 � Écriture des équations de saut entre deux éléments adjacents

d'e�orts transversaux Fz entre les n÷uds 1 et 2, l'équation de saut s'écrit :

[
〈n〉 0 −〈n〉 0
0 〈n〉 0 −〈n〉

]
V1

V2

V1′

V2′

 =

{
−F 1

z

−F 2
z

}
(4.22)

Les conditions aux limites sont écrites de la même manière que les équations de saut
précédentes en écrivant tout ou partie 4 des équations suivantes (ici dans le cas d'e�orts
extérieurs donnés nuls (bord libre)) :[b] 0 0

0 [b] 0
0 0 [b]


M1

M2

M3

 =


0
...
0

 (4.23)

[
〈n〉 0
0 〈n〉

]{
V1

V2

}
=

{
0
0

}
(4.24)

Toutes ces contributions élémentaires de l'équilibre local, des équations de saut ou
des conditions aux limites sont assemblées dans un système linéaire global reliant le
vecteur des inconnues d'e�orts généralisés Σ à un vecteur des e�orts extérieurs F sous
la forme :

HΣ + F = 0 (4.25)

4. dans le cas de conditions aux limites partielles i.e. ne portant que sur certaines composantes des
e�orts
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1
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2

3

5

6

7
810

9

Figure 4.6 � Position des points de véri�cation du critère dans l'élément de référence
jusqu'à Nc = 10

Point ξ η
1 1 0
2 0 1
3 0 0
4 1/2 1/2
5 0 1/2

Point ξ η
6 1/2 0
7 1/3 1/3
8 2/3 1/6
9 1/6 2/3
10 1/6 1/6

Tableau 4.1 � Coordonnées des points de véri�cation du critère dans le triangle de
référence

4.2.2 Écriture du critère de résistance

4.2.2.1 Véri�cation du critère de résistance

A�n d'obtenir une borne inférieure rigoureuse, le critère de résistance doit être véri�é
a priori en tout point de l'élément. Malheureusement, la variation quadratique de M
dans l'élément rend impossible la détermination a priori des points où le critère sera
maximal. Comme nous l'avons déjà souligné, les auteurs de [Nguyen-Dang et König,
1976, Le et al., 2010a] proposent de véri�er le critère de résistance en moyenne dans
l'élément, perdant ainsi le statut de borne inférieure.
Nous proposons ici une autre approche consistant à véri�er le critère en un nombre
�ni Nc de points situés dans l'élément. Le critère peut bien entendu être violé entre
ces points, mais il est toujours possible d'imaginer une procédure de post-traitement
analysant le champ d'e�orts intérieurs optimal a�n de déterminer les maxima exacts
du critère de résistance. Si ce dernier est violé, on peut soit chercher à réoptimiser
localement en ra�nant le champ d'e�ort jusqu'à véri�er le critère, soit appliquer un
coe�cient multiplicatif sur l'estimation de la charge limite a�n de véri�er le critère de
manière exacte. Quoi qu'il en soit, la pratique montre que pour des maillages su�sam-
ment �ns, la di�érence sur la charge ultime est négligeable. La position des points de
véri�cation du critère retenue pour la suite sont représentés sur la Figure 4.6 et leurs
coordonnées reportées dans le Tableau 4.1.
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4.2.2.2 Formulation conique du critère de résistance

Notons c un point de véri�cation du critère dans l'élément e. Le critère de von Mises
en �exion GM et le critère en e�ort tranchant GV au point c s'écrivent :

Mc ∈ GM ⇔ ‖JMc‖ −M0 ≤ 0 avec J =

1 −1/2 0

0
√

3/2 0

0 0
√

3

 (4.26)

Vc ∈ GV ⇔ ‖Vc‖ − V0 ≤ 0 (4.27)

Ainsi, en introduisant les variables auxiliaires suivantes zc =

〈
1

M0

JMc,
1

V0

Vc

〉T
,

les deux critères de résistance peuvent s'écrire :
• pour le cas sans interaction :

‖zc1→3‖ ≤ 1
‖zc4→5‖ ≤ 1

∀c = 1, . . . , Nc ·NE (4.28)

• pour le cas avec interaction :

‖zc‖ ≤ 1 ∀c = 1, . . . , Nc ·NE (4.29)

Dans chaque cas, le critère de résistance peut donc être formulé à l'aide d'une ou
deux contraintes coniques du second-ordre de di�érentes tailles, que l'on symbolisera
sous la forme zc ∈ C. Mentionnons en�n que dans le cas sans interaction, il est inutile de
véri�er la partie portant sur l'e�ort tranchant pour tous les points de véri�cation mais
uniquement aux sommets du triangle dans la mesure où V varie linéairement et GV est
convexe.

4.2.3 Optimisation
Le vecteur des e�orts extérieurs est, à présent, supposé proportionnel à un charge-

ment de référence F0 : F = λF0. La résolution de l'approche par l'intérieur pour ce
problème fournit alors une borne inférieure 5 λs ≤ λ+ du multiplicateur ultime exact λ+

pour le problème considéré. Cette borne inférieure est obtenue en résolvant le problème
de maximisation suivant :

λs = max λ
t.q. HΣ + λF0 = 0

AΣ = 〈z1 . . . zNc·NE〉T
zc ∈ C ∀c = 1, . . . , Nc ·NE

(4.30)

où les relations dé�nissant les variables auxiliaires ont été assemblées dans la relation
AΣ = 〈z1 . . . zNc·NE〉T . Ce problème requiert donc de maximimiser une fonction
linéaire sous contraintes d'égalités linéaires et sous des contraintes coniques du second-
ordre. La taille de ce problème d'optimisation conique dépend donc du type de critère
retenu.

5. sous réserve que le critère de résistance soit véri�é de manière exacte dans chaque élément
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4.3 Mise en ÷uvre par éléments �nis de l'approche
cinématique

La mise en ÷uvre numérique de l'approche cinématique est e�ectuée en discréti-
sant la plaque en NE éléments �nis triangulaires et en interpolant le champ de vitesse
transversale w et le champ de rotation β. Di�érents types d'interpolation seront consi-
dérés ; on étudiera notamment les conséquences du choix d'une interpolation assurant
la continuité ou non de w et β [Bleyer et al., 2015a].

4.3.1 Discrétisation
Nous considérerons dans la suite deux degrés di�érents d'interpolation pour les

champs virtuels : la première (w3) considère une interpolation linéaire pour w ainsi
que pour β dans chaque élément tandis que la seconde (w6) considère une interpolation
quadratique pour w et linéaire pour β. Dans ce qui suit, les degrés de liberté sont à nou-
veau attachés à un élément et non à un n÷ud du maillage, les champs w et β étant donc
discontinus. Les degrés de liberté attachés à un élément e seront notés ue et ordonnés
de la façon suivante :
• pour w3 :

ue = 〈w1 w2 w3 β1
x β1

y . . . β3
y〉T (4.31)

• pour w6 :
ue = 〈w1 . . . w6 β1

x β1
y . . . β3

y〉T (4.32)

avec les mêmes notations que dans le chapitre précédent.

4.3.1.1 Contribution du terme de déformation de courbure et de cisaille-
ment à la puissance résistante maximale

Le terme de déformation de la puissance résistante maximale est dé�ni par :

P def
rm =

∫
Ω

π(χ, γ)dΩ (4.33)

Les déformations de courbure et de cisaillement sont alors exprimées aux trois sommets
de l'élément de la manière suivante :

χi
e = Bb

iue ; γie = Bs
iue ∀i = 1, . . . , 3 (4.34)

où χi
e = 〈χxx χyy 2χxy〉T et γie = 〈γx γy〉T au sommet i et où les matrices Bb

i et Bs
i

font intervenir les fonctions de forme et leurs dérivées premières. À noter que, pour les
deux interpolations, χ est constant par élément tandis que γ est linéaire. Ainsi, les dé-
formations généralisées variant, au plus, linéairement dans l'élément, on peut approcher
chaque contribution élémentaire par excès comme dans [Makrodimopoulos et Martin,
2007], de sorte que l'on obtient :

P def
rm .

NE∑
e=1

3∑
i=1

Ae
3
π(χi

e,γ
i
e) (4.35)
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4.3.1.2 Contribution du terme de discontinuités à la puissance résistante
maximale

Le terme de discontinuité de la puissance résistante maximale, noté

P disc
rm =

∫
Γ

π(n; [[β]], [[w]])dl (4.36)

nécessite de calculer les discontinuités de vitesse à travers chaque arête du maillage.
On note [[u]]j le vecteur rassemblant les discontinuités de la rotation normale [[βn]],
tangentielle [[βt]] et de la vitesse transversale [[w]] à travers une arête j. Ces discontinuités
sont exprimées à partir des degrés de liberté par une relation du type :

[[u]]j = Djuj (4.37)

Comme précédemment, dans le cas de l'interpolation linéaire (w3), les discontinuités
varient linéairement sur chaque arête ce qui permet de majorer l'intégrale (4.36) en
fonction des valeurs de la fonction π(n; [[β]], [[w]]) aux extrémités des arêtes. Tandis que
dans le cas de l'interpolation quadratique (w6), on choisit d'approcher les intégrales
élémentaires par une formule des trapèzes à nd points :

P disc
rm =

ND∑
j=1

∫
Γj

π(n; [[β]], [[w]])dl ≈
ND∑
j=1

nd∑
k=1

ljωkπ(n; [[βn]]jk, [[βt]]
j
k, [[w]]jk) (4.38)

où [[x]]jk désigne la valeur du saut de la quantité x au point k de la quadrature, ωk le
poids correspondant à ce point, lj la longueur de l'arête j et ND le nombre d'arêtes
actives.

4.3.2 Formulation du problème d'optimisation
Le problème d'optimisation discret correspondant à (4.7) s'obtient donc de la même

façon que dans le chapitre précédent et s'écrit ici :

λ+ ≤ λc = min
u

NE∑
e=1

3∑
i=1

Ae
3
π(χi

e,γ
i
e) +

ND∑
j=1

nd∑
k=1

ljωkπ(n; [[βn]]jk, [[βt]]
j
k, [[w]]jk)

t.q. fT · u = 1
Bbu = χ
Bsu = γ
Du = [[u]]

(4.39)

où Bbu = χ et Bsu = γ correspondent à l'assemblage des relations (4.34) et Du =
[[u]] à l'assemblage des relations (4.37). Il est à noter qu'il n'y a plus de condition de
pertinence à véri�er puisque la discontinuité de vitesse transversale contribue à présent
à la puissance résistante maximale.
Comme dans le chapitre précédent, nous montrons comment reformuler l'expression
des fonctions d'appui à l'aide de contraintes coniques du second-ordre pour les critères
considérés, permettant l'utilisation du solveur conique Mosek pour la résolution de
(4.39).
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4.3.2.1 Formulation conique : critère avec interaction

Avec les notations précédentes et d'après l'expression (4.14), la fonction d'appui du
critère avec interaction peut se réécrire de la façon suivante :

π(χi
e,γ

i
e) =

√
χi
e
TQbχi

e + γie
TQsγie avec Qb =

M2
0

3

4 2 0
2 4 0
0 0 1

 ,Qs =
V 2

0

3

[
1 0
0 1

]
(4.40)

En introduisant rie = 〈χi
e γie〉T et les factorisations de Cholesky respectives Cb, Cs des

matrices précédentes, on a :

π(χi
e,γ

i
e) = ‖CT rie‖

avec CT =

[
CT
b

CT
s

]
, Cb =

M0√
3

2 0 0

1
√

3 0
0 0 1

 et Cs =
V0√

3

[
1 0
0 1

]
(4.41)

De sorte que la minimisation de π(χi
e,γ

i
e) équivaut à la minimisation :

min tie
t.q. ‖CT rie‖ ≤ tie

(4.42)

qui correspond donc à une contrainte conique du second-ordre sur le 6-uplet formé par
la variable auxiliaire tie et le vecteur rie.

En suivant la même démarche, le terme de discontinuité (4.15) peut s'écrire :

π(n; [[βn]]jk, [[βt]]
j
k, [[w]]jk) = ‖Ldjk‖

avec L =

 2√
3
M0 0 0

0 1√
3
M0 0

0 0 V0

 et djk = 〈[[βn]]jk [[βt]]
j
k [[w]]jk〉

T
(4.43)

dont la minimisation est équivalente à :

min sjk
t.q. ‖Ldjk‖ ≤ sjk

(4.44)

soit une contrainte conique de dimension 4.

4.3.2.2 Formulation conique : critère sans interaction

D'après l'expression (4.12), minimiser π(χi
e,γ

i
e) dans le cas sans interaction équivaut

à la minimisation :
min tie + t′ie
t.q. ‖CT

b χ
i
e‖ ≤ tie

‖CT
s γ

i
e‖ ≤ t′ie

(4.45)
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soit deux contraintes coniques de dimensions 4 et 3.

De même, la minimisation de (4.15) revient à :

min sjk + s′jk
t.q. ‖Lbb

j
k‖ ≤ sjk

V0[[w]]jk ≤ s′jk
−V0[[w]]jk ≤ s′jk

(4.46)

avec bjk = 〈[[βn]]jk [[βt]]
j
k〉T , soit une contrainte conique de dimension 3 et 2 contraintes

linéaires d'inégalité.

4.3.3 Commentaires concernant le type d'éléments �nis consi-
déré

Jusqu'à présent, nous avons formulé le problème discret de l'approche cinématique
en considérant des éléments �nis discontinus et en prenant en compte la contribution
des discontinuités de vitesse dans le calcul de la puissance résistante maximale. Une
autre approche aurait pu consister à considérer des éléments �nis classiques i.e. avec
une interpolation nodale continue. Il est néanmoins très facile 6 d'obtenir des éléments
continus avec l'approche retenue en imposant directement la contrainte Du = 0, ce qui
permet d'omettre les quantités relatives au terme de discontinuité.
Ces éléments continus étant donc aisément disponibles, il sera intéressant de compa-
rer leurs performances vis-à-vis des éléments discontinus, en particulier dans la limite
de plaque mince. Ainsi, nous considérons à présent les quatre types d'éléments �nis
suivants :
• w3-c : élément continu, interpolation linéaire de la vitesse transverse w
• w6-c : élément continu, interpolation quadratique de la vitesse transverse w
• w3-d : élément discontinu, interpolation linéaire de la vitesse transverse w
• w6-d : élément discontinu, interpolation quadratique de la vitesse transverse w

Il est à noter que, dans chaque cas, la vitesse de rotation est interpolée linéairement
dans un élément mais est continue dans les deux premiers cas et discontinue pour les
deux autres.

6. bien que certainement sous-optimal en terme d'e�cacité numérique
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4.4 La problématique du verrouillage en cisaillement

4.4.1 Verrouillage des éléments �nis formulés en déplace-
ment/vitesse

Le verrouillage en cisaillement correspond à un manque de robustesse dans la limite
de plaque mince de certains éléments �nis de plaque épaisse formulés en déplacement
(ou en vitesse dans le cas de l'approche cinématique du calcul à la rupture). Générale-
ment, le verrouillage en cisaillement se manifeste par une détérioration de la solution
par éléments �nis correspondant à un maillage donné lorsque l'épaisseur de la plaque
tend vers 0 (limite de plaque mince). Cette détérioration est, en général, attribuée à la
présence de déformations de cisaillement parasites, censées disparaître à la limite de
plaque mince. Ainsi, pour obtenir une solution numérique su�samment proche de la
solution de plaque mince, la taille de maille doit être de plus en plus �ne à mesure que
l'épaisseur de la plaque tend vers 0. D'un point de vue mathématique, cela signi�e que
la convergence de la solution discrète n'est pas uniforme vis-à-vis de l'épaisseur.

L'origine du verrouillage en cisaillement provient d'une inadéquation entre l'espace
fonctionnel discret de plaque épaisse et de l'espace fonctionnel correspondant au
modèle de plaque mince. Par exemple, si l'on considère une interpolation linéaire et
continue du déplacement transversal w et de la rotation β, la condition cinématique
de Love-Kirchho� ∇w − β = 0 doit être véri�ée dans chaque élément à la limite de
plaque mince, de sorte que β devient constant dans chaque élément à la limite. Étant
continu, β sera donc constant sur tout le domaine et w sera, quant à lui, a�ne sur
tout le domaine. Dans le cas de conditions aux limites non triviales, par exemple
w = 0 et/ou β = 0 sur une partie de la frontière, les seuls champs possibles satisfaisant
ces propriétés à la limite seront w = 0 et β = 0 sur tout le domaine. Ce choix de
discrétisation conduira donc à une solution discrète convergeant vers la solution nulle
lorsque l'épaisseur tend vers 0, au lieu de converger vers la solution de plaque mince.

Le problème de verrouillage en cisaillement a fait l'objet de nombreux travaux dans
le cas des plaques élastiques [Arnold, 1981, Arnold et al., 2007]. Di�érents auteurs ont
proposé un grand nombre de stratégies numériques visant à, soit éliminer le phénomène,
soit à en atténuer les e�ets. On peut notamment citer les approches par intégration ré-
duite, les approches mixtes, les méthodes B-bar, etc... En revanche, très peu de travaux
se sont penchés sur le problématique du verrouillage en cisaillement dans la mise en
÷uvre de l'approche cinématique du calcul à la rupture et de l'analyse limite. Les seuls
travaux disponibles sur ce sujet [Capsoni et Corradi, 1999, Capsoni et Vicente da Silva,
2011, Le, 2013] ont, tout naturellement, cherché à appliquer les mêmes stratégies de
stabilisation qui se sont montrées e�caces dans le cas de l'élasticité. Un des inconvé-
nients majeurs dans le cas de l'approche cinématique concerne le fait que toutes ces
techniques reposent plus ou moins sur une modi�cation ou une relaxation des équations
de compatibilité reliant la vitesse au taux de déformation, de sorte que le statut de

81



Éléments �nis pour le calcul à la rupture des plaques épaisses

borne supérieure est immédiatement perdu. Le deuxième argument poussant à chercher
une autre façon de résoudre le problème consiste à remarquer que les espaces fonction-
nels mis en jeu dans l'approche cinématique sont très di�érents, et en particulier plus
vastes, que ceux mis en jeu dans le cas de l'élasticité, notamment à travers la possibi-
lité de prendre en compte des discontinuités du champ de vitesse. Pour ces raisons, il
nous paraît raisonnable de se poser la question de la problématique du verrouillage en
cisaillement en gardant à l'esprit cet aspect.

4.4.2 Verrouillage ou non des éléments �nis considérés

Nous avons déjà mentionné le fait que les éléments �nis continus avec interpolation
linéaire de w et de β (w3-c) verrouillent dans la limite de plaque mince. Ces éléments
ont été considérés dans [Capsoni et Corradi, 1999, Capsoni et Vicente da Silva, 2011]
et une méthode B-bar avait alors été proposée.

En ce qui concerne une interpolation quadratique et continue (w6-c), cet élément
correspond à la limite à un élément de plaque mince dans lequel le champ de vitesse
est continu sur tout le domaine et quadratique dans chaque élément. Cependant, la
condition de Love-Kirchho� fait que son gradient (égal au vecteur rotation) doit lui
aussi être continu. Or, il est bien connu qu'il est impossible d'assurer à la fois la
continuité d'un champ scalaire ainsi que celle de son gradient (continuité C1) avec une
interpolation quadratique dans chaque triangle (sauf cas trivial, par exemple un champ
a�ne et un gradient constant). Ainsi, dans ce cas aussi, les seuls champs satisfaisant
ces conditions en toute généralité sont les champs identiquement nuls. On s'attend
donc à ce que les éléments �nis w6-c verrouillent également malgré l'adéquation entre
le degré d'interpolation de ∇w et celui de β.

En ce qui concerne les éléments �nis discontinus, la vitesse transversale w doit être
continue dans la limite de plaque mince. Du fait de la condition de Love-Kirchho�
β = ∇w et du lemme de Hadamard [Salençon, 2001], la composante tangentielle du
vecteur rotation doit également être continue. Ainsi, w3-d devient, dans la limite
de plaque mince, un élément �ni dont la vitesse est linéaire et continue et dont le
vecteur rotation est constant par morceaux avec des discontinuités potentielles dans sa
composante normale à travers les arêtes du maillage. Ainsi, ce cas limite correspond
exactement à l'élément �ni de charnière pure (T3) considéré dans le chapitre précédent.
Bien que l'on ait souligné le fait que cet élément ne permet pas d'obtenir la solution
exacte de plaque mince en toute généralité, on peut néanmoins en conclure que
l'élément w3-d ne va pas verrouiller 7 mais va converger vers la borne supérieure de
charnière pure correspondant au maillage en question.

7. On considère donc qu'un élément verrouille dans le cas où les bornes supérieures obtenues dans
la limite de plaque mince divergent vers l'in�ni (i.e. correspondant à w = 0). Ainsi, même si w3-d ne
converge pas vers la solution exacte de plaque mince, on considère qu'il ne verrouille pas dans la mesure
où il fournit quand même des bornes supérieures �nies.
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De la même manière, w6-d correspond, à la limite, à un élément �ni de plaque mince
dont la vitesse est quadratique par élément, continue et donc dont le vecteur rotation
est linéaire avec des discontinuités potentielles dans sa composante normale à travers les
arêtes, correspondant donc exactement à l'élément de plaque mince T6 considéré dans
le chapitre précédent dont on a montré qu'il convergeait vers la solution exacte. On en
conclut donc que l'élément w6-d ne verrouillera pas dans la limite de plaque mince mais
convergera vers la borne supérieure qu'on obtiendrait avec un élément �ni de plaque
mince de type T6.

4.4.3 Éléments �nis en e�orts généralisés pour l'approche sta-
tique

Si les éléments �nis formulés en contrainte sont rarement utilisés dans le contexte
de l'élasticité, ils sont essentiels dans la mise en ÷uvre du calcul à la rupture pour
obtenir des bornes inférieures et l'on est donc fondé à s'interroger sur l'existence du
phénomène de verrouillage en cisaillement pour les éléments �nis de plaques épaisses
formulés en e�orts généralisés.

On peut, tout d'abord, remarquer que, dans le cas des plaques épaisses, le champ
de moment de �exion appartient à l'espace des champs de tenseurs symétriques d'ordre
2 qui sont bornés sur tout le domaine et dont la divergence est également bornée sur
tout le domaine du fait de l'équation (3.3) et de la résistance �nie à l'e�ort tranchant.
Dans le cas d'une plaque mince, cette résistance devient in�nie de sorte que divM n'est
plus astreint à rester bornée. On peut également constater que cela conduit aussi à des
conditions de continuité plus faibles que dans le cas de la plaque épaisse. Ainsi, l'espace
fonctionnel des champs de moments de �exion dans le cas des plaques minces est
plus grand que celui du cas des plaques épaisses. C'est là une di�érence fondamentale
vis-à-vis de l'approche cinématique dans laquelle l'espace fonctionnel des champs de
vitesse du modèle de plaque mince est au contraire plus petit que celui des plaques
épaisses du fait de la condition de Love-Kirchho�.

Ainsi, une interpolation du moment de �exion dans le modèle de plaque mince,
restera valide dans le cas des plaques minces. On peut donc s'attendre à ce que le
phénomène de verrouillage en cisaillement ne se manifeste pas dans le cas de l'approche
statique par l'intérieur.
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4.5 Exemples de validation
Cette section présente quelques exemples de validation des éléments �nis proposés.

4.5.1 Plaque carrée sous charge uniformément répartie

Le premier problème est celui d'une plaque carrée de côté L, sous un chargement
transversal uniformément réparti d'intensité q et obéissant au critère d'interaction e�ort
tranchant-moment de �exion.

4.5.1.1 Ruine dominée par l'e�ort tranchant

appui simple ou
encastrement

Figure 4.7 � Ensemble de Cheeger (en gris) et mécanisme de ruine solution pour la
plaque carrée

On se place dans le régime asymptotique (peu réaliste) h/L � 1 de sorte que
la ruine de la plaque est pilotée par l'e�ort tranchant uniquement, la résistance à la
�exion étant in�nie. La solution de ce problème ne dépend pas des conditions aux
limites en rotation (appuis simples ou encastrements) et le mécanisme de ruine est relié
à la notion d'ensemble de Cheeger. Soit C ⊆ Ω un sous-ensemble de Ω, alors l'ensemble
de Cheeger est le sous-ensemble C∗ qui minimise le rapport périmètre/surface |∂C|/|C|.
On peut alors montrer que le mécanisme de ruine optimal est w = AχC∗ où A est une
constante de normalisation et χC∗ est la fonction indicatrice de C∗, valant 1 pour un
point dans C∗ et 0 sinon 8.
Ainsi, dans le cas où Ω est un carré de côté L, l'ensemble de Cheeger correspond à
un carré dont les coins ont été arrondis par des cercles de rayon ρ = 1

2+
√
π
L [Strang,

1979, Overton, 1985]. Le mécanisme de ruine optimal correspond donc à une vitesse
constante dans cet ensemble et nulle dans les 4 coins (Figure 4.7). La charge ultime

8. Dans le cas d'un chargement uniforme et d'un critère de résistance homogène, Pext est propor-
tionnel à la surface |C| et Prm au périmètre |∂C|. L'optimisation sur un champ w de la forme AχC
revient donc à minimiser le rapport |∂C|/|C|.
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exacte est alors donnée par q+
tr = V0/ρ = (2 +

√
π)V0L.

Maillage w3-c w3-d w6-c w6-d
5 él./côté 15.2% 4.3% 8.8% 2.9%
10 él./côté 7.7% 2.9% 4.4% 1.5%
25 él./côté 3.2% 1.4% 0.9% 0.7%

Tableau 4.2 � Erreurs relatives à la charge ultime analytique de la plaque carrée
pour la ruine dominée par l'e�ort tranchant obtenues pour chaque interpolation suivant
di�érentes �nesses de maillage

(a) Elément w6-c (b) Elément w6-d

Figure 4.8 � Mécanisme de ruine optimal pour le problème de la plaque carrée pour
la ruine dominée par l'e�ort tranchant (les isocouleurs représentent la variation relative
du déplacement transversal w)

Ce problème est résolu numériquement en discrétisant un quart de la plaque par
un maillage structuré avec les 4 types d'interpolation considérés. Le tableau 4.2 donne
les écarts relatifs à la charge ultime analytique pour les 4 interpolations et di�érentes
�nesses de maillage. On constate, comme on pouvait s'y attendre, que les éléments à
interpolation quadratique présentent un taux de convergence plus rapide que ceux à
interpolation linéaire et que les éléments discontinus ont une précision bien supérieure
à leurs équivalents continus. Sur la Figure 4.8, on constate que le mécanisme de ruine
optimal est correctement reproduit, la discontinuité de vitesse sur le bord de la plaque
étant approchée par une déformation localisée sur un élément pour l'élément continu
w6-c.
À titre de comparaison, la résolution numérique de ce problème par l'approche statique
fournit une borne inférieure dont l'écart relatif avec la solution analytique est de 0.4%
pour le maillage avec 5 éléments/côté et de 0.02% pour le maillage avec 25 éléments/côté.
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On constate donc que l'approche statique fournit, dans de nombreuses situations, de
meilleures estimations que l'approche cinématique (même avec des éléments discontinus)
pour une même �nesse de maillage.

(a) Bords en appui simples (b) Bords encastrés

Figure 4.9 � In�uence de l'élancement sur les bornes supérieures associées à di�érentes
interpolations pour le problème de la plaque carrée (λ = qL2/M0)

4.5.1.2 In�uence de l'élancement et verrouillage en cisaillement

Le problème précédent est maintenant étudié en faisant varier l'élancement L/h
entre 1 et 104 et en distinguant le cas de bords en appuis simples ou encastrés. À la
limite L/h→∞, on s'attend à retrouver la charge ultime correspondant à un modèle de
plaque mince en �exion, la plaque devenant in�niment résistante à l'e�ort tranchant. Le
quart de plaque est discrétisé avec deux �nesses de maillage pour les 4 types d'éléments :
un maillage grossier avec 3 éléments/côté et un maillage �n avec 15 éléments/côté. Le
problème est également résolu par une approche statique avec le maillage �n. L'évolution
de la charge ultime en fonction de l'élancement est représentée sur la Figure 4.9a pour
le cas simplement appuyé et Figure 4.9b pour le cas encastré.
On constate, tout d'abord, que les bornes supérieures obtenues par les interpolations
discontinues (w3-d et w6-d) convergent, à la limite L/h→∞, vers une valeur constante
correspondant exactement aux bornes supérieures que l'on aurait obtenues avec un
modèle de plaque mince en �exion en utilisant des éléments T3 pour w3-d et T6 pour
w6-d. Ainsi, en ra�nant le maillage, la solution obtenue par w3-d converge vers la borne
supérieure obtenue en ne faisant jouer que des charnières, borne supérieure dont on sait
qu'elle ne donne pas la solution exacte dans le cas général. En revanche, on constate que
les bornes supérieures fournies par les éléments w6-d sont extrêmement proches de la
borne inférieure et convergent donc vers la solution du modèle de plaque mince lorsque
L/h→∞.
A contrario, les interpolations continues (w3-c et w6-c) sont victimes d'un verrouillage
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en cisaillement à la limite L/h→∞ puisque les bornes supérieures obtenues divergent
pour des valeurs élevées de l'élancement. On constate, de plus, que cet e�et est plus
prononcé pour w3-c que w6-c et que l'élancement critique à partir duquel les solutions
divergent augmente lorsque l'on ra�ne le maillage. On observe, en�n, que le verrouillage
est nettement plus sévère dans le cas des bords encastrés que dans le cas simplement
appuyé.

4.5.1.3 In�uence de l'interaction e�ort tranchant-moment de �exion

(a) Bords en appui simples (b) Bords encastrés

Figure 4.10 � In�uence du choix du critère sur l'évolution de la charge ultime pour le
problème de la plaque carrée (λ = qL2/M0)

On compare à présent l'in�uence du choix du critère de résistance, avec ou sans
interaction e�ort tranchant-moment de �exion, sur l'évolution de la charge ultime du
problème de la plaque carrée en fonction de l'élancement de la structure. Celle-ci est
représentée sur la Figure 4.10 pour les deux critères selon les approches statiques et
cinématiques (élément w6-d) pour un maillage de 15 éléments par côté. On constate
à nouveau un très bon encadrement des approches statiques et cinématiques pour les
deux critères. Les résultats obtenus dans le cas d'un critère sans interaction montrent
une transition brutale entre un régime où la ruine est pilotée par la solution en e�ort
tranchant uniquement (q+

tr = V0/ρ) pour les élancements proches de 1 et un régime où
la ruine correspond à la solution en �exion pure du modèle de plaque mince (cf. chapitre
précédent) pour les élancements grands devant 1. Le cas d'un critère avec interaction
montre en revanche une transition régulière entre ces deux régimes pour les élancements
modérés. Il est à noter que l'écart entre les deux critères est plus important dans le cas
encastré que dans le cas simplement appuyé.
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Figure 4.11 � Problème de la plaque en � L � : géométrie et maillage

L
h
= 1 2 4 8 10 20 40 80 100

Statique 3.70 5.69 5.89 6.00 6.03 6.08 6.10 6.11 6.11
Cinématique 3.70 5.79 5.98 6.09 6.11 6.15 6.16 6.16 6.16

éléments DSG [Le, 2013]
(maillage adaptatif)

3.73 5.80 5.98 6.08 6.10 6.14 6.16 6.18 6.18

Tableau 4.3 � Encadrement de la charge ultime obtenu par les approches statiques et
cinématiques pour le problème de la plaque en L

4.5.2 Problème de la plaque en L

On considère à présent le problème d'une plaque en forme de � L � sous chargement
transversal uniformément réparti d'intensité q et simplement appuyée sur deux de ses
bords, les autres étant libres d'e�orts (Figure 4.11). On considère ici un critère en in-
teraction.
Une borne supérieure λc = qcL

2/M0 = 32
3
√

3
≈ 6.16 ≥ λ+ peut être obtenue en considé-

rant une charnière parallèle aux supports et située au milieu de la plaque. Le problème a
été résolu par les deux approches en considérant un maillage structuré de 600 éléments
tel que celui représenté sur la Figure 4.11. Le tableau 4.3 reporte les encadrements
de la charge ultime obtenus pour di�érentes valeurs de l'élancement. On constate tout
d'abord que l'approche cinématique tend, dans la limite de plaque mince, vers la so-
lution analytique donnée par la charnière au milieu de la plaque. D'autre part, l'écart
entre l'approche statique et l'approche cinématique est inférieur à 2% quelle que soit
la valeur de l'élancement. En�n, il est intéressant de noter que l'approche cinématique
avec 600 éléments donne des résultats d'une meilleure précision que les éléments DSG
utilisés dans [Le, 2013], combinés à une procédure de remaillage adaptatif. Notons que
ce problème est résolu en quelques secondes sur un ordinateur de bureau standard.
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4.6 Conclusions et perspectives
Ce chapitre a eu pour objet de prendre en compte une résistance �nie à l'e�ort

tranchant en plus de la résistance à la �exion de la plaque. Nous avons fait le choix
de retenir des critères de résistance relativement simples, prenant en compte ou
non l'interaction entre les résistances à la �exion et à l'e�ort tranchant. À notre
connaissance, c'est la première fois que des éléments �nis en e�orts généralisés ont été
proposés pour la mise en ÷uvre de l'approche statique des plaques épaisses.
Pour l'approche cinématique, des éléments �nis discontinus avec une cinématique de
Reissner-Mindlin (vitesse transversale et vitesse de rotation) ont été développés, et nous
avons montré que la prise en compte des discontinuités de vitesse entre les éléments
était, d'une part, naturelle dans le cadre du calcul à la rupture et, d'autre part, très
e�cace du point numérique dans la mesure où le phénomène de verrouillage numérique
en cisaillement disparaît complètement. Les éléments �nis discontinus autorisent donc
une meilleure précision que leurs équivalents continus dans le cas de mécanismes
localisés ainsi qu'une plus grande souplesse d'utilisation puisqu'il devient alors inutile
de développer des stratégies complexes pour s'a�ranchir du verrouillage en cisaillement.

Les extensions de ce chapitre sont nombreuses dans la mesure où on peut considé-
rer di�érents critères de résistance pour la partie du critère en �exion pure (critère de
Johansen/Nielsen par exemple) ou encore une interaction avec des poutres de rive qui
auraient également une résistance �nie à l'e�ort tranchant. Il semblerait également inté-
ressant d'étudier plus en détails les situations dans lesquelles le dimensionnement d'une
plaque à l'e�ort tranchant devient prépondérant. Les exemples que nous avons consi-
dérés ici restent, en e�et, relativement théoriques compte-tenu des valeurs peu réalistes
des élancements faisant intervenir l'e�ort tranchant dans la ruine de la plaque. Néan-
moins, il est bien connu que celle-ci peut devenir prépondérante dans le cas de plaques
multicouches (avec un fort contraste de propriétés mécaniques entre les couches) même
pour des élancements relativement importants.
En�n, d'un point de vue plus fondamental, une question qui reste en suspens concerne
l'obtention d'un critère de résistance en interaction e�ort tranchant/moment de �exion
à partir d'une démarche de changement d'échelle.

∗ ∗
∗
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Chapitre 5

Éléments �nis pour le calcul à la rup-
ture des coques minces

Résumé : Ce chapitre propose de traiter le cas des structures de type � coque � en
combinant les éléments de plaque développés précédemment à des éléments de membrane.
L'approche statique par l'intérieur et cinématique par l'extérieur sont toutes les deux
mises en ÷uvre numériquement. Bien que la démarche soit générale, on se restreint
ici au cas des coques minces et un accent particulier est porté à la formulation du
critère de résistance généralisé en interaction e�ort membranaire-moment de �exion.
Quelques exemples numériques servent à illustrer les performances de ces éléments. On
donne également un aperçu de leurs limites vis-à-vis du phénomène de verrouillage en
membrane dans le cas d'une coque très mince.
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Éléments �nis pour le calcul à la rupture des coques minces

5.1 Cinématique et puissance des e�orts intérieurs
La coque est décrite par une surface courbe Ω de l'espace R3 auquel est attaché un

repère cartésien orthonormé (O; ex, ey, ez). En tout point x ∈ Ω, on désigne par (a1, a2)
une base unitaire du plan tangent à Ω en ce point. La normale unitaire à la coque est
dé�nie comme étant ν = a1 ∧ a2. L'ensemble (a1, a2, ν) forme un repère local à la coque
en ce point.
La cinématique de la coque est dé�nie en tout point par :
• un vecteur de vitesse virtuelle U(x) = Uxex +Uyey +Uzez, exprimé ici en fonction
de ses composantes dans le repère global. Il sera plus commode d'exprimer la
vitesse de la coque en fonction d'une composante dans le plan tangent notée
u = u1a1 +u2a2 et d'une composante transversale notée w de sorte que U = u+wν
(Figure 5.1a).
• un vecteur de vitesse de rotation virtuelle Θ(x) = Θxex + Θyey + Θzez, exprimé
ici en fonction de ses composantes dans le repère global. Il sera également plus
commode d'exprimer cette vitesse de rotation en fonction d'une composante dans
le plan tangent notée θ = θ1a1 + θ2a2 et d'une composante transversale notée ϑ de
sorte que Θ = θ + ϑν (Figure 5.1b). On introduit également le vecteur β = ν ∧ θ
qui appartient lui aussi au plan tangent à Ω.

En un point de la coque, la cinématique retenue correspond donc à une superposition
d'une cinématique de Reissner-Mindlin (w,θ) attachée au plan tangent, d'une cinéma-
tique de membrane (u) dans le plan tangent et d'une rotation de torsion autour de la
normale au plan tangent ϑ.

La densité surfacique de puissance de déformation développée en un point x ∈ Ω est
donnée par :

pdef = N(x) : ε(x) +M(x) : χ(x) + V (x) · γ(x) (5.1)

où les di�érents tenseurs des e�orts et déformations généralisés introduits précédemment
dans le cas de la modélisation de plaque appartiennent ici au plan tangent à la coque en
x. L'expression (5.1) suppose qu'aucune puissance n'est développée par la composante
de torsion autour de la normale à la coque, cette hypothèse de résistance in�nie vis-à-vis
de la torsion dans le plan est retenue dans toute la suite.
À noter que les expressions de ces déformations généralisées en fonction du vecteur
vitesse U et de la vitesse de rotation Θ ainsi que les équations d'équilibre local véri�ées
par les e�orts généralisés font intervenir des outils de géométrie di�érentielle tels que la
première et deuxième forme fondamentale de la coque Ω et induisent un couplage entre
les termes de �exion et de membrane.
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repère
local

(a) Vitesse virtuelle (b) Vitesse de rotation virtuelle

Figure 5.1 � Cinématique virtuelle d'une coque

5.2 Discrétisation et implémentation par éléments �-
nis

A�n de s'a�ranchir des di�cultés techniques évoquées précédemment, liées à la géo-
métrie courbe de la coque, et a�n de tirer directement parti du travail présenté dans
les chapitres précédents, nous avons fait le choix de discrétiser la géométrie de la coque
en un ensemble d'éléments triangulaires ou � facettes planes �, de sorte que les termes
de �exion et de membrane sont découplés dans chaque élément et correspondent à la
superposition d'un élément de plaque en �exion et d'un élément de membrane. Le cou-
plage membrane-�exion se produira alors en écrivant les relations de continuité entre
deux facettes adjacentes non coplanaires.
Dans un souci de concision, cette section relative à la discrétisation par éléments �nis
plans sera relativement courte dans la mesure où les éléments de plaque ont été pré-
sentés dans les chapitres précédents et les éléments de membrane bien connus. On se
contentera de préciser les spéci�cités liées à la géométrie de coque.

5.2.1 Repère local
Dans chaque élément, les tenseurs d'e�orts et de déformations généralisés seront

exprimés en fonction de leurs composantes dans une base (a1, a2) du plan tangent qui
correspond ici au plan engendré par l'élément en question, ainsi N = N11a1 ⊗ a1 +
N22a2 ⊗ a2 +N12(a1 ⊗ a2 + a2 ⊗ a1) par exemple.
Le choix du repère local n'a pas d'in�uence sur la solution. Comme cela est fait tra-
ditionnellement pour les éléments de coque, le repère local d'un élément de n÷uds de
coordonnées X i, i = 1, 2, 3, est dé�ni de la façon suivante :
• calcul de la normale unitaire à la facette :

ν =
(X2 −X1) ∧ (X3 −X1)

‖(X2 −X1) ∧ (X3 −X1)‖

• si ν ∧ ey 6= 0, alors a1 = (ey ∧ ν)/‖ey ∧ ν‖, sinon a1 = ex ;
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Figure 5.2 � Dé�nition d'un plan tangent moyen à l'interface entre deux facettes non
coplanaires

• puis a2 = (ν ∧ a1)/‖ν ∧ a1‖.
Ce repère local permet alors de construire les matrices de rotation permettant d'exprimer
une quantité exprimée dans le repère global (ex, ey, ez) dans le repère local (a1, a2, ν) et
inversement.

5.2.2 Choix des éléments �nis

5.2.2.1 Approche statique

Pour l'approche statique, nous combinons l'élément �ni de la section 4.2 du chapitre
4 (moment de �exion quadratique, e�ort tranchant linéaire) à un élément de membrane
avec interpolation linéaire pour N .
On complète donc les équations d'équilibre local par l'équilibre en projection dans le
plan de l'élément. Les équations de continuité à travers une ligne Γ de vecteur tangent
t en l'absence d'e�orts extérieurs sur cette ligne sont modi�ées de la façon suivante :

[[M · n]] = M+ · n+ −M+ · n− = 0 (5.2)

[[R]] = R+ −R− = 0 (5.3)

où R± = N± ·n±+ (V ± ·n±)ν± correspond à la résultante des e�orts de part et d'autre
de l'interface, n± = ν±∧ t et ν± est la normale à l'élément situé du côté ± de l'interface
(Figure 5.2).

5.2.2.2 Approche cinématique

Pour l'approche cinématique, nous souhaitons réutiliser l'élément présenté dans la
section 4.3 du chapitre 4 combiné à un élément �ni de membrane. Pour cela, nous
considérons, dans chaque élément, une interpolation quadratique du champ de vitesse
global U et une interpolation linéaire du champ de rotation Θ. Ces champs sont encore
une fois discontinus d'un élément à l'autre a priori. Nous retrouvons donc bien l'élément
w6-d combiné à un élément de membrane avec interpolation quadratique discontinue de
la partie plane de la vitesse.
Le calcul des déformations généralisées se fait sans peine, la di�culté provient ici de
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l'expression des discontinuités à travers une arête Γ. Puisque nous devons distinguer la
partie transversale de la discontinuité de sa partie dans le plan tangent, il nous faut
dé�nir une normale à la surface de la coque en Γ. La normale étant discontinue à la
traversée de Γ, nous introduisons une normale moyenne, notée ν̂ dé�nie par (Figure
5.2) :

ν̂ =
ν+ + ν−

‖ν+ + ν−‖
(5.4)

La discontinuité transversale, par exemple, sera alors donnée par [[w]] = (U+ − U−) ·
ν̂. Cette expression montre que [[w]] couplera les composantes planes et transversales
des vitesses des deux éléments adjacents. On dé�nira, de même, n̂ = t ∧ ν̂ pour les
discontinuités normales à Γ dans le plan tangent.
En�n, l'hypothèse faite sur la composante de torsion autour de la normale à la coque
conduit à imposer la nullité de la déformation de torsion ∇ϑ = 0 dans chaque élément
ainsi que la continuité de la composante de la rotation normale à la coque soit [[ϑ]] =
(Θ+ −Θ−) · ν̂ = 0 à travers Γ.

5.2.3 Intersection de plusieurs coques
Le cas de plusieurs parties de coques s'intersectant en une même ligne Γ ne pose

pas de réelles di�cultés supplémentaires. Il su�t de généraliser les relations de saut en
sommant toutes les contributions à l'équilibre de l'arête et d'écrire les discontinuités de
vitesses pour chaque paire d'arête, la puissance résistante maximale liée à cette arête
correspond alors à la somme des contributions de chacune de ces paires.

5.3 Critères de résistance généralisés en interaction
e�ort membranaire-moment de �exion

La principale di�culté de la mise en ÷uvre du calcul à la rupture pour les struc-
tures de type coque réside certainement dans la formulation du critère de résistance
généralisé. A priori, ce dernier est un ensemble convexe dans un espace à 8 dimensions
(3 composantes pour le tenseur des e�orts membranaires et des moments de �exion
et 2 composantes pour le vecteur d'e�orts tranchants). Bien que l'ensemble de ce cha-
pitre (discrétisation + formulation du critère) se généralise sans peine au cas des coques
épaisses 1 i.e. admettant une résistance �nie à l'e�ort tranchant, nous nous concentre-
rons dans la suite sur le cas des coques minces admettant une résistance in�nie à l'e�ort
tranchant. La di�culté persiste tout de même dans la mesure où le critère de résistance
appartient désormais à un espace à 6 dimensions.
On pourrait penser, à ce stade, qu'il aurait été préférable de traiter le cas des coques

1. Dans le cas où l'épaisseur reste négligeable devant tout rayon de courbure R de la coque. En
e�et, on peut généraliser facilement l'approche pour les plaques épaisses (i.e. h 6� L avec L la longueur
caractéristique dans le plan de la coque) au cas des coques épaisses modérément courbes i.e. h 6� L
mais h� R. Le cas des coques épaisses fortement courbes (R ∼ L et donc h 6� R) est plus complexe et
fait intervenir des termes géométriques d'ordre supérieur dans l'écriture de la relation entre les e�orts
généralisés et les contraintes locales.
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par une modélisation en éléments �nis 3D dégénérés 2 et de travailler directement avec
un tenseur des contraintes pour éviter la di�culté de formuler un critère de résistance
généralisé. Nous allons montrer dans la suite qu'il est tout à fait possible de s'a�ranchir
de cette di�culté en gardant une modélisation en e�orts généralisés tout en exprimant
le critère de résistance généralisé via le critère local formulé en contraintes.

5.3.1 Critères approchés dans le cas d'un matériau de von Mises
La formulation d'un critère de résistance généralisé à 6 dimensions en interaction ef-

fort membranaire-moment de �exion (N−M) est trop complexe en général pour obtenir
des expressions analytiques exactes. Ilyushin [Ilyushin, 1956] a réussit à paramétriser
analytiquement cette hypersurface dans le cas d'une coque homogène d'épaisseur h
constituée d'un matériau de von Mises (de résistance uniaxiale σ0) mais cette paramé-
trisation est trop complexe pour pouvoir être utilisée en tant que telle dans un calcul
de structure. Introduisant les notations adimensionnelles suivantes :

n = N/(σ0h) (5.5)

m = M/(σ0h
2/4) (5.6)

Qn = n2
11 + n2

22 − n11n22 + 3n2
12 (5.7)

Qm = m2
11 +m2

22 −m11m22 + 3m2
12 (5.8)

Qnm = n11m11 + n22m22 −
1

2
(n11m22 + n22m11) + 3n12m12 (5.9)

di�érents auteurs ont alors proposé des approximations faisant intervenir des expressions
plus simples :
• [Ilyushin, 1956] √

Qn +Qm +
1√
3
|Qnm| ≤ 1 (5.10)

• [Hodge, 1959] √
Qm +Qn ≤ 1 (5.11)

• [Owen et Figueiras, 1983] √
Qm +Qn ≤ 1 (5.12)

• approximation � sandwich � [Prager, 1961]√
Qn +Qm + 2|Qnm| ≤ 1 (5.13)

Ces di�érentes approximations sont exactes dans le cas de sollicitations de membrane
pure (M = 0) et de �exion pure (N = 0), mais elles di�érent dans la façon de re-
présenter l'interaction N −M . Pour une présentation plus complète de ces di�érentes

2. Autre grande famille d'éléments �nis de coque que celle des éléments �nis en e�orts généralisés.
Néanmoins, leur formulation reste technique du fait de la courbure géométrique et n'aurait pas permis
de réutiliser e�cacement le travail des chapitres précédents.
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Approximation Écart par défaut Écart par excès
(5.10) 7.1% 3.4%
(5.11) 16.7% 0%
(5.12) 4.5% 15.5%
(5.13) 20% 0%

Tableau 5.1 � Écarts maximaux des di�érentes approximations par rapport au critère
exact pour une coque de von Mises

(a) dans le plan (n11,m11)

"carré"

[Hodge, 1959]

exact

"cercle"

[Ilyushin, 1956]

"sandwich"

"diamant"

(b) dans le plan (n22,m11)

Figure 5.3 � Représentations du critère exact et des di�érentes approximations pour
une coque de von Mises

approximations, nous renvoyons aux travaux de Robinson [Robinson, 1971]. Ce dernier
a également étudié la précision de ces approximations en calculant numériquement la
distance maximale de ces surfaces avec la surface exacte. Les résultats, tirés de [Robin-
son, 1971], sont reportés dans le Tableau 5.1.

En�n, mentionnons qu'il est possible de considérer d'autres approximations relati-
vement grossières telles que :
• critère sans interaction ou critère � carré �. Ce critère revient à prendre le produit
cartésien des critères en membrane pure et en �exion pure :{√

Qn ≤ 1
√
Qm ≤ 1

(5.14)

• critère avec interaction linéaire : ce critère revient à prendre l'enveloppe convexe
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des critères en membrane pure et en �exion pure, parfois appelé critère en � dia-
mant � : √

Qn +
√
Qm ≤ 1 (5.15)

• critère avec interaction non-linéaire ellipsoïdale : ce critère revient à considérer
un ellipsoïde engendré par les critères en membrane pure et en �exion pure, qu'on
peut quali�er de critère en � cercle �. Dans le cas du matériau de von Mises, il
correspond à (5.12).

Ces di�érents critères ont été représentés dans les plans (n11,m11) (Figure 5.3a) et
(n22,m11) (Figure 5.3b) à titre d'illustration.

Cas d'autres critères constitutifs
Dans le cas où le matériau constitutif de la coque obéit à un autre critère que celui

de von Mises (critère de Tresca par exemple), d'autres approximations sont nécessaires.
On peut, par exemple, réutiliser l'approche dite � sandwich � consistant à assimiler
la coque homogène à deux membranes inférieure et supérieure [Hodge, 1954, Lubliner,
1990]. Il est également possible de réutiliser les approximations précédentes en encadrant
le critère de Tresca par le critère de von Mises de la façon suivante :

√
3

2
Gvon Mises ⊂ GTresca ⊂ Gvon Mises (5.16)

En�n, si l'on connaît l'expression des critères en membrane et �exion pures, on généralise
facilement les critères en � diamant �, � cercle � et � carré �.

5.3.2 Cas général : une approche par changement d'échelle

5.3.2.1 Formulation statique

Dans le cas où la coque est constituée d'un matériau dont les propriétés de résistance
sont homogènes dans le plan de la coque, on peut montrer que le critère de résistance
généralisé s'obtient à partir du critère de résistance local G(ξ) en considérant, dans
l'épaisseur de la coque, un état de contraintes planes et ne dépendant que de la variable
d'épaisseur ξ [Save et al., 1997, Dallot et Sab, 2008] :

(N,M) ∈ G⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃ σ(ξ) = σij(ξ)ai ⊗ aj ∈ G(ξ) ∀ξ ∈ [−h/2;h/2] et i, j = 1, 2

Nij =

∫ h/2

−h/2
σij(ξ)dξ

Mij =

∫ h/2

−h/2
(−ξ)σij(ξ)dξ

(5.17)
Cette formulation est le résultat d'une approche par changement d'échelle et fournit
donc une représentation implicite du critère généralisé en fonction du critère local dans
l'épaisseur de la coque. Le premier intérêt de cette formulation réside dans sa généralité
puisqu'elle est valable pour n'importe quel critère local G en tout point de l'épaisseur.
Le deuxième intérêt réside dans le fait qu'elle fournit naturellement une stratégie d'ap-
proximation du critère exact utilisable numériquement comme nous le verrons ensuite.

98



5.3. Critères de résistance généralisés en interaction e�ort
membranaire-moment de �exion

5.3.2.2 Formulation cinématique

La fonction d'appui π(ε, χ) associée à G est dé�nie par :

π(ε, χ) = sup
(N,M)∈G

{
N : ε+M : χ

}
(5.18)

soit d'après (5.17) :

π(ε, χ) = sup
σ(ξ)∈G(ξ)

{(∫ h/2

−h/2
σ(ξ)dξ

)
: ε+

(∫ h/2

−h/2
(−ξ)σ(ξ)dξ

)
: χ

}

= sup
σ(ξ)∈G(ξ)

∫ h/2

−h/2
σ(ξ) : (ε− ξχ)dξ

=

∫ h/2

−h/2
πCPloc (ε− ξχ; ξ)dξ (5.19)

La fonction d'appui généralisée s'obtient donc en intégrant, dans l'épaisseur, la fonction
d'appui du critère de résistance local en contrainte plane πCPloc (d; ξ) pour un taux de
déformation virtuel correspondant à une cinématique de Love-Kirchho�.

5.3.3 Approximations numériques du critère généralisé

5.3.3.1 Approximation par l'intérieur

La formulation (5.17) n'étant pas utilisable en tant que telle pour une implémentation
numérique, nous proposons de construire une approximation par l'intérieur de G en se
restreignant à un tenseur de contrainte σ(ξ) constant par couches. Ainsi, si l'épaisseur
de la coque est représentée par n couches [hk−1;hk] pour k = 1, . . . , n et avec h0 = −h/2,
hn = h/2, alors on dé�nit le critère macroscopique Gstat suivant :

(N,M) ∈ Gstat ⊆ G⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃ σkij tels que k = 1, . . . , n et i, j = 1, 2
σkijai ⊗ aj ∈ G(ξ) ∀ξ ∈ [hk−1;hk]

Nij =
n∑
k=1

(hk − hk−1)σkij

Mij =
n∑
k=1

(
h2
k−1 − h2

k

2

)
σkij

(5.20)
En pratique, on supposera que le critère local reste constant par couche G(ξ) = Gk

de sorte que l'on ait besoin de véri�er le critère local en un seul point de la couche
correspondante.

Cette approche permet donc d'obtenir une approximation du critère généralisé
d'une coque en toute généralité (quel que soit G) et dont on peut contrôler la précision
en faisant varier le nombre n de couches. Une conséquence importante du point de vue
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de l'implémentation numérique est que, si la coque est constituée d'un matériau dont
le critère local peut s'exprimer à l'aide de contraintes coniques, alors l'approximation
précédente du critère généralisé pourra également se formuler à l'aide de contraintes
coniques de même nature.

5.3.3.2 Approximation par l'extérieur

Nous proposons également de construire une approximation par l'extérieur du critère
généralisé à partir de l'expression (5.19) de sa fonction d'appui. En e�et, constatant
que πCPloc (d) est une fonction convexe et que son argument varie de manière a�ne par
rapport à ξ 3, l'approximation de l'intégrale par une � formule des trapèzes � à n > 1
points fournit une majoration de cette dernière. Ainsi, on a :

π(ε, χ) ≤
n∑
k=1

ωkπ
CP
loc (ε− ξkχ) (5.21)

où ωk = h/(n−1) pour tout k /∈ {1, n}, ω1 = ωn = h/2/(n−1) et ξk = −h
2

+ h
n−1

(k−1).
Cette majoration conduit donc à une approche par l'extérieur Gkin ⊇ G du critère
généralisé de la coque, qui tend vers le critère exact lorsque n→∞.

Cette approche permet également de contrôler la précision de l'approximation en
faisant varier n et l'implémentation à l'aide de contraintes coniques est possible tant
que le critère local, et donc sa fonction d'appui, peut se formuler à l'aide de telles
contraintes coniques.

5.3.3.3 Estimations d'erreurs

À ce stade, il est intéressant de s'interroger sur la qualité des approches par ap-
proximation qui viennent d'être proposées. Nous avons tout d'abord représenté l'allure
du critère obtenu pour di�érentes approximations par l'intérieur et par l'extérieur en
faisant varier le degré de discrétisation n, dans le plan (n11,m11) (Figure 5.4a) et dans
le plan (n22,m11) (Figure 5.4b) pour une coque homogène de von Mises. On peut noter
la qualité de l'approximation du critère exact obtenue pour des valeurs de n ≥ 4 ou 5.
Pour l'approximation par l'intérieur avec n = 2, on retrouve l'approximation de type
� sandwich � mentionnée précédemment.

A�n de quanti�er l'erreur d'approximation de façon plus générale, nous avons évalué
la frontière de di�érents critères en échantillonnant uniformément l'espace R6 en 10 000
points. Nous avons ensuite calculé la distance maximale entre les critères obtenus sui-
vant di�érentes approximations et le critère exact (que nous avons assimilé au critère
obtenu par (5.20) ou (5.21) avec n = 100). Les résultats ont été représentés sur la Figure

3. Ici encore, le statut de borne supérieure n'est assuré que si le critère et donc sa fonction d'appui
sont uniformes par couche, ce que l'on suppose. Dans le cas contraire, on n'obtient qu'une approximation
sans statut de borne.
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par l'extérieur
par l'intérieur
exact

(a) dans le plan (n11,m11)

par l'extérieur
par l'intérieur
exact

(b) dans le plan (n22,m11)

Figure 5.4 � Représentations du critère exact et des approximations par l'intérieur et
par l'extérieur pour une coque de von Mises

5.5a dans le cas d'une coque homogène constituée d'un matériau de von Mises et sur la
Figure 5.5b pour un matériau de type Rankine, i.e. avec un critère limitant la valeur
absolue des contraintes principales : |σI |, |σII | ≤ σ0.
On constate alors que les deux approximations numériques proposées sont déjà relative-
ment satisfaisantes pour n = 3 (encadrement de -15% à +20%). De plus, la convergence
des deux approches semble relativement rapide, le critère exact étant encadré à 5% près
pour n = 7. On observe également que l'approximation numérique reste de précision
similaire pour le cas du critère de Rankine tandis que les critères en � diamant � et en
� cercle � sont bien moins précis. Mentionnons que, pour les cas étudiés, ces derniers
ainsi que le critère en � carré � sont exacts pour des sollicitations de membrane pure et
de �exion pure, tandis qu'on observe des écarts très importants pour une sollicitation
quelconque. L'approche proposée, quant à elle, ne repose pas explicitement sur l'uti-
lisation des critères en membrane et �exion pures et semble ainsi plus adaptée à des
sollicitations quelconques.

5.3.4 Prise en compte d'armatures de renforcement
Considérons une coque renforcée dans la direction eα de son plan tangent par un lit

d'armatures situé à une distance d de la surface moyenne et de fraction volumique 4 η �
1. Si la résistance uniaxiale des armatures fs est très grande devant celle du matériau
qu'elles viennent renforcer et dans l'hypothèse d'adhérence totale des armatures à ce
dernier, alors on peut montrer que le critère Gr du milieu renforcé peut s'écrire comme
la somme (au sens de Minkowski) du critère du matériau constitutif G0 et d'un critère

4. η = S/(eh) où S est la section d'une barre d'acier et e l'espacement entre deux barres consécutives
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(a) Coque homogène de von Mises
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Figure 5.5 � Ecarts relatifs maximaux des di�érentes approximations (approximation
numérique par l'intérieur (5.20) et par l'extérieur (5.21) en fonction de n, approximation
de type � cercle � (5.12), � diamant � (5.15) et � carré �(5.14)) par rapport au critère
exact.
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correspondant à la contribution du renfort [de Buhan et Taliercio, 1991] :

Gr = G0 ⊕Ga =
{

(N,M) = (N
0
,M

0
) + (Ñeα ⊗ eα,−dÑeα ⊗ eα)

tels que (N
0
,M

0
) ∈ G0 et |Ñ | ≤ Ns

}
(5.22)

où Ns = fshη est homogène à un e�ort membranaire (en N/m).
Dans ce cas, la fonction d'appui du milieu renforcé (πr) est donnée, en fonction de celle
du milieu non renforcé (π0), par :

πr(ε, χ) = π0(ε, χ) +Ns|εαα − dχαα| (5.23)

La généralisation des expressions (5.22) et (5.23) à plusieurs nappes d'armatures
d'orientations di�érentes ainsi qu'au cas où les armatures ont des résistances di�érentes
en traction et compression est immédiate.

Cette formulation de type � multiphasique � est très intéressante du point de vue
numérique puisqu'elle évite de discrétiser les armatures dont la contribution est directe-
ment prise en compte de façon très simple dans l'expression du critère macroscopique. En
général, les armatures longitudinales présentes dans les dalles et coques en béton armé
véri�ent les hypothèses précédentes permettant ainsi d'utiliser une telle formulation.

5.3.5 Conclusion
In �ne, il est possible de choisir di�érentes approximations du critère de résistance

en fonction de la nature du problème. Dans certains cas, le mécanisme de ruine peut
être relativement peu in�uencé par le choix du critère de résistance (notamment dans
le cas d'un problème en �exion pure ou membrane pure, où la majorité des approxi-
mations coïncident). Dans ce cas, il peut être préférable d'utiliser une approximation
relativement grossière de ce dernier et de ra�ner le maillage de la coque a�n d'obtenir
une meilleure description du mécanisme de ruine.
En revanche, dans les cas où l'interaction entre membrane et �exion est importante, le
choix du critère de résistance peut avoir une plus grande in�uence, notamment sur la
valeur de la charge de ruine. La formulation générale par changement d'échelle impli-
cite devient alors intéressante malgré un coût numérique plus important. Son intérêt
est d'autant plus grand lorsque le critère du matériau constitutif est complexe ou varie
dans l'épaisseur.
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5.4 Exemples de validation
Cette section a pour but de valider les éléments �nis précédents sur di�érents

exemples. Le premier est un exemple unidimensionnel dont on connaît la solution com-
plète grâce à une modélisation de type arc courbe. Le deuxième exemple concerne la
détermination de diagrammes d'interactions pour une poutre caisson modélisée à l'aide
d'éléments de coque. En�n, le dernier exemple, purement tridimensionnel et faisant
intervenir e�ort membranaire et moment de �exion, sera confronté à la solution d'un
problème 1D de poutre en �exion dans la limite des grands élancements. Nous considé-
rons dans la suite n = 4 couches pour l'approximation par l'intérieur du critère et une
formule des trapèzes à n = 5 points pour l'approche cinématique par l'extérieur.

5.4.1 Ruine d'un portique en forme d'arc semi-circulaire

A B

C

Figure 5.6 � Portique en forme d'arc semi-circulaire

Une coque cylindrique de section semi-circulaire de rayon R est simplement appuyée
en A et en B et soumise à un e�ort vertical concentré en C d'intensité P (Figure 5.6).
La coque obéit au critère de résistance de Rankine, de résistance uniaxiale σ0 tandis
que son épaisseur est �xée à t = 0.001R, valeur su�samment faible pour considérer
la résistance à l'e�ort membranaire comme in�nie pour ce problème. Le problème ne
faisant pas intervenir la direction transversale, on considère uniquement une tranche
discrétisée à l'aide d'un seul élément dans cette direction avec des conditions aux limites
appropriées. La circonférence est, quant à elle, discrétisée à l'aide de 100 éléments (on
ne modélise en réalité que le demi-portique du fait de la symétrie du problème).

La charge ultime pour ce problème peut être déterminée analytiquement, le problème
étant hyperstatique de degré 1 avec, par exemple, la réaction de poussée horizontale
H comme inconnue hyperstatique. En un point de l'arc paramétré par l'angle θ, la
distribution de moments statiquement admissible est de la forme suivante [de Buhan,
2007] :

Mθθ(θ) = HR sin θ + PR(1− cos θ)/2 si θ ∈ [0; π/2]
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avec Mθθ(θ) = Mθθ(π − θ) pour θ ∈ [π/2; π]. Les sections potentiellement critiques
sont le point C et un point intermédiaire d'angle θ0 = tan−1(−2H/P ) ainsi que son
symétrique. L'écriture du critère de résistance sur le moment de �exion en ces trois
points conduit à une charge ultime égale à P+ = 8M0/R, la valeur de la poussée
associée étant H = −3M0/R, où M0 = σ0t

2/4.

(a) Distribution des moments de �exion (b) Mécanisme de ruine du portique

Figure 5.7 � Solutions numériques pour le problème du portique

La mise en ÷uvre numérique par éléments �nis de l'approche statique pour ce
problème fournit la valeur exacte de P+ avec une précision de l'ordre de 10−4. On s'in-
téresse en particulier à la distribution des moments de �exion obtenue numériquement
le long du portique. On constate sur la Figure 5.7a que l'allure de cette distribution est
confondue avec la solution analytique. En particulier, les trois sections potentiellement
critiques en θ = θ0, π/2 et π − θ0 sont retrouvées par la solution numérique.

En�n, la mise en ÷uvre numérique de l'approche cinématique fournit également la
valeur exacte de P+ avec la même précision 5. De plus, l'allure du mécanisme de ruine
(Figure 5.7b) correspond à celui associé à la statique précédente [de Buhan, 2007] i.e.
mettant en jeu des discontinuités de rotation aux trois sections potentiellement critiques
précédentes.

5.4.2 Diagrammes d'interaction d'une poutre caisson
Nous nous intéressons dans cet exemple à la détermination de di�érents diagrammes

d'interaction d'une poutre caisson dont la géométrie de la section est représentée sur la
Figure 5.8. Le matériau constitutif obéit au critère de von Mises de résistance uniaxiale
σ0. Un tronçon de poutre de longueur L suivant la direction x est encastré à son extrémité

5. Dans le cas où les discontinuités du champ de vitesse sont autorisées. L'utilisation de champs
continus fait que l'estimation est moins précise, de l'ordre de quelques % d'écart pour ce maillage.
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x = 0 et une vitesse de déplacement U(L, y, z) = Ud(y, z) est imposée sur la section
située en x = L. Le reste de la poutre est libre d'e�ort. Mentionnons que les conditions
aux limites retenues ne sont pas celles correspondant au problème de Saint-Venant
et que l'on s'attend donc à ce que les solutions calculées soient di�érentes de celles
correspondant à ce dernier.

Figure 5.8 � Géométrie de la section de la poutre caisson

5.4.2.1 Diagramme d'interaction en �exion composée

La vitesse imposée est de la forme Ud(y, z) = (δ−αz)ex. On montre alors facilement
que pour tout Û C.A. avec Ud, on a :

Pext(Û) = δN + αM avec N =

∫
x=L

σxxdS, M =

∫
x=L

−zσxxdS (5.24)

Il s'agit donc d'un mode de chargement à deux paramètres : un e�ort normal N et un
moment de �exion M autour de l'axe y. La mise en ÷uvre de l'approche cinématique
sur ce problème nous permet alors de construire, dans le plan (N,M), un ensemble
de droites d'équation δN + αM = Prm(δ, α) pour di�érentes valeurs des paramètres
cinématiques (δ, α), délimitant ainsi une approche par l'extérieur du diagramme
d'interaction D en �exion composée.

Nous construisons également une approche par l'intérieur analytique de D reposant
sur un choix de champs de contraintes uniaxiaux de la forme suivante :

σ =

{
−σ0ex ⊗ ex si e ≤ z ≤ h/2

σ0ex ⊗ ex si − h/2 ≤ z ≤ e
(5.25)
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Figure 5.9 � Diagramme d'interaction en �exion composée (N,M) de la poutre caisson.

N0 = σ0t(b+ a+ 2h), M0 = σ0t
(
h
2
(h+ b+ a)− (b−a)2

8

)
où e ∈ [−h/2;h/2] décrit l'ordonnée de � l'axe neutre �. Avec un tel champ (statiquement
admissible), nous obtenons une approche par l'intérieur Dint ⊆ D dé�nie par :

Dint = {(N = n(e)σ0t,M = m(e)σ0t) pour e ∈ [−h/2;h/2]} (5.26)

n(e) =

{
a− b+ 4e si |e| < h/2

±(a+ b+ 2h) si e = ±h/2
, m(e) =

{
h
2
(b+ a+ h)− 2e2 si |e| < h/2

∓h
2
(b− a) si e = ±h/2

qui consiste en l'union d'une portion de parabole et de deux points. Il convient de
compléter cet ensemble par son symétrique par rapport à l'origine pour obtenir une
approche par l'intérieur complète.

L'approche cinématique est mise en ÷uvre numériquement sur un tronçon de poutre
de longueur L = 2 m maillé à l'aide de 1000 éléments triangulaires. Les résultats ob-
tenus sont représentés sur la Figure 5.9 et comparés à la précédente approche statique
analytique. On constate un excellent accord entre les deux approches. On véri�e en
particulier que l'approche cinématique (bien que très proche) est toujours supérieure
à l'approche statique. Il est à noter qu'une approche statique numérique avec les élé-
ments �nis présentés précédemment aurait fourni un résultat très proche du fait de la
simplicité du champ de contrainte optimal. En revanche, il est intéressant de noter la
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Éléments �nis pour le calcul à la rupture des coques minces

(a) Distribution du �ux de cisaillement
dans le caisson (b) Diagramme d'interaction

Figure 5.10 � Poutre caisson en interaction e�ort normal-torsion (N, T )

qualité des résultats fournis par l'approche cinématique dont les mécanismes optimaux
sont loin d'être triviaux compte-tenu du choix d'un tronçon de faible longueur et des
conditions aux limites n'autorisant pas le glissement tangentiel.

5.4.2.2 Diagramme d'interaction en interaction e�ort normal-torsion

La vitesse imposée est, à présent, de la forme Ud(y, z) = δex+ωreθ où r =
√
y2 + z2

et eθ est le vecteur orthoradial du repère polaire situé dans le plan x = L. Nous sommes à

nouveau en présence d'un mode de chargement à 2 paramètres : N et T =

∫
x=L

rσxθdS,

moment de torsion autour de l'axe ex.

Nous construisons à nouveau une approche par l'intérieur analytique du diagramme
d'interaction dans l'espace (N, T ) en considérant la superposition d'un état de contrainte
uniaxial uniforme σ = σex ⊗ ex et d'un �ux de cisaillement dans la partie fermée du
caisson tel que représenté sur la Figure 5.10a. Ce champ est constant dans l'épaisseur
de la coque et il équilibre un moment de torsion maximal égal à T0 = σ0t√

3
2ah pour

τ = σ0/
√

3. En superposant ces deux types de champs de contrainte, on construit
facilement une approche par l'intérieur donnée par :

Dint =

(N, T ) tels que

√(
N

N0

)2

+

(
T

T0

)2

≤ 1

 (5.27)

Pour ce problème, nous avons calculé les solutions numériques fournies par les
approches statique et cinématique avec le maillage précédent. Ces solutions sont repré-
sentées sur la Figure 5.10b et comparées à la précédente approche statique analytique.
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5.4. Exemples de validation

(a) Flexion autour de l'axe y (b) Flexion autour de l'axe z

(c) Déformation axiale suivant x (d) Torsion autour de l'axe x

Figure 5.11 � Mécanismes de ruine pour di�érents modes de chargement (les isocouleurs
représentent l'intensité de Ux pour les �gures (a), (b) et (c) et ‖Uyey + Uzez‖ pour (d))

On constate cette fois-ci un écart signi�catif avec l'approche statique analytique, de
l'ordre de 10% en torsion pure. Cela est dû d'une part à la simplicité de la statique de
torsion pure utilisée puisque les 2 ailes supérieures ne participent pas à la résistance à
la torsion dans la statique considérée. D'autre part, les champs optimaux en torsion
pure sont plus compliqués que précédemment. En e�et, le choix des conditions aux
limites crée une torsion gênée due à la tendance au gauchissement de la section et la
faible longueur du tronçon fait que les e�ets de bord ne peuvent être négligés. Ainsi,
l'écart à l'approche analytique diminue en augmentant la longueur du tronçon. Malgré
tout, cet exemple permet surtout de valider les deux approches numériques sur un
exemple plus complexe, l'écart entre ces dernières étant inférieur à 2%.

Pour �nir, nous avons représenté sur la Figure 5.11 les mécanismes de ruine obtenus
pour 4 modes de chargement élémentaires : �exion autour de l'axe y, �exion autour de
l'axe z, déformation axiale selon x et torsion autour de l'axe x. On peut notamment
constater la relative complexité de ces mécanismes dont la variation n'est pas linéaire
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le long du tronçon.

5.4.3 Coque cylindrique bi-encastrée

plan
 de s

ymétr
ie

encas
tre

ment

(a) Géométrie du problème
(b) Mécanisme de ruine à 3 rotules
avec un modèle de poutre en �exion

Figure 5.12 � Problème de la coque cylindrique bi-encastrée

Cet exemple s'intéresse à la charge ultime d'une coque cylindrique de rayon R,
d'épaisseur t et de longueur 2L, encastrée à ses deux extrémités. La géométrie de la
coque est représentée sur la Figure 5.12a. Le chargement correspond à une densité
surfacique uniforme d'e�orts verticaux −fez et seule la moitié de la coque est considérée
en appliquant des conditions de symétrie appropriées sur la surface x = L. Dans la
suite, on �xe le rapport t/R = 0.01 et on considère di�érentes valeurs de l'élancement
structurel 2L/R.

À titre de comparaison, nous avons calculé la charge ultime prédite par un modèle
uni-dimensionnel de poutre en �exion dont le mécanisme de ruine est un mécanisme
de poutre à 3 rotules situées aux encastrements et à mi-portée (Figure 5.12b). Cette
charge ultime est égale à q+ = 16M0/(2L)2 où q est la charge linéique équivalente (i.e.
q = 2πRf) et M0 est le moment ultime de la poutre de section circulaire donné par
M0 = 4t(R2 + t2

12
)σ0 ≈ 4tR2σ0. On en déduit donc la charge ultime fournie par ce modèle

de poutre en �exion :

f+
poutre =

32

π
σ0t

(
R

2L

)2

(5.28)

Nous avons mis en ÷uvre les approches statique et cinématique sur ce problème
en considérant des maillages structurés avec 40 éléments le long de la circonférence
et des éléments de longueur R/4 dans la direction longitudinale. Les charges ultimes
calculées, adimensionnées par rapport à celle du modèle de poutre en �exion (5.28), ont
été représentées sur la Figure 5.13 pour di�érentes valeurs de l'élancement. À titre de
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Figure 5.13 � Évolution de la charge ultime en fonction de l'élancement du cylindre

(a) Élancement 2L/R = 5 (b) Élancement 2L/R = 10

(c) Élancement 2L/R = 20 (d) Élancement 2L/R = 30

Figure 5.14 � Mécanisme de ruine et densité de déformation pour di�érents élancements
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comparaison, nous avons également reporté les charges ultimes obtenues par un calcul
élastoplastique avec éléments de coque à l'aide du code élément �ni Cast3m [Verpeaux
et al., 1988] pour des maillages similaires.
Tout d'abord, on peut remarquer que les résultats du calcul élastoplastique se situent
entre les bornes inférieures de l'approche statique et les bornes supérieures de l'approche
cinématique, confortant ainsi nos propres calculs. On constate très clairement une
évolution de la charge limite vers une valeur proche du modèle de poutre en �exion
pour des valeurs élevées de l'élancement. Pour des valeurs plus modérées, la valeur de
la charge ultime est plus faible, l'allure de ces courbes rappelant les résultats obtenues
dans le cas des plaques épaisses en interaction �exion-e�ort tranchant (cf. chapitre 4).

Ces résultats sont con�rmés lorsque l'on représente l'allure des mécanismes de ruine
pour di�érents élancements (Figure 5.14). On observe un mécanisme de ruine sem-
blable à une rupture par e�ort tranchant pour les faibles élancements, malgré le fait
que la coque soit elle-même in�niment résistante à l'e�ort tranchant. En particulier
pour 2L/R = 5, la section circulaire présente un mode de ruine faisant apparaître trois
charnières dans la direction longitudinale. Pour les valeurs plus élevées, on retrouve un
mécanisme de ruine de type poutre en �exion présentant une déformation localisée près
des encastrements et à mi-portée, rappelant les trois rotules du mécanisme 1D. Men-
tionnons pour �nir que les mécanismes de ruine obtenus ici sont tout à fait semblables
à ceux obtenus par le calcul élastoplastique réalisé avec Cast3m.

5.5 Phénomène de verrouillage en membrane

5.5.1 Illustration du point de vue de l'approche statique

Nous illustrons ici le problème du � verrouillage en membrane � en considérant
une tranche in�nitésimale de coque cylindrique de rayon R, d'épaisseur t, soumise à
une pression p. Il est facile de voir que les e�orts intérieurs se réduisent à un e�ort
membranaire orthoradial Nθθ = pR.

Supposons à présent que la coque soit discrétisée par un ensemble de N facettes
planes (des segments ici) de longueur l = 2R sinα où α = π/N représente également
la moitié de l'angle formé par deux facettes successives (Figure 5.15). La pression p,
appliquée de manière uniforme sur chaque segment, produit un e�ort tranchant linéaire
Vθ = −pl

2
ξ et un moment de �exion quadratique dans chaque segment : Mθθ = −pl2

8
ξ2 +

cte où ξ ∈ [−1; 1] représente l'abscisse adimensionnée de chaque segment. La continuité
des e�orts entre chaque segment impose la relation suivante :

2Nθθ sinα + [[Vθ]] cosα = 0⇒ Nθθ =
pl

2
cotan α = pR cosα (5.29)

On constate bien qu'à la limite N → ∞, soit α → 0, on a Nθθ → pR. Supposons,
pour simpli�er, que le critère de résistance soit découplé en e�ort normal et moment de
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5.5. Phénomène de verrouillage en membrane

Figure 5.15 � Coque cylindrique sous pression uniforme. Discrétisation par facettes
planes et � moments parasites �

�exion de sorte qu'il s'écrive :

|Nθθ| ≤ N0 = σ0t et |Mθθ(ξ)| ≤M0 = σ0t
2/4 ∀ξ ∈ [−1; 1] (5.30)

On doit alors véri�er les conditions suivantes :

|pR cosα| ≤ σ0t

|p
2
R2 sinα− cte| ≤ σ0t

2/4 (5.31)

|cte| ≤ σ0t
2/4

Choisissant cte = p
4
R2 sinα a�n de maximiser la valeur p∗ de la pression saturant ces

contraintes, on obtient :

p∗ = min

{
σ0t

R cosα
;

σ0t
2

R2 sinα

}
=

σ0t

R cosα
·min

{
1;
t

R
cotan α

}
(5.32)

Suivant la valeur du coe�cient κ = t
R
cotan α, la valeur maximale de p sera pilotée

soit par la saturation du critère en e�ort normal (κ ≥ 1) : p∗ = σ0t
R cosα

, soit par la
saturation du critère en moment de �exion (κ ≤ 1) : p∗ = σ0t2

R2 sinα
. Ainsi, si κ est petit

devant 1, on peut obtenir une valeur de p∗ très éloignée de celle pilotée par l'e�ort
normal, même si N est très grand. En e�et, supposons que N soit su�samment grand
pour que α ≈ 10−2 mais que t/R ≈ 10−4 (coque très mince), alors κ ≈ 10−2 et la valeur
de p∗ obtenue sera 100 fois plus faible que celle pilotée par l'e�ort normal σ0t

R cosα
≈ σ0t

R
.

En conclusion, l'approximation par facettes planes peut conduire, dans la mise en
÷uvre de l'approche statique, à l'apparition de moments de �exion � parasites � pour des
problèmes correspondant à un état membranaire pur dans le cas continu. L'estimation
de la charge ultime ainsi obtenue est alors dépendante d'un rapport faisant intervenir la
�nesse du maillage et l'épaisseur de la coque. La convergence de cette estimation vers la
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charge ultime théorique n'est plus uniforme vis-à-vis de ce paramètre, i.e. plus la coque
est mince, plus le maillage doit être �n pour obtenir une bonne estimation. Ce type
de verrouillage est appelé verrouillage en membrane. Malgré le nombre important de
travaux en élasticité visant à développer des éléments �nis de coque qui ne verrouillent
pas, il semble que ce problème ne soit toujours pas complètement résolu. En particulier,
l'apparition du verrouillage en membrane n'est pas uniquement lié à la discrétisation
en facettes planes, bien que les éléments de ce type y soient sans doute plus sensibles,
mais également aux choix e�ectués pour les di�érents espaces d'interpolations ainsi que
la géométrie du problème considéré.

5.5.2 Illustration du point de vue de l'approche cinématique
A�n de souligner les di�cultés liées au problème du verrouillage en membrane,

nous considérons une coque cylindrique de rayon R et de hauteur H alignée selon
la direction ez. La coque est encastrée en z = 0, libre d'e�orts en z = L et soumise
à une pression interne q = p(z)er avec p(z) = p0(1 − z/H). Le matériau constitutif
obéit au critère de Rankine. Nous �xons, dans la suite, R = 1 et H = 2 tandis que
nous allons considérer trois valeurs distinctes pour l'épaisseur, soit t = 0.2, 0.02 ou 0.002.

Nous avons résolu ce problème par l'approche cinématique en considérant deux
maillages di�érents : l'un structuré selon les génératrices du cylindre, l'autre non struc-
turé, les deux maillages ayant environ le même nombre d'éléments. Les mécanismes de
ruine pour les di�érentes con�gurations sont représentés sur la Figure 5.16. On constate
que les deux types de maillages donnent une solution très similaire dans le cas t = 0.2.
En revanche, la qualité de la solution se dégrade lorsque l'épaisseur diminue dans le
cas du maillage non structuré. En particulier, pour t = 0.002, le mécanisme obtenu
est fortement localisé du fait de l'existence de déformations de courbure parasites et
ne correspond plus du tout à la solution obtenue avec le maillage structuré. Il est
intéressant de remarquer que le fait d'orienter le bord des éléments du maillage le
long des lignes caractéristiques de la surface a un e�et béné�que sur le verrouillage en
membrane, comme mentionné dans [Chapelle, 2001] dans le cas de l'élasticité. Ainsi,
il convient, dans le cas général, d'utiliser des maillages non structurés pour tester la
robustesse d'un élément �ni de coque au verrouillage en membrane.

114



5.5. Phénomène de verrouillage en membrane

(a) t = 0.2, maillage structuré (b) t = 0.2, maillage non structuré

(c) t = 0.02, maillage structuré (d) t = 0.02, maillage non structuré

(e) t = 0.002, maillage structuré (f) t = 0.002, maillage non structuré

Figure 5.16 � In�uence de l'épaisseur et du type de maillage sur le mécanisme de ruine
(les isocouleurs représentent la composante radiale Ur du champ de vitesse).
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(a) t = 0.2, maillage structuré (b) t = 0.2, maillage non structuré

(c) t = 0.02, maillage structuré (d) t = 0.02, maillage non structuré

(e) t = 0.002, maillage structuré (f) t = 0.002, maillage non structuré

Figure 5.17 � In�uence de l'épaisseur et du type de maillage sur le mécanisme de ruine
(les contours représentent la composante radiale Ux du champ de vitesse).
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5.6. Conclusions et perspectives

La di�culté majeure liée au verrouillage en membrane consiste en ce que ses e�ets
dépendent grandement de la géométrie, des conditions aux limites et du chargement. En
e�et, il est connu que le verrouillage en membrane se manifeste di�éremment selon que
le comportement asymptotique de la coque quand l'épaisseur tend vers zéro correspond
à un état dominé en membrane ou en �exion. Sans s'étendre sur le sujet, nous avons
e�ectué les mêmes calculs que précédemment en considérant cette fois-ci un chargement
du type q = p(z)ex. On constate sur la Figure 5.17 que les mécanismes de ruine entre
les deux types de maillages sont cette fois-ci très proches quelle que soit la valeur de
l'épaisseur dans la gamme considérée.

5.6 Conclusions et perspectives
Ce chapitre s'est intéressé à la combinaison d'éléments �nis de plaque en �exion avec

des éléments �nis de membrane pour traiter le cas des structures de coque discrétisées
à l'aide de facettes planes. Ce choix de discrétisation est motivé par la simplicité de la
superposition de ces deux types d'éléments, bien que l'écriture de relations de continuité
à l'interface entre deux éléments non coplanaires exige une attention particulière.
L'accent a également été mis sur la formulation d'un critère de résistance en interaction
e�ort membranaire-moment de �exion. Si des approximations de tels critères pour
des coques homogènes de Tresca ou de von Mises existaient dans la littérature, nous
avons proposé une construction systématique d'approximations par l'intérieur et par
l'extérieur quel que soit le critère de résistance du matériau constitutif. En particulier,
si ce dernier peut s'écrire à l'aide de contraintes coniques, il en est alors de même pour
le critère de la coque en e�orts généralisés.
Di�érents exemples numériques ont permis de valider les éléments �nis développés par
comparaison avec des solutions analytiques, ainsi que des calculs élastoplastiques. Nous
avons également mentionné les limites de ces éléments, notamment dans le cas des
coques très minces, à travers l'apparition du phénomène de verrouillage en membrane.

Il paraît naturel de vouloir poursuivre ce travail en développant des éléments de
coque courbes. Néanmoins, il n'est pas sûr que cela su�se à s'a�ranchir du verrouillage
en membrane, ce problème ne semblant pas résolu en élasticité à l'heure actuelle.
D'autre part, nous avons mentionné que les éléments utilisés ici s'étendent sans mal au
cas des coques modérément épaisses présentant une résistance �nie à l'e�ort tranchant.
Comme dans le chapitre 4, le problème principal relatif à cette question reste la for-
mulation du critère de résistance prenant en compte une interaction entre les di�érents
e�orts généralisés.

∗ ∗
∗
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Homogénéisation numérique en calcul
à la rupture pour les structures
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Chapitre 6

Homogénéisation périodique en calcul à
la rupture : application aux plaques hé-
térogènes périodiques

Résumé : Cette partie traite de la mise en ÷uvre numérique des approches par homo-
généisation en calcul à la rupture, particularisées au cas des plaques minces en �exion.
Ce premier chapitre présente la démarche générale de l'homogénéisation en calcul à
la rupture, notamment concernant la détermination du critère de résistance macrosco-
pique du milieu homogène équivalent. Les approches par éléments �nis développées dans
la partie précédente sont ensuite adaptées au cas de l'homogénéisation périodique. En
lien avec ces questions, une procédure judicieuse du choix des directions de calcul pour
la détermination des critères macroscopiques est présentée en Annexe B.
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Homogénéisation périodique en calcul à la rupture : application aux
plaques hétérogènes périodiques

6.1 Homogénéisation périodique en calcul à la rupture

6.1.1 Principe de la démarche

6.1.1.1 Idée intuitive du concept d'homogénéisation en calcul à la rupture

Considérons le cas d'un problème de calcul à la rupture pour une structure composée
de deux milieux présentant des capacités de résistance di�érentes tel que le problème de
la capacité portante Q+ d'un sol renforcé par des inclusions (Figure 6.1). On se place,
de plus, dans le cas où l'hétérogénéité matérielle varie de manière périodique au sein de
la structure (inclusions régulièrement espacées d'une distance e).

structure/problème initial
structure/problème
homogène associé

milieu
homogène
équivalent

périodicité

critère de résistance
macroscopique

?

Figure 6.1 � Une idée intuitive de l'homogénéisation en calcul à la rupture

L'idée intuitive de l'homogénéisation périodique en calcul à la rupture consiste à
remarquer que, dans le cas où le nombre d'inclusions est su�samment grand, la capacité
portante du sol renforcé peut être déterminée en résolvant un problème homogène associé
au problème initial. Ce problème homogène associé correspond à la même géométrie et
au même chargement, seule la zone du milieu renforcé est remplacée par un milieu
homogène bien choisi, équivalent du point de vue des capacités de résistance. Plus le
nombre d'hétérogénéités sera important, ou de manière équivalente, plus le rapport e/B
entre l'espacement et la longueur caractéristique de la structure sera petit, plus la charge
ultime relative au problème homogène associé Q+

hom sera proche de la charge ultime du
problème hétérogène initial de telle sorte que :

lim
e/B→0

Q+ = Q+
hom (6.1)
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6.1. Homogénéisation périodique en calcul à la rupture

6.1.1.2 Dé�nition d'un problème auxiliaire

Le résultat précédent n'est bien entendu valable qu'à condition de donner un
sens précis au critère de résistance du milieu homogène équivalent ou critère � ma-
croscopique �, noté Ghom. Cette dé�nition, assurant la validité de la démarche
d'homogénéisation, repose sur la résolution d'un problème auxiliaire de calcul à la
rupture formulé sur une cellule de base du milieu hétérogène périodique. Une cellule de
base A est un domaine contenant toute l'information de l'hétérogénéité matérielle, de
telle sorte que le domaine tout entier peut être reproduit par pavage périodique de la
cellule de base 1.

On dé�nit alors l'espace des champs de contrainte statiquement admissibles avec un
chargement macroscopique Σ au sens de l'homogénéisation périodique de la manière
suivante :

σ(ξ) S.A. avec Σ⇔


div σ = 0
σ · n est continu dans A
σ · n est A− antipériodique

Σ =
1

|A|

∫
A
σ(ξ)dA = 〈σ〉

(6.2)

c'est-à-dire que σ est en équilibre avec des forces de volume nulles, le vecteur
contrainte T = σ · n est continu et antipériodique sur les bords de la cellule de base
(T (ξ+) = −T (ξ−) pour deux points ξ+ et ξ− en vis-à-vis sur le bord) et la moyenne du
champ des contraintes microscopiques σ est égale à la contrainte macroscopique Σ.

On dé�nit également l'espace des champs de vitesse cinématiquement admissibles
sur la cellule de base de la façon suivante :

U(ξ) C.A.⇔ U(ξ) = F · ξ + v(ξ) avec v(ξ) A− périodique (6.3)

i.e. le champ de vitesse virtuelle se décompose comme la somme d'une partie linéaire
correspondant à un taux de déformation homogène égal à D = 1

2
(F + F T ) et d'une

�uctuation de vitesse v qui est périodique.

Ces deux dé�nitions (6.2) et (6.3) assurent que la cellule de base est soumise à un
mode de chargement à 6 paramètres (composantes de Σ) dont les paramètres cinéma-
tiques associés s'interprètent comme les composantes du taux de déformation macro-
scopique D. On dispose alors du lemme de Hill-Mandel généralisé :

∀σ S.A.,∀U C.A.
〈
σ : d

〉
=
〈
σ
〉

:
〈
d
〉

= Σ : D (6.4)

où d est le taux de déformation virtuel associé au champ de vitesse virtuelle U . C'est
cette propriété d'équivalence entre l'échelle microscopique et l'échelle macroscopique qui

1. Bien évidemment une telle dé�nition n'assure pas l'unicité du choix de la cellule de base mais les
résultats suivants ne dépendent pas du choix de cette cellule.
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rend possible la démarche de changement d'échelle, de la même manière que dans le cas
de l'homogénéisation en élasticité.

6.1.1.3 Dé�nitions statique et cinématique de Ghom

La dé�nition du critère de résistance macroscopique Ghom correspond alors à l'en-
semble des états de contraintes macroscopiques Σ tels qu'il existe un champ de contrainte
microscopique σ(ξ) dé�ni pour tout point ξ ∈ A de la cellule de base qui soit statique-
ment admissible avec le chargement macroscopique Σ et qui véri�e le critère de résistance
initial G(ξ) en tout point de la cellule i.e. :

Σ ∈ Ghom ⇔
{
∃σ(ξ) S.A. avec Σ au sens de (6.2),
σ(ξ) ∈ G(ξ) ∀ξ ∈ A (6.5)

Cette dé�nition est à rapprocher de la dé�nition statique par l'intérieur (1.3) du
domaine des chargements potentiellement supportables d'une structure, Ghom cor-
respondant à ce dernier pour la cellule de base soumise au mode de chargement à 6
paramètres précédents.

De la même manière qu'il est possible de donner une dé�nition cinématique du do-
maine des chargements potentiellement supportables (1.8), il est possible de caractériser
Ghom d'un point de vue cinématique en comparant la puissance des e�orts extérieurs
dans la cellule de base à la puissance résistante maximale développée dans tout champ
de vitesse virtuel de la manière suivante 2 :

Σ ∈ Ghom ⇔

 ∀U C.A. avec D au sens de (6.3),

Σ : D ≤ Prm(U) =

∫
A
π(d; ξ)dA = |A|

〈
π(d; ξ)

〉 (6.6)

où π(d; ξ) représente la fonction d'appui du critère local G(ξ) au point considéré. D'après
la dé�nition précédente, on pourra alors, pour un champ de déformation macroscopique
donné, caractériser Ghom par la valeur de sa fonction d'appui Πhom(D) dé�nie par :

Πhom(D) = sup
Σ∈Ghom

Σ : D = inf
U C.A. avec D

|A|
〈
π(d; ξ)

〉
= inf

v périodique
|A|
〈
π(D + s∇v; ξ)

〉
(6.7)

où le problème de minimisation permettant de calculer la valeur de la fonction d'appui
macroscopique peut être formulé en fonction du champ de vitesse C.A. avec la valeur
de D prescrite ou bien directement en fonction de la �uctuation périodique v.

6.1.2 Travaux antérieurs
Les premiers travaux concernant l'homogénéisation périodique en calcul à la rupture

(ou analyse limite) remontent à [Suquet, 1985] et [de Buhan, 1986]. Di�érents travaux
ont analysé les conditions nécessaires à la véri�cation du résultat (6.1) [Bouchitté, 1986,

2. L'expression de la puissance résistante maximale est à compléter par le terme de discontinuité de
vitesse dans le cas où le champ U (ou, de manière équivalente, v) est discontinu.
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Lewi«ski et Telega, 2000], tandis que l'on trouvera dans [de Buhan, 1986] un contre-
exemple pour lequel on a uniquement lim

e/B→0
Q+ < Q+

hom.

Il est à noter que la détermination analytique des critères de résistance est relative-
ment rare, limitée en général à des géométries simples ou des directions de chargement
particulières [Maghous, 1991]. Dans certaines circonstances, le critère homogénéisé
des milieux renforcés ou à joints prend une forme analytique relativement simple
[de Buhan, 1986, Maghous et al., 1998, de Buhan et Taliercio, 1991].

L'outil numérique s'avère cependant essentiel lorsque l'on souhaite traiter des
cas plus complexes. Des critères de résistances pour di�érents types de structures
hétérogènes ont pu être ainsi déterminés : on peut notamment citer le cas des mi-
lieux poreux [Pastor et Turgeman, 1983, Turgeman et Pastor, 1987], les membranes
périodiques sollicitées dans leur plan [Maghous, 1991, Francescato et Pastor, 1998], les
murs en maçonnerie [Sab, 2003, Milani et al., 2006], les sols renforcés [Hassen et al.,
2013, Gueguin et al., 2014a], etc.

6.1.3 Di�cultés sur le plan numérique

L'intérêt de la démarche d'homogénéisation consiste bien entendu à s'a�ranchir de
la résolution d'un problème de structure hétérogène pour lequel on serait obligé de
décrire chaque hétérogénéité de manière individuelle, nécessitant ainsi des maillages
très �ns pour capturer les variations locales des propriétés mécaniques, ce qui conduit
à des temps de calcul rédhibitoires.
Le prix à payer pour s'a�ranchir de ces di�cultés réside donc dans la résolution du
problème auxiliaire formulé sur la cellule de base. Il apparaît alors une di�érence
fondamentale entre l'utilisation de l'homogénéisation en élasticité linéaire et de son
utilisation en calcul à la rupture. À notre sens, cette di�culté supplémentaire est la
raison principale du faible développement à l'heure actuelle de l'homogénéisation en
calcul à la rupture.

En e�et, la quantité d'intérêt d'un calcul d'homogénéisation en élasticité linéaire est
la raideur homogénéisée Chom, caractérisée par, au maximum, 21 coe�cients scalaires
indépendants pour un milieu continu 3D anisotrope quelconque. Ces derniers peuvent
être déterminés en résolvant 21 problèmes auxiliaires pour des valeurs particulières
du chargement macroscopique. Une fois ces 21 coe�cients scalaires déterminés, il
su�t de les réimplanter dans le calcul de la matrice de rigidité globale de la structure
homogénéisée et de résoudre le problème homogène équivalent. Cette dernière étape ne
présente aucune di�culté supplémentaire (pour le même maillage) par rapport à un
calcul n'étant pas issu d'une démarche d'homogénéisation.

En revanche, dans le cas du calcul à la rupture, la quantité d'intérêt est le critère
de résistance macroscopique, domaine convexe dans un espace à 6 dimensions pour le
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milieu continu 3D. En particulier, il n'est a priori pas déterminé par un nombre �ni de
paramètres scalaires. On ne peut donc qu'en construire une approximation en échan-
tillonnant un nombre �ni de directions de R6. La première di�culté provient du nombre
important de directions à considérer pour que l'approximation soit satisfaisante, ainsi
que du choix pertinent de ces directions. En e�et, dans le cas d'un milieu anisotrope,
le critère pouvant être très allongé dans une direction privilégiée, une discrétisation
uniforme des directions de calculs ne sera alors pas adaptée. Ainsi, nous proposons en
Annexe B une procédure adaptative permettant un choix judicieux des directions de
calcul pour décrire le critère homogénéisé, quel que soit le degré d'anisotropie.
Le deuxième problème apparaissant dans la mise en ÷uvre pratique est relative à
l'utilisation d'un critère homogénéisé (décrit par un nuage de points issus des calculs
précédents) dans le calcul de structure du problème homogène équivalent. La résolution
numérique des problèmes de calcul à la rupture repose sur une démarche d'optimisation
qui nécessite une description analytique du critère de résistance, qui plus est, sous
une forme utilisable par les solveurs disponibles (ex. linéaire, conique du second-ordre,
semi-dé�nie positive...). Or, le critère homogénéisé est décrit numériquement et n'a
aucune raison de ressembler à des critères de résistance existants et ayant une forme
analytique adaptée aux solveurs. On pourrait alors imaginer �tter sur Ghom les
paramètres d'un critère analytique donné, tel que le critère de Hill anisotrope par
exemple. Cette démarche nous paraît peu satisfaisante compte-tenu des e�orts déployés
pour calculer Ghom.
Une autre approche consiste à linéariser le critère macroscopique a�n d'obtenir in
�ne un problème de programmation linéaire à l'échelle du calcul de structure. On
trouvera ainsi dans [Nguyen-Dang, 1984, Malena et Casciaro, 2008] un exemple de
linéarisation de diagrammes d'interactions e�ort membranaire-moments de �exion
pour des structures 3D de poutres composites. Plus récemment, nous avons proposé
une démarche d'approximation non-linéaire [Bleyer et de Buhan, 2013d] fondée sur
la programmation conique pour traiter le même type de structures. Cette approche a
également été étendue au cas des sols renforcés par colonnes ou tranchées [Gueguin
et al., 2013, Gueguin et al., 2014b, Gueguin, 2014].

Les deux chapitres suivants seront ainsi dédiés à la présentation d'une approche par
approximation plus sophistiquée que celles évoquées ici. On signalera, à titre d'infor-
mation, des travaux relatifs à l'homogénéisation numérique en élasticité non-linéaire
[Yvonnet et al., 2009] et en visco-élasticité [Michel et Suquet, 2003] confrontés au même
type de problématique.

6.2 Homogénéisation des plaques minces

Cette section se propose à présent d'appliquer l'approche par homogénéisation pé-
riodique en calcul à la rupture au cas de la �exion des plaques minces périodiques.
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6.2.1 Problème hétérogène et problème homogène équivalent
Nous considérons ici le cas d'un problème de calcul à la rupture d'une plaque mince

en �exion (cf. chapitre 3) obéissant à un critère de résistance G(x) variant de manière
périodique dans le plan de la plaque :

G(x) = G(x+ n1a1 + n2a2) ∀n1, n2 ∈ Z (6.8)

où a1,a2 sont deux vecteurs du plan dé�nissant les directions de périodicité de G. On
dé�nira ici la cellule de base à partir du parallélogramme délimité par a1 et a2 et nous
noterons a la longueur caractéristique de la cellule de base (Figure 6.2).
Dans le cas où a � L, L étant la longueur caractéristique de la plaque dans son plan,
nous allons chercher à substituer au problème hétérogène initial un problème de plaque
mince en �exion obéissant au critère macroscopique homogène Ghom.

La détermination de Ghom reposant sur la résolution d'un problème de calcul à la
rupture dé�ni sur la cellule de base, il est important d'accorder ici une attention par-
ticulière à la modélisation de cette dernière. En e�et, dans le cadre de la modélisation
de plaque mince, l'épaisseur h de la plaque est telle que h� L, néanmoins, la mise en
÷uvre d'une démarche d'homogénéisation suppose également que a � L . En consé-
quence, deux situations se présentent 3 :
• h � a i.e. l'épaisseur reste négligeable devant la dimension de la cellule de base,
c'est typiquement le cas des plaques métalliques perforées. Dans ce cas, nous
sommes fondés à conserver une modélisation de plaque mince pour la cellule de
base.
• h ∼ a i.e. l'épaisseur est comparable à la dimension de la cellule de base (cas
des dalles en béton armé par exemple). Dans ce cas, une modélisation de plaque
mince pour la cellule de base n'est plus pertinente et une modélisation de type
milieu continu 3D devient nécessaire pour décrire cette dernière. On trouvera
dans [Bourgeois, 1997, Sab, 2003, Dallot et Sab, 2008, Bleyer et al., 2015c] des
exemples d'application de ce deuxième cas. En décomposant la cellule de base
en A = S × [−h/2;h/2] où S est la surface moyenne, l'espace des champs de
contraintes statiquement admissibles avec un moment macroscopique M est, dans
ce cas, dé�ni par :

σ(ξ) S.A. avec M ⇔



div σ = 0 dans A
σ · n est continu dans A
σ · n est antipériodique sur ∂A\{ξ3 = ±h/2}
σ · (±e3) = 0 sur ξ3 = ±h/2

M =
1

|S|

∫
A
−ξ3σ(ξ)dA = h〈−ξ3σ〉

(6.9)

On constate alors que cette dé�nition est proche de (6.2) à la di�érence près que
le champ de contrainte local est relié au moment macroscopique par une relation

3. Le troisième cas h� a est également possible en théorie mais peu réaliste en pratique.
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conditions aux 
limites périodiques

plaque hétérogène

cellule 
de base

plaque homogène
équivalente

Figure 6.2 � Homogénéisation d'une plaque périodique et cellule de base modélisée
comme une plaque mince

de moyenne di�érente et que les conditions aux limites sur les faces supérieure
et inférieure sont ici des conditions d'e�ort libre tandis que les conditions
d'antipériodicité ne portent que sur les faces latérales de la cellule.

Nous nous proposons dans la suite de traiter uniquement le cas h� a où la cellule
de base peut être modélisée comme une plaque mince en �exion. On trouvera des résul-
tats en élasticité dans [Duvaut et Metellus, 1976] et des résultats de Γ-convergence du
problème hétérogène vers le problème homogénéisé dans [Lewi«ski et Telega, 2000].

6.2.2 Modèle de plaque mince de Love-Kirchho�
On rappelle ici brièvement les équations d'équilibre du modèle de plaque mince de

Love-Kirchho� [Krabbenhoft et Damkilde, 2002, Bleyer et de Buhan, 2014a].
L'équation d'équilibre local en présence uniquement d'une densité surfacique d'e�orts
transversaux q s'écrit :

div
(
divM

)
+ q = 0 (6.10)

Les conditions de continuité ne découlent pas trivialement de celles du modèle de
Reissner-Mindlin du fait de la condition cinématique de Love-Kirchho� reliant la ro-
tation au gradient de la vitesse. Cela se remarque par exemple en écrivant le principe
des puissances virtuelles et en observant que la vitesse et la composante tangentielle de
son gradient sur une ligne ne sont pas indépendants. En introduisant l'e�ort tranchant
équivalent K =

(
divM

)
· n + ∂tMnt le long d'une ligne Γ, on a alors les relations de

saut suivantes :
[[Mnn]] = 0
[[K]] = 0

à travers Γ (6.11)
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à compléter par des équations de saut de la composante de torsion en un coin cj :

Rj = [[Mnt(cj)]] = 0 en cj (6.12)

en l'absence d'e�orts concentrés.

En�n, les conditions aux limites en e�orts s'expriment par des équations analogues
à (6.11) et (6.12) portant sur Mnn, K et Rj, les variables duales associées étant respec-
tivement la composante normale du gradient ∂nw et la vitesse transversale w pour les
conditions aux limites en vitesse.

6.2.3 Espaces des champs statiquement et cinématiquement ad-
missibles et mode de chargement sur la cellule de base

L'espace des champs de moments de �exion m(ξ) statiquement admissibles avec un
moment de �exion macroscopique M est construit en prenant en compte des e�orts
extérieurs nuls, des conditions aux limites de périodicité/anitpériodicité et en reliant le
moment local au moment macroscopique par la relation de moyenne. On dé�nit ainsi
[Bleyer et de Buhan, 2014a] :

div
(
divm

)
(ξ) = 0 dans A (6.13)

[[mnn]] = 0 à travers Γ (6.14)
[[K]] = 0 à travers Γ (6.15)

m(ξ) ∈ SA(M)⇐⇒ Rj = 0 en cj dans A (6.16)
mnn A− périodique (6.17)
K A− antipériodique (6.18)
Rj A− antipériodique (6.19)
M = 〈m(ξ)〉 (6.20)

où A désigne toujours la cellule de base, ici modélisée comme un domaine à deux
dimensions.

De la même manière que dans le cas du milieu continu 3D, un champ de vitesse w
cinématiquement admissible sera construit, dans une cinématique de Love-Kirchho�,
comme la superposition d'un champ correspondant à une courbure homogène (macro-
scopique) χ et d'une �uctuation périodique v. On dé�nit ainsi [Bleyer et de Buhan,

2014a] :

w(ξ) =
1

2
ξ · χ · ξ + v(ξ) dans A (6.21)

w(ξ) ∈ CA(χ)⇐⇒ v(ξ) continu dans A (6.22)

v(ξ) A− périodique (6.23)
∂nv(ξ) A− antipériodique (6.24)

Cette dé�nition appelle plusieurs remarques :
• w(ξ) est continu
• le saut de son gradient ∇w à travers une ligne Γ est nécessairement normal à
celle-ci de sorte que [[∇w]] = [[∂nw]]n = [[∂nv]]n
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• ∇v(ξ) est A−périodique
• la rotation de la particule attachée au point ξ est donnée par ∇w(ξ) = χ · ξ +

∇v(ξ). Cette rotation est elle aussi obtenue comme la superposition d'un terme
de courbure homogène et d'une �uctuation périodique ∇v(ξ) du vecteur rotation.
• la courbure locale est donnée par κ(ξ) = s∇∇w(ξ) = χ+ s∇∇v(ξ).
• en utilisant la formule de Green, on obtient que :

〈κ〉 = χ+ 〈s∇∇v〉

= χ+
1

|A|

(∫
∂A

1

2
(∇v ⊗ n+ n⊗∇v)dl −

∫
Γ

1

2
([[∇v]]⊗ n+ n⊗ [[∇v]])dl

)
Or, le terme de bord s'annule car ∇v⊗n est antipériodique. Ainsi, on a la relation
suivante :

χ = 〈κ〉+
1

|A|

∫
Γ

[[∂nv]](n⊗ n)dl (6.25)

L'écriture du principe des puissances virtuelles permet d'établir que les espaces
SA(M) et CA(χ) sont en dualité au sens du lemme de Hill-Mandel généralisé.

En e�et, on a ∀m ∈ SA(M), ∀w ∈ CA(χ), Pext(w) = −Pint(w), soit en présence de
discontinuités :

Pext(w) =

∫
A
m : κdA+

∫
Γ

mnn[[∂nv]]dl

=

∫
A
m : χdA+

∫
A
m : s∇∇vdA+

∫
Γ

mnn[[∂nv]]dl

En utilisant deux fois la formule de la divergence,

Pext(w) =

(∫
A
mdA

)
: χ+

∫
A
div divm vdA

+

∫
∂A
mnn∂nvdl +

∫
∂A
mnt∂tvdl −

∫
∂A

(divm) · nvdl

puis l'identité mnt∂tv = ∂t(mntv)− v∂tmnt et sachant que div divm = 0, on obtient :

Pext(w) =

(∫
A
mdA

)
: χ+

∫
∂A
mnn∂nvdl +

∫
∂A
∂t(mntv)dl −

∫
∂A
Kvdl

=

(∫
A
mdA

)
: χ+

∫
∂A
mnn∂nvdl +

∑
j

Rjv(cj)−
∫
∂A
Kvdl

En�n, compte-tenu des conditions de périodicité/antipériodicité (6.17), (6.18), (6.19),
(6.23) et (6.24), on observe que les trois derniers termes s'annulent. De sorte que, d'après
(6.20) et (6.25), on en déduit la relation suivante :

Pext(w) = |A|M : χ = |A|M :

(
〈κ〉+

∫
Γ

[[∂nv]](n⊗ n)dl

)
(6.26)
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La cellule de base est donc soumise à un mode de chargement à 3 paramètres qui sont les
composantes du moment macroscopiqueM et dont les paramètres cinématiques associés
sont les composantes de la courbure macroscopique χ.

En l'absence de discontinuités, la relation (6.26) se réduit à :

∀m ∈ SA(M), ∀w ∈ CA(χ), 〈m : κ〉 = 〈m〉 : 〈κ〉 = M : χ (6.27)

6.2.4 Dé�nitions statique et cinématique de Ghom

D'après ce qui précède, on dé�nit Ghom de la façon suivante :

M ∈ Ghom ⇔
{
∃m(ξ) ∈ SA(M),
m(ξ) ∈ G(ξ) ∀ξ ∈ A (6.28)

Pour mettre en ÷uvre l'approche statique permettant de construire Ghom par l'intérieur,
il su�t donc d'exhiber un champ local de moment de �exion véri�ant (6.13)-(6.20) et
véri�ant le critère local en tout point.

D'après (6.26), la dé�nition équivalente de Ghom au sens de l'approche cinématique
par l'extérieur devient ici :

M ∈ Ghom ⇔


∀w ∈ CA(χ),

M : χ ≤ Prm(w) =
1

|A|

(∫
A
π(κ; ξ)dA+

∫
Γ

π(n; [[∂nv]])dl

)
(6.29)

où π(χ; ξ) représente la fonction d'appui du critère localG(ξ) au point considéré. D'après

la dé�nition précédente, on dé�nit également la fonction d'appui macroscopique Πhom(χ)

associée au critère de résistance macroscopique par :

Πhom(χ) = inf
w∈CA(χ)

1

|A|

(∫
A
π(κ; ξ)dA+

∫
Γ

π(n; [[∂nv]])dl

)
= inf

v∈CA0

1

|A|

(∫
A
π(χ+ s∇∇v; ξ)dA+

∫
Γ

π(n; [[∂nv]])dl

) (6.30)

où CA0 = CA(0) correspond à l'ensemble des �uctuations périodiques v cinématique-
ment admissibles avec une courbure macroscopique nulle.
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6.3 Détermination numérique du critère macrosco-
pique

Cette section, relativement brève, présente quelques éléments relatifs au calcul de
Ghom à partir d'une discrétisation par éléments �nis de la cellule de base. La démarche est
très similaire à celle présentée dans la partie relative au calcul des structures homogènes
par éléments �nis. On s'attachera donc uniquement à souligner les particularités liées à
la résolution du problème auxiliaire.

6.3.1 Approche statique par l'intérieur

Pour l'approche statique par l'intérieur, nous choisissons de discrétiser le champ
local m(ξ) par une interpolation constante par élément, donnant lieu à l'élément de
Morley [Olsen, 1998, Le et al., 2010b]. Ce choix est motivé par la simplicité de l'élément
et le fait que la densité surfacique d'e�orts est nulle sur la cellule de base, évitant ainsi
les di�cultés liées à l'élément de Morley pour les densités non nulles [Le et al., 2010b].

Du fait de la variation constante de m par élément, l'e�ort tranchant équivalent
est toujours nul K = 0 de sorte que (6.15) et (6.18) sont automatiquement véri�ées de
même que l'équation d'équilibre local (6.13). Il convient donc d'écrire uniquement la
relation linéaire exprimant la continuité de mnn (6.14) à travers chaque arête intérieure
et celle de mnt (6.16) à travers chaque sommet intérieur au maillage.
Les conditions de périodicité/antipériodicité (6.17) et (6.19) pour mnn et mnt sont
écrites de la même façon à travers une relation linéaire entre les composantes liées à
tout couple de points du bord situés en vis-à-vis 4.
La continuité et la périodicité des champs s'exprime donc sous la forme Cm = 0 où
m regroupe l'ensemble des degrés de libertés relatifs au champ de moment de �exion
local.

La relation de moyenne (6.20) s'écrit quant à elle sous la forme :

M =


Mxx

Myy

Mxy

 =
1

|A|
[
A1I3 A2I3 . . . ANE

I3

]
m = Am (6.31)

où Ae désigne l'aire de l'élément e et I3 la matrice identité d'ordre 3.
L'écriture du critère de résistance local s'e�ectue une seule fois par élément et

on supposera que le critère est tel qu'il puisse s'écrire sous une forme conique du
second-ordre me ∈ Ce comme ceux présentés au chapitre 3.

La détermination de Ghom peut alors s'e�ectuer par trajets de chargement radiaux
à partir de l'origine en considérant une direction de calcul M

0
et en maximisant le

4. Ces bords doivent donc être maillés de la même façon.
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multiplicateur λ tel que λM
0
∈ Ghom. On est alors amené à résoudre le problème

suivant :
max
λ,m

λ

t.q.

[
M0 −A
0 C

]{
λ
m

}
=

{
0
0

}
me ∈ Ce ∀e = 1, . . . , NE

(6.32)

Les équations dé�nissant l'ensemble SA étant strictement satisfaites et le critère
de résistance étant strictement véri�é, l'ensemble des points obtenus en résolvant le
problème précédent pour di�érentes directions de calcul fournit donc une approche par
l'intérieur Gstat ⊆ Ghom du critère macroscopique exact.

6.3.2 Approche cinématique par l'extérieur
Pour l'approche cinématique par l'extérieur, nous pouvons utiliser n'importe quel

élément �ni de plaque tels que ceux ayant fait l'objet du chapitre 3. Dans tous les
exemples numériques, nous avons utilisé l'élément H3 du fait de sa précision supérieure.

Nous choisissons ici de discrétiser la �uctuation périodique v(ξ) plutôt que le champ
complet w(ξ) bien que cela ne change pas grand chose.
Le terme de courbure local sera alors obtenu à travers la matrice B de (3.42) et en
ajoutant la courbure macroscopique de sorte qu'aux trois sommets de l'élément e :

κie =


κxx
κyy
2κxy

 = χ + Bive ∀i = 1, . . . , 3 (6.33)

où ve réunit les degrés de liberté élémentaires dans l'élément e de la �uctuation
périodique.

De la même façon que dans l'approche statique, nous exprimons les relations de
périodicité/antipériodicité (6.23) et (6.24) à travers une relation linéaire entre les
degrés de liberté correspondants à deux points en vis-à-vis : Pv = 0.

La valeur de la fonction d'appui macroscopique Πhom(χ) pour une courbure ma-
croscopique χ donnée s'obtient alors en résolvant le problème de minimisation suivant

similaire à (3.48) :

Πhom
cin (χ) = min

v

1

|A|

(
NE∑
e=1

3∑
i=1

Ae
3
π(κie) +

ND∑
j=1

nd∑
k=1

ljωkπ(n; [[θn]]jk)

)
t.q. Bv − κ = χ

nGv = [[θn]]
Dv = 0

(6.34)

où la normalisation des e�orts extérieurs a disparu, le chargement (courbure macro-
scopique) apparaissant comme second membre de la relation reliant la vitesse à la

133



Homogénéisation périodique en calcul à la rupture : application aux
plaques hétérogènes périodiques

courbure. Le terme de discontinuité est identique.

La valeur optimale de la fonction objectif, notée Πcin(χ), fournit alors une borne
supérieure de la fonction d'appui macroscopique pour chaque direction de calcul :
Πhom(χ) ≤ Πcin(χ) ∀χ. Ainsi, en calculant sa valeur pour di�érentes directions de calcul
χ, l'ensemble des hyperplans d'équation M : χ ≤ Πcin(χ) dé�nit une approximation par

l'extérieur Gcin ⊇ Ghom du critère macroscopique exact.

6.4 Exemples de calcul de critères macroscopiques

6.4.1 Plaque renforcée
Pour commencer, nous considérons le cas d'une plaque constituée d'un matériau

obéissant au critère de von Mises avec une résistance à la �exion M01 = 1 renforcée
dans la direction y par un réseau de bandes de largeur e = 0.05, espacées d'une distance
a = 1 et constituées d'un matériau obéissant au même critère avec une résistance
à la �exion M02 = 40. La géométrie ainsi que le maillage de la cellule de base sont
représentés sur la Figure 6.3.

Figure 6.3 � Géométrie et maillage de la cellule de base pour une plaque renforcée par
des bandes orientées selon y

Nous pouvons déjà remarquer que le critère de résistance macroscopique Ghom

sera encadré par l'intérieur par le critère de von Mises du matériau le plus faible
Gvon Mises(M01) (approche statique avec m(ξ) = M équivalant à la borne de Reuss
en élasticité) et par l'extérieur par le critère de von Mises du matériau de résistance
moyenne Gvon Mises(〈M0〉) (approche cinématique avec v(ξ) = 0 équivalant à la borne
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Approche statique Approche cinématique

ellipse de
von Mises

+1.95

-1.95

Figure 6.4 � Résultats des approches statique (points noirs) et cinématique (plan
tangents en bleu) de Ghom dans le plan (Mxx,Myy) pour le problème de la plaque
renforcée.

de Voigt en élasticité) où 〈M0〉 = M01(1− e
a
) +M02

e
a

= 2.95.

Il est également possible d'améliorer l'approche statique par l'intérieur en considérant
un champ de moments de �exion constant par morceaux de la forme suivante :

m(ξ) = Mxxex ⊗ ex +

{
m1
yyey ⊗ ey +m1

xy(ex ⊗ ey + ey ⊗ ex) si |x| ≤ e/2

m2
yyey ⊗ ey +m2

xy(ex ⊗ ey + ey ⊗ ex) si e/2 ≤ |x| ≤ a/2

avec Myy = m1
yy

(
1− e

a

)
+m2

yy

e

a
, Mxy = m1

xy

(
1− e

a

)
+m2

xy

e

a
(6.35)

qui est bien statiquement admissible avec M . Dans la limite d'une faible fraction
de renforcement e/a � 1 et d'un ratio de renforcement élevé M02/M01 � 1, cette
approche par l'intérieur coïncide avec le domaine macroscopique exact. Dans le plan
(Mxx,Myy,Mxy = 0), cette approche s'obtient en translatant le domaine de résistance
du milieu 1 par un vecteur de coordonnées (0,±(M02−M01) e

a
, 0), construction similaire

au cas du renforcement d'un milieu continu 3D par un réseau d'inclusions linéiques
[de Buhan et Taliercio, 1991].
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Figure 6.5 � Géométrie et maillage de la cellule de base pour une plaque perforée par
un trou rectangulaire

Les résultats de la mise en ÷uvre numérique de l'approche statique et cinématique
pour cet exemple ont été représentés sur la Figure 6.4 dans le plan (Mxx,Myy,Mxy = 0).
On constate en particulier que les deux approches coïncident parfaitement, déterminant
Ghom de manière exacte. De plus, Ghom coïncide ici avec la construction précédente où
l'ellipse de von Mises correspondant au critère du matériau 1 a été translatée de ±1.95
selon la direction Myy.

6.4.2 Plaque perforée

Le deuxième exemple consiste en une plaque perforée par un trou rectangulaire de
dimensions e = 0.1 dans la direction x et l = 0.6 dans la direction y, la cellule de base
étant de côté unitaire a = 1 (Figure 6.5). Le matériau constitutif obéit au critère de
von Mises avec M0 = 1.

À titre d'illustration, l'allure du champ de moment de �exion local optimal m(ξ)
a été représenté sur la Figure 6.6 pour un moment de �exion macroscopique de la
forme M = ex⊗ ex. On constate que le moment de �exion maximal apparaît de part et
d'autre du trou dans la direction y.

Di�érents mécanismes de ruine (champ de vitesse w optimal) ont été représentés
sur la Figure 6.7 pour di�érentes valeurs de la courbure macroscopique : �exion pure
suivant x (χxx = 1, χyy = χxy = 0), �exion pure suivant y (χxx = 0, χyy = 1, χxy = 0)
et torsion pure (χxx = χyy = 0, χxy = 1). Dans le cas de la �exion suivant x, on observe
une tendance à la localisation du mécanisme de ruine optimal sous la forme d'une ligne
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(a) mxx (b) myy

(c) mxy (d) Norme équivalente de von Mises

Figure 6.6 � Iso-valeurs du champ local m(ξ) pour un moment macroscopique de la
forme M = ex ⊗ ex

(a) χxx = 1 (b) χyy = 1 (c) χxy = 1

Figure 6.7 � Mécanismes de ruine de la cellule de base pour 3 courbures macroscopiques
di�érentes (�exion pure suivant x, y et torsion pure)
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(a) Approche statique Gstat (b) Approche cinématique Gcin

Figure 6.8 � Critères de résistance macroscopiques de la plaque perforée obtenus par
l'approche statique et cinématique (écart maximal de l'ordre de 2%)

de rupture alignée dans la direction du trou suivant y. En revanche, le mécanisme
optimal pour une �exion suivant y est plus complexe (du fait de la faible largeur du
trou) et fait intervenir une courbure macroscopique suivant la direction y ainsi que des
zones de contre-courbure suivant x près du trou liées à la forme particulière du critère de
von Mises. En�n, le cas de la torsion pure fait apparaître un mécanisme correspondant
à une courbure de torsion homogène w(ξ) = xy correspondant à une �uctuation
périodique nulle v(ξ) = 0. En e�et, du fait des conditions aux limites et des conditions
de saut particulières du modèle de Love-Kirchho� (pas de condition de continuité de
Mnt à travers une ligne), le champ de torsion uniforme m = 1√

3
(ex ⊗ ey + ey ⊗ ex) est

statiquement admissible, véri�e le critère de résistance et est associé en tout point à
une courbure locale de torsion pure.

En�n, les critères de résistance macroscopiques obtenus par l'approche statique et
cinématique ont été représentés sur la Figure 6.8 dans l'espace (Mxx,Myy,Mxy). On ne
distingue presque pas de di�érences entre les deux approches à l'÷il nu, l'écart maximal
entre ces deux surfaces étant de l'ordre de 2%. Notons que la forme du critère obtenu
est relativement complexe, ressemblant plus ou moins à un ellipsoïde tronqué par deux
plans parallèles au plan (Myy,Mxy).
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6.5 Conclusions et perspectives
Ce chapitre a présenté la démarche générale de l'homogénéisation en calcul à la

rupture pour les milieux hétérogènes périodiques et s'est proposé de l'appliquer au cas
des plaques minces en �exion. Le problème auxiliaire de calcul à la rupture permettant
de déterminer le critère de résistance macroscopique du milieu homogène équivalent
a été formulé du point de vue de l'approche statique ainsi que de celui de l'approche
cinématique. En particulier, nous avons montré que la dé�nition proposée des espaces
des champs de moments de �exion statiquement admissibles et des champs de vitesse
cinématiquement admissibles sur la cellule de base assurait que ces derniers étaient en
dualité au sens du lemme de Hill-Mandel et dé�nissait ainsi un mode de chargement
macroscopique sur la cellule de base. Nous avons également utilisé des éléments �nis de
la littérature ainsi que ceux développés au chapitre 3 pour résoudre numériquement,
par l'approche statique et cinématique, le problème auxiliaire de calcul à la rupture
formulé sur la cellule de base. La performance des solveurs d'optimisation conique ainsi
que la précision des éléments �nis étudiés permettent d'encadrer, de façon rigoureuse
et précise, le critère de résistance macroscopique exact dans un temps de calcul
relativement raisonnable (environ 1 à 2 secondes d'optimisation par direction de calcul
pour les exemples présentés).
La résolution numérique du problème auxiliaire par éléments �nis et programmation
conique est tout à fait générale et peut s'appliquer à un grand nombre de problèmes
d'homogénéisation en calcul à la rupture. Par exemple, nous avons mentionné que, pour
le cas où l'épaisseur de la plaque est de l'ordre de la taille des hétérogénéités, la cellule
de base est modélisée comme un volume en milieu continu 3D et le problème auxiliaire
peut-être résolu à l'aide d'éléments �nis dédiés. Ainsi, il est possible de déterminer
numériquement les critères de résistance macroscopiques pour une grande classe de
problèmes.

Il est néanmoins peu utile de déterminer de tels critères homogénéisés si l'on est
incapable de les réutiliser dans le calcul de structure homogène équivalent. Nous avons
déjà mentionné les di�cultés inhérentes à cette étape de la démarche d'homogénéisation
et nous proposons dans la suite une méthode d'approximation numérique permettant
de remédier à ces dernières.

∗ ∗
∗
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Chapitre 7

Approximation numérique de critères
de résistance

Résumé : Ce chapitre traite de la problématique de l'approximation numérique d'un
critère de résistance issu, par exemple, d'une procédure d'homogénéisation. Nous propo-
sons un algorithme construisant une approximation par une union convexe d'ellipsoïdes.
Ce choix permet d'obtenir une approximation de bonne précision avec relativement peu
de paramètres et qui peut se formuler à l'aide de contraintes coniques du second-ordre.
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7.1 Di�érentes stratégies d'approximation

7.1.1 Linéarisation

Figure 7.1 � Linéarisation de G par l'intérieur (P int) et par l'extérieur (Pext)

L'idée de linéariser un critère de résistance est apparue relativement tôt dans la lit-
térature dans la mesure où les seuls solveurs disponibles au début du développement
numérique du calcul à la rupture étaient des solveurs de programmation linéaire (algo-
rithme du simplexe notamment). Plusieurs auteurs ont alors proposé des stratégies de
linéarisation des critères de résistance non-linéaires usuels (von Mises ou Mohr-Coulomb
par exemple) par un polyèdre (cf. Figure 7.1) a�n de pouvoir utiliser de tels solveurs
[Lysmer, 1970, Anderheggen et Knöpfel, 1972, Pastor et Turgeman, 1976]. Cette straté-
gie de linéarisation a également été utilisée pour trouver des solutions analytiques pour
des problèmes de coque [Hodge, 1954]. La précision de l'approximation du critère initial
peut être améliorée en augmentant le nombre de côtés du polyèdre et donc le nombre
de contraintes linéaires nécessaires à l'écriture du critère linéarisé.
Du fait des performances limitées de l'algorithme du simplex, cette approche permettait
de ne résoudre en pratique que des problèmes de petite taille. De plus, dans le cas de
calculs tridimensionnels, le nombre de facettes nécessaires pour linéariser un critère de
façon satisfaisante devient très élevé. Si cette approche par linéarisation a pu être amé-
liorée en utilisant des stratégies de linéarisation plus e�caces [Ben-Tal et Nemirovski,
2001], c'est essentiellement le développement de solveurs performants pour la program-
mation non-linéaire (conique en particulier) qui a permis de faire d'importants progrès
puisqu'il est devenu inutile de linéariser le critère de résistance initial.

7.1.2 Tirer parti de la performance des solveurs de programma-
tion conique

Il est assez remarquable que les algorithmes de points intérieurs aient pu être
étendus au cas de la programmation conique de manière aussi e�cace que pour le cas
de la programmation linéaire, de telle sorte qu'il est presque aussi rapide de résoudre
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un problème de programmation conique du second-ordre avec m contraintes coniques
qu'un problème de programmation linéaire avec m contraintes linéaires, pour le même
nombre de variables d'optimisation. Cette constatation nous a incité à généraliser l'idée
de linéarisation, qui consiste à approcher un convexe par des primitives géométriques
simples (points, plans), à des primitives plus complexes pouvant se formuler à l'aide de
contraintes coniques du second-ordre (ellipsoïdes par exemple).

L'idée d'approcher un ensemble convexe par une somme d'ellipsoïdes est alors ap-
parue naturellement dans la mesure où la fonction d'appui du domaine correspondant
s'écrit comme une somme de normes quadratiques, exemple connu de fonction pou-
vant se réécrire à l'aide de contraintes coniques [Andersen et al., 1998]. Nous avons
pu mettre en ÷uvre cette approche dans le cas particulier de l'approximation des dia-
grammes d'interaction membrane-�exion de poutres composites [Bleyer et de Buhan,
2013d]. Néanmoins, après quelques recherches dans la littérature dédiée à la géométrie
convexe, il s'est avéré que cette stratégie d'approximation reste limitée dans le cas géné-
ral. En e�et, une somme d'ellipsoïdes ne permet pas d'approcher e�cacement n'importe
quel ensemble convexe. Il semble, toutefois, que cette limitation ait peu d'importance
dans le cas de critères de résistance non bornés tels que celui d'un sol renforcé par
exemple [Gueguin et al., 2013, Gueguin et al., 2014b].

7.1.3 Une autre stratégie

Nous avons alors cherché une façon plus générale d'approcher un critère de résistance
tout en conservant une formulation conique du second-ordre. Puisque tout convexe peut
être approché par un polyèdre que l'on peut décrire comme l'enveloppe convexe de ses
sommets, il est possible de généraliser la notion de polyèdre en remplaçant les sommets
par des ellipsoïdes et en considérant donc une union convexe d'ellipsoïdes comme surface
d'approximation. Ainsi, un ellipsoïde permet d'intégrer une information locale sur la
courbure du convexe autour du point en question et conduit à penser qu'il sera possible
d'obtenir une approximation avec une bonne précision et relativement peu d'ellipsoïdes.
En�n, nous verrons par la suite qu'il est possible de formuler un critère de résistance
(ainsi que sa fonction d'appui) décrit par une union convexe d'ellipsoïdes à l'aide de
contraintes coniques du second-ordre. La section suivante s'attachera à présenter ra-
pidement le principe d'un algorithme permettant de construire ce type d'approximation.

Bien entendu, il est également possible d'imaginer d'autres constructions que celle-
ci. Par exemple, un polyèdre pouvant être également décrit comme l'intersection d'un
ensemble d'hyperplans, on peut étendre cette notion en considérant une intersection
d'ellipsoïdes où chaque ellipsoïde serait tangent au convexe de départ au même point
que l'hyperplan correspondant mais aurait, en plus, la même courbure que le convexe
en ce point. Cette approche n'a pas été étudiée dans la mesure où la stratégie reposant
sur une union convexe s'est révélée très satisfaisante.

143



Approximation numérique de critères de résistance

7.2 Algorithme d'approximation par union convexe
d'ellipsoïdes

Dans cette section, nous présentons un algorithme permettant d'approcher un en-
semble convexe déterminé numériquement par une union convexe de plusieurs ellipsoïdes
[Bleyer et de Buhan, 2013a]. L'algorithme construit à chaque itération un nouvel ellip-
soïde a�n d'améliorer l'approximation obtenue à l'itération précédente.

7.2.1 Notations et hypothèses de départ

Nous nous plaçons dans la suite dans R3 et nous supposons que l'ensemble convexe
borné G à approximer est décrit numériquement par les valeurs (πj)j=1,...,M prises par
sa fonction d'appui pour M valeurs di�érentes dj du taux de déformation 1. La fonction
d'appui étant positivement homogène de degré 1, nous supposons également que les
directions dj sont des vecteurs unitaires et nous notons S la sphère unité de R3. Ainsi,
G est décrit comme l'intersection de l'ensemble des hyperplans d'équation σ · dj ≤ πj
pour j = 1, . . . ,M . Comme nous l'avons vu dans l'Annexe B, si G provient d'une
procédure d'homogénéisation, nous avons directement accès aux valeurs numériques de
sa fonction d'appui dans le cas d'une approche cinématique, tandis qu'elles sont données
indirectement par les variables duales dans le cas d'une approche statique.

7.2.2 Principe général
L'algorithme itératif détermine, à chaque itération, un ellipsoïde En construit de

façon à approcher la frontière de G dans une certaine région. L'approximation à la
�n de l'itération est obtenue en considérant l'union convexe des ellipsoïdes construits
jusqu'à présent et nous la notons :

Pn = conv

{
n⋃
i=1

Ei

}
(7.1)

La fonction d'appui de Pn, notée Πn, s'exprime analytiquement en fonction des para-
mètres géométriques des ellipsoïdes Ei (cf. Annexe A). Nous pouvons ainsi calculer la
di�érence entre les fonctions d'appuis de G et de l'approximation courante Pn pour
toutes les directions dj. L'idée de l'algorithme consiste alors à déterminer la direction
d0 pour laquelle l'écart entre les deux fonctions d'appuis (et donc l'écart entre G et
Pn) est le plus grand. L'itération suivante construira alors un nouvel ellipsoïde En+1

approchant G autour de la région correspondant à la direction d0. On dé�nit ensuite :

Pn+1 = conv

{
n+1⋃
i=1

Ei

}
= conv {Pn ∪ En+1} (7.2)

1. Les notations σ et d désignent, de manière générale, les composantes des e�orts intérieurs géné-
ralisés et des taux de déformations généralisés associés. On peut donc, par exemple, les remplacer par
les composantes de M et χ dans le cas d'un critère de plaque mince en �exion.
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L'algorithme construit naturellement une approximation par l'intérieur du critère
initial. Il est néanmoins possible de se servir de cette dernière pour approcher le critère
par l'extérieur en appliquant un facteur multiplicatif à l'ensemble de l'approximation
de sorte que cette dernière devienne une approximation par l'extérieur.

7.2.3 Implémentation
Initialisation : Plusieurs choix sont possibles pour initialiser l'algorithme. On peut
l'initialiser avec un ellipsoïde dégénéré en un point tel que l'origine du repère ou encore le
barycentre du convexeG. Le choix de l'initialisation ne semble pas in�uencer grandement
la qualité de l'approximation.

Détermination d'un voisinage de d0 : Les ellipsoïdes que nous allons calculer
servent à approcher G dans un voisinage autour d'une direction d0. Ce voisinage est
construit en déterminant les m directions les plus proches de d0 au sens du produit
scalaire d0 · dj pour tout j. On choisit en pratique m = 10.

Point de tangence : Nous notons σ0 le point de tangence de l'hyperplan de nor-
male d0 et tangent à G. Nous disposons, soit des coordonnées des points de tangence
comme données de l'algorithme (ce qui est normalement le cas si G est issu d'une pro-
cédure d'homogénéisation), soit il est possible de le calculer en résolvant un problème
de programmation linéaire relativement peu coûteux.

Caractérisation de la géométrie locale : L'ingrédient principal de l'algorithme
consiste à caractériser la géométrie locale de G autour de d0 à l'aide de la fonction
d'appui. En e�et, cette dernière nous renseigne sur la courbure deG via l'endomorphisme
de Weingarten W . Les valeurs propres et vecteurs propres de ce dernier correspondent
aux courbures et directions principales de la surface de G. Le lien entreW et la fonction
d'appui π lorsque celle-ci est de classe C2 est donné par la relation suivante [Gravesen,
2007, Sir et al., 2008] :

W = −(Hess S π(d) + π(d)Id)−1 (7.3)

où Hess S π(d) correspond au Hessien de la fonction π(d) par rapport à la sphère unité S.
Ainsi, si λ est une valeur propre de Hess S π(d), le vecteur propre associé est une direction
principale de la courbure dans le plan tangent et le rayon de courbure principal associé
est donné par ρ = |λ+ π(d)|.
Calcul de Hess S π(d0) : Le Hessien devant se calculer par rapport à la sphère unité,
nous le déterminons en écrivant un développement de Taylor du second-ordre sur la
sphère unité autour de la direction d0 [Absil et al., 2009] :

π(d) ≈ π(d0) + 〈grad S π(d0),Log d0(d)〉+
1

2
〈Log d0(d),Hess S π(d0)Log d0(d)〉 (7.4)

où 〈·, ·〉 représente le produit scalaire du plan tangent à S en d0, grad S π(d0) correspond
au gradient de π(d) par rapport à S et Log d0(d) représente la projection logarithmique
de d sur le plan tangent et qui s'écrit ici [Sen, 2008] :

Log d0(d) =
θ

sin θ
(d · e1,d · e2) (7.5)
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Figure 7.2 � Ensemble d'ellipses de même courbure en σ0 et tangentes à G (ellipses
osculatrices)

avec θ = arccos(d · d0) et (e1, e2) une base orthonormée du plan tangent.
Numériquement, les composantes de la matrice Hessienne dans la base (e1, e2) sont
déterminées en minimisant, au sens des moindres carrés, le reste du troisième ordre
dans le développement de Taylor. Une analyse spectrale de cette matrice permet alors
de déterminer ses valeurs propres λ1, λ2 et ses vecteurs propres d1, d2.

Construction d'un ensemble d'ellipsoïdes de courbure donnée : Une fois la
courbure locale de G déterminée en d0 on cherche à construire un ensemble d'ellipsoïdes
de même courbure et tangent à G au point σ0. Plus précisément, nous construisons un
ensemble d'ellipsoïdes (osculateurs), contenus dans G, tangents à ce dernier en σ0,
dont les axes principaux sont donnés par les vecteurs {d0,d1,d2} et dont les rayons
de courbures en σ0 dans les directions d1 et d2 sont donnés respectivement par ρ1 =
|λ1 + π(d0)| et ρ2 = |λ2 + π(d0)|.
Il se trouve que l'ensemble d'ellipsoïdes véri�ant ces di�érentes propriétés est décrit par
un seul paramètre indépendant, par exemple, la demi-longueur a0 de l'axe principal de
direction d0. En e�et, σ0 se situant à l'extrémité de l'axe principal a0, les demi-longueurs
a1 et a2 des deux autres axes principaux sont reliées aux rayons de courbure de la façon
suivante (Figure 7.2) :

ρ1 =
a2

1

a0

et ρ2 =
a2

2

a0

(7.6)

Détermination du � meilleur � ellipsoïde : Il s'agit ici de déterminer le meilleur
ellipsoïde de l'ensemble précédent paramétré par le scalaire a0 qui approche G dans le
voisinage considéré. Pour ce faire, nous estimons une valeur maximale raisonnable pour
a0, par exemple le demi-diamètre de G dans la direction d0 :

amax =
π(d0) + π(−d0)

2
(7.7)
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7.3. Illustrations

Ellipse optimale

Figure 7.3 � Discrétisation de l'ensemble d'ellipses de même courbure et choix de
l'ellipse optimale (Nd = 20).

Le segment [0; amax] est alors discrétisé en Nd valeurs correspondant à Nd ellipsoïdes
di�érents (Nd = 200 en pratique). Parmi ceux-ci, nous ne conservons que ceux situés
strictement à l'intérieur de G. En�n, parmi ces derniers, nous retenons celui qui réalise le
minimum de la di�érence au sens des moindres carrés entre π(d) et sa propre fonction
d'appui dans un voisinage de d0. Cette étape est illustrée sur la Figure 7.3 pour un
ensemble convexe du plan R2.

7.3 Illustrations

7.3.1 Quelques itérations de l'algorithme (cas plan)

À titre d'illustration, nous reprenons l'ensemble convexe G de la Figure 7.3 et nous
représentons sur la Figure 7.4 les 6 premières itérations de l'algorithme. Initialisé par le
barycentre représenté par une croix noire, l'algorithme construit bien, à chaque étape,
une ellipse optimale dans les régions les plus éloignées de l'approximation obtenue à
l'étape précédente (enveloppe convexe en noir). La courbure locale semble bien correc-
tement calculée dans les régions régulières et il est intéressant de constater que le calcul
du Hessien permet de rendre compte de points de courbure nulle ou très faible dans
les coins du critère, de sorte que l'on obtient des ellipses très allongées. Cet algorithme
semble donc robuste vis-à-vis du caractère irrégulier du critère, aspect essentiel dans la
mesure où de nombreux critères homogénéisés présentent de telles zones non régulières.
En�n, on obtient au bout de 5 itérations une approximation de très bonne qualité.
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Itération 2Itération 1

Itération 4Itération 3

Itération 6Itération 5

Figure 7.4 � Les 6 premières itérations de l'algorithme pour un ensemble convexe du
plan (en rouge). La courbe noire représente l'approximation à chaque étape, obtenue en
prenant l'enveloppe convexe des ellipses calculées (en bleu). Les points noirs représentent
les points de tangence σ0.
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7.3. Illustrations

Figure 7.5 � Évolution de l'erreur relative maximale (L∞) et quadratique moyenne
(L2) en fonction du nombre d'ellipsoïdes

7.3.2 Exemple d'approximation d'un critère à 3 dimensions
L'algorithme a été mis en ÷uvre pour le critère de résistance de la plaque perforée de

la section 6.4.2 du chapitre précédent (Figure 6.8). Cet dernier est décrit numériquement
par 4000 points dans l'espace (Mxx,Myy,Mxy). La Figure 7.5 représente l'évolution des
erreurs relatives (maximales et au sens quadratique moyen) entre la fonction d'appui
de l'approximation réalisée par union convexe d'ellipsoïdes et celle du critère initial, en
fonction du nombre d'ellipsoïdes. On constate que les erreurs décroissent relativement
rapidement, l'erreur maximale passant de 20% pour 10 ellipsoïdes à 6.3% pour 20 ellip-
soïdes et moins de 2% pour 50 ellipsoïdes. La Figure 7.6 permet de comparer l'allure des
approximations obtenues pour di�érents nombres d'ellipsoïdes avec la surface initiale.
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(a) 10 ellipsoïdes (b) 20 ellipsoïdes

(c) 50 ellipsoïdes (d) Critère initial

Figure 7.6 � Approximation du critère de résistance macroscopique de la plaque per-
forée (exemple 6.4.2)
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7.4. Conclusions et perspectives

7.4 Conclusions et perspectives
Ce chapitre s'est attaché à discuter de di�érentes techniques d'approximation

d'un critère de résistance obtenu numériquement dans le but de pouvoir formuler un
problème de calcul à la rupture utilisant une telle approximation, à l'aide des solveurs
d'optimisation existants. Nous avons proposé un algorithme permettant d'approcher
une surface à l'aide d'une union convexe d'ellipsoïdes, un choix particulièrement bien
adapté au formalisme de la programmation conique, comme nous le verrons dans la
suite. L'algorithme tire parti de la description géométrique discrète d'un domaine
convexe, notamment via les valeurs de sa fonction d'appui calculées pour un nombre
important de directions, information que l'on obtient notamment par la résolution du
problème auxiliaire dans le cadre de l'homogénéisation périodique. Le principe même
de l'algorithme est relativement simple et consiste à tirer parti de la connaissance
de la courbure locale du convexe en un point a�n de l'approcher par des primitives
géométriques plus complexes que des plans (dans le cas d'une linéarisation), en
l'occurrence des ellipsoïdes de même courbure.

Bien que pouvant être amélioré sur bien des aspects (initialisation, ellipsoïde non
aligné avec les courbures principales, etc.), l'algorithme donne des résultats très satisfai-
sants et permet d'approcher un critère numérique par un nombre modéré d'ellipsoïdes
pour une précision satisfaisante. À quelques modi�cations près, cet algorithme peut éga-
lement s'étendre au cas de critères de résistance non bornés [Bleyer et de Buhan, 2013a].
Ce chapitre, relativement sommaire, se veut donc être une ouverture vers une améliora-
tion et une généralisation des méthodes d'approximation pour les critères de résistance
déterminés numériquement et nous allons à présent nous servir de cette approche comme
d'un outil pour le calcul à la rupture numérique des structures homogénéisées.

∗ ∗
∗
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Chapitre 8

Calcul à la rupture sur une structure
homogénéisée

Résumé : La problématique de la mise en ÷uvre numérique du calcul à la rupture
sur une structure homogénéisée est abordée dans ce chapitre. Cet aspect est particularisé
au cas des plaques minces en �exion, bien que la portée de ce chapitre se veuille plus
générale. Après avoir abordé le cas particulier de la méthode des lignes de rupture, nous
proposons une démarche générale combinant homogénéisation et approximation a�n de
mener les calculs sur la structure homogénéisée jusqu'à leur terme. En particulier, nous
montrerons que le choix d'approximation retenu dans le chapitre 7 conduit à une for-
mulation numérique de l'approche statique et cinématique sous la forme d'un problème
de programmation conique du second-ordre (SOCP). Nous montrerons également qu'il
est possible d'avoir une bonne estimation a priori des erreurs numériques induites au
cours du calcul.
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Calcul à la rupture sur une structure homogénéisée

8.1 Calcul à la rupture d'une plaque mince homogé-
néisée

Dans le chapitre 6, nous avons formulé le critère de résistance macroscopique d'une
plaque mince périodique comme solution d'un problème auxiliaire de calcul à la rup-
ture sur la cellule de base. Nous souhaitons, à présent, pouvoir utiliser les techniques
présentées au chapitre 3 pour résoudre un problème de plaque homogénéisée associé à
un critère macroscopique déterminé numériquement. Nous traitons tout d'abord le cas
particulier de la méthode des lignes de rupture avant de proposer une démarche plus
générale.

8.1.1 Le cas particulier de la méthode des lignes de rupture

Comme nous l'avons mentionné au chapitre 3, la méthode des lignes de rupture
présente l'avantage d'être relativement simple à mettre en ÷uvre analytiquement, ainsi
que numériquement. Cela reste vrai dans le cas d'une structure homogénéisée, i.e. quelle
que soit la complexité du critère de résistance. En e�et, dans le cas d'un champ de
vitesse virtuelle transversale a�ne par morceaux, la puissance résistante maximale de
la structure est réduite au terme portant uniquement sur les discontinuités de vitesse
de rotation à travers un ensemble de lignes de rupture Γ de normale n :

Prm(w) =

∫
Γ

π(n; [[∂nw]])dl (8.1)

Dans le cas d'un calcul sur une structure homogénéisée, la fonction d'appui présente dans
l'expression précédente correspond en réalité à la fonction d'appui du critère macrosco-
pique π(n; [[∂nw]]) = Πhom(n; [[∂nw]]) relative aux discontinuités de rotation. Celle-ci est
donnée par :

Πhom(n; [[∂nw]]) = sup
M∈Ghom

{Mnn[[∂nw]]} = Πhom
(
χ = [[∂nw]]n⊗ n

)
(8.2)

Supposons, à présent, que le critère de résistance soit symétrique par rapport à l'ori-
gine 1 (M ∈ Ghom ⇔ (−M) ∈ Ghom), alors Πhom(χ) = Πhom(−χ) pour tout χ : les
résistances à la �exion positive et négative sont identiques. D'après les relations précé-
dentes et compte-tenu du fait que les fonctions d'appui sont positivement 1-homogènes,

1. Cette hypothèse sert uniquement à simpli�er le propos. Dans le cas général d'un critère non
symétrique, on peut écrire

Πhom(n; [[∂nw]]) =

{
[[∂nw]]Π+

0 (α) si [[∂nw]] ≥ 0

−[[∂nw]]Π−0 (α) si [[∂nw]] ≤ 0
(8.3)

L'anisotropie est alors caractérisée par l'orientation de la charnière α et le signe de la résistance en
�exion, positive ou négative, correspondant respectivement à Π+

0 (α) et Π−0 (α).
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nous pouvons écrire que :

Πhom(n; [[∂nw]]) = |[[∂nw]]|

(
sup

M∈Ghom

{Mnn}

)
= |[[∂nw]]|Πhom(n⊗ n) (8.4)

Ainsi, la fonction d'appui pour les discontinuités de rotation relative à de tels critères
de résistance en �exion s'écrit sous la forme du produit de l'intensité de la discontinuité
de rotation |[[∂nw]]| et d'une fonction Πhom(n⊗ n) ne dépendant que de la normale à la
ligne de rupture. La normale étant unitaire, cette fonction peut, par exemple, se récrire
à l'aide d'une fonction Π0(α) = Πhom(n ⊗ n) ne dépendant que d'une variable scalaire
α correspondant à l'orientation de la normale dans le plan par rapport à la direction
x : n = cosαex + sinαey.
La fonction Π0(α) renferme alors toute l'information relative à l'anisotropie du critère
en ce qui concerne les lignes de rupture. Pour un critère isotrope, nous avons bien
sûr Π0(α) = cte. Pour un critère anisotrope, la valeur de la résistance à la �exion le
long d'une charnière dépendra donc de son orientation par rapport au matériau. À
titre d'illustration, nous avons représenté sur la Figure 8.1 l'évolution de cette fonction
pour la détermination statique et cinématique de Ghom dans l'exemple 6.4.2 de la
plaque perforée. Comme on pouvait s'y attendre, on constate que la résistance à la
�exion est la plus faible lorsque la charnière est alignée dans le sens du trou tan-
dis qu'elle est la plus élevée pour une orientation proche la direction orthogonale au trou.

L'intérêt de cette représentation réside dans le fait que, une fois la géométrie des
lignes de rupture �xée, la fonction Π0(α) peut être évaluée pour chaque charnière du
mécanisme. L'expression de la fonction d'appui dépendant simplement de [[∂nw]] via sa
valeur absolue, l'optimisation du mécanisme s'e�ectue de la même façon que dans le
cas homogène isotrope. Cela reste vrai dans le cas d'une mise en ÷uvre de la méthode
des lignes de rupture par éléments �nis dans la mesure où la position de ces der-
nières est prédéterminée par les arêtes du maillage. Il est facile de voir que le problème
qui en résulte reste un problème de programmation linéaire 2[Bleyer et de Buhan, 2014b].

La simplicité de l'extension de la méthode des lignes de ruptures à des critères
de résistance anisotropes quelconques, pouvant notamment provenir d'une démarche
d'homogénéisation, est bien entendue liée à la simplicité de la cinématique utilisée dans
laquelle seules des discontinuités de rotation sont autorisées. Ce cas particulier est à
rapprocher du cas des critères de résistance homogénéisés pour les sols constitués de
matériaux purement cohérents [de Buhan, 1986]. Dans ce cas, le critère macroscopique
reste purement cohérent et la mise en ÷uvre de l'approche cinématique, à l'échelle de
la structure, par des mécanismes par blocs rigides est très similaire. Malheureusement,
ce type de considérations reste limité à des cas simples tels que ceux évoqués et une
démarche di�érente est nécessaire pour traiter des cas plus généraux.

2. cela reste vrai dans le cas d'un critère non symétrique par rapport à l'origine
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cinématique

(°)

Figure 8.1 � Évolution de la fonction Π0(α) relative à la plaque perforée pour di�érentes
valeurs de l'orientation de la charnière.

8.1.2 Démarche générale d'homogénéisation et approximation

Le calcul sur la structure homogène équivalente consiste à résoudre le problème
suivant, dans le cadre d'un mode de chargement à un seul paramètre pour un chargement
de référence q0 :

λhom = max λ
t.q. M(x) S.A. avec λq0

M(x) ∈ Ghom ∀x ∈ Ω
(8.5)

Comme nous l'avons déjà souligné, la résolution du problème homogène équivalent
(8.5) n'est pas simple puisque nous ne disposons que d'une approximation par l'intérieur
Gstat et par l'extérieur Gcin du critère macroscopique exact : Gstat ⊆ Ghom ⊆ Gcin, ces
deux approximations étant décrites numériquement en résolvant le problème auxiliaire
(voir chapitre 6). La résolution exacte de (8.5) dans lequel Ghom aurait été remplacé
par Gstat (resp. Gcin) fournit une borne inférieure λshom ≤ λhom (resp. supérieure
λchom ≥ λhom) de la charge ultime du problème homogénéisé.

Puisqu'il est hors de portée de résoudre ces deux problèmes, nous proposons alors :
• d'approximer les critères numériques Gstat et Gcin respectivement par l'intérieur et
par l'extérieur à l'aide de l'algorithme présenté dans le chapitre précédent. Nous
noterons les approximations obtenues Gstat

app et Gcin
app ;

• de dé�nir deux problèmes à l'échelle de la structure :
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Résolution du problème auxiliaire

Problème hétérogène initial
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Approximation du critère Calculs sur la structure homogénéisée

Figure 8.2 � Schématisation du principe de la démarche d'homogénéisa-
tion/approximation

� le premier correspondant à (8.5) associé à Gstat
app :

λsapp = max λ
t.q. M(x) S.A. avec λq0

M(x) ∈ Gstat
app ∀x ∈ Ω

(8.6)

� le deuxième correspondant à (8.5) associé à Gcin
app :

λcapp = max λ
t.q. M(x) S.A. avec λq0

M(x) ∈ Gcin
app ∀x ∈ Ω

(8.7)

• de résoudre numériquement (8.6) par la mise en ÷uvre d'une approche statique
par l'intérieur et de résoudre numériquement (8.7) par la mise en ÷uvre d'une
approche cinématique par l'extérieur, fournissant alors respectivement une borne
inférieure λsapp,h ≤ λsapp et une borne supérieure λ

c
app,h ≥ λcapp.

3

Associées à l'étape initiale consistant à résoudre le problème auxiliaire sur la cel-
lule de base, ces di�érentes étapes dé�nissent le principe de la démarche d'homogé-
néisation/approximation qui peut s'appliquer pour d'autres modèles mécaniques que le
modèle de plaque mince en �exion considéré dans ce chapitre. La Figure 8.2 résume
schématiquement le principe de la démarche. Une des caractéristiques essentielles est
relative à la conservation du statut de borne inférieure et supérieure à chaque étape, de
sorte que ce statut est conservé jusqu'au calcul de structure (Figure 8.3).

3. L'indice h fait ici référence à la discrétisation par éléments �nis caractérisée par une taille de
maille h.
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Ecart dû à la discrétisation
du problème auxiliaire

Ecart dû à l'approximation
du critère par l'intérieur

Ecart dû à l'approximation
du critère par l'extérieur

Ecart dû à la discrétisation
du problème de structure

Ecart dû à la discrétisation
du problème de structure

Ecart global de la méthode

Figure 8.3 � Relations d'ordre entre les di�érents encadrements de la charge ultime
exacte et origine des écarts (en couleurs : quantités e�ectivement calculables) : inspiré
de [Gueguin, 2014]

8.2 Mise en ÷uvre numérique par éléments �nis et
programmation conique

8.2.1 Formulation conique pour l'approche statique

La mise en ÷uvre numérique de l'approche statique par l'intérieur pour le problème
(8.6) reprend les mêmes ingrédients que ceux évoqués dans les chapitres relatifs
aux calculs par éléments �nis sur les structures homogènes en ce qui concerne la
discrétisation des équations d'équilibre, de saut et des conditions aux limites. Le seul
point technique provient ici de la formulation du critère approché Gstat

app à l'aide de
contraintes coniques.

Supposons donc que ce dernier soit décrit par une union convexe de n ellipsoïdes
Ei ∈ R3 (i = 1, . . . , n) caractérisés par une matrice symétrique dé�nie positive Qi et un
centre de coordonnées ci de telle sorte que :

Mi ∈ Ei ⇐⇒
√

(Mi − ci)TQ−1
i (Mi − ci) =

∥∥C−1
i (Mi − ci)

∥∥ ≤ 1 (8.8)

où Qi = CiC
T
i avec Ci sa factorisation de Cholesky.

D'après la dé�nition de l'union convexe d'un nombre �ni d'ensembles, nous pouvons
écrire :

M ∈ Gstat
app = conv

{
n⋃
i=1

Ei

}
⇐⇒ ∃(Mi, ti) ∈ (R3×R+)n t.q.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M =

n∑
i=1

tiMi

n∑
i=1

ti = 1

Mi ∈ Ei ∀i = 1, . . . , n
(8.9)
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conique

Alors, d'après (8.8) et en introduisant la variable auxiliaire ri = C−1
i (tiMi − tici),

l'expression du critère de résistance peut s'écrire :

M ∈ Gstat
app = conv

{
n⋃
i=1

Ei

}
⇐⇒ ∃(ri, ti) ∈ (R3 × R+)n t.q.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M =

n∑
i=1

(Ciri + tici)

n∑
i=1

ti = 1

‖ri‖ ≤ ti ∀i = 1, . . . , n
(8.10)

En un point donné de la structure homogénéisée, le critère Gstat
app peut donc s'écrire

à l'aide de n contraintes coniques du second-ordre ainsi que de 4 contraintes linéaires
reliant le moment de �exion M et 4n variables auxiliaires (ri, ti).

8.2.2 Formulation conique pour l'approche cinématique
De la même manière, la résolution numérique du problème (8.7) par une approche

cinématique s'e�ectue avec les mêmes éléments �nis que ceux du chapitre 3. Plus pré-
cisément, la borne supérieure λcapp est obtenue en résolvant le problème d'optimisation
(3.48) dans lequel la fonction d'appui utilisée est celle correspondant au critère approché
par l'extérieur Gcin

app. L'enjeu consiste alors à reformuler ce problème comme un problème
standard de programmation conique.
Dans le cas où ce dernier est également décrit par une union convexe de n ellipsoïdes
E ′i caractérisés par des matrices semi-dé�nies positives Q′i = C′iC

′T
i et des centres c′i,

sa fonction d'appui relative aux taux de courbure virtuelle est donnée par (cf. Annexe
A) :

πGcin
app

(χ) = max
i=1,...,n

{πE ′i(χ)} = max
i=1,...,n

{
‖C′iTχ‖+ c′Ti χ

}
(8.11)

Suivant la même démarche que celle du chapitre 3 pour la reformulation à l'aide de
contraintes coniques, minimiser πGcin

app
(χ) équivaut à la minimisation suivante :

min t0
t.q. ti + c′Ti χ ≤ t0 ∀i = 1, . . . , n

‖C′iTχ‖ ≤ ti

(8.12)

où l'on a introduit n + 1 variables auxiliaires t0, ti. Cette reformulation fait donc
intervenir n contraintes linéaires d'inégalité et n contraintes coniques du second-ordre
sur le quadruplet formé par les vecteurs C′Ti χ et les scalaires ti.

En ce qui concerne le terme de discontinuité de rotation, celui-ci se traite de la façon
évoquée en 8.1.1, la reformulation de ce terme ne faisant apparaître que des contraintes
linéaires. En particulier, il est possible de conserver la valeur de la fonction Π0(α) relative
au critère non approché Gcin au lieu de celle relative au critère approché Gcin

app.

159



Calcul à la rupture sur une structure homogénéisée

8.2.3 Estimations d'erreurs a priori

Comme illustré sur la Figure 8.3, le principe de la démarche introduit di�érentes
sources d'approximations conduisant in �ne à des écarts numériques potentiels entre les
bornes inférieure et supérieure e�ectivement calculées λsapp,h et λcapp,h. Il est alors utile
de pouvoir estimer chacune de ces sources d'écart ainsi que l'écart global potentiel entre
ces deux bornes. À cet e�et, nous introduisons les erreurs relatives suivantes :
• ε0 représente l'écart relatif maximal dû à la résolution numérique du problème
auxiliaire par l'approche statique et cinématique. Cet écart est mesuré par la
distance relative maximale entre les ensembles Gstat et Gcin qui peut être donnée
par l'écart maximal entre les fonctions d'appuis :

ε0 = max
χ t.q. ‖χ‖=1

{
πGcin(χ)− πGstat(χ)

πGstat(χ)

}
=

∥∥∥∥πGcin − πGstat

πGstat

∥∥∥∥
∞

(8.13)

• εs(n) représente l'écart relatif maximal dû à l'approximation de Gstat par l'intérieur
par une union convexe de n ellipsoïdes Gstat

app . Il est mesuré de la même façon par :

εs(n) =

∥∥∥∥πGstat − πGstat
app

πGstat

∥∥∥∥
∞

(8.14)

• εc(n) représente l'écart relatif maximal dû à l'approximation de Gcin par l'extérieur
par une union convexe de n ellipsoïdes Gcin

app :

εc(n) =

∥∥∥∥πGcin
app
− πGcin

πGcin

∥∥∥∥
∞

(8.15)

• εs(h) et εc(h) représentent respectivement l'écart relatif dû à la discrétisation par
éléments �nis de l'approche statique et cinématique du problème de structure
homogénéisée.

Il est facile de voir que la charge ultime exacte peut alors être encadrée de la façon
suivante :

(1− ε0 − εs(n))λhom ≤ λsapp ≤ λs ≤ λhom ≤ λc ≤ λcapp ≤ (1 + ε0 + εc(n))λhom (8.16)

In �ne, l'écart relatif entre les bornes e�ectivement calculées par éléments �nis peut être
estimé de la façon suivante :

λcapp,h − λsapp,h
λhom

≤ δ = ε0 + εs(n) + εc(n) + εs(h) + εc(h) (8.17)
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8.3 Exemples d'application
Les exemples suivants mettent en application la démarche proposée. Pour la ré-

solution numérique de l'approche statique associée à Gstat
app , les éléments �nis utilisés

correspondent aux éléments �nis de plaque épaisse du chapitre 4 dans le cas particulier
d'une résistance in�nie à la résistance à l'e�ort tranchant. Pour la résolution de l'ap-
proche cinématique associée à Gcin

app, les éléments de plaque mince de type H3 présentés
au chapitre 3 ont été utilisés.

8.3.1 Plaque rectangulaire renforcée

appuis simples

cellule de base plaque homogénéisée

Figure 8.4 � Homogénéisation d'une plaque renforcée

Le premier exemple consiste en une plaque rectangulaire de côtés a× b simplement
appuyée sur ses quatre bords et sous un chargement transversal uniformément réparti
d'intensité q. Le plaque est constituée d'un matériau obéissant au critère de von
Mises de résistance à la �exion M01 = 1 renforcé par un réseau de bandes parallèles
obéissant au même type de critère de résistance à la �exion avec M02 = 40. La fraction
surfacique du matériau de renfort est de 5% et le réseau de renforts est orienté dans
une direction faisant un angle θ avec la direction eY de la plaque (voir Figure 8.4).
La cellule de base du matériau hétérogène périodique pour ce problème correspond
en fait à celle étudiée dans l'exemple 6.4.1 du chapitre 6. La charge ultime pour ce
problème sera calculée, pour di�érentes orientations θ, par rapport à la charge ultime
q0 du problème non renforcé pour deux con�gurations géométriques : une plaque carrée
a = b = 1 (q0 ≈ 25.02M01/a

2) et une plaque rectangulaire avec a = 1.5 et b = 1
(q0 ≈ 17.69M01/b

2). Le maillage utilisé pour tous les calculs est celui représenté sur la
Figure 8.4 dans le cas de la plaque rectangulaire tandis qu'un maillage similaire de 10
éléments par côté a été utilisé pour la plaque carrée.

L'écart relatif maximal entre les domaines Gstat et Gcin obtenus après résolution du
problème auxiliaire pour plusieurs milliers de valeurs di�érentes du chargement macro-
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Écarts relatifs εs(n) εc(n)

10 ell. 17.43% 17.99%
30 ell. 5.20% 4.51%
50 ell. 3.09% 2.45%

Tableau 8.1 � Tableau des écarts relatifs pour di�érentes approximations

scopique a été mesuré à ε0 = 2.22%. Ces deux domaines ont été approchés par une union
convexe de n = 10, 30 et 50 ellipsoïdes. Les écarts relatifs correspondants ont été repor-
tés dans le Tableau 8.1. En�n, l'écart relatif dû à la discrétisation par éléments �nis du
problème de structure homogénéisée ne peut malheureusement pas être calculé a priori.
Nous avons constaté que, pour le problème homogène non renforcé correspondant au
maillage utilisé, les écarts des deux approches était de l'ordre de εs(h) + εc(h) ≈ 0.3%.
Ainsi, on s'attend à ce que l'écart relatif maximal �nal δ entre les deux bornes calculées
soit de l'ordre de 8% pour une approximation avec 50 ellipsoïdes.

Remarque d'ordre pratique : Contrairement au principe général de la méthode
présenté plus tôt dans ce chapitre, le domaine Gcin n'a pas été approché par l'extérieur
pour les approximations avec union convexe d'ellipsoïdes. En réalité, la résolution de
l'approche cinématique a été e�ectuée avec des domaines Gcin

app directement obtenus
par l'algorithme et approchant donc Gcin par l'intérieur. En revanche, une opération
de post-traitement a été e�ectuée en récupérant le mécanisme de ruine optimal et en
réévaluant a posteriori la puissance résistante maximale à l'aide d'une fonction d'appui
correspondant à une approximation par l'extérieur de Gcin. La charge limite ainsi
calculée est alors bien une borne supérieure au �nal. Cette approche a été retenue dans
la mesure où des approximations par l'extérieur rigoureuses de Gcin pour un faible
nombre d'ellipsoïdes sont de mauvaise qualité du fait du principe même de l'algorithme
qui e�ectue une construction par l'intérieur. De plus, bien que les mécanismes de ruine
obtenus soient associés à une approximation par l'intérieur, ils sont très proches de
ceux qui auraient été obtenus avec une approximation par l'extérieur, l'évaluation a
posteriori de Prm étant alors proche de l'optimum calculé initialement.

La Figure 8.5 représente l'évolution des di�érentes bornes supérieures et inférieures
de λhom = q/q0 pour le problème de la plaque carrée (Figure 8.5a) et celui de la
plaque rectangulaire (Figure 8.5b) en fonction de l'orientation des renforts et pour les
di�érents degrés d'approximation. On constate tout d'abord que les bornes inférieures
(en rouge) augmentent lorsque le degré d'approximation augmente tandis que les
bornes supérieures (en bleu) diminuent, réduisant ainsi l'encadrement de λhom. La zone
grisée représente l'estimation de l'écart maximal δ ≈ 8% auquel on pouvait s'attendre
pour n = 50. L'écart relatif entre les bornes supérieure et inférieure pour n = 50 varie,
dans les deux cas, entre 3% et 6% suivant l'orientation des renforts.
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Cin. (n = 10)

(a) Plaque carrée

Cin. (n = 10)

(b) Plaque rectangulaire

Figure 8.5 � Évolution de la charge ultime normalisée du problème homogénéisé en
fonction de l'orientation des renforts
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(a) Non renforcé

(b) Renforcé à θ = 0◦

(c) Renforcé à θ = 45◦

(d) Renforcé à θ = 90◦

Figure 8.6 � Mécanisme de ruine et champ de discontinuité de rotation équivalente
pour la plaque carrée dans di�érentes con�gurations
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(a) Non renforcé

(b) Renforcé à θ = 0◦

(c) Renforcé à θ = 45◦

(d) Renforcé à θ = 90◦

Figure 8.7 � Mécanisme de ruine et champ de discontinuité de rotation équivalente
pour la plaque rectangulaire (a = 1.5, b = 1) dans di�érentes con�gurations
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On observe également très peu de di�érences entre les résultats correspondant à
n = 30 et n = 50, signe que l'approximation est de relativement bonne qualité pour
n = 30. L'amélioration entre n = 10 et n = 30 est plus signi�cative pour l'approche
statique que pour l'approche cinématique dans la mesure où la procédure de post-
traitement pour évaluer la borne supérieure utilise la même fonction d'appui quelle que
soit la valeur de n. Cela indique que le mécanisme obtenu pour n = 10 est très proche
de celui obtenu pour n = 50.
À titre d'information, nous avons indiqué les valeurs de la borne inférieure de type
� Reuss � obtenue en remplaçant le matériau hétérogène par le matériau le plus faible
(i.e. q = q0) ainsi que celle de la borne supérieure de type � Voigt � obtenue en rempla-
çant le matériau hétérogène par le matériau de résistance à la �exion égale la résistance
moyenne 〈M0〉 = 0.95M01 + 0.05M02 = 2.95 (i.e. q = q0〈M0〉/M01). Les résultats ob-
tenus sont bien entendus relativement éloignés de ces deux bornes et l'anisotropie du
critère de résistance macroscopique entraîne une évolution signi�cative de la charge ul-
time en fonction de l'orientation des renforts. A�n d'illustrer plus précisément l'in�uence
de cette anisotropie, nous avons représenté sur les Figures 8.6 et 8.7 le mécanisme de
ruine ainsi que le champ de discontinuité de rotation équivalente obtenus pour di�é-
rentes orientations. Pour la plaque carrée renforcée à 45◦, on constate que le mécanisme
de ruine présente une ligne de rupture nette le long de la diagonale alignée dans la
direction des renforts, de sorte que ces derniers ne contribuent pas à la puissance résis-
tante maximale le long de cette charnière. En revanche, le long de l'autre diagonale, le
mécanisme optimal présente des zones de courbure, contribuant de manière moins im-
portante à la puissance résistante maximale qu'une charnière orthogonale aux renforts.
De même, pour la plaque rectangulaire, les mécanismes de ruine di�èrent sensiblement
de celui correspondant à une plaque non renforcée. On retrouve également une forme de
localisation du mécanisme dans la direction des renforts pour les cas θ = 45◦ et θ = 90◦.

8.3.2 Plaque circulaire trouée
Dans ce deuxième exemple, nous traitons le cas d'une plaque circulaire de rayon

R sous chargement uniforme q en appui simple sur son bord. La plaque est constituée
d'un matériau de von Mises de résistance M0 = 1 perforée par un réseau orthogonal de
trous de forme circulaire ou carrée (Figure 8.8). Di�érentes cellules de base sont alors
considérées en faisant varier la dimension b du trou par rapport à celle de la cellule
de base a. Dans les simulations numériques, nous avons retenu les rapports suivants :
b/a = {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8} pour les deux formes de trou. Nous dé�nissons
également la valeur de la porosité :

φ =


b2

a2
pour les trous carrés

π

4

b2

a2
pour les trous circulaires

(8.18)

Le cas b = 0 correspond au problème d'une plaque homogène de von Mises,
problème pour lequel la charge ultime q+(φ = 0) = q0 est encadrée par :
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Cellules de base

Figure 8.8 � Plaque circulaire perforée par un réseau de trous circulaires ou carrés

6.52M0/R
2 ≤ q0 ≤ 6.53M0/R

2 [Bleyer et de Buhan, 2013c, Bleyer et de Buhan,
2014c]. De plus, lorsque b = a tous les trous sont connectés entre eux et la résistance à
la �exion de la plaque devient nulle (malgré le fait que φ < 1 dans le cas des trous cir-
culaires), ainsi q+ = 0. Nous nous proposons d'étudier l'évolution de q+ en fonction de φ.

Pour les 14 con�gurations de cellule de base considérées, nous avons déterminé
l'encadrement du critère de résistance macroscopique par les ensembles Gstat et Gcin.
Pour les maillages de cellule de base considérés, la détermination d'un domaine de
résistance nécessitait environ 1 heure de calcul (environ 1 seconde de calcul par
direction de chargement macroscopique, le domaine étant décrit numériquement par
plusieurs milliers de directions de chargement). Chaque critère a été approché à l'aide
de 50 ellipsoïdes, ce qui nécessitait environ 2 minutes de calcul par critère. En�n, les
calculs sur le problème de structure homogénéisée en maillant un quart de plaque
(421 éléments) ont nécessité environ 5 à 10 secondes pour 10 ellipsoïdes jusqu'à 40
à 60 secondes pour 50 ellipsoïdes. On remarque donc que le coût-calcul le plus élevé
correspond à la détermination du critère macroscopique. Néanmoins, cette étape (de
même que l'approximation) est e�ectuée une fois pour toute et les résultats peuvent
être réutilisés pour di�érents calculs de structure. En ce qui concerne ces derniers,
malgré la complexité de l'écriture du critère, le temps de calcul reste raisonnable,
d'autant que la précision est déjà relativement satisfaisante avec un faible nombre
d'ellipsoïdes.
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0.1
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.8

(a) Trous circulaires

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.8

(b) Trous carrés

Figure 8.9 � Fonction Π0(α) pour di�érentes tailles de trous

À titre de comparaison, il est relativement facile d'obtenir des bornes supérieures
de la valeur exacte de q+(φ). La plus simple correspond à la borne supérieure de type
� Voigt �, pour laquelle le matériau homogène équivalent obéit au critère de von Mises de
résistance à la �exion 〈M0〉 = (1−φ)M0, de sorte que q+(φ)/q0 ≤ qVoigt/q0 = 1−φ. Cette
borne supérieure ne dépend pas de la forme du trou mais uniquement de la porosité.
Une borne supérieure plus précise peut-être obtenue de manière semi-analytique à partir
de la connaissance de la fonction Π0(α) caractérisant la résistance à la �exion le long
d'une charnière d'orientation α. Comme nous l'avons déjà souligné, cette fonction peut
s'obtenir directement en résolvant plusieurs problèmes auxiliaires paramétrés par l'angle
α, ou peut être déduite du domaine Gcin, une fois ce dernier déterminé. Cette fonction
est représentée sur la Figure 8.9 pour les di�érentes formes et tailles de trous retenues.
Nous considérons alors un mécanisme de ruine de la plaque en forme de cône 4 i.e.
w(r) = w0(1 − r

R
). Un calcul simple montre alors qu'une borne supérieure est donnée

par :

q+ ≤ qcône =
6

R2

1

2π

∫ 2π

0

Π0(α)dα =
6Π0(α)

R2
(8.19)

En e�et, le mécanisme en forme de cône correspond à une in�nité de charnières reliant
le centre de la plaque aux points du bord, il est donc naturel que la borne supérieure
correspondante fasse intervenir une moyenne de la fonction Π0(α). Contrairement à la
borne de Voigt, cette borne supérieure dépend à la fois de la porosité et de la forme du
trou par l'intermédiaire de la fonction Π0(α).

L'évolution de la charge ultime normalisée q+(φ)/q0 calculée numériquement pour
les di�érentes con�gurations a été représentée en noir sur la Figure 8.10. Pour 10 el-

4. mécanisme de ruine exact dans le cas d'une plaque homogène circulaire de Tresca
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Porosité
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Figure 8.10 � Évolution de la charge ultime normalisée q+(φ)/q0 en fonction de la
porosité pour les deux formes de trous (noir). Di�érentes bornes supérieures sont repré-
sentées en bleu (pointillés : Voigt, traits pleins : (8.19) pour les deux formes de trous)

lipsoïdes, l'écart entre les deux bornes calculées est de l'ordre de 5% pour ce problème
(pour les di�érentes tailles et formes de trous) tandis qu'il est de l'ordre de 2% pour
50 ellipsoïdes. L'écart étant relativement faible, nous avons uniquement représenté la
quantité q+(φ)/q0 = (λsapp,h + λcapp,h)/2, approximation à 1% près de la valeur exacte.
La borne de Voigt ainsi que la borne supérieure semi-analytique (8.19) ont été repré-
sentées en bleu. On constate tout d'abord que la borne de Voigt surestime largement la
charge ultime exacte et ne permet pas de rendre compte de l'in�uence de la forme des
trous sur la solution. Les bornes supérieures semi-analytiques sont en revanche beaucoup
plus proches de la solution exacte (surestimation de l'ordre de 5 à 10%). Il est intéressant
de constater que pour une gamme de porosité faible (typiquement φ < 0.2), la valeur de
la charge ultime dépend uniquement de la porosité et non de la forme du trou, ce à quoi
l'on pouvait s'attendre. En revanche, la forme du trou in�uence nettement la solution
pour des valeurs élevées de la porosité.
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8.4 Conclusions et perspectives
Une démarche combinant homogénéisation et approximation a été proposée a�n

d'évaluer la charge ultime dans le cas de structures hétérogènes périodiques, illustrée
sur le cas des plaques minces en �exion. À partir de la détermination numérique d'un
encadrement du critère de résistance macroscopique du milieu homogène équivalent,
des approximations fondées sur des unions convexes d'ellipsoïdes ont été déterminées à
l'aide de l'algorithme présenté au chapitre précédent. Ces approximations, relativement
précises et exprimables à l'aide de contraintes coniques, sont utilisées pour résoudre
le problème de calcul à la rupture homogénéisé à l'échelle de la structure à l'aide de
formulations par éléments �nis telles que celles présentées et utilisées dans les chapitres
3 et 4. Une caractéristique essentielle de l'approche concerne la préservation du statut de
bornes (inférieures et supérieures) tout au long de la démarche, permettant par exemple
d'estimer l'écart �nal induit par les di�érentes approximations e�ectuées au cours de
celle-ci. Malgré la forme plus complexe des critères de résistance utilisés, les exemples
numériques traités semblent indiquer que la précision de l'encadrement �nal reste satis-
faisante, même avec un faible nombre d'ellipsoïdes, pour un temps de calcul raisonnable.

Le travail e�ectué ici se veut une ouverture vers une généralisation de la démarche,
les perspectives d'améliorations sont donc nombreuses. En ce qui concerne les aspects
techniques, l'algorithme d'approximation peut certainement être amélioré sur de nom-
breux points, notamment pour les approximations par l'extérieur. Il serait intéressant
de pouvoir évaluer le nombre minimal de directions macroscopiques nécessaires à une
bonne description des critères macroscopiques ou encore de réaliser l'étape d'approxi-
mation de manière simultanée à la résolution du problème auxiliaire. En�n, on peut
imaginer coupler la description de plus en plus précise du critère via le nombre d'ellip-
soïdes aux itérations du solveur d'optimisation.
Sur le plan de la modélisation, pourvu que le critère de résistance s'exprime dans un
espace à 3 dimensions, ce type d'approche se généralise à d'autres types de structures
telles que les structures de poutres en interaction e�ort normal/moments de �exion, les
structures 2D en déformations ou contraintes planes (sols renforcés par ex.), etc. Une
di�culté majeure concerne le cas des structures de coques ou celui des milieux continus
3D quelconques pour lesquels le critère de résistance macroscopique évolue dans un es-
pace à au moins 6 dimensions. Si, théoriquement, l'approche se généralise aussi à ce cas,
il est fort probable que les di�cultés techniques (notamment le nombre de directions
de calculs pour décrire le critère de résistance) rendent la méthode impraticable. Néan-
moins, cela n'a pas été testé dans le cadre de cette thèse, et mériterait certainement que
l'on s'y intéresse.

∗ ∗
∗
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Application à des structures complexes
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Chapitre 9

Stabilité au feu de panneaux en béton
armé de grande hauteur

Résumé : Ce chapitre traite de l'analyse de la ruine de panneaux en béton armé
de grande hauteur en condition d'incendie. La stabilité de ce type de structure est pilo-
tée, d'une part par une déformation d'origine thermique conduisant à une con�guration
géométrique courbe, d'autre part par la dégradation des capacités de résistance des ma-
tériaux due à la présence d'un gradient thermique dans l'épaisseur du panneau. Nous
proposons alors d'e�ectuer une analyse de la stabilité par le calcul à la rupture sur la
con�guration déformée à l'aide des éléments �nis de coque développés au chapitre 5.
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Stabilité au feu de panneaux en béton armé de grande hauteur

9.1 Position du problème et principe d'une démarche
de résolution

9.1.1 Panneaux de grande hauteur

Les panneaux en béton armé préfabriqués sont de plus en plus utilisés dans la
construction des bâtiments industriels de grande hauteur. Ils peuvent être assemblés
en bandes verticales juxtaposées (Figure 9.1a) ou en bandes horizontales superposées
(Figure 9.1b). Reposant généralement sur une longrine en béton en pied, les panneaux
en pose verticale peuvent être associés à des poutres de rive ou bien à des poteaux
dans le cas d'une pose horizontale. Si l'assemblage en position verticale est limité par
la longueur maximale d'un panneau (de l'ordre de 8 à 12 m), l'assemblage en position
horizontale permet d'atteindre des hauteurs pouvant dépasser 20 m.

longrin
e en béton

panne 
de rive

panneaux en
béton cellulaire

(a) Schématisation en pose verticale (b) Bâtiment industriel de grande hauteur
avec panneaux Hebel en pose horizontale
(source : http ://www.xellahebel.fr)

Figure 9.1 � Panneaux en béton armé préfabriqués pour les bâtiments industriels

Ces parois peuvent être amenées à assurer le rôle de murs coupe-feu en limitant la
propagation d'un éventuel incendie à d'autres zones du bâtiment tout en conservant,
durant un certain temps, une résistance mécanique su�sante avant la ruine de l'ouvrage.
L'évaluation de la tenue au feu de telles structures est donc un enjeu de dimensionnement
majeur nécessitant une approche plus sophistiquée que les approches traditionnelles
adaptées aux panneaux de plus petites dimensions, dont le comportement au feu di�ère
très sensiblement de celui des panneaux de grandes dimensions.
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9.1. Position du problème et principe d'une démarche de résolution

9.1.2 Comportement au feu d'un panneau de grandes dimen-
sions

Le dimensionnement de structures en béton armé traditionnelles en condition d'in-
cendie tient compte de la dégradation de la raideur et des capacités de résistance du
béton et de l'acier sous l'e�et d'une augmentation de température. La prise en compte
de cette dégradation dans l'évaluation de la résistance d'une section en béton armé
conduit à la détermination de diagrammes d'interaction en e�ort membranaire-moment
de �exion dépendant de la température (Figure 9.2a). Néanmoins, cet aspect ne su�t
pas à modéliser la ruine des structures de grande hauteur.

(a) Schématisation de l'évolution du diagramme
d'interaction en condition d'incendie

configuration
initiale verticale

configuration
déformée par 

courbure thermique

(b) Changement de géométrie par
déformation thermique

Figure 9.2 � E�et du feu sur le comportement mécanique des panneaux de grande
hauteur : dégradation des capacités de résistance et changement de géométrie

En e�et, sous l'action de déformations d'origine thermique, les structures élancées
telles que ce type de panneaux sont amenées à subir d'importants déplacements trans-
versaux qui ne peuvent plus être négligés. En con�guration déformée, l'excentricité du
poids propre du panneau engendre l'apparition de moments de �exion venant s'ajouter
aux e�orts membranaires de compression déjà présents à l'état initial (Figure 9.2b).
Cet � e�et du second-ordre � dû à l'excentrement provoqué par les non-linéarités géo-
métriques est connu sous le nom d'e�et P − ∆. L'excentricité initiale est également
ampli�ée par l'apparition de ces moments de �exion supplémentaires et des déforma-
tions de courbure qui leurs sont associées. Ainsi, il s'agit de la conjonction de l'e�et de
dégradation des propriétés de résistance des matériaux sous l'e�et de la température et
de l'e�et de changement de géométrie qui conduit à la ruine potentielle de la structure.
L'analyse de la stabilité de telles structures est, par conséquent, relativement complexe,
car contrairement à ce qui se passe dans un problème classique de calcul à la rupture,
la géométrie de ce dernier n'est pas donnée, mais doit être préalablement calculée.
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9.1.3 Principe d'une analyse en trois étapes
E

ta
pe

 n
°1

E
tape n°2

Analyse thermique

Gradient thermique

Courbure
thermique

Dégradation
des capacités 
de résistance

Configuration
d'équilibre
déformée

Critère de
résistance réduit

Calcul à la rupture

Etape n°3

Figure 9.3 � Une démarche en trois étapes pour l'analyse de la stabilité au feu des
panneaux de grande hauteur

A�n de s'a�ranchir des di�cultés liées à un calcul thermo-élasto-plastique prenant
en compte l'e�et des non-linéarités géométriques et la dégradation des capacités de
résistance du béton et de l'acier, nous proposons de mettre en ÷uvre une démarche
simpli�ée schématisée sur la Figure 9.3 et reposant sur trois étapes distinctes :
• Étape n◦1 : Détermination de la con�guration d'équilibre déformée.
À partir d'un gradient thermique provoqué par une augmentation de température
sur une des faces du mur représentant un incendie, cette étape consiste à détermi-
ner la con�guration d'équilibre due à la déformation thermique et au poids propre
du mur.
• Étape n◦2 : Détermination du critère de résistance dépendant de la
température.
À partir de ce même gradient thermique et de façon complètement indépendante
de l'étape précédente, cette étape consiste à évaluer le critère de résistance en
interaction e�ort membranaire-moment de �exion dépendant de la température
par l'intermédiaire de la dégradation des capacités de résistance des matériaux.
• Étape n◦3 : Calcul à la rupture en con�guration déformée.
La dernière étape consiste à mettre en ÷uvre les approches du calcul à la rupture
sur la géométrie déformée déterminée dans la première étape en prenant en compte
le critère de résistance réduit obtenu dans la deuxième étape. Le résultat de cette
étape fournira un encadrement du facteur de stabilité relatif à la con�guration
étudiée.
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9.2 Détermination de la con�guration d'équilibre dé-
formée

9.2.1 Géométrie initiale

Figure 9.4 � Con�guration géométrique initiale et conditions aux limites

En con�guration initiale, i.e. avant l'application du chargement thermique, le pan-
neau est modélisé comme une plaque verticale de hauteur H et de largeur L située dans
le plan (OXZ). Les di�érentes conditions aux limites indiquées sur la Figure 9.4 corres-
pondent à un appui simple sur les quatre côtés (rotation libre) du panneau, tandis que
le déplacement vertical est bloqué au niveau du bord inférieur.
Le mur est uniquement soumis à son poids propre, représenté par une densité surfacique
uniforme verticale d'intensité p, et à un chargement thermique faisant progressivement
croître la température de la face Y ≤ 0 de T = 20 ◦C à T = 1050 ◦C, correspondant à
un feu ISO 834 [EN 1991-1-2, 2002] pendant 120 min.

9.2.2 Calculs thermo-élastiques
Le calcul de la con�guration d'équilibre déformée (étape n◦1) est réalisé à l'aide

du code éléments �nis Marc [MSC Software Corporation, 2007] dans le cadre d'un
comportement thermo-élastique et avec les particularités suivantes :
• le calcul est réalisé en transformations �nies : les déformations thermo-élastiques
ainsi que les rotations restent petites devant l'unité, mais en revanche, le change-
ment de géométrie créé par l'apparition de déplacements hors-plan et l'excentricité
du poids propre est pris en compte à travers l'apparition d'une distribution de mo-
ments de �exion. Les courbures élastiques qui en résultent sont alors intégrées aux

177



Stabilité au feu de panneaux en béton armé de grande hauteur

équations d'équilibre a�n de déterminer, de manière itérative, la con�guration
d'équilibre �nale.
• l'in�uence de la température sur les modules élastiques du béton et de l'acier est
prise en compte par l'intermédiaire de courbes expérimentales fournissant, par
exemple, l'évolution du module d'Young du béton en fonction de la température
[EN 1992-1-2, 2004].

Pour plus de détails concernant ces di�érents aspects, le lecteur est invité à se référer à
[Pham, 2014, Pham et al., 2015b].

9.3 Détermination du critère de résistance dépendant
de la température

La deuxième étape vise à déterminer l'expression du critère de résistance en e�orts
généralisés du panneau en prenant en compte l'in�uence de la température sur les ca-
pacités de résistance des matériaux.

9.3.1 Dégradation des capacités de résistance

L'in�uence de la température sur les propriétés de résistance du béton et de l'acier
est prise en compte à travers l'introduction de coe�cients de réduction (sans dimension),
notés kc et ky, dont la variation avec la température est fournie par l'Eurocode 2 [EN
1992-1-2, 2004] et représentée sur la Figure 9.5a. La résistance à la compression du
béton et la résistance uniaxiale de l'acier en un point du panneau caractérisé par une
température T seront alors données par :

fc(T ) = kc(T ) · fc,amb pour le béton (9.1)

fy(T ) = ky(T ) · fy,amb pour l'acier (9.2)

où fc,amb et fy,amb représentent les résistances respectives du béton et de l'acier à
température ambiante. On peut remarquer que la résistance à la compression du béton
décroît graduellement à partir de la température ambiante tandis que la résistance de
l'acier reste égale à la résistance à température ambiante jusqu'à 400 ◦C environ. Au
delà, la résistance chute relativement rapidement. À noter que, pour une température
de 1000 ◦C, la résistance de l'acier et du béton sont de l'ordre de 4% de la résistance à
température ambiante.

L'analyse thermique pour une température d'incendie donnée permet de connaître
l'allure du gradient thermique T (z) présent dans l'épaisseur du panneau (Figure 9.5b).
À travers l'utilisation des coe�cients de réduction précédents, ce gradient thermique
se traduit en termes de gradient de propriétés de résistance du béton et de l'acier
dans l'épaisseur du panneau. Pour une température donnée, il est donc nécessaire de
déterminer le critère de résistance en e�orts généralisés (diagrammes d'interaction) d'une
plaque dont les propriétés de résistance ne sont pas uniformes dans son épaisseur.
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(a) Coe�cients de réduction des résistances du béton et
de l'acier en fonction de la température

(b) Gradient thermique dans
l'épaisseur du panneau

Figure 9.5 � Dégradation des capacités de résistance du panneau

9.3.2 Détermination du critère de résistance en e�orts généra-
lisés

Dans le cas d'une modélisation du panneau comme une poutre [Pham et al., 2015a],
la détermination du diagramme d'interaction e�ort normal-moment de �exion N −M
de cette poutre a été e�ectuée en posant un problème auxiliaire de calcul à la rupture
sur un tronçon de poutre. Dans ce cas relativement simple, le calcul peut être mené
jusqu'au bout de manière analytique.
Dans le cas plus complexe d'une modélisation du panneau comme une plaque en géo-
métrie non déformée, nous adoptons la même démarche de changement d'échelle en
formulant un problème auxiliaire sur une cellule de base représentative du milieu hété-
rogène formé par le béton et les renforts en acier (Figure 9.6). Celle-ci consiste en un
parallélépipède de hauteur h, égale à l'épaisseur du panneau, et de côté e correspondant
à l'espacement entre les armatures d'acier. Ces dernières sont placées en quatre nappes
orientées selon des directions orthogonales ex et ey et situées à une distance d des sur-
faces supérieure et inférieure du panneau (on se place désormais dans un repère local
Oxyz).

Le critère de résistance en e�orts généralisés est obtenu en résolvant ce problème
auxiliaire. La résolution de ce dernier peut s'e�ectuer de manière numérique en
résolvant un problème auxiliaire tridimensionnel [Bleyer et al., 2015c]. Néanmoins, il
est ensuite nécessaire d'approximer le critère obtenu pour mettre en ÷uvre le calcul sur
la structure homogène équivalente.
Une autre approche consiste à tirer parti des constructions (5.17) et (5.19) du critère
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Figure 9.6 � Problème auxiliaire pour la détermination du critère de résistance du
panneau en béton armé

de résistance généralisé d'une coque homogène dans son plan du chapitre 5. En e�et,
dans le cas où les armatures d'acier sont absentes, nous sommes bien dans le cadre
d'une coque homogène dans son plan mais hétérogène dans son épaisseur. Connaissant
le critère de résistance du béton en contraintes planes en tout point de l'épaisseur, il est
alors possible d'exprimer le critère de résistance généralisé de manière semi-analytique.
Comme mentionné au chapitre 5, la présence des armatures d'acier est prise en compte
en modélisant ces dernières, au sein du béton, comme des éléments unidimensionnels,
parfaitement adhérents, travaillant en traction/compression. Rappelons que cette
approche équivaut à une approche par l'intérieur du critère généralisé exact, qui
coïncide avec ce dernier dans la limite d'une faible fraction volumique de renfort et
d'un fort contraste entre la résistance de l'acier et du béton.

Dans la suite, nous adopterons, pour le béton, un critère de résistance en contraintes
planes de Mohr-Coulomb tronqué en traction (résistance à la traction nulle) 1 :

σ ∈ G(z)⇔


σxxσyy ≥ σ2

xy

(fc(z) + σxx)(fc(z) + σyy) ≥ σ2
xy

−fc(z) ≤ σxx, σyy ≤ 0

(9.3)

où z désigne la cote du point dans l'épaisseur de la section et fc(z) la résistance à la
compression du béton en ce point obtenue grâce à (9.1) pour la température T (z) du
point en question.

1. Dans ce cas, le critère devient équivalent au critère de Rankine sans résistance à la traction,
l'angle de frottement n'intervenant pas dans le cas d'une résistance à la traction nulle.
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En ce qui concerne l'acier, chaque armature véri�era un critère de la forme :

|Ñ±x,y| ≤ Sfy(z) (9.4)

où Ñ±x,y représente les e�orts axiaux dans les armatures, S = πφ2/4 sa section et fy(z) la
résistance à la traction/compression de l'acier obtenue grâce à (9.2) pour la température
T (z) du point en question.
Avec les notations précédentes, le critère de résistance G du panneau s'écrira �nalement :

(N,M) ∈ G⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃ σ(z) = σij(z)ei ⊗ ej, N±i et i, j = x, y

Nij =

∫ h/2

−h/2
σij(z)dz +

Ñ+
i + Ñ−i
e

ei ⊗ ei

Mij =

∫ h/2

−h/2
(−z)σij(z)dξ − h/2− d

e
(Ñ+

i − Ñ−i )ei ⊗ ei

tels que σ(z) ∈ G(z) et |Ñ±i | ≤ Sfy(z) ∀z ∈ [−h/2;h/2]

(9.5)

critère qui dépend implicitement du gradient de température à travers les distributions
fc(z) et fy(z) dans l'épaisseur du panneau.

9.4 Calcul à la rupture sur la géométrie déformée
La troisième étape de la démarche consiste à se servir de la con�guration déformée

calculée dans la première étape comme con�guration géométrique sur laquelle seront
mises en ÷uvre les approches du calcul à la rupture.

9.4.1 Travaux précédents
Les travaux de Pham [Pham, 2014, Pham et al., 2015b] ont étudié le cas simpli�é

de la déformation plane en modélisant le panneau comme une poutre droite en
con�guration initiale et courbe en con�guration déformée. Compte-tenu des conditions
aux limites, cette structure simpli�ée s'avère être isostatique, permettant de déterminer
directement la distribution des e�orts membranaires et des moments de �exion en
équilibre avec le poids propre. La stabilité de la structure a alors pu être étudiée en
comparant cette distribution d'e�orts statiquement admissibles avec le diagramme
d'interaction associé au gradient de température étudié. Cette étude préliminaire a mis
en évidence le fait que la rupture du panneau est extrêmement sensible à une légère
augmentation de sa hauteur. Il est également intéressant de souligner que le mécanisme
de ruine associé à cette modélisation simpli�ée fait intervenir une discontinuité de
rotation (rotule) du panneau dans sa partie basse (située à plus du tiers de la hauteur
du panneau pour les paramètres étudiés).

Dans une deuxième partie, les travaux de Pham ont modélisé le panneau comme
une plaque en con�guration initiale. L'approche cinématique a été mise en ÷uvre sur la
con�guration déformée 2 en considérant un mécanisme de ruine simple mettant en jeu

2. approchée par des plans a�n de simpli�er les calculs
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Figure 9.7 � Mécanisme optimal avec charnières pour une con�guration L = H = 12 m,
issu de [Pham, 2014]

des charnières (Figure 9.7) et dépendant de 5 paramètres.
Les résultats de cette approche, comparés aux résultats de la modélisation 1D, ont
souligné l'importance des conditions aux limites des bords verticaux du panneau sur
l'amplitude de la con�guration déformée ainsi que sur la stabilité du panneau. Dans les
con�gurations étudiées, les mécanismes de ruine optimaux pour la classe de mécanismes
considérée semblent faire intervenir une charnière située à environ 1/8e de la hauteur
du panneau.

9.4.2 Modélisation par éléments �nis de coque
Nous proposons ici de recourir aux outils développés dans cette thèse pour mettre

en ÷uvre numériquement les approches du calcul à la rupture sur le panneau dans sa
con�guration déformée. Cette dernière sera donc modélisée comme une coque courbe
discrétisée en facettes planes à l'aide des éléments �nis présentés au chapitre 5. L'analyse
de la stabilité de la structure est e�ectuée en calculant un encadrement du facteur de
stabilité dé�ni comme le facteur multiplicatif sans dimension du chargement (ici le poids
propre uniquement) pour lequel se produira la ruine de la structure au sens du calcul à
la rupture.
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9.5 Analyse numérique de la stabilité des panneaux
Les di�érents calculs présentés dans cette section ont été e�ectués avec les valeurs

numériques suivantes :

h = 15 cm, p = 3.68 kN/m2, Ec,amb = 19.2 GPa, fc,amb = 32 MPa (9.6)

où Ec,amb correspond au module d'Young du béton à température ambiante. Les renforts
en acier sont constitués de 2 lits d'aciers HA6, espacés de 10 cm, situés à 3 cm des faces
supérieure et inférieure du panneau et orientés selon les directions eX et eZ , soit :

e = 10 cm, d = 4.5 cm, φ = 6 mm, fy,amb = 500 MPa (9.7)

L'ensemble des calculs de con�gurations déformées a été réalisé par Duc Toan Pham.

9.5.1 In�uence de la largeur du panneau et e�et de la mise en
température

Pour cette première série de calculs, nous avons considéré trois con�gurations géomé-
triques di�érentes (Figure 9.8) correspondant à un panneau très élancé dans la direction
verticale (L = 3 m, H = 12 m), un panneau carré (L = H = 12 m) ainsi qu'un panneau
très élancé dans la direction horizontale (L = 30 m, H = 12 m) .

3 m 12 m

30 m

12 m

12 m

a) b)

c)

Figure 9.8 � Trois con�gurations géométriques de panneaux de même hauteur
(H = 12 m) et de di�érentes largeurs (L = 3, 12, 30 m)
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9.5.1.1 Montée en température

Pour cette série de calculs, nous avons e�ectué l'analyse complète de la stabilité du
panneau telle que décrite précédemment (Figure 9.3) toutes les 10 min pour un incendie
de type ISO 834 pendant une durée de 120 min. La Figure 9.9a représente l'évolution
du pro�l de température dans l'épaisseur du panneau toutes les 20 min à partir d'une
situation initiale (t = 0 min) à une température ambiante de 20 ◦C. On constate que
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Figure 9.9 � Évolutions du pro�l de température T (z) et du coe�cient de réduction
du béton kc(z) dans la section du panneau à di�érents instants

l'évolution de la température de la face exposée au feu (z = −h/2) est très rapide
(600 ◦C au bout de 20 min) et atteint une température supérieure à 1000 ◦C après 120
min d'exposition. En revanche, la di�usion jusqu'à la face supérieure est relativement
lente, la température de celle-ci étant de l'ordre de 100 ◦C après 120 min. De ce fait, la
perte de résistance du béton est très modérée dans la moitié supérieure de l'épaisseur,
en revanche la moitié inférieure subit une perte de résistance importante, de l'ordre de
10% après 20 min et environ 50% à 120 min. En�n, la résistance des aciers situés en face
inférieure ne commence à diminuer qu'à partir de 60 min et est réduite d'environ 40%
au bout de 120 min. La résistance des aciers en face supérieure n'est, quant à elle, pas
modi�ée (la température restant inférieure à 400 ◦C). Ces remarques permettent ainsi
d'interpréter l'évolution des diagrammes d'interaction du panneau au cours de l'incendie
(Figure 9.10).

9.5.1.2 Amplitude des changements de géométrie

Nous avons représenté sur la Figure 9.11 l'amplitude maximale du déplacement hors-
plan correspondant à la con�guration d'équilibre induite par la déformation thermique
et les e�ets du second-ordre, à di�érents instants au cours de l'incendie et pour les 3
con�gurations géométriques considérées. Comme on pouvait s'y attendre, la largeur du
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t = 0 min

(a) dans le plan (N11,M11), autres Nij =
Mij = 0

(b) dans le plan (N11,M11) pour N11 =
−2.4 MN/m, autres Nij = Mij = 0

Figure 9.10 � Evolution des diagrammes d'interaction en fonction de la durée d'incendie

panneau in�uence très signi�cativement la valeur maximale de ce déplacement. Toute-
fois, l'excentrement reste modéré puisque le ratio entre le déplacement maximal hors-
plan et la hauteur du panneau est de l'ordre de 4% pour L = 30 m et 2.5% pour L = 12
m, ce qui justi�e a posteriori l'hypothèse des petites rotations. À titre d'illustration, les
isovaleurs du déplacement hors-plan ainsi que l'allure de la con�guration déformée ont
été reportées sur la Figure 9.12.

9.5.1.3 Analyse de stabilité

La résolution du problème de calcul à la rupture posé sur la géométrie déformée
(troisième étape) a été e�ectuée en maillant une moitié seulement du panneau, le
nombre d'éléments étant compris entre 500 et 1000 suivant la géométrie. Nous avons
utilisé une valeur de n = 10 (resp. n = 11) pour le degré d'approximation du critère de
résistance généralisé pour l'approche statique (resp. cinématique) tel qu'introduit au
chapitre 5.

Géométrie Statique Cinématique Écart relatif
L = 3 m 67.5 78.5 15%
L = 12 m 32.4 35.3 8.7%
L = 30 m 7.9 8.5 7.6%

Tableau 9.1 � Encadrement du facteur de stabilité à 120 min (H = 12 m)

Le Tableau 9.1 présente les valeurs numériques des bornes supérieures et inférieures
du facteur de sécurité obtenues pour les di�érentes con�gurations après 120 min d'expo-
sition au feu. On constate à nouveau que la largeur du panneau in�uence très largement
la valeur du facteur de stabilité, ce dernier diminuant d'un facteur 4 lorsque la largeur
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Figure 9.11 � Amplitude maximale du déplacement hors-plan (direction Y ) de la con�-
guration d'équilibre

passe de 12 m à 30 m. Il est intéressant de rapprocher ces valeurs de la valeur du fac-
teur de stabilité obtenu sans prendre en compte l'e�et du changement de géométrie
(con�guration verticale) et de la dégradation des capacités de résistance. Dans ce cas,
la stabilité du panneau est pilotée par la résistance en compression Nc,amb de ce dernier,
atteinte au pied du panneau, le mécanisme de ruine correspondant à un mouvement de
bloc rigide vers le bas associé à une discontinuité de vitesse purement axiale en X = 0.
La valeur exacte est alors donnée par :

F.S.compression =
Nc,amb

pH
avec Nc,amb = hfc,amb +

2S

e
fy,amb (9.8)

Avec les valeurs numériques retenues, on a ici F.S.compression = 115.14. On peut constater
que cette valeur ne dépend pas de la largeur du panneau et qu'elle est nettement
supérieure aux valeurs numériques prenant en compte l'e�et conjugué du changement
de géométrie et de la dégradation des capacités de résistance.
Remarquons également que l'utilisation d'un mécanisme de ruine constitué de 5 char-
nières considéré par Pham [Pham, 2014] dans le cadre d'une modélisation de plaque
avait conduit à une majoration du facteur de sécurité égale à 36.7 pour le panneau
carré L = H = 12 m, soit une valeur légèrement supérieure à celle correspondant à
l'approche cinématique numérique obtenue ici.

Dans le cas du panneau de 3 m de large, le mécanisme de ruine optimal correspond
approximativement au mécanisme de bloc en translation verticale évoqué précédem-
ment, la ruine étant donc essentiellement pilotée par la résistance en compression. On
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(a) Vue de face dans le plan (OXZ) (b) Vue de face dans le plan (OY Z) (les axes
ne sont pas à la même échelle)

Figure 9.12 � Con�guration d'équilibre à t = 120 min pour le panneau carré (L = 12
m). Les isovaleurs représentent l'amplitude (en cm) du déplacement hors-plan selon Y .

peut d'ailleurs généraliser la borne supérieure (9.8) à la prise en compte de la dégrada-
tion de la résistance en compression du panneau de la façon suivante :

F.S.compression,T =
Nc(T )

pH
(9.9)

avec Nc(T ) =

(∫ h/2

−h/2
kc(z)dz

)
fc,amb +

S

e
(ky(d) + ky(−d)) fy,amb

On trouve, dans ce cas, une borne supérieure égale à F.S.compression,T = 88.1 après
120 min d'exposition, soit une valeur relativement proche de la valeur correspondant à
l'approche cinématique numérique pour L = 3 m.
En revanche, les mécanismes de ruine pour les con�gurations L = 12 m (Figure 9.13)
et L = 30 m (Figure 9.14) sont bien plus complexes et semblent faire intervenir une
ruine en �exion dans la partie centrale du panneau à une hauteur de l'ordre de 1

4
à 1

3

de la hauteur totale, la partie supérieure du panneau subissant une rotation autour de
Z ainsi qu'un mouvement vertical vers le bas. À noter également, que le mécanisme
correspondant à L = 30 m fait apparaître une légère discontinuité de vitesse horizontale
en traction dans le plan de la coque au niveau de la ligne moyenne Z = 6 m.

En�n, nous avons représenté sur la Figure 9.15 l'évolution du facteur de stabilité
correspondant à di�érentes con�gurations d'équilibre intermédiaires au cours de l'expo-
sition au feu. À titre de comparaison, nous avons reporté, en pointillés noirs, la borne
supérieure (9.10) obtenue en considérant un mécanisme de ruine en compression pure,
et en tenant compte de la dégradation des capacités de résistance. Comme souligné
précédemment, on voit que le facteur de stabilité du panneau de 3 m est relativement
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Figure 9.13 � Mécanisme de ruine pour le panneau de dimensions 12 m×12 m après
120 min (isovaleurs = amplitude relative de la vitesse virtuelle hors-plan UY ).

proche de cette borne supérieure.
On peut également constater que la chute du facteur de stabilité par rapport à la ré-
sistance initiale en géométrie non déformée est d'autant plus brutale que le panneau
est large. En revanche, après 40-60 min d'exposition, la baisse relative du facteur de
stabilité s'e�ectue à la même vitesse, quelle que soit la largeur du panneau, de l'ordre
de 5% toutes les 10 min.
Notons également que la contribution relative des armatures de renfort au facteur de
stabilité de la structure évolue elle aussi très fortement puisqu'elle est de l'ordre de 6%
à t = 0 min pour atteindre, après 120 min d'exposition au feu, 40% pour L = 12 m et
près de 85 % pour L = 30 m. Les armatures jouent donc un rôle prépondérant dans la
limitation de la perte de résistance du panneau due au feu.

188



9.5. Analyse numérique de la stabilité des panneaux

Figure 9.14 � Mécanisme de ruine pour le panneau de dimensions 30 m×12 m après
120 min

3 m x 12 m

12 m x 12 m

30 m x 12 m

statique cinématique

mécanisme de ruine
en compression

Figure 9.15 � Évolution du facteur de stabilité au cours de l'exposition au feu pour les
trois largeurs de panneau
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12 m

4.8 m

12 m

14.4 m

12 m

9.6 m

12 m

19.2 m

2.4 m

2.4 m

a) b)

c) d)

Figure 9.16 � Quatre con�gurations géométriques de panneaux de même largeur
(L = 12 m) superposés verticalement (hauteur totale H = 4.8, 9.6, 14.4, 19.2 m)
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9.5. Analyse numérique de la stabilité des panneaux

9.5.2 In�uence de la hauteur du panneau

Dans cette deuxième série de calculs, nous �xons à présent la largeur
à L = 12 m et considérons quatre valeurs distinctes pour la hauteur :
H = 4.8 m, 9.6 m, 14.4 m, et 19.2 m. Ce choix correspond à la superposition
verticale de 2, 4, 6 et 8 panneaux individuels de dimensions 2.4 m×12 m en position
horizontale (Figure 9.16).

De la même façon que précédemment, la hauteur H a une in�uence notable sur
l'amplitude de la con�guration déformée. Le pro�l de cette con�guration après 120 min
le long du plan moyen (Z = 6 m) du panneau a été représenté sur la Figure 9.17a.
L'évolution correspondante du facteur de stabilité à 120 min a été reportée sur la Figure
9.17b. Bien que l'on observe une nette diminution du facteur de stabilité avec l'augmen-
tation de la hauteur, on constate également que ce dernier reste à des valeurs proches
de 20 pour les valeurs numériques retenues ici. En pratique, il est possible de superpo-
ser des panneaux de la sorte jusqu'à une hauteur totale avoisinant les 20 m pour des
bâtiments industriels de grande hauteur. Pour le chargement considéré, la stabilité de
ce type de structure en con�guration déformée semble donc assurée.

(a) Pro�l de la déformée dans le plan
moyen Z = 6 m (les axes ne sont pas
à la même échelle)

(b) Évolution de l'encadrement du facteur de stabilité
en fonction de la hauteur

Figure 9.17 � In�uence de la hauteur totale sur la stabilité du panneau
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9.5.3 Prise en compte de joints entre panneaux
Dans tout ce qui précède, et notamment dans les paragraphes 9.5.1-9.5.2, nous avons

modélisé le panneau comme une plaque continue, véri�ant le même critère de résistance
généralisé en tout point. Or, le dispositif permettant d'atteindre de telles hauteur cor-
respond en réalité à la superposition de panneaux individuels, placés en position hori-
zontale. La connexion entre deux panneaux adjacents n'est donc pas parfaite, les bords
des panneaux étant souvent emboîtés par un système d'encoches mâle-femelle (Figure
9.18a). A�n de tenir compte du caractère imparfait de cette connexion, nous avons choisi
de modéliser cette dernière par un joint orienté dans la direction horizontale t, de nor-
male verticale n dans le plan des panneaux, présentant une résistance nulle en �exion
autour du joint (charnière), ainsi qu'en e�ort membranaire de cisaillement tangentiel
(glissement parfait). Le critère de résistance d'un tel joint s'écrit alors :

(N,M) ∈ G⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃(N,M) tels que
n ·N · n = N
t ·N · n = 0
n ·M · n = 0
t ·M · n = M
(N,M) ∈ G

(9.10)

(a) Exemple de connexion entre deux pan-
neaux

joint

(b) Modélisation mécanique de la
connexion

Figure 9.18 � Prise en compte de la connexion entre panneaux

Les approches statique et cinématique sont modi�ées de manière à prendre en compte
un tel critère de résistance au niveau des connexions situées tous les 2.4 m dans la direc-
tion verticale X, tel que représenté sur la Figure 9.16. Le maillage éléments �nis est ainsi
construit de telle sorte que des bords d'éléments soient situés le long de ces connexions,
les expressions du critère de résistance et de la fonction d'appui étant modi�ées unique-
ment pour ces arêtes. En particulier, pour l'approche cinématique, la fonction d'appui
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sans
joints

avec
joints

Figure 9.19 � Facteur de stabilité de l'assemblage de panneaux avec prise en compte
de joints entre panneaux

du joint est donnée par :

Π(n; [[un]], [[βt]]) = sup
(N,M)∈G

{N[[un]] + M[[βt]]}

= inf
v̂,β̂
π(n; [[un]]n+ v̂t, β̂n+ [[βt]]t) (9.11)

où π(n; [[u]], [[β]]) est la fonction d'appui généralisée du panneau pour les discontinuités
de vitesse.

La Figure 9.19 présente les résultats obtenus pour l'encadrement du facteur de
stabilité en prenant en compte la présence des joints entre les di�érents panneaux.
On constate une réduction importante du facteur de stabilité, de l'ordre de 60% pour
les di�érentes con�gurations géométriques. Pour la hauteur maximale de 19.2 m avec
7 joints entre les panneaux, le facteur de stabilité reste toutefois encore largement
supérieur à 1. Notons cependant que les calculs ont été menés, dans un souci de
simplicité, à partir des mêmes con�gurations déformées sans la prise en compte des
joints. En e�et, la présence de ces derniers a certainement une in�uence non négligeable
sur l'amplitude de la con�guration géométrique déformée. La prise en compte de cette
in�uence supplémentaire, défavorable du point de vue de la sécurité, conduirait ainsi à
une réduction encore plus importante du facteur de stabilité.

En�n, nous terminons cette étude en comparant l'allure des mécanismes de ruine
pour les di�érentes con�gurations géométriques avec ou sans la prise en compte des
joints entre panneaux (Figures 9.20-9.23). On constate alors une très nette di�érence
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(a) sans joints (66.6 ≤ F.S. ≤ 75.7) (b) avec joints (23.3 ≤ F.S. ≤ 27.7)

Figure 9.20 � Mécanismes de ruine de la con�guration à 2 panneaux (H = 4.8 m)

(a) sans joints (37.8 ≤ F.S. ≤ 42.2) (b) avec joints (13.5 ≤ F.S. ≤ 15.4)

Figure 9.21 � Mécanismes de ruine de la con�guration à 4 panneaux (H = 9.6 m)

dans les di�érents mécanismes de ruine correspondant à la prise en compte ou non des
joints. En particulier, en présence de ces derniers, on observe bien une localisation d'une
discontinuité de rotation au niveau du joint situé à 2.4 m pour le cas où H = 4.8 m,
tandis qu'en l'absence de joints, on observe une discontinuité de vitesse, moins impor-
tante, au niveau des bords d'éléments situés juste en dessous (à X = 2 m, la hauteur
d'un élément étant de 40 cm). De manière générale pour l'ensemble des con�gurations
géométriques, la prise en compte des joints conduit à des mécanismes de ruine où chaque
panneau glisse horizontalement l'un sur l'autre, on observe également de faibles discon-
tinuités de vitesse en traction dans le plan des panneaux au niveau de la partie centrale
de ces derniers (autour de Z = 6 m).
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(a) sans joints (27.1 ≤ F.S. ≤ 30.4) (b) avec joints (10.5 ≤ F.S. ≤ 12.1)

Figure 9.22 � Mécanismes de ruine de la con�guration à 6 panneaux (H = 14.4 m)

(a) sans joints (19.9 ≤ F.S. ≤ 22.4) (b) avec joints (8.6 ≤ F.S. ≤ 10.4)

Figure 9.23 � Mécanismes de ruine de la con�guration à 8 panneaux (H = 19.2 m)
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9.6 Conclusions et perspectives
Ce chapitre a été l'occasion de mettre en application les outils développés précédem-

ment, notamment les éléments de coque du chapitre 5, dans le contexte de l'analyse de
la stabilité au feu de panneaux en béton armé pour les bâtiments industriels de grande
hauteur. L'approche par le calcul à la rupture permet d'apporter des éléments de
réponse à une problématique complexe faisant intervenir des changements de géométrie
ainsi qu'une dégradation des capacités de résistance des matériaux sous l'e�et du feu.
Les éléments �nis de coque, et notamment la formulation très générale retenue pour
l'écriture du critère de résistance, permet d'obtenir des encadrements du facteur de
stabilité de l'ordre de 10 à 20%, en des temps de calculs très raisonnables (de l'ordre
de la minute pour les cas étudiés dans ce chapitre).

Cette analyse a permis de mettre en évidence la sensibilité du facteur de stabilité
aux dimensions du panneau, notamment du fait de l'in�uence notable des changements
de géométrie. Cela a également été l'occasion d'illustrer la possibilité de prendre
en compte des critères de résistance d'interface (des joints ici) di�érents du milieu
environnant. Bien entendu, ce chapitre ne prétend pas e�ectuer une étude exhaustive et
représentant �dèlement les conditions de mise en ÷uvre de tels panneaux rencontrées
en pratique, il s'agit bien ici d'une illustration de la performance des outils développés.

Ainsi, les conditions aux limites et le comportement des joints entre les panneaux
qui ont été étudiés, correspondent à des simpli�cations des conditions rencontrées en
pratique. En e�et, le déplacement horizontal des bords verticaux des panneaux n'est
possible, en général, que dans la direction allant du bord en question vers l'intérieur du
panneau du fait de la présence, de part et d'autre du panneau, d'un poteau ou d'un autre
ensemble de panneaux. De même, les conditions de connexion entre panneaux en pose
horizontale peuvent varier et il est tout à fait possible d'envisager des comportements
de joints plus complexes, tels qu'un comportement sans résistance à la traction, une
résistance réduite à la torsion, un glissement tangentiel frottant, etc.

∗ ∗
∗
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Chapitre 10

Dimensionnement à la rupture de la
marquise de la gare d'Austerlitz

Résumé : Ce chapitre se propose d'appliquer une partie des outils présentés dans les
chapitres précédents au calcul à la rupture d'une structure réelle complexe : la marquise
de la gare d'Austerlitz, une coque courbe en béton armé, perforée par un réseau de pavés
de verre de forme cylindrique. Nous nous proposons alors de remplacer la coque hété-
rogène par une coque homogène équivalente grâce à une démarche d'homogénéisation
périodique. Après avoir présenté les caractéristiques de la structure et les hypothèses
de modélisation retenues, nous discuterons de la détermination du critère de résistance
macroscopique. Nous évaluons ensuite un encadrement du facteur de sécurité pour di�é-
rentes combinaisons de chargement typiques de celles utilisées pour le dimensionnement
de la structure aux États Limites Ultimes.
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Dimensionnement à la rupture de la marquise de la gare d'Austerlitz

10.1 La marquise de la gare d'Austerlitz : une struc-
ture complexe

10.1.1 Présentation de la structure
Le réaménagement de la gare de Paris-Austerlitz constitue un important projet de

génie civil, piloté par la SNCF. Les travaux, qui ont débuté en 2012 et doivent s'achever
en 2020, comportent la rénovation de la gare et de sa halle historique ainsi que la création
d'un nouveau quartier constitué de nouveaux logements, bureaux et commerces. L'un
des enjeux de ces travaux consiste à créer un pôle de vie aux abords de la gare en
favorisant les modes doux de circulation et l'accès aux piétons. Ainsi, le projet prévoit la
construction d'une imposante marquise 1 à l'entrée de la gare côté Seine (Figure 10.1a).
A�n de protéger les voyageurs tout en créant un espace agréable, les architectes ont
choisi de retenir la solution d'une coque courbe en béton armé, perforée par un réseau
de pavés de verre de forme cylindrique permettant le passage de la lumière (Figure
10.1b).

(a) Entrée côté Seine (b) Détails de la marquise

Figure 10.1 � Vue d'achitecte du projet de réaménagement côté Seine (source
http ://www.sncf.com)

Du fait de la forme courbe de la coque et de l'hétérogénéité induite par les pavés de
verre, le comportement mécanique de la structure est di�cile à prévoir et nécessite donc
de recourir à l'utilisation d'outils de calcul numérique. L'analyse qui suit repose sur des
informations sommaires provenant d'une note technique qui nous a été transmise par
le bureau d'études Setec tpi qui avait réalisé une étude préliminaire de la structure.
Les choix de modélisation retenus dans la suite peuvent donc ne pas re�éter la réalité
du projet �nal, mais cette analyse se veut plus être une illustration sur un cas réaliste,
qu'une étude quantitative précise.

1. En architecture, une marquise est un auvent vitré situé au dessus d'une porte ou d'un perron.
On en trouve fréquemment à l'entrée des gares.
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10.1.2 Hypothèses de modélisation

côté existant

Gare d'Austerlitz

dalle
d'appui

poteaux

pavés de verre
cylindriques

N

Figure 10.2 � Vue en plan schématique de la structure

La marquise est modélisée comme une coque courbe d'épaisseur constante h = 14
cm, d'environ 32 m dans la direction eX , 48 m dans la direction eY et 6.4 m dans
la direction verticale eZ (Figure 10.2). Quatre poteaux en béton armé de diamètre
important supportent la coque par l'intermédiaire de chapeaux évasés. Dans la suite,
nous avons supposé que les poteaux étaient in�niment résistants et que la coque
était encastrée à ce niveau (U = Θ = 0) ; ils ne seront donc pas modélisés. La coque
prenant également appui sur une dalle située à l'extrémité gauche, on supposera que
les composantes selon Y et Z du déplacement y sont bloquées (UY = UZ = 0), tandis
que la rotation reste libre. En�n, la coque est reliée à la structure existante de la gare
par l'intermédiaire de suspentes qui bloquent le déplacement normal dans le plan de la
coque (UX = 0).
La géométrie de la surface moyenne de la coque est discrétisée par un maillage élément
�ni constitué de facettes triangulaires planes (Figure 10.3).

Dans le projet, les pavés de verre ne sont pas répartis de manière strictement pé-
riodique sur toute la coque. Celle-ci est composée de di�érentes zones à l'intérieur des-
quelles la répartition est périodique (espacement de 27 cm) mais di�érant entre elles
par la dimension des pavés qui les composent. Il semble que la répartition de la taille
des trous ait été e�ectuée en fonction de la distribution des e�orts dans la coque de
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Figure 10.3 � Géométrie de la surface courbe (maillage de 5000 éléments triangulaires)

béton homogène calculés en régime élastique, les trous les plus petits étant placés dans
les zones fortement sollicitées, les plus grands dans les zones les moins sollicitées. Ne
disposant pas de la géométrie de ces zones, et par souci de simplicité, nous supposons
que la coque est perforée d'un réseau unique de trous, orienté selon les directions eX et
eY . En revanche, nous e�ectuerons des calculs pour les 3 géométries de trous considérées
dans le projet et représentées sur les Figure 10.4a-10.4c. Suivant la dimension des pavés,
la quantité d'acier varie de 8 à 3 HA8 (barres de diamètre 8 mm). On supposera que les
renforts sont identiques dans les directions eX et eY .

10.1.3 Caractéristiques mécaniques des matériaux
Béton : Le béton constituant la coque est de type B50, soit une résistance à la com-
pression nominale fc,k = 50 MPa. Pour le dimensionnement, nous retiendrons une valeur
réduite du coe�cient de sécurité γc = 1.5 pour le béton, soit fc,d = fc,k/γc = 33.3 MPa.
Nous retiendrons également une résistance à la traction égale à ft,d = 3 MPa. Le critère
de résistance du béton est modélisé par un critère de type Mohr-Coulomb tronqué en
traction à la valeur ft,d avec un angle de frottement interne conventionnellement pris
égal à φ = 37◦.
Nous retiendrons une masse volumique du béton de ρ = 2500 kg/m3.

Acier : Les aciers de renfort sont des aciers de classe S500, de résistance à la trac-
tion/compression uniaxiale fy,k = 500 MPa. Nous retiendrons une valeur réduite du
coe�cient de sécurité pour l'acier γs = 1.15, soit fy,d = fy,k/γs = 435 MPa.

Verre : Compte-tenu de la fragilité du verre, nous supposerons dans la suite que le
verre des pavés ne participe pas à la résistance mécanique de la structure et modéliserons
donc les pavés par des trous cylindriques.
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Figure 10.4 � Vue en coupe verticale de la géométrie des pavés de verre et des aciers
de renfort (dimensions en mm)

201



Dimensionnement à la rupture de la marquise de la gare d'Austerlitz

10.1.4 Description des combinaisons de cas de charge
Les charges surfaciques élémentaires de poids propre, de neige, de vent et dues éven-

tuellement aux piétons sont décrites dans le Tableau 10.1 et schématisées sur la Figure
10.5.

Type Direction Notation Intensité Répartition

G
Poids
propre

vertical q
G

= −qGeZ 3.43 kN/m2 uniforme

Neige vertical q
N

= −qNeZ 0.62 kN/m2 uniforme

Q Vent
normal

(soulèvement)
q
V

= qV ν 0.98 kN/m2 uniforme ou
moitié X ≥ 15 m

Piétons vertical q
P

= −qP eZ 0.75 kN/m2 moitié X ≤ 15 m

Tableau 10.1 � Caractéristiques des charges élémentaires considérées

Vent

Neige

Poids propre

Piétons 

côté 
existant

Figure 10.5 � Représentation schématique des charges élémentaires dans le plan
(eX , eZ)

Nous considérons trois combinaisons de chargement di�érentes que l'on retrouve
dans le dimensionnement de la structure aux ELU :
• Combinaison n◦1 (poids propre + neige) : q

1
= 1.35q

G
+ 1.5q

N
• Combinaison n◦2 (résistance au soulèvement) : q

2
= q

G
+ 1.5q

V
(le vent est consi-

déré sur toute la structure)
• Combinaison n◦3 (cas asymétrique piétons + vent) : q

3
= 1.35q

G
+ 1.5q

P
+ 0.9q

V
.

La charge due aux piétons est considérée sur la moitié proche de la gare
(X ≤ 15 m) et le vent sur l'autre moitié (X ≥ 15 m).
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10.2 Homogénéisation de la coque hétérogène
La prise en compte des hétérogénéités de la structure du point de vue de ses capacités

de résistance est un point délicat qui a été souligné lors des études préliminaires réalisées
par Setec tpi. A�n de traiter cette di�culté, nous proposons de mettre en ÷uvre
une démarche d'homogénéisation périodique en remplaçant la coque hétérogène par une
coque homogène équivalente.

10.2.1 Modélisation de la cellule de base

cellule de base courbe

(a)

milieu continu 3D

(b)

milieu continu 2D
en contraintes planes

(c)

Figure 10.6 � Di�érentes modélisations de la cellule de base

A�n d'appliquer la démarche d'homogénéisation, il convient, tout d'abord, de
s'interroger sur la modélisation de la cellule de base. Nous pouvons remarquer que,
bien que la coque soit courbe, l'espacement entre deux hétérogénéités a, c'est-à-dire
la taille de la cellule, est faible par rapport au rayon de courbure minimal R de la
structure. En e�et, nous avons ici a = 27 cm tandis que nous avons évalué le rayon de
courbure à R = 20 m. Il est donc justi�é de remplacer la cellule de base courbe (Figure
10.6a) par un parallélipipède formé par les directions (ex, ey, ez) pour la démarche
d'homogénéisation. En revanche, nous ne sommes pas dans le cas h � a traité dans
le chapitre 6, puisque la coque a une épaisseur de h = 14 cm. Comme nous l'avions
mentionné à cette occasion, le cas où h ∼ a suggère de modéliser la cellule de base
comme un milieu continu 3D (Figure 10.6b).

A priori, nous sommes donc amenés à déterminer le critère de résistance macro-
scopique de la coque dans l'espace à 6 dimensions des e�orts généralisés (Nij,Mij) en
résolvant un problème auxiliaire tridimensionnel. Malheureusement, plusieurs di�cultés
d'ordre pratique apparaissent :
• la surface étant à 6 dimensions, il est nécessaire de calculer un nombre très im-
portant de points pour avoir une représentation du critère su�samment précise 2 ;
• les calculs sur la cellule de base tridimensionnelle nécessitent un plus grand nombre
d'inconnues pour discrétiser la cellule ainsi qu'un coût en temps de calcul plus élevé

2. Cet e�et est connu sous le nom de � �éau de la dimension � (Richard Bellman).
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à nombre d'inconnues identique (du fait de l'augmentation de la largeur de bande
des matrices, de l'augmentation de la dimension des contraintes coniques, etc.) ;
• le fait de modéliser le béton à l'aide d'un critère de Mohr-Coulomb fait que le pro-
blème d'optimisation correspondant ne sera plus un problème de programmation
conique du second-ordre (SOCP). En e�et, le critère de Mohr-Coulomb en 3D,
ne peut pas se représenter à l'aide de contraintes coniques du second-ordre mais
uniquement à l'aide de matrices semi-dé�nies positives [Bisbos et Pardalos, 2007].
Le problème d'optimisation correspondant devient donc un problème de program-
mation semi-dé�nie positive (SDP). Bien que la version 7 de Mosek permette de
résoudre ce type de problème, les quelques tests numériques que nous avons menés
semblent indiquer que la performance de l'algorithme est nettement moins bonne
que dans le cas SOCP. En particulier, on devient très vite limité en termes de
taille de problème et la qualité numérique de la solution est relativement instable
en fonction de la direction de chargement pour un maillage donné.

La performance actuelle des algorithmes de programmation SDP limite donc notre
ambition pour ce problème. Néanmoins, il est possible de tirer parti de la géométrie
particulière de la cellule de base.

En e�et, si l'on oublie momentanément la présence des armatures métalliques, les
cellules de base que l'on considère sont invariantes dans la direction ez. Nous proposons
alors de simpli�er le problème en déterminant le critère de résistance macroscopique en
contraintes planes de la cellule de base (Figure 10.6c), sans les armatures. Nous avons
déjà mentionné que, dans le cas d'une coque homogène dans son plan, le critère de
résistance généralisé en interaction (N,M) pouvait s'obtenir à partir du critère local en
contraintes planes du matériau constitutif (voir chapitre 5). Ainsi, c'est uniquement la
présence d'hétérogénéités dans le plan longitudinal qui impose la prise en compte d'un
état de contraintes 3D complet pour la détermination du critère macroscopique équi-
valent.
Nous avons mené des calculs tridimensionnels (non présentés ici dans un souci de conci-
sion) qui semblent indiquer que :
• la prise en compte des composantes hors-plan du tenseur de contraintes

(σxz, σyz, σzz) a une in�uence très faible sur la partie membranaire du critère ;
• cette in�uence diminue lorsque h/a augmente ;
• cette in�uence diminue lorsque b/a diminue.

La dernière remarque est cohérente avec le fait que l'importance de la prise en compte
des composantes hors-plan est pilotée par la présence d'hétérogénéités dans le plan de la
plaque. Cette in�uence est donc d'autant plus faible que la taille relative b/a des hétéro-
généités est faible. Concernant la deuxième remarque, rappelons que lorsque h/a � 1,
on s'attend à obtenir le critère de résistance en �exion coïncidant avec celui obtenu dans
le cadre d'une modélisation de plaque de Love-Kirchho�. Or, ce modèle suppose une
résistance in�nie à l'e�ort tranchant de la plaque. Un modèle 3D ne permet d'obtenir
les mêmes résultats que si les composantes hors-plan de la contrainte peuvent prendre
de grandes valeurs.

204



10.2. Homogénéisation de la coque hétérogène

Ainsi, le fait de ne pas considérer la présence des composantes hors-plan dans l'ap-
proche en contraintes planes aura une in�uence d'autant plus modérée sur le critère
macroscopique que la plaque est épaisse et que la dimension des hétérogénéités est
faible par rapport à l'épaisseur. En�n, soulignons que le critère obtenu en contraintes
planes constitue, dans tous les cas, une approche par l'intérieur du critère obtenu par
une approche 3D complète, et que l'on se situe donc du côté de la sécurité.

10.2.2 Évaluation numérique du critère de résistance macrosco-
pique

Le calcul numérique du critère de résistance macroscopique en contraintes planes est
réalisé en résolvant le problème auxiliaire correspondant à l'aide d'éléments �nis trian-
gulaires avec interpolation linéaire du champ de contraintes pour l'approche statique et
interpolation quadratique du champ de vitesse virtuelle pour l'approche cinématique.
La procédure de détermination automatique des directions de calculs décrite dans l'An-
nexe B a été utilisée pour les deux approches.
Comme nous l'avons mentionné précédemment, la résistance mécanique du verre a été
négligée, tandis que nous avons retenu un critère de résistance de Mohr-Coulomb tronqué
en traction en contraintes planes pour le béton. Le problème d'optimisation correspond
donc à un problème SOCP.

10.2.3 Approximation du critère

Suivant la démarche d'homogénéisation/approximation évoquée dans la partie pré-
cédente, il convient à présent de se pencher sur la question de l'approximation du critère
de résistance macroscopique. Deux approches peuvent être envisagées :
• la première consiste à obtenir de manière semi-analytique le critère en e�orts gé-
néralisés (N,M) de la coque à partir du critère homogénéisé en contraintes planes
du matériau constitutif et d'approximer cet ensemble convexe à 6 dimensions ;
• la deuxième consiste, dans un premier temps, à approximer le critère homogénéisé
en contraintes planes du matériau constitutif (surface à 3 dimensions), puis à
obtenir de manière semi-analytique le critère en e�orts généralisés (N,M).

Nous avons tenté de mettre en ÷uvre la première approche en approchant la surface
à 6 dimensions à l'aide d'une union convexe d'ellipsoïdes comme au chapitre 8. Bien
que l'algorithme du chapitre 7 permette de déterminer de tels ellipsoïdes, nous avons
été limité par le nombre d'ellipsoïdes o�rant un encadrement raisonnable du critère
ainsi que par la taille des problèmes d'optimisation accessibles à notre puissance de
calcul.
De la même manière, la mise en ÷uvre de la deuxième approche en approchant le
critère en contraintes planes par une union convexe d'ellipsoïdes conjuguée à une
discrétisation implicite dans l'épaisseur de la coque pour obtenir le critère en e�orts
généralisés conduit à des problèmes de trop grande taille pour pouvoir être résolus sur
des ordinateurs standards.
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Nous avons donc choisi de conserver la deuxième approche en limitant notre ambi-
tion de vouloir décrire précisément le critère de résistance homogénéisé en contraintes
planes. Pour cela, nous avons remarqué que le critère obtenu était de forme relativement
proche du critère de Mohr-Coulomb en contraintes planes tronqué en traction du béton,
avec des résistances réduites pour des sollicitations situées dans le plan (σxx, σyy, 0). En
revanche, le critère obtenu n'est pas isotrope, l'allure du critère étant di�érente pour des
sollicitations orientées à 45◦ par exemple. On constate également une résistance au ci-
saillement pur plus faible que celles prédites par les résistances en traction/compression
mesurées dans le plan (σxx, σyy, 0). Ces remarques nous amènent à proposer d'approcher
le critère homogénéisé en contraintes planes par un critère de type Rankine, modi�é de
façon à tenir compte de l'anisotropie observée et s'écrivant sous la forme suivante :

(σt − σxx)(σt − σyy) ≥ ζσ2
xy

(σc + σxx)(σc + σyy) ≥ ζσ2
xy

−σc ≤ σxx, σyy ≤ σt

(10.1)

où σc (resp. σt) représente la limite en compression (resp. traction) uniaxiale dans la
direction x ou y tandis que le c÷�cient ζ ≥ 0 peut être relié à la valeur maximale τ0

de la contrainte de cisaillement de la façon suivante :

ζ =

(
2τ0

σc + σt

)2

(10.2)

le cas où ζ = 1 permet de retrouver la version isotrope du critère.

Les Figures 10.7a-10.7c représentent le critère de résistance macroscopique obtenu
pour la géométrie de pavés n◦1 (Figure 10.4a) pour di�érentes sollicitations ainsi que
l'allure du critère de résistance approché par (10.1), ainsi que sa version isotrope
correspondant à ζ = 1.
On constate que, pour des sollicitations de traction/compression suivant les directions
x et y (Figure 10.7a), on retrouve e�ectivement un critère du type Mohr-Coulomb
tronqué en traction avec des valeurs de résistance plus faibles. L'approximation retenue
néglige l'e�et de l'angle de frottement dans la zone en traction dans la mesure où
celle-ci aura très peu d'in�uence sur le critère �nal en e�orts généralisés.
Pour des sollicitations de traction/compression orientées à 45◦ (Figure 10.7b), l'aniso-
tropie du critère est évidente et l'approximation retenue constitue une approche par
l'intérieur du critère dans ce cas. On constate que pour des sollicitations dans le plan
(σxx, σxy) (Figure 10.7c), la version isotrope de l'approximation surestime la valeur
de la résistance au cisaillement. De manière générale sur l'ensemble de l'espace des
contraintes planes, la version anisotrope fournit une approximation de meilleure qualité
que la version isotrope.
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(a) dans le plan (σxx, σyy) (b) dans le plan (σ11, σ22) avec e1 =
ex + ey√

2
,

e2 =
ey − ex√

2

(c) en projection sur le plan (σxx, σxy)

Figure 10.7 � Critère de résistance macroscopique en contraintes planes et approxima-
tions (anisotrope ζ 6= 1, isotrope ζ = 1) pour di�érentes sollicitations
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Géométrie σc σt τ0

n◦1 : 110 mm 19.6 MPa 1.8 MPa 7.7 MPa
n◦2 : 150 mm 14.8 MPa 1.3 MPa 5.1 MPa
n◦3 : 190 mm 10.0 MPa 0.9 MPa 2.9 MPa

Béton seul 33.3 MPa 3 MPa 18.2 MPa

Tableau 10.2 � Valeurs numériques des paramètres du critère de résistance macrosco-
pique approché pour les trois géométries de pavés

Le Tableau 10.2 récapitule les valeurs des paramètres du critère approché retenues
pour les 3 géométries de pavés. Il est à noter que les résistances en traction/compression
obtenues sont très proches de celles données par les résistances initiales du béton fc,d
et ft,d réduites du coe�cient 1 − b

a
qui constitue une borne inférieure de la résistance

exacte [Maghous, 1991].

10.2.4 Critère de résistance de la coque homogénéisée
Nous utilisons donc le critère de résistance (10.1) comme critère de résistance du

matériau constitutif de la coque. Remarquons tout d'abord que ce dernier peut s'écrire
à l'aide de contraintes coniques du second-ordre de la façon suivante :

r1 =


σt
σt
0

−
1 0 0

0 1 0
0 0

√
2ζ


σxx
σyy
σxy

 et r2 =


σc
σc
0

+

1 0 0
0 1 0
0 0

√
2ζ


σxx
σyy
σxy

(10.3)
avec r1, r2 ∈ L3

r

avec, pour rappel, L3
r = {(x, y, z) ∈ R× R× R t.q. z2 ≤ 2xy ; x, y ≥ 0}.

La fonction d'appui correspondante s'écrit quant à elle :

π(d) = σt〈1 1 0〉 · d+ + σc〈1 1 0〉 · d− (10.4)

avec d = diag(1, 1,
√

2ζ)(d+ − d−)

d+,d− ∈ L3
r

L'écriture du critère de résistance de la coque homogénéisée s'obtient alors suivant
la démarche d'intégration implicite dans l'épaisseur décrite au chapitre 5, en ajoutant la
contribution des armatures de renfort suivant (5.22) dans ce même chapitre, en fonction
de la géométrie de pavés considérée.
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10.3 Résultats de l'analyse

10.3.1 Notion de facteur de sécurité

Dans la suite, nous nous intéressons à la valeur du facteur de sécurité (ou facteur
de con�ance) calculée pour une géométrie de pavés et une combinaison de chargements
données. D'un point de vue pratique, ce facteur sans dimension est calculé exactement
de la même manière que les charges ultimes dont on a parlé jusqu'à présent et on n'en
détermine en réalité qu'un encadrement par les approches statiques et cinématiques.
La valeur numérique de ce facteur de sécurité peut s'interpréter comme le coe�cient
multiplicatif à appliquer à l'ensemble du chargement qui conduirait à la ruine potentielle
de la structure. Il est également possible de l'interpréter comme la valeur par laquelle
il faudrait diviser l'ensemble des valeurs des résistances des matériaux de la structure
pour conduire à la ruine potentielle de la structure.
Ainsi, dans l'analyse que nous e�ectuons ici, le poids propre n'est pas une charge �xe à
partir de laquelle on détermine la valeur ultime de la surcharge que peut supporter la
structure, bien que ce type de calcul soit tout à fait possible. Nous nous intéressons ici
à la marge de sécurité dont on dispose vis-à-vis de la ruine de la structure par rapport
aux valeurs des chargements et des résistances considérées pour le dimensionnement aux
États Limites Ultimes de la structure.

10.3.2 Étude de convergence

Nous avons commencé par réaliser une étude de convergence numérique pour le cas
de la géométrie de pavés n◦1 et pour la combinaison de chargement n◦1. Trois maillages
di�érents de 1000, 2000 et 5000 éléments ont été utilisés. Nous avons également fait
varier le degré de discrétisation n utilisé dans la procédure d'intégration implicite dans
l'épaisseur de la coque pour l'écriture du critère en e�orts généralisés.

Les encadrements du facteur de sécurité obtenus pour ces di�érentes con�gurations
sont reportés sur la Figure 10.8. On constate que n a une in�uence très modérée sur la
valeur de la borne calculée à partir de n = 4 ou 5. En revanche, la �nesse du maillage
a une in�uence relativement importante sur la qualité de la borne calculée. Pour le
maillage de 5000 éléments, on obtient un écart relatif entre les deux bornes de 24%. La
convergence relativement lente des bornes par rapport à la �nesse du maillage peut s'ex-
pliquer, d'une part, par la complexité de la géométrie qui induit d'importantes variations
locales des champs optimaux, comme on peut le voir sur la Figure 10.9 représentant les
di�érentes composantes des e�orts membranaires et des moments de �exion. D'autre
part, une grande partie de cet écart provient vraisemblablement de la discrétisation en
facettes planes de la géométrie courbe.
Néanmoins, il est intéressant de constater que le facteur de sécurité est de l'ordre de
4, ce qui laisse une marge de sécurité très importante compte-tenu des coe�cients de
sécurité et de combinaisons ELU déjà appliqués lors du dimensionnement. Notons que,
dans la note technique préliminaire, il a été supposé que la coque était dimensionnée

209



Dimensionnement à la rupture de la marquise de la gare d'Austerlitz

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6

7

Degré     de discrétisation dans l'épaisseur 

F
ac

te
ur

 d
e 

sé
cu

rit
é

cinématique
statique

5000 el.
2000 el.
1000 el.

Figure 10.8 � Etude de convergence du facteur numérique pour di�érents maillages et
degrés de discrétisation du critère généralisé

essentiellement à la �exion et que les e�orts membranaires pouvaient être négligés pour
le dimensionnement du ferraillage. Un moment de �exion maximal de 30 kN.m/m avait
été retenu comme ordre de grandeur pour le prédimensionnement du ferraillage. Pour
le cas considéré ici, la résistance à l'e�ort membranaire uniaxial est donnée par :

N+
0 = σth+

nac∑
i=1

N i
s = 0.89 MN/m en traction (10.5)

N−0 = σch+
nac∑
i=1

N i
s = 3.39 MN/m en compression (10.6)

On constate donc que l'e�ort membranaire atteint sa valeur maximale en traction
sur une grande partie de la structure ce qui laisse à penser que l'e�ort membranaire
joue un rôle important dans le fonctionnement mécanique de la structure et a une
in�uence non négligeable sur ses capacités de résistance. La résistance au moment de
�exion uniaxial maximal vaut, quant à elle, M0 = 71.8 kN.m/m, on observe là aussi
que le moment de �exion atteint sa valeur maximale en �exion positive ou négative sur
une grande partie de la structure.
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(a) N11 (b) N22

(c) N12 (d) M11

(e) M22 (f) M12

Figure 10.9 � Composantes du tenseur des e�orts membranaires N en MN/m et des
moments de �exion M en kN.m/m (la direction a1 du repère local est selon eX , la
direction a2 selon eY .)
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En�n, la représentation du mécanisme de ruine (Figure 10.10) montre une ruine
en �exion de la partie de la structure en porte-à-faux située à l'extrémité Nord. Il
semble donc que cette zone soit plus vulnérable que le reste de la structure, ce qui avait
également été relevé dans l'étude préliminaire, suggérant éventuellement de renforcer
cette dernière.

Figure 10.10 � Mécanisme de ruine obtenu par l'approche cinématique (isovaleurs de
l'intensité relative de la composante verticale UZ)

10.3.3 Facteur de sécurité pour les di�érentes con�gurations

Dans ce qui suit, nous avons utilisé le maillage de 5000 éléments et un degré de
discrétisation de n = 8 pour l'approche statique et n = 7 pour l'approche cinématique.
Mentionnons ici que les problèmes d'optimisation correspondant à ces valeurs sont de
très grande taille : de l'ordre de 4 à 5 millions de variables d'optimisation, 3 millions
de contraintes linéaires et 1 million de contraintes coniques. Le temps d'optimisation
nécessaire à Mosek pour résoudre de tels problèmes sur un ordinateur de bureau
standard est de l'ordre de 15 à 20 minutes.

Nous avons calculé les encadrements du facteur de sécurité pour les trois géométries
de pavés et les trois combinaisons de chargement di�érentes. Les résultats sont reportés
dans le Tableau 10.3. Comme on pouvait s'y attendre, la valeur du facteur de sécurité
décroît sensiblement suivant la géométrie de pavés utilisée. Compte-tenu du fait que la
structure réelle comprend les trois géométries sur di�érentes zones, le facteur de sécurité
devrait se situer dans ce cas entre ceux correspondant aux géométries n◦1 et 3. D'autre
part, il semble que la combinaison de chargement la plus critique soit la première,
i.e. celle relative à la combinaison du poids propre et d'une charge uniforme de neige.
La résistance au soulèvement dû au vent (combinaison n◦2) présente des facteurs de
sécurité deux fois plus importants. La combinaison n◦3 relative au poids propre et à un
chargement asymétrique dû à la combinaison du vent et des charges dues aux piétons
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Géométrie de pavés Combinaison n◦1 Combinaison n◦2 Combinaison n◦3
n◦1 : 110 mm 3.6�4.6 8.0�10.3 4.7�6.4
n◦2 : 150 mm 2.6�3.3 5.7�7.4 3.3�4.6
n◦3 : 190 mm 1.4�1.9 3.2�4.2 1.8�2.6

Tableau 10.3 � Encadrement du facteur de sécurité (statique�cinématique) pour les
di�érentes con�gurations étudiées

(a) Géométrie de pavés n◦1 : 110 mm (b) Géométrie de pavés n◦3 : 190 mm

Figure 10.11 � Mécanisme de ruine pour la combinaison asymétrique n◦3 pour deux
géométries de pavés

présente des facteurs de sécurité proches de la première, mais légèrement supérieurs.
L'allure du mécanisme de ruine pour cette combinaison (Figure 10.11) montre une vul-
nérabilité de la zone située à l'extrémité Ouest, en particulier pour les pavés de 190 mm.
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10.4 Conclusions
Ce chapitre a permis d'illustrer la mise en ÷uvre d'une partie des outils développés

dans cette thèse sur un cas d'étude réel, relativement complexe. Une approche par
homogénéisation périodique a été utilisée a�n de remplacer la coque hétérogène par
une coque homogène équivalente. Bien que ne disposant pas de toutes les informations
concernant la géométrie réelle de la marquise, des encadrements du facteur de sécurité
pour di�érentes con�gurations géométriques et di�érentes combinaisons de chargements
ont été obtenus. Les valeurs calculées semblent relativement raisonnables et montrent
que, même en tenant compte de coe�cients de sécurité dans la valeur des résistances
des matériaux et dans les combinaisons des chargements aux ELU, la structure dispose
d'une marge de sécurité confortable compte-tenu des hypothèses de modélisation
retenues.
Les calculs e�ectués sont d'une taille relativement importante même pour des maillages
de quelques milliers d'éléments et nécessitent plusieurs minutes d'optimisation. L'écart
�nal sur l'encadrement est de l'ordre de 20 à 30%. Malgré tout, l'approche par le calcul
à la rupture fournit des informations précieuses quant au mode de ruine de la structure,
permettant éventuellement d'en modi�er le dimensionnement. Il est également impor-
tant de garder à l'esprit que le dimensionnement aux ELU par combinaison de calculs
élastiques peut parfois trouver ses limites et une analyse mécanique plus complexe
s'avérer nécessaire, l'approche par le calcul à la rupture devenant alors attractive pour
l'ingénieur.

Il semble évident sur cet exemple que la discrétisation de la coque par facettes planes
présente certaines limites du point de vue de la vitesse de convergence du facteur de
sécurité par rapport à la �nesse du maillage. Il conviendrait alors d'étudier la formulation
d'éléments �nis de coque courbes en calcul à la rupture pour améliorer cet aspect.
D'autre part, l'homogénéisation de critères de résistance à 6 dimensions présente des
di�cultés d'ordre technique qui font que les méthodes développées précédemment sont
di�ciles à mettre en ÷uvre en pratique dans ce cas. Il serait alors intéressant d'envisager
d'autres stratégies d'approximation sur la base des travaux e�ectués dans cette thèse.

∗ ∗
∗
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Conclusions

Dans le but de proposer une nouvelle approche plus rationnelle du dimensionnement
à la ruine des ouvrages de génie civil, la théorie du calcul à la rupture a été mise
en ÷uvre numériquement tout au long de ce travail, en développant di�érents outils
relatifs à la modélisation des structures de plaques et coques, homogènes et hétérogènes.

Le chapitre 1 a rappelé le cadre théorique du calcul à la rupture et a évoqué
di�érents exemples d'application dans le domaine du génie civil. Dans le chapitre 2,
nous avons évoqué les spéci�cités de la mise en ÷uvre numérique du calcul à la rupture,
en insistant sur les points de blocage qui sont certainement à l'origine du développement
relativement lent des approches numériques dans ce domaine. Nous avons insisté, plus
particulièrement, sur les aspects relatifs aux techniques de discrétisation et aux procé-
dures d'optimisation, justi�ant ainsi notre choix portant sur l'utilisation de la méthode
des éléments �nis et des outils de programmation conique. Ce chapitre a également
été l'occasion d'e�ectuer une revue des logiciels (peu nombreux) dédiés à cette approche.

Dans la deuxième partie de ce travail, nous nous sommes concentrés sur le déve-
loppement d'éléments �nis dédiés à la mise en ÷uvre numérique du calcul à la rupture
pour di�érents modèles mécaniques.
Au chapitre 3, nous avons proposé plusieurs éléments �nis pour la mise en ÷uvre
de l'approche cinématique par l'extérieur dans le cas des plaques minces en �exion,
combinant à la fois taux de courbure virtuelle et discontinuité de vitesse virtuelle de
rotation dans le calcul de la puissance résistante maximale. Cette approche présente
deux avantages : premièrement, la di�culté de construire des éléments �nis de plaque
assurant la continuité de la vitesse transversale et celle de la vitesse de rotation
(continuité C1) est évitée ; deuxièmement, ces éléments présentent une précision
supérieure à des éléments C1 d'ordre plus élevé, notamment dans le cas de conditions
aux limites d'encastrement.
Le chapitre 4 traite du cas, plus général, des plaques épaisses i.e. admettant une
résistance �nie à l'e�ort tranchant. Nous avons considéré deux critères de résistance
généralisés di�érents, prenant en compte ou non une interaction entre les moments
de �exion et les e�orts tranchants. Des éléments �nis en e�orts généralisés ont été
proposés, pour la première fois, pour ce type de structure. Nous avons également
formulé des éléments �nis présentant des discontinuités du champ de vitesse et du
champ de rotation pour la mise en ÷uvre de l'approche cinématique par l'extérieur.
Nous avons montré que les éléments �nis discontinus présentent des performances
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bien supérieures aux éléments �nis continus, évitant naturellement le phénomène de
verrouillage en cisaillement, contrairement à ces derniers.
L'extension au cas des structures de coque a été e�ectuée au chapitre 5. Plutôt que
de se concentrer sur le développement, relativement complexe, d'éléments �nis de
coque courbes, nous avons fait le choix de discrétiser la géométrie en facettes planes
a�n de mettre à pro�t les éléments �nis de plaque développés précédemment en
les superposant à un élément �ni de membrane. L'un des points qui nous a paru
essentiel dans la mise en ÷uvre du calcul à la rupture pour les coques est relatif à la
formulation d'un critère de résistance en e�orts généralisés et, plus précisément, en
interaction e�ort membranaire-moment de �exion dans le cas des coques minces. Si
certains critères approchés ont déjà été proposés dans la littérature pour des critères
particuliers, nous proposons ici une méthode, fondée sur un changement d'échelle
implicite, permettant d'obtenir des approximations par l'intérieur et par l'extérieur
du critère généralisé, indépendamment du critère du matériau constitutif de la coque.
Malgré l'utilisation d'éléments �nis discontinus, nous avons constaté que ces derniers
sou�rent du phénomène de verrouillage en membrane dans la limite des coques très
minces, comme de nombreux autres éléments en dehors du contexte du calcul à la
rupture.

Après nous être intéressés au développement d'éléments �nis pour les structures
homogènes, la troisième partie a été consacrée à une mise en ÷uvre numérique de la
démarche d'homogénéisation périodique pour les structures hétérogènes.
La démarche d'homogénéisation périodique en calcul à la rupture a été formulée au
chapitre 6 dans le contexte particulier des plaques minces en �exion. En particulier,
nous avons dé�ni un problème auxiliaire de calcul à la rupture sur la cellule de base
permettant de donner une dé�nition claire du critère de résistance macroscopique. Les
éléments �nis de plaque mince en �exion du chapitre 3 ont été utilisés a�n de résoudre
le problème auxiliaire sur la cellule de base et de déterminer numériquement le critère
de résistance macroscopique. L'annexe B a également proposé une stratégie de choix
des directions de calculs, adaptée au caractère anisotrope des critères calculés.
À notre connaissance, très peu de travaux se sont intéressés à la problématique du
calcul à la rupture à l'échelle de la structure homogénéisée. Or, cette étape pose
un vrai problème dans la mesure où les critères de résistance macroscopiques sont,
en général, déterminés numériquement. Il devient donc nécessaire d'approcher ces
critères a�n d'être en mesure de formuler le problème d'optimisation à résoudre à
l'échelle de la structure. Plutôt que de linéariser le critère macroscopique, nous avons
proposé au chapitre 7 un algorithme permettant de construire une approximation par
union convexe d'ellipsoïdes. Nous avons pu ainsi obtenir une approximation de très
bonne qualité avec relativement peu de paramètres, tout en préservant la structure
de programmation conique du second ordre du problème d'optimisation à l'échelle du
calcul de structure. Le chapitre 8 constitue ainsi la dernière étape de la démarche
combinant homogénéisation et approximation en mettant en ÷uvre le calcul à l'échelle
de la structure homogénéisée à l'aide de critères de résistance approchés. Nous avons
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également montré qu'il est possible d'estimer, dans une certaine mesure, l'erreur
d'approximation �nale induite par les di�érentes étapes de la démarche. Une des
caractéristiques essentielle de cette dernière est relative au fait que le caractère de
borne des approches statique par l'intérieur et cinématique par l'extérieur est conservé
jusqu'au calcul de structure. Malgré la complexité du problème à résoudre, les exemples
numériques ont montré que l'encadrement �nal des charges extrêmes est satisfaisant,
tandis que le temps de calcul reste raisonnable.

Dans le but d'illustrer de manière plus convaincante les potentialités que recèle
l'approche du calcul à la rupture, la dernière partie de ce travail s'est proposée d'exami-
ner deux cas d'étude de l'évaluation de la sécurité d'ouvrages de génie civil. Ces deux
exemples présentent des problématiques relativement complexes auxquelles l'approche
par le calcul à la rupture permet d'apporter une réponse.
Au chapitre 9, nous avons examiné la problématique de la stabilité au feu de panneaux
en béton armé de grande hauteur. La complexité de ce type de structure provient du
fait que la ruine est fortement in�uencée par la conjonction d'un e�et de changement de
géométrie, provoqué par une déformation d'origine thermique, et d'une dégradation des
capacités de résistance des matériaux due à la présence d'un gradient thermique dans
l'épaisseur du panneau. Sur la base des travaux de Pham, nous avons proposé d'évaluer
la stabilité d'une telle structure en mettant en ÷uvre la démarche du calcul à la rupture
sur la géométrie déformée, déterminée au préalable par un calcul thermo-élastique en
transformations �nies. L'analyse numérique de la stabilité a alors été e�ectuée à l'aide
des éléments �nis de coque développés au chapitre 5 et la formulation générale du cri-
tère de résistance macroscopique proposée à cette occasion nous a permis de prendre en
compte l'in�uence de la dégradation des propriétés de résistance du béton et de l'acier
dans l'épaisseur du panneau. Des encadrements du facteur de stabilité ont été obtenus
dans di�érentes con�gurations géométriques et nous avons montré qu'il était également
possible de prendre en compte la présence de joints entre di�érents panneaux de manière
relativement simple.
En�n, nous nous sommes intéressés, au chapitre 10, à la véri�cation, par le calcul à la
rupture, de la marquise de la gare d'Austerlitz, actuellement en cours de construction.
La complexité de l'analyse de la stabilité de cette structure provient de sa géométrie
puisqu'il s'agit d'une coque courbe en béton armé, perforée par un réseau périodique
de pavés de verre. La présence d'une forte hétérogénéité des matériaux constituant la
coque a été l'occasion de proposer une démarche d'homogénéisation périodique permet-
tant d'e�ectuer le calcul sur une structure homogène équivalente. Si la complexité de la
structure ne nous a pas permis de transposer tous les aspects de la démarche proposée
dans la troisième partie, il nous a quand même été possible d'évaluer la sécurité de la
structure vis-à-vis de la ruine pour di�érents types de chargement, typiques de ceux
utilisés pour le dimensionnement de la structure aux États Limites Ultimes. En particu-
lier, nous avons pu montrer que la structure dispose d'une marge de sécurité confortable
compte-tenu des hypothèses de modélisation retenues (coe�cients de sécurité sur les ré-
sistances des matériaux, coe�cients de combinaison des cas de charge, approximations
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par l'intérieur du critère de résistance, etc.).

Perspectives
Si les développements réalisés au cours de cette thèse ont permis d'identi�er des

outils numériques e�caces (éléments �nis, programmation conique) pour le calcul à
la rupture des structures de génie civil tout en illustrant leur performance sur des
problématiques complexes (hétérogénéité des matériaux notamment), il existe de
nombreuses pistes de prolongement de ce travail qu'il serait intéressant d'explorer.
Nous en mentionnons ici quelques unes.

Développement d'un outil de calcul à la rupture pour les structures de plaque
et de coque

La di�usion à plus grande échelle des travaux réalisés dans cette thèse passe
certainement par la création et la mise à disposition d'un code de calcul général dédié
au calcul à la rupture par éléments �nis des structures de plaque et coque, mettant en
÷uvre de manière systématique les approches statique par l'intérieur et cinématique
par l'extérieur. La première amélioration qu'il serait intéressant d'y intégrer concerne
le couplage avec une méthode de remaillage adaptatif. Combinée à l'e�cacité des
éléments �nis incluant des discontinuités, l'utilisation d'une telle procédure permettrait
d'obtenir relativement facilement un encadrement très précis de la charge extrême sur
des exemples complexes.
Le couplage des éléments de plaque et coque à des éléments de poutre ou d'interface
(exemple des joints du chapitre 9) apporterait également une plus-value intéressante à
la démarche.
Il serait également intéressant de rééxaminer les principes de dimensionnement des
dalles en béton armé vis-à-vis du poinçonnement de poteaux sous l'angle du calcul à la
rupture. Cette étude pourrait éventuellement constituer un guide à la formulation d'un
critère de résistance en e�ort tranchant dans une modélisation de plaque épaisse.

Si ces aspects permettraient d'enrichir sans trop de problèmes les travaux e�ectués
ici, le développement d'éléments �nis de coque courbes requiert certainement plus
de travail. Ce serait également l'occasion de comparer, de manière approfondie, les
performances de tels éléments par rapport à une discrétisation en facettes planes,
que ce soit en termes de précision de l'estimation des charges ultimes ou vis-à-vis
du phénomène de verrouillage en membrane. Mentionnons également que nous avons
utilisé des éléments �nis de coques (modérément) épaisses dans le cas particulier d'un
critère de résistance avec résistance in�nie à l'e�ort tranchant, correspondant au cas
particulier des coques minces. Il pourrait alors être plus avantageux en termes de coût
de calcul de développer des éléments �nis spéci�ques au cas des coques minces.

En�n, l'utilisation de plaques ou coques multicouches dans les structures du génie
civil devient de plus en plus fréquente : on peut penser au renforcement de structures
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en béton armé par collage de composites, aux plaques � sandwich �, aux plaques en
bois lamellé-collé, etc. Si l'écriture du critère de résistance généralisé d'une coque par
changement d'échelle implicite semble tout à fait adaptée à ce type de structure, ces
dernières présentent néanmoins certaines spéci�cités qu'il conviendrait de modéliser.
En e�et, dans certaines situations, de forts contrastes de propriétés mécaniques existent
entre les couches et la prise en compte de l'in�uence de l'e�ort tranchant devient
prépondérante. Il conviendrait alors d'accorder une attention toute particulière à la
détermination d'un critère de résistance en e�ort tranchant.
La modélisation des e�ets d'interfaces (colle par exemple) entre les di�érentes couches
est également un élément important à prendre en compte dans la modélisation des
capacités de résistance des structures multicouches.

Dimensionnement des structures massives

La démarche menée dans ce travail dans le contexte des modèles de milieux
continus généralisés pourrait également contribuer à améliorer le dimensionnement des
structures massives en béton armé dans le cadre d'une modélisation de milieu continu
tridimensionnel. Il serait possible de revisiter des méthodes de dimensionnement de
telles structures, telle que la méthode des bielles et tirants, dans le cadre rigoureux
du calcul à la rupture et en tirant pro�t de la performance des outils d'optimisation.
L'automatisation de la recherche de schémas optimaux de bielles et tirants pourrait
ainsi être une aide importante à l'ingénieur lorsque le volume étudié devient complexe.
La méthode des bielles et tirants permet également d'identi�er les zones en traction
qu'il convient de renforcer par des armatures en acier. L'optimisation de la position des
renforcements à partir d'un volume de béton uniquement constituera certainement un
problème relativement complexe à résoudre. Il conviendra certainement de développer
des stratégies consistant à calculer, de manière itérative, le schéma de bielles et tirants
optimal ainsi que la quantité d'acier nécessaire.

La programmation conique comme nouvel outil numérique

Le travail réalisé au cours de cette thèse nous a permis de prendre conscience du
potentiel o�ert par les solveurs de programmation conique et de leur e�cacité. En e�et,
nous avons vu que ces outils permettent de modéliser de nombreux critères de résistance
et de résoudre e�cacement les problèmes d'optimisation associés. La généralisation
de la formulation de problèmes de mécanique comme problèmes de programmation
conique, au-delà du domaine du calcul à la rupture, constitue, de ce fait, une piste de
recherche intéressante.

Le début d'une collaboration avec les équipes Rhéophysique et Milieux Poreux du
laboratoire Navier nous ainsi donné l'occasion de proposer d'utiliser les outils de la
programmation conique comme nouvelle méthode de résolution d'écoulements station-
naires de �uides à seuil, i.e. présentant un comportement de type visco-plastique. En

219



Conclusions et perspectives

particulier, nous avons montré dans [Bleyer et al., 2015b] qu'il était possible de réécrire
le principe du minimum de l'énergie potentielle pour des �uides à seuil présentant un
comportement visco-plastique de Bingham ou de Herschel-Bulkley comme un problème
de programmation conique du second-ordre, la résolution de ce type de problème repo-
sant, jusqu'à présent, sur des approches par régularisation ou par Lagrangien Augmenté
(voir chapitre 2). Les améliorations o�ertes par la programmation conique permettent
d'envisager une généralisation à des écoulements plus complexes (instationnaires, e�ets
de la tension de surface, évolution de surfaces libres, etc.).

D'autre part, nous avons également rapidement mentionné au chapitre 2, au sujet
du logiciel OptumG2, l'utilisation de la programmation conique comme outil de
résolution dans le cadre d'un comportement élastoplastique. En e�et, la résolution de
l'évolution élastoplastique d'une structure pour un incrément de charge donné peut
s'e�ectuer dans un formalisme très proche de celui des problèmes d'optimisation en
calcul à la rupture [Krabbenhoft et al., 2007, Krabbenhøft et al., 2007], à partir des
principes de minimum de l'énergie potentielle ou complémentaire. On peut avancer
plusieurs avantages à l'utilisation de ce type d'approche par rapport aux techniques
traditionnelles (algorithme de retour radial à l'échelle locale + méthode de Newton
à l'échelle de la structure par exemple), notamment l'absence de di�cultés liées à la
projection sur un critère non-régulier, la possibilité d'e�ectuer de grands incréments
du chargement, etc. Il conviendrait, toutefois, d'évaluer plus en détails les avantages et
inconvénients de ce type d'approche par rapport aux stratégies plus conventionnelles.

Pour conclure, le formalisme de la programmation linéaire et conique présente un
intérêt certain dans de nombreuses situations où le comportement mécanique est non-
linéaire et non-régulier (élasto-plasticité, visco-plasticité, contact, etc.). Nous pensons
donc qu'il s'agit d'un outil prometteur dans le domaine des approches numériques en
mécanique des matériaux et des structures.

Prise en compte des changements de géométrie

L'hypothèse des petites perturbations est une hypothèse essentielle de la démarche
du calcul à la rupture. Néanmoins, il existe de nombreuses situations dans le domaine
du génie civil dans lesquelles cette hypothèse n'est plus véri�ée : �ambement de
poteaux, voilement/déversement des poutres, déformations pour les structures très
élancées (cf. chapitre 9), etc. Ainsi, dans les cas où la ruine de l'ouvrage se produit
à la suite de changements de géométrie importants, l'interprétation des résultats du
calcul à la rupture peut être remise en question. Il serait donc extrêmement intéressant
d'évaluer dans quelle mesure ces changements de géométrie viennent modi�er la charge
de ruine de la structure et ainsi corriger les estimations faites par le calcul à la rupture.

L'analyse e�ectuée au chapitre 9 sur la stabilité au feu des panneaux en béton armé
a tenté d'apporter un premier élément de réponse dans cette direction. Bien entendu,
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la détermination d'une con�guration géométrique par une analyse thermo-élastique
est une simpli�cation importante, tendant certainement à sous-estimer l'in�uence
des changements de géométrie sur la diminution du facteur de stabilité. Cet aspect
pourra éventuellement être analysé en confrontant les résultats numériques aux futurs
résultats expérimentaux d'un projet de campagne d'essais sur des panneaux de 9 m de
hauteur et 3 m de largeur au Centre Scienti�que et Technique du Bâtiment, à travers
l'utilisation du grand équipement Vulcain.

En�n, certains travaux ont proposé des approches séquentielles du calcul à la
rupture dans lesquelles le mécanisme de ruine est utilisé comme champ de déplacement
conduisant à la détermination d'une nouvelle con�guration géométrique sur laquelle
est e�ectué un nouveau calcul [Yang, 1993]. On peut néanmoins questionner ce type de
démarche : comment donner rigoureusement le sens d'un champ de déplacement à un
champ de vitesse virtuelle (présentant éventuellement des discontinuités) ? Comment
prendre en compte les phénomènes d'instabilité ? Ces questions mériteraient donc
une analyse théorique approfondie de l'in�uence des changements de géométrie sur la
charge ultime d'une structure.

Perspectives d'ordre général

En�n, pour que la démarche du calcul à la rupture puisse être intégrée à plus grande
échelle dans la pratique courante de l'ingénieur ainsi qu'au niveau des dispositions
réglementaires, il serait certainement nécessaire d'e�ectuer un travail de validation
conséquent, permettant de confronter les prédictions du calcul à la rupture à des
résultats expérimentaux ou à des modèles de comportement mécanique sophistiqués.
En particulier, on peut se poser la question du degré de con�ance à accorder aux
résultats du calcul à la rupture lorsque le comportement du matériau considéré
s'écarte de la ductilité (fragilité du béton en traction, caractère non associé des règles
d'écoulement plastique de certains matériaux, etc.).

La démarche du calcul à la rupture pourrait également s'intégrer relativement faci-
lement à une approche probabiliste de la sécurité des constructions, comme cela l'a été
souligné dans [Salençon, 1983]. Il serait alors possible de donner une réponse à la notion
de probabilité de ruine d'une structure sous l'introduction de paramètres de résistance
ou de modes de chargement aléatoires.

∗ ∗
∗
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Annexe A

Éléments d'analyse et d'optimisation
convexe

Dans cette annexe, le produit scalaire de l'espace euclidien est noté 〈·, ·〉, la norme
euclidienne associée étant notée ‖ ·‖2. Le lecteur est invité à se référer à l'ouvrage [Boyd
et Vandenberghe, 2004] pour plus de détails.

A.1 Analyse convexe

A.1.1 Ensembles et fonctions convexes
Un ensemble G ⊂ Rn est convexe si et seulement si il contient tout segment reliant

tout couple de points :

∀(x, y) ∈ G×G, 0 ≤ λ ≤ 1, λx+ (1− λ)y ∈ G (A.1)

De manière similaire, une fonction f : Rn → R est convexe si et seulement si :

∀(x, y) ∈ Rn × Rn, 0 ≤ λ ≤ 1, f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (A.2)

Pour tout ensemble A, on dé�nit son enveloppe (ou union) convexe convA comme
l'ensemble de toutes les combinaisons convexes de ses points :

convA =
{∑

λixi |
∑

λi = 1 et xi ∈ A, λi ≥ 0 ∀i
}

(A.3)

Un ensemble convexe K est un cône si et seulement si il est fermé pour toute com-
binaison positive de ses éléments i.e. :

∀(x, y) ∈ K ×K,λ, λ′ ≥ 0, λx+ λ′y ∈ K (A.4)

On dit que K ⊂ Rn est propre si K ∩ (−K) = {0} et dimK = n. Les cônes propres
permettent de dé�nir une relation d'ordre généralisée 1 du type x− y ∈ K ⇔ x �K y et
permettent donc de représenter des contraintes d'inégalités non-linéaires et convexes.

1. satisfaisant les propriétés de ré�exivité, antisymétrie et transitivité nécessaires à la dé�nition
d'une relation d'ordre.
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Pour toute fonction convexe f à valeur dans R, on dé�nit son épigraphe epi f de la
façon suivante :

epi f = {(t, x) ∈ R× Rn | f(x) ≤ t} (A.5)

Si, de plus, f est positivement homogène de degré 1 i.e. :

f(λy) = λf(y) ∀y, ∀λ > 0 (A.6)

alors son épigraphe est un cône (convexe).

Pour tout ensemble convexe G, on dé�nit sa fonction d'appui πG(y) comme la dis-
tance par rapport à l'origine d'un plan tangent à G et de normale y :

πG(y) = sup
x∈G
〈x, y〉 (A.7)

La fonction d'appui est une fonction convexe à valeurs réelles et positivement homo-
gène de degré 1. Elle est à valeurs bornées si et seulement si G est borné. De plus, πG
est à valeurs positives si et seulement si G contient 0.
On peut décrire G via sa fonction d'appui comme l'intersection de l'ensemble de ses
hyperplans tangents :

x ∈ G⇐⇒ ∀y 〈x, y〉 ≤ πG(y) (A.8)

Si G contient 0, on peut aussi dé�nir G via une jauge jG telle que :

jG(x) = inf {λ > 0 | x ∈ λG} (A.9)

jG est alors également une fonction convexe positivement homogène de degré 1 et on a :

x ∈ G⇐⇒ jG(x) ≤ 1 (A.10)

A.1.2 Opérations préservant la convexité
Nous donnons ici une liste d'opérations sur des fonctions préservant leur convexité :
• somme pondérée de poids positifs : si les fi sont convexes et les λi ≥ 0 alors

λ1f1 + . . .+ λpfp est convexe (A.11)

• transformation a�ne : si f est convexe alors g dé�nie par g(x) = f(Ax + b)
avec A ∈ Rm×n, b ∈ Rm est convexe
• maximum : si les fi sont convexes alors :

g : x 7→ max{f1(x), . . . , fp(x)} est convexe (A.12)

• inf-convolution : le minimum de deux fonctions convexes n'est pas nécessaire-
ment convexe, en revanche si f et g sont convexes alors leur inf-convolution est
convexe :

h = (f ? g) : x 7→ inf
y
{f(y) + g(x− y)} est convexe (A.13)
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Les opérations suivantes préservent la convexité des ensembles convexes :
• intersection : si les Gi sont convexes alors :⋂

Gi est convexe (A.14)

• somme de Minkowski : si A et B sont convexes alors :

A⊕B = {c | ∃a ∈ A, b ∈ B, c = a+ b} est convexe (A.15)

• projection sur un sous espace
• union convexe : l'union de deux convexes A et B n'est pas nécessairement
convexe, en revanche leur union convexe conv {A ∪B} l'est par construction.

A.1.3 Dualité
Pour toute fonction (convexe ou non) f : Rn → R ∪ {∞}, on peut dé�nir sa trans-

formée de Legendre-Fenchel f ∗ (on parle aussi de fonction duale ou conjuguée) de la
manière suivante :

f ∗(y) = sup
x
{〈x, y〉 − f(x)} (A.16)

Cette fonction est convexe et on a l'inégalité de Fenchel :

f(x) + f ∗(y) ≥ 〈x, y〉 ∀x, y ∈ Rn (A.17)

De plus, f = f ∗∗ si et seulement si f est convexe et semi-continue inférieurement.

En particulier, si 1G est la fonction indicatrice de G :

1G(x) =

{
0 si x ∈ G
+∞ si x /∈ G

(A.18)

alors on a :
1∗G(y) = sup

x
{〈x, y〉 − 1G(x)} = sup

x∈G
{〈x, y〉} = πG(y) (A.19)

Respectivement, on a aussi π∗G = 1G. Les fonctions d'appui et les fonctions indicatrices
sont donc duales l'une de l'autre.

Pour tout cône K, on dé�nit son cône dual :

K∗ = {y | 〈x, y〉 ≥ 0 ∀x ∈ K} (A.20)

On note aussi K◦ = −K∗ le cône polaire de K. Un cas particulier très important est
celui des cônes auto-duaux i.e. K∗ = K, c'est le cas des quatre cônes fondamentaux
utilisés en programmation conique :
• l'orthant positif :

K = Rn+ = {x ∈ R | xi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , n} = K∗ (A.21)
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• le cône de Lorentz (ou cône du second-ordre) :

K = Ln = {(x, y) ∈ R× Rn−1 | x ≥ ‖y‖2} = K∗ (A.22)

• le cône de Lorentz tourné :

K = Lnr = {(x, y, z) ∈ R+ × R+ × Rn−2 | 2xy ≥ ‖z‖2
2} = K∗ (A.23)

• le cône des matrices symétriques semi-dé�nies positives :

K = S+
n = {M ∈Mn(R) |MT = M, M � 0} = K∗ (A.24)

Si K dé�nit une relation d'ordre �K alors il en est de même pour K∗ de telle sorte
que :

y �K∗ 0⇐⇒ 〈x, y〉 ≥ 0, ∀x �K 0 (A.25)

A.1.4 Propriétés et exemples de fonctions d'appui
Soient G et H deux ensembles convexes et λ ≥ 0. Les fonctions d'appuis véri�ent

les propriétés suivantes :

πλG(y) = πG(λy) = λπG(y) (A.26)

πG⊕H(y) = πG(y) + πH(y) (A.27)

π
conv {G∪H}(y) = max{πG(y), πH(y)} (A.28)

πG∩H(y) = (πG ? πH)(y) = inf
z
{πG(z) + πH(y − z)} (A.29)

Nous donnons, à présent, l'expression des fonctions d'appuis pour di�érents en-
sembles convexes :
• pour un point a :

π{a}(y) = 〈a, y〉 (A.30)

• pour un polyèdre P = conv {a1, . . . , ap} dé�ni par une enveloppe convexe de p
points ai :

πP(y) = max
i=1,...,p

{〈ai, y〉} (A.31)

• pour une boule de norme Lp :

π{x | ‖x‖p≤1}(y) = ‖y‖q avec
1

p
+

1

q
= 1 (A.32)

• pour un ellipsoïde E dé�ni par un centre c et une matrice symétrique dé�nie
positive Q i.e. E = {x |

√
〈x− c,Q−1(x− c)〉 ≤ 1} :

πE(y) =
√
〈y,Qy〉+ 〈c, y〉 (A.33)

• pour un cône K :
πK(y) = 1K◦(y) (A.34)
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A.2 Optimisation convexe et conique

A.2.1 Formulation générale
En toute généralité, un problème d'optimisation convexe consiste à minimiser une

fonction convexe sur un ensemble lui-même convexe. Il peut s'écrire sous la forme :

min f(x)
t.q. gi(x) ≤ 0 ∀i = 1, . . . , p

Ax = b
(A.35)

où la fonction-objectif f et les contraintes d'inégalité gi sont des fonctions convexes,
A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. L'ensemble admissible (i.e. l'ensemble des points satisfaisant les
contraintes) est alors convexe. Une caractéristique essentielle de l'optimisation convexe
est que tout minimum local est un minimum global.
On préfère souvent réécrire le problème précédent sous une forme équivalente en se
servant de l'épigraphe de f :

min
(x,t)

t

t.q. f(x)− t ≤ 0
gi(x) ≤ 0 ∀i = 1, . . . , p
Ax = b

(A.36)

On constate donc que tout problème convexe peut se réécrire comme la minimisation
d'une fonction linéaire sur un domaine convexe C :

min
x
〈c, x〉

t.q. x ∈ C
(A.37)

Un problème d'optimisation conique s'écrit comme la minimisation (ou maximisa-
tion) d'une fonction linéaire sur une section conique (c'est-à-dire l'intersection d'un cône
K et d'un espace a�ne) :

min
x
〈c, x〉

t.q. Ax = b
x �K 0 (x ∈ K)

(A.38)

Une propriété très intéressante est que tout problème d'optimisation convexe peut se ré-
écrire comme un problème d'optimisation conique. En e�et, en partant de la formulation
(A.37) dans Rn et en dé�nissant le cône

K =
{

(t, x) ∈ R× Rn
∣∣∣ x
t
∈ C

}
(A.39)

on a alors x ∈ C ⇔ (1, x) ∈ K. En introduisant l'hyperplan H = {1} × Rn de Rn+1,
le problème d'optimisation convexe se réécrit donc comme le problème d'optimisation
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conique suivant :
min
(t,x)

〈c, x〉

t.q. x ∈ H ∩K
(A.40)

A.2.2 Dualité

À tout problème d'optimisation (convexe ou non) appelé problème primal, on peut
lui associer un problème dual qui sera toujours convexe. On introduit pour cela le
Lagrangien qui, pour le problème (A.35), s'écrit :

L(x, µ, λ) = f(x) +

p∑
i=1

µigi(x) + 〈λ,Ax− b〉 (A.41)

où µ est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange des contraintes d'inégalité et λ est
celui des contraintes d'égalité. Le problème dual est alors dé�ni par :

max
λ,µ≥0

h(λ, µ) où h(λ, µ) = inf
x
L(x, µ, λ) (A.42)

Si la solution de ce problème existe, on obtient une borne inférieure de l'optimum de
(A.35), ce qu'on appelle dualité faible. Dans certain cas, les solutions du problème dual
et primal coïncident et on est en présence d'une dualité forte. Une condition su�sante
pour assurer la dualité forte est la condition de Slater :
S'il existe une solution x∗ strictement admissible i.e. gi(x∗) < 0 ∀i = 1, . . . , p et Ax∗ = b
au problème convexe (A.35), alors on a une dualité forte.

Le problème dual du problème d'optimisation conique (A.38) s'écrit sous la forme
suivante :

max
(y,s)

〈b, y〉

t.q. ATy + s = c
s �K∗ 0 (s ∈ K∗)

(A.43)

Cette formulation montre bien l'intérêt des cônes auto-duaux puisque, dans ce cas, le
problème primal et dual possèdent une structure très similaire dont les algorithmes de
résolution peuvent avantageusement tirer pro�t.

A.2.3 Programmation linéaire, quadratique et conique du se-
cond ordre

A.2.3.1 Programmation linéaire

Un problème de programmation linéaire correspond au cas où la fonction objec-
tif et les contraintes de (A.35) sont toutes linéaires. On peut toujours exprimer les
contraintes uniquement sous forme de contraintes d'égalité uniquement ou bien sous
forme de contraintes d'inégalités uniquement en introduisant des variables auxiliaires
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appropriées. Ainsi, un problème de programmation linéaire (LP) peut toujours s'écrire :

min 〈c, x〉
t.q. Ax = b

x ≥ 0
(A.44)

A.2.3.2 Programmation quadratique

Une extension naturelle du problème précédent consiste en l'ajout d'un terme qua-
dratique dans la fonction objectif. Cette classe de problèmes est appelée programmation
quadratique (QP) :

min 1
2
〈x,Qx〉+ 〈c, x〉

t.q. Ax = b
x ≥ 0

(A.45)

où Q = QT est une matrice symétrique dé�nie positive (sans quoi le problème n'est plus
convexe). Il est également possible de rajouter des contraintes d'inégalité quadratiques :

min 1
2
〈x,Q0x〉+ 〈c, x〉

t.q. Ax = b
1
2
〈x,Qix〉+ 〈di, x〉+ ei ≤ 0 i = 1, . . . , p
x ≥ 0

(A.46)

où les Qi sont symétriques semi-dé�nie positives. Bien évidemment l'ensemble QP des
problèmes de programmation quadratique contient l'ensemble des problèmes de pro-
grammation linéaire : LP ⊂ QP.

A.2.4 Programmation conique du second ordre
Une autre extension du problème de programmation linéaire consiste à remplacer la

contrainte (linéaire) x ≥ 0 par une contrainte conique (non-linéaire) du type x ≥K 0 où
K = K1× . . .×Kp est généralement un produit tensoriel de cônes. Lorsque ces derniers
sont des cônes de Lorentz (A.22) ou (A.23), on parle alors de programmation conique
du second-ordre (SOCP) :

min 〈c, x〉
t.q. Ax = b

x ∈ K
(A.47)

K = R+ étant un cône du second ordre particulier, on a LP ⊂ SOCP. De plus, les
problèmes de programmation quadratique peuvent également se formuler comme un
problème de programmation conique. En e�et, considérons (A.45) pour simpli�er et
introduisons l'épigraphe de 1

2
〈x,Qx〉, on a alors :

min t+ 〈c, x〉
t.q. Ax = b

1
2
〈x,Qx〉 ≤ t
x ≥ 0

(A.48)
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En introduisant la factorisation de Cholesky C de la matrice Q = CCT , on a :

min t+ 〈c, x〉
t.q. Ax = b

‖CTx‖2
2 ≤ 2t

x ≥ 0

(A.49)

puis, en posant y = CTx et z = 1, il vient :

min t+ 〈c, x〉
t.q. Ax = b

CTx− y = 0
z = 1
‖y‖2

2 ≤ 2tz ⇔ (t, z, y) ∈ Ln+2
r

x ≥ 0

(A.50)

On obtient bien un problème de minimisation d'une fonction linéaire t + 〈c, x〉 sous
contraintes linéaires et coniques du second-ordre. On peut e�ectuer le même type de
transformations dans le cas de contraintes quadratiques, de sorte que QP ⊂ SOCP.
De nombreux problèmes peuvent ainsi se reformuler en problèmes SOCP (minimisation
d'une somme de normes euclidiennes par exemple).

A.2.5 Programmation semi-dé�nie positive
En�n, une généralisation de la programmation conique du second-ordre consiste à

introduire des matrices symétriques dé�nies positives comme variables d'optimisation
supplémentaires :

min
x,Xi

〈c, x〉+

p∑
i=1

Ci : Xi

t.q.
n∑
j=1

Aijxj +

p∑
j=1

Bij : Xj = bi i = 1, . . . ,m

x ∈ K
Xi ∈ S+

r ∀i = 1, . . . , p

(A.51)

où les Xi, Ci et Bij sont des matrices symétriques de taille r × r et où le produit

doublement contracté � : � symbolise le produit de Fr÷benius U : V =
∑
i,j

UijVji.

Ce type de problème constitue la classe des problèmes de programmation semi-dé�nie
positive (SDP). On a alors SOCP ⊂ SDP.
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Annexe B

Procédure de choix des directions de
calcul pour la détermination des cri-
tères de résistance macroscopiques

Dans le chapitre 6, nous avons mentionné le fait qu'un critère de résistance homogé-
néisé est déterminé numériquement en résolvant un problème auxiliaire pour un nombre
�ni de di�érentes valeurs du chargement macroscopique (en e�ort imposé ou en taux de
déformation imposé). On dé�nit en général une direction de calcul (vecteur de norme 1
dans l'espace ambiant) et on cherche soit le multiplicateur maximal assurant que l'e�ort
macroscopique appartienne à Ghom (trajets radiaux pour l'approche statique), soit en
évaluant la fonction d'appui macroscopique pour le taux de déformation correspondant
dans le cas de l'approche cinématique. Il est question ici de savoir comment optimiser le
choix de ces di�érentes directions de calcul. Comme nous l'avons mentionné précédem-
ment, une discrétisation uniforme sur la sphère unité de ces directions de calculs n'est
pas très bien adaptée au cas de critères présentant une forte anisotropie ou n'étant pas
centré sur l'origine du repère. Nous présentons ici une procédure automatique de choix
des directions de calcul qui s'a�ranchit de ces di�cultés.

B.1 Principe de la procédure
L'idée générale de la procédure consiste à prendre en compte, à chaque instant,

la forme approximative du critère de résistance déterminée à partir des directions de
calcul précédentes. La procédure est présentée dans le cas où Ghom ⊂ R3 comme dans le
chapitre 6 mais elle est tout à fait générale et s'étend sans peine aux autres dimensions,
mis à part le coût de calcul supplémentaire.

B.1.1 Cas de l'approche statique par l'intérieur

On cherche ici à déterminer Ghom par trajets de chargement radiaux. On initialise la
procédure en e�ectuant la première série de calculs selon 6 trajets partant de l'origine
selon les 3 axes de l'espace dans le sens positif et négatif.

Σ
0

=
{
±ex ⊗ ex,±ey ⊗ ey,±(ex ⊗ ey + ey ⊗ ex)

}
(B.1)

Les résultats des calculs nous fournissent les coordonnées des 6 points Σ = λ∗Σ
0

situés sur la frontière de Ghom (on identi�era ici par abus de langage Ghom au domaine
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obtenu numériquement et approchant ce dernier par l'intérieur, noté Gstat au chapitre
6). Cependant, les algorithmes primaux-duaux de type � points intérieurs � tels
qu'implémentés dans Mosek ont l'intérêt de fournir également les valeurs des variables
duales optimales (multiplicateurs de Lagrange) associées aux variables primales. Ainsi,
pour un point Σ ∈ Ghom que l'on vient de calculer, la variable duale associée à la
relation de moyenne reliant l'état de contrainte macroscopique à l'état microscopique
Σ = 〈σ〉 nous renseigne directement sur le taux de déformation macroscopique associé
D. On dispose donc pour chaque point Σ calculé de la valeur du vecteur normal à
Ghom en ce point ainsi que de la distance à l'origine du plan tangent, donnée par
Πhom(D) = λ∗Σ

0
: D. L'enveloppe convexe des points Σ nous fournit une approche par

l'intérieur de Ghom tandis que l'intersection des hyperplans d'équation Σ : D = Πhom(D)
nous fournit une approche par l'extérieur.

L'idée centrale de la procédure consiste alors à utiliser cette approche par l'exté-
rieur pour déterminer les nouvelles directions de calculs. Ces nouvelles directions sont
obtenues à partir des sommets du polytope de l'approche par l'extérieur. En e�et, on
part du constat que l'étape de calcul précédente a fourni des points se situant sur les
faces de ce polytope extérieur (sur les sommets du polytope intérieur), on cherche alors
à faire converger les deux polytopes en allant calculer des directions pour lesquelles
l'écart entre les deux est le plus grand i.e. approximativement dans la direction des
sommets des polytope extérieur. D'un point de vue pratique, nous utilisons la fonction
lcon2vert [Jacobson, 2011] réalisant l'énumération des sommets d'un polytope à partir
d'une représentation par inégalités linéaires.
Notons que nous aurions pu choisir d'utiliser les normales du polytope intérieur comme
nouvelles directions de calcul. Néanmoins, dans le cas où Ghom présente des surfaces
planes, on calculerait inutilement trop de points sur cette surface par cette approche.
Tandis qu'avec le polytope extérieur, la surface plane ne représente qu'un seul hyperplan.

Le principe de la procédure est illustré sur la Figure B.1a pour un critère anisotrope
caractéristique d'un milieu renforcé dans une direction. La première étape de calcul
a fourni les 4 points de Ghom situés suivant les axes horizontaux et verticaux (ronds
noirs). La valeur du taux de déformation macroscopique ainsi que le plan tangent
sont représentés pour ces 4 points (vecteur et droite rouges). L'intersection des plans
tangents dé�nit le polytope extérieur en rouge, ses sommets sont représentés par les
étoiles noires. On constate ici qu'il est intuitif de chercher les nouvelles directions dans
la direction de ces sommets, dans la mesure où il s'agit des points les plus éloignés
du polytope intérieur en pointillés noirs. Les nouvelles directions correspondant à ces
sommets sont alors utilisées pour calculer de nouveaux points sur la frontière de Ghom

pour l'étape suivante. La même procédure est alors répétée avec ces nouveaux points
(Figure B.1b).
Il est intéressant de noter que la comparaison des polytopes intérieurs et extérieurs
nous permet d'estimer le degré de précision avec lequel est déterminé le critère. On
peut alors se �xer une tolérance a�n d'arrêter la procédure de calcul.
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nouvelles
directions
de calcul

(a) Détermination des nouvelles directions de calcul après une première étape.

nouvelles
directions
de calcul

(b) Détermination des nouvelles directions de calcul après une deuxième étape.

Figure B.1 � Les points de Ghom (représenté en bleu) obtenus lors des étapes précé-
dentes sont représentés par les ronds noirs, les �èches rouges représentent les vecteurs
normaux associés à ces points, les lignes rouges les hyperplans correspondants. Les étoiles
noires représentent les sommets du polytope extérieur. Les �èches noires désignent les
nouvelles directions de calcul orientées vers ces sommets.
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Procédure de choix des directions de calcul pour la détermination des
critères de résistance macroscopiques

a) b)

c) d)

Figure B.2 � Construction de Ghom pour 10 (resp. 20) directions uniformément répar-
ties (a) (resp. (c)) et réparties à l'aide de la détermination des plans tangents (b) (resp.
(d)). Le critère exact est représenté en bleu et les directions du chargement macrosco-
pique sont représentées par les �èches au centre.

Sur la Figure B.2, on a comparé la détermination de Ghom à l'aide de cette procédure
par rapport au cas où on choisit des directions de calcul réparties uniformément sur le
cercle unité. On constate, en particulier, que les directions de calcul obtenues avec la
procédure décrite ici vont privilégier les zones du critère à forte courbure, tandis que dans
les zones de courbure nulle, on ne calcule plus de nouveau point. L'aspect anisotrope
du critère est ainsi directement intégré par les équations des plans tangents, de même
que les zones où le critère est plat. On évite ainsi de calculer des points dans ces zones
où l'on dispose déjà de su�sament d'information.
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B.1. Principe de la procédure

B.1.2 Cas de l'approche cinématique par l'extérieur
Le principe de la procédure reste le même dans le cas de l'approche cinématique.

L'initialisation des premières directions de calcul pour D est le même que pour Σ
0
(B.1)

et permet de construire un polytope extérieur par les équations des plans tangents cor-
respondants. La variable duale associée au taux de déformation macroscopique permet
d'obtenir les coordonnées d'un point Σ situé sur le plan tangent et sur la frontière de
Ghom (ici aussi assimilé à Gcin par abus de langage). Ces points permettent de dé�nir
un polytope intérieur. Les nouvelles directions de calcul pour D sont obtenues comme
les directions des normales des faces du polytope intérieur. On utilise là la fonction
vert2lcon [Jacobson, 2011] réalisant l'énumération des faces d'un polytope à partir
d'une représentation par ses sommets.
Le principe et les avantages de la méthode sont donc similaires au cas de l'approche
statique. En particulier, dans les zones où Ghom présente des coins, on évite ainsi d'ac-
cumuler toutes les directions de D qui appartiennent au cône des normales extérieures.

B.1.3 Extensions

Ces approches s'étendent facilement au cas où Ghom n'est pas centré en 0. En e�et,
dans ce cas, une discrétisation uniforme des trajets radiaux partant de l'origine va
produire une très forte concentration de points sur la frontière de Ghom située près de
l'origine, tandis que pour la frontière éloignée de l'origine, la concentration de points y
sera bien plus faible. Avec la méthode présentée ici, on peut à chaque étape, recalculer
un centre de Ghom à partir duquel on pourra e�ectuer les trajets de chargement radiaux.
L'autre extension possible concerne le cas des critères non bornés tels que fréquemment
rencontré pour les milieux continus 3D. Dans ce cas, il est fort probable que toute
une plage (inconnue a priori) de directions de calcul conduise à une absence de charge
ultime. Dans ce cas aussi, on peut adapter au fur et à mesure les directions de calcul
a�n de ne pas calculer un grand nombre de directions dans les régions où le critère est
non borné.
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