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Résumé.

Les suspensions de grains rigides dans un fluide constituent une classe de fluides complexes présentant
une rhéologie riche. Même dans les cas simples où le fluide est Newtonien, et les grains sphériques,
non Browniens et non colloïdaux, les comportements macroscopiques observés restent mal compris, en
particulier dans le cas de suspensions concentrées. Dans ces matériaux, la complexité de la dynamique
provient de l’équilibre subtil qui se met en place entre les interactions de nature hydrodynamique
portées par le fluide intersticiel et les forces de contact entre les grains.
Dans ce travail, ces questions sont abordées sous l’angle de la simulation numérique discrète, dans
le cadre du cisaillement simple de suspensions concentrées 2D. Les efforts hydrodynamiques sont
modélisés par des interactions de lubrification de paires, couplées à un modèle de contact éventuelle-
ment frottant. L’inertie des grains n’est pas négligée. Les coefficients du tenseur des contraintes sont
mesurés, ce qui permet de calculer pression, contrainte de cisaillement de différence des contraintes
normales, ainsi que leurs viscosités associées.
L’étude du cisaillement à volume constant permet de mettre en évidence l’existence d’une transition
de rhéo-épaississement entre un régime visqueux à bas taux de cisaillement et un régime inertiel à
haut taux de cisaillement, selon que la contraint est dominée par les interactions de lubrification ou
l’inertie des grains. Le taux de cisaillement de transition mesuré est compatible avec un argument
d’échelle pour la contrainte tenant compte de sa divergence avec la fraction volumique.
Des simulations de cisaillement à pression constante permettent ensuite d’explorer le comportement
de suspensions très concentrées (jusqu’à 1% de la fraction volumique de blocage théorique) dans leur
domaine d’écoulement visqueux. La rhéologie du mélange peut alors se décrire sous la forme d’une
loi d’écoulement dépendante du seul nombre visqueux, construit comme le rapport entre un temps
caractéristique de réarrangement local des grains sous l’effet des forces visqueuses et un temps ty-
pique de convection imposé par l’écoulement. Cette description permet de caractériser précisément la
divergence de la contrainte avec la concentration en particules.
Enfin, la microstructure stationnaire développée dans l’écoumement est mesurée. Une anisotropie
importante des contacts générés est mise en évidence, et l’évolution de cette distribution avec la
concentration du mélange est discutée.
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Abstract.

Suspensions of rigid grains in a fluid constitute a class of complex fluids that present a rich rheology.
Even simpler cases of non-Brownian, non-colloidal spherical grains suspended in a Newtonian fluid
feature macroscopic behaviours that are still not completely understood, especially when the concen-
tration of particles is high. In these materials, the complexity of the dynamic is the result of the subtle
balance that occurs between hydrodynamic interactions mediated by the interstitial fluid, and contact
forces between grains.
In this work, we tackle those questions from the point of view of discrete numerical simulations, in the
context of the simple shear of 2D concentrated suspensions. Hydrodynamic interactions are modelled
by pair lubrication, coupled with a possibly frictional contact law. Grains inertia is not neglected. We
have access to the whole stress tensor, allowing the measure of pressure, shear stress, and normal
stress difference, as wall as their associated viscosities.
The study of constant volume simple shear shows the existence of a shear-thickening transition bet-
ween a viscous regime at low shear rate and an inertial regime at high shear rate, depending on whether
the stress is dominated by lubrication or grains inertia. The position of the measured transition shear
rate is consistent with a scaling argument for the stress that takes into account its divergence with
concentration.
Constant pressure simple shear simulations then let us explore the behaviour of very concentrated
suspensions (up to 1% to the theoretical jamming fraction) in their viscous flow domain. We show
that the rheology of the mix can then be described by a flow law that is only function of the viscous
number, constructed as the ratio of a typical time for the local rearrangement of grains subjected to
viscous forces and a convection time consistent with the imposed flow. This allows a precise charac-
terization of the divergence of stress with particles concentration.
At last, we measure the stationary microstructure that develops within the flow. We show and impor-
tant anisotropy of contacts, and discuss the evolution of this distribution with the concentration of
the suspension.
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Chapitre 1

Introduction générale : De la rhéologie
des suspensions.

Vidons un sceau d’eau sur un plan incliné : l’eau s’écoule sans histoire et sans surprise jusqu’au bas
de la pente. Rajoutons à cette même eau des sédiments, de l’argile, ou d’autres particules minérales
de taille micronique, jusqu’à obtenir de la boue. Versons cette boue sur la même pente : par rapport
à l’eau claire, l’écoulement est fortement ralenti. Rien d’étonnant à cela, il est parfaitement admis par
l’expérience commune que la boue est plus épaisse que l’eau dont elle est issue. Cet épaississment, s’il
n’est pas spectaculaire en soi, est une modification explicite du comportement mécanique du liquide
dû à la mise en suspension de particules en son sein.

(a) Torrent d’eau claire en Savoie. (b) Volcan de boue à Berca, en Roumanie (photo-
graphie G. Boyer, 2008).

Figure 1.1 – Une boue à base d’eau est bien plus « épaisse » que l’eau claire
dans des conditions d’écoulement comparables.

La boue est une suspension de particules limoneuses dans de l’eau. Bien d’autres suspensions peuvent
être rencontrées dans de nombreux domaines. En plus des boues naturelles dont la description précise de
l’écoulement est de première importance dans la prévention des glissements de terrain, mentionnons
également les laves torrentielles en géophysique, les boues de forage dans l’industrie pétrolière ou
minière, le béton frais dans la construction, les boues résiduaires dans les stations d’épurations, les
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14CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE : DE LA RHÉOLOGIE DES SUSPENSIONS.

peintures, les enduits, les pâtes diverses qui sont impliquées dans nombre de procédés industriels.
Notons aussi la présence de suspensions dans l’industrie agroalimentaire (lait, crèmes et sauces), dans
le secteur des cosmétiques et en biologie (sang).

En première approximation, tous ces matériaux si divers se ramènent à une suspension de particules
solides dans un liquide porteur. La question de savoir comment s’écoule une suspension, et pourquoi,
a été largement étudiée au cours des cinquante dernières années. Dans ce travail de thèse, j’aborde
à nouveau ce problème, du point du vue du rôle des contacts interparticulaires dans la suspension en
écoulement.

Ce chapitre une introduction générale à la rhéologie des suspensions. Une première section présente
succintement les enjeux et le vocabulaire de base de la rhéologie. Cela nous permet d’introduire les
notations et les termes utilisés par la suite de manière à chasser toute ambigüité de la discussion.
Ensuite, dans une seconde section, nous détaillons ce qu’est une suspension, comment on peut la
décrire, et quels sont les principaux phénomènes physiques qui y ont cours. Cela nous permet de
nous pencher plus en détail sur les spécificités rhéologiques des suspensions mises en évidence par
l’expérience (et les simulations).

1.1 De la rhéologie.

Compte-tenu des sollicitations auxquelles un matériau est soumis, comment celui-ci s’écoule-t’il ?
comment change-t’il de forme ?

Pour décrire en toute généralité la déformation d’un matériau à l’échelle de l’observateur, il faut décrire
sa déformation et les efforts auxquels il est soumis de façon continue. Dans le cas des fluides simples
comme les liquides ou les gaz moléculaires, une description continue est intuitive car les constituants
élémentaires du fluides (atomes et molécules) vivent à une échelle microscopique, bien en deça de ce
qui est accessible à nos sens. De fait, des descriptions mathématiques continues du comportement
mécanique des solides, liquides et gaz ont été développées historiquement bien avant que la nature
atomique de la matière n’ait été établie.
Dans le cas des suspensions, une seconde échelle de granulosité du matériau intervient : un fluide (dont
on oublie la nature atomique) s’écoule entre des grains à une échelle mésoscopique, intermédiaire
entre l’échelle microscopique des atomes et l’échelle macroscopique de l’observateur. Néanmoins, la
séparation entre les échelles méso et macro est suffisamment importante pour qu’une description
continue qui oublie la granulosité de la suspension soit valable.

1.1.1 Rappels de mécanique des milieux continus.

Notion de déformation d’un matériau.

De manière générale, on définit le champ de déplacement ~up~rq comme le champ des vecteurs joignant
un point ~r avant déformation à la position qu’il occupe après déformation. Dans le cadre des petites
déformations, on écrit classiquement :

~up~rq � ~u0 � ~θ� ~r �~~ε � ~r . (1.1)
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où ~θ � pθ23,�θ13, θ12q est le vecteur des angles de rotation, et le tenseur ~~ε est un tenseur 3 � 3
symétrique associé aux déformations :

~~ε � 1
2

�
~∇~u0 � ~∇~uT

0

�
�
�
� εx γxy γxz
γxy εy γyz
γxz γyz εz

�
� . (1.2)

Les coefficients diagonaux sont associés au changement de volume pendant la transformation dans
chaque direction pendant la déformation, tandis que chaque coefficient hors diagonale γαβ représente
le cisaillement (ou glissement) sans changement de volume dans le plan p~eα, ~eβq.
Une description cinématique nécessite d’introduire la dérivée en temps des déformations. On définit
la vitesse de déformation ~vp~rq au point ~r telle que :

d~up~rq � ~vp~rq dt . (1.3)

Tout comme le champ de déplacement se répartit entre déplacement de translation rigide, de rotation
rigide, et de déformation, le champ de vitesse se décompose de même :

~vp~rq � ~v0 � ~ω� ~r � ~~E � ~r , (1.4)

où ~v0 est la vitesse de translation, ~ω � pΩ23,�Ω13,Ω12q est le vecteur des vitesses de rotation, le
tenseur ~~E est le tenseur des taux de déformation :

~~E � 1
2

�
~∇~v0 � ~∇~vT

0

�
�
�
� 9εx 9γxy 9γxz

9γxy 9εy 9γyz
9γxz 9γyz 9εz

�
� , (1.5)

où 9εα est le taux d’élongation dans la direction ~uα et 9γαβ est le taux de cisaillement dans le plan
p~uα, ~uβq. Dans ce cadre, l’écoulement de cisaillement simple classiquement utilisé en rhéologie (et
correspondant à l’exemple introductif de l’écoulement d’un fluide sur une pente) s’écrit :

~vp~rq � 9γy~ex �
�
�0 9γ 0

0 0 0
0 0 0

�
�~r �

�
� 0

0
� 9γ{2

�
�� ~r �

�
� 0 9γ{2 0

9γ{2 0 0
0 0 0

�
�~r . (1.6)

Un écoulement de cisaillement simple se décompose donc en une rotation en bloc et un écoulement
élongationnel comportant un axe de dilatation à 45� et un axe de compression à 135� (voir figure
1.2). Le cisaillement simple est un écoulement de première importance en rhéologie car il est relative-
ment facile à mettre en oeuvre expérimentalement et est souvent utilisé afin de sonder les propriétés
d’écoulement des matériaux. Le paramètre 9γ s’appelle taux de cisaillement et donne une échelle du
taux de déformation imposé au matériau.

Notion de contrainte.

Un matériau se déforme parce qu’il est soumis à des efforts, exercés soit par l’exterieur, soit par le
matériau sur lui-même.
Depuis Cauchy (1827), on représente ces efforts par deux champs (1er postulat de Cauchy) : les forces
en volume ~fp~rq, et les tractions ~τp~rq (forces par unité de surface) qui agissent en tout point ~r d’une
surface coupant le matériau, qu’elle soit réelle (par exemple une interface avec un autre matériau), ou
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Figure 1.2 – Décomposition d’un écoulement de cisaillement simple en une
rotation et un écoulement purement élongationnel. Illustration tirée de [56].

virtuelle lorsqu’il s’agit de représenter les efforts exercés par une moitié du matériau sur l’autre moitié.
La traction exercée sur une surface ne dépend que de l’orientation de cette surface (2nd postulat de
Cauchy). Il suffit alors d’examiner l’équilibre mécanique d’un petit tétraèdre de matière au sein du
volume du matériau, dont l’une des faces est orientée selon un ~n quelconque, et les trois autres dans
les directions ~ux, ~uy et ~uz pour établir que la traction doit être proportionnelle à ~n. Cette relation
de proportionnalité s’écrit en introduisant neuf coefficients qui sont regroupés en un tenseur ~~σ appelé
tenseur des contraintes :

~τp~r, ~nq � ~~σp~rq � ~n , (1.7)

de telle sorte que le coefficient σαβ représente la traction exercée dans la direction α sur une surface
unitaire orientée dans la direction β. Enfin, l’examen de l’équilibre des moments exercés sur un petit
cube de matière permet d’établir que le tenseur des contraintes doit être symétrique :

σαβ � σβα . (1.8)

Dès lors, les efforts au sein du matériau sont entièrement décrits par ~fp~rq et ~~σp~rq.

Equations de conservation et loi de comportement.

Un matériau massif est caractérisé comme milieu continu par une densité de masse ρp~rq, soumise à
l’équation de conservation :

Bρ
Bt �

~∇ � pρ~v q � 0 . (1.9)

Dans le cas d’un matériau homogène et pour un écoulement stationnaire, la densité de masse ne
dépend ni de la position, ni du temps, et on retrouve la condition bien connue d’incompressibilité sur
le champ de vitesse :

~∇ � ~v � 0 ô Trp ~~Eq � 0 . (1.10)

La densité associée à la quantité de mouvement dans le matériau est ρp~rq~vp~rq. Le champ de contrainte
interne dans le matériau est la manifestation directe du transport de quantité de mouvement, tandis
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que la densité de force en volume générée par l’extérieur agit comme un terme source. L’équation de
conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

ρ
B~v
Bt � ρp~v �

~∇q~v � ~∇ � ~~σ� ρ~f . (1.11)

Les équations de conservation (1.9) et (1.11) sont insuffisantes seules pour déterminer l’évolution au
cours du temps de la déformation d’un matériau que l’on charge : il faut une relation supplémentaire
qui permet de fermer le système d’équations. Cette relation est qualifiée de loi de comportement
du matériau, et contient toute l’information relative à la physique microscopique propre au matériau
considéré, et que l’on ne prend pas explicitement en compte dans les équations lorsque l’on se place
dans un formalisme de milieu continu.

1.1.2 Fluides Newtoniens.

Pour l’expérience commune, un liquide est un matériau qui ne connaît pas la rupture, et dont les
propriétés mécaniques ne sont aucunement altérées par la déformation elle-même. Un liquide ne pos-
sède pas de résistance interne à la déformation en tant que telle. En conséquence, le moindre effort
extérieur maintenu génère une déformation qui se poursuit indéfiniment dans le temps, c’est à dire
un écoulement. Cependant, l’écoulement d’un liquide chargé mécaniquement n’est pas instantané, et
dissipe de l’énergie. Cela se traduit par une résistance à l’écoulement, qui provient de cette dissipation
d’énergie et est d’autant plus grande que l’écoulement est rapide. Elle est liée à la viscosité du liquide :
un liquide très visqueux s’écoule plus lentement pour une sollicitation donnée qu’un autre liquide moins
visqueux.
En 1687, Isaac Newton s’intéresse à l’écoulement des liquides ordinaires. Il établit dans les Principia
que « la force qui s’exerce entre deux parties d’un liquide en écoulement varie comme la vitesse avec
laquelle ces parties se séparent », ce qui se traduit pour un cisaillement simple par la relation de
proportionnalité

σ � η0 9γ , (1.12)

où le coefficient de proportionnalité η0 est intrinsèque au fluide et est appelé sa viscosité. La structure
générale du tenseur des contraintes dans un fluide isotrope et incompressible, dit Newtonien, sera
établie au dix-neuvième siècle lors des travaux de Claude-Louis Navier (1822) et George Gabriel Stokes
(1845) :

~~σ � �p~~Id�2η0
~~E , (1.13)

où p � pp~rq est la pression (thermodynamique) au point ~r dans le fluide. Ainsi, comme Trp ~~Eq � 0 dans
un fluide incompressible, la contrainte normale ne peut y être générée que par la pression hydrostatique,
tandis que la contrainte déviatorique ~~τ � ~~σ� p~~Id est directement proportionnelle au tenseur des taux
de déformation. Dans un écoulement de cisaillement simple, un fluide Newtonien ne développe pas
d’autre contrainte normale que la seule pression hydrostatique :

~~σ �
�
��p η0 9γ 0
η0 9γ �p 0
0 0 �p

�
� . (1.14)
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Il suffit de remplacer le tenseur des contraintes par son expression pour un fluide Newtonien dans
l’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.11), pour obtenir la célèbre équation de
Navier-Stokes qui décrit la dynamique d’écoulement d’un fluide simple :

ρ
B~v
Bt � ρp~v �

~∇q~v � �~∇p� η0 ∆~v � ρ~f . (1.15)

Physiquement, la viscosité est associée à la diffusion de la quantité de mouvement par « frottement »
entre les couches de fluide qui glissent les unes sur les autres pendant l’écoulement. Elle vaut quelques
10�5 Pa.s pour l’air, quelque 10�3 Pa.s pour l’eau, autour de 10�2 Pa.s pour le sang, de 0, 1 à quelques
Pa.s pour les huiles, 10 Pa.s pour du miel et jusqu’à 108 Pa.s pour un matériau extrêmement visqueux
comme le bitume.

Une foule de fluides échappent néanmoins à ces descriptions simples. Avec l’avènement de la physico-
chimie moderne, et le développement de procédés industriels toujours plus variés, les mécaniciens
ont été amenés à devoir décrire le comportement en déformation de matériaux non triviaux, comme
les gels, les pâtes, les fondus de polymères, les émulsions, les dispersions colloïdales, les suspensions,
les poudres... De tels matériaux, génériquement appelés fluides complexes, présentent en général une
microstructure riche, dont les effets se retrouvent à l’échelle macroscopique dans la complexité du
comportement en écoulement. L’étude des lois de comportement de ces matériaux complexes fonde
la branche de la physique appelée rhéologie.

1.2 Des suspensions.

1.2.1 Généralités.

Les suspensions font partie des milieux diphasiques, plus précisément des dispersions, où une phase
est contenue sous forme dispersée dans une matrice continue. Les dispersions constituent une classe
très riche de matériaux complexes, selon la nature de la phase dispersée et de la phase continue.
On distingue ainsi les aérosols et autres fumées (goutelettes ou particules solides dans une matrice
gazeuse), les granulaires secs (grains durs dans une atmosphère gazeuse, souvent de l’air), les mousses
(bulles de gaz dans une matrice liquide ou solide), les émulsions (goutelettes de liquide dans une matrice
liquide non miscible) et donc les suspensions qui sont la dispersion d’une phase solide composée de
particules (ou grains) plus ou moins dures dans une matrice liquide. On s’intéresse de plus uniquement
aux systèmes pour lesquels le fluide suspendant est Newtonien, de viscosité η0.

Dans une suspension, les grains peuvent présenter des formes et des tailles extrêmement variées (figure
1.3). Les particules n’ont d’ailleurs aucune raison de faire la même taille au sein d’un même mélange,
et la connaissance de toute la distribution granulométrique est nécessaire pour décrire les grains en
suspension. Afin d’étudier les mécanismes physiques fondamentaux à l’oeuvre dans les suspensions
réelles, sans être gênés par les effets de forme ou de polydispersité des grains difficile à décrire, les
systèmes étudiés expérimentalement ou simulés sont souvent des systèmes modèles où les grains sont
de forme et de taille contrôlées. Dans la suite de cette section, on discute des propriétés des suspensions
modèles, où les grains sont sphériques, de rayon a constant.

Indépendamment de la forme et de la taille des grains, le paramètre permettant de caractériser une
suspension est la fraction volumique φ qui décrit la proportion du volume de suspension occupé par
les particules. Si n représente le nombre moyen de particules par unité de volume, un volume V de
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(a) Grains d’amidon dans de la fécule de
maïs [50].

(b) Coupe d’un échantillon de béton
[114].

Figure 1.3 – Les grains en suspension dans de la fécule de maïs (a) ou du béton
(b) présentent une grande variété de taille et de forme.

Figure 1.4 – Echelles de tailles mises en jeu dans une grande variété de dis-
persions. D’après [63].

suspension contient N � nV particules, et on a pour des particules sphériques :

φ � Vgrains
V

� 4
3πa

3n . (1.16)

Bien évidemment, le remplissage progressif de l’espace par les grains qui ne peuvent pas s’interpénétrer
s’ils sont assez durs fait qu’il existe une fraction volumique maximale que l’on ne peut dépasser. Cette
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valeur φhc � 0, 74 en 3D est atteinte lorsque les grains sont bien rangés selon un ordre hexagonal
compact (c’est la conjecture de Kepler). Les dispersions dont on parle dans ce paragraphe sont des
milieux désordonnés, aussi la fraction volumique maximale doit conserver la nature amorphe de la
structure. L’empilement le plus compact que l’on puisse générer tout en gardant une structure aléatoire
est usuellement qualifié par random close packing, dont la fraction volumique est évaluée à φrcp � 0, 64
pour des sphères monodisperses [119]. Cette valeur est néanmoins délicate à définir, et sa mesure tant
expérimentale que par simulation semble dépendre du procédé de préparation [127]. Il faut noter que
φrcp dépend de la distribution de taille des grains et peut changer considérablement pour un système
polydisperse.

Précisons enfin que l’on peut aussi définir une fraction surfacique φ pour un système bidimensionnel :

φ2D � Sgrains
S

� πa2n , (1.17)

pour une suspension monodisperse de disques. Dans ce cas, on peut aussi déterminer la fraction
surfacique maximale correspondant à un cristal hexagonal compact φ2D

hc � 0, 9, et au random close
packing φ2D

rcp � 0, 84 [126].
On parlera de suspension diluée pour désigner une suspension où la fraction volumique est de l’ordre
de quelques pourcents, et de suspension concentrée quand la fraction volumique dépasse les quelques
dizaines de pourcents et s’approche de celle du random close packing.

1.2.2 Quelle physique ?

Suivons l’analyse dimensionnelle proposée par Krieger [85, 125]. On note η la viscosité de cisaille-
ment effective de la suspension, dont on peut écrire en général, qu’elle dépend, pour un écoulement
stationnaire, des paramètres :

η � fpa, ρ, n,η0, ρ0, kBT, 9γq , (1.18)

où a est le rayon des particules, ρ leur densité, n leur nombre par unité de volume, η0 et ρ0 la
viscosité et la densité de la matrice Newtonienne, T la température, de sorte que kBT soit l’échelle
d’énergie thermique et 9γ le taux de cisaillement. Ces grandeurs physiques sont donc au nombre de
8, et s’expriment en unités de longueur, de masse et de temps (et en leurs unités composées), de
telle sorte qu’il est possible de construire 8 � 3 � 5 nombres sans dimension suffisant pour décrire
le problème. Ces nombres sans dimensions sont la viscosité relative de la suspension ηr � η{η0, la
densité relative de la suspension ρr � ρ{ρ0, la fraction volumique en particules dans la suspension
φ � p4π{3qa3n, le nombre de Péclet Pe et le nombre de Reynolds particulaire Rep :

Pe � 6πη0a
3 9γ

kBT
, Rep � ρ0a

2 9γ

η0
. (1.19)

Le rapport ρr permet d’estimer la poussée d’Archimède exercée sur les particules soumises à la pe-
santeur. On s’intéresse dans ce travail à des systèmes isodenses ne présentant pas de sédimentation
ou d’effets liés à la flottabilité des grains. Dans ce cas, ρr � 1, et la loi (1.18) s’écrit sous sa forme
adimensionnée

ηr � fpφ,Pe,Repq . (1.20)
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Mouvement Brownien.

Le nombre de Péclet s’écrit comme le rapport entre un temps caractéristique tc de convection de la
particule par l’écoulement moyen, soit le temps mis pour parcourir une distance a à la vitesse a 9γ ; et
un temps caractéristique de diffusion td sous l’effet des fluctuations thermiques des molécules du fluide
suspendant, caractérisées par le coefficient de diffusion d’Einstein D � kBT {6πη0a. Ainsi, la limite des
petits nombres de Péclet correspond aux suspensions où la dynamique des grains est diffusive, les forces
aléatoires Browniennes dominant les forces hydrodynamiques. On parle de suspensions Browniennes.
Pour une suspension modèle réelle comme celle utilisée dans [51], a � 40.10�6 m, η0 � 10�3 Pa.s,
9γ � 1s�1 donnent à température ambiante T � 300 K un nombre de Péclet très grand :

Pe � 6� π� 10�3 � p40.10�6q3 � 1
1, 38.10�23 � 300 � 106 , (1.21)

Cette suspension est donc nettement non Brownienne. Dans les mêmes conditions, un nombre de
Péclet d’ordre unité correspond à un rayon abrownien � 10�6 m. On parlera donc de régime Brownien
pour des suspensions de particules submicroniques. Dans ce travail, on s’intéresse à des suspensions
non-Browniennes.

Inertie.

Le nombre de Reynolds tel qu’il est calculé dans (1.22) estime le rapport des effets inertiels sur les
effets visqueux pour le fluide s’écoulant autour d’un grain de la suspension seul. On peut l’évaluer
pour la suspension [51], où la densité commune du fluide et des particules est ρ0 � 1.5 g.cm�3 :

Rep � 1.5.10�3.106 � p40.10�6q2 � 1
10�3 � 10�3 . (1.22)

L’inertie est donc négligeable pour le problème de l’écoulement du fluide autour d’un grain. Il n’est
cependant pas évident que cela soit aussi le cas pour l’écoulement dans une suspension entière, surtout
si celle-ci est dense. En effet, la taille a des particules n’est alors pas nécessairement la bonne échelle
de longueur à utiliser pour calculer le nombre de Reynolds. Nous reportons la discussion de la prise en
compte de l’inertie dans le chapitre suivant (section 2.1.2) qui traite plus en détail de la dynamique
d’une suspension dense, non Brownienne, éventuellement inertielle.

Interactions non hydrodynamiques.

L’analyse précédente ne décrit que la physique des suspensions purement hydrodynamique. Pour tenir
compte des forces non hydrodynamiques à l’oeuvre au sein d’une suspension, il faut encore discuter
de deux types d’interaction ayant lieu dans les suspensions : les interactions colloïdales à distance, et
les forces de contact.
On regroupe sous le terme d’interaction colloïdale toutes les interactions de nature électrostatique
(forces de Van der Waals) entre les grains. Ces forces peuvent être attractives ou répulsives et agissent
à distance, typiquement de l’ordre de la dizaine de nanomètres. Elles sont usuellement décrites par un
potentiel central dans le cadre de la théorie DLVO (Derjaguin, Landau, Verwey, Overbeek). Dans ce
travail, nous considérerons uniquement des suspensions non colloïdales, pour lesquelles ces effets
sont négligeables.
On regroupe enfin sous le terme de forces de contact toutes les forces à très courte distance empê-
chant l’interpénétration des grains. Les forces de contact regroupent de nombreux effets physiques
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(élasticité, plasticité, frottements, collision ...) et semblent nécessaires à la description de la rhéologie
des suspensions denses [4, 37, 93]. Nous considérons dans ce travail des suspensions où les grains
peuvent entrer en contact. Nous discutons plus en détail du rôle et de la modélisation des forces
de contact dans une suspension au chapitre suivant (4.3).

1.2.3 Éléments de rhéologie des suspensions.

Les suspensions présentent un comportement rhéologique riche, dont de nombreuses spécificités ne
cadrent pas avec un comportement Newtonien simple. L’objectif de ce paragraphe est de récapituler
certaines des caractéristiques du comportement non Newtonien des suspensions, tel qu’il est observé
par l’expérience et les simulations.

Variation de la viscosité avec le taux de cisaillement.

Lorsqu’elle est cisaillée, une suspension génère une contrainte qui ne varie pas forcément linéairement
avec le taux de cisaillement 9γ. Empiriquement, une loi de puissance (Ostwald, 1925) est souvent utilisé
pour relier contrainte et taux de cisaillement dans les fluides non linéaires :

σ � k 9γn , (1.23)

où le coefficient k et l’exposant n sont à mesurer expérimentalement. La viscosité η � k 9γn�1 d’un
fluide d’Ostwald diminue avec le taux de cisaillement si n   1 et augmente avec lui si n ¡ 1. On qua-
lifie de rhéofluidifiant un fluide qui se trouve dans le premier cas : c’est un fluide qui s’écoule d’autant
plus facilement qu’il s’écoule vite. De nombreux fluides complexes sont rhéofluidifiant : suspensions
diluées, encres, peintures, solutions ou fondus de polymères, cristaux liquides nématiques, etc... Cet
effet est souvent lié à l’altération d’une microstructure interne sous écoulement, de manière à rendre
celui-ci plus facile (par exemple l’alignement des macromolécules avec l’écoulement dans une solution
de polymère ou un cristal liquide.)

À l’inverse un fluide dont la viscosité effective augmente avec le taux de cisaillement est qualifié de
rhéoépaississant : plus l’écoulement est rapide, plus il est proportionnellement difficile à initier. Le
phénomène est nettement moins courant que la rhéofluidification et concerne essentiellement les sus-
pensions.

Globalement, les suspensions denses sont rhéofluidifiantes à bas taux de cisaillement, et présentent
un rhéoépaississement à plus haut taux de cisaillement [11, 29]. La figure (1.5), tirée d’une revue
par Stickel et Powell de 2005 récapitule les régimes rhéologiques observés pour les suspensions.
L’augmentation de la viscosité avec le taux de cisaillement, est associée à la formation d’amas de
particules (hydroclusters) [16, 29]. Elle se retrouve dans les simulations de suspensions Browniennes,
dans le domaine de nombre de Péclet où l’hydrodynamique domine les forces Browniennes [55, 103].
Ce rhéoépaississement continu est habituellement réversible, et plus aigü aux hautes fractions volu-
miques. Au voisinage du random close packing, un rhéoépaississement discontinu peut être observé,
associé à l’aggrégation des hydroclusters en un réseau percolant [17, 28]. Le rôle important joué par
les forces de contact dans ce rhéoépaississement, et notamment la friction entre les grains est suggéré
par des simulations [68, 98].

Un autre mécanisme de rhéoépaississement est l’apparition d’un régime inertiel quand 9γ augmente, et
ce d’autant plus vite que la suspension est dense [51]. Ce régime est réminiscent de la loi de Bagnold,
bien connue pour les granulaires secs, et déjà observée pour de suspensions de grains millimétriques
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Figure 1.5 – Représentation de la viscosité relative d’une suspension en fonc-
tion du taux de cisaillement pour différentes fractions volumiques. Á haute
fraction volumique, la viscosité diverge pour 9γ Ñ 0, ce qui témoigne de l’exis-
tence d’un seuil d’écoulement. Á haut 9γ les suspensions présentent un régime
rhéoépaississant plus ou moins marqué. D’après [125].

par Bagnold en 1954 [7]. Dans ce régime la contrainte varie proportionnellement à 9γ2, et donc la
viscosité croît linéairement avec le taux de cisaillement. Le taux de cisaillement de transition prévu
par le nombre de Reynolds particulaire Rep ne correspond cependant pas aux observations, suggérant
qu’il faille évaluer l’importance relative de l’inertie et de l’hydrodynamique différemment [51, 93].

Figure 1.6 – Transition entre une loi de comportement visqueux (σ9 9γ) et
une loi de Bagnold (σ9 9γ2) (a). La transition se fait à un taux de cisaillement
critique qui s’effondre quand la fraction volumique de la suspension se rapproche
du random close packing (b). D’après [51].

Fluide à seuil

La divergence de la viscosité observée pour les suspensions denses quand le taux de cisaillement tombe
à zéro est caractéristique de l’existence d’un seuil de contrainte en deça duquel l’écoulement n’est pas
possible.
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On appelle comportement plastique idéal le comportement d’un matériau qui ne se déforme pas du
tout tant que la contrainte est inférieure à un seuil, puis qui s’écoule indéfiniment comme un fluide
une fois le seuil dépassé (et c’est alors la vitesse d’écoulement qui génère de la contrainte) :

σ   σseuil ô matériau plastique idéal bloqué,
σ � σseuil ô matériau plastique idéal en écoulement. (1.24)

En réalité, la plupart des matériaux plastiques réels se déforment élastiquement avant que le seuil de

Figure 1.7 – Représentation des courbes d’écoulement d’un fluide rhéofluidi-
fiant (i), d’un fluide de Bingham (ii), et d’un fluide de Hershel-Bulkley rhéoé-
paississant (iii). Le comportement Newtonien est donné pour référence en poin-
tillés bleus.

plasticité soit atteint. Passé le seuil d’écoulement, le matériau se comporte comme un fluide qualifié
alors de viscoplastique, ou fluide à seuil. Il existe plusieurs modèles décrivant la rhéologie d’un fluide à
seuil, le plus simple étant le modèle de Bingham dont le comportement est quasi-Newtonien à hautes
contraintes :

σ � σseuil � k 9γ . (1.25)

Symboliquement, un fluide de Bingham correspond à l’association en parallèle d’un patin frottant et
d’un amortisseur. Les fluides à seuil peuvent exhiber un comportement non linéaire en écoulement, que
l’on décrit par un modèle plus général qui intègre une loi de puissance dans la loi de comportement,
et qui constitue le modèle de Herschel-Bulkley :

9γ � 0 pour σ ¤ σseuil ,

σ � σseuil � k 9γn pour σ ¡ σseuil . (1.26)

De nombreux fluides complexes arborent un seuil d’écoulement : suspensions concentrées de particules,
solutions de polymères, gels, mousses, émulsions, ou encore argiles (bentonite ou laponite par exemple).
Les exemples pratiques sont légion : dentifrice, mousse à raser, ciment frais, peintures, boues de forage,
etc... Les granulaires secs présentent également un caractère de fluide à seuil dans la mesure où
l’écoulement n’est possible que si la contrainte dépasse une certaine valeur nécessaire pour vaincre les
frottements entre grains. Ce comportement frottant macroscopique se retrouve dans les suspensions
denses, cisaillées à pression constante à des vitesses tendant vers zéro [4, 22], voir figure (1.8). Là
encore, le comportement de fluide à seuil des suspensions denses, non Browniennes et non colloïdales
semble être liée à l’existence de frottements entre les grains dans le mélange.
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(a) Couple T mesuré en fonction de la vi-
tesse de rotation Ω, tous deux adimen-
sionnés par la pression, pour différentes
suspensions. Tiré de [4].

(b) µ � σxy{p en fonction de Iv � η0 9γ{p, pour
différentes pressions imposées p. Tiré de [22].

Figure 1.8 – Le cisaillement d’une suspension dense à pression constante pré-
sente un comportement macroscopique frottant comparable aux granulaires
secs, la contrainte tendant vers une valeur finie, proportionnelle à la pression
imposé aux 9γ nuls.

Divergence de la viscosité avec la concentration.

Á taux de cisaillement fixé, la viscosité relative d’une suspension de particules monodisperses ne dépend
que de la fraction volumique φ. Expérimentalement, on observe une divergence de la viscosité à une
fraction volumique φc [110, 73]. Il n’y a pas d’expression analytique exacte pour exprimer la loi ηrpφq

Figure 1.9 – Mesure expérimentale de la divergence de la viscosité relative de
suspensions à différentes concentrations. Le trait plein correspond à un ajuste-
ment par une loi de Krieger-Dougherty. D’après [110].

pour des suspensions concentrées. Les suspensions diluées peuvent être décrites par un développement
en puissance de φ :

ηdilué
r pφq � 1� 5

2φ�Kφ2 , (1.27)



26CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE : DE LA RHÉOLOGIE DES SUSPENSIONS.

où le facteur 5{2 a été calculé par Einstein [47] à partir du problème hydrodynamique à un grain (et
permet de décrire des suspensions concentrées à l’ordre du pourcent), et la constante K exprimée par
Batchelor et Green [15] sous la forme d’une intégrale à partir du problème hydrodynamique à deux
grains (et permet de décrire des suspensions concentrées à l’ordre de la dizaine de pourcent). Cette
intégrale ne peut d’ailleurs être calculée que dans le cas d’un écoulement élongationnel pur et est
estimée à K � 7, 6.
Dans le cas de suspensions concentrées, de multiples lois empiriques permettent d’ajuster raisonna-
blement les données expérimentales. Citons la loi de Maron et Pierce [99] :

ηrpφq �
�
1� φ

φc

��2
, (1.28)

et la loi de Krieger-Dougherty :

ηrpφq �
�
1� φ

φc

��5φc{2
, (1.29)

qui est essentiellement une évolution destinée à récupérer la formule d’Einstein quand φ Ñ 0 et qui
peut se justifier heuristiquement par une approche de milieu effectif [84]. Dans ces lois, le paramètre φc
est en général considéré comme un paramètre ajustable, bien qu’il soit censé représenter une grandeur
fondamentale qui est la fraction volumique à laquelle la viscosité de la suspension diverge. La fraction
φc est parfois identifiée avec la fraction de random close packing, bien qu’il n’y ait aucun argument
théorique qui permette d’identifier les deux paramètres. En réalité, φc est souvent inférieure à φrcp
en raison de l’existence de frottements entre les grains qui modifie la microstructure atteignable par
l’écoulement. La valeur φc � 0.6 estimée par Ovarlez et al. [110] par des mesures locales effectuées
à l’aide d’un dispositif d’imagerie par raisonance magnétique est une des mesures les plus fiables qui
ait été proposée.

Contraintes normales.

Un fluide Newtonien en écoulement de cisaillement simple ne génère pas d’autres contraintes normales
que la pression hydrostatique :

σxx � σyy � σzz � �p . (1.30)

En raison de l’absence de microstructure complexe en son sein, le comportement d’un fluide Newtonien
est parfaitement isotrope. Dans le cas d’un fluide complexe possédant une microstructure comme une
suspension, celle-ci peut se coupler avec l’écoulement, influencer celui-ci, et en retour acquérir une
certaine anisotropie, conduisant à l’apparition d’efforts normaux supplémentaires au sein du fluide. En
éliminant la pression (qui n’est pas fixée par la rhéologie dans un fluide incompressible), cela se traduit
par la non nullité des composantes diagonales du tenseur des contraintes déviatoriques, lesquelles ne
sont d’ailleurs pas nécessairement égales entre elles :

τxx � τyy � τzz � 0 . (1.31)

Afin de s’affranchir de la pression, on mesure en général les différences de contrainte normale :

N1 � τxx � τyy � σxx � σyy ,
N2 � τyy � τzz � σyy � σzz . (1.32)
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Les contraintes normales existent dans des fluides complexes présentant une microstructure fortement
couplée à l’écoulement, en général douée d’une certaine élasticité (les contraintes normales ne contri-
buent pas à la dissipation dans l’écoulement). Les suspensions concentrées exhibent des contraintes
normales, qui ont pu être évaluées expérimentalement, à l’aide d’une pression de grille dans un écou-
lement de Couette [45, 57], ou dans un écoulement de torsion entre deux disques [44].
Leur anisotropie génère des effets parfois spectaculaires. Dans un écoulement cylindrique autour d’un
barreau tournant, la vitesse est essentiellement orthoradiale. Dans ces circonstances, un fluide new-
tonien ne génère pas de contrainte verticale autre que la pression. Dans une suspension en revanche,
une contrainte verticale proportionnelle au taux de cisaillement (et donc variant avec le rayon) se
développe, entraînant le plongement de la surface libre de la suspension au voisinage du bareau (ef-
fet anti-Weissenberg, voir figure 1.10). Diverses expériences de rhéologie, ainsi que des simulations

Figure 1.10 – Effet anti-Weissenberg dans une suspension concentrée. Gauche :
Image du plongement de la surface libre au voisinage d’un barreau tournant.
Droite : reconstruction du profil de la surface libre. Tiré de [23].

numériques permettent d’estimer les différences de contraintes normales générées dans une suspen-
sion en écoulement. Ces résultats s’accordent sur une seconde différence normale négative N2   0, à
l’origine de l’effet anti-Weissenberg observé. Le signe et la valeur de N1 semblent par contre encore
controversés : N1 � N2   0 ([121, 123, 133]), N1   N2   0 ([136]), N1 � 0 ([39]), voir N1 ¡ 0
([44]).
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Chapitre 2

Éléments de théorie.

Dans ce chapitre sont présentés des éléments du formalisme permettant la description de l’écoule-
ment d’une suspension de particules rigides. L’objectif de ce chapitre est double. Il nous permet en
premier lieu d’ancrer le travail que nous présentons dans le contexte théorique de l’hydrodynamique
des suspensions et d’introduire des notations et des concepts utilisés par la suite. Ensuite, il permet
de comprendre les techniques de simulation de l’état de l’art présentées au chapitre (3), et enfin de
justifier les approximations employées dans le code de calcul que nous utilisons et qui sera détaillé
dans le chapitre (4).

Dans la première section de ce chapitre, nous formulons le problème général de l’écoulement de ci-
saillement simple d’une suspension de particules rigides. La section qui suit aborde en quelques mots
les problèmes de l’écoulement visqueux autour d’un corps ou deux corps rigide, prémisses du problème
de l’écoulement d’une suspension diluée. La troisième section aborde le calcul de la contrainte dans
une suspension. Enfin le rôle des contacts entre grains est discuté dans la quatrième section.

Pour l’essentiel, les calculs présentés dans ce chapitre sont tirés des articles de Batchelor [12, 14, 15],
et des livres de Kim et Karrila [82] et Guazzelli et Morris [65].

2.1 Formalisation du problème de l’écoulement d’une suspension.

2.1.1 Équations de la dynamique.

Il s’agit de décrire l’écoulement d’une suspension de particules sphériques, indéformables et parfaite-
ment lisses, immergées dans un fluide Newtonien, en écoulement moyen de cisaillement simple au taux
de déformation 9γ. Un tel écoulement peut être imposé en plaçant la suspension entre deux plaques
rigides parallèles, séparées d’une distance L et en déplacement longitudinal l’une par rapport à l’autre
à une vitesse relative V � L 9γ. On définit un référentiel galiléen direct R � pO,~ex, ~ey, ~ezq, où O
est un point fixe par rapport au laboratoire situé entre les parois, ~ex est le vecteur unitaire dans la
direction de l’écoulement et ~ey le vecteur unitaire dans la direction transverse. Positions et vitesses
des particules sont exprimées dans le référentiel R.

On appelle ~v8p~rq le champ de vitesse moyen de cisaillement simple imposé, défini dans tout l’espace
entre les parois :

~v8p~rq � 9γy~ex . (2.1)

29
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Ce champ de vitesse est une fonction affine de l’espace, c’est à dire que pour tout points ~r, ~r1 on peut
écrire :

~v8p~rq � ~v8p~r1q � ~ω8 � p~r � ~r1q � ~~E8 � p~r � ~r1q , (2.2)

où l’on définit la vitesse de rotation moyenne ~ω8 et le tenseur des taux de déformation moyen ~~E8

imposés par le cisaillement simple. Pour que cette relation soit cohérente avec l’expression (2.1) du
cisaillement simple, quand on pose ~r1 � ~0, il faut :

~ω8 �
�
� 0

0
� 9γ{2

�
� ,

~~E8 �
�
� 0 9γ{2 0

9γ{2 0 0
0 0 0

�
� . (2.3)

Ce champ de vitesse correspond autant à la vitesse du fluide en l’absence de particules, qu’au champ
de vitesse moyen au point ~r n’importe où dans la suspension, quand il y a beaucoup de particules.
On s’intéresse à un domaine V situé autour de O. On note V son volume, et N le nombre de grains
qu’il contient. On suppose que V est assez loin des parois pour ne pas en ressentir les effets autrement
que par le champ de vitesse moyen qui est imposé. Dans V, on note Pi le domaine occupé par chaque
particule i, et F le domaine restant occupé par le fluide. On note η0 la viscosité du fluide, ρ la densité
commune des particules et du fluide, mi la masse de la particule i, ai son rayon, Ii � 2mia

2
i {5 son

moment d’inertie, ~ri la position dans R de son centre, ~vi la vitesse de translation dans R de son centre,
~ωi sa vitesse de rotation, et ~fi et ~Γi la force totale et le couple total auxquels elle est soumise 1.
On décrit la suspension dans le domaine V, comme un milieu continu multiphasique, où se développe
un champ de contrainte ~~σp~rq, et dont la déformation est décrite par un champ de vitesse ~vp~rq. Dans
chaque domaine Pi, le champ de vitesse ~vprq est celui d’un mouvement de corps rigide, correspondant
aux vitesses de translation ~vi et de rotation ~ωi :

~vp~rq � ~vi � ~ωi � p~r � ~riq . (2.4)

Dans le domaine fluide F , le champ de vitesse est solution des équations de conservation de la masse
et de la quantité de mouvement. Le fluide est supposé incompressible, la conservation de la masse
revient alors à annuler la divergence de la vitesse. En toute généralité, la conservation de la quantité
de mouvement pour un fluide Newtonien se ramène à l’équation de Navier-Stokes pour la vitesse sur
F :

~∇ � ~v � 0 ,

ρ
B~v
Bt � ρp~v �

~∇q~v � �~∇p� η0 ∆~v , (2.5)

La pression hydrostatique locale dans le fluide p � �p1{3qTrp~~σq n’est autre que le multiplicateur de
Lagrange associé à la condition d’incompressibilité. Les particules imposent au champ de vitesse dans
le fluide une condition de non-glissement à leur interface avec celui-ci. En tout point ~r P BPi, on a
nécessairement :

~vp~rq � ~vi � ~ωi � p~r � ~riq . (2.6)

1. On emploira le terme générique « efforts » pour désigner indistinctement la force agissant
sur une particule et ses moments (couple et moments éventuels d’ordre supérieur).
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Il reste à écrire les conditions limites au bord du domaine V. Dans le cas d’un (petit) nombre fini de
particules, englobées largement par V on parlera de conditions limites « à l’infini ». On impose dans ce
cas que la vitesse du fluide ~vp~rq tende à l’infini vers le champ de vitesse affine ~v8p~rq qui serait celui
imposé par les parois en l’absence de particules. La pression à l’infini est alors également imposée à
une valeur p8. On écrit dans ce cas, pour }~r} Ñ 8 :

pp~rq Ñ p8 , ~vp~rq Ñ ~v8p~rq . (2.7)

Dans une véritable suspension, où les particules en nombre infini sont distribuées sur la totalité du
domaine V et même au delà, les conditions limites que l’on peut imposer à l’infini sont plus subtiles
et portent sur une moyenne de la vitesse sur la frontière BV [Durlofsky, Brady, 1989].
La trajectoire des centres des particules est solution des équations de Newton :

mi
d~vi
dt �

~fi , Ii
d~ωi

dt � ~Γi , (2.8)

où les efforts t~fi,~Γiu sont la résultante de la contrainte exercée par le fluide sur l’interface fluide/particules,
notée BPi. On se place donc dans le cas de figure où il n’y a aucun effort d’origine non hydrodynamique
qui s’applique, et on a 2 :

~fi �
»
BPi

~~σp~rq � ~n d2~r , (2.9)

~Γi �
»
BPi

p~r � ~riq� ~~σp~rq � ~n d2~r , (2.10)

La contrainte locale est directement liée au tenseur local des taux de déformation par la loi de com-
portement Newtonien :

~~σp~rq � �pp~rq~~Id�2η0
~~Ep~rq, où ~~Ep~rq � 1

2

�
~∇~vp~rq � ~∇~vTp~rq

�
. (2.11)

2.1.2 Régime Stokésien et régime inertiel lubrifié.

Approximation de Stokes.
Il est courant de négliger les termes inertiels dans l’équation de Navier-Stokes quand les échelles
de vitesse mises en jeu sont suffisamment faibles pour que l’inertie soit instantanément amortie. Le
nombre de Reynolds compare l’importance des termes inertiels (stationnaire comme instationnaire)
par rapport au terme visqueux dans l’équation de Navier-Stokes. On parle de nombre de Reynolds
particulaire Rep quand il est construit comme ici avec la taille caractéristique a des particules :

|ρp~v ~∇q � ~v|
|η0 ∆~v| � ρ� p 9γaq � p1{aq � p 9γaq

η0 � p1{a2q � p 9γaq � ρ 9γa2

η0
� Rep ,

|ρB~v{Bt|
|η0 ∆~v| �

ρ� p 9γaq � 9γ

η0 � p1{a2q � p 9γaq � Rep . (2.12)

2. Le couple calculé ici est le couple ~Γi{Gi
par rapport au centre de masse Gi de la particule

- qui est aussi son centre géométrique dans le cas d’une sphère homogène.
On peut calculer le couple par rapport à un autre point, par exemple l’origine O du repère :
~Γi{O �

³
BPi

~r � ~~σp~rq � ~n d2~r � Γi{Ci
� ~ri � ~fi. On voit que la valeur du couple ne dépend du

point de référence dans le cas de particules libres, pour lesquelles ~fi � ~0.
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On peut également construire un nombre de Stokes particulaire, qui compare l’importance relative
de l’inertie des particules et des forces auxquelles elles sont soumises dans l’équation de Newton qui
détermine leur dynamique.

|mid~vi{dt|
|~fi|

� pρa3q � p 9γaq � 9γ

pη0 9γq � a2 � ρ 9γa2

η0
� Stp , (2.13)

où l’ordre de grandeur des forces est estimé à l’aide de l’intégrale (2.9) comme la résultante d’une
contrainte visqueuse d’échelle η0 9γ s’appliquant sur une surface d’échelle a2. Dans le cas d’une sus-
pension isodense diluée ou modérément concentrée, ce nombre se ramène au nombre de Reynolds du
fluide :

Rep � Stp . (2.14)

Il y a alors un régime caractérisé par un taux de cisaillement moyen suffisamment faible, où l’inertie
du fluide et des grains peut être négligée. Il faut pour cela que :

Rep, Stp ! 1 , c’est à dire : 9γ ! η0
ρa2 . (2.15)

Dans ce régime dit de suspension Stokésienne, les grains sont libres et sans inertie, et les efforts
totaux exercés sur eux sont nuls :

~fi �
»
BPi

~~σp~rq � ~n d2~r � ~0 , (2.16)

~Γi �
»
BPi

p~r � ~riq� ~~σp~rq � ~n d2~r � ~0 . (2.17)

Cela impose autant de conditions sur le champ de vitesses, qui est par ailleurs solution de l’équation
de Stokes :

~∇ � ~v � 0 ,
η0 ∆~v � ~∇p . (2.18)

Approximation de lubrification.
Dans une suspension dense où les particules sont très serrées, l’écoulement du fluide est fortement
confiné sur une largeur de taille caractéristique e éventuellement très petite devant le rayon moyen a
des grains. Plus précisément, on peut montrer [38] une relation de la forme :

e

a
9
�
φ

φc

��1{3
� 1 , (2.19)

où φc est la fraction volumique maximale atteignable dans la suspension. Ainsi quand φ s’approche
de son maximum, les constrictions entre grains deviennent en moyenne très petites devant la taille des
grains. Il faut alors estimer le nombre de Reynolds différemment.
Considérons l’écoulement axisymétrique du fluide dans le gap entre les parois de deux grains. Si l’échelle
de longueur est a dans la direction radiale et e ! a dans la direction axiale, alors l’échelle de vitesse
est 9γa dans la direction radiale et 9γe dans la direction axiale. On peut estimer l’importance relative
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des termes inertiels et visqueux dans l’équation de Navier-Stokes, projetée dans les directions radiales
et axiales. Dans la direction radiale, l’équation s’écrit les ordres de grandeur sont les suivants :

ρ
Bvr
Bt � ρp~v �

~∇qvr � �BpBr � η0p∆~vqr , (2.20)

où l’on estime les échelles respectives du terme inertiel stationnaire et du terme visqueux en ne gardant
que l’échelle dominante dans la somme de termes :

ρp~v � ~∇qvr � ρ
�
vr
Bvr
Br � vz

Bvr
Bz
�

� ρp 9γaq 9γa

a
� ρp 9γeq 9γa

e
� ρ 9γ2a , et :

η0p∆~vqr � η0

�
1
r

B
Br
$'%rBvrBr

,/-� B2vr
Bz2 � vr

r2

�

� η0
1
a

1
a
a

9γa

a
� η0

9γa

e2 � η0
9γa

a2 � η0
9γa

e2 . (2.21)

Le nombre de Reynolds radial s’estime finalement :

|ρp~v � ~∇qvr|
|η0p∆~vqr| � ρ 9γ2a

η0p 9γa{e2q �
ρ 9γe2

η0
�
$% e

a

,-2
Rep . (2.22)

De la même façon, écrivons l’équation axiale :

ρ
Bvz
Bt � ρp~v � ~∇qvz � �BpBz � η0p∆~vqz , (2.23)

et estimons l’échelle du terme inertiel et du terme visqueux :

ρp~v � ~∇qvz � ρ
�
vr
Bvz
Br � vz

Bvz
Bz
�

� ρp 9γaq 9γe

a
� ρp 9γeq 9γe

e
� ρ 9γ2e , et :

η0p∆~vqz � η0

�
1
r

B
Br
$'%rBvzBr

,/-� B2vz
Bz2

�

� η0
1
a

1
a
a

9γe

a
� η0

9γe

e2 � η0
9γ

e
. (2.24)

On obtient le même rapport d’échelle pour le nombre de Reynolds axial :

|ρp~v � ~∇qvz|
|η0p∆~vqz| � ρ 9γ2e

η0p 9γ{eq �
ρ 9γe2

η0
�
$% e

a

,-2
Rep . (2.25)

On voit ainsi que l’effet des constrictions est de faire intervenir un facteur pe{aq2 qui peut être très
petit devant l’unité dans le nombre de Reynolds local. Dans ce cas, il est légitime de négliger l’inertie
du fluide, même si le nombre de Reynolds particulaire n’est pas petit.
Notons que l’on a uniquement estimé l’ordre de grandeur du terme inertiel stationnaire dans l’équation
de Navier-Stokes pour calculer un nombre de Reynolds local. On suppose assez naturellement que le
terme inertiel instationnaire est du même ordre de grandeur que le terme inertiel stationnaire, mais il
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faut en toute rigueur également l’estimer. Si τr et τz sont des échelles caractéristiques de variation
temporelle de l’écoulement dans les direction radiale et axiale,

ρBvr{Bt � ρ 9γa{τr , (2.26)
ρBvz{Bt � ρ 9γe{τz , (2.27)

et il faudrait que τr � pa{e 9γq et τz � pe{a 9γq pour que l’on retrouve le Reynolds local (2.25). Ces
échelles de temps sont a priori liées à la vitesse moyennes des particules dans la suspension, dont
on a du mal à donner un ordre de grandeur différent de 1{ 9γ. Il faudrait sans doute en toute rigueur
conserver ces termes, et écrire une équation de Stokes instationnaire.
Une seconde remarque que l’on peut émettre est que si le nombre de Reynolds local (2.25) est
pertinent pour décrire l’écoulement dans une constriction de taille caracteristique e, il est moins
évident qu’il le soit également pour résoudre le champ de vitesse du fluide dans les pores intersticiels,
de taille caractéristique a dans le cas de particules sphériques. On imagine néanmoins mal l’écoulement
développer de la turbulence dans les pores, ni même s’écarter significativement d’un écoulement
laminaire, et on conservera donc l’approximation de Stokes dans la totalité du domaine fluide.
À ces objections près, ces arguments nous conduisent à considérer pour une suspension dense, le
régime dans lequel on ne néglige pas l’inertie des grains, et pour autant, en raison du confinement de
l’écoulement, la dynamique du fluide est régie par l’équation de Stokes. On qualifiera de suspension
inertielle lubrifiée une suspension qui se trouve dans ce régime.

2.1.3 Résolution formelle du problème de Stokes et résistance hydrodynamique.

Quel que soit le régime (stokesien ou inertiel lubrifié) dans lequel on se place, on utilise donc l’équation
de Stokes (2.18) pour décrire l’écoulement du fluide intersticiel. Pour calculer la dynamique des grains,
il faut être capable de déterminer la relation entre les efforts hydrodynamiques qui s’appliquent sur
eux (forces et moments de ces forces) et leurs grandeurs cinématiques (qui se réduisent à leur vitesse
de translation et de rotation, les particules étant considérées comme indéformables).

Problème de Stokes sur la vitesse non affine.

On peut reformuler le problème de Stokes sur ~vp~rq comme un problème de Stokes sur la vitesse non
affine ~cp~rq � ~vp~rq�~v8p~rq (et sur la perturbation en pression p̃p~rq � pp~rq�p8). En effet, la divergence
et le laplacien de ~v8p~rq sont nuls sur tout le domaine F , et donc ~cp~rq est solution du même problème
de Stokes que ~vp~rq sur F :

~∇ � ~c � 0 ,
�~∇p̃� η0 ∆~c � ~0 , (2.28)

Les conditions aux limites pour la vitesse non affine se déduisent immédiatement de celles sur la vitesse
totale. Pour }~r} Ñ 8, on a :

~cp~rq Ñ ~0 , p̃p~rq Ñ 0 . (2.29)

Pour ~r P BPi, la condition sur (2.6) ~vp~rq combinée à la relation (2.2) impose pour ~r P BPi :

~cp~rq � ~vi � ~v8p~riq � p~ωi � ~ω8q � p~r � ~riq � ~~E8 � p~r � ~riq . (2.30)
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Formalisme de résistance hydrodynamique.

Compte tenu de la forme additive des conditions (2.30), la linéarité des équations de Stokes permet
d’utiliser le principe de superposition pour exprimer la solution totale comme la somme des perturba-
tions générées par chacune des conditions limites partielles suivantes pour chaque particule i :

~cp~r P BPiq � ~vi � ~v8p~riq ,
~cp~r P BPiq � p~ωi � ~ω8q � p~r � ~riq
~cp~r P BPiq � � ~~E8 � p~r � ~riq , (2.31)

Le champ de vitesse varie linéairement avec chacune de ces conditions limites partielles, et il en est
de même de son gradient. D’autre part, les efforts (force et couple) exercés sur une particule i sont
donnés par l’intégration sur BPi de la contrainte hydrodynamique elle même ou de son moment,
fonctions linéaires du gradient des vitesses. La contrainte sur BPi varie donc elle-même linéairement
avec chacune des conditions limites partielles (2.31), et il en est de même pour la force ~fi et le couple
~Γi.
Ces dépendances linéaires sont formalisées par le concept de matrices de résistances hydrodynamiques.
On écrit sans autre hypothèse 3 :

~f � �Rfv � p~v � ~v8p~rqq� Rfω � p~ω� ~ω8q� RfE � ~~E8 ,

~Γ � �RΓv � p~v � ~v8p~rqq� RΓω � p~ω� ~ω8q� RΓE � ~~E8 , (2.32)

où les tenseurs de rang deux Rfv, Rfω, RΓv et RΓω couplent respectivement les forces aux vitesses
et vitesses angulaires, et les couples aux vitesses et vitesses angulaires ; les tenseurs de rang trois RfE
et RΓE couplent quant à eux les forces et les couples au champ de déformation moyen. Lorsque l’on
s’intéresse à une suspension stokésienne de particules libres et indéformables, les inconnues sont les
vitesses et vitesses angulaires des particules, les forces et les couples étant nuls. Les vitesses et vitesses
angulaires sont alors solutions d’un problème inverse :

�
~v
~ω

�
�
�
~v8p~rq
~ω8

�
�
�
Rfv Rfω
RΓv RΓω

��1
�
RfE � ~~E8

RΓE � ~~E8

�
. (2.33)

Formellement, le calcul les coefficients des matrices de résistance hydrodynamique Rxx se fait par la
résolution du problème de Stokes (2.28), assorti de ses conditions aux limites. Une fois ces coefficients
connus, la matrice peut être inversée, de manière à obtenir les vitesses et vitesses angulaires des
particules.

Résolution formelle du problème de Stokes.

À chaque instant, la résolution du problème de Stokes prédit une distribution de contrainte exercée
par le fluide sur la surface des particules. Il se développe une densité surfacique de forces ~fp~ξq définie
pour ξ P BP :

~fp~ξq � ~~σp~ξq � ~np~ξq . (2.34)

3. On utilise le soulignement pour désigner un champ discret X � tXiui�1..N qui prend
ses valeurs sur les particules.
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En vertu de la troisième loi de Newton, la distribution de forces surfacique correspond aussi aux forces
exercées par les particules sur le fluide. Comme le problème de Stokes est un problème différentiel
linéaire, on peut exprimer formellement la vitesse non affine ~cp~rq en tout point de V 4 sous la forme
d’une intégrale, utilisant là encore le principe de superposition :

~cp~rq �
»
~ξPBP

~~Gp~r � ~ξq � r�~fp~ξqs d2Sp~ξq , (2.35)

où le tenseur ~~Gp~x � ~yq est la fonction de Green du problème, c’est à dire la fonction permettant
d’exprimer la solution fondamentale qui est la perturbation générée au point ~x par une force ponctuelle
d’intensité ~F placée en ~y, le tout dans le domaine V considéré 5. Ce champ de vitesse particulier est
appelé stokeslet 6 est alors donné par la simple contraction

~cp~xq � ~~Gp~x� ~yq � ~F . (2.36)

Dans le cas d’une force ponctuelle positionnée à l’origine dans un espace infini complètement rempli
de fluide, avec des conditions limites à l’infini nulles, la fonction de Green porte le nom de tenseur
d’Oseen, noté ~~O. Le stokeslet correspondant se met sous la forme suivante [82, 65] :

~cp~rq � ~~Op~rq � ~F , où ~~Op~rq � 1
8πη0

�
� ~~Id
r
� ~r~r

r3

�
� . (2.37)

Dans le cas d’une suspension, la formulation intégrale (2.35) permet de passer d’un problème où
l’inconnu est le champ 3D des vitesses ~cp~rq à un problème où l’inconnu est le champ 2D des forces
surfaciques ~fp~ξq qui s’appliquent à l’interface BP. De fait, on peut écrire un développement dit
multipolaire du champ de vitesse, en développant la fonction de Green. Pour ~ξ P BPi, on écrit le
développement de Taylor au voisinage du centre ~ri de la particule :

Gαβp~r � ~ξq � Gαβp~r � ~riq � pri,γ � ξγqBGαβp~r � ~riq
Brγ � � � � (2.38)

En reportant ce développement dans la formulation intégrale (2.35) du champ de vitesse, on obtient :

cαp~rq � �
»
~ξPBP

Gαβp~r � ~ξqfβp~ξq d2Sp~ξq

� �Gαβp~r � ~riq
»
~ξPBP

fβp~ξq d2Sp~ξq � BGαβp~r � ~riq
Brγ

»
~ξPBP

pri,γ � ξγqfβp~ξq d2Sp~ξq � � � �
(2.39)

4. En réalité on ne résout pas tout à fait (2.28), qui est défini sur F , mais le même problème
dans tout V, avec les mêmes conditions limites à l’infini. On a remplacé les conditions de non
pénétration sur BP par l’existence de sources (2.34), dont la valeur - inconnue - est telle que les
lignes de courant solutions ne traversent pas BP. Ainsi, la restriction de cette solution trouvée
sur V à F est bien solution de (2.28) avec les bonnes conditions limites sur BP.

5. On parle aussi de propagateur, car cette fonction décrit la façon dont les effets d’une
force ponctuelle sont propagés entre deux points de V par l’équation de Stokes.

6. Il faut noter que le stokeslet est défini en toute rigueur pour des conditions aux limites
données à l’infini.
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On appelle moments d’ordre n de la distribution des force surfaciques ~fp~ξq les intégrales en préfacteur
des dérivées n�ièmes de la fonction de Green dans le développement. On appelle aussi monopôle le
moment d’ordre 0, dipôle les moments d’ordre 1, puis on parle de quadrupôle, d’octupôle, etc...
Dans le cas d’une inclusion rigide quelconque, l’égalité n’est exacte que si l’on poursuit le développe-
ment à l’infini. Dans ce cas, la connaissance de la totalité des moments de la distribution des ~fp~ξq
est formellement équivalente à la connaissance de la distribution elle-même, et on peut reconstruire
complètement le champ de vitesse. Dans le cas d’une sphère rigide, les moments au delà de l’octupôle
sont nuls pour des raisons géométriques [82].
En général, une formulation approximative du champ de vitesse est retenue en tronquant le dévelop-
pement à un ordre arbitraire rendant les calculs tractables. Une telle troncature revient à regarder
chaque particule de loin, c’est à dire à négliger les interactions hydrodynamique de champ proche
entre les particules, i.e. les interactions de lubrification. Pour que celles-ci soient inclues, il faut soit
conserver la totalité du développement, soit les rajouter à la main dans les expressions.
Bien que cette distribution des tractions soit inconnue, elle est contrainte par par l’intensité fixée des
forces et couples exercés sur les particules (ils doivent valoir ~0 dans le cas de particules libres, ou bien
sont donnés par la conservation de la quantité de mouvement dans le cas de particules inertielles) :»

BPi

~fp~ξq d2Sp~ξq � ~fi ,»
BPi

p~ξ� ~riq � ~fp~ξq d2Sp~ξq � ~Γi . (2.40)

La force totale ~fi n’est rien d’autre que le monopôle. On note le dipôle (calculé par rapport au centre
de la particule i) ~~Di{~ri

. On introduit sa partie symétrique, notée ~~Si et appelée stresslet, et sa partie
antisymétrique ~~Ai qui n’est en fait rien d’autre que le couple total :

Di,αβ �
»
~ξPBPi

pri,β � ξβqfαp~ξq d2Sp~ξq , (2.41)

Si,αβ � 1
2 pMi,αβ �Mi,βαq

� 1
2

»
BPi

rσαγpri,β � ξβq � σβγpri,α � ξαqsnγp~ξq d2Sp~ξq , (2.42)

Ai,αβ � 1
2 pMi,αβ �Mi,βαq

� 1
2

»
BPi

rσαγpri,β � ξβq � σβγpri,α � ξαqsnγp~ξq d2Sp~ξq � �1
2εαβγΓγ,i{~ri

, (2.43)

où εαβγ est le tenseur complètement antisymétrique de rang 3. Les premiers termes du développement
multipolaire du champ de vitesse dans le fluide s’écrivent donc en fonction des forces et des couples
des particules :

cαp~rq � �Gαβp~r � ~riqfi,β � BGαβp~r � ~riq
Brγ

�1
2εβγδΓi,δ � Si,βγ

�
� � � � (2.44)

Le développement en moments de la distribution des forces surfaciques illustre comment les contraintes
que constituent la valeur prescrite des forces et couples particulaires s’insèrent dans le problème. Elles
sont compatibles avec l’expression (2.35) car elles ne fixent qu’une partie des moments de la distribution
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des tractions, c’est à dire les premiers termes du développement (2.44). La partie symétrique du dipôle,
ainsi que tous les multipôles d’ordre supérieur de la distribution des forces surfaciques sont libres et
peuvent s’adapter de manière à ce que le champ de vitesse soit bien solution du problème de Stokes.
Le stresslet appliqué aux particules est une grandeur fondamentale en rhéologie des suspensions car elle
intervient dans l’expression de la contrainte développée au sein de l’écoulement (voir section 2.3.1).
Les arguments de linéarité permettant d’exprimer les forces et couples exercés sur les particules sont
également valables pour les stresslets. On a donc en toute généralité une relation matricielle :

~~S � �RSv � p~v � ~v8p~rqq� RSω � p~ω� ~ω8q� RSE � ~~E8 , (2.45)

où les tenseurs de rang trois RSv et RSω couplent respectivement les forces et les couples au champ
de déformation, et les stresslets aux vitesses et vitesses angulaires, et le tenseur de rang quatre RSE
couple les stresslet au champ de déformation moyen imposé. Le système linéaire constitué des relations
(2.33) et (2.45) peut être noté de façon condensé :�

��
~f
~Γ
~~S

�
�� � �R

�
��
~v � ~v8p~rq
~ω� ~ω8

� ~~E8

�
�� , où R �

�
�Rfv Rfω RfE
RΓv RΓω RΓE
RSv RSω RSE

�
� (2.46)

est appelée grande matrice de résistance hydrodynamique. Le problème peut aussi s’écrire en terme
de mobilité :�

��
~v � ~v8p~rq
~ω� ~ω8

� ~~E8

�
�� � �M

�
��
~f
~Γ
~~S

�
�� , où M � R�1 �

�
�Mvf Mωf MEf

MvΓ MωΓ MEΓ

MvS MωS MES

�
� (2.47)

est la grande matrice de mobilité hydrodynamique.

2.2 Problèmes à un ou deux corps.

On ne peut pas calculer en toute généralité la matrice de résistance associée au problème hydrodyna-
mique complet de l’écoulement d’une suspension comprenant N " 1 particules. Dans cette section,
nous revenons rapidement sur deux cas simples qui sont à l’origine du calcul théorique de la viscosité
d’une suspension dilué : le problème à un corps et le problème à deux corps.

2.2.1 Une particule dans un champ de cisaillement simple.

Pour calculer la matrice de résistance hydrodynamique associée à l’écoulement d’un fluide de viscosité
η0 autour d’une particule unique de rayon a, on peut se demander quels sont les efforts qui sont
exercés sur elle lorsqu’elle est maintenue immobile en un point ~r0, dans le champ de cisaillement
simple défini par l’équation (2.1), assorti d’une pression p8 à l’infini. Au voisinage de la particule, le
champ de cisaillement simple imposé s’écrit en vertu de la relation affine (2.2) comme la superposition
d’un champ de translation à la vitesse ~v8p~r0q, d’un champ de rotation à la vitesse angulaire ~ω8 et
d’un champ de déformation décrit par le tenseur ~~E8 :

~v8p~rq � ~v8p~r0q � ~ω8 � p~r � ~r0q � ~~E8 � p~r � ~r0q (2.48)
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La résolution de ce problème est classique ([13, 65]), on ne rappele que la méthode et le résultat. On
commence par résoudre les trois problèmes de Stokes correspondant aux trois écoulements (translation,
rotation, déformation) imposés à l’infini, assortis des conditions aux limites sur la vitesse à la surface
de la particule. La résolution se fait en décomposant la perturbation en vitesse ~cp~rq � ~vp~rq � ~v8p~rq
et en pression p̃p~rq � pp~rq � p8p~rq sur la famille de fonctions tensorielles générée par la fonction 1{r
et ses gradients, qui permettent de construire des fonctions harmoniques avec les bonnes conditions
de décroissance à l’infini . Des considérations de symétrie permettent de sélectionner lesquelles de
ces fonctions apparaissent dans la solution finale, qui en raison de la linéarité de l’équation de Stokes
s’écrit comme la somme des solutions trouvées pour chacun des écoulements. Il faut ensuite calculer le
tenseur local des déformations en prenant les gradients du champ de vitesse, puis calculer la contrainte.
La force et le couple auxquels la particule est soumise s’obtiennent à partir de la contrainte locale
en calculant les intégrales (2.9) et (2.10), ainsi que le stresslet avec (2.42). On obtient le résultat
classique de la traînée de Stokes pour une sphère dans un écoulement affine :

~f � 6πη0a ~v
8p~r0q , (2.49)

~Γ � 8πη0a
3 ~ω8 , (2.50)

~~S � 20
3 πη0a

3 ~~E8 . (2.51)

On en déduit les coefficients de la matrice de résistance hydrodynamique à un corps R1B (1B pour
one body) :

R1B
fv � 6πη0a , R1B

fω � R1B
Γv � 0 ,

R1B
Γω � 8πη0a

3 , R1B
fE � R1B

ΓE � 0 ,

R1B
SE �

20
3 πη0a

3 , R1B
Sv � R1B

Sω � 0 . (2.52)

La matrice de résistance hydrodynamique à un corps R1B s’écrit finalement très simplement :

R1B �
�
�6πη0a 0 0

0 8πη0a
3 0

0 0 20
3 πη0a

3

�
� , (2.53)

et la matrice de mobilité correspondante M1B s’en déduit par inversion.

2.2.2 Deux particules dans un champ de cisaillement simple.

Considérons maintenant deux grains i et j. On note ~rij � ~rj � ~ri le vecteur position relative de la
paire ij (~rij est le vecteur qui part du centre de i et qui arrive au centre de j), rij � }~rij} la distance
centre à centre et hij � rij�ai�aj le gap surface à surface entre les deux particules. On note encore
~vij � ~vj � ~vi la vitesse relative des deux particules (~vij est la vitesse de j dans un référentiel centré
en permanence sur i) et ~ωij � ~ωj � ~ωi la différence des vitesses de rotation.
Si on se place dans le formalisme général des paragraphes précédents, on comprend que les efforts
auxquels sont soumis les deux particules sont la résultante des tractions exercées par le fluide à leur
surface, en raison de la perturbation de son champ de vitesse due à la seule présence des deux particules.
Dans le problème à deux corps, il est tentant de ne plus penser à la médiation du fluide, et de dire que
les efforts sont directement exercés par chaque particule sur l’autre. On écrit alors pour les forces :

~fi � ~fjÑi � ~fij , ~fj � ~fiÑj � ~fji, (2.54)
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et de même pour les couples :
~Γi � ~ΓjÑi � ~Γij , ~Γj � ~ΓiÑj � ~Γji, (2.55)

où ~fij dénote donc par convention la force exercée par la particule j sur la particule i par le truchement
du fluide, et ~fji la force opposée, exercée par i sur j.
On peut toujours se placer dans le référentiel R1 centré sur le centre géométrique du segment reliant les
centres des deux particules, et se déplaçant à la vitesse p~vi � ~vjq{2 : on se trouve dans une situation
où les vitesses des particules et tout le champ de vitesse dans le fluide présentent une symétrie
centrale ~vR1p~rq � �~vR1p�~rq. Cette symétrie se retrouve dans le tenseur des taux de déformation
~~ER1p~rq � ~~ER1p�~rq, donc dans la partie déviatorique de la contrainte, et finalement dans la distribution
des tractions à la surface des grains i et j qui est égale en intensité et opposée en direction, pour deux
points diamétralement opposés à la surface de chacun des grains :

~fp~r P Piq � �~fp�~r P Pjq . (2.56)

La conséquence de cela après intégration sur la surface des grains est que les forces exercées sur les
particules i et j sont égales en intensité et opposées en direction, tandis que les couples sont égaux
en intensité et en direction :

~fij � �~fji , ~Γij � ~Γji . (2.57)

On peut ici discuter le concept de forces hydrodynamiques exercée par une particule sur une autre,
que ça soit dans le problème à deux corps, ou plus généralement dans une suspension comprenant
de nombreuses particules. Une particule seule suivant un mouvement prescrit perturbe un écoulement
de cisaillement simple par sa seule présence et indéformabilité, ce qui se traduit par une force qu’elle
subit. Cette force n’est pas nulle car elle doit équilibrer l’inertie de la particule, et même si celle-ci
est libre et immobile, les moments de la distribution de force à sa surface ne sont pas tous nuls. Une
particule seule dans un fluide en écoulement subit des efforts, sans qu’il y ait d’autres particules pour
« exercer » ces efforts sur elle !
Dans le problème à deux corps, il doit donc également y avoir une partie des efforts subis par chaque
particule qui est générée par sa seule présence dans le fluide. Bien entendu, le problème est compliqué
par l’existence d’efforts générés par la présence de sa voisine, qui elle même ressent les efforts exercés
par le fluide perturbé par sa propre présence et par la présence de la première particule. On appelle au
final forces hydrodynamiques ~fij et ~fji la résultante de ces couplages multiples. On ne peut néanmoins
pas vraiment considérer ces forces comme rigoureusement « exercées » par chaque particule sur sa
voisine, mais bien les voir comme la conséquence de la résolution d’une équation continue sur le
champ des vitesses dans la totalité du domaine fluide.
Il n’existe pas de solutions analytique exacte pour calculer la dynamique d’une paire de particules
immergées dans un écoulement affine. Des développements asymptotiques sont en revanche possibles,
dans les deux cas limites où les particules sont très éloignées l’une de l’autre, ou au contraire très
proches. Batchelor et Green montrent que l’on peut écrire la vitesse relative ~vij des deux particules,
ainsi que leur vitesses angulaires respectives ~ωk, sous la forme suivante [14] :

vij,α � v8α p~rjq � v8α p~riq �
�
A
rij,αrij,β
r2
ij

�B

�
δαβ � rij,αrij,β

r2
ij


�
E8
βγrij,γ ,

ωk,α � ω8
α � Ck εαβγ E

8
γδ

rij,αrij,β
r2
ij

, (2.58)
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où εαβγ est le tenseur complètement antisymétrique de rang 3, et les fonctions A, B et Ck sont des
fonctions de la distance de séparation rij et des rayons ai et aj uniquement, et s’expriment à partir
des coefficients de M2B,ij . Connaissant le champ de vitesse, le stresslet exercé sur une particule k � i
ou j peut aussi être calculé. Batchelor et Green le mettent sous la forme :

Sk,αβ � 20
3 πη0a

3
k

�
p1�KkqE8

αβ

� Lk E
8
γδ

�
rij,αrij,γδβδ � rij,βrij,γδαδ

r2
ij

� 2
3δαβ

rij,γrij,δ
r2
ij




�Mk E
8
γδ

�
rij,αrij,β
r2
ij

� 1
2δαβ



rij,γrij,δ
r2
ij

�
, (2.59)

où là encore, les fonctions Kk, Lk et Mk ne dépendent que de la distance de séparation rij et des
rayons ai et aj , et s’expriment à partir des coefficients de M2B,ij .

Particules éloignées : Méthode des réflexions
Cette méthode de calcul des coefficients de la matrice de résistance hydrodynamique associée à
une paire est basée sur un raisonnement itératif, qui exploite l’idée d’un développement des efforts
exercés sur les deux particules en une addition de couplages mutuels. La méthode est basée sur l’idée
selon laquelle le champ de vitesse au voisinage d’un grain est donné par la somme du champ de
vitesse non perturbé et des perturbations dues à la présence de chaque particule. Le raisonnement est
fondamentalement itératif car ces perturbations sont elles-mêmes à l’origne de corrections à apporter
à la postition et à la vitesse de toutes les particules, lesquelles entraînent à leur tour une correction
d’ordre supérieur aux perturbations initiales du champ de vitesse du fluide. Le raisonnement peut être
poussé indéfiniment en considérant une infinité de corrections successives correspondant aux couplages
mutuels entre les positions et vitesses des particules, et le champ de vitesse dans le fluide qui les porte
([82, 65]).
La méthode des réflexions s’exprime naturellement selon un formalisme de mobilité. On considère que
les particules i et j sont soumises à des forces p~fk,~Γkq, (k � i ou j) et on calcule leur vitesse. La
vitesse du fluide est

~vp~rq � ~v8p~rq � ~cip~rq � ~cjp~rq , (2.60)

où ~ckp~rq est la perturbation en vitesse induite par la présence de la particule k � i ou j (c’est à dire le
respect des conditions aux limites de non pénétration et non glissement sur BPk). De là, on procède
par itérations successives. L’itération zéro consiste à supposer que les particules sont assez éloignées
pour être considérées comme seules. La matrice de mobilité du problème à un corps permet de calculer
l’approximation zéro p~vp0qk , ~ω

p0q
k q des vitesses des deux particules :�

��
~v
p0q
k � ~v8p~rkq

~ω
p0q
k � ~ω8

� ~~E8

�
�� � �M1B,k

�
��
~fk
~Γk
~~Sk

�
�� , (2.61)

où M1B,k � R�1
1B,k est la matrice de mobilité à un corps construite sur la particule k � i ou j.

Connaissant ces vitesses, on peut calculer à l’ordre zéro les perturbations ~cp0qk p~rq causées par chaque
particule dans la vitesse du fluide. On utilise pour cela le champ de vitesse connu du problème à un
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corps. Cela conclut le calcul à l’ordre zéro (qui consiste essentiellement à remplacer le problème à
deux corps par la somme de deux problèmes à un corps).

La première itération va intégrer le premier ordre de perturbations du champ de vitesse ressenti par
chaque particule et généré par sa voisine. Pour tenir compte de cette perturbation, on considère que
chaque particule n’est plus immergée dans l’écoulement non perturbé ~v8p~rq, mais dans l’écoulement
perturbé à l’ordre zéro :

~vp0qp~rq � ~v8p~rq � ~cp0qi p~rq � ~cp0qj p~rq . (2.62)

On veut calculer les vitesses des particules immergées dans cet écoulement, vitesses qui constitueront
l’approximation d’ordre un de la vraie solution, notées p~vp1qk , ~ω

p1q
k q. Malheureusement, l’écoulement

(2.62) n’est pas affine, et il faut utilise la loi de de Faxén 7 :

~v
p1q
k � �

~fk
6πη0ak

� r1� a2
k

6 ∆s~v
p0qp~rkq , (2.63)

~ω
p1q
k � �

~Γk
8πη0a3

k

� 1
2
~∇� ~vp0qp~rkq . (2.64)

Connaissant la vitesse des particules à l’ordre 1, on en déduit comme pour l’itération zéro les pertur-
bations ~cp1qk p~rq causées par chaque particule dans la vitesse du fluide, à l’ordre 1.

Ces itérations successives de l’algorithme de calcul des vitesses des particules sont répétables autant
que voulu. Chacune de ces itérations rajoute un ordre de précision aux coefficients obtenus pour la
matrice de mobilité. Il s’avère que l’on ne sait pousser le développement à l’infin. Ainsi, la matrice
de mobilité obtenue est n’est calculable qu’à un certain ordre de précision en 1{rij , et est d’autant
plus valable que les particules sont éloignées. On note M8

2B,ij , la matrice de mobilité obtenue par ce
développement, et R8

2B,ij la matrice de résistance qui s’en déduit par inversion.
Dans [14] Batchelor et Green estiment, les fonctions A, B et Ck de (2.58) et Kk, Lk et Mk de (2.59)
à l’ordre op1{r6

ijq lorsque les grains sont éloignés. Les coefficients de la matrice de résistance obtenue
pour des particules éloignées par des développements de cette nature sont explicités par Jeffrey et
Onishi dans [75].

Particules proches : Lubrification
La configuration où deux particules sont très proches est inaccessible en pratique par la méthode
des réflexions, car le développement qu’elle fournit converge assez lentement vers la solution totale.
Il faut faire appel à la théorie de Reynolds de la lubrification pour estimer la matrice de résistance
hydrodynamique dans ce cas. Batchelor et Green calculent les fonctions A, B et Ck, Kk, Lk et Mk

dans cette limite, leur permettant d’estimer la trajectoire et le stresslet pour deux particules très
proches [14].

Toujours dans la limite des gaps surface-surface fins, Cox montre que pour des particules de forme
quelconque mais suffisamment régulières pour ne se toucher qu’en un point à la limite de gap nul
avec un rayon de courbure fini, les efforts exercés sont proportionnels à l’ordre Ophijq aux vitesses

7. La formule de Faxén est une généralisation de la formule de Stokes (2.61) à l’immersion
d’une sphère dans un écoulement quelconque.



2.2. PROBLÈMES À UN OU DEUX CORPS. 43

relatives t~vij , ~ωiju imposées, ce qui introduit une contrainte supplémentaire sur la forme de la matrice
de résistance hydrodynamique générale [40] :�

~fij
~Γij

�
� �R̃lub

2B,ij

�
~ωij

~vij

�
�Ophijq , (2.65)

où la tilde indique une formulation en résistance qui s’applique pas aux virtesses absolues, mais aux
vitesses relatives (leur différence). On définit une base locale directe p~nij ,~tij ,~t1ijq où ~nij � ~rij{rij
est le vecteur unitaire normal, orienté du centre de i vers le centre de j.On décompose les vitesses
relatives t~vij , ~ωiju, ainsi que les efforts exercés t~fij ,~Γiju sur l’axe normal et les deux axes tangentiels :

~vij � vNij ~nij � vTij ~tij � vT
1

ij
~t1ij , ~ωij � ωN

ij ~nij �ωT
ij
~tij �ωT 1

ij
~t1ij ,

~fij � f N
ij ~nij � f T

ij
~tij � f T’

ij
~t1ij ,

~Γij � Γ N
ij ~nij � Γ T

ij
~tij � Γ T’

ij
~t1ij . (2.66)

La matrice de résistance hydrodynamique qui apparaît dans (2.65) est donc a priori une matrice 6� 6
qui couple les 6 composantes des efforts aux 6 composantes des vitesses. Dans le cas d’une monocouche
de particules (qui est le cas que la simulation 2D peut représenter), seules deux composantes de la
vitesse et une composante de la vitesse de rotation sont pertinentes, de sorte que l’on ne conserve
qu’une sous-matrice 3� 3 de la matrice de résistance. On écrit alors :�

�fNijfTij
ΓT

1

ij

�
� � �

�
�Rlub

NN Rlub
NT Rlub

Nω

Rlub
NT Rlub

TT Rlub
Tω

Rlub
Nω Rlub

Tω Rlub
ωω

�
�
�
�vNijvTij
ωT

1

ij

�
� . (2.67)

Dans le calcul de Cox, le champ de vitesse dans fluide intersticiel est développé en puissance du gap,
et une équation de Reynolds est dérivée puis résolue ordre par ordre pour chacun des déplacements
relatifs élémentaires possibles (rapprochement frontal, rapprochement tangentiel, roulement, rotation
axiale). Le tenseur des contraintes est calculé jusqu’à un certain ordre en hij , et les forces et couples
exercés sur les parois des particules sont dérivées. Dans cette limite où hij Ñ 0 (en pratique pour
hij ! ai, aj), les seuls coefficients qui divergent sont ceux qui couplent vitesse et force normale, vitesse
et force tangentielle, et rotation et force tangentielle. Ils s’écrivent 8 [40] :

Rlub
NN � �6πη0

a2
i a

2
j

pai � ajq2
1
hij

�Opln hijq ,

Rlub
TT � 2πη0

aiaj
ai � aj

�
3pai � ajq2
5pai � ajq2 � 1

�
ln hij ,

Rlub
Tω � �12π

5 η0
a2
i a

2
j

pai � ajq2
ai � aj
ai � aj

ln hij . (2.68)

On notera que les coefficients Rlub
NN et Rlub

TT sont invariants par permutation de ai et aj , tandis que
Rlub
Tω change de signe quand les rayons des particules sont échangés. Cela est une conséquence des

relations de symétrie (2.57), où il y a un changement de signe pour les forces mais pas pour les couples.
Les autres coefficients ne sont pas singuliers, et sont sous-dominants pour des particules suffisamment
rapprochées.

8. Le signe diffère des expressions de [Cox, 1974] car les efforts de lubrification y sont
exprimés en fonction de la vitesse de la particule j dans le référentiel de i, à savoir ~vi{j �
~vi � ~vj � �~vij .
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La formulation (2.67) exprime la résistance hydrodynamique qui s’applique sur les vitesses relatives
des particules, projetées sur les axes de la base locale p~nij ,~tij ,~t1ijq. Les opérations qui permettent de
calculer les vitesses relatives à partir des vitesses absolue des particules sont toutes linéaires (ce sont
des différences et des projections), on peut donc exprimer les coefficients de la matrice de résistance
hydrodynamique Rlub

2B,ij , qui s’applique sur les vitesses absolues des particules. Ces coefficients sont
calculés dans [75, 76]. La matrice de mobilité Mlub

2B,ij correspondante est ensuite calculée par inversion.

Interpolation à toutes les distances, trajectoires
Comme il n’y a pas d’expression générale des matrices de résistance/mobilité pour toutes les distances,
on procède par interpolation des résultats obtenus dans la limite de particules proches, ou éloignées.
Une première interpolation sur toutes les distances a été proposée par Batchelor et Green [14], basée
sur les connaissances de l’époque de la trajectoire de deux particules en interaction hydrodynamique.
La valeur des coefficients des matrices de résistance/mobilité sur des distances intermédiaires a depuis
été raffinée par de nombreux travaux et par l’apport de l’outil informatique permettant résolution
numérique complète d’un écoulement de Stokes autour de deux particules [83]. On note R2B,ij et
M2B,ij ces matrices, dont les coefficients sont valables à toutes les distances de séparation rij . Leurs
expressions complètes modernes sont tabulées dans [82].
La vitesse relative peut ensuite être intégrée numériquement pour calculer les trajectoires suivies par
l’une des particules par rapport à l’autre (2.1). Dans le cas d’un cisaillement simple E8

γδ est donné par
(2.3). Les trajectoires obtenues sont représentées sur la figure (2.1). Comme attendu en conséquence
de la réversibilité des équations de Stokes, les trajectoires sont symétriques entre l’amont et l’aval. Ces
résultats mettent de plus en évidence l’existence d’une trajectoire limite qui délimite une zone dans
laquelle les trajectoires sont fermées. Une paire de particules initialement positionnée dans cette zone
ne la quittera jamais sous l’effet d’un seul cisaillement simple, quel que soit la déformation accumulée.
Cette trajectoire limite fermée n’existe cependant pas dans le cas d’un écoulement élongationnel.
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Figure 2.1 – Trajectoires dans le plan de cisaillement d’une paire de particules
immergées dans un écoulement de cisaillement simple. La seconde particule
évolue autour de la première particule, instantanément positionnée à l’origine.
Tire de [106]

2.3 Notion de contrainte dans une suspension.

Dans cette section, nous développons le concept de contrainte dans une suspension, et rappelons
comment elle s’exprime à partir d’une moyenne d’espace sur le volume de la suspension [12, 65].
Ce calcul met en évidence le rôle fondamental joué par le stresslet exercé sur chaque grain dans le
développement d’une contrainte macroscopique.

2.3.1 Contrainte particulaire.

La contrainte macroscopique associée à un volume élémentaire représentatif V de suspension de volume
V et contenant N " 1 particules rigides se décrit statistiquement comme la moyenne volumique de
la contrainte locale sur le domaine V :〈~~σ〉 � 1

V

»
V

~~σp~rq d3~r . (2.69)

En l’absence d’inertie du fluide, la contrainte en un point ~r situé dans le fluide est donnée par le
comportement Newtonien (2.11). La contrainte dans les particules est inconnue, mais on peut tout
de même écrire :

〈
σαβ

〉 � 1
V

»
F

�
�pδαβ � η0

�Bvα
Brβ �

Bvβ
Brα

� �
d3~r � 1

V

Ņ

i�1

»
Pi

σαβ d3~r . (2.70)

On peut étendre l’intégrale sur F à tout le domaine V, de manière à faire apparaitre la moyenne spatiale
de la pression et du tenseur des taux de déformation, quitte à retrancher le complément intégré sur les
domaines Pi. Comme les grains sont indéformables, le champ de vitesse à l’intérieur des Pi est donné
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par le mouvement de corps rigide (2.4), où il n’y a aucune composante de déformation. Le tenseur
des taux de déformation est donc nul dans Pi, de telle sorte que l’on peut écrire :

〈
σαβ

〉 � 1
V

»
V

�
�pδαβ � η0

�Bvα
Brβ �

Bvβ
Brα

� �
d3~r � 1

V

Ņ

i�1

»
Pi

rσαβ � pδαβsd3~r . (2.71)

De ces deux termes, le premier n’est rien d’autre que la contrainte Newtonienne associée à la pression
moyenne et au taux de déformation moyen dans V :

1
V

»
V

�
�pδαβ � η0

�Bvα
Brβ �

Bvβ
Brα

� �
d3~r � �〈p〉δαβ � 2η0

〈
Eαβ

〉
. (2.72)

Le second terme correspond à une contrainte supplémentaire liée à la présence des particules, et que
l’on appelle « contrainte particulaire » [12], notée ~~Σppq :

Σ
ppq
αβ �

1
V

Ņ

i�1

»
Pi

rσαβ � pδαβsd3~r . (2.73)

Après quelques transformations algébriques, on peut exprimer la contrainte particulaire comme une in-
tégrale surfacique de la traction générée par la contrainte dans le fluide, sur l’interface fluide/particules.
Utilisant la convention de sommation des indices répétés, on écrit :»

Pi

rσαβ � pδαβsd3~r �
»
Pi

�
σαβ � 1

3σδδδαβ
�
d3~r

�
»
Pi

σαγ
Brβ
Brγ d3~r � 1

3δαβ
»
Pi

σγδ
Brδ
Brγ d3~r

�
»
Pi

B
Brγ pσαγrβq d3~r �

»
Pi

rβ
Bσαγ
Brγ d3~r

� 1
3δαβ

�»
Pi

B
Brγ pσδγrδq d3~r �

»
Pi

rβ
Bσδγ
Brγ d3~r

�
, (2.74)

où l’on a remplacé la pression par sa définition p � �1{3 Trp~~σq dans la première égalité, utilisé le fait
que Brβ{Brγ � δβγ et Brδ{Brγ � δδγ dans la seconde, et utilisé le développement de la dérivée des
produits pσαγrβq et pσδγrδq dans la dernière égalité. En l’absence de forces volumiques extérieures, la
divergence du tenseur des contraintes s’annule dans les particules :

Bσαγ
Brγ � �

~∇ � ~~σ�
α
� 0 , Bσδγ

Brγ � �
~∇ � ~~σ�

δ
� 0 . (2.75)

Ainsi, deux des quatres intégrales au second membre de (2.74) s’annulent, autorisant, à l’aide du
théorème de la divergence, à écrire ce qui reste comme une intégrale de surface sur l’interface BPi :»

Pi

rσαβ � pδαβsd3~r �
»
Pi

B
Brγ pσαγrβq d3~r � 1

3δαβ
»
Pi

B
Brγ pσδγrδq d3~r

�
»
BPi

�
σαγrβ � 1

3δαβσδγrδ
�
nγ d2~r , (2.76)
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où nγ est la composante dans la direction γ du vecteur unitaire sortant ~np~rq au point r P BPi.
La contrainte particulaire s’écrit finalement comme une somme de moments de la traction due à la
contrainte dans le fluide sur la surface de toutes les particules :

Σ
ppq
αβ �

1
V

Ņ

i�1

»
BPi

�
σαγrβ � 1

3δαβσδγrδ
�
nγ d2~r . (2.77)

Il apparaît naturellement dans la contrainte particulaire le tenseur Di,αβ � ³
BPi
σαγrβnγd2~r des

moments des tractions exercées par le fluide sur la particule i à leur interface 9 :

Σ
ppq
αβ �

1
V

Ņ

i�1
Di,αβ � 1

V

1
3δαβ

Ņ

i�1
Tr ~~Di . (2.78)

Le dipôle Di,αβ peut être décomposé en la somme de sa partie symétrique Si,αβ qui est le stresslet,
et sa partie antisymétrique Ai,αβ, qui est le couple appliqué à la particule i, calculé par rapport à
l’origine O du repère.
Dans le cas de particules libres et sans inertie, le couple ~Γi est nul, et le tenseur des moments des
tractions se résume au stresslet. Physiquement, le stresslet représente les efforts exercés sur la particule
parcequ’elle est indéformable et résiste à la composante de déformation locale de l’écoulement (c’est
à dire la partie symétrique Eαβ du tenseur des gradients des vitesses Bαvβ). Il n’est donc responsable
d’aucune mouvement de la particule à proprement parler, mais se retrouve dans l’expression de la
contrainte particulaire Σppqαβ dans une suspension de particules libres. On a en effet :

Σ
ppq
αβ �

1
V

Ņ

i�1
Si,αβ � 1

V

1
3δαβ

Ņ

i�1
Tr ~~Si � N

V

〈
Sαβ

〉� δαβN
V

〈1
3 Tr ~~S

〉
. (2.79)

La contrainte totale dans une suspension de particules libres, moyennée spatialement sur un domaine
de volume V , contenant N particules peut finalement s’écrire en fonction des moyennes spatiales de
la pression hydrostatique et du tenseur des taux de déformation dans le domaine, ainsi que du stresslet
moyenné sur les particules 10 :〈

σαβ
〉 � �〈p〉δαβ � 2η0

〈
Eαβ

〉� N

V

〈
S 1
αβ

〉
, (2.80)

où S 1
αβ � Sαβ � pδαβ{3qTr ~~S est le stresslet privé de sa trace. Comme le stresslet exercé sur chaque

particule dépend de la position de toutes les particules, une façon de calculer sa moyenne est d’effectuer
une moyenne d’ensemble sur le stresslet S 1

αβp~rq exercé sur une particule test, positionnée à l’origine
O dans une suspension qui s’étend dans tout l’espace 11. Les différentes réalisations de cette moyenne
d’ensemble correspondent à différents positionnements ~r � t~r1, ...~rNu des N autres particules autour
de la particule test. On voit immédiatement ici l’impact de la microstructure de la suspension sur

9. Plus précisément, il s’agit du tenseur ~~Di{O, des moments par rapport à l’origine O des
tractions exercées sur la particule i. Dans le cas de particules libres et sans inertie, les moments
ne dépendent pas du point par rapport auquel on les calcule, ce qui permet d’économiser cette
précision.
10. Dans cette équation, les chevrons

〈
.
〉
désignent deux types différents de moyenne, l’une

sur l’espace pour des champs continus, l’autre sur les particules pour un champ discret.
11. La limite V � R3 doit être définie car dans la limite thermodynamique, la contrainte ne

doit pas dépendre du volume de la suspension
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la contrainte, étant donné que la valeur du stresslet moyen dépend directement de la distribution
moyenne des positions des autres particules de la suspension autour d’une particule test. On note
pN |1p~r|~0q la densité de probabilité associée à la présence des N particules de la suspension dans la
configuration ~r, sachant que la particule test est en ~0, et on a :

〈
S 1
αβ

〉 � ³
R3N S

1
αβp~rq pN |1p~r|~0q d3N~r³

R3N pN |1p~r|~0q d3N~r
� 1
N !

»
R3N

S 1
αβp~rq pN |1p~r|~0q d3N~r , (2.81)

les N particules de la suspension sur la position desquelles on effectue la moyenne étant indiscernables,
la densité de probabilité pN |1p~r|~0q se normalise au nombre de permutations possibles sur N particules.

Calculs de la contrainte particulaire dans la limite diluée.

Formule d’Einstein.
Dans une limite très diluée, on peut supposer qu’aucune particule n’est présente dans un voisinage
raisonnable de la particule test, de telle sorte que le stresslet qu’elle exerce peut être est donné par les
résultats du problème à un corps (2.51) :

~~S � 20
3 πη0a

3 ~~E8 . (2.82)

Comme ce stresslet est de trace nulle, et ne dépend plus des positions ~r des autres particules, la
moyenne se simplifie immédiatement et on obtient la contrainte particulaire générée par le problème
à un corps en identifiant le champ de déformation à l’infini du problème à un corps avec le champ de
déformation moyen dans la suspension :

Σ
ppq
1B,αβ �

N

V

20
3 πη0a

3E8
αβ . (2.83)

On retrouve alors la formule d’Einstein qui donne la contrainte dans une suspension diluée :〈
σαβ

〉 � �〈p〉δαβ � 2η0

�
1� 5

2φ
� 〈
Eαβ

〉
, (2.84)

où φ � 4πa3N{3V est la densité volumique des particules dans la suspension.

Formule de Batchelor.
Dans une limite un peu moins diluée, on peut supposer qu’il ne peut y avoir qu’une particule à la fois
à une position ~r1 dans un voisinage raisonnable de la particule test. On cherche alors la partie de la
contrainte particulaire générée par les interactions à deux corps, que l’on obtient en soustrayant celle
trouvée pour les interactions à un corps de la contrainte particulaire totale :

Σ
ppq
2B,αβ � Σppqαβ � Σppq1B,αβ �

N

V

�〈
S 1
αβ

〉� 20
3 πη0a

3E8
αβ

�
� 5φη0

� 〈
S 1
αβ

〉
20
3 πη0a3 � E8

αβ

�
. (2.85)

La moyenne du stresslet est calculée en utilisant la formule (2.81) où N � 1. L’intégrale est donc
prise sur la densité de probabilité conditionnelle à 2 corps p1|1p~r1|~0q :

Σ
ppq
2B,αβ � 5η0φ

»
R3

�
S 1
αβp~r1q

20
3 πη0a3 � E8

αβ

�
p1|1p~r1|~0qd3~r1 . (2.86)
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Malheureusement, il s’avère que cette intégrale diverge, car l’intégrande ne décroit pas assez vite à
l’infini quand le stresslet y est remplacé par son expression obtenue dans le problème à deux corps.
La solution utilisée par Batchelor et Green [15], est d’intégrer non pas cette quantité, mais son écart
à une quantité Qαβp~r1q dont la moyenne est connue, et qui décroit à l’infini comme l’intégrande de
(2.86). La quantité choisie est l’écart entre le taux de déformation local du problème à deux corps et
le taux de déformation moyen imposé :

Qαβp~r1q � Eαβp~r1q � E8
αβ . (2.87)

La moyenne de cette grandeur est nulle, et on peut donc écrire :

Σ
ppq
2B,αβ �

15
4πa3η0φ

2
»
R3

��
S 1
αβp~r1q

20
3 πη0a3 � E8

αβ

�
� �Eαβp~r1q � E8

αβ

��
gp~rqd3~r , (2.88)

où où a exprimé la densité de probabilité à deux corps en fonction de la fonction de corrélation de
paire p1|1p~r1|~0q � ngp~r1q � 3φgp~r1q{4πa3.
Il reste à calculer la fonction de corrélation de paire. Elle est solution de l’équation de conservation :

Bg
Bt �

~∇ � rg~vp~rqs � 0 , (2.89)

où le champ de vitesse ~vp~rq est donné par l’expression (2.58) de la vitesse relative ~vijp~rijq de deux
particules en interaction hydrodynamique, connu de la résolution du problème à deux corps. Malheureu-
sement, l’existence de trajectoires fermées dans le cas d’un cisaillement simple empêche la résolution
de cette équation en régime stationnaire dans tout l’espace. En effet, la quantité de particules au
contact, dans la région entourée par la trajectoire fermée limite dépend de l’histoire de la suspension,
et en particulier du nombre de particules piégée dans cette zone dès le départ. Il se trouve de plus que
cette zone est de volume infini, ce qui empêche de négliger sans précaution la partie correspondante
de l’intégrale (2.88).
La fonction de corrélation de paire peut en revanche être exprimée dans la région de l’espace au delà
de la trajectoire fermée limite, c’est à dire la région remplie par les trajectoires qui viennent de l’infini
et vont à l’infini. Dans cette région, la fonction de corrélation de paire est mise sous la forme [15] :

gp~rq � 1
1�Aprq exp

� » 8

r

3pBprq �Aprq
rp1�Aprqq dr

�
, (2.90)

où les fonctions Aprq et Bprq sont celles qui interviennent dans l’expression (2.58) donnée par Green et
Batchelor pour la vitesse relative de deux grains en interaction hydrodynamique. Ainsi, dans la région
accessible par les grains arrivant de l’infini, la fonction de corrélation de paire présente une symétrie
radiale.

Dans le cas d’un écoulement élongationnel où il n’y a pas de trajectoires limites et de paires piégées, on
peut estimer numériquement gp~rq puis l’intégrale (2.88) (dont tous les termes sont tous proportionnels
au taux de déformation moyen imposé E8

αβ �
〈
Eαβ

〉
) donnant une forme Newtonienne à la contrainte :

〈
σαβ

〉 � �〈p〉δαβ � 2η0

�
1� 5

2φ�Kφ2
� 〈
Eαβ

〉
, (2.91)

où le coefficient K est évalué à 7.6 par Batchelor et Green.
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2.3.2 Contrainte dans une suspension inertielle.

Dans une suspension en écoulement purement Stokésien, ni les particules, ni le fluide n’ont d’inertie et
la seule contrainte (en l’absence de contacts) générée dans la suspension est la contrainte particulaire,
d’origine hydrodynamique.
Dans le cas où l’on ne néglige pas l’inertie, il faut tenir compte des fluctuations de vitesse capable
de transporter de la quantité de mouvement et donc de générer de la contrainte. Ces fluctuations de
vitesse concernent tant le fluide que les particules.
Concernant le fluide, Reynolds [115] propose d’isoler les fluctuations de vitesse ~v 1p~rq dans l’équation
de Navier-Stokes en soustrayant sa moyenne du champ de vitesse

~v 1p~rq � ~vp~rq�   ~vp~rq ¡ (2.92)

Cela conduit à l’écriture d’un tenseur de contrainte local dit tenseur des contraintes de Reynolds :

σ Re
αβ p~r, tq � �ρv 1αp~r, tqv 1βp~r, tq , (2.93)

dont on peut faire la moyenne sur F [12] :

〈
σ Re
αβ

〉 � � 1
V

»
F
ρv 1αp~rqv 1βp~rqd3~r . (2.94)

Concernant les grains, la contrainte portée par les fluctuations de leur vitesse correspond à la contri-
bution dite cinétique dans la formule de Irving-Kirkwood [74] :

〈
σ K
αβ

〉 � � 1
V

Ņ

i�1
mici,αci,β , (2.95)

où ~ci � ~vi�~v8p~riq est l’écart de la vitesse de la particule i par rapport au champ de vitesse affine moyen
imposé. Cette formule s’obtient en suivant une procédure de moyennage des équations (inertielles) du
mouvement des particules sur le domaine V. Différents procédés sont possibles, ils sont équivalents et
permettent de démontrer la contribution de l’inertie dans la formule d’Irving-Kirkwood pour le stress
générée dans une assemblée discrète de particules. Une démonstration de cette formule suivant la
procédure de Goldhirsch [66] est donnée en annexe (A).
Dans la section (2.1.2), on considère deux régime d’écoulement pour une suspension. Si celle-ci est
diluée ou modérément dense, elle est dite purement Stokésienne et on ne tient aucunement compte
de l’inertie. Dans ce cas, ni la contrainte de Reynolds, ni la contrainte cinétique due aux grains n’entre
en compte dans le calcul de la contrainte dans la suspension.
En revanche, pour des suspensions très denses, nous avons vu que l’on pouvait s’intéresser à un régime
d’écoulement inertiel lubrifié, où l’inertie des grains ne doit pas être négligée. Dans ce cas, on ajoutera
la contrainte cinétique (2.95) à la contrainte totale qui se développe dans la suspension.

2.4 Contacts entre grains : Rôle et description.

L’analyse du seul problème du cisaillement de deux particules immergées met en évidence l’existence de
trajectoires capables de générer des distances très petites entre grains. Quand deux grains sphériques
entrent en interaction dans un champ de cisaillement simple, une distance minimale de séparation
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aussi petite qu’un dix-millième de leur rayon peut être générée [42]. De plus l’existence de trajectoires
fermées au voisinage du contact dans le problème purement hydrodynamique d’une suspension diluée,
et leur conséquence en terme de rhéologie justifie l’importance qu’il y a à tenir compte des contacts
directs entre les grains. Ceux-ci sont en effet susceptibles de perturber les trajectoires purement hy-
drodynamiques quand une distance d’approche très faible de l’ordre de taille des rugosités naturelles
à la surface des particules est générée. Expérimentalement enfin, il a été mis en évidence l’existence
de déviations par rapport aux trajectoires attendues dans un cadre purement hydrodynamique lorsque
deux sphères rigides se rapprochent suffisamment [49, 43].
On ne peut donc pas se limiter au problème théorique abstrait des interactions entre particules infini-
ment lisses : la théorie hydrodynamique est incapable seule de modéliser correctement les interactions
inter particulaires au sein d’une suspension concentrée. On discute dans cette partie des interactions
directes entre grains qui se produisent donc nécessairement dans ces systèmes : quels sont les éléments
physiques pertinents à leur description, et comment leur existence influence-elle la contrainte générée
dans la suspension.

2.4.1 Éléments de physique des contacts.

La formalisation mathématique des interactions de contact entre particules rigides a été développée
historiquement dans le cadre de l’étude du comportement mécanique des milieux granulaires secs.
Dans ces systèmes, il n’y a pas de fluide intersticiel, et le comportement macroscopique est la consé-
quence des seuls contacts directs entre grains solides, qui y déterminent le transport de la quantité de
mouvement et la dissipation de l’énergie.
De nombreux ingrédients physiques sont à l’oeuvre dans la zone dite de contact, c’est à dire la petite
région où les deux particules interagissent à très courte distance : élasticité, plasticité, frottements,
rugosité, vieillissement, cohésion, interactions électrostatiques. Les détails microscopiques de la phy-
sique à l’oeuvre dans la zone de contact sont en réalité très riches et ne sont d’ailleurs pas encore bien
compris. Il n’existe pas à notre connaissance de théorie générale capable de condenser tous ces effets
dans une formalisation mathématique globale.
Une première modélisation (déjà simplificatrice) est de postuler l’existence d’une « force de contact »
~f c qui s’applique en un « point de contact » entre les deux particules. On suppose alors que les
interactions, dans toute leur complexité, sont limitées à une région de contact de très petite taille
devant la taille des grains. On cherche alors à exprimer la relation entre l’intensité de cette force, et
toute variable éventuellement nécessaire à la description de l’état interne du contact. Cette relation
est appelée loi de contact, et est nécessairement le fruit d’un compromis entre réalisme physique et
praticabilité de la loi, d’autant plus que l’on souhaite utiliser la loi de contact dans le cadre d’une
simulation numérique qui impose ces propres contraintes.
On peut formaliser le fait que deux particules i et j soient en contact en prenant comme condition de
contact le fait que rij ¤ ai � aj , c’est à dire si le recouvrement δij est positif ou nul :

δij � ai � aj � rij ¥ 0 ô i et j sont en contact. (2.96)

Dans le cas de particules infiniment rigides et complètement indéformables (comme cela a été supposé
lors du traitement hydrodynamique de l’écoulement entre les grains), le recouvrement ne peut être que
nul et le point de contact C entre les particules est défini sans ambiguïté. Si on autorise les particules
à se déformer un petit peu sous l’effet des forces de contact exercées, on autorise un recouvrement
fini. Le point de contact C peut alors être positionné au centre géométrique de cette zone.
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On définit la vitesse relative au contact comme la vitesse relative du point C vu comme un point de
la particule i par rapport au point C vu comme un point de la particule j :

~v c
ij � ~vj � paj � δij

2 q~ωj � ~nij � p~vi � pai � δij

2 q~ωi � ~nijq

� ~vij � rpaj � δij

2 q~ωj � pai � δij

2 q~ωis � ~nij . (2.97)

Suivant les mêmes conventions que pour les forces hydrodynamiques, on note ~fij la force exercée au
contact par la particule j sur la particule i et ~fji la force opposée, exercée par i sur j :

~f c
ij � ~fjÑi, contact � �~f c

ji . (2.98)

On construit une base locale directe p~nij ,~tij ,~t 1ijq, en prenant ~nij � ~rij{}~rij} et ~tij � ~v c
ij{}~v c

ij},
ce qui permet de décomposer la vitesse de contact en une composante normale et une composante
tangentielle :

~v c
ij � v c,N

ij ~nij � v c,T
ij

~tij , (2.99)

v c,N
ij � ~v c

ij � ~nij � 9rij ,

v c,T
ij � ~v c

ij � ~tij .
On décompose également la force de contact en une force normale et une force tangentielle :

~f c
ij � f c,N

ij ~nij � f c,T
ij

~tij . (2.100)

La force tangentielle ne se développe que dans la direction ~tij car elle est générée en opposition à la
vitesse de contact tangentielle, et est colinéaire à celle-ci.

Déformations élastiques au contact.
Les forces de contact qui s’exercent entre deux grains rigides sont essentiellement d’origine élastique.
Bien que l’élasticité soit une théorie linéaire, les forces générées par la déformation de deux grains
sphériques ne varient pas linéairement avec l’écrasement généré, pour des raisons géométriques. En
effet, quand les deux grains de rayon de taille caractéristique � a sont suffisamment comprimés pour
les déformer, la surface de contact augmente avec la force appliquée. Si on note l l’ordre de grandeur
du rayon de la zone de contact et δ l’ordre de grandeur de la déformation, on a géométriquement que

a2 �
$'%a� δ

2

,/-2
�
$'% l

2

,/-2
. (2.101)

On peut développer cette relation géométrique en utilisant la séparation d’échelle entre la taille des
grains, le rayon de la zone déformée et la taille de la déformation δ ! l ! a. L’ordre le plus élevé
donne

l2 � 2δa . (2.102)

On utilise alors la dépendance linéaire entre la contrainte dans le contact et la déformation relative
générée (une description scalaire de l’élasticité est suffisante pour capturer la loi de variation). Si E
est le module d’élasticité de la particule, et σ une échelle de contrainte dans le contact, on a

σ � Eε , (2.103)
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où ε est la déformation relative, à savoir la taille de la déformation ramenée à la taille de la zone
déformée : ε � δ{l. L’échelle de contrainte étant donnée par le rapport de la force sur la surface sur
laquelle elle s’applique, on a :

F

l2
� E

δ

l
soit : (2.104)

F � E δ l � E δ pδaq1{2 � E a2
$'%δ
a

,/-3{2
. (2.105)

La formule exacte, obtenue par Heinrich Hertz dans le cadre d’un calcul complet d’élasticité linéaire
[69] fait intervenir en plus un préfacteur géométrique pour des sphères, ainsi que le module de Poisson
ν du matériau :

f c,N
ij � �4

3
E

1� ν2a
2
$'%δij

a

,/-3{2
. (2.106)

Frottements.
Lorsque les particules i et j entrent en contact avec une vitesse de contact tangentielle finie, une force
tangentielle de frottement peut également être générée. Le détail des mécanismes microscopiques
générant cette force ne sont pas nécessairement faciles à décrire, et on peut applique usuellement la
loi de Coulomb qui contraint l’intensité de la force tangentielle développée en fonction de la charge
normale dans le contact.
Le glissement des surfaces des deux grains l’une par rapport à l’autre au point de contact n’est possible
que si le rapport entre force tangentielle et force normale atteint un certain coefficient µ :

f c,T
ij � µf c, N

ij . (2.107)

Le coefficient µ est appelé coefficient de friction (statique) du matériau et représente la résistance à
vaincre pour générer un glissement malgré les frottements dans le contact. 12 La vitesse tangentielle
de contact ~v c,T

ij est alors non nulle et le contact est alors appelé contact glissant.
La relation de proportionnalité (2.107) peut s’expliquer si on tient compte de l’étendue apparente Sa
de la zone de contact, et de l’existence d’aspérité [21]. Ainsi, lorsque deux solides sont placés l’un
contre l’autre, le contact effectif a lieu uniquement au niveau des aspérités les plus saillantes. La
surface de contact réelle Sr est en fait beaucoup plus limitée que la surface apparente. La contrainte
normale générée par la force normale, d’intensité FN s’écrit alors en ordre de grandeur :

σN � FN
Sr

. (2.108)

Bowden et Tabor font alors l’hypothèse que cette contrainte normale est assez grande pour plastifier
localement les aspérités concernées. Le matériau fluant localement, la contrainte normale est alors à
peu près constante quelle que soit la charge normale appliquée, et s’établit à la limite de plasticité
H en compression du matériau. C’est la surface réelle de contact qui est modifiée quand la charge
normale augmente, selon

Sr � FN
H

. (2.109)

12. Une fois en mouvement, le rapport entre la force normale et la force tangentielle saute
vers une autre valeur µd, appelé coefficient de friction dynamique, qui représente la force à
appliquer pour maintenir un glissement déjà initié.
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Pour estimer la force tangentielle générée dans le contact entre deux aspérités, Bowden et Tabor
supposent que les deux solides sont soudés localement, et que le déplacement tangentiel n’est possible
que si la contrainte tangentielle générée atteint la limite de plasticité en cisaillement τ du matériau.
Un ordre de grandeur de la contrainte tangentielle développée est

σT � FT
Sr

� τ . (2.110)

En combinant les expressions (2.109) et (2.110), on obtient une relation de proportionnalité entre les
forces normales et tangentielles :

FT � τ

H
FN . (2.111)

Si la force générée n’est pas suffisante pour vaincre les frottements au contact, la vitesse tangentielle
de contact est nulle et le contact est qualifié de contact roulant. La force générée applique un couple
qui conduit à mettre les grains en rotation de façon à ce que le point de contact pour chaque grain
reste en permanence en face de son vis à vis de l’autre grain, l’impulsion restante étant stockée élas-
tiquement dans le contact, ou bien dissipée. Dans ce cas, l’intensité de la force tangentielle n’est en
fait pas fixée a priori par la loi de Coulomb tant qu’elle est inférieure à µf c, N

ij .
Il n’existe pas de modèle clair permettant d’évaluer la force tangentielle élastique dans ces circons-
tances, aussi l’usage est d’utiliser un modèle de ressort-amortisseur qui semble capturer la nature
élastique de la force générée dans un contact roulant ainsi que l’existence de mécanismes de dissipa-
tion (voir méthodes de DEM au chapitre (3), section 3.3.3).

2.4.2 Contacts et rhéologie.

Contrainte de contacts.

L’existence de contacts directs dans une suspension de particules a des implications importante pour
la rhéologie. Le premier effet évident est une contribution directe à la contrainte, due au transport de
quantité de mouvement à travers les forces non hydrodynamique qui s’exercent dans les contacts qui
se forment et disparaissent au fur et à mesure du cisaillement.

Le calcul de la contrainte de contact nécessite de veut passer d’une distribution discrète de forces ~f c
ij

associées aux paires de particules en contact dans le volume élémentaire représentatif V à un tenseur
de contraintes

〈
σ c
αβ

〉
. Pour ce faire, il faut encore une fois effectuer un processus de moyennage sur

V. Ce calcul permet de démontrer la contribution des forces dans la formule d’Irving-Kirkwood pour
le stress générée par une assemblée de particules dans un volume [74]. Une démonstration de cette
formule est donnée en annexe (A). La contrainte de contact s’écrit

〈
σ c
αβ

〉 � � 1
2V

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

f c
ij,αrij,β . (2.112)

Contrairement à la contrainte particulaire hydrodynamique qui est sans trace, ce tenseur possède une
trace et peut être à l’origine du développement d’une pression particulaire non nulle au sein d’une
suspension en cisaillement.
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Impact sur la microstructure.

En plus de la contrainte de contact additionnelle, l’existence de contacts due à la rugosité des particules
à un second effet indirect sur la contrainte particulaire. Comme le fluide est susceptible de s’écouler
entre les aspérités à la surface d’une particule, les trajectoires de celles-ci ne sont plus uniquement
déterminées par le problème hydrodynamique, en conséquence de quoi la microstructure de toute la
suspension est modifiée. La composante hydrodynamique de la contrainte particulaire est donc affectée
indirectement par l’existence de contacts.
Da Cunha et Hinch [42], puis Zarraga et Leighton [137] ont proposé de tenir compte de l’existence de
contacts dans le problème à deux corps en postulant l’existance d’une approche minimale ε entre les
deux particules correspondant à la taille typique des aspérités. Lorsque la séparation entre les surfaces
est égale à ε, une force répulsive normale est générée de manière à empêcher un rapprochement plus
avant des grains. En résolvant le problème à deux corps dans ces conditions, ces auteurs ont montré
une dissymétrisation des trajectoires par rapport au problème lisse (2.2).
Cette brisure de la symétrie des trajectoires a deux conséquence microstructurelles. Premièrement, les

Figure 2.2 – L’existence d’une échelle de rugosité génère de l’anisotropie dans
le problème à deux corps. La symétrie amon-aval du problème à deux corps lisses
(haut) est à l’origine d’une fonction de corrélation de paire à symétrie radiale.
L’existence de rugosité génère des contacts dans le quadrant de compression, et
un sillage de dépletion dans le quadrant de dilatation (bas).

interactions de contact, uniquement répulsives, n’ont lieu que dans le quadrant de compression. Dans le
quadrant de dilatation, l’écoulement éloigne les particules l’une de l’autre et il ne peut donc pas y avoir
de contact. Deuxièmement, l’existence des contacts projette les particules qui s’approchent un peu
trop sur une trajectoire limite correspond à la trajectoire dont la plus grande approche est exactement
ε. Il en résulte un sillage de déplétion en aval : toute la zone occupée dans le problème lisse par
des particules s’étant plus approchées que ε est maintenant vide, les particules en ayant été chassées
par le contact. Il en résulte une assymétrie de la fonction de corrélation de paire gprq, directement
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à l’origine de l’assymétrie des contraintes normales. En effet, l’équilibre des forces hydrodynamique
entre le quadrant de compression (où les particules se rapprochent) et le quadrant de dilatation (où
elles s’éloignent) est brisé.
Cette assymétrisation de la microstructure est bien décrite théoriquement dans le domaine dilué, pour
lequel il « suffit » de résoudre le problème à deux corps [26, 132]. Dans les suspensions plus concentrées,
il n’y a pas à notre connaissance de description théorique permettant d’estimer la distribution des
paires. Néanmoins, l’assymétrie de la microstructure persiste, et est mesurée expérimentalement dans
des suspensions réelles [18, 19], ou en simulation [121, 107].



Chapitre 3

Un état de l’art des approches
numériques.

La complexité analytique des problèmes qui se posent en physique des suspensions, couplée à l’appa-
rition de l’informatique et d’ordinateurs de plus en plus puissants a naturellement poussé au dévelop-
pement d’approches numériques pour explorer le comportement de ces systèmes.
Ce chapitre est consacré à un rapide tour d’horizon des méthodes numériques employées pour simuler
la dynamique d’une suspension de particules. Cette étude bibliographique n’a bien entendu pas voca-
tion à l’exhaustivité, tant la diversité des méthodes existantes est grande et les variantes nombreuses.
Différentes familles de méthodes sont évoquées, selon un classement approximatif qui permet de se
faire une idée approches existantes. Une telle classification est toujours hasardeuse, étant donné que
de nombreux travaux sont basés sur des méthodes hybrides qui combinent plusieurs de ces idées.
Grossièrement, nous ferons les distinctions suivantes :

 Une première catégorie comprend les méthodes, regroupées sous la dénomination de méthodes
de simulation directes ou explicites, qui cherchent à résoudre entièrement la dynamique du fluide
intersticiel. On classera avec les méthodes directes les méthodes de type Boltzmann sur réseau,
où le fluide est également représenté explicitement dans la simulation.

 On rassemble dans une seconde catégorie les méthodes qui utilisent les propriétés mathématiques
de l’équation de Stokes (essentiellement la linéarité) pour estimer les efforts générés, nécessaires
au calcul de la dynamique de la suspension. La méthode de dynamique Stokésienne [24, 25]
utilise un formalisme de résistance hydrodynamique, tandis que les méthodes de couplage de
force [134] utilisent le développement multipolaire à partir du propagateur de Stokes, des efforts
générés à l’interface avec une particule. Par construction, ces méthodes ne sont appliquables
qu’au régime purement Stokésien de la dynamique 1.

 Enfin on regroupera dans une troisième catégories les méthodes discrètes de type dynamique
moléculaire, où seules les particules sont suivies de manière Lagrangienne, les efforts auxquels
elles sont soumises étant calculés à l’aide d’une loi d’interaction de paire.

3.1 Représentation explicite du fluide intersticiel.

Les méthodes de simulation directes résolvent explicitement les équations aux dérivées partielles décri-
vant la dynamique du fluide intersticiel sur une discrétisation de l’espace entre les particules appelée

1. Bien que des aménagements permettant de s’aventurer vers les régimes inertiels existent.
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maillage. On peut séparer ces méthodes en deux sous-familles, selon que le maillage soit fixe (on
parle de maillage structuré, ou non conforme) et discrétise la totalité du domaine V occupé par la
suspension, ou qu’il soit mobile avec les particules (maillage conforme, non structuré) et ne discrétise
que l’espace intersticiel F (voir figure (3.1)).

Figure 3.1 – Exemples de maillages utilisés dans des méthodes directes. À
gauche un maillage structuré cartésien, utilisé dans des méthodes de type do-
maines fictifs ; à droite, un maillage non structuré utilisé par une méthode Ar-
bitrary Euler-Lagrange. Tiré de [92].

Dans tous les cas, l’équation de conservation de la quantité de mouvement (souvent l’équation de
Navier-Stokes) est écrite soit sous sa forme forte (2.5), soit dans une formulation variationnelle, pour
être ensuite résolue par des techniques classiques, de type éléments finis ou volumes finis.

3.1.1 Méthodes à maillage non structurés (Arbitrary Euler-Lagrange).

Les méthodes de type Euler-Lagrange Arbitraire résolvent numériquement une formulation variation-
nelle de Navier-Stokes pour les variables ~vp~rq et pp~rq sur un maillage du domaine F qui épouse la
forme des particules (voir figure (3.1), à droite).
Une difficulté se pose immédiatement dans ce type de méthodes : comme les particules sont mobiles,
il faut gérer le déplacement du domaine F , qui bouge avec elles. On peut par exemple remailler le
domaine F à chaque nouveau pas de temps, puis projeter la solution du pas de temps précédent sur le
nouveau maillage [72]. Malheureusement, cette étape de projection introduit des erreurs numériques
que l’on souhaite éviter. Une autre possibilité est de convecter les points de l’ancien maillage avec
les particules pour en obtenir un nouveau, en choisissant une bonne dynamique qui répond au dépla-
cement des particules. Ce déplacement Lagrangien du maillage est un choix arbitraire qui dépend de
l’algorithme, d’où le nom de la méthode (dans [77], les points du maillage se déplacent en suivant la
dynamique de l’élasticité linéaire). La vitesse de déplacement des points du maillage peut aussi être
insérée directement dans la formulation variationnelle du problème, et calculée à chaque instant de
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manière à conserver une bonne répartition des points du maillage ([71, 100]). Il faut tout de même
noter que ces techniques de convection du maillage avec les particules nécessitent tout de même un
remaillage suivi d’une projection de temps à autre, car les cellules du maillage finissent par être trop
déformées.
Une autre difficulté se trouve dans la façon d’imposer les bonnes conditions aux bords pour obtenir
le couplage entre les domaines fluide et solide. À chaque pas de temps, les conditions aux bord sont
imposées à partir des vitesses des particules calculées au pas de temps précédent. On calcule alors ~vp~rq
et pp~rq dans F , puis on déduit de ces champs les forces s’exerçant sur les particules. Les équations
de Newton sont intégrées sur le pas de temps avec ces forces, ce qui permet de calculer la vitesse des
particules à la fin du pas. Ce type de couplage est utilisé directement dans [77] et avec une itération
répétée à chaque pas de temps jusqu’à convergence vers la solution du problème dans [72]. Il est
également possible d’obtenir le couplage en insérant aussi les variables particulaires ~v et ~ω dans la
formulation variationelle du problème [71, 100].

3.1.2 Méthodes à maillage structuré : Domaines fictifs et frontières immergées.

Dans ces méthodes, le problème continu est posé fictivement sur la totalité du domaine V de la
suspension, dont un maillage fixe est généré, ce qui permet d’éviter complètement les problèmes de
remaillage et de projection. Le principe général est de résoudre les équations de Navier-Stokes partout
dans V, en y rajoutant une densité volumique de force ~fp~r, tq pour représenter les particules.
Dans les méthodes des frontières immergées [112], la densité de force est appliquée aux frontières des
inclusions rigides, sur des noeuds supplémentaires mobiles rajoutés au maillage fixe.
Les méthodes de domaines fictifs étendent fictivement le fluide à l’interieur des inclusions, et le
contraignent à s’y déplacer selon un mouvement de corps rigide cohérent avec les vitesses p~v, ~ωq des
particules. Cette contrainte est imposée via la densité de force volumique ~fp~r, tq qui est alors le champ
multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte de mouvement de corps rigide dans les inclusions,
et qui joue le rôle d’une pression fictive.
On peut distinguer deux classes de méthodes de domaines fictifs. La première utilise des maillages
mobiles locaux sur les particules pour y imposer un mouvement de corps rigide par le moyen d’un champ
multiplicateur de Lagrange qui y est défini [59, 60, 61] pour des écoulements autours de particules se
déplaçant à vitesse imposée, [62, 111] pour des particules libres). Le champ multiplicateur de Lagrange
correspond à un champ de pression fictif associé à la contrainte cinématique de non déformabilité dans
les particules, par exemple ~vp~rq � ~vi� ~ωi�p~r�~riq ou bien ~~Ep~rq � ~~0. Le multiplicateur de Lagrange
n’est pas réutilisé d’un pas de temps au suivant, il n’y a donc pas besoin d’effectuer de projections
lorsque ces maillages mobiles sont actualisés.
D’autres méthodes de domaines fictifs n’utilise qu’un maillage fixe global de V, c’est par exemple le
cas des méthodes dites de pénalisation [6, 80].

3.1.3 Méthodes Boltzmann sur réseau.

Les approches de type Boltzmann sur réseau (LBM pour Lattice Boltzmann Method) proposent
d’utiliser l’équation de Boltzmann au lieu de l’équation de Navier-Stokes pour décrire la dynamique du
fluide intersticiel. Cette équation, introduite par Ludwig Boltzmann en 1872 pour décrire l’évolution
statistique d’un gaz peu dense, porte sur la distribution de probabilité fp~r, ~p, tq des positions et des
impulsions dans le gaz (plus précisément fp~r, ~p, tqd3~rd3~p représente la probabilité qu’une particule du
gaz présente l’impulsion ~p à d3~p près à la position ~r à d3~r près au temps t).
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L’équation de Boltzmann s’écrit en égalant les effets sur la distribution f de l’opérateur de Liouville
L à ceux d’un opérateur de collision C :

Lpfq � Cpfq . (3.1)

L’opérateur de Liouville décrit l’évolution « libre » de la distribution statistique des positions et des
impulsions des particules (de masse m) dans un éventuel champ de force extérieur ~fep~r, tq, c’est à dire
lorsque celles-ci sont considérées comme évoluant chacune seule. Ainsi, la limite infiniment diluée de
l’équation de Boltzmann s’écrit simplement Lpfq � 0. L’opérateur de Liouville s’écrit :

Lpfq � Bf
Bt �

~p

m
� ~∇~rf � ~fe � ~∇~vf . (3.2)

L’opérateur de collision C décrit l’influence sur la densité f des interactions entre particules. Il est
absolument nécessaire de l’inclure dans l’équation pour pouvoir décrire des fluides un peu denses.
L’écriture de cet opérateur de collision est un problème ouvert de théorie cinétique des gaz. Une
approximation fréquemment utilisée est l’approximation dite du temps de relaxation, où l’on considère
que :

Cpfq � �f � f0
τ

, (3.3)

où f0 est une distribution d’équilibre vers laquelle on veut que la distribution relaxe, en un temps
typique τ. Sous cette hypothèse, on peut montrer que la discrétisation de l’équation de Boltzmann
sur un réseau pavant le domaine spatial occupé par le fluide est équivalent à une discrétisation de
l’équation de Navier-Stokes pour un fluide compressible [34].
Les méthodes LB représentent donc le fluide porteur par une assemblée de nombreuses petites particules
fictive se déplaçant suivant un opérateur de Liouville discret entre les noeuds d’un réseau occupant le
domaine fluide, et subissant des collisions sur ces noeuds suivant des règles bien précises. Les positions
et vitesses des particules sont discrètes. Le nombre de ces particules à chaque noeud et leur vitesse
permet de calculer la densité et la vitesse locale du fluide. Des règles de rebond aux parois permettent
d’imposer l’équivalent des conditions de non-glissement des équations de la mécanique des fluides, et
de calculer le transfert de quantité de mouvement aux particules afin d’en déduire les efforts auxquels
celles-ci sont exposées.
Cette méthode est très intéressante pour modéliser les écoulements dans des géométries complexes,
comme c’est le cas pour des suspensions denses [86, 87, 88]. La méthode présente également l’avantage
de ne nécessiter l’inversion d’aucune matrice, ce qui représente un gain de temps appréciable par
rapport à d’autres approches. Le problème ainsi posé est par nature aisé à diviser en sous-problèmes,
le rendant facile à paralléliser.

3.1.4 Lubrification et contacts dans les méthodes directes.

Nous avons vu que la dynamique d’une suspension dense nécessite la résolution correcte de l’écoule-
ment du fluide intersticiel dans des constrictions entre particules d’autant plus fines que la suspension
est dense. Des contacts directs, entre les grains sont également à envisager, dans la mesure où ceux-ci
ont une certaine rugosité. Dans ce cas, les forces de lubrification ne sont pas nécessairement suffisam-
ment fortes pour empêcher les contacts. Il faut donc prévoir un système de gestion des collisions.
Les forces entre grains très proches, qu’elle soient d’origine hydrodynamique comme la lubrification,
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ou non hydrodynamique comme les forces de contact ont un effet très important sur la dynamique
globale du système. Un inconvénient majeur des techniques de simulation directes, qui reposent sur
une discrétisation de l’espace (que ça soit sur un maillage ou un réseau pour les méthodes LB) est alors
l’existence d’une borne inférieure de résolution spatiale qui correspond à une taille de maille fixée par
l’algorithme. On comprend alors bien que ces techniques sont par essence incapable de résoudre une
dynamique sur une échelle inférieure à cette résolution, et donc ne tiennent que partiellement compte
de la lubrification. L’approche la plus répandue consiste alors à ajouter directement dans l’équation
du mouvement des particules une force de lubrification de paire ~f lub

ij donnée par le calcul théorique de
l’interaction entre deux particules seules (voir paragraphe 2.2.2). Ce type de correction pour la lubri-
fication peut s’appliquer à toutes les méthodes explicites, par exemple en domaines fictifs [135] ou en
Boltzmann sur réseau [108]. Dans [56] les matrices de résistance théoriques modélisant la lubrification
entre deux particules sont tabulées à toutes les distances, et utilisées pour corriger le champ de vitesse
obtenu dans une méthode de domaine fictifs. Seule la partie non-résolue de la lubrification est ajoutée
dans les équations du mouvement sur les particules.
Une autre approche est de coupler l’algorithme de résolution des équations de continues avec un algo-
rithme de projection des vitesses sur un espace de vitesses admissibles ([90, 52, 129]), de telle façon
que toute paire de particules qui doit se recouvrir si on suit le solveur, conserve en fait une distance
surface à surface qui est positive ou nulle. Les particules sont alors considérées en contact lubrifié,
et sont maintenues à distance � 0 tant que la dynamique ne les sépare pas. Une variable interne
(correspondant d’une certaine manière au logarithme de la distance réelle, très faible, qui les sépare)
est introduite (modèle des gluey particles de Maury et Lefebvre [101, 91]). La dynamique de cette
variable est intégrée tant que les particules restent collées, ce qui permet d’estimer avec précision
l’intensité des efforts exercées entre elles par la lubrification, et de savoir quand le contact lubrifié
disparaît.
En ce qui concerne les forces de contact, des modèles de forces répulsives simples sont en général
implémentés dans les techniques de simulation directe. Classiquement, une force répulsive ad hoc
entre deux particules i et j est rajoutée directement dans l’équation du mouvement des particules, si
celles-ci sont trop proches, typiquement si rij   ai � aj � ρ, où ρ est un paramètre qui fixe la portée
de la force répulsive de contact. Cette force est en général de la forme

~f c
ij � �kpai � aj � ρ� rijq~rij , (3.4)

où k joue le rôle d’une raideur, et est ajusté pour qu’il n’y ait pas de recouvrement numérique des
inclusions rigides [62, 135]. Il est également possible d’autoriser les particules à se recouvrir légèrement,
auquel cas, une stratégie doit être choisie pour que les mouvements de corps rigides imposés par
chaque particule dans la région de recouvrement ne surcontraignent la dynamique [124, 131]. La force
de contact peut être également être calculée de façon incrémentale par couplage avec un solveur DEM
(Discrete Element Method voir paragraphe 3.3.3), ce qui permet un calcul des forces de contact entre
particules polygonales [131] et permet d’étudier les effets des frottements entre particules [56].

3.2 Exploitation du caractère linéaire des équations de Stokes.

Dans un écoulement de Stokes, les efforts hydrodynamiques sont déterminés sans ambiguité par la
configuration microscopique instantanée des particules. Plusieurs méthodes ont été développées pour
utiliser ces propriétés particulières afin de calculer directement les interactions hydrodynamique entre
les particules, plutôt que de se concentrer sur l’écoulement dans son ensemble.
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3.2.1 Dynamique Stokesienne.

La méthode de dynamique Stokesienne [20, 24, 25, 46] propose de partir de la formulation en terme de
matrice de résistance hydrodynamique pour résoudre la dynamique des particules dans une suspension.
Le fluide porteur n’est pas résolu à proprement parler, et toute son influence sur les particules apparaît
dans l’expression des matrices de résistance/mobilité. On cherche à exprimer les coefficients de la
grande matrice de mobilité M qui donne les vitesses en fonction des efforts subis. Elle est définie par
(2.47) :�

��~v~ω
~~0

�
�� �

�
��
~v8p~rq
~ω8

~~E8

�
���M

�
��
~f
~Γ
~~S

�
�� . (3.5)

La formulation est jusque là exacte, et ne fait qu’exprimer le caractère linéaire de l’équation de Stokes.
Toute la difficulté est dans le calcul des coefficients de la matrice de mobilité.
Pour deux particules sphériques, les grandes matrices de résistance et de mobilité sont connues exac-
tement, à toutes les distances. Pour N particules il faut en revanche faires des approximations si l’on
veut éviter de complètement résoudre la dynamique du fluide. La matrice de mobilité hydrodynamique
correspondant au champ lointain est formée en calculant la vitesse et la vitesses angulaire de chaque
particule à l’aide des formules de Faxén [14], qui expriment la vitesse d’une particule, lorsqu’elle est
immergée dans le champ de vitesse générée par toutes les autres :

~vi � ~v8p~riq � �
~fi

6πη0ai
� r1� a2

i

6 ∆s~c
1p~riq , (3.6)

~ωi � ~ω8 � �
~Γi

8πη0a3
i

� 1
2
~∇� ~c1p~riq . (3.7)

où ~c1p~riq est la perturbation en vitesse causée en ~ri par toutes les autres particules, et qui s’écrit selon
le développement multipolaire (2.44), tronqué après le dipôle :

c1αp~rq � �
¸
j�i

Gαβp~r � ~rjqfj,β � BGαβp~r � ~rjq
Brγ

�1
2εβγδΓj,δ � Sj,βγ

�
. (3.8)

La combinaison des lois de Faxén (3.6) et (3.7) et du développement multipolaire de la vitesse dans
le fluide permet d’écrire une relation linéaire entre les vitesses des particules et les forces, couples,
et stresslets. Les coefficients qui interviennent dans cette relation linéaire sont les coefficients de la
matrice de mobilité, que l’on note ici M8 car elle est correspond à un développement qui est d’autant
plus valable que les particules sont éloignées les unes des autres. La matrice de mobilité est ensuite
inversée pour obtenir une approximation en champ lointain de la matrice de résistance :

R8 � rM8s�1 . (3.9)

La grande matrice de mobilité ayant été construite additivement à partir des mobilités décrivant les
perturbations de vitesse générées par les particules de chaque paires, l’inverser résout le problème à N
corps au niveau des efforts appliqués à chaque particules [46]. Pour faire un parallèle avec la méthode
des réflexions utilisée pour deux particules, cela revient ici à sommer tous les couplages possibles
sur toutes les autres particules (voir paragraphe 2.2.2). En particulier, il semble que cette inversion
permette de récupérer la propriété d’écrantage des interactions hydrodynamiques entre particules
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éloignées dans une suspension dense [25]. En revanche, il manque à cette grande matrice de résistance
la composante de champ proche des efforts, à savoir les forces de lubrification.
Les forces de lubrification sont introduites dans la matrice de résistance car ce sont des forces de paire,
qui se somment directement au niveau des efforts appliqués. Là encore, les matrices de résistance à deux
corps R2B,ij (exactement connues) entre deux particules i et j sont utilisées. Comme la lubrification
n’est présente dans la matrice R8 que de manière très inexacte, il est tentant de simplement y ajouter
R2B,ij pour toutes les paires. Une partie de ces efforts a été néanmoins déjà comptée dans R8, il
faut donc retrancher la partie champ lointain de R2B,ij , calculée au même ordre d’approximation que
l’avait été la matrice de mobilité M8. Si on note R8

2B,ij cette composante de champ lointain de la
résistance de paire, on écrit au final :

R � R8 �
¸
ij

rR2B,ij � R8
2B,ijs . (3.10)

La connaissance de la grande matrice de résistance hydrodynamique permet deux choses. Première-
ment, il est possible de calculer les efforts hydrodynamiques subis par les particules à partir des seules
vitesses de celles-ci. On a en effet :

~f � �Rfv � p~v � ~v8p~rqq� Rfω � p~ω� ~ω8q� RfE � ~~E8 , (3.11)

~Γ � �RΓv � p~v � ~v8p~rqq� RΓω � p~ω� ~ω8q� RΓE � ~~E8 . (3.12)

Il est alors possible d’intégrer numériquement les équations du mouvement,

~0 � ~fi � ~fBi � ~fNHi , ~0 � ~Γi � ~ΓBi � ~ΓNHi , (3.13)

où on rajoute éventuellement des efforts stochastiques p~fBi ,~ΓBi q représentant du mouvement Brownien,
ou encore des efforts d’origine non hydrodynamiques p~fNHi ,~ΓNHi q liés par exemple à des forces de
contact ou des forces colloïdales. Les nouvelles vitesses des particules sont calculées au pas de temps
suivant en inversant la grande matrice de résistance hydrodynamique.
Il est difficile en pratique, d’empêcher les recouvrements numériques entre les grains. Cela n’est de toute
façon pas nécessairement souhaitable étant donné qu’il a été établi que des contacts se forment entre
grains d’une suspension cisaillée, notamment à cause de l’état de rugosité de ceux-ci. En dynamique
Stokesienne, cette répulsion au contact est modélisée par une force interparticulaire dont l’expression
est [25] :

~fNHij � F0
τe�τrij

1� e�τrij
~nij . (3.14)

Une telle expression rappelle les forces colloïdales s’exerçant entre particules chargées. Ces forces sont
ici caractérisées par une échelle d’intensité F0, et une portée τ. Ce potentiel de répulsion semble plus
être motivé par des raisons pratiques que physiques, étant donné en particulier que les valeurs prises
pour ces paramètres sont ajustées de façon ad-hoc, jusqu’à ce que la simulation fonctionne. Une force
de nature électrostatique n’a de plus pas de sens physique clair dans le contexte des suspensions non
Browniennes.
La connaissance de la grande matrice de résistance permet également de calculer les stresslets s’exer-
çant sur toutes les particules. On a en effet :

~~S � �RSv � p~v � ~v8p~rqq� RSω � p~ω� ~ω8q� RSE � ~~E8 . (3.15)
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De là, il est possible de mesurer le stresslet moyen, et donc la contrainte moyenne dans le volume de
suspension simulé, en vertu de la relation (2.80).
En raison d’un coût en temps de calcul important du à l’inversion de la matrice de mobilité M8, les
simulations de dynamique Stokésienne ont longtemps été limitées au problème 2D d’une monocouche
d’un nombre modéré de particules. Une version plus récente de l’algorithme (Accelerated Stokesian
Dynamics [120, 121]) a néanmoins permis la simulation 3D de la dynamique de suspensions comptant
jusqu’à 2000 particules.

3.2.2 Méthode de couplage de force.

L’idée d’origine de la méthode de couplage de force (FCM pour Force Coupling Method) réside
dans l’exploitation du développement multipolaire (2.39) de la vitesse non affine dans le fluide. Ce
développement exprime le fait que « vu de loin » une particule immergée dans le fluide perturbe celui-
ci comme si elle se réduisait à une force ponctuelle appliquée en son centre, complétée d’un dipôle
ponctuel, d’un quadrupôle ponctuel, etc... Plus le développement est tronqué tôt, plus l’approximation
n’est valable qu’à des distances importantes.
Exploitant cette idée, chacune des particules i est représentée en FCM, par un petit volume de fluide
de largeur à ajuster, sur lequel est distribué un terme de forcage de forme multipolaire ~fip~r, tq. Ce
forcage est placé comme terme source, dans les équations de Stokes décrivant la dynamique du fluide
[134], qui sont donc étendues à la totalité du domaine V de la suspension :

~∇ � ~v � 0 ,

�~∇p� η0 ∆~v �
Ņ

i�1

~fip~r, tq . (3.16)

Le développement multipolaire est généralement tronqué à l’ordre dipôlaire :

fi,αp~r, tq �Mi,α∆M p~r � ~riq �Di,αβ
B
Brβ∆Dp~r � ~riq , (3.17)

où ~Mi et ~~Di sont le monopôle et le dipôle qu’exerce la particule i sur le fluide. Au lieu d’être appliqués
ponctuellement à la position du centre de la particule - ce qui est difficile à faire numériquement,
la FCM distribue les différents multipôles sur des enveloppes sphériques gaussiennes ∆M p~r � ~riq et
∆M p~r � ~riq centrées sur la position des particules. Ces enveloppes sont de largeur respective σM et
σD reflétant la taille finie des particules, et sont ajustées de manière à reproduire le problème à une
particule quand celle-ci est seule [102]. L’étendue spatiale des particules n’est pas pris en compte
autrement dans la méthode que par ces enveloppes, elles sont donc par ailleurs considérées comme
ponctuelles.
L’équation (3.16) est résolue à l’aide d’un solveur choisi arbitrairement qui discrétise l’équation de
Stokes sur un maillage de V. La résolution nécessite de connaître la valeur des multipôles représentant
les particules. Le monopôle et la partie antisymétrique du dipôle sont donnés par la résultante des
forces et des couples non hydrodynamiques s’appliquant à chaque particule. La partie symétrique
du dipôle, c’est à dire le stresslet, n’est pas connue à prori. Elle est déterminée afin de satisfaire la
contrainte de non déformabilité dans l’enveloppe sphérique représentant chaque particule :»

V
Eαβp~rq∆Dp~r � ~riqd3V p~rq � 0. (3.18)
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Comme cette contrainte dépend du champ de vitesse, lui même solution de l’équation de Stokes, une
méthode itérative est nécessaire pour ce calcul.
Enfin, les vitesses de translation et de rotation des particules sont calculées en effectuant une moyenne
spatiale du champ de vitesse, pondérée par l’enveloppe gaussienne centrée sur les particules :

~vi �
»

V
~vp~rq∆M p~r � ~riqd3V p~rq , (3.19)

ωi,α �
»

V
εαβγ

Bvγ
Brβ p~rq∆Dp~r � ~riqd

3V p~rq . (3.20)

Il est ainsi possible de construire un suivi Lagrangien des particules à partir de la perturbation de
vitesse induite dans le fluide porteur par leur propre mouvement.
Cette méthode a également été appliquée à des calculs de dynamique des suspensions [36, 1, 2, 133].

3.3 Méthodes discrètes.

3.3.1 Méthodes de dynamique moléculaire

Depuis les années 1970, des méthodes discrètes ont vu le jour, permettant la simulation numérique
de la dynamique d’assemblées d’un nombre de plus en grand de particules en interactions dans le vide
[3]. Ces méthodes de calcul, regroupées sous le nom de méthodes de dynamique moléculaire, reposent
essentiellement sur l’intégration des équations de Newton pour des particules ponctuelles, représentant
des atomes ou des molécules,

d~ri
dt � ~vi , mi

d~vi
dt �

~fi . (3.21)

En dynamique moléculaire, les particules sont en interactions dans un paysage énergétique modélisé
par un potentiel V p~rq dépendant a priori des positions ~r de toutes les particules. Le calcul des forces
~f se fait alors simplement en prenant le gradient du potentiel pour chaque particule, ce qui permet de
calculer l’évolution des vitesses ~v à partir des seules positions. Le potentiel est généralement construit
comme une somme

°
j V prijq sur toutes les paires de particules en interaction dans le système (souvent

les seules voisines si le potentiel de paire décroit suffisamment à l’infini) :

~fi � �
¸
j v.i

dV prijq
dr ~nij . (3.22)

L’idée de pouvoir simuler la dynamique d’une assemblée de particules, dont les interactions - de paire
- sont décrites par une loi de force simple semble s’appliquer naturellement aux matériaux granulaires,
dans la mesure où des modèles de loi de contact reproduisant plus ou moins simplement, et avec
plus ou moins de compromis avec la physique réelle très complexe des contacts entre grains solides,
peuvent remplacer l’emploi d’un potentiel V p~rq dans les équations du mouvement.
Historiquement, des modèles numériques de contact inspirés des idées de la dynamique moléculaire
ont été développés dans le cadre des méthodes par éléments distincts, (DEM pour Discrete Element
Method), qui sont une famille de méthodes développées depuis les années 1970 [41]. Cundall et Strack
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ont pu reproduire la dynamique sous sollicitation extérieure d’une assemblée de quelques centaines de
disques macroscopiques secs, donnant naissance aux méthodes de DEM en milieux granulaires.
Un certain nombre d’auteurs se sont intéressés aux suspensions en examinant les effets de l’ajout d’une
force dissipative dans un système « moléculaire » de particules plus ou moins molles, sans chercher à
modéliser les détails de l’écoulement d’un quelconque fluide intersticiel. Dans ces simulations, l’hydro-
dynamique est simplifiée à l’extrême : seule une traînée de type Stokes est ajoutée sur la vitesse des
particules [5, 68, 138, 79]. La force exercée sur les particules s’écrit alors sous la forme de la somme
d’une force ~f c due aux interactions de contact entre voisins et d’une force visqueuse ~f v. La force de
contact peut être calculée à partir d’un potentiel de paire comme dans (3.22), où bien par couplage
avec un algorithme de DEM. La force visqueuse est souvent exprimée comme une force de traînée
de viscosité équivalente ξ appliquée à la vitesse de chaque particule, ou la vitesse relative de chaque
paire :

~f v
i � �ξm~ci [5, 68, 79] (3.23)
~f v
i � �

¸
j v.i

ξm~cij [138] . (3.24)

3.3.2 Suspensions lubrifiées

L’idée de ne considérer que des interactions de paire entre particules proches au niveau des efforts
hydrodynamiques générés dans le fluide intersticiel est délicate en raison de la longue portée des inter-
actions hydrodynamiques. La perturbation en vitesse générée par une force ponctuelle est donnée par
la résolution des équations de Stokes et décroit en 1{r (voir le tenseur d’Oseen (2.37)), ce qui nécessite
a priori la prise en compte des termes de champ lointain correspondant à la matrice de mobilité M8

de la dynamique Stokésienne.
Dans le cas de suspensions denses, Ball et Melrose ont proposé de ne cependant conserver que la
composante de lubrification des matrices de résistance hydrodynamique permettant l’estimation des
efforts de paires dans une suspension. Ces efforts de lubrification peuvent être calculés paire par paire
dans la suspension, puis sommés pour chaque particule, ce qui permet une formulation simple des
équations du mouvement [8, 9]. La matrice de résistance hydrodynamique est alors limitée à la somme
sur toutes les paires de la seule résistance due à la lubrification dans la paire, exprimée pa la matrice
Rlub

2B,ij définie au paragraphe (2.2.2).
Le but de ces méthodes est d’éviter l’inversion d’une matrice trop grande et trop dense, (que ça soit à
cause de la résolution d’un système généré par la discrétisation spatiale des équations continues de la
mécanique des fluides, ou à cause de l’inversion de la grande matrice de mobilité comme en dynamique
stokésienne) : même si l’on se retrouve à devoir inverser une matrice de résistance, cette matrice est
en fait relativement creuse, car elle ne couple que des particules voisines.
Ball et Melrose choisissent de ne tenir compte d’aucun autre effort hydrodynamique que la lubrifica-
tion. Ils invoquent un argument d’invariance galiléenne pour ne conserver que des efforts proportionnels
aux vitesses relatives des particules, de manière à ce que ceux-ci ne dépendant pas de la vitesse de
l’observateur. Dans ce cadre, seules les conditions aux limites permettent d’assurer le mouvement en
imposant le gradient de la vitesse moyenne d’écoulement des grains de la suspension. Ce choix est
également suivi par d’autres auteurs [114, 81].
Il est également envisageable d’ajouter une force et un couple de trainée hydrodynamique à chaque
particule, par rapport à un fluide ambiant qui se déplace à la vitesse moyenne imposée [104, 98], ou
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bien qui suit une dynamique propre [128] Cette traînée est en général estimée à l’aide de la formule de
Stokes (2.49), bien que celle-ci ne soit théoriquement valable que pour une particule seule immergée
dans un espace infini de fluide.
Les vitesses obtenues sont ensuite intégrées numériquement de manière à ne pas générer de recou-
vrement dans les trajectoires des particules. Le problème alors rencontré dans le cas de particules
n’intéragissant que par la lubrification est la difficulté qu’il y a à atteindre un état stationnaire. En
effet, des séparations extrêmement petites de l’ordre de 10�10 fois le rayon des particules sont générées
au bout de quelques unités de cisaillement , et ce sans même se rapprocher particulièrement de la
fraction volumique de blocage. Cette constatation n’est pas une surprise si l’on connaît la solution
complète du problème à deux corps, où déjà de nombreuses trajectoires passent très près du contact
(voir section 2.2.2). L’apparition de ces gaps fins pose problème à différents niveaux. Physiquement
d’abord, leur signification pose question car il n’y a pas vraiment de sens à considérer un écoulement
visqueux dans une constriction de quelques diamètres atomiques de large. Un modèle numérique de
contact doit donc nécessairement prendre le relais aux très courtes distances. Numériquement en-
suite, des séparations si petites deviennent extrêmement sensibles à l’erreur numérique inévitablement
présente dans toute simulation.

3.3.3 Régularisation de la lubrification par les contacts.

Les forces de contact sont généralement calculées à l’aide d’une formulation de type DEM, où
les particules interagissent uniquement deux à deux par des modèles de contact de type ressort-
amortisseur (voir paragraphe (2.4.1) [41, 95, 96]). Ces forces peuvent n’inclure qu’une composante
normale élastique [8, 104], ou bien ajouter en plus des forces tangentielles, ainsi que du frottement
[114, 81, 128, 98].
Dans une simulation de DEM, on considère que les forces de contact sont essentiellement d’origine
élastique. Leur intensité dans chaque contact entre deux particules i et j est estimée à partir de l’état
de déformation élastique dans le contact, modélisé par deux variables locales δij et ~ξij qui corres-
pondent aux déformations élastiques normale et tangentielle. L’écrasement normal δij est souvent
directement pris égal au recouvrement numérique entre les grains à chaque pas de temps, quand
celui-ci est positif :

δij � ai � aj � }~rij} si }~rij} ¤ ai � aj , (3.25)
� 0 sinon.

La force normale est répulsive, et est directement proportionnelle à une puissance du recouvrement δij .
Il est possible de prendre en compte de façon ad-hoc 2 la dissipation d’énergie générée dans le contact
par la composante normale du déplacement relatif des deux particules en ajoutant à la force normale
un terme répulsif visqueux, proportionnel à la vitesse de rapprochement au contact. Les modèles de ce
type sont regroupés sous l’appellation de modèles ressort-amortisseur (spring-dashpot models), dont
la loi de contact pour la force normale est de la forme :

f c,N
ij � KN

ij δ
α
ij � νNv c,N

ij . (3.26)

2. On ne discute pas ici de l’origine de cette dissipation d’énergie, le modèle étant relative-
ment ad-hoc de ce point de vue là. Cette formulation de la dissipation est néanmoins cohérente
avec l’existence mesurée d’un coefficient de restitution e � | 9ravant

ij { 9raprès
ij |   1 lors d’un choc

entre deux de ces particules élastiques, à condition de prendre νN � �2 ln ermijKN
ij {pπ

2 �

ln2 eqs�1{2, où mij � mimj{pmi � mjq est une masse réduite associée à la paire [35].
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oùKN
ij est un coefficient de raideur associée à la paire ij, et νN un coefficient de dissipation visqueuse.

Souvent, l’exposant α est pris égal à 1 (ce qui correspond en fait au scaling de Hertz en deux
dimensions, car alors σ � F {a dans (2.104)), et dans ce cas la raideur KN

ij correspond au module
d’Young du matériau constituant les grains. Pour retrouver la loi de Hertz 3D, il faut prendre

α � 3{2 , (3.27)

KN
ij �

4
3

E

1� ν2a
1{2
ij , (3.28)

où aij � aiaj{pai � ajq est un rayon réduit associé à la paire. Cette définition de la force élastique
normale générée par le contact pose un problème lorsqu’elle est couplée additivement avec les forces
normales de lubrification qui apparaissent dans l’équation (4.10). En effet, la force de contact est
non nulle si }~rij} ¤ ai � aj mais dans ce cas, le gap qui intervient dans la force de lubrification
est négatif, ce qui génère des problèmes numériques importants. Il faut alors par exemple utiliser des
rayons différents dans la loi de contact, en posant :

a1i � ai � ε , (3.29)
δij � a1i � a1j � ~rij , (3.30)

où ε est une taille typique d’aspérité à la surface des particules. Il s’avère que pour des valeurs assez
grande de ε, la force normale élastique suffit à maintenir les particules à des séparations positives
les unes des autres [8, 104]. En revanche, pour des aspérités trop petites, ou une raideur trop faible
conjuguée à une densité en particules trop importante, la répulsion élastique peut se révéler impuissante
à empêcher la formation de gaps extrêmement fins, voir négatifs, tout comme dans le cas où il n’y a
pas de forces de contact.
Une autre possibilité est de régulariser la loi de lubrification en la rendant compatible avec les petits
recouvrements numériques nécessaires à la loi de contact de la DEM. Les coefficients de la matrice
de résistance hydrodynamique de lubrification sont alors modifiés :

R̃lub
NN � �6πη0

a2
i a

2
j

pai � ajq2
1

fphijq , (3.31)

R̃lub
TT � 2πη0

aiaj
ai � aj

�
3pai � ajq2
5pai � ajq2 � 1

�
ln fphijq , (3.32)

R̃lub
Tω � �12π

5 η0
a2
i a

2
j

pai � ajq2
ai � aj
ai � aj

ln fphijq , (3.33)

où fphijq est une fonction de régularisation qui ne s’annule pas quand le gap est nul. Des exemples
d’une telle régularisation pour une taille d’aspérité ε sont

fphijq � hij � ε [128, 98], (3.34)
fphijq � hij si hij ¡ ε, (3.35)

� ahij � b sinon,
[114, 81].

où a et b sont des constantes choisies de manière à assurer la continuité de f et de sa dérivée en
hij � ε.

La déformation tangentielle ~ξij est une variable interne au contact, initialisée quand celui-ci se forme,
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et dont la dynamique est suivie pendant toute la durée de vie du contact. Il n’existe pas de modèle
clair permettant d’évaluer la force tangentielle dans un contact. La seule loi physique à respecter est le
critère de Coulomb qui donne une borne supérieure à l’intensité de la force. L’usage est d’utiliser aussi
un modèle de ressort-amortisseur qui semble capturer la nature élastique de la force générée, ainsi
que l’existence de mécanismes de dissipation. La variable ~ξij est alors une mesure de la déformation
tangentielle locale 3 . Lorsque le contact se forme, la déformation tangentielle est initialisée à zéro
~ξij � 0. La dynamique de ~ξijptq est a priori fixée par la vitesse tangentielle au contact :

9~ξij � ~v c,T
ij . (3.36)

Cette relation permet de calculer ~ξijptq de façon incrémentale entre chaque pas de temps. La force
tangentielle se déduit alors a priori par la loi ressort-amortisseur :

~f c,T
ij � KT

ij
~ξij � νT v c,T

ij
~tij , (3.37)

où KT
ij est une raideur tangentielle et νT un coefficient de dissipation tangentiel. Il faut en réalité

s’assurer que le critère de Coulomb est respecté. On veut donc imposer

}~f c,T
ij } ¤ µ}~f c,N

ij } , (3.38)

où µ est le coefficient de friction sur lui-même du matériau composant les grains. Dans le cas d’un
contact roulant, l’inégalité est stricte. L’égalité est atteinte quand le contact bascule dans le régime
glissant. Connaissant l’intensité de la force normale, on vérifie à chaque pas de temps si l’expression
(3.37) vérifie le critère (3.38). Si c’est le cas, les valeurs calculées pour 9~ξij , ~ξij , et ~f c,T

ij sont retenues,
et la dynamique suit son cours. Si ce n’est pas le cas, on considère que le contact est entré en régime
glissant. La force tangentielle est fixée pour ce pas de temps à la valeur limité donnée par le critère
de Coulomb :

}~f c,T
ij } � µ}~f c,N

ij } . (3.39)

On considère que le glissement au niveau du contact n’ajoute pas de déformation tangentielle supplé-
mentaire. Ainsi, le taux de variation de ~ξij est fixé pour ce pas de temps à zéro :

9~ξij � ~0 . (3.40)

La valeur de ~ξij est alors donnée par la valeur de la force tangentielle, de telle façon que la formule
(3.37) soit compatible avec (3.39) :

~ξij �
µ}~f c,N

ij }
KT
ij

. (3.41)

Enfin, notons que la force tangentielle dans le contact génère un couple qui tend à mettre en rotation
les deux particules impliquées. Ce couple se calcule en estimant simplement le moment de ~f c,T

ij par
rapport au centre de chacune des particules :

~Γ c
i � a1i~nij � f c,T

ij
~tij � a1if

c,T
ij

~t1ij ,
~Γ c
j � a1j~nji � f c,T

ij
~tji � a1jf

c,T
ij

~t1ij . (3.42)

3. En plus de son amplitude, le vecteur ~ξij mesure également la direction de la déforma-
tion tangentielle. Normalement, la direction de la force tangentielle de rappel est exactement
l’opposée de celle de la vitesse tangentielle au contact.
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3.3.4 Couplage entre forces de contact et forces de lubrification.

Les ingrédients des simulations discrètes de suspensions de particules denses sont essentiellement
les mêmes à quelques variante de régularisation près : l’utilisation des formules de lubrification pour
l’interaction hydrodynamique entre particules proches, ainsi que des modèle de type ressort-amortisseur
(éventuellement non linéaires pour retrouver la loi de Hertz) pour l’estimation des forces de contact
entre particules qui se touchent. Beaucoup de travaux couplent ces efforts de manière additive, ce
qui correspond à une association en parallèle d’un élément (essentiellement) élastique représentant
l’aspérité et d’un élément visqueux représentant le fluide pompé dans la constriction entre les particules
(voir figure 3.2). Lorsque le contact survient, l’aspérité se déforme élastiquement, ce qui empêche le
contact de se fermer complètement si la rigidité est assez importante.

Figure 3.2 – Représentation symbolique d’une loi de contact visco-élastique
sur la normale (gauche) et visco-élasto-plastique sur le plan tangentiel (droite).
Ces lois classiquement utilisées en DEM associent ressorts et amortisseurs en
parallèle, correspondant à une addition des forces visqueuse et élastique.

Dans le but de simuler l’écoulement de suspensions d’objets mous, l’algorithme Soft Dynamics proposé
par Rognon et Gay établit le couplage des forces élastiques et visqueuses en associant ces éléments en
série et lorsque le contact a lieu, et non en parallèle [116, 117, 118]. Un modèle 1D du couplage entre
élasticité et viscosité dans la dynamique d’une paire de particules en Soft Dynamics est représenté
par la mise en série d’un ressort représentant la déflection élastique δi de la première particule, d’un
amortisseur représentant la dissipation dans le fluide intersticiel, puis d’un second ressort représentant
la déflection δj de la seconde particule (voir figure 3.3). Dans ces simulations, la déformation élastique
normale δij � δi + δj suit sa dynamique propre, déterminée par l’équilibre instantané du position-
nement des surfaces des grains. Ilustrons le modèle par l’exemple d’une collision frontale entre deux
particules identiques de rayon a, initié par l’application d’une force extérieure F ext sur les centres des
particules. La surface de chaque particule est déformée de δij{2, de telle sorte que

rij � 2a� hij � δij . (3.43)

Le fluide entre les particules génère des efforts hydrodynamiques visqueux F vis sur leur surface. La
surface des particules se déforme sous l’effet de cette force, ce qui génère en retour une force de rappel
élastique F ela. On peut alors écrire l’équilibre de l’interface particule/fluide :

F ela � F vis ; (3.44)
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Figure 3.3 – Couplage en série utilisé en Soft Dynamics entre déformation
élastique de deux particules (de raideur E) et écoulement visqueux dans le
fluide intersitiel (de viscosité η). une interaction à distance est éventuelle prise
en compte (potentiel W ). Tiré de [116].

ainsi que l’équilibre des centres des grains :

F ext � F ela . (3.45)

La force générée lors de la déformation élastique d’une particule sphérique est reliée à l’amplitude δ
de la déformation et à la taille A de la zone déformée par la loi de Hertz :

F ela � 4
3

E

1� ν2Aδ . (3.46)

Rognon et Gay considèrent trois limites. Dans un cas très dilué, les particules sont très éloignées et
hij " a " δij . Dans ce cas, la force hydrodynamique est la force de trainée de Stokes due à la vitesse
de déplacement 9hij{2 des particules. La déformation des particules est négligeable et s’applique sur
l’ensemble de chaque particule, tel que A � a.
Dans un cas dense, le contact est lubrifié. Les particules sont proches, et la force hydrodynamique est
donnée par la théorie de la lubrification. On peut considérer que zone déformée élastiquement, de taille
A, est à peu près celle qui participe à la lubrification. Comme le modèle est destiné à la simulation
d’objets très mous, potentiellement très déformés, le modèle considère en toute généralité que la force
s’exerce entre deux disques parallèles de rayon A et de vitesse relative 9hij :

F vis � 3π
2 η0A

4
9hij
h3
ij

. (3.47)

Deux sous cas sont alors distingués. Lorsque les forces sont modérées, les particules sont en fait peu
déformées, et a " hij " δij . Dans ce cas, la force de lubrification est en fait celle qui s’exerce entre
deux sphères de rayon a ce qui impose A �a

2ahij pour que l’équation (3.47) corresponde à la force
de lubrification entre deux sphères.
En revanche, lorsque les forces et la déformation sont importantes et/ou le gap est très fin, a " δij "
hij . Ce cas n’intervient que dans la dynamique d’une suspension dense d’objets très mous. La force
élastique est alors fixée par le scaling de Hertz et la force de lubrification conserve son expression
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(3.47).
Gay et Rognon proposent d’utiliser une forme fonctionnelle qui interpole dans tous les régimes les
expressions de la taille de la région sollicitée, et de la force hydrodynamique :

Aph, δq �
d

2a
�

ah

a� h
� δ



, (3.48)

F elapA, δq � 4
3

E

1� ν2 A δ , (3.49)

F visph, 9h,Aq � 3π
2 η0 A

4
�
a� h

ah


3
9h . (3.50)

Ces expressions sont ad-hoc mais reproduisent correctement la physique voulue dans les limites consi-
dérées. Elles permettent un passage continu d’un domaine à l’autre pendant la simulation. Dans la
généralisation tridimensionnelle de ce modèle la déformation est vectorielle, et les couplages représen-
tés par des tenseurs. Les idées sont néanmoins les mêmes [117, 118].
Il s’avère que dans le cas d’une suspension dense, le modèle Soft dynamics semble ne pas suffire pour
empêcher des recouvrements entre particules. Une force de répulsion additionnelle est alors ajoutée en
parallèle à la lubrification afin de garantir que la distance de séparation entre deux particules soit de
l’ordre d’une séparation d’équilibre h0. L’intensité de cette force de répulsion additionnelle est fixée
par

f rep
ij � σd2�hij

h0

��8
, (3.51)

où d est la taille des grains, et σ une échelle de la pression imposée dans la simulation. Cette expression
ne semble pas avoir de signification physique et présente un intérêt essentiellement numérique.
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Chapitre 4

Choix d’un modèle et implémentation
numérique.

L’outil numérique constitue un outil formidable lorsque l’on s’intéresse à un problème aussi complexe
que peut l’être l’écoulement d’une suspension de particules. Afin de l’exploiter, un travail de traduc-
tion de la physique vers le numérique est nécessaire. Il faut décider d’un niveau de réalisme dans la
représentation, choisir un modèle des phénomènes physiques dont on souhaite tenir compte, et en
déduire des équations fermées qui sont celles que l’on va entrer dans la machine. Ce travail est la
seconde étape : les équations doivent être « numérisées », c’est à dire converties en algorithmes discrets
exécutables par un programme informatique constituant le code de simulation proprement dit.
Ce chapitre est consacré à la description précise du modèle retenu ainsi que des méthodes numériques
utilisées pour effectuer des simulations.

Dans la continuité des travaux de simulations discrètes de suspensions, nous ne résolvons pas la dyna-
mique du fluide porteur. Sa présence est prise en compte implicitement à travers les efforts auxquels
sont soumis les grains. Dans une première partie (section 4.1), nous définissons le système d’équations
que nous utilisons pour décrire la dynamique d’un tel système. Nous commençns par revenir sur les
choix qui nous avons fait pour prendre en compte le fluide intersticiel et modéliser les efforts hydrody-
namiques qui s’exercent sur les particules. Dans la suite, nous décrivons comment on implémenter la
dynamique d’écoulement d’une assemblée de grains de façon à imposer un déplacement moyen dans
la cellule de simulation correspondant à un cisaillement simple à un taux 9γ, à volume constant. Des
conditions limites périodiques sont établies, et les équations du mouvement sont posées. Enfin, une
implémentation du cisaillement simple à pression constante, permettant d’accéder à des suspensions
de haute densité, est proposée.

Peu satisfait des modèles de contact existant dans la littérature, notre choix initial a été de voir jus-
qu’où il était possible de pousser la simulation du cisaillement d’une suspension de grains lisses, dans
laquelle les particules n’interagissent que par l’hydrodynamique. Ce projet a débouché sur l’implémen-
tation d’un premier algorithme, où nous proposons l’intégration d’une dynamique spécifique pour les
gaps, afin d’éviter les problèmes de gaps fins rapportés par Ball et Melrose [8]. Cet algorithme est
présenté dans une seconde partie (section 4.2). Ces simulations fonctionnent dans un régime modéré
de densité et de taux de cisaillement, mais il s’est avéré que des problèmes de cohérence numérique du
schéma empêchent d’atteindre le régime des suspensions très denses, ainsi que d’exercer un cisaille-
ment plus rapide, nécessaire à l’observation d’une éventuelle transition inertielle.

Suite à ces limites qui mettent en évidence l’importance physique des contacts directs dans la dy-
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namique d’écoulement, nous avons décidé d’intégrer les efforts de contact dans la simulation. Dans
une troisième partie (4.3), nous présentons un second algorithme de simulation, de type DEM, dans
lequel des forces de contact sont mises en jeu. Ce modèle de contact est inspiré des travaux de Gay et
Rognon [116, 117] sur les algorithmes de Soft Dynamics. Cet algorithme est utilisé dans les simulations
de cisaillement à pression constante, et permet de se rapprocher notablement de la densité de blocage
dans la suspension.

4.1 Dynamique d’écoulement d’une assemblée de particules.

On simule la dynamique d’écoulement d’une suspension de N particules i � 1..N . La suspension est
bidisperse, et comprend moitié de grosses particules et moitié de petites particules, avec un rapport de
taille abig � 0.5 � 1, 4 asmall. Bien que les particules soient considérées comme tridimensionnelles
dans les équations, les simulations effectuées sont en deux dimension. Elles représentent ainsi le
cisaillement d’une monocouche de particules. On se place dans une cellule de simulation rectangulaire,
de dimensions Lx, Ly. On note R � pO,~ex, ~ey, ~ezq le référentiel de la simulation, O désignant le coin
inférieur droit de la cellule, et ~ez le vecteur unitaire perpendiculaire au plan de la simulation.
On reprend les notations du paragraphe (2.1.1) : η0 est la viscosité du fluide, ρ la densité commune
des particules et du fluide, mi la masse de la particule i, ai son rayon, Ii � 2mia

2
i {5 son moment

d’inertie, ~ri la position dans R de son centre, ~vi la vitesse de translation dans R de son centre, ~ωi sa
vitesse de rotation, et ~fi et ~Γi la force totale et le couple total auxquels elle est soumise. L’écoulement
moyen imposé est un écoulement de cisaillement simple :

~v8p~rq � 9γy~ex , (4.1)

que l’on peut toujours écrire sous une forme affine pour tout autre point ~r1 de la cellule de simulation :

~v8p~rq � ~v8p~r1q � ~ω8 � p~r � ~r1q � ~~E8 � p~r � ~r1q , (4.2)

où ~ω8 � �1
2 9γ~ez est la vitesse de rotation moyenne imposée, et ~~E8 � 1

2 9γp~ex~ey�~ey~exq le tenseur des
taux de déformation moyen imposé. Les équations du mouvement des particules sont les équations de
Newton :

mi
d~vi
dt �

~fi , Ii
d~ωi

dt � ~Γi . (4.3)

Explicitons d’abord les expressions utilisées pour les forces et couples dans l’implémentation numérique
des équations (4.3), avant de voir comment celles-ci s’écrivent en pratique dans le code de calcul.

4.1.1 Choix d’un modèle de forces hydrodynamiques.

Dans ce paragraphe, on néglige tout effort extérieur, de telle sorte que les efforts totaux p~fi,~Γiq auxquels
est soumise la particule i sont de nature hydrodynamique uniquement. Par la suite on ajoutera des
efforts de contact, qui seront activés si la particule i en vient à « toucher » directement une autre
particule, en un sens que l’on précisera.
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Efforts de lubrification.

Suivant Ball et Melrose, nous nous plaçons dans un modèle où seules sont conservées les interactions
de lubrification entre les particules les plus proches. Les efforts subis par chaque particule i s’écrivent
alors comme une somme d’efforts de paire exercées par toutes ses voisines j. Pour chaque paire de
grains ij, on reprend les notations du paragraphe (2.2.2). On note ~rij � ~rj � ~ri le vecteur position
relative de la paire, rij la distance centre à centre et hij le gap surface à surface entre les deux
particules. On note encore ~vij � ~vj � ~vi la vitesse relative des deux particules et ~ωij � ~ωj � ~ωi la
différence de leurs vitesses de rotation. Enfin, on note ~fij et ~Γij la force et le couple « exercés » par la
particule j sur la particule i. On écrit :

~fi �
¸
j v.i

~fij , ~Γi �
¸
j v.i

~Γij , (4.4)

où les efforts de paire ~fij et ~Γij sont donnés dans la limite de particules très resserrées par la seule
somme des contributions des trois modes singuliers de la lubrification (déplacements relatifs frontal et
tangentiel, et rotation), obtenus selon (2.67), en multipliant chaque composante de la vitesse relative
avec le bon coefficient de (??). Les efforts exercés sur i s’écrivent alors en fonction des vitesses relatives
~vij et ~ωij :

~fi � �
¸
j v.i

�
Rlub
NN p~vij � ~nijq~nij �Rlub

TT p~vij � ~tijq~tij
�
, (4.5)

~Γi � �
¸
j v.i

Rlub
Tωp~ωij � ~ezq~ez , (4.6)

où l’on se place dans la base locale p~nij ,~tij ,~t1ijq définie au paragraphe (2.2.2), avec nécessairement
~t1ij � ~ez en deux dimensions. On utilise les expressions de Cox pour les coefficients de résistance
hydrodynamique :

Rlub
NN � �6πη0

a2
i a

2
j

pai � ajq2
1
hij

, (4.7)

Rlub
TT � 2πη0

aiaj
ai � aj

�
3pai � ajq2
5pai � ajq2 � 1

�
ln hij , (4.8)

Rlub
Tω � �12π

5 η0
a2
i a

2
j

pai � ajq2
ai � aj
ai � aj

ln hij . (4.9)

Une simplification raisonnable est de ne conserver que la divergence la plus sévère en 1{hij du couplage
vitesse normale - force normale, dans l’expression des forces (4.5) et de négliger les divergences en
ln hij du couplage orthoradial. Cet ordre d’approximation revient à également oublier la dynamique en
rotation des particules (le couple de lubrification étant également en ln hij). La seule force restante est
donc une force colinéaire à l’axe des centres s’exerce sur les particules, force qui est donc proportionnelle
à la viscosité du fluide intersticiel, inversement proportionnelle au gap entre les particules, et opposée
à la vitesse normale ~vNij de la particule i dans le référentiel de la particule j :

~fi �
¸
j v.i

~fij , avec ~fij � 6πη0a
2
ij

~vij � ~nij
hij

~nij , (4.10)



78CHAPITRE 4. CHOIX D’UN MODÈLE ET IMPLÉMENTATION NUMÉRIQUE.

où aij � aiaj{pai � ajq est le rayon réduit associé à la paire. De manière intuitive, la projection de
la vitesse relative entre les deux particules sur la normale n’est autre que le taux de variation du gap.
En effet :

~vij � ~nij �
9~rij � ~rij
rij

� 1
rij

1
2

d
dtp~r

2
ij q � 1

2rij
d
dtpr

2
ijq � d

dtprijq � 9hij . (4.11)

Finalement, la force de lubrification exercée par la particule j sur la particule i s’exprime en fonction
du gap et de son taux de variation :

~fij � 6πη0a
2
ij

9hij
hij

~nij . (4.12)

Cette force s’oppose au mouvement relatif des deux particules. Lorsque j se rapproche de i, 9hij   0
et ~fij est opposée à ~nij , c’est à dire orientée du centre de j vers le centre de i. La particule i est bien
repoussée par la particule j. À l’inverse, quand j s’éloigne de i, 9hij ¡ 0 et ~fij est orientée du centre
de i vers le centre de j. La particule i est aspirée vers la particule j.
Nous nous contenterons des forces de lubrification normales dans toutes les simulations où on ne résout
pas la dynamique de rotation des grains. Cette dynamique ne sera résolue que dans les simulations où
les forces de frottement sont prises en compte.

Traînée résiduelle : pros and cons.

L’argument principal avancé pour justifier que l’on néglige complètement les interactions à longue
portée est un argument d’écrantage. Néanmoins, de nombreux auteurs ajoutent aux efforts de lubrifi-
cation un terme de traînée de Stokes agissant directement sur les particules. Ces efforts sont donnés
par la solution du problème à un corps :

~fStokes
i � �6πair~vi � ~v8p~riqs , (4.13)
~ΓStokes
i � �8πa3

i r~ωi � ~ω8s . (4.14)

Cette force est évidemment incorrecte telle quelle : l’écoulement du fluide est fortement perturbé par
toutes les particules de la suspension, et le calcul de Stokes n’est pas valable. L’ajout de cette force a
néanmoins un mérite : il permet une modélisation directe du moteur du mouvement des particules.
On veut discuter de l’erreur que l’on commet en négligeant complètement les interactions de champ
lointain. On peut écrire le champ de vitesse en ~r dans le fluide sous sa forme intégrale (2.35), où l’on
sépare la contribution de la distribution de traction sur les portions de surface de i et j qui se font
face deux à deux (notées BPij), et la contribution de traction sur tout ce qui reste des surface des
grains, plus éloignés dans la suspension, et que l’on note collectivement P8. On a :

~vp~rq � ~v8p~rq �
¸
j v.i

»
~ξPBPij

~~Gp~r � ~ξq � r�~fp~ξqs d2Sp~ξq

�
»
~ξPBP8

~~Gp~r � ~ξq � r�~fp~ξqs d2Sp~ξq . (4.15)

Les efforts exercés sur i sont donnés par l’intégrale de la traction à sa surface, générés par le gradient
de ce champ de vitesse. On peut donc séparer disons la force exercée sur i en une contribution due
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à la perturbation en champ de vitesse générée par la distribution de traction sur chaque constriction
BPij et une contribution due à la distribution de traction sur toutes les interfaces éloignées P8.
La somme dans l’équation (4.15) correspond aux forces de lubrification. L’intégrale restante donne une
estimation des efforts de champ lointain que l’on néglige si l’on ne tient compte que de la lubrification.
Une façon de les quantifier est de considérer que, « vu de loin », l’écoulement du fluide entre les grains
est comparable à l’écoulement dans un matériau poreux. L’écoulement Stokésien dans un poreux
dont on a moyenné la microstructure sur différentes réalisations peut se modéliser par l’équation de
Brinkman [27, 97] :

η0 ∆~v � η0
K
~v � ~∇p , (4.16)

où Kpφq est la porosité du matériau, qui varie ici avec la densité φ de la suspension. Cette équation
corrige l’équation de Darcy habituellement utilisée pour caractériser le transport dans un matériau po-
reux, afin de pouvoir prendre en compte des conditions limites de non-glissement aux parois. L’équation
de Brinkman interpole l’équation de Darcy sur les grandes longueurs (où la vitesse est grande devant
son laplacien) et l’équation de Stokes sur les petites longueurs (ou c’est le laplacien qui domine). La
longueur typique l� de transition se calcule par un argument d’échelle :

|η0 ∆~v|
|η0
K ~v|

� K

l� 2 � 1 , soit l� �
?
K . (4.17)

On peut voir la longueur l� représente la longueur d’écrantage du flot de Stokes due à la nature
poreuse du domaine d’écoulement [46]. Le point intéressant est que l’équation de Brinkman étant
également linéaire, elle admet aussi un propagateur qui dans R3 s’écrit [70] :

~~Bp~rq � 2l� 2

r3

�
p1� r

l�
� r2

l� 2 qe�
r

l� � 1
�
~~Id�6l� 2

r5

�
1� p1� r

l�
� r2

3l� 2 qe�
r

l�

�
~r~r . (4.18)

La décroissance de cette fonction de ~r est en 1{r3, beaucoup plus rapide grâce à l’écrantage que celle
du tenseur d’Oseen pour l’équation de Stokes. Dès lors il est tentant d’estimer la seconde intégrale
de l’équation (4.15) non plus comme la somme d’une distribution surfacique de forces s’appliquant
sur la surface des particules éloignées, mais comme la somme d’une distribution de forces volumique,
répartie dans tout le volume occupé par ces particules éloignées, avec une densité fonction de la
densité en particules dans cette région. Le propagateur est utilisé est alors celui de Brinkman, dont la
décroissance en 1{r3 permet la convergence de l’intégrale. Après calcul de la contrainte additionnelle
associée à cette perturbation en vitesse, et somme de cette contrainte additionnelle à la surface de la
particule i, on doit obtenir une force « de traînée » équivalente qui s’applique sur i, et qui correspond
donc à la traînée ressentie par une particule immergée dans un matériau poreux. Cette traînée doit
nécessairement être inférieure à la traînée de Stokes à cause de l’écrantage, et dépend de la densité
en particules de la suspension.
Etant incapable de mener ces calculs, nous nous laissons le choix dans notre simulation d’ajouter ou
non une force de traînée que l’on prendra égale à la traînée de Stokes (4.14). Dans la plupart des
simulations que nous effectuons (toutes les simulations effectuées avec des particules rugueuses), nous
ajoutons cette force.

Identification des paires et réseau.

En raison de l’écrantage des interactions hydrodynamiques, chaque particule n’interagit qu’avec ses
voisines. Deux particules i et j ne sont considérées comme voisines dans notre algorithme que si
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leur distance de séparation est inférieure à un certain gap de cutoff h�. Dans ce cas, les forces de
lubrification sont multipliées par une fonction de cutoff φij qui assure la continuité à zéro lorsque les
particules s’éloignent au cours de la dynamique

φij � φphijq � 0 si hij ¡ h� . (4.19)

La fonction de cutoff doit bien évidemment tendre vers un quand le gap tend vers zéro, de manière à
ne pas altérer la singularité de lubrification aux gaps fins. Plusieurs possibilités sont envisageables, on
utilisera soit un simple cut-off binaire, discontinu en h� :

φphijq � 1 si hij   h�, (4.20)
� 0 sinon ;

soit un cut-off continu :

φphijq �
$'%1� hij

h�

,/-3
si hij   h�, (4.21)

� 0 sinon.

Ainsi, l’expression utilisée dans la simulation pour les efforts hydrodynamiques appliquées aux particules
est (si l’on tient compte de la traînée) :

~fi � �
¸
j�i

�
Rlub
NNφijp~vij � ~nijq~nij �Rlub

TTφijp~vij � ~tijq~tij
�
� 6πair~vi � ~v8p~riqs , (4.22)

~Γi � �
¸
j�i

Rlub
Tωφijp~ωij � ~ezq~ez � 8πa3

i r~ωi � ~ω8s , (4.23)

où les coefficients de résistance hydrodynamique sont ceux de (4.9).
La condition (4.19) est testée sur chaque paire de particule potentielle ij pour voir si il faut tenir
compte d’une force ~fij dans la dynamique des particules à chaque fois que c’est nécessaire au cours
de la simulation. L’ensemble des paires de particules identifiées comme « en interaction » est regroupé
dans une structure appelée réseau des paires. Le réseau contient donc une information de nature to-
pologique, sur la connectivité des interactions dans la suspension. (i.e. « qui interagit avec qui ? ») À
chaque fois qu’il faut estimer les efforts agissant sur une particule, le réseau des paires est parcouru,
et toutes les contributions pour tous les voisins sont sommées.
Il peut être couteux en temps de calcul de construire un réseau de paires. En effet, il y a poten-
tiellement NpN � 1q{2 couples de particules dans le système, dont la majorité ne constituent pas
de paire en interaction car constitués de grains trop éloignés. Une optimisation classique utilisée en
dynamique moléculaire pour construire un réseau de paire est l’utilisation de listes de Verlet [130, 3].
L’idée est de ne tester la condition (4.19) que dans une liste de voisins potentiels pour chaque grain.
Cette liste est construite en divisant la cellule de simulation en cases, dont la taille est une majoration
r� � maxi,jrh� � ai � ajs de la distance à laquelle une paire ij peut exister. Il suffit dès lors de
savoir dans quelle case se trouve chaque particule pour ne chercher à construire des paires qu’avec les
particules qui se trouvent dans la même case, ou dans les huit cases immédiatement voisines.
Il faut théoriquement actualiser le réseau à chaque pas de temps de la simulation. Dans une dyna-
mique très amortie, comme peut l’être la dynamique visqueuse d’une suspension, il est raisonnable de
penser que le réseau ne change pas très souvent et qu’il est dommage de chercher à l’actualiser trop



4.1. DYNAMIQUE D’ÉCOULEMENT D’UNE ASSEMBLÉE DE PARTICULES.81

fréquemment. Une seconde optimisation peut être mise en place pour exploiter ce fait. L’idée est de
se donner une marge m supplémentaire dans la distance à laquelle on considère que deux particules
sont en interactions. La condition à tester est alors

hij ¤ h� �m . (4.24)

Faisant cela, on compte un peu trop de paires. Il y a donc des paires faussement en interaction dans
le réseau, pour lesquelles φij � 0. En contrepartie, on peut alors montrer [33] que si le réseau des
paires est correct à un temps t, il est encore correct à un temps t1 ¡ t si :

2 max
i
r}δ~ript, t1q}s � 9γpt1 � tqr�   m , (4.25)

où δ~ript, t1q est le « déplacement non-affine à rebours » de la particule i, défini par :

δ~ript, t1q � ~ript1q � ~riptq � 9γpt1 � tqyipt1q~ex . (4.26)

4.1.2 Conditions limites de Lees-Edwards et équations SLLOD.

Le cisaillement simple à un taux 9γ est implémenté dans la simulation en utilisant les conditions
limites dites de Lees-Edwards ([Lees, Edwards, 1972]) (figure 4.1). Le but de ces conditions limites est
de simuler le cisaillement d’un milieu infini obtenu en répliquant le domaine r0, Lxr�r0, Lyr (appelé
cellule de référence) indéfiniment dans les deux directions de l’espace, tout en introduisant un décalage
horizontal D croissant entre les cellules de deux rangées adjacentes. Les paramètres géométriques Lx,
Ly et D caractérisent la géométrie de la cellule de Lees-Edwards, et doivent être considérés comme
des variables du problème, dépendant (éventuellement) du temps.
La périodicité de ce pavage revient à construire un réseau de cellules de Bravais, dont la cellule
primitive est l’ensemble de tous les points s~a � s1~b pour s, s1 P r0, 1r, où ~a et ~b sont les vecteurs de
Bravais définis par :

~a �
�
Lx
0

�
, ~b �

�
D
Ly

�
. (4.27)

À l’instant initial, le décalage est nul, et la cellule primitive coincide avec la cellule de référence. Chaque
grain i est représenté par une famille infinie de grains, un dans chaque cellule du réseau de Bravais,
qui sont tous image les uns des autres. On appelle grain primitif le grain qui se trouve à chaque
instant dans la cellule primitive, et on note ~r 0

i ses coordonnées. Chaque image du grain primitif est
caractérisée par un couple d’entiers relatifs pn,mq, et a pour position :

~r
pn,mq
i � ~r 0

i � n~a�m~b . (4.28)

On appelle grain de référence le seul grain parmi le grain primitif et toutes ses images qui se trouve
dans la cellule de référence. La position ~riptq de la particule i s’identifie aux coordonnées du grain de
référence. Au cours de la simulation, il arrive que le grain de référence courant sorte par un des bords
de la cellule. Le rôle de grain de référence est alors pris par l’image qui vient par périodicité de rentrer
dans la cellule au niveau du bord opposé. La fonction ~riptq est donc discontinue en temps.
Les conditions aux limites périodiques de Lees-Edwards permettent de simuler la déformation du
système selon un champ de vitesse affine moyen. Cette déformation peut être imposée en moyenne en
prescrivant que toutes les images d’un grain i ont la même vitesse non affine, qui sert alors de variable
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Figure 4.1 – Cellule de Lees-Edwards utilisée pour simuler le cisaillement
simple d’une assemblée de grains. La cellule de référence est dessinée en bleu,
le pavage de Bravais correspond à sa périodisation en rouge. La géométrie de
la cellule de Lees-Edwards est caractérisée par les paramètres Lx, Ly et D.

cinétique dans la simulation. C’est cette condition de périodicité des vitesses non affines qui permet de
trouver l’équation dynamique des variables géométriques Lx, Ly et D de la cellule. Ecrivons l’égalité
de la vitesse non affine ~c pn,mqi d’une image pn,mq et ~c 0

i du grain primitif :

~c
pn,mq
i � 9~r

pn,mq
i � r~∇~v8s � ~r pn,mqi

� 9~r 0
i � n 9~a�m

9~b� r~∇~v8s � p~r 0
i � n~a�m~bq

� ~c 0
i � np 9~a� r~∇~v8s � ~aq �mp9~b� r~∇~v8s �~bq . (4.29)

La condition d’égalité des vitesses non affines de toutes les images d’un même grain, s’écrit donc
@n,m P Z :

np 9~a� r~∇~v8s � ~aq �mp9~b� r~∇~v8s �~bq � ~0 . (4.30)

Dans le cas d’un cisaillement simple, le gradient de vitesse moyen est :

~∇~v8 �
�
0 9γ
0 0

�
. (4.31)
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Compte tenu de l’expression des vecteurs de Bravais (4.27), cette condition prescrit la dynamique des
paramètres géométriques de la cellule de Lees-Edwards Lxptq, Lyptq et Dptq. On a en effet :

n 9Lx�mp 9D � 9γLyq � 0 , (4.32)
m 9Ly � 0 . (4.33)

Pour que ces égalités soient valables quels que soient n et m, il faut imposer :
9Lx � 0 , (4.34)
9Ly � 0 , (4.35)
9D � 9εD � 9γLy . (4.36)

La dimension de la boîte sont constantes, ce qui est compatible avec un volume V � LxLy constant.
Seul le décalage Dptq � 9γt avec les cellules d’au dessus ou d’en dessous augmente avec le temps, ce
qui impose en pratique le cisaillement de la suspension. Cette dynamique assure la périodicité d’image
en image : les seules variables à calculer au cours de la simulation sont alors celles des particules de
référence. Positions ~r et vitesses non affines ~c sont intégrées numériquement à partir des équations
dites SLLOD [3, 48], qui s’écrivent :

9~ri � ~ci � r~∇~v8s � ~ri , (4.37)

9~ci �
~fi
mi

� r~∇~v8s � ~ci , (4.38)

où les efforts sont calculés à partir des positions et des vitesses non affines avec les formules (4.23).
Ces équations sont classiquement utilisées en dynamique moléculaire. Elles sont rigoureusement équi-
valentes aux équations de Newton si 9γ ne dépend pas du temps.

4.1.3 Asservissement en pression.

Lorsque l’on effectue un cisaillement à volume constant d’une suspension modérément dense, on
observe que de temps à autre, les particules s’arqueboutent en travers de la cellule de cisaillement et
forment des arches rendant la dynamique localement très raide, et difficile à résoudre numériquement.
Ces structures se forment aléatoirement, et il semblent qu’elles soient d’autant plus probables que la
suspension est dense.
Une façon d’outrepasser ce phénomène et d’accéder à des densités plus élevées est d’autoriser la cellule
à temporairement gonfler légèrement pour aider le système à passer un cap difficile. Cela revient à
considérer que la variable de contrôle n’est plus la densité (ou le volume), mais la pression exercée dans
la cellule. Dans une simulation, on connaît à chaque instant la totalité des informations microscopiques
dans toute la cellule, ce qui nous permet entre autre de mesurer la pression (voir paragraphe (??)).
Le volume n’étant plus constant, il faut pouvoir dilater ou contracter la cellule pour maintenir une
pression donnée. Cela se fait en ajoutant une composante de dilatation isotrope de vitesse (variable)
9εptq au champ de vitesse affine moyen imposé à la suspension :

~v8p~rq � 9γy~ex � 9εptq~r , (4.39)

correspondant à un tenseur des gradients de vitesse :

~∇~v8 �
�
9ε 9γ
0 9ε

�
. (4.40)
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Les équations régissant la dynamique de la géométrie de la boîte sont alors modifiées et s’écrivent à
partir de la condition (4.30) qui impose @n,m :

np 9Lx � 9εLxq�mp 9D � 9εD � 9γLyq � 0 , (4.41)
mp 9Ly � 9εLyq � 0 . (4.42)

On obtient finalement les équations pour la géométrie de la boîte :
9Lx � 9εLx , (4.43)
9Ly � 9εLy , (4.44)
9D � 9εD � 9γLy . (4.45)

Les positions et vitesses non affines des particules sont toujours solutions des équations sllod (4.38),
comme dans le cas où 9ε � 0. Ces équations ne sont plus formellement équivalentes aux équations
de Newton (la dynamique de Newton n’est en fait pas compatible avec les conditions aux limites
périodiques de Lees-Edwards), mais génère des propriétés statistiques identiques pour le sytème simulé
[48].
Reste à se donner un moyen de calculer 9εptq pour assurer que la pression converge vers une valeur
de consigne fixée P �, et y reste. Une façon simple d’assurer cette trajectoire de la pression vers la
consigne est d’écrire une relaxation sur un temps τ :

9εptq � 1
τ

P ptq � P �

P �
, (4.46)

tel que si la pression est trop importante, P ptq�P � et donc 9εptq sont positifs, provoquant la dilatation
de la boîte ce qui laisse de l’espace aux particules, et diminue la pression. À l’inverse, si la pression est
trop basse, 9εptq est négatif, entraîné une contraction de la boîte et une augmentation de la pression
jusqu’à la consigne. Le paramètre τ fixe l’échelle de temps de cette dynamique. Il s’avère que sa valeur
n’influe pas trop sur la stabilité des algorithmes. Nous l’avons pris d’ordre γ0{ 9γ pour donner assez de
temps au système pour s’adapter à la pression imposée, en générant un transitoire sur un cisaillement
γ0 raisonnable (d’ordre unité).

4.1.4 Préparation des systèmes.

Dans ce paragraphe, on décrit rapidement la procédure de préparation des systèmes. Comme on sou-
haite étudier les propriétés stationnaires des suspensions, l’état initial n’a que peu d’importance puisque
l’on précisaille suffisamment le système jusqu’à « l’oublier » complètement. Afin de précisailler le sys-
tème, il faut tout de même être capable de faire avancer la dynamique, ce qui suppose de travailler
sur une configuration réaliste acceptable par les algorithmes, c’est à dire sans recouvrement.
En pratique, les configurations sont générées de la façon suivante. Premièrement, les N particules
sont positionnées dans la cellule, avec des coordonnées déterminées au hasard dans le rectangle
r0, Lxr�r0, Lyr, selon une distribution équiprobable. Bien entendu de gros recouvrements sont gé-
nérés. Dans une seconde phase, une dynamique est intégrée dans le temps, jusqu’à minimiser une
énergie potentielle e � °

j V prijq. L’expression du potentiel répulsif utilisé pour cette phase n’a pas
d’importance tant qu’il défavorise fortement les recouvrements 1. Cette dynamique ne permet de gé-
nérer des systèmes acceptables qu’à des densités surfaciques allant jusqu’à 70%. Au delà, une seconde

1. Nous utilisons un potentiel de Lennard-Jones tiré d’une bibliothèque utilisée dans un
autre projet.
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phase de compression isotrope ( 9γ � 0, 9ε   0) avec un des algorithmes développés est effectuée jusqu’à
obtenir la densité voulue. Enfin, le système est précisaillé de 500% de façon à effacer toute influence
de la configuration de départ. Ce précisaillement a été déterminé de façon empirique, en observant
simplement la durée du transitoire généralement constaté lors des simulations.

4.2 Un premier algorithme : Dynamique des gaps.

Dans cette première approche, on ne s’intéresse qu’au cisaillement simple à volume constant, à la
vitesse 9γ. On ne tient compte que des efforts hydrodynamiques de lubrification (pas de traînée), et
pour simplifier encore le problème on ne conserve que la divergence la plus sévère dans les interactions,
celle en 1{h des forces normales. Dans ce cas, on oublie la dynamique de rotation des particules, et
les équations du mouvement sont :

9~ri � ~ci � 9γyi~ex, (4.47)

9~ci � 1
mi

¸
j

6πη0a
2
ij

9hij
hij
φij ~nij � 9γp~ci � ~eyq~ex . (4.48)

Comme le cisaillement se fait à volume constant, la dynamiquer de la boîte est triviale. Les dimensions
Lx et Ly ne changent pas, et le décalage vaut directement Dptq � 9γ t.
Dans les équations du mouvement, on peut a priori calculer directement le gap et son taux de variation
à partir des variables positions et vitesses des particules :

hij � }~rj � ~ri} � pai � ajq , (4.49)
9hij � p~cj � ~ci � 9γpyj � yiq~exq � ~nij , (4.50)

ce qui permet de fermer les équations du mouvement (4.48).
Il existe inévitablement une certaine erreur incompressible lorsque l’on traite numériquement une
équation, due à la nature discrète de la représentation informatique des grandeurs physiques. Notons
eA l’erreur près à laquelle une grandeur A est connue. L’existence de cette erreur est acceptable tant
que eA ! A pour toutes les grandeurs manipulées dans le calcul.
Si ~rj et ~ri sont connus avec une erreur ~er telle que er ! ri, rj , alors la relation 4.49 nous permet de
connaître le gap hij avec une erreur eh � er. La difficulté de cette dynamique particulière est qu’elle
génère par nature des gaps arbitrairement fins. Quelle que soit la précision à laquelle on s’astreint,
et l’erreur sur les positions que l’on s’autorise, il arrive donc inéluctablement un moment dans la
simulation où l’erreur sur le gap est du même ordre que le gap, voir plus grand que lui : eh � h. Les
forces étant inversement proportionnelles aux gaps, l’erreur propagée sur les forces est alors également
relativement grande. L’erreur se propage ensuite aux vitesses, puis aux positions, provoquant l’arrêt
de l’algorithme [8].
La solution que nous proposons à ce problème est ne n’estimer les gaps à partir des positions des
particules que lorsque les paires se forment, et que les particules sont assez éloignées pour que l’erreur
relative générée soit faible. Par la suite, lors de l’évolution de chaque paire après sa formation, le gap
suit sa propre dynamique, indépendamment des centres des particules. Cette formulation permet de
connaître les thiju et t 9hiju avec une erreur faible en toute circonstance. Les forces hydrodynamiques
sont ainsi toujours correctement évaluées. La dynamique sur les centres des particules est toujours
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intégrée, en utilisant pour les forces les valeurs des thiju et t 9hiju fournie par la dynamique des gaps.
Les deux dynamiques sont menées en parallèle. Elles sont analytiquement compatibles, car issues des
mêmes équations. Numériquement, la compatibilité ne peut cependant être assurée que jusqu’à un
certain ordre.

Dans un premier paragraphe, l’équation utilisée pour la dynamique des gaps est dérivée. Cette équation
sera intégrée en parallèle aux équations (4.48) dans cet algorithme. Dans un second paragraphe, nous
détaillons comment ces équations sont discrétisées.

4.2.1 Opérateur de rigidité et dynamique des gaps.

On veut calculer indépendamment la dynamique des gaps et celle des positions des centres des grains.
La première étant issue d’une projection de la seconde, elle est analytiquement redondante. Le travail
direct sur les gaps permet cependant une plus grande précision numérique sur le calcul des forces de
lubrification. Bien que les deux dynamiques sont analytiquement compatibles, l’équivalence numérique
après discrétisation n’est pas garantie a priori.

Pour décrire l’évolution des gaps en introduisant le moins d’erreur numérique possible, il est important
d’estimer correctement les forces de lubrification exercées sur les particules. Comme celles-ci sont
proportionnelles au cutoff près à 9hij{hij � d ln hij{dt, on travaillera directement sur la variable
sij � ln hij . On a :

9sij �
9hij
hij

, (4.51)

où 9hij � ~vij � ~nij . Dérivons une seconde fois cette expression :

:sij �
:hij
hij

� 9s2
ij . (4.52)

Lorsque l’on calcule la dérivée seconde du gap, il apparaît la dérivée du vecteur directeur ~nij :

:hij � 9~vij � ~nij � ~vij � 9~nij . (4.53)

Le premier terme de cette somme fait intervenir les accélérations des particules, c’est à dire les forces
auxquelles elles sont soumises, divisées par leur masse : 9~vij � ~fj{mj � ~fi{mi. Chaque force s’exprime
ensuite comme une somme sur les forces de lubrification exercées par les voisines :

9~vij � ~nij �
�

1
mj

~fj � 1
mi

~fi

�
� ~nij (4.54)

�
�

1
mj

¸
k�j

~fjk � 1
mi

¸
k�i

~fik

�
� ~nij . (4.55)

Pour calculer le second terme, il faut connaître 9~nij :

9~nij � dtp~rij{rijq �
9~rij
rij

� 9rij
r2
ij

~rij � ~vij � 9rij ~nij
rij

� ~v T
ij

rij
, (4.56)
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où ~v T
ij est la partie orthoradiale de la vitesse relative de la paire ij. Comme 9~nij est perpendiculaire

à ~nij , il ne reste dans le second terme de (4.53) que le carré de la vitesse orthordiale divisée par la
distance centre à centre :

~vij � 9~nij � p~v N
ij � ~v T

ij q �
~v T
ij

rij
� p~v T

ij q2
rij

. (4.57)

Ce terme peut s’interpréter comme une force d’inertie due à la rotation locale de la paire ij à une
vitesse angulaire Oij :

Oij �
}~v T
ij }
rij

. (4.58)

La dynamique du gap suit finalement l’équation

:sij � 1
hij

��
1
mj

¸
k�j

~fjk � 1
mi

¸
k�i

~fik

�
� ~nij � rij O

2
ij

�
� 9s2

ij (4.59)

� 1
hij

�¸
k

�
1
mj

fjk~njk � 1
mi
fik~nik

�
� ~nij � rij O

2
ij

�
� 9s2

ij , (4.60)

où on note fij � ~fij � ~nij � 6πη0φij 9sij � �}~fij} si i � j et fii � fjj � 0. On peut voir l’équation
(4.60) comme la composante ij d’une relation entre des champs scalaires définis sur les paires. La
somme

°
kr 1
mj
fjk~njk � 1

mi
fik~niks � ~nij correspond à un opérateur linéaire appliqué au champ tfklu.

On note cet opérateur M (dimension inverse d’une masse) :

:sij � 1
hij

�
pMtfkluqij � rij O

2
ij

�
� 9s2

ij . (4.61)

Comme les particules sont en nombre fini dans la simulation, l’opérateur M est une matrice carrée,
dont la taille à un pas de temps donné dépend du nombre de paires de particules dans le réseau. On
peut calculer une expression pour le coefficient Mrijsrkls de cette matrice, qui couple la paire rijs et
la paire rkls en développant la somme qui apparaît dans (4.60) :

pMtfkluqij �
¸
k

�
1
mj

fjk~njk � 1
mi
fik~nik

�
� ~nij

�
¸
k

�¸
l

δjl

ml
flk~nlk �

¸
l

δil
ml
flk~nlk

�
� ~nij

�
¸
k

¸
l

1
ml
flk ~nlk � ~nij pδjl � δilq . (4.62)

Cette somme porte sur tous les couples non ordonnés pk, lq possibles, et compte donc les termes
correspondant à une paire kl deux fois via les couples pk, lq et pl, kq (les termes pk, kq sont aussi
comptés mais sont nuls). Elle peut être séparée en deux sommes, une pour les couples k   l, l’autre
regroupant les couples l   k :

pMtfkluqij �
¸
k

¸
l k

1
ml
flk ~nlk � ~nij pδjl � δilq �

¸
k

¸
l¡k

1
ml
flk ~nlk � ~nij pδjl � δilq . (4.63)
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Les indices de ces sommes étant muets, on choisit de renommer l en k et k en l dans la seconde
somme :

pMtfkluqij �
¸
k

¸
l k

1
ml
flk ~nlk � ~nij pδjl � δilq �

¸
l

¸
k¡l

1
mk

fkl ~nkl � ~nij pδjk � δikq

�
¸
k

¸
l k

�
1
ml
flk ~nlk � ~nij pδjl � δilq � 1

mk
fkl ~nkl � ~nij pδjk � δikq

�
. (4.64)

Comme ~nlk � �~nkl et flk � ~fkl � ~nkl � p�~fklq � p�~nklq � fkl, on peut factoriser fkl ~nkl dans la
somme :

pMtfkluqij �
¸
k

¸
l k

fkl ~nkl � ~nij
�
δjk � δik
mk

� δjl � δil
ml

�
. (4.65)

L’ensemble des indices pk, lq tels que k   l sur lesquels porte cette somme compte chaque paire de
deux particules voisines une et une fois. Cette somme est donc bien écrite pour représenter un produit
matrice-vecteur dans l’espace des paires :

pMtfkluqij �
¸
kl

Mij,kl fkl , (4.66)

où le coefficient Mij,kl de couplage entre une paire ij et une paire kl a pour expression :

Mij,kl � ~nkl � ~nij
�
δjk � δik
mk

� δjl � δil
ml

�
. (4.67)

Comme fkl � 6πη0a
2
klφkl 9skl pour toute paire kl, l’équation (4.61), s’écrit sous la forme d’une équation

différentielle sur le champ t 9sklu :

:sij � 1
hij

�
pMD

R
t 9skluqij � rij O

2
ij

�
� 9s2

ij , (4.68)

où D
R
est l’opérateur diagonal regroupant les préfacteurs des forces :

D
R
� Diagrklspt6πη0a

2
klφkluq . (4.69)

4.2.2 Discrétisation en temps.

On travaille dans les variables t~riptq,~ciptqu pour les centres, et thijptq, 9sijptqu pour les gaps. On
rappelle les équations du mouvement de ces deux dynamiques :

9~ri � ~ci � 9γyi~ex, (4.70)

9~ci � 1
mi

¸
j

6πη0a
2
ij 9sijφij ~nij � 9γp~ci � ~eyq~ex , (4.71)

9hij � hij 9sij , (4.72)

:sij � 1
hij

�
pMD

R
t 9skluqij � rij O

2
ij

�
� 9s2

ij . (4.73)

Ces deux dynamiques sont intégrées numériquement en parallèle, la dynamique des centres se nour-
rissant de l’expression des forces calculée par la dynamique des gaps, et la dynamique des gaps se
nourrissant de celle des centres pour calculer les termes non critiques (le cutoff φij � φprijq nécessaire
au calcul de l’opérateur D

R
, les vecteurs normaux ~nij � ~rij{rij nécessaires au calcul de la rigidité M

et le terme d’inertie de rotation rijO2
ij � p}~v T

ij q2}{rij).
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Un schéma semi-implicite.

Le temps est discrétisé en posant tn � n∆t, où ∆t � 10�3 est le pas de temps. Pour n’importe quelle
fonction du temps fptq, on note fpnq son estimation numérique au temps tn. L’évolution des variables
dynamiques se fait en deux étapes : une étape d’accélération où la vitesse des particules est modifiée,
suivie d’une étape de convection où les particules sont déplacées.
Pendant l’étape d’accélération, on veut calculer les incréments :

~cipn� 1q � ~cipnq �
» tn�1

tn

9~ciptqdt , (4.74)

9sijpn� 1q � 9sijpnq �
» tn�1

tn

:sijptqdt . (4.75)

Pour calculer ces intégrales, on suppose que toutes les variables évoluent assez lentement pour être
approximées par leur valeur en tn, à l’exception de la variable 9sptq qui intervient dans l’expressions
des forces, et que l’on approxime par une moyenne p 9sptnq� 9sptn�1qq{2. Cette approximation constitue
une discrétisation semi-implicite des forces. Elle revient à considérer que les particules sont soumises
pendant ∆t{2 à des forces calculées à partir de leur position au début du pas de temps, puis pendant
∆t{2 à des forces calculées à partir de leur position à la fin du pas de temps. On écrit ainsi @t P
rtn, tn�1r :

:sijptq � 1
hijptq

�
pMptqD

R
ptqt 9sklptquqij � rijptqOijptq2

�
� 9sijptq2 (4.76)

� 1
hijpnq

�
p12MpnqD

R
pnqt 9sklpnq � 9sklpn� 1quqij � rijpnqOijpnq2

�
� 9sijpnq2 . (4.77)

En remplaçant :sijptq par cette estimation dans l’intégrale de la relation (4.75) on obtient une relation
implicite sur le champ des t 9sijpn� 1qu, que l’on peut alors calculer en résolvant un problème inverse :

prId� ∆t

2 D
L
pnqMpnqD

R
pnqst 9sklpn� 1quqij

� prId� ∆t

2 D
L
pnqMpnqD

R
pnqst 9sklpnquqij � ∆t

�
rijpnqOijpnq2

hijpnq � 9sijpnq2
�
, (4.78)

où D
L
pnq est l’opérateur diagonal constité des inverses des gaps :

D
L
pnq � Diagrklspt1{hklpnquq . (4.79)

On incrémente de même les vitesses non affines t~ciu en exprimant la force ~fiptq en fonction des
t 9sijptqu. La discrétisation s’écrit de façon cohérente, @t P rtn, tn�1r :

9~ciptq � 1
mi

¸
j

6πη0a
2
ijφijptq 9sijptq~nijptq � 9γp~ciptq � ~eyq~ex (4.80)

� 1
mi

¸
j

6πη0a
2
ijφijpnq

1
2p 9sijpnq � 9sijpn� 1qq~nijpnq � 9γp~cipnq � ~eyq~ex . (4.81)

Connaissant 9sijpn� 1q, on peut calculer :

~cipn� 1q � ~cipnq � ∆t

mi

¸
j

6πη0a
2
ijφijpnq

1
2p 9sijpnq � 9sijpn� 1qq~nijpnq (4.82)

� 9γ∆tp~cipnq � ~eyq~ex . (4.83)
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Pendant l’étape de convection, les positions et les gaps sont incrémentés à l’aide d’un pas d’Euler
explicite d’ordre un, où leur dérivée est calculée à partir des variables au début du pas de temps :

~ripn� 1q � ~ripnq � ∆tr~cipnq � 9γyipnqs , (4.84)
hijpn� 1q � hijpnq � ∆t hijpnq 9sijpnq . (4.85)

Inversion de la matrice dynamique.

Pour résoudre l’équation (4.78) et calculer les t 9sijpn � 1qu il est nécessaire d’inverser l’opérateur
dynamique Id� ∆t

2 D
L
pnqMpnqD

R
pnq, qui se trouve être une matrice étant donné que l’on manipule

un nombre fini du paire. On peut montrer que la matrice de rigiditéM est une matrice symétrique, mais
cette propriété de symétrie est potentiellement perdue à la multiplication avec une matrice diagonale.
En conséquence, nous utilisons un algorithme de gradient biconjugué stabilisé pour estimer l’inverse
de cette matrice.

Cet algorithme permet de résoudre un système linéaire Ax � b de façon itérative à partir d’une
estimation initiale x0 de la solution. Il ne requiert pas la symétrie de la matrice A, et fonctionne bien
si celle-ci est creuse. Il est donc bien adapté au problème que l’on souhaite résoudre. Nous ne revenons
pas ici sur l’implémentation exacte de cet algorithme, les détails des itérations pouvant facilement se
trouver dans la littérature.

Récapitulatif de l’algorithme.

Connaissant t~ripnq,~cipnqu et thijpnq, 9sijpnqu, les calculs effectués à chaque pas de temps pour calculer
une estimation de ces variables au temps n� 1 sont dans l’ordre :

– Calcul des forces auxquelles sont soumises les particules au début du pas de temps, i.e. en
fonction des variables au temps n (actuellement en mémoire) :

~fipnq �
¸
j

6πη0a
2
ijφijpnq 9sijpnq~nijpnq . (4.86)

– Calcul de la dérivée des t~riu :
9~ripnq � ~cipnq � 9γyipnq . (4.87)

– Calcul de la dérivée des thiju :

9hijpnq � hijpnq 9sijpnq . (4.88)

– Calcul du membre de droite de l’équation (4.78) :

rhsij � prId� ∆t

2 D
L
pnqMpnqD

R
pnqst 9sklpnquqij � ∆t

�
rijpnqOijpnq2

hijpnq � 9sijpnq2
�
.

(4.89)

– Construction de la matrice dynamique à inverser :

A � Id� ∆t

2 D
L
pnqMpnqD

R
pnq . (4.90)
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– Calcul des t 9sijpn � 1qu en résolvant le problème linéaire à l’aide d’une routine de gradient
biconjugué stabilisée :

9sijpn� 1q � pA�1trhskluqij . (4.91)

– Calcul des thijpn� 1qu à l’aide d’un pas d’Euler d’ordre un :

hijpn� 1q � hijpnq � ∆ thijpnq 9sijpnq . (4.92)

– Actualisation des thiju et des t 9siju pour toutes les paires. Les anciennes valeurs sont perdues.
– Accélération des particules sur un demi pas de temps avec les valeurs gardées en mémoire pour

les forces :

~cipn� 1
2q � ~cipnq � ∆t

2mi

~fipnq � 9γ
∆t

2 p~cipnq � ~eyq~ex . (4.93)

– Calcul des forces auxquelles sont soumises les particules à la fin du pas de temps, i.e. en fonction
des variables au temps n � 1 (maintenant en mémoire). Les facteurs dépendant des positions
et vitesses des centres sont toujours évalués à partir de leur valeur au temps n, qui n’a pas été
modifée depuis le début du pas de temps. On calcule :

~fipn� 1q �
¸
j

6πη0a
2
ijφijpnq 9sijpn� 1q~nijpnq . (4.94)

– Accélération des particules sur un demi pas de temps avec les nouvelles valeurs des forces :

~cipn� 1q � ~cipn� 1
2q �

∆t

2mi

~fipn� 1q � 9γ
∆t

2 p~cipnq � ~eyq~ex . (4.95)

– Convection des grains :

~ripn� 1q � ~ripnq � ∆t 9~ripnq . (4.96)

– Actualisation du temps et du décalage de la cellule de Lees-Edwards :

tpn� 1q � pn� 1q∆t , Dpn� 1q � 9γ tpn� 1q . (4.97)

– Comme les grains ont bougé, il faut vérifier si le réseau doit être recalculé selon que la condition
(4.25) sur le déplacement qui vient d’être effectué est vérifiée ou non.

4.3 Un second algorithme : Prise en compte des contacts.

Ce premier algorithme que nous avons développé souffre de deux limites. Premièrement, des difficultés
numériques dues à la formation de gaps très fins nous empêchent de simuler des suspensions très
denses, ce qui est pourtant nécessaire à une caractérisation propre de la divergence de la viscosité à
la densité de blocage, ainsi que d’atteindre des cisaillements plus rapides nécessaires à l’observation
d’une transition vers un régime inertiel.
Deuxièmement, et comme nous l’avons développé dans la partie consacrée à l’état de l’art des connais-
sances sur la rhéologie des suspensions, il est connu que des contacts directs entre grains doivent
subvenir, et jouent un rôle important dans la dynamique d’écoulement. Il est dès lors important de
pouvoir tenir compte de ces effets.
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Devant ces constatations, il a été décidé de développer un algorithme prenant en compte la formation
de contacts. Dans cet algorithme, nous résolvons également la dynamique en rotation des particules.
Comme nous souhaitons explorer le comportement de suspensions aussi denses que possibles qui sont
difficiles à cisailler à volume constant, des simulations à pression constante seront aussi menées. Cela
nécessite d’introduire un taux de compression 9εptq dans le champ de vitesse affine imposé en moyenne
et dans la dynamique de la cellule de Lees-Edwards. Enfin, une traîné de Stokes est également (éven-
tuellement) prise en compte. Les équations du mouvement s’écrivent alors :

9~ri � ~ci � r~∇~v8s � ~ri
9~ci � 1

mi

�
� 6πη0~ci �

¸
j

rf N
ij ~nij � f lub,T

ij
~tij � f c,T

ij
~tijs

�
� r~∇~v8s � ~ci

9~ωi � 1
Ii

�
� 8πa3

i p~ωi � 1
2

9γ~ezq �
¸
j

r~Γ lub
ij � ~Γ c

ij s
�

9Lx � 9εLx

9Ly � 9εLy

9D � 9εD � 9γLy , (4.98)

où 9ε est calculé instantanément à partir de la pression dans le système. Cet ensemble d’équation décrit
la dynamique générale du système. Nous pouvons donc simuler aussi bien un cisaillement à volume
constant ou à pression constante.
Un premier paragraphe est dédié à la description du modèle que nous utilisons pour décrire les forces de
contacts entre grains très proches. Ces forces ont une composante normale, ainsi qu’une partie tangen-
tielle dues aux frottement que nous prenons en compte. Dans un second paragraphe, nous décrivons
la discrétisation des équations du mouvement qui a été implémentée pour ce second algorithme.

4.3.1 Modèle de contact.

S’inspirant de l’algorithme Soft Dynamics de Rognon et Gay [116], nous modélisons les forces normales
générées dans les paires de grains par la mise en série d’éléments élastiques et visqueux, dans laquelle
nous faisons disparaître l’élément visqueux quand le contact proprement dit est généré (figure 4.2).
En ce qui concerne les forces tangentielles et les couples, nous les séparons en une composante
de lubrification calculée à partir des coefficients de la matrice de résistance de Cox (4.9), et une
composante de contact qui survient quand le contact se forme. Ces deux contributions sont simplement
ajoutées l’une à l’autre dans les équations du mouvement.

Force normale.

La question qui se pose est la suivante : comment passer dynamiquement d’une force d’interaction
visqueuse due à la lubrification, à une force de contact élastique, due aux contacts entre aspérités ?
Dans le modèle que nous utilisons, le contact ou quasi contact entre deux particules est modélisé
comme la mise en série d’un élément visqueux correspondant au fluide intersticiel entre deux éléments
élastiques correspondant aux particules, capables de se déformer. Le gap est alors une variable interne
de la paire, dont la dynamique est découplée de la dynamique des centres à cause d’une petite déflection
δij . Géométriquement, on a la relation :

rij � ai � aj � hij � δij . (4.99)
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On considère deux régimes d’interaction, selon que les particules sont en contact ou non. Lorsque le
gap est supérieur à la taille typique ε des aspérités, la paire est en régime lubrifié, et l’interaction est
purement hydrodynamique. Dans ce régime, les particules sont proches et considérées comme sphé-
riques, c’est donc la formule de lubrification qui s’applique. On représente alors la paire de particules
comme une série ressort-amortisseur-ressort, ce qui permet d’exprimer l’amplitude de la déflexion δij
en fonction de la largeur du gap, en écrivant l’équilibre de la surface d’une particule :

f ela
ij � f lub

ij p� f N
ij q , (4.100)

où la force élastique est calculée à l’aide des expressions de Hertz (2.102) et (2.106). On obtient :

�Kijδ
3{2
ij � 6πη0a

2
ijφij

9hij
hij

, (4.101)

où Kij � 4E
a

2dij { 3p1� ν2q est une raideur équivalente pour la paire.
De manière à garantir la positivité du gap au travers des erreurs numériques, on choisit comme variable
interne à la paire le logarithme du gap :

sij � lnprij � ai � ajq . (4.102)

De cette façon, le gap est calculé comme une exponentielle et est toujours positif. Lorsque les particules
entrent en interaction, la variable interne sij est initialisée au logarithme du gap rij�ai�aj . Pendant
toute l’interaction, elle suit sa propre dynamique, que l’on calcule en estimant sa dérivée 9sij . En
parallèle, la déflection élastique est calculée à partir de sij en utilisant la relation géométrique (4.99) :

δij � ai � aj � exprsijs � rij (4.103)

On exprime alors 9sij à partir de δij , puis de sij :

9sij �
9hij
hij

� � Kijδ
3{2
ij

6πη0a2
ijφij

� � Kij

6πη0a2
ijφij

rai � aj � exppsijq � rijs3{2 . (4.104)

On considère que le contact se forme lorsque les particules se rapprochent à une distance inférieure ou
égale à la taille caractéristique ε des aspérités. La paire entre alors dans un régime purement Hertzien.
Tant que la paire est en compression (fij   0) la dynamique de la variable interne sij est bloquée,
car nous faisons l’hypothèse que les aspérités indéformables s’arqueboutent en travers du gap pour et
empêchent sa fermeture. On impose alors une dynamique constante pour le gap :

9sij � 0 , (4.105)
hij � ε . (4.106)

Le contact est alors modélisé par le couplage en parallèle d’un ressort unique de rigidité Kij et d’un
amortisseur de coefficient de dissipation ν. La force qui est générée est donnée par

f N
ij � �Kijδ

3{2
ij � ν 9δij � �Kij pai � aj � ε� rijq

3{2 � ν 9rij . (4.107)

La seule raison qui permette à la force élastique développée dans le contact de varier dans le temps
est donc que la distance rij entre les centres varie à cause de la dynamique globale de l’assemblée des
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(a) Modèle de lubrification.

(b) Modèle de contact.

Figure 4.2 – Schéma récapitulatif du modèle de contact lubrifié utilisé pour
la force normale. En haut, on représente l’interaction entre deux grains qui ne
se touchent pas comme une série ressort-amortisseur-ressort, où la valeur de la
force est fixée par la lubrification intersticielle. Quand le contact se ferme, le
modèle bascule dans le régime représenté en bas, où la force est modélisée par
un ressort mis en série avec un amortisseur.
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particules. La déformation élastique est encaissée par la totalité de l’espace occupé par les particules,
contrairement aux modèles additifs qui correspondent plutôt à une vision où ce sont les aspérités qui
se déforment. Le coefficient de dissipation ν représente tout mécanisme de dissipation envisageable
dans un contact élastique fermé immergé dans un fluide Newtonien. Il n’a pas de signification physique
claire, même si son origine est ici probablement hydrodynamique, contrairement à ce qui se passe dans
la collision entre deux grains secs.

Forces tangentielles et frottements.

La force tangentielle générée dans les contacts est prise comme la somme d’une force tangentielle de
lubrification et d’une force tangentielle de contact. La force tangentielle de lubrification est calculée à
partir des expressions de la matrice de résistance hydrodynamique (4.9).
Les forces tangentielles de contact sont calculées de manière itérative à partir d’un modèle classique
de DEM. Lorsque le contact se forme, une variable interne ~ξij � ξij~tij est générée (elle est initialisée
à zéro) et suit ensuite sa dynamique propre tant que le contact existe. À chaque instant, la force de
contact tangentielle est calculée comme une force de rappel sur ξij , tout en respectant le critère de
Coulomb :

f c,T
ij � Kijξij si |Kijξij | ¤ µ|fNij | (4.108)

� µ|fNij | sinon.

La dynamique de ξij évolue par ailleurs en suivant :

9ξij � ~v c
ij � ~tij si Kij |ξij | ¤ µ|fNij | (4.109)

� 0 sinon,

où ~v c
ij est la vitesse au contact (2.97), calculée à partir des vitesses de translation et de rotation des

particules, les rayons des particules étant corrigés par la déflection au contact et la taille des aspérités :

~v c
ij � ~vij � rpaj � ε� δij

2 q~ωj � pai � ε� δij

2 q~ωis � ~nij . (4.110)

Couples.

Les couples générés dans les paires sont pris comme la somme d’un couple de lubrification et du couple
généré par les forces de contact, quand le contact est réalisé. Les couples de lubrification sont calculés
à partir des expressions de la matrice de résistance hydrodynamique (4.9). Le couple des forces de
contact s’écrit simplement :

~Γ c
ij � pai � ε� δij

2 q~nij � f c,T
ij

~tij . (4.111)

4.3.2 Discrétisation en temps.

L’avantage numérique d’un modèle où les particules peuvent se déformer est que la difficulté à main-
tenir la stabilité de la dynamique est moins aigüe. Il s’avère qu’il y a moins de problèmes de stabilité
que dans le cas de particules rigoureusement indéformables, ce qui permet l’utilisation d’un schéma
de discrétisation explicite. Afin de garantir un niveau de précision constant au cours de la dynamique,
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nous optons pour schéma de type Runge-Kutta 4,5 à pas de temps adaptatif. Le principe de fonction-
nement des méthodes de type Runge-Kutta est détaillé dans l’annexe B.
Dans le problème qui nous occupe, nous travaillons sur les variables t~riptq,~ciptqu pour les centres,
tsijptq, ξijptqu pour les paires, Lxptq, Lyptq et Dptq pour la cellule. On regroupe ces variables dans
un vecteur yptq. Les équations sllod ainsi que le modèle de contact choisi permettent d’écrire toutes
les dérivées (équations(4.98) pour les variables des particules et de la cellule, équations (4.104) ou
(4.105) pour les tsijptqu selon que les paires sont ou non au contact et équation (4.109) pour les
tξijptqu des paires au contact).
On peut écrire l’ensemble de ces relations sous la forme 9yptq � fpyptqq, adaptée à l’implémentation
d’un schéma de type Runge-Kutta (aucune des dérivées ne dépent explicitement du temps). Nous
choisissons d’implémenter le schéma Runge-Kutta adaptatif d’ordre 4, 5 proposé par Cash et Karp
[30] (le schéma est d’ordre 4, l’ordre 5 sert à estimer l’erreur commise). Ce schéma est explicite et
s’implémente de la façon suivante :

y1 � ypnq

y2 � ypnq � ∆tn
�

1
5fpy1q

�

y3 � ypnq � ∆tn
�

3
40fpy1q �

9
40fpy2q

�

y4 � ypnq � ∆tn
�

3
10fpy1q �

9
10fpy2q �

6
5fpy3q

�

y5 � ypnq � ∆tn
�
� 11

54fpy1q �
5
2fpy2q �

70
27fpy3q �

35
27fpy4q

�

y6 � ypnq � ∆tn
�

1631
55296fpy1q �

175
512fpy2q �

575
13824fpy3q �

44275
110592fpy4q �

253
4096fpy5q

�

ypn� 1q � ypnq � ∆tn
�

37
378fpy1q � 0� fpy2q �

250
621fpy3q �

125
594fpy4q

� 0� fpy5q �
512
1771fpy6q

�
(4.112)

y�pn� 1q � ypnq � ∆tn
�

2825
27648fpy1q � 0� fpy2q �

18575
48384fpy3q �

13525
55296fpy4q

� 277
14336 � fpy5q �

1
4fpy6q

�
, (4.113)

où ypn� 1q et y�pn� 1q sont des estimations respectivement à l’ordre 4 et 5 en ∆tn de la valeur des
variables au temps tn�1. L’erreur réalisée est estimée par la différence

epnq � ypn� 1q � y�pn� 1q . (4.114)

L’erreur cible est fixée en pratique en se donnant une échelle d’erreur relative sc pour chaque variable
(essentiellement fixée à 1), ainsi qu’un paramètre global εCK � 10�5 tel que :

e� � εCK sc . (4.115)

Il faut noter que pendant l’exécution proprement dite du schéma de Cash-Karp, les grains sont déplacés
au gré des pas d’Euler partiels exécutés. Cela peut générer des modifications du réseau, ayant pour
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conséquence un changement du nombre de paires, et donc de dimensionnalité du problème. Afin
d’éviter ces complications, une routine de « gel » du réseau est activée pendant la résolution du
schéma, empêchant temporairement des paires de disparaître ou d’être créées, quand bien même elles
le devraient. Le gel est relaché une fois les calculs effectués, et le réseau est recalculé à la fin du pas
de temps.
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Chapitre 5

Interlude : Le cisaillement d’une paire
de particules.

Avant d’aborder les résultats de rhéologie macroscopique obtenus, nous présentons dans ce court
chapitre, une résolution analytique de la limite diluée du modèle que nous utilisons en simulation.
Dans ce modèle, l’hydrodynamique se résume aux interactions de lubrification entre grains, et à une
traînée de Stokes par rapport à l’écoulement moyen de cisaillement simple.
Le but de ce calcul est d’illustrer la dynamique d’une paire dans ce modèle. Il nous permet de plus
de mettre en évidence la nécessaire formation de contacts, et de calculer la distribution des contacts
générés.
Il faut néanmoins garder à l’esprit que ce calcul n’a pas un sens physique clair, étant donné qu’il traite
la limite diluée d’un modèle physiquement pertinent dans la limite dense.

5.1 Une solution analytique pour des particules lisses.

On veut calculer les trajectoires dans le problème à deux corps correspondant à la limite visqueuse
du modèle choisi dans notre simulation. Dans ce modèle, les particules sont soumises à la force de
lubrification (dont on ne considère que la composante normale) et à la force de traînée de Stokes.

5.1.1 Trajectoires.

On note a1 et a2 les rayons des deux particules, a � a1a2{pa1 � a2q le rayon réduit, ~r1 et ~r2 leur
position, ~v1 et ~v2 leur vitesse totale, ~c1 et ~c2 leur vitesse non affine, r la distance centre à centre, h
le gap entre les surfaces des deux particules, et ~n12 � ~r12{r � pcos θ12, sin θ12q, le vecteur unitaire
pointant de la particule 1 vers la particule 2, θ12 étant l’angle orienté que fait ~n12 avec ~ex et qui
paramétrise l’inclinaison de la paire 1. On appelle b le paramètre d’impact de la collision. Dans la
limite visqueuse, la masse des particules est nulle, et les équations du mouvement s’écrivent :

~0 � �6πη0a1~c1 � 6πη0a
2φphq

9h

h
~n12 , (5.1)

~0 � �6πη0a2~c2 � 6πη0a
2φphq

9h

h
~n12 . (5.2)

1. On conserve les indices 12 ou 21 pour toutes les grandeurs orientées, comme ~c12, ~n12 ou
θ12. On note sans indice les grandeurs non orientées comme h ou r � }~r12}.

99
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On se donne la possibilité de prendre en compte le cutoff φphq imposé dans notre simulation. On
examinera trois possibilités tout au long du calcul :

φphq � 1 (pas de cutoff.)
φphq � 1 si h   h�, 0 sinon. (cutoff discontinu.)

φphq �
$'%1� h

h�

,/-3
si h   h�, 0 sinon. (cutoff continu.) (5.3)

Nous illustrerons ainsi les effets de l’existence d’un cutoff et de sa forme sur la dynamique d’une
collision hydrodynamique dans ce modèle. Le détail des calculs dans le cas du cutoff continu sont
donnés en annexe.

Calcul des vitesses.

Le calcul exact des vitesses non affines ~c1 et ~c2 en fonction des positions est ici possible. Les équations
(5.1) et (5.2) nous apprennent immédiatement qu’elles sont radiales. On peut donc les écrire sous la
forme :

~c1 � ~c1 � ~n12 ~n12 , ~c2 � ~c2 � ~n12 ~n12 . (5.4)

D’autre part, en écrivant la somme (5.1)�(5.2), on obtient que a1~c1 � a2~c2 � ~0. Ainsi, on peut
exprimer la vitesse relative non affine en fonction de la vitesse non affine de l’une ou de l’autre
particule :

~c12 � ~c2 � ~c1 � �
$'%a1
a2

� 1
,/-~c1 � �a1

a
~c1 �

$'%1� a2
a1

,/-~c2 � a2
a
~c2 , (5.5)

ou directement les vitesses ~c1 et ~c2 en fonction du seul nombre ~c12 � ~n12 :

~c1 � � a

a1
~c12 � ~n12 ~n12 , ~c2 � a

a2
~c12 � ~n12 ~n12 . (5.6)

Il reste à calculer ce nombre ~c12 � ~n12. Pour cela, on projette la différence (5.1)�(5.2) sur la radiale
~n12, ce qui nous donne :

0 � pa2~c2 � a1~c1q � ~n12 � 2a2φphq
9h

h
� 2a~c12 � ~n12 � 2a2φphq

9h

h
. (5.7)

Or 9h � ~v12 � ~n12 � ~c12 � ~n12 � 9γy12 cos θ12, où y12 � y2 � y1. On obtient :

~c12 � ~n12 � �aφphq
h

p~c12 � ~n12 � 9γy12 cos θ12q , (5.8)

soit en notant que y12 � r sin θ12 :

~c12 � ~n12 � � 9γr sin θ12 cos θ12
aφphq

h� aφphq . (5.9)

Exprimons enfin la vitesse relative des deux particules ~v12 � ~c12 � 9γy12~ex :

~v12 � � 9γr sin θ12 cos θ12
aφphq

h� aφphq~n12 � 9γr sin θ12~ex . (5.10)
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Les vitesses sont bien entendue proportionnelles à 9γ. On les représente sur les diagrammes de la figure
5.1. La vitesse relative non affine s’annule si la paire est exactement horizontale (dans ce cas y12 � 0,
les particules ont exactement la même vitesse et ne se perturbent pas l’une l’autre car 9h est nul)
ou exactement verticale (et alors cos θ12 � 0). Le maximum de perturbation par rapport au champ
affine se trouve à 45°, sur les axes de compression et de dilatation, la lubrification étant répulsive en
compression et attractive en dilatation.

(a) Totale. (b) Non affine.

Figure 5.1 – Vitesse relative de deux particules en cisaillement simple.

Calcul des trajectoires.

On peut poursuivre le calcul et intégrer la vitesse pour calculer la trajectoire thptq, θ12ptqu. Pour cela,
projettons la vitesse relative des deux particules sur la direction normale ~n12 � cos θ12~ex�sin θ12~ey de
la paire et sur sa direction tangentielle ~t12 � � sin θ12~ex�cos θ12~ey. On écrit ~v12 � v12,r~n12�v12,θ~t12,
où, compte tenu de (5.10), on a les vitesses radiale et angulaire :

v12,r � � 9γr sin θ12 cos θ12
aφphq

h� aφphq � 9γr cos θ12 sin θ12 � 9γr sin θ12 cos θ12
h

h� aφphq
v12,θ � � 9γr sin2 θ12 (5.11)

D’autre part, par définition,

~v12 � 9~r12 � 9r~n12 � r 9~n12 � 9h~n12 � r 9θ12~t12 . (5.12)

Comparant les relations (5.11) et (5.12), on obtient deux équations sur le gap et l’angle :

9h � 9γr sin θ12 cos θ12
h

h� aφphq , (5.13)

9θ12 � � 9γ sin2 θ12 . (5.14)

Après séparation des variables, on peut intégrer directement l’équation sur l’angle :
» θ12ptq

θ12p0q

dθ̃12

sin2 θ̃12
� � 9γt . (5.15)
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L’intégrale se calcule en faisant le changement de variable X � tan θ̃12, dX � dθ̃12{ cos2 θ̃12 :» θ12ptq

θ12p0q

dθ̃12

sin2 θ̃12
�
» tan θ12ptq

tan θ12p0q

dX
X2 �

�
� 1
X

�tan θ12ptq

tan θ12p0q
� 1

tan θ12p0q �
1

tan θ12ptq . (5.16)

On obtient finalement la tangente de l’angle θ12 en fonction du temps :

tan θ12ptq � tan θ12p0q
1� 9γt tan θ12p0q . (5.17)

Revenons maintenant à la relation différentielle (5.13) sur le gap, où l’on sépare les termes dépendant
de h de ce qui dépendent de θ12 :

9h ph� aupphiphqq
rh

� 9γ sin θ12 cos θ12 . (5.18)

On veut intégrer les deux membres de cette équation. Au membre de droite, on veut faire apparaître
9θ12 pour pouvoir intégrer en angle. On utilise la relation (5.14) pour écrire :» t

0
9γ sin θ12 cos θ12dt �

» t
0

9γ sin2 θ12
tan θ12

dt � �
» t

0

9θ12dt
tan θ12

� �
» θ12ptq

θ12p0q

dθ̃12

tan θ̃12

� � �ln | sin θ̃12|
�θ12ptq

θ12p0q

� ln
�

sin θ12p0q
sin θ12

�
, (5.19)

sin θ12 restant positif tout au long de la trajectoire telles que sont numérotées les particules.
Pour le membre de gauche, il faut se donner le cutoff φphq puis effectuer quelques manipulations pour
intégrer la fonction de h que l’on obtient.

Absence de cut-off : S’il n’y a pas de cut-off, φphq � 1 pour tout h et on a :
9h ph� aφphqq

rh
�

9h ph� aq

rh
� 9h

α

h
� 9h

1� α
h� a1 � a2

avec α � a{ pa1 � a2q , (5.20)

où l’on a utilisé que r � h � a1 � a2 et décomposé la fraction rationnelle en h en éléments simples.
On intègre cette expression :» t

0

9h ph� aq

rh
dt � α

» hptq
hp0q

dh̃
h̃
� p1� αq

» hptq
hp0q

dh̃
h̃� a1 � a2

� ln
�

hα r1�α

hp0qα rp0q1�α
�
. (5.21)

L’égalité des expressions (5.21) et (5.19) donne une relation entre le gap et l’angle :$'%h

r

,/-α

r sin θ12 �
$''%hp0q
rp0q

,//-α

rp0q sin θ12p0q . (5.22)

On peut faire tendre l’instant initial t � 0 vers �8 dans cette relation. Alors hp0q{rp0q tend vers 1
et rp0q sin θ12p0q � y12p0q tend vers le paramètre d’impact b. La relation angle-gap se réécrit alors :$'%h

r

,/-α

r sin θ12 � b . (5.23)

Regardons maintenant ce qui se passe si on introduit un cut-off dans l’interaction.
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Cut-off discontinu : Dans ce cas, on peut effectuer séparément l’intégration des trajectoires en
dehors du cercle de rayon r� (où les particules n’intéragissent pas et où φphq � 0) et dans le cercle
de rayon r�. Plaçons nous tout d’abord avant l’interaction. On choisit pour t � 0 un instant très
antérieur à l’interaction, et t un instant postérieur à t � 0 mais toujours avant l’interaction. Entre 0
et t, on a toujours φphq � 0 :» t

0

9h ph� aφphqq
rh

dt �
» t

0

9h

r
dt �

» h
hp0q

dh̃
h̃� a1 � a2

� ln
�
h� a1 � a2
hp0q � a1 � a2

�
. (5.24)

La dynamique angulaire n’est pas modifiée par la présence ou l’absence du cutoff. L’égalité de cette
expression avec (5.19) redonne l’équation d’une trajectoire rectiligne horizontale :

sin θ12p0q
sin θ12

� h� a1 � a2
hp0q � a1 � a2

, (5.25)

soit :

r sin θ12 � rp0q sin θ12p0q � b. (5.26)

Plaçons nous maintenant dans le cercle de rayon r�, soit pendant l’interaction à proprement parler.
On choisit désormais comme instant initial t � 0 l’instant où les particules entrent en interaction, (i.e.
hp0q � h�). On a désormais φphq � 1, et on retrouve à l’intérieur du cercle d’interaction les mêmes
intégrales et trajectoires qu’en l’absence de cut-off$'%h

r

,/-α

r sin θ12 �
$'%h�

r�

,/-α

r� sin θ12p0q , (5.27)

avec sin θ12p0q � b{r�. Ainsi, les trajectoires s’écrivent dans le cercle de rayon r� :$'%h

r

,/-α

r sin θ12 �
$'%h�

r�

,/-α

b . (5.28)

Cut-off continu : Dans nos simulations, nous choisissons d’assurer la continuité des interactions
quand deux particules se rapprochent en choisissant un cut-off continu φphq � p1� h{h�q3. Le calcul
analytique des trajectoires dans le cercle de rayon r� est plus fastidieux à mener, aussi nous ne donnons
que le résultat ici et détaillons les calculs dans l’annexe C. En prenant comme instant initial t � 0
l’instant où les particules entrent en interaction, on obtient :» t

0

9h ph� aφphqq
rh

dt � ln
�
hαr1�α

h�αr�1�α

�
�A ln

� r
r�

�
�B pr � r�q� C

v
r2 � r�2w , (5.29)

où A, B et C sont des constantes positives dépendant de a1, a2, et h�. Dans le cas où les particules
sont de taille identique et si l’on considère que la portée des interactions de lubrification est d’un rayon
de particules, a1 � a2 � h� � 2a, alors :

A � 13
2 , B � 7

4a, C � 1
16a2 . (5.30)

On obtient finalement une équation pour la trajectoire en égalisant cette expression avec (5.19), où
sin θ12p0q est pris égal à b{r�, puis en prenant l’exponentielle :

b

r� sin θ12
� hα r1�α�A

h�α r�1�α�A exp
�
B pr � r�q� C

v
r2 � r�2w� , (5.31)
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soit : $'%h�

r�

,/-α

r��A
b

r
�
$'%h

r

,/-α

r�A sin θ12 exp
�
B pr � r�q� C

v
r2 � r�2w� . (5.32)

(a) Effet de la présence et de la nature du cu-
toff sur les trajectoires.

(b) Trajectoires pour différents paramètres
d’impact b.

Figure 5.2 – Trajectoires de collision purement lubrifiée. À gauche, on repré-
sente les trajectoires obtenues pour b � 0.1 et b � 0.5 en absence de cutoff (5.23)
en bleu, en présence d’un cutoff discontinu (5.28) en rouge, et en présence d’un
cutoff continu (5.32) en noir. À droite, on représente plusieurs trajectoires (cu-
toff continu) pour des paramètres d’impacts différents : b � 0.1 (noir), b � 0.2
(rouge), b � 0.3 (vert), b � 0.4 (bleu) et b � 0.5 (orange).

5.1.2 Fonction de distribution des paires.

On cherche maintenant la densité de probabilité de trouver une particule en ~r sachant qu’il y a une
particule à l’origine. La conservation de la densité de probabilité ρp~rq se traduit par l’équation de
Liouville stationnaire :

~∇ � rρp~rq~vp~rqs � 0 . (5.33)

On se place en coordonnées polaires ρp~rq � ρpr, θq, et on exprime la divergence :

1
r

B
Br rrρvrs �

1
r

B
Bθ rρvθs � 0 . (5.34)

Le champ de vitesse est connu par ses composantes radiales et angulaires (??) :

B
Br
�
ρr2 sin θ cos θ h

h� aφphq
�
� B
Bθ
�
ρr sin2 θ

�
. (5.35)

Si on cherche une densité moyenne de particules isotrope, ρp~rq � ρprq, le calcul se poursuit :

sin θ cos θd
dr

�
ρr2 h

h� aφphq
�
� ρrd

dθ
�
sin2 θ

� � 2 sin θ cos θρr , (5.36)
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soit, en posant ξ � ρr2h{ ph� aφphqq,
dξ
dr � 2ρr � 2h� aφphq

rh
ξ . (5.37)

Pour intégrer cette équation et calculer ρprq, il faut maintenant se donner un φphq.

Absence de cut-off : Dans le cas le plus simple où il n’ y a pas de cut-off, φphq � 1 pour tout
r, et on a :

dξ
dr � 2h� a

rh
ξ . � 2

�
α

h
� 1� α

r

�
ξ (5.38)

où la fraction rationnelle en h est décomposée en éléments simples tout comme dans (5.20), avec
toujours α � a{ pa1 � a2q. On intègre cette expression sur les rayons entre r et r8 Ñ8 :» r8

r

1
ξ

dξ
dr̃ dr̃ �

» ξpr8q
ξ

dξ̃
ξ̃
� 2

» r8
r

�
α

r̃ � a1 � a2
� 1� α

r̃

�
dr̃

ln ξpr8q
ξ

� 2α ln h8
h
� 2 p1� αq ln r8

r
(où h8 � r8 � a1 � a2), (5.39)

soit :

ξ � ξpr8q
$'% h

h8

,/-2α$'% r

r8

,/-2p1�αq

� ξpr8q
$'% r8
h8

h

r

,/-2α$'% r

r8

,/-2
. (5.40)

Connaissant ξ, on repasse à ρ :

ρr2 h

h� a
� ρpr8qr2

8

h8
h8 � a

$'% r8
h8

h

r

,/-2α$'% r

r8

,/-2
, (5.41)

soit après simplification des r2 et r2
8 surnuméraires :

ρ � ρpr8q h8
h8 � a

h� a

h

$'% r8
h8

h

r

,/-2α
. (5.42)

Il reste à faire tendre r8 vers l’infini : ρpr8q tend vers la densité à l’infini n, et les fractions rationnelles
en r8 tendent vers 1. On trouve :

ρprq � n
h� a

h

$'%h

r

,/-2α
. (5.43)

On a bien ρprq Ñ n à l’infini. D’autre part, quand le gap h tend vers 0, la densité moyenne de particule
diverge comme h2α�1, c’est à dire comme 1{?h pour des particules de même taille (α � 1{4).

Cut-off discontinu : Reprenons maintenant ce calcul avec un cut-off discontinu en h�, φphq � 1{h
pour h   h�, φphq � 0 sinon. Hors du cercle de rayon r�, il n’y a pas d’interaction et le champ de
vitesse est le champ de cisaillement simple ~v � 9γy~ex. Ce champ de vitesse est à divergence nulle, la
densité moyenne de particules est donc constante et vaut la densité à l’infini :

ρprq � n , pour r ¡ r�. (5.44)

Dans le cercle de rayon r�, le calcul se mène exactement de la même façon que s’il n’y avait pas de
cut-off, excepté que l’intégration (5.39) s’effectue entre r et r�. On obtient alors, avec ρpr�q � n :

ρprq � n
h�

h� � a

h� a

h

$'% r�

h�
h

r

,/-2α
, pour r   r�. (5.45)



106CHAPITRE 5. INTERLUDE : LE CISAILLEMENT D’UNE PAIRE DE PARTICULES.

Cut-off continu : Plaçons-nous maintenant dans le cas du cut-off continu en h�, φphq � p1� h{h�q3
pour h   h�. Hors du cercle de rayon r�, il n’y a pas toujours pas d’interaction et la densité moyenne
de particules est la densité à l’infini :

ρprq � n , pour r ¡ r�. (5.46)

Dans la sphère de rayon r�, la résolution de l’équation de conservation s’effectue comme en l’absence
de cut-off jusqu’à (5.37) où l’on remplace η phq par son expression :

dξ
dr � 2h� a p1� h{h�q3

hr
ξ . (5.47)

On intègre cette expression sur les rayons entre r et r� :» ξpr�q
ξ

dξ̃
ξ̃
� 2

» r�
r

h̃� a
v
1� h̃{h�w3
h̃r̃

dr̃ (5.48)

Cette intégrale est la même qu’en (C.1) et on trouve le même résultat qu’en (5.29) :

ln ξ

ξpr�q � 2 ln
�
hαr1�α

h�αr�1�α

�
� 2A ln

� r
r�

�
� 2B pr � r�q� 2C

v
r2 � r�2w . (5.49)

Prenons l’exponentielle, puis remplaçons ξ par son expression en fonction de ρ. Comme ξpr�q � nr�2,
on obtient après réarrangement des termes que pour r   r�,

ρ � n

�
1� a

h

$'%1� h

h�

,/-3�$'% r�

h�
h

r

,/-2α$% r

r�

,-�2A
exp

�
2B pr � r�q� 2C

v
r2 � r�2w� .

(5.50)

Figure 5.3 – Fonction de corrélation de paire théorique dans le régime dilué :
sans cutoff en noir (5.43), avec cutoff discontinu en rouge(5.45), avec cutoff
continu en vert (5.50).
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On représente pour chacun de ces cas la fonction de corrélation de paire gprq � ρprq{n sur la figure
8.11. La divergence au contact est à chaque fois en h2α�1 soit en 1{?h pour des particules de même
taille. La nature du cutoff est néanmoins capable de changer du simple au double le nombre de
particules situées à des distances modérées (h � 0.1).

5.2 Le cas de particules rugueuses.

5.2.1 Trajectoires.

Dans un modèle de particules rugueuses, on peut considérer que les particules sont « en contact »
dès que le gap qui les sépare est égal à une taille d’aspérité ε. Les forces de contact affectent donc
toutes les particules incidentes qui se rapprochent à une distance inférieure ou égale à ε de la particule
test. La distance d’approche minimale est atteinte pour θ12 � π{2. Elle correspond à un paramètre
d’impact maximal bc au dessus duquel les particules incidentes ne génèrent pas de contact. Dans ce
cas, les particules suivent les lignes de courant du problème lisse.
Les particules qui arrivent de l’infini avec un paramètre d’impact inférieur à bc se rapprochent suffi-
samment pour ressentir un contact avec les aspérités sur une section de leur trajectoire. Les particules
en contact subissent une force de contact répulsive qui annule exactement la composante radiale des
forces hydrodynamiques, et maintient leur vitesse radiale constante et égale à 0. Leur vitesse angulaire
n’est en revanche pas affectée, et est toujours donnée par (5.14) :

9θ � � 9γ sin2 θ . (5.51)

Ces particules restent en contact tant que la composante radial des forces hydrodynamiques est
attractive, c’est à dire dans le quadrant de compression θ P rπ{2,πs. La présence de ces forces de

(a) Trajectoires en présence de rugosités. (b) hpθq en présence de rugosités.

Figure 5.4 – Effet des rugosités sur les trajectoires du problème à deux corps.
On représente les trajectoires correspondant à différents paramètres d’impact :
b � 0.01 (noir), b � 0.05 (rouge), b � 0.1 (vert), b � 0.2 (bleu), b � 0.3 (orange),
b � 0.4 (marron) et b � 0.5 (violet). Les trajectoires noires, rouges et vertes
sont projetées sur la même ligne de courant en sortie de collision à cause des
rugosités. Les hachures représentent le sillage de déplétion, espace qu’aucune
particule ne peut atteindre en régime dilué.

contact, non proportionnelles aux vitesses, casse la réversibilité des trajectoires. De fait, toutes les
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particules arrivant avec des paramètres d’impact b   bc se retrouvent projetées en sortie sur la même
ligne de courant, correspondant au paramètre d’impact bc. Cela génère le sillage de dépletion bien
décrit du régime dilué des suspensions.

5.2.2 Distribution des contacts.

On cherche à calculer la densité de particules au contact sur le quadrant de compression. On peut
écrire une équation locale de conservation sur le nombre dncpθq � ρcpθqdθ de contacts dans un
intervalle rθ, θ� dθs du quadrant de compression, ρcpθq étant la densité angulaire de contacts en θ.
Compte tenu du signe de 9θ, des contacts sont gagnés avec les particules qui arrivent en θ � dθ, et
d’autres sont perdus avec les particules qui s’échappent en θ. Il faut également tenir compte du flux
incident de particules qui arrivent au contact, et qu’on calcule en multipliant la vitesse nomale du
problème sans rugosité (5.11) par la surface exposée, et par la densité ρprcq de particules incidentes
(5.43) au niveau des aspérités, à rc � ε� a1 � a2 :

dncpθq
dt � | 9θpθ� dθq| ρcpθ� dθq � | 9θpθq| ρcpθq � vrprc, θq ρprcq rcdθ

� � 9θpθ� dθq ρcpθ� dθq � 9θpθq ρcpθq � vrprc, θq ρprcq rcdθ
En régime stationnaire, ρcpθq est indépendant du temps, et dncpθq{dt � 0. Après division par dθ, on
obtient une équation locale de conservation :

0 � �
9θpθ� dθq ρcpθ� dθq � 9θpθq ρcpθq

dθ � rcvrprc, θq ρprcq , (5.52)

soit :
d
dθ

�
9θρc

�
� rcρprcq vrprc, θq

d
dθ

�
sin2 θρc

� � �r2
cρprcq sin θ cos θ ε

ε� aφpεq . (5.53)

Posant λpθq � sin2 θρcpθq, on intègre cette équation :» λpπq
λpθq

dλ̃ � �r2
cρprcq

ε

ε� aφpεq
» π
θ

sin θ̃ cos θ̃dθ̃ . (5.54)

À moins d’une divergence importante de ρcpθq en π, λpπq � 0, et on exprime la densité angulaire de
contacts en fonction d’une intégrale :

ρcpθq � �r2
cρprcq

1
1� aηphrugq

1
sin2 θ

» π
θ

sin θ̃ cos θ̃dθ̃ . (5.55)

On calcule :» π
θ

sin θ̃ cos θ̃dθ̃ � 1
2

» π
θ

sin 2θ̃dθ̃ � 1
2

�
�cos 2θ̃

2

�π
θ

� �1
4 p1� cos 2θq , (5.56)

soit,

ρcpθq � �1
4r

2
cρprcq

1
1� aηphrugq

cos 2θ� 1
sin2 θ

� �1
4r

2
cρprcq

1
1� aηphrugq

1� 2 sin2 θ� 1
sin2 θ

, (5.57)
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ce qui donne une densité angulaire de contacts uniforme :

ρcpθq � 1
2r

2
c

ρprcqε
ε� aηpεq . (5.58)

La valeur exacte de la densité de contacts dans le quadrant de compression dépend ensuite de la
forme de la fonction ρprcq, qui dépend elle-même de la fonction de cutoff utilisée dans le modèle.
Quoi qu’il en soit, ce calcul démontre l’existence d’une densité de contact uniforme sur le quadrant
de compression, dans le régime dilué de ce modèle de particule en interactions lubrifiée.
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Chapitre 6

Rhéologie des suspensions denses à
volume constant

Dans ce chapitre, nous présentons des données sur la rhéologie en cisaillement des suspensions non
Browniennes bidimensionnelles, obtenues après simulation de la dynamique de tels systèmes à l’aide
des algorithmes décrits dans le chapitre (4).
Dans une section préliminaire, nous détaillons comment nous calculons la contrainte en pratique à
partir des résultats générés par les simulations. Dans une seconde section, nous présentons quelques
simulations effectuées en dynamique des gaps de l’écoulement à volume constant de suspensions de
particules absolument lisses et n’interagissant que par lubrification. Ces résultats mettent en évidence
le besoin de tenir compte du rôle des contacts entre grains. Dans une troisième section, nous présentons
des courbes d’écoulement obtenues en simulant l’écoulement à volume constant de suspensions de
particules rugueuses, capables de former des contacts élastiques.

6.1 Calcul pratique du tenseur des contraintes.

Commençons par détailler les modalités du calcul de la contrainte en pratique. La théorie hydro-
dynamique des suspensions. En théorie, la contrainte hydrodynamique générée dans une suspension
s’obtient en mesurant le stresslet moyen exercé sur les particules. Il faut ensuite lui rajouter la contrainte
de contact si les particules sont autorisées à se toucher, et la contrainte de Reynolds si l’inertie est
importante (voir section 2.3).
La donnée du stresslet est accessible dans une simulation explicite, où la distribution de contrainte à
la surface de la particule peut être connue, ou bien dans une simulation de dynamique Stokésienne,
où la relation de proportionnalité entre stresslets et vitesses des particules est exploitée.

Dans le cas d’une simulation discrète comme la notre, ces données ne sont pas accessibles. En re-
vanche, on dispose avec la formule de Irving-Kirkwood, d’un outil adapté au calcul de la contrainte
générée dans une assemblée de particules ponctuelles en interaction de paire. En plus d’utiliser cette
formule pour calculer la contrainte de contacts, nous l’utilisons aussi afin d’estimer la contrainte
hydrodynamique, due aux seules forces de lubrification. On écrit donc :

~~σ � ~~σ lub � ~~σ c � ~~σRe , (6.1)

111
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où l’on utilise la formule (2.112) pour calculer la contrainte due aux interactions :

~~σ lub � 1
L2

¸
rijs�c.

~fij~rij , (6.2)

~~σ c � 1
L2

¸
rijs c.

~fij~rij , (6.3)

où les indices prijs � c.q indiquent une somme menée exclusivement sur les paires qui ne sont
pas en contact, et prijs c.q une somme sur les seules paires au contact. Compte-tenu du modèle de
contact lubrifié que nous avons adopté, une paire est au contact ou ne l’est pas : aucune force d’origine
hydrodynamique est associée aux paires en contact. La séparation de la contrainte en une contribution
hydrodynamique et une contribution de contact est donc immédiate au niveau du code de calcul.
Nous utilisons enfin la formule (2.95) pour la contrainte de Reynolds :

~~σRe � � 1
L2

¸
i

mi~ci~ci . (6.4)

La contribution ~~σ lub de la lubrification est à rapprocher de la contrainte hydrodynamique particu-
laire (2.79) dont on aurait retiré la contribution d’Einstein (en effet, nos simulations ne peuvent pas
capturer la contribution à une particule de la contrainte car l’écoulement du fluide n’est pas résolu
explicitement). L’utilisation de l’expression (6.2) pour estimer la contrainte dans la suspension revient
à approximer le stresslet exercé sur une particule par la somme des moments des forces de lubrification
qui lui sont appliquées ponctuellement par ses voisines :

~~Si �
¸
jv. i

~f lub
ij ~rij . (6.5)

Pour obtenir la contrainte réelle équivalente, il faut théoriquement rajouter la contrainte d’Einstein
r1�p5{2qφsη0 9γ. Cette correction n’est cependant pas extrêmement pertinente pour nos calculs étant
donné que l’on s’interesse à la limite des suspensions concentrées, proches du blocage, limite dans
laquelle le terme d’Eistein est dominé par la divergence de la viscosité. Pour ce qui est de la limite
diluée, notre algorithme est de toute façon peu pertinent, ne prenant en compte que les forces hydro-
dynamiques de champ proche.
Concrètement, l’intensité des composantes respectives des forces apparaissant dans les produits ten-
soriels de ces expressions sont calculées à chaque pas de temps pour toutes les paires du réseau. Le
tenseur des contraintes se mesure donc simplement en parcourant le réseau et en récupérant puis
sommant les données pertinentes de chaque paire (ou chaque grain pour la contrainte de Reynolds).
La pression particulaire p � �pσxx � σyyq{2, la contrainte de cisaillement σxy et la différence des
contraintes normales N � pσxx � σyyq{2 sont ensuite extraites du tenseur des contraintes, ce qui
permet d’isoler la contribution respective de l’hydrodynamique et des contacts dans chacune de ces
grandeurs rhéologique, et de la suivre au cours du cisaillement.
En pratique, nous simulons le cisaillement d’un nombre Ns (compris entre 1 et 10) de systèmes générés
aléatoirement, et comprenant chacun 2N particules (bidisperses). La valeur des grandeurs pertinentes
est sauvegardée tous les δγ � 0, 001. Nous effectuons de plus une sauvegarde séparée de la configu-
ration complète du système tous les δγ � 0, 01 (i.e. une déformation de 1%q.
Les grandeurs macroscopiques sont calculées en effectuant la moyenne temporelle des données sauve-
gardées. Cette moyenne est identifiée à une moyenne d’ensemble (le système étant supposé ergodique).
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En toute rigueur, il faudrait se limiter à des configurations séparées d’un ∆γ assez grand pour être
statistiquement décorrélées. En pratique, les moyennes sont calculées sur toutes les configurations
sauvegardées, ce qui est redondant d’un point de vue statistique mais simplifie l’écriture des scripts
de traitement de données. Les configurations correspondant aux 500% de cisaillement sont ignorées
afin de ne conserver que les propriétés rhéologiques stationnaires des systèmes cisaillés.

6.2 Suspensions de particules lisses.

Dans cette section, sont présentés des résultats obtenus après simulation du cisaillement à volume
constant d’une suspension de particules lisses et rigides. Un tel problème est purement hydrodyna-
mique, et son intégration numérique a été réalisée en utilisant l’algorithme de dynamique des gaps
décrit en détail à la section (4.2), chapitre (4).
Il s’avère que cet algorithme de calcul est incapable d’atteindre des densités importantes et/ou des
cisaillements rapides à volume constant. Nous pouvons tout de même examiner les réalisations effec-
tuées pour en tirer quelques éléments de réflexion. Le système cisaillé est un système de référence de
2� 100 particules bidisperses. Les simulations réalisées sont récapitulées dans le tableau (6.1).

φ � 0.34 φ � 0.44 φ � 0.56 φ � 0.62 φ � 0.69
9γ � 0.1 200 200 200 45 8
9γ � 0.4 200
9γ � 1 78
9γ � 4 14

Table 6.1 – Récapitulatif de la déformation accumulée pour différents couples
pφ, 9γq lors du cisaillement à volume constant d’une suspension de particules
lisses.

On représente la dépendance de la contrainte avec le taux de cisaillement 9γ ou la densité φ pour ce
système. La figure 6.2 présente l’évolution de la contrainte avec le cisaillement pour des réalisations à
différentes vitesses pour une densité constante, la figure 6.1 pour différentes densité à vitesse constante.
Les diagrammes de la colonne de gauche de la figure présentent la valeur instantanée des composantes
de la contrainte. Compte-tenu des fluctuations très importantes qui se développent quand la densité
augmente, on représente sur la colonne gauche la contrainte moyenne correspondante, intégrée sur la
déformation accumulée :

  ~~σ ¡ pγq � 1
γ

» γ
0
~~σpγ̃qdγ̃ . (6.6)

On observe que la pression moyenne décroit invariablement vers zéro, pour toutes les vitesses et
densités testées. De fait, il apparaît que ces suspensions sont incapables de supporter une pression
non nulle dans leur configuration stationnaire. On peut écrire la pression de lubrification comme une
somme p 9°rijs

9hij

hij
rij . Dans un état stationnaire, comme il y a nécessairement autant de paires qui

s’ouvrent ( 9h ¡ 0) que de paires qui se ferment ( 9h   0) dans le sous-ensemble des paires situées à une
séparation h donnée, cette somme tend vers zéro.
La contrainte de cisaillement et la différence des contraintes normales semblent en revanche tendre
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(a) ppγq pour différents φ à 9γ � 0.1. (b)   p ¡ pγq pour différents φ à 9γ � 0.1.

(c) σxypγq pour différents φ à 9γ � 0.1. (d)   σxy ¡ pγq pour différents φ à 9γ �
0.1.

(e) N1pγq pour différents φ à 9γ � 0.1. (f)   N1 ¡ pγq pour différents φ à 9γ �
0.1.

Figure 6.1 – Composantes du tenseur des contraintes au cours du cisaillement
d’une suspension de particules rigides parfaitement lisses de densité φ � 0.34
(noir), 0.44 (rouge), 0.56 (vert), 0.62 (bleu), 0.69 (orange), à une vitesse 9γ � 0.1.
La colonne de gauche représente la réalisation instantanée de la contrainte au
cours du cisaillement, la colonne de droite représente la moyenne (6.6) associée.

vers une valeur stationnaire.

On oberve sans surprise que la contrainte de cisaillement augmente avec le taux de cisaillement et
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(a) ppγq pour différents φ à 9γ � 0.1. (b)   p ¡ pγq pour différents φ à 9γ �
0.1.

(c) σxypγq pour différents φ à 9γ � 0.1. (d)   σxy ¡ pγq pour différents φ à 9γ �
0.1.

(e) N1pγq pour différents φ à 9γ � 0.1. (f)   N1 ¡ pγq pour différents φ à 9γ �
0.1.

Figure 6.2 – Composantes du tenseur des contraintes au cours du cisaillement
d’une suspension de particules rigides parfaitement lisses de densité φ � 0.34,
à des taux de cisaillement de 9γ � 0.1 (noir), 9γ � 0.4 (rouge), 9γ � 1 (vert),
9γ � 4 (bleu). La colonne de gauche représente la réalisation instantanée de la
contrainte au cours du cisaillement, la colonne de droite représente la moyenne
(6.6) associée.
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avec la densité. En raison du petit nombre de points, il est délicat de discuter des lois σxyp 9γq et
σxypφq. Il apparaît néanmoins que σxyp 9γq varie plus vite que linéairement dans le régime de 9γ sondé.
La différence de contraintes normales semble négative, même en l’absence de contacts. Néanmoins,
si elle parait augmenter avec la densité et le taux de cisaillement, il est difficile de tirer une tendance
claire de ces résultats très partiels et pour lesquels un état stationnaire n’est pas toujours atteint.

Il se pose donc la question des conditions dans lesquelles une suspension uniquement lubrifiée est
capable d’atteindre un état stationnaire. On peut examiner l’évolution au cours du temps du minimum
de séparation hmin � minijthiju généré dans la suspension au cours de son cisaillement (figure 6.3).

(a) hmin vs γ pour différentes densités φ à 9γ � 0.1.

(b) hmin vs γ pour différents taux de cisaillement 9γ à φ � 0.34.

Figure 6.3 – Séparation minimale instantanée hmin au cours du temps pour
diverses réalisations du cisaillement d’une suspension de particules rigides par-
faitement lisses.

On observe que pour des densités ou des vitesses de cisaillement trop importantes (φ ¡ 0.6, 9γ ¤ 1), la
suspension génère naturellement des gaps nuls, l’empêchant de se stabiliser. Ces diagrammes rappellent
les observations de lubrication breakdown de Ball et Melrose [8] sur l’apparition d’amas de grains
séparés par des gaps de largeur rapidement non physique (h   10�6a   taille d’une molécule d’eau).
Il est donc crucial de tenir compte des contacts dans la simulation du cisaillement de ces systèmes.
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6.3 Suspensions de particules rugueuses non frottantes.

Dans cette section sont présentés des résultats concernant la rhéologie des suspensions de particules
rugueuses, pour lesquelles on autorise les contacts élastiques directs entre grains. L’algorithme utilisé
est le second algorithme présenté dans le chapitre (4), à la section (4.3). Les grains sont néanmoins
considérés comme non frottant, les contacts non dissipatifs, et les forces non hydrodynamiques sont
purement normales.
Dans ces simulations, on teste la rhéologie à volume constant de ces mélanges. L’influence de pa-
ramètres internes à la simulation (nombre de particules, taille des rugosités, rigidité des particules)
est testée pour un écoulement identique (même densité, même taux de cisaillement). Des courbes
d’écoulement à différentes densités sont ensuites mesurées et commentées dans une seconde partie.

6.3.1 Étude paramétrique préliminaire.

Dans cette section on examine succintement l’effet sur la contrainte développée dans l’écoulement de
paramètres de la simulation ou du modèle dont on souhaite a priori éviter les effets.

Nombre de grains.

On cherche à reproduire la rhéologie en volume d’une suspension comportant un nombre arbitrairement
grand de grains via la simulation dans une cellule périodique de volume fini de l’interaction sous
écoulement d’un nombre 2�N de grains grand mais manipulable. En toute rigueur, le comportement
recherché se définit comme le comportement dans la limite thermodynamique N Ñ8 (à densité, ou
a pressions constante) des systèmes de volume et de nombre de particules infinis.

Figure 6.4 – Réalisations pour la contrainte de cisaillement dans des systèmes
de particules bidisperses en nombre variable.

La figure (6.4) présente des réalisations de la contrainte de cisaillement totale générée au cours de
l’écoulement de 5000% de systèmes de différente taille : N � 10 (noir), N � 50 (rouge), N � 100
(vert), N � 200 (bleu) et N � 400 (orange). Toutes ces réalisations sont par ailleurs obtenues pour
des systèmes de même densité φ � 0.5, cisaillés à la même vitesse 9γ � 0.1. On observe que les
trajectoires sont d’autant plus fluctuantes que le nombre de particules est petit. La trajectoire noire
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génère de larges pics de contrainte tandis que la trajectoire orange fluctue assez peu (relativement à la
noire). Les valeurs moyennes sont relativement indépendantes du nombre de particules. Pour l’essentiel
des simulations effectuées dans ce travail, nous avons choisi un système de 2�400 particules qui offre
un bon compromis entre temps de calcul et convergence vers le comportement moyen sans trop de
fluctuations.

Rigidité des grains.

On s’attache dans ce travail à l’étude de la rhéologie de suspensions de grains rigides. Dans une
méthode de type DEM comme notre algorithme, la limite d’infinie rigidité ne peut être qu’approchée
numériquement. Les forces de contact entre grains sont évaluées sur la base de l’existence d’une
déformation élastique finie δ pour les grains en contact. Comme la rigidité K des grains est néces-
sairement finie, le recouvrement δ est nécessairement non nul. La limite rigide correspond alors à la
limite K Ñ8, où de manière équivalente, δÑ 0 à efforts constants.

(a) σxypγq pour différentes rigidités de grains.

(b) Écrasement maximal δmax observé pour différentes rigidités de grain.

Figure 6.5 – Réalisations pour la contrainte de cisaillement (a) dans des sys-
tèmes de particules bidisperses de rigidité variable. La figure (b) représente
l’écrasement élastique maximal observé parmi les particules.
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On peut néanmoins considérer que l’on s’approche raisonnablement de cette limite tant que la déforma-
tion enregistrée demeure très petite devant la taille des grains, et tant que la contrainte macroscopique
développée est insensible à cette échelle de déformation.
La figure (6.5(a)) présente des réalisations de la contrainte de cisaillement générée au cours de l’écou-
lement de 5000% de systèmes de particules plus ou moins rigides : K � 108 (noir), K � 107 (rouge),
K � 106 (vert), K � 105 (bleu), K � 104 (orange) et K � 103 (brun). Là encore, la densité du
système et la vitesse du cisaillement sont maintenus constants à φ � 0.5 et 9γ � 0.1 1. Il n’apparait
pas de différences flagrantes dans la contrainte générée, que ça soit au niveau de sa valeur moyenne,
ou de ses fluctuations. La figure (6.5(b)) montre quant à elle l’évolution de la déformation élastique la
plus large générée parmi tous les paires de particules en interaction formées dans la suspension. Sans
surprise, on observe que plus les grains sont rigides, plus les déformations sont faibles, jusqu’à poser des
problèmes numériques pour des rigidités trop importantes. Pour des particules très molles (K � 1000
ou 10 000), les déformations générées sont relativement importantes (de l’ordre du pourcent du rayon
des particules). Pour des rigidités plus importantes, la déformation maximale enregistrée s’effondre,
ce qui est tout à fait satisfaisant (gardant à l’esprit que les conditions choisies ici sont relativement
clémentes en terme de forces générées dans le système).
Pour les simulations effectuées à volume constant, et dont les résultats sont présentés par la suite,
une rigidité de K � 106 est choisie, afin de limiter la déformation des particules tout en permettant
une bonne intégration numérique des trajectoires des particules.

Échelle de taille de rugosité de la surface des grains.

Dernier paramètre interne au modèle dont nous contrôlons l’effet sur la rhéologie macroscopique,
l’échelle ε de la taille des rugosités contrôle à quelle distance l’interaction entre deux grains voisins
bascule de la lubrification vers le contact de Hertz.

Figure 6.6 – Réalisations pour la contrainte de cisaillement dans des systèmes
de particules bidisperses rugueuses, d’échelle de rugosité ε variable.

La figure (6.6) présente des réalisations de la contrainte de cisaillement générée au cours de l’écoule-
ment de 5000% de systèmes de particules plus ou moins rugueuses : ε � 0.37 (noir), ε � 0.25 (rouge),
ε � 0.13 (vert), ε � 0.02 (bleu), ε � 0.0025 (orange), jusqu’à ε � e�16 � 10�7 (mauve). On observe

1. On pourra vérifier plus loin que les contacts sont sollicités dans ces conditions.
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que dès que les rugosités font environ un dixième de la taille des grains (et c’est encore beaucoup !) ou
moins, la contrainte générée devient indépendante de leur taille. La contrainte devient est en revanche
gigantesque dès que la taille des rugosités est comparable à celle des particules. Dans ce cas, c’est
tout simplement que l’on modifie la densité effective de la suspension et que l’on s’approche d’un
système bloqué de grains en interaction purement élastique. Bien entendu, les tailles de rugosité où
cela se produit sont bien trop importantes pour être réalistes. Dans la suite une taille de rugosité de
ε � e�8 � 3� 10�4 est retenue.
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6.3.2 Courbes d’écoulement à volume constant.

La dépendance de la contrainte développée lors d’un écoulement à volume constant avec le taux de
cisaillement d’une part, et la densité de la suspension d’autre part, est évaluée lors d’une série de
simulations dont les paramètres sont récapitulés dans le table (6.2). Pour chaque couple p 9γ,φq étudié,
10 systèmes différents de 2� 400 particules bidisperses (diamètres 1 et 1{1.4 � 0.71) ont été cisaillés
de 10 000%. La rugosité des particules est fixée à ε � 3� 10�4. Le coefficient de dissipation dans les
contacts est pris nul dans ces simulations (ν � 0 dans l’équation 4.107).

paramètre varié valeurs testées
9γ 0.1, 0.2, 0.4, 1, 2, 4, 10, 20, 40
φ 0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5, 0.55, 0.6, 0.65, 0.7

Table 6.2 – Récapitulatif des couples p 9γ,φq étudiés pour le cisaillement à
volume constant d’une suspension de particules rugueuses non frottantes.

Globalement, la contrainte développée augmente avec le taux de cisaillement et la densité de la sus-
pension. La figure (6.7) présente des réalisations de la pression lorsque la densité varie à 9γ � 0.1
constant (haut) ou lorsque le taux de cisaillement varie à densité φ � 0.7 constante (bas).

(a) ppγq pour différents φ à 9γ � 0.1.

(b) ppγq pour différents 9γ à φ � 0.7.

Figure 6.7 – Réalisations de la pression développée dans une suspension bidis-
perse de particules rugueuses non frottantes, cisaillé de 10 000 %.
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On mesure la contrainte moyennée sur toute la déformation (hors transitoire) et toutes les réalisations
simulées, et on porte les résultats sur les diagrammes représentés sur les figures (6.7) pour l’évolution
avec le taux de cisaillement et (6.9) pour l’évolution avec la densité.
Les diagrammes de la colonne de gauche sur la figure (6.7) présentent les variations avec 9γ de la
pression p � pσxx � σyyq{2, de la contrainte de cisaillement σxy et de (l’opposé de) la différence
des contraintes normales �N1 � �pσxx � σyyq{2. Les cercles représentent la contribution des forces
de paire à la contrainte (contrainte d’Irving-Kirkwood), tandis que les triangles représentent la partie
de la contrainte associée au transport de quantité de mouvement par les fluctuations de vitesse des
particules (contrainte de Reynolds), la somme constituant la contrainte totale dans la suspension.
On effectue les observations suivantes. Premièrement, la contrainte totale est presque entièrement
générée par la contribution due aux interactions entre grains. Les coefficients du tenseur de contrainte
Reynolds sont négligeables devant ceux du tenseur d’Irving-Kirkwood, et ce d’autant plus que le taux
de cisaillement est petit (Ils en constituent de quelques centièmes pour 9γ � 100 à quelques millièmes
pour 9γ � 0.1). La contrainte totale est essentiellement donnée par le tenseur d’Irving-Kirkwood.
Deuxièmement, la contrainte de Reynolds varie essentiellement en loi de puissance avec le taux de
cisaillement. Compte tenu de l’expression du tenseur de Reynolds, proportionnel au carré des fluctua-
tions des vitesses des grains, on s’attend à une variation en 9γ2 de cette contribution à la contrainte.
C’est le cas pour la pression et la contrainte de cisaillement jusqu’à 9γ À 10 (droites noires de pente
2 sur les diagrammes 6.8(a) et 6.8(c)). Au delà, il semble que l’on surévalue un peu la contrainte
de Reynolds dans ces simulations. Un exposant supérieur à 2 peut être obtenu pour la pression de
Reynolds (droite violette sur la figure 6.8(a), de pente 2.3). La différence de contrainte normale due
à la contribution de Reynolds n’est pas mesurable pour les petits taux de cisaillement. À haut 9γ, il
semble qu’elle varie proportionnellement à 9γ3 (droite noire sur le diagramme 6.8(e)).
Troisièmement, la suspension exhibe un comportement visqueux dans un domaine de vitesses d’écou-
lement pas trop élevées. Pour 9γ À 1, toutes les composantes de la contrainte d’Irving-Kirkwood (et
donc essentiellement de la contrainte totale) varient proportionnellement avec 9γ (droites rouges de
pente 1 sur les diagrammes 6.8(a), 6.8(c) et 6.8(e)).
Enfin, pour 9γ Á 1, la suspension entre dans un autre régime. La pression et la contrainte de cisaille-
ment développées deviennent proportionnelles au carré 9γ2 du taux de cisaillement (droites noires de
pente 2 sur les diagrammes 6.8(a) et 6.8(c)). La différence des contraintes normales semble également
entrer dans un régime un peu plus que linéaire, mais l’exposant mesuré semble à peine plus grand que
1 (droite bleue de pente 1.3 sur le diagramme 6.8(e)).
Les diagrammes de la colonne de droite de la figure (6.8) présentent la viscosité effective (normale, en
cisaillement, et différence des viscosités normales) obtenue en normalisant la contrainte représentée sur
la colonne de gauce par 9γ. Il s’agit donc essentiellement des mêmes données, avec une pente diminuée
d’une unité pour toutes les lois de puissance. On observe un plateau visqueux de la viscosité normale et
de cisaillement jusqu’à un taux de cisaillement de quelques unités, suivi d’un régime rhéoépaississant
où la viscosité croît comme 9γ.
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(a) Pression p � 1
2 pσxx � σyyq. (b) Viscosité normale ηp � p{ 9γ.

(c) Contrainte de cisaillement σxy. (d) Viscosité en cisaillement ηxy � σxy{ 9γ.

(e) Différence des contraintes normales
�N1 � 1

2 pσyy � σxxq.
(f) Différence de viscosité normale �ηN1 �
�N1{ 9γ.

Figure 6.8 – Courbes d’écoulement associées au cisaillement à volume constant
d’une suspension bidisperse de particules rugueuses non frottantes. La colonne
de gauche représente la contrainte développée en fonction de 9γ : composante
d’Irving-Kirkwood (ronds) et de Reynolds (triangles). La colonne de droite re-
présente la viscosité effective (totale) associée à chacune des composantes de la
contrainte. La couleur des symboles code la densité : φ � 0.7 (rouge), φ � 0.6
(bleu), φ � 0.5 (vert), et φ � 0.4 (noir).
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La transition de la contrainte d’Irving-Kirkwood peut se comprendre comme la transition entre un
régime visqueux où les efforts entre grains sont contrôlés par la lubrification et un régime inertiel où
les interactions entre grains sont contrôlées par les collisions élastiques entre grains en contact direct.

La dynamique des grains est contrôlée par l’équilibre entre trois « moteurs » du mouvement : les forces
hydrodynamiques résultant de l’entraînement des grains par le fluide porteur et de leurs interactions
de lubrification, les forces de contact élastiques, et l’inertie des grains. En terme d’échelle, les forces
hydrodynamiques sont proportionnelles aux vitesses des grains, et varient comme 9γ. L’inertie des grains
est proportionnelle à leur accélération, et varie comme 9γ2. Les forces élastiques de contact par contre,
ne présentent pas d’échelle propre. Elles se développent afin d’équilibrer les autres efforts.

Le taux de cisaillement de transition peut être évalué par un argument d’échelle. Au niveau microsco-
pique, on peut partir de l’équation du mouvement d’une particule i, qui s’écrit

mi
d2~ri
dt2 �

¸
j

~f lub
ij �

¸
j

~f c
ij , (6.7)

où la première somme porte sur les grains voisins suffisamment proches pour être en interaction
hydrodynamique mais qui ne sont pas en contact direct, et la seconde somme porte sur les voisins en
contact direct. Mis à part les forces de contact, qui ne présentent pas d’échelle propre, les paramètres
physiques du problème (m �  mi ¡, a �  ai ¡, ε, 9γ et η0) permettent d’adimensionner chaque
terme de cette équation par son échelle de variation typique :

mi
d2~ri
dt2 � ma 9γ2Mi

d2 ~Ri
dγ2 , (6.8)

~f lub
ij � 6πη0a

2
ij

9hij
hij

~nij � 6πη0a
2 9γ~F lub

ij , où ~F lub
ij � A2

ij

dHij{dγ
Hij

, (6.9)

où Mi � mi{m et ~Ri � ~ri{a sont la masse et la position adimensionnées de la particule i, γ � 9γt est
la déformation, c’est à dire le temps adimensionné, Aij � aij{a et Hij � hij{ε sont le rayon réduit
adimensionné et le gap adimensionné de la paire ij. On peut alors réécrire l’équation du mouvement :

ma 9γ2Mi
d2 ~Ri
dγ2 � 6πη0a

2 9γ
¸
j

~F lub
ij �

¸
j

~f c
ij . (6.10)

Comme l’échelle typique de l’inertie d’une particule est proportionnelle à 9γ2, alors que l’échelle typique
des forces de lubrification auxquelles elle est soumise est proportionnelle à 9γ, leur rapport permet de
définir un taux de cisaillement de transition 9γ� tel que pma 9γ2q{p6πη0a

2 9γq � 9γ{ 9γ�, i.e. :

9γ� � 6πη0a

m
. (6.11)

Si la vitesse d’écoulement est faible devant 9γ�, les efforts hydrodynamiques qui agissent sur les grains
sont grands devant leur inertie. L’équation du mouvement des grains s’écrit alors :

9γ

9γ�
Mi

d2 ~Ri
dγ2 � ~0 �

¸
j

~F lub
ij �

¸
j

~F c
ij , (6.12)
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où l’on a adimensionné les forces de contact par l’échelle de force hydrodynamique en posant ~F c
ij �

~f c
ij{p6πη0a

2 9γq. C’est la limite Stokésienne bien connue pour les suspensions. Les forces de contact
équilibrent les seules forces hydrodynamiques, de telle sorte que tous les efforts entre grains varient
comme 9γ, et la contrainte d’Irving-Kirkwood qui se développe est proportionnelle à 9γ.
Si la vitesse d’écoulement est plus grande, et devient comparable à 9γ�, voir grande devant lui, on
peut entrer dans un régime où l’inertie des grains dépasse en ordre de grandeur l’échelle des forces
hydrodynamiques, surtout si la suspension est dense et la taille typique de l’écoulement entre les grains
est petite. L’équation du mouvement s’écrit alors :

Mi
d2 ~Ri
dγ2 � 9γ�

9γ

¸
j

~F lub
ij �

¸
j

~F c
ij �

¸
j

~F c
ij , (6.13)

où l’on a cette fois adimensionné les forces de contact par l’échelle d’inertie ~F c
ij � ~f c

ij{pma 9γ2q.
Dans ce cas, les forces de contact générées lors des collisions équilibrent essentiellement l’inertie des
grains, correspondant à un régime inertiel habituellement rencontré dans les granulaires secs (régime
de Bagnold).
Dans notre système, on évalue le taux de cisaillement de transition :

9γ� � 6� 3, 14� 1� 0, 43
0, 36 � 22 , (6.14)

Ce raisonnement simple surévalue d’un facteur dix le taux de cisaillement de transition par rapport à
celui qui est observé sur les courbes d’écoulement de la figure (6.8), et qui est plus proche de l’unité.

Les arguments d’échelle portant sur l’équation du mouvement des particules ne sont par définition
valables qu’au niveau microscopique. Pour les transposer au niveau de la rhéologie macroscopique
de la suspension, il faudrait pouvoir tenir compte de la microstructure de la suspension qui traduit
l’influence de la densité φ. Plus précisément, comme les forces auxquelles sont soumis les grains (lu-
brification et contacts) s’expriment sous la forme de sommes vectorielles, la distribution des voisins,
doit intervenir d’une façon où d’une autre si l’on veut estimer au mieux les ordres de grandeurs mis en
jeu pour les différents termes. De fait, si l’équation (6.9) donne une échelle d’intensité typique de la
force de lubrification de paire ~f lub

ij , il n’est pas évident d’en déduire l’échelle d’intensité de la somme
vectorielle

°
j
~f lub
ij , qui peut être bien plus petite que chacune de ses composantes, décalant d’autant

le taux de cisaillement de transition vers les petites vitesses.
Une façon de tenir compte de la microstructure est de raisonner directement au niveau macroscopique
en terme de contrainte [93], c’est à dire en moyennant l’intensité des forces entre grains sur la distri-
bution des voisins (angle et distance).
Dans le régime visqueux correspondant à l’équation microscopique (6.12), une échelle typique σV de
la contrainte peut se calculer en considérant l’ordre de grandeur des forces de lubrification 6πη0a

2 9γ,
rapporté à une surface d’ordre a2. On sait de plus que la contrainte diverge quand φ Ñ φc, il faut
donc multiplier encore par une fonction SVpφq de la densité qui récupère cette divergence :

σV � 6πη0 9γSVpφq , (6.15)

De la même façon, dans le régime inertiel correspondant à l’équation microscopique (6.13), l’échelle
σI de contrainte se construit en rapportant les efforts d’inertie d’ordre de grandeur ma 9γ2 à une surface



126CHAPITRE 6. RHÉOLOGIE DES SUSPENSIONS DENSES À VOLUME CONSTANT

a2 et en multipliant le résultat par une fonction SIpφq qui diverge au blocage :

σI � m

a
9γ2SIpφq . (6.16)

On peut dès lors construire un taux de cisaillement de transition entre les deux régimes qui dépend a
priori de la densité de la suspension en égalant l’ordre de grandeur typique des contraintes visqueuse
et inertielle. On écrit σV � σV, ce qui donne :

9γ�pφq � 6πη0a

m

SVpφq
SIpφq . (6.17)

Il faut donc être capable d’estimer les fonctions SVpφq et SIpφq qui décrivent comment divergent la
contrainte respectivement dans un régime purement visqueux et dans un régime purement inertiel,
pour connaître le taux de cisaillement de transition entre les deux régimes.
Les diagrammes de la figure (6.9) représentent les variations de la viscosité en pression, en cisaille-
ment et de la différence des viscosités normales avec la fraction volumique de la suspension. Dans ces
diagrammes nous nous sommes limité au régime visqueux de la suspension ( 9γ � 0.1 en noir, 9γ � 1
en rouge).
Étant donné que ces simulations ont été réalisées à volume constant, les fortes fluctuations de
contraintes observées lorsque l’on densifie le système nous ont empêchés de nous aventurer au-delà
d’une densité φ � 0.7. Cette densité est suffisamment importante pour qualifier la suspension de
dense, au sens où chaque grain est continuellement en interaction avec plusieurs voisins. Elle est
néanmoins encore éloigné de la densité de blocage théorique de ce mélange φ� � 0.84 [109], et ne
permettent pas de capturer l’exposant de divergence de la contrainte. De fait, on voit clairement sur la
figure 6.9(c) que l’on atteint pas un régime de divergence en loi de puissance, les points de la courbe
ηxypφc �φq ne s’alignant pas sur une droite en échelle logarithmique. On peut néanmoins estimer la
fonction SVpφq de l’équation 6.17 à l’aide de la relation (6.15) :

SVpφq � σxypφ, 9γ � 0.1q
6πη0 9γ

. (6.18)

De la même façon, on évalue la divergence de la contrainte dans le régime inertiel. On représente sur la
figure 6.10(a) la contrainte de cisaillement divisée par le carré du taux de cisaillement, en fonction de
la densité, pour 9γ � 20 en noir et 9γ � 40 en rouge. Dans le régime inertiel, les points se regroupent
sur une courbe, ce qui nous permet d’estimer la fonction SIpφq. De fait, on calcule à l’aide de la
relation (6.16) :

SIpφq � aσxypφ, 9γ � 40q
m 9γ2 . (6.19)

Ayant ainsi estimé SVpφq et SIpφq à partir de la divergence (limitée dans cette gamme de fraction
volumique) de la contrainte de cisaillement dans les régimes visqueux et inertiel, nous pouvons estimer
à l’aide de la relation (6.17) la variation de taux de cisaillement de transition dans le domaine de
densité auquel nous avons accès. Le résultat est présenté sur la figure 6.10(b). Nous obtenons un taux
de cisaillement de transition de l’ordre de 2, quasiment constant voir très légèrement décroissant avec
la fraction volumique. Ce résultat est cohérent avec ce que l’on observe sur les courbes d’écoulement,
à savoir une transiton à un taux de cisaillement d’ordre unité, et indépendant de la densité de la
suspension.
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(a) Viscosité normale ηppφq. (b) Viscosité de cisaillement ηxypφq.

(c) Viscosité de cisaillement ηxypφc � φq en
échelle log-log.

(d) Différence de viscosité normale ηN1pφq.

Figure 6.9 – Évolution de la viscosité en fonction de la densité pour le ci-
saillement simple à volume constant d’une suspension bidisperses de particules
rugueuses non frottantes.
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(a) Contrainte de cisaillement dans le régime inertiel
divisée par 9γ2 pour 9γ � 20 (noir) et 9γ � 40 (rouge).

(b) Fonctions SVpφq (cercles rouges), SIpφq
(cercles noirs) et 9γ�pφq (gros points noirs).

Figure 6.10 – Estimation du taux de cisaillement de transition 9γcpφq à partir
de la divergence de la contrainte en régime inertiel (à gauche) et en régime
visqueux (figure 6.9(b) ).



Chapitre 7

Rhéologie des suspensions denses à
pression constante

Une seconde série de simulations a été ensuite effectuée à pression constante. Le but de ces mesures est
de s’approcher autant que possible du blocage en étudiant des suspensions aussi denses que possibles.
Une loi d’écoulement à pression constante au voisinage du blocage est établie et la divergence de la
contrainte est examinée.

7.1 Suspensions de particules rugueuses non frottantes.

7.1.1 Loi d’écoulement à pression constante.

Dans cette section sont présentés des résultats obtenus lors de la simulation du cisaillement d’une
suspension de particules rugueuses non frottantes exposés à une pression constante.

Pour chaque couple p 9γ, pq étudié, 10 systèmes différents de 2� 400 particules bidisperses (diamètres
1 et 1{1.4 � 0.71, rugosité ε � 3� 10�4) ont été cisaillés jusqu’à un maximum de 10 000%. Pour ces
simulations, les contacts ne sont pas dissipatifs (ν � 0).
Pour chaque p 9γ, pq, la simulation du cisaillement d’un système supplémentaire, identique à l’exception
de contacts dissipatifs (ν � 100), a été menée en complément jusqu’à un maximum de 20 000%.
Toutes les simulations n’ont pas abouti, le tableau (7.1) récapitule le cisaillement accumulé par sys-
tème au delà du transitoire. Pour chaque combinaison p 9γ, pq, la colonne de gauche correspond aux
simulations où les contacts ne dissipent pas, la colonne de droite correspond aux cas où les contacts
dissipent.

Compte tenu des courbes d’écoulement obtenus en cisaillement à volume constant, les pressions et
taux de cisaillement sont choisis pour explorer le domaine visqueux de la suspension.
Il apparaît que les simulations sont d’autant plus difficiles à mener que la pression (et donc l’échelle des
forces mises en jeu dans le système) est élevée et le taux de cisaillement faible. Ces conditions corres-
pondent au cisaillement de suspensions très denses, proches du blocage. Dans ces conditions, certaines
difficultés numériques peuvent être à l’origine du non succès de certains essais. Ces difficultés peuvent
provenir de la nécéssité de travailler avec un pas de temps extrêmement faible pour l’algorithme de
calcul, ce qui empêche la simulation de réellement progresser. Dans d’autres circonstances, selon le
détail microscopique des structures localement générées, des instabilités numériques pas toujours bien
comprises semblent apparaître, entraînant l’arrêt de la simulation.

129
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p � 0.01 p � 0.04 p � 0.1 p � 0.4 p � 1 p � 4
9γ � 0.0001 95 35
9γ � 0.0004 95 95
9γ � 0.001 95 195 95 195 7 195 70 25
9γ � 0.004 95 195 95 195 95 195 3 195 115 25
9γ � 0.01 95 195 95 195 95 195 95 195 195 135
9γ � 0.04 95 195 95 195 95 195 95 195 35 195 195
9γ � 0.1 95 195 95 195 95 195 95 195 70 195 1 195

Table 7.1 – Récapitulatif du cisaillement accumulé au delà du transitoire pour
différents couples pp, 9γq dans le domaine de comportement visqueux de la sus-
pension. Pour chaque valeur de la pression, la colonne de gauche correspond à
des systèmes où les contacts sont dissipatifs (ν � 100), tandis que la colonne
de droite correspond à des contacts qui ne dissipent pas (ν � 0).

On cherche à déterminer une loi de comportement ne dépendant que du nombre visqueux J � η0 9γ{p.
Dans le régime visqueux, on peut construire un temps microscopique visqueux tv en équilibrant la force
de pression pa2 avec la force de trainée visqueuse associée à la vitesse correspondant au déplacement
d’une distance a pendant un temps tv, [31] soit

pa2 � η0a
a

tv
,

tv � 9γ

p
. (7.1)

Le nombre visqueux J est alors défini comme le rapport entre le temps tv vu comme un temps de
réarrangement microscopique et le temps typique de convection par l’écoulement imposé tc � 1{ 9γ :

J � η0 9γ

p
� tv
tc
. (7.2)

La loi de comportement recherchée témoigne donc d’un comportement purement visqueux et peut
se mettre sous la forme d’une loi pour la densité φpJq et d’une loi de frottement macroscopique
σxy{p � µpJq [22].

Densité.

On peut directement mesurer la densité stationnaire atteinte par ces systèmes cisaillés plus ou moins
vite à des pressions imposées plus ou moins grandes. La figure (7.1(a)) donne la représentation brute
de ces données. On y voit que la densité diminue avec le taux de cisaillement et augmente avec la
pression. Lorsque le taux de cisaillement tend vers zéro, toutes les courbes convergent vers une fraction
surfacique maximale φc, qui correspond à la densité de divergence de la viscosité.
Deux jeux de données sont tracés : les losanges correspondent à des systèmes où les contacts sont
purement élastiques (ν � 0), tandis que les cercles représentent des systèmes où les contacts sont
dissipatifs (ν � 100). On observe que ces deux jeux de données ne sont pas exactement superposés,
notamment loin du jamming. La densité obtenue pour les systèmes où les contacts dissipent est à
pression et vitesse de cisaillement égales, systématiquement légèrement supérieure à celle des systèmes
où les contacts sont purement élastiques.



7.1. SUSPENSIONS DE PARTICULES RUGUEUSES NON FROTTANTES.131

(a) φp 9γq à différentes pressions. (b) φpJq en échelle linéaire.

(c) φpJq en échelle semi-logarithmique. (d) δφpJq en échelle logarithmique.

Figure 7.1 – Variations de la densité φ avec le taux de cisaillement 9γ que l’on
normalise par la pression pour construire le nombre visqueux J . On représente
les résultats issus de deux jeux de données : les losanges correspondent à des
simulations où les contacts ne dissipent pas (ν � 0), tandis que les cercles
correspondent à des simulations où les contacts dissipent (ν � 100). La pression
imposée est p � 0.01 (noir), p � 0.04 (rouge), p � 0.1 (vert), p � 0.4 (bleu),
p � 1 (orange) et p � 4 (marron).

L’ensemble des points mesurés se superpose raisonnablement bien si l’on trace la densité en fonction
du nombre visqueux J � η0 9γ{p. Cette normalisation des données est représentée sur la figure (7.1(b))
en échelle linéaire, et sur la figure (7.1(c)) en échelle semi-logarithmique afin de distinguer le détail
de la limite vers le jamming. Elle ne supprime pas le petit écart de densité observé pour les systèmes
loin du jamming selon que les contacts dissipent ou non. On observe que cet écart est cantonné pour
l’essentiel à la région J ¥ 0.1.

Un ajustement de la fonction φpJq sur les points mesurés donne une loi de la forme :

φpJq � φc

1� a
?
J
, (7.3)
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où φc � φpJ � 0q est bien la limite de la densité au jamming. Selon que les deux jeux de données
sont inclus dans l’ajustement, ou que l’on réalise celui-ci séparément sur chacun des deux ensembles
de points, on peut obtenir des valeurs légèrement différentes pour φc et pour le paramètre a (voir
table (7.2)).

Pour effectuer une description aussi pertinente que possible de la limite de la densité au jamming,
on souhaite éviter que les points obtenus dans la région J ¥ 0.1 ne perturbent l’ajustement que l’on
fait. En effet, le modèle de suspension uniquement lubrifiée est de moins en moins pertinent quand
la densité devient faible. On fait donc le choix de ne conserver que les points correspondant à des
nombres visqueux faibles (et des densités élevées) (soit arbitrairement les points où J ¤ 0.1).

ν � 0 ν � 100 ν � 0 et ν � 100 ν � 0 et ν � 100 et J ¤ 0.1
φc 0.847 0.849 0.847 0.834
a 0.41 0.37 0.4 0.28

Table 7.2 – Récapitulatif des valeurs obtenues pour la densité de blocage φc
et le paramètre a dans la loi (7.3) pour différentes procédures d’ajustement.

Enfin, il faut mentionner que la sensibilité de ces ajustements est sans doute un signe que l’on ne
s’approche peut être pas suffisamment du blocage pour déterminer avec une précision idéale les
paramètres de la loi (7.3). On représente l’ajustement obtenu avec la totalité des points en bleu sur
la figure (7.1(b)) et l’ajustement obtenu avec les points pour lesquels J ¤ 0.1 en rouge sur cette
même figure et sur la figure (7.1(b)). La courbe bleue est plus pertinente lorsqu’il s’agit de prendre
en compte la totalité des points, mais nous préferons utiliser l’ajustement rouge pour décrire ce qui se
passe dans la limite ou la densité est proche du jamming :

φc � 0.834 , a � 0.28 . (7.4)

La valeur obtenue pour la densité de divergence est comparable à la densité de jamming de ce mélange
déterminée par étude de sa compression isotrope quastistatique, et fixée à φ� � 0.842 [109].
Bien entendu, nous n’avons pas de moyen de déterminer précisément l’erreur que nous commettons
lorsque nous déterminons φc, et la sensibilité de la valeur obtenue aux modalités de l’ajustement peut
poser question. Néanmoins, l’accord est raisonnable, et il n’est de plus pas nécessairement évident que
la densité où la viscosité en cisaillement simple diverge doive correspondre exactement à la densité de
random close packing obtenue par compression isotrope du même mélange.
Enfin, la loi d’ajustement (7.3) est comparable à la loi obtenue expérimentalement pour des suspensions
réelles (donc tridimensionnelles et frottantes) par ([Boyer, Guazzelli, Pouliquen 2011]), où le paramètre
d’ajustement a est trouvé environ égal à l’unité.

La loi (7.3) permet d’estimer l’exposant de convergence de la densité vers sa valeur limite au jamming.
On peut développer δφpJq � φc � φpJq � aφc

?
J{p1� a

?
Jq pour J Ñ 0 :

δφpJq � a φc J
1{2 . (7.5)

Utilisant la valeur de la limite φc � 0.834, on représente sur la figure (7.1(d)) la loi δφpJq au
voisinage du jamming. On retrouve l’exposant de convergence 1{2, la droite violette représente de fait
exactement l’expression (7.5).
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Frottement macroscopique.

Le coefficient de frottement macroscopique d’un matériau cisaillé à pression constante se définit comme
le rapport σxy{p. On peut mesurer la contrainte de cisaillement atteinte par des systèmes cisaillés plus
ou moins vite à des pressions imposées plus ou moins grandes et voir que l’on trouve un scaling
visqueux µpJq.

(a) σxyp 9γq à différentes pressions. (b) µp 9γq à différentes pressions.

(c) µpJq en échelle linéaire. (d) µpJq en échelle logarithmique.

Figure 7.2 – Scaling du coefficient de frottement macroscopique µ avec le
nombre visqueux J � η0 9γ{p. Les losanges correspondent à des simulations où
les contacts ne dissipent pas (ν � 0), tandis que les cercles correspondent à
des simulations où les contacts dissipent (ν � 100). La pression imposée est
p � 0.01 (noir), p � 0.04 (rouge), p � 0.1 (vert), p � 0.4 (bleu), p � 1 (orange)
et p � 4 (marron). Les courbes bleue et rouge correspondent à la loi (7.6)
ajustée avec les paramètres de la table (7.3).

On cherche à ajuster les points mesurés sur une loi analytique µpJq. Compte-tenu de l’allure de la
courbe maîtresse, on cherche une loi de la forme

µpJq � µc � bJ � c
?
J . (7.6)

Selon la procédure d’ajustement choisie (i.e. selon que l’on conserve tous les points, ou uniquemement
ceux pour lesquels J ¤ 0.1), on peut obtenir des valeurs différentes pour les paramètres b et c. Ces
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ajustage sur tous les points J ¤ 0.1
(bleu) (rouge)

µc 0.05 0.13
b 1.62 2.8
c 3.4 2.64

Table 7.3 – Récapitulatif des valeurs obtenues pour les paramètres d’ajuste-
ment µc, b et c de la loi de frottement macroscopique (7.6) pour différentes
procédures d’ajustement. Les lois d’ajustement correspondantes sont tracées
sur les figures (7.2(c)) et (7.2(d)).

valeurs sont récapitulées dans le tableau (7.3).
On peut néanmoins s’interroger sur la capacité de l’algorithme à représenter convenablement ce qui se
passe dans la limite diluée, et ainsi sur la validité des lois (7.3) et (7.6) dans cette région. L’ajustement
le plus raisonnable est finalement celui obtenu en se restreignant aux points pour lesquels J ¤ 0.1,
correspondant à des suspensions denses, et pour lesquels il apparaît que le taux de dissipation interne
aux contacts n’a pas d’influence (courbes rouges les figures (7.1(b)), (7.1(c)), (7.2(c)) et (7.2(d))).
Cet ajustement permet de déterminer le coefficient de frottement macroscopique au jamming. On
peut écrire la loi µpφq en inversant la relation (7.3) :

Jpφq � 1
a2

$'%φc � φ
φ

,/-2
, (7.7)

puis en remplaçant J par son expression en φ dans µpJq :

µpφq � µc � b

a2

$'%φc � φ
φ

,/-2
� c

a

φc � φ
φ

. (7.8)

Enfin, la limite φ Ñ φc donne le coefficient de frottement macroscopique au jamming µc, qui n’est
autre que le coefficient de frottement macroscopique dans la limite quasistatique J Ñ 0. On obtient
alors un angle de repos ϕc :

µc � 0.13 , ϕc � tan�1µc � 7.4� . (7.9)

La loi (7.8) est représentée par dessus les points mesurés sur les diagrammes de la figure (7.3). Sur
la figure de gauche est représentée la dépendance de µ avec la densité, ainsi que les lois d’ajutement
obtenues en tenant compte de tout les points (bleu) et des seuls points où J ¤ 1 (rouge). Les valeurs
limites de φc et µc sont également représentées respectivement en pointillés verticaux, et traits pleins
horizontaux.

Le coefficient de frottement macroscopique obtenu peut se comparer aux valeurs trouvées dans la litté-
rature. Pour des systèmes secs non frottant cisaillés dans des conditions comparables, Peyneau et Roux
trouvent un coefficient de frottement macroscopique µc � 0.1 pour un angle de repos ϕc � 5, 76�
[113]. Hatano obtient lui µc � 0.06 pour un angle de repos ϕc � 3, 4� [67].
Expérimentalement, les mousses de fraction volumique en bulles très proche de la fraction théorique
de blocage des granulaires durs sont des systèmes réels qui se rapprochent d’une suspension dense de
particules non frottante. L’écoulement d’un tel système à pression constante a été étudié par Lespiat
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(a) µpφq en échelle semi-logarithmique. (b) µpφc � φq pour φc � 0.834.

Figure 7.3 – Scaling du coefficient de frottement macroscopique µ avec la
densité. Les losanges correspondent à des simulations où les contacts ne dis-
sipent pas (ν � 0), tandis que les cercles correspondent à des simulations où les
contacts dissipent (ν � 100). La pression imposée est p � 0.01 (noir), p � 0.04
(rouge), p � 0.1 (vert), p � 0.4 (bleu), p � 1 (orange) et p � 4 (marron). Les
courbes bleue et rouge correspondent à la loi (7.8) ajustée avec les paramètres
de la table (7.3). Les droites horizontales et verticales dans (7.3(a)) indiquent
respectivement la position de µc et de φc.

et al. [94] et un coefficient de frottement macroscopique a été mis en évidence, correspondant à un
angle de repos de ϕc � 5, 2�.
Le coefficient de frottement macroscopique que nous obtenons pour ce système est légèrement supé-
rieure aux valeurs rapportées dans la littérature. Il faut noter néanmoins que ces valeurs concernent des
systèmes différents (granulaires secs non frottants, ou suspensions de bulles). De plus, nous obtenons
une valeur qui encore une fois est très sensible aux modalités de l’ajustement que nous effectuons,
notamment en ce qui concerne la prise en compte des points obtenus pour des suspensions diluées.



136CHAPITRE 7. RHÉOLOGIE DES SUSPENSIONS DENSES À PRESSION CONSTANTE

7.1.2 Divergence de la contrainte en régime visqueux.

Dans cette partie, nous étudions la divergence de la pression et de la contrainte de cisaillement générées
dans la suspension à l’approche de la densité de blocage.

Pression.

On peut représenter la divergence de la pression particulaire en la traçant en fonction de la densité
obtenue lorsqu’on l’impose lors de cisaillements plus ou moins rapides. Les diagrammes de la figure
(7.4) représentent les données brutes de pression particulaire en fonction de la densité, puis la viscosité
normale en fonction de la densité (échelle linéaire et échelle semi-logarithmique pour voir le détail de
la divergence). Connaissant φc, on représente également la viscosité normale en fonction de l’écart au
blocage.

(a) ppφq à différents 9γ. (b) ηppφq � p{ 9γ en échelle linéaire.

(c) ηppφq en échelle semi-logarithmique. (d) ηppφc � φq en échelle logarithmique.

Figure 7.4 – Divergence de la pression particulaire avec la densité à diffé-
rents taux de cisaillement. Les losanges correspondent à des simulations où les
contacts ne dissipent pas (ν � 0), tandis que les cercles correspondent à des
simulations où les contacts dissipent (ν � 100). Le taux de cisaillement imposé
est 9γ � 0.0001 (noir), 9γ � 0.0004 (rouge), 9γ � 0.001 (vert), 9γ � 0.004 (bleu),
9γ � 0.01 (orange), 9γ � 0.04 (marron), 9γ � 0.1 (violet).

La superposition des points sur une courbe unique pour la viscosité confirme que l’on se situe dans le
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domaine visqueux de la suspension. La divergence de la pression en loi de puissance est immédiatement
visible sur la figure 7.4(d) : on mesure un exposant 2 pour la divergence. Cet exposant est en accord
avec la loi (7.3) qui exprime la densité en fonction de J .En effet, on peut écrire ηppφq � ppφq{ 9γ �
η0{Jpφq, soit :

ηppφq � η0a
2
$'% φ

φc � φ
,/-2

. (7.10)

Cette loi correspond à la courbe rouge en traits pleins portés sur les diagrammes (7.4(b)), (7.4(c)) et
(7.4). Au voisinage du jamming,

ηppφq � η0 a
2 φ2

c pφc � φq�2 . (7.11)

On représente cette divergence en tirets bleus sur la figure (7.4(d)).

Contrainte de cisaillement.

On représente les mêmes données pour la contrainte de cisaillement sur les diagrammes de la figure
(7.5). Contrairement à la pression, la divergence de la contrainte de cisaillement en loi de puissance
n’est pas immédiatement visible sur la figure 7.5(d). Cela peut s’expliquer en travaillant sur les lois de
densité et de frottement macroscopique (7.3) et (7.6), qui permettent là encore d’estimer l’exposant
de divergence. En effet,

ηxypφq � σxypφq
9γ

� µpφqppφq
9γ

� η0
µpφq
Jpφq ,

� η0a
2
$'% φ

φc � φ
,/-2 �

µc � b

a2

$'%φc � φ
φ

,/-2
� c

a

φc � φ
φ

�

� η0a
2
�
b

a2 �
c

a

φ

φc � φ � µc
$'% φ

φc � φ
,/-2�

. (7.12)

Au voisinage du jamming, la divergence en 1{pφc � φq2 l’emporte sur les autres termes :

ηxypφq � η0 a
2 µc φ

2
c pφc � φq�2 . (7.13)

La loi complète (7.12) est représentée en traits pleins rouges sur les diagrammes (7.5(b)), (7.5(c)) et
(7.5(d)), tandis que la divergence (7.13) correspond à la droite en pointillés bleus sur le diagramme
(7.5(d)). La loi complète ajuste raisonnablement bien les données mesurées, mais on observe que la
divergence en pointillés bleus consitue tout au plus une asymptote un peu lointaine aux points obtenus.
De fait, l’exposante apparent mesurable directement à partir des points du diagramme (7.5(d)), est plus
petit que 2. Cette sous-évaluation de l’exposant provient du fait que les points mesurés ne s’approchent
pas suffisamment du blocage pour entrer dans un régime de divergence « pure » en 1{δφ2. Néanmoins,
si l’on tient compte de la totalité de la loi (7.12) (ou notamment une seconde divergence en 1{δφ est
ajoutée à la divergence principale), on montre que ces données sont compatibles avec une divergence
en 1{δφ2.
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(a) σxypφq à différents 9γ. (b) ηxypφq � σxypφq{ 9γ.

(c) ηxypφq en échelle semi-logarithmique. (d) ηxypφc � φq en échelle logarithmique.

Figure 7.5 – Divergence de la contrainte de cisaillement avec la densité à
différents taux de cisaillement. Les losanges correspondent à des simulations où
les contacts ne dissipent pas (ν � 0), tandis que les cercles correspondent à des
simulations où les contacts dissipent (ν � 100). Le taux de cisaillement imposé
est 9γ � 0.0001 (noir), 9γ � 0.0004 (rouge), 9γ � 0.001 (vert), 9γ � 0.004 (bleu),
9γ � 0.01 (orange), 9γ � 0.04 (marron), 9γ � 0.1 (violet).

Contribution des contacts à la contrainte.

On s’intéresse dans ce paragraphe à la proportion de contrainte générée par les contacts comparée à
la contrainte d’origine hydrodynamique. Les diagrammes de la figure (7.6) présentent les rapports de
la pression de contact et de la contrainte de cisaillement de contact sur la pression et la contrainte de
cisaillement totale en fonction de la distance à la densité de blocage.

On observe sans surprise que l’essentiel de la pression est générée par les contacts, le rapport mesuré
valant l’unité pour l’essentiel de la gamme de densité sondé. Cela confirme les observations effectuées
sur les quelques simulations que nous avons menées du cisaillement de suspensions de particules ab-
solument lisses, donc incapables d’entrer en contact. Dans ces systèmes, la seule valeur stationnaire
possible pour la pression est zéro. En revanche, la présence d’interactions non hydrodynamiques per-
met à une suspension de soutenir de façon stationnaire une pression non nulle. En ce qui concerne
la contrainte de cisaillement, on observe que la contribution des contacts augmente progressivement
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(a) pcontacts{ptotalpφc � φq. (b) σxy,contacts{σxy,totalpφc � φq.

Figure 7.6 – Rapport de la pression due aux contacts sur la pression totale, et
de la contrainte de cisaillement due aux contacts sur la contrainte de cisaillement
totale en fonction de la distance pφc � φqà la densité de blocage. Les losanges
correspondent à des simulations où les contacts ne dissipent pas (ν � 0), tandis
que les cercles correspondent à des simulations où les contacts dissipent (ν �
100). Le taux de cisaillement imposé est 9γ � 0.0001 (noir), 9γ � 0.0004 (rouge),
9γ � 0.001 (vert), 9γ � 0.004 (bleu), 9γ � 0.01 (orange), 9γ � 0.04 (marron),
9γ � 0.1 (violet).

avec le rapprochement du blocage de la densité, possiblement selon une loi de puissance.

En raison de l’existence d’un coefficient de frottement macroscopique non nul, la pression et la
contrainte de cisaillement divergent avec la même force lorsque la densité s’approche de la den-
sité de blocage. En revanche, les diagrammes 7.4(d) et 7.5(d) illustrent clairement que le régime de
divergence est plus rapidement atteint pour la pression que pour la contrainte de cisaillement. En
effet, on observe une divergence assez propre en 1{δφ2 de la pression dès δφ � 0.1, alors que la
divergence de la contrainte de cisaillement ne présente pas une signature forte d’une loi de puissance
simple jusqu’à δφ � 0.01.

Rapprochant ces observations de celles effectuées sur la contribution respective des contacts à la pres-
sion et à la contrainte de cisaillement, on peut émettre l’hypothèse que la divergence en 1{δφ2 de
la contrainte (pression et cisaillement) est une propriété de la contrainte générée dans un réseau de
contacts élastiques. Pour la retrouver dans la divergence de la contrainte de cisaillement, il faut se
placer dans une situation où elle est essentiellement générée dans le squelette élastique sous-jacent.
Dès lors on retrouve la divergence en 1{δφ2 très rapidement dans la pression, car celle-ci est entière-
ment générée par les contacts à toutes les densités. En revanche, la contrainte de cisaillement n’est
essentiellement générée par les contacts que pour des densités très proches du blocage. Lorsque l’on
s’éloigne de celui-ci, la contribution hydrodynamique de la contrainte, présentant possiblement un
autre type de divergence (sous-dominante) devient non négligeable, « noyant » la divergence en 1{δφ2

de la contrainte de cisaillement due aux contacts.
Ces observations peuvent être rapprochées des arguments théoriques développés par Mills et Snabre
[105], et qui associent une viscosité de cisaillement divergeant en 1{δφ pour sa composante hydrody-
namique, et une viscosité de cisaillement divergeant en 1{δφ2 dès que se forment des amas transitoires
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de particules au contact qui introduisent un nouveau mécanisme de dissipation dans la suspension.
La figure 7.7 représente la contribution des contacts en noir à la viscosité de cisaillement totale. La

Figure 7.7 – Divergence de la viscosité de cisaillement due aux seuls contacts
(noir) par rapport à la viscosité totale (même conventions de couleur que sur
la figure 7.5). On représente également les ajustements donnés par les lois 7.12
en rouge et 7.13 en bleu.

divergence en 1{δφ2 n’est pas parfaite, mais elle est meilleure que la divergence de la contrainte totale
car on en a retiré la composante hydrodynamique.
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7.1.3 Différences des contraintes normales.

On représente la différence des contraintes normales N1 � pσxx�σyyq{2, et la différence des viscosités
normales ηN1pφq � N1{ 9γ et fonction de la densité ou de l’écart à la densité de blocage. Pour

(a) �N1pφq à différents 9γ. (b) �ηN1pφq � �N1{ 9γ.

(c) ηN1pφc � φq.

Figure 7.8 – Divergence de la différence des contraintes normales avec la den-
sité à différents taux de cisaillement. Les losanges correspondent à des simu-
lations où les contacts ne dissipent pas (ν � 0), tandis que les cercles cor-
respondent à des simulations où les contacts dissipent (ν � 100). Le taux de
cisaillement imposé est 9γ � 0.0001 (noir), 9γ � 0.0004 (rouge), 9γ � 0.001 (vert),
9γ � 0.004 (bleu), 9γ � 0.01 (orange), 9γ � 0.04 (marron), 9γ � 0.1 (violet).

l’essentiel, la différence des viscosités normales est négative, traduisant un exces de forces répulsives
(dues aux contacts) dans le quadrant de compression, par rapport aux forces attractives générées par
l’hydrodynamique dans le quadrant de dilatation. La différence des viscosité normale ne diverge pas
clairement à l’approche du blocage. Il semble même que l’on observe une forme de saturation.
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7.1.4 Recherche d’un comportement inertiel à pression contrôlée.

L’étude de l’écoulement à pression constante nous a permis de déterminer finement la divergence de
la contrainte au voisinage du blocage. Afin de determiner la dépendance en φ du taux de cisaillement
de transition entre régimes visqueux et régimes inertiels, nous avons également besoin d’estimer cette
divergence dans un régime purement inertiel.
Dans ce paragraphe, on présente des données résultant d’une recherche de ce régime inertiel dans un
écoulement dense, menée à pression constante. Pour espérer atteindre ce régime, il faut cisailler plus
vite, au delà de l’unité, en imposant des pressions très importantes pour maintenir une densité élevée
(la densité étant une fonction décroissante du taux de cisaillement). Nous avons choisi de simuler le
cisaillement à pression constante pour des couples ( 9γ, pq récapitulés dans la table (7.4).
On peut directement mesurer la densité stationnaire atteinte par ces systèmes cisaillés plus ou moins

p = 0.1 p = 0.4 p = 1 p = 2.5 p = 4 p = 10 p = 40 p = 100
9γ � 1 195 195 195 195 195 195 150 60
9γ � 4 195 195 195 195 195 195 195
9γ � 10 195 195 195 195 195 195 195 195
9γ � 40 195 195 195 195 195
9γ � 100 195 195 195 195 195 195

Table 7.4 – Récapitulatif du cisaillement accumulé au delà du transitoire pour
différents couples pp, 9γq dans le domaine de comportement inertiel de la suspen-
sion.

vite à des pressions imposées plus ou moins grandes. Dans un régime inertiel, la rhéologie est piloté
par le nombre inertiel I � 2   a ¡ 9γ

a
ρ{p [78, 54]. Si l’on trace la relation φpIq (figure ??), on

n’observe pas exactement de rassemblement des points sur une courbe maîtresse.
En revanche, on vérifie en traçant la variation de la densité avec le nombre visqueux φpIq (figure ??)
que l’on est plus dans le régime visqueux décrit dans la section précédente, représenté par la courbe
rouge correspondant à la loi (7.3).
En réalité, les pressions que nous avois cherché à imposer ne sont pas du tout suffisante pour atteindre
le régime inertiel d’une suspension dense. On voit que l’essentiel des points obtenus se situent à une
fraction volumique inférieure à 50%. Dans les courbes d’écoulement à volume constant présentées à la
section 6.3.2 du chapitre 6, on observe que le régime inertiel à des densités de 70% génère des pressions
de l’ordre de 103 à 104 pour taux de cisaillement de quelques dizaines. Nous sommes clairement encore
très loin de ces pressions, ce qui explique que nous n’atteignons pas un régime purement inertiel.
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(a) Densité φ vs 9γ. (b) Densité φ vs I.

(c) Densité φ vs J .

Figure 7.9 – Recherche d’une loi inertielle pour la variation de la densité φ
avec le taux de cisaillement à pression fixée, pour différentes pression.

7.2 Suspensions de particules rugueuses frottantes.

Dans cette section sont présentées des données concernant la rhéologie des suspensions de particules
rugueuses frottantes. Comme dans les simulations précédentes, les contacts directs entre grains sont
autorisés. En plus de la composante normale élastique (éventuellement dissipative), une composante
tangentielle due aux frottements entre grains est ajoutée. La dynamique angulaire des grains est
résolué, et les couples (hydrodynamiques et de contact) exercés sur les particules sont pris en compte.

Les simulations dont nous présentons ici les résultats ont été menées à pression constante. L’effet
des frottements sur la loi d’écoulement à pression constante au voisinage du blocage, ainsi que sur la
divergence de la contrainte sont examinées.

7.2.1 Effets des frottements sur la loi d’écoulement.

La loi d’écoulement à pression constante d’une suspension dans son régime visqueux est de la forme
tφpJq,µpJqu, où J � η0 9γ{p est le nombre visqueux. Afin de déterminer cette loi de comportement
dans le cas de suspensions de particules frottantes, la simulation du cisaillement simple d’un système de
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2� 400 particules bidisperses (diamètres 1 et 1{1.4) a été effectuée pour les couples p 9γ, pq récapitulés
dans le tableau (7.5). Pour chacunes de ces valeurs, un cisaillement de 20 000% a été accumulé. Pour

paramètre varié valeurs testées
9γ 0.01, 0.04, 0.1, 0.4, 1
p 0.01, 0.04, 0.1, 0.4, 1, 4

Table 7.5 – Récapitulatif des couples p 9γ, pq étudiés pour le cisaillement à pres-
sion constante d’une suspension de particules rugueuses frottantes.

ces simulations, le coefficient de friction entre deux grains au contact est pris égal à µmicro � 0.3,
tandis que le coefficient de dissipation normale dans les contacts est pris nul ν � 0.

Densité.

Les diagrammes de la figure (7.10) présentent la variation de la densité stationnaire atteinte en fonction
du taux de cisaillement pour pour chaque pression testée, puis en fonction du nombre visqueux J . Le
rassemblement de tous les points sur une loi unique confirme que l’on est toujours dans le domaine
de comportement visqueux de la suspension. Les points qui avaient été obtenus pour des suspensions
de grains non frottant sont également représentés pour comparaison (symboles et courbe noirs sur les
diagrammes (b), (c) et (d)).
Comme dans le cas non frottant, on peut ajuster les points mesurées par une loi de la forme

φpJq � φc

1� a
?
J
. (7.14)

Là encore, on souhaite donner une certaine priorité aux points mesurés sur des configurations proches
du blocage. Comparées aux simulations effectuées avec des grains non frottant présentées dans le
paragraphe (7.1.1), les taux de cisaillement étudiés ici sont environ dix fois plus rapides. Il en résulte
des nombres visqueux dix fois plus grand à pression identique. La première conséquence de celà est
que nous nous approchons nécessairement moins de la divergence en φc. La seconde conséquence est
que l’on ne peut pas se permettre d’ignorer tous les points pour lesquels J ¡ 0.1, comme dans le
cas des grains non frottant. En effet cela nous laisserait trop peu de points pour travailler. On choisit
donc de ne conserver que les points pour lesquels J ¤ 1. Ce faisant, on obtient les valeurs suivantes
pour les paramètres a et φc :

a � 0.79 , φc � 0.821 . (7.15)

La densité de blocage extrapolée à partir de la loi (7.14) est légèrement plus faible que dans le cas
non frottant.
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(a) φp 9γq à différentes pressions. (b) φpJq en échelle linéaire.

(c) φpJq en échelle semi-logarithmique. (d) δφpJq en échelle logarithmique.

Figure 7.10 – Variations de la densité φ avec le taux de cisaillement 9γ (a),
puis avec le nombre visqueux J (b) et (c). Les carrés de couleur correspondent
à des simulations où les contacts sont frottants (µmicro � 0.3) et non dissipatifs
(ν � 0). La pression imposée est p � 0.01 (noir), p � 0.04 (rouge), p � 0.1
(vert), p � 0.4 (bleu), p � 1 (orange) et p � 4 (marron). La courbe rouge
sur chaque figure correspond à la loi (7.14) ajustée avec les paramètres (7.15).
Les figures noires (petits cercles et losanges) correspondent aux données non
frottantes rappelées pour comparaison, ainsi la loi qui les ajuste (courbe noire).

Coefficient de frottement macroscopique.

On représente dans la figure (7.11(a)) la courbe d’écoulement à pression constante de la suspension de
grains frottants que l’on étudie. La contrainte de cisaillement augmente avec le taux de déformation,
et tous les points se rassemble sur une courbe µpJq lorsque l’on normalise la contrainte et le taux de
cisaillement par la pression. Lorsque le nombre visqueux devient petit, l’asymptote horizontale de la
loi µpJq permet d’estimer le coefficient de friction macroscopique de la suspension.

Comme dans le cas non frottant, on ajuste les points mesurés par une loi de la forme

µpJq � µc � bJ � c
?
J , (7.16)
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(a) σxyp 9γq à différentes pressions. (b) µp 9γq à différentes pressions.

(c) µpJq en échelle linéaire. (d) µpJq en échelle logarithmique.

Figure 7.11 – Les carrés de couleur correspondent à des simulations où les
contacts sont frottants (µmicro � 0.3) et non visqueux (ν � 0). La pression
imposée est p � 0.01 (noir), p � 0.04 (rouge), p � 0.1 (vert), p � 0.4 (bleu),
p � 1 (orange) et p � 4 (marron). La courbe rouge correspond à la loi (7.16)
ajustée avec les paramètres (7.17). Les figures noires (petits cercles et losanges)
correspondent aux données non frottantes rappelées pour comparaison, ainsi la
loi qui les ajuste (courbe noire).

où l’on ne conserve pas les points pour lesquels J ¡ 1 afin de déterminer les paramètres µc, b et c.
On obtient :

µc � 0.25 , b � 0.9 , c � 3.62 . (7.17)

Le coefficient de frottement macroscopique est environ deux fois plus important à conditions égales
que pour une suspension de grains non frottants. L’angle de repos associé est

ϕc � 14� . (7.18)

On observe donc que la présence de frottements augmente le coefficient de friction macroscopique de
la suspension.
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7.2.2 Divergence de la contrainte en présence de frottements.

Dans ce dernier paragraphe, on estime l’influence des frottements microscopiques entre grains sur la
divergence de la contrainte au blocage.
On représente sur les diagrammes de la figure 7.12 la divergence de la pression et sur les diagrammes
de la figure 7.13 la divergence de la contrainte de cisaillement. Les données sont représentées en carrés
de couleur, tandis que les données sans frottement sont rappelées pour comparaison (petits symboles
noirs).
On voit immédiatement sur les diagrammes (7.12(a)) et (7.13(a)) que l’on ne s’approche pas autant
de la divergence que dans le cas sans friction. On peut néanmoins ajuster les données avec les lois
(7.10) et (7.13). En effet, nous avons vu que la présence de frottements ne modifie pas la forme des
fonctions d’ajustement utilisées pour représenter les lois φpJq et µpJq, mais uniquement la valeur des
paramètres φc, µc, a, b et c. De fait, on a les lois :

ηppφq � η0a
2
$'% φ

φc � φ
,/-2

, (7.19)

ηxypφq � η0a
2
�
b

a2 �
c

a

φ

φc � φ � µc
$'% φ

φc � φ
,/-2�

. (7.20)

Ces lois d’ajustement sont représentées en traint continu rouge sur les diagrammes des figures 7.12 et
7.13. Les points mesurés se regroupent raisonnablement sur ces courbes. On représente également en
pointillés bleus la divergence correspondante en loi de puissance au voisinage du blocage :

ηppφq � η0 a
2 φ2

c pφc � φq�2 , (7.21)
ηxypφq � η0 a

2 µc φ
2
c pφc � φq�2 . (7.22)
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(a) ppφq à différents 9γ. (b) ηppφq � p{ 9γ en échelle linéaire.

(c) ηppφq en échelle semi-logarithmique. (d) ηppφc � φq en échelle logarithmique.

Figure 7.12 – Divergence de la pression particulaire avec la densité à différents
taux de cisaillement. Les carrés de couleur correspondent à des simulations où
les contacts sont frottants (µmicro � 0.3) et non visqueux (ν � 0). Le taux de
cisaillement est 9γ � 0.01 (noir), 9γ � 0.04 (rouge), 9γ � 0.1 (vert), 9γ � 0.4 (bleu)
et 9γ � 1 (orange). La courbe rouge correspond à la loi (7.10) ajustée avec
les paramètres (7.15) et (7.17). Les figures noires (petits cercles et losanges)
correspondent aux données non frottantes rappelées pour comparaison, ainsi la
loi qui les ajuste (courbe noire).

.
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(a) σxypφq à différents 9γ. (b) ηxypφq � σxypφq{ 9γ.

(c) ηxypφq en échelle semi-logarithmique. (d) ηxypφc � φq en échelle logarithmique.

Figure 7.13 – Divergence de la contrainte de cisaillement avec la densité à
différents taux de cisaillement. Les carrés de couleur correspondent à des simu-
lations où les contacts sont frottants (µmicro � 0.3) et non visqueux (ν � 0).
Le taux de cisaillement est 9γ � 0.01 (noir), 9γ � 0.04 (rouge), 9γ � 0.1 (vert),
9γ � 0.4 (bleu) et 9γ � 1 (orange). La courbe rouge correspond à la loi (7.13)
ajustée avec les paramètres (7.15) et (7.17). Les figures noires (petits cercles et
losanges) correspondent aux données non frottantes rappelées pour comparai-
son, ainsi la loi qui les ajuste (courbe noire).
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Chapitre 8

Données microstructurales.

Dans ce chapitre final, nous présentons une étude de la microstructure de suspensions 2D non Brow-
niennes cisaillées dans leur domaine visqueux. De nombreuses informations liée à la distribution
moyenne des particules les unes par rapport aux autres, de leurs déplacements, et des efforts qui
s’exercent entre elles peuvent être mesurées. Nous en présentons quelques unes ici, et les discutons
au regard de la solution du problème dilué correspondant établi dans le chapitre 5.

Cette étude est organisée suivant deux axes. La première partie du chapitre concerne la description de
la distribution relative des particules les unes par rapport aux autres. Cette information est habituel-
lement représentée par la fonction de paire gp~rq qui n’est autre que la densité de probabilité de paire
normalisée. La distribution des contacts est également étudiée.
Le second axe du chapitre se concentre sur l’étude de la dynamique moyenne d’une paire dans la
suspension, vue comme un milieu effectif. Afin de visualiser comment se forment la microstructure
moyenne stationnaire observée lors du cisaillement de la suspension, nous cherchons à voir comment
l’augmentation de la densité affecte la dynamique du milieu dilué.

8.1 Fonction de distribution de paire.

8.1.1 Calcul numérique de la fonction de distribution de paire.

Afin de calculer en pratique la fonction de distribution de paire, on dispose de la sauvegarde de toutes
les configurations générées au cours de l’écoulement. On dispose donc de Ns systèmes Si, de volume
Vi, contenant chacun N particules. Afin de calculer la fonction de paire gp~rq, on se donne un rayon
rmax, et on collecte dans chaque Si l’ensemble des paires de particules telles que }~rij}   rmax. L’espace
r�rmax, rmaxs2 est ensuite découpé en cases carrées Cα � rxα, xα � ∆Lr�ryα, yα � ∆Lr, de volume
∆V � ∆L2 (constant dans un découpage cartésien). On note Nα le nombre total de paires qui tombe
dans la case Cα, tout systèmes confondus.

En l’absence de toute information particulière, le nombre moyen de grains présents dans une case de
volume ∆V doit converger vers

°
i ni∆V , où ni � N{Vi est la densité moyenne en particules du

système Si. Ici, on examine la densité des rayons vecteurs ~rij des paires, c’est à dire le nombre de
moyen de particule présent dans chaque case α sachant qu’il y a une particule à l’origine. Par définition
de la fonction de corrélation de paire gp~rq, le nombre Nα converge si N et Ns sont assez grands vers

151
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une densité proportionnelle à la valeur gα que prend gp~rq au point pxα, yαq. On a alors

Nα �
¸
i

gαni∆V � NsNgα
〈 1
Vi

〉
∆V . (8.1)

On calcule donc la valeur de gpxα, yαq :

gpxα, yαq � Nα
NNs

1〈
∆V
Vi

〉 (8.2)

Connaissant la distribution bidimensionnelle des paires, on peut calculer la variation purement radiale
en effectuant une moyenne angulaire

gprq � 1
2π

» 2π

0
gpr, θqdθ . (8.3)

En pratique, le calcul se fait de la même façon que pour gp~rq, sauf que les éléments de volume
considérés sont des anneaux Aα de rayon intérieur rα et de rayon extérieur rα � ∆r. L’aire d’un tel
anneau est ∆Vα � πrprα � ∆rq2 � r2

αs. On a alors

gprαq � Nα
NNs

1〈
∆Vα
Vi

〉 (8.4)

8.1.2 Fonction de paire radiale.

Les mélanges étudiés comprenant deux types de particules : les grosses pgq et les petites ppq. Il y a
donc trois types de paires qui sont générées : les paires pg � gq, pg � pq et pp� pq.

La fonction de corrélation de paire d’un tel système, comporte trois pics de premier voisins, et de
nombreux autres pics ensuite, dus à la réplication de la microstructure causée par l’existence de trois
famille de paire qui se positionnent à des rayons différents. La figure 8.1(a) montre la microstructure
brute que l’on extrait des résultats des simulations, laquelle présente cette démultiplication des motifs.
On peut séparer les fonctions de corrélation associées à un type spécifique de paire en ne comptant que
celles-ci dans le calcul et en adaptant la normalisation. Si l’on compare la microstructure obtenue pour
deux types de paires - par exemple les paires pg � gq et pp� pq, on trouve une corrélation identique,
au décalage radial près du à la différence de taille des rayons.
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(a) Réplication de la microstructure due à
l’existence de plusieurs types de paires.

(b) Comparaison de la microstructure des
paires pg � gq (noir) et pp � pq (rouge).

Figure 8.1 – Observations préliminaires de la fonction de paire gprq : Illustra-
tion de la décomposition de la distribution totale des paires en distribution des
paires de même rayon.

La figure 8.1(b) illustre la remaquable similarité des motifs dus aux seconds voisins et plus apparaissant
dans la corrélation des paires pg� gq et pp� pq. Dans la suite, on ne présentera que la microstructure
associée aux paires pg � gq.

(a) Microstructure pour différents pp, 9γq
tels que J � 0.01.

(b) Microstructure pour différents pp, 9γq
tels que J � 1.

Figure 8.2 – Observations préliminaires de la fonction de paire gprq : Ces
figures illustrent que dans le régime visqueux (J � 0.01 à gauche, J � 1 à
droite), la distribution de paire ne dépend que du nombre visqueux J � η0 9γ{p.

On observe de plus que la fonction de paire ne dépend (dans le régime visqueux) que de J � η0 9γ{p. La
microstructure ne dépend alors que de la densité φ (puisque J � Jpφq selon une fonction univoque).
On présente les données en fonction du nombre visqueux J , mais on récapitule la relation entre ces
deux paramètres dans le tableau 8.1 (voir en fin de chapitre).
Les diagrammes de la figure 8.3 présentent la fonction de corrélation de paire radiale gprq pour les
différents J du tableau 8.1. On observe que plus le nombre visqueux est petit (et donc la fraction
volumique φ proche de φc), plus la zone 1   r   1.5 (0   h   0.5) se vide. Les motifs plus
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éloignés sont quasiment inchangés lorsque la fraction volumique augmente. Pour voir on se retrouvent
les grains, on présente un détail du pic de premiers voisins sur la figure 8.3(b). On y voit clairement
une accumulation de particules, correspondant aux particules au contact. La comparaison des figures
8.3(a) et 8.3(c) afin de visualiser les effets des frottements démontre finalement que leur existence
n’a pas d’influence claire sur la distribution des paires dans la suspension.
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(a) gprq pour différents J , sans friction.

(b) gprq pour différents J , sans friction (détail).

(c) gprq pour différents J , avec friction.

Figure 8.3 – Fonction de distribution de paire moyennée sur tous les angles
pour deux suspensions cisaillées dans des conditions indentiques, pour des grains
non frottants (a et b, détail) et des grains frottants (c) Les couleurs corres-
pondent à des nombres visqueux de J � 0.0025 (noir) à J � 10 (bordeaux). On
représente aussi en rouge la fonction de corrélation de paire (5.50) donnée par
la résolution du problème dilué.
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8.1.3 Cartes bidimensionnelles.

On peut représenter la distribution bidimensionnelle gp~rq. Les images de la figure 8.4 donnent la
répartition des paires dans le régime dilué (φ � 0.01, φ � 0.1), puis en illustrent la sortie progressive
jusqu’à atteindre un régime plus dense pφ � 0.7q.

(a) gp~rq pour φ � 0.01. (b) gp~rq pour φ � 0.1.

(c) gp~rq pour φ � 0.2. (d) gp~rq pour φ � 0.3.

(e) gp~rq pour φ � 0.5. (f) gp~rq pour φ � 0.7.

Figure 8.4 – Fonction de paire gp~rq obtenues lors de simulations à volume
constant. Les fractions volumiques représentées illustrent la sortie du régime
dilué pour aller vers le régime dense.
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À φ � 0.01, peu de particules se rencontrent, ce qui a pour conséquence un petit nombre de paires sur
lesquelles travailler pour dessiner une cartographie. L’image est faiblement moyennée, et on aperçoit
nettement les trajectoires des particules en interaction. Ces trajectoires reproduisent parfaitement les
trajectoires du problème à deux corps rugueux (figure 5.4(a)). On observe également la présence du
sillage de dépletion généré par les aspérités qui chassent les particules s’approchant trop, rompant la
symétrie avant-après des trajectoires.
Lorsque la fraction volumique augmente, des interactions à N ¡ 2 corps surviennent, autorisant des
grains à peupler la zone de dépletion. Ainsi, plus la suspension se densifie, plus le sillage se remplit,
jusqu’à apparemment disparaître à φ � 0.5. La distribution semble alors relativement symétrique.
À φ � 0.7, on observe une structure hexagonale qui émerge. Lorsque la fraction volumique devient
très importante, les particules ont tendance à s’organiser en couches (même ici dans le cas d’une
suspension bidisperse), et on observe ce motif dans la microstructure.
On représente la fonction de paire de suspensions encore plus denses sur les images de la figure 8.5.
Ces images ont été calculées à partir des données obtenues en simulant le cisaillement du système
à pression imposée. On représente un domaine plus large autour de la particule et on retrouve bien
visible l’organisation en couches des particules voisines.

(a) gp~rq pour φ � 0.76. (b) gp~rq pour φ � 0.81.

Figure 8.5 – Fonction de paire gp~rq pour des suspensions proches du blocage,
obtenues lors de simulations à pression constante.
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8.2 Contacts.

On mesure la coordinance du réseau des contacts dans la suspension, c’est à dire le nombre moyen z
de contacts par particules dans la suspension.
Si Nc est le nombre total de contacts entre grains voisins dans un système de N grains, z � 2Nc{N .
Au blocage, le système est hyperstatique. Il y a alors autant de forces de contact (soit Nc inconnues)
que d’équations du mouvement pour les grains. En deux dimension, et pour des grains non frottant,
on obtient alors zcN{2 � 2N , soit zc � 4. Pour des grains frottants en revanche, les forces de contact
ont une composante tangentielle également inconnue (soit 2 inconnues par contact, pour un total de
2Nc inconnues), mais chaque particule fournit une équation de plus de par son équilibre en rotation.
On a alors zcN � 3N , soit zc � 3.

On représente sur les diagrammes de la figure 8.6 l’évolution de la coordinance z en fonction du
nombre visqueux J , de la fraction volumique φ, ou de l’écart à la fraction volumique de blocage φc,
pour une suspension de grains non frottant (rouge) ou une suspension de grains frottants (noir).

(a) zpJq. (b) zpφq.

(c) zpφc � φq.

Figure 8.6 – Représentation du nombre de coordinance z en fonction du
nombre visqueux J , de la densité φ ou de l’écart au blocage δφ � φc � φ.
Les points rouges correspondent à une suspension de grains non frottants, les
points rouge à une suspension de grains frottants.
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La coordinance augmente avec la fraction volumique. L’augmentation est à peu près linéaire jusqu’à
φ � 0.7 pour le système non frottant, ou φ � 0.5 pour le système frottant. Dans ce régime, le nombre
de contacts formés par particule est proportionnel à φ, donc à n, ce qui est cohérent avec l’expression
obtenue dans le régime dilué pour la densité angulaires de contact (??). Lorsque l’on se rapproche
du blocage, l’augmentation du nombre de contact par particule varie plus vite que linéairement avec
la fraction volumique φ. De fait, nous avions déjà observé sur l’allure des fonctions de corrélation
radiales gprq, l’existence d’un régime où la population des paires lubrifiées proches (non en contact)
s’amenuise, leur conversion en paires au contact générant un excès de coordinance quand la suspension
se densifie.
Nous avions également observé la disparition du sillage de déplétion pour φ ¡ 0.5 sur les cartes
bidimensionnelles de gp~rq établies pour des suspensions non frottantes. Ce sillage est le signe visible
majeur d’anisotropie de la microstructure, que l’on remarque immédiatement sur ces images de la
fonction de paire. Or, les différences de contraintes normales se développent essentiellement dans le
régime dense, où il n’y a plus d’asymétrie clairement visible de la distribution des paires en interaction
hydrodynamique sur ces images. Il faut donc que l’asymétrie vienne des paires au contact, difficilement
représentables sur les images 8.4 et 8.5.
On trace donc sur les diagrammes de la figure 8.7 la distribution angulaire des contacts, c’est à dire leur
nombre moyen par particule et par unité d’angle. La figure du haut correspond à une suspension sans
frottements, tandis qu’en bas, les frottements existent. On observe de manière très claire l’asymétrie
du positionnement des contacts, dans les deux systèmes. En régime dilué, les contacts sont, sans
surprise, uniquement localisés dans le quadrant de compression (π{2   θ   π). Leur distribution se
rappoche d’une distribution constante dans la limite diluée, comme le prévoit la loi (??). Lorsque
la densité augmente, on augmente le nombre de contacts : quelques contacts seulement se forment
d’abord dans le quadrant de dilatation, alors que leur nombre augmente bien plus nettement dans le
quadrant de compression. Lorsque φ atteint une valeur d’environ 0.7 (courbe orange à gauche, bleue
à droite), on voit apparaître un motif de bosses régulières dans le quadrant de compression, cohérent
avec l’organisation en couche déjà observée dans les représentations 2D de gp~rq. Progressivement, on
forme également, et de plus en plus, des contacts dans le quadrant de dilatation. Ainsi, on observe
que la zone de déplétion se comble également sur ces figures, résultant en une resymétrisation partielle
de la distribution des forces de contacts. Il n’est ainsi pas surprenant d’observer une saturation de la
différence des contraintes normales lorsque l’on se rapproche du blocage.
La comparaison des figures 8.7(a) et 8.7(b) permet d’estimer qualitativement les effets de l’existence
de frottements sur la distribution des contacts. En cas de contacts frottants, on observe que la
resymétrisation de la distribution aux hautes fractions volumiques est bien moins efficace que dans
le cas non frottant. De fait, aux hautes densités, le nombre de contact généré dans le quadrant de
dilatation augmente plus faiblement que dans le cas non frottant.
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(a) Distribution angulaire des contacts, sans friction.

(b) Distribution angulaire des contacts, avec friction.

Figure 8.7 – Nombre de contacts formés en moyenne dans la suspension, par
unité d’angle et par particule. Les particules sont non frottantes (haut), ou
frottantes (bas). Les densités correspondent aux nombres visqueux de la figure
8.3, et sont récapitulées dans le tableau 8.1.
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8.3 Dynamique moyenne d’une paire dans la suspension.

Considérons le devenir des grains formant un contact dans le quadrant de compression. Ces grains ont
tendance sous l’effet des forces hydrodynamiques qu’ils subissent à se déplacer le long de l’interface
jusqu’à sortir du quadrant de compression et entrer dans le quadrant de dilatation.
Dans la limite diluée, le contact se romp immédiatement car les forces hydrodynamiques (qui se
résument alors à la traînée de Stokes) cessent d’exercer une compression. La force de contact est
assymétrique et ne peut pas résister à une traction. Le contact est donc immédiatement rompu.

Lorsque l’on quitte le régime infiniment dilué, l’existence d’interactions à N ¡ 2 corps est à l’origine
d’une force générée sur les particules de la paire dont on examine la dynamique, par les autres particules
autour d’elle dans la suspension. Il faut corriger les équations du mouvement des particules de la paire
seule (??), qui s’écrivent alors :

~0 � �6πai~ci � ~fij � ~f susp
i ,

~0 � �6πaj~cj � ~fij � ~f susp
j , (8.5)

où

~f susp
i �

¸
k�i,j

~fik , ~f susp
j �

¸
k�i,j

~fjk . (8.6)

Afin de visualiser la façon dont la dynamique d’une paire se modifie lorsque l’on quitte le régime
dilué, on représente sur les diagrammes des figures 8.8 et 8.9 la distribution moyenne de la vitesse
des particules, dans le référentiel d’une particule test. La colonne de gauche représente la vitesse
relative totale

〈
~vijp~rijq

〉
tandis que la colonne de droite montre la vitesse non affine

〈
~cijp~rijq

〉 �〈
~vijp~rijq

〉 � 9γyij~ex. Les champs vectoriels sont représentés à la même échelle. Pour des densités
faibles, on retrouve le champ de vitesse théorique correspondant au régime dilué, calculé au chapitre
5 et représenté sur la figure 5.1.

Si les particules ont le même rayon, le problème de la dynamique de la paire dans la suspension vue
comme un milieu effectif présente en moyenne une symétrie centrale. Ainsi, si on définit

〈
~f suspp~rq〉

comme la force exercée par la suspension sur une particule située en ~r dans le référentiel de la
particule test, tel que, en moyenne pour une paire ij, on ait

〈
~f susp
i

〉 � 〈
~fsuspp~rijq

〉
(la particule j

étant la particule test), et
〈
~f susp
j

〉 � 〈
~fsuspp�~rijq

〉 � �〈~fsuspp~rijq
〉
(la particule i étant la particule

test). Ce faisant, on décrit la dynamique de la paire ij comme la dynamique dans ce champ de force
d’un problème à deux corps équivalent. Le champ

〈
~f suspp~rq〉 représente dans ce problème une sorte

de traînée moyenne que ressentent les deux particules tout au long de leur interaction de paire. Cette
traînée de milieu effectif a une résultante sur la paire qui est nulle en moyenne, mais chaque particule
en ressent individuellement les effets. On représente cette distribution

〈
~f suspp~rq〉 en fonction de la

densité de la suspension sur les diagrammes de la figure 8.10.
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(a)
〈
~vijp~rijq

〉
pour φ � 0.01. (b)

〈
~cijp~rijq

〉
pour φ � 0.01.

(c)
〈
~vijp~rijq

〉
pour φ � 0.1. (d)

〈
~cijp~rijq

〉
pour φ � 0.1.

(e)
〈
~vijp~rijq

〉
pour φ � 0.2. (f)

〈
~cijp~rijq

〉
pour φ � 0.2.

(g)
〈
~vijp~rijq

〉
pour φ � 0.3. (h)

〈
~cijp~rijq

〉
pour φ � 0.3.

Figure 8.8 – Distribution de la vitesse relative totale (gauche) et non affine
(droite) moyenne entre paires de particules voisines à différentes densités.
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(a)
〈
~vijp~rijq

〉
pour φ � 0.4. (b)

〈
~cijp~rijq

〉
pour φ � 0.4.

(c)
〈
~vijp~rijq

〉
pour φ � 0.5. (d)

〈
~cijp~rijq

〉
pour φ � 0.5.

(e)
〈
~vijp~rijq

〉
pour φ � 0.6. (f)

〈
~cijp~rijq

〉
pour φ � 0.6.

(g)
〈
~vijp~rijq

〉
pour φ � 0.7. (h)

〈
~cijp~rijq

〉
pour φ � 0.7.

Figure 8.9 – Distribution de la vitesse relative totale (gauche) et non affine
(droite) moyenne entre paires de particules voisines à différentes densités.
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(a)
〈

~f suspp~rijq
〉
pour φ � 0.01. (b)

〈
~f suspp~rijq

〉
pour φ � 0.1.

(c)
〈

~f suspp~rijq
〉
pour φ � 0.2. (d)

〈
~f suspp~rijq

〉
pour φ � 0.3.

(e)
〈

~f suspp~rijq
〉
pour φ � 0.4. (f)

〈
~f suspp~rijq

〉
pour φ � 0.5.

(g)
〈

~f suspp~rijq
〉
pour φ � 0.6. (h)

〈
~f suspp~rijq

〉
pour φ � 0.7.

Figure 8.10 – Distribution de la force exercée par la suspension environnante
sur unbe paire à différentes densités.
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On cherche donc à représenter le problème de la dynamique moyenne d’une paire de grains dans
une suspension concentrée comme la limite diluée d’un problème équivalent :

~0 � �6πai~ci � ~fij �
〈
~f suspp~rijq

〉
,

~0 � �6πaj~cj � ~fij �
〈
~f suspp~rijq

〉
, (8.7)

où le champ extérieur
〈
~f suspp~rijq

〉
est à déterminer de telle façon que la résolution de ce problème

à deux corps permette de retrouver la microstructure générée dans une suspension concentrée en
cisaillement simple. Qualitativement, l’allure de ce champ de force dans le régime dense rend compte
d’une force essentiellement radiale, qui comprime la paire dans le quadrant de compression et qui
l’étire dans le quadrant de dilatation. Nous proposons donc un modèle pour la force moyenne exercée
par la suspension sur une paire ij de grains en son sein, qui s’écrit

〈
~f suspprij , θijq

〉 � F prijq cospθijq sinpθijq~nij , (8.8)

où la dépendance radiale F prijq est à déterminer par la mesure. Pour cela, on projeette sur la radiale
~nij les champs

〈
~f suspp~rijq

〉
, des diagrammes de la figure 8.10, puis on effectue une coupe radiale à

θij � 135� et ajuster la fonction de rij mesurée sous la forme d’une loi de puissance. On représente
ces coupes et les ajustements correspondants sur la figure 8.11 :
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Figure 8.11 – Ajustement en loi de puissance pour la composante radiale de la
force exercée en moyenne par la suspension sur une paire de particule disposées
à un angle θij � 135�. Les points correspondent aux mesures obtenues en effec-
tuant une coupe à 135� de la projection radiale du champ vectoriel

〈
~f suspp~rijq

〉
,

représenté sur les diagrammes de la figure 8.10. Les courbes pleines sont les
ajustements effectués. Les couleurs correspondent aux différentes fractions vo-
lumiques étudiées : φ � 0.5 (orange), φ � 0.55 (bleu), φ � 0.6 (vert), φ � 0.65
(rouge), φ � 0.7 (noir).

On obtient finalement une loi de la forme :〈
~f suspprij , θijq

〉 � Cpφq
h
αpφq
ij

cospθijq sinpθijq~nij , (8.9)

où la constante Cpφq et l’exposant αpφq dépendent de la fraction volumique selon la table 8.2 (voir
fin de chapitre).
Le fait est que même sous l’effet de la force additionnelle moyenne due au confinement dans la suspen-
sion, il reste difficile pour un contact de subsister dans le quadrant de dilatation. Cette force moyenne
est en effet une force de traction qui s’additionne à la traînée de Stokes pour séparer les grains en
contact, sans que celui ne puisse génèrer la moindre résistance.
Afin d’expliquer néanmoins l’existence de contacts dans le quadrant de dilatation, il faut qu’il arrive de
temps à autre que la configuration locale des autres particules autour de la paire soit à l’origine d’une
force ~f susp de compression, à l’encontre du comportement moyen de la suspension dans ce quadrant.
Cette force doit de plus être assez forte pour vaincre la traînee de Stokes, et ainsi empêcher au moins
temporairement la disparition d’un contact qui se serait transporté dans le quadrant de dilatation
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depuis le quadrant de compression. Il apparaît alors une population, petite mais non nulle, de paires
orientées selon l’axe de dilatation, mais néanmoins localement en compression et au contact. Il est
toujours difficile pour ces paires de survivre car il faut une configuration des grains autour d’elles qui
puissent soutenir ce contact au moins temporairement. Nous avons mesuré que la force appliquée en
moyenne sur une paire dans le quadrant de dilation est une traction et non une compression. L’exis-
tence de contacts dans le quadrant de dilatation ne peut alors s’expliquer que par les fluctuations de
~f susp.
On peut penser que le nombre de contacts dans le quadrant de dilatation augmente avec la densité
car il est de moins en moins difficile de générer une structure locale autorisant transitoirement un
tel équilibre, le couplage avec un plus grand nombre de particules augmentant la probabilité que cela
arrive. Même très proche du blocage ces structures ne peuvent être que métastables car elles contre-
viennent à l’écoulement global moyen qui impose une dilatation dans cette direction. La distribution
angulaire des contacts reste donc asymétrique, même si cette asymétrie diminue avec la densité.
Selon ce scénario, la population de contacts orientés dans le quadrant de dilatation est directement
alimentée par le flux de contacts provenant du quadrant de compression. En présence de frottements,
les particules en contact subissent une force tangentielle qui résiste à leur mouvement le long de la
surface de contact, et ce d’autant plus que la charge normale qu’ils subissent est importante. Cette
force est à l’origine d’une réduction du flux de particules en contact vers le quadrant de dilatation, et
ce d’autant plus que la suspension est dense, car la charge normale sur les contacts en compression
et donc la force de frottement qui les freine augmente avec la densité.
Ce scénario est compatible avec l’observation selon laquelle la resymétrisation de la distribution des
contacts aux hautes fractions volumiques est bien moins efficace dans le cas frottant que dans le cas
non frottant. Cette observation donne alors une information sur l’origine des particules qui remplissent
progressivement la zone de dépletion quand la suspension se densifie.
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J 0.0025 0.01 0.025 0.04 0.1 0.25
φ (n. r.) 0.82 0.81 0.79 0.78 0.76 0.73
φ (r) 0.81 0.75 0.70 0.67 0.59 0.56

J 0.4 1 2.5 4 10
φ (n. r.) 0.70 0.65 0.57 0.534 0.442
φ (r) 0.53 0.47 0.35 0.31 0.25

Table 8.1 – Rappel de la relation entre φ et J pour des suspensions rugueuses
(r) ou non rugueuses (n.r.).

φ 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
Cpφq 1.34� 10�4 3.87� 10�4 4.75� 10�4 7.21� 10�4 9.26� 10�4

αpφq 0.88 0.71 0.72 0.69 0.68

Table 8.2 – Paramètres d’ajustement Cpφq et αpφq pour la loi (8.9)



Chapitre 9

Conclusion de ce travail.

Dans ce travail, nous avons mis en place un code de calcul discret permettant la simulation du
cisaillement simple d’une suspension bidimensionnelle de disques rigides rugueux. Ce code permet :

 Une prise en compte fine des interactions de lubrifications entre grains, et de leur équilibre subtil
avec les forces de contact, incluant possiblement des frottements,

 Une prise en compte de l’inertie des grains, rendant possible l’obersvation d’effets inertiels dans
la rhéologie du système,

 La possibilité d’approcher la fraction volumique de blocage à δφ � 0.01,
 La possibilité de simuler un cisaillement à volume constant ou à pression constante,
 La possibilité d’étudier de façon détaillée la microstructure stationnaire générée lors du cisaille-
ment de ces systèmes,

 L’étude de la rhéologie quasistatique des suspensions modérément denses de particules lisses
grâce à un algorithme alternatif.

Après trois chapitres d’introduction et de contextualisation scientifique du problème étudié, nous
avons présenté en détail dans le chapitre 4 le code de calcul que nous avons en place (modèle choisi
et implémentation numérique de ce modèle).
Dans le chapitre 5 nous présentons la résolution analytique du problème à deux corps correspondant
au modèle que nous avons choisi. Ce calcul nous permet d’estimer les vitesses et trajectoires dans
chaque paire de particule en interaction, ainsi que les distributions de paires et de contacts associées.

Dans les chapitres 6 et 7 nous présentons des résultats de rhéologie macroscopique.

Le cisaillement a volume constant de suspensions de particules lisses nous a confirmé le rôle essentiel
des contacts dans l’atteinte d’un état stationnaire et le développement d’une pression finie au sein
d’une suspension cisaillée.
Le cisaillement à volume constant de suspensions de particules rugueuses non frottantes sur une vaste
gamme de taux de cisaillement nous a permis de mettre en évidence deux régime d’écoulement. Dans
le régime visqueux, les interactions de lubrification dominent l’inertie des grains et les interactions
de contact s’alignent avec la lubrification. Il en résulte une contrainte proportionnelle au taux de
cisaillement. Dans le régime inertiel, l’inertie des grains domine les interactions de lubrification, et les
forces de contact s’alignent avec l’inertie des grains. Dans ce régime la contrainte varie comme le
carré du taux de cisaillement. Des arguments théoriques prédisent la variation du taux de cisaillement
de transition 9γc entre ces deux régimes avec la fraction volumique φ de la suspension. Cette variation

169
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est pertinente au voisinage de la fraction volumique de blocage φc, où les effets de la différence de
divergence de la viscosité entre les deux régimes se font le plus sentir. Nous avons cherché à mesurer
la loi de variation 9γcpφq. Cette loi de variation ne s’est malheureusement pas révélée très marquée
dans le domaine de densité que nous avons pu atteindre pour du cisaillement à volume constant. Il est
nécessaire de plus se rapprocher de la divergence de la viscosité pour que ces effets soient pertinents.

Afin de se rapprocher de la divergence, une étude du cisaillement à pression constante d’une suspension
de particules rugueuses non frottantes a été effectuée. Ces simulations nous ont permis d’évaluer la
rhéologie à des fractions volumiques proches de la fraction volumique de blocage, et à des taux de
cisaillement suffisamment faible pour être dans le domaine de comportement visqueux de la suspension.
Nous avons alors confirmé que l’on pouvait écrire une loi d’écoulement de la forme φ � φpJq,
σxy � µpJqp, où J � η0 9γ{p est le nombre visqueux, construit comme le rapport entre un temps
caractéristique de réarrangement microscopique sous l’effet des forces visqueuses et un temps typique
de convection par l’écoulement imposé. Cette description nous a permis de mesurer la fraction de
divergence φc � φpJ Ñ 0q, et un coefficient de friction macroscopique µc � µpJ Ñ 0q.
Une mesure de la divergence au blocage des composantes du tenseur des contraintes a également été
réalisée. Nous avons obtenu une divergence claire de la pression en 1{δφ2. Concernant la contrainte de
cisaillement, l’existence d’un coefficient de frottement macroscopique fini nous assure une divergence
similaire. Celle-ci est néanmoins plus difficile à mettre en évidence : nous avons montré que l’on
mesurait en fait la somme de la contrainte de cisaillement due aux contacts divergeant en 1{δφ2, et
la contrainte de cisaillement hydrodynamique divergeant en 1{δφ. Comme il faut se rapprocher très
près de φc pour que les contacts dominent pleinement la contrainte de cisaillement, il est difficile
d’observer très proprement la seule divergence en 1{δφ2.
Enfin nous avons effectuée les mêmes simulations avec des particules rugueuses frottantes, et avons mis
en évidence la diminution de la fraction volumique de divergence φc et l’augmentation du coefficient
de friction macroscopique µc.
Nous avons également cherché à caractériser la divergence de la contrainte en régime inertiel proche
de la fraction volumique de blocage en augmentant le taux de cisaillement imposé. Malheureusement,
les pressions de contrôle que nous avons choisies se sont révélées trop faible pour développer un régime
à la fois dense et pleinement inertiel. Nous avons néanmoins simulés des écoulements pour lesquels les
lois de comportement visqueuses valables pour des taux de cisaillement plus faibles ne fonctionnent
plus. Les systèmes générés lors de ces calculs sont néanmoins bien trop dilués pour espérer en tirer une
quelconque information sur la divergence de la contrainte. Ainsi, nous n’avons pu établir la relation
9γcpφq pour φÑ φc.
Enfin, dans le chapitre 8, nous présentons des données microstructurales sur les configurations générées
lors du cisaillement dans le domaine visqueux de la suspension.
Dans le régime dilué, nous montrons que l’on retrouve les éléments calculés par la résolution analytique
du problème à deux corps : champ des vitesses relatives moyennes, sillage de déplétion et distribution
des contacts constante dans le domaine de compression et nulle dans le domaine de dilatation.
Lorsque la fraction volumique augmente, on observe une resymétrisation de la microstructure due à
l’encombrement de plus en plus aigu de la suspension. Le sillage de déplétion se comble, les particules
exhibent une tendance à s’organiser en couches, et des contacts se forment dans le quadrant de
dilatation. La distribution des contacts restent néanmoins profondément asymétrique, notamment en
présence de frottements qui semblent limiter la resymétrisation de la distribution.
Enfin, nous proposons de décrire la dynamique moyenne d’une paire confinée au sein de la suspension
par un problème à deux corps équivalent, tenant compte de la force moyenne exercée par le milieu
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environnant sur les particules de la paire. Nous mesurons cette force moyenne et montrons qu’elle est
essentiellement radiale, qu’elle exerce une compression sur la paire dans le quadrant de compression,
et une traction dans le quadrant de dilatation. Ainsi, cette seule force moyenne ne peut expliquer
l’existence de contacts dans le quadrant de dilatation : il semble qu’il faille tenir compte de ses
fluctuations.
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Annexe A

Formule de Irving-Kirkwood pour la
contrainte granulaire.

Nous suivons l’approche de Goldhirsch [66, 58]. L’idée est d’utiliser une fonction de coarse-graining
Φp~rq, d’intégrale 1 sur tout l’espace, qui soit maximale en ~r, et qui s’annule en dehors du volume de
contrôle que l’on souhaite utiliser pour calculer la contrainte (de taille typique au moins une dizaine
de taille de grains, assez grand pour qu’il y ait un sens à oublier l’aspect granulaire du milieu, mais
assez petit pour que la notion de tenseur continu des contraintes soit correctement définie à l’échelle
de l’observateur.).
Le but de la dérivation est d’exprimer la collection discrètes d’équations qui décrivent la dynamique
des particules sous la forme d’une équation de conservation de champs continus de densité de masse,
de vitesse, et de densité quantité de mouvement que l’on construit à partir des masses et positions
des particules, et de la fonction de coarse-graining Φ :

ρp~r, tq �
Ņ

i�1
miΦp~r � ~riptqq , (A.1)

ρp~r, tq~vp~r, tq �
Ņ

i�1
mi~viΦp~r � ~riptqq . (A.2)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement dans un milieu continu incompressible s’écrit
(on adopte la convention d’Einstein de sommation des indices répétés) :

Bρvα
Bt � Bρvαvβ

Brβ � Bσαβ
Brβ (A.3)

Dérivons par rapport au temps la densité de quantité de mouvement (A.2) :

Bρvαp~r, tq
Bt � �

Ņ

i�1
mivi,αvi,β

BΦ
Brβ p~r � ~riptqq �

Ņ

i�1
mi

dvi,α
dt Φp~r � ~riptqq . (A.4)

La comparaison de ces deux équations (qui ne sont rien d’autre que la description continue et discrète
du même phénomène physique, le transport de la quantité de mouvement) permet d’écrire ce que doit
vérifier le tenseur des contraintes que l’on souhaite :

Bσαβ
Brβ � B

Brβ

�
ρvαvβ �

Ņ

i�1
mivi,αvi,βΦp~r � ~riptqq

�
�

Ņ

i�1
mi

dvi,α
dt Φp~r � ~riptqq . (A.5)
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Pour donner une expression du tenseur des contraintes à partir de cette expression, il faut intégrer
le membre de droite, c’est à dire l’écrire sous la forme de la divergence d’un tenseur. C’est déjà le
cas pour le premier terme. On peut simplifier son expression en réécrivant la somme dans le gradient,
en fonction des fluctuations de vitesses des particules, définies comme l’écart à la vitesse moyenne
coarse-grainée définie en (A.2) :

δvip~r, tq � ~viptq � ~vp~r, tq . (A.6)

Il faut noter que le point de référence pour le calcul de la vitesse moyenne est le centre ~r du moyennage
[66, 58], et non la position précise ~ri de la particule i sur laquelle on travaille. En effet, la fluctuation
de vitesse est mesurée par rapport à la vitesse du centre de gravité des particules dans le volume de
contrôle délimité par la fonction Φ autour de ~r, c’est à dire précisément la vitesse ~vp~r, tq. On a :

Ņ

i�1
mivi,αvi,βΦp~r � ~riptqq �

Ņ

i�1
mirδvi,α � vαp~r, tqsrδvi,β � vβp~r, tqsΦp~r � ~riptqq

� vαvβ

Ņ

i�1
miΦp~r � ~riptqq �

Ņ

i�1
miδvi,αδvi,βΦp~r � ~riptqq . (A.7)

Les termes croisés vα
°
imiδvi,βΦp~r� ~riq et vβ

°
imiδvi,αΦp~r� ~riq sont nuls, en conséquence de la

conservation de la masse. En effet,

Ņ

i�1
miδ~viΦp~r � ~riq �

Ņ

i�1
mir~vi � ~vp~r, tqsΦp~r � ~riq

�
Ņ

i�1
mi~viΦp~r � ~riq � ~vp~r, tq

Ņ

i�1
miΦp~r � ~riq

� ρp~r, tq~vp~r, tq � ~vp~r, tqρp~r, tq � 0 . (A.8)

On déduit finalement de (A.7) que :

B
Brβ

�
ρvαvβ �

Ņ

i�1
mivi,αvi,βΦp~r � ~riptqq

�
� B
Brβ

�
Ņ

i�1
miδvi,αδvi,βΦp~r � ~riptqq

�
. (A.9)

Pour écrire le second terme du membre de droite de (A.5) comme un gradient, on part des équations
de Newton qui décrivent la dynamique des particules :

mi
dvi,α

dt �
Ņ

j�1
j�i

f c
ij,α . (A.10)
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On a alors :
Ņ

i�1
mi

dvi,α
dt Φp~r � ~riptqq �

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

f c
ij,αΦp~r � ~riptqq

� 1
2

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

f c
ij,αΦp~r � ~riptqq �

1
2

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

f c
ji,αΦp~r � ~riptqq

� 1
2

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

f c
ij,α rΦp~r � ~riptqq �Φp~r � ~rjptqqs , (A.11)

où l’on a utilisé la troisième loi de Newton ~f c
ij � �~f c

ji dans la seconde égalité, et a échangé les deux
indices dans la seconde somme pour écrire la troisième égalité. Goldhirsch et Goldenberg montrent
que l’on peut écrire la différence Φp~r � ~riq �Φp~r � ~rjq comme une divergence en l’écrivant comme
une intégrale faisant intervenir le gradient de Φ le long du segment ~rj � ~ri :

Φp~r � ~riq �Φp~r � ~rjq � �
» 1

s�0

BΦp~r � ~rj � s~rijq
Bs ds (A.12)

Posant ~xpsq � ~r � ~rj � s~rij pour tout s P r0, 1s, on a :
BΦp~r � ~rj � s~rijq

Bs � Bxβ
Bs

BΦp~xq
Bxβ � rij,β

BΦp~r � ~rj � s~rijq
Brβ , (A.13)

soit,

Φp~r � ~riq �Φp~r � ~rjq � �rij,β
» 1

s�0

BΦp~r � ~rj � s~rijq
Brβ ds

� � B
Brβ

�
rij,β

» 1

s�0
Φp~r � ~rj � s~rijqds

�
, (A.14)

et donc :

Ņ

i�1
mi

dvi,α
dt Φp~r � ~riptqq � � B

Brβ

�
���1

2

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

f c
ij,αrij,β

» 1

s�0
Φp~r � ~rj � s~rijqds

�
��� . (A.15)

Au final, (A.5) se réécrit :
B〈σαβ〉
Brβ � B〈σ K

αβ

〉
Brβ � B〈σ c

αβ

〉
Brβ , (A.16)

où intervient le tenseur des contraintes dites cinétiques
〈
σ K
αβ

〉
, associé au transport de quantité de

mouvement par les fluctuations de vitesses des particules, et le tenseur des contraintes de contact〈
σ c
αβ

〉
:

〈
σ K
αβ

〉 � Ņ

i�1
miδvi,αδvi,βΦp~r � ~riptqq , (A.17)

〈
σ c
αβ

〉 � �1
2

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

f c
ij,αrij,β

» 1

s�0
Φp~r � ~rj � s~rijqds . (A.18)
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Il suffit de prendre comme fonction de moyennage une fonction Φ qui vaut 1{V partout dans le
domaine V dans lequel les paires sont décomptées, et zéro ailleurs. La contrainte cinétique et la
contrainte de contacts s’écrivent alors :

〈
σ K
αβ

〉 � 1
V

Ņ

i�1
miδvi,αδvi,β , (A.19)

〈
σ c
αβ

〉 � � 1
2V

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

f c
ij,αrij,β . (A.20)



Annexe B

Principe des méthodes de Runge-Kutta.

On considère un système dynamique dont on regroupe les variables en un vecteur yptq, et dont
l’évolution temporelle obéit à une loi de forme générale

9yptq � fpyptq, tq . (B.1)

On discrétise le temps en une suite d’instants tt0, ..., tn, tn�1, ...u non nécessairement équidistants.
On note ∆tn � tn�1 � tn. Dans un schéma à pas de temps fixe, les intervalles t∆tnu sont tous égaux
au pas ∆t. Dans un schéma à pas adaptatifs, il sont calculés au fur et à mesure que la dynamique
avance, de manière à garantir une précision voulue. On note ypnq l’estimation numérique que l’on fait
des variables yptq au temps tn.
Un pas d’Euler explicite permet d’estimer l’incrément entre ypnq et ypn� 1q en fonction de la dérivée
9ypnq au début de l’intervalle de temps :

ypn� 1q � ypnq � ∆tn fpypnq, tnq . (B.2)

Comme la comparaison avec le développement de Taylor de la fonction yptq au voisinage de tn le
montre, cette estimation commet une erreur proportionnelle à p∆tnq2. L’utilisation du pas d’Euler
simple n’est pas très précise, et très souvent instable. L’idée des méthodes de Runge-Kutta est de
reconstruire le développement de Taylor de yptq autour de tn jusqu’à un ordre arbitrairement élevé
en ∆tn en combinant de façon astucieuse plusieurs pas d’Euler entre des points intermédiaires de
l’intervalle rtn, tn�1r. De façon générale, un schéma de Runge-Kutta d’ordre q s’écrit sous la forme :

ypn� 1q � ypnq � ∆tn
q̧

i�1
bifpyi, tiq , (B.3)

où la fonction f qui donne la dérivée 9y est estimée en des points intermédiaires pyi, tiq définis récur-
sivement par :

ti � tn � ci∆tn (B.4)

yi � yptnq � ∆tn
q̧

j�1
aijfpyj , tjq . (B.5)

Les coefficients taiju, tbiu et tciu sont choisis astucieusement de façon à ce que l’équation (B.3)
dans laquelle tous les incréments intermédiaires ont été remplacés par leur expression reconstitue le
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développement de Taylor de la fonction f à l’ordre q au voisinage de tn. Si pour tout j ¥ i le coefficient
aij est nul, le schéma est explicite et les estimations de la dérivée aux points intermédiaires peuvent
se calculer itérativement à partir de ypnq et 9ypnq. Dans le cas contraire, le schéma est implicite, et
nécessite l’inversion d’un système linéaire à chaque pas de temps.
Une méthode à pas de temps adaptatif a pour but de borner l’erreur commise entre l’estimation
numérique ypn� 1q et la vraie valeur yptn�1q que prennent les variables au temps tn�1, en diminuant
autant que nécessaire le pas de temps ∆tn. Le calcul (B.3) est recommencé en diminuant le pas
de temps, jusqu’à ce que l’erreur propagée entre tn et tn�1 soit en deça d’un seuil fixé à l’avance.
Bien entendu, cela nécessite d’être capable d’estimer l’erreur commise par un schéma de Runge-Kutta
donné. Une façon de le faire est de travailler avec deux schémas de Runge-Kutta construits en évaluant
la dérivée en des points intermédiaires identiques (c’est à dire que les coefficients taiju et tciu utilisés
sont les mêmes dans les deux schémas), mais combinées différemment (i.e. les coefficients tbiu sont
différents : on notera ceux du second schéma tb�i u) de façon à générer une approximation d’ordre q
et d’ordre q � 1 de la solution. L’erreur epnq commise par le premier schéma entre tn et tn�1 peut
alors s’estimer en comparant l’estimation d’ordre q qu’il donne à l’estimation à l’ordre q � 1 obtenue
avec le second schéma :

epnq �
q�1̧

i�1
pbi � b�i qfpyi, tiq . (B.6)

Maintenant que l’on sait estimer l’erreur commise, il faut déterminer comment la forcer à demeurer
dans des limites fixées. Si q est l’ordre du schéma que l’on utilise, l’erreur commise est proportionnelle
à p∆tnqq : |epnq| 9 p∆tnqq. De même, si ∆t� est le pas de temps qu’il faut utiliser pour génerer l’erreur
cible e�, on a que |e�| 9 p∆t�qq. Finalement,

∆t� 9 ∆tn

∣∣∣∣ e�
epnq

∣∣∣∣ 1
q

. (B.7)

Ayant tenté un pas de temps ∆tn qui a généré une erreur |epnq| ¡ |e�|, la relation (B.7) donne une
indication pour le choix d’un nouveau pas de temps. Si au contraire |epnq| ¤ |e�|, la tentative était
bonne, et (B.7) permet d’estimer comment le pas de temps doit augmenter à la prochaine itération
du schéma pour gagner du temps.



Annexe C

Calcul des trajectoires du problème à
deux corps avec un cutoff continu.

Dans cette annexe, nous détaillons les calculs menés pour déterminer la solution du problème à deux
corps correspondant à notre modèle, avec un cutoff continu φphq � p1� h{h�q3.

Il s’agit pour obtenir les trajectoires de calculer l’intégrale :

» t
0

9h p1� a η phqq

r
dt �

» h
h�

h̃� a
v
1� h̃{h�w3
h̃r̃

dh̃

�
» h
h�

h̃� a

h̃r̃
dh̃� corrprq , (C.1)

où l’on a séparé le terme d’ordre 1 qui donne la trajectoire sans cut-off du reste corrprq qui donne les
corrections dues à l’existence et à la continuité du cutoff :

corrprq � a

» h
h�

�3h̃{h� � 3ph̃{h�q2 � ph̃{h�q3
h̃r̃

dh̃ . (C.2)

Le premier terme est la même intégrale que (5.21) :

» h
h�

h̃� a

h̃r̃
dh̃ � ln

�
hαr1�α

h�αr�1�α

�
. (C.3)

Calculons les corrections :

corrprq � �3a
h�

» h
h�

dh̃
r̃
� 3a
h�2

» h
h�

h̃dh̃
r̃

� a

h�3

» h
h�

h̃2dh̃
r̃

. (C.4)
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Évaluons tranquillement chacune de ces intégrales. On a :
» h
h�

dh̃
r̃

� ln
� r
r�

�
, (C.5)» h

h�

h̃dh̃
r̃

�
» r
r�

pr̃ � a1 � a2qdr̃
r̃

�
» r
r�

dr̃ � pa1 � a2q

» r
r�

dr̃
r̃

� pr � r�q� pa1 � a2q ln
� r
r�

�
, (C.6)» h

h�

h̃2dh̃
r̃

�
» r
r�

pr̃ � a1 � a2q
2 dr̃

r̃
�
» r
r�
r̃dr̃ � 2 pa1 � a2q

» r
r�

dr̃ � pa1 � a2q
2
» r
r�

dr̃
r̃

� 1
2
v
r2 � r�2w� 2 pa1 � a2q pr � r�q� pa1 � a2q

2 ln
� r
r�

�
. (C.7)

Les corrections à la trajectoire sans cutoff s’écrivent donc :

corrprq � �3a
h�

ln r

r�
� 3a
h�2

�
pr � r�q� pa1 � a2q ln r

r�

�
� a

h�3

�
1
2
v
r2 � r�2w� 2 pa1 � a2q pr � r�q� pa1 � a2q

2 ln r

r�

�

� �A ln r

r�
�B pr � r�q� C

v
r2 � r�2w , (C.8)

où A, B et C sont des constantes positives dépendant de a1, a2, et h� et données par :

A � 3a
h�

� pa1 � a2q
3a
h�2 � pa1 � a2q

2 a

h�3 ,

B � 3a
h�2 � 2 pa1 � a2q

a

h�3 ,

C � a

2h�3 . (C.9)

Dans le cas où les particules sont de taille identique et si l’on considère que la portée des interactions
de lubrification est d’un rayon de particules, a1 � a2 � h� � 2a, alors :

A � 13
2 , B � 7

4a, C � 1
16a2 . (C.10)

Finalement,» t
0

9h ph� aφphqq
rh

dt � ln
�
hαr1�α

h�αr�1�α

�
�A ln

� r
r�

�
�B pr � r�q� C

v
r2 � r�2w . (C.11)
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