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▼❖❇■❖ ❞❛(❛❜❛-❡ ❬▼❝❈♦♦❧ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ (❤❡ ♣%♦♣♦-❡❞ ❈♦✲▲❉❆ ❛❧❣♦%✐(❤♠ %❛✐-❡- ❛ ❜❛-❡❧✐♥❡

✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ %❛(❡ ❢%♦♠ 71% (♦ 99% ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ✈❡%✐✜❝❛(✐♦♥ (❛-❦ (❤❡ ❊H✉❛❧ ❊%%♦% ❘❛(❡ ✭❊❊❘✮

✐- %❡❞✉❝❡❞ ❢%♦♠ 16% (♦ ❧❡-- (❤❛♥ 1%✳ ■♥ ❛♥ ❡①(❡♥-✐♦♥ ♦❢ (❤✐- ✇♦%❦ ✇❤✐❝❤ ✇❛- ♣✉❜❧✐-❤❡❞

✐♥ (❤❡ ♣%♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ ■♥(❡%♥❛(✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡%❡♥❝❡ ♦♥ ❆❝♦✉-(✐❝-✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ O%♦❝❡--✐♥❣

✭■❈❆❙❙O✮ ✷✵✶✸✱ ✇❡ -❤♦✇ (❤❛( ❙♣❛%-❡ ❘❡♣%❡-❡♥(❛(✐♦♥ ❈❧❛--✐✜❡% ✭❙❘❈✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ (♦

%❡❥❡❝( ♦✉(✲♦❢✲❝❧❛-- -❛♠♣❧❡- ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ (♦ ♥♦♥❡ ♦❢ (❤❡ %❡❣✐-(❡%❡❞ ❝❧❛--❡-✳ ■♥ %❡❧❛(❡❞ ✇♦%❦

♣✉❜❧✐-❤❡❞ ✐♥ ♣%♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ ■♥(❡%♥❛(✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡%❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ O%♦❝❡--✐♥❣ ✭■❈■O✮ ✷✵✶✶ ❛♥❞

❊✉%♦♣❡❛♥ ❙✐❣♥❛❧ O%♦❝❡--✐♥❣ ❈♦♥❢❡%❡♥❝❡ ✭❊❯❙■O❈❖✮ ✷✵✶✶✱ ✇❡ ❛❧-♦ ♣%♦♣♦-❡❞ ❛ -❡❧❢✲(%❛✐♥✐♥❣

✈❡%-✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛❧❣♦%✐(❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ (♦ -✐♥❣❧❡✲♠♦❞❛❧ -②-(❡♠-✳

❚❤❡ -(❛♥❞❛%❞ ❝♦✲(%❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦%✐(❤♠ ✐- -❡♠✐✲-✉♣❡%✈✐-❡❞ ❛♥❞ ♥❡❡❞- ❛( -♦♠❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛(❛

❢♦% ✐♥✐(✐❛❧✐③❛(✐♦♥✳ ❋♦% ♣✉%❡❧② ✉♥-✉♣❡%✈✐-❡❞ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ♣%♦❜❧❡♠-✱ ✇❡ ♣%♦♣♦-❡❞ ❛ ♠✉❧(✐✲✈✐❡✇

-✉❜-♣❛❝❡ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ❛❧❣♦%✐(❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧(✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉-(❡% ❛❣%❡❡♠❡♥( ❛--✉♠♣(✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥-✐❞❡% (❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ❛ ❣%♦✉♣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ (✇♦✲✈✐❡✇✱ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❞❛(❛

X(1), X(2)
✐♥(♦ k ❝❧✉-(❡%-✱ ❛♥❞ -❛♠♣❧❡- ✐♥ (❤❡ -❛♠❡ ❝❧❛-- ❛%❡ ❡①♣❡❝(❡❞ (♦ ❜❡ ❛--✐❣♥❡❞ (♦ (❤❡

-❛♠❡ ❝❧✉-(❡%✳ ❙✐♥❝❡ X(1)
❛♥❞ X(2)

❛%❡ ❞✐✛❡%❡♥( %❡♣%❡-❡♥(❛(✐♦♥- ♦❢ (❤❡ -❛♠❡ ✉♥❞❡%❧②✐♥❣ ❝❧❛--

Y ✱ ✐♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐(✐♦♥-✱ ✐❞❡♥(✐❝❛❧ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ %❡-✉❧(- ❛%❡ ❡①♣❡❝(❡❞ ✐%%❡-♣❡❝(✐✈❡ ♦❢ (❤❡ ✈✐❡✇ ✉-❡❞

❢♦% ❝❧✉-(❡%✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ (❤✐- ✐- ✉♥❧✐❦❡❧② ✐❢ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ✐- ♣❡%❢♦%♠❡❞ ✐♥ (❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛(✉%❡

-♣❛❝❡- X(1)
❛♥❞ X(2)

-✐♥❝❡ (❤❡② ❛%❡ ❝♦%%✉♣(❡❞ ❜② ❞✐✛❡%❡♥( ✐♥(%❛✲❝❧❛-- ✈❛%✐❛(✐♦♥✳ ❚❤✐- (❤❡✲

-✐- ✐♥(%♦❞✉❝❡- ❛ ♥❡✇ ❛♣♣%♦❛❝❤ (♦ ♠✉❧(✐✲✈✐❡✇ -✉❜-♣❛❝❡ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ✇❤✐❝❤ -❡❡❦- ♣%♦❥❡❝(✐♦♥-

P (1)
❛♥❞ P (2)

-✉❝❤ (❤❛( (❤❡ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ %❡-✉❧(- ❛%❡ ✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❣%❡❡♠❡♥( ✐♥ (❤❡ -✉❜-♣❛❝❡-

❛❝%♦-- ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳ ❲❡ -❤♦✇ (❤❛( (❤✐- ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜(❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ (❤❡ -✐♠✲

♣❧✐❝✐(② ♦❢ ❦✲♠❡❛♥- ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ❛♥❞ ▲✐♥❡❛% ❉✐-❝%✐♠✐♥❛♥( ❆♥❛❧②-✐- ✭▲❉❆✮ ✇✐(❤✐♥ ❛ ❝♦✲(%❛✐♥✐♥❣

-❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦%✐(❤♠ ❡①♣❧♦✐(- ❝❧✉-(❡% ✐♥❞✐❝❛(♦%- ♦❜(❛✐♥❡❞ ❢%♦♠ ❦✲♠❡❛♥- ❝❧✉-(❡%✐♥❣

✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ (♦ ❧❡❛%♥ ❞✐-❝%✐♠✐♥❛(✐✈❡ -✉❜-♣❛❝❡- ✐♥ ❛♥♦(❤❡%✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦%✐(❤♠ ✐- %❡❢❡%%❡❞ (♦ ❛-

❈♦❑♠▲❉❆✳ ❲❡ -❤♦✇ ♠❛(❤❡♠❛(✐❝❛❧❧② ❤♦✇ ▲❉❆ ♣%♦❥❡❝(✐♦♥- ❧❡❛%♥❡❞ ❢%♦♠ -❛♠♣❧❡- ✇✐(❤ %❛♥✲

❞♦♠ ❧❛❜❡❧ ♥♦✐-❡ ❛%❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐-(✐❝❛❧❧② ❡H✉✐✈❛❧❡♥( (♦ (❤♦-❡ ❧❡❛%♥❡❞ ✇✐(❤ ❝❧❡❛♥ ❧❛❜❡❧- ❛♥❞ (❤❛(

❝%♦--✲✈✐❡✇ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣✱ ♦% ❝♦✲(%❛✐♥✐♥❣✱ ✐- ❡✣❝✐❡♥( ✐♥ ❝♦%%❡❝(✐♥❣ ❡%%♦♥❡♦✉- -❛♠♣❧❡ ❧❛❜❡❧-✳ ❖❢

♣❛%(✐❝✉❧❛% ♠❡%✐(✱ (❤❡ ❛❧❣♦%✐(❤♠ ❞♦❡- ♥♦( %❡H✉✐%❡ (❤❡ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❤②♣❡%✲♣❛%❛♠❡(❡%-✳

❚❤❡ ❡✛❡❝(✐✈❡♥❡-- ♦❢ (❤❡ ♣%♦♣♦-❡❞ ❛❧❣♦%✐(❤♠ ✐- ❞❡♠♦♥-(%❛(❡❞ ♥♦( ♦♥❧② ✐♥ -♣❡❛❦❡% ❝❧✉-(❡%✐♥❣

❡①♣❡%✐♠❡♥(- ♦♥ (❤❡ -❛♠❡ ❜✐♠♦❞❛❧✱ ❢❛❝❡✲✈♦✐❝❡ ▼❖❇■❖ ❞❛(❛❜❛-❡✱ ❜✉( ❛❧-♦ ✐♥ ♠♦%❡ ❣❡♥❡%❛❧

❝❧✉-(❡%✐♥❣ (❛-❦- -✉❝❤ ❛- ❤❛♥❞✇%✐((❡♥ ❞✐❣✐( ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ❛♥❞ (❡①( ❞♦❝✉♠❡♥( ❝❧✉-(❡%✐♥❣✳ ❙✐❣✲

♥✐✜❝❛♥( ✐♠♣%♦✈❡♠❡♥( ♦✈❡% ❛❧(❡%♥❛(✐✈❡ ♠✉❧(✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ❛♣♣%♦❛❝❤❡- -✉❝❤ ❛- ❈❈❆ ❛♥❞

❝♦✲-♣❡❝(%❛❧ ❝❧✉-(❡%✐♥❣ ❛%❡ %❡♣♦%(❡❞✳ ❚❤✐- ✇♦%❦ ❤❛- ❜❡❡♥ -✉❜♠✐((❡❞ (♦ ❛ ❙♣❡❝✐❛❧ ■--✉❡ ♦♥

❯♥-✉♣❡%✈✐-❡❞ ❛♥❞ ❙✉♣❡%✈✐-❡❞ ▲❡❛%♥✐♥❣ ✐♥ O❛((❡%♥ ❘❡❝♦❣♥✐(✐♦♥ ▲❡((❡%-✳



✶✳✶ ❈♦♥%&✐❜✉%✐♦♥* ✶✺

❚❤❡ ♣&♦♣♦(❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦&✐4❤♠ ✐( (✉✐4❛❜❧❡ ❢♦& ❝❧✉(4❡&✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠( ❜✉4 ✐( ♥♦4 ✇❡❧❧

❛❞❛♣4❡❞ 4♦ ♦4❤❡& ✉♥(✉♣❡&✈✐(❡❞ ❧❡❛&♥✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠ (✉❝❤ ❛( &❡4&✐❡✈❛❧✱ (✐♥❝❡ ✐4 ♥❡❡❞( 4❤❡ ♥✉♠❜❡&

♦❢ ❝❧✉(4❡&( ❛( ❛♥ ✐♥♣✉4 ♣❛&❛♠❡4❡&✳ ■♥ 4❤✐( 4❤❡(✐(✱ ✇❡ ❢✉&4❤❡& ♣&♦♣♦(❡❞ ♠✉❧4✐✲✈✐❡✇ ❞✐♠❡♥✲

(✐♦♥❛❧✐4② &❡❞✉❝4✐♦♥ ❛❧❣♦&✐4❤♠ ❢♦& &❡4&✐❡✈❛❧ ♣&♦❜❧❡♠(✱ ❜❛(❡❞ ♦♥ (✐♠✐❧❛&✐4② ❣&❛♣❤(✳ ●&❛♣❤✲

❜❛(❡❞ ❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧✐4② &❡❞✉❝4✐♦♥ ♠❡4❤♦❞( ❤❛✈❡ &❡❝❡♥4❧② ❡♠❡&❣❡❞ ❛( ❛ ♣♦✇❡&❢✉❧ 4♦♦❧ ❢♦&

❛♥❛❧②(✐♥❣ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ ❞❛4❛✳ ❊①❛♠♣❧❡ ❛❧❣♦&✐4❤♠( ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛& ♠❡4❤♦❞( (✉❝❤

❛( ■❙❖▼❆G ❬❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ▲♦❝❛❧ ▲✐♥❡❛& ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮❬❘♦✇❡✐( ❛♥❞ ❙❛✉❧✱

✷✵✵✵❪✱ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥♠❛♣( ❬❇❡❧❦✐♥ ❛♥❞ ◆✐②♦❣✐✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛& ♠❡4❤♦❞( (✉❝❤ ❛( ▲♦❝❛❧✐4②

G&❡(❡&✈✐♥❣ G&♦❥❡❝4✐♦♥ ✭▲GG✮ ❬◆✐②♦❣✐✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡(❡ ♠❡4❤♦❞( ❜❡❣✐♥ ✇✐4❤ 4❤❡ ❝♦♥(4&✉❝4 ♦❢ ❛

(✐♠✐❧❛&✐4② ❣&❛♣❤ S ✐♥ ✇❤✐❝❤ 4❤❡ ♥♦❞❡( &❡♣&❡(❡♥4 ❞❛4❛ (❛♠♣❧❡( ✇❤❡&❡❛( 4❤❡ ❡❞❣❡( sij &❡♣&❡✲
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✻✿ ✭❛✮ ❜❛2✐❝ ▲❇E ♦♣❡&❛-♦&✱ ✭❜✮ -❤❡ ❝✐&❝✉❧❛& ✭✽✱✶✮✱✭✶✻✱✷✮ ❛♥❞ ✭✽✱✷✮ ♥❡✐❣❤❜♦✉&❤♦♦❞

▼♦❞❡❧ ✭●▼▼✮ 2✉♣❡&✲✈❡❝-♦& ❬❘❡②♥♦❧❞2 ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❛❪ ✇❤✐❝❤ ❞❡2❝&✐❜❡2 -❤❡ ❞✐2-&✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ ▼❡❧✲

❋&❡N✉❡♥❝② ❈❡♣2-&✉♠ ❈♦❡✣❝✐❡♥-2 ✭▼❋❈❈✮ ❢&♦♠ ❡❛❝❤ ❛❝♦✉2-✐❝ ❢&❛♠❡✳ ❚❤✐2 ❢❡❛-✉&❡ ❞✐2❝❛&❞2

✐♥-&❛✲❝❧❛22 ✈❛&✐❛-✐♦♥2 2✉❝❤ ❛2 ♣✐-❝❤ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ -❤❡ ❢&❡N✉❡♥❝② ✐♥❢♦&♠❛-✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✐2 ✐♥-&✐♥2✐❝ -♦ -❤❡ ✈♦❝❛❧ -&❛❝- ♦❢ ❛ 2✉❜❥❡❝-✳ ❚❤✐2 -❤❡2✐2 &❡♣♦&-2 ❡①♣❡&✐♠❡♥-2 ✇✐-❤ ❜♦-❤

2♣❡❛❦❡& ❛♥❞ ❢❛❝❡ &❡❝♦❣♥✐-✐♦♥ ✉2✐♥❣ ●▼▼ 2✉♣❡&✲✈❡❝-♦& ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ▲❇E &❡2♣❡❝-✐✈❡❧②✳

✷✳✸✳✶ ▲♦❝❛❧ ❜✐♥❛,② ♣❛//❡,♥1 ✭▲❇4✮ ❢♦, ❢❛❝❡ ,❡♣,❡1❡♥/❛/✐♦♥

❚❤❡ ▲♦❝❛❧ ❇✐♥❛&② E❛--❡&♥ ✭▲❇E✮ ♦♣❡&❛-♦& ✇❛2 ✐♥-&♦❞✉❝❡❞ ❜② ❖❥✐❛❧❛ ❡- ❛❧ ❬❖❥❛❧❛ ❡- ❛❧✳✱

✶✾✾✻❪ ❛2 ❛ ♠❡-❤♦❞ ♦❢ -❡①-✉&❡ ❛♥❛❧②2✐2✳ ❚❤❡ ▲❇E ❢❡❛-✉&❡ ❡①-&❛❝-✐♦♥ ♣&♦❝❡22 ✐2 ✐❧❧✉2-&❛-❡❞ ✐♥



✷✳✸ ❇✐♦♠❡()✐❝ ❋❡❛(✉)❡ ❘❡♣)❡0❡♥(❛(✐♦♥ ✷✼

❋✐❣✉&❡ ✷✳✼✿ ▲❇, ❢❛❝❡ &❡❝♦❣♥✐2✐♦♥

❋✐❣✉&❡✷✳✻✭❛✮✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡✱ 2❤❡ ♦♣❡&❛2♦& ❝♦♥=✐❞❡&= ❛ 3×3 ♥❡✐❣❤❜♦✉&❤♦♦❞ ♦❢

♣✐①❡❧= ❛♥❞ ❝♦♠♣❛&❡= 2❤❡✐& ✐♥2❡♥=✐2② 2♦ 2❤❛2 ✐♥ 2❤❡ ❝❡♥2❡&✱ ❜❡❢♦&❡ 2❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐= 2❤&❡=❤♦❧❞❡❞

❜② ✵ 2✇♦ ❢♦&♠ ❛ ❜✐♥❛&② ❝♦❞❡✳ ❋♦&♠❛❧❧②✱ 2❤❡ ▲❇, ♦♣❡&❛2♦& 2❛❦❡= 2❤❡ ❢♦&♠✿

LBP (xc, yc) =
7

∑

n=0

s(in − ic)2
n

✭✷✳✶✮

✇❤❡&❡ c ✐= ❛♥ ✐♥❞❡① 2♦ 2❤❡ ❝❡♥2❡& ♣✐①❡❧ ❛♥❞ n ✐= ❛♥ ✐♥❞❡① 2♦ ♦♥❡ ♦❢ 2❤❡ ✽ ♥❡✐❣❤❜♦✉&✐♥❣ ♣✐①❡❧=✱

❛♥❞ ic/n ✐= 2❤❡✐& ❝♦&&❡=♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥2❡♥=✐2②✳ s(u) ✐= ✶ ✐❢ u ≥ 0 ❛♥❞ ✵ ♦2❤❡&✇✐=❡✳ ❚❤❡ &❡=✉❧2

LBP (xc, yc) ✐= ❝♦♥=✐❞❡&❡❞ ❛= ❛♥ ✽✲❜✐2 ❜✐♥❛&② ♥✉♠❜❡& ❛♥❞ ✐= ❛==✐❣♥❡❞ 2♦ 2❤❡ ❝❡♥2❡& ♣✐①❡❧✳

❆= ❛ &❡=✉❧2✱ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ 2❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛= ❛♥ ▲❇, ✈❛❧✉❡ ❜❡2✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✷✺✺✳ ❙✉❜=❡L✉❡♥2❧②✱ ❛

✷✺✻✲❜✐♥ ❤✐=2♦❣&❛♠ ♦❢ ▲❇, ✈❛❧✉❡= ✐= ❝❛❧❝✉❧❛2❡❞ ❛♥❞ ✉=❡❞ ❛= ❛ ❢❡❛2✉&❡ ✈❡❝2♦& &❡♣&❡=❡♥2✐♥❣ 2❤❡

❡♥2✐&❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ▲❇, ❝♦♥❝❡♣2 ✇❛= ❧❛2❡& ❡①2❡♥❞❡❞ ✐♥ 2✇♦ ✇❛②= ❬❖❥❛❧❛ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❋✐&=2✱

✐♥ ♦&❞❡& 2♦ ❞❡❛❧ ✇✐2❤ 2❡①2✉&❡ ❛2 ❞✐✛❡&❡♥2 =❝❛❧❡=✱ 2❤❡ ▲❇, ♦♣❡&❛2♦& ✇❛= ❡①2❡♥❞❡❞ 2♦ ✉=❡

♥❡✐❣❤❜♦✉&❤♦♦❞= ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥2 =✐③❡=✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉&❤♦♦❞ ✐= ❞❡✜♥❡❞ ❛= ❛ =❡2 ♦❢ =❛♠♣❧✐♥❣

♣♦✐♥2= ❡✈❡♥❧② =♣❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ❝✐&❝❧❡✱ ❛♥❞ ❜✐♥❛&② ✐♥2❡&♣♦❧❛2✐♦♥ ✐= ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ 2❤❡ =❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥2

❞♦❡= ♥♦2 ❢❛❧❧ ✐♥ 2❤❡ ❝❡♥2❡& ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ♥♦2❛2✐♦♥ (P,R) ✐♠♣❧✐❡= P =❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥2= ♦♥

❛ ❝✐&❝❧❡ ♦❢ &❛❞✐✉= R✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉&❡ ✷✳✻✭❜✮ ❢♦& ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ =❡❝♦♥❞ ❡①2❡♥=✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ 2❤❡

=♦✲❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐❢♦%♠ ♣❛))❡%♥+✿ ❛♥ ▲❇, ✐= ✧✉♥✐❢♦&♠✧ ✐❢ ✐2 ❝♦♥2❛✐♥= ❛2 ♠♦=2 ♦♥❡ ✵✲2♦✲✶ ❛♥❞

♦♥❡ ✶✲2♦✲✵ 2&❛♥=✐2✐♦♥ ✇❤❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ❛= ❛ ❝✐&❝✉❧❛& ❜✐2 =2&✐♥❣✳ ❋♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ 2❤❡ ▲❇, ❝♦❞❡ ✐♥



✷✽ ❈❤❛♣$❡& ✷ ✕ ❇✐♦♠❡$&✐❝ ❙②0$❡♠0 ❛♥❞ ❉✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐$② ❘❡❞✉❝$✐♦♥

❋✐❣✉&❡ ✷✳✻✭❛✮ ✐- ✉♥✐❢♦&♠✳ ■3 ✐- ♥♦3✐❝❡❞ 3❤❛3 ♦♥❧② ✺✼ ♦❢ 3❤❡ ✷✺✻ ✽✲❜✐3 ♣❛33❡&♥- ❛&❡ ✉♥✐❢♦&♠✱

❜✉3 3❤❡② 3②♣✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦✉♥3 ❢♦& 90% ♦❢ ❛❧❧ ♣❛33❡&♥- ❬❖❥❛❧❛ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ■♥ 3❤❡ ❝♦♠♣✉3❛3✐♦♥

♦❢ ▲❇F ❤✐-3♦❣&❛♠-✱ ✉♥✐❢♦&♠ ♣❛33❡&♥- ❛&❡ ✉-❡❞ -♦ 3❤❛3 3❤❡ ❤✐-3♦❣&❛♠ ❤❛- ❛ -❡♣❛&❛3❡ ❜✐♥ ❢♦&

❡✈❡&② ✉♥✐❢♦&♠ ♣❛33❡&♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦&♠ ♣❛33❡&♥- ❛&❡ ❛--✐❣♥❡❞ 3♦ ❛ -✐♥❣❧❡ ❜✐♥✳ ■♥ 3❤✐-

✇❛②✱ 3❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❜✐♥- ❛&❡ -✐❣♥✐✜❝❛♥3❧② &❡❞✉❝❡❞ ✇✐3❤♦✉3 ❧♦-✐♥❣ 3♦♦ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦&♠❛3✐♦♥✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥ ♦❢ ▲❇F ✐♥ ❢❛❝❡ &❡❝♦❣♥✐3✐♦♥ ✇❛- ✜&-3 ✐♥3&♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❤♦♥❡♥ ❡3 ❛❧✳ ✐♥

❬❆❤♦♥❡♥ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ▲❇F ❢❛❝❡ &❡❝♦❣♥✐3✐♦♥ ♣&♦❝❡-- ✐- ✐❧❧✉-3&❛3❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✷✳✼✳ ❚❤❡

❢❛❝✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐- ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥3♦ ❧♦❝❛❧ &❡❣✐♦♥- ❛♥❞ 3❡①3✉&❡ ❞❡-❝&✐♣3♦&- ❛&❡ ❡①3&❛❝3❡❞ ❢&♦♠ ❡❛❝❤

&❡❣✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥3❧②✳ ❚❤❡ ❞❡-❝&✐♣3♦&- ❛&❡ 3❤❡♥ ❝♦♥❝❛3❡♥❛3❡❞ ✐♥3♦ ❛ -✐♥❣❧❡ ❧♦♥❣ ✈❡❝3♦& 3♦

❢♦&♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡-❝&✐♣3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❢❛❝❡✳ ■♥ 3❤❡ &❡❝♦❣♥✐3✐♦♥ -3❡♣✱ 3❤❡ ▲❇F ❢❡❛3✉&❡ ✈❡❝3♦& ♦❢ 3❤❡

3❡-3 ✐♠❛❣❡ ✐- ❡①3&❛❝3❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛&❡❞ 3♦ 3❤❡ ▲❇F ❢❡❛3✉&❡- ♦❢ 3&❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡-✱ ❛♥❞ ❛ ❈❤✐✲

-N✉❛&❡ ❞✐-3❛♥❝❡ ♠❡3&✐❝ ✐- ♦❢3❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❉✐-3❛♥❝❡ ❜❡3✇❡❡♥ 3✇♦ ✈❡❝3♦&- x ❛♥❞ σ ✐- ❞❡✜♥❡❞

❛-✿

χ2(x, σ) =
∑

i

(xi − σi)
2

xi + σi
✭✷✳✷✮

✳

❙✉♣♣♦-❡ 3❤❡ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ✐- ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥3♦ M ❜❧♦❝❦- ❛♥❞ 3❤❡ ▲❇F ♣❛33❡&♥ ❤❛- N ❜✐♥- ❢♦&

❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ▲❇F ❢❛❝❡ ❞❡-❝&✐♣3♦& ✐- ❛♥ M × N ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❢❡❛3✉&❡ ✈❡❝3♦&✳ ■♥ ❝❛-❡ ♦❢

✉-✐♥❣ ❛ 8 × 8 ❢❛❝❡ ❞✐✈✐-✐♦♥ ❛♥❞ &❡❣✉❧❛& ✷✺✻✲❜✐♥ ▲❇F ❝♦❞❡✱ 3❤❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧✐3② ♦❢ 3❤❡ ▲❇F

❢❛❝❡ ❞❡-❝&✐♣3♦& ♠♦✉♥3- 3♦ ✶✻✸✽✹ ❞✐♠❡♥-✐♦♥-✳ ❚♦ ❡♥❤❛♥❝❡ 3❤❡ ❞✐-❝&✐♠✐♥❛3✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐3②✱

-♦♠❡ ✈❛&✐❛♥3- ♦❢ ▲❇F ❛❞❞ ♠♦&❡ ♣❛33❡&♥- ♦& ✐♥❢♦&♠❛3✐♦♥ ✐♥3♦ 3❤❡ ❜❛-✐❝ ▲❇F ❢❛❝❡ ❞❡-❝&✐♣3♦&✱

✇❤✐❝❤ &❡-✉❧3- ✐♥ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡& ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❢❡❛3✉&❡ ✈❡❝3♦&- ❬❏✐♥ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❈❤❛♥ ❡3 ❛❧✳✱
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(♦ ✷✵✹✽✮✱ (❤❡ ❧❡♥❣(❤ ♦❢ (❤❡ &❡-✉❧(✐♥❣ ●▼▼ -✉♣❡&✲✈❡❝(♦& ✐- M ×N ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡❛-✐❧② &❡❛❝❤

-❡✈❡&❛❧ (❤♦✉-❛♥❞ ❞✐♠❡♥-✐♦♥-✳

✷✳✹ ❈✉%&❡ ♦❢ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❛❧✐0② ❛♥❞ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❛❧✐0② ❘❡❞✉❝0✐♦♥

❆- ❞✐-❝✉--❡❞ ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✷✳✸✱ ❜✐♦♠❡(&✐❝ -❛♠♣❧❡- ❛&❡ ♦❢(❡♥ &❡♣&❡-❡♥(❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧

❢❡❛(✉&❡ ✈❡❝(♦&-✳ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧✐(② ♦❢ ❝❛♥ ✐♥❝✉& ♠❛♥② ♣&♦❜❧❡♠- ✐♥ (❤❡ ❝♦♥(❡①( ♦❢ -(❛(✐-(✐❝❛❧

♣❛((❡&♥ &❡❝♦❣♥✐(✐♦♥ ❛- ❞✐-❝✉--❡❞ ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❤❡&❡ ✐( ✐- ❝♦♠♠♦♥❧② &❡❢❡&❡❡❞ (♦ ❛- ❝✉"#❡

♦❢ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧✐-②✳ ■♥ (❤✐- -❡❝(✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐-❝✉-- (❤✐- ♣&♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐(- ♣♦(❡♥(✐❛❧ -♦❧✉(✐♦♥✕



✷✳✹ ❈✉%&❡ ♦❢ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❛❧✐0② ❛♥❞ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❛❧✐0② ❘❡❞✉❝0✐♦♥ ✸✶

❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧✐)② +❡❞✉❝)✐♦♥✳

✷✳✹✳✶ ❈✉&'❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧✐1②

❚❤❡ &❡'♠ ✧❝✉',❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐&②✧ ✇❛, ❝♦✐♥❡❞ ❜② ❘✐❝❤❛'❞ ❇❡❧❧♠❛♥ ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✻✶❪ &♦

❞❡,❝'✐❜❡ &❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ❝❛✉,❡❞ ❜② &❤❡ ❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛,,♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ ❛❞❞✐♥❣ ❡①&'❛

❞✐♠❡♥,✐♦♥, &♦ ❛ ♠❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ ,♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥ '❡❢❡''✐♥❣ &♦ &❤❡ ❜✐♦♠❡&'✐❝ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧✐&✐❡, ❞✐,✲

❝✉,,❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✷✳✷✱ ♥❛♠❡❧② ✈❡'✐✜❝❛&✐♦♥✱ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥✱ ❝❧✉,&❡'✐♥❣ ❛♥❞ '❡&'✐❡✈❛❧✱ &❤❡ ❝✉',❡

♦❢ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐&② ❝❛✉,❡, ♣'♦❜❧❡♠, ✐♥ ❛& ❧❡❛,& &❤'❡❡ ❛,♣❡❝&,✿ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐&②✱ ❧♦,&

♦❢ ❞✐,❝'✐♠✐♥❛&✐✈❡ ♣♦✇❡' ✐♥ ❞✐,&❛♥❝❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡'✲✜&&✐♥❣✳

❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐%②✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐&② ✭'✉♥♥✐♥❣ &✐♠❡✮ ♦❢ ❛♥

❛❧❣♦'✐&❤♠ &②♣✐❝❛❧❧② ❣'♦✇, ❛, ,♦♠❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ ❞❛&❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐&② d✳ ❋♦' ❡①❛♠♣❧❡✱ &❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐&② ♦❢ &②♣✐❝❛❧ ❝❧❛,,✐✜❡', ,✉❝❤ ❛, ♥❡❛'❡,& ♥❡✐❣❤❜♦✉' ❛♥❞ ❙❱▼ ❣'♦✇, ❧✐♥❡❛'❧② ✇✐&❤ d✱

✇❤❡'❡❛, ❢♦' ,♦♠❡ ❛❧❣♦'✐&❤♠, ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛'✐❛♥❝❡ ♠❛&'✐❝❡,✱ &❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐&② ❣'♦✇, ❧✐♥❡❛'❧② ✇✐&❤ d2✳ ■♥❝'❡❛,❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ &✐♠❡ '❡❞✉❝❡, &❤❡ ,②,&❡♠ ✉,❛❜✐❧✐&②

✐♥ ❛ ❜✐♦♠❡&'✐❝ '❡❝♦❣♥✐&✐♦♥ ,②,&❡♠ ❛♥❞ ♠❛❦❡, ❝❧✉,&❡'✐♥❣ ❛♥❞ '❡&'✐❡✈❛❧ ,②,&❡♠, ♣❛'&✐❝✉❧❛'❧②

❧❡,, ❡✣❝✐❡♥&✳

▲♦0% ♦❢ ❞✐0❝3✐♠✐♥❛%✐✈❡ ♣♦✇❡3 ✐♥ ❞✐0%❛♥❝❡ ❢✉♥❝%✐♦♥✿ ❆❝❝♦'❞✐♥❣ &♦ &❤❡ ❛♥❛❧②,✐,

✐♥ ❬❇❡②❡' ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠❡❛,✉'❡ ,✉❝❤ ❛, ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐,&❛♥❝❡ ✐, ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛

❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,♣❛❝❡✱ &❤❡'❡ ✐, ❧✐&&❧❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ✐♥ &❤❡ ❞✐,&❛♥❝❡, ❜❡&✇❡❡♥ ❞✐✛❡'❡♥& ♣❛✐', ♦❢

,❛♠♣❧❡,✳ ●✐✈❡♥ ❛ ,✐♥❣❧❡ ❞✐,&'✐❜✉&✐♦♥✱ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉''✐♥❣ ❞✐,&❛♥❝❡,

❜❡❝♦♠❡ ✐♥❞✐,❝❡'♥✐❜❧❡ ❛, &❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛'❡❞

&♦ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❝♦♥✈❡'❣❡, &♦ ✵✿

lim
d→∞

❞✐,&max − ❞✐,&min

❞✐,&min
→ 0 ✭✷✳✺✮

✇❤❡'❡ ❞✐,&min ❛♥❞ ❞✐,&max ❛'❡ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❛✐' ♦❢ ❞❛&❛ ,❛♠♣❧❡,

❣✐✈❡♥ ❛ ❝❡'&❛✐♥ ❞✐,&'✐❜✉&✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❜✐♦♠❡&'✐❝ ✈❡'✐✜❝❛&✐♦♥ ,②,&❡♠✱ ❝❧✐❡♥& ,❝♦'❡, ❛'❡ ♦❢&❡♥

❛,,♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❞✐,&❛♥❝❡, ❜❡&✇❡❡♥ ♣❛✐', ♦❢ ,❛♠❡✲,✉❜❥❡❝& ,❛♠♣❧❡, ✇❤✐❧❡ ✐♠♣♦,&❡' ,❝♦'❡,

❛'❡ ❛,,♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❞✐,&❛♥❝❡, ❜❡&✇❡❡♥ ♣❛✐', ♦❢ ❞✐✛❡'❡♥&✲,✉❜❥❡❝& ,❛♠♣❧❡,✳ ■♥ ❛ ❤✐❣❤✲

❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,♣❛❝❡✱ &❤♦,❡ ,❝♦'❡, &❡♥❞ &♦ ♦✈❡'❧❛♣✳ ❚❤✐, ❧♦,❡ ♦❢ ❞✐,❝'✐♠✐♥❛&✐✈❡ ♣♦✇❡' ♦❢ ❞✐,&❛♥❝❡

♠❡❛,✉'❡, ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,♣❛❝❡, ❛❧,♦ ♠❛❦❡, ❞✐,&❛♥❝❡✲❜❛,❡❞ ♠❡&❤♦❞ ,✉❝❤ ❛, ♥❡❛'❡,&✲

♥❡✐❣❤❜♦✉' ✉♥'❡❧✐❛❜❧❡✳

❖✈❡3✲✜%%✐♥❣ ✿ ■♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛'♥✐♥❣✱ ♦✈❡'✜&&✐♥❣ ❝❛♥ ♦❝❝✉' ✇❤❡♥ ❡,&✐♠❛&✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ❛

❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ✐, ❧❡❛'♥❡❞ ✇✐&❤ ✐♥,✉✣❝✐❡♥& ❞❛&❛✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛, ❜❡❡♥ ♦✈❡'✜&&❡❞ ✇✐❧❧

❣❡♥❡'❛❧❧② ❤❛✈❡ ♣♦♦' ♣'❡❞✐❝&✐✈❡ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡✱ ❛, ✐& ❝❛♥ ❡①❛❣❣❡'❛&❡ ♠✐♥♦' ✢✉❝&✉❛&✐♦♥, ✐♥ &❤❡



✸✷ ❈❤❛♣$❡& ✷ ✕ ❇✐♦♠❡$&✐❝ ❙②0$❡♠0 ❛♥❞ ❉✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐$② ❘❡❞✉❝$✐♦♥

❋✐❣✉&❡ ✷✳✾✿ ❆♥ ✐❧❧✉./&❛/✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛& ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② &❡❞✉❝/✐♦♥✳

❞❛/❛✳ ❆. /❤❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② ♦❢ /❤❡ ❞❛/❛ ✐♥❝&❡❛.❡.✱ ♠♦&❡ /&❛✐♥✐♥❣ ❞❛/❛ ✐. &❡9✉✐&❡❞ /♦ ❛✈♦✐❞

♦✈❡&✜//✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝/✐♦♥ ♦❢ .✉✣❝✐❡♥/❧② ❧❛&❣❡ 9✉❛♥/✐/✐❡. ♦❢ ❞❛/❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧/ ✐♥ ♠❛♥②

❜✐♦♠❡/&✐❝ .❡//✐♥❣.✳

✷✳✹✳✷ ❉✐♠❡♥(✐♦♥❛❧✐,② ❘❡❞✉❝,✐♦♥

❉✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② &❡❞✉❝/✐♦♥ ✐. /②♣✐❝❛❧❧② ✉.❡❞ /♦ ♦✈❡&❝♦♠❡ /❤✐. /❤❡ ❝✉&.❡✲♦❢✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② ❜②

&❡❞✉❝✐♥❣ /❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❢❡❛/✉&❡. ✐♥ /❤❡ ❞❛/❛ .❡/✳ ❉✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② &❡❞✉❝/✐♦♥ ❝❛♥ /&❛♥.❢♦&♠

❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❞❛/❛ .❡/ ✐♥/♦ ❛ ❧♦✇❡& ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ .♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ &❡/❛✐♥✐♥❣ ♠♦./ ♦❢ /❤❡ ✉.❡❢✉❧

✐♥❢♦&♠❛/✐♦♥ ✐♥ /❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❞❛/❛✳ ■/ ✐. ❝♦♠♠♦♥❧② ❛..✉♠❡❞ /❤❛/ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ /❤❛/ /❤❡ ❤✐❣❤✲

❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❞❛/❛ ♣♦✐♥/. ❞♦ ♥♦/ ❧✐❡ &❛♥❞♦♠❧② ✐♥ /❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛/✉&❡ .♣❛❝❡✱ ❜✉/ /❤❡&❡ ✐. ❛

❝❡&/❛✐♥ ./&✉❝/✉&❡ ✐♥ /❤❡ ❧♦❝❛/✐♦♥. ♦❢ /❤❡ ❞❛/❛ ♣♦✐♥/. /❤❛/ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐/❡❞✱ ❛♥❞ /❤❡ ✉.❡❢✉❧

✐♥❢♦&♠❛/✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❞❛/❛ ❝❛♥ ❜❡ .✉♠♠❛&✐③❡❞ ❜② ❛ .♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❢❡❛/✉&❡.✳

❚❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❡❛/✉&❡ ❡①/&❛❝/✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ./❛/❡❞ ❛.✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢❡❛/✉&❡ .♣❛❝❡ xi ∈ RN

✜♥❞ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ y = f(x) : RN → RM
✇✐/❤ M < N .✉❝❤ /❤❛/ /❤❡ /&❛♥.❢♦&♠❡❞ ❢❡❛/✉&❡

✈❡❝/♦& yi ∈ RM
♣&❡.❡&✈❡. ✭♠♦./ ♦❢✮ /❤❡ ✐♥❢♦&♠❛/✐♦♥ ♦& ./&✉❝/✉&❡ ✐♥ RN

✳ ■♥ ❣❡♥❡&❛❧✱ /❤❡

♦♣/✐♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ y = f(x) ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛& ❢✉♥❝/✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ /❤❡&❡ ✐. ♥♦ .②./❡♠❛/✐❝

✇❛② /♦ ❣❡♥❡&❛/❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛& /&❛♥.❢♦&♠.✳ ❚❤❡ .❡❧❡❝/✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛&/✐❝✉❧❛& .✉❜.❡/ ♦❢ /&❛♥.❢♦&♠.

✐. ♣&♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥/✳ ❋♦& /❤✐. &❡❛.♦♥✱ ❢❡❛/✉&❡ ❡①/&❛❝/✐♦♥ ✐. ❝♦♠♠♦♥❧② ❧✐♠✐/❡❞ /♦ ❧✐♥❡❛&

/&❛♥.❢♦&♠.✿ y = Wx✱ ✇❤❡&❡ y ✐. ❛ ❧✐♥❡❛& ♣&♦❥❡❝/✐♦♥ ♦❢ x✱ ✇❤✐❝❤ ✐. ✐❧❧✉./&❛/❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✷✳✾✳

❚❤❡ .❡❧❡❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❢❡❛/✉&❡ /&❛♥.❢♦&♠❛/✐♦♥ ♠❛/&✐① W ✐. ❣✉✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✇❡ .❡❡❦ /♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✭♦& ♠✐♥✐♠✐③❡✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ /❤❡ ❝&✐/❡&✐❛ ♠❡❛.✉&❡❞ ❜② /❤❡

♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥✱ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② &❡❞✉❝/✐♦♥ /❡❝❤♥✐9✉❡. ❛&❡ ❣&♦✉♣❡❞ ✐♥/♦ /✇♦ ❝❛/❡❣♦&✐❡.✿

• ❙✐❣♥❛❧ &❡♣&❡)❡♥*❛*✐♦♥✿ ■♥ /❤✐. ❝❛.❡✱ /❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ /❤❡ ❢❡❛/✉&❡ ❡①/&❛❝/✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣

✐. .✐♠♣❧② /♦ &❡♣&❡.❡♥/ /❤❡ .❛♠♣❧❡. ✐♥ ❛ ❧♦✇❡&✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ .♣❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ /❤❡&❡ ✐. ♥♦

❝♦♥❝❡♣/ ♦❢ ✧❝❧❛..❡.✧ ✐♥ /❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥✱ ♥♦ ❝❧❛.. ❧❛❜❡❧. ❛&❡ &❡9✉✐&❡❞ ❞✉&✐♥❣



✷✳✹ ❈✉%&❡ ♦❢ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❛❧✐0② ❛♥❞ ❉✐♠❡♥&✐♦♥❛❧✐0② ❘❡❞✉❝0✐♦♥ ✸✸

!❤❡ !$❛✐♥✐♥❣ ♣$♦❝❡,,✳ ❚❤✐, ❝❛!❡❣♦$② ♦❢ !❡❝❤♥✐1✉❡, ✐, $❡❢❡$$❡❞ !♦ ❛, ✉♥"✉♣❡%✈✐"❡❞

❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧✐-② %❡❞✉❝-✐♦♥✳

• ❈❧❛""✐✜❝❛-✐♦♥✿ ❍❡$❡ !❤❡ ❛✐♠ ✐, !♦ ❡♥❤❛♥❝❡ !❤❡ ❝❧❛,,✲❞✐,❝$✐♠✐♥❛!♦$② ✐♥❢♦$♠❛!✐♦♥ ✐♥

!❤❡ ❧♦✇❡$✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,♣❛❝❡✱ ❝❧❛,, ❧❛❜❡❧, ❛$❡ !❤✉, $❡1✉✐$❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐!❤ !$❛✐♥✐♥❣ ,❛♠✲

♣❧❡,✳ ❚❤✐, ❝❛!❡❣♦$② ♦❢ !❡❝❤♥✐1✉❡, ✐, ❛❧,♦ $❡❢❡$$❡❞ !♦ ❛, "✉♣❡%✈✐"❡❞ ❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧✐-②

%❡❞✉❝-✐♦♥✳

❲✐!❤✐♥ !❤❡ $❡❛❧♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛$ ❢❡❛!✉$❡ ❡①!$❛❝!✐♦♥✱ !✇♦ !❡❝❤♥✐1✉❡, ❛$❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉,❡❞✿ ✉♥,✉♣❡$✲

✈✐,❡❞ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐!② $❡❞✉❝!✐♦♥ ✈✐❛ ?$✐♥❝✐♣❧❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥! ❆♥❛❧②,✐, ✭?❈❆✮ ❛♥❞ ,✉♣❡$✈✐,❡❞

❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐!② $❡❞✉❝!✐♦♥ ✈✐❛ ▲✐♥❡❛$ ❉✐,❝$✐♠✐♥❛♥! ❆♥❛❧②,✐, ✭▲❉❆✮✳ ❲❡ ❜$✐❡✢② $❡✈✐❡✇ !❤❡

♣$✐♥❝✐♣❧❡, ♦❢ ?❈❆ ❛♥❞ ▲❉❆ ✐♥ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

3❈❆✿ ❈♦♥,✐❞❡$ ❛ ,❡! ♦❢ N ❝❡♥!$❡❞ ,❛♠♣❧❡, {x1, . . . ,xN} ❧♦❝❛!❡❞ ✐♥ ❛♥ n✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧

❢❡❛!✉$❡ ,♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛❧,♦ ❝♦♥,✐❞❡$ ❛ ❧✐♥❡❛$ !$❛♥,❢♦$♠❛!✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣, !❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ n✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧

✐♠❛❣❡ ,♣❛❝❡ ✐♥!♦ ❛♥ m✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,✉❜,♣❛❝❡✱ ✇❤❡$❡ m < n✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❢❡❛!✉$❡ ✈❡❝!♦$,

yk ∈ R
m

❛!❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛! (!❛♥0❢♦!♠❛(✐♦♥✿

yk = W T (xk − µ) k = 1, . . . , N ✭✷✳✻✮

✇❤❡!❡ µ ∈ R
n
✐0 (❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ 0❛♠♣❧❡0 ❛♥❞✱ ✇❤❡!❡ W ∈ R

n×m
✐0 ❛ ♠❛(!✐① ✇✐(❤ ♦!(❤♦♥♦!✲

♠❛❧ ❝♦❧✉♠♥0✳ ■❢ (❤❡ (♦(❛❧ 0❝❛((❡! ♠❛(!✐① St ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ❛0✿

ST =

N
∑

k=1

(xk − µ)(xk − µ)T , ✭✷✳✼✮

❛❢(❡! ❛♣♣❧②✐♥❣ (❤❡ ❧✐♥❡❛! (!❛♥0❢♦!♠❛(✐♦♥ W T
✱ (❤❡ 0❝❛((❡! ♦❢ (❤❡ (!❛♥0❢♦!♠❡❞ ❢❡❛(✉!❡ ✈❡❝(♦!0

y1, . . . ,yN ✐0 W TSTW ✳ ■♥ A❈❆✱ (❤❡ ♣!♦❥❡❝(✐♦♥ Wopt ✐0 ❝❤♦0❡♥ (♦ ♠❛①✐♠✐③❡ (❤❡ (❤❡ (♦(❛❧

0❝❛((❡! ♠❛(!✐① ♦❢ (❤❡ ♣!♦❥❡❝(❡❞ 0❛♠♣❧❡0✿

Wopt = argmaxW TSTW = [w1w2 . . . wm] ✭✷✳✽✮

✇❤❡!❡ {wi|i = 1, . . . , wm} ✐0 (❤❡ 0❡( ♦❢ n✲❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝♦(!0 ♦❢ ST ❝♦!!❡0♣♦♥❞✐♥❣ (♦

✐(0 m ❧❛!❣❡0( ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡0✳

▲❉❆✿ ▲✐♥❡❛! ❉✐0❝!✐♠✐♥❛♥( ❆♥❛❧②0✐0 ✐0 ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ 0✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥( ❛♣♣!♦❛❝❤ (♦

❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐(② !❡❞✉❝(✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐0 ✇✐❞❡❧② ✉0❡❞ ✐♥ ✈❛!✐♦✉0 ❝❧❛00✐✜❝❛(✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠0✳ ■( ❛✐♠0 (♦

✜♥❞ ❛♥ ♦♣(✐♠✐0❡❞ ♣!♦❥❡❝(✐♦♥ Wopt ✇❤✐❝❤ ♣!♦❥❡❝(0 t ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ ❞❛(❛ ✈❡❝(♦!0 x ✐♥(♦ ❛ g

❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ 0♣❛❝❡ ❜② y = Woptx✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥(!❛✲❝❧❛00 0❝❛((❡! ✭SW ✮ ✐0 ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇❤✐❧❡ (❤❡



✸✹ ❈❤❛♣$❡& ✷ ✕ ❇✐♦♠❡$&✐❝ ❙②0$❡♠0 ❛♥❞ ❉✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐$② ❘❡❞✉❝$✐♦♥

✐♥$%❛✲❝❧❛** *❝❛$$❡% ✭SB✮ ✐* ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ SW ❛♥❞ SB ❛%❡ ❞❡$❡%♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ $♦✿

SW =

c
∑

j=1

lj
∑

i=1

(xji − µj)(x
j
i − µj)

T , ✭✷✳✾✮

❛♥❞

SB =

c
∑

j=1

lj(µj − µ)(µj − µ)T , ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡%❡ xji ✐* $❤❡ ith *❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦❢ ❝❧❛** ❥✱ µj ✐* $❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❝❧❛** ❥✱ ❝ ✐* $❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝❧❛**❡*✱

❛♥❞ lj ✐* $❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ *❛♠♣❧❡* ✐♥ ❝❧❛** j ✳ Wopt ✐* ♦❜$❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡

❢✉♥❝$✐♦♥✿

Wopt = argmax
W

W TSBW

W TSWW
= [w1, . . . , wg] ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡%❡ {wi|i = 1, . . . , g} ❛%❡ $❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝$♦%* ♦❢ SB ❛♥❞ SW ✇❤✐❝❤ ❝♦%%❡*♣♦♥❞ $♦ $❤❡ g

❧❛%❣❡*$ ❣❡♥❡%❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡* ❛❝❝♦%❞✐♥❣ $♦✿

SBwi = λiSWwi, i = 1, . . . , g ✭✷✳✶✷✮

◆♦$❡ $❤❛$ $❤❡%❡ ❛%❡ ❛$ ♠♦*$ c−1 ♥♦♥✲③❡%♦ ❣❡♥❡%❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡*✱ *♦ g ✐* ✉♣♣❡%✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

c−1✳ ❙✐♥❝❡ SW ✐* ♦❢$❡♥ *✐♥❣✉❧❛%✱ ✐$ ✐* ❝♦♠♠♦♥ $♦ ✜%*$ ❛♣♣❧② G%✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥$ ❆♥❛❧②*✐*

✭G❈❆✮ $♦ %❡❞✉❝❡ $❤❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ✈❡❝$♦%✳ ▲❉❆ ❤❛* ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❆❋❘ ❛♥❞

❆❙❘ ❛♥❞ ✐* ♦❢$❡♥ %❡❢❡%%❡❞ $♦ ❛* ❋✐$❤❡'❢❛❝❡ ❬❇❡❧❤✉♠❡✉% ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❋✐$❤❡'✈♦✐❝❡ ❬▲✐
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✸✽ ❈❤❛♣$❡& ✷ ✕ ❇✐♦♠❡$&✐❝ ❙②0$❡♠0 ❛♥❞ ❉✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐$② ❘❡❞✉❝$✐♦♥

◆♦ ♠❛&&❡( ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡✈❡❧ &❤❡ ❢✉2✐♦♥ ✐2 ♣❡(❢♦(♠❡❞✱ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ♦❢ ❢✉2✐♦♥ ✐2 &♦ ❛❞❞

✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ❢(♦♠ ♠✉❧&✐♣❧❡ 2♦✉(❝❡2 &♦❣❡&❤❡(✳ ❆2 ❢❛( ❛2 ♦✉( ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❢✉2✐♦♥ ♣(♦❝❡22 ❝❛♥

(❡♠♦✈❡ ❤❛(♠❢✉❧ ✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ✭✐♥&(❛✲❝❧❛22 ✈❛(✐❛♥❝❡✮ ❢(♦♠ &❤❡ ❢❡❛&✉(❡2✳

✷✳✻ #$♦❜❧❡♠ ❙+❛+❡♠❡♥+✿ ❉✐1❝$✐♠✐♥❛+✐✈❡ ❋❡❛+✉$❡ ❊①+$❛❝+✐♦♥

❢$♦♠ ❯♥❧❛❜❡❧❧❡❞✱ ▼✉❧+✐✲✈✐❡✇ ❉❛+❛

❆2 2❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✷✳✹✳✷✱ 2✉♣❡(✈✐2❡❞ ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧✐&② (❡❞✉❝&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞2 ❧❡❛(♥ ❛ ♣(♦❥❡❝&✐♦♥

P ✇✐&❤ ❛ ❢❡❛&✉(❡✲❧❛❜❡❧ ♣❛✐(2 < X,Y > ✇❤❡(❡ X = {x1, . . . ,xn} ✐2 ❛ 2❡& ♦❢ ❢❡❛&✉(❡ ✈❡❝&♦(2

❛♥❞ Y = {y1, . . . , yn} ✐2 ❛ 2❡& ♦❢ ❝♦((❡2♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛22 ❧❛❜❡❧2 ❢♦( ❡❛❝❤ ✈❡❝&♦(✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❤✐❣❤

❞✐2❝(✐♠✐♥❛&✐✈❡ ♣♦✇❡( ❜✉& Y ✐2 ♦❜&❛✐♥❡❞ &❤(♦✉❣❤ ❛♥ ❡①♣❡♥2✐✈❡ ♠❛♥✉❛❧ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣✳ ❯♥2✉♣❡(✲

✈✐2❡❞ ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧✐&② (❡❞✉❝&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞2✱ ♦♥ &❤❡② ♦&❤❡( ❤❛♥❞✱ ♦♥❧② ♥❡❡❞ &❤❡ ❢❡❛&✉(❡ 2❡& X

❛♥❞ ❝❛♥ &❤✉2 ❡①♣❧♦✐& &❤❡ ❧❛(❣❡ ❛♠♦✉♥& ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛2✐❧② ❛❝F✉✐(❡❞✱

❜✉& ❤❛✈❡ (❡❧❛&✐✈❡❧② ❧♦✇ ❞✐2❝(✐♠✐♥❛&✐✈❡ ♣♦✇❡(✳ ■♥ ❛ ♠✉❧&✐✲♠♦❞❛❧ ❜✐♦♠❡&(✐❝ 2②2&❡♠ ✇❤✐❝❤

♠❛❦❡ ✉2❡ ♦❢ &✇♦ ❜✐♦♠❡&(✐❝ &(❛✐&2✱ ❞❛&❛ 2❛♠♣❧❡2 ❛(❡ (❡♣(❡2❡♥&❡❞ ❜② ❢❡❛&✉(❡✲❢❡❛&✉(❡ ♣❛✐(2

< X(1),X(2) >✳ ❈♦♠♣❛(❡❞ &♦ 2✉♣❡(✈✐2❡❞ ♠❡&❤♦❞2✱ &❤❡ ❝❧❛22 ❧❛❜❡❧2 Y ❛❝F✉✐(❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥

♠❛♥✉❛❧ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❛(❡ (❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥♦&❤❡( ♥❛&✉(❛❧❧② ❝♦✲❡①✐2&❡❞ ❢❡❛&✉(❡✳

❚❤✐# $❤❡#✐# #$✉❞✐❡# $❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①$)❛❝$✐♥❣ ❧♦✇❡)✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ❝❧❛##✲❞✐#❝)✐♠✐♥❛$✐✈❡ ❢❡❛✲

$✉)❡# ❢)♦♠ ♣❛✐)❡❞ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ❜✐♦♠❡$)✐❝ ❢❡❛$✉)❡#✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ $❤❡ ❡✛♦)$ ♦❢ ❡①♣❡♥✲

#✐✈❡ ♠❛♥✉❛❧ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣✳ ❲❡ )❡❢❡) $♦ $❤❡ ♣)♦❝❡## ♦❢ ❡①$)❛❝$✐♦♥ ❞✐#❝)✐♠✐♥❛$✐✈❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧

❢❡❛$✉)❡# ❢)♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❢❡❛$✉)❡ ♣❛✐)# ❛#▼✉❧#✐✲✈✐❡✇ ❉✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐#② ❘❡❞✉❝#✐♦♥ ✭▼❱❉❘✮✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡(❡♥& ❜✐♦♠❡&(✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥2✱ &(❛✐♥✐♥❣ ❞❛&❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛)$✐❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦(

❝♦♠♣❧❡$❡❧② ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞✳ ■♥ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡(✐✜❝❛&✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥2✱ &(❛✐♥✐♥❣ ❞❛&❛ ✐♥✈♦❧✈❡2 ❛

2♠❛❧❧ 2❡& ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ &(❛✐♥✐♥❣ ❞❛&❛ L =< X(1),X(2),Y > ❛❝F✉✐(❡❞ ❞✉(✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐&❡❞ ♥✉♠❜❡(

♦❢ ❡♥(♦❧♠❡♥& 2❡22✐♦♥2✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛(❣❡( 2❡& ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ &(❛✐♥✐♥❣ ❞❛&❛ U =< X(1),X(2) >

♦❜&❛✐♥❡❞ ❞✉(✐♥❣ ❛ ♣❡(✐♦❞ ♦❢ ♥♦(♠❛❧ 2②2&❡♠ ✉2❡✳ ❲❡ (❡❢❡( &♦ &❤❡ ▼❱❉❘ ✐♥ &❤✐2 2❝❡♥❛(✐♦ ❛2

2❡♠✐✲2✉♣❡(✈✐2❡❞ ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧✐&② (❡❞✉❝&✐♦♥ ✭❙❙▼❱❉❘✮✳ ■♥ (❡&(✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ❝❧✉2&❡(✐♥❣

❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥2✱ &❤❡ &(❛✐♥✐♥❣ 2❡& ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡2 ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛ X =< X(1),X(2) >✳ ❲❡ (❡❢❡(

&♦ &❤❡ ▼❱❉❘ ✐♥ &❤✐2 2❡&&✐♥❣ ❛2 ✉♥2✉♣❡(✈✐2❡❞ ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧✐&② (❡❞✉❝&✐♦♥✳ ▲❛&❡(

✐♥ &❤❡ &❤❡2✐2✱ ✇❡ ♣(♦♣♦2❡ ❛❞❛♣&❡❞ 2♦❧✉&✐♦♥2✳

✷✳✼ ❙✉♠♠❛$②

❚❤✐2 ❝❤❛♣&❡( ♣(♦✈✐❞❡❞2 ❛♥ ✐♥&(♦❞✉❝&✐♦♥ &♦ ❜✐♦♠❡&(✐❝2 &♦❣❡&❤❡( ✇✐&❤ 2♦♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡2 ❛♥❞

❧✐♠✐&❛&✐♦♥2✳ ❲❡ ❤❛✈❡ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥2✿



✷✳✼ ❙✉♠♠❛'② ✸✾

✶✳ ❇✐♦♠❡)*✐❝, *❡❢❡*, )♦ )❤❡ *❡❝♦❣♥✐)✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧, ❛❝❝♦*❞✐♥❣ )♦ )❤❡✐* ♣❤②,✐❝❛❧ ♦* ❜❡✲

❤❛✈✐♦✉*❛❧ )*❛✐),✳ ▼♦,) ❜✐♦♠❡)*✐❝ ,②,)❡♠, ,❤❛*❡ )✇♦ ❝♦♠♠♦♥ ♦♣❡*❛)✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡,✱ ❢❡❛✲

)✉*❡ ❡①)*❛❝)✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛*✐,♦♥✳

✷✳ ❇✐♦♠❡)*✐❝ ❞❛)❛ ✐, ♦❢)❡♥ *❡♣*❡,❡♥)❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ❢❡❛)✉*❡ ✈❡❝)♦*,✱ ❛♥❞ ❝♦♥)❛✐♥,

,✐❣♥✐✜❝❛♥) ❛♠♦✉♥) ♦❢ ✐♥)*❛✲❝❧❛,, ✈❛*✐❛)✐♦♥,✳ ❚❤✐, ❧❡❛❞, )♦ )❤❡ ❝✉*,❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐)②

✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛*✐,♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳

✸✳ ❉✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐)② *❡❞✉❝)✐♦♥ )❡❝❤♥✐B✉❡, ❞❡❛❧ ✇✐)❤ )❤✐, ♣*♦❜❧❡♠✳ ❙✉♣❡*✈✐,❡❞ ❞✐♠❡♥,✐♦♥✲

❛❧✐)② *❡❞✉❝)✐♦♥ ♠❡)❤♦❞, ❤❛, ❤✐❣❤ ❞✐,❝*✐♠✐♥❛)✐✈❡ ♣♦✇❡*✱ ❜✉) ♥❡❡❞ ❡①♣❡♥,✐✈❡ ♠❛♥✉❛❧

❧❛❜❡❧❧✐♥❣✳ ❯♥,✉♣❡*✈✐,❡❞ ♠❡)❤♦❞, ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉,❡ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛)❛ ✇❤✐❝❤ ✐, ❡❛,② )♦

❛❝B✉✐*❡✱ ❜✉) ❝♦♠♠♦♥❧② ❧❛❝❦ ❞✐,❝*✐♠✐♥❛)✐✈❡ ♣♦✇❡*✳

✹✳ ■♥ ♠✉❧)✐✲♠♦❞❛❧ ❜✐♦♠❡)*✐❝,✱ ❛ ❞❛)❛ ,❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ *❡♣*❡,❡♥)❡❞ ❜② ❞✐✛❡*❡♥) ❢❡❛)✉*❡,✳

❚②♣✐❝❛❧ ♠✉❧)✐✲♠♦❞❛❧ ❢✉,✐♦♥ ♣*♦❝❡,, ❛❞❞ ✐♥❢♦*♠❛)✐♦♥ ❢*♦♠ ♠✉❧)✐♣❧❡ ,♦✉*❝❡, )♦❣❡)❤❡*✱

❜✉) ❛*❡ ♥♦) ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ *❡♠♦✈✐♥❣ ✐**❡❧❡✈❛♥) ❝♦♠♣♦♥❡♥), ✇✐)❤✐♥ ❢❡❛)✉*❡, )❤❡♠,❡❧✈❡,✳

✺✳ ■♥ ♠✉❧)✐✲♠♦❞❛❧ ❜✐♦♠❡)*✐❝,✱ ❣✐✈❡♥ ❢❡❛)✉*❡✲❢❡❛)✉*❡ ♣❛✐*, ✇✐)❤♦✉) ❝❧❛,, ❧❛❜❡❧✱ ✇❡ ❛✐♠ )♦

❧❡❛*♥ ❞✐,❝*✐♠✐♥❛)✐✈❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ *❡♣*❡,❡♥)❛)✐♦♥, ❢♦* ❡❛❝❤ ❢❡❛)✉*❡✱ ❛, ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡

❢❡❛)✉*❡✲❧❛❜❡❧ ♣❛✐*, ✐♥ ❛ ,✉♣❡*✈✐,❡❞ ❧❡❛*♥✐♥❣ ,❡))✐♥❣✳
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♣❧❡ ❜② ♠✉❧,✐♣❧❡ ❢❡❛,✉-❡ ✈❡❝,♦-!✱ ✇❤❡-❡ ❡❛❝❤ ❤❛! ,❤❡ ♣♦,❡♥,✐❛❧ ,♦ ❝♦♥,❛✐♥ ❞✐✛❡-❡♥, ✐♥,-❛✲❝❧❛!!

✈❛-✐❛,✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①,-❛❝,✐♦♥ ♦❢ ❞✐!❝-✐♠✐♥❛,✐✈❡✱ ❧♦✇❡-✲❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧ ❢❡❛,✉-❡! ✐♥ !✉❝❤ ❛ ♠✉❧,✐✲✈✐❡✇

!❝❡♥❛-✐♦ ✐! -❡❢❡--❡❞ ,♦ ❛! ♠✉❧,✐✲✈✐❡✇ ❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧✐,② -❡❞✉❝,✐♦♥ ✭▼❱❉❘✮✳ ■♥ ,❤✐! ❝❤❛♣,❡-✱ ✇❡

✜-!, -❡✈✐❡✇ ,❤❡ ❡①✐!,✐♥❣ !,❛,❡✲♦❢✲,❤❡✲❛-, ✐♥ ▼❱❉❘ ♠❡,❤♦❞!✱ ❛♥❛❧②!❡ ,❤❡✐- -❡❧❛,✐✈❡ ❛❞✈❛♥✲

,❛❣❡! ❛♥❞ ❞✐!❛❞✈❛♥,❛❣❡!✱ ❛♥❞ ,❤❡♥ ♣-♦♣♦!❡ ♦✉- ♦✇♥ ▼❱❉❘ ❢-❛♠❡✇♦-❦✳

✸✳✶ ▼✉❧&✐✲❱✐❡✇ ❉✐♠❡♥/✐♦♥❛❧✐&② ❘❡❞✉❝&✐♦♥

■♥ -❡❛❧✲✇♦-❧❞ ♣-❛❝,✐❝❛❧ ♣-♦❜❧❡♠!✱ ❛ !✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝, ♠❛② ❜❡ -❡❛❞✐❧② -❡♣-❡!❡♥,❡❞ ❜② ,✇♦ ♦- ♠♦-❡

,②♣❡! ♦❢ ❞✐!,✐♥❝, ❢❡❛,✉-❡!✱ ❡✳❣✳✿ ❣❡♥❡ ❝❛♥ ❜❡ -❡♣-❡!❡♥,❡❞ ❜② ,❤❡ ❣❡♥❡,✐❝ ❛❝,✐✈✐,② ❢❡❛,✉-❡

❛♥❞ ,❡①, ✐♥❢♦-♠❛,✐♦♥ ❢❡❛,✉-❡❀ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❜♦,❤ ❢❛❝✐❛❧ ❛♥❞ ✈♦❝❛❧ ❢❡❛,✉-❡!❀ ✇❡❜♣❛❣❡! ❝❛♥

❜❡ -❡♣-❡!❡♥,❡❞ ❜② ,❤❡ ,❡①, ✐♥ ,❤❡ ♣❛❣❡ ❛♥❞ ❤②♣❡-✲❧✐♥❦! ,♦ ,❤❡ ♣❛❣❡✳ ❚❤✐! ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛,❛

✐! ✉!✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧,✐✲♠♦❞❛❧ ♦- ♠✉❧,✐✲✈✐❡✇ ❞❛,❛✳ ❆♥❛❧②!✐♥❣ !✉❝❤ ♠✉❧,✐✲✈✐❡✇ ❞❛,❛ ,♦ ❛❝✲

J✉✐-❡ ✉!❡❢✉❧ ✐♥❢♦-♠❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❛! ❛,,-❛❝,❡❞ ♠♦-❡ ❛♥❞ ♠♦-❡ -❡!❡❛-❝❤ ❛,,❡♥,✐♦♥

♦✈❡- -❡❝❡♥, ②❡❛-!✳ ❘❡❧❛,❡❞ -❡!❡❛-❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡! ❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧✐,② -❡❞✉❝,✐♦♥✱ -❡❣-❡!!✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉!✲

,❡-✐♥❣✳ ■♥ ,❤✐! ❝❤❛♣,❡-✱ ✇❡ ❢♦❝✉! ♦♥ ▼❱❉❘ ♣-♦❜❧❡♠! ✇✐,❤ ,❤❡ ❛✐♠ ,♦ ❛✈♦✐❞ ,❤❡ ❝✉-!❡ ♦❢

❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧✐,② ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✻✶❪ ❛♥❞ ♦✈❡-✜,,✐♥❣ ❜-♦✉❣❤, ❜② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧✐,②✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡,❤❡- ❧❛❜❡❧ ✐♥❢♦-♠❛,✐♦♥ ✐! ♥❡❡❞❡❞✱ ❡①✐!,✐♥❣ ▼❱❉❘ ❛♣♣-♦❛❝❤❡! ❝❛♥

❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥,♦ !✉♣❡-✈✐!❡❞ ♠❡,❤♦❞! ❬❉✐❡,❤❡ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✉♥!✉♣❡-✈✐!❡❞ ♠❡,❤♦❞! ❬❋♦!,❡-

❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ▲❛✐ ❛♥❞ ❋②❢❡✱ ✷✵✵✵✱ ▲♦♥❣ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ❍❛♥ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❛♥❞ !❡♠✐✲!✉♣❡-✈✐!❡❞

✹✶



✹✷ ❈❤❛♣$❡& ✸ ✕ ❙$❛$❡✲♦❢✲$❤❡✲❛&$ ✐♥ ▼❱❉❘

♠❡$❤♦❞( ❬❍♦✉ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❇❧❛(❝❤❦♦ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ■♥ (✉♣❡9✈✐(❡❞ ▼❱❉❘ ♠❡$❤♦❞(✱ $9❛✐♥✐♥❣

(❛♠♣❧❡( ❛9❡ 9❡♣9❡(❡♥$❡❞ ❜② ♠✉❧$✐♣❧❡ ❢❡❛$✉9❡( ❛♥❞ ❝❧❛(( ❧❛❜❡❧( ❛9❡ ❛❧(♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❯♥(✉♣❡9✲

✈✐(❡❞ ▼❱❉❘ ♠❡$❤♦❞( ✇♦9❦ ✇✐$❤ ♦♥❧② ❢❡❛$✉9❡( ✐♥ $❤❡ ❛❜(❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧(✳ ❙❡♠✐✲(✉♣❡9✈✐(❡❞

♠❡$❤♦❞( ❛((✉♠❡ $❤❛$ $❤❡ $9❛✐♥✐♥❣ (❛♠♣❧❡( ❛9❡ ❧❛9❣❡❧② ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥❢♦9♠❛$✐♦♥

✐( ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦9 ❛ (♠❛❧❧ ♣♦9$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $9❛✐♥✐♥❣ ❞❛$❛✱ ♦9 (♦♠❡ ❧✐♥❦ ✐♥❢♦9♠❛$✐♦♥ ✐( ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✭❡✳❣✳ (♦♠❡ ♣❛✐9( ♦❢ ❞❛$❛ (❛♠♣❧❡( ❛9❡ ❦♥♦✇♥ $♦ ❜❡❧♦♥❣ $♦ $❤❡ (❛♠❡ ❝❧❛((✱ ✇❤✐❧❡ (♦♠❡ ♦$❤❡9

♣❛✐9( ❛9❡ ❦♥♦✇♥ $♦ ❜❡ ✐♥ ❞✐✛❡9❡♥$ ❝❧❛((❡(✮✳ ▼♦($ 9❡(❡❛9❝❤ ❡✛♦9$( ✐♥ ▼❱❉❘ ❛9❡ ❞❡✈♦$❡❞

$♦ ✉♥(✉♣❡9✈✐(❡❞ ❛♥❞ (❡♠✐✲(✉♣❡9✈✐(❡❞ (❝❡♥❛9✐♦✱ (✐♥❝❡ (✉♣❡9✈✐(❡❞ ♠❡$❤♦❞( ✇❤✐❝❤ ❧❡❛9♥ ❢9♦♠

❢❡❛$✉9❡✲❧❛❜❡❧ ♣❛✐9( < X,Y > ✐( ❛❧9❡❛❞② ❛ $②♣❡ ♦❢ ♠✉❧$✐✲✈✐❡✇ ❧❡❛9♥✐♥❣✱ ✐♥ $❤❡ (❡♥(❡ $❤❛$ $❤❡

❧❛❜❡❧ Y ❝❛♥ ❜❡ 9❡❣❛9❞❡❞ ❛( ❛♥♦$❤❡9 ✈✐❡✇✳ ❚❤✐( ❧❛❜❡❧ ✐♥❢♦9♠❛$✐♦♥ ✐( (♦ ($9♦♥❣ $❤❛$ $❤❡ ✐♠✲

♣9♦✈❡♠❡♥$ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥♦$❤❡9 ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥(✐❣♥✐✜❝❛♥$✳ ❚❤✐( $❤❡(✐( ❞❡❛❧( ✇✐$❤ $❤❡ ♣9♦❜❧❡♠

♦❢ ❡①$9❛❝$✐♥❣ ❞✐(❝9✐♠✐♥❛$✐✈❡ ✐♥❢♦9♠❛$✐♦♥ ❢♦9 ❜✐♦♠❡$9✐❝ (❛♠♣❧❡( ✇❤❡♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛$❛ ✐( (❝❛9❝❡❀

✇❡ ❝♦♥❝❡♥$9❛$❡ ♦♥❧② ♦♥ ✉♥(✉♣❡9✈✐(❡❞ ❛♥❞ (❡♠✐✲(✉♣❡9✈✐(❡❞ ▼❱❉❘ ♣9♦❜❧❡♠(✳

❆❝❝♦9❞✐♥❣ $♦ ♦✉9 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♠♦($ ❡①✐($✐♥❣ ▼❱❉❘ ❛♣♣9♦❛❝❤❡( ❝❛♥ ❜❡ ❧♦♦(❡❧② ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥$♦ $✇♦ ❝❛$❡❣♦9✐❡(✳ ❚❤❡ ✜9($ ❝❛$❡❣♦9② ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❈♦99❡❧❛$✐♦♥ ❆♥❛❧②(✐( ✭❈❈❆✮

❛♥❞ ✐$( ✈❛9✐❛♥$(✳ ❚❤❡ (❡❝♦♥❞ ❝❛$❡❣♦9② ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ♠✉❧$✐✲✈✐❡✇ ❣9❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❉✉❡ $♦

$❤❡✐9 ❞✐($✐♥❝$ ♥❛$✉9❡ ❛♥❞ 9❡❧❛$✐✈❡ ❛❞✈❛♥$❛❣❡(✱ ✇❡ 9❡✈✐❡✇ ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡♠ (❡♣❛9❛$❡❧②✳

✸✳✷ ▼❱❉❘ ❇❛)❡❞ ♦♥ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❈♦22❡❧❛3✐♦♥ ❆♥❛❧②)✐)

Q9♦♣♦(❡❞ ❜② ❍✳ ❍♦$❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ✶✾✸✻ ❬❍♦$❡❧❧✐♥❣✱ ✶✾✸✻❪✱ ❈❈❆ ✐( ❛ $✇♦✲✈✐❡✇ ❞✐♠❡(♥✐♦♥❛❧✐$②

9❡❞✉❝$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐( ❛❜❧❡ $♦ ✜♥❞ ❜❛(✐( ✈❡❝$♦9( ❢♦9 $✇♦ (❡$( ♦❢ ✈❛9✐❛❜❧❡( (✉❝❤ $❤❛$ $❤❡

❝♦99❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♣9♦❥❡❝$✐♦♥( ♦❢ $❤❡ ✈❛9✐❛❜❧❡( ♦♥$♦ $❤❡(❡ ❜❛(✐( ✈❡❝$♦9( ❛9❡ ♠✉$✉❛❧❧②

♠❛①✐♠✐(❡❞✳ ■$ ✐( ❝♦♠♠♦♥❧② ✉(❡❞ ❛( ❛ ♠✉❧$✐✲✈✐❡✇ ❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧✐$② 9❡❞✉❝$✐♦♥ ❛♣♣9♦❛❝❤ ❢♦9

♠✉❧$✐✲✈✐❡✇ ❧❡❛9♥✐♥❣ $❛(❦( (✉❝❤ ❛( ❝❧❛((✐✜❝❛$✐♦♥✱ 9❡❣9❡((✐♦♥✱ ❝❧✉($❡9✐♥❣ ❛♥❞ 9❡$9✐❡✈❛❧✳

✸✳✷✳✶ $%✐♥❝✐♣❧❡, ♦❢ ❈❈❆

❋♦9♠❛❧❧②✱ ❝♦♥(✐❞❡9 ❛ (❡$ ♦❢ n (❛♠♣❧❡( 9❡♣9❡(❡♥$❡❞ ✐♥ $✇♦ ✈✐❡✇(✿ X = {X(1),X(2)}✱ ✇❤❡9❡
X(v) = {x(v)

1 , . . . ,x
(v)
n }✱ v = 1, 2✳ X(v)

✐( ✜9($ ❝❡♥$9❡❞ (♦ $❤❛$ X̄
(v)

=
∑

i x
(v)
i /n = 0✳ ❈❈❆

❝♦♠♣✉$❡( $✇♦ ♣9♦❥❡❝$✐♦♥ ♠❛$9✐① P(1)
❛♥❞ P(2)

(✉❝❤ $❤❛$ $❤❡ ❝♦99❡❧❛$✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ✐♥ $❤❡

♣9♦❥❡❝$❡❞ (✉❜(♣❛❝❡( ✐( ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐( ❢♦9♠✉❧❛$❡❞ ❛(✿

argmax
P(1),P(2)

P(1)TX(1)X(2)TP(2)

√
P(1)TX(1)X(1)TP(1)

√
P(2)TX(2)X(2)TP(2)

✭✸✳✶✮



✸✳✷ ▼❱❉❘ ❇❛)❡❞ ♦♥ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❈♦22❡❧❛3✐♦♥ ❆♥❛❧②)✐) ✹✸

■❢ ✇❡ ❞❡♥♦)❡ C11 = X(1)X(1)T
❛♥❞ C22 = X(2)X(2)T

❛+ )❤❡ ❛✉)♦✲❝♦✈❛1✐❛♥❝❡ ♠❛)1✐① ♦❢ )❤❡

)✇♦ ✈✐❡✇+ ❛♥❞ C12 = CT
21 = X(1)X(2)T

❛+ )❤❡ ❝♦11❡❧❛)✐♦♥ ♠❛)1✐① ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ )✇♦ ✈✐❡✇+✱

)❤❡♥ ❊9✉❛)✐♦♥ ✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ 1❡✇1✐))❡♥ ❛+✿

argmax
P(1),P(2)

P(1)TC12P
(2)

√

P(1)TC11P(1)
√

P(2)TC22P(2)
✭✸✳✷✮

❙✐♥❝❡ )❤❡ ❝♦11❡❧❛)✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥) ✐+ ✐♥✈❛1✐❛♥) )♦ )❤❡ +❝❛❧❡ ♦❢ P(1)
❛♥❞ P(2)

✱ ❈❈❆ ❝❛♥ ❜❡

❢♦1♠✉❧❛)❡❞ ❡9✉✐✈❛❧❡♥)❧② ❛+✿

argmaxP(1),P(2) P(1)TC12P
(2)

+✉❜❥❡❝) )♦ P(1)TC11P
(1) = 1

P(2)TC22P
(2) = 1

✭✸✳✸✮

■) ❝❛♥ ❜❡ +❤♦✇♥ )❤❛) P(1) = {p(1)
1 , . . . ,p

(1)
m }✱ ✇❤❡1❡ p

(1)
i ✐+ )❤❡ i✲)❤ ❣❡♥❡1❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✲

✈❡❝)♦1 ♦❢ )❤❡ ❣❡♥❡1❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣1♦❜❧❡♠✿

C12C
−1
22 C21p = λ2C11p ✭✸✳✹✮

❈♦11❡+♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ P(2) = {p(2)
1 , . . . ,p

(2)
m } ✇❤❡1❡

p
(2)
i =

C−122 C21p
(1)
i

λi
✭✸✳✺✮

✇❤❡1❡ λi ✐+ )❤❡ i✲)❤ ❣❡♥❡1❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐♥ ❊9✉❛)✐♦♥ ✸✳✹✳

✸✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ♦❢ ❈❈❆

❈❈❆ ❤❛+ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ✉+❡❞ ❛+ ❛ )♦♦❧ )♦ ❞✐+❝♦✈❡1 +❤❛1❡❞ ✐♥❢♦1♠❛)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ♠✉❧)✐♣❧❡ ✐♥❢♦1✲

♠❛)✐♦♥ +♦✉1❝❡+✱ ❜✉) ✐)+ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ✐♥ ❢❡❛)✉1❡ ❡①)1❛❝)✐♦♥ ♦♥❧② ❜❡❝❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛1 ❛❢)❡1 ✷✵✵✵✱

✇❤❡♥ )❤❡ ❞❡♠❛♥❞ )♦ ♣1♦❝❡++ ♠✉❧)✐✲✈✐❡✇✱ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ❞❛)❛ ❜❡❣✐♥ )♦ ✐♥❝1❡❛+❡ ❞1❛♠❛)✲

✐❝❛❧❧② ♦♥ ❛❝❝♦✉♥) ♦❢ )❤❡ ❡①♣❧♦+✐♦♥ ♦❢ ✐♥)❡1♥❡) ✐♥❢♦1♠❛)✐♦♥✳ ❈❈❆ ❛♥❞ ✐)+ ❦❡1♥❡❧✐③❡❞ ✈❡1+✐♦♥

❑❈❈❆ ❬▲❛✐ ❛♥❞ ❋②❢❡✱ ✷✵✵✵❪ ❤❛+ ❜❡❡♥ ✉+❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♠✉❧)✐✲✈✐❡✇ ❧❡❛1♥✐♥❣ ♣1♦❜❧❡♠+ +✉❝❤ ❛+

✐♠❛❣❡ 1❡)1✐❡✈❛❧ ❬❍❛1❞♦♦♥ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♦1 ❝❧✉+)❡1✐♥❣ ❬❇❧❛+❝❤❦♦ ❛♥❞ ▲❛♠♣❡1)✱ ✷✵✵✽❪ ❢1♦♠ ✐♠✲

❛❣❡ ❛♥❞ ❛++♦❝✐❛)❡❞ )❡①)✱ +♣❡❛❦❡1 ✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥ ✉+✐♥❣ ❛✉❞✐♦ ❛♥❞ ✈✐+✉❛❧ ✐♥❢♦1♠❛)✐♦♥ ❬❙❛1❣♠

❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥) 1❡)1✐❡✈❛❧ ❝1♦++ ❞✐✛❡1❡♥) ❧❛♥❣✉❛❣❡+ ❬▲✐ ❛♥❞ ❙❤❛✇❡✲❚❛②❧♦1✱ ✷✵✵✻❪✳

X❡♦♣❧❡ ❣❡♥❡1❛❧❧② ❢♦✉♥❞ )❤❛) ❣✐✈❡♥ ❛ )✇♦✲✈✐❡✇ 1❡♣1❡+❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ +❛♠❡ ❞❛)❛✱ ♣❡1❢♦1♠✐♥❣

♣❛))❡1♥ 1❡❝♦❣♥✐)✐♦♥ )❛+❦+ +✉❝❤ ❛+ ❝❧❛++✐✜❝❛)✐♦♥✱ 1❡)1✐❡✈❛❧ ♦1 ❝❧✉+)❡1✐♥❣ ✐♥ ❛ ❈❈❆ ♦1 ❑❈❈❆
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✷✵✵✵❪✱ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❊✐❣❡♥♠❛♣! ❬❇❡❧❦✐♥ ❛♥❞ ◆✐②♦❣✐✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ❑❡(♥❡❧ 4❈❆ ✭❑4❈❆✮ ❬❙❝❤♦❧❦♦♣❢

❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❆❧❧ ,❤❡!❡ ♠❡,❤♦❞! ❜❡❣✐♥ ✇✐,❤ ,❤❡ ❝♦♥!,(✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❛ n× n !✐♠✐❧❛(✐,② ❣(❛♣❤ S✱

✇❤❡(❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥, sij ✐! ❛ !✐♠✐❧❛(✐,② ♠❡❛!✉(❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ i✲,❤ ❛♥❞ ,❤❡ j✲,❤ !❛♠♣❧❡✳

❙✉❜!❡N✉❡♥,❧②✱ ❛ ❝❡(,❛✐♥ ,(❛♥!❢♦(♠❛,✐♦♥ ✐! ❢♦✉♥❞ ,♦ ❡♠❜❡❞ ,❤❡ n × n !✐♠✐❧❛(✐,② ❣(❛♣❤ ✐♥,♦

❛ n × t ✭t < n✮ ♠❛,(✐① U✳ ❊❛❝❤ (♦✇ ♦❢ U ✐! (❡❣❛(❞❡❞ ❛! ,❤❡ ✜♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢♦( ❛ ❞❛,❛



✸✳✸ ▼❱❉❘ ❇❛(❡❞ ♦♥ ❙✐♠✐❧❛1✐2② ●1❛♣❤( ✹✺

❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✿ ■❧❧✉./&❛/✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛& ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② &❡❞✉❝/✐♦♥

.❛♠♣❧❡✳

❉✐✛❡&❡♥/ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛& ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② &❡❞✉❝/✐♦♥ /❡❝❤♥✐=✉❡. ❤❛✈❡ ❞✐✛❡&❡♥/ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝✲

/✐♦♥. ❛♥❞ ✉.❡ ❞✐✛❡&❡♥/ ✇❛②. /♦ ✜♥❞ /❤❡ /&❛♥.❢♦&♠❛/✐♦♥ ❢&♦♠ S /♦ U✳ ❋♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ ❦❡&♥❡❧

♣&✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ❛♥❛❧②.✐. ✭❑H❈❆✮ ❡♠❜❡❞. ❞❛/❛ .❛♠♣❧❡. ✐♥/♦ /❤❡ ✜&./ k ❡✐❣❡♥✈❡❝/♦&. ♦❢

.✐♠✐❧❛&✐/② ❣&❛♣❤ S ✭✐/ ✐. &❡❢❡&&❡❞ /♦ ❛. ❛ ❦❡&♥❡❧ ✐♥ /❤✐. ❝❛.❡✮✱ ✇❤❡&❡❛. .♣❡❝/&❛❧ ❝❧✉./❡&✐♥❣ ✜&./

❣❡/. ❛ ♥♦&♠❛❧✐③❡❞ .✐♠✐❧❛&✐/② ❣&❛♣❤ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ /♦ L = D−1/2SD−1/2✱ ✇❤❡&❡ ❉ ✐. ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧

♠❛/&✐① ✇✐/❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥/. Dii =
∑

j Sij ✱ ❜❡❢♦&❡ ❡♠❜❡❞ ❞❛/❛ .❛♠♣❧❡. ✐♥/♦ /❤❡ ✜&./ k

❡✐❣❡♥✈❡❝/♦&. ♦❢ L✳

❘❡❝❡♥/❧②✱ ❡✛♦&/. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ /♦ ❡①/❡♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛& ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐/② &❡❞✉❝/✐♦♥ ♠❡/❤♦❞.

✐♥/♦ ❛ ♠✉❧/✐✲✈✐❡✇ .❡//✐♥❣✳ ❖♥❡ ♦❢ /❤❡ ✜&./ ✇♦&❦. ✐♥ /❤✐. ❞♦♠❛✐♥ ✐♥✈♦❧✈❡. ❉✐./&✐❜✉/❡❞ ❙♣❡❝/&❛❧

❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭❉❙❊✮ ❬▲♦♥❣ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠✉❧/✐✲✈✐❡✇ ❞❛/❛.❡/ ✇✐/❤ n ♦❜❥❡❝/. ❤❛✈✐♥❣ m

✈✐❡✇.✱ ✐✳❡✳✱ ❛ .❡/ ♦❢ ♠❛/&✐❝❡. X = {X(i) ∈ R
mi×n}mi=1✱ ❡❛❝❤ &❡♣&❡.❡♥/❛/✐♦♥ X(i)

✐. ❛ ❢❡❛/✉&❡

♠❛/&✐① ❢♦& ✈✐❡✇ i✳ ❉❙❊ ❛..✉♠❡. /❤❛/ /❤❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ X(i)
✐.

❛❧&❡❛❞② ❦♥♦✇♥✱ U = {A(i) ∈ R
n×ki}mi=1✳ ❉❙❊ ❢♦❝✉.❡. ♦♥ ❤♦✇ /♦ ❧❡❛&♥ ❛ ❝♦♥.❡♥.✉.✱ ❧♦✇✲

❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ V ∈ R
n×k

❜❛.❡❞ ♦♥ U ✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ ❉❙❊ ✐. ❞❡✜♥❡❞

❛.✿

argmin
V,P

m
∑

i=1

||U (i) − V P (i)||2 .✳/✳V TV = I ✭✸✳✻✮

✇❤❡&❡ P = {P (i) ∈ R
k×ki}mi=1 ✐. ❛ .❡/ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❛/&✐❝❡.✳ ❚❤✐. ♠❡/❤♦❞ ❛✐♠. /♦ ✜♥❞

❛ ❝♦♥.❡♥.✉. ♣❛//❡&♥ V ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♣/✐♠❛❧❧② &❡❝♦♥./&✉❝/ .♣❡❝/&❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣. U (i)
❢&♦♠

❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳ ❙♦♠❡ ❧❛/❡& ✇♦&❦. .✉❝❤ ❛. ▼✉❧/✐✲✈✐❡✇ ❙♣❡❝/&❛❧ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▼❱❙❊✮ ❬❳✐❛ ❡/ ❛❧✳✱

✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ❙♣❛&.❡ ❙♣❡❝/&❛❧ ▼✉❧/✐✲✈✐❡✇ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭❙❙▼❱❊✮ ❬❍❛♥ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❢♦❧❧♦✇ .✐♠✐❧❛&

♣&✐♥❝✐♣❧❡ ❜✉/ ❛❞❞ ❛ .♠♦♦/❤♥❡.. ❛♥❞ .♣❛&.✐/② ❝♦♥./&❛✐♥/. /♦ /❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥✳



✹✻ ❈❤❛♣$❡& ✸ ✕ ❙$❛$❡✲♦❢✲$❤❡✲❛&$ ✐♥ ▼❱❉❘

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶ ❙♣❡❝&'❛❧ ❈❧✉,&❡'✐♥❣ ❛❧❣♦'✐&❤♠ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ &♦ ❬◆❣ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪

■♥♣✉&✿ ❛ ,❡& ♦❢ ♣♦✐♥&, X = {x1, . . . , xn} ∈ R
n×d

&❤❛& ✇❡ ✇❛♥& &♦ ❝❧✉,&❡' ✐♥ k ❣'♦✉♣,✳

• ❈♦♥,&'✉❝& ❛ n × n ♣♦,✐&✐✈❡ ,✐♠✐❧❛'✐&② ♠❛&'✐① ✭❦❡'♥❡❧✮ S✱ ✇❤❡'❡ Sij C✉❛♥&✐✜❡, &❤❡

,✐♠✐❧❛'✐&② ❜❡&✇❡❡♥ ,❛♠♣❧❡ i ❛♥❞ ,❛♠♣❧❡ j❀
• ❈♦♠♣✉&❡ &❤❡ ♥♦'♠❛❧✐③❡❞ ❣'❛♣❤ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ L = D− 1

2SD− 1
2
✱ ✇❤❡'❡ D ✐, ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧

♠❛&'✐① ✇✐&❤ Dii =
∑

j Sij ✳

• ▲❡& U ❞❡♥♦&❡ ❛ n× k ♠❛&'✐① ✇✐&❤ ❝♦❧✉♠♥, ❛, &❤❡ &♦♣ k ❡✐❣❡♥✈❡❝&♦', ♦❢ L❀

• ◆♦'♠❛❧✐③❡ ❡❛❝❤ '♦✇ ♦❢ U &♦ ♦❜&❛✐♥ V❀

• ❘✉♥ &❤❡ ❦✲♠❡❛♥, ❛❧❣♦'✐&❤♠ &♦ ❝❧✉,&❡' &❤❡ '♦✇ ✈❡❝&♦', ♦❢ V❀

❖✉&♣✉&✿ ❆,,✐❣♥ ❡①❛♠♣❧❡ i &♦ ❝❧✉,&❡' c ✐❢ &❤❡ i✲&❤ '♦✇ ♦❢ V ✐, ❛,,✐❣♥❡❞ &♦ ❝❧✉,&❡' c ❜②

&❤❡ ❦✲♠❡❛♥, ❛❧❣♦'✐&❤♠✳

✸✳✸✳✷ ▼✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❙♣❡❝&/❛❧ ❝❧✉1&❡/✐♥❣

❆♥♦&❤❡' ,❡♣❛'❛&❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇♦'❦ ✐♥✈♦❧✈❡, ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ,♣❡❝&'❛❧ ❝❧✉,&❡'✐♥❣✳ ❙♣❡❝&'❛❧ ❝❧✉,&❡'✐♥❣

✐, ❛ &❡❝❤♥✐C✉❡ &❤❛& ❡①♣❧♦✐&, &❤❡ ♣'♦♣❡'&✐❡, ♦❢ &❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ &❤❡ ❣'❛♣❤✱ ✇❤♦,❡ ❡❞❣❡, ❞❡✲

♥♦&❡ &❤❡ ,✐♠✐❧❛'✐&✐❡, ❜❡&✇❡❡♥ ❞❛&❛ ♣♦✐♥&,✳ ❚❤❡ &♦♣ k ❡✐❣❡♥✈❡❝&♦', ♦❢ &❤❡ ♥♦'♠❛❧✐③❡❞ ❣'❛♣❤

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛'❡ '❡❧❛①❛&✐♦♥, ♦❢ &❤❡ ✐♥❞✐❝❛&♦' ✈❡❝&♦', &❤❛& ❛,,✐❣♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ &❤❡ ❣'❛♣❤ &♦

♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ❦ ❝❧✉,&❡',✳ ❆♣❛'& ❢'♦♠ ❜❡✐♥❣ &❤❡♦'❡&✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧✲♠♦&✐✈❛&❡❞✱ ,♣❡❝&'❛❧ ❝❧✉,&❡'✐♥❣

❤❛, &❤❡ ❛❞✈❛♥&❛❣❡ ♦❢ ♣❡'❢♦'♠✐♥❣ ✇❡❧❧ ♦♥ ❛'❜✐&'❛'② ,❤❛♣❡❞ ❝❧✉,&❡',✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ♦&❤❡'✇✐,❡ ❛

,❤♦'&❝♦♠✐♥❣ ✇✐&❤ ,❡✈❡'❛❧ ♦&❤❡' ❝❧✉,&❡'✐♥❣ ❛❧❣♦'✐&❤♠, ,✉❝❤ ❛, &❤❡ ❦✲♠❡❛♥, ❛❧❣♦'✐&❤♠✳ ❚❤❡

,♣❡❝&'❛❧ ❝❧✉,&❡'✐♥❣ ❛❧❣♦'✐&❤♠ ✐, ❜'✐❡✢② ♦✉&❧✐♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦'✐&❤♠ ✶✳ ❋♦' ❛ ❞❡&❛✐❧❡❞ ✐♥&'♦❞✉❝✲

&✐♦♥ &♦ ❜♦&❤ &❤❡♦'❡&✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣'❛❝&✐❝❛❧ ❛,♣❡❝&, ♦❢ ,♣❡❝&'❛❧ ❝❧✉,&❡'✐♥❣✱ &❤❡ '❡❛❞❡' ✐, '❡❢❡''❡❞

&♦ ❬❱♦♥ ▲✉①❜✉'❣✱ ✷✵✵✼❪✳ ❙♣❡❝&'❛❧ ❝❧✉,&❡'✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ '❡❣❛'❞❡❞ ❛, ❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐&② '❡❞✉❝&✐♦♥

&❡❝❤♥✐C✉❡ ✇❤✐❝❤ ❡♠❜❡❞, ❞❛&❛ ,❛♠♣❧❡, ✐♥&♦ &❤❡ ✜',& k ❡✐❣❡♥✈❡❝&♦', ♦❢ &❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛&'✐①✳

■♥ &❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ,♣❛❝❡✱ &❤❡ ❞❛&❛ ,&'✉❝&✉'❡ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛'❡' ❛♥❞ &❤❡ ❞❛&❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛'✐&② ✐,

❛&&❡♥✉❛&❡❞✳

❊✛♦'&, ✐♥ ❡①&❡♥❞✐♥❣ ,♣❡❝&'❛❧ ❝❧✉,&❡'✐♥❣ &♦ ❛ ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ,❡&&✐♥❣ ❤❛, ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❬❑✉♠❛'

❛♥❞ ❉❛✉♠W ■■■✱ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ❬❑✉♠❛' ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❇♦&❤ ❛❧❣♦'✐&❤♠, ✇♦'❦ ✇✐&❤ &❤❡ ❛,,✉♠♣✲

&✐♦♥ &❤❛& &❤❡ &'✉❡ ✉♥❞❡'❧②✐♥❣ ❝❧✉,&❡'✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❛,,✐❣♥ ❝♦''❡,♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥&, ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ &♦

&❤❡ ,❛♠❡ ❝❧✉,&❡'✳ ●✐✈❡♥ &❤✐, ❛,,✉♠♣&✐♦♥✱ ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉,&❡'✐♥❣ ♣'♦❜❧❡♠ ✐, ❛♣♣'♦❛❝❤❡❞ ❜②

❧✐♠✐&✐♥❣ ♦✉' ,❡❛'❝❤ &♦ ❝❧✉,&❡'✐♥❣, &❤❛& ❛'❡ ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ❛❝'♦,, &❤❡ ❣'❛♣❤, ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡' ❡❛❝❤

♦❢ &❤❡ ✈✐❡✇,✳

❚❤❡ ❝♦✲&'❛✐♥✐♥❣ ,♣❡❝&'❛❧ ❝❧✉,&❡'✐♥❣ ❛♣♣'♦❛❝❤ ✐♥ ❬❑✉♠❛' ❛♥❞ ❉❛✉♠W ■■■✱ ✷✵✶✶❪ ✉,❡❞ ❛♥

✐&❡'❛&✐✈❡ ❛♣♣'♦❛❝❤ &♦ ✉,❡ ,♣❡❝&'❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ✈✐❡✇ &♦ '❡✜♥❡ &❤❡ ,✐♠✐❧❛'✐&② ❣'❛♣❤ ♦❢ &❤❡

♦&❤❡'✳ ❚❤❡ ♣'♦♣♦,❡❞ ❛❧❣♦'✐&❤♠ ✐, ,✉♠♠❛'✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦'✐&❤♠ ✷✳ ❇② ♣'♦❥❡❝&✐♥❣ &❤❡ ,✐♠✐❧❛'✐&②

❣'❛♣❤ S(1)
&♦ ❞✐'❡❝&✐♦♥, ✐♥❞✐❝❛&❡❞ ❜② &❤❡ ✜',& k ❡✐❣❡♥✈❡❝&♦', ♦❢ &❤❡ ❣'❛♣❤ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ L(2)



✸✳✸ ▼❱❉❘ ❇❛(❡❞ ♦♥ ❙✐♠✐❧❛1✐2② ●1❛♣❤( ✹✼

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✷ ❈♦✲%&❛✐♥✐♥❣ +♣❡❝%&❛❧ ❝❧✉+%❡&✐♥❣ ❛❧❣♦&✐%❤♠ ❬◆❣ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪

■♥♣✉&✿ ❙✐♠✐❧❛&✐%② ♠❛%&✐① S(1)
❛♥❞ S(2)

✳

❖✉&♣✉&✿ ❆++✐❣♥♠❡♥%+ %♦ k ❝❧✉+%❡&+✳

■♥✐&✐❛❧✐③❡✿ L(v) = D(v)−
1
2S(v)D(v)−

1
2
❢♦& v = 1, 2 +♦❧✈❡ U(v)

❛+ %❤❡ ✜&+% k ❡✐❣❡♥✈❡❝%♦&+ ♦❢

L(v)

❢♦$ i = 1 %♦ iter ❞♦
• K(1) = sym(U(2)U(2)TS(1))❀ K(2) = sym(U(1)U(1)TS(2))❀
• ❯+❡ K(1)

❛♥❞ K(2)
❛+ ♥❡✇ +✐♠✐❧❛&✐%② ❣&❛♣❤+ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ L(1)

❛♥❞ L(2)
✱ ✉♣❞❛%❡

U(1)
❛♥❞ U(2)

❛+ %❤❡ ✜&+% k ❡✐❣❡♥✈❡❝%♦&+ ♦❢ %❤❡ ♥❡✇ L(1)
❛♥❞ L(2)

&❡+♣❡❝%✐✈❡❧②✳

❡♥❞ ❢♦$

• ❘♦✇✲♥♦&♠❛❧✐③❡ U(1)
❛♥❞ U(2)

%♦ ♦❜%❛✐♥ V(1)
❛♥❞ V(2)

✳

• ❘✉♥ ❦✲♠❡❛♥+ ❝❧✉+%❡&✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ❝♦♥❝❛%❡♥❛%✐♦♥ ♦❢ V(1)
❛♥❞ V(2)

✳

❛♥❞ ♣&♦❥❡❝%✐♥❣ ❜❛❝❦✱ %❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ +✐♠✐❧❛&✐%② ❣&❛♣❤ K(1)
%❡♥❞+ %♦ ❤❛✈❡ ❛ +✐♠✐❧❛& +%&✉❝%✉&❡

❛+ S(1)
✳ ❚❤❡ &❡+✉❧% ❢&♦♠ %❤❡ ✐%❡&❛%✐✈❡ %&❛✐♥✐♥❣ ♣&♦❝❡++ ✇✐❧❧ &❡+✉❧% ✐♥ ✜♥❛❧ +✐♠✐❧❛&✐%② ❣&❛♣❤+

S(1)
❛♥❞ S(2)

+✐♠✐❧❛& %♦ ❡❛❝❤ ♦%❤❡&✳

❚❤❡ ❝♦✲%&❛✐♥✐♥❣ +♣❡❝%&❛❧ ❝❧✉+%❡&✐♥❣ ♠❡%❤♦❞ ✐+ ❤❡✉&✐+%✐❝ ❛♥❞ ♥♦ %❤❡♦&❡%✐❝❛❧ ♣&♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✲

✈❡&❣❡♥❝❡ ✐+ ♣&♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉%❤♦&+ ❢✉&%❤❡& ♣&♦♣♦+❡❞ ❛ ❝♦✲&❡❣✉❧❛%✐♦♥ +♦❧✉%✐♦♥ ✐♥ ❬❑✉♠❛&

❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦+❡❞✲❢♦&♠ +♦❧✉%✐♦♥✳ ❈♦♥+✐❞❡& ❛ +❡% ♦❢ ♠✉❧%✐✲✈✐❡✇ ❞❛%❛✱ ❛♥❞

❞❡♥♦%❡ S(v)
❛+ %❤❡ +✐♠✐❧❛&✐%② ❣&❛♣❤ ✐♥ %❤❡ v✲%❤ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ +✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇ +♣❡❝%&❛❧ ❝❧✉+%❡&✐♥❣

❛❧❣♦&✐%❤♠ +♦❧✈❡+ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ ❢♦& %❤❡ ❣&❛♣❤ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ L(v)
✿

argmax
U(v)∈Rn×k

tr(U(v)TL(v)U(v)),  ✳"✳ U(v)TU(v) = I; ✭✸✳✼✮

✇❤❡*❡ tr ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ♠❛"*✐① "*❛❝❡✳ ❚❤❡ *♦✇ ♦❢ ♠❛"*✐① U(v)
❛*❡ "❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ "❤❡

❞❛"❛ ♣♦✐♥" "❤❛" ❝❛♥ ❜❡ ✉ ❡❞ ❜② "❤❡ ❦✲♠❡❛♥ ❛❧❣♦*✐"❤♠ "♦ ♦❜"❛✐♥ ❝❧✉ "❡* ♠❡♠❜❡* ❤✐♣ ✳ ■♥

"❤❡ ♠✉❧"✐✲✈✐❡✇  ❝❡♥❛*✐♦✱ "❤❡ ♣❛✐*✇✐ ❡  ✐♠✐❧❛*✐"✐❡ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡* "❤❡ ♥❡✇ *❡♣*❡ ❡♥"❛"✐♦♥

✭✐♥ "❡*♠ ♦❢ *♦✇ ♦❢ U(v)
✬ ✮ ✐ ❡♥❝♦✉*❛❣❡❞ "♦ ❜❡  ✐♠✐❧❛* ❛❝*♦  ❛❧❧ ✈✐❡✇ ✳ ❚❤✐ ❛♠♦✉♥" "♦

❡♥❢♦*❝✐♥❣ "❤❡ U(v)
"♦ ❜❡ "❤❡  ❛♠❡ ❛❝*♦  ❛❧❧ ✈✐❡✇ ✳ ❆ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧"✐✲✈✐❡✇

❝♦✲*❡❣✉❧❛*✐③❡❞  ♣❡❝"*❛❧ ❝❧✉ "❡*✐♥❣ ✐ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ✿

argmaxU(1),U(2) tr(U(1)TL(1)U(1)) + tr(U(2)TL(2)U(2)) + λtr(U(1)U(1)TU(2)U(2)T )

 ✳"✳ U(1)TU(1) = I, U(2)TU(2) = I,

✭✸✳✽✮

■♥ "❤✐ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥✱ "❤❡ ✜* " ❛♥❞  ❡❝♦♥❞ "❡*♠ ❛*❡ "❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡



✹✽ ❈❤❛♣$❡& ✸ ✕ ❙$❛$❡✲♦❢✲$❤❡✲❛&$ ✐♥ ▼❱❉❘

"#❛♥❞❛'❞ "♣❡❝#'❛❧ ❝❧✉"#❡'✐♥❣ ✐♥ #❤❡ ✜'"# ❛♥❞ "❡❝♦♥❞ "✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ #❤❡ #❤✐'❞ #❡'♠ ✐" ❛

'❡❣✉❧❛'✐③❛#✐♦♥ #❡'♠ ✇❤✐❝❤ '❡7✉✐'❡" #❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ "#'✉❝#✉'❡U(1)
❛♥❞U(2)

#♦ ❜❡ "✐♠✐❧❛'✳ ❚❤❡

❤②♣❡'♣❛'❛♠❡#❡' λ #'❛❞❡"✲♦✛ #❤❡ "♣❡❝#'❛❧ ❝❧✉"#❡'✐♥❣ ♦❜❥❡❝#✐✈❡" ❛♥❞ #❤❡ "♣❡❝#'❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

❛❣'❡❡♠❡♥# #❡'♠✳ ❋♦' ❛ ❣✐✈❡♥ U(1)
✱ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ✐♥ U(2)

✐"✿

argmax
U(2)∈Rn×k

tr{U(2)T (L(2) − λU(1)TU(1))U(2)} ✭✸✳✾✮

❚❤✐" ✐" ❛ "#❛♥❞❛'❞ "♣❡❝#'❛❧ ❝❧✉"#❡'✐♥❣ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ♦♥ ✈✐❡✇ ✷ ✇✐#❤ ❣'❛♣❤ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ L(2) −
λU(1)TU(1)

✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥# ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊7✉❛#✐♦♥ ✸✳✽ ❝❛♥ ❜❡ "♦❧✈❡❞ ✉"✐♥❣

❛❧#❡'♥❛#✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❛#✐♦♥ ✇✐#❤ '❡"♣❡❝# #♦ U(1)
❛♥❞ U(2)

✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ "#❡♣" ✐♥✈♦❧✈❡✿

• ❋✐①✐♥❣ U(1)
❛♥❞ "♦❧✈❡ ❢♦' U(2)

❛" #❤❡ ✜'"# k ❡✐❣❡♥✈❡❝#♦'" ♦❢ L(2) − λU(1)TU(1)
✳

• ❋✐①✐♥❣ U(2)
❛♥❞ "♦❧✈❡ ❢♦' U(1)

❛" #❤❡ ✜'"# k ❡✐❣❡♥✈❡❝#♦'" ♦❢ L(2) − λU(1)TU(1)
✳

■♥ ❡❛❝❤ ✐#❡'❛#✐♦♥✱ #❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐♥ ❊7✉❛#✐♦♥ ✸✳✽ ♠♦♥♦#♦♥♦✉"❧② ❞❡❝'❡❛"❡"✱ ✇❤✐❝❤

❣✉❛'❛♥#❡❡" #❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ❛❧❣♦'✐#❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ U(1)
❛♥❞ U(2)

❛'❡ ❝♦♥❝❛#❡♥❛#❡❞

❛♥❞ ❦✲♠❡❛♥" ❝❧✉"#❡'✐♥❣ ✐" ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ #❤❡ '❡"✉❧#✐♥❣ "♣❡❝#'❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣"✳ ❈♦♠♣❛'❡❞ #♦ ❝♦✲

#'❛✐♥✐♥❣ "♣❡❝#'❛❧ ❝❧✉"#❡'✐♥❣ ❛❧❣♦'✐#❤♠✱ #❤❡ ❝♦✲'❡❣✉❧❛'✐③❛#✐♦♥ "♣❡❝#'❛❧ ❝❧✉"#❡'✐♥❣ ❛❧❣♦'✐#❤♠

✐" #❤❡♦'❡#✐❝❛❧❧② ❥✉"#✐✜❡❞ ❛♥❞ #❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ✐" ❣✉❛'❛♥#❡❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧✉"#❡'✐♥❣ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♦❢

#❤❡ #✇♦ ❛❧❣♦'✐#❤♠ ✐" ❝♦♠♣❛'❛❜❧❡"✱ ❜✉# #❤❡ ❝♦✲'❡❣✉❧❛'✐③❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞ '❡7✉✐'❡" ❝❛'❡❢✉❧ #✉♥✐♥❣

♦❢ #❤❡ ❤②♣❡'♣❛'❛♠❡#❡'" λ ✇❤✐❧❡ #❤❡ ❝♦✲#'❛✐♥✐♥❣ ♠❡#❤♦❞ ❤❛" ♥♦ ❤②♣❡'♣❛'❛♠❡#❡'✳
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✐< ❞❡♠♦♥<5)❛5❡❞ ❡♠♣✐)✐❝❛❧❧② ✇✐5❤ ❛♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐<✉❛❧ <♣❡❛❦❡) ❝❧✉<5❡)✐♥❣ ❡①♣❡)✐♠❡♥5✳ ❙✐❣♥✐❢✲

✐❝❛♥5 ✐♠♣)♦✈❡♠❡♥5< ♦✈❡) ❛❧5❡)♥❛5✐✈❡ ♠✉❧5✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉<5❡)✐♥❣ ❛♣♣)♦❛❝❤❡< ❛)❡ )❡♣♦)5❡❞✳ ❚❤❡
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▲❉❆✲❜❛#❡❞ ❝❧❛##✐✜❡( ✐# ❧❡❛(♥& ✇✐&❤ &❤❡ #♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ #❛♠♣❧❡# ❛♥❞ ✐# ✉#❡❞ &♦ ❝❧❛#✲

#✐❢② &❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ #❛♠♣❧❡#✳ ❚❤❡ ♠♦#& ❝♦♥✜❞❡♥& ❝❧❛##✐✜❝❛&✐♦♥ (❡#✉❧&# ✭#❛♠♣❧❡#✮ ✐❞❡♥&✐✜❡❞

❜② ♦♥❡ ❝❧❛##✐✜❡( ❛(❡ ❛❞❞❡❞ &♦ &❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛ #❡&✱ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦((❡#♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❛&✉(❡# ❛(❡ &❤❡♥

✉#❡❞ &♦ &(❛✐♥ &❤❡ ♦&❤❡( ▲❉❆ #✉❜#♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝❧❛##✐✜❡(✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡(#❛✳ ❆❢&❡( #❡✈❡(❛❧ ✐&❡(❛&✐♦♥#

❛♥❞ &❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ❛✉&♦♠❛&✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥ ♠♦(❡ (❡❧✐❛❜❧❡ #✉❜#♣❛❝❡# ❢♦(

❜♦&❤ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ❝❧❛##✐✜❝❛&✐♦♥✳

❚❤❡ (❡♠❛✐♥❞❡( ♦❢ &❤✐# ❝❤❛♣&❡( ✐# ♦(❣❛♥✐③❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✳ ■♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✷✱ &❤❡ ♣(✐♥❝✐♣❧❡# ♦❢

▲❉❆ ❛♥❞ ❝♦✲&(❛✐♥✐♥❣ ❛(❡ ❞❡#❝(✐❜❡❞ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦✲▲❉❆ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ❛(❡ ♣(❡#❡♥&❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣(♦♣♦#❡❞ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ✐♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐#✉❛❧ ♣❡(#♦♥ (❡❝♦❣♥✐&✐♦♥ ✐# ❞❡#❝(✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✸✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥&# ❛♥❞ (❡#✉❧&# ❛(❡ ❞❡&❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ❜❡❢♦(❡ ♦✉( ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥# ❛(❡

♣(❡#❡♥&❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✹✳ ■♥ ♦(❞❡( &♦ ❞❡❛❧ ✇✐&❤ ♦✉&✲♦❢✲❝❧❛## #❛♠♣❧❡# ❡①✐#&❡❞ ✐♥ &❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞

#❡&✱ ✇❡ ♣(♦♣♦#❡ ❛♥ ♦♣❡♥✲#❡& ❡①&❡♥#✐♦♥ ♦❢ ❈♦✲▲❉❆ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ❜② ✐♥❝♦(♣♦(❛&✐♥❣ &❤❡ #♣❛(#❡

(❡♣(❡#❡♥&❛&✐♦♥ ❝❧❛##✐✜❡( ✭❙❘❈✮ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✺✱ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦((❡#♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡(✐♠❡♥&❛❧ ✇♦(❦ ✐#

♣(❡#❡♥&❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✻✳



✺✹ ❈❤❛♣$❡& ✹ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ■♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❈♦✲$&❛✐♥✐♥❣

✹✳✷ ▲❉❆ ✱❈♦✲*+❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦✲▲❉❆

■♥ $❤✐' '❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ✜.'$ ❜.✐❡✢② ✐♥$.♦❞✉❝❡ $❤❡ ♣.✐♥❝✐♣❧❡' ♦❢ ▲❉❆ ❛♥❞ ❝♦✲$.❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝✲

$✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✷✳✷ .❡'♣❡❝$✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ $❤❡♥ ♣.❡'❡♥$ $❤❡ '❡♠✐✲'✉♣❡.✈✐'❡❞ ❞✐'❝.✐♠✐♥❛♥$

'✉❜'♣❛❝❡ ❧❡❛.♥✐♥❣ ♣.♦❜❧❡♠✱ ♣.♦♣♦'❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②'❡ $❤❡ ❝♦✲▲❉❆ ❛❧❣♦.✐$❤♠ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳

✹✳✷✳✶ ▲❉❆ ❛♥❞ *♠❛❧❧ *❛♠♣❧❡ *✐③❡ ♣1♦❜❧❡♠

▲✐♥❡❛. ❉✐'❝.✐♠✐♥❛♥$ ❆♥❛❧②'✐' ✐' ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ '✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥$ ❛♣♣.♦❛❝❤ $♦ ❞✐♠❡♥'✐♦♥✲

❛❧✐$② .❡❞✉❝$✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐' ✇✐❞❡❧② ✉'❡❞ ✐♥ ✈❛.✐♦✉' ❝❧❛''✐✜❝❛$✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠'✳ ■$ ❛✐♠' $♦ ✜♥❞ ❛♥

♦♣$✐♠✐③❡❞ ♣.♦❥❡❝$✐♦♥Wopt ✇❤✐❝❤ ♣.♦❥❡❝$' t ❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ❞❛$❛ ✈❡❝$♦.' x ✐♥$♦ ❛ g ❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧

'♣❛❝❡ ❜② y = Woptx✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥$.❛✲❝❧❛'' '❝❛$$❡. ✭SW ✮ ✐' ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇❤✐❧❡ $❤❡ ✐♥$❡.✲❝❧❛''

'❝❛$$❡. ✭SB✮ ✐' ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ SW ❛♥❞ SB ❛.❡ ❞❡$❡.♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦.❞✐♥❣ $♦✿

SW =
c

∑

j=1

lj
∑

i=1

(xji − µj)(x
j
i − µj)

T , ✭✹✳✶✮

❛♥❞

SB =

c
∑

j=1

lj(µj − µ)(µj − µ)T , ✭✹✳✷✮

✇❤❡.❡ xji ✐' $❤❡ ith '❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦❢ ❝❧❛'' ❥✱ µj ✐' $❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❝❧❛'' ❥✱ ❝ ✐' $❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❝❧❛''❡'✱

❛♥❞ lj ✐' $❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ '❛♠♣❧❡' ✐♥ ❝❧❛'' j ✳ Wopt ✐' ♦❜$❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦.❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡

❢✉♥❝$✐♦♥✿

Wopt = argmax
W

W TSBW

W TSWW
= [w1, . . . , wg] ✭✹✳✸✮

✇❤❡.❡ {wi|i = 1, . . . , g} ❛.❡ $❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝$♦.' ♦❢ SB ❛♥❞ SW ✇❤✐❝❤ ❝♦..❡'♣♦♥❞ $♦ $❤❡ g

❧❛.❣❡'$ ❣❡♥❡.❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡' ❛❝❝♦.❞✐♥❣ $♦✿

SBwi = λiSWwi, i = 1, . . . , g ✭✹✳✹✮

◆♦$❡ $❤❛$ $❤❡.❡ ❛.❡ ❛$ ♠♦'$ c−1 ♥♦♥✲③❡.♦ ❣❡♥❡.❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡'✱ '♦ g ✐' ✉♣♣❡.✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

c−1✳ ❙✐♥❝❡ SW ✐' ♦❢$❡♥ '✐♥❣✉❧❛.✱ ✐$ ✐' ❝♦♠♠♦♥ $♦ ✜.'$ ❛♣♣❧② M.✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥$ ❆♥❛❧②'✐'

✭M❈❆✮ $♦ .❡❞✉❝❡ $❤❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♦.✐❣✐♥❛❧ ✈❡❝$♦.✳ ▲❉❆ ❤❛' ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❆❋❘ ❛♥❞

❆❙❘ ❛♥❞ ✐' ♦❢$❡♥ .❡❢❡..❡❞ $♦ ❛' ❋✐$❤❡'❢❛❝❡ ❬❇❡❧❤✉♠❡✉. ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❋✐$❤❡'✈♦✐❝❡ ▲✐ ❡$ ❛❧✳

❬✷✵✶✵❪✳



✹✳✷ ▲❉❆ ✱❈♦✲*+❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦✲▲❉❆ ✺✺

❋✐❣✉%❡ ✹✳✶✿ ❚✇♦ ❞✐✛❡%❡♥1 ❝❧❛55❡5 ✐♥ ●❛✉55✐❛♥ ❞✐51%✐❜✉1✐♦♥5 ❛%❡ %❡♣%❡5❡♥1❡❞ ❜② ❞♦1❡❞ ❡❧❧✐♣1✐❝❛❧

❝✉%✈❡5✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❢♦% ❡❛❝❤ ❝❧❛55✱ ♦♥❧② 1✇♦ 5❛♠♣❧❡5 ❛%❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦% 1❤❡ ❧❡❛%♥✐♥❣ ♦❢ @❈❆

❛♥❞ ▲❉❆✳ ■♥ 1❤✐5 ❝❛5❡✱ 1❤❡ ❝❧❛55✐✜❝❛1✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛%② ♦❜1❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♥❡❛%❡51✲♥❡✐❣❤❜♦% ❝❧❛55✐✜❡%

✐♥ 1❤❡ @❈❆ 5✉❜5♣❛❝❡ Dpca ❛%❡ ♠♦%❡ ❞❡5✐%❛❜❧❡ 1❤❛♥ 1❤❡ ❝❧❛55✐✜❝❛1✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛%② ✐♥ ▲❉❆

5✉❜5♣❛❝❡ DLDA ✭✐♠❛❣❡ ❡①❝❡%♣1❡❞ ❢%♦♠ ❬▼❛%1✐♥❡③ ❛♥❞ ❑❛❦✱ ✷✵✵✶❪✮✳

❆5 ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬▼❛%1✐♥❡③ ❛♥❞ ❑❛❦✱ ✷✵✵✶❪✱ ✇❤✐❧❡ ▲❉❆ ❝❛♥ ❡①1%❛❝1 ❞✐5❝%✐♠✐♥❛♥1 ✐♥❢♦%✲

♠❛1✐♦♥ ❢%♦♠ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ ❢❡❛1✉%❡ ✈❡❝1♦%5 ✇❤❡♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 1%❛✐♥✐♥❣ ❞❛1❛ ✐5 ❛❜✉♥❞❛♥1✱ ❜✉1

✇❤❡♥ 1%❛✐♥✐♥❣ ❞❛1❛ ✐5 5❝❛%❝❡ ❛♥❞ ♥♦1 %❡♣%❡5❡♥1❛1✐✈❡ ♦❢ 1❤❡ ✉♥❞❡%❧②✐♥❣ ❞❛1❛ 51%✉❝1✉%❡✱ 1❤❡

♣%♦❥❡❝1✐♦♥5 ❝❛♥ ❜❡ 5✐❣♥✐✜❝❛♥1❧② ❜✐❛5❡❞ ♦♥ 1❤❡ 5♠❛❧❧ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 1%❛✐♥✐♥❣ 5❡1✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡%❛❧❧②

❧❡❛❞5 1♦ %❡❞✉❝❡❞ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✇♦%5❡ 1❤❡♥ 1❤❡ ✉♥5✉♣❡%✈✐5❡❞ ♠❡1❤♦❞ @❈❆✳ ❈♦♥5✐❞❡%

1❤❡ ❞❛1❛ ❞✐51%✐❜✉1✐♦♥ ✐❧❧✉51%❛1❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❞❛1❛ ♣♦✐♥15 ❜❡❧♦♥❣ 1♦ 1✇♦ ❝❧❛55❡5 ❛♥❞

❡❛❝❤ ❝❧❛55 ✐5 ❛ ✉♥❞❡%❧②✐♥❣ ●❛✉55✐❛♥ ❞✐51%✐❜✉1✐♦♥✱ ❛5 ✐♥❞✐❝❛1❡❞ ❜② ❛ ❡❧❧✐♣1✐❝❛❧ ❞♦11❡❞ ❝✉%✈❡✳

❋♦% ❡❛❝❤ ❝❧❛55✱ ♦♥❧② 1✇♦ ♦❜5❡%✈❛1✐♦♥5 ❛%❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦% 1❤❡ 1%❛✐♥✐♥❣ ♦❢ @❈❆ ❛♥❞ ▲❉❆✳ @❈❆

❝♦♠♣✉1❡5 ❛ ♣%♦❥❡❝1✐♦♥ ❛①✐5 ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡5 1❤❡ ✈❛%✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐5 5❤♦✇♥ ❛5 ❛ ✈❡%1✐❝❛❧ ❧✐♥❡

♥♦1❡❞ ❛5  ❈❆✳ ▲❉❆ ❝♦♠♣✉1❡5 ❛ ♣%♦❥❡❝1✐♦♥ ❞✐%❡❝1✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡ 1❤❡ 5❡♣❛%❛1✐♦♥ ♦❢

1❤❡ 1✇♦ ❝❧❛55❡5✱ 1❤❡ ♣%♦❥❡❝1✐♦♥ ❛①✐5 ✐5 5❤♦✇♥ ❛5 1❤❡ ❤♦%✐③♦♥1❛❧ ❧✐♥❡ ♥♦1❡❞ ❛5 ▲❉❆✳ ■❢ ❛

♥❡❛%❡51 ♥❡✐❣❤❜♦% ❝❧❛55✐✜❡% ✐5 ❛♣♣❧✐❡❞✱ 1❤❡ ❞❡❝✐5✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛%② ✐♥ @❈❆ ❛♥❞ ▲❉❆ 5✉❜5♣❛❝❡5

❛%❡ ♥♦1❡❞ ❛5 DPCA ❛♥❞ DLDA✳ ❚❤❡ ▲❉❆ ❞❡❝✐5✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛%② ✐♥1❡%5❡❝1 1❤❡ ❡❧❧✐♣5❡5 ♦❢ 1❤❡

❝❧❛55 ❞✐51%✐❜✉1✐♦♥5✱ 1❤✉5 @❈❆ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❜❡11❡% ❝❧❛55✐✜❝❛1✐♦♥ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡✳

✹✳✷✳✷ ❈♦✲&'❛✐♥✐♥❣

❈♦✲1%❛✐♥✐♥❣ ❜❡❧♦♥❣5 1♦ ❛ ❝❧❛55 ♦❢ ❛❧❣♦%✐1❤♠5 ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ 5❡♠✐✲5✉♣❡%✈✐5❡❞ ❧❡❛%♥✐♥❣ ❛♥❞

♠✉❧1✐✲✈✐❡✇ ❧❡❛%♥✐♥❣ ✐♥1♦ ♦♥❡ ✉♥✐✜❡❞ ❢%❛♠❡✇♦%❦✳ ❚❤❡ ❜❛5✐❝ ❛55✉♠♣1✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲1%❛✐♥✐♥❣ ✐5 1❤❛1



✺✻ ❈❤❛♣$❡& ✹ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ■♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❈♦✲$&❛✐♥✐♥❣

"❤❡ ❞❛"❛ '❛♠♣❧❡' ❝❛♥ ❜❡ ♣.❡'❡♥"❡❞ ✇✐"❤ "✇♦ ❞✐'❥♦✐♥" ✈✐❡✇' x1 ❛♥❞ x2✳ ❚✇♦ ❝❧❛''✐✜❡.' C1(x1)

❛♥❞ C2(x2) ❛.❡ ✐♥✐"✐❛❧❧② ❧❡❛.♥" ✇✐"❤ ❛ '♠❛❧❧ '❡" ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛ ▲✿ ④xi1;xi2, li|i = 1, 2, ..., N⑥

✇❤❡.❡ l ✐' "❤❡ ❝❧❛'' ❧❛❜❡❧✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛.❣❡ ❛♠♦✉♥" ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛ ❯✿ ④x′i1;x
′
i2|i = 1, 2, ...,M⑥✱

✇❤❡.❡ ◆ ❛♥❞ ▼ ❞❡♥♦"❡ "❤❡ '✐③❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛'❡" .❡'♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❆" ❡❛❝❤

✐"❡.❛"✐♦♥✱ "❤❡ ❛❧❣♦.✐"❤♠ ✐♥❝♦.♣♦.❛"❡' '❛♠♣❧❡' ❢.♦♠ "❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ '❡" ❯ ✐♥"♦ "❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛ ▲✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② "❤❡ '❡❧❡❝"❡❞ ❞❛"❛ ❛.❡ "❤♦'❡ ✇✐"❤ "❤❡ ❤✐❣❤❡'" ♣.❡❞✐❝"✐♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

❢♦. ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳ ❊❛❝❤ ❝❧❛''✐✜❡. ✐' "❤❡♥ ✉♣❞❛"❡❞ ✉'✐♥❣ "❤❡ ❛✉❣♠❡♥"❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛ '❡"✳ ❚❤❡

♣.♦❝❡'' ❝❛♥ ❜❡ .❡♣❡❛"❡❞ ✐"❡.❛"✐✈❡❧② ✉♥"✐❧ ❛❧❧ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛✉①✐❧✐❛.② ❞❛"❛ ✐' ✐♥❝♦.♣♦.❛"❡❞ ✐♥"♦

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛'❡"✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ ♦✉"♣✉"' ♦❢ "❤❡ "✇♦ ❝❧❛''✐✜❡.' C1 ❛♥❞ C2 ❝❛♥ ❜❡ ✇❡✐❣❤"❡❞

❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ '✐♥❣❧❡✲✈✐❡✇ ❝❧❛''✐✜❡. C✳ ❚❤❡ ✐♥"✉✐"✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲".❛✐♥✐♥❣ ✐' "❤❛" ❡❛❝❤ ❝❧❛''✐✜❡. ❝❛♥

♣.♦✈✐❞❡ "❤❡ ♦"❤❡. ✇✐"❤ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧✱ ❛✉"♦♠❛"✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤" ❜❡ ❛' ✐♥❢♦.♠❛"✐✈❡

❛' '♦♠❡ .❛♥❞♦♠ ♥♦✐'② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡'✳ ❇❛'❡❞ ♦♥ "❤❡ ❛♥❛❧②'✐' ♦❢ ◆✐❣❛♠ ❡" ❛❧ ❬❇❧✉♠ ❛♥❞

▼✐"❝❤❡❧❧✱ ✶✾✾✽❜❪✱ ❝♦✲".❛✐♥✐♥❣ .❡M✉✐.❡' "❤❡ "✇♦ ✈✐❡✇' "♦ ❜❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥" ✐♥ ♦.❞❡.

"❤❛" ❡❛❝❤ ❝❧❛''✐✜❡. ♣.♦✈✐❞❡' ✐♥❢♦.♠❛"✐✈❡ ❞❛"❛ "♦ "❤❡ ♦"❤❡.✳

✹✳✷✳✸ ❈♦✲▲❉❆

■♥ ♠❛♥② ♣.❛❝"✐❝❛❧ ❆❋❘ ❛♥❞ ❆❙❘ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥'✱ ❜✉" ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ "❡'" ❞❛"❛ ✐' ♦❢"❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥"✱ ✐❡✳

♦❜"❛✐♥❡❞ ❞✉.✐♥❣ "❡'"✐♥❣✳ ■" "②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥"❛✐♥' ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣.❡❡ ♦❢ ✐♥"❡.'❡''✐♦♥ ✈❛.✐❛"✐♦♥'✱ ❢.♦♠

✇❤✐❝❤ ♠✉❝❤ ♠♦.❡ .❡❧✐❛❜❧❡ ▲❉❆ ♣.♦❥❡❝"✐♦♥' ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛.♥"✳ ❲❡ ♣.♦♣♦'❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦✲".❛✐♥✐♥❣

❢.❛♠❡✇♦.❦ ✇❤✐❝❤ ✐' ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ ✐♥ "❤❡ ❞✐'❝.✐♠✐♥❛♥" ❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧✐"② .❡❞✉❝"✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠ ✐♥ "✇♦

❞✐'"✐♥❝" ❢❡❛"✉.❡ '♣❛❝❡'✱ ✇❤❡.❡ ❡❛❝❤ ❝❧❛''✐✜❡. ✐"❡.❛"✐✈❡❧② ❛♥❞ ❛✉"♦♠❛"✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧' ❛♥❞ ♣.♦✈✐❞❡

♥❡✇ ".❛✐♥✐♥❣ ❞❛"❛ "♦ ❛♥♦"❤❡.✳

❆' ✐❧❧✉'".❛"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✹✳✷✱ "❤❡ ✐♥♣✉" ♦❢ "❤❡ ❝♦✲▲❉❆ ❛❧❣♦.✐"❤♠ ✐' ❛ '♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥" ♦❢

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛ ❛♥❞ ❛ ❧❛.❣❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛✱ ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ '❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ .❡♣.❡'❡♥"❡❞

✇✐"❤ "✇♦ ❢❡❛"✉.❡'✱ x1 ✭❧❡❢" ✐♥ ❋✐❣✳✶✮❛♥❞ x2 ✭.✐❣❤"✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ❛''✉♠❡❞ "♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥"

❛♥❞ '✉✣❝✐❡♥" ❢♦. ❝❧❛''✐✜❝❛"✐♦♥✳ ❆♥ ▲❉❆ ♣.♦❥❡❝"✐♦♥ ✐' ❧❡❛.♥" ♦♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ .❡'♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❆'

'❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✶ ✭❛✮✱ "❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛'❡" ✐' '♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐' ♥♦" .❡♣.❡'❡♥"❛"✐✈❡ ♦❢ "❤❡ ❣❡♥❡.❛❧

❝❧❛'' ❞✐'".✐❜✉"✐♦♥✱ '♦ SB ❛♥❞ SW ✐♥ ❊M✉❛"✐♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛.❡ ♥♦" ✇❡❧❧ ❡'"✐♠❛"❡❞✳ ❚❤❡ ▲❉❆

♣.♦❥❡❝"✐♦♥ ✭Wopt✮ ❧❡❛.♥❡❞ ❢.♦♠ "❤✐' ❞❛"❛ ✐' ✐❧❧✉'".❛"❡❞ ❜② ❛ '♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ■" ✐' ❜✐❛'❡❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞'

"♦ ❛♥ ✐♥❡✛❡❝"✐✈❡ ❝❧❛''✐✜❝❛"✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛.② ✭❞❛'❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ▲❉❆ '♣❛❝❡ ♦❢ ✈✐❡✇ ✶✱ ❛ ❝❧❛''✐✜❡.

✐' "❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ ❝❧❛''✐❢② ❛❧❧ "❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛✱ ♦♥❡ ✭♦. ❛ ❢❡✇✮ '❛♠♣❧❡ "❤❛" ✐' ❢❛."❤❡'"

❢.♦♠ "❤❡ ❝❧❛''✐✜❝❛"✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛.② ✐' ❛❞❞❡❞ "♦ "❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ '❡"✱ ❛♥❞ "❤❡ ▲❉❆ ♣.♦❥❡❝"✐♦♥ ❢♦.

✈✐❡✇ ✷ ✐' .❡❧❡❛.♥❡❞✱ ❛' '❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✶ ✭❜✮✳ ◆♦"❡ "❤❛"✱ '✐♥❝❡ "❤❡ "✇♦ ✈✐❡✇' ❛.❡ ❛''✉♠❡❞ "♦ ❜❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥" ❢.♦♠ ❡❛❝❤ ♦"❤❡.✱ ♦♥❡ ♣♦✐♥" ❝♦♥✜❞❡♥"❧② ❝❧❛''✐✜❡❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ✶ ✐' ❤✐❣❤❧② ✐♥❢♦.♠❛"✐✈❡



✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ )♦ ❙❡♠✐✲0✉♣❡2✈✐0❡❞ ❆✉❞✐♦✲✈✐0✉❛❧ ❙♣❡❛❦❡2 ❘❡❝♦❣♥✐)✐♦♥ ✺✼

✐♥ ✈✐❡✇ ✷ ✭♦*❤❡,✇✐-❡ ✐❢ *❤❡ *✇♦ ✈✐❡✇- ❛,❡ ❝♦,,❡❧❛*❡❞✱ *❤❛* ♣♦✐♥* ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧-♦ ❢❛, ❢,♦♠ *❤❡

❝❧❛--✐✜❝❛*✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛,② ✐♥ ✈✐❡✇ ✷✮✱ ❛♥❞ ✐- ❛❜❧❡ *♦ ❝♦,,❡❝* *♦ ✐♠♣,♦✈❡ *❤❡ ❝♦,,❡-♣♦♥❞✐♥❣ ▲❉❆✳

■♥ *❤❡ -❛♠❡ ✇❛②✱ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ ✐♥ ✈✐❡✇ ✷ ✐- ❛❧-♦ ❝❧❛--✐✜❡❞✱ ❛♥❞ *❤❡ ♠♦-* ❝♦♥✜❞❡♥* -❛♠♣❧❡-

❛,❡ ❛❞❞❡❞ *♦ *❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛-❡* ❜❡❢♦,❡ *❤❡ ▲❉❆ ♣,♦❥❡❝*✐♦♥ ❢♦, ✈✐❡✇ ✶ ✐- ❛❧-♦ ,❡❧❡❛,♥❡❞✳

❚❤❡ ♣,♦❝❡-- ✐- ✐*❡,❛*✐✈❡ ❛♥❞ ❛- ♠♦,❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ ✐- ❛❝❝✉♠✉❧❛*❡❞✱ *❤❡ ▲❉❆ ♣,♦❥❡❝*✐♦♥- ❛,❡

✐♠♣,♦✈❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❜❡**❡, ,❡-✉❧*-✳ ❖❢ ❝♦✉,-❡✱ ♦♥❡ ✈✐❡✇ ♠❛② ❢❡❡❞ ♠✐-❝❧❛--✐✜❡❞ -❛♠♣❧❡- *♦

*❤❡ ♦*❤❡, ❜✉* ❛❝❝♦,❞✐♥❣ *♦ *❤❡ -✉✣❝✐❡♥❝② ❛--✉♠♣*✐♦♥✱ ❝❧❛--✐✜❡,- ✇✐❧❧ ❢❡❡❞ ♠♦,❡ ❝♦,,❡❝*❧②

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ *❤❛♥ ♠✐-❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ *♦ *❤❡ ♦*❤❡, ❝❧❛--✐✜❡,✱ ❛♥❞ *❤✉- ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ✉❧*✐♠❛*❡❧②

✐♠♣,♦✈❡-✳

✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ )♦ ❙❡♠✐✲0✉♣❡2✈✐0❡❞ ❆✉❞✐♦✲✈✐0✉❛❧ ❙♣❡❛❦❡2 ❘❡❝♦❣✲

♥✐)✐♦♥

■* ✐- ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ *❤❛* ❜❡**❡, ,❡❝♦❣♥✐*✐♦♥ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ *❤,♦✉❣❤ *❤❡ ❝♦♠✲

❜✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧*✐♣❧❡ ❜✐♦♠❡*,✐❝ ♠♦❞❛❧✐*✐❡-✱ *❤,♦✉❣❤ -♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧*✐✲♠♦❞❛❧ -②-*❡♠- ❬❑✐**❧❡,

❡* ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ❲✐*❤ ❜♦*❤ *,❛✐*- ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐*❤ -*❛♥❞❛,❞ ❝♦♠♠❡,❝✐❛❧ ✈✐❞❡♦ ❝❛♣*✉,✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡-

❛♥❞ ♦♥ ❛❝❝♦✉♥* ♦❢ *❤❡✐, ♥♦♥✲✐♥*,✉-✐✈❡ ♥❛*✉,❡✱ ❛✉❞✐♦✲✈✐-✉❛❧ ♣❡,-♦♥ ,❡❝♦❣♥✐*✐♦♥ ✐- ♦❢ ♥❛*✉,❛❧

❛♣♣❡❛❧ *♦ ❜♦*❤ ❝♦♠♠❡,❝✐❛❧ ❝❧✐❡♥*- ❛♥❞ ❡♥❞✲✉-❡,- ❛♥❞ *❤✉- ❛**,❛❝*❡❞ ❝♦♥-✐❞❡,❛❜❧❡ ,❡-❡❛,❝❤

✐♥*❡,❡-* ✐♥ ,❡❝❡♥* ②❡❛,-✳ ❙✉❝❤ -②-*❡♠- ❣❡♥❡,❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡- *❤❡ -❝♦,❡ ❧❡✈❡❧ ❢✉-✐♦♥ ♦❢ ❆❋❘ ❛♥❞

❆❙❘ -②-*❡♠-✳ ❇♦*❤ ❛,❡ ✈✉❧♥❡,❛❜❧❡ *♦ ✐♥*❡,✲-❡--✐♦♥ ✈❛,✐❛*✐♦♥- ❞✐-❝✉--❡❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✱ ❛♥❞

*❤❡ ♣,♦♣♦-❡❞ ❝♦✲▲❉❆ ❛♣♣,♦❛❝❤ ❤❛- ♥❛*✉,❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ✐♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐-✉❛❧ ♣❡,-♦♥ ,❡❝♦❣♥✐*✐♦♥

-❝❡♥❛,✐♦✿ ✭✶✮ ▲❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ ✐- ❧✐♠✐*❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛❜✉♥❞❛♥* ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ ✐- ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉,✐♥❣ *❤❡

♥♦,♠❛❧ -②-*❡♠ ♦♣❡,❛*✐♦♥❀ ✭✷✮ T❡♦♣❧❡-✬- ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ❛,❡ ♥❛*✉,❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✈✐❞❡♦- ❛♥❞

❛,❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ❢,♦♠ ❡❛❝❤ ♦*❤❡,❀ ✭✸✮ ▼❛♥② -*❛*❡✲♦❢✲*❤❡✲❛,* ❆❙❘ ✫ ❆❋❘ ✐♠♣❧❡♠❡♥*❛*✐♦♥-

✉-❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❢❡❛*✉,❡ ✈❡❝*♦,- -♦ ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧✐*② ,❡❞✉❝*✐♦♥ ✐- ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ ♣,♦♣♦-❡❞ ❝♦✲▲❉❆ ❛✉❞✐♦✲✈✐-✉❛❧ ♣❡,-♦♥ ,❡❝♦❣♥✐*✐♦♥ -②-*❡♠ ✐- ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢ *❤,❡❡ -*❡♣-✳

❋✐,-*✱ ❛ ❢❛❝✐❛❧ ❢❡❛*✉,❡ ✈❡❝*♦, ❛♥❞ ❛ ✈♦❝❛❧ ❢❡❛*✉,❡ ✈❡❝*♦, ❛,❡ ❡①*,❛❝*❡❞ ❢,♦♠ ❡❛❝❤ ✈✐❞❡♦❀ -❡❝♦♥❞✱

*✇♦ ❞✐-❝,✐♠✐♥❛♥* -✉❜-♣❛❝❡- ❛,❡ ❧❡❛,♥❡❞ ✇✐*❤ ❜♦*❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡

❞❛*❛ ,❡-♣❡❝*✐✈❡❧②❀ *❤✐,❞✱ ✈❡,✐✜❝❛*✐♦♥ ✐- ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐*❤ ❛❝❝❡♣*✐♥❣ ♦, ,❡❥❡❝*✐♥❣ *❤❡ ❝❧❛✐♠✱ ✇❤✐❧❡

✐♥ *❤❡ ✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥ *❛-❦✱ *❤❡,❡ ✐- ♥♦ ✐❞❡♥*✐*② ❝❧❛✐♠✱ ❛♥❞ *❤❡ -②-*❡♠ ✐- ,❡Z✉✐,❡❞ *♦ ❡-*❛❜❧✐-❤

*❤❡✐, ✐❞❡♥*✐*②✳
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❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✿ ■❧❧✉./&❛/✐♦♥ ♦❢ ❈♦✲▲❉❆ ❛❧❣♦&✐/❤♠

✹✳✸✳✶ ❋❡❛'✉)❡ ❡①')❛❝'✐♦♥
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♣♦.✐/✐♦♥.✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ✈✐❞❡♦✱ ▲♦❝❛❧ ❇✐♥❛&② G❛//❡&♥ ✭▲❇G✮ ❢❡❛/✉&❡ ✈❡❝/♦& ❬❆❤♦♥❡♥ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪
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fface fvoice
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n (xface, xvoice)

Cface Cvoice

x µ
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❋✐❣✉&❡ ✹✳✹✿ ■❧❧✉-.&❛.✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲▲❉❆ -✉❜-♣❛❝❡ ❧❡❛&♥✐♥❣

❞❡✜♥❡❞ ❛-✿

SN =

∥

∥xTµ
∥

∥

√

xTxµTµ
✭✹✳✺✮

❆❧❧ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ -❛♠♣❧❡- ❛&❡ ♣&♦❥❡❝.❡❞ ✐♥.♦ .❤❡✐& ▲❉❆ -♣❛❝❡- &❡-♣❡❝.✐✈❡❧②✱

❛♥❞ ❝❧❛--✐✜❡❞ ❜② Cface ❛♥❞ Cvoice✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ❝❧❛--✐✜❡& ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧❛--✱ .❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ -❛♠✲

♣❧❡- ❝❧♦-❡-. .♦ .❤❡ .❤❡ .❡♠♣❧❛.❡ ❛&❡ ♠♦✈❡❞ ❢&♦♠ .❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛.❛-❡. .♦ .❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞

❞❛.❛-❡. ✇✐.❤ .❤❡ ❛✉.♦♠❛.✐❝❛❧❧② ❞❡.❡&♠✐♥❡❞ ❧❛❜❡❧✳ ❲❡ &❡❢❡& .♦ .❤✐- ❛✉①✐❧✐❛&② .&❛✐♥✐♥❣ ❞❛.❛

❛- ♣-❡✉❞♦✲❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛.❛✳ ❲✐.❤ .❤❡ ✐♥❝&❡❛-❡❞ ♣♦♦❧ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛.❛✱ .❤❡ .✇♦ ▲❉❆ -✉❜-♣❛❝❡-

❛&❡ &❡❧❡❛&♥❡❞✱ ❛♥❞ .❤❡ .❡♠♣❧❛.❡- ❛&❡ &❡❝❛❧❝✉❧❛.❡❞✳ ❚❤✐- ♣&♦❝❡-- ✐- ✐.❡&❛.✐✈❡ ❛♥❞ ✐- &❡♣❡❛.❡❞

✉♥.✐❧ .❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛.❛-❡. ✐- ❡♠♣.②✳

✹✳✸✳✸ ■❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡.✐✜❝❛'✐♦♥

❇♦.❤ ✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡&✐✜❝❛.✐♦♥ .❛-❦- ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐-❤❡❞ ✉-✐♥❣ .❤❡ ▲❉❆ ♣&♦❥❡❝.✐♦♥-

❛♥❞ ❝❧✐❡♥. .❡♠♣❧❛.❡- ❧❡❛&♥❡❞ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ .♦ .❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣&♦❝❡❞✉&❡✳



✹✳✹ ❊①♣❡&✐♠❡♥*❛❧ ✇♦&❦ ✻✶

■♥ $❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ -❝❡♥❛.✐♦✱ ❢❛❝✐❛❧ ❛♥❞ ✈♦❝❛❧ ❢❡❛$✉.❡ ✈❡❝$♦.- ❛.❡ ❡①$.❛❝$❡❞ ❢.♦♠ ❡❛❝❤

$❡-$ ✈✐❞❡♦ ✐♥ $❤❡ ♠❛♥♥❡. ❛- ❞❡-❝.✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✸✳✶✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡♠ ✐- ✜.-$ ♣.♦❥❡❝$❡❞

✐♥$♦ $❤❡✐. <❈❆ -✉❜-♣❛❝❡-✱ ❛♥❞ $❤❡♥ ✐♥$♦ $❤❡✐. ▲❉❆ -✉❜-♣❛❝❡- .❡-♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ■♥ ❡❛❝❤ -♣❛❝❡✱

$❤❡ ♣.♦❥❡❝$❡❞ ♣♦✐♥$ ✐- ❝♦♠♣❛.❡❞ $♦ ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡ c $❡♠♣❧❛$❡- ❛❝❝♦.❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♥♦.♠❛❧✐③❡❞

❝♦..❡❧❛$✐♦♥ -✐♠✐❧❛.✐$② ♠❡❛-✉.❡ ❛- ❞❡-❝.✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ $❤✉- .❡-✉❧$✐♥❣ ✐♥ $✇♦ -❡$- ♦❢ c -✐♠✐❧❛.✐$②

-❝♦.❡- (S1
face, S

2
face, . . . , S

c
face) ❛♥❞ (S1

voice, S
2
voice, . . . , S

c
voice) ❈♦..❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡

-✐♠✐❧❛.✐$② -❝♦.❡- ❛.❡ $❤❡♥ ❛✈❡.❛❣❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ ❢✉-❡❞ -❝♦.❡✿

Si
fused =

Si
face + Si

voice

2
, ✭✹✳✻✮

❛♥❞ $❤❡ $❡-$ -❛♠♣❧❡ ✐- ❛--✐❣♥❡❞ $❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ $❤❡ $❡♠♣❧❛$❡ ✇❤♦-❡ -✐♠✐❧❛.✐$② -❝♦.❡ ✐- ❤✐❣❤❡-$✳

❚❤❡ .❡❝♦❣♥✐$✐♦♥ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ✐- ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ $♦♣ ✶ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ .❛$❡✳

■♥ $❤❡ ✈❡.✐✜❝❛$✐♦♥ -❝❡♥❛.✐♦✱ $❤❡ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ❢❡❛$✉.❡ ✈❡❝$♦.- ♦❢ ❛ $❡-$ ❞❛$❛ -❛♠♣❧❡

❛.❡ ❡①$.❛❝$❡❞ ❛♥❞ ♣.♦❥❡❝$❡❞ ✐♥$♦ $❤❡ -❛♠❡ ▲❉❆ -♣❛❝❡ ❛- ❜❡❢♦.❡✱ ❜✉$ ❛.❡ ❝♦♠♣❛.❡❞ ♦♥❧② $♦

$❤❡ $❡♠♣❧❛$❡ ❝♦..❡-♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ ✐❞❡♥$✐$②✳ ❋❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ -✐♠✐❧❛.✐$② -❝♦.❡- ❛.❡

❢✉-❡❞ ✐♥ $❤❡ -❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ✈❡.✐✜❝❛$✐♦♥ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ✐- ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❉❡$❡❝$✐♦♥ ❊..♦.

❚.❛❞❡✲♦✛- ✭❉❊❚✮ ♣❧♦$ ❛❝N✉✐.❡❞ ✇✐$❤ ❝❧✐❡♥$ ❛♥❞ ✐♠♣♦-$♦. -❝♦.❡-✳

✹✳✹ ❊①♣❡&✐♠❡♥*❛❧ ✇♦&❦

❚❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥$- .❡♣♦.$❡❞ ❤❡.❡ ❛✐♠ $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ❝♦✲▲❉❆ ❛✉❞✐♦✲✈✐-✉❛❧

♣❡.-♦♥ .❡❝♦❣♥✐$✐♦♥ ❛❧❣♦.✐$❤♠ $♦ ✉-❡ ✐♥$❡.✲-❡--✐♦♥ ✈❛.✐❛$✐♦♥- ❝♦♥$❛✐♥❡❞ ✐♥ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛$❛ $♦

❡♥❤❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧- ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ✇❡❛❦❧② ❧❡❛.♥❡❞ ✇✐$❤ ❧✐♠✐$❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛$❛✳ ■♥ $❤✐- -❡❝$✐♦♥✱ ✇❡

✜.-$ ❞✐-❝.✐❜❡ $❤❡ ▼❖❇■❖ ❞❛$❛❜❛-❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥$❛❧ ✇♦.❦ ✐- ❝❛..✐❡❞✱ ❛♥❞ $❤❡♥

♣.❡-❡♥$❡❞ $❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥$ .❡-✉❧$- ✐♥ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡.✐✜❝❛$✐♦♥ ♠♦❞❡✳

✹✳✹✳✶ ▼♦❜✐♦ ❛✉❞✐♦✲✈✐,✉❛❧ ❞❛.❛❜❛,❡

❚❤❡ ▼❖❇■❖ ❞❛$❛❜❛-❡ ❬▼❝❈♦♦❧ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❝♦♥-✐-$- ♦❢ ❜✐✲♠♦❞❛❧ ✭❛✉❞✐♦ ❛♥❞ ✈✐❞❡♦✮ ❞❛$❛

$❛❦❡♥ ❢.♦♠ ✶✺✷ ♣❡♦♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❛$❛❜❛-❡ ❤❛- ❛ ❢❡♠❛❧❡✲♠❛❧❡ .❛$✐♦ ♦. ♥❡❛.❧② ✶✿✷ ✭✶✵✵ ♠❛❧❡-

❛♥❞ ✺✷ ❢❡♠❛❧❡-✮ ❛♥❞ ✇❛- ❝♦❧❧❡❝$❡❞ ❢.♦♠ ❆✉❣✉-$ ✷✵✵✽ ✉♥$✐❧ ❏✉❧② ✷✵✶✵ ✐♥ -✐① ❞✐✛❡.❡♥$ -✐$❡-

❢.♦♠ ✜✈❡ ❞✐✛❡.❡♥$ ❝♦✉♥$.✐❡-✳ ❚❤✐- ❧❡❞ $♦ ❛ ❞✐✈❡.-❡ ❜✐✲♠♦❞❛❧ ❞❛$❛❜❛-❡ ✇✐$❤ ❜♦$❤ ♥❛$✐✈❡ ❛♥❞

♥♦♥✲♥❛$✐✈❡ ❊♥❣❧✐-❤ -♣❡❛❦❡.-✳

■♥ $♦$❛❧ ✶✷ -❡--✐♦♥- ✇❡.❡ ❝❛♣$✉.❡❞ ❢♦. ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥$✿ ✻ -❡--✐♦♥- ❢♦. <❤❛-❡ ■ ❛♥❞ ✻ -❡--✐♦♥-

❢♦. <❤❛-❡ ■■✳ ❚❤❡ <❤❛-❡ ■ ❞❛$❛ ❝♦♥-✐-$- ♦❢ ✷✶ N✉❡-$✐♦♥- ✇✐$❤ $❤❡ N✉❡-$✐♦♥ $②♣❡- .❛♥❣✐♥❣ ❢.♦♠✿

❙❤♦.$ ❘❡-♣♦♥-❡ ◗✉❡-$✐♦♥-✱ ❙❤♦.$ ❘❡-♣♦♥-❡ ❋.❡❡ ❙♣❡❡❝❤✱ ❙❡$ ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ❋.❡❡ ❙♣❡❡❝❤✳ ❚❤❡



✻✷ ❈❤❛♣$❡& ✹ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ■♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❈♦✲$&❛✐♥✐♥❣

❋✐❣✉&❡ ✹✳✺✿ ■♠❛❣❡ ❡①❛♠♣❧❡2 ♦❢ ▼❖❇■❖ ❞❛9❛❜❛2❡

;❤❛2❡ ■■ ❞❛9❛ ❝♦♥2✐292 ♦❢ ✶✶ @✉❡29✐♦♥2 ✇✐9❤ 9❤❡ @✉❡29✐♦♥ 9②♣❡2 &❛♥❣✐♥❣ ❢&♦♠✿ ❙❤♦&9 ❘❡2♣♦♥2❡

◗✉❡29✐♦♥2✱ ❙❡9 ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ❋&❡❡ ❙♣❡❡❝❤✳ ❆ ♠♦&❡ ❞❡9❛✐❧❡❞ ❞❡2❝&✐♣9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ @✉❡29✐♦♥2 ❛2❦❡❞

♦❢ 9❤❡ ❝❧✐❡♥92 ✐2 ♣&♦✈✐❞❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ❞❛9❛❜❛2❡ ✇❛2 &❡❝♦&❞❡❞ ✉2✐♥❣ 9✇♦ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡2✿ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ❧❛♣9♦♣

❝♦♠♣✉9❡&✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡ ✉2❡❞ 9♦ ❝❛♣9✉&❡ 9❤❡ ❞❛9❛❜❛2❡ ✇❛2 ❛ ◆❖❑■❆ ◆✾✸✐ ♠♦❜✐❧❡

✇❤✐❧❡ 9❤❡ ❧❛♣9♦♣ ❝♦♠♣✉9❡& ✇❛2 ❛ 29❛♥❞❛&❞ ✷✵✵✽ ▼❛❝❇♦♦❦✳ ❚❤❡ ❧❛♣9♦♣ ✇❛2 ♦♥❧② ✉2❡❞ 9♦

❝❛♣9✉&❡ ♣❛&9 ♦❢ 9❤❡ ✜&29 2❡22✐♦♥✱ 9❤✐2 ✜&29 2❡22✐♦♥ ❝♦♥2✐292 ♦❢ ❞❛9❛ ❝❛♣9✉&❡❞ ♦♥ ❜♦9❤ 9❤❡

❧❛♣9♦♣ ❛♥❞ 9❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡✳ ❋✐❣✉&❡ ✹✳✺ 2❤♦✇2 ❡①❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡2 ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥29&❛9❡ 9②♣✐❝❛❧

♣♦2❡ ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛9✐♦♥ ✈❛&✐❛❜✐❧✐9②✳ ❙✐♠✐❧❛& ✈❛&✐❛❜✐❧✐9② ✐2 ❛❧2♦ ♣&❡2❡♥9❡❞ ✐♥ 9❤❡ ❛✉❞✐♦ 29&❡❛♠2

✇❤✐❝❤ ❝♦♥9❛✐♥ ❞✐✛❡&❡♥9 ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥9❛❧ ♥♦✐2❡✳

✹✳✹✳✷ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ '❡.✉❧+.

❲❡ 2❡❧❡❝9❡❞ ✸✵ 2✉❜❥❡❝92 ✇✐9❤ ✇❤✐❝❤ 9♦ 9&❛✐♥ ❛ ●▼▼ ✇♦&❧❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦& 2♣❡❛❦❡& &❡❝♦❣♥✐9✐♦♥✱

❛♥♦9❤❡& ✸✵ 2✉❜❥❡❝92 9♦ ❝♦♥❞✉❝9 ❝♦✲9&❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥92✱ ❛♥❞ ✶✺ 2✉❜❥❡❝92 ❛&❡ 2❡❧❡❝9❡❞ ❛2

✐♠♣♦29❡&2 ✐♥ 9❤❡ ✈❡&✐✜❝❛9✐♦♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥9✳ ❋♦& 2✉❜2♣❛❝❡ ❧❡❛&♥✐♥❣✱ ♦♥❡ 2❡22✐♦♥ ✐2 &❛♥❞♦♠❧②

2❡❧❡❝9❡❞ ❛♥❞ ✉2❡❞ ❛2 ❧❛❜❡❧❧❡❞ 9&❛✐♥✐♥❣ ❞❛9❛ ❢♦& ❡♥&♦❧♠❡♥9✱ ❛♥♦9❤❡& 2❡22✐♦♥ ✐2 &❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦2❡♥

❛2 9❡29 ❞❛9❛✱ ❛♥❞ 9❤❡ ♦9❤❡& ✶✵ 2❡22✐♦♥2 ❛&❡ ✉2❡❞ ❛2 ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛9❛✳

■♥ ❡❛❝❤ ✈✐❞❡♦✱ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡2 ❛&❡ ❞❡9❡❝9❡❞ ❛✉9♦♠❛9✐❝❛❧❧② ✇✐9❤ ❛♥ ❖♣❡♥❈❱ ❜❛2❡❞ ❢❛❝❡

❞❡9❡❝9♦&✳ ■9 ✐♥❝♦&♣♦&❛9❡2 ❡②❡ ❛♥❞ ♥♦2❡ ❞❡9❡❝9✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣ 9♦ ❝&♦♣ ❞❡9❡❝9❡❞ ❢❛❝❡2 ❛❝❝♦&❞✐♥❣

9♦ ❢❛❝✐❛❧ ❧❛♥❞♠❛&❦ ❝♦♦&❞✐♥❛9❡2✳ ❈&♦♣♣❡❞ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡2 ❛&❡ 9❤❡♥ &❡2✐③❡❞ 9♦ 144×128 ♣✐①❡❧2✳ ❋♦&
❡❛❝❤ ✈✐❞❡♦✱ 9❤❡ 2✐♥❣❧❡ ♠♦29 ❝♦♥✜❞❡♥9❧② ❞❡9❡❝9❡❞ ❢❛❝❡ ✐2 2❡❧❡❝9❡❞✳ ❚❤✐2 ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ✐2 ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥9♦ 9 × 8 ❜❧♦❝❦2 ❛♥❞ LBP u2
(8,2)❢❡❛9✉&❡2 ❛&❡ ❡①9&❛❝9❡❞ ❢&♦♠ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛9❡♥❛9❡❞

✐♥9♦ ❛ ✹✷✹✽✲❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ ✈❡❝9♦&✳ ▼❋❈❈ ❛❝♦✉29✐❝ ❢❡❛9✉&❡2 ❛&❡ ❡①9&❛❝9❡❞ ♦✈❡& ✷✵♠2 ❍❛♠♠✐♥❣

✇✐♥❞♦✇❡❞ ❢&❛♠❡2 ❛9 ❛ ✶✵♠2 ❢&❛♠❡ &❛9❡✳ ❋❡❛9✉&❡2 ❛&❡ ❝♦♠♣♦2❡❞ ♦❢ ✷✻ ▼❋❈❈ ❝♦❡✣❝✐❡♥92

❛✉❣♠❡♥9❡❞ ✇✐9❤ 9❤❡✐& ✷✻ ❞❡❧9❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥92 ❛♥❞ 9❤❡ ❞❡❧9❛ ❡♥❡&❣②✱ &❡2✉❧9✐♥❣ ✐♥ ❛❝♦✉29✐❝ ✈❡❝9♦&2

♦❢ ✺✸ ❝♦❡✣❝✐❡♥92✳ ■♥❢♦&♠❛9✐✈❡ 2♣❡❡❝❤ ❢&❛♠❡2 ❛&❡ ❡①9&❛❝9❡❞ ✇✐9❤ ❛♥ ❛❝♦✉29✐❝ ❡♥❡&❣② ❜❛2❡❞

2♣❡❡❝❤ ❞❡9❡❝9♦& ❞❡2❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇❡2❛❝✐❡& ❡9 ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞ ♥♦♥✲2♣❡❡❝❤ ❢&❛♠❡2 ❛&❡ ❞✐2❝❛&❞❡❞✳ ❆

✻✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥9 2♣❡❛❦❡& ♠♦❞❡❧ ✐2 9❤❡♥ ❛❞❛♣9❡❞ ❢&♦♠ 9❤❡ ✇♦&❧❞ ♠♦❞❡❧ 9&❛✐♥❡❞ ✇✐9❤ ❛♥ ❊▼

❛❧❣♦&✐9❤♠ ♦❢ 9❤❡ ✇♦&❧❞ ♠♦❞❡❧ 2✉❜2❡9✳ ▼❆; ❛❞❛♣9❛9✐♦♥ ✐2 ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✇✐9❤ ❛ &❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❛❝9♦&



✹✳✹ ❊①♣❡&✐♠❡♥*❛❧ ✇♦&❦ ✻✸

♦❢ ✶✹ ❛♥❞ ♦♥❧② ♠❡❛♥- ✇❡/❡ ❛❞❛♣1❡❞✳ ❚❤❡ ●▼▼ ♠❡❛♥- ❛/❡ ❝♦♥❝❛1❡♥❛1❡❞ 1♦ ❢♦/♠ ❛ ✸✸✾✷✲

❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ -✉♣❡/✈❡❝1♦/✳ ❊❛❝❤ ✈✐❞❡♦ ✐- 1❤✉- /❡♣/❡-❡♥1❡❞ ❜② ❛♥ ▲❇B ❢❡❛1✉/❡ ✈❡❝1♦/ ❛♥❞ ❛

●▼▼ ✈♦✐❝❡ -✉♣❡/✈❡❝1♦/✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✲1/❛✐♥✐♥❣ ❛- ❞❡-❝/✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝1✐♦♥ ✸✱ ✐♥✐1✐❛❧ ▲❉❆ ♣/♦❥❡❝1✐♦♥- ❛♥❞ ❝❧❛--✐✜❡/-

❛/❡ ❧❡❛/♥❡❞ ♦♥ 1❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛1❛-❡1✱ ❛♥❞ ✐1❡/❛1✐✈❡❧② ✉♣❞❛1❡❞ ✇✐1❤ ❛✉1♦♠❛1✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞

❞❛1❛✳ ❆❢1❡/ 1❤❡ ❧❡❛/♥✐♥❣ ♣/♦❝❡--✱ ❞❛1❛ ✐- ♣/♦❥❡❝1❡❞ ✐♥1♦ 1❤❡ ❧❡❛/♥1 ▲❉❆ -♣❛❝❡- ❛♥❞ ❜♦1❤

✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡/✐✜❝❛1✐♦♥ ❡①♣❡/✐♠❡♥1- ✇❡/❡ ❝♦♥❞✉❝1❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ /❛1❡ /❡♣♦/1❡❞

✐- 1❤❡ ❛✈❡/❛❣❡ ♦❢ ✺✵✲❢♦❧❞ ❝/♦--✲✈❛❧✐❞❛1✐♦♥✳ ■♥ ✈❡/✐✜❝❛1✐♦♥ ❡①♣❡/✐♠❡♥1✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1❤❡ ♣/♦1♦❝♦❧

❢♦/ ▲❉❆ ❢❛❝❡ ✈❡/✐✜❝❛1✐♦♥ ❞❡-❝/✐❜❡❞ ✐♥ ❬❑✐11❧❡/ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ✇❡ ✉-❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦-1❡/ -❡1 ❝♦♥✲

1❛✐♥✐♥❣ ✶✺ -✉❜❥❡❝1- ✇❤✐❝❤ ✐- ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1 ❢/♦♠ 1❤❡ 1/❛✐♥✐♥❣ -❡1 ✉-❡❞ 1♦ ❧❡❛/♥ 1❤❡ ♣/♦❥❡❝1✐♦♥-

❛♥❞ ♠♦❞❡❧-✳ ❚❤✉- ❝❧✐❡♥1 -❝♦/❡- ❛/❡ ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛/✐♥❣ 1❤❡ 1❡-1 ❞❛1❛ ♦❢ 1❤❡ ✸✵ ❝❧✐❡♥1-

1♦ 1❤❡✐/ 1/✉❡ ✐❞❡♥1✐1② ♠♦❞❡❧-✱ ❛♥❞ ✐♠♣♦-1❡/ -❝♦/❡- ❛/❡ ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛/✐♥❣ ✶✺ ✐♠♣♦-1❡/-

1♦ ✸✵ ❝❧✐❡♥1 ♠♦❞❡❧- ✐♥ ❛♥ ❡①❤❛✉-1✐✈❡ ✇❛②✳ ✇❡ ❛♥❞ 1❤❡ ✈❡/✐✜❝❛1✐♦♥ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ✐- /❡♣♦/1❡❞

✐♥ 1❡/♠- ♦❢ ❉❡1❡❝1✐♦♥ ❊//♦/ ❚/❛❞❡✲♦✛ ✭❉❊❚✮ ❝✉/✈❡- ✇❤✐❝❤ ❝♦//❡-♣♦♥❞ 1♦ 1❤❡-❡ ❝❧✐❡♥1 ❛♥❞

✐♠♣♦-1❡/ -❝♦/❡-✳

❲❡ ✜/-1 /❡♣♦/1 /❡-✉❧1- ❢♦/ 1❤❡ ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ 1❛-❦✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ /❛1❡ ❛11❛✐♥❡❞ ❜②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1 ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ❝❧❛--✐✜❡/- ❛♥❞ 1❤❡✐/ ❢✉-✐♦♥ ✐- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✹✳✻ ✭❛✮✳ ■♥ ❛❧❧

❝❛-❡-✱ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ✐- -❤♦✇♥ ❛- ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ✐1❡/❛1✐♦♥- ♦❢ ❝♦✲1/❛✐♥✐♥❣✳ B/♦✜❧❡-

-❤♦✇ 1❤❛1 1❤❡ ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ /❛1❡ ❢♦/ ❜♦1❤ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ❝❧❛--✐✜❡/- ✐♥❝/❡❛-❡- ✇❤❡♥ ❛ ❣/❡❛1❡/

♥✉♠❜❡/ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ -❛♠♣❧❡- ✐- ✐♥❝♦/♣♦/❛1❡❞ ✐♥1♦ 1❤❡ 1/❛✐♥✐♥❣ -❡1 1❤/♦✉❣❤ ❝♦✲1/❛✐♥✐♥❣✿ ❢❛❝❡

✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ /❛1❡ ✐♥❝/❡❛-❡- ❢/♦♠ ✺✸✪ 1♦ ✾✻✪ ✇❤✐❧❡ 1❤❡ ✈♦✐❝❡ ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ /❛1❡ ✐♥❝/❡❛-❡-

❢/♦♠ ✺✺✪ 1♦ ✾✹✪❀ ❛♥❞ 1❤❡ ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ /❛1❡ ❢♦/ 1❤❡ ❢✉-❡❞ -②-1❡♠ ✐♥❝/❡❛-❡- ❢/♦♠ ✼✵✪ 1♦

✾✾✪✳ ❆♠♦♥❣ 1❤❡ ❛✉1♦♠❛1✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛1❛ -❛♠♣❧❡-✱ ✾✽✳✺✪ ♦❢ 1❤❡♠ ❛/❡ ❝♦//❡❝1❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞✳

❲❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡/ ✇✐1❤ ♣✉/❡❧② -✉♣❡/✈✐-❡❞ ❧❡❛/♥✐♥❣ ♠❡1❤♦❞✱ ❤♦✇ ♠❛♥② -❡--✐♦♥- ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞

❞❛1❛ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐♥ ♦/❞❡/ 1♦ ❛❝❤✐❡✈❡ 1❤❡ -❛♠❡ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡✳ ❙♦ ✇❡ /❛♥❞♦♠❧② -❡❧❡❝1 ✶✲✶✶ -❡--✐♦♥-

❛- ❧❛❜❡❧❧❡❞ 1/❛✐♥✐♥❣ ❞❛1❛ 1♦ 1/❛✐♥ 1❤❡ ▲❉❆ -♣❛❝❡- ❛♥❞ ♠♦❞❡❧-✱ ❛♥❞ ❛♥♦1❤❡/ -❡--✐♦♥ ❛- 1❡-1

❞❛1❛✱ ❡❛❝❤ ❡①♣❡/✐♠❡♥1 ✐- /❡♣❡❛1❡❞ ✺✵ 1✐♠❡- ❛♥❞ 1❤❡ ❛✈❡/❛❣❡ ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ /❛1❡ ✇✐1❤ /❡-♣❡❝1

1♦ 1❤❡ ❞✐✛❡/❡♥1 ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 1/❛✐♥✐♥❣ -❡--✐♦♥- ✐- -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✹✳✻ ✭❜✮✳ ❚❤❡ /❡-✉❧1

-❤♦✇- 1❤❛1✱ ✇✐1❤ -✉♣❡/✈✐-❡❞ ♠❡1❤♦❞✱ ❛1 ❧❡❛-1 ✶✵ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 1/❛✐♥✐♥❣ -❡--✐♦♥- ❛/❡ ♥❡❡❞❡❞ 1♦

/❡❛❝❤ 1❤❡ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ ♣/♦♣♦-❡❞ ❝♦✲1/❛✐♥✐♥❣ ♠❡1❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✉-❡- ♦♥❧② ✶ ❧❛❜❡❧❧❡❞

-❡--✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐1❤ ✶✵ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ -❡--✐♦♥-✳

■♥ ❛ ✈❡/✐✜❝❛1✐♦♥ -❝❤❡♠❡✱ 1❡-1 ❞❛1❛ ✈❡❝1♦/- ❛/❡ ♣/♦❥❡❝1❡❞ ✐♥1♦ 1❤❡ ▲❉❆ -✉❜-♣❛❝❡- ❧❡❛/♥1

1❤/♦✉❣❤ ❝♦✲1/❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛/❡ ❝♦♠♣❛/❡❞ 1♦ ❛❧❧ 1❤❡ ❝❧✐❡♥1 ♠♦❞❡❧-✳ ❚❤❡ ❉❊❚ ❝✉/✈❡- ❢♦/

❋❛❝❡✴❱♦✐❝❡✴❋✉-✐♦♥ ✈❡/✐✜❝❛1✐♦♥ -②-1❡♠- ❜❡❢♦/❡ ❛♥❞ ❛❢1❡/ ❝♦✲1/❛✐♥✐♥❣ ❛/❡ -❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✹✳✼✳

❚❤❡ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ❢♦/ 1❤❡-❡ -②-1❡♠- ✇✐1❤♦✉1 ❝♦✲1/❛✐♥✐♥❣ ✐- ❣❡♥❡/❛❧❧② ❧♦✇ ❞✉❡ 1♦ 1❤❡ ❧❛/❣❡



✻✹ ❈❤❛♣$❡& ✹ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ■♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❈♦✲$&❛✐♥✐♥❣

✭❛✮ ■❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ,❛'❡ ❛- ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲',❛✐♥✐♥❣ ✐'❡,❛'✐♦♥-

✭❜✮ ■❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ,❛'❡ ♦❢ ❛- ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞

',❛✐♥✐♥❣ -❡--✐♦♥- ❢♦, ❜❛-❡❧✐♥❡ -②-'❡♠

❋✐❣✉&❡ ✹✳✻✿ ❘❡+✉❧-+ ❢♦& ✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ -❛+❦

✐♥-❡&✲+❡++✐♦♥ ✈❛&✐❛-✐♦♥+ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ♥♦- &❡♣&❡+❡♥-❡❞ ✐♥ -❤❡ ❧♦✇ ;✉❛♥-✐-② ♦❢ -&❛✐♥✐♥❣ ❞❛-❛ ✭❆❋❘

❛♥❞ ❆❙❘ ✈❡&✐✜❝❛-✐♦♥ &❛-❡+ ❛&❡ ❛&♦✉♥❞ ✷✵✪✮✳ ❙✐♠✐❧❛& &❡+✉❧-+ ✇❡&❡ &❡♣♦&-❡❞ ✐♥ ❬▼❛&❝❡❧ ❡- ❛❧✳✱

✷✵✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛❢-❡& ❝♦✲-&❛✐♥✐♥❣✱ ❜♦-❤ +✐♥❣❧❡ +②+-❡♠+ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡❧♦✇ ✺✪ ❊❊❘ ✇❤✐❧❡ -❤❡

❢✉+✐♦♥ +②+-❡♠ ❛❝❤✐❡✈❡+ ❛♥ ❊❊❘ ♦❢ ✶✳✹✪✳ ❚❤❡+❡ &❡+✉❧-+ ❞❡♠♦♥+-&❛-❡ -❤❡ ❡✛❡❝-✐✈❡♥❡++ ♦❢ -❤❡

♣&♦♣♦+❡❞ ♠❡-❤♦❞✳
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❚❤❡ ❈♦✲▲❉❆ ❛❧❣♦&✐-❤♠ ♣&❡+❡♥-❡❞ ✐♥ ♣&❡✈✐♦✉+ +❡❝-✐♦♥+ ✐♥-&♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣&♦❛❝❤ -♦ ❝♦♠✲

❜✐♥❡ -❤❡ ❧❡❛&♥✐♥❣ ♦❢ ❞✐+❝&✐♠✐♥❛♥- ❢❡❛-✉&❡+ ✇✐-❤ ♠♦&❡ &♦❜✉+- ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛++✐✜❝❛-✐♦♥ ✐♥

❛ ✉♥✐✜❡❞ ❝♦✲-&❛✐♥✐♥❣ ❢&❛♠❡✇♦&❦✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐- ❛++✉♠❡+ ❛ ❝❧♦+❡❞✲+❡- +❝❡♥❛&✐♦✳
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❋✐❣✉&❡ ✹✳✼✿ ❉❊❚ ❝✉&✈❡1 ❢♦& ❢❛❝❡ ✭❧❡❢7✮ ✈♦✐❝❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❢✉1❡❞ ✭&✐❣❤7✮ ✈❡&✐✜❝❛7✐♦♥ 1②17❡♠

❚❤✐1 1❡❝7✐♦♥ ♣&❡1❡♥71 ❛♥ ❡①7❡♥1✐♦♥ ♦❢ ♦✉& ❝♦✲7&❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦&✐7❤♠ 7♦ ♦♣❡♥✲1❡7 1❝❡♥❛&✐♦1✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦&✐7❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡1 ❧✐♥❡❛& ❞✐1❝&✐♠✐♥❛♥7 ❛♥❛❧②1✐1 ✭▲❉❆✮ ✇✐7❤ ❛ 1♣❛&1❡ &❡♣&❡1❡♥7❛✲

7✐♦♥ ❝❧❛11✐✜❡& ✭❙❘❈✮ ❬❲&✐❣❤7 ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❲❤✐❧❡ ❙❘❈ ❤❛1 1❤♦✇♥ 7♦ ❣✐✈❡ 17❛7❡✲♦❢✲7❤❡✲❛&7

♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ✐♥ ❢❛❝❡ &❡❝♦❣♥✐7✐♦♥ ❲&✐❣❤7 ❡7 ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ 1♣❡❛❦❡& &❡❝♦❣♥✐7✐♦♥ ◆❛1❡❡♠ ❡7 ❛❧✳

❬✷✵✶✵❪✱ ✐7 ❞❡♣❡♥❞1 ✉♣♦♥ 7❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐7② ♦❢ ❧❛&❣❡ S✉❛♥7✐7✐❡1 ♦❢ ❞❛7❛✱ ❤❡♥❝❡ ✐71 ❝♦♠❜✐♥❛7✐♦♥

✇✐7❤ ❝♦✲7&❛✐♥✐♥❣✳ ❆ 1♣❛&1✐7② ❝♦♥❝❡♥7&❛7✐♦♥ ✐♥❞❡① ✭❙❈■✮ ✐1 ❛❧1♦ ❡✛❡❝7✐✈❡ ✐♥ &❡❥❡❝7✐♥❣ ♦✉7✲♦❢✲

❝❧❛11 ❞❛7❛✱ ❤❡♥❝❡ ✐71 1✉✐7❛❜✐❧✐7② 7♦ ♦♣❡♥✲1❡7 ♣&♦❜❧❡♠1✳

✹✳✺✳✶ ❙♣❛'(❡ '❡♣'❡(❡♥+❛+✐♦♥ ❝❧❛((✐✜❡' ❛♥❞ ♦✉+✲♦❢✲❝❧❛(( (❛♠♣❧❡ ❞❡+❡❝+✐♦♥

❙✉♣♣♦1❡ ✇❡ ❤❛✈❡ c ❝❧❛11❡1✱ ❛♥❞ ❧❡7 A = [A1,A2, . . . ,Ac] ❜❡ ❛ 1❡7 ♦❢ 7&❛✐♥✐♥❣ 1❛♠♣❧❡1✱ ✇❤❡&❡

Ai = {vi,1, . . . ,vi,ni
} ✐♥❞✐❝❛7❡1 7❤❡ 1✉❜1❡7 ♦❢ 7&❛✐♥✐♥❣ 1❛♠♣❧❡1 ❢♦& ❝❧❛11 i✳ ❆ 1✐♥❣❧❡ 7❡17✐♥❣

1❛♠♣❧❡ y ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣&♦①✐♠❛7❡❞ ❜② 7❤❡ ❧✐♥❡❛& ❝♦♠❜✐♥❛7✐♦♥ ♦❢ 7&❛✐♥✐♥❣ 1❛♠♣❧❡1 ❢&♦♠

Ai✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇&✐77❡♥ ❛1

y =

ni
∑

j=1

αi,jvi,j. ✭✹✳✼✮

❙✐♥❝❡ A ✐1 7❤❡ ❞✐❝7✐♦♥❛&② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡1 ❛❧❧ 7❤❡ 7&❛✐♥✐♥❣ 1❛♠♣❧❡1✱ ❊S✉❛7✐♦♥ ✹✳✼ ❝❛♥ ❜❡

&❡✇&✐77❡♥ ✐♥ 7❤❡ ❢♦&♠ y = Aα0 ✇❤❡&❡ α0 = {0, . . . , 0, αi,1, . . . , αi,ni
, 0, . . . , 0}T ✐1 7❤❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥7 ✈❡❝7♦& ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦17 ❝♦❡✣❝✐❡♥71 ❛&❡ ③❡&♦ ❡①❝❡♣7 7❤❡ ♦♥❡1 ❛11♦❝✐❛7❡❞ ✇✐7❤ ❝❧❛11 i✳ ❉✉❡

7♦ 7❤❡ ❢❛❝7 7❤❛7 ❛ ✈❛❧✐❞ 7❡17 1❛♠♣❧❡ y ❝❛♥ ❜❡ 1✉✣❝✐❡♥7❧② &❡♣&❡1❡♥7❡❞ ♦♥❧② ✉1✐♥❣ 7❤❡ 7&❛✐♥✐♥❣

1❛♠♣❧❡1 ❢&♦♠ 7❤❡ 1❛♠❡ ❝❧❛11✱ ❛♥❞ 7❤✐1 &❡♣&❡1❡♥7❛7✐♦♥ ✐1 7❤❡ 1♣❛&1❡17 ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♦7❤❡&1✱ 7♦

✜♥❞ 7❤❡ ✐❞❡♥7✐7② ♦❢ y 7❤❡♥ ❡S✉❛❧1 7♦ ✜♥❞ 7❤❡ 1♣❛&1❡17 1♦❧✉7✐♦♥ ♦❢ α✳ ❙♦ ❚❤❡ ❢♦✉& ♠❛✐♥ 17❡♣1

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 7❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥ ♦❢ ❙❘❈ ❛&❡ ♦✉7❧✐♥❡❞ ✐♥ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳



✻✻ ❈❤❛♣$❡& ✹ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ■♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❈♦✲$&❛✐♥✐♥❣

❋✐❣✉%❡ ✹✳✽✿ ❈♦❞❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥12 ♦❢ ❛ ✐♥✲❝❧❛22 1❡21 2❛♠♣❧❡ ✭1♦♣✮ ❛♥❞ ♦✉1✲♦❢✲❝❧❛22 1❡21 2❛♠♣❧❡

✭❜♦11♦♠✮✳ ❚❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥12 ♦❢ ✐♥✲❝❧❛22 2❛♠♣❧❡2 ❛%❡ ❝♦♥❝❡♥1%❛1❡❞ ✐♥ ❛ 2✐♥❣❧❡ ❝❧❛22✱

❛♥❞ ❢♦% ♦✉1✲♦❢✲❝❧❛22 2❛♠♣❧❡2✱ 1❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥12 ❛%❡ ❞✐2♣❡%2❡❞✳✭✐♠❛❣❡ ❡①❝❡%♣1❡❞ ❢%♦♠

❬❲%✐❣❤1 ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮

✶✳ ◆♦%♠❛❧✐③❡ ❡❛❝❤ ❡♥1%② ✐♥ A 1♦ ❤❛✈❡ ✉♥✐1 l✷✲♥♦%♠❀

✷✳ ❙♣❛%2❡❧② ❝♦❞❡ y ♦♥ A ✈✐❛ l1✲♥♦%♠ ♠✐♥✐♠✐③❛1✐♦♥✿

α̂ = argmin ‖ α ‖1 2✉❜❥❡❝1 1♦ ‖ y −Aα ‖2< ǫ ✭✹✳✽✮

✸✳ ❈♦♠♣✉1❡ 1❤❡ %❡2✐❞✉❛❧2 ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛22 ❜②✿

ri(y) =‖ y −Aα̂i ‖ (i = 1, . . . , c) ✭✹✳✾✮

✇❤❡%❡ α̂i ✐2 1❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ✈❡❝1♦% ❛22♦❝✐❛1❡❞ ✇✐1❤ ❝❧❛22 i✱ ❛♥❞ α̂ = [α̂1, . . . , α̂c]✱

✹✳ ❈❧❛22✐✜❝❛1✐♦♥ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ 1♦✿

■❞❡♥1✐❢②(y) = argmin
i
(ri(y)) ✭✹✳✶✵✮

❙❘❈ ✇❛2 ♦%✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦% ❢❛❝❡ ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ❬❲%✐❣❤1 ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❤❛2 2✐♥❝❡

❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ 2♣❡❛❦❡% ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ❬◆❛2❡❡♠ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❈♦♠♣❛%❛1✐✈❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥12

2❤♦✇ 1❤❛1 ❙❘❈ ♦✉1♣❡%❢♦%♠2 ◆❡❛%❡21 ◆❡✐❣❤❜♦% ✭◆◆✮ ❛♥❞ ❙✉♣♣♦%1 ❱❡❝1♦% ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮

❝❧❛22✐✜❡%2✳

❚❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ✇♦%❦ ❬❲%✐❣❤1 ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♣%♦♣♦2❡❞ ❛ 2♣❛%2✐1② ❝♦♥❝❡♥1%❛1✐♦♥ ✐♥❞❡① ✭❙❈■✮

✇❤✐❝❤ ❛✐♠2 1♦ %❡❥❡❝1 ✐♥✈❛❧✐❞ 1❡21 2❛♠♣❧❡2✳ ❲❡ ♣%♦♣♦2❡ ✐12 ✉2❡ 1♦ %❡❥❡❝1 ♦✉1✲♦❢✲❝❧❛22 ❞❛1❛✳
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❙✐♥❝❡ '❤❡ ❛✐♠ ✐♥ ❙❘❈ ✐- '♦ /❡♣/❡-❡♥' ❡❛❝❤ '❡-' -❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦/❞✐♥❣ '♦ ❛ -♣❛/-❡✱ ✇❡✐❣❤'❡❞

-❡' ♦❢ '/❛✐♥✐♥❣ -❛♠♣❧❡-✱ '❤❡ /❡♣/❡-❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ ✇✐'❤✐♥✲❝❧❛-- -❛♠♣❧❡- -❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❝❡♥'/❛'❡❞

♦♥ ❛ -✐♥❣❧❡ ❝❧❛--✳ ❚❤❡ /❡♣/❡-❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ ♦✉'✲♦❢✲❝❧❛-- -❛♠♣❧❡-✱ ❤♦✇❡✈❡/✱ ✐- ♠♦/❡ ❞✐-♣❡/-❡❞✳

❋✐❣✉/❡✳ ✹✳✽ -❤♦✇- '❤❡ ❝♦❞❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥'- ♦❢ ❛ ✐♥✲❝❧❛-- ❢❛❝❡ '❡-' -❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉'✲♦❢✲❝❧❛--

-❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❙❈■ -❝♦/❡ ♦❢ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ✈❡❝'♦/ α̂ ✐! ❞❡✜♥❡❞ ❛!✿

SCI(α̂) =
c ∗maxi ‖ α̂i ‖1/ ‖ α̂ ‖1 −1

c− 1
✭✹✳✶✶✮

❛♥❞ ✐! ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡0✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❖✉0✲♦❢✲❝❧❛!! !❛♠♣❧❡! ❝❛♥ 0❤✉! ❜❡ ;❡❥❡❝0❡❞ ❛❝❝♦;❞✐♥❣ 0♦ ❛

0❤;❡!❤♦❧❞ τ ∈ (0, 1) ✇❤❡;❡ SCI(α̂) < τ ✳

✹✳✺✳✷ ❈♦✲▲❉❆✲❙❘❈ ❛❧❣♦/✐1❤♠

❆! !❤♦✇♥ ✐♥ ❬▼❛;0✐♥❡③ ❛♥❞ ❑❛❦✱ ✷✵✵✶❪✱ ▲❉❆ ♣;♦❥❡❝0✐♦♥! ❝❛♥ ❜❡ ✉♥;❡♣;❡!❡♥0❛0✐✈❡ ♦❢ ✐♥0❡;!❡!✲

!✐♦♥ ✈❛;✐❛0✐♦♥! ✇❤❡♥ ❧❡❛;♥❡❞ ♦♥ !♠❛❧❧❡; ❞❛0❛!❡0! ❛♥❞ 0❤✉! ❣✐✈❡ ✉♥!❛0✐!❢❛❝0♦;② ♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡✳

❙❘❈ ❛❧!♦ ;❡N✉✐;❡! ❛❜✉♥❞❛♥0 ❧❛❜❡❧❧❡❞ 0;❛✐♥✐♥❣ ❞❛0❛ !♦ 0❤❛0 0❡!0 !❛♠♣❧❡! ❝❛♥ ❜❡ ;❡❧✐❛❜❧② ;❡✲

❝♦♥!0;✉❝0❡❞ ❢;♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛; ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥ ♦❢ !❛♠❡✲❝❧❛!! 0;❛✐♥✐♥❣ !❛♠♣❧❡! ❬❲;✐❣❤0 ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

■♥ ♠♦!0 ❜✐♦♠❡0;✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥!✱ ❤♦✇❡✈❡;✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛0❛ ❛❝N✉✐;❡❞ ❞✉;✐♥❣ ❡♥;♦❧❧♠❡♥0 ✐! ❣❡♥❡;✲

❛❧❧② ❧✐♠✐0❡❞ ✐♥ N✉❛♥0✐0② ❛♥❞ 0❤❡ ❛❝N✉✐!✐0✐♦♥ ♦❢ ♠♦;❡✱ ♠❛♥✉❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛0❛ ✐! ✉!✉❛❧❧② ❝♦!0❧②

♦; ✐♠♣;❛❝0✐❝❛❧✳ ■♥ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ !❤♦✇ ❤♦✇ ❜♦0❤ ▲❉❆ ❛♥❞ ❙❘❈ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥0❡❣;❛0❡❞ ✇✐0❤✐♥

❛ ✉♥✐✜❡❞ ❝♦✲0;❛✐♥✐♥❣ ❢;❛♠❡✇♦;❦ 0❤❡;❡❜② ❡①♣❧♦✐0✐♥❣ ❛❜✉♥❞❛♥0✱ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛0❛ 0♦ ✐♠♣;♦✈❡

♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡✳

❈♦♥!✐❞❡; ❛ ♠✉❧0✐✲♠♦❞❛❧ ❜✐♦♠❡0;✐❝ !②!0❡♠ ✇❤❡;❡ ❞✐✛❡;❡♥0 ❜✐♦♠❡0;✐❝ ♠♦❞❛❧✐0✐❡! ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥!✐❞❡;❡❞ ❛! ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 ✈✐❡✇! ♦❢ 0❤❡ !❛♠❡ ❞❛0❛✳ ❆❧!♦ ❛!!✉♠❡ 0❤❛0 ❛❜✉♥❞❛♥0 ❛✉①✐❧✐❛;②

❞❛0❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝N✉✐;❡❞ ♦✈❡; ❛♥ ❡①0❡♥❞❡❞ ♣❡;✐♦❞ !♦ 0❤❛0 ✐0 ✐! ;❡♣;❡!❡♥0❛0✐✈❡ ♦❢ ✐♥0❡;!❡!!✐♦♥

✈❛;✐❛0✐♦♥!✳ ❆❝❝♦;❞✐♥❣ 0♦ ❛ ❣❡♥❡;❛❧ ❝♦✲0;❛✐♥✐♥❣ !❝❤❡♠❡✱ ❛ ❝❧❛!!✐✜❡; ✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ ✉!❡❞

0♦ ♣;♦✈✐❞❡ ❛✉0♦♠❛0✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞✱ ♥❡✇ 0;❛✐♥✐♥❣ ❞❛0❛ 0♦ ❛♥♦0❤❡;✱ ❛♥❞ ✈✐!✲✈❡;!❛✳

❚❤❡ !0❛♥❞❛;❞ ❝♦✲0;❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦;✐0❤♠ ❛!!✉♠❡! ❛ ❝❧♦!❡❞✲!❡0 !❝❡♥❛;✐♦✱ ✇❤❡;❡ ❛❧❧ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞

❞❛0❛ ❜❡❧♦♥❣ 0♦ ♦♥❡ ♦❢ 0❤❡ ;❡❣✐!0❡;❡❞ ❝❧❛!!❡!✳ ■♥ ♣;❛❝0✐❝❛❧ !❝❡♥❛;✐♦!✱ ❤♦✇❡✈❡;✱ ❛♥❞ ♣❛;0✐❝✲

✉❧❛;❧② ❢♦; ❜✐♦♠❡0;✐❝ !②!0❡♠!✱ ❞❛0❛ ❛❝N✉✐;❡❞ ❛✉0♦♠❛0✐❝❛❧❧② ❞✉;✐♥❣ ;❡❣✉❧❛; ✉!❡ ♠❛② ♦❢0❡♥

❝♦♥0❛✐♥ ♦✉0✲♦❢✲❝❧❛!! !❛♠♣❧❡! ✭♣❡;!♦♥! ♥♦0 ♣;❡✲❡♥;♦❧❧❡❞✮✳ ❖✉0✲♦❢✲❝❧❛!! !❛♠♣❧❡! !❤♦✉❧❞ ♥♦0 ❜❡

✐♥❝♦;♣♦;❛0❡❞ ✐♥0♦ 0❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 0;❛✐♥✐♥❣ !❡0✳■0 ✐! 0❤✉! ♥❡❝❡!!❛;② 0♦ ❛❞❛♣0 0❤❡ !0❛♥❞❛;❞ ❝♦✲

0;❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦;✐0❤♠ 0♦ ;❡❥❡❝0 ♦✉0✲♦❢✲❝❧❛!! !❛♠♣❧❡!✳ ❚❤✐! ❢❛❝✐❧✐0② ✐! ♣;♦✈✐❞❡❞ ;❡❛❞✐❧② 0❤;♦✉❣❤

❛ 0❤;❡!❤♦❧❞ ❙❈■ ❛! ❞✐!❝✉!!❡❞ ✐♥ ❙❡❝0✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳

❲❡ ❛!!✉♠❡ ❡❛❝❤ ❞❛0❛ !❛♠♣❧❡ ✐! ;❡♣;❡!❡♥0❡❞ ❜② 0✇♦ ❢❡❛0✉;❡ ✈❡❝0♦;! x1 ❛♥❞ x2 ❡①0;❛❝0❡❞

❢;♦♠ 0✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 ❜✐♦♠❡0;✐❝ 0;❛✐0!✳ ❆ !♠❛❧❧ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 0;❛✐♥✐♥❣ !❡0 ♦❢ n !❛♠♣❧❡! ▲✿



✻✽ ❈❤❛♣$❡& ✹ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ■♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❈♦✲$&❛✐♥✐♥❣

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✸ ❈♦✲▲❉❆✲❙❘❈

■♥♣✉&✿

• ▲❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛0❡/ ▲ ❢2♦♠ c ❝❧❛00❡0 ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛0❡/ ❯❀

• ❙❈■ ❚❤2❡0❤♦❧❞ τ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ 0❛♠♣❧❡0 N /♦ ❜❡ ✐♥❝♦2♣♦2❛/❡❞ ✐♥/♦ /❤❡ 0❡/ ♦❢

❧❛❜❡❧❧❡❞ 0❛♠♣❧❡0✳

❖✉&♣✉&✿

• >2♦❥❡❝/✐♦♥ ♠❛/2✐① P1 ❛♥❞ P2❀

• ■♥❝2❡❛0❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ /2❛✐♥✐♥❣ 0❡/ L✳

■♥✐&✐❛❧✐③❛&✐♦♥✿ ❈❡♥/❡2 L ❛♥❞ U ✐♥ ❜♦/❤ ✈✐❡✇✱ ❛♣♣❧② >❈❆ ✐❢ /❤❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐/② ✐0 /♦♦

❤✐❣❤❀

$❡♣❡❛&

❢♦$ v = 1, 2 ❞♦
• ❚2❛✐♥ ▲❉❆ ♣2♦❥❡❝/✐♦♥0 Pv ✇✐/❤ 0❛♠♣❧❡0 ✐♥ /❤❡ vth ✈✐❡✇ ♦❢ ▲ ❛♥❞ ♣2♦❥❡❝/

0❛♠♣❧❡0 ❛❝❝♦2❞✐♥❣ /♦ Pv /♦ ❢♦2♠ Av❀

• >2♦❥❡❝/ /❤❡ v✲/❤ ✈✐❡✇ ♦❢ ❯ ✐♥/♦ Pv✱ ♥♦/❡❞ ❛0 Yv❀

• ❘✉♥ ❙❘❈ ♦♥ ❡❛❝❤ ❡♥/2② ♦❢ Yv ✇✐/❤ /2❛✐♥✐♥❣ 0❡/ Av✱ ❞✐0❝❛2❞ ❡♥/2✐❡0 ✇✐/❤ ❙❈■

❧♦✇❡2 /❤❛♥ τ ✳
• Lv ← ∅
❢♦$ i = 1 /♦ c ❞♦
❢♦2 ❡❛❝❤ ❝❧❛00 i✱ ❛❞❞ /♦ Lv /❤❡ 0✐♥❣❧❡ 0❛♠♣❧❡ ✐♥ U ♠♦0/ ❝♦♥✜❞❡♥/❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✭❧♦✇❡0/

ri(y)✮✳
❡♥❞ ❢♦$

❡♥❞ ❢♦$

L← L ∪ L1 ∪ L2❀ U← U− L1 − L2

✉♥&✐❧ N ♣0❡✉❞♦✲❧❛❜❡❧❧❡❞ 0❛♠♣❧❡0 ❛2❡ ✐♥❝♦2♣♦2❛/❡❞ ✐♥/♦ /❤❡ /2❛✐♥✐♥❣ 0❡/

④xi1,xi2; li|i = 1, 2, ..., n⑥ ✐0 ❛❝K✉✐2❡❞ ❞✉2✐♥❣ ❛♥ ❡♥2♦❧❧♠❡♥/ 0❡00✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧❛2❣❡2 ✉♥❧❛✲

❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛0❡/ ♦❢ m 0❛♠♣❧❡0 ❯✿ {x′i1,x
′
i2|i = 1, ...,m} ✐0 ♦❜/❛✐♥❡❞ ♦✈❡2 ❛♥ ❡①/❡♥❞❡❞ ♣❡2✐♦❞

♦❢ ♥♦2♠❛❧ ✉0❡✳ ❚❤❡ ❡♥/✐2❡ /2❛✐♥✐♥❣ 0❡/ ✐0 ♥♦/❡❞ ❜② X = L ∪U✳

X ✐0 ✜20/ ❝❡♥/2❡❞ 0♦ /❤❛/ x(v) = 1
n

∑n
i=1 xiv = 0, (v = 1, 2)✱ ❛♥❞ ♦♣/✐♦♥❛❧❧② /2❡❛/❡❞

❝♦♥✈❡♥/✐♦♥❛❧❧② ✇✐/❤ ♣2✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ❛♥❛❧②0✐0 ✭>❈❆✮ /♦ 2❡❞✉❝❡ ✐/0 ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐/② ✐❢ /♦

❤✐❣❤ /♦ ❜❡ /2❡❛/❡❞ ❞✐2❡❝/❧② ✇✐/❤ ▲❉❆✳ ❚❤❡♥✱ ▲❉❆ ♣2♦❥❡❝/✐♦♥0 P1 ❛♥❞ P2 ❛2❡ ❞❡/❡2♠✐♥❡❞

❢♦2 ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ✉0✐♥❣ ♦♥❧② /❤❡ 0❡/ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 0❛♠♣❧❡0 L✳ ❚❤❡ 0❛♠❡ 0❡/ ✐0 /❤❡♥ ♣2♦❥❡❝/❡❞ ✐♥/♦

/❤❡ ♥❡✇ 0✉❜0♣❛❝❡0 ❛❝❝♦2❞✐♥❣ /♦ Av = Pv
Txv✳ ❚❤❡ 2❡0✉❧/ ❢♦2♠0 /2❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡0 ❢♦2 ❙❘❈

✐♥ /❤❡ v✲/❤ ✈✐❡✇✳

❇♦/❤ ✈✐❡✇0 x′1 ❛♥❞ x′2 ♦❢ /❤❡ 0❡/ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ 0❛♠♣❧❡0 U ❛2❡ /❤❡♥ ♣2♦❥❡❝/❡❞ ♦♥/♦ /❤❡✐2

2❡0♣❡❝/✐✈❡ 0✉❜0♣❛❝❡0 ❛❝❝♦2❞✐♥❣ /♦ Yv = Pv
Tx′v✳ ❊❛❝❤ ❡♥/2② y ♦❢ Yv ✐0 0♣❛20❡❧② ❝♦❞❡❞

♦♥ Av ❛❝❝♦2❞✐♥❣ /♦ ❊K✉❛/✐♦♥ ✹✳✽✱ ❛♥❞ /❤❡ 2❡❝♦♥0/2✉❝/✐♦♥ 2❡0✐❞✉❡0 ri(y) ❛♥❞ ❙❈■ 0❝♦2❡ ❛2❡

❞❡/❡2♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦2❞✐♥❣ /♦ ❊K✉❛/✐♦♥0 ✹✳✾ ❛♥❞ ✹✳✶✶ 2❡0♣❡❝/✐✈❡❧②✳ ❚❤♦0❡ ❡♥/2✐❡0 ✇❤♦0❡ ❙❈■ 0❝♦2❡

✐0 ❧❡00 /❤❛♥ ❛ /❤2❡0❤♦❧❞ τ ❛2❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛0 ♦✉/✲♦❢✲❝❧❛00 0❛♠♣❧❡0✱ ✇❤❡2❡❛0 /❤❡ 2❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥✲❝❧❛00



✹✳✻ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❘❡/✉❧+/ ✻✾

"❛♠♣❧❡" ❛(❡ ❛""✐❣♥❡❞ -♦ ♦♥❡ ♦❢ -❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝❧❛""❡" ❛❝❝♦(❞✐♥❣ -♦ ❊5✉❛-✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ❋♦( ❡❛❝❤ ✈✐❡✇

❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧❛""✱ -❤❡ "✐♥❣❧❡ ✐♥✲❝❧❛"" "❛♠♣❧❡ ♠♦"- ❝♦♥✜❞❡♥-❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✭✇✐-❤ -❤❡ ❧♦✇❡"- ri(y)✮

✐" (❡♠♦✈❡❞ ❢(♦♠ U ❛♥❞ ✐♥❝♦(♣♦(❛-❡❞ ✐♥-♦ L✳ D(♦❥❡❝-✐♦♥" P1 ❛♥❞ P2 ❛(❡ -❤❡♥ (❡✲-(❛✐♥❡❞

✇✐-❤ -❤❡ ♥♦✇✲❧❛(❣❡( ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛-❛"❡-✳ ❚❤✐" ♣(♦❝❡"" ✐" (❡♣❡❛-❡❞ ✉♥-✐❧ ❛ ♣(❡✲"♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡(

♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ "❛♠♣❧❡" ❛(❡ ❣❛-❤❡(❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦(✐-❤♠ ✐" "✉♠♠❛(✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦(✐-❤♠ ✸✳ ■♥ -❤❡ -❡"-

♣❤❛"❡✱ -❤❡ v✲-❤ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ -❡"- "❛♠♣❧❡ ✐" ♣(♦❥❡❝-❡❞ ♦♥-♦ Pv ❛♥❞ ❝❧❛""✐✜❡❞ ❜② ❙❘❈ ✇✐-❤ -❤❡

✐♥❝(❡❛"❡❞ -(❛✐♥✐♥❣ "❡- Av✳

✹✳✻ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❘❡/✉❧+/

■♥ -❤✐" "❡❝-✐♦♥✱ ✇❡ (❡♣♦(- ❛♥ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣(♦♣♦"❡❞ ❈♦✲▲❉❆✲❙❘❈ ❛❧❣♦(✐-❤♠ -❤(♦✉❣❤

❡①♣❡(✐♠❡♥-" ✐♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐"✉❛❧ ♣❡("♦♥" ✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ✇❤❡(❡ -❤❡ -❛"❦ ✐" -♦ ✐❞❡♥-✐❢② -❤❡ "♣❡❛❦❡(

✐♥ ❛ ✈✐❞❡♦ "❡5✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ -♦ ❛❝♦✉"-✐❝ ❛♥❞ ❢❛❝✐❛❧ ♦❜"❡(✈❛-✐♦♥"✳ ❆ "♠❛❧❧ "✉♠ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞

-(❛✐♥✐♥❣ ❞❛-❛ ❝♦❧❧❡❝-❡❞ ❞✉(✐♥❣ ❛ "✐♥❣❧❡ ❡♥(♦❧❧♠❡♥- "❡""✐♦♥ ✐" ✉"❡❞ ❛" ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛-❛ ❢♦( ✐♥✐-✐❛❧

♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❈♦♠♣❛(✐"♦♥" ❛❣❛✐♥"- ❛ ❜❛"❡❧✐♥❡ "②"-❡♠ ✉"✐♥❣ "✉♣❡(✈✐"❡❞ ▲❉❆ ❢❡❛-✉(❡ ❡①-(❛❝-✐♦♥

❛♥❞ ❙❘❈ ❝❧❛""✐✜❝❛-✐♦♥ "❤♦✇ ❤♦✇ ❧❡❛(♥✐♥❣ ❢(♦♠ ❛ ❧❛(❣❡( ♣♦♦❧ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛-❛ ❛❝5✉✐(❡❞

❞✉(✐♥❣ ♥♦(♠❛❧ "②"-❡♠ ✉"❡ ✐" ❡✛❡❝-✐✈❡ ✐♥ ❝❛♣-✉(✐♥❣ ✐♥-❡("❡""✐♦♥ ✈❛(✐❛-✐♦♥✳ ❲❡ "-(❡""✱ ❤♦✇❡✈❡(✱

-❤❛- -❤❡ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ✐" ❣❡♥❡(❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ ❛♥② ♠✉❧-✐✲✈✐❡✇ ♣(♦❜❧❡♠"✳

✹✳✻✳✶ ❉❛&❛❜❛(❡ ❛♥❞ ♣-♦&♦❝♦❧(

❊①♣❡(✐♠❡♥-" ✇❡(❡ ❝♦♥❞✉❝-❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ "-❛♥❞❛(❞ ▼❖❇■❖ ❞❛-❛❜❛"❡ ❬▼❝❈♦♦❧ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❛"

❞✐"❝✉""❡❞ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳

❲❡ ✉"❡ ❝(♦♣♣❡❞ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡" ♣(♦✈✐❞❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ▼❖❇■❖ ❞❛-❛❜❛"❡✱ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡( ✈✐❞❡♦

"❛♠♣❧❡✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡" ❛(❡ (❡"✐③❡❞ -♦ 50×43 ♣✐①❡❧" ❛♥❞ -❤❡♥ ❤✐"-♦❣(❛♠ ❡5✉❛❧✐③❡❞✳ ❘♦✇" ♦❢ ♣✐①❡❧

✐♥-❡♥"✐-✐❡" ❛(❡ ❝♦♥❝❛-❡♥❛-❡❞ -♦ ❢♦(♠ ❢❡❛-✉(❡ ✈❡❝-♦(" ♦❢ ✷✶✺✵ ❞✐♠❡♥"✐♦♥"✳ ❚❤❡ "♣❡❡❝❤ "✐❣♥❛❧

✐" "♣❧✐- ✐♥-♦ ❢(❛♠❡" ♦❢ ✷✵♠" ❞✉(❛-✐♦♥ ❜❡❢♦(❡ -❤❡ ❡①-(❛❝-✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛-✉(❡" ❝♦♠♣♦"❡❞ ♦❢ ✷✻ ▼❡❧✲

"❝❛❧❡❞ ❢(❡5✉❡♥❝② ❝❡♣"-(❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥-" ✭▼❋❈❈"✮✱ -❤❡✐( ✷✻ ❞❡(✐✈❛-✐✈❡" ❛♥❞ -❤❡ ❞❡❧-❛ ❡♥❡(❣②✳

❊♥❡(❣②✲❜❛"❡❞ ✈♦✐❝❡ ❛❝-✐✈✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥ ✐" -❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ ❞✐"❣✉❛(❞ ♥♦♥✲"♣❡❡❝❤ ❢(❛♠❡"✳ ❆ ✻✹✲

❝♦♠♣♦♥❡♥- ●❛✉""✐❛♥ ♠✐①-✉(❡ ♠♦❞❡❧ ✭●▼▼✮ ✐" -❤❡♥ ✜--❡❞ -♦ (❡♠❛✐♥✐♥❣ "♣❡❡❝❤ ❞❛-❛ -❤(♦✉❣❤

-❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦"-❡(✐♦(✐ ✭▼❆D✮ ❛❞❛♣-❛-✐♦♥ ♦❢ ❛ "♣❡❛❦❡(✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ✇♦(❧❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

♠❡❛♥" ♦❢ -❤❡ ●▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛(❡ -❤❡♥ ❝♦♥❝❛-❡♥❛-❡❞ -♦ ❢♦(♠ ❛ ✸✸✾✷✲❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧ ●▼▼ "✉♣❡(✲

✈❡❝-♦(✳ ❇♦-❤ ❢❛❝❡ ❛♥❞ "♣❡❡❝❤ ❢❡❛-✉(❡ ✈❡❝-♦(" ❛(❡ ✜("- (❡❞✉❝❡❞ -♦ ✶✵✵ ❞✐♠❡♥"✐♦♥" -❤(♦✉❣❤

-❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♦❢ D❈❆✳

❚♦ ❝(❡❛-❡ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ✐♥✲❝❧❛"" "❛♠♣❧❡"✱ ✇❡ "❡❧❡❝-❡❞ ♦♥❧② ✷✵ "✉❜❥❡❝-" ❛" (❡❣✐"-❡(❡❞ ❝❧✐❡♥-"✳



✼✵ ❈❤❛♣$❡& ✹ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ■♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❈♦✲$&❛✐♥✐♥❣

❋✐❣✉&❡ ✹✳✾✿ ■❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ &❛/❡ ❛♥❞ ♣5❡✉❞♦✲❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛ ❛❝❝✉&❛❝② ❛5 ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✐/❡&✲

❛/✐♦♥ ♥✉♠❜❡&✳

❋♦& ❡❛❝❤ 5✉❜❥❡❝/✱ ✺ ✈✐❞❡♦5 ❛&❡ 5❡❧❡❝/❡❞ ❢&♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ /❤❡ ✶✷ 5❡55✐♦♥5✱ ✇❤✐❝❤ &❡5✉❧/5 ✐♥ ✻✵ ✈✐❞❡♦5

♣❡& 5✉❜❥❡❝/✳ ❋♦& ❡❛❝❤ &❡❣✐5/❡&❡❞ 5✉❜❥❡❝/✱ ✺ ✈✐❞❡♦5 ✐♥ ♦♥❡ &❛♥❞♦♠❧② 5❡❧❡❝/❡❞ 5❡55✐♦♥ ❛&❡ ✉5❡❞

❛5 ❧❛❜❡❧❧❡❞ /&❛✐♥✐♥❣ ❞❛/❛ ❢♦& ❡♥&♦❧♠❡♥/✱ ✺ ✈✐❞❡♦5 ❢&♦♠ ❛♥♦/❤❡& &❛♥❞♦♠❧② 5❡❧❡❝/❡❞ 5❡55✐♦♥ ❛&❡

✉5❡❞ ❛5 /❡5/ ❞❛/❛✱ ❛♥❞ /❤❡ ✺✵ ✈✐❞❡♦5 ✐♥ /❤❡ ♦/❤❡& ✶✵ 5❡55✐♦♥5 ❛&❡ ✉5❡❞ ❛5 ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛✳

❆ &❛♥❞♦♠ 5❡❧❡❝/✐♦♥ ♦❢ ✸✵✵ ✈✐❞❡♦5 ♦❢ /❤❡ &❡♠❛✐♥✐♥❣✱ ❞✐✛❡&❡♥/ 5✉❜❥❡❝/5 ✇❡&❡ ❛❞❞❡❞ /♦ /❤❡

✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛5❡/ ❛5 ♦✉/✲♦❢✲❝❧❛55 5❛♠♣❧❡5✳ ❚❤✉5✱ ❢&♦♠ ❛♥ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣♦♦❧ ♦❢ ✶✸✵✵ 5❛♠♣❧❡5✱

❥✉5/ ✉♥❞❡& ✷✺✪ ❛&❡ ♦✉/✲♦❢✲❝❧❛55✳ ❚❤❡ ❙❈■ /❤&❡5❤♦❧❞ τ ✐5 ❡♠♣✐&✐❝❛❧❧② 5❡/ /♦ ✵✳✹✱ ❛♥❞ /❤❡

♥✉♠❜❡& ♦❢ ♣5❡✉❞♦✲❧❛❜❡❧❧❡❞ 5❛♠♣❧❡5 N /♦ ❜❡ ✐♥❝♦&♣♦&❛/❡❞ ✐♥/♦ /❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 5❡/ ✐5 5❡/ /♦ ✾✵✪

♦❢ /❤❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐♥✲❝❧❛55 5❛♠♣❧❡5 ✐♥ /❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛5❡/✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛/✐♦♥ ✐5 /✇♦✲❢♦❧❞✿ ✜&5/✱ ✇❡ &❡♣♦&/ ❛ /♦♣✲✶✱ ❝❧♦5❡❞✲5❡/ ✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥/

♣❡&❢♦&♠❡❞ ♦♥ /❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/ /❡5/ ❞❛/❛5❡/❀ 5❡❝♦♥❞✱ ✇❡ &❡♣♦&/ /❤❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢

❛✉/♦♠❛/✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛✳ ❆❧❧ &❡5✉❧/5 ❛&❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ /❤&♦✉❣❤ ✷✵✲❢♦❧❞ ❝&♦55✲✈❛❧✐❞❛/✐♦♥✳

✹✳✻✳✷ ❘❡&✉❧)&

❋✐❣✉&❡ ✹✳✾ 5❤♦✇5 /❤❡ ✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ &❛/❡ ♦❢ ❛♥ ❙❘❈ ❝❧❛55✐✜❡& ❛♣♣❧✐❡❞ /♦ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡

♦❜5❡&✈❛/✐♦♥5 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/❧②✱ ✐♥ ❛❞❞✐/✐♦♥ /♦ /❤❡ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢ /❤❡ ✐♥❝&❡❛5✐♥❣ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♣5❡✉❞♦✲

❧❛❜❡❧❧❡❞ 5❛♠♣❧❡5 ❛❞❞❡❞ /♦ /❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛5❡/✳ ❇❡/✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐/❡&❛/✐♦♥ /❤❡ 5✐③❡ ♦❢ /❤❡

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛/❛5❡/ ✐♥❝&❡❛5❡5 ❜② ❛❜♦✉/ ♦❢ 20× 2 = 40 5❛♠♣❧❡5✳ ❲❤✐❧❡ /❤❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢



✹✳✻ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❘❡/✉❧+/ ✼✶

■❞✳ ❘❛'❡✭*'❞✳✮ ❋❛❝❡ ❙♣❡❡❝❤

1❈❆ ✰ ❙❘❈ ✵✱✻✼✵✭✵✱✵✸✺✮ ✵✱✻✺✷✭✵✱✵✸✵✮

▲❉❆ ✰ ❙❘❈ ✵✱✺✾✵✭✵✱✵✹✻✮ ✵✱✻✶✶✭✵✱✵✹✽✮

❙❉❆❬❈❛✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✰ ❙❘❈ ✵✱✼✷✺✭✵✱✵✷✾✮ ✵✱✼✺✾✭✵✱✵✸✷✮

❱▲❘❬◆✐❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ✵✳✼✼✷✭✵✱✵✸✻✮ ✵✱✽✻✸✭✵✱✵✸✸✮

❈♦✲▲❉❆ ✵✳✾✵✷✭✵✳✵✸✷✮ ✵✳✽✾✶✭✵✳✵✸✹✮

❈♦✲▲❉❆✲❙❘❈ ✵✱✾✻✶✭✵✱✵✺✶✮ ✵✱✾✻✷✭✵✱✵✺✹✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣❛L✐*♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ L❛'❡ ❛♥❞ *'❛♥❞❛L❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡L❡♥' ❛❧❣♦L✐'❤♠*

♦♥ ▼❖❇■❖ ❞❛'❛❜❛*❡

♣*❡✉❞♦✲❧❛❜❡❧❧❡❞ *❛♠♣❧❡* ✐* *❤♦✇♥ '♦ ❞❡❝L❡❛*❡ '♦ 98, 5%✱ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❡LL♦L* ❞♦❡*

♥♦' ♦✉'✇❡✐❣❤ '❤❡ ❜❡♥❡✜' ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥'❡L*❡**✐♦♥ ✈❛L✐❛'✐♦♥* '❤L♦✉❣❤ '❤❡ ✉*❡ ♦❢ ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧✱

❛✉'♦♠❛'✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛'❛✳ 1L♦✜❧❡* *❤♦✇ '❤❛' '❤❡ ✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ L❛'❡ ❢♦L ❜♦'❤ ❢❛❝❡ ❛♥❞

✈♦✐❝❡ ❝❧❛**✐✜❡L* ✐♥❝L❡❛*❡* ✇❤❡♥ ❛ ❣L❡❛'❡L ♥✉♠❜❡L ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ *❛♠♣❧❡* ✐* ✐♥❝♦L♣♦L❛'❡❞ ✐♥'♦

'❤❡ 'L❛✐♥✐♥❣ *❡' '❤L♦✉❣❤ ❝♦✲'L❛✐♥✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ *❤♦✇* '❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ *'❛♥❞❛L❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ L❛'❡ ♦✈❡L ✷✵

L✉♥* ♦❢ ❞✐✛❡L❡♥' ❛❧❣♦L✐'❤♠*✳ ❚❤❡ ❜❛*❡❧✐♥❡ ❛♣♣L♦❛❝❤❡* ❛L❡ '❤❡ ❙❘❈ ❝❧❛**✐✜❡L* ❛♣♣❧✐❡❞ '♦

❢❡❛'✉L❡* ✐♥ 1❈❆ ❛♥❞ ▲❉❆✲❞❡L✐✈❡❞ *✉❜*♣❛❝❡*✱ ✇❤❡L❡ '❤❡ 'L❛✐♥✐♥❣ *❛♠♣❧❡* ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ '❤❡

♦L✐❣✐♥❛❧✱ ♠❛♥✉❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛'❛*❡'✳ ❚❤❡ ♣❡L❢♦L♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❉❆ ✐* ❡✈❡♥ ✇♦L*❡ '❤❛♥ '❤❛'

♦❢ ✉♥*✉♣❡L✈✐*❡❞ 1❈❆✱ ♠♦*' ♣L♦❜❛❜❧② ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ ♦✈❡L✲✜''✐♥❣✳ ❲❡ ❛❧*♦ L❡♣♦L'

L❡*✉❧'* ❢♦L ❙❡♠✐✲*✉♣❡L✈✐*❡❞ ❉✐*❝L✐♠✐♥❛♥' ❆♥❛❧②*✐* ✭❙❉❆✮ ❬❈❛✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❱✐L'✉❛❧

▲❛❜❡❧ ❘❡❣L❡**✐♦♥ ✭❱▲❘✮ ❬◆✐❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ '✇♦ *❡♠✐✲*✉♣❡L✈✐*❡❞ ❢❡❛'✉L❡ ❡①'L❛❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞*

'L❛✐♥❡❞ ♦♥ ❜♦'❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛'❛✳ ❉✉❡ '♦ '❤❡ ✉*❡ ♦❢ *✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇* ✐♥ ❡❛❝❤

❝❛*❡✱ ❤♦✇❡✈❡L✱ ❜♦'❤ ❛♣♣L♦❛❝❤❡* ②✐❡❧❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡*' ✐♠♣L♦✈❡♠❡♥'* ♦✈❡L '❤❡ 1❈❆ ❛♥❞ ▲❉❆

*②*'❡♠*✳ ❱❘▲ ♦✉'♣❡L❢♦L♠* ❙❉❆ *✐♥❝❡ ✐' ✐* ♦♥❡ ♦❢ '❤❡ ✈❡L② ❢❡✇ *❡♠✐✲*✉♣❡L✈✐*❡❞ ❧❡❛L♥✐♥❣

❛♣♣L♦❛❝❤❡* ✇❤❡L❡ ♦✉'✲♦❢✲❝❧❛** *❛♠♣❧❡* ❛L❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥'❧② ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢L♦♠ '❤❡

✐♥✲❝❧❛** ❞❛'❛ '♦ 'L❛✐♥ '❤❡ ♣L♦❥❡❝'✐♦♥✳ ❖✉L ♦✇♥ ♣L❡✈✐♦✉* ❛♣♣L♦❛❝❤✱ ❈♦✲▲❉❆✱ ♦✉'✲♣❡L❢♦L♠*

❛❧❧ *✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇ ♠❡'❤♦❞* ♦♥ ❛❝❝♦✉♥' ♦❢ '❤❡ '❤❡ ❝♦✲'L❛✐♥✐♥❣ ❢L❛♠❡✇♦L❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ '❤❡ ♣L♦♣♦*❡❞

♠✉❧'✐✲✈✐❡✇✱ ❝♦✲'L❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦L✐'❤♠ ♦✉'✲♣❡L❢♦L♠* ❝♦✲▲❉❆ ❜② ❛ ❧❛L❣❡ ♠❛L❣✐♥✳ ❚❤❡ *✐❣♥✐✜❝❛♥'

✐♠♣L♦✈❡♠❡♥' ✐♥ ♣❡L❢♦L♠❛♥❝❡ ✐* ❛''L✐❜✉'❡❞ '♦ '❤❡ ✉*❡ ♦❢ ❛♥ ❙❘❈ ❝❧❛**✐✜❡L ❛♥❞ ✐'* ❝❛♣❛❝✐'② '♦

L❡❥❡❝' ♦✉'✲♦❢✲❝❧❛** *❛♠♣❧❡*✳ ❈♦♠♣❛L❡❞ '♦ '❤❡ ❝♦✲▲❉❆ ❛❧❣♦L✐'❤♠✱ '❤❡ ❡LL♦L L❛'❡ ✐* L❡❞✉❝❡❞ ❜②

♦✈❡L ✻✵✪ L❡❧❛'✐✈❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡L✐♠❡♥' ❞❡♠♦♥*'L❛'❡ '❤❡ ❡✛❡❝'✐✈❡♥❡** ♦❢ '❤❡ ♣L♦♣♦*❡❞ ❛❧❣♦L✐'❤♠

'♦ ✉*❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛'❛ '♦ ❡♥❤❛♥❝❡ '❤❡ L❡❝♦❣♥✐'✐♦♥ ♣❡L❢♦L♠❛♥❝❡ ♦❢ 'L❛❞✐'✐♦♥❛❧ *✉♣❡L✈✐*❡❞

♠✉❧'✐✲♠♦❞❛❧ ❜✐♦♠❡'L✐❝ *②*'❡♠*✳



✼✷ ❈❤❛♣$❡& ✹ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ■♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❈♦✲$&❛✐♥✐♥❣

✹✳✼ ❙✉♠♠❛'②

■♥ $❤✐' ❝❤❛♣$❡,✱ ✇❡ ♣,❡'❡♥$❡❞ ♦✉, ✜,'$ ▼❱❉❘ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❜❛'❡❞ ♦♥ ✐♥❝,❡♠❡♥$❛❧ ❝♦✲$,❛✐♥✐♥❣✳

❚❤❡ ♣,♦♣♦'❡❞ ❈♦✲▲❉❆ ❛♥❞ ❛❧❣♦,✐$❤♠ ❛❧❧♦✇' $✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❜✐♦♠❡$,✐❝ '②'$❡♠' $♦ $,❛✐♥

❡❛❝❤ ♦$❤❡, ✉'✐♥❣ ❛ ❧❛,❣❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❛✉$♦♠❛$✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛✉①✐❧✐❛,② $,❛✐♥✐♥❣ ❞❛$❛ ✇❤✐❧❡ ❡E✉❛❧❧②

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ $♦ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦♠❡$,✐❝ ♠♦❞❛❧✐$✐❡'✳ ■♥ ♦,❞❡, $♦ ❞❡❛❧ ✇✐$❤ ♦✉$✲♦❢✲❝❧❛''

'❛♠♣❧❡' ❡①✐'$❡❞ ✐♥ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛$❛'❡$✱ ✇❡ ❛❧'♦ ♣,♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❡①$❡♥'✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❈♦✲▲❉❆ ❛❧✲

❣♦,✐$❤♠ ❜② ✐♥❝♦,♣♦,❛$✐♥❣ ❛ ❙♣❛,'❡ ❘❡♣,❡'❡♥$❛$✐♦♥ ❈❧❛''✐✜❡, ✭❙❘❈✮✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥'$,❛$❡ $❤❡

✉$✐❧✐$② ♦❢ ♣,♦♣♦'❡❞ ❛❧❣♦,✐$❤♠' ✐♥ $❤❡ '❝❡♥❛,✐♦ ♦❢ ❛✉❞✐♦✲✈✐'✉❛❧ ♣❡,'♦♥ ,❡❝♦❣♥✐$✐♦♥ ✐♥ ✈✐❞❡♦'✳

❆✉$♦♠❛$✐❝ '♣❡❛❦❡, ❛♥❞ ❢❛❝❡ ,❡❝♦❣♥✐$✐♦♥ '②'$❡♠' ❛,❡ '❤♦✇♥ $♦ ♠❛❦❡ ❡✣❝✐❡♥$ ✉'❡ ♦❢ ❜♦$❤

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛$❛✱ ✇❤❡,❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛$❛ ❛,❡ ❛❞❞❡❞ ✐$❡,❛$✐✈❡❧② $♦ $❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞

❞❛$❛'❡$ ❛♥❞ ❛,❡ ✉'❡❞ $♦ ✐♠♣,♦✈❡ $❤❡ ❞✐'❝,✐♠✐♥❛$✐✈❡ ♣♦✇❡, ♦❢ ▲❉❆✳ ❊①♣❡,✐♠❡♥$❛❧ ,❡'✉❧$'

♦♥ ❜♦$❤ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡,✐✜❝❛$✐♦♥ $❛'❦' '❤♦✇ '✐❣♥✐✜❝❛♥$ ✐♠♣,♦✈❡♠❡♥$' ✐♥ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡

❛♥❞ ❞❡♠♦♥'$,❛$❡ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡♥❡'' ♦❢ ♦✉, ❛❧❣♦,✐$❤♠✳



❈❤❛♣$❡&5
▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜(♣❛❝❡ ❈❧✉(/❡0✐♥❣

❆❣0❡❡♠❡♥/

■♥ ❝❤❛♣&❡( ✹✱ ✇❡ ♣(❡,❡♥&❡❞ ❛ ,❡♠✐✲,✉♣❡(✈✐,❡❞ ▼❱❉❘ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ❜❛,❡❞ ♦♥ ✐♥❝(❡♠❡♥&❛❧ ❝♦✲

&(❛✐♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ,❡✈❡(❛❧ ?✉❡,&✐♦♥, ❛❧,♦ ❛(✐,❡✿

✶✳ ❈♦✲&(❛✐♥✐♥❣ ✐, ❛ ,❡♠✐✲,✉♣❡(✈✐,❡❞ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ✇❤✐❝❤ (❡?✉✐(❡, ❛& ❧❡❛,& ,♦♠❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛

&♦ ✐♥✐&✐❛❧✐③❡✳ ■, ✐& ♣♦,,✐❜❧❡ &♦ ❡①&❡♥❞❡❞ &♦ ♣✉(❡❧② ✉♥,✉♣❡(✈✐,❡❞ ♣(♦❜❧❡♠, ,✉❝❤ ❛,

❝❧✉,&❡(✐♥❣❄
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%✐❣♥✐✜❝❛♥) ✐♥❢♦+♠❛)✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢❡❛)✉+❡ ✈❡❝)♦+ )♦ ❜❡ ✉♥+❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ✉♥❞❡+❧②✐♥❣ ❝❧❛%% ❧❛❜❡❧

❛♥❞ )❤❛) )❤❡+❡ ❡①✐%)% ❛ ❧♦✇❡+ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ %✉❜%♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛%%❡% ❛+❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② %❡♣❛✲

+❛)❡❞✳ ■♥%♣✐+❡❞ ❜② )❤❡ ❝♦♥❝❡♣) ♦❢ ❝♦✲#$❛✐♥✐♥❣ ❬❇❧✉♠ ❛♥❞ ▼✐)❝❤❡❧❧✱ ✶✾✾✽❛❪✱ ✇❡ ❞❡%❝+✐❜❡ ❛

♥❡✇ ♠✉❧)✐✲✈✐❡✇ %✉❜%♣❛❝❡ ❝❧✉%)❡+✐♥❣ ❛❧❣♦+✐)❤♠ ✇❤✐❝❤ +❡✢❡❝)% )❤❡ ✐♥)✉✐)✐♦♥ )❤❛) ❛ )+✉❡ ✉♥✲

❞❡+❧②✐♥❣ ❝❧✉%)❡+✐♥❣ %❤♦✉❧❞ ❛%%✐❣♥ %❛♠♣❧❡% )♦ )❤❡ %❛♠❡ ❝❧✉%)❡+ ✐++❡%♣❡❝)✐✈❡ ♦❢ )❤❡ ✈✐❡✇✳ ■)

%❡❡❦% ❛ ❞✐%❝+✐♠✐♥❛♥) %✉❜%♣❛❝❡ ❢♦+ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ✇❤✐❝❤ +❡%✉❧)% ✐♥ ❛ ❝❧✉%)❡+✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✇✐)❤ ♠❛①✐✲

♠❛❧ ❛❣+❡❡♠❡♥) ❛❝+♦%% ✈✐❡✇%✳ ❉✐%❝+✐♠✐♥❛♥) %✉❜%♣❛❝❡% ✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ ❛+❡ ❧❡❛+♥❡❞ ✉%✐♥❣ ❝❧✉%)❡+

❧❛❜❡❧% ❢♦+ )❤❡ %❛♠❡ %❛♠♣❧❡% ✐♥ ❛♥♦)❤❡+ ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡+%❛✳ ❚❤❡ ♣+♦❝❡%% ✐% ✐)❡+❛)✐✈❡ ❛♥❞ ✐%

+❡♣❡❛)❡❞ ✉♥)✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣+❡❡♠❡♥) ✐% ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣+♦♣♦%❡❞ ❛❧❣♦+✐)❤♠ %✐♠✉❧)❛♥❡♦✉%❧②

♦✉)♣✉)% ❝❧✉%)❡+ ✐♥❞✐❝❛)♦+%✱ ❞✐%❝+✐♠✐♥❛♥) %✉❜%♣❛❝❡% ❢♦+ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝) ♠♦❞❡❧% ♦❢

❞✐✛❡+❡♥) ❝❧✉%)❡+%✳ ❆% ❛ +❡%✉❧)✱ )❤❡ ❛❧❣♦+✐)❤♠ ❝♦♣❡% ♥❛)✉+❛❧❧② ✇✐)❤ ♦✉)✲♦❢✲%❛♠♣❧❡ ❞❛)❛ ❛♥❞

✐% +❡❛❞✐❧② ❡①)❡♥❞❡❞ )♦ %❡♠✐✲%✉♣❡+✈✐%❡❞ ❝❧❛%%✐✜❝❛)✐♦♥✳

❚❤❡ +❡♠❛✐♥❞❡+ ♦❢ )❤✐% ❝❤❛♣)❡+ ✐% ♦+❣❛♥✐③❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ❙❡❝)✐♦♥ ✷ ❛♥❛❧②%❡% )❤+❡❡ ❡%%❡♥)✐❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥)% ♦❢ )❤❡ ♣+♦♣♦%❡❞ ❛❧❣♦+✐)❤♠✿ ▲❉❆✱ ❦✲♠❡❛♥%✱ ❛♥❞ ❝♦✲)+❛✐♥✐♥❣✳ ❙❡❝)✐♦♥ ✸ ♣+❡%❡♥)%

)❤❡ ♣+♦♣♦%❡❞ ❝❧✉%)❡+✐♥❣ ❛❧❣♦+✐)❤♠ ❛♥❞ ❡①)❡♥%✐♦♥% )♦ ❝♦%✐♥❡ ❞✐%)❛♥❝❡✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛+ ❝❛%❡ ❛♥❞

%❡♠✐✲%✉♣❡+✈✐%❡❞ %❡))✐♥❣%✳ ❙❡❝)✐♦♥ ✹ ❞❡%❝+✐❜❡% )❤❡ ♣+♦♣♦%❡❞ ❛❧❣♦+✐)❤♠ ✐♥ )❤❡ ❝♦♥)❡①) ♦❢

❡①✐%)✐♥❣ ❧✐)❡+❛)✉+❡✳ ❙❡❝)✐♦♥ ✺ ♣+❡%❡♥)% ❡①♣❡+✐♠❡♥)❛❧ ❡✈❛❧✉❛)✐♦♥% ✐♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐%✉❛❧ %♣❡❛❦❡+

❝❧✉%)❡+✐♥❣✳ ❙❡❝)✐♦♥ ✻ ♣+❡%❡♥)% ♦✉+ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥%✳

✺✳✷ ▲❉❆✱ ❦✲♠❡❛♥-✱ ❛♥❞ ❝♦✲12❛✐♥✐♥❣

■♥ )❤✐% %❡❝)✐♦♥ ✇❡ ♣+♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ )❤❡ )❤+❡❡ ❡%%❡♥)✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥)% ♦❢ )❤❡ ♣+♦♣♦%❡❞

❛❧❣♦+✐)❤♠✿ ▲❉❆✱ ❦✲♠❡❛♥% ❛♥❞ ❝♦✲)+❛✐♥✐♥❣✳ ❆❧)❤♦✉❣❤ )❤❡ ♣+✐♥❝✐♣❧❡% ♦❢ ▲❉❆ ❛♥❞ ❝♦✲)+❛✐♥✐♥❣

❤❛% ❛❧+❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣+❡%❡♥)❡❞ ✐♥ ❙❡❝)✐♦♥ ✹✳✷✱ ❤❡+❡ ✇❡ ♣+♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡❡♣❡+ ❛♥❛❧②%✐%✳ ❲❡ %❤♦✇

)❤❛) )❤❡ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥% ♦❢ ▲❉❆ ❛♥❞ ❦✲♠❡❛♥% ❛+❡ ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡✱ ❛♥❞ )❤❛) )❤❡ ❡%%❡♥❝❡ ♦❢

❝♦✲)+❛✐♥✐♥❣ ✐% )♦ ❛))❛✐♥ ❛♥ ❛❣+❡❡♠❡♥) ❜❡)✇❡❡♥ )✇♦ ♣+❡❞✐❝)♦+%✳

✺✳✷✳✶ ▲❉❆ ❛♥❞ ❦✲♠❡❛♥.

❆% ❞✐%❝✉%%❡❞ ✐♥ ❬❉✐♥❣ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✼❪✱ )❤❡ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦❢ ▲❉❆ ❛♥❞ ❦✲♠❡❛♥% ❛+❡ ❝❧♦%❡❧②

+❡❧❛)❡❞✳ ❈♦♥%✐❞❡+ ❛ %❡) ♦❢ ❝❡♥)+❡❞ ✐♥♣✉) ❞❛)❛ X = {x1, . . . ,xn} %✉❝❤ )❤❛) x̄ =
∑

i xi/n = 0✳

▲❡) )❤❡ ❝❧❛%% ❧❛❜❡❧% ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② H = {h1, . . . , hn}✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ♠❛)+✐❝❡% ♦❢ ❜❡)✇❡❡♥✲❝❧❛%%



✼✻ ❈❤❛♣$❡& ✺ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ❈❧✉1$❡&✐♥❣ ❆❣&❡❡♠❡♥$

"❝❛%%❡' Sb✱ ✇✐%❤✐♥✲❝❧❛"" "❝❛%%❡' Sw ❛♥❞ %♦%❛❧ "❝❛%%❡' St ❛"✿

Sb =
∑

k

nkmkm
T
k

Sw =
∑

k

∑

i∈Ck

(xi −mk)(xi −mk)
T

St =

n
∑

i=1

xix
T
i

✭✺✳✶✮

✇❤❡'❡ nk ✐" %❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ "❛♠♣❧❡" ✐♥ ❝❧❛"" k✱ mk ✐" %❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❝❧❛"" k✱ ❛♥❞ Ck ✐" %❤❡ "❡%

♦❢ "❛♠♣❧❡" ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ %♦ k✲%❤ ❝❧❛"" ✭li = k✮ ❛♥❞ St = Sw + Sb✳ ▲❉❆ "❡❡❦" ❛ ♣'♦❥❡❝%✐♦♥ P

✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡" %❤❡ '❛%✐♦ ❜❡%✇❡❡♥ Sb ❛♥❞ Sw✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐" %❤✉"✿

argmax
P

❚'

P TSbP

P TSwP
= argmax

P
❚'

P TSbP

P TSwP
+ 1

= argmax
P

❚'

P TStP

P TSwP
= argmin

P
❚'

P TSwP

P TStP
✭✺✳✷✮

❲❤❡'❡ ❚'{·} ✐" %❤❡ %'❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛%'✐①✳

❖♥ %❤❡ ♦%❤❡' ❤❛♥❞✱ %❤❡ ❦✲♠❡❛♥" ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐" ❣✐✈❡ ❜②✿

argmin
H

∑

k

∑

i∈Ck

‖ xi −mk ‖2 ✭✺✳✸✮

✇❤❡'❡ H '❡♣'❡"❡♥%" ❛ ❝❧✉"%❡' ✐♥❞✐❝❛%♦' ❛♥❞ mk ✐" %❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ %❤❡ k✲%❤ ❝❧✉"%❡'✳ ■♥ ♠♦"%

❝❛"❡" "❛♠❡✲❝❧❛"" "❛♠♣❧❡" "❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛""✐❣♥❡❞ %♦ %❤❡ "❛♠❡ ❝❧✉"%❡'✱ ✐✳❡✳ ❝❧✉"%❡' ❧❛❜❡❧" "❤♦✉❧❞

❜❡ ✐♥❞✐❝❛%✐✈❡ ♦❢ %❤❡ ❝❧❛"" ❧❛❜❡❧ L✳ ■♥ %❤✐" ❝❛"❡✱ %❤❡ ❦✲♠❡❛♥" ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐" ❡L✉✐✈❛❧❡♥%

%♦ %❤❡ ♠✐♥✐♠✐"❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ %'❛❝❡ ♦❢ %❤❡ ✇✐%❤✐♥✲❝❧❛"" "❝❛%%❡' ♠❛%'✐① "♦ %❤❛%✿

argmin
H

❚' Sw = argmin
H

❚' (St − Sb) ✭✺✳✹✮

❊L✉❛%✐♦♥" ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✹ %❤✉" '❡✈❡❛❧ %❤❛% %❤❡ ▲❉❆ ❛♥❞ ❦✲♠❡❛♥" ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥" ❛'❡

❝♦♠♣❛%✐❜❧❡✿ ❦✲♠❡❛♥" ❛✐♠" %♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇✐%❤✐♥✲❝❧❛"" "❝❛%%❡' ✇❤✐❧❡ ▲❉❆ ♠✐♥✐♠✐③❡" %❤❡ ✇✐%❤✐♥✲

❝❧❛"" "❝❛%%❡' ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ %♦%❛❧ "❝❛%%❡' ✐♥ %❤❡ "❛♠❡ %✐♠❡✳

✺✳✷✳✷ ❈♦✲&'❛✐♥✐♥❣

❈♦✲%'❛✐♥✐♥❣ ❬❇❧✉♠ ❛♥❞ ▼✐%❝❤❡❧❧✱ ✶✾✾✽❛❪ ✐" ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ ♠♦"% ❛❝❝❧❛✐♠❡❞ ❛♣♣'♦❛❝❤❡" %♦ "❡♠✐✲

"✉♣❡'✈✐"❡❞ ❧❡❛'♥✐♥❣✳ ■♥ ❝♦✲%'❛✐♥✐♥❣✱ ❞❛%❛ "❛♠♣❧❡" ❛'❡ ❛""✉♠❡❞ %♦ ❜❡ '❡♣'❡"❡♥%❡❞ ❜② %✇♦

❝♦♥❞✐%✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❢❡❛%✉'❡" X1 ❛♥❞ X2✳ ❚✇♦ ♣'❡❞✐❝%♦'" f1 ❛♥❞ f2 ❛""✐❣♥ %♦ ❡❛❝❤



✺✳✸ ▼✉❧&✐✲✈✐❡✇ ,✉❜,♣❛❝❡ ❝❧✉,&❡1✐♥❣✿ ❛ ❝♦✲&1❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦1✐&❤♠ ✼✼

X ❛ ❝❧❛$$ ❧❛❜❡❧ Y ✭f : X → Y ✮ ❛♥❞ ❛+❡ ,+❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ ,♦ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ✉$✐♥❣ ❛ $♠❛❧❧

♣♦♦❧ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛,❛✳ ❚❤❡ ,✇♦ ♣+❡❞✐❝,♦+$ ❛+❡ ✉$❡❞ ,♦ ❛$$✐❣♥ ❧❛❜❡❧$ ,♦ ❛ ❧❛+❣❡+ ♣♦♦❧ ♦❢

✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛,❛✳ ❆ $✉❜$❡, ♦❢ $❛♠♣❧❡$ ✇✐,❤ ✇❤✐❝❤ ,❤❡ ♣+❡❞✐❝,♦+$ ❤❛✈❡ ,❤❡ ♠♦$, ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥
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❜② H(1)
✇✐❧❧ ❜❡ ♣%♦❥❡❝(❡❞ ♥❡❛% ❡❛❝❤ ♦(❤❡% ✇❤✐❧❡ '❛♠♣❧❡' ❜❡❧♦♥❣' (♦ ❞✐✛❡%❡♥( ❝❧✉'(❡%'

✐♥❞✐❝❛(❡❞ ❜② H(1)
✇✐❧❧ ❜❡ ♣%♦❥❡❝(❡❞ ❛♣❛%(✳ ❙♦ (❤❡ ❞❛(❛ '(%✉❝(✉%❡ ✐♥ ✈✐❡✇ ✷ ✇✐❧❧ ❜❡

❝♦♥'(%❛✐♥❡❞ (♦ ❜❡ ♠♦%❡ ❝♦♠♣❛(✐❜❧❡ ✇✐(❤ ✈✐❡✇ ✶✱ ✈✐'✲✈❡%'❛✳

✹✳ ■*❡+❛*❡ ❘❡(✉%♥ (♦ '(❡♣ ✶✱ ♣❡%❢♦%♠ ❦✲♠❡❛♥' ❛❣❛✐♥ ✐♥ ♣%♦❥❡❝(❡❞ '✉❜'♣❛❝❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉(❡

(❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐♥ ❊4✉❛(✐♦♥ ✺✳✻ ❢♦% ❡❛❝❤ ✐(❡%❛(✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐(❡%❛(✐♦♥ ♣%♦❝❡'' ❝❛♥ ❜❡

(❡%♠✐♥❛(❡❞ ❡✐(❤❡% ❛❢(❡% ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✐(❡%❛(✐♦♥'✱ ♦% ✇❤❡♥ (❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥



✺✳✸ ▼✉❧&✐✲✈✐❡✇ ,✉❜,♣❛❝❡ ❝❧✉,&❡1✐♥❣✿ ❛ ❝♦✲&1❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦1✐&❤♠ ✼✾

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✹ ❈♦❑♠▲❉❆

■♥♣✉&✿ ❛ *❡, ♦❢ n ♠✉❧,✐✲✈✐❡✇ *❛♠♣❧❡* X = {X(v)|v = 1, 2}✱ ✇❤❡7❡ X(v) = {x(1)1 , . . . , x
(v)
n }✱

❛♥❞ ,❤❡ ❡①♣❡❝,❡❞ ♥✉♠❜❡7 ♦❢ ❝❧✉*,❡7* K✳

❖✉&♣✉&✿ ✈✐❡✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥, ❝❧✉*,❡7 ✐♥❞✐❝❛,♦7* H(v) = {h(v)1 , . . . , h
(v)
n }✱ ❛♥❞ ♣7♦❥❡❝,✐♦♥ ♠❛✲

,7✐❝❡* P (1), P (2)

■♥✐&✐❛❧✐③❡✿

✶✳ ❈❡♥,❡7 ,❤❡ ❢❡❛,✉7❡ ✈❡❝,♦7* ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛♣♣❧② A❈❆ ✐❢ ,❤❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✐,② ♦❢ ,❤❡

❢❡❛,✉7❡ *♣❛❝❡ ✐* ,♦♦ ❤✐❣❤❀

✷✳ A❡7❢♦7♠ ❦✲♠❡❛♥* ❝❧✉*,❡7✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ,♦ ❡*,✐♠❛,❡ ❝❧✉*,❡7 ✐♥❞✐❝❛,♦7* H(v) =

{h(v)1 , . . . , h
(v)
n }❀

✸✳ ❋♦7 ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ v✱ ✐❞❡♥,✐❢② ,❤❡ *✐♥❣❧❡ *❛♠♣❧❡ ❝❧♦*❡*, ,♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡ K ❝❧✉*,❡7*✱ S(v) =

{s(v)1 , . . . , s
(v)
K }✳

❢♦$ t = 1 &♦ iter ❞♦

❢♦$ v = 1 &♦ 2 ❞♦
✶✳ ❯*❡ X(v)

❛♥❞ H(3−v)
,♦ ,7❛✐♥ ▲❉❆ ♣7♦❥❡❝,✐♦♥* P (v)

❛♥❞ ♣7♦❥❡❝, *❛♠♣❧❡* ✐♥,♦

,❤❡ ▲❉❆ *✉❜*♣❛❝❡❀

✷✳ ❯*✐♥❣ *❡❡❞* S(v)
✱ ♣❡7❢♦7♠ ❦✲♠❡❛♥* ❝❧✉*,❡7✐♥❣ ♦♥ ♣7♦❥❡❝,❡❞ *❛♠♣❧❡* ,♦ ❡*,✐♠❛,❡

♥❡✇ ❝❧✉*,❡7 ✐♥❞✐❝❛,♦7* H(v)
❀

✸✳ ❯♣❞❛,❡ *❡❡❞* S(v) = {s(v)1 , . . . , s
(v)
K }✳

❡♥❞ ❢♦$

❡♥❞ ❢♦$

❞✐❞ ♥♦, 7❡❛❝❤ ❛ ♥❡✇ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦7 ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡7 ♦❢ ✐,❡7❛,✐♦♥* ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳

■, ✐* ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ,❤❛, ,❤❡ ♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡ ♦❢ ❦✲♠❡❛♥* ✐* *❡♥*✐,✐✈❡ ,♦ ,❤❡ K✉❛❧✐,② ♦❢ ✐,* ✐♥✐✲

,✐❛❧✐③❛,✐♦♥ ✭*❡❡❞*✮✳ ❆❝❝♦7❞✐♥❣❧② ✐, ✐* ❝♦♠♠♦♥ ,♦ 7✉♥ ❦✲♠❡❛♥* *❡✈❡7❛❧ ,✐♠❡* ✇✐,❤ 7❛♥❞♦♠

✐♥✐,✐❛❧✐③❛,✐♦♥✱ ❛♥❞ ,♦ 7❡,❛✐♥ ,❤❡ ❝❧✉*,❡7✐♥❣ 7❡*✉❧, ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡* ❊K✉❛,✐♦♥ ✺✳✹✳ ❚❤✐* ❛♣✲

♣7♦❛❝❤ ✐* ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ,❤✉* ✇❡ ✉,✐❧✐③❡  ❡❡❞ ✐♥❤❡&✐'❛♥❝❡ ,♦ 7❡❞✉❝❡ ,❤❡

❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❜✉7❞❡♥✳ ❆❢,❡7 ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢ ❦✲♠❡❛♥*✱ ✇❡ ✐❞❡♥,✐❢② ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ,❤❡

*✐♥❣❧❡ *❛♠♣❧❡ ❝❧♦*❡*, ,♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡ K ❝❧✉*,❡7 ❝❡♥,7♦✐❞*✱ ❞❡♥♦,❡❞ S(v) = {s(v)1 , . . . , s
(v)
K }✳ ■♥

*✉❜*❡K✉❡♥, ✐,❡7❛,✐♦♥*✱ ❦✲♠❡❛♥* ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✈✐❡✇ v ✐* ✐♥✐,✐❛❧✐③❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ K *❡❡❞* ✐♥ S(v)
✳

❚❤❡ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦7✐,❤♠ ✐* ❢♦7♠❛❧❧② *✉♠♠❛7✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦7✐,❤♠ ✹✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ *✐♥❣❧❡ ✐,❡7❛,✐♦♥ ✐* ✐♥ ,❤❡ ♦7❞❡7 ♦❢ O(pn) ❢♦7 ❦✲♠❡❛♥*✱

❛♥❞ O(p2n) ❢♦7 ▲❉❆✱ ✇❤❡7❡ p ✐* ,❤❡ ❢❡❛,✉7❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✐,② ❛♥❞ n ✐* ,❤❡ ♥✉♠❜❡7 ♦❢ *❛♠♣❧❡*✳

❋♦7 t ✐,❡7❛,✐♦♥* ,❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦7✐,❤♠ ✐* ❤❡♥❝❡ O(pnt+ p2nt)✳

✺✳✸✳✷ ❆♥ ✐❧❧✉)*+❛*✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

❍❡7❡ ✇❡ ✐❧❧✉*,7❛,❡ ,❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉7 ❛♥❞ ♠❡7✐,* ♦❢ ,❤❡ ♣7♦♣♦*❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦7✐,❤♠ ✉*✐♥❣

*②♥,❤❡,✐❝ ❞❛,❛ ♦❢ ✸✵✵ *❛♠♣❧❡* 7❡♣7❡*❡♥,❡❞ ✐♥ ,✇♦ ✈✐❡✇*✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ,✇♦ ❞✐♠❡♥*✐♦♥*✳ ❊❛❝❤ *❛♠♣❧❡



✽✵ ❈❤❛♣$❡& ✺ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ❈❧✉1$❡&✐♥❣ ❆❣&❡❡♠❡♥$

✭❛✮ ❞❛$❛ %$&✉❝$✉&❡ ✐♥ $✇♦ ✈✐❡✇%

✭❜✮ ❦✲♠❡❛♥% &❡%✉❧$% ♦♥ ♦&✐❣✐♥❛❧ %♣❛❝❡

✭❝✮ ❝&♦%%✲❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ▲❉❆ $&❛✐♥✐♥❣

✭❞✮ ❦✲♠❡❛♥% ❝❧✉%$❡&✐♥❣ ✐♥ ▲❉❆ %♣❛❝❡

❋✐❣✉&❡ ✺✳✶✿ ✐❧❧✉-.&❛.✐♦♥ ♦❢ ❛ .❡-. &✉♥ ♦❢ ❈♦❑♠▲❉❆ ♦♥ -②♥.❤❡.✐❝ ❞❛.❛-❡.



✺✳✸ ▼✉❧&✐✲✈✐❡✇ ,✉❜,♣❛❝❡ ❝❧✉,&❡1✐♥❣✿ ❛ ❝♦✲&1❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦1✐&❤♠ ✽✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ✭①✱②✮ ❧♦❝❛1✐♦♥4 ♦❢ ●❛✉44✐❛♥ ❝❡♥18♦✐❞4 ❛♥❞ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ 4❛♠♣❧❡4

❝❧❛44 ✶ ✭8❡❞✮ ❝❧❛44 ✷ ✭❜❧✉❡✮

✈✐❡✇ ✶ ✭✲✷✱✹✮ ✺✵ 4♠♣❧✳ ✭✷✱✹✮ ✶✵✵ 4♠♣❧✳

✭✲✹✱✲✹✮ ✶✵✵ 4♠♣❧✳ ✭✷✱✲✹✮ ✺✵ 4♠♣❧✳

✈✐❡✇ ✷ ✭✲✹✱✲✷✮ ✶✵✵ 4♠♣❧✳ ✭✲✹✱✷✮ ✺✵ 4♠♣❧✳

✭✹✱✲✷✮ ✺✵ 4♠♣❧✳ ✭✹✱✷✮ ✶✵✵ 4♠♣❧✳

❜❡❧♦♥❣4 1♦ ♦♥❡ ♦❢ 1✇♦ ❝❧❛44❡4✱ ✇❤❡8❡ ❡❛❝❤ ❝❧❛44 ✐4 ❛ 1✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥1 ●❛✉44✐❛♥ ♠✐①1✉8❡✳ ❆❧❧

❢♦✉8 ●❛✉44✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥14 ❤❛✈❡ ❛ ❝♦✈❛8✐❛♥❝❡ ♠❛18✐① ♦❢ Σ = diag(0.3, 0.3)✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥4

♦❢ ❡❛❝❤ ●❛✉44✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥1 ❛8❡ ❞❡1❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ 1✇♦ ✈✐❡✇4 ❛8❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1✱ ✐✳❡✳ 1✇♦ 4❛♠♣❧❡4 ❣❡♥❡8❛1❡❞ ❜② 1❤❡ 4❛♠❡ ●❛✉44✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥1 ✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ ❝❛♥

❜❡❧♦♥❣ 1♦ ❞✐✛❡8❡♥1 ●❛✉44✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥14 ✐♥ 1❤❡ ♦1❤❡8 ✈✐❡✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ 1❤❡ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ 4❛♠♣❧❡4

❝♦88❡4♣♦♥❞✐♥❣ 1♦ ❡❛❝❤ ●❛✉44✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥14✱ ❛❧4♦ ✐❧❧✉418❛1❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ✐4 ✐♥1❡♥1✐♦♥❛❧❧②

✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥ ♦8❞❡8 1❤❛1✱ ❢♦8 ✐♥✐1✐❛❧✐4❛1✐♦♥✱ ❦✲♠❡❛♥4 ❣✐✈❡4 ❜❡11❡8✲1❤❛♥✲8❛♥❞♦♠ ❛❝❝✉8❛❝②

8❡❧❛1✐✈❡ 1♦ 8❡❛❧ ❝❧❛44 ❧❛❜❡❧4✳

❙❝❛11❡8 ♣❧♦14 ♦❢ ❣❡♥❡8❛1❡❞ ❞❛1❛ ✐♥ ✷ ✈✐❡✇4 ❛8❡ 4❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✺✳✶ ✭❛✮✳ ❋✐❣✉8❡ ✺✳✶✭❜✮

✐❧❧✉418❛1❡4 ❝❧✉41❡8✐♥❣ 8❡4✉❧14 ❛❢1❡8 1❤❡ ✐♥✐1✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ♦❢ ❦✲♠❡❛♥4 ✐♥ 1❤❡ ♦8✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛1✉8❡

4♣❛❝❡✳ ❲❡ ♥♦1❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣8❡❡ ♦❢ ❡88♦8❀ 1✇♦ ♦❢ 1❤❡ ❢♦✉8 ●❛✉44✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥14 ❛8❡ ✐♥❝♦88❡❝1❧②

❝❧✉41❡8❡❞✳ ❚❤❡ 8❡4✉❧1 ♦❢ ❝8♦44✲❧❛❜❡❧❧✐♥❣✱ ✇❤❡8❡ 4❛♠♣❧❡4 ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❛8❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛❝❝♦8❞✐♥❣

1♦ 1❤❡ ❝❧✉41❡8✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛1♦84 ✐♥ 1❤❡ ♦1❤❡8 ✈✐❡✇✱ ✐4 4❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✺✳✶ ✭❝✮✳ ❚❤❡ 1✇♦ ❝8♦44❡4

❛1 ❝❡♥18❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧♦1 8❡♣8❡4❡♥14 1❤❡ 1✇♦ ❝❧✉41❡8 ❝❡♥18♦✐❞4 ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ 8❡4✉❧1✐♥❣ ▲❉❆

♣8♦❥❡❝1✐♦♥4 ✭✶✲❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧ ❢♦8 1❤✐4 18✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛8❡ 4❤♦✇♥ ❜② 1❤❡ 4♦❧✐❞✱ 418❛✐❣❤1 ❧✐♥❡4

✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✺✳✶ ✭❝✮✳ ❆❢1❡8 1❤❡ 4❛♠♣❧❡4 ❛8❡ ♣8♦❥❡❝1❡❞ ✐♥1♦ 1❤❡ ♥❡✇ 4✉❜4♣❛❝❡4 ❛♥❞ ❦✲♠❡❛♥4

✐4 8❡❛♣♣❧✐❡❞✱ 1❤❡ ❝❧✉41❡8✐♥❣ 8❡4✉❧14 ❛8❡ ❣8❡❛1❧② ✐♠♣8♦✈❡❞ ❛4 ✐❧❧✉418❛1❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✺✳✶ ✭❞✮✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❝❧✉41❡8 ❝❡♥18♦✐❞4 ❛♥❞ ▲❉❆ ♣8♦❥❡❝1✐♦♥4 ♥♦8♠❛❧❧② ✉4❡❞ ✐♥ 1❤❡ 4❡❝♦♥❞ ✐1❡8❛1✐♦♥ ❛8❡

❛❧4♦ ✐❧❧✉418❛1❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✺✳✶ ✭❞✮✳ ❲❤❡8❡❛4 4❡✈❡8❛❧ ✐1❡8❛1✐♦♥4 ❛8❡ 8❡N✉✐8❡❞ ✐♥ ♣8❛❝1✐❝❡✱ 1❤❡

♥❡✇ ❝❧✉41❡8✐♥❣ 8❡4✉❧1 ✐4 ❢✉❧❧② 8❡♣8❡4❡♥1❛1✐✈❡ ♦❢ 1❤❡ 18✉❡ ✉♥❞❡8❧②✐♥❣ ❝❧❛44 418✉❝1✉8❡ ❛♥❞ 1❤❡

❛❧❣♦8✐1❤♠ ❝♦♥✈❡8❣❡4 ✐♥ ❛ 4✐♥❣❧❡ ✐1❡8❛1✐♦♥ ❢♦8 1❤✐4 ✐❧❧✉418❛1✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

✺✳✸✳✸ ▼❛%❤♠❛%✐❝❛❧ ❛♥❛❧②-✐-

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉418❛1❡4 1❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉8 ♦❢ 1❤❡ ❛❧❣♦8✐1❤♠ ❢♦8 ❛ 18✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ●✐✈❡♥

1❤❡ ❛44✉♠♣1✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐1✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ 1✇♦ ✈✐❡✇4✱ ❝❧✉41❡8✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛1♦84 ✐♥

♦♥❡ ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ ✉1✐❧✐4❡❞ ❛4 ❝❧❛44 ❧❛❜❡❧4 ✐♥ ❛♥♦1❤❡8 ✈✐❡✇✱ ❜✉1 ✇✐1❤ 8❛♥❞♦♠ ❧❛❜❡❧ ♥♦✐4❡✳ ❍❡8❡

✇❡ ❛✐♠ 1♦ 4❤♦✇ ♠❛1❤❡♠❛1✐❝❛❧❧② 1❤❛1 ▲❉❆ ♣$♦❥❡❝)✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛$♥❡❞ ✇✐)❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 2❛♠♣❧❡2



✽✷ ❈❤❛♣$❡& ✺ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ❈❧✉1$❡&✐♥❣ ❆❣&❡❡♠❡♥$

✇✐"❤ $❛♥❞♦♠ ❧❛❜❡❧ ♥♦✐-❡✳

❲❡ ✜&'( ❞❡✜♥❡ ❛ ❤②♣♦(❤❡(✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧❛❜❡❧ ♥♦✐'❡ λ✳ ▲❡( (❤❡&❡ ❜❡ n ❝❡♥(&❡❞ ❞❛(❛ '❛♠♣❧❡'✱

X = [x1, . . . , xn] ❛♥❞ ❧❡% Xk ❛♥❞ nk ❜❡ %❤❡ (✉❜(❡% ❛♥❞ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ (❛♠♣❧❡( ✐♥ %❤❡ k✲%❤ ❝❧❛((

+❡(♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❋♦+ ❡❛❝❤ ❝❧❛((✱ (1− λ)nk ❛♥❞ λnk ♣♦✐♥%( ❛+❡ +❛♥❞♦♠❧② (❛♠♣❧❡❞ ❢+♦♠ Xk ❛♥❞

X −Xk +❡(♣❡❝%✐✈❡❧② %♦ ❢♦+♠ ❛ ♥❡✇ (✉❜(❡% X∗
k ❢♦+ %❤❡ k✲%❤ ❝❧❛(( ✇✐%❤ +❛♥❞♦♠ ❧❛❜❡❧ ♥♦✐(❡✳

■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ (❤♦✇ %❤❛% %❤❡ ❡①♣❡❝%❡❞ ▲❉❆ ♣+♦❥❡❝%✐♦♥ %+❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ X∗
k ✐( ❡?✉✐✈❛❧❡♥%

%♦ %❤❡ ▲❉❆ ♣+♦❥❡❝%✐♦♥ %+❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ %+✉❡ ❧❛❜❡❧(✳

❚+❛✐♥❡❞ ♦♥ X∗
k ✇✐%❤ ♥♦✐(② ❧❛❜❡❧(✱ %❤❡ ▲❉❆ ♣+♦❥❡❝%✐♦♥ P ✐( ❞❡%❡+♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ %♦✿

max
P

❚+

P TS∗bP

P TS∗t P
✭✺✳✽✮

✇❤❡+❡ S∗b ❛♥❞ S∗t ❛+❡ %❤❡ ❜❡%✇❡❡♥✲❝❧❛(( ❛♥❞ %♦%❛❧ (❝❛%%❡+ ❡(%✐♠❛%❡❞ ✇✐%❤ ♥♦✐(② ❞❛%❛✳ ■% ✐(

❝❧❡❛+ %❤❛% S∗t = St (✐♥❝❡ ✐%( ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ❞♦ ♥♦% ♥❡❡❞ ❧❛❜❡❧ ✐♥❢♦+♠❛%✐♦♥✱ ✇❤❡+❡❛( Sb ✐( ❞❡✜♥❡❞

❛(✿

S∗b =
∑

k

nkm
∗
km

∗
k
T, ✭✺✳✾✮

✇❤❡+❡ m∗
k ✐( %❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ X∗

k ✳ ■%( ✈❛❧✉❡ ✐♥ %❤❡ (❡♥(❡ ♦❢ (%❛%✐(%✐❝❛❧ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E(m∗
k) = E(

1

nk
(

(1−λ)nk
∑

i=1

x+ki +

λnk
∑

i=1

x−ki))

= (1− λ)E(x+ki) + λE(x−ki) ✭✺✳✶✵✮

✇❤❡+❡ x+ki ✐( %❤❡ i✲%❤ (❛♠♣❧❡ ❢+♦♠ Xk ❛♥❞ x−ki ✐( %❤❡ i✲%❤ (❛♠♣❧❡ ❢+♦♠ X − Xk✳ ■% ✐(

(%+❛✐❣❤%❢♦+✇❛+❞ %❤❛%

E(x+ki) = ♠❡❛♥(Xk) = mk,

E(x−ki) = ♠❡❛♥(X −Xk) = − nk

n−nk
mk

✭✺✳✶✶✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊?✉❛%✐♦♥ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ✺✳✶✶✱ ✇❡ ♦❜%❛✐♥✿

E(m∗
k) = (1− λn

n− nk
)mk ✭✺✳✶✷✮

❋+♦♠ ❊?✉❛%✐♦♥ ✺✳✶✷ ✇❡ ♦❜(❡+✈❡ %❤❛% %❤❡ ❡①♣❡❝%❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢m∗k ❡(%✐♠❛%❡❞ ✇✐%❤ X∗
k ❝♦♥%❛✐♥✐♥❣

♥♦✐(② ❧❛❜❡❧( ❧✐❡( ✐♥ %❤❡ (❛♠❡ ❞✐+❡❝%✐♦♥ +❡❧❛%✐✈❡ %♦ %❤❡ ♦+✐❣✐♥ ❛( ✐♥ %❤❡ ❝❛(❡ ✇❤❡+❡ ✐% ✐( ❡(%✐♠❛%❡❞

✇✐%❤ ❝❧❡❛♥ ❧❛❜❡❧(✱ ❜✉% ✇✐%❤ ❛ (❤♦+%❡+ ✈❡❝%♦+ ♥♦+♠✳ ❚❤✐( ❝❛♥ ❜❡ ♦❜(❡+✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✶ ✭❝✮

❛♥❞ ✭❞✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ %✇♦ ❝❧❛(( ♠❡❛♥( ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❧✐❡ ✐♥ %❤❡ (❛♠❡ ❞✐+❡❝%✐♦♥✱ ❜✉% ❞✐✛❡+❡♥%

❞✐(%❛♥❝❡( ❢+♦♠ %❤❡ ♦+✐❣✐♥✳
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❯♣♦♥ &✉❜&)✐)✉)✐♦♥ ♦❢ ❊-✉❛)✐♦♥ ✺✳✶✶ ✐♥)♦ ❊-✉❛)✐♦♥ ✺✳✾✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ ❡①♣❡❝)❛)✐♦♥ ♦❢ S∗b ✿

E(S∗b ) =
∑

k

nkE(m
∗
k)E(m

∗
k
T )

=
∑

k

nk(1−
λn

n− nk
)2mkmk

T
✭✺✳✶✸✮

■❢ ✇❡ ❛&&✉♠❡ ❛♥ ❡-✉❛❧ ♥✉♠❜❡? ♦❢ &❛♠♣❧❡ ♣❡? ❝❧❛&&✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥&)❛♥) nk = n/K✱ )❤❡♥✿

E(S∗b ) = (1− λK

K − 1
)2Sb ✭✺✳✶✹✮

❛♥❞ ✐❢ S∗b ❛♥❞ S∗t ✐♥ ❊-✉❛)✐♦♥ ✺✳✽ ❛?❡ ?❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐)❤ )❤❡✐? ❡①♣❡❝)❛)❡❞ ✈❛❧✉❡&✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥✿

max
P

❚?

C2P TSbP

P TStP
✭✺✳✶✺✮

✇❤❡?❡ C = (1− λK
K−1) ✐& ❛ ❝♦♥&)❛♥)✳ ❊-✉❛)✐♦♥& ✺✳✶✺ &❤♦✇& )❤❛) ▲❉❆ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ✐♥

)❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ &❛♠♣❧❡ ✇✐)❤ ?❛♥❞♦♠ ❧❛❜❡❧ ♥♦✐&❡ ✐& ❡-✉✐✈❛❧❡♥) )♦ )❤❡ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ✐♥ )❤❡

❝❛&❡ ♦❢ ❝❧❡❛♥ ❧❛❜❡❧&✳

✺✳✸✳✹ ❊①&❡♥)✐♦♥) ♦❢ ❈♦❑♠▲❉❆

■♥ )❤✐& ❝❤❛♣)❡? ✇❡ ♣?❡&❡♥) )❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉♥&✉♣❡?✈✐&❡❞ &✉❜&♣❛❝❡ ❝❧✉&)❡?✐♥❣ ✉&✐♥❣ ❝♦✲)?❛✐♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❢?❛♠❡✇♦?❦ ✐& ❡♥)✐?❡❧② ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠❛② ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡?❡♥) ❝❧✉&)❡?✐♥❣ ♠❡)❤♦❞& ❛♥❞ &✉✲

♣❡?✈✐&❡❞ ❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧✐)② ?❡❞✉❝)✐♦♥ ❛❧❣♦?✐)❤♠& ❛❝❝♦?❞✐♥❣ )♦ &♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛)✉?❡

♦❢ ?❡❧❛)❡❞ ❞❛)❛✳ ❋♦? ❡①❛♠♣❧❡✱ )♦ ❝❧✉&)❡? )❡①) ❞❛)❛✱ ❝♦&✐♥❡ ❞✐&)❛♥❝❡ ✐& ❛ ♠♦?❡ ❛♣♣?♦♣?✐❛)❡

❞✐&)❛♥❝❡ ♠❡❛&✉?❡✱ ❛♥❞ ❢♦? ♥♦♥✲❧✐♥❡❛? &❡♣❛?❛❜❧❡ ❞❛)❛✱ ❦❡?♥❡❧ ♠❡)❤♦❞& ❛?❡ ♦❢)❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥

)❤✐& &❡❝)✐♦♥✱ ✇❡ ✜?&) ♣?❡&❡♥)& )❤?❡❡ ❡①)❡♥&✐♦♥& ?❡❧❛)❡❞ )♦ ❝❧✉&)❡?✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦&✐♥❡ ❦✲♠❡❛♥&✱

❦❡?♥❡❧ ❛♣♣?♦❛❝❤ ❛♥❞ &❡♠✐✲&✉♣❡?✈✐&❡❞ ❡①)❡♥&✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧&♦ ♣?♦✈✐❞❡ ♠✉❧)✐✲✈✐❡✇ ❡①)❡♥&✐♦♥ )♦

❛❞❛♣) )♦ )❤❡ &✐)✉❛)✐♦♥ ✇❤❡?❡ )❤❡ ❞❛)❛ ✐& ?❡♣?❡&❡♥)❡❞ ❜② ♠♦?❡ )❤❛♥ )✇♦ ✈✐❡✇&✳

❈♦"✐♥❡ ❞✐"'❛♥❝❡ ❡①'❡♥"✐♦♥✿ ❚❤❡ &)❛♥❞❛?❞ ❦✲♠❡❛♥& ❛❧❣♦?✐)❤♠ ✉&❡& ❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐&)❛♥❝❡

♠❡)?✐❝✳ ■♥ &♦♠❡ ❡①♣❡?✐♠❡♥)& ✐♥ ♠✉❧)✐✲♠♦❞❛❧ ❢❛❝❡ ❛♥❞ &♣❡❛❦❡? ?❡❝♦❣♥✐)✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡?✱ ✇❡

♦❜&❡?✈❡ )❤❛) )❤❡ ❝♦&✐♥❡ ❞✐&)❛♥❝❡ ♥♦?♠❛❧❧② ❣✐✈❡& ❜❡))❡? ♣❡?❢♦?♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ✉&❡❞ ✐♥ ▲❉❆

&✉❜&♣❛❝❡✳ ❚❛♥❣ ❡) ❛❧✳ ❬❚❛♥❣ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ?❡♣♦?) &✐♠✐❧❛? ✜♥❞✐♥❣& ✐♥ )❤❡ ❝♦♥)❡①) ♦❢ &♣❡❛❦❡?

❝❧✉&)❡?✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉&❡ ♦❢ ❛ ❝♦&✐♥❡ ❞✐&)❛♥❝❡ ♠❡)?✐❝ ✐♥ ❝❧✉&)❡?✐♥❣ ♣?♦❜❧❡♠& ✐& ♣?♦♣♦&❡❞ ✐♥ ❬❉❤✐❧❧♦♥

❛♥❞ ▼♦❞❤❛✱ ✷✵✵✶❪ ✇❤✐❝❤ ?❡♣♦?)& ❛ &♣❤❡?✐❝❛❧ ❦✲♠❡❛♥& ❛❧❣♦?✐)❤♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡& )❤❡ &✉♠

♦❢ )❤❡ ❝♦&✐♥❡ &✐♠✐❧❛?✐)② ❜❡)✇❡❡♥ &❛♠♣❧❡& ❛♥❞ ?❡❧❛)❡❞ ❝❧✉&)❡? ❝❡♥)?♦✐❞&✳ ❙♣❤❡?✐❝❛❧ ❦✲♠❡❛♥&

❢♦❧❧♦✇& ❛ &✐♠✐❧❛? ✐)❡?❛)✐✈❡ ♣?♦❝❡&& ❛& &)❛♥❞❛?❞ ❦✲♠❡❛♥&✱ ❡①❝❡♣) )❤❛) ❢❡❛)✉?❡ ✈❡❝)♦?& ❛?❡

✜?&) ♥♦?♠❛❧✐③❡❞ )♦ ❤❛✈❡ ✉♥✐) ❧❡♥❣)❤ ❛♥❞✱ ✐♥ )❤❡ ❛&&✐❣♥♠❡♥) &)❡♣✱ &❛♠♣❧❡& ❛?❡ ❛&&✐❣♥❡❞ )♦

)❤❡ ❝❧✉&)❡? ❝❡♥)?♦✐❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛& )❤❡ ❤✐❣❤❡&) ❝♦&✐♥❡ &✐♠✐❧❛?✐)②✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡? ♦❢ &♣❤❡?✐❝❛❧ ❦✲



✽✹ ❈❤❛♣$❡& ✺ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ❈❧✉1$❡&✐♥❣ ❆❣&❡❡♠❡♥$

♠❡❛♥& ❝❧✉&*❡+✐♥❣ ✐& ❜+♦✉❣❤* *♦ ❈♦❑♠▲❉❆ &✐♠♣❧② ❜② +❡♣❧❛❝✐♥❣ *❤❡ &*❛♥❞❛+❞ ❦✲♠❡❛♥& &*❡♣

✐♥ ❆❧❣♦+✐*❤♠ ✹✳

❑❡"♥❡❧ ❡①&❡♥'✐♦♥✿ ▲❉❆ ❧❡❛+♥& ❛ &✉❜&♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛&&❡& ❛+❡ ❜❡**❡+ &❡♣❛+❛*❡❞✳ ■♥ *❤❡

❡✈❡♥* *❤❛* ❝❧❛&&❡& ❛+❡ ♥♦* ❧✐♥❡❛+❧② &❡♣❛+❛❜❧❡ ✐♥ *❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ &♣❛❝❡✱ *❤❡♥ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ✐& ✉&✉❛❧❧②

♣♦♦+✳ ❯&✐♥❣ ❛ ❦❡+♥❡❧ *+✐❝❦ &✐♠✐❧❛+ *♦ *❤❛* ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❙✉♣♣♦+* ❱❡❝*♦+ ▼❛❝❤✐♥❡& ✭❙❱▼✮✱

▲❉❆ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐*❧② ♣❡+❢♦+♠❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ❢❡❛*✉+❡ &♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇& ♥♦♥✲❧✐♥❡❛+ ♠❛♣♣✐♥❣&

*♦ ♣+♦♠♦*❡ ♠❛①✐♠✉♠ &❡♣❛+❛❜✐❧✐*② ♦❢ ❞✐✛❡+❡♥* ❝❧❛&&❡&✳ ❚❤✐& ❛♣♣+♦❛❝❤ ✐& ❝♦♠♠♦♥❧② +❡❢❡++❡❞

*♦ ❛& ●❡♥❡+❛❧✐③❡❞ ❉✐&❝+✐♠✐♥❛♥* ❆♥❛❧②&✐& ✭●❉❆✮ ❬❇❛✉❞❛* ❛♥❞ ❆♥♦✉❛+✱ ✷✵✵✵❪✳ ❇② +❡♣❧❛❝✐♥❣

&*❛♥❞❛+❞ ▲❉❆ ❜② ●❉❆✱ *❤❡ ♣+♦♣♦&❡❞ ❛❧❣♦+✐*❤♠ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ *♦ ❝❧✉&*❡+✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠& ✐♥

✇❤✐❝❤ ♠✉❧*✐✲✈✐❡✇ ❞❛*❛ ✐& ♥♦* ❧✐♥❡❛+❧② &❡♣❛+❛❜❧❡✳

❙❡♠✐✲'✉♣❡"✈✐'❡❞ ❡①&❡♥'✐♦♥✿ ❚❤❡ ❛❧❣♦+✐*❤♠ ✐& ❛❧&♦ +❡❛❞✐❧② ❡①*❡♥❞❡❞ *♦ &❡♠✐✲&✉♣❡+✈✐&❡❞

❝❧✉&*❡+✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛ &✉❜&❡* ♦❢ ♠❛♥✉❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ ✐♥ ❛❞❞✐*✐♦♥ *♦ ❛ ❧❛+❣❡+ &✉❜&❡* ♦❢ ✉♥✲

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ ❛+❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ *❤✐& ❝❛&❡ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ ❦✲♠❡❛♥& &*❡♣ ✉&❡& ❝❡♥*+♦✐❞ &*❛*✐&*✐❝&

❛❝Q✉✐+❡❞ ❢+♦♠ *❤❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛ ❛& ♣+♦♣♦&❡❞ ✐♥ ❬❇❛&✉ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ■♥ ♦✉+ ❛♣✲

♣+♦❛❝❤ *❤❡ ❦✲♠❡❛♥& ❛❧❣♦+✐*❤♠ ✐& &❡❡❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐*❡+❛*✐♦♥ ✇✐*❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛✳ ■♥ *❤❡ ❝❛&❡

✇❤❡+❡ *❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❝❧❛&&❡& ✐& ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ ✇❤❡+❡ +❛♥❞♦♠ ✐♥✐*✐❛❧✐③❛*✐♦♥ ♦❢*❡♥ ❣❡♥❡+❛*❡& &❡✈❡+❛❧

&❡❡❞& ❝♦++❡&♣♦♥❞✐♥❣ *♦ &♦♠❡ ❝❧❛&&❡& ✇❤❡+❡❛& ♥♦♥❡ ❢♦+ ♦*❤❡+&✱ *❤✐& &❡❡♠✐♥❣❧② ♥❛✐✈❡ ♠❡*❤♦❞

♦❢*❡♥ ❜+✐♥❣& &✐❣♥✐✜❝❛♥* ✐♠♣+♦✈❡♠❡♥*& ✐♥ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉+ ❢+❛♠❡✇♦+❦✳ ❚❤❡ ♣+♦♣♦&❡❞

❛❧❣♦+✐*❤♠ &✐♠✉❧*❛♥❡♦✉&❧② ❞❡*❡+♠✐♥❡& ❞✐&❝+✐♠✐♥❛♥* &✉❜&♣❛❝❡& ✐♥ ❛❞❞✐*✐♦♥ *♦ ❝♦♠♣❛❝* ❝❧✉&✲

*❡+✴❝❧❛&& ♠♦❞❡❧& ❛♥❞ ✐& ♥❛*✉+❛❧❧② ❡Q✉✐♣♣❡❞ *♦ ❤❛♥❞❧❡ ♦✉*✲♦❢✲&❛♠♣❧❡ ❞❛*❛✳ ❯♥&❡❡♥ *❡&* ❞❛*❛

❝❛♥ ❜❡ ♣+♦❥❡❝*❡❞ ✐♥*♦ *❤❡ +❡❧❡✈❛♥* &✉❜&♣❛❝❡& ❛♥❞ ❝❧❛&&✐✜❡❞ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ *♦ *❤❡ ♥❡❛+❡&* ❝❡♥*+♦✐❞✳

▼✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❡①&❡♥'✐♦♥✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐* ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ *♦ ❡①*❡♥❞ *❤❡ ♣+♦♣♦&❡❞ *✇♦✲✈✐❡✇ ❈♦❑♠▲❉❆

❛❧❣♦+✐*❤♠ *♦ ♠✉❧*✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉&*❡+✐♥❣✳ ❆&&✉♠✐♥❣ *❤❛* ❡❛❝❤ ❞❛*❛ &❛♠♣❧❡ ✐& +❡♣+❡&❡♥*❡❞ ❜② m✲

✈✐❡✇& ✭m > 2✮✱ &✉❜&❡Q✉❡♥* *♦ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧✐③❛*✐♦♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐*❡+❛*✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦+✐*❤♠ ✹✱ m &❡*& ♦❢

❝❧✉&*❡+ ✐♥❞✐❝❛*♦+& ❛+❡ ❣❡♥❡+❛*❡❞✳ ■♥ *❤❡ *✇♦✲✈✐❡✇ &❡**✐♥❣✱ ❛♥ ▲❉❆ ♣+♦❥❡❝*✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ ✐&

❧❡❛+♥* ✉&✐♥❣ ❝❧✉&*❡+ ✐♥❞✐❝❛*♦+& ✐♥ *❤❡ ♦*❤❡+ ✈✐❡✇ *♦ ❡♥❢♦+❝❡ ❛ &✐♠✐❧❛+ ❞❛*❛ &*+✉❝*✉+❡ ✐♥ ❡❛❝❤

&✉❜&♣❛❝❡✳ ❊①*❡♥❞✐♥❣ *♦ ❛♥ m✲✈✐❡✇ &❡**✐♥❣✱ ❛ &*+❛✐❣❤* ❢♦+✇❛+❞ &♦❧✉*✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡& *❤❡ ❧❡❛+♥✐♥❣

♦❢ ❛♥ ▲❉❆ ♣+♦❥❡❝*✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ ✉&✐♥❣ ❝❧✉&*❡+ ✐♥❞✐❝❛*♦+& ♦❢ ❛❧❧ ♦#❤❡& ✈✐❡✇* ❛& ❝❧❛&& ❧❛❜❡❧&✳

❚+❛❞✐*✐♦♥❛❧ ▲❉❆ ❛❝❝❡♣*& ♦♥❧② ❛ &✐♥❣❧❡ ❧❛❜❡❧ ✈❡❝*♦+&✳ ■♥ ♦+❞❡+ *♦ ❞❡❛❧ ✇✐*❤ ♠✉❧*✐♣❧❡ ❧❛❜❡❧

✈❡❝*♦+&✱ *❤❡ *+❛❞✐*✐♦♥❛❧ ▲❉❆ ❛❧❣♦+✐*❤♠ ✐& ♠♦❞✐✜❡❞ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✳ ❆&&✉♠❡ ❛ &❡* ♦❢ ❝❡♥*+❡❞ ✐♥♣✉*

❞❛*❛ X = {x1, . . . ,xn} ❛♥❞ m &❡*& ♦❢ ❝❧❛&& ✐♥❞✐❝❛*♦+& {H(1), . . . , H(m)}✳ ❲❡ ✜+&* ❝❛❧❝✉❧❛*❡

*❤❡ ✇✐*❤✐♥✲❝❧❛&& &❝❛**❡+ S
(v)
w ❛♥❞ *❤❡ ❜❡*✇❡❡♥✲❝❧❛&& &❝❛**❡+ S

(v)
b ✉&✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❧❛&& ✐♥❞✐❝❛*♦+

H(v)
❛❝❝♦+❞✐♥❣ *♦ ❊Q✉❛*✐♦♥ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♦✈❡+❛❧❧ ❜❡*✇❡❡♥✲❝❧❛&& &❝❛**❡+ Sb ❛♥❞ ✇✐*❤✐♥✲❝❧❛&&



✺✳✹ ❘❡❧❛'❡❞ ✇♦+❦- ❛♥❞ ❛♥❛❧②-✐- ✽✺

"❝❛%%❡' Sw ❛'❡ %❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛"✿

Sb =
∑m

v=1 S
(v)
b ; Sw =

∑m
v=1 S

(v)
w . ✭✺✳✶✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ♣'♦❥❡❝%✐♦♥ P ✐" ♦❜%❛✐♥❡❞ ✐♥ %❤❡ "❛♠❡ ✇❛② ❛" ❢♦' %❤❡ %'❛❞✐%✐♦♥❛❧ ▲❉❆

❜② ♦♣%✐♠✐③✐♥❣ %❤❡ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐♥ ❊F✉❛%✐♦♥ ✺✳✷✳ ❉❡"♣✐%❡ %❤❡ ❞✐✛❡'❡♥% ❢♦'♠✉❧❛%✐♦♥✱

%❤✐" ♠❡%❤♦❞ ✐" ❤❛✈❡ "✐♠✐❧❛' ❡✛❡❝% %♦ %❤❡ ▼✉❧%✐✲❧❛❜❡❧ ▲✐♥❡❛' ❉✐"❝'✐♠✐♥❛♥% ❆♥❛❧②"✐" ✭▼▲❉❆✮

♣'♦♣♦"❡❞ ✐♥ ❬❲❛♥❣ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ♣'♦♣♦"❡❞ ♠❡%❤♦❞ ✐" "%✐❧❧ '❡❢❡''❡❞ %♦ ❛" ▼▲❉❆ ❢♦'

"✐♠♣❧✐❝✐%②✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ♠✉❧%✐✲✈✐❡✇ ❈♦❑♠▲❉❆ ❞✐✛❡'" ❢'♦♠ %❤❡ %✇♦✲✈✐❡✇ ❈♦❑♠▲❉❆ ✐♥ %❤❛% ✐♥

"%❡♣ ✶ ♦❢ %❤❡ ✐%❡'❛%✐✈❡ ♣'♦❝❡"" ♦❢ ❆❧❣♦'✐%❤♠ ✹✱ ❛♥ ▼▲❉❆ ♣'♦❥❡❝%✐♦♥ P (v)
✐" ❧❡❛'♥% ✉"✐♥❣

X(v)
❛♥❞ %❤❡ ❝❧✉"%❡' ✐♥❞✐❝❛%♦'" {H(1), . . . , H(v−1), H(v+1), . . . , H(m)} ❢'♦♠ ❛❧❧ ♦%❤❡' ✈✐❡✇"✱

✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦%❤❡' ♦♣❡'❛%✐♦♥" '❡♠❛✐♥ %❤❡ "❛♠❡✳

✺✳✹ ❘❡❧❛'❡❞ ✇♦+❦- ❛♥❞ ❛♥❛❧②-✐-

❙❡✈❡'❛❧ ❞✐✛❡'❡♥% ❛♣♣'♦❛❝❤❡" %♦ "✉❜"♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠✉❧%✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉"%❡'✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ '❡♣♦'%❡❞ ✐♥

%❤❡ ♦♣❡♥ ❧✐%❡'❛%✉'❡✳ ❍❡'❡ ✇❡ ❞✐"❝✉"" %❤❡✐' '❡❧❛%✐♦♥"❤✐♣ ✇✐%❤ %❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦'✐%❤♠ ♣'♦♣♦"❡❞ ✐♥

%❤✐" ❝❤❛♣%❡'✳

❙✉❜"♣❛❝❡ ❝❧✉"%❡'✐♥❣ ❬❑'✐❡❣❡❧ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ '❡❢❡'" %♦ ❛ ❣❡♥❡'❛❧ ❝❧❛"" ♦❢ ❝❧✉"%❡'✐♥❣ ♠❡%❤♦❞"

✇❤✐❝❤ ❛✐♠ %♦ ❞✐"❝♦✈❡' ❛ "✉❜"♣❛❝❡ ♠♦'❡ ❛♠❡♥❛❜❧❡ %♦ ❝❧✉"%❡'✐♥❣✳ ❚❤❡"❡ ♠❡%❤♦❞" ❛'❡ ❧❛'❣❡❧②

✉♥✐✲♠♦❞❛❧✳ ❆♠♦♥❣ ♥✉♠❡'♦✉" ♦%❤❡' ❡①❛♠♣❧❡"✱ %❤❡ ♠♦"% '❡❧❡✈❛♥% %♦ %❤❡ ♣'♦♣♦"❡❞ ❛❧❣♦'✐%❤♠

❛'❡ %❤❡ ▲❉❆✲❑♠ ❛❧❣♦'✐%❤♠ ❬❉✐♥❣ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❉✐"❑♠❡❛♥" ❬❨❡ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✇❤✐❝❤ ✉"❡

❝❧✉"%❡' ✐♥❞✐❝❛%♦'" ❣❡♥❡'❛%❡❞ ❜② ❦✲♠❡❛♥" %♦ ❧❡❛'♥ ❛♥ ▲❉❆ ♣'♦❥❡❝%✐♦♥✳ ❆" ❛ ❢♦'♠ ♦❢ "❡❧❢✲

%'❛✐♥✐♥❣✱ "✉❝❤ ❛♣♣'♦❛❝❤❡" ❞♦ ♥♦% ❣❡♥❡'❛❧❧② ❧❡❛❞ %♦ "✐❣♥✐✜❝❛♥% ✐♠♣'♦✈❡♠❡♥%" ✐♥ ❝❧✉"%❡'✐♥❣

♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♦✈❡' ❛ ❜❛"❡❧✐♥❡ ❦✲♠❡❛♥"✳ ❚❤❡ ♣'♦♣♦"❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦'✐%❤♠ ❝❛♥ ❜❡ '❡❣❛'❞❡❞

❛" ❛ ❝♦✲%'❛✐♥✐♥❣ ❡①%❡♥"✐♦♥ ♦❢ ❬❉✐♥❣ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✼❪✳

■♥ %❤❡ ♠✉❧%✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉"%❡'✐♥❣ "❡%%✐♥❣✱ %❤❡ ❣❡♥❡'❛❧ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ✐" %♦ ✜♥❞ ❝❡'%❛✐♥ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❣'❡❡✲

♠❡♥% ❜❡%✇❡❡♥ ❞✐✛❡'❡♥% ✈✐❡✇"✳ ❘❡❝❡♥% ❛♣♣'♦❛❝❤ %♦ ♠✉❧%✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉"%❡'✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ '♦✉❣❤❧②

❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥%♦ %✇♦ ♠❛❥♦' ❝❛%❡❣♦'✐❡"✳ ❚❤❡ ✜'"% ❝❛%❡❣♦'② ♦❢ ❛❧❣♦'✐%❤♠" ✐" ♠✉❧%✐✲✈✐❡✇ "♣❡❝%'❛❧

❝❧✉"%❡'✐♥❣ ❜❛"❡❞ ♦♥ "✐♠✐❧❛'✐%② ❣'❛♣❤"✳ ❆" "❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✺✳✷ ✭❛✮✱ ❛ "✐♠✐❧❛'✐%② ❣'❛♣❤" ✭♠❛✲

%'✐①✮ S(v)
✐" ✜'"% ❝♦♥"%'✉❝%❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ X(v)

✇❤❡'❡ S
(v)
ij = exp(< xi, xj >

2 /t2)✱ ✇❤❡'❡

< . > ✐" ❛ ❝❡'%❛✐♥ ❞✐"%❛♥❝❡ ♠❡❛"✉'❡ ❛♥❞ t ✐" %❤❡ ●❛✉""✐❛♥ ❜❛♥❞✇✐❞%❤✱ %❤✉" S
(v)
ij '❡♣'❡"❡♥%"

%❤❡ "✐♠✐❧❛'✐%② ❜❡%✇❡❡♥ i✲%❤ ❛♥❞ j✲%❤ "❛♠♣❧❡ ✐♥ %❤❡ v✲%❤ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ "✐♠✐❧❛'✐%② ❣'❛♣❤"

S(v)
❛'❡ %❤❡♥ %'❛♥"❢♦'♠❡❞ "♦ %❤❛% %❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %'❛♥"❢♦'♠❡❞ "✐♠✐❧❛'✐%② ❣'❛♣❤"

S∗(v)" ✐" ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛❝'♦"" ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳ ❙✉❝❤ %'❛♥"❢♦'♠❛%✐♦♥" ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛'♥% ❜② ❞✐✛❡'❡♥% ❛♣✲



✽✻ ❈❤❛♣$❡& ✺ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ❈❧✉1$❡&✐♥❣ ❆❣&❡❡♠❡♥$

❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✿ ❲♦&❦✐♥❣ ✢♦✇❝❤❛&5 ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥5 ♠✉❧5✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉=5❡&✐♥❣ ❛❧❣♦&✐5❤♠=

♣&♦❛❝❤❡= =✉❝❤ ❛= ▼✐♥✲❉✐=❛❣&❡❡♠❡♥5 ❬❞❡ ❙❛✱ ✷✵✵✺❪✱ ❝♦✲5&❛✐♥✐♥❣ ❬❑✉♠❛& ❛♥❞ ❉❛✉♠G ■■■✱ ✷✵✶✶❪

♦& ❝♦✲&❡❣✉❧❛&✐③❛5✐♦♥ ❬❑✉♠❛& ❡5 ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ =5❛♥❞❛&❞ =♣❡❝5&❛❧ ❝❧✉=5❡&✐♥❣ ❬◆❣ ❡5 ❛❧✳✱

✷✵✵✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 5♦ 5❤❡ 5&❛♥=❢♦&♠❡❞ ❣&❛♣❤ ♦❢ 5❤❡ ♠♦=5 ✐♥❢♦&♠❛5✐✈❡ ✈✐❡✇ 5♦ ♦❜5❛✐♥ 5❤❡

✜♥❛❧ ❝❧✉=5❡&✐♥❣ &❡=✉❧5✳ ❚❤✐= ❝❧❛== ♦❢ ❛❧❣♦&✐5❤♠= ✐= &❡❧❛5❡❞ 5♦ 5❤❡ ❈♦❑♠▲❉❆ ✐♥ 5❤❡ =❡♥=❡

5❤❛5 ❜♦5❤ ❛♣♣&♦❛❝❤❡= ❛✐♠ 5♦ ✐❞❡♥5✐❢② ❝❧✉=5❡&= ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ✐♥ ❝♦♥=❡♥=✉= ❛❝&♦== ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✱ =✉❝❤

5❤❛5 ♣❛✐&= ♦❢ =❛♠♣❧❡= ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❝♦♥=✐❞❡&❡❞ =✐♠✐❧❛& ✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ =❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥=✐❞❡&❡❞ =✐♠✐❧❛&

✐♥ ♦5❤❡& ✈✐❡✇=✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ 5❤❡ ❞✐=❛❞✈❛♥5❛❣❡ ♦❢ 5❤✐= ❝❧❛== ♦❢ ❛❧❣♦&✐5❤♠= ✐= 5❤❛5✱ ❢❡❛5✉&❡= X(v)

❛&❡ ♥♦5 ✉=❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛❢5❡& 5❤❡ S(v)
✐= ❜✉✐❧5✳ ■♥ 5❤❡ ❝❛=❡ 5❤❛5 ♦&✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛5✉&❡= X(v)

❝♦♥5❛✐♥

=✉❜=5❛♥5✐❛❧ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♥♦✐=② ❞✐♠❡♥=✐♦♥= ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ✐&&❡❧❡✈❛♥5 5♦ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ ❝❧❛==❡=✱ 5❤❡ ❡=✲

5✐♠❛5✐♦♥ ♦❢ S(v)
✐= ✐♥5&✐♥=✐❝❛❧❧② ✐♥❛❝❝✉&❛5❡✱ 5❤✉= ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥5= ❢&♦♠ ❣&❛♣❤ ❢✉=✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

=✉❜✲♦♣5✐♠❛❧✳

❚❤❡ =❡❝♦♥❞ ❝❛5❡❣♦&② ♦❢ ❝❧✉=5❡&✐♥❣ ❛♣♣&♦❛❝❤❡= ❜❛=❡❞ ♦♥ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❈♦&&❡❧❛5✐♦♥ ❆♥❛❧②=✐=

✭❈❈❆✮✱ ✐✳❡✳❬❈❤❛✉❞❤✉&✐ ❡5 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❇❧❛=❝❤❦♦ ❛♥❞ ▲❛♠♣❡&5✱ ✷✵✵✽❪ ❛✐♠ 5♦ ❝♦♣❡ ✇✐5❤ ♠✉❧5✐✲

✈✐❡✇✱ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥=✐♦♥❛❧ ❞❛5❛✳ ❆= ✐❧❧✉=5&❛5❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✭❜✮✱ 5❤❡ ❣❡♥❡&❛❧ ✐❞❡❛ ✐♥✈♦❧✈❡= ❥♦✐♥5❧②

❧❡❛&♥✐♥❣ ♣&♦❥❡❝5✐♦♥= P (1)
❛♥❞ P (2)

✇✐5❤ X(1)
❛♥❞ X(2)

=✉❝❤ 5❤❛5 5❤❡ ❝♦&&❡❧❛5✐♦♥ ❜❡5✇❡❡♥

5❤❡ ♣&♦❥❡❝5❡❞ =❛♠♣❧❡= ✐♥ 5✇♦ ✈✐❡✇= ❛&❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❙5❛♥❞❛&❞ ❝❧✉=5❡&✐♥❣ ❛❧❣♦&✐5❤♠= =✉❝❤ ❛=

❦✲♠❡❛♥= ❝❛♥ 5❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 5♦ ♣&♦❥❡❝5❡❞ =❛♠♣❧❡=✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝5✐✈❡ ❢✉♥❝5✐♦♥ ✐= ❢♦&♠✉❧❛5❡❞



✺✳✺ ❊①♣❡&✐♠❡♥*+ ❛♥❞ ❞✐+❝✉++✐♦♥+ ✽✼

❛#✿

argmax
P (1),P (2)

E(P (1)X(1))E(P (2)X(2))
√

E(P (1)X(1))2E(P (2)X(2))2
✭✺✳✶✼✮

❲❡ ❢♦.❡#❡❡ /✇♦ ❞✐#❛❞✈❛♥/❛❣❡# ♦❢ ❈❈❆ ❜❛#❡❞ ❛❧❣♦.✐/❤♠#✳ ❋✐.#/✱ ❛❝❝♦.❞✐♥❣ /♦ /❤❡ ❛♥❛❧②#✐#

♦❢ ❬❈❤❛✉❞❤✉.✐ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❈❈❆ ❧❡❛.♥# ❛ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ #✉❜#♣❛❝❡ #♣❛♥♥❡❞ ❜② /❤❡ ♠❡❛♥#

♦❢ ❞✐✛❡.❡♥/ ❝❧✉#/❡.# ✭❡H✉✐✈❛❧❡♥/ /♦ /❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛/✐♦♥ ♦❢ Sb✮✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ #❛♠❡ ❝❧✉#/❡. #❛♠♣❧❡#

❛.❡ ♥♦/ ♥❡❝❡##❛.✐❧② ♣.♦❥❡❝/❡❞ ♥❡❛. /♦ ❡❛❝❤ ♦/❤❡. ✭♠✐♥✐♠✐③❛/✐♦♥ ♦❢ Sw✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❈❈❆✲❜❛#❡❞

♠❡/❤♦❞# .❡❧② #/.♦♥❣❧② ♦♥ /❤❡ ❝♦♥❞✐/✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛##✉♠♣/✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦/ ❤♦❧❞ ✐♥

♣.❛❝/✐❝❛❧ ♣.♦❜❧❡♠#✳ ❆❝❝♦.❞✐♥❣ /❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥/❛❧ ✇♦.❦ ♦❢ ❬❑✉♠❛. ❛♥❞ ❉❛✉♠R ■■■✱ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞

❬❑✉♠❛. ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ ❈❈❆✲❜❛#❡❞ ♠❡/❤♦❞ ♣❡.❢♦.♠# ♣♦♦.❧② ✇❤❡♥ /❤❡.❡ ✐# #♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❜❡/✇❡❡♥ ✈✐❡✇#❀ /❤✐# ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ❢.♦♠ ❊H✉❛/✐♦♥ ✺✳✶✼✳ ■♥ /❤❡ ✇♦.#/ ❝❛#❡✱ ✐❢ X(1)
❛♥❞

X(2)
❛.❡ ❢✉❧❧② ❝♦..❡❧❛/❡❞ ✭X(1) = αX(2)

✮✱ ❛♥② ♣.♦❥❡❝/✐♦♥# P (1) = P (2)
✇✐❧❧ ♠❛①✐♠✐③❡ /❤❡

♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ /♦ ✐/# ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ 1✳

❚❤❡ ❢.❛♠❡✇♦.❦ ♦❢ ♣.♦♣♦#❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦.✐/❤♠ ✐# ✐❧❧✉#/.❛/❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✺✳✷✭❝✮✳ ❈♦❑♠▲❉❆

.❡H✉✐.❡# ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣.❡❡♠❡♥/ ❜❡/✇❡❡♥ ❝❧✉#/❡.✐♥❣ .❡#✉❧/# H(1)
❛♥❞ H(2)

♦♥ ♣.♦❥❡❝/❡❞

✈✐❡✇# P (1)X(1)
❛♥❞ P (2)X(2)

✳ ❈♦♠♣❛.❡❞ /♦ ❣.❛♣❤✲❜❛#❡❞ ♠✉❧/✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉#/❡.✐♥❣ ❛❧❣♦.✐/❤♠#✱

❈♦❑♠▲❉❆ .❡❞✉❝❡# ♥♦✐#❡ ❡①✐#/❡❞ ✐♥ ❢❡❛/✉.❡# X(1)
❛♥❞ X(2)

/❤.♦✉❣❤ /❤❡ ✐/❡.❛/✐✈❡ ❧❡❛.♥✲

✐♥❣ ♦❢ ♣.♦❥❡❝/✐♦♥# P (1)
❛♥❞ P (2)

✇❤❡.❡❛# ❣.❛♣❤✲❜❛#❡❞ ♠❡/❤♦❞# .❡❞✉❝❡ ♥♦✐#❡# ✐♥ #✐♠✐❧❛.✐/②

❣.❛♣❤#✳ ❈♦♠♣❛.❡❞ /♦ ❈❈❆✲❜❛#❡❞ ♠✉❧/✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉#/❡.✐♥❣ ❛❧❣♦.✐/❤♠#✱ ❈♦❑♠▲❉❆ ❞✐.❡❝/❧②

.❡H✉✐.❡# ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣.❡❡♠❡♥/ ♦❢ ❝❧✉#/❡.✐♥❣ .❡#✉❧/# .❛/❤❡. /❤❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦..❡❧❛/✐♦♥ ✐♥ ♣.♦✲

❥❡❝/❡❞ #♣❛❝❡#✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ ❈♦❑♠▲❉❆ ✐# ❧❡## #❡♥#✐/✐✈❡ /♦ /❤❡ ✈✐❡✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ❆❢/❡. ❛❧❧✱

❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦.✐/❤♠ ✐# ❡H✉✐✈❛❧❡♥/ /♦ #✐♥❣❧❡✲#✉❜#♣❛❝❡ ❝❧✉#/❡.✐♥❣ ❛❧❣♦.✐/❤♠ ▲❉❆✲❑♠ ♣.♦✲

♣♦#❡❞ ✐♥ ❬❉✐♥❣ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✼❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛# ✇❡ ✇✐❧❧ #❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✺✳✺✳✸✱ ❈♦❑♠▲❉❆ ❝❛♥

❡①♣❧♦✐/ /❤❡ ❡①✐#/❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ ✈✐❡✇# ❡✈❡♥ ✐❢ ✐/ ✐# ✇❡❛❦✳

✺✳✺ ❊①♣❡&✐♠❡♥*+ ❛♥❞ ❞✐+❝✉++✐♦♥+

■♥ /❤✐# #❡❝/✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛/❡ /❤❡ ❡✛❡❝/✐✈❡♥❡## ♦❢ /❤❡ ♣.♦♣♦#❡❞ ❛❧❣♦.✐/❤♠ ♦♥ ✸ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/

❞❛/❛#❡/# ✉♥❞❡. ✷ #❝❡♥❛.✐♦#✱ ✇❤❡♥ /❤❡ ❝♦♥❞✐/✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛##✉♠♣/✐♦♥ ✐# ❢✉❧❧② #❛/✐#✜❡❞

♦. ♦♥❧② ♣❛./✐❛❧❧② #❛/✐#✜❡❞✳ ❋♦. /❤❡ ❢♦.♠❡.✱ ✐/# ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ✐# ❛##❡##❡❞ ✇✐/❤ ❛✉❞✐♦✲✈✐#✉❛❧ ♣❡.✲

#♦♥ ❝❧✉#/❡.✐♥❣ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❢❛❝✐❛❧ ❛♥❞ #♣❡❡❝❤ ❢❡❛/✉.❡# ♦♥ /❤❡ ▼❖❇■❖ ❞❛/❛❜❛#❡

✶

❬▼❝❈♦♦❧ ❡/ ❛❧✳✱

✷✵✶✷❪✳ ❋♦. /❤❡ ❧❛/❡.✱ ✇❡ .❡♣♦./ ✐/# ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ /♦ ✐♠❛❣❡ ❝❧✉#/❡.✐♥❣ ✉#✐♥❣ /❤❡ ❯❈■ ❤❛♥❞✇.✐/✲

✶

❤!!♣#✿✴✴✇✇✇✳✐❞✐❛♣✳❝❤✴❞❛!❛#❡!✴♠♦❜✐♦



✽✽ ❈❤❛♣$❡& ✺ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ❈❧✉1$❡&✐♥❣ ❆❣&❡❡♠❡♥$

!❡♥ ❞✐❣✐! ❞❛!❛(❡!

✷

✱ ❛♥❞ !❡①! ❞♦❝✉♠❡♥! ❝❧✉(!❡0✐♥❣ ✉(✐♥❣ ❇❇❈ ◆❡✇( ❙②♥!❤❡!✐❝ ♠✉❧!✐✲✈✐❡✇

!❡①! ❞❛!❛(❡!

✸

✳ ◆♦!❡ !❤❛! !❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐!② ♦❢ !❤❡ ♣0♦♣♦(❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦0✐!❤♠ ❣0♦✇(

❧✐♥❡❛0❧② ✇✐!❤ !❤❡ (A✉❛0❡ ♦❢ ❢❡❛!✉0❡ ❧❡♥❣!❤ ✭❛( ❞✐(❝✉((❡❞ ✐♥ ❙❡❝!✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮✱ (♦ ❢♦0 !❤❡ ❡✣✲

❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♠♣✉!❛!✐♦♥✱ ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡0✐♠❡♥!(✱ ❛❧❧ ❢❡❛!✉0❡( ❛0❡ 0❡❞✉❝❡❞ !♦ ✶✵✵ ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ❜② ❛

J❈❆ ♣0❡♣0♦❝❡((✐♥❣ (!❡♣✳ ❆❧❧ 0❡(✉❧!( ❛0❡ ❛✈❡0❛❣❡❞ ❜② ❛❝0♦(( ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! !0✐❛❧( ♦❢ 0❛♥❞♦♠

✐♥✐!✐❛❧✐③❛!✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈♦❑♠▲❉❆ ✐( ❝♦♠♣❛0❡❞ !♦ ❢♦✉0 ❜❛(❡❧✐♥❡ (②(!❡♠(✿ ❝♦♥✈❡♥!✐♦♥❛❧ ❦✲

♠❡❛♥( ✐♥ J❈❆ (♣❛❝❡✱ !❤❡ ▲❉❆✲❑♠ (✐♥❣❧❡✲✈✐❡✇ (✉❜(♣❛❝❡ ❝❧✉(!❡0✐♥❣ ❛❧❣♦0✐!❤♠ ❬❉✐♥❣ ❛♥❞ ▲✐✱

✷✵✵✼❪ ❛♥❞ !✇♦ ♦!❤❡0 0❡❝❡♥!❧② ♣0♦♣♦(❡❞ ♠✉❧!✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉(!❡0✐♥❣ ❛❧❣♦0✐!❤♠(✱ ♥❛♠❡❧② ❈❛♥♦♥✐❝❛❧

❈♦00❡❧❛!✐♦♥ ❆♥❛❧②(✐( ✭❈❈❆✮ ❬❈❤❛✉❞❤✉0✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❝♦✲!0❛✐♥✐♥❣ (♣❡❝!0❛❧ ❝❧✉(!❡0✐♥❣

✭❈♦❙❈✮ ❬❑✉♠❛0 ❛♥❞ ❉❛✉♠T ■■■✱ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡(❡ ❧❛!!❡0 !✇♦ ❛❧❣♦0✐!❤♠( 0❡♣0❡(❡♥!( !❤❡ !✇♦

❞✐✛❡0❡♥! ❛♣♣0♦❛❝❤❡( !♦ ♠✉❧!✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉(!❡0✐♥❣ ❛❧❣♦0✐!❤♠( ❞✐(❝✉((❡❞ ✐♥ ❙❡❝!✐♦♥ ✺✳✹✳

✺✳✺✳✶ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♠❡(.✐❝0

❚❤❡ ❝❧✉(!❡0✐♥❣ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡( ♦❢ !❤❡ ♣0♦♣♦(❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦0✐!❤♠ ❛♥❞ ♦!❤❡0 ❝♦♠♣❛0❡❞

♠❡!❤♦❞( ❛0❡ ❛((❡((❡❞ ✉(✐♥❣ !✇♦ ❞✐✛❡0❡♥! ♠❡!0✐❝(✳ ❚❤❡ ✜0(! ✐( 0❡❢❡00❡❞ !♦ ❛( !❤❡ ❝❧✉(!❡0✐♥❣

❛❝❝✉0❛❝② ❛♥❞ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②✿

CA =
1

n

n
∑

i=1

δ(hi,♠❛♣(li)) ✭✺✳✶✽✮

✇❤❡0❡ n ✐( !❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ (❛♠♣❧❡(✱ hi ✐( !❤❡ ❝❧✉(!❡0 ✐♥❞✐❝❛!♦0 ❡(!✐♠❛!❡❞ ❢♦0 !❤❡ i✲!❤ (❛♠♣❧❡✱

li ✐( !❤❡ ❝♦00❡(♣♦♥❞✐♥❣ !0✉❡ ❧❛❜❡❧✱ ❛♥❞ δ(a, b) ✐( ❛ ❢✉♥❝!✐♦♥ ✇❤✐❝❤ 0❡!✉0♥( ✶ ✐❢ a = b ❛♥❞

✵ ♦!❤❡0✇✐(❡✳ ❚❤❡ map() ❢✉♥❝!✐♦♥ 0❡♣0❡(❡♥!( !❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡!✇❡❡♥ ❝❧✉(!❡0 ✐♥❞✐❝❛!♦0( ❛♥❞

!0✉❡ ❧❛❜❡❧( ❛( ❞❡!❡0♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦0❞✐♥❣ !♦ ❛ ❍✉♥❣❛0✐❛♥ ❛❧❣♦0✐!❤♠ ❬❙!❡✐❣❧✐!③ ❛♥❞ J❛♣❛❞✐♠✐!0✐♦✉✱

✶✾✽✷❪✳

❚❤❡ ♥♦0♠❛❧✐③❡❞ ♠✉!✉❛❧ ✐♥❢♦0♠❛!✐♦♥ ✭◆▼■✮ ❬❙!0❡❤❧ ❛♥❞ ●❤♦(❤✱ ✷✵✵✸❪ ✐( ❛♥♦!❤❡0 ♣♦♣✉❧❛0

❝❧✉(!❡0✐♥❣ ♠❡!0✐❝ ❞❡0✐✈❡❞ ❢0♦♠ ✐♥❢♦0♠❛!✐♦♥ !❤❡♦0② ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

NMI =
I(H,L)

√

E(H)E(L)
✭✺✳✶✾✮

✇❤❡0❡ I(H,L) ✐( !❤❡ ♠✉!✉❛❧ ✐♥❢♦0♠❛!✐♦♥ ❜❡!✇❡❡♥ H ❛♥❞ L ❛♥❞ E(H) ❛♥❞ E(L) ❛0❡ !❤❡

0❡(♣❡❝!✐✈❡ ❡♥!0♦♣✐❡(✳ ❚❤❡ ◆▼■ ❧✐❡( ❜❡!✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1 ❛♥❞ ❧❛0❣❡0 ✈❛❧✉❡( ✐♥❞✐❝❛!❡ ♠♦0❡ ❛❝❝✉0❛!❡

❝❧✉(!❡0✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛!♦0(✳ J❧❡❛(❡ (❡❡ ❬❙!0❡❤❧ ❛♥❞ ●❤♦(❤✱ ✷✵✵✸❪ ❢♦0 ♠♦0❡ ❞❡!❛✐❧(✳

✷

❤!!♣✿✴✴❛&❝❤✐✈❡✳✐❝,✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✴❞❛!❛,❡!,✴▼✉❧!✐♣❧❡✰❋❡❛!✉&❡,

✸

❤!!♣✿✴✴♠❧❣✳✉❝❞✳✐❡✴❞❛!❛,❡!,✴,❡❣♠❡♥!✳❤!♠❧



✺✳✺ ❊①♣❡&✐♠❡♥*+ ❛♥❞ ❞✐+❝✉++✐♦♥+ ✽✾

✺✳✺✳✷ ❆✉❞✐♦✲✈✐*✉❛❧ *♣❡❛❦❡0 ❝❧✉*2❡0✐♥❣

✭❝♦♥❞✐2✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛**✉♠♣2✐♦♥ *❛2✐*✜❡❞✮

❲❡ ✜%&' ❡✈❛❧✉❛'❡ '❤❡ ❡✛❡❝'✐✈❡♥❡&& ♦❢ '❤❡ ♣%♦♣♦&❡❞ ❛❧❣♦%✐'❤♠ '❤%♦✉❣❤ ❡①♣❡%✐♠❡♥'& ✐♥ ❛✉❞✐♦✲

✈✐&✉❛❧ &♣❡❛❦❡% ❝❧✉&'❡%✐♥❣✳ ■♥ '❤✐& ❝❛&❡✱ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ✐& ❝♦♥❞✐'✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ❛♥❞ %❡♣%❡✲

&❡♥'❡❞ ✇✐'❤ ❢❡❛'✉%❡& ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧✐'②✳ ❋❛❝✐❛❧ ❢❡❛'✉%❡& ❛%❡ ❝♦%%✉♣'❡❞ ❜② ✐♥'❡%✲&❡&&✐♦♥

✈❛%✐❛'✐♦♥& &✉❝❤ ❛& ✐❧❧✉♠✐♥❛'✐♦♥✱ ❡①♣%❡&&✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦&❡ ✇❤❡%❡❛& ✈♦❝❛❧ ❢❡❛'✉%❡& ❛%❡ ❝♦%%✉♣'❡❞

❜② ❞✐✛❡%❡♥' ♣❤♦♥❡♠❡& ♣%♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ❛ &❤♦%' &♣❡❡❝❤ ❡♣✐&♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛%❡ ❡①♣❡❝'❡❞ '♦ ❜❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ❢%♦♠ ❡❛❝❤ ♦'❤❡%✳

❉❛"❛❜❛$❡ ❛♥❞ ❢❡❛"✉*❡ ❡①"*❛❝"✐♦♥

❲❡ ❝♦♥&✐❞❡% &♣❡❛❦❡% ❝❧✉&'❡%✐♥❣ ✉&✐♥❣ &♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ❢❛❝✐❛❧ ✐♠❛❣❡&✳ ❊①♣❡%✐♠❡♥'& ❛%❡ ❝♦♥❞✉❝'❡❞

✇✐'❤ '❤❡ &❛♠❡ ▼❖❇■❖ ❞❛'❛❜❛&❡ ❬▼❝❈♦♦❧ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❛& ♣%❡&❡♥'❡❞ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥'❛✐♥& ✈✐❞❡♦& ♦❢ ✶✺✵ &✉❜❥❡❝'& ❝❛♣'✉%❡❞ ✐♥ %❡❛❧✲✇♦%❧❞✱ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐'✐♦♥&✳ ❋♦% ❝♦♠♣✉✲

'❛'✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❡ '❡&' ♦✉% ❛❧❣♦%✐'❤♠ ✉&✐♥❣ ❛ &✉❜&❡' ♦❢ ❞❛'❛ ❢%♦♠ ✹✵ ♠❛❧❡ &✉❜❥❡❝'& ❛♥❞

❢♦% ❡❛❝❤ ♦❢ '❤❡♠✱ ✺ ✈✐❞❡♦& ❛%❡ &❡❧❡❝'❡❞ ❢%♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ '❤❡ ✶✷ &❡&&✐♦♥&✳ ❚❤✐& %❡&✉❧'& ✐♥ ❛ ♣♦♦❧

♦❢ 2400 ✈✐❞❡♦ &❛♠♣❧❡&✳

❲❡ ✉&❡ ❝%♦♣♣❡❞ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡& ♣%♦✈✐❞❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ▼❖❇■❖ ❞❛'❛❜❛&❡✱ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡% ✈✐❞❡♦

&❛♠♣❧❡✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡& ❛%❡ %❡&✐③❡❞ '♦ 50×43 ♣✐①❡❧& ❛♥❞ '❤❡♥ ❤✐&'♦❣%❛♠ ❡S✉❛❧✐③❡❞✳ ❘♦✇& ♦❢ ♣✐①❡❧

✐♥'❡♥&✐'✐❡& ❛%❡ ❝♦♥❝❛'❡♥❛'❡❞ '♦ ❢♦%♠ ❢❡❛'✉%❡ ✈❡❝'♦%& ♦❢ ✷✶✺✵ ❞✐♠❡♥&✐♦♥&✳ ❚❤❡ &♣❡❡❝❤ &✐❣♥❛❧

✐& &♣❧✐' ✐♥'♦ ❢%❛♠❡& ♦❢ ✷✵♠& ❞✉%❛'✐♦♥ ❜❡❢♦%❡ '❤❡ ❡①'%❛❝'✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛'✉%❡& ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢ ✷✻ ▼❡❧✲

&❝❛❧❡❞ ❢%❡S✉❡♥❝② ❝❡♣&'%❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥'& ✭▼❋❈❈&✮✱ '❤❡✐% ✷✻ ❞❡%✐✈❛'✐✈❡& ❛♥❞ '❤❡ ❞❡❧'❛ ❡♥❡%❣②✳

❊♥❡%❣②✲❜❛&❡❞ ✈♦✐❝❡ ❛❝'✐✈✐'② ❞❡'❡❝'✐♦♥ ✐& '❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ ❞✐&❝❛%❞ ♥♦♥✲&♣❡❡❝❤ ❢%❛♠❡&✳ ❆ ✻✹✲

❝♦♠♣♦♥❡♥' ●❛✉&&✐❛♥ ♠✐①'✉%❡ ♠♦❞❡❧ ✭●▼▼✮ ✐& '❤❡♥ ✜''❡❞ '♦ %❡♠❛✐♥✐♥❣ &♣❡❡❝❤ ❞❛'❛ '❤%♦✉❣❤

'❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦&'❡%✐♦%✐ ✭▼❆Y✮ ❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ♦❢ ❛ &♣❡❛❦❡%✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ✇♦%❧❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

♠❡❛♥& ♦❢ '❤❡ ●▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛%❡ '❤❡♥ ❝♦♥❝❛'❡♥❛'❡❞ '♦ ❢♦%♠ ❛ ✸✸✾✷✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ●▼▼ &✉♣❡%✲

✈❡❝'♦% ❬❘❡②♥♦❧❞& ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❛❪✳ ❇♦'❤ ❢❛❝❡ ❛♥❞ &♣❡❡❝❤ ❢❡❛'✉%❡ ✈❡❝'♦%& ❛%❡ ✜%&' %❡❞✉❝❡❞ '♦

✶✵✵ ❞✐♠❡♥&✐♦♥& '❤%♦✉❣❤ '❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♦❢ Y❈❆✳

❘❡$✉❧"$

❚❤❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈♦❑♠▲❉❆ ✐& ❛&&❡&&❡❞ ✐♥ '❡%♠& ♦❢ ❝❧✉&'❡%✐♥❣ ❛❝❝✉%❛❝② ❛♥❞ ◆▼■✳ ❚❤❡

♣%♦♣♦&❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦%✐'❤♠ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛%❡❞ ♠❡'❤♦❞& %❡S✉✐%❡ '❤❡ ❡①♣❡❝'❡❞ ♥✉♠❜❡%

♦❢ ❝❧✉&'❡%& K ❛& ❛♥ ✐♥♣✉' ♣❛%❛♠❡'❡%✱ ✇❤✐❝❤ ✐& &❡' '♦ ❜❡ '❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ &✉❜❥❡❝'&✳ ■♥ ♦✉%

❡①♣❡%✐♠❡♥'& ✇❡ ♦❜&❡%✈❡❞ '❤❛'✱ ❢♦% ❛❧❧ ❧✐♥❡❛% &✉❜&♣❛❝❡ ♠❡'❤♦❞& ✭Y❈❆✱ ▲❉❆✲❑♠✱ ❈❈❆ ❛♥❞

❈♦❑♠▲❉❆✮✱ '❤❡ ✉&❡ ♦❢ ❝♦&✐♥❡✲❞✐&'❛♥❝❡✲❜❛&❡❞ &♣❤❡%✐❝❛❧ ❦✲♠❡❛♥& ❬❉❤✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ▼♦❞❤❛✱ ✷✵✵✶❪



✾✵ ❈❤❛♣$❡& ✺ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ❈❧✉1$❡&✐♥❣ ❆❣&❡❡♠❡♥$

❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✿ ❈❧✉./❡&✐♥❣ ❛❝❝✉&❛❝② ❢♦& ❢❛❝❡ ♠♦❞❛❧✐/② ✭&❡❞✮✱ ✈♦✐❝❡ ♠♦❞❛❧✐/② ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❈❆■

.❝♦&❡ ✭❣&❡❡♥✮ ✈✳.✳ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐/❡&❛/✐♦♥. ♦❢ ❝♦✲/&❛✐♥✐♥❣

❝♦♥.✐./❡♥/❧② ♦✉/✲♣❡&❢♦&♠. ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✲❞✐./❛♥❝❡✲❜❛.❡❞ ❦✲♠❡❛♥.✳ ❆. ❛ &❡.✉❧/✱ ✇❡ &❡♣♦&/ /❤❡

&❡.✉❧/. ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ .♣❤❡&✐❝❛❧ ❦✲♠❡❛♥. ✐♥ /❤❡.❡ ♠❡/❤♦❞. ✇❤❡&❡❛. ❢♦& ❈♦❙❈✱ ✇❡ &❡♣♦&/ /❤❡

&❡.✉❧/. ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ ❝♦♥✈❡♥/✐♦♥❛❧ ❦✲♠❡❛♥. ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡. /❤❡ ❜❡./ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ✐♥ /❤✐.

❝❛.❡✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ .✉♠♠❛&✐③❡. /❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ./❛♥❞❛&❞ ❞❡✈✐❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❝❧✉./❡&✐♥❣ ❛❝❝✉&❛❝② ❛♥❞

◆▼■ .❝♦&❡ ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ ✷✵ ❞✐✛❡&❡♥/ &✉♥. ♦❢ ❦✲♠❡❛♥. ✇✐/❤ &❛♥❞♦♠ ✐♥✐/✐❛❧✐③❛/✐♦♥✳ ■/ ✐. ♦❜✲

.❡&✈❡❞ /❤❛/✱ ❢♦& ❜♦/❤ ♠❡/&✐❝.✱ ♠✉❧/✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉./❡&✐♥❣ ♠❡/❤♦❞. ❈❈❆✱ ❈♦❙❈ ❛♥❞ ❈♦❑♠▲❉❆

♣❡&❢♦&♠ .✐❣♥✐✜❝❛♥/❧② ❜❡//❡& /❤❛♥ /❤❡ P❈❆ ❜❛.❡❧✐♥❡✱ ✇❤❡&❡❛. /❤❡ .✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇ ▲❉❆✲❑♠

♠❡/❤♦❞ ♦♥❧② ❣✐✈❡. ♠♦❞❡./ ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥/. ♦✈❡& /❤❡ P❈❆ ❜❛.❡❧✐♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ /❤❡ ♣&♦♣♦.❡❞

❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦&✐/❤♠ ♦✉/♣❡&❢♦&♠. /❤❡ ❝❧♦.❡./✲♣❡&❢♦&♠✐♥❣ ♠❡/❤♦❞ ❈❈❆ ❜② ❛ .✐❣♥✐✜❝❛♥/

♠❛&❣✐♥ ✭♦✈❡& ✶✵✪ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝❧✉./❡&✐♥❣ ❛❝❝✉&❛❝② ❛♥❞ ❛♣♣&♦①✐♠❛/❡❧② ✺✪ ✐♥ ◆▼■✮✳ ❋✐❣✉&❡ ✺✳✸

.❤♦✇. /❤❡ ✈❛&✐❛/✐♦♥ ✐♥ ❛❝❝✉&❛❝② ❛♥❞ ❈❆■ .❝♦&❡. ❛. ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐/❡&❛/✐♦♥.✳

❈♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ✐. .❡❡♥ /♦ ♦❝❝✉& ✐♥ ❢❡✇❡& /❤❛♥ ✶✺ ✐/❡&❛/✐♦♥.✳ ■♥ ♣&❛❝/✐❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦/ ❡♥❝♦✉♥✲

/❡&❡❞ ❛♥② ❝❛.❡. ✇❤❡&❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞♦❡. ♥♦/ ♦❝❝✉&✳

❈❧✉#$❡&✐♥❣ ✈✐#✉❛❧✐#❛$✐♦♥# ❛♥❞ ❞✐#❝✉##✐♦♥

❆❧❧ /❤❡ ❛♣♣&♦❛❝❤❡. ❝♦♠♣❛&❡❞ ❛❜♦✈❡ ❡♠❜❡❞ ❞❛/❛ .❛♠♣❧❡. ✐♥/♦ ❧♦✇❡& ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ .♣❛❝❡.

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉./❡&✐♥❣ ✐. /❤❡♥ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✇✐/❤ ❛ ./❛♥❞❛&❞ ❦✲♠❡❛♥. ❛❧❣♦&✐/❤♠✳ P❈❆✱ ▲❉❆✲

❑♠✱ ❈❈❆✱ ❛♥❞ /❤❡ ♣&♦♣♦.❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦&✐/❤♠ ❡♠❜❡❞ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❞❛/❛ ✐♥/♦ ❧✐♥❡❛& .✉❜✲

.♣❛❝❡.✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦✲/&❛✐♥✐♥❣ .♣❡❝/&❛❧ ❝❧✉./❡&✐♥❣ ❡♠❜❡❞. ❞❛/❛ .❛♠♣❧❡. ✐♥/♦ /❤❡ ✜&./ K ❡✐❣❡♥✈❡❝✲

/♦&. ♦❢ /❤❡ ❣&❛♣❤ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❬❑✉♠❛& ❛♥❞ ❉❛✉♠U ■■■✱ ✷✵✶✶❪✳ ■/ ✐. ✐♥❢♦&♠❛/✐✈❡ /♦ ✈✐.✉❛❧✐③❡



✺✳✺ ❊①♣❡&✐♠❡♥*+ ❛♥❞ ❞✐+❝✉++✐♦♥+ ✾✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ +❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛,✐4♦♥

✭❛✮ ♠❡❛♥ ❛♥❞ 48❞✳ ♦❢ ❝❧✉48❡,✐♥❣ ❛❝❝✉,❛❝②

❆❝❝✉,❛❝②✭48❞✳✮ ❋❛❝❡ ❙♣❡❡❝❤

+❈❆ ✵✱✺✸✵✭✵✱✵✷✾✮ ✵✱✺✶✷✭✵✱✵✷✶✮

▲❉❆✲❑♠ ❬❉✐♥❣ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✼❪ ✵✱✼✶✷✭✵✱✵✹✷✮ ✵✱✻✽✽✭✵✱✵✹✺✮

❈❈❆ ❬❈❤❛✉❞❤✉0✐ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✵✱✽✷✺✭✵✱✵✹✻✮ ✵✱✼✾✽✭✵✱✵✺✵✮

❈♦❙❈ ❬❑✉♠❛0 ❛♥❞ ❉❛✉♠8 ■■■✱ ✷✵✶✶❪ ✵✱✼✽✺✭✵✱✵✸✻✮ ✵✱✼✾✾✭✵✱✵✸✾✮

❈♦❑♠▲❉❆ ✵✱✾✸✹✭✵✱✵✷✾✮ ✵✱✾✶✵✭✵✱✵✷✹✮

✭❜✮ ♠❡❛♥ ❛♥❞ 48❞✳ ♦❢ ◆▼■ 4❝♦,❡

◆▼■✭48❞✳✮ ❋❛❝❡ ❙♣❡❡❝❤

+❈❆ ✵✱✻✻✺✭✵✱✵✶✸✮ ✵✱✻✻✼✭✵✱✵✶✶✮

▲❉❆✲❑♠ ❬❉✐♥❣ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✼❪ ✵✱✽✹✷✭✵✱✵✷✷✮ ✵✱✽✶✺✭✵✱✵✷✸✮

❈❈❆ ❬❈❤❛✉❞❤✉0✐ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✵✱✾✶✺✭✵✱✵✶✽✮ ✵✱✾✷✹✭✵✱✵✶✽✮

❈♦❙❈ ❬❑✉♠❛0 ❛♥❞ ❉❛✉♠8 ■■■✱ ✷✵✶✶❪ ✵✱✽✾✺✭✵✱✵✶✶✮ ✵✱✽✾✺✭✵✱✵✵✾✮

❈♦❑♠▲❉❆ ✵✱✾✼✵✭✵✱✵✵✽✮ ✵✱✾✺✾✭✵✱✵✵✾✮

8❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❞❛8❛ 48,✉❝8✉,❡ ❛♥❞ 8❤✉4 8♦ ♦❜4❡,✈❡ 8❤❡ ,❡❧❛8✐♦♥4❤✐♣ ❜❡8✇❡❡♥ 8❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞

48,✉❝8✉,❡ ❛♥❞ ❝❧✉48❡,✐♥❣ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ 8❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ 4✉❜4♣❛❝❡4 ❛,❡ 48✐❧❧ ❤✐❣❤✲

❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦8 ❜❡ ✈✐4✉❛❧✐③❡❞ ❞✐,❡❝8❧②✳ ❚✲❞✐48,✐❜✉8❡❞ ❙8♦❝❤❛48✐❝ ◆❡✐❣❤❜♦✉, ❊♠✲

❜❡❞❞✐♥❣ ✭8✲❙◆❊✮ ❬✈❛♥ ❞❡, ▼❛❛8❡♥ ❛♥❞ ❍✐♥8♦♥✱ ✷✵✵✽❪ ✐4 ❛ ♣♦✇❡,❢✉❧ 8♦♦❧ ✉4❡❞ 8♦ ✈✐4✉❛❧✐③❡

❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧ ❞❛8❛ ✈✐❛ 8❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❞❛8❛ ✐♥8♦ ❛ ✷✲❉ ♦, ✸✲❉ 4♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ ,❡4♣❡❝8✐♥❣

,❡❧❛8✐✈❡ ❞✐48❛♥❝❡4 ❜❡8✇❡❡♥ ❞❛8❛ 4❛♠♣❧❡4✳

❋✐❣✉,❡ ✺✳✹ ✐❧❧✉48,❛8❡4 ✷✲❉ 4❝❛88❡, ♣❧♦84 ♦❢ ♣,♦❥❡❝8❡❞ ❞❛8❛ ❢♦, +❈❆✱ ▲❉❆✲❑♠✱ ❈❈❆✱

❈♦❙❈ ❛♥❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❢8❡, 8❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛8✐♦♥ ♦❢ 8✲❙◆❊✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛4❡4✱ 4❛♠♣❧❡4 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 8♦

❞✐✛❡,❡♥8 ❝❧❛44❡4 ❛,❡ ,❡♣,❡4❡♥8❡❞ ❜② ❞✐✛❡,❡♥8 ❝♦❧♦✉,4✳ ❚❤❡ ❢❡❛8✉,❡4 ♣,♦❝❡44❡❞ ❜② +❈❆ ✐4

4❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✹✭❛✮✳ ❚❤❡ 4❛♠♣❧❡ ❞✐48,✐❜✉8✐♦♥ ✐4 ❡4♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦✐4② ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥4 8❤❡

♣♦♦, ❝❧✉48❡,✐♥❣ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✹✭❜✮✱ ❝❧❡❛,❡, ❝❧✉48❡, 48,✉❝8✉,❡4 ❛,❡ ♦❜4❡,✈❡❞ ✐♥

▲❉❆✲❑♠ 4✉❜4♣❛❝❡4 ❜✉8 8❤❡ ❝♦♥❢✉4✐♦♥ ❜❡8✇❡❡♥ 4❡✈❡,❛❧ ❝❧❛44❡4 ✐4 48✐❧❧ ❤✐❣❤✱ ❞✉❡ 8♦ ✐84 4✐♥❣❧❡✲

✈✐❡✇ ♥❛8✉,❡✳ ■♥ ❈❈❆ 4✉❜4♣❛❝❡4 ✭❋✐❣✉,❡ ✺✳✹✭❝✮✮✱ ❝❧✉48❡, 48,✉❝8✉,❡ ✐4 ♥♦8 ✈✐4✉❛❧❧② ♦❜✈✐♦✉4✳

❙❛♠❡✲❝❧❛44 4❛♠♣❧❡4 ❛,❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛8❡❧② ❧♦❝❛8❡❞ ✐♥ ♦♥❡ 4✐♥❣❧❡ ●❛✉44✐❛♥ ❞✐48,✐❜✉8✐♦♥✱ ❜✉8 8❤❡

✈❛,✐❛♥❝❡ ✐4 ,❡❧❛8✐✈❡❧② ❤✐❣❤✱ 4✐♥❝❡ ❈❈❆ ❞♦❡4 ♥♦8 ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇✐8❤✲✐♥ ❝❧❛44 4❝❛88❡,✱ ❛4 ❞✐4❝✉44❡❞ ✐♥

❙❡❝8✐♦♥ ✺✳✹✳ ❇♦8❤ ❈♦❙❈ ❛♥❞ 8❤❡ ♣,♦♣♦4❡❞ ❈♦❑♠▲❉❆ ♣,♦❞✉❝❡ ❧❛,❣❡ ❜❡8✇❡❡♥✲❝❧❛44✴✇✐8❤✐♥✲

❝❧❛44 4❝❛88❡, ,❛8✐♦✱ ❛4 4❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✹ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❡✮ ,❡4♣❡❝8✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ 8❤❡ ❝❧✉48❡,✐♥❣

♣✉,✐8② ✐♥ ❈♦❑♠▲❉❆ 4✉❜4♣❛❝❡4 ✐4 4✐❣♥✐✜❝❛♥8❧② ❜❡88❡,✳

■♥ 8❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛❞❞,❡44 4♦♠❡ ♣♦8❡♥8✐❛❧ ❛♥♦♠❛❧✐❡4 ✐♥ 8❤❡ ,❡♣♦,8❡❞ ,❡4✉❧84✳ ❋✐❣✉,❡ ✺✳✹



✾✷ ❈❤❛♣$❡& ✺ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ❈❧✉1$❡&✐♥❣ ❆❣&❡❡♠❡♥$

✭❛✮ #❈❆ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣- ❢♦0 ❢❛❝❡✭❧❡❢3✮ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡✭0✐❣❤3✮

✭❜✮ ▲❉❆✲❑♠ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣- ❢♦0 ❢❛❝❡✭❧❡❢3✮ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ✭0✐❣❤3✮

✭❝✮ ❈❈❆ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣- ❢♦0 ❢❛❝❡✭❧❡❢3✮ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ✭0✐❣❤3✮

✭❞✮ ❈♦❙❈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣- ❢♦0 ❢❛❝❡✭❧❡❢3✮ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ✭0✐❣❤3✮

✭❡✮ ❈♦❑♠▲❉❆ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣- ❢❛❝❡✭❧❡❢3✮ ❛♥❞ ✈♦✐❝❡ ✭0✐❣❤3✮✳
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■♥ $❤✐' ❝❤❛♣$❡,✱ ✇❡ ♣,❡'❡♥$' ♦✉, '❡❝♦♥❞ ▼❱❉❘ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❢♦, ❝❧✉'$❡,✐♥❣ ♠✉❧$✐✲✈✐❡✇✱ ❤✐❣❤✲

❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ❞❛$❛✳ ■$ ❛♣♣❧✐❡' $❤❡ ,❡'✉❧$' ♦❢ ✉♥'✉♣❡,✈✐'❡❞ ❝❧✉'$❡,✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ $♦ ❧❡❛,♥

❞✐'❝,✐♠✐♥❛♥$ '✉❜'♣❛❝❡' ✐♥ ❛♥♦$❤❡,✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡,❛❧ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❛''✉♠❡' ❝♦♥❞✐$✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥$ ✈✐❡✇'✳ ❲❡ '❤♦✇✱ ❤♦✇❡✈❡,✱ $❤❛$ $❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦,✐$❤♠ '$✐❧❧ ♣❡,❢♦,♠' ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ $❤❡ ❝♦♥❞✐✲

$✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐' ✇❡❛❦✳ ❋✉,$❤❡,♠♦,❡✱ $❤❡ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ✐' '$,❛✐❣❤$❢♦,✇❛,❞ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡'

✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ ❡✈❡♥ $,✐✈✐❛❧ ❛❧❣♦,✐$❤♠' $♦ ♣♦'✐$✐✈❡ ❡✛❡❝$✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣$❡, ❛❧'♦ ♣,❡'❡♥$' ❛ $❤❡♦✲

,❡$✐❝❛❧ $,❡❛$♠❡♥$ ✇❤✐❝❤ '❤♦✇' ❤♦✇ ▲❉❆ ♣,♦❥❡❝$✐♦♥' ❧❡❛,♥❡❞ ❢,♦♠ '❛♠♣❧❡' ✇✐$❤ ,❛♥❞♦♠

❧❛❜❡❧ ♥♦✐'❡ ❛,❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ $❤♦'❡ ❧❡❛,♥❡❞ ✇✐$❤ ❡♥$✐,❡❧② ❝❧❡❛♥ ❧❛❜❡❧' ❛♥❞ $❤❛$ $❤❡ ❝,♦''✲✈✐❡✇

❧❛❜❡❧❧✐♥❣✱ ♦, ❝♦✲$,❛✐♥✐♥❣✱ ✐' ❡✣❝✐❡♥$ ✐♥ ❝♦,,❡❝$✐♥❣ ❡,,♦♥❡♦✉' '❛♠♣❧❡ ❧❛❜❡❧'✳ ❊①♣❡,✐♠❡♥$'

✐♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐'✉❛❧ '♣❡❛❦❡, ❝❧✉'$❡,✐♥❣✱ ♠✉❧$✐✲✈✐❡✇ ❤❛♥❞✇,✐$$❡♥ ❞✐❣✐$ ❝❧✉'$❡,✐♥❣ ❛♥❞ $❡①$ ❞♦❝✉✲

♠❡♥$ ❝❧✉'$❡,✐♥❣ ❞❡♠♦♥'$,❛$❡ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡♥❡'' ♦❢ ♦✉, ❛❧❣♦,✐$❤♠ ❛♥❞ '✉♣❡,✐♦, ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡

$♦ ❡①✐'$✐♥❣ '$❛$❡✲♦❢✲$❤❡✲❛,$ ❛♣♣,♦❛❝❤❡'✳

■♥ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ $❤✐' ❝❤❛♣$❡,✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤$ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥'✿

✶✳ ❚❤❡ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦,✐$❤♠ ♣,♦♣♦'❡❞ ✐♥ $❤✐' ❝❤❛♣$❡, ❡①$❡♥❞' $❤❡ '❡♠✐✲'✉♣❡,✈✐'❡❞ ❈♦✲

▲❉❆ ❛❧❣♦,✐$❤♠ ♣,♦♣♦'❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣,❡✈✐♦✉' ❝❤❛♣$❡, ✐♥$♦ ❛ ♣✉,❡❧② ✉♥'✉♣❡,✈✐'❡❞ '❡$$✐♥❣✱

✇❤✐❝❤ ✐' ✐♥ ♣❛,$✐❝✉❧❛, '✉✐$❛❜❧❡ ❢♦, ♠✉❧$✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉'$❡,✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥'✳

✷✳ ❈♦♠♣❛,❡❞ $♦ $❤❡ '❡♠✐✲'✉♣❡,✈✐'❡❞ ▼❱❉❘ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❜❛'❡❞ ♦♥ ❝♦✲$,❛✐♥✐♥❣ ♣,♦♣♦'❡❞

✐♥ ❈❤❛♣$❡, ✹✱ $❤❡ ✉♥'✉♣❡,✈✐'❡❞ ▼❱❉❘ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ♣,♦♣♦'❡❞ ✐♥ $❤✐' ❝❤❛♣$❡, ❛❞♦♣$' ❛

♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦✲$,❛✐♥✐♥❣ '❝❤❡♠❡✿ ✐♥'$❡❛❞ ♦❢ ✐♥❝,❡❛'✐♥❣ $❤❡ '✐③❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛$❛'❡$ ❛$ ❡❛❝❤

✐$❡,❛$✐♦♥✱ ✐$ ❡♥❢♦,❝❡' ❛ '✐♠✐❧❛, ❝❧✉'$❡,✐♥❣ '$,✉❝$✉,❡ ❛❝,♦'' ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳

✸✳ ■♥ $❤✐' ❝❤❛♣$❡,✱ ✇❡ ❛❧'♦ ♣,❡'❡♥$ ❛ $❤❡♦,❡$✐❝❛❧ $,❡❛$♠❡♥$ ✇❤✐❝❤ '❤♦✇' ❤♦✇ ▲❉❆ ♣,♦✲

❥❡❝$✐♦♥' ❧❡❛,♥❡❞ ❢,♦♠ '❛♠♣❧❡' ✇✐$❤ ,❛♥❞♦♠ ❧❛❜❡❧ ♥♦✐'❡ ❛,❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ $❤♦'❡ ❧❡❛,♥❡❞

✇✐$❤ ❡♥$✐,❡❧② ❝❧❡❛♥ ❧❛❜❡❧' ❛♥❞ $❤❛$ $❤❡ ❝,♦''✲✈✐❡✇ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣✱ ♦, ❝♦✲$,❛✐♥✐♥❣✱ ✐' ❡✣❝✐❡♥$

✐♥ ❝♦,,❡❝$✐♥❣ ❡,,♦♥❡♦✉' '❛♠♣❧❡ ❧❛❜❡❧'✳

✹✳ ■♥ $❤✐' ❝❤❛♣$❡,✱ ✇❡ ❛❧'♦ ❡①♣❡,✐♠❡♥$❛❧❧② '❤♦✇ $❤❛$✱ ❛❧$❤♦✉❣❤ ❝♦✲$,❛✐♥✐♥❣ ❛''✉♠❡' ❛ ❝♦♥✲

❞✐$✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ❞✐✛❡,❡♥$ ✈✐❡✇'✱ $❤❡ ♣,♦♣♦'❡❞ ❛❧❣♦,✐$❤♠ ✐' '$✐❧❧ ,❡❧✐❛❜❧❡

✇❤❡♥ $❤✐' ❛''✉♠♣$✐♦♥ ✐' ♣❛,$✐❛❧❧② ✈✐♦❧❛$❡❞✳

✺✳ ❲❡ ❛❧'♦ ♣,♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①$❡♥'✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣,♦♣♦'❡❞ ▼❱❉❘ ❛❧❣♦,✐$❤♠ $♦ ♠♦,❡ $❤❛♥ $✇♦

✈✐❡✇'✳

✻✳ ❉❡'♣✐$❡ $❤❛$ $❤❡ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦,✐$❤♠ ✐' ✐♥✐$✐❛❧❧② ❞❡'✐❣♥❡❞ $♦ ❝❧✉'$❡, ♠✉❧$✐✲♠♦❞❛❧

❜✐♦♠❡$,✐❝ ❞❛$❛✱ ✐$ ❡G✉❛❧❧② ✇♦,❦' ❢♦, ♥♦♥✲❜✐♦♠❡$,✐❝ ♣,♦❜❧❡♠'✱ '✉❝❤ ❛' $❡①$ ❝❧✉'$❡,✐♥❣

❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝❧✉'$❡,✐♥❣✳
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■♥ ❈❤❛♣&❡( ✺✱ ✇❡ ♣(❡,❡♥&❡❞ ♦✉( ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦(✐&❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛♥ ✉♥,✉♣❡(✈✐,❡❞ ▼❱❉❘

❛♣♣(♦❛❝❤ &♦ ❝❧✉,&❡(✐♥❣ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✱ ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❞❛&❛✳ ◆♦&❡ &❤❛& &❤✐, ▼❱❉❘ ❛♣♣(♦❛❝❤

✐, ❞❡,✐❣♥❡❞ ,♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦( ❝❧✉,&❡(✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠,✱ ❜✉& ✐, ♥♦& ✇❡❧❧ ❛❞❛♣&❡❞ &♦ ❜✐♦♠❡&(✐❝ (❡&(✐❡✈❛❧

♣(♦❜❧❡♠, ❞✐,❝✉,,❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ❛✐♠, &♦ ❧❡❛(♥ ❛ ,✉❜,♣❛❝❡ ♣(♦✲

❥❡❝&✐♦♥ ❢♦( ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✱ ,✉❝❤ &❤❛& &❤❡ ❝❧✉,&❡(✐♥❣ (❡,✉❧&, ❛(❡ ✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❣(❡❡♠❡♥& ❛❝(♦,, ❡❛❝❤

✈✐❡✇✳ ■♥ (❡&(✐❡✈❛❧ ♣(♦❜❧❡♠,✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ &❤❡(❡ ✐, ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐& ❝♦♥❝❡♣& ♦❢ ❝❧✉,&❡(,✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ &❤❡

❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ✐, ❜❛,❡❞ ♦♥ ▲❉❆✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ♦♥❧② ♦♣&✐♠❛❧ ❢♦( ●❛✉,,✐❛♥ ❞✐,&(✐❜✉&✐♦♥,

❛♥❞ ❝❛♥♥♦& ❝❛♣&✉(❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ♥♦♥✲●❛✉,,✐❛♥ ❞❛&❛ ,&(✉❝&✉(❡,✳ ❖♥ &❤❡ ♦&❤❡( ❤❛♥❞✱ ,✐♠✐❧❛(✐&②

❣(❛♣❤, ❛(❡ ✇✐❞❡❧② ✉,❡❞ &♦ ❡♥❝♦❞❡ ,✐♠✐❧❛(✐&② (❡❧❛&✐♦♥,❤✐♣, ❜❡&✇❡❡♥ ❞❛&❛ ,❛♠♣❧❡, ❛♥❞ ❛(❡

❛❜❧❡ &♦ ❞❡❛❧ ✇✐&❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛( ❞❛&❛ ,&(✉❝&✉(❡,✳ ■♥ &❤✐, ❝❤❛♣&❡(✱ ✇❡ ♣(♦♣♦,❡ ♦✉( &❤✐(❞ ▼❱❉❘

❢(❛♠❡✇♦(❦ ❜❛,❡❞ ♦♥ ,✐♠✐❧❛(✐&② ❣(❛♣❤,✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠, &♦ ❧❡❛(♥ ❛ ,✉❜,♣❛❝❡ ♣(♦❥❡❝&✐♦♥ ❢♦( ❡❛❝❤

✈✐❡✇✱ ,✉❝❤ &❤❛& &❤❡ ,✐♠✐❧❛(✐&② ❣(❛♣❤, ❜✉✐❧& ✐♥ ,✉❜,♣❛❝❡, ♦❢ ❞✐✛❡(❡♥& ✈✐❡✇, ♠❛①✐♠❛❧❧② ❛❣(❡❡

✇✐&❤ ❡❛❝❤ ♦&❤❡(✳ ❚❤✐, ❢(❛♠❡✇♦(❦ ✐, (❡❢❡((❡❞ &♦ ❛, ▼❱❉❘ ❜② &✉❜&♣❛❝❡ ❣-❛♣❤ ❛❣-❡❡♠❡♥1✳

✻✳✶ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥*

●(❛♣❤✲❜❛,❡❞ ❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧✐&② (❡❞✉❝&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞, ❤❛✈❡ (❡❝❡♥&❧② ❡♠❡(❣❡❞ ❛, ❛ ♣♦✇❡(❢✉❧ &♦♦❧ ❢♦(

❛♥❛❧②,✐♥❣ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ❞❛&❛✳ ❊①❛♠♣❧❡ ❛❧❣♦(✐&❤♠, ✐♥❝❧✉❞❡ ■❙❖▼❆N ❬❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❡& ❛❧✳✱

✷✵✵✵❪✱ ▲♦❝❛❧ ▲✐♥❡❛( ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮ ❬❘♦✇❡✐, ❛♥❞ ❙❛✉❧✱ ✷✵✵✵❪✱ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥♠❛♣, ❬❇❡❧❦✐♥

✾✾



✶✵✵ ❈❤❛♣$❡& ✻ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ●&❛♣❤ ❆❣&❡❡♠❡♥$

❛♥❞ ◆✐②♦❣✐✱ ✷✵✵✶❪✱ ❡.❝✳✱ ❛♥❞ 1♣❡❝.3❛❧ ❝❧✉1.❡3✐♥❣ ❬◆❣ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❝❛♥ ❛❧1♦ ❜❡ 3❡❣❛3❞❡❞ ❛1 ❛

.②♣❡ ♦❢ ❣3❛♣❤✲❜❛1❡❞ ❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧✐.② 3❡❞✉❝.✐♦♥ .❡❝❤♥✐<✉❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ 1❡. ♦❢ n ❞❛.❛ ♣♦✐♥.1

{x1, . . . , xn}✱ .❤❡1❡ ♠❡.❤♦❞1 ❜❡❣✐♥ ✇✐.❤ .❤❡ ❝♦♥1.3✉❝. ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ 1✐♠✐❧❛3✐.② ❣3❛♣❤ S✱ ✇✐.❤

❡❛❝❤ ✈❡3.❡① ✐♥ .❤✐1 ❣3❛♣❤ 3❡♣3❡1❡♥.1 ❛ ❞❛.❛ ♣♦✐♥.✳ ❚✇♦ ✈❡3.✐❝❡1 ❛3❡ ❝♦♥♥❡❝.❡❞ ✐❢ .❤❡ .✇♦

❞❛.❛ ♣♦✐♥.1 xi ❛♥❞ xj ❛3❡ ❝♦♥1✐❞❡3❡❞ ✏❝❧♦1❡✑✱ ❛♥❞ .❤❡ ❡❞❣❡ ✐1 ✇❡✐❣❤.❡❞ ❜② sij ✳ ❆ .②♣✐❝❛❧ ✇❛②

.♦ ❞❡✜♥❡ 1✉❝❤ ❛ ❣3❛♣❤ ✐♥✈♦❧✈❡1 ❛ k ◆❡❛3❡1. ◆❡✐❣❤❜♦✉3 ✭❦◆◆✮ ❣3❛♣❤ ✇✐.❤ ❡✐.❤❡3 ❛ ❜✐♥❛3②

✇❡✐❣❤✿

Sij =

{

1, ✐❢ xi ∈ kNN(xj) ♦3 xj ∈ kNN(xi)

0, ♦.❤❡3✇✐1❡
✭✻✳✶✮

♦3 ❤❡❛. ❦❡3♥❡❧ ✇❡✐❣❤.✿

Sij =

{

exp(−‖xi−xj‖
2

σ2 ), ✐❢ xi ∈ kNN(xj) ♦# xj ∈ kNN(xi)

0, ♦$❤❡#✇✐(❡

✭✻✳✷✮

✇❤❡#❡ kNN(xi) ❞❡♥♦$❡( $❤❡ (❡$ ♦❢ k ♥❡❛#❡($ ♥❡✐❣❤❜♦✉#( ♦❢ (❛♠♣❧❡ xi✳

●#❛♣❤✲❜❛(❡❞ ❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧✐$② #❡❞✉❝$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞( (✉❝❤ ❛( ■❙❖▼❆@ ❬❚❡♥❡♥❜❛✉♠ ❡$ ❛❧✳✱

✷✵✵✵❪✱ ▲♦❝❛❧ ▲✐♥❡❛# ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮ ❬❘♦✇❡✐( ❛♥❞ ❙❛✉❧✱ ✷✵✵✵❪✱ ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥✲

♠❛♣( ❬❇❡❧❦✐♥ ❛♥❞ ◆✐②♦❣✐✱ ✷✵✵✶❪ ❛✐♠ $♦ #❡✈❡❛❧ $❤❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ($#✉❝$✉#❡ ♦❢

$❤❡ ♦#✐❣✐♥❛❧ ❞❛$❛✱ ❜✉$ ❛#❡ ♥♦$ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①$#❛❝$✐♥❣ ❝❧❛((✲(♣❡❝✐✜❝ ❞✐(❝#✐♠✐♥❛$✐✈❡ ❢❡❛$✉#❡(

❞✉❡ $♦ $❤❡✐# ✉♥(✉♣❡#✈✐(❡❞ ♥❛$✉#❡✳ ■♥ ❜✐♦♠❡$#✐❝ ♣#♦❜❧❡♠(✱ ❞✉❡ $♦ (✐❣♥✐✜❝❛♥$ ✐♥$#❛✲❝❧❛(( ✈❛#✐✲

❛$✐♦♥( ❛♥❞ ♣♦((✐❜❧❡ (♠❛❧❧ ✐♥$#❛✲❝❧❛(( ✈❛#✐❛$✐♦♥( ✭❛( ❛♥❛❧②(❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✷✳✸✮✱ $❤❡ (✐♠✐❧❛#✐$②

❜❡$✇❡❡♥ $✇♦ (❛♠♣❧❡( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡#② ❧♦✇ ✐♥ ♦#✐❣✐♥❛❧ (♣❛❝❡( ❡✈❡♥ ✐❢ $❤❡② ❜❡❧♦♥❣ $♦ $❤❡ (❛♠❡

❝❧❛((✳ ❚❤✐( ❝❛♥ ❧❡❛❞ $♦ ♠✐((✐♥❣ ❧✐♥❦(✱ ❛♥❞ $❤❡ (✐♠✐❧❛#✐$② ❜❡$✇❡❡♥ (♦♠❡ ❞✐✛❡#❡♥$✲❝❧❛(( (❛♠✲

♣❧❡( ❝❛♥✱ $❤❡#❡❜② ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ✇#♦♥❣ ❧✐♥❦(✳ ❋♦# ✐❧❧✉($#❛$✐♦♥✱ ✇❡ ❜✉✐❧$ ❛ ✺✾✲◆◆ ❜✐♥❛#② ✇❡✐❣❤$

(✐♠✐❧❛#✐$② ❣#❛♣❤ ♦♥ ✈✐(✉❛❧ ❛♥❞ ❛✉❞✐♦ ❢❡❛$✉#❡( ♦❢ $❤❡ $❤❡ ✷✹✵✵ (❛♠♣❧❡( ♦❢ ▼❖❇■❖ ❞❛$❛❜❛(❡

❞❡(❝#✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✺✳✺✳✷✳ ❚❤❡ #❡(✉❧$( ❛#❡ (❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✻✳✶ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ #❡(♣❡❝$✐✈❡❧②✳

■❧❧✉($#❛$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✻✳✶ ✭❝✮ ✐( ❛ #❡❢❡#❡♥❝❡ ❣#❛♣❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡#② (❛♠♣❧❡ ✐( ❧✐♥❦❡❞ ♦♥❧② $♦ ❛❧❧

✺✾ ♦$❤❡# (❛♠❡✲❝❧❛(( (❛♠♣❧❡(✳ ❲❡ ♦❜(❡#✈❡ $❤❛$ $❤❡ ❣#❛♣❤( ❜✉✐❧$ ♦♥ ♦#✐❣✐♥❛❧ ✈✐(✉❛❧ ❛♥❞ ❛✉❞✐♦

❢❡❛$✉#❡( ❝♦♥$❛✐♥ (✐❣♥✐✜❝❛♥$ ❛♠♦✉♥$ ♦❢ ♠✐((✐♥❣ ❛♥❞ ✇#♦♥❣ ❧✐♥❦(✳

❲❡ ❝♦♥(✐❞❡# ❣#❛♣❤✲❜❛(❡❞ ❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧✐$② #❡❞✉❝$✐♦♥ ✐♥ ❛ $✇♦✲✈✐❡✇ (❡$$✐♥❣✳ ❚❤❡ $✇♦ ✈✐❡✇(

❡①❤✐❜✐$ ❛ ❝❡#$❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐$✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛( ✐( ♦❢$❡♥ $❤❡ ❝❛(❡ ✇✐$❤ ♠✉❧$✐✲♠♦❞❛❧

❜✐♦♠❡$#✐❝(✳ ■❢ (✐♠✐❧❛#✐$② ❣#❛♣❤( ❛#❡ ❝♦♥($#✉❝$❡❞ ✇✐$❤ ♦#✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛$✉#❡( ♦❢ $❤❡ $✇♦ ✈✐❡✇(

#❡(♣❡❝$✐✈❡❧②✱ $❤❡♥ $❤❡② ❛#❡ ❡①♣❡❝$❡❞ $♦ ❜❡ ❞✐✛❡#❡♥$ (✐♥❝❡ $❤❡ $✇♦ ✈✐❡✇( ❝♦♥$❛✐♥ ❞✐✛❡#❡♥$

✐♥$#❛✲❝❧❛(( ✈❛#✐❛$✐♦♥✱ ❛( (❤♦✇♥ ✐♥ $❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ❛✉❞✐♦✲✈✐(✉❛❧ ❢❡❛$✉#❡( ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✻✳✶✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳

❍♦✇❡✈❡#✱ ✐❢ ✇❡ ❛((✉♠❡ $❤❛$ $❤❡#❡ ❡①✐($ ♦♣$✐♠❛❧ ❞✐(❝#✐♠✐♥❛$✐✈❡ ♣#♦❥❡❝$✐♦♥( P
(1)
opt ❛♥❞ P

(2)
opt (✉❝❤



✻✳✶ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥* ✶✵✶

✭❛✮ #✐♠✐❧❛'✐(② ❣'❛♣❤ ❢♦' ❢❛❝❡ ✭❜✮ #✐♠✐❧❛'✐(② ❣'❛♣❤ ❢♦' ✈♦✐❝❡

✭❝✮ '❡❢❡'❡♥❝❡ #✐♠✐❧❛'✐(② ❣'❛♣❤

❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✿ ❇✐♥❡❛&② ❦◆◆ ❙✐♠✐❧❛&✐4② ❣&❛♣❤7 ✭❦❂✺✾✮ ♦❢ ✷✹✵✵ 7❛♠♣❧❡7 ♦❢ ✹✵ 7✉❜❥❡❝47 ❢&♦♠

▼❖❇■❖ ❞❛4❛❜❛7❡ ❜❛7❡❞ ♦♥ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❢❛❝✐❛❧ ✭❛✮ ❛♥❞ ✈♦❝❛❧ ✭❜✮ ❢❡❛4✉&❡7✳ ✭❝✮ ✐♥❞✐❝❛4❡7 ❛ &❡❢❡&❡♥❝❡

❣&❛♣❤✱ ✇❤❡&❡ sij = 1 ❢♦& ❛❧❧ 7❛♠❡✲❝❧❛77 7❛♠♣❧❡7 ❛♥❞ sij = 0 ❢♦& ❛❧❧ ❞✐✛❡&❡♥4✲❝❧❛77 7❛♠♣❧❡7



✶✵✷ ❈❤❛♣$❡& ✻ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ●&❛♣❤ ❆❣&❡❡♠❡♥$

#❤❛# ✐♥ #❤❡ #✇♦ ♣,♦❥❡❝#❡❞ 0✉❜0♣❛❝❡0✱ 0❛♠❡✲❝❧❛00 0❛♠♣❧❡0 ❛,❡ ❧♦❝❛#❡❞ ❝❧♦0❡❞ #♦ ❡❛❝❤ ♦#❤❡,

✇❤❡,❡ ❞✐✛❡,❡♥#✲❝❧❛00 0❛♠♣❧❡0 ❛,❡ ❧♦❝❛#❡❞ ❛♣❛,#✱ #❤❡ #✇♦ 0✐♠✐❧❛,✐#② ❣,❛♣❤0 ❝♦♥0#,✉❝#❡❞ ✇✐#❤

#❤❡ #✇♦ 0✉❜0♣❛❝❡0 ❛,❡ ❡①♣❡❝#❡❞ #♦ ❜❡ 0✐♠✐❧❛,✱ ❜♦#❤ ❝❧♦0❡ #♦ #❤❡ ,❡❢❡,❡♥❝❡ ❣,❛♣❤ 0❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉,❡ ✻✳✶✭❝✮✳ ❇❛0❡❞ ♦♥ #❤✐0 ❧♦❣✐❝✱ ✇❡ ♣,♦♣♦0❡ #♦ ❛♣♣,♦①✐♠❛#❡ P
(1)
opt ❛♥❞ P

(2)
opt ❜② ✜♥❞✐♥❣ P (1)

❛♥❞ P (2)
✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ #❤❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ #✇♦ 0✐♠✐❧❛,✐#② ❣,❛♣❤0 ✇❤❡♥ ❝♦♥0#,✉❝#❡❞

✉0✐♥❣ ♣,♦❥❡❝#❡❞ 0❛♠♣❧❡0 ✐♥ #❤❡ #✇♦ ✈✐❡✇0✳

■♥ #❤✐0 ❝❤❛♣#❡,✱ ✇❡ 0❤♦✇ #❤❛# #❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ #❤❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ 0✐♠✲

✐❧❛,✐#② ❣,❛♣❤0 ❜✉✐❧# ✇✐#❤✐♥ #❤❡ 0✉❜0♣❛❝❡0 ♦❢ ♠✉❧#✐♣❧❡ ✈✐❡✇0 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ #❤,♦✉❣❤ #❤❡

❣,❛♣❤✲❜❛0❡❞ ❝♦✲#,❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ▲♦❝❛❧✐#② G,❡0❡,✈✐♥❣ G,♦❥❡❝#✐♦♥0 ✭▲GG✮ ❬◆✐②♦❣✐✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐0 ♥❡✇

❛♣♣,♦❛❝❤ ✐0 ,❡❢❡,,❡❞ #♦ ❛0 ❈♦✲▲GG✳ ❈♦✲▲GG ✐0 ✉♥0✉♣❡,✈✐0❡❞ ❜✉# ❡①❤✐❜✐#0 ❞✐0❝,✐♠✐♥❛#✐✈❡

❝❤❛,❛❝#❡,✐0#✐❝0 ❛♥❞ ✐0 #❤✉0 ✇❡❧❧ 0✉✐#❡❞ #♦ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥0 0✉❝❤ ❛0 ❜✐♦♠❡#,✐❝ ❞❛#❛ ,❡#,✐❡✈❛❧ ✇❤❡,❡

❝❧❛00 ❧❛❜❡❧0 ❛,❡ ❣❡♥❡,❛❧❧② ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡♥❡00 ♦❢ #❤❡ ♣,♦♣♦0❡❞ ❛❧❣♦,✐#❤♠ ✐0 ❡✈❛❧✉✲

❛#❡❞ ✉♥❞❡, ❛♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐0✉❛❧ 0♣❡❛❦❡, ,❡#,✐❡✈❛❧ ❡①♣❡,✐♠❡♥# ✇✐#❤ #❤❡ ▼❖❇■❖ ❞❛#❛❜❛0❡ ❛♥❞ ❛

0✐♥❣❧❡✲♠♦❞❛❧ ❢❛❝❡ ,❡#,✐❡✈❛❧ ❡①♣❡,✐♠❡♥# ✇✐#❤ #✇♦ ❞✐✛❡,❡♥# ❢❛❝✐❛❧ ❢❡❛#✉,❡0 ✇✐#❤ #❤❡ ❆❘ ❢❛❝❡

❞❛#❛❜❛0❡✳ ❚❤❡ ,❡#,✐❡✈❛❧ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ♣,♦♣♦0❡❞ ❛♣♣,♦❛❝❤ ♦✉#✲♣❡,❢♦,♠0 ♦#❤❡, 0✐♥❣❧❡✲

✈✐❡✇ ♦, ♠✉❧#✐✲✈✐❡✇ ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐#② ,❡❞✉❝#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞0 ❜② ❛ 0✐❣♥✐✜❝❛♥# ♠❛,❣✐♥✳

✻✳✷ ▲♦❝❛❧✐)② +,❡.❡,✈✐♥❣ +,♦❥❡❝)✐♦♥

▲GG ❜❡❧♦♥❣0 #♦ #❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭♦, ❧♦❝❛❧✮ ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧✐#② ,❡❞✉❝#✐♦♥ #❡❝❤♥✐S✉❡0✱ ❛♥❞

0❡❡❦0 #♦ ♣,❡0❡,✈❡ ✐♥#,✐♥0✐❝ ❣❡♦♠❡#,✐❝ 0#,✉❝#✉,❡ ❜② ❧❡❛,♥✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧✐#② ♣,❡0❡,✈✐♥❣ 0✉❜✲♠❛♥✐❢♦❧❞

❬◆✐②♦❣✐✱ ✷✵✵✹❪✳ ■♥ 0✐♠♣❧❡, ✇♦,❞0✱ ▲GG 0❡❡❦0 #♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣#✐♠❛❧ ♣,♦❥❡❝#✐♦♥ P 0✉❝❤ #❤❛# #❤❡

♥❡✐❣❤❜♦✉,✐♥❣ 0❛♠♣❧❡0 ✐♥ #❤❡ ♦,✐❣✐♥❛❧ 0♣❛❝❡ ,❡♠❛✐♥ ❝❧♦0❡❧② ❧♦❝❛#❡❞ ✐♥ #❤❡ ♣,♦❥❡❝#❡❞ 0♣❛❝❡✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ ▲GG ✐0 ❢♦,♠✉❧❛#❡❞ ❛0✿

argmin
P

∑

i,j

(P Txi − P Txj)
2Sij , ✭✻✳✸✮

✇❤❡,❡ S ✐0 ❛ ❧♦❝❛❧ 0✐♠✐❧❛,✐#② ♠❛#,✐① ❝♦♥0#,✉❝#❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊S✉❛#✐♦♥ ✻✳✶ ♦, ❊S✉❛#✐♦♥ ✻✳✷✱

✇❤✐❝❤ ,❡✢❡❝#0 #❤❡ 0✐♠✐❧❛,✐#② ♦❢ ❛♥② ♣❛✐, ♦❢ 0❛♠♣❧❡0 xi ❛♥❞ xj ✳

❊S✉❛#✐♦♥ ✻✳✸ 0❤♦✇0 #❤❛#✱ ✐❢ #✇♦ 0❛♠♣❧❡0 xi ❛♥❞ xj ❛,❡ ❝♦♥0✐❞❡,❡❞ 0✐♠✐❧❛, ✐♥ #❤❡ ♦,✐❣✐♥❛❧

0♣❛❝❡ ✭Sij > 0✮✱ ♣,♦❥❡❝#✐♥❣ #❤❡♠ ❢❛, ❛♣❛,# ✇✐❧❧ ✐♥❝✉, ❛ ❤✐❣❤ ♣❡♥❛❧#②✳

▲❡# X = [x1, ...,xn] ❜❡ ❛ ♠❛#,✐① ♦❢ n 0❛♠♣❧❡0✳ ❚❤,♦✉❣❤ 0♦♠❡ 0#,❛✐❣❤#❢♦,✇❛,❞ ❛❧❣❡❜,❛✐❝

♠❛♥✐♣✉❧❛#✐♦♥ ✭✐♥#❡,❡0#❡❞ ,❡❛❞❡,0 ❛,❡ ,❡❢❡,,❡❞ #♦ ❬◆✐②♦❣✐✱ ✷✵✵✹❪ ❢♦, ❞❡#❛✐❧0✮✱ #❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡

❢✉♥❝#✐♦♥ ✐♥ ❊S✉❛#✐♦♥ ✻✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ,❡✲✇,✐##❡♥ ❛0✿

argmin
P

(P TXLXTP ), ✭✻✳✹✮



✻✳✸ ❈♦✲▲'' ✶✵✸

✇❤❡&❡ L ✐( )❤❡ ❣&❛♣❤ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛)&✐① ❛♥❞ ✇❤❡&❡✿

L = D − S, ✭✻✳✺✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ D ✐( ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛)&✐① ✇✐)❤ Dii =
∑

j Sij ✳ ❚❤❡ ♣&♦❥❡❝)✐♦♥ ✐( ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜②

P = [p1, . . . , pk] ✇❤❡&❡ p1, . . . , pk ❛&❡ )❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝)♦&( ❝♦&&❡(♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤❡ k (♠❛❧❧❡()

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡( ♦❢ )❤❡ ❣❡♥❡&❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣&♦❜❧❡♠✿

XLXTp = λXDXTp. ✭✻✳✻✮

❆❧)❤♦✉❣❤ ▲DD ❤❛( ❜❡❡♥ (✉❝❝❡((❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛✉)♦♠❛)✐❝ ❢❛❝❡ &❡❝♦❣♥✐)✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠( ❬❍❡

❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ✐) ❤❛( &❡❧❛)✐✈❡❧② ❧♦✇ ❞✐(❝&✐♠✐♥❛)✐✈❡ ♣♦✇❡&✳ ❇✐♦♠❡)&✐❝ ❞❛)❛ ♦❢)❡♥ ❝♦♥)❛✐♥ (✐❣✲

♥✐✜❝❛♥) ✐♥)&❛✲❝❧❛(( ✈❛&✐❛)✐♦♥✱ ❝❛✉(✐♥❣ ❞❛)❛ (❛♠♣❧❡ ❢&♦♠ )❤❡ (❛♠❡ (✉❜❥❡❝) ❧♦❝❛)❡❞ ❢❛&✲❛♣❛&)

✐♥ )❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛)✉&❡ (♣❛❝❡✳ ❚❤✐( ✐( ❧✐❦❡❧② )♦ ❜❡ )❤❡ (❛♠❡ ✐♥ )❤❡ ♣&♦❥❡❝)❡❞ (♣❛❝❡✱ ❞✉❡ )♦

)❤❡ ❞❛)❛ ()&✉❝)✉&❡ ♣&❡(❡&✈✐♥❣ ♥❛)✉&❡ ♦❢ ▲DD✳

✻✳✸ ❈♦✲▲''

■♥ )❤✐( (❡❝)✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② )❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦✲)&❛✐♥✐♥❣ )♦ ♠✉❧)✐✲✈✐❡✇ ✉♥(✉♣❡&✈✐(❡❞ (✉❜(♣❛❝❡ ❧❡❛&♥✲

✐♥❣✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉( )♦ )❤❡ ♣!❡❞✐❝&♦! ❛❣!❡❡♠❡♥& ❛,,✉♠♣&✐♦♥ ✐♥ ❝♦✲)&❛✐♥✐♥❣✱ ✇❡ ♣&♦♣♦(❡ ❛ ,✉❜,♣❛❝❡

❞❛&❛ ,&!✉❝&✉!❡ ❛❣!❡❡♠❡♥& ❛,,✉♠♣&✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ❯▼❱❉❘ ♣&♦❜❧❡♠✳ ●✐✈❡♥ ♣❛✐&❡❞ ❢❡❛)✉&❡( X(1)

❛♥❞ X(2)
❛♥❞✱ ❛((✉♠✐♥❣ )❤❛) )❤❡&❡ ❡①✐() ♦♣)✐♠❛❧ ♣&♦❥❡❝)✐♦♥( P

(1)
opt ❛♥❞ P

(2)
opt ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ &❡✲

♠♦✈❡ )❤❡ ✐♥)&❛✲❝❧❛(( ✈❛&✐❛)✐♦♥ ✇❤✐❧❡ &❡)❛✐♥✐♥❣ ✐♥)❡&✲❝❧❛(( ✈❛&✐❛)✐♦♥✱ )✇♦ ❝❧♦(❡❧②✲❧♦❝❛)❡❞ ❞❛)❛

(❛♠♣❧❡( ✐♥ ♦♥❡ ♣&♦❥❡❝)❡❞ (♣❛❝❡ (❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧(♦ ❝❧♦(❡❧②✲❧♦❝❛)❡❞ ✐♥ )❤❡ ♦)❤❡& ♣&♦❥❡❝)❡❞ (♣❛❝❡✳

❙✐♥❝❡ )❤❡ (✐♠✐❧❛&✐)② &❡❧❛)✐♦♥(❤✐♣( ❜❡)✇❡❡♥ ❞❛)❛ (❛♠♣❧❡( ❝❛♥ ❜❡ &❡♣&❡(❡♥)❡❞ ❜② (✐♠✐❧❛&✐)②

❣&❛♣❤(✱ ✇❡ ♣&♦♣♦(❡❞ )♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛)❡ P
(1)
opt ❛♥❞ P

(2)
opt ❜② P(1)

❛♥❞ P(2)
✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ )❤❡

❞✐✛❡&❡♥❝❡( ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ )✇♦ (✐♠✐❧❛&✐)② ❣&❛♣❤( ❝♦♥()&✉❝)❡❞ ✐♥ )❤❡ (✉❜(♣❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳

✻✳✸✳✶ ❖❜❥❡❝)✐✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥

❈♦♥(✐❞❡& ❛ (❡) ♦❢ n (❛♠♣❧❡( &❡♣&❡(❡♥)❡❞ ✐♥ )✇♦ ✈✐❡✇(✿ X = {X(1),X(2)}✱ ✇❤❡&❡ X(v) =

{x(v)
1 , . . . ,x

(v)
n }✱ v = 1, 2✳ X(v)

✐( ✜&() ❝❡♥)&❡❞ (♦ )❤❛) X̄
(v)

=
∑

i x
(v)
i /n = 0✳ ●✐✈❡♥ )✇♦

♣&♦❥❡❝)✐♦♥( P (1)
❛♥❞ P (2)

✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❧♦❝❛❧ (✐♠✐❧❛&✐)② ♠❛)&✐❝❡( S(1)
❛♥❞ S(2)

✐♥ (✉❜(♣❛❝❡( ❢♦&

❡❛❝❤ ✈✐❡✇ (✉❝❤ )❤❛)✿

S
(v)
ij =















1, ✐❢ P (v)Tx
(v)
i ∈ KNN(P (v)Tx

(v)
j )

♦& P (v)Tx
(v)
j ∈ KNN(P (v)Tx

(v)
i )

0, ♦)❤❡&✇✐(❡

✭✻✳✼✮



✶✵✹ ❈❤❛♣$❡& ✻ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ●&❛♣❤ ❆❣&❡❡♠❡♥$

❊$✉❛'✐♦♥ ✻✳✼ ✐. .✐♠✐❧❛1 '♦ ❊$✉❛'✐♦♥ ✻✳✶ ❡①❝❡♣'❡❞ '❤❛' '❤❡KNN ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐. ♣❡1❢♦1♠❡❞ ✐♥ '❤❡

♣1♦❥❡❝'❡❞ .✉❜.♣❛❝❡ 1❛'❤❡1 '❤❛♥ '❤❡ ♦1✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛'✉1❡ .♣❛❝❡✳ ❋♦1 .✐♠♣❧✐❝✐'②✱ ❤❡1❡ ✇❡ ❡♠♣❧♦②

❛ ❜✐♥❛1② ✇❡✐❣❤' 1❛'❤❡1 '❤❛♥ ❛ ❤❡❛' ❦❡1♥❡❧ ✇❡✐❣❤' '♦ ❛✈♦✐❞ '❤❡ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦❢ ♣❛1❛♠❡'❡1

σ ✐♥ ❊$✉❛'✐♦♥ ✻✳✷✳ S(v)
❡♥❝♦❞❡. ❧♦❝❛❧ .✐♠✐❧❛1✐'② 1❡❧❛'✐♦♥.❤✐♣. ❜❡'✇❡❡♥ ❞❛'❛ .❛♠♣❧❡. ✐♥ '❤❡

.✉❜.♣❛❝❡ ♦❢ '❤❡ v✲'❤ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ i✲'❤ ❛♥❞ j✲'❤ .❛♠♣❧❡ ❛1❡ ❝♦♥.✐❞❡1❡❞ .✐♠✐❧❛1 ✐♥ '❤❡ v✲'❤ ✈✐❡✇

✐❢ S
(v)
ij = 1 ❛♥❞ ❞✐..✐♠✐❧❛1 ♦'❤❡1✇✐.❡✳

❲❡ ❢✉1'❤❡1 ❞❡✜♥❡ ❛ ♠✉❧'✐✲✈✐❡✇ ❧♦❝❛❧ .'1✉❝'✉1❡ ❛❣1❡❡♠❡♥' ✐♥❞❡① ❛.✿

Agr(S(1), S(2)) = 1−
2×∑

ij |S
(1)
ij − S

(2)
ij |

∑

ij S
(1)
ij +

∑

ij S
(2)
ij

✭✻✳✽✮

✇❤✐❝❤ ✐. ✉♣♣❡1✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✶ ✐❢ S(1) = S(2)
❛♥❞ ❧♦✇❡1✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✵ ✐❢ S

(1)
ij 6= S

(2)
ij ❢♦1 ❛❧❧

♣❛✐1. ♦❢ xi ❛♥❞ xj ✳ ❲❡ .❡❡❦ ♣1♦❥❡❝'✐♦♥. P (1)
❛♥❞ P (2)

.✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ❛❣1❡❡♠❡♥' ✐♥ '❤❡ ❧♦❝❛❧

❞❛'❛ .'1✉❝'✉1❡ ✐. ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ '❤✉. ✐. ❣✐✈❡♥ ❜②✿

argmax
P (1),P (2)

Agr(S(1), S(2)) ✭✻✳✾✮

◆♦'❡ '❤❛' S(v)
✐. .♦❧❡❧② ❞❡'❡1♠✐♥❡❞ ❜② P (v)

✐❢ '❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉1. K ✐♥ '❤❡ KNN

❢✉♥❝'✐♦♥ ✐. ✜①❡❞✳

✻✳✸✳✷ ❆❧❣♦(✐*❤♠

■♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣1♦♣♦.❡ ❛♥ ❛❧❣♦1✐'❤♠ '❤❛' ♦♣'✐♠✐③❡. P (1)
❛♥❞ P (2)

❜② ❛ ❝1♦..✲✈✐❡✇

'1❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ▲PP✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ .'❡♣. ♦❢ '❤❡ ✐'❡1❛'✐✈❡ ❛❧❣♦1✐'❤♠ ❛1❡ ❛. ❢♦❧❧♦✇.✿

✶✳ ❋✐① P (1)
❛♥❞ ❝♦♥.'1✉❝' S(1)

❛❝❝♦1❞✐♥❣ '♦ ❊$✉❛'✐♦♥ ✻✳✼✳ ❙♦❧✈❡ ❢♦1 P (2)
❛❝❝♦1❞✐♥❣ '♦

❊$✉❛'✐♦♥ ✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✻ ❜② .❡''✐♥❣ X = X(2)
❛♥❞ S = S(1)

❀

✷✳ ❋✐① P (2)
❛♥❞ ❝♦♥.'1✉❝' S(2)

❛❝❝♦1❞✐♥❣ '♦ ❊$✉❛'✐♦♥ ✻✳✼✳ ❙♦❧✈❡ ❢♦1 P (1)
❛❝❝♦1❞✐♥❣ '♦

❊$✉❛'✐♦♥ ✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✻ ❜② .❡''✐♥❣ X = X(1)
❛♥❞ S = S(2)

❀

✸✳ ●♦ ❜❛❝❦ '♦ .'❡♣ ✶ ❛♥❞ ✐'❡1❛'❡✳ ❆' '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐'❡1❛'✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ ❛❣1❡❡♠❡♥'

.❝♦1❡ ✉.✐♥❣ ❊$✉❛'✐♦♥ ✻✳✽✳ ❙'♦♣ ✇❤❡♥ '❤❡ ❛❣1❡❡♠❡♥' .❝♦1❡ ❝♦♥✈❡1❣❡. ♦1 ❛❢'❡1 ❛ ✜①❡❞

♥✉♠❜❡1 ♦❢ ✐'❡1❛'✐♦♥.❀

■♥ ♦'❤❡1 ✇♦1❞✱ ✇❡ ✐'❡1❛'✐✈❡❧② ✉.❡ '❤❡ .✐♠✐❧❛1✐'② ♠❛'1✐① ❣❡♥❡1❛'❡❞ ✐♥ '❤❡ .✉❜.♣❛❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ✈✐❡✇

❛. ❛ ❝♦♥.'1❛✐♥' '♦ '1❛✐♥ ▲PP ♣1♦❥❡❝'✐♦♥. ✐♥ '❤❡ ♦'❤❡1 ✈✐❡✇✳ ❙♦♠❡'✐♠❡. '❤❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧✐'②

♦❢ '❤❡ ♦1✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛'✉1❡. ✐. ✈❡1② ❤✐❣❤ ✭♠♦1❡ '❤❛♥ .❡✈❡1❛❧ '❤♦✉.❛♥❞✮✱ ❛♥❞✱ ✐♥ '❤✐. ❝❛.❡✱ P❈❆

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❛. ❛ ♣1❡♣1♦❝❡..✐♥❣ .'❡♣ ❛. .✉❣❣❡.'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥❢❛❝❡

♠❡'❤♦❞ ❬❍❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❙✐♥❝❡ '❤❡ ❝1♦..✲✈✐❡✇ '1❛✐♥✐♥❣ ♣1♦❝❡.. ♦❢ ▲PP ♣1♦❥❡❝'✐♦♥. ✐. .✐♠✐❧❛1

'♦ '❤❡ ❝♦✲'1❛✐♥✐♥❣ ♣1♦❝❡.. ♦❢ ♣1❡❞✐❝'♦1.✱ ✇❡ 1❡❢❡1 '♦ '❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣1♦❛❝❤ ❛. ❈♦✲▲PP ❛❧❣♦1✐'❤♠✳



✻✳✸ ❈♦✲▲'' ✶✵✺

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✺ ❈♦✲▲''

■♥♣✉&✿ ❆ )❡+ ♦❢ n ♠✉❧+✐✲✈✐❡✇ )❛♠♣❧❡) X = {X(v)|v = 1, 2}✱ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉8❤♦♦❞

K✳

❖✉&♣✉&✿ '8♦❥❡❝+✐♦♥ ♠❛+8✐❝❡) P (1),P (2)

■♥✐&✐❛❧✐③❡✿

• ❈❡♥+❡8 +❤❡ ❢❡❛+✉8❡ ✈❡❝+♦8) ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛♣♣❧② '❈❆ ✐❢ +❤❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧✐+② ♦❢ +❤❡

❢❡❛+✉8❡ )♣❛❝❡ ✐) +♦♦ ❤✐❣❤❀

• ❈♦♥)+8✉❝+❡❞ ❙✐♠✐❧❛8✐+② ❣8❛♣❤) S(1)
❛♥❞ S(2)

✱

$❡♣❡❛&

❢♦$ v = 1 &♦ 2 ❞♦
• ❯)❡ X(v)

❛♥❞ S(3−v)
+♦ +8❛✐♥ ▲'' ♣8♦❥❡❝+✐♦♥) P (v)

❛♥❞ ♣8♦❥❡❝+ X(v)
✐♥+♦ +❤✐)

)✉❜)♣❛❝❡❀

• ❯♣❞❛+❡ S(v)
✇✐+❤ ♣8♦❥❡❝+❡❞ )❛♠♣❧❡) P (v)TX(v)

❡♥❞ ❢♦$

✉♥&✐❧ Agr(S(1), S(2)) ❞♦❡) ♥♦+ 8❡❛❝❤ ❛ ♥❡✇ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐+❤✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ✐+❡8❛+✐♦♥)❀

❚❤❡ ❛❧❣♦8✐+❤♠ ✐) ❢♦8♠❛❧❧② )✉♠♠❛8✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦8✐+❤♠ ✺✳

❍❡8❡ ✇❡ ❥✉)+✐❢② +❤❡ ♣8♦♣♦)❡❞ ❝♦✲+8❛✐♥✐♥❣ ❛♣♣8♦❛❝❤ +♦ ♦♣+✐♠✐③❡ +❤❡ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✐♥

❊I✉❛+✐♦♥ ✻✳✾✳ ❙+❡♣ ✶ ♦❢ +❤❡ ❝♦✲+8❛✐♥✐♥❣ ♣8♦❝❡)) ♦♣+✐♠✐③❡) +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥✿

argmin
P (2)

∑

i,j

(P (2)Tx
(2)
i − P (2)Tx

(2)
j )2S

(1)
ij ✭✻✳✶✵✮

❆❝❝♦8❞✐♥❣❧②✱ ✐❢ +✇♦ )❛♠♣❧❡) ❛8❡ ❝♦♥)✐❞❡8❡❞ )✐♠✐❧❛8 ✐♥ ✈✐❡✇ ✶ ✭S
(1)
ij = 1✮✱ +❤❡② ❛8❡ 8❡I✉✐8❡❞ +♦

❜❡ ♣8♦❥❡❝+❡❞ ❝❧♦)❡ +♦ ❡❛❝❤ ♦+❤❡8 ✐♥ ✈✐❡✇ ✷✱ ♦+❤❡8✇✐)❡ ❛ ♣❡♥❛❧+② ✐) ✐♥❝✉88❡❞✳ ❆) ❛ 8❡)✉❧+✱ +❤❡

♥❡✇ )✐♠✐❧❛8✐+② ♠❛+8✐① S(2)
❞❡+❡8♠✐♥❡❞ ❢8♦♠ P (2)TX(2)

✐) ❢♦8❝❡❞ +♦ ❤❛✈❡ ❛ )✐♠✐❧❛8 )+8✉❝+✉8❡

+♦ S(1)
✳ ❚❤❡ )❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❛♣♣❧✐❡) ✐♥ )+❡♣ ✷ ✇❤❡8❡ P (1)

✐) ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② +8❛✐♥✐♥❣ ▲'' ✇✐+❤

X(1)
❛♥❞ S(2)

✳ ❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ +❤❛+ +❤❡ ♣8♦♣♦)❡❞ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ❛♣♣8♦❛❝❤ ✐) ❤❡✉8✐)+✐❝✱ ❛)

✐) +❤❡ ❝❛)❡ ✇✐+❤ +❤❡ ♦8✐❣✐♥❛❧ ❝♦✲+8❛✐♥✐♥❣ ♠❡+❤♦❞ ❬❇❧✉♠ ❛♥❞ ▼✐+❝❤❡❧❧✱ ✶✾✾✽❛❪✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡

❞♦ ♥♦+ ♣8❡)❡♥+ ❛ )+8✐❝+ ♣8♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✈❡8❣❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦+ ♦❜)❡8✈❡ ❞✐✈❡8❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥② ♦❢ ♦✉8

❡①♣❡8✐♠❡♥+)✳

✻✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ )♦ ♠✉❧)✐❜✐♦♠❡)0✐❝ 0❡)0✐❡✈❛❧

❇❡❝❛✉)❡ ♦❢ +❤❡ ✉♥)✉♣❡8✈✐)❡❞ ♥❛+✉8❡ ♦❢ +❤❡ ♣8♦♣♦)❡❞ ❈♦✲▲'' ❛❧❣♦8✐+❤♠✱ ✐+ ✐) ♣❛8+✐❝✉❧❛8❧②

)✉✐+❛❜❧❡ ❢♦8 ❜✐♦♠❡+8✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥) ✇❤❡8❡ ♥♦ ❝❧❛)) ❧❛❜❡❧) ❛8❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ 8❡+8✐❡✈❛❧ ❛♥❞

❝❧✉)+❡8✐♥❣ ❢♦8 ✐♥)+❛♥❝❡✳ ❍❡8❡ ✇❡ ❞✐)❝✉)) ✐+) ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥) +♦ ❛ ♠✉❧+✐❜✐♦♠❡+8✐❝ ❞❛+❛ 8❡+8✐❡✈❛❧

♣8♦❜❧❡♠✳

●✐✈❡♥ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜✐♦♠❡+8✐❝ ❞❛+❛ ❝♦♥)✐)+✐♥❣ ♦❢ n )❛♠♣❧❡) 8❡♣8❡)❡♥+❡❞ ✐♥ +✇♦



✶✵✻ ❈❤❛♣$❡& ✻ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ●&❛♣❤ ❆❣&❡❡♠❡♥$

✈✐❡✇' X = {x1, . . . ,xn} ✇❤❡)❡ xi = {x(1)
i ,x

(2)
i } ❛♥❞ ♦♥❡ .✉❡)② '❛♠♣❧❡ q = {q(1), q(2)}✱ ❛

)❡5)✐❡✈❛❧ ❛❧❣♦)✐5❤♠ ✐' ❡①♣❡❝5❡❞ 5♦ )❡5✉)♥ t ✭)❡5)✐❡✈❛❧ ✇✐♥❞♦✇ '✐③❡✮ '❛♠♣❧❡' ❢)♦♠ X ✇❤✐❝❤

❛)❡ ❝♦♥'✐❞❡)❡❞ 5♦ ❝♦♥5❛✐♥ 5❤❡ '❛♠❡ '✉❜❥❡❝5 ❛' ✐♥ 5❤❡ .✉❡)② q✳ ■♥ ♦✉) ❛♣♣)♦❛❝❤✱ A❈❆ ✐'

✜)'5 ♣❡)❢♦)♠❡❞ '❡♣❛)❛5❡❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ♦❢ X ❛' ❛ ♣)❡♣)♦❝❡''✐♥❣ '5❡♣✳ ❚❤❡ ♦❜5❛✐♥❡❞ A❈❆

♣)♦❥❡❝5✐♦♥ ♠❛5)✐① ❢♦) 5✇♦ ✈✐❡✇' ❛)❡ ♥♦5❡❞ ❛' P
(1)
pca ❛♥❞ P

(2)
pca )❡'♣❡❝5✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❈♦✲▲AA

♣)♦❥❡❝5✐♦♥ ♠❛5)✐① P
(1)
colpp ❛♥❞ P

(2)
colpp ❛)❡ 5❤❡♥ ❥♦✐♥5❧② ❧❡❛)♥❡❞ ✇✐5❤ A❈❆ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣' ♦❢ ❜♦5❤

✈✐❡✇'✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ 5❤❡ i✲5❤ '❛♠♣❧❡ ✐♥ 5❤❡ v✲5❤ ✈✐❡✇ ✐'✿

y
(v)
i = P

(v)T
colppP

(v)T
pca (x

(v)
i − µ(v)), (v = 1, 2) ✭✻✳✶✶✮

✇❤❡)❡ µ(v)
✐' 5❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ x(v)

✳ ❙✐♠✐❧❛)❧②✱ 5❤❡ 5✇♦ ✈✐❡✇' ♦❢ 5❤❡ .✉❡)② '❛♠♣❧❡ ❛)❡ ♣)♦❥❡❝5❡❞

✐♥5♦ 5❤❡ ♦❜5❛✐♥❡❞ '✉❜'♣❛❝❡' ❜②✿

z(v) = P
(v)T
colppP

(v)T
pca (q(v) − µ(v)), (v = 1, 2) ✭✻✳✶✷✮

❚❤❡♥ 5❤❡ ❝♦'✐♥❡ '✐♠✐❧❛)✐5② '❝♦)❡ ❜❡5✇❡❡♥ z ❛♥❞ ❡❛❝❤ 5❛)❣❡5 yi ✐♥ 5❤❡ v✲5❤ ✈✐❡✇ ✐'

❝❛❧❝✉❧❛5❡❞ ❛'✿

s
(v)
i =

z(v) · y(v)
i

||z(v)|| ||y(v)
i ||

, (v = 1, 2) ✭✻✳✶✸✮

❚❤✐' '✐♠✐❧❛)✐5② '❝♦)❡ ✐' ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡5✇❡❡♥ ✲✶ ❛♥❞ ✶✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✱ t '❛♠♣❧❡' ✐♥ 5❤❡ ❞❛5❛❜❛'❡

✇✐5❤ 5❤❡ ❧❛)❣❡'5 '✐♠✐❧❛)✐5② '❝♦)❡ ❛)❡ )❡5✉)♥❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉) ❛♣♣)♦❛❝❤ ❧❡❛)♥' '✐♠✐❧❛) ❧♦❝❛❧ ❞❛5❛

'5)✉❝5✉)❡' ❛❝)♦'' ❞✐✛❡)❡♥5 ✈✐❡✇'✱ 5❤❡ )❡5)✐❡✈❛❧ )❡'✉❧5' ✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ ❛❧'♦ 5❡♥❞ 5♦ ❜❡ '✐♠✐❧❛)✳

❍♦✇❡✈❡)✱ 5❤❡② ❛)❡ ♥♦5 ♥❡❝❡''❛)✐❧② 5❤❡ '❛♠❡✳ ❋✉'✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡)❢♦)♠❡❞ 5♦ ❢✉)5❤❡) ✐♠♣)♦✈❡

5❤❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ 5❤✐' ♣❛♣❡) ✐' ❢♦❝✉'❡❞ ♦♥ ❞✐'❝)✐♠✐♥❛♥5 ❢❡❛5✉)❡ ❡①5)❛❝5✐♦♥ )❛5❤❡) 5❤❛♥

❢✉'✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ '✐♠♣❧❡ ✇❡✐❣❤5❡❞ '✉♠ '❝♦)❡ ❧❡✈❡❧ ❢✉'✐♦♥✿

si = αs
(1)
i + (1− α)s

(2)
i ✭✻✳✶✹✮

✇❤❡)❡ 0 < α < 1 ✐' ❛ ✇❡✐❣❤5✐♥❣ ♣❛)❛♠❡5❡)✳

✻✳✹ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ '❡.✉❧+.

■♥ 5❤✐' '❡❝5✐♦♥✱ 5❤❡ ❡✛❡❝5✐✈❡♥❡'' ♦❢ 5❤❡ ♣)♦♣♦'❡❞ ❛❧❣♦)✐5❤♠ ✐' ❡✈❛❧✉❛5❡❞ ✇✐5❤ 5✇♦ '❡5' ♦❢

❡①♣❡)✐♠❡♥5'✳ ❚❤❡ ✜)'5 ❡①♣❡)✐♠❡♥5 ✐♥✈♦❧✈❡' ❛♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐'✉❛❧ '♣❡❛❦❡) )❡5)✐❡✈❛❧ ❡①♣❡)✐♠❡♥5

✇❤❡)❡ ❡❛❝❤ '❛♠♣❧❡ ✐' )❡♣)❡'❡♥5❡❞ ❜② ❛ ✈♦❝❛❧ ❢❡❛5✉)❡ ✈❡❝5♦) ❛♥❞ ❛ ❢❛❝✐❛❧ ❢❡❛5✉)❡ ✈❡❝5♦)✱

✇❤✐❝❤ ✐' ❛ 5②♣✐❝❛❧ ♠✉❧5✐✲♠♦❞❛❧ ❜✐♦♠❡5)✐❝ '❡55✐♥❣✳ ❚❤❡ '❡❝♦♥❞ ❡①♣❡)✐♠❡♥5 ✐♥✈♦❧✈❡' )❡5)✐❡✈❛❧

♦❢ ❤✉♠❛♥ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡'✳ ❋♦) ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡✱ 5✇♦ ❞✐✛❡)❡♥5 ❢❡❛5✉)❡' ❛)❡ ❡①5)❛❝5❡❞ ❛♥❞ ✉'❡❞

❛' 5✇♦ ✈✐❡✇' ❢♦) ❈♦✲▲AA✳ ■♥ 5❤❡ ✜)'5 ❝❛'❡✱ 5❤❡ ❝♦♥❞✐5✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛''✉♠♣5✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲



✻✳✹ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ '❡.✉❧+. ✶✵✼

#$❛✐♥✐♥❣ ✐) ❢✉❧❧② )❛#✐)✜❡❞✳ ■♥ #❤❡ )❡❝♦♥❞ ❝❛)❡✱ #❤❡ #✇♦ ✐♥♣✉# ✈✐❡✇) ❛$❡ ❝♦$$❡❧❛#❡❞ )✐♥❝❡ #❤❡②

❛$❡ ❡①#$❛❝#❡❞ ❢$♦♠ #❤❡ )❛♠❡ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ♦✉$ ❡①♣❡$✐♠❡♥#❛❧ $❡)✉❧# )❤♦✇) #❤❛# #❤❡

♣$♦♣♦)❡❞ ❈♦✲▲@@ ❛❧❣♦$✐#❤♠ ✐) $♦❜✉)# #♦ ♣❛$#✐❛❧ ✈✐♦❧❛#✐♦♥ ♦❢ #❤✐) ❝♦♥❞✐#✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❛))✉♠♣#✐♦♥✳

✻✳✹✳✶ ❉❛&❛❜❛(❡( ❛♥❞ ,-♦&♦❝♦❧

❚❤❡ ❛✉❞✐♦✲✈✐)✉❛❧ )♣❡❛❦❡$ $❡#$✐❡✈❛❧ ❡①♣❡$✐♠❡♥# ✐) ❝♦♥❞✉❝#❡❞ )#✐❧❧ ♦♥ ✇✐#❤ #❤❡ )❛♠❡ ▼❖❇■❖

❞❛#❛❜❛)❡ ❬▼❝❈♦♦❧ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣$❡)❡♥#❡❞ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✺✳✺✳✷✳ ❋♦$ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱

✇❡ #❡)# ♦✉$ ❛❧❣♦$✐#❤♠ ✉)✐♥❣ ❛ )✉❜)❡# ♦❢ ❞❛#❛ ❢$♦♠ ✹✵ ♠❛❧❡ )✉❜❥❡❝#) ❛♥❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡♠✱

✺ ✈✐❞❡♦) ❛$❡ )❡❧❡❝#❡❞ ❢$♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡ ✶✷ )❡))✐♦♥)✳ ❚❤✐) $❡)✉❧#) ✐♥ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ 2400 ✈✐❞❡♦

)❛♠♣❧❡)✳

❲❡ ✉)❡ ❝$♦♣♣❡❞ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡) ♣$♦✈✐❞❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ▼❖❇■❖ ❞❛#❛❜❛)❡✱ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡$ ✈✐❞❡♦

)❛♠♣❧❡✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡) ❛$❡ $❡)✐③❡❞ #♦ 50×43 ♣✐①❡❧) ❛♥❞ #❤❡♥ ❤✐)#♦❣$❛♠ ❡S✉❛❧✐③❡❞✳ ❘♦✇) ♦❢ ♣✐①❡❧

✐♥#❡♥)✐#✐❡) ❛$❡ ❝♦♥❝❛#❡♥❛#❡❞ #♦ ❢♦$♠ ❢❡❛#✉$❡ ✈❡❝#♦$) ♦❢ ✷✶✺✵ ❞✐♠❡♥)✐♦♥)✳ ❚❤❡ )♣❡❡❝❤ )✐❣♥❛❧

✐) )♣❧✐# ✐♥#♦ ❢$❛♠❡) ♦❢ ✷✵♠) ❞✉$❛#✐♦♥ ❜❡❢♦$❡ #❤❡ ❡①#$❛❝#✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛#✉$❡) ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ ✷✻ ▼❡❧✲

)❝❛❧❡❞ ❢$❡S✉❡♥❝② ❝❡♣)#$❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥#) ✭▼❋❈❈)✮✱ #❤❡✐$ ✷✻ ❞❡$✐✈❛#✐✈❡) ❛♥❞ #❤❡ ❞❡❧#❛ ❡♥❡$❣②✳

❊♥❡$❣②✲❜❛)❡❞ ✈♦✐❝❡ ❛❝#✐✈✐#② ❞❡#❡❝#✐♦♥ ✐) #❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ ❞✐)❣✉❛$❞ ♥♦♥✲)♣❡❡❝❤ ❢$❛♠❡)✳ ❆

✻✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥# ●❛✉))✐❛♥ ♠✐①#✉$❡ ♠♦❞❡❧ ✭●▼▼✮ ✐) #❤❡♥ ✜##❡❞ #♦ $❡♠❛✐♥✐♥❣ )♣❡❡❝❤ ❞❛#❛

#❤$♦✉❣❤ #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦)#❡$✐♦$✐ ✭▼❆@✮ ❛❞❛♣#❛#✐♦♥ ♦❢ ❛ )♣❡❛❦❡$✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ✇♦$❧❞

♠♦❞❡❧ ❬❘❡②♥♦❧❞) ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❜❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥) ♦❢ #❤❡ ●▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛$❡ #❤❡♥ ❝♦♥❝❛#❡♥❛#❡❞

#♦ ❢♦$♠ ❛ ✸✸✾✷✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ●▼▼ )✉♣❡$✈❡❝#♦$ ❬❘❡②♥♦❧❞) ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❛❪✳ ❆) ❛ $❡)✉❧#✱ ❡❛❝❤

✈✐❞❡♦ ✐) $❡♣$❡)❡♥#❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝❡ ❢❡❛#✉$❡ ✈❡❝#♦$ ❛♥❞ ❛ ✈♦❝❛❧ ❢❡❛#✉$❡ ✈❡❝#♦$✳

❚❤❡ ❢❛❝❡ $❡#$✐❡✈❛❧ ❡①♣❡$✐♠❡♥# ✐) ❝♦♥❞✉❝#❡❞ ✉)✐♥❣ #❤❡ ❆❘ ❢❛❝❡ ❞❛#❛❜❛)❡ ❬▼❛$#✐♥❡③✱ ✶✾✾✽❪

✇❤✐❝❤ ❝♦♥#❛✐♥) ♦✈❡$ ✹✱✵✵✵ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡) ❢$♦♠ ✶✷✻ ♣❡♦♣❧❡ $❡❝♦$❞❡❞ ❞✉$✐♥❣ ✷ )❡))✐♦♥)✳ ❲❡ ✉)❡

♦♥❧② ♥♦♥✲♦❝❝❧✉❞❡❞ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡) ❛♥❞ $❛♥❞♦♠❧② )❡❧❡❝#❡❞ ✶✵✵ )✉❜❥❡❝#) ✭✺✵ ♠❛❧❡✱ ✺✵ ❢❡♠❛❧❡✮✳

❚❤❡ $❡)✉❧#✐♥❣ )✉❜)❡# ❝♦♥#❛✐♥) ✶✹ ✐♠❛❣❡) ♣❡$ )✉❜❥❡❝#✳ ❚❤❡ ✶✹ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡ )❛♠♣❧❡) ❢♦$ ❛

)✉❜❥❡❝# ✐) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✳ ❆) ✇❡ ❝❛♥ )❡❡✱ #❤♦)❡ ✐♠❛❣❡) ❝♦♥#❛✐♥) )✐❣♥✐✜❝❛♥# ❡①♣$❡))✐♦♥

❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛#✐♦♥ ✈❛$✐❛#✐♦♥)✳ ❚❤❡)❡ ✐♥#$❛✲❝❧❛)) ✈❛$✐❛#✐♦♥) ✐♥❝✉$ ❝♦♥)✐❞❡$❛❜❧❡ ❞✐✣❝✉❧#✐❡) ❢♦$

$❡#$✐❡✈❛❧✱ )✐♥❝❡ #❤❡)❡ )❛♠❡✲❝❧❛)) )❛♠♣❧❡) ✐) ❝❛♥ ❜❡ ❞✐))✐♠✐❧❛$ ✐♥ #❤❡ ❢❡❛#✉$❡ )♣❛❝❡✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡)

✇❡$❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝$♦♣♣❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ #♦ ❡②❡ ❝♦♦$❞✐♥❛#❡) ❛♥❞ $❡)✐③❡❞ #♦ 128× 128 ♣✐①❡❧)✳ ❘♦✇)

♦❢ ♣✐①❡❧ ✐♥#❡♥)✐#✐❡) ❛$❡ ❝♦♥❝❛#❡♥❛#❡❞ #♦ ❢♦$♠ ❢❡❛#✉$❡ ✈❡❝#♦$) ♦❢ ✶✻✸✽✹ ❞✐♠❡♥)✐♦♥) ❛♥❞ ❛$❡

✉)❡❞ ❛) #❤❡ ✜$)# ✈✐❡✇ ✐♥ #❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢ ❈♦✲▲@@ ❛❧❣♦$✐#❤♠✳ ❋♦$ #❤❡ )❡❝♦♥❞ ✈✐❡✇✱ ❡❛❝❤

❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ✐) ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥#♦ 8 × 8 ❜❧♦❝❦) ❛♥❞ LBP u2
(8,2) ❬❆❤♦♥❡♥ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❢❡❛#✉$❡) ❛$❡

❡①#$❛❝#❡❞ ❢$♦♠ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛#❡♥❛#❡❞ ✐♥#♦ ❛ ✸✼✼✻✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❢❡❛#✉$❡ ✈❡❝#♦$✳



✶✵✽ ❈❤❛♣$❡& ✻ ✕ ▼❱❉❘ ❜② ❙✉❜1♣❛❝❡ ●&❛♣❤ ❆❣&❡❡♠❡♥$

❋✐❣✉'❡ ✻✳✷✿ ✶✹ ♥♦♥✲♦❝❝❧✉❞❡❞ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡7 ❢♦' ❛ 7✉❜❥❡❝: ♦❢ ❆❘ ❢❛❝❡ ❞❛:❛❜❛7❡

■♥ ♦✉' ❡①♣❡'✐♠❡♥:✱ ✇❡ ❛❞♦♣:❡❞ ❛ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉( 7:'❛:❡❣② ❢♦' 7❡♣❛'❛:✐♦♥ :❤❡ ❞❛:❛7❡: ✐♥:♦

D✉❡'② ❛♥❞ :❛'❣❡: ❞❛:❛❜❛7❡✳ ❊❛❝❤ :✐♠❡✱ ♦♥❡ ✈✐❞❡♦ 7❛♠♣❧❡ ✐7 '❛♥❞♦♠❧② 7❡❧❡❝:❡❞ ❛7 ❛ D✉❡'②

✇❤✐❧❡ :❤❡ ❧❡❢: ✷✸✾✾ 7❛♠♣❧❡7 ❛'❡ ✉7❡❞ ❛7 :❤❡ :❛'❣❡: ❞❛:❛❜❛7❡✳ ◆♦:❡ :❤❛: :❤❡ D✉❡'② 7❛♠♣❧❡ ✐7

♥♦: ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ :❤❡ 7✉❜7♣❛❝❡ :'❛✐♥✐♥❣ ♣'♦❝❡77✳ ❈♦♠♠♦♥❧② ✉7❡❞ ❡✈❛❧✉❛:✐♦♥ ♠❡:'✐❝7 ❢♦' ❛♥

✐♥❢♦'♠❛:✐♦♥ '❡:'✐❡✈❛❧ 7②7:❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡7 )*❡❝✐-✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❝❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛7✿

L'❡❝✐7✐♦♥ =
◆✉♠❜❡' ♦❢ '❡❧❡✈❛♥: 7❛♠♣❧❡7 '❡:'✐❡✈❡❞

❘❡:'✐❡✈❛❧ ✇✐♥❞♦✇ 7✐③❡

, ✭✻✳✶✺✮

❘❡❝❛❧❧ =
◆✉♠❜❡' ♦❢ '❡❧❡✈❛♥: 7❛♠♣❧❡7 '❡:'✐❡✈❡❞

❚♦:❛❧ ♥✉♠❜❡' ♦❢ '❡❧❡✈❛♥: 7❛♠♣❧❡7 ✐♥ ❞❛:❛❜❛7❡

. ✭✻✳✶✻✮

✳ ❚❤❡ ❧❛'❣❡' :❤❡ '❡:'✐❡✈❛❧ ✇✐♥❞♦✇✱ :❤❡ ❧♦✇❡' :❤❡ ♣'❡❝✐7✐♦♥ 7❝♦'❡ ❛♥❞ :❤❡ ❤✐❣❤❡' :❤❡ '❡❝❛❧❧

7❝♦'❡✳ ■♥ ♦✉' ❡①♣❡'✐♠❡♥:✱ ✇❡ ❝❤♦7❡ ❛ ✇✐♥❞♦✇ 7✐③❡ ❡D✉❛❧7 :♦ :❤❡ :♦:❛❧ ♥✉♠❜❡' ♦❢ '❡❧❡✈❛♥:

7❛♠♣❧❡7 ✐♥ ❞❛:❛❜❛7❡✳ ■♥ :❤✐7 ❝❛7❡ :❤❡ ♣'❡❝✐7✐♦♥ ❛♥❞ :❤❡ '❡❝❛❧❧ ❛'❡ :❤❡ 7❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐7 7✐♠✐❧❛'

:♦ :❤❡ ❝♦♥❝❡♣: ♦❢ :❤❡ ❡D✉❛❧ ❡''♦' '❛:❡ ✭❊❊❘✮ ✐♥ ❜✐♦♠❡:'✐❝ ✈❡'✐✜❝❛:✐♦♥✳ ❆7 ❛ '❡7✉❧:✱ :❤❡

'❡:'✐❡✈❛❧ ✇✐♥❞♦✇ 7✐③❡ ✐7 7❡: :♦ ❜❡ ✺✾ ✐♥ :❤❡ ❛✉❞✐♦✲✈✐7✉❛❧ ♣❡'7♦♥ '❡:'✐❡✈❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥: ❛♥❞

✶✸ ✐♥ :❤❡ ❢❛❝❡ '❡:'✐❡✈❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥:✳ ❲❡ ✉7❡ :❤❡ ❝♦''❡7♣♦♥❞✐♥❣ ♣'❡❝✐7✐♦♥✴'❡❝❛❧❧ 7❝♦'❡ ❛7 ❛♥

❡✈❛❧✉❛:✐♦♥ ♠❡:'✐❝✳ ❚❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥: ✐7 '❡♣❡❛:❡❞ ✺✵ :✐♠❡7 ✇✐:❤ :❤❡ '❛♥❞♦♠ 7❡❧❡❝:✐♦♥ ♦❢ :❤❡

D✉❡'② 7❛♠♣❧❡ ❛♥❞ :❤❡ ♠❡❛♥ ♣'❡❝✐7✐♦♥✴'❡❝❛❧❧ ✐7 '❡♣♦':❡❞✳

❚❤❡ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♦❢ :❤❡ ♣'♦♣♦7❡❞ ❈♦✲▲LL ❛❧❣♦'✐:❤♠ ✐7 ❝♦♠♣❛'❡❞ :♦ ❢♦✉' ❛❧:❡'♥❛:✐✈❡

❞✐♠❡♥7✐♦♥❛❧✐:② '❡❞✉❝:✐♦♥ ❛♣♣'♦❛❝❤✿ 7✐♥❣❧❡✲✈✐❡✇ ❛♣♣'♦❛❝❤ L❈❆ ❬❏♦❧❧✐✛❡✱ ✷✵✵✺❪✱ ▲LL ❬◆✐②♦❣✐✱

✷✵✵✹❪✱ ❛7 ✇❡❧❧ ❛7 ♠✉❧:✐✲✈✐❡✇ ❛♣♣'♦❛❝❤ ❈❈❆ ❬❈❤❛✉❞❤✉'✐ ❡: ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❑❈❈❆ ❬❍❛'❞♦♦♥

❛♥❞ ❙❤❛✇❡✲❚❛②❧♦'✱ ✷✵✵✸❪✳ ◆♦:❡ :❤❛: ❞✐✛❡'❡♥: ❞✐♠❡♥7✐♦♥❛❧✐:② '❡❞✉❝:✐♦♥ ❛❧❣♦'✐:❤♠7 ❛'❡ ✉7❡❞

:♦ ❞❡:❡'♠✐♥❡ 7✉❜7♣❛❝❡ ♣'♦❥❡❝:✐♦♥7✱ ✇❤✐❧❡ :❤❡ '❡:'✐❡✈❛❧ ♣'♦❝❡77❡7 ❢♦❧❧♦✇ :❤❡ 7❛♠❡ ♣'♦:♦❝♦❧ ❛7

♣'❡7❡♥:❡❞ ✐♥ ❙❡❝:✐♦♥ ✻✳✸✳✸✳

❍❡'❡ ✇❡ ❞❡❝❧❛'❡ :❤❡ ♣❛'❛♠❡:❡' 7❡❧❡❝:✐♦♥7 ✐♥ ♦✉' ❡①♣❡'✐♠❡♥:7✿

❉✐♠❡♥%✐♦♥❛❧✐)② ♦❢ %✉❜%♣❛❝❡%✿ ❆❝❝♦'❞✐♥❣ :♦ :❤❡ ❛♥❛❧②7✐7 ✐♥ ❬❈❤❛✉❞❤✉'✐ ❡: ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱

✐♥ :❤❡ ❝❛7❡ ♦❢ ❈❈❆✱ ♠♦7: ❞✐7❝'✐♠✐♥❛:✐✈❡ ✐♥❢♦'♠❛:✐♦♥ '❡7✐❞❡7 ✐♥ :❤❡ ✜'7: ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❝❧❛--❡-
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#$❡❝✐(✐♦♥ ❋❛❝❡ ❙♣❡❡❝❤ ❋✉(✐♦♥

#❈❆ ✵✱✹✼✽ ✵✱✹✺✷ ✵✱✻✶✺

▲## ✵✱✼✶✵ ✵✱✻✼✺ ✵✱✽✹✼

❈❈❆ ✵✱✽✺✽ ✵✱✼✽✹ ✵✱✽✾✽

❑❈❈❆ ✵✱✽✼✾ ✵✱✼✾✻ ✵✱✾✶✵

❈♦✲▲$$ ✵✳✾✽✹ ✵✱✾✺✷ ✵✱✾✾✹

✭❛✮ ❆✈❡&❛❣❡ &❡(&✐❡✈❛❧ ♣&❡❝✐-✐♦♥ ❢♦& ❛✉❞✐♦✲✈✐-✉❛❧ &❡(&✐❡✈❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥(-

♦♥ (❤❡ ▼❖❇■❖ ❞❛(❛❜❛-❡
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✐❝❛♥" ✐♥"❡*✲%❡%%✐♦♥ ✈❛*✐❛"✐♦♥✳ ❊✣❝✐❡♥" ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧✐"② *❡❞✉❝"✐♦♥ "❡❝❤♥✐<✉❡% ❛*❡ "❤✉% ♥❡❡❞❡❞

✐♥ ♦*❞❡* "♦ "♦ ❡①"*❛❝" ❝❧❛%%✲❞✐%❝*✐♠✐♥❛"✐✈❡✱ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❢❡❛"✉*❡% ❛♥❞ "♦ ❛""❡♥✉❛"❡ ✉♥✲

✇❛♥"❡❞ ✈❛*✐❛"✐♦♥% ✇❤✐❝❤ ✐% *❡❞✉♥❞❛♥" "♦ *❡❝♦❣♥✐"✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❞✐%❝*✐♠✐♥❛"✐✈❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧✐"②

*❡❞✉❝"✐♦♥ "❡❝❤♥✐<✉❡% ❣❡♥❡*❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ ❛ %✉♣❡*✈✐%❡❞ ❧❡❛*♥✐♥❣ %❝❤❡♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ %✉❜%♣❛❝❡

♣*♦❥❡❝"✐♦♥ P ✐% ❧❡❛*♥" ✉%✐♥❣ ❢❡❛"✉*❡✲❧❛❜❡❧ ♣❛✐*% < X,Y >✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ "❤❡ ❛❝<✉✐%✐"✐♦♥ ♦❢

❧❛❜❡❧❧❡❞ "*❛✐♥✐♥❣ ❞❛"❛ ♥❡❡❞% ❡①♣❡♥%✐✈❡ ❤✉♠❛♥ ♠❛♥✉❛❧ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ❜✐♦♠❡"*✐❝ %②%"❡♠%✱

❧❛❜❡❧❧❡❞ "*❛✐♥✐♥❣ ❞❛"❛ ✐% ❣❡♥❡*❛❧❧② ❧✐♠✐"❡❞ ✐♥ <✉❛♥"✐"② ❛♥❞ ♦❢"❡♥ ❞♦❡% ♥♦" *❡❧✐❛❜❧② *❡♣*❡%❡♥"

"❤❡ ✐♥"❡*✲%❡%%✐♦♥ ✈❛*✐❛"✐♦♥ ❡♥❝♦✉♥"❡*❡❞ ✐♥ "❡%" ❞❛"❛✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐"❡❞ %✐③❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ "*❛✐♥✐♥❣

%❡" ♦❢"❡♥ ❧❡❛❞% "♦ ❜✐❛%❡❞ ♣*♦❥❡❝"✐♦♥ ♠❛"*✐❝❡% ❛♥❞ ❞❡❣*❛❞❡❞ *❡❝♦❣♥✐"✐♦♥ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡✳

❚❤✐% "❤❡%✐% ♣*♦♣♦%❡% "♦ ✉%❡ ♠✉❧"✐✲✈✐❡✇ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧✐"② *❡❞✉❝"✐♦♥ ✭▼❱❉❘✮ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠%

"♦ ❡①"*❛❝" ❞✐%❝*✐♠✐♥❛"✐✈❡ ❢❡❛"✉*❡% ✐♥ ♠✉❧"✐✲♠♦❞❛❧ ❜✐♦♠❡"*✐❝ %②%"❡♠%✱ ✇❤❡*❡ ❞✐✛❡*❡♥" ♠♦❞❛❧✲

✐"✐❡% ❛*❡ *❡❣❛*❞❡❞ ❛% ❞✐✛❡*❡♥" ✈✐❡✇% ♦❢ "❤❡ %❛♠❡ ❞❛"❛✳ ■♥%"❡❛❞ ♦❢ "*❛✐♥✐♥❣ ♦♥ ❢❡❛"✉*❡✲❧❛❜❡❧

♣❛✐*% < X,Y >✱ ▼❱❉❘ ♣*♦❥❡❝"✐♦♥% ❛*❡ "*❛✐♥❡❞ ♦♥ ❢❡❛"✉*❡✲❢❡❛"✉*❡ ♣❛✐*% < X(1), X(2) >

✇❤❡*❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥❢♦*♠❛"✐♦♥ ✐% ♥♦" *❡<✉✐*❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛"❛ ✐% ❡❛%✐❡* "♦ ❛❝<✉✐*❡ ✐♥ ❧❛*❣❡

✶✶✺
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▼❱❉❘ ❛♣♣1♦❛❝❤❡) ✐♥ ❛ ❧❛1❣❡❧② ✉♥)✉♣❡1✈✐)❡❞ ♠❛♥♥❡1✳

❆❝❝♦1❞✐♥❣ &♦ ❞✐✛❡1❡♥& ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧✐&✐❡) ♦❢ ❜✐♦♠❡&1✐❝ )②)&❡♠)✱ ♥❛♠❡❧② 1❡❝♦❣♥✐&✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✲

✐♥❣ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡1✐✜❝❛&✐♦♥✮✱ ❝❧✉)&❡1✐♥❣✱ ❛♥❞ 1❡&1✐❡✈❛❧✱ ✇❡ ♣1♦♣♦)❡ &❤1❡❡ ▼❱❉❘ ❢1❛♠❡✲

✇♦1❦) ✇❤✐❝❤ ♠❡❡& &❤❡ 1❡"✉✐1❡♠❡♥&) ❢♦1 ❡❛❝❤ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧✐&②✳

✶✳ ▼❱❉❘ ❜② ✐♥❝)❡♠❡♥,❛❧ ❝♦✲,)❛✐♥✐♥❣

❚❤✐) ❢1❛♠❡✇♦1❦ ✐) ❞❡)✐❣♥❡❞ ❢♦1 ❜✐♦♠❡&1✐❝ 1❡❝♦❣♥✐&✐♦♥ ♣1♦❜❧❡♠)✳ ❲❡ ❛))✉♠❡ &❤❛& ❛

)♠❛❧❧ "✉❛♥&✐&② ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛ ✐) ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉1✐♥❣ ❛♥ ❡♥1♦❧♠❡♥& )❡))✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧❛1❣❡1

♣♦♦❧ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝"✉✐1❡❞ ❞✉1✐♥❣ ❛ ♣❡1✐♦❞ ♦❢ ♥♦1♠❛❧ )②)&❡♠ ✉)❡✳ ❋♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ ❛ &②♣✐❝❛❧ ❝♦✲&1❛✐♥✐♥❣ ♣1♦❝❡❞✉1❡✱ ▲✐♥❡❛1 ❉✐)❝1✐♠✐♥❛♥& ❆♥❛❧②)✐) ✭▲❉❆✮ ♣1♦❥❡❝&✐♦♥)

✐♥✐&✐❛❧❧② ✇❡❛❦❧② ❧❡❛1♥& ✇✐&❤ &❤❡ )♠❛❧❧ )❡& ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛ ❛1❡ ✐♥❝1❡♠❡♥&❛❧❧② 1❡✲❧❡❛1♥&

✇✐&❤ ❛✉&♦♠❛&✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛ ❢1♦♠ &❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛)❡&✳ ❚❤✐) ❛❧❣♦1✐&❤♠ ✐) 1❡✲

❢❡11❡❞ &♦ ❛) ❈♦✲▲❉❆ ❛♥❞ ✐) ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ &❤❡ ❛✉❞✐♦✲✈✐)✉❛❧ ♣❡1)♦♥ 1❡❝♦❣♥✐&✐♦♥ ♣1♦❜❧❡♠✳

❊①♣❡1✐♠❡♥&❛❧ 1❡)✉❧&) ♦♥ ❜♦&❤ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡1✐✜❝❛&✐♦♥ &❛)❦) )❤♦✇ )✐❣♥✐✜❝❛♥& ✐♠✲

♣1♦✈❡♠❡♥&) ✐♥ ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥)&1❛&❡ &❤❡ ❡✛❡❝&✐✈❡♥❡)) ♦❢ ❈♦✲▲❉❆✳ ■♥ ♦1❞❡1 &♦

❞❡❛❧ ✇✐&❤ ♦✉&✲♦❢✲❝❧❛)) )❛♠♣❧❡) ❡①✐)&❡❞ ✐♥ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛&❛)❡&✱ ✇❡ ❛❧)♦ ♣1♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❡①✲

&❡♥)✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❈♦✲▲❉❆ ❛❧❣♦1✐&❤♠ ❜② ✐♥❝♦1♣♦1❛&✐♥❣ ❛ ❙♣❛1)❡ ❘❡♣1❡)❡♥&❛&✐♦♥ ❈❧❛))✐✜❡1

✭❙❘❈✮✳

✷✳ ▼❱❉❘ ❜② 2✉❜2♣❛❝❡ ❝❧✉2,❡)✐♥❣ ❛❣)❡❡♠❡♥,

❚❤✐) ❢1❛♠❡✇♦1❦ ✐) ❞❡)✐❣♥❡❞ ❢♦1 ❝❧✉)&❡1✐♥❣ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧✱ ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❞❛&❛✱ ❡✳❣✳

❢❛❝✐❛❧✲✈♦❝❛❧ ❜✐♦♠❡&1✐❝ ❞❛&❛ ✐♥ ✈✐❞❡♦)✳ ❚❤❡ ❢1❛♠❡✇♦1❦ ❝♦♠❜✐♥❡) &❤❡ )✐♠♣❧✐❝✐&② ♦❢ ❦✲

♠❡❛♥) ❝❧✉)&❡1✐♥❣ ❛♥❞ ▲❉❆ ✇✐&❤✐♥ ❛ ❝♦✲&1❛✐♥✐♥❣ )❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐&) ❧❛❜❡❧) ❧❡❛1♥❡❞

❛✉&♦♠❛&✐❝❛❧❧② ✐♥ ♦♥❡ ✈✐❡✇ &♦ ❧❡❛1♥ ❞✐)❝1✐♠✐♥❛&✐✈❡ )✉❜)♣❛❝❡) ✐♥ ❛♥♦&❤❡1✱ ❛♥❞ &❤✐) ♥❡✇

❛❧❣♦1✐&❤♠ ✐) 1❡❢❡11❡❞ &♦ ❛) ❈♦❑♠▲❉❆✳ ❲❡ ❛❧)♦ ♣1❡)❡♥& ❛ &❤❡♦1❡&✐❝❛❧ &1❡❛&♠❡♥& ✇❤✐❝❤

)❤♦✇) ❤♦✇ ▲❉❆ ♣1♦❥❡❝&✐♦♥) ❧❡❛1♥❡❞ ❢1♦♠ )❛♠♣❧❡) ✇✐&❤ 1❛♥❞♦♠ ❧❛❜❡❧ ♥♦✐)❡ ❛1❡ ❡"✉✐✈✲

❛❧❡♥& &♦ &❤♦)❡ ❧❡❛1♥❡❞ ✇✐&❤ ❡♥&✐1❡❧② ❝❧❡❛♥ ❧❛❜❡❧)✳ ■♥ ❡))❡♥❝❡✱ ❈♦❑♠▲❉❆ ❛❧❣♦1✐&❤♠

❧❡❛1♥) ❛ )✉❜)♣❛❝❡ ❢♦1 ❡❛❝❤ ✈✐❡✇ )✉❝❤ &❤❛& &❤❡ ❝❧✉)&❡1✐♥❣ )&1✉❝&✉1❡ ✐) ✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣1❡❡✲

♠❡♥& ❛❝1♦)) ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✳ ❲❡ ❛❧)♦ ♣1♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①&❡♥)✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &✇♦✲✈✐❡✇ ❈♦❑♠▲❉❆ &♦

♠♦1❡ &❤❛♥ &✇♦ ✈✐❡✇)✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝&✐✈❡♥❡)) ♦❢ &❤❡ ♣1♦♣♦)❡❞ ❛❧❣♦1✐&❤♠ ✐) ❞❡♠♦♥)&1❛&❡❞

❡♠♣✐1✐❝❛❧❧② ✇✐&❤ ❛♥ ❛✉❞✐♦✲✈✐)✉❛❧ )♣❡❛❦❡1 ❝❧✉)&❡1✐♥❣ ❡①♣❡1✐♠❡♥&✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥& ✐♠♣1♦✈❡✲

♠❡♥&) ♦✈❡1 ❛❧&❡1♥❛&✐✈❡ ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉)&❡1✐♥❣ ❛♣♣1♦❛❝❤❡) ❛1❡ 1❡♣♦1&❡❞✳ ❚❤❡ ❈♦❑♠▲❉❆

❛❧❣♦1✐&❤♠ ✐) ❛❧)♦ &❡)&❡❞ ♦♥ ♦&❤❡1 ♠✉❧&✐✲✈✐❡✇ ❝❧✉)&❡1✐♥❣ ♣1♦❜❧❡♠) )✉❝❤ ❛) &❡①& ❝❧✉)&❡1✐♥❣
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3❡♣♦3$❡❞ ❬❑✉♠❛3 ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
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❝(✐♠✐♥❛♥* ❛♥❛❧②1✐1 ✭▲❉❆✮✳ ▲❉❆ ✐1 ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ♠♦1* ♣♦♣✉❧❛( ❧✐♥❡❛( ♣(♦❥❡❝*✐♦♥ *❡❝❤♥✐C✉❡1 ❢♦(

❢❡❛*✉(❡ ❡①*(❛❝*✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐* ✐1 ❛ ♣♦✇❡(❢✉❧ *♦♦❧ ❢♦( ❢❛❝❡ (❡❝♦❣♥✐*✐♦♥ ✇❤❡♥ 1✉✣❝✐❡♥* ❛♥❞ (❡♣(❡✲

1❡♥*❛*✐✈❡ *(❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡1 ❛(❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬❇❡❧❤✉♠❡✉( ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✳ ❖✈❡(✲✜**✐♥❣ ❝❛♥ ♦❝❝✉(✱

❤♦✇❡✈❡(✱ ✇❤❡♥ *❤❡ *(❛✐♥✐♥❣ ❞❛*❛ ✐1 ❧✐♠✐*❡❞ ❛♥❞ ✐♥ *❤✐1 ❝❛1❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞(❛1*✐❝❛❧❧②

(❡❞✉❝❡❞ ❬▼❛(*✐♥❡③ ❛♥❞ ❑❛❦✱ ✷✵✵✶❪✳ ❚♦ *❤✐1 ❡♥❞✱ ❈❛✐ ❡* ❛❧✳ ❬❈❛✐ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣(♦♣♦1❡❞ ❛

1❡♠✐✲1✉♣❡(✈✐1❡❞ ▲❉❆ ✭❙❉❆✮ ❛♣♣(♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠1 *♦ ❞✐1❝♦✈❡( *❤❡ ❣❡♦♠❡*(✐❝❛❧ 1*(✉❝*✉(❡ ♦❢

*❤❡ ❞❛*❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❢(♦♠ *❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛*❛ ❜✉* *❤✐1 ✇♦(❦ ❞✐❞ ♥♦* ❝♦♥1✐❞❡( 1❡❧❢✲*(❛✐♥✐♥❣✳

■♥ *❤✐1 ❛♣♣❡♥❞✐① ❝❤❛♣*❡(✱ ✇❡ ♣(♦♣♦1❡ ❛ ♥❡✇ 1❡♠✐✲1✉♣❡(✈✐1❡❞ ❢❛❝❡ (❡❝♦❣♥✐*✐♦♥ ❛♣♣(♦❛❝❤

❜❛1❡❞ ♦♥ ▲❉❆ ❛♥❞ 1❡❧❢✲*(❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥*(❛1* *♦ *❤❡ ✇♦(❦ ✐♥ ❬❈❛✐ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ *❤❡ ♣(✐♥❝✐♣❛❧

♦❜❥❡❝*✐✈❡ ✐1 *♦ ✉1❡ ❛✉*♦♠❛*✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞✱ ❛✉①✐❧✐❛(② ❞❛*❛ *♦ ✐♠♣(♦✈❡ *❤❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ♦❢

❛ ❝❧❛11✐✜❡( *❤❛* ✐1 ✇❡❛❦❧② *(❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ 1♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥* ♦❢ ♠❛♥✉❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛*❛✳ ❚♦ ♦✉(

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐* ✐1 *❤❡ ✜(1* ✇♦(❦ *♦ ❝♦✉♣❧❡ 1❡♠✐✲1✉♣❡(✈✐1❡❞ 1❡❧❢✲*(❛✐♥✐♥❣ ✇✐*❤ ❛♥ ▲❉❆✲❜❛1❡❞

❛♣♣(♦❛❝❤ *♦ ❢❛❝❡ (❡❝♦❣♥✐*✐♦♥✳

❚❤❡ (❡♠❛✐♥❞❡( ♦❢ *❤✐1 ❛♣♣❡♥❞✐① ❝❤❛♣*❡( ✐1 ♦(❣❛♥✐③❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ▲❉❆ 1❡❧❢✲

*(❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦(✐*❤♠ ✐♥ ❞❡1❝(✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ❆✳✷✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥*1 ❛♥❞ (❡1✉❧*1 ❛(❡ ❞❡*❛✐❧❡❞ ✐♥



❆✳✷ ▲❉❆ ❙❡❧❢✲*+❛✐♥✐♥❣ ❆❧❣♦+✐*❤♠ ✶✷✶

❙❡❝%✐♦♥ ❆✳✹ ❜❡❢♦.❡ ♦✉. ❝♦♥❝❧✉1✐♦♥1 ❛.❡ ♣.❡1❡♥%❡❞ ✐♥ ❙❡❝%✐♦♥ ❆✳✺✳

❆✳✷ ▲❉❆ ❙❡❧❢✲*+❛✐♥✐♥❣ ❆❧❣♦+✐*❤♠

❍❡"❡ ✇❡ ❞❡%❝"✐❜❡ ♦✉" ❜❛%❡❧✐♥❡ ▲❉❆✲❜❛%❡❞ ❆❋❘ %②%5❡♠ ❛♥❞ 5❤❡♥ ❛ %❡♠✐✲%✉♣❡"✈✐%❡❞ ✈❛"✐❛♥5

❜❛%❡❞ ♦♥ %❡❧❢✲5"❛✐♥✐♥❣✳

❆✳✷✳✶ ❇❛&❡❧✐♥❡ &②&,❡♠

▲✐♥❡❛" %✉❜%♣❛❝❡ ❛♥❛❧②%✐% ❤❛% ❜❡❡♥ ✉%❡❞ ❢♦" ❆❋❘ ♦✈❡" ♠❛♥② ②❡❛"% ❛♥❞ ✐% ♥♦✇ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥

%✐♠♣❧❡✱ ❡✣❝✐❡♥5 ❛♥❞ ♣"♦✈❡♥ ❛♣♣"♦❛❝❤✳ ▲❉❆ ✐% ❛ %✉♣❡"✈✐%❡❞ ❛❧❣♦"✐5❤♠ ✇❤✐❝❤✱ ❛❝❝♦"❞✐♥❣ 5♦ ❛♥

♦♣5✐♠✐%❡❞ ♣"♦❥❡❝5✐♦♥ Wopt✱ ♣"♦❥❡❝5% ❞❛5❛ ✈❡❝5♦"% xi ✐♥ ❛ ♥❡✇ %♣❛❝❡ ✇❤❡"❡ 5❤❡ "❛5✐♦ ❜❡5✇❡❡♥

5❤❡ ✐♥5❡"✲❝❧❛%% ✭♦" ❜❡5✇❡❡♥✱ SB✮ ❛♥❞ ✐♥5"❛✲❝❧❛%% ✭♦" ✇✐5❤✐♥✱ SW ✮ %❝❛55❡" ✐% ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ SW

❛♥❞ SB ❛"❡ ❞❡5❡"♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦"❞✐♥❣ 5♦✿

SW =

c
∑

j=1

lj
∑

i=1

(xji − µj)(x
j
i − µj)

T , ✭❆✳✶✮

SB =
c

∑

j=1

lj(µj − µ)(µj − µ)T , ✭❆✳✷✮

✇❤❡"❡ xji ✐% 5❤❡ i✲5❤ %❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝❧❛%% j✱ µj ✐% 5❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❝❧❛%% j✱ c ✐% 5❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝❧❛%%❡%✱

❛♥❞ lj ✐% 5❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ %❛♠♣❧❡% ✐♥ ❝❧❛%% j✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛♥✱ %✉❜%✉♠✐♥❣ ❛❧❧ ❝❧❛%%❡%✱ ✐%

❞❡♥♦5❡❞ ❜② µ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ 5❤❡ 5♦5❛❧ %❝❛55❡" ❛❝❝♦"❞✐♥❣ 5♦✿

ST =
l

∑

i=1

(xji − µ)(xji − µ)T , ✭❆✳✸✮

✇❤❡"❡ l ✐% 5❤❡ 5♦5❛❧ ♥✉♠❜❡" ♦❢ %❛♠♣❧❡% %✉❝❤ 5❤❛5 ST = SB+SW ✳ Wopt ✐% ♦❜5❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦"❞✐♥❣

5♦ 5❤❡ ♦❜❥❡❝5✐✈❡ ❢✉♥❝5✐♦♥✿

Wopt = argmax
W

WTSBW

WTSTW
= [w1, . . . , wm], ✭❆✳✹✮

✇❤❡"❡ {wi|i = 1, . . . ,m} ❛"❡ 5❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝5♦"% ♦❢ SB ❛♥❞ ST ✇❤✐❝❤ ❝♦""❡%♣♦♥❞ 5♦ 5❤❡ m

❧❛"❣❡%5 ❣❡♥❡"❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡% ❛❝❝♦"❞✐♥❣ 5♦✿

SBwi = λiSTWi, i = 1, . . . ,m. ✭❆✳✺✮

◆♦5❡ 5❤❛5 5❤❡"❡ ❛"❡ ❛5 ♠♦%5 c− 1 ♥♦♥③❡"♦ ❣❡♥❡"❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡%✱ %♦ m ✐% ✉♣♣❡"✲❜♦✉♥❞❡❞

❜② c−1✳ ❙✐♥❝❡ SW ✐% ♦❢5❡♥ %✐♥❣✉❧❛" ✐5 ✐% ❝♦♠♠♦♥ 5♦ ✜"%5 ❛♣♣❧② ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ❛♥❛❧②%✐%



✶✷✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✕ ❙❡♠✐✲+✉♣❡-✈✐+❡❞ ❋❛❝❡ ❘❡❝♦❣♥✐5✐♦♥ ✇✐5❤ ▲❉❆ ❙❡❧❢✲5-❛✐♥✐♥❣

✭#❈❆✮ '♦ )❡❞✉❝❡ '❤❡ '✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✈❡❝'♦) '♦ ❛ ❣❄❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ✈❡❝'♦)✱ wheret > g >

c− 1✱ ❜❡❢♦)❡ ▲❉❆ ✐3 ✉3❡❞ '♦ ♦❜'❛✐♥ ✭c?1✮✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ✈❡❝'♦)3✳

❚❤✐3 ✐3 '❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❋✐3❤❡)❢❛❝❡ ❛❧❣♦)✐'❤♠ ❬❇❡❧❤✉♠❡✉) ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡)❛❧❧②

♦✉'♣❡)❢♦)♠3 '❤❡ ❊✐❣❡♥❢❛❝❡ ❛♣♣)♦❛❝❤ ❬❚✉)❦ ❛♥❞ #❡♥'❧❛♥❞✱ ✶✾✾✶❪ ✇❤❡♥ 3✉✣❝✐❡♥' L✉❛♥'✐'✐❡3

♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛'❛ ❛)❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❤❡♥ '❤❡ L✉❛♥'✐'② ♦❢ ❞❛'❛ ✐3 ❧♦✇ Sw ✐♥ ♣❛)'✐❝✉❧❛) ❝❛♥ ❜❡

♥♦✐3② ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞3 '♦ ✉♥)❡❧✐❛❜❧❡ ♣)♦❥❡❝'✐♦♥3 ❛♥❞ ♣♦♦) ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ❬❈❛✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

❆✳✸ ▲❉❆ %❡❧❢✲*+❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦+✐*❤♠

❆ ♣♦33✐❜❧❡ 3♦❧✉'✐♦♥ '♦ ❞❡❛❧ ✇✐'❤ ✐♥3✉✣❝✐❡♥' ')❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡3 ✐♥✈♦❧✈❡3 3❡♠✐✲3✉♣❡)✈✐3❡❞

❧❡❛)♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛)♥3 ❢)♦♠ ❜♦'❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡3✳ ❚❤❡ 3❡♠✐✲3✉♣❡)✈✐3❡❞

#❈❆✲❜❛3❡❞ 3❡❧❢✲')❛✐♥✐♥❣ ❆❋❘ ❛❧❣♦)✐'❤♠ ♣)♦♣♦3❡❞ ✐♥ ❬❘♦❧✐ ❛♥❞ ▼❛)❝✐❛❧✐3✱ ✷✵✵✻❪ ✐3 ❛♣♣❧✐❡❞ '♦

✐♠♣)♦✈❡ ❝❧❛33✐✜❡)3 '❤❛' ❛)❡ ✇❡❛❦❧② ')❛✐♥❡❞ ✉3✐♥❣ ❛ 3♠❛❧❧ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛'❛3❡' Dl✳ ❚❤✐3 ❝❧❛33✐✜❡)

✐3 '❤❡♥ ✉3❡❞ '♦ ❛✉'♦♠❛'✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛)② ❞❛'❛3❡' Du✳ ❆ ❢)❛❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❞❛'❛ ✇✐'❤

✇❤✐❝❤ '❤❡ 3②3'❡♠ ✐3 ♠♦3' ❝♦♥✜❞❡♥' ✐3 '❤❡♥ )❡❛33✐❣♥❡❞ '♦ Dl ❛♥❞ '❤❡ ❝❧❛33✐✜❡) ✐3 )❡✲')❛✐♥❡❞

✉3✐♥❣ '❤❡ ❛✉❣♠❡♥'❡❞ ❞❛'❛3❡'✳ ❲❤❡♥ )❡♣❡❛'❡❞ ✐'❡)❛'✐✈❡❧② '❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛'❛3❡' ✐3 3'❡❛❞✐❧②

❡♥❧❛)❣❡❞ ❛♥❞ '❤✉3 '❤❡ )❡❝♦❣♥✐3❡) ✐3 ♣♦'❡♥'✐❛❧❧② ♠♦)❡ )♦❜✉3'✳

❍♦✇❡✈❡)✱ #❈❆ ✐3 ❛♥ ✉♥3✉♣❡)✈✐3❡❞ ❛♣♣)♦❛❝❤ '♦ ❞✐♠❡♥3✐♦♥ )❡❞✉❝'✐♦♥✳ ❙❡❧❢✲')❛✐♥✐♥❣ ❛♣✲

♣)♦❛❝❤❡3 ❝❛♥ '❤✉3 ♦♥❧② ❤❡❧♣ '♦ ✉♣❞❛'❡ '❤❡ '❡♠♣❧❛'❡3 ❢♦) ❡❛❝❤ 3✉❜❥❡❝' )❛'❤❡) '❤❛♥ '♦ ✐♠♣)♦✈❡

'❤❡ #❈❆ ♣)♦❥❡❝'✐♦♥ ✐'3❡❧❢✳ ❲✐'❤ ▲❉❆✱ ✐♥ ❝♦♥')❛3'✱ ❛✉'♦♠❛'✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛'❛ ♥♦' ♦♥❧②

3❡)✈❡ '♦ ✉♣❞❛'❡ '❡♠♣❧❛'❡3✱ ❜✉' ❛❧3♦ '♦ ✐♥❝)❡❛3❡ '❤❡ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ❞❛'❛ ❢♦) ❧❡❛)♥✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

'♦ ✐♠♣)♦✈❡ '❤❡ ♣)♦❥❡❝'✐♦♥✳ ■♥ '❤✐3 ❛♣♣❡♥❞✐① ❝❤❛♣'❡)✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥3')❛'❡ ❤♦✇ ❛ 3'❛♥❞❛)❞ ▲❉❆✲

❜❛3❡❞ ❆❋❘ 3②3'❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ '❤)♦✉❣❤ '❤❡ ♣♦✇❡) ♦❢ 3❡❧❢✲❧❡❛)♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❛❧❣♦)✐'❤♠ ✐3 3✉♠♠❛)✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦)✐'❤♠ ✻✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉' '♦ '❤❡ 3②3'❡♠ ✐3 ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞

❞❛'❛3❡' Dl ❛♥❞ ❛ ❧❛)❣❡) ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛✉①✐❧✐❛)② ❞❛'❛3❡' Du✳ ❋✐)3' ❛ 3✉♣❡)✈✐3❡❞ ❋✐3❤❡)❢❛❝❡

❛❧❣♦)✐'❤♠ ✐3 ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ )❡❞✉❝❡ '❤❡ t❄❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✈❡❝'♦)3 '♦ ❛ g✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ✈❡❝'♦)

'❤)♦✉❣❤ #❈❆ ❛♥❞ '❤❡♥ '♦ ❛ ✭c− 1✮✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ✈❡❝'♦) '❤)♦✉❣❤ ▲❉❆✳ ❆ '❡♠♣❧❛'❡ ✐3 ❝❛❧❝✉✲

❧❛'❡❞ ❢♦) ❡❛❝❤ ❝❧❛33 ❜② ❝❛❧❝✉❧❛'✐♥❣ '❤❡ ♣)♦❥❡❝'❡❞ ♠❡❛♥✳ ❚❤❡ 3❡' ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ 3❛♠♣❧❡3 Du ✐3

'❤❡♥ ❛✉'♦♠❛'✐❝❛❧❧② ❛33✐❣♥❡❞ '❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ✐'3 ♥❡❛)❡3' '❡♠♣❧❛'❡✱ ✉3✐♥❣ '❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐3'❛♥❝❡✳

❚❤❡♥✱ ❢♦) ❡❛❝❤ ❝❧❛33✱ '❤❡ 3✐♥❣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐3 ♥❡❛)❡3' '♦ '❤❡ ❝♦))❡3♣♦♥❞✐♥❣ '❡♠♣❧❛'❡

✐3 )❡♠♦✈❡❞ ❢)♦♠ Du ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ '♦ '❤❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 3❡' Dl✳ ■❢✱ ❢♦) ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝❧❛33✱ '❤❡)❡ ❛)❡ ♥♦

❝♦))❡3♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡3 ✐♥ Du '❤❡♥ '❤❡ ❝♦))❡3♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛❜❡❧❧❡❞ 3❡' ✐♥ Dl ✐3 ❧❡❢' ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❚❤❡ #❈❆ ❛♥❞ ▲❉❆ ♣)♦❥❡❝'✐♦♥3 ❛)❡ )❡❧❡❛)♥❡❞ ❛♥❞ '❤❡ '❡♠♣❧❛'❡3 ❛)❡ )❡❝❛❧❝✉❧❛'❡❞✳ ❚❤❡

♣)♦❝❡33 ✐3 )❡♣❡❛'❡❞ ✐'❡)❛'✐✈❡❧② ✉♥'✐❧ Du ✐3 ❡♠♣'②✳ ❆ ❧❡33 ❝♦♥3❡)✈❛'✐✈❡ 3')❛'❡❣② ❝❛♥ ❛❧3♦ ❜❡

✉3❡❞ ✇❤❡)❡❜②✱ ✉♣♦♥ ❡❛❝❤ ✐'❡)❛'✐♦♥✱ ♠♦)❡ '❤❛♥ ♦♥❡ ❛✉'♦♠❛'✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐3 ❛❞❞❡❞



❆✳✹ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❘❡/✉❧+/ ✶✷✸

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✻ ▲❉❆ ❙❡❧❢✲+,❛✐♥✐♥❣

■♥♣✉&✿

• Dl✱ ❛ 2❡+ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡2 ❢,♦♠ c ❝❧❛22❡2❀

• Du✱ ❛ 2❡+ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡2❀

• g✱ <❈❆ ✐♥+❡,✲♠❡❞✐❛ 2♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ✐♥ ❋✐2❤❡,❢❛❝❡ ❛❧❣♦,✐+❤♠❀

❖✉&♣✉&✿

• <,♦❥❡❝+✐♦♥ ♠❛+,✐❝❡2 Ppca✱ Plda ❛♥❞ c ✉♣❞❛+❡❞ +❡♠♣❧❛+❡2✳

■♥✐&✐❛❧✐③❡✿

• ❯2❡ <❈❆ +♦ ♣,♦❥❡❝+Dl ✐♥+♦ ❛ g✲❞✐♠❡♥2✐♦♥ ✐♥+❡,✲2♣❛❝❡ Ppca✱ +❤❡♥ ✉2❡ ▲❉❆ +♦ ❢✉,+❤❡,

♣,♦❥❡❝+ ✐♥+♦ c− 1 ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ❢❡❛+✉,❡ 2♣❛❝❡ Plda❀

• ❆ +❡♠♣❧❛+❡ ✐2 ❝,❡❛+❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛+✐♥❣ +❤❡ ♣,♦❥❡❝+❡❞ ♠❡❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛22❀

■&❡$❛&✐✈❡ ▲❉❆ 6❡❧❢✲&$❛✐♥✐♥❣✿

• <,♦❥❡❝+ +❤❡ Du ✐♥+♦ +❤❡ <❈❆ ✐♥+❡,✲2♣❛❝❡ +❤❡♥ ✐♥+♦ +❤❡ ▲❉❆ ❢❡❛+✉,❡ 2♣❛❝❡❀

• ▲❛❜❡❧ ❡❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ Du ❛❝❝♦,❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ♥❡❛,❡2+ +❡♠♣❧❛+❡❀

• ❋♦, ❡❛❝❤ ❝❧❛22✱ +❤❡ n ❡①❛♠♣❧❡2 ❝❧♦2❡2+ +♦ +❤❡ +❡♠♣❧❛+❡ ❛,❡ ,❡♠♦✈❡❞ ❢,♦♠ Du ❛♥❞

❛❞❞❡❞ +♦ Dl❀

• ❯♣❞❛+❡ Ppca ❛♥❞ Plda ♣,♦❥❡❝+✐♦♥2 ✇✐+❤ ♥❡✇ Dl✱ ❛♥❞ ❛❧2♦ +❡♠♣❧❛+❡2❀

• ■+❡,❛+❡ ✉♥+✐❧ Du ✐2 ❡♠♣+②❀

+♦ +❤❡ +,❛✐♥✐♥❣ ❞❛+❛ ❢♦, ❡❛❝❤ ❝❧❛22✳ ❚❤✐2 ,❡2✉❧+2 ✐♥ ❛ ❢❛2+❡, ❛❧❣♦,✐+❤♠ ❜✉+ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡2

♥♦+ ❝❛♣✐+❛❧✐2❡ ♦♥ ❛❧❧ +❤❡ ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧ +,❛✐♥✐♥❣ ❞❛+❛ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ 2❛♠♣❧❡ ✐2 2❡❧❡❝+❡❞✳

■♠♣,♦✈❡❞ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② +❤✉2 ❝♦♠❡2 ❛+ +❤❡ ❝♦2+ ♦❢ ,❡❞✉❝❡❞ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡

❛❧❣♦,✐+❤♠ ❝❛♥ ✇♦,❦ ❜♦+❤ ✐♥ ❛ +,❛♥2❞✉❝+✐✈❡ ♦, 2❡♠✐✲2✉♣❡,✈✐2❡❞ ❝♦♥✜❣✉,❛+✐♦♥✳ ❆ +,❛♥2❞✉❝+✐✈❡

❝♦♥✜❣✉,❛+✐♦♥ ,❡❢❡,2 +♦ +❤❡ 2✐+✉❛+✐♦♥ ✇❤❡,❡ ❜♦+❤ +❤❡ +,❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ +❡2+✐♥❣ 2❡+ ❛,❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ +❤❡ ❧❡❛,♥✐♥❣ ♣,♦❝❡22✱ ✇❤✐❝❤ ,❡✢❡❝+2 ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ 2✐♠✐❧❛, +♦ +❤❡ ❛✉+♦♠❛+✐❝ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ♦❢

♣❤♦+♦2 ✐♥ ❛ ❞✐❣✐+❛❧ ❛❧❜✉♠❀ ❆ 2❡♠✐✲2✉♣❡,✈✐2❡❞ ❝♦♥✜❣✉,❛+✐♦♥ ,❡❢❡,2 +♦ +❤❡ 2✐+✉❛+✐♦♥ ✇❤❡,❡

+❤❡ +❡2+✐♥❣ 2❡+ ✐2 ♥♦+ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉,✐♥❣ +❤❡ ❧❡❛,♥✐♥❣ ♣,♦❝❡22✱ ❛♥❞ ,❡✢❡❝+2 ❛ ✈✐❞❡♦ 2❡❝✉,✐+②

❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥✱ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♥♦+❡ +❤❛+✱ +♦ ❛✈♦✐❞ SB ❛♥❞ ST ❜❡✐♥❣ ✐❞❡♥+✐❝❛❧✱ +❤❡ ▲❉❆ ❛❧❣♦,✐+❤♠ ♥❡❡❞2 ❛+

❧❡❛2+ ✷ ✐♥✐+✐❛❧ +,❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡2 ♣❡, ❝❧❛22✳ ❲❤❡♥ ♦♥❧② ❛ 2✐♥❣❧❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐2 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

+❤✐2 ,❡2+,✐❝+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛2✐❧② ♦✈❡,❝♦♠❡ ❜② ❛❝M✉✐,✐♥❣ ❛ 2❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ +❤,♦✉❣❤ ❊✐❣❡♥❢❛❝❡

,❡❝♦❣♥✐+✐♦♥✱ 2♦ +❤❛+ ▲❉❆ ♠❛② +❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ +❤❡ ♥♦,♠❛❧ ✇❛②✳

❆✳✹ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❘❡/✉❧+/

■♥ +❤✐2 2❡❝+✐♦♥ ✇❡ ,❡♣♦,+ ❡①♣❡,✐♠❡♥+2 +❤❛+ ❛✐♠ +♦ ❛22❡22 +❤❡ ▲❉❆ 2❡❧❢✲+,❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦,✐+❤♠

❛♥❞ +♦ ❝♦♠♣❛,❡ ✐+2 ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ +♦ +❤❛+ ♦❢ ♦+❤❡, 2❡♠✐✲2✉♣❡,✈✐2❡❞ ❧❡❛,♥✐♥❣ ♠❡+❤♦❞2✳ ❖✉,

❡①♣❡,✐♠❡♥+2 ✇❡,❡ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ♦♥ +❤,❡❡ 2+❛♥❞❛,❞✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ❞❛+❛2❡+2✿ +❤❡ ❖❧✐✈❡++✐ ❘❡2❡❛,❝❤



✶✷✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✕ ❙❡♠✐✲+✉♣❡-✈✐+❡❞ ❋❛❝❡ ❘❡❝♦❣♥✐5✐♦♥ ✇✐5❤ ▲❉❆ ❙❡❧❢✲5-❛✐♥✐♥❣

❋✐❣✉'❡ ❆✳✶✿ ❘❡❝♦❣♥✐0✐♦♥ '❛0❡ ❛2 ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ 2❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣ ✐0❡'❛0✐♦♥2✳

▲❛❜ ✭❖❘▲✮ ❞❛0❛❜❛2❡

✶

✱ 0❤❡ ❆❘ ❞❛0❛❜❛2❡ ❬▼❛'0✐♥❡③✱ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ 0❤❡ ❈▼❯ G■❊ ❞❛0❛❜❛2❡ ❬❙✐♠

❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳

❊①♣❡'✐♠❡♥02 ✇✐0❤ 0❤❡ ❖❘▲ ❞❛0❛❜❛2❡ ✇❡'❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✇✐0❤ ❛ 0'❛♥2❞✉❝0✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉'❛0✐♦♥

✇❤✐❧❡ 0❤♦2❡ ✇✐0❤ 0❤❡ ❆❘ ❞❛0❛❜❛2❡ ✇❡'❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✐♥ ❛ 2❡♠✐✲2✉♣❡'✈✐2❡❞ ❝♦♥✜❣✉'❛0✐♦♥✳ ❚❤❡

❛✐♠ ✐2 0♦ 2❤♦✇ 0❤❛0 ♦✉' ♠❡0❤♦❞ ✐2 ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐♥ ❜♦0❤ ❝❛2❡2✳ ❊①♣❡'✐♠❡♥02 ❝♦♥❞✉❝0❡❞ ✇✐0❤

0❤❡ ❈▼❯ G■❊ ❞❛0❛❜❛2❡ '❡❧❛0❡ 0♦ 2✐♥❣❧❡ 0'❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡2✳ ❍❡'❡ ✇❡ ❛✐♠ 0♦ 2❤♦✇ 0❤❡ ❜❡♥❡✜0

♦❢ ♦✉' ❛❧❣♦'✐0❤♠ ♦✈❡' 0❤❛0 '❡♣♦'0❡❞ ✐♥ ❬❈❛✐ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✇❤✐❝❤ ✇❛2 ❛22❡22❡❞ ♦♥ 0❤❡ 2❛♠❡

❞❛0❛❜❛2❡✳

❚❤❡ G❈❆ ✐♥0❡'✲2♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ g ✇❛2 2❡❡♥ 0♦ ❤❛✈❡ ❛ 20'♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡

❜✉0 ❜❡❤❛✈✐♦✉' ✇❛2 ♦❜2❡'✈❡❞ 0♦ ❜❡ ❝♦♥2✐20❡♥0 ❛❝'♦22 0❤❡ 0❤'❡❡ ❞✐✛❡'❡♥0 ❞❛0❛2❡02✳ ❋♦' ❛❧❧

❡①♣❡'✐♠❡♥02 '❡♣♦'0❡❞ ❤❡'❡ g ✇❛2 2❡0 ❡V✉❛❧ 0♦ ✶✳✺ 0✐♠❡2 0❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝❧❛22❡2 ✭♣❡'2♦♥2✮✳

❆✳✹✳✶ ❚%❛♥❞✉❝+✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉%❛+✐♦♥

❚❤❡ ❖❘▲ ❞❛0❛❜❛2❡ ❝♦♥0❛✐♥2 ✐♠❛❣❡2 ❢'♦♠ ✹✵ 2✉❜❥❡❝02 ✇✐0❤ ✶✵ ✐♠❛❣❡2 ♣❡' 2✉❜❥❡❝0✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

♣♦2❡ ❛♥❞ ❡①♣'❡22✐♦♥ ✈❛'✐❛0✐♦♥2✳ ❖'✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡2 ❝♦♥0❛✐♥ 92× 112 ♣✐①❡❧2 ❜✉0✱ ❢♦' ❝♦♠♣✉0❛✲

0✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡2 ✇❡'❡ ❞♦✇♥ 2❛♠♣❧❡❞ 0♦ 23 × 28 ♣✐①❡❧2✳ ❘❡2✉❧02 '❡♣♦'0❡❞ ❜❡❧♦✇

✐♥❞✐❝❛0❡ 0❤❛0 ♦✉' ❛❧❣♦'✐0❤♠ ✇♦'❦2 ✇❡❧❧ ✇✐0❤ 2✉❝❤ ❧♦✇✲'❡2♦❧✉0✐♦♥ ✐♠❛❣❡2✳

❋♦' ❛♥② 2✐♥❣❧❡ 0'✐❛❧✱ ❛ 0❡♠♣❧❛0❡ ✐2 ❞❡'✐✈❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ 2✉❜❥❡❝0 ✉2✐♥❣ ❜❡0✇❡❡♥ i ❂ ✶ 0♦ ✺

❧❛❜❡❧❧❡❞ 0'❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡2 ✇❤✐❝❤ ❛'❡ '❛♥❞♦♠❧② 2❡❧❡❝0❡❞ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ ❣'♦✉♥❞✲0'✉0❤ '❡❢✲

❡'❡♥❝❡✳ ❚❤❡ '❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡2 ❛'❡ ✉2❡❞ ❡✐0❤❡' ❛2 ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡2 ❢♦' 2❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣ ♦'

❛2 0❡20 ❞❛0❛✳ ❋✐❣✉'❡ ❆✳✶ 2❤♦✇2 0❤❡ ❛✈❡'❛❣❡ '❡❝♦❣♥✐0✐♦♥ '❛0❡ ♦❜2❡'✈❡❞ ❢'♦♠ ✷✵ 0'✐❛❧2✳ ❚❤❡

✶

❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳❝❧✳❝❛♠✳❛❝✳✉❦✴-❡/❡❛-❝❤✴❞!❣✴❛!!❛-❝❤✐✈❡✴❢❛❝❡❞❛!❛❜❛/❡✳❤!♠❧



❆✳✹ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❘❡/✉❧+/ ✶✷✺

❋✐❣✉'❡ ❆✳✷✿ ❘❡❝♦❣♥✐0✐♦♥ '❛0❡ ❝♦♠♣❛'✐4♦♥ ♦❢ ❖❘▲ ❞❛0❛❜❛4❡✳

❤♦'✐③♦♥0❛❧ ❛①✐4 '❡♣'❡4❡♥04 0❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ 4❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣ ✐0❡'❛0✐♦♥4✱ ✇❤✐❧❡ 0❤❡ ✈❡'0✐❝❛❧ ❛①✐4 ✐4

0❤❡ '❡❝♦❣♥✐0✐♦♥ '❛0❡✳ B'♦✜❧❡4 ❛'❡ ✐❧❧✉40'❛0❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ i ❛♥❞ ❝♦♥✜'♠ 0❤❛0 '❡❝♦❣♥✐0✐♦♥

❛❝❝✉'❛❝② ✐♥❝'❡❛4❡4 ✇❤❡♥ ❛ ❣'❡❛0❡' ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✐♠❛❣❡4 ✐4 ✉4❡❞ ❢♦' 0'❛✐♥✐♥❣ ✭55% ❢♦' ✐❂✶ ❛♥❞

96% ❢♦' ✐❂✺✱ ✇✐0❤♦✉0 4❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣✮✳ ❆❧❧ ♣'♦✜❧❡4 ❛'❡ ❢✉'0❤❡' 4❤♦✇♥ 0♦ '✐4❡ ❛4 ♠♦'❡ 0'❛✐♥✐♥❣

✐♠❛❣❡4 ❛'❡ ❛❝H✉✐'❡❞ 0❤'♦✉❣❤ 4❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣ ✭✺✺✪ ✇✐0❤♦✉0 4❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣ ❝❢✳ 82% ✇✐0❤ ✾ ✐0❡'❛✲

0✐♦♥4✱ ❢♦' i = 1✮✳ ◆♦0❡ 0❤❛0 0❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡' ♦❢ 4❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣ ✐0❡'❛0✐♦♥4 ❞❡❝'❡❛4❡4 ✇✐0❤

✐♥❝'❡❛4✐♥❣ ✐ 4✐♥❝❡ 0❤❡'❡ ❛'❡ 0❤❡♥ ❢❡✇❡' ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡4 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❋✐❣✉'❡ ❆✳✷ ✐❧❧✉40'❛0❡4 ❝♦♠♣❛'❛0✐✈❡ '❡4✉❧04 ❢♦' ❛❧0❡'♥❛0✐✈❡ 4❡♠✐✲4✉♣❡'✈✐4❡❞ ❆❋❘ ❛❧❣♦✲

'✐0❤♠4✱ ♥❛♠❡❧② B❈❆✲4❡❧❢ 0'❛✐♥✐♥❣ ❬❘♦❧✐ ❛♥❞ ▼❛'❝✐❛❧✐4✱ ✷✵✵✻❪✱ 4❡♠✐✲4✉♣❡'✈✐4❡❞ ❞✐4❝'✐♠✐♥❛♥0

❛♥❛❧②4✐4 ✭❙❉❆✮ ❬❈❛✐ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✐♥ ❛❞❞✐0✐♦♥ 0♦ ♣'♦✜❧❡4 ❢♦' 4✉♣❡'✈✐4❡❞ ❊✐❣❡♥❢❛❝❡ ❬❚✉'❦ ❛♥❞

B❡♥0❧❛♥❞✱ ✶✾✾✶❪ ❛♥❞ ❋✐4❤❡'❢❛❝❡ ❬✺❪ ❛❧❣♦'✐0❤♠4✳ ❆❧❧ 4②40❡♠4 ❛'❡ ♦✉' ♦✇♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥4

❡①❝❡♣0 ❢♦' 0❤❡ ❙❉❆ ❛❧❣♦'✐0❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡4 ❢'♦♠ 0❤❡ 4♦✉'❝❡ ❝♦❞❡ ♣'♦✈✐❞❡❞ ❜② 0❤❡ ❛✉0❤♦'4

♦❢ ❬❈❛✐ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛4❡4 '❡4✉❧04 ❛'❡ ❛✈❡'❛❣❡❞ ♦✈❡' ✷✵ 0'✐❛❧4✳ ❘❡4✉❧04 4❤♦✇ 0❤❛0

▲❉❆ 4❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣ ♦✉0♣❡'❢♦'♠4 ❛❧❧ ♦0❤❡' ❛❧❣♦'✐0❤♠4 ❜② ❛ 4✐❣♥✐✜❝❛♥0 ♠❛'❣✐♥ ❛♥❞ 4❡'✈❡ 0♦

❞❡♠♦♥40'❛0❡ 0❤❡ ♠❡'✐0 ✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ❞✐4❝'✐♠✐♥❛♥0 ❝❧❛44✐✜❡' ✇✐0❤ 4❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣✳

❆✳✹✳✷ ❙❡♠✐✲)✉♣❡,✈✐)❡❞ ❝♦♥✜❣✉,❛5✐♦♥

❚❤❡ 4❡❝♦♥❞ 4❡0 ♦❢ ❡①♣❡'✐♠❡♥04 ❛✐♠ 0♦ ❡✈❛❧✉❛0❡ 0❤❡ 4❡❧❢✲0'❛✐♥✐♥❣ ▲❉❆ ❛❧❣♦'✐0❤♠ ✐♥ ❛ 4❡♠✐✲

4✉♣❡'✈✐4❡❞ ❝♦♥✜❣✉'❛0✐♦♥✱ ✇❤❡'❡ 0❡40 ❞❛0❛ ✐4 ♥♦0 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉'✐♥❣ 0❤❡ ❧❡❛'♥✐♥❣ ♣'♦❝❡44✳ ❍❡'❡

❡①♣❡'✐♠❡♥04 ✇❤❡'❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ♦♥ 0❤❡ ❆❘ ❞❛0❛❜❛4❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥0❛✐♥4 ♦✈❡' ✹✱✵✵✵ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡4



✶✷✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✕ ❙❡♠✐✲+✉♣❡-✈✐+❡❞ ❋❛❝❡ ❘❡❝♦❣♥✐5✐♦♥ ✇✐5❤ ▲❉❆ ❙❡❧❢✲5-❛✐♥✐♥❣

❋✐❣✉'❡ ❆✳✸✿ ❘❡❝♦❣♥✐1✐♦♥ '❛1❡ ❝♦♠♣❛'✐5♦♥ ♦❢ ❆❘ ❢❛❝❡ ❞❛1❛❜❛5❡✳

❢'♦♠ ✶✷✻ ♣❡♦♣❧❡✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡5 ❡①♣'❡55✐♦♥✱ ✐❧❧✉♠✐♥❛1✐♦♥ ❛♥❞ ♦❝❝❧✉5✐♦♥ ✈❛'✐❛1✐♦♥5✳ ❲❡ ✜'51

♣✉'❣❡❞ 1❤❡ ❞❛1❛5❡1 ♦❢ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ✐♠❛❣❡5 ❛♥❞ '❛♥❞♦♠❧② 5❡❧❡❝1❡❞ ✶✵✵ 5✉❜❥❡❝15 ✭✺✵ ♠❛❧❡✱ ✺✵

❢❡♠❛❧❡✮✳ ❚❤❡ '❡5✉❧1✐♥❣ 5✉❜5❡1 ❝♦♥1❛✐♥❡❞ ✶✹ ✐♠❛❣❡5 ♣❡' 5✉❜❥❡❝1✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡5 ✇❡'❡ ♠❛♥✉❛❧❧②

❝'♦♣♣❡❞ 1♦ ❢♦❝✉5 ♦♥ 1❤❡ ❢❛❝❡ ❛♥❞ '❡5✐③❡❞ 1♦ 32 × 32 ♣✐①❡❧5✳ ✸ ✐♠❛❣❡5 ♣❡' 5✉❜❥❡❝1 ✇❡'❡

'❛♥❞♦♠❧② 5❡❧❡❝1❡❞ ❛5 1❡51 ✐♠❛❣❡5✳ ❋♦' ❛♥② ♦♥❡ 1'✐❛❧ i ❂ ❧ 1♦ ✺ ✐♠❛❣❡5 ✇❡'❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛❝✲

❝♦'❞✐♥❣ 1♦ 1❤❡ ❣'♦✉♥❞✲1'✉1❤ '❡❢❡'❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉5❡❞ ❢♦' 1❡♠♣❧❛1❡ ❧❡❛'♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦1❤❡'5 ❛'❡ ✉5❡❞

❛5 ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡5 ❢♦' 5❡❧❢✲1'❛✐♥✐♥❣✳ ❘❡5✉❧15 ❢♦' 1❤❡ ✜✈❡ ❞✐✛❡'❡♥1 ❛❧❣♦'✐1❤♠5 ❛'❡ ✐❧❧✉5✲

1'❛1❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ❆✳✸ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ 5❤♦✇ 1❤❛1 1❤❡ 5❡❧❢✲1'❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦'✐1❤♠ ♦✉1♣❡'❢♦'♠5 1❤❡ ♦1❤❡'

❛❧❣♦'✐1❤♠5✳

❆✳✹✳✸ ❙✐♥❣❧❡ *+❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ *❡.*

❚❤❡ ❈▼❯ P■❊ ❢❛❝❡ ❞❛1❛❜❛5❡ ❝♦♥1❛✐♥5 ✻✽ 5✉❜❥❡❝15 ✇✐1❤ ✹✶✱✸✻✽ ❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡5 ❝❛♣1✉'❡❞ ✇✐1❤

✈❛'②✐♥❣ ♣♦5❡✱ ✐❧❧✉♠✐♥❛1✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣'❡55✐♦♥5✳ ❊❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥1❛✐♥5 32 × 32 ♣✐①❡❧5✳ ❋♦' ❛❧❧

❡①♣❡'✐♠❡♥15 '❡♣♦'1❡❞ ❤❡'❡ ✇❡ ✉5❡❞ ♦♥❧② ❢'♦♥1❛❧ ♣♦5❡ ✐♠❛❣❡5 ✇❤✐❝❤ ❝♦''❡5♣♦♥❞ 1♦ ✹✸ ♣❡'

5✉❜❥❡❝1 ❢'♦♠ ✇❤✐❝❤ ✸✵ ✇❡'❡ '❛♥❞♦♠❧② 5❡❧❡❝1❡❞ ❛5 1'❛✐♥✐♥❣ ❞❛1❛✳ ❋♦' ❛♥② 5✐♥❣❧❡ 1'✐❛❧✱ ❛ 5✐♥❣❧❡

1'❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✐5 '❛♥❞♦♠❧② 5❡❧❡❝1❡❞ ❢♦' ❡❛❝❤ 5✉❜❥❡❝1 ❛♥❞ 1❤❡ '❡♠❛✐♥✐♥❣ ✷✾ ✐♠❛❣❡5 ❛'❡ ❧❡❢1

✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ❛'❡ ♣♦♦❧❡❞ ❢♦' 5✉❜5❡U✉❡♥1 5❡❧❢✲1'❛✐♥✐♥❣✳ ❆5 ❜❡❢♦'❡ '❡5✉❧15 ❛'❡ ❛✈❡'❛❣❡❞ ♦✈❡'

✷✵ 1'✐❛❧5✳ ❋'♦♠ 1❤❡ '❡5✉❧15 ✐❧❧✉51'❛1❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✇❡ ❝❛♥ 5❡❡ 1❤❛1 ❛❧1❤♦✉❣❤ 1❤❡ ▲❉❆ 5❡❧❢✲

1'❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦'✐1❤♠ ❡①❤✐❜✐15 ❧❛'❣❡' 51❛♥❞❛'❞ ❞❡✈✐❛1✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡'❡♥1 1'✐❛❧5✱ ✐1 ♥❡✈❡'1❤❡❧❡55

❛❝❤✐❡✈❡5 1❤❡ ❜❡51 ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ 1❤❡ ♦1❤❡' ❛❧❣♦'✐1❤♠5✱ ✇✐1❤ ❛ 5✐❣♥✐✜❝❛♥1 ♠❛'❣✐♥✳



❆✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✶✷✼

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❘❡❝♦❣♥✐1✐♦♥ 2❛1❡ ♦♥ ❈▼❯ 6■❊ ❞❛1❛❜❛:❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡2 ✐♥ ♣❛2❡♥1❤❡:❡: ✐♥❞✐❝❛1❡:

1❤❡ :1❛♥❞❛2❞ ✈❛2✐❛1✐♦♥✳

❆❝❝✉2❛② ✭:1❞✳✮ ❯♥❧❛❜❡❧❡❞ ❙❡1 ❚❡:1 ❙❡1

❊✐❣❡♥❢❛❝❡ ❬❚✉2❦ ❛♥❞ 6❡♥1❧❛♥❞✱ ✶✾✾✶❪ ✷✺✳✸✭✶✳✼✮ ✷✺✳✸✭✶✳✻✮

▲❛♣❧❛❝✐❛♥❢❛❝❡ ❬❍❡ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✺✻✳✶✭✷✳✸✮ ✺✻✳✹✭✷✳✹✮

❈♦♥:✐:1❡♥❝② ❬❩❤♦✉ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✺✷✳✵✭✶✳✽✮ ✕

▲❛♣❙❱▼ ❬❇❡❧❦✐♥ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✺✻✳✺✭✶✳✻✮ ✺✻✳✾✭✷✳✻✮

▲❛♣❘▲❙ ❬❇❡❧❦✐♥ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✺✼✳✺✭✶✳✻✮ ✺✼✳✾✭✷✳✻✮

❙❉❆ ❬❈❛✐ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✺✾✳✵✭✷✳✵✮ ✺✾✳✺✭✷✳✼✮

▲❉❆ #❡❧❢✲()❛✐♥✐♥❣ ✽✹✳✺✭✾✳✺✮ ✼✶✳✸✭✻✳✺✮

❆✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❚❤✐: ❝❤❛♣1❡2 ♣2❡:❡♥1: ❛ ♥❡✇ :❡♠✐✲:✉♣❡2✈✐:❡❞ ❢❛❝❡ 2❡❝♦❣♥✐1✐♦♥ ❛❧❣♦2✐1❤♠ ❜❛:❡❞ ♦♥ ▲❉❆ :❡❧❢✲

12❛✐♥✐♥❣✳ ❉❡:♣✐1❡ ✐1: :✐♠♣❧✐❝✐1② ✐1 :✉❝❝❡::❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐1: ❜♦1❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥✲❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞❛1❛

❢♦2 1❡♠♣❧❛1❡ ❧❡❛2♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡2: :✉♣❡2✐♦2 ♣❡2❢♦2♠❛♥❝❡ 1❤❛♥ ❡①✐:1✐♥❣ ❛♣♣2♦❛❝❤❡:✳ ❚2❛✐♥✐♥❣

❞❛1❛ ✐: ❛✉❣♠❡♥1❡❞ ✇✐1❤ ❛✉1♦♠❛1✐❝❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞✱ ❛✉①✐❧✐❛2② ❞❛1❛ 1❤❛1 ✐: ♦❢1❡♥ ❡❛:✐❧② ♦❜1❛✐♥❡❞

✇✐1❤♦✉1 1❤❡ ❝♦:1 ♦❢ ♠❛♥✉❛❧ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣✳ ❊①♣❡2✐♠❡♥1: ♦♥ 1❤2❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1 ❞❛1❛:❡1: :❤♦✇ 1❤❛1

1❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦2✐1❤♠ ✐: 2♦❜✉:1 1♦ ✈❛2✐❛1✐♦♥: ✐♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛1✐♦♥✱ ♣♦:❡ ❛♥❞ ❡①♣2❡::✐♦♥ ❛♥❞ 1❤❛1 ✐1

♦✉1♣❡2❢♦2♠: 2❡❧❛1❡❞ ❛♣♣2♦❛❝❤❡: ✐♥ ❜♦1❤ 12❛♥:❞✉❝1✐✈❡ ❛♥❞ :❡♠✐✲:✉♣❡2✈✐:❡❞ ❝♦♥✜❣✉2❛1✐♦♥:✳

❚❤❡:❡ ♦❜:❡2✈❛1✐♦♥: ✐♥❞✐❝❛1❡ 1❤❛1 1❤❡ ♥❡✇ :❡❧❢✲12❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦2✐1❤♠ ✐: :✉❝❝❡::❢✉❧ ✐♥ ♦✈❡2❝♦♠✐♥❣

1❤❡ ♦✈❡2✲✜11✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠: ✇❤✐❝❤ 1②♣✐❢② ▲❉❆✲❜❛:❡❞ ❛♣♣2♦❛❝❤❡: 1♦ ❛✉1♦♠❛1✐❝ ❢❛❝❡ 2❡❝♦❣♥✐1✐♦♥

❛♥❞ 1❤❛1 1❤❡② ✇❛22❛♥1 ❢✉21❤❡2 ❛11❡♥1✐♦♥✳



✶✷✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✕ ❙❡♠✐✲+✉♣❡-✈✐+❡❞ ❋❛❝❡ ❘❡❝♦❣♥✐5✐♦♥ ✇✐5❤ ▲❉❆ ❙❡❧❢✲5-❛✐♥✐♥❣



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❚✳ ❆❤♦♥❡♥✱ ❆✳ ❍❛❞✐❞✱ ❛♥❞ ▼✳ -✐❡.✐❦❛✐♥❡♥✳ ❋❛❝❡ ❞❡2❝3✐♣.✐♦♥ ✇✐.❤ ❧♦❝❛❧ ❜✐♥❛3② ♣❛..❡3♥2✿

❆♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ .♦ ❢❛❝❡ 3❡❝♦❣♥✐.✐♦♥✳  ❛""❡$♥ ❆♥❛❧②)✐) ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥"❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊ ❚$❛♥)✲

❛❝"✐♦♥) ♦♥✱ ✷✽✭✶✷✮✿✷✵✸✼✕✷✵✹✶✱ ✷✵✵✻✳

❳✳ ❆♥❣✉❡3❛ ▼✐3♦✱ ❙✳ ❇♦③♦♥♥❡.✱ ◆✳ ❊✈❛♥2✱ ❈✳ ❋3❡❞♦✉✐❧❧❡✱ ●✳ ❋3✐❡❞❧❛♥❞✱ ❛♥❞ ❖✳ ❱✐♥②❛❧2✳

❙♣❡❛❦❡3 ❞✐❛3✐③❛.✐♦♥✿ ❆ 3❡✈✐❡✇ ♦❢ 3❡❝❡♥. 3❡2❡❛3❝❤✳ ❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡  $♦❝❡))✐♥❣✱

■❊❊❊ ❚$❛♥)❛❝"✐♦♥) ♦♥✱ ✷✵✭✷✮✿✸✺✻✕✸✼✵✱ ✷✵✶✷✳

❈✳ ❇❛33❛2✱ ❳✳ ❩❤✉✱ ❙✳ ▼❡✐❣♥✐❡3✱ ❛♥❞ ❏✳✲▲✳ ●❛✉✈❛✐♥✳ ▼✉❧.✐2.❛❣❡ 2♣❡❛❦❡3 ❞✐❛3✐③❛.✐♦♥ ♦❢

❜3♦❛❞❝❛2. ♥❡✇2✳ ❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡  $♦❝❡))✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚$❛♥)❛❝"✐♦♥) ♦♥✱ ✶✹✭✺✮✿

✶✺✵✺✕✶✺✶✷✱ ✷✵✵✻✳

▼✳ ❙✳ ❇❛3.❧❡..✱ ❏✳ ❘✳ ▼♦✈❡❧❧❛♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❏✳ ❙❡❥♥♦✇2❦✐✳ ❋❛❝❡ 3❡❝♦❣♥✐.✐♦♥ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥.

❝♦♠♣♦♥❡♥. ❛♥❛❧②2✐2✳ ◆❡✉$❛❧ ◆❡"✇♦$❦)✱ ■❊❊❊ ❚$❛♥)❛❝"✐♦♥) ♦♥✱ ✶✸✭✻✮✿✶✹✺✵✕✶✹✻✹✱ ✷✵✵✷✳

❙✳ ❇❛2✉✱ ❆✳ ❇❛♥❡3❥❡❡✱ ❛♥❞ ❘✳ ▼♦♦♥❡②✳ ❙❡♠✐✲2✉♣❡3✈✐2❡❞ ❝❧✉2.❡3✐♥❣ ❜② 2❡❡❞✐♥❣✳ ■♥  $♦❝❡❡❞✐♥❣)

♦❢ ✶✾"❤ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛$♥✐♥❣ ✭■❈▼▲✮✱ ✷✵✵✷✳

●✳ ❇❛✉❞❛. ❛♥❞ ❋✳ ❆♥♦✉❛3✳ ●❡♥❡3❛❧✐③❡❞ ❞✐2❝3✐♠✐♥❛♥. ❛♥❛❧②2✐2 ✉2✐♥❣ ❛ ❦❡3♥❡❧ ❛♣♣3♦❛❝❤✳

◆❡✉$❛❧ ❈♦♠♣✉"✐♥❣✱ ✶✷✭✶✵✮✿✷✸✽✺✕✷✹✵✹✱ ❖❝.✳ ✷✵✵✵✳ ■❙❙◆ ✵✽✾✾✲✼✻✻✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✻✷✴
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❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡2 ✸✺✕✸✺✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✻✳
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❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ ❉❛5❛ ▼✐♥✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✻✱ ✷✵✵✹✳
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✷✵✵✽✳

▼✳ ❇✳ ❇❧❛2❝❤❦♦✱ ❏✳ ❆✳ ❙❤❡❧A♦♥✱ ❆✳ ❇❛%A❡❧2✱ ❈✳ ❍✳ ▲❛♠♣❡%A✱ ❛♥❞ ❆✳ ●%❡AA♦♥✳ ❙❡♠✐✲2✉♣❡%✈✐2❡❞
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❆✳ ❇❧✉♠ ❛♥❞ ❚✳ ▼✐A❝❤❡❧❧✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛A❛ ✇✐A❤ ❝♦✲A%❛✐♥✐♥❣✳ ■♥

L&♦❝❡❡❞✐♥❣1 ♦❢ 5❤❡ ❡❧❡✈❡♥5❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉5❛5✐♦♥❛❧ ❧❡❛&♥✐♥❣ 5❤❡♦&②✱ ♣❛❣❡2

✾✷✕✶✵✵✳ ❆❈▼✱ ✶✾✾✽❛✳

❆✳ ❇❧✉♠ ❛♥❞ ❚✳ ▼✐A❝❤❡❧❧✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛A❛ ✇✐A❤ ❝♦✲A%❛✐♥✐♥❣✳ ■♥
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✾✷✕✶✵✵✳ ❆❈▼✱ ✶✾✾✽❜✳

❑✳ ❲✳ ❇♦✇②❡%✱ ❑✳ ❈❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ?✳ ❋❧②♥♥✳ ❆ 2✉%✈❡② ♦❢ ❛♣♣%♦❛❝❤❡2 ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡2 ✐♥ ✸❞ ❛♥❞

♠✉❧A✐✲♠♦❞❛❧ ✸❞✰ ✷❞ ❢❛❝❡ %❡❝♦❣♥✐A✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉5❡& ❱✐1✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❯♥❞❡&15❛♥❞✐♥❣✱ ✶✵✶

✭✶✮✿✶✕✶✺✱ ✷✵✵✻✳
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♦♥✱ ♣❛❣❡- ✸✵✻✕✸✵✾✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✹✳

■✳ ❏♦❧❧✐✛❡✳  !✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥+ ❆♥❛❧②)✐)✳ ❲✐❧❡② ❖♥❧✐♥❡ ▲✐❜)❛)②✱ ✷✵✵✺✳

R✳ ❑❡♥♥②✱ ●✳ ❇♦✉❧✐❛♥♥❡✱ R✳ ❖✉❡❧❧❡,✱ ❛♥❞ R✳ ❉✉♠♦✉❝❤❡❧✳ ❏♦✐♥, ❢❛❝,♦) ❛♥❛❧②-✐- ✈❡)-✉- ❡✐❣❡♥✲

❝❤❛♥♥❡❧- ✐♥ -♣❡❛❦❡) )❡❝♦❣♥✐,✐♦♥✳ ❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡  !♦❝❡))✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚!❛♥)✲

❛❝+✐♦♥) ♦♥✱ ✶✺✭✹✮✿✶✹✸✺✕✶✹✹✼✱ ✷✵✵✼✳

❏✳ ❑✐,,❧❡)✱ ▼✳ ❍❛,❡❢✱ ❘✳ R✳ ❲✳ ❉✉✐♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼❛,❛-✳ ❖♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❧❛--✐✜❡)-✳  ❛++❡!♥

❆♥❛❧②)✐) ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥+❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊ ❚!❛♥)❛❝+✐♦♥) ♦♥✱ ✷✵✭✸✮✿✷✷✻✕✷✸✾✱ ✶✾✾✽✳

❏✳ ❑✐,,❧❡)✱ ❨✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼❛,❛-✳ ❖♥ ♠❛,❝❤✐♥❣ -❝♦)❡- ❢♦) ❧❞❛✲❜❛-❡❞ ❢❛❝❡ ✈❡)✐✜❝❛,✐♦♥✳ ■♥

 !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ ❇!✐+✐)❤ ▼❛❝❤✐♥❡ ❱✐)✐♦♥ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡- ✹✷✕✺✶✱ ✷✵✵✵✳

❇✳ ❑♦,♥✐❦✱ ❩✳ ❑❛❝✐❝✱ ❛♥❞ ❇✳ ❍♦)✈❛,✳ ❆ ♠✉❧,✐❝♦♥❞✐,✐♦♥❛❧ )♦❜✉-, ❢)♦♥,✲❡♥❞ ❢❡❛,✉)❡ ❡①,)❛❝,✐♦♥

✇✐,❤ ❛ ♥♦✐-❡ )❡❞✉❝,✐♦♥ ♣)♦❝❡❞✉)❡ ❜❛-❡❞ ♦♥ ✐♠♣)♦✈❡❞ -♣❡❝,)❛❧ -✉❜,)❛❝,✐♦♥ ❛❧❣♦)✐,❤♠✳ ■♥

 !♦❝✳ ✼+❤ ❊❯❘❖❙ ❊❊❈❍✱ ❆❛❧❜♦!❣✱ ❉❡♥♠❛!❦✱ ♣❛❣❡- ✶✾✼✕✷✵✵✱ ✷✵✵✶✳

❍✳✲R✳ ❑)✐❡❣❡❧✱ R✳ ❑)c❣❡)✱ ❛♥❞ ❆✳ ❩✐♠❡❦✳ ❈❧✉-,❡)✐♥❣ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❞❛,❛✿ ❆ -✉)✈❡② ♦♥ -✉❜✲

-♣❛❝❡ ❝❧✉-,❡)✐♥❣✱ ♣❛,,❡)♥✲❜❛-❡❞ ❝❧✉-,❡)✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦))❡❧❛,✐♦♥ ❝❧✉-,❡)✐♥❣✳ ❆❈▼ ❚!❛♥)❛❝+✐♦♥)

♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐)❝♦✈❡!② ❢!♦♠ ❉❛+❛ ✭❚❑❉❉✮✱ ✸✭✶✮✿✶✕✺✽✱ ✷✵✵✾✳

❆✳ ❑✉♠❛) ❛♥❞ ❍✳ ❉❛✉♠d ■■■✳ ❆ ❝♦✲,)❛✐♥✐♥❣ ❛♣♣)♦❛❝❤ ❢♦) ♠✉❧,✐✲✈✐❡✇ -♣❡❝,)❛❧ ❝❧✉-,❡)✐♥❣✳ ■♥

■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛!♥✐♥❣✱ ✷✵✶✶✳
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❆✳ ❑✉♠❛)✱ +✳ ❘❛✐✱ ❛♥❞ ❍✳ ❉❛✉♠2 ■■■✳ ❈♦✲)❡❣✉❧❛)✐③❡❞ ♠✉❧;✐✲✈✐❡✇ >♣❡❝;)❛❧ ❝❧✉>;❡)✐♥❣✳ ❆❞✲

✈❛♥❝❡( ✐♥ ◆❡✉,❛❧ ■♥❢♦,♠❛2✐♦♥ 3,♦❝❡((✐♥❣ ❙②(2❡♠(✱ ✷✹✿✶✹✶✸✕✶✹✷✶✱ ✷✵✶✶✳

◆✳ ❑✉♠❛)✱ +✳ ❇❡❧❤✉♠❡✉)✱ ❛♥❞ ❙✳ ◆❛②❛)✳ ❋❛❝❡;)❛❝❡)✿ ❆ >❡❛)❝❤ ❡♥❣✐♥❡ ❢♦) ❧❛)❣❡ ❝♦❧❧❡❝;✐♦♥>

♦❢ ✐♠❛❣❡> ✇✐;❤ ❢❛❝❡>✳ ■♥ ❈♦♠♣✉2❡, ❱✐(✐♦♥✕❊❈❈❱ ✷✵✵✽✱ ♣❛❣❡> ✸✹✵✕✸✺✸✳ ❙♣)✐♥❣❡)✱ ✷✵✵✽✳

+✳ ▲✳ ▲❛✐ ❛♥❞ ❈✳ ❋②❢❡✳ ❑❡)♥❡❧ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛) ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦))❡❧❛;✐♦♥ ❛♥❛❧②>✐>✳ ■♥2❡,♥❛2✐♦♥❛❧

❏♦✉,♥❛❧ ♦❢ ◆❡✉,❛❧ ❙②(2❡♠(✱ ✶✵✭✵✺✮✿✸✻✺✕✸✼✼✱ ✷✵✵✵✳

❍✳ ▲❡❡✱ ❨✳ ❈❤✉♥❣✱ ❏✳ ❑✐♠✱ ❛♥❞ ❉✳ +❛)❦✳ ❋❛❝❡ ✐♠❛❣❡ )❡;)✐❡✈❛❧ ✉>✐♥❣ >♣❛)>❡ )❡♣)❡>❡♥;❛;✐♦♥

❝❧❛>>✐✜❡) ✇✐;❤ ❣❛❜♦)✲❧❜♣ ❤✐>;♦❣)❛♠✳ ■♥ ■♥❢♦,♠❛2✐♦♥ ❙❡❝✉,✐2② ❆♣♣❧✐❝❛2✐♦♥(✱ ♣❛❣❡> ✷✼✸✕✷✽✵✳

❙♣)✐♥❣❡)✱ ✷✵✶✶✳

❏✳ ▲❡❡✱ ❇✳ ▼♦❣❤❛❞❞❛♠✱ ❍✳ +✜>;❡)✱ ❛♥❞ ❘✳ ▼❛❝❤✐)❛❥✉✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ♦♣;✐♠❛❧ ✈✐❡✇> ❢♦) ✸❞ ❢❛❝❡

>❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ❆✉2♦♠❛2✐❝ ❋❛❝❡ ❛♥❞ ●❡(2✉,❡ ❘❡❝♦❣♥✐2✐♦♥✱ ✷✵✵✹✳ 3,♦❝❡❡❞✐♥❣(✳ ❙✐①2❤

■❊❊❊ ■♥2❡,♥❛2✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡> ✸✶✕✸✻✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✹✳

❨✳ ▲✐ ❛♥❞ ❏✳ ❙❤❛✇❡✲❚❛②❧♦)✳ ❯>✐♥❣ ❦❝❝❛ ❢♦) ❥❛♣❛♥❡>❡✕❡♥❣❧✐>❤ ❝)♦>>✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❢♦)♠❛;✐♦♥

)❡;)✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥; ❝❧❛>>✐✜❝❛;✐♦♥✳ ❏♦✉,♥❛❧ ♦❢ ✐♥2❡❧❧✐❣❡♥2 ✐♥❢♦,♠❛2✐♦♥ (②(2❡♠(✱ ✷✼✭✷✮✿

✶✶✼✕✶✸✸✱ ✷✵✵✻✳

❩✳ ▲✐✱ ❲✳ ❏✐❛♥❣✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼❡♥❣✳ ❋✐>❤❡)✈✐♦❝❡✿ ❆ ❞✐>❝)✐♠✐♥❛♥; >✉❜>♣❛❝❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦ ❢♦) >♣❡❛❦❡)

)❡❝♦❣♥✐;✐♦♥✳ ■♥ ❆❝♦✉(2✐❝( ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ 3,♦❝❡((✐♥❣ ✭■❈❆❙❙3✮✱ ✷✵✶✵ ■❊❊❊ ■♥2❡,♥❛✲

2✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡> ✹✺✷✷✕✹✺✷✺✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✵✳

❇✳ ▲♦♥❣✱ ❙✳ ❨✳ +❤✐❧✐♣✱ ❛♥❞ ❩✳ ▼✳ ❩❤❛♥❣✳ ❆ ❣❡♥❡)❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦) ♠✉❧;✐♣❧❡ ✈✐❡✇ ✉♥>✉♣❡)✈✐>❡❞

❧❡❛)♥✐♥❣✳ ■♥ ❙❉▼✱ ♣❛❣❡> ✽✷✷✕✽✸✸✱ ✷✵✵✽✳

❳✳ ▲✉✱ ❨✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❆✳ ❑✳ ❏❛✐♥✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❧❛>>✐✜❡)> ❢♦) ❢❛❝❡ )❡❝♦❣♥✐;✐♦♥✳ ■♥ ▼✉❧2✐♠❡❞✐❛

❛♥❞ ❊①♣♦✱ ✷✵✵✸✳ ■❈▼❊✬✵✸✳ 3,♦❝❡❡❞✐♥❣(✳ ✷✵✵✸ ■♥2❡,♥❛2✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱

♣❛❣❡> ■■■✕✶✸✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✸✳

❙✳ ▼❛)❝❡❧✱ ❈✳ ▼❝❈♦♦❧✱ +✳ ▼❛;➙❥❦❛✱ ❚✳ ❆❤♦♥❡♥✱ ❏✳ ❷❡)♥♦❝❦b②✱ ❙✳ ❈❤❛❦)❛❜♦);②✱ ❱✳ ❇❛❧❛>✉❜)❛✲

♠❛♥✐❛♥✱ ❙✳ +❛♥❝❤❛♥❛;❤❛♥✱ ❈✳ ❍✳ ❈❤❛♥✱ ❏✳ ❑✐;;❧❡)✱ ❡; ❛❧✳ ❖♥ ;❤❡ )❡>✉❧;> ♦❢ ;❤❡ ✜)>; ♠♦❜✐❧❡

❜✐♦♠❡;)② ✭♠♦❜✐♦✮ ❢❛❝❡ ❛♥❞ >♣❡❛❦❡) ✈❡)✐✜❝❛;✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛;✐♦♥✳ ■♥ ❘❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ 3❛22❡,♥( ✐♥

❙✐❣♥❛❧(✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ■♠❛❣❡( ❛♥❞ ❱✐❞❡♦(✱ ♣❛❣❡> ✷✶✵✕✷✷✺✳ ❙♣)✐♥❣❡)✱ ✷✵✶✵✳

●✳ ▲✳ ▼❛)❝✐❛❧✐> ❛♥❞ ❋✳ ❘♦❧✐✳ ❋✐♥❣❡)♣)✐♥; ✈❡)✐✜❝❛;✐♦♥ ❜② ❢✉>✐♦♥ ♦❢ ♦♣;✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐;✐✈❡

>❡♥>♦)>✳ 3❛22❡,♥ ❘❡❝♦❣♥✐2✐♦♥ ▲❡22❡,(✱ ✷✺✭✶✶✮✿✶✸✶✺✕✶✸✷✷✱ ✷✵✵✹✳
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❆✳ ▼✳ ▼❛'(✐♥❡③✳ ❚❤❡ ❛' ❢❛❝❡ ❞❛(❛❜❛3❡✳ ❈❱❈ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦-.✱ ✷✹✱ ✶✾✾✽✳

❆✳ ▼✳ ▼❛'(✐♥❡③ ❛♥❞ ❆✳ ❈✳ ❑❛❦✳ <❝❛ ✈❡'3✉3 ❧❞❛✳ /❛..❡-♥ ❆♥❛❧②2✐2 ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥.❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱

■❊❊❊ ❚-❛♥2❛❝.✐♦♥2 ♦♥✱ ✷✸✭✷✮✿✷✷✽✕✷✸✸✱ ✷✵✵✶✳

❈✳ ▼❝❈♦♦❧✱ ❙✳ ▼❛'❝❡❧✱ ❆✳ ❍❛❞✐❞✱ ▼✳ <✐❡(✐❦❛✐♥❡♥✱ <✳ ▼❛(❡❥❦❛✱ ❏✳ ❈❡'♥♦❝❦②✱ ◆✳ <♦❤✱ ❏✳ ❑✐((❧❡'✱
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✷✵✵✻✳

❇✳ ❙❝❤♦❧❦♦♣❢✱ ❆✳ ❙♠♦❧❛✱ ❛♥❞ ❑✳✲❘✳ ▼^❧❧❡-✳ ❑❡-♥❡❧ ♣-✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ❛♥❛❧②4✐4✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡'

✐♥ ❦❡-♥❡❧ ♠❡,❤♦❞'✲'✉♣♣♦-, ✈❡❝,♦- ❧❡❛-♥✐♥❣✳ ❈✐'❡4❡❡-✱ ✶✾✾✾✳

❏✳ ❲✳ ❙❤✐♥✱ ❏✳✲❍✳ ❈❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ◆✳ ❙✳ ❑✐♠✳ ❱♦✐❝❡ ❛❝'✐✈✐'② ❞❡'❡❝'✐♦♥ ❜❛4❡❞ ♦♥ 4'❛'✐4'✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧4

❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛-♥✐♥❣ ❛♣♣-♦❛❝❤❡4✳ ❈♦♠♣✉,❡- ❙♣❡❡❝❤ ✫ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ✷✹✭✸✮✿✺✶✺✕✺✸✵✱ ✷✵✶✵✳
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❚✳ ❙✐♠✱ ❙✳ ❇❛❦❡-✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇1❛2✳ ❚❤❡ ❝♠✉ ♣♦1❡✱ ✐❧❧✉♠✐♥❛2✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①♣-❡11✐♦♥ ✭♣✐❡✮ ❞❛2❛❜❛1❡✳

■♥ ❆✉"♦♠❛"✐❝ ❋❛❝❡ ❛♥❞ ●❡-"✉.❡ ❘❡❝♦❣♥✐"✐♦♥✱ ✷✵✵✷✳ 5.♦❝❡❡❞✐♥❣-✳ ❋✐❢"❤ ■❊❊❊ ■♥"❡.♥❛"✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡.❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡1 ✹✻✕✺✶✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✷✳

❑✳ ❙2❡✐❣❧✐2③ ❛♥❞ ❈✳ ❍✳ J❛♣❛❞✐♠✐2-✐♦✉✳ ❈♦♠❜✐♥❛2♦-✐❛❧ ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥✿ ❛❧❣♦-✐2❤♠1 ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐2②✳ 5.❡♥"✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ◆❡✇ ❏❡.-❡②✳✱ ❯❱ ❱❛③✐.❛♥✐ ✭✶✾✽✹✮✳ ❖♥ "✇♦ ❣❡♦♠❡".✐❝ ♣.♦❜❧❡♠-

.❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ".❛✈❡❧❧✐♥❣ -❛❧❡-♠❛♥ ♣.♦❜❧❡♠✳ ❏✳ ❆❧❣♦.✐"❤♠-✱ ✺✿✷✸✶✕✷✹✻✱ ✶✾✽✷✳

❆✳ ❙2-❡❤❧ ❛♥❞ ❏✳ ●❤♦1❤✳ ❈❧✉12❡- ❡♥1❡♠❜❧❡1✖❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ -❡✉1❡ ❢-❛♠❡✇♦-❦ ❢♦- ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

♠✉❧2✐♣❧❡ ♣❛-2✐2✐♦♥1✳ ❚❤❡ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛.♥✐♥❣ ❘❡-❡❛.❝❤✱ ✸✿✺✽✸✕✻✶✼✱ ✷✵✵✸✳

❍✳ ❚❛♥❣✱ ❙✳ ❈❤✉✱ ▼✳ ❍❛1❡❣❛✇❛✲❏♦❤♥1♦♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❍✉❛♥❣✳ J❛-2✐❛❧❧② 1✉♣❡-✈✐1❡❞ 1♣❡❛❦❡- ❝❧✉12❡-✲

✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚.❛♥-✳ 5❛""❡.♥ ❆♥❛❧✳ ▼❛❝❤✳ ■♥"❡❧❧✳✱ ✸✹✭✺✮✿✾✺✾✕✾✼✶✱ ▼❛② ✷✵✶✷✳ ■❙❙◆ ✵✶✻✷✲✽✽✷✽✳

❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✵✾✴❚J❆▼■✳✷✵✶✶✳✶✼✹✳ ❯❘▲ ❤!!♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦*❣✴✶✵✳✶✶✵✾✴❚0❆▼■✳✷✵✶✶✳✶✼✹✳

❏✳ ❇✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❱✳ ❉❡ ❙✐❧✈❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ▲❛♥❣❢♦-❞✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❣❡♦♠❡2-✐❝ ❢-❛♠❡✇♦-❦ ❢♦-

♥♦♥❧✐♥❡❛- ❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧✐2② -❡❞✉❝2✐♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✵✭✺✺✵✵✮✿✷✸✶✾✕✷✸✷✸✱ ✷✵✵✵✳

❙✳ ❊✳ ❚-❛♥2❡- ❛♥❞ ❉✳ ❆✳ ❘❡②♥♦❧❞1✳ ❆♥ ♦✈❡-✈✐❡✇ ♦❢ ❛✉2♦♠❛2✐❝ 1♣❡❛❦❡- ❞✐❛-✐③❛2✐♦♥ 1②12❡♠1✳

❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡ 5.♦❝❡--✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚.❛♥-❛❝"✐♦♥- ♦♥✱ ✶✹✭✺✮✿✶✺✺✼✕✶✺✻✺✱ ✷✵✵✻✳

▼✳ ❆✳ ❚✉-❦ ❛♥❞ ❆✳ J✳ J❡♥2❧❛♥❞✳ ❋❛❝❡ -❡❝♦❣♥✐2✐♦♥ ✉1✐♥❣ ❡✐❣❡♥❢❛❝❡1✳ ■♥ ❈♦♠♣✉"❡. ❱✐-✐♦♥ ❛♥❞

5❛""❡.♥ ❘❡❝♦❣♥✐"✐♦♥✱ ✶✾✾✶✳ 5.♦❝❡❡❞✐♥❣- ❈❱5❘✬✾✶✳✱ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉"❡. ❙♦❝✐❡"② ❈♦♥❢❡.❡♥❝❡

♦♥✱ ♣❛❣❡1 ✺✽✻✕✺✾✶✳ ■❊❊❊✱ ✶✾✾✶✳

▲✳ ✈❛♥ ❞❡- ▼❛❛2❡♥ ❛♥❞ ●✳ ❍✐♥2♦♥✳ ❱✐1✉❛❧✐③✐♥❣ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ❞❛2❛ ✉1✐♥❣ 2✲1♥❡✳ ❏♦✉.♥❛❧

♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛.♥✐♥❣ ❘❡-❡❛.❝❤✱ ✾✿✷✺✼✾✕✷✻✵✺✱ ✷✵✵✽✳

❯✳ ❱♦♥ ▲✉①❜✉-❣✳ ❆ 2✉2♦-✐❛❧ ♦♥ 1♣❡❝2-❛❧ ❝❧✉12❡-✐♥❣✳ ❙"❛"✐-"✐❝- ❛♥❞ ❝♦♠♣✉"✐♥❣✱ ✶✼✭✹✮✿✸✾✺✕✹✶✻✱

✷✵✵✼✳

❋✳ ❲❛♥❣✱ ❈✳ ❩❤❛♥❣✱ ❍✳ ❈✳ ❙❤❡♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲❛♥❣✳ ❙❡♠✐✲1✉♣❡-✈✐1❡❞ ❝❧❛11✐✜❝❛2✐♦♥ ✉1✐♥❣ ❧✐♥❡❛-

♥❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞ ♣-♦♣❛❣❛2✐♦♥✳ ■♥ ❈♦♠♣✉"❡. ❱✐-✐♦♥ ❛♥❞ 5❛""❡.♥ ❘❡❝♦❣♥✐"✐♦♥✱ ✷✵✵✻ ■❊❊❊

❈♦♠♣✉"❡. ❙♦❝✐❡"② ❈♦♥❢❡.❡♥❝❡ ♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡1 ✶✻✵✕✶✻✼✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✻✳

❍✳ ❲❛♥❣✱ ❈✳ ❉✐♥❣✱ ❛♥❞ ❍✳ ❍✉❛♥❣✳ ▼✉❧2✐✲❧❛❜❡❧ ❧✐♥❡❛- ❞✐1❝-✐♠✐♥❛♥2 ❛♥❛❧②1✐1✳ ■♥ ❈♦♠♣✉"❡.

❱✐-✐♦♥✕❊❈❈❱ ✷✵✶✵✱ ♣❛❣❡1 ✶✷✻✕✶✸✾✳ ❙♣-✐♥❣❡-✱ ✷✵✶✵✳

❏✳ ❲-✐❣❤2✱ ❆✳ ❨✳ ❨❛♥❣✱ ❆✳ ●❛♥❡1❤✱ ❙✳ ❙✳ ❙❛12-②✱ ❛♥❞ ❨✳ ▼❛✳ ❘♦❜✉12 ❢❛❝❡ -❡❝♦❣♥✐2✐♦♥ ✈✐❛

1♣❛-1❡ -❡♣-❡1❡♥2❛2✐♦♥✳ 5❛""❡.♥ ❆♥❛❧②-✐- ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥"❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊ ❚.❛♥-❛❝"✐♦♥-

♦♥✱ ✸✶✭✷✮✿✷✶✵✕✷✷✼✱ ✷✵✵✾✳
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❚✳ ❳✐❛✱ ❉✳ ❚❛♦✱ ❚✳ ▼❡✐✱ ❛♥❞ ❨✳ ❩❤❛♥❣✳ ▼✉❧5✐✈✐❡✇ 8♣❡❝5;❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❙②"#❡♠"✱ ▼❛♥✱ ❛♥❞

❈②❜❡-♥❡#✐❝"✱ 0❛-# ❇✿ ❈②❜❡-♥❡#✐❝"✱ ■❊❊❊ ❚-❛♥"❛❝#✐♦♥" ♦♥✱ ✹✵✭✻✮✿✶✹✸✽✕✶✹✹✻✱ ✷✵✶✵✳

▼✳ ❨❛♠❛❞❛✱ ▼✳ ❙✉❣✐②❛♠❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼❛58✉✐✳ ❙❡♠✐✲8✉♣❡;✈✐8❡❞ 8♣❡❛❦❡; ✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ✉♥❞❡;

❝♦✈❛;✐❛5❡ 8❤✐❢5✳ ❙✐❣♥❛❧ 0-♦❝❡""✐♥❣✱ ✾✵✭✽✮✿✷✸✺✸✕✷✸✻✶✱ ✷✵✶✵✳

▼✳ ❨❛♥❣✱ ❨✳ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ ❩✳ ❲✉✳ ❆ ♣✐5❝❤✲❜❛8❡❞ ;❛♣✐❞ 8♣❡❡❝❤ 8❡❣♠❡♥5❛5✐♦♥ ❢♦; 8♣❡❛❦❡;

✐♥❞❡①✐♥❣✳ ■♥ ▼✉❧#✐♠❡❞✐❛✱ ❙❡✈❡♥#❤ ■❊❊❊ ■♥#❡-♥❛#✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦"✐✉♠ ♦♥✱ ♣❛❣❡8 ✻✕♣♣✳ ■❊❊❊✱

✷✵✵✺✳

❏✳ ❨❡✱ ❩✳ ❩❤❛♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲✉✳ ❉✐8❝;✐♠✐♥❛5✐✈❡ ❦✲♠❡❛♥8 ❢♦; ❝❧✉85❡;✐♥❣✳ ❆❞✈❛♥❝❡" ✐♥ ◆❡✉-❛❧

■♥❢♦-♠❛#✐♦♥ 0-♦❝❡""✐♥❣ ❙②"#❡♠"✱ ✷✵✿✶✻✹✾✕✶✻✺✻✱ ✷✵✵✼✳

❲✳ ❩❤❛♥❣✱ ❙✳ ❙❤❛♥✱ ❲✳ ●❛♦✱ ❳✳ ❈❤❡♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣✳ ▲♦❝❛❧ ❣❛❜♦; ❜✐♥❛;② ♣❛55❡;♥ ❤✐85♦❣;❛♠

8❡Y✉❡♥❝❡ ✭❧❣❜♣❤8✮✿ ❆ ♥♦✈❡❧ ♥♦♥✲85❛5✐85✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦; ❢❛❝❡ ;❡♣;❡8❡♥5❛5✐♦♥ ❛♥❞ ;❡❝♦❣♥✐5✐♦♥✳

■♥ ❈♦♠♣✉#❡- ❱✐"✐♦♥✱ ✷✵✵✺✳ ■❈❈❱ ✷✵✵✺✳ ❚❡♥#❤ ■❊❊❊ ■♥#❡-♥❛#✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡-❡♥❝❡ ♦♥✱ ✈♦❧✲

✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡8 ✼✽✻✕✼✾✶✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✺✳

❳✳ ❩❤❛♦✱ ◆✳ ❊✈❛♥8✱ ❛♥❞ ❏✳✲▲✳ ❉✉❣❡❧❛②✳ ❆ ❝♦✲5;❛✐♥✐♥❣ ❛♣♣;♦❛❝❤ 5♦ ❛✉5♦♠❛5✐❝ ❢❛❝❡ ;❡❝♦❣♥✐5✐♦♥✳

❊❯❙■0❈❖ ✷✵✶✶✱ ✷✵✶✶✳
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