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t♦ ♠❛❦❡ ✐t t❤r♦✉❣❤ ❞✐✣❝✉❧t ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♠② ✇♦r❦✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❖❧✐✈✐❡r ❚♦✉r♥❛✐r❡ ❢♦r
❤✐s s✉♣♣♦rt ✇❤❡♥ ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦rs✱ ■ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❖❜♦③✐♥s❦✐✱ ✇❤♦s❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣
♠❡ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ✉♥❧✐♠✐t❡❞✳ ■ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❛ ❧♦t ❢r♦♠ ❤✐s ❣✉✐❞❛♥❝❡
❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ t♦ r❡s❡❛r❝❤✳

■t ✐s ❛♥ ❤♦♥♦r t♦ ♣r❡s❡♥t t❤✐s ✇♦r❦ t♦ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ♠② ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✐tt❡❡✿
P❡t❡r ❲♦♥❦❛✱ ■❛s♦♥❛s ❑♦❦❦✐♥♦s✱ ❋ré❞ér✐❝ ❏✉r✐❡✱ ❍✉❣✉❡s ❚❛❧❜♦t ❛♥❞ ❍❛②❦♦ ❘✐❡♠❡♥✲
s❝❤♥❡✐❞❡r✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡✐r ♣r❡❝✐♦✉s t✐♠❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡♥s❡✳

■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❆♥❞r❡❛ ❈♦❤❡♥ ❢r♦♠ ❊❚❍ ❩✉r✐❝❤ ❛♥❞ ❆♥➒❡❧♦ ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❢r♦♠ ❑❯
▲❡✉✈❡♥ ❢♦r s❤❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❢❡❛s✐❜❧❡✳

▼② ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ✇❛② ❧❡ss ❡♥t❡r✲
t❛✐♥✐♥❣✱ ✐❢ ♥♦t ❢♦r ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✳ ■ ♦✇❡ t❤❛♥❦s t♦ ❉❛✈✐❞ ❖❦ ❢♦r ❛❞♦♣t✐♥❣ ♠❡ t♦
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐s ♣r♦❥❡❝ts✳ ■ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❛❞❥❛✲
❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛❣❤✉❞❡❡♣ ●❛❞❞❡ ❛♥❞ ❙❡r❣❡② ❩❛❣♦r✉②❦♦✳
❚❤❛♥❦ ②♦✉✱ ❘❛❣❤✉❞❡❡♣ ❛♥❞ ❙❡r❣❡②✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❱✐t♦r ❙✉③❛♥♦ ▼❛ss❛ ❛♥❞
❆♠✐♥❡ ❇♦✉r❦✐ ❢♦r ❤♦✉rs ♦❢ ❡①❝✐t✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ■t ♠❛❞❡ ✐t s♦ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡r✲
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❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ✉s✐♥❣
❛ r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❡①♣r❡ss❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛r❞
❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛ s♦❢t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❣♠❡♥ts✱ ❝♦♥st✐t✉t✲
✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠✲
❜✐♥❡ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✱ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ❢♦❝✉s ♣♦✐♥ts ✐s t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ❣❛✐♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢❛✐r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ t❡r♠✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢
❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst
❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❤❛♣❡
♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♦✈❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦✉r✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ♦❢ ♣✐①✲
❡❧s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♠❡t❤♦❞ ❛❞✈❛♥❝❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛
✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❣r❛♠♠❛r ✇✐t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛t ✇❛s r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❢r❛♠❡✇♦r❦s
✇✐t❤ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ♣r✐♦rs ❜❡❢♦r❡✳ ■t ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜✲
❥❡❝ts✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡♠❛♥t✐③✐♥❣
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ❛♥❞ ♣❛rs✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✳

✹



❘❡s✉♠é

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❢❛ç❛❞❡s ❞❡
❜ât✐♠❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✱
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♣❛t✐❛❧❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞✉r❡s q✉❛♥t à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡
♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ❞é❢❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① é❝✉❡✐❧s ✐♥✲
❤ér❡♥ts ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❢❛ç❛❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛
❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦rt❡s✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❛ ♣r✐♦r✐✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡s à ❝❡❧❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❝❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳
▲❡ s②stè♠❡ rés✉❧t❛♥t ❡st é✈❛❧✉é t❛♥t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❞❡
♠✉❧t✐♣❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s st❛♥❞❛r❞s ❡t ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬ét✉❞❡s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡s à ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳

P❛r♠✐ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s
❣r❛♠♠❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡s ❞❡ ❢❛ç❛❞❡s ❞❡ ❜ât✐✲
♠❡♥ts ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ttr✐❜✉é❡ à ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❛✈❡❝ à ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡✈❛♥ç❛♥t ❞❡ ♣❛r
s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt t♦✉t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛
❣é♥ér✐❝✐té ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✐♠♣❧❡s é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐s❛✐t ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡
r❡str✐❝t✐❢ ❞❡ rè❣❧❡s ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦♣r❡s à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡
❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❛✈❡❝ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s s❝è♥❡s
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❆✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
❆✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

❇ ❚❤❡ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✼

❈ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r♦✇✲ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✲❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✶✷✶
❈✳✶ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
❈✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
❈✳✸ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
❈✳✹ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s❧❛✈❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
❈✳✺ ■♥t❡❣r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❧❛✈❡ ❙✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
❈✳✻ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❧❛✈❡ ❙✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

❉ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ✶✸✶
❉✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
❉✳✷ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✐s t♦ s❡❣♠❡♥t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❛♥❞ ❞♦♦rs✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ♠♦st ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❢❛❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r❞❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ✇✐♥❞♦✇s t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♦r ✈❡rt✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❛ ❜❛❧✲
❝♦♥②✱ ✐❢ ❛♥②✱ t♦ ❜❡ ❜❡❧♦✇ ❛ ✇✐♥❞♦✇✳ ❖t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❤❛♥❞② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥❝❧✉❞❡ r❡❧❛t✐✈❡
s✐③❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❢❛❝❛❞❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✢♦♦rs✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣❛rs✐♥❣ r❡❝t✐✜❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✶✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▲❡❢t✿ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ❬✺✾❪✳ ❘✐❣❤t✿ r❡s✉❧t ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t✳ ❈♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r ❛♥❞✴♦r ❧❡❛r♥❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ tr❛✐♥✲
✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡s ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s♦❢t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡
❢♦r s♦♠❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦✈❡r ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s
t♦ ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✱ t❤❛t ✐s✱ s❛t✐s❢② t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❡r❡✐♥ ❛♥❞

✾



♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ t❡r♠ ❛♥❞ ❛ t❡r♠ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡
s♦❢t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✈❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✱ ❜✉t
t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡✳ ❙✉❝❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❝❛♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣r✐♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ st②❧❡✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s
st②❧❡ ❤❛✈❡ ✜✈❡ ♦r s✐① ✢♦♦rs✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✢♦♦r ❛r❡ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦
❤❛✈❡ ❜❛❧❝♦♥✐❡s r✉♥♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢❛❝❛❞❡✱ ❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✢♦♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✳ ❲✐♥❞♦✇s ✐♥ ❛ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡ ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞
✐♥ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ✢♦♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ✇✐♥❞♦✇s
♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ❜✉t ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❆
❣r♦✉♥❞ ✢♦♦r ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s r❡t❛✐❧ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ✢♦♦rs ❤❛✈❡
❛ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✳

✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t

❲❤✐❧❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣❛rs✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛✲
❝❛❞❡s✱ ✐t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❣♦❛❧ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣s
❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✉r❜❛♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ♦❧❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ r❡♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❘❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞✲
❡❧s ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s ❛❧s♦ ✜♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❣❛♠❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡
❛r❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✐♥❞✉str②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ s❤❛❞♦✇ ❝❛st✐♥❣✱ t❤❡r♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝✐t②✱ ♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ②✐❡❧❞ ❢r♦♠ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ r♦♦❢s✳
▼♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇✐r❡ ❢r❛♠❡ ♠♦❞❡❧
r❡s❡♠❜❧✐♥❣ ❛ ❞r❛✇✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥ ✭❈❆❉✮ ♣r♦❣r❛♠ ❜② ❛♥
❛r❝❤✐t❡❝t✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r ♣♦❧②❣♦♥s✱
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t②♣✐❝❛❧❧② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r t❤❡r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣s ✐♥ t❤❡
❜✉✐❧❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱ ❧✐❦❡ ❞♦♦rs ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❙❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❡❧♣
✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜r✐❝❦ ✭✇❛❧❧✮✱ ❣❧❛ss ✭✇✐♥❞♦✇✮
❛♥❞ ♠❡t❛❧ ✭r♦♦❢✮✳ ❆ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥s ✐s ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ ❧✐st❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✸❉ s❝❡♥❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ❜r♦❛❞❧② st✉❞✲
✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ❛ ♠❡s❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥s✱ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡✱ ❤♦❧❡s
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❵✉♥✲
str✉❝t✉r❡❞✬ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✱ ❜✉t ❛r❡
♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ♣❧❛♥♥✐♥❣ r❡♥♦✈❛t✐♦♥s ♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ❵str✉❝t✉r❡❞✬ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr②✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❵str✉❝t✉r❡❞✬ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❛rt ✐♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥s ❛♥❞ ✐s ❢r❡❡ ❢r♦♠ ♥♦✐s❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t
❢❡❛t✉r❡s ♣❡r❢❡❝t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥
s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❣❡♦♠❡tr②✳

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s✱ ♦r ♣❛rs✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♠✲
❛❣❡s ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✳ ❊①✐st✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ✐♠♣♦s❡ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣❛rs✐♥❣ s✐♥❣❧❡ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡s ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡s ❬✹✶✱ ✸✾❪✳
❖t❤❡r ✇♦r❦ ❬✺✾✱ ✸✹❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❝r❡❛t✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ✸❉ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❛✲
❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❞❡♣t❤ t♦ s❡❣♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝ ❧❛❜❡❧s✳
❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✸✸✱ ✾❪ ✇❤✐❝❤✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣ts ❛t ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣
❬✷✽✱ ✻✵❪✱ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦♥✲r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳ ■♥
t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡
♣r✐♦rs t♦✇❛r❞s ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❜② ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ✐rr❡❣✉✲
❧❛r❧② s❤❛♣❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s ❜② ❛ s✐❞❡✲❧♦♦❦✐♥❣
✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦✉♥t❡❞ ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ r❡❝t✐❢②✐♥❣ t❤❡♠ ♠❛♥✉❛❧❧② ♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❬✸❪✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rs❡❞ ❛♥❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡
❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♣t❤ t♦ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✳
❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❝❛♥
✉t✐❧✐③❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❣❧❛ss ✐♥ ❛
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛ss❡ss t❤❡r♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♥✉♠❜❡r ✭❛♥❞ t②♣❡✮ ♦❢ s❤♦♣s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❛ ✉s❡r ♠❛♥✉❛❧❧②
❞❡✜♥❡s t❤❡ r♦✉❣❤ s❤♦❡✲❜♦① ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②
t❤❛t ❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐st✐♥❝t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣❛rs❡❞
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦
♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦s✱ ❧✐❦❡ ♣❛rs✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r❡❝t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♦r s❡♠❛♥t✐③✐♥❣ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✉r❜❛♥
s❝❡♥❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛rs✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ♦♥❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜②
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✶✶



❛♥❞ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✳ ❙♦♠❡ ❛tt❡♠♣ts ❛t
♣❛rs✐♥❣ ✉♥r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❛❞❡
❬✹✱ ✺✷❪✳

✶✳✸ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❈♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ t❤❡ st❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡s✲
t✐♦♥s✿ ✶✮ ❤♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✱ ✷✮ ❤♦✇ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✱ ✸✮ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ♣r✐♦r✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ t❤✐s ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♣r✐♦r ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
❛ ♣r✐♦r✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❧✐st ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛
♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❝♦♥❝✐s❡ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ r❛♥❞♦♠
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ❡✣❝✐❡♥t s❡❛r❝❤ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s✱ ❜✉t ❧✐♠✐ts t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❤❛♥❞❧❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♦r ❢❛✐❧s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❆♥♦t❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥② ❛tt❡♠♣t
t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ ✇❤❡t❤❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢
✇✐♥❞♦✇s✱ ♦r t❤❡✐r ❝♦r♥❡rs✱ ♦r s♥❛♣❧✐♥❡s✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛
❧♦♦♣② str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✭❤②♣❡r✲✮ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s♦♠❡
❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❧♦♦♣s✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ♠❛❦❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r
♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❧♦♦♣② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢❛❝❛❞❡s ❢❡❛t✉r❡ str✉❝t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇
❛ ♣r✐♦r✐ ❤♦✇ ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❢❛❝❛❞❡✱ ♦r ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠❛♥② ✢♦♦rs ♦r ✇✐♥❞♦✇ ❝♦❧✉♠♥s
t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❛❞❡✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛
✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ ✇✐♥❞♦✇s
❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥✐❡s✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s✳

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✐♥ ✐ts t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts✳ ❋✐rst✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢
❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡✐r ♦r❞❡r ❛♥❞ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❢❛❝❛❞❡s ❛s ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ str✉❝t✉r❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡✐r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ❡♥❡r❣② t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ s♦❢t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❢❛❝❛❞❡ ❧❛②♦✉t✳
❚❤✐r❞✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❵str✉❝t✉r❛❧
❝♦rr❡❝t♥❡ss✬ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡✐r ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ♣r✐♦r✱ ✇❤✐❧❡

✶✷



♣r♦♣♦s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♣✉rs✉✐t ♦❢ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❛♥❞ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡✿

• ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛rs✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ✇✐t❤ ▼❆P✲▼❘❋ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♠♦❞❡❧s str✉❝t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡
▼❆P✲▼❘❋ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♦❜✲
❥❡❝ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡♥t❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡❀

• ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❣r❛♠♠❛r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ s❛♠♣❧✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦r s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✐♠✲
❛❣❡❀

• ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛rt ✐♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♣r✐♦r✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞
✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳

❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✜rst ♣r✐♦r✲❞r✐✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❡♥✲
❛❜❧❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡❝♦✈❡r ❜♦t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
st❡♣ t♦✇❛r❞s r❡❛❧ ❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✱ ❛s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡♥❝♦✉♥✲
t❡r❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② t❡st❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts
❛♥❞ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ❝✉❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❊①✐st✐♥❣ ❲♦r❦

✷✳✶ ●r❛♠♠❛r✲t②♣❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣s

❙❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣♦♣✉❧❛r ❛s s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✳
❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜♦t❤ t♦ ♠♦❞❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t♦
❡♥❝♦❞❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞✲
❡❧s r❡s❡♠❜❧✐♥❣ str✐♥❣ ❣r❛♠♠❛rs ✉s❡❞ ✐♥ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆
❣r❛♠♠❛r G = (S, T ,N ,P) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s T ✱ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥t❡r♠✐✲
♥❛❧ s②♠❜♦❧s N ✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✮ P ✱ ❛♥❞ ❛ st❛rt✐♥❣
s②♠❜♦❧✱ ♦r ❛①✐♦♠✱ S ∈ N ✳ ❆ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p ∈ P ✱ ❞❡♥♦t❡❞ p : N −→ (n1, . . . , nk)✱ ✐s ❛
♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧ N ∈ N ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥✱ t♦ ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② str✉❝t✉r❡❞✮ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧s ❛♥❞ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧s (n1, . . . , nk)✱
✇❤❡r❡ n1, . . . , nk ∈ N ∪ T ✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s②♠❜♦❧s (n1, . . . , nk) ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs✱ ❛ s②♠❜♦❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ ❜❛s✐❝ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
s♣❛t✐❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ s❡t ♦❢ ❜❛s✐❝ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧
s②♠❜♦❧s ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❆ ❜❛s✐❝ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜st✐t✉t❡s ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧ ✐♥ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ s✉❜st✐t✉t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❜❛s✐❝ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡
❜② ❛ s♣❛t✐❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❜❛s✐❝ s❤❛♣❡s✱ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦♥❧② ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ s②♠❜♦❧ S ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛♣♣❧②✐♥❣
♣r♦❞✉❝t✐♦♥s t♦ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ ✐t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧
t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✱ s❡t ♦❢
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t ❣r❛♠♠❛r
s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ r♦♦t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛rt✐♥❣ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ ♣❛r❡♥t t♦ ❝❤✐❧❞
❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧✳

❙♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs ❛r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ s❤❛♣❡s
❛r❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♣❧✐ts ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ r❡❝t❛♥✲
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❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r
❛♥❞ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳

✷✳✶✳✶ ●r❛♠♠❛rs ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣s
❛♥❞ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ ❬✸✽❪✱ ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛r
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ s❤❛♣❡s✳ ❊❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛ttr✐❜✉t❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉❜♦✐❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s✐❝
s❤❛♣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✳ ❆ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ❝❛♥
❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧✱ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ♥♦♥✲
t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐❝ s❤❛♣❡s t❤❛t ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ✐ts ♣❧❛❝❡ ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧❧② ✐♥✈❛❧✐❞
❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡s ✇❤❡r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧s
♦✈❡r❧❛♣✳ ❇② r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❞✉r✐♥❣ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s str✉❝t✉r❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❝♦♥t❛✐♥s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s✱ ❛♥❞
♦♥ t❤❡✐r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛❝❡s✳ ❆r❣✉❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s
✐s ❛ s♣❧✐t r✉❧❡✳ ■t s✉❜❞✐✈✐❞❡s ❛ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ s❤❛♣❡ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
❛①❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✇ ❛t♦♠✐❝ s❤❛♣❡s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ r✉❧❡ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♥t❡r❡st ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛s ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝r✉❝✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱
♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳

✷✳✶✳✷ ❋❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ✜❡❧❞ ❬✹✱ ✼✷✱
✹✶✱ ✷✵❪ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳✱
s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ❛✐♠❡❞ ❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣
♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s ❬✷✽✱ ✻✵✱ ✺✾✱ ✸✻✱ ✹✼❪✳ ❚❤❡ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s ❛ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛r ❛♥❞
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s tr② t♦ ✜♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❣r❛♠♠❛r r✉❧❡s ②✐❡❧❞✐♥❣
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s
t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ ♠❡r✐t
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵✱ ✺✾❪
✉s❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ❬✼❪ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❧❛ss ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳ ❆ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡r✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ■t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❬✺✸❪ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❈♦❤❡♥ ❡t
❛❧✳ ❬✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ②❡t ❛♥♦t❤❡r ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❛ ♠✉❧t✐✲❢❡❛t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❚❡①t♦♥❇♦♦st
❬✷✾❪✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❙■❋❚✱ ❈♦❧♦r❙■❋❚✱ ▲♦❝❛❧ ❇✐♥❛r② P❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥
❢❡❛t✉r❡s✳ ❋❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧
❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs
✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ✷✵✵ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡
♦✉t♣✉t ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❜♦♦st✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡r ❬✺✵❪✳ ❆♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❧❛ss t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❆

✶✻



s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r ♥♦t ♦♥❧② ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❵s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✬ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱
❜✉t ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❵❤❛r❞✬ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡
♣r✐♦r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❵s♦❢t✬ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❛t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛rs❡ ✭❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✮ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪✱ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s❡❣♠❡♥ts r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣
❢❛❝❛❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜✐♥❛r② s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❆ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ✐s
❛ ❣r❛♠♠❛r ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ s♣❧✐ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥❡❝t✐✈❡ ❵❜✐♥❛r②✬ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❛t ♠♦st t✇♦ ❝❤✐❧❞ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♣❧✐ts ❛ r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❛①❡s ✐♥t♦ t✇♦ ❝❤✐❧❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❆ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ✐s ❛ ❝♦♥❝✐s❡ ♠❛♥♥❡r ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡
♦r❞❡r ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❙♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❛ttr✐❜✉t❡ ❣r❛♠♠❛rs✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞ s②♠❜♦❧s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢
t❤❡ ♣❛r❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞
r❡❣✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢
♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐③❡s ♦❢ s❤❛♣❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

P❛rs✐♥❣✱ t❤❛t ✐s✱ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣r❛♠♠❛r✱ t✉r♥s ♦✉t t♦
❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛r❜✐tr❛r② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛
❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♣❛rs✐♥❣ str✐♥❣ ❣r❛♠♠❛rs t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤②♣♦✲
t❤❡t✐❝❛❧❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣❛rs✐♥❣ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜♦t❤ ♣❛r❛❞✐❣♠s
❤❛✈❡ str♦♥❣ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ❆ t♦♣✲❞♦✇♥ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❜② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣
♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ✜rst t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ♠❛t❝❤❡❞ t♦
t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❆ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❜② ✜rst
✐♥✐t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡♥ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ✐♥t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛
♣❛r❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ tr❡❡ ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛rt✲
✐♥❣ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t s②♠❜♦❧s✳ ❖♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❧❡✈❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣❛rs✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
♥♦t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡❞
❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡♥ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s♦✉❣❤t ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ t❡r♠s✳ P❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦r❦ ♦♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❞♦
♥♦t ❤❛♥❞❧❡ s✉✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞♦ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡
♠✐ss✐♥❣ ♦r ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s②♠❜♦❧s t♦ ❛♥ ❡①t❡♥t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s
❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ♣✐①❡❧s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s②♠✲
❜♦❧s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r❡ ✇❡❧❧ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❡①✐st✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵✱ ✺✾❪✱ tr✐❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ♣❛rs✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ♦✈❡r❧❛✐❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❞❡♥♦t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✳ P❛rs❡ tr❡❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❆ s✐♠♣❧❡ s❡t ♦❢ ❣r❛♠♠❛r r✉❧❡s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② ❢❛❝❛❞❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ✇❛❧❧
t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱
t❤❡ ✜rst ♣❛rt ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦♣♠♦st✱ ♦r ❧❡❢t♠♦st s②♠❜♦❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❵✢❴❢❛❝❛❞❡✬ ❞❡♥♦t❡s ❛ ❢❛❝❛❞❡ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛ ✢♦♦r ❛t t❤❡ t♦♣✳

p0✿ ❛①✐♦♠ −→
✇❛❧❧

✢❴❢❛❝❛❞❡

p1✿ ✢❴❢❛❝❛❞❡ −→
✇❛❴✢♦♦r

✇❛❴❢❛❝❛❞❡

p2✿ ✢❴❢❛❝❛❞❡ −→
✇❛❴✢♦♦r

✇❛❧❧

p3✿ ✇❛❴❢❛❝❛❞❡ −→
✇❛❧❧

✢❴❢❛❝❛❞❡

p4✿ ✇❛❴✢♦♦r −→ ✇❛❧❧ ✇✐❴✢♦♦r

p5✿ ✇✐❴✢♦♦r −→ ✇✐♥❞♦✇ ✇❛❴✢♦♦r

p6✿ ✇✐❴✢♦♦r −→ ✇✐♥❞♦✇ ✇❛❧❧

♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧
✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧s ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ✐t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥
❣r❛♠♠❛r ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡s♦rt t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡s✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ✇♦r❦
❬✺✾❪✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
◗✲❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ t❤❛t ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s r❛♥❞♦♠ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧✐❡❞ ♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ r❡♣❡❛t❛❜❧❡
r❡s✉❧ts✳

■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥

✶✾



♣❛rs❡r ❬✻✵✱ ✺✾❪ ❜② ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛rs❡ tr❡❡s ✇✐t❤ str♦♥❣
❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s✳ ❲❡ ✉s❡ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡s✐❣♥ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞
t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rs❡r✱ ✐t s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛✉s❡❞ ❜②
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♣❛❝❡✳

❙♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛r❣❡t❡❞ ❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✐♠✐❧❛r t♦
♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ str✐♥❣ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣✱ ❢♦r ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❬✹✼❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡②
❢❡❛t✉r❡ ❛ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐①❡❧s ♦r ✐♠❛❣❡
s❡❣♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②✱ ✉♥❧✐❦❡ s②♠❜♦❧s ✐♥ ❛ str✐♥❣ ❣r❛♠♠❛r✳
❘✐❡♠❡♥s❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ ✉s❡ ❛ ❣r❛♠♠❛r ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❛
✷❉ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❦❡✲❨♦✉♥❣❡r✲❑❛s❛♠✐ ✭❈❨❑✮ ♣❛rs❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(w2h2N)✱ ✇❤❡r❡ w ❛♥❞ h ❛r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❛♥❞ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛ttr✐❜✉t❡s
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ❣r✐❞s ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✵ ❜② ✻✵ ❝❡❧❧s✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣❧♦r❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✇✐t❤ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs ✐s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ✢♦♦rs ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❣r❛♠♠❛r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r
❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ ❬✻✵✱ ✺✾❪ ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ s♣❡❝✐❢②✱
✇❤❡♥ ✇r✐t✐♥❣ ❛ ❣r❛♠♠❛r✱ ✇❤✐❝❤ s②♠❜♦❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳
❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❤✐❞❞❡♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ t❤❡ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡❛t ✇❛② ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣
s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛s ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡✱ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ s❤❛♣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s
❢❛✐❧ t♦ ♦✛❡r ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s❡❛r❝❤
s♣❛❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❵❝✉rs❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✬✳ ❚❤❡② s❡❛r❝❤
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛rs❡ tr❡❡s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss r❛♥❞♦♠❧② ❬✻✵✱ ✺✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡
♦♣t✐♠❛❧✐t② ♥♦r r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t②✱ s♦♠❡t✐♠❡s s❡✈❡r❡❧② s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❬✹✼❪✳

✷✳✶✳✸ ●r❛♠♠❛r ❧❡❛r♥✐♥❣

▲❡❛r♥✐♥❣ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ❞♦
♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ✐t ❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛rs✐♥❣ ❛♥❞ ❣r❛♠♠❛r ❧❡❛r♥✐♥❣✳

▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❧❡❛r♥ ✷❉ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs ❜② ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧
♠❡r❣✐♥❣ ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r❛♠♠❛r ♣❡r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡♥ ♠❡r❣❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r❛♠♠❛r✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡♠ ❛❧❧ t❤❡
s❛♠❡ st❛rt✐♥❣ s②♠❜♦❧✱ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ♣❛✐rs
♦❢ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❣r❡❡❞✐❧② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣②
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞❛t❛ t❡r♠✱ ♣r❡❢❡rr✐♥❣ ❣r❛♠♠❛rs ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❣r❛♠♠❛rs✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞
❣r❛♠♠❛r✳

✷✵



●❛❞❞❡✱ ▼❛r❧❡t ❛♥❞ P❛r❛❣✐♦s ❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥♦t❤❡r ❣r❛♠♠❛r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■ts ❛✐♠ ✐s t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❣r❛♠♠❛r s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❣r❛♠✲
♠❛r ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣❛rs❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❣r❛♠♠❛r✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣❛rs❡ tr❡❡s✳ ❚❤❡♥✱ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡ ❛r❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥
s✉❜tr❡❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣s ❝❧✉st❡rs ❧❛r❣❡ s✉❜tr❡❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠❛♥② ♣❛rs❡
tr❡❡s✳ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ♥❡✇ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐ts✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♣❡❡❞s ✉♣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆ ❝♦✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧ ❬✸✺❪ ✐s ❛♥✲
♦t❤❡r ❛tt❡♠♣t t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛r✳ ■t ♦♣✲
❡r❛t❡s ♦♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧❧ t❤❡ t❡st ✐♠❛❣❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡♠ ❛❧♦♥❣ ✈❡r✲
t✐❝❛❧ ♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ st❡♣ ❤❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
■t ♣r♦❝❡ss❡s ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ✭♣♦ss✐❜❧② ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✮
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝♦r❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❝♦r❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧✉st❡rs✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝❡s
✐♥❢❡r✐♦r r❡s✉❧ts t♦ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐t ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❧❛❜❡❧✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❛❝❛❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈❡
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❛✐❞ ❢❛❝❛❞❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❣r❛♠♠❛r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❲❡✐ss❡♥❜❡r❣ ❡t ❛❧✳
❬✻✼❪ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❝❡♣ts ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❝t✐✜❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♣❛rs❡ tr❡❡s ❜② r❡♣❡t✐t✐✈❡❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ s♣❧✐ts t❤❛t ❡①tr❡♠✐③❡ ❛ ❤❛♥❞✲
❝r❛❢t❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ●r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡s
❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s♣❧✐ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s♣❧✐ts
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ●r♦✉♣s ♦❢ s♣❧✐ts ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t tr❡❡ ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❡s✱ t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛
❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛❝❛❞❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳

❆ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣r❛♠♠❛r t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❛❞❡
❧❛②♦✉t✳ ■ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣r❛♠✲
♠❛rs ❢r♦♠ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜②❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✻✾❪ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✜♥❞ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❛❞❡ ❧❛②♦✉t ❛♥❞ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s ❣r❡❡❞② ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
❣r❛♠♠❛rs t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❛❞❡ ❧❛②♦✉t✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♠✲
♠❛rs✳ ■t ❦❡❡♣s t❤❡ ❣r❛♠♠❛r t❤❛t s❝♦r❡s t❤❡ ❜❡st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❣r❛♠♠❛r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧
❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡✐r s✐③❡s✱ ♦r ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♠♠❛rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ✐♥❝♦rr❡❝t ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ♦♣t✐✲
♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❬✸✸❪✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧✐❣♥✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❜❛❧❝♦♥②
❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♥♦t ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢❛❝❛❞❡✳ ❚❤✐s ✇❛② ♥❡✇ ❢❛❝❛❞❡ ❧❛②♦✉ts ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

✷✳✷ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣

❙♦♠❡ ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✳ ❖♥❡ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ r❡s✉❧ts
♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❬✸✸❪✱ ▼❛rt✐♥♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠❜✐♥❡ r❡✲
s✉❧ts ♦❢ ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s t♦ ❢♦r♠ ✉♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s
♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❵s♦❢t✬
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ ♣♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❛❢t❡r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❵✇❡❛❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧
♣r✐♥❝✐♣❧❡s✬✿ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡s❀ r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✱ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞❀ ❞♦♦rs ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rts ♦❢
❢❛❝❛❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❵❤❛r❞✬ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❇❡s✐❞❡s✱
t❤❡ s❡t ♦❢ ❵❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✬ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ✇❛②
♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧✐❣♥✐♥❣ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
②✐❡❧❞ ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❧✐❦❡ ❛
❜❛❧❝♦♥② ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳

❆ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❜② ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ✉s❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠s
✭❉Ps✮ t♦ r❡❝♦✈❡r ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t r❡s♣❡❝ts ❛ s❡t ♦❢ ❤❛r❞✲❝♦❞❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞
❛tt❛✐♥s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❊❛❝❤ ❉P ♠❛❦❡s t❤❡
❝✉rr❡♥t ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♦♣❡r❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛♥❞
✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ✢♦♦rs✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s ✐❞❡♥t✐❢② ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✢♦♦rs✱ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❦② ❛♥❞ r♦♦❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♦r ❛♥❞ s❤♦♣✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦❢ ❉Ps ❡♥❝♦❞❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②
❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✐♥t♦ ✢♦♦rs✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ✇❛❧❧ t✐❧❡s✳ ■❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢❛❝❛❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ✐t ✇✐t❤ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡

✷✷



❉Ps✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❉Ps t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡s✳ ❆s t❤❡
❉Ps ♦♣❡r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦✈❡r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ ♦r
♣r♦♠♦t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s❤❛♣❡s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❦✲✶ ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ t♦ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ❆ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡r ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦❧♦r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡
✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ r❛♥❦✲✶ ♠❛tr✐①✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ ❢❛❝❛❞❡
♣❛tt❡r♥s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡
✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧②✱
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ❛s r❛♥❦✲✶ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s
❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t s❝♦r❡s ❜❡st ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❦❡♣t ❛s
t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ❛ t✇♦✲❝❧❛ss
✭✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ✇❛❧❧✮ ❢❛❝❛❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ s❤❛♣❡s
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ❛ ❣r✐❞✳

▼❛t❤✐❛s ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♦❢ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣
✇❤✐❧❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❣r❛♠♠❛r r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ s❡❡♠s ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s
♥♦t ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s ❛♥❞
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♠♠❛r✳

❉❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ✜rst s❡❣✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❙✇❡♥❞s❡♥✲
❲❛♥❣ ❝✉ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s❤❛♣❡s✱
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ♦❢ s♦♠❡ ❢❛❝❛❞❡ ♦❜❥❡❝ts✱ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧s ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ❛✉✲
t❤♦rs r❡s♦rt t♦ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞♦❡s ♥♦t
❣✉❛r❛♥t❡❡ ❵s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✬ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝✱ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡s ❢r♦♠ r❡❝t✐✜❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ❛ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✉❜❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ✢♦♦rs ❛♥❞ t✐❧❡s✳ ❆♥ ❵✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝❛❞❡✬ ✐s
❝r❡❛t❡❞ ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦rs ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s t❤❛t s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
t✐❧❡s ❛r❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ❢✉rt❤❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✉❜r❡❣✐♦♥s
✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛ ❢❛❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t✐❧✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss❡s✱ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❜✉✐❧t ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❢❛❝❛❞❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✜①❡❞
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳

✷✳✸ ❖t❤❡r ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t
t❤❛♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥❛♠❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡✱
♦r s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢t❡♥ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ❣r❛♠♠❛rs ✉s❡❞ ❢♦r
❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❧✐❦❡❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡s

✷✸



✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♠❛♥② ♦t❤❡r ✈✐s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✼✵✬s ❛♥❞ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❙t✐♥② ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥ts ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛♥❞ s❡♠❛♥t✐③❡❞ ♠❛♥♥❡r ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑❛♥❛❞❡ ❛♥❞ ❖❤t❛ ❬✹✷✱
✹✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♠♠❛rs t♦ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❬✶✽✱ ✻✻✱ ✷✶✱ ✶❪✳

❆ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞
r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛♥✲♠❛❞❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❬✻✻✱ ✷✶✱ ✶❪✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ ❣r❛♠♠❛rs t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡♥❝♦❞❡
s♣❡❝✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡
s♣❛❝❡ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s
t❤♦r♦✉❣❤❧② r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❩❤✉ ❛♥❞ ▼✉♠❢♦r❞ ❬✼✸❪✳ ❆ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✲❜❛s❡❞ ❣r❛♠♠❛r ♦❢ ❍❛♥ ❛♥❞ ❩❤✉ ❬✶✽❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛♥❞✴♦r ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s
❛r❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ r♦✇s✱ ❝♦❧✉♠♥s ♦r ❣r✐❞s✱
❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡❝t❛♥❣❧❡ ♥❡st✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❡❞②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝♦♣❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡
✐s ♥♦ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡♥s✐❜❧❡ ✇❛②
♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❛♥② t✇♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛rs❡ tr❡❡s ✐s ❜❡tt❡r✳

●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ♣❛rt✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♦❜❥❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❬✶✼✱ ✺✶❪✳ ❚❤❡ ❣r❛♠♠❛rs ❛r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt
✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❵♣❛r❡♥t✬ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
♠❛♥♥❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡s✱ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ✢♦♦rs ❛♥❞
✈❡rt✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦♦rs✳ ❆ tr❡❡✲s❤❛♣❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧ t♦ ♣r❡s❡r✈❡
❡✐t❤❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳

✷✳✹ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✻✺❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ✉s❡ s♦♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s✉r✈❡② ❬✷✷❪
❜② ❑❛♣♣❡s ❡t ❛❧✳ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❣r❛♣❤s✱ ✇❤❡r❡
♥♦❞❡s v ∈ V r❡♣r❡s❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s xv✱ ❛♥❞ ✭❤②♣❡r✲✮ ❡❞❣❡s e ∈ E r❡♣r❡s❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♥♦❞❡s t❤❛t t❤❡② ❝♦♥♥❡❝t✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②
❡❞❣❡s

E▼❘❋ =
∑

v∈V
φv(xv) +

∑

e∈E
φe(xe) , ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ xe ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❡❞❣❡ e✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡

✷✹



str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡♥❝♦❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♥♦♥✲♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
■♥ r❡s✉❧t✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ ❢❛❝t♦rs
✇✐t❤ s♠❛❧❧ s✉♣♣♦rt✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝✐s❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ s♠❛❧❧❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ♣✐①❡❧s✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✹✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣✐①❡❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧
✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❜♦✈❡✱ ❜❡❧♦✇✱ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❜②
♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡
P❛rts ▼♦❞❡❧ ✭❉P▼✮✱ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❦♥♦✇♥ str✉❝t✉r❡
✐♥ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡
♣❛rts ❡①♣r❡ss t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s E▼❘❋✳ ❚❤✐s t❛s❦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ s❡tt✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣r✐♦r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❡♥❝♦❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
❡♥❡r❣② ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭▼❆P✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▼❆P✲✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

▼❆P ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❧♦♦♣s
✭t❤❛t ✐s✱ ✐♥ tr❡❡s ♦r ❝❤❛✐♥s✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①❛❝t❧② ❜② ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ❬✹✵❪✳ ❈❤❛✐♥s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻✸✱ ✶✹❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❧♦♦♣②✮ ❛♥❞
✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ♠❛♥② ❧❛❜❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣
❧♦♦♣② ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬✹✵❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ Pr♦✈✲
❛❜❧② ❜❡tt❡r ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚r❡❡✲❘❡✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣
✭❚❘❲❙✮ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✻✱ ✺✹❪✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
♠♦✈❡✲♠❛❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❬✻✱ ✺✻❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜✐♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ s✉❜♠♦❞✉❧❛r
♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠s ❞♦ ♥♦t ♣♦ss❡ss
t❤❡s❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

▲✐♠✐t✐♥❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢

❋❛❝❛❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ❜② ❈♦♠❜✐♥✐♥❣

●r❛♣❤ ●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ●r❛♣❤✐❝❛❧

▼♦❞❡❧s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✳✷✱ ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛rs✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r
✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r✱ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡✳
❙✉❝❤ ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❝♦♠❜✐♥❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rs❡ tr❡❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿ ✶✮ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❣r❛♠♠❛rs✱
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rs❡ tr❡❡s ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②❀ ✷✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ r✉❧❡ t②♣❡s ❝❛♥ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛rs❡ tr❡❡s❀ ✸✮ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛✛❡❝ts ♠❛♥② t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠
st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❆ ❝❧❛ss ❢♦r ❡❛❝❤
♣✐①❡❧ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ s②♠❜♦❧ ✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥✮ t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣s ✐t✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❢♦✉r
s✐❞❡s✱ ❝r❡❛t❡❞ ❜② s♣❧✐ts ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡✳ ❆ s✐♥❣❧❡
s♣❧✐t ♦❢t❡♥ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ♠❛♥② r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t♦♣✱
♦r ❜♦tt♦♠ ✢♦♦r ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❙✉❝❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❤✐❣❤❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣
❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣❛rs✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❬✷✽✱ ✻✵✱ ✺✾✱ ✺✷✱ ✹✼✱ ✹✹✱ ✶✽❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✶✱ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ②✐❡❧❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r✳ ❋♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡s♦rt t♦ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♣❛❝❡ ❬✷✽✱ ✻✵✱ ✺✾✱ ✺✷✱ ✹✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s s✉❜♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s
❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ r✉♥ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳ ■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t
✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣r♦✈❡s
♣❛rs✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②✳ ❖t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❡✈❡r❡❧② s✉❜s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦
♠❛❦❡ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✹✼❪✱ ♦r ❛♣♣❧② ❣r❡❡❞② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r
❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❬✶✽❪✳

✷✼



■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤✲
♦❞s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❣r❛♠♠❛rs
❬✸✸✱ ✶✵✱ ✾❪ ✐♥ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦
♦❢ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦❢ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❣r❛♠♠❛rs ♦♥ ✐♥♣✉t✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✲
✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❛♠♣❧❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡
❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛rts s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢❛❝❛❞❡ ❛s ❛ ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡✱ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✳ ❲❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❣r❛♠♠❛r✳
❋♦r ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rts ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❧✐♠✐t
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡ss r❡❧✐❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ str✉❝t✉r❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❧②✳

✸✳✶✳✶ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s
✇✐t❤ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❣r❛♠♠❛rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✷ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❧✐♠✐t
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ ✇♦r❦ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s
❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

❖✉r ✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜❥❡❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❛t ❤❛s
♣r♦✈❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢❛❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s❡ tr❛❝❦✐♥❣
❬✶✸✱ ✶✶❪✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rts✳ ❉❡t❡❝t✲
✐♥❣✱ ♦r tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rts ✐♥ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛rt
♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❢♦r
❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢
♣♦s❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛rts✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❛rt ♣♦s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❤❛s ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛s
❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤s✱ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ♥♦t ✜①❡❞ ❜✉t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡②
❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡ ❛ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❧♦♦♣② str✉❝t✉r❡✳

●r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ♣❛rt✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♦❜❥❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✶✼✱ ✺✶❪✳ ●✐rs❤✐❝❦✱ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ❛♥❞ ▼❝❆❧❧❡st❡r ❬✶✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣❛rt✲❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❡❞❡str✐❛♥ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❛r❡ ❤✐❡r✲
❛r❝❤✐❝❛❧✿ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❵♣❛r❡♥t✬ ♦❜❥❡❝t
❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜❥❡❝ts
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡s✱ ✇✐♥✲
❞♦✇s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ✢♦♦rs ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦♦rs✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦♦r ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✳ ❆ tr❡❡✲s❤❛♣❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤②✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢ t❤❡ ✢♦♦r✱
✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐♥❞♦✇s✱ ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ s♣❛t✐❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✷✽



❲❡ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs❡r ❜② ❘❡❦✲
❡rs ❛♥❞ ❙❝❤✉rr ❬✹✻❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♠♠❛r ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤s✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s
s✉❜st✐t✉t❡ ❣r❛♣❤ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ♣❛rs❡r ❝❛♥
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s ✐♥♣✉t
❣r❛♣❤✱ ♦r ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡r ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ❢❛✉❧ts ✐♥ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡✱ ❧✐❦❡ ♠✐ss✐♥❣
♦r ❡①tr❛ ❡❞❣❡s ♦r ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ❡❞❣❡s ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡
❡①♣❡❝t ❣r❛♣❤s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥
❛♥ ✐♠❛❣❡ t♦ ❢❡❛t✉r❡ ♠✐ss✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦❞❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t♦ ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✵ ♥♦❞❡s ❬✻✶✱ ✶✺❪✳

✸✳✶✳✷ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛r❝s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rts ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦✲
s✐t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜①❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❡ss r❡❧✐❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♦r ❣r❡❡❞② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❧✐♠✐t❡❞ t♦ str✉❝t✉r❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♦♣t✐✲
♠✐③✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❡♥❡r❣② ❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ♣❛rs✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❝❛❞❡✳ ▼♦❞❡❧s
♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ♣❡❞❡str✐❛♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s❡
tr❛❝❦✐♥❣ ❬✶✸✱ ✶✶✱ ✸✵✱ ✼✶❪✳ ❆ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢
♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❵✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s✬ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❵❢❛❝t♦r ♥♦❞❡s✬
❝❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ♦r t♦ ♣❛rts
✭❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝ts✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢❛❝t♦r
❣r❛♣❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❲❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❢❛❝❛❞❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rts ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s
♣❡♥❛❧✐③❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❖t❤❡rs ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢
♣❛rts ❛❣❛✐♥st ✐♠❛❣❡ ❝✉❡s✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡♥❡r❣② ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rts t❤❛t ❜❡st
❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡ ❝✉❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ t♦
t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ♦♣t✐♠✐③❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rts ✇✐t❤ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s♦❧✈❡r
❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

❋♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ ❛
◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭◆❈❊✮ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡
✉s❡ ❛ ❣r❛♠♠❛r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s❡t ♦❢ ❣r❛♣❤s✱ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝❛❞❡
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢

✷✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ♦✉r ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❧❡❢t✮✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ s♥❛♣❧✐♥❡s s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s❦②✱ r♦♦❢✱ ✇❛❧❧ ❛♥❞ s❤♦♣ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❝②❛♥ ❧✐♥❡s ♠❛r❦
❜♦r❞❡rs ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✇✐♥❞♦✇ ❜❛❧❝♦♥✐❡s✳

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❣r❛♣❤ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❵str✉❝t✉r❛❧ s♣❛❝❡✬ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ●✐✈❡♥
❛ ❝✉rr❡♥t ❣r❛♣❤✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣r❛♣❤ ❜② ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ r❛♥❞♦♠❧② r❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s✉❜tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ❚❤✐s ✇❛② ❜♦t❤
❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ r❡❣❡♥❡r❛t❡❞ s✉❜tr❡❡✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ♠♦✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛
♥♦❞❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦✈❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ r❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❛ ❞❡❡♣ s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ ♣❛rs❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ str✉❝t✉r❡ ✐s
❛❝❝❡♣t❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

✸✳✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥❝❧✉❞❡✿
✶✳ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r ♣❛rt ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢

♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱
✷✳ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡

❛♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ s♣❛❝❡✱
✸✳ ❛ ❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳

✸✵



❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

G ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷
V t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✲t②♣❡ ✈❡rt❡①❡s ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✸✷
F t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✸✷
F o t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦rs F o ⊂ F r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts❀ ♣✳ ✸✷
F c t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦rs F c ⊂ F ✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♦♥ r❡❧❛t✐✈❡

♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✮❀ ♣✳ ✸✷
E t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✸✷
λv ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❧❛❜❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✲t②♣❡ ✈❡rt❡① ✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r

❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✸✷
λf ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❧❛❜❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✸✷
Lv t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✲t②♣❡ ✈❡rt❡①❡s ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✸✷
Lf t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ❢❛❝t♦r✲t②♣❡ ✈❡rt❡①❡s ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✸✷
T t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✸✷
G ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r❀ ♣✳ ✸✸
S ❛ st❛rt✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✱ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛

s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡❀ ♣✳ ✸✸
LT ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r❀ ♣✳ ✸✸
LN ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r❀ ♣✳ ✸✸
Le ❛ s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦r ❧❛❜❡❧s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r❀ ♣✳ ✸✸
P ❛ s❡t ♦❢ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s❀ ♣✳ ✸✸
D ❛ ❞❛✉❣❤t❡r ❣r❛♣❤ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥❀ ♣✳ ✸✸
C ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥❀ ♣✳ ✸✸
nt,ρ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣r❛♣❤ ♥♦❞❡ t ✐♥

t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛❀ ♣✳ ✸✾
Nt,ρ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❝♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣r❛♣❤

♥♦❞❡ t ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛❀ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥③❡r♦❀ ♣✳ ✸✾
x t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✹✵
z t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✲

✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r❛♣❤❀ ✐t ✐s ❛
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡❀ ♣✳ ✹✸

E(x, z) t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥❀ ♣✳ ✹✸
Estruct(z) t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❀ ♣✳ ✸✼
Epos

z (x) t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡❀ ♣✳ ✹✵

φo
f (xf ) t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❝t♦r f ∈ F o ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xf

♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ f ❀ ♣✳ ✹✵
φc
f (xf ) t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❝t♦r f ∈ F c ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥

♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱
❡♥❝♦❞❡❞ ❜② xf ❀ ♣✳ ✹✵

Et(xf , lf ) t❤❡ t❡①t✉r❡✲r❡❧❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t❀ ♣✳ ✹✵
Ed(xf , lf ) t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲r❡❧❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t❀ ♣✳ ✹✵
Epix(Ip, lf ) t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣✐①❡❧ Ip ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❜❡❧ lf ❀ ♣✳ ✹✵

✸✶



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❞✐s❦s ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s✱
t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❢❛❝t♦rs✿ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❢♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❜st✐t✉t❡❞
✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛❜❡❧ ❵❲✐♥❞♦✇s✬✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣❧✐t❧✐♥❡s ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞
t❤❡ s♥❛♣❧✐♥❡s ✭❝②❛♥✮ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s✳

✸✳✷ ❋❛❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✜①❡❞ str✉❝t✉r❡

❲❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛rts ♦❢ ❛ ❢❛❝❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤✳ ❆ ❧❛❜❡❧❡❞
❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ G = (V, F, E , λv, λf ,Lv,Lf) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s V ✱ ❛ s❡t
♦❢ ❢❛❝t♦r ♥♦❞❡s F ✱ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s E ⊂ (V × F ) ∪ (F × V ) ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
λv : V → Lv✱ ❛♥❞ λf : F → Lf ✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❧❛❜❡❧s lv ∈ Lv✱ ❛♥❞ lf ∈ Lf t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ❢❛❝t♦rs✳

❊❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ v ∈ V ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xv ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦rs F = F o∪F c✱ ✇❤❡r❡ F c ❛♥❞ F o ❛r❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t✲
❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✲t②♣❡ ❢❛❝t♦rs✱ ❛♥❞ F c ∩ F o = ∅✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣❛✐r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❢❛❝t♦r f c ∈ F c✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛✐r
♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s✳ ❆ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢❛❝t♦r f o ∈ F o✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥♦❞❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ▲❛❜❡❧s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦❜❥❡❝t ❢❛❝t♦rs λf(f o)
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss❡s T ⊂ Lf ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
T = {λf(f o)|f o ∈ F o}✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢❛❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚♦ ❡❛s✐❧②
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
❛ ❧✐♥❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ❡♥❝♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s♣❧✐t❧✐♥❡s ❛♥❞ s♥❛♣❧✐♥❡s
✭♥♦❞❡s ✢♦♦r ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
♦❜❥❡❝ts ✭t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss❡s T = {sky , roof ,wall ,window}✮ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ s❦② ❛♥❞ ✇❛❧❧ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣❧✐t❧✐♥❡ ❡❛❝❤
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❡①t❡♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❧✐t❧✐♥❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
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le1

le2

lv

l'e1

l'e2

n1

n2

G
G\{v} G\{v} D

v

G'

ρ : lv → (D, C)

C = {(le1, l′e1, n1),
(le2, l

′
e2, n2)}

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρ : lv → (D, C) t♦ ❛ ❣r❛♣❤ G r❡s✉❧ts ✐♥
❛ ❣r❛♣❤ G′✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦❞❡ v✱ ❧❛❜❡❧❡❞ lv✱ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ D✳ ❚❤❡
s✉❜❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ G\{v}✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ v ❢r♦♠ G✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s C✳

✸✳✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠✲

♠❛rs

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤
❣r❛♠♠❛r✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❣r❛♠♠❛rs ♦❢ ❣r❛♣❤s
✇✐t❤ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧s ✭❡❞◆❈❊ ❣r❛♠♠❛rs✮✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜r✐❡✢②✳ ❋♦r
❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ❜② ❘♦③❡♥❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪✱
❛♥❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑❧❡♠♣✐❡♥✲❍✐♥r✐❝❤s ❬✷✸❪ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❝❛s❡✳ ❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②
✇✐t❤ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ tr❡❛t ❢❛❝t♦rs t❤❡
✇❛② ✭❤②♣❡r✲✮ ❡❞❣❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❆ ❣r❛♠♠❛r G = (S,LT ,LN ,Le,P) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ st❛rt✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ S✱ s❡ts ♦❢
t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧s LT ❛♥❞ LN ✱ ❛ s❡t ♦❢ ❢❛❝t♦r ❧❛❜❡❧s Le

❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s P ✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ❣r❛♣❤ S ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧
♥♦❞❡✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ : lv → (D, C)✱ ✇❤❡r❡ lv ✐s ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡
❧❛❜❡❧✱ ❝❛❧❧❡❞ ❵♠♦t❤❡r ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧✬✱ D ✐s ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤✱ ❝❛❧❧❡❞ ❵❞❛✉❣❤t❡r ❣r❛♣❤✬✱ ❛♥❞
C ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥♦❞❡ v ♦❢ ❛
❣r❛♣❤ G ✐❢ λv(v) = lv✱ ✇❤❡r❡ λv(v) ✐s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ♥♦❞❡ v✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❋✐rst✱ ❛ ♥❡✇
❣r❛♣❤ D′✱ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ D✱ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ G ❛s ❛ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜❣r❛♣❤✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ D′ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ v ✐♥ G t❤r♦✉❣❤ ❢❛❝t♦rs ❝r❡❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s C✳ ❲❡ ✉s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
(le, l

′
e, n)✱ ✇❤❡r❡ le ❛♥❞ l′e ❛r❡ ❢❛❝t♦r ❧❛❜❡❧s✱ ❛♥❞ n ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ D✳ ❋♦r ❡❛❝❤

(le, l
′
e, n) ∈ C✱ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ v ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ le ✐s ❝♦♣✐❡❞ ✐♥t♦ G✳ ❚❤❡ ❝♦♣② ✐s

❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ v✱ r❡❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ D′ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② n✱ ❛♥❞ r❡❧❛❜❡❧❡❞ t♦
l′e✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦❞❡ v ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts ❢❛❝t♦rs✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❣r❛♣❤
❣r❛♠♠❛r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳

✸✳✸✳✶ ❉❡r✐✈✐♥❣ ❣r❛♣❤s ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r

❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ❣r❛♣❤ G ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s t♦ ♥♦♥t❡r♠✐✲
♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❣r❛♣❤

✸✸



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ●✐✈❡♥ ❛ ❤♦st ❣r❛♣❤ G = (V, F, E , λv, λf ,Lv,Lf)✱ ❛♣♣❧② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρ :
lv → (D, C) t♦ ♥♦❞❡ v ∈ V ✱ ✇❤❡r❡ D = (VD, FD, ED, λv

D, λ
f

D,Lv,Lf)✳ ❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s❡ts V ❛♥❞ VD✱ ❛♥❞ F ❛♥❞ FD✱ ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳

❘❡q✉✐r❡✿ λv(v) = lv
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❆♣♣❧②Pr♦❞✉❝t✐♦♥✭G✱v✱ρ✮

⊲ ■♥s❡rt D t♦ G ❛s ❛ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜❣r❛♣❤
V ← V ∪ VD

F ← F ∪ FD

E ← E ∪ ED
λv ← λv ∪ λv

D

λf ← λf ∪ λf

D

⊲ ❈♦♥♥❡❝t D t♦ G \ v ✉s✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❢♦r ❛❧❧ f ∈ F s✳t✳ ((f, v) ∈ E) ∨ ((v, f) ∈ E) ❞♦

❢♦r ❛❧❧ (l, l′, n) ∈ C s✳t✳ λf(f) = l ❞♦
⊲ ❈♦♣② ❢❛❝t♦r f ❛♥❞ r❡❧❛❜❡❧ t❤❡ ❝♦♣② t♦ l′

F ← F ∪ {f ′} ⊲ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❢❛❝t♦r f ′

λf(f ′)← l′

E ← E ∪ {(f ′, v′)|((f, v′) ∈ E) ∧ (v′ 6= v)}
E ← E ∪ {(v′, f ′)|((v′, f) ∈ E) ∧ (v′ 6= v)}
✐❢ ((f, v) ∈ E) t❤❡♥
E ← E ∪ {(f ′, n)}

❡❧s❡
E ← E ∪ {(n, f ′)}

❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r

⊲ ❘❡♠♦✈❡ ❢❛❝t♦r f ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤
E ← E \ {(v′, f)|v′ ∈ V }
E ← E \ {(f, v′)|v′ ∈ V }
F ← F \ {f}

❡♥❞ ❢♦r
⊲ ❘❡♠♦✈❡ ♥♦❞❡ v ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤

V ← V \ {v}
❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡
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floors

floors

columns

columns column

(above,1)

(window,1)
(left,1)

(window,2)

1
(window,1)
(left,1)

Daughter Graph

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

Production Name

(window,1)
(window,2)

windowfloors columns

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆ t♦② ❡❞◆❈❊ ❣r❛♠♠❛r✳ ❊❛❝❤ r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧❡❞ S

✐s ❛ st❛rt✐♥❣ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ❣r❛♣❤s ❛r❡ ✉s❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s (le, n)✱ ✇❤✐❝❤ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧❡❞ le s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
❛ ♥♦❞❡ n ✐♥ t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞♦
♥♦t r❡❧❛❜❡❧ ❡❞❣❡s✱ t❤✉s t❤❡ s❤♦rt ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✿ (le, n) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (le, l

′

e, n)✳
❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❞✐s❦s r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s❀ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐s❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❡r♠✐♥❛❧s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡②
❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✳ ❙❡❡ ❝❛♣t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s②♠❜♦❧s✳

✸✺



❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❣r❛♣❤✳ ❊❛❝❤ r♦✇
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ ❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇ ❝♦♥♥❡❝ts ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡ ✇✐t❤
❛ s✉❜❣r❛♣❤ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s ✐t✳

✸✻



G = S✳ ❚❤❡♥✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t♦ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ G✱ ✉♥t✐❧
✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♠♦r❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❧❛❜❡❧s✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤ G✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢
❣r❛♣❤ G✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r♦♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❣r❛♣❤ S✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
✐t✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛r❡♥t t♦ ❛ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❤✐❧❞
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ G ✐♥s❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳

✸✳✸✳✷ ❊♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ ❜② T ❛♥❞ ✐ts ♥♦❞❡s ❜② t✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
♥♦❞❡ t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ρt✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❣r❛♣❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ✈❡❝✲
t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ρt✱
✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❜② z ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ Estruct(z)
❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✐♥
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ tr❡❛t ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✳ ❚❤✐s ♠❛tt❡rs✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡❝✉rs✐♦♥ t❤❛t ✐♥s❡rts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦❞❡s✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r t❡r♠✐✲
♥❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❡❛❝❤
t✐♠❡ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρ3✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥s❡rts
♥♦❞❡s ♦❢ ❝❧❛ss column✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρ4✱ ✇❤✐❝❤ t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❇♦t❤ ♦❢
t❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss columns ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ column ♥♦❞❡s ❛❧r❡❛❞② ✐♥s❡rt❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✇♦ columns ♥♦❞❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ✇✐♥❞♦✇ ❝♦❧✉♠♥✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥✳ ■♥ ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ✐♥ ♦✉r
❞❛t❛s❡t ❤❛❞ t✇♦ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❛♣♣❧② ρ3 t♦ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡
❛♥❞ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t ρ4 t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✳ ❆ ♥♦❞❡ t ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞
♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡

Estruct(z) =
∑

t∈T
− log pt(ρt) ✱ ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ pt(ρt) ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρt ♦✉t ♦❢ ❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣❛rs❡ tr❡❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s pt ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥
❆♥❞✲❖r ❚r❡❡ ✭❆❖❚✮✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❬✼✸❪ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❡❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♥♦❞❡s✱ t❤❡
❵♦r✬ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❣r❛♣❤✱
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Derivation Tree

( 1,1)

( 2,2)

( 3,2)

( 4,2)

( 0,1)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r (ρ, n)✱
✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♥❛♠❡ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ♥♦❞❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳

floors

S

columns

0

1 2 4 3

floors

1 2

floors

2

columns

4

1 2

2 2

2

1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❆♥ ❆♥❞✲❖r ❚r❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❣r❛②✱
❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❵♦r✬ ♥♦❞❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❣r❛♣❤✳
❚❤❡ ♥❛♠❡ ❵♦r ♥♦❞❡✬ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢
♣♦ss✐❜❧② ♠❛♥② ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❵♦r✬ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡✐r ✐♥❞❡①❡s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥s❡rt❡❞ t❤❡♠ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❊❛❝❤ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛♥ ❵❛♥❞✬ ♥♦❞❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❢❛❝❛❞❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t❤r❡❡ ✢♦♦rs ❛♥❞ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❡♥❛❜❧❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✢♦♦rs ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❙❡❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❢♦r
t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❖❚✳
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❛♥❞ t❤❡ ❵❛♥❞✬ ♥♦❞❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊❞❣❡s ❛r❡ ❡♥❛❜❧❡❞
♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳ ❆ ♣❛r❡♥t✲❝❤✐❧❞ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❵♦r✬ ♥♦❞❡ t♦ ❛♥
❵❛♥❞✬ ♥♦❞❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❵♦r✬ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆❖❚ ❝❛♥
❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❵❛♥❞✬ ♥♦❞❡✳ ❆ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ ❛♥ ❵❛♥❞✬
♣❛r❡♥t t♦ ❛ ❛♥ ❵♦r✬ ❝❤✐❧❞ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❵❛♥❞✬ ♥♦❞❡
✐♥s❡rts ✐♥t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❵♦r✬ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆❖❚✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❆❖❚ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳

◆♦t❡✱ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❵♦r✬ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r
✐♥ s♦♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ s♦♠❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❵❛♥❞✬ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❆
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤✐❧❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❵♦r✬ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛♥
❆❖❚ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s✉❜tr❡❡s r♦♦t❡❞ ❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❛♥
❆❖❚ ✐s ❛ s❤❛r❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡s✳

❲❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ ❡❛❝❤ ❵❛♥❞✬ ♥♦❞❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❝♦♥✲
t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pt(ρt)✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❝❛s❡s ♥♦t
s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ǫ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρt ❤❛s ❜❡❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❜② nt,ρt ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

Nt,ρt = nt,ρt + ǫ . ✭✸✳✷✮

❇② P(t) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❜② t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ρt t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡ t
❜❡❝♦♠❡s

pt(ρt) =
Nt,ρt

∑

ρ∈P(t) Nt,ρ

. ✭✸✳✸✮

❉✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ❆♥❞✲❖r ❚r❡❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②✳ ❋✐rst t❤❡ r♦♦t ❵♦r✬ ♥♦❞❡
✐s ✐♥s❡rt❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♥♦❞❡ st❛rt✐♥❣ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ♣❛rs❡ tr❡❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ tr❡❡✳ ❆ ♣❛rs❡ tr❡❡ ✐s tr❛✈❡rs❡❞ ❢r♦♠ r♦♦t
t♦ ❧❡❛✈❡s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t♦ ❛♥ ❵❛♥❞✬ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❆❖❚✳ ■❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡
❆❖❚ ❡①✐sts✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✉♥t nt,ρt ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞✳ ■❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ✐t
✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❆❖❚ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥str✉❝t
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❢♦r ❣r❛♠♠❛rs
✇✐t❤ r❡❝✉rs✐♦♥✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ tr❡❡ ❞❡♣t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉r✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❣r❛♣❤s t❤❛t ✐t ❤❛s ♥♦t s❡❡♥ ❞✉r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ pt(ρt)✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✉♥s❡❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
■❢ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡✱ t❤❛t ✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❖❚✱ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞
❞✉r✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ρ ∈ P(t) ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ t ❣❡t
t❤❡ ❝♦✉♥t Nt,ρ = ǫ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤
r❡✢❡❝ts t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳

✸✳✹ ❋✐t♥❡ss ❡♥❡r❣②

❆ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✸✾



♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s xv ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs xv ❜② x✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ I✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥❡r❣②
❢✉♥❝t✐♦♥ Epos(x)✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rts✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱
❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r f ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ φf (xf ) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s xf = (xv)(v,f)∈E∨(f,v)∈E ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
♥♦❞❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❈♦♥str❛✐♥t✲t②♣❡
❢❛❝t♦rs f ∈ F c r❡❝❡✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s φc

f t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✲t②♣❡ ❢❛❝t♦r f ∈ F o r❡❝❡✐✈❡s
❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ φo

f ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ ♦❜❥❡❝t
✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r λf(f) ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣
❜♦①✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❢❛❝t♦r
❡✈❛❧✉❛t❡s ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ❛ ✢♦♦r ♥♦❞❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s ❛
♣❛✐r ♦❢ s♥❛♣❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✿

Epos(x) =
∑

f∈F o

φo
f (xf ) +

∑

f∈F c

φc
f (xf ) ✳ ✭✸✳✹✮

✸✳✹✳✶ ❖❜❥❡❝t✲t②♣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

❲❡ ✉s❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✿ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❚❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡ Epix (Ip, τ) ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t p ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐♠❛❣❡ I
❛♥❞ ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤ Ip✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t p✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rts τ ∈ T ✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② Epix (Ip, τ) ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ♣❛t❝❤ Ip ✐❢ t❤❡ ♣✐①❡❧
r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss τ ✳ ❚❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡
♣❛rts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s T ❞❡t ⊂ T
♦♥❧②✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s yi ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts wi✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
f ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ✐ts ❧❛❜❡❧ lf ✳ ❖❜❥❡❝t ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❡①t✉r❡ ❛♥❞
❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s Et ❛♥❞ Ed ❛s✿

φo
f (xf ) =

{

αtEt(xf , lf ) + αdEd(xf , lf ) ✐❢ lf ∈ T ❞❡t

Et(xf , lf ) ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ αt ❛♥❞ αd ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❝❤❡♠❡ ❵❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥✬✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✉s❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❵❡❛r❧②
❢✉s✐♦♥✬ s❝❤❡♠❡ ❬✺✾✱ ✹✹✱ ✹✼✱ ✸✸❪✱ ✇❤❡r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ♣✐①❡❧ ❧❡✈❡❧
❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐①❡❧s ♦♥❧② ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r s❝❤❡♠❡✱ ❛♥ ❡♥❡r❣②
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝♦r❡s ♦❢ ❛❧❧ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥s t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣ t❤❡ ♣✐①❡❧✳ ❯s✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t♦rs r❡t✉r♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❵❜❧✉rr✐♥❣✬ ♦❜❥❡❝t
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ♥♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥✳ ▲❡❢t ✿ t✇♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ❛ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭r❡❞ ❜♦①❡s✮✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ▼✐❞❞❧❡✿ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
♠❛♣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦❜❥❡❝t ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭❣r❡❡♥ ❜♦①❡s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♠❛t❝❤❡❞ ✐t ♣❡r❢❡❝t❧②✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❡✛❡❝t ❵❜❧✉rr✐♥❣✬ ♦❢ ♦❜❥❡❝t
❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❘✐❣❤t ✿ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦❜❥❡❝t ❤②♣♦t❤❡s❡s ❢♦r ❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉r ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞
♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①✳

♠❛② ❜❡ ❧♦st✳ ◆♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ r❡t❛✐♥s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ str♦♥❣❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡✱ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞s ✐t ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❙✉❝❤
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ✐♥ ♠❛♥ ♠❛❞❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■t ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❧✐❣♥❡❞
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ❡①✐st✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣❡r ♥♦✐s② ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ♣r❡✈❡♥ts ❜❧✉rr✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❛❦✐♥❣
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳

❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αt ❛♥❞ αd r❡q✉✐r❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝✲
t✉r❡s ❛♥❞ ♣❛rt ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s
♠❛①✲♠❛r❣✐♥ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ tr❛✐♥✐♥❣ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✺❪✮✳

❉❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ P♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ ♠✐ss✲
✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t♦ r❛♥❦ ♦❜❥❡❝t ❤②♣♦t❤❡s❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳
●✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ d(xf , yi)✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✈❡❝t♦r xf ❛♥❞ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ yi ♦❢ ✇❡✐❣❤t wi✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❵❜❡st✬ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱
mini(d(xf , yi) − βwwi)✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t βw✱ ♦r ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❡♥❛❧t② βd ✐❢ t❤❡r❡
❛r❡ ♥♦ ♥❡❛r❜② ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ βd ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ t❡r♠ βwwi ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❡✐❣❤ts wi✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞
♣♦t❡♥t✐❛❧s t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠✿

Ed(xf , lf ) = min{ min
i∈Det(lf )

(d(xf , yi)− βwwi), β
d} ✱ ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ Det(lf ) ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss lf ✳ ❲❡ ❧❡t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❛❦❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❣♦♦❞ ♦❜❥❡❝t ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
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0 xv

Ed

βd

−βwwi

d−1(βd + βwwi)

xv

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ r❡❞
r❡❝t❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡
s✐❞❡s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❜✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ d−1() t♦ ❞❡♥♦t❡ xv✱ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❣❡ts ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇❡ ✉s❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ d✳ ❲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❞❥✉st
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs βw ❛♥❞ βd ♠❛♥✉❛❧❧②✳

❚❡①t✉r❡✲❜❛s❡❞ P♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❡①t✉r❡✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣✐❡s Et ❛s ✐♥ ❬✻✵❪✳
❋♦r ❛ ❢❛❝t♦r f t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ B(xf )✿

Et(xf , lf ) =
∑

p∈B(xf )

Epix(Ip, lf ) ✳ ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ lf ✐s t❤❡ ❢❛❝t♦r ❧❛❜❡❧✱ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐ts ❝❧❛ss✳
❖❜❥❡❝ts ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦♥ ❛ ✇❛❧❧

✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ s♣❡❝✐❛❧❧②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ❝❧❛ss❡s ♦❢ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts ❛s
T ❢❣ ⊂ T ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢❛❝t♦r ❧❛❜❡❧
lf ∈ T ❢❣ ❛s cbg(lf )✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧❛❜❡❧ lf ∈ T ❢❣✱ cbg(lf ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉♥✐q✉❡❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s ✭♣❧❛❝❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ r♦♦❢✮ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss t❤❛♥ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ✇✐♥❞♦✇s ✭♦♥ ✇❛❧❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r ✐ts ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s

✹✷



♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝t✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝t ❜❡❝♦♠❡s✿

Et(xf , lf ) =
∑

p∈B(xf )

Epix(Ip, lf )− Epix(Ip, c
bg(lf )) ✱ ✭✸✳✽✮

s♦ t❤❛t t❤❡ s✉♠s ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦✈❡r t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t
✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳

✸✳✹✳✷ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s φc t❤❛t ❡①♣r❡ss ♣r✐♦rs ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rts ❝❛♥ t❛❦❡
❛r❜✐tr❛r② ❢♦r♠s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
gf (xf )✱ ❜② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❡❝t♦r xf t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

φc
f (xf ) =

{

0 ✐❢ gf (xf ) = tr✉❡ ✱

∞ ♦t❤❡r✇✐s❡ .
✭✸✳✾✮

❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳

✸✳✺ ❚♦t❛❧ ❡♥❡r❣②

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜t♥❡ss ❡♥❡r❣②✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rts✿

E(x, z) = αstructEstruct(z) + αposEpos
z (x) ✱ ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ x ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ z ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ t②♣❡s ♦❢
❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② Epos

z ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t z t♦
❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡✳

●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ tr✉❡ ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡s zi ❢♦r ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐♠❛❣❡s✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s x̂i ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s Estruct(zi) ❛♥❞ Epos

zi
(x̂i) ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αstruct ❛♥❞ αpos

❜② ♠❛①✲♠❛r❣✐♥ tr❛✐♥✐♥❣✳

✸✳✻ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❦❡② t♦ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❡♠♣❧♦② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ str✉❝t✉r❡s z ❛♥❞ ♣❛rt ♣♦s✐t✐♦♥s x✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❬✺✾✱ ✺✷❪
♦r ❣r❡❡❞② ❬✶✽✱ ✻✵❪ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ x ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❤❛r❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♣r♦✈❡♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✐♥ t❤✐s t❛s❦ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✹✱
✷✻✱ ✺✼❪✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪ t♦ str✉❝t✉r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s♦❧✈❡r ❬✷✹❪
t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♦✈❡r x ❢♦r ❛ ✜①❡❞ z✳

✹✸



●✐✈❡♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ zj✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✻✵❪ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ tr❡❡ zcand✱
❛♥❞ s❡ts

zj+1 ←
{

zcand ✐❢ minx E(x, zcand) < minx E(x, zj) ,

zj ♦t❤❡r✇✐s❡.
✭✸✳✶✶✮

❚❤✐s ❣r❡❡❞② t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱
❬✽❪✮ ✐♥ t❤❛t ✐t ♥❡✈❡r ❛❝❝❡♣ts ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ zj+1 ❣✐✈❡♥ zj✱
✇❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ ❛♥❞ r❡s❛♠♣❧❡ t❤❡
s✉❜tr❡❡ r♦♦t❡❞ ❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ❜♦t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞
❧♦❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦♦rs✳ ❲✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❞◆❈❊ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❣r❛♣❤ ❝❛♥
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜tr❡❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
❆ ❣r❛♠♠❛r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ②✐❡❧❞❡❞ ❣r❛♣❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣
♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❵❝♦♥✢✉❡♥t✬✳ ❲❡ ❧✐♠✐t t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ❝♦♥✢✉❡♥t ❣r❛♠♠❛rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
✇❤❡♥ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❣r❛♠♠❛rs t❤❛t
❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦ss❡ss t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❣r❛♠♠❛rs ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥✢✉❡♥t✳

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rts x ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❚❘❲✲❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✹❪✳ ■t s♦❧✈❡s t❤❡ ❞✉❛❧ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② st♦♣♣✐♥❣
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❡♥❡r❣② ❛tt❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛r✳

✸✳✼ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ r❡❝t✐✜❡❞ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣
❢❛❝❛❞❡s✳ ■♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rts✱ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❛rs❡r✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
❧❛t❡ ❛♥❞ ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡ ❣r❛♠♠❛r
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✼✳✶ ❚❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♦❢ ❍❛✉s♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡s

❚❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡s ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ■t ❡♥❝♦❞❡s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❧❛②♦✉t✿ ✐✮ t❤❡r❡
❛r❡ ♥♦ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s✱ ✐✐✮ t❤❡ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦♥ t❤❡
❢❛❝❛❞❡✱ ✐✐✐✮ t❤❡ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✳ ■t
♠♦❞❡❧s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦♦rs ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡
❛tt✐❝✳ ❚❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❵❧♦❝❛❧✬ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦♦rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡
♦❢ ❛tt✐❝ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ❧♦❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❣r❛♠♠❛r✱ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
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flfloors columns

column

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♦❢ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡s✳ ❙ ✐s t❤❡ st❛rt s②♠❜♦❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✳
Pr♦❞✉❝t✐♦♥s ρ1✱ ρ2 ❛♥❞ ρ3 ❡①♣r❡ss ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥s ρ4✱
ρ5✱ ρ6 ❛♥❞ ρ7 r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❡♥❝♦❞❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦♦rs ✇✐t❤ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡s ♦❢ ❜❛❧❝♦♥✐❡s✿ ❛
r✉♥♥✐♥❣ ❜❛❧❝♦♥② ❛♥❞ ❛ ❜❛❧❝♦♥② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇✐♥❞♦✇✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥s ρ8 ❛♥❞ ρ9 ❡♥❝♦❞❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❋❛❝t♦rs ❧❛❜❡❧❡❞ w ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❵❣❡♥❡r❛❧✬ ✇✐♥❞♦✇s ✕ t❤❡② ❛r❡
s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ window ♦r wind❴balc ❢❛❝t♦rs ❜② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ρ6 ❛♥❞ ρ7✳ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s
t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡❧❛❜❡❧ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt ❢♦r♠ (le, n)✳ ❙❡❡ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❛♥❞
✸✳✹ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s②♠❜♦❧s✳

♥♦❞❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✿ ❛ s❦②✲r♦♦❢
❧✐♥❡ ✭xsr✮✱ ❛ r♦♦❢✲✇❛❧❧ ❧✐♥❡ ✭xrw✮ ❛♥❞ ❛ ✇❛❧❧✲s❤♦♣ ❧✐♥❡ ✭xws✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦♦r ♥♦❞❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ t♦♣✱
✇✐♥❞♦✇ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥② t♦♣ s♥❛♣❧✐♥❡s ✭xt, xb, xtb✮✱ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♥♦❞❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❧❡❢t ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ r✐❣❤t s♥❛♣❧✐♥❡s ✭xl, xr✮✳ P❛rts ♦❢ t❤❡
❢❛❝❛❞❡ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ♦❜❥❡❝t ❢❛❝t♦rs✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❢❛❝t♦r ❡♥❝♦❞❡s ❛ ✇✐♥❞♦✇ ♦♥ ❛ ✢♦♦r ✇✐t❤ ❛ r✉♥♥✐♥❣ ❜❛❧❝♦♥②
❛♥❞ ❛ ✇✐♥❞❴❜❛❧❝ ❢❛❝t♦r ❡♥❝♦❞❡s ❛ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❜❛❧❝♦♥② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇
❝❛✈✐t②✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❜② ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t✲t②♣❡ ❢❛❝t♦rs ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✾✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✉♠♠❛✲
r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t r❛♥❣❡s
❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ❜❛s✐❝ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♣❡♥❛❧✐③❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧②
✈✐♦❧❛t❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❵✈❛❧✐❞✬ ❢❛❝❛❞❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✢♦♦rs ♣r❡✈❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✢♦♦r ♠✐ss✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦r ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s✳ ❲❡ s❡t t❤❡♠ ♠❛♥✉❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♦❜❥❡❝ts ✐♥
t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳
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attic
floor

roof-wall

floor

wall-shop

above

above

above

sky-roof

above

column

attic wind

column

floor

floor

column

floor

column

above

above

above

column

left

left left

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❆ ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts str✉❝t✉r❡✳ ❙❡❡ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥s ♦❢
✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✹ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s②♠❜♦❧s✳

✸✳✼✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s

❲❡ r✉♥ ❛ ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❚❘❲✲❙ s♦❧✈❡r ❜② ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❬✷✹❪✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✱ ♦♥ ❛♥ ♦✣❝❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✭■♥t❡❧
❈♦r❡ ✐✼ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✷✳✻✻ ●❍③✮✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r s♣❧✐t❧✐♥❡s ❛♥❞ s♥❛♣❧✐♥❡s✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦s✐t✐♦♥s
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡✈❡♥❧② ❡✈❡r② ❢♦✉r ♣✐①❡❧s ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛r❡
♥♦t ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡✐r
❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇✐♥❞♦✇ s♣❧✐t✲ ❛♥❞ s♥❛♣❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s 3.5 ♠✐♥✉t❡s ♣❡r
✐♠❛❣❡✳

■♥ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ tr❛✐♥✲t❡st s❝❤❡♠❡ ❛s ✐♥ ❬✸✸❪✱ ✇✐t❤ ✽✵
tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✷✵ t❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✺ t✐♠❡s✳ ❲❡ ✉s❡
t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ❬✺✾❪✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✹ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡s✳ ❚❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t t❡♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✱ ❛s t❤❡② ✇❡r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✭♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
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❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈♦♥str❛✐♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❋❛❝t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ♥♦❞❡s

t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ♦✇♥ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧s✿ node❴label1
factor❴label−−−−−−−−→ node❴label2 ✳ ❙❡❡

t❤❡ t❡①t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s✳

❋❛❝t♦r t②♣❡ ❈♦♥str❛✐♥ts

s❦②✲r♦♦❢
above−−−→✢♦♦r xsr≤ xt

✢♦♦r
above−−−→ r♦♦❢✲✇❛❧❧ xt≤ xrw

r♦♦❢✲✇❛❧❧ above−−−→✢♦♦r
xt − xrw≤ 0.7 (xb − xt)
xt − xrw≥ 0

✢♦♦r above−−−→✢♦♦r ✬
(x′

b − x′
t)≤ 1.4 (xb − xt)

(xb − xt)≤ 1.4 (x′
b − x′

t)
(x′

t − xb)≥ 0.1 (x′
b − x′

t)

✢♦♦r above−−−→✇❛❧❧✲s❤♦♣
(xws − xb)≤ 0.5 (xb − xt)

xws≥ xb

❝♦❧✉♠♥ left−−→ ❝♦❧✉♠♥✬

(x′
r − x′

l)≤ 1.4 (xr − xl)
(xr − xl)≤ 1.4 (x′

r − x′
l)

(x′
l − xr)≤ 6.0 (xr − xl)

(x′
l − xr)≥ 0.5 (xr − xl)

❛✉t❤♦rs✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✳ ❇✉t ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ❢❛❝❛❞❡ ✇✐♥❞♦✇s ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞✱ ❞✉❡ t♦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ❦✐♥❞s
♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❝t✐✜❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
✐♥ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❡✐t❤❡r r✉♥ ❛❧♦♥❣ ✇❤♦❧❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ✢♦♦r ♦r t❤❡② ❛r❡
❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❤❡r❡❛s ❜❛❧❝♦♥✐❡s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
❝❛♥ ❜❡ ✇✐❞❡r t❤❛♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r✉♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡
✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❢❛❝❛❞❡✳ ❖t❤❡r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡s ❜② t❤❡
❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❜✉t ❞♦ ♥♦t r❡s♣❡❝t str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦♦r ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❧✐❣♥❡❞✱ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❝❛♥
❜❡ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❛♥❞ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❞♦♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✢♦❛t✐♥❣
❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❜♦t❤ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✸✳✼✳✸ ❙❡♣❛r❛t❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❡
❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾✱ ✺✽❪✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣❛♣❡r ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r
❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡✿ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱ ✇✐t❤ r♦♦❢ ❛♥❞ ❢❛❝❛❞❡
✇✐♥❞♦✇s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❧✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✢♦♦rs ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ✢♦♦r✳
❋♦r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ♦✉r
❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✺✾❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥❧②✱ s♦ ✐♥ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❡♥❡r❣② t♦ t❡①t✉r❡✲r❡❧❛t❡❞ t❡r♠s✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
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♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ❝❧❛ss✐✜❡r ❬✼❪ ❢♦r t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ tr❛✐♥❡❞ ❛s
✐♥ ❬✻✵❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡r♠✱ ✇❤❡r❡ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡
❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱✐♦❧❛✲❏♦♥❡s ❝❧❛ss✐✜❡r ❬✻✷❪✳ ❲❡ ✉s❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ d(·) ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮✳
❇② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ s❡t βd = 16 ❛♥❞ βw = 48✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✭✸✳✻✮✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣♦♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts wi ≈ 0 ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ 4 ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ❛♥❞ t❤❡
❜❡st ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ wi ≈ 1 ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉♣ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 8 ♣✐①❡❧s✳

❲❡ r✉♥ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❛r❡ r✉♥ ❢♦r ✺ ♠✐♥✉t❡s ♣❡r ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ✐s r❡✲r✉♥ ✶✵
t✐♠❡s ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✺ t✐♠❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✺✽❪✮ ❢♦r ✸✵ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ✐s
❦❡♣t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ❢♦r ✬❡❛s②✬ ♦❜❥❡❝ts
❧✐❦❡ s❤♦♣✱ s❦② ❛♥❞ ✇❛❧❧✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❥✉st ❛ ♣❛✐r ♦❢ s♣❧✐t✲
❧✐♥❡s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ✇✐♥❞♦✇s
❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥✐❡s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r t❤❡ r♦♦❢ ❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥② ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ r♦♦❢ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r♦♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡✐r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s r♦♦❢✳
❲✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s r♦♦❢ ✐s ♦❢t❡♥ ♠✐st❛❦❡♥ ❢♦r s❦②✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ✐s
t✐❡❞ t♦ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐♠♣r♦✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❛s ✇❡❧❧✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r
♣❛rs✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪✳ ❘♦✇s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥ ❝❧❛ss✲s♣❡❝✐✜❝ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ♦❢ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣
❬✺✾❪ ✇✐t❤ ♣❡r ♣✐①❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s
r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ t❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✭●●✯✮✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✭●●✮✳ ❆s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❞♦♦rs ✐♥ ♦✉r ❣r❛♠♠❛r✱ t❤❡ ❞♦♦r ❝❧❛ss ❤❛s
❜❡❡♥ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ❵s❤♦♣✬✱ t♦ ❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❵s❤♦♣✴❞♦♦r✬ ❝❧❛ss✳

❬✺✾❪ ●●✯ ●●
r♦♦❢ ✻✹ ✻✵ ✻✾
s❤♦♣✴❞♦♦r ✾✽ ✾✽ ✾✽
❜❛❧❝♦♥② ✺✽ ✻✻ ✼✸
s❦② ✽✼ ✾✶ ✾✶
✇✐♥❞♦✇ ✻✺ ✼✺ ✼✹
✇❛❧❧ ✽✸ ✽✻ ✽✽
t♦t❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✼✽✳✾ ✽✷✳✻ ✽✹✳✾

✸✳✼✳✹ ▲❛t❡ ✈s✳ ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛r❧② ❛♥❞ ❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡r❡
❛ ♥❡✇ ❡♥❡r❣② t❡r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡r✲♣✐①❡❧ t❡①t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✿ E ′

t = Epix(Ip|c) + Edet(wp|c)✳ ❚❤❡ ♣❡r✲
♣✐①❡❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② Edet ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ wp✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇
❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣✐①❡❧ p✳ ❲❡ s❡t Edet(wp|c) = − log p(wp|c) ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡r✲♣✐①❡❧

✹✽



♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✸✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢✉❧❧
❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❣r❛♠♠❛r✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❣❛✐♥st
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♦❢ ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❣♠❡♥t ♦❢
t❛❜❧❡ ✸✳✹✱ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥② ❛r❡ ♥♦t❛❜❧② ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮
♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st✲❜❛s❡❞ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳
❲❡ r✉♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❣r❛♠♠❛r✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛♠♠❛r ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✸✳✸✳

❡❛r❧② ❢✉s✐♦♥ ❧❛t❡ ❢✉s✐♦♥
r♦♦❢ ✼✾ ✽✵
s❤♦♣✴❞♦♦r ✽✺ ✽✺
❜❛❧❝♦♥② ✹✼ ✻✼
s❦② ✾✶ ✾✶
✇✐♥❞♦✇ ✻✻ ✼✶
✇❛❧❧ ✽✼ ✽✼
t♦t❛❧ ❛❝❝✉r✳ ✼✽✳✵ ✽✶✳✶

✸✳✼✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣
❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✭❘◆◆✮✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✱ ✇✐t❤ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ❞♦♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ r✉♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❘◆◆
r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✸❪✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
✇✐t❤ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✸❪✱ ❜✉t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡ ❣r❛♠♠❛r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶✳ ❚❤❡
❣r❛♠♠❛r ❢❡❛t✉r❡s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ✉s❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪✱ ❜✉t ✐s ❧❡ss
✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❵✇❡❛❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✬ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♦✉r ❣r❛♠♠❛r ♦♥❧② ♠♦❞❡❧s ❜❛❧❝♦♥✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❛s ✇✐❞❡ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s
❛♥❞ ♦♥❡s t❤❛t ❡①t❡♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢❛❝❛❞❡ ✇✐❞t❤✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❞♦♦rs✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❵str✉❝t✉r❛❧ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✬ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✸❪ ♦♥❧② ✐♠♣♦s❡s t❤❡
❵✇❡❛❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✬ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❛❧✐❣♥✐♥❣ ♥❡❛r❜② ♦❜❥❡❝ts✳

❊✈❡♥ ✇❤❡♥ r✉♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡r♠✱ ♦✉r ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛tt❛✐♥s ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❵r❛✇✬ ❘◆◆ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛tt❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣r♦✇s ❛♥❞
❡①❝❡❡❞s t❤❛t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♠❛r❣✐♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡
s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t ✐t ❡♥❢♦r❝❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣❛tt❡r♥s✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❛♠♠❛r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s
❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛❧❝♦♥② ♣❛t❝❤✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❜❛❧❝♦♥✐❡s
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❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ✉♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡
◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✭❘◆◆✮✳ ❚❤❡ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss❡s ♣r❡s❡♥t ❝❧❛ss ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠
r♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s t♦t❛❧ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t✿ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘◆◆❀ r❡s✉❧ts
♦❢ ❬✸✸❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❘◆◆ r❡s✉❧ts❀ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦✉r ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❘◆◆✲
❜❛s❡❞ ✉♥❛r✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭●●✯✮❀ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r ❘◆◆✲❜❛s❡❞ ✉♥❛r✐❡s ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✭●●✮✳
❲❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❞♦♦rs✳

❘◆◆ ❬✸✸❪ ●●✯ ●●
r♦♦❢ ✼✵ ✼✹ ✽✸ ✽✺
s❤♦♣ ✼✾ ✾✸ ✾✷ ✾✷
❜❛❧❝♦♥② ✼✹ ✼✵ ✼✷ ✼✷
s❦② ✾✶ ✾✼ ✾✹ ✾✹
✇✐♥❞♦✇ ✻✷ ✼✺ ✻✾ ✼✵
❞♦♦r ✹✸ ✻✼ ✵ ✵
✇❛❧❧ ✾✷ ✽✽ ✾✵ ✾✶
♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r✳ ✽✷✳✻ ✽✹✳✷ ✽✸✳✾ ✽✹✳✽

��✒

��✒

��✒

��✒

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪✳ ❖❞❞ ✐♠❛❣❡s✿ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ♦✈❡r❧❛✐❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✳ ❙♣❧✐t❧✐♥❡s ❛r❡ ✐♥ ❣r❡❡♥✱
❜❛❧❝♦♥✐❡s ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝②❛♥ ❛♥❞ ♠❛❣❡♥t❛✳ ❊✈❡♥ ✐♠❛❣❡s✿ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪✳ ◆♦t❡ t❤❡
❛rt✐❢❛❝ts✿ s♦♠❡ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❛♥❞ ✉♥❛❧✐❣♥❡❞ ❜❛❧❝♦♥✐❡s✳

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦♦r✱ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♣❛t❝❤✳ ❚❤❡ ❵✇❡❛❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✬ ✉s❡❞ ❜②
t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞♦ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢❛❝t♦rs ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧ t✉♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❤✉❣❡
❡rr♦rs✱ ❧✐❦❡ ♠✐ss✐♥❣ ✇❤♦❧❡ ✢♦♦rs ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✇❛❧❧ ❛r❡❛s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❞♦♦rs✱ ♥♦r ❜❛❧❝♦♥✐❡s t❤❛t ❡①t❡♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❜✉t ❞♦ ♥♦t
❡①t❡♥❞ t❤r♦✉❣❤ ✇❤♦❧❡ ❢❛❝❛❞❡ ✇✐t❤✱ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥ t♦ t❛❦❡ ❛ s♠❛❧❧
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❛♣t✉r❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞✱
t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❡rr♦♥❡♦✉s❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✺✳

❚❤❡ str♦♥❣ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❛♥❞ t❤✉s s❛t✐s❢② str♦♥❣
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆rt✐❢❛❝ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❧✐❦❡ t❤❡
♦♥❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✱ ❛r❡ t❤✉s ❛✈♦✐❞❡❞✳

❲❡ ❛❧s♦ t❡st t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❣❛✐♥st ❛♥♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❢❛❝❛❞❡ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

✺✵



❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ✉♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❚❡①t♦♥❇♦♦st✳
❚❤❡ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss❡s ♣r❡s❡♥t ❝❧❛ss ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t♦t❛❧
♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ ❝♦❧✉♠♥s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t✿ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❵r❛✇✬ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❧❛ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧❀ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪❀ r❡s✉❧ts
❢♦r ♦✉r ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤♦✉t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭●●✯✮❀ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✭●●✮✳
❲❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❞♦♦rs✳

r❛✇ ❬✾❪ ●●✯ ●●
r♦♦❢ ✽✾ ✾✵ ✽✵ ✽✺
s❤♦♣ ✾✺ ✾✹ ✾✻ ✾✻
❜❛❧❝♦♥② ✾✵ ✾✶ ✽✹ ✽✸
s❦② ✾✹ ✾✼ ✾✻ ✾✻
✇✐♥❞♦✇ ✽✻ ✽✺ ✽✵ ✼✼
❞♦♦r ✼✼ ✼✾ ✵ ✵
✇❛❧❧ ✾✵ ✾✵ ✽✻ ✽✻
♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r✳ ✾✵✳✶ ✾✵✳✽ ✽✺✳✸ ✽✺✳✺

✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡② ❛♣♣❧② ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❚❡①t♦♥❇♦♦st✱
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷✾❪✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❙■❋❚ ❛♥❞ ❈♦❧♦r ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱
▲♦❝❛❧ ❇✐♥❛r② P❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞
✉s✐♥❣ ❑✲♠❡❛♥s ✐♥t♦ ✺✶✷ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡② ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ✷✵✵ r❛♥❞♦♠
r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❝❧✉st❡r
♠❡♠❜❡rs✬ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡s❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❝♦sts cijt r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲
❝❧❛ss ❜♦♦st✐♥❣ ❬✺✵❪✳ ❆❣❛✐♥ ✇❡ ❞❡t❡❝t ✇✐♥❞♦✇s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐♦❧❛✲❏♦♥❡s ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛s ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✻✳

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❵r❛✇✬ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝❧❛ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳
❖♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❛t ✐s t❤❛t t❤❡ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♦✉r ❣r❛♠♠❛r✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❝♦♥② t②♣❡s✱
st❛rts t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❛❝t♦r ✐s t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r
♦♣t✐♠❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛♠♠❛r
❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ♠✐ss✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❣❛✐♥
❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❞❞ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t
r❡s✉❧ts ♦❢ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ t❤♦✉❣❤ ✐s t❤❛t ✇❡
❡♥❢♦r❝❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞♦❡s ♥♦t ❤❛♥❞❧❡✳

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❛rt ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t✇♦ ❡①✐st✐♥❣ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s❤♦✇♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❢✉s✐♥❣ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝✲

✺✶



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ●r❡❡♥ ❧✐♥❡s s❡♣❛r❛t❡ s❦② ❢r♦♠ r♦♦❢✱ r♦♦❢
❢r♦♠ ❢❛❝❛❞❡ ❛♥❞ ❢❛❝❛❞❡ ❢r♦♠ s❤♦♣✳ ❇❛❧❝♦♥✐❡s ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ♠❛❣❡♥t❛ ♦r ❝②❛♥✳ ◆♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇✳ ■♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐♥❞♦✇ ❝♦❧✉♠♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠✐ss❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ ♥♦♥✲
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ✐♠❛❣❡s✱ ♦✉r ❣r❛♠♠❛r ❞♦❡s ♥♦t
♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✲❡♥♦✉❣❤ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✱ ❧✐❦❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡✲
s✐③❡ ❜❛❧❝♦♥✐❡s✳

✺✷



t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✲❢r❡❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t ✐t ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡s r❡s✉❧ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞
t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❵str✉❝t✉r❛❧❧② ✐♥✈❛❧✐❞✬ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ st❡♣ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✱ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♣❛❝❡✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ t❤✐s ❛❧r❡❛❞② ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ✇♦r❦ r❛✐s❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❜♦tt♦♠✲✉♣
♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❣r❛♣❤✱ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✇❛r♠✲st❛rt✐♥❣ ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ✐ts str✉❝t✉r❡✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✸❉
♦❜❥❡❝ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣r❛♠♠❛rs ❢r♦♠ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳

■t ♠✉st ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❣r❛♣❤✲❣r❛♠♠❛r ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s s♦♠❡
✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿

• ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❣r❛♣❤s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r❀

• s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤✲❣r❛♠♠❛r ♣r✐♦rs ✐s t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ✉♥✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢♦r ❛ ❤✉♠❛♥
✉s❡r✱ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐❢✲
✜❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐ts❡❧❢❀

• ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜①❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ t✐♠❡✲
❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡❞ str✉❝t✉r❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ str✉❝t✉r❡ ❣r♦✇ r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❜❛❧❝♦♥✐❡s t❤❛t ❜❡❣✐♥
❛♥❞ ❡♥❞ ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✢♦♦r❀ ✇❡ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❝♦♥str❛✐♥❡❞
t♦ ✇✐♥❞♦✇ ❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥✐❡s r✉♥♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✳
❲❤✐❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠✲
♠❛r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✇♦✉❧❞
❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ str✉❝t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛❞❞r❡ss❡s s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✐rr❡❣✲
✉❧❛r ❜❛❧❝♦♥✐❡s✮ ❛♥❞ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛rs✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rts✱ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ s❛♠♣❧✐♥❣✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥

❑♦③✐➠s❦✐✱ ▼✳✱ ▼❛r❧❡t✱ ❘✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ■♠❛❣❡ ♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈
❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢❛❝❛❞❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ✷✵✶✹ ■❊❊❊ ❲✐♥t❡r ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✭❲❆❈❱✮✳

✺✸



✺✹



❈❤❛♣t❡r ✹

❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ❜② ▲❛❜❡❧✐♥❣

■♠❛❣❡ ❘♦✇s ❛♥❞ ❈♦❧✉♠♥s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✶✳✷✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r✱ r❡q✉✐r❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❣r❛♠♠❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧✐❡❞ ♦♥ t♦ r❡♣❡❛t❡❞❧② ♣r♦❞✉❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❵❝✉rs❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✬✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤✐s r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝✲
t✉r❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s
▼❆P✲▼❘❋ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ✐t ✉s✐♥❣ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s♦❧✈❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❬✻✵✱ ✺✾✱ ✹✼❪✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♥❡❡❞ t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠ ❢♦r♠✉❧❛t✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❣r❛♠♠❛rs✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ r✐❝❤ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛♥✲
❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐t ❣r❛♠✲
♠❛r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❧❡ts ✉s ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♣❛rs✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss❡s t♦
✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✱ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❧❡ts ✉s ❞✐r❡❝t❧② s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❉❉✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❬✷✻✱ ✺✹❪✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛tt❛✐♥s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛s❡ts✳

✹✳✶✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❖✉r ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♠❛❣❡ ♣❛rs✐♥❣ ❧✐❢ts t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳

✺✺



■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♣r✐♦rs ✉s✐♥❣ ❣r❛♠♠❛r r✉❧❡s ✭❡✳❣✳✱ A0 → A1 . . . An✮✱ ✇❤✐❝❤
t✐❣❤t❧② ♠❡r❣❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t A0 ✐♥t♦ s✉❜✲♦❜❥❡❝ts
Ai✬s✮ ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ✭s♣❛t✐❛❧ ❧❡❢t✲❛❞❥❛❝❡♥❝② ♦❢ Ai t♦ ♦❜❥❡❝t Ai+1✮✱ ✇❡
s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ t❤❡ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥ ✉♥♦r❞❡r❡❞ tr❡❡ ❤✐❡r❛r❝❤②
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡r❡ A0 ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ai✬s✮✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♦r ✉♥❧✐❦❡❧②
s♣❛t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣❛✐rs ✭❡✳❣✳✱ Ai+1 6<Ai✱ ♠❡❛♥✐♥❣ Ai+1 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❡❢t✲❛❞❥❛❝❡♥t t♦ Ai✮✳
❲❡ ❛❧s♦ r❡❧❛① ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♠♠❛r
r✉❧❡✱ ♦✉r ♣r✐♦r ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡
✭❡✳❣✳✱ n s②♠❜♦❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ❜②
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣❛✐rs✳ ▲❛st✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♦❜❥❡❝t
✐♥st❛♥❝❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ✢♦♦rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss
❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✳
❚❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ str✉❝t✉r❡s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❣r✐❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐ts ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦
❛ ❧✐♥❡❛r ❜✐♥❛r② ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s♦❧✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤✉s
❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❆s s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ②✐❡❧❞s r❡♣❡❛t❛❜❧❡✱ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s
✉s✐♥❣ ❤❛r❞✲❝♦❞❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬✸✸✱ ✾❪ ✇✐t❤ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s ❬✺✾✱ ✹✼❪✳ ❆❜str❛❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
t❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✱ s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ❛♣♣❧✐❡s
♦♥❧② ❵❧♦❝❛❧✬ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤❛r❞✲❝♦❞❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠s✱ t❤❛t r❡str✐❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ ❣r✐❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✷❉
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❨❑ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘✐❡♠❡♥s❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ r❡q✉✐r❡s ❛ s❡✈❡r❡
✐♠❛❣❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❖✉r ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●●✮✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ r❡q✉✐r❡s
✐♥❡✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦✇
❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧s ✭❘❈▲✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

Pr♦♣❡rt② ❬✺✾❪ ❬✸✸❪ ❬✾❪ ❬✹✼❪ ●● ❘❈▲

❯s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r X ✕ ✕ X X X

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✕ ✕ ✕∗ X ✕ X

◆♦ ♥❡❡❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ X X X ✕ X X

❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s X X ✕ X X X

✯❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❝❛♥ ✐ss✉❡ ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

✺✻



❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❙②♠❜♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

h ✐♠❛❣❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥ ♣✐①❡❧s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✾
w ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ♣✐①❡❧s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✾
I t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ r♦✇ ✐♥❞❡①❡s I = {1, . . . h}❀ ♣✳ ✺✾
J t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①❡s J = {1, . . . w}❀ ♣✳ ✺✾
I t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✱ I = I × J ❀ ♣✳ ✺✾
C t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
K t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❧❛ss❡s K ⊂ C✱ ❝❛❧❧❡❞ r♦✇✲❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
L t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❧❛ss❡s L ⊂ C✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
r t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
Ch(n) t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❝❧❛ss n ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
Pa(n) t❤❡ ♣❛r❡♥t ❝❧❛ss ♦❢ ❝❧❛ss n ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
Sib(n) t❤❡ s❡t ♦❢ s✐❜❧✐♥❣ ♦❢ n ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✭t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❡♥t ❛s n ✐♥ t❤❡ tr❡❡✮❀ ♣✳ ✻✵
Anc(n) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ ❝❧❛ss n ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
Desc(n) t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ❝❧❛ss n ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
T t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❡❛✈❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s❀ ♣✳ ✻✵
xjl ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss l ∈ L t♦ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥

j ∈ J ❀ ♣✳ ✻✵
xj ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ (xjl)l∈L ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❧✉♠♥ j❀ ♣✳ ✻✵
x ❛ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ xjl✱ x = (xjl)j∈J,l∈L❀ ♣✳ ✻✻
yik ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ r♦✇ ❝❧❛ss k ∈ K t♦ ✐♠❛❣❡ r♦✇ i ∈ I❀

♣✳ ✻✵
yi ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ (yik)k∈K ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r♦✇ i❀ ♣✳ ✻✵
y ❛ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ yik✱ y = (yik)i∈I,k∈K ❀ ♣✳ ✻✻
Lk t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s Lk ⊂ L✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ r♦✇ ❝❧❛ss

k ∈ K ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss s✐❜❧✐♥❣s ♦❢ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ k ✐♥
t❤❡ tr❡❡❀ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ✐s t❤❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥❀ ♣✳ ✻✹

Kl t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ r♦✇ ❝❧❛ss❡s Kl ⊂ K✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss
l ∈ L ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ r♦✇ ❝❧❛ss s✐❜❧✐♥❣s ♦❢ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ l ✐♥ t❤❡ tr❡❡❀
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ✐s t❤❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❤❛s t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ r♦✇❀ ♣✳ ✻✹

ylikk′ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss k t♦ r♦✇ i ❛♥❞ ❝❧❛ss k′ t♦ r♦✇
i+1❀ ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r l ∈ L\T, k, k′ ∈ Kl❀
♣✳ ✻✺

xk
jll′ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss l t♦ ❝♦❧✉♠♥ j ❛♥❞ ❝❧❛ss l′ t♦

❝♦❧✉♠♥ j + 1❀ ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r k ∈ K \
T, l, l′ ∈ Ll❀ ♣✳ ✻✺

cll′ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss❡s l ❛♥❞ l′ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥s❀ ♣✳
✻✻

ckk′ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss❡s k ❛♥❞ k′ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♠❛❣❡ r♦✇s❀ ♣✳ ✻✻
zijt ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss t ∈ T t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ∈ I❀ ♣✳ ✻✺
z ❛ ✈❡❝t♦r ❝r❡❛t❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s zijt❀ ♣✳ ✻✻
cijt t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss t ∈ T t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ∈ I❀ ♣✳ ✻✻

✺✼



zkijt✱ z
l
ijt ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s zijt ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❧❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r k ∈ K \T

❛♥❞ l ∈ L \ T ❀ ♣✳ ✶✷✶
xk
jl ❛ ❝♦♣② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ xjl ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❧❛✈❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k❀ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❢♦r k ∈ K \ T ❛♥❞ l ∈ Lk❀ ♣✳ ✶✷✶
ylik ❛ ❝♦♣② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ yik ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❧❛✈❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② l❀ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❢♦r l ∈ L \ T ❛♥❞ k ∈ Kl❀ ♣✳ ✶✷✶
zk✱ zl ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s zkijt ❛♥❞ zlijt✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r (i, j) ∈ I ❛♥❞ t ∈ T ❀

♣✳ ✶✷✶
xk ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s xk

jl ❢♦r ❛❧❧ j ∈ J ❛♥❞ l ∈ Lk❀ ♣✳ ✶✷✶
yl ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ylik ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I ❛♥❞ k ∈ Kl❀ ♣✳ ✶✷✶
z̆ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ zijt✱ zkijt ❛♥❞ zlijt❀ ♣✳ ✶✷✸
x̆ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ xjl✱ xk

jl ❛♥❞ xk
jll′ ❀ ♣✳ ✶✷✸

y̆ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ yik✱ ylik ❛♥❞ ylikk′ ❀ ♣✳ ✶✷✸
λl
ijt✱ λ

k
ijt ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s zkijt ❛♥❞

zlijt❀ ♣✳ ✶✷✸
λl✱ λk t❤❡ ✈❡❝t♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ λl

ijt ❛♥❞ λk
ijt❀ ♣✳ ✶✷✸

λ t❤❡ ✈❡❝t♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ λl
ijt ❛♥❞ ❛❧❧ λk

ijt

γk
jl ❛ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ xk

jl ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t k❀ ✐t ✐s ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r l ∈ Lk❀
♣✳ ✶✷✸

γk t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ γk
jl ❢♦r j ∈ J ❛♥❞ l ∈ Lk❀ ♣✳ ✶✷✸

γl
ik ❛ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ylik ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t l❀ ✐t ✐s ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r k ∈ Kl❀

♣✳ ✶✷✸
γ l t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ γl

ik ❢♦r i ∈ I ❛♥❞ k ∈ Kl❀ ♣✳ ✶✷✸
γ t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ γk

jl ❛♥❞ γl
ik

(ẑk, x̂k) t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❛ s❧❛✈❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k ∈ K \ T ❀ ♣✳ ✶✷✸
(ẑl, ŷl) t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❛ s❧❛✈❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② l ∈ L \ T ❀ ♣✳ ✶✷✹
αn st❡♣s✐③❡ ✐♥ t❤❡ n✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ♣✳ ✶✷✺
z̄nijt t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ẑl,nijt ❛♥❞ ẑk,nijt ♦❢ t❤❡ s❧❛✈❡s ✐♥ ✐t❡r✲

❛t✐♦♥ n❀ ♣✳ ✶✷✺
ȳnik t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ŷl,nik ♦❢ t❤❡ s❧❛✈❡s ✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤

l ∈ L \ T ❀ ♣✳ ✶✷✺
x̄n
jl t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts x̂k,n

jl ♦❢ t❤❡ s❧❛✈❡s ✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤
k ∈ K \ T ❀ ♣✳ ✶✷✺

T ∗
l t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝❡♥❞ ❢r♦♠ ❛♥② ❝❧❛ss k ∈ Kl❀

♣✳ ✶✷✼
δijk ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡❀ ♣✳ ✶✷✼
tkij t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♣✐①❡❧ (i, j)✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss k ♦❢ r♦✇ i❀ ♣✳ ✶✷✽
c̃ijk t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ❜② ❛ s❧❛✈❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡

❝❧❛ss k ♦❢ r♦✇ i❀ ♣✳ ✶✷✽
t∗ij t❤❡ ❧♦✇❡st✲❝♦st ❝❧❛ss ❢r♦♠ t❤❡ s❡t T ∗

l ♦❢ ♣✐①❡❧ (i, j)❀ ♣✳ ✶✷✽
c̃∗ij t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss ❢r♦♠ t❤❡ s❡t T ∗

l t♦ ♣✐①❡❧ (i, j)❀ ♣✳ ✶✷✽
clik t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛s✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss k t♦ r♦✇ i ❜② s❧❛✈❡ l❀ ♣✳ ✶✷✾
φ(i, k) t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ♦❢ ❧❛❜❡❧✐♥❣ i ✜rst r♦✇s ❜② ❛ s❧❛✈❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ i✲t❤

r♦✇ ❣❡ts ❧❛❜❡❧ k❀ ♣✳ ✶✷✾
κ(i, k) t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ r♦✇ i ❣✐✈❡♥ t❤❛t r♦✇ i+ 1 ❣❡ts ❝❧❛ss k❀ ♣✳ ✶✷✾

✺✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❧❛ss❡s ✭✐♠❛❣❡ ✶ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛
t❛❜❧❡ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✮✳ ❊❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✭✷✲✹✮ s❤♦✇s
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss ✇✐t❤ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛♥② ❝❤✐❧❞
❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❞❡♥♦t❡❞ ❜② r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❤♦❧❡
✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ❛r❡✿ a✲❛tt✐❝✱ b✲✢♦♦r✱ c✲✇❛❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦♦rs✱ d✲r♦♦❢✱ e✲❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇✱
f ✲✇❛❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✇✐♥❞♦✇s✱ g✲✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ✭❜✉t
♥♦t ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s✮ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ❛❧❧ ✢♦♦rs ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

✹✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦✉r str✉❝t✉r❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✳

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ♦❢ ♦✉r s♣❧✐t✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ tr❡❡ ✇✐t❤ ♥♦❞❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐♠❛❣❡ s♣❧✐tt✐♥❣
❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❈❤✐❧❞ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡s
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❡♥t ❝❧❛ss✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢
❛ ❝❧❛ss r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s♣❧✐t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❡ ❞❡♣t❤ ❛r❡ s♣❧✐t ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s tr❡❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♥♦♥✲❧❡❛❢ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦sts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ ✐♥✈❛❧✐❞ ♦r ✉♥❧✐❦❡❧②
❛❞❥❛❝❡♥❝② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❤✐❧❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ ❜✐♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❛t t❛❦❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦ ♦r ✐♥✜♥✐t②✱ ❢✉❧❧② ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭♦t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ tr✐❝❦s t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♥t❡①t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✮✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡
❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss t❤❛t ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ s✉❜r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣
❝❧❛ss❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ tr❡❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✹✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ✭❝❧❛ss g✮✳

✹✳✷✳✶ ❖♣t✐♠❛❧ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❇✐♥❛r② ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❜② I = {(i, j)|i ∈ I, j ∈ J}✱ I =
{1, . . . , h} ❛♥❞ J = {1, . . . , w}✱ ✇❤❡r❡ h ✐s ✐♠❛❣❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ w ✐s ✐♠❛❣❡ ✇✐❞t❤✳ ❚❤❛t
✐s✱ t❤❡ ✜rst ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡① ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ r♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡

✺✾



s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✶✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❧❛ss❡s ❜② C = K∪L✱ ✇❤❡r❡ K
❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐t✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ r♦✇✲❝❧❛ss❡s✱
❛♥❞ L ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞
K∩L = ∅✳ ❚❤❡ r♦♦t r ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ❛ ❵st❛rt✐♥❣ ❝❧❛ss✬✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r ✐s s♣❧✐t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞
❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r ∈ L✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♥♦❞❡s ✐♥ K ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❝❤✐❧❞r❡♥
✐♥ L ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛r❡ ❡✐t❤❡r
❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss❡s ♦r r♦✇✲❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❝❧❛ss n ∈ C ❜② Ch(n)
❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ n✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ n✱ ❜② Desc(n)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ n✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ n✱ ❜② Anc(n)✱ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥t ❜② Pa(n)✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
s✐❜❧✐♥❣s ♦❢ n ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Sib(n)✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s t ∈ C ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❜② T ❛♥❞ ❝❛❧❧ ✐ts ♠❡♠❜❡rs t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s✳

❋♦r ❛❧❧ i ∈ I✱ j ∈ J ✱ k ∈ K ❛♥❞ l ∈ L✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s yik, yil, xjk, xjl ∈ {0, 1}
s✉❝❤ t❤❛t yik = 1 ✐❢ k ♠❛② ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ r♦✇ i ❛♥❞ xjl = 1 ✐❢ l ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❝♦❧✉♠♥
j✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ r♦✇✲❝❧❛ss❡s
k ∈ K ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss❡s l ∈ L✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞
✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐ts✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐ts ❛ss✐❣♥s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❧❛ss❡s t♦ ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❢♦r♠s ❛ ♣❛t❤
❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦ ❛ ❧❡❛❢ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❛♥② ✐♠❛❣❡ r♦✇ i✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❧✐st ❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ♦♥ t❤❡ r♦✇✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❧❛ss tr❡❡ ❢♦r♠ ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✱
❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s yik✱ yil✱ xjk ❛♥❞ xjl✳ ❚❤✐s r♦✇✲ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❡♥❛❜❧❡s ❣❧♦❜❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❞✐st❛♥t r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳

■♥ t❛❜❧❡ ✹✳✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t❤❡ s❡ts ♦❢ r♦✇✲ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ✐♠❛❣❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❤❛♣❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❲❡
❛❧s♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ yik✱ yil✱ xjk ❛♥❞ xjl t❤❛t r❡✢❡❝t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡
✜rst r♦✇ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✜rst s♣❧✐t✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❡
s♣❧✐t✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ❝❧❛ss r ♠❛② ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❡♥❝♦❞❡s t❤❛t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s xjl✳ ❊①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥
❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ r♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤✐❧❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐s ❣♦✐♥❣
t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡
t❤❛t ❛❧❧ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❛r❡ s♣❧✐t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s✱
s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❤✐❧❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ❛①✐s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡ t✇♦ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss A ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss❡s C ❛♥❞ D✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛
✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥❡ ❝❤✐❧❞ ❝❧❛ss t♦ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t
❝❧❛ss ✇❛s ♣r❡s❡♥t✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✸ ❡♥❝♦❞❡s t❤✐s st❛t❡♠❡♥ts ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s xjl✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡
r♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✇❛s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✳ ❆♥❛❧♦❣✐❝❛❧
r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐ts✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❤✐❧❞ ❛♥❞
♣❛r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ r♦✇ ♦r ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✮✳

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✳✸ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧

✶■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✉s❡ t❤✐s r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✳

✻✵



❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xjl ❛♥❞ yik✳ ❚❤❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❥✉st ❛ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ❤❡❧♣s ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♠♦❞❡ ♦❢
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❊①❛♠♣❧❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ s♣❧✐ts

❙♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥str❛✐♥ts
❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡

●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts
❢♦r ❛♥② ❝❧❛ss tr❡❡

❋
✐r
st

s♣
❧✐t

r
→
{A

,B
} A

B

A

xjA = 1
xjB = 1

yiA + yiB = 1

∀k ∈ Ch(r), xjk = 1
∑

k∈Ch(r) yik = 1 (4.1)

(4.2)

❱
❡r
t✐
❝❛
❧
s♣
❧✐t
s

A
→
{C

,D
}

B
→
{E

,F
}

E F

C

C

D

D

xjC + xjD = xjA

xjE + xjF = xjB

yiA = yiC = yiD
yiB = yiE = yiF

∀k ∈ K,
∑

l∈Ch(k) xjl = xjk

∀k ∈ K, ∀l ∈ Ch(k), yil = yik
(4.3)

(4.4)

❍
♦r
✐③
✳
s♣
❧✐t
s

C
→
{G

,H
}

D
→
{P

,Q
}

E F

H

H

G

G

P

P

Q

Q

xjC = xjG = xjH

xjD = xjP = xjQ

yiC = yiG + yiH
yiD = yiP + yiQ

∀l ∈ L, ∀k ∈ Ch(l), xjk = xjl

∀l ∈ L,
∑

k∈Ch(l) yik = yil
(4.5)

(4.6)

s♣❧✐ts✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ yil ❢♦r l ∈ Ch(k) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② yik✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✺✮ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐ts✱ xjk ❛♥❞ xjl✳ ❲❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ xjk ❛♥❞ yil ❜②
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ✐♥ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ✐♥ ✭✹✳✻✮✳ ❲❡ ❣❡t

∀i ∈ I, ∀l ∈ L \ (T ∪ {r}),
∑

k′∈Ch(l)

yik′ = yiPa(l)✱ ✭✹✳✼❛✮

∀j ∈ J, ∀k ∈ K \ T,
∑

l′∈Ch(k)

xjl′ = xjPa(k)✳ ✭✹✳✼❜✮

❊❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t②♣❡ ✹✳✼❛ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ s♦♠❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢
t❤✐s ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss tr❡❡✳ ❚♦ ❛✐❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡
✈✐s✉❛❧✐③❡ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✷✳

■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ r♦✇✲❝❧❛ss❡s k ∈ K t♦
r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss❡s l ∈ L t♦ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✮✱
❢r♦♠ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ r♦♦t ❝❧❛ss ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤
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a b

d fc e

k ml ni oj p

rxj

yi

a b

d fc e

k ml ni oj p

r

a b

d fc e

k ml ni oj p

r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s yik ❛♥❞ xjl ❢♦r s♦♠❡ ♣✐①❡❧ (i, j)✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
❝❧❛ss tr❡❡ ✭❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ✜❣✉r❡s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✸✮ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r♦✇✲ ❛♥❞
❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss❡s k ❛♥❞ l ❢♦r ✇❤✐❝❤ yik = 1 ❛♥❞ xjl = 1✳ ❚❤❡ ❣r❛② ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❧❛ss❡s k ❛♥❞
l ✇✐t❤ yik = 0 ♦r xjl = 0✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t②♣❡ ✭✹✳✼✮ ♦♥ yik ❛r❡ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ xjl ❛r❡ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ▲❡❢t✿ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ✭✹✳✼❝✮✳ ▼✐❞❞❧❡ ❛♥❞
r✐❣❤t✿ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ✭✹✳✼❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❡❛❢ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r♦♦t ❜② ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ✇❤✐t❡
♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
✐ts r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✱ st❛t❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶✳

❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐t ❛ss✐❣♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❧❛ss t♦ ❡❛❝❤ r♦✇✿

∀j ∈ J, xjr = 1 ✱ ✭✹✳✼❝✮

∀i ∈ I,
∑

k∈Ch(r)

yik = 1 ✳ ✭✹✳✼❞✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✇❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs xj = (xj′l)j′=j ❢♦r ❛
✜①❡❞ ❝♦❧✉♠♥ j ❛♥❞ yi = (yi′k)i′=i ❢♦r ❛ ✜①❡❞ r♦✇ i✱ t❤❛t s❛t✐s❢② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮✳

❆ ❦❡②✱ ❛❧❜❡✐t ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮✱ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛
♣✐①❡❧ ❛r❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s❡ts ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ tr❡❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❉❡♥♦t❡
t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❜② M ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss❡s ❛t t❤❡ m✲t❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❜②
Lm ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ r♦✇✲❝❧❛ss❡s ❛t t❤❡ m✲t❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❜② Km✳ ◆♦t❡ t❤❛t Lm ✐s
♥♦♥❡♠♣t② ♦♥❧② ❢♦r ❡✈❡♥ m ❛♥❞ Km ❢♦r ♦❞❞ m✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ (yik)i∈I,k∈K
❛♥❞ (xjl)j∈J,l∈L ❜② y ❛♥❞ x✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ y ❛♥❞ x s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✼✮✱
❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ r♦✇✲❝❧❛ss ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ❜②
Ch✳ ❚❤❡♥

(y,x) ∈ Ch =⇒ ∀(i, j) ∈ I ∀m ∈ {0, . . . ,M},
∃!lmij ∈ Lm : ∀n ∈ Anc(lmij ), (xjn = 1) ∨ (yin = 1) ✐❢ m ✐s ❡✈❡♥ ✭✹✳✽✮

∃!km
ij ∈ Km: ∀n ∈ Anc(km

ij ), (xjn = 1) ∨ (yin = 1) ✐❢ m ✐s ♦❞❞ ✳ ✭✹✳✾✮

■♥ ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛♥② (i, j) ∈ I✱ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡s ♦❢ yik ❛♥❞ xjl✱ t❤❛t s❛t✐s❢② ❝♦♥str❛✐♥ts
✭✹✳✼✮✱ ❛t ❛♥② ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ r♦✇✲ ♦r ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xjl ❛♥❞ yik ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ❛♥❝❡st♦rs ❛r❡
❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳
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yi=(0,1,0)

xj=(1,1,0,0,1)
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r yi ❡♥❝♦❞✐♥❣ r♦✇✲❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r♦✇ i✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r
xj ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦❧✉♠♥ j✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮✳ ❙♣❧✐t❧✐♥❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❝②❛♥✳
❚❤❡ ❜r❛❝❡s t♦ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss❡s ✭❛♥❞ t❤❡✐r
❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✮ ✐♥ ✐♠❛❣❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❢✉❧❧ tr❡❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳

❚❤❡ r♦♦t r ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♥♦❞❡ ❛t ❞❡♣t❤ m = 0 ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞✱ ❜② ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✼❝✮✱
✐t ❤♦❧❞s t❤❛t xjr = 1 ❢♦r ❛❧❧ j ∈ J ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❤♦❧❞s ❢♦r m = 0✳

❋♦r ❞❡♣t❤ m = 1 t❤❡ tr❡❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❇② ❝♦♥str❛✐♥ts
✭✹✳✼❞✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ i t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐♥❣❧❡ ki ∈ Ch(r) s✉❝❤ t❤❛t yiki = 1
❛♥❞ yik = 0 ❢♦r k 6= ki✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ tr❡❡ ♦❢ ❞❡♣t❤ ✶✳

❆ss✉♠❡ ❧❡♠♠❛ ✶ ❤♦❧❞s ❛t ❞❡♣t❤ m✳ ■❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ♦❢ ❝❧❛ss l ∈ L✱ t❤❡♥ ❜②
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ i, j ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ lmij s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛❧❧
✐ts ❛♥❝❡st♦rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ ♦♥❡✳ ❇② ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✼❛✮✱ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❤✐❧❞ ♦❢ lmij ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ yikmij ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s ✐❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ♦❢
r♦✇✲❝❧❛ss t②♣❡✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮ ❛❧❧♦✇ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇✲ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✲❧❛❜❡❧s t♦
❡❛❝❤ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❧✉♠♥ j✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦❢ (xjl)l∈L ✐s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧②
♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ str✉❝t✉r❡s ✭r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② s♣❧✐t ✈❡rt✐❝❛❧❧②✱ ❧✐❦❡ ❛tt✐❝ a ❛♥❞ ✢♦♦r
b ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❤❛♣❡ ♣r✐♦r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r♦✇✲❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ r♦✇✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢♦r♠✳ ❲❡ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜②
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts ♦❢ L✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss ❢r♦♠
❡❛❝❤ s✉❜s❡t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥✳ ❲❡ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ r♦✇
❝❧❛ss❡s K✳ ❋✐rst ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋♦r ❡❛❝❤ k ∈ K \ T ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t Lk ❛s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ k ❛♥❞ ❛❧❧
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❡t Kl✱ ❢♦r l = j✱ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❛ tr❡❡ ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ▼❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s❡t
❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥ ❞❡♣t❤s 0✱ 2 ❛♥❞ 4 ♦❢ t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t ❝❧❛ss❡s l ∈ L ❛♥❞ ♥♦❞❡s
✐♥ ❞❡♣t❤s 1✱ 3 ❛♥❞ 5 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❧❛ss❡s k ∈ K✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s s❡t Kl ✐s t❤❛t ❡①❛❝t❧②
♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠❡♠❜❡rs ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ r♦✇✳

❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss s✐❜❧✐♥❣s ♦❢ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ k✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

Lk = Ch(k) ∪ [L ∩ (Ch(Anc(k)) \ Anc(k))] , ✭✹✳✶✵❛✮

✇❤❡r❡ ❜② Ch(Anc(k)) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Anc(k)✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ l ∈ L \ T ✇❡ ❞❡✜♥❡

Kl = Ch(l) ∪ [K ∩ (Ch(Anc(l)) \ Anc(l))] . ✭✹✳✶✵❜✮

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡ts ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❡ts Kl ❛♥❞ Lk✱
❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

∀i ∈ I, ∀l ∈ L \ T
∑

k∈Kl

yik = 1 ✱ ✭✹✳✶✶❛✮

∀j ∈ J, ∀k ∈ K \ T
∑

l∈Lk

xjl = 1 ✳ ✭✹✳✶✶❜✮

❇❡❧♦✇ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❢♦r♠ ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✈✐❝❡
✈❡rs❛✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✶✶❛✮ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② l = r ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ✭✹✳✼❞✮✱
s✐♥❝❡ Kr = Ch(r)✳ ❋♦r ❛♥② k ∈ Ch(r) t❤❡ s❡t Lk = Ch(k) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✶✶❜✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✹✳✼❝✮ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✲
st❛♥❝❡ ♦❢ ✭✹✳✼❜✮ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ k✳ ❋♦r ❝❧❛ss❡s ♠♦r❡ ❞❡❡♣ ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❜t❛✐♥✐♥❣
❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t②♣❡ ✭✹✳✶✶✮ ❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮ r❡q✉✐r❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ s❡❧❡❝t❡❞ k ∈ K \T ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✼❜✮✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k✱ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✼❜✮✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② Pa(Pa(k))✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠

∑

l∈Ch(k)

xjl +
∑

l∈Ch(Pa2(k))\Pa(k)
xjl = xjPa3(k) , ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Pa2(k) = Pa(Pa(k))✱ ❡t❝✳ ❲❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡❝✉rs✐✈❡❧②✱ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡
❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✷✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✭✹✳✼❜✮✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜②

✻✹



Pa4(k)✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

∑

l∈Ch(k)

xjl +
∑

l∈Ch(Pa2(k))\Pa(k)
xjl +

∑

l∈Ch(Pa4(k))\Pa3(k)

xjl = xjPa5(k) . ✭✹✳✶✸✮

❲❡ ❝❛♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② r❡♣❡❛t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ xjr ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t✱ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ s✉♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t Lk✳ ▲❛st✱ ✇❡ ♣❧✉❣
t❤❡ s✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✼❝✮✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✶✶❜✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r s❡r✐❡s ♦❢
r❡❝✉rs✐✈❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞ t♦ ❣❡t ❡❛❝❤
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✶✶❛✮ ❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✶✶✮ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ✭✹✳✼❜✮✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k✱ ✇❡
s✉❜tr❛❝t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✭✹✳✶✶❜✮✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② Pa2(k)✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✭✹✳✶✶❜✮✱
✐♥❞❡①❡❞ ❜② k✳ ❙✐♠✐❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✹✳✼❛✮ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✶❛✮✳ ❆s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✼❞✮ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ✭✹✳✶✶❛✮ ❢♦r
l = r✱ s✐♥❝❡ Kr = Ch(r)✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✼❝✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭✹✳✶✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xjr ❛r❡ ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♦❢ ♥♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡ts ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
(xjl)l∈L\{r} ❛♥❞ (yik)k∈K ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✶✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s t♦ ♣✐①❡❧s ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s zijt ∈ {0, 1}✱
✇❤❡r❡ zijt = 1 ✐❢ ♣✐①❡❧ (i, j) ✐s ♦❢ ❝❧❛ss t ∈ T ❛♥❞ zijt = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❆ s✐♥❣❧❡ t❡r♠✐♥❛❧
❝❧❛ss ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧

∀(i, j) ∈ I,
∑

t∈T
zijt = 1 ✳ ✭✹✳✶✹✮

❇② ❧❡♠♠❛ ✶✱ ❛❧❧ ❛♥❝❡st♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
yik ❛♥❞ xjl ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

∀(i, j) ∈ I, ∀k ∈ K,
∑

t∈Desc(k)

zijt ≤ yik✱ ✭✹✳✶✺❛✮

∀(i, j) ∈ I, ∀l ∈ L,
∑

t∈Desc(l)

zijt ≤ xjl✳ ✭✹✳✶✺❜✮

❊❛❝❤ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss ❤❛s ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳
❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡
❝❤✐❧❞ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢
♣❛✐rs ♦❢ ❧❛❜❡❧s t♦ ♣❛✐rs ♦❢ r♦✇s ♦r ❝♦❧✉♠♥s✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ❬✻✽❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❡①❛❝t❧②
♦♥❡ ❝❧❛ss ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ t✉r♥ ❛❣❛✐♥ t♦ s❡ts Kl ❛♥❞ Lk✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ylikk′ ❢♦r ❡❛❝❤ l ∈ L \ T ❛♥❞ k, k′ ∈ Kl✱ ❛♥❞ xk

jll′ ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ K \ T ❛♥❞
l, l′ ∈ Lk✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ylikk′ = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ r♦✇ i ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ r♦✇✲❝❧❛ss k ❛♥❞ r♦✇ i+1
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❝❧❛ss k′✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
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✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✲❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ♣❡r✲r♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠

∀i ∈ I \ {h},∀l ∈ L \ T, ∀k ∈ Kl

∑

k′∈Kl

ylikk′ = yik ✱ ✭✹✳✶✻❛✮

∀i ∈ I \ {h},∀l ∈ L \ T, ∀k′ ∈ Kl

∑

k∈Kl

ylikk′ = yi+1 k′ ✱ ✭✹✳✶✻❜✮

∀j ∈ J \ {w},∀k ∈ K \ T, ∀l ∈ Lk

∑

l′∈Lk

xk
jll′ = xjl ✱ ✭✹✳✶✻❝✮

∀j ∈ J \ {w},∀k ∈ K \ T, ∀l′ ∈ Lk

∑

l∈Lk

xk
jll′ = xj+1 l′ ✳ ✭✹✳✶✻❞✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss t t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ❜② cijt✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦st ❢♦r ❝♦❧✉♠♥✲ ❛♥❞ r♦✇✲❝❧❛ss❡s ❜② ckk′ ❛♥❞ cll′ ✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦sts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r
♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ s✐❜❧✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss tr❡❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ s✐❜❧✐♥❣
❝❧❛ss❡s k, k′ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ l ∈ L \T s✉❝❤ t❤❛t k, k′ ∈ Kl✳ ■♥
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♣❛✐r k, k′ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r♦✇s ylkk′ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t l✳ ❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦st
ckk′ t♦ ylkk′ s✉❝❤ t❤❛t k, k′ ∈ Ch(l)✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧
zijt ❜② z✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ xjl ❜② x ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ yik ❜② y✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

E(z,y,x) =
∑

(i,j)∈I

∑

t∈T
zijtcijt +

h−1
∑

i=1

∑

l∈L\T
k,k′∈Ch(l)

ylikk′ckk′ +
w−1
∑

j=1

∑

k∈K\T
l,l′∈Ch(k)

xk
jll′cll′ ✭✹✳✶✼✮

s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹✮ t♦ ✭✹✳✶✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❡ ❛❜✉s❡ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ❜② ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ylikk′ ❛♥❞ xk

jll′ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② x ❛♥❞
y t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✶✻✮✳

✹✳✸ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡
s❝❛❧❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ❤❛s ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡r ♣✐①❡❧ ♣❡r ❝❧❛ss ✭♥♦t ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲
r♦✇ ❛♥❞ ♣❡r✲❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❛♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✶✺✮✱ ♠❛❦❡s
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭▼■P✮ s♦❧✈❡r ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✉❡ t♦
❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧♦♥❣ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t✇♦ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❉❉✮ ❬✷✻✱ ✺✹❪ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♠❡t❤♦❞
✭❆❉▼▼✮ ❬✺❪✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❤❡r❡
t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■♥ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ✜rst r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❜✐♥❛r②
❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❧❡t t❤❡♠ ✈❛r② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ [0, 1]✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r❡❧❛①

✻✻



s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✭❉❉✮✱ ♦r ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ✭❆❉▼▼✮✱ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❲❡ t❤❡♥ s♦❧✈❡ t❤❡
❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✭❛✉❣♠❡♥t❡❞✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❜❡
r❡❧❛①❡❞ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②✱ t❤❛t t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❵s✐♠♣❧❡r✬ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳
❲❡ ♦❢t❡♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❵✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✬ ✐♥t♦ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ❝❛♥
❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❡①tr❛❝t ❛ ♣r✐♠❛❧ ❞✐s❝r❡t❡
s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❉❉ ❛♥❞ ❆❉▼▼ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜rst ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ t❤❛t
❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ❆❉▼▼ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡
❢❛st❡r ❬✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❆❉▼▼ ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❉❉✱ ♦✉r
♣r♦❜❧❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r s✉❜♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❉❉ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❉❉ ❜❡❤❛✈❡s ✇❡❧❧ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ✭✹✳✶✼✮✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹✕
✹✳✶✻✮✱ ✐♥t♦ ♦♥❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡❛❝❤ l ∈ L \ T ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ K \ T ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♦❢
❝❧❛ss❡s✳ ❉✉❡ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✶✶✮✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ❛ss✐❣♥s ❡①❛❝t❧②
♦♥❡ r♦✇✲❝❧❛ss t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ r♦✇ ♦r ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❋✐rst✱ ♦♣t✐♠❛❧ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢
❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛❧❧ r♦✇s ✭❝♦❧✉♠♥s✮ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡❛❝❤ r♦✇
✭❝♦❧✉♠♥✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✶✺✮✳ ◆❡①t✱ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r♦✇ ✭❝♦❧✉♠♥✮ ❝❧❛ss ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②
✇❡ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳

✹✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ♦♥ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞✱
❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡✱ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥s ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❤✐❡r❛r❝❤② ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥
t❤❡ ●r❛③✺✵ ❞❛t❛s❡t ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❲❡ ✉s❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡✱
❜✐♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡♥❛❧✐③❡ ✐♥✈❛❧✐❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❧✐❦❡ s❦② ✉♥❞❡r
✇❛❧❧✱ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦st✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❉❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ st❡♣✲s✐③❡ s❡q✉❡♥❝❡ αn = a/

√
n✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞

a ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❈✰✰✳ ❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇❛s
❛❜♦✉t ✹ ♠✐♥✉t❡s ♣❡r s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ r✉♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥
❛ ✻ ❝♦r❡ ❈♦r❡✲✐✼ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ ✸●❍③ ❝❧♦❝❦✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❆ ♣r✐♦r ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ●r❛③✺✵ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❈❧❛ss ❵❧✬✱ ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧s ❛ t✐❧❡ ♦❢ ✇❛❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❞♦♦r✱ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✢♦♦r
❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t♦♣ ❞♦♦r ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❡ ✉s❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ t♦ ❢♦r❜✐❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❦② ✭❝❧❛ss ❵❜✬✮ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞♦♦r ✭❝❧❛ss ❵❦✬✮✳

✹✳✹✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪
♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ❬✺✾❪✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❲❡ ✉s❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❝♦sts ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❜❛s❡❧✐♥❡✳ ❲❡ ❛❧s♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ✭●●✮ ♣❛rs✐♥❣ ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞r✉t❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣
❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ❘◆◆ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✜✈❡
❞❛t❛ ❢♦❧❞s ✇✐t❤ ✻✵ tr❛✐♥✐♥❣✱ ✷✵ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✷✵ t❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✭♣r❡❝✐s❡❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ✶✵✹ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ✜rst ❢♦❧❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✷✹ t❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢♦✉r ♦❢ ✷✵ t❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✮✳ ❚❤❡ ❘◆◆ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✻✵ ✭r❡s♣✳ ✻✹✮
tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t ✇❛s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r ♦✈❡r❛❧❧
❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✉r ❣r❛♣❤
❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❘◆◆ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s
❧❛❝❦ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✇♦rs❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❵❣❧♦❜❛❧✬ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❞✐st❛♥t
♦❜❥❡❝ts✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❇❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♠❡t❤♦❞ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❛ r✐❝❤❡r ♣r✐♦r✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦♦rs ❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥✐❡s t❤❛t st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡
❢❛❝❛❞❡ ✇✐❞t❤ ✭♥♦t❡ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧t ❢♦r ❜❛❧❝♦♥✐❡s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
●● s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ s❛♠♣❧❡ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t str✉❝t✉r❡
✐s ♥❡✈❡r ❞r❛✇♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s s✉❜♦♣t✐♠❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❡ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❝♦rr❡❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✲
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❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ❬✺✾❪ ✉s✐♥❣ ❘◆◆✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡
r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss❡s ♣r❡s❡♥t ❝❧❛ss ❛❝❝✉r❛❝② ✭t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱
♦r r❡❝❛❧❧✮✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s t♦t❛❧ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧②
❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦✱
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♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✷✹ t❡st ❛♥❞ ✽✵ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢♦❧❞s ❝♦♥t❛✐♥
✷✵ t❡st ❛♥❞ ✽✹ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❢❡❛t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❚❡①t♦♥❇♦♦st✱ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✺✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s
❤❛✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♣♦rt
t❤❛t t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ❢♦r ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❝❝❡♣t ❛♥② ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ♦♥ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛r❞✲❝♦❞❡s
t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦✉r s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ❬✾❪✳
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❚❡①t♦♥❇♦♦st ♣✐①❡❧ ❝♦sts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❢♦r t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t✳ ❋✐✈❡
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t❡st ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡
s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❬✹✼❪ ✐s t❤❛t t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ s❡✈❡r❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡ tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
r✉♥ ♦♥ ❢✉❧❧✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠✳ ❖✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❡①✐st✐♥❣ s♣❧✐t
❣r❛♠♠❛r ♣❛rs❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ❡♥❛❜❧❡s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r✐♦rs t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r
♣❛rs✐♥❣ ❬✻✵✱ ✺✾❪ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇❡r❡
❛❜❧❡ t♦ ❣❡t ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♠♠❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛❧❝♦♥✐❡s t❤❛t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐❞❡r t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉t ♥♦t r✉♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛
❢❛❝❛❞❡✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❛tt❛✐♥s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♣❛rs✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❊❈P

✼✵



❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ✭t♦♣ ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ●r❛③✺✵
❞❛t❛s❡t ✭❜♦tt♦♠✮✳ ●r❡❡♥ ❧✐♥❡s s❡♣❛r❛t❡ s❦② ❢r♦♠ r♦♦❢ ❛♥❞ r♦♦❢ ❢r♦♠ ❢❛❝❛❞❡✳ ❇❛❧❝♦♥✐❡s ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞
✐♥ ♠❛❣❡♥t❛✱ s❤♦♣s ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱ ❛♥❞ ❞♦♦rs ✐♥ ❝②❛♥✳ ◆♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ♠✐ss❡❞ ❞♦♦rs ❛♥❞ ♠✐ss❡❞ r♦♦❢ ✇✐♥❞♦✇s✳

✼✶



❢❛❝❛❞❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ♥❡✇ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ●r❛③✺✵
❞❛t❛s❡t✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✳ ▲❡❛r♥✐♥❣
❤♦✇ t♦ ✇r✐t❡ ♣r✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝
❢♦r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t st✉❞②✐♥❣ t❤❡
❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢✉rt❤❡r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s t❤❛t ♣r✐♦rs ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r♠❛t ❤❛✈❡ ❧♦✇ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❝❧❛ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ✐s ♠✐s✲
❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ r❡q✉✐r❡s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦♦rs ♦❢ ❛ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧②
♠✐s❛❧✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s ❢♦r❝❡s ✉s t♦ ❤❛✈❡ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛❧❝♦♥② ❝❧❛ss❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✢♦♦r
♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✹ ♠✐♥✉t❡s ♣❡r ✐♠❛❣❡ ❛❧s♦ ❧✐♠✐ts
♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❢r❡❡ ♦❢ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥

❑♦③✐➠s❦✐✱ ▼✳✱ ❖❜♦③✐♥s❦✐✱ ●✳✱ ▼❛r❧❡t✱ ❘✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❇❡②♦♥❞ Pr♦❝❡❞✉r❛❧ ❋❛❝❛❞❡ P❛rs✐♥❣✿
❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ✈✐❛ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✷✵✶✹ ❆s✐❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✭❆❈❈❱✮✳

✼✷



❈❤❛♣t❡r ✺

❆ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ❋❛❝❛❞❡ P❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ❖❝❝❧✉s✐♦♥s

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❧✐❢ts t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ str✉❝✲
t✉r❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✉✛❡r❡❞
❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦rs r❡q✉✐r❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ tr❡❡
♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✇❤❡r❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐ts ❛❧✲
t❡r♥❛t❡✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❛❞❡ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦
s♣❡❝✐❢② ♣r✐♦rs ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞
❡❧❡♠❡♥ts ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✢♦♦rs✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❧♦♥❣ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
❡①✐st✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❤❛♣❡
♣r✐♦r✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r✱ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛r t✐❧✐♥❣s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ♦❢ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡② r❡❝♦✈❡r t❤❡
♦❝❝❧✉❞❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❛♠♠❛r✱
t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲
✐t② ✐s ❤❡❧♣❢✉❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❡①t✉r❡ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠
♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ t❡①t✉r❡ ✐♥
t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥♣❛✐♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲♦❝❝❧✉❞❡❞ r❡❣✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❦❡② ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s
❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s
❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠
❋✐❡❧❞ ✭▼❘❋✮ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ♣✐①❡❧s✳ ❖✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ✐ts❡❧❢ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛
❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠❛t✳ Pr✐♦rs ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦✉♣❧❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❧❡ss t✐❣❤t❧② t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡② ❡♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡
❛♥❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣
♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❢❛❝❛❞❡✳ ■♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡

✼✸



❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ●●✿ ❣r❛♣❤
❣r❛♠♠❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❘❈▲✿ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ❆P✿ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❬✺✾❪ ❬✹✼❪ ❬✸✸❪ ❬✾❪ ●● ❘❈▲ ❆P

❯s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r X X ✕ ✕ X X X

❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ✷❉ X X X ✕ X X X

◆♦ ♥❡❡❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ X ✕ X X X X X

◆♦ ♥❡❡❞ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♠♠❛r ✕ X X X X X X

❖❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s ✕ ✕ X X ✕ ✕ X

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳

✺✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥
❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞
❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱
t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥
❜② ❘♦② ❛♥❞ ❚♦❞♦r♦✈✐❝ ❬✹✽❪✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ✜rst ♦✈❡rs❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ s✉♣❡r♣✐①❡❧s✳
❚❤❡♥✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✉♣❡r♣✐①❡❧s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠✉t❡① ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❤✐❜✐t ❝♦♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛
♣❛✐r ♦❢ ❧❛❜❡❧s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡✱ ♦r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛✐r ♦❢ ❧❛❜❡❧s ✐♥ ❛♥②
s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡
❛❜♦✈❡✲❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❧❡❢t✲r✐❣❤t✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ♠✉t❡① ❝♦♥str❛✐♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❞✐st❛♥t s✉♣❡r♣✐①❡❧s✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② s❡t
♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
✇♦r❦✱ ❛ ❜❡❛♠ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
❧❛❜❡❧✐♥❣s✱ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ▼❆P✲▼❘❋ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ s✉♣❡r♣✐①❡❧s ♦♥❡
♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉❣❤❧② t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦r ❧❡❢t ✭❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②
❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜ ❛♥❞ ❱❡❦s❧❡r ❬✶✷❪
❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❛ t✐❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✱ ✇✐t❤ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞
✈❡rt✐❝❛❧❧② ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ r❡✲

✼✹



❝♦✈❡r✐♥❣ ❧❛②♦✉t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ s❝❡♥❡s ❛♥❞ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞✲❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ t✐❡r❡❞ s❝❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❢❛❝❛❞❡
♣❛rs✐♥❣✳

❇❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s t♦ ♠♦❞❡❧ ❧❛②♦✉t ♦❢ ✐♥❞♦♦r s❝❡♥❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s❝❡♥❡
❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜✈❡ ❧❛❜❡❧s✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✢♦♦r✱ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✱ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✇❛❧❧s✱
❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❡❢t ✇❛❧❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✢♦♦r ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝❡✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ ✜✈❡✲♣❛rts ♠♦❞❡❧ ✐s t♦♦ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳

❚❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ✜✈❡ ♣❛rts ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♦r❞❡r✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠♦✈❡s ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♠♦✈❡✲♠❛❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦✈❡s✱ ♦♥❡ s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❤✐❢ts t❤❡
❧❛❜❡❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♦r❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦✈❡s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α✲
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ α✲β s✇❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♦r❞❡r✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠♦✈❡s ❛✈♦✐❞ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧
♦♣t✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❢♦r♠
❛ ✷❉ ❣r✐❞✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ♣r♦♥❡ t♦ ❣❡tt✐♥❣ st✉❝❦ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✳

✼✺



❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❙②♠❜♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

h ✐♠❛❣❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥ ♣✐①❡❧s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✼
w ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ♣✐①❡❧s❀ ♣✳ ✽✼
I t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ r♦✇ ✐♥❞❡①❡s I = {1, . . . h}❀ ♣✳ ✽✺
J t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①❡s J = {1, . . . w}❀ ♣✳ ✽✺
I t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✱ I = I × J ❀ ♣✳ ✽✺
Ih t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥✱ Ih =

I × (J \ {w})❀ ♣✳ ✽✽
Iv t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st r♦✇✱ Iv =

(I \ {h})× J ❀ ♣✳ ✽✽
G ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥❀ ♣✳ ✼✽
C t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ ♣✳ ✼✽
R t❤❡ s❡t ♦❢ r♦✇ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ ♣✳ ✼✽
H t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱

❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ ♣✳ ✼✽
V t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ r♦✇ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❛

♣❛rt ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ ♣✳ ✼✽
A ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥❀ ♣✳ ✼✽
S t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ ♣✳ ✼✽
V t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈❡rt✐✲

❝❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s❀ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ ♣✳
✼✽

H t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s❀ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀
♣✳ ✼✽

Â ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥❀ ♣✳ ✽✹
N ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥❀

♣✳ ✽✹
T ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥❀ ♣✳

✽✹
N0 t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥❀ ♣✳

✽✹
P t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥❀ ♣✳ ✽✹
Desc(s) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❧❛ss s ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛✲

❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥❀ ♣✳ ✽✹
Desc(p) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥❀ ♣✳ ✽✹
Ancp(s) t❤❡ s❡t s✐♥❣❧❡ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ ❝❧❛ss s ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✱

✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p❀ ✐t ✐s ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s ∈
Desc(p)❀ ♣✳ ✽✺

O t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝❧✉❞❡ ❛ ❢❛❝❛❞❡❀ ♣✳ ✽✻
K t❤❡ s❡t ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✇❛❧❧✱ ✇✐♥❞♦✇✱ ❡t❝✳✮❀ ♣✳

✼✽
Ψ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss s ∈ S ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss

k ∈ K❀ ♣✳ ✼✽

✼✻



S t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ ♦❝❝❧✉❞❡r ❝❧❛ss❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥
♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡r ❝❧❛ss ❝❛♥ ♦❝❝❧✉❞❡ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t❤❡ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❀ ♣✳ ✽✻

φijκ ❛ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss κ ∈ O ∪K t♦ ♣✐①❡❧ (i, j)❀ ♣✳ ✽✽
θ(σ, σ′) t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss❡s σ ❛♥❞ σ′ t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

♣✐①❡❧s❀ ♣✳ ✽✷
zijσ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss σ t♦ ♣✐①❡❧ (i, j)❀ ♣✳ ✽✽
uijσσ′ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss σ t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ❛♥❞ ❝❧❛ss σ′ t♦

♣✐①❡❧ (i, j + 1)❀ ♣✳ ✽✽
u t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ uijσσ′ ❀ ♣✳ ✽✽
vijσσ′ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss σ t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ❛♥❞ ❝❧❛ss σ′ t♦

♣✐①❡❧ (i+ 1, j)❀ ♣✳ ✽✽
v t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ vijσσ′ ❀ ♣✳ ✽✽
z′ijσ✱ z

′′
ijσ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ zijσ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❧❛✈❡s❀ ♣✳ ✶✸✶

z′✱ z′′ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❧❧ z′ijσ ❛♥❞ z′′ijσ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ♣✳ ✶✸✶
ẑ′✱ ẑ′′ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❧❛✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
C ′✱ C ′′ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ s❧❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s❀ ♣✳ ✶✸✷
λijσ ❛ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ z′ijσ ❛♥❞ z′′ijσ❀

♣✳ ✶✸✷
λ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ λijσ ❢♦r ❛❧❧ (i, j) ∈ I ❛♥❞ ❛❧❧ σ ∈ So❀ ♣✳ ✶✸✷
z̊ijσ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss σ t♦ ♣✐①❡❧

(i, j)❀ ♣✳ ✶✸✸
z̊ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ z̊ijσ❀ ♣✳ ✶✸✸

✼✼



✺✳✸ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❛s s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs

❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥ ❢❛❝❛❞❡ ❧❛②♦✉ts✳ ❚♦
❡♥❝♦❞❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ❡①♣r❡ss✐♥❣ s✉❝❤ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳

✺✳✸✳✶ ❋r♦♠ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥s t♦ ♣✐①❡❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s

❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ r♦✇ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢
❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s ❜② C ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ r♦✇ ❝❧❛ss❡s ❜② R✳ ❇② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss
c ∈ C t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ ❛ r♦✇ ❝❧❛ss r ∈ R t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ r♦✇✱ ✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
❧❛❜❡❧ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r (r, c) ♦❢ ❛ r♦✇ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ♣❛✐rs
♦❢ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s (r, c) ∈ R× C t❤❡ ❵♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝✬ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t
♦❢ ❵s❡♠❛♥t✐❝✬ ❝❧❛ss❡s K ❡♥❝♦❞✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❧✐❦❡ ✇❛❧❧✱ ✇✐♥❞♦✇✱ ❡t❝✳✮✱
❛♥❞ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ Ψ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t♦ ❡❛❝❤ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss (r, c) ∈ R× C ❛ s❡♠❛♥t✐❝
❝❧❛ss k ∈ K✳ ❋♦r ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❤✐❜✐t s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r♦✇ ♦r ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✬r♦♦❢✬ ✐s
❛❜♦✈❡ ✬s❦②✬ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ✐♥✈❛❧✐❞✳ ❚♦ ❡♥❝♦❞❡ s✉❝❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝✐❢②
t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♠❛❣❡
❝♦❧✉♠♥s H ⊂ C × C✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t r♦✇ ❝❧❛ss❡s✱
V ⊂ R × R✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ G = (C,R,H,V) ❛
❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇
❧❛t❡r t❤❛t ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✱
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r✐♦rs✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❵❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✬ ❛s ❛ tr✐♣❧❡ A = (S, V,H) ✇❤❡r❡
S ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✭♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝✮ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ V ⊂ S × S ❛♥❞ H ⊂ S × S ❛r❡
s❡ts ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②
❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (s1, s2) ∈ V ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ❛ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❝❧❛ss s1 ❝❛♥ ❜❡
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❧♦✇ ❛ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❝❧❛ss s2✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (s1, s2) ∈ H ❛❧❧♦✇s ❛
♣✐①❡❧ ♦❢ ❝❧❛ss s1 t♦ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❢r♦♠ ❛ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❝❧❛ss s2✳ ❆♥ ♦r❞❡r❡❞
♣❛✐r ♦❢ ❧❛❜❡❧s (s1, s2) /∈ H ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ♣✐①❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss s1 ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣✐①❡❧ r❡❝❡✐✈❡s ❝❧❛ss s2✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s
t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ V ✳ ❆♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳

❋♦r ❛♥② ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r✱ G = (C,R,H,V) t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥A = (S, V,H) ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t
❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡✲
s❡♠❛♥t✐❝ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ❛s S = R × C✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ♣r✐♦rs✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡ts V ❛♥❞
H ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ❛s t❤❡ ♦♥❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t t❤❡ r♦✇s ♦❢ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣
❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣
t❤❛t ❡❛❝❤ t✇♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s r❡❝❡✐✈❡ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r♦✇✲❝❧❛ss

✼✽



R = {A,B},
C = {1, 2},

Ψ(A, 1) = ✇✐♥❞♦✇,

Ψ(A, 2) = ✇❛❧❧,

Ψ(B, 1) = ✇❛❧❧,

Ψ(B, 2) = ✇❛❧❧,
V = {(A,A), (B,B), (A,B), (B,A)},
H = {(1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1)}.

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ▲❡❢t✿ ❣r✐❞✲s❤❛♣❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧s ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣✐①❡❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣✳
❘✐❣❤t✿ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ✉s✐♥❣ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s✳

(A, 1) = a,

(A, 2) = b,

(B, 1) = c,

(B, 2) = d.

a b

c d

❤♦r✐③✳ ♥❡✐❣❤❜♦rs
❤ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✰ ✕ ✕
❜ ✰ ✰ ✕ ✕
❝ ✕ ✕ ✰ ✰
❞ ✕ ✕ ✰ ✰

✈❡rt✳ ♥❡✐❣❤❜♦rs
✈ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✕ ✰ ✕
❜ ✕ ✰ ✕ ✰
❝ ✰ ✕ ✰ ✕
❞ ✕ ✰ ✕ ✰

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ▲❡❢t✿ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛✐rs ♦❢ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱ t♦ ♣✐①❡❧
❝❧❛ss❡s✳ ▼✐❞❞❧❡✲❧❡❢t✿ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s✳ ❘✐❣❤t✿
❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ✉s✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ✭❵✰✬ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝②✱ ❵✕✬ ❛ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♦♥❡✮✳

✼✾



❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❲❡ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❝❧❛ss❡s
♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t r♦✇s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r♦✇✲❝❧❛ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤
t✇♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r♦✇✲❝❧❛ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss
s = (r, c) ❜② rs = r ❛♥❞ ✐ts ❝♦❧✉♠♥✲❝❧❛ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② cs = c✳ ❚❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞
❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V =
{

(s1, s2)|cs1 = cs2∧
(

rs1 , rs2
)

∈ V
}

❛♥❞ ✭✺✳✶❛✮

H =
{

(s1, s2)|rs1 = rs2∧
(

cs1 , cs2
)

∈ H
}

✳ ✭✺✳✶❜✮

❲❡ st❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♦rs ❢♦r♠❛❧❧② ❜❡❧♦✇✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ G = (C,R,H,V)✱ ❛s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❆♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ A = (S, V,H)✱ ✇❤❡r❡ S = C ×R ❛♥❞
V ❛♥❞ H ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✶✮✱ ❡♥❝♦❞❡s ❛ ♣r✐♦r t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣s t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ G
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧✐♥❣s t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ A✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ✐t ✐s
❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②
❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣ t♦ V ❛♥❞ H✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✭✺✳✶✮✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡♥
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡
✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥✿ ✭✶✮ ❛ r♦✇ ♦❢
t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♣✐①❡❧s ❧❛❜❡❧❡❞ (r, c) ❛♥❞ (r′, c′) ✇❤❡r❡ r 6= r′✱ ♦r ✭✷✮
r♦✇ ❝❧❛ss❡s r ❛♥❞ r′ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r♦✇s✱ ✇❤✐❧❡ (r, r′) /∈ V ✳ ❆♥❛❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❝♦❧✉♠♥s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✱ ❧❛❜❡❧❡❞ s1, . . . sn✱ ✇❤❡r❡ s1 = (r, c) ❛♥❞
sn = (r′, c′)✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t
♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t r❡❝❡✐✈❡ ❝❧❛ss❡s sa = (ra, ca) ❛♥❞ sb = (rb, cb)✱ s✉❝❤ t❤❛t
ra 6= rb ❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✶✮✱ (sa, sb) /∈ H✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✱ ❧❛❜❡❧❡❞ s1 = (r1, c1) ❛♥❞ s2 = (r2, c2) s✉❝❤ t❤❛t
(r1, r2) /∈ V ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ (s1, s2) /∈ V ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ✐s s♠❛❧❧✿ |V |, |H| ≪ |S|2✳ ■❢
♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡ t❛❜❧❡s V,H ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥s✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ str✐♥❣s ♦❢ ♣✐①❡❧ ❧❛❜❡❧s t❤❛t ❝❛♥
♦❝❝✉r ♦♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦r r♦✇ ♦❢ ♣✐①❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❛✉t♦♠❛t♦♥s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥
t❤❛t ❛❧❧ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♠✉st ❛❣r❡❡✱ ✐✳❡✳✱ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❤❛s t♦
❜❡ ✈❛❧✐❞ ❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳

❆❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❛t t❤❡②
❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✮✳
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❛ ❜ ❛ ❜
❝ ❞ ❝ ❞

❛ ❜ ❛ ❜

❝ ❞ ❝ ❞

❤ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✰ ✕ ✕
❜ ✰ ✰ ✕ ✕
❝ ✕ ✕ ✰ ✰
❞ ✕ ✕ ✰ ✰

✈ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✕ ✰ ✕
❜ ✕ ✰ ✕ ✰
❝ ✰ ✕ ✰ ✕
❞ ✕ ✰ ✕ ✰

✭❛✮ ❘❡♣❡t✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ ❣r✐❞ ✇✐t❤ str❛✐❣❤t ❛①✐s✲❛❧✐❣♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

c

a b

d

❤ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✰ ✕ ✕
❜ ✕ ✰ ✕ ✕
❝ ✕ ✕ ✰ ✰
❞ ✕ ✕ ✕ ✰

✈ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✕ ✕ ✕
❜ ✕ ✰ ✕ ✕
❝ ✰ ✕ ✰ ✕
❞ ✕ ✰ ✕ ✰

✭❜✮ ❋✐①❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ ❣r✐❞ ✇✐t❤ str❛✐❣❤t ❛①✐s✲❛❧✐❣♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

c

a b

d

❤ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✰ ✰ ✕
❜ ✕ ✰ ✕ ✰
❝ ✰ ✕ ✰ ✰
❞ ✕ ✰ ✕ ✰

✈ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✰ ✕ ✕
❜ ✰ ✰ ✕ ✕
❝ ✰ ✕ ✰ ✰
❞ ✕ ✰ ✰ ✰

✭❝✮ ❋✐①❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ✇✐♥❞✐♥❣ ❛①✐s✲❞r✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

c

a b

d

❤ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✰ ✰ ✕
❜ ✕ ✰ ✕ ✕
❝ ✕ ✕ ✰ ✰
❞ ✕ ✕ ✕ ✰

✈ � ❛ ❜ ❝ ❞
❛ ✰ ✕ ✕ ✕
❜ ✕ ✰ ✕ ✕
❝ ✰ ✕ ✰ ✕
❞ ✕ ✰ ✕ ✰

✭❞✮ ❋✐①❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s❤❛♣❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
t❛❜❧❡s ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s✿ ❵✰✬ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ❵✕✬ ❞❡♥♦t❡s
❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♣❛✐rs✳

✺✳✸✳✷ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

■♥ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✱ ❧✐❦❡ ✬r♦♦❢✬ ❛♥❞ ✬s❦②✬✱
❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② str❛✐❣❤t ❛①✐s✲❛❧✐❣♥❡❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳
❆ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r✐♦rs ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛♥ ❜❡
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ❜② ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞
♥❡✐❣❤❜♦r ❝❧❛ss❡s✱ V ❛♥❞ H✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡
t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ ❜❛s✐❝ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❛ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ✐t ✐s ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ✇✐t❤ str❛✐❣❤t✱ ❛①✐s✲❛❧✐❣♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢
r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ❝❛♥ ✈❛r②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ♦♥ ❛
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ✇❛❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❜ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✜①❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ✇✐t❤ str❛✐❣❤t ❛①✐s✲❛❧✐❣♥❡❞ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ ✐s t❤❛t ❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞♦❡s
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♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡
♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss ❵❛✬ t♦ ❵❜✬ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ ❵❜✬ t♦ ❵❛✬ ✐s ♥♦t✳

❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❝✱ t❤❡s❡ str❛✐❣❤t ❜♦r❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ✐rr❡❣✉❧❛r
✇✐♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡✱ ❛♥ ❵❛✬ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❵❝✬ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ ❜②
❛♥ ❵❛✬✱ ❜✉t ❛ ❵❜✬ ♦♥ t❤✐s ❧✐♥❡ st✐❧❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❵❝✬✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❞ ❞✐s♣❧❛②s ❛♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛♥t ✇❤❡r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ❛ ❜♦✉♥❞✲
❛r②✱ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ r✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❜♦r❞❡r✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
♠♦❞❡❧ ❛ r♦♦❢✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛
❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ s❧♦♣❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝❤✐♠♥❡② ♦♥ ❛ r♦♦❢✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r✐♦rs ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ✇✐♥❞✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣❛tt❡r♥s ✇❤❡r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛✐rs ♦❢
❝❧❛ss❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦t❤ (a, b) ❛♥❞ (b, a) t♦
❜❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✱ ♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r②
✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ s❡ts V ❛♥❞ H ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ♠❡r❡❧② ❡①♣r❡ss ❛♥②
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ a ❛♥❞ b✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛s t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞♦ ♥♦t
❢♦r♠ ❢✉❧❧ ❣r✐❞s ✐♥ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❦②✲r♦♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧②
♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ❢❛❝❛❞❡✮✳

✺✳✸✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ ❆❞❥❛❝❡♥❝② P❛tt❡r♥s

❆❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t ❛ ♣r♦♣❡r❧② ❝r♦♣♣❡❞ ❢❛✲
❝❛❞❡ ❝❛♥ st❛rt ✇✐t❤ ✬✇❛❧❧✬ ♦r ✬s❦②✬✱ ❜✉t ♥♦t ✬✇✐♥❞♦✇✬✳ Pr✐♦rs ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦❢
♠✐♥✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ♦r ✇✐❞t❤ m ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝❧❛ss❡s a1, . . . , am
❛♥❞ ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ ❛❧❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❜✉t ❢r♦♠ ai t♦ ai+1✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ♦r
✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ ❛♥② ai t♦ ❛♥② ❝❧❛ss t❤❛t
❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ am✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s
❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦r ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ✭❛♥❞ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥s
❛s ✇❡❧❧✮ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♣r✐♦rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢
♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐③❡✳ ❆ tr✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s H = V = ∅✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ♦♥❧② ❧❛❜❡❧✐♥❣s ♦❢ s✐③❡
♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛s♣❡❝t
✐s ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧❛ss s ∈ S s✉❝❤
t❤❛t (s, s) ∈ V ❛♥❞ (s, s) ∈ H t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ✭✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ s✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s✐③❡✳

✺✳✸✳✹ ❙♦❢t ♣❡♥❛❧t✐❡s ♦♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s

■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ t❡r♠ ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✱ t♦ ❧✐♠✐t ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❡①♣r❡ss s♦❢t
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s♦♠❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜② θ : S×S → R✱ ✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞
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✉s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✺❪✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ P♦tts
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ✇❡ s❡t t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s
t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✉s✐♥❣ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤✳

✺✳✹ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s

❆ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❛
♣r❛❝t✐❝❛❧✲❡♥♦✉❣❤ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ ❢❛✲
❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ❛ ❣r✐❞✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s
t❤❛t ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞
♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❛t ✐♠♣❛❝ts t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧②✱ ❤❛s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ❵❝✉tt✐♥❣✬ ♦❜✲
❥❡❝ts ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ s✉❜r❡❝t❛♥❣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝
❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ▲❡❢t✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ r❡q✉✐r❡s ❡❛❝❤
❝♦❧✉♠♥ ❝❧❛ss t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ✐ts ✉♣♣❡r ♣❛rt✿ ■≈✭✇❛❧❧✱ r♦♦❢✮✱ ■■≈✭✇✐♥❞♦✇✱ r♦♦❢✮✱ ■■■≈✭✇❛❧❧✱ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇✮✱
■❱≈✭✇✐♥❞♦✇✱ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ✭✷✵ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❝❛s❡✮ ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ❘✐❣❤t✿ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❝❡❧❧s ♦❢ ❛
❝♦❛rs❡r ❣r✐❞ ✭❣r❡❡♥✮ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✜♥❡r ❣r✐❞s ✭r❡❞✮✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ♣✐①❡❧
❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✭✶✵ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♥❡st❡❞ ❣r✐❞s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝❡❧❧
♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✜♥❡r ❣r✐❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞❡❧
❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡✈❡❧s
♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥ ♦♥ ❛ ❝♦❛rs❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② t♦ ♦t❤❡r ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ♦♥ ❛ ✜♥❡r
❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❛t ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐①❡❧

✽✸



a

b

c d c

e f
g h

i j

k l
e f

N0

b a

e l c d x z

p0

p1 p2 p3

p2

p1

· · ·· · ·

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r ❡♥❝♦❞❡❞
❜② t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ▲❛r❣❡✱ ❝✐r❝❧❡❞ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s✳ ❙♠❛❧❧✱ ✜❧❧❡❞ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ♥❡①t t♦ ❛rr♦✇s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠
♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s t♦ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ N0 ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❡♥❝♦❞❡s ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ r♦♦❢ ❛ ❝❛♥ ❜❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛②s✱ ❜② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p2 ♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p3✳ ❖♥❧② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ p2
✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ p3✱ ✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s❡❣♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ t♦
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛ss ✐s ♠❛♣♣❡❞✳ ❲❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛❧ ♣✐①❡❧
❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ✜rst ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❛t ❛ ✜♥❡r s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❖♥❧② t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ q✉❛❞r✉♣❧❡ Â = (N , T , N0,P)
✇❤❡r❡ N ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ T ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s✱
❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ N ✱ N0 ∈ N ✐s t❤❡ st❛rt s②♠❜♦❧ ❛♥❞ P ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ p = Np → Ap ✇❤❡r❡ Np ∈ N ❛♥❞ Ap = (Sp, Vp, Hp) ✐s ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥
s✉❝❤ t❤❛t Sp ⊂ N ∪ T ✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦
❝②❝❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ Ap ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐s❥♦✐♥t✳
▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱

∀s ∈ T ∪ N \ {N0}, ∃!p ∈ P s✉❝❤ t❤❛t s ∈ Sp . ✭✺✳✷✮

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ Â✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥❝❡st♦r✲❞❡s❝❡♥❞❛♥t r❡❧❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss a ❞❡s❝❡♥❞s✱ ♦r ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥t❡r✲
♠✐♥❛❧ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss b ♦♥ ❛ ❝♦❛rs❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✐❢ a ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✉❜❞✐✈✐❞❡ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss b✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ♠❛♥② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢
❛ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss ❛s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ❛
♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss N ❝♦♥t❛✐♥s t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧ ✐s ♠❛♣♣❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛❧s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s p ∈ P ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p = Np → (Sp, Vp, Hp)✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ❝❧❛ss s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Desc(s) =

{

{s} ✐❢ s ∈ T
⋃

p∈P s✳t✳ Np=s

(

(Sp ∩ T ) ∪
⋃

s′∈Sp∩N Desc(s′)
)

✐❢ s ∈ N . ✭✺✳✸✮

✽✹



❚❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✷✮
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p ∈ P ❛s

Desc(p) =
⋃

s∈Sp

Desc(s) . ✭✺✳✹✮

❆ ❝❧❛ss s t❤❛t ❞❡s❝❡♥❞s ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛s ❛♥ ❛♥❝❡st♦r ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ Ancp(s)

Ancp(s) = s′ s✳t✳ s′ ∈ Sp ∧ s ∈ Desc(s′) . ✭✺✳✺✮

❲❡ ♥♦✇ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ p✱ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❝❧❛ss❡s ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s ∈ Desc(p)✱ ❝♦♥❢♦r♠s t♦
t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ Ap✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ♣❛✐rs (i, j)✱ ✇❤❡r❡ i ✐♥❞❡①❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ r♦✇ ❛♥❞ j ✐♥❞❡①❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❜② I✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡①❡s ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ih✱ ❛♥❞
t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧❛st r♦✇ ❜② Iv✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ❝❧❛ss ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ∈ I ❛s sij✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

∀(i, j) ∈ Ih, ∀p ∈ P , sij, sij+1∈Desc(p) =⇒
(

Ancp(sij),Ancp(sij+1)
)

∈Hp , ✭✺✳✻❛✮

∀(i, j) ∈ Iv, ∀p∈P , sij, si+1 j ∈ Desc(p) =⇒
(

Ancp(sij),Ancp(si+1 j)
)

∈Vp . ✭✺✳✻❜✮

❆ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛t✲
t❡r♥ ♦✈❡r t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ❤✉♠❛♥ ✉s❡r✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t
♣✐①❡❧s✳ ❚✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❞✲
❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s
✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❧♦✇✳ ❚♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r
r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s sq✉❛r❡❞✳

●✐✈❡♥ Â=(N , T , N0,P)✱ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✱ ✇❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇
t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✐t ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✢❛tt❡♥❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ A = (S, V,H)✳ ❚❤❡
s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧ ❝❧❛ss❡s
♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥

S = T ✳ ✭✺✳✼✮

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✱ V ❛♥❞ H✱ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✭✺✳✻✮✳

V =
{

(s1, s2) ∈ T 2 | ∀p ∈ P s✳t✳ s1, s2 ∈ Desc(p)

(

Ancp(s1),Ancp(s2)
)

∈ Vp

}

✭✺✳✽❛✮

✽✺



H =
{

(s1, s2) ∈ T 2 | ∀p ∈ P s✳t✳ s1, s2 ∈ Desc(p)

(

Ancp(s1),Ancp(s2)
)

∈ Hp

}

. ✭✺✳✽❜✮

❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t②♣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❡ ❡♥❝♦❞❡❞
❜② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✢❛tt❡♥❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥
A = (S, V,H) ❡♥❛❜❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❆P✲▼❘❋ ♣r♦❜❧❡♠✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳

✺✳✺ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s

❖❝❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ♦♠♥✐♣r❡s❡♥t ✐♥ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✳ ❋♦r ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥
♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❜② tr❡❡s ❛♥❞ ❧❛♠♣ ♣♦sts✳ ▲♦✇❡r ♣❛rts ♦❢ ❢❛❝❛❞❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞
❜② ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥✱ str❡❡t s✐❣♥s✱ ❝❛rs ❛♥❞ ♣❡❞❡str✐❛♥s✳ ❱❡❣❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ♦♥ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❧❡❞❣❡s t♦♦✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ A = (S, V,H)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s
♦❢ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts O✱ ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s S ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❡t ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts K✳ ❆ ♣✐①❡❧ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♦❝❝❧✉❞❡❞
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss k ∈ K ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ Ψ ❢r♦♠ ✐ts ❵♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝✬ ❝❧❛ss s ∈ S✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦❝❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t o ∈ O✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ ✐ts ❵♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝✬ ❝❧❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❝❝❧✉❞❡r ❛♥❞ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ✐s s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❡❞❡str✐❛♥s ❛♥❞ ❝❛rs ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ ❢❛❝❛❞❡✱ ❜✉t
♥♦t t❤❡ r♦♦❢✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❜② ❛ s❡t
S ⊂ S ×O✳

❆ ♣r✐♦r ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✱
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ Ao = (So, Vo, Ho) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❊❛❝❤ ♣✐①❡❧
❝❧❛ss σ ∈ So ❤❛s ❛ ❵♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝✬ ❛♥❞ ❛ ❵s❡♠❛♥t✐❝✬ ❝♦♠♣♦♥❡♥t σ = (s, κ)✱ ✇❤❡r❡ s ∈ S
❛♥❞ κ ∈ (O ∪ K)✳ ❚❤❡ s❡t So ⊂ S × (O ∪ K) ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t
♣❛✐rs✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐s ♥♦t ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ κ = Ψ(s)✱ ♦r t❤❡ ♣✐①❡❧
✐s ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ (s, κ) ∈ S✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱

So = {(s,Ψ(s))|s ∈ S} ∪S . ✭✺✳✾✮

❚❤✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧❛ss❡s ♥❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ 2.5✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t
♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡ts Vo ❛♥❞ Ho ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❝❧❛ss σ ∈ So✱
σ = (sσ, κσ)✱ ❛s s(σ) = sσ✳ ❚❤❡ s❡ts ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Vo =
{

(σ1, σ2)|σ1, σ2 ∈ So,
(

s(σ1), s(σ2)
)

∈ V
}

, ✭✺✳✶✵❛✮

Ho =
{

(σ1, σ2)|σ1, σ2 ∈ So,
(

s(σ1), s(σ2)
)

∈ H
}

. ✭✺✳✶✵❜✮

✽✻



❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ θo :
So × So → R✱ ✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s t♦
s❡♠❛♥t✐❝ ♦r ♦❝❝❧✉❞❡r ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ♦❝❝❧✉s✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s Ψo(σ, κ) = κ✳

✺✳✻ ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❙♣❧✐t ●r❛♠♠❛rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✱ ❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❜② ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ❬✻✵✱ ✺✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥s✳ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ ♣r✐♦rs ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛r t✐❧✐♥❣s✳ ❇② ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t✐❧✐♥❣ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❛ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡♥✱ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✱
s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✳ ❙♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs ✇❡r❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❣r❛♠♠❛rs✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝♦♥t❡①t ❢r❡❡ ❣r❛♠♠❛r ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡
str✉❝t✉r❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ r❡❝✉rs✐♦♥ A→ BAB ♣r♦❞✉❝❡s ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t②♣❡
❇❇❆❇❇✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❇s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❆✮✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ s✉❝❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s r❡q✉✐r❡s ❛✉①✐❧✐❛r② ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣
t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❇✬s ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❇✬s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs t❤❛t ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛❝t✉❛❧❧②
❣❡♥❡r❛t❡ r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❡❝t✐♦♥✱ ♦✉r
♣r✐♦rs ❛❝t✉❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛tt❡r♥s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s s❤♦✇♥ t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❧❡♥❞s ✐ts❡❧❢ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❣r❛♠♠❛r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ✉s❡❞ ✇✐t❤ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✽✳

❚❤❡ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✻✵✱ ✺✾❪ ❡♥❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡
❡❧❡♠❡♥ts✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ s✐③❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♠♣r❛❝t✐✲
❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♣✐①❡❧s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❝♦❞❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✱ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦st✳
❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ♣r❡✈❡♥t s❡❣♠❡♥ts ♦❢ s♠❛❧❧ s✐③❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦
❡①♣r❡ss ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ s♦♠❡ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡rs✳

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ♠✐❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥
♠♦❞❡❧ ♣r✐♦rs ❡①♣r❡ss✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥
t❛❦❡ ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛①✐s ❛❧✐❣♥❡❞ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✮✳ ❙✉❝❤ ❛
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ♥❡✈❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✳

✺✳✼ ❖♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t
❝♦♥❢♦r♠s t♦ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✐♠❛❣❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ❜② h ❛♥❞
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w✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ r♦✇ ✐♥❞❡①❡s I = {1, . . . h}✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①❡s
J = {1, . . . w}✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② I = I × J ✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝❧❛ss
σ ∈ So t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (i, j) ∈ I ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s zijσ ∈ {0, 1}✱ ✇❤❡r❡ zijσ = 1 ✐❢ σ ✐s t❤❡
❝❧❛ss ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ❛♥❞ zijσ = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s vijσσ′ ∈ {0, 1}
❛♥❞ uijσσ′ ∈ {0, 1}✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s t♦ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ uijσσ′ = 1 ✐❢ ♣✐①❡❧ (i, j) ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
❝❧❛ss σ ❛♥❞ ♣✐①❡❧ (i, j + 1) ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❝❧❛ss σ′✱ ❛♥❞ uijσσ′ = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s vijσσ′ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s
t♦ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❧❧ zijσ✱ uijσσ′ ✱ vijσσ′ ❛s
z✱ u✱ v✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢
❝♦sts φijκ ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss κ ∈ O ∪ K t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (i, j) ∈ I✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦sts
θo ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s t♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✱ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤❛r❞
❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ❡①❝❡♣t ❢♦r
t❤❡ ❧❛st r♦✇ ❜② Iv = (I \ {h})× J ✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥
❜② Ih = I × (J \ {w})✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

min
z,v,u

∑

(i,j)∈I
σ∈So

φijΨo(σ)zijσ +
∑

(i,j)∈Iv
σ,σ′∈So

θo(σ, σ
′) vijσσ′ +

∑

(i,j)∈Ih
σ,σ′∈So

θo(σ, σ
′) uijσσ′ . ✭✺✳✶✶✮

❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱

∀(i, j) ∈ I,
∑

σ∈So

zijσ = 1 . ✭✺✳✶✷✮

❲❡ ✐♠♣♦s❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❧❛❜❡❧s
♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s

∀(i, j) ∈ Iv, ∀σ ∈ So,
∑

σ′∈So

vijσσ′ = zijσ✱
∑

σ′∈So

vijσ′σ = zi+1 jσ′ ✱ ✭✺✳✶✸✮

∀(i, j) ∈ Ih, ∀σ ∈ So,
∑

σ′∈So

uijσσ′ = zijσ✱
∑

σ′∈So

uijσ′σ = zij+1σ′ ✳ ✭✺✳✶✹✮

❲❡ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

∀(i, j) ∈ Iv, ∀(σ, σ′) /∈ Vo, vijσσ′ = 0 ✱ ✭✺✳✶✺❛✮

∀(i, j) ∈ Ih, ∀(σ, σ′) /∈ Ho, uijσσ′ = 0 ✳ ✭✺✳✶✺❜✮

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ❬✻✽❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ▼❘❋
♦✈❡r ❛ ♣✐①❡❧ ❣r✐❞✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼❆P✲▼❘❋ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✽ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❚♦ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✶✲✺✳✶✺✮ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✻✱ ✺✹❪✱
♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❲❡ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❜✐♥❛r② ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s zijσ✱
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uijσσ′ ❛♥❞ vijσσ′ ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ❚♦ s♦❧✈❡ ✐t ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ ❡❛s② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❞✉❛❧
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡
♠♦st st❛♥❞❛r❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✹✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ✐♥t♦ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ♦✈❡r ✐♠❛❣❡
r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
s♣❡❡❞✉♣ ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✉❛❧
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t ❛ ♣r✐♠❛❧✱ ❜✐♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉✳

✺✳✾ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥ ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❢♦r ✉♥❛r② t❡r♠s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s q✉❛❧✐t②✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♦✉r
❣♦❛❧ ✐s ♥♦t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♥❡✇ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❜❡tt❡r ❢❡❛t✉r❡s✱ ♦r ❜❡tt❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥
t❤❡ s❛♠❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✐♠♣r♦✈❡s ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✸✸❪ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t str✉❝t✉r❛❧
❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝♦♠❡s ❛t ❛ ❝♦st ♦❢ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t② ❣❛♣✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱
②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜✐♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✉❜♦♣t✐♠❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ❊❈P
❞❛t❛s❡t ❬✺✾❪ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t✱ ✇❡ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❞✉❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡
♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❋♦r ❛ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♣r✐♠❛❧✲
❞✉❛❧ ❣❛♣ ✐s ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✵✳✷✪ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t♦ ✇❤❛t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
♠✐s❧❛❜❡❧❡❞ ♣✐①❡❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡
r❛♥❞♦♠❧② r❡❧❛❜❡❧❡❞ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② ✵✳✷✪ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❛♥❞♦♠❧② ✢✐♣♣✐♥❣
t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ✵✳✷✪ ♣✐①❡❧s✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t
❬✺✾❪✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✶✵✹ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❡♥❡r❣✐❡s
✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪✿ ❛ ♠✉❧t✐✲❢❡❛t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
❚❡①t♦♥❇♦♦st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ▲❛❞✐❝❦ý ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❉✉❡ t♦ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡
❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❤✐❣❤❧② ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐♦r✱ ✇❤❡r❡ ❜❛❧❝♦♥✐❡s
❝❛♥ ❜❡❣✐♥ ❛♥❞ ❡♥❞ ✐♥ ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ✭❜✉t ♥❡❡❞ t♦ ❡♥❝❧♦s❡ ❛t ❧❡❛st
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Dual energy averaged over all test images

 

 

1st 8−quantile
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7th 8−quantile

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞✉❛❧ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐t❡r❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t✳

♦♥❡ ✇✐♥❞♦✇✮✳ ❚❤❡ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✐❣❤ts✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛rr✐❡rs ✉s✉❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❜❛❧❝♦♥✐❡s✳ ❲❡ ✉s❡
✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r♦♦❢✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞s
♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ t❤❡ t♦♣♠♦st ✢♦♦r ❝❛♥ ❜❡ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt✐❝ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡ ✉s❡❞
❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ❤❛s ❛❜♦✉t ✽✵ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥ ✐♠❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t✱ ✐ts s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❢t❡r ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s t♦ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✸✱ ✇❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♠❛r❣✐♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❛r✐❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❛❝❝❡♣t ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞
s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✱ ✇❤✐❧❡ ❬✾❪ ❤❛s ❤❛r❞✲❝♦❞❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ r♦✇
❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✲❜❛s❡❞ ✭❘❈▲✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣r✐♦r✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r r♦♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
❜❛❧❝♦♥② ❤❡✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦♦r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❘❈▲ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✿ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✺ t❛❦❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵ s❡❝♦♥❞s ✭✇✐t❤ ❛ ❈P❯
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ✸●❍③ ❈♦r❡✲✐✼ ♣r♦❝❡ss♦r✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✹ ♠✐♥✉t❡s ✐♥
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✳

❋♦r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✱ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s ❛s
✐♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r ✭❦✐♥❞❧② ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✮✿ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡
◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❬✺✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ❚❡①t♦♥❇♦♦st✳ ❚❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧

✾✵



❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ❬✺✾❪ ✭❧❡❢t✮✱ ✐ts s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ✭♠✐❞❞❧❡✮
❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❤✐❣❤
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✉♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s✿ ✉s✐♥❣ ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡
◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❚❡①t♦♥❇♦♦st ❬✷✾❪✳ ❚❤❡ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss❡s
♣r❡s❡♥t ❝❧❛ss ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇s ❝♦♥t❛✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧❛ss ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t♦t❛❧ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳
■♥ ❝♦❧✉♠♥s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t✿ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❘◆◆ ❝❧❛ss✐✜❡r❀ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✸✸❪❀ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●●✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❛r✐❡s ❛♥❞
✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥s❀ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✭❘❈▲✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❛r✐❡s❀ ♦✉r r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❛r✐❡s ✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ✭❆P✮❀ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❡①t♦♥❇♦♦st s❝♦r❡s❀ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈♦❤❡♥
❡t ❛❧✳ ❬✾❪❀ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●●✮ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❛r✐❡s
❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸❀ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣
✭❘❈▲✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹❀ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❆P✮✳

❘◆◆ ✉♥❛r✐❡s ❚❡①t♦♥❇♦♦st ✉♥❛r✐❡s
r❛✇ ❬✸✸❪ ●● ❘❈▲ ❆P r❛✇ ❬✾❪ ●● ❘❈▲ ❆P

r♦♦❢ ✼✵ ✼✹ ✽✺ ✽✸ ✼✽ ✽✾ ✾✵ ✽✺ ✾✶ ✾✶
s❤♦♣ ✼✾ ✾✸ ✾✷ ✾✵ ✾✵ ✾✺ ✾✹ ✾✻ ✾✺ ✾✼
❜❛❧❝♦♥② ✼✹ ✼✵ ✼✷ ✼✸ ✼✻ ✾✵ ✾✶ ✽✸ ✾✵ ✾✶
s❦② ✾✶ ✾✼ ✾✹ ✾✷ ✾✹ ✾✹ ✾✼ ✾✻ ✾✻ ✾✼
✇✐♥❞♦✇ ✻✷ ✼✺ ✼✵ ✺✼ ✻✼ ✽✻ ✽✺ ✼✼ ✽✺ ✽✼
❞♦♦r ✹✸ ✻✼ ✵ ✹✵ ✹✹ ✼✼ ✼✾ ✵ ✼✹ ✼✾
✇❛❧❧ ✾✷ ✽✽ ✾✶ ✾✺ ✾✸ ✾✵ ✾✵ ✽✻ ✾✶ ✾✵
♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r✳ ✽✷✳✻ ✽✹✳✷ ✽✹✳✽ ✽✺✳✺ ✽✻✳✷ ✾✵✳✶ ✾✵✳✽ ✽✺✳✺ ✾✵✳✽ ✾✶✳✸

✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✉s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ✜✈❡ ❢♦❧❞s ♦❢ ❛
tr❛✐♥✐♥❣✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st s❡t✳ ❚❤❡ ✜rst ❢♦❧❞ ❝♦♥t❛✐♥s ✻✵ tr❛✐♥✐♥❣✱ ✷✵ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞
✷✹ t❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢♦✉r ❢♦❧❞s ❝♦♥t❛✐♥ ✻✹ tr❛✐♥✐♥❣✱ ✷✵ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞
✷✵ t❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❛✐r✇✐s❡ P♦tts ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❡
s❡t t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦st t❛❜❧❡s t♦ ✵✳✺✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❣r✐❞
s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛ s❡t✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❲❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❬✸✸❪✱

✾✶



❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❜❛❧❝♦♥✐❡s
❛♥❞ ❞♦♦rs ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❘◆◆✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ❞♦♦r ❝❧❛ss✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝
❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛❧✐❣♥s ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥❧②
❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝❛♥ ②✐❡❧❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❛ ✇✐♥❞♦✇✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ●r❛③✺✵ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ●r❛③✺✵ ❞❛t❛s❡t ❬✹✼❪ ❝♦♥t❛✐♥s ✺✵
✐♠❛❣❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✹ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❘✐❡♠❡♥s❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ ❛♥❞ t♦ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧s ✭❘❈▲✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❆s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❚❡①t♦♥❇♦♦st ✭❚❇✮ t♦ ❣❡t ✉♥❛r✐❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞✉❡ t♦ s♠♦♦t❤ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❘✐❡♠❡♥s❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✭❘❈▲✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛rt ❛♥❞ ②✐❡❧❞s s❤♦rt❡r r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s✿ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵ s❡❝♦♥❞s ♣❡r ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
✹ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❆s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥
❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ●r❛③✺✵ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❝❧❛ss✲✇✐s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r r❡s✉❧ts
r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❘✐❡♠❡♥s❝❤♥❡✐❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥
❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❘❈▲✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ✭❆P✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

●r❛③✺✵
❬✹✼❪ ❘❈▲ ❆P

s❦② ✾✶ ✾✸ ✾✸
✇✐♥❞♦✇ ✻✵ ✽✷ ✽✹
❞♦♦r ✹✶ ✺✵ ✻✵
✇❛❧❧ ✽✹ ✾✻ ✾✻
❛✈❡r❛❣❡ ✻✾✳✵ ✽✵✳✸ ✽✸✳✺
♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r✳ ✼✽✳✵ ✾✶✳✽ ✾✷✳✺

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊◆P❈ ❞❛t❛s❡t ❚❤❡ ❊◆P❈ ❞❛t❛s❡t ❬✶✻❪ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✽✵
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡s ♦❢ ❆rt✲❉❡❝♦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡✳ ❲❡ r✉♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❢♦✉r
❢♦❧❞s ♦❢ ✷✵ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✻✵ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❚❡①t♦♥❇♦♦st✲❜❛s❡❞
✉♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡ ✉s❡ P♦tts ❢♦r♠ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ♦♥ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ▼❛♥② ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥ ❢❛❝❛❞❡s ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❜②
tr❡❡s✳ ❚❤❡ ❢❛❝❛❞❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❢❡❛t✉r❡ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❊❈P ♦r
●r❛③✺✵ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✺ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦

✾✷



❊
❈
P
✲
❚
❇
✴❆

P
❊
❈
P
✲
❘
◆
◆
✴❆

P
❋❛
✐❧✉

r❡
❝❛
s❡
s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭✜rst ♦❢ ❡❛❝❤
t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s✮✱ r❡s✉❧t ♦❢ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡✮✱ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧t ✭t❤✐r❞ ✐♠❛❣❡✮✳ ❚❤❡
✜rst t✇♦ r♦✇s ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❡①t♦♥❇♦♦st ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ r♦✇s
❝♦♥t❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❘◆◆✳ ❚❤❡ ❧❛st r♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
✭♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② t❤✐♥ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t♦♣♠♦st
❜❛❧❝♦♥✐❡s✮✳

✾✸



❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ ●r❛③✺✵ ❞❛t❛s❡t ❬✹✼❪ ✇✐t❤ ❚❡①t♦♥❇♦♦st ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ tr✐♣❧❡t ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✿ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐♠❛❣❡✱ r❡s✉❧t ♦❢ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❧❛st r♦✇ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✾✹



❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❘❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❊◆P❈ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛✐r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦♥t❛✐♥s ❛❝❝✉r❛❝✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❢♦r ♦♥❧② t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ✭r❛✇✲s✮ ❛♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ s❡♠❛♥t✐❝
❛♥❞ ♦❝❝❧✉❞❡r ❝❧❛ss❡s ✭r❛✇✲♦✮✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦♥t❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜♦t❤
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐t❤ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✱ ❵r❛✇✲♦✬✮✿ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡ ✭❆P✲str✉❝t✮ ❛♥❞ t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ ♦❝❝❧✉❞❡r ❝❧❛ss❡s ✭❆P✲♦❝❝❧✉❞✮✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♣r♦❜❧❡♠✲s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❆rt✲❉❡❝♦
r❛✇✲s r❛✇✲♦ ❆P✲str✉❝t ❆P✲♦❝❝❧✉❞

r♦♦❢ ✽✷ ✽✷ ✽✶ ✽✷
s❤♦♣ ✾✻ ✾✺ ✾✼ ✾✼
❜❛❧❝♦♥② ✽✽ ✽✼ ✽✷ ✽✼
s❦② ✾✼ ✾✼ ✾✽ ✾✼
✇✐♥❞♦✇ ✽✼ ✽✺ ✽✷ ✽✷
❞♦♦r ✻✹ ✻✸ ✺✼ ✺✼
✇❛❧❧ ✼✼ ✽✼ ✽✾ ✽✽
✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ✕ ✾✵ ✕ ✾✵
♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r✳ ✽✸✳✺ ✽✽✳✹ ✽✽✳✽ ✽✽✳✽

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ♦❜❧✐✈✐♦✉s ♦❢ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥ts
❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡ ✭❡✈❡♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ tr❡❡✮✱ ❛♥❞
❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❤❡♥ ♥♦t ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ r❛✇ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞
r❡❣✐♦♥s ✐s ♣♦♦r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧♦✇❡r ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✭r❛✇✲s✮ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✺✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡ r❡❝♦✈❡r✐♥❣
❜♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✭t❤❡
❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ♠❛r❦❡❞ ❵❆P✲♦❝❝❧✉❞✬✮✱ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞
❢❛❝❛❞❡ ✭t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ♠❛r❦❡❞ ❵❆P✲str✉❝t✬✮✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❚r✐♠s ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡❚r✐♠s ❞❛t❛s❡t ❬✷✼❪✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✻✵ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st②❧❡s✳
❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✺✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✹✵ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✷✵ t❡st✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✭t❤❡ t❡st s❡ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❧❞s ❛r❡
♥♦t ❞✐s❥♦✐♥t✮✳ ❲❡ ✉s❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦✱
❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ P♦tts ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✻ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s r❡s✉❧t ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②
✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛♣❡r ❛r❡ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ ♦✉r
♣r✐♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s st✐❧❧ t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ s❤❛♣❡
♣r✐♦r t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❚r✐♠s ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡ ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡
t✇♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r ♥♦ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r✐♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❚②♣✐❝❛❧ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❢❛✐❧✉r❡✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ✐♥✈♦❧✈❡s ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧ ♦r t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡

✾✺



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❊◆P❈ ❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦r❞❡r✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ✉♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦❝❝❧✉❞❡r ❝❧❛ss❡s✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❛❝❛❞❡
str✉❝t✉r❡✳

✾✻



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❡❚r✐♠s ❞❛t❛s❡t ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ r❡s✉❧t
♦❢ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧t✳ P❛rs✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✉♥✲r❡❝t✐✜❡❞✳

✾✼



❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❚r✐♠s ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ❘◆◆✲❜❛s❡❞ ✉♥❛r✐❡s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t✿ s❝♦r❡
✉s✐♥❣ r❛✇ ✉♥❛r✐❡s✱ t❤❡ t❤r❡❡✲❧❛②❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❛♥❞ ♦✉r ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ✭❆P✮✳

❡❚r✐♠s
r❛✇ ❬✸✸❪✲▲✸ ❬✾❪ ❆P

❜✉✐❧❞✐♥❣ ✽✽ ✽✼ ✾✶ ✾✷
❝❛r ✻✾ ✻✾ ✼✵ ✼✵
❞♦♦r ✷✺ ✶✾ ✶✽ ✷✵
♣❛✈❡♠❡♥t ✸✹ ✸✹ ✸✸ ✸✸
r♦❛❞ ✺✻ ✺✻ ✺✼ ✺✻
s❦② ✾✹ ✾✹ ✾✼ ✾✻
✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ✽✾ ✽✽ ✾✵ ✾✶
✇✐♥❞♦✇ ✼✶ ✼✾ ✼✶ ✼✵
♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r✳ ✽✶✳✾ ✽✶✳✻ ✽✸✳✽ ✽✸✳✺

♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ❡rr♦rs ✐s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♠♣♦s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
♦r s♦❢t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❉♦✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♣✐①❡❧s✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣❡❞❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉♥r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ■♠♣♦s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts s❡❡♠s
♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❛t r❡s♣❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❣r✐❞✲str✉❝t✉r❡❞ ♣❛tt❡r♥s✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞
❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✲ ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✲❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞
♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❛s❤✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✢❛tt❡♥❡❞
s❡t ♦❢ r✉❧❡s ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠
✜❡❧❞✳

❖✉r ♠❡t❤♦❞ ♦✛❡rs ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞
❜② ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❛❝❝❡♣t ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♣r✐♦rs ❛♥❞
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡✐r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❡♥❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐♥❞✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❖✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧②
❤❛♥❞❧❡ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ r❡tr✐❡✈✐♥❣
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❢❛❝❛❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❞s ✐ts❡❧❢ t♦ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❇② t❡st✐♥❣ ♦♥ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❢❛❝❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✱ ✇❡
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜r✐♥❣s ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs
❝❧♦s❡r t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✾✽



✐s t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦sts ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r✐♦r ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦✉r ♦♣✐♥✲
✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ❡①❝✐t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦
♣❛rs✐♥❣ ♥♦♥ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥

❑♦③✐➠s❦✐✱ ▼✳✱ ●❛❞❞❡✱ ❘✳✱ ❩❛❣♦r✉②❦♦✱ ❙✳✱ ❖❜♦③✐♥s❦✐✱ ●✳✱ ▼❛r❧❡t✱ ❘✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❆ ▼❘❋
❙❤❛♣❡ Pr✐♦r ❢♦r ❋❛❝❛❞❡ P❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ❖❝❝❧✉s✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✷✵✶✺ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✳

✾✾



✶✵✵



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♦♥ ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❢❛❝❛❞❡
♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✳ ❊①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✱ ❝❛❧❧❡❞ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
♠❡❛♥s ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ♦r❞❡r ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❜s♦❧✉t❡ s✐③❡s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡ s❤❛♣❡s✱
✐♥✈❡rs❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♣r✐♦r ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡s♦rt
t♦ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ s❡✈❡r❡ ✐♠❛❣❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✱ ♦r r❛♥❞♦♠❧②
❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❣r❛♠♠❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s
r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ s❡❛r❝❤
t♦✇❛r❞s ♦♣t✐♠✉♠ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛❞✲
✈❡rs❡❧② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♣♦✇❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✱ ❜✉t t❤❛t ❧❡♥❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ♠♦r❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥♦t r❡q✉✐r✐♥❣ ✐♠❛❣❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♦r r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♣❛❝❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ✐s ❢♦r♠✉✲
❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✱ ♦r ▼❆P✲▼❘❋ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡
◆P✲❤❛r❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ t❡r♠s✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛tt❛✐♥ ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r
♦❢ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ✐ts ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✿ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ♦♣✲
t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r ❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦rs✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ▼❆P✲▼❘❋ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❢❛❝❛❞❡ ❧❛②♦✉t ✭❝❤❛♣t❡r ✸✮ ❡♥❛❜❧❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ r❡❧✲
❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ♥❡❡❞s s❛♠♣❧✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♣❤
❣r❛♠♠❛r✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✭❝❤❛♣t❡r
✹✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡s✱ ✐t ❛tt❛✐♥s ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥
t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ t❡r♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦✛❡rs ❛ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r✐♦rs ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ✭❝❤❛♣t❡r ✺✮ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❞✐st❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✱ ❜✉t r❡s✉❧t ✐♥ s✐♠✲
♣❧❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
❛tt❛✐♥s ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
❡♥❛❜❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♣r✐♦rs✳

✶✵✶



❆ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✸✸❪ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ✐♠♣♦s✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦✈❡r
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♠❡s ❛t ❛ ❝♦st ♦❢ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣❛rs✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡t❤✲
♦❞s t❤❛t ❛r❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛
t❡r♠ ✐s t❤❡ ❦❡② t♦ ❢✉❧❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r✳

✻✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❖✉r ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❣r❛♣❤
❣r❛♠♠❛r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s s❛♠♣❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❛♥❞ ❛ ▼❆P✲▼❘❋ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✜①❡❞ str✉❝t✉r❡s✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❧✐♠✐t✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝✲
t✐❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❛t ✐♥ t✉r♥ ❛❞✈❡rs❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♣❛rs✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❤✐♥❞❡rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❢❛❝❛❞❡
♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛t t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❢❛❝❛❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡ts ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ♣r✐♦rs ❡♥❝♦❞❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❢❛❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡♥❝♦❞✲
✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ s✐③❡s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❡①♣r❡ss❡❞
❜② ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠
✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ❇② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛②♦✉t✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❛t ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❢♦r ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♦♥❡s ✇✐t❤ ❤❛r❞✲❝♦❞❡❞ ♣r✐♦rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣r✐♦rs ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡s ❣❧♦❜❛❧ ✷❉ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ❝❧❛ss✱ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② r❡str✐❝t✐✈❡ ✐♥ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡ts ♦❢ s❤❛♣❡s
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞
str✉❝t✉r❡s ✭❧✐❦❡ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ ✢♦♦rs✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣❛rs✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ Pr✐♦rs ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❢❡❛t✉r❡ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛s t❤❡② ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤
✇✐♥❞✐♥❣✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♦❝❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
❚❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ ❞❛t❛s❡ts ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❜❛s❡❞ ♦♥

✶✵✷



✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♣r✐♦rs✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ▼❆P✲▼❘❋ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r ❛ ❢♦✉r✲❝♦♥♥❡❝t❡❞
♣✐①❡❧ ❣r✐❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❞r❛✇✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ❛r❡
s♣❛rs❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s❡❞ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ❛♥❞
❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s✳

❲✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ❚❡❜♦✉❧
❡t ❛❧✳ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛r ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣ ❬✻✵✱ ✺✾❪✱ t❤❡✐r
❣r❛♠♠❛r s✐♠♣❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❣r✐❞ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s✱ ♦✈❡r❧❛✐❞ ♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ str✐♣❡s
♦❢ s❦②✱ r♦♦❢✱ ✇❛❧❧ ❛♥❞ s❤♦♣ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s✐♠♣❧❡ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ✭❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
✇✐♥❞♦✇✱ ♦r r✉♥♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✇❤♦❧❡ ❢❛❝❛❞❡ ✇✐❞t❤✮ ❛♥❞ ❞♦♦rs✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ✢♦♦rs✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
t②♣❡ ♦❢ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✢♦♦r✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛r❞✲❝♦❞❡❞ s❤❛♣❡ ♣r✐✲
♦rs✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛t❡r ❜② ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ✇❡r❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡
✐♥ t❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❛t❛ t❡r♠ t❤❡② ②✐❡❧❞❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜❡tt❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛♥
s♣❧✐t ❣r❛♠♠❛rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞✐❞ s♦ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♥♦t s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❧❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ♣r✐♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢❡❛t✉r❡s ❡♥♦✉❣❤ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ t❡r♠✳ ■t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❜❡st ♦❢ ❜♦t❤ ✇♦r❞s
❜② ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡
♣r✐♦r ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛❧♠♦st ❛s ✢❡①✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥♦✈✐➣ ❡t
❛❧✳ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✲s❤❛♣❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s❝❡♥❛r✐♦s✳

✻✳✷ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛❝❛❞❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rts ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ s♣❡❡❞ ✉♣
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❣r❛♠♠❛rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❜♦tt♦♠✲
✉♣ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❡❦❡rs ❛♥❞ ❙❝❤✉rr
❬✹✻❪✱ ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ♠✐ss✐♥❣ ♦r ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✱ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r
✈✐s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs❡r ❢♦r ❢❛❝❛❞❡s r❡✲
♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜② r❡❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s✉❜tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ tr❡❡✳
❚❤❡♥ ▼❆P✲▼❘❋ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ str✉❝t✉r❡✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ▼❆P✲▼❘❋ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
❜② ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❞♦♥❡ ❜② ✇❛r♠✲st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠❡ss❛❣❡s✱ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r

✶✵✸



Semantic reconstruction

from multiple images
Scene parsing

in single image

Facade parsing

in rectified image

generalization generalization

Problem handled

in this thesis

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✿ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ s❡♠❛♥t✐③❡❞
❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s str✉❝t✉r❡✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧②✳

❙✐♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♣❡❝✐❢②✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣r❛♠♠❛rs ❢r♦♠ tr❛✐♥✐♥❣
❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣✳
❚❤✐s t❛s❦ ✐♥✈♦❧✈❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❣r❛♣❤s ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❢❡rr✐♥❣
❛ ❣r❛♠♠❛r ❣✐✈❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❧✐❡s ✐♥
❤❛♥❞❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s✱ ❛s ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r❡❝✐s❡✳

❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧❡❛r♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❛①✲♠❛r❣✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❑♦♠♦❞❛❦✐s ❬✷✺❪✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧❡❛r♥ ♥♦t ♦♥❧② s♦❢t ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦sts ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✱ ❜✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡
t❛s❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✉t♦♠❛t♦♥s ❢♦r ✐♠❛❣❡
r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s t❤❛t
♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✇✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s t♦ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢
❣❡♥❡r❛❧ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✳ ❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❧✐❡s ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣❧❛♥❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ str❡❡t ❝♦r♥❡rs ❛♥❞
♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s❝❡♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥✳

✶✵✹



❆ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♣❛rs✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧❧② ❝♦rr❡❝t
✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s❡♠❛♥t✐③❡❞✱ ❵str✉❝t✉r❡❞✬ ♠♦❞❡❧s ♦❢
❜✉✐❧❞✐♥❣s ✐s t♦ s❡♠❛♥t✐③❡ ♠❡s❤❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ tr② t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
✐♠❛❣❡s✱ ❜② ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❥♦✐♥t❧②✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡♠ ❥♦✐♥t❧② ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❜♦t❤ ❛s♣❡❝ts✳

❲❤✐❧❡ t❤✐s t❤❡s✐s ❞♦❡s ♥♦t tr❡❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t ❡①♣❧♦✐ts ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s❡♠❛♥t✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ ✐♠♣♦s✐♥❣
✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♣❛rs✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s ❛♥❞
s❡♠❛♥t✐❝ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✻✳✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♦t❤❡r t❛s❦s✱
✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❝❤❛✐♥s ♦❢
❞❛t❛ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧♦♥❣ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ❖♥❡ s✉❝❤ t❛s❦ ✐s s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ♦r ✇❤♦❧❡
✉r❜❛♥ s❝❡♥❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✳

✶✵✺



✶✵✻



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

■♠♣r♦✈❡❞ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s ❢♦r ❢❛❝❛❞❡

♣❛rs✐♥❣

❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛rs❡ tr❡❡s✳
❲✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡r ✐ts❡❧❢✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❜♦tt♦♠✲
✉♣ ❝✉❡s t❤❛t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞r✐✈❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥st❡❛❞
♦❢ ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧✱ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ r♦❜✉st ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
♠❛② t❤✉s ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❢❛❝❛❞❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ ❜❡tt❡r ❣✉✐❞❡ ♣❛rs✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❝✉❡s✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣❛rs❡r ♥♦t ♦♥❧② ❜❡tt❡r ❧♦❝❛t❡s ❡❧❡♠❡♥ts ❜✉t ❛❧s♦ ♣r✉♥❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡
♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡❧❡❝t✐✈❡❧②✳

❆✳✶ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ✉s✐♥❣ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇✱ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✱ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✭♣✐①❡❧✲ ♦r ♣❛t❝❤✲
❜❛s❡❞✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✶ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❢✉s✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣
r❡♣❡❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ✉s❡❞ ❢♦r ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ r♦✇s ❜② I ❛♥❞
t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥s ❜② J ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❜②
I = I × J ✳

❆✳✶✳✶ ❋✉s✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢✉s❡
t❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞✐♥❣
❜♦①❡s t♦ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ✇❡✐❣❤ts ✭✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss d✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (i, j) ✇❡ ❣❡t ❛ ✇❡✐❣❤t wd(i, j)✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡t t♦
1 ✐❢ (i, j) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ t♦ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✶✵✼



❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❙②♠❜♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

I s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ r♦✇s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✼
J s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✼
I s❡t ✐❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✼
P ❛ s❡t ✐❢ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s P ⊂ I✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✵
C s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣✐①❡❧s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✾
D s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✾
C(d) ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss

d❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✼
C(D) ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧

❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ s❡t D ⊂ D❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✾
wd(i, j) ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢

❝❧❛ss d ∈ D ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ♦✈❡r❧❛♣ ♣✐①❡❧ (i, j)❀
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✼

m(i, j, c) t❤❡ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣
❝❧❛ss c ∈ C t♦ ♣✐①❡❧ (i, j)✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥❀
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✾

m+(i, j, c) t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss c ∈ C t♦ ♣✐①❡❧ (i, j)✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❡①t✉r❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✾

L t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ✐♥❞❡①❡s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡
✶✶✶

θl t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t l ∈ L ❛♥❞ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✶

[al, bl] t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ✭✇✐t❤ ❡♥❞♣♦✐♥ts al ❛♥❞ bl✮ ❝r❡✲
❛t❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t l ∈ L ♦♥
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s❀ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✶

v(i) t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t r♦✇ i ∈ I❀
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✶✶

✶✵✽



■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣✐①❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t✲
❡❣♦r✐❡s✿ ❵t❤✐♥❣s✬ ❛♥❞ ❵st✉✛✬ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② r❡♣r❡s❡♥ts ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛
❝♦♠♣❛❝t s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦❝❝✉♣②
✐rr❡❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ✇✐♥❞♦✇s ♦r ❞♦♦rs✱ ❜✉t ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r t♦ r❡❧✐❛❜❧②
❞❡t❡❝t ✇❛❧❧s ♦r r♦♦❢s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✐❣♥s ❛
s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧✱ ❛❝t✉❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs ❝❛♥ ❧♦❝❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts t❤❛t
♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐♥❞♦✇
❝❛♥ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❜♦t❤ ✇✐♥❞♦✇✲♦♥❧② ❛r❡❛s ❛♥❞ ❝❛st ✐r♦♥ ❜❛❧❝♦♥✐❡s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s C ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❛♥❞ t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s D ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ C(d) ⊂ C ❛s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❣r❛♠♠❛r
❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss d ∈ D✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❝❧❛ss❡s D ⊂ D✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❣r❛♠♠❛r ❝❧❛ss❡s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❝❧❛ss d ∈ D ❜② C(D) =

⋃

d∈D
C(d)✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rs❡r ❬✺✾❪ ✉s❡s ❛ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥ m(i, j, c)✱ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t ❛ ♣✐①❡❧ (i, j) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❛❝❛❞❡
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❝❧❛ss c✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♥❛♠✐♥❣
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪✱ ✇❤♦ ❝❛❧❧ m ❛ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛rs❡r ❧♦♦❦s ❢♦r
❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦t❛❧ ❝♦st

E(c) =
∑

(i,j)∈I
− log

(

m(i, j, cij)
)

, ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❢♦r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ m+✳ ■t ❣✐✈❡s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t♦

t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❡t❡❝t♦rs ♦✈❡r t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❢ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①
♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss d ♦✈❡r❧❛♣s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧✱ t❤❡ ♠❡r✐t ❢♦r t❤❛t ♣✐①❡❧✱ ❢♦r ❣r❛♠♠❛r
❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ❞❡t❡❝t♦r ❝❧❛ss d✱ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡r✐t ❢♦r r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝❧❛ss❡s ✐s r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t Di,j = {d ∈ D | wd(i, j) = 1} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢
❝❧❛ss❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ♣✐①❡❧ (i, j)✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ m+(i, j, c) = m(i, j, c) ✐❢ Di,j = ∅✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
♠❡r✐t ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ♣✐①❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❜② ❛♥② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
✐❢ Di,j 6= ∅✱ t❤❡♥ m+(i, j, c) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

m+(i, j, c) =







m(i, j, c)
∑

c′∈C(Di,j)
m(i, j, c′)

✐❢ c ∈ C(Di,j)

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭❆✳✷✮

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ tr❛✐♥❡❞ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t♦r t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ❢r❛♠❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛st ✐r♦♥ ❜❛❧❝♦♥② ✐♥ t❤❡
❢♦r❡❣r♦✉♥❞✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ D = {✇❤♦❧❡✲✇✐♥❞♦✇} ❛♥❞ C(D) = {✇✐♥❞♦✇, ❜❛❧❝♦♥②}✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥
t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛r❡❛s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ♥♦✐s②✳

❆✳✶✳✷ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts

❯♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❢❛❝❛❞❡
✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ ✇❡ ♦❢t❡♥ ❡①♣❡❝t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t
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⊕ =

m∗(x, y) w✇❤♦❧❡✲✇✐♥❞♦✇(x, y) m∗
+(x, y)

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ✈s t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥
✭r✐❣❤t✮✳ ❲❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡r✐t ❜② ❝♦❧♦r✲❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❝❧❛ss t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ m∗(x, y, c) = argmaxc m(x, y, c) ❛♥❞ m∗

+ = argmaxc m+(x, y, c)✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✳

✐♥st❛♥❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ ❛
❣✐✈❡♥ ❢❛❝❛❞❡✳ ❊①✐st✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❬✻✷❪✱
❞♦ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ❆ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t ❛❧❧ ❞❡t❡❝t❡❞
♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r✳

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ r❡♣❡❛t❡❞ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ s❝❤❡♠❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❡t❡❝t♦r ♦♥❧②
t♦ ✜♥❞ ❢❡✇ ❜✉t ✈❡r② ❧✐❦❡❧② ♦❜❥❡❝t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠♦r❡
t❤❛♥ r❡❝❛❧❧✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ❛ r♦❜✉st ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts
✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ r❡❝❛❧❧ t❤♦✉❣❤✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦♥
t❤❡ ♥❡✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✭r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤✮ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ❤✐❣❤✲
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❝t✐✜❡❞ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣❧❛♥❛r ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
s❝❛❧✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐♥❞♦✇s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝❛❞❡ ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐❞t❤s✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦r ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦♦♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ str❡t❝❤❡❞ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧❧②✱ ❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❛❞❡ ❤♦✇❡✈❡r s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❆❧s♦ ❢♦r ♦❧❞❡r
str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ❜♦tt♦♠ ✢♦♦rs ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❝❡✐❧✐♥❣s
❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✇✐♥❞♦✇s t❤❛♥ t♦♣ ✢♦♦rs✱ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳
❇✉t ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s ♦♥❧② str❡t❝❤❡❞✱ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡
♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❛① ❡✛❡❝t ❛♥❞
✐♠♣r❡❝✐s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❧♦♦❦s ❢♦r
❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛t❝❤✱ ❜✉t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❤❡❛r ❛♥❞
r♦t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥✐t②

♠❛tr✐① A =

[

a1 a2 tx
a3 a4 ty

]

❛s s(A) = exp(−(a22+a23)) ❛♥❞ ♦♥❧② ❧♦♦❦ ❢♦r ❛✣♥✐t✐❡s ✇✐t❤

❛ s❝♦r❡ ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ smin✳
❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡

❡①t❡♥t P ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡ I✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢

✶✶✵



❢❡❛t✉r❡s (f1, f2) s✉❝❤ t❤❛t f1 ✐s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❜✐♠❛❣❡ P ❛♥❞ f2 ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I\P ✳ ❋♦r r♦❜✉st♥❡ss✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ P ✱ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t
❢❛❝t♦r✱ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ t❤❡② ❛r❡
s❤r✉♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t♦r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧
✐♥st❛♥❝❡s✳ ❲❡ ✉s❡ ❘❆◆❙❆❈ ❬✹✺❪ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛t❝❤ t♦ ❛ ♥❡✇ ♠❛t❝❤✳ ❚❤❡ s♦✉❣❤t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ tr✐♣❧❡t ♦❢
♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✇❡ ♣✐❝❦ ❛ ✜rst ♠❛t❝❤ (f1, f2) ❛♥❞ ❞r❛✇ t❤❡
t✇♦ ♦t❤❡r ♠❛t❝❤❡s (f ′

1, f
′
2) ❛♥❞ (f ′′

1 , f
′′
2 ) ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t f ′

2 ❛♥❞ f ′′
2 ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ ❛

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ f2 ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ f2 ❛♥❞ f ′
2✱

❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ f2 ❛♥❞ f ′′
2 ✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ P ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞

s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✱ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❧✐❡rs✳

❆✳✷ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s

❲❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ✇❛② t♦ ❝r❡❛t❡ ♠♦r❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s❛♠♣❧✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✺✾❪✱ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣
❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛♥❞ y ❛①❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛r❡ ♥♦✐s② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠❢✉❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥ts ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
♦❜❥❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❜✉t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s❤❛❞♦✇s✱ t❡①t✉r❡ ♦r s♠❛❧❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡s❡
❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡tt❡r s♣❧✐t ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳

❲❡ ✜rst ❞❡t❡❝t ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts L ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲✐♥❡
❙❡❣♠❡♥t ❉❡t❡❝t♦r ✭▲❙❉✮ ❬✻✹❪✳ ▲❡t v(i) ❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② [al, bl] t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t l ∈ L ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ❛♥❞ ❜② θl
✐ts ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛t r♦✇ i ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

v(i) =
1

Z

∑

l∈L
1i∈[al,bl] exp(−

tan2 θl
2σ2

) , ✭❆✳✸✮

✇❤❡r❡ σ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ Z ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❢♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐ts✳ ❋♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❡t σ = 0.06✱
✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ 1 ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❛①✐s✲❛❧✐❣♥❡❞ s❡❣♠❡♥t✱
✇❤❡r❡❛s ❛ s❡❣♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ 5◦ ❛♥❣❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❢♦r 1

3
✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱

❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡②♦♥❞ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❛r♦✉♥❞ 10◦ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ σ ✈❛❧✉❡✮
❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ r✐❣❤t ❛❢t❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠
✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ✜❣✲
✉r❡ ❆✳✷✮✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
s♣❛❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♣r✉♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❧✐ts ❛r❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣❛rs❡r ✐s ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡t st✉❝❦ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✮✳

✶✶✶



●r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ✈s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❆✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ❬✺✾❪✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r❡❝✲
t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❍❛✉ss♠❛♥♥✐❛♥ ❢❛❝❛❞❡s✱ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ✼ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✿ s❦②✱ r♦♦❢✱
✇❛❧❧✱ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜❛❧❝♦♥②✱ s❤♦♣ ❛♥❞ ❞♦♦r✳ ❲❤❡♥ t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡t✲
✐t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ ❡❚r✐♠s ❞❛t❛s❡t ❬✷✼❪ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ♦❢ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ✇✐♥✲
❞♦✇s✳ ❲❡ r❡❝t✐❢② t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣❛rs✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✜rst
❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t♦r✳

❆✳✸✳✶ ❲✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❋✐rst ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ s❝❤❡♠❡
✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡t❡❝t♦r ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❧♦♥❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✭❈❈✮ ❬✻✷❪✳ ❲❡ tr❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r t♦ ❞❡t❡❝t
✇✐♥❞♦✇s ♦♥ ✷✵ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❊❈P ❈❱P❘ ✷✵✶✵ ❞❛t❛s❡t ❬✻✵❪✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r
✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝♦r❡ τ ✱ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞
r❡❝❛❧❧✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❜② ❈❈✭τ✮ ❛ ❞❡t❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐t❤
❛ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✳ ❋♦r ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ ❍❛rr✐s✲❆✣♥❡ ❬✸✼❪✱ ▼❙❊❘
❬✸✼❪ ❛♥❞ ❉♦● ❬✸✷❪ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙■❋❚ ❬✸✷❪ ❞❡s❝r✐♣t♦r✳

■♥ t❛❜❧❡s ❆✳✷ ❛♥❞ ❆✳✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡
❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❈❈✭τ✮✮ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❡r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❈❈✭τ✮✰P❙✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛♥ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ✭❚P❘✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❛t❡
✭❚◆❘✮✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❜❛s✐s✳ ■♥ ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤

✶✶✷



❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t✳ ❈❈✭τ✮ ✕ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡
❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ❀ P❙ ✕ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷✵ t❡st
✐♠❛❣❡s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ❬✻✵❪ ❛♥❞ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❊❈P ❞❛t❛s❡t ❬✺✾❪✳

▼❡t❤♦❞s ❚P❘ ✭✪✮ ❚◆❘ ✭✪✮

❈❈ ✭τ = 5✮ 77 85.5
❈❈ ✭τ = 10✮ 70 81
❈❈ ✭τ = 20✮ 64 94
❈❈ ✭τ = 30✮ 56.5 95.5
❈❈ ✭τ = 20✮ ✰ P❙ 76 94
❈❈ ✭τ = 30✮ ✰ P❙ 71 95

❚❛❜❧❡ ❆✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❝t✐✜❡❞ ❡❚r✐♠s ❞❛t❛s❡t✳ ❈❈✭τ✮ ✕ t❤❡
❝❛s❝❛❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ❀ P❙ ✕ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ s❝❤❡♠❡✳

▼❡t❤♦❞s ❚P❘ ✭✪✮ ❚◆❘ ✭✪✮

❈❈ ✭τ = 5✮ 46 96
❈❈ ✭τ = 5✮ ✰ P❙ 60 93

♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❚P❘ ♦❢ ❈❈ ❜② 12✕15 ♣♦✐♥ts ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❚◆❘✳ ❆ s❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❚◆❘ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❈❈ ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝t✐✜❡❞
❡❚❘■▼❙ ❞❛t❛s❡t✳

❆✳✸✳✷ ❋❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝✉❡s ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✱
✇❡ r✉♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs❡r ♦♥ t❤❡ t❡st s❡t ♦❢ t❤❡ ❊❈P ❇❡♥❝❤♠❛r❦
✷✵✶✶ ❞❛t❛s❡t✶ ✭✶✵✹ ✐♠❛❣❡s✮✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t♦r ✇❡ ✉s❡❞ ✐s ❈❈✭τ = 20✮✰P❙✱ t❤❛t
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ♣❛rs❡r ❛❣❛✐♥st t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ♣❛rs❡rs ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts

✶❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❈P ❈❱P❘ ✷✵✶✵ ❞❛t❛s❡t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ 10 t❡st
✐♠❛❣❡s ♦♥❧②✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ✇❤❛t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪✳

❚❛❜❧❡ ❆✳✹✿ P❛rs✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rs❡r ♦❢ ❚❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rs❡r ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝✉❡s ✭❍▲❈✮✳ ❚❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥ ❝❧❛ss✲✇✐s❡ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ❚❤❡
❜♦tt♦♠ r♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t♦t❛❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣✐①❡❧s✳

❬✺✾❪ ❬✺✾❪✰❍▲❈
r♦♦❢ ✼✹ ✼✼
s❤♦♣ ✽✷ ✽✷
❜❛❧❝♦♥② ✺✵ ✻✵
s❦② ✾✶ ✾✶
✇✐♥❞♦✇ ✻✵ ✽✺
❞♦♦r ✺✶ ✺✷
✇❛❧❧ ✽✶ ✼✻
♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r✳ ✼✺✳✵ ✼✼✳✹
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❬✺✾❪✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡st r❡✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs❡r✳ ❚❤❡ ✬♠❡❛♥ r❡✇❛r❞✬ ✐s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♠♦♦t❤❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱
t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❛❜❧❡ ❆✳✹✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ♣❡r❝❡♥t

✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❡r✲♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✲✇✐s❡ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❢♦r ♠♦st
❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s ❢r♦♠ 60% t♦ 85%✳ ❖✉r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✸
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r✱ ❛tt❛✐♥s ❜❡tt❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❧❡ss ♣r♦♥❡ t♦ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ❢❡✇
❛❝t✉❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✹✳

❆✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs❡r ♦❢ ❚❡❜♦✉❧ ❡t
❛❧✳ ❬✺✾❪✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥✳ ❋✐rst✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❢✉s❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡r✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ r❡❧②✐♥❣ ♦♥
t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞✐♥❣
❜♦①❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts t♦ ❜❡tt❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧✐❦❡❧② s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡s❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝✉❡s ✐♠♣r♦✈❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝✉❡s
❣✉✐❞❡ t❤❡ ♣❛rs❡r t♦ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛rs❡ tr❡❡s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ s✉❜♦♣t✐♠❛❧✱
♥♦♥✲r❡♣❡❛t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rs❡r t♦ ❣❡t st✉❝❦ ✐♥ ❧♦❝❛❧

✶✶✹



♦♣t✐♠❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡✲r✉♥
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜✈❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ ❜❡st ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣❡rs✐sts ❛♥❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②
②✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❝✉❡s✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❉❛✈✐❞ ❖❦✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ t❤✐s
♠❛♥✉s❝r✐♣t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♣❧✐t ♣♦s✐t✐♦♥s✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥

❖❦✱ ❉✳✱ ❑♦③✐➠s❦✐✱ ▼✳✱ ▼❛r❧❡t✱ ❘✳✱ P❛r❛❣✐♦s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❍✐❣❤✲▲❡✈❡❧ ❇♦tt♦♠✲❯♣ ❈✉❡s
❢♦r ❚♦♣✲❉♦✇♥ P❛rs✐♥❣ ♦❢ ❋❛❝❛❞❡ ■♠❛❣❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✷♥❞ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ✸❉
■♠❛❣✐♥❣✱ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭✸❉■▼P❱❚✮✳

✶✶✺



❬✺✾❪

❬✺✾❪✰❍▲❈

❬✺✾❪

❬✺✾❪✰❍▲❈

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦✉r ♣❛rs❡r ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖❞❞
r♦✇s✿ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rs❡r ❬✺✾❪✳ ❊✈❡♥ r♦✇s✿ ♦✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝✉❡s
✭❍▲❈✮✳

✶✶✻



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❚❤❡ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ✇❡ ✉s❡
t♦ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧✱ ✐♥ ❞❡♣t❤ tr❡❛t♠❡♥t✱
✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛rt✐❝❧❡ ❜② ❑♦♠♦❞❛❦✐s✱ P❛r❛❣✐♦s ❛♥❞ ❚③✐r✐t❛s
❬✷✻❪ ❛♥❞ ❛ t✉t♦r✐❛❧ ❜② ❙♦♥t❛❣✱ ●❧♦❜❡rs♦♥ ❛♥❞ ❏❛❛❦❦♦❧❛ ❬✺✹❪✳

❚❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❞✐✣❝✉❧t
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❵s❧❛✈❡✬ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡✳ ❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

x̂ = argmin
∑

m∈M
Em(x), s✳t✳ x ∈ C, ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ x ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✱ C ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ❛♥❞ M ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡❝❡s m ♦❢
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞✱
❜✉t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s Em(x) ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ s✉❜❥❡❝t
t♦ x ∈ C✳ ■♥ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✭❇✳✶✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Em

s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ m✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✱ ❞❡♥♦t❡❞
xm✱ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t xm = x✿

(x̂m)m∈M = argmin
∑

m∈M
Em(xm) ✱ ✭❇✳✷✮

s✉❜❥❡❝t t♦
∀m, xm ∈ C ✱ ✭❇✳✸✮

∀m, xm = x ✳ ✭❇✳✹✮

❉✉❡ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❇✳✹✮ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ ✭❇✳✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡ x̂m = x̂ ❢♦r ❡❛❝❤ m✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs λm ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ λm ❢♦r
❛❧❧ m ∈M ❜② λ✳ ❲❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❇✳✹✮

L(λ) = min
(xm)m∈M ,x

∑

m∈M
Em(xm) +

∑

m∈M
λ⊺

m(xm − x) ✱ s✳t✳ ∀m ∈M, xm ∈ C ✳

✭❇✳✺✮

✶✶✼



❋♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ✇❡ r❡✇r✐t❡ ✭❇✳✺✮ ❛s

L(λ) = min
(xm)m∈M ,x

∑

m∈M

(

Em(xm)+λ⊺
mxm

)

−
(

∑

m∈M
λm

)⊺

x ✱ s✳t✳ ∀m ∈M, xm ∈ C ✳

✭❇✳✻✮
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ x ✉♥❧❡ss ✐t ❤♦❧❞s

∑

m∈M
λm = 0 ✱ ✭❇✳✼✮

❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇
♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✿

L̃(λ) = min
(xm)m∈M

∑

m∈M

(

Em(xm) + λ⊺
mxm

)

✱ s✳t✳ ∀m ∈M, xm ∈ C ✳ ✭❇✳✽✮

❲❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡ L̃(λ) = L(λ) ✇❤❡♥ ✭❇✳✼✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❞✉❛❧ t♦ ✭❇✳✶✮

max
λ
L̃(λ) ✱ ✭❇✳✾✮

s✉❜❥❡❝t t♦
∑

m∈M
λm = 0 ✳ ✭❇✳✶✵✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❛s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐t✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ n ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
λm ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ∇λm

L̃(λ) ✇✐t❤ ❛ st❡♣s✐③❡ ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
❧❡♥❣t❤ αn ❛♥❞ r❡♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ✇❤❡r❡ ✭❇✳✶✵✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

λn
m ←

[

λn−1
m + αn∇λm

L̃(λn−1)
]

∑
m∈M λm=0

, ✭❇✳✶✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ [·]C ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♥t♦ s❡t C✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❞✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡② t♦ t❤❡ ❉✉❛❧
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ L̃(λ) ❞❡❝♦♠♣♦s❡s
✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ m✱ ❝❛❧❧❡❞ s❧❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ❢❛❝t ✇❡ ❝❛♥
r❡✇r✐t❡ ✭❇✳✽✮ ❛s✿

L̃(λ) =
∑

m∈M
L̃m(λm) ✱ ✭❇✳✶✷✮

✇❤❡r❡
L̃m(λm) = min

xm

Em(xm) + λ⊺
mxm ✱ s✳t✳ xm ∈ C ✳ ✭❇✳✶✸✮

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥ts ∇λm
L̃(λ) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t m ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ L̃m(λm)✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥❡s✿

∇λm
L̃(λ) = ∇λm

L̃m(λm) = x̂m✱ ✭❇✳✶✹✮

✇❤❡r❡
x̂m=argmin

xm

Em(xm) + λ⊺
mxm✱ s✳t✳ xm ∈ C✳ ✭❇✳✶✺✮

✶✶✽



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

∀m ∈M λ0
m ← 0

n← 1
✇❤✐❧❡ ♥♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦
∀m ∈M x̂n

m ← argminxm
Em(xm) + λn−1

m

⊺
xm ⊲ ❈❛❧❝✳ s✉❜❣r✳ ✭s♦❧✈❡ s❧❛✈❡s✮

∀m ∈M λn
m ← λn−1

m +αn(x̂n
m− 1

|M |
∑

m∈M x̂n
m) ⊲ ❙t❡♣ ✐♥ s✉❜❣r✳ ❞✐r✳ ✫ r❡♣r✳

n← n+ 1
❡♥❞ ✇❤✐❧❡
x̂← ●❡t❋✐♥❛❧❳((x̂n′

m)m∈M,0<n′<n, (λ
n
m)m∈M)

❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t x̂m ✐s ❛ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ L̃m(λm) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✻❪✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭❇✳✶✹✮ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ m✳

❲❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✭❇✳✾✮ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ■♥
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s λm ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐✲
❡♥t✳ ❘❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❇✳✶✵✮
✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡✐r ♠❡❛♥✳ ■♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t
st❡♣ ❛♥❞ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r✉♥ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❡❝❛②✐♥❣ st❡♣ s✐③❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱
❛ ✜①❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❡♣ s✐③❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s
t♦ ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ αn = a√

n
❬✷✻❪✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠♦st ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ x̂m ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t m ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛
❤❡✉r✐st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛s ●❡t❋✐♥❛❧❳✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ x ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡❝t♦rs xm ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t m ∈M ❞✐s❛❣r❡❡ ❬✷✻❪✳
❊①❛♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ❛ss✐❣♥❡❞
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t
✈❛❧✉❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✜①✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❧❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♦✈❡r
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
t❛s❦✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤♦✇ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ s❧❛✈❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ✭❇✳✷✮ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t②♣❡
✭❇✳✹✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❧❛✈❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✹✳✶✼✮ ✐♥t♦ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣✐①❡❧s✳

✶✶✾



✶✷✵



❆♣♣❡♥❞✐① ❈

■♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r♦✇✲ ❛♥❞

❝♦❧✉♠♥✲❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❉✉❛❧✲❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❈✳✶ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✹✳✶✼✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ✭❇✳✷✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✹✳✶✼✮ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹✕✹✳✶✻✮ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ tr❛❝t❛❜❧❡ s❧❛✈❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
yik ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♠❛❣❡ r♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xjl ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦❧✉♠♥s✳
❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥t♦ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♦♥❡ ❛ss✐❣♥✐♥❣ s❡ts ♦❢ ❝❧❛ss❡s t♦ ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss❡s t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ r♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❝♦❧✉♠♥ j✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❝t♦r (xjl)l∈L ✐s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
❛♥❞ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♠✐s❛❧✐❣♥❡❞ str✉❝t✉r❡s ❞❡✜♥❡❞
❜② s❤❛♣❡ ♣r✐♦r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r♦✇✲❝❧❛ss❡s
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ r♦✇✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧s✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✱ ♦♥❡ ❢♦r
❡❛❝❤ l ∈ L\T ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ K\T ✳ ❆ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② l ∈ L\T ❛ss✐❣♥s
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Kl t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ r♦✇ ❛♥❞ ❛ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❞❡①❡❞ ❜②
k ∈ K \ T ❛ss✐❣♥s ♦♥❡ ❝❧❛ss ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Lk t♦ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡♣❛r❛t❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ✇❡
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ s✉♣❡rs❝r✐♣ts l ❛♥❞ k✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❧❛✈❡ ✐♥❞❡①
l ∈ L \ T ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ Kl ❛♥❞ i ∈ I✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ylik✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤
k ∈ K \ T ✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xk

jl ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r l ∈ Lk ❛♥❞ j ∈ J ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
❜② y t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝r❡❛t❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ yik✱ ❜② yl t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ylik✱ ❛♥❞ ❜② x ❛♥❞ xk

t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ xjl ❛♥❞ xk
jl✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs

♦❢ zijt✱ zlijt ❛♥❞ zkijt ❜② z✱ zl ❛♥❞ zk✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦sts cijt ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛❧❧
t❤❡ s❧❛✈❡s✱ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡✐r s✉♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ ❲❡ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❝♦sts ❡✈❡♥❧②
❛♠♦♥❣ |K \ T | + |L \ T | s❧❛✈❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ cijt

|K\T |+|L\T | ❢♦r ❡❛❝❤

✶✷✶



s❧❛✈❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

El(zl,yl) =
∑

(i,j)∈I
t∈T

cijt
|K \ T |+ |L \ T |z

l
ijt +

h−1
∑

i=1

∑

k,k′∈Ch(l)

ylikk′ckk′ ✱ ✭❈✳✶❛✮

Ek(zk,xk) =
∑

(i,j)∈I
t∈T

cijt
|K \ T |+ |L \ T |z

k
ijt +

w−1
∑

j=1

∑

l,l′∈Ch(k)

xk
jll′cll′ ✳ ✭❈✳✶❜✮

❲❡ ❛❜✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜② ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ylikk′ ❛♥❞ xk
jll′ ✐♥

t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ El ❛♥❞ Ek✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② yl ❛♥❞ xk✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② xK t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs xk ❢♦r
k ∈ K✱ ❜② yL t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ yl ❢♦r l ∈ L ❛♥❞ ❜② zL✱ ❛♥❞ zK t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥
♦❢ zk ❛♥❞ zl✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡❝♦♠❡s

E
(

zK ,xK , zL,yL
)

=
∑

k∈K\T
Ek(zk,xk) +

∑

l∈L\T
El(zl,yl) ✳ ✭❈✳✷✮

❖✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♥♦✇ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

min
zK ,xK ,zL,yL

E
(

zK ,xK , zL,yL
)

✭❈✳✸✮

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

∀l ∈ L \ T zl ≥ 0, yl ≥ 0 ✱ ✭❈✳✹❛✮

∀k ∈ K \ T zk ≥ 0, xk ≥ 0 ✱ ✭❈✳✹❜✮

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

∀k ∈ K \ T zk = z ✱ ✭❈✳✺❛✮

∀l ∈ L \ T zl = z ✱ ✭❈✳✺❜✮

∀l ∈ L \ T yl = y ✱ ✭❈✳✺❝✮

∀k ∈ K \ T xk = x ✱ ✭❈✳✺❞✮

t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✶✶✮✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇
✈❛r✐❛❜❧❡s✿

∀i ∈ I, ∀l ∈ L \ T
∑

k∈Kl

ylik = 1 ✱ ✭❈✳✻❛✮

∀j ∈ J, ∀k ∈ K \ T
∑

l∈Lk

xk
jl = 1 ✱ ✭❈✳✻❜✮

t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✺✮ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

∀(i, j) ∈ I, ∀l ∈ L \ T
∑

t∈T
zlijt = 1 ✱ ✭❈✳✼❛✮

✶✷✷



∀(i, j) ∈ I, ∀k ∈ K \ T
∑

t∈T
zkijt = 1 ✱ ✭❈✳✼❜✮

∀(i, j) ∈ I, ∀l ∈ L \ T , ∀k ∈ Kl

∑

t∈Desc(k)

zlijt ≤ ylik ✱ ✭❈✳✽❛✮

∀(i, j) ∈ I, ∀k ∈ K \ T , ∀l ∈ Lk

∑

t∈Desc(l)

zkijt ≤ xk
jl ✳ ✭❈✳✽❜✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

∀i ∈ I \ {h},∀l ∈ L \ T, ∀k ∈ Kl

∑

k′∈Kl

ylikk′ = ylik ✱ ✭❈✳✾❛✮

∀i ∈ I \ {h},∀l ∈ L \ T, ∀k′ ∈ Kl

∑

k∈Kl

ylikk′ = yli+1 k′ ✱ ✭❈✳✾❜✮

∀j ∈ J \ {w},∀k ∈ K \ T, ∀l ∈ Lk

∑

l′∈Lk

xk
jll′ = xk

jl ✱ ✭❈✳✾❝✮

∀j ∈ J \ {w},∀k ∈ K \ T, ∀l′ ∈ Lk

∑

l∈Lk

xk
jll′ = xk

j+1 l′ ✳ ✭❈✳✾❞✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts El(zl,yl) ❛♥❞ Ek(zk,xk) ❛r❡
❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥❧② ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✺✮✳

❈✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s
✭❈✳✸✕❈✳✾✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝r❡❛t❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧ (zl, zk, z) ❜② z̆✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❜② y̆ ✇❡
❞❡♥♦t❡ ❛❧❧ ylik, y

l
ikk′ , yik ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ xk

jl, x
k
jll′ , xjl ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x̆✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s λl
ijt ❛♥❞ λk

ijt✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✺❛✮ ❛♥❞ ✭❈✳✺❜✮✱
❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r ❜② λ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦rs
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ❜② λl ❛♥❞ λk✳ ❲❡ ❛❧s♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s γl

ik ❢♦r l ∈ L \ T ❛♥❞ k ∈ Kl✱ ❛♥❞ γk
jl✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r k ∈ K \ T

❛♥❞ l ∈ Ll✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭❈✳✺❝✮ ❛♥❞ ✭❈✳✺❞✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r ❜② γ✱
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ❜② γ l

❛♥❞ γk✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❈✳✸✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥

❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ✐ts ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✺✮✿

LD(λ,γ) = min
z̆,y̆,x̆

∑

k∈K\T
Ek(zk,xk) +

∑

l∈L\T
El(zl,yl)

+
∑

l∈L\T
〈λl, (zl − z)〉+

∑

k∈K\T
〈λk, (zk − z)〉

+
∑

l∈L\T

∑

i∈I
k∈Kl

γl
ik(y

l
ik − yik) +

∑

k∈K\T

∑

j∈J
l∈Lk

γk
jl(x

k
jl − xjl) ✱ ✭❈✳✶✵✮

✶✷✸



s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✹✮ ❛♥❞ ✭❈✳✻✕❈✳✾✮✱ ✇❤❡r❡ ❜② 〈·, ·〉 ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥♥❡r
♣r♦❞✉❝t✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r z ❝❛♥
❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t

∑

l∈L\T
λl +

∑

k∈K\T
λk = 0 ✱ ✭❈✳✶✶❛✮

❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s yik ❛♥❞ xjl ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣

∀i ∈ I, ∀k ∈ K,
∑

l∈L\T s✳t✳ k∈Kl

γl
ik = 0 ❛♥❞ ∀j ∈ J, ∀l ∈ L,

∑

k∈K\T s✳t✳ l∈Lk

γk
jl = 0 ✱

✭❈✳✶✶❜✮
s✐♥❝❡ ✐❢ ✭❈✳✶✶✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ z✱ y ❛♥❞ x ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳ ❇② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
z✱ y ❛♥❞ x ❢r♦♠ ✭❈✳✶✵✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s
✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ K \ T ❛♥❞ l ∈ L \ T ✿

L̃D(λ,γ) =
∑

k∈K\T
L̃k
D(λ

k,γk) +
∑

l∈L\T
L̃l
D(λ

l,γ l) ✱ ✭❈✳✶✷✮

✇❤❡r❡

L̃k
D(λ

k,γk) = min
zk,xk,x̃k

Ek(zk,xk) + 〈λk, zk〉+ 〈γk,xk〉 ✱ ✭❈✳✶✸✮

L̃l
D(λ

l,γ l) = min
zl,yl,ỹl

El(zl,yl) + 〈λl, zl〉+ 〈γ l,yl〉 ✱ ✭❈✳✶✹✮

❛♥❞ ❜♦t❤ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✹✮ ❛♥❞ ✭❈✳✻✕❈✳✾✮✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

max
λ

L̃D(λ) ✱ ✭❈✳✶✺✮

s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❈✳✶✶✮✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲
❛s❝❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞✉❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s λl✱ λk✱ γ l ❛♥❞ γk ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞
r❡♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❈✳✶✶✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❈✳✸ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ s♦❧✈❡ ✭❈✳✶✺✮ ❜② ❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❇② ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦
t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✭❈✳✶✺✮
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✿

∇λkL̃D(λ,γ) = ẑk, ∇λlL̃D(λ,γ) = ẑl, ✭❈✳✶✻❛✮

∇γkL̃D(λ,γ) = x̂k, ∇γlL̃D(λ,γ) = ŷl, ✭❈✳✶✻❜✮

✇❤❡r❡

(ẑk, x̂k)= argmin
zk,xk

Ek(zk,xk)+〈λk, zk〉+〈γk,xk〉 ✱ ✭❈✳✶✼✮

✶✷✹



s✉❜❥❡❝t t♦ ✭❈✳✹✮ ❛♥❞ ✭❈✳✻✕❈✳✾✮✱ ❛♥❞

(ẑl, ŷl)= argmin
zl,yl

El(zl,yl)+〈λl, zl〉+〈γ l,yl〉 ✱ ✭❈✳✶✽✮

s✉❜❥❡❝t t♦ s✉❜❥❡❝t t♦ ✭❈✳✹✮ ❛♥❞ ✭❈✳✻✕❈✳✾✮✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈✳✶✺✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ n ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡rs❝r✐♣t✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ ẑk ❛♥❞ ẑl ❢♦r ❛❧❧ k ∈ K \T ❛♥❞ ❛❧❧ l ∈ L \T
❜② ẑ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝r❡❛t❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ x̂k ❢♦r ❛❧❧ k ∈ K \ T ❜② x̂ ❛♥❞ t❤❡
✈❡❝t♦r ❝r❡❛t❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ ŷl ❢♦r ❛❧❧ l ∈ K \T ❜② ŷ✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞
❜② ❛ st❡♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t✱ ✇❤❡r❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✶✶✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ s❧❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛t
✐t❡r❛t✐♦♥ n ❜②

z̄nijt =
1

|L \ T |+ |K \ T |





∑

l∈L\T
ẑl,nijt +

∑

k∈K\T
ẑk,nijt



 ✱ ✭❈✳✶✾✮

ȳnik =
1

|L(k)|
∑

l′∈L(k)
ŷl

′,n
ik ✱ ✭❈✳✷✵✮

x̄n
jl =

1

|K(l)|
∑

k′∈K(l)

x̂k′,n
jl ✱ ✭❈✳✷✶✮

✇❤❡r❡ L(k) = {l ∈ L \ T |k ∈ Kl} ❛♥❞ K(l) = {k ∈ K \ T |l ∈ Lk}✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

∀l ∈ L \ T , λ0
l ← 0, γ0

l ← 0
∀k ∈ K \ T , λ0

k ← 0, γ0
k ← 0

n← 1
✇❤✐❧❡ ♥♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦
∀k ∈ K \ T (ẑk,n, x̂k,n)← argminzk,xk Ek(zk,xk) + 〈λk,n−1, zk〉+ 〈γk,n−1,xk〉
∀l ∈ L \ T (ẑl,n, ŷl,n) ← argminzl,yl El(zl,yl) + 〈λl,n−1, zl〉+ 〈γ l,n−1,yl〉
∀k ∈ K \ T, ∀t ∈ T, ∀(i, j) ∈ I λk,n

ijt ← λk,n−1
ijt + αn

(

ẑk,nijt − z̄nijt

)

∀l ∈ L \ T, ∀t ∈ T, ∀(i, j) ∈ I λl,n
ijt ← λl,n−1

ijt + αn
(

ẑl,nijt − z̄nijt

)

∀k ∈ K \ T, ∀l ∈ Lk, ∀j ∈ J γk,n
jl ← γk,n−1

jl + αn
(

x̂k,n
jl − x̄n

jl

)

∀l ∈ L \ T, ∀k ∈ Kl, ∀i ∈ I γl,n
ik ← γl,n−1

ik + αn
(

ŷl,nik − ȳnik

)

n← n+ 1
❡♥❞ ✇❤✐❧❡
ẑ, ŷ, x̂← ●❡tPr✐♠❙♦❧((ẑn

′

)1≤n′≤n, (ŷ
n′

)1≤n′≤n, (x̂
n′

)1≤n′≤n, (λ
n′

)1≤n′≤n)

❲❡ r✉♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ st❡♣ s✐③❡✳ ■♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✸✱ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ✐♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ n ✐s ❞❡♥♦t❡❞ αn✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ♠♦st
✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t s❧❛✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✶✷✺



✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❧❛✈❡s ❞✐s❛❣r❡❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ♦♥
t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝
❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ s❧❛✈❡s
❬✷✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✶✺✮ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧② ❛ ❣r❡❡❞② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ●❡tPr✐♠❙♦❧ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t✇♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❧❛❜❡❧✐♥❣s ❛♥❞ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❜❡tt❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❛❜❡❧✐♥❣
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜rst s❡tt✐♥❣ t❤❡ r♦✇ ❧❛❜❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❢♦r
✜①❡❞ r♦✇ ❧❛❜❡❧s✱ ❣r❡❡❞✐❧② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧s ✜rst✱ ❛♥❞
t❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r♦✇ ❧❛❜❡❧s✳

❈✳✹ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s❧❛✈❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠

❇❡❧♦✇ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s❧❛✈❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✭❈✳✶✽✮ ❢♦r s♦♠❡ l✳ ❚❤❡ s❧❛✈❡s
❢♦r k ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ s✉♣❡r✲
s❝r✐♣ts l✳ ❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ s②♠❜♦❧ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✲♣✐①❡❧
❝♦sts ❢♦r t❤❡ s❧❛✈❡s clijt =

cijt
(|L\T |+|K\T |) ✳ ❚❤❡✐r s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s❧❛✈❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cijt✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s

min
zl,yl

El(zl,yl) =
∑

(i,j)∈I
t∈T

(clijt + λl
ijt)z

l
ijt +

∑

i∈I
k∈Kl

γl
iky

l
ik +

∑

i∈I\{h}
k,k′∈Ch(l)

ckk′y
l
ikk′ , ✭❈✳✷✷✮

s✉❜❥❡❝t t♦

∀(i, j) ∈ I, ∀t ∈ T , zlijt ≥ 0 ✱ ∀(i, j) ∈ I,
∑

t∈T
zlijt = 1 ✱ ✭❈✳✷✸❛✮

∀i ∈ I, ∀k ∈ Kl, ylik ≥ 0 ✱ ∀i ∈ I,
∑

k∈Kl

ylik = 1 ✱ ✭❈✳✷✸❜✮

∀(i, j) ∈ I, ∀k ∈ Kl,
∑

t∈Desc(k)

zlijt ≤ ylik ✱ ✭❈✳✷✸❝✮

∀i ∈ I \ {h}, ∀k ∈ Kl,
∑

k′∈Kl

ylikk′ = ylik ✱ ✭❈✳✷✸❞✮

∀i ∈ I \ {h}, ∀k′ ∈ Kl,
∑

k∈Kl

ylikk′ = yli+1 k′ ✳ ✭❈✳✷✸❡✮

❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ t❤❡ s❧❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ✭❈✳✷✸✮✱ ✐s ❥✉st ❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✹✮ ❛♥❞ ✭❈✳✻✕❈✳✾✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ s✉♣❡rs❝r✐♣t l ✐♥ t❤❡✐r
❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ r❡✇r♦t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❡r❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❈✳✺ ■♥t❡❣r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❧❛✈❡ ❙✉❜♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts
✭❈✳✷✸✮ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✷✸❜✮✱ ✭❈✳✷✸❞✮ ❛♥❞ ✭❈✳✷✸❡✮ ❢♦r♠

✶✷✻



❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❜② ❲❡r♥❡r ❬✻✽❪ ❢♦r
❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤✐s t♦♣✐❝✳ ❙✐♥❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♦❢ tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ❛r❡ t✐❣❤t✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ r❡♠❛✐♥s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ylik ❛❢t❡r
♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♦✈❡r zlijt✳

❚♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ zlijt ❢r♦♠ t❤❡ s❧❛✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❈✳✷✷✮✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ✐t ❛s

min
yl
ik
,yl

ikk′

∑

(i,j)∈I
gij(y

l
i) +

∑

i∈I
k∈Kl

λl
iky

l
ik +

∑

i∈I\{h}
k,k′∈Ch(l)

ckk′y
l
ikk′ ✱ ✭❈✳✷✹✮

s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✷✸❜✮✱ ✭❈✳✷✸❞✮ ❛♥❞ ✭❈✳✷✸❡✮✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❜② yl
i ✇❡ ❞❡♥♦t❡

❛ ✈❡❝t♦r (ylik)k∈Kl
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ i ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ Kl✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t gij(·) ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r

❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ gij(·) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

gij(y
l
i) = min

(zlijt)t∈T

∑

t∈T
(clijt + λl

ijt)z
l
ijt ✭❈✳✷✺✮

s✉❜❥❡❝t t♦
∀t ∈ T , zlijt ≥ 0 ✱ ✭❈✳✷✻✮

∑

t∈T
zlijt = 1 ✱ ✭❈✳✷✼✮

∀k ∈ Kl,
∑

t∈Desc(k)

zlijt ≤ ylik ✱ ✭❈✳✷✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✷✻✕❈✳✷✽✮ ❛r❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈✳✷✸❛✮
❛♥❞ ✭❈✳✷✸❝✮✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t✱ ✇❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ r❡✇r✐t❡ ✭❈✳✷✽✮ ❛s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡s δijk✿

∀k ∈ Kl, δijk ≥ 0 ✱ ✭❈✳✷✾✮

∀k ∈ Kl,
∑

t∈Desc(k)

zlijt + δijk = ylik ✳ ✭❈✳✸✵✮

❲❡ s✉♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ✭❈✳✸✵✮ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ Kl ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✭❈✳✷✸❜✮✱ ylik s✉♠ t♦ ♦♥❡✱ t♦ ❣❡t

∑

k∈Kl

∑

t∈Desc(k)

zlijt +
∑

k∈Kl

δijk = 1 ✭❈✳✸✶✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t Desc(k) ❢♦r k ∈ Kl ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ❢♦r t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Kl✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ T ♦❢ t❤❡✐r ✉♥✐♦♥ ❛s T ∗

l = T \
⋃

k∈Kl
Desc(k)✳ ❇② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✭❈✳✸✶✮ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱

❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✭❈✳✷✼✮ ✇❡ ❣❡t

∑

k∈Kl

δijk =
∑

t∈T ∗

l

zlijt ✳ ✭❈✳✸✷✮

✶✷✼



ylik1 ylik2 ylik3

δk1 δk2 δk3

∑

t∈Desc(k1)

zlijt
∑

t∈Desc(k2)

zlijt
∑

t∈Desc(k3)

zlijt

∑

t∈T ∗

l

zlijt

❝♦♥str❛✐♥t ✭❈✳✸✵✮

❝♦♥str❛✐♥t ✭❈✳✸✷✮

❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ✭❈✳✷✻✮✱ ✭❈✳✷✾✮✱ ✭❈✳✸✵✮
❛♥❞ ✭❈✳✸✷✮✳ ●✐✈❡♥ ❵♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss✬ ylik ❢♦r ❛❧❧ k ∈ Kl ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ δk ❛♥❞
∑

t∈Desc(k2)
zlijt✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❈✳✸✵✮✱ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡

❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♠❛ss ❢r♦♠ δk t♦
∑

t∈T∗

l
zlijt✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t

✭❈✳✸✷✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ zlijt✱ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡

♠❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ylik ❣♦❡s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ zl
ijtk

ij

✱ ✇❤❡r❡ tkij ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥t ĉlijt ❛♠♦♥❣

t ∈ Desc(k) ∪ T ∗

l ✳ ❙❡❡ ❧❡♠♠❛ ✸ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳

❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✷✻✮ t♦ ✭❈✳✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❡①♣r❡ss❡❞
❜② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❈✳✷✻✮✱ ✭❈✳✷✾✮✱ ✭❈✳✸✵✮ ❛♥❞ ✭❈✳✸✷✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t
❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢
♠❛ss ylik ❛♠♦♥❣ zlijt ❢♦r t ∈ Desc(k) ❛♥❞ t ∈ T ∗

l ✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
❈✳✶✳ ■♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ylik ✇✐❧❧ ❣♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ zlijt ✐♥❞❡①❡❞
❜② t ∈ Desc(k) ∪ T ∗

l t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦sts
ĉlijt = clijt + λl

ijt✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦sts ❛♥❞ ✐♥❞❡①❡s ❢♦r ❡❛❝❤ k ❛s

∀k ∈ Kl, c̃ijk = min
t∈Desc(k)∪T ∗

l

ĉlijt, tkij = argmin
t∈Desc(k)∪T ∗

l

ĉlijt. ✭❈✳✸✸✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❵♠❛ss✬ ♦❢ ylik ❣♦❡s t♦ t❤❡ zlijt ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡st ❝♦st✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t g(·) ✐s
✐♥❞❡❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ylik ✐s c̃ijk✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦st ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ Kl s✉❝❤ t❤❛t tkij /∈ Desc(k)✱ t❤❡
♠❛ss ❢r♦♠ ❛❧❧ ylik ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ zlijt∗ij t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st ❛♠♦♥❣
t ∈ T ∗

l ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

c̃∗ij = min
t∈T ∗

l

ĉlijt, t∗ij = argmin
t∈T ∗

l

ĉlijt, ✭❈✳✸✹✮

❛♥❞ st❛t❡ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ❢♦r♠❛❧❧② ❛s ❧❡♠♠❛ ✸✳

✶✷✽



▲❡♠♠❛ ✸✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t (zlijt)t∈T ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈✳✷✺✮ t♦ ✭❈✳✷✽✮ ✐s

∀k ∈ Kl, ∀t ∈ Desc(k)

{

zlijt = 0 ✐❢ t 6= tkij
zlijt = ylik ✐❢ t = tkij

✭❈✳✸✺✮

∀t ∈ T ∗
l















zlijt = 0 ✐❢ t 6= t∗ij
zlijt =

∑

k∈Kl
s✳t✳

tkij=t∗ij

ylik ✐❢ t = t∗ij ✭❈✳✸✻✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❦❡t❝❤ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ✭❈✳✸✺✮ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡

zlijt = ǫ ❢♦r s♦♠❡ t 6= tkij ❛♥❞ ǫ > 0 ✐s s✉❜♦♣t✐♠❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭❈✳✸✸✮ t❤❡
❝♦st ĉlijt > c̃ijk✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ zl

ijtkij
❜② ǫ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ zlijt = 0✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇

t❤❛t ❛ ✈❡❝t♦r ✇❤❡r❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐s ♥♦t ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ zlijt ✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❈✳✷✺✮ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❧❡♠♠❛ ✸ t♦ ❣❡t

gij(y
l
i) =

∑

k∈Kl

c̃ijky
l
ik ✳ ✭❈✳✸✼✮

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ylik✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ s❧❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s
✐♥t❡❣r❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✳

❈✳✻ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❧❛✈❡ ❙✉❜♣r♦❜❧❡♠

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❛❝❤ s❧❛✈❡ ❤❛s ✐♥t❡❣r❛❧ ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ s❧❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ❧❛❜❡❧
k ∈ Kl t♦ ❡❛❝❤ r♦✇ i ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧ t t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (i, j) ∈ I✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠✳

●✐✈❡♥ r♦✇ ❝❧❛ss k ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r♦✇ i✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❧❛ss❡s
tkij ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ r♦✇✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭❈✳✷✸❝✮ r❡str✐❝ts t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r♦✇ t♦ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ k ♦r t♦ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ ❛♥② k ∈ Kl✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ T ∗

l ✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❞❡① ✐s

tkij = argmin
t∈Desc(k)∪T ∗

l

(clijt + λl
ijt) ✳ ✭❈✳✸✽✮

❋r♦♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❈✳✷✷✮ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ r♦✇ ❝❧❛ss k t♦ ✐♠❛❣❡
r♦✇ i ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦sts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✲r♦✇ ❝♦st

clik =
∑

j

(cl
ijtkij

+ λl
ijtkij

) + γl
ik ✳ ✭❈✳✸✾✮

✶✷✾



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❉②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❧❛✈❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠✳

❢♦r ❛❧❧ k ∈ K l, i ∈ I ❞♦ ⊲ ❞②♥✳ ♣r♦❣✳ ♦♥ tij
❢♦r ❛❧❧ j ∈ J ❞♦

tkij ← argmint∈Desc(k)∪T ∗

l
(clijt + λl

ijt)
❡♥❞ ❢♦r
clik ←

∑

j(c
l
ijtkij

+ λl
ijtkij

) + λl
ik

❡♥❞ ❢♦r
❢♦r ❛❧❧ k ∈ K ❞♦ ⊲ ❞②♥✳ ♣r♦❣✳ ♦♥ ki

φ(1, k)← cl1k
❡♥❞ ❢♦r
❢♦r i = 2, . . . h ❞♦

❢♦r k ∈ Kl ❞♦
φ(i, k)← mink′∈Kl

φ(i− 1, k′) + clik + clk′k
κ(i− 1, k)← argmink′∈Kl

φ(i− 1, k′) + clik + clk′k
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r
ki, tij ← ❇❛❝❦tr❛❝❦(φ, κ)

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ i ✜rst r♦✇s✱ ❞❡♥♦t❡❞ φ(i, k)✱ ✇❤❡r❡ k ✐s
t❤❡ r♦✇ ❝❧❛ss ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ r♦✇ i✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

φ(i, k) =

{

cl1k ✐❢ i = 1

mink′ φ(i− 1, k′) + clik + clk′k ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭❈✳✹✵✮

❲❡ ✉s❡ t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✹ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣✐①❡❧ ✐♥❞✐❝❡s tkij
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ❡❛❝❤ k ∈ Kl✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭❈✳✸✽✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡♥
✉s❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ r♦✇ ❝❧❛ss ❝♦sts clik ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭❈✳✸✾✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❱✐t❡r❜✐
r❡❝✉rs✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✹✵✮ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ κ(i, k) st♦r❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ r♦✇ i✱
❣✐✈❡♥ t❤❛t r♦✇ i+1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss k✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r♦✇ ❛♥❞ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞
❜② ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳

✶✸✵



❆♣♣❡♥❞✐① ❉

■♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦s❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✶✲✺✳✶✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❉✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❛❧ t♦ ✭✺✳✶✶✲✺✳✶✺✮✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ zijσ✱ ❞❡♥♦t❡❞ z′ijσ ❛♥❞ z′′ijσ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡

✈❡❝t♦r ♦❢ z′ijσ ❢♦r ❛❧❧ (i, j) ∈ I✱ σ ∈ So ❜② z′ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ z′′ijσ ❜② z′′✳ ❲❡ ❧❡t
t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s uijσσ′ ❛♥❞ vijσσ′ ✱ ✈❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✺✳✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

min
z′,z′′,u,v

∑

(i,j)∈I

∑

σ∈So

1

2
φijΨo(σ)(z

′
ijσ + z′′ijσ)+

∑

(i,j)∈Iv

∑

σ,σ′∈So

θo(σ, σ
′)vijσσ′ +

∑

(i,j)∈Ih

∑

σ,σ′∈So

θo(σ, σ
′)uijσσ′ ✱ ✭❉✳✶✮

s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s

∀(i, j) ∈ I, σ ∈ So, z′ijσ ≥ 0✱ ✭❉✳✷❛✮

∀(i, j) ∈ I, σ ∈ So, z′′ijσ ≥ 0✱ ✭❉✳✷❜✮

∀(i, j) ∈ Iv,σ, σ′ ∈ So, vijσσ′ ≥ 0✱ ✭❉✳✷❝✮

∀(i, j) ∈ Ih,σ, σ′ ∈ So, uijσσ′ ≥ 0✱ ✭❉✳✷❞✮

t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✺✳✶✷✮ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s

∀(i, j) ∈ I,
∑

σ∈So

z′ijσ = 1 , ✭❉✳✸❛✮

∀(i, j) ∈ I,
∑

σ∈So

z′′ijσ = 1 , ✭❉✳✸❜✮

✶✸✶



❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r z′ijσ ❛♥❞ z′′ijσ✱

∀(i, j) ∈ I, σ ∈ So, z′ijσ = z′′ijσ ✱ ✭❉✳✹✮

❛♥❞ ❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✺✳✶✸✮✱ ✭✺✳✶✹✮✱ ✭✺✳✶✺❛✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✺❜✮ ♦♥ z′ijσ ❛♥❞
z′′ijσ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❜❡❧♦✇✳ ●✐✈❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❉✳✹✮✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✺✳✶✸✮✱ ✭✺✳✶✹✮✱
✭✺✳✶✺❛✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✺❜✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❥✉st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ❡✐t❤❡r ♦♥
z′ijσ✱ ♦r ♦♥ z′′ijσ✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡r✲
t✐❝❛❧ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ z′ijσ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱
❛♥❞ r❡q✉✐r❡ z′′ijσ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts

∀(i, j) ∈ Iv, ∀σ ∈ So,
∑

σ′∈So

vijσσ′ = z′ijσ✱
∑

σ′∈So

vijσ′σ = z′i+1 jσ′ ✱ ✭❉✳✺❛✮

∀(i, j) ∈ Ih, ∀σ ∈ So,
∑

σ′∈So

uijσσ′ = z′′ijσ✱
∑

σ′∈So

uijσ′σ = z′′ij+1σ′ ✱ ✭❉✳✺❜✮

∀(i, j) ∈ Iv, ∀(σ, σ′) /∈ Vo, vijσσ′ = 0 ✱ ✭❉✳✻❛✮

∀(i, j) ∈ Ih, ∀(σ, σ′) /∈ Ho, uijσσ′ = 0 ✳ ✭❉✳✻❜✮

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❉✳✹✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❉✳✶✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✺✳✶✶✮✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t C ′ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs (z,v) t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ✭❉✳✷❛✮✱ ✭❉✳✷❝✮✱ ✭❉✳✸❛✮✱ ✭❉✳✺❛✮✱ ✭❉✳✻❛✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡t C ′′ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs
(z,u) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❉✳✷❜✮✱ ✭❉✳✷❞✮✱ ✭❉✳✸❜✮✱ ✭❉✳✺❜✮✱ ✭❉✳✻❜✮✳
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❉✳✶✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❉✳✹✮

LD(λ) = min
(z′,v)∈C′

(z′′,u)∈C′′

∑

(i,j)∈I

∑

σ∈So

1

2
φijΨo(σ)(z

′
ijσ + z′′ijσ)+

∑

(i,j)∈Iv

∑

σ,σ′∈So

θo(σ, σ
′)vijσσ′ +

∑

(i,j)∈Ih

∑

σ,σ′∈So

θo(σ, σ
′)uijσσ′+

∑

(i,j)∈I

∑

σ∈So

λijσ(z
′
ijσ − z′′ijσ) ✳ ✭❉✳✼✮

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs λijσ ❢♦r ❛❧❧ (i, j) ∈ I ❛♥❞ ❛❧❧ σ ∈ So✳
❲❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

max
λ

LD(λ) ✳ ✭❉✳✽✮

❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ✉s✐♥❣ ❛ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❛s❝❡♥t s❝❤❡♠❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ λ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ✜①❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ st❡♣ s✐③❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥
✭s❡❡ ❬✷✻❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮ t❤❛t t❤❡ s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❡❝t♦r
z̃ = ẑ′ − ẑ′′✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛✐r (ẑ′, ẑ′′) ♠✐♥✐♠✐③❡s ✭❉✳✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t
❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡

ẑ′ = argmin
(z′,v)∈C′

∑

(i,j)∈I

∑

σ∈So

(
1

2
φijΨo(σ) + λijσ)z

′
ijσ +

∑

(i,j)∈Iv

∑

σ,σ′∈So

θo(σ, σ
′)vijσσ′ ✭❉✳✾❛✮

✶✸✷



❛♥❞

ẑ′′ = argmin
(z′′,u)∈C′′

∑

(i,j)∈I

∑

σ∈So

(
1

2
φijΨo(σ) − λijσ)z

′′
ijσ +

∑

(i,j)∈Ih

∑

σ,σ′∈So

θo(σ, σ
′)uijσσ′ ✳ ✭❉✳✾❜✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ✭❉✳✾✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ♦✈❡r ✐♠❛❣❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❧❛❜❡❧s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t❧② ♦♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✳

❉✳✷ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✺✮✱ ✇❤❡r❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t n ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ αn ✐s t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ✐♥ n✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ z·j✱ φ·j ❛♥❞ λ·j ❛r❡ ✈❡❝t♦rs
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥ j ❛♥❞ zi·✱ φi· ❛♥❞ λi· ❛r❡ t❤❡
✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r♦✇ i✳ ❇② z̊ijσ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❝❧❛ss σ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣✐①❡❧ (i, j) ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ z̊ijσ ❜② z̊✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❉✉❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✹✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r✐❞ ✇✐t❤ s❧❛✈❡s s♦❧✈✐♥❣ ▼❛r❦♦✈
❈❤❛✐♥s

λ0 ← 0
n← 1
z̊← 0
✇❤✐❧❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❞♦
∀j ∈ J ẑ′n·j ← ❱✐t❡r❜✐(1

2
φ·j + λn−1

·j , V )

∀i ∈ I ẑ′′ni· ← ❱✐t❡r❜✐(1
2
φi· − λn−1

i· , H)
λn ← λn−1 + αn

2
(ẑ′n − ẑ′′n)

z̊← z̊+ ẑ′n + ẑ′′n

n← n+ 1
❡♥❞ ✇❤✐❧❡
ẑ← ●❡t❋✐♥❛❧❩(̊z, V,H)

❆❢t❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s z′ ❛♥❞ z′′ ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ♠♦st
♣✐①❡❧s✳ ❍❡✉r✐st✐❝s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❧❛❜❡❧s ❢♦r t❤❡ ♣✐①❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ z′ ❛♥❞
z′′ ❞✐s❛❣r❡❡ ❬✷✻❪✳ ■♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✺✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜② ●❡t❋✐♥❛❧❩✳ ❖♥❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❝♦✉♥t ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s ❛ ♣✐①❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❜❡❧s✱ ❜② ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❢r❡q✉❡♥❝② z̊ ♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t ❧❛❜❡❧

∀(i, j) ∈ I, ẑijσ =

{

1 ✐❢ σ = argmaxσ′ z̊ijσ′

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭❉✳✶✵✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✶✸✸



✻✳ ❋♦r ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ r♦✇ ✭♦r ❝♦❧✉♠♥✮ ✐♥❞❡① î✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t ✐ts ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❝♦sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❛❜❡❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻✱
t❤✐s s✉❜♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❱✐t❡r❜✐▼❛①✳ ■t ✜♥❞s t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r♦✇
t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ r♦✇✱ ❜✉t
♦♥❧② ❛ss✐❣♥s t♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s ♣❛✐rs ♦❢ ❧❛❜❡❧s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣
t♦ H✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r♦✇✳ ■♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻✱ t❤✐s
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❱✐t❡r❜✐▼❛①❲✐t❤❈♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞
♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❧❛ss❡s V ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✇ t♦ ❝♦♥str❛✐♥
t❤❡ s❡ts ♦❢ ❧❛❜❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t r♦✇✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ r♦✇s ✉♥t✐❧ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❲❡ s❛♠♣❧❡
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ r♦✇s ❛♥❞
❝♦❧✉♠♥s✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❍❡✉r✐st✐❝s ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r♦✇ î ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ✭❚❤❡
s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❝♦❧✉♠♥s✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①
ĵ✳✮

ẑî· ← ❱✐t❡r❜✐▼❛①(̊zî·, H)
❢♦r i = î+ 1 t♦ h ❞♦

ẑi· ← ❱✐t❡r❜✐▼❛①❲✐t❤❈♦♥str❛✐♥ts(̊zi·, H, ẑi−1·, V )
❡♥❞ ❢♦r
❢♦r i = î− 1 t♦ 1 ❞♦

ẑi· ← ❱✐t❡r❜✐▼❛①❲✐t❤❈♦♥str❛✐♥ts(̊zi·, H, ẑi+1·, V )
❡♥❞ ❢♦r

❲❡ r❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻
❝♦✉❧❞ ❢❛✐❧ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t
♣✐①❡❧s✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❡♠❡r❣❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r♦✇ ✭♦r ❝♦❧✉♠♥✮ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r♦✇ ✭r❡s♣✳ ❝♦❧✉♠♥✮ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❧❛❜❡❧s ❜❡❧♦♥❣ t♦ V ❛♥❞ H✳ ❙✐♥❝❡
r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣r✐♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s

∀(σ1, σ2) ∈ Vo, ∃(σ′
1, σ

′
2) ∈ Vo, s✳t✳ (σ1, σ

′
1) ∈ Ho, (σ2, σ

′
2) ∈ Ho , ✭❉✳✶✶❛✮

∀(σ1, σ2) ∈ Ho, ∃(σ′
1, σ

′
2) ∈ Ho, s✳t✳ (σ1, σ

′
1) ∈ Vo, (σ2, σ

′
2) ∈ Vo . ✭❉✳✶✶❜✮

❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❝❛♥ ❢❛✐❧ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ s❛t✐s❢②✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❝♦❞❡ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ♣r✐♦rs t❤❛♥ ♦♥❡s t❤❛t s❛t✐s❢②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❉✳✶✶✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛♥② ♣r✐♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ∀s ∈ S, (s, s) ∈ V ❛♥❞
(s, s) ∈ H✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♦ t❤❡ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ❢❛❝❛❞❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥
❤❛✈❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❛❧✇❛②s ✜♥❞s ❛ ✈❛❧✐❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s
❢♦r ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❣r✐❞ ♣❛tt❡r♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✶✮✱
❛♥❞ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ❢❛✐❧s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❛t
r❡s♣❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✿ ❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✭♣r❡✲s❡♠❛♥t✐❝✮ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛rs❡ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡
❞✐s♣❧❛②❡❞ t✐♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❊❈P ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡
✉s❡❞ ❛ ✻✲❝♦r❡ ❈♦r❡✲✐✼ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ ✸●❍③ ❝❧♦❝❦✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡
❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② s♦♠❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ❛r❡
❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♣r♦❝❡ss❡❞ ♣✐①❡❧✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❜② ♦♥❧② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ ✈❛❧✐❞ ♣❛✐rs ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② st♦r✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
♣✐①❡❧s ✐♥ s♣❛rs❡ ❢♦r♠✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ s♣❛rs❡ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts
✐♥ ✜❣✉r❡ ❉✳✶✳ ❲❡ ✈❛r② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❜② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r✐♦r ✇✐t❤
♠❛♥② ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡♥ r❛♥❞♦♠❧② r❡♠♦✈✐♥❣ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ❛ ❣♦♦❞
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s❤❛♣❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣r✐♦r✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s♣❛rs✐t② ✐♥
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✺ t✐♠❡s
✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡✳

✶✸✺



✶✸✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆❤✉❥❛✱ ◆✳ ❛♥❞ ❚♦❞♦r♦✈✐❝✱ ❙✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ✲ ❆ ❏♦✐♥t
❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❣✐♦♥ ▲❛②♦✉t ❛♥❞ ❍✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✳

❬✷❪ ❇❛✐✱ ❏✳✱ ❙♦♥❣✱ ◗✳✱ ❱❡❦s❧❡r✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❲✉✱ ❳✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❋❛st ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❢♦r ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✶✼✷✽✕✶✼✸✺✳

❬✸❪ ❇❛r✐♥♦✈❛✱ ❖✳✱ ▲❡♠♣✐ts❦②✱ ❱✳✱ ❚r❡t✐❛❦✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❑♦❤❧✐✱ P✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡
♣❛rs✐♥❣ ✐♥ ♠❛♥✲♠❛❞❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥ ✭❊❈❈❱✮✳

❬✹❪ ❇❡r❣✱ ❆✳ ❈✳✱ ●r❛❜❧❡r✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ▼❛❧✐❦✱ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ P❛rs✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧
s❝❡♥❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✭■❈❈❱✮✱ ♣❛❣❡s
✶✕✽✳ ■❊❊❊✳

❬✺❪ ❇♦②❞✱ ❙✳✱ P❛r✐❦❤✱ ◆✳✱ ❈❤✉✱ ❊✳✱ P❡❧❡❛t♦✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❊❝❦st❡✐♥✱ ❏✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ♦❢
▼✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ■♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❚r❡♥❞s ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡s
✶✕✶✷✷✳

❬✻❪ ❇♦②❦♦✈✱ ❨✳✱ ❱❡❦s❧❡r✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❩❛❜✐❤✱ ❘✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❋❛st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐✲
❣❡♥❝❡✱ ✷✸✿✶✷✷✷✕✶✷✸✾✳

❬✼❪ ❇r❡✐♠❛♥✱ ▲✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✹✺✭✶✮✿✺✕✸✷✳

❬✽❪ ❈❤✐❜✱ ❙✳ ❛♥❞ ●r❡❡♥❜❡r❣✱ ❊✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝✐❛♥✱ ✹✾✭✹✮✿✸✷✼✕✸✸✺✳

❬✾❪ ❈♦❤❡♥✱ ❆✳✱ ❙❝❤✇✐♥❣✱ ❆✳✱ ❛♥❞ P♦❧❧❡❢❡②s✱ ▼✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊✣❝✐❡♥t str✉❝t✉r❡❞ ♣❛rs✐♥❣
♦❢ ❢❛❝❛❞❡s ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✳ ■❊❊❊✳

❬✶✵❪ ❉❛✐✱ ❉✳✱ Pr❛s❛❞✱ ▼✳✱ ❙❝❤♠✐tt✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r ❢❛❝❛❞❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥
✭❊❈❈❱✮✳

❬✶✶❪ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜✱ P✳ ❋✳ ❛♥❞ ❍✉tt❡♥❧♦❝❤❡r✱ ❉✳ P✳ ✭✷✵✵✺✮✳ P✐❝t♦r✐❛❧ str✉❝t✉r❡s ❢♦r
♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✻✶✭✶✮✿✺✺✕✼✾✳

✶✸✼



❬✶✷❪ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜✱ P✳ ❋✳ ❛♥❞ ❱❡❦s❧❡r✱ ❖✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚✐❡r❡❞ s❝❡♥❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥
❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✸✵✾✼✕✸✶✵✹✳

❬✶✸❪ ❋✐s❝❤❧❡r✱ ▼✳ ❆✳ ❛♥❞ ❊❧s❝❤❧❛❣❡r✱ ❘✳ ❆✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❚❤❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
♦❢ P✐❝t♦r✐❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ❈✲✷✷✭✶✮✿✻✼✕✾✷✳

❬✶✹❪ ❋♦r♥❡② ❏r✱ ●✳ ❉✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❚❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱
✻✶✭✸✮✿✷✻✽✕✷✼✽✳

❬✶✺❪ ❋✉rst✱ ▲✳✱ ▼❡r♥✐❦✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼❛❤♥✐❝✱ ❱✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r
♣❛rs❡r ♦❢ ❘❡❦❡rs ❛♥❞ ❙❝❤ürr✳ ■❊❚ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ♣❛❣❡s ✷✹✻✕✷✻✶✳

❬✶✻❪ ●❛❞❞❡✱ ❘✳✱ ▼❛r❧❡t✱ ❘✳✱ ❛♥❞ P❛r❛❣✐♦s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❣r❛♠♠❛rs ❢♦r
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ❘❘✲✽✻✵✵✱ ❊❝♦❞❡ ❞❡s P♦♥ts
P❛r✐s❚❊❈❍✳

❬✶✼❪ ●✐rs❤✐❝❦✱ ❘✳ ❇✳✱ ❋❡❧③❡♥s③✇❛❧❜✱ P✳ ❋✳✱ ❛♥❞ ▼❝❆❧❧❡st❡r✱ ❉✳ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❖❜❥❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛♠♠❛r ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ◆■P❙✱ ♣❛❣❡s ✹✹✷✕✹✺✵✳

❬✶✽❪ ❍❛♥✱ ❋✳ ❛♥❞ ❩❤✉✱ ❙✳✲❈✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❇♦tt♦♠✲✉♣✴t♦♣✲❞♦✇♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛rs✐♥❣ ✇✐t❤ ❛t✲
tr✐❜✉t❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐✲
❣❡♥❝❡✱ ✸✶✭✶✮✿✺✾✕✼✸✳

❬✶✾❪ ❍❡✐t③✱ ●✳ ❛♥❞ ❑♦❧❧❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✿ ❯s✐♥❣ st✉✛ t♦ ✜♥❞
t❤✐♥❣s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✶✵t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✭❊❈❈❱✮✳

❬✷✵❪ ❍❡r♥❛♥❞❡③✱ ❏✳ ❛♥❞ ▼❛r❝♦t❡❣✉✐✱ ❇✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✻t❤ ■❊❊❊ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❈■P✬✵✾✱ ♣❛❣❡s ✸✾✼✼✕✸✾✽✵✱ P✐s❝❛t❛✇❛②✱ ◆❏✱ ❯❙❆✳ ■❊❊❊ Pr❡ss✳

❬✷✶❪ ❏✐♥✱ ❨✳ ❛♥❞ ●❡♠❛♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♠✲
❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥
❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✷✶✹✺✕✷✶✺✷✳ ■❊❊❊✳

❬✷✷❪ ❑❛♣♣❡s✱ ❏✳ ❍✳✱ ❆♥❞r❡s✱ ❇✳✱ ❍❛♠♣r❡❝❤t✱ ❋✳ ❆✳✱ ❙❝❤♥♦rr✱ ❈✳✱ ◆♦✇♦③✐♥✱ ❙✳✱ ❇❛tr❛✱
❉✳✱ ❑✐♠✱ ❙✳✱ ❑❛✉s❧❡r✱ ❇✳ ❳✳✱ ▲❡❧❧♠❛♥♥✱ ❏✳✱ ❑♦♠♦❞❛❦✐s✱ ◆✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆ ❝♦♠✲
♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥
❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✶✸✷✽✕✶✸✸✺✳ ■❊❊❊✳

❬✷✸❪ ❑❧❡♠♣✐❡♥✲❍✐♥r✐❝❤s✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❈♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ✇✐t❤ ♥♦❞❡
r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✺✶✿✷✵✷ ✕ ✷✶✶✳

❬✷✹❪ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✱ ❱✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥t ❚r❡❡✲❘❡✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ❢♦r ❡♥✲
❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
✷✽✭✶✵✮✿✶✺✻✽✕✶✺✽✸✳

❬✷✺❪ ❑♦♠♦❞❛❦✐s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❊✣❝✐❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ ❢♦r ♣❛✐r✇✐s❡ ♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❈❘❋s ✈✐❛
❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✶✽✹✶✕✶✽✹✽✳

✶✸✽



❬✷✻❪ ❑♦♠♦❞❛❦✐s✱ ◆✳✱ P❛r❛❣✐♦s✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❚③✐r✐t❛s✱ ●✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼❘❋ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ✈✐❛ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞
▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✸✸✭✸✮✿✺✸✶✕✺✺✷✳

❬✷✼❪ ❑♦r↔✱ ❋✳ ❛♥❞ ❋örst♥❡r✱ ❲✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❡❚❘■▼❙ ■♠❛❣❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣
✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠❛♥✲♠❛❞❡ s❝❡♥❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❚❘✲■●●✲P✲✷✵✵✾✲✵✶✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
❇♦♥♥✳

❬✷✽❪ ❑♦✉ts♦✉r❛❦✐s✱ P✳✱ ❙✐♠♦♥✱ ▲✳✱ ❚❡❜♦✉❧✱ ❖✳✱ ❚③✐r✐t❛s✱ ●✳✱ ❛♥❞ P❛r❛❣✐♦s✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✳
❙✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs ❢♦r ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■♥ Pr♦❝✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱
♣❛❣❡s ✶✼✾✺✕✶✽✵✷✳ ■❊❊❊✳

❬✷✾❪ ▲❛❞✐❝❦ý✱ ▲✳✱ ❘✉ss❡❧❧✱ ❈✳✱ ❑♦❤❧✐✱ P✳✱ ❛♥❞ ❚♦rr✱ P✳ ❍✳ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❤✐❡r❛r✲
❝❤✐❝❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
✾✾✭Pr❡Pr✐♥ts✮✳

❬✸✵❪ ▲❡✐❜❡✱ ❇✳✱ ▲❡♦♥❛r❞✐s✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤✐❡❧❡✱ ❇✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘♦❜✉st ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥t✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❱✐s✐♦♥✱ ✼✼✭✶✲✸✮✿✷✺✾✕
✷✽✾✳

❬✸✶❪ ▲✐✉✱ ❳✳✱ ❱❡❦s❧❡r✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❙❛♠❛r❛❜❛♥❞✉✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❖r❞❡r✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠♦✈❡s ❢♦r
❣r❛♣❤✲❝✉t✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✸✷✭✼✮✿✶✶✽✷✕✶✶✾✻✳

❬✸✷❪ ▲♦✇❡✱ ❉✳ ●✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❉✐st✐♥❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡②♣♦✐♥ts✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✻✵✭✷✮✿✾✶✕✶✶✵✳

❬✸✸❪ ▼❛rt✐♥♦✈✐❝✱ ❆✳✱ ▼❛t❤✐❛s✱ ▼✳✱ ❲❡✐ss❡♥❜❡r❣✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆ t❤r❡❡✲
❧❛②❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥ ✭❊❈❈❱✮✱ ♣❛❣❡s ✹✶✻✕✹✷✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❬✸✹❪ ▼❛rt✐♥♦✈✐❝✱ ❆✳ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❣r❛♠♠❛r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✳ ■❊❊❊✳

❬✸✺❪ ▼❛rt✐♥♦✈✐❝✱ ❆✳ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡s✳ ■♥ ✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ✸❉ ❱✐s✐♦♥ ✭✸❉❱✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱
♣❛❣❡s ✹✵✾✕✹✶✻✳

❬✸✻❪ ▼❛t❤✐❛s✱ ▼✳✱ ▼❛rt✐♥♦✈✐❝✱ ❆✳✱ ❲❡✐ss❡♥❜❡r❣✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✶✶✮✳ Pr♦❝❡✲
❞✉r❛❧ ✸❉ ❜✉✐❧❞✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ ❏♦✐♥t
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ✸❉ ■♠❛❣✐♥❣✱ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
✭✸❉■▼P❱❚✮✳

❬✸✼❪ ▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦✱ ❑✳✱ ❚✉②t❡❧❛❛rs✱ ❚✳✱ ❙❝❤♠✐❞✱ ❈✳✱ ❩✐ss❡r♠❛♥✱ ❆✳✱ ▼❛t❛s✱ ❏✳✱ ❙❝❤❛❢✲
❢❛❧✐t③❦②✱ ❋✳✱ ❑❛❞✐r✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ r❡❣✐♦♥
❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✻✺✿✷✵✵✺✳

❬✸✽❪ ▼ü❧❧❡r✱ P✳✱ ❲♦♥❦❛✱ P✳✱ ❍❛❡❣❧❡r✱ ❙✳✱ ❯❧♠❡r✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✵✻✮✳ Pr♦❝❡✲
❞✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✷✺✭✸✮✿✻✶✹✕✻✷✸✳

✶✸✾



❬✸✾❪ ▼ü❧❧❡r✱ P✳✱ ❩❡♥❣✱ ●✳✱ ❲♦♥❦❛✱ P✳✱ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ■♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡s✳ ❆❈▼✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✷✻✭✸✮✿✽✺✳

❬✹✵❪ ▼✉r♣❤②✱ ❑✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ■♥❢❡r❡♥❝❡
❛♥❞ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯❈ ❇❡r❦❡❧❡②✱ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❉✐✈✐s✐♦♥✳

❬✹✶❪ ▼✉s✐❛❧s❦✐✱ P✳✱ ❲✐♠♠❡r✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❲♦♥❦❛✱ P✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞
❢❛ç❛❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠ ✭Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❊❯❘❖●❘❆P❍■❈❙
✷✵✶✷✮✱ ✸✶✿✻✻✶✕✻✼✵✳

❬✹✷❪ ❖❤t❛✱ ❨✳✱ ❑❛♥❛❞❡✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❙❛❦❛✐✱ ❚✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s s②st❡♠ ❢♦r s❝❡♥❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✉❜str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉rt❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s ✼✺✷✕✼✺✹✳

❬✹✸❪ ❖❤t❛✱ ❨✳✱ ❑❛♥❛❞❡✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❙❛❦❛✐✱ ❚✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❆ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r r❡❣✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙✐①t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✻✽✹ ✕ ✻✽✻✳

❬✹✹❪ ❖❦✱ ❉✳✱ ❑♦③✐♥s❦✐✱ ▼✳✱ ▼❛r❧❡t✱ ❘✳✱ ❛♥❞ P❛r❛❣✐♦s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❜♦tt♦♠✲
✉♣ ❝✉❡s ❢♦r t♦♣✲❞♦✇♥ ♣❛rs✐♥❣ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ✷♥❞ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ✸❉
■♠❛❣✐♥❣✱ ▼♦❞❡❧✐♥❣✱ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭✸❉■▼P❱❚✮✳

❬✹✺❪ ❘❛❣✉r❛♠✱ ❘✳✱ ❋r❛❤♠✱ ❏✳✲▼✳✱ ❛♥❞ P♦❧❧❡❢❡②s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❘❆◆❙❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s✳
■♥ Pr♦❝✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✭❊❈❈❱✮✱ ♣❛❣❡s ✺✵✵✕✺✶✸✳

❬✹✻❪ ❘❡❦❡rs✱ ❏✳ ❛♥❞ ❙❝❤ürr✱ ❆✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❆ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡
❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✾✺✲✵✺✱ ▲❡✐❞❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❬✹✼❪ ❘✐❡♠❡♥s❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❍✳✱ ❑r✐s♣❡❧✱ ❯✳✱ ❚❤❛❧❧❡r✱ ❲✳✱ ❉♦♥♦s❡r✱ ▼✳✱ ❍❛✈❡♠❛♥♥✱ ❙✳✱
❋❡❧❧♥❡r✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❇✐s❝❤♦❢✱ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ■rr❡❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡ ❣r❛♠✲
♠❛r ❢❛❝❛❞❡ ♣❛rs✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✳ ■❊❊❊✳

❬✹✽❪ ❘♦②✱ ❆✳ ❛♥❞ ❚♦❞♦r♦✈✐❝✱ ❙✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❙❝❡♥❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❜❡❛♠ s❡❛r❝❤ ✉♥❞❡r
♠✉t❡① ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✶✶✼✽✕✶✶✽✺✳

❬✹✾❪ ❘♦③❡♥❜❡r❣✱ ●✳✱ ❡❞✐t♦r ✭✶✾✾✼✮✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❜②
❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ✈♦❧✉♠❡ ■✳ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳✱
■♥❝✳

❬✺✵❪ ❙❤♦tt♦♥✱ ❏✳✱ ❲✐♥♥✱ ❏✳ ▼✳✱ ❘♦t❤❡r✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❈r✐♠✐♥✐s✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❡①t♦♥❇♦♦st✿
❏♦✐♥t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥
❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✭❊❈❈❱✮✳

❬✺✶❪ ❙✐✱ ❩✳ ❛♥❞ ❩❤✉✱ ❙✳✲❈✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞✲♦r t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
✾✾✭Pr❡Pr✐♥ts✮✿✶✳

✶✹✵



❬✺✷❪ ❙✐♠♦♥✱ ▲✳✱ ❚❡❜♦✉❧✱ ❖✳✱ ❑♦✉ts♦✉r❛❦✐s✱ P✳✱ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳✱ ❛♥❞ P❛r❛❣✐♦s✱ ◆✳
✭✷✵✶✷✮✳ P❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡✴P❛r❡t♦✲❞r✐✈❡♥ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣s
❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✳ ■❊❊❊✳

❬✺✸❪ ❙♦❝❤❡r✱ ❘✳✱ ▲✐♥✱ ❈✳ ❈✳✱ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ◆❣✱ ❆✳ ❨✳ ✭✷✵✶✶✮✳ P❛rs✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧
s❝❡♥❡s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✭■❈▼▲✮✳

❬✺✹❪ ❙♦♥t❛❣✱ ❉✳✱ ●❧♦❜❡rs♦♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❏❛❛❦❦♦❧❛✱ ❚✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❞✉❛❧ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ❙r❛✱ ❙✳✱ ◆♦✇♦③✐♥✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ❙✳ ❏✳✱ ❡❞✐t♦rs✱
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ▼■❚ Pr❡ss✳

❬✺✺❪ ❙t✐♥②✱ ●✳ ◆✳ ✭✶✾✼✺✮✳ P✐❝t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❙❤❛♣❡ ❛♥❞ ❙❤❛♣❡ ●r❛♠✲
♠❛rs ❛♥❞ ❆❡st❤❡t✐❝ ❙②st❡♠s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ▲♦s ❆♥❣❡❧❡s✳
❆❆■✼✺✷✻✾✾✸✳

❬✺✻❪ ❙③❡❧✐s❦✐✱ ❘✳✱ ❩❛❜✐❤✱ ❘✳✱ ❙❝❤❛rst❡✐♥✱ ❉✳✱ ❱❡❦s❧❡r✱ ❖✳✱ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✱ ❱✳✱ ❆❣❛r✲
✇❛❧❛✱ ❆✳✱ ❚❛♣♣❡♥✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❘♦t❤❡r✱ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ❡♥❡r❣②
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ s♠♦♦t❤♥❡ss✲❜❛s❡❞ ♣r✐♦rs✳
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✸✵✭✻✮✿✶✵✻✽✕✶✵✽✵✳

❬✺✼❪ ❚❛r❧♦✇✱ ❉✳✱ ❇❛tr❛✱ ❉✳✱ ❑♦❤❧✐✱ P✳✱ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✱ ❱✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❉②♥❛♠✐❝
tr❡❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛s❝❡♥t✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣
✭■❈▼▲✮✱ ♣❛❣❡s ✶✶✸✕✶✷✵✳

❬✺✽❪ ❚❡❜♦✉❧✱ ❖✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙❤❛♣❡ ●r❛♠♠❛r P❛rs✐♥❣ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ■♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ▼♦❞✲
❡❧✐♥❣✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ P❛r✐s✳

❬✺✾❪ ❚❡❜♦✉❧✱ ❖✳✱ ❑♦❦❦✐♥♦s✱ ■✳✱ ❙✐♠♦♥✱ ▲✳✱ ❑♦✉ts♦✉r❛❦✐s✱ P✳✱ ❛♥❞ P❛r❛❣✐♦s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✶✮✳
❙❤❛♣❡ ❣r❛♠♠❛r ♣❛rs✐♥❣ ✈✐❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✷✷✼✸✕✷✷✽✵✳
■❊❊❊✳

❬✻✵❪ ❚❡❜♦✉❧✱ ❖✳✱ ❙✐♠♦♥✱ ▲✳✱ ❑♦✉ts♦✉r❛❦✐s✱ P✳✱ ❛♥❞ P❛r❛❣✐♦s✱ ◆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡s ✉s✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ s❤❛♣❡ ♣r✐♦rs✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✸✶✵✺✕✸✶✶✷✳
■❊❊❊✳

❬✻✶❪ ❱❡r♠❡✉❧❡♥✱ ❏✳ ❚✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❱✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rs✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡
❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▲❡✐❞❡♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐✲
❡♥❝❡✳

❬✻✷❪ ❱✐♦❧❛✱ P✳ ❆✳ ❛♥❞ ❏♦♥❡s✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❘♦❜✉st r❡❛❧✲t✐♠❡ ❢❛❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✺✼✭✷✮✿✶✸✼✕✶✺✹✳

❬✻✸❪ ❱✐t❡r❜✐✱ ❆✳ ❏✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ❊rr♦r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱
✶✸✭✷✮✿✷✻✵✕✷✻✾✳

✶✹✶



❬✻✹❪ ✈♦♥ ●✐♦✐✱ ❘✳ ●✳✱ ❏❛❦✉❜♦✇✐❝③✱ ❏✳✱ ▼♦r❡❧✱ ❏✳✲▼✳✱ ❛♥❞ ❘❛♥❞❛❧❧✱ ●✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▲❙❉✿ ❆
❢❛st ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥
❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✸✷✿✼✷✷✕✼✸✷✳

❬✻✺❪ ❲❛✐♥✇r✐❣❤t✱ ▼✳ ❏✳ ❛♥❞ ❏♦r❞❛♥✱ ▼✳ ■✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦✉♥❞✳ ❚r❡♥❞s ▼❛❝❤✳ ▲❡❛r♥✳✱ ✶✭✶✲✷✮✿✸✵✺✳

❬✻✻❪ ❲❛♥❣✱ ❲✳✱ P♦❧❧❛❦✱ ■✳✱ ❲♦♥❣✱ ❚✳✲❙✳✱ ❇♦✉♠❛♥✱ ❈✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❍❛r♣❡r✱ ▼✳ P✳
✭✷✵✵✻✮✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♠❛❣❡ ❣r❛♠♠❛rs ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✺✿✸✵✸✸✕✸✵✺✷✳

❬✻✼❪ ❲❡✐ss❡♥❜❡r❣✱ ❏✳✱ ❘✐❡♠❡♥s❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❍✳✱ Pr❛s❛❞✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ■s
t❤❡r❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❧♦❣✐❝ t♦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❄ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✶✽✺✕✶✾✷✳ ■❊❊❊✳

❬✻✽❪ ❲❡r♥❡r✱ ❚✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❛①✲s✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❆
r❡✈✐❡✇✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✾✭✼✮✿✶✶✻✺✕
✶✶✼✾✳

❬✻✾❪ ❲✉✱ ❋✳✱ ❨❛♥✱ ❉✳✲▼✳✱ ❉♦♥❣✱ ❲✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❳✳✱ ❛♥❞ ❲♦♥❦❛✱ P✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ■♥✈❡rs❡ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❢❛❝❛❞❡ ❧❛②♦✉ts✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✸✸✭✹✮✿✶✷✶✿✶✕
✶✷✶✿✶✵✳

❬✼✵❪ ❨❛♥❣✱ ❈✳✱ ❍❛♥✱ ❚✳✱ ◗✉❛♥✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❚❛✐✱ ❈✳✲▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ P❛rs✐♥❣ ❢❛❝❛❞❡ ✇✐t❤ r❛♥❦✲
♦♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✶✼✷✵✕✶✼✷✼✳ ■❊❊❊✳

❬✼✶❪ ❨❛♥❣✱ ❨✳ ❛♥❞ ❘❛♠❛♥❛♥✱ ❉✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆rt✐❝✉❧❛t❡❞ ♣♦s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢❡①✐✲
❜❧❡ ♠✐①t✉r❡s✲♦❢✲♣❛rts✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✳ ■❊❊❊✳

❬✼✷❪ ❩❤❛♦✱ P✳✱ ❋❛♥❣✱ ❚✳✱ ❳✐❛♦✱ ❏✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❍✳✱ ❩❤❛♦✱ ◗✳✱ ❛♥❞ ◗✉❛♥✱ ▲✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❘❡❝t✐✲
❧✐♥❡❛r ♣❛rs✐♥❣ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✸✹✷✕✸✹✾✳
■❊❊❊✳

❬✼✸❪ ❩❤✉✱ ❙✳✲❈✳ ❛♥❞ ▼✉♠❢♦r❞✱ ❉✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛♠♠❛r ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦✉♥❞❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❚r❡♥❞s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥s✱ ✷✭✹✮✿✷✺✾✕✸✻✷✳

✶✹✷


	Introduction
	Problem definition
	Application context
	Challenges associated to the problem
	Contribution

	Existing Work 
	Grammar-type shape priors for buildings
	Other methods of facade parsing
	Other grammar-based image models
	Graphical models

	Limiting Sampling to Inference of Facade Structure by Combining Graph Grammars and Graphical Models 
	Introduction
	Facade model with fixed structure
	Modeling structure variation with graph grammars
	Fitness energy
	Total energy
	Optimization
	Experiments 
	Conclusion

	Bidirectional Alignment by Labeling Image Rows and Columns 
	Introduction
	Proposed model
	Inference
	Experiments
	Conclusion

	A Markov Random Field formulation of Facade Parsing with Occlusions 
	Introduction
	Related work
	Adjacency patterns as shape priors
	Hierarchical adjacency patterns
	Handling occlusions
	Relation to Split Grammars
	Optimal segmentation model 
	Inference 
	Experiments 
	Conclusion

	Conclusion and Future Work
	Contribution
	Future work

	Improved bottom-up cues for facade parsing 
	Enhanced per-pixel likelihoods
	Enhanced distribution of split positions
	Experimental validation
	Conclusion

	The Dual Decomposition algorithm 
	Inference in the row- and column-labeling problem 
	Decomposition of the objective
	Formulation of the dual problem
	The optimization algorithm
	Structure of a slave subproblem
	Integrality of the Slave Subproblem
	Solving the Slave Subproblem

	Inference in the framework of adjacency patterns 
	Derivation of the inference algorithm
	The inference algorithm 


