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Réécriture suffixe d’arbres de piles et traces de systémes a compteurs —
Ground Stack Tree Rewriting Systems and Traces of Counter Systems

Résumé

Dans cette theése, nous nous attachons a étudier des classes de graphes infinis et leurs pro-
priétés, notamment celles de vérification de modeles, d’accessibilité et de langages reconnus.

Nous définissons une notion d’arbres de piles ainsi qu'une notion liée de réécriture suffixe,
permettant d’étendre a la fois les automates & piles d’ordre supérieur et la réécriture suffixe
d’arbres de maniére minimale. Nous définissons également une notion de reconnaissabilité sur
les ensembles d’opérations a ’aide d’automates qui induit une notion de reconnaissabilité sur les
ensembles d’arbres de piles et une notion de normalisation des ensembles reconnaissables d’opé-
rations analogues a celles existant sur les automates a pile d’ordre supérieur. Nous montrons
que les graphes définis par ces systemes de réécriture suffixe d’arbres de piles possedent une
FO-théorie décidable, en montrant que ces graphes peuvent étre obtenu par une interprétation
a ensembles finis depuis un graphe de la hiérarchie a piles.

Nous nous intéressons également au probleme d’algébricité des langages de traces des sys-
témes a compteurs et au probleme lié de la stratifiabilité d’'un ensemble semi-linéaire. Nous
montrons que dans le cas des polyedres d’entiers, le probleme de stratifiabilité est décidable et
possede une complexité coNP-complete. Ce résultat nous permet ensuite de montrer que le pro-
bleme d’algébricité des traces de systémes a compteurs plats est décidable et coNP-complet. Nous
donnons également une nouvelle preuve de la décidabilité des langages de traces des systemes
d’addition de vecteurs, préalablement étudié par Schwer.

Abstract

In this thesis, we study classes of infinite graphs and their properties, especially the model-
checking problem, the accessibility problem and the recognised languages.

We define a notion of stack trees, and a related notion of ground rewriting, which is an
extension of both higher-order pushdown automata and ground tree rewriting systems. We also
define a notion of recognisability on the sets of ground rewriting operations through operation
automata. This notion induces a notion of recognisability over sets of stack trees and a nor-
malisation of recognisable sets of operations, similar to the known notions over higher-order
pushdown automata. We show that the graphs defined by these ground stack tree rewrit-
ing systems have a decidable FO-theory, by exhibiting a finite set interpretation from a graph
defined by a higher-order automaton to a graph defined by a ground stack tree rewriting system.

We also consider the context-freeness problem for counter systems, and the related problem
of stratifiability of semi-linear sets. We prove the decidability of the stratifiability problem for
integral polyhedra and that it is coNP-complete. We use this result to show that the context-
freeness problem for flat counter systems is as well coNP-complete. Finally, we give a new
proof of the decidability of the context-freeness problem for vector addition systems, previously
studied by Schwer.
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Chapitre

Introduction

J’ai entendu dire un jour que 'informatique consiste a se poser des questions compliquées sur
des modeles simples. Le modéle au centre de cette theése peut illustrer ce propos : un graphe est
simplement un ensemble de sommets reliés entre eux par des arcs (orientés ou non) décorés par
les lettres d’un alphabet fini. Ce modele, bien que simple en apparence est pourtant I'un des plus
largement étudié en informatique théorique, que ce soit en théorie des graphes, en combinatoire,
en vérification, etc... L'une des premiéres mentions des graphes est due a Euler en 1735. Il
considere le probleme des sept ponts de Koénisberg, qui consiste a déterminer s’il est possible
de se promener dans la ville en ne passant qu’'une seule fois par chaque pont. Ce probleme est
résolu négativement en le formalisant comme un graphe, chaque sommet représentant une ile
ou rive du Pregel, et chaque arc représentant un pont. Ce probléme historique est le point de
départ de la théorie des graphes, et la généralisation de ce probleme a un graphe quelconque,
consistant a déterminer l’existence d’un chemin contenant exactement une fois chaque arc est
appelé probléme du chemin eulérien.

Un graphe peut étre utilisé pour représenter une grande variété de systemes réels, dans le
but d’étudier leurs propriétés de maniere abstraite. Comme cité plus haut, c’était des le début
I'approche d’Euler qui utilisait un graphe pour représenter les ponts de Koénisberg. En informa-
tique, les graphes sont souvent utilisés pour représenter des programmes, le comportement de
machines complexes (le systéme de pilotage d’une fusée, par exemple), ou des systémes com-
plexes (internet peut aussi étre vu comme un graphe). L’idée générale de cette modélisation est
par exemple de prendre pour ensemble des sommets les états possibles du systéme, et de mettre
un arc entre deux sommets si il existe une action permettant de passer de 1’état représenté par
le premier sommet a celui représenté par le second. On veut ensuite étudier ces graphes pour
en déduire des propriétés des systéemes qu’ils représentent, par exemple déterminer que le pro-
gramme représenté ne sera jamais bloqué. On cherchera alors a avoir des preuves formelles de
ces propriétés, permettant ainsi que si le graphe étudié représente fidelement le systeme étudié,
toute propriété prouvée formellement sur le graphe sera vraie sur le systeme. Par exemple, si
on prouve formellement que tout sommet du graphe représentant un programme posseéde un
successeur, alors le programme représenté ne sera jamais bloqué, puisque depuis chacun de ses
états (représentés par les sommets du graphe), on a prouvé qu'il existe au moins une action qui
peut étre effectuée (représentées par les arcs du graphe).

Dans le cas de systemes relativement simples, un graphe fini sera suffisant pour le modéliser
entierement, méme si ce graphe peut étre tres grand. Dans ce cas, toute propriété sera décidable,
étant donné qu’il suffira de la tester pour tous les sommets ou arcs du graphe, ce qui est possible
en temps fini. Cela est souvent impraticable, puisque ces graphes peuvent étre tres grands. Il
sera donc désirable de trouver des algorithmes efficaces, c’est-a-dire avec une complexité faible,
qui permettent de vérifier ces propriétés. C’est le but de 'algorithmique des graphes qui est un
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domaine de recherche actif.

Les systémes plus complexes peuvent en revanche comporter des variables pouvant prendre
des valeurs non bornées (compteur, horloge, pile, etc). On peut par exemple considérer un
programme qui controle le comportement d’un ascenseur, que I’on souhaite pouvoir utiliser dans
tout ascenseur. Ce programme devra par exemple comporter une variable représentant 1’étage
courant, qui n’est & priori pas borné. En pratique, ces variables auront une valeur bornée, puisque
les systémes réels ne peuvent pas avoir une mémoire infinie (dans notre exemple, toute tour a
un nombre fini d’étages). Cependant, on va garder le caractére non borné des variables dans la
modélisation, car :

- en général, la borne n’est pas connue,

- le nombre d’états dans un systéme borné par une trés grande borne peut étre extrémement
grand, et cela rendrait les algorithmes sur les graphes finis ineffectifs : méme avec une
complexité linéaire, appliquer un algorithme & un graphe a 10°°9 sommets n’est pas
praticable, sans parler de la mémoire requise pour stocker un tel graphe.

En gardant des valeurs non bornées pour les variables, on obtient un graphe infini, c’est-a-
dire avec un nombre infini de sommets et d’arcs. Evidemment, il est impossible de décrire
les sommets et les arcs un par un de maniére exhaustive, aussi on cherchera a donner des
présentations finies de ces graphes, c’est-a-dire a décrire leurs sommets et leurs arcs par des
définitions d’ensembles et de relations s’exprimant de maniere finie. Par exemple, on peut décrire
un graphe dont I’ensemble des sommets est I’ensemble des entiers naturels N et qui contient un
arc entre i et i + 1 pour tout entier . On décrit ainsi un graphe infini qui peut se représenter
comme une demi-droite. Il ne faudra pas perdre de vue que ces graphes infinis ne seront que
des abstractions des systemes réels qu’ils représentent. En effet, en pratique les variables seront
bornées, et de plus, dans certaines modélisations, on pourra volontairement ignorer certains
phénomenes pour simplifier le modele obtenu (si on les juge marginaux pour 1’étude souhaitée,
comme on peut le voir pour le cas des frottements dans certaines études de mécanique). De ce
fait, certains chemins existants dans le graphe infini seront absents dans le systéemes réel, par
exemple si ils dépassent la borne réelle de certaines variables, ou que les phénomeénes ignorés
ont une importance dans ce chemin (par exemple, un modeéle ignorant les frottements sera tres
fidele pour étudier un mouvement dans le vide et le sera beaucoup moins pour étudier le méme
mouvement dans de la mélasse). Il est donc important, lors de la détermination d’un modele de
bien choisir ce que l'on représente fidelement et ce que 1'on décide d’ignorer pour simplifier le
modele, pour que I’étude menée sur le modele théorique permette de prédire quelque chose sur le
systeme étudié. En informatique, il est courant d’étudier des propriétés dites de sireté, c’est-a-
dire qui interdisent certains comportements (jugés indésirables), pour lesquelles une abstraction
consistant a relaxer des conditions est généralement suffisante. En effet, si on a montré, par
exemple, qu'une certaine valeur d’une variable est inaccessible dans le graphe infini, en bornant
les variables, il sera toujours impossible d’accéder a ces valeurs.

La difficulté de cette approche est que si on considere les graphes infinis dans toutes leur géné-
ralité, la plupart des propriétés qu’on peut souhaiter démontrer sont indécidables (et notamment
la plupart des propriétés de siireté citées ci-avant). En effet, le comportement d’une machine de
Turing peut étre représenté par un graphe infini (les sommets étant les couples formés par un
mot du ruban et un état de la machine, et les arcs représentant les transitions de la machine),
et il est connu que méme des probléemes tres simples, comme le probleme de 'arrét, y sont indé-
cidables. Il est donc nécessaire de raffiner 'approche, pour décrire des classes de graphes infinis
plus restreintes qui ne contiendront pas les graphes de machine de Turing, et donc pas tous les
systémes possibles, mais sur lesquels on pourra démontrer qu’un certain nombre de propriétés
sont décidables, trouver des algorithmes effectifs, et éventuellement les optimiser en terme de
complexité. Ces classes permettront entre autres de vérifier des propriétés sur des systemes réels
si on peut trouver un graphe d’une de ces classes qui représente le comportement de ce systeme.

Cette these s’inclut dans ce contexte de déterminer de telles classes de graphes infinis, et
de trouver des propriétés qui y sont décidables. Sur les classes que nous définirons, les points
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détaillés ci-apres retiendront notre attention.

Présentations finies de graphes. Comme annoncé plus haut, quand on a affaire a un graphe
infini, il est nécessaire d’en trouver une présentation finie. Il existe différentes manieres de décrire
des graphes, et on classera les présentations que nous utiliserons en deux types :

- les présentations internes, qui consisteront & donner explicitement ’ensemble des sommets
et I’ensemble des arcs,

- les présentations externes, qui consisteront par exemple a décrire un graphe en fonction
d’autres graphes, via des transformations, des formules logiques ou des équations.

L’un des points importants dans 1’étude de ces présentations est qu’on ne s’intéressera qu’a
la structure du graphe, en ignorant le nommage des sommets. On ne distinguera donc pas deux
graphes qui ne different que par le nom des sommets, c’est-a-dire tels qu’il existe un isomorphisme
entre les deux graphes (autrement dit, une bijection entre les sommets des deux graphes telle
qu’il existe un arc entre deux sommets du graphe de départ si et seulement si il existe un arc entre
leurs images). Deux tels graphes sont dits isomorphes. Toutes les classes qu’on étudiera le seront
a isomorphisme pres, ce qui permettra de donner plusieurs présentations internes d’'un méme
graphe. L’'une des questions principales de notre étude sera donc les différentes présentations
internes et externes qu’on peut donner d’une classe de graphes.

Cela permettra notamment de définir des graphes a partir de systémes réels que ’on souhaite
étudier. Il est par exemple courant de modéliser le comportement de programmes complexes
comme des graphes dans le but de les étudier.

Accessibilité. Un probleme central lorsque 1'on étudie des systémes critiques est de déterminer
des propriétés de stireté, c’est-a-dire d’étre capable de déterminer si certains comportements
indésirables peuvent étre observés ou non. Sur le graphe lui-méme, cela revient a déterminer
si un sommet donné est accessible depuis un sommet représentant 1’état de départ du systeme.
Ce probleme est appelé probleme d’accessibilité. Dans le cas des machines de Turing, il est
indécidable. On prétera un intérét particulier a cette question dans les classes de graphes que nous
étudierons. Une question liée est de savoir si on peut calculer entierement I’ensemble des sommets
accessibles depuis un état donné. Il n’est pas équivalent au précédent. On verra notamment qu’il
existe des cas, comme celui des systémes d’additions de vecteurs, ou le probleme d’accessibilité
est décidable alors que I’ensemble des états accessibles n’est pas calculable.

Vérification de modeéles. L’accessibilité n’est pas le seul probleme que ’on peut considérer
sur un graphe. Plutét que d’étudier séparément tous les problémes auxquels on pourrait vouloir
répondre au cas par cas, il existe une maniere de décrire formellement des propriétés traitant
d’un graphe a 'aide de formules logiques. On va donc classer les problemes que 'on souhaite
déterminer en fonction de la logique dans laquelle ils peuvent s’exprimer. Dans cette étude, nous
nous concentrerons sur la logique du premier ordre, la logique du premier ordre augmentée du
prédicat d’accessibilité et la logique du second ordre monadique, mais d’autres logiques ont été
étudiées sur les graphes (comme le p-calcul, les logiques temporelles, etc). On considérera le
probléme de la vérification de modéles (aussi connu sous le nom anglais de model checking) qui
consiste & déterminer si une formule exprimée dans une logique L est satisfaite par un graphe.
Un graphe vérifiant une formule ¢ sera dit un modéle de ¢. L’ensemble des formules dans une
logique L vérifiées par un graphe sera appelé sa L-théorie. L’un des problémes nous intéressant
sera de déterminer, sur une classe de graphes infinis donnée, pour quelles logiques L la L-théorie
de tous les graphes de la classe est décidable, autrement dit de fournir un algorithme qui, étant
donné un graphe et une formule de L, détermine si la formule est vérifiée par le graphe.

Langages reconnus. Dans certains cas, on ne souhaite pas étudier le systeme lui-méme, mais
plutét observer ce qu’il produit ou affiche, en voyant les états internes comme une boite noire.
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Dans ce cas, on considere que 'utilisateur ne voit que les étiquettes des arcs empruntés par le
calcul dans le graphe, sans information sur les sommets et les arcs réellement empruntés. On va
donc regarder les suites d’étiquettes que I’on peut obtenir en partant d’un ensemble de sommets
initiaux et en suivant un chemin du graphe (c’est-a-dire une suite d’arcs successifs) terminant
dans un ensemble de sommets finaux. L’ensemble des suites d’étiquettes ainsi obtenues est appelé
le langage du graphe (pour ces ensembles initiaux et finaux). On s’intéressera dans la suite aux
classes de langages définies par les classes de graphes que nous étudierons, a leurs propriétés,
et & leurs relations avec les autres classes de langages connues (comme par exemple ceux de la
hiérarchie de Chomsky).

1.1 Historique et contributions

Familles de graphes infinis

Il existe deux résultats fondateurs de I’étude des graphes infinis a isomorphisme pres. Le pre-
mier de ces résultat est dii & Biichi et Landweber qui ont montré la décidabilité de la MSO-théorie
de la demi-droite [BL69], c’est-a-dire ’ensemble N des entiers muni de la relation successeur. Le
second de ces résultats est dii & Rabin, qui a montré la décidabilité de la MSO-théorie de ’arbre
binaire complet infini [Rab69], qui peut étre vu également comme lensemble {0,1}* muni de
deux relations successeurs. Cette propriété joue un tel role dans les études qui ont suivi qu’elle est
appelée théoréme de Rabin. Miiller et Schupp [MS85] se sont ensuite intéressés aux graphes d’au-
tomates a pile, c’est-a-dire les graphes dont les sommets sont les configurations d’un automate a
pile accessibles depuis ’état initial, et les arcs représentent 'effet des transitions de I'automate
sur ces configurations. Ce travail est le premier ou I'existence de plusieurs représentations pour
un graphe est abordée. En effet, il considere les graphes connexes obtenus en éliminant tous
les sommets atteignables en moins de n pas a partir de la configuration initiale, et montre que
I’ensemble des graphes ainsi obtenus, a isomorphisme pres, est fini. Cette propriété leur permet
de montrer la décidabilité de la MSO-théorie de ces graphes en se servant du théoréme de Rabin.
Courcelle [Cou90] a étudié les graphes HR-équationnels qui sont les graphes engendrés par des
grammaires déterministes de graphes et contiennent strictement les graphes d’automates a pile
étudiés par Miiller et Schupp. Il a démontré que ces graphes aussi possedent une MSO-théorie
décidable, toujours grace au théoréme de Rabin.

Caucal [Cau92, Cau95, Cau96] a repris ’étude de ces deux classes de graphes, en fournis-
sant une présentation interne des graphes d’automates & pile faisant intervenir des systémes de
réécriture préfixe de mots et une présentation des graphes HR-équationnels comme les graphes
obtenus par substitution finie inverse de I’arbre binaire complet, permettant ainsi une démonstra-
tion alternative de la décidabilité de la MSO-théorie, puisque les substitutions inverses préservent
la décidabilité de la MSO-théorie. Etant donné qu’il les applique & Parbre binaire complet, le
théoreme de Rabin est toujours nécessaire a cette preuve. Cela lui a ensuite permis [Cau96]
de définir les graphes dits préfixe-reconnaissables ! qui contiennent strictement les graphes HR-
équationnels et possedent eux-aussi une MSO-théorie décidable. Il en procure une présentation
interne consistant en des relations dites préfixe-reconnaissable, qui sont de la forme (U x V)W
avec U, V, W des ensembles reconnaissables de mots, ce qui peut étre vu comme une extension
de la réécriture préfixe de mots. Stirling [Sti98] a montré que ces graphes sont isomorphes aux
graphes des transitions des automates a pile, c’est-a-dire que son ensemble de sommets est un en-
semble reconnaissable de configurations et qu’un arc représente ’effet d’une suite de transitions
de lautomate contenant une seule transition étiquetée par une lettre et un nombre arbitraire

1. Nous les appellerons suffixe-reconnaissables dans le cadre de cette thése, car nous en considérerons la
version suffixe, alors que la version d’origine utilise la réécriture préfixe. Nous effectuons ce changement car nous
considérerons également la réécriture suffixe sur les arbres, pour lesquels les réécritures préfixe et suffixe difféerent.
Par ailleurs, cette appellation n’apparait pas dans [Cau96], mais dans [CKO01], suite & une remarque orale de
Niwinsky.
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de transitions silencieuses (étiquetées par €). Barthelman [Bar97] a, quant & lui, fourni une re-
présentation équationnelle de ces graphes en montrant qu’ils sont les solutions des VR-systemes
finis d’équations.

Caucal [Cau02] a ensuite défini la hiérarchie & pile?, dont le premier niveau est constitué
des graphes préfixe-reconnaissables, et le niveau n (dont les éléments sont dits graphes préfixe-
reconnaissable d’ordre n) est obtenu en appliquant une opération de structure arborescente
(introduite par Shelah [She75]) suivie d’une substitution rationnelle inverse & un graphe du
niveau n — 1. Il est également possible de considérer que le niveau 0 de la hiérarchie est constitué
des graphes finis. L’opération de structure arborescente préservant la décidabilité de la MSO-
théorie [Wal96], il s’ensuit que tous les graphes appartenant a la hiérarchie préfixe-reconnaissable
disposent d’'une MSO-théorie décidable. Carayol et Wohrle [CWO03] ont montré que les graphes
préfixe-reconnaissables d’ordre n sont les graphes des transitions des automates a n niveaux de
pile (définis de maniére analogue & ceux des automates & pile). Carayol et Colcombet [CCO03]
ont montré que ces graphes sont également les solutions des VR-systemes d’équations exprimés
sur un graphe de niveau n — 1. Carayol [Car05] a également montré que ces graphes peuvent
aussi étre vus comme ayant des ensembles reconnaissables de piles d’ordre n pour ensemble de
sommets et dont les arcs sont définis par des relations préfixe-reconnaissables d’ordre n. Pour
définir les ensembles reconnaissables de piles d’ordre n, il utilise une notion de reconnaissabilité
sur les suites d’opérations sur des piles d’ordre n. Fratani [Fra05] a montré que les ensembles
reconnaissables de piles d’ordre n définis par Carayol coincident avec les ensembles de piles
d’ordre n définis par des MSO-formules.

Dans une optique différente, Khoussainov et Nérode [KN95], ont défini les graphes automa-
tiques dont les sommets sont des mots et les arcs représentent des relations reconnaissables (c’est-
a-dire acceptées par des transducteurs de mots) qui disposent d’une FO-théorie décidable [BG00].
En remarquant que les relations arbre-synchronisées définies par Dauchet et Tison [DT90]
contiennent strictement les relations reconnaissables, Blumensath et Grédel [Blu99, BG00] ont
étendu la notion de graphes automatiques aux graphes arbre-automatiques dont les sommets sont
des arbres et les arcs représentent des relations arbre-synchronisées (c’est-a-dire acceptées par des
transducteurs d’arbres). Ces graphes disposent également d’une représentation équationnelle :
ce sont les solutions des VRS-systémes d’équations finis [Col04]. Ils disposent aussi d’une repré-
sentation par transformations : ils sont obtenus par une interprétation a ensembles finis & partir
du dépliage d’un graphe fini [CLO7], donnant ainsi une preuve alternative de la décidabilité de la
FO-théorie de ces graphes. Toujours dans [CL07], cette derniére représentation est utilisée pour
définir la hiérarchie arbre-automatique : un graphe arbre-automatique d’ordre n étant obtenu
par une interprétation a ensembles finis du dépliage d’un graphe préfixe-reconnaissable d’ordre
n—1, et ayant donc également une FO-théorie décidable, et n’ayant pas de représentation interne
connue. Toutefois, la représentation équationnelle des graphes arbre-automatiques présente dans
[Col04] s’étend a la hiérarchie arbre-automatique : un graphe arbre-automatique d’ordre n est
la solution d’un VRS-systeme d’équations exprimé sur un graphe préfixe-reconnaissable d’ordre
n — 1. Par ailleurs, cette hiérarchie est stricte [CLO7].

Il existe une classe de graphes contenant strictement les graphes préfixe-reconnaissables et
strictement contenue dans les graphes arbre-automatiques : les graphes des systéemes de réécri-
ture suffixe d’arbres. Ils disposent d’une FO[-3]-théorie décidable [DT90], résultat obtenu en
introduisant la notion de transducteurs suffixes d’arbres qui contiennent la cléture par itération
des systemes de réécriture suffixe d’arbres et sont eux-mémes clos par itération, et en mon-
trant que leurs graphes sont arbre-automatiques. Ces graphes sont également les solutions des
VRA-systeémes d’équations finis [CCO03].

Ces classes de graphes, et leurs inclusions, sont schématisées a la figure 1.1. On observera
I’absence de graphes situés entre les niveaux n des hiérarchies préfixe-reconnaissable et arbre-
automatique disposant d'une FO[-]-théorie décidable.

2. qui n’est pas éponyme.
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Préfixe-reconnaissables Arbre-automatiques
d’ordre n (? d’ordre n
.
[Cau02, CK02, CW03] [CLO7]
Préfixe-reconnaissables Graphes des systémes de Arbre-automatiques
réécriture d’arbres
[Cau96] [DT90, L6d02] [DT90, BGOO]
k
MSO FO[—*] FO

FIGURE 1.1 — Inclusions des classes de graphes décrites dans cette introduction.

Systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles

La premiere contribution de ce document consiste a proposer un modele donnant une repré-
sentation interne de graphes ayant ces propriétés. Dans ce but, nous présentons les arbres de
piles d’ordre n, qui sont des arbres dont les noeuds sont étiquetés par des piles d’ordre n— 1, avec
la convention qu’une pile d’ordre 0 est une lettre. Cette structure de donnée est la plus simple
contenant & la fois les piles d’ordre n (qui peuvent étre vus comme des arbres de piles d’ordre n
unaires) et les arbres (qui sont des arbres de piles d’ordre 1). Nous y associons une notion d’opé-
ration qui étend a la fois les opérations de piles des automates a pile d’ordre n et les opérations
de réécriture suffixe d’arbres, qui permet de définir des systémes de réécriture suffixe d’arbres de
piles, définissant ainsi des graphes qui contiennent & la fois les graphes préfixe-reconnaissables
d’ordre n et les graphes des systemes de réécriture d’arbres. On introduit ensuite une notion de
reconnaissabilité sur les opérations de réécriture suffixe d’arbres de piles, et une notion liée de
transducteurs suffixes d’arbres de piles qui permet a la fois d’étendre les relations de transitions
des automates a piles et les transducteurs suffixes d’arbres, et qui contient les clétures par itéra-
tions des relations de réécriture suffixe d’arbres. Enfin, on montre a I’aide d’une interprétation a
ensembles finis depuis un graphe préfixe-reconnaissable d’ordre n que les graphes des systemes
de réécriture d’arbres de piles d’ordre n et des transducteurs suffixes d’arbres de piles d’ordre
n sont des graphes arbre-automatiques d’ordre n. Tout cela permet de montrer qu’ils disposent
d’une FO[Z]-théorie décidable, et qu’ils permettent bien de combler le trou de la figure 1.1. De
plus, la notion de systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles est la plus simple permettant
de définir des graphes ayant une FO[Q]—théorie décidable et étendant a la fois les graphes de la
hiérarchie a pile et ceux des systemes de réécriture suffixe d’arbres. Nous présentons également
un exemple de langage reconnu par un systeme de réécriture suffixe d’arbres de piles dont nous
conjecturons qu’il n’est reconnu ni par un automate a piles d’ordre supérieur ni par un systéme
de réécriture suffixes d’arbres. Cette contribution a fait l’objet d’une publication a CSR2015
[Penl5] et est présentée au chapitre 4.

Systémes a compteurs

Une autre approche consiste a partir de modeles Turing-complets et de les restreindre pour
récupérer la décidabilité de certaines propriétés. L'un des modeles Turing-complets les plus
largement étudiés est celui des systémes a compteurs, qui disposent de plusieurs formalismes
équivalents différents, comme celui des machines de Minsky [Min67]. Un systéme & compteurs
peut étre vu comme un automate a mémoire, dont la mémoire est constituée de plusieurs comp-
teurs d’entiers, et qui peut effectuer des actions modifiant son état de contréle, la valeur de ses
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compteurs et qui peut tester la valeur de ces compteurs. L'une des restrictions des systemes a
compteurs la plus anciennement étudiée est celle des systémes d’addition de vecteurs introduits
par Karp et Miller [KM69] (ainsi que leur version avec états de controle [HP79]), qui revient
a autoriser seulement des modifications de compteurs qui sont des additions de constantes aux
compteurs, sans possibilité de tester leur valeur. La popularité de ce modele provient entre autre
du fait qu’il est équivalent aux réseaux de Petri [Pet62] qui sont treés utilisés pour la modéli-
sation de systemes réels, notamment ceux faisant intervenir des actions pouvant s’effectuer de
manieére indépendante les unes des autres. Par ailleurs, un grand nombre de probléemes indéci-
dables sur les systemes a compteurs deviennent décidables dans le cas des systemes d’additions
de vecteurs, comme le probléeme de couverture [KM69] (revenant & déterminer si on peut at-
teindre un vecteur plus grand qu'un vecteur donné) et le probléme d’accessibilité d’un vecteur
[ST77, May81, Kos82, Lam92, Lerl0]. Cependant, on ne peut en général pas déterminer ’en-
semble des vecteurs accessibles a partir d’'un vecteur donné (résultat attribué & Rabin dans
[KM69]). Les propriétés structurelles des graphes associés & des systémes d’addition de vecteurs
ont été peu étudiées, mais notons toutefois que la décidabilité de la FO-théorie de différentes
variantes de ces graphes a été étudiée dans [DDMM11]. Une autre thématique développée au-
tour des systeémes d’additions de vecteurs est celle de leurs langages. Il a notamment été montré
qu’il est possible de déterminer si les langages de systemes d’additions de vecteurs sont recon-
naissables [GY80, VVNB81] ou algébriques [Sch92]. Cependant, ces preuves ne sont valables que
si on consideére les langages des traces des systemes d’addition de vecteurs, c’est-a-dire les lan-
gages d’actions (autrement dit, chaque lettre n’est associée qu’a une seule action). Dans le cas
contraire, ces problémes sont indécidables. Cela permet de déterminer l'existence de modeles
plus simples (automates ou automates a pile) ayant le méme comportement observable, quand
bien méme le comportement interne du systéme d’addition de vecteurs est plus compliqué que
celui d’un automate ou d’un automate a pile.

L’étude de cette derniere propriété repose sur le graphe de couverture des systemes d’addition
de vecteurs dit graphe de Karp et Miller [KM69], et sur la caractérisation des langages algébriques
bornés introduite par Ginsburg [GS64] qui dit qu'un langage borné est algébrique si et seulement
si son image de Parikh est un ensemble semi-linéaire stratifiable. Cette caractérisation est un
raffinement de I’étude de Parikh sur les langages algébriques [Par61, Par66] qui dit que si un
langage est algébrique, alors son image de Parikh est un ensemble semi-linéaire stratifiable.
Cependant, déterminer si un ensemble semi-linéaire est stratifiable reste un probleme ouvert a ce
jour. Les ensembles semi-linéaires sont également reliés a 'arithmétique de Presburger [GS66] et
ont été exploités pour étudier les systemes d’addition de vecteurs [Ler10, Ler13c, Ler13b, Ler13a].

L’autre restriction des systémes a compteurs présente dans la littérature consiste & se ramener
a des systemes a compteurs plats, c’est-a-dire dont les langages d’actions forment justement des
langages bornés. Cette approche a été utilisée dans [AG68, BFLP08, BW94, BH99, BIK10,
CJ98, FIS03|, et permet notamment de décider des propriétés d’accessibilité similaires & celles
des systemes d’addition de vecteurs.

Algébricité des systémes a compteurs

La seconde contribution de ce document commence par étudier la stratifiabilité des ensembles
semi-linéaires. Nous laissons ouvert le probléme général posé par Ginsburg et Spanier, mais nous
montrons que si on se restreint au sous-cas des polyedres d’entiers, ce probleme est décidable,
et est de plus coNP-complet. En nous servant de la caractérisation des langages algébriques
bornés de Ginsburg et Spanier, nous appliquons ce résultat aux systemes a compteurs plats en
montrant que les images de Parikh des langages des traces des systémes a compteurs plats sont
des polyedres d’entiers, et en déduisons la coNP-complétude du probléme d’algébricité des traces
de systémes a compteurs plats. Ce travail a été publié avec Jéréme Leroux et Grégoire Sutre
a ATVA2014 [LPS14]. Un autre probléeme ayant retenu notre attention est celui de 'algébricité
des traces de systémes d’addition de vecteurs. En effet, la preuve proposée par Schwer [Sch92]
contient des inexactitudes, est loin d’étre simple et ne procure pas d’indice sur la complexité de
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ce probleme, bien que la piste choisie repose sur des idées intéressantes et non triviales. Nous
proposons une nouvelle preuve de la décidabilité de ce probléme qui ne repose plus sur I’arbre de
Karp et Miller, mais utilise toujours la caractérisation des langages algébriques bornés par des
ensembles semi-linéaires stratifiables. Cette preuve repose sur la construction d’un algorithme
qui construit un automate a pile qui reconnait le langage des traces du systéeme d’addition de
vecteurs si ce dernier est algébrique, et permet de trouver un langage borné non algébrique inclus
dans le langage du systéme d’addition de vecteurs dans le cas contraire (montrant ainsi la non-
algébricité du langage de ce systeme, puisque c’est l'intersection de ce langage avec un langage
reconnaissable, et que l'intersection d’un langage algébrique et d’un langage reconnaissable est
toujours algébrique). Ce résultat a fait I’objet d’une publication conjointe avec Jérome Leroux
et Grégoire Sutre & LICS2013 [LPS13a]. Leroux, Praveen et Sutre ont ensuite montré que ce
probleme est EXPSPACE-complet [LPS13b].

1.2 Plan de la theése

Dans le chapitre 2, nous définissons les notions de base utilisées dans ce document, en par-
ticulier, les notions de relations, de graphes et de logiques y seront rappelées.

Le chapitre 3 effectue un état de 'art des connaissances sur les graphes infinis, en insistant
sur des classes qui jouent un réle dans nos contributions. Dans un premier paragraphe, nous pré-
sentons plus précisément les différentes maniéres de décrire un graphe et les questions qui nous
intéresseront dans la suite du document : équivalence des représentations, probleme d’accessibi-
lité, probleme de vérification de modeles et langages définis. Le reste du chapitre est consacré a
la présentation de classes de graphes déja connues. Le deuxieme paragraphe s’intéresse a la hié-
rarchie a pile, que nous choisissons de renommer hiérarchie suffixe-reconnaissable. On rappellera
son lien avec les automates a pile et les automates a pile d’ordre supérieur, la décidabilité de sa
MSO-théorie et que les langages reconnus par ces graphes sont ceux de la hiérarchie OI. Enfin,
on présentera une présentation interne alternative de ces graphes : les systemes de réécriture de
piles d’ordre supérieur. L’intérét de ce formalisme sera de lier plus facilement ces graphes aux
autres classes étudiées dans le chapitre 4. Le troisieme paragraphe sera consacré aux graphes
définis par des systemes de réécriture suffixe d’arbre, en insistant sur les différentes représen-
tations connues de ces graphes, leurs propriétés de décidabilité logique et les langages qu’ils
reconnaissent. On notera qu’ils contiennent le niveau 1 de la hiérarchie suffixe-reconnaissable
et qu’ils possédent une FO[Z3]-théorie décidable. Enfin, nous parlerons de la hiérarchie arbre-
automatique, qui est une classe de graphes moins connue que les précédentes, les seules choses
connues a son sujet étant la décidabilité de la FO-théorie des graphes qu’elle contient, et le fait
qu’elle soit stricte. Le dernier paragraphe récapitulera les relations entre ces classes de graphes,
notamment a l'aide d’une représentation graphique. Cela permettra notamment de noter une
lacune dans les connaissances sur les classes de graphes : ’absence d’une classe de graphes conte-
nant a la fois le niveau n de la hiérarchie suffixe-reconnaissable et les graphes de systémes de
réécriture suffixe d’arbres possédant une FO[-]-théorie décidable.

Le chapitre 4 présente les systemes de réécriture suffixe d’arbres de piles, dont nous avons
parlé plus haut, qui étendent a la fois les notions d’automate a pile d’ordre supérieur et de
systeéme de réécriture d’arbres. Ce modéle induit une classe de graphes possédant des propriétés
similaires a celles liées aux systemes de réécriture d’arbres. Le premier paragraphe est consacré
a la présentation formelle du modele, en insistant sur la définition des opérations qu’on autorise.
Le second paragraphe est consacré a prouver que ce modeéle est une extension des systémes de
réécriture suffixe d’arbres et des systemes de réécriture de piles. Le troisiéme paragraphe définit
une notion de reconnaissabilité sur les opérations grace a des automates d’opérations, en déduit
une notion de reconnaissabilité sur les arbres de piles et montre que les automates d’opérations
admettent une forme normalisée. Le quatrieme paragraphe s’intéresse aux classes de graphes
liées aux systemes de réécriture suffixe d’arbres de piles et montre que les graphes de ces classes
disposent d’une FO[3]-théorie décidable (en montrant qu’ils sont inclus dans la hiérarchie arbre-
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automatique). Enfin, le dernier paragraphe s’intéresse aux langages qu’on peut définir sur ces
classes, en en fournissant un exemple et en présentant quelques conjectures sur ces langages,
n’ayant malheureusement que peu de résultats concrets sur ce point pour I'instant.

Le chapitre 5 s’intéresse aux systémes a compteurs et aux systemes d’additions de vecteurs,
et notamment aux langages des traces de ces systémes, a travers le probleme consistant a déter-
miner si ces langages sont algébriques. Le premier paragraphe définit les systemes a compteurs.
Le second définit les systemes d’addition de vecteurs, et rappelle ’état de ’art des connaissances
sur ce modele. Le troisieme paragraphe rappelle que le probleme consistant a décider si un lan-
gage borné est algébrique est équivalent & un probléme décidant la stratifiabilité des ensembles
semi-linéaires, grace a la caractérisation de ces langages par leur image de Parikh. Le quatrieme
paragraphe montre que si on se restreint au cas des polyedres d’entiers, le probleme de stratifia-
bilité d’un ensemble semi-linéaire est décidable. Le cinquiéme paragraphe applique ce résultat
pour montrer que ’algébricité d’un systéeme a compteurs plats est décidable, puis montre qu’on
peut également décider l'algébricité d’un systeme d’addition de vecteurs général, en donnant a
chaque fois des algorithmes effectifs.
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Chapitre 1 —

Introduction




Chapitre

Préliminaires

2.1 Notions de base

2.1.1 Ensembles et sous-ensembles

On note () ’'ensemble vide, N I’ensemble des entiers naturels, Z ’ensemble des entiers et Q
I’ensemble des nombres rationnels. Etant donnés deux ensembles I' et IV, IV est un sous-ensemble
de I' si Vo, € IV = 2 € T. On note I' C T'. On note P(T") 'ensemble des sous-ensembles de
T, appelé aussi ensemble des parties de I'. P;(I') est Pensemble des parties finies de T'. Etant
donnés deux ensembles I' et I, on définit :

- leur union TUTY ={z |z e T Vo el'};
- leur intersection T NI ={z |z e T Az eI},
- leur produit T x IV = {(z,y) |z € T,y € T"};
- I’ensemble I'" des suites de taille n d’éléments de I :
- 9 = {e}, ot ¢ est un élément spécial appelé «suite vide» ;
I =TxIn 1 pour n > 1.
- 'ensemble I'* des suites finies d’éléments de I', I = | J,,en I™;
- 'ensemble I'* des suites finies non vides d’éléments de I', T = [ 5o I'";
- le complémentaire de T' dans T”, = {z el” |z ¢T}sil’ CI'. Quand I est sous-
entendu, on note simplement I';

- le cardinal d’un ensemble fini " est son nombre d’éléments. Il est noté |T|.

2.1.2 Relations

Une relation R entre n ensembles I'y,--- , T, est un sous-ensemble de I'y x -+ x I';. On
appelle n Uarité de la relation. On parle de relation n-aire.

Etant donné un élément (x1,...,,) d’une relation R, on note également R(z1,...,2,).

Etant donnée une relation sur I'™, sa projection sur les coordonnées i1, . . ., iy, (ot les 7, sont

des entiers inférieurs & n, tous différents) est la relation sur I'* définie comme suit :
Ty peeyine (R) = {(aiu BERE) aik) | (alv sy Oén) € R}
Etant donnée une relation sur I'™, sa cylindrification est la relation sur I™*! définie comme

suit :
eyl(R) = {(a1, .., ang1) | (a1, .. yan) € RAapqy €T}

11
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Si n = 2, on parle d’'une relation binaire. Sin = 2 et I'y = I's = T, on dit que R est une
relation binaire sur I'. Une relation binaire R sur I' est dite :

- réflexive siVa € I, R(z,x);

- symétrique si Vo, y € T, R(z,y) < R(y,x);

- antisymétrique si Va,y € T, R(z,y) AN R(y,x) = x = y;

- transitive si Va,y,z € T, R(z,y) A R(y, 2) = R(z, 2).

On note idr la relation identité de T' : idr = {(x,x) | x € T'}. Quand T est sous-entendu, on

note simplement id.
Etant données R et R’ deux relations sur I', on définit leur composition

ROR/:{(xvy) | EleF,(x,z) ER/\(Z,Z/) ER/}'

Etant donnée une relation R sur I' et un entier k, on note R la relation définie récursivement
par :

- R =id.

- Va,y €T, RF(z,y) <= FzcT,R(x,2) AN RF1(z,y).

On note R* = J,,en R" la fermeture réflexive et transitive de R.

On note R~! = {(z,v) | (y,2) € R} la relation inverse de R.

Une relation est dite d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Une relation est dite d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive. Elle est dite
totale si de plus, Vz,y € T, R(z,y) V R(y, x).

Une relation binaire R sur {1,...,d} est dite bien parenthésée si

Vi, j€{1,...,d},(i,j) € R=1i<j,
et
Vi, g,k le{l,...,d}, (i,5) e RA(LLk) e R= (i <k <j<l).

Informellement, si on représente une relation bien parenthésée comme des arcs situés au dessus
de la droite des entiers, aucun arc ne se croise.

2.1.3 Fonctions

Une fonction f d’un ensemble I' vers I est une relation binaire entre I' et T telle que
Ve € T,y,y € TV, (z,y) € fA(z,9y') € f = y = y/. On note alors f(z) 'unique y tel que
(z,y) € f, et on appelle y I"image de x par f et x un antécédent de y par f.

On appelle ensemble de définition de f ensemble Def(f) ={x €T |Jy eI,y = f(x)}.

On appelle image de f ensemble Im(f) ={y €IV |z €T,y = f(x)}.

Une fonction f de T' dans IV est appelée une application si Def(f) =T.

Une fonction f de I" dans I est dite :

!

- injective si Ve, oz’ €T, f(x) = f(a') = x =2’
- surjective si Im(f) =T";
- bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Etant donnée une fonction injective f de T' dans I, on appelle linverse de f, notée f~!
I'unique fonction de I dans T telle que Vo € ',y € IV, f~1(y) = x si et seulement si f(x) = y.

2.1.4 Morphismes

Un morphisme ¢ d’un ensemble I' dans un ensemble IV pour les relations r1,--- , 7 est une
fonction de T dans I" telle que pour tout 4, et z,y € T', r;(z,y) < r:i(éd(x), #(y)). Si de plus ¢
est bijectif, on dit que c’est un isomorphisme.
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2.1.5 Vecteurs de nombres

Pour les ensembles N, Z et QQ, on parlera de vecteur pour désigner les suites finies d’éléments
de ces ensembles. Etant donné ¢ € Q™ (resp N, Q™), n est appelé la dimension de v. On définit
17 ={i e {1, - ,n}| (i) # 0} le support de v, ||0]|* = {i € {1,--- ,n} | ¥(i) > 0} son support
positif et ||U||” = {i € {1,---,n} | ¥(i) < 0} son support négatif. On définit aussi un ordre
partlel sur les vecteurs de nombres : étant donnés deux vecteurs 7 et v/ de dimension n, on a
7> Sletseulement81pourt0utz<n0nav()>v() On a de plus 7@ > v/ si 7 > v/ et
Ji < n tel que (i) > v (i).

2.1.6 Matrices

Une matrice de taille m x n a valeurs dans un ensemble I est une application de [1,m] x [1,n]
dans I'. Graphiquement, une matrice est représentée comme un tableau.

Dans ce document, on utilisera essentiellement des matrices a valeurs dans Z.

Etant donné un vecteur @ de dimension n et une matrice A de dimension m x n, on définit
le produit de A par ¥ comme étant le vecteur v’ de dimension m, noté v = A7, tel que pour
tout 7 < m,v ( Zl<]<n (Z7j) X 17(2))

Dans ce document, on utilisera les matrices pour représenter un ensemble d’équations ou
contraintes sur un méme ensemble de variables (représenté par un vecteur). L’ensemble de
contraintes sera alors représenté par une contrainte sur le produit d’un vecteur et d’'une ma-
trice.

Exemple 2.1. L’ensemble des nombres x1,xs,x3 tels que 31 + 2x9 > 4 et 20y — 6x3 > 7 est
exactement l’ensemble vérifiant que

3 2 0
(2 0 —6) (171,£E2,$3) > (4ﬂ 7)

2.2 Mots et langages

Etant donné un ensemble ¥, qu'on appelle alphabet, un mot u sur ¥ est une suite finie
d’éléments de X. On note u = wuy - - - ujy|, ol |u| est la taille de u. Le mot vide est la suite de
taille 0, notée €. Alternativement, on peut voir un mot u comme une fonction de N\{0} dans
Y telle que dom(u) est fini et clos par <, c’est-a-dire que dom(u) = [1,|u|]. L’ensemble des
mots sur ¥ est ©*. On appelle langage sur ¥ un sous-ensemble de ¥*. Etant donnés deux mots
U=1Up- Uy €6 v =01 vy, leur concaténation u.v est le mot uy - - - Up V1 - -+ Uy Etant donnés
deux langages L et L', on définit leur concaténation L.L' = {u.v |u € L,v € L'}. Par abus de
notation, on note u.L = {u}.L et L.u = L.{u}.

L’ensemble Rat des langages rationnel est la cloture des langages finis par union, concaténa-
tion et itération de la concaténation.

Etant donnés deux mots u = Ul Uy €6 v = vy vy, on dit que u est un préfive de v si
m < n et Vi < m,u; = v;. On note alors u C v. On dit que u est un suffize de v si m < n et
Vi < m,U; = Un—m-i-

Un langage L est dit clos par préfite siu € L = Vo, v Cu= v € L).

Un langage L est dit borné si il existe u, - ,up € ¥* tels que L C uj - - - uj. Cette notion a
été introduite par Ginsburg et Spanier [GS64] sous le nom anglais de bounded language, le terme
borné en étant une traduction littérale.

2.3 Graphes

Un graphe étiqueté par un ensemble X est un couple G = (V, E) tel que :
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- I’ensemble des sommets V' est un ensemble quelconque.
- I’ensemble des arcs E est un sous-ensemble de V' x 3 x V.
Etant donnés deux sommets z,y de G, on note :

S x % ysi (z,a,y) € E.
Ty si Jda € X, (z,a,y) € E.
Cx— siy — x.
e
- Etant donné v € *, on définit récursivement %) 1.

g . .
- x — y si et seulement si z = y;

- x5y, avec v = a.v’ si et seulement si 3z € V,z %) ZNzZ %) Y.

- T % y si il existe un chemin de x a y, c’est-a-dire Jv € ¥* z % y; on appelle v I’ étiquette
du chemin.
- x % y si il existe un chemin non trivial de z & ¥, c’est-a-dire Jv € LT, x %) Y.
Dans tout ce qui précede, on omet G quand il n’y a pas ambiguité.
Un graphe G = (V, E) est dit :
- fini si V est fini.
- conneze siVa,y € V,z(— U —"1)*y.
- sans circuit si G ne contient pas de circuit, c.a.d. Vz € V,x 7t> z.
- déterministe si Vx,y,z € V,y € X, x RN yAx Lz Y =z.

Un graphe sans circuit est appelé un DAG (pour directed acyclic graph). Un graphe sans
circuit connexe G qui contient un sommet r tel que, Vy € V il existe un unique chemin de r a y
est appelé un arbre. Le sommet r est appelé la racine de G.

Etant donnés un graphe G et deux ensembles quelconques de sommets I et F, on appelle
langage des traces ou simplement langage de G entre I et F' 'ensemble des étiquettes des che-
mins commencant par un sommet de I et terminant par un sommet de F. Formellement, on
a L(G,I,F) ={u |3z €I,y € F,2 = y}. Dans certains cas, on pourra considérer des arcs
étiquetés par le mot vide e, qui n’auront pas d’influence sur 'étiquette des chemins qui les
empruntent. C’est par exemple le cas des e-transitions des automates finis. Dans la suite, sauf
mention contraire, les graphes que nous considéreront ne contiendront pas de tels arcs. Dans la
plupart des cas, sur les graphes infinis, les classes de langages étudiées seront restreintes aux lan-
gages entre deux ensembles finis de sommets (éventuellement étendus & certains cas particuliers
d’ensembles infinis).

2.4 Automates finis et langages reconnaissables

Un automate fini est un graphe fini, auquel on adjoint deux ensembles de sommets pour y
associer un unique langage. On donne ici la définition classique d’un automate fini.
Définition 2.1. Un automate fini A est un quintuplet (Q,%, I, F,A) tel que :

- X est un ensemble fini appelé alphabet.

- Q est un ensemble fini d’états.

- I C Q est l’ensemble des états initiaux.

- F C Q est I’ensemble des états finaux.

- ACQ XX xQ estl’ensemble des transitions.
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On peut observer que cette définition est bien équivalente a une présentation de 'automate
A comme le graphe (@, A), étiqueté par X, auquel on associe les deux sous-ensembles I et F' de
Q. Le langage reconnu par 'automate A, L(A) est le langage L((Q,A), I, F).

Un langage est dit reconnaissable si il est reconnu par un automate fini. Les langages ration-
nels sont exactement les langages reconnaissables.

2.5 Logiques

En général, une logique est un langage mathématique permettant d’exprimer des propriétés
sur des objets tels que les mots, les graphes, ou — plus généralement — des structures relation-
nelles. Formellement, une logique contient des formules atomiques qui expriment des propriétés
«de basey de la structure qui sont liés par des connecteurs (qui sont des fonctions booléennes) et
peuvent posséder des quantificateurs sur des variables. Dans la suite, on considérera essentielle-
ment des logiques exprimant des propriétés sur des graphes, étant donné que c’est cet objet qui
nous intéresse dans le cadre de cette these. Cependant, dans la deuxiéme partie, on considérera
des logiques n’exprimant pas des propriétés sur des graphes, on définit donc les logiques dans
un cadre général.

2.5.1 Structures relationnelles

On présente ici les notions de signature et de structure relationnelle, qui permettent de définir
les logiques dans un cadre général.

Définition 2.2. Une signature est un ensemble fini R de symboles relationnels, chaque symbole
R possédant une arité entiére notée |R|.

Une structure relationnelle S de signature R est un couple (U,1) ot U est un ensemble
quelconque appelé univers de la structure et ¢ est une application appelée interprétation associant
d chaque symbole R de R, une relation o(R) sur U,

La notion de signature séparée de celle de structure est utile dans les définitions. Cependant,
par soucis de simplicité, dans la suite de ce document, on omettra la plupart du temps la notion
de signature, en présentant simplement les structures comme des uplets (U, Ry, - , Ri), avec
Ry, -+, Ry des relations sur U, la signature étant implicitement {Ry,--- , R} et I'interprétation
¢ étant laissée implicite.

Notons que nous n’avons pas introduit de symboles de constantes. Cela est di au fait qu'un
symbole unaire interprété par un singleton peut étre vu comme une constante de la structure.

La plupart des objets mathématiques usuels peuvent se voir comme des structures relation-
nelles. Par exemple, le corps des complexes peut se voir comme une structure de signature
{0,1,+, x} ou l'univers est ’ensemble des nombres complexes C, et qui est muni de deux sin-
gletons 0 = {0} et 1 = {1} et de deux relations ternaires : «(+) = {(a,b,¢) | ¢ = a + b} et
t(x) ={(a,b,c) | ¢ =a x b}. On peut aussi considérer la structure d’univers N ayant la méme
signature, avec la méme interprétation pour les symboles 0, 1, + et x.

Un graphe G = (V, E) étiqueté par un alphabet ¥ peut aussi étre vu comme une structure
relationnelle de signature {| a € ¥} dont tous les symboles ont une arité 2. L’univers de G est
son ensemble de sommets V' et pour tout a € ¥, t(%) = {(z,9) | (z,a,y) € E}.

2.5.2 Logique du premier ordre

On définit la logique du premier ordre sur une signature R, qu’on note FO(R), ou plus
simplement, FO, quand il n’y a pas ambiguité sur R. Dans le cas ol on confondra une structure
S avec sa signature, on notera FO(S) la logique sur la signature de S.

Définition 2.3. Etant donnés une signature R et un ensemble dénombrable de variables V =
{z,y, 2,21, 22, -}, une formule du premier ordre sur R est définie récursivement comme suit :
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- true

- R(z1, -+ ,x|R|), avec x1,--- , x5 € V.

- @1 N\ ¢o st @1 et po sont des formules du premier ordre.

- g1 st @1 est une formule du premier ordre.

- dx, @1 st Py est une formule du premier ordre et x est une variable.

Les deux premiers éléments de la disjonction de cas précédente sont appelés des atomes, c’est-

a-dire des formules qui ne peuvent pas étre décomposées. A et — sont appelés des connecteurs.
3 est appelé un quantificateur.

Une variable z est dite liée dans une formule ¢ si elle n’apparait que dans des formules de
la forme dz, ¢1. Dans le cas contraire, elle est dite libre. Une formule qui ne contient aucune
variable libre est dite close.

Définition 2.4. Etant données une signature R, une formule ¢ de FO(R), une structure S =
(U,1) de signature R et une fonction v de V dans U appelée valuation, on dit que la structure
S avec la valuation v satistait la formule ¢, noté (S,v) = ¢ dans les cas suivant :

- (8,v) [ true pour toute interprétation ¢ et toute valuation v.

- (8,v) E R(x1,--- ,x)p)) st on a v(R)(v(z1), -, v(zR))).

(S,v) Ed1 A si(S,0) ¢ et (S,v) | @2

- (S,0) | =g si (S,v) [~ ¢

- (S8,v) | Tz, 1 si il existe un élément v de T tel que (S,v') |E ¢1 ot v'(x) = v et

v'(y) = v(y) pour tout y # x.

Etant donnée une formule close ¢, on notera simplement S = ¢ si pour toute valuation v,
on a (S,v) = ¢ (la valuation considérée n’ayant pas d’influence, puisque la valeur de toutes les
variables apparaissant dans ¢ sera redéfinie par les occurrences de 3x qui apparaissent forcément
avant les occurrences de z). Dans la suite, on utilisera uniquement des formules closes.

On introduit les raccourcis de notation habituels, dont nous nous servirons dans la suite :

- false = —true

C 1V 2 = ((m1) A (m¢2))

C Q1= 2= (2¢1) V P2

© Q1S 2 = (1 = ¢2) A (h1 = ¢2)
- Vo, ¢1 = 3z, (~¢1)

Etant donnée une formule close ¢ de FO(R), 'ensemble des structures S de signature R telles
que S = ¢ est appelé le langage de ¢, noté L(¢). Etant donnée une structure S de signature
R, ensemble des formules ¢ telles que S = ¢ est appelé la théorie de S, notée Th(S). Etant
donnés une signature R et un symbole relationnel R qui n’est pas dans R, on définit la logique
du premier ordre avec R sur R, notée FO[R](R) comme étant la logique FO(R U {R}). Dans la
suite, on considérera essentiellement la logique FO[iﬁ(g) sur un graphe G, ot = est le prédicat
d’accessibilité. Cela reviendra & considérer une formule du premier ordre sur le graphe G’ obtenu
a partir de G en ajoutant les arcs (z,7,y) si il existe un chemin de = & y dans G et 7 n’est pas
une étiquette de G.

Exemple 2.2. On considére la formule ¢ =V, Jy, z, +(x,y, 2)A1(2) exprimant que tout nombre
posséde un inverse par l'addition. Cette formule est satisfaite sur C, mais pas sur N.
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2.5.3 Logique du second ordre monadique

On définit maintenant la logique du second ordre monadique sur une signature R, no-
tée MSO(R). Elle est obtenue en ajoutant un ensemble de variables du second ordre V, =
{X,Y,Z, X1, X5, } & la définition de la logique du premier ordre, et en ajoutant les cas sui-
vants a la définition d’une formule :

-rxeX,pourxeVet X €Vs.
- 3X, ¢1, out ¢ est une formule de MSO(R) et X € Vs.

On étend la définition d’une valuation pour envoyer les variables de Vs sur des sous-ensembles
de U.

On définit la satisfaction d’une formule de MSO(R) sur une structure S de signature R de
la méme maniére que pour une formule de FO(R) pour les cas communs aux deux, et pour les
deux nouveaux cas, on a :

- (8,v) Ex e X siv(x)est un élément de v(X).
- (S,v) E3IX, ¢y 81 (S,0) E 1.

Les notions de variables libres et liées s’étendent aux éléments de V5.

On peut également définir la logique MSO[P](R) de la méme maniére qu’on a défini FO[P](R).
Cependant, il est inutile de définiv MSO[2$](G) sur un graphe G. En effet, le prédicat = = y
peut étre défini dans la logique MSO par la formule VX, (z € X AVz, 2/, (z € XAz = 2/) = 2 €
X) = y € X. Il est également possible d’exprimer en MSO l’existence d’un chemin étiqueté par
un mot appartenant a un langage reconnaissable L, grace au théoreme de Biichi disant qu’on
peut exprimer 'appartenance d’'un mot a un langage régulier en MSO. La construction de cette
formule repose sur la définition de variables du second ordre représentant les états de 'automate
et contenant les sommets du graphe de maniere a ce que si on arrive dans un sommet x apres
avoir lu un mot v, x soit étiqueté par les états dans lequel peut étre 'automate apres avoir lu
v. Il faut ensuite imposer que le sommet de départ est étiqueté par un état initial et le sommet
d’arrivée ’est par un état final.

On définit enfin la logique du second ordre monadique faible WMSO(R) de la méme maniére
que MSO(R), a la différence prés que les valuations v ne peuvent envoyer les variables de Vs, que
sur des sous-ensembles finis de U.
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Chapitre

Graphes infinis

Nous avons défini un graphe comme étant la donnée d’un ensemble — potentiellement infini
—V de sommets et un ensemble E de relations binaires sur V' étiquetées par un alphabet 3. De
ce fait, les formalismes utilisant des relations binaires peuvent s’exprimer comme des graphes, et
inversement, ils peuvent étre utilisés pour définir des graphes. Ce chapitre vise a faire un rapide
état de 'art de plusieurs d’entre eux qui seront utiles dans notre étude.

Le paragraphe 3.1 rappelle dans cette optique les notions d’isomorphisme de graphes, de
représentation interne d’un graphe et de transformations de graphes, et liste également les pro-
blemes généraux qui nous intéresseront sur les classes de graphes que nous étudierons. Le para-
graphe 3.2 résume les connaissances sur les classes de graphes liées aux automates a pile d’ordre
supérieur, et présente le formalisme légerement différent des systémes de réécriture de piles qui
engendre les mémes classes de graphes. Le paragraphe 3.3 s’intéresse quant a lui aux classes liées
a des systemes de réécriture suffixe d’arbres et rappelle quelques résultats sur la hiérarchie de
graphes dite arbre-automatique.

3.1 Présentations finies de graphes infinis

3.1.1 Isomorphismes de graphes

Un point central de notre travail est la notion d’isomorphisme de graphes. En effet, elle nous
permettra de nous concentrer sur la structure des graphes que nous souhaitons étudier et les
relations entre les sommets en ignorant 1’ensemble exact des sommets.

Définition 3.1. Etant donnés deuz graphes Gi = (Vi, E1) et Go = (Va, Ey) étiquetés par un
méme alphabet 3, on dit qu’ils sont isomorphes s’il existe une bijection f de Vi dans Vy telle
que pour tout a € ¥ et tous x,y € V1, on a (z,a,y) € Ey si et seulement si (f(x),a, f(y)) € Ea.

Ainsi, informellement, deux graphes sont isomorphes si en ignorant le nommage exact des
sommets, ils sont indistinguables. Dans la suite de ce travail, toutes les classes de graphes que
nous définirons le seront & isomorphisme pres, et quand nous parlerons d’égalité entre deux
classes de graphes, cela sera a isomorphisme pres. La plupart du temps, nous laisserons implicite
ces isomorphismes pour ne pas surcharger les démonstrations — et parce que les décrire en détail
n’apporterait rien a la compréhension.

3.1.2 Questions classiques

Quand on étudie une classe de graphes, il y a plusieurs questions qu’on peut se poser sur les
éléments de cette classe. Dans cette these, nous étudierons plusieurs classes de graphes, et nous
poserons sur ces classes les questions suivantes :
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Représentations d’un graphe. La premiere question reviendra simplement a se demander
quelles sont les différentes maniéres de décrire une classe de graphes. Le sous-paragraphe suivant
sera consacré a définir plusieurs manieres de décrire ces classes.

Accessibilité. Un autre probleme est celui de I'accessibilité d’'un sommet y dans un graphe a
partir d’un sommet x. Formellement, le probléeme d’accessibilité dans un graphe G est le suivant :

Entrée : Deux sommets z,y € V5.
Sortie : Sizx % Y.

Un probléme naturellement lié est le calcul de I’ensemble des sommets accessibles & partir d’un
sommet . Dans le chapitre 5, nous verrons que dans le cas des systemes d’addition de vecteurs,
le probleme de I'accessibilité est décidable, mais que I’ensemble des sommets accessibles a partir
d’un sommet donné n’est pas calculable. Pour les classes de graphes dont nous parlerons dans ce
chapitre et le suivant, les ensembles d’accessibilité seront des ensembles reconnaissables (dans un
sens que nous définirons), et ces ensembles admettront une représentation normalisée, et seront
de ce fait calculables.

Vérification de modéle. Le probléme de vérification de modeéle (model-checking en anglais)
consiste & déterminer si une formule logique est vraie sur un graphe ou non (littéralement,
déterminer si le graphe est un modeéle de la formule considérée). Formellement, le probléeme de
vérification de modele pour la logique L sur un graphe G est le suivant :
Entrée : Une formule ¢ dans L(G).
Sortie : Si G = ¢.

Ce probléme revient & étre capable de décider I’ensemble Th(G).

Plus précisément, on cherchera a déterminer des classes de graphes C telles que pour tout
G € C, le probleme de vérification de modele pour L sur G est décidable. Dans la suite, on dira

que G a une L-théorie décidable si le probleme de vérification de modele pour la logique L est
décidable sur G.

Langage reconnu. Les graphes sont souvent utilisés comme accepteurs de langages. Nous
nous intéresserons aussi a cet aspect en nous demandant quel langage est reconnu par un graphe.
Pour cela, on a besoin de savoir o commencer la lecture d’un mot, et - éventuellement - ou la
terminer. On a donc deux types de langages :

Le langage des traces d’un graphe G a partir d’'un ensemble de configurations initiales I est
I'ensemble £(G, 1) ={u|3gecI,d €V, % q'}.

Le langage d’un graphe G entre l’ensemble de configurations initiales I et ’ensemble de
configurations finales F est I'ensemble L(G,I,F) ={u|3¢€I,q € F,q % ¢'}.

Etudier les langages reconnus par un graphe entre deux ensembles quelconques n’a pas d’in-
térét, puisque pour déterminer ces langages, il est nécessaire d’étre capable de déterminer si
un sommet du graphe est initial ou final. Aussi, dans la suite, les langages que nous étudierons
seront définis entre deux ensembles de sommets finis, ou plus généralement entre deux ensembles
de sommets définissables dans une logique L décidable sur le graphe considéré, ce qui permettra
de calculer effectivement ces langages.

Pour les classes de graphes considérées dans ce chapitre et le suivant, la question sera de
savoir ou ces langages se situent dans la hiérarchie de Chomsky — et si I’on peut en trouver une
représentation non directement liée a cette classe de graphes. Dans le chapitre 5, la question
sera de déterminer dans quels cas le langage reconnu par un graphe est algébrique.

Propriétés de cloéture. Comme on le verra dans le sous-paragraphe 3.1.4, il existe différentes
transformations possibles applicables sur un graphe. Une question est de déterminer, étant don-
née une classe de graphes, par quelles transformations elle est close. Formellement, une classe
de graphes C est close par une transformation 8 si pour tout G € C, 8(G) € C.
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a aa aaa aaaq -
e g g g
b b b
b ab aab aaab -

FIGURE 3.1 — Un graphe infini : ’échelle

3.1.3 Représentation interne

On rappelle qu’un graphe étiqueté par X est la donnée d’un ensemble de sommets V' et d’un
ensemble d’arcs E C V x X x V. Une représentation interne est la donnée explicite des arcs
comme des relations sur V. Ainsi, une représentation interne d’un graphe (V, E) est la donnée
de R = {R, | a € X} telle que pour tous éléments z,y de V, on a (z,a,y) € F si et seulement si
(z,y) € R,. La représentation interne est dite finie si tous les R, peuvent étre décrites finiment.
Dans la suite, on s’intéressera uniquement a des représentations internes finies.

Exemple 3.1. On considére le graphe représenté a la figure 3.1. Sa représentation interne est
la suivante :

-V =a*{a,b}
- E ={(u.a,a,u.a.a), (v.a,&,u.b), (uv.a.b,b,u.b) | u € {a,b}*}.

On verra par la suite que ce graphe est la restriction par accessibilité d partir du sommet a
du graphe d’un systéme de réécriture de mots.

Les représentations internes permettent de visualiser la structure du graphe assez aisément,
et surtout de décrire ces graphes de maniére automatique, la description finie des relations
en étant la clé. Ces représentations finies dériveront notamment de systemes de réécriture de
mots ou d’arbres, ou de formalismes de calculs comme les automates ou les systémes d’addition
de vecteurs, par le biais de leur relation de transition. En effet, ces machines procurent une
représentation explicite de leur relation de transition. Les paragraphes suivants de ce chapitre
présenteront des graphes dont les représentations internes sont liées a des systemes de réécriture
de mots ou d’arbres et a des automates a pile d’ordre supérieur.

3.1.4 Transformations de graphes

On va maintenant décrire des transformations permettant de décrire des graphes en fonction
d’autres graphes. Une telle description est appelée «représentation externe», par opposition a
la représentation interne, dont elle differe par une réelle anonymie des sommets. La plupart
de ces transformations induiront la décidabilité de certaines logiques sur le graphe d’arrivée en
fonction des propriétés décidables sur le graphe de départ. L’intérét sera ensuite de trouver des
équivalences entre des représentations internes et externes de classes de graphes dans le but
d’obtenir le plus de propriétés possibles sur ces classes.

L-interprétation. Une L-interprétation (ou L est une logique, par exemple, MSO, FO, etc. . .)
est un uplet Z = (§(z), (¢a(z,¥))aecx) de formules de la logique L exprimées sur la signature
S d’un graphe. Si on Papplique & un graphe G = (V, E) de signature S, on obtient le graphe
Z(G) = (V', E') étiqueté par 'alphabet X tel que :

V=2 eV |Gk i)}

B ={(z,0,9) | G = dalz, )}

On dérive facilement de cette définition les propriétés suivantes :
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A A
a aa aaa aaaaa —— aaaaaad — aaaaaad
B B B B B B
B B B B
b ab aab aaaab < aaaaab < aaaaaab

FI1GURE 3.2 — Un graphe obtenu par MSO-interprétation de 1’échelle

Proposition 3.1. La composition de deux L-interprétations est une L-interprétation.

Proposition 3.2. Une L-interprétation préserve la décidabilité de la L-théorie. C’est-a-dire que
st G posséde une L-théorie décidable, alors T(G) posséde une L-théorie décidable.

Supposons que I'on dispose d’une L-interprétation d’un graphe G dans un graphe G’. Ces deux
propositions s’obtiennent en montrant que pour toute L-formule ¢ sur G’, on peut construire
une L-formule ) sur G qui lui est équivalente, c’est-a-dire que G’ |= ¢ si et seulement si G = 1.
Pour ce faire, on définit 1) comme étant ¢ dans laquelle on a remplacé les formules atomiques
z % y par les formules de linterprétation @o(z,y). Comme les ¢, sont des L-formules, v est
bien une L-formule. De plus, par définition de Iinterprétation, on a G’ = 2 % y si et seulement
si G E ¢o(z,y). On en déduit bien que G = 9 si et seulement si G’ = ¢. Ainsi, si G posséde une
L-théorie décidable, toute L-formule sur G’ étant équivalente & une L-formule sur G est donc
décidable. De méme, toute L-interprétation sur G’ peut étre traduite en une L-interprétation
sur G.

Exemple 3.2. Si on reprend l'exemple 3.1 de l’échelle, on peut définir sur ce graphe la MSO-
interprétation T = (6(z), da(z,y), dp(x,y), pc(z,y)), avec :

4
() = WX (Vw(Vu',~w' = w) =>w e X)AVz, 2, ze XNz s =2 eX)=yc
XANz=yVySavy S azvySavy Sazvy 25 2).
Cdalry) =z Syvae Ty
Cpp(ay) =z S yva Sy

4
Cpo(ry) =VX,(a € XAVz, Y ze X N2 = eX)=re X ne Zhy.
Le graphe obtenu en appliquant T au graphe de l’exemple 3.1 est représenté a la figure 3.2.

Interprétation a ensembles finis. Une transformation proche de la L-interprétation est
Pinterprétation a ensembles finis. Contrairement a la précédente, elle ne définit pas un graphe
sur un sous-ensemble des sommets du graphe d’origine, mais sur les sous-ensembles finis des
sommets du graphe d’origine.

Une interprétation a ensembles finis (ou FSI) est un uplet Z = (6(X), (¢o(X,Y))qex) de
WMSO-formules exprimées sur la signature S d’un graphe. Si on I'applique a un graphe G =
(V, E) de signature S, on obtient le graphe Z(G) = (V', E’) étiqueté par l’alphabet ¥ tel que :

V= (X e Py(V)| G 8(X))
B ={(X,a,Y) | G E ¢.(X,Y)}.
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Par définition, on a la propriété suivante :

Proposition 3.3. 5i G posséde une WMSO-théorie décidable, alors Z(G) posséde une FO-théorie
décidable.

Comme dans le cas des L-interprétations, cette propriété repose sur I'observation qu'une FO-
formule sur Z(G) peut étre transformée en une MSO-formule équivalente sur G en remplagant
les formules atomiques = = y par les MSO-formules ¢, (X,Y") (et en remplacant les variables du
premier ordre par des variables du second ordre).

Cette transformation a été introduite et étudiée par Colcombet et Loding dans [CLO7]. Elle
jouera un role centrale dans la classe de graphes que nous définirons au chapitre 4.

Restriction 4 un ensemble de sommets. La restriction d’un graphe & un ensemble de
sommets permet de ne regarder qu'une partie du graphe sans modification, en ayant simplement
éliminé des sommets - et les arcs entre ces sommets et ceux conservés. La restriction d’un graphe
G = (V, E) étiqueté par ¥ a un ensemble de sommet V', est le graphe Gy = (V/, ENV'xExV’).

A priori, la restriction & un ensemble quelconque de sommets ne conserve aucune propriété
de décidabilité logique. Cependant, si ’ensemble V” est définissable dans une logique L, alors la
restriction & L est simplement une L-interprétation dont la formule §(z) est la définition de L et
les ¢4 (z,y) sont simplement les formules atomiques = % . Et dans ce cas la décidabilité de L
est préservée par la restriction a L. On utilisera la plupart du temps la restriction dans ce cadre,
et cela nous permettra de gagner en concision en parlant simplement de restriction plutét que
d’interprétation (qui est une transformation trés expressive, et de ce fait peu aisée a manipuler).

Substitution inverse. Etant donné un graphe G = (V, E) étiqueté par 3 et un morphisme h
de ¥ dans P(X*), image de G par 'inverse de h est le graphe h=1(G) = (V,{(u,a,v) | Jw €
h(a),u = v}).

Cette transformation a été introduite par Caucal dans [Cau96], avec le cas des substitutions
rationnelles inverses, c¢’est-a-dire avec un morphisme h tel que pour tout a, h(a) est un langage
rationnel. Il s’agit d’un cas particulier d’interprétation monadique, puisque tout langage rationnel
peut étre défini par une MSO-formule. De ce fait, cette transformation préserve également la
décidabilité de MSO. Elle permet de donner une vision plus minimale de ’expressivité nécessaire
a la réalisation d’une transformation donnée que les L-interprétations. Par exemple, la classe
des graphes suffixe-reconnaissables peut-étre définie comme 1’ensemble des MSO-interprétations
de l'arbre binaire complet ou comme I’ensemble des substitutions inverses appliquées a I’arbre
binaire complet.

Structure arborescente. La structure arborescente d’un graphe G = (V| E) étiqueté par ¥
peut étre vue comme une «itération» du graphe, c’est-a-dire que chaque sommet de la structure
arborescente représente un mot de sommets du graphe d’origine. Pour tout mot u de V*, la
restriction de la structure arborescente de G aux sommets de la forme u.x, avec x € V est
isomorphe & G, et on ajoute des arcs de «copie», permettant de passer des sommets de la forme
u.z aux sommets de la forme u.xz.x. Formellement, sa structure arborescente est le graphe

Treegraphy (G) = (V' {(w.u,a,w.v) | (u,a,v) € B} U {(w.u, #, w.uu)})

ou # est un symbole n’appartenant pas a 3.
La premiére notion de structure arborescente a été introduite par Shelah [She75]. La structure
arborescente considérée par Shelah est la suivante :

(VT {(wu,a,wv) | (u,a,v) € B} U{(w,son,wu|weV* uecV})

Dans [Tho90], Thomas attribue & Stupp la preuve que cette forme préserve la décidabilité de
MSO. Dans [Sem84], Semenov attribue & Muchnick la notion de structure arborescente suivante :

(Vt {(wu,a,wv) | (u,a,v) € E} U{(w,son,w.u | w e V* uecVU{(wu,#, wu.u)})
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et il donne un schéma de preuve que cette structure préserve la décidabilité de MSO. La premiere
preuve compléte de ce résultat est due & Walukiewicz dans [Wal96, Wal02].

Exemple 3.3. On considére a nouveau I’échelle de l’exemple 3.1, et on représente en partie sa
structure arborescente a la figure 3.3.

Dépliage. Une opération plus simple que la structure arborescente est le dépliage d’un graphe
a partir d’'un sommet donné r. Il peut étre vu comme ’arbre des chemins du graphe ayant r
comme premier sommet. Le dépliage d’un graphe G = (V, E) étiqueté par ¥ & partir du sommet
r € V est un arbre Unf(G,r) = (r(ZV)*, E') avec E' = {(w.u,a,wu.av) | (u,a,v) € E}.
Courcelle et Walukiewicz [CW98] ont montré que le dépliage d’un graphe préserve également la
décidabilité de MSO. Ce résultat peut s’obtenir en définissant le dépliage d’un graphe par une
MSO-interprétation de sa structure arborescente [Car06]. Colcombet a ensuite montré que la
structure arborescente d’un arbre déterministe ¢ peut étre obtenue par hy ' (Unf(hy'(t),r)), ot
h1 et hy sont des substitutions rationnelles et r la racine de ¢ [Col04].

Exemple 3.4. On présente a la figure 3.4 le dépliage de l’échelle a partir du sommet a.

Générateurs. Une notion liée a la définition des classes de graphes est celle de générateur.
On dit qu'un graphe G est générateur d’une classe de graphes C pour un type de transformation
si pour tout G’ € C, il existe une transformation ¢ de ce type tel que G’ = ¢(G). On verra par
exemple par la suite que I’ensemble des graphes associés a des automates a pile est engendré par
la structure arborescente d’un graphe fini via des MSO-interprétations. Il est également possible
d’obtenir des classes de graphes via un générateur et une famille de transformations.

Systémes d’équations. Une derniére description de graphes dont nous parlerons peu est
la représentation équationnelle. On considére un ensemble O d’opérations sur des graphes, et
on définit un systéme d’équation comme étant un terme ¢ (potentiellement infini) composé
d’opérations de O. La solution d’un tel terme est le plus petit point fixe satisfaisant le terme
t. 11 est également possible de considérer des graphes étiquetés par des opérations de O. On
peut alors les utiliser pour définir des systemes d’équations en les dépliant & partir d’un de leur
sommet (on obtient alors un terme infini).

La notion de systemes d’équation comme description de structures algébriques est ancien
et peut étre retracé au moins & [MWG67]. Pour ce qui concerne les graphes, 'une des premiére
représentation équationnelle de graphes a été défini par Courcelle [Cou89] avec les graphes
HR-équationnels, qui est une représentation liée a celle des grammaires de graphes. Un autre
systéme d’opérations de graphes a été introduit par Barthelman [Bar97] : les opérateurs VR.. Ces
opérateurs manipulent des graphes dont les sommets sont colorés et contiennent une opération
définissant un graphe contenant un unique sommet d’une couleur donnée, une opération d’union,
une opération d’ajout d’arcs entre les sommets de deux couleurs et une opération de recoloriage
des sommets. Colcombet a étendu ces opérateurs aux opérateurs VRS [Col04] et VRA [Col02]
en ajoutant respectivement un opérateur de produit synchronisé et un opérateur de produit
asynchrone.

Cette représentation n’est pas au centre de notre étude, nous nous bornerons donc & citer les
résultats qui en font mention sans donner de détail techniques. Cependant, toutes les classes dont
nous parlerons dans ce chapitre disposent d’une représentation équationnelle, avec les opérateurs
VR, VRA ou VRS, et une extension possible de notre étude est de se demander si les graphes
définis au chapitre 4 disposent d’une représentation équationnelle, dont nous conjecturons qu’elle
fait intervenir les opérateurs VRA.

Exemple 3.5. Comme il est compliqué de donner ici la définition formelle et compléte de ces
systemes, nous donnons un exemple trés simple d’un graphe défini par une équation sur les
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a
a aa aaq
5 € €
b b
b ab aab
a a
a aa aaa
€ € €
b b
# b ab aab
a
a aa aaqa
5 € €
b b
b ab aab
# a a aa a aaa
€ € €
b b
b ab aab

FI1GURE 3.3 — Une partier de la structure arborescente du graphe de I'exemple 3.1.
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FIGURE 3.4 — Le dépliage de I’échelle a partir du sommet a.

FI1GURE 3.5 — Le graphe solution du terme de I’exemple 3.5.

opérateurs VR. On considére le terme
t = addy 2,4(®(2,recol.(addy 2 4(B(1, 2)))))

ot ¢ est la fonction de recoloriage {1 — 1,2 — 1}. Le graphe défini par ce terme est représenté
en figure 3.5. Le terme génere d’abord deux sommet entre lesquels il ajoute un arc étiqueté par
b. Ensuite, il ajoute entre chacun de ces deur sommets et un nouveau sommet, un arc étiqueté
par a.

3.2 Graphes liés aux piles

On présente ici les classes de graphes associés aux automates & pile et aux automates a pile
d’ordre supérieur. On commencera par rappeler une définition classique des automates a piles, et
les graphes que 1’on peut définir & partir de ces automates. Ensuite nous résumerons les propriétés
et les différentes descriptions connues de ces classes de graphes, et on donnera un bref historique
de leur introduction. Puis, nous effectuerons ce travail sur les automates & pile d’ordre supérieur.
Enfin, nous donnerons un formalisme équivalent aux automates a piles d’ordre supérieur (dans le
sens ou ils définiront les mémes classes de graphes), que nous intitulerons systémes de réécriture
de piles et qui nous sera utile dans la définition des systémes de réécriture d’arbres de piles
introduits au chapitre 4.

3.2.1 Automates a pile

Les automates a pile sont un modele classique en théorie des langages qui reconnaissent les
langages algébriques. Il existe de nombreuses définitions équivalentes d’automates a pile. Nous
présentons ici une définition dite faible des automates a piles, dans le sens ou nous imposons
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que I'automate n’effectue qu’une action simple sur la pile par transition, et normalisée dans le
sens ol nous imposons que, depuis un état donné, 'automate puisse uniquement emprunter des
transitions étiquetées par une lettre ou uniquement des transition étiquetées par €.

Un automate & pile est défini comme un uplet A = (Q, %, T, qo, F, A) avec :

- @ un ensemble fini d’états, découpé entre les états observables Qons et les états internes
QInt-

- ¥ un alphabet d’entrée fini,

- I un alphabet de piles fini,

- qo € Qobs l'état initial,

- F C Qops 'ensemble des états finauz,

- A C Qobs X ({push,,pop, | @ € T}U{e}) x ¥ x Q U Qnt x ({push,,pop, | o €

I} u{e}) x{e} x Q.

Une configuration de A est un couple (q,w) avec ¢ un état de @ et w € I'* une pile.
La configuration initiale de A est (q,¢), et ’ensemble des configurations finales est F' x I'*.
L’automate a pile induit les relations % pour tout a € X U {e} définies par : (¢, u) % (¢',v) si
il existe une transition de A, 7 = (¢, push,,a,q’) et v = ue, ou 7 = (¢, pop,, a,q’) et u = va,
ouTt=(q,e,a,q) et u=n.

Une propriété jouant un role central dans notre étude est que pour tout automate a pile,
I’ensemble des piles pouvant apparaitre dans une configuration finale de 'automate a pile est

un ensemble reconnaissable de mots. L’une de nos préoccupations sera d’étendre ces propriétés
aux modeles que nous définirons par la suite.

*

Proposition 3.4. L’ensemble {w | 3q € F, (qo,¢) < (g, w)} est un ensemble reconnaissable de

mots.

Les les automates a pile reconnaissent les langages algébriques qui forment le niveau 2 de la
hiérarchie de Chomsky, c’est-a-dire sont engendrés par des grammaires algébriques (aussi connues
sous le nom de grammaires hors-contextes). Cette classe de langages est close par union, mais ni
par complémentaire ni par intersection. Elle est également strictement incluse dans les langages
contextuels et contient strictement les langages rationnels.

Le graphe canoniquement associé & un automate & pile est G4 = (Q xIT'™*, {((q, w), a, (¢',w")) |
(g, w) % (¢',w")}). Cependant, on considérera dans la suite la restriction de ce graphe a l'en-
semble des configurations accessibles depuis la configuration initiale (qu'on notera G4, (4,,c)) ou
a un ensemble rationnel de sommets. On considérera également G4 r le graphe des transitions
de 'automate a pile qui est obtenu en ne conservant que les configurations contenant un état

observable de I'automate a pile et en contractant les arcs étiqueté par . Formellement, on a
Gar = (V,E) avec

V= {(qvw) | qec QObs A (q07€) % (Qaw)}a
- E={((q1,w1),a,(q2,w2)) | (q1,w1) % (q2,wa)}.
Exemple 3.6. On considére l'automate d pile A = ({qo,q1,42,q3},{a, b}, {A}, q0,{g3}, D) avec

A = {(qo, pushp, a,q1),
q1,pushy, a,q1),
q1,P0D 4, b, q2),
q2,P0D 4, b, q2),
q2,P0Pg, b, q3),
¢1,P0Pgp,b,q3)}

(
(
(
(
(
(
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FIGURE 3.6 — Le graphe enraciné en (go,e) d’un automate & pile

Tous les états sont observables.

Le langage reconnu par A est L(A) = {a™b™ | n > 1}. En effet, automate commence par lire
un a en empilant un B et passe dons l’état q1. Dans cet état, l'automate lit des a en empilant
un A d chaque lecture, avant de passer dans l’état qo ou il lit des b en dépilant des A da chaque
lecture. 1l ne peut passer dans l’état final g3 que lorsqu’il peut dépiler un B, empilé a la premiére
transition du calcul, et a ainsi lu autant de a que de b.

La restriction a 'ensemble des sommets accessibles depuis la configuration initiale du graphe
associé a cet automate d pile est représenté da la figure 3.6. Comme cet automate d pile ne
contient pas de transition étiqueté par €, son graphe des transitions est identiques au précédent.

Systémes de réécriture suffixe de mots.

Un formalisme lié & celui des automates a piles est celui des systemes de réécriture suffixes
de mots, dans le sens ou les deux formalismes peuvent étre utilisés pour engendrer les mémes
graphes. Une regle de réécriture suffixe de mots est un couple de mots (g, d) sur I'*. La relation
définie par son application suffixe est r(y q)(u,v) si et seulement si il existe un mot w tel que
u = wg et v = wd. Un systéeme de réécriture suffixe de mots étiqueté par X est la donnée de
|¥| ensembles de régles R,. Il est dit fini si tous les R, sont finis. Il est dit reconnaissable si
pour tout a, R, est une union finie d’ensembles de la forme U x V avec U et V des ensembles
reconnaissables de mots. Un systéme de réécriture suffixe de mots R définit naturellement un
graphe Gg = (V, E) avec V =T" et E = {(u,a,v) | 3(g,d) € Ra,1(g,a)(u,v)}.

Dans [Cau96], Caucal introduit une extension des systémes de réécriture suffixe de mots : les
relations suffixe-reconnaissables '. Une régle suffixe-reconnaissable est un ensemble de la forme
WU x V), avec U, V,W des ensembles reconnaissables de mots. La relation qu’elle définit est
{(u,v) | Iw € W,l € U,r € V,u = wl A v =wr}. Autrement dit, en plus de réécrire un suffixe
du mot, la relation vérifie que le préfixe conservé appartient a un ensemble reconnaissable. Une
regle de réécriture suffixe est donc simplement une regle suffixe-reconnaissable avec W = I'*. Une
relation suffixe-reconnaissable est définie par une union finie de reégles suffixe-reconnaissables.
Caucal montre également que les relation suffixe-reconnaissables forment une algebre de Boole.

Graphes d’automates a pile

La premiére mention de graphes liés a des automates a pile est due a Miiller et Schupp
dans [MS85]. Ils montrent que les graphes d’automates & pile restreints aux sommets accessibles
depuis la configuration initiale ont une MSO-théorie décidable en montrant que ’ensemble des
sous-graphes connexes obtenus en se restreignant aux sommets non-atteignables en moins de k
pas pour tout k, est fini & isomorphisme pres et en utilisant le théoreme de Rabin.

Théoréme 3.5 (Rabin, [Rab69]). L’arbre binaire complet a une MSO-théorie décidable.

1. La dénomination habituelle de ces relations est «préfixe-reconnaissable», Caucal ayant choisi de considérer
la réécriture préfixe de mots, qui est équivalente a la réécriture suffixe de mots. Cependant nous étendrons plus
tard ces notions aux arbres, pour lesquels les réécritures préfixes et suffixes ne sont pas équivalentes. Comme
nous étudierons la réécriture suffixe d’arbres, nous présentons la version suffixe-reconnaissable.
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Dans [Cau92], Caucal montre que ces graphes sont isomorphes aux graphes HR-équationnels
de degré finis possédant une racine définis par Courcelle dans [Cou90]. Dans [Cau95], il montre
que les graphes HR-équationnels sont isomorphes aux graphes d’automates a piles ot la restric-
tion par accessibilité est remplacée par une restriction & un ensemble rationnel de configurations
(c’est-a-dire que dans la définition précédente, on remplace V par {(¢,w) | ¢ € Q Aw € L} ou
L est un langage rationnel), et a la cloture a droite des systémes finis de réécriture de mots.

Dans [Cau96], Caucal introduit les graphes suffixe-reconnaissables, qui disposent des repré-
sentations présentées dans le théoréme suivant (chacune étant attribuée a son auteur). Dans ces
représentations, on élimine implicitement les sommets isolés par une restriction.

Théoréme 3.6. Etant donné un graphe G = (V, E), les caractérisations suivantes sont équiva-
lentes, a isomorphisme prés :

1. E={(u,a,v) | (u,v) € Ry}, ot pour tout a € &, R, est une relation suffize-reconnaissable,
et V est l’ensemble des mots de I'* qui apparaissent dans l'une des R,. Ce type de graphe
est appelé suffize-reconnaissable [Cau96].

2. G = G'yw, ou W est un ensemble rationnel de mots et G' est le graphe d'un systéme
reconnaissable de réécriture suffive de mots [Cau96].

3. V est un ensemble rationnel de mots et E = {((q,w),a, (¢, w")) | (g, w) % (¢, w')}.
Ces graphes sont appelés graphes de transition de 'automate o pile A [Sti00]. Notons que
l’ensemble des sommets n’est pas nécessairement restreint a l’ensemble des configurations
accessibles de l’automate.

4. G est le graphe de type Cayley d’un systéme de réécriture de mots avec chevauchements
préfizes [CK02]. un

5. G peut étre construit & partir de Uarbre binaire complet par une MSO-interprétation [Blu01].

6. G peut étre obtenu par Uapplication d’une substitution rationnelle inverse au dépliage d’un
graphe fini [Cau96].

7. G est VR-équationnel [Bar97].

Cette variété de représentations fait des graphes suffixes-reconnaissables une classe assez
robuste, et la plupart de ses propriétés découlent facilement de certaines présentations. Par
exemple, la décidabilité de la MSO-théorie de ces graphes provient facilement de (5) et de (6),
grace au théoréme de Rabin sur la décidabilité de la MSO-théorie de I’arbre binaire complet.
Cette représentation permet également de déduire que la classe des graphes suffixe-reconnais-
sables est close par MSO-interprétation (et donc par ses dérivés, restriction rationnelle et sub-
stitution rationnelle inverse), et encore que Parbre binaire complet est un générateur de cette
classe par MSO-interprétation. Le fait que les traces de ces graphes sont les langages algébriques
provient lui du cas (3).

Récapitulons les propriétés que nous avons présentées sur les graphes suffixe-reconnaissables,
en insistant sur les réponses aux problemes présentés au début de ce chapitre :

- Ils disposent des représentations présentées au théoreme précédent.
- Ils possédent une MSO-théorie décidable.

- L’ensemble des sommets accessibles a partir d’'un sommet donné est un ensemble rationnel
de mots (dans les présentations internes), et est donc calculable.

- Les langages reconnus par ces graphes sont les langages algébriques.

- Cette classe de graphes est close par union, MSO-interprétation, restriction a des ensembles
rationnels de sommets et substitution rationnelle inverse.

- L’arbre binaire complet est un générateur de cette classe par MSO-interprétation et par
substitution rationnelle inverse.
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3.2.2 Automates a pile d’ordre supérieur

Dans [Gre70], Greibach attribue & Aho et Ullman la paternité des automates & pile d’ordre 2,
et la preuve qu’ils reconnaissent les langages indexés (introduits par Aho dans [Aho68]). Maslov
[Mas74, Mas76] a ensuite défini les automates & pile d’ordre supérieur & 2 et montré que les
langages qu’ils reconnaissent sont les langages définis par les grammaires indexées de niveau
équivalent. Ces grammaires sont équivalentes aux grammaires OI de méme ordre [Dam82]. On
présente le modele d’automates & piles considéré par Carayol dans [Car05].

Intuitivement, une pile d’ordre 1 est une suite de lettres, une pile d’ordre 2 est une suite
non vide de piles d’ordre 1, etc. L’ensemble des piles d’ordre 1, ou 1-piles, sur 'alphabet T'
est Stacks1(I') = I'*. Pour n > 1, une pile d’ordre n est une suite non-vide de piles d’ordre
n — 1, et Pensemble des piles d’ordre n est donc Stacks,(I') = Stacks,—1(I')*. La pile d’ordre 1
correspondant au mot «; - - - o sera notée p = [ag - - - ag]1, k sera appelé la taille de la pile et
noté |p|, oy, son sommet de pile, et ay son fond de pile. La pile correspondant & la suite vide &
sera appelée pile vide et notée [|;. De maniére analogue, on note p = [py - - - px]n une pile d’ordre
n, ou n-pile, la taille, le sommet et le fond de pile étant définis de la méme maniére qu’au niveau
1. Il n’y a pas de pile vide d’ordre n, cependant on définit inductivement la pile [|, = [[Jn—1]n,
pour simplifier les notations.

On définit formellement un ensemble d’opérations applicables aux piles, respectant la poli-
tique d’acces de pile, c’est-a-dire s’appliquant toujours au sommet. Au niveau 1, on conserve
simplement les opérations apparaissant dans les automates a piles : Ops, (I') = {push,, pop,, |
a € '} U {e}. Ces opérations définissent les relations suivantes :

- Tpush, (P, p') si et seulement si p = [o1 -+~ agl1 et p’ = [aq, -+, apalr.
. rpopa(p,p/) si et seulement si p = [ag - - agalr et p’ = [ag, -+, a1
- e(p,p') si et seulement si p = p'.

Pour les niveaux n supérieurs a 1, on introduit une opération de copie copy,, et son inverse
copy,,, et on autorise les opérations de niveau inférieur qui s’appliqueront au sommet de la pile :
Ops,, (I') = {copy,,, 0Py, } U Ops,,_; (I'). Ces opérations définissent les relations suivantes :

* Teopy, (P, p') si et seulement si p = [py -~ piln et ' = [p1- - PrDE]n-
* Teopy, (p,p') si et seulement si p = [p1 -+ prpr)n et p’ = [p1- - Prn-
/

- t9(p,p’), pour @ € Ops,,_1(I'), si et seulement si p = [p1 - prsln, P’ = [p1- DiS|n €t
ro(s,s).

Toutes ces relations étant en fait des fonctions, on utilisera parfois, par soucis de concision, I’abus
de notation suivant : pour toute opération 6 et toutes n-piles p,p’, on note p’ = 8(p) si ro(p, p’).

On considérera enfin les mots d’opérations sur 'alphabet Ops, (I'). Un mot d’opérations
0 = 0y ---0; sera simplement appelé opération, par soucis de simplicité, et si I’'on veut spécifier
qu’on utilise un élément de Ops,, (") on parlera d’opération de base. Une opération définit une
relation qui est simplement la composition des relations définies par les opérations de base la
composant : rgp = rg, o---org,. Dit autrement, r est un morphisme de Ops,, (I')* muni de la
concaténation dans ensemble des relations binaires sur Stacks, (I') muni de la composition.

On définit enfin un morphisme sur les opérations, pour pouvoir manipuler leur opération
inverse partielle (dans le sens ol pour toute opération 6, 6---6 définira toujours une relation

incluse dans la relation identité). On a push, = pop,, pop, = push,, ¢opy, = copy,, et pour
=010k, 0=0x---0;.

Nous présentons la forme faible des automates a pile d’ordre supérieur (c’est-a-dire avec
uniquement des opérations simple sur chaque transition) et on impose que depuis un état donné,
l'automate puisse emprunter uniquement des transitions étiquetées par des lettres ou uniquement
des transitions étiquetées par . Un automate a pile d’ordre n est défini comme un uplet A =
(Q,2,T, qo, F,A) avec :
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- @ un ensemble fini d’états, découpé entre les états observables Qops et les états internes
QInt~
- Y un alphabet fini d’entrée.

- I' un alphabet fini de piles.

- qo € Qoups 'état initial.

- F C Qops 'ensemble des états finauz.

- A CQobs X Ops,(T) x X QU Qm x Ops,(T') x {e} x Q.

Une configuration de A est un couple (q,p) avec ¢ un état de Q et p € Stacks,(Gamma)
une n-pile. La configuration initiale de A est (g,¢), et I’ensemble des configurations finales est
F x Stacks,(T'). L’automate & pile induit les relations % pour tout a € ¥ U {e} définies par :
(¢,p) %) (¢',p') si et seulement si il existe une transition de A, 7 = (¢,6,a,q’) et p' = 6(p).

Les langages reconnus par les automates d’ordre n sont les langages indexés d’ordre n, ou
le niveau n de la hiérarchie OI [Mas74, Mas76, Dam82]. De la méme maniére que les langages
algébriques (qui sont le niveau 1 de cette hiérarchie), ces langages sont clos par union, mais ni
par complément ni par intersection et sont strictement inclus dans les langages contextuels.

On peut de méme définir le graphe associé & un automate a pile A d’ordre n, G4 = (Q X
Stacks, (), {((q,p),a,(d,p")) | (g,p) % (¢’,p")}). De méme que précédemment, on considérera

la restriction de ces graphes par accessibilité a partir de la configuration initiale, & des ensembles
reconnaissables de sommets (que nous définirons). On considérera également G4 1 le graphe des
transitions de ’automate a pile d’ordre n qui est obtenu en ne conservant que les configurations
contenant un état observable de I'automate a pile et en contractant les arcs étiqueté par e.
Formellement, on a G4 = (V, E) avec

-V ={(g,p) | ¢ € Qons A (40, [|2) == (¢, 1)},

A
B = {((ap1), 0, (22.92) | (@1,01) “3 (a2,02)).

Exemple 3.7. On considére l'automate a pile d’ordre 2 A = ({qo, ¢1, 92,43, 94, G5, G, g7}, {a, b, ¢},
{Aa B}a q0, {CJ7}A), avec

A = {(qo, pushp, a,q1)
(q1,pushy, €, o)
(q1,copys, €, g3)
(g2, push 4, a, g2)
(g2, copys, a, q3)
(g3, POD A, b, 43)
(g3, Popg, b, qa)
(g4, pushp, €, g5)
(g5, push 4, €, g5)
(g5, CODY2; €; G6)
(¢6,POP 4 €, G6)
(46, POPg, ¢, q7) }
Les états observables sont qo, g2, q3,qs, q7 et les états internes sont qi,qa, qs.
Cet automate reconnait le langage L = {a™b"c"™ | n > 0}. En effet, 'automate commence par
lire des a en empilant un symbole par lecture de a. Ensuite, il copie sa pile d’ordre 1, puis lit des
b en dépilant un symbole par lecture. Une fois la pile d’ordre 1 la plus haute vidée, il la remplit

avec des symboles sans rien lire, puis la détruit. Enfin, il lit des ¢ en dépilant un symbole par
lecture, jusqu’a arriver a la pile vide qui est la seule pouvant apparaitre dans un état final.
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On représente a la figure 3.7 la restriction aux sommets accessibles depuis la configuration
initiale (qo,[]2) du graphe associé a cet automate d piles d’ordre 2.

On représente a la figure 3.8 le graphe des transitions de cet automate (c’est-a-dire obtenu
en contractant les arcs étiquetés par € ).

Ensembles reconnaissables de piles d’ordre supérieur

Dans [Car05], Carayol définit une notion de reconnaissabilité sur les éléments de Stacks,, (T')
dans le but d’étendre la propriété 3.4 aux automates a piles d’ordre supérieur. Un ensemble de
n-piles est dit reconnaissable si et seulement si il est I’ensemble des piles apparaissant dans les
configurations finales accessibles d’un automate a pile d’ordre n. Comme un automate a pile
d’ordre n dans lequel on ne consideére pas la pile est un automate fini, les ensembles d’opéra-
tions qui apparaissent sur le chemin d’un état initial a un état final sont donc des ensembles
reconnaissables d’opérations (vues comme des mots). De ce fait, un ensemble reconnaissable de
n-piles est défini comme 'image de la pile vide par un ensemble reconnaissable d’opérations.

Définition 3.2. Un ensemble de n-piles R est reconnaissable si et seulement si il existe un
ensemble reconnaissable d’opérations L € Ops,, (T') tel que R={p |30 € L,p=06([]1).

Cette définition permet d’étendre la proposition 3.4 aux automates a pile.

Proposition 3.7. L’ensemble {p | 3¢ € F,(qo,¢) i) (¢,p)} est un ensemble reconnaissable de

n-piles.

Représentation normalisée des ensembles reconnaissables d’opérations Un des pro-
blémes de la définition de Ops,, (T')* est qu’il existe des relations qui peuvent étre définies par
plusieurs opérations (en réalité, chaque relation peut étre définie par une infinité d’opérations).
Par exemple, les opérations pop,, pushzpopgpop, et pop,copy,Copy, définissent toutes les
trois la méme relation. Cela est peu génant si on se concentre sur des systémes finis d’opéra-
tions, puisqu’on donne pour chaque relation I'un de ses représentants. Cependant, lorsque 'on
va s’intéresser a des ensembles reconnaissables d’opérations, il sera pertinent d’avoir une repré-
sentation normalisée de ces ensembles reconnaissables, dans le but notamment de montrer que
le probleme d’accessibilité des automates a piles d’ordre n est décidable. Cette représentation
reviendra a éliminer les «circuits» dans une opération, c’est a dire les sous-suites d’opérations
définissant une relation incluse dans l'identité. Cela permettra de donner une représentation
constructive et minimale des ensembles reconnaissables de piles, dans le sens ot on élimine ces
circuits. Les opérations ainsi obtenues sont dites réduites [Car06]. On peut en effet associer a
tout couple de piles p,p’ une unique opération réduite p, , telle que Ty (p,p"). Cependant,
si on élimine seulement les circuits, on n’obtiendra pas des relations équivalentes. En effet, la
relation définie par pop,push, n’est pas la relation identité, mais la relation identité restreintes
aux piles dont la plus haute lettre est a.. Ainsi, en général, il n’existe pas d’ensemble d’opérations
réduites définissant la méme relations qu’un ensemble d’opérations quelconque.

Pour remédier & ce probléme, Carayol étend Ops,, (") pour y ajouter des opérations de test
qui vérifient si la pile a laquelle elles s’appliquent est dans un certain langage reconnaissable
de piles. Formellement, une opération de test est notée Ty, avec L € Rec(Stacks, (T')) et défi-
nit la relation ry, = {(p,p) | p € L}. On note T, (') 'ensemble des opérations de tests T,
avec L un ensemble reconnaissable de Stacks,(I'). Une relation définie par un ensemble recon-
naissable d’opérations de (Ops,, (T') UT,(T')) est appelée suffixe-reconnaissable d’ordre n. Cette
dénomination 2 provient des travaux de Caucal qui définit les relations suffixe-reconnaissables
sur les mots comme des relations de la forme W(U x V) ou U,V et W sont des ensembles
reconnaissables de mots. Carayol a ensuite étendu cette notion aux piles d’ordre supérieur en

2. dans [Car06], ces relations sont dites préfixe-reconnaissables d’ordre n.



§ 3.2 — Graphes liés aux piles

33

@2, [[BAAl]s  vee

/
a
q2, [[BA]1]2 g3, [[BAA]1[BAAL]2
/ a b
g0, (12 —— a1, [[Bl1]2 g3, [[BAL: [BAL1 ]2 g3, [[BAA1[BA1]2
€ b b
g3, [[B11[Bl1]2 g, [[BAL1[B]1]:2 gs, [[BAALL[B1)2
b b b
g4, [[Bli[l1]2 g4, [[BA1 [l1)2 g, [[BAA] 1)
13 & 13
gs, [B]1[Bl1]2 gs, [[BA]1[Bl1]2 gs, [[BAA]1[]1]2
& £ g
a7, (12 —— g6, [[Bl1]2 g5, ([BAL: [BA1 ]2 g, ([BAALL[BALs
\
£ g
g6, [[BA]1]2 gs, [[BAA]1[BAA]1]2
\
&

g, [[BAA]1]2  -o----

FIGURE 3.7 — Le graphe enraciné en qo, [|2 de I'automate & pile d’ordre 2 de ’exemple 3.7
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QO,Hz

g3, [[B]

1[B]1]2

a7, (12 —— g6, [[Bl1]2

q2, [[BA|1]2

g, [[BA1[BAL ]2

g3, [[BA1[B1]2

g6, [[BA]1]2

@2, [[BAAh]2 e

g3, [[BAAJ [BAA]1]>

g3, [[BAA1 [BA]1]2

g3, [[BAAL[B1]2

g6, [BAAl]2  -v-e--

FIGURE 3.8 — Le graphe des transitions de ’automate a pile d’ordre 2 de I'exemple 3.7
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observant qu’une relation de cette forme au niveau 1 peut s’écrire comme 1’ensemble des opé-
rations {popu‘u‘ ~~'populTngshv1 ~-push%| | u € U, v € V,u; # v1}. Les relations s’ufﬁxes—
reconnaissables d’ordre n contiennent les relations définies par des ensembles reconnaissables
d’opérations de Ops,, (T'), et disposent d’une représentation normalisée.

Définition 3.3. On définit inductivement les ensembles Rew,, (I') et Norm,, (I") :

- Norm; (I") = Rec({push, | a € T'}*),

- Rewy(I') = {U-T1,-V | U,V € Norm;(I'), L € Rec(Stacks; (")), First(U)NFirst(V) C {e}},

- Norm, (T") = Rew,,_1(T") - Rec((copy,, - Rew,,—1(T"))*),

- Rew,(T) = {U Ty, -V | U,V € Norm,(I'), L € Rec(Stacks, (T)), First(U) N First(V) C

{e},Last(L) N (First(U) U First(V')) C {e}},

ot, étant donné une opération p, First(p) est la premiére opération de Ops,(T") apparaissant
dans p, et First(p) = e si p ne contient pas d’opération de Ops;(T'). On étend cette notation
aux ensembles d’opérations : First(U) = {First(p) | p € U}, et auz langages : First(L) =
{First(py, p) | p € L} (0t pp, p est l'unique opération réduite transformant [|,, en p). On définit
Last de maniére similaire (mais avec la derniére opération,).

Théoréme 3.8 (4.5.12, [Car06]). Pour toute ensemble d’opérations U de (Ops,,(I') UT,(T)), il
existe une union finie d’ensembles de Rew, (') définissant la méme relation.

Ce théoreme est obtenu en montrant qu’il est toujours possible de transformer un automate
sur Ops,, (I")UT,,(T") en un automate équivalent reconnaissant uniquement des suites de Rew,, (T").
Un tel automate est dit normalisé. Cela permet également de montrer que les relations suffixe-
reconnaissables forment une algeébre de Boole et sont closes par itération.

Graphes liés a des automates a pile d’ordre supérieur

Dans [Cau02], Caucal introduit une hiérarchie® de graphes que nous appelons ici suffixe-
reconnaissables d’ordre supérieur comme une extension des graphes suffixe-reconnaissables, qui
forment le premier niveau de la hiérarchie. Le niveau 0 de cette hiérarchie est constituée des
graphes finis. Un graphe du niveau n est défini comme le résultat de ’application d’une sub-
stitution rationnelle inverse au dépliage d’un graphe du niveau n — 1. Cette définition implique
directement la décidabilité de la MSO-théorie des graphes de la hiérarchie, puisque comme nous
I'avons vu, ces transformations préservent la décidabilité de MSO, et que la MSO-théorie des
graphes finis est décidable. Tout comme au niveau 1, ces graphes disposent d’une variété de re-
présentations dont nous citons les plus remarquables dans le théoréme suivant, en les attribuant
a leurs auteurs. Comme dans le cas des automates a pile, on élimine implicitement les sommets
isolés.

Théoréme 3.9. Pour tout graphe G = (V, E), les propositions suivantes sont équivalentes, d
isomorphisme prés :
1. G est obtenu en appliquant une substitution rationnelle inverse au dépliage d’un graphe du
niveau n — 1 de la hiérarchie [Cau02].
2. G est obtenu par Uapplication successive de n opérations de structure arborescente suivie
d’une interprétation monadique d un graphe fini [CW03].
3. G est le graphe des transitions de A un automate d pile d’ordre n, c’est & dire V' est un

*qe*

ensemble reconnaissable de configurations et E = {((q,p),a,(d,p")) | (q,p) €T> (¢',p)}
[CW03].

4. Les arcs de G sont définis par des relations suffize-reconnaissables d’ordren : V' = Stacks, (T'),
E={(p,a,p') | (p,p) € Ry} ot pour tout a € &, R, est une relation suffize-reconnaissable
d’ordre n [Car05].

3. Cette hiérarchie est également appelée «hiérarchie a piles» par son auteur.
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5. G est la solution d’un VR-systeme d’équations représenté par un graphe suffize-reconnaissable

d’ordre n — 1 [CCO03].

Puisque ce sont les graphes de transition d’un automate a pile d’ordre n, les langages reconnus
entre deux ensembles reconnaissables de sommets de ces graphes sont les langages du niveau n
de la hiérarchie OI.

Par ailleurs, dans [Cau02], Caucal montre que les arbres obtenus par dépliage d’un graphe du
niveau n contiennent les solutions des schémas de programmes d’ordre supérieur stirs [KNUO02]
et une hiérarche de termes définis par des substitutions de premier ordre itérées [CKO02].

Récapitulons les propriétés que nous avons présentées sur les graphes suffixe-reconnaissables
d’ordre n, en insistant sur les réponses aux problémes présentés au début de ce chapitre.

- Ils disposent des représentations présentées au théoreme précédent.
- Ils possedent une MSO-théorie décidable.

- L’ensemble des sommets accessibles a partir d’'un sommet donné est un ensemble recon-
naissable de n-piles, et est donc calculable.

- Les langages reconnus par ces graphes sont les langages indexés d’ordre n (ou du niveau
n de la hiérarchie OI).

- Cette classe de graphes est close par union, MSO-interprétation, restriction a des ensembles
rationnels de sommets et substitution rationnelle inverse.

- Le graphe obtenu par ’application successive de n—1 opérations de structures arborescente
a larbre binaire complet est un générateur de cette classe par MSO-interprétation.

3.2.3 Un modele équivalent : les systémes de réécriture de piles

Jusqu’ici, nous avons présenté les modeles classiques définissant les graphes de la hiérar-
chie suffixe-reconnaissable. Dans ce paragraphe, nous présentons un formalisme équivalent, que
nous intitulerons «systémes de réécriture de piles». Ce formalisme nous permettra d’avoir une
continuité avec les systemes de réécriture d’arbres de piles définis au chapitre 4, et de simpli-
fier la preuve que ce formalisme est effectivement une extension des automates a piles. Dans la
suite de ce document, quand on parlera de piles et de systéemes associés a des piles, nous ferons
référence au formalisme que nous définissons ici. Pour simplifier notre propos, I’ensemble des
piles de niveau n défini précédemment sera noté Stacks/, (I') et son ensemble d’opérations associé
Ops., (I).

Nous commengons par modifier 1égerement la définition des piles. On considére un alphabet
fini I". On définit inductivement I’ensemble des piles d’ordre n comme suit :

- Stackso(T') =T.
- Stacks, (T') = Stacks,—1(T)*.

Observons que la seule différence avec le formalisme présenté plus haut est I’absence de pile
vide au niveau 1. Cela permet d’avoir une définition de piles qui est indépendante du niveau
de la pile. Une notion similaire peut étre trouvée dans [Eng91], ot des alphabets de pile non
nécessairement finis sont considérés, en particulier pour déterminer la complexité de probléemes
de décision sur les automates a pile d’ordre supérieur (comme le probléme du vide, par exemple).
Bien que nous ne considérions pas des piles sur un ensemble quelconque, notre approche en est
inspirée.

A cette définition de piles, on associe un ensemble d’opérations Ops,,(T"). Encore une fois, il
n’y aura plus de différence entre les opérations de niveau 1 et les opérations de niveau supérieur.
Les opérations de niveau 0 permettront de manipuler les lettre en réécrivant une lettre en une
autre. Les opérations a tous les autres niveaux permettront simplement de copier I’élément le
plus haut d’une pile. On considére Opsy(I') = {rew, s | a, 8 € T} U{e}, avec pour tout ,0 € T,
On a Trew, 4(7,0) si et seulement si v = a et § = 3, et r. = id. On considere Ops, (I') =
{copy,,,copy,, } U Ops,,_{(I'), avec pour toutes n-piles p,p’, rcopy, (p,p’) si et seulement si p =
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D1 Drln et p' = [p1-- - PrDiln, Teopy, (0, P") si et seulement si reopy, (p',p), €t pour tout 6 €
Ops,,_1(I), rg(p,p’) si et seulement si p = [p1 -+ pS|n, D' = [p1 -+ Prs']n €t 1o(s,s").
On définit maintenant la notion de systéeme de réécriture de piles.

Définition 3.4. Un systéme de réécriture de piles sur Stacks, (') étiqueté par lalphabet ¥ est
la donnée de |3| ensembles R, d’opérations de Ops,, (I')*.

Si tous les R, sont finis, le systéme de réécriture est dit find.

Si tous les R, sont des ensembles reconnaissables d’opérations, le systéme de réécriture est
dit reconnaissable.

Les ensembles reconnaissables de piles induits par ces opérations sont identiques a ceux défi-
nis dans le modele classique (a la présence de la pile vide prés). De méme que précédemment, on
considere l'introduction d’opérations de test qui définissent la restriction de 'identité a un en-
semble reconnaissables de n-piles. La notion de relation suffixe-reconnaissable et leur normalisa-
tion s’adaptent & ce formalisme en considérant que Rewo = {rew, g | a, 8 € '}, et en appliquant
la définition de Rew,, et de Norm,, a partir du niveau 1. Une relation suffixe-reconnaissable est
ainsi la relation définie par un ensemble reconnaissable d’opérations de (Ops,, (I') U T, (I"))*, et
peut étre définie par une union finie d’ensembles de Rew,,.

Dans ce formalisme, un graphe G = (V| E) est suffixe-reconnaissable d’ordre n si

-V est un ensemble reconnaissable de Stacks, (T"),
- F est défini par des relations suffixe-reconnaissables définis par des ensemble reconnais-
sables d’opérations de (Ops,, (I') U T, (I"))*.
Ces graphes suffixe-reconnaissables d’ordre n sont isomorphes aux graphes suffixe-reconnais-
sables d’ordre n présentés dans le formalisme précédent.

Théoréme 3.10. Les graphes suffize-reconnaissables d’ordre n définis par par des ensemble re-
connaissables d’opérations de (Ops,,(T')UT,,(T"))* sont isomorphes auzx graphes suffizes-reconnaissables
d’ordre n définis par des ensemble reconnaissables d’opérations de (Ops.,(I'") U T, (I"))*, ou I

est un alphabet fini.

Pour montrer cela, il suffit de montrer que les relations définies par des ensembles recon-
naissables d’opérations de (Ops,,(I") U T,,(T"))* sont isomorphes aux relations définies par des
ensembles reconnaissables d’opérations de (Ops/, (I'") UT, (I'"))*. Pour cela, on montre que toute
relation définie par une opération de (Ops,, (I') U T,,(I"))* est isomorphe a la relation définie
par un ensemble fini d’opérations de (Ops,, (I'") U T, (I'"))* et que toute relation définie par une
opération de (Ops,,(I")UT,,(I'))* est isomorphe a la relation définie par un ensemble fini d’opé-
rations de (Ops,, (I') U T,,(I"))*. Puisque les modeéles different uniquement par la définition des
piles et des opérations de niveau 1, il suffit de montrer la propriété pour les relations définies au
niveau 1, et plus précisément qu’il existe un morphisme injectif ¢ de Stacks; (T') vers Stacks} (),
et que pour toute opération # € Ops, (), il existe un ensemble d’opérations Ry de (Ops}(T))*
telle que rg(p, p’) si et seulement si rg,(¢(p), p(p’)) et lexistence de morphismes injectifs dans
I’autre direction.

Lemme 3.11. Il existe ¢ : Stacks;(I') — Stacks|(T') et p : Ops,(I') UTy(T') — P((Ops;(I') U
T, (I)*) tels que pour tous p,p’ € Stacks1(T) et 8 € Ops; ('), on a rg(p,p’) si et seulement si
Tp(0) (¢(p)v ¢(p/))

Démonstration. On considére ¢ = id. Etant donné que Stacks; (T') C Stacks}(T'), on définit ainsi
une application injective. On définit p comme suit :

- ple) = {e}-

- p(rewq ) = {pop,pushg}.

- p(copyy) = {pop,push,push,, | a € T'}.
- p(copy, ) = {pop,pop,push, | a € T'}.
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- p(Te) =T,

Pour 6 = ¢, ’équivalence est immédiate.

Pour 6 = rew, g, on choisit p, p’ telles que ryew, ,(p,p’). Par définition on a p = [p1 - - - prajs
et p’ = [p1---prB)i. On a bien Tpop,, pushy, (p,p’). L’autre direction s’obtient de la méme maniére.

Pour 6 = copy, on choisit p,p’ telles que reopy, (p, p'). Par définition, on a p = [py ---pi)1 et
p' = [p1- - pepk1. On a donc, par définition, rpop, push, push, (p,p'). Inversement, si on a un a
tel que rpopapushapusha (p»p/)a onap= [pl o 'pka]l et pl = [pl o 'pkaa]la et donc rcopyl (papl)

Pour 0§ = copy, la démonstration étant tres similaire a la précédente, nous la laissons au
lecteur.

Pour 0 = T}, I’équivalence est immédiate. [

Lemme 3.12. Il existe ¢ : Stacks)(T') — Stacks; (T U {#}) ot # est un symbole n’appartenant
pas a T et p: Ops)(T)UT(T) — P((Ops; (T)UT(T))*) tels que pour tous p,p’ € Stacksi(T') et
0 € Opsy ('), on are(p,p’) si et seulement si r,9)(d(p), d(p'))-

Démonstration. Dans Stacks(T'), la pile vide étant absente, on va simuler la pile vide par un
symbole de fond de pile. Etant donnée une pile p = [p1- - pi|1, on définit ¢(p) = [#p1 - pil1-
On définit p comme suit :

- ple) =e.

- p(pop,) = {rewq gcopy, | B € T'U {#}}.

- p(push,) = {copy rews o | B € T U {#}}.

- p(TL) = Ty(r).-

Pour 6 = ¢, I’équivalence est immédiate.

Pour 6 = pop,,, on choisit p, p’ telles que rewyq, (p,p’). Par définition, on a p = [py - - - prajy
et p' = [p1---pili. Donc ¢(p) = [#p1---prali et ¢(p') = [#p1- pxli, et on a bien
Irewa p, @opy,; (P(P), B(P)) si k > 1 et Trew, ,eopy, (¢(p), ¢(p')) si k = 0. Supposons maintenant
qu'on a p,p’ et 3 tels que reW,ey,, seopy,,(?(P), ?(p')). On a par définition ¢(p) = [#p1 - - prBaji
et ¢(p') = [#p1---prBl1 si B # # et ¢(p) = [#al1 et ¢(p') = [#]1 si B = #. Ainsi on a
p = [p1--prBali et p = [p1---prfl1 ou p = [a]1 et p’ = [];. Dans tous les cas, on a bien
Tpop,, (P:P')-

Pour 6 = push,, la démonstration étant tres similaire a la précédente, nous la laissons au
lecteur.

Pour 0 = T}, I’équivalence est immédiate. O

On peut étendre le morphisme p pour envoyer les relations définies par des ensembles d’opé-
rations de (Ops,(I') U T,(I'))* vers les relations définies par des ensembles d’opérations de
(Ops.,(T) U T, (T))* (et vice versa). Ainsi, on obtient bien Iisomorphisme entre les relations
définies par des ensembles reconnaissables d’opérations de (Ops,,(I') U T, (T"))* et celles définies
par des ensembles reconnaissables d’opérations de (Ops, (I'") U T, (I"))*. Et donc les graphes
engendrés par des systémes reconnaissables de piles d’ordre n sont isomorphes a ceux engendrés
par des relations suffixe-reconnaissables d’ordre n.

Etant donné un alphabet fini ', on va isoler pour chaque ordre un générateur particulier
des graphes suffixe-reconnaissables d’ordre n : Papplication de n structures arborescentes au
graphe fini dont les sommets sont les lettres de I' et qui contient tous les arcs définis par les
opérations rew,, 3. On appelle Af le graphe obtenu par n application de 'opération de structure
arborescente a ce graphe. Formellement, on définit inductivement Af comme suit :

- ALl = (T, {(a,rewa 5, 8) | o, B €T},

- AL = Treegraph#n(A?_l).
On représente des fragments de Al a la figure 3.9 et des fragments de A2 A la figure 3.10, avec
I’ = {«, 8}. Informellement, les arcs de niveau 0 correspondent aux opérations de niveau 0, et les
arcs étiquetés par #; correspondent a 'opération copy;. Il est ensuite aisé de décrire n’importe
quel opération de niveau par un chemin (non-orienté) dans A}.
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3.3 Graphes liés aux arbres

On s’intéresse maintenant a des graphes dont la représentation interne est liée a des arbres et
non plus a des mots ou des piles. On commence par définir formellement les arbres, les systemes
de réécriture suffixe d’arbres et les automates finis d’arbres, qui sont, & 'instar des systémes
de réécriture suffixe de mots/piles et des automates finis de mots, des éléments centraux des
représentations internes des graphes qui nous intéressent ici. Nous définissons ensuite la notion
de relation arbre-synchronisée sur des arbres et les graphes associés, appelés arbre-automatiques.
Nous considérons également la notion de transducteur suffixe d’arbres (ground tree transducers,
ou GTT) introduits par Dauchet, Tison et al. dans [DHLT90], qui définissent des relations in-
cluses dans les relations arbre-synchronisées et rappelons les résultats liés a cette notion. Puis
nous nous intéressons aux graphes de réécriture suffixe d’arbres, et aux langages qu’ils recon-
naissent. Enfin, nous nous intéresserons aux classes mal connues des graphes arbre-automatiques
d’ordre supérieur.

3.3.1 Arbres

Les arbres peuvent désigner une grande variété d’objets. Ceux que nous présentons ici sont
vus comme une extension des mots, ot chaque lettre au lieu d’avoir un unique successeur (ou
aucun) peut en posséder plusieurs. Cette notion est liée a celle de terme dont elle differe par
la non-coordination d’un symbole et d’une arité : tout noeud de 'arbre peut étre étiqueté par
n’importe quel symbole de 'alphabet (alors que, par exemple, dans le cas des termes définissant
une formule arithmétique, le symbole + posséde obligatoirement deux fils). Cette distinction
mise a part, les résultats que nous considérerons seront valables aussi bien sur les arbres que sur
les termes. Aussi, nous prendrons le cas des arbres pour avoir un modele plus simple.

On choisit un alphabet fini I et on considére I'ensemble T (T") des arbres étiquetés par I'. Cet
ensemble est défini comme suit.

Définition 3.5. Un arbre d’arité au plus d € N étiqueté par un ensemble I' est une fonction t
de {1,---,d}* vers T telle que :

- Def(t) # 0.

- Def(t) est clos par préfize.

- Yue{l,---,d}* i e{l, - ,d},u.i € Def(t) = Vj e {1, -+ ,i},u.j € Def(t).

On note T4(T") P'ensemble des arbres finis d’arité au plus d étiquetés par I'. Quand il n’y a
pas d’ambiguité sur d, on note simplement 7 (I'). Dans la suite, on considérera des arbres d’arité
au plus 2, pour simplifier la présentation. Cela dit, ce qu’on présentera est également valable
pour toute arité maximale d.

Etant donné un arbre ¢ étiqueté par ', un élément de Def(t) est appelé un neud de t.
Etant donnés deux noceuds u et v de ¢, on dit que :

- u est le pére de v et v est le i®™ fils de u si v = u.i.
- u est un ancétre de v et v est un descendant de u si u C v.

- u est une feuille de t si il n’a pas de descendant, sinon on dit que c’est un neeud interne
de t. On note fr(t) la frontiere de t, ensemble des feuilles de t.

Etant donnés ¢, deux arbres étiquetés par I' et u une feuille de ¢, on définit ¢[t'],, I’arbre de
domaine Def(t) U u.Def(t') tel que :

- [t ]y (wv) = ¢ (v).
<t ) (v) = t(v) siu L v.

Etant donné ¢ un arbre étiqueté par T, u une de ses feuilles, et a € ', on note t[a], larbre
obtenu en remplacant ’étiquette de u dans t par a.
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a
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FIGURE 3.11 — Un arbre

Nous étendons également cette notation a des remplacement de plusieurs sous-arbres dis-
joints : étant donnés un entier k, un arbre C, uy,--- ,ur des feuilles de C et t1,--- ,t; des
arbres, on définit récursivement C[t1, -, tiluy, - ue = (Clt2, s thlug, - up ) [E1 ]y -

Faute de meilleure notation, dans le cas d’arbres relativement petits, nous pourrons don-
ner une description explicite de I'arbre comme une fonction. Par exemple, on décrira 'arbre
représenté a la figure 3.11 par {¢ - a,1 — b,11 — a,2 — b}.

3.3.2 Systémes de réécriture d’arbres

On définit maintenant la notion de réécriture suffixe d’arbres. Elle est liée a la notion de
réécriture sur les mots, étant donné qu’un mot peut étre vu comme un arbre d’arité 1 (a la
différence preés que 'arbre vide n’existe pas). On peut également la voir, comme une extension
des systemes de réécriture de piles d’ordre 1 (et cette fois-ci, les 1-piles sont exactement les
arbres d’arité 1, puisque dans le modeéle que 1’on a défini, la pile vide n’existe pas). Une régle de
réécriture d’arbres est un couple d’arbres (g,d). La relation qu’elle définie est 1y 4) = {(¢,) |
AC e T(T),u € fr(C),t = Clglu ANCld]y}, c’est-a-dire que deux arbres ¢ et ¢’ sont en relation par
la régle (g, d) si t’ peut étre obtenu en remplagant une occurrence de g par d dans ¢, & la condition
que g soit un sous-arbre suffixe de ¢ (c’est-a~dire qu’il n’y ait rien «en-dessous»). Notons que si
I'on se restreint au cas des arbres d’arité 1, 'application d’une régle est bien la méme que celle
d’une regle de réécriture de mots (la seule différence étant que ’arbre vide n’existe pas).

Définition 3.6. Un systéme de réécriture suffive d’arbres R étiqueté par un alphabet X est la
donnée de |X| ensembles R, de régles de réécriture suffize d’arbres. Il existe éventuellement un
ensemble R, de régles silencieuses étiquetées par € ¢ Y. Il induit le graphe Gr = (T (L), E), avec

E = {(t7a7t/) | El(gad) € Ravr(g,d)(tat/)}'

Exemple 3.8. On considére les alphabets T' = {«, 8} et ¥ = {a,b}. On définit le systéme de
réécriture suffize d’arbres sur T(I') étiqueté par X, R, = {({e = a},{e¢ - a,1 = a})} et
Ry ={({e = B},{e = B,1 = B})}. On représente le graphe induit par ce systéme de réécriture
restreint aux sommets accessibles depuis l’arbre {e — a,1 = a,2 — B} en figure 3.12. Ce graphe
est la grille infinie.

3.3.3 Automates d’arbres

Comme on I’a vu les arbres sont une extension des mots dans le sens ot un mot peut étre vu
comme un arbre d’arité 1. De méme que les ensembles reconnaissables de mots sont liés a une
notion d’automates de mots, il existe une notion d’ensembles reconnaissables d’arbres qui est liée
a une notion d’automates d’arbres. Cette notion a été introduite par Doner [Don65, Don70] et
par Thatcher et Wright [TW65, TW68], dans le but de prouver la décidabilité de la logique mo-
nadique du second ordre faible avec successeurs multiples (ou WSkS). Ces définitions originelles
sont basées sur de l’algebre universelle et sur la théorie des catégories (qu’il ne nous appartient
pas de détailler ici). Ces automates d’arbres ont été étudiés entre la fin des années 60 et les années
70, notamment dans [EW67, Tha70, Bra68, Bra69, AG68]. Pour un catalogue des connaissances
sur les automates d’arbres, on peut se référer au livre de Gécseg et Steinby Tree Automata [GS84],
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Q—R—¢R

FIGURE 3.12 — Le graphe induit par un systeme de réécriture d’arbres.
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ou au livre plus récent Tree Automata, Techniques and Applications [CDGT07],. La plupart des
résultats que nous citons y sont également référencés, et les définitions que nous donnons sont
inspirées de celles qui y sont présentées. Nous choisissons de présenter la version descendante des
automates d’arbres (introduite par Rabin dans [Rab69]). La définition des automates d’arbres
originelle est la version descendante, mais les langages d’arbres reconnus par ces deux modeles
étant égaux, et le passage de 'un a l'autre s’effectuant simplement en inversant les transitions,
nous n’en parlerons pas formellement. Le lecteur est renvoyé vers [CDGT07] pour plus de détails
sur les différentes versions d’automates d’arbres. Notons toutefois que la principale différence
entre les automates montants et descendants est que dans le cas des automates montants, la
version déterministe de ces automates reconnait les mémes langages que la version non détermi-
niste, alors que dans le cas des automates descendants, cela est faux. Dans le cadre de ce travail,
nous n’avons pas besoin de déterminiser les automates d’arbres, aussi, nous pouvons sans risque
nous restreindre au cas descendant.

Définition 3.7. Un automate d’arbres descendant est un tuple A = (Q,1,A) avec :
- @ un ensemble fini d’états.
- 1 € Q un état initial.
- A CQx (Up<ical x Q) Uensemble des transitions.

Les transitions d’un automates d’arbres sont de la forme (q,a), (¢, (a,q¢")) et (q, (a, ¢, q")),
avec a € ' et q,¢',¢" € Q. Une configuration d’un automate d’arbres est un arbre de 7(I' U Q)
ou les états n’apparaissent qu’aux feuilles. La configuration initiale est ’arbre contenant une
seule feuille étiquetée par 1'état initial. Etant donnés une transition 7 et deux arbres t,¢’, on a
t ot s

- Il existe C € T(T'UQ), t = C[qly et t' = Cla]y si 7= (g,a).

- Hexiste C e T(TUQR), t=Clqlu et t' =C[{e = a,1 = ¢]usiT=(q,(a,¢)).

- Nlexiste C € T(TUQ), t=Clqlu et t' =Cl{e = a,1 = ¢,2 = q"}usiT=(q,(a,¢,q")).

Le langage d’arbres accepté par Pautomate est 'ensemble des arbres de T (I") accessibles &
partir de la configuration initiale.

La version montante des automates d’arbres est simplement obtenue en inversant les transi-
tions de A, en appelant ¢ 1’état final, et en considérant qu’un arbre est accepté si la configuration
finale est accessible & partir de cet arbre.

Les automates finis d’arbres conservent la plupart des propriétés intéressantes des automates
finis de mots. Comme nous ’avons déja noté, la notion d’automate déterministe existe, mais
n’est équivalente que dans le cas des automates montants (ceci dit, pour les automates descen-
dants, il est toujours possible de trouver un automate descendant co-déterministe équivalent).
Une autre propriété conservée est ’existence d’un automate minimal en nombre d’états unique
reconnaissant le méme langage qu’un automate donné ([Bra68, Bra69, AG68, EW67]). De méme,
de nombreux problemes restent décidables, comme ’appartenance d’un arbre & un langage re-
connaissable, la vacuité d'un langage, la finitude d’un langage, la vacuité du complémentaire
d’un langage ou I’équivalence de deux automates. Plus de détails sur ces problémes peuvent étre
trouvés dans [CDGT07]. Enfin, la propriété qui nous intéresse le plus dans le cadre de notre
travail est que les langages reconnaissables d’arbres forment une algebre de Boole.

La notion d’automate d’arbres peut étre vue comme un cas particulier d’un systeme de
réécriture d’arbres, auquel on a adjoint un arbre initial et un ensemble d’arbres finaux (ceux
n’ayant aucun état) : on peut observer facilement quun automate d’arbres est un systéme de
réécriture suffixe d’arbres sur 7(I' U @), puisque les transitions de la forme (q,a), (g, (a,q’)),
(¢, (a,q',q")) définissent respectivement les mémes relations que les régles de réécritures ({e —
gt {e—a}), {e=>qt{e—=al=q¢}), {e=>at{e>a 1=, 2"}

Tout comme dans le cas des systemes des automates a pile, la notion de reconnaissabilité est
liée a I’ensemble de configurations accessibles dans un systéme de réécriture suffixe d’arbres a
partir d’une configuration initiale, et la proposition 3.4 peut s’étendre ainsi :
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Proposition 3.13 ([Bra69]). Etant donné un systéme de réécriture suffize d’arbres R et un
arbre i, U'ensemble des arbres accessibles dans R a partir de tiniy, T (R, tmit) est un ensemble
reconnaissable d’arbres.

3.3.4 Relations arbre-synchronisées

Si ’on souhaite décider le probleme d’accessibilité d’un systéme de réécriture suffixe d’arbres,
il faut étre capable de décrire la cloture transitive d’un systeme de réécriture. Dans le cas des
mots, les systémes reconnaissables de réécriture suffixe de mots suffisent & la décrire. Dans le cas
des arbres, ce n’est plus vrai, puisqu’un systéme reconnaissable de réécriture d’arbres impose
de réécrire en un pas un seul sous-arbre, alors qu’en plusieurs pas, il est possible de réécrire
plusieurs sous-arbres disjoints. Il est donc nécessaire de définir une autre notion de relations
reconnaissables. Une telle notion peut étre obtenue a partir de la notion d’automates d’arbres
en superposant les arbres et en prenant des langages reconnaissables de couples d’arbres.

Définition 3.8. Etant donnés k arbresty, ... t, de T(I'), on définit leur superposition comme
Uarbre o(ty, ..., t;) de T((TU{O})¥) (ou 0 nest pas un élément deT') tel que dom(o(ty, ..., t;) =
dom(t1) U---Udom(tx) et pour tout u € dom(o(t1,...,tk), o(t1,...,tx)(w) = (m,..., M), avec
pour tout i, n; = t;(u) si u € dom(t;) et n; = 0O sinon.

Informellement, la superposition des arbres tq,...,t; est arbre ayant pour domaine le do-
maine minimal contenant tous les domaines des t; étiqueté par les uplets d’étiquettes des t;, ol
les trous dans certains arbres sont remplacés par le symbole (.

Définition 3.9. Une relation R sur T(T')* est arbre-synchronisée si il existe un automate A
sur T((T'U{O})*) tel que pour tous arbres ty,...,t, de T(T), R(t1,...,tx) si et seulement si
oty ..., ty) € L(A).

Etant donné que les langages reconnaissables d’arbres forment une algébre de Boole, c¢’est
également le cas des relations arbre-synchronisées d’arbres. Ces relations contiennent bien les
itérations des systémes de réécriture d’arbres. Cependant, ces relations ne sont pas closes par
itération. La propriété suivante résume ces résultats.

Proposition 3.14 ([DT90]). Les relation arbre-synchronisées sont closes par union, intersec-
tion, complémentaire, projection et cylindrification, mais pas par itération.

On peut définir de maniere analogue les relations mot-synchronisées comme la restriction
des relations arbre-synchronisées aux mots (vus comme des arbres d’arité 1). Elles possédent les
mémes propriétés, notamment de cloture. L’exemple suivant montre une relation mot-synchronisée
qui n’est pas close par itération.

Exemple 3.9. La relation R = {(a™b™,a" 16"~ 1) | n,m > 0} est une relation mot-synchronisée :
elle est reconnue par lautomate fini sur (I' U {0})? représenté a la figure 3.13. Cependant, son
itération R* = {(a™b™,a" " *b™=*) | n,m > 0,k < min(n,m)} n’est pas mot-synchronisée, puis-
qu’tl faudrait que lautomate fini la reconnaissant soit capable de compter, ce qui est impossible.

3.3.5 Graphes arbre-automatiques

Un graphe arbre-automatique est un graphe dont les arcs sont définis par des relations arbre-
synchronisées binaires. Etant données des relations arbre-synchronisées binaires R, pour a dans
un alphabet fini ¥, son graphe associé est Gr = (T(I),{(¢,a,t') | (t,t') € R,}), dans lequel on
élimine implicitement les sommets isolés.

Les graphes automatiques disposent des représentations suivantes :

Théoréme 3.15. Etant donné un graphe G, les propositions suivantes sont équivalentes, d
isomorphisme prés :
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FIGURE 3.13 — L’automate reconnaissant la relation {(a™b™,a"~16"™~1) | n,m > 0}.

1. G est arbre-automatique [DTI0].

2. G est obtenu en appliquant une interprétation a ensembles finis 4 un graphe suffize-
reconnaissable d’ordre 1 [CLO7].

3. G est VRS-équationnel [Col04].
Théoréme 3.16 ([DT90]). Les graphes arbre-automatiques possédent une FO-théorie décidable.

Ce résultat a dans un premier temps été obtenu par Dauchet et Tison dans [DT90]. Cepen-
dant, il est aussi une conséquence directe de la représentation 2 du théoréme 3.15 puisque les
graphes suffixe-reconnaissables possedent une MSO-théorie décidable.

Les graphes dont les arcs sont définis par des relations mots-synchronisées sont appelés
graphes automatiques. Ces graphes possédent des propriétés similaires a celles des graphes arbre-
automatiques et ne sont pas cruciaux dans notre étude, aussi, nous n’en parlerons pas plus. Le
lecteur intéressé par ces graphes particuliers peut lire [Hod83, KN95, BG00] pour plus de détails.

Récapitulons les propriétés que nous avons présentées sur les graphes arbre-automatique, en
insistant sur les réponses aux problemes présentés au début de ce chapitre :

- Ils disposent des représentations présentées au théoreme précédent.
- Ils possedent une FO-théorie décidable.

- L’ensemble des sommets accessibles a partir d’'un sommet donné n’est pas calculable
[L6d02].

- Les langages reconnus par ces graphes sont les langages de ETIME [Mey08].

- Cette classe de graphes est close par union, FO-interprétation, restriction a des ensembles
rationnels de sommets.

3.3.6 Systémes reconnaissables de réécriture suffixe d’arbres

Une des difficultés de la notion de relations arbre-synchronisées est, comme nous l'avons déja
remarqué, qu’elles ne sont pas closes par itération. La notion de transducteur suffixe d’arbres
(ground tree transducer en anglais, ou GTT) a été introduite dans [DTHL87, DHLT90] dans
le but de prouver la confluence des systemes de réécriture suffixe d’arbres. Il forment une sous-
classe stricte des relations reconnaissables d’arbres et contiennent les clétures par itérations des
systemes de réécriture d’arbres. Ils sont donc essentiels pour prouver que les graphes des systemes
de rééeriture d’arbres possédent une FO[Z3]-théorie décidable. Dans la définition originelle de
[DTHLS87], un transducteur suffixe d’arbres est défini comme un couple d’automates d’arbres.
On présente ici une vision équivalente en s’affranchissant des automates pour donner directement
les ensembles reconnaissables d’arbres reconnus.

Définition 3.10. Un transducteur suffixe d’arbres sur T (T') étiqueté par ¥ est la donnée de ||
ensembles R, de régles qui sont des unions finies d’ensembles de la forme U XV avec U et V
des ensembles reconnaissables d’arbres.
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Etant donnés deux arbres t,¢ et une lettre a, on a t — ¢ si il existe k couples d’arbres
(91,d1),- -+, (9K, dr) € Rq, unarbre C et k feuilles uy, - -+ ,up de C' telsquet = Clg1, -+, 9k)uy, up
et ' = Cldy,- -+ ,dg]u, - u,- Observons que la différence entre la relation reconnue par un
transducteur suffixe d’arbres et celle définie par un systéme reconnaissable de réécriture suffixe
d’arbres est que dans le cas du transducteur, on effectue un nombre arbitraire de réécriture
parallele, alors que dans le cas du systeme de réécriture, on n’en effectue qu'une seule. Cela
est nécessaire pour attraper 'itération d’un systeme de réécriture d’arbres, puisque quand on
effectue plusieurs pas dans un systéme de réécriture, on peut effectuer des réécriture a différents
endroits de I'arbre. Cette difficulté n’apparaissait pas dans le cas des mots, puisqu’il n’y a qu'un
seul endroit ou effectuer une réécriture suffixe dans un mot. La notion de transducteur suffixe
d’arbres est suffisante pour contourner ce probléme.

Proposition 3.17 ([DT90]). La cloture transitive d’une relation définie par un systéme de
réécriture suffize d’arbres peut étre définie par un transducteur suffize d’arbres.

La cloture transitive d’une relation définie par un transducteur suffize d’arbres peut étre
définie par un transducteur suffixe d’arbres.

Notons que contrairement au cas des mots, la cléture transitive des relations définies par des
systemes de réécriture d’arbres ne sont pas les systémes reconnaissables de réécriture d’arbres.
Cela est di au fait que dans les systémes de réécriture, on ne réécrit qu'un seul sous-arbre
dans l'application d’une regle, méme si on autorise des regles qui sont des couples d’ensembles
reconnaissables d’arbres. Le transducteur suffixe d’arbres contourne cette difficulté en réécrivant
n’importe quel nombre de sous-arbres de maniére simultanée (et c’est la seule différence de
définition), rattrapant ainsi la cloture transitive des systémes de réécriture suffixe d’arbres.

3.3.7 Graphes de systemes de réécriture d’arbres

De maniére analogue aux graphes associés a des automates a piles, on peut définir les graphes
associés aux systemes de réécriture d’arbres : étant donné R un systéeme de réécriture d’arbres
(fini ou reconnaissable), on définit son graphe associé Gg = (T ('), E) avec E = {(t,a,t') |
3(g,d) € Ra,1(g,4)(t,t')}. On définit également de maniere analogue les graphes associés a des
transducteurs suffixes d’arbres. Les restrictions des graphes des systémes de réécriture d’arbres
a des ensembles de sommets accessibles dans ce systéeme de réécriture a partir d’'un ensemble
reconnaissable d’arbres disposent des représentations suivantes :

Théoréme 3.18. Etant donné un graphe G, les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Il existe L un ensemble reconnaissable d’arbres et R un systéeme reconnaissable de réécri-
ture suffize d’arbres tels que G est isomorphe a la restriction d l’ensemble des sommets
accessibles dans R depuis les sommets de L de Gg.

2. G est VRA-équationnel [Col02].

Ces représentations ne donnent pas directement la décidabilité d’une théorie logique sur ces
graphes. Un tel résultat a cependant été obtenu par Dauchet et Tison :

Théoréme 3.19 ([DT90]). Les graphes associé & des systémes de réécriture suffive d’arbres ont
une FO[]-théorie décidable.

La preuve de ce théoréme repose sur deux caractéristiques des systémes de réécriture suffixe
d’arbres. La premiére étant que la cloture transitive d’un systéme de réécriture suffixe d’arbres
est un transducteur suffixe d’arbres, et donc que le graphe d’'un systeme de réécriture suffixe
d’arbres auquel on ajoute les arcs définis par sa cloture transitive est isomorphe a un graphe
dont les arcs sont définis soit par un systéme de réécriture suffixe d’arbres, soit par un trans-
ducteur suffixe d’arbres. La seconde est que les systemes de réécriture suffixe d’arbres et les
transducteurs suffixes d’arbres sont inclus dans les relations arbre-synchronisées, définies par
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des langages reconnaissables de couples d’arbres, qui possédent une FO-théorie décidable, ce
qui est donc également le cas des systémes de réécriture suffixe d’arbres et des transducteurs
suffixe d’arbres. La réunion de ces deux ingrédients permet de déduire ce théoréme. De plus,
cela permet également de montrer le méme théoréme pour les graphes des transducteurs suffixes
d’arbres, puisque la cloture transitive de ces derniers est également isomorphe au graphe d’un
transducteur suffixe d’arbres. Cependant, ils ne disposent pas d’une autre représentation connue
que leur représentation interne.

Remarquons enfin que contrairement au cas des graphes suffixe-reconnaissables, d’ordre 1
ou supérieur, ou des graphes arbres-automatiques, nous avons considéré ici les restrictions a des
ensembles de sommets accessibles dans le systeme de réécriture et non plus a des ensembles
reconnaissables quelconques de sommets. Cela est dii au fait que I'on souhaite conserver la
décidabilité du prédicat d’accessibilité dans ces graphes et que ce prédicat est défini en fonction
du systeme de réécriture dans la preuve. Si on se restreint a un ensemble non accessible de
sommets, on pourra éventuellement relier deux sommets dont 1'un est accessibles a partir de
lautre dans le systéme de réécriture, mais pas dans le graphe considéré. Dans [L6d02] Loding
a montré 'exemple d’un graphe de réécriture suffixe d’arbres dont la restriction & un ensemble
de sommets reconnaissable qui n’est pas son ensemble d’accessibilité ne possede pas un FO[iﬁ—
théorie décidable.

Tout comme les systemes de réécriture de piles, les systémes de réécriture d’arbres peuvent
étre utilisés pour reconnaitre des langages, en considérant les étiquettes des calculs entre deux
ensembles finis ou reconnaissables de configurations. La classe de langages reconnus par des
systémes de rééceriture d’arbres n’est pas aussi bien connue que les langages algébriques. A notre
connaissance, elle ne dispose pas d’autre description que celle d’étre reconnue par un tel systeme.
Cependant, dans sa these, Loding donne quelques propriétés de cette classe de langages :

Proposition 3.20 ([L6d03], 3.53, 3.54, 3.55). La classe LgTrs des langages reconnus par les
systémes de réécriture d’arbres contient strictement les langages algébriques.

LaTrs est strictement incluse dans les langages contextuels.

LaTrs est close par union.

LaTrs n'est pas close par complémentaire, ni par intersection avec des langages reconnais-
sables.

Les langages de séparation que Loding utilise sont les langages Lqp. = {a™b™c"™ | n > 0}, qui
est un langage contextuel (en fait, il est méme indexé d’ordre 2), et qui n’est pas reconnaissable
par un systéme de réécriture suffixe d’arbres, et £’ = {u | |ul, = |u|p = |u|.} des mots contenant
autant d’occurrences de a, de b et de ¢, qui est bien reconnu par un systeme de réécriture d’arbres,
mais qui n’est pas algébrique. En réalité, £’ n’est méme pas dans la hiérarchie I0. Ceci nous
permet d’affirmer que les classes de langages reconnues par les automates a pile d’ordre supérieur
et les systeémes de réécriture suffixes d’arbres sont orthogonales, ce qui est donc également le cas
des graphes induits par ces systéemes.

Récapitulons les propriétés que nous avons présentées sur les graphes de systémes de ré-
écriture suffixe d’arbres, en insistant sur les réponses aux problémes présentés au début de ce
chapitre :

- Ils disposent des représentations présentées au théoréme précédent.
- Tls possédent une FO[=3]-théorie décidable.

- L’ensemble des sommets accessibles a partir d’'un sommet donné est isomorphe a un en-
semble rationnel d’arbres, et est donc calculable.

- Cette classe de graphe est close par union et par FO-interprétation.

- L’arbre binaire complet est un générateur de cette classe par interprétation a ensembles
finis.
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3.3.8 Hiérarchie arbre-automatiques

L’une des représentations des graphes arbres-automatiques est qu’ils sont obtenus par une
interprétation & ensembles finis & partir de Parbre binaire complet [CL07]. On peut ainsi faire
un parallele entre ces graphes et les graphes suffixe-reconnaissables d’ordre 1 qui sont obtenus
par une MSO-interprétation a partir de ce méme arbre binaire complet. Nous avons également
vus que les graphes suffixe-reconnaissables d’ordre n sont obtenus par une MSO-interprétation
précédée de n — 1 opérations de structure arborescente de l’arbre binaire complet (ou de ma-
niére équivalente par une MSO-interprétation de Af{’a’b}). Dans [CLO07], Colcombet et Loding
définissent en s’inspirant de ces considérations la hiérarchie des graphes arbres-automatiques :

Définition 3.11 ([CL07]). Un graphe G est arbre-automatique d’ordre n s’il est obtenu par
une interprétation a ensemble fini précédées de n — 1 structures arborescentes da partir de l'arbre
binaire complet.

Cette définition implique directement la propriété suivante :

Proposition 3.21 ([CL07]). Un graphe arbre-automatique d’ordre n posséde une FO-théorie
décidable.

De méme, puisque que la hiérarchie a pile est stricte, la hiérarchie arbre-automatique ’est
également.

Ces graphes n’apparaissent & notre connaissance que dans [CL07], et ne possédent aucune
représentation interne. De méme, les langages qu’ils reconnaissent sont inconnus. Il est cependant
possible d’y adapter le théoreme 29 de [Col04] :

Théoréme 3.22. Les classes de graphes suivantes sont équivalentes :

- Les graphes obtenus par une interprétation & ensembles finis du dépliage d’un graphe
suffize-reconnaissable d’ordre n.

- Les solutions des VRS-systémes d’équations représentés par un graphe suffixe-reconnaissable
d’ordre n.

3.4 Récaputilatif

Dans ce chapitre, nous avons décrit les classes de graphes suffixe-reconnaissables, suffixe-
reconnaissables d’ordre supérieur, les graphes associés a des systémes de réécriture suffixes
d’arbres et a des transducteurs suffixes d’arbres, les graphes arbre-automatiques et la hiérar-
chie arbre-automatique. Les propriétés de ces graphes sont résumés a la figure 3.14, en mettant
les liens principaux entre les classes, les logiques décidables et les langages reconnus. Sur cette
figure, on utilise les raccourcis suivant pour qu’elle soit plus lisible :

- SR, désigne la classe des graphes suffixe-reconnaissables d’ordre n.

- GTR désigne la classe des graphes des systémes de réécriture suffixes d’arbres.
- GTT désigne la classe des graphes des transducteurs suffixes d’arbres.

- TAut,, désigne la classe des graphes arbre-automatiques d’ordre n.

- MSI désigne une MSO-interprétation.

- Unf désigne une opération de structure arborescente.

- FSI désigne une interprétation a ensembles finis.

- % désigne la cléture transitive.

On observe qu’il n’y a pas d’équivalent des graphes de systemes de réécriture suffixe d’arbres
et de transducteurs suffixes d’arbres aux ordres supérieurs a 1. Le chapitre suivant présente la
description d’une telle classe de graphes.
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MST o Unf
VR

SR, FSI

TAut,,

MSI o Unf
VR

MSI o Unf
VR

SRo TAutq

MSI o Unf
VR

SR; TAut;

MSI o Unf
VR

Graphes finis
VRS

MSO FO

hiérarchie OI ETIME au niveau 1

FIGURE 3.14 — Récapitulatif des résultats du chapitre.



Chapitre

Systemes de réécriture suflixe d’arbres de
piles

Comme 'annoncait le chapitre précédent, aucun équivalent des systémes de réécriture suffixes
d’arbres et des transducteurs suffixes d’arbres n’est connu pour les ordres supérieurs a un. Le
présent chapitre propose un tel modele : les systemes de rééceriture d’arbres de piles. Un arbre
de pile d’ordre n est simplement un arbre dont les nceuds sont étiquetés par des piles d’ordre
n — 1. Les résultats de ce chapitre ont été présentés & CSR 2015 [Penl5]. Nous commengons
par présenter le modele des arbres de piles et les opérations que nous autorisons pour définir les
systemes de réécriture d’arbres de piles. Nous montrons ensuite que ce modele étend a la fois
les systeémes de réécriture de pile et les systémes de réécriture suffixe d’arbres. Nous définissons
ensuite une notion de reconnaissabilité sur les opérations, ce qui permet de dériver une notion
de reconnaissabilité sur les arbres de piles, de la méme maniére que dans le cas des piles d’ordre
supérieurs. Puis nous utilisons ces résultats pour définir des classes de graphes associés aux
systemes de réécriture suffixe d’arbres de piles et aux automates d’opérations qui étendent la
notion de graphe de réécriture suffixe d’arbres et de graphes de transducteurs suffixes d’arbres, et
nous montrons qu’ils possedent une FO[Q]—théorie décidable. Enfin, nous abordons la question
des langages reconnus par ces graphes, en présentant un exemple d’'un tel langage, méme si la
classe exacte des langages reconnus par ces graphes nous est encore inconnue.

4.1 Définition du modéele

4.1.1 Arbres de piles

On commence par définir formellement la notion d’arbre de piles. Dans tout ce chapitre, "
désignera un alphabet fini.

Définition 4.1. Un arbre de piles d’ordre n, ou n-arbre de piles sur l’alphabet T, est un arbre
étiqueté par Stacks,—1(I"). On introduit ’ensemble ST, (I') = T (Stacks,—1(T")) des n-arbres de
piles (ou plus simplement ST,, s’il n’y a pas d’ambiguité sur T").

Remarquons qu'un n-arbre de piles de degré 1 est isomorphe & une n-pile, et que STy (T') =
T(T). La figure 4.1 montre I’exemple d’un 3-arbre de piles. La notion d’arbres de piles étend
ainsi a la fois les notions de piles d’ordres supérieurs et d’arbres.

51
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[[aali[Bap]i]a

e
[[ea]s [aaaly]s [[aadi[al1[B]1]2
/ e ™~
[[@B]1]2 [Bal1[Bal1[Bl]z2 [[aBB]1[ab]1]2

FIGURE 4.1 — Un 3-arbre de pile.

4.1.2 Opérations
Opérations de bases

Nous détaillons maintenant les opérations de base que l'on peut appliquer sur un n-arbre
de piles. Etant donné que l'on souhaite que notre modéle étende les systémes de rééeriture
de piles, notamment que sur des arbres de piles unaires on récupere exactement ce modeéle,
nous considérerons naturellement 1’extension des opérations des piles aux arbres de piles, qui
s’appliqueront & 1'une des feuilles de I'arbre, et nous aurons deux nouvelles opérations & I'ordre
n nous permettant de créer et de détruire plusieurs feuilles. Nous commengons par définir la
relation associée a une opération de base d’arbre de pile. Il y a en général plusieurs positions
d’un arbre ot une opération donnée peut étre appliquée. Nous définissons donc ensuite la relation
définie par l’application localisée d’'une opération a une position donnée d’un arbre, donnée par
I'indice de la feuille dans 'ordre lexicographique des feuilles.

Définition 4.2. On considére ’ensemble des opérations de base sur ST, TOps, = Ops,,_; U
{copy®,copy” | 1 < k < d}. La relation associée a une opération est définie comme suit :

~rg = {(t,t') | dom(t) = dom(¢') A Ju € fr(t),Vv # u,t(v) = t'(v) Arg(t(u),t' (u))}, pour
0 € Ops,,_;.-
(t,t) | Ju e fr(t),t! =tU{uj—t(u) |1 <5<k}

: rcopyf1 = {
=(

ST -1

copy,’fL rCOpy’ﬁb)

Définition 4.3. Etant donnée un entier i, la relation définie par lapplication localisée d’une
opération de base est définie comme suit :

< 1rh ={(t,t") | dom(t) = dom(t') AVv # u;, t(v) = t'(v) Are(t(wi), ' (u;))}, pour @ € Ops,,_;.
xgr = {6 ) [ =t U {uij = t(ug) |1 <5 < K}

rioﬁﬁ = (rzopyg)fl.
Dans chacune des égalités précédentes, on considére que fr(t) = {uq,--- ,U|fr(t)‘}, et sont or-

données dans cet ordre suivant ’ordre lexicographique sur {1,2}*. Si i > |fr(t)|, alors il n’existe
aucun arbre de piles t' tel que rhy(t,t').

Par soucis de simplicité, tout comme au chapitre précédent, nous considérons uniquement le
cas ol les arbres de piles ont une arité d’au plus 2. Ceci dit, tous les résultats que nous présentons
s’étendent facilement au cas général.

Insuffisance de la composition

La définition précédente contient toutes les opérations de bases sur des piles. Si on se restreint
aux arbres de piles unaires, on peut facilement observer que les opérations de T'Ops,, sont
exactement celles de Ops,, en remarquant que copy,, définit la méme relation que copy,,. Dans
ce cas, la composition de relations d’opérations de base définit toutes les relations définies par des
opérations de Ops}. Comme annoncé auparavant, ST est 'ensemble des arbres étiquetés par T,
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| by, 13661 18881
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(8881 : Pl leaBBli (BBl eayh
1 2
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B88) foagply TRl ]y [Bya), [aaals [aayy],
(a) Stack tree t (b) Operation D (c) ¢ tel que rh(¢,t') (d) ¢ tel que r% (t,t')

FIGURE 4.2 — L’application d’une opération D a un arbre de piles t.

et on souhaite également étendre toutes les relations définies par des régles de réécriture suffixe
d’arbres. Cependant, la composition des relations définies par des opérations de bases n’est pas
suffisante pour obtenir ces relations. En effet, une régle de réécriture d’arbre suffixe close (g, d)
exprime le remplacement d’un sous-arbre clos de taille arbitraire g d’un arbre s = ¢[g] par d,
donnant I’arbre c[d]. Composer des relations définies par des opérations d’arbres de piles de base
ne permet pas d’exprimer de telles opérations, car il n’y a aucune garantie que deux opérations
successives seront appliquées a la méme partie de I’arbre. Nous devons donc considérer une fagon
de composer des opérations de bases qui assure qu’elle agiront sur un seul sous-arbre. Avec nos
notations, 'effet d’une regle d’arbre close suffixe peut étre vue comme 'application localisée
d’une suite de rew et de Copy| suivie par une suite de rew et de copy{. Nous adopterons une
présentation des opérations composées comme des DAGs, qui nous permettrons de spécifier les
positions relatives de 'applications des opérations de bases les composant. Toutefois tout DAG
ne représentera pas une opération composée valide. Nous définirons donc tout d’abord la classe
de DAG appropriée, ainsi qu’une opération de concaténation sur cette classe. Un exemple du
modele que nous voulons définir est présenté en figure 4.2.

Concaténation de DAGs.

Pour définir formellement notre notion d’opération composée, on a besoin d’une notion tech-
nique de concaténation de DAGs, qui représentera une composition localisée des opérations. On
consideére des DAGs dont les sommets sont ordonnés totalement, de maniére a ce que 'ordre
respecte les arcs (c’est-a-dire que si z est un ancétre de y, alors z < y). Etant donnés deux DAGs
D et D' tels que 'ensemble Op des sommets sortants (c’est-a-dire sans arc sortant) de D soit
Op = {b1,...,bs} (ordonnés dans cet ordre) et 'ensemble I des sommets entrants (c’est-a-dire
sans arc entrant) de D’ soit Ip, = {aj,...,a},} (ordonnés dans cet ordre), et deux indices 7 et
jtelsquel <i</letl<j<Fk, onnoteD-; ;D I'unique DAG D" obtenu en identifiant
le (i +m)®™® neeud sortant de D avec le (j + m)®™® nceud d’entrée de D’ pour tout m > 0 tel
que by, et a} 4+m existent tous les deux. Formellement, en notant d = min(¢ — i,k — j) + 1
le nombre de sommets identifiés, on a D" = merge;(D & D) ot merge(D) est le DAG dont
lensemble de sommets est f(Vp) est I'ensemble d’arcs est {(f(z),, f(z')) | (x,v,2") € Ep}, et
f(x) = bipm six = aj,,, pour 0 <m < d, et f(r) =z dans les autres cas. On appelle D" la
(i, j)-concaténation de D et D’. Remarquons que la (i, j)-concaténation de deux DAGs connexes
est connexe.

Opérations Composées

Nous représentons les opérations composées par des DAGs. Nous définissons d’abord 'en-
semble D,, = {Dy | 8 € TOps,} des DAGs représentant les opérations de bases représentés sur
la figure 4.4. On définit récursivement les opération composées comme représenté sur la figure
4.5.



54 Chapitre 4 — Systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles
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FI1GURE 4.3 — Exemple de la composition de deux DAGs. Les sommets sont ordonnés de
gauche a droite, et suivant les arcs.
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FIGURE 4.4 — DAGs des opérations de bases sur les n-arbres de piles (ici 6 appartient &
Opsn—l)'

Définition 4.4. Un DAG D est une opération composée (ou plus simplement une opération )
si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

D =101,

D = (D1 1,1 Dg) 1,1 D2, avec |Op,| = |Ip,| =1 et § € Ops,,_; U {copy},,copyL } ;
D = ((D1 1,1 Deopy2) 2,1 D3) -1,1 D2, avec |Op,| = |Ip,| = |Ip,| = 1;

D = (D1 1,1 (D2 1,2 Degpyz ) 1,1 D3 avec |Op, | = |Op,| = |Ip,[ =1;

D = ((((D1 1,1 Deopyz ) 2,1 D3) 1,1 D2) 11 Degpg2 ) “1,1 Da, avee |Op, | = |Ip,| = |Op,| =
‘ID3| = ‘OD3| = |ID4| = 1:'

ot D1, Do, D3 et Dy sont des opérations composées.

SARRS NI

Par ailleurs, les sommets de D sont ordonnés récursivement de telle maniére que tous les
sommets de D; soient plus petits que ceux de D;;; dans la définition ci-dessus, 'ordre sur O

étant 'ordre trivial. Cela induit en particulier un ordre sur les sommets entrants et sortants de
D.

Définition 4.5. Etant donnée une opération composée D, on définit 1%, la relation associée a
son application localisée commencant da la i°"¢ feuille d’un arbre de piles t, comme suit :

1. Si D =0, alors 1, = id.
2. 85t D = (D111 Dg) 1,1 Dy avec 8 € Ops,,_; U {copyl,copyL}, alors i, = rj'jz orho r’bl.

. _ i 7,+1 7
8. 8i D = ((D1 1,1 Deopy2 ) 2,1 D3) *1,1 D2, alors 1, = rD orp. o rcopyn D, -
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FIGURE 4.5 — Décompositions possibles des opérations composées, la numérotation
correspondant aux cas de la définition 4.4.

S A i i+l g
4. St D= (Dy-1,1 (D221 DW?Z,)) ‘1,1 D3, alors ) =1 o T2 ©TDy OTD, -

5. 81 D = ((((D1 1,1 Deopyz) 2,1 D3) *1,1 D2) 1,1 Degpyz ) 1,1 Da,

i i i i
alors 'y =Tp, ormi orp,or

i+l g i
Dy ° Leopy2 1Dy

La relation définie par D est tp = |J;1p, c’est a dire l'union de toutes ses applications
localisées.

Remarque 4.1. Une opération admet éventuellement plusieurs décompositions dans la défini-
tion 4.4. Toutefois, son application est bien définie, la décomposition étant localement confluente.
Pour lobserver, il suffit d’observer tous les cas possible et de remarquer que quelque soit [’ordre
dans lequel on décompose 'opération, on obtient la méme relation. Cette observation ne présen-
tant aucune autre difficulté qu’étre fastidieuse, nous la laissons au lecteur.

La figure 4.2 montre I'exemple de l'application d’une opération composée. Etant donné une
opération D, on définit D l'opération obtenue en inversant tous les arcs de D et en inversant
les sommets entrants et sortants. Plus formellement, pour 6 € Ops,,_(I'), on définit Dy = Dy,
Deopyg = Deapys» Deopys = Deopyts
On a pour toute opération D, 15 = rBl. Finalement, étant donné un k-uplet d’opérations

—

D = (Dy,...,Dy) de degrés entrants respectifs dy, ..., dy et un k-uplet d’indices i = (i1, ..., i)
avec 441 > ¢; + d; pour tous 1 < j < k, on note par r% =17, 0---orp larelation définie par
I’application parallele de chaque D; a la position ij, et rz 'union de toutes les relations ainsi
définies.

Puisque la (4, j)-concaténation de deux opérations comme définie ci-dessus n’est pas forcé-
ment une opération, nous devons nous réduire aux résultats bien formés selon la définition 4.4.
Etant donnés D et D', on note D - D' = {D -, ; D' | D -;; D' est un opération}. Etant donné
n > 1, on définit ' D™ = | J,,, D" - D"*, et on note D* = | J,,~o D" 'ensemble des itérations de
D. Ces notations s’étendent naturellement aux ensembles d’opérations.

et pour toutes opérations Dy, Dy, Dy +;j Do = Do -5 Dy.

Proposition 4.1. D} est exactement l'ensemble des opérations bien formées.

Démonstration. Rappelons que D,, est ’ensemble des DAGs associés aux opérations de base.
Par définition, tout DAG dans D} est une opération. Inversement, d’apres la définition 4.4, toute

opération peut étre décomposée comme une concaténation d’opérations de D,,. O
1. Cette définition peu habituelle est nécessaire car - n’est pas associative. Par exemple, (Dcopy2 -2,1Dcopy2 )1,1
n n
2. : . 2
Dcopy% est dans (Dcopy%) Dcopy% mais pas dans Dcopy% (Dcopy%) .
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Systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles

Avec les définitions précédentes, on définit les systemes de réécriture suffixe d’arbres de piles
de maniére analogue aux systémes de réécriture de pile et aux systémes de réécriture suffixe
d’arbres.

Définition 4.6. Un systeme de réécriture suffize de n-arbres de piles R étiqueté par X est la
donnée de |X| ensembles finis R, d’opérations. Il existe éventuellement un ensemble Re d’opé-
rations silencieuses étiquetées par € ¢ 3. Il induit le graphe Ggr = (ST, E) avec E = {(t,a,t’) |
AD € R, rp(t,t')}.

Exemple 4.1. On fize un alphabet ¥ et deuz symboles spéciauz 1 et |.. on considére STo(ZU{T, ]
1). On définit le systéme de réécriture R, avec pour tout a € 3, R, = {D,} et R. = {Dupl}U{F, |
a € X}. Ces régles sont données a la figure 4.6. On représente d la figure 4.7 la restriction du
graphe associé a ce systéme auxr sommets accessibles depuis l’arbre de pile contenant un seul
neud étiqueté par [}]1. Pour des raisons de lisibilité, nous ne représentons pas les étiquettes des
neuds, aussi pour faciliter leur identification, nous étiquetons les arétes par les opérations et
non par les lettres étiquetant ces opérations.

rew%al rews o l
Copyy l 1/ \2 COpY, l
Tew,, | l rew  + l lrewLT rewy, l

(a) Pg, pour chaque a € & (b) Dupl (¢) Dq, for every a € &

FIGURE 4.6 — Les regles du systeme de réécriture de I'exemple 4.1.

4.2 Extensions des piles d’ordre supérieur et des arbres

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au lien entre les systemes de réécriture d’arbres de pile,
les systeémes de réécriture d’arbre et les systémes de réécriture de piles. On va montrer que les
systémes de réécriture d’arbres de piles sont des généralisations des deux autres en montrant qu’a
Pordre 1, les systemes de réécritures d’arbres de piles sont exactement les systémes de réécriture
d’arbres et que les systemes de réécriture d’arbres de piles unaires sont exactement les systemes
de réécriture de piles.

Proposition 4.2. Les notions de systémes de réécriture suffize d’arbres et de systéemes de ré-
écriture suffize de 1-arbres de piles coincident.

Démonstration. On a déja vu que ST; est directement I’ensemble des arbres étiquetés par I.
Etant donné un arbre ¢, on définit son DAG constructif associé D; par induction comme
suit :
- Sit={e—>a}, D; = Drew,, .» Ol ag est une lettre de I' donnée.
- Sit={e = a}Ul-tU2-ty, Dt = Drew,, , 1.1 ((Dcopyf 2,1 (Drewa oy 1,1 Dty) 1,1 (Drew, o 1,1
Dtl))'

ou d.t désigne la fonction définie par d.t(u) = t(d.u) pour tout w.

Lemme 4.3. Etant donnés t,t' et t, trois arbres, on a tp,, (t,t') si et seulement il existe C un
arbre et u une feuille de C tels que si t = Clagly, et t' = Clt,],.
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P,
Dupl P,
P,
O S
P, upl
' _ A P, p

R
RIR

e s
o AN 8

FIGURE 4.7 — Le graphe du systeme de réécriture suffixe d’arbres de piles restreint aux
sommets accessibles depuis I'arbre & un seul nceud étiqueté par [}]1
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Démonstration. Par induction sur t,., on obtient ce lemme.

Sit, ={e — a}, on a Dy, = Diew,, .- Si tp, (') est vrai, il existe, par définition un
i > |fr(t)] tel que rrewdo (&, ). On a donc, pour tout v # u;, t'(v) = t(v) et Trew,, , (t(wi), t'(us))
et ainsi, il existe bien un arbre C tel que t = C[agly, et t’ = Cla],, = Clt;]u,, puisque autrement
D, n’est pas applicable a ¢.

Sl tr = {6 — a} U 1- tl U 2 t2, on a Dtr = DrCWao,a 1,1 ((Dcopyf 2,1 (DYCWa,aO 1,1 DtQ) ‘1,1
(Drewa g 1,1 Dt,))- Sitp, (t,1') est vrai, il existe par définition un i > [fr()] tel que rlbtr (t, 1),

i1 il i i /
donc si rD o rre\,vaya0 TDry © Trewa,ag © Leopy? © Trewag o (£:1)-
) ) i+1 i41 i / —
De méme que précédemment, on a rp, oI, orp orly o Teopy? (Cla)y,;,t'), et t =
Clao]u;, avec C un arbre.
, oL 2 i i i+1 i+1 / —
Par définition de copyi, on a Dy, © Trewang © TDy, © Trewaay (r1,t'), avec r1 = {¢ = a,1 —

a,2 — a}.

Par définition de rew, p, on a rf, o1} il
“1

rewa s © 1D, (rg,t’), avec 1o = {¢ > a,1 = a,2 = ag}.

(7“2715’)7 avecrs = {e > a,1 = a} U2 ta.

De méme que les deux étapes précédentes, on obtient ¢’ = C[ryly,, avec r4 = {¢ = a}U1-
U2ty =1 O

N ’ i
Par hypothese de récurrence, on a r D., © L ewa ag

Etant donnée une régle de GTRS (t1, 1), on lui associe le DAG Dy, 4, = Dy, 1.1 Dy, -
Par le lemme précédent, on a rp, ,, (t,t') si et seulement si t = C[t1], et t' = C[ta]u, ce qui
est par définition si et seulement si r(;, 4,)(¢,t').

Etant donné un DAG D ne contenant pas de D—a, et une lettre a € T, on définit par

induction tp , I'arbre associé :
-SiD=0,tp,={e— a}.
- Si D = Drew,y, tp,a = {€ — b} si ¢ = a et n’est pas défini sinon.
- SiD =D 11 ((Dcopﬁ 2.1 D3) 11 D3),ona:
-SiDi=0,tpa={e—>a,1 >tpya,2 = tps.a}-
- 8i D1 = Drew, . 1,1 D1 11 Drewg,, OU D1 = Diew, ,, tD,a = {€ = b,1 = tp,p,2 —
tp,p}
Lemme 4.4. Pour tous D DAG sans Dcopyd et t1,to arbres, on a rp(t1,ta) si et seulement si
t1 = Claly et ta = Cltpalu, 00 a est une lettre de T'.

COpy

Démonstration. On le prouve par induction sur D :
Si D =rew,p, on atp, = {e — b}, par définition. On a également par définition rp(ty,t2)
si et seulement si il existe un arbre C et u € fr(C) tel que ¢1 = Cla], et ta = Cbly = Cltp.alu-

SiD=Di-1, ((DCopyl 91 D3) 1,1 D2), onarp(ty,te) siet seulement si il existe ¢ < fr(¢q) tel

i+1 1 - , . . —d
que 1% (t1,t2) et donc, 1, oTp, rc py? OTD, (t1,t2). Etant donné que D ne contient pas de ¢opyy,
on a nécessairement que D; est une suite de rew, 1, ou 0. On a donc rp, © rggl o rcopy 2 (r1,t2),

avec 7y =t1 si Dy =0 et 7“1 = tl[b]uL si D1 est une suite de rew, , terminant par un b.

Par définition de copy?, on a r}, orp L(rg,t9)), avec 1y = t1[51]y, Ot 81 = {& — r1(u;), 1 —
rl(ui), 2 — rl(ui)}.

Par hypothese de récurrence (deux fois), on a to = 1[sa]y, avec sg = {&¢ = r(u;)} U1 -
LDy ta(c) U Dy ta(e), €€ qui est bien ¢p 4. O]

On considére un DAG D. Si D = Dl ‘1,1 ((((Dcopy? ‘2,1 Dg) ‘1,1 Dz) 1,1 Dcopy ) 1,1 D4, alors il
est équivalent a Dy 11 Dyoud Dy 1 Diew, . "1,1 Dy pour a € I'. En effet les parties composées
de Dy et D3 peuvent uniquement tester I’étiquette du noeud dont elles viennent, et ce nceud est
une lettre.

On considére donc un DAG D = Dy -1 1 Ds tel que Dy ne contienne pas de D

Uj

copy? €t Dy ne

contienne pas de D_—a. On lui associe ’ensemble de régles de GTRS 7, = (t5- Brar tpy.a), POUr

COpy
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tout @ € T'. On a bien, pour tous arbres ¢,t', il existe un a € I" tel que 1., (¢,t') si et seulement
sirp(t,t').
O

Proposition 4.5. Si on restreint les arbres de piles de STn aux arbres unaires, les systemes
de réécriture suffize de n-arbres de piles qui pewvent s’y appliquer sont équivalents auzx systémes
de réécriture de n-piles.

Démonstration. On considere la traduction suivante des n-arbres de piles unaires vers les n-piles :
Soit ¢ un m-arbre de piles unaire, on considere p(t) = [t(e), -+ ,¢(u)], ol u est I'unique
élément de fr(t).
Etant donné une opération composée unaire D, on considére I'opération o(D) € Ops;, définie
comme suit :

0) =
< 0o(Dg 11 D/) =0-0o(D"), pour 6 € Ops,,_4,
' 0( copyl 1,1 D' ) = CODPYy, - O(D/)'

+ 0(Degpygr 1,1 D') = copy,, - o(D').

On a par induction sur D que pour tous n-arbres unaires t, ' et tout DAG unaire D, rp(t,t’)

si et seulement si pro(py(p(t), p(t')) :

- SiD=0,t=1t et p(t') = p(t),

- S8i D = D11 Dy, il existe t” tel que rp/(t,t") et ro(t”,t'). Par définition, on a p(t') =
[t (), t" (Uju=1), n, avec 1o (" (u)y)), @), on a donc bien 1 (p(t”), p(t')). Par induction,
on a ropny(p(t), p(t”)), et donc on a bien r,(prp,)(t,t').

 Si D = Deopyt 11 D', il existe t” tel que rps (¢, ") et reopy1 (t7,1'). Ona done t’ = t"U{ul —
t"(u)} et p(t') = [t"(e),--- ,t"(u),t"(u)]n. On a donc reqpy, (p(t”), p(t')), et par induction,
on a 1o(pr)(p(t), p(t"”)). On a bien ro(copyt.pn (p(t), p(t'))

81 D = Dgpgp 1,1 D', il existe t” tel que rp(t,t") et regpp (¢, t’) On a donc " =
t'U{ul = t'(u )} p(t") [t"(e), - ,t"(u),t"(uw)], et p(t') [t”( ), ,t"(uw)]n. On a done
reopy, (p(t"), p(t")), et par induction, on ar, pry(p(t), p(t”)). Ona blen I'o(copyl -D’) (p(t), p(t"))

Pour le sens inverse, il suffit de faire la traduction dans ’autre sens : étant données une n-pile

p et une suite d’opérations o, on leur associe ¢(p) tel que p(t(p)) = p et D(o) tel que o(D(0)) = o,
et la démonstration précédente montre qu’on a bien o(p, p’) si et seulement si rp(,)(t(p), t(p)).

On en conclue donc que pour tout GSTRS d’ordre n unaire, il existe un systéme de réécriture

de piles sur Stacks,, équivalent et vice-versa.

-0

O

4.3 Automates d’opérations

Tout comme dans le cas des systémes de réécriture de piles, il n’existe pas de notion intrin-
seque de reconnaissabilité sur les arbres de piles. Cependant, il est possible de définir une telle
notion sur les opérations, a ’aide d’automates que nous présentons ici. De méme que dans le cas
des piles d’ordre supérieur, un ensemble d’arbres de piles est reconnaissables si il est I'image d’un
arbre de pile par un ensemble reconnaissable d’opérations. Ces ensembles jouissent de proprié-
tés a priori plus faibles que les ensembles reconnaissables d’opérations sur les piles, notamment
nous ne savons pas si ils forment une algebre de Boole. Cependant, elles conservent la cloture
par union et par itération, ce qui nous permettra de démontrer la décidabilité de ’accessibilité
sur les graphes associés a des systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles. Nous présentons
d’abord la notion d’automates d’opérations, et en dérivons la notion de reconnaissabilité sur les
arbres de piles. Ensuite, nous nous intéressons aux propriétés de cléture de ces automates. Nous
présentons enfin les systémes reconnaissables de réécriture d’arbres et une notion de relation
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associée aux automates étendant la notion de transducteurs d’arbres, dans le but de calculer la
relation d’accessibilité d’un systéme de réécriture suffixe d’arbre de piles. Enfin nous définissons
une forme normalisées de ces automates, similaire a celle définies sur les opérations de piles, qui
joueront un réle crucial dans la preuve de la décidabilité de la FO[-3]-théorie d’un graphe associé
a un systeme de réécriture d’arbres de piles présentée au paragraphe suivant.

4.3.1 Définition
Définition 4.7. Un automate sur D est un tuple A = (Q,T,1,F,A), ot

- @ est un ensemble fini d’états,
- I' est un alphabet de pile fini,
- I C Q est l’ensemble des états initiauz,

- F C Q est ’ensemble des états finauz,

- A C (@ x (Ops,,_ (') U{copyy,, @Dy, }) x Q) U ((Q x Q) x Q) U(Q x (Q x Q)) est l'en-

semble des transitions.

Une opération D est acceptée par A s’il existe un étiquetage de ses sommets par des états
de @ tels que les sommets entrants soient étiquetés par des états initiaux, les sommets sortants
par des états finaux, et que cet étiquetage soit consistant avec A, au sens ou pour tous z, y et
2 respectivement étiquetés par les états p, ¢ et 7, et pour tout § € Ops,,_; U {copy’,copy, },

e by = (6,9 €A,
xlﬁy/\ojiz = (p,(¢,7)) € A,
xi%z/\yi)z = ((p,q),r) € A.

On note Op(A) 'ensemble des opérations reconnues par A. Rec désigne la classe des ensembles
d’opérations reconnues par des automates d’opération.

Comme dans le cas des piles d’ordres supérieurs, la notion de reconnaissabilité sur les en-
sembles d’arbres de piles découle de celle sur les relations.

Définition 4.8. Un ensemble d’arbres de piles L est dit reconnaissable si il existe un ensemble
reconnaissable d’opérations R tel que L = {t | 3D € R,ry, p}, ou ty est larbre contenant un
unique neud étiqueté par [agln—1 pour ag €T :tog = {e = [aoln—1}-

4.3.2 Propriétés de cloture

Nous montrons ici que Rec est clos par les opérations d’union, d’intersection, d’itération et
contient les ensembles finis d’opérations.

Proposition 4.6. Etant donnés deuz automates d’opérations Ay et A, il existe un automate

A tel que Op(A) = Op(A1) N Op(A4s)

Démonstration. On construit un automate A qui satisfait la proposition 4.6. Tout d’abord,
on s’assure que A; et A sont complets en ajoutant un état puit si il existe des transitions
manquantes. On construit ensuite ’automate A qui est 'automate produit de A; et de Ay :

Q=Qa, X Qua,
IZIAI X[A2
F:FA1 XFA2

A = {((Q1,Q2) ((117 é))\( 1,9,
U {(((q1,92), (Q17QQ))7(Q17 7))
U {((q1,92),((d1,93), (15 43)))

((q1,91),47) € Aa, A ((q2,43),95) € Aa,}

qll) € AAI A (Q2a97ql2) € AAz}
\
‘ (Q17 (qllvqlll)) € AAl A (QQa (qlzvqg)) € AAQ}
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Si une opération admet un étiquetage valide dans A; et dans As, alors I'étiquetage qui
étiquette chaque noeud par les deux états I'étiquetant dans A; et dans Ay est valide. Si une
opération admet un étiquetage valide dans A, alors sa restriction aux états de A; (resp. As), on
obtient un étiquetage valide de A; (resp. As). O

Proposition 4.7. Etant donnés deuz automates d’opérations Ay et A, il existe un automate

A tel que Op(A) = Op(A1) U Op(A4s)

Démonstration. On considére I'union disjointe de A; et de As :

Q=0Qa, ¥Qa,
IZIAIL'HIAZ

F:FAlH'JFAZ
A:AAI&JAA2

Si une opération admet un étiquetage valide dans A; (resp Az), c’est aussi un étiquetage
valide dans A. Si une opération admet un étiquetage valide dans A, comme A est I'union disjointe
de A; et de A, il est forcément uniquement étiqueté par des états de A; ou de Ay (par définition,
il n’y a pas de transitions entre des états de A; et des états de Ap). Il s’ensuit que c’est un
étiquetage valide dans A; ou dans As. O

Proposition 4.8. Etant donné un automate d’opération A, il existe A’ qui reconnait Op(A)*.

Démonstration. On construit A’.

Q=0Qaw{q}
I'=14U{q}
F=FsU{q}

L’ensemble des transitions A contient les transitions de A ainsi que des copies de chaque

transitions terminant dans Fl4, modifiées pour terminer dans un état de I4
A = Ay

{(q1,0,6:) | ¢i € 1a,3q5 € Fa,(q1,0,qr) € Aa}

{((q1,92),4i) | @i € Ta,3qr € Fa,((q1,92),9r) € Aa}

{(q1, (92, @)) | ¢i € 1a,3q5 € Fa, (a1, (q2,95)) € Aa}

{(q1,(¢i,92)) | i € 1a,3q5 € Fa, (1, (g5, 42)) € Da}

{(a1, (@::4) | 414} € Ta, 345, 4} € Fa, (a1, (a5,9})) € Aa}

Pour chaque k € N, si D € (Op(A4)%), il admet un étiquetage valide dans A’ : L’opération (]
admet un étiquetage valide car ¢ est a la fois initial et final. La propriété est donc vraie pour
(Op(A)?) Si elle est vraie pour (Op(A)¥), on prend unne opération G dans (Op(A4)¥*1) et on la
décompose en D de Op(A) et F' de Op(A)* (ou symétriquement, D € Op(A)* et F € Op(A)¥),
tel que G € D - F. L’étiquetage qui est 'union de deux étiquetages valides pour D et F' et qui
étiquette les noeuds identifiés par leur étiquetage dans F' (états initiaux) est valide dans A.

Si une opération admet un étiquetage valide dans A’, on peut la découper en plusieurs
morceaux, en séparant sur les transitions ajoutées, et on obtient une collection d’opérations
de Op(A). On a donc une opération dans un Op(A)* pour un certain k. Alors Op(4’) =
Uk>0 Op(A)*, et A’ reconnait Op(A)*. O

ccccc|

Proposition 4.9. Etant donné une opération D, il existe un automate A tel que Op(A) = {D}.

Démonstration. Si D = (V, E), on prend :

Q=V

I est 'ensemble des sommets entrants.

F' est 'ensemble des sommets sortants.

A = {(¢,0,9)|(q,0,q') € E}

U {(a.(d,4") | (g:1,4') € EN(q,2,4") € E}
U {((g,d)q") | (g:1,4") € EA(d,2,9") € E}

La partie connexe reconnue est D par construction. L]
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Ces propriétés de cloture se transferent sur les ensembles reconnaissables d’arbres de piles
en les appliquant simplement aux automates reconnaissant les opérations les définissant.

Proposition 4.10. Les ensembles reconnaissables d’arbres de piles sont clos par union et in-
tersection, et contiennent les ensembles finis d’arbres de piles.

4.3.3 Réécriture reconnaissable et transducteurs suffixes

On étend naturellement la notion de systéme de réécriture suffixe d’arbres de piles pour
définir les systemes reconnaissables de réécriture suffixe d’arbres de piles en considérant des
ensemble R, reconnaissables.

Définition 4.9. Un systeme reconnaissable de réécriture suffixe de n-arbres de piles R étiqueté
par X est la donnée de |X| automates d’opérations A,. Il existe éventuellement un automate A,
qui définit des transitions silencieuses étiquetées par € ¢ X. Il induit le graphe Gr = (ST, E)
avec E = {(t,a,t') | 3D € Op(Aa),rp(t,t')}.

De méme que dans le cas des arbres, la réécriture reconnaissable ne permet pas de rattra-
per la cloture transitive des systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles, puisqu’elle impose
de ne réécrire qu’'un sous-arbre en un pas quand dans la cloture transitive, il est possible de
réécrire plusieurs sous-arbres simultanément. Dans le cas des arbres, cette difficulté est réglée
par l'introduction des transducteurs suffixes d’arbres, dont la seule différence avec un systeme
reconnaissable de réécriture suffixe d’arbre est lapplication des régles a un arbre (une seule
application dans le cas de la réécriture, un nombre arbitraire d’applications paralleles dans le
cas du transducteur). Dans cet esprit, on définit donc la relation reconnue par un automate
A, comme R(A) =Up cop(A) I c’est-a-dire exactement comme ’application parallele de plu-
sieurs opérations reconnues par A.

Définition 4.10. Un transducteur suffize de n-arbres de piles A étiqueté par ¥ est la don-
née de |X| automates d’opérations A,. Il existe éventuellement un automate A, qui définit
des transitions silencieuses étiquetées par € ¢ Y. Il induit le graphe Gr = (ST,,E) avec

E={(t,a,t") | (t,t') € R(A.)}.

A Tordre 1, nous avons déja vu que les arbres de piles sont simplement des arbres, et que les
systeémes de réécriture suffixe d’arbres de piles coincident avec les systemes de réécriture suffixe
d’arbres. Il suffit d’étendre la preuve de la propriété 4.2 a des ensemble reconnaissables de regles,
on a la propriété suivante.

Proposition 4.11. La classe des relations reconnues par les automates d’opérations d’ordre 1
et celle définie par les transducteurs suffizes d’arbres coincident.

Enfin, montrons que les transducteurs d’arbres suffixes rattrapent bien la cléture transitive
des systemes de réécriture suffixe d’arbres de piles.

Proposition 4.12. Etant donné R un systéme (fini ou reconnaissable) de rééeriture suffize
d’arbres de piles, il existe un automate d’opérations tel que pour tous t,t' € ST, t %) t &
(t,t') € R(A).

Etant donné A un transducteur suffize d’arbres de piles, il existe un automate d’opérations
tel que pour tous t,t' € ST, t % t' < (t,t) e R(A).

Démonstration. Cette proposition est une conséquence des propriétés de cléture du sous-paragra-
phe précédent. En effet, tout ensemble fini d’opération est reconnu par un automate, et les
ensemble reconnaissables sont clos par union, par conséquent, pour tout systéme (fini ou recon-
naissable) de réécriture R, il existe un automate d’opérations A (qui est 'union des automates
reconnaissant les opérations étiquetée par chaque lettre) tel que ¢ s t' < 3D € Op(A),rp(t,t'),
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et pour tout transducteur suffixe d’arbres de piles A, il existe un automate d’opérations A (qui
est 'union des automates de chaque lettre) tel que ¢ = t' < (tt) e R(A).

Dans les deux cas, il existe un automate A’ qui reconnait Op(A)* (propriété 4.8). Commen-
cons par montrer la proposition pour les systémes de réécriture. On montre par induction que
t ? t' & (t,t') € R(A").

Sit =t', la propriété est évidente, puisque par définition, tous les couples (¢,t) sont dans la
relation reconnue par A’.

Si il existe ¢ tel que (t”,¢) € R(A") et t = t". Par définition, il existe D € Op(A)* et 7 € N*

tels que r% (t",t')Y et D € Ret j €N tel que rjb(t, t”). On a maintenant deux cas possibles :

- Soit D est appliqué de maniere disjointe des é{éments de D. Comme D est dans R, il
est dans Op(A) et donc dans Op(A’). Ainsi r%,(t,t') avec D' = (Dy,--- D5 D) et

i = (7:17"' a”ﬁ‘?])

- Soit on applique D a des feuilles produites par D. Supposons que les opération D, ,--- , Dj,

sont appliquées a des feuilles produites par D, alors, par définition de I'application, il
existe des entiers ki, --- , kg, h1,--- , hy tels que rgil ERE orgil or]b = rgin(”l), avec D' =
(-+ (D kpnp Dj,) - -+ Dj,) *ky,hy D1. Informellement, cela revient simplement & concaténer
D avec les opérations qui s’applique apres lui, & 'endroit correspondant. Le min(7,¢;,) est
la pour s’assurer qu’on applique 'opération obtenue au bon endroit, a savoir j si le nceud

entrant le plus a gauche de D’ est celui de D, ou i;, si c’est celui de D;,. D’ appartient
bien & Op(A4)*, et donc & Op(A’), et ainsi, le vecteur D’ obtenu en remplagant les D, par
D’ appliqué aux positions i’ obtenu en remplagant les i, par min(j,i;,) est bien tel que
rg, = r% o er.

Ainsi, dans tous les cas, on a bien (¢,¢') € R(A").

L’autre direction se montre de la méme maniére en montrant que tout vecteur d’opérations
reconnues par A’ se décompose en des opérations de A appliquées aux endroits définis par le
vecteur i.

Ainsi, R(A’) est bien la cléture transitive de la relation définie par R.

Pour un transducteur suffixe d’arbres de piles, la démonstration est la méme en remplagant
Popération D par un vecteur d’opération. L’écriture en est plus fastidieuse, mais le principe reste
inchangé.

O

Gréce a cette propriété, on peut également étendre la propriété 3.4 aux systémes de réécriture
suffixe d’arbres de piles.

Proposition 4.13. Etant donnés R un systéme suffize de réécriture d’arbres de piles ou un
transducteur suffize d’arbres de piles, et L un ensemble reconnaissable d’arbres de piles, l’en-
semble L' = {t | Ity € L, g %) t} est reconnaissable.

Pour montrer cette proposition, il suffit de concaténer 'automate reconnaissant les opérations
construisant L avec 'automate reconnaissant la cloture transitive de la relation définie par le
systéme de réécriture de la méme maniére que dans la preuve précédente, et d’observer qu’on
construit bien ainsi un automate reconnaissant les opération construisant 1’ensemble L’.

4.3.4 Automates normalisés

Nous introduisons maintenant la notion d’opérations normalisées et d’automates normalisés.
Cette notion est similaire a celle des opérations de piles normalisées dans le sens ou on va
chercher a éliminer les «circuits» des opérations en les remplacant par des tests pour conserver la
relation reconnue. D’ailleurs, pour les opérations unaires, la notion d’opération réduite coincidera
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avec celle définie dans le cas des piles. Pour les opérations contenant des opérations d’arbres,
on ne pourra pas simplifier de la méme maniére. En effet, dans le cas des piles, on pouvait
simplifier copy,;copy; en un test vérifiant que les deux piles de niveau ¢ les plus hautes sont
égales. L’opération copy- ‘1,1 copy? ne peut étre simplifiée de la méme maniére par un test
vérifiant qu'un pere est égal a ses deux fils qui serait une opération de base unaire, puisque
cette opération comporte deux nceuds entrants et deux nceuds sortant. Aussi ces «circuits»
seront conservés. Les autres sous-opérations définissant des «circuits» pourront étre simplifiées,
notamment les opérations de la forme copy? -1 1 copy~ est simplifiable en I'opération vide. Cette
notion de normalisation jouera un rdle crucial dans la preuve de la décidabilité de la FO[=]-
théorie des graphes définis par des systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles au paragraphe
suivant.

On définit ’ensemble des suites normalisées d’étiquettes de DAG a partir de la définition des
opérations de piles normalisées.

Définition 4.11. Rew, = (Rew,_1 - {1,2})* - Rew,,_1 - ({1,2} - Rew,,_1)*.

Définition 4.12. Une opération avec tests D est normalisée si pour tous x,y € Vp, si & ~— v,
alors w € Rew,, .

Un automate d’opérations avec tests est dit normalisé s’il reconnait uniquement des opéra-
tions normalisées.

La proposition essentielle de la notion d’automate normalisé est que comme dans le cas des
piles, pour tout ensemble reconnaissable d’opérations avec tests, il existe un ensemble reconnais-
sable d’opérations avec tests normalisées définissant la méme relation.

Proposition 4.14. Pour tout automate A, Il existe un automate d’opérations avec tests nor-
malisé distingué A, tel que R(A) = R(A,) et Upeatp = Upea, Tn-

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve de cette proposition. Notons que les
deux parties de la propositions different uniquement par le nombre d’opérations reconnues par
Pautomate que l'on applique simultanément (un nombre arbitraire ou une seule), aussi, dans
la preuve, on ne distinguera pas ces cas, puisqu’ils reviendront simplement & montrer que la
relation définie par une opération de I'automate d’origine est incluse dans I'union de relations
définies par des opérations normalisées reconnues par I'automate construit, et vice-versa.

Preuve de la propriété 4.14

Remarquons tout d’abord que si on a aucune transition d’arbre, on a un automate d’opéra-
tions sur les piles comme défini précédemment.

L’idée de cette preuve est de séparer 'automate en deux parties : I'une contenant les transi-
tions d’arbres et ’autre les transitions de piles, de normaliser chacune de ces parties séparément
et d’ensuite retirer les transitions utilisées pour séparer 'automate en deux parties.

Etape 1 Dans cette transformation, nous utilisons une nouvelle opération de base spéciale : id
telle que 'opération associée Diq est le DAG suivant : Vp,, = {z,y} et Ep,, = {(x,id,y)}. Pour
tout arbre de pile ¢ et tout entier 4 < |fr(¢)|, id(;)(tf) = t. Nous utilisons cette opération pour
séparer notre opération en plusieurs parties liées par des id, et nous les éliminerons & la fin de
la transformation. On suppose que 'automate de départ ne contient pas de transition étiquetée
par id.

On commence par découper 'ensemble d’états de controles de automates en trois parties.
On crée trois copies de @ :

- s qui sont les sources et les buts de toutes les transitions de piles, les buts des id-transitions
partant de @, et sources des id-transitions arrivant dans @, .
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Qs Qh
T 0
| |
l l
id | id |
qty - qs - qt,
T T
| |
l l
| |
Qt2 Qs

FIGURE 4.8 — Etape 1 : Séparation d’un état ¢

- ¢, qui sont les buts de toutes les transitions d’arbre et les sources des id-transitions
arrivant dans Q).

- @, qui sont les sources de toutes les transitions d’arbres et les buts des id-transitions
partant de Q).

L’idée de ce que 'on veut obtenir est présenté en figure 4.8.
Formellement, on remplace A = (Q, I, F,A) par A; = (Q',I',F',A’) ou :

Q" = {44,951 g€ Q}

I' = {g¢|qel}

F' = {gs|qeF}

A {(gs,0,q5) | (¢,0,4') € A}

( | (¢,(q',q")) € A}

{( | (g, /) q") € A}
{(thcopynvqtl) | (q,copyn, ) € A}
{(g+,,c0DY ;- a1,) | (4,%0Py . ¢') € A}
{(at,,1d, gs), (gs,1d, q1,) | ¢ € Q}

ol pour tout ¢ € @, qt,,q,, s sont des états frais.

{(ae,, (a4, 4t)))
(qwath) qtl)

cccccl

Lemme 4.15. A et A; reconnaissent la méme relation.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on prouve que pour chaque opération D reconnue
par A, il existe une opération D’ reconnue par A; telle que Rp = Rp/, et vice versa.

Soit D une opération reconnue par A. On montre par induction sur la structure de D qu’on
peut construire D’ telle que Rp = Rps et pour tout étiquetage pp de D compatible avec A,
avec Ip étiqueté par ¢ et Op par q7 , il existe pps un étiquetage de D’ compatible avec A’ tel
que Ips est étiqueté par ¢; et Op/ par q_’;.

Si D =0, on choisit D’ =0. Or a Rp = Rpr. Pour tout étiquetage pp qui étiquette le seul
sommet de D par ¢, on choisit pp: qui étiquette le seul sommet de D’ par gs. Ces étiquetages
sont compatibles avec A et A’, par vacuité.

Supposons maintenant qu'on a F et F’ telles que pour tout étiquetage pr de F on puisse
définir un étiquetage pp de F’ satisfaisant la condition précédent. Considérons les cas suivants :

- D= (F-11Dg) 11 G, pour 8 € {copyl,copyL}. On nomme z le sommet sortant de F et
y le sommet d’entrée de G. On a Vp = Vp U Vg et Ep = Ep U Eg U {z LN y}.
Par hypothése d’induction, on considére F et G’, et on construit D' = (((F' ‘1,1 Dia) ‘1.1
Dg) 11D1d) 11Gl avec Vpr = VF/UVG/U{.%‘Il,x/Q} et Epr = Egr UEGIU{!E/ £>£L'I1,.”L'II i>
xh, zh , y'}, ot &’ est le sommet sortant de F” et y' le sommet d’entrée de G'.

On choisit pp un étiquetage de D et pp (resp. pg) sa restriction & F (resp. & G). On
a pp(x) = q et pp(y) = ¢'. Par hypothése d’induction, on considére pp: (resp. pgr)
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. D:(F'Ll(G 12D

L’étiquetage correspondant de F’ (resp. G'), avec pp/ (z') = ¢ (resp. par(y') = ¢,,). Nous
construisons alors ppr = ppr U par U {2 = qu,, 25 — q1, }-

Comme pp est compatible avec A, (g,0,q’) appartient & A, et donc, par on construition,
(9150, q;,) appartient & A’. On a également que (g5, id, q1,) et (¢;,,1d, ¢}) appartiennent a
A'. Alors, p’, est compatible avec A'.

Pour montrer que rp = rp-, il suffit de remarquer que, par deﬁnltlon de l’apphcatlon d’une
opération, pour tout entier 4, on a r’, = 1, 0id’ o1} 0id’ orl, =1l o1) o1k, = 1.

Les autres cas étant similaires, dans la suite nous donnons seulement D’ et pp-, et laissons
les détails au lecteur.

- D= (F-11Dg)11G, pour 8 € Ops,,_; UT,_1. On appelle z le sommet sortant de F et

y le sommet d’entrée de G. On a Vp = Vp U Vg et Ep = Ep U Eg U {z 9, Yy}

Par hypothése d’induction, on considére F’ et G', et on construit D' = (F' 11 0) 11 G,
avec Vpr = Ve UV et Ep = Ep U Egr U {2/ 4, y'}, on &’ est le sommet sortant de F’
et 3 le sommet d’entrée de G'.

On choisit pp un étiquetage de D et pp (resp. pg) sa restriction a F' (resp. a G). On
a pp(x) = q et pp(y) = ¢. Par hypothése d’induction, on considére pp: (resp. pg)
létiquetage correspondant de F’ (resp. G'), avec pp/ (2') = g5 (vesp. pa: (v') = ¢.). Ensuite,
on construit ppr = ppr U pg-.

- D=((F-11 Dcopy%)'g,l H)-11G. On appelle z le sommet sortant de F', y le sommet d’entrée

de G et z le sommet d’entrée de H. Ona Vp = VpUVeUVy et Ep = EpUEgUEgU{x N

Y, T 2 z}.

Par hypotheése d’induction, on considére F', G' et H’', et on construit D' = (((((F ‘11

Diq)Deopyz ) 2,1 Dia) 2.1 H) 1,1 Dia) 11 G, avec Vpr = Vi U Vgr U Vg U {2, 25, 25} et

Ep = Ep UEg UEp{ad i, xh, ) RN xh, x) 2, ak, xh 1d, Y, xh d, Z'}, ot 2’ est le

sommet sortant de F’, 3’ le sommet d’entrée de G’ et z’ le sommet d’entrée de H'.

On choisit pp un étiquetage de D et pg (resp. pg, py) sa restriction & F' (resp. & G, & H).
On a pp(z) = q, pp(y) = ¢’ et pp(z) = ¢”. Par hypothése d’induction, on considére pp
(resp. pgr,pr’) Détiquetage correspondant de F' (resp. G',H'), avec pp:(x') = qs (resp.

pe (V) = 4., pr(Z) = ¢7). On construit alors ppr = ppr U per U ppr U {x] — qr,, 25 —
/ !/ 1

qt1 ) :L'S — Qtl}

opy2 2))-1,1 H. On appelle = le sommet sortant de F', y le sommet sortant

de G et z le sommet d’entrée de H. On a Vp = VpUVoUVy et Ep = EFUEgUEU{z 1>
2,y 2, z}.

Par hypothése d’induction, on considére F’, G’ et H’, et on construit D' = (((F 11
Dig) 1,1 ((G 1,1 Diq) 1,2 Doy )) 11 Dia) 11 H, avec Vpr = Vpr UV UV U {2, x5, 25}

et Epr = Epr UEg U Eg {2 i, xp,y LN xh, ) EN xh, Th 2 xh, Th 1, Z'}, on 2’ est le
sommet sortant de F’, 3/ le sommet d’entrée de G’ et z’ le sommet d’entrée de H'.

On choisit pp un étiquetage de D et pg (resp. pg, pa) sa restriction & F' (resp. & G, & H).
On a pp(z) = q, pp(y) = ¢ et pp(z) = ¢". Par hypotheése d’induction, on considére pp
(resp. par, pr) étiquetage correspondant de F’ (resp. G', H'), avec pp (z') = g5 (resp.
per(y) = d., pr(Z') = ¢¥). On construit alors ppr = pp U per U ppr U {x] — gy, 2h —

/ / /1
Qt27$3 - qtl}'

Copy

. D = (((((F 1,1 Dcopy%) 2,1 H) ‘1,1 G) 1,1 Dcopy ) ‘1,1 K Ol’l appelle T le sommet sortant

de F, i1 le sommet d’entrée de G et ys son sommet sortant, z; le sommet d’entrée de H
et z2 son sommet sortant et w le sommet d’entrée de K. On aVp=VrUVaoUVyg UVg
et Ep 7EFUEGuEHUEKU{x—>y1,:ﬂ—>zl,y2 —>t 2o —>t}

Par hypothéese d’'induction, on consideére F', G', H' et K', et on construit D’ = ((((((F' 11
Diq) ‘1,1 Deopy2 ) 2,1 (Dia 1,1 H')) -11 (Dia 111 G")) 11 Doy 2) 11 Dig) 11 K', avec Vpr =
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id
Ver U Ve UV UV U {x’l,x’z,xg,xﬁl,xg,xg} et EFpr = Epr UFEqg UEy U EK/{Z‘/ —
poor Xy 20y goid o yoid o dd o pdd o L0, s 20 g g dd
x, 2 = xh,xh S b, xh — Yl e = 21,y — aly, 2h — xk,al = ag,xh = xg, g — )
ou 2’ is le sommet sortant de F’, y} le sommet d’entrée de G’, v son sommet sortant, z]
le sommet d’entrée de H', 2}, son sommet sortant et ¢’ le sommet d’entrée de K.

On choisit pp un étiquetage de Dp et pp (resp. pa, pm, px) sa restriction & F (resp.
G, H, K). On a pp(x) = ¢, pp(y1) = ¢, pp(21) = ¢", pp(y2) = 7', pp(22) = 1" et
pp(t) = 7" . Par hypothése d’induction, on considére pg: (resp. par, pus, px) 'étiquetage
correspondant de F (resp. G, H', K'), avec pp/(x') = ¢5 (vesp. pa (¥}) = &, pr (21) = 47,
par (Yy) =71k, prr(25) =12, pr (') = 7). On construit alors pp = pp Upg Upg U{z] —
Quo, Ty = QT3 = 1 T —> Toy, Ty — T, T —> TF)

Pour I’autre sens, on choisit D’ reconnu par A; et on montre qu’on peut construire D reconnue
par A avec Rp = Rps par une induction sur la structure de D’ similaire & la précédente (pour
chaque id-transition, on ne modifie pas 'opération construite et pour toute autre transition,
on l'ajoute & lopération construite). Tous les arguments sont similaires & ceux de la preuve
précédente et nous en laissons donc les détails au lecteur.

O

Dans la suite, on commence par normaliser la partie contenant les transitions d’arbre de
l'automate. Pour ce faire, il suffit d’empécher I'automate de reconnaitre des opérations contenant
((Dcopy2 11 F1) 21 F2) 11 Despyz2 , ou (Dcopyl 11 F) 11 Despy1 comme sous-opération. Une telle
sous-opération est appelée une bulle. Toutefois, on ne veut pas que l'opération reconnue soit
modifiée. Nous le faisons en deux étapes : d’abord en autorisant I'automate a remplacer ces
bulles par des tests équivalents (aprés avoir remarqué qu’une bulle ne peut définir qu’un test)
dans toute opération reconnue (étape 2), et ensuite en s’assurant qu’il ne peut y avoir de opy.,-
transition qui suit la premiére copy?, transition (étape 3).

Etape 2 Soit 4; = (Q,I,F,A) automate obtenu apres I'étape 1. Etant donnés deux états
q1,q2, on note La, . l'ensemble {s € Stacks, 1 | 3D € D(A1), D(1)(s) = s} out Ay, 4, est une
copie de A; dans laquelle on prend ¢; comme unique état initial et go comme unique état final. En
d’autres mots, L4, .. est ensemble des (n—1)-piles tel que les arbres avec un noeud étiqueté par
cette pile restent inchangés par une opération reconnue par A, 4,. On définit A, = (Q, I, F, A’)
avec
A = A
U {(q87 TLAN_Tg f'WLASq 2 7qs) | <Qt27 (Th ) Stl))7 ((7”;,2 s 5;2)7 Qz/tl) € A}
U {(q57 TLTSHJS ) q; ‘ (qtz ’ COPer Tt1) (Téymb qgl) € A}
La figure 4.9 illustre l'idée de cette construction.
On donne le lemme suivant pour les bulles binaires. Le cas des bulles unaires est tres similaire
et est de ce fait laissé au lecteur.

Lemme 4.16. Soient C1 = (Qc,,{ic, }»{fc, }, Ac,) et Co = (Qey, {ic,}, {fc.}, Ac,) deux
automates reconnaissant des opérations sams opérations d’arbres. Les deux automates By =

(Q1,I,F, A1) et By = (Q2, I, F, Az), avec I = {q1 }, F' = {q2}, Q1 = {q1, 02}, A1 = {(q1, T, L, »

@)}, Q2 = {q1,02} UQc, UQc, et Ay = {(q1, (ic,,ic,)), ((for, feu),a2)} U A, U Ag, recon-
naissent les mémes relations.

Démonstration. Une opération D reconnue par By est de la forme D = Degpy2 +1,1 (Fi-11(F2229
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FIGURE 4.9 — Etape 2 : La transition étiquetée par un test ajoutée pour court-circuiter la bulle
est représentée par une ligne pointillée

D , ou F est reconnue par Cy et Fy par Cs. On a :

op52 )

' (t1, t2)<:>riopyi orpht oty 01l (t1,t)
©3t3, b4, ts, Thopya (t1,3) AT, (s, ta) AT (ta,t5) A Topy2 (L5, 2)
&3t ta, ts, dom(ts) = dom(t1) U {u;1, u;2}A
t1(ui) = ta(u;) = t3(uil) = ts(us2) Al (s, ta) At (ta, t5)A
dom(ts) = dom(ta) U {u;l,u;2} Ata(u;) = ts(u;) = ts5(u;l) = t5(u,2).

Par construction, F et F5 s’appliquent a une unique feuille et ne peuvent pas modifier le pere
du nceud ot ils s’appliquent. On a donc t3(u;) = t4(u;) = t5(u;). La relation est donc non-vide
si et seulement si on a tg(uil) = t4(u,-1) = t5(ull) = tg(’UJZQ) = t4(u12) = t5(uz2) Ainsi, BQ
accepte uniquement des opérations qui sont des tests, et ces tests sont l'intersection des tests
reconnus par Cy et Cy. La relation reconnue par Bs est donc exactement la relation reconnue
par TL nLc,, qui est I'unique opération reconnue par Bj. O

On a le corollaire suivant comme conséquence directe de ce lemme.
Corollaire 4.17. A; et Ay reconnaissent la méme relation.

En effet, les nouvelles opérations reconnues ne modifient pas la relation reconnue par 1’auto-
mate, étant donné que chaque test ajouté était déja présent dans les opérations contenant une
bulle.

Etape 3 On prend A, = (Q, I, F,A) Pautomate obtenu apres I’étape 2. Nous voulons main-
tenant réellement interdire les bulles. Pour ce faire, on divise les états de contréle de I'automate
en deux parties : on crée deux copies de @ :

- Qg qui ne sont source d’aucune transition étiquetée par copy?,

- @, qui ne sont source d’aucune transition étiquetée par copyi.

On construit A = (Q',I', F',A’) avec :
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Q" = {49 1q€Q}
I' = {qa.q.lqel}
F' = {qa,qc|q€ F}
A’ {(qa,0,4)), (4c,0,4.) | (¢,0,¢') € A,0 € Ops,,_, UT,,_1 U {id}}

{((qa,4))sa7) | ((¢:4'),4") € A}

{(qa,opy,,, 4}y) | (¢,c0Dy,, ¢') € A}

{(ge, (@), 4))s (qa, (4, 4)) | (4, (¢, q")) € A}
{(ge; copyy,s 4.), (aa; copyy,, 4.) | (g, copyy, q') € A}

Lemme 4.18. Ay et Az reconnaissent la méme relation

ccccl

Démonstration. As reconnait les opérations reconnues par As qui ne contiennent pas de bulles.
En effet, tout étiquetage d’une telle opération dans A, peut étre modifiée pour étre un étiquetage
dans A3 (laissé au lecteur). Inversement, toute opération reconnue par Az est aussi reconnue par
As.

On choisit D reconnue par Ay qui contient au moins une bulle. Supposons que D contienne
une bulle F' et que D = D[F], ou D est une opération contenant une bulle de moins et on
obtient D en remplagant le sommet x par F' in D. D’apres ’étape 2, il existe quatre états de
Ag, rs, 1, 85,55 tel que G = D[Tr,  nrL, ,]o est reconnu par Ay. Alors Rp C Rg, et G a

s:8g

une bulle de moins que D.
En itérant ce procédé, on obtient une opération D’ sans aucune bulle telle que Rp C Rp: et
D’ est reconnu par As. Comme elle ne contient aucune bulle, elle est aussi reconnue par As.
Ainsi, toute relation reconnue par une opération avec des bulles est déja incluse dans la
relation reconnue par une opération sans bulle. Ainsi, A5 et A3 reconnaissent la méme relation.

O

On appelle partie destructive la restriction As 4 de Az a Qg et partie constructive sa restriction

A3,c a Qc'

Etape 4 On considére Pautomate A3 obtenu aprés I'étape précédente. Observons que dans les
deux étapes précédente, nous n’avons pas modifié la séparation entre Qy,, @, et @s. On appelle
Ajz s la restriction de Az a Q.

On veut maintenant normaliser A3 ;. Comme cette partie de 'automate contient uniquement
des transitions étiquetées par des opérations de Ops,,_; UT,,_1, on peut le considérer comme un
automate d’opérations de piles d’ordre supérieur. On utilise donc le processus de normalisation
sur les opérations de piles d’ordre supérieur de [Car05] rappelé au théoréme 3.8. Pour tout couple
(gs,q,) d’états de Q,, on construit 'automate normalisé A, . de A" ott A" est une copie de As g
ott Tn = {qs} et Far = {¢.}. On suppose que ces automates sont distingués, c¢’est-a-dire que les
états de [Aqs,q' ne sont la cible d’aucune transition et que les états de FAqs,q/_ ne sont la source
d’aucune transition. On suppose de plus qu’il n’y a jamais deux transitions bétiquetées par des
tests I'une a la suite de l'autre (ce n’est pas une supposition forte, une telle suite n’étant pas
normalisée au sens de [Car05], mais il est utile de le noter).

On remplace A3 ¢ par I'union de tous les A,, . : on définit Ay = (Q', I’, F', A’) comme suit :

QI = Qtl U QtZ U UQS»QQ QAquI',

s

I = qu"ELQQGQs IAqSYq’s
F’ = UQSEstqQEF FAqS,q,’g
A" = {KeA|K=(q¢(d,¢")VEK=((q,4q)q")VE=(gcopy,,q)

(¢,
VK = (¢,%0py,,q')}
qu,qger AAqs,q/s
(@01 1) | (51, 00) € A € Uypeq Tayy )
{(fid, at,) | (g5,1d, a,) € A, f € Ugreq FAqg,qg}
{(Qtwid’ f) | (Qtnidaqg) € Av f € Uq;’EQ FAqé/)q;}
{(ivid’%h) | (qgvidaqm) € A7i € Uq;/GQ IAq;ﬁq;/}

CcC C CcCCccCc
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FIGURE 4.10 — Etape 4 : La normalisation de la partie & piles de 'automate

Lemme 4.19. A3 et Ay reconnaissent la méme relation.

Démonstration. Comme Ay est obtenu en normalisant les parties contenant uniquement des
opérations de Ops,,_; UT,_; de As, la relation définie par les opérations de (Ops,,_; UT,_1)*
reconnues entre deux états ¢s et ¢, est la méme pour Az et Ay (théoréme 3.8). Pour tout
couple (¢,t) appartenant & la relation définie par As, il existe une opération 6 reconnue par As
telle que ry(¢,t'). Comme le reste de 'automate est inchangé, il est possible de modifier 6 en
remplagant chaque partie reconnue entre un gs et un ¢, par une suite normalisée d’opérations
de (Ops,,_; UT,,_1)* reconnue par A,, 4 et obtenir ainsi une opération 6" reconnue par Ay telle
que ro(t,t'). Ainsi (¢,t') est également dans la relation reconnue par Ay. L’autre direction se
montre de la méme maniere. O

Etape 5 Nous avons maintenant un automate normalisé au sens de notre définition, excepté
que nous avons des id-transitions. On les élimine via un mécanisme de saturation classique.
Observons que dans toutes les étapes précédentes, nous n’avons jamais modifié la séparation
entre Q,, Qs et Q,, donc toutes les id-transitions vont de Q¢, & Qs et de Qs a @Q,. On prend
Ay =(Q,I,F,A) obtenu apres I’étape précédente. On construit As = (Q',I', F', A’) avec Q' =
Qs I' =1, F'=F et

A=A\ {(¢,id,¢') € A}
U {(QSv COPY’I’M qS) | EIth ) q£/1/7 (qt27 COPYn’ qglll) (q;f/l/v id, qg)v (QS7 id, CIQ/Q) € A}
{(q97 CopyTu qS) | HQtz ) qzllla (qt27 Copy'rm qélll) (qilll’ lda q;)a (q87 lda q1/£/2) € A}
U {(q (qsa qs)) | qua q2, 43, (qla (QQ7 q3))7 (qsvid7Q1)a (q2a ld7 Q;)a (Q37id7 Qg) S A}
u{( (

(CIm qs) qs) | th 42,43, ((Ih CI2) )7 (an 1d7 ql)a ((Ifq, lda CI2)7 (CIS7 1d7 QQ) S A}
Lemme 4.20. A, et As reconnaissent la méme relation.

Démonstration. On montre ce lemme par une induction sur la structure des opérations reconnue,
similaire a 'induction de I’étape 1. Nous la laissons donc au lecteur. O

Etape 6 On sépare maintenant les états en deux parties

- @Qr, les états qui sont les cibles de toutes les transitions étiquetées par des tests et source
d’aucune transition étiquetée par un test,

- Qc, les états qui sont les sources de toutes les transitions étiquetées par des tests et cible
d’aucune transition étiquetée par un test.
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Etant donné I'automate As = (Q, I, F, A) obtenu ci-avant, on définit Ag = (Q', I’, F', A').

Q" ={qr,qc | ¢ € Q},

I'={qc | qe I},

F'={qr,qc | q € F},

A" ={(qc.0,q5), (qr.0,45) | (¢,0.4) € A, 0 € Ops,,_, UT,_1{copy,,, oDy, }}
U{((9c:90),4¢)s ((acs ar)s a), ((ars a0), a2, ((ars ar), af) | ((4,4'),4") € A}
U{(qc: (9c,98)); (ar, (aes9)) | (g, (45 4")) € A}

U{(ge, T, q7) | (¢,Tr,q') € A}.

Lemme 4.21. As et Ag reconnaissent la méme relation.

Démonstration. Etant donné, d’aprés I'étape 4, qu’il est impossible d’avoir deux transitions
étiquetées par des tests de suite, I’ensemble d’opérations reconnues est le méme dans les deux
automates, seul leur étiquetage étant modifié. Les détails sont laissés au lecteur. O

Finalement, on suppose que l'automate obtenu par ce procédé est distingué, c’est-a-dire
que les états initiaux ne sont la cible d’aucune transition et que les états finaux ne sont la
source d’aucune transition. Si ce n’est pas le cas, on peut distinguer 'automate par le procédé
classique utilisé pour distinguer les automates de mots sans changer le langage reconnu. Nous
avons maintenant un automate normalisé avec tests Ag obtenu apres I’application des six étapes
reconnaissant la méme relation que 'automate initial A. Dans la suite, on considérera les sous-
ensembles d’états Qr, Qc, Q4, Q. comme définis dans les étapes 3 et 6, et Qy g = @, N Qg avec
ue{T,C} et d € {d,c}.

4.4 Graphes de réécriture d’arbres de piles

Nous avons maintenant tous les éléments en main pour montrer le résultat technique prin-
cipal de ce chapitre, a savoir que les graphes liés au systémes de réécriture suffixes d’arbres
de piles ont une FO[—*]-théorie décidable. Nous souhaitons étendre les propriétés présenté au
paragraphe 3.3, c’est-a-dire définir des graphes similaires aux graphes de réécriture de piles et
aux graphes de transducteurs suffixes d’arbres. On définira donc les graphes associés aux sys-
temes de réécriture suffixe d’arbres de piles et aux automates d’opérations. Commengons par
définir formellement les classes de graphes sur lesquelles nous allons montrer ce résultat. Tous
comme les graphes du paragraphe 3.3, les graphes que nous considérerons seront restreints a des
ensembles accessibles de sommets, car considérer des restrictions différentes nous ferait perdre
la décidabilité de l'accessibilité.

Etant donné un systéme de rééceriture de piles R, on définit son graphe associé Gp = (V,E)
avec :

-V =5T, (),

- E={(t,a,t') | 3(0,a) € R,re(t,t")}.

On consideére la restriction de Gg a l'ensemble de sommets accessibles par R depuis un
ensemble reconnaissable de sommets L en remplacant V par {t | Ity € L, % t}. Le graphe

ainsi obtenu est appelé Gr . On appelle GSTR,, I’ensemble des restrictions a des ensembles
accessibles de sommets des graphes de systémes finis de réécriture suffixe de n-arbres de piles,
et RGSTR,, ceux des systémes reconnaissables.

Etant donné A un transducteur suffixe d’arbres de piles, on définit le graphe G = (V,E)
associé a ce transducteur avec :

-V = ST, (D).
- E={(ta,t)] (1) € R(Ad)}
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De méme que précédemment, on consideére la restriction a ’ensemble des sommets accessibles
par A depuis un ensemble reconnaissable de sommets. Le graphe ainsi obtenu est appelé G 1, On
appelle GSTT,, 'ensemble des restrictions a des ensembles accessibles de sommets des graphes
associés a des automates d’arbres.

Comme nous 'avons vu au paragraphe précédent la cloture transitive d’un systéme de réécri-
ture suffixe d’arbres de piles est définie par un automate d’opérations, de méme que la cléture
transitive d’une relation définie par un automate d’opérations. Ainsi la cloture transitive d’un
graphe de GSTR,, est un graphe de GSTT,,, et cela vaut également pour les graphes de RGSTR,,
et de GSTT,,.

Théoréme 4.22. Les graphes de GSTR,,, RGSTR,, et GSTT,, possédent une FO[i>]-théom'e
décidable.

Pour montrer ce théoréme, on va utiliser une remarque de Colcombet et Loding dans [CLOT7],
qui dit que si un graphe est obtenu par une interprétation & ensembles finis (FSI) a partir d’un
graphe ayant une MSO-théorie décidable possede une FO-théorie décidable, en I'appliquant & un
graphe des configurations d’un systéme reconnaissable de réécriture d’arbres de piles auquel on
a ajouté la relation d’accessibilité du systéme, qui est définie par un automate d’opérations. Le
théoréeme 4.22 découle donc de la propriété suivante.

Proposition 4.23. Etant donnés un systéme reconnaissable de réécriture suffize de n-arbres de
piles Y-€étiqueté R et un ensemble reconnaissable de n-arbres de piles L, il existe une interpréta-
tion a ensemble finis (8, Pay, -+ s Pay, Pr) depuis A?x{a,11,21,22} la structure arborescente d’ordre
n de ' x {e,11,21, 22} dans le graphe Gr 1., auquel on a ajouté la relation d’accessibilité de R.

Etant donnés A un transducteur suffize d’arbres de piles et un ensemble reconnaissable de
n-arbres de piles L, il existe une interprétation d ensemble finis (3, oy, » Pay, Pr) depuis
AFX{6,11,21,22} la structure arborescente d’ordre n de T' x {e,11,21,22} dans le graphe Gu L,
auquel on a ajouté la relation d’accessibilité de A.

Pour montrer cette proposition, on commence d’abord par définir un codage d’un n-arbre de
pile sur I" comme un ensemble de n-piles sur I' x {¢, 11, 21, 22} qui est ’ensemble des chemins de
la racine aux feuilles ol on ajoute la position de la feuille dans arbre (a l'aide des 11,21, 22).
On définira ensuite trois types MSO-formules sur le treegraph d’ordre n de T x {¢,11, 21,22} :
§(X) qui est satisfaite si X représente le codage d’un n-arbre de piles défini préalablement, et
pour chaque automate normalisé d’opération A, les formules 14 (X,Y) et ¢4(X,Y), la premiére
étant satisfaite si il existe une opération D reconnue par A telle que le couple formé par le
n-arbre de piles codé par X et celui codé par Y appartient & la relation définie par D, et la
deuxieme étant satisfaite si le couples de n-arbres de piles tx et ty respectivement codés par X
et Y est dans R 4. La normalisation de 'automate sera nécessaire pour que ces formules soient
bien équivalentes & ’automate, comme cela sera précisé dans la preuve de la correction de ces
formules. L’interprétation a ensembles finis qui permet de montrer la proposition précédente
pour le graphe G 1, sera donc la suivante :

((6(X) A TY,Pp([ar]n, Y) A (Y, X)), ¥a,, (X,Y), ..., ¥4, (X,Y),dc(X,Y))

ou B est 'automate reconnaissant L a partir du n-arbre de piles & un seul noeud étiqueté par
[@1]n—1, et C est Pautomate reconnaissant la relation d’accessibilité de R.

L’interprétation & ensemble fini qui permet de montrer la proposition précédente pour le
graphe Ga, .. 4, o sera la suivante :

((6(X) AT, ¥p([ar]n, Y) A dc(Y, X)), da,, (X,Y),..., ¢4, (X,Y), dc(X,Y))

ou B est 'automate reconnaissant L & partir du n-arbre de piles a un seul nceud étiqueté par
[a1]n—1, et C est 'automate reconnaissant la relation définie par (| J,ex Aq)*

Commencons donc par définir le codage d’un n-arbre de piles sur I' comme un ensemble de
n-piles sur I x {g,11,21,22}. Pour plus de lisibilité, dans toute la suite de ce paragraphe, le
couple (a, €) sera simplement noté .
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Définition 4.13. Etant donné un arbre de piles t et une position u € dom(t), on définit

COde(t7 ’LL) = [/’Lt,u,l(t(g))7 Mt w2 (t(ugl))a e Rt |ul (t(ug\u|fl))a t(u)]n

ot pour p une (n — 1)-pile, t un n-arbre de pile, u un neud de t et i < |ul|, pr:(p) est la pile
p' telle que 1eWq (q,ju;) (D, P") avec o est le plus haut élément de T' de p, j est le nombre de fils
du neud uy ---u;—q det, et u; est la lettre suivante de u.

Tout arbre de piles t est alors encodé par l'ensemble fini de n-piles X, = {Code(t,u) | u €
fr()}, c.d.d Uensemble des codes de ses feuilles.

Informellement, Code(t,u) est simplement la n-pile lue sur le chemin de la racine de ¢ & w,
dans laquelle & chaque (n — 1)-pile représentant un nceud, on a ajouté son nombre de fils et le
numéro du fils qui permet d’arriver a u.

Exemple 4.2. Le code de 'arbre de pile t représenté sur la figure 4.1 est :
Xi= A [llech[Ba(B, 21)h]2[[aali[eala, 11)|]2[[af]1]2]s,
[[[ead [Ba(B, 22)h]2[[aals [e]1[(8, 21) 1 ]2[[Bad1 [Bali [Bli]2]s
[[[aal1 [Ba(B, 22)]1]2[[ac) 1 [0 [(B, 22)1]2[[eBB]1 [B]1]2]5 }

Avant d’expliciter les formules §, ¢4 et 104, on définit quelques formules techniques qui nous
faciliterons leur description.

4.4.1 Notations et formules techniques

e 1 n , - N
On définit d’abord des formules sur A%, {e.11,21,22} quon utilisera pour construire ’ensemble
T R ‘e } . e . n

des piles utilisées pour représenter des arbres de piles dans AL, (211,21,22}°

Pour o, 8 € T' x {g,11,21,22}, on définit Yrew, ,(7,y) = = ZMeBs 4. Pour tout i < m, on
définit Yeopy, (2,y) = = #i, y et Yeopy, (2,y) =y #is Enfin, pour ¢ € {1,2} et d < ¢, on définit

TeWa, (ar,id) # TeW(q,id), o
wcopy%,d(l’ay) = Elzla 22, \/aEF(z — 2Nz = 2o N zg —— )

Pour 6 € Ops,,_;(T'), ¥s(x,y) est vraie si y est obtenue en appliquant 6 & . Yeopyi a(z,Yy)
est vraie si y est obtenue en ajoutant id a la lettre la plus haute de x, puis en dupliquant sa
(n — 1)-pile la plus haute et finalement en retirant id de sa lettre la plus haute. Ces formules
vont permettre de simuler ’application des opérations d’arbres de piles a des arbres de piles sur
les éléments de leurs codes.

On donne maintenant une formule technique qui vérifie qu'une pile donnée y est obtenue
depuis une pile z en utilisant uniquement les formules précédentes : Reach(z,y)

Reach(z,y) = VX, ((z € X AVz,2, (2 € X A ( \/ Po(z,2)
6€Ops,, _UT, 1

v \/ \/ Veopyi d(2,2'))) = 2" € X) =y € X)
ie{1,2} d<i

Cette formule est vraie si pour tout ensemble de n-piles X, si x est dans X et que X est clos
par les relations 1y et ¢copyi 4, alors y est dans X.

Lemme 4.24. Pour toutes n-piles * = [x1, -+ ,Zm|n €ty = [y1,-* ,Ym’|n, Reach(z,y) est
vraie si et seulement si
- Pour tout ©+ < m,y; = x;,
- Pour tout i € [m,m’ — 1], il existe 8 € Ops,,_1(I')*, a € T et h € {11,21,22} tels que
Trewa, (am © T6(Tm, ¥i),

- Il existe 8 € Ops,,_1 (1) tel que to(Tm, Ym’)-
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Démonstration. Supposons que Reach(z,y) soit vraie, alors on peut obtenir y & partir de x en
lui appliquant une suite d’opérations de Ops,,_;(I') ou de la forme rew, (4 n)COPY, T€W (4 1)
avec h € {11,21,22}. On a donc bien y de la forme donnée dans le lemme.

Supposons que y soit de la forme donnée, alors y est obtenu a partir de x par une suite
d’opération de Ops,, ;(I") ou de la forme rew, (4, 1)CODPY, T€W (4 ph),q, avec b € {11,21,22}. Ce qui
montre bien que Reach(z,y) est vraie. O

Corollaire 4.25. Pour toute n-pile x et o € T, Reach([a],, ) est vraie si et seulement si il
existe un arbre de piles t et un neud u tel que x = Code(t,u).

Démonstration. Supposons qu'il existe un arbre de piles ¢ et un nceud u tel que = Code(t, u).
Alors

&= [ (02)), o 2(t(u<1) - s i ful (H(u<iu-1)), H(w)]n

Comme pour tout j, t(u<;) est dans Stacks,—1(I'), il existe un p; dans Ops,_,(I')* tel que
pi([a]n—1,t(u<;)). Donc, par le lemme précédent, Reach([a],, z) est vraie.

Inversement, supposons que Reach([a],, x) soit vraie. D’aprés le lemme 4.24, pour tout j <
|z], il existe 8 € Ops,_(I')*, B; € ' et h; € {11,21,22} tel que Trews, (s;.n5) © ro([aln, x;), et il
existe 0 € Ops,,_;(I')* tel que rg([a]n, 2|4))-

Pour tout j, on considere que h; = i;d;. On choisit un domaine d’arbre U tel que dy - - - d|,|—1 €

)

U. On définit un arbre ¢t de domaine U tel que pour tout j, rreij,(gj,hj)(t(dl ---dj_1),x;), tout
neeud di ---d; a 4, fils, et pour tout v € U qui n'est pas un d; - - - dj, t(u) = [a],. On a alors
x = Code(t,d;y - djz|—1). O

4.4.2 La formule ¢
On définit 6(X) = OnlyLeaves(X)) A TreeDom(X) A UniqueLabel(X) avec

OnlyLeaves(X) = Vz,z € X = Reach([a],,z)
TreeDom(X) = Va,y,2((x € X AYeopy2 2(y, 2) A Reach(z,z)) =
Ir, 2 (r € X A tpeopy2 1(y, 2") A Reach(z',7)))A

n?

((z € X Aeopy2 1(y, 2) A Reach(z, z)) =

n?

3r, 2’ (r € X Neopy2 2(y, 2") A Reach(z',7)))
UniqueLabel(X) = Vz,y, (e ZyAhz e X Ay e X) =

(32:, 2,7 Z/lv wcopyz l(za Zl) A wcopyz 2(2’, Z”)/\

n? n?

((Reach(2’, ) A Reach(2”,y)) vV (Reach(z”, z) A Reach(2’,4))))

ou « est une lettre de T'.

La formule OnlyLeaves vérifie qu'un élément =z de X code le noeud d’un arbre de pile.
TreeDom vérifie que la cléture par préfixe de 'ensemble des mots u tels qu’il existe un arbre ¢,
tel que Code(t,u) € X est un domaine d’arbre, et que 'ensemble des mots ig - - - i, —1, OU pour
tout j, ¢; est I'arité du nceud wq - - - u; de t est inclus dans cet ensemble (en d’autres termes, que
larité annoncée par les ¢; est bien respectée). Enfin UniqueLabel vérifie que pour tout couple
d’éléments x = Code(t,u) et y = Code(t',v) de X, il existe un indice 1 < j < min(|ul, |v]|) tel
que pour tout k < j, up = vg, t(ug) = t'(ux) et le noeud uy a la méme arité dans t et ¢/, et
uj # vj, c’est-a-dire que pour tout couple d’éléments, les (n — 1)-piles étiquetant les ancétres
communs sont égales, et que = et y ne peuvent coder la méme feuille (étant donné que u # v).
De plus, cela empéche également x de coder un nceud présent sur le chemin menant de la racine
ay.

Lemme 4.26. Pour tout X sous-ensemble fini de Stacks,(T' x {e,11,21,22}), 6(X) < Tt €
ST,, X = X;.
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Démonstration. On montre d’abord que pour tout n-arbre de piles ¢, 6(X;) est vraie sur
ATy (e11,21,20)- Par définition, pour tout x € Xy, Ju € fr(f),z = Code(t,u), et donc
Reach([a],, x) est vraie (d’apres le corollaire 4.25). Ainsi OnlyLeaves est vraie.

On prend z € X; tel que 2 = Code(t,u) avec u = ug - - - u;2ui12 - - - u|,|. Comme ¢ est un
arbre, ug - - - u;2 € dom(t) de méme que ug - - - u;1. Il existe donc v € fr(t) tel que Vj < i,v; =
uj, viy1 = 1, et Code(t,v) € X;. Prenons maintenant = € X, tel que x = Code(t,u) avec
u = ug - Ulujpo U et le noeud ug - -u; a 2 fils dans ¢, alors ug - - - u;2 est dans dom(t) et
il existe v € fr(t) tel que Vj < i,v; = uj, v;11 = 2 et Code(t,v) € X;. Ainsi TreeDom est vraie.

Soient x et y dans X; tels que x # y, x = Code(t,u) et y = Code(t,v), et soit i le plus petit
indice tel que u; # v;. Supposons que u; = 1 et v; = 2 ('autre cas étant symétrique). On appelle
z = Code(t,ug---u;—1), et on prend 2’ et 2 tels que Yeopy2 1(2,2") et Yeopy2 2(2,2”). On en
déduit que Reach(z’,z) et Reach(z”,y) sont vraies. Et par conséquent UniqueLabel est vraie.
Ainsi, pour tout arbre de piles t, §(X;) est vraie.

Montrons maintenant que pour tout X C Stacks, (T x {e,11,21,22}) tel que §(X) est vraie,
il existe t € ST, tel que X = X;. Comme OnlyLeaves est vraie, pour tous € X, il existe ¢,
un arbre de piles et u” un nceud de ¢, tels que x = Code(t,, u”). On définit 'ensemble de mots
U={u| 3z e X,u C u”}. Par définition, U est clos par préfixe. Comme TreeDom est vraie,
pour tout u, si u2 est dans U, alors ul est aussi dans U. Ainsi U est bien un domaine d’arbre.
De plus, s'il existe un z tel que ul C u” et le nceud u a 2 fils dans t,, alors TreeDom assure
qu’il existe un y tel que u2 C u¥ et donc que u2 € U. Comme UniqueLabel est vraie, pour tous
z et y deux éléments distincts de X, il existe un j tel que pour tout k < j on a uf = uj, et
uj # u;’ Alors, pour tout k£ < j, on a x) = yi, et donc le noeud uf - - - uf a le méme nombre de
fils et la méme étiquette dans ¢, et dans t,. Ainsi, pour tout u € U, on peut définir o, tel que
pour tout z tel que u C u®, t,(u) = oy, et que le nombre de fils de chaque noeud soit cohérent
avec le codage.

On considere l'arbre de pile ¢ de domaine U tel que pour tout w € U, t(u) = 0,. On a
X = X4, ce qui conclue cette preuve. O

4.4.3 La formule ¢, associée a un automate normalisé A
Expliquons maintenant la formule ¢4(X,Y’), qui peut étre écrite comme
Equ, e 7Zq|Q|7¢i4(X7KZ)
avec
¢'\(X,Y, Z) = Init(X,Y, Z) A Diff (Z) A Trans(Z)

Ces trois formules Init, Diff et Trans sont définies ci-apres.

mit(X,Y.Z) = (|J Z) S XA (U Zo) Y ax\ (U Z) =Y\ (| Za)

g€l g E€F qi€l g EF

Cette formule vérifie que seules les feuilles de X sont étiquetées par des états initiaux, que seules
les feuilles de Y sont étiquetées par des états finaux et qu’en dehors de leurs feuilles étiquetées,
X et Y sont égaux (c.a.d. non modifiés).

Diff(Z) = ( /\ Zq N Zy :@)/\( /\ ZgNZy :(Z))
4,9 €QT,c 4,4’ €Qc,c

NN ZinZy=0)n( N\ ZinZy=0)

4,4’ €QT,4 4,9’ €Qc,a
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Cette formule vérifie qu'une pile donnée (et donc une feuille donnée dans un arbre appa-
raissant dans un calcul) est étiquetée par au plus un état de chaque sous-ensemble de @ :
Qr.4,Qc,d, Qr,c, Qc,c. Ainsi, si on doit faire un choix non déterministe lors du calcul, on ne
pourra choisir qu’une possibilité.

Trans(Z) = Vs, [\ (s € Z,) = (\/ Transk(s,2)V p,))
q€Q KeA

ol p, est vraie si et seulement si g est un état final, et

Trans g,copy q') (5, Z) = I, Yeopyr 1(5, 1) Nt € Zy,

Trans(qymbq,)(s, Z) = 3t, Yeopyr 1(t,8) Nt E Zy,

Transq,,4) (8, Z) = 3t, e(s,t) ANt € Zy,pour 6§ € Ops,,_; UT,_1,

Trans g, (q,q)) (5, 7Z) = Tt Poopy2 1(5:1) A Yeopy2 2(s, 1) Nt € Zy Nt € Zgn,

Trans(q,q),q7) (S, Z) =3, t' s eopyz 1 (', 8) A theopyz o(t', 1) ANt € Zyy Nt € Zyn,
)

—

Trans((q,q),q) (8, Z) = 3t,t", heopy2 1 (t', ) A theopy2 ot s) ANt € Zy Nt € Zyo.

Cette formule vérifie que ’étiquetage respecte les regles de 'automate, et que pour toute pile
étiquetée par ¢, si il existe une regle avec ¢ dans sa partie gauche, il existe au moins une pile qui
est le résultat de I'application d’une de ces regle a cette pile et qui est étiquetée par la partie
droite de la régle. Et il est également possible pour un état final de ne pas avoir de successeur.

Proposition 4.27. Etant donnés deuz arbres de piles s et t, on a ¢a (s,t) vraie si et seulement

si 1l existe des opérations D1,--- , Dy reconnues par A telles que t est obtenu en appliquant
Dy,--- Dy a des positions disjointes de s.
Démonstration. Supposons tout d’abord qu’il existe de tels Dq,---, Dg. On va construire un

étiquetage de Stacks,(T' x {e,11,21,22}) qui satisfasse ¢4(Xs, X¢). On choisit un étiquetage
des D; par A. On va étiqueter Stacks, avec cet étiquetage. Si on obtient un arbre de piles ¢’
a n’importe quel étape du calcul lors de lapplication de D; & s, on étiquette Code(t’,u) par
Iétiquette du noeud de D; accrochée a la feuille & la position u de t'. Remarquons que cela ne
dépend pas de l'ordre dans lequel on applique les D; & s ni de par quelles feuilles on choisit
d’appliquer les operatlons en premler
On suppose que 17 D, o © rD (s,t). Etant donné un nceud z de 'un des D;, on appelle I(x)
son étiquetage.
Formellement, on définit ’étiquetage inductivement : le (D1,41,581),- - , (Dg, ig, Sk )-étique-
tage de Stacks, (I' x {e,11,21,22}) est défini comme suit :
- Le (-étiquetage est I’étiquetage vide.
- Le (D1,11,51), -, (Dg, i, Sk )-étiquetage est 'union du (D1, i1, s1)-étiquetage et du
(Da, iz, 82), - -+, (Dy, ix, si)-étiquetage.
- Le (0,1, s)-étiquetage est {Code(s,u;) — I(z)}, oul u; est la i feuille de s et x est
I'unique noeud de O.
- Le (F11,1D0) 1,1 F», i, s)-étiquetage est le (F1, 1, s), (Fh, i, s’)-étiquetage, avec rﬂ,l ory(s,s)).
- Le ((((F1 1,1 Deopy2 ) 2,1 F3) 1.1 F2), 1, 5)- étiquetage est le (F1,1,$),
(Fy,i,8"), (F3,i+ 1, ¢')-étiquetage, avec r, orCOpy 2 (s,8).
- Le ((Fy 11 (Fp 2.1 €0Dy2)) 1.1 F3,1, 8)- ethuetage est le (F1,1,8), (Fa, i+ IR |, s),
. i+1
(F3,1, s')-étiquetage, avec 1, o1 TW (s,s).

Observons que ce procédé termine. En effet, la somme du nombre d’arétes et de noeuds des
opérations diminue strictement a chaque pas.
On choisit Z le (D1,11,$),- -, (Dg, ix, s)-étiquetage de Stacks, (X x {e,11,21,22}).
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Lemme 4.28. L’étiquetage précédemment défini, Z, satisfait &' (Xs, Xt, Z)

Démonstration. On commence par citer un lemme technique qui provient directement de la
définition de I’étiquetage :

Lemme 4.29. Etant donné une opération réduite D, un étiquetage de D, pD, un arbre de pile
t, uni € N et un j < |Ip|, U'étiquette de Code(t,u;+;—1) (ot u; est la i°™° feuille de t) dans le
(D, i,t)-étiquetage est pp(x;) (ot z; est le j4™¢ neeud d’entrée de D).

Par soucis de simplicité, considérons pour cette preuve que D est une opération réduite (si
c’est un ensemble d’opération réduite, la preuve est la méme pour chaque opération).

Tout d’abord, montrons que Init est satisfaite. D’apres le lemme précédent, tous les noeuds de
X sont étiquetées par les étiquettes des noeuds de D (ou non étiquetées), et sont donc étiquetés
par des états initiaux (puisque nous avons considéré un étiquetage acceptant de D). De plus,
comme ’automate est distingué, seuls ces nceuds peuvent étre étiquetés par des états initiaux.
De méme, les noeuds de X; et eux-seuls sont étiquetés par des états finaux (ou ils ne sont pas
étiquetés).

On montre maintenant que Trans est satisfaite. Supposons que I'un des Code(t',u;) est
étiqueté par un état g. Par construction de ’étiquetage, on 1’a obtenu via un (O, ¢, t')-étiquetage.
Si g est final, il n’y a rien de plus a vérifier, étant donné que p, est satisfaite. Si non, le nceud
x étiqueté par ¢ qui est le seul noeud de O qui a étiqueté Code(t’, u;) par ¢ a au moins un fils
dans D. Supposons, par exemple que D = (F -1,1 Dp) 1,1 F> tel que x est le nceud sortant de
Fy. On appelle y le nceud d’entrée de Fp. Comme D est reconnue par A, il est étiqueté par
un ¢’ tel que (q,0,q") € A4. Par construction, on prend le (Fy,i,s), (Fy, i,t")-étiquetage, avec
r}Q(s,t') et th(¢',¢"). Ainsi, on a Code(t”,u;) étiqueté par ¢’ (d’apres le lemme 4.29), et ainsi
Transq,9,4)(Code(t’, u;), 7) est satisfaite, étant donné que v (Code(t, u;), Code(t”, u;) Dest.

Les autres cas possibles pour décomposer D (D = (((Fy 1,1 Deopyt ) 2,1 F3) -1,1 F2 ou D =
((F1 11 (Fy -2,1 €opy2)) -1.1 F3) sont similaires et sont de ce fait laissés au lecteur. Observons
que D peut ne pas étre décomposable depuis le nceud x, auquel cas on décompose D et on
considere la partie contenant x jusqu’a ce qu’on puisse décomposer 'opération au nceud x, cas
ou l'argument est le méme.

Montrons maintenant que I'étiquetage satisfait Diff. Etant donnés ¢,q’ € Qc,d, supposons
qu’il existe Code(t', u;) étiquetés par ¢ et ¢’. Par construction, cet étiquetage est obtenu par un
(F1,4,t)), (Fa,i,th)-étiquetage, olt F; et Fy sont tous les deux O, et ¢} (u;) = ¢} (u;). On appelle
z (resp. y) P'unique nceud de Fy (resp. F). x est étiqueté par ¢ et y par ¢'.

Supposons que D peut étre décomposé comme (G-1,1Dp) 1,1 H (ou ((G1,1 Deopy2 )21 K)-11H,
ou (G111 (H 12 DWEL)) 11 K) tel que y est le noeud sortant de G (sinon, on décompose D
jusqu’a pouvoir obtenir une telle décomposition). Ensuite, supposons qu’on peut décomposer
comme G = Gl 1,1 Dg ‘1,1 G2 (ou (G1 ‘1,1 (Gg 1,2 Dmi)) ‘1,1 G2. Comme on considere des
états de Q¢ q, il n'y a pas d’autre cas possible) tel que z est le nceud d’entré de Gs. Ainsi, on
a par construction rg,(Code(t',u;), Code(t', u;)). Donc Ga définit une relation contenue dans
I'identité. Comme c’est une partie de D, et de ce fait étiqueté par des états de A, avec q et ¢’
dans Qc.q4, il 0’y pas de transitions étiquetées par copy?, ou copy’, dans G. De plus, comme g
et ¢’ sont dans Q¢ 4, G2 n’est pas une opération contenant uniquement une transition de test.
C’est donc une suite d’éléments de Ops,,_; UT,,_; définissant une relation incluse dans I'identité.
Comme A est normalisé, c’est impossible, et donc Code(t, u;) ne peut pas étre étiqueté a la fois
par q et ¢'.

Si on prend deux états dans 'une des autres sous-parties de (), on obtient la méme contra-
dictions avec peu de modifications, et on laisse donc ces cas au lecteur.

—

Ainsi, comme toutes ses sous-formules sont satisfaites, ¢/, (X, X, Z) est satisfaite avec I'éti-
quetage Z. Et ainsi ¢4 (X, X;) est satisfaite. O
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Supposons maintenant que ¢4 (X, X;) est satisfaite. On prend un étiquetage minimal Z qui

satisfait la formule ¢/, (X, X4, Z ). On construit le graphe suivant D :

Vb = {(z,q) |z € Stacks, (T x {,11,21,22}) Az € Z,}
Ep = {((=,q),0,(y.q')) | (30,(q,0,q ) € AA%(w,y))}
U {((@,9),1, (y, ’))7(( 0),2,(2,4")) | (¢;(¢',q")) € A
/\wcopy2 1(1' y) A 1Z)copy2 2(.’E Z)}
U {((@,9),1,(2,4"), ((y,4),2,(2,4")) | ((¢;4),¢") € A
/\wcopr 1(2 )/\ﬂ} opy?2, Q(Z y)}
U {((z,9),1,(y,4)) | (¢:copyy,; 4') € AN Yeopyr 1(2,9)}
U {<( ) ( /)) ‘ (qacopynv ) €A /\wCOpy}L,l(y?m)}
Lemme 4.30. D est une union disjointe d’opérations Dy,--- , Dy.

Démonstration. Supposons que D n’est pas un DAG. Il existe alors (z,q) € V tel que

(z,q) =

(z,q), et donc il existe une suite d’opérations de A; (pour A. le cas est symétrique, et

il n’existe aucune transition de A, vers Ay, ainsi, un état ne peut pas avoir d’état dans les deux
sous-parties) qui est I'identité (et donc une suite d’opérations de Ops,,_; UT,_;). Etant donné
que Ay est normalisé, il est impossible d’avoir une telle suite. Ainsi, D ne contient aucun circuit
et est donc un DAG.

Par définition de Ep, il est étiqueté par Ops,,_; UT,_1 U{1,1,2,2}.
On choisit I'un des D;. Supposons que ce n’est pas une opération. Ainsi, il existe un noeud

(z,q) de D; tel que D; ne peut étre décomposé en ce nceud (c’est-a-dire, que dans la décom-
position inductive, aucun cas ne peut étre appliqué pour pour décomposer D; ou 'une de ces
sous-opération pour obtenir (x,¢) comme nceud sortant (ou d’entrée) de la sous-opération ob-
tenue. On considére les cas suivant pour le voisinage de (z,q) :

- (z,q) a un unique fils (y, ¢'), qui n’a pas d’autre peére tel que (z, q) 2, (y,q"). Par définition

de Trans, on a Yeepyz 2(7,y), et ainsi on a (g, (¢”,q")) € A et il existe un z dans Z,» tel que

Yeopy?,1(7, 2). Cela contredit que (z,¢) a un seul fils dans D;. Si (, q) (y,q'), le cas est
similaire. Pour tout autre § € Ops,,_; UT,_1 U{1,1}, on peut décomposer le sous-DAG

{(2,q) > (y,¢")} en (O 11 D) 11 0.

- Supposons que (x,q) a au moins trois fils (y1,q1), (y2,42), (¥3,¢3). Il n’y a aucune sous-

formule de Trans qui impose d’étiqueter trois nceuds qui peuvent étre obtenus a partir de
x, ce qui contredit la minimalité de I’étiquetage.
Pour les mémes raisons, (z,q) a au plus deux peéres.

- Supposons que (z,q) posséde deux fils (y1,q1) et (y2,g2). Par définition de Trans et par

minimalité de I'étiquetage, on a Yeopy2 1(7, Y1), Veopy2 2(T, y2), €t (¢, (q1,q2 )) € A (autre-
ment, I’étiquetage ne serait pas minimal, étant donné que c’est la seule sous-formule impo-
sant d’étiqueter deux fils d’un nceeud). Ainsi, on a

1 2 . e ,
(@,q) = (y1,q1) et (z,9) = (y2,q2). Toujours par minimalité, (y1,q1) et (y2,q2) n'ont
pas d’autre pére que (z,q). Dans ce cas, le sous-DAG {(z, q) L (v1,q1), (z,q) 2 (y2,92)}
peut &tre décomposé comme ((J 1,1 Deopyz ) 2,1 0) -1,1 0.

- Supposons que (z,q) a un seul fils (y1,¢1) qui a un autre pére (ya,q2). Par définition

de Trans et par minimalité de lethuetage on a que wcopyﬁ,1(y1, ), wcopya,2(y17y2) et

((¢,92),q1) € A. On a ainsi (z, q) (y1,q1) et (yg,qg) (y1,¢1). Par minimalité encore,
(y2,q2) 1n’a pas d’autre fils que (y1,q1). Dans <ce cas, le sous-DAG

{(z,q) = (y1,q1), (y2, QQ) (y1,q1)} peut étre décomposé en (O-1 1 (012 Dessy2 2)) 1 0.

Dans tous les cas considérés, ou le cas est impossible, ou le DAG est décomposable au noeud

(z,q). Ainsi le DAG D; est toujours décomposable et est donc ainsi une opération.

O
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Lemme 4.31. Tous les D; sont reconnus par A

Démonstration. Par construction, pour tout noeud (z,q), si © € X, ¢ est un état initial (car
init est satisfaite), et (x,¢q) est donc un noeud d’entrée car A est distingué. Et comme init est
satisfaite, seuls ces nceuds sont étiquetés par des états initiaux.

De plus, pour tout neeud (z, q), si * € X, ¢ est un état final (car init est satisfaite) et (z, q)
est alors un neceud sortant, car A est distingué. Et comme init est satisfaite, seuls ces nceuds sont
étiquetés par des états finaux.

Par construction, les arétes sont toutes des transitions de A, et on étiquette donc chaque
neeud (z,q) par q.

Etant donné que la formule Trans est satisfaite, on a que pour tout noeud (x,q), soit ¢ est
final (et donc (z,q) est un nceud sortant), soit on a 'un des cas suivant :

- un neeud (y, q’) et 0 tel que Yg(z,y) et (¢,0,¢") € A
- deux noeud (y7q,) et (Z7q//) tels que l[}copy%,l(aay)a qucopy%,Q(z?Z) et (Q7 (qlv q”)) €A
- deux neeuds (y, q') et (2,¢") tels que Yeopyz 1(2, ), Yeopyz 2(2,v) et ((¢,¢), ¢") € A

Alors, seuls les nceuds (z, ¢) avec ¢ final n’ont pas de fils et sont ceux étiquetés par des états
finaux. De méme, seuls les nceuds (z, g) avec ¢ initial n’ont pas de pére.
Ainsi, tout D; est reconnu par A avec cet étiquetage. O

Lemme 4.32. t est obtenu en appliquant les D; a des positions disjointes de s.

Démonstration. On montre par induction que rjb(s, t') si et seulement si Xy = X, U{z | (z,q) €

Op\{z | (z,9) € Ip} :

- Si D = [, la propriété est vérifiée car Xy = X, et t/ = s.

- Si D = (F-1,1Dp) 1,1 G, par hypothese d’induction, on considére r tel que r%(s,r), on
a alors X, = X, U{y}\{z | (z,q) € Ir}, out (y,¢’) est le seul nceud sortant de F. Par
construction, le nceud d’entrée de G, (z,¢") est tel que ¥y (y, z), et on a donc rj(r, ') tel que
X, = X, \{y} U{z}. Par hypotheése d’induction, on a Xy = X,v U{z | (x,q) € Og}\{z},
car 1, o1y o 15(s, t') et donc ri; (1, ). Ainsi, Xy = Xy U{z | (z,q) € Og}\{z | (z,q) €
Ir} = X U{z | (z,9) € Op}\{z | (2,q) € Ip}-

Les autres cas étant similaires, ils sont laissés au lecteur. Il suffit alors de construire succes-

sivement t; et ¢y tels que r%l (s,t1), 175, (t1,2), etc, pour obtenir ¢ et prouver le lemme.
L]

On a ainsi prouvé les deux directions : pour tous n-arbres de piles s et t, il existe un ensemble
d’opérations D; reconnues par A tels que t est obtenus en appliquant les D; a des positions
disjointes de s si et seulement si ¢4 (X, X;) est satisfaite. O

4.4.4 La formule 14 associée a un automate normalisé A

La formule 14 est vraie si les arbres définis par ses deux variables sont reliés par une seule
opération reconnue par A. De ce fait, elle ne differe de ¢4 que par ce point, ¢4 reliant des
arbres reliés par un nombre arbitraire d’opérations reconnues par A, appliquées a des positions
disjointes. On la définit ainsi :

a(X,Y) =32y, Zgyo, ¥a(X,Y, Z) A Connected(X, Y, Z)
avec

Connected(X,Y, Z) = 3z, \/ z€Zy NV, ((re XV eY)A \/ x € Zy) = Reach(z, )
q€Q qc€Q



80 Chapitre 4 — Systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles

Informellement, le sommet z représente un point d’articulation de 'opération reconnue, c’est
a dire accessible depuis tous les sommets entrants et depuis lequel tous les sommets sortants
sont accessibles. Cela se traduit par le fait que la n-pile codant le nceud de I'arbre obtenu a ce
sommet peut mener a tous les sommets de X et de Y étiquetés par la formule via des opérations
basique en ne passant que par des sommets étiquetés. Et les autres feuilles ne peuvent pas étre
étiquetées.

Proposition 4.33. Etant donnés deuz arbres de piles s et t, on a Ya(Xs, Xy) vraie si et seule-
ment si il existe une opération D reconnue par A telle que rp(s,t).

Démonstration. Etant donné que ¢4 est contenue dans 14, on a de méme que précédemment
que ¥4 (X5, X¢) si et seulement si il existe Dy, - -+, Dy reconnues par A telles que ¢ est obtenu
en appliquant les D; a s de maniere disjointe. Pour obtenir notre propriété, il suffit de montrer
que 4 est vérifiée si et seulement si on a de plus k£ = 1.

Supposons tout d’abord qu'il existe un D reconnu par A tel que %) (s,t). On définit le méme
étiquetage qu’au paragraphe précédent, et le lemme 4.28 est vérifié. Il suffit d’y ajouter le lemme
suivant pour conclure que ¥4 (X, X¢) est vérifiée :

Lemme 4.34. L’étiquetage satisfait Conneted(X, X4, Z)

Démonstration. On choisit un point d’articulation de D, c’est a dire un sommet x tel que pour
tout sommet entrant ¢ de D, 4 %) x et pour tout sommet sortant f de D, x % f. On demande

de plus qu’aucun arc étiqueté par 1 ne soit présent sur un descendant de z, et aucun arc étiqueté
par 1 ne soit présent sur un ancétre de x. On choisit un étiquetage de D, et on suppose que x
est étiqueté par 1’état q.

Par définition du (D, i, s)-étiquetage de Stacks, (I x {e,11,21,22}), si D = Dq 11 D3, avec x
le nceud sortant de D; et le noeud entrant de Ds, et sit’ est arbre tel que 1}, (s,t') et 1, (t/,1),
on a Code(t', u;) étiqueté par q.

Etant donné que D; ne contient aucune opération copy?, on a que pour tout feuille de s qui
n’est pas une feuille de ', on a une opération 6 de Ops,, (I' x {e,11,21,22})* ot n’apparaissent
que des opérations de Ops,,_;(I') ou rew, (q,n)CODY,IeW (4 h),a, avec h € {11,21,22}, telle que
rh(Code(t’,u;), Code(s,u)). On a donc Reach(Code(t',u;), Code(s,u)). De la méme maniere,
c’est également le cas pour les feuilles de ¢ qui ne sont pas des feuilles de t, ce qui conclue le
lemme. O

Supposons maintenant que 14 (X, X;) soit vraie. De méme que précédemment, on construit
le graphe D a partir d’'un étiquetage minimal 7 satisfaisant la formule. On a les lemmes
4.30, 4.31 et 4.32. 1l suffit de montrer qu'on a k¥ = 1 dans le lemme 4.30. Etant donné que
Conneted(Xs, X4, 7 ) est satisfaite, il existe un sommet z étiqueté par un état ¢ tel que pour
toute feuille u de s étiquetée par un état, on a Reach(z, Code(s, u)), et pour toute feuille u de ¢
étiquetée par un état, on a Reach(z, Code(t, u)).

De méme que dans le lemme 4.30 puisque z est étiqueté par g et que 'étiquetage est mi-
nimal, il existe un chemin de chaque (Code(s,u),q;) & (z,¢q) et un chemin de (z,q) & chaque
(Code(t,u),qr), et donc que D est un unique DAG connexe, et donc est une seule opération, ce
qui conclue la démonstration.

O

Ces trois formules nous permettent de définir les interprétations a ensembles finis annoncés
au début du paragraphe, ce qui permet bien de démontrer le théoréme 4.22.

4.5 'Traces des graphes de réécritures d’arbres de piles

On peut considérer les systemes de réécriture suffixes d’arbres de piles comme des accepteurs
de langages. Pour cela, on considére un alphabet I', un ensemble de départ T; C ST, fini ou
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reconnaissable, un ensemble d’arrivée Ty C ST, fini ou reconnaissable, et pour un systeme de
réécriture suffixe d’arbres de piles R étiqueté par un alphabet 3. Un mot a; - - - aj est reconnu a
partir de T; si il existe &g, - ,tx € ST}, tels que tg € Tj, ty, € Ty et pour tout ¢ < k, ¢; %) tiv1

(pour la version sans € pour la version avec ¢, il faut ajouter un nombre arbitraire de transitions
étiquetées par € autour de chaque lettre).

On peut définir de maniére similaire les langages définis par des transducteurs suffixes
d’arbres de piles.

Exemple 4.3. On reprend le systéme de l’exemple 4.1 : on fize un alphabet X et deux symboles
spéciauz T et |.. on considére STo(XU{T,]}). On définit le systéme de réécriture R, dont les régles
sont données en figure 4.11, avec, pour tout a € ¥, R, = {D,}, et R = {Dupl} U{P, | a € X}.

TeW, a l rews 5 l
COPY1 l 1/ . \2 copy; l
rewgw l rew¢7¢ l irewL,T reme l

(a) Pa, pour chaque a € & (b) Dupl (¢) Da, for every a € &

FIGURE 4.11 — Les régles du systéme de réécriture

Les ensembles de départ et d’arrivée sont représentés en figure 4.12.

VAN
U 1l [l

(a) L’arbre de départ. (b) Un arbre d’arrivée. s est une
1-pile arbitraire.

FIGURE 4.12 — Les arbres de départ et d’arrivée.

Le langage des traces reconnu par ce systéme est
{FPa, - Pa, - Dupl- ((Da,, -+ Do, ) W (Da, -+ Da,)) | a1, an € 3}

Ezxpliquons informellement pourquoi. On commence par l'arbre de piles initial, qui posséde un
seul neud étiqueté par une 1-pile dont le symbole le plus haut est | (et qui contient uniquement
cette lettre). On ne peut donc pas lui appliquer D,. Si on lui applique P, on reste dans la méme
situation, en ayant ajouté un a juste en dessous de |.. On peut donc lire une suite d’opérations
Py, -+ Py, . Depuis cet état, on peut également appliquer Dupl, qui produit un arbre de piles
avec trois neuds, dont les deuz feuilles sont étiquetées par [ay - - - ap 1)1 (i on a au préalable lu
P, ---P,). A partir de cet arbre de piles, on peut seulement appliquer des régles D,. Si les deux
feuilles sont étiquetées respectivement par [by -« by 1|1 et [c1---ce 1)1, on peut appliquer soit
Dy, ou D.,, donnant l'arbre de piles obtenu d partir du précédent en retirant b,, de la feuille
de gauche ou ¢y de la feuille de droite. On peut appliquer une opération D, jusqu’d ce qu’il
ne reste un arbre de piles dont les deux feuilles sont étiquetées par [1]1 qui est un arbre final.
Ainsi, sur chaque feuille, on va lire Dy, --- D,, dans cet ordre, mais on n'a aucune contrainte
sur lalternance entre ces deux suites. On wva donc bien pouvoir obtenir toutes les suites de
(D, -+ Do) W (Dy, -+ Dg,). Et seules ces suites permettent d’accéder d un arbre final.
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D’aprés ce qui précéde, un mot d’opération qui permet d’aller de l’arbre initial est

we | J  ParPa,Dupl(Dy, -+ Dy,) W (Dq, -+ Da,)

ay- Ay €EXF

et donc l'étiquette de ce chemin est N(w) appartient d |J,, ..o, ex-(An - a1) W (ay,---a1) =
{uWwu | u € X*}. Pour conclure, il suffit juste de remarquer que l’ensemble des arbres final est
bien un ensemble d’arbres de piles reconnaissables (grice & l'automate reconnaissant R*), et on
a bien montré que ce langage est reconnaissable par un systéme de réécriture d’arbres de piles.

On ne connait pas exactement la classe de langage reconnue par les systémes de réécriture
d’arbres de piles, qu’on notera Lgsrrs. Cependant, on peut citer quelques propriétés faciles sur
cette classe de langages.

La proposition 3.20 est également vérifiées par les systemes de réécriture suffixes d’arbres de
piles.

Proposition 4.35. La classe LgsTrs, des langages reconnus par les systémes de réécriture
suffize d’arbres de piles d’ordre n contient strictement les langages algébriques.
LasTrs, est close par union.

Le premier point étant vrai a 'ordre 1, et les systemes d’ordre n pouvant toujours étre vus
comme des systemes d’ordre n + 1, ils est trivialement vrai a tous les ordres. Le deuxiéme point
provient simplement du fait que 'union de deux systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles
est un systéme de réécriture suffixe d’arbres de piles.

On a également les propriétés faciles suivantes.

Proposition 4.36. La classe de langages reconnue par des systémes de réécriture de piles d’ordre
n est contenue dans LasTRS,, -

Etant donné que tout automate a pile peut étre considéré comme un systeme de réécriture
d’arbres de piles, 'inclusion est évidente.

Proposition 4.37. Latrs C U, LasTRS,, -

Un systeme de réécriture suffixe d’arbres est un systeme de réécriture suffixe d’arbres de piles
d’ordre 1, donc 'inclusion est évidente.

Proposition 4.38. LagTrs, est incluse dans la classe des langages reconnus par les graphes
arbre-automatiques d’ordre n.

Les graphes des systemes de réécriture suffixes d’arbres de piles étant, grace a la démons-
tration de la décidabilité de FO[—*] sur ceux-ci, arbre-automatiques d’ordre supérieur, cette
propriété est évidente.

Notons que dans les trois propriétés précédente, nous n’avons pas cité d’inclusion stricte.
Nous conjecturons que c’est le cas, mais n’en avons pour l'instant pas de preuve formelle. Nous
pensons cependant que I'exemple 4.3 fourni un séparateur pour les deux premieres propositions.
Pour la troisieme, ’absence de toute autre description des graphes arbre-automatique d’ordre
supérieur que celle par interprétation & ensemble fini ne nous permet pas de déterminer un tel
séparateur pour l'instant.

Conjecture 1. La classe de langages reconnue par des systémes de réécriture de piles d’ordre
n est strictement contenue dans LgsTRS,, -

Si nous n’avons pas de démonstration formelle, nous pouvons cependant présenter une in-
tuition de pourquoi {u U u | u € ¥*} ne peut pas étre reconnu par un automate a piles d’ordre
supérieur. Pour reconnaitre ce langage, il faut étre capable de déterminer un mot w et de lire
parallélement deux copies de u de maniere indépendante. La seule maniere de générer le mot est
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de stocker son miroir dans une 1-pile. On peut facilement obtenir une 2-pile contenant deux 1-
piles contenant chacune le miroir de u. On veut ensuite commencer a lire u LU u. Tant qu’on veut
lire des lettres de la premiere copie de w, il suffit de dépiler sur la 1-pile supérieure. Cependant
a tout moment, on doit pouvoir basculer sur la deuxiéme copie de u, tout en conservant 1’état
de la pile de niveau supérieur. Si on élimine simplement la 1-pile la plus haute, on va perdre
cette information. La seule solution pour faire ceci est donc d’avoir une 3-pile qui contient cette
2-pile, de la copier et d’ensuite éliminer la 1-pile supérieure et de basculer sur la deuxieme copie,
a partir de laquelle on commence a lire des lettres de la deuxiéme copie. Si on veut maintenant
rebasculer sur la premiere copie de u, il faut a nouveau conserver l'information de 1’état de la
deuxieme copie de u. Or cette information n’est présente que dans la 2-pile la plus haute, alors
que la premiere copie n’est présente que dans la 2-pile la plus basse. On ne peut donc pas se
permettre de dépiler simplement. Il faut donc étre dans une 4-pile et copier la 3-pile, puis dépiler
la 2-pile, etc. ..

En itérant ce raisonnement, on s’apercoit que si on effectue n basculements entre les deux
copies de u, on a besoin d’avoir un automate a pile d’ordre n+1. Cependant, étant donné un mot
u, il peut étre nécessaire d’effectuer au plus 2|u| basculements entre les deux copies, si on veut lire
le mot ujuiugug - - - Uy upy- La taille du mot u pouvant étre arbitrairement grande, on a besoin
d’un automate a pile de niveau infini pour pouvoir reconnaitre ce langage. Or un automate a
pile d’ordre supérieur a forcément un niveau fini. Et donc ce langage n’est pas reconnu par un
automate a pile d’ordre supérieur.

Conjecture 2. LoTrs C U, LaSTRS,, -

A nouveau, nous conjecturons que le langage {ulWu | u € ¥*} est un séparateur de ces deux
classes. Expliquons informellement pourquoi. Dans les systeme de réécriture d’arbre, il n’y a pas
d’opération de copie d’un mot. Or, pour reconnaitre ce langage, il faut étre capable de générer
deux copies d’un méme mot qu’on détruit ensuite de maniere disjointe. Un systéme de réécriture
suffixe d’arbres est incapable de réaliser des opérations de copie d’'un mot entier. Une solution
serait de contraindre ’application des méme opérations a deux sous-arbres disjoint, ce qui est
impossible.

On conjecture de plus que la hiérarchie formée par les classes de langages reconnues par les
systémes de réécriture suffixes d’ordre n forment une hiérarchie stricte.

Conjecture 3. Pour tout n > 0, Lastrs, S Un LESTRS 41 -

L’inclusion est évidente. Pour montrer qu’elle est stricte, il suffirait de trouver un langage
reconnus par un systeme d’ordre m + 1 qui ne peut pas étre reconnu au niveau n. On peut
conjecturer qu’un langage reconnu par un automate a pile d’ordre n ne peut étre reconnu par
un systéme de réécriture suffixe d’arbres de piles d’ordre n — 1. De plus, on a déja conjecturé
que {u Wu | u € ¥*} est un séparateur entre les langages reconnus & l'ordre 1 et les autres
ordres. Nous n’avons cependant pour 'instant pas trouvé d’exemple simple candidat a étre un
séparateur a tout ordre.
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Chapitre

Traces de systemes a compteurs

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux graphes générés par des systemes a compteurs,
et notamment a leur langages de traces. Jusqu’ici, nous avons considéré une approche «par en-
dessous», consistant a prendre des classes de graphes existantes et a les généraliser en tentant
de conserver la décidabilité du plus de propriétés possibles. Nous considérons maintenant une
approche «par au-dessusy, c’est-a-dire que nous partons d’'un modele tres général, les systemes
a compteurs, qui est Turing-complet, et on va chercher & déterminer des maniere de I'affaiblir de
maniere a récupérer la décidabilité de certaines propriétés. Nous nous intéresserons notamment
a la décidabilité de D'algébricité d’un langage, qui est un probléme indécidable en général, et
qui, dans les modeles que nous définirons sera décidable. On considérera deux restrictions des
systemes a compteurs : les systemes d’addition de vecteurs et les systémes a compteurs plats.

Dans un premier temps, nous définissons la notion de systéme a compteurs, et rappelons
que c’est un formalisme Turing-complet. Nous présentons ensuite les systémes d’addition de
vecteurs qui en sont une restriction connue, et rappelons un état de l'art des problémes de
décidabilité connus sur ce modele. Nous rappelons ensuite la caractérisation de ’algébricité d’un
langage dit borné due a Ginsburg et Spanier a ’aide d’ensembles semi-linéaire, et rappelons
le probleme de stratifiabilité d’un ensemble semi-linéaire dont la décidabilité est inconnue a ce
jour. Nous montrons que dans le cas des polyedres d’entiers, ce probleme est décidable et coNP-
complet. Nous appliquons ensuite ce résultat pour montrer que si un systeme a compteurs est
plat (c’est-a-dire que ses traces sont incluses dans un langage borné reconnaissable), on peut
décider ’algébricité de son langage de traces et que ce probleme est coNP-complet. Enfin, on
donne une nouvelle preuve de 'algébricité du langage des traces d’un systeme d’addition de
vecteurs, probléme déja étudié dans [Sch92].

5.1 Systémes a compteurs

Définition 5.1. Un systéme & compteurs de dimension ¢ est un couple S = (O, Cnit) avec

- OC Umzo Zm*C x Z™ x 7€ un ensemble fini de transitions,

- Cimit € N¢ un vecteur initial.

Une configuration de S est un vecteur de N°.

Etant données deuzx configurations T, 7 et une transition 0 = (A, 5, 0), ona @ LN y st

S AZ>D

- Y=T+7.

Une trace d'un systéme a compteurs est une suite w € ©* telles qu’il existe des configurations
To, -+, )| avec Ty = Cnis et pour tout i < |wl, on a Z; 2 i
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Le graphe induit par un systéme & compteurs est Gs = (V, E), avec :

- V=N¢

CE={@00)]7% 0}

On considérera les graphes enracinés en cp;; des systémes & compteurs, qui sont définis par

-V ={7eN°¢|3Ir € O, G — v},

S E={(#,0,0) 7% 0.

On peut également remarquer qu’au lieu d’avoir un étiquetage de chaque régle, on utilise direc-
tement la régle elle-méme pour étiqueter chaque arc. Cela est dii au fait que si 'on considérait un
étiquetage quelconque de ces arcs, la plupart des problémes (notamment ceux sur les langages
de traces) que nous considérerons sur ces modeles sont indécidables. Le langage des traces de S
est le langage £(S) = {7 | 37, Crit — ¥}

Les systemes a compteurs sont un formalisme assez ancien et possédant de nombreuses ca-
ractérisations équivalentes. Nous en avons donné un formalisme autorisant des transitions assez
expressives, mais il existe des formalismes autorisant & produire des graphes isomorphes avec
des transitions beaucoup plus basiques. L’un de ces formalismes les plus connus est celui dit des
machines de Minsky. Dans ce modele, les configurations sont constituées d’un état et d’un en-
semble de compteurs, et les seules transitions existantes permettent d’incrémenter un compteur,
d’en décrémenter un, ou de tester si un compteur est égal a 0. On peut également parler des
machines & deux compteurs, qui constituent un autre formalisme équivalent & celui que nous
avons présenté. Tous ces modeles sont équivalents aux machines de Turing, comme le montre
Minsky dans [Min67]. De ce fait, tous les problémes indécidables sur les machines de Turing le
sont également sur les systémes a compteurs, comme par exemple, déterminer si une configu-
ration donnée est accessible, déterminer si le langage reconnu par un systéme a compteurs est
vide, I'égalité des langages de deux systemes a compteurs, ou la régularité ou I’algébricité d’un
tel langage, pour ce qui nous intéresse ici. Aussi, nous nous intéresserons a des restrictions de
ces modeles sur lesquels nous montrerons que ce dernier probleme est décidable : les systemes
d’addition de vecteurs (que nous présentons ci-aprés), et les systémes a compteurs plats, qui
sont lintersection d’un systeme a compteurs avec un automate reconnaissant un langage de la
forme o} - - - oy

5.2 Systemes d’addition de vecteurs

Les systémes d’addition de vecteurs, introduits dans [KM69] sont un modeéle qui jouit d’une
grande popularité et qui a été largement étudié a partir des années 1970, de par leur équivalence
avec les réseaux de Petri, qui sont tres utilisés pour modéliser des systemes réels. Nous résumons
ainsi les principaux résultats de décidabilité connus sur les systemes d’addition de vecteurs, apres
en avoir donné la définition — dans le formalisme que nous avons choisi.

Définition 5.2. Un systeme d’addition de vecteurs de dimension ¢ est un systéme a compteurs
de dimension c tel que pour toute transition (A,b,¥) € O, A =0 et b = 0. On considére dans
ce cas que © est un sous-ensemble fini de Z.°.

Probléme de couverture Le probléme de couverture revient & se demander si il est possible
de couvrir un vecteur donné, c’est-a-dire d’atteindre un vecteur par le systéeme d’addition de
vecteur qui lui est strictement supérieur. En général, ce probleme est lié au calcul de I’ensemble
de couverture, contenant tous les vecteurs couverts par le systéme, qui donne une enveloppe
convexe de ’ensemble des vecteurs accessibles. Ce probléme est :

Entrée : Un systéme d’addition de vecteurs S = (0, Cinit) et un vecteur v.

Sortie : Si il existe un vecteur v’ > ¥ tel que Chit ? v’
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Ce probléme a été étudié par Karp et Miller dans [KM69]. Pour le résoudre, ils introduisent
la construction d’'un arbre, appelé depuis arbre de Karp et Miller, qui permet de calculer en-
tierement I’ensemble de couverture du systéme d’addition de vecteurs, et qui est toujours fini,
prouvant de ce fait que 'ensemble de couverture (défini comme 1’ensemble des vecteurs tel qu’il
existe un vecteur plus grand accessible par le systéme d’addition de vecteurs) est bien calculable.
Cet arbre est construit de la maniere suivante : sa racine est étiqueté par la configuration initiale.
Ensuite, tant qu’il existe une feuille non traitée, on lui ajoute comme fils toutes les configurations
obtenues en lui appliquant une transitions, modifiées de la maniére suivante :

- si une configuration est présente sur 'un des ancétres de cette feuille, on ne I’ajoute pas,

- si une configuration est strictement supérieure a une configuration présente sur I'un des
ancétres de cette feuille, on remplace chacune des composantes strictement augmentées par
w, pour représenter que cette composante peut prendre une valeur arbitrairement grande,

- sinon, on l'ajoute telle quelle.

Ainsi, pour toute configuration apparaissant dans cet arbre, en remplacant les w par n’im-
porte quelle valeur finie, il existe une configuration strictement supérieure accessible dans le
systeme d’addition de vecteurs.

Cet arbre peut également étre utilisé pour déterminer si ’ensemble d’accessibilité est fini.
En effet, il est fini si et seulement si w n’apparait pas dans I'arbre, ’ensemble des configurations
apparaissant dans 'arbre étant dans ce cas I’ensemble d’accessibilité du systeme.

Cependant, si cet arbre est toujours fini, il existe des cas ou sa taille est non élémentaire en
fonction de la taille du systéme d’addition de vecteurs. La complexité de ce probléme est donc a
priori non-élémentaire. En fait, il a plus tard été montré que cette complexité est EXPSPACE-
complete [CLM76, Rac78].

Cette construction est centrale dans la plupart des études faites sur les systemes d’addition
de vecteurs, notamment les propriétés présentées ci-apres. Elles utilisent en général la notion de
graphe de couverture, qui est simplement ’arbre de Karp et Miller dans lequel on ajoute un arc
étiqueté par une action @ entre deux sommets = et ¢ si ¥ = & + @ et ou on confond les sommets
ayant la méme étiquette. Alternativement, si une feuille de arbre produit une étiquette déja
existante dans 'arbre, on ajoute un arc entre cette feuille et ’autre sommet étiqueté par I’action.

Exemple 5.1. On considére le systéme d’addition de vecteurs de dimension 2, S = ({d =
(2,—1),b = (—1,2)},(1,1)). On représente son arbre de Karp et Miller a la figure 5.1, et son
graphe de couverture d la figure 5.2. On peut observer que puisque la configuration (w,w) apparait
dans Uarbre, tout vecteur de dimension 2 est couvert par S.

Exemple 5.2. On présente un autre exemple, celui donné par Karp et Miller dans [KM69] o la
notion est introduite. On considére le systéme d’addition de vecteurs de dimension 5, S = ({d =
(=1,1,0,0,0),b = (—1,0,0,1,0),Z = (0,—-1,2,0,0),d = (0,1,—1,0,0),& = (0,0,0,-1,2), f =
(0,0,0,1,—1)},(1,0,0,0,0)).

On représente son arbre de Karp et Miller a la figure 5.3. On peut exhiber de nombreuz
vecteurs qui ne sont pas couverts par ce systeme d’addition de vecteurs, comme par exemple, le
vecteur (1,1,1,1,1).

Probléme d’accessibilité Le probléeme d’accessibilité consiste a se demander s’il est possible
d’atteindre un vecteur donné dans un systéme d’addition de vecteur. Le probleme d’accessibilité
est le suivant :
Entrée : Un systéme d’addition de vecteurs S = (O, ¢1,it) et un vecteur @.
Sortie : Si Cinit ? .

La décidabilité de ce probléme a été étudiée dans un premier temps par Tenney et Sacerdote

dans [ST77], puis prouvée par Mayr dans [May81], qui en donne la premiére preuve correcte. Une
preuve plus simple a ensuite été fournie par Kosaraju dans [Kos82], puis & nouveau simplifiée par
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(1,1)
(2,0) (0,2)
b i
(1,w) (w,1)
A
(w,w) (0,w) (w,0) (w,w)
b a
(w,w) (w,w)

FIGURE 5.1 — L’arbre de Karp et Miller de I’exemple 5.1

(1,1)

a b a=(2,-1)
(2,0) b (0,2) b=(-1,2)
b R (w,w) a

/ \
(1,w) (w,1)

a b
b a
(0,w) (w,0)

FIGURE 5.2 — Le graphe de couverture de I’exemple 5.1
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(1,0,0,0,0)
(0,1,0,0,0) (0,0,0,1,0)
¢ 2
(0,0,2,0,0) (0,0,0,0,2)
d f
(0,1,w,0,0) (0,0,0,1,w)
g d e f
(0,0,w,0,0) (0,w,w,0,0) (0,0,0,0,w) (0,0,0,w,w)
d f
(0,w,w,0,0) (0,0,0,w,w)

FIGURE 5.3 — L’arbre de Karp et Miller de I’exemple 5.2
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Lambert dans [Lam92], toutes ces preuves utilisant une construction similaire appelée décom-
position de Kosaraju-Lambert-Mayr-Sacerdote-Tenney, qui donne a priori une construction de
complexité non-élémentaire. Par la suite, Leroux a donné dans [Ler10] un algorithme décidant ce
méme probléme qui ne se base plus sur cette construction, mais sur la satisfaction de formules de
Parithmétique de Pressburger, et 'intersection de deux ensembles pseudo-linéaires. Par ailleurs,
cet algorithme n’a pas a priori une complexité non-élémentaire. La complexité de ce probleme
est inconnue a ce jour. Cardoza, Lipton et Meyer ont montré dans [CLM76] que ce probléme est
EXPSPACE-dur. Aucune borne supérieure pour ce probleme n’est a ce jour connue.

Par ailleurs, ’ensemble des configurations accessibles n’est pas calculable. Dans [KM69],
Karp et Miller attribuent ce résultat a Rabin, sous la forme du probléeme suivant :

Entrée : Deux systemes d’addition de vecteurs S et S'.
Sortie : S et &’ ont le méme ensemble de vecteurs accessibles.

Ce probléeme est indécidable.
Enfin, dans [Ler13c], Leroux a étudié le probléme de l'accessibilité réversible pour les systémes
d’addition de vecteurs, qui est le suivant :

Entrée : Un systeme d’addition de vecteurs S = (O, Cnit) et deux vecteurs U3 et v3.
Sortie : Si vy ? V3, et Uy ? 7.

Leroux prouve également 'EXPSPACE-complétude de ce probleme.

Probléme de la régularité des traces Le probleme de la régularité des traces est le suivant :
Entrée : Un systéme d’addition de vecteurs & = (O, ¢nit) et un vecteur v.
Sortie : Si le langage des traces £(S) est un langage reconnaissable.

La décidabilité de ce probleme a été montrée de maniére indépendante (et simultanée),
par Ginzburg et Yoeli dans [GY80] d’une part et par Valk et Vidal-Naquet dans [VVN81]
d’autre part. Les deux preuves utilisent 'arbre de Karp et Miller comme base, et le critere de
reconnaissabilité du langage d’un systéme d’addition de vecteurs peut étre résumé ainsi : le
langage est reconnaissable si aucune composante ne peut étre décrémentée un nombre arbitraire
de fois. Dit, autrement, le critére est : «pour toute suite de transition 7 - - - 7, si elle peut étre
répétée un nombre arbitraire de fois, alors elle ne diminue aucune composante».

La complexité de ce probleme posséde également une complexité EXPSPACE-complete.

Probléme de l’algébricité des traces Le probleme d’algébricité des traces est le suivant :
Entrée : Un systéme d’addition de vecteurs S = (0, Cnit) et un vecteur v.
Sortie : Si le langage des traces £(S) est un langage algébrique.

Dans [Sch92|, Schwer s’attaque au probléme de lalgébricité des traces d’un systéme d’addi-
tion de vecteurs. Sa preuve repose sur la construction d’un graphe de couverture défini a partir
de l'arbre de Karp et Miller, en ajoutant les arcs retour si une configuration d’'un ancétre de-
vrait apparaitre comme fils d’une feuille, puis en dépliant les circuits ne pouvant étre empruntés
qu’un nombre fini de fois (dit «faibles»). Elle étudie ensuite les circuits restants (dits «forts», ou
«itérablesy), et dégage cing propriétés nécessaires et suffisantes pour I’algébricité du langage des
traces. Malheureusement, [Sch92] contient un certains nombre d’inexactitudes, rendant la preuve
qui y est présentée invérifiable. Par ailleurs, comme elle repose sur la construction effective du
graphe de couverture, la complexité du processus de décision est au mieux non-élémentaire.

Leroux, Sutre et 'auteur ont repris ce probleme dans [LPS13a], avec une preuve qui n’est plus
basée directement sur la construction du graphe de couverture, et ont ensuite étudié ce probleme
dans le cas des systémes & compteurs plats dans [LPS14]. Ces preuves sont inspirées des travaux
de Ginsburg sur les langages bornés et les ensembles semi-linéaires (que nous rappelons dans le
paragraphe suivant), déja présents dans les travaux de Schwer. Le reste du chapitre est consacré
a la présentation de ces résultats, en donnant dans un premier temps les résultats obtenus dans
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[LPS14], puis ceux de [LPS13a]. Notons aussi que Leroux, Praveen et Sutre ont montré dans
[LPS13b] que la complexité du probléme d’algébricité des systémes d’addition de vecteurs est
EXPSPACE-complet.

5.3 Caractérisation des images de Parikh de langages al-
gébriques bornés

Les langages bornés ont été introduits par Ginsburg et Spanier dans [GS64] comme un outil
pour I'étude des langages algébriques. Formellement, un langage L est borné si il existe une
suite finie de mots o1,...,0 telle que L C o7 ---0j}. Les langages bornés permettent de don-
ner un critere de non algébricité assez simple : si 'intersection d’un langage avec un langage
de la forme o7 --- 0} n’est pas algébrique, alors le langage d’origine n’est pas algébrique. Ce-
pendant, dans le cas général, la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple du langage
{uy -~ ug | k> 1Au; = a'b'}, qui n’est pas algébrique, mais dont I'intersection avec tout langage
de la forme o7 - - - o} est finie. Leur utilisation est notamment centrale dans [Sch92]. Ils occupe-
ront également une place centrale dans notre preuve de ’algébricité des systemes d’addition de
vecteurs, et on peut noter que dans ce cas, le langage des traces d’un systeme d’addition de vec-
teurs est algébrique si et seulement si son intersection avec tout langage de la forme o7 - - - o} est
algébrique. Ils permettent également dans le cas de modeéles Turing-complets, de se restreindre
a des modeles dits «plats» qui possedent en général des ensembles d’accessibilité calculables, via
des techniques d’accélération ([ABS01],[BFLP08],[BW94],[BH99],[BIK10],[CJ98],[FIS03]), et qui
permettent donc de mieux comprendre le comportement des systémes Turing-complets dont ils
sont issus. [EGM12] présente une maniére d’unifier les récentes techniques de «vérification bor-
née».

Dans [GS64] ou ils sont introduits, Ginsburg donne un critére nécessaire et suffisant de
I’algébricité d’un langage borné, a partir des travaux de Parikh sur les langages algébriques
([Par61], [Par66]) : un langage borné est algébrique si et seulement si son image de Parikh est
un ensemble semi-linéaire stratifié. Cependant, la stratifiabilité d’un ensemble semi-linéaire est
a ce jour toujours ouverte. Ce paragraphe résume ces résultats.

Dans [Par61], Parikh introduit la notion d’ensembles linéaires et semi-linéaires.

Définition 5.3. Un sous-ensemble L de N¢ est dit linéaire si
L =b+Npj+---Np;,

ot b € N est la base de L et P = {pi, -+ ,pn} € N? est 'ensemble de ses périodes

P est dit stratifié si chacun de ses vecteurs a au plus deux composantes non nulles et si pour
tous 1 < i < j < k <1 <d, il nexiste pas deux vecteurs p, et p, de P tel que p,(i) > 0,
pa(k) >0, pp(j) > 0 et py(l) > 0

Etant donné un ensemble fini de vecteurs P = {p1, -+ , Pk}, on notera P* I'ensemble linéaire
canonique associé a P, P* = Npj + -+ - + Npy,.

Définition 5.4. Un sous-ensemble S de N est dit semi-linéaire si c’est une union finie d’en-
sembles linéaires.

1l est dit semi-linéaire stratifiable si c’est une union finie d’ensembles linéaires dont les pé-
riodes sont stratifiées.

Dans [GS66], Ginsburg et Spanier montrent que les ensembles semi-linéaires sont exactement
les ensembles de N¢ qui satisfont une formule de la logique de Presburger, c’est-a-dire la logique
du premier ordre sur N, avec des formules atomiques de la forme to+> "7, t;2; = t{+ 27;1 thx;,
ou les t;,t; sont des entiers et les x; sont des variables. Cette logique a été introduite par
Presburger dans [Pre30], et il a également montré que cette logique est décidable. Pour ce
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qui nous concerne, cette caractérisation en terme de modeles de formules de Presburger des
ensembles semi-linéaires a été exploitée pour étudier des propriétés des systémes d’addition de
vecteurs par Leroux, par exemple dans [Lerl0], [Ler13c|, [Ler13b], [Lerl3al.

Lemme 5.1. La classe des ensembles semi-linéaires stratifiables est close par union, projection,
projection inverse, et par intersection avec des produits cartésiens d’intervalles.

Démonstration. Ces propriétés s’obtiennent facilement a partir de la définition.

On consideére deux ensembles semi-linéaires stratifiables S = | J;<,, by + P et 8" =Ui<n b+
P

Leur union est un ensemble semi-linéaire par définition : SUS" = | J;<p 4/ V', P avec b = b;
siiSnetb7’i:lyi_nsin<i§n+n’;ctPZ-”:Pi siit<mnet P/=P__ sin<i<n+n
Toutes les périodes étant stratifiées, I’ensemble obtenu est stratifiable.

Soit 7 wune projection sur un certain nombre de coordonnées. On montre que
7(S) = Ui<n 7(b;) +N7(pia1) +- - +Na(pin,;) : soit k une composante conservée par 7 et ¥ € S,
on a ¥(k) = b;(k) + Mipia(k) + - Ap,Din, (k), pour un certain ¢. On a «(0)(k) = 7(b:) (k) +
M (Pi1)(k) + - A, (i, ) (k). Ainsi, on a bien 7(7) = 7(b;) + Mw(@i1) + - A, T (Din; )s
et donc 7(S) C Ui<n 7(bi) + N7(Fin) + - - - + Na (). Inversement, si on prend un vecteur
o =7 (b;) + Mm(Pi1) + -+ A, m(Pin; ) POUr un certain 4, on a que ¥ = bi + AMPit+ - A, Ding
est un vecteur de S tel que 7 (7) = v'. Et donc on a bien I’égalité voulue, qui montre bien que
m(S) est un ensemble semi-linéaire. De plus, comme les P; sont stratifiés, leur projection 1'est
aussi puisqu’on a simplement annulé certaines composantes.

La projection inverse revient a rajouter toutes les valeurs possibles pour les coordonnées
ajoutées. Supposons que 7 est la projection qui élimine la coordonnée k (si elle en élimine
plusieurs, le cas est similaire, il suffit de composer plusieurs projections éliminant une seule
coordonnée). On considere donc 'ensemble semilinéaire S” = J;<,, bi + (P; U {&})*, ol & est
le vecteur valant 1 sur la coordonnée k et 0 sur les autres. On a facilement que 7(S") = S. Soit
€S . Onatd=>b+ MPi1 + -+ Ap,Din, pour un certain ¢. On prend v € 7~ Y(%). Pour tout
k' # k, onao(k') = G(k). Ainsi, on a o/ = b; + \Pi1 + - An,Pim, + 0 (k)&. Ainsi o/ € 5.
Et donc S” = 771(9), qui est bien semilinéaire stratifiable puisqu’on a uniquement ajouté le
vecteur e qui a une seule composante non nulle et que P; est stratifié.

On prend un produit cartésien d’intervalles Z = Iy x --- x I,,. Observons que Z = I; x N X
o xNN---NNx--- x N x [, ce qui est une intersection de produits cartésiens d’intervalles,
N en étant un. On va donc montrer la propriété pour Z = I, x N x --- x N, et pour un ensemble
linéaire L = b+ Np1 + - - - Npj, puisque 'union est distributive par rapport a l'intersection, c’est
suffisant. On a deux cas & traiter : Iy = [a,b] et I; = [a, +o0].

Commencons par I; = [a,b]. Dans ce cas, on prend comme ensemble de périodes P’ = {p; |
7i(1) = 0}, et comme ensemble de vecteurs de base B = {7 = b+ M1 + - - Anf | §; € P/ =
Ai = 0AU(1) € [a,b]}. L’ensemble B est fini puisqu’on ajoute au vecteur de base uniquement
des vecteurs qui ont une valeur non nulle sur leur premiére composante, et que cette composante
doit étre inférieure a b, on n’a donc qu'un nombre fini de telles sommes. Par définition, on a
bien ' = B+ P* CLNZ. Soit 7€ LNZ.Onav=>b+ A1p1 + - AnPr avee U(1) € [a,b]. On
a donc que b+ N, fy + - - - X, 7, avec A, = X; sipi(1) > 0 et A; = 0 sinon, est un élément de B.
Les autres p; étant des éléments de P/, on a bien ¥ € B + P'*. Et donc LNZ = B + P'*, et est
donc bien semi-linéaire.

Dans le cas ot I; = [a,+oo[, on prend B={0 € L |7 > aAVp;,0—p; ¢ LV (T—p;)(1) < a}.
Cet ensemble est fini. En effet, si il était infini, on aurait deux éléments b+ P14 - ApDn et
b+ AP1 4 - AL Dy tels que A, > \; pour tout i, ce qui est une contradiction avec sa définition.
On a facilement que LN[a, +o0[= B+ P*, simplement en remarquant que tout élément de B est
dans L et que chaque élément de L N [a, +00[ est plus grand qu’un élément de B, par définition
de B.
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Ainsi, L NZ est un ensemble semi-linéaire. Dans chaque cas, 'ensemble des périodes est
conservé ou est remplacé par un de ses sous-ensembles. Comme il est stratifié, le nouvel ensemble
des périodes ’est également, ce qui conclut la démonstration. O

Les ensembles semi-linéaires sont utilisés pour caractériser les langages algébriques. Dans
[Par66], Parikh donne une caractérisation nécessaire pour qu’un langage soit algébrique :

Théoréme 5.2. Si un langage L C X* est algébrique, alors [’ensemble de wvecteurs
{(Jt|ays -+ 5 |t|ay) | w € L} est un ensemble semi-linéaire (avec ¥ = {ay,--- ,ax}, Uordre des
lettres de X étant indifférent).

L’ensemble {(|u|qy,- -, ula,) | w € L} est appelé image de Parikh du langage L.

Exemple 5.3. Le langage {a™ | n est premier} n'est pas un langage algébrique. Son image de
Parikh est ’ensemble des nombres premiers, qui n’est pas un ensemble semi-linéaire.

Exemple 5.4. Montrons un exemple ou cette condition n’est pas suffisante, c’est-a-dire un
langage L dont limage de Parikh est un ensemble semi-linéaire, mais qui n’est pas algébrique.

On considére & = {a,b,c,d} et L = {a"b™c"d™ | n,m > 0}. Ce langage n’est pas algé-
brique. Son image de Parikh est {(n,m,n,m) | n,m > 0} et peut s’exprimer comme (0,0,0,0)+
N(1,0,1,0) + N(0,1,0, 1), et est de ce fait un ensemble semi-linéaire.

Remarque 5.1. Le fait que cet exemple montre que la condition n’est pas suffisante provient
du fait que le langage L' = {a™c™b™d™ | n,m > 0} qui posséde la méme image de Parikh est
algébrique.

Dans [GS64], Ginsburg et Spanier montrent que si on se restreint au cas des langages bornés,
on peut préciser cette condition pour qu’elle soit nécessaire et suffisante.

Théoréme 5.3. Un langage L inclus dans o5 - - - o} est algébrique si et seulement si {(k1, -+ ,kn) |
U’fl ---okn € L} est un ensemble semi-linéaire stratifiable.

Remarquons que les o; peuvent étre des mots et non des lettres. Ceci provient du fait qu’un
tel langage peut étre vu comme l'image d’un morphisme envoyant des lettres a; sur des mots
0, et considérer le théoreme sur ce langage. 1l suffit de remarquer qu’un tel morphisme préserve
I’algébricité. Remarquons que I'exemple précédent ne met pas en défaut ce théoreme, puisque
I’ensemble semi-linéaire exhibé, et qui est celui demandé par le théoreme, n’est pas stratifiable.
Par contre, 'image de Parikh & considérer pour le langage L’ n’est plus la méme, mais I’ensemble
{(n,m,m,m) | n,m >0} =(0,0,0,0) + N(1,1,0,0) + N(0,0, 1, 1) qui est stratifiable.

Exemple 5.5. On considére . = {a,b,c}. Le langage {a™b™c" | n,m € N} est algébrique
puisque lensemble {(n1,n2,n3) € N® | ny = ng} est ensemble linéaire P* ou P = {(1,0,1),(0,1,0)}
est un ensemble stratifié. Par contre, le langage {a™b"c" | n € N} nlest pas algébrique. Ce qui
signifie que l’ensemble semilinéaire N(1,1,1) n’est pas stratifiable.

Le probleme d’algébricité d’un langage borné est donc équivalente au probleme de stratifia-
bilité d’un ensemble semi-linéaire :

Entrée : Un ensemble semi-linéaire S.

Sortie : Si S est stratifiable ou non.

La décidabilité de ce probléme est a ce jour toujours ouverte. La difficulté de ce probleme
provient entre autre du fait qu'un ensemble semi-linéaire n’admet pas qu’une seule représenta-
tion en tant qu’ensemble semi-linéaire, comme le montre I’exemple ci-dessous. De plus, il n’y
a pas a notre connaissance de représentation canonique des ensembles semi-linéaires qui serait
stratifiable si I’ensemble semi-linéaire a une représentation stratifiable.
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Exemple 5.6. On considére 'ensemble linéaire L = (0,0,0) + N(1,1,1) +N(2,1,0) + N(0, 1, 2).
Le vecteur (1,1,1) a trois composantes non nulles, et 'ensemble {(1,1,1),(2,1,0),(0,1,2)} n'est
donc pas stratifié. Cependant, comme pour tout n, on a (2n,2n,2n) = n(2,1,0) +n(0,1,2) et
2n+1,2n+1,2n+1) =(1,1,1) +n(2,1,0) +n(0,1,2), on a que L est l’ensemble semi-linéaire
((0,0,0)+N(2,1,0)+N(0,1,2))U((1,1,1)+N(2,1,0)+N(0, 1, 2)), et l’ensemble {(2,1,0), (0,1,2)}

étant bien stratifié, on a bien que L est un ensemble semi-linéaire stratifiable.

Dans la suite de ce chapitre, on va s’intéresser a un cas particulier de ce probleme, a savoir
le cas des polyedres d’entiers, puis on montrera en quoi ce sous-probléme est suffisant pour
s’'intéresser a 'algébricité des traces de systémes a compteurs plats et de systémes d’addition de
vecteurs.

5.4 Un sous-cas : stratifiabilité des polyedres d’entiers

Dans ce paragraphe, on montre que le probléme de stratifiabilité est décidable pour une
sous-classe des ensembles semi-linéaires : les ensembles de solutions entiéres des systemes finis
d’équations linéaires.

and

Définition 5.5. Le polyedre d’entiers associé a une matrice A € et ¢ un vecteur b € Z"

est Uensemble P(A,b) = {Z € N% | AZ > b}.
Proposition 5.4. Un polyédre d’entiers est un ensemble semi-linéaire.
Cette proposition découle directement du lemme ci-dessous.

Lemme 5.5 ([Sch87, p. 237]). Pour toute matrice A € Z" % et tout vecteur b € Z™, il existe
deuz sous-ensembles finis B et P de N? tels que
{feN'|AZ>b} = B+P* e P* = {FeN'| A7 >0}

Schrijver obtient ce résultat en montrant que ’ensemble des vecteurs satisfaisant AZ > 0 est
stable par addition et soustraction de vecteurs dont les composantes sont des sous-déterminant
de la matrice A. Ces vecteurs forment I'ensemble des périodes de {# € N? | AZ > b} et de
{# € N | AZ > 0}, et pour tout vecteur & de {# € N | A > b}, on peut exhiber un vecteur
¥ dont toutes les composantes sont inférieures au plus grand sous-déterminant de A tel qu’il
existe un vecteur p’ formé par l'addition de périodes tel que £ = ¢ + p. Il y a un nombre fini

de vecteurs dont les composantes sont inférieure au plus grand sous-déterminant de A, ce qui
permet d’exhiber un ensemble fini de bases.

Exemple 5.7. On considére la matrice A et le vecteur b suivants :

1 -1 )
A=(-1 3 b=(0,2,4)

-,

Le polyédre d’entiers associé P(A,b) est représenté d la figure 5.4. On peut l’exprimer comme
l’ensemble semi-linéaire suivant :

Le probléme de stratifiabilité d’un polyédre d’entiers est le suivant :
Entrée : Une matrice A € Z"*? et un vecteur b € Z".

Sortie : Si le polyédre d’entiers P (A, b) est stratifiable ou non.

Dans un premier temps, on va ramener ce probléme a un probleme de décision impliquant
uniquement une matrice A € Z"*%,
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FIGURE 5.4 — Un polyedre d’entiers

5.4.1 Réduction au cas des cones

On va réduire le probleme de stratifiabilité d’un polyedre d’entiers a un probléme qu’on
appellera probléme de bon parenthésage d’un céne.

On commence par rappeler qu’une relation binaire R sur {1, ..., d} est dite bien parenthésée
si pour tout couple (i,7) de R, i < j, et qu’il n’existe pas de couple (i,7) et (k,l) dans R tels
quei <k <j<l
Définition 5.6. Le cone associé d la matrice A € Z"*? est ’ensemble C(A) = {7 € Q%, |
AZ > 0}.

Etant donné un cone C(A) C Q% et une relation binaire bien parenthésée R sur {1,...,d},
on introduit I’ensemble C(A)r défini comme suit :

C(A)r = ) C(A),

reR

ou, pour chaque couple d’indices r = (s,t) satisfaisant 1 < s < t < d, ensemble C(A), est
donné par :

C(A), = qzec(A)| A #G)=0
ié¢{s:t}
Définition 5.7. Etant donnée une matrice A, on dit que C(A) est bien parenthésé si C(A) =
Urer C(A)r ot R désigne ’ensemble de toutes les relations bien parenthésées.
Le probleme de bon parenthésage d’un cone est le suivant :
Entrée : Une matrice A.
Sortie : Si C(A) est bien parenthésé ou non.

Exemple 5.8. On reprend la matrice A de l'exemple 5.7. Le cone C(A) est représenté d la
figure 5.5. Il peut s’exprimer comme Qx0(3,1) + Q>0(1,1).

Le théoréeme suivant permet de ramener le probléme de stratifiabilité d’un polyedre d’entier
au probleme de bon parenthésage d’un cone.

Théoréme 5.6. Etant donnés une matrice A € Z"*? et un vecteur b € 74, le polyédre d’entiers

-,

P(A,b) est stratifiable si et seulement si il est vide ou que le cone C(A) est bien parenthésé.
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y==x

FIGURE 5.5 — Un cone

Pour prouver ce théoréme, on montre tout d’abord que la stratifiabilité d’un polyedre d’en-
tiers peut étre réduite au cas particulier d’inégalités linéaires homogenes. Formellement, un céne
d’entiers est un ensemble de la forme {# € N¢ | AZ > 0} ot A € Z"*¢ est une matrice. Le
lemme 5.5 cité précédemment montre que tout cone d’entiers est un ensemble linéaire, et procure
une décomposition d’un polyedre d’entiers en cones d’entiers.

Etant donné un ensemble fini P = {P1,...,Pr} de vecteurs de N¢, on définit P< lensemble
des combinaisons linéaires de vecteurs de P avec des coefficient rationnels non-négatifs, c.a.d,
P9 = Q>0p1 + -+ - + Q>0p). Autrement dit, P9 est défini comme P* 4 la différence que Q>op;
remplace Np;. Observons que P = QZOIS* pour tout sous-ensemble fini P de N¢. Rappelons la
propriété suivante.

Proposition 5.7 (Théoréme de Farkas-Minkowski-Weyl). Un sous-ensemble C(A) de Q%o est

un cone si et seulement si C(A) = P ou P est un sous-ensemble fini de N,

Cette propriété est obtenue d’une part en montrant qu'un céone C(A) est intersection d’un
nombre fini d’hyperplans, et d’autre part que si un sous-ensemble est de la forme ]34, on peut
construire une matrice A a partir des générateurs du cone tels que Pi=c¢ (A).

On souhaite extraire les directions asymptotiques d’un polyedre d’entiers. Pour cela, on
associe a chaque sous-ensemble P C N¢ un ordre C s sur N¢ défini par & Cpysiged+ P*.
Observons que si P = {€1,...,€4}, Vordre C 5 coincide avec l'ordre classique < sur N?, qui est
un ordre bien fondé sur N¢ = N¢ ﬂﬁq, d’apres le lemme de Dickson. Cette observation peut étre
généralisée a tout sous-ensemble fini P de N?, comme suit.

Lemme 5.8 ([HP79]). L'ordre Tz sur N% est un ordre bien fondé sur N N P2, pour tout
sous-ensemble fini P de N¢.

Pour montrer que le probleme de la stratifiabilité d’un polyedre d’entiers est décidable, on
décompose les cones en «parties stratifiables maximalesy. Intuitivement, ces «parties stratifiables
maximales» sont les ensembles C(A)g. La propriété de stratification de C(A)g est exprimée par
le lemme suivant.

Lemme 5.9. Pour tout cone C(A) C Q%o et toute relation binaire bien parenthésée R sur

{1,...,d}, on a que C(A)r = ]31}1 pour un sous-ensemble fini stratifié Pr de N°.

Démonstration. Prenons un céne C(A) et une relation bien parenthésée R sur {1,...,d}. Tout
d’abord, remarquons que C(A),. est un cone pour tout = (s,t) dans R. En effet, toute contrainte
Z(j) = 0 peut étre exprimée comme la conjonction de Z(j) > 0 et de —Z(j) > 0. En ajoutant
ces inégalités & la matrice A pour tout j & {s,t}, on obtient une matrice témoignant que C(A),
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est un cone. D’apres la proposition 5.7 il s’ensuit que C(A), = ]3;‘ pour un sous-ensemble fini
P, C N Ainsi, C(A)p = Pg ou Pg est le sous-ensemble fini de N? défini par Pr = Urer Pr
Puisque R est bien parenthésée, on déduit que Pg est stratifié, ce qui conclut la preuve du
lemme.

O
On peut maintenant donner la preuve du théoréme 5.6.

Démonstration. On montre tout d’abord la direction «si» du théoréme. Si P(A, E) est vide, il
est trivialement stratifiable. Supposons maintenant que C(A) soit bien parenthésé. D’apres le
lemme 5.5, le polyedre d’entiers P(A, l_;) peut étre décomposé en une somme P(A, 5) =B+H
oit B C N est un ensemble fini et H est le cone d’entiers {# € N? | AZ > (}. Observons que

C(A) = UR (A)g puisque C(A) est bien parenthébé et que H C C(A) par définition. On en
déduit que H peut étre decompose en H = Ur HR ou HR =HnN C(A)g. D’apres le lemme 5.9,
il existe un ensemble fini stratifi¢ Pz C N¥ tel que C(A)g = PR. Le lemme 5.8 assure alors que
C 5, est un bon ordre sur N?NC(A)g. 1l s’ensuit que 'ensemble des éléments minimaux de Hg
pour ce bon ordre est un ensemble fini. De plus en notant BR cet ensemble fini, on obtient que
Hp C Br + PR On a prouve Pinclusion H C U R(B R+ PR) Puisque l'inclusion inverse est

immédiate, I'ensemble H est stratifiable. Comme P(A,b) = B 4+ H, on déduit que P(A,b) est
stratifiable.

On prouve maintenant la direction «seulement si» du théoréme. Supposons que P(A, 5) est
non-vide et stratifiable. Puisque P(A, b) est stratifiable, il peut étre décomposé en Usie (b + 2
ot I est fini, b; € N%, et P, C N est un ensemble fini stratifié.

Montrons tout d’abord que P* C Ur C(A)g. On définit R; 'ensemble des couples (s, t), avec
1<s<t<d, tels que p(s) # 0 A p(t) # 0 pour un vecteur 7 € P;. On a déja vu que R; est une
relation binaire bien parenthésée sur {1, . d} puisque P est stratifié. Soit p’ € P Pour chaque
n € N, on a que b; + np € P(A, E) A1n81 Ab; + nAp > b pour tout n € N. On en déduit que
Ap >0, et donc, 7 € C(A). Par deﬁnltlon de R;, on obtient que p € C(A)g,. Comme C(A)gr
est clos par addition, on obtient que 152-* CC(A)rg,

Pour montrer que C(A) C [JzC(A)g, il suffit de montrer que N¢ N C(A) C |JrC(A)r
puisque les cones sont clos par multiplication par des rationnels non négatifs. Soit # € N NC(A).
Comme P (A, b) est non-vide, il existe § € P(A, b). Pour tout n € N, on a A(5+nZ) > b, et don,
§4+nZ € P(A, E) D’apres le principe des tiroirs, il existe ¢ € I et un ensemble infini N C N tel que
S+n¥ e I_); + f’i* pour tout n € N. Le lemme 5.8 entraine que Cp, est un bon ordre sur N¢ N 131-4.

R;

Puisque Z,, = §'—5,-+nf est dans 15;-* C Ndﬁﬁ;‘ pour tout n € N, on déduit ’existence de n,m € N
tels que n <met @, Cp &y Il s’ensuit que (m—n)T =TT € 15;-*. Puisque 15;-* C UrC(A)g,
on obtient que ¥ € Jp C/(A)R. On vient de montrer que N*NC(A) C | Jz C(A)g, et on en conclut
que C(A) est bien parenthésé.

O

Il nous reste a montrer que le probléme de bon parenthésage d’un cone est décidable. Pour
cela, on peut arguer qu’étant donné un cone C(A) on peut calculer depuis la matrice A une
formule exprimée dans FO(Q,0,1,+, <) qui exprime I’égalité C(A) = |Jr C(A)g. Puisque que
cette théorie est décidable par I’élimination des quantificateurs de Fourier-Motzkin, on en déduit
que le probleme de bon parenthésage d’un cone est décidable. D’apres le théoréme 5.6, on en
déduit la décidabilité du probleme de stratifiabilité d’un polyédre d’entiers.

Cependant, on souhaite obtenir une mesure plus précise de la complexité de ce probleme. Le
paragraphe suivante est consacrée a donner un critére de bon parenthésage d’un céne qui est
coNP-complet.
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a
}
T r 1
pivot p 7 zZ
(a) Relation bien parenthésée (b) Vecteur réductible

FIGURE 5.6 — Décomposition de relations bien parenthésées et de vecteurs réduits

5.4.2 Un critere de bon parenthésage d’un cone décidable en coNP

Dans ce paragraphe, on donne un critére vérifiant si un céne donné est bien parenthésé
ou non. Ce critere mene a une procédure de décision coNP pour la stratifiabilité d’un cone,
et similairement pour la stratifiabilité d’un polyedre d’entiers. On montre aussi que la borne
supérieure dans ce dernier cas est atteinte.

—

On associe & chaque cone C(A) C Q%O I'ensemble C(A) = |JzrC(A)r. On rappelle que

—

C(A) n’est pas bien parenthésé précisément quand C(A) € C(A). On montre que le non bon

—

parenthésage d’'un cone C(A) peut toujours étre attesté par un vecteur de C(A) \ C(A) d’une
forme particuliere.
On a besoin des faits suivants. Une illustration du premier lemme est donné a la figure 5.6a.

Lemme 5.10. Supposons que d > 3. Une relation binaire R sur {1,...,d} est bien parenthésée si
et seulement si il et existe un pivot p avec 1 < p < d et deux relations binaires bien parenthésées
U etV respectivement sur {1,...,p} et {p,...,d}, telles que R C {(1,d)}UU UV.

Démonstration. On commence par montrer la direction «seulement si» du lemme. Soit R une
relation bien parenthésée sur {1,...,d}. On consideére deux cas.

Premiérement, supposons que (1,5) € R pour un j compris strictement entre 1 et d. Dans
ce cas, on choisit pour pivot p le plus grand j satisfaisant la propriété. On définit U = {(s,t) €
R|t<pletV ={(st) € R|s > p}. Etant donné que R est bien parenthésée, U et V
sont des relations bien parenthésées sur {1,...,p} et {p,...,d}, respectivement. Montrons que
RC{(1,d)} UUUYV. Prenons (s,t) € R. Sit <pous>palors (s,t) e UUV.

Il reste le cas ot s < p < t. Si s # 1 alorson a que 1 < s < p < t, ce qui contredit que la
supposition que R est bien parenthésée, puisque (1,p) et (s,t) sont tous les deux dans R. Ainsi
s = 1, ce qui entraine que ¢t = d par maximalité de p, ainsi, (s,t) = (1,d). Pour le second cas,
supposons qu’il n’existe pas de j tel que (1,7) € R et 1 < j < d. Dans ce cas, on choisit p = 2,
U=0et V=R\{(1,d)}. Puisque d > 3,0n a1 < p < d. Remarquons que R C {(1,d)}UU UV,
U est une relation bien parenthésée sur {1,...,p} et V est une relation bien parenthésée sur
{p,...,d}.

Dans le cas contraire, considérons un pivot p satisfaisant 1 < p < d, une relation bien
parenthésée U sur {1,...,p} et une relation bien parenthésée V sur {p,...,d}. On montre
d’abord que W = U - - - V est parenthésée. Considérons deux couples (r,t) et (s,u) de W. Si ces
deux couples sont tous les deux dans U ou dans V', on obtient que —(r < s < ¢t < u) puisque ces
deux relations sont bien parenthésées. Si (r,t) € U et (s,u) € V,onat <p<s. Si(r,t) eV et
(s,u) € U, onau <p<r. Ainsi dans tous les cas, on a =(r < s <t < u), et donc W est bien
parenthésée.

Montrons maintenant que {(1,d)} UW est bien parenthésée. On considére deux couples (r,t)
et (s,u) de cette relation. Une fois de plus, si les deux couples sont tous les deux dans {(1,d)}
ou dans W, on a =(r < s < t < u) puisque ces deux relations sont bien parenthésées. Quand
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(r,t) = (1,d) et (s,u) € W,onau <t et quand (s,u) = (1,d) et (r,t) € W, on a s < r. Ainsi,
dans tous les cas, on a =(r < s < t < u), et ainsi {(1,d)} UW est bien parenthésée. Il s’ensuit
que toute relation incluse dans {(1,d)} UU UV est bien parenthésée. O

Lemme 5.11. Pour tout ¥ € C(A), il existe une relation binaire bien parenthésée R sur! || 7]
telle que ¥ € C(A)R.

Démonstration. Pour raccourcir les notations, on note @ la relation ||Z|| x ||Z||. Considérons la
relation bien parenthésée R sur {1,...,d} qui contient tous les couples (s, s) avec s € ||Z]| et tels
—

que & € C(A)g. De telles relations existent puisque Z € C(A). Parmi celles-ci, on en choisit une
telle que (R \ Q) est minimale par inclusion. On montre maintenant que R est contenu dans @,
ce qui conclura la preuve du lemme.

Supposons par contradiction que qu’il existe un couple (s,t) dans R\ Q. Puisque & € C(A)g,
il existe une famille de vecteurs {Z, },cr avec &, € C(A), telle que & = 3", cr Z,. Il s’ensuit que
# est contenu dans C(A)y + (s, ot U est la relation bien parenthésée sur {1,...,d} définie
par U = R\ {(s,t)}. Montrons que Z(, ;) € C(A)y. Puisque (s,t) ¢ Q, on a que s ¢ ||Z| ou que
t & ||Z||. Ce qui signifie que Z(s) = 0 ou que Z(t) = 0. Puisque 0< T(54) < 7, on en déduit que

Fapy =0 ou s€||Z| A Fap €C(A) s ou te|Z| A Fop) €C(A) 1

On rappelle que R contient, par supposition, la relation identité sur ||Z||. C’est donc également
le cas de U, ce qui entraine que Z(, ;) € C(A)y. Comme C(A)y est clos par addition, on obtient
que & € C(A)y, ce qui contredit la minimalité de (R \ Q). O

On considére un céne C(A) C Qé(y Etant donné un couple d’indices r = (s,t) avec 1 < 5 <
t < d, on appelle r-décomposition? tout triplet (@, i, Z) de vecteurs de C(A), x C(A) x C(A) tels
que |7l € {s,...,p} et ||IZ]l € {p,...,t} pour tout pivot p satisfaisant s < p < t. Comme les

—

cones sont clos par addition, le vecteur @44+ 2 est dans C(A) pour toute décomposition (&, 7, Z)

Le lemme suivant montre que 'appartenance & C(A) est aussi préservée par décomposition.

Lemme 5.12. Pour toute r-décomposition (d,y, Z), on a que (@+y§+Z) € C(A) sij€ C(A) et
ZeC(A).

—

Démonstration. Supposons que ¢ € C(A) et Z € C(A). D’apres le lemme 5.11, il existe deux
relations binaires bien parenthésée U sur ||§]| et V sur ||Z]| telles que § € C(A)y et Z€ C(A)y.
Puisque (@, ¢, Z) est une r-décomposition, il existe un pivot p avec s < p < t, ou r = (s,t), tel
que ||7]] € {s,...,p} et [|Z]] C {p,...,t}. Il Sensuit que le champs?® de U et celui de V sont
respectivement contenus dans {s,...,p} et {p,...,t}. On déduit du lemme 5.10 que la relation
binaire R = {(s,¢)} UU UV est bien parenthésée. Observons que @, ¥ et 2z sont tous dans C(A)g.
Puisque C(A) g est clos par addition, on déduit que (@4 7+ 2) € C(A)g, ce qui conclut la preuve
du lemme.

O

On dit qu'un vecteur & € C(A) est réductible* quand ||Z|| a au plus deux éléments ou qu’il
existe un couple d’indices (s,t) de ||Z||, avec 1 < s <t < d, et une (s, t)-décomposition (@, 7, 2)
tels que & = @ + iy + Zz. La derniere condition est représentée a la figure 5.6b. Notons que cette
condition implique que [|Z|| C {s,...,t}. Un vecteur Z € C(A) est dit irréductible* quand il n’est
pas réductible. Le théoreme suivant caractérise quels cones sont bien parenthésés, en termes de
vecteurs irréductibles. Avant cela, illustrons ces notions avec quelques exemples.

1. Rappelons que ||7]| désigne le support de ¥, c.a.d, I'ensemble des indices ¢ tels que () # 0.
2. Cette notion est définie relativement & un céne C(A), laissé ici implicite pour ne pas surcharger les notations.
3. Le champs d’une relation binaire est I’union de son domaine et de son image.
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Exemple 5.9. Soient X et Y les cones donnés par X = {% € Q3, | #(1) = #(3)} et ¥ =
{#eQ,|#(1)==22) =F3)}. Le vecteur (1,0,1) est réductible pour les deux cones, puisqu’il
contient seulement deuz composantes non-nulles. Le vecteur (1,1,1) est réductible pour X. Cela
est attesté par la (1,3)-décomposition (@, ¥, y) ou d = (1,0,1) et ¥ = (0,0.5,0). Le méme vecteur
(1,1,1) est irréductible pour Y .

Théoréme 5.13. Un cone est bien parenthésé si et seulement si il ne contient pas de vecteur
irréductible.

Démonstration. On considére un céne C(A) C Q%O. On montre d’abord la direction «seulement
si» du théoréme. Supposons que C(A) est bien parenthésé, et prenons & € C(A). Si ||Z|| contient
au plus deux éléments, alors Z est trivialement réductible. Supposons au contraire que ¥ a au

—

moins trois composantes non-nulles. Puisque C(A) C C(A), le lemme 5.11 nous donne qu’il
existe une relation binaire bien parenthésée R sur ||Z]| telle que & € C(A)g. Par ailleurs R n’est
pas vide puisque @ # 0. On note F' le champs® de R, et on définit s = min F et ¢t = max F.
Observons que s et ¢t sont tous les deux dans ||Z||. Notons également que ¢t > s + 2 puisque ¥
contient au moins trois composantes non-nulles. On déduit du lemme 5.10 qu’il existe un pivot
p avec s < p < t, une relation binaire bien parenthésée U sur {s,...,p} et une autre V sur
{p,...,t} telles que R C {(s,t)} WU UV. On en déduit que Z € (C(A) ) +C(A)v +C(A)y),
ce qui entraine que & est réductible.

On montre maintenant la direction «si» du théoréme. Supposons que C(A) n’est pas bien

— o

parenthésé. Cela signifie que C(A) € C(A). Parmi les vecteurs  de C(A) \ C(A), on en choisit
un tel que ||Z]| soit minimal pour Iinclusion. Montrons que ce vecteur est irréductible. Par
contradiction, supposons qu’il est réductible. ||Z|| contient au moins trois éléments puisque Z €

(C(A)\ C(A)). 1l S’ensuit qu’il existe un couple (s,t) d’indices de ||Z]|, avec 1 < s < ¢ < d,
et une (s,t)-décomposition (a,¥, Z) tels que £ = @+ ¢ + Z. On a directement que ||7] et ||Z]]

sont strictement contenus dans ||Z]|. Par minimalité de #, on déduit que ¢ et Z' sont dans C(A).

On en déduit par le lemme 5.12 que & € C(A), ce qui contredit la supposition que Z est dans

—

C(A)\C(A). -

Ce théoreme nous permet de réduire le probléme de bon parenthésage d’un cone a la ques-
tion de savoir si un coéne contient uniquement des vecteurs réductibles. Dans le reste de ce
paragraphe, on explique comment résoudre ce dernier probléme dans coNP. Considérons une
matrice A € Z"*¢ encodée en binaire, et prenons C(A) = {# € Q%, | A¥ > (}. On construit,
en temps polynomial en la taille de A, une formule sans quantificateurs* p(#) exprimée dans
FO(Q,0,1,+, <) qui est valide si et seulement si C(A) ne contient que des vecteurs réductibles.
On en déduira une borne supérieur coNP pour le probléeme de bon parenthésage d’un cone,
puisque la satisfiabilité d’une formule sans quantificateurs exprimée dans FO(Q,0, 1,4+, <) est
résoluble en NP (voir, par exemple, [Sch87, p. 120]). Premiérement, on construit un formule ¢(Z)
avec quantificateurs, dont les modeéles sont précisément tous les vecteurs réductibles de C(A).
Soit B la matrice de Z("t9*d obtenue & partir de A en collant la matrice identité en dessous
de A. On note que C(A) = {Z € Q* | BZ > 0}. La formule (Z) est :

Bi>0 A \/ N\ E@) =0 | v (@(s) >0 A Et) >0 A vpe(T))
1<s<t<d iZ{s,t}

ou pour tout couple d’indices (s,t) avec 1 < s <t < d, la formule ¢p 5 ((¥), donnée ci-dessous,
exprime qu’il existe une (s, t)-décomposition (&, ¥, Z) telle que ¥ = @+ 7+ Z. La formule ¢ 5 + (%)

4. on suppose que toutes les constantes entieres des formules sont encodées en binaire.
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est :
B(pes + veér) > 0
t—1 B Z Z(i)e; — pés + mé, > 0
( AN :0) R VARE=E =, s<i<p
i<sVi>t p=s+1
B Z Z(i)e; — mep, — véy > 0
p<i<t

Ici, il est sous-entendu que la sous-formule entre crochets remplace la conjonction des trois
systémes d’inégalités linéaires. On peut vérifier facilement que pour tout vecteur & € Q¢ la
formule () est vraie si et seulement si & est un vecteur réductible de C(A). Remarquons que
chaque clause JuIv3r |- - -] contient un nombre constant de quantificateurs, en ’occurence trois.
On peut donc, par I’élimination des quantificateurs de Fourier-Motzkin, transformer, en temps
polynomial, chaque formule ¢g 5 +(Z) en une formule sans quantificateurs équivalente 9 (7).
On note ¢’ (Z) la formule obtenue & partir de la définition de ¢(&) en replacant chaque ¥ s (&)
par ¢ . (¥). La formule désirée p(7) est (BZ > 0) = ¢/(&). On a ainsi montré le théoréme
suivant :

Théoréme 5.14. Le probléme de bon parenthésage d’un cone peut étre résolu en coNP.
On a maintenant tous les ingrédients nécessaires pour montrer le corollaire suivant :
Corollaire 5.15. Le probléme de stratification d’un polyédre d’entiers est coNP-complet.

Démonstration. On commence par rappeler que le probleme du vide pour les polyedres d’entiers
est coNP-complet (voir, par exemple, [Sch87, p. 245]). Ce probléme demande si, étant donné
une matrice A € Z"*4 et un vecteur b € 7%, tous les deux encodés en binaire, si le polyedre
d’entiers {Z € N% | AZ > b} est vide.

On montre maintenant le corollaire. La borne supérieur se déduit des théoremes 5.6 et 5.14,
et de la cloture par union de coNP. La borne inférieure s’obtient par réduction du probléeme
du vide pour un polyedre d’entiers. Premierement, observons qu’en augmentant d de 3 et en

modifiant légérement (A, 5), le probléeme du vide pour un polyedre d’entiers peut étre réduit,

en temps linéaire, & un cas particulier d’un polyedre d’entiers P(A,b) satisfaisant la condition
suivante :

- -

PAD) =0 ou {(F(1),72),Z3)) | T PA,b)} = N(1,1,1) (5.4.1)

On rappelle que I'ensemble linéaire N(1,1,1) n’est pas stratifiable (c.f. exemple 5.5). On déduit
par le lemme 5.1 que tout polyedre d’entiers satisfaisant (5.4.1) est vide si et seulement si il est
stratifiable. On a ainsi réduit, en temps linéaire, le probléeme du vide pour un polyedre d’entiers
au probléeme de stratification pour un polyedre d’entiers.

O

5.5 Algébricité de traces de systemes a compteurs

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au langages des traces des systémes a compteurs. On va
chercher a résoudre le probléeme d’algébricité pour un systéme a compteurs. Le probléeme est le
suivant :

Entrée : Un systéme a compteurs S = (O, Cnit)-

Sortie : Si £(S) est algébrique ou non.
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Plats Cas général
Systeme d’addition de vecteurs | coNP-complet | EXPSpace-complet
Systémes a compteurs coNP-complet indécidable

FI1GURE 5.7 — Complexité du probleme d’algébricité.

Dans le cas général, ce probleme est indécidable : en effet, toute machine de Turing est
équivalente a un systéme a compteurs, et le probleme d’algébricité pour une machine de Turing
est indécidable.

On va donc se ramener a des cas particuliers, a savoir le probleme d’algébricité des systémes
a compteurs plats et les systemes d’addition de vecteurs pour lesquels ce probleme est décidable.
Au final, on obtient les résultats qui sont présentés en figure 5.7.

5.5.1 Algébricité des traces de systémes a compteurs plats

Nous allons maintenant montrer en quoi le probléme de stratifiabilité d’un polyedre d’entiers
peut étre utilisé pour résoudre le probleme de I'algébricité du langage des traces d’un systéme
a compteurs plat. Pour cela, on va simplement montrer que I'image de Parikh d’un tel langage
est toujours un polyedre d’entiers et conclure en utilisant le résultat du paragraphe précédent.

On considere d’abord le probleme suivant, appelé probleme de I'algébricité d’un systeme a
compteurs plat linéaire :

Entrée : Un systéme & compteurs S = (O, Cl,it) et une suite finie 7 = wq, 01, -+ ,wq,04 de
mots de ©.
Sortie : Si le langage £(S) Nwiof -+ wqo) est algébrique.
Le théoréme 5.3 nous dit que ce langage est algébrique si et seulement si ’ensemble Ns , =

{(n1,-- ,ng | wioy" ---wqoly*} est un ensemble semilinéaire stratifiable. Il nous suffit donc de
montrer le théoréme suivant.

\

Proposition 5.16. Pour tout systéme da compteurs S et suite de mots T, l'ensemble Ng , est
un polyédre d’entiers.

Pour prouver cette proposition, on utilise d’abord le lemme suivant :

Lemme 5.17. Il existe un algorithme en temps polynomial qui, étant donné un systéme ad
compteur S et un mot o € O, calcule une matrice A € Z"*¢ et trois vecteurs a,b € Z" et
ceZ™ tels que :

P9 G == AF+na>bAj=T+nt
Pour montrer le lemme 5.17, on donne d’abord une méthode pour encoder la relation binaire

. ..
Zy avec o € ©* comme une relation binaire — avec 6 € ©.

Lemme 5.18. Il existe un algorithme en temps polynomial calculant une transition 8 € © pour

un nombre de compteurs ¢ € N et un mot o € ©* tels que = est égal d s,

Démonstration. Supposons que o = 0y ... 0y avec 0; = (A;,b;,7;) ot Aj € Z™i*¢ b; € ™, et
¥; € Z°. Soit ¥ = Uy + - - - + U. Observons que T = ¥ si et seulement si, = & + ¥ et le systéme
linéaire suivant est vrai, avec &; = & + U1 + - - - + U1

k
N\ AE =6 A Z >0
j=1

—

Un tel systeme linéaire est noté Ax > b. La transition 6 = (A, 5, ¥) vérifie le lemme.
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Lemme 5.19 ([BFLPO8]). Soit 6 = (A,b,7) une transition de ©, n € Ny, et Z,i € N°. On a

[N i si et seulement si la condition suivante est vraie :
AT>bANAZ+ (n—1)AT>bAT=Z+nd

Démonstration. Soit Z,i € N¢ et n > 1.

Supposons d’abord que & o, 7. Dans ce cas § = & + n. Etant donné que n > 1, on déduit
que ¥ N +vety—v LN y. La premiere relation montre que Az > 5, et la seconde, avec le fait
que § — U = Z+ (n — 1)¥, montre que AT + (n — 1)Av > b.

Réciproquement, supposons que AZ > b, AZ + (n — 1)A¥ > b, et ¥ = Z 4+ nt. Prouvons que
i y. On introduit la suite &, ..., ), de vecteurs de Z¢ définie par ¥; = & + jU. Remarquons
que pour tout j € {0,...,n} on a :

— — - ni“# .H
T; =2+ JUu = ]erly
n n
Puisque Z, 7 > 0, on a z; > 0. Remarquons maintenant que pour tout j € {0,...,n—1},ona:
Az; = AT+ jAT
n—1—35 . J R L
= A A - 1A

n—1 ern—l( T+ (n—1)A7)

Puisque AT > bet AT + (n—1)Av > 57 on déduit que AZ; > b. Ainsi z; N Zj41 pour tout

. , A - . = - s s
j€{0,...,n—1}. On a montré que ¥y — &,,. Comme Zy = T et Z,, = ¥, la preuve est terminée.
O

La preuve du lemme 5.17 découle directement des deux lemmes précédents.
La propriété 5.16 est ensuite prouvé par le corollaire suivant :

Corollaire 5.20. Il existe un algorithme en temps polynomial qui, €tant donné un systéme a
compteur S et une suite de mots T = wy, 01, ,wq,0q de OF calcule une matrice A € Z"*? et
un vecteur b € Z" tels que :

wioy?t - cwgoyt € L(S) = A(ng, - ,ng) > b
pour tous ny, -+ ,ng € Nyj.

Démonstration. Le lemme 5.17 nous donne en temps polynomial un tuple (A;, d@;, l;i, ¥;) tel que

- = — o - . . — — T
pour chaque n € Ny et tous 7,5 € N° on a ; — ¢ si et seulement si A;Z + na; > b; et
9y = T+ n;U;. En temps polynomial, on calcule des transitions 6; = (B;,¢;, ;) telle que la

. . . i , N 91‘ . —
relation binaire — est égale & —. Le mot wyo7! ~--wdagd est une trace depuis Cryip avec

ni, -+ ,ng € Nj si et seulement si le systéme d’équations linéaires suivant est satisfiable :

d
N\ Bidi > & A A +nad; > b,
i=1
ou gl = EInit —+ El§j<i(ﬁj + le’l?j) et fz = g; + ﬁz
11 suffit maintenant de remarquer qu’un tel systéme linéaire peut étre écrit comme un systéme

linéaire de la forme A(ny,---,ng) > b.
O

On en déduit le théoréme suivant :
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Théoréme 5.21. Le probléme de l'algébricité d’un systéme a compteurs plat linéaire est coNP-
complet.

Démonstration. Puisque le langage est algébrique si et seulement si le polyedre entier Ngs » est
stratifiable, on déduit du corollaire 5.15 que le probléme de I’algébricité d’un systéme & compteurs
plat est dans coNP.

On montre que le probléeme est coNP-difficile par une réduction directe depuis le probleme
de stratifiabilité pour les polyedres d’entiers, qui est coNP-difficile, d’apres le corollaire 5.15.

Lemme 5.22. Le probléme d’algébricité pour les systémes a compteurs plats linéaires est coNP-
difficile.

-,

Démonstration. On considére un polyedre d’entiers P(A,b). On introduit une suite de mots
Wy,01,...,Wq,04 de ©F oud=c+1, et wy,...,w. et o4 sont égaux au mot vide. Le mot wy est
définit comme le triplet (A,b+A(1,...,1),0). Les autres mots, c.a.d, les mots o; avec 1 <1i < ¢,

sont définit comme des triplets (0, 0, €;). Observons que & Ziy iy si et seulement si ¥ = £+ne;. On
introduit le langage L = £L(S) N wlaf .- wdog ol Cris = 0. Grace au lemme précédent, et aux

égalités suivantes, on déduit que L est algébrique si et seulement si (1,...,1)+ (P(A,b) x N) est

-

stratifiable. Le lemme 5.1 montre que cet ensemble est stratifiable si et seulement si P(A,b) est

stratifiable. En particulier, on a réduit la stratifiabilité de P(A,b) au probléeme de l'algébricité
d’un systéme a compteurs plat linéaire. Ce dernier probleme est donc coNP-difficile.

{(ny,...,nq) € N¢| wioy?t - wqoy € L}
— {(n,e - oma) €N A1 7y, —1 4 00)) > )

-

=(1,...,1) + (P(A,b) x N)

Exemple 5.10. On considére le systéme d compteurs S = (©,0), avec © = {@,,ds,d3} et
i = (0 0),(0),(1,1)

5= (5 7). 3100,

On considére la suite de mots T = €,dq, €, d2, &, d3.
La procédure qu’on vient de décrire nous donne que L(S) N diasal est le polyédre d’entier

-,

P(A,b) avec

ST

1 0 0
1 0 0
1 -1 0 -

A= b=(0,0,3,0,2,9)
1 -1 1
1 1 -1

O
On considére maintenant le probleme de 1’algébricité d’un systéme a compteurs plat propre-
ment dit :
Entrée : Un systéme a compteurs S = (O, ¢,it) et un automate A reconnaissant un langage
borné régulier.
Sortie : Si le langage £(S) N L(A) est algébrique.

Théoréme 5.23. Le probleme de l'algébricité d’un systeme a compteurs plat est coNP-complet,
et le reste si on se restreint au cas des systémes d’addition de vecteurs plats.
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Pour montrer ce théoréme, on considere le lemme suivant :

Lemme 5.24. Soit A un automate fini. Si L(A) est borné, il est l’union des langages wyo; - - wdaj

tels que A contienne un calcul acceptant qo —= 1 —% ¢1--- Qa1 —% qq % qq avec d +
lwioy - waoq| < 6|QI3.

Démonstration. Supposons que L(A) est borné, et soit u € L(A). On décompose les calculs
acceptant v dans le but d’en trouver un qui satisfait la condition du lemme. Formellement,

une décomposition linéaire plate de u est une suite finie (go,w1,q1,071,-..,W4,q4,04) telle que
+ + . w1 g1 Wq Od

U € w0y W0y, , A contienne un calcul acceptant g9 — ¢1 — ¢1°**Ga—1 — @4 — qq, €t

lo;| < |Q| pour tout ¢ € {1,...,d}. Le rang de cette décomposition est (|wy - - - wyl,d). Les rangs

sont ordonnés par l’ordre lexicographique sur N2. Remarquons que u admet une décomposition
linéaire plate. En effet, puisque u € L(.A), il existe un calcul acceptant ¢ — r dans A, et la suite
(¢, u,r,€) est une décomposition de u.

Considérons une décomposition linéaire plate (qo, w1, 41,01, - .-, Wd,qq,0q) de u de rang mi-
nimal. Par définition, il existe d entiers positifs n1,...,nq4 tels que u = w0y - - - wqoy?. 1l est
évident que o' est non-vide pour tout i € {1,...,d —1}. Dans le cas contraire, on peut obtenir

une décomposition de rang plus petit en retirant o; et en réunissant w; et w;41. De méme, chaque
w; a une longueur d’au plus |@Q|. Dans le cas contraire, on peut obtenir une décomposition de
rang plus petit en retirant un circuit simple de w;. Pour conclure la preuve du lemme, il nous
reste & montrer que d < [Q| + 1.

Supposons, par contradiction, que d > |Q|* + 1. Le principe des tiroirs montre qu’il existe

un état p est répété au moins |@Q| + 1 fois parmi {q1,...,q4—1}. On définit I 'ensemble des
indices ¢ € {1,...,d — 1} tels que ¢; = p. On rappelle que 1 < |o;| < |Q| pour chaque i € I.
Puisque [I| > |Q] + 1, il existe deux indices ¢ < j de I tels que |o;| = |o;|. Les mots o; et o;

étiquettent, chacun, un circuit sur p. Ainsi, chaque mot de {o;,0;}* est un facteur d’un mot
de L(A). Puisque L(A) est un langage borné, le lemme 5.5.4 de [Gin66, p. 171] montre que
0;-0; =0, -0;. Il s’ensuit que o; = ;. Définissons maintenant v = wi+1o?;J{l . ~wj_1a?i’11wj.
Les mots v et o, étiquettent chacun un circuit sur p. Par 'argument précédent, on obtient que
v-o; =0, -v. Il s’ensuit que

u = woytweoy,?

— ni P R L Ti+1 ng
= wioy w0 V0 W01 Wqo,

— ni Uz Uz Tj+1 nq
= wlo-l wlo-lla-] 'U.wj+10-j+1 ...wdo-d
ni+n; ng

njt1
= wlg?l...wial 'U.wj""la’j;‘,]*l ...wdo'd
Ainsi, (qo,w1,q1,01,. ., Wj—1,qj—1,05—1, WjWj41,qj+1,0j4+1;- - - >Wd;qd, 0d) €st une décompo-
sition linéaire plate de w. Ceci est impossible, puisque le rang de cette décomposition est
(Jwy -+~ wql|,d — 1), ce qui est strictement plus petit que le rang de la décomposition de rang

minimal initiale.

On a montré que d < |Q[?+1. On rappelle que |w;o;| < 2|Q| pour chaque indice i € {1,...,d}.
Il s’ensuit que d + |wyoy - - - wgoq| < d + 2d|Q| < 6|Q[3.
O

On considére maintenant une instance (S,.A) du probléme d’algébricité d’un systéme & comp-
teurs plat. On dérive du lemme précédent que L£(S)NL(A) n’est pas algébrique si et seulement si
il existe un calcul acceptant gy —= g1 — q1 -+ - a—1 —% qq —% g4 de A de longueur polynomiale
tel que £(S)Nwyo; - - wdaj n’est pas algébrique. Puisque I’algébricité de £(S)Nwyoy - - ~wd0:{
peut étre vérifiée en NP, on obtient que 'algébricité d’un systeme a compteurs plat est dans
coNP.
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La borne inférieure de la complexité est montrée par une réduction depuis 3-SAT. Considérons
une instance de 3-SAT ¢ en forme normale conjonctive

n
p = Nuveve

ou les 8{ sont des littéraux sur un ensemble {p1, ..., p;, } de variables booléennes. On construit, en
temps linéaire, une instance (¢, émit, A) du probléme d’algébricité pour les systémes d’addition de
vecteurs tels que ¢ est satisfaisable si et seulement si le langage £(S)NL(.A) n’est pas algébrique.
Soit ¢ = n + 2. Informellement, les n premiéres composantes d’une configuration comptent le
nombre de fois que chaque clause y; est satisfaite. Le deux derniéres composantes sont utilisées
pour générer des langages non-algébriques de la forme {07'6052605° | ny > na,ng}. La configura-
tion initiale est Crpyx = 6, ce qui signifie que, initialement, aucune clause n’a encore été satisfaite.
On choisit automate fini A qui reconnait le langage (6, +0-p,) ... (8p,, +0-p..).0.070505 o 6,
est la transition de systéeme d’addition de vecteurs qui incrémente chaque composante ¢ satisfai-
sant £ € {¢},¢2,¢3}. La transition de systéme d’addition de vecteurs 6 décrémente les n premiéres
composantes, la transition #, incrémente les deux derniéres composantes, les transitions 6o et
05 décrémentent respectivement les composantes n + 1 et n + 2. Remarquons que £(S) N L(A)
est non-vide si et seulement si ¢ est satisfaisable. De plus, dans ce cas l'intersection n’est pas
algébrique puisque son image par le morphisme de mots envoyant toutes les transitions sur ¢,
excepté 01,6, et O3 est le langage {071605205° | nq1 > no,n3} qui est non-algébrique. Il s’ensuit
que le probleme de 3-SAT se réduit en temps polynomial au probléeme de non-algébricité pour
les systemes d’addition de vecteurs plats.

On en déduit que le probleme d’algébricité pour les systemes d’addition de vecteurs plats est
coNP-complet.

Ceci conclut la preuve du théoreme 5.23.

5.5.2 Algébricité des traces de systemes d’addition de vecteurs

On souhaite maintenant s’intéresser a 1’algébricité des traces de systemes d’addition de vec-
teurs dans toutes leur généralité. On a déja vu au paragraphe précédent, que si on se restreint
au cas plat, ce probleme est coNP-complet. On montre ici que ce probleme reste décidable dans
le cas des systemes d’addition de vecteurs généraux, bien que la complexité soit supérieure.

Pour cela, on va montrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.25. Etant donné un systéme d’addition de vecteurs V, L(V) est algébrique si et
seulement si, pour tout langage L de la forme o7 --- o3, L(V) N L est algébrique.

Dans le cas général, ce théoréme est faux, comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 5.11. On considére le langage L = {uy---u, | n > 1}, avec pour tout n, u, =
a™b". Ce langage n’est pas algébrique. Cependant, son intersection avec tout langage de la forme
o1 --- oy, est finie et donc algébrique.

Ce langage est donc un contre-exemple a ce théoréme dans le cas général. Remarquons qu’il
n’est pas reconnaissable par un systéme d’addition de vecteurs.

On va montrer que dans le cas ou un sytéme d’addition de vecteurs a un langage de trace non-
algébrique, on peut construire effectivement un langage de la forme o7 - - - o} dont 'intersection
avec le langage des traces n’est pas algébrique, qui sera appelé témoin de non-algébricité.

L’idée générale est de construire un automate a pile qui va tenter de simuler un systéme
d’addition de vecteur. La procédure qui va tenter de construire cet automate a pile aura deux
issues possible : soit elle réussit a construire un automate a pile qui simule exactement le systéme
d’addition de vecteurs et reconnait son langage de traces, soit il atteint en un temps fini un état
d’échec, et le chemin qui y a mené donne un témoin de non-algébricité.
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Comme on essaye de simuler le comportement d’un systéeme d’addition de vecteurs par un
automate a pile, la seule maniére de stocker les vecteurs rencontrés est de les empiler sur la pile.
Comme dans tout systéme de la sorte, il faut considérer les comportements asymptotiques, et
donc s’occuper des vecteurs qu’on peut répéter un nombre arbitraire de fois. Un tel vecteur dont
toutes les composantes sont positives ou nulles peut étre lu sans restriction et peut donc étre
simplement empilé. Un tel vecteur dont au moins une des composantes est négative doit étre
compensé par un vecteur lu au préalable et donc présent sur la pile. On va donc commencer par
définir le concept de mariage pour formaliser la compensation d’un vecteur ayant au moins une
composante négative par un vecteur positif.

Mariages et mariages itérables On va définit le concept de mariage de deux vecteurs qui
relie un vecteur positif et un vecteur non positif, et leur ratio, leur somme d’appariement et leur
reste pour décrire ce qu’il se passe lorsque I'automate a pile qu’on va construire dépile le vecteur
positif alors qu’il lit le vecteur non positif.

Intuitivement, le ratio d’un mariage (¥, U2) est le nombre de ¥ que I'on peut lire en dépilant
un ¥7, la somme d’appariement est le vecteur qu’il reste & compenser ou & rempiler apres avoir
compensé un v par un v, et le reste est le vecteur des composantes que I'automate a pile ne
peut pas garder en mémoire apres cette compensation (car on pourrait compenser un nombre
arbitraire de v, par des 7, et avoir ainsi un reste arbitrairement grand qui ne pourrait étre
retenu qu’au sommet de la pile alors qu’il ne permet pas de lire le @5 suivant).

Définition 5.8. Un couple de vecteurs (vi,v5) de Q7 est appelé mariage si v > 0 et v # 0.
Il est appelé mariage itérable si de plus, Vi, v3(i) < 0 = v1(i) > 0.

Proposition 5.26. Pour tout mariage (v1,v2), il existe un nombre rationnel positif mazimal \
tel que v1 + A3 > 0. On appelle ce nombre le ratio du mariage et on le note rat(vy, vs).
Remarquons qu’un mariage est itérable si et seulement si son ratio n’est pas nul.

Définition 5.9. On définit la somme d’appariement du mariage (vi,vs) :

1-X) v if A <1
mat(ﬁl,ffg): ( 1) ’Uf Zf <
1—=3%)-71 ifrx>1

ot A = rat(v1, 03).
On définit le reste du mariage : rem(v1,03) = U1 + v3 — mat(v1,03). Ce reste est toujours un
vecteur positif.

Exemple 5.12. On considére les vecteurs @ = (1,2,1) et ¥ = (—1,-3,2).
Le plus grand rationnel X tel que @+ A0 > 0 est A= 2. On a donc rat(i,v) = 3.

Aprés avoir compensé T par @, il reste mat(@, ) = (1—rat(d,?)) -7 = (—%,-1, 2).
Le reste est rem(u,¥) = 4+ M0 = (%’0’ %)

Témoin de non-algébricité Dans ce paragraphe, on montre comment les mariages peuvent
étre utilisés pour obtenir un langage borné non-algébrique inclus dans le langage de traces d’un
systeme d’addition de vecteurs témoignant de la non-algébricité de ce dernier.

L’idée est d’extraire un langage o7 - - - o et une relation bien parenthésée sur {1, k} qui décrit
quels sont les couples utilisés par automate a pile tentant de reconnaitre £(V) N o7 --- o tel
que la somme de tous les restes des mariages correspondant a cette relation permette de lire oy.
Cela signifie que 'automate a pile aura vidé sa pile alors que le systeme d’addition de vecteur
est capable de lire une occurrence de o de plus. Et que ce langage n’est pas algébrique.

Dans la suite, étant donné un mot ¢ = vy ---9, € ©*, on note A(c) = vy + -+ + U, le
déplacement de o.
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Définition 5.10. Etant donné une suite (o1,--- ,01) de mots de ©*, un couple d’indices (s,t)
est appelé mariage (resp. mariage itérable) si le couple de vecteurs (A(os), A(oy)) est un mariage
(resp. mariage itérable).

Un schéma (resp. schéma itérable) est une relation bien parenthésée R sur {1,--- ,k} tel que
toute couple (s,t) € R est mariage (resp. mariage itérable).

Le vecteur des excédents de R est exc(R) = X5 nerA(0s) +rat(s,t)A(oy).

Définition 5.11. Un témoin de non-algébricité pour un systéme d’addition de vecteurs (©, Cnit)

est un tuple (o1,--- ,0k,U) ot chaque o; € ©F et U est un schéma tel que :
o1+ 0k est une trace de (O, Cnit) (5.5.1)
Vi, A(og) (1) < 0= exc(U)(i) >0 (5.5.2)

Pour tout (s,t) € U avec t < k, il existe un mariage itérable (s',t) € U avec s’ <s. (5.5.3)

Exemple 5.13. On considére le systéeme d’addition de vecteurs V = (O, Cinit), avec :

-0 ={i=(-1,2),b=(2,-1)}

© Crit = (1, 1)

Le tuple (@b, @, b,{(1,2)}) est un témoin de non-algébricité. En effet, {(1,2)} est une relation
bien parenthésée, et

. @bab est une trace de V.

- exc(U) = (0,3), donc |lexc(U)||t = [|b]|~.

- U contient un seul couple, qui est un mariage itérable, donc 5.5.3 est satisfaite.

Proposition 5.27. SiV = (0, i) admet un témoin de non-algébricité, alors son langage de
trace n’est pas algébrique.

On montre cette proposition par contradiction. Prenons une suite o4, ...,0; de mots de ©*
telle que o7 - - - 0, soit une trace & partir de ¢y, et supposons que £L(V)No7 - - - o}, est algébrique.
On introduit ensemble X de vecteurs (z1,...,zx) € Q% tel que 21A(01) + -+ 2;A(0;) > 0

pour tout 1 < j < k. Tout vecteur de X peut étre décomposé de maniére bien parenthésée de la
maniére qui suit. Etant donné un mariage r = (s,t), on introduit le vecteur 1, défini par :

—

M, = €5 + rat(s, t)e;

Remarquons que m,. € X. Le lemme suivant procure une décomposition des vecteurs de X grace
aux schémas itérables.

Lemme 5.28. Pour tout © € X il existe un schéma itérable R tel que :

Fe Y Q08+ ) Qo

ilA(e;)>0 re€R

Démonstration. Le théoréme 5.3 nous assure que ’ensemble suivant est une union finie d’en-
sembles linéaires stratifiables :

N={(n1,...,ng) e NF | o7 .07 € L(Giit)}

On prend & = (x1,...,x%) un vecteur de X. Pour montrer le lemme, on suppose, sans perte de
généralité, que & € N*. Puisque o - - - 0y est une trace & partir de ¢, on déduit, par monotonie,
que pour tout n € N :
14+nxz, 14+nxzg
ol op
est aussi une trace & partir de Cni. Ainsi, (1,...,1) + n& € N pour tout n € N. Le principe
des tiroirs nous donne existence d’un ensemble linéaire stratifiable qui contient (1,...,1) 4+ n&
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FIGURE 5.8 — Le lemme 5.29 suppose qu’il existe des arrétes (r,¢) et (s,u), représentées dans la
partie haute, qui sont des mariages itérables. Dans ce cas, les arrétes (r,u) et (s,t) sont des
mariages itérables, représentés dans la partie basse.

pour une infinité¢ de n € N possibles. 1l existe donc un enser_r}ble_’périodique stratifiable P et un
vecteur b = (by,...,b;) € N¥, tels que (1,...,1) + n# € (b+ P) pour une infinité de n € N.
D’apres le lemme de Dickson, on déduit que & € onﬁ.

Puisque P est stratifiable, il est généré par un ensemble fini stratifié G. Prouvons que GCX.
On prend un vecteur § = (g1, ..., gr) dans G. Comme b + Ng C N on déduit que, pour tout

b+g b+g
0_1 nl"'(jk Nngk

est une trace & partir ¢ipi;. Ainsi, Cinit +A(sz1+"g1 e 0?j+ngj) > ( pour tout 1 < j<ketnéeN.

Remarquons que ce vecteur est égal & &+ Ao - ~0’§j )+nv; ou¥; = g1A(o1)+---+9;A(0;).

On en déduit que 7; > —% - (Crnit + A(Ull’1 --~a?j)). Ainsi v; > 0. On a prouvé que § € X.
Etant donné que G est stratifié, il existe une relation bien parenthésée U sur {1,...,k} telle

que G C Ues.yev @>0€s + Q>0€%. Soit R I'ensemble des mariages (s,t) € U qui sont itérable.
On considere I'ensemble suivant :

C= > Q&+ Qi

ilA(o;)>0 reR

Prouvons maintenant que G C C. On choisit ge G. 1l existe (s,t) € U tel que § € Q>0
Q>0€:. Supposons dans un premier temps que s = t. Puisque § € X , on déduit que gsA(os) >
Si A(os) > 0 alors § € C, et si A(os) # 0 alors g, = 0, ce qui entraine que § = 0 € C.
Ainsi, on obtient dans les iieux cas § € C. Supposorls maintenant que s < t. Puisque g € X
on déduit que gsA(os) > 0 et gsA(os) + gtA(or) > 0. Si g = 0 ou g = 0, on déduit comme
précédemment que g € C. Ainsi, on peut supposer que g5 > 0 et g; > 0. Du fait que gsA(os) > 0,
on obtient que Aos) > 0. Remarquons que si Aoy) > 0 alors g e C. On peut donc supposer
que A(oy) 2 0. Dans ce cas (A(gs), A(or)) est un mariage. Du fait que g;A(os) + giA(o¢) > 0
on obtient A(oy) + g—ZA(at) > 0. Par maximalité du ratio, on a rat(s,t) > %. En particulier,
rat(s,t) > 0. On déduit que (s,t) est un mariage itérable. Ainsi (s,t) € R. L’égalité

—

7= (gs — rati’;yt))é's + rat-‘(’;t) (€5 + rat(s,t)e;) montre que g € C.

Rappelons que & € onﬁ et que P est généré par G. On en déduit que ¥ est une somme
finie de vecteurs de Q>¢G. Ainsi & € 57 puisque G C C, Q>oC C (), et que C est stable par
sommes finies. O

On déduit de ce théoreme le lemme suivant, représenté en figure 5.8.

Lemme 5.29. Pour tout 1 < r < s <t < u < k tel que (r,t) et (s,u) sont des mariages
itérables, alors (r,u) et (s,t) sont des mariages itérables.

Démonstration. Sir = s ou t = u le lemme est immédiat. On peut donc supposer, sans perte
de généralité, que r < s et t < u. On introduit le vecteur & défini par :

F =1y + e (5.5.4)
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Observons que # € X. On déduit du lemme 5.28 qu'il existe un schéma itérable R C {r, s} x {t,u}
tel que & € Q>p€r + Q>0€s + Y (i.j)eR Q>0m; ;. On obtient que & peut s’écrire comme

F= Y @+ Y (@ +rati,]) &) (5.5.5)
i€{r,s} (i,5)ER

ou les a; et les ; ; sont des rationnels non-négatifs tels que o; ; = 0 si (4,5) € R. On déduit de
(5.5.4) et de (5.5.5) que les a; et vy ; satisfont le systéme d’équations suivant :

Qr + Ay = 1- Q¢

Qg + Qs t = 1- Qs q
gy -rat(s,t) = (1 —apy)-rat(r,t)
ary - rat(r,u) = (1 —asy) - rat(s,u)

Rappelons que rat(r, t) > 0 et rat(s,u) > 0 puisque (r,t) et (s,u) sont des mariages itérables. De
plus, puisque R est bien parenthésée, a,.; = 0 ou o, = 0. On déduit du systeme d’équations
précédent que rat(r,u) > 0 et rat(s,t) > 0. En conséquence, les couples (r,u) et (s,t) sont des
mariages itérables. O

Supposons maintenant, par contradiction, qu'’il existe un schéma U tel que (o1, ..., 0%, U) est
un témoin de non-algébricité pour (O, Gyt ). Dans ce cas il existe 1 > 0 tel que exc(U)+uA(oy) >
0. On introduit le vecteur & défini par :

F=péi+ Y iy (5.5.6)

Observons que T € X. On déduit du lemme 5.28 qu’il existe un schéma itérable R tel que :

re Z oné’j + Z QZ()T?LT (5.5.7)

Jl1A(0;)20 reR

On déduit de (5.5.6) et (5.5.7) qu’il existe Z' € Zle(oj)>6 Q>0€j tel que :

,ué'k-i-zmu e Z+ ZQZOmT

uelU reR

En retirant de I’équation précédente les vecteurs m; ; apparaissant des deux c6tés, on construit
deux suites (ay)uev et (Br)rer de rationnels non-négatifs tels que a; 85 = 0 pour chaque
(s,t) € UNR et tels que :

Pek+ Y o aiy = Z+ Y By (5.5.8)

uelU reR

On considere la relation U constituée des mariages itérables u € U tels que v, > 0 et 'ensemble
R de couples r € R tels que 3, > 0 (ces couples sont des mariages itérables puisque R est un
schéma itérable). On a besoin des deux lemmes suivants, représentés en figure 5.9.

Lemme 5.30. Il existe 1 < s <t <t <k tels que (s,t) € R et (s,t') € U.

Démonstration. On considére le cas ot t = k. Puisque p > 0, on déduit de (5.5.8) qu’il existe
r € R tel que B, > 0 et m,(k) > 0. Ainsi, il existe s < k tel que r = (s,k). Remarquons
que (s,k) € R. Puisque 8, > 0 et m,(s) > 0, on déduit de (5.5.8) qu’il existe u € U tel que
ay > 0 et myu(s) > 0. Il existe ' > s tel que u = (s,t'). Remarquons que t' = k implique
que u = r et a8, > 0 ce qui est impossible. Ainsi on a ¢ < k. Puisque U est un témoin de
non-algébricité, on déduit de (5.5.3) qu’il existe sg < s tel que (sp,t’) est un mariage itérable.
Puisque sp < s <t <t et que (sg,t) et (s,t) sont des mariages itérables, le lemme 5.29 montre
que (s,t') est un mariage itérable. Ainsi (s,t') € U. O
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FIGURE 5.9 — Les mariages itérables (s,t') et (s’,1"”) construits dans la preuve du lemme 5.31.
Les arrétes représentent les couples (s,t), (s',t') € R pour la moitié haute, et (s,t'), (s',t") € U
pour la moitié basse.

Lemme 5.31. Pour chaque 1 < s < t' <t < k tel que (s,t) € R et (s,t') € U, il existe

<
s< s <t <t tel que (s',t') € R et (s,t") € U.

Démonstration. Comme (s,t') € U, on a que s > 0 et que Mg (') > 0. Comme A(oy) 2 0
on obtient que Z(¢') = 0. (5.5.8) nous permet de déduire lexistence de r € R tel que 5, > 0 et
m,(t') > 0. Ainsi r € Ret il existe s’ < t’ tel que r = (s',t'). Puisque R est bien parenthésé et que
(s,t) € R on déduit que s < s’. Remarquons que puisque s = ', on obtient que 8, = Bs¢ > 0,
ce qui est en contradiction avec a5 = 0. On a ainsi s < s’ < ¢/ < ¢. Puisque A(oy) > 0
on obtient uey(s’) = 0. Comme 3, > 0 et m,.(s") > 0, on déduit de (5.5.8) lexistence de u € U
tel que ay, > 0 et M, (s") > 0. Ainsi, il existe t” > s’ tel que u = (s',¢"). Remarquons que si
t' <t alors s < s’ <t/ < t” ce qui est impossible puisque (s,t'),(s',t") € U et que U est
bien parenthésé. Ainsi ¢ < t'. Remarquons que le fait que ¢ = ¢’ implique que o, = g pr > 0
ce qui est en contradiction avec le fait que ay B8y ¢ = 0. On a donc t” < t/. En particulier
t" < k et puisque U est un témoin de non-algébricité, on déduit de (5.5.3) 'existence de sp < s’
tel que (sg,t”) est un mariage itérable. Puisque (sg,t”) et (s',t') sont des mariages itérables
et que s < s <t < t/, le lemme 5.29 montre que (s',t”) est un mariage itérable. Ainsi
(51" € T ~

On déduit des deux lemmes précédents l'existence d’une suite infinie (s;,%;);>1 telle que
1 < s < tigr <ty <k (s4,t) € R, et (Sistit1) € U. Informellement, cela signifie que le
phénomene représenté sur la figure 5.9 peut étre itéré pour construire une spirale infinie. La
contradiction est fournie par la finitude de ’ensemble {1,...,k}. Ce qui conclut la preuve de la
proposition 5.27.

On a donc que si on peut extraire un témoin de non-algébricité d’un systeme d’addition de
vecteur, son langage de trace n’est pas algébrique. Il nous reste a montrer que si le langage
de trace n’est pas algébrique, un tel témoin existe toujours. Pour cela, on va construire un
automate a pile de vecteurs fini simulant le systeme d’addition de vecteur, et lorsque le langage
est algébrique, cet automate a pile de vecteurs simule fidelement ce systeme d’addition de vecteur,
et que dans le cas contraire, il atteint un état spécial d’échec via un témoin de non-algébricité. Le
reste du paragraphe est consacrée a présenter ce modele d’automate a pile de vecteurs, montrer
que dans le cas ot un automate a pile est fini, il est équivalent & un automate a pile, et finalement
montrer qu’étant donné un systeme d’addition de vecteurs, on peut construire un automate a
pile de vecteurs fini qui soit reconnait le langage des traces du systéme d’addition de vecteurs,
soit permet d’exhiber un témoin de non-algébricité.

Automate a pile de vecteurs On introduit maintenant une extension des automates a pile
dans le but de simuler le comportement d’un systéme d’addition de vecteurs. Informellement,
un automate a pile de vecteur est un automate fini équipé de deux mémoires non bornées :
un compteur r contenant un vecteur de Qd>07 et une pile z, ou chaque symbole est un vecteur
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de Qio. Les actions sur le compteurs sont limitées aux translations par un vecteur de Qio, et
les actions sur la pile sont les actions de push et de pop habituelles. De plus, 'automate peut
tester la satisfaction de contraintes linéaires, avec des coeflicients négatifs, mettant en jeu son
compteur et la somme de tous les vecteurs empilés. Formellement, on définit ’ensemble des
opérations 0p = 0p,.,,; U 0py; ¢, U 0P, par

Opcnt = {add(ﬁ) | ve Q%O}
Opi;o = {pushy,pops |7 € Q%o}
Dptest = {teSt(<p) | ¥ € (I)}

ou ® est ’ensemble de toutes les combinaisons booléennes de contraintes de la forme

d d

D air(i) + > Bil(z)(d) # ¢

i=1 =1

avec ay, 3; € N, # € {<,>}, et ¢ € Z. On sous-entend dans la suite qu'une formule ¢ € ® a
et z comme variables libres.

Un automate d pile de vecteurs est un quintuplet P = (Q, gmit, 2, T) ot @ est un ensemble
d’états, qmit € Q est Uétat initial, ¥ est 'alphabet d’entrée, et T C Q x (X U{e}) x 0p x Q est un
ensemble de transitions. Il n’y a pas d’ensemble d’états finaux explicite, étant donné que nous
n’en avons pas besoin. Remarquons également que les ensembles @ et 1" peuvent étre infinis. Une
transition (g, 4, op, q’), également écrite ¢ °7p> q', signifie que automate va de Iétat ¢ a Iétat ¢

en lisant la lettre d’entrée £ € (X U {e}) et en réalisant 'opération op. ¢ est 1’étiquette de t, et
op son opération.

On donne la sémantique opérationnelle de P comme un systéme de transitions étiqueté.

L’ensemble des configurations est C = Q XQ%O X ( ‘éo)*, et la configuration initiale est (g, 0, €).

La relation définie par une transition ¢t = (g, ¢, op, ¢’), écrite @, est la plus petite relation binaire
sur C satisfaisant les conditions suivantes :

(q,7,2) BN (¢, 7+ v,z) si op=add(?)
(qa H7 Z) —t> (q/a H7 Zr?) Si op = puShi
Lot . .
(q,7,27) = (¢, 7, 2) si  op = popsy
S t - .
(¢.7,2) = (¢',7,2) si op = test(p) et
mzlEe
Une ezécution dans P est une suite alternée finie (¢, t1,c1, - . -, tk, ¢x) de configurations ¢; € C et

de transitions ¢; € T, satisfaisant ¢; Ly ¢; pour tout i. L’étiquette d’une exécution est le mot
£y---0 € ¥* ou chaque ¢; est I’étiquette de t;. Par soucis de brieveté, on remplacera parfois
une transition ¢ par son étiquette et/ou son opération lorsque 1’on parle de pas et d’exécutions.
Le langage reconnu par P est ’ensemble des mots de X* qui étiquettent une exécution a partir
de la configuration initiale. Un état (resp. transition, configuration) est appelée atteignable dans
P quand elle apparait dans une exécution démarrant dans la configuration initiale.

Théoréme 5.32. Si un automate a pile de vecteur a un ensemble fini de transitions, alors c’est
un automate a pile.

Démonstration. Soit P = (Q, gmit, 3, T) un automate a pile de vecteurs dont on suppose que Q
et T sont finis Remarquons que le langage reconnu par P est préservé quand tous les vecteurs
apparaissant dans les opérations de T sont multipliés par le méme entier positif. On peut donc
supposer sans perte de généralité que tout vecteur apparaissant dans les opérations de T sont
des vecteurs d’entiers. Pour montrer que le langage reconnu par P est algébrique, on construit
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a partir de P un nouvel automate & pile de vecteur Q sons opérations add(%) ni test(y). On
définit K la constante maximale ¢ apparaissant dans les opérations test(y) de T'. La constante
K agit comme un seuil pour abstraire les grandes composantes du compteur et de la somme
des vecteurs empilés. Formellement, 'abstraction d’un vecteur £ € N¢ est le vecteur Z' dans
({0,..., K} U {x})?, défini par #*(i) = x si (i) > K et ¥*(i) = #(i) sinon. Le compteur de P
est remplacé par son abstraction dans Q. Ce remplacement est possible car toutes les opérations
font croitre le compteur. Comme le compteur abstrait de Q peut prendre uniquement un nombre
fini de valeurs, on le stocke comme une partie de I’état. On maintient également la somme
abstraite de la somme de tous les vecteurs empilés dans Q. Pour cela, Q code un contenu de pile
N1+ Yn de P par 4151 - - Y55k, ou chaque §; satisfait §; = (E;‘:l 7;)f. Remarquons que Q a
seulement besoin d’un nombre fini d’états et de transitions supplémentaires pour stocker cette
encodage. En effet, 'information procurée par la vecteur § au sommet de la pile (ainsi que le
compteur abstrait) est suffisante pour simuler les opérations test(¢) de P. On en déduit que P
et Q reconnaissent le méme langage. Puisque Q contient seulement des opérations de piles de
0p;; o €t @ un nombre fini d’états et de transitions, le langage qu’il reconnait est algébrique. [

Simuler un systéme d’addition de vecteurs par un automate a pile de vecteurs Dans
tout ce paragraphe, on fixe un systéme d’addition de vecteurs (O, crit). On appelle ensemble
support tout sous-ensemble W de ©* qui est non-vide et clos par préfixe. On introduit un
automate a pile de vecteurs Py qui simule le comportement de (O, ). La simulation est
paramétrée par un ensemble support W. Comme il sera clarifié plus tard, 'ensemble support W
a pour effet de restreindre le comportement de Py . En particulier, on montrera que Py, a un
nombre fini d’états et de transitions atteignables si W est fini. Toutefois, il n’est pas nécessaire
que W soit fini dans le cas général.

Formellement, étant donné un ensemble support W C ©*, Pautomate a pile de vecteurs
Pw, avec © comme alphabet d’entrée, est défini comme suit. Les états de Py sont les couples
q = (P, w) ou pest un vecteur de Q% et w est un mot de WUWO. De plus, on introduit deux états
puits L et 4 pour représenter les échecs de la simulation. L’état initial est (5, ¢). Les transitions de
Pw seront formellement définies un peu plus loin, mais expliquons tout d’abord informellement
le comportement. Il y a deux modes opératoires dépendant de la premiére composante de I’état :
7. Si p=0, alors Py est au repos, c.a.d., prét A lire un symbole d’entrée. Dans le cas contraire,
Pw traite le vecteur p. Décrivons une exécution de Py, sur un mot d’entrée u qui est une trace
de (O, @nit). Initialement, Py est dans I'état (0,e), avec un compteur & zéro et une pile vide.
Premieérement, Py lit des symboles d’entrée et les concaténe au support w qui est une partie
de létat. Dés que le support se termine par un circuit® o # ¢ tel que A(o) > 0, Py extrait
le circuit ¢ du support, empile A(c) sur la pile, et va dans I’état (0,w’) ot w = w'o. Apres
cela, Py reprend son calcul : il concatene 'entrée au support et en extrait les circuits. Toutefois,
Iextraction de circuits est réalisée & D'aide de la pile : la condition A(c) > 0 devient §+A (o) > 0,
ou § est la somme de tous les circuits précédemment extraits. Quand Py extrait un circuit o
avec A(o) # 0, il se déplace dans I’état de traitement (A(c),w’) au lieu d’empiler A(o) sur
la pile. Alors, on dépile des vecteurs de la pile pour compenser A(o). A chaque compensation,
le reste est ajouté au compteur de Py . Si A(o) est entierement compensé par la pile, Py se
déplace dans D’état de repos (0,w’). Si, au contraire, la pile est vidée avant que A(c) ne soit
entierement traité, Py se déplace dans I'état d’échec 4. La simulation échoue également quand
la composante w de I’état sort de I’ensemble support W (apres avoir lu un symbole d’entrée).
Dans ce cas, Py se déplace dans I’état d’échec L.

On précise maintenant les idées précédentes. Pour simplifier leur présentation, on utilisera
quelques raccourcis de notation pour les formules ¢ utilisées dons les opérations test(y). Etant

5. Dans notre configuration, un circuit n’est rien d’autre qu’une suite non-vide d’actions de ©*. On utilise le
terme de circuit puisque puisque les suffixes extraits par Py seront des circuits pour un systéme d’addition de
vecteurs avec circuits.
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donné un vecteur 7 € Z% et # € {<, >},

d
+ A(z) +7#0 remplacera /\ (i) + A(z) (@) # — (i)

|+ < =" remplacera ~(x(i) < 0)

La formule Fztr(w) utilisée dans la premiére régle spécifie qu’on peut emprunter une transition
«d’extraction de circuit» (cf troisieme regle). Cette formule est définie par

Extr(w) = \/ +A(z)+A(0) > 0

o#e suffixe de w

Formellement, ’ensemble (infini) des transitions de Py, est donné par les régles suivantes, ou p
est dans Q?, w dans W, et 7 dans Q‘io.

- Lecture d’un vecteur d’entrée. Pour chaque vecteur @ € O,

test(— Eztr(w)) ) test(r4+A(z)+7 > 0)

(6, w) (6, wa)

a

ol ¥ = it + A(w) + d.

- Echec par sortie du support. If w € WO \ W,
(0,w) — L

- FEztraction de circuit. Pour tout mot o € ©* avec wo € W et o # ¢,

(6. wo) test(r+A(2)+A(0) > 0)

(A(0), w)

- Traitement d’un vecteur positif. Si > 0,

test(|7* CI-[|7),  add(p) i

(7, w)
) A I, Py g

(P, w

- Traitement d’un vecteur non-positif. Si  # 0,

) pop5 ) add(rem(7,p)) (mat(?,ﬁ),w)

(P, w

- Echec par pile vide. Si p# 0,

N test(A(z) =0)

(P w) ———— ¢

L’automate a pile de vecteurs Py, pourrait sembler inutile & premiere vue, puisqu’il possede

une infinité d’état et un alphabet de pile infini. En réalité, il constitue le principal ingrédient

de notre algorithme (cf figure 5.10 page 120) résolvant le probléme de 1’algébricité d’un systéme
d’addition de vecteurs. Avant cela, il est nécessaire d’établir quelques résultats préalables.

Montrons premiérement que Py simule fidélement le systéme d’addition de vecteurs (0, énit)
quand il n’échoue pas. La notation suivante sera utile pour présenter formellement la simulation
de (O, émi;) par Py Etant donné une configuration (7, w, 7, z) de Py, on note val(f, w, 7, z) sa
valeur, définie par

val(p,w, 7, z) = Cmit + P+ A(w) + 7+ A(z) (5.5.9)
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Remarquons que la valeur reste constante lors de 'application de transitions de la forme «ex-
traction de circuit» ou «traitementy. Il s’ensuit, par une induction classique, que

Val(ﬁwﬂ?az) = EInit""A(u) > 6 (5510)

pour toute exécution (0,¢,0,e) — (5, w,,z) de P. Ainsi, le langage reconnu par Py est inclus
u

dans la trace de (O, Gyt ). L'inclusion inverse est fausse dans le cas général. Cependant, on donne
une condition suffisante pour qu’elle soit vraie. Formellement, on dit que Py, réussit si ni L ni
4 ne sont atteignables dans Py .

—

Lemme 5.33. Si Py réussit, alors il contient, pour chaque configuration accessible (0, w, T, z),
une exécution (0,w, 7, 2) ? (0,w,7,2') telle que 7, A(2') = = Extr(w').
Démonstration. On considére une configuration accessible (0, w, 7, z). On montre que si 7, A(z) =
Eatr(w), alors Py peut atteindre, & partir de la configuration (0, w, 7, z), une configuration avec
un état (0,w’) ot w’ est un préfixe stricte de w. On obtient le lemme par une induction sur |w|.
Supposons que 7, A(z) E Eztr(w). 11 existe un suffixe non-vide o de w tel que 7+ A(z) +
Ao) > 0. De plus, w € W puisque L n’est pas atteignable dans Py . Ainsi, Py peut, via
une transition d’«extraction de circuity, se rendre dans une configuration avec un état (p’, w’),
ot w = w'o. Si p' # 0, alors Py peut emprunter des transitions de «traitement d’un vecteur
non-positify et atteindre une configuration avec un état (p”,w’) avec 5 > 0. En effet, la pile ne
peut étre vidée dans le traitement, puisque Py réussit. Ainsi, on peut supposer sans perte de
généralité que p > 0. Si 7 = 0 la preuve est terminée. Dans le cas contraire, Py peut emprunter
une transition de «traitement d’un vecteur positif» et atteindre une configuration avec un état
(0, w"). O

Proposition 5.34. Si Py, réussit, il reconnait le langage des traces de (©, &) -

Démonstration. 1l reste & montrer que le langage reconnu par Py contient le langage des traces
de (O, Cinit). On montre par induction sur |u| que, pour toute trace u de (©, éyit), il existe une

exécution (0, e, 0, g) = (6, w, T, z) dans P. Le cas de base u = € est trivial. Pour montrer I'étape
u

d’induction, considérons une trace ud@ of (O, @), et supposons que (0,¢,0,e) = (0,w,7, 2)
u
est une exécution de P. Puisque Py réussit, on déduit du lemme 5.33 que Py, contient une
exécution (0,w, 7, z) = (0,w’, 7, 2') telle que 7, A(2') | ~Eatr(w'). Remarquons que
13

Crnit + A(W) +7 +A(Z)+a = val(0,w',7,2)+a

- 5Init + A(U’) +a
> 0

P . . = to= o .
On en déduit que Py contient une transition de «lecture» (0,w’,#,2") = (0,w'd, ", 2'), ce qui
a

conclut la preuve. O

Montrons maintenant que si Py, atteint I’état 4 alors (O, Crnir) admet un témoin de non-
algébricité. On obtient ce témoin & partir de la suite de circuits (oy,...,0%) extraits le long de
Pexécution et la relation bien parenthésée correspond a appariement des opérations push/pop.

Une suite (o1, ...,0%) de mots de ©* est dite compensable si |A(o;)||~ C [[A(oy)||TU---U
|A(gj—1)||t pour tout 1 < j < k. Dans chaque cas, 'ensemble d’indices I = [|A(oq)[|T U---U
[IA(os)|I™ est appelée I'ensemble des composantes augmentées.

Lemme 5.35. Pour toute suite compensable (o1, ...,0) il existe une suite ny,...,n; € N telle
que le vecteur 7y = Aoy ---a77) est dans N? pour chaque 1 < j < k et telle que |[T;|T est
l’ensemble des composantes augmentées.
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Démonstration. On montre le lemme par induction sur k. Le cas k = 0 est immédiat. Supposons

que la propriété est démontrée pour k € N et considérons une suite compensable (o1,...,0kt1).
Par induction, il existe nq,...,n; € N tel que le vecteur ¥; = A(o7? -~-J?j) est dans N¢
pour chaque 1 < j < k et que ||#]|T est I'ensemble des composantes positives de (o1,...,0).
Puisque [|[A(ok+1)]|” C [|A(e)||T U+ U||A(or)||T = ||Uk]|T on déduit qu’il existe m € N telle
que m - T, + Aoy 1) > 0. Considérons la suite 1, . . . ;N1 définie par n, = (m+1)-n;sij <k
et nj, 41 = 1 et remarquons que cette suite prouve I'induction. O

Dans la suite, on montre que les circuits extraits le long d’un exécution de Py, sont compen-
sables. On introduit I'ensemble Q¢ de vecteurs & € Q¢ tels que #(i) = 0 pour chaque i & I, et
'ensemble ©F de mots u € ©* tels que A(u) € Q.

Lemme 5.36. Considérons un vecteur © € N et un sous-ensemble I C ||7]|*. Si il existe une
trace depuis une configuration € étiquetée par un mot de ©3d; --- ©jd, alors il existe r € N et
une trace depuis C+r - U étiquetée par dy - - dn

Démonstration. Considérons les mots ug, ..., u, € ©F tels que u;d; - - - up @, est une trace depuis
¢. On considere la configuration ¢; = ¢+ A(uids - - - ujd;). Puisque I C ||7]|* il existe r € N tel
que le vecteur ¥; = ¢+ -+ A(d, - - - d;) satisfasse Z;(i) > 0 pour chaque ¢ € I et pour chaque

0 < j < n. Puisque Z;(i) = &;(i) pour chaque i & I on obtient #; € N¢. Comme &';_; SEN z;
pour chaque 1 < j < k, on a montré qu’il existe une trace depuis ¢+ - ¥ étiquetée a; - - - a@,. O

Une suite (o1, ...,0k) est dite insérable dans une trace u depuis Cry;t 81l existe une décom-
position de w en u = uy - - - ug41 et une suite my,...,my € Nyg telle que uy07"! ~~uk0;€""‘uk+1
est une trace depuis Cyis.

Lemme 5.37. Pour toute configuration (p,dy - - - @y, 7, z) accessible dans Py par une exécution
étiquetée par u, la suite (o1,...,0%) de circuils extraite lors de l'exécution est insérable dans
u, et elle est compensable avec un ensemble I de composantes augmentées telle que p,7 € Q?,
z € (Q})*, et telle que :

u € O7d; - - - ©7d,07

Démonstration. On réalise la preuve par induction sur la longueur des exécutions de ’automate
a pile de vecteurs. Pour l'exécution vide, la preuve est immédiate. Supposons qu’on atteint
une configuration (p, w, 7, z) via une exécution étiquetée par w. On note (o1, ...,0%) la suite de
circuits extraite le long de 'exécution. Considérons une configuration (p', w’, 7, 2") atteignable
en un pas depuis (p, w, 7, z) dans Py,. On suppose que (p, w, 7, z) satisfait le lemme. Cela signifie
que (o1,...,0%) est insérable dans u, et qu’il est compensable avec un ensemble I de composantes
augmentées tel que p, 7 € Q¢, z € (Q9)*, et u € O%dy - - O@,OF ol W = @y -+ * .

On développe uniquement le cas de la transition «extraction d’un circuity», I'induction étant
immédiate pour les autres transitions. Dans ce cas, w peut étre décomposé en w = w'c ol ¢ est
un mot non-vide, i = A(0), ¥ =7, 2’ = z, et Alo) + 7+ A(z) > 0.

Puisque 7(i) = 0 et que A(z)(i) = 0 pour chaque i & I, on déduit de A(o) + 7+ A(z) > 0
que ||A(o)||~ € I. Ce qui entraine que (o1,...,0%,0) est compensable. On considére ’ensemble
I' des composantes augmentées par cette suite et on remarque que 7,7 € Q%, et 2’ € (Q%)*.

Remarquons que u € ©%a;07%---d,07%. Puisque w = w'o, il existe p € {1,...,n} tel que
W= d - dp_1 €t 0 = dp---dy. On en déduit que u peut étre décomposée en u = u'c’ o
u € ©jd;---Ofdy_1 et 0’ € 074,07 ---d,O07. Observons que A(c’)(i) = A(o)(i) pour chaque
i ¢ I. Ainsi ¢’ € ©F,. On déduit de ©F C ©%, que u € ©},@103%, -+ dp_107%,.

Le lemme 5.35 montre qu'il existe une suite ny,...,n; € N telle que ¥; = A(o]" "-U;Lj)
est un vecteur de N? et telle que |vx||t = I. Puisque (01,...,0%) est insérable dans wu, il
existe une décomposition de u en u = wuq---ugy1 et une suite mq,...,my € Nyg telle que
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oMt - upo *ugoq est une trace depuis Crnit. On observe par monotonie que pour tout r € N
1 k + P p que p
il existe une configuration ¢, telle que :

mi+rng my+rng
’u.10'1 ~~~ukﬂ'k Uk+1 N

CInit Cr

Considérons la configuration ¢ telle que Cyit u—/> c.

Montrons que ¢,.(i) > ¢ (i) pour chaque ¢ € I. On prend ¢ ¢ I. On introduit la configuration
c telle que @ LNy} Remarquons que & (i) = ¢(4) puisque u; € ©F. On déduit de ¢ = ¢ + A(0’)
et de A(o’)(i) = A(o)(i), que &(i) = & (i) + A(0)(7). Comme ||A(o)||~ C I on obtient que
é(i) > @(4). Ainsi é.(¢) > & (i) pour chaque i & T.

Considérons un entier r € N suffisamment grand tel que r > & (i) pour tout ¢ € I. Comme
é-(i) > r pour tout ¢ € I on obtient &. > ¢&. Puisque o’ est une trace depuis ¢ on en déduit
que o’ est aussi une trace depuis ¢,.. Le lemme 5.36 montre qu’il existe ' € N tel que o est une
trace depuis ¢, + r'U;. On en déduit que uoaTIJrT”,ul . '-U,Tk+r+"/uka est une trace depuis
Crnit- Alnsi (o1,...,0%,0) est insérable dans w. O

Le lemme suivant montre qu’un témoin «partiel» de non-algébricité peut étre obtenu & partir
de toute exécution de Pyy. Ce témoin «partiel» est inductif et procurera un témoin de non-
algébricité lorsque la configuration cible peut exécuter une transition d’«échec par pile videy.
La preuve s’obtient par une induction immédiate sur la taille de ’exécution. La relation bien
parenthésée R introduite dans ce lemme correspond intuitivement a la correspondance entre les
opérations d’empilement et de dépilement le long de I'exécution. Le contenu de la pile est obtenu
a partir des éléments correspondant aux indices libres de R. Un indice j € {1,...,k} est dit
libre pour une relation bien parenthésée R sur {1,...,k} si il n’existe pas de couple (s,t) € R
satisfaisant s < j < t.

Lemme 5.38. Pour toute configuration (p,w,7,z) accessible dans Py pour une exécution don-
née, il existe un schéma R pour la suite (o1,...,0x) de circuits extraite le long de lexécution et
une suite j1 < --- < jn, d’indices libres pour R tels que :

- R satisfait la condition (5.5.8) de la définition 5.11,
7T = llexe(R)[IT,

- L’ensemble des mots (QsoA(0j,)) - (Qs0A(0;,,)) contient z si f = 0 et il contient zp
dans le cas contraire, et

- Jm =k sip#0.
Lorsque I’état 4 est accessible dans Py, un témoin de non-algébricité peut étre déduit du
témoin «partiel» introduit dans le lemme précédent.

Proposition 5.39. Si l’état ; est accessible dans Py alors (O, Cinit) admet un témoin de non-
algébricité.

Démonstration. 1l existe une configuration (7, w,T,z) accessible dans Py, par une exécution
étiquetée par u telle que g% 0 et Az) = 0. Puisque le vecteur g+ Z+ A(z) est constant lors d’un
«traitement de vecteur non-positif» et il est dans Q2 juste aprés une transition d’«extraction
de circuity, on déduit que 7+ 7+ A(z) > 0. On déduit donc de A(z) = 0 que ||pl|~ C ||I7]*.
Le lemme 5.37 montre que la suite (o1,...,0%) de circuits extraite le long de I'exécution est
insérable dans U. Le lemme 5.38 montre qu'’il existe un schéma R pour (o1, ..., o) satisfaisant
la condition (5.5.3) de la définition 5.11 et tel que ||7]|" = |lexc(R)||" et p€ QsoA(oy).

Il existe une décomposition de v en u = uy - - - ug41 et une suite myq, ..., mp € Ny telles que
uroy" - uRo, Fug41 est une trace depuis Cinie. On prend le tuple (ui, 07", ..., ux, 0., U) ou
U est la relation de correspondance U = {(2s,2t) | (s,t) € R}. Il reste & remarquer que ce tuple
est un témoin de non-algébricité pour (O, Cyit ). O
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D’aprés la proposition 5.27, le langage des traces d’'un systeme d’addition de vecteurs qui
admet un témoin de non-algébricité n’est pas algébrique. On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 5.40. Si l’état 4 est accessible dans Py alors le langage des traces de (O, Cinit) est
non-algébrique.

Décidabilité du probleme d’algébricité d’un systéme d’addition de vecteurs On
montre maintenant en comment on peut utiliser ’automate a pile de vecteurs Py introduit dans
le paragraphe précédent pour résoudre le probleme d’algébricité pour un systéme d’addition de
vecteurs. Il y a deux causes possible d’échec pour Py . Le corollaire 5.40 montre que le langage des
traces de (O, Cinit) n’est pas algébrique quand 4 est accessible dans Py, . Toutefois, Paccessibilité
de L dans Py signifie seulement, intuitivement, que 1’ensemble support W est trop petit. On
montre qu’il existe toujours un support fini suffisamment grand.

Proposition 5.41. 1l existe un ensemble support fini W C ©* tel que L n’est pas accessible
dans Pyy.

Démonstration. Remarquons que | n’est pas accessible dans Pg«. Soit W ’ensemble de tous
les mots w € ©F tels que I’état (6, w) est accessible dans Pg-. Il est aisé de vérifier que W est
non-vide et clos par préfixe. Observons que toute configuration (6, w, T, z) accessible dans Py,
est également accessible dans Pg+. Ainsi, | n’est pas accessible dans Py . Il reste & montrer que
W est fini.

Supposons, par contradiction, que W est infini. Puisque © est fini, le lemme de Kénig nous
montre qu’il existe une suite infinie dy, ds, ... d’actions telles que w,, = @y - - - a@,, € W pour tout
n € N. Soit n € N. Par définition de W, état (0, w, 1) = (0, w,@ny1) est accessible dans Pe-.
Il s’ensuit que P~ contient une exécution de la forme

. ~ —Ex n
(0757075) i> (vanv’r_"nazn) M e

(5.5.11)
On définit @, = val(0,w,, 7, 2,). On déduit de (5.5.10) que %, € N? pour chaque n € N. Le
lemme de Dickson montre qu’il existe des indices m < n tels que ¥, < v,. Il s’ensuit que

A(wp) + T + Alzm) < A(wy) + Tn + Az,)

En conséquence, 7, + A(z,) + A(o) > 0, ot 0 = @py1 - - - @p. Observons que o est un suffixe
non-vide de w,. On obtient que 7, A(z,) | Eztr(w,), ce qui contredit (5.5.11). O

Méme dans le cas ou l’ensemble support W est fini, Py possede une infinité d’états et de
transitions, ce qui est inadéquat dans une perspective algorithmique. Pour résoudre ce probléme,
on réduit Py & son ensemble accessible d’états et de transitions. On définit Qf, et Ty, les
ensembles d’états et de transitions accessibles dans Py . Il est clair que 'automate a pile de
vecteur réduit Py, = (Qy, (6, €),0,T},) ainsi obtenu posséde les mémes exécutions & partir
de la configuration initiale que Py . Ces deux automates a pile de vecteurs reconnaissent donc
le méme langage. Toutefois, Py, contient toujours des vecteurs de rationnels dans les états et
dans la pile. On commence par établir une condition suffisante pour que les composantes de ces
vecteurs soient entieres.

Lemme 5.42. Pour toute configuration (p,w, 7,51 ---n) accessible dans Py, les composantes
p(i) et ¥1(i),...,9n(i) sont entiéres pour tout indice i tel que 7(i) = 0.

Démonstration. Le lemme est trivialement vrai pour la configuration initiale (6,5,6, ). On
montre que la condition du lemme est préservée par chaque pas de Py . Considérons un pas
(P, w,T, z) AN (P ,w',7,2") ol t est une transition de Py, et supposons que le lemme est vrai
pour (p,w, T, z). On effectue une analyse de cas sur la transition ¢.
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Si ¢ est une transition de «traitement de vecteur non-positify, il dépile un vecteur 5 € Qio
de la pile z et ajoute rem(¥, ) au compteur r. On obtient que 7’ = mat(¥,p), 7 = ¥+ rem(¥, p),
et que z = 2’7. Rappelons que 0 < 7 et que 0 < rem(7,5). Considérons un indice i € {1,...,d}
tel que (i) = 0. Le fait que 7 = 7+ rem(¥, §) nous permet de déduire que 7(i) = rem (7, §)(i) =
0. D’apres 'hypothese d’induction, p(i) et (i) sont deux entiers. On rappelle que ¥ + p' =
mat(y,p) + rem(¥,p). On en déduit que 7' (i) = 7(¢) + p(i) est un entier, et comme 2’ est un
préfixe de z, que le lemme est vrai pour (p’,w’,7,z’).

Les autres cas pour ¢ dérivent immédiatement de ’hypothese d’induction. O

Proposition 5.43. Pour tout ensemble support fini W, les ensembles QY et Ty, sont finis et
calculables a partir de W et (O, Crnit) -

Démonstration. On introduit deux ensembles, Ty C Q%o et My C Q4, et on montre qu’ils
contiennent les ensembles de symboles de pile accessible et de vecteurs p’ accessibles. Premiere-
ment, 'y est I'ensemble de tous les vecteurs WA(O’) tels que

- o est un suffixe d'un mot de W tel que A(o) >0,
- 7 est un indice de {1,...,d} avec A(o)(i) > 0, et
cke{l,...,A(0)()}.

Deuxiemement, MW est le plus petit sous-ensemble de Q¢ satisfaisant les deux conditions sui-
vantes :

- A(0) € My pour tout w € W et tout suffixe o de w,

- mat(¥,m) € My pour tout 7 € Ty et m € My, avec 1 # 0.
Il est aisé de vérifier que fW est fini et calculable. 1l existe donc 1 > 0 tel que n < (i) pour tout
yelwetic HVHJr Observons que pour tout § € Ty et 17 € Q% avec m # 0, si m # mat (¥, 1)
et mat(¥,1m) # 0 alors m(i) < mat(fy, m) () pour tout i € ||m||~ et m(j) +n < mat(y,m)(j)
pour un j € |||~ Il s’ensuit que My est également fini, et donc calculable.

Montrons que p € My et z € f*‘}v pour chaque configuration (p,w,7,z) qui est accessible
dans Py . La preuve est réalisée par induction sur la longueur des exécutions de Py, a partir

de sa configuration initiale. Celle-ci, (0,¢,0,¢), satisfait trivialement la propriété désirée. On
considére une exécution

0,2,0,6) = (5w, 7, 2) 5 (7w, 7, %)

ou t est une transition de Py, et on suppose que pE MW et que z € F* Une inspection des
régles de transitions de Py montre que p' € MW et 2/ € F* On détaille uniquement le cas
non-trivial.

Si t est une transition «traitement d’un Vecteur non-positify, alors 5 p P 0 et le vecteur 5 qu1
est retiré de la pile satisfait z = 2’4. Pulsque z € I‘ ,onaque”y € I‘W La définition de My,
implique directement que p’ = mat(y,p) € My .

Si ¢ est une transition de «traitement de vecteur positif» et que ||p]|* € ||7]|T, alors 7(i) =
0 < p(i) pour un indice i € {1,...,d}. Le lemme 5.42 montre que p(i) € N. De plus, comme
P e My et 7 > 0, on obtient que § = uA(o) ot o est un suffixe d'un mot de W qui vérifie

A(o) > 0, et p est un rationnel tel que 0 < p < 1. Remarquons que A(o)(i) > 0 et = A]Zgé)(i)'

Il s’ensuit que p € fW, et ainsi que, 2’ = zp est contenu dans f*

On a montré que j € My, pour tout état (p,w) de QW, et fy € T'w pour chaque opération
pushs ou pop,y de Ty, Ainsi, en restreignant ¥ et p' a FW et MW, respectivement, on obtient
un ensemble QW d’états de Py fini et calculable et un ensemble Tév de transitions de Py, fini
et calculable tel que Q7 C Q%,V et Ty, C Tév. Les ensembles @}y, et Ty, sont donc tous les
deux finis. Il est clair que automate & pile de vecteurs P = (Quw, (0,¢), @,T3V> a les mémes
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ContextFree (0, Cinit)

1 foreach finite support set W C ©*

2 do

3 if L is not reachable in Py

1 then

5 if 4 is reachable in Py,
s then

7 return no

8 else

9 return yes

FIGURE 5.10 — Algorithme résolvant le probleme de 1’algébricité d’un systéme d’addition de
vecteurs.

exécutions depuis la configuration initiale que Py . La proposition 5.32 montre que les ensembles
finis QY et Tj;, sont calculables. O

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour présenter notre algorithme résol-
vant le probléme d’algébricité d’un systéme d’addition de vecteurs (cf figure 5.10). L’algorithme
cherche un support fini W suffisamment grand, c.a.d tel que L est inaccessible dans Py, . L’al-
gorithme renvoie ensuite yes si Py réussit, et no s’il échoue. La proposition 5.43 garantit que
les tests effectués aux lignes 4 et 6 sont calculables. La terminaison de cet algorithme est dé-
montrée par la proposition 5.41. Sa correction provient du corollaire 5.40 pour la ligne 7, et des
propositions 5.32 et 5.34 pour la ligne 9. Ceci conclut la preuve que le probléme d’algébricité
pour les systemes d’addition de vecteur est décidable.

Remarque 5.2. Quand ContextFree (©, é,it) renvoie yes, un ensemble support fini W C ©*
tel que Py réussit a été calculé par l'algorithme. La proposition 5.43, montre que l'automate d
pile de vecteurs réduit Py, a un nombre fini d’états et de transitions, et est calculable. On déduit
de la proposition 5.32 que le langage des traces de (O, Ciynit) est effectivement algébrique.

L’algorithme qu’on vient de présenter ne permet pas de dériver la complexité du probleme
d’algébricité d’un systéme d’addition de vecteurs. Dans [LPS13b], Leroux, Praveen et Sutre ont
montré que ce probléme est EXPSPACE-complet.

Exemple 5.14. On considére le systéme d’addition de vecteur V = ({d = (2,-1),
b = (—=1,2)},(1,1)). L'automate a pile de vecteur construit par la procédure décrite précé-
demment est donné d la figure 5.11. L’état § est accessible par le mot (Eig)&'g. On a donc que
(&'5, a, l_;, {(1,2)}) est un témoin de non algébricité pour V, comme vu dans l'exemple 5.13. En
effet, L(V) N (@b)*a*b* = {(@)™a"b? |0 <n < m—+1Ap < 2m+n-+1} qui nest pas algébrique.
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FIGURE 5.11 — Un automate a pile de vecteurs
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Chapitre

Conclusion et perspectives

Nous résumons ici les résultats que nous avons obtenus dans le cadre de cette these, et nous
présentons quelques pistes de recherches possibles a partir de ces résultats.

6.1 Autour des arbres de piles

Comme nous 'avions remarqué a la fin du chapitre 3, la figure 3.14 présentant les classes
de graphes connus ne comportait aucun graphe située entre SR,, et TAut,, ayant une FO[1>]—
théorie décidable. Les résultats du chapitre 4 permettent notamment de compléter la figure 3.14
en la figure 6.1 : il existe bien a tout niveau des classes de graphes situées entre SR,, et TAut,,
disposant d'une FO[=5]-théorie décidable. Dans ce but, nous avons défini pour tout n I'ensemble
ST, des n-arbres de piles, que nous avons muni d’un ensemble d’opérations dans le but de définir
une notion de réécriture suffixe. Nous avons démontré que ces systémes de réécriture suffixe
contiennent les systémes de réécriture suffixe d’arbres et les systémes de réécriture de pile. Nous
avons ensuite présenté une notion de reconnaissabilité sur les opérations composées, a travers
des automates d’opérations, étendant celle des opérations de piles et permettant la définition
d’une notion de reconnaissabilité sur les n-arbres de piles. Nous en avons étudié les propriétés de
cloture. De plus, nous avons montré que comme dans le cas des piles, il est possible de normaliser
les automates d’opérations de maniere a éviter les circuits dans les calculs. Nous avons ensuite
défini formellement les trois classes de graphes associées a des systémes de réécriture suffixe
d’arbres de piles et aux transducteurs suffixes d’arbres de piles. Enfin, en se basant sur la
notion de normalisation des automates, nous avons démontré que ces graphes disposent d’une
FO[Q]—théorie décidable, grace a une interprétation a ensemble fini depuis un graphe suffixe-
reconnaissable d’ordre n.

A partir de cette définition des arbres de piles et des systémes de rééceriture suffixe liés,
plusieurs questions se posent.

Question 1 : Autres présentations

Une premieére piste de recherche serait de déterminer si les classes de graphes définies par
les systemes de réécriture suffixe d’arbres de piles disposent d’une autre représentation que la
représentation interne que nous avons présentée. Une piste serait d’étudier 'extension des sys-
temes d’équations de graphes & des systémes infinis d’équations, représentés par des graphes de
la hiérarchie suffixe-reconnaissable. L’idée est que les systémes finis d’équations sont représentés
par des graphes finis étiquetés par les opérations VR, VRA ou VRS. Etant donné un graphe G
étiqueté par des opérations VR, VRA ou VRS, le graphe G’ qu’il définit est obtenu en considé-
rant le terme (infini) obtenu en dépliant G. Ainsi, G’ est le plus petit point fixe satisfaisant ce

123



124 Chapitre 6 — Conclusion et perspectives

MSI o Unf | |
VR
SR,, Fol TAut,
\g\ /
MSI o Unf ‘ ‘
VR C

MSI o Unf

VR

MSI o Unf

VR

MSI o Unf<
VR

Graphes finis

VRS

MSO FO

hiérarchie OI ETIME au niveau 1

FIGURE 6.1 — Les hiérarchies de graphes étudiés dans ce document.
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terme. Dans [CC03], Carayol et Colcombet ont montré qu’on peut considérer des graphes infinis
étiquetés par des opérateurs VR (ils consideérent en réalité une version plus générale de ces opé-
rateurs, qui est équivalente), et que si une classe de graphes C est close par MSO-interprétations,
alors la classe de graphe définie par des graphes de C étiquetés par des opérateurs VR est égale
a celle définie par les MSO-interprétation des dépliages des graphes de C. Cela permet notam-
ment d’affirmer que les graphes de SR,, sont les solutions des graphes de SR,,_; étiquetés par
des opérateurs VR. Dans [Col04], Colcombet montre qu'on peut étendre cette technique aux
VRS-systemes d’équations, et obtenir ainsi les graphes de la hiérarchie arbre-automatique. Si
on s’intéresse aux VRA-systémes d’équations [Col02], on peut également considérer les graphes
définis a partir de graphes de SR, étiquetés par des opérateurs VRA. Par ailleurs, Colcombet
montre directement qu’un tel graphe a une FO[i>]—théorie décidable si le graphe étiqueté par des
opérateurs VRA le définissant dispose d’'une MSO-théorie décidable. Cela permet donc de définir
une hiérarchie de graphes disposant d’une FO[i>]—thé0rie décidable qui est définie a partir de
la hiérarchie suffixe-reconnaissable. Nous pensons qu’étudier les liens entre ces graphes définis
par des VRA-systémes d’équations sur SR, et les graphes définis par des systémes de réécriture
suffixe de piles est pertinent.

Nous conjecturons que VRA(SR,,) = RGSTR,, ;1. Pour obtenir ce résultat, la preuve fournie
dans [Col02] n’est pas adaptable aux graphes de RGSTR,,, puisque la preuve construit des
systemes de réécriture suffixe d’arbres. Cependant, nous pensons que ce résultat peut étre obtenu
en comparant les interprétations a ensembles finis définissant les graphes depuis un graphe de
SR,—1.

Une autre piste consiste a s’intéresser aux graphes arbre-automatiques d’ordre supérieur. Au
niveau 1, les graphes arbre-automatiques disposent d’une représentation interne : les arcs sont
définis par des relations reconnues par des automates sur des superpositions d’arbres. Peut-on
trouver un équivalent sur les arbres de piles d’ordre n, et la classe de graphes ainsi définie est-elle
la classe des arbre-automatiques d’ordre n ? Cependant, pour pouvoir définir une telle notion, il
est nécessaire de définir une notion de superposition des piles d’ordre supérieur et sur les arbres
de piles (ces deux notions devraient étre liées), et une telle notion n’est pas triviale : la difficulté
provient du fait que deux piles d’ordre supérieur & 1 peuvent avoir des domaines ne différant pas
que sur la fin. Prenons par exemple les 2-piles p = [[aaali]2 et p' = [[B]1[a]1[B]1]2 : p possede
une unique pile d’ordre 1, qui contient elle-méme trois lettres quand p’ posséde 3 piles d’ordre 1,
chacune contenant une unique lettre. Il apparait qu’une superposition naive demanderait d’avoir
des trous pour les composantes représentant p’ pour la 1-pile la plus basse, et des trous pour
celles représentant p pour les autres. Une idée pour les superposer pourrait étre d’avoir différents
symboles pour représenter des trous de niveaux différents, mais une telle notion n’existe pas a
notre connaissance.

Question 2 : Langages

Nous avons déja cité des conjectures sur les classes de langages reconnus par les graphes définis
par les systemes de réécriture d’arbres de piles. Une piste de recherche pourrait étre une étude
plus systématique de ces classes de graphes, et aussi de ceux des graphes arbre-automatiques
d’ordre supérieur. Suite a une discussion avec Thomas Colcombet, nous conjecturons que si les
descriptions équationnelles de ces classes de graphes décrites a la fin du chapitre 4 se vérifient,
nous pourrions en dériver une description des classes de langages reconnus. En effet, Colcombet
a déterminé un lien entre les solutions d’un systéme d’équations et les langages reconnus par les
solutions du systeme, et ces résultats ne dépendent a priori pas du caractére fini de ces systémes
d’équations. Toutefois, ce résultat n’a jamais été publié.

Question 3 : Arbres d’arbres

Une derniére piste serait une définition de la notion d’arbre d’arbres et de systémes de
réécriture suffixe associés. Une définition formelle d’un arbre d’arbres s’inspirant des arbres de
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piles ne présente aucune difficulté :
- Un arbre d’ordre 0 est une lettre,

- Un arbre d’ordre n + 1 est un arbre dont les noeuds sont étiquetés par des arbres d’ordre
n.

On peut également aisément définir des opérations de base a tout niveau en s’inspirant des
arbres de piles :

- Au niveau 0, on a les rew, g,
- Au niveau n, on a les opérations copy? et copny.

Cependant, il sera moins aisé de définir une bonne notion d’opérations composées permettant a
la fois d’avoir un certain contrdle sur I’application des opérations de base la composant et de ne
pas étre Turing-complet (un tel modele assurant de fait I'indécidabilité de toute logique sur les
graphes générés). Le seul moyen de définir de telles opérations composées serait de reprendre la
définition des opérations composées sur les arbres de piles en remplagant les opérations de base
par celles sur les arbres d’arbres, et donc, toutes les opérations de niveau inférieur & n ne peuvent
étre localement composées entre elles, puisque contrairement au cas des piles, un arbre dispose
d’un nombre arbitraire de sites ou appliquer une opération. Autoriser la composition locale
d’opérations de niveau inférieur a n permettrait de simuler un automate a deux compteurs, qui
est un modele Turing-complet. Ne pas 'autoriser méne & un modele difficile & évaluer, étant
donné que I'application des opérations devient dur a se représenter.

Par ailleurs, la preuve de décidabilité de FO[3] ne s’étend pas de maniére immédiate aux
arbres d’arbres. En effet, il faudrait trouver pour cela un codage des arbres d’arbres par un
ensemble de piles de piles tel que l'effet des opérations d’arbres d’arbres sur ces codages soit
définissable en MSO. Si il est possible de trouver des codages qui a 'instar de celui des arbres
de piles contiennent tous les chemins d’un arbre d’arbres (bien que les codages que nous ayons
explorés ne soient pas trés naturels), nous n’avons pas trouvé de maniére de décrire en MSO
leffet des opérations d’arbres d’arbres sur ces codages.

6.2 Autour des systemes a compteurs

Le chapitre 5 était consacré a I’étude de l’algébricité des langages de systemes a compteurs
plats et des systémes d’addition de vecteurs, et du probleme lié de la stratifiabilité d’un ensemble
semi-linéaire. Dans un premier temps, nous avons montré que si on se restreint au cas des poly-
edres d’entiers, le probleme de stratifiabilité est décidable, et nous en avons donné un processus
de décision effectif. Par la suite, nous avons utilisé ce résultat pour montrer que ’algébricité du
langage d’un systéme a compteurs plat est décidable, en montrant que I'image de Parikh d’un tel
langage est toujours un polyedre d’entiers, et en utilisant le résultat de Ginsburg disant qu’un
langage borné est algébrique si et seulement si son image de Parikh est stratifiable. Enfin, nous
avons montré que ’algébricité du langage d’un systeme d’addition de vecteurs est décidable, et
nous en avons fourni un algorithme effectif.

Question 1 : Probléme de stratifiabilité

La stratifiabilité d’un polyedre d’entiers est un cas particulier de la stratifiabilité d’un en-
semble semi-linéaire. A notre connaissance ce probléme est toujours ouvert dans le cas général.
Une piste de recherche serait de tenter d’éclairer ce probléme a travers les techniques que nous
avons développées pour résoudre le cas des polyedres d’entiers. Alternativement, il peut étre sou-
haitable de regarder si il existe d’autres sous-cas intéressants de ce probleme ou la stratifiabilité
serait décidable.
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Question 2 : Langages des systémes a compteurs

Comme nous ’avons rappelé au chapitre 3, les langages algébriques forment le niveau 1 de
la hiérarchie OI. On pourrait étudier s’il est décidable de déterminer si le langage d’un systéme
d’addition de vecteurs ou d’un systéme a compteurs plat appartient a la hiérarchie OI. Dans
cette optique, on pourrait également étudier les liens entre les langages de ces modeles et ceux
des systémes de réécriture suffixe d’arbres de piles (bien qu’il soit sans doute nécessaire de mieux
comprendre ces langages au préalable).

Enfin, peut-on trouver une maniére de caractériser les langages reconnus par des systémes
d’addition de vecteurs et par les systemes a compteurs plats 7

Question 3 : Graphes des systémes a compteurs

Enfin, une derniére piste serait d’étudier directement les propriétés structurelles des graphes
de systemes d’addition de vecteurs et de systémes a compteurs plats. Comme nous l’avons
rappelé, le probleme d’accessibilité est décidable pour les systemes d’addition de vecteurs, et
donc également sur les graphes associés. Il existe déja une étude sur la décidabilité de la FO-
théorie (et plusieurs de ses variantes) sur plusieurs classes de graphes liés aux systémes d’addition
de vecteurs [DDMM11], ou il est notamment prouvé que dans le cas de graphes de systémes
d’additions de vecteurs non restreints a I’ensemble d’accessibilité du systeme, FO est décidable.
Ce résultat devient faux si on restreint le graphe a I’ensemble d’accessibilité.

On peut se demander si il est possible d’étudier ces propriétés sur les graphes de systémes a
compteurs plats.

La question suivante nous semble également intéressante pour éclairer ces classes de graphes :
est-il possible de trouver d’autres représentations de ces classes de graphes?

Enfin, un autre probléme lié & notre étude sur les langages des systémes d’addition de vecteurs
et de systemes a compteurs plats est de déterminer si un graphe de systéeme d’additions de
vecteurs est un graphe suffixe-reconnaissable :

Entrée : Un systeme d’addition de vecteurs S.

Sortie : Est-ce que le graphe du systéeme d’addition de vecteurs est un graphe suffixe-recon-
naissable 7

Il est important de noter que ce probleme n’est pas équivalent a 1’algébricité d’un systéme
d’addition de vecteurs. Il est en effet possible d’avoir un graphe n’étant pas un graphe suffixe-
reconnaissable dont l’ensemble des traces est pourtant un langage algébrique. Par ailleurs, il
semble que I'ensemble des systémes & compteurs dont le graphe est un graphe suffixe-reconnaissable
soit tres restreint. L’exemple suivant présente un systeme d’addition de vecteurs plat dont le
langage est algébrique alors que son graphe n’est pas suffixe-reconnaissable.

Exemple 6.1. On choisit © = {d; = (1,0),d2 = (0,1),d3 = (—1,0)} et ¢mit = (0,0). Et on
consideére le systéme d’addition de vecteurs (©, i) dont on intersecte le langage avec aiasas.
Le graphe de ce systéme d’addition de vecteurs est le graphe G = (V, E) avec :

V. = NxNx{0,1,2}

E = {((n,0,0),ds,(n+1,0,0)),((n,0,0),ds,(n,1,1)), ((n,m,1),ds, (n,m+1,1)),
((TL, m, 1)7637 (’I’L - 17m72))7 ((n + 1ama2)3633 (n7m72) ,((Tl + 15070)7637 (n7072))
| n>0,m >0}

Ce graphe, représenté a la figure 6.2, n’est pas suffive-reconnaissable. Cependant, le langage
reconnu est {atay'ay | p < n}, qui est bel et bien algébrique.
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