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2.2.1 Dôme de saturation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.2 Types de cavitation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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4.3 représentation de la solution continue par morceau reconstruite
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10 lâchés de bulle de cavitation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.23 Spectre du signal du volume de vapeur servant à déterminer la
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NSK Navier-Stokes & Korteweg -

FV Volume Finis -

MLS Moving Least Square (Moindre Carrés Mobiles) -

AUSM Advection Upstream Splitting Method -

SLAU Simple Low dissipation AUSM -



2 TABLE DES FIGURES

Grandeurs DESCRIPTION UNITÉS
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k Conductivité thermique J/Km2

α fraction vapeur -

R Rayon de la bulle [m]

ρl Masse volumique du liquide [kg/m3]

ρl.sat Masse volumique du liquide à saturation [kg/m3]
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Chapitre 1

Introduction Générale

La cavitation est un phénomène qu’on retrouve dans les machines et dis-

positifs qui fonctionnent avec des fluides à l’état liquide. On peut citer comme

exemple les pompes, les inducteurs (voir la figure 1.1), les injecteurs et les hélices

de bateaux ou de sous-marins. Ses aspects négatifs sont nombreux : le bruit, les

vibrations, la chute des performances ou encore la dégradation des matériaux

par érosion. C’est pour cela qu’elle est prise en compte dans la conception de ces

machines. L’enjeu industriel est important ; des économies substantielles peuvent

être faites en diminuant les effets néfastes de la cavitation.

Figure 1.1 – Cavitation dans un inducteur à gauche [35] et dans une pompe

centrifuge à droite [1]

Même si de nombreuses études ont été réalisées sur ce phénomène, il reste

un sujet de recherche très prisé par les scientifiques du fait de sa complexité.

La formation des bulles de cavitation et leur implosion sont des phénomènes à

plusieurs échelles : le nombre de Mach peut varier de 0.0001 à 4 et la densité de

0.01 à 1000 (dans le cas de l’eau) sur un intervalle spatial à peine plus grand que

le nanomètre. De plus la cavitation est affectée par plusieurs facteurs physiques

dus à la nature du fluide ou a son environnement. Les écoulements cavitants

sont souvent turbulents (sauf dans le cas de microfluides) et sont le siège de

changement de phase, de transfert de masse et de chaleur et d’onde de choc.

Le phénomène de cavitation a fait l’objet d’études dès le début du siècle. On

peut citer le travail de Rayleight [41] en 1917 qui traite de la pression générée
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Figure 1.2 – Schéma illustrant la cavitation (implosion) d’une bulle de vapeur

à proximité d’un revêtement nanoparticulaire, et l’arrachement (éjection) de na-

noparticules qui en résulte [18].

lors de l’implosion d’une bulle de cavitation et qui a abouti à un modèle simplifié

qui néglige les effets thermiques, la viscosité et la compressibilité du fluide. Par la

suite, les études successives ont permis de mettre en évidence des phénomènes liés

à la cavitation tel que le phénomène du microjet découvert en 1945 par Kornfeld

et al. [25]. L’érosion due à la cavitation est elle aussi un sujet d’étude très prisé.

Après une longue controverse sur la cause de cette érosion, il a été conclu que

c’est un effet combiné de l’onde de surpression générée lors de l’implosion et du

microjet, même si l’implosion de chaque bulle n’enlève qu’une micro quantité de

matière (comme le montre la figure 1.2).

Dans le but de prédire le phénomène de cavitation, une approche multipha-

sique est généralement adoptée. Deux grandes familles de modèles sont utilisés :

les modèles à phases dispersées et les modèles à phases séparées. Dans les mo-

dèles à phases dispersées, on considère un nombre fini de particules (des gouttes

ou des bulles) disséminées dans un volume constitué d’une phase continue. Dans

les modèles à phases séparées, on considère plusieurs flux continus composés de

différents fluides séparés entre eux par des interfaces. Il existe néanmoins une

alternative aux modèles multiphasiques. Il s’agit des modèles qui consistent à

considérer un seul et unique fluide, dont les propriétés physiques sont détermi-

nées en utilisant des pondérations grâce notamment à la fraction massique ou

volumique d’une des phases qui composent l’écoulement. Ce type de modèles est

appelé modèle homogène par rapport aux propriétés physiques du fluide qu’on
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nomme phase de mélange. On peut citer comme exemple les modèles barotropes

qui utilisent les vitesses du son des deux phases pures pour calculer la vitesse du

son dans le mélange. C’est ce modèle (modèle homogène) qui a été choisi dans

cette thèse.

1.1 Objectifs de la thèse

Notre travail s’inscrit dans une continuité des travaux de recherche du la-

boratoire DynFluid, équipe turbomachines, qui traitent de la modélisation des

écoulements diphasiques en général et des écoulements cavitants en particulier.

La thèse de L. Bergerat [3] soutenue en 2012 a permis de mettre en place un mo-

dèle de cavitation utilisant les équations de Naviers-Stokes prenant en compte

le changement de phase et résolues par la méthode des volumes finis avec une

approximation par moindres carrés mobiles. Outre le modèle de cavitation, cette

thèse nous a fourni un code de calcul fonctionnel permettant la simulation d’écou-

lement biphasique et pouvant servir de support de base pour le développement

de modèles de cavitation plus sophistiqués.

L’objectif de cette thèse est de développer un modèle de cavitation à inter-

face diffuse basé sur les équations de Navier-Stokes & Korteweg. Ce modèle a

pour but de prendre en compte les effets de la tension de surface connaissant

le gradient de la masse volumique à travers l’interface liquide-vapeur. Ce type

de modèle a déjà été proposé par exemple dans le travail de Diehl 2007 [12] qui

lui associe l’équation d’état de Van Der Waals. Dans cette thèse nous optons

pour l’équation d’état de Tait Modifiée qui se rapproche plus du comportement

physique de l’eau aux températures de fonctionnement des turbomachines. Pour

valider l’implémentation de la tension de surface dans notre code de calcul, nous

utilisons des cas test simples dans lesquels les effets capillaires sont prédominants.

Une fois le code validé, nous réaliserons des calculs qui correspondront à des

cas physiques pour étudier l’effet de la tension de surface sur les mécanismes de

la cavitation. Dans un premier cas, nous verrons l’influence des forces de tension

de surface sur l’intensité du collapse d’une bulle de cavitation se formant sur

l’extrados d’un profil d’aile immergé. Dans un second cas, nous nous intéresse-

rons à l’effet des forces capillaires sur la périodicité de détachement des bulles

de cavitation dans un cylindre immergé. Les calculs sont réalisés en situation

bidmensionnelle.
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1.2 Contenu de la thèse

Le rapport est divisé en quatre chapitres :

Dans le chapitre 2, nous donnons une définition détaillée du phénomène de

cavitation et des mécanismes qui le composent. Nous listons les phénomènes liés

à la cavitation et comment ces derniers influent sur la formation, l’évolution et

l’implosion des bulles de cavitation. Parmi les paramètres influant sur la cavi-

tation, nous mettons l’accent sur les effets de la tension de surface et citons

quelques études sur le sujet.

Le chapitre 3 contient le détail du modèle de cavitation pour lequel nous avons

opté. Les différentes équations utilisées dans la thèse y sont résumées et mises

en forme. Ce chapitre comprend le développement des équations de conservation

en deux dimensions, les équations d’état et les formules de calcul des paramètres

physiques de la phase mélange ainsi que la forme addimensionnelle de l’équa-

tion d’état de Van Der Waals. Nous proposons une méthode pour le calcul du

coefficient capillaire λ (voir l’équation 3.42).

On présente dans le chapitre 4 la méthode numérique utilisée pour la ré-

solution des équations. Le développement en volumes finis et l’approximation

par moindres carrés mobile y sont détaillés. La discrétisation spatiale et tem-

porelle des équations de conservation y sont expliquées. Nous traitons aussi de

la manière dont sont calculés les flux numériques et comment sont imposées les

conditions aux limites. Enfin nous y décrivons l’algorithme de changement de

phase qui permet de calculer la pression, la température et la fraction volumique

à l’équilibre.

Dans le dernier chapitre, nous présentons les cas test et les calculs réalisés

ainsi que les résultats obtenus. Les cas test de validation sont les suivants : le cas

test de la bulle statique, la coalescence de deux bulles de vapeur et le cas d’une

goutte d’eau sur une surface solide. En ce qui concerne les calculs d’application,

nous traitons le cas de l’implosion d’une bulle de cavitation sur l’extrados d’un

profil d’aile immergé puis le cas du collapse d’une bulle de vapeur sous l’effet

d’un gradient de pression entre cette bulle et l’extérieur et enfin nous étudions

l’effet de la tension de surface sur la fréquence de cavitation se formant dans le

sillage d’un cylindre immergé.

Nous terminons par une conclusion générale qui synthétise le travail réalisé

ainsi que les résultats obtenus. Un bilan est fait sur les objectifs fixés. Nous

donnons aussi quelques perspectives pour améliorer le modèle de cavitation.
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2.3.5 Mécanismes d’érosion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4 La tension de surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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2.1 Introduction

Le phénomène de cavitation suscite de nombreux travaux de recherche pour

les raisons suivantes : la première étant la diversité des applications dans les-
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quelles elle se développe : machines hydrauliques (turbines, propulseurs...), le

domaine biomédical .... La deuxième étant liée aux différentes formes qu’elle est

susceptible de prendre : bulles, poches, tourbillons, nuages de vapeur, filaments

de vapeur. La troisième est liée aux comportements complexes que la cavitation

peut adopter dans certaines situations : instationnarités, instabilités, interac-

tions, couplages. Enfin, l’intérêt que l’on continue à lui porter réside dans les

interrogations propres à l’hydrodynamique qu’elle soulève : l’influence des para-

mètres fondamentaux de l’hydrodynamique (la tension superficielle, la viscosité,

la composition du fluide...)

La modélisation de la cavitation constitue encore aujourd’hui un défi pour

la CFD qui cherche à reproduire la formation des bulles de cavitation, leurs

évolutions dans le fluide ainsi que les interactions, le phénomène de collapse

qui génère les ondes de chocs responsables de l’érosion, sans oublier l’aspect

acoustique.

Dans ce chapitre nous donnons une description du phénomène de cavitation

tout en énumérant les mécanismes que nous essayerons de modéliser et les prin-

cipaux facteurs influents sur ces derniers. Nous allons aussi définir les nombres

addimensionnels utilisés lors de notre étude dans le cadre de la validation des

codes de calcul et l’analyse des résultats.

2.2 Définition

La cavitation est le phénomène de vaporisation des liquides soumis à de fortes

dépressions qui sont généralement dues à l’augmentation de leurs vitesses d’écou-

lement. Elle se produit le plus souvent dans les machines hydrauliques telles que

les hélices de bateau, les inducteurs ou encore les venturis. Les conséquences de

la cavitation sont en général néfastes. Elle est à l’origine de l’érosion des hé-

lices et des aubes de turbines. Elle génère du bruit et provoque des chutes de

performances.

La définition de la cavitation est toujours accompagnée du diagramme de

changement de phase figure 2.2 qui montre que dans certains cas le passage de la

phase liquide à la phase vapeur se fait à température constante. Il faut bien com-

prendre que cette transformation de phase (vaporisation) a besoin d’un apport

de chaleur correspondant à la chaleur latente de vaporisation. Il en résulte donc

une diminution de la température du liquide environnant la cavité de vapeur.

D’après Brennen [6], le passage du liquide à la vapeur et vice versa se fait par

le fractionnement de la substance homogène originale en un mélange de deux

phases différentes.
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2.2.1 Dôme de saturation

Dans le diagramme présenté sur la figure 2.2, on voit deux lignes discontinues

qui représentent la ligne de vapeur spinodale et la ligne de liquide spinodale. La

cavitation du liquide peut se faire de deux manières : dans la première, le liquide

contient un nombre conséquent de sites de nucléation dépassants une certaine

dimension (poche de gaz dissous), alors le liquide évolue jusqu’à atteindre un

état gazeux stable à la pression de saturation, ce qui correspond à la ligne rouge

en pointillés nommée ”Real curve” sur la figure 2.1. Dans la seconde manière, le

liquide ne contient pas assez de sites de nucléation, il conserve sa forme liquide

jusqu’à atteindre la pression correspondant à la ligne de liquide spinodale. Le

liquide est alors dans un état métastable jusqu’à ce qu’une imperfection (rugosité

de la paroi par exemple) déclenche le changement de phase, ce qui correspond à

la ligne bleue nommée ”Theorical curve” sur la figure 2.1. A l’état métastable, le

liquide est dit sous tension et l’intensité de cette tension est égale à la différence

de pression entre cet état et la pression de saturation liquide vapeur du premier

cas. C’est le même phénomène qui se produit lors de la surfusion.

L’eau à température ambiante supporte une tension théorique de −500Atm

ce qui correspond à la pression minimale de l’isotherme de Van Der Waals. En

pratique, la cohésion du liquide est rompue bien avant d’atteindre cette pres-

sion et cela est dû à l’existence de points faibles dans le liquide appelés germes

de cavitation. Un exemple de germe : une bulle de 1µ de diamètre dans l’eau à

température ambiante limite le déséquilibre à −3bars d’après Lecoffre [30]. L’ap-

parition de la cavitation est caractérisée par un nombre addimensionnel noté σc
(voir la section 2.5.1).

2.2.2 Types de cavitation

Nous présentons dans ce chapitre une classification qui est largement utilisée

dans la documentation. Elle est tirée du livre de Franc et al. [15].

2.2.2.1 La cavitation à bulles séparées

Elle est le résultat de l’apparition et le grossissement rapide de germes de

cavitation dans l’écoulement (voir figure 2.3). Ces bulles disparaissent ensuite

en implosant lorsque l’écoulement les a convectées dans des zones de pression

plus importante. C’est la cavitation typique des profils à faible incidence. Elle se

produit près du profil, sous forme de bulles sphériques ou hémisphériques, initiées

à partir de ”germes”, assimilables à des micro-bulles, initialement présents dans

le liquide.
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Figure 2.1 – Dôme de saturation : en points bleus isotherme de changement de

phase théorique et en pointillés rouges la courbe réelle

Figure 2.2 – Diagramme de changement de phase [6]
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Figure 2.3 – cavitation à bulles séparées [15]

Figure 2.4 – poche de cavitation sur un profil d’aile [15]

2.2.2.2 Cavitation à poche attachée

La cavitation à poche est liée à un décollement laminaire situé en général à

l’extrados des aubes de turbomachines et des pales d’hélices ou de plans porteurs

d’hydroptères (voir figure 2.4). Par l’effet du jet rentrant, des bulles de vapeur

sont formées en aval de la cavité (ou poche). Les poches ainsi formées sont en-

trainées et se condensent brutalement, par l’effet du gradient de pression, jusqu’à

l’implosion. Vue la périodicité de ce phénomène il est caractérisé par un nombre

de Strouhal défini à partir de la fréquence des lâchers de poches.
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Figure 2.5 – cavitation par filaments à l’extrémité d’une aile immergée [15]

2.2.2.3 Cavitation par filaments tourbillonnaires

Ce phénomène résulte de la dépression présente dans les zones de forte vor-

ticité de l’écoulement. On la retrouve principalement en bout de pale, où les

cisaillements sont importants (voir figure 2.5).

2.3 Phénomènes liés à la cavitation

Le phénomène de cavitation peut être subdivisé en plusieurs mécanismes dont

la modélisation passe par leur compréhension et par celle des facteurs pouvant

les affecter. Nous avons mis l’accent sur les mécanismes de transition de phase,

du collapse et de l’érosion car ils sont en étroite relation avec l’objet de notre

étude qui est la tension de surface.

2.3.1 Transition de phase

Elle intervient lors des différentes étapes de la cavitation. C’est le transfert

de masse entre la phase liquide et vapeur lors de la formation et de la croissance

d’une bulle de cavitation et l’inverse lors de la condensation.

Pour que le fluide passe de l’état liquide à celui de vapeur il a besoin d’une

énergie qui est appelée énergie latente de vaporisation. Dans ce cas on remarque

un refroidissement localisé de la bulle de vapeur ainsi formée et du liquide qui

est en contact direct. Cela a pour effet de diminuer la pression de saturation

(la pression à laquelle se produit la transition de phase) et donc de retarder

la formation ou la croissance des bulles de cavitation. Par exemple quand la

température passe de 293K à 292K la pression de saturation passe de 2318Pa

à 2178Pa. Lors du collapse, du fait des vitesses élevées, une partie de la vapeur



CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LA CAVITATION 13

n’a pas le temps de se condenser ce qui conduit à une forte surpression et une

augmentation de la température au centre de la bulle.

Pour modéliser ces deux phénomènes (le retard à la cavitation et la conden-

sation partielle lors du collapse) il faut tenir compte du transfert de chaleur entre

les phase et de l’énergie latente de vaporisation.

2.3.2 Compressibilité du fluide

S’il on veut modéliser l’acoustique liée à la cavitation et reproduire le com-

portement du fluide dans une poche de cavitation qui contient un mélange de

liquide et de vapeur, il est nécessaire de prendre en compte la compressibilité des

différentes phases. Pour bien simuler la compressibilité une bonne estimation de

la vitesse du son dans chaque phase est nécessaire.

2.3.3 Effets des gaz dissouts

Dans les conditions réelles, le liquide contient une proportion de gaz dissouts

non condensable (qui ne correspond pas à sa propre vapeur) comme de l’air dans

de l’eau. Plus la pression est élevée plus le liquide peut contenir du gaz. Cela a

pour effet de réduire la contrainte nécessaire pour fracturer la masse liquide. Plus

la concentration de gaz est importante et plus le liquide à tendance à caviter.

2.3.4 Phénomène du collapse

Lorsque la bulle de cavitation est soumise à une pression extérieure impor-

tante, elle implose. Pendant cette implosion, l’énergie potentielle stockée dans

la bulle à sa taille maximale est progressivement convertie en énergie cinétique

dans le milieu environnant. Cette énergie cinétique accélère le fluide pendant les

étapes successives du collapse. Comme l’énergie dégagée est concentrée dans un

volume de plus en plus petit, la vitesse et la pression associée au moment final

de l’implosion peuvent être très élevées. La pression générée par le premier re-

bond du collapse est propagée dans le milieu sous forme d’onde de pression. En

négligeant les effets de tension superficielle et de viscosité, et en assumant que

la bulle ne contient que de la vapeur, on peut associer ce processus de collapse à

un temps Ti, appelé Temps de Rayleigh ([13]).

Ti ∼= 0.915Rinit

√
ρ

P∞ − Psat
(2.1)

Lauterborn & Ohl [28] ont effectué des expériences sur le collapse des bulles de

cavitation, en utilisant une méthode de visualisation de 20.8 millions d’images à
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Figure 2.6 – Collapse d’une bulle de cavitation en écoulement libre. [6]

la seconde. On remarque que le collapse de la bulle s’effectue en un temps très

court (correspondant de façon très précise au temps de Rayleigh), et qu’une onde

de pression se propage au sein de l’écoulement (voir figure 2.6). Hosny & Diaa

[19] cite pour l’eau des surpressions très localisées lors des collapses de bulles de

500 à 1000bar, et des températures de 1000 à 5000◦C à l’endroit du collapse.

Pour information, on peut citer le phénomène de sono-luminescence à la fin du

collapse, qui consiste en une concentration d’énergie telle, que des photons sont

émis à partir de la zone ponctuelle de fin de collapse.

2.3.5 Mécanismes d’érosion

L’implosion d’une bulle de cavitation au voisinage d’une paroi produit un

pic de pression élémentaire dont le niveau de sollicitation peut être très élevé de

l’ordre de 100 méga Pa voir plus. Par ailleurs, cette sollicitation est très localisée

(quelques microns à quelques centaines de microns) et très brève (quelques micro

secondes). Cela est en fait dû à deux mécanismes qui sont présentés ci après :

2.3.5.1 Formation d’une onde de surpression

En début d’implosion la pression dans la bulle est petite. Elle est égale à la

pression de la vapeur saturante. En fin d’implosion, la pression et la température

dans la bulle atteignent un niveau très élevé du fait de la forte compression. La

vitesse de l’interface est tellement élevée (de l’ordre de 100 m/s) que la vapeur

restante n’a pas le temps de se condenser. Ces incondensables se trouvent com-
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primés à un niveau très élevé de pression qui s’oppose au mouvement centripète

du liquide. Alors, la pression au voisinage immédiat de la bulle est très grande

et se raccorde à la valeur imposée à l’infini, formant ainsi un front d’onde de

compression. Lors du rebond, ce front d’onde se propage au sein du liquide d’une

part en raidissant et d’autre part, en voyant son maximum s’atténuer.

2.3.5.2 Le Microjet

Ce mécanisme se produit lorsque l’implosion de la bulle se fait à proximité

d’une paroi ou d’une surface libre (figures 2.7 et 2.8) cela crée une asymétrie au

niveau du champs de pression entourant la bulle de vapeur ce qui provoque la

pénétration du liquide sur un coté de la bulle générant ainsi un jet liquide doté

d’une vitesse élevée. Le pic de pression observé est semblable à celui de l’onde

de surpression et la vitesse du jet est souvent supérieure à 100m/s.

Figure 2.7 – Photo d’une bulle en train d’imploser, début de formation du

microjet [45]
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Figure 2.8 – Implosion d’une bulle de vapeur proche d’une paroi et générée par

laser. On voit bien le microjet sur le deuxième niveau [28]

2.4 La tension de surface

2.4.1 Définition

La tension de surface est un phénomène qui a pour origine les interactions

intermoléculaires d’un fluide (à l’état liquide). Sur une couche fine dont l’épaisseur

est de l’ordre de quelques molécules, au niveau d’une interface (interface liquide-

liquide ou liquide-gaz), la cohésion entre particules du même fluide augmente et

génère une tension au niveau macroscopique. Plusieurs études ont montré que

malgré sa faible intensité elle avait un effet non négligeable sur la formation des

bulles de cavitation et leurs convection et implosion.

2.4.2 Effet de la tension de surface sur la formation des

bulles de cavitation

J. P. Franc [14] a montré que dans un liquide qui contient des micro-bulles

(nucléations très petites) plus la taille des bulles est petite et plus la pression qui

doit générer la cavitation est basse et il a relié ce phénomène à la tension de sur-

face. L’énergie potentielle due à la tension superficielle (l’énergie qu’il faut fournir

pour créer une interface liquide-vapeur) est très importante dans les premiers ins-

tants de l’évolution d’une petite bulle. La dérivée de la surface par rapport au

volume dans le cas d’une petite bulle est plus importante que celle de la grosse

bulle, c’est-à-dire que la variation du diamètre d’une grosse bulle soumise à une

dépression est moins brutale que celle d’une petite soumise à la même dépression.
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2.4.3 Effets de la tension de surface sur la convection des

bulles

La tension de surface a pour effet de maintenir les bulles sous une forme

sphérique. Elle agit à contre sens des contraintes du fluide qui tendent à déformer

les bulles en mouvement. Une analyse dimensionnelle faite par Brennen [5] montre

que les distorsions se produisent pour un nombre de Weber We > 1. Il a été

observé expérimentalement en augmentant le nombre de We que la première

déformation qui apparait est une bulle elliptique qui oscille en forme et pour

We ≈ 20 la bulle prend la forme d’un chapeau.

2.4.4 Effet de la tension de surface sur le collapse de la

bulle

En 1994 Kuvshinov & al. [27] ont montré qu’avec l’augmentation de la tension

de surface la vitesse de l’interface liquide-vapeur augmente et le rayon minimum

de la bulle de cavitation atteint lors du collapse diminue. Liu et al. [34] ont montré

expérimentalement dans le cas d’une bulle générée par laser qu’une augmentation

de la tension de surface est accompagnée par une diminution du temps de collapse

et d’une augmentation de l’intensité du jet impactant (voir figure 2.9) et que

dans le même temps l’érosion causée par le collapse augmente brutalement. Une

étude réalisée par Iwai [20] en faisant varier la tension de surface de l’eau par

l’ajout d’agents mouillants a montré que la diminution de la force de tension de

surface engendre une diminution de l’impact du collapse (des domages causés

par le collapse). Dans la même étude, il observe aussi une corrélation entre la

diminution du pic de pression atteint lors du collapse et la diminution de la

tension de surface.

2.5 Nombres addimensionnels

2.5.1 Nombre de cavitation

Le nombre de cavitation σc est un nombre sans dimension qui caractérise

la tendance à la formation de la cavitation dans un écoulement. Il représente

le rapport entre la pression locale et la pression dynamique. Il est défini par la

relation suivante :

σc =
p− pv
1
2
ρU2

(2.2)
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Figure 2.9 – Effet de la tension de surface sur la force du jet liquide [34]

où pv représente la pression de saturation vapeur. La valeur de σc pour laquelle

un écoulement cavite varie selon la géométrie qui induit une accélération et donc

une dépression plus ou mois grande du liquide, et selon la composition du liquide

en terme de gaz dissous.

2.5.2 Nombre de Weber

Le nombre de We est un nombre sans dimension qui représente le rapport

entre la force d’inertie et la force de tension de surface. Il est défini par la formule

suivante :

We =
ρU2L0

σ
(2.3)

dans l’équation 2.3, L0 est une longueur caractéristique qui peut correspondre

dans notre cas au rayon d’une bulle de cavitation. σ est la tension superficielle.

Ce nombre sert en général à définir les cas où il est possible de négliger la tension

de surface. On voie que lorsque la taille d’une bulle de cavitation est très petite

le nombre de Weber est de l’ordre de l’unité ce qui est le cas lors de la dernière

étape du collapse où il est préférable de ne pas négliger la tension de surface.
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2.5.3 Nombre capillaire

Le nombre capillaire Ca est un nombre sans dimension. Il représente le rapport

entre la force visqueuse et la tension superficielle et est utilisé pour caractériser

l’atomisation des liquides. On le définit de la manière suivante :

Ca =
Uµ

σ
(2.4)

Où µ est la viscosité dynamique du fluide. Nous utilisons ce nombre dans la

mise en place de cas tests pour la dynamique des bulles. En utilisant un nombre

capillaire faible, on s’assure de la prédominance des forces de tension de surface

sur les forces visqueuses.

2.5.4 Nombre de Bond

Le nombre de Bond noté Bo représente le rapport entre les forces gravitation-

nelles et la tension de surface. lorsque Bo est inférieur à 1, la bulle de cavitation

est sphérique (en l’absence de force d’inertie). Nous allons l’utiliser dans des cas

tests pour valider la prise en compte de la force de gravitation. Il est défini par

la relation suivante :

Bo =
∆ρgL2

0

σ
(2.5)

où ∆ρ = ρl− ρv, g est l’accélération gravitationnelle et L0 une longueur caracté-

ristique (dans notre cas le rayon d’une goutte).

2.5.5 Nombre de Strouhal

Le nombre de Strouhal noté St est obtenu en normalisant la fréquence de

lâchés des structures de cavitation fv (dans le cas de la cavitation à poche at-

tachée) avec la vitesse de l’écoulement U et une longueur caractéristique L0 (le

plus souvent c’est la corde du profil d’aile).

St =
fvL0

U
(2.6)

2.5.6 Nombre de Mach

Le nombre de Mach M est défini comme étant le rapport entre l’amplitude

de la vitesse du fluide ||~u|| et la vitesse du son dans ce fluide :

M =
||~u||
c

(2.7)

où c est la vitesse du son dans le fluide en [m/s].
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné une définition de la cavitation et avons

décrit les phénomènes qui accompagnent la formation des bulles de cavitation et

le collapse associé. Nous avons insisté sur l’effet de la tension de surface et avons

cité quelques études sur cet aspect qui ont montré l’intérêt de sa prise en compte

que ce soit lors du collapse ou de la formation de la cavitation. Nous avons insisté

sur le collapse et ses conséquences car il constitue une partie importante de la

thèse. Dans le chapitre suivant nous allons aborder la question de la modélisation

de la cavitation et surtout de la prise en compte de la tension de surface.
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3.3.5 Prise en compte de la gravité . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.4 Prise en compte de la tension de surface . . . . . . . . . 36
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons une classification des modèles simulant les

écoulements multiphasiques et nous insisterons sur les modèles de cavitation en

expliquant brièvement ce qui les distingue les uns des autres. Cela permettra

de situer le modèle de cavitation choisi et d’expliquer qu’elles sont les raisons
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de notre choix. Nous présentons dans le détail, le modèle de tension de surface,

le développement des équations de conservation et les équations d’état pour les

différentes phases.

3.1.1 Modèles à deux fluides

Le principe de base de ces modèles est de considérer les phases, vapeur et

liquide, comme deux phases distinctes et non miscibles. Nous pouvons considérer

une troisième espèce si en plus du liquide et de la vapeur on prend en considé-

ration les micro-bulles de gaz non condensable. On y considère deux ensembles

d’équations de transport de masse, de quantité de mouvement et de chaleur

pour décrire l’écoulement des deux fluides (liquide et vapeur). Les interactions

entre les deux phases sont modélisées par des échanges de masse, de quantité

de mouvement et d’énergie moyennant des termes sources dans les équations

de conservation. Les deux fluides sont séparés par une interface discrète au tra-

vers de laquelle il subsiste un saut de température, de vitesse et de pression due

à l’existence de deux ensembles d’équations de conservation. Tous ces aspects

rendent nécessaire de supposer le non équilibre thermodynamique.

Ces modèles posent de nombreuses difficultés numériques. On peut citer la

non hyperbolicité des équations qui complique la tâche du programmeur et le coût

de calcul qui augmente jusqu’à devenir exorbitant dans le cas de l’interaction

entre une onde de choc et l’interface liquide-vapeur. Sans oublier la nécessité

d’incorporer un algorithme pour traquer l’interface.

Cette démarche est rarement utilisé pour simuler les écoulements cavitants. Ils

peuvent néanmoins être utilisé pour simuler le comportement d’une bulle isolée

(collapse d’une bulle de vapeur).

3.1.2 Modèles à un fluide

Ce type de modèle est généralement utilisé pour simuler les nuages et poches

de cavitation. Dans ces modèles, on considère un seul ensemble d’équations de

conservation de masse, de quantité de mouvement et d’énergie pour tout le do-

maine de calcul. Le fluide est considéré comme un mélange de phases et ses pro-

priétés physiques sont moyennées en utilisant une fraction volumique de la phase

vapeur qui est calculée à partir de la densité. On considère dans le fluide (le mé-

lange homogène) que les phases liquide et vapeur qui le constituent se partagent

une même vitesse, une même pression et température. Comme conséquence di-

recte, les grandeurs de l’écoulement varient de manière continue a travers une

interface liquide-vapeur diffuse. Dans la familles des modèles à un fluides on
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retrouve les modèles :

- Les modèles basées sur le transport de la fraction volumique où le transfert

de masse et de chaleur sont modélisés par des termes sources. Parmi ces modèles

on peut citer le travail de Kubota [26]ou le terme source de transfert de masse est

basé sur la dérivation des équations simplifiées de Rayleigh Plesset. Le modèle de

Singhal [44] prend en compte la formation et le transport des bulles de vapeur,

les fluctuations turbulentes de la pression et de la vitesse et les effets du gaz non

condensable dissout dans le liquide, le taux de changement de phase est dérivé

d’une forme réduite des équations de la dynamique des bulles de Rayleigh Plesset.

- Le modèle d’équilibre homogène (HEM). On peut citer quelques exemples

comme le travail de Koop [24] qui a utilisé le modèle homogène d’équilibre pour

la simulation d’un nuage de cavitation en 3d prenant en compte le changement

de phase. La thèse de Diehl [12] qui présente un schéma volumes finis d’ordre

élevé avec la méthode Galerkin Discontinu pour résoudre les équations de Navier

Stokes et Korteweg avec l’hypothèse de l’équilibre homogène.

- Le modèle homogène de relaxation qui prend en compte le non équilibre

thermodynamique en introduisant un temps caractéristiques. On peut citer le

travail de Gopalakrishnan et Schmidt [43] qui utilisent un modèle HRM pour

simuler le Flash-Boiling au niveau de l’injecteur dans une tuyère divergente.

- Le modèle barotrop ou la pression dans le mélange varie en fonction de

masse volumique. Le modèle de Delannoy et Kueny [11] qui propose une loi de

forme sinusöıdale.

3.1.3 Modèle à particules

On considère un nombre fini de particules (dans le cas de la cavitation ce

sont des bulles de vapeur) qui baignent dans un liquide continu. Les forces qui

s’appliquent sur ces particules englobent : la trainée, la portance ainsi que leurs

moments. Ces forces affectent la trajectoire des particules. Ces hypothèses per-

mettent de déterminer l’interaction particule-particule. Il est possible de connaitre

l’historique de la température dans les bulles en modélisant le transfert de masse.

On retrouve rarement ce genre de modèle dans la littérature qui se limitent sou-

vent à des écoulements incompressibles (les vapeurs sont incompressibles) avec

une proportion de vapeur faible.
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3.2 Le Modèle d’équilibre homogène

3.2.1 Introduction

Dans cette section, nous présentons le modèle d’équilibre homogène ( HEM )

pour les écoulements diphasiques. Pour plus de détails, il est suggéré de consulter

l’article de référence de Wendroff [7]. Il fait parti des modèles à un fluide. Nous

insistons sur les principales hypothèses du modèle ainsi que des conditions de sa

validité.

3.2.2 Définition

C’est un modèle de cavitation à interface diffuse. On considère que le fluide

contient une phase unique, qui est homogène. Cette phase est un mélange entre

les phases réelles liquide et vapeur. Chacune de ces phases pures doit être décrite

par une équation d’état adaptée. Le modèle renvoie une estimation de la masse

volumique du mélange, à partir de laquelle une fraction volumique de vapeur est

obtenue. Ce modèle de cavitation a été utilisé dans la première version du code

de S. Khelladi (FV-MLS) pour le modèle de cavitation développé par Bergerat

[3] dans le cadre de sa thèse de doctorat.

3.2.3 Hypothèses de base

La principale hypothèse de ce modèle est que l’équilibre mécanique thermo-

dynamique est atteint quasi instantanément. Cela implique ce qui suit :

- L’interface entre le liquide et la vapeur a une certaine épaisseur ce qui permet

aux grandeurs physiques de varier de manière continue.

- L’équilibre mécanique permet de dire que les vitesses entre le liquide et la

vapeur dans la phase mélange sont homogénéisés. En d’autre termes, il n’y a

pas de glissement entre les deux phases. Il y a un paramètre addimensionnel qui

permet de dire que cette hypothèse est valide ou non. C’est le nombre d’Atwood

exprimé dans l’équation 3.1. L’hypothèse est d’autant plus vérifiée quand ρv <<

ρl, ce qui donne une valeur de At proche de 1.

At =
ρl − ρv
ρl + ρv

(3.1)

- Les températures du liquide et de la vapeur dans la phase mélange sont

égales. Cela signifie qu’on considère le temps caractéristique pour atteindre l’équi-

libre thermodynamique très petit devant le temps caractéristique de l’écoulement.

Cela peut être estimé par le nombre de Fourier :
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FO =
tc

L2/D
(3.2)

Où tc est le temps caractéristique de l’écoulement. L une longueur caracté-

ristique et D est le coefficient de diffusion thermique du fluide.

Il est particulièrement bien adapté à la simulation des écoulements à bulles

dispersées.

Les faiblesses de ce modèle sont bien connus : Il ne peut pas reproduire

une forte cinétique ou effets du non-équilibre thermodynamique comme c’est

le cas, par exemple, dans les écoulements annulaires ou un écoulement de gaz

chargé en gouttelettes. Lorsque les effets de non-équilibre sont petits, ils peuvent

être pris en compte par des termes de correction (modèles des flux de vitesse

dérivées , modèles d’ébullition métastable) . Quand ils sont plus importants , des

équations supplémentaires sont nécessaires pour une prévision précise. D’autres

solutions existent pour étendre le domaine d’application de ce modèle comme

élargir artificiellement l’épaisseur de l’interface comme le fait Jamet [21] ou le

coupler avec un modèle de sous relaxation comme dans l’article de Cugliandolo

[10].

3.2.4 Les avantages du modèle d’équilibre homogène

- Il n’est pas nécessaire d’avoir des conditions additionnelles de saut dues à

la discontinuité comme c’est le cas dans les modèles à interface discrète.

- Il n’est pas nécessaire de traquer la surface comme c’est le cas dans les

modèles à suivi d’interface.

- les équilibres dynamique et thermique des deux phases sont pris dans le

même maillage de calcul, et seule les équations de conservation du mélange sont

considérées (la phase est déterminée à partir de la valeur de la densité obtenue

de l’équation d’état).

- Une relative facilité dans l’implémentation du modèle.

- Sous certaines conditions l’hypothèse d’une interface discrète n’est pas va-

lable d’où la nécessite d’utiliser un modèle à interface diffuse. Comme c’est le cas

juste au dessous du point critique.

- Dans le cas de la coalescence de deux bulles il n’est pas nécessaire de modé-

liser le comportement des deux interfaces, de même dans le cas de la formation

d’une bulle de cavitation à partir de la phase liquide. Ce processus est continu

et ne peut être modélisé que par un domaine continu.
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3.3 Système d’équations pour le modèle d’équi-

libre homogène

Dans le modèle HEM on considère que la pression et la température dans

un volume fluide sont les mêmes pour le liquide et sa vapeur. On y considère

aussi une densité équivalente qui est définie par la relation 3.3. Les équations de

conservation sont définies de la même manière que pour un seul fluide. Elle sont

explicitées dans cette section en deux dimensions. Pour la fermeture du système

d’équations de transport, on peut utiliser différentes équations d’état. On en a

sélectionné quelques unes dans la section 3.3.

ρ = αρv,sat(T ) + (1− α)ρl,sat(T ) (3.3)

3.3.1 Équations de conservation

On définit les équations de conservation de la masse 3.4 de la quantité de

mouvement 3.5 et de l’énergie 3.6 comme suit :

∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~V ) = 0 (3.4)

∂ρ~V

∂t
+ ~∇ · (ρ~V ⊗ ~V ) + ~∇p = ~∇ · ¯̄τ + SG + STS (3.5)

∂ρE

∂t
+ ~∇ · ((ρE + p)~V ) = ~∇ · (¯̄τ · ~V ) + ~∇ · ~q + SEG + SETS (3.6)

où en 2d le tenseur des contrainte τ est définit par la relation suivante :

¯̄τ = µ

[(
~∇⊗ ~V

)
+
(
~∇⊗ ~V

)t]
− 2µ

3

(
~∇ · ~V

)
¯̄I (3.7)

Quand au flux de chaleur ~q, il est définie par la loi de Fourier en fonction du

gradient de température et de la conductivité thermique k :

~q = −k~∇T (3.8)

La densité d’énergie totale E est définie par la relation suivante :

E = e+
u2 + v2

2
(3.9)

où e est la densité d’énergie interne.
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SG et SEG : sont les termes sources relatifs à la force de gravitation qu’on

définira dans la section 3.3.5.

STS et SETS : sont les termes sources relatifs à la force de tension de surface

qu’on définira dans la section 3.4.

Dans les calculs d’application pour fermer ce système d’équations on utilise

les équations d’état définies dans la section 3.3.4.4.

3.3.2 Procédure de calcul des variables primitives

Dans une itération temporelle, on réalise deux étapes successives. La pre-

mière consiste à mettre à jours les variables conservatives U = (ρ, ρu, ρv, ρE) en

résolvant le système d’équation (3.4-3.6). La deuxième consiste quand à elle au

calcul de la pression, de la température et de la fraction vapeur en utilisant les

équations d’état à travers l’algorithme de transition de phase 3.3.3.

3.3.3 Algorithme de transition de phase

Cet algorithme est subdivisé en deux étapes.

3.3.3.1 Calcul de la température d’équilibre

Dans cette étape, on détermine la température correspondant à la densité

et à l’énergie interne calculées lors de la résolution du système d’équations de

conservation. Cette procédure est itérative car la température intervient dans

le calcul des densités de saturation liquide et vapeur. On commence par choisir

une température de départ notée Tstart = T n. On entre ensuite dans une boucle

itérative qui fait ceci :

-Si ρ < ρv,sat(T ) la nouvelle valeur de la température est calculée grâce à la

formule 3.29.

-Si ρ > ρl,sat(T ) la nouvelle valeur de la température est calculée grâce à la

formule 3.31.

-Si ρv,sat(T ) < ρ < ρl,sat(T ) la nouvelle valeur de la température est calculée

grâce à la formule 3.33. Dans ce cas on obtient une équation non linéaire qu’on

résout de deux manières différentes (voir annexe A).

On sort de la boucle quand la différence entre deux valeurs successives de

température est inférieure à un epsilon choisi.
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3.3.3.2 Détermination de la pression et de la fraction volumique

Une fois la température connue, on calcule les densités de saturation liquide

et vapeur.

-Si ρ < ρv,sat(T ) la pression est calculée grâce à la formule 3.28. Et la fraction

volumique de vapeur α = 1.

-Si ρ > ρl,sat(T ) la pression est calculée grâce à la formule 3.31. Et la fraction

volumique de vapeur α = 0.

-Si ρv,sat(T ) < ρ < ρl,sat(T ) la pression est constante et égale à la pression de

saturation. La fraction volumique de vapeur est déterminée grâce à la formule

3.34

3.3.4 Équations d’état

3.3.4.1 Équation des gaz raides

La loi d’état calorique p = p(ρ, e), sous l’approximation ”Stiffened Gas ”, peut

être écrite sous la forme suivante :

p(ρ, e, α) = (γ(α)− 1) ρ (e− q(α))− γ(α)P∞(α) (3.10)

On peut écrire la pression en fonction de la température et de la masse volu-

mique comme suit

p(ρ, T ) = (γ − 1)CvTρ+K(ρ) (3.11)

Cette formule est obtenue en utilisant les lois de Maxwell ([29]).

K est une fonction de la masse volumique uniquement. Pour éviter des états

non physiques, comme une vitesse du son au carré négative, K est prise égale à

P∞. On remarque dans l’équation 3.10 que les paramètres γ , q et P∞ dépendent

de la phase considérée. De même que pour l’équation 3.11 où la capacité calo-

rifique à volume constant Cv dépend de la phase. Dans le cas d’un fluide et sa

vapeur ces paramètres sont déterminés en utilisant les courbes expérimentales

de saturation. A chaque valeur de la température correspond une unique pres-

sion appelée pression de vapeur saturante. Dans la référence [17], pour l’eau on

obtient les valeurs suivantes :

p∞,l = 109Pa, P∞,v = 0

Cv,l = 1816J.K−1.kg−1, Cv,v = 1040J.K−1.kg−1

γl = 2.35, γv = 1.43

ql = −1167 · 103J.kg−1, qv = 2030 · 103J.kg−1

Pour la phase mélange on peut calculer ces paramètres en fonction de la

fraction volumique de vapeur α qui est définie comme suit :
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α =
ρe− ρsatl esatl

ρsatv esatv − ρsatl esatl

(3.12)

On définit des formules à partir de α pour le calcul des différents paramètres :

ρq(α) = αρvqv + (1− α)ρlql (3.13)

1

γ(α)− 1
=

α

γv − 1
+

1− α
γl − 1

(3.14)

p∞(α) =
γ(α)− 1

γ(α)

[
α

γv
γv − 1

p∞,v + (1− α)
γl

γl − 1
p∞,l

]
(3.15)

3.3.4.2 Équation d’état de Van Der Waals

Nous allons présenter dans cette section la forme générale des équations de

Van der Waals. En se basant sur l’énergie libre de Helmotz, on définit les quantités

thermodynamiques en utilisant les formules suivantes :

e(T, ρ) = f(T, ρ)− T ∂f(T, ρ)

∂T
(3.16)

s(T, ρ) = −∂f(T, ρ)

∂T
(3.17)

p(T, ρ) = ρ2∂f(T, ρ)

∂ρ
(3.18)

Dans l’équation 3.19 on présente l’énergie libre de Helmotz pour un fluide de

van der Waals et les expressions des grandeurs thermodynamiques . Ces résultats

sont tirés de la thèse de Diehl [12]

f (T, ρ) = −aρ+ kT log

(
ρ

b− ρ

)
− cT log

(
T

T0

)
− dT + cte (3.19)

e(T, ρ) = −aρ+ cT + cte (3.20)

s(T, ρ) = −klog

(
ρ

b− ρ

)
+ clog

(
T

T0

)
+ d (3.21)

p(T, ρ) = kb
ρT

b− ρ
− aρ2 (3.22)
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Les constantes a b c et d varient en fonction du fluide et peuvent être calculées

en fonction des valeurs des température, densité et pression critiques (ces données

sont disponibles dans la référence [12]). Pour l’eau on a :

Tc =
8ab

27k
= 647.096K

pc =
ab2

27
= 22.064 · 106Pa

ρc = b/3 = 322kg/m3

Ce qui donne les valeurs suivantes pour les coefficients : a = 640.02m5/kgs2 ,

b = 966kg/m3, k = 283.07m2/Ks2, d = cv. On prend c = −d comme c’est le cas

dans la thèse de Diehl [12].

Vitesse du son pour un fluide de Van Der Waals

La vitesse du son est calculée en dérivant la pression par rapport à la densité :

c2 =
∂p

∂ρ
(3.23)

ce qui donne :

c2 =
kTb2

(b− ρ)2
− 2aρ (3.24)

la vitesse du son est donnée par :

c =

√
kTb2

(b− ρ)2
− 2aρ (3.25)

Dans la zone (A,B) dans la figure 3.2 la pression augmente avec la diminution

de la densité ce qui implique une vitesse du son imaginaire (voir figure 3.1). La

solution proposée est de limiter la valeur de la vitesse du son à 1m/s.

Difficulté Numérique

L’équation de Van Der Waals est largement utilisée dans les écoulements de

type liquide-vapeur. Des études antérieures réfèrent à une difficulté numérique

(forte instabilité) liée à l’évolution de la pression en fonction de la densité. Dans

la zone AB de la figure 3.2 qui correspond à l’interface liquide-vapeur, la pression

augmente alors que la densité diminue. L’état du fluide dégénère très rapidement

en un mélange de phase liquide et vapeur. La solution proposée par Liu & Gomez

[33] est d’inclure dans les équations de Navier Stokes et Korteweg un terme

régularisant sous forme d’opérateur différentielle appliqué à la densité.
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Figure 3.1 – Vitesse du son calculée pour un fluide de Van Der Waals à T =

295K

Figure 3.2 – Variation de la pression en fonction de la masse volumique avec

une formulation de Van Der Waals
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Figure 3.3 – L’équation d’état de Van Der Waals et l’équation d’état de Tait

modifiée pour une température de 295K

3.3.4.3 Équation de VDW addimensionnelle

Pour reproduire certains cas tests afin de valider le code de calcul nous avons

été amenés à utiliser la version addimensionnelle des équations de Van Der Waals.

Nous avons réalisé l’addimensionnement par rapport aux mêmes grandeurs uti-

lisées dans l’article de H. Gomez [16]. Les distances sont addimensionnées par

rapport l’échelle de longueur L0 qui représente la longueur du domaine de calcul,

la masse par bL3
0, la température par la température critique Tc et le temps par

L0/
√
ab. On obtient l’expression suivante pour la pression :

p̌ =
8Ť ρ̌

27(1− ρ̌)
− ρ̌2 (3.26)

Où p̌, Ť etρ̌ sont respectivement la pression , la température et la densité addi-

mensionnelles.

La vitesse du son addimensionnelle est donnée par la formule suivante :

č =

√
8Ť

27(1− ρ̌)2
− 2ρ̌ (3.27)
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3.3.4.4 Equation d’état du modèle homogène

Dans ce cas on utilise une équation différente pour chaque phase et une troi-

sième équation pour la phase mélange.

Équation d’état de la phase vapeur

pv = (γv − 1)ρvev (3.28)

où : γv = 1.32 est le le rapport des capacités thermiques pour la vapeur,

ev = Cvv(Tv − T0) + Lv(T0) + el0 représente l’énergie interne de la vapeur.

Lv(T0) = 2.753106Jkg−1K−1 : la chaleur latente de vaporisation,

el0 = 617Jkg−1 : l’énergie interne de vaporisation à la température de réfé-

rence T0 = 273.15K

Cvv = 1410.8Jkg−1K−1 : le coefficient de chaleur spécifique à volume constant.

On combinant les relations pour la pression et l’énergie il est possible d’obtenir

une formule pour le calcul de la température :

Tv =
ev − el0 − Lv(T0)

Cvv
+ T0 (3.29)

Équation d’état de la phase liquide

Pour la phase liquide, nous choisissons de fermer le système d’équations avec

la loi de Tait modifiée qui permet une très bonne estimation de la pression dans le

spectre de température correspondants aux applications qu’on cherche à simuler.

C’est ce qui est illustré sur la figure 3.3 où l’on voit une superposition entre la

courbe de la Loi de Tait modifiée en vert et la courbe donnée par la base de

données standard de référence NIST, en pointillé, pour une température de 295

K. La pression est ainsi reliée à la température par :

pl = K0

[(
ρ

ρl,sat(T )

)N
− 1

]
+ Psat(Tl) (3.30)

K0 et N sont des constantes dépendantes du fluide en question. Pour l’eau,

K0 = 3.3108Pa, et N = 7.15. Cette équation permet de considérer un état pur

comme étant la composante saturée d’un écoulement multiphasique. L’énergie

interne est donnée par la formule suivante :

el = Cvl(Tl − T0) + el0.



34 CHAPITRE 3. MODÉLISATION DE LA CAVITATION

où le coefficient de chaleur spécifique à volume constant de l’eau liquide Cvl à

pour valeur 4180Jkg−1K−1.

La température peut être exprimée par la formule suivante :

Tl =
el − el0
Cvl

− T0 (3.31)

Équation d’état de la phase mélange

Dans le modèle de mélange homogène, la phase de mélange considère les deux

phases en présence comme étant à l’équilibre thermodynamique. La pression de

la phase de mélange est considérée comme étant égale à la pression de saturation :

p = psat(T ) (3.32)

L’équation de l’énergie du mélange est déterminée par la moyenne pondérée

selon la fraction volumique de vapeur en regard des énergies internes de chacune

de leur phase correspondante :

ρe = αρv,sat(T )ev(T ) + (1− α)ρl,sat(T )el(T ) (3.33)

où

α =
ρ− ρl,sat(T )

ρv,sat(T )− ρl,sat(T )
(3.34)

Le reste des paramètres sont résumés dans les tableaux 3.1

3.3.5 Prise en compte de la gravité

La force de gravitation est une force volumique due à l’attraction qu’exerce

la terre sur les objets qui l’occupent. Dans les écoulements liquide-vapeur, la

force de gravitation ne peut être négligée devant les efforts hydrodynamiques

dans le cas où la différence de densité entre la phase liquide et vapeur est assez

grande. Elle a un effet sur la trajectoire des bulles de cavitation, mais elle agit

aussi comme force de déformation quand elle est associée à la viscosité. Elle vient

s’opposer à la force de tension de surface qui elle tend à garder la bulle sphérique

(ce phénomène est caractérisé par le nombre de Bond voir chapitre 1). Elle crée

un gradient de pression dans le liquide et lorsque la bulle de cavitation est assez

grande, ce gradient tend à la rendre asymétrique. On prend en compte la force

de gravitation via des termes sources qu’on ajoute à l’équation de conservation

de la quantité de mouvement et dans l’équation de conservation de l’énergie.
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Tableau 3.1 La pression, l’énergie, la viscosité et la vitesse du son pour les

phases liquide, vapeur et mélange.

Liquide

Pression pl = K0

[(
ρ

ρl,sat(T )

)N
− 1

]
+ Psat(Tl)

Énergie

interne

el = Cvl(Tl − T0) + el0

Viscosité µl = A · 10B/Tl−C

Vitesse

du son

c2
0 = (N(p− psat(T ) +K0) /ρ+

p/ (ρ2Cvl) [∂psat(T )/∂T − (∂ρl,sat(T )/∂T ) (N(p− psat(T ) +K0) /ρl,sat(T )]

Vapeur

Pression pv = (γv − 1)ρvev
Énergie interne ev = Cvv(Tv − T0) + Lv(T0) + el0

viscosité µv = µ0

(
Tv
T0

)( 3
2

)
T0+s
Tv+s

Vitesse du son cv =
√
γvRvTv

Mélange

Pression p = psat(T )

Énergie interne ρe = αρv,sat(T )ev(T ) + (1− α)ρl,sat(T )el(T )

Viscosité µm = αµv + (1− α)µl
Vitesse du son 1/ρc2

m = α/ (ρv,sat(T )c2
v) + (1− α)/ (ρl,sat(T )c2

l )

∂ρ~V

∂t
+ ~∇ · (ρ~V ⊗ ~V ) + ~∇p = ~∇ · ¯̄τ + ρ~g + STS (3.35)

∂ρE

∂t
+ ~∇ · ((ρE + p)~V ) = ~∇ · (¯̄τ · ~V ) + ~∇ · ~q + ρ~g · ~V + SETS (3.36)

Les termes sources de gravitation sont définis comme suit

SG = ρ~g (3.37)

SEG = ρ~g · ~V (3.38)

Remarque

Dans les calculs que nous allons présenter en ce qui concerne la prise en

compte de la force de gravitation nous nous limitons au cas isotherme.
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3.4 Prise en compte de la tension de surface

Il existe dans la littérature une multitude de modèles de tension de surface.

Certains de ces modèles prennent en compte de manière explicite ses effets par

le calcul des forces capillaires qui sont fonction de la tension de surface et de la

courbure de l’interface liquide-vapeur. D’autres modèles incluent ses effets impli-

citement dans le tenseur des contraintes. Ils font intervenir une dérivée troisième

de la masse volumique et, indirectement, la tension de surface et l’épaisseur de

l’interface liquide-vapeur. On a choisi un modèle de chacune des deux catégo-

ries précédentes. Le premier est le modèle de gradient de couleur développé par

Brackbill [4], et le second modèle prend en compte la tension de surface à travers

le tenseur de Korteweg.

3.4.1 Modèle direct

Cette méthode se base sur l’utilisation des équations de Navier-Stokes in-

cluant les forces capillaires qui sont des forces surfaciques s’appliquant uni-

quement et perpendiculairement à l’interface liquide-vapeur. Comme le montre

l’équation 3.39 les forces capillaires sont fonction de la tension de surface σ et de

la courbure de l’interface liquide-vapeur.

~Fσ = σκ~nLV (3.39)

Dans notre cas l’interface liquide-vapeur est diffuse et comporte une certaine

épaisseur. Cela pose deux problèmes : le calcul de la courbure κ et de la normale

~nLV . Brackbill [4] propose une méthode pour y remédier. Cette méthode est

basée sur l’utilisation d’une grandeur physique qui prend une valeur fixe pour

le liquide et une autre valeur pour la vapeur et qui varie graduellement entre

ces deux valeurs dans l’interface. Dans son étude, Brackbill a utilisé la masse

volumique. Nous avons utilisé une grandeur adimensionnelle qui est la fraction

volumique de vapeur α.

~nLV = ∇α (3.40)

κ = −∇ · ~nLV (3.41)

Nous prenons α égal à 0 dans le liquide et 1 dans la phase vapeur. Sachant

cela et d’après l’équation (3.40) qui définit la normale en fonction de la fraction

de vapeur, la normale à l’interface (liquide-vapeur) doit être toujours dirigée du

liquide vers la vapeur. Si l’on se place du coté de la vapeur cette normale est
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toujours entrante. La direction de la force capillaire est portée par l’axe de la

normale n mais dépend du signe de la courbure κ. Si κ est positive l’interface est

convexe par rapport au liquide et concave par rapport à la vapeur. Donc, la force

est dirigée de la vapeur vers le liquide et vice versa dans le cas où κ est négative.

Cette méthode est facile à mettre en œuvre mais elle présente un grand incon-

vénient. Plus l’épaisseur de la zone de mélange est grande et moins la courbure

calculée est précise. D’où la nécessité d’avoir un maillage assez fin, du moins

autour de l’interface.

Une autre piste est à explorer concernant l’ajout des forces capillaires. Dans

la littérature, elles apparaissent souvent comme étant une condition aux limites

sur l’interface liquide-vapeur. Concrètement, on impose un saut de pression à

l’interface qui est égale à σκ. Une façon de faire consiste à rajouter directement

ce terme dans l’expression de la pression.

3.4.2 Modèle indirect

Ce modèle consiste à ajouter aux équations de quantité de mouvement la

divergence du tenseur de Korteweg qui est défini dans l’équation 3.42

K = λ

[(
ρ∆ρ+

1

2
|∇ρ|2

)
I −∇ρ∇ρT

]
(3.42)

λ désigne le coefficient de capillarité. C’est un paramètre qui augmente pro-

portionnellement avec la tension de surface σ. Il dépend aussi de l’épaisseur de

l’interface liquide vapeur. Dans un premier temps on ne considère que sa dépen-

dance par rapport à σ.

Pour le calcul des dérivées partielles de ρ, on utilise la reconstruction MLS

qui est expliquée dans la section 4.4.

On se retrouve à résoudre le système d’équation suivant :

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (3.43)

∂ρ~V

∂t
+ ~∇ · (ρ~V ⊗ ~V ) + ~∇p (ρ) = ~∇ · (¯̄τ +K) (3.44)

∂Ě

∂t
+ ~∇ ·

(
(Ě + p)~V

)
= ~∇ ·

(
(¯̄τ +K)~V

)
− ~∇ · q̂E (3.45)

Où Ě représente l’énergie totale étendue. Elle est définie par Diehl [12] dans

l’équation 3.46.



38 CHAPITRE 3. MODÉLISATION DE LA CAVITATION

Ě = ρ

(
e(T, ρ) +

1

2

∣∣∣~V ∣∣∣2)+
λ

2

∣∣∣~∇ρ∣∣∣2 (3.46)

q̂E = ρ2~∇ · ~V λ
ρ
~∇ρ− κ~∇T (3.47)

Le système NSK comporte un terme additionnel dans le tenseur de contraintes

qui décrit les forces qui agissent à l’interface liquide-vapeur. Les effets de transfert

thermique à travers l’interface apparaissent dans la modification de l’équation de

conservation de l’énergie sachant que e = e(T, ρ), p = p(T, ρ) et ~∇qE(T, ρ) sont

respectivement l’énergie interne, la pression et le flux de chaleur (défini dans

l’équation 3.47) qui sont fonction de la température et de la densité.

La manière la plus évidente qui se présente à nous est d’additionner les ten-

seurs de contraintes visqueuses et de Korteweg. Après le développement de l’équa-

tion (3.42) on obtient l’expression du tenseur K.

K = λ


ρ
(
∂2ρ
∂x2

+ ∂2ρ
∂y2

)
+ 1

2

(
∂ρ
∂y

)2

− 1
2

(
∂ρ
∂x

)2 ∂ρ
∂x

∂ρ
∂y

∂ρ
∂x

∂ρ
∂y

ρ
(
∂2ρ
∂x2

+ ∂2ρ
∂y2

)
+ 1

2

(
∂ρ
∂x

)2 − 1
2

(
∂ρ
∂y

)2

 (3.48)

Au regard des résultats que nous avons obtenus, nous avons opté pour une

autre manière d’inclure le terme de Korteweg. Nous utilisons l’égalité suivante :

~∇ ·K = λρ~∇∆ρ (3.49)

On le considère comme un terme source, pareillement que dans [12]. On ob-

tient ainsi la relation suivante :

STSx = λρ

(
∂3ρ

∂x3
+

∂3ρ

∂x∂y2

)
STSy = λρ

(
∂3ρ

∂y∂x2
+
∂3ρ

∂y3

)
(3.50)

En ce qui concerne l’équation de conservation de l’énergie, on utilise le terme

source suivant :

SETS = ∇ · (K · ~V ) (3.51)

SETS = ∇ ·
(
Kxxu+Kxyv

Kxyu+Kyyv

)
(3.52)

Après développement, on retrouve la formule suivante pour le terme source

de Korteweg pour l’équation de conservation de l’énergie.
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SETS = λ

[
ρ

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
∆ρ+

1

2

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)[(
∂ρ

∂y

)2

−
(
∂ρ

∂x

)2
]]

−λ
[(

∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
∂ρ

∂x

∂ρ

∂y
+ uρ

(
∂3ρ

∂x3
+

∂3ρ

∂x∂y2

)
+ vρ

(
∂3ρ

∂x2∂y
+
∂3ρ

∂y3

)] (3.53)

3.4.2.1 Difficultés liées au terme de Korteweg

La première difficulté est l’estimation de la dérivée partielle d’ordre trois de

la densité en espace. De plus le terme de Korteweg inclut une échelle de longueur

qui représente l’épaisseur de l’interface liquide-vapeur. Cette échelle de longueur

doit être prise en compte par le maillage. Par souci de réalisme l’épaisseur de

l’interface doit être la plus petite possible. Pour bien comprendre ce qui pose

problème il faut regarder le terme de Korteweg qui est une multiplication du

coefficient λ et des dérivées spatiales de la densité. Pour un maillage donné, la

dérivée d’une variable est prise comme la variation de celle-ci sur une longueur

de maille divisée par la longueur de la cellule. Maintenant, si la longueur de la

cellule est plus grande (beaucoup plus grande dans nos cas test) que la taille de

l’interface liquide vapeur, on sous estime très largement la valeur des dérivées

de la densité. Par conséquent, si on utilise la valeur physique du coefficient λ on

sous estime la force de tension de surface.

Il existe des méthodes qui contournent ce problème en élargissant artificiel-

lement l’interface liquide-vapeur tout en prenant soin de ne pas modifier les

grandeurs surfaciques telle que la tension de surface C’est le cas dans le travail

de Jamet [21].

Notre démarche consiste à déterminer la valeur du coefficient λ que l’on doit

utiliser pour contrecarrer l’effet du maillage qui sous estime les dérivées de la

densité. Et cela on se basant sur la méthode d’élargissement artificielle de l’in-

terface liquide-vapeur proposée par Jamet [21]. C’est ce qui est développé dans

la section suivante.

3.4.3 Le calcul du coefficient capillaire λ

Si on se place dans un repère 2d, la force de tension de surface est définie

comme étant le produit entre la tension de surface σ et la courbure de cette

dernière. Dans le cas où l’on considère une épaisseur de l’interface liquide vapeur

sur laquelle la transition entre la vapeur et le liquide se fait de manière continue,

et que l’on choisi de modéliser les effets capillaires par le terme de Korteweg, on

se retrouve avec un tenseur de contrainte 3.48 dont le produit avec la normale
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Figure 3.4 – Représentation de l’interface diffuse liquide-vapeur. Interface plane

en 2d

à la surface ~ds (voir le schéma 3.4) donne la force de la tension de surface. La

question se pose donc de la possibilité de définir une relation entre le coefficient

de capillarité λ et la tension de surface σ. Une recherche bibliographique dans ce

sens nous a mené au développement réalisé par Jamet [21] qui permet de relier

les deux grandeurs sous réserve de connaitre le profil de la masse volumique à

l’intérieur de l’interface liquide vapeur. Il aboutit à la relation suivante qui est

vérifiée dans le cas de l’équilibre thermodynamique.

σ =

∫ ∞
−∞

λ

(
dρ

dz

)2

(3.54)

Pour déterminer une expression reliant σ à λ il faut connaitre le profil de la

masse volumique, en fonction de l’abscisse z, à l’intérieur de l’interface liquide-

vapeur.

Le développement qui suit a pour but de trouver une expression pour le profil

de la masse volumique.

On considère le système fluide composé d’une zone vapeur, d’une autre liquide

et de l’interface entre les deux. L’énergie interne du fluide dépend non seulement

de son entropie et de sa masse volumique mais aussi de son gradient de densité.

On note F l’énergie libre du fluide et F 0 l’énergie libre dite classique.

F = F 0 + λ
(∇ρ)2

2
(3.55)

On appelle l’énergie libre totale la fonction F (ρ, T,∇ρ) et sa différentielle

s’écrit :

dF = −SdT + gdρ+ Φ · d∇ρ (3.56)

S étant l’entropie , g l’enthalpie libre de Gibbs.
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L’état d’équilibre d’un système fermé et isolé correspond à une entropie maxi-

male. On aura donc :

δ

∫
V

[S + L1U(S, ρ,∇ρ) + L2ρ]dV = 0 (3.57)

U étant l’énergie interne, L1 et L2 sont deux contraintes correspondant,respectivement,

aux conservations de l’énergie et de la masse.

Puisque U = F + ST . On aura∫
V

[(1 + L1T )δS + (L1g + L2)δρ+ L1Φ · δ∇ρ]dV = 0 (3.58)

En utilisant la transformation suivante :

Φ · δ∇ρ = ∇ · (Φδρ)− (∇ · Φ)δρ

Et en imposant un angle de contact de 90◦ sur la limite du domaine qui s’écrit

comme suit : ∫
V

∇ · (Φδρ)dV =

∫
∂V

n · Φδρds = 0

On obtient :∫
V

[(1 + L1T )δS + (L1(g −∇ · Φ) + L2)δρ]dV = 0 (3.59)

L’équation 3.59 est satisfaite pour :

T = − 1

L1

g −∇ · Φ = −L2

L1

où L1 et L2 sont constantes. La première condition correspond à une tempéra-

ture d’équilibre constante dans tout le domaine et la deuxième condition donne

l’expression de l’enthalpie de Gibbs généralisée qu’on note g̃.

g̃ = g −∇ · Φ = cste (3.60)

On réécrit la condition d’équilibre 3.60 en utilisant la définition de l’enthalpie

libre de Gibbs généralisée : g̃ = ∂F/∂ρ. et en utilisant l’expression de l’énergie

libre totale définie par la formule 3.55. On obtient l’expression suivante.

∂F 0

∂ρ
(ρ, T0)− λ∇2ρ = cste (3.61)
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On obtient une équation différentielle que le profil de densité ρ(z) doit satisfaire

à l’équilibre. On considère une interface plane où z est la coordonnée normale à

l’interface. On recherche la fonction ρ(z) qui satisfasse la condition :

g0(ρ)− λd
2ρ

dz2
= cste (3.62)

Sachant que dans la phase liquide pure et la phase vapeur pure (c.a.d. loin

de l’interface) on a d2ρ/dz2 = 0 et dρ/dz = 0. on aura :

g0(ρv) = g0(ρl) = g0
eq (3.63)

En multipliant l’équation 3.62 par dρ/dz et après intégration par rapport à ρ

on obtient :

F 0(ρ)− F 0(ρv)− geq(ρ− ρv) =
λ

2

(
dρ

dz

)2

(3.64)

On définit la fonction suivante :

W (ρ) = F 0(ρ)− F 0(ρv)− geq(ρ− ρv) (3.65)

En utilisant une modélisation de la fonction W (ρ) proposée par Jamet [21].

W (ρ) = A(ρ− ρv)2(ρ− ρl)2 (3.66)

On réécrit donc l’équation 3.64, après une première intégration, comme suit

dρ

dz
=

√
2A

λ
(ρ− ρv)(ρ− ρl) (3.67)

Cette équation admet la solution suivante :

ρ(z) =
ρl + ρv

2
+
ρl − ρv

2
tanh

( z
2h

)
(3.68)

avec h représentant l’épaisseur de l’interface liquide-vapeur.

h =
1

ρl − ρv

√
λ

2A
(3.69)

A est un paramètre caractéristique de la fonction F 0(ρ). Pour le déterminer

on utilise les relations suivantes :(
∂p

∂ρ

)
v

= 2Aρv(ρl − ρv)2 (3.70)
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(
∂p

∂ρ

)
l

= 2Aρl(ρl − ρv)2 (3.71)

Maintenant qu’on a déterminé une expression pour la densité ρ(z) dans l’in-

terface, il est possible d’avoir une relation entre la tension de surface σ et le

coefficient capillaire λ en utilisant l’équation 3.54. On obtient donc :

σ =
(ρl − ρv)3

6

√
2Aλ (3.72)

En utilisant l’équation 3.69 on obtient une relation liant la tension de surface

physique σ avec l’épaisseur de l’interface h et le coefficient capillaire λ artificiel.

λ =
3σh

2(ρl − ρv)2
(3.73)

L’épaisseur de l’interface h est donnée par la relation suivante :

h =
n∑
i

√
Ai
n

(3.74)

où n est le nombre de mailles total du domaine et Ai la surface d’une cellule

i du maillage.

3.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les détails concernant le modèle de

cavitation développé pour la prise en compte de la gravitation et surtout de

la tension de surface par le terme de Korteweg. Nous nous sommes intéressé

à la problématique d’avoir une épaisseur d’interface liquide-vapeur artificielle

pour les modèles à interface diffuse et nous y avons apporté une réponse en

calculant le coefficient capillaire λ suivant la taille du maillage. Dans le chapitre

qui suit nous allons aborder la discrétisation temporelle et spatiale des équations

de conservation en utilisant la méthode des moindres carrés mobiles.
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4.4.6 Estimation des Dérivées Spatiales . . . . . . . . . . . . . 53

4.5 Discrétisation des flux numériques . . . . . . . . . . . . . 55

4.5.1 Flux de convection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.5.2 Flux de diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.6 Traitement des termes sources . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.6.1 Le terme source de gravitation SG . . . . . . . . . . . . . 59

4.6.2 Le terme source de tension de surface . . . . . . . . . . . 60

4.7 Discrétisation temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.8 Considérations liées au modèle numérique . . . . . . . . 62

4.8.1 Traitement de la turbulence et la méthode FV-MLS : l’ap-
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous décrivons les étapes de résolution des équations dif-

férentielles de type Navier-Stokes & Korteweg. Nous avons choisi d’utiliser la
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méthode des Volumes Finis combinée à une approximation par moindres carrés

mobiles (FV-MLS) pour la discrétisation spatiale des équations de conservation.

Cette manière de procéder permet d’utiliser des maillages non structurés tout en

minimisant le nombre d’opération effectuées lors d’une itération.

4.2 Équations à résoudre

Pour éviter l’encombrement dans l’écriture nous allons utiliser la formulation

suivante pour le système d’équations 3.4 à 3.6.

∂U

∂t
+
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
= S (4.1)

Dans cette équation U représente le vecteur des variables conservatives donné

par la relation suivante :

U =


ρ

ρu

ρv

ρE

 (4.2)

les termes Fx et Fy représente les flux qui sont définis par

Fx = FC
x − FV

x (4.3)

Fy = FC
y − FV

y (4.4)

Où l’exposant V signifie visqueux et l’exposant C convectif.

FC
x =


ρu

ρu2 + p

ρuv

(ρE + p)u

 ,FV
x =


0

τxx
τxy

uτxx + vτxy − qx

 (4.5)

FC
y =


ρv

ρuv

ρv2 + p

(ρE + p)v

 ,FV
y =


0

τxy
τyy

uτxy + vτyy − qy

 (4.6)

Et S le terme source qui comprend les termes source de Korteweg et de

gravitation :
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S =


0

STSx + SGx
STSy + SGy
SETS + SEG

 (4.7)

4.3 Formulation en volumes finis

On subdivise le domaine de calcul en volumes de contrôle Ωi qui ont pour

frontières Γi. Rappelons qu’en 2d, le volume de contrôle est une surface et que la

frontière est un contour . La discrétisation par volumes finis se fait en utilisant

la forme intégrale des équations de conservation du système 4.1.

∂

∂t

∫ ∫
Ωi

U dΩi +

∫
Γi

(Fxnx + Fyny) dΓi =

∫ ∫
Ωi

S dΩi (4.8)

où n =

(
nx
ny

)
est la normale sortante à la frontière Γi.

Le terme temporel peut être réécrit sous la forme suivante :

∂

∂t

∫ ∫
Ωi

U dΩi = Ωi
∂Ū

∂t
(4.9)

où Ū =
∫ ∫

Ωi
U(x, y)dΩi est le vecteur des valeurs moyennes des variables conser-

vatives dans le volume de contrôle Ωi.

Au final on résout le système d’équation suivant :

∂Ū

∂t
= − 1

Ωi

Ri (4.10)

où le résidu Ri est défini par la relation suivante :

Ri =

∫
Γi

(Fxnx + Fyny) dΓi −
∫ ∫

Ωi

S dΩi (4.11)

En 2d l’intégrale sur Γi est une intégrale curviligne sur le contour de l’élé-

ment de contrôle. Si on prend un élément triangulaire, cela représente les trois

arêtes qui le composent. Cette intégrale est équivalente à la somme des intégrales

curvilignes sur chaque arête. Pour calculer l’intégrale sur une arête on utilise une

quadrature de Gauss qui est à l’ordre deux. On utilise donc la valeur des flux sur

trois points comme montré sur la figure 4.1, avec les coefficients suivants
(

1
6
, 4

6
, 1

6

)
respectivement pour les points (1, 3, 2).
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Figure 4.1 – Volume de contrôle en 2D pour un maillage triangulaire

Ri =

Nf∑
k=1

Rk (4.12)

où Nf est le nombre de faces.

Rk =
1

6
F k

1 +
4

6
F k

3 +
1

6
F k

2 (4.13)

avec : F k
j = F k

j,x · nkx + F k
j,y · nky.

L’intégrale sur le volume de contrôle quand à elle est une intégrale surfacique.

Dans ce cas on utilise une quadrature de Gauss d’ordre deux à un seul point en

prenant la valeur de la fonction au centre du triangle (voir la figure 4.1) et en la

multipliant par la surface du triangle qu’on note Ai.∫ ∫
Ωi

S dΩi = Ai · S(XI) (4.14)
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où XI est le vecteur coordonnées du centre de l’élément de calcul Ωi.

L’étape suivante consiste en la discrétisation de chacun des termes qui com-

posent le système 4.10. La partie temporelle est traitée dans la section 4.7. Pour

discrétiser les termes spatiaux, on utilise la méthode des moindres carrés mobiles

décrite dans la section 4.4.

4.4 Méthode MLS

4.4.1 Définition

La méthode des moindres carrés mobiles (MLS : moving least squares ap-

proximation), initialement formulée pour la reconstruction de surfaces à partir

de nuages de points , a vu son introduction dans la communauté de la simulation

de la mécanique des fluides pour les méthodes ”meshless”. Une formulation en

volume finis a été développée dans [9] , [38] et [22]. On donne dans cette section

une description générale de cette méthode, et sa formulation en volume Finis

pour les maillages non structurés. La méthode FV-MLS permet une reconstruc-

tion de la solution continue par morceaux dans chaque volume de contrôle. Ainsi,

pour le calcul des flux numériques, les variables utilisées sont directement celles

calculées aux interfaces plutôt que celles au centre du volume de contrôle.

4.4.2 Le Stencil

L’utilisation de la méthode des moindres carrés mobiles dans une formulation

de type volumes finis nécessite de définir l’ensemble des points qui interviennent

dans la reconstruction locale de la solution. Dans un premier temps la solution

est calculée au centre de chaque cellule, de la manière Cell Centred.

Il existe une taille du stencil minimale notée Ns,min qui correspond à la di-

mension de la base polynomiale.

Ns,min =
(ordre+ dim)!

ordre!dim!
(4.15)

Où ordre désigne l’ordre de reconstruction MLS et dim la dimension spa-

tiale. L’union des stencils doit recouvrir tout le domaine de calcul. Le nombre

de cellules appartenant à un stencil doit être optimisé de manière à obtenir un

bon compromis entre stabilité numérique et minimisation des effets dissipatifs. Il

existe donc une taille optimale du stencil notée Ns qu’on associe souvent avec le

paramètre de forme κ qu’on retrouve dans l’expression de la fonction Kernel voir

la section 4.4.5. Nous utilisons la notation (Na, κ) où Na = Ns − Ns,min est le
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nombre d’éléments qu’on rajoute au stencil en plus du nombre de point minimum

qu’il doit contenir (Ns,min défini dans l’équation 4.15). Pour les calculs que nous

avons réalisé dans la thèse, le choix du couple optimal (Ns, κ).

Pour la reconstruction des variables au centre des cellules nous utilisons un

stencil centré au point XI de la cellule I concernée comme on peut le voir sur

la figure 4.2. Une fois la taille du stencil connue, on choisit sa distribution. Le

stencil doit être aussi compact que possible. Si le nombre Ns ne le permet pas,

on fait en sorte que le barycentre du stencil soit le plus proche possible de XI .

Figure 4.2 – représentation du stencil en 2D avec ses caractéristiques

Pour la reconstruction des variables et de leurs dérivées aux nœuds d’intégra-

tion des flux, on utilise le stencil associé à la cellule active et on rajoute le nœud

en question. On se retrouve avec des stencils de taille Nsf = Ns + 1. Pour que

le stencil soit centré en ce nœud (nœud d’intégration) on recalcule les distances

sx,i , sy,i , hx et hy (voir la section 4.4.5).

Le schéma MLS est ensuite appliqué, et utilise ces variables conservatives

préalablement définies pour constituer une solution globalement continue par

morceau, par le biais d’une approximation, en extrapolant la valeur au centre de

la cellule à ses frontières.
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Figure 4.3 – représentation de la solution continue par morceau reconstruite

dans un stencil de 5 éléments en 1D

4.4.3 Formulation

L’idée principale pour la reconstruction à un ordre élevé de précision dans

chaque cellule passe par le calcul des dérivées successives dans la formulation en

série de Taylor de la solution : en 2D, nous considérons la variable U(X), où X

est le vecteur des coordonnées spatiales. Le développement de Taylor de U(X)

au voisinage de XI est donné par :

U(., X)|I =
+∞∑
α=0

α∑
β=0

1

β!(α− β)!
(x− xI)α−β(y − yI)β

∂αU

∂xα−β∂yβ
(., XI) (4.16)

Ce développement devient une approximation si on se limite à un nombre

de termes qu’on note m et qui représente l’ordre du développement. On obtient

alors l’expression suivante :

U(., X)|I =
m∑
α=0

α∑
β=0

1

β!(α− β)!
(x− xI)α−β(y − yI)β

∂αU

∂xα−β∂yβ
(., XI)+o((x−xI)m, (y−yI)m)

(4.17)

U(., X)|I est la reconstruction de la solution au voisinage du point XI .

La méthode MLS permet de déterminer avec précision les différents termes

du développement en série de Taylor. Pour ce faire, on approxime la fonction

U(X) par une pondération par moindres carrés mobiles :

U(X) ≈ Ũ[XI ](X) =
m∑
i=1

pi(X)ai = pT (x)a(Xi) (4.18)
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où pT est une base polynomiale de dimension m, et a(xi) un ensemble de

paramètres à déterminer, de manière à ce qu’ils minimisent la fonctionnelle sui-

vante :

J(a(Xi)) =

∫
ΓXI

W[Xi](X, hs)
[
U(X)− pT (X)a(XI)

]2
dX (4.19)

Où p(X) est une base polynomiale qui contient autant de fonctions qu’il y a

de termes dans l’expansion de Taylor. W[Xi](X, hs) est la fonction Kernel centrée

au point XI et où hs est le paramètre de lissage qui représente la distance entre

le point centrale XI et le point le plus éloigné du stencil (voir figure 4.2).

4.4.4 Fonctions de forme

Les fonctions de formes sont les fonctions qui servent à déterminer les co-

efficients de pondération dans l’approximation de la solution U(X). Elles sont

connues pour être utilisées dans la méthode des éléments finis. Elles sont données

par la formule suivante [8] :

N[XI ](X)T = p

(
X −XI

hs

)T
·
(
PΩXI

·W[XI ](X) · P T
ΩXI

)−1

·PΩXI
·W[XI ](X) (4.20)

Cette écriture matricielle est mieux adaptée pour un code de calcul. On peut

réécrire l’interpolation 4.18 comme suit :

Ũ[xI ](X) = NT
[XI ](X)UΩXI

(4.21)

Où UΩXI
est le vecteur des variables U au centre de chaque élément du stencil.

Les matrices PΩXI
sont définies comme suit :

PΩXI
=

(
p

(
X1 −XI

hs

)
· · ·p

(
XnXI

−XI

hs

))
(4.22)

nXI
est le nombre d’éléments que compte le stencil construit autour de l’élément

dont les coordonnées centrales se trouvent être le vecteur XI .

On réécrit la formule 4.27 de manière plus compacte :

N[XI ](X)T = p

(
X −XI

hs

)T
·M−1 · PΩXI

·W[XI ](X) (4.23)

M est appelée matrice des moments, voir plus de détails dans [9].
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4.4.5 Fonctions Kernel

La fonction kernel est la fonction qui donne la distribution des coefficients de

pondération pour les points formant le stencil. Elle prend une valeur maximum

au point auquel elle est associée et diminue au fur est à mesure qu’on s’éloigne de

ce point. On utilise dans le code de calcul une fonction kernel exponentielle qui

est adaptée à une distribution anisotrope des nœuds du stencil. Son expression

en 2d est donnée par :

W[XI ](X, κ) =
e−(sxκx/hx)2 − e−κ2x

1− e−κ2x
e−(syκy/hy)2 − e−κ2y

1− e−κ2y
(4.24)

avec : sx = |x − xI |, sy = |y − yI |. hx = max |xi − xI |, hy = max |yi − yI |
avec i = 1 −→ Nsf (Nsf est nombre d’éléments du stencil). κx et κy sont les

paramètres de forme respectivement dans la direction x et y.

Le choix des paramètres de forme revient à un compromis entre dissipation

et stabilité du schéma car en augmentant κ on diminue la dissipation numérique

mais on créée de l’instabilité, pour plus de détails voir la référence [37] . Comme

nous l’avons déjà précisé dans la section 4.4.2, le choix de κ est associé au choix

du nombre additionnel de cellules dans le stencil. κ est généralement pris dans

l’intervalle [5 7].

4.4.6 Estimation des Dérivées Spatiales

Pour obtenir les dérivées spatiales composant les termes de l’expansion de

Taylor on applique l’opérateur dérivée sur l’approximation suivante de la solution

U(., X) =
nx∑
j

N
X

(j)
I
Uj (4.25)

Nous obtenons la formule suivante :

∂αU

∂xα−β∂yβ
(., XI) =

∑
j

∂αN
X

(j)
I

∂xα−β∂yβ
(XI) · Uj (4.26)

La reconstruction énoncée ci-dessus ne dépend que de paramètres liés au

maillage. En conséquence, pour un maillage fixe, la fonction de forme et ses

dérivées ne sont calculées qu’une seule fois.

L’équation (4.26) sera utilisée pour la reconstruction des dérivées partielles

en espace des variables utilisées dans les différents modèles de prise en compte

de la tension superficielle.
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Figure 4.4 – la forme de la fonction kernel suivant la valeur du paramètre de

forme κ [37]

Il ne reste plus qu’à déterminer les relations pour calculer les dérivées succes-

sives des fonctions de forme. Ces dernières dépendent exclusivement des dérivées

successives de la base polynomiale et des fonctions kernel. Rappelons l’expression

de la fonction de forme :

N[XI ](X)T = p

(
X −XI

h

)T
·M−1 · PΩXI

·W[XI ](X) (4.27)

Soit

C(X) = M−1 · PΩXI
·W[XI ](X) (4.28)

La dérivée de la fonction de forme au centre de la cellule de calcul I est donnée

par l’expression suivante :

∂αNXI

∂xα−β∂yβ
(XI) =

∂αp(0)

∂xα−β∂yβ
C(XI) + p(0)

∂αC(XI)

∂xα−β∂yβ
(4.29)

Vu la complexité des dérivées d’ordre élevé du terme C, on considère l’ap-

proximation suivante pour les dérivées où α >= 2.
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∂αNXI

∂xα−β∂yβ
(XI) ≈

∂αp(0)

∂xα−β∂yβ
C(XI) (4.30)

La dérivée du terme C est donnée par l’expression suivante :

∂C(XI)

∂x
= C(XI)W

−1(XI)
∂W

∂x

(
I − P T

Ωx
C(XI)

)
(4.31)

∂C(XI)

∂y
= C(XI)W

−1(XI)
∂W

∂y

(
I − P T

Ωx
C(XI)

)
(4.32)

4.5 Discrétisation des flux numériques

Les flux numériques doivent être estimés à l’interface des volumes de contrôle,

ce qui revient en 2d aux arêtes des éléments du maillage. Sachant qu’une arête

est commune à deux éléments qu’on qualifiera de droite et gauche, on utilise

l’indice R comme right pour l’élément de droite et l’indice L comme left pour

l’élément de gauche. L’extrapolation par l’expansion de Taylor (décrite dans la

section 4.5.1) à partir de l’élément de droite et de l’élément de gauche génère une

discontinuité au niveau de l’arête.

4.5.1 Flux de convection

Pour calculer les variables U(Xp) et leurs dérivées aux points de quadrature

(Xp représente les coordonnées d’intégration des flux) on utilise le développement

de Taylor à l’ordre N (équation 4.17) en remplaçant dans l’expression X = (x, y)

par les cordonnées des points de quadrature qu’on note Xp = (xp, yp). Cela

donne :

U(., Xp)|I =
N∑
α=0

α∑
β=0

1

β!(α− β)!
(xp − xI)α−β(yp − yI)β

∂αU

∂xα−β∂yβ
(., XI) (4.33)

Sachant que les dérivées successives de U(., XI) sont calculées en utilisant les

fonctions de formes, par la formule 4.42, on se retrouve avec la formule suivante :

U(., Xp)|I =
N∑
α=0

α∑
β=0

[
1

β!(α− β)!
(xp − xI)α−β(yp − yI)β

Ns∑
j

∂αNXI(j)

∂xα−β∂yβ
(XI) · Uj

]
(4.34)
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Un solveur de Riemann est utilisé pour lisser la solution sur les arêtes. Pour les

flux convectifs, le schéma SLAU décrit dans [23] (Simple Low dissipation AUSM)

est utilisé . Le flux convectif est divisé en deux parties : le terme de pression noté

Hp et le terme de convection noté HC . Suivant la formulation décrite dans [23]

on a :

HC =
ṁ+ |ṁ|

2
ψ+ +

ṁ− |ṁ|
2

ψ− (4.35)

Où ψ =


1

u

v

H

 et ṁ représente le flux massique calculé par la formule :

ṁ =
1

2

[
ρL
(
VnL + |V̄n|+

)
+ ρR

(
VnR + |V̄n|−

)
− χ

c̄
(pL − pR)

]
(4.36)

où

|V̄n|+ = (1− gs)|V̄n|+ gs|VnL|

|V̄n|− = (1− gs)|V̄n|+ gs|VnR|

|V̄n| =
ρL|V̄nL|+ ρR|V̄nR|

ρL + ρR

|V̄ni| = uinx + viy avec i = L,R

gs = −min[max(ML, 0),−1] ·min[max(ML, 0),−1]

Le dernier terme de l’équation 4.36 n’est activé que pour de faibles nombres

de Mach. Pour ce faire, χ est définit par la relation suivante :

χ = (1−M∗)2 (4.37)

avec

M∗ = min

(
1,

1

c̄

√
u2
L + v2

L + u2
R + v2

R

2

)
Le flux de pression Hp est donnée par la formule suivante :

Hp =


0

p̄ nx
p̄ ny

0

 (4.38)
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La pression est calculée de la même manière que dans le schéma AUSM [32].

p̄ =
pL + pR

2
+
βL − βR

2
(pL − pR) + (1− χ)

βL + βR
2

(pL + pR) (4.39)

Où βL et βR sont basés sur le nombre de Mach et leurs expressions sont données

dans [3]. Pour les faibles nombres de Mach (M tend vers 0), la formule précédente

tend vers une discrétisation spatiale centrée de la pression (équation 4.40) qui

aboutit au problème dit du ”damier”. Le fait de remplacer la pression sur les arêtes

des volumes de contrôle par une interpolation linéaire de sa valeur aux centres

des volumes de contrôle voisins fait que la pression n’est prise en considération

que dans un point sur deux. Le risque vient du fait qu’un champ de pression très

perturbé ne peut pas être capté par cette formulation.

p̄ =
pL + pR

2
(4.40)

Alors il est nécessaire de modifier le schéma numérique. La solution proposée

est d’utiliser une reconstruction MLS de la pression sur les points d’intégration

des flux (points appartenant aux arêtes) voir [3]. On obtient l’expression suivante :

p̄ = ξ · pMLS + (1− ξ)(βL + βR) (4.41)

Figure 4.5 – Les points de calcul des flux numériques au centre de l’arrête
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(a) stencil centré sur le centroid (b) stencil centré sur l’arête

Figure 4.6 – Les deux types de stencils utilisés pour la reconstruction MLS :

a. stencil utilisé dans la reconstruction de la solution et b. le stencil utilisé pour

l’intégration des flux visqueux [8]

4.5.2 Flux de diffusion

En ce qui concerne les flux visqueux, le calcul des dérivées des variables U (X)

aux points de Gauss se fait par une reconstruction MLS (directe) en utilisant un

stencil centré au point de Gauss (voir figure 4.6.b) décrit dans la section 4.4.2.

∂αU

∂xα−β∂yβ
(., Xp) =

Ns+1∑
j

∂αN
X

(j)
p

∂xα−β∂yβ
(Xp) · Uj (4.42)

où les fonctions de forme NXp sont calculées par rapport aux nœuds flux par

la formule suivante :

N[Xp](X)T = p

(
X −Xp

h

)T
·
(
PΩXp

·W[Xp](X) · P T
ΩXp

)−1

·PΩXp
·W[Xp](X) (4.43)

4.6 Traitement des termes sources

Dans la thèse nous avons défini quatre termes sources. Deux correspondent à

la force de tension de surface pour l’équation de quantité de mouvement et pour

l’équation de l’énergie. Les deux autres correspondent aux termes source de la

gravitation pour l’équation de quantité de mouvement et l’équation de l’énergie.

Nous allons décrire la méthode employée pour les termes source de Korteweg

et de gravitation pour l’équation de conservation de la quantité de mouvement.
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Quand aux termes sources qui se trouvent dans l’équation de conservation de

l’énergie, la méthode est développée en annexe.

Rappelons la formule du résidu donnée par l’équation suivante :

Ri =

∫
Γi

(Fxnx + Fyny) dΓi −
∫ ∫

Ωi

SdΩi (4.44)

En 2d le terme source est intégré sur le volume de contrôle qui correspond à la

cellule Ωi. On note par Ai la superficie de la cellule Ωi∫ ∫
Ωi

SdΩi = AiS̄ (4.45)

où S̄ est la valeur moyenne de S dans la cellule. Si on calcul la valeur de S

au centre de la cellule, on obtient une estimation de S̄ à l’ordre deux.

Le terme source S est une fonction des variables primitives et de leurs dérivées

spatiales.

S̄ = f(U(XI)|I , U ′(XI)|I , U ′′(XI)|I , ...) (4.46)

Pour déterminer la valeur des variables au centre de la cellule de calcul on utilise

la reconstruction MLS suivante :

U(., X) =
Ns∑
j

N
X

(j)
I
Uj (4.47)

Pour déterminer les valeurs des dérivées spatiales successives des variables au

centre de l’élément de contrôle on utilise la reconstruction MLS centrée sur la

cellule de calcul.

∂αU

∂xα−β∂yβ
(., XI) =

Ns∑
j

∂αN
X

(j)
I

∂xα−β∂yβ
(XI) · Uj (4.48)

ù les fonctions de formes N
X

(j)
I

sont celles définies dans l’équation 4.27.

4.6.1 Le terme source de gravitation SG

Rappelons que :

SG = ρ~g (4.49)

où ~g = (gx, gy) est constante. On aura donc l’expression suivante :

SGx = gx

Ns∑
j

N
X

(j)
I
ρj (4.50)
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SGy = gy

Ns∑
j

N
X

(j)
I
ρj (4.51)

4.6.2 Le terme source de tension de surface

Nous avons vu dans le chapitre 3, deux manières de modéliser la force de

tension de surface. Dans l’une, nous considérons que la force de tension de surface

est le produit entre la tension de surface σ et la courbure qui se calcule grâce à la

fraction volumique. Dans cette section nous le désignons par le modèle 1. Dans

l’autre, nous utilisons le terme source de Korteweg qui comporte des dérivées

troisième de la densité et le coefficient capillaire λ. Ce modèle sera désigné dans

cette section par le modèle 2.

4.6.2.1 Terme source de tension de surface par le modèle 1

On rappelle le terme source dans les équations de conservation de quantité

de mouvement :

STSx = σκ nLV x (4.52)

STSy = σκ nLV y (4.53)

Rappelons que ~nLV =
~∇α
||~∇α||

. En terme de reconstruction MLS cela nous

donne :

nLV x =
1

Mod

Ns∑
j

∂N
X

(j)
I

∂x
αj (4.54)

nLV y =
1

Mod

Ns∑
j

∂N
X

(j)
I

∂y
αj (4.55)

avec Mod le module du gradient de α qui se calcule par la formule suivante :

Mod =

√√√√( Ns∑
j

∂N
X

(j)
I

∂x
αj

)2

+

(
Ns∑
j

∂N
X

(j)
I

∂y
αj

)2

(4.56)

Sachant que κ = −∇~nLV . On reconstruit la courbure en utilisant l’expression

suivante :

κ = −

(
Ns∑
j

∂N
X

(j)
I

∂x
nLV x +

Ns∑
j

∂N
X

(j)
I

∂y
nLV y

)
(4.57)
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4.6.2.2 Terme source de tension de surface par le modèle 2

Le terme source de Korteweg est explicité dans la relation 3.50. La recons-

truction MLS de ce terme se traduit par les relations suivantes :

STSx = λρI

(
Ns∑
j

∂3N
X

(j)
I

∂x3
ρj +

Ns∑
j

∂3N
X

(j)
I

∂x∂y2
ρj

)
(4.58)

STSy = λρI

(
Ns∑
j

∂3N
X

(j)
I

∂y∂x2
ρj +

Ns∑
j

∂3N
X

(j)
I

∂y3
ρj

)
(4.59)

Où ρI est la densité au centre de la cellule de calcul I. On procède de la même ma-

nière pour le terme source de Korteweg de l’équation de conservation de l’énergie

exprimée dans l’équation 3.53.

4.7 Discrétisation temporelle

Une discrétisation partielle en formulation volumes finis des équations de

conservation est donnée par l’équation 4.10. On définit le résidu Rn
i à l’instant

tn pour le volume de contrôle Ωi comme suit :

Rn
i =

Nf∑
k=1

3∑
j=1

(
Fkj

x,i(U
n)nkx,i + Fkj

y,i(U
n)nky,i

)
wkj − AiS̄ (4.60)

avec wkj les coefficients utilisés dans le calcul de l’intégrale curviligne. On peut

réécrire l’équation 4.10 comme suit :

∂Ū

∂t
+

1

Ωi

Ri = 0 (4.61)

pour déterminer la solution à l’instant tn+1 on utilise un schéma Euler expli-

cite d’ordre 1 défini par la formule suivante :

Ūn+1 = Ūn − ∆t

Ωi

Ri = 0 (4.62)

où ∆t = tn+1− tn ≤ min
i

∆tni est le pas de temps minimal sur l’ensemble du

domaine de calcul choisi par la condition CFL avec :

∆ti = CFL

√
Ai

max(|~ui|+ ci, |~ui|)
(4.63)

Rappelons qu’en 2d Ai est la surface (en m2) du volume de contrôle Ωi. Dans

les calculs réalisés dans cette thèse, le pas de temps utilisé est inférieur ou égale

à une valeur correspondant à un CFL de 0.5.
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4.8 Considérations liées au modèle numérique

4.8.1 Traitement de la turbulence et la méthode FV-MLS :

l’approche MILES

Le phénomène de cavitation et fortement turbulent. Les instabilités qui en

résultent sont amplifiées par l’ordre élevé du schéma numérique. On retrouve le

même phénomène au voisinage des discontinuités. Pour y remédier, il est d’usage

d’utiliser un modèle de turbulence. Dans le modèle de turbulence LES (Large

Eddy Simulation), on réalise une séparation grâce à un filtre. On résout les équa-

tions de transport pour les grandes structures et on utilise un modèle de sous

maille pour les petites structures. Le modèle de sous maille sert à introduire une

dissipation qui permet d’absorber l’énergie transmise par les grandes structures.

Les schémas dit ILES pour Implicite Large Eddy Simulation, ont pour ori-

gine le schéma WENO (Weighted Essentially non-oscillatory) qui permettent

de dissiper les instabilités numériques générées à proximité des discontinuités.

De la même manière, les schémas ILES utilisent la reconstruction des flux pour

introduire une viscosité artificielle qui dans le cas de la turbulence reproduit l’ef-

fet de la viscosité turbulente. Cette dissipation numérique permet de simuler le

comportement d’un modèle de sous maille.

Nogueira et al. montrent dans les articles [39] et [40] l’efficacité du modèle

de turbulence nommé : Monotone Integrated Large Eddy Simulation (MILES)

qui utilise la résolution multi-échelles de la méthode FV-MLS pour émuler le

comportement du modèle de sous-maille de la LES. Nogueira [39] souligne que le

modèle MILES permet d’éviter l’introduction d’une trop grande dissipation en

utilisant le paramètre de contrôle (κ). Rappelons que le paramètre de forme κ

modifie les caractéristiques de dissipation ou de dispersion de la méthode FV-

MLS en agissant sur la distribution des coefficients de pondération sur les points

du stencil. Dans les calculs où la turbulence est présente, pour chaque maillage,

nous déterminons le couple (κ,Ns) optimum pour dissiper les instabilités et cela

en réalisant une série de calcul en modifiant un par un les deux paramètres

précédents. C’est pour cette raison que nous avons traité un nombre limité de

cas test turbulents.

4.8.2 Les discontinuités et les ordres élevés

Les écoulements cavitants présentent des discontinuités au niveau de l’in-

terface liquide-vapeur. Pour voir le comportement du schéma vis à vis de ces

discontinuités aux ordres élevés, on a réalisé des calculs à l’ordre 3 et 4 MLS. On
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(a) vitesse suivant x (b) vitesse suivant y

(c) la densité

Figure 4.7 – Écoulement cavitant autour d’un profil d’aile. Instabilité à l’inter-

face liquide-vapeur pendant la formation d’une poche de cavitation juste avant

que le calcul diverge.

a remarqué que lorsque ces discontinuités se forment au niveau d’une paroi (voir

figure 4.7), elles génèrent des instabilités impossibles à dissiper pour des ordres

élevés de reconstruction MLS. Les limiteurs de pentes qui sont implémentés dans

le code (limiteur de Barth et Jespersen [2] et le limiteur de venkatakrishnan

[46]) sont conçus pour le traitement des chocs à Mach supersonique. D’après nos

calculs, ils semblent êtres inadaptés aux discontinuités que l’on rencontre dans

les écoulements cavitants. Pour outre passer cette difficulté, il est recommandé

de développer un limiteur de pente qui permette de dissiper les instabilités qui

résultent de cette discontinuité spécifique aux cas diphasique.

Dans ce genre de situation nous nous sommes limité à l’ordre 2 pour éviter

les instabilités. Ce constat a été fait pour le cas de l’écoulement autour du profil

d’aile et du cylindre immergé où à l’ordre 3 et 4, en observant la formation de

la poche de cavitation au niveau de la paroi, on voit apparaitre des instabilités

au niveau de l’interface liquide-vapeur au moment où le jet rentrant commence

à détacher la bulle.
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4.8.3 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont imposées en utilisant des éléments fictifs. Dans

le schéma 4.8, U+ est la valeur de la condition que l’on doit imposer. Dans cette

approche, les flux numériques à travers la frontière sont déterminés en utilisant

les solveurs de Riemann utilisés pour les mailles intérieures.

Fb = H(U+, U−) (4.64)

où U− est l solution extrapolée de l’intérieur du domaine, Fb le flux à travers la

frontière et H le solveur de Riemann utilisé dans tout le domaine. Cette manière

d’imposer les conditions aux limites est dite faible.

Figure 4.8 – Élément fictif servant à la mise en place des conditions aux limites

En ce qui concerne les conditions aux limites de Neumann, le gradient à

imposer est directement injecté dans l’expression du flux concerné. Pour exemple

une condition de flux de chaleur nul sur une paroi dont la normale est suivant l’axe

Oy reviendrait à mettre qy = 0 dans l’expression du flux visqueux dans l’équation

4.6. L’avantage de cette méthode est que l’on impose la bonne condition de

Neumann au bon endroit (directement sur l’arête). L’inconvénient est qu’il faut

définir une expression du flux numérique pour chaque condition et définir des
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subroutines de flux différentes suivant qu’on se trouve à l’intérieur du domaine

ou sur la frontière concernée.

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons détaillé les différentes étapes de résolution des

équations de conservation. On y retrouve notamment la discrétisation spatiale

des variables conservatives et primitives à travers la méthode des moindres car-

rés mobiles. On y montre la manière dont sont calculées les dérivées spatiales en

utilisant les fonctions de forme. On a fait le lien entre les fonctions Kernel expo-

nentielles et les fonctions de forme. Nous avons insisté sur l’utilité de bien choisir

le couple de coefficients (κ,Ns) qui jouent un rôle important dans la dissipation

des instabilités et dans la précision des calculs. Dans le chapitre suivant nous

présentons les résultats des calculs réalisés dans le but de valider l’implémenta-

tion de la tension de surface ainsi que les études réalisées sur l’influence de cette

dernière sur le collapse et la périodicité des bulles de cavitation.





Chapitre 5

Résultats et Discussions

Sommaire

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons les résultats obtenus dans cette thèse. Ils

se divisent en deux parties. La première partie consiste en un ensemble de cas

test qui servent à valider l’implémentation de la tension de surface dans le code

FV-MLS. Nous y montrons la capacité du code a simuler les efforts de tension

de surface dans l’interface liquide-vapeur diffuse et les limites numériques du

modèle physique choisi. Dans la deuxième partie, nous réalisons deux applications

qui consistent en l’étude de l’effet de la tension de surface sur l’intensité du

collapse d’une bulle de cavitation sur l’extrados d’un profil d’aile immergé et

l’étude de l’influence de la tension de surface sur la fréquence des lâchés de bulles

de cavitation et la morphologie de l’écoulement cavitant autour d’un cylindre

immergé.
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5.2 Validation du modèle de tension de surface

Afin de valider le modèle de tension de surface nous allons réaliser une série

de cas test qui mettent en avant les effets de la force de tension de surface.

5.2.1 Cas test de la bulle à l’équilibre statique

Lorsqu’on porte de l’eau à ébullition dans une casserole, on observe la forma-

tion de bulles de vapeur sur le fond chaud de cette dernière. Ces bulles grandissent

jusqu’à ce que la force d’Archimède les décollent de la surface. C’est ce qui se

rapproche le plus d’une bulle de vapeur à l’équilibre statique. Si l’on néglige la

force de gravitation et que l’on met initialement une bulle de vapeur dans de

l’eau à la pression de saturation. L’équation de conservation de la quantité de

mouvement s’écrit comme suit :

∇p = λρ∇∆ρ (5.1)

On néglige le terme visqueux car les vitesses sont nulles. La formule 5.1 montre

que le gradient de pression est nul partout sauf à l’interface liquide-vapeur. Donc,

la tension de surface provoque une surpression dans la bulle de vapeur. Pour

observer ce phénomène on utilise le cas test suivant de l’équilibre statique.

Comme le montre la figure 5.1, le domaine de calcul est un carré de coté

L = 1m. La pression initiale Pi = Psat(T ) et la température T = 295K. La

densité est donnée par la formule 5.2, cette formule permet d’avoir une variation

continue de la densité à travers l’interface. Elle correspond au profil de densité

utilisé dans la section 3.4.3 dont l’expression est donnée par l’équation 3.68. La

figure 5.1 montre que l’épaisseur de l’interface liquide-vapeur équivaut à deux

cellules du maillage.

ρ0 =
ρl + ρv

2
+
ρl − ρv

2

(
tanh

(
(d−R)L0

2h

))
(5.2)

Avec : d =
√
x2 + y2 , et l’épaisseur de l’interface h = (1/200)m correspond

à la largeur d’une cellule. On utilise un maillage uniforme de 200 × 200. Les

conditions aux limites sont données ci après :

u = v = 0 ρ = ρl (5.3)

sur la frontière du domaine.
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Figure 5.1 – Schéma du cas test d’équilibre statique, avec n le nombre de mailles

sur un coté du carré

5.2.1.1 Calcul addimensionnel isotherme avec l’équation d’état de

Van Der Waals

On réalise ce cas de figure pour pouvoir comparer avec les résultats obtenus

par H. Gomez [16] qui utilise un code de calcul addimensionnel isotherme avec

l’équation d’état de Van Der Waals. Les paramètres addimensionnels du calcul

sont : le nombre de Reynolds Re = 2/Ca et le nombre capillaire Ca = h
L

. On

utilise l’équation de Van Der Waals addimensionnelle décrite par l’équation 3.26.

Les paramètres d’addimensionnement sont donnés dans la section 3.3.4.3. Le pas

de temps est ∆t = 10−4 (le pas de temps est lui aussi sans dimension).

La figure 5.2 représente le champs de pression pour l’état initial et l’état final.

Ce qui nous intéresse c’est le gradient de pression entre le centre de la bulle et

l’extérieur de la bulle. Ce gradient passe de 2.06 · 10−4 pour t = 0 à 3.1 · 10−3

pour t = 10. Après un temps de calcul de t = 5 les variables se stabilisent et ne

changent quasiment pas.

La figure 5.3 représente la distribution des vitesses suivant l’axe des x et l’axe

des y. Si on voit l’intensié de ces vitesses on remarque qu’elle sont de l’ordre de

10−3 et elle continue de baisser. Ces résidus de vitesse diminue avec l’épaisseur de

l’interface liquide vapeur. Néanmoins, si on les compare aux valeurs du cas test

de référence de l’article [16] on trouve qu’elle sont bien inférieur ce qui constitue
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un résultat positif.

(a) t=0 (b) t=10

Figure 5.2 – La pression dans une bulle statique estimée par l’équation de Van

Der Waals addimensionnelle

(a) vitesse suivant la direction x (b) vitesse suivant la direction y

Figure 5.3 – la distribution des vitesses suivant l’axe des x et l’axe des y à t=10

La figure 5.4 représente l’évolution de l’énergie totale dans tout le domaine

au cours du calcul. L’expression de l’énergie totale est donnée par la formule tirée

de l’article [16]. Elle est donnée par l’équation 5.4 :

Ě =

∫
Ω

(
W̌ (ρ̌) +

1

2
C2
a |∇̌ρ̌|2 +

1

2
|ǔ|2
)
dΩ (5.4)
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Figure 5.4 – Évolution de l’énergie totale pour le cas test de la bulle statique

au cours du temps

avec

W̌ (ρ̌) =
8

27
Ť ρ̌ log

(
ρ̌

1− ρ̌

)
− ρ̌2 (5.5)

L’énergie devrait diminuer de manière monotone. Sur la figure 5.4, on voit

qu’entre t = 1.5 et t = 3 elle augmente puis reprend sa diminution. En repassant

le calcul on a remarqué qu’une onde de vitesse est générée au départ au niveau

de l’interface liquide-vapeur, elle se déplace vers les parois puis elle est réfléchie.

Ce pic correspond à l’arrivée de l’onde au niveau de l’interface. Ensuite la vitesse

diminue au niveau de l’interface et l’onde se dissipe. La raison est que l’on n’a

pas utilisé les mêmes conditions aux limites que dans le cas test qui sont des

conditions aux limites périodiques.

5.2.1.2 Calcul dimensionnel isotherme avec l’équation d’état du mo-

dèle homogène

Dans cette section, nous allons appliquer le cas test de la bulle à l’équilibre

statique au modèle homogène développé dans cette thèse. Nous utilisons les équa-

tions de Navier-Stokes & Korteweg isothermes sous leurs formes dimensionnelles
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(a) t=0s (b) t=0.01s

Figure 5.5 – La densité pour le cas test de l’équilibre statique λ = 4 · 10−9

combinées aux équations d’état du modèle homogène d’équilibre, voir la section

3.3.4.4.

Pour ce calcul on a utilisé un maillage de 64 × 64, une viscosité de µ =

59.34Pa.s et un coefficient capillaire λ = 4 · 10−9m7kg−1s−2, ce qui correspond

à une tension de surface σ = 0.072N/m. On impose une température initiale de

295K et la pression p = psat(T ) = 2623Pa. Pour la densité on utilise la formule

en tangente hyperbolique suivante :

ρ = 997.8
(

0.51− 0.49tanh
(

(
√
x2 + y2 −R0)32

))
(5.6)

La densité dans la bulle est de 19.96kg/m3, alors qu’à cette température la densité

de la vapeur pure est de 0.01924kg/m3. La raison pour laquelle nous n’avons pas

imposé une densité de vapeur pure dans la bulle est que le code ne supporte pas

un tel gradient de masse volumique. Rappelons que la masse volumique de la

vapeur d’eau à température ambiante (295K) est 10000 fois plus petite que celle

de l’eau liquide.

La figure 5.5 montre que la bulle c’est totalement condensée. Cela s’explique

par le fait qu’il n’y a pas de force qui vienne s’opposer à la force de tension

de surface. Si l’on regarde la courbe de l’équation d’état du modèle homogène,

on voit que dans l’intervalle de densité [19.96, 997.8] la pression est égale à la

pression de saturation à la température T . Puisque ce calcul est isotherme cette

pression est constante dans tout le domaine et tout le temps du calcul. Donc il

ne peut y avoir de gradient de pression qui compenserait la force de tension de

surface comme l’annonce la condition d’équilibre.
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(a) Densité (b) Pression

Figure 5.6 – Évolution au cours du temps de la densité et de la pression au

centre de la bulle pour le cas test de l’équilibre statique λ = 4 · 10−9 isotherme

avec T = 373K.

On est en droit de se poser les questions suivantes :

- Est ce que les équations d’état du modèle homogène sont inadaptées ?

- L’hypothèse d’écoulement isotherme est non valide ?

Pour pouvoir répondre aux questions posées, nous allons réaliser un calcul

de même nature mais en utilisant une température plus élevée. Le but est de

diminuer l’écart de densité entre la vapeur et le liquide et ainsi pouvoir se mettre

dans les conditions réelles de calcul. C’est à dire avoir de la vapeur pure dans la

bulle.

En reprenant la même géométrie et le même domaine de calcul avec une

température T = 373K. La pression de saturation psat = 100999Pa et les densité

liquide et vapeur sont respectivement de ρl = 958.5kg/m3 et ρv = 0.59kg/m3.

Nous appliquons la condition initiale suivante pour la densité :

ρ = 479.5− 479tanh
(

(
√
x2 + y2 −R0)32

)
(5.7)

La densité atteint dans la bulle une valeur de 0.5kg/m3. Elle est inférieur à

la densité de saturation vapeur, on est donc à 100% de vapeur.

La figure 5.6 nous montre l’évolution de la densité et de la pression au centre

de la bulle au cours du temps. On voit très bien que les efforts de tension de

surface, en comprimant la bulle, font augmenter la densité et la pression du

moins jusqu’au temps t = 0.54ms. A cet instant précis, la densité atteint sa
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valeurs de saturation par conséquent, la pression ne varie plus en fonction de

la loi d’état des gaz parfaits mais devient constante et égale à la pression de

saturation comme le montre la deuxième partie de la figure de droite 5.6.b.

En poursuivant le calcul on obtient le même résultat que pour le calcul pré-

cédent. C’est à dire une condensation de la bulle.

Conclusion

Les équations d’état du modèle homogène ne permettent pas de simuler l’équi-

libre statique d’une bulle dans le cas isotherme.

On voit à travers ce calcul que pour notre modèle, il est nécessaire de considé-

rer l’équation de conservation de l’énergie. Si en isotherme la force de tension de

surface ne génère pas de gradient de pression ce n’est pas le cas en non-isotherme

car la compression initialement engagée dans la phase vapeur pure va générer

une augmentation de la température. Cette dernière provoque une augmentation

de la pression de saturation. Donc, la pression à l’intérieur de la bulle continuera

à suivre la courbe des gaz parfaits et pourra dépasser la pression de saturation à

l’extérieur de la bulle où la température est moins élevée. Par conséquent un gra-

dient de pression sera généré et l’équilibre devient possible (la bulle se rétractera

jusqu’à l’équilibre).

Pour vérifier cela nous réalisons un calcul avec l’équation de conservation de

l’énergie dans la section 5.2.1.3.

5.2.1.3 Calcul dimensionnel avec l’équation de conservation de l’éner-

gie et les équations d’état du modèle homogène

Dans cette section nous réalisons un calcul de l’équilibre statique d’une bulle

de vapeur immergée dans l’eau en négligeant la gravitation. On utilise une vis-

cosité de µ = 59.34Pa.s et un coefficient capillaire λ = 1.5 · 10−6m7kg−1s−2 ce

qui correspond à une tension de surface de σ = 65N/m. On a choisi une tension

de surface relativement grande pour pouvoir observer une différence de pression

entre le centre de la bulle et l’extérieur. On impose une température initiale de

295K et la pression p = psat(T ) = 2623Pa. Pour la densité on utilise la formule

en tangente hyperbolique explicitée dans l’équation 5.6.

Le maillage utilisé est le même que dans la section 5.2.1.1. Le pas de temps

∆t = 10−7s. Dans ce calcul on prend en compte l’équation de conservation de

l’énergie. Contrairement au cas isothermes précédents, même si dans tout le do-

maine le fluide obéit à l’équation d’état du mélange (0 < α < 1) 3.32, il est

tout de même possible d’avoir une compression car la température peut varier et

de même pour la pression de saturation. Cette compression de la bulle pendant
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(a) (b)

Figure 5.7 – La densité pour le cas test de l’équilibre statique λ = 1.5 · 10−6 :

(a) état initial. (b) Résultat final

la phase où elle se contracte va, à un certain moment, contre-carrer la force de

tension de surface et on aboutit à un équilibre dynamique des forces.

On observant la distribution de la densité entre l’état initial et l’état final, on

remarque que l’épaisseur de l’interface liquide-vapeur augmente. Le rayon de la

bulle diminue légèrement. On remarque aussi que la densité au centre de la bulle

augmente.

La figure 5.8 montre l’évolution sur l’axe Ox de la pression et de la tempé-

rature sous l’effet de la force de tension de surface. Comme prévu, le terme de

Korteweg génère un gradient de pression qui se maintient grâce à la différence

de température entre le centre de la bulle et le liquide.

5.2.2 Cas test de coalescence de deux bulles

Ce cas test à pour but de valider le code de calcul pour simuler les change-

ments de topologie. En mettant deux bulles de vapeurs séparées d’une distance

de l’ordre de l’épaisseur de l’interface liquide-vapeur et en négligeant les autres

forces (notamment la gravité terrestre), la force de tension de surface tend à les

fusionner. Cela se produit parce que l’énergie potentielle de la bulle fusionnée est

plus faible que celle des deux bulles initiales. On parle de l’énergie surfacique due

aux attractions intermoléculaires. Cette dernière est proportionnelle à la surface

et le minimum de surface qui peut contenir un certain volume étant une bulle

(sphère en 3d) la bulle fusionnée correspond à un minimum énergétique. C’est

le phénomène inverse qui ce produit lorsqu’une goutte d’eau tombe sur le sol.
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(a)

(b)

(c)

Figure 5.8 – tracé sur l’axe y=0 des variable à l’équilibre λ = 1.5 · 10−6 : (a)

Pression. (b) Température. (c) force de tension de surface
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Le choc transmet de l’énergie à la goutte. Cet excès d’énergie rompt les liai-

son intramoléculaire et génère plusieurs gouttelettes dont la surface globale est

proportionnelle à l’énergie transmise par le choc.

Les paramètres de calcul sont les mêmes que pour le cas de l’équilibre statique

de la section 5.2.1.1 (avec un maillage de 200×200. Les rayons initiaux des deux

bulles sont respectivement de 0.25 et de 0.1. Nous rappelons que nous utilisons

le code addimensionnel.

La figure 5.9 montre l’évolution de la densité lors de la coalescence de deux

bulles de vapeur. On retrouve bien au final une bulle unique qui a la surface des

deux bulles initiales.

(a) Condition initiale (b) t=2

(c) t=5 (c) t=20

Figure 5.9 – la distribution de densité addimensionnelle pour le cas test de la

coalescence de deux bulles : (a) état initial. (b) à ť = 2 . (c) à ť = 5 .(d) état final
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(a) Champs de pression initial (b) Champs de pression final

(c) Vitesse suivant x à t=2 (d) Vitesse suivant y à t=2

Figure 5.10 – la pression et la vitesse addimensionnelles dans le cas de la coa-

lescence de deux bulles

La figure 5.11 montre l’évolution de l’énergie totale au cours du temps. On

remarque que l’énergie diminue jusqu’à atteindre une valeur minimale signe que

le calcul a bien convergé.

5.2.3 Cas test de la goutte d’eau sur une paroi solide

Dans cette section nous réalisons le cas test de l’article [33] qui simule le

mouillage d’une goutte de liquide sur un solide. Le but est de reproduire la forme

de la goutte à l’équilibre qui dépend de deux facteurs : la force de gravitation

à travers le nombre de Bond et l’angle de mouillage. On utilise un angle de
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Figure 5.11 – Évolution de l’énergie totale au cours du temps pour le cas test

de la coalescence

mouillage de 90◦ ce qui correspond dans notre code à une condition aux limites de

non glissement. Rappelons que le nombre de Bond compare la force de gravitation

à la force de tension de surface. Plus ce nombre est faible, plus la goutte tend à

être de forme circulaire.

Les paramètres de calcul sont les suivants : nous utilisons la forme addimen-

sionnelle des équations de conservation et d’état. Le domaine est un carré de coté

L0 = 1 et centré en (0, 0). Nous utilisons un maillage de 64 × 64. Ce qui donne

un Ca = 15.625 · 10−3 et un Re = 180. La condition initiale pour la densité est

exprimée par la formule suivante :

ρ0 = 0.35 + 0.25tanh

(√
x2 + (y + 0.5)2 −R

2Ca

)
(5.8)

Pour reprendre les notations de l’article [33], la force de gravitation est nom-

mée f et pointe dans la direction négative de l’axe Oy. Pour le premier maillage

nous utilisons f = 10−3 et 5× 10−3.

Pour ce calcul nous avons utilisé le couple de paramètres MLS suivant :

(κ,Ns) = (6, 10). Comme prévu, plus le nombre de Bond est élevé plus la goutte

s’aplatit. Par contre, en observant la forme des bulles et l’angle de contact qu’elles

forment avec la paroi (C’est plus net sur la figure 5.12.(b)), on remarque qu’il
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n’est pas égale à 90◦. La condition aux limite sur l’angle de contact est mal posée.

(a) La densité à l’état initial
(b) La densité à t=20 et

f=0.001

(c) la densité à t=20 et f=0.005

Figure 5.12 – l’aplatissement de la goutte d’eau sous l’effet de différentes valeurs

de la force de gravité

5.3 Étude de l’effet de la tension de surface sur

le collapse d’une bulle de cavitation

5.3.1 Influence de la tension de surface sur l’intensité du

collapse

Pour étudier l’influence de la tension de surface sur l’intensité du collapse. On

considère le cas test de Sauer [42] qui décrit un écoulement cavitant turbulent
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Figure 5.13 – Vue rapprochée du maillage autour du profil NACA0015

autour d’un profil immergé NACA0015 avec un angle d’attaque α̌ = 6◦. On

se focalise sur le collapse de la première bulle de cavitation, qui est une bulle

numérique (voir figure 5.14) générée par le contraste entre les conditions aux

limites de non glissement sur le profil et la condition initiale de vitesse u∞ =

12m/s. Cette bulle se forme et collapse sur l’extrados au alentours de t = 4ms.

Le domaine de calcul est en forme de O . La corde du profil vaut 0.15m et

le diamètre du domaine de calcul D = 10m. Nous avons utilisé un maillage non

structuré de 9578 éléments triangulaires très fins au niveau du profil et grossiers

sur la limite externe du domaine. Le coefficient capillaire λ est calculé à partir

de la tension de surface σ en utilisant l’équation 3.73 où L0 = C = 0.15m et

l’épaisseur de l’interface est déterminée par la relation suivante :

h =
√
Ā (5.9)

où Ā est la surface moyenne des cellules autour du profil d’aile, voir la figure

5.3.1.

5.3.1.1 Conditions aux limites et conditions initiales

En ce qui concerne les conditions initiales, on impose la pression, la vitesse et

la température à partir des quelles les autre grandeurs (densité, vitesse du son,

énergie etc) sont calculées. La vitesse de l’écoulement u∞ = 12m/s. La pression

initiale p0 = 50000Pa dans tout le domaine de calcul. Cela correspond à un

nombre de cavitation de σc = 0.66, la température T0 = 293K. On considère

initialement dans tout le domaine de l’eau à l’état liquide dont la densité est

déterminé par une formule tirée de l’équation d’état de Tait modifiée, elle est

exprimée ci dessous :
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(a) (b)

Figure 5.14 – (a) Pression maximale atteinte lors du collapse (Pa), (b)Onde de

pression générée par le collapse (Pa)

ρ0 = ρl,sat(T0)

(
p0 − psat(T0)

K0

+ 1

) 1
N

(5.10)

La vitesse du son initiale est celle du liquide aux condition de température et

de pression définies précédemment La formule utilisée se trouve dans le tableau

3.1

On obtient les valeurs suivantes : ρ0 = 998.2kg/m3 et c0 = 1538m/s.

On applique une condition de non glissement sur le profil submergé et une

condition de champs lointain sur la frontière extérieur du domaine. Les conditions

aux limites sont résumées ci après :

- Condition de non glissement :

(u, v) = (0, 0);
∂T

∂n
= 0 (5.11)

- Condition du champs lointain :

u = 12m/s; p = p0; ρ = ρ0 (5.12)

Les paramètres numériques sont les suivants : (κ,Na) = (7, 15), l′ordre = 3 ;

Solveur temporel Euler explicit avec un pas de temps fixe ∆t = 10−8s ; Solveur

de Riemann : SLAU modifié.

λ est déterminée à partir de σ en utilisant l’équation 3.73 en prenant L0 =

corde = 0.15m.

Pour être sûr de capturer la pression maximale, on réalise une sauvegarde

toute les 10−6s. Pour différentes valeurs de la tension de surface σ on trace le

maximum de pression sur la figure 5.15

5.3.1.2 Commentaires et discussion

Le graphe 5.15 montre qu’une augmentation de la tension de surface provoque

une augmentation du pic de pression. L’effet de la tension de surface devient
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Figure 5.15 – Variation de l’intensité du collapse en fonction de la tension de

surface

important à partir de σ = 0.01N/m. Au delà d’une certaine valeur l’augmentation

du pic de pression n’est pas net. Pour une tension de surface élevée, on a observé

que la bulle de cavitation reste attachée à la paroi et ne collapse que longtemps

après et l’intensité de ce dernier est moindre. On observe donc un changement

radicale dans la topologie de l’écoulement.

5.3.2 Étude de l’influence de la tension de surface sur la

vitesse du collapse

Pour étudier l’influence de la tension de surface sur la vitesse du collapse,

nous étudions le cas du collapse d’une bulle de cavitation auquel s’applique une

pression atmosphérique. Nous nous somme inspiré du cas de l’effondrement d’une

bulle de vapeur tiré des références [31] et [47]. Ce cas test est traditionnellement

utilisé pour valider les modèles à interface discrète (où l’interface liquide-vapeur

est une discontinuité sur laquelle on applique les conditions de saut). Donc il

n’est pas adapté pour les modèles à interface diffuse. Nous y avons inclue les

modifications suivantes :

- La densité initiale de la vapeur d’eau est égale à 2.062kg/m3 au lieu de

0.019kg/m3. C’est une contrainte numérique car le schéma numérique utilisé ne

peut pas supporter un tel gradient de densité.

- Contrairement au cas test, le liquide et sa vapeur sont compressibles.

Ce cas test consiste à mettre une bulle de vapeur dans un liquide à pression

élevée et observer son implosion. Les variables à déterminer sont la densité au

milieu de la bulle ainsi que la vitesse de l’interface liquide-vapeur.

L’utilité de ce calcul est d’observer l’effet de l’augmentation du coefficient
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Figure 5.16 – L’évolution de la densité au centre de la bulle pour différente

valeurs du coefficient capillaire λ (entre 0 et 10−8)

capillaire λ sur la densité et la vitesse de contraction de la bulle de cavitation

tout en évitant le changement de topologie causé par l’existence d’une paroi

comme c’est le cas dans le calcul précédent. Pour ce faire nous réaliserons une

série de calculs sur le collapse de la bulle en modifiant la valeur du coefficient

capillaire λ.

Les paramètres de calcul et les conditions initiales sont résumés dans le ta-

bleau 5.1.

Tableau 5.1 Les paramètres de calcul pour le cas test du collapse d’une bulle

de vapeur

ρl ρv pl pv σ Ti Ri

(kg/m3) (kg/m3) (kPa) (kPa) (N/m) (K) (mm)

997.8 2.062 100 2.62 0.072 295 5

5.3.2.1 Commentaires et discussions

La figure 5.16 montre l’évolution de la densité au centre de la bulle pour des

valeurs du coefficient capillaire λ inférieurs à 10−8. Dans cette plage de valeurs

de λ les courbes de densité sont les mêmes et ne se différencient qu’au stade final



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET DISCUSSIONS 85

du collapse quand le rayon de la bulle est très petit (< 1mm). Autrement dit,

la contraction de la bulle entre R = 5mm et R = 1mm se passe de la même

manière pour λ = 0 ainsi que pour λ = 10−11,10−10,10−9 et 10−8 et la différence

n’est visible que pour le dernier stade du collapse. Cela s’explique par le fait que

la force de tension de surface est proportionnelle au rayon de courbure. Donc,

dans la dernière mesure de la densité on remarque que plus le coefficient λ est

élevé et plus la densité au centre de la bulle augmente. De même pour la vitesse

de l’interface liquide-vapeur qui augmente de manière équivalente pour toutes

ces valeurs du coefficient λ dans le premier stade du collapse. La différence ne

se fait remarquer que lors de la dernière sauvegarde où l’on observe une vitesse

augmentant en fonction du coefficient capillaire, voir le tableau 5.2.

Tableau 5.2 La vitesse à l’interface liquide-vapeur pour le dernier stage du

collapse

λ Vitesse

m7/kgs2 m/s

0 23.2

10−11 23.24

10−10 23.89

10−9 32

10−8 38.54

La figure 5.17 montre l’évolution de la densité au centre de la bulle pour des

valeurs du coefficient capillaire λ entre 10−8 et 10−7. Dans cette plage de valeurs,

on remarque que l’augmentation subite de la densité ne se fait pas au même

instant, mais plus tôt lorsque λ augmente. Pour mieux comprendre cela, on trace

l’évolution de la vitesse pour différentes valeurs de λ (figure 5.18). La courbe

obtenue peut être divisée en deux parties :

Dans la première phase qui se poursuit jusqu’à t = 0.5ms, la vitesse de l’inter-

face augmente proportionnellement avec l’augmentation du coefficient capillaire

λ. La densité augmente en conséquence ainsi que la température.

Dans la seconde phase, entre t = 0.6ms à t = 1.2ms, pour chacun des cas,

la vitesse augmente jusqu’à ce que la la densité atteigne la densité du liquide

puis la tendance s’inverse et la vitesse diminue. L’explication réside dans le faite

que l’on a deux phénomènes en un. Le premier est le collapse, c’est à dire la

contraction rapide de la bulle qui est soutenue par le gradient de pression immense

entre l’intérieur et l’extérieur de la bulle. Cette contraction tend à accélérer le

mouvement de l’interface. Le deuxième est la condensation de la phase vapeur

qui se fait à des vitesses plus faibles.



86 CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET DISCUSSIONS

Figure 5.17 – L’évolution de la densité au centre de la bulle pour différentes

valeurs du coefficient capillaire λ (entre 10−8 et 10−7)

Figure 5.18 – L’évolution de la vitesse de l’interface liquide-vapeur pour diffé-

rentes valeurs du coefficient capillaire λ (entre 10−8 et 10−7)
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En observant l’évolution de la forme des bulles de cavitation pendant le col-

lapse, on a remarqué que pour des valeurs de λ > 5·10−8 le phénomène de conden-

sation prédomine sur le phénomène de collapse (contraction). La figure 5.19 re-

présente la forme de la bulle pendant le collapse pour λ = 10−8 et λ = 7.5 · 10−8.

Pour λ = 10−8, la bulle garde sa forme sphérique et l’épaisseur de l’interface

est inchangée par rapport à l’état initial alors que pour la seconde, l’épaisseur a

augmenté et la forme de la bulle n’est plus circulaire.

Par conséquent, si l’augmentation de la tension de surface induit une inten-

sification du collapse, à partir d’une certaine valeur du coefficient capillaire λ,

le collapse s’efface devant le phénomène de condensation et donc on ne retrouve

plus cette proportionnalité entre l’augmentation du coefficient capillaire et l’aug-

mentation de la vitesse du collapse et donc la pression maximale atteinte lors de

ce dernier.

Une interrogation subsiste néanmoins. Est ce que ce comportement serait le

même si l’on imposait initialement une densité de vapeur pure dans la bulle ? On

propose de tester ce cas de figure dans les perspectives immédiates.

5.4 Effet de la tension de surface sur la fré-

quence de cavitation

Pour étudier l’effet de la tension de surface sur la fréquence de cavitation

nous réalisons un calcul dont les paramètres sont résumés dans le tableau 5.3.

On étudie le cas de la formation de bulles de cavitation dans le sillage d’un

cylindre de diamètre D = 0.1m. Le nombre de cavitation σc = 0.66.

Tableau 5.3 Les paramètres de calcul pour l’écoulement cavitant autour d’un

cylindre

ρi pi λ Ti V∞ Re σc
kg/m3 Pa m7kg−1s−2 K m/s

998.2 50000 5 · 10−8 293 12 1.2 · 106 0.66

5.4.1 Domaine de calcul

Le domaine de calcul est en forme de O avec un diamètre Dd = 5m, ce qui

équivaux à 100 fois le diamètre du cylindre. Dans ce cas l’hypothèse du champs

lointain est vérifiée ce qui nous permet d’imposer des conditions aux limites

constantes au niveau de la frontières extérieure du domaine (les perturbations
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(a.1) t=0.2ms et λ = 10−8 (b.1) t=0.2ms pour λ = 7.5 · 10−8

(a.2) t=0.5ms et λ = 10−8 (b.2) t=0.5ms pour λ = 7.5 · 10−8

(a.3) t=0.75ms et λ = 10−8 (b.3) t=0.75ms pour λ = 7.5 · 10−8

(a.4) t=1ms pour λ = 10−8 (b.4) t=1ms pour λ = 7.5 · 10−8

Figure 5.19 – Évolution de la forme de la bulle de cavitation pendant le collapse
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Figure 5.20 – la forme du maillage autour du cylindre

crées par le cylindre et qui atteignent la frontière extérieure sont dissipées et ont

une amplitude très faible) . Le nombre de points sur le cylindre est de 181. Nous

avons utilisé un maillage non structuré de 6172 éléments triangulaires voir la

figure 5.20.

Nous réalisons deux calculs. Le premier avec un coefficient capillaire λ = 0

et le second avec un coefficient λ = 5 · 10−8m7/kgs2. Le pas de temps initial est

t = 2 · 10−8. La phase transitoire est franchise après 800000 itérations. On voit

alors, les bulle de cavitation se détacher de manière périodique. Lors de cette

phase on utilise un pas de temps de 0.4µs et on réalise une sauvegarde toute les

200 itérations ce qui correspond à 80µs. Nous allons, dans cette étude, comparer

les fréquences d’émission de bulles de cavitation et grâce aux champs de densité

nous comptons expliquer ces effets. Puisque les bulles sont assez grandes, l’effet

de la tension de surface va se faire sentir au niveau de la paroi du cylindre et de

son interaction avec la poche de cavitation.

5.4.2 Résultats et commentaires

On présente sur la figure 5.21 une comparaison de la dynamique de la for-

mation des nuages de cavitation sur une période de temps entre le cas sans et le

cas avec tension de surface. On commence par un nuage de bulles de cavitation

entièrement formé sur le haut et on finit par le nuage formé sur le bas du cylindre.

On remarque que sur les images 5.21.(a.) la surface de la poche de cavitation qui

est collée à la paroi est très petite et que le nuage se détache très facilement sous

l’effet du jet rentrant. Sur la figure 5.21.(b) la surface de contacte de la poche de
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cavitation avec le cylindre est très grande et les bulles de cavitation ont mal à se

détacher.

Sur les figures 5.22.(a) et 5.22.(b) est représenté l’évolution du volume de

vapeur total dans le domaine de calcul en fonction du nombre de sauvegardes.

Nous nous somme assurés d’être en dehors de la zone de transition et d’être dans

le régime établi. On remarque que le volume de vapeur qui se détache dans le

cas sans tension de surface varie énormément d’une période à une autre alors

que dans le cas avec tension de surface le volume de vapeur qui se détache reste

quasiment le même.

Pour déterminer la fréquence de lâché de bulles de cavitation nous utilisons

le signal du volume de vapeur lequel est traité avec une transformé de Fourier

afin de déterminer le spectre des fréquences. Nous utilisons dans chaque cas un

intervalle qui comporte une dizaine de périodes, la fréquence d’échantillonnage

est de 12500 Hz. Nous obtenons les deux spectres représentés dans la figure 5.23.

On remarque que pour le cas avec tension de surface la fréquence de lâché des

structures cavitantes est clairement représentée par un pic et elle vaut 25.22Hz.

Alors que dans le cas sans tension de surface. La fréquence de lâché de nuage de

cavitation est moins imposante, dans ce cas on trouve une valeur de 27.78Hz.

On trouve donc un nombre de Strouhal de St1 = 0.21 pour le cas sans tension

de surface et St2 = 0.235 pour le cas avec tension de surface. On en déduit que

la tension de surface a pour effet de ralentir la fréquence du lâché de cavitation.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons réalisé des cas test de validation de l’implémen-

tation de la tension de surface sur le code FV-MLS avec le cas test de la bulle

statique. En utilisant l’équation d’état de Van Der Waals, nous avons pu repro-

duire la chute de l’énergie totale conséquence de l’équilibre de la bulle ainsi que

le changement de topologie mis en évidence par le cas test de la coalescence. En

utilisant cette fois ci l’équation d’état du modèle homogène, le cas de la bulle à

l’équilibre statique n’est reproductible qu’en prenant en compte le changement

de température à travers l’équation de conservation de l’énergie.

Nous avons aussi réalisé des calculs d’application pour déterminer l’effet de

la tension de surface sur :

1. L’intensité du collapse en réalisant deux calculs. Le premier concerne l’im-

plosion d’une bulle de cavitation formée sur l’extrados d’un profil d’aile immergé.

Le principal résultat de cette étude est la courbe qui décrit l’augmentation de la

pression maximale du collapse en fonction de la tension de surface. Le deuxième
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(a.1) (b.1)

(a.2) (b.2)

(a.3) (b.3)

(a.4) (b.4)

(a.5) (b.5)

Figure 5.21 – Évolution de la densité s’étalant sur une période de lâché de

cavitation pour un écoulement sans tension de surface (a.) et avec tension de

surface (b.)
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(a) λ = 0

(b) λ = 5 · 10−8

Figure 5.22 – Le signal du volume de vapeur dans le domaine (m2) pour environ

10 lâchés de bulle de cavitation
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(a) λ = 0

(b) λ = 5 · 10−8

Figure 5.23 – Spectre du signal du volume de vapeur servant à déterminer la

fréquence de lâché de bulle de cavitation
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cas concerne l’implosion d’une bulle de vapeur immergée dans de l’eau liquide.

Il en résulte que pour un coefficient capillaire λ ≥ 5 · 10−8 le comportement de

la bulle change et le collapse cède la place à la condensation et l’épaisseur de

l’interface liquide-vapeur change de taille.

2. La dynamique du lâché de bulle de cavitation sur un cylindre immergé.

Il en résulte que la tension de surface a pour effet de diminuer la fréquence de

cavitation et d’empêcher le développement de grandes poches de cavitation. Elle

a un effet non négligeable sur l’adhérence de la poche de cavitation à la surface

solide du cylindre à travers l’augmentation de la force et la surface d’adhésion

de la poche avec le cylindre.



Chapitre 6

Conclusion Générale

6.1 Résumé

Nous avons mis au point dans cette thèse un modèle de cavitation qui fait

partie des modèles à un fluide. Pour considérer les changement de phase et bien

simuler le comportement thermodynamique, nous avons opté pour le modèle

d’équilibre homogène. Ce modèle consiste en la résolution d’un seul système

d’équations de conservation qui correspond à la phase mélange. Nous avons

choisi le système d’équations de Navier-Stokes & Korteweg compressibles afin

de prendre en compte les efforts de tension de surface. Comme équations de fer-

meture nous avons utilisé : l’équation d’état de Tait modifiée pour l’eau liquide,

l’équation des gaz parfaits pour la vapeur d’eau (avec γ = 1.327) et la pression

de saturation dans la phase de mélange.

La détermination de la vitesse du son est primordiale pour le schéma numé-

rique que nous utilisons. Donc, pour la phase de mélange nous avons eu recours

à la formule de Wallis qui consiste à combiner les vitesses du son du liquide et

de la vapeur en utilisant la fraction volumique de la vapeur.

L’utilisation d’un modèle à interface diffuse pose un problème au niveau de

l’épaisseur de l’interface. Si le coefficient capillaire λ est connu pour l’épaisseur

réelle qui est de l’ordre du nanomètre, ce n’est pas le cas lors des calculs où on

utilise un maillage trop grossier pour détecter la vraie épaisseur. On a opté pour

une solution qui consiste à utiliser la formulation de Jamet [21] qui permet d’ob-

tenir une expression pour le coefficient capillaire λ en fonction de la tension de

surface et de l’épaisseur artificielle de l’interface liquide-vapeur et de la tension de

surface σ tout en supposant un profil de densité dans l’interface. Cette démarche

permet d’obtenir une bonne estimation du coefficient λ dans les cas test où on

a utilisé le profil de densité en tangente hyperbolique car il correspond au profil

utilisé pour déterminer la relation entre la tension de surface σ et le coefficient

capillaire artificiel λ.

Pour la résolution des équations nous avons utilisé la méthode des volumes

finis avec l’approximation par moindres carrés mobiles. La reconstruction des

variables et de leurs dérivées à partir des valeurs discrètes se fait grâce à des

fonctions de forme. Les fonctions de forme sont à leurs tours construites à partir
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d’une base polynomiale pondérée par des fonctions kernel de type exponentiel.

L’avantage étant l’utilisation de maillage non structurés et d’avoir une structure

de donnée compatible avec de la programmation orienté objet. La difficulté à

laquelle nous avons été confronté lors de l’utilisation de cette méthode est la

sensibilité des résultats au choix des paramètres (κ,Ns). Pour chaque maillage

utilisé un ensemble de calculs est réalisé en changeant les valeurs de (κ,Ns) pour

finalement trouver le bon couple de paramètres.

6.2 Validation du modèle

Pour valider l’implémentation de la tension de surface nous avons réalisé

trois cas test. Le cas test de la bulle statique a mis en évidence que le modèle

de tension de surface associé à l’équation de Van Der Waals reproduit la chute

de l’énergie totale correspondant à la transition vers l’état d’équilibre dans le

cas isotherme et permet d’obtenir la compression attendu. Le cas test de la

bulle statique simulé par le modèle de tension de surface associé aux équations

d’état du modèle homogène n’a pas été concluant dans le cas isotherme. Par

contre ce même modèle associé à l’équation de conservation de l’énergie a pu

reproduire l’équilibre statique d’une bulle grâce notamment au changement de

température qui permet d’avoir une compression dans la bulle au delà de la

pression de saturation qui subsiste à l’extérieur.

Le cas test de la coalescence ainsi que le cas test de gravitation ont montré

la capacité du modèle à reproduire le changement de topologie qui est l’un des

effets de la tension de surface.

Pour résumer, les bémols du modèle de tension de surface sont :

- qu’il ne supporte pas un trop fort gradient de densité. Par conséquent,

si l’on souhaite simuler des phénomènes avec de la vapeurs pure et du liquide

pur on doit utiliser des températures supérieurs à 340K. C’est à partir de cette

température que la différence entre la densité liquide et vapeur devient calculable.

Ce problème est plutôt lié au schéma numérique et non au modèle physique. Des

solutions sont en train d’être explorées et sont citées dans les perspectives.

- qu’il ne peut pas reproduire l’équilibre statique dans le cas isotherme. Il est

nécessaire d’utiliser l’équation de conservation de l’énergie.

- On utilise une épaisseur de l’interface qui est artificielle et dépend du

maillage. Cela pose le problème de l’influence que cela peut avoir sur les pa-

ramètres physiques. Pour la tension de surface, la formule que nous avons utilisé

pour calculer le coefficient λ en fonction de la tension de surface et de l’épaisseur

artificielle de l’interface n’est valable que si le profil de densité dans l’interface est
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de la forme définie dans l’équation 5.2. Dans le cas test du cylindre par exemple,

nous n’imposons pas de profil de densité initiale mais les bulles se forment d’elles

même alors que la relation entre λ et σ n’est pas connue.

Les points positifs du modèle sont les suivants :

- Il est possible de faire des calculs turbulents grâce aux propriétés dissipatives

intrinsèques de la reconstruction MLS.

- On arrive a reproduire les efforts de tension de surface et leurs effets sur la

topologie des bulles de cavitation.

- Les effets thermodynamiques dus au changement de phase sont pris en

compte grâce à l’algorithme de transition de phase et au bon choix des équations

d’état.

- Le code permet de simuler un large spectre de température et de pression

avec comme limite la température critique (647 K) et la pression critique 22.

106Pa.

6.3 Calculs d’application

Pour étudier l’effet des forces de tension de surface sur la dynamique de la

cavitation nous avons réalisé trois calculs différents qui ont permis de monter

que :

- L’augmentation de la tension de surface engendre une augmentation de

la pression maximum atteinte lors du collapse jusqu’à une certaine valeur du

coefficient de capillarité (5 · 10−8) au delà de laquelle la tendance s’inverse.

- Pour de faibles valeurs du coefficient de capillarité λ entre 1011 et 10−8, une

augmentation du coefficient λ induit une augmentation de la vitesse de l’interface

liquide-vapeur dans le dernier stade du collapse (à partir de R ≤ 0.5mm). Donc

l’effet de la tension de surface ne se fait sentir qu’au tout dernier moment.

- Pour des valeurs du coefficient λ ≥ 5 · 10−8 la forme de la bulle durant le

collapse ne reste pas ronde et l’épaisseur de l’interface augmente. Ce changement

de topologie a pour effet de diminuer l’intensité du collapse. Ce résultat ne semble

pas être physique et des investigations doivent être menées pour comprendre

l’origine de cette erreur. Une des pistes est l’existence d’une limite à l’application

de l’élargissement de l’interface à une taille de maille donnée.

- La tension de surface a pour effet de diminuer la fréquence des lâchés de

bulles de cavitation dans le cas d’un écoulement autour d’obstacle. Elle a aussi

pour effet de coller la poche de cavitation à la paroi et de diminuer la taille des

bulles qui se détachent de la poche.
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6.4 Perspectives

Pour poursuivre le travail de recherche initié dans cette thèse nous proposons

dans un premier temps les actions suivantes :

- Réaliser le calcul de l’effondrement d’une bulle de vapeur en imposant

comme condition initiale une densité de vapeur pure dans la bulle. C’est pos-

sible avec le code actuel. Il suffit d’utiliser une température plus élevée comme

on l’a déjà réalisé dans le cas test de l’équilibre statique 5.2.1.2. Cela permet de

diminuer le gradient de densité entre le liquide et sa vapeur.

- Réaliser le cas test de l’équilibre statique pour différentes valeurs du coeffi-

cient λ afin d’établir une corrélation entre λ et σ en utilisant la taille caractéris-

tique du maillage.

- Reprendre l’étude réalisée dans la section 5.4 du lâché de bulles de cavitation

observé dans le sillage d’un cylindre, en faisant varier la valeur du coefficient

capillaire λ entre 10−11 et 10−7.

- Implémenter des limiteurs de flux adaptés aux discontinuités dues à la ca-

vitation pour pouvoir monter en ordre.

- Étendre le modèle au 3D tout en optimisant le code de calcul. Sachant que

la subroutine servant à calculer le terme source de tension de surface et celle qui

permet de réaliser le changement de phase ne sont pas parallélisées.

- Tester un schéma numérique permettant de faire des calculs avec un fort

gradient de densité. Le travail de Neusser [36] va dans ce sens. Il utilise un schéma

de relaxation qui permet de simuler de fort gradients de densité.

- Prendre en compte les effets de la tension de surface sur le transfert de

chaleur à travers l’implémentation du terme source de tension de surface pour

l’équation de la conservation de l’énergie.
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[1] Miguel Asuaje. Méthodologie et optimisation dans la conception et l’analyse

des performances des turbomachines à fluide incompressible. PhD thesis,
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José Paŕıs, and Héctor Gómez. High-resolution finite volume methods

on unstructured grids for turbulence and aeroacoustics. Archives of

Computational Methods in Engineering, 18(3) :315–340, 2011.

[41] Lord Rayleigh. Viii. on the pressure developed in a liquid during the collapse

of a spherical cavity. The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical

Magazine and Journal of Science, 34(200) :94–98, 1917.

[42] J Sauer and GH Schnerr. Unsteady cavitating flow-a new cavitation model

based on modified front capturing method and bubble dynamics. In ASME

Fluids Engineering Division Summer Meeting. Boston, Massachusetts, USA,

2000.



BIBLIOGRAPHIE 103

[43] David P. Schmidt S.Gopalakrishnan. Multidimensional simulation of flash-

boiling fuels in injector nozzles. 21st Annual Conference on Liquid

Atomization and Spray Systems, Orlando, Florida, 2008.

[44] Ashok K Singhal, Mahesh M Athavale, Huiying Li, and Yu Jiang.

Mathematical basis and validation of the full cavitation model.

Transactions-American Society of Mechanical Engineers Journal of Fluid

Engineering, 124(3) :617–624, 2002.

[45] Kenneth S Suslick and Lawrence A Crum. Sonochemistry and

sonoluminescence. Wiley-Interscience : New York, 1998.

[46] Venkat Venkatakrishnan. Convergence to steady state solutions of the euler

equations on unstructured grids with limiters. Journal of computational

physics, 118(1) :120–130, 1995.

[47] SA Zwick and MS Plesset. On the dynamics of small vapor bubbles in

liquids. Journal of Mathematics and Physics, 33(4) :308–330, 1955.





Annexe A

Calcul de la température dans la

phase mélange

Pour déterminer la température dans la phase mélange on utilise l’équation

3.33. On a utilisé deux méthodes :

A.1 Méthode de Newton

Elle consiste à trouver la valeur de la variable qui annule une fonction g.

Dans notre cas la variable est la température et la fonction g(T ) est définie par

la relation suivante :

g(T ) = ρe− (αρv,sat(T )ev(T ) + (1− α)ρl,sat(T )el(T )) (A.1)

La solution est donnée par la formule de Newton :

Tn+1 = Tn −
g(Tn)

g′(Tn)
(A.2)

Cette méthode est itérative. Pour trouver la solution on utilise une boucle

avec un test d’arrêt du type |Tn − Tn+1| < ε.

∂g

∂T
= α

(
∂ρv,sat
∂T

(T ) (Lv + e0l + Cvv(T − T0l)) + ρv,sat(T ) ∗ Cvv
)

+

(1− α)

(
∂ρl,sat
∂T

(T ) (e0l + Cvl(T − T0l)) + ρl,sat(T ) ∗ Cvl
)

(A.3)

Dans cette formule pour la dérivée de g par rapport à la température on

retrouve la dérivée de la densité de saturation vapeur et liquide. Ces dernières

sont explicitées dans l’annexe B

A.2 Méthode de sous-relaxation

Cette méthode s’appuie sur une combinaison entre deux valeurs successives de

la solution. C’est donc une méthode itérative qui s’écrit de la manière suivante :
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MÉLANGE

Tn+1 = (1− w)Tn + wH(Tn) (A.4)

où

H(Tn) =
(ρe− αρv,sat(Tn)Lv − ρe0l)

(αρv,sat(Tn)Cvv + (1− α)ρl,sat(Tn)Cvl)
+ T0l (A.5)



Annexe B

Formules de saturation pour la

pression et les densités liquide et

vapeur

Nous présentons dans cette section les formules de saturation utilisées dans le

code de calcul ainsi que leurs dérivées par rapport à la température. Ces formules

sont tirées de la thèse de L. Bergerat [3].

ln

(
psat(T )

pc

)
=
Tc
T

7∑
i

ai

(
1− T

Tc

)âi
(B.1)

ρl,sat(T )

ρc
=

7∑
i

bi

(
1− T

Tc

)b̂i
(B.2)

ρv,sat(T )

ρc
=

7∑
i

ci

(
1− T

Tc

)ĉi
(B.3)

∂psat(T )

∂T
= −psat(T )

(
Tc
T 2

7∑
i

ai

(
1− T

Tc

)âi
+

1

T

7∑
i

aiâi

(
1− T

Tc

)âi−1
)
(B.4)

∂ρl,sat(T )

∂T
= −ρc

7∑
i

bib̂i

(
1− T

Tc

)b̂i−1

(B.5)

∂ρv,sat(T )

∂T
= −ρc

7∑
i

ciĉi

(
1− T

Tc

)ĉi−1

(B.6)

pc, Tc et ρc sont respectivement la pression , la température et la densité

critiques. Pour l’eau elle sont égales à :

pc = 22.12MPa

Tc = 647.16K

ρc = 322kg/m3
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Les coefficients utilisés dans les formules ci dessous sont résumés dans le

tableau suivant :

Tableau B.1 Coefficients utilisés dans le calcul des pression et densités de

saturation

i ai âi bi b̂i ci ĉi
1 0 0 1 0 0 0

2 -7.85823 1 1.99206 1/3 -2.02957 1/3

3 1.83991 3/2 1.10123 2/3 -2.68781 2/3

4 -11.7811 3 -0.512506 5/3 -5.38107 4/3

5 22.6705 7/2 -1.75263 16/3 -17.3151 3

6 -15.9393 4 -45.4485 43/3 -44.6384 37/6

7 1.775156 15/2 −6.75615 · 105 110/3 -64.3486 71/6



 

 

MODELISATION DE LA CAVITATION PAR UNE APPROCHE A INTERFACE 
DIFFUSE AVEC PRISE EN COMPTE DE LA TENSION DE SURFACE 

RESUME : La cavitation est la transformation d’un liquide en vapeur qui est causée par une 

chute de pression en dessous de la pression de saturation vapeur. Ce phénomène se 
manifeste le plus souvent dans les machines et dispositifs qui sont en interaction avec des 
liquides. On peut citer  les pompes hydrauliques, les injecteurs, les inducteurs ou encore les 
hélices de bateaux. Vue les effets néfastes qu’elle engendre : bruit, vibrations, détérioration du 
métal et baisse des performances (chute des rendements et pertes de charges), sa prise en 
compte est indispensable dans le design de ces machines. Cette thèse a pour objectif de 
modéliser ce phénomène de manière à reproduire la nucléation, la convection et l’implosion des 
bulles de cavitation. Nous nous basons sur un modèle à interface diffuse  (le modèle d’équilibre 
homogène) sur lequel nous greffons  un modèle de tension de surface basé sur les équations 
de Navier-Stokes & Korteweg compressibles. Nous réalisons en somme une étude sur 
l’influence de la tension de surface sur le phénomène de collapse.  Nous utilisons un code de 
volumes finis dont la discrétisation spatiale est assurée par la méthode des moindres carrés 
mobiles. Combinée à un solveur de Riemann de type SLAU, le modèle numérique permet 
d’outre passer les difficultés liées à la nature du phénomène de cavitation qui sont 
principalement les forts gradients qui subsistent à travers  l’interface liquide-vapeur. L’autre 
point traité dans la thèse est la détermination d’un coefficient capillaire numérique qui 
correspond à une tension de surface réelle en fonction de l’épaisseur de l’interface 
artificiellement élargie pour un maillage donné.    
 

Mots clés : cavitation, modèle de cavitation, modèle d’équilibre homogène, FV-MLS, Navier-

Stokes & Korteweg, tension de surface, coefficient capillaire, interface diffuse. 

 

A DIFFUSE INTERFACE MODEL FOR CAVITATION TAKING INTO ACCOUNT 
SURFACE TENSION FORCE 

ABSTRACT : Cavitation is the transformation of a liquid into vapor which is caused by a 
pressure drop below the vapor saturation pressure. This phenomenon usually occurs in turbine 
engines that interact with liquids like: hydraulic pumps, injectors, inductors or boat propellers. 
View its negative effects:  noise, vibrations, damage to the metal and decreased performance,  
it should be included in the design of turbomachinery The main objective of this these is to 
model  this phenomenon so as to reproduce the nucleation, convection and the implosion of 
cavitation bubbles. We rely on a diffuse interface model (the homogeneous equilibrium 
model) on which we graft a surface tension model based on compressible Navier Stokes & 
Korteweg equations. We study the influence of surface tension on the bubble collapse. We 
used a finite volume approach whose spatial discretization is made by moving least squared 
method. Coupled with a Riemann solver called SLAU, the numerical model can go further 
difficulties related to the nature of the cavitation phenomenon which is mainly the strong 
gradients that remain through the liquid-vapor interface. Another issue addressed in this thesis 
is the determination of a numerical capillary coefficient which corresponds to a real surface 
tension in function of the thickness of the artificially extended interface for a given mesh. 
 

Keywords : cavitation, modèle de cavitation, homogeneous equilibrium model, FV-MLS, 

Navier-Stokes & Korteweg, surface tension, capillary coefficient, diffuse interface. 
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