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IMPUTATION MULTIPLE PAR ANALYSE FACTORIELLE
UNE NOUVELLE METHODOLOGIE POUR TRAITER LES DONNEES MANQUANTES

Les données manquantes sont fréquentes dans la pratique statistique. Elles sont problé-
matiques car la plupart des méthodes ne peuvent pas étre appliquées sur un tableau de
données incomplet. Une solution classique pour gérer les données manquantes consiste
a recourir a 'imputation multiple.

Bien que de nombreuses techniques soient disponibles dans la littérature, celles-ci
présentent encore de nombreux manques. En particulier, il existe trés peu de solutions sa-
tisfaisantes pour compléter des jeux de données avec des variables qualitatives ou mixtes,
ou des jeux de données avec beaucoup de variables, ou peu d’individus par rapport au
nombre de variables. Cela s’explique notamment par les problémes de surajustement en-
gendrés par un trop grand nombre de paramétres a estimer.

Cette thése est centrée sur le développement de nouvelles méthodes d’'imputation
multiples, basées sur des techniques d’analyse factorielle. Ces derniéres sont classique-
ment utilisées pour résumer et visualiser des données multidimensionnelles quantitatives,
qualitatives ou mixtes. Létude des méthodes factorielles, ici en tant que méthodes d'impu-
tation, offre de grandes perspectives en termes de diversité du type de données imputées
d’'une part, et en termes de dimensions de jeux de données imputés d’autre part. Leur
propriété de réduction de la dimension limite en effet le nombre de paramétres estimés.

Dans un premier temps, nous détaillons une méthode d’'imputation simple par analyse
factorielle de données mixtes. Les propriétés de cette méthode sont étudiées, en particu-
lier sa capacité a gérer la diversité des liaisons mises en jeu et a prendre en compte les
modalités rares. Sa qualité de prédiction est illustrée en la comparant a la méthode de
référence pour prédire des données mixtes : I'imputation par foréts aléatoires.

Ensuite, une méthode d’imputation multiple pour des données quantitatives par ana-
lyse en composantes principales (ACP) est présentée. Celle-ci repose sur une approche
Bayésienne du modéle d’ACP. Contrairement aux méthodes classiques basées sur modéle
Gaussien, elle permet d’estimer des paramétres en présence de données manquantes y
compris quand le nombre d’individus est petit devant le nombre de variables, ou quand les
corrélations entre variables sont fortes.

Enfin, une méthode d’imputation multiple pour des données qualitatives par analyse
des correspondances multiples (ACM) est proposée. La variabilité de prédiction des don-
nées manquantes est reflétée par une procédure de bootstrap non-paramétrique. Limpu-
tation multiple par ACM offre une réponse au probléme majeur de I'explosion combinatoire
qui met en défaut la majorité des méthodes concurrentes dés lors que le nombre de va-
riables ou de modalités est élevé.

Le recours aux méthodes d’'analyse factorielle ouvre ainsi de nouvelles perspectives
pour linférence en présence de données manquantes, via des méthodes d’imputation
multiple innovantes.

MOTS CLES : Données manquantes, Données mixtes, Données qualitatives, Im-
putation multiple, Imputation simple, Analyse factorielle des données mixtes, Analyse en
composantes principales, Analyse des correspondances multiples, Bayésien, Bootstrap






MULTIPLE IMPUTATION USING PRINCIPAL COMPONENT METHODS
A NEW METHODOLOGY TO DEAL WITH MISSING VALUES

Missing data are common in the domain of statistics. They are a key problem because
most statistical methods cannot be applied to incomplete data sets. Multiple imputation is
a classical strategy for dealing with this issue.

Although many multiple imputation methods have been suggested in the literature, they
still have some weaknesses. In particular, it is difficult to impute categorical data, mixed
data and data sets with many variables, or a small number of individuals with respect to the
number of variables. This is due to overfitting caused by the large number of parameters
to be estimated.

This thesis proposes new multiple imputation methods that are based on principal
component methods, which were initially used for exploratory analysis and visualisation of
continuous, categorical and mixed multidimensional data. The study of principal compo-
nent methods for imputation, never previously attempted, offers the possibility to deal with
many types and sizes of data. This is because the number of estimated parameters is
limited due to dimensionality reduction.

First, we describe a single imputation method based on factor analysis of mixed data.
We study its properties and focus on its ability to handle complex relationships between
variables, as well as infrequent categories. Its high prediction quality is highlighted with
respect to the state-of-the-art single imputation method based on random forests.

Next, a multiple imputation method for continuous data using principal component anal-
ysis (PCA) is presented. This is based on a Bayesian treatment of the PCA model. Unlike
standard methods based on Gaussian models, it can still be used when the number of
variables is larger than the number of individuals and when correlations between variables
are strong.

Finally, a multiple imputation method for categorical data using multiple correspon-
dence analysis (MCA) is proposed. The variability of prediction of missing values is in-
troduced via a non-parametric bootstrap approach. This helps to tackle the combinatorial
issues which arise from the large number of categories and variables. We show that mul-
tiple imputation using MCA outperforms the best current methods.

Using principal component methods therefore opens up new interesting perspectives
for multiple imputation.

KEYWORDS : Missing data, Mixed data, Categorical data, Multiple Imputation, Sin-
gle Imputation, Factorial analysis of mixed data, Principal component analysis, Multiple
correspondence analysis, Bayesian, Bootstrap
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Sciences sociales, sciences médicales, sciences du comportement, domaine bancaire,
chimiométrie,... bien rares sont les domaines ou les jeux de données sont exempts de
données manquantes. Face a des données incompletes, I'attitude généralement adoptée
par les utilisateurs est de limiter leur analyse statistique aux individus complets, méthode
appelée suppression par liste ou étude du cas complet ( , ). Cette mé-
thode est également utilisée par défaut dans la plupart des logiciels. Or, cette fagon de
procéder n’est pas satisfaisante pour au moins deux raisons. La premiére est que les in-
dividus complets ne constituent pas nécessairement un échantillon représentatif du jeu
de données. Ceci implique que I'inférence menée via la méthode du cas complet est gé-
néralement biaisée. La seconde raison est que se limiter a un sous-échantillon amene a
augmenter la variabilité des estimateurs utilisés. Ceci n’est pas un réel probléme sur un
jeu de données ou le nombre d’individus incomplets ne représente qu'une minorité de
'ensemble des individus, mais le nombre d’individus incomplets tend a étre rapidement
élevé dés lors que le nombre de variables est grand. En effet, dans la mesure ou chaque
variable est sujet a étre incompléte, la probabilité qu’'un individu soit complet est faible.
Par exemple, supposons que les données manquantes soient disposées complétement
au hasard et que 5% des valeurs soient manquantes pour chaque variable, alors un jeu
composé de 50 variables contient en moyenne 8% d’individus complets. Ainsi, la méthode
du cas complet n’est généralement pas raisonnable et les données manquantes doivent
faire I'objet d’une attention particuliere.

Les premiéres solutions apportées par les chercheurs pour gérer simplement le pro-
bleme des données manquantes ont été d’utiliser des méthodes d’imputation simple, c’est-
a-dire de remplacer chague donnée manquante par une valeur plausible. Limputation est
une fagcon commode de se ramener au cadre classique de données complétes sans pour
autant supprimer des observations. Toutefois, I'objectif reste d’appliquer une méthode sta-
tistique sur un tableau incomplet et I'imputation effectuée n’est pas sans lien avec I'analyse
statistique appliquée ensuite. La Figure 1 illustre différentes méthodes d’imputation pour
imputer un jeu de données constitué de variables quantitatives (X7, X»). Les données ont
été générées selon une loi normale bivariée. Seule la variable X5 du jeu contient des don-
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FIGURE 1 — Représentation d’un jeu de données bivarié imputé selon trois méthodes diffé-
rentes : imputation par la moyenne, imputation par régression et imputation par régression
stochastique. Les valeurs imputées sont représentées en rouge et les données compléte-
ment observées en noir.

nées manquantes, disposées de fagon complétement aléatoire. Supposons que I'objectif
ici soit d’inférer sur les paramétres de la loi normale. La figure de gauche représente le
résultat d’'une imputation par la moyenne. Il apparait clairement qu’une telle méthode d’'im-
putation n’est pas adaptée pour estimer la variance de X, d’'une part, ou la covariance
entre X; et X, d'autre part, car la liaison entre les deux variables n'a pas été utilisée
pour l'imputation. En revanche, pour estimer les moyennes des variables, cette méthode
peut convenir. La seconde méthode d’imputation est une imputation par régression. On
a estimé les paramétres du modéle a partir des individus complets, puis on a imputé les
données manquantes selon les valeurs prédites par le modéle de régression. Cette mé-
thode tient compte des relations entre les variables, et permet d’estimer correctement la
covariance entre les deux variables. En revanche, la variance de X, n'est pas assez re-
flétée ce qui amene a sous-estimer celle-ci et a surestimer le coefficient de corrélation
entre les deux variables. Linférence peut étre largement améliorée en ajoutant un résidu
aléatoire sur la prédiction par régression, ceci permet d’estimer correctement chacun des
parametres de la loi normale. Cette imputation par régression stochastique correspond a
la figure de droite.

Le probléme des méthodes d'imputation simple, méme si elles sont adaptées a la
méthode statistique employée par la suite, est qu’aucune distinction n’est faite entre les
données observées et les données imputées. Or, les données imputées sont incertaines
et cette incertitude n’est pas reflétée au travers des données imputées. Ceci a pour consé-
quence de sous-estimer la variabilité des estimateurs mis en ceuvre. Pour corriger cela, la
solution est d’imputer plusieurs fois le tableau de données de fagons différentes, on parle
alors d’imputation multiple. Pour autant, 'imputation multiple ne se résume pas a une
succession d’'imputations simples. En effet, les parameétres du modéle d’'imputation sont
estimés & partir des données et sont donc incertains. Cette incertitude sur les paramétres
du modéle d’'imputation doit étre reflétée au travers des différents tableaux imputés. Dans
ce but, chaque tableau est imputé selon des parameétres différents.

Lidée de I'imputation multiple remonte a 1977 ou Donald Rubin a proposé cette tech-
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FIGURE 2 — Nombre de publications en échelle logarithmique a propos de l'imputation
multiple entre 1977 et 2010 selon trois méthodes de comptage : nombre de publica-
tions dans la collection disponible a I'adresse www.multiple-imputation.com; nombre
de publications avec le terme “imputation multiple” dans le titre, le résumé ou les mots-
clés; nombre de publications avec le terme “imputation multiple” dans le titre uniquement.

Source : www.stefvanbuuren.nl

nique dans le cadre d’une étude sur les ménages américains pour laquelle les données sur
les salaires étaient souvent manquantes. Les premiers travaux théoriques sur I'imputation
multiple ont ensuite vu le jour en 1987 ( , ). Cette idée extrémement novatrice
a alors fait I'objet de critiques dans les années 90 (Fay, , , , , )
ce qui a permis d’améliorer encore la théorie sur la méthode. Depuis 2005, I'imputation
multiple est acceptée par la communauté scientifique ( , ), et le nombre de
publications a ce sujet croit de fagon exponentielle (cf. Figure 2).

Aujourd’hui, les méthodes d’imputation multiple sont nombreuses. Elle se différencient
notamment par les modeéles d'imputation qu’elles utilisent : modéles joints ou modéles
conditionnels. Limputation par un modeéle joint consiste a faire I'hypothéese d’une distribu-
tion multivariée a 'ensemble des données. Les données manquantes sont alors imputées
simultanément conditionnellement aux données observées. Le modéle Gaussien est par
exemple le modeéle joint le plus communément utilisé dans le cadre de données quantita-
tives.

Limputation selon des modéles conditionnels, appelee imputation par équations en-
chainées ( , ; , ; , ), quant a elle,
impute les variables les unes apres les autres. Par exemple, pour des variables quantita-
tives, chacun des modeles conditionnels peut étre un modeéle de régression multivarié. Les
variables sont alors imputées successivement selon le modéle de régression qui leur est
attribué. La procédure est répétée plusieurs fois de fagon a obtenir une convergence. Plus
précisément, Ilmputatlon par équations enchainées repose sur un algorithme de Gibbs
( , ; , ). Celui-ci permet de simuler une distri-
bution jointe a partir de la simulation successive des lois conditionnelles. La convergence
évoquée est donc une convergence en distribution.



Limputation par modeéles joints et par équations enchainées sont parfois équivalentes
comme dans le cas ou le modéle joint est Gaussien et les modéles conditionnels sont des
modeles de régression incluant 'ensemble des variables ( , ). Toutefois,
elles présentent des différences dans le cas général ( , ; ,

).

Les modéles joints ont 'avantage de présenter des propriétés théoriques plus solides
que l'imputation par équations enchainées. En effet, 'imputation par équations enchai-
nées ne méne a une convergence vers une distribution jointe que si les modéles condi-
tionnels sont compatibles ( , ), C’est-a-dire s’il existe une distribution jointe qui
posséde les distributions conditionnelles spécifiées, ce qui n’est pas toujours le cas. Aussi,
méme si les modeéles conditionnels sont compatibles, la convergence n’est pas pour au-
tant assurée ( . ). Lapproche par modéle joint est également plus rapide que
les équations enchainées qui nécessitent d’estimer les paramétres d’'un nombre de mo-
deles potentiellement grand, un par variable incompléte. De plus, cette estimation doit étre
répétée plusieurs fois pour atteindre la convergence.

Pour autant, il n’est pas forcément évident de proposer un modeéle joint bien adapté
a la structure des données. Par exemple une des variables peut avoir pour distribution
une loi de Student ( , , p-66), tandis que les autres sont distribuées
normalement. Le recours a des modeéles conditionnels permet alors de proposer un
modele plus proche de la nature des données.

Un des problemes actuels en imputation multiple est la construction de modeles joints
pour des données non distribuées normalement, c’est par exemple le cas des données
qualitatives ou mixtes. Le modéle loglinéaire a été proposé pour les variables qualitatives,
le “general location model” pour les données mixtes ( , ; , )s
mais ces modeles d’'imputation sont rapidement surparamétrés dés lors que le nombre de
variables qualitatives excéde la dizaine.

Ladaptation de I'imputation par le modele Gaussien pour imputer des variables qua-
litatives a fait I'objet d’une littérature abondante ( . ; , ;
). Les données qualitatives sont imputées selon la loi normale puis, soit laissées telles
quelles, soit affectées a une modalité en arrondissant a la modalité la plus proche ou en
effectuant un tirage. Ces méthodes se distinguent principalement par la fagon d’affecter
les modalités. Ces adaptations du modéle Gaussien permettent 'imputation de données
qualitatives ou mixtes mais restent limitées a des variables qualitatives binaires ou ordon-
nées.

Une autre gamme de modeéles joints repose sur I'hypothese d’une structure latente
Gaussienne ( , ; , ). Ces modeéles combinent un modele
normal multivarié pour les variables quantitatives et un modéle probit multivarié pour
les variables binaires et ordinales. Plus précisément, le modéle probit fait I'hypothése
de variables latentes Gaussiennes dont les variables binaires et ordinales constituent
les variables observées. Ces modéles peuvent étre vus comme des cas particuliers
des copules Gaussiennes ( , ; , ; , ). Les copules sont
des modeles joints définis a partir des fonctions de répartition des lois marginales des



variables et d’'une structure de dépendance liant ces variables entre elles. Par exemple, la
dépendance pour une copule Gaussienne est définie par une matrice de covariance, mais
d’autre forme de dépendance peuvent étre utilisées via les copules de Gumbel, Krank,
Clayton, etc. Les copules fournissent des modéles joints trés souples, car les marginales
peuvent étre adaptées a la nature des données (loi Beta pour des proportions, loi de
Bernoulli pour des variables binaires, etc). Mais en dehors des travaux de

( ) et ( ) l'imputation par les copules n’a été étudiée qu’en tant que méthode
d’'imputation simple ( , ; , ). Ces modéles restent
également limités a des variables quantitatives, binaires, ou ordinales.

Une autre difficulté en imputation multiple est 'imputation de jeux de données dont le
nombre de variables est important, ou au moins important relativement au nombre d’indi-
vidus. En effet, la prise en compte des relations entre toutes les variables amene a utiliser
des modeles complexes qui deviennent rapidement surparamétrés, amenant a des pro-
blémes d’inférence ou a des problémes d’ordre informatique. Les modéles de référence
sont notamment des modeles rapidement surparamétrés quand le nombre de variables
est grand : modele normal pour les données quantitatives, modéle log-linéaire pour les
données qualitatives, general location model pour les données mixtes ( , ).

Pour faire face a ce probléme, deux solutions sont classiquement envisagées. La pre-
miére est de découper le probléme en imputant les variables les unes aprés les autres par
équations enchainées. D’'une part, ceci permet de limiter le nombre de paramétres esti-
més a chaque étape, ce qui peut résoudre des problémes informatiques. Par exemple cela
évite de stocker l'intégralité des parametres en mémoire. D’autre part, il est possible de
sélectionner les variables retenues pour chaque modéle conditionnel ce qui permet de ré-
duire globalement le nombre de paramétres estimés. Toutefois, les équations enchainées
nécessitent un temps de calcul important quand le nombre de variables est élevé.

Lautre solution est d'utiliser un modele joint pour I'ensemble des variables mais
en imposant des contraintes sur les paramétres du modele. Différents travaux ont été
effectués dans ce sens. ( ) ont proposé d’utiliser un modele d’analyse
en facteurs pour des variables quantitatives, le nombre de parameétres du modéle est ainsi
contrdlé par le nombre de facteurs retenus. ( ) a étendu ce modéle a des données
a la fois quantitatives, binaires, et ordinales. Inspiré des travaux de
( ) et de ceux de ( , ) ( ) a également proposé de réduire
la dimension du modele a structure latente Gaussienne en utilisant une modélisation
Bayésienne contraignant la distribution de la matrice de variance covariance. ( )
a repris le modele d’analyse en facteurs pour I'appliquer a des données quantitatives,
binaires ou ordonnées, mais cette fois-ci structurées par thémes. Les variables de
chaque théme y sont supposées indépendantes conditionnellement aux facteurs latents
continus, propres a chaque théme. Cependant, chacun de ces modéles stipule une
distribution normale pour les variables. Ainsi, les extensions proposées restent limitées a
des variables binaires ou qualitatives ordonnées et la présence de variables qualitatives
nominales demeure problématique sur des jeux de données ou le nombre de variables
est important.



Enfin, un des enjeux important en imputation multiple est la prise en compte de liai-
sons complexes dans I'imputation, typiquement des effets d’'interaction. A titre d’exemple,
une imputation par la loi normale ne permet pas de préserver des interactions. Une
solution pour les préserver est de découper le jeu de données et d'imputer indépendam-
ment chaque partie ( , , p.147-151). Par exemple s'il existe
une interaction des variables X; et X, sur X3, et que X; est qualitative, alors on peut
découper le jeu de données selon X; et imputer indépendamment chaque jeu. Cette
solution s’adapte a des données qualitatives mais suppose aussi que les parametres du
modeéle puissent étre estimés pour un faible nombre d’individus. Une autre possibilité
est d'utiliser des équations enchainées et de spécifier des modéles d’'imputation avec
interactions, mais ceci peut étre fastidieux si le nombre de modéles est important. Le
probleme de la prise en compte des effets d’interaction suscite un intérét particulier de
la communauté SC|ent|f|que ces derniers temps ( , ; ,

; : ; ; : : ; : )-

( ) ont notamment proposé une méthode d’imputation a partir d’un

modéle de mélange pour des variables qualitatives. Le modéle utilisé est un modele
a classes latentes. Celui-ci repose sur I'hypothése d’une indépendance des variables
conditionnellement & la classe a laquelle appartiennent les individus. La modélisation
Bayésienne adoptée pour ce modele a l'avantage de choisir de fagon automatique le
nombre de classes. Ce modele permet de prendre en compte les effets d’interaction,
mais I'hypothése d’indépendance conditionnelle rend le modele inadapté a des jeux de

données ou les liaisons entre variables sont fortes ( , ). Dans le
cadre des équations enchainées, des modeles conditionnels utilisant les foréts aléatoires
( , ) ont récemment été étudiés ( , ; , ). Les

foréts aléatoires permettent de prendre en compte des liaisons complexes entre variables
mais leur co(t calculatoire est prohibitif.

Lobjet de cette these est de proposer de nouvelles méthodes d’'imputation multiples qui
sont basées sur des modéles qui réduisent la dimension. Il s’agit des méthodes d’analyse
factorielle, utilisées initialement pour I'analyse exploratoire de données multidimension-
nelles. Ces méthodes sont a I'origine purement géométriques, elles consistent a recher-
cher un sous-espace sur lequel l'inertie projetée du nuage de points est maximale. Cha-
cune d’entre elles est adaptée a un type de données particulier : I'analyse en composante
principales (ACP) permet d’analyser un jeu de données constitué de variables quantita-
tives ( , ); 'analyse des correspondances multiples (ACM) permet elle d’'ana-
lyser un jeu de données qualitatives ( , ; , )
I'analyse factorielle des données mixtes (AFDM) permet de traiter des variables a la fois
quantitatives et qualitatives ( , ; , ; , ) ; lanalyse facto-
rielle multiple (AFM) analyse des variables de n’importe quelle nature, structurées par
thémes ( , ). Bien que ces méthodes s’appliquent sur des variables de natures
différentes, elles peuvent toutes étre vues comme des méthodes de projection pour des
meétriques particuliéres. Ainsi, 'étude de ces méthodes en tant que méthodes d'imputa-
tion offre de grandes perspectives en termes de diversité du type de données imputées
d’'une part, et en termes de dimensions de jeux de données imputés d’autre part, car, via



la réduction de la dimension, le nombre de paramétres estimés est faible. Le travail ef-
fectué dans cette thése offre des réponses a différents problémes actuels rencontrés en
imputation multiple : proposition de modeéles joints pour des données qui s’éloignent de la
normalité, gestion d’'un nombre de variables important, prise en compte des interactions.

Tout d’abord, trois modéles d’'imputation joints sont proposés : imputation par ACP pour
des données quantitatives, ACM pour des variables qualitatives, AFDM pour des données
mixtes. Ces modéles d’'imputation sont étudiés simultanément au travers de I'imputation
simple par AFDM. La qualité de prédiction de ces modeles est étudiée par simulation et
comparée a l'imputation simple par foréts aléatoires ( , ) consi-
dérée comme la méthode de référence pour l'imputation simple de données mixtes. Les
propriétés de I'imputation par analyse factorielle sont ainsi mises en avant. En particulier, la
qualité de prédiction sur des jeux réels est étudiée, permettant d’illustrer les performances
de ces modeles quand les liaisons entre variables sont potentiellement complexes et ou le
nombre d’individus est parfois inférieur au nombre de variables.

Ensuite, une méthode d’imputation multiple pour des données quantitatives est pré-
sentée. Il s’agit d’'une méthode d’imputation reposant sur la modélisation Bayésienne du
modéle d’ACP proposée par ( ). La méthode est comparée aux mé-
thodes les plus performantes pour imputer ce type de données : imputation par équations
enchainées utilisant des régressions ( , ) et imputation par modéle joint
Gaussien ( , ). La comparaison s’appuie sur une étude trés approfondie a
la fois sur des jeux simulés et sur des jeux réels. Cette méthode d’imputation offre une
solution au probleme des jeux de données ou le nombre de variables est grand et ou le
nombre d’individus ne I'est pas nécessairement.

Enfin, une méthode d’imputation multiple pour des données qualitatives binaires,
ordinales ou nominales est proposée. La méthode d’imputation est basée sur 'ACM.
Cette méthode est comparée a 5 méthodes différentes sur la base de jeux réels :

imputation par modéle joint selon la loi normale ( , ), imputation par le
modele joint log-linéaire ( , ), imputation par le modéle joint & classes latentes
( , ), imputation par équations enchainées utilisant des modeéles de
régression logistiques ( , ), ou les foréts aléatoires ( , ).

Ces comparaisons mettent en évidence que I'imputation multiple par ACM est applicable
sur des jeux ou les variables comportent de nombreuses modalités ou que le nombre
d’individus est petit devant le nombre de variables. De plus, la méthode a le gros avantage
d’étre applicable en un temps trés raisonnable.

Nous commencerons dans le Chapitre 2 par préciser le type de données manquantes
auxquelles nous nous intéresserons et repositionnerons I'imputation multiple par rapport
aux autres méthodes reconnues pour effectuer de I'inférence dans ce cadre. Nous insiste-
rons notamment sur I'importance d’un point de vue théorique a savoir prendre en compte
un grand nombre de variables pour inférer dans ce contexte et renforcerons ainsi le poids
du probléme du nombre de variables en imputation multiple. A partir des chapitres sui-
vants, nous nous intéresserons aux méthodes d’imputation par les méthodes d’analyse
factorielle. Le Chapitre 3 présentera les méthodes d’'imputation simple et s’appuiera sur
l'article ( ) (& paraitre dans Advances in Data Analysis and Classifica-



tion). Cela permettra d’illustrer les propriétés des modéles d’'imputation, indispensables
en vue de mener une inférence. Une fois ces propriétés établies, nous nous intéresse-
rons aux méthodes d’imputation multiple. La difficulté pour passer de I'imputation simple
a 'imputation multiple repose sur la fagon de refléter I'incertitude sur les paramétres du
modele d’imputation. Cette difficulté nous amenera a présenter dans un premier temps,
en Chapitre 3, I'imputation multiple de variables quantitatives par ACP. Lincertitude sur
les parametres sera reflétée par une approche Bayésienne. Ce chapitre intégrera l'article

( ) (& paraitre dans Journal of Statistical Computation and Simulation).
Puis, le Chapitre 4 portera sur I'imputation multiple de variables qualitatives par ACM. Lin-
certitude sur les paramétres sera prise en compte via une approche Bootstrap. Ce chapitre
integrera l'article ( . ) (en révision mineure pour la revue Statistics and
Computing).



CHAPITRE 2

LES DONNEES MANQUANTES ET LEUR GESTION

DANS CE CHAPITRE, l'imputation multiple est présentée en détail et po-
sitionnée par rapport aux autres méthodes permettant d’effectuer une
inférence en présence de données manquantes : approches par pondéra-
tion et approches par vraisemblance. Les caractéristiques des données
manquantes auxquelles ces méthodes font appel sont d’abord rappelées
et illustrées par des exemples. Les méthodes sont ensuite présentées dans
le cadre de données manquantes au hasard. En particulier, 'imputation
multiple y est détaillée en s’appuyant sur les outils développés dans le
cadre des approches par vraisemblance. Elle apparait comme la méthode
d’inférence la plus en phase avec 'hypotheése de données manquantes au
hasard dans la mesure ou les modeles d’imputation peuvent considérer

un grand nombre de variables.
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1 CLASSIFICATION DES DONNEES MANQUANTES

Les données manquantes peuvent étre classifiées selon leur répartition, appelée dispo-
sitif, et leur origine, appelée mécanisme. Afin de préciser ces termes, il est nécessaire
d’introduire dans un premier temps le vocabulaire propre au domaine des données man-
guantes.

1.1 TERMINOLOGIE

On considére un tableau X,, «, & n lignes et p colonnes, appelé matrice des données com-
plétes. On considere également R = (r;;) 1 << la matrice indiquant la présence ou

1<k<p
I'absence de données manquantes telle que r;; = 1 si 'on observe la valeur pour l'individu
i sur la variable k et r;; = 0 sinon. R est appelée le dispositif des données manquantes.
R est parfaitement connue et permet de partitionner la matrice X en sa partie observée,

notée X°%*, et sa partie non observée notée X™***. On note X = (X"bs,xmiss). Les don-

nées observées, dont dispose le chercheur, correspondent alors au couple (X°**,R). Les
différentes formes que peut prendre R, indépendamment de X joue un réle important dans
la gestion des données manquantes.
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Par ailleurs, les matrices X et R peuvent étre présentées d'un point de vue probabiliste
comme les réalisations de variables aléatoires X et R respectivement. La variable R est
appelée mécanisme générant les données manquantes. On note alors f (X, R;~,¢) la
densité du couple de variables aléatoires (X, R) ou v désigne I'ensemble des parameétres
qui régit la distribution de X et ¢ celui qui régit la distribution de R. La distribution des
données observées est obtenue en intégrant la densité sur les données manquantes :

£ (X Rivy,up) = / F (X, Riy,1p) dXM05% (1)

Inférer sur les parameétres de cette distribution est complexe dans la mesure ou il est
nécessaire de modéliser la loi jointe des données et du mécanisme. Selon le mécanisme
considéré, des simplifications importantes peuvent étre opérées.

1.2 DISPOSITIFS DE DONNEES MANQUANTES

La Figure 1 illustre différents dispositifs de données manquantes. Ainsi on distingue d’'une

Univariate Monotone General

FIGURE 1 — lllustration de différents dispositifs de données manquantes : univarié, mo-
notone, quelconque. Les données observées sont en bleu, les données manquantes en
rouge. Source www.stefvanbuuren.nl.

part les configurations univariées, ou une seule variable possede des données man-
quantes, des configurations multivariées, ou plusieurs variables sont incomplétes. Le pre-
mier dispositif en Figure 1 est univarié alors que les autres sont multivariés. Cette distinc-
tion est importante. Par exemple si on souhaite estimer les paramétres d’'un modele de
régression, ol seule la variable réponse est manquante, alors il est envisageable d’'es-
timer ces parameétres a partir des individus complétement observés. En effet, eux seuls
nous renseignent sur le lien entre les covariables et la réponse. En revanche, si le disposi-
tif est multivarié, alors des individus peuvent posséder des données manquantes sur une
des covariables. Ces individus incomplets apportent une information sur le lien entre la
réponse et les covariables observées, mais il parait plus difficile d’estimer les paramétres
du modele en considérant ces individus.

D’autre part, on distingue les configurations monotones des configurations non-
monotones. Une configuration est dite monotone s’il existe une permutation des colonnes
de R telle que si X; est manquant, alors les autres variables X, telles que k& < K
sont également manquantes. Ce type de configuration est fréquent quand les variables
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correspondent a une mesure a différents temps d’observation. En effet, un individu
qui sort de I'étude au temps k est manquant aux temps suivants. Les deux premiéres
configurations de la Figure 1 sont monotones alors que la derniere ne l'est pas. Les
dispositifs monotones offrent généralement des simplifications théoriques importantes.
En particulier, les méthodes de pondérations abordées dans la Section 2.1 sont adaptées
a ce type de dispositif.

1.3 MECANISMES A L’ORIGINE DES DONNEES MANQUANTES

Les mécanismes a l'origine des données manquantes peuvent étre classés en trois
groupes : les données générées completement au hasard dites MCAR pour missing
completely at random, les données générées au hasard dites MAR pour missing at
random, et les données non générées au hasard, dites NMAR pour non missing at
random ( , ; , ). Les méthodes employées pour gérer les données
manquantes sont conditionnées par le type de mécanisme qui affecte le jeu de données.

1.3.1 MEegcaNisSME MCAR

On appelle données manquantes générées complétement au hasard des données man-
quantes dont la probabilité d’occurrence est sans lien avec les données complétes. Ce
type de mécanisme est typiquement rencontré dans les enquétes ou des individus sont
amenés a remplir un questionnaire. En effet, il se peut que certains individus aient oublié
de répondre a des questions ou que certaines réponses n‘aient pas été saisies manuelle-
ment au moment de la numérisation des questionnaires papier. Sous I'hypothése MCAR,
le mécanisme R est donc indépendant de X °** et X%, on a alors

J(RIX%, X% ) = [ (R; ). ()

Cette hypothése sur le mécanisme, méme si elle est Iégitime dans certains cas, est assez
forte.

Un mécanisme MCAR permet de considérer les individus complets comme un sous-
échantillon représentatif des individus du jeu de données. Ainsi, les données manquantes
complétement au hasard permettent d’appliquer les méthodes statistiques usuelles sur le
jeu de données restreint a ses individus complétement observés sans engendrer de biais.
Toutefois, cela conduit a réduire la taille de I'échantillon considéré et donc a construire des
estimateurs avec des variances plus grandes.

1.3.2 MECANISME MAR

De facon intuitive, les données générées au hasard correspondent a des données man-
quantes générées indépendamment des données elles-mémes (X"***) mais pouvant dé-
pendre de la partie observée (X°**). Un exemple de données MAR est le cas d’une en-
quéte de satisfaction aupres d’actifs sans emploi vis-a-vis du service offert par I'Agence
pour I'emploi. Une premiére série de questions est posée en Janvier aux bénéficiaires. On
suppose que toutes les personnes ont répondu a ces questions. Les personnes ayant ré-
pondu “non” a la question “étes vous globalement satisfait du service proposé ?”, sont alors
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soumises une nouvelle fois a cette série de questions en Février, les autres personnes ne
sont pas réinterrogées. Le jeu de données est constitué des réponses aux questions po-
sées en Janvier et Février. La présence de données manquantes sur les données de
Février dépend de la réponse en Janvier a la question “étes vous globalement satisfait du
service proposé”. Le mécanisme est donc MAR. De fagon formelle, I'hypothese MAR est
définie par :

£ (R|IXP, X% y) = f (RIX ;) (3)

Sous ce mécanisme, les individus complets ne sont plus un sous-échantillon représentatif
de la population et l'inférence sur ces individus peut étre biaisée.

Lhypothese MAR généralise I'hypothése MCAR, mais est moins restrictive. Elle per-
met de factoriser la densité des données observées (Equation 1) de la fagon suivante :

£, Ri) = £ (RX50) x [ £ () dxms
= F(RIX™:0) F (X%:7) @

Cette factorisation simplifie donc I'expression de la distribution des données obser-
vées en I'exprimant comme un facteur dépendant des parameétres d’intérét v et un autre
dépendant des parameétres de nuisance ¢ lié aux données manquantes.

Lhypothése MAR peut parfois étre évidente, comme dans I'exemple précédent, quand
on connait le mécanisme générant les données manquantes, mais en général les données
manquantes ne dépendent pas de I'expérimentateur et on ne sait pas si cette hypothése
est vérifiée. De plus, il est impossible de vérifier cette hypothése ( , ,
p.9). Ainsi, a défaut de pouvoir la vérifier, il est recommandé d’inclure des variables auxi-
liaires dans le jeu de données ( , ; , ). On entend par
la des variables (avec peu ou pas de données manquantes) qui ne sont pas d’'un inté-
rét scientifique, mais qui permettent d'expliquer la présence de données manquantes et
rendre ainsi I'hypothése MAR valide.

1.3.3 MEegcaNisSME NMAR

Par opposition au mécanisme MAR, un mécanisme est dit NMAR si la probabilité
d’apparition de données manquantes est liée a la partie non observée des données
X™iss_Ces mécanismes sont fréquents dans le cadre d’enquétes sur des sujets sensibles
comme les revenus, la consommation d’alcool, 'usage de drogues, etc. Par exemple,
un individu fortuné aura plutét tendance a ne pas répondre a une question portant
sur ses revenus. La probabilité d’apparition d’'une donnée manquante est ici liée a la
partie non observée des données. Plus formellement, un mécanisme est dit NMAR si
f(R|X°bs, X™iss ) £ f(R|X° ~). Dans ce cas, 'expression de la distribution des
données observées (Equation 1) ne se simplifie pas et l'inférence nécessite généralement
de modéliser le couple (X, R). Dans ce cas la modélisation est d’'une part plus complexe,
et d’autre part, l'inférence sur les paramétres du modeéle est plus difficile car le nombre de
parameétres a estimer est alors accru, ce qui peut poser des problémes d’identifiabilité.
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Bien que ce mécanisme soit le plus général, les travaux pour gérer les données man-
quantes dans ce cadre sont assez spécifiques a leur application ( , , p.5) et la
généralisation reste un sujet de recherche assez ouvert. Par la suite, nous décrivons uni-
quement les méthodes pour gérer les données manquantes pour des mécanismes MAR
(et a fortiori MCAR).

2 METHODES POUR GERER LES DONNEES MAN-
QUANTES

Trois grandes familles de méthodes sont communément utilisées pour inférer a partir de
jeux incomplets : les approches par pondération, les approches basées sur la vraisem-
blance et les méthodes d'imputation multiple. La philosophie de ces méthodes est as-
sez différente. Les méthodes par pondération, parfois qualifiées de semi-paramétriques,
portent sur une modélisation du mécanisme a I'origine des données manquantes. Elles
consistent a repondérer les individus complétement observés par rapport a leur probabilité
de présenter des données manquantes. Au contraire les deux autres familles de méthodes
modélisent la loi jointe des données observées. Les approches par vraisemblance visent a
inférer directement sur les parametres de cette loi tandis que les approches par imputation
passent par une étape de simulation pour remplacer les données manquantes et inférer
ensuite sur le jeu rendu complet.

2.1 APPROCHES PAR PONDERATION

Le principe des approches par pondération pour gérer les données manquantes consiste
a attribuer un poids aux individus sans données manquantes de fagon a corriger le biais
observé dans la mise en ceuvre de la méthode du cas complet. Cette idée est issue de
la théorie des sondages ( , ) ou, pour limiter le nombre de per-
sonnes interrogées, la probabilité qu’un individu fasse partie de I'étude n’est pas uniforme
mais définie selon un plan, dit plan de sondage. Par la suite, pour inférer sur la population,
les individus sont repondérés de fagon inversement proportionnelle a la probabilité qu’ils
avaient de faire partie de I'échantillon. Typiquement, si une population est divisée en J
strates homogénes de taille N;, et que n; individus sont sélectionnés dans cette strate,
alors un individu ¢ issu de la strate j représente m; = ]I—; unités de la population. Ainsi, si
on cherche a estimer la valeur moyenne d’une variable Y de la population, un tel individu
sera pondéré par un poids w; inversement proportionnel a 7; :

1 n

y= o Z w;Yi (5)

=1
avec
-1

nm,

Wi = ,Lil_l (6)
k=1Tk

Notons que I'expression de w; correspond & une normalisation de 7; ' de fagon & ce que
les poids somment au nombre d’unités tirées n.
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Cette approche s’étend naturellement au cas ou certaines unités ont des données
manquantes sur Y. Notant ¢ la probabilité de réponse d’une unité sélectionnée, la proba-
bilité de tirer une unité i et que celle-ci réponde est donnée, selon la régle de Bayes, par
le produit 7;¢;. On a alors

g:

S| =

Z w;Y; (7)
i=1
avec r le nombre de répondants et

_ (mighi) "
D=1 (Wk¢k)71

Dans le cas classique ou I'échantillon dont on dispose est représentatif de la population,
et non issu d’un plan de sondage, on pose w; = 1 pour tout . En pratique, la probabilité de
réponse ¢ n’est pas connue et doit donc étre estimée. Pour ce faire, la fagon la plus simple
consiste a classifier les unités sur la base de variables complétes, éventuellement en
utilisant des variables auxiliaires, et estimer ¢ par la proportion de données manquantes
au sein de la classe.

(8)

w;

Ainsi, les méthodes de pondération nécessitent de modéliser le mécanisme a l'origine
des données manquantes car c’est lui qui permet de définir les poids utilisés. En revanche,
il n’est pas nécessaire de spécifier la distribution des données. Ceci est une spécificité im-
portante des méthodes par pondération. Dans I'exemple précédent aucune hypothése sur
la distribution des données n’a été faite, on a simplement estimer I'espérance de la va-
riable Y. Ces méthodes de pondération des observations sont attrayantes par leur aspect
intuitif car elles consistent a reprendre les estimateurs classiques en affectant un poids
aux individus.

Toutefois, les raisons pour lesquelles les données sont manquantes sont souvent mal

connues ( , ; , ) ce qui rend I'estimation des poids trés difficile en
pratiqgue. Lamélioration des méthodes de pondération par le biais des méthodes dites
“double robust" ( , ) motive de nombreuses recherches récentes. Ces

méthodes reposent d’'une part sur la modélisation du mécanisme générant les données
manquantes et d’autre part sur la modélisation des données complétes. Elles proposent
un moyen de construire un estimateur consistant pour une quantité d’intérét (par exemple
une espérance) si 'une ou l'autre de ces modélisations est correcte ( , , p.147).
Si les méthodes “double robust" ont des propriétés théoriques trés intéressantes,
leurs performances en pratique ont fait 'objet de critiques dés lors que les modéles

choisis pour les données et le mécanisme ne sont plus parfaitement spécifiés (
, ). Lamélioration de ces méthodes fait I'objet de recherches actuelles (voir

( ) pour une revue détaillée).

Plus généralement, les méthodes de pondération sont beaucoup moins attrayantes en
présence d'un dispositif multivarié et en particulier quand celui-ci est non-monotone. Il est
alors nécessaire de définir une pondération des individus différente pour chaque variable
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incompléte ( , ) et la mise en ceuvre de ces méthodes devient plus
compliquée ( , , P-179). Aussi, les poids des individus sont estimés
a partir des données, mais généralement, l'incertitude portant sur ces estimations n’est
pas prise en compte dans le calcul de la variabilité des estimateurs. Les conséquences
d’'un point de vue pratique sont obscures ( . , p-53).

Ces méthodes suscitent I'intérét de différentes communautés comme en biostatistique
ou les dispositifs monotones sont fréquents ( , ), ou dans la communauté
des sondages ( , ) ou ces méthodes sont utilisées depuis longtemps.
Toutefois, nous ne nous y intéresserons pas davantage, notamment parce qu’elles sont
construites sur I'nypothése que I'on dispose de cas complets.

2.2 APPROCHES BASEES SUR LA VRAISEMBLANCE

Contrairement aux approches par pondération, les approches basées sur la vraisemblance
visent a inférer directement sur le parameétre ~ de la distribution jointe des données (ou
sur une fonction de ce parametre) en présence de données manquantes. Notons que cet
objectif est commun a celui des méthodes d’'imputation simple qui nécessitent de définir
les paramétres du modéle qui sert a imputer en présence de données manquantes (cf.
Figure 1 Chapitre 1). D’un point de vue théorique, ces approches sont les mémes que
celles utilisées dans le cadre standard sans données manquantes, a savoir I'estimation
par maximum de vraisemblance et I'inférence Bayésienne. La différence entre ces deux
approches réside dans la définition méme d’'un parametre. Linférence par maximum de
vraisemblance se place sous le paradigme fréquentiste ou le parametre est vu comme
une caractéristique d’'une population. Le but est d’estimer la vraie valeur du parameétre et
d’y associer un intervalle de confiance.

Au contraire, le paradigme Bayésien voit le paramétre ~ régissant la distribution des
données comme une variable aléatoire possédant une distribution et non comme une
valeur fixe. Lobjectif ici est de déterminer la distribution du paramétre conditionnellement
aux données observées en se basant sur la distribution marginale de celui-ci dite loi a
priori. Cette distribution conditionnelle aux données, la loi a posteriori, nous renseigne
alors sur la variabilité du parametre par rapport a sa valeur moyenne. Ainsi, 'espérance
de cette loi a posteriori fournit une estimation ponctuelle de ce parameétre et permet de
construire un intervalle de crédibilité associé.

En présence de données manquantes, la distribution des données observées
(X"”S,R) ne dépend pas uniqguement de v mais également de v ce qui complexifie
le probléeme d’inférence. Plus précisément, 'approche par maximum de vraisemblance
consiste a maximiser la vraisemblance des données observées. Sous I'hypothése de
réalisations indépendantes, la vraisemblance des données observées est donnée par :

n

L (7,9 X%, R) =[] f (5", 7i57,%) - 9)

i=1
Dans le cadre Bayésien, il s’agit de déterminer la loi a posteriori des paramétres

f (X Ry, ) p (v, 1)

obs _
D (77¢|X 7R) = f ff ()(obs7 R‘77¢)p ('y, 1/}) drydap
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ou p(vy,v) est la loi a priori sur les paramétres. Cette loi a posteriori est alors
proportionnelle au produit de la loi conditionnelle du couple (X°'*, R) sachant v,v, en
d’autres termes la vraisemblance observée, multipliée par la loi a priori sur les paramétres.

Linférence sur +, basée sur la vraisemblance observée ne semble pas pouvoir étre
effectuée indépendamment du parametre de nuisance 1 alors que celui-ci n’est pas d’'un
intérét scientifique ici. Ceci est possible sous 'hypothése que le mécanisme est ignorable.

2.2.1 IGNORABILITE

Un mécanisme est dit ignorable s’il vérifie deux propriétés : celle de générer des données
manquantes au hasard et celle de distinction des paramétres ( , ;

; ).
Lhypothése MAR a déja été présentée en Section 1.3.2. Sous cette hypothese on a

F(XP Ryy. ) = f(RIX:9) f(X7). (11)

Ainsi, si 'espace des parametres joint (¢, ) est le produit cartésien des espaces mar-
ginaux, c’est-a-dire que la connaissance de ) ne donne aucune information sur ~ et ré-
ciproquement, alors la vraisemblance des données observées est proportionnelle a la
vraisemblance ignorant le mécanisme a l'origine des données manquantes L (| X %)

L (v, ¢|X°", R) o L (v|X°"). (12)

Sous cette deuxieme condition de distinction des parametres du mécanisme et des
parametres régissant les données, un mécanisme MAR est alors dit ignorable.

Dans un cadre Bayésien, les paramétres ~ et ¢ ne sont plus fixes mais vus comme des
variables aléatoires. Ainsi, cette deuxiéme condition s’exprime comme une indépendance
entre les loi a priori de v et ¢. Si le mécanisme est ignorable, on a alors

p (7, Y| X R) o f(X|7) p(7) (13)

En présence d’un mécanisme ignorable, il n’est plus nécessaire de modéliser la
distribution du mécanisme a l'origine des données manquantes, ou plus exactement,
il N’est plus nécessaire de modéliser la loi jointe de (X, R), mais seulement une des
distributions marginales.

Dans la plupart des situations, I'hypothése que les parametres du mécanisme
n'apportent pas d’information sur les parametres régissant les données complétes
est raisonnable, la réciproque I'est aussi ( , ; , ). Ainsi,
'hypothése de parameétres distincts admise. En pratique, I’hypothése d’'un mécanisme
ignorable et de données MAR sont donc utilisées de fagon interchangeable, raison pour
laquelle les mécanismes MAR et MCAR sont qualifiés d’ignorables. Cette hypothése
d’ignorabilité sera également faite dans le cadre de I'imputation multiple.
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Toutefois, I'ignorabilité n’est pas indispensable pour pouvoir inférer sans modéliser le
mécanisme. Par exemple considérons un jeu de données bivarié, ou seule la seconde
variable posséde des données manquantes. Supposons que le mécanisme a I'origine des
données manquantes est lié uniquement a la partie non-observée des données. Lhypo-
thése MAR n’est donc pas vérifiée, le mécanisme n’est pas ignorable. Pour autant, il ap-
parait clairement qu’il n’est pas nécessaire de modéliser le mécanisme a l'origine des
données manquantes pour inférer sur la loi marginale de la premiére variable étant donné
que celle-ci est compléte.

Lhypothése MAR telle gu’elle a été définie fait référence a 'ensemble des paramétres
~ qui régissent les données, mais on voit ici que si I'inférence porte sur un sous-ensemble
de ces parametres, alors celle-ci reste appropriée sans avoir besoin modéliser le méca-
nisme. Pour cette raison, ( ) ont récemment introduit la définition de
mécanisme MAR pour un parameétre. Si on écrit v = (v1,72) oU 7, et v, sont des sous en-
sembles de paramétres, le mécanisme est dit MAR pour ~; si la vraisemblance observée
peut étre décomposée sous la forme :

L (71,72, 9|X", R) = L (|X?, R) x L (72, 4| X", R). (14)

Si de plus v, et (v2,%) sont distincts, alors celui-ci est dit ignorable pour ~,. Dans le cadre
Bayésien, si le mécanisme est MAR pour v; et que les lois a priori de v, et (vy2,v) sont
indépendantes, alors le mécanisme est ignorable pour ~, et la loi a posteriori pour +; est
donnée par :

p(m|X R) o f (X, Rlm)p(mn). (15)

Cette définition permet d’élargir les cas ou on peut toujours mener une inférence
sans modéliser le mécanisme a I'origine des données manquantes. Par exemple, dans
un cas moins trivial que 'exemple précédent, si X; et X, sont deux groupes de variables,
éventuellement incomplets, tels que la probabilité d’apparition de données manquantes
sur le premier groupe dépend des données observées sur le premier groupe uniguement,
mais que la probabilité d’apparition de données manquantes sur le second groupe dépend
de I'ensemble des variables des deux groupes, observées ou non. Le mécanisme est
clairement NMAR, mais on montre facilement qu’il est MAR pour ~; ( ,

) et on peut donc inférer sur ce paramétre sans modéliser le mécanisme.

Par mesure de simplification, nous nous placerons dans le cadre de données man-
quantes générées au hasard uniquement, mais il faut garder a I'esprit que ces méthodes
peuvent s’étendre a certains cas non-ignorables.

Sous 'hypothése d’ignorabilité, I'estimation par maximum de vraisemblance consiste
a maximiser L (v|X°*) par rapport & ~, tandis que l'inférence Bayésienne porte sur la loi

F (X ) p (7).
2.2.2 MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Lestimation par maximum de vraisemblance peut étre difficile, méme sans données man-
quantes, car les équations de vraisemblance n’ont pas toujours de solutions explicites. En
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présence de données manquantes cette difficulté est accrue. Dans les cas des dispositifs
monotones il est parfois possible d’obtenir des expressions analytiques pour les estima-
teurs du maximum de vraisemblance, mais en regle générale, I'utilisation d’algorithmes
itératifs est nécessaire.

Par exemple, reprenons le cas d’'une distribution normale bivariée présenté en intro-
duction. On se donne un jeu X = (X, X>) tel que

2
XNN<ﬂ(NX17MX2)aZ< X OXa )) (16)

0X1X, Ox,

Dans le cas d’un dispositif monotone (univarié) ou les individus 1 a » sont complets et les
autres sont incomplets sur X5, I'expression de la vraisemblance se décompose sous la
forme

L(y|X°") = Hf (i1, Ti2]y) H f(@aly) (17)
i=r+1

En I'état, cette expression ne permet pas de déterminer les estimateurs du maximum de
vraisemblance car les paramétres qui régissent la distribution de (X;, X3) ne sont pas
distincts de ceux qui régissent la distribution de X;. Dans le cas monotone, une repara-
meétrisation permet de factoriser la vraisemblance en un produit de vraisemblances avec
des parameétres distincts ( , ). Ainsi, on peut se ramener a un cadre standard
d’estimation par maximum de vraisemblance comme dans un cas complet, I'inférence en

présence de données manquantes ne présente pas de difficulté.
Faisons a présent I'hypothese de données manquantes au hasard sur X; et X, tel
que les r premiers individus sont complets, les ¢ suivants incomplets sur X, seulement, les
derniers incomplets sur X; seulement. La vraisemblance observée a alors pour expression

r+t+1 n
L(y|X*) = Hf (@, zi2ly) [ f@aly I f@ah). (18)
i=r+1 1=r+t+2

Aucune paramétrisation menant a une factorisation en produit de vraisemblances avec
des parametres distincts n’est possible.

Dans ce cas d’un dispositif quelconque, le recours a des algorithmes itératifs devient
indispensable. Lalgorithme EM ( . ) est 'un d’entre eux. Celui-ci alterne
deux étapes appelées étape E, pour “Expectation” et étape M pour “Maximisation”. Apres
une initialisation des parametres, les statistiques suffisantes intervenant dans I'expression
de la vraisemblance des données compléetes son remplacées par leur espérance, c’est
I'étape E. Létape M consiste alors a calculer les estimateurs du maximum de vraisem-
blance en remplacant les termes non observés par 'espérance définie a I'étape E. Ces
étapes sont alors répétées jusqu’a ce que les estimations des parameétres ne varient plus
d’une itération a l'autre. En procédant ainsi, la vraisemblance des parametres courants
croit a chaque étape et assure donc une convergence vers un maximum, au moins local.

Plus formellement, l'algorithme repose sur une réécriture de la log-vraisemblance
I (| X°bs). En effet, on peut écrire

(V‘X) =1 (,V|szas Xobe) (’Y|X0bs) + ln(f(X”Liss|XOb‘s;’y)) (19)
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d’ou
L(Y[X%) = 1L(y]X) = In(f(X™| X% 7). (20)

En intégrant chaque membre par rapport a la distribution des données manquantes condi-
tionnellement aux données observées f(X™**| X ~{)) pour une valeur donnée de
notée (Y, on a

L(y1X") = QYY) = H(vV) (21)
avec
Q™) = [[131X) SO e O @2)
et
HOPY) = [ In(fm X0 ) fXm X, 50X (23)

Linitialisation de I'algorithme consiste a fixer 4(*) & I'itération ¢ = 0. Létape E consiste &
calculer Q. Létape M consiste ensuite a maximiser cette vraisemblance par rapport a ~.
A lissue de cette étape, on dispose d’une nouvelle valeur pour ~, notée v(‘*1) qui vérifie
I (,Y(t+1)|Xobs) > (,y(t)|Xobs).

La vraisemblance croit donc a chaque itération, mais seule une convergence vers
un maximum local est assurée. En changeant d’initialisation des paramétres, on peut
obtenir une estimation différente. Une fagon de limiter cette sensibilité a linitialisation
est d'utiliser une stratégie SMALL-EM ( , ) qui consiste a initialiser
I'algorithme aléatoirement plusieurs fois, de lancer I'algorithme sur quelques itérations (10
par exemple), puis de retenir l'initialisation qui conduit a la vraisemblance la plus élevée
pour lancer a nouveau l'algorithme sur un nombre d’itérations plus grand.

Cet algorithme peut étre appliqué dans I'exemple précédent. Les statistiques
suffisantes pour estimer ~, les paramétres de la loi normale, sont les quantités
S Tty iy Tiz, D oiy Ti1Tiz, Yo Th, i, Th. Létape E consiste a calcu-
ler El[zi2|zi1;v], Elziaaiel|zi; ] E [eh|zi;y] pour ziz manquant et E[zii|zo;1],
E [2;122|%02; 7], E [.’L’?ﬂxig;’y] pour x;; manquant. Disposant d’'une valeur pour ~, ces
calculs sont classiques dans le cadre de la loi normale. Létape M consiste alors & calculer
les estimateurs du maximum de vraisemblance a partir des statistiques suffisantes
précédemment calculées, ce qui ne présente plus de différence par rapport au cadre ou
les données sont completes.

Lalgorithme EM est particulierement important pour la gestion des données man-
quantes en général. Sa mise en ceuvre n'est pas toujours aussi simple que dans le
cas d’une distribution normale. Par exemple, le paramétre v peut étre soumis a des
contraintes. Létape M de maximisation devient alors plus complexe ( ,

)-
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Linférence par maximum de vraisemblance est une approche qui s’adapte facilement
a tout type de dispositifs de données manquantes, I'algorithme EM permettant de gérer les
dispositifs non-monotones. Toutefois, cette inférence repose sur les propriétés asympto-
tiques de I'estimateur du maximum de vraisemblance et n’est donc pas adaptée a de petits
échantillons. Au contraire, I'inférence Bayésienne ne nécessite pas de grands échantillons.
De plus, elle fournit directement une estimation de la variance associée a I'estimation
ponctuelle via la loi a posteriori dont on dispose sur les parameétres.

2.2.3 ESTIMATION BAYESIENNE

Contrairement a I'approche par maximum de vraisemblance, I'estimation Bayésienne per-
met d’introduire de l'information supplémentaire sur les parametres. Celle-ci peut par
exemple résulter d’'une connaissance acquise sur d’autres données. D’autre part, pour
des lois a priori conjuguées avec la vraisemblance, i.e. appartenant a la méme famille de
distribution, la loi a posteriori est facile a calculer. Lapproche Bayésienne fournit ainsi une
solution pour mener a bien les calculs.

La mise en ceuvre de cette estimation en présence de données manquantes se heurte
aux mémes difficultés que I'approche fréquentiste. Lestimation Bayésienne consiste a dé-
terminer la loi a posteriori des parameétres p(v|X) qui sous I'hypothése d’ignorabilité est
proportionnelle a p(y)L(v|X°"*). Quand la vraisemblance est factorisable, on peut obte-
nir une expression explicite pour la loi a posteriori, mais en régle générale, cette loi n’est
pas accessible. Un algorithme itératif tel que I'algorithme de Data Augmentation (

, ) peut alors étre employé. Celui-ci permet d’effectuer des tirages indépendants
des paramétres dans leur loi a posteriori. En répétant les tirages, on peut ainsi obtenir une
estimation ponctuelle des paramétres et y associer un intervalle de crédibilité en se basant
sur les percentiles de I'échantillon.

Le principe de I'algorithme de Data-Augmentation ( , ) est de se ra-
mener a un jeu de données complet pour lequel la loi a posteriori peut étre plus facilement
simulée. Les données sont ainsi “augmentées” en attribuant des valeurs aux données
manquantes. Plus précisément, I'algorithme est basé sur I'alternance de deux étapes :

Etape | : Tirer X713} dans f (X"“'SS|X0bS77(t))

Etape P : Tirer 4(*+1) dans p (y(t)|X@ﬁ§3,X0bs)

Létape | est I'étape d’imputation ou les données manquantes sont tirées dans leur
distribution prédictive pour le paramétre courant v(*). Létape P est I'étape de tirage dans
la loi a posteriori des parametres. En alternant ces deux étapes, ( )
ont montré que la suite (v(*),_,_,. converge vers la loi a posteriori p (v|X°*). Ainsi,
cet algorithme permet de simuler la distribution a posteriori des parametres. On peut
noter que l'algorithme de Data-Augmentation est un échantillonneur de Gibbs particulier
( , ; , ). Léchantillonneur de Gibbs permet
de simuler une loi jointe a partir des lois conditionnelles. Ici, on simule la loi jointe
de (v, X™5|X°) & partir de la loi de (X™*%|X% ) et celle (y|X™, X*). La
particularité de l'algorithme de Data-Augmentation étant que les données manquantes
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sont vues comme des parametres.

On note que les étapes | et P de l'algorithme de Data-Augmentation sont trés
proches des étapes E et M de l'algorithme EM. En effet, I'étape E de l'algorithme EM
consiste a calculer 'espérance des statistiques suffisantes intervenant dans I'écriture de
la vraisemblance des données complétes, I'étape | de I'algorithme de Data-Augmentation
simule les données ce qui permet d’obtenir ces statistiques suffisantes. Aussi I'étape
M de l'algorithme EM maximise la vraisemblance des données complétes, I'étape P de
I'algorithme de Data-Augmentation effectue un tirage a partir de cette vraisemblance.

Linitialisation de l'algorithme de Data-Augmentation est généralement effectuée en
fixant v(*) & son estimation par maximum de vraisemblance, & I'aide d’un algorithme EM.
En effet I'estimateur de maximum de vraisemblance tend a étre proche du centre de la
loi a posteriori, en particulier quand I'a priori choisi est non-informatif. Ainsi, ce choix évite
d’initialiser la suite par une valeur qui se trouverait en queue de distribution, ce qui accélere
généralement la convergence de l'algorithme ( , ; , ).

Le critére d’'arrét de I'algorithme est toutefois moins évident a définir. En effet, il s’agit
ici d’'une convergence en loi, c’est-a-dire que la distribution du paramétre est stable au bout
d’un nombre d'itérations assez grand, mais les valeurs successives de () ne tendent pas
vers une valeur fixe. Bien que des méthodes sophistiquées pour vérifier la convergence
existent, elles restent complexes a mettre en ceuvre et la vérification de la convergence est
généralement effectuée empiriquement. Pour cela on représente graphiqguement la suite
(7(t>)1<t<T, pour chaque composante de ~, et on choisit un nombre d’itérations assez
grand de fagon a ce qu’elle atteigne son régime stationnaire.

La construction d’estimations ponctuelles et d’intervalles de crédibilité nécessite égale-
ment que les tirages soient effectués de fagon indépendantes. Or, les valeurs successives
des éléments de la suite sont corrélées. Le nombre d’itérations nécessaires pour considé-
rer que les éléments sont indépendants est également déterminé graphiquement, selon
les autocorrélogrammes. A nouveau, cette approche est empirique.

Enfin, une question importante dans ce contexte est le nombre de réalisations
indépendantes nécessaires pour limiter I'erreur de simulation et ainsi obtenir une approxi-
mation suffisamment précise de I'espérance d’une composante du parameétre (ou d’'une
fonction de ce parameétre), ainsi que des bornes de lintervalle de crédibilité ( ,

, p-132). Ce nombre est fréquemment de I'ordre de plusieurs milliers.

Dans le cas de la loi normale, et sans connaissance sur les données, un choix clas-
sique pour la loi a priori sur les paramétres de la loi normale (u, ) est I'a priori de Jeffrey
( , ) qui est un a priori non informatif. Avec ce choix d’a priori, la loi a posteriori
pour les parameétres est une loi de Wishart inverse pour X et une loi normale pour |3 dont
les parameétres dépendent des données ( , ). Pour une telle modélisa-
tion, I'algorithme de Data-Augmentation s’applique de la fagon suivante : pour une valeur
courante de (i, X) , d’abord obtenue par maximum de vraisemblance, I'étape | consiste a
imputer les données manquantes par régression stochastique. Létape P consiste ensuite
a calculer les parameétres de la loi a posteriori selon les nouvelles valeurs imputées, puis
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a effectuer un tirage de ¥ dans la loi de Wishart inverse correspondante, puis a tirer u
conditionnellement au tirage ¥ précédemment effectué. Ces étapes sont alors répétées
jusqu’a convergence.

En régle générale, la loi a posteriori n'a pas toujours une forme simple, et il est souvent
nécessaire d'utiliser des algorithmes itératifs, tel que I'algorithme de Gibbs, pour pouvoir
effectuer un tirage dans cette loi. Le choix de la loi a priori est également délicat en I'ab-
sence d’une expertise réelle sur les données. Dans pareil cas, une solution classique est
de choisir les parametres de la loi a priori a partir des données, en les estimant par maxi-
mum de vraisemblance par exemple. Cette approche est appelée Bayésien empirique.
Une autre solution est de faire appel a des lois non-informatives comme I'a priori de Jeffrey.

Comme [l'estimation par maximum de vraisemblance, I'estimation Bayésienne
s’adapte assez bien a tout type de dispositifs de données manquantes, 'algorithme de
Data-Augmentation permettant de gérer les dispositifs non-monotones. Aussi, elle est
particulierement intéressante sur des échantillons de petites tailles, car elle ne repose
pas sur des hypothéses asymptotiques, au contraire de I'approche par maximum de
vraisemblance. On pourrait objecter que si I'échantillon est petit, alors I'influence de
la loi a priori sur la loi a posteriori est importante, ce qui n’est pas souhaitable en
'absence d’'une connaissance réelle sur les données. Toutefois, un a priori peu informatif
conduit généralement a une inférence plus précise qu’une inférence par maximum de
vraisemblance sur un petit échantillon ( , , p-15).

Les approches par vraisemblance présentées ici reposent sur I'’hypothése d’ignora-
bilité, et en particulier sur 'hypothése d’'un mécanisme MAR. Or, il n’est pas possible
de tester cette hypothése contre I'hypothése NMAR. Le seul moyen de rendre cette
hypothése crédible est d'introduire des variables auxiliaires susceptibles d’expliquer la
présence de données manquantes. Une possibilité pour inclure des variables auxiliaires
dans ces approches serait tout simplement de modifier la modélisation des données de
fagon a intégrer ces variables, mais ceci n’est généralement pas souhaitable. Prenons
'exemple ou I'on estime des parametres de régression par maximum de vraisemblance.
Si on considere les variables auxiliaires comme des variables explicatives, alors on
modifie complétement linterprétation que l'on fait des parameétres de la régression.
Or, on ne souhaite pas modifier l'interprétation du modeéle, seulement intégrer ces
variables auxiliaires pour améliorer l'inférence. Des approches ont été proposées pour
“transmettre” l'information des variables auxiliaires sans modifier linterprétation des
parameétres ( , ; , ; , ). Toutes
ces méthodes restent encore limitées. Lapproche “saturated correlates model” ( ,

) qui repose sur les modeles d’équations structurelles est la plus simple a utiliser.
Dans I'exemple du modéle de régression précédent, cette méthode gére les variables
auxiliaires en construisant un modéle d’équations structurelles saturé ou les variables
auxiliaires sont corrélées a toutes les variables, exceptée la réponse du modeéle. De cette
facon, la variable réponse n'est expliquée que par les covariables, mais I'information
portée par les variables auxiliaires est bien prise en compte. Cette méthode est toutefois
mise en défaut quand le nombre de variables auxiliaires devient important ou que celles-ci



24

comportent des données manquantes ( , )

La derniére approche abordée pour gérer le probleme des données manquantes est
l'imputation multiple. Elle possede en particulier I'avantage de pouvoir intégrer facilement
des variables auxiliaires.

2.3 L’IMPUTATION MULTIPLE
2.3.1 FONDEMENTS THEORIQUES

Limputation multiple repose sur une approche Bayésienne du modéle d’inférence : on
cherche ici a estimer I'espérance de la loi a posteriori d’'une quantité d’intérét @, ainsi que
sa variance de fagon a construire un intervalle de crédibilité pour Q. La différence avec
I'approche Bayésienne présentée précédemment est que ) n’est pas nécessairement le
parameétre qui régit la distribution des données ~. @ est par exemple une moyenne, une
proportion, un coefficient de corrélation. Par mesure de simplification on supposera tem-
porairement que () est scalaire, mais dans le cas général Q peut étre multidimensionnel.
On peut écrire la loi a posteriori de Q sous la forme

P (Q|XObS,R) _ /p (Q|X0bS7XmiSS) f (Xmiss|Xobs,R) deiss (24)
et sous I'hypothése d’'ignorabilité
P (Q|XObS,R) _ /p <Q|XObS,XmiSS) f (Xmiss|Xobs) deiss' (25)

Cette décomposition est importante car elle exprime p(Q|X°*, R), qui n’est pas simple
a calculer, comme la combinaison de deux lois a posteriori dans lesquelles il est plus
facile d’'effectuer des tirages. Le premier terme de cette intégrale est la loi a posteriori de
@ conditionnellement au jeu de données complet, ce calcul est généralement simple a
effectuer; le second est la distribution prédictive des données manquantes.

Si on sait générer les données manquantes dans leur distribution prédictive, autre-
ment dit imputer les données manquantes selon f (X””'SS\X"Z’S), alors cette intégrale peut
étre approchée par la moyenne des lois a posteriori évaluées en les données générées

(erg/iss)gmgM .

M
1 .
PQIX™ R~ 77 > p (QIX7, X)) (26)

m=1

Lespérance de la loi a posteriori est alors approchée par

1 & .
E [Q|Xobs] ~ /QM Z p (Q‘X;@nmsax()bs) dQ

m=1

=Q (27)

avec Q = & M Q. et Q, ~ E [Q| X755, X°%], I'estimation de Q pour le jeu imputé

. Q est 'estimateur agrégé a partir de (Am) .
m. Qe grege a p Q L <me



25

La variance de la loi a posteriori est quant a elle estimée par

(3 ) (s E )

m=1

~U+B (28)

ou Uy, =~ V[Q|Xmiss, X°b] est I'estimation de la variance de @ pour le jeu imputé m.
U est I'estimation de la variance intra-imputation, qui correspond a I'estimation de la va-
riabilité due a I'échantillonnage, et B est I'estimation de la variabilité inter-imputation qui
correspond a la variabilité attribuable a la présence de données manquantes.
Lapproximation de la variance peut étre raffinée en multipliant B par (1 + 4;) afin de
prendre en compte que pour un nombre fini de tableaux A, Q n’est qu’une approximation
deE [@X} et qu’en conséquence une variabilité supplémentaire de B/M doit étre ajoutée
( , ). Ce terme correspond donc a I'erreur de simulation qui est de cette facon in-
tégrée dans le calcul de la variabilité totale. Cette estimation estnotée 7' = U+ (1 + ;) B.

Ainsi, I'imputation multiple se résume a trois étapes :

1. limputation des M tableaux,
2. l'analyse de chaque tableau imputés, correspondant au calcul de Qm et Uy,
3. et I'étape d’agrégation correspondant au calcul de Q et de la variabilité totale 7.

Sous I'hypothése que (Q est distribué normalement pour X fixé, on peut en déduire un
intervalle de crédibilité Q + ty1— Q/Q\/T avec t,1_,/2 le quantile de niveau 1 — a/2 pour
la loi de Student a v degrés de liberté. v est donné par ( , ; ,

)
v = (M—1) y<@+£ﬁB> . (29)

Dans le cas habituel ou les données sont complétes, le nombre de degrés de liberté croit
avec la taille de I'échantillon et la loi de Student tend vers une loi normale. Ici, on remarque
que le nombre de degrés de liberté croit avec le nombre de tableaux et décroit avec le
rapport

(1+4)B

T .
Ce rapport s’interpréte comme la part de variabilité attribuable a la présence de données
manquantes. Pour une taille d’échantillon faible et peu de données manquantes, le nombre
de degrés de liberté donné par (29) peut donc étre trés au-dela de celui du cas complet,
situation jugée problématique ( , ). Ainsi, une correction a été pro-
posée par ( ) de facon a ce que le nombre de degrés de liberté
n’excéde pas celui obtenu sur un jeu complet :

-1
o (141) -
1% v

A\ = (30)
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avec

Veom + 1

D:(l—)\)y 3

com (32)
et v..m 1e nombre de degré de liberté pour un jeu complet.

Une propriété remarquable de l'imputation multiple p