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et Delphine pour les livres. Maxence, M. Terrine de Lapin, Brochet et Champignons. Pierre-Louis, pour les
discussions musicales. Valentin, rappelle-toi le Canum. Rémi, petit souvenir d’une partie de Go & partir des
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poémes de Roubaud. Antoine T., merci pour ton amicalité. Nicolas S., pour les digestifs. Bérangére, pour avoir
répondu & mes questions concernant les développements asymptotiques raccordés. Maintenant, il nous faut
marier Kirchhoff et les milieux périodiques. Camille, un (trés) grand merci pour ta (trés) grande gentillesse.
Antoine B., tu as une soif de découvertes en tout genre (qui doit se poursuivre dans la voie du free-jazz).
Zouhair, tous les jours oil tu étais présent & FTENSTA| tu es venu me saluer avec un grand sourire. Guillaume, je
suis trés vraiment trés heureux de t’avoir rencontré. Alicia, continue & tant te passionner pour les sciences (et la
Russie, le jazz, le baroque, la poésie...). Maryna, j’ai été proprement impressionné par tes progrés en francais,
au début j’ai peiné a te suivre en anglais tant le débit de conversion était élevé et bientot je ne te suivrai plus
méme dans ma langue maternelle. Bien entendu, tous ces progrés n’auraient pas eu lieu sans ton intarissable
envie de communiquer et bonté. <« Pour qui sont ces serpents qui sifflent sur vos tétes? ». Aurore, j’ai pris un
grand plaisir & converser avec toi quasiment tous les midis ol tu étais 1a. Hélas, tu es partie bien trop t6t. Bonne
chance pour 'agrégation. Merci & toi Jaco, nous avons beaucoup ri et débattu. Malheureusement, ensemble le
temps passait bien trop vite sur le lieu de travail. Heureusement qu’en compensation, nous nous sommes épaulés
lors de nombreuses nocturnes mathématiques. Olivier, moi je vote Jaco car le serpent est son prophéte. Bientot
les louves boiront a ton charisme. Et je dois aussi remercier Félix, Grégoire, Athéna, Nicolas K. et Pablo. Pour
finir, ceux qui auront en héritage le bureau 1J1846, bonne descente. J’ai partagé avec vous tous d’agréables
moments, surtout durant les psaumes et conférences. D’ailleurs voici un feuillet écrit le dernier jour de Waves.

Souvenir de douces saveurs salicylés,

De jasmin, de couscous et de blanches nuitées.
Dans la ville au blanc port, aux moeurs arabités,
Mes pensées s’évaporent, nimbes de narguilé.

Elles air a la suite du palla lycénidé

De la Néréide au parfum nocuité.

Elle laisse indolemment, tel une divinité,
Flaner ses vaporeux cheveux hespéridés.

Ses bleus yeux caressent ’éclat de Séléné
Qui des astres inertiels célébre I’hyménée.
Et I’éclat du ciel dore I'onde de cristal.

N’oublie durant ton voyage qu’elle fut assené
Son pourpre sang ruisséle sur le marbre veiné.
D’avoir refusé fut a la reine fatal.

Didon embrasse l’aurore glacé avant d’expirer dans les flots de ma fumée

*

Merci & ma famille, composée de ma mére et de mon petit frére. La partie la plus importante, la banquet,
de la soutenance est maintenant entre vos mains. Heureusement que vous m’en déchargez pour me consacrer au
seul spectacle. Il sera sans nul doute excellent. Par rapport au travail que vous fournissez a la ferme je me sens
un peu comme Platonov. Un jour peut-étre je pourrais vous rendre tout ce que vous m’avez apporté. Merci aux
gens rencontrés & Paris. Flo, mon colocataire préféré. Ce fut un grand plaisir de partager la vie de tous les jours
avec toi. Jimena, merci de toujours ramener avec toi une partie de ton soleil. Phil le cataphile qui m’a initié.
(Merci aussi & Gilles Thomas pour 1J 1846). Rémy, nos conversations philosophiques ne font que débuter. Merci
aussi & Marisya, Flora, Elodie, Addy, Agathe. Merci Lukas pour le diner de Poznan et ton hospitalité, mon coeur
s’est troublé et a eu la réminiscence de nos partages Nancéiens. Merci & ceux avec qui j’ai partagé des années
dorées & Nancy (Roxanne, Carlos, Alimou, Anne-Laure, Claire, la bande Turinaze, la bande Boudonville, les
colocations & Commanderie...). Le jour du départ vous m’avez fait pleurer. « Et ’on revient, parlant du beau
jour qu’on regrette. Qui s’est passé vite... et de flamme discréte. ».

Enfin une petite note plus intime pour des amis particuliers qui certainement se reconnaitront & I’événement
cité. La premieére lettre que j’eus regu, du moins dont je me souviens, fut de toi. Tu y disais que tu faisais un
glacier et que quand tu rentrerais de vacances, nous jouerions aux Schtroumpfs. Nous nous sommes raconté des
histoires de longues nuits avant que ’on nous rappelle qu’il existe aussi un monde extérieur a la petite enfance.
Tout a commencé par une connivence musicale, elle a bien duré sept ans, mais nous avons surtout "capitalisé"
sur nos profondes connaissances de I'intellect de ’autre. Nous n’avons jamais peur de nous blesser par un exceés
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de sincérité, car nous savons que nous ne nous jugeons absolument pas. Nous avons tant de choses & nous dire et
curieusement nous nous voyons extrémement peu. Pourtant, nous évoluons de maniére complémentaire. La neige
et son long manteau suspendait l’espace et le temps dans une sempiternelle nostalgie contemplative. Engoufirés
et protégés dans son manteau, nous pouvions nous confier I'un & l'autre tout le collége, le lycée et bien aprés.
Dire que nous partagions aussi cette immonde musique. La premiére charmante demoiselle qui m’ait choisi en
roi pour I’épiphanie. Est-ce notre premiére communication télépathique ? Nous avons bien heureusement fait des
progrés dans ce domaine, car nous nous voyons toujours trop peu. Mais & chaque fois que je te vois, tu ressens si
bien mes émotions, que mes réves retrouvent leur fougue. Un ange étrange est soudainement apparu la premiére
semaine du lycée et a bercé mes jeunes songeries avant de trop souvent se volatiliser. A cette époque, le théatre
ne nous avait pas encore appris a canaliser nos passions. J’avoue avoir encore beaucoup de progrés a faire pour
cela. « Admettons, Hedda, qu'un homme, au petit matin, aprés une nuit de beuveries et d’égarements... >.
Mother of invention. Zappa, Frank Zappa, Zappa Frank, Frank Vincent Za pas (j’ai groové). Une imposante
racaille : « Eh mam’zelle! Pardon, veuillez m’excuser monsieur. Au regard de votre look (atour) je présume que
vous intéressez a l'art. Je vous améne dans une rue glauque. » Mon frére de galére, je n’ai pas regretté. Une
rue tout de méme moins glauque que ton esprit. Pourtant, sur d’autres sujets tu es la pureté et la bonté méme
avec un halo apaisant. Tu as, une fin d’aprés-midi, été mon guide esthétique et alors j’ai levé les yeux. A cette
époque, trop souvent baissé vers les splendeurs de la ville que du doigt et en souriant, « telle la fée au chapeau
de clarté » tu me montrais. Le hasard nous a fait nous retrouver. Le peut-il encore ? Un jour, j’ai regu de toi une
magnifique planche de BD que seul ton immense talent pouvait mettre en forme. Toutes les marques d’amitiés
que tu y témoignais m’avaient profondément bouleversé et comblé de félicité. Elle avait la saveur du fruit mari de
nos débats tant littéraires que philosophiques dont je ne me lasse jamais. Aprés des heures bloquées dans la neige
qui en gerbe d’un enfer glacé tombait densément sur la route Nancy-Strasbourg. Un exquis fondant au chocolat,
dont tu m’as enseigné la douce saveur, m’attendait tout juste cuit. Quelle charmante attention, comme toutes
celles que tu as eues & mon égard les week-ends ou j’étais chez toi. J’ai trouvé le repos post-concours en nous
baladant au jardin botanique. Et violemment la porte de la voiture se ferma... a clef, avec, bien entendu, sinon
ce ne serait pas assez romanesque, les clefs & 'intérieur de cette derniére. Nos portables, évidemment, déchargés,
ton frére injoignable... quel drame. Oh non, quelle joie, quelle chance, quelle grace. Depuis nous n’avons cessé de
nous confier nos petits plaisirs et drames et surtout nos phantasmes et frustrations. Quel soulagement se fut de
nous rencontrer. Cet accroc a finalement catalysé une de mes plus riches rencontres. Je ne te comprends pas!
C’est comme du Piazzolla. Alors, mon ami je compatis. Comment te sens-tu? Stan Getz. La méme chose. Et
maintenant ? Garcia-Fons. Evidement. Quoi? Jazz. Certainement. Ton amitié m’est aussi nécessaire que What
goes around. Nous pouvons pendant un an s’aventurer loin de 'autre. Et le jour des retrouvailles, nul besoin
d’effusions. C’est comme si la veille nous nous étions vus, comme si nous vivions ensemble. Partageons & jamais,
du moins avant que tu t’endormes dans ta house, nos violentes passions musicales. Et ressers-moi un Mingus
bien tourné. Marcel L’Herbier, la confiture de lait coulait & flot et bien entendu, nous avons succombé. Les étoiles
brisées fondent en poussiére de lune, mais ne parviennent & saturer de leurs germes noircis le passage ondulé de
ta chevelure d’aurore rosée. Juste avant ton départ, tu as chanté un hommage aux moments que nous avions
passés & Boudonville & cueillir les trésors en chacun de nous. Mes yeux humectés de perles ont imposé silence.
L’écho de cette chanson m’a heureusement hanté jusqu’a ton retour. Hélas, ce n’était que pour quelques années.
« Je suis sir, moi, que le jour du départ sera la veille des larmes. » Le soleil, ce jour-la, nous a octroyé des
grices que la saison ne pouvait pas méme nous laisser espérer. Le marais du poitevin était gorgé de lumiére et
nos discussions, en contrepoint, ne pouvaient plus se terminer. Elles furent riches et je ne suis pas encore parvenu
& puiser toute ta science. Mais j’ai déja bien abusé de tes compétences de bricoleur et de correcteur d’anglais.
Nous avons actualisé nos &mes. La sourate des génies est toujours au-dessus de mon lit pour me transmettre un
peu du repos apaisant qui rayonne de toi. Beuh, nous noyons dans le stupre notre spleen dés le premier jour,
mais savons lors de débordements que 1’épaule de lautre est suffisamment solide (et le frigo rempli de légumes
alsaciens). Nous n’arrétons nos incessants rires ou nos quelques pleurs seulement pour nous briler les lévres
a Pambroisie. Ah Paolo... Doppeladler. Par contre un jour il nous faudra nous souvenir qu’en France les gens
comprennent les blagues en frangais et que du coup il n’est pas urbain de se comporter comme en Tchéquie.
L’éclair brialant dans l'infinie pluie a transporté le temps bien ailleurs que dans nos yeux. Depuis, disons que
nous nous somimes souvent compris sans méme nous parler. Partageant de similaires angoisses, la confiance nous
fut naturelle dés la scéne d’exposition et le prologue a débuté bien avant la premiére parole. L’intuition nous
porte. La piéce sera longue. Je propose de Viollet-le-duciser les pays de l'est en adjoignant le Chateau La Roca,
en ne choisissant que la partie historique qui nous intéresse. Un peu d’éclectisme ne fait pas de mal a la réalité.
Les vacances avec toi sont toujours géniales. Un jour, tu t’es plus senti chez toi chez moi que chez toi et que moi
chez moi. Et cela chez tous les mois. Miaouh, rrhh, kssss. Tant finalement que je ne congois plus un espace sans
le partager avec toi. La porte de ma cuisine t’est toujours grande ouverte. Bien siir les bons moments ne doivent
pas étre balayés devant les soucis. Je ne les oublie pas. « Mais Geoffrey, tes messages ressemblent a des adieux
or moi je compte bien te revoir. Ne crois pas te débarrasser de moi comme ¢a. Prends soin de toi alias tata...»
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La carte, c’est pour les faibles. Les courses, c’est pour les faibles. La baguette, c’est pour les faibles. S’orienter
grace au soleil, c’est pour les faibles. Pourtant, nous ne nous sommes ni perdus dans la lande, ni dans le grand
dédale (& noter que cette page est rédigée en mars)... et nous avons enfin trouvé 1J1846. Ensemble, nous ne
donnons jamais le méme sens, autre que peut-étre a cette amitié qui tout juste commence. Elle va perdurer...
méme si tu es ultra weak et que je suis un violent.

*k

Je remercie avec vénération ces forgats de ’absolu qui ont ramené d’insondables abimes les célestes feux divins.
Je me suis consumé & vos ardentes grandes oeuvres. Il serait déraisonnable de nommer tout mon panthéon, mais
voici une matrice qui, en plus d’avoir supporté mes troubles pendant la thése, a porté mon existence.

Mingus Galliano Sun Ra  Dave Holland Brahem

Monteverdi  Prokofiev ~ Stravinsky Piazzola Bartok
Kandinsky = Chagall Schiele Delaunay Denis
Lang Tarkovsky Reitz Resnais Dreyer
Stendhal Tolstoi Ovide Gogol Wittgenstein
Mallarmé Char Valérie Musset, Baudelaire

Sans oublier ceux qui trénent au sommet de ce cosmos. Thought waves-heat waves-all vibrations-all paths lead
to Coltrane. Thank you John. His way... it is so lovely... it is gracious. Merci & William Christie et ’ensemble
Les arts florissants pour rappeler la maxime pascalienne de la misére et de la grandeur de ’homme. Son coeur
est fait de cristal que la musique ancienne peut briser ou élever aux cieux tant la rhétorique des passions qu’elle
convoque est volcanique. Les charmes de vos interprétations sont de véritables bénédictions. Le parchemin des
anges enfin déchiffré. Dostoievski n’a pas seulement réussi a faire transparaitre 'exact psyché d’un personnage,
mais de toute une société avec tout autant de possédés que de perdus dans leur dédale intérieur. Il est pour moi
le grand phare qui éclaire I'existence humaine. Dompteur de folie. Nerval enfin

C’était bien lui, ce fou, cet insensé sublime...
Cet Icare oublié qui remontait les cieux,

Ce Phaéton perdu sous la foudre des dieux,
Ce bel Atys meurtri que Cybéle ranime!

* ok ok

Je tiens aussi a rendre hommage & deux femmes a qui je n’ai pas eu le temps de témoigner mon estime, ma
reconnaissance et mon amour. L’une s’est battue avec acharnement contre la mort, la seconde contre un adversaire
pas moins obstiné et fourbe, la vie. La fortune n’a guére dédaigné déplacer sa roue pour toi et pourtant tu as
réussi a batir sur d’angoissantes ruines de généreux palais. Tu culpabilises tant de ne pas avoir construit ce a
quoi tu aspirais alors que ton chemin est immense. Ne paie plus les erreurs des autres et ne regrette plus les
tiennes qui, somme toute, sont bien maigres et négligeables. Tu mérites tant de t’aimer toi-méme. Je te dois
beaucoup et contrairement & ce que tu imagines, je n’ai rien a te reprocher et t’aime sincérement méme si je ne
le témoigne guére. Je prie pour qu’a ’avenir tu sois heureuse et débarrassée de tes démons.

Voici trois ans qu’est morte ma grand’meére,
La bonne femme, - et, quand on I’enterra,
Parents, amis, tout le monde pleura

D’une douleur bien vraie et bien amére.

Moi seul j’errais dans la maison, surpris
Plus que chagrin; et, comme j’étais proche
De son cercueil, - quelqu’un me fit reproche
De voir cela sans larmes et sans cris.

Douleur bruyante est bien vite passée :
Depuis trois ans, d’autres émotions,
Des biens, des maux, - des révolutions, -
Ont dans les murs sa mémoire effacée.

Moi seul j’y songe, et la pleure souvent ;
Depuis trois ans, par le temps prenant force,
Ainsi qu’un nom gravé dans une écorce,

Son souvenir se creuse plus avant !
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Je ne sais pas ce que je cherche, je ne s’est
pas ce que c’est mais je sais que lorsque je
l’aurai trouvé, je le ressentirai. Et je
continuerai a chercher.

John Coltrane

Ce geste Poemsien tente de modéliser

Par un développement asymptotique

D’un "fin" fil de matériaux diélectriques

Des cébles coaxiaux abimés ou déformés

Ce n’est guére les lois de kirchhoff appliquées
Mais bien Maxwell qui s’avére plus bénéfique
Reposant sur des hypothéses géométriques
Alliant non simple connexité et régularité

€&t découle I'équation aux dérivées partielles

Sur les électriques courants et potentiels

Dont le si recherché sens ne nous échappe

€t le mystére des fines lignes de transmission
Tombe sous le poignant coup de la dite équation
Qui du nom se remémore 'invention de Chappe

Les réseaux électriques (figure 1) envahissent de plus en plus notre quotidien et cela depuis la généralisation
des technologies de type "brake-by-wire" : les systémes de controles mécaniques et hydrauliques autrefois présents
dans tous les véhicules motorisés ont cédés le pas aux systémes électroniques faits de tentaculaires déploiements
de cables électriques. Par exemple, un avion actuel contient en son sein une quarantaine de kilométres de cables
coaxiaux et quelques défauts (usure, rupture, ...) sur ceux-ci ou sur des jonctions entre ces mémes peuvent avoir
des conséquences si ce n’est tragiques, au moins cotiteuses. Récemment un employé d’une compagnie allemande
qui a pété un cable fut responsable d’une grande catastrophe humaine. Ces systémes sont bien souvent embarqués,
il est ainsi primordial de déceler ’anomalie sans pour autant devoir éteindre le systéme afin d’analyser la partie
défectueuse tranquillement sur un banc d’essai. Parmi les différents efforts déployés pour le contrdle non
destructif de tels réseaux, les méthodes de type réflectométrie ont maintenu I’attention de 'ANR SODDA.
Nous envoyons un signal a& une extrémité du réseau et nous l’analysons a une autre extrémité pour essayer de
conclure quant a la présence et/ou a la localisation de tels défauts. Pour que ces méthodes soient efficaces nous
avons di proposer un modéle des cables coaxiaux ou multiconducteurs et des jonctions entre ceux-ci
qui intégrent au maximum la complexité géométrique et physique d’éventuels défauts tout en restant simple a
mettre en oeuvre. Un cable coaxial est un tube constitué d’un matériau diélectrique entourant une ame métallique
et étant entouré d’un conducteur métallique. Un céble multiconducteur est un tube du méme type mais avec
plusieurs a&mes. Nous nous focaliserons dans cette introduction sur les cables coaxiaux. La contribution a cette
problématique de ce présent manuscrit est la construction d’un modéle 1D dont les inconnus sont le potentiel
électrique V et le courant électrique I ainsi que des formules permettant de simuler les ondes électromagnétiques
& partir de ce modéle.

Nous partirons de la théorie de ’électromagnétisme de Maxwell caractérisée par les champs électromagné-
tiques que nous chercherons & déterminer et des caractéristiques physiques des matériaux qui constituent le
réseau électrique, & savoir la permittivité e, la perméabilité u, la conductivité électrique o, et la conductivité
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FIGURE 1 — Réseaux de cables coaxiaux

magnétique o,,, et que nous supposerons connus. Les ondes électromagnétiques se baladent dans un réseau
qui a des caractéristiques bien particuliéres. Premiérement, les cables sont de "fins" guides d’ondes constitués
de différents types de matériaux, a savoir un diélectrique et un conducteur, dont les conductivités électriques
"différent fortement". Secondement, les jonctions qui relient ces cibles sont de "petite" taille. La résolution
des équations de Maxwell 3D, dont 1’étude mathématique et numeérique approfondie est faite dans [54], dans un
tel réseau est coliteuse. Cotliteuse notamment en terme de maillage, car si la largeur des cables est petite, nous
devons multiplier les degrés de liberté. Nous aurions pu exploiter des méthodes purement numériques comme le
raffinement de maillage mais nous avons préféré avoir recours a des "approximations" justifiées par la géométrie
et la physique du probléme qui permettent de simplifier les équations de Maxwell. Les termes "fin", "fort
contraste"” et "petit", qui seront par la suite vétus par la précision mathématique, nous aménent & définir
des ansitze, c’eat & dire des quantités qui apparaissent dans les équations de Maxwell et qui sont sensées étre
"négligeables". Nous montrerons que si nous faisons tendre tous nos ansétze vers zéro alors nous retrouverons et
généraliserons un modéle déja bien connu et exploité, celui des télégraphistes. Nous décrirons plus loin en quoi
il consiste. Cependant, nous souhaitons gagner en précision en analysant ce que deviennent les champs électro-
magnétiques quand les ansétze sont extrémement "petits" sans pour autant étre nuls. Pour cela, nous allons
proposer des développements asymptotiques adaptés au sens précis que prendront les notions de "fin" céable,
"fort contraste" de conductivité et respectivement "petite" jonction. Plus précisément nous proposerons des
développements asymptotiques classiques, multi-échelles et raccordés.

Tous les modéles obtenus par analyse asymptotique seront des modéles 1D. Ils sont plus simples que les
équations de Maxwell 3D initiales. Les inconnues de ces nouveaux modéles ne seront plus les champs électroma-
gnétiques mais les potentiels et courants électriques. Ces derniéres notions permettent de faire des analogies
avec les circuits électriques.

Partie I : Outils et résultats préliminaires sur les champs de vecteurs

La premiére partie de la thése est dévolue a la construction d’une boite & outils - constituée de I'étude des
problémes de type div-curl, des décompositions de Helmholtz, des inégalités de Poincaré-Friedrichs
et des espaces harmoniques - adaptée a nos besoins particuliers. Si de prime abord elle peut sembler abstraite
de part son contexte général - poids complexes, domaine non simplement connexe puis non borné - nous avons
réellement besoin d’un cadre aussi large. Nous avons choisi de la séparer de 1’étude des céables car, premiérement
nous pensons qu’elle peut s’appliquer & d’autres domaines, notamment issus de la mécanique des fluides, deuxié-
mement elle ne nécessite aucun prérequis, et troisiémement tous ces outils sont reliés les uns aux autres alors
que nous les exploitons & des moments si différents (les espaces harmoniques pour 1'ordre 0, les décompositions
de Helmholtz pour les ordres supérieurs et les inégalités de Poincaré-Friedrich pour les estimations d’erreur)
que les liens entre eux ne sautent qu’aux yeux des initiés. Il est conseillé de lire les résultats du premier chapitre
méme si le lecteur ne souhaite pas perdre son temps avec les démonstrations pour attaquer directement ’analyse
des cables coaxiaux. Le chapitre 1 ne traite que des domaines bornés de R? alors que le chapitre 2 se concentre
sur les domaines non bornés de R3.

Partie II : Modélisation et analyse d’un cable multiconducteur

L’objectif de la deuxiéme partie est de retrouver et d’améliorer I’équation simplifiée 1D, dite des télégra-
phistes, utilisée couramment par les ingénieurs [59],[68] modélisant la transmission du courant et du potentiel
électrique le long d’une succession de quadripoles RLCG (voir figure 2). Dans notre approche, la dérivation
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de ce modéle s’appuie sur une analyse asymptotique des champs électromagnétiques, solution des équations
de Maxwell 3D, se propageant dans un "fin" cable co-axial dont les parties métalliques sont "parfaitement"
conductrices.Le terme "fin" signifie que les faibles dimensions transverses de ce céble sont proportionnelles & un
petit paramétre § > 0. Le fait que le conducteur est parfait signifie que les ondes se propagent dans la partie
diélectrique ©°. En faisant tendre cet anstatz vers 0, dans esprit de ce qui est fait en mécanique pour établir
rigoureusement les équations des poutres a partir de ’élasticité tri-dimensionnelle [46] , nous retrouvons ce mo-
déele des télégraphistes. Cette approche, basée sur un changement d’échelle dans les coordonnées transverses, est
trés générale dans la mesure ou nous avons taché, afin d’intégrer les défauts géométriques, de nous satisfaire
d’hypothéses géométriques simples et minimales compte tenu de la physique du cible, Ame(s) non dégénérée(s) ,
et de caractéristiques électromagnétiques (permittivité, perméabilité, conductivité, ...) qui varient dans toutes les
directions. Dans un tel contexte, des outils plus classiques comme la séparation des variables ou la décomposition
modale ne peuvent plus étre utilisés. Cette partie s’inscrit dans la continuité de la thése de Sébastien Impériale
[38] qui porte sur les capteurs piézoélectrique.

FIGURE 2 — Un céble coaxial comme succession de quadripoles RLCG infinitésimaux

Nous avons proposé un développement asymptotique des champs électromagnétiques F et H solutions des
equations de Maxwell 3D sous la forme suivante :

E(zr,x3,t) = E° (:I%ng,t) +0E! (%T,xg,t) + 0% E? (%T,x&t) e
Hroant) = 1 (2 ant) + 680 (2L ) + 6 1 (L) + - W

Le modéle 1D qui résulte de notre analyse se résume en 1’équation des télégraphistes

Cox(x3) 0V (x3,1) + G (x3) V (23, 1) + Jo K (z3,t—s)V(xs,s)ds + 03 I(x3,t) = Is(xs,t) + O(F),
t @)
Lo (x3) 041 (x3,t) + Roo(w3) I(23,1) + JO Ko (xs,t — s) I(xs,s)ds + 03 V(xs3,t) = O(0),

ou les coefficients homogénéisés Coy, Loy, Gy, Ry, Ke et Ky, sont calculés via la résolution numérique des
problémes elliptiques posés dans les sections droites du cable. Plus précisément les coefficients Co,(23), Loo(23),
Gy (x3) et respectivement Ry (x3) dépendent de la géométrie de la section droite du cable situé en x5 et des
paramétres €, u, o, et respectivement o,,. La capacité Cy et l'inductance L., que nous avons ainsi définis
redonnent dans des cas particuliers les matrices qui sont usuellement utilisées par les ingénieurs [75],[76]. Par
exemple si la section S est une couronne de rayon intérieur r_ et de rayon extérieur r et si € et u sont homogeénes,
nous retrouvons les formules standards :

2 —
Cp=6 — ot Lp=p ——2,
21

Les coefficients K. et K, responsables d’effets de mémoire résultent de la présence conjuguée de termes de
pertes électromagnétiques et d’hétérogénéité de la section transverse. Le chapitre 4 fournit une étude détaillée
de l'obtention et de I’analyse de ce modéle.

De part leur dépendance géométrique les coefficients homogénéisés que nous avons introduits traduisent
la présence de défauts sur la ligne. Cependant certains défauts ne peuvent étre détectés par ce modéle. Plus
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précisément ces coefficients sont invariants par transformation conforme (comme les similitudes et les transfor-
mations de Joukovsky), ce qui indique que notre modéle sera parfaitement incapable de déceler des défauts tels
des torsions, compressions, dilatations ou certains écrasements. Dans le chapitre 5 nous avons étudié les modéles
d’ordre supérieur, c’est & dire que nous avons amélioré le modeéle des télégraphistes en y incluant les effets de
la prise en compte des ordres supérieurs de notre développement asymptotique. Nous avons eu besoin d’aller
jusqu’a l'ordre 2 pour incorporer les défauts reliés aux transformations conformes.

La validité théorique des modéles est prouvée avec des estimations d’erreur entre la solution exacte et la
solution approchée dans le chapitre 6. Les preuves ne sont données que dans le cas ou le cable est cylindrique.

Partie III : Modélisation de la résistance d’un cable par la considération
de l'effet de peau

Dans les modéles proposés dans la partie II la résistance d’un céable dépend de la conductivité magnétique.
Or cette derniére est souvent négligeable, alors que la resistance est souvent prise en compte. Pour en donner une
définition plus apte a représenter la réalité physique nous la faisons dériver de ’effet de peau. Ce phénoméne
est dii au fait que la partie métallique que constitue 'ame du céble et la couche qui l’entoure n’est pas un
conducteur parfait mais un matériaux hautement conducteur. L’effet de peau a été a souvent été étudié [16],
[64] et se caractérise par la présence de couches minces dans les parties conductrices qui jouxtent la partie
diélectrique (voir la figure 3 gauche) dans lesquelles se concentrent toute I’énergie électromagnétique des conduc-
teurs. Le chapitre 7 est une analyse asymptotique multi-échelles qui prend aussi bien en compte la "finesse"

Conducteurs E x n=GIBC(Hxnxn)

FIGURE 3 — couche limite FIGURE 4 — Condtions aux bords de type GIBC

du céble, petite dimension transverse par rapport a la longueur du cable-que nous supposerons cylindrique-,
que la "petitesse de la profondeur de peau" , épaisseur des couches minces. Ainsi nous considérerons un
développement asymptotique du méme type que (1) dans la partie diélectrique et un développement adapté a la
petitesse de la profondeur de peau dans la couche mince
oftr vV 1 (tr v .
E(t;,v,x3)=F <?, 6—2,1:3) +0F <?, 5—2,$3) +-+-, de méme pour H(t,,v,x3)
ou (t,, v, x3) représente les coordonnées locales de la couche mince (¢, est 'abscisse curviligne de l'interface entre
le diélectrique et le conducteur). Cette analyse a mené & la construction de conditions aux bords des conducteurs
de type GIBC (general impedance boundary condition) & linstar de [22],[35],[64] (voire la figure 4 droite),
c’est-a-dire du type
E xn=GIBC(H xn xn),

qui remplace la condition aux bords de la partie diélectrique de type conducteur parfait
E xn=0,

considérée dans la partie II. A I’aide de cette derniére, nous avons pu définir une résistance Ry (z3) qui dépend de
la géomeétrie, de la conductivité et de la perméabilité de la section droite en x3. L’expression de cette résistance
rejoint les cas particuliers évoqués dans la littérature [66],[68]. Cette nouvelle résistance s’introduit de la maniére
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suivante dans le modéle des télégraphistes (avec 0. = o,,, = 0 dans la partie diélectrique) :
Cuo(3) 0V (w3, 1) + 03I (w3, 1) = I + O(6%),
Loo(x3) 01 (23,t) + 6 Ra(3) 0 ° (w3, t) + 05 V (23, 1) = O(6?).

ou la dérivée fractionnaire 6;/ % est l'opérateur pseudo-différentiel associé a viw en fréquentiel. Par contre
I’étude que nous avons fait de I'effet de peau ne prend en compte que les cables cylindriques. Cependant, nous
pensons que dans le cas défauts géométriques, 1'expression de la résistance sera la méme et seul les formules de
reconstruction des champs électromagnétiques différeront.

Partie IV : Modélisation d’une jonction

Chercher un modele de la jonction entre L + 1 cibles coaxiaux (nous nous focaliserons sur le cas mono-ame
dans cette introduction) numéroté de 0 a L, c’est partir des équations 3D de Maxwell d’inconnues E et H les
champs électromagnétiques pour obtenir une structure 1D de type graphe d’inconnues I et V. Les potentiels
V et les courants I se déplacent sur les branches du graphe selon I’équation des télégraphistes et se
séparent dans les noeuds selon les lois de Kirchhoff. Et ce sont ces lois que nous cherchons & prouver a
partir de la théorie de 1’électromagnétisme de Maxwell.

Nous ne pouvons prétendre & un développement asymptotique uniforme en espace car si le comportement
d’un fin cable est, comme nous ’avons précédemment prétendu, 1D, il sera 3D au voisinage proche de la jonction.
Pour mener & bien notre analyse asymptotique, nous devons distinguer deux types de régions particuliéres. La
premiére est la partie "cable" Q7 de petite épaisseur 6 et la deuxiéme est la partie jonction J? qui relie ces cables.
Cette partie jonction contient une zone de noeud K de taille ¢ et des zones D, communes & la partie cable de
longueur v/6. La méthode des développements asymptotiques raccordés consiste a proposer des développements
différents dans le cable et dans la jonction pour mettre en exergue la différence de phénomeéne et a les faire
se rencontrer dans les zones communes que nous avons nommeées overlap. Nous allons supposer pour simpli-
fier les propos de cette introduction, bien que nous ayons démontré les résultats qui vont suivre dans le cadre
général, que les pertes sont nulles et que la permittivité et la perméabilité ne varient pas le long des parties cable.

Proposer un développement asymptotique c’est déja normaliser la géométrie pour faire passer le petit pa-
ramétre & de la géomeétrie vers I’équation. Nous proposons des changements d’échelle différents et ainsi des
développements différents dans les parties cable et la jonction, la premiére est souvent nommeée champ "loin-
tain", la seconde champ "proche" : dans la partie cible, nous n’affectons que les parties transverses :

xrr T xrr

E(xp,x3,t) = E° (T,Itg,t) + 0B} (7,2’}3,t) + 62 B} (?,xg,t) +--- avec (xp,x3)€ Q)

et dans la partie jonction, nous affectons toutes les directions :

X

B (x,t) = E° (5

X X
,t) +0E; (5’t> + 0% F3 (E’t) +--- avec x€J°.
Bien entendu ces développements doivent étre égaux dans les zones communes, les "overlaps", c’est ce que

I’on nomme le principe du raccordement :
E) = EY.
et
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FIGURE 5 — Probléme de jonction décomposé en ces trois parties remarquables

Intuitivement cela peut se comprendre comme un raccord entre la limite du champ lointain en zéro avec la limite
du champ proche en l'infini. C’est ce principe qui nous permettra d’obtenir les relations de Kirchhoff. L’étude
de l'ordre 0 permet d’en retrouver les usuelles :

e loi des mailles : V{2 (0) — V(0) = O(5) (3a)
L

e loi des noeuds : 2 I2(0;) = O(9) (3b)
=0

et ’étude du premier ordre permet de les améliorer. Nous obtenons ainsi un graphe sur lequel se propagent le
potentiel el le courant électrique. Sur les branches, ils vérifient ’équation des télégraphistes et sur les noeuds, ils
satisfont les conditions de Kirchhoff améliorées

e loi des mailles : V{(0) — V2(0) = §

L
Z 2 If,(O)] +0(8%) (4a)

I'=1

L
o loi des noeuds : —2115(01) =Y VL(0) + 0(5?) (4b)
7

Un tel graphe sur lequel nous disposons des équations se nomme un graphe quantique. Les nouveaux coefficients
effectifs V' et Z; ;» intégrent la complexité géométrique de la jonction avec ses éventuels défauts.

Cette étude nous est apparue particuliérement intéressante parce qu’en plus de démontrer et d’améliorer les
usuelles loi des noeuds et loi des mailles, nous pouvons nous servir de ces résultats pour modéliser des défauts
conséquents en considérant la jonction entre deux cables coaxiaux et en mettant le défaut franc dans la partie
jonction. Le chapitre 8 se focalise sur la jonction de cébles coaxiaux cylindriques avec des hypothése restrictives
qui simplifient la présentation mais qui ne peuvent intégrer de défauts hors de la petite zone de jonction. Le
chapitre 9 traite du cas général avec des ruses qui simplifient la tAche mais qui peuvent paraitre ardues.

FIGURE 6 — Défaut franc

Partie V : Annexes

La partie V est faite d’'un agrégat d’annexes constituant une base, ainsi que des précisions, sur des précieux
outils techniques exploités dans cette thése et qui peuvent s’avérer favorables dans d’autres contextes. L’annexe
10 est un formulaire sur les opérateurs différentiels spatiaux tant 2D que 3D. L’annexe 11 est quant a elle
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une vulgarisation de la topologie algébrique, discipline qui traite de la notion de "trou", laquelle est au
centre nos préoccupations. L’annexe 12 présente, via la transformée de Laplace, une méthode pour obtenir
des estimations d’énergie d’EDPs d’évolutions & partir de la seule connaissance de celles-ci dans le domaine de
Laplace, ainsi que la notion de dérivées fractionnaires que nous utiliserons pour décrire I'influence de 'effet de
peau. Enfin, ’annexe 13 s’attarde sur les problémes aux frontiéres libres et la dérivée de forme qui caractérise
la sensibilité quant & une déformation du domaine.

Conseils de lecture et avertissements

Les cinq parties sont totalement indépendantes bien qu’elles se référent les unes les autres et se complétent.
Au sein de chacune d’elle les chapitres se suivent, mais nous avons néanmoins taché de présenter des rappels
des chapitres précédents quand cela s’avére nécessaire de facon que le lecteur puisse les lire dans le désordre
s’il en éprouve le besoin ou la volonté. Il est par contre malaisé de s’aventurer dans 1’étude des cables sans
s’étre auparavant armé des outils du chapitre 1. De méme nous conseillons aux lecteurs non avertis la lecture
du chapitre 4 afin de s’habituer & la méthode avant d’aborder les parties III et IV réellement intéressantes.
Notons pour finir que les parties présentant les outils sont rédigées en francais de maniére a faciliter leur lecture
par d’éventuels doctorants en mal de topologie algébrique ou de décompositions en potentiels et que les parties
centrées sur le cable, exception faite, & cause du temps perdu, de la partie sur l'effet de peau, sont rédigées en
anglais.

"Ce maudit télégraphe va-t-il cesser

d’importuner mes yeux qu’il commence & lasser ?

La, devant ma lucarne! Il est bien ridicule

Qu’on place un télégraphe auprés de ma cellule!

Il s’éléve, il s’abaisse... et mon esprit distrait

dans ces vains mouvements cherche quelque secret..."
Victor Hugo






PREMIERE PARTIE

OUTILS ET RESULTATS PRELIMINAIRES
SUR LES CHAMPS DE VECTEURS







INTRODUCTION

La derniére chose qu’on trouve en faisant un
ouvrage, est de savoir celle qu’il faut mettre
en premieére

Pascal, Les Pensées

Les problémes Div-curl 2D et 3D

rot u = w dans B? curl u = w dans B?
div (pu) = ¢ dans B> et Div (pu) = ¢ dans B3
+ condition(s) aux limites + condition(s) aux limites

(ot nous préciserons plus tard les conditions aux limites, les hypothéses sur le poids p et les sources w et ¢) posés
sur un domaine B¢ ¢ R? avec d = 2,3 sont fréquents en physique. Ils apparaissent en électromagnétisme quand
on considére un changement d’échelle dans toutes les dimensions d’un petit domaine ou dans une approximation
basse fréquence, en électrostatique, en mécanique des fluides. L’étude générale de ces problémes est connue
[6], [30], [33] mais est néanmoins délicate quand le domaine n’est pas simplement connexe ou non borné, cas
qui nous intéresse particuliérement pour la modélisation de nos cables coaxiaux. De plus nous avons eu besoin
de généraliser celle-ci a des poids p plus compliqués qu’accoutumé (typiquement une matrice complexe non
hermitienne), cas ou les preuves habituelles fondées sur des arguments de compacité (voire [54]) s’effondrent.
C’est aussi 1’occasion de présenter et démontrer des résultats sur les décompositions de Helmholtz *

Uy
:(Zl):vgo+r0t77//'+, u= Usg :grad©+cur1ql+
2 s
et sur les inégalités de Poincaré-Friedrich du type
lullzz < K (|[rot ul[zz + [|div ullzz +...) , [Jullz2 < K (||eurl u||z2 + ||Div ul[zz + ...)

avec les ... correspondent aux conditions aux bords et a des quantités présentes que dans le cas non simplement
connexe.

De maniére générale, les décompositions de Helmholtz sont des décompositions de champs 2D ou 3D sous la
forme de sommes de gradients et de rotationnels de fonctions ainsi nommées potentiels? représentant souvent
des phénomenes physiques différents (du moins quand de telles décompositions sont autorisées) que l'on cherche
4 mettre en valeur. En mécaniques des fluides elles permettent de définir le potentiel, en élastodynamique, elles
permettent de séparer les ondes S des ondes P [14]. Elles permettent aussi de transformer des équations difficiles
ou non elliptiques comme nos problémes Div-curl en équations sur les potentiels qui nous sont plus familiéres.
La définition de ces potentiels n’est pas uniquement déterminée. Par exemple, dans les décompositions ci-dessus,
nous pouvons rajouter n’importe quelle constante aux potentiels sans que cela ne modifie leurs gradients et
rotationnels. Le choix d’une unique détermination constitue une jauge. Ces décompositions ne sont pas non plus
uniques dans le sens oul certaines fonctions peuvent tout aussi bien s’écrire sous la forme d’un gradient que sous

1. Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (31 aott 1821 - 8 septembre 1894) est un savant (de la physique a la psychologie)
allemand. Parmi ses nombreuses contributions, nous ne mentionnerons que ses definitions et formalisations de la notion d’énergie,
lanalyse des harmoniques sonores (I’équation des ondes en harmonique honore son nom) et sa description de ’acoustique musicale.

2. Soyons vigilant avec le vocabulaire, le terme "potentiel" sera toujours relié & une décomposition de Helmholtz et ne sera jamais
a comprendre au sens de la théorie du potentiel bien que celle-ci soit tout de méme en lien avec nos considérations.
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la forme d’un rotationnel. L’étude générale de celles-ci constitue la théorie de la cohomologie de Rahm. Le livre
[33] applique ce formalisme & 1’électromagnétisme. Nous allons toutefois éviter tout le vocabulaire de celui-ci
pour nous concentrer sur 'aspect EDP de ces décompositions.

Les démonstrations que nous donnerons des inégalités de Poincaré-Friedrich seront constructives? , c-a-d
ne feront pas appel au raisonnement par I’absurde comme elles sont usuellement prouvées, car nous souhaitons
connaitre une description explicite des constantes K. En pratique les poids que nous considérerons dépendront
de la fréquence ou de la variable de Laplace selon le domaine dans lequel on travaille et de la géométrie. La
connaissance explicite de la dépendance de K en la fréquence et en la géométrie sera nécessaire, notamment
dans le chapitre 6 portant sur les estimations d’erreurs. Nous ferons d’ailleurs en sorte que K soit le plus petit
possible et nous discuterons quand & I'optimalité.

Les seuls prérequis nécessaires pour lire les démonstrations de cette partie sont le lemme de Lax-Milgram,
les inégalités de Poincaré et Poincaré-Wirtinger (rappeler dans le lemme 1.5.1)et dans une moindre mesure le
principe du maximum. Le lemme de Lax-Milgram, dont la démonstration se trouve dans de nombreux livres
portant sur 'analyse fonctionnelle (corollaire V.8 de [13]), est I'ingrédient indispensable pour montrer qu'un
probléme elliptique est bien posé au sens de Hadamard :

Lemme 0.0.1. (Lemme de Lax-Milgram) Soit a : H x H — C une forme sesquilinéaire sur un espace de
Hilbert complexe H telle que :

e a est H-continue : |a(u,v)| < C||ul|g ||v]|m,

e a est H-coercive : |a(u,u)| = c||ul|%,
et L € H' une forme linéaire sur H. Il existe une unique solution u € H au probléme variationnel

Yve H, a(u,v) = L(v),

et qui plus est, est bien posé au sens de Hadamard :
C
luller < — lIL| -

Le premier chapitre se focalise sur les domaines 2D borné. Nous démontrerons en particulier les résultats

suivants :

e les décompositions de Helmholtz (théoréme 1.2.1),

e les bases des espaces harmoniques (théoréme 1.3.1),

¢ le lemme de conjugaison 1.3.5,

e les inégalités de Poincaré-Friedrichs (théorémes 1.5.1 et 1.5.2),
dont la connaissance sera indispensable pour comprendre les démonstrations des chapitres suivants. Le second
chapitre, quant a lui, portera sur les domaines 3D bornés et surtout non bornés.

3. Le constructivisme est une attitude qui consiste & démontrer I'existence d’objets mathématiques qu’en donnant une construc-
tion de ceux-ci . Au sens strict ce sont les mathématiques qui s’appuient sur la logique intuitionniste, c’est & dire celle qui ne considére
pas le Tiers-Exclu comme axiome et réfute ainsi ’exploitation du raisonnement par I’absurde, qui est elle méme la formalisation de
la philosophie de L. E. J. Brouwer (celui méme du fameux théoréme du point fixe). Par exemple la preuve que C est algébriquement
clos par le principe du maximum ne ’est pas. Dans l’analyse constructiviste, notamment développée par Bishop dans [12], certaines
propriétés, par exemple celle de la borne supérieure, et certaines constructions, celle de la complétion de Q via les suites de Cauchy
des nombres réels, ne sont pas admises. Nous n’adopterons pas une position aussi extréme (nous ne refuserons pas des théorémes
habituels sous prétexte que la preuve exploite un raisonnement par ’absurde), mais nous conviendrons de ’apport de telles démons-
trations (par exemple en souhaitant expliciter la dépendance quant & la géomeétrie et a la fréquence de chaque constante intervenant
dans des majorations) et nous en ferons dés que ce peut.



CHAPITRE PREMIER

CHAMPS DE VECTEURS DEFINIS SUR UN
DOMAINE BORNE DE R?

Les soleils couchants revétent les champs

Baudelaire

Quand dans les parties qui suivent nous étudierons nos cébles coaxiaux, il apparaitra de maniére naturelle
des problémes div-rot du type suivant

div(¢E) = p., dans S div(iH) = py,, dans S
rot E = B, dans S, (e) et rot H =D, dans S, (h) (1.1)
Exn=rt, surdS, i H-n=uv,, surds,

d’inconnues les champs 2D E : S — C? et H : S — C? et ot la régularité des sources p., B, Te, pm, D et v,
sera ultérieurement précisée. Les opérateurs différentiels pris en compte ici sont les opérateurs 2D :

div i = 0111 + 0215, rot T = 0115 — 0211,
T2 T2

et les conditions aux bords sont

T T
<T;>Xn=T1n2T2n1, (T;>~n=T1n1+T2n2

avec n la normale sortante de S. L’annexe 10 fournit une fiche avec toutes les formules pratiques nécessaires a
la simplification des calculs qui ont recours & ces opérateurs. Les difficultés tiennent en ce que dans le cas le
plus général les poids £ et fi seront des matrices 2 x 2 & coefficients complexes non auto-adjointes et le domaine
bidimensionnel S ne sera pas simplement connexe. Pour résoudre de tels problémes nous aurons recours a des
décompositions de Helmholtz adaptées a ces poids, c-a-d du type :

E =Vé+E 1 rot ¢,

avec les opérateurs différentiels :
Ve = (g;g) , rot(= (a;fC) avec £,(: S — C.

Nous introduirons ces décompositions dans la section 1.2 en précisant & quoi peut ressembler les potentiels £ et
¢. Nous étudierons ensuite les problémes div-rot dans le cas plus simple ou toutes les sources sont nulles (section
1.3). Nous étudierons enfin (dans la section 1.4) ces problémes de maniére générale, et cela ménera a 'obtention
des inégalités de Poincaré-Friedrichs (section 1.5) du type

llullzz < K (|Jrot ul|zz + ||div ul[z2 + ...).

Nous allons maintenant préciser la structure des poids £ et [i et la géométrie des surfaces S que nous considérerons.

17
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CHAPITRE 1. CHAMPS DE VECTEURS DEFINIS SUR UN DOMAINE BORNE DE R?

1.1 Préliminaires

1.1.1 Descriptions des fonctions poids considérées

Introduisons ’hypothése que devront impérativement vérifier les poids € et i intervenant dans les problémes
div-rot 1.1 :

Hypothése 1.1.1. (Hypothése des poids complexes)
Soit un champ matriciel a coefficients complexes

A: Scré Gla(C)
x —  Ap(z) +iA(2)

tel que pour tout x: € S, les matrices A, (x) et A;(x) sont symétriques. Nous supposerons de plus qu’il existe des

constantes réelles finies :
A A >0et Ay A >0

de maniére que pour tout x € S les valeurs propres Aa, (x) de A.(x) et les valeurs propres Aa,(x) de A;(x)
vérifient :
AT‘,— < AA7(1‘) < AT‘,+ y et Ai7_ < ‘)\AZ(.T)‘ < A’i,+

Les difficultés tiennent en ce que I'espace L?(S, A dx), que 'on définit comme l'espace L2(.S,C?) muni de la
forme bilinéaire

Nous noterons

L?(S,C*? — C
(a,b) —  (a,b), = Js (Aa, b)c

n’est un espace de Hilbert que si le poids A est une matrice réelle symétrique définie positive. Dans le cas
qui nous intéresse le plus, c-a-d A complexe, ce n’est pas méme un espace normé. Pour cela il faut prendre la
partie réelle ou le module :

(1.2)

R((a;a)p) et |(a,a),l

Ce sont alors des normes équivalentes aux normes L? usuelles :

Ar—lallizs) < R((a,0)4) < R(A)+[lalll25) et A llallZ2(p) < [(a,a) ] < Ay [lall7zs).- (1.3)
Cela se voit avec le point (i) de la propriété qui suit :
Propriété 1.1.1. Si A est un champ matriciel symétrique alors pour tout u € C2, nous avons

R(A@)u, u)e] = (Ar(@)u, u)c e R et F[(Alx)u, u)c] = (Ai(z)u, u)c € R.
(i) Si A vérifie Uhypothése 1.1.1 des poids complexes, alors
A ful? < R[(A@)u, w)e] < Ar [ul?  Ar - [ul? < [(Al2)u, w)e| | < Agful® et [S[(Al2)u, u)e] | < Ady [ul?,
et de plus les valeurs propres Ap(z) de A(x) vérifient
Are SROA@) € Ary s Are < Pal@)] < A et SO ()] < Avs,

et les valeurs propres Ay-1(x) de A~ (z) vérifient

A, _ A, _ _ A
= < RO (@) < 5T, AT < Pa (@) S AL et [SOp 1 (2)] < T
A2 A7 ’ A -

(i) Si de plus la matrice A;(x) est soit positive ou soit négative alors nous avons des bornes plus précises pour
les valeurs propres de A(x) :

Ao <SROA(2) SAry, A< PDA@)] <A et Ay - < ISOa(x)| < A4, (1.4)
et pour les valeurs propres de A~ (z) :
A A, _ L A A,
e < ROW- (@) < S5 AT < P ()] < AT et B < 30 @) < B5E
+

— + —

(1.5)
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(i1i) Si nous nous restreignons au cadre des champs matriciel A tels que pour tout x € S
A est hermitienne ou A = (AT + iAi)IdQ avec A, e R*¥tT A;eR

alors la condition (1.4) est équivalente a 'hypotheése 1.1.1 des poids complexes et la propriété (1.5) est alors
immeédiatement vérifiée.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour toute matrice réelle symétrique A € Gl3(R) et vecteur
complexe u = a + ib avec a,b € R%, nous avons

Au-u= Aa-a+ Ab-beR,

ainsi

R(A(@)u, u)c] = Ap(x)a-a+ A (2)b-b et S[(A(x)u, u)c] = Ai(z)a-a+ Ay(x)b-b

et la premiére partie du point (i) est alors évidente. Soit maintenant e le vecteur propre unitaire associé a la
valeur propre Aa (z), nous avons

M(z)=Ae-e=(A.e-€) +i(A;e-€).

Prenons successivement la partie réelle et la partie imaginaire de cette derniére égalité et en écrivant le vecteur
complexe e sous la forme algébrique e = e, + ie; :

RAA(2)) =Ar(z)er e+ Ar(z)e;-e; et S(Aa(z)) =Ai(z)er-e. + Ai(x)e; - €.
Il est alors évident de conclure comme A,.(z) et A;(x) sont symétriques que
A <ROA@) < Ars s A < Pa@)] < Ay et [SOA@)] < Ags.
(ii) Si nous nous plagons dans le cas ou la matrice A;(z) est définie positive alors
A <A(x)er-e+Ai(x)e;-e; <A, 4
ou dans le cas ou la matrice est définie négative
A_<—-A(z)e, e, —Aj(z)e;-e; < Ay 4.

Dans tous les cas nous avons bien
Ai— < [SAA@))] < Ais.
Concernant A\p-1(x), il suffit de rappeler que pour tout complexe A # 0 nous avons

_ R
e

_ S
A[2

RATYH I = I et (AT =

et que pour toute matrice inversible M nous avons

Neo(M) < XN leo(M™).

1.1.2 Prise en compte de domaines non simplement connexes

Nous supposerons dans tout le reste du chapitre que S est une surface plane a ) trous incluse dans un
domaine convexe borné B , c-a-d (conformément & la définition 11.2.1) que :

Q
S =0\ O, OrnOp# G fork+¢,

q

avec O, pour g = 0...() des domaines simplement connexes d’aire non nulle. Les domaines O, < Oy < B pour
q = 1...Q sont appelés "trous" de S. Nous noterons les @) + 1 composantes connexes du bord de cette surface de
genre @ de la maniére suivante :

045 =004, ¢=10...Q.
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Nous supposerons que chaque composante connexe du bord 0,5 est une variété fermée au moins lipschitzienne.
Nous savons qu'il existe ) coupures ("artificielles") I'y. Chaque coupure I'y est par définition un arc de courbe
dont I'une des extrémités appartient & 0,5 et I'autre a 0p.S. De plus comme S est connexe par arc et de frontiére
lipschitzienne, nous savons qu’il existe de tels arcs de courbe I'; qui sont lipschitziens et ne s’entrechoquent
jamais :

Ty,nTy =g pour q#¢.

Ces coupures I'y sont définies afin de rendre le domaine S simplement connexe, c-a-d que

Q
SF = S\ U Fq
qg=1

est simplement connexe. Cette surface & Q trous et ses coupures sont représentées dans la figure 11.4. Un
domaine simplement connexe est une surface a 0 trou.

aOS 805

0,8 .

FIGURE 1.1 — Surface & Q trous et ses coupures.

Nous allons voir que les coupures "artificielles" qui permettent de rendre le domaine S simplement connexe
vont jouer un role crucial. Nous serons amenés par la suite & définir des fonctions qui présentent un saut de
discontinuité au travers certaines de ces coupures. En orientant chaque coupure du bord intérieur qu’elle jouxte
vers le bord extérieur nous pouvons introduire les vecteurs tangent 7, et normal® n, a chaque coupure I, et
ainsi définir le saut d’une fonction ¢ a travers celle-ci par :

[o]p (z7) = lir%(go(xT +vn) — ¢(x; — vn)) pour presque tous z, € I'y. (1.6)

La présence de coupures I'; implique la présence d’intégrales le long de ces derniéres lorsque 'on exploite les
formules de Green (10.18, 10.19) dans le domaine Sr. Ces derniére deviennent pour tous champs T € H(div , Sr)

et o€ H*(Sr) :
Q
f dingo:—J T«V<p+f T~n<p—|—ZJ [¢T] - n
Sr Sr 88 r,

q=1

Q
J rot T ¢ = T-rotgp—f Txnw—ZJ [¢T] xn
Sp Sr os g=19Tq

ou les intégrales sur les bords et long des coupures sont & prendre au sens d’un produit de dualité < -, - >

=

_1
H 2 H

Travailler dans un tel domaine implique que le noyau des problémes Div-curl avec conditions aux bords type
tangentiel, u x n|sp, ou normal, u - n|sp, n’est pas vide, c-a-d que les espaces harmoniques & poids pour les
champs de dimension deux

E(A,S) = {u€L2(S,(C2); rot u =0, div (Au) =0, etuxn}aS:O}
H(A,S)

(1.7)

{ueL*S,C?);rotu=0,div(Au) =0, et (Au) '"‘aszo}

ne sont pas de dimension 0 (voir théoréme 1.3.1). Nous en donnerons une description précise dans la section 1.3.

1. la normale est définie presque partout car la coupure I'y est lipschitzienne
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1.2 Décompositions de Helmholtz

The method of orthogonal projection in
Hilbert space is a pleasant variant of the
Dirichlet principle of minimization.

H. Weyl

1.2.1 Théoréme de Hodge-Weyl dans des domaines non simplement connexes
Nous rappelons le théoréme usuel de Hodge 2-Weyl 3 [78] sur lequel nous allons nous reposer :

Lemme 1.2.1. (Théoréme de Hodge-Weyl) Soit S un domaine ouvert borné et simplement connexe et
ue L*(S)® . Nous avons

rotu=0 dans S = 3peH'(S)c,u=Vy dans 8S.

Nous allons généraliser ce résultat bien connu dans le cas ou le domaine S n’est pas simplement connexe mais
posséde @ trous.

Lemme 1.2.2. Soit S une surface plane & Q trous. Donnons nous u € L*(S) tel que rotu = 0 dans S. Alors il
existe o € H(Sr) tel que

u = V¢ et pour tout q = 1...QQ, nous avons [67@]Fq = 0.
avec I'yq des coupures qui rendent le domaine S simplement connexe. Le potentiel ¢ ne saute pas :
pe HY(S).

si l'une au moins des deux conditions suivantes est vérifiée

(1) il existe une portion du bord extérieur o < oS de mesure (de Lesbegue) non nulle telle que u x n|,, =0,
(1) il existe pour tout ¢ = 1...QQ des portions des bords intérieurs v, < 0,5 de mesure non nulle telles que
u xnly,, =0.

Démonstration. Le domaine S privé de ses coupures I'; est simplement connexe, ce qui nous donne le droit
d’exploiter le lemme 1.2.1, nous savons ainsi qu’il existe ¢ € H'(Sr) tel que

u= V.

La composante tangentielle de u ne peut sauter au travers d’une coupure I'; puisque rotu = 0 dans S. Ainsi
pour g =1...Q :
[@]Fq = cteg.

Choisissons de placer nos coupures de fagon qu’elles intersectent la portion 7o (voir le dessin de gauche de la
figure 1.2) : o
Ly nvo = {zqo} # I,

en un point z, o pour lequel la normale de vy est bien définie (ce point existe car vy est lipschitzienne et la
coupure existe car le domaine est simplement connexe). Si u x n|,, = 0 alors il existe une constante ¢g tel que
¢, = ¢o et donc

cteg = lim [W]Fq (z7) =0 — o = 0.

Tr—Tq,0

Le raisonnement est similaire si nous choisissons de placer nos coupures de fagon que pour chaque q nous avons
I'y nyq # & (voir le dessin de droite de la figure 1.2). a

2. William Vallance Douglas Hodge (17 juin 1903 - 7 juillet 1975) mathématicien écossais ayant travaillé sur les formes diffé-
rentielles. Son étude approfondie de la cohomologie de Rham est & 'origine de 'utilisation de son nom dans les décompositions de
Helmotz.

3. Hermann Weyl (9 novembre 1885 - 8 décembre 1955) a réalisé des travaux majeurs en géométrie (différentielle, symplectique,
théorie des groupes), a son exploitation pour fonder la physique théorique (relativité, mécanique quantique) et a ses conséquences
sur la philosophie. Il donne une démonstration rigoureuse de la décomposition en gradient et voit son apport pour les EDPs. Il est
une grande partie de sa vie partisan du constructivisme.
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Yo

FIGURE 1.2 - Portion du bord ~g et 7,

Nous observons dans le lemme 1.2.2 que le potentiel introduit peut dépendre des coupures artificiellement
introduites. Cependant comme le champ que le gradient de ce potentiel est censé représenter ne dépend pas de
ces coupures, le gradient de ce potentiel ne le doit pas non plus. Soit I'; et F; des coupures différentes qui relient
945 et 09, alors pour u € L?(S) tel que rot u = 0, nous avons :

Jpe HY(Sr),3¢ e HY(Sp) ; u=Vp =V

Nous pouvons identifier la distribution constituée du gradient d’une fonction qui saute a travers une coupure
par une fonction L? :

Remarque 1.2.1. Pour tout ve H(Sp) le champ Vv est défini par :
Vo =Vu dans D'(Sp).
Considérons v € H'(Sr), comme rot Vv = 0 sur Sr, la trace tangentielle est bien définie sur Sr :

0y = HY(Sp) — H—z(05\T)
v — —Vovxn

aS\oT

avec n la normale sortante a 0S\0I'. De méme comme rot Vv = 0 sur S, nous pouvons définir 'opérateur

"dérivée tangentielle" ¢, sur le bord dS par :

0y = HYS) — H 2(dS)
v — —van|as.

Cet opérateur coincide avec la "dérivée tangentielle" usuelle ¢, quand cela est possible :

0rv -,

as\or —

par contre il faut étre vigilant avec U'intégrale sur un contour fermé (considérons que I', intersecte 045 et 0pS) :

f Opv=—[v]p et J oo = [v]p
2,5 B oS ¢

Si v est le potentiel d’un champ 2D de L? alors la dérivée tangentielle - ne dépend bien entendu pas des coupures
artificielles.
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1.2.2 Décompositions de Helmholtz & poids

Whoever, in the pursuit of science, seeks
after immediate practical utility may rest
assured that he seeks in vain.

Helmholtz, Heidelberg 1862

Théoréme 1.2.1. Si A vérifie I’hypotheése 1.1.1 des poids complexes, alors les champs 2D dans L?(S) peuvent
étre décomposés en potentiels :

L*(S,C?) = VHY(S)® A 'rot H(S)®E(A, S)
L*(S,C?) = VH*(S)® A 'rot H} (S)®H(A, S)

avec les espaces harmoniques & poids E(A,S) et H(A,S) définis en (1.7). Ces décompositions sont orthogonales
selon la forme bilinéaire (-,-), définie en (1.2).

Ce théoréme dit que tout champ 2D
ue € L(S, (CZ)/g(Ays) et u, e L*(S, (CZ)/H(AyS)
peuvent s’écrire sous la forme
Ue = V& + A7 'rot (. et wum = V& + A rot ¢,

avec des potentiels (pour u.)
€ Hy(S) et CoeH'(S)m

et (pour )
Eme H' (S)m et (me HY(S).

Ceux ci peuvent se déterminer en appliquant respectivement u, a V&, et a A" 'rot (e selon la forme bilinéaire
('a ')A :

(ue, V€)p = (V& + A rot ¢, VE) ,  , (ue,A7'rot (), = (V& + A rot (., A” rot () , -
En rappelant que la décomposition est orthogonale selon (-, )5, nous avons

(e, V) o = (V&, VEe)a (ue,Aflrot Ce)A = (Aflrot (e, A rot Ce)A,

et ainsi les potentiels &, et (. sont les uniques solutions des problémes variationnels suivants

trouver &, € HE(S) telle que V€ € HE(9) trouver (. € H'(S)c telle que V¢ € H'(S) ¢
t 1.8
J (Aer)«VﬁzJ (Aue)'Vf, ¢ J (Arot(e)motng (Aue)~rotC. (1.8)
s s s s
De la méme maniére les potentiels &, et (,, qui nous permettent de décomposer u,,, sont les solutions de :
trouver &, € H'(S) ¢ telle que V¢ € H'(S) ¢ trouver ¢, € Hi(S) telle que V¢ € Hi(S)
t 1.9
f (Avgm).vng (Aun) - VE ¢ f (Arot(m)motg‘zf (Aun) -rot¢c. O
s s s s
Si de plus

ue € H(rot,S) et wu, € H(divA,S)

alors, les problémes variationnels décrits plus haut peuvent s’écrivent avec des formulations fortes. Plus précisé-
ment, les potentiels & € Hj(S) et (. € H'(S)/r sont les solutions de :

div(A VE.) =div(Au.), dans S rot (A"'rot(.) =rotu., dans S,
e
& =0, sur 05, (A_1 rot Ce) XN =1u, Xn, surods,

et pour finir les potentiels &, € H'(S) g et ¢» € Hg(S) sont les solutions de :

div(AV¢,) = div(Au,), dans S, . rot (A" rot (m) = rotuy,, dans S,
e
(AVEn) - n=up - n, sur 05, ¢m =0, sur 0.



24

CHAPITRE 1. CHAMPS DE VECTEURS DEFINIS SUR UN DOMAINE BORNE DE R?

Démonstration. Il est aisé de vérifier avec le lemme de Lax-Milgram et ’hypothése des poids complexes 1.1.1
que les problémes issus de (2.13) et (2.14) sont bien posés puis que les potentiels & € Hy(S) , ¢ € H'(S)r .
&m € H'(S) /R et G € Hg(S) vérifient pour tout champ u € L*(S,C)

er=u— (V& +& 'rot () €E(E,S) et hi=u— (V& + A 'rot () € H(E,S).

Les relations d’orthogonalité s’obtiennent par les formules de Green 2D :

— (V& e 'rot(.) . = —f &, div rot(, +J- rot(. -né =0,
s s

€ (10.18)

— (V& e), = —L & div(ée) + Ls ge-né& =0,

€ (10.18)

— (E7'rotle,e), = —J rot(, rot(e) +f exnrotl, =0
€ (10.19) s o8

Les relations d’orthogonalité pour la seconde décomposition se démontrent de la méme maniére. O
Les décompositions du théoréme 1.2.1 nous laissent une ameére saveur d’inachevé en ce que nous ne connaissons
la structure des espaces harmoniques E(A,-) et H(A, ). Cest ainsi tout naturellement 'objet de la section sui-

vante. En particulier, nous verrons que ces espaces sont eux aussi engendrés par des gradients et des rotationnels
complétant ainsi I'objectif de nos décompositions.

1.3 Espaces des fonctions harmoniques

Une partie des résultats présentés dans cette section sont une généralisation & des poids plus compliqués et
étendus a la dimension 2 de certains présents dans [6] et [11]. Le cas d’un domaine simplement connexe est bien
connu :

Proposition 1.3.1. Si le domaine S est simplement connexe alors les espaces harmoniques sont vides :
EN,S)=0 et H(AS) =0

Démonstration. Soit e € E(A, S), par le lemme 1.2.2, nous savons qu’il existe un potentiel ¢ € H*(S) tel que

e = V. De plus comme e x ”|as = 0, le potentiel est constant sur I'unique bord ¢|,, = a, ainsi ¢ vérifie

div(A Vgo) =0, dans .S,
»=a, sur 08,
et donc ¢ = a dans tout le domaine, ce qui implique que e = 0.

De méme pour h € H(A;S), par le lemme 1.2.2 et le fait que Ah-n ‘as’ nous savons qu’il existe un potentiel
e HY(S) tel que
div(A V@Z)) =0, dans S,
h=Viy et
AVY -n =0, sur 0.5,

et donc h = 0. O

Théoréme 1.3.1. Les espaces harmoniques sont décrits par les bases suivantes :
E(A,S) = span{Vgoq(A7S), 1<¢< Q}, H(A;S) = span{%wq(A,S), 1<¢g< Q}7

avec les potentiels harmoniques ©9(A,S) € H*(S) et ¥?(A,S) € H'(Sr,)/c uniques solutions des problemes
elliptiques suivants :

(div(A VYA, S)) =0, dans S\I'y,
div(AVei(A,S)) =0, dans S,
AVYI(A,S) - n=0, sur 05,

P1(A,S) =0, sur 0pS, et < (1.10)
[¢q(A, S)]Fk = Ogks sur Ty, k< Q,

?(A,S) = gk, sur 0 S, k < Q,
[A V(A S) .n]Fk =0 surly, £<Q.
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Le potentiel conjugué ¥%(A, S) est définit par son équation & une constante prés, c’est la raison pour laquelle
I’unicité se démontre dans ’espace quotient H 1(Srq) /c; que nous pouvons choisir avec une condition de norma-
lisation que nous ne fixerons pas dans ce chapitre afin de nous laisser ce degré de liberté pour éventuellement
simplifier les expressions des calculs dans les chapitres suivants par le choix astucieux d’une normalisation.
Néanmoins, quand le poids A est scalaire, la maniére la plus naturelle de la choisir est

LAW(A,S) =0.

Démonstration. Caractére bien posé des potentiels harmoniques. Le caractére bien posé des équations
tient au lemme de Lax-Milgram et aux inégalités de Poincaré. Ceux qui veulent se remémorer ces derniéres doivent
se référer au lemme 1.5.1. Nous n’allons traiter que la seconde equation de (1.10) qui semble plus inhabituelle que
la premiére, et ce sera la seule fois ol nous ferons la preuve de 'existence et 'unicité de solution d’un probléme
elliptique "simple". La formulation faible est :

trouver ¥?(A,S) € Hl(SFq) telle que [wq(A,S)]F =1, J. PI(A,S) =0 et
Ve HY(S), f AV YL A,S)-Vi=0.
s

ol nous avons rajouté une condition de moyenne nulle afin de s’assurer 1'unicité (si nous ne le faisons pas le
gradient reste lui tout de méme unique). Il suffit d’introduire un relévement * € Hl(Sgg) tel que [w* ]F =1let
de moyenne nulle - nous savons qu'’il en existe au moins un - et d’écrire ¥9(A, S) = ¥* + 05 de maniére a ce que
la nouvelle inconnue 6, soit solution de :

trouver 05 € H'(S) telle que J 0s =0 et

Sg

Ve HY(S,,), f Aves-w:—J AVY* - V.
S Sy

Nous concluons avec le lemme de Lax-Milgram en rappelant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger qui nous permet
de démontrer la coercitivité et 'inégalité de Cauchy-Schwarz la continuité.

Espace harmonique avec condition tangentielle. Soit e € £(A,S), par le lemme 1.2.2, nous savons qu’il
existe un potentiel ¢ € H'(S) tel que e = V. De plus comme e x n|as = 0, le potentiel est constant sur chacun

des bords ¢|, ¢ =aq pour 0 < ¢ < Q. Nous avons donc par linéarité
q

Q
o= —ag) (A, S) et ainsi e= = Z —ap) Vi(A,S).

H M«O

Espace harmonique avec condition normale. De méme avec le lemme 1.2.2, nous savons qu'’il existe un
potentiel ¢ € H(Sr) tel que

Q
h=Vi et [ ], =bg et donc h= b, Vii(A,S).

q=1

Veérifions que les familles génératrices Voi(A, S) et Vi)?(A, S) sont bien linéairement indépendantes
(et donc des bases) :

— Si Y, agVp?(A,S) =0, par connexité > a; ¢p?(A, S) est constant dans S. Puisque ¢?(A, S) s’annule sur
doS. Ainsi 3 aq p?(A, S) =0 sur dxS et donc ay = 0.

— Si Zq aq%wq(A, S) = 0, par connexité Zq agP?(A,S) est constant dans S. En particulier
g g [VI(A,S)] = 0sur I'y, et ainsi ay, = 0.

]

Remarquons que 99(A,.S) dépend de la position de la coupure I'; alors que %wq(A, S) (voir la remarque 1.2.1

pour la definition du V) non. Cette remarque ne semble pas évidente mais analysons un exemple pour s’en
persuader :
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Example 1.3.1. Soit S est une couronne et soit A un scalaire ne dépendant pas de la coordonnée angulaire.
Si nous définissons la coupure T' comme un des rayons de la couronne alors Y1(A,S) et son gradient peuvent
s’écrire dans les coordonnées polaires (e, eg) avec e, placé sur la coupure T' :

PN, S)(r,0)=1— % et Vyi(A,S)(r,0) = %69.
Démonstration. la fonction
(r,0) =1-— 0
27
vérifie I’équation (1.10) qui admet une unique solution. Nous n’offenserons pas le lecteur en calculant son gradient.

O

Dans cet exemple Vi9(A, S) ne dépend pas de la variable angulaire et donc de la coupure. Cette remarque
s’éclaircira encore d’avantage grace au lemme 1.3.5 ou nous pourrons réécrire Vy?(A, S) via un probléme qui
ne dépend pas de la coupure.

Faisons une remarque sur la formulation faible qui nous sera d’un grand réconfort :

Remarque 1.3.1. Les potentiels harmoniques vérifient :

J AVI(A,S) Ve* =0, Vo¢*eH(S),
S

(1.11)
J AV (A, S) - Vi* =0, Vo*e HY(S).
s
Les familles de potentiels que nous avons introduites vérifient une relation de bi-orthogonalité :
Lemme 1.3.1. Soit (A1, As) vérifiant Uhypothese 1.1.1 des poids complexes, pour tout q,q' = 1...Q,
f V(A1,S) - Tot 7 (Ag, §) = *J rotp?(A1, 8) - Vo' (Az, S) = 67 . (1.12)
s s

Démonstration. Appliquons la formule de Green 2D (10.19) avec ¢ = 19 (A3) and v = V?(A4). En utilisant
(10.10) et 'annulation de la trace tangentielle Vip?(A1) x n|as :

N Q [
Vet(As) - Tot 7 (Ag) = kler [T V() x = [ Vet(A) xn.

q

| veran - weevr ) - |

Sr

La preuve se termine grace aux conditions aux bords du potentiel ¢? :

Ve'(A) xn = = | 0r¢"(A1) = "(A)lr g5 = P (AD)IFn0s = 0 — 0.
r, o1y Jp, @' "% “

O

Définition 1.3.1. Les matrices de Gram Q x @ des espaces harmoniques E(A,S) et H(A,S) sont définies
par

Y(A.5) = (Y (A.5), 0 Yor(AS) = [ AVEAS) - Vol (K.5). (1.13)

9.9

Z(A,S) = (Zgw(A,S)), 0 Zaa(A,S) = JSAW;‘J(A,S) -V (A, S). (1.14)

q/)
Quand le poids A = Id alors la matrice de Gram Y (A, S) devient la matrice de capacité :
Y(Id,5) = ¢,
dont les caractéristiques sont détaillées dans I’annexe 11.

Remarque 1.3.2. Pour tout vecteur u = (uq)g=1..Q € C9 etv = (Vg)g=1...0 € C¥, nous noterons

Q Q
oalu) =D ug (A, S) et dalu) =D ug (A, S).
q q
Les matrices de Gram définissent des formes sesquilinéaires :

(Y(A,S) u,v)CQ = JSAVQOA(U) “Voa(v) et (Z(A,9)u, U)CQ = JSAVd)A(u) -Va(v) pour wu,veC®
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Nous allons maintenant étudier en profondeur ces matrices de Gram et leur forme sesquilinéaire associée.
Lemme 1.3.2. Les matrices de Gram Y (A, S) and Z(A,S) sont symétriques inversibles et vérifient

R(Y(A,S)u,u)o) >0 et %((Z(A,S)u,u)CQ)>0 pour tout u € CP\{0}.

ce

Si A est hermitienne (et donc définie positive), alors Y (A, S) et Z(A,S) sont des matrices complexes hermi-

tiennes définies positives. Elles sont de plus invariantes par transformations conformes et anti-conformes par

morceauz?, c-a-d que pour toute transformation conforme ou anti-conforme par morceauz T, :

Y(AoT,, T(S) = Y(A,S) et Z(AoT., T(S)) = Z(A, S)

Démonstration. Nous donnerons la preuve seulement pour Y (A, S). L’autre est similaire.

Positivité : En utilisant la remarque 1.3.2 :

R((Y(AS)w.u)cq) = | R(ATon(w). Toalw)ca).
et puisque A vérifie I’hypothése 1.1.1 des poids complexes :
R((Y(A,S) u,u)CQ) = A, _ fs |Voa (u)]?.
Inversibilité :

(Y(A,S)u,u)CN =0 = J IVoa(u)]? =0 = pa(u) =0 = u=0.
s
Symétrie : Appliquons (1.11) avec ¢* = (A, S) — pi(A,S) pour se rendre compte que

Y, (A, S) = LAW(A, S)- V' (A, S) (1.15)

ainsi si A est symétrique, alors
Yor(A.8) = [ VoA ) AV (A,S)
S
La symétrie hermitienne si A hermitienne est évidente aux regards de (1.13).

Invariances par transformations conformes et anti-conformes : la preuve est la méme que celle de la
propriété 11.2.4. L

La matrice de Gram Y est pleine, c’est en particulier ce qu’énonce le résultat suivant :

Lemme 1.3.3. Si A est une matrice réelle, alors Y(A,S) est une M-matrice stricte, plus précisément

Yoy (A, 8) <0 pourq#q, Ye(A,S)> D [Ye(AS), V1<qg<Q, (1.16)
q'#q

Démonstration. En appliquant le principe du maximum appliqué a 'EDP elliptique (1.10) qui  définit le potentiel
©9(S, A) nous concluons que 0 < ¢9(S,A) < 1 et que ¢?(S,A) atteint son minimum dans S sur le bord J0pS

pour ¢’ # q. Ensuite, 0,¢%(S,A) < 0 sur d,S. Et avec la formule de Green 2D nous avons®
Y, (A, S) = f (An-n) 0,0?(S,A) <0. (1.17)
0,8

4. les transformations conformes et anti-conformes sont les transformations dont la jacobienne est localement une similitude
directe et respectivement indirecte. Une transformation conforme par morceaux est un homéomorphisme tel qu’il existe une partition
du domaine quelle transforme de maniére que sa restriction & un des éléments cette partition soit une transformation conforme
(définition 11.2.4). Se référer & ’annexe 11.2.3 pour plus amples et précises informations.

5. (AVei(A,S)) -n!as = (An-n)dnp(A,S)) car pour tout u e C2 :

(Au) n=A[(u-n)n+(u-7)r] -n=(An-n) (u-n)+ (A7-n) (u-7)

et que Or 4 0

‘as =
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Cette inégalité est stricte car Y, (A, S) = 0 impliquerait que 0,9%(S,A) = 0 sur d,5. Si p?(S,A) = 0 sur
0y S, alors, par le principe de continuation unique, ¢9(S, A) s’annule dans S ce qui entre en contradiction avec
©?(S,A) =1 sur 0,5.

Q
La seconde inégalité (1.16) revient & démontrer que 2 Y, (A, S) > 0. Pour cela introduisons le potentiel
q'=1
wa(l) = Zqul ©9(A, S) solution du probléme elliptique :

div(AVpa(1)) =0, dans S,
ea(1) =0, sur 99,
oa(l) =1, sur 045, 0 < ¢ < Q.

De la méme maniére, par le principe du maximum, ¢ (1) atteint son maximum sur les bords JxS ou il vaut 1,
et ainsi (An-n) d,oa(1l) = 0 sur 0,5. Ainsi nous avons :

N
9q

Q
S Y0 (A, S) = L A VIS, A) - Voa (1) = f (An-n) dnpa(l) > 0.

Y Yi(A.8) = L_(An 1) Bnpe(S, A) > 0.

Nous prouvons que cette inégalité est stricte de la méme maniére que pour l'inégalité (1.17). O
Nous tiendrons a établir une relation du méme type pour Z(A, S) par la suite dans un cadre légérement plus
plus restreint ¢. Pour I’heure, nous allons chercher & étudier les valeurs propres de ces matrices. Nous savons déja

que si A est une matrice réelle symétrique alors Y (A, S) et Z(A, S) sont définies positives et forment donc un
produit scalaire sur R? équivalent au produit scalaire canonique, c-a-d :

3¢,C > 0;YueR?, clulge < Y(A,S)u-u<Clulge et clulge <Z(A,S)u-u<Clulge.

Cependant, nous souhaitons savoir comment évoluent ces constantes si la géométrie s’en trouve modifiée, et
plus particuliérement nous aimerions des estimations uniformes par rapport a I’ensemble des surfaces a () trous
"non-dégénérés" bornées, et élargir ce cadre aux poids complexes. Plus précisément, nous espérons montrer qu’il
existe une borne inférieure a toutes les parties réelles des valeurs propres de Y(A,S) et Z(A,S). Un premier
résultat nous conforte quant a la réalisabilité de nos objectifs :

Propriété 1.3.1. Pour tout u € C9, nous avons

R((Y(A,S)u,u)q) = Ar— C° |uf?

2
avec CV = (T%Oo)) ming |Oq4| 0t ¢, 0(Op) la constante de Poincaré associée au domaine Og intervenant dans
D,

le lemme 1.5.1. Si de plus le champ matricel A; est positif ou négatif alors :

S (YA, S)u,u) o) | = Aim CO lul® et [(Y(A,S)u,u)ng| = A CO |ul.
Démonstration. Soit u € C?. La remarque 1.3.2, nous rappelle que
(Y(AS)wu)cq = [ (AVen(), Voalu))ca
Etendons ¢4 (u) € H(S) sur Oy par la fonction bouche-trou suivante
« | oa(u) sur S,
paw)” = { Ug dans O,.
Nous avons
(Y(A.5)w1)eq = | (ATen(* . Vi) )co. (118)

6. Nous contraindrons les comatrices de A et de son inverse & vérifier elles aussi 'hypothése des poids scalaires.
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En prenant la partie réelle et en exploitant la propriété 1.1.1, nous obtenons
%((Y(A,S)u,u)CQ) > A, _ |Vion (u)*]2.
0

Similairement, si le champ matricel A; est positif ou négatif, en prenant successivement la partie imaginaire et
le module de (1.18), nous obtenons

IS (YA, S)u,u)g) | = Ai - [Voa(u)*[* et |(Y(A,S)u,u)CQ} > A_ f Vo (u)*[?
Og Oo

Pour finir par l'inégalité de Poincaré classique, nous pouvons minorer :

[ Iwentur = (}O)) [ ot (}O)) ifo oaw)]? = (}O)) (i g ? |oq|> .

q

O

En particulier, avec un raisonnement similaire a la propriété 1.1.1 (c’est a dire prendre w un vecteur propre
de A), alors les valeurs propres Ay € o(Y(A,S)) de Y (A, S) vérifient des propriétés de type borne inférieur :

A, C° <R(\y)
et si A; est positif ou négatif alors
IA|-C% <Ay et A C° <|S(\y)]-

Cette borne C° est uniforme dans le sens ou si I’on se restreint a I’ensemble des surfaces a Q trous tels que aire
du plus petit trou est supérieure & ay alors cette constante C° est toujours supérieure a 1/019’0((90)2 ax. Mais
a ce stade nous ne pouvons pas affirmer 'existence d’une borne inférieur (autre que 0) aux parties réelles des
valeurs propres de Z(A,S). L’objet de la prochaine sous-section est de présenter un lemme qui nous permettra
de démontrer I’existence de cette borne inférieure en plus de mieux caractériser nos matrices.

1.3.1 Le lemme de conjugaison (cas scalaire)

Ou tout, méme ’horreur tourne a
I’enchantement

Baudelaire, les petites vieilles

Quand le poids A est un scalaire complexe (nous sommes dans le cas (ii) de la propriété 1.1.1), les espaces
harmoniques (A, S) et H(A,S) sont reliés par une "sorte de rotation d’angle Z". L’application linéaire L?(S)?

Ja:v — Aesxv (1.19)
de réciproque JKl = — Jy/; relie nos deux espaces harmoniques.
Lemme 1.3.4. J, réalise un isomorphisme de E(A,S) dans H(A™1,S) et de H(A,S) dans E(A7L,S).
Démonstration. Soit v € E(A,S) et en utilisant (10.5)
div (A_1 JAV) =div(e3 x v) = —rot (v) =0,
rot JAv = rot (eg x Av) = div (Av) = 0,
Jav-n=A(esx v):n=Avxn=0.

ce qui signifie Jav € H(A™1,S). Nos deux espaces ayant la méme dimension Q, application linéaire J, est un
isomorphisme. La preuve de la seconde partie du lemme est identique. O

Nous pouvons désormais et enfin présenter le lemme que nous utiliserons autant de fois que Vlad III Basarab
a empalé d’hommes.
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Lemme 1.3.5. (lemme de conjugaison)
Les espaces harmoniques peuvent étre engendrés via les rotationnels des potentiels conjugués :

E(A, S) = A" span{rot P9 (A S)}q et H(A,S) =A""span{rot (A", 5)}

=1;Q q=1;Q

Plus précisément, nous avons les formules de changement de bases suivantes

N N
Vipi(A,S) = =A™ D Zjp(A, S)rotpe(A1,S) et Vipi(A,8) = A" DT Y (A, S)rotye(A,S), (1.20)
=1 =1

ainsi qu’un lien entre les matrices de Gram
Y(A,S) P =Z(AS) et Z(AS)TP=Y(ATLS).

Démonstration. Pour simplifier, nous noterons ¢, (A) pour ¢;(A,S) et ainsi de suite.

Le lemme 1.3.4 nous dit que JA%wj(A) € (A1) et ainsi, en utilisant (10.7)

AVYI(A Z age rot (A7),
=1

_ Q _
Nous avons Zg(A) = f AV (A) - Vb (A) = Z aqgf rot o' (A1) - Vyk(A).
s =1 o

Via la relation de bi-orthogonalité (1.12) avec A; = A™! et Ay = A nous avons a;j, = —Z;(A) puis la premiére
partie de I’équation (1.20). La seconde partie se démontre de maniére analogue.

En prenant A=t egx (1.20), et (1.20) réécrite avec A~ & la place de A, nous avons

A~rot (A Z Zy (A V(pk( ). (1.21)

En mettant (1.21) dans la seconde équation de (1.20), nous avons
N
Vei(h) = Y (Z Y0(A) Zan(A7Y)) Vipr(A). (1.22)
k=1 ¢=1
ainsi Y(A) Z(A™!) = Id. O

Il nous sera utile par la suite, quand nous souhaiterons étudier les champs électromagnétiques longitudinaux
dans des cables, d’écrire un champ a divergence nulle sous la forme d’un rotationnel.

Lemme 1.3.6. Soit A un poids complexe scalaire et soit un champ u € L*(S) A-solénoidal :
div (Au) =0.

Le champ u peut toujours s’écrire sous la forme d’un rotationnel :

Q

u=A""rot l( + 21 (Au-n, 1>H‘%(aq5) PI(S, A7)

a=

avec Y9(S, A~1) un des potentiels décrits dans (1.10) et ¢ la solution du probleme
trouver ( € H'(S) ¢ telle que V(e HY(S)c,

fSA_lrotC-rotE: Jsu-rot C.

(1.23)

Si de plus u € H(rot,S) alors le probleme précédent peut s’écrire avec la formulation forte :

rot (A_1 rot C) = rotu, dansS
A0, =u x n, sur 0S.
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Démonstration. 1l suffit de remarquer que
Q
G:=u—A"'rot ¢+ Zl Nuen, 1)y oy VIS, AN | € E(A,S)
P
et donc, par la description de ’espace harmonique du théoréme 1.3.1, que :
f A -Vl (S,A)=0 = a@=0.
S
Nous avons par la définition de @ :
f NG V? (S, A) — f A~ Vi (S, A) — f rot ¢ - Vip? (S, A) (1.24)
S S S
Q ’
- Zl <A’U, n, 1>H7%(6q5’) J:S' rot wq(sa A_l) : V(pq <S7 A)
P

Par la formule de green 10.18 et comme div (Aw) = 0, nous avons :

Au-Vapq/ SSA)=(Au-n,1) _1 et Jrot@-chq/ S,A) =0.
. (S,4) = ( Db i (S, )

De plus avec la relation de bi-orthogonalité du lemme 1.3.1 nous avons

Q
21 N ) L rot (5, A7) - Vi (5,4) = (A, V-4,
=

et ainsi

f Adi-V? (S,A) = 0.
S
O

Ce lemme nous servira dans le chapitre 5 et plus particulierement dans la démonstration des propositions
5.1.1 et 5.4.5. Par contre nous aurons besoin dans le chapitre 7 consacré 'effet de peau d’une autre écriture sous
la forme d’un rotationnel d’un champ & divergence nulle.

Lemme 1.3.7. Soit A un poids complexe scalaire et soit un champ u € L*(S) tel que :

[N

div(Au)=0 et Au-n=0,w avec we H2(S)

alors il s’écrit aussi sous la forme d’un rotationnel :

Q
u=A"'rot lm - Z <<w, or9(S, A)>H’l( 5 +J Au - VypU(S, A)) goq(S,A_l)]
2 (0 S

q

avec k solution de
{rot (A='rot k) = rotu, dans S

K= w, sur 0S

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

Q
%:=u—A"rot l/@ - Z <w, o-7(8, A)>H‘%(as) (pq(S,A_l)l e H(A,S).

q

Nous décomposons @ via le lemme de conjugaison 1.3.5 dans la base conjuguée :
Q
i =Y I(@i) A" rot @9(S, A1),
q
et en utilisant la relation de bi-orthogonalité du lemme 1.3.1 :

L Ai- V' (S,A) = —I(@)
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or nous avons avec la formule de Green (10.18) :

fs rot - Vip? (S, A) = f

K VY (S, A) x n + J
s

r

[k Vi (S, A) x n]rq,

q

= - <w, a7 (S, A)>

(10.11) H™%(9)

et la relation de bi-orthogonalité du lemme 1.3.1 :

f Ad- Vi (S, A) :J Au- Vi (S, A).
S S
Ainsi
Q ’
= —Z (f Au - VT (S, A)) A" trot I(S,A7Y).
q S

O

Bien que les hypothése du lemme 1.3.7 soient incluses dans le lemme 1.3.6, nous aurons besoin de cette
écriture pour démontrer le lemme 7.5.3.

Nous allons utiliser le lemme de conjugaison 1.3.5 et en particulier Z(A,S) = Y(A~!,S)~! pour décrire les
propriétés de la matrice de Gram Z & partir de celles de Y établies dans la sous section précédente. En premier
lieu, nous pouvons remarquer que Z est, elle aussi, pleine :

Lemme 1.3.8. Si A est un scalaire réel, alors Z(A, S) vérifie :
qul(Aw S) > Oa V1 < q, q/ < Q (125)

Démonstration. 11 suffit de remarquer par le lemme de conjugaison 1.3.5 que Z(A,S) = Y(A~1,S)"L. Par
définition d'une M-matrice, et Y(A~1, S) I'est par le lemme 1.3.3 puisque A est une matrice réelle, son inverse
a tout ses coefficients positifs et strictement si les éléments de la diagonales de la M-matrice le sont aussi et ses
coefficients non diagonaux strictement négatif. O

En second lieu, nous pouvons montrer avec le lemme de conjugaison 1.3.5 que les valeurs propres sont
encadrées par des constantes géométriques si la surface ne dégénére pas (au sens de la définition 11.2.3), c’est &
dire que les valeurs propres A\¢ de la matrice de capacité € = Y(1,.5) sont bornées :

INE €]0,00[; Ae < Ag.

Cette hypothese est en particulier vérifiée si il existe des couronnes d’aire non nulles qui entourent chaque trous
(voir la propriété 11.2.3).

Propriété 1.3.2. Les valeurs propres Ay de Y (A, S) vérifient les propriétés de I’hypothése 1.1.1 :
A CO<ROY) , Mi—CO<|S(OAy)] et Ay <AL AE
et de méme pour les valeurs propres Az de Z(A,S) :

Ar_ A2 C° A2 o
ho = - < = < I < +y—1
T oo R(\z) |Ai,+|c_ IS (Az) | et |Az| < Ay (AE)

avec les constantes

2

1

CO—(> min |0 et A = max{\¢ € o(C
Cp,O(OO) q | q| [ { ( )}

basées sur l’aire minimales des trous et la valeur propre mazimale de la matrice de capacité € définie en 11.4.

Rappelons aussi que ¢, 0(Op) est la constante intervenant dans l'inégalité de Poincaré classique (1.36) pour le

domaine Q.

Démonstration. Les bornes inférieures des parties réelles, imaginaires et des modules des valeurs propres de
Y (A, S) sont données par la propriété 1.3.1. Appliquons (1.11) avec ¢* = @x(u) — p1(u)

(Y(A, ), u) _ L AVer(W)? = L A Voon(u) - Veor (),

ce remarque 1.3.2 (131)
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ainsi en prenant le module et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

- js IA] [Von (u)? < \/ L A2 [Vipn (u)[2 ¢ L Vo (u)[2.

Puisque par definition |A| < Ay (voir hypothése 1.1.1) et J. V1 (u)|® = (€u,u)
S

VIV S) ) o] < VAL /(€ 0) o.

Nous obtenons une inégalité du méme type sur Z(A, S) en faisant le méme raisonnement a partir de (1.11) avec
la fonction harmonique ¥* = ¥, (u) — ¥ (u) :

VI 8) ) o] < VAL /(€ 0) .

Les bornes inférieures proviennent du lemme de conjugaison 1.3.5 qui affirme que Z(A,S) = Y(A™1,S) et du
fait que pour tout complexe A # 0 nous avons

[ v

co (voir (11.4)), nous avons :

oy ROY - - - S()
1y _ 1 _ 1o afy—1) — _
O
Nous avons en particulier
L AV (A, S)*| = [(Y (A, 8)gq] < As Caps(0,5) (1.26)

et
[ arwasye
s
ou les capacités Caps(04S) et respectivement les inductances Indg(0,S) sont les éléments diagonaux de la

matrice de capacité € (voir (11.3)) et respectivement de son inverse €~ (voir (11.7)). Nous avons ainsi une
majoration de nos potentiels harmoniques :

= |(Z(A,S)q7q| <AL Inds(aqS)

A ~ A
Ve (A, S)|* < £ Caps(0,9) et [[Ve(A, 8)II* < 3 Inds(945). (1.27)

Les démonstrations de ’existence d’une borne supérieure données dans cette preuve peuvent se généraliser au
cas ou A est une matrice auto-adjointe, mais ce cas ne nous intéresse guére. Etudions maintenant le produit
Y (A1, 5)Z(Az, S)

Lemme 1.3.9. Le produit Y (A1, S) Z(A3, S) a une expression simple :
(Y(A1,8)Z(A2,9)), o = L Ay Ay V(A4 S) - rot 97 (Ag, S).
En particulier si le produit A1 Ay est une constante, alors nous avons Y (Aq,S) Z(Az,S) = A Az Idg.
Démonstration. Appliquons (1.11) avec ¢* = W — %wq/(Al_l, S)
By (82.5) = | 82 T07(8,) - 907 (41.5)

et utilisons la formule (1.20) du lemme de conjugaison 1.3.5 :
- Q

Zyg (N2, S) = —J Ay Ay VP (A, S) - (Z Zy.(A7Y, S)rot @k(Al,S)> .
s k

Par ce méme lemme de conjugaison 1.3.5 nous avons Z o (A", S) = Y;}Z,(Al, S) et en utilisant (10.9) nous
avons :

Q
Zgg (A2, 8) = Y Y, L (A1, S) L AL A VF(Ay, S) - ot o7 (Ag, S),
k

et par la relation de bi-orthogonalité nous avons Y (A1, S) Z(A2, S) = A1 Ay Idg si Ay Ag est une constante. O
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Donnons pour terminer un exemple, rendu simple grace encore au lemme de conjugaison 1.3.5, de calcul de
ces matrices Y(A, S) et Z(A,S) qui nous servira bien par la suite :

Exemple 1.3.1. Dans le cadre de l’exemple 1.3.1 (S est une couronne dans laquelle A ne dépend pas de la
coordonnée angulaire), les coefficients de Gram des espaces harmoniques s’écrivent :

Z(A,8) = — ”@dr et Y(A,S)=2r (J”A_l(’“)dT)

2 ), r

r—

ot r_ et ry représentent respectivement le rayon intérieur et extérieur de la couronne.

Démonstration. Rappelons que

—1
V(A S)(r,6) = v (voir exemple 1.3.1)

Tr

et en intégrant

0=27 prg ) 1 T4 A(T’)
Z(A,S) = A(r) VYA, S)(r,0)|" rdrdf = — dr.
6=0 r_ 27 r_ r
Pour finir nous utilisons le lemme de conjugaison 1.3.5. O

1.3.2 Le lemme de conjugaison (cas matriciel)

La voie la plus courte et la meilleure entre
deux vérités du domaine réel passe souvent
par le domaine de 'imaginaire.

Jacques Hadamard, Essai sur la psychologie
dans le domaine de I'nvention mathématique

Nous allons faire une hypothése supplémentaire quand aux poids considérés

Hypothése 1.3.1. Le poids A, sa comatrice” Com (A) ansi que leur inverses vérifient I’hypothése des poids
complezxes. Nous noterons plus précisément les bornes

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~2 ~2 ~ ~2 ~2
Ao <h(@) <Ay, Ao < Ni(@) <Aiv s Aoi=nJA,_ +A;_ et Ap:=y/A,, +A,,.

avee M (z) et Xi(z) les valeurs propres de la partie réelle et respectivement imaginaire de la matrice Com (A(x)).

Par exemple les matrices réelles symétriques définies positives, en particulier le cas scalaire A = AId (incluant
par 1a la sous section précédente), vérifient cette hypothése.
Considérons 'application

Ja:v — A (egxv). (1.28)

Nous pouvons montrer que
Jav =A (e3 x v) = e3 x [(Tr(A)Idg - tA)v] = e3 X [det(A) 75A_lv] = e3 X [Com (A)]
et donc que
-1
Jxn = —JCom (A—1)
Lemme 1.3.10. L’application
A

Il E(ALS) —>H<Com(A*1),S>

réalise un isomorphisme.

7. La comatrice d’une matrice A est la matrice formée des cofacteurs de A. Rappelons la relation
A" Com A = det AId

qui reste vraie méme si la matrice A n’est pas inversible. Notons qu’en particulier pour une matrice 2 x 2 proportionnelle & I’identité,
nous avons
A =ComA = alds.
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Démonstration. Soit v € ’H(Com (A1) 75’) et en utilisant (10.5)

div (A Jy-1v) = div(AA""e3 x v) = div (e3 x v) = —rot (v) = 0,
rot Jy-1v =rot (A7 (e3 x v)) =rot (83 X [Com (Afl)vD =div [Com (Afl)v] =0,

(Ja-1v) xn= (A" (e3 x v)) x n = ez x [Com (A_l)v] X mn = —[Com(A_l)v] -n=20
ce qui signifie Jy-1v € E(A, S). Nos deux espaces ayant la méme dimension @, 'application linéaire
Ja:E(Com(A),S) - H (A7, S)
est un isomorphisme. O

Les résultats de la sous section précédente peuvent se généraliser au cas matriciel en étant vigilant sur les
poids. Donnons les énoncés de ceux-ci sans les démonstrations car ces derniéres sont assez proches de la sous
section précédente.

Lemme 1.3.11. (lemme de conjugaison, cas matriciel)
Nous avons les formules suivantes

N
Vip;(Com(A™Y),8) = = Zj(Com(A™"), S) Com(A™") " rot gy(A, S)
=1

et
N
Vi, (Com(A™),8) = > Ye(Com(A™),S) Com(A™") " rot (A, S),
=1
et de plus
Y (Com(A™1),8)~! = Z(A, S). (1.29)
Lemme 1.3.12. Si A est une matrice réelle, alors Z(A, S) vérifie :
Z,y(A,S)>0, V1<gq,¢d<Q. (1.30)

Propriété 1.3.3. Les valeurs propres My de Y (A, S) vérifient les propriétés de l’hypothése 1.1.1 :
A CO<ROY) , Ai—CO<IS(O) ] et M| <ALAS

et de méme pour les valeurs propres Az de Z(A,S) :

K el K,7 o ~_1
e S <R02) L S g < IS (O] et Pzl <A (AT
AL () AL () ‘

avec les constantes C° et )\‘“,f définies dans la propriété 1.3.2.

1.3.3 Solutions des problémes div-rot sans source

Les solutions d’un probléme div-rot plan sans sources appartiennent aux espaces harmoniques et s’écrivent
ainsi sous la forme :

Q Q
E€&(E,8) = E= ) V,Vp'(S) et HeH(i;S) — H= > I,Vv'(f,9),
g=1 g=1
avec des indéterminées V; et I, qui joueront des roles essentiels lors de I'é¢tude des céables électriques. Nous
les nommerons par analogie & ce & quoi elles se référent lors de de ’établissement de nos modéles "potentiels
électriques" et "courants électriques". Elles sont définies par

Q Q
_ N Ao (2 _ 17 ST ooad (5
V, = Z (Y'E9)),, LeE V! (6,5) et I Z (Z7'R,9)),.0 LMH Vi (i, S)
q q
et enfin si les poids £ et & vérifient '’hypothése 1.3.1 , alors nous pouvons exprimer plus simplement, c-a-d sans
faire appel aux matrices de Gram Y (A, S) et Z(A, S), les potentiels et courants électriques :

Vy = J E -rot 49 (Com (71),5) et I, = —J H -rot o7 (Com (1), 9),
s 5

avec Com (£71) et Com (i 1) les comatrices des matrices £71 et 171
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1.4 Analyse des problémes de type div-rot

PDE’s are made by God, the boundary
conditions by the Devil!

Alan Turing

Nous énongons dans cette section les résultats d’existence (et d’unicité ou non unicité) relatifs aux problémes
div-rot (1.1-e) et (1.1-h). La preuve de ces résultats est repoussée & la section 1.6.

Théoréme 1.4.1. Soit € et i deux champs matriciels complexes sur Ssatisfaisant Uhypothese 1.1.1, p., B et
pm, D des champs scalaires dans L*(S,C) et T, vy, des champs scalaires dans H*%(as, C).

(i) Le probleme (1.1-e) admet une solution E € L?(S,C?) sous réserve de la condition de compatibilité :

LB st (131)

Cette solution est unique a un élément de l'espace harmonique E(&,S) preés. Cette solution est unique si le
domaine est simplement connexe. Sinon elle est unique si nous imposons les valeurs des ) quantités

f E-V3,E9).
S

(ii) Le probleme (1.1-h) admet une solution H € L*(S,C?) sous réserve de la condition de compatibilité :

L P = (Vs 1)y oo b o) (1.32)

Cette solution est unique & un élément de ’espace harmonique H(f,S) prés. Cette solution est unique si le
domaine est simplement connexe. Sinon elle est unique si nous imposons les valeurs des ) quantités

L H -V, (i, ).

Dans les chapitres 4 et 5, le contexte ol apparaitra des problémes div-rot est légérement plus général. En
effet les poids £ et [i sauterons le ligne d’une ligne de Jordan fermé de discontinuité ¥ et serons W1 partout
ailleurs et les traces tangentielles et normales des inconnues des problémes div-rot sauterons de méme le long de
cette méme ligne de discontinuité. Plus précisément, nous avons :

Remarque 1.4.1. Soit € et i vérifiant 'hypothése 1.1.1 des poids complexes, ¥ une courbe de Jordan fermé
au moins lipschitzienne, p., B et pp,, D des champs scalaires dans L*(S\,C), Te, vy, des champs scalaires dans
H_%(ﬁS,(C) et T, Tsm, Vs,e € Vs des champs scalaires dans H_%(Z,(C). Si &, € Wh*(S\X), alors, il
eziste des solutions dans L*(S\X, C?) auz problémes div — rot :

div(ZE) = p., dans S\X ( div(AH) = pm, dans S\X

rotE = B, dans S, rotH = D, dans S,

E xn=r, sur 08, (e) ¢ YA H-n=uvp, sur 08 (h) (1.33)
[E X nyly =Txe, Surl [H X nyly = Tsm, SurX

[»SAE ‘nyly =vse, sury, [ﬁH ‘nyly = Vsm, sur 2.

si les domnées satisfassent les conditions de compatibilités suivantes pour E

LB = (7., 1>H—%(65),H%(05) (T 1>H—%(2),H%(2) et L pe=(vse, 1>H—%(z),H%(2)’ (1.34)

et pour H :

L pm =V 1) oy sy wdosy T VB Dty md(my © LD = (= Dy-tmyudmy (139

Cette solution est unique si le domaine est simplement conneze et ils nous faut (Q déterminations supplémentaires
si celle-ci posséde Q) trous.

Nous ne ratons aucune difficulté essentielle en ne démontrant que le théoréme 1.4.1 et non la remarque 1.33.
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1.5 Inégalités de Poincaré-Friedrichs

Le but de cette section est démontrer quelques inégalités de type Poincaré-Friedrichs que nous utiliserons
tout le long du manuscrit et qui sont particuliérement utiles pour 'obtention des estimations d’erreurs (chapitre
6). Une démonstration non constructive des inégalités de Poincaré-Friedrichs de type

lullz2s) < (A, S) ([lrot ul|p2(s) + [div (Au)[[raes) + )

est une preuve qui exploite un raisonnement par ’absurde pour assurer Uexistence de constantes K (A, S) qui
dépendent que de la géométrie de S et du poids A mais non une idée de sa valeur ou de sa dépendance précise.
De telles démonstrations, nous en ferons d’ailleurs pour le cas 3D (proposition 2.2.2), dans des cas simples ou
les poids sont des salaires réels, et oil les conditions aux limites sont homogénes, c’est a dire du type :

u><n|S:O et u~n|S:0,

sont connues [54] et s’appuient sur un argument de compacité (voir corollaire 3.49 de [54]) qu’il n’est guére aisé
de généraliser quand les conditions aux limites ne sont sont pas homogénes et surtout quand le poids A est
une matrice complexe non hermitienne, ce qui correspond au cas qui nous intéresse le plus. Supposons que la
géométrie S et le poids dépendent d’un paramétre x3 qui varie. La constante K (A(z3),S(xz3)) peut-elle exploser
quand z3 varie? Pour répondre & cette question, qui apparait naturellement si nous souhaitons analyser des
problémes aux frontiéres libres ou plus simplement si les poids dépendent de la fréquence, il nous faut une
description précise de ces constantes et donc une démonstration constructive.

1.5.1 Inégalités de Poincaré usuelles

11. C’est qu’on ne voit pas a quel point
I’emploi de "Je sais" est spécialisé.

Wittgenstein, De la certitude

Nous aurons besoin des deux inégalités suivantes (que nous donnons tous de suite pour des champs de
dimension quelconque finie) :

Lemme 1.5.1. (Inégalités de Poincaré.) Soit Q un domaine de RY.

(i) S7il existe une isométrie I telle que I < R?1x]0,d* [ alors nous avons I’inégalité de Poincaré
classique pour tout u € H} () :

d*

5 (1.36)

lullp2(q) < o) [[Vullpaiq)  avee ¢p0(2) <

et si de plus le domaine Q est borné alors la constante de Poincaré cpo(2) du domaine Q est linverse de la
premiére valeur propre du Laplacien-Dirrichet et nous avons l’inégalité de Krahn :

(Q) < (‘Q|F(g — 1))

-2
TJa
4

4
2

Cp,0 ot j%_l est le premier zéro positif de la fonction de Bessel J%—r

(ii) Si Q est borné, nous avons I’inégalité de Poincaré-Wirtinger ® pour tout ue H'(Q) :

’U/—J u
Q

ot la constante de Poincaré cp ,(€2) du domaine Q est l'inverse de la seconde valeur propre du Laplacien-Neumann
(la premiére étant nulle). Si Q est inclu dans un domaine convexe borné B* de diamétre d7,, alors :

< ¢p,w(Q) [Vl 2 (1.37)

L2(9)

o @
cp,w(Q) < Cp,w(B ) < ﬁ

8. Wilhelm Wirtinger (15 juillet 1865 -15 janvier 1945) est un mathématicien autrichien principalement connu pour ses travaux
en géométrie différentielle.
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L’inégalité de Poincaré classique (1.36) est démontrée dans [79] (théoréme 20.6) ou [37] (proposition 3.1.17)
et reste vrai dans les espaces LP pour 1 < p < 00 avec toujours la majoration ¢, ¢ < d* /2. La majoration de sa
constante pour un domaine borné dans le cas p = 2 est obtenue via I'inégalité de Faber-Krahn (voir théoréme
26.7 de [79], initialement démontré dans [47]) qui stipule que parmi tous les ouverts de volume fixé, la boule
posséde la plus petite premiére valeur propre du Laplacien-Dirichlet. Nous calculons ainsi cette valeur propre pour
obtenir notre inégalité. Ces considérations sont inadéquates pour majorer la constante de Poincaré-Wirtinger,
car I'inégalité de Faber-Krahn n’est plus vraie pour le Laplacien-Neumann. La formule de Szegt-Weinberger,
que nous verrons par la suite, nous dit méme ’opposé : parmi tous les ouverts de volume fixé, la boule posséde
la plus grande seconde valeur propre du Laplacien-Neumann.

Caractére optimal des majorations de la constante de Poincaré-Wirtinger Il est prouvé dans [61] que
si 2 est un domaine convexe borné, alors la constante de Poincaré d’ /7 dans I'inégalité de Poincaré-Wirtinger
(1.37) en dimension 2 est optimale. Ce résultat est étendu a la dimension quelconque dans [10] et au cas L?
dans [1]| avec d% /2 au lieu de d’ /7 tout en continuant de se restreindre au cas convexe. Une généralisation de
I'inégalité de Poincaré-Wirtinger avec une moyenne dépendant d’un poids est faite dans [19] mais nous n’allons
pas présenter ces travaux car la classe des poids traitée est pour nous bien trop restrictive. Comme nous traiterons
principalement des cas ot 2 est non simplement connexe (et donc non convexe), nous pouvons choisir B* comme
I'enveloppe convexe de € pour avoir une borne de la constante de Poincaré ¢, «(12) la plus petite possible. II est
aussi possible d’utiliser la formule de Szegd-Weinberger (démontrée en dimension deux dans [69] et en dimension
supérieure dans [77]) pour donner une borne inférieure :

Q) > pa (BN égalité dans le cas de la boul
cpw(€2) = pa I (avec une égalité dans le cas de la boule)

ou d est la dimension du domaine, |B;(1)] le volume de la boule unité de dimension d, || le volume du domaine
et pg la plus petite racine positive de I’équation

pJu(pq) — <(2i — 1) Ja (pa) =0 (avec J la fonction de Bessel)

IT est prouvé dans [29] que 0 < pp41 < Ay OU pr 41 correspond a la (n + 1)-iéme valeur du Laplacien-Neumann
et A\, correspond a la n-iéme valeur propre du Laplacien-Dirrichet, ainsi nous avons :
a3

s

0 < ¢po(2) < cpw(f?)

N

Nous allons maintenant donner des majorations de la norme d’un champ non pas avec la norme de son
gradient comme les inégalités de Poincaré du lemme précédent mais avec les normes de sa divergence, de son
rotationnel et de ses traces. Pour ces derniéres, nous définissons la norme de 1’espace fractionnaire H 3 sur le
bord par :

= inf U .
13 o) = g 28, Wl

1.5.2 Inégalités de Poincaré-Friedrichs

Entre deux solutions, opte toujours pour la
plus généreuse.

Jiddu Krishnamurti

Théoréme 1.5.1. Soit € un champ matriciel vérifiant l’hypotheése 1.1.1 des poids complexes. Tout champ E €
L3(S,C?) tel que
div(éE) e L*(S,C%) , rotEe L*(S,C?)

vérifie l'inégalité de Poincaré-Friedrichs

~ Lo a2
[L€8)- 5| <6005 - laivEm) g

2
+ pul )2 (I 10t Bl ags) + (14 el S) ) 1B < nl, 5 o )

+ |(Y(€7‘S)Va V)(CQ|
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ot
Q

V- (amras Vo= Y (YES™D),, LgE-wq’(a S)

q'=1
avec Y (£,5) définie en (1.13) et (£, S) défini en (1.10).

Théoréme 1.5.2. Soit i un champ matriciel vérifiant hypotheése 1.1.1 des poids complexes. Tout champ H €
L?(S,C?) tel que
div(iH) € L*(5,C*) , rotH e L*(S,C?)

vérifie l'inégalité de Poincaré-Friedrichs

~ 1 R 9\ 1~ 2
JS (nH) - H’ <Cp,w(S)2 ﬁi (Hle(UH) HLQ(S) + (1 + C;D,O(S) 2) |l H - nHH_%(aS))

~ 2
+¢p,0(8)? iy rot H 72 g

+1(Z(1,9) 1, Deal

ol
Q

L= U)o o= 3 (287, , | Al 907 G3)

q/
avec Z(fi, S) définie en (1.14) et ¥9(fi, S) défini en (1.10).

Remarque 1.5.1. Soit un champ u de trace tangentielle (u x n) nulle (respectivement de trace normale (u-n)
nulle) et un poids A = Id. Si nous décidons de travailler dans un domaine simplement connexe de dimension
deuz ou avec un champ u orthogonal a l’espace harmonique & (respectivement & l'espace harmonique conjugué
H), alors nous avons 'inégalité de Poincaré -Friedrich classique :

lullzs < e pllrotull* + 2, lldiv ul[® < ¢ (llrot ul? + ||div ul*)
respectivement

lullzs < 2, lrotull® + 2o lldiv ul[® < & p (llrot ul 2 + ||div ul*)
avec

d*

0<cpo<cpr <cCpuw<— (oud, correspond au diamétre si le domaine est conveze).
P, P, P, . +

cette derniére inégalité constitue le pendant 2D du théoréme 3.6 de [60].

1.6 Démonstration des diverses résultats du chapitre

Les démonstrations de ces trois théorémes s’enchainent naturellement, aussi nous avons choisi de les regrouper
dans cette section.

1.6.1 Existence (et unicité) de la solution des problémes div-rot (théoréme 1.4.1)

Introduction des potentiels. Définissons les potentiels £, € HI(S) et (. € H'(S)/c comme les uniques
solutions des problémes elliptiques (simple utilisation du lemme de Lax-Milgram puisque les données vérifient
les conditions de compatibilité (2.11)) :

div(& V&) = pe, dans S . rot (7'rot(.) = B, dans S,
e
& =0, sur 0S (€_1 rot Ce) Xn =T, surds,
et les potentiels &,, € H'(S)/c et ¢, € Hj(S) solutions de

div(g V&) = pm, dans S rot (ﬁ’l rot Cm) =D, dans S,
et Cm =0, sur 08,

0 Vén -n=uvny, sur 05
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Existence de solutions. Il est aisé de vérifier que
Vé. + Erot ¢, et respectivement V¢, + & ‘rot ¢,

sont solutions de (1.1-e) et respectivement (1.1-h).

Unicité ? Remarquons que pour toute solution F et H de (1.1-e) et respectivement (1.1-h), nous avons :
E— (V& +E'rot () € E(ES) et H— (V& + i 'rot Gn) € H(R, S),

ainsi nous pouvons donner la structure des solutions de (1.1-e) et (1.1-h) :

Q Q
E=V& +&'rot (o + Y VIVUES) | H =V, + i 'rot Gu + Y, I7VYI(f, S)

q=1 q=1

avec les indéterminées :

Q ’ Q ’ !’
Vo= N (YES)),, | 2EVerEs) o L= (2907 @8)Y) [ afver@s).
7 T Js ¢ Js

q

Les structures présentées correspondent aux décompositions de Helmholtz du théoréme 1.2.1.

1.6.2 Démonstration des inégalités de Poincaré-Friedrichs (théorémes 1.5.1 et
1.5.2)

Nous ne démontrons que le théoréme 1.5.1, la preuve du théorémel.5.2 lui est similaire. Pour cela, nous allons
estimer ’énergie de chacun des potentiels &, et (.. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

[ Eve ve

\/ ] | Eve) v

en rappelant la convention ||u||H%(aS) = UeHl(iSr)lfU| uHUHHl(S) < ||ul|g1(s), nous en concluons que
) o8 =

Par ailleurs, les inégalités de Poincaré classique (1.36) et de Poincaré-Wirtinger (1.37) nous rappelle que

< lpellzegsyliéell e sy,

et

< 1Bl Wellzagsy + | (Te s €t o) 3 o) |

J (gl VC(’) 'VCe
S

< [lCellp2(sy (HBHL2(S) + HTeHHfé(aS)) + Vel L2(s) HTeHH%(aS)-

e < o |VEe et [|Ce < opw [VEe .
I€ HLZ(S) (1.36) p0 [VE HLZ(S) I1¢ ||L2(S) (1.37) o [ VE HLZ(S)

Nous utilisons la propriété 1.1.1

1
VEe S —
H § ”L2(S) (1.3) \/57_\/

pour achever les estimations d’énergie de &, :

[ Eve) ve.

)

et HVCGHL?(S) (1<3) A/ Z:?\Jr \/‘fs (fl VCe) . VCe

[ Eve ve

9 1

2
S G0 z Hp€”L2(S)7

et de (. :

2
<& (IBlpagsy + 0+ G2) el o)

f A ARYS
S

Pour le noyau, nous avons

Q
L (€e)-e= Z Vq L?V@&q(a S) V@ey(ES)Vy =(Y(ES)V, V),
1

q,q9'=

Pour conclure, il suffit d’utiliser la relation d’orthogonalité de la décomposition de Helmhotz :

J (CE)-E =J (EVE,) - VE. +J (6" rot ¢,) - rotC, +J (Ee)-e,
s s s s
d’en prendre le module et de rappeler que par définition méme des sources de (1.1-e) :

|div(€ E)|r2(s) = llpelz2(s) et [lrot Efzzcs) = |Br2(s)-
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1.7 Problémes div-curl a frontiéres libres

Maintenant que nous nous sommes rassasiés de ces démonstrations, passons au digestif : la dépendance quant
a la forme.

Nous allons maintenant supposer que la surface S a @) trous sur laquelle nous posons nos problémes et les poids
dépendent d'un paramétre x3 qui évolue. Plus précisément, nous allons considérer une famille d’isomorphismes
(Tas)zser qui déforment continument la section de référence :

Sas 1= T, S.

Pour exploiter les outils de ’analyse de forme, nous allons supposer que le bord de notre surface de référence S
est de classe C! et que la famille de transformation (Tzs )zser €st un "groupe de transformations admissibles"
au sens de la définition 13.1.1, c’est-a-dire que

(z,23) = Tuy(z) e C' (R x B, R x B)
est suffisamment réguliére pour définir la trace normale de la vitesse euclidienne de cette transformation :
g(zs) = —(05Tay o T, ") - 1,

avec n la normale sortante unitaire & S,,. Nous allons maintenant chercher les dérivées eulériennes de forme au
sens de la définition 13.2.1.

Théoréme 1.7.1. La dérivée "eulérienne” de forme 0sE d’une solution E au probléme div-rot plan avec condi-
tion tangentielle, équation de (1.1-¢) du théoréme 1.4.1, est donnée par le probléme div-rot plan suivant :

div(€ (03E)) = — div((038) E) + 3pe, dans Sy,

rot (03 ) = 03B, dans Sy, (1.38)
(03E) xn=03Te + gB — g (On +2k) (7e) + rotr (¢ E), sur 0S,,,

ot les conditions de compatibilité sont automatiquement vérifiées si elles le sont pour le probléeme initial et avec
k(x3) la courbure de Sy, et rotr le rotationnel tangentiel.

Démonstration. En intégrant la seconde équation de (1.1-e) contre une fonction test ¢ et en utilisant la formule
de Green 2D (avec E' x n = 0 sur le bord 05,,) :

f rotEgo:J Erotga—f
s Sag a8

et avec le théoréme de transport de Reynolds (théoréme 13.2.1) :

Te<p:J BQO)
Sus

x3 x3

J 63E-rotcp—f gE-rotap—f 6376904—.[ g(@n+k)(Tecp)=f 63390—J g B .
Sus 0S8y 0S8y S, Sus 0y

Comme Erotp = (E-n)d;¢+ (E x n) dpp on dS,,, nous avons :

agnwf g (On+F) ()
Sy

L rot(ﬁgE)sHLSx ((%E)XMP*LS Q(E'”)(%@*J

s GE

= 833@—J g Brot .
s s

T3 x3

Par la formule de Green curviligne (10.25) nous avons :

f g(E-n)&Tgo=f gE~r0tp<p=f rotr(gE)go—j gkTep,
8S4q Sy s

et ainsi

L* [rot (0sE) — 03B] ¢ + J [(03E) xn— 037e —g B+ g (0n + 2k) (7.) — rotr (¢ E)] ¢.

3 Sy

Si nous prenons notre fonction test a support compact ¢ € DF°(S,,) nous avons

rot ((33E) = 533,
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et si nous la prenons ¢ € L?(35,,), nous avons
(0s3E) xn = 031e + gB — g (0n, +2k) (1) + rotr (¢ E)

La derniére équation s’obtient en intégrant la premiére équation de (1.1-e) contre une fonction test ¢ € D(S,,)
(ott D(S,,) correspond & 'espace des fonctions indéfiniment dérivables et & support compact inclus dans Sy;) :

f diV(EAE)w=J Pe @,
Sus Sus

et en dérivant avec le théoréme de Reynolds (théoréme 13.2.1)

f div(03(EE)) f 03pe -
s

r3

Pour assurer que I’équation admet au moins une solution, il nous faut vérifier les conditions de compatibilité.
En appliquant le théoréme de transport de Reynolds (théoréme 13.2.1) sur les conditions de compatibilité du
probléme initial :

f Bdac:f Te doy = J 533+J 03Te + 9B — g(0n + k)(7e)
S a8 s a8

J rotp(gE):J gkte,
as a8

J- rotds E + J (3E) xn =0,
s

0S
ce qui correspond aux conditions de compatibilités du probléme div-rot plan dont d3F est la solution.

et comme

nous avons

O

Théoréme 1.7.2. La dérivée "eulérienne” de forme d3H d’une solution H du probléme div-rot plan avec condi-
tion normale, équation de (1.1-h) du théoréme 1.4.1, est donnée par le probleme div-rot plan swivant :

div(ag(ﬂH)) = 030m, dans S
rotosH = 03D, adans S, (1.39)
O3(LH) -n = 03V + g pm — g OnVm — divr (g2 H), asur 0S.

ot les conditions de compatibilité sont automatiquement vérifiées si elles le sont pour le probléme initial.

Démonstration. En intégrant la seconde équation de (1.1-h) contre une fonction test ¢ et en utilisant la formule

de Green 2D :
J div(:ﬁ’H)QD:_f /A’LHVQO_FJ I/mgO:J Pm ¢
S S oS S

avec le théoréme de transport de Reynolds :

—Lz%mH»V¢+f

gﬁH-Ver
S

N
(/1;3

63Vms0—f g(f?n+/f)(vm<ﬂ):f 53pms0—J 9 Pm P-
s 28 Saq s

Puisque nous avons la relation algébrique H - Vo = (H X n) ;¢ + (H - n) 0, sur 05, nous pouvons écrire :

. dW@#U@—L&iMﬁH)n¢+J 9 @H %) orp+ |

z3 0Sag

f 030m ¢ — f 9 Pm P,

z&

03Vm @ — LS g (On +ky) (Vm) ¢

puis par la formule de Green curviligne (10.25) :

| @t xmo=| gat-Veo=—| dive@ates [ gl
oS 0 oS

oS oS

T3 x3 T3

et ainsi

J [div (03H) = 3pm] @ + f [—03(AH) - n + O3vm + g pm — 9 Ot — divr (g A H)] ¢
s a8

z3 r3



1.7. PROBLEMES DIV-CURL A FRONTIERES LIBRES

43

Si nous prenons notre fonction test ¢ € DF (S, ), nous avons
div (0sH) = 03pm,

et si ¢ € L?(0S,,) alors
(73([/1\JH) ‘n = 03V, + g pm —gaan —divrp (gﬁH)






CHAPITRE DEUX

CHAMPS DE VECTEURS DEFINIS SUR UN
DOMAINE NON BORNE DE R’

Apres avoir longtemps discouru au sujet des problémes div-rot pour des champs bidimensionnels dans le
précédent chapitre, nous allons maintenant étudier les problémes Div-curl tridimensionnels du type

curl u = w dans K
Div(Au) = ¢ dans K

+ condition(s) aux limites

avec les opérateurs différentiels usuels (pour ¢ un champ scalaire et u un champ 3D) :

(31(,0 (71[1,3 — (73’[1,2
grad ¢ := | Oy , curlu:= | d3u; — drus et Divu:= dus + daus + O3us
d3¢ Or1ug — Ozuy

Ces types de problémes et les outils qui y sont reliés, & savoir les décompositions de Helmholtz et les inégalités
de Poincaré-Friedrichs, ont déja été étudiées dans [6], [30] et [33] quand le domaine est K borné et le poids A
est scalaire. Nous généraliserons les résultats a ce sujet au cas ot A est une matrice complexe non hermitienne
puis au cas ou le domaine I n’est plus borné. De tels problémes peuvent apparaitre dans 1’étude de guide
infini dans au moins une direction. Le cas non borné présage des difficultés d’ordre théoriques et numériques.
En effet, nombreux sont les outils, parmi ceux que nous avons présenté dans le chapitre 1, qui nécessitent
d’étre remaniés (pour étre applicable au cas des domaines non-bornés, notamment afin de s’assurer I’existence
de solutions). Parmi ceux-ci les décompositions de Helmholtz. D’autre part les méthodes numériques usuelles,
comme les éléments ou les différences finies, s’appuient sur une discrétisation du domaine, rendue impossible par
le caractére non borné. Pour lever les difficultés tant théoriques que numeériques ainsi évoquées, nous chercherons
un probléme équivalent & celui que nous souhaitons analyser mais cette fois-ci sur un domaine borné. Plus
précisément, nous allons introduire des bords arbitraires sur lesquels nous allons considérer des conditions aux
limites qui nous permettent de retrouver la ou les solutions du probléme original. De telles conditions aux bords
sont nommeées conditions transparentes. La littérature sur ces derniéres est abondante. Nous recommandons
a cet égard la monographie suivante [31]. Avant de peiner a la lecture, apprenez que ce chapitre n’est, dans le
cadre de cette thése, nécessaire qu’a la présentation et a la démonstration de la décomposition en profils du
théoréme 2.7.1 qui sera utilisé dans le chapitre 8 et & nous assurer de l'existence de solutions aux problémes
de type Div-curl qui naturellement interviendront dans la partie IV. Aussi il peut étre sage de s’y plonger en
paralléle aux chapitres 8 et 9. Nous pensons toutefois que le contenu de ce chapitre peut servir dans d’autres
situations potentiellement décorrélées des problémes types jonctions entres cables des chapitres 8 et 9.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Description de la géométrie considérée
Domaine borné

Nous allons maintenant définir les domaines que nous considérerons dans ce chapitre. Commencgons par un
domaine borné a () anses de degré L+ 1 dont nous allons donner la définition. Soit un domaine simplement
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FIGURE 2.1 — Domaines avec 1 anse d’ordre 2 (figure de gauche), avec 1 anse d’ordre 3 (figure du milieux) , avec
3 anses d’ordre 3 (figure de gauche).

connexe W, avec un bord connexe'!. Nous supposerons que le bord W, contient (L + 1) surfaces planes?,

nommées sections finales Op; pour I = 0...L qui ne s’intersectent pas :
Oo,l @ Oo,y =y for | # .

Donnons nous aussi ¢) domaines simplement connexes W, < Wy de bords 0W, connexes. Ces domaines n’in-

WQ 02,2
| O

Oo,0

O

FIGURE 2.2 — Domaine W, (gauche), domaines W, avec @ = 3 (droite).

tersectent Wy que sur les sections finales O :
L
Wy Wy < | Oy
1=0

Plus précisément, nous définissons les @ x (L + 1) trous O, des sections finales de la maniére suivante O ; :=
Oo,1 " Wy en s’assurant que Oy # . Les domaines W, sont nommés anses de degré (L + 1).

Ainsi le domaine & @ anses de degré (L + 1) se définit3 par :
Q
K=wWo\ [ W,
g=1
Nous noterons les bords du domaine et des sections finales par

0K =0W, et 045 =004, pourq=0..Q, k=1.Ketl=0..L.

1. Un domaine tridimensionnel simplement connexe avec un bord connexe est dit dans le vocabulaire de la topologie algébrique
2-connexe.

2. Nous aurions pu choisir de considérer des surfaces générales mais nous n’avons pas voulu nous encombrer d’opérateurs surfa-
ciques.

3. Plus précisément, il s’agit d’un domaine & & @ anses de degré (L + 1) sans cavité.
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81]C

015 02,0 SO

FIGURE 2.3 — domaine K avec 3 anses de degré 3 et ses notations

Introduisons les @ x L coupures 2D I'y; joignant S; & Sy pour ¢ = 1...Q0 et [ = 1...L telles que le domaine

Q L
Kr:=K\ <U Urq,l> (2.1)

soit simplement connexe. Plus précisément, ce sont des surfaces 2D simplement connexes telles que pour tout
1<g<Qetl<I<L:

t

t
So SO

FIGURE 2.4 — Domaine avec 1 anse de degré 3 avec la premiére coupure (figure gauche), avec les deux coupures
issues de Sy (figure du centre) et avec les trois coupures (figure de droite).

— elles ne s’intersectent pas : I'y; "Iy p = & pour ¢ # ¢’ et Il # U/,
— elles sont intérieures et ne s’appuient que sur une partie de I'anse 0I'y; < Sp U 0K U S; U K.

Nous supposerons que I'unique* composante connexe du bord est lipschitzienne. Il est ainsi possible
(car K est connexe par arcs) de choisir les coupures I'y; telles que leurs bords soient lipschitziens. Nous noterons
0,I'y Vintersection entre le bord des coupures 0I'y; et les sections finales Sf pour [ = 1..L et ¢ = 1..QQ. Ces
coupures 1D ,I'; pour ¢ = 1...(0 sont les coupures nécessaires pour rendre la surface Sf simplement connexe.

Comme dans le chapitre 1, ces coupures nous seront d’un précieux recours pour les décompositions en po-
tentiels, car certains sauteront au travers de celles-ci et pour définir correctement la notion de saut, nous avons
besoin de choisir au préalable une convention concernant l'orientation des coupures. Chaque coupure I'y; est
paramétrisée par les vecteurs (7, e?!) avec

4. Il n’y a pas de cavité.
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— e?! colinéaire a la tangente de aqlC‘S et orienté de S; vers Sy,

— 7,4 orthogonal & e®! dans Ty, et orienté de 0,k vers dpK.
Nous introduisons presque partout la normale n,; & la surface I';; comme le vecteur unitaire tel que
(ng1, Tqs e?!) soit une base directe. Le saut d’une fonction u & travers la coupure Iy est ainsi défini par :

[u]rq (Xre) 1= ll/i_r)r%)[u(xr,e +vng;) — u(Xre — an’l)] pour presque tout X, . €'y, . (2.2)

Les conventions concernant ’orientation que nous avons choisi impliquent qu’une fonction u?! qui saute au
travers de I'g; et qui est continue ailleurs saute de la maniére suivante au travers de la coupure 1D 0pI'y

[uq,l]alqu/ = 0%, (oh — 5f’)[“q’l]pq,z' (2.3)

conformément & la définition 1.6 du saut au travers d’une courbe sur une surface.

e

©
63 eg

FIGURE 2.5 — Orientation de la coupure I';y dans un domaine a 1 anse d’ordre 3.

Domaine non borné

Nous allons prolonger ce domaine K précédemment défini en y adjoignant aux sections finales, la ou il y a
des trous, des cylindres percés semi-infinis (voir la section 11.3.2). Plus précisément, définissons e} la normale
extérieure & K sur les sections finales SP et notons x = (7, }) les coordonnées locales dans le repére affine
(Oy,e1, ez, €}) avec pour origine 0;. Les cylindres percés semi-infinis sont alors définis par la translation des
sections finales S; le long de la normale e} :

O, =5 x [Ol,+oo]eé,

ot [0, +oo]el correspond 4 la ligne semi-infinie de direction e} qui démarre en 0; (voir la figure 2.6). Le do-
maine non borné sur lequel nous allons porter notre travail est :

J=K| |O:.

L
=0

l

Dans certains contextes, K est nommeée zone défectueuse et O, les zones réguliéres. Notons que nous pouvons
prolonger les coupures I'g; sur J par la méme translation :

Fq,l |Dl = aqu X [Ol, +oo]e§.

Le domaine
Q,L

Jre=2( | Ta (2.4)

est simplement connexe.
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I

FIGURE 2.6 — O, dans le cas d’une anse (figure de gauche et au centre) et de trois anses.

2.1.2 Descriptions des fonctions poids considérées

Nous envisagerons des poids qui ont sensiblement la méme forme que ceux considérés pour les champs 2D au
chapitre 1 (hypothése 1.1.1) mais adaptée au cas 3D :

Hypothése 2.1.1. (Hypothése des poids complexes 3D) Soit un champ matriciel & coefficients complezes
A:JcR3 - Gi3(C)
tel qu’en tout point x € J, la matrice A(x) est inversible et il existe des constantes
A AL >0, ALAL>0et Ay A =0
telles que pour tout ue C3 :
Ar ful? < RIAGI, w)e] < Apy Jul?, Ao ul? < [(AG), wiel| < Ay ul? et [ [(AGu, el | < A ul.

Comme nous l’avons auparavant fait pour le cas des domaines de R? dans le chapitre précédent, nous in-
troduisons pour tout poids A vérifiant ’hypothése 2.1.1 et tout domaine borné K — R3 la forme bilinéaire
suivante :

Vu,ve L2(K,C%), (w,v),z = L Au-v, (2.5)

qui est symétrique (respectivement hermitienne) si A Uest.

2.2 Champs 3D dans un domaine borné

Nous allons restreindre dans un premier temps notre étude au domaine borné K décrit dans la section 2.1.1
et renvoyons pour plus tard le cas non borné. Avant d’attaquer les problémes Div-curl généraux, nous allons
nous focaliser sur les espaces harmoniques.

2.2.1 Les espaces harmoniques

Les espaces harmoniques avec conditions aux bords de type tangentielle et type normale sont

E(AK) = {ueLQ(IC);curluzO,Div(Au)=O, etuxn\(m=0},
(2.6)
H(A,K) = {ueL?*K);curlu=0,Div (Au) =0, et (Au) -n|, =0}

Pour les domaines de dimension deux, ces deux espaces furent reliés a la notion de "trou". Cependant, la
nature de la topologie des domaines de dimension deux et trois différe, plus précisément dans la notion de "trou"
en dimension trois, il faut distinguer les "anses", ici au nombre de @ et les "cavités", ici non présentes. Référez
vous & annexe 11 pour plus de précisions concernant ce sujet. Dans le cadre de ce chapitre (et des suivants), les
"anses" seront ce que nous avons précédemment défini (lors de la description de la géométrie dans la section 2.1.1).

Commencgons par annoncer le lemme Hodge-Weyl suivant qui est le pendant 3D du lemme 1.2.2 :

Lemme 2.2.1. Donnons nous u € L*(K) tel que curlu = 0 dans K. Alors il existe® ® € H'(Kr) tel que

u=grad® et ¢=1..Q,l = 1...L nous avons [grad ® x ng]. =0,

a,

5. Rappelons que (voir (2.1)) que Kr est le domaine K privé des coupures qui le rendent simplement connexe.
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avec I'y; des coupures qui permettent de rendre K simplement connexe. Ce potentiel ne saute pas
®e HY(K),
si l'une de ces trois conditions est vérifiée :
(i) le domaine K est simplement connexe (Q =0),
(ii) il existe pour tout | = 0...L des portions de surface vo; < oK joignant Sy a S tel que u x nl,,, =0,

(i11) il existe pour tout | = 0..L et ¢ = 1...Q des portions de surface v4;1 C 04K joignant Si a S; tel que
u xnly,, =0.

Démonstration. Admettons le point (i), c’est a dire que, dans le cas simplement connexe, si un champ est
irrotationnel, alors il peut s’écrire sous la forme du gradient d’un potentiel dans H', c’est le théoréme de Hodge
Weyl (lemme 1.2.1) adapté au cas 3D. Le domaine K privé de ses coupures I, ; est simplement connexe, ce qui
nous donne le droit d’exploiter le point (i), nous savons ainsi qu’il existe ® € H'(Kr) tel que

u = grad .

La composante tangentielle de u ne peut sauter en passant au travers d'une coupure I'y; puisque curlu = 0
dans K. Ainsi pour ¢ = 1...QQ,1 = 1...L, nous avons :

[<I>]Fq‘1 = cteg,.

Choisissons de placer nos coupures de fagon que I'y; = S1 U 9,K U S; U Y0, Siu x nly,, = 0 alors il existe pour
[ =1..L des constantes ®(; telles que <I>|,YO = P et donc

ctegq = lim [®]p  (27) = ®og — Po,y = 0.

Tr—20,1€0,1 a»t

Le raisonnement est similaire si nous choisissons de placer nos coupures de cette facon I'y; < S71 U v, U Si U

oK. O

Considérons un champ u € L?(K,C?) irrotationnel curl v = 0. Nous savons pour le lemme 2.2.1 de Hodge-
Weyl tout juste démontré qu'’il existe un potentiel

Q L
de HY(K\ <U Urq’l>
qg=11=1

tel que u = grad ® et [grad ® x ng ;] . Considérons maintenant un entier ¢ entre 1 et (), un entier [ entre 1
q,

et L ainsi qu'une coupure I’ gi=0 du méme type que I' Gl mais différente, c’est & dire que
— elle n’intersecte aucune autre coupure : I'g; N f‘(ﬂ = pourq#qgetl+# ZN,

— elle ne s’appuie que sur une partie de I’anse f‘(ﬂ < Spu 9K U Sju K,

Q L
— le domaine Kr := K\ U U Ly U I’z 7 | est simplement connexe.
q=1,9#G =1 1]

De méme avec ce nouveau jeu de coupures, il existe un potentiel ® € H'(K \ Kr) tel que v = grad @,

[grad P x nq’l] =0 pour q #q, l # let [grad P x nq’l] = 0. Nous avons donc
Ty

a, F@f

grad ® = grad ® dans ICF\f‘qJ.

Ainsi si ® dépend du choix des coupures, son gradient non. Nous allons utiliser la notation grad pour mettre
en lumiére cette invariance.

Remarque 2.2.1. Pour tout uw € H*(Kr), le champ gfl:‘;iu est défini par

gradu e L*(Kp)? et gradu =gradu dans D' (Kr).
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Avec une preuve similaire & celle du théoréme 1.3.1 mais en utilisant le lemme 2.2.1 plutot que le lemme
1.2.2, nous pouvons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. Les espaces harmoniques dépendent des caractéristiques topologiques de IC :

E(e,K) = {D} et H(w,K)= span{grad W"'(A.K)} | o,

avec les potentiels harmoniques
VA, K) € H' (K\Lgu) s

solutions de
Div (Agrad V9 (A,K)) =0, dans K\I'y,

Agrad VYA, K) -n =0, sur OKC,

[Wel(A, K)] = 1 sur Ty,

[A grad U%'(A,K) -n] =0 sur L'y .

Les potentiels qui permettent d’engendrer les espaces harmoniques vérifient comme dans le cas de la dimension

f (Agrad U9(A,K)) - grad U* =0, V ¥*e H(K). (2.7)
K

Nous pouvons de méme introduire le tenseur de Gram Cut(A, K) de taille L x L x @ x @ défini par :

LU
9,9’

Cut(A,K) = (Cut)! (A, K)) Cutl! (A, K) = J (A grad ! (A,K)) - grad &7V (A, K). (2.8)

K

Avec des preuves similaires au cas 2D, nous pouvons démontrer que :

Lemme 2.2.2. Le tenseur de Gram Cut(A,K) est inversible. Il est de plus symétrique (respectivement hermi-
tienne) si le poids A est symétrique (respectivement hermitienne) et défini positif si A est symétrique réel.

Par contre, il n’y a pas invariance par transformation conforme ni de relation du type lemme 1.3.5 de conju-
gaison. L’étude générale du spectre de Cut(A, K) reste une question ouverte qui ne nous a guére retenu dans le
cadre des cables coaxiaux. Précisons que si la géométrie comportait des cavités alors I’espace harmonique £ (e, K)
ne serait pas vide et il serait alors nécessaire d’introduire d’autres potentiels harmoniques pour le caractériser.

2.2.2 Décompositions de Helmholtz a poids de champs 3D

Rappelons au préalable la définition de quelques espaces fonctionnels usuels. Aux opérateurs divergences et
rotationnels, nous associons les espaces® de Sobolev suivants :

H(Div A,K) := {ue L*(K,C?) |Div (Au) € L*(K,C)} , H(curl,K) := {ue L*(K,C?) |curl,ue L*(K,C)},
ainsi que leur intersection :
H(Div A, curl,K) := HDiv A,K) n H(curl, K).
Introduisons aussi des espaces liés aux champs A-solénoidaux
H, o(Div A, curl,K) := {u e H(curl,K) |Div (Au) = 0 et u-n|sc = 0}
H; o(Div A, curl ,K) := {u € H(curl, K) |Div (Au) =0etuxnly = 0} .

Théoréme 2.2.2. Si A vérifie ’hypothése 2.1.1 des poids complexes, alors les champs 3D peuvent étre décom-
posés en potentiels :

L*(S,C?) = grad HY(K) @ A curl (Hnyo(DiV ,curl , K) n HA(1, IC)/C) (2.9)
L*(S,C?) = grad H'(K)® A" 'curl H, ((Div , curl, K) ®H (A, K)
avec l'espace harmonique & poids H(A, K) défini en (2.6) et son orthogonal

HE(1,K) = {ue L*(K)|Yhe H(1,K), J}Cu'h = o}.

Ces décompositions sont orthogonales selon la forme bilinéaire (-,-) 5 o définie en (2.5).

6. Attention, rappelons que comme le poids A n’est pas nécessairement hermitien, il ne s’agit pas obligatoirement des espaces de
Hilbert.
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2.2.3 Existence de solutions aux problémes Div-curl

Théoréme 2.2.3. Soient € et p vérifiant ’hypothése 2.1.1 des poids complexes, des champs solénoidaux
Be L*(S,C% etDe H'(S,C? tels que DivB =DivD =0
et des champs
pe€ HY(S,C) , 7e € H 2(0S,C?) et py € L2(S,C) , N,, € H %(3S,C).

Il existe une solution dans L*(S,C3) aux problémes Div-curl :

Div (e E) = pe, dans K Div (u,H) = pm, dans K
curl E =B, dans K, (e) et curl H =D, dans K, (h) (2.10)
Exn=7s, surodk, p H-n= Ny, surdk.

si les données satisfont les conditions de compatibilité suivantes pour E

LB = {Te> ) 4 oy md o) (2.11)
et pour H :
L pm = (N 1>H*%(9S)7H%(azc) (2.12)

La solution de (2.10-e) est unique mais ce n'est le cas pour (2.10-h) que si le domaine est simplement conneze.
En effet, il nous faut Q x L déterminations supplémentaires pour le probleme (2.10-h) et celles-ci peuvent étre

f wH - grad U9 (u, K).
K

2.2.4 Démonstrations des diverses résultats de la section

Tout est plus simple qu’on ne peut
I'imaginer et en méme temps plus
enchevétré qu’on ne saurait le concevoir.

Goethe

Les démonstrations de tous les résultats présentés dans cette section, & savoir les théorémes 2.2.2 et 2.2.3
sont faites d’'un méme jet. Soient des champs

E,H e L*(K,C?),

nous allons montrer qu’ils peuvent s’écrire sous la forme de somme de gradients et de rotationnels pour démontrer
le théoréme 2.2.2; puis sous quelles conditions ils sont solutions des problémes (2.10).

Introduction des potentiels
Considérons, afin de décomposer F, les potentiels

£ € HY(K) et (o€ H,o(Div,curl,K) nH(1,K)/c

solutions des problémes variationnels suivants :

vé e HYH(K), V¢ € Hy, 0(Div ,curl,K) n H(1,K)/c,

J (A gradfe) -grad§ = f (A E) - grad§, ot f (A curl Ce) -curl¢ = J (A ue) -curl ¢.
K K s s

(2.13)
Considérons de méme, afin de décomposer H, les potentiels

me H (K)jc et {m € Hro(Div,curl,K)
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solutions des problémes variationnels suivants :

v¢e HY(K) ¢ V¢ € Hr o(Div , curl, K)

J (Agrad{m) -grad§ = J (Aum) - V¢ ot ‘[ (AcurlCm) -curl = J (Aum) -curl(.
K s K K

(2.14)
L’existence et I'unicité de solutions aux problémes associés a & et &, sont d’évidentes conséquences du théoréme
de Lax-Milgram 7. Pour s’assurer de propriétés similaires pour les potentiels ¢, et (,,, nous avons besoin d’une
description un poil plus précise des espaces

H, o(Div ,curl,K) et H,o(Div,curl,K)nH(1,K)/c.

Proposition 2.2.1. La forme bilinéaire
J curl ¢-curl ¢ pour ¢, Ce H(curl,K)
K

est un produit scalaire des espaces

H; Div ,curl,K) et H, o(Div,curl,K)n HE(1,K) /¢

dont la norme est équivalente o celle de H'(Div ,curl,K), a savoir :

VC € Hl(DiV ,curl,lC) P HC”HI(Div ,curl \[K) = \/J}C |<|2 + \/J}C \curl C‘Q =+ \/J]C |DiV <|2

Il est, avec cette proposition 2.2.1, évident de prouver que les formes bilinéaires associées aux potentiels (e
et (m sont coercives. Si un sens de cette proposition 2.2.1 est triviale, & savoir

V¢ € HY(Div , curl ,K), J curl ¢ -curl ¢ < HCH%{I(DiV curl )
K

lautre nécessite des inégalités de Poincaré-Friedrichs du méme type que celles des théorémes 1.5.1 et 1.5.2
adaptées au cas 3D.

Deux inégalités de Poincaré-Friedrichs 3D obtenues avec un raisonnement par 1’absurde

La poésie domine l'absurde

René Char

Proposition 2.2.2. Soient ¢ et u des poids scalaires réels strictement positifs. Si les champs 3D E et H vérifient
Ee H.(Dive,curl ,K) et H e H,(Divpy,curl,K)

alors il existe des constantes K(e,K) et K(u,K) qui dépendent de la géométrie de IC et des poids € et p et telles
que :
IE||z2(0) < K (2,K) (|lcurl B2y + ||Div (e E) [|22(x)) (2.15)

et
1 Hl[r2(c) < K (1, K) (leurl H[pax) + [IDiv (uH) [[r2(x) + |[(Cut(p, K) T, Do ze) (2.16)
avec le tenseur de Gram Cut(p, KC) défini en (2.8) et les "courants” :

Q.L 4 —_— T
Ipii= Y. (Cut(u,K)")" j (u H) - grad 97 (A, K)
’ K

q,l

7. Le fait que A vérifie ’hypothése 2.1.1 assure que la forme bilinéaire
Yu,v e HY(K), J (Agradu) - gradv
K

est continue et coercive aussi bien sur H}(K) que sur H? (K)/c (pensez aux inégalités de Poincaré (1.36) et Poincaré-Wirtinger
(1.37)).
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Démonstration. Supposons par 'absurde que le résultat est faux. Nous pouvons alors définir une suite (E, ),
telle que :

|lcurl E, ||z () + |[IDiv (e En) [|z2x) <

S|

et
HEn”L?(IC) =1 s En Xn = 0,

ainsi qu’une suite (H,),, telle que

|leurl H,|[12(c) + [|Div (1 Hp) ||z () + |(Cut(p, K) I, 1) po pe | <

3=

et
HHn||L2(IC) =1 3 Hn n= Oa

avec I défini de la méme maniére que I mais H,,.
Comme les injections
H,(Dive,curl,K) - L*(K) et H,(Divpy,curl,K) — L*(K)

sont compactes (voir corollaire 3.49 de [54]), nous savons qu'il existe des fonctions Fq, et Hy, telles que

2 2
E, 5B, o H,5 H,

et qui par conséquent vérifient
Ey € 5(6,’(:) s HEOC||L2(IC) =1

et
HDO € IH(#’ IC) ) ’(CUt(NvIC) IOO? IOO)RQXRL’ =0 ) ||HOOHL2(IC) =1

ce qui est absurde car si E, € (¢, K) = {(J} alors E = 0 et cela rentre en contradiction avec |[Eep||p2(xc) = 1.
Raisonnement identique avec Hy. O

Nous pouvons maintenant aisément prouver la proposition 2.2.1 :

Démonstration. Si e € H} o(Div ,K) n H*(1,K) alors
Div (. =0dans K, {c-n =0 sur oK et J Ce - grad ¥, (A, K) =0,
K
ainsi, en utilisant I'inégalité de Poincaré-Friedrich (2.16) :

| leurt G = k¢ [ el
K K

De méme si ¢m € HY ;(Div , K) alors avec (2.15)

| leurt P = 1 | 1emP
K K

Décompositions de Helmholtz 3D
Il suffit de remarquer que
e:=F— (grad { + e 'curl () €&(e,5) et h:=H— (grad &, +e& 'curl {m) € H(e,S)

pour établir les décompositions en potentiels souhaitées. Les relations d’orthogonalité s’obtiennent par les for-
mules de Green 3D comme dans le cas 2D (voir la démonstration du théoréme 1.2.1).
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Existence (et unicité ?) de solutions aux problémes de type Div-curl

Supposons maintenant que de plus nous avons les champs 3D
B:=curl Ee L*(S,C?) et D:=curl Ee H'(S,C?) qui sont bien tels que DivB =DivD =0
et les champs scalaires
pe :=div(e E)e H'(S,C) et p,, := div(u H) e L*(S,C),
ainsi que les traces aux bords qui sont correctement définies :

Tei=Exn| e H™2(3S,C% et N, :=N-n o€ H™%(28,C).

Les conditions de compatibilité (2.11) et (2.12) sont vérifiées.

Les problémes pour lesquels les potentiels & € HY(K) et ¢, € H'(Div ,K) n H1(1,K)/c sont solutions
peuvent étre réécrit avec la formulation forte :
curl (e 'curl {) =B, dans K,
et Div{. =0 dans K (c-n=0 sur ok

{ div(e grad &) = p., dans K
(571 curl Ce) Xxn="Te, surdk,

£ =0, sur ok

et de méme pour les problémes dont &, € H'(K)/c et {m € Hr o(Div , K) sont solutions :

curl (p~'curl ) =D, dans K,
et Div {, =0 dans K

{ Div(p grad &,,) = pm, dans K
Cm xn =0, surdS,

pgrad &, -n=N,,, surok

de maniére a ce que

1 1

grad {, + e curl ¢ et grad¢, +e curl

sont respectivement des solutions particuliéres aux problémes (2.10-¢) et (2.10-h). De plus comme toutes les
solutions E de (2.10-¢) et H de (2.10-h) vérifient

E — (grad & + e leurl Ce) €E(e,5) et H— (grad &, + e lcurl Cm) € H(e, S),
nous pouvons en donner la structure générale :

Q.L
E=grad & + e leurl ¢, et H= Z 1, grad \Ifq’l(A, K) + grad &, + e 'curl ¢

q,l=1

avec les "courants" :
Q,L

Ipi:= ), (Cut(u,K)™)

qV

LU
q,q'

L (uH) - grad ¥ (A, K)

qui sont les indéterminées du probléme (2.10-h).

2.3 Présentation des problémes Div-curl posés sur des domaines non
bornés

Nous allons considérer dans les sections prochaines les problémes Div-curl suivants :

curl E =B relJ curl H =D reJ

Div (e E) =0, zeJ (e) Div (pH) =0, zeJ (h) (2.17)
Exn=0 :EE@J\(?HD]C, H-n=0 :EE@J\(‘)HDIC, '
EXn:Te,HD xE@HDIC H-n=Nm}HD $E(9HDK:

ou les poids € et p sont des matrices 3 x 3 vérifiant 'hypothése 2.1.1 des poids complexes ainsi que I’hypotheése
suivante :
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Hypothése 2.3.1. Les poids € et p sont, dans les cylindres semi-infinis Oy, isotropes et invariants dans la
direction longitudinale :

e(x) ‘Qz = 5(xlT)Id3 et p(x) ’Dz = u(xlT)Idg pour X = (xlT,xé) € 9y,

avec
e:S—>R et p:5-R

Le domaine non borné J est tel que décrit dans la section 2.1.1 et dgp/C correspond & une portion du bord

de K : .
dupk < 0K\ (U Sl> .

1=0

Dans un domaine non borné, nous nous intéresserons aux fonctions qui vivent dans un espace qui répudie
les exponentiels qui croissent trop rapidement, car dans le cadre dans lequel nous nous placerons lors de I'étude
de jonction entre cébles coaxiaux, les exponentiels croissants ne correspondront pas & des solutions physiques.
Ainsi notons

L2(J) = {u e L2 (J) ( L,, e Vb |y)? < oo} (2.18)

I’espace & poids associé au bannissement des fonctions qui croissent trop rapidement et associons lui le produit

scalaire :
(w, V)2 () = J u6+f e*\/guﬁ,
v K O

de fagon qu’il soit un espace de Hilbert. Définissons de la méme maniére 1’espace & poids :

HL(J) = {u e HL (J) ] J e V75 (Ju)? + |grad u)?) < oo} (2.19)

O
muni du produit scalaire :
(w, V) oy = (W, V)pa gy + f grad u - grad v + J e Vb grad v - grad v.
M h K O,

Le poids exponentiellement décroissant est présent seulement pour proscrire certains exponentiels croissants, en
pratique nous n’utiliserons pas les produits scalaires précédemment introduits.

Les sources des problémes (2.17-e) et (2.17-h) seront supposées assez réguliéres
B,DeL;(S,C*) , NpupupelL?(0J,C) , TenpeL*(dJ,C%

et satisferont :
DivB=DivD =0 et f Ny up = 0. (2.20)

Comme le domaine est non borné, nous allons chercher & réduire nos problémes (2.17-¢) et (2.17-h) sur un
domaine de calcul borné du type :

L
K(o) =K U Sy x [0, 00] €}, (2.21)
=1

avec
o= (O'l)()glsL ou o =0,

et [0;,0;] €} les segments partant de O; et s’arrétant 4 une distance o; selon la direction e} . k(o) est une suite

exhaustive de compacts qui converge vers J quand o — . Pour assurer l'existence de solutions aux problémes
(2.17), nous devons au préalable établir les conditions de compatibilité.

Proposition 2.3.1. Les conditions de compatibilité que doivent vérifier les solutions E et H de (2.17-¢) et
respectivement (2.17-h) sont :

L
f B-€+J TeyHD-(nxéxn):—ZJ E x el (e x O x e})
K(o) oupJ 1=0 Six{o1}

pour tout champ C € L*(K(a)) tel que curl C =0 et

L
ZJ H-e,=0.
1=0 SlX{o'l}
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Démonstration. Nous avons avec (2.17-(e)) :

J B-C = f curl E-C (2.22)
K(e)(o) (2.17(e)) JK (o) (o)
L
= E x el (e x T xeél 2.23
(10.22) ZZOJSLX{W} I 5) (2.23)
—J Te,up - (n x C x n) avec les conditions aux bords de F (2.24)
oupJ

Remarquons que comme curl C = 0, la trace tangentielle (n x C x n) est bien définie (théoréme 3.31 de [54]).

Nous avons avec I’équation (2.17-(h)) :

L
0:J Div(uH):J vaHDJrZJ H €.
K(e)(o) dupK i—o0 YSix{o}

O

Dans le cas d'un domaine borné, nous avons existence de solutions mais pas forcément unicité. La non unicité
est reliée, pour le probléme avec conditions aux bords de type tangentielle, au nombre de cavités, ici 0, et au
produit du nombre d’anses et de leur ordre pour le probléme avec conditions aux bords de type normale. Nous
ne retrouverons pas tout a fait le méme résultat dans le cas non borné.

2.4 Espaces harmoniques dans un domaine non borné

Une ondulation majestueuse et lente
S’éveille, et va mourir a 'horizon poudreux.

Leconte de Lisle, Midi

Quand le domaine d’étude n’est pas borné les espaces harmoniques deviennent :
E(e,J):={EeLl(J);curl E=0,Div (e E) =0, and E x n|; = 0} (2.25)
H(p,J) :={HeL(J);curl E=0,Div (pH) =0, and H - n|; = 0}

Deux méthodes s’ouvrent & nous : la premiére consiste a généraliser le lemme 2.2.1 de Hodge-Weyl au cas non
borné pour écrire les champs irrotationnels sous la forme d’un gradient, la seconde consiste & se ramener a
un domaine borné pour exploiter les décompositions de Helmholtz qui nous sont connues. Commencons par la
premiére méthode, nous utiliserons la seconde pour les problémes Div-curl avec sources.

Lemme 2.4.1. Donnons nous u € L3, (J) tel que curlu = 0 dans J. Alors il existe® ® € H}, (Jr),c tel que
u=grad® et ¢ =1..Q,l = 1...L nous avons [grad ® x an]Fql =0,
avec 'y des coupures qui permettent de rendre J simplement connexe. Ce potentiel ne saute pas

Qe Hlloc(j)/(Ca

si l'une au moins de ces trois conditions est vérifiée :

(i) le domaine J est simplement connexe (c’est & dire que tout compact inclus dans J est simplement connexe
ou dans le cadre de notre géométrie Q = 0),

(1) u X n|a g =0,

(i) pour tout ¢ = 1...Q nous avons u x nls, s = 0.

8. Rappelons que selon (2.4), Jr est le domaine J privé de ses coupures qui permettent de le rendre simplement connexe.



58 CHAPITRE 2. CHAMPS DE VECTEURS DEFINIS SUR UN DOMAINE NON BORNE DE R3

Démonstration. Donnons nous K,, — J une suite croissante de domaines ouverts bornés. Nous savons d’aprés le
lemme 2.2.1 de Hodge-Weyl que :

Vn, u|Kn =grad ®,, avec J;C ®, =0.
0

Pour tout m < n nous avons :

= u|/c - u|Km = grad (‘I)}Kn —® ’C) dans K,

de plus comme J (®,, — ®,,,) = 0, nous avons :
Ko

®, =, dans K,,.
Posons @ : J — R tel que pour tout n : <I>| K, = ®,,. Ainsi nous avons montré que pour tout n :
u=grad® dans K,.
Nous avons montré que pour tout v € D(K,,) :
<ulg,;v>=—<®; Dive >
Or pour tout v € D(K), nous avons pour n assez grand v € D(K,,), donc
<ulg;v>=—<P; Dive >
La suite se démontre de la méme fagon que dans le lemme 2.2.1 de Hodge-Weyl. O

Nous pouvons grace & ce lemme, avec une démarche qui nous est maintenant familiére, décrire les espaces
harmoniques :

Théoréme 2.4.1. Les espaces harmoniques pour un domaine non borné sont engendrés par les bases suivantes :

(e, J) = span{grad @g}lgqu and H(p,J) = span{grad W%l}lgqu,lslgL

Avec les Q potentiels harmoniques et Q x L potentiels harmoniques conjugués® :
Ol e Hy(J) et Wi'e Hy(J\Tg1)sc

solutions de

Div( pgrad \Ilgnl) =0, dans J\I'y,
Div(egrad®?) =0, dans J pgrad Uol.n =0 sur 0.J,
/ et | (2.26)
Pl =062 onoyJ (¢ =0..Q) [\Ilgﬁl]Fq,z =1 sur Ty,
[u grad U4! . n]F L= 0  surlqy,
q,

Démonstration. En utilisant le lemme 2.4.1 en sachant que F x n = 0, nous avons ’écriture en potentiel :

Div(egrad®) =0, inJ
E =grad® avec le potentiel )
¢=07 ondyJ(0<q¢ <Q)
Par I'existence et 1'unicité de la solution au probléme (cela sera démontré 1 dans le lemme 2.4.3) :

Div(egrad®?) =0, inJ

Pl = 6(‘11/ ondyJ (0<¢ <Q)

9. L’espace a poids HL(J) est définie en (2.18).
10. Nous pouvons aussi démontrer Iexistence et unicité dans un espace & poids moins grand que H}

1y|2
we HL (J)|Vl=0..L, j M dor dzk
Dl 1 + (23)

A savoir

en utilisant des inégalités de type Hardy au lieu des usuelles inégalités de type Poincaré.
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nous avons 0
u =) U, grad . (2.27)
q

La suite de la démonstration se fait de maniére analogue.
O

Pour s’assurer que les problémes issus de (2.26) sont effectivement bien posés et donner un moyen de calculer
les solutions, nous allons en donner des équivalents mais cette fois posés sur le domaine borné K. Pour cela
nous devons introduire quelques potentiels associés aux sections finales S;. Commengons déja par les potentiels
harmoniques pour ¢ = 1...Q et [ = 0...L :

(pg’l € Hl(Sl) et ﬂjgrzl € Hl(Sl)/C

qui sont les uniques solutions des problémes :

div (5 ng’l) =0, dans S, div(u ng;l) =0, dans S;\a,T'y,
(pg’l = 0, sur (3055, and anq/}gﬁl = Ov sur (?Sl,
@&l = Ogks sur 0.5, [wzj]alr =1, [u é’nw%l]alr =0 sur gl.

dont nous avons fait une étude exhaustive dans la section 1.3. Introduisons ensuite les solutions
le Hl S t l Hl S
Pn € 0( l) € wn € ( l)
aux problémes aux valeurs propres

—p b div (pVoLm) = khmyglm dans Sy,

-1 s le le le
—e 1 div (eVe®) = A:f¢y¢,  dans S, Lm _
Onthy™ =0 sur 05}, (2.28)
e =0 sur 095,

| wwetm o
Sy

Lemme 2.4.2. Les familles de potentiels (ph)n_1,00 et ($5™)n1,00 forment des bases de L*(S)). Les familles

e o ( o )
V )\5{6 n=1,0 v k"nm n=1,00

forment respectivement des bases de Hg(S;) et de H(S;). De plus ces familles vérifient les conditions d’ortho-
gonalité :

| evete vl | vt wulm
S et 8F = [ poplgbm =25 .

l l
An© S, k™

k le
o = f cu’ wi =
Si
Démonstration. Considérons I'espace L?(S),edz) des fonctions dans L?(S;) muni du produit scalaire
(p,u), = f £ @u, pour tout p,u e L*(S),edr)
Si

ansi que le probléme aux valeurs propres

trouver k¢ e H}(S))\{0} et \i¢ € R tels que pour tout v e HE(S)),

2.2
f ekt - Vu = M (95 u)_. (2.29)
Sy

Ce dernier est la formulation faible de la premiére équation de (8.16). Comme la forme bilinéaire

J eV - Vu, pour tout ¢, u € L*(S;, e dx)
Si



60

CHAPITRE 2. CHAMPS DE VECTEURS DEFINIS SUR UN DOMAINE NON BORNE DE R3

est un produit scalaire sur H}(S;) et que linjection H}(S;) — L%(S;,edz) est compacte, il existe une suite
croissante de valeurs propres (AL¢),—1 o, non nulles et une famille de vecteurs propres (¢L¢),—1,, formant une
base hilbertienne de L?(S, e dz) qui sont solutions de (2.29). De plus

le L,m
ik ot ( U m)
\% /\rie n=1,00 \ k;l n=1,00

est une base de Hi(S;) et les conditions d’orthogonalité évoquées dans I'énoncé du lemme sont vérifiées. Le
raisonnement pour la famille (¢5,™),_1 o est identique. O

Nous avons admis dans le lemme 'existence et I'unicité des potentiels solutions des deux équations issues
de (2.26). Nous allons démontrer cette existence en écrivant des équations équivalentes a celles de (2.26) mais
posées sur le domaine borné K.

Lemme 2.4.3. les problemes de (2.26) peuwvent étre restreints sur la géométrie bornée K. Plus précisément les
solutions

®le HY(J) et WZle HL(J\Lg)c
de (2.26) restreintes a K vérifient

Div(p grad¥?!) = 0, dans K\I'q;
Div(e grad®?) = 0, dans K pegrad VLl -n =0 sur 0J,
P = 5(‘11/ sur Og K et [\I’gﬁl]pqyl =1 sur I'g,
D1+ StL(0309) = &, sur S; x {0} [ grad Wi - n]rq,l =0 sur Tq1,

el + &4, (29w = (o = o Y ust sur Sy x {or),

(2.30)
avec les opérateurs de Steklov-Poincaré :

J cupy’ oc f puy™
Sy x{0;} Sy x{0:}

(e ¢]
Stl(u) = )] RV o ohe et Gt (u) = ) VAT phm (2.31)
n=1 n n=1 mn

De plus ces mémes potentiels ®4 et WL peuvent étre décrits sur les cylindres semi-infinis O par :

& \/17 1
@g‘gl(scT,xé) = 2l (zr) + 2 all e VA T3 phe (), (z7,73) € Oy
n=1 . (2.32)
’ r_ l'mll m
Wi |, (e, 2h) = (8 — 6wk (wr) + 3 BN e VI B g (ag),  (ar, 1) € O,
n=1
avec les coefficients complezes :
| conmrle
Oz%’l _ _Y5x0 _ 7[ Ethe (83@3) ‘plr;,e (2'33)
e e)
et
|
U T —— | wet, (gl i (2:34)
kn’m S;x0y

Les problemes issus de l'équation (2.30), et ainsi ceux de (2.26), sont bien posés.

Démonstration. Considérons les problémes (2.26) sur les cylindres percés semi-infinis 9;. Le comportement (2.32)
de @9 et de U%! dans 9; est la conséquence de la séparation des variables et de la répudiation des solutions
exponentiellement croissantes (puisque nous cherchons des solutions dans I'espace a poids L?)). Explicitons cette
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démarche. Introduisons sur O; les potentiels %g = Q9 — Tl et \Tlgn = W — (5 — 8!)yL! pour tout ¢ = 1...Q,
qui vérifient

div (eV®?) + 0289 = 0 dans O, div (uV¥%) + 302 =0 dans O,
R et R (2.35)
1 =0 sur 052, 0 ¥d, =0 sur 02

comme (¢4) ;21,0 et (Y5™)n=1,00 forment des bases de L?(9)), les séparations des variables s’écrivent
0 - 0
d(x3,x7) Z 2C(xr) et W (r3,27) Z bl (23) Lo (xr) pour (z3,27) € 9. (2.36)

En insérant (2.36) dans (2.35), nous avons les équations différentielles ordinaires
03a%t — Meall =0 et 302" — kLM b2t =0,
dont les solutions s’écrivent sous la forme

af!(ah) = ol VA o pl(al) = pRtemVh

car, comme Cfg, \ngn € L2 (9)), les solutions sous la forme d’exponentiels croissants sont interdites. Nous retrou-
vons bien le comportement (2.32).

Pour retrouver (2.33, 2.34), nous intégrons (2.32) respectivement contre € ¢%¢ et contre p ;™ et nous inté-
grons la dérivée longitudinale 03 de (2.32) respectivement contre ¢ ©4;¢ et contre 1 1L:™. Nous avons ainsi :

J 6(}3(1)8 gOn
J £ 0307 phe 4 TEXO - = J Pt ohe (et de méme pour W)
S x0y A€ Si1xOq

et nous retrouvons nos opérateurs de Steklov-Poincaré the et thm.

O

Remarque 2.4.1. Le comportement (2.32) des potentiels harmoniques dans les cylindres semi-infinis impliquent
les comportements suivants & linfini :

B~ ol WE ~ (G- uE et 039, BUE ~ 0
ee]

1 m
Ty— T3 —0 T3 —>0

Les solutions de problémes Div-curl de type (2.17-e) et (2.17-h) sans sources (B = D = 0, Te,up = 0 et
Ny mp = 0) s’écrient ainsi sous la forme

Q,L
E= ZUqgradQ)q et H= Z Jg1grad U2
a=1 q=1,1=1

et similairement au cas borné, il y a @ x L indéterminées J,; pour ¢ = 1...Q),1 = 1...L pour les solutions de
(2.17-h), mais contrairement & lui il y a respectivement () indéterminées U, pour (2.17-e).

2.5 Analyses des problémes Div-curl dans les cylindres semi-infinis

Pour trouver les conditions transparentes afin de résoudre les problémes (2.17-¢) et (2.17-h), nous allons
utiliser la structure bien particuliére des éventuelles solutions dans le guide ;.
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2.5.1 Définition de bases de fonctions pour la séparation des variables

Pulvérisation furieuse de la continuité

Pierre Boulez

Comme le cylindre semi-infini 9; est cylindrique!! et que les coefficients £ et p ne dépendent pas de la
variable longitudinale conformément & I’hypothése 2.3.1, nous pouvons décrire le comportement de E et H sur
dans cette partie via une séparation des variables. Pour se faire, nous devons songer & des choix judicieux de
bases de L?(.S;)?. Pour cela nous allons introduire une kyrielle de potentiels en espérant que le courageux lecteur
ne fera pas d’indigestion de notations. Nous opterons pour les deux formes de bases données dans le lemme
suivant :

Lemme 2.5.1. Nous avons les décompositions suivantes

n(A,S]) A rot ¢, (A", S))

A Sl V A Sl n=1:00

Vl/)n(A, Sl) Ail rot (pn A Sl

\ kn(A7Sl)7 \/ n A Sl

ot les constantes A (A, S)), kn(A, S;) € RT* et les potentiels
on(A,S1) € Hy(S) et n(A,S) e H(S))

L*(S))? = Span @ span (Vgoq(A,Sl))qgQ (2.37)

et

L*(S;)? = Span @ span (%1/1Q(A,Sl))q<Q (2.38)

sont les uniques solutions des probléemes aux valeurs propres

—At div (A Ve, (A, S) = M(A,S) en(A,S),  dans S,
(2.39)
on(A;S) =0 sur 0S

—AH div (AVY, (A, S)) = kn(A,S)Yn(A,Sy), dans S,
(2.40)
Ontn(A,S)) =0 sur 05

Démonstration. Les décompositions de Helmholtz du théoréme 1.2.1 sont
L*(S;,C?) = VH}(S) ®@ A 'rot H'(S)) ®E(A, S))
L*(S;,C?*) = VHY(S)) @ A 'rot H}(S) ®H(A, S)).
Par le théoréme 1.3.1, nous savons que
E(A,S)) =span{VpI(A,5)), 1<q<Q} et H(AS) = span{%vqu(A, S), 1<q<@Q},
ansi, il ne nous reste plus qu’a déterminer des bases de VH{(S)), rot H'(S;), VH(S)) et rot H}(S)).

De maniére similaire au lemme 2.4.2, nous pouvons montrer que les familles
<wn<A &)) o (vwm so)
v ( l) n=1,00 kn(A’ Sl) n=1,00

forment respectivement des bases de H{(S)) et de H'(S;) et donc

)e
Vg&n (A Sl) Vi (A, S))
A An(A,S)) kn(A,S) et

forment respectivement des bases de VH Sl) et de VH'(S;). De méme avec A™' a la place de A, les familles

rot ¢, (A", 1) LS) rot ¢, (A1, S))
—1 —1
A/ A . S1) kn (A7, S1) et
forment respectivement des bases de rot H} (Sl ) et de rot H'(S)). O

11. Cela va sans dire.
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En particulier, nous considérerons les bases formées & partir de
b= ,(e,8)), ¥he = (e 71, 8)), 08l i= (e, 5)) avec AL := A, (e,8), kb¢ = k,(e 7L, S)
et
U™ = (i S1) s o™ = pn (T S R = (0, 8))  avee k™ = ki (i, S1) 5 AT = A T, S1)
Introduisons aussi les potentiels conjugués :
Pol = gie 8 et gl = (n ).

qui nous permettront le recours au précieux lemme 1.3.5.

2.5.2 Structure des solutions dans les cylindres semi-infinis via la séparation des
variables

La structure des solutions des problémes (2.17) dans les cylindres semi-infinis ; prendra la forme donnée
par le lemme suivant :

Lemme 2.5.2. Les solutions E et H du probléme (2.17-(e)) et (2.17-(h)) peuvent se décomposer sous la forme
sutvante :
Elp, =E|X™+Ef, et Hlo, = H|¥™+ HE (2.41)

avec les "profils" homogeénes :

0 n E ;SO ’l X §7 T
H E it X §7 ?1m e
|h0m(3),$3) I 7[(3,‘3) (;7 wmi) ( )> z ] 1 (_ ;ﬁnwl(7x7r3($>> \/7 7

n12 I

(2.42)

ot les "potentiels” Vg et les "courants q,l Satisfont :

q,l q,l
05V, (2l 5) = <B; <V%’e >) et — 05Ty (al,s) = (D; <V§m)> . (2.43)
L2 L2

Les "profils" dus aux sources s’écrivent :

© ¢ V‘P - roty;;* © 9w VR fop ! rOt@l "
Eg, = 21 Ve wif Vike | et Hg, = Zl VIR l:f VA | (244)
n= n(pn n= 9n ¥n

avec les coefficients :

; (2.45)

P et gP les solutions particuli¢res de :

rotel* roty,™
=N e = —f edsB- | Ve et Gn— ki gn = —f posD - V). (2.46)
St 0 St 0

Démonstration. Séparation des variables

Comme ¢ ne dépend pas de la variable longitudinale dans le cylindre semi-infini 9; (hypothése 2.3.1), nous
pouvons décomposer E|o, dans la base (2.37) :

) le le
Vi(x) _j roty;©(x
Zqu 3,5) V! Z (23,5 (z) + bn(zs,5)e 1 1oty (z)

a = )\le /k'fie ,
Zf:l Cn(l'g, )<)0n ( )

12. Nous verrons dans le chapitre 8 que ce choix de dénomination n’est pas hasardeux.

E|DZ(CC,ZL'3,
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et € Blo, dans la base (2.38) avec A =¢ 71 :

0 le le
L Vel () rotyle (z)
EIqm, “1vydl(z E n(T3,8 1 + fn(xs3,s n
B|Dl(x7x37s) = = l( 3 1/1 ~ 3 klAe f ( 3 ) )\iie

ZZLE ~Hgn(s, 5) v5(x)

Rappelons que comme la source est solénoidale (2.20), nous avons

Div B=0= g; = /k;i; (2.47)
Résolution

Nous allons intégrer sur S; toutes les équations de (2.17-e) contre la base (2.37) avec A = ¢

-1) Nous intégrons sur S; la condition Div (e E) = 0 contre ¢!

v A/ ALE —é, =0, Vn.

(2.48)
La condition rot E = B peut s’écrire sous la forme (voir la formule (10.16)) :

Q 0 le le

) . rotyh . Vi,
- Z V{(z3, s) rot 2t + Z —Up——— + bpe ~ + ¢protph’
] 1 VAR v ki - B
0 _1 rotyle
Yy bn Tot (e N )
q'l
-2) Nous intégrons sur S; la condition rot E = B contre & ( b e ) :
[e¢] (p ,
- Z Vq lf va% V‘Pq ' Z I‘L J. VQZ}(L rOtsDe ! Z J rotcpe ! + Z fn 7l tspe 7l7

a=1 Si =

/e
n n=1 )\n
~~ i

—_—
(10.19)==—46 (1019):—0 (1019):—0
ainsi

YV (23,8) =1, = Y. (B ( %q’»y (2.49)

qui est la premiére partie de (9.41).

~

rotyhe
-3) Nous intégrons sur S; la condition rot E = B contre € ( ) :
0

. rot Le rot = rotole rotph®
—05 + 4/ Aicq = Z quJ qu’l ‘p" + Z f Vi xotps” | fnf n 0¥
Si 1 Si

kle /\le

et comme les décompositions (2.39) et (2.40) sont orthogonales

rotyh® rotph*
Vit - rotph® = f Viphe - rotgh® =0 et f e 2P L]
Sl Sl

N / T
St /\ﬁe )\%e

nous avons ainsi

— 0 + A NsCn = [ (2.50)

Vi ©

-4) Nous intégrons sur .S; la condition rot F = B contre (\/ki;"’) et contre (q/)?’e) :
0

by =in et A Kk by = gn (2.51)
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ce qui est conforme avec (2.47).

Conclusion

Nous avons avec (2.48,2.50) :
. : Cn
Cn—AnCn=—faN An et v, = \/T

Les solutions homogénes sont données par :

le — /yle . . le
chom _ _ail /\nee Anxs3 et vhom _ aile An’ X3

n n

et les solutions particuliéres sont bien données par (2.46).

La preuve pour H|o, est grandement similaire : puisque p est constant dans le cylindre semi-infini O,
(hypothese 2.3.1), nous pouvons décomposer H|p, dans la base (2.38) avec A = p et u D|o, dans la base (2.37).
O

Notons que les quantités V,; et I,; présentes dans le lemme 2.5.2 joueront des roles particuliers, nous allons
les introduire de maniére intrinséque :

Definition 2.5.1. Nous appellerons couramment "potentiels” et "courants” électriques les projections suivantes :

t ! t D!
Vya(a) o= | { L}E-(” 5”8) ot ~Luleh) = | {I}H-(“’(;”m). (2.52)
x{xk XT3

Nous pouvons vérifier avec le lemme de conjugaison 1.3.5 et la relation de bi-orthogonalité (1.3.1) que la
définition 2.5.1 concorde avec le lemme 2.5.2. Les raisons hautement concrétes du choix d’une telle dénomination
seront comprises dans le chapitre 8.

En retravaillant les expressions du lemme 2.5.2 obtenues par séparation des variables, nous pouvons réécrire
les "profils" homogénes E[™ et H|¥™ aussi bien sous la forme d'un grad que d'un curl :

o0 l.e
_a/abe i rot
E aile R I i o

Q 0 = )\l,e
Psm —arad (vt + 3 eV e ) a7 Tl e
=1 n=l Z (Yon) g Var e !
9,9’
et
oy Vi Tt
Q ® A ! b
HIm = grad 311,08 + Y bhe VA mgbm) = y~teurl | "7 g T @y
q=1 n=1 Z (Ze)q,q’ Iqu w?nl
4,9

tandis que les "profils" liés & la source ne semblent s’écrire que sous la forme d’'un curl :

I, L
p rot ;¢ p rot Y™
© n /\l,e © n kl’m
E|5 =etcurl " et H|5 =p!curl "
0, wl,e 9, (pl,m
n P n n P n

n I n 1
\ ke A"
Les solutions sur les cylindres semi-infinis peuvent ainsi étre décrites sous la forme d’un rotationnel confor-
mément au fait qu’elles soient solénoidales :

Elp, = e !curl Aco, et Hlo, = ! curl Ao,

avec les potentiels vecteurs :

0

/T 1 rot phe rot ke
Z al em VA T g f” +cb lf”
A n=1 V )\’rie )‘7{

e, O — Q

Z 'l i P W’e
(Ym) / Vq,l 1/’2 s bn =
q,q’ o n=1 W

(2.55)
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et

le Im
rot rot Y
bl oV o TOE Ui + g5 rot v
" N "k
Am,DL = Q

l,m
/ Pn
Z (Ze) ’ Iq,l wg@’l + Z fr}LD T
a9 e n=1 )‘iim

et semblent ne pouvoir s’écrire sous la forme d’un gradient que si les sources B et D sont nulles. La section 2.4
a déja enquété sur ce dernier cas. Faisons le lien avec le théoréme 2.4.1. En identifiant sur la décomposition par
séparation des variables (2.53, 2.54) et la décomposition sous forme d’un gradient du théoréme 2.4.1 nous avons :

Q 0 Q Q
grad lZ Uqcp(, 2 (Z Uqa%’l) \/;x‘i(p ] = grad lZ Vg1 02 by Z a, e A I3(p ]
q=1 n=1 q=1

Q
U, =V, et a@—( Uqa%’l>.
g=1
QL

o0 Q,L
’ l,m
grad[ D (61—65/>Jq,uwzf<m>+2< 3 Jq,szZ’“> e~V ww}
q 1

|\M8

et ainsi

De méme, pour H,nous avons

0
_ le 1
Lo + Y, b e VAT S g

n=1

=)
[ O
-
—

et ainsi
L Q,L )
Jgi=—Igpourl#0, Z Jg1=TI40 et bln = ( Z Jgur 53{“ ) .
=1 q=1,I'=1

Ce discours nous fait prendre conscience que les indéterminations quand a ’espace harmonique sont reliées a
Vg, et I, ;. La section 2.7 sera consacrée & une décomposition des champs fondée sur ce lien.

2.5.3 Conditions transparentes

Nous comptons dans cette sous-section déterminer les opérateurs de Steklov-Poincaré nécessaires a la défi-
nition des conditions transparentes sur S; qui permettront de ramener les problémes (2.17-e) et (2.17-h) a des
problémes sur des domaines bornés, grace a la structure des solutions dans les cylindres semi-infinis.

Conditions transparentes pour (2.17-e)

En exploitant le lemme 2.5.2, nous pouvons donner les conditions aux bords sur S; x {o;}. Les conditions
normales sont

—VA ‘”) “te Z P ple, (2.56)

n=1

-
Sxdo} (2.41,2.42,2.44,10.12) (

n=1

€E’63

et les condtions tangentielles sont :

Q 1 0 I'Otgol"e
rotpd: . le —n/obe n
E = A e + ! P n Ol ALe
X 63}Sz><{rn} (2.41,2.42,2.44,10.12) Z q’l( 0 ) Z <a” ¢ 0
= ) (2.57)

1 n=1
0 ) roty° 0 viplie
+ > = VAR | = Ybae 7| Vs
le
n=1 /\n 0 n=1 O
Nous remarquons des termes en commun dans ces deux équations
1 _ e
(afI i€ e Vi ‘”) =—(cE- e3|Sl s oh) .+ ek (2.58)

roty° P
(B x e3|sl 1 € < vaif ) )2 — ;\Ll,e
n
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qui nous permettent de relier les conditions tangentielles aux conditions normales :

rote’© .p

. l,e . . e _ P Cn L _
(E % 63|Sl e ( E\)n ) )Lz(Sl) * (EE e3|5z ' Pn )L2(S’) o T VALe en T3 = o

Nous pouvons choisir d’exprimer les conditions normales en fonction des conditions tangentielles et vice et versa.
Premiérement, avec (2.56)
eF-e3+ NtDY(E x e3) =S, sur S) x {0y}, (2.59)

oul I'application Neumann-to-Dirichlet N tDé est définie par :

rotyle
NtD! (u Z ( < VAL )) e phe (2.60)
] 0 Lo

1 - P Cf le
St=>"en+ £ phe. (2.61)
n=1

et la source par :

Secondement, avec (2.57) :

Q a.l !
Exes+T(eE-ek) = Z Vg (rot(;ae ) + (]?)e) sur S; x {01}, (2.62)

0 rotyl©
THu) = ) (u,05%) 1 ( Ve ) : (2.63)

et le reste par :

0 P le @ Le
to; _1 Ve

R, = el + n ks T bpe ' —2. (2.64)
nz=:1 ( V /\ﬁz’e )\iie n=1 VES

Nous avons un lien entre les opérateurs NtD. et T :

!
NtDé((lge)):Sé et NtD! Tlau 2 Eu gon Ecpﬁf=5u

rotyl:e
Remarque 2.5.1. Si nous appliquons NtD. & (2.62) ou si nous intégrons (2.62) contre € ( vV ALe ), nous
0

retrouvons (2.59) ce qui veut dire que toutes les informations de (2.59) sont incluses dans (2.62).

Conditions transparentes pour (2.17-h)

De maniére similaire au champ FE, nous pouvons exprimer la trace normale de H & partir de sa trace
tangentielle sur les finales S; x {o;} :

wH-es+ NtD! (H x e3) =S, sur S x {o}, (2.65)

avec l'opérateur Neumann-to-Dirichlet NtD! :

© rotylm™
NtD,(u) == > | u;p Vi pR™, (2.66)
2

et

o0
St = gf + I ) gl (2.67)
nZ::l < Vg™
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ou vice et versa :

Q al i
Hxes+T (uH-é}) = Z Ig. (rot(;/)m> + (ROm> on S x {0}, (2.68)
g=1

avec I'opérateur Dirichlet-to-Neumann T, :

[
18

3
—

roty!™
2 ( V™ ) (2.69)

et

I'Otwim —1 Vg
— " . 2.70
Z=: ( \/klm> ™ nz=:1f g VAL (270)

De la maniére que pour F, nous avons :

l
NtD! ((R()m» =S8 NtD! (T! (uu)) = pu.

Remarque 2.5.2. Si nous appliquons lopérateur NtD! & (2.68) ou si mous intégrons (2.68) contre

rotyb™
i ( kL™ ) nous retrouvons (2.65), ainsi toutes les informations sur (2.65) sont inclus dans (2.68).
0

2.6 Problémes réduits sur un domaine borné avec des conditions
transparentes

Avec nos opérateurs Steklov-Poincaré T! et T!, définis en (2.63, 2.69), nous pouvons réduire nos problémes
originaux posés sur une géométrie non bornée J en des problémes sur une géométrie bornée K(o) (un domaine
de calcul dont la définition est donnée en (2.21)).

2.6.1 Problémes avec conditions aux bords de type tangentielle réduits au domaine
de calcul

Le probléme (2.17-) réduit a la zone de calcul K(o) via des conditions transparentes sur S; x {o;} est :

((curl E =B dans K(o),
Div (e E) =0, dans K(o),
Exn=0 sur 0J \ dupkC,
E xn="TeHuD sur ogpk, (2.71)
& rot R!
Exes+TlHcE-é€b) Z ( e ) + <0€> sur S; x {o}.

Lemme 2.6.1. Le probléme avec condition transparentes (2.71) est bien posé si les données B, V, (o) et RL
vérifient pour toute fonction u qui saute au travers de la coupure I'q; la condition de compatibilité

L .
Te,up (n x grad u x n) + 2 J (]?)e> -grad u.
14 S,/ X{Ul/}

(2.72)

Van(on) =Vaa(o) [y, = | B-gradus |

(o) oupk

La solution E peut s’écrire sous la forme d’un rotationnel :

-1
FE =€ curl A
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avec le potentiel vecteur A € H(Div ,curl, K(o)) définit comme 'unique solution de :

curle “'curl4A = B x e K(o)

DivA=0 x € K(o)

A-n=0 x € 0K (o)

(curl A) xnp =0, x € dJ, (2.73)
e rotp?!

(curlA) x ey = —T!(curl A-e}) + R+ Z Vq.1(o1) ( 0 € ) x €S x {o;}.
g=1

Démonstration. Condition de comptabilité.

Nous avons avec la formule de Green 3D (10.21) pour tout C' € H(curl, K(o))

L
J E|D~curIC+J Te,HD(nXCXIl)+ZJ Té(eE«eé%C’
’C(O’) aHDIC Sl

R rotp?! L R!
e $ () e EL(E) ¢ o
o 1 I=1v"1

q=1,1=0

Si C = grad u alors notre condition de compatibilité devient :

Q,L

J B.gradu+f Te,HD (nxgraduxn)+ Vq’lj <r0t<,0 ) gradu+ZJ ( ) grad u = 0.

K(o) up K g=1.1=0 5,
(2.75)

En particulier si u saute le long de la coupure I'y ;, nous avons :
rotp?! _ gl _ _f ol _ (50 _g J gl

o (ot Yaraan o = [ wrtotu ol et s <) [, [ dne

(2.76)

En insérant (2.76) dans (2.75) nous retrouvons (2.72).
Ecriture sous la forme d’un rotationnel.

Secondement, nous utilisons la premiére des décompositions de Helmholtz du théoréeme 2.2.2 :
E=¢"tcurl A
ot A est solution de (2.73) de formulation faible (utiliser (2.74)) :

trouver A € H} ((Div ,K) n H*(1,K) telle que pour toutes AeH + o(Div ,K) n HY(1,K), nous avons

o Le ~ / .
f “leurl A - cur1A+2J T!(curl A - 63 A= f B-A+ Z qulf rot?! 'AT+J R, A
K(U) lg=1 Sy si\ 0

Pour s’assurer qu'il existe un unique potentiel vecteur A € H, o(Div ,K) n H*(1,K) solution de I’équation
précédente via le lemme de Lax-Milgram, il suffit de remarquer que, premiérement, la forme bilinéaire

f curl A - curl A
K(o)

est selon la proposition 2.2.1 un produit scalaire de I’espace Hn o(Div ,K) n HE(1,K), et ainsi que
J- e 'curl A - curl A
K(o)

est coercive et continue, et secondement que la forme bilinéaire

L 0
~ 1 _
Tel(curlA . eé) A= J rot Ap gpi{e J rot Ap cpﬁf
zllfsl ,;1 v )\5{6 Six{o1} Six{oi}
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est bien positive (avec A7 la composante transverse de A).
O

La condition de compatibilité (2.72) nous fournit une précieuse information : il n’y a besoin de connaitre que
@ quantités, par exemple V, o(0p) pour ¢ = 1...QQ afin de déterminer tous les V,;(0y) (¢ = 1...Q,1 = 1...L). Cela
signifie que le probléme (2.71) posé sur un domaine borné a ) indéterminations.

Théoréme 2.6.1. Il existe une solution au probleme (2.17-e). Celle-ci est connue a Q indéterminations prés
qui peuvent étre :

Vq,0(00)~

Les solutions sont données sur chaque compact par (2.71) o les sources Vg (oy) pour ¢ = 1..Q,1 = 1...L sont
données par (2.72). Ces solutions peuvent étre complétées sur les cylindres semi-infinis par le lemme 2.5.2.

Remarquons que nous pouvons écrire la solution sous la forme d’un rotationnel
E =elcurl A°

avec A }}C(a) la solution de (2.73) et A |J/K(a) donnée dans (2.55). Par contre le potentiel vecteur A% n’est pas

H}(J) dans tout le domaine .J :
Q !
0=A7 {IC(o-) ’ eé # A7 |J/;c(,,) : eé = 2 (Ym)q,q' Vq,l(o'l)z/Jg ’
q,q’

2.6.2 Problémes avec conditions aux bords de type normale réduits au domaine
de calcul

Le probléme (2.17-h) réduit a la zone de calcul K(o) via des conditions transparentes sur S; x {o;} est :

curl H =D dans K(o),

div (pH) =0, dans K(o),

H-n=0 sur 0J \ dupk,

H-n=Npup sur Ogpk; (2.77)

Q al
Hxes+Th(uH-el) = 2 Ig.:(00) (rOt(;Ij" ) + R, sur S; x {o;}.
g=1

Lemme 2.6.2. (2.77) est un probléme bien posé si les sources D, I,,(0;) et R, sont connues et vérifient la
conditions de compatibilité :
L
— Z I,.(00) = f D-X2 pourq=1..Q, (2.78)
=1 K(o)

pour toutes fonctions tests X2 vérifiant :

curl X2 =0 dans K(o)
np x X xnp =0, sur 0J,

q N
ez x X4 x eg = <§T> = (che ) sur S; x {oy}.

La solution peut s’écrire sur le domaine de calcul K(o) via la décomposition :

Q.L
H= Z J,1 grad UZ! 4 grad ¢ + p'curl ¢, (2.79)

a,l=1,1
avec V& € HY(K()\I'g,)/c solution de :
div (p grad ¥'!) =0, dans K(o)\I'q.1,
On UL =0, sur 0K (o), (2.80)

[”’ an\:[/g_,l] =0, [\Ilg:l] =1 sur ]‘—‘4717
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¢ e HY(K(o)) la solution de :

curl pteurl ( = D, dans K(o),

(2.81)
(xn=0, sur 0K (o),
et £ € HY(K(o)) la solution de :

div (u grad &) = 0, dans K(o),

uVeé -n =0, sur 0J\ oupk,

uVE -n= Ny, up, sur OgplC, (2.82)

QL
uVeé-es + NtD,, (V€ x eb) = — > Jo  NtD (grad W' x e})
—NtD!, (p tcurl ¢ x €}) + (ZI\;t:ll?zRﬁn), sur Sy x {o}.

et les constantes

Joi = Toi— f W (BsCr — VG - Vi,
S

Démonstration. Nous utilisons la seconde des décompositions de Helmholtz du théoréme 2.2.2 pour retrouver
(2.79), en ayant remarqué (équation (3.60) de [54]) que

oK) = 0 = curl(- n|a,c(a) = 0.

Les problémes elliptiques (2.80, 2.81, 2.82) sont bien posés. En effet la forme bilinéaire

Vkn

Si

NtD (V§ X eg) u = Z L‘ Iz rotgrotwn (u; pn), Z o (€5 1) g2 (w; 1n) po
n=1 i n=1

est symétrique définie positive.

La derniére équation de (2.82) est suffisante pour déterminer uniquement &, si les @ x L constantes Jy
sont connues. Rappelons que la remarque 2.5.2 nous dit que la derniére équation de (2.82) n’utilise pas tout le
contenu informationnel de (2.77) qui est

Q al !
Hxey+Th(nH-eh) = T, <r°t8pm) + (PB’”) dans S;. (2.83)
q=1

Cette derniére équation va nous permettre de relier les constantes J;; pour 'instant inconnues aux sources
I,.:(01) qui sont supposées étre connues dans le cadre de cette démonstration. Avec 'annexe 10, nous pouvons
réécrire cette équation (2.83) en termes d’opérateurs 2D :

Q,L 0

B rotlpl’m
Z Jq.l rot\IJ‘Z,’l +roté + p (03¢ — VG) + Z ,Ua3f 1/Jl .- =
a,l=1,1 n=1 \/E

Q - P Im 0 I,m

In roti, Ver
§ t\Ifq’ + § n — E n d Sj.
- v n=1 (9 W) VEn n:lf VL™ e

Cette derniére équation est une équation L%(S;)? équivalente a (2.83) qui peut étre projetée sur la base (2.37).

Il,m

©
)\l,m
n

Vl™ Veol™ D-eb:
<H;<W>>_<R;<W>) g o A (2:84)

0 0 (2.70) (2.45) Aﬁim

<

i

1) Premiérement, nous intégrons contre
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Cette relation est bien vérifiée car si nous intégrons curl H sur k(o) contre le gradient de la fonction ®!, définie
comme étant la solution de :

—Adl =0, dans K(o),
1 _ l
o, =0, sur 0V, (2.85)
— 5k @n

,—)\l —, sur Ek,

nous avons :

J curl - Vo, = J curl D - V&!.
K(o) (2.77) Jk (o)

En intégrant par parties la partie gauche de I’égalité précédente avec la formule de Green (10.22) et la partie
droite avec la formule de Green (10.21), nous obtenons

l,m
_J(HX€3)'(€3XV¢ZX63)= D-es (pnl ’
Si Si )\ﬁm

ce qui correspond a (2.84).

r . N
2) Deuxiémement, nous intégrons contre pu ?/ti’” et nous retrouvons, voir la remarque 2.5.2, la derniére

équation de(2.82).

. . , ’
3) Finalement, nous intégrons contre Vo&! sur S :

Q,L
>t |

g,l=1,1 Sy
Utilisons la formule de Green 2D donnée en (10.19) :

Q,L
DT Jaa 8880 — of) f

q,l=1,1 Ty

I‘Ot\I/g’l : v@%l/ + J (83<T - VCI m Z q,l f rot \Iqu v@m :
Sy

g=1

(xwa”+3L i (06 — V&) - Vel = Tyu(ov),
l/

ainsi nous avons relié les J,; aux I, :

L
fZJ,erJ H(@sGr — V) - Vol = Loo(ov).
=1

(2.86)
Jq1 +J 1 (03¢r — V&) - VoLl =1,,(0;) pour [ # 0.
Sy
En particulier, nous avons pour tout g = 1...QJ :
L
Vil
Z a.1(01) ZJ '(curl¢ x e3) - ( gm>7
que nous pouvons simplement réécrire via les fonctions tests XZ :
D-X1 = f curl p~tcurl ¢ - X4 = f “leurl ¢ xn-(nx X2 xn 2.87
flC(o-) 7 281) Ji(o) a ¢ (10.22) oK (o) # ‘ ( 7 ) (287)
a L
= _EJ curl(xe3 ( @m)_ ZIqJUz
1=0
qui est la condition de compatibilité (2.78).
O

Soyons attentif au fait que la décomposition en potentiels issus de H dans le lemme 2.6.2 peut apparaitre
inhabituelle car les potentiels sont couplés (£ nécessite le calcul de ¥%! et de ().

La condition de compatibilité (2.78) nous informe qu’il n’y a besoin de connaitre que @ x L quantités, par
exemple (Iq,l(al))qzl-Q ,—,.;, bour déterminer intégralement le probleme (2.77).



2.7. DECOMPOSITIONS DES SOLUTIONS DES PROBLEMES DIV-CURL (DECOMPOSITION EN PROFILS) 73

Théoréme 2.6.2. I] existe une solution au probléme (2.17-h). Celle-ci est connue ¢ Q x L indéterminations :

Iq,l(Ul)-

La solution est donnée sur chaque compact par (2.77) ot la source I,0(oo) est donnée par (2.72). Cette solution
peut étre complétée sur les cylindres semi-infinis avec le lemme 2.5.2.

2.7 Décompositions des solutions des problémes Div-curl (décompo-
sition en profils)

Le nombre d’indéterminé des problémes (2.17-¢) et (2.17-h), c-a-d @ et respectivement @ x L (voir théorémes
2.6.1 et 2.6.2) coincident avec la dimension des espaces harmoniques £(g, J) et H(u, J). Les décompositions en
profils consistent & donner les solutions aux problémes Div-curl (2.17-¢) et (2.17-h) ou les indéterminées sont les
coefficients devant les bases des noyaux et ou le reste est calculable sur un domaine borné.

Théoréme 2.7.1. (Décompositions en profils)
Les solutions E et H de (2.17-e) et (2.17-h) peuvent se décomposer pour tout o sous la forme

Q Q,L
E = Z V,0(00) grad ®? + B et H = — I,(0;) grad Wl + HR0
q=1 q=1,l=1
avec les indéterminées (voir définition 2.5.1) :

Vgo(oo) et Igu(op) avecl =1...L,

les potentiels harmoniques ®¢ et UL! définis en (2.26) et les profils B et H®° calculables sur le domaine de
caleul K(o) par

curl Ef' = B z € K(o)
Div (e Ef7) =0, z e K(o)
ER’U xn=20 .TE@J\@HDK:,
ER’UXn:Te,HD xe@HDIC

x € So x {op},

0 2.88
ERo x e + T (e ER7 . €}) = (Re) ( )

Q l l
tp? R
B x b + THe BR7 - eh) = 3 (Vgu(01) = Vgu(00)) (“’ e ) + (0) e S x {o},

q=1
et
curl H?° = D x e K(o)
div (pH) =0, x e K(o)
HR’U'TLZO xe&J\aHDIC,
HR’U~n=Nm’HD ,TG(?HDIC )
Q.L l 0 (2.89
thd:
HE x e+ TO (u HEo - el) = — Ig.:(01) <ro g}’”) + (Rom) x € Sy x {oo},
q=1,l=1
Rl
HE xeb + TL (uHB7 - el) = ( d”) x €Sy x {0},
ot les constantes
Q.L
(Vgu(01) = Vg0(00)) et Igi(or)
q=1,l=1

o

sont données partir des sources avec (2.72) et (2.78). Les profils BT et H™? sont calculables sur les cylindres

semi-infinis avec le lemme 2.5.2.

Démonstration. Les problémes (8.52) et (8.53) vérifient bien les conditions de compatibilité (2.72) et (2.78),
ils sont ainsi bien posés et en particulier uniquement déterminés. La décomposition se trouve de la maniére

suivante :
Q,L

Q
ER=F - Z U,ograd®? et H" =H — Z Jg1grad U2
q=1 q=1,1=1
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sont bien des problémes Div-curl que nous savons étudier. Nous retrouvons
ER _ ER,U et HR _ HR,O'
en fixant I'indétermination de la maniére suivante :
Ug0 =Vgo0(00) et Jg1=TIgi(on).
O

Le choix de la décomposition en profils dépend de la zone de calcul K(o) que nous souhaitons considérer.
Concrétement, pour réduire la taille du volume & mailler, nous avons tout intérét a choisir pour domaine de

calcul K.
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CHAPITRE TROIS

ELECTROMAGNETIC WAVES IN
MULTI-CONDUCTORS CABLES

An electrical cable is a structure whose transverse dimensions are smaller than the longitudinal one. We want
to study the propagation of electromagnetic waves along it. The electromagnetic fields are the solution of the
3D Maxwell’s equation. These equations can be very complicated to solve : complex geometry due to defaults,
3D mesh for the thin cable... In particular, in order to have an efficient simulation tool for inverse problem, we
want to find and to justify the use of a simplified 1D model that still reflects the complex 3D structure such
as defaults. In such a situation, electrical engineers use the so-called telegrapher’s equations where the electric
unknowns are reduced to an electric potential V(x3,t) and an electric current I(zs,t), where x5 denotes the
abscissa along the cable and ¢ denotes the time. The telegrapher’s equation is generally used in the case of a
"perfect" coaxial cable : this corresponds to the case where the domain of propagation is a cylindrical annulus,
filled with a homogeneous dielectric (possibly conducting) medium, which surrounds a perfectly conducting
cylinder (the inner wire) and is surrounded by another cylindrical perfectly conducting medium (the metallic
shield). This model can be obtained by considering a little part of the cable as an infinitesimal quadripole RLCG
and use Kirchhofl’s circuit laws. If the intuition of quadripole is good, we cannot be satisfied with this method
which use quantities that are not defined by Maxwell’s equations.

For a mathematician, these equations can be, at least formally, derived from Maxwell’s equation in the
case of "perfect" and non-lossy coaxial cable. We can briefly expose the main idea. One starts from a modal
representation of the solution of 3D time harmonic Maxwell’s equations (decomposition into guided modes),
which is valid due to the translation invariance of the propagation domain. In the case of a circular symmetry of
the cross section, one can exploit the separation of variables in cylindrical coordinates to compute explicitly these
guided modes (in terms of Bessel functions) as well as their dispersion relation. When it exists an inner wire, the
so-called fundamental mode has no cut-off frequency and is the only one with such property. In other words, at
sufficiently low frequency, there is only one propagative mode, the fundamental one and, roughly speaking, the
telegrapher’s equation can be obtained from a low frequency analysis of the equations governing this fundamental
mode. A natural question is : what does the approximate model become in a more general and realistic situation,
namely when each cross section is heterogeneous (physical characteristics of the medium vary in the cross section),
the cable has a variable cross section and material properties along the cable (translation invariance and modal
representations are lost) and when there are several inner conductors. Obviously, the possible benefits of such
a work goes beyond the straightforward application to non destructive testing. Our objective is to derive a 1D
effective model (let say a generalized telegrapher’s equation) via an asymptotic analysis with respect to the
(small) transverse dimensions of the cable, in the spirit of what has been done in applied mechanics for the
justification of plate, shell or beam models ([4],[46], [58], [73]) from the 3D elasticity equations. It differs by the
domain of application (electromagnetism) and the fact that we are considering evolution problems. A first step
has been done in this direction in [39], [38] (and in [40] for error estimates), which treated the case of a co-axial
cable containing a single metallic wire. Some issues raised in this paper and get solved in [11]. This model will
be derived, studied and improved throughout this part.

We will describe mathematically a multi-conductors co-axial cable with Q > 1 inner-wires as shawn in figure
3.1 in the case @ = 3.

3.1 Description of the geometry

We have two possible views on how to construct the geometry of these multi-conductors cables, the first one
consists in defining it as a tube of variable cross-section (see equation 3.1), whereas the second one considers it

7
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as a reference section and a continuous group of mapping. If the former is easier to grasp, the latter enables to
use the tools of the free boundary (i-e shape dependent) problems (see appendix 13 for a presentation of some
issues of shape analysis).

FIGURE 3.1 — Multi-conductors cable with 3 FIGURE 3.2 — Cross section of a multi-conductors cable
inner wires. with 3 inner wires.

3.1.1 First description : a tube of variable cross-section

A cable, of longitudinal axis ez (with 23 to denote the longitudinal variable), will be defined as the union of
its cross sections (in the (e, e3) plane)
Q= | Su x {as}, (3.1)
x3ER
where for each x3 the cross-section S, is a plane surface with Q holes as described in definition 11.2.1. According
to the notations of this definition, the cross-section is given by

Q
Sey = 052\ OF°, (3.2)
g=1

where all the domains Og* for ¢ = 0...Q are simply connected domain. The domains Og* < Og® for ¢ = 1...Q
are the "holes" of S,,, they define the metallic wires (filled by perfectly conducting metal)

W, = ) 05 x {as}. (3.3)
r3eR

The multi-conductor cable € is defined by

Q
Q=wWo\J W,
g=1
The cable Q is called a coaxial cable if there is a sole inner wire (@ = 1). We assume that the cross sections
are included within a bounded convex domain S,, < B* of diameter d’, and, in addition, the boundary 0Q is a
Lipschitz continuous manifold such that

o= 0Suy x {ws}.
x3€ER

Along the boundary 0f2, we define the 2D vector field of unit normal vectors n : dQ — R? such that, along 05,,,
n is the unit normal vector to 05, , outgoing with respect to S;,. On 052, a field of (non unitary) normal vectors
to 0L, outgoing with respect to 2, will be defined by

n:=(n,g):00—R3 n:00—R? g:00—R (3.4)

In other words g denotes the longitudinal component of the normal vector to 02 whose projection on the (1, z2)
plane is n.
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Example 3.1.1. An example for one inner-conductors (QQ = 1) is given by the case where Oy* and O7® are star-
like domains with respect to the origin. Given (r,0) the polar coordinates in the (x1,z2)-plane , this corresponds
to the existence of two Lipschitz continuous functions 0 < r_(x3,0) < ry(xs3,0), 2w periodic in 0, such that

Q= {(3317332@3) eR’ / r_(z3,0) <r < 4 (73,0) }
We have along each part of the boundary

Ory sinf ory cosf ory

t
ny(r,0) = (COSG_%H’SIHHJF% T4 ) ’ gi(T’G):_@ws'

3.1.2 Second description : a reference section and a continus group of mapping

Now we will consider the case where the cross sections are obtained through smooth deformations of a
reference section, the domain S of the same type of the one in (3.2), i-e, a plane surface with @ "holes"
(described more precisely in definition 11.2.1), and included whitin a bounded convex domain B* of diameter
d* (S is defined as the cross sections of the previous subsections). More precisely, let (ES)ISE]R be a group of
diffeomorphisms of B* from which we define T : B* x R — B* x R such that

T(z,x3) = Tzy(x). (3.5)
We define the cross sections as
VaseR, Sy, =TzS. (3.6)
If we assume that
TeC' (R,C%(B*)) et T 'eC’R,C"(B)),

we can define the vector field V € C°(R3, R?) of eulerian velocities (we use this vocabulary by analogy with fluid
mechanics, assuming that the variable 23 plays the role of the time), such that

y=T(x,23) =Tes(x) = V(y,x3) = 03T (x,23). (3.7

In the appendix 13, we have called (7;3)1’;6R "admissible group of mapping" and V "admissible eulerian speed"

field and we have seen that knowing one, it is knowing the other and knowing all the section S, (in definition
13.1.3 we say that (Su,;)z.er 1S associated to V or (7;3)zgem)' We can recover the first way to describe the

geometry of the cable (the tubular one) with the knowledge of (7;3)953511& or V. This way of thinking need more
regularity about the geometry but allows us the use of the shape optimisation’s tool and more specifically the
"eulerian" shape derivative (see definition 13.2.1) that will be needing for technical intermediary lemmata. We
will place ourselves in this mathematical framework.

Hypothesis 3.1.1. (Geometric regularities) -
We assume that 0S is a C* 0 WH* manifolds and T € C*(R, Wh*(B*,B*)).

Since T, is regular! enough, S,, preserves the same topological properties (Q holes non degenerate) and
regularity (0S,, is a C' n W1® manifold) as the reference section S (see [25]).

Proposition 3.1.1. We recover the longitudinal component of the normal vector to 0S) from the eulerian velocity

field
glas) = = V(ws) -y . (35)

Proof. We assume that v € C*(£2) and ¢ € CF°(R). By the Reynold’s transport theorem we have :

03 J U :J 83u+f V-n)u
Saq Sy 0S4y
that we integrate over ¢ :

anSu+LQ(Vn) UZJRag (JS

L. Topolgy : |[Tas llw1,» = sup (|Tas (2)] +
T#T

u(x,xeodx) plws)das = — fR L w(w,z5) dap(as) dudas  (3.9)

x3 x3

[Tag (€)= Tag (2)] )

[z—2]
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and through integration by parts in €2, denoting d¥ the surface measure on 9 (we use again that n = (nr, g)*
is normal to 092 which implies that the third component of the outgoing unit normal vector to 02 is g/|n|) :

L u(x) Ozp(x3) Jé’su 333)dX+J I wpdy (3.10)

o0 |n|

and, as do,, denoted the lineic measure along 05;,, one easily checks the formula
d¥ = |n| doy, dzs

so that the equality (3.10) becomes

f udzpdx = — 83u<pdx+f gupdog, drs
Q Q 0

so we have with (3.9)

LQ (V-n)up = —Lﬂguw

The Reynolds transport theorem (see theorem 13.2.1) can be written as

Yue Wh(S,,), 03 (J ) J a?,u—f N gu. (3.11)

3

3.2 Dielectric materials’ characteristics

L’objet est toujours déguisé par la couleur
du milieu, au travers duquel il est apercgu.

Boulainvilliers

We shall consider a heterogeneous, anisotropic and lossy dielectric material which preserves the tubular
structure

0 0 0 0
€= ¢ 0 |, p:= H 0|,o0:=| ¢ 0 L omi=| ™ 0 (3.12)
0 0 €3 0 O U3 0 0 Oe,3 0 0 Om,3

whose transverse characteristics 3 x 3 matrices , electric permittivity, magnetic permeability, electric and magnetic
conductivities (responsible for losses), satisfy the usual assumptions of positive matrix for all x € Q and u € R?

0<eful? < (e(x)u, W <eslul?,  0<pful? < (u(x)u, uhgs < pful?,

0<0e- |u|2 (Oe(x)u, u)ge < Ue,+|“|2a 0<om,— \u|2 (Om(x)u, u)ge < Um,+|u‘27
(3.13)
0<e_<ez(x)<eyq, 0 < p < ps(x) < piy,

0< Oc,— < Ue,B(X) < Oe ts 0< Om,— < Um,S(X) < O+

The cables are often made with several materials with different characteristic matrices. The interface between
two materials can be interpreted as a discontinuity surfaces of the characteristic matrices. Consider ¥y an union
of C1 n W1 non intersecting Jordan curve? include in S and ¥, = 7,,3¢ < S,,. We do not even care about
the choice of the orientation of the curvilinear abscissa and the normal. Moreover, we will assume that 3

€, [, O, T € WH? <Q\ ( L S x {x3}> , gzg(R)> (3.14)
x3€R

Except in the chapter 4, we will assume that €, u, 0e and o, will be scalar (that is to say matrices propor-
tional to the identity) fields.
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FIGURE 3.4 — Scaling to define a "thin" cable.

3.3 Maxwell’s equation in "thin" cables

In fact the multi-conductors cables are "thin". We will now mathematically specify the word "thin". We
consider a family of (thin) domains parametrized by a "small" but strictly positive scalar § (the diameter of the
cross section of a usual cable in the plane 3 = 0)

Q(S = g5 (Q)a
where Gy is the scaling transformation Gs : (21, 22, 3) — (021,022, x3). We assume that the material properties

of the thin cables are defined from those of the reference cable € according to this scaling :

) —1 4 —1 5 —1 5 —1
€ :EOg(S y M :“096 y Oe :erg5 y Om :UmOg§ .

Remark 3.3.1. Abuse of notation. In what follows, we will use the passage from Q to Q° via the change of
variable Gs. To make things clearer, we will use the same letters (x,...) for the coordinates in € or Q°.

The equations that govern the propagation of electromagnetic waves in the cable Q° are Maxwell’s equations
(curl is the 3D curl operator), whose unknowns are two time dependent vector fields E? (the electric field) and
HY (the magnetic field), and the source is the current density J¢ :

E‘S&tE‘S—ko'gE‘s—curlH‘;:Jg, in %, t>0,

(3.15)
u5 O, H® + 0'an6 +curl B2 =0, inQ% t>0,
completed with perfectly conducting boundary conditions
E°xn®=0 ondQ’, fort>0, (3.16)

2. A Jordan curve is a non-self-intersecting continuous loop in the plane
3. Gl3(R) is the set of invertible 3 x 3 matrices
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and zero initial conditions

E%(x,0) =0, H%(x,0)=0, xe°. (3.17)
We will assume that for all 7' > 0 the source belong to the usual functional framework
Joec® ( [0,T[, H (Div, %\ ( lJ =2, x {x3}>> A L2(95)>. (3.18)
x3eR

We can outline some consequences of the Maxwell’s equations (3.15). Firstly, if we take the 3D divergence of
(3.15), we have the hidden divergence equations (Div is the 3D divergence operator) :

Div ((e?0, + %) E°) =Div (J2), 0%, t>0,
(3.19)
Div ((u‘s&t—kafn) H5) —0, in Q% t>0,

We usually refer to Div (J o ) as the time derivative of the electrostatic charge.

Secondly, we can describe the usual transmission conditions of the electromagnetic fields across the interface
(3z5) S,,er of discontinuity of the characteristic coefficients.

Property 3.3.1. If the source J° is enough regular
J(t)e H (Div, Q°\ ( | =2, x {$3}>> NLAQ0), t=0
x3€ER

then, we have the wusual transmission conditions for the Mazwell’s equations (3.15) at the interface

(Uz3e]R 223 X {1‘3})

S« 1d — [ « nd -
E2 nz](umgek £8, x{xzs}) [H° x nE](UzseR 53, x{xs}) 0
5 8\ 1o B —[30.n8
[((c?0+a2) ) '“E](uzaem ot ctast) L0 S U ) (8:20)
s 5 7o) . nd =
[((H 3t+0m)H) Dy (Usyer =2, x{3}) 0
where
[] (Uz3elk ng X {acd})

stands for the jump* across the interface (U ¥ x {xg})

x3ER “x3

In the same way E° x n® = 0 on 99 implies
(B2 +0l)H’ n’ =0 on oQ’.

Remark 3.3.2. In contrast with the paper [11], we do weaker hypothesis :
— &% pud, U'g, O'fn are not necessary scalar and continuous on the whole cable,
— the current source J° is not necessary transverse and solenoidal and continuous on the whole cable.

The permittivity is a macroscopic quantity linked to electrical polarization of the molecules which compose
the dielectric material at microscopic scale. The anisotropy depends on orientation of the crystallographic axes.
When the material is heated or strongly damaged, there is no reason for the material to be isotropic. For the
purpose of our analysis we will assume the specific anisotropy described in (3.12). Since the current source is
not solenoidal, it exits a charge density that moves in the cable. The consideration of discontinuities interfaces
allows us to recover the case of cables constituting in different dielectric materials.

4. By definition (see equation (2.2)), the jump is

xzzeR

e ( el “”‘”’})’ (0 s ) )= s+ ) e — v}
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Theorem 3.3.1. If the current density satisfy (3.18), then there exits unique solution
E° H° e C°<[O,T[, L2(95)>

to the Mazwell’s equations (3.15) , with the boundary condition (3.16) and the initial data (3.17). Moreover this
solution satisfy

Div (% 0+ 08) E°) € CO<[0,T[, L2(95)>

and

Div ((;ﬁ o+ 0l) H5) e ( [0, 77, LQ(Q5)>.

3.4 A scaling to work in the reference geometry

For the forthcoming asymptotic analysis, it is useful to work in the reference geometry 2 with the rescaled

electromagnetic fields N N
ES=FE°cGs, E°=FE’0gG;s. (3.21)

The longitudinal variable x3, being invariant by Gs, plays a different role compared to the transverse variables
x = (z1,x2). It is therefore natural to distinguish between transverse components

~ ES ~ HY
E5 _ 1 H5 _ 1
T (Eg> ’ T Hg

of the electromagnetic fields from longitudinal ones Eg , ﬁg . Doing so, the parameter § will appear in the
coefficients of the governing equations

T T\ o-IVT T T\ es x 03T + 6 'rot ¢
grad <<,0) — grad; (90) = ( P ) and curl (@) — curls (90) = ( 5= 1rot T .

We can rewrite (3.15, 3.16, 3.20), with these new unknowns (note that a 6! factor appears whenever a transverse
derivative, in 2, or a9, is involved). The electromagnetic fields in the thin multi-conductors cable Q° are

ES\ /x H3\ /=
E(x,x3,t) = (5{;) (g,xg,t) and  H°(z,x3,t) = (fl:g> (S,I;g,t)
3 3

with (E%, ES HS, I;Tg) the solution of the (transverse scalled) Maxwell’s equations (with null initial data) in
the reference geometry (2

(g0, + o) ES — 04 (e x ﬁ%) — 6 ' rot H) = fs,T, inQ, t>0,
(83 (?t + 06’3) Eg — 571 rot .ﬁ% = j\s,g, in Q, t>0,

(3.22)

u8t+am)ﬁ%+(}3(e3xﬁ%)+5*1 I‘OtEgZO, inQ, t>0,

(143 0 + Om3) PNL‘; + 07! rot E% =0, inQ, t>0,

with the boundary conditions (3.16) (multiplied by 6= for convenience) on dS for ¢t > 0

m

6 'ES xn=0, 6 'Ein—gE.=0 6" ((;f 0 +0l) ﬁ%) n+g (4§ o+ od, 5) HS =0, (3.23)
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and with the following transmission conditions®

[E’%xn] :[ﬁ’%xn] =0 onY,,, t>0,
Ty Sy
[E3n—5ggE5] =[ﬁgn75ggl~{%] =0 onX,, , t>0,
Ye3 S . . (3.24)
[( (20 +o? E‘s) “n+6gx (6%@4—0’273) Eg]E = [J§’T~n+(5gg Jg]z on X, , t>0,
3 r3
[( (1 0 + 02)) H‘S)-n—i-égg(ug@t—l—ofn)?))ﬁg] =0 onX,,, t>0,

z3

with gy the longitudinal component of the normal of the curve X, .

Let us emphasize that the factor g corresponds to the speed of the deformation of the boundaries of the
cable. If it is cylindrical one along the es direction then g = 0. This geometrical factor will clearly complicate
futur study. A study of the cylindrical case will be done in chapter 6. We can already give information about
the average of the magnetic field.

Proposition 3.4.1. We have
[ masons -0 (3.25)
s

©3

Proof. If we integrate the last equation of (3.22) and use the Green-Ostrogradski formula, we have

o + 00 fﬁ:_a—lj ¢ B~ g f o +f [ B xn] 0
L; (H3t 7 ’3) 3 (3.22) g rot Lup 0S4 T b)) nen Seg ) (3.23,3.24)

O

Our aim will be to analyze the behavior of the solution of the electromagnetic fields when ¢ tends to 0. The
idea is to conjecture a formal power series expansion in ¢ of the solution of (3.22).

3.5 DMotivation and introduction to asymptotic analysis

et ideo stultitia magna est in hujus modi
quaestione quam faciunt de individuatione

Guillaume d’Ockham

Our (formal) expansions in this section are fully justified provided that the functions we manipulate are
smooth enough . This requires implicitly smoothness assumptions of the geometry (hypothesis 3.1.1) of the cable
and of the coefficients of the problem. However, we are convinced that these assumptions can be removed at
order 0.

3.5.1 Formal asymptotic expansions

We will consider that the parameter 0 < § « 1 is small and supposed to vanish (6 — 0). We will do
a dimensional analysis in the chapter 7 to specify the context of this hypothesis. Our approach consists in
postulating a priori an asymptotic expansion in power series expansion of the form

EO=E° 4+ 0B " +8%E?+..., H=H'+6H' +0°H>+---, (3.26)

and to identify and characterize the formal limit field (E°, H°) and their correctors (E?, HP). For this, we
substitute the expansions (3.26) into equations (3.22, 3.23, 3.24) and identify each power of § in the resulting
series, which begins with the 6=! terms ( because of the §~! factors in (3.23)).

5. Conformally to (1.6), the jump across the 1D curve X, is defined by

Var € Xz, [@]223 (zr) := J%(@(xf +vn) — p(zr —vn)).
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Definition 3.5.1. The electromagnetic fields at each order are defined as the solution in L?(2) of the following
cascade of equations

(€ 0y + 0¢) E@ — 03 (e3 x ﬁg) — rot ﬁépH) =) Jr, inQ, t>0
(€301 + 0e3) Eg’ — rot ﬁéﬁl) = 52 jg, mQ, t>0
(3.27)
(10 + om) HY. + 03 (e3 x EY) + rot E§p+1) =0, inQ, t>0
(3 0t + Oum.3) ﬁg + rot ngﬂrl) =0, mQ, t>0
with the boundary conditions
E’(TpH)xn:O, on 0, t >0
EPtY n _gEP =0 o9, t>0 (3.28)
3 g Lip s on , > .
(w0t + om) ﬁ;pﬂ) ‘n+g (30 + om3) flg =0, ondQ, t>0,
and the transmission conditions
[ 7 +1) ] _ [g(pm ] -0
Er ) 5 T X n 5
_Eépﬂ) n — gs Ef}]z = [ﬁépﬂ) n — gs f{%]z =0
{ N s N " N N (3.29)
[(5 O + 0c) Eq(«pﬂ) ‘n+ gx (630 + 0e.3) Eé’] = [J% n] + 07 [gg J?‘f]z
x3 x3 x3
(18 + o) B 4+ 5 g5 (113 0 + oms) ﬁfg]z =0
. x3
and with the convention N N
EP=HP =0 forp<O.
We shall also use the "hidden" divergence free equations
div ((e0; + 00) EP™Y 4+ 0, (301 + 0e) ER) = 871 div (Jp) + 08 055, x€Q, (a)
(3.30)

div (o, + om) HEM) + 00y (300 + oms) HE) =0, xeQ, (b)

It is very important to realize that this system consists, amongst others things, of two div-rot problems, one
on E’;p H), and an other one on ﬁ%p 1) where the sources are the electromagnetic fields of order 0 to p. We will
use what we do about div-rot problem in the chapter 1. In particular, since we do not work in simply connected
domain, there will have some indeterminations (we will call these electrical potentials and currents) that will be

describe with the other equations of the system that doesn’t be div-rot problems.

The proposition 3.25 gives a precious information about the average of the magnetic longitudinal field :

f (wor + o) HY = 0. (3.31)
S

T3

With this asymptotic assumption we will be able to prove (see proposition 4.1.1) that the limit field (EO, H )
is TEM (Transverse Electromagnetic Modes) © which is common for engineering books [59], [68], [56] and papers
[75], [76] and an usual and essential hypothesis for the validity of telegrapher’s model we aim to elaborate. By
contrast, the higher orders (E'p , H P) are not necessary transversely polarized.
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Maxwell’s electromagnetism theory | Telegrapher’s circuit model
E(x,xs5,t) V(zs,t)
H(x,x3,t) I(zs,t)
e(z, x3) Co(z3)
w(z, x3) Lo (73)
oe(x,z3) Go(z3), Ke(xs,t)
Om (T, x3) R (z3), Km(x3,t)

TABLE 3.1 — From the electromagnetic theory to the "classical" electrical quantities

3.5.2 The expected 1D model

The 1D model that will be derived from our asymptotic analysis of the Maxwell’s equations is based on the
following telegrapher’s equation :

t
cm@gavﬁ+ew@gV+J‘K4m¢—sﬂﬂu&@@+ﬁﬂ5=ﬁ+owx

i (3.32)
Low)aJ5+»Rm¢%)ﬁ-+J K, (23,t — 5) (23, 5) ds + 03 V° = O(6),

0

where the dimension of the vectors V°, the electrical potentials, and I°, the electrical courants, coincide with
the number of inner wires and are defined from the electromagnetic fields (see table 3.1). Then the matrices
Cy, Ly, G, Ry, K¢ et K,,, are computed from 2D consideration on each cross section. They depend of of
the geometry of the cross sections and the physical properties of the materials of the cable (that is to say €, p,
eo. and o,,). The current source Ig is defined from the source J°. If we step back of the memories terms K,
et K,,, the telegrapher’s equation could be interpreted as a succession of infinitesimal RLCG quadripole (see
figure 3.5). We will see a way to reconstruct an approximation of the electromagnetic fields from the quantities

I R L I
q v G -|_C v
I.'cg ) .i:g?—d.‘l}g

FIGURE 3.5 — The RLCG model

of this model (see proposition 4.1.2). We also study in the chapter 5 more accurate model.

3.5.3 Error estimates
The errors caused by our asymptotic expansion assumption in the Maxwell’s equation are
eP? = E°— Y 6PEP and BP0 = HO - ) 6P HP
p=0 p=0
We expect convergence results such that

~ ~ L%(Q
eP"S,hP"S —>( )0.
d—0

and error estimation such the ones given in the following theorem.

Theorem 3.5.1. Giiven P = 0,1,2. Assuming that J° is locally supported in time and

0533 € H'(10,T[, L*(Q)), 05331 (ws) € H'(]0,T[, H(div, Sy)), for0<k <P

6. A field is TEM iff it longitudinal component is null
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then the errors are bounded

~P,6 TPs _
Hep HLOO(]O’T[,LQ(Q)) + th HLm(]O,T[,LZ(Q)) - O(5P+1)'

This will be proved in chapter 6 only for orders 0, 1 and 2 in the cylindrical case.

3.6 A remark on cables without inner-wire

Le réel n’est jamais "ce qu’on pourrait
croire" mais il est toujours ce qu’on aurait
dii penser.

Bachelard, La formation de I'esprit
scientifique

We said that the hypothesis of non simply connected cross-sections is crucial. We must carefully analyze the
case of a thin transmission line without inner conductors (no holes @ = 0) and we will show that it is not a
wave guide along the longitudinal axis es. To simplify we assume that there is no losses oo = 0, = 0 and no
interface of discontinuity ¥ = 7.

Proposition 3.6.1. If each section Sy, of a transmission line Q0 are simply connected, then :

Ve («
E(x,x3,t) 6—>O< 0 )(5,x3,t) and H&—»OO

with the electrostatic potential :

¢
div(e V&) = J div jr (-, z3,8)ds, in Sy, t>0
0

éEzO, on 0Sz,, t>0

Proof. We have rot Hy = rot EJ = 0 in S,, so ﬁ:})o and EA]30 are function of x3 and ¢ only. To conclude we
remark with (3.28) and (3.31) that

~

ESO(:E37 S)

(S/Lg + O’myg) = 0.

_ 770
25, =0 and Hj(xs,s) Lxs

Then with the transverse fields satisfy

rot Ef (-, 23,t) = 0, in Sz,
div (5(-,353) OHER (-, w3,t) ) =div Jr (-, x3,t), in Su,,
EQ (-, x3,w) xn =0 on 0S,,,
and R
rot Hy (-, 23,w) = 0, in Sz,
div (ﬁ('71'3,W) EJQ (-, z3,w) ) =0, in S,
PAIQQ (,z3,w) - n=0 on 0S,,.

With the Helmholtz decomposition of the theorem 1.2.1 (and as say in the proposition 1.3.1 the harmonic spaces
for simply connected domain are empty) we have

~ <0 ~
B — <V§e> and AY = 0.
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LIMIT TELEGRAPHER MODEL

Pluralitas non est ponenda sine necessitate

Guillaume d’Ockham

The present chapter is a verbatim of [11]. We aim at proposing a rigorous justification of simplified 1D models
for the propagation of electromagnetic waves in thin transmission lines, in particular multi-conductors co-axial
cables, that is to say a dielectric material which surrounds some metallic inner wires. Our approach consists
in deriving such models from an asymptotic analysis of 3D Maxwell’s equations, considering the transverse
dimensions of the cable as the small parameter in the analysis. In this sense, our approach is similar to what has
been done in applied mechanics when deriving the theory of beams from the equations of 3D elasticity [4], [46],
[58], [73]. It differs by the domain of application (electromagnetism) and the fact that we are considering evolution
problems. Doing so, we justify and extend the telegrapher’s models classically used by electrical engineers [59],
[68],[75], [76]. In this model the variables of interest are the electrical potential(s) and current(s). We must
emphasize that the situation we consider in this chapter is rather general : the cable has a variable cross section of
arbitrary geometry and the dielectric medium in which the electromagnetic field is propagating is heterogeneous,
anisotropic (this is the only generalization of [11]) and lossy. This degree of generality is mandatory considering
the application context that we have in mind, namely the non destructive testing of electrical networks : the
presence of defaults or localized damages modifies the nice structure of a perfect cable. From the mathematical
point of view, the absence of any cylindrical structure prevents us from using some tools such has Fourier
transform in space or modal decomposition (separation of variables), which is done in some textbooks [24],
[59]. We are able to recover some proprieties, such as TEM polarization, which are usually done as hypothesis.
The outline of this chapter is as follows. In section 4.1, we perform the formal asymptotic analysis (in the
Laplace domain) of this problem and establish, using the results of the chapter 1 about 2D fields, our generalized
telegrapher’s model (4.59). In section 4.2, we rewrite the previous model in time domain. Finally, in section 4.3,
various properties of this model are established.

4.1 Derivation of the generalize telegrapher’s model in frequency do-
main

We will recall some notations and the approach already raised in the introduction of the part. Our reference
cable Q, obtained through the application of a scaling process on a thin cable 9, in the sense that the transverse
dimension is of order ¢, is made of a succession of cross sections S;, which are plane surfaces with ) holes. We
consider inside this cable the electromagnetic fields E9, H% (see equations (3.27,3.28)). To solve this 3D scaled
Maxwell’s equation, we speculate (see (3.26)) a polynomial expansion Ep,ﬁp (see equations (3.27,3.28)) in
power of the thin parameter ¢. In this chapter we will deal about the limit terms EO, H° but we will need some
considerations about the first order E', H' to perform the analysis. It is useful to pass to the frequency domain
w via a time Fourier transform :

E”(x,t) — Ep(x,w), ﬁp(x,t) — f[p(x,w), €0 +0c — twe+o. and po + oy — QWi+ Oc.
We will denote by

M and (., z3,w) == p(., z3) + Im(23)

E(.,x3,w) :=¢(.,x3) + o o

the effective permittivity and permeability matrices in the frequency domain. The matrices € and [ satisfy the
complex weight hypothesis 1.1.1 since ¢, u, o, and o, satisfy the usual positivity assumption (6.10). Taking

89
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into account zero as initial data, we obtain for each value of the frequency w, the following problem for the
electromagnetic fields in frequency domain EP, H?P (the index T (resp. 3) indicates the transverse (and resp.
longitudinal) component of a 3D vector field)

55@9 — 03 (e3 x ﬁ[g) — rot ﬁépH) = 52 Asj, inQ, (a)
s€3 Eg — rot PAI(TPH) =0 ,]173, inQ, (b)
{ R R R (4.1)
s HY + 03 (es x EL) + rot EPTY — o, inQ, (c)
| s7is H? + rot E(TPH) =0, inQ, (d)
with the boundary conditions
E¥’+1) xn =0, on 092, (a)
E:(,)pﬂ) n— gE{,ﬂ =0, on 092, (b) (4.2)

ﬁﬁ(Tp+1)-n+gﬁ3ﬁ§:0, on 09, (c)

and the transmissions conditions (due to the presence of surfaces of discontinuities)

[ A(p+1 5y (p+1

7Et(pp ) x n]zmg = [H:(Fp ) % n]zm3 =0

7E‘§p+1) n — gs E;] = [ﬁépﬂ) n — gs ﬁ?] =0

L Sy Sy (4.3)

sgﬁg’ﬂ) ‘n+ gn sés Eg]z = o I:js,t'n]z + 0% [ngAs,s]
i vs
sﬁﬁ(Tp+1)~n+5ggsﬁ3 ﬁ[ﬁ’]z =0

*3

with the convention R R
EP =HP =0 forp<DO.

We shall also use the "hidden" divergence free equations :
div (§E5p+1)) + am (§3 Eg) = (S(I)H_l div (j&T) + 5107 63f8,3, X € Q, (a)
div (ﬁf[}pﬂ)) + 0y (713 ﬁg) =0, xeQ. (b)

4.1.1 Identification of the limit terms : transverse polarization

First we recover the usual assumption of TEM polarization made in many books or papers on transmission
lines ([59], [75], [76]).

Proposition 4.1.1. At order 0, the electromagnetic fields are TEM, that is to say the limit electromagnetic
fields satisfy R R
EY=H) =0.

Proof. We have rot ﬁ30 =rot E30 =01in S, and [Eg] = [ﬁg] = 0 on the interface ¥, so fAISO and E’SO
w3 Zzg,
are function of x3 and w only. To conclude we remark with (4.2-b) and (3.25) of proposition 3.4.1 that

B (x3,w)

080, = 0 and f]g(xg,w) JN (iw,ug + Um,g) =0

r3

O

Then we look for the transverse electromagnetic fields. They will appear as a 1D structure. At order 0
the equations (4.1, 4.2, 4.3, 4.4) become the following div-rot problems depending on the frequency w and the
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longitudinal variable x5 (the longitudinal variable 3 can be seen as a shape parameter)

( rot EQ (-, z3,w) =0, in Sy \Yzs,
div (2(-,x3,w) BL (- a3,w) ) = div Jot (5 23,0) in Sy,\Sa,,
w
EL (- =0 08y,
) zﬂ( ,XT3,W) XN on 05, (4.5)
[E% (-, 3,w) X ng]z =0 on X,
€3
~ [Jst n] ( X3, )
[5(-,x3,w) 9 (- z3,w) -ng]m3 = zi on X,
and R
rot HP (-, x3,w) = 0, in Sg,,
div (ﬁ(',lﬁg,&)) E’JQ ('71’3,(,0) ) =0, in S-T:sa (46)
ﬁZQ (',Ig,W)'TLZO on (?Srd

These problems are studied at great length in the chapter 1. The limit transverse fields solving the div-rot
problem (4.5,4.6) for all z3 have a "kind of variable separation" structure described in the following proposition.

Proposition 4.1.2. The limit transverse fields solving the div-rot problem (4.5,4.6) are of the form

T3, Z O(23,w) Ve g(-73,w) + VE(, w5,w) € L*(Syy) (4.7)
q=1
and
Q
Lr3,w) = 3 10 (23,w) Vi g(, 73,w) € L2(Sy,) (4.8)

1

q=
with the 1D electrical potentials VO .= (I7q0> and currents 10 := (fg) o’ the harmonic potentials
q=1...

q=1...Q

e g+, T3, w) 1= ¢ (g('7$3,W) ,Smg) and ’(//;m7q(',$(13,W) = q)? (ﬁ (-, z3,w) ,Sm)

solutions of the equations (1.10) of the theorem 1.3.1 in subsection 1.8 (see also the equation (4.10)), and the
electrostatic potential is the unique solution in H*(Sy,) of the elliptic problem that followed

~

div(2 V&) = div M, in Sy,
N iw
£ =0, on 05,
[Eg ]2 =0, on g, (4.9)
~ j;,t'” (',.’L’g,&])
[€V§2-n] = [ ]E , Oon gy,
b iw

Proof. We know that there exist solutions of the div-rot problem (4.5, 4.6) since the compatibility conditions,
the hypothesis 1.1.1 of complex weight and the smoothness assumption about the domains are satisfied (see
theorem 1.4.1). To characterize these solutions, we use the Helmholtz decompositions of the theorem 1.2.1

E%(.,Z‘g,,&)) = Vgg(-,xg,w) +e and ﬁ%(.,xg,w) = h.

with
ee S(g(.,xg,w), 5’953) and he ’H(ﬂ(.,xg,w), Sws)

We have seen in the theorem 1.3.1 in the subsection 1.3 that the harmonic spaces are spanned by the gradient
of the harmonic potentials

Pe g+ x3,w) 1= @7 (g(',(E;),,W),Sw?’) and Jm’q(-,xg,w) = (ﬁ(-,xg,w) ,ng)
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Formulae (4.7) and (4.8) express a generalized separation of variables, valid at the limit 6 — 0 (generalization
in the sense that if there is cylindrical symmetry, that is to say, g = 0 and € and i independent of z3, then @, 4
and QZWq do not depend of z3). The fields V. (-, x3,w) and %1/)m,j('7 x3,w) can be precomputed by solving 2D
boundary value problems in the cross sections S, :

div (i Vi) =0, in S, \Ty,
div(EV@.,) =0, in S, ~
AV q-n =0, on 08,
Pe,q =0, on o5, and R (4.10)
[wm,q]rq =1, on I'y,

@E,q = 6qk; on aksv k < Q7 .
A -n]rq =0 onT,.

This kind of harmonic potentials are also found in [58] for elasticity. There remains to find the equations that
determine the functions 1/:10(9[:37 w) and Ig(ZIjg, w), which will provide us with our effective model, the generalized
telegrapher’s model. For this we need to proceed to the next step of the identification process.

4.1.2 Establishment of the telegrapher’s equation in the frequency domain

Proposition 4.1.3. The electrical potentials and currents are solution of the telegrapher’s equation

iW?e(l‘g,w>\70(.’E37W) + 63i0(ac3,w) = fs(:cg,w), (a)
(4.11)

~

iw Ly, (T3, w) fo(zvg,w) + 03 \A/O(xg,w) =0, (b)
The admittance ?e and the impedance 2m are defined as the Q x Q Gram matriz of the harmonic spaces
Yo(wg,w) = Y(E( a3,0),S0y)s Lim(wg,w) := B(A(, w3,w), Say), (4.12)

(see the equation (1.13,1.14) in subsection 1.3) that is to say

Yeo)go = L EVGey Voey and (Zp)gy = L Vg Vom.g

The current source is defined by

1025, w) = (ixQ<x3’w))1<q<Q with fg’q(mg,,w) = J js,T Ve q- (4.13)

Sag

We did an exhaustive study of the matrices {fe and Zm in the section 1.3. In particular we know (see
lemma 1.3.2) that there are inversible symmetric matrices with eigenvalues of positive real part and that they
are invariant under conformal mapping (see lemma 1.3.2 for much more explanations). To demonstrate this
proposition, we first need to prove that 63@% e L?(S,,) and 63]?% € L%(S,,) because we will take the L? scalar
product, in each cross section Sy, of (4.1-a) with each V@, 4 and of (4.1-c) with each %{b\m,q- So we need to give
a signification of 0@  and agzZ,W To do it, we need to use the tools of shape optimization (see the appendix
13 or the monographs [25],[37]). This is the reason why we must make the assumption that 05, is a C1 n W1®
manifold in the hypothesis 3.1.1.

Proposition 4.1.4. The "eulerian” shape derivative (see definition 13.2.1) of . ; and Jm’q exists if the hypo-
thesis 8.1.1 is satisfied and they are solutions the solution

03 Pog € H'(Sy,) and 030pmq€ HY(S,,)

of the elliptic problems

div (EV(03 Be,q)) = —div ((338) VPeyq)) i Sps\Las
a’ Ae = an Ae aSZS

Wea g Ve on (4.14)
[63@6711]2 = [g 8n‘;"e,q]z on Ems

[EV(03 @e,q) - n]z = —[(038) VPe,q - n]z — [divs (g v@@,q)]z on Xz,



4.1. DERIVATION OF THE GENERALIZE TELEGRAPHER’S MODEL IN FREQUENCY DOMAIN

93

and
div (ﬂ V(6¢m7q)> — _div (ag (ﬁ)wm,q) , in Suy\Sa,
ﬁV(&ngm,q) -n=—(03 1) szm,q -n —divag (g V@m,q) on 05, (415)
[(}312)\771,11]2 = [g (’)n{b\m,q]E on ZI’g .

[ﬁ'v(83{ﬁ\m,q) 'n]g = - [(63 ,a) vQZm,q : n]E - [dng (gav&m,q)]E on Exg
with divas and divy, the curvilinear divergence operator on 0S;, and 3., (see appendiz 10).

Proof. We will use shape derivatives calculus tools’ described in the appendix 13.
Step 1 : existence and uniqueness of a solution of (4.14) and of (4.15)

If S satisfies the hypothesis 3.1.1, then @, 4 € H?(S;;\Xz,) and @mﬂ € H%(S;,\1,), 80 0nPe g € L?(0Sy,)
and divp, (g V@m’q) € H_%, therefore there exits a unique solution 93P, , € H'(Sy;\Xz;) to the equation
(4.14) and (}3{b\m’q € Hl(Sx3\Ez3)/C. We now must check that d3@. ; and 83127,“1 are in fact the "eulerian" shape

derivatives of @, ; and @m_’q We will do it only for the second since it is the more complicated term.

Step 2 : the eulerian shape derivative of zzm,q is the unique solution of (4.15) Consider u € H?(S,,).
Firstly since ¥, ; € H?(Sz;\Xz,) we have along the discontinuity curve ¥,

(@) V| = [(@V8ma) - nowa] o+ [(@VImg) r o] = @) o] (416)

T3 x3 x3 3

Similarly we have along the artificial cut

[(Nv¢m,q) : Vﬂ] P\ = [(Mvdfm,q) . TaTﬂ]Fq\Ewg
~ N (4.17)
= [(u T) -n]rq\zm3 OrYm,q 0710 + [(u n) - T] - OnW¥m.q 070 = 0,
and on the boundary
(uvwm,q -Vau |as qu/Jm,q) 7 (0,) |aszs' (4.18)

We have with the equation (1.11) in remark 1.3.1

J Vg - VT = 0.
S5 \(Bag UT)

We do the z3-derivative of the previous equality with the Reynold’s transport theorem (3.11)

| (0of) VgV + | [iV(2smy) - Vi
Sus\(Zag UTq) Sus\(Zzy UTq)
- AV ~W—f A Om o) - Vi —J AV Om o) - Vi =0
LSm G iV . g [(u VYm,q) ]F o . g [(u Yim.q) ]Emg\rq
then with (4.16, 4.17, 4.18), we have
f (0311) Vo q - VU + f AV (3%m.q) - VT
Sug\(Zzy UTq) Sug\(Zzg UTq)
- J g (ﬁv{p\m,q) *T (a‘rﬂ) - J- g [(ﬁv{/;m,ﬁ : T@Tﬂ] =0. (4'19)
LM Ta5\Ly Zag\g

The interface ¥;, is a set of N Jordan’s curves 2, SO there exists a finite partition (Sm)7,<N+1 such that
the connected boundaries of S7, is constituted of some Ek with & < N and some 0,5 with ¢ < Q. Among

the Sy, there are K ones that have one of the 045 for connected boundary, and we denote them by S k fork < K.

If we take a test function u € H(S7, ), the equation (4.19) becomes

f (O38) Vi g - Vi + j AV (@50mq)  VE=0,
Sn A\l S;B\Fq
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then by the Green’s formula (10.18)

JS;3\F,, div (((?gﬁ) me,q) u=— L;S\rq div (ﬁ V(ag,izm,q)) u

div ((237) Vibg = =aiv (i V(@) i Su\(Ty | a)-
In particular we have

Thus

div ((aSﬁ) vim,q) € L2 13\ U Ews = ﬁV(G:ﬂZm g) mEe H> (Xa;)

By the Green’s formula and the previous consideration, the equation (4.19) becomes

j (agmwzm,q-nmf AV (@5Pg) - nu—f
05,5\

. g (ﬁvf‘zm’q) -7 (0-)
| (@A) Vi ]
Taz\l'g

‘1513

iV (030, a—f Vo) - T 0T
Jlg_\r iV (O38m.q) - ]zma E%\Fqg[(u Vim,q) ] o

+L [(agﬁ) V@m,q-n]rqﬂ+L [ﬁV(a?,zZm,q) -n]rqﬂ:O (4.20)

If we take a test function ue H 2(S’c ) that vanish on each connected curve of the boundaries Sk except on
one of the 0455, for ¢ < @ such that J,Ss, < S , we have with (4.20)

J (0371) Vi, q - 0T+ J AV (938m,q) T — J
Equ3\Fq aqsrg.\rq

9 (AVmq) - 7 (077).
0qSay

With the curvilinear Green’s formula (10.24), we have

| 9@ rem -] .

q-x3

divos (g AVYm,q) T + J kos g (AN Gm.q) - N,

045
then with the boundary conditions of zz;m q» We have

j AV(@5Pmq) T = — f (0570) Vg - 17T — j
aqsm\rq aqu3\Fq

diV@S(g ﬁvﬂ}m,q) u,
@1313

SO

ﬁv(a?),(z;m,q) ‘n |aqS = -

(83/3) Vg -n diV&S(g ﬁvwm,q)
With this new information, (4.20) becomes

fzzs\rq [(83ﬁ) qum’q . n] Sy ur L:m\l“q [ﬁV(&g@mﬂ) ' n] Seg v J

S\l

9| (@) - 7 0:1]

g\
+ Lq [((%,u) Vthm.q - n]rq u + Lq [,u V(03¢m,.q) - n]rq u=0 (4.21)
If we take a test function u € H§(Sy,), (4.23) becomes
Lqﬂs;fg [(adﬂ) Vilma n]rq o qumS£3 [M ViGstmal n]rq .
thus R R
[PV @sdna) ] = =) Vmg o] (4.22)
and (4.23) becomes
O3fi Vll)\m_ -n E+J ﬁV(?iva “n uff g ﬁV”lZJ\m, - T0.U
Lms\rq [( a#) ! ]213 oy \ g [ (%sm.a) ]213 Sag\Lg [( J ]Ezg\l“
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and again with the curvilinear Green’s formula (10.24), we have

[ﬁ V(a312'm,q) ' ’I’L:| = = [(a3ﬁ) vQL\m,q . ’I’L:| - [diVE (g ,a V'(Zm,q)]
We integrate the condition [%qu] = 0 over a test function u € H3(S,,) on X,
*3
b, ] =0
szg [ a PN

and derive it along x3 with the curvilinear Reynold’s transport theorem :

[ [wmal, a= [ o ([ @]

z3 3 z3 3

+ ks bma ) ~0

with ks the curvature of X,,. Since [qzm’q] = 0, we have
z3

[aSwm,q] =9 [anwm,q]
g z3
With the same reasoning, we have

[agim,q]rq —g [anﬂm,q]m —0. (4.24)

We finally recover the system (4.15) except for (4.22, 4.24). Since neither i nor dsfi jump across I';\X,, , we have

[é’rizm,q] =0 and [6n1ﬁm7q] =0.

Lq Ty

We thus have with (4.24)
|2athma] = 0.

aq

We then have with (4.22)

[W(agzzm,q)-n] :—[(agﬁ)vimq-n] — (3T -n) [arqzm,q] — (&sfin - n) [anqzw] —0.

Ty Tq Lq Ty

Step 2 : the eulerian shape derivative of @, ; is the unique solution of (4.14) The proof is quite similar
to the one of the step 2 but easier.

O

We remark that a?,zZm,q does not depend of the artificial cut I';. With these shape derivatives we can de-
monstrate the following very helpful lemma.

Lemma 4.1.1. We have the bi-orthogonal relation

V3,3 106 i) — —((vot Gujs Vi) =5
( Pe,j,TOt P, 2(5.y) rot Qe j, Viim, 12(5,,) i

Moreover, if Sy, checks the reqularity assumptions of the hypothesis 3.1.1, then

(Z) ( a3 rot @e,jv %éj\m,i) + J g an@e,j é*r&;m,i + J [92 an@e,j] érl/z;m,i = O,
L2(Szy) L by Y

z3 *3

(”) (63 rot wm,jv v@e,i )LZ(S,F,S) + J;Td [QZ anwm,j]zz aT@e,i = 0,

"3

(Z”) ( 63 rot fAS, %{p\m,z) L2(S..) + fS g 5n§g ér@mﬂ‘ + j}] [92 5n§2]2 é‘r'(//;ﬁui = 07

A e
z3 z3 3
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Proof. We recall (by the Green’s formula (10.19)) that we have for all a,b € L?(S;,\(Z, uT)).

(vot a, ) sty LS aVb X ndoss + L [a¥V0 % nr] . dor + f [aVE X nx, ]y, dos.

0 z3 2.7:3 3

Proof of bi-orthogonal relation We choose a = Jmﬂ- and b = @.; and then since @ ; 25, [$e.j]s and

[@e,j]r are constant along 0S5;,, ¥ and I" and since [@m,i]p =1 and [’l;m)i]z = 0, we have :

v@e, j 5 ;B_t/ {b\m,i) = _J a‘r@e,' =1
( ! L2(Say) r !

(it is the same proof as the of the bi-orthogonal relation of lemma 1.3.1).

Proof of (i) We choose a = 03¢, ; and b = @Zm Since [03@e,;]r = 0 and [;Zm,i]p and [@mﬂ-]g are constant we
have

0 R ~ == ==
(oot oo Vi) g = = |, oPes Pl [ [0t (42

x3 r3

and by shape derivative calculus (4.14)

08,y g0nPe,; and [53@e,j]2 = [gz a”@’j]z

3 x3

83926,]'

so we have the wanted formula.

Proof of (ii) We choose a = 8312671- and b = @, ;. Since Pe j| 5 , [Pe,jls and [@e j]r are constant along 05,
T3

Y and I' and since [6312m7i]p = 0, we have

a —~ ~ a’(z)\m,z a@e,j
(5$3 FOt Yrm.is Ve s )L2(5£3) o ng l ors Ot

and by shape derivative calculus (4.15) :

r3

[0372)\”1,1'] = [92 an?Zm,i]

r3 r3

so we have the wanted formula.

Proof of (iii) With the same consideration for the bi-orthogonal relation we have :

N~ A o ) o
VEY rot U, i) —— |0 =0 -0
( &, rot ¥y, L5 Jr £ since €e|aszs

We derive the previous equality according to the shape parameter z3 and use the Reynold’s transport theorem :

D St €0, 0310t Yy,
((%,Vﬁe, rot '(/)m,z)L2(S$3) + (vgeaaSI'Ot wm,z) L2(S,,)

SRR

z3 r3

—f giS-;&wm,iZO
05,

then we have

~ O, OE0 ~
(v@, Osrot 7/Jm,i)L2(Sx3) =— ng la;bxg (;i_ ]E = — L gs 0n7ﬁm,i5752]2”

z3 3
z3

We have now all the tools to prove the proposition 4.1.3.
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Proof. Using (4.7) and (4.8), the 6° terms in equations (4.1-(a)) and (4.1-(c)) are

M@

Q
V; Ve, + VE =0 (3 x 3 [; Vi) —rot A = Jor, (a)
Jz; =1 (4.26)
Z I Vg +es x 05 (D Ve + VE) +rot BY =0, (1)

™e

1

J
while (4.2-b) gives

Q
By =gEp-n=3 V;gonBe; +90n&l (4.27)
j=1

and (4.3) gives

] R oL T S PR N I P A oA P

(4.28)
To get rid of the (unknown) terms ﬁg} and B4, we take the L? scalar product, in each cross section Sy,
(4.26-(a)) with each V@, ; and of (4.26-(b)) with each V¢m ;- This is motivated by the following identities (4. 30)
and (4.31). Then we have after introducing the Gram matrix Y and Zm and using (10.7) :

W Z < (73, w ) Z ( (Ij rot ¢m,j> 7v¢e,i)L2(Sw3) - (I‘Ot Hglav@,i>L2(S =I5,

mg)

i( (25, ) (4.29)

50 (70020 i)~ (oro )

H M@ u'

L2(Sq%5)
tEl,%Ami) =0
+<I‘0 3 ZZJ s L2(S4y)

First, using Green’s formula, we have in each section S,, since [P, ;]x is constant along ¥, and rot V@, ; = 0
) ) 3 3 El

f H3 Vgpei X N +f [ﬁ?’l]z v@@)i X n,
Sug

L2(SL,)

tﬁ17VAei)
(ro 3 Ve, L2(S.y) (10.10)

Then since V@, ; x n = 0 along 05, and (4.28) :
~ 1 ~ Q ~ ~ D —
(rot H, 7v<pe7i)L2(Sm3) = fj; I; JZ% [gz 5n1/)m,j]2m3 07 Pe.i- (4.30)
On the other hand, thanks to the jump relations satisfied by @m,u the reader will easily check that
rot %@mz =01in S,,.

Therefore, by Green’s formula

ot B Vins) Lo == | Bl ddna- [ [B], 3,
( ’ "/ L2(Say) 0S4y ? ’ Sag *ls
so we have with (4.26) and (4.28)
~ ~ A~ Q = ~ - ~
(I‘Ot Egla vwm,i ) = Z J g an@e,j a‘rd}m,i + f [92 an@e,j] afwm,i
L2(S4y) a 24, ., Sy
(4.31)
- U 9.0nQ Oy i + f |95 08" | éTwm,i) :
aSmS Ea:g, E“"3

The equation (4.29) becomes with (4.30,4.31)

Q Q
iw Jzzl (Ye(a?3,w))m Vi + J; 031 (rot Ym,j> VPe,i )LQ(Smg)

Pl

Q _
=+ f (& rot ’QZ),—,L iy v@e)i ) + J I:gXI anl/)nL, ] aT@eJ =
J; ’ < ’ ’ L2(Se3)  Js s,

z3
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an

d

Jj=1

(oot @90) .+ [ 00@FT [ o], 7o

To end we use the lemma 4.1.1.

iw i (zm(xg,w))_ _ f] + i 53‘7]- (rot @e,j,%&m,i)
=1 R

Q __
- ‘7 (a rot Ae j 5 %{[}\m,l) + J gan Ae, j é7'72;m,i + J
; J ( 3 Pe.j L2(Ssy) 25y Pe,j

L2(Say)

Sag

x3 @3 3

We can rewrite the telegrapher’s equation (4.11) as two waves equations.

Proposition 4.1.5. The electrical potentials VO and currents I° are solution of

I:gE an@e,j]z éT m,i)

)-o

210 — (ass?e) Y1010 + V2, 10 = - (ags?e) ! (agis) + 051,

A~ ~

5% VO — ((’)gim) 2;1 03 VO + w22m?e VO = wzim I,

with the eulerian shape derivative (if ¥ = &)

kY, = J 835 Vgﬁe,i : V@,j + J q (é\n . TL) (3,1@@71 &Lgﬁe,j
Sy E

Seg

832771 = J 63/3 %Jm,i : %'Lz)\m,j - J- g (ﬁn : ’I’L) é‘I"(Z}\m,i 5712;17@,]‘
Szq oS

z3

Proof. The rewriting in order 1 is left to the reader.

Shape derivative of S?e

By definition of ?e, we have

(?e), = J E Ve Ve,
1, S

r3

(4.32)

(4.33)

(4.34)

We derive the previous equation by z3 with the use of the Reynold’s transport theorem (3.11)

63 (?e) :J‘ 635 v@e,i : v@e,j
i Js,,

N f 5V (05Bes) Voo, + f 5 V30V (0sBes
S S

*3 T3

- J 9E Ve, Ve
08,

Since @ ; is constant along the boundary 05, we have

gv@e,ibsms = (é\n) an@e,i

so we have for the fourth term of (4.35) become

len

gé\ V@e,i : v</;5e,j = f g (é‘\n : TL) an@e,i an@e,j«
3 05424

With the 2D Green’s formula (10.18) we have for the second term of (4.35)

)

z3

BV (0300s) - Ve, = f
0y

@vae,j-nwg@e,i)—f div (BVG.,) 0sdes = j
S'"”S (4.36) oS

)

(4.35)

(4.36)

(é\n . n) an@e,j 83(0\6,7;7
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then we use the PDE (4.14) of the eulerian shape derivative 3@ ; :
J 3 \Y (63@e,i) ' V@&j = J g (é\n : n) an@eﬁi an(ﬁe,j
Sy 3Szy
Similarly we have for the third term
J 3 V@e,i -V (63{5@,]') = J g (é\n : 7’L) (?n@e,i an@e,j
Saq 05y

and we obtain so the wanted expression.
Shape derivative of Zm

By definition of Zm, we have
(Zm) T J‘ ﬁ %¢nz,i . %wnL,ja
i, S
We derive the previous equation by x3 with the use of the Reynold’s transport theorem (3.11)

03 (2m>q$q/ = st 03 %im,i : %sz,j + L [TAY (9312771,1') . ﬁzﬁm,j + f i ?Je,i Y (5312)\771,]')

Ss (4.37)
- J gﬁ v¢m,i : vwm,j - J g [,a Vwm,i : v@[}'f’hj]ri - J g [ﬁ v¢m,i : v¢m,j]r.
0S4y r; r; !
Since R R R R
[@%n,i]n_ = [@ﬂﬁm,z]n = [arwm,i]lﬂj = [an¢m,i]rj =0
the fifth and sixth terms of (4.37) become null. We have for the fourth term of (4.37) (since anzZm,i\aS =0)
=3

J gﬁ %QZm,z : %zz;m,j = J g (,an : TL) éT,l;/Z}\m,i a‘rlz;m,ja
0S8 0Sq,

and with the 2D Green’s formula (10.18) and the equation (4.15) we have nullity of the second and third terms :

J

7Y (agz/b\m,i) . %@mﬂ- =0 and jsu a %12)\“ -V (631Zm7j) =0.

x3

4.2 Derivation of the generalized telegrapher’s model in time domain

Hiver était le seul maitre des temps,
Lorsque Vénus sortit du sein de l'onde;
Son premier souffle enfanta le printemps,
Et le printemps fit éclore le monde.

Nerval, Caligula - Ier chant

Our objective is to find the time domain formulation of equation (4.11). This is done formally by an inverse
Fourier applied on (4.11). We shall do it in a way that emphasizes energy preservation (or dissipation) relations
and the related stability properties of the resulting evolution problem. Since all the weights p = ¢, iy are symmetric
positive definite matrices the space

L*(S,,, pdx) := {u 2 Sy — Rz‘ f |2 ul? < oo}
Sis

(u, v) = f pu-v
L2(Sgy,pdx) S

r3

with the inner product

is an Hilbert space.
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4.2.1 High frequency behavior
We introduce the high frequency behavior of the functions
Pe,; and @m’j.
These high frequency limits are naturally defined after noticing that
€ —» ¢ and i —» p when w — +o0.
This justifies the introduction of the "high frequency potentials"
0L w3) = (e m3), Say ), Ui (5 w3) := 1 (u(., 23), Sas), (4.38)

as well as the (frequency dependent) "residual functions"

@ZJ-(',.’Eg,UJ) = @&j('a‘r&w) —QOZO,J‘(-,,I':S),

~ (4.39)
;‘n,j(yl'g,W) = wm,j('vx&w)_w;ﬁ,j(y.ﬁs‘g).

Remark 4.2.1. If o.(z3,:) and oy (x3,-) are proportional to e(xs,-) and to u(xs,-) in Sy, of order §, then

@&j(')xi’nw) = @2?]‘('73?3) and wm,j(')xi’nw) = ¢7C§,j('ax3)

Owing to the definition of ¢°;, we remark that ¢f ; € H'(S,,) is the unique solution of

div(EVer,) = *i div(oe Vol ), i S, (4.40)

@Z,j = 07 on (351;37 .

Multiplying this equation by ¢ ;, we get the relation
f (iw€+oe)V@27j«V@;j =—f oeV@fj-V@;j,
Sa3\Tay Sag\Yay

which enables us to deduce the following estimates (by simply taking the imaginary and the real part of the
previous equality)

1

eilliags,,) < . e (4.41)

Ive

Similarly, the residual function 1an ,€H 1(S,,) is the unique solution of

choc}

e,J

L2(s£3)7

1/2 1/2
0-6 0-6

Ve Ve (4.42)

L2(Sey) l L2(S4y)

~ 1
div(g Vo, ;) = ——div( o, VoL ), in Sy,
(190, =~ (o V47, n . .
avy, i -m =0, on 0S.,, .
and satisfies
o VYL

J

MEE

< | :
L2(Ssy) e |w] L2(Sxy)

Ho'rlr{2qu)\7rn,j‘ < “0%2%1/’224

L2(Say) L2(Suy)

The high frequency decomposition (4.39) yields the following proposition.

Proposition 4.2.1. The matrices ?e(l'g,CJ) and im(azg,w) satisfy

~ A~

iwYe(zs,w) = iwCx(xs) + Gop(23) + Ke (23, w), (4.44)

iw Zop (253, w) = iw Lo (23) + R (3) + Ky (23, ), (4.45)
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where, the Q x Q real symmetric non negative matrices (Coy, Goo, Lo, Rop) are defined by

(Con)ay = L Ve, VP (Gulgr = L 00 Vo, Vo2,
3 N 3 N N (4.46)
(Lw)qq/ = fs 12 V'(/J,rog wm . (ROO)qq’ = -[S Om Vl/}?noﬂ . V'(/J,Zi’q/.

r3 z3

The matrices C* and L* are positive definite, C* is a strict M-matriz and L® is the inverse of a strict M-
matriz (and so all its coefficients are strictly positive). The matrices G® and R* are positive (but not necessary

invertible). Finally, the frequency dependent symmetric matrices (IA(e,IA{m), called the "memories kernels” are
defined by

(fie)qq’(l’s,w) = L Oe V@£7q(‘r37w)'v§0:q’(x3)7 (ﬁm)qq’(ﬂf&w) = L Om V@:‘n,q(x37w)'%’(/}$,q’ (z3). (4.47)

All the matrices ?e, Zm, Cyp, Gy, Ly, Ro, IA{e and Km are invariant by (piecewise) conformal map Lin the sense
of the lemma 1.5.2.

Proof. By definition of Y, (see (1.13)), we have

(Ye>qq’ = JS é\v%ze,q : v<’,5(3,11’-

*3

Then by using remark 1.3.1 with p = € and ¢* = ngq,, we have

(Ye)qq/ == \[S §V@e7q N Vﬁp:q/.

z3

Then we introduce the high frequency behavior of @ 4

(Ye)qq’ = JS I v@e,q . vgog?q, dr + JS Oe vg@?q . VSOZ,}(]/ dr + JS i V(pe \q V@Z?q/ dx.

r3 3 3

Using again remark 1.3.1 with p = ¢ and ¢* = @ZZ, we can simply further the previous expression :

(Ye)go = L e Vo, - VoL, dr+ L 0 Vi, Vol de+ L " — V@i, - VoL, dr,

x3 x3 x3

which concludes the proof of the decomposition. The symmetry property of (IA{57 IA(m) is a direct consequence of
the obvious symmetry of (Cu, Goo, Lo, Ro) and of ({(’e, Zm) (as proven in lemma 1.3.2 ). The properties of the
matrices C* and L* are a straightforward application of lemma 1.3.3 and 1.3.12. The invariance by conformal
map is a consequence of lemma 1.3.2. O

Lemma 4.2.1. The "memory kernels" Ke($3, ) and Km($3, )) which are functions of the frequency satisfy

Ke(xb‘a ) € L2 (RaMQ(C))v Rm(x& ) € L2 (RvMQ(C))v
and, for all ue C@,

inf %([Gm(xg) + ﬁe(xg,w)]u,u) >0,

weR

inf R([Reo(z3) + IA(m(xg,w)]u, u) c=0.

welR

C

Proof. Using (4.47), Cauchy-Schwartz inequality and estimate (4.41), we get

A~

|(K Z]| Hv<pez v@e v@e

L2(Szy)

L2(S.y) ng ,JHLz(s < [ |w] Haevngi L2(S4y) Hcr(, J

1. a transformation whose jacobian is locally a direct similitude
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In a similar way, using (4.42) we can deduce a uniform, frequency independent, bound on (IA(e)ij (x3,°) :

(Ke)ij| < ’ ol/? otV o ol/?

<|
L2(Sz3)

1/2 \VAL U ‘ \v4 o ‘ v 0
O—e €, (& € °
Pe, L2(Suy) Pei L2(S.) Ve, L2(Sey)

Combining the two previous estimates we deduce the first result of the lemma which can be proven for K,, in
a very similar way. Next the positivity property follows from the simple observation that

A~

R([Goo(z3) + Ke(ws,w)|u, u) c= %(?e(x&w)u,u) =% (JS (0eVPe(u), Pe(u)) C) > L Oer |VPe(u)l?

x3 3

which defines a positive matrix since o, >0 . O

4.2.2 The "memory kernels" K, and K,, in time domain

Let us introduce by a definition the functions for all x3 :
K(z3,") € L*(R,Mo(R)), and K, (zs,-) € L*(R, Mg(R)), (4.48)
defined as the inverse Fourier transforms (in time) of K. (z3,w) and K, (z3,w)
VaseR,  (Ke(ws,), Kn(ws, ) i= F ' (Ke(ws,), Km(zs,-) ).

Note that the regularity (4.48) follows from lemma 4.2.1 and Plancherel’s theorem. We are going to give below
a characterization, directly in time domain, of the functions K. (z3,t) and K.(x3,¢) that will demonstrate
in particular that they, as expected, are causal functions. This characterization will also be useful from both
theoretical and computational points of view.

The potentials ¢¢ ; and ¢, ; in time domain

Looking at (4.53) suggests an introduction of the causal function ¢ ;(z,z3,t) defined by ¢y ;(v3,,t) = 0
for ¢ < 0 and solution, for ¢ > 0, of the Cauchy problem

. (.0 : :
dlv(s— Ve ; + aeVgo’;,j) =0, inS,,,

ot (4.49)
ve; =0, on 05,
with the initial data ¢ ;(t = 0) solution of
div(e Vi ;(t = 0)) = —div(o. VoZ;), in Su,,
(4.50)

¢ ;(t=0)=0, on 0Sy,,

and looking at (4.43) suggests the introduction of the causal function ¥", .(x3, z,t) as the causal function solution

m,j
of the following evolution problem

2
div (i Vi, j + 0m Ve, ;) = 0, in Sy,

(4.51)
(“% Vi, + UmVWn,j) ‘n=0, on 0S,,,
with the initial data ¢f ;(t = 0) solution of
div (1 Yy, 5t = 0)) = ~div(om Vo7 ), in i,
(4.52)

<u Viby, it = O)) ‘n = —(am Vwﬁ,j) -n, on 0Sg,,
To demonstrate the well-posedness, we need to introduce the abstract linear operators

Ac(zg)e L (H&(Sz3 , sdm)) and A, (z3)e L (H}]R(Sa73 ) ,udx))
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on the Hilbert spaces Hg(S,,) and H}R(Swg) endowed with the inner product

, ¢ = eV V¢ and , ::J V- V.
(90 <p)Hé(SIs,sdm) fswa L4 ¥ (w w)H/l]R(Szg,,ud:r) Sz3M d} ’(/}

They are defined such that for every p € H}(S., , edr) and ¢ € H/llR(SgE3 , pdx),
D =A.(x3)p and U= A, (x3)
are solution of the elliptic problems

div(s V<I>) = div(ae ch), in Sy, div (,u V\If) = div(om Vz/)), in Sy,
and (4.53)
® =0, on 0Sg,, (u V\I/) ‘n = (om V@Z)) -m, on 0S,,

The weak formulations associated to the problems (4.53) are : for all test functions ¢’ € HE(S,, , edx) and
Y'e H}R(Sm , wdx), find A, (z3)p € HE(Sy, , edr) and A, (23)) €€ H/l]R(SQL.3 , pdx) such that

L eV(Ac(z3)p) - V¢’ = f

o. V-V and J
vy s s

BV (An(za)0) 96 = [ 0w Ve Ve (150)
x3 x3 Sm?»

which are well-posed since o, and o, are symmetric positive matrices.

Property 4.2.1. The operators A.(x3) and A,,(x3) are bounded, self-adjoint and positive operators :

Te,+

||<P|\Hg(sm3 ,edz)>

Oc.—
Vo€ HY(S2) 2= lellinyis,, ean < | £V (Acloa)y) Vi <

T3

Om,— Om,
V’L/} € H/R(SIS) L H’L/}HH}H{(&L2 , pdx) < J NV(Am(%W) : VQZ) < L s ||’L/}HH/1B§(SJL2 ,pdz):

r3

Moreover, if oe,— >0 and oy, — > 0 then A (z3) and A,,(x3) are inversible and non compact operators.

Proof. bounded, self-adjoint and positive operators. Looking at (4.54) it is obvious.
Inversibility. If 0. _ > 0 and o, — > 0 then the operators A.(z3) and A,,(z3) are coercive.

Non compact operators. More than anything, we recall the Riesz Lemma. For every Banach space H and a
closed subspace V of H such that V # H and d €]0, 1], there exists a vector ® € H such that

A(®,V) = d,

with d(®, V) the distance between ® and the subspace V. With this lemma, we will construct a bounded sequence
(on)n of HY(Sy, , €dz) such that (A.(z3)@n), is not a Cauchy sequence. First, we take

d€]0,1[ and o€ Hy (S, , €dx).
Since

span{Ac(z3)po}

is a closed subset of HE(S,,, cdr) that does not span all the space, there exits an unitary ®; such that
d(®q,span{A.(x3)pe}) = d. Since A.(x3) is an isomorphism there exists ¢; such that :

19
o1l (s,, e de) < > = and  d(Ac(23)er,span{Ac(w3)po}) = d.

e,—

With the same reasoning we can construct by recurrence a sequence (¢, ), such that

€+
H‘PTLHH(%(STB ,edx) < o

and d(Ae(xn?v)@n)Span{Ae(x?))(pk}k:l.“n—l) = d.

€e,—

O
If the matrices e(x3) and o.(x3) (respectively p(zs) and o,,(,x3)) are proportional, the operator A.(z3) (res-
pectively A,,(z3)) is proportional to the identity.
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Finally the equations (4.49, 4.51) with the initial data (4.50, 4.52) can be written as (with z3 a parameter)

dge iy, ;
—= 4+ A (z r.=0 for t > 0, /™ L AL (2 i =0 for t > 0,

o (z3) we and at (3) ¥, (4.55)
@Z,j(t = O) = —Ae(ﬂfs)@?fj, 1/};’7-1’3‘(75 = 0) = —Am($3>¢$’j7

With the property 4.2.1 and the Lummer-Phillips theorem (see proposition 3.8.5 page 104 of [72]) we know that
for each x5, the operators A.(z3) and A,,(z3) are generators of contraction semigroups

Te,+ om,+

e—tAE(;l)B) and 67tAm(:1:3) such that ||67tAc(:1:3)|| < e_f and ||67tAm(z3)|| <e H-

3

and so the unique causal solutions
oo e L” (R, HE(Ss, | 5d:c)) and 7, € L” (R, H3(Se, udx))
of (4.55) satisty for t > 0
g (t) = =T A (A (wg)Z)) € CF(RYF HY(S,, , eda)) (4.56)

and
m,j

Wh (1) = —e T AR (A (2) s ) € CF (]R*’*, HY%(Ss, de)), (4.57)

and are null when ¢ < 0. The regularity C® is due to the fact the equations of (4.55) are parabolic.

Characterization of the operators A, and A,,

Ce spectre singulier n’a pour toute toilette
Grotesquement campé sur son front de
squelette

Qu’un diadéme sentant le carnaval

Baudelaire, Une gravure fantastique

The operators A.(z3) and A,,(x3) are bounded, positive, self-adjoint so their spectrums satisfy

Oe_ O Om.— O
U(Ae) c [e” e**] and 0<Am> c [ LI m’+] ,
€+  E- S
but since chances are that the resolvants are non compact, the diagonalization with an Hilbert basis made of
eigenvectors appears difficult. Nevertheless, we can concentrate on the case (see figure 4.1) where the set of

curve Y., divide the cross section S, into N areas S7, with n = 1..N where the characteristic matrices are
homogeneous :

€(,’L‘, 1‘3) }S:d = En(x?)) s /.l(l',l‘3) sn. = ,un(x?)) ) Ue(l‘,l‘g) |S§3 = Ue,n(x?)) ) O'm(J?,.Tg) |S;13 = O'm,n(xS) with z € Q

In this can case we can prove that A.(x3) and A,,(x3) have a punctual essential spectrum. Indeed
{Ue’n(x?’)|n= 1...N} < op(Ac(zz)) and {Um’n(x?’)|n= 1...N} < op (A (z3))
en(23) fin(23)

Om,n (173)
Hn(z3)

Oe,n(x3)
57»(»"”3)

and the multiplicity associated to each and is infinity

{ue HY(S,,)|ue HY(ST) and u = 0 in S,,\S7 } cKer <Ae - UETE:(;”?;) H) ,
n\+3

{ue H}(Ss,)|ue Hy(S2,) and u = 0 in S,,\S2, } cKer (Am - W ]I) .
n\+3

The problems
(Ae = AD) = f. and (A, — A\ D) = [
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FIGURE 4.1 — 7 areas where the characteristic matrices are homogeneous

are related to indefinite sign Laplacian problems (like in Metamaterials)

div ((Ue —Ae€) V(p) = fe, in Sy, div ((Jm — A 1) V’l/)) = fm, in Su,,

v =0, on 0Sg,, ((om = Amp) V) -n =0, on 08,
and <

[g@ Z=O on ., [w]Z:O on X,

[((ae—)\es)V@)-n]Zzo on X,. | [((amf,\mu)vw).nk:o on Xg,.

We know, with the use of the tool of T-coercivity like in [18], that if A is not of the form

Ten(T3) or Ten(t) + Oc.r(T3) for k,n such that 57, N ST’jS #*
en(x3) en(z3) + ex(z3)

then (A, — A I) is Fredholm of order 0. But we have managed to demonstrate that it is injective. In fact the
variables that interest us are the "memory kernels" K. and K,,.

"memory kernels" K, and K,, in time domain
We are now able to give an explicit expressions of the "memory kernels" K. and K,,, in time domain :

Lemma 4.2.2. The solutions pg, ; and 1y, ; of (4.55) and the "memory kernels" K. and K, defined by

m,J

(Ke)ij(xs, t) = J- oe(w,23) Voy (2, 23,1) - Voo (z, x3) dr,
s

(Kpm)ij(zs,t) = _L om (2, 23) Viby, i(, 23, 1) - %zﬁﬁﬂmm) dx.

(4.58)

are the inverse Fourier transforms of @g)j,szn,j ,IA(e and IA(m The "memory kernels”" K. and K,,, in time domain
are causal and have the following regularity

K(73,t), K (23,t) =0 fort <0 and Ke(x3),K,,(23) € L*(R) n CP(RT*),

moreover the initial data satisfy

(K)ot = 0) = -

ez, 23) VAc(r3)pe;(x,23) - VAc(23) 0 (w0, 23) d
s

z3
and

(Km)ij(ws,t =0) = — L (@, x3) VA (23), (2, 23) - VA, (23)¢, (2, 23) d.

In particular K. (z3,t = 0) and K,,(x3,t = 0) are negative matrices.
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Proof. If we take the Fourier transform of the equations (4.49, 4.51) with the initial data (4.50, 4.52) (which
are equivalent to (4.55)), we obtain the equations (4.53) and (4.43), and we conclude with the uniqueness of
solution of (4.53) and (4.43).

Then, the formulae in (4.58) are consequences of (4.47) and of the linearity of the Fourier transform, the
causality of K. and K, and the regularity following from the similar properties of ¢ ; and ¢, (see (4.56,4.57)).

m,J

We put (4.56) in the first equation of (4.58)

0. V(A (Aclan)ey)) - Vil

r3

(Ke)ij(zs, t) = ff

S

and (4.57) in the second equation of (4.58)

(Kpis(aast) = |

om V (67tAm(I3) (Am($3)¢fl,j)> ' v¢7o7ol7j7
S

then we take this formula with ¢ = 0 and use the definition of A.(z3) and A,,(z3) (see (4.54)) to obtain the
last formulae of this lemma. O

4.2.3 Generalized telegrapher’s model in time domain
Telegrapher’s equation in time domain

We can now deduce a convenient time domain formulation of the generalized telegrapher’s model from the
equations (4.11) with the coefficients decomposed following proposition 4.2.1. Using the standard properties of
the Fourier transform with respect to convolution, we obtain

¢
Co(23) 0, VY + G (23) VO + J K. (z3,t —5) VO(x3,5)ds + d31° = 1,
0

. (4.59)
Lo (25) AT0 + Rop(w3) T° +J K, (25,1 — 5) 1 (25, 5) ds + 05 VO — 0,
0
this set of equations being completed with null initial conditions
VO(z3,0) = I°(23,0) = 0. (4.60)

The model (4.59) is our effective 1D model in which :
e the effective coefficients Cqy(23), Goo(23), Lo (23), Rop(23) are deduced, through (4.46), from the solution
of 2D elliptic problems in Sy, see (1.10, 4.38),
o the kernels (K, (z3,-), Kin(z3,-)) are deduced, through formulas (4.58), from the solution of 2D evolution
problems in S,,, namely (4.49).
We call it the generalized telegrapher’s model because the unknowns I° and VY are vector valued, and not
scalar, the memory effects are represented through time convolution terms and the coefficients depend of a shape
parameter xs.

Reconstruction formulae in time domain

We need first to find the inverse Fourier transform of 83 solution of (4.9).

Proposition 4.2.2. The inverse Fourier transform ong solution of (4.9) is the unique solution of the following
Cauchy problem

dfg 0 0,00
dtl + Ac(x3) & =& fort >0,
&(t=0)=0,

with the high frequency potential €% the unique solution of the quasi-static problem

div(e VEO® (- x3,t)) = div Js 1 (-, 23,t), in Sa,
5270‘3 ('71'3, t) = Oa on 85w3
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Finally it is worth mentioning that from the solution (VY I°), one can reconstruct (approximately) the 3D
electromagnetic field through the following formulas, deduced from formulas (4.7, 4.8) and the decompositions
(4.39)

Q
E%(z,x3,1) 2 Vgozoq( xg,t) (x3,t Z J chej :vg,t—s) Vi(z3,s) ds + VE° < mg,t)
qg=1
Q
H(x,23,t) Z ( T3, )Ig(l‘g,t) + Z L Vi, ; <§,$3,t— s) I;(x3,5) ds.
q=1 j=1
(4.61)

What informations does K. and K,, give about the model

Let us emphasize that the presence of these memory terms is due in part to the conjugated presence of losses
in the medium and heterogeneity of the cross section.

Remark 4.2.2.
oc(xs, ) is proportional to e(xs,-) in Sy, or null =  K(xs,) =0,
(4.62)
om(xs,+) is proportional to u(xs,-) in Sy, or null = K, (z3,-) = 0.

Proof. Just use remark 4.2.1. We can also remark that if o.(z3,-) and o,,,(23, ) are proportional to e(x3,-) and
to p(xs,-) in Sy, then

ker A.(v3) = Hy(Szy, edz) and ker A,,(v3) = H}R(Sg@3 , ppdx)

and so
QD;i(JJ,ifg,t) =0 and ’(/):n’i(x,(tg,t) =0.

O
Note that if the losses are small in the sense that there exist . and «,, functions of Q such that /0. = da, and
/0w = 0y, then the memories K. and K,,, are not present either. The memories K. and K,,, are not good
indicators for the presence of losses and heterogeneities since there exits cases where K,,, = 0 while o,,, could be
huge and very heterogeneous.

Example 4.2.1. If S is an annulus and p and o, are scalar invariant in the angular coordinate (and could be
very heterogeneous in the radial coordinate) then K, = 0.

Proof. with example 1.3.1 of 1.3.1, we have

in=iJT+Mdr:iﬂ‘r+’u(T> LJMUL(T)dr

—=d
2 r 2 r

=1iw Ly + Ry
T 2

T— T—

U
This very simple example allows us to think that K. has no reason to be null except the presence of heterogeneous
losses (and is therefore a good indicator for that). We can generalize this example (in which K, = 0) for more
complicated geometries S (with one hole) if there is one conformal mapping 7. such that 7.(S) is an annulus,
o T. and o, o T are radial. Such examples will be presented in 4.4.

4.3 Properties of the generalized telegrapher’s model.
Since C,, and Ly, are symmetric positive definite matrices, the weight spaces

L*(R,Cy dz) and L?*(R, Lo dx) with the inner product f Cypu-v and J- Lyu-v
R R

are Hilbert spaces.
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4.3.1 Well-posedness of the limit model

Theorem 4.3.1. If the source terms satisfy the following reqularity assumption
I, e Ll(R+ , LR, C;! dx)),
then, there exists a unique mild solution
(V,I)e O (R+ , L3(R, Cop dz) x L*(R, Ly dir) )

of (4.59, 4.60) and it satisfies the prior estimate for all time t

Vet < &= [ 162 3 o). (463)
with the electronical energy
1
Ero == [J COOV~V+J LOOI'I].
2 | Jr R

This energy is the classical one for electrokinesis. The proof of the above result relies on the introduction of
the following two bilinear forms in L2(]0,t[, L?(R?)) :

a, (t;U,fJ) :J L(G@(fg)U($3,S),ﬁ($3,8)) gy T3 ds

f J- J xs,s—T)U(xg,r),ﬁ(xg,s))RN dzs drds,

am(t;U,fJ) =f JR (Roo(xg)U(x37s)7I~J'(x3,s)) gy dr3ds

t s
+J f J (Ko (23,8 — ) U(zs, r), U(zs, s)) py dz3drds,
0 Jo Jr

that have the important positivity property that followed.
Lemma 4.3.1. The bilinear forms a, (t; Y ) and a,, (t; ° ) satisfy
VUeL*0,tL*R?, a(t;U,U)=0, (=em. (4.64)
Proof. We give the proof for a.. We extend U outside [0, ¢] into a function U* such that
U*(-,s) = U(:, s) for s € [0,t] and U*(+,s) = 0 otherwise,

then we have

t U, U J J Goo(z3) U (x3,5), U (23, 5)) gy dxs ds

f J J e(xs, s —r)U*(xs3,7), U (a3, s)) gy dasdrds.
Denoting U* the time Fourier transform of U*, we get, by Parseval identity
ae t U, U f J [Goo(x3) +K (23, w)] ﬁ*(x37w),ﬁ*(x3,w)) o~ dwdzs.
We then conclude thanks to lemma 4.2.1. |

One of the most important tool to demonstrate energy inequality is the well-known Gronwall lemma.

Lemma 4.3.2. (Grénwall lemma)
We assume that € € L*(]0,T|[) and f € L*(]0,T[) are both a positive function and that the constant &y is positive.
If for all (almost everywhere) t €]0,T[, we have

t
2t)<5§+f f(s)E(s)ds
0
t)<50+%JOf(s)ds

then
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Proof of theorem 4.3.1. We multiply the two equations of (4.59) by V and I respectively, integrate in space over
R and in time between 0 and ¢ and add the two resulting equalities to obtain the energy estimates :

t
Ero(t) + ae(t;V,V) + am(t;I,I) :J J I, - Vdzsds,
o Jr

Lemma 4.3.1 and the fact that the matrix C,, is symmetric positive define give

t t
Ere <J f Is.de3d5=J J CY%1, - CY2V das ds
0 JR 0 JR

then with the Cauchy-Schwarz inequality

t t
Ere(t) < f 1C%"2 I (-, 8) | L2y [CL2 V(- )| 12wy ds < j 1C% 2 37, 8)| L2y 2 Enc(s) ds
0 0

and the Gronwall’s lemma 4.3.2 enables us to derive the energy estimate (4.63). This estimate is the key tool to
deduce existence and uniqueness of the solution in the right functional space by Galerkin’s method. We shall
not reproduce the (rather standard) proof but readers can refer to [21]. O

Theorem 4.3.1 guarantees the well-posedness of the generalized telegrapher’s equation in the weight space
L*(R,Cy dz) x L*(R, Ly, dx).
In fact the solution are in the space L?(R)?, since the capacitance Cy and the inductance Lo, have a uniform
lower bound.
Property 4.3.1. If the section S has no "degeneration of Hole", that is to say that the constants?

C° = min 5

oy and g = Ae(a. ¢
0,73 ¢ o(OF°) an ¢ Szpmax{ e(as) € 0(&(73))}

based on the minimum area of a hole min, ., |Og*| and the mazimal eigenvalue of the electrical capacitance
matriz € defined in 11.4 in appendix 11 are bounded, then

- CYUIVI2 < Cuylz3) V-V <e  AE [V for all V

and

[l 145

= A TIPS Loo(a3) I-I< =2 (CO)H VP forall L
M+ 2

Proof. For the matrix Cg, it is the same result as in propriety 1.3.2. We conclude for Lo, with the matrix version
of conjugated lemma 1.3.11
Lo = Z(u, Sis) = Y(det(lu‘il) Ky S)il'

4.3.2 Propagation velocities
How the matrices L, C,, characterize the waves velocities

In the absence of source, the generalized telegrapher’s model (4.59) is a zero order perturbation of the
symmetric hyperbolic system (as it is the case for instance in [17])

COO(Z‘:;) oV + 031 = 0,
(4.65)
LOO({,E3) OI+03V=0.

In the homogeneous case (Cy(x3) = Cop, Lop(23) = Ly ), looking for traveling wave solutions of the form

V(xs,t) = Vo flzs = At), I(z3,t) =L, f(zs — At), AeR

2. with 012)’0((933) the Poincaré constant appearing in (1.36) of the domain Og?
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leads to characterizing the propagation velocities A via the eigenvalue problem
CJlL)'I, =X1, <= CJlL}'V,=XMV, (V,=LgL).
In other words, + X is an admissible velocity associated to (4.65) if and only if
Neo(CylLy,
where 0(C' L)') < R{ since Cy, and Lg, are real symmetric positive definite.

By extension, the (variable in space) propagation velocities associated to the system (4.65) at point x5 are the
reals = A(z3) such that
Nz3)? e U(C;Ol(ajg) L' (xg)) (4.66)

Our goal is to provide lower and upper bounds for these velocities. Not surprisingly, these bounds will be related
to the matrix field ¢ defined ? as )
2, (4.67)

which represents the velocity of electromagnetic waves at point (z, x3).

c(z,x3) = p(x,acg)*% e(z, x3)

Study of the spectrum of L, C,,
Lemma 4.3.3. Setting the bounds of the "velocity" matrix :

—1
¢ (xz3) = inf det(c(z,x3)) < min cq7q/(:c,x3)) and c*(z3) = sup |c(z,23)|w0,

TESey 7,4'<Q TESL,
we have
Mzs)? € o(Cl(zs) L (z3)) = ¢ (z3) < [AM3)| < cF(z3). (4.68)
In particular if c(z,x3) = ¢(x,x3)Ids then
¢ (x3) = inf c(x,z3) and c(x3) = sup c(x,x3).
IESma IGS;ES

N N
Proof. Let (u,v) € CN x CV, p(u) := Z uj pe ;i (-, 3) and Y(v) := Z vj g (5 3).
j=1

j=1

Using the biorthogonality formulas (1.12) with p; = €(-, z3), p2 = p(-, x3), we get

(u,v)en = L‘ rot p(u) - Vio(v).

T3

= Idy, by definition (4.67) of c(-, z3), and so since u(-, x3)? is self-adjoint :

Nl

Then, since p(-, 333)% c(-,x3) (-, w3)

(u,v)ew = L o 23) e(,w3) b rot () - -, x3)t V()

z3
then by the Cauchy-Schwarz inequality :
1 1~
[(u,v)ev | < J le(,23) (- 23)2 Vip(u)|gs [1(,23)2 Vi (v)|gs

z3

< o) ([ ) Ootl) ([ Iataa) Ful)

x3 r3

which can be rewritten, using the definition of Cy (z3) and Lo, (23),
1 1
| (u,v) en | < ¢ (23) [ (Cool@s)u,u) on |? | (Lo (z3)v,v) on |2 (4.69)
It is easy to see that A(z3)? € 0(Co(23) ! Lo (23) ") is equivalent to

IM@3)| € 0(Cos(3) ™ % Lo (w3) ),

3. since € and p are symmetric positive definite matrices, their square root are well defined
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thus, there exists w € CV, with |w|cy = 1, such that

Therefore, choosing = Co(x3)"2 w and v = Ly, (23)~ % w, we have

N

(,v) ev = (Coo(23) ™% w, Loo(x3) ™% w) o = |A(3)],

while
(Co(z3)u,u)en = \w|%N =1 and (Ly(z3)v,v)cn = \w|%N =1.

Then, (4.69) leads to |A(z3)] < ¢ (x3).
For the lower bound, we repeat the same reasoning as above with the functions
'L/)Z?j('a x3) = wj ( det(€71 ('7 z3))5(’7 x3)7 Srs) and ‘pﬁ,j('v 933) =Py ( det(ﬂil('v x?)))ﬂ('a 563), Srs)'

For all vectors u, v € R9, we will denote

N N
om(w) = Y uj orn 0 ws) and e (v) = Y v; (¢ 3).
j=1

j=1

We have

=

(- a3)% (-, 3) p(-,w3)? =Idy and  det(e(,23)”7) det(c(-, z3)) " det(u(-,x3)"2) =1

and so we have similarly to what we have done for the upper bounds

(4, 0)en = JS det(c(-,x3)) "L (-, x3) [det(ﬂ(.,zg))*% 4(-, 3) Erot @m(u)] : [det(e(.,xg))*%g(.,xg)% we(v)]

r3

[wwer| < e ([t 2 9el) ([ lntant uf)

z3 z3

that is to say, instead of (4.69),
1 1
| (u,v)ev | < ¢ (23) 7" [ (Cool@3) M u,u) on |? | (Lo (z3) ™ v, v) e | . (4.70)
Then, choosing u = Co(#3)% w and v = Lo (z3)2 w leads to [M(as)| = ¢ (a3).

O

Is the matrix LC diagonalizable

This is one of the most important questions, that motivated the complete study of multi-conductors cables.
It was suggested by Michel Sorine (Inria Rocquencourt) in one of the ANR project SODDA-2011-BS-013-01
meetings. For the model that the physicist studied in [59], where € and p are homogeneous scalar, the answer is
yes. We do agree upon this conclusion for that simple case that constitutes the following property.

Lemma 4.3.4. Assuming that
det (u(z,z3)) e(z, x3) p(z, 23) ™" = a(z3)Ids  or det (e(z, z3)) plz, 3) e(z, x3) " = b(x3)Idy,

then
Lo (z3) Coo(z3) = a(xs)Idg  or respectively Lo (x3) Coo(z3) = b(xz)Idg.

If moreover € and v are scalar then the velocity of electromagnetic waves is constant in the cross section Sy,
c(z,x3) = c(x3)Id2 (4.71)

and
Lo (23) Cpo(x3) = c(z3)72 Idg.
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Proof. We have

e(w,w5) = | det (1w, 23) ) e, w5) (e, 23) "] | det (e, 25) ")l w3) | = alws) det (e, 25) ") pu(a, ).
Let us remind that by definition of the capacitance matrix, we have
Cox(z3) = Y(e(-,x3), Say)

SO
Coo(s) = alws) Y det (u(w, 25) ™) (e, w5), S, )

According to (1.29) of the lemma 1.3.11 and the definition of the inductance matrix,

-1

Cu(x3) = a(ws) Z(pu(,23), Sy) = alws) Lo (ws) ™"

We prove the remainder with a same reasoning but with

wlx,xs) = [det (E(x,:cg)> w(z,z3) ez, 23) "] [det (s(ac,x3)_1)s(x,x3)] = b(z3) det (e(z,z3)"")e(z, 23).
O

The above result is not true in general. When e and p are scalar, we know that (see lemma 1.3.9) we have a
simple expression

(Co (3) Lin(5)),, o = L (ws) p(xs) Vi, () - TOE 4 (3)

r3

but there is no reason for it to be symmetric. So Cy(z3) and Lo, (z3) are not necessarily commutative as it can
be illustrated by the following numerical results. We consider two cross sections with the same geometry and
three holes. These two configurations are described in figure 4.2. In one case, the function ¢(z) is constant but

es(u~ ", 9)
903(#'_17 S)

FIGURE 4.2 — Left : the two different configurations. Right : level lines of the functions ¢; (11, S). Up ¢(z) = 1.
Down ¢(z) non-constant

e1(p 1, 9) ea(uh,9)

I 1
S e1(p ', 9) e2(pt,S) |

in the other case it is not. The results that we obtained via a finite element calculation are the following : for
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the first situation ¢(z) = 1, the computed matrices (Cq, Ly) are given by

757  —142 —1.71
Co=Ly(z3) '~ | —142 132 —291 |,
—-1.71 —291 179

whereas in the second case, c(x) € {1,1/4/10} and we find

6.72 -—-1.14 -1.14 5.89 —1.25 —-0.19
Co~| —114 672 -114 |, L'~| —125 589 —0.19
-1.14 -1.14 6.72 -0.19 -0.19 0.83

4.3.3 A remark on undetectable defects.

We end up this section by a remark linked to the use of our models in the context of non destructive testing.

First, let us consider two reference cables
(e, p,0c,0m) and  (Q,8[i,Fe, ),
such that for any 3 € R, there exists a conformal mapping 7. ., (cf. section 11.2.3) such that

Vas€R, Sp = Tows(Ses) (4.72)

as well as

~

EN<~7.’L‘3) =€('7x3>o7-c,$37 ,U/(',.T3) :u('7$3)o7—&$3’

~

O'e('7553) = O'e(~,.1’3) Olrc,acy a'm('7x3) = Um('axfi) S 7;,31'3’

In the proposition 4.2.1, we have mentioned that the matrices \Afe, Zm, Co, Gy, Lo, R, ﬁe and IA(m are inva-
riant by conformal map. Then the two effective 1D telegrapher’s models associated to the two reference cables
are the same.

In the context of non destructive testing, let us first consider an ideal perfectly cylindrical cable corresponding
to :
Q* =9 xR

and coefficients (¢*, u*, 0¥, 0% ) that are only functions of the transverse variable z. Let us consider a cable with
a local defect defined, according to our example, by

Sﬂ?:s = 7-5,353 (S)’
where each 7. ., is a diffeomorphism of R? such that
Tews =1d for x3¢[a,b], Teu, #1Id for zse€[a,b],

which corresponds to a geometrical defect localized in the portion [a, b] of the cable. Assuming that the coefficients
for this cable are given by
5('7 1‘3) =e*o 7—c,$37 /.L(',J)g) = /J/* o 7—C,I37

06('7:E3) = 0—:1;07::,137 O—m(HIS) :0-:;1,072713-

Then, if one assumes that, for xz3 € [a,b], T4, is a conformal mapping, then it is not possible to detect the
defect with the use of electromagnetic waves by simply using our effective model.

In such a situation, either the original 3D model, or hopefully a higher order asymptotic model, is needed.

An example : the Joukowsky’s transformation. To illustrate our discussion we consider the specific case of
two homogeneous straight coaxial cables whose sections are obtained using the Joukoswky’s conformal mapping :

TR -
T 3, 2
T(x1,22) = (5131;‘2952)

2T @)
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which, in particular maps circles into ellipses. In the numerical results represented in Figure 4.3, the reference
sections S considered are annuli of inner radius r_ and outer radius r . In that specific case (one hole, homogenous
straight cables) the (scalar) capacitances for the section S and J(S) are the same and are given by

Coo = | Ver(L,9) 5 = [ Ver (1, IT(9)) I5-

Figure 4.3 we plot the annulus and its transform by J in the case (r_,ry) = (1.2,2). For the annulus it is

o=

J(S)
! - T
1

FIGURE 4.3 — Left : Computational mesh. Right : level lines of ¢1 (1, 5) and ¢1 (1, 7(S5)) .

known that the (scalar) capacitance is given by

B 2me
= (/)

For the transformed domain [J(S), we used a Q5-finite element method and the computational mesh Figure 4.3
to compute the capacitance numerically, which gave C, ~ 12.3001 ¢.

C ~ 12.30005899 €.

4.4 Application case : concentric composite coaxial cables

We suppose that 2 is a coax cable with an sole inner wire (one hole @ = 1) made of N layers which surround
the inner wire. In the first subsection, we will concentrate only on the annulus case and the second subsection
on the general case via piecewise conformal mappings. We often don’t note the x3 dependance.

4.4.1 The annulus case

We suppose that each cross section C' of €2 is made of N annulus C™ of inner radius =% and outer radius
r"+2 such that r2 is the radius of the hole and r¥N+2 = 1. See figure 4.4 for an example with three layers. We
will assume that the permittivity, the permeability and the conductivities are constant scalar in each annulus

€ }Cn(x7x3) = sn(x?)) y K |Cn(l’,1'3) = ,ufn(x3)a Oe |Cn(x3$3) = O—:(‘T3)a Om |Cn(x’x3) = U:Ln(xb’) ) (xaxfi) € €L

All the circles of radius r"~2 and r"*2 are curves of discontinuity for the characteristic coefficients.

Proposition 4.4.1. The electrical impedance and admittance are

~ 1 N o 7,.n+% ~ 1 N o™ -1 rn+% B
T = — ny Im) d Y. - nypZe)
27 Z:: (N * iw) By 2m Z (8 * iw) H o

r n=1

Proof. We are in the same case as presented in the example 1.3.1 of the subsectionl.3.1

1 1
N TR mY d S o e\l d
Z, = — (M*‘L )—T and Y. = —f (e—l—i) =
w r 2 w r



4.4. APPLICATION CASE : CONCENTRIC COMPOSITE COAXIAL CABLES

115

/4

FIGURE 4.4 — Multi-layers annulus

so since the permeability and the magnetic conductivity are constant in each layer we have

N Pty N 1
PN 1 on 1 1 on rnta
7 - n_ Im Sdr— — ny 9m ), ,
m 2w7;1<“+iw>fn- P 2w2<”+iw)n -1

The calculus for \Afe is the same. O

4.4.2 The general case

We suppose that each cross section S,; of the coax cable is made of N layers S’ which surround the inner

1 1

wire such that the inner boundary Y7, 2 and the outer one EZ: 2 are the (IV —1) closed surfaces of discontinuity
for the characteristic coefficients €, o , 0. and o,,, which are supposed to be scalar and constant equal to €,
u", o and o) in each layer Q™.

conformal map

4

FIGURE 4.5 — general multi-layers to annulus by conformal map

Using conformal mapping

We have seen in the previous section that our Telegrapher’s model is invariant by conformal map of the
cross section. To be more specific the matrices Ye7 Zm, Co, Gy, Ly, Ry, K and Km are invariant by piecewise



116 CHAPITRE 4. LIMIT TELEGRAPHER MODEL

conformal map. A homeomorphism 7 ,, is piecewise conformal if there exists a finite partition (S}}S)n:l_, N of
Sz, such that the domain ¢ ., (Sy,) is conformally equivalent to S} . We will use the Ahlfors-Tsuji theorem
11.2.1 and its corollary 11.2.1 (see appendix 11) to work in the easy geometry of previous subsection (annulus
case). This corollary says in particular that there exits a conformal map transforming a plane surface S with
one hole Oy into an annulus of radius ratio

exp (27 Indg(01)),

with the geometric inductance (see the section 11.2.2 for more details) of S

-1
mas(o) = ([ 1ves)?)
s
Two plane surfaces are conformal equivalent if and only if they have the same geometric inductance.

We could construct N conformal maps transforming each layer Sg into an annulus of radius ratio exp (27 Ix)
with I the geometric inductance of the layer Sﬁ

Iy = Indgx (S5)

through this procedure :

1. the layer Si\; is conformal equivalent to the annulus CV with inner radius and outer radius :

1 1
r 2=————— and r

N+3 _q
exp (2’/T I(N—l)))

; (4.73)

2. the layer SY 2% is conformal equivalent to the annulus CV~2X with inner radius and outer radius :

K K
H exp (27 I(n—(2k+1)) n exp (27 I(N_2p))
pPN-2K-3 _ kig{ and N2t Kle ) (4.74)
n exp (27 I(n_ap)) H exp (2 I(N—(2141))
k=1 k=1

3. the layer SY "5 is conformal equivalent to the annulus C¥~2E+D with inner radius and outer
radius :

K+1 K
n exp (2m I(n—21)) H exp (21 [(N_(2k+1))
= PN-QE+D)+3 _ k

N—-(2K+1)—3% _

T and

(4.75)

k=1 =0

K K
H exp (2m I n—(2k+1)) H exp (2 I(n_ap))
k=1 k=1

So we construct a piecewise conformal map between S,, and an annulus of inner radius r% and outer radius

rN+3 = 1 such that the curves of discontinuity of the characteristic coeflicients are the circles of inner radius
1 1 . . .

"2 and outer r"*2 as defined above (4.73, 4.74, 4.75). We can find other piecewise conformal mappings but

we have choosen the one with outer radius 1.

In frequency domain

Now we are able to compute easily the impedance and admittance for the Telegrapher’s model.

Proposition 4.4.2. In the case of a composite co-axial cable as described at the beginning of this section, the
impedance and admittance are

N
A~ n U?n A~ 1
Zm = Z <,u + Zw) In and Ye = N

-1
O.TL

e+ = I
= w
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¢=0
p=0 conformal map -
o# conformal map h
»3 '
-1 -1 2%
inductance : [ = (/53 \Vw\Q) = (/(‘1 |V¢\2) v
FIGURE 4.6 — the last layer FIGURE 4.7 — the other layers

with I, the geometric inductance of the layer S™
I, = Indgy (S7Y).

z3

Proof. Since Zm is invariant by any conformal, we decided to work in C. So we use the proposition 4.4.1

P 1 ol rts
Z, = — e | .
™ ogn (,u + iw) n rn—%

The definition (4.73, 4.74, 4.75) of the radius enables us to calculate :

n

N
7 1 n Om K-—1
2= 0r L (“ ¥ w) texp (2r Inds (SE))

But we can also directly outline that
1

1 i rte
~ln——
2w r _%

is the inductance of the layer C™ which is also the inductance of S™ since S™ is conformal equivalent to C™. The
expression for Y, is due to the conjugated lemma 1.3.5. ]

These considerations give us an algorithm to compute easily the electrical potential V0 and current I° with
a maximum of analytic formulae :
1. computing the inductance I ndg” (Se. 1) (or the capacity) of the layer Q™ by solving the problem on the
potential (1, S™) by finite 2D finite elements method,
2. computing ffe and 2m with the proposition 4.4.2,

3. computing V and T by solving the Telegrapher’s equation in frequency domain (4.11) with 1D finite
elements method.

In time domain

With the same consideration for the proposition 4.4.2, we obtain

N N
Leg(3) = nZl p(ws) Indsy, (SG7Y) , Roo(s) = ;1 on (x3) Indsy (SY),
N -1 N -1
Crlml= (Zl(fn(“‘?’))‘lfnds:3<S£2‘”>> . Gaola) = <21<oz<x3>>—1fndsgs<s;’;—”>> |
In the annulus geometry C', we are in the same case as presented in the example 4.2.1 so K,;, = 0 but the calculus

of K, is more difficult.
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Proposition 4.4.3. Among all the quotients o, /e, for n = 0...N there are 0 < P < N ones differents*. The
kernel K. decays exponentially, which corresponds to a "short” memory effect. More precisely, it can take the
following form

P — pt
K(x3,t) = Zké”o(x‘g) e Te(@3)  with 72(x3) € RY* and kL o(x3) € R.
p

Proof. 1t is based on the partial-fraction decomposition of IA(e in the frequency domain

1

R.=—
Z iwe™ + oy Indgn (S_(T’ D)
1 1
N N
Z iwe" “ndgy (S" D) (o7 (x3)) " Indgn (S” D)
o =1

S

that can be written as the rational fraction

with

A= ~ and B = ~ .
Z )M Indgy (S5Y) Z )" Mndsy (S5Y)

We denote by 7,/¢, for p = 0...P the P different quotients o,,/e,,. We have

P\ Inds, (S%V)/Z,

R )

and thus F(X) admits P simple poles (a black disk in the figure 4.8) which are —&,,/&, and (since it is continuous)
P — 1 zeros (a blue star in the figure 4.8) which are located between the poles. By inversion, the P — 1 simple
poles of the fraction F/(X)~! are the P — 1 zeros of F/(X) and the P zeros of F(X)~! are the P poles of F(X).
Then the addition of a polynom —(AX + B) to F(X)~! does not affect the localisation of the poles (but it affects
the number and the localization of the zeros). In the figure 4.8 we give an example when P = 1. We conclude
that the rational fraction F'(X)™! — (AX + B) and thus K, admit a decomposition in simple rational fraction
of type

1
K = kk’p _ .
2 zw + 78 (x3)

The wanted formula is the inverse Fourier transform of the previous formula. O

Example 4.4.1. In the case of two layers K. is easy to calculate
Ke(.%'37 t) = ke’o(l‘g) 6_"6(2”3)
with the initial value

o) = (903 Ge2(@s)e1(xs) —oen(ws) ea(ws))® 0
keo(x3) = (2m) (€1(23) I (23) + £a(z3) L1 (23))° I (x3) Io(3)

and

Te(l'g) _ ( 81(373) 12(373) + 52(.133) 11(33‘3) > .

0e1(w3) I2(73) + 0 2(w3) [1(3)

4. P = card ({on/en|n =0..N},_)
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- poles of F(X)7!|
and F(X)™ ' — (4
zeros of F(X)

poles of F(X)
zeros of F(X)~

FIGURE 4.8 — Fraction F(X), F(X) ! and F(X) ! — (AX + B) with their poles and zeros

The fact that K, is reduced to one simple exponential allows us to rewrite (4.59) as the coupling between
the usual telegraphist’s equation coupled, via the introduction of an auxiliary variable W (that will represent
the nonlocal effects) to a simple linear ordinary differential equation (we reintroduce here the dependency of the

coefficients with respect to x3)
000(1'3) atV(.’L'37t) + GOO(.’Ej) V(l‘g,t) + 63I($37t) + keyo(l‘g) W(l‘g,t) = Is(wg,t)7 zz3eR, t>0,
Loo(xii) atl(z3at) + ROO(I3) I(I37t) + 83V(I'3,t) = Oa T3 € Ra t> 03

Te(w3) O:W (x3,1) + Wz, t) = 7e(x3) V(xs,t), r3eR, t>0.
(4.76)
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HIGHER ORDER TELEGRAPHER MODELS

We have seen in the previous chapter that the 1D limit model
sY. VO + 051 =10 4+ 0(6),
$Zm I + 05 VO = 0(6),

which deals with the propagation of the electrical potentials V? and currents I° along a multi-conductors cable
is obtained by considering the limit term in the asymptotic expansion of the electromagnetic fields. We have
also seen that the matrices Y.(z3) and Z,,(z3) depend on the geometry of the cross-section in x3 (where x3
corresponds to the longitudinal variable along the cable) and are invariant under conformal maupplng7 that is to
say that for two sections linked through a conformal map, Y and Zm are the same. In particular Y and Z
are independent from the presence of some geometrical defaults like a crushing corresponding to a Joukovski’s
transformation. As expected, finding our final 1D integrating all the geometrical defaults, or at least crushing,
requires further analysis so as to have an as exhaustively as deemed necessary model. We will see that the
study of more accurate models by considering the order 2 in our asymptotic expansion is mandatory for taking
into account such defaults. The new model requires the introduction of new effective matrices that will be
defined again from the geometry of the cable and the characteristics of the materials of the cable. We could not
find any case in the classical literature on coaxial cables [56], [59], [68], [76] where our new effective matrices
are introduced. This is because in the mentioned literature the standard telegrapher’s model is only valid for
cylindrical cables with constant permittivity and permeability. In fact, under these hypothesis, our new effective
matrices vanish. Even so, we need to take them into account for a fine analysis of the defaults. In particular we
will see that the usual TEM hypothesis is no longer true.

5.1 Previous chapter results summary

We will give a little summary of the previous chapter to help understand how we are going to proceed in a
configuration simpler than the one we considered in the chapter 4.

5.1.1 Mathematical framework and related assumptions
Geometric assumptions

We will assume the hypothesis 3.1.1 that is to say that the cable is made of a plane surface S with ) holes !
included in a convex bounded domain B* and a transformation 7 € C* (R, W'*(B*, B*) ) which let us define
any cross-section of the cable

Sas = Tzs(5).

We will assume that at least the @ connected boundaries 0,5 are C' n W'® manifolds. Contrary to what has
been done in the previous chapter, it is not possible to work with fewer assumptions of regularity o obtain models
of higher order. This is quite standard in asymptotic analysis to require more regularity of the solution hence of
the geometry to derive higher orders models.

1. see appendix 11 for rigorous definition and description of plane with holes

121
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Characteristics coefficients of the materials

We assume that the characteristic coefficients (see section 3.2 of the introduction) € , 1 , o, and o, are real
scalars satisfying the usual positivity assumption (6.10). We also denote (as in chapter 4) by

~ g ~
Ei=c+— and [f:=p+—
S
the effective permittivity and permeability. They satisfy as consequence of (6.10) the usual positivity assumption

for each all x e Q

NOe,— ~ ~
e+ —— < R(E(x,s)) < |E(x, g‘g +
D76 < R(Ex,9) < x5) < [es

Oe,

~ ~ Om
Do < R(ilx, ) < [, 8)] < [+ T

The hypothesis that says that the characteristics coefficients are scalar is necessary in order to use some properties
of the harmonic spaces
E(&(.,,x3,5),5z,) and H(fi(.,x3,5),Sz,) (see definition at equation (1.7))

such as the very useful conjugaison lemma 1.3.5 which gives a link between these two spaces.

The sources

For the sake of simplicity, we shall assume the following hypothesis.

Hypothesis 5.1.1. The Laplace transform source term, namely the current density,
satisfies :

Jo— (%7
Js,3
o J, € L2(S,,) and 033, € L*(S,,)
e the transverse part of J, is 2D-free divergence in each cross-section Sg,,i-e divJ, = 0.

Using lemma 1.3.6, the transverse part of the source term can be written in the form of a 2-D-rotational.

Proposition 5.1.1. We have
Q
Jor = rot lg; + 31D (S, 1)1 (5.1)
g=1
where ¥9(S, 1) is defined in (1.10) and (; is the unique solution of

find Cs(-,a3) € H'(Sw,) e such that ¥ € H'(Sy,) c

f rot (;(-,x3) - rot C~ = J JA&T -rot f (5.2)
Sy \ T Sy \ Ty
and R
1Yy (w3, ) = <JS’T T 1>H—%(aqs),H%(aqs)' (5:3)
In what follows we denote i(s) as the vector
TS(I3,5) = (f?,q(li3,5))1<q<Q- (5.4)

This definition of I? coincides with the one of (4.13) if the hypothesis 5.1.1 is assumed.

5.1.2 Asymptotic analysis Anstatz

We have postulated in (3.26) an Ansatz of the electromagnetic fields in the form of a polynomial series of

power ¢
=N 0 EP . 0 HP
B =) ov (Eg) and H° =) 6" <ﬁ3£) (5.5)
p=0
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where each coefficients (E?, HP) are given by the Laplace transform of equations (3.27,3.28,3.29,3.30), that is to

say

sgﬁg — 05 (eg x ﬁéﬂ) — rot ﬁépH) = 52 js,T, in €,
sgﬁg — rot fAI(TpH) = 52 jg73, in Q,
sﬁﬁ? + 03 (e3 x Eéﬂ) + rot E‘éﬁl) =0, in Q,
saH? + rot BT =0, in Q,
with the boundary conditions
E(TPH) xn =0, on 09,
BtV n—gE? =0 29
3 g T — Y on 1)
ﬁ:(ppﬂ) -n—i—gﬁ?{’ =0, on 09,
the transmission conditions for each z3 € R
([ 5p+1) ] _ [A(zH-l) ] _
E X = | H X =0
=T " Sy T " Sy
E§p+1) n — gx E;] = [ﬁ§p+1) n — gx ﬁ;] =0
L DIFSN Bag
- ) R
5§E§?+)'n+g25§E§] =0
sﬁﬁ§p+l)-n+gzsﬁﬁ§] =0
L vy
and the "hidden" divergence free equations :
div (gﬁ;pﬂ)) + Oy (5@5) =5st 83@73, in Q

div (A HY™) + o, (3 HY) =0,

with the convention R R
EP = HP =0 for p<O.

5.1.3 Some results about the limit model

on Y.,
on X,

on X,

(5.8)

All the following results are proved in the chapter 4. First and foremost we introduce the harmonic potentials

(see theorem 1.3.1 in subsection 1.3)

Deq-r3,8) 1= 7 (5(-,x37w) 7Sz3) and {b\mﬁq('ﬂfg,S) = (ﬁ (-, z3,w), ng)

which are solution of (1.10) (see also (4.10)). The potentials @m,q are uniquely defined up to a constant. To

glance over the choice of this constant, we introduce a new notation.

Definition 5.1.1. For all weight p, we will denote by

This definition implies that

J p<u>p =0 and V<u>p = Vu.

@3

(5.10)
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The electrical potentials and currents are solution of the telegrapher’s equation

sYo(x3,5) VO(23,5) + 0510 (3,8) = 1w, 5),
~ ~ R (5.11)
$ Zp(z3,8) Io(xg,s) + 03 Vo(acg, s) =0,

The admittance ?e(a:g,s) and the impedance Zm are defined as the Gram matrix of the harmonic spaces

E(&(., x3,5), Szy) and H(A(., 23,5), Szy)
Qve(x&s) = ?(5(',%3,8),51;3), Zm(x3?3) = Z(ﬁ(-,xg,s),Sm), (5'12)

(see the equation (1.13,1.14) in subsection 1.3 for the definition of Y, and im) and the source TQ is defined in
(5.3,5.4). We did an exhaustive study of the matrix Y, and Z,, in the chapter 1. In particular we know (see
lemma 1.3.2) that they are inversible symmetric matrices with eigenvalues of positive real part (see property
1.3.2)

lsp_ +o_2 C°
|sps + o4 [? (Ag)?

e COlu? <R <3A('eu, u)(c and lul> < R (Zm u, u)(C for all ue C@, (5.13)

where the geometrics constants C° and A{ are defined in property 1.3.2. We will see after (see (5.77,5.78))
a sophistication of the inequalities (5.13) in the sense that we will find a strictly positive lower bounds of

R (im u, u)(c independent of the Laplace parameter s.

The reconstruction formulae for the limit term in the ansatz (5.5) are

Q
-, L3,S8 Z 1‘3, v@&,q('ax:’ns)a -, L3,8 Z l‘3, V%n q( .133,5),
=1 and =
Eg('vx& s) =0, Hg(.,x37 s) =0.

(5 14)
We know (see section 4.3.3) that this model can not detect some geometric defaults since Y. and Z,, are
invariant by conformal mapping (see the last sentence of the proposition 4.2.1). But since we want to take into
account such default types, we need a more accurate model. It will be achieved by considering higher orders in
the asymptotic expansions (5.5).

5.2 Formal derivation of the first order correctors

5.2.1 First order transversal fields

We have with the equations (5.6, 5.7, 5.8, 5.9) for p = 0 the following div-rot problems for the first order
transversal fields

rot Ajl“ = 07 in sta rot :,11 = j737 in Swga
div (8E}) = 222 ing,  and < div(AHE) =0 inS,,, (5.15)
Elxn=0 on 05y, Hf-n=0 on 05z,

With the Helmholtz decompositions of the theorem 1.2.1 and the definition of the harmonic spaces (see theorem
1.3.1)
E(&(.,x3,5),54,) and H(f(.,x3,5),Sz,),

we have the following decompositions of the first order electromagnetic fields

., T3, S Z Y(23,8) VPeq(-s3,8) € L*(S4y) + E‘f’l (5.16a)
Q ~ ~
5 X3,8 Z IE3, V1/Jm,q('7$3» 8) € L2(Sz3) + Hj{:{’l (516]3)

with the harmonic potential 3, 4 and 1, ¢ (see (1.10)) and the residual

Eﬁ”l = Vé\é and ﬁf’l =n""rot E}n, (5.17)
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where the electrostatic and magneto-static potentials
§ € Hy(Sx,) and (e H'(Sk,)c

are the solution of

div(Z V&) = s in g, rot (it rot (L) = Jos, in Sy,
~ and N (5.18)
& =0, on 0Sg,, 1 =0, on 0S,,.
The electrical potentials and currents at the first order
1 1 T1 71
V= (Vq )1gqgQ and I" = (Iq)lgqgQ

are not determined by the problems (5.15). Indeed all the information of the equation (5.6) for p = 1 was not
used to establish (5.15). We will use it in the next subsection to express V! and I'.

5.2.2 First order telegrapher’s equation
Some lemmata

To succeed in establishing the telegrapher’s equation of order 1 in a smart formulation, we need some lemmata.
The first one gives a meaning to the longitudinal derivative 05 to the transverse fields of order 1.

Lemma 5.2.1. The eulerian shape derivative of E; and 6,,11 are the solution
Al 1 1 g7l
038, € H (S2,\2,) and  03C, H (5:5\X4;) /c

of the elliptic problems

div(2 Vas&l) = B22 _ div((258) VEY), in S,

036! = g on€l, on 05,

(28], - [s0.2].. on %, o1
[§V(63§;) . n]z = —[(63?) sz -n]z - [ divy, (gvég)]z, on X, .

and . R R

rot (i~ rot 03¢},) = d3Js 3 — (03(i™1) rot (1), in Sy

05CY, = g onCl,, on 08,

(2. - [s0h]. . 52
o) (o], ()], e

where divs is the curvilinear divergence operator on ..

Proof. The proof is quite similar to the one of the proposition 4.1.4 (and easier). First we note that since
there are enough regularity assumptions on the geometry, all the right hand side of the equations (5.19,5.20)
are enough regular to prove that the solutions of (5.19,5.20) are H'(S,,\Y.,). Then by the use of the Reynolds

transport theorem (3.11), we prove that the longitudinal derivative of £! and @n are also solutions of (5.19,5.20).

U
With the equation (5.17) and the previous lemma, the following corollary is trivial.
Corollary 5.2.1. The x3-derivative of the first order residuals satisfy
O3B 05 HI € L2(S,,\S0y).

The next lemma has some similitudes with the proposition 4.1.3. It is a first step toward the telegrapher’s
equation of order 2.
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Lemma 5.2.2. The electrical potential vector V! and current vector I* satisfy

v\ T 7y R,1 ~ SR, —
(s Y. V! 4o Il)q = (03Hp ", rot @e’q)LZ(SES) - (fz gs [HT .nT]ng 87@6’(1) ,
T3 O
(s Zn 1" + 05 \Afl> = (BB x0t Ping) ass (5.21)
q w3
([, oB it [ o [Bmn], 2).
(7513 2'1’3 PPN
with SES = S5\ s -
Proof. Putting (5.16a) and (5.16b) in equations (5.6-(a)) and (5.6-(c)) for p = 0, we have
Q R Q A R R
SE Z Vq1 V@e,q + Eﬁ"l —e3 X 03 ( Z f; Vipm,q + HfJ) — rot H32 =0, (a)
o . A i (5.22)
SBT3 Vg + A +eg x 05 (Y] V) Vg + Ef) + ot B2 =0, (0)
q=1 q=1
while (5.7) gives
Q
Egng%-n: Z %1gan@e,q+gE1{%71'nv (523)
q=1
and (5.8) gives
Q
B, oot o], §) 6l B ]
[32 ngnE;qgg <p4,q2+ng nz: ( )
and
17 77 d 71 > ~ R
[Hg]z = [o 1} ”]Z = I |om 5n¢m,j]2 + |os A ~n]2. (5.25)
q=1

To get rid of the (unknown) terms I?:f and 532, we take the scalar product of L?(S,,), in each cross section

Szs, of (5.22-(a)) for each V@, o and of (5.22-(b)) for each %Jm_yq/. It is motivated by the fact the Helmholtz
decompositions we used are orthogonal

J

Then we have after introducing the Gram matrix Y, and Z,, and using (10.7)

EVGey - EL =0 and L (Vg - HE = 0. (5.26)

x3 x3

Q
8(?6) Vigo fl(rot Am , Ve /) ]—
;1 [ a.q ! 3% Vmar Ve L2(Szy)
Q
— Z It (rot agiz)\m a0 VPe q/) + (63 .FAIJ{%’1 , rot O, q/) + (rot ff32, V@e q/>
q=1 / ’ ’ Lz(sl'g) ’ LQ(SJ-'S ’ LQ(S”JS)
Q N o N N
5<Zm> I -0 Vl(rot De as Vim /) ]=
qu[ q,q9' 4 3 4 SD “ 7q LQ(st)
Q
?l(rotﬁaﬁe Vm /) +(3 ERY ot ¢, /) —(rot@z,%ﬁm /)
q; ‘ en I sy - VT ) 1ast,) BT La(s,y)
(5.27)
First, using Green’s formula (10.19), we have in each section S, since [@.;]s is constant along X, and
rot V@e,y =0
rotfi\ﬂ,VA“-) = A2 VAe/xn—l—J [ﬁz] V@eq X 1,
( 8) Ve, 12(S45) (1010) Jog, e 5., L 2 s Pea
Then since V@, o x n = 0 along 05,, and (4.28), we have
Q
52 ~ _ = = A= 7 R,1 A=
(rot H; ,V(pe’q/> ) =— I, f [gg 6n¢m,q] OrPe.q —f [gg H; n] OrPe,q'- (5.28)
L (SJL%) g=1 PPN g DI =
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On the other hand, thanks to the jump relations satisfied by @m,qf, the reader will easily check that
rot %@m,q/ =01in Sg,.

Therefore, by Green’s formula

rot E27%zz}\m ’) = _f EQ é‘r{/;ﬁ’b / _J [E2] é‘1'12;7’11 'y
( 3 ) pas,,) 25 3 q o 3 | q
so we have with (4.26) and (4.28) :
~ ~ A~ Q ~ = ~ = ~
2 _ 1 ~ A ~ A
(I‘Ot E3 avwm,q’) 5 = = Z VJ J g angpe,q afwm,q’ + J [92 an@e,j:l 571/)m,q'
L2(Sxy) =1 0Szq Sag oy
a (5.29)
. < [ abfr ety + [ [osbft ) gﬂ;mﬁq,) |
0S4y Sy Ty
We then put (5.28, 5.29) into (5.27) and use the lemma 4.1.1 to recover the wanted equation (5.21). O

The equation of this lemma 5.2.2 are telegrapher’s equation with the right hand side depending on the
"residual term" E:,{% 1 and H:,{D” 1 We will now prove that the right hand side of the equation (5.21) depends only

and linearly of the source term Iy and some geometrical and physical parameters. The proof is based upon the
conjugaison lemma 1.3.5. To use this lemma we introduce the two following conjugated potentials

@m,q('vx&s) = (Pq (ﬁ_l ('7x37w) 7513) € HI(SGE%) and @e,q('ﬂx"ivs) = W (é;l (~7m3,w) ) Sm) € Hl(sﬂfzs)/c

that are solution of

div(i V@) =0, in S, div(Z' Vib,q) = 0, in Sr,,
$rmq =0, on 0y, and { 9,14 =0, on 08, (5.30)
@ﬂ%q = 5qk7 on 8kS, k < Qa [1267(1] = (qu’ [?1 an’(z;e,q] = 0 on Fka k g Q

Note that with the conjugaison lemma, the orthogonality relations between "residuals" and harmonic poten-
tials (5.26) imply for all ¢’ < @

J rot /Lz;e,q’ . ETR’I =0 and f rot O, ¢ ~I/i\'7{%’1 =0. (5.31)
s 5

x3 x3

Lemma 5.2.3. For the right hand side of the first equation in (5.21), we have

(63 H,I{:c’l’ rot @e,q )Lz(SES) — J gs [Hj{%vl . HT] &r@e,q do’m3
@ by

23 3

(i

with Qe q defined in (1.10), its longitudinal derivative 039, q in (4.14) (see proposition (4.1.4)) and the conjugated
potential Pp, 4 in (5.30).

rotH:,{%’l (Peyq — gﬁm,q)> + J rotﬁf?’l 03Pe,q, (5.32)

T3 *3

Proof. A first application of the Reynold’s transport theorem (equation (3.11)), gives

(03 ﬁf’l,rotgﬁe’q) 63(?[71}’171“0‘5 @e,q) - (ﬁj{%)lﬂ‘Ot a3956,q>

L2(S3,) (3.11) L2(S%,) L2(S%,)

+ J ng’l ‘1ot P g dog, + f gs [Hf’l -rot <,Be,q]gm3 do,.
0S.

0 T3 E.’DS
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Green’s formula, equation (10.18), in SES is now used on the second term of the right hand side of this equation
to obtain
(05 I;T:,I}’l, rot @ q )

(}3(]?/11}7171‘01] @qu) - ( rot ﬁﬁ’la (‘)3@6,q)

L2(SE,) (10.18) L2(S%) L2(S%)

+J gH:,{%’1~rot Pe,q fH:,I?’lan 03 Pe q dam3+f gy [H:,I}1 -rot @eﬂ] f[H%z’l X 0y 1 03 @eq] dog,.
08aq Yag Zag Yoy

(5.33)
With the algebraic formula

FR1 A R1 == f7R]1 ==
Hp"7 crot Qe g =Hp"" -1 0rPeg+ Hp " X1 0nPeyq,

the second line of (5.33) becomes

f ﬁq{%vl ) (g OnPe,q — 53@610 + f [ﬁj{"’”)l X n (gg OnPe,q — (93@541)1
0Su; Sag
We thus have

(63H§’17r0t@67q)L2(52 )_J gx [Hj{{’Q -nT]2 aT@E,q = (73(H7{%’17I‘0t@e,q),;2(5>: )_( rOtHf’l, aB@e,q)Lg(Sz; )
3 EmB w3 x3

r3
The first term of the right hand side in equation (5.33) is simplified with the use of the relation (5.31), the
Green’s formula (10.18) over S,, and the relation (5.54)

A~

73 R,1 ~ _ 7y R,1 ~ ~ R,1 ~ ~
(H"' rot @e g )LQ(S%) - (H7"" rot ($e,g — Pmyq) )L2(s$3) (rot Hpo", ($e.q — Prmog) )LQ(SwS).

(10.18)
In the previous equations, the integral has been extended over S, since @, , and @y, , are H'(S,,) functions

and from equation (??) the tangential components of Iflf’l do not jump across ... Indeed, its curl is an
L?(S,,) function given by (5.54). Moreover, the use of Green’s formula does not introduce boundary terms since
Deq — Pm.qg € HE(Sz,) O
Pe,q — Pm.q 0Pz

For the second right hand side in the equation (5.21), we use techniques similar to the ones we used to

demonstrate lemma 4.1.1.

Lemma 5.2.4. For the right hand side in the first equation of (5.21), we have

g E’j{{’l . nér{p\m,q + f gz [E]{%’l . nT] é‘,—’(zm,q> =0
oS

x3 213 E""i

(OB TS D) s+ ( |
Proof. We use the 2D Green’s formulae (10.19) :

vAl,NtAm) :—Jaﬂ:() ince €., =0
(V&L 70t Tna) o =) 0kl =0 since &g

We derive the previous equality according to the longitudinal parameter x5 (that acts as a shape variable) and
use the Reynold’s transport theorem (3.11)

(agvgel, rot Jm’q) + (Vé\é, dzrot {p\m,q)

L2(SE3\E$3) L2(Sm3\21'3)
— f [gg VE! - rot wmq] - J gVEL Tt g = 0
Sy Tay  JoS.,

then we have

ox3 o3 .

L~ g 08 —
(Vé\é’ osrot wm,q)]ﬁ(sm) == J‘Erng [M;:r} § =- JE [92 Onm,q aﬂ’é\é]

3

We thus have proved the wanted formulae we were looking for since Vgé = EQ{?‘ 1 (see equation (5.17)). O
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The first order telegrapher’s equation

We then use the lemmata 5.2.2, 5.2.3 and 5.2.4 with rot [:le = jgg (see (5.15)) to obtain the following
theorem.

Theorem 5.2.1. The telegrapher’s equation for the first order electrical potentials and currents is

8?6\714—831\1 = ii,
(5.34)
$Zp IV +03VE = 0,
with Y. and Zy, defined in (5.12) and the source term defined by
i; (3737 S) = (j\sl,q(m& 8))4:1:(27 fs{q = a3 <JT9 :]\\9,3 (@egq - @m,q)) + J‘S j\s,S (F}S(ﬁe,w (535)
xs3 xs3

If there is cylindrical symmetry (g = 0 and &, i are independent of x3) or if the longitudinal component of
the current density is null (Js 3 = 0), then

I'=0 — V!=T'=o.

S

5.2.3 First order longitudinal fields
Proposition 5.2.1. The longitudinal part of the first order electric field satisfies

Q N
E; = Z a{}@e,q V:]O - Z (@&,q - @m,q) S (Zm)qvq/ fqo’ (536)
q=1 4,9'=1

and the longitudinal part of the first order magnetic field satisfies
Hy = Y (030ma)y I = D) (Pmg = Veng)y s (Vo) o VO + 2 °, ( Vma), — (V1S 1)), ) (Cr); (5:37)
q=1 q,9'=1

with the notation < . >ﬁ defined in the definition 5.1.1.

The demonstration of this proposition spreads over the following subsections. Whereas the study of the
transverse fields followed the same approach as in the chapter 4, the study of the longitudinal fields differs fairly
but is kept simple with the conjugaison lemma 1.3.5.

The longitudinal electric field E%

From the equations (5.6) we can express the longitudinal magnetic field E§ as follows
rot B} = —sfi H% — 0se3 x EY in S,,\Z,,.

By using the identities (5.14), we have

Q Q Q
rot E§ =—5]i Z fngm,q — 03 <e3 X Z V:ZOV@W> =—5] Z fngmq + rot 03 (
q=1 q

q=1

A~

e

1

We then have with conjugaison lemma 1.3.5

Q N

rot E; = rot (Z (63<)2€7qvqo + 63qu @67(1)) + s Z (Zm)qu, rot @, ¢ fg in Sy \X.,,
q=1 9,9'=1

and the telegrapher’s equation (5.11)

Q
@e, ~ ~ o~ .
rot £} = rot <Z Oxgq VO Z (Peg — Prm.g) S (Zm)q,q’ IA(?,) in Sp\Xa,-

q L/»56,11> in Szg\Ya,-
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Since [E%]ET [ag%,q] [gpe,q] [@m’q]Ezs = 0, we have the good jump condition. Thus

3

a e e ~ > .
rot ES =rot (Z g;:;q Z (Pe,q - “Pm,q) s (Zm)qﬂ/ fg’) m st'

Since @e glos,, = Pm.qlos,,, the boundary condition of E} on 0S,, gives

E 09 99 0% R
! 0 — €9 1,0 e,q e,q “
E; ’aszg =gEr-n= Z 5y Ve = o2y Vo Pl 2 (Peg — Prmrq) (Zm)q,q, I
=t ! q,q'=1
and thus
op Q N .
e q o ~
E3 o Z Ox3 qqZ=1 (@e,q - ‘Pm,q) S (Zm)q’q, Iq/.

The longitudinal electric field ﬁ§
From the equations (5.6) we can express the longitudinal magnetic field H 1 as follows
rot }AI§ = 55@% — 03e3 X FAI:(} - fsj,

by using the identities (5.14)

Q
rot Hy + Jor = s8>, VPV@e,; — 05 <e3 x
qg=1

Q Q Q
Z fg Viﬁm,q) =SE Z qu V@e,; +rot ds (E fgq/)qu> .
q=1

qg=1
We then have in S, \(X;, U ) with conjugaison lemma 1.3.5

Q Q
rot [} = rot (Z (0s0m.aly + 0513 ¢mﬁq)> ts Y (%), rot e, 10, —Jur

g=1 q,q'=1

and the telegrapher’s equation (5.11)

Q Q Q
rot Hi = rot (Z 03U, q fg - Z (1/)m,q - 1/)67(1) (Ye) q7q Z ) —Jsr
q=1 q,q'=1 q=1
We then use the proposition 5.1.1 on the possibility to write fs,T as a rotational
1 0
rot H; = rot Z:l 03Ym.q 1y — Z 1 (wm,q - ¢e7q) 8 (Ye)q,qf Vo
q= q,9'=

Q R Q
+ Z fg,q (¢’rn,q - wlI(S’ 1)) - CJ) in S-LS\(E-LS U F)
g=1 q=1

The jump on one artificial cut I', must satisfy

Q N Q N N N R Q N N
[Z Osthma 10 = ) (Pmaa = ea) 5 (%), Vi + D3 12y (Dmg = 09(S,1)) = g] = [Gs¥ma]y, I

aq
q=1 7,9'=1 q=1 r,

With the shape derivative calculus of QZWq (see equation (4.15) in proposition 4.1.4), we have [63 @m,q]r =0

q
which is consistent with [Hé]F = 0. Similarly for the cut 3;,, we have
q

Q N Q N R Q N Q
|J]Zl a3¢m,q fg - Z <¢m,q - we,q> Y q,q Z (¢m,q - wq(& 1)) - CJ] qzl 33’¢m q q'
= q,q'= q=1 =

Ty
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Then with the jump condition of H 1 across X, (see equation (5.8)), the reconstruction formula for the transverse

magnetic field (see equation (5.14)) and the shape derivative calculus of /Lz;m,q (see equation (4.15) in proposition
4.1.4), we have

e

9 H7 ] [90nbm.als,, I}

. _
[H3]Em, w5 9 (4.15)

Q
= o 70
3 (5_8) Z [agwm’q]zms Iq’

©3 (5.14) o]

g=1
and so
A~ Q -~ A~
Z aSwm,q q Z <wm7q ’(/)e,q) ( e)q,q’ V;]Q + Z fSO’q ("!Jm,q - wq(& 1)) - CJ] = [H?)l]z
g=1 q,9'=1 q=1

We thus have proved that

Q Q
rot H:} =rot < Z a3¢m,q ff(l) - Z <wm,q - '(/)e,q) S (Ye)q’q/ qu
q= q,q'=1

1
Q ~
+ 2B (Fma—vUS 1) - Q) in S,

q=1
and so
Q N - Q N N N Q
D a2 = Y (P = Do) 5 (%), Vi + DMK o (Pog =018, 1) = ¢ | = ete.
q=1 ¢,q'=1 q=1
To determine the constant cte we use the normalisation condition
~ 771 _
J pwH;y =0.
Sug

Two remarks about the first order longitudinal fields

We can rewrite the longitudinal fields (5.36, 5.37) with the telegrapher’s equation (5.11) in the form of the
following remark.

Remark 5.2.1. We have

Q
Eé Z [83(’05"1 V + ((Pe q @m,q) 83‘/(10] 5 (5.38)
q=1

~

1Mo

?} = <83¢m,q> q + <QZm,q - "Ze,q>ﬂ 63f8] + <jf;b>ﬁ, (539)
g=1

with

~ Q ~
jh, = Z fg,q <¢e,q - 7/)q(S7 1)) - CJ.
qg=1

Note that the proposition 5.1.1 implies that ﬁl = 0 if and only if jT =0.
Remark 5.2.2. The approximation model
ES1 = EO + SE' and H®' = HO + 5ﬁ1,

s no longer TEM in general, i-e E’g’l # 0 and ﬁg’l # 0. However, we can recover the standard TEM assumption
as used in classical references on transmissions (see [59] for example). More precisely we have proved that the
first order approzximation is TEM if :

o there is invariance along x3 : cylindrical cable g = 0, € and [i are independent of x3,

e the electromagnetic waves "velocities" are constant, i-e i = cte,

e there are no transversal components of the source, i-e Jp = 0.
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5.3 First order corrector in time domain

Le temps a laissié son manteau

Charles d’Orleans

We aim to find the time domain formulation of equation (5.34) like it is done in the section 4.2 for the limit
telegrapher’s equation. It is done formally by an inverse Fourier applied on (5.34). We have

¢
Co(23) 0,V (23,1) + Goo(23) V(23,1) + J K. (z3,t —5) VO(23,5)ds + 031 (z3,1) = I;(J)g,t),
0
(5.40)

t
Lo (x3) (?tIl(x37t) + R (z3) Il(xg,t) —&—J K, (z3,t —s) Il((E3,S) ds + 03 Vl(xg,t) =0,
0

with the electrical capacitance Cg,, inductance Lo, conductance G, and resistance G, defined in proposition
4.2.1 (the definition of the potentials ¢°, and ¢y, . will be recalled in the equation (5.43) of this section) and
the "memory kernels" K. and K,, defined in lemma 4.2.2 (the definition of the potentials ¢y , and ¢y, , will be
recalled in the equation (5.50) of this section). The matrices Cq, Loy, Gop, G, Ke and K, are already given
in the previous chapter. But the new current source I. is not. Its ¢ component is

25 ( f Toa(9%, - soﬂq)) Lo ( f
S S,

where ¢, . is not yet defined. It is one of the objectives of this section. Then with in view of (5.38, 5.39) we

1 _
Is,q -

Js73 1‘ (@Z,q - (P:mq)) +J-

Js3 0308, +J Js.3 ’:53502,q~ (5.41)

T3 x3 3 x3

need to give the temporal equivalent of &e,q' If the harmonic potential ¢y, (v, 73,t) and ¥y (7, 23,t) can be
computed in time domain then the reconstruction formulae of the first order corrector in time domain are

Q

B = Y [Ve2, Vi + VoL, 1 Vi | + Vel
q=1"
Q
Hy = 3 [ Vi I + Ve ¢ 1| + VG,
g=1"
ST % % 5.42
1 .
by = Z 63902?(1 qu + (‘pz?q - 90%:!1) a3Vq0 + 6390241 f qu + (‘PZ,q - ‘p:mq) * 63qu] ) ( )
q=1"
Q _
1 0 0 0 0
H3 = Z <03w50n7(1>u6t+0m I(I +< fhfl - 1/153‘1 WOt +0m, a3[‘1 + ( f:f(l - wq(s’ 1)) IS,‘I’
q=1"r
0 0 0
+ <a37/’:rl,q>;tat+a,,,z fIq + < g — :;q>;u7t+0m * Osly + g 4 * Is,q] — G

with * standing for the time convolution and < : > standing for

1ot +om

<u>l‘«5t+0'm su- 11,

with @ the solution of the EDO (J u) oy + <J am)
Suq Sug

5.3.1 The harmonic potentials in time domain

=

(J u> such that @(0) = u(0).
Sis

High frequency behavior

Similarly to the chapter 4, we introduce the high frequency behavior of the harmonic potentials :
@e,qﬂ/]m,q and @m,qa we,q-
These high frequency limits are naturally defined after noticing that

€ — ¢ and i — u when |s| — .
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This justifies the introduction of the hight frequency potentials :

{Sogc,q(’vx?)) = qu(s('axB)aSIs)a lb?g,q(',x?)) = wq(:u’('aIB)aSIg)a (543)

@%,q('vwiﬁ = wq (Nil('vx?))v 513)7 ¢Z?q('vx3) = wq (’571('7$3)7 Sws)v

(the notation p? () and ¢ () ared defined in the theorem 1.3.1) as well as the residual harmonic potentials

@;q(',,ﬂfg,s) @e,q('am?ns) _90207(1('71‘3)7

:n,q(’71'3a5) = 1/’m,q(‘ax37$) 711):,11('71'3)7

@:‘rl,q(.Vm:z?S) = @m,q('va?ns) _wg,q('7x3)7

’(Zg,q('a‘r375> = {p\&q(',iUg,S) —wgfq(-’x?)).

Remark 5.3.1. If o.(z3,-) and o, (x3,-) are proportional to e(xs3,-) and to p(xs,-) in Sy, of order d, then

(5.44)

@a,q(';xi’ns) = Qoad?q('7x3) and 121\&7q(',$3,5) = 1/’2?,1(%453) with a = e, m
In the section 4.2.1, we do a complete analysis of
@;j € H(}(‘Sfbs) and d}:n,j € Hl(szs)/C
we will just recall the weak formulation of these potentials :
for all u € H}(Sy,) for all w e H*(S4,)c
SJ W@iq-wsz 0 Vpe, vu 20 sf ﬁV%un?f O Vi, - V.
Su5\Zag ' s ’ Su5\Zag ' s '

T3 T3

By definition of @, and o5y, , the residual &7, , € Hj(S,,) is the unique solution of

div ((u + %’”)_1 v¢;7q> — —div ((u + %’”)_1 vga;'gq) in S,

(5.45)
Omg =0, on 0S.,,
and similarly, we have for the last potentials &;,q e H'(S4,)/c
. Oe -1 N _ . O¢ -1 ~p
div ((E + ?) Vz/)e’q) = —div ((E + 5 ) V¢e,q> , on Sy, (5.46)
ntby 4 =0, on 05y,
Since @3 (-, 23) := g (1 (-, 23), Sey) and VT, (-, w3) 1= g (e (., 23), Sz, ), We have
. om\ ! ~r : Om -1 © .
d - =—d - m SI )
N e
Org =0, on 0S,,,
and .
. Oe\ ™ ’\ . Oc -1 S .
div ((E + ?) ng’q> = —div (?(85 + 0.) Vwe’q) , in Sy, (5.48)

&ﬂfgq =0, on 0Sy,.
We say that ¢, and @77, are the high frequency behavior of the harmonic potentials {Z)\e,q and @, 4 since :
Proposition 5.3.1. The (Laplace variable dependent) residual harmonic potentials satisfy

Si4 + Om,+ | se4 + Oc,+

Sph— + Om,—

RN 1A ~
om V& gllL2(s.,) < IVemalleacsa,) s 108 Ve glleais,,) < IVeeallLa(s.,)-

SE_ + Oe,—

and

~

sey + o
[V, 2 (s.,)-

SE_ + O¢,—

Oe,+
e_|s|

Om,+ |SP+ + Om+ |
sl |spp— + Om,—

IV@m.allzz(s.,) < IVemallez(s.,) » Vel (s.,) <
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Proof. We integrate (5.45) over @r,,

s o 1 N
— =\ Wven P 22— ) VO Ve
JS <Su +0m> V& L s ) Ve Ve

Then by taking the modulus and using Cauchy-Schwarz inequality :

Sy + Om
Sph— + O, —

Om,+
pi—|s|

IV@m.gllzz(s.,) < IV .all2(s.,)-

The proof for the potential 12)\2 o 1s similar. 0O
This proposition implies that

E 1~
lon Vomallzs.,) = O (1), [lod VYglles,,) = O (1)

[s|—0 |s|—0

and

o ~ g
~r - 0 m,+ , v T = 0O e+ ,
I\ @m,qHLz(SmS) |s]—00 ( |s| ] wequLz(Sﬂva) |s|—00

5]

so that the return in time domain is possible.

Potentials in the time domain

~

To define the inverse Laplace transform of the potentials @f ; and
positive bounded operators

m.j» We need to introduce the self-adjoint

Ac(ws) e £(HY(Su)) and Ag(ws)e £( Hfx(Ss,))
defined in section 4.2.2 by
div(s VAego) = div (oe Vgo), in Sy, div (,u VAmw) = div(am Vz/)), in Sy,
and (5.49)
Acp=0, on 0Sg,, 14 O (Am¢) = 0pm O, on 0S,,.

We have seen that the potentials ¢y , and ¢y, , in time domain are the unique causal solutions of

Wes s Aan) gl =0 fort>0, Do | Ap(ws) g =0 fort >0,
dt 4 and dt 4 (5.50)
w:,q(t = 0) = 7A€(z3)90?q7 :rt,q(t = 0) = 7Am(x3)¢$,qﬂ

For the potentials (ﬁ;'n’q and ¢y . the approach is quite different. The inverse Laplace transform of (5.45) gives

1 oV, -
div (u(e_tamm H(t)) = ;q> = —div (ZQe_t‘””/“ H(t)V @ﬁ,q) )
This does not gives us any intuition for operators of the same kind as A, and A,,. We introduce the following
Hilbert space

Hoo(div, S,,) = {u e L*(S,,)

divyu=0in S;, andu-n |asgc3 = O}

and we seek for
(q)m,q(t)’ V@:n,q(t)) € Hmo (diV ’ Sﬂbs) X H&(Sﬁbs)7

solution of the following problem

uatq)m,q +om (I)m,q = V‘Prm,q s R*-* x SJ:3
div®,,, = 0 , RT* x Szs
Bpgon = 0 R x 08, (5:51)
Cmg(0) = w'VeR, s Sa

The gradient of the potentials ¢y, . is computed as the Lagrange multiplier from
Mat@Tn_’q + Oom (I)m,q = VQPTTn,q'

Then we deduce the potentials ¢}, , from its gradient and the fact that o], (t) € Hj(Sq,).
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Proposition 5.3.2. The potential
P € L (RY, Hy(Sa,))

such that (®p, 4, Vi, ,) is solution to (5.51) is the inverse Laplace transform of the residual potential @y, ,
solution of (5.45).

Proof.
We denote by ¢y, , and @, , the Laplace transform of ¢y,  and ®,, ;. The Laplace transform of (5.51) gives
(us+om) %m’q -Von, = Von. RT* x S,
div®,,, = 0 , RY* % Sl
Q,,n = 0 , RY* % 08,

The first line of this equation gives us

(I)m»q = (,us + O-m)71 [v¢;z,q + V(JD?OYOL,q] ’
and the second one gives
. ~4 . Om -1 ~r o¢]
0 = div (s <I>m7q) = div (,u + ?) [Vgamq + thmq] .
We recognize the equation (5.45) which admit an unique solution. O

For the last residual potential ¥ we introduce the problem :

COVeg+0cWey = VI, L REFxQ
divW,, = 0 RH* x Q)
Veoon = 0 R x 90 (5.:52)
Ve q(0) = 571V¢2?q , §2

Proposition 5.3.3. The potential
fq € L(RY, Hy(S,))

such that (V. 4, Vi ) is solution of (5.52) is the inverse Laplace transform of the residual potential 7,227(1 solution
of (5.46).
5.3.2 The electrostatic and magneto-static potentials

Electrostatic potential.

Proposition 5.3.4. The inverse Laplace transform of & solution of the first equation of (5.18) is the unique
solution of the following Cauchy problem

dg} 1_ el
ot +Ac(z3) €, =€, fort >0,
£(t=0)=0,

with the high frequency potential £® being the unique solution of the quasi-static problem

div(e VEL®) = 03j,5, in Sy,
ghe =0, on 0Sg,.

Magnetostatic potential.
Proposition 5.3.5. The potential ¢}, such that
(®,,VCh,) € H' (RY, Hyo(div, Sy, pdx)) x L?(RT, L?(S5,\24,))

1s the solution of

poy®s + 0, s+ VE, = —poVry—o, Vry , RPF xS,
divd, = 0 ,RU* xS,
d,on = 0 , RY* % 05,

0,000 = 0 , S,
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where the lifting rs is the unique solution (up to a constant) of

t
Ars(t) = J js,3a

0
t
anrs = ‘asxg|71J f js,33
0 JSuy

is the inverse Laplace transform of E}n (see the second equation of (5.18)).

5.4 Formal derivation of the second order correctors

Sais-tu pourquoi, la-bas, le volcan s’est
rouvert ?

C’est qu’un jour nous 'avions touché d'un

pied agile,
Et de sa poudre au loin I'horizon s’est
couvert !

Nerval, A J.-Y. Colonna

We are not yet satisfied by the first order since there is still invariance by conformal mapping (in the

sense

of the end of lemma 1.3.2). We need to look into higher orders. Moreover, it is classical in asymptotic analysis
that consideration of higher orders in the asymptotic expansion gives a better approximation. We will prove in

the next chapter that the second order is actually a more accurate model of the cable.

5.4.1 Identification of order 2 : the transversal fields

For second the order, we have (see equations (5.6, 5.7, 5.8, 5.9))

[ div (5 E%) =0y (g E;) in Sy, \Sa,
rot E% = fsﬁﬁé in Sy, \Xqs,
E2 xn=0, on 05,
[E% X ng]zmg =0 on X,
[gﬁ% : nz]Em =—[&gx Eg]zmg on X,

and
div(f A3) = o (7 H3), in Sy, \Za,,
rot H2 = s £E3, in Sg,\Xz,,
\H2 -n = —gH}, on 05,
[f[% X ng]zmg =0 on X,
(A8} -nsly = —[Ags Hi]ly ~ on¥,

(5.53)

(5.54)

which are again div-rot problems like the ones of the remark 1.33. We use the Helmotz’ decompositions of

theorem 1.2.1 to write

Q Q
- > ~ r,2 7y I~ r,2
E2 = Z V?V@eq+Ep® and Hi = Z 12 Nty q + B2,
g=1

q=1

(5.55)

with the harmonic potential @, and @m,q (see (1.10) ), the constant ‘A/qg(acg,s) and jz(xg,s) that we will

determine later, and the "residual fields"

E’;z = VE + & 'rot(? and fI}Q = VE, + i 'rotl?,.

(5.56)
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The potentials
e’

are solution of the following Dirichlet problems

div(2VE) = =05 (2BY)  in S,\Sa,
~ o
< fi— 0 on 0S,.,, ’ { 1;0t (; rotg“m) =sék} inS,,, (5.57)
[53]2 =0 on 2137 C?n = on 65‘%,
z3
25 2 _ e, 1l
[5 ange]z% - 7[5 g EB]EzB on Ezsa
and the following Neumann problems
div(aVEs) = —as(afl})  in Sp\Sa,
{ rot (gflrotgg) =—s ﬁﬁ§ in Sy, ) Oni = —gH3 on 05z, (5.58)
a’né-e2 =0 on aSI3’ [§7n:| =0 on 23837
[a ana;]zzg ~ [Ags ]y on¥,.

All the elliptic problems are well-posed in the appropriate functional spaces. The compatibility condition of the
Neumann problem where (2 is solution is checked since H1 5 satisfies

| am-o
S

Then thanks the Reynolds transport theorem (3.11) the zs-derivative of the previous equation gives

| aa(pm) = [ onfty+ | osniid)s
Sey 8Saq b

which corresponds to the compatibility condition for Eg We can use the expression of the longitudinal fields
(5.36,5.37) of the proposition 5.2.1 to linearly separate the form

~

Ef(x,x3,8) = Z [fe,q(x s) ‘A/O(Jc;),7 8) + Ge,q(,8) 6317(]0(333, ) + he,q(x, s) fg(x3, 8) + ke g(x,s) 63?2(333, S)] ,
q=0

];AI 33 , 3,8 Z [fm q\T, 5 0(373, ) + gm,q(xa 5) 03‘7;10(50375) + hm,q(%S)fS(lﬁ,S) + km,q(st) (}ng(ml%s)] .

We won'’t present it since it is too long. We have not found an interest in displaying a long succession of equations.
5.4.2 Second order telegrapher’s equation
Preliminary results

45. La nature du calcul, nous en avons fait
la connaissance en apprenant a calculer.

Wittgenstein, De la certitude

As before, we need to give the functional framework in which 63]57{?' 2 and (?gﬁq{?‘ 2 belongs to. We will not
give an expression of this longitudinal derivative as it was done for the limit and first order (see propisition 4.1.4
and lemma 5.2.1). The theorems 1.7.1 and 1.7.2 imply the following lemma.

Lemma 5.4.1. The x3-derivative of the second order residuals satisfies
03 B2 03 HIY? € L2(S,,).

Similarly to the first order, we will proove some lemmata akin to lemma 4.1.1 in order to obtain the second
order telegrapher equation (the proof is similar to the one of the lemma 5.2.2).
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Lemma 5.4.2. The second order electrical potentials and currents

V2 ._ (172 T2 . (T2
Ve .= (V:J)lsqgQ and I¢ := (Iq)lsqu
satisfy L R R
sY.V24+ 312 = I2H§3 (a)
A R R (5.59)
§Zym 12+ 05V = VQE;? (b)
with the right hand side iiﬂ;‘ = (f?{;%,q)qzl,Q and \AIQE,; = (V§¥7q)qzl,Q given by

2 . T R,2 ~ 7y R,2 =
Thng = (0sHp"" rot %,q)LZ(sgS) - <L gs [HT ‘mT]ZI3 ar@e,q) )

z3

and

gﬁfﬂ . néﬂzmz + J gs [E‘j{i? . nT] 6qum7q> )

PIFSN g

72 e _ ~R2 2 7
VE?,q : (03E777, rot wmﬂ)ﬁ(sfs) + (LSIS

The remainder of this section will aim at giving an explicit expression for the right hand side of (5.59), that

is to say i?{{? and \Af%j@, in terms of {70, TO, {71, il, ig and terms depending only of the source term 35 and the

geometry of the section S;,. With a proof similar to the one of lemma 5.2.3, we have the following lemma.

Lemma 5.4.3. The right hand side of (5.59-a) is given by

fIQLIRq:a?’ (J
B S

Then with the equation (5.53) and the expression of the first order magnetic longitudinal field given in the
equation (5.39) of remark 5.2.1 we have the following lemma.

7’025151\’7{?”2 (Pe,q — gﬁmq)) + JS mtﬁ:,{m 03Pe.q- (5.60)

x3 z3

Lemma 5.4.4. The right hand side of (5.59-a) is given by

Q
Fra= 3 00 |00 (520 — P (e — )

- ‘79(/\&/\6/,(’)/\6)

+ 03

ng »L‘ Sé\(@e,q - @m,q) 33(56#

3

- 83ng f Sé\(@e,q’ - @m,q’)a3@e,q- (561)
Sagy

Then we demonstrate a similar equality for the right hand side of (5.59-b).

Lemma 5.4.5. The right hand side of (5.59-b) is given by

Q -
Vé?,q = Z 63 |:a3fgr <3//), <wm,q’ - we,q’>ﬂ ) <¢m,q - we,q>ﬂ>L2(S ):| - li?/ S J ,a <a3¢m,q’>ﬁ <63¢m,q>ﬁ1
=1 =3

=3
+ 83 f([l)/J\
S

where the source term \Afi = (IA/ﬁq)q:l,Q is defined by

‘752)11 =S laB (Jsms ﬁ <]/;L>ﬁ <'(z)\m,q’ - @e,q/%) - J:g

S ﬁ <72;m,q - $67q>ﬁ <8312;m,q/>ﬁ ] - (93?2/ J S ﬁ <1z;m,q’ - 7Ze,q’>ﬁ <831Zm,q>ﬁ - ‘7827(1. (562)

*3 r3

R, (2 zzm,q»ﬁ] | (5.6

z3
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Proof. A first application of the Reynold’s transport theorem (see equation (3.11)), gives

AR2 T 7 . NR2 T 7 ~SR2 T A
(63 E;" rot wm’q)LZ(SES) 51 (3’3(ET ,rot 1/Jm,q)Lz(S§3) - (ET ,rot 63¢m’q)L2(S§3)

+J g EfY? rot P, 4 dos, +f g5 [Ef? vt g5, do,.
oS b}

r3

Green’s formula in SE.S, equation (10.18), is now used on the second term of the right hand side of this equations
to obtain

~SR2 I 7 _ ~SR2 I 7 ~SR2 A 7
(63 ET ,rot wm’q)LQ(SES) (1(;18) 63(]3 ,rot wmq)LQ(SE) ( rot ET 5 Ome’q)LQ(SES)

+f gﬁﬁz-;aﬁzm,q—Ef’anTag,zZm,q—i—J [} [I{\IZ{%’Q';BE’LZm’q]E _[EQ{%QXHE,T(?S'(Zm,q]
S. by

0Sas x5 z3 *3

Step 1. In the same way as the first step of the proof of the lemma 5.4.4, we have

(63 E%{,Q’ rot 1;[}771,(1 )LQ(SE y J gEjI"lQ ’ néf"l)m,q - J gs I:EJI},Q : nT]E é‘r’l/)m,q dgrg
73 >

6313 z3 z3

= (93(_@7]?’27 EBE Q/Jm,q )Lz(sfg) - ( rot EY{%z? 83wm’q )LQ(SES) (564)

Step 2. The first term of the right hand side of equation (5.64) is simplified as follows : from the relation
(5.31), Green’s formula (10.18) over S, and relation (5.54) :

—~

(ER2 r0t¢m‘1)L2(S§3) (5?0) (ER2 ;B_£<¢mq> )LQ(SI:;) (531 (Eﬁ’z,rot@/ﬁ\mq weq> )LQ(S 5)

)

= (rotE;?’g,@Zm,q we"1> )Lz(

(1018) ~(sAHZ (Vmg = Pea)y) pags,, ) (5:69)

Sa3) (5. 54)

Finally using the definition of ﬁgl in terms of the electric currents I° given by (5.39) we obtain

_aB(Ejﬁ’zv;BEQqu LZ(SZ) Z a3 [(SM L/qu @e,q’>ﬁa <{p\mq weq> )LQ(S )ang’]

B]mg[(sﬁ(aﬁ@ﬁ,@mq weq>) )fg,]. (5.66)

L2(S,,

N R ~ ~
+ 03 [<3ﬂ<83wm,q’>ﬁ7 <¢mq weq> )L2(S' )
Step 3. We now deal with the second term of the right hand side of equation (5.64). Using equation (5.54)
and the definition of E4 given by (5.38) we find

AR2 A 7 (o AFL A
_ < rot ET s aSwm,q)Lz(S§3) = (SNHg 5 a3wm’q>L2(ST,3)

_ i [(sﬁ<ag1$m7q/>ﬁ, Osthm.q ) 14 (7 (D = Do) P5ma) agfg,]+ (580 e 5thmg )

et L2(S.,) L2(S.,) L2(S,,)

We have by defintion of the notation ( - >ﬁ

st /-7631;771,11
L* ﬁ<(73¢m,q’>ﬁ ”IA =0 , and so on for <¢m,q’ — 7/’e,q’>ﬁ and <jh>ﬁ,
s

r3
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and so

— ( rot EQ{%’Z, 63127,,7,1)

Q ~ ~
Z [<Sﬁ<a3wm,q’>ﬂa <83wm,q>ﬁ> fg’

L2(s3,) L2(Suy)

+ (sﬁ<72;m,q’ _d;e,q/>ﬁa <03{b\m,q>ﬁ) a3fg"| + (5ﬁ<],;1>ﬁ7 <a372)\m,q>ﬁ) 2

L?(Say) L?(Say)

O

Introduction of the new effective matrices
We introduce new effective matrices.

Definition 5.4.1. We define the new effective Q x Q matrices (that depend on the longitudinal variable xs and
the Laplace parameter s) by :

e matrices linked to the inhomogeneity of the characteristic’s coefficients

)iy = | 8Pes =B B =Bm) and ()= | s =iy s = e

x3 x3

e matrices linked to the non cylindricity of the cable

Y, = (fy — Xy) Id— (Ry — Xv,x) 03 and  Zy = (fz — 03Xz) Id — (Xz — Xz,%) 03,

with the matrices

(ﬁy)ij = L € 030ec,i 03(Pe,j) » (ﬁz)ij = L ﬁ<6372;m,i>ﬁ <a3'(2}\m,j>ﬁ7

xr3 3
and

(X\Y)ij = JS gaiﬂ@e,j (@e,i - @m,z) ) ()QZ)ij = JS ,a<8312m,j>ﬁ <1Zm,z _7:[;6,1'>ﬁ7

z3 3
(Xvi);; = J €030ci (Pej — Pmyg) s (Xzpx)y; = J i (03¥m.i); (Ymyg —We) s
Sy Sag
The potentials occurring in the previous definition are defined previously. More precisely @, , and 1Zm,q are

defined in (1.10), their shape derivative ds@, , and ag,zZm,q in the proposition (4.1.4)and the conjugated potential
Om,q and Ve 4 in (5.30).

We already know that SA(@ and Zm are invariant by any conformal mapping (see lemma 1.3.2 for more
explication). This invariance property is lost by the new effective matrices, but an other one can be revealed.

Proposition 5.4.1. The new effective matrices ¥y, 5z, Ny, Nz, Xy, X2Zs XY, ond Xz, are invariant by volume
preserving mapping, that it is to say for each transformation T, such that its jacobian J, satisfies det J, = 1 we
have

(V)i = J EoTy) (P'(Eo T, ToSey) — G (I 0 To, ToSuy) (($7(E0 T, ToSay) — @7 (A1 0 Ty, ToSas))
ToSus

and so on for Yz, My ,Nz, Xy, Xz, Xv,x ond Xz,

Having summarized the various configurations in a table, it is interesting to notice that the coefficients 4y, 4z
are related to the inhomogeneity of the cross-sections, as they vanish if fi is proportional to € Moreover, the
coeflicients 7y, )z are null in case of straight cables, and finally the cross terms Xy, Xz, Xv,» and Xz, vanish
if either of the physical coefficients satisfy the proportionality relationship or in the case of straight cables. The
latter terms are induced by coupling effects in non-straight cables with inhomogeneous cross-section.

A good question about these new effective matrices is : are they good indicators of defaults ? The following
proposition try to give a first answer.
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cylindrical homogeneous cable Yy =79z=0 | Ny =Mz=0 | Xy =Xz =Xy, = XZ,x =0

cylindrical non-homogeneous cable - Ny =Nz =0 | Xy =Xz = Xv,« = XZ,x =0

non-cylindrical homogeneous cable Yy =9z =0 - —— XY =Xz = Xv,x = Xz, =0
non-cylindrical non-homogeneous cable - — = - —— - ——

Proposition 5.4.2. (To be or not be cylindrical, that is the question for inverse problem).
The matrices Ny, 7z are good indicators of cylindricity

Ny =Nz =0 <= there is cylindrical symmetry (g = 0 and 038 = d31 = 0),
whereas Ny, Nz are not good indicators of inhomogeneities
Yy = Yz = 0 <= the electromagnetic waves "velocities" are constant (€ = cte(xs, s)).

A counterezample is given by the case where S is an circular annulus and where €, i only depend of x3 and the
radial coordinate (see example 1.8.1). In this counterexample we have in the polar coordinate system (e, eq)

zl)\myj = 12)\67]- =1- Py but E[L is not necessarily a constant.
m

Now we are interested to proving some properties about the matrices 4y, 9z, Ny, N1z. Again by considering
for each vectors u, v € C?, the potentials

Q Q
Pe(u Z Ug Pe,qs Pmlu Z Uq Prmygs  (Pe — Pm)(u) = 2 Ug (Pe,qg — Pmaq);
q=1 q=1
Q N Q Q R N
= Z Ug Yim.q » 1/}6 Z Uq ¢e,q ) Qpe)( ) = Z Ug (Vm,g = Ve,q);
g=1 q=1 g=1

we have

(v (23)w) -7 = L E@e—Gm) @B B (V). (Azles)u)-v = L i (s — D) () (B — D) 5 ().

r3

and

(i (w)w) ¥ = |

S

Boup W) TR ), (z(ea)w ¥ = [ A(adn) ) Gty (v). (568)

s Sug

Proposition 5.4.3. (i) The effectives matrices related to the inhomogeneity Yy , Nz are symmetric and satisfy
for all u,v € R?

0<R(Ay(zz)u)-1w) , [Ay(zs)u) V| <Oy (zs,|s]) ul|v]
and
0<R((Az(zz)u)-u) , [(Vz(xs)u) V] < Oy z(z3,|s]) [u] |v]

with the rational fraction in the variable |s|

0 if E(xs) [1(x3) is constant in Sy,
2 2
Cry (@3, Jsl) = c2,Cie Py 8+ Om,t S48 Oy everywhere else
0w TN s+ o E_ S5+ 0c ’
0 if €(xs) i(x3) is constant in Sy,
C, z(x3,]s]) = s+ > leps+ 2

1.2 (23 |sl) 2o Ae) g Bt 5T Om,t +57 Tet everywhere else .

P RTe P S8+ Oy — E_ 5+ 0c

(ii) The effectives matrices related to the non-cylindricity , 7y, Mz are symmetric and satisfy for all u,v € R?

O<R((Myw-1) , [((yu) V[ <Cpy(s)lullv|
0<R((Nzu)-w) , [(Nzu) V[<Cyz(s)lullv],
where the constants Cy v (|s|) and Cy, z(|s]) are rational function of |s| where the coefficients depends on the

geometric factor g.
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Proof. Looking at the equations (5.67) and (5.68), the positivity of the real part of (y (z3) u) -4, (Yz(z3)u) -4,
(Ny (z3)u) -1 and (Nz(x3)u) - W is obvious.

With the Poincaré inequality (1.36) and the bound of the gradient of the harmonic potentials (see (1.27)), we

have
2
] uf [v]

With the Poincaré-Wirtinger inequality (1.37) and the bound of the gradient of the harmonic potentials (see
(1.27)), we have
2
] [l |v]

We have by the shape derivative of the harmonic potentials (see proposition 4.1.4) the last wanted inequality.

O

E+ S+ Oe,+
E_ S+ 0¢,—

2
~ _ s+ o
|Gy (@3)w) - 9] < & Oy e \“* mt

H— 8+ Om —

E+ S+ 0c+

2
+o
~ V| < 2 )\— —1 By s m,+
[z (z3)w) - V] < 0 (Ae) ™ s [‘/L—5+0m,—

E— S+ 0¢,—

Second order telegrapher’s equation

We can rewrite the telegrapher’s equation (5.59) of lemma 5.4.2 with lemmata 5.4.4 and 5.4.5 and the
definition 5.4.1 of the new effective matrices and the new source terms (5.63)

sY. V2 40,12

563 (’/}\/Y 03 ‘70> — S?g {707
(5.69)
Sim/I\Q-Fag{/Q = 503 (’/7\’2(93/]?0) —829/]?0-"-\75,2.

_ Bear in mind that we expect to find an effective model that integrate a maximum of defaults. Since SA{'E and
Z,,, are invariant by any conformal map and the new effective matrices 0y, 01z, Ny, Mz, Xy, X2: Xy, and Xz,
are invariant by volume preserving map (see proposition 5.4.4), we have the following invariance proposition

Proposition 5.4.4. All the effective matrices that we introduced, that is to say Ye, Zm, My, N1z, Ny, Nz, Xy »
Xz, Xv,x and Xz, are invariant by a transformation T., whose the jacobian is locally orthogonal ((DTe,) ™t =

D7)t ) in the sense that the electrical admittance Y. can be computed on Te,,S as

a9’

(¥.) =J 20Ty V! (F0 T TS) - V¥ (B T TouS)
7_(:«1)5

and so on for Ly, Ny, Nz, My, Nz, Xy, X2, XY,x and XZ,x.

In particular the second order model does not see if the cable is twisted or not. The 1D model of coaxial cable
contrasts with waveguides made of the Laplace-Dirichet operator in a tube where twisting acts as a repulsive
interaction [27].

5.4.3 Second order longitudinal fields
Proposition 5.4.5. The second order longitudinal fields satisfy

~ Q ~ Q
E§ - Z O3 [Vql 9057‘1] + Z s [Lq,q’ A; ‘Pm,q’] - 3&@ + 6355} (5.70)
q=1 q,9'=1
and
~ Q Q R Q R
e Gplionae $ oo s § ([ atme) van, o
g=1 a,q'=1 g=1 3

with the potential (3 € Hl(Szg)/(c solution of

—A(m,3 = srot (gv@) —div 03 (ﬁfl rot @n) , in Sy \Da,
anC’m,S = a‘r(ganz}n)7 on (?SIS
[ancm#”]z = 57(9571(#)7 on Xy,
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Proof. We have with the Maxwell’s equations (5.6)
rot Eg = fsﬁﬁilp —e3 X Ogﬁ} and rot ﬁg = sgﬁ} —e3 X (};fl%.

With the same approach as the proof of proposition 5.2.1, we have :

Q Q
rot 3 = rot (Z 03 [Vql %’q] + Z s [Lq’q/ A; meyq/]> — s/ 7{?71 —e3 X 63E$,1
g=1 q,q'=1
and
rot H = rot Z 3 [f; wm’q] + Z s [Cq)q/ v} Tﬂe,q’] +SEERY —eg x o3 HI'.
g=1 q,q9'=1
Now we have to prove that
e§ = —sﬁﬁ[ﬁ’l —e3 X 633771?’1 and h2 = s?@?’l —e3 X 63}?7}3’1

can be written with a rotational.

For the first one we have

eg = —rot [s am — (33&]

For the second, we have
divhi=0, [h%-n]E =0, [hg X n]E = aT[ganfl ]2 et hixn= é’T(g@naln)

so with the lemma 1.3.6, we have
Q
2 _ 2 q
h3—I‘0t CmS g h ", 1 —%(%s)iﬂ (Svl)

=1 and div h3 = 0, we have by the 2D Green’s formula (10.18)

or since @, 8,

<h:2,) “n, 1>H7%(9q5) = <h§ n, @e’q>H7%(5qS)

~ ~R ~ ~R ~
_J h% “Ve,q = f e3 X 83HT’1 “Veq= —J 53HT’1 -rot P 4.
S S. Sag

We have : o o
Eg _ Z 05 [‘7(;1 @e,q] + Z s [Lq’q, ’;l QPmﬁq/] — S@In + &3& + ctee
q=1 q,q'=1
and
Q Q R Q R
= 2 O3 [f‘; lbm,q] + Z 5 [Cq,q’ Vq1 1/Je,‘1'] + Cm,3 — Z (J 63H71‘%71 -rot @&q) P8, 1) + ctem
q=1 7,q'=1 g=1 \VSa3

For the longitudinal electric fields we have on the boundaries with (5.7)

2
E2|,

Q
_ Pl _ o1 l
Suy gE3-n (5. 6m) ;1 V, 90npeq+ g0né;

and we have by shape analysis (equation (4.14) and lemma 5.2.1)

03@6 =g an@e,q =4g ané\el

so we have

Q Q Q
0= E§—Z Vq1 63906,(1—83261 |9OSI3 =cte, and 0= Eg— Z Vql, 63(,05,(1/—(93261 |aqSI3 = 63Vql+ Z sLg.q f;+ctee

q=1 q’'=1 q’'=1
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and we conclude that cte, = 0.

We know with lemmata 5.2.2 and 5.2.4 that
N Q
63‘/:]1 + Z 5Ly f; =0
q'=1
so cte. = 0. For the longitudinal magnetic fields we have on the artificial cut I'y

Q
72 71 1 SR ~
0= Hj; }rq = 53]q + E sCoq Vy — L‘ OsHp " -rot Qe 4
z3

q'=

which is coherent with the lemma 5.2.2. To determine the constant we use the nullity of the weight average :

| amz-o
S

r3

The second order is TEM, that is to say EZ = H.2 = 0, if and only if J3 = 0.

5.5 Second order effective telegrapher’s model

We have a cascade of equations (see (5.11, 5.34, 5.69)) to determine (\Afo,io), (\Afl,il) and then (\72,i2).
We want a suitable equation that take care into consideration the three equations (5.11, 5.34, 5.69). This is
motivated by application of the inverse problem. Formally by doing the following combination

(5.11) 4 6 (5.34) + 62 (5.69),

we can write an equation for VO + V1 + 62V 2 and 10 + 6Tt + 6212

(5.72)
2
5 [(Zn+622,) 14— 5205 (37 29) (Z 5pip> + 0 (Z A%
p=0 p=0
—52V2 4+ 68 [29 — 05 (57 05 )] (il + 5i2) :
If we neglect the third and fourth orders we can define the second order effective model.
Definition 5.5.1. The second order effective potentials and currents
6,2 _ (1762 6,2 _ (76,2
v - (‘/:1 )q:l,Q and 1 - (I(I )q:l,Q
are solutions of the second order effective telegrapher’s equation
s [(? + 82 s?g) Id — 82 05 (Ay 05 )] Vo2 10,12 = TP,
(5.73)
s [(zm + 82 zg) 1d — 6% 35 (37 05 )] 102 4 0, V02 = §2V2,

where the non-local improved admittance and impedance operators
(\?e + 82 ?g) Id— 8205 Ry 03) and (Zm + 62 Zg) Id— 8205 (37 03)

are defined from the admittance ?e, the impedance Zm and the new effective matrices Yy , ¥z, ?g, Zg defined in
the section 5.4.1. The sources are

iﬁ = TS + 5E and 62\75
where ig, E and \Aff are defined in (5.8, 5.4), (5.35) and (5.63).
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The equation of propagation (5.73) is the same as the usual one (4.11) if
1. there is invariance along x3 : cylindrical cable, & and [i are independant of x3,

2. the electromagnetic waves "velocities" are constant : €1 = cte.

From V%2 and i5’2, we can give an approximation of the electromagnetic fields (E‘S , H %) solution of the full
rescaled Maxwell’s equations

Q
E%Z = Z \/:15’2 V@e,q + (ng + 42 <V§2 + é‘%ot&f)

g=1
ES? =5 (Z O |V pea| + D) s |(Z)aw I3 @m’q,D — 0% (sl + 0,81
q=1 q,9'=1
A~ Q ~, ~ A~ A~
B =3 182 Vg + 5" rot Cl, + 62 (vg“fn + fflrotff")
g=1

Q

g=1 q,q'=1

(5.74)
based on the expression of (E°, HY), (EX., HY), (B2, HZ), (B3, HY) and (E%,AH%)A(respectively) given in (5.14),
(5.16a, 5.16b, 5.17), (5.55, 5.56), proposition 5.2.1 and 5.4.5. We expect that (E%2, H%2) is a better approximation
of (E°, H%) than (E%', H%!) given in the remark 5.2.2 and (E°, H°) in the sense that

[1B° = 92|20y = O (811B = E™||paqy) = O (2 1B = B2y ) = O (5%).
It will be proved in the chapter 6.

5.5.1 Study of the improved effective telegrapher model

In this section we prove that the problem (5.73) is well posed. Be careful, the new effective matrices, and in
particular 4y and 4z could degenerate. This the main difficulty to ensure the existence of solution of (5.73).

We introduce the weighted Hilbert spaces
R (f (Jy O3u) - (93u) < oo}
R

R (JR(’A)’Z dsu) - 83u> < oo} )

Those spaces account for the fact that the matrices 4y and 4z could vanish. We can now state some positivity
properties of terms appearing in the equation (5.73).

H' (R, qy dz) := {u e L*(R)¥

and

H' (R, 4z dz) := {u e L*(R)?

Lemma 5.5.1. For all A R
V,UeH'(R,Ay dr) and I,Je H' (R,Azdx),

the non-local part of the improved admittance and impedance operators satisfy

([Fora— v ] V. 0) | = | 2B = @) V) + 208 (V)] (B = ) (240 + 32 (0)

and
([?gld — 039y 53] I, j)L2(R) = Lﬁ [<1Zm - 1Ze>ﬂ(33i) + <631;m (i)>ﬁ] [<1Zm - 1Ze>ﬁ(53j) + <8312m (j)>ﬁ] -

~

Proof. We first recall that for each V = (Vi)i<q we have denoted by @e(\A’) = 222:1 f/q@e,q and so on for
@m(v); aB@e(V)v

I—I?()S72 = 5< Z 63 [1372 ¢””7Q] + Z S [(Ye)qﬂ' ‘/:1572 ¢e,q’] >f4 + 62 <Cm,3 - Z (—[S 03]{’11]:271 -rot @e,q) ¢q(5, 1)>ﬁ
qg=1 z3
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By definition of the new effective matrices we have

([?gjd — 037y (33] v, ﬁ)Lz(R) = (ﬁY\Af, ﬁ)LZ(R)—((a?))?z Id+ (Xz — Xz,x)03) v, ﬁ>L2(R)—<53’3’Y 2V, ﬁ) .

We have by integration by part and definition of 4y

~

~ (2s3v 25V, 0) = j & (£e(@Y) = n(05V)) (2:(3:0) = Gma(@50)). (5.75)

By definition of 7y, we have

(#V.0),,. - | & (@50) (22.0). (5.76)
We also have by integration by part
(%29 0) == | %o [V 0+ V- 20

SO

(@2 I+ Rz~ %222V, 0) = [ 3y V204 | RveaV .
L*(R) R R
Then by definition of the matrices Xy and Xy,x, we have

~(@sRa1i+ Re =Rz ) V. 0) = | (8 =3 @V) 25 (0) + | 20020 (V) (B = @) (20,

Collecting the previous equation, (5.75) and (5.76), we have proved the first equality of the lemma

([Fora= v ] V.0) = | 2 [ =0 V) + 232 (V)] [(Be = @) (20) + 222 (0)].

The second one is proved in the same way. O
We introduce the bilinear forms
(v)py : H' (R, Ay dz) x H' (R, 4y dz) > C and (-,-)p, : H' (R, Az dz) x H' (R, 4z dz) - C
defined by
(V.0), = [ (s%.9.0) +6 | s2[2c~om) @V) + 32 (V)] [0 - 2) @0) + 22 (0)]
Dy R C Q
and
'~ ~ _ ~ ~ ~ 2 ~ ~ _ ~ ) ~ ﬁ ~ _ ~ ) ~ ﬁ
(1.3), - J;Q (s2n1.3)_+o L ST (B = 005 (05T) + (@t D) [ = D) (83) + (050 (3))]
Before proving some continuity and coercivity properties related to the bilinear forms (-,)p, and (-,-)p, we

need to give better lower bounds of the real part of eigenvalues of the electrical admittance and impedance
matrix than the ones given in (5.13).

Lemma 5.5.2. The electrical admittance and impedance matrices 3?6 and Zm satisfy for all u e C?

R (s?eu, u) > (n + "‘) (C*u, u). > (na_ + O 6—) 0 |ul?, (5.77)
C Eq E4
and
éﬁ(simu, u) > (n+ ”‘) (L%, u). > <W_ + O “‘) D™ u)?, (5.78)
c Bt K

with the electrical capacity matrix C* and the electrical inductance matrixz defined in proposition 4.2.1 and the
constant C° and \{ independent of the longitudinal variable x5 and of the Laplace variable s defined in property
1.5.2.
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Proof. We recall the "high frequency decomposition" of the harmonic potential @. , = ¢, + @¢ , and that we
have denoted for any vector u e C%

Q Q Q
Pe(u) := Z Uq @&q ) “on(u) = 2 Uq S"gfq and @ (u) := Z Uq @Z,q'
qg=1 g=1 g=1

We aim to determine a lower bound of the real part of the spectrum of sY.. The proof for (5.78) is similar. By
the positivity assumption on the characteristic’s coefficients (6.10), we have

R(sYouu) = [ o) 9o = (0 %) [ 9a

&+

We have by the property of the inner product

[ervep = [ emezp s [ cvpiap e r ([ verw veiw).

Then with the remark 1.11, we have
| everw- varw o
s

and so with the propriety 4.3.1

R (s\?eu, u)(C > (77+ Je") (C7u,u). > <m—:_ + Oc,— z> 0 |ul?.

€+ +
O
Lemma 5.5.3. For all \A/', UeH! (R, Jy dz) the bilinear form (', ->D satisfy
Y
0 2
A~ A~ Oc S~ ~ =N ~ _— A
R (V, V) > (17 + ) J (cocV7 V) 1+ 62 f € Z [(ape,q — Prm,q) 03Vy + 03Pe g Vq]
Dy €+ R ¢ o |5 (5.79)
0 Oe,— V12
N S
and
‘(\7, 0) |< J (s9.9.0) ‘+52 f(sf,yagw.agﬁ‘ 4+ J (sfy V)0, (5.80)
Dy R C Q Q
For alli, Jent (R, 4z dx) the bilinear form (-,-)p, satisfy
0 2
~ A ag. _ ~ A ~ ~ ~ - =~ . =
R(I,I > s L*I, 1 52f ma — We g )~ O3l 03U i) -1,
( )Dz (77+ Pt ) [JR( )(C+ 0" ;[W’ 0= Vea) 05 0 {050 L q] (5.81)
_ Om,— T
> 00 (14 72 ) e
and
(£.9), |<|| (+2.1.9) ‘+52 | (s7zead)- 23|+ 8| | (572D -3). (5.52)
Dz R C (9] Q

Proof. Looking at the definition of the bilinear form (-, ) p, the first inequality of (5.79) is obvious. The second
one is due to the equations

?R(sﬁ?eu,u> > 77+Ue—’7 (C*u,u). = 775,4-06,5; 0 luf?. (5.83)
C Et Toeg

(5.77) and the lemma 7.6.1. The inequality (5.80) is due to the triangular inequality. The inequalities (5.81) and
(5.82) are proved in the same way. O
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Theorem 5.5.1. Any solution
Vo2 192 e H' (R, Jy dz) x H' (R, 4z dz)
of the problem (5.73) satisfies the following prior estimate

1 ~ A
&2 < 5 max (J c 1’10, 52J
(n+min (";—;7";”;)) R R’

Lo1V? Vg)

with the electrical energy

f C, Vo2 o2 ¢ j L, 152 oz
R R
2

52
+ — € +
2 L L”

Proof. We make the L? inner product for the real variable z3 of the first and the conjugate of the second equation

1
5,2
e =5

1

(5.84)

Q
Z [<wm,q - we,q>ﬁ (931372 + <a3wm’i>ﬁj‘(ls,2

q=1

Q
Z [(@eyq - Sam,q) 63Vq6’2 + 63@6"1 Vq6,2]
q

of (5.73) respectively with V4 and I°, then add the two equalities to obtain the following energy equality

S [J Y. V2.2 4 42 ([i\’gfd — 039y 53] Vo2, \/\/5’2) ]
R L2(R)

i l [ 25702 (2,00 2700y | B2, 1) ]
R ‘ L2(R)
- [TV [ Ve
R R
If we take the real part of this equality, use the equations (5.77, 5.78) and use the lemma 7.6.1

2 (n+min (%,%)) efp <|[ 1902+ 2| [ V2102
€+ Mt R R

and with the Cauchy-Schwarz inequality (and the fact that C is positive define)

f 0. vée2
R

+ 62

<|jc.? 2w lcy? Vo2 | L2ay,

f C, 'Y C, Vo2
R

and
<Lz Viem) L 172|| 2Ry

| v
R

We conclude with the Young’s inequality

Va+vVb<vV2vVa+b
O
Using again the equations (5.77, 5.78), we can conclude that
~ ~ 2 max((C?)~1\E) - PN
1972 2z + |21 2m) < = max ([T 021V ) - (5.85)
(T}+m1n< E’+ , u+’ ))

In particular, since the problem (5.73) is linear, we have uniqueness of solution of the problem (5.73). The
existence is difficult to demonstrate since the matrices 4y and 4z could degenerate. For that we introduce a
family of perturbed problem :

s[(x?e+52?g)1d—5263(ayag)—ua§] VU410 = T,
5.86
s[(2m+5229)1df5253(az(33)fuag]iuaﬁv = $2V2, 550

for any v > 0.
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Lemma 5.5.4. For any v > 0 there exits a unique solution
(V°,1) € H'(R)?

to the perturbed problem (5.86). Moreover there exists a constant C such that the solution satisfies

V722 + E] 22wy < L llpage) + 02 V212w |

C
aral
NCETRNG

105V ¥ Il 2y + 1105 r2ey T l122my + 8% 1921 2wy

with a— := min ("ew— Um,_>.

et ) py

Proof. The variationnal formulation of (5.86) is

find (V¥, V?) € H'(R)? such that for any (UV,JV) € H!(R)2

{/‘U ﬁ'U ~ -_ = A
a (< ],% :ijUvM?JVﬁ-Jg
Iv Jv R R

with the bilinear form a® defined by :
" ((V ) | (9 )) S0 0) we (a8, a00) e (i) ol 00)
Iv Jv Dy L2(R) Dy L2(R)
s [t [ A,
R R

With the lemma 5.5.3 and the proposition 5.4.3 the bilinear form a" is coercive

AN v\ |I” PRV
el () (¥)) el oo (V)] (G5

(with C' a constant) and continuous. So by the Lax-Milgram lemma 0.0.1 there exits an unique solution on H*(R).
Then with (5.87) we have

Vv A ~ T
Cl(ﬂ+a)“<iv> <a33iv> JRIng

and with the Cauchy-Schwarz inequality, there exists a constant C' such that
A~ 2 p N
V 3V
—|— _ ~ + ~
L2(R)

Proposition 5.5.1. There exists an unique solution

>C ] (5.87)

L2(R)

2 2

+ v + 62

L2(R)

<

f@.ig
R

L2(R)

2

<C[IBlle + 02 19V z2w | 197 Nlzacey + 1 lzogey -
L*(R)

({76,2,1\6,2) c LZ(R)Q
to the problem (5.73).

Proof. With the lemma 5.5.4, we know that the sequence (\A/'“,/I\“) for v > 0 is bounded in L?(R), so, since
L?(R) is a reflexive space, there exits a weakly convergent subsequence that we will again denote by (V?,Iv)

(VU 1v) "= (V,I).
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Moreover since each (V¥,I¥) are bounded in L%(R), then (V,I) € L2(R)2.
For all test function u € C§°(R) we have
—<wvo? \A/'v,go >prp= UJ 03 VY 03¢ and — < vagi“,ga >prp= UJ 63i” 030,
R R

then by using one of the inequality of the lemma 5.5.4, we have

~ C R ~
v J 03 VY 63@ < \/57 [HIgHL?(R) + 52 ‘|V§HL2(R):|||(?JQPHL2(R) —0
R (77+ Oé_) v—0
and .
v aSiva3<P g\/ai |:||i5||L2R +62H‘/>2-HL2]R]||83§0||L2R —>O7
J]R (77-1—0[,) ° ® ® ®) (R) v—0
so that ~ A
_ <v6§VU’(p>D,7D_60 and — <Ua§Iva<P>D’,’D—60-

Since the space of distribution D’(R) is closed with regard to the topology of the convergence in the sense of
distribution, we have

—<U8§\~7,<p>pl7p:0 and —<v8§i,<,9>pf7p:0 for all € CF(R).

So the problem (5.86) converges in the sense of distribution to the problem (5.73). So we have proved the
existence of a solution (V,I) e L%(R)? of (5.73). Then, by a regulation process, the solutions are in the space
H' (R, Ay dx) x H' (R, 4z dx). The uniqueness is a consequence of the prior estimate given in (5.85). O

5.5.2 Error between the effective model and the asymptotic model

The goal of this section is to analyze the error between the effectif model and the asymptotic second order
model
2 2 2 R 2
Ve VRN @ Tm 12N i e B2 N @B and he= B2 N AP (5.88)
p=0 p=0 p=0 p=0

Our purpose is to show that

1 - _
5%;:5 chwv-v+JRLwI-I =0(8%).

1
_ 0@ and £ =k f g\e|2+f b
2 Q Q

With the equations (5.72) and (5.73) we have

s [(?e+52?9) 1d — 6% 33 (3y ag)] V4T = & [3?9 — 0 (3y ag)] (\71 +5\72)

§ [(im + 02 zg) Id — %03 (Yz 03 )] I+0d3V = 83 [29 55z 53)] (j1 +5i2) (5-89)

To simplify the presentation we introduce the following notations

. [ Oe,— Om,— Oe,+ Oet €+ MKy
a_ :=min , , Q= max , , fByi=max|—,—/].
g4 M+ E_ E_ [SFE V-

Proposition 5.5.2. The energy of the error satisfies

53 2
i < ——— ‘5+ + Oi‘ max (Ev , 1)
(n+a-) 5
with
. X i _ _ 2
Ey = f 3 Z [(@e,q - @mq) 03 (Vql + 5Vq2) + 33955,1' (V‘Il * 6‘/(12)]
Q P
and

EICZJM
Q

3 [ Gy (7 577) + () (04 679)
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Proof. To shorten the expression we will denote by

5vZ:fE
Q

and so on for £z. Similarly with the proof of the theorem 5.5.1, we have

+ lgy + 511

Q 2

D[ @ea = Bma) Ay + BB V]
q

[éﬁ (s?ev, v)c +§R(sim1, I)C

<&

with the lemma we know that

£ _10¢
2ty gttt
£ €

<
L2 (R)

VEY Ev

‘([?gm iy s | (V1+6V2) V)

and
M+ —-1%m,+
Bt | g1dmet

i i

7 _A.AA Tl 712 /
‘([qud 03Yz 03] (I +0I ) ’I)LQ(R) ErEr
so with the Young formula v/&y + v/&7 < V2+/&y + &7, we have

S+ Er < 5°V2 ]m + O‘f\ V/max (&, &1) [\/5v + 51]

< ‘

and so

l?R Gay V)C + R (52T, I)Cl <62 (m + %Fmax(f,’v,&).

we conclude using (5.77) and (5.78) to bound by below the left hand side of the previous equation.

([?gfd— 253y ag] (\71 + 5\72) , V)me + ([igfd— 3552 53] (il +5i2> ,I)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

g

The calculus of the upper bound of £y and &; is a long and tedious process. We will only give the main steps
and the details are left to the reader. Some calculus of the same type will be done in the chapter 6 when we will

study the error estimates. First we remark that
~ ~ 2 ~ o2
v < f ¢ ‘(@e — o) [a?, (V1 + 5v2)]] +f e ‘a?,@e [Vl + 5v2”
Q Q

and

~ . A a2 ~ R e
£ < fQ " ‘<wm ~ ) [os (P4 o®)] L” ‘<a3"/}m>ﬁ i+ 072

With similar arguments given in the proof of the proposition 5.4.3, we have :

max (£v , &) < C([s])

[V + T2 + o5V + |03T1||2] +9 l\72||2 + [T + 05 V2)* + 83f”]

with C(]s|) a rational fraction of |s| and with coefficients which only depend on geometrics factors (included g)

and of the characteristics coefficients.

Then, we need to bound VP and T? for each p = 0...2 and their x3-derivative. For p = 0, 1, the procedure is

the same as the one of theorem 5.5.1 (or proposition 5.5.2). We have

~ = = A 1 _
f COOVO-V0+f L, 7010 < S 1G22 12
R R a_)
and
Ol <1 1 71 1 —1/2 312
LoV -V LIt T < 2 Hcoc IsHL2(]R)'
R R (n+a_)

We conclude with the property 4.3.1(that deals with the lower bounds of the eigenvalue of C,, and L) that

max(e=' CZ1, uZt A)

(n+a-)®

~ ~, —1/2
[VO? + 1012 < |C 2 L2 z).-
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For the longitudinal derivative, we simply use the telegrapher equations (5.11)
105 VO] = |5 Zn T and 05T < s Yo VO] + L.
We then have with the property 1.3.2
25 VOl <l s + om e AT and 23 T°) < fe s + 0e | O7H [V + L]

so there exists a constant K which only depends on the geometric constants )\;f and C~! such that

o 3 Bes oz, 2
103 VOI? + 05 T°)* < K ﬁ”ls” + L]
and similarly we have
o o Bes ol s 2
los VI* + osT'* < K ﬁ”ﬂ“ + |LL.

We can use the expression (4.32) (see proposition 4.1.5) of the telegrapher equation at order 0. We obtain after
such long calculus :

165 VOI? + o5 T°)* < C(Js) lIIs + (93151,

with C(|s|) a rational fraction of |s|. Then with (5.69) we have

~ = ~ == 1 ~ ~ ~
J C,V2.V2 +J L1212 < 5 K (|s]) l||15| + |6315|1,
. : (r-+ min (%=, 522)
with C(|s|) a rational fraction of |s|. To conclude we have
1 - ~
max (Ev , 1) < 5 K(Is)) [llsl + |5315|]a
(-4 min (%= %))

with K (|s|) a rational fraction of |s|. It can be proved that there exists finite integers K, K’ such that
K
K(js]) < c( 3 |s|’“>.
k=—K'

Then with (5.74), (5.14, 5.16a, 5.16b, 5.17, 5.55, 5.56), proposition 5.2.1 and 5.4.5, we have

-

Q
é\T = Z Vq V(ﬁ&qa

- Q Q R Q Q N
€3 =96 (Z 03 [Vg Pe.q] + 2 s [(Z Ja.a Lg Pm.q ]) +6° (Z [ @e’q] Z 5 [(Zm)q’ql A‘? @m,q/]> ’
q=1 q,9'=1 q=1 q,9'=1
Q
?LT = Z Iq 6'(Zm,m
- a Q . Q Q ~ oA
= A Tyl + 3] s (Vo) Vatrer | ), + 6% (3 2 20| + Y s | P V2| o
q=1 9,9'=1 q=1 0:q'=1

Thus the estimation on (er, es, hr, h3) is deduced from the one on (V, 7).

Theorem 5.5.2. There exists finite integers K, K’ and a constant C depending only on the geometry and the

coefficients €, i, oo and o, such that
% 2
( D |s|k> 05J 1
k=—K'

err | perr 58 X k) i
T (77+min(";: 70217))4 H'(k:ZK/M J

2

+
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5.5.3 Second order effective model in time domain

Le Temps ne surprend pas le sage;
Mais du Temps le sage se rit,
Car lui seul en connait 'usage ;

Nerval, Le Temps

15,2

With the prior estimates (5.85), we can conclude for solution V%2 and in time domain which are the

inverse Laplace transform of V92 and I%2. More precisely with the theorem 12.2.1 if the sources satisfy
I, VZe L?(10,7[, L*(R)),

then for any long time T > 1, there exits two constants? K, and a_ independent of T" such that

Ve

T
5,2 § 2 | 1v2
e ortrm) * % ortance) = Ko (e ) [E0Ls o rpascm) * & IVl o aocey)
and with corollary 12.2.1 if the sources satisfy
2, VZe L*(]0,T[, L*(R)),

then there exists a constant K, also independent T" such that

T
4,2 5,2 s %) 2 2
HV ||Lcc ([O,T[,Lz(R)) + ||I ||Lgo ([O,T[,Lz(R)) < KOO (1 + O[T) |:||Ié‘|H1 (]O,T[,LZ(R)) + 5 HV5||H1 (]O,T[,Lz(R)):I.

To express the improved telegrapher’s equation in time, we use the same approach as in chapter 4 when we
introduce the kernel memories K¢ and K, but since we don’t find a trivial explicit expression of the memories
kernels for the new effective matrices in the general case. However, we find an explicit time formulation of our
new effective model in the non losses case and the cylindrical one. In the second case we think that it is easier
to use an algorithm of the inverse Laplace transform than to simulate in time domain. We will just describe the
non losses case since the losses are often negligible all the more as we will see in the part III that the presence of
conductivities is not the usual physical way to modelize the losses in a coaxial cable. If the electric and magnetic
conductivities are smaller than §% then we can do some simplifications

g€—ecand i — p.
Thus the harmonic potentials become
~ o 0 o0 ~ o o0 o0
(pe,j7’(/}m,j - (pe,jvwm,j and SDM,jawe,j - me,jﬂpe,j'

and the new effective matrices v5,7v%, 1%, 1%, x¥, X% become the same as Ny, Nz, Ny, Nz, Xy, Xz but with

iU i+ P » Yo instead of DPe,js Um,js Pm,js Ye,j- There are no difficulties in writing the effective telegrapher’s
equation of order 2 (5.73) in time domain

[(COO + 5?2 YQQ’OO) Id— 62 03 (’/)\’Yoo 03 )] Ot Vo + 03 ° = Ié,oc’

S

[(L*+6222%)Id— 6205 (32 03)] 0, 1° + 03V LEAVS

5.6 Concentric composite coaxial cable case

As in the section 4.4, we will consider a concentric composite coax-cable (one hole @ = 1) i-e  is made of
N layer Q™ which surround the inner wire and such that the inner boundary and the outer one are the (N — 1)
closed surfaces of discontinuity for the characteristic coefficients ¢, u , 0. and o, that are supposed scalar and
constant equal to ", u" , o/ and o)}, in each layer Q".

As we seen in the section 4.4, it is easy to compute the electrical admittance and impedance Zm since they
are invariant by conformal map. More precisely, the proposition 4.4.2 says that

n

N
~ n . Om n— v 1
Zm, = i ] (:LL + s> Inds:g (SQ(CJ 1)) and Y’e =

N o\ L
> (e" + ) Indgy (S&7Y)

n=1 $
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In the same way, we will use the invariance by preserving volume map to calculate the new effective matrices
Ny, Nz, My Nz, Xy, Xz- We will denote by V" the volume of each layer S . We could construct N maps

preserving volume elements such that it transforms each layer Sfj into an annulus of the same volume by this
recurrent way :

o the layer Si\; have the same volume than the annulus

vn
chN.=cC (rN (d%)? — 7; i = di)

e the layer ngg\g*lhave the same volume than the annulus

cN-t.=¢C (er =4[ (rY )2 — Vi = T‘N>

s

with C (r_, r4) the annulus of inner and outer radius r_ and 7.

In the geometry C = UnN:1 C", the conjugated harmonic potentials are easy to compute

The harmonic potentials are most difficult to compute. We just give the results and the intermediary steps being
left to the reader. We have for @, (the formulae are the same @,, with i1 instead of &) :

S e rk=1 -
; +
Pe|g, = AYIn(r) + Bl with A} = Z e In .
z3
and the coeflicients B} are given by the linear system :

1 —Aé In7r9

Be — Ag_l ln(r ) An+1 hl( n+1) An ln( n— 17‘:L_+1)

—AY In(r)

So we have

Ny = Z |AT— A" |? n? rli—rt In? r"]+2%((A2—AﬁL)(BQ—B;2)) [r+ Inrf—rf—r? lnrf+rﬁ]+|B:’—B;§|2 [ri—rf]



CHAPITRE SIX

ERROR ESTIMATES BETWEEN THE
TELEGRAPHER’S MODELS AND THE
MAXWELL’S THEORY

In the previous chapters, thanks to a formal asymptotic expansion with respect to a small parameter §
representing the transverse dimension, we derived a simplified 1D effective model of a multi-conductors coaxial
cable (a cable surrounding several inner-wires), called the telegrapher’s model, from the original Maxwell’s
theory. The present chapter is devoted to the rigorous justification of our formal asymptotic expansion. More
than a simple convergence theorem, we aim at establishing an error estimate between the "exact" solution of
the full 3D Maxwell’s equation and the "approximated" telegrapher’s model. We focus on a simpler case than
the general 1D telegrapher model we described in the previous chapter, as the cable will be cylindrical. The
difficulties of a non cylindrical case are mentioned. A first step toward this goal was done in [40] but it only
deals with non lossy and homogeneous cable, more precisely the characteristic coefficients were not allowed to
vary longitudinally.

6.1 Introduction

We shall consider the electromagnetic fields

~ ES\ - HS
ES = (E§> JH? = (}%) e L*(Q,C%)
3 3

solution of the rescaled Maxwell’s

sg‘sﬁ"s—curl(; fﬂ:ij in Q,
sﬁ5ﬁ5+cur15 E‘5=0, in Q,
~ ~ (6.1)
Divs (s B E5) — Divs 3%, in Q,
Divy (sﬁ‘sﬁ"s) =0, in Q,
with the boundaries conditions
Exn=0 with H -n=0 on o, (6.2)

where the 3D "scaled" operators are

T\ e3 x 03T + 6 rot o ) . T 1,
curls (Sﬂ) .—< 5-1rot T and Divg o =0 div T + 03¢,

in coaxial and multi-conductors cables, that is to say a lossy dielectric material €2, surrounding @ perfect
conducting wires, and that is for simplicity’s sake cylindrical.
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6.1.1 The general approach

We will explain the general approach in the case of a sole inner wire (@ = 1). We are interested in the
electromagnetic fields (E“, a %) solution of the full rescaled Maxwell’s equations in the cable given in the equations
(6.1, 6.2). As a consequence of the Helmholtz decompositions of the theorem 1.2.1, it is possible to introduce
the following decompositions

R _ [V, BRSO R R ~ fRS
LN 7 I I ) and [ — 7 [ VVm) o (M1 (6.3)
0 Ej§ 0 HS

where (@e,izm) are harmonic potentials and (V°, I°) are respectively the electrical potential and current. The
fields (Eﬁ‘ 9 HZ,I?’(S) are "residual” transverse fields and the functions (EJ, HS) are the longitudinal component of
the electric and magnetic fields. Instead of solving the full rescaled Maxwell’s equations, we have proposed in
the chapters 4 and 5 three models that enable the construction of (E%?, H%P) for p = 0,1,2 by the following

decompositions
) _(va. BR6p R A v HEOP
Bov = pow [ VP) 4 (P and [oe — e [ VOm) o (1 oo | (6.4)
0 Eg? 0 Hy?

(where all the terms are defined in the chapter 4 and 5 and will be recalled in the section 6.3), that are supposed
to be approximations of the electromagnetic fields (E‘s, H %). Such models are obtained via asymptotic analysis
thank to a small parameter ¢ that represent the transverse dimension of the cable. Our objective is prove that
(E%P, HOP) are indeed approximations of (E°, H?) when ¢ is small enough. More precisely, we expect to have

|E® — E*P|| 2y = O(6PY) and  ||H® — H*?|| 120y = O(6PFY).

To do that, we will need some spatial regularity of the characteristic coefficients (see hypothesis 6.1.3) and the
source term (see hypothesis 6.1.4). The error estimates that we want to obtain will take the form

1B° = 2] 20y < 071 C(s) |1 120 + 1div T pllzacey + 1103l ooy + 103 T2 allize |, (65)

and so on for H% — Ho» , where C(s) does not depend of 6. We will keep track of the dependance on s of the
constant C(s) and of all the constants appearing in each estimation because we aim at proving our error estimates
not only in the frequency domain but also in the time domain. Indeed to use (6.5) to obtain an estimation in time
domain the dependance on s must be detailed.More precisely we are interested in knowing if the approximation
models we proposed are valid in time domain for time 7" > 1. To return to the time domain from the study
we will present in the Laplace domain, we use the theorem 12.2.1 and the corollary 12.2.1. More precisely, from
estimations of the form

P K
125) 1220 <c<2 M) ( >, |s|k> 17 s2o (6.6)

p=0 k=—K’

in the Laplace domain s = 1+ iw where C' and «_ are constants independent of s, we can deduce an estimation
in time domain of the form

K’

T P < k K
||UHL2([O,T[,L2(Q)) <C (1+C¥T> (I;O”at JHL2([O,T[,L2(Q)) + Z ||I JHLz([O’T[’Lz(Q)) ) (67)

k'=1

where C is another constant independent of 7" and where I* stands for the integrator of power k, that is to say

[1% u(t) = Lt f:k_l f:l u(to) dto dty...dty_1.

The dependance on s of the bounds occurring in the estimation in the Laplace domain (6.6) has two main
influences in the estimation in time domain (6.7) :
e terms in ﬁ imply powers of I-H%T’
e terms in |s| imply differentiation in time (therefor in our context it leads to time regularity assumptions
on the source).
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6.1.2 The outline of the chapter

In section 6.2, we present some estimations on the solutions of the rescaled full Maxwell’s equations.
More precisely :

1. We first give an estimation of E% and H? in the L?(Q2) norm (see lemma 6.2.1).

2. Then, as it is relatively standard for the Maxwell equation, an estimation (again in the L?(Q2) norm) of
the rotational of the transverse electromagnetic fields (E3, HS.) is given (see lemma 6.2.2).

3. As it will be clear later, our analysis requires estimations of the derivatives with respect to x3 of the
electromagnetic fields (E‘S, H 6). More precisely we need estimations of d3E° and d3 H® in the L?(9) norm

(see proposition 6.2.1). These estimations are simple consequences of the Maxwell equations, they are
valid only after assuming extra-regularity on the parameters of the equations (i.e. coefficient and source).

4. As a consequence of the estimates obtained in the previous point, we deduce estimations on the divergence
of the transverse electromagnetic fields (EJ, HS) in the L?(Q2) norm (see lemma 6.2.3).

5. We can then derive an estimate of the transverse gradients of the longitudinal electromagnetic fields
(VES, VHY) (see lemma 6.2.4). This estimate be of order § and reads, formally,

IVES| 120 + IVHS | 120y = O(3).

6. Finally, we justify decompositions of the form (6.3) (note that in what follows we focus on multi-conductors

cables ) and give the corresponding estimation of the electrical potential V9 and current I° (see theorem
6.2.2) in the L?(R) norm.

In the third section, we will recall the approximation models we proposed in the previous chapters, that
is to say how to construct the approximate electromagnetic fields (E%?, H%P) and also the electrical potential
and current VP and T57 (they are 1d-fields). As explained in the previous chapters, these approximate models
are deduced from an asymptotic expansion. We introduce the truncations of asymptotic expansions of the form

P P
pop . kik  fyop . kgrk (0P . k{7k T . k Tk
Epboci= > 6EF, HYE = Y 6FHE, VR = Y VF Lyune 1= Y 0FIT (6.8)
k=0 k=0
They aim at being good approximations of the approximate models (E’S’p , H %P) and the electromagnetic fields
(E°, H?)
8,p . 10, ~ 0 76,0 ~ 179 ~ IJ9 76,0 179 ~ /0 76,0 79, ~ TO
Ep*Etrﬁnc*E7 Hp*Htrgnc*H’ Vp*vjcrtfuc*v7 Ip*Itrﬁnc*I'

in the sense that we have the following error estimates

e modeling error estimation ||E5’p - EA’fr’ﬁnCHLz(Q) + ||ﬁ5*p — ﬁg{ﬁnc”Lz(Q) =0(s**),  (6.9a)
e truncature error estimation ||E° — Efr’ﬁnCHLz(Q) + || H® — ﬁfr’ﬁnCHLz(Q) = O(oP*1), (6.9b)
e global error estimation ||E® — E"S’pHLz(Q) + ||HS — HO |L2(q) = O(6P11), (6.9¢)

and so on for ‘75,,,"75,1) V9 and I 57”,? SP 5. The global estimation (6.9¢) is the expected estimation and

trunc» trunc»

rationale behind this chapter. The truncature error estimation (6.9b) is postponed to the next section. Finally
the modeling error estimation (6.9a) is the object of this section.

1. We first give the cascade of equations that determine EP and HP and give a similar decomposition as in
(6.4), more precisely

R R V’\e ER,P N R > ﬁ'R’P
Br=vr (V) 4 (7T and Ar =1 (V) 4 (1)
0 EP 0 H?

~ ~SR,6,p ~ TR.6,p
E(S,p o ‘75,1) VQPS Etrunc,T d ﬁ&,p o fé,p VZ/Jm Htrunc,T
trunc — Ytrunc 0 + E(S’p an trunc = “trunc 0 + ﬁf}p .

trunc,3 runc,3

and so

We give the equations satisfied by the electrical potential VP and current I? , the residual terms E? P and
HE? as well as by the longitudinal longitudinal electromagnetic fields £2 and HY.
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2. Then we give stability relations of the type
VPl z2) + [1Pll120) = OQ),  [[E®P||20) + [[HP||1200) = OQ),  [|EE||12(0) + [[HS || L2 () = O(1)

and
105V P2y + 10317 || L2y = O1),  103ERP||p2q) + [|0sHP||120) = O(1),

|03 E5 | L2y + |03 HE || L2(0) = O(1).

3. Finally, we will give the approximation models (E%?, H5?) and the modeling error estimation (6.9a).

The fourth section is devoted to the truncature estimation (6.9b) in the form of (6.5). We will present the
main results, that is to say the errors estimates in the Laplace domain and the related simplifications in the case
where the cable’s physical medium is not dissipative or invariant along the longitudinal direction. The proof is
done for p = 0 and recursively for p = 1,2 using the following steps (in these steps, p is fixed and we assume that
estimations of the form (6.5) and all intermediate estimations are already obtained for p — 1 with the convention
EF =HF =0for k<0):

1. We first give an estimation of the form

5 _ o 75 _ i
||E(s - EtrﬁncHLQ(Q) = 0(0") and ||H(S — Hh HL?(Q) = 0(07).

trunc

Those estimations are not the ones we expect (O(dP) instead of O(5P*1)) all the more so as they are

not sufficient to ensure convergence of the limit truncated model (Ef;ﬁm, I?f;ﬂnc) (it is therefore a simple

consequence of the estimation of the solution of the full Maxwell equation for p = 0).

2. Then we obtain, see lemma 6.4.1, the estimation of

8 1o, 70 _ 176,
ES - Etrﬁnc,S and HS - Htrﬁnc,[i
at the expected order, namely O(dP*1). To do so we use the Poincaré inequality (see lemma 1.5.1). To
obtain such estimation, we need the estimations of EJ. — Eg;ﬁnC’T and HY — Hfr’ﬁnC)T. We will also give in
this subsection an estimation of

OKES — oK B and ONHS — oK HP

trunc,3 trunc,3

at order O(6PT1) for K = 1,2, 3 that we will thereafter need. To obtain such estimation we need estimations
of the form

oK E? — 0K EXP |12y = O(6%) and [|0X H® — o HYP || 120y = O(8P).

trunc trunc
3. Then we look for an estimations of

SRS ARSp ~RS  FR.6p
ET - Etrunc,T and HT - Htrunc,T

at the expected order O(dP*!) by the use of the Poincaré-Friedrichs inequality of the theorems 1.5.1 and
1.5.2. To do it we need estimations of

~R,6 ~SR,6,p TR,6 77 R.0,p
rot (ET - Etrunc,T) ’ rot (HT - Htrunc,T) )
and
. (8RS PRAp . (SRS fiRSp
div (ET - Etrunc,T) ’ div (HT - Htrunc,T) ’

The estimation of the divergence need an estimation of at least order one of

63Eg — 83]@5”’ and 8gﬁ§ — 63ﬁ5’p

trunc,3 trunc,3

that we have talked about in the previous point.

4. The estimation of V9 — YA/ti’fnC and I° — ffr’ﬁnc is the most difficult task. To succeed we need an estimation
of

63ER’5 — 63ER’6’p and 83HR’5 — 63HR’6’p

trunc trunc-

at order O(6P*1). To do that we will again use the Poincaré-Friedrichs inequalities with a train of though
quite similar to the second point.
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In the fifth section, we will collect all the estimations given in the previous section in order to prove the

main theorem, that is to say the (truncature) estimations of EO— Etrﬁnc and H° ng’ﬁnc in the form of (6.5).

We will also give an explicit bound of the constant C(s) for the estimation
1B = B 2y + 1H® = HOll 20y < 6C(5) 1138012200 + 110532 22(oy |
Then we will give the estimations in time domain thanks theorem 12.2.1.

The last section deals with some generalizations. Firstly the non-cylindrical case and secondly the
estimation for each orders.

6.1.3 Some assumptions and notations

Hypothesis 6.1.1. The cable ) is cylindrical (g = 0), that is to say Q = S x R with S = R? a bounded plane
surface with Q holes with lipschitzian boundary.

The characteristic coefficients, being the electric permittivity, magnetic permeability, electric and magnetic
conductivities (responsible for loss in the transmission line), satisfy the usual positivity assumptions.

Hypothesis 6.1.2. The characteristic coefficients satisfy

0<e_<e(x)<ey, 0<p_ <p(x)<py, x €,
0< Oe— < Ue(x) < Oe ts 0< Om,— < O’m(X) S Om,+, XE€ Q. (610)
In order to simplify our notation we denote £ and i the effective permittivity and permeability
~ Q@ N « . o o
g:=c¢ (1 + —6) and [i:=p (1 + —m) with a.:= = and o, = —, (6.11)
s S € I
with! s = (n + iw) € Cy the Laplace parameter.
We denote the bounds by
0'677 O'm’f 0€,+ O—m,+
Qe 1= —— | Qup— = —— , Q¢4 = y Oy =
€+ B+ €— H—
and
a_ i=min(®e,—, Qm,—) 5, 0y = max(e, 4+, 0Um. +), (6.12)
Remark that a_ and «a are related to the loss in the cable. In the non-lossy case we have a_ = a;, = 0. To

further simplify some notations we introduce

B_ := min (E_,'u_) , B4+ :=max <i+,'u+) (6.13)

€+ M+

The coefficients S_ and B account for the heterogeneity of the physical coefficients (permittivity and permea-
bility) of the cable. We introduce the velocity of the electromagnetic’s wave
1

c:= NG that satisfies the bounds c¢_ = n}%nc and ¢4 = maxc. (6.14)

We will denote the logarithmic increment of the characteristic coefficients along the longitudinal coordinate
T3 by

0Oz€ 0 0 0:
g=22 0 4= GH , ol = 3%¢ and al = 3Tm
€ I € I
and the second order
& — % . W= a?Q,J , a/é _ 6?2106 and a;% _ 6§am
€ I € I
and so on for any orders k for which such derivatives still exist
oke ob ko ko
el = B BE k) BT g ok = BIm
€ I € I

The z3 dependence of the characteristic coefficients must satisfy

L. Co:= {s € C|R(s) > 0}
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Hypothesis 6.1.3. We have the following bounds

Ex)l<ey o W<, feux)<ai, and o, (X)) <o, x€Q,
"Gl <l W<, Jed®)| <op, and o (x)<al,, , xeQ
We denote
B, =max (¢/_,py) , o’ =min(al,0r,) and o/, = max (o, o, ), (6.15)

in order to highlight the influence of the characteristic coefficients along the cables.

3= (%),
Js73

namely the current density, must satisfy the spatial regularity assumptions given below.

The sole source of the problem

Hypothesis 6.1.4. We assume that
Jpe H(div,S), 0307 € L*(Q) and J25,030° 5 € L2(Q).

We introduce some definitions that enable us to keep track of the dependence in s - in a form compatible
with (6.6) - in the estimations while shortening the presentation.
Definition 6.1.1. (i) We say that a constant C € Rt depends only of the physical and geometrical properties
of the cable if it only depends on the physical constants

C*;c+7ﬂ776+7a77a+35;5 zlr

and the geometry of the cross section S.
(i) A rational function X belongs to the set K if it is of the form

K
KX < D) ax | X
k=—K’

with ay, a constant depending only of the physical and geometrical properties of the cable (in the sense of the first
point (1)) and K, K’ finite integers.

Remark 6.1.1. In [40] the errors estimates are obtained in simpler case :
o there are no losses, i-e ay = 0,
e the characteristic coefficients are homogeneous in the longitudinal direction, i-e !, =0,

e the transverse source is free-divergence, i-e div JO . =0,

e the longitudinal source is null, i-e (7373 =0,
e the cable has a sole inner wire, i-e Q = 1.

6.2 Estimates for scaled Maxwell’s equations

We already know that there exits a unique solution

. B3\ - i
B’ = <E§> JHY = (lf;) e L*(Q,C?)
3 3

to the rescaled Maxwell’s equations (see theorem 3.3.1). In fact, we will prove that the electromagnetic fields
live a more restrictive functional space

Theorem 6.2.1. The electromagnetic fields E9 and H® solution of (6.1, 6.2) are in the functional spaces
E}, HY e L*(R, H(div,rot,S)) and Ej, Hj e H'(Q).

This theorem will be proven with the following three subsections. Before all, we want to recall the usual
Green’s formula (deduced from the ones of the appendix 10) for any T, X € C1(£2,C?) and ¢, € C1(Q, C)

Lo (2 (-, ()L, () oo o () oo
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6.2.1 Estimates for scaled Maxwell’s equations
In this subsection we aim at giving an estimation of E% and HY.
Lemma 6.2.1. The solutions of (6.1,6.2) satisfy the prior estimates

N o 1 le=2 322
| eBop < =0 ana | B < L)
Q (n+ cve,—) Q (n+ ae,—) (n+ am,-)

Proof. We integrate the first equation of (6.1) over E¢ and the conjugated form of second equation over H of
(6.1), then add them and using the green formula (6.16)

sf §|E5\2+§J ﬁ|ﬁ15|2:f 3¢ . 3.
Q Q Q

Taking the real part of this energy equality, we have

1+ 0u) [ B+ (o) [l < |[ 3255, (6.17)
Q Q Q
Moreover using Cauchy-Schwarz inequality, we get
U 5o BB < e 3l J e B2
Q Q
SO P
- [le™z J¢|
f €|E5|2 < Lz(?)
Q (n+ ce,—)
Then we have with (6.17)
LA
~ ~e R e 2 Jg 2
(n+ om,—) f plH? < U J - Ej| < e Jalliey
Q Q (77 + ae,f)
]

Remark 6.2.1. This result is also valid in the case of a more general hypothesis such as non cylindrical cable
(9 #0).

6.2.2 Estimation of the rotational
The rotational is quite simple since
SEES — 6" rot HY = fg5 and s HS + 6 ' rot B3 = 0.
It is then used to prove the following lemma.

Lemma 6.2.2. The solution of (6.1, 6.2) satisfies the prior estimates

_1 j(s
lf el |r0t]§'%|2 <45 [|(8 +ae7+)€ 2 3HL2(Q) + HE—% jg,sHm(Q)
Q ("7 +ae,—)
125
Q \/(n+ae,,) (n+ oum,—)

and
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6.2.3 Estimation of the z3;-derivative of the electromagnetic fields

Proposition 6.2.1. We can differentiate with respect to the x3 variable the equation (6.1, 6.2)

Sé\é 83E57cur15 631{\[6 2633(27583?5@5, XEQ,
sﬁ563ﬁ5+cur15 (73E'5=75&3ﬁ5ﬁ5, x € §),
R R R (6.18)
Div; (s g?d 83E‘5) = Div; J? — Div; (s 0589 E‘s), x €,
Div; (3;]5 63ff‘s) = —Divy (s o310 }AI‘;), x €,
with the boundaries conditions : R R
E’xn=0 with H®-n=0. (6.19)

There exists a unique solution since the error estimates are bounded

E A 2 RS 2 J?
\/J FIOBT + J ulosH[ < (\F) (|5_2 0332 |L2) + 1B s + oy | |HL2(Q)> :
Q Q

n+a_ (n+a-)

Proof. We only give the proof for the energy estimates, the remainder being trivial. In the as the proof of the
lemma 6.2.1, we begin with the energy equality

Sf g|03E6|2+§J ﬁ‘(}gﬁ6|2=J (?332(}3@%7‘[‘ S(’)gé\éﬁé'agﬁg—vff Sagﬁéﬁé‘agﬁ%
Q Q Q Q Q

and then we use Cauchy-Schwarz inequality

<€ s + aes] \/J e B2 \/J e 0, B2
Q Q

and so on with the other members of the right side of the energy equality. We take the real part of the energy
equality, use the lemma 6.2.1 and the previous considerations

(o) | [ @B+ [ nip| < ko) [\/ | et + \/ | M53ﬁ6|2]
Q Q Q Q

J 88356 Eé . 5325%
Q

AP I ST
Lse €2 E° - e2 03E%,

with

_1 =

(77+O‘—) ’ |M/+S+O‘;n,+|

o e~ 3|20
K(s,Q) = e7 030 +els + o Tra) )
(5,Q) = max <|| sl () +[elhs + e 4| (n+a-)

To end we use the following consequence of the young inequality

Va+vb<vV2Va+b
]

Remark 6.2.2. This differentiation is no long true if the cable is curved. The boundaries conditions are modified
by the deformation of the reference cross-section’s shape and so are the energy estimates.

6.2.4 Estimation of the divergence of the electromagnetic fields

The estimation of the divergence is more difficult than the estimation of the rotational since there appears a
r3-derivative R R
div (sEE}) = —603(sEES) +div Jy 7 + 6 03], 3.

We need to use the proposition 6.2.1 about the x5 derivative of the electromagnetic fields.
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Lemma 6.2.3.
- ‘1+ et B s+« l-l—ae+ ~
[div (2E2)||p20) <0 vEr o) vzl (n++|a|) 6™ 3 20
+5xﬁ\f(‘ o )‘gll6 23335\|L2<m+ﬂ\|dw o1+ 00300 5|2 ()
and
‘1 st Bls+ o | |14 Gmt ~
||d1V( )HLZ(Q <5\/.UJ+ (TH-OZ ) +\/§‘ = ( :::|| )2 } HgiéJgHLQ(Q)
- n+a_
1+
v umf(' +a )| [T

Proof. From (6.1), we have for the divergence

div (5 2s E%) + 380 <s 2¢ Eg) = div ] + 60500,
PN 0P _
\/L@geEgQZ\/J 19:57 | <el
4 /f easER < |1+ 22| ey J e|as B3J2.
Q Q

we recover the wanted inequality for the L?-norm of div (5 E%) The proof is rather similar for the transverse
magnetic field O

In view of

1+ e+

VET j e|BSP2,
Q

and

6.2.5 Estimation of the longitudinal fields

Lemma 6.2.4. The longitudinal fields have a bounded H'(Q)-norm, more precisely

- 2 |BLs+ o] le™2 38| 12 (0 2 1 s
VH|| 2 <0 | lsrllzz) + — T 4 e lsta e ——— e 2 33|20
H 3|| Q) || H () [ (77+a_) +| +‘ (77+a—) [ (77+a—)” || ()
and
~ 2 |,8/ s+ o | ||57% jé||L2(Q) 2 1 1.4
VES <0 |+ — Ly Virls+a — ) |67 % 3308
H 3”[12(9) l ( e (77+ 0[,) :u+| +| (77-&-0[,) - (77+ a,) H 3 ||L2(Q)
Proof. We take the transverse part of the first equation of (6.1) :
SEE) — 05e3 x H) — 6 rot H = fS,T (6.20)
so by taking the L?(£2)-norm, we have
v el oy * 52+ o B g + o0
H 32 = [ 12(Q) (52 +00) B L2(Q) Testir L2(Q)
<s||7] s +acslver f B + f LRPW:IE
2(9) Q Q M-
then we use the energy estimates of lemma 6.2.1 and proposition 6.2.1. And so on for Eg O

With the estimation for the gradient of the longitudinal fields given in lemma (6.2.4), and the Poincaré inequali-
ties, we can obtain better bounds for the L?(2)-norm of the longitudinal fields than the ones we gave in lemma
6.2.1. More precisely, through the Poincaré inequalities 1.5.1 we have for all u € H*()

o 1920y = epa| [ 19I5y > | [ [l [ we

2

(6.21)

L2(8)

L2()
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and similarly for all u € H}(Q) we have

cp,0 [|Vullp2 ) = |[ullz2 () (6.22)

with the poincaré’s constants of cross-section .S, that is to say ¢, and cp 4, given in the lemma 1.5.1. So, since

| atg = B3], =0

we have

~ [ 2 |Bys+ | lle=% 3|20 2 1 LA

H| 20y < 0cpw |77l 2 + [ 4| — SF—H + er s+ oy | | ———= 5 4 2 |e72 333|120
H 3|| Q) D, 7|| H () [ (77+04—) +| +| (77+a—) [ (77+a—)” || ()
and

% I 2 W s+ al ’ |\5_%3§||L2(Q) 2 1 1A

E? <dc = A s+a = e Y = |le72 057° .

H 3||L2(Q) p,0 < e (77+O‘—) /’6+| +| (77+04—) e (T}-I—Oé_)H 3 s||L2(Q)

6.2.6 Definition of the electrical potentials and currents

The physical quantities of interest to us are the electrical potentials and currents

S _ (176 5 _ (76
V - (‘/(I )q:l;Q and I - (Iq)q:].;Q'
To study them we need to introduce the residual electromagnetic fields that we can define as
Ef* = By = Y ViV@e, and H i=Hy — Y I3 Vi . (6.23)
g=1 g=1

with the orthogonal relations
J EER . V§,, and f AHE N g,
s s
and where the harmonic potentials @, ; and v, ; are solution of
div (fi Vibm,q) = 0, in S\Iy,
div(§V@e7q) =0, in S,

Onthm.; = 0, on 8, (6.24)
@e,q = 55, on 5k5 k= OQ

[’(Z}\m;Q] = 627 [ﬁ a'n{p\nz,q:l =0 on Fk7 k < Q
and the electrical potentials V9 and currents I° are related to the residual fields EIT?’ 9 and ﬁﬁ 9

Proposition 6.2.2. The electrical potentials and currents satisfy the -telegrapher’s equation :

A~

iwYe(2s,w) Vo (23, w) + 03 I (23, w) = 1% (23,w) + ( f 05 HI . rot @eyq> . (a)
s 9=1Q (6.25)
1w i (23, W) I‘s(xg,w) + 03 V‘S(xg,w) = — (J- 63E:,}f”6 -rot ¢m7q) , (b)
S q=1;Q

where the admittance ?e and the impedance im are defined as the Gram matriz of the harmonic spaces
Yo (23,0) = Y(E(,23,w), Suy)  and  Zip(23,w) := Z(A(, 73,w), Say )-
Proof. The proof is rather similar the one of lemma 5.2.2. O

A A A A

We define the homogenized symmetric (but not necessary hermitian) matrices (C, L, G, R) depending on
the longitudinal variable x3 and the Laplace one s as

o

e clectrical capacity : ij(z3) = f e(xr,z3) V@e,i(zr,23) - V@e j(xr, 3) dop

S
e clectrical conductance : éij(l'g) = J oe(xr,23) VPei(xr, 23) - VPe j (T, 23) dXp

o (6.26)
e electrical inductance : L;j(z3) := f wlxr, z3) Vb, i(xr, x3) - Vb, j (7, x3) der

s
e clectrical resistance : ﬁm(ﬂjg) = J Om(TT,23) VIZmJ‘(IT,Ig) . Vﬁmd(:cT, x3)dxr

s
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such that they are linked to the admittance and impedance matrices :

~

s?e :sé—i—é and sim :5i+R.
Remark 6.2.3. In the proposition 4.2.1, we introduced an other decomposition :
sY.=5C” +G” + K,
We have for each vector u € C? (see remark 1.3.2)
<s§(eu7 u)(c =35 (éu, u)(c + (ém u)(c
with

(Gun), o= [ £IVE@E, (Gu.w) o= | o [Vo@)P and G Zuqsoeq

so the eigenvalues of C and G are real (same for L and f{) We have :

[+ ae ] <6u, u)(c <R [(s?eu, u)c] < ‘(s\?eu, u)c‘ < |8+ Qe+ (au, u)(c (6.27)

[n+ am ] (ﬁu,u) < [( ) ]<‘(szmu,u)c‘<|s+am7+|<ﬁu,u>c. (6.28)

In particular all the matrices Y, Zy,, C, L, G and R are positive definite. Moreover, we have (see (5.77, 5.78))
(éu, u)c >e C_|u)® and (iu u)c > e (N5 ul?, (6.29)

with the geometric constants
1 2
Cc_= ((C’))> min |O,| (with ¢, 0(Op) the Poinacré’s constant for the whole section of Oy)
Cp, 0 q

and
A¢ = max {)\¢ ‘ Ac¢ is an eigenvalue of the capacity matrix Q:} (see property 11.2.3).

Theorem 6.2.2. The electrical potentials and currents solution of the §-Telegrapher’s equation (6.25) satisfy
the prior estimate :

1

o< —
L= (n+a)?

1 A 1~ N N
3 G2 ']5H2L2(Q) +2(6})? max ¢ max (J e|EF°P, f ﬂ|H11?75|2) ]
Q Q

1 A~ A~ == = A~
Eoi=2 JCV‘S-V5+J LI T°
2 R R

Proof. We have with (6.50) and the integration by parts

with the electrical energy :

TR, ~ TR, ~ SR, N SR, i
f 03HT’p -rot Pe,i = — J HT P, rot 63()0671' s J (93ET Lo rot ¢m72‘ = —J ET P, rot ag’wm,i
S S S S

the estimate

R <assae><\75>‘ "
Q

28 cm+a_]< J Eq]?é -rot (@%&n)(i‘;)’
o

JJA‘;-\A/"; +
Q

we have

2

J HE? rot (054,) (V)
Q

< f 1 | BRSO j (€99, 9%) < maxe? f | HE)2 f (€97, %)
Q R C Q R c
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and with the lemma 77 :

2

| 17 xot @ap) (V7)
Q

< (¢,)? maxc? f (| HE)? f (6\75, \75>
Q R ¢

and similarly :

J BRY . rot (239m) ()
Q

< (¢)? maxc? j 5|E§’5|2 f <£i5 ) ia)
Q R ¢

O

We have seen in lemmata 6.2.1, 6.2.2, 6.2.3 and 6.2.4 and proposition 6.2.1 that the constants constituting
the bounds of our inequality are related to the same physical and geometric quantities as given in the definition
(6.1.1).

6.3 Definition and stability analysis of the truncated and effective
telegrapher model

To obtain an asymptotic model from the Maxwell theory of electromagnetism, we need to do the assumption
that 6 << 1 is small enough. We postulated a priori asymptotic expansion in the form of polynomial series in
power of delta for the electromagnetic field in the Laplace domain (as it is explained in the introduction chapter)

P P
Egéﬁnc = Z S*E* and HYP = Z §* H,

trunc
k=0 k=0

that aim to be an approximation of the electromagnetic fields E% and H®. The orders 0,1 and 2 are completely
studied in the chapter 4 and 5, however we recall them.

6.3.1 Definition of the ("truncated" asymptotic) approximation model
The transverse electromagnetic fields E‘g and Itlg for p =0,1,2 are given by the decompositions
B = Y VP VGeq+ EfP and HY = > IPVip 4+ HiP (6.30)
q=1 q=1
where the residual transverse electromagnetic fields
E?’p € LQ(S)/5(575) and H;?’p € LQ(S)/H(/L,S)

are the unique solution of the following div-rot problems

div(BE") = —05 (BBL) + 6} 03 + 07 div T, div(p A7) = oy (A M),
rot Eil?’p - —spHy rot f[ﬁ’p — sEEVT - o5 Jos, (6.31)
Ejlf”’pxn=0, on 08 Hjl?’p-n=0,

and the electrical potential and current vectors

P . (T 1 T ._ (T 1
VP = (qu)q:I,Q e H'(R) and I?:= ([5>q:1,Q e H'(R)
are the unique solutions of the telegrapher’s equations
iw ?e(xg,w) \A/'p(xg,w) + 03 f”(mg,,w) = 5gig(x37w) + (J 631‘}7}?’17 -rot @e,q> , (a)
5 =1Q (6.32)
iw Z'rrb('r?n w) Ip(xffnw) + a3 Vp(x3,w) == <f 63E£7p -rot w'rn,q) . (b)
S =LQ
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The right hand term of (6.32) are be computed with the following expressions

ng = f s+ vﬁe,q
S

J 83?[2,}?’0 -rot . 4 -

S
J 83E?’0 -rot TZ)\m,q =0

S

TR,1 ~ B 2 TA A~ S A=

JS aSHT 1ot Qe g =03 <J; Jg 3 (806 q @m,q)) + fS Js73 aB‘Pe,q (6.33)
J 83E§’1 -rot 'lz)\m,q =0

S

(J 53[?1{%’2 -rot (’ﬁe,q> 503 ('/;’Y 03 \A/O) — 5 ?g Vo
S q=1;Q

<f 83@5”’2 -rot Jm,q)
S =1;Q

with the matrices 4y, {(g, 4z and 29 defined in the definition 5.4.1 and the vector \/}S’Q defined in the equation
(5.63) (see lemma 5.4.5 and remark 5.2.1) and the "conjugated potentials"

$03 ('/)\’Z 33/1\0> — SZQ/I\O + \75’2

Do = Vg(E1,S) and Py i= 9o, S).

The residuals fields can be described with the use of Helmholtz

—

N ~ -1 ~ -1
ERP —ve" + (5 + &) roté,” and AF? = Vi 4 (u + "—m) rot(,)” (6.34)
s s
where all the potentials ép, @p7 gfnp and CAep are the solution in H'(S) of the elliptic problems that follow

. (AP ~ Bp— A .2 : . ~ ~ Bp— =
d1V<€V§e ) = —a—ia(gEg 1) + 6} 0343 + 0y div Jop, in S { rot(u 1rotCmp) — seEr! — 69 J,

(r+1) _ —~p
&" &l =0
(6.35)
and o
p o ~ 7> 1 ~
le(Nme ) = _ags (MH§>7 rot( roth v )) =—spHY, inS, (6.36)
+1 (p+1) . ’
0, _ g oG’ =0, indS.
The limit longitudinal fields are R R
EY=H=0 (6.37)
and the longitudinal fields at higher orders are given (as a consequence of ) by
rot Eépﬂ) = —(sp+ Um)flg —e3 X 635351 and rot fI?EpH) = sgﬁg —e3 X é’gﬁ:’; — 0f jr- (6.38)

More precisely, the orders one and two are given by the propositions 5.2.1 and 5.4.5.
Theorem 6.3.1. The ("truncated” asymptotic) approzimation model is given by the following decompositions
~SR,6,p Q ~ ITR.0.p
70, Ve b : 79, v H
Etrﬁnc Z ‘/trunc ,q ( © q) + E%:ZTLCT and Htrﬁnc = Z Itrfmc ,q ( %m,q + ﬁtér;nc,T .
trunc,3 q=1 trunc,3
The ("truncated” asymptotic) approzimation potential and current are
5 S S =5, SRS
Vb= 6" VF and 1%, = ) oFTF
k=0

with V* and T¢ for k =0...p given by (6.32, 6.33). The ("truncated” asymptotic) approzimation "residuals" are

JoHP ijcskERx’“ and H?,

trunc,T * trunc, 3=

p
5]@ ﬁR,k
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with ER* and HE* for k = 0..p given by (6.34, 6.35, 6.36). The ("truncated” asymptotic) approximation
longitudinal fields are

EYP o }:5kEk and H? }:akﬂk

trunc, 3"

with EY and HY for k = 0...p given by (6.37) and the propositions 5.2.1 and 5.4.5.

6.3.2 Stability of the ("truncated" asymptotic) approximation model

We aim at recalling that the electromagnetic energy of order p

1 ~ ~
eri g | [ B [ i),
Q Q

and its longitudinal derivatives (for k = 0...3)

1 ~ ~
=y | [ el Brr s [ wiog e

are bounded. To do this we introduce the following energies
1 ==
e electrical energy of order p : Ve = 2 [J cVvr. V5 J LIS Ip]
R
1 ~ ~
e residual transverse energy of order p : 1P := 3 [J e|EFP1? 4 J ,u|H§’p|2]
Q Q

1 ~ ~
e longitudinal energy of order p : &L = 3 5|E§|2 + f ,u|H§2]
Q

linked with P by
S+ oy

S+ a_
Indeed, with the orthogonality of the decomposition

Jg@gp:j ?evﬁj 2|BRep
Q Q Q

&P < [57’?’17 +E8+ EQC] .

and the inequality

v o] [ ciBpp <[ aBpe < fie Tt| [ cBER ana (299 <14 2| E9-T
Q Q s Q s
we have o
f \Br? = S*“*[Jé@f@+fsmﬁw]
S+ « Q Q

It can be done similarly for the magnetic fields of order p. We need afterward of the following theorem that will
be admit.

Theorem 6.3.2. We have for order 0

—1 ~
ERO < 2 %’V || div Js 7| [?

p,w |1

—1
& < (n+a Tra (8/)* maxc*c? o (,7|2 ||degTH

R,0 sp! +o .o
e85 < &, B LB i 7, P

£8.5=0

I

then we have for order P = 1,2

[2]
]. ~ ~
Wz(kk)Ks divoR 2R T pl12 + |02 2k T, |2 6.39
T (I I)L§=OI 3 7l” + 1103 I (6.39)
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and for any K =1,2,3

K+[5]

1 . f— . _ '/\
% = (1 Gray) K('S“[ >, ldivd 2 Tl + 1052

k=0
with [-] the ceiling functions?® map and K € K (see definition 6.1.1).

For the non cylindrical case we have seen in the chapter 5 that formula (6.39) is also right for p = 0,1, 2.
Moreover, with some added regularity assumptions on the characteristic coefficients and sources the formulae of
the previous lemma are right for any P and K.

6.3.3 Error estimates between the effective and the truncated model

Using the ("truncated" asymptotic) approximation model of order p

E>  and H®P

trunc trunc

of the theorem 6.3.1 requires the computation of E* and H* at each order k = 0...p. The effective model aims
at dividing by p the number of fields that we will need to compute. The limit effective model is given by

V&0 — O P60 _ 70 F00 _ O 50 — f0
The effective model at order 1 is given by
VO Z V045V, B =T 4T, B = BO4 5B, A= A0+ s

Of course, the theorem implies that all the \A/"S’O, T‘S’O, E‘S’O, H%0 and ‘75,1, i5’1, E&l, H%! have a bounded
L2-norm. The effective model at order 2 is more complex. It is given in definition 5.5.1 and studied in section
5.5. The error estimation between the asymptotic expansion and the second order effective model is at the right
power of §. Indeed we have with the theorem 5.5.2 the error estimation that follow

~ ~ §3 1 ~
76,2
1892 - Blfellieco + 1% = Bl < —— (14— ) k(i) (131 + 1122371

with K € K (see definition 6.1.1). We have proved the modeling error estimation (6.9a). Now to obtain the
expected global error estimation (6.9¢c), we need the truncature error estimation (6.9¢). It is the object
of the next section.

6.4 Truncature error estimates

To establish the truncature error estimation (6.9¢) resulting of our asymptotic assumption (3.26) (see
section 3.5.1) compared to the initial Maxwell theory (6.1) we separate, as usual, the transverse and longitudinal
fields

P P
S Z5p , erti= ZapEp hyt o= Hy — Y 6P HY and i = H) — > o7 HY.
p=0 =

We will denote by

~ 1 ~
err, ~P,§ 2 .0 err, ~P,6 )
e | e WA B A WA

so that the truncature energy error satisfies

1 o P’I"T err,
= U eleP"5|2+f [hPop? ] =&t et
Q Q

To shorten the rhetoric, we will simply say "error" for "truncature error". The error for the electrical potentials
and currents are

P P
PO = VO Z #VP and iP% =10 — Z s TP (6.40)

p=0

2.n—1l<p<n=[p|=1
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and the energy of the error on this electrical quantity is

ger'r‘P = 1 [J <é VP75, VP7§) _’_J W] .
2 R C R c

There exists a constant C' € R* depending® only of the physical and geometrical properties of the cable in the
sense of the definition 6.1.1 such that

CIV? =V 3oy + CIT° =T 135y < E7T. (6.41)
Theorem 6.4.1. If we assume that the source is regular enough
oK J,re L2 (D)

with K = 0,1,2, then the error between our telegrapher’s model of order 0 and the full Mazxwell’s equation is
bounded in the Laplace domain by a power of the small parameter §. We denote in this theorem by C and C
constants independent of the small parameter § and the Laplace parameter s. Firstly, the estimation of the error
on the electrical potentials and currents is

C §? ~ ~
err,0 — _
€re <m l(l +15[7%) |3l 20y + (1 +[s]7%) ||63J3||%2(Q)]
LN AR S e R (T T e E R s 8T, .
(n+a_)? L2 ) 35T 2 3798 2 |
Secondly, the estimation of the error on the transverse electromagnetic fields is
err,0 2 —2 1 -8 7112 1 -2 7112
— ]. _ ~ ~
+C54 l(1+|3|2+|5| 2) +m (1+ |S|2+ ‘S‘ 8)] <||JS,TH%2(Q) +||63JS’T|‘%2(Q))
e (L4 IsI7*) 10370 711320
(n+a-)? R

Thirdly, the error on the longitudinal electromagnetic fields is :

gm0 < 06?7,

L2(Q)

By making some assumption, the estimations of the theorem 6.4.1 become simpler :

(i) non losses cases (ay = 0)

err, 06
&re V<= |Jd||L2(Q)+|53Jd||L2(Q)]
¢ . d 2|
S . 1 . + |2, -
+772 (+||)‘ TLz(Q) (1+1sF) H3 THL(Q ‘3 ’TLz(Q)]
and
£ <062 |14 — | 15IParo + ——— 15Tl
ros (n+a)? | 1O T (4 q )2 TR
TS| (14 [s2) + ———— (14 ]s?) (111220 + 110 TorlB2(y) + C O 2Tl
s n+ a)? § ST 1L2(Q) 3Js,TllL2(9) n +a_)287=TliL2(@)

3. More precisely, we have

S S P
e COL|IVP = VO 2oy + e WD) T — 1022, < 2650
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(ii) cylindrical case (5, = o/, = 0)

c&t ~ |2
+2l (14 s> +1s]7?) Hag,J&T

567"7‘0 < 052
(n+a-) £2(9)

~ ~ 2
-2 2 —2 2
LT+ an)? l(H 175) NOallize oy (1 +1517) Ha?"]s’Tm(m]

and

50 <C % | (1+5172) 1 sl 220 +

(n+

1 - .
mta)? (1+1]s17?) ||(73J3||2L2(Q)]

_ ~ _ 1 _ A
F OO (Lt lsP 4 1s177) [ arllza) + €% e (L 1sI7%) + oy (L Is 4 s 2)] 19577120
e (1Y) 1B
(n+a_)? RS

For higher orders, we have similar type of error estimates but we will not detail the precise dependance on s.
We aim at demonstrating the following errors estimates for any order :

Theorem 6.4.2. If the source satisfies
o8 J.reH(iv,S) and 05J,seL*(S) for k=0..P
then we have for order P = 1,2

& 1 ki 2k 3 2k
germP < §52(P+1) Z (nT Z |div8§ Js,THQ + Hag Js||2

k=0
and the electrical energy error satisfies

P+1
1

(5]
Ere” <ot (Cy + 67 (Z {1+ a_ ) >) K<|s>l >, lldivd§ ™" Tl + |a§2’€Js,3||21
k=1 - k=0

with [-] the ceiling functions map and K € K (see definition 6.1.1).

In first instance, we need to write down the equation for the error e+

do

and A%, In order to ensure this, we

P

Z (5.6,5.9)

which gives

( . 7y (p+1) 770
s€%eP9 —curly hT0 = —6P rot IA{?Z)H) +6°t rot Ijg , inQ,
rot Hyp, rot Hp
7 (p+1) 770
~§TPS ~P.5 rot E _1 [rot Ej .
sp’h? + curly e? = P ~ -0 ~°2 |, in Q,
. ’ (rot E(TPH) rot £
Divy (5856P5) = —¢P 83E’§, in 0,
Divs (s,u5 hP5> — o7 0,2, in Q.

Since we have £9 = ﬁg = 0 (see equation (6.37)) the previous equation becomes with the equations (5.6, 5.7,
5.8, 5.9)

s89eP —curly hT° = o7 [5gf—s§E’p+ <€3 Xg?’ﬁg)] , in Q,
sﬁ5ﬁp’§+cur15 ehd = op [Sﬁﬁp_<eg><033§‘§>]’ in Q, (6.42)
Divy; (s€56P5) = —0P 83E§, in €,
Divs (s,u‘shp‘s) = 4P 63ﬁ§, in Q,

plus the boundaries conditions

ePPxn=0 and hP%.n=0 onoQ. (6.43)
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6.4.1 Estimation at order O(d”) : convergence results for P > 0
We are now glad to announce the following convergence theorem :

Theorem 6.4.3. We have the following prior energy error estimate

52P 2 RPN
TP < 5|0y lle7 2l Tagq) + s +arPET + L EL 5
(n+a-)
and so for P > 0 there is convergence
gerr,P — 0.
6—0

Proof. We proceed in the same way as the proof of lemma 6.2.1 and in proposition 6.2.1 to obtain the energy

inequality :
2P R R A 2 R P |2
germlP < T max f et |08 T —sEEP + (63 x aP’HT) , J pwllsaHP — (e?’ X 83ET>
(77 + O‘—) Q 0 Q 0
and we conclude with theorem 6.3.2. O

But we are not satisfied since we have not yet proven the convergence of order 0 all the more so as if we only
have convergence, we do not know if considering higher orders will improve the approximation or not. A better
bound in term of ¢ can be find with the use of Poincaré-Friedrichs inequalities. To do it, as usual we separate
the transverse and the longitudinal fields errors

1 R R 1 R R
e = 5| [ cter e [ whpor| aa e =g [ cepoe e [ wipoe).
2 o 0 2 e o

We will work recursively for p = 1,2 with the convention EF = H* =0 for k < 0.
6.4.2 Estimation of the longitudinal fields
We do (6.20) minus Zf:o 0P (6.38)
sEer’ — ey x 03 ?111?’6 — 0 ! rot ﬁf“’é =60+ Tor (6.44)

so by taking the L?(2)-norm, we have

~

HV}ALSPH,&‘ 7.

<0 5P+1) + 15+ ey | VET f elo2 4 Jﬂaﬁ”“.
L2(9) lo L2(Q) |8 + e, + [ V/E+ QE|6T | Qu,| shy |

We take the longitudinal derivative of (6.44)
883?@7{3’6 + Sé\agé\;’é — 6§ es X ?111«3’6 — 6 ' rot 83?lf+1’6 = 5(1;+1 agj&T

and we have :

o]

-r, P
L2(Q)+|6;S+a{‘r}\/u+ g’;f”

s+ | yErAJETTE + 4 uTt /5;5;’1,

Similarly for the second x3-derivative, we have

,P
P A TRANCNCE
/ / 5err,P 8err,P —1 gerr,P
+ |8 s+ | VErA T+ Is+ ag] ey s TAKD s |

And so on for €3P % Then with the Poincaré inequalities (6.21) and (6.22), we conclude that

L2()

<6V2 [55’“ Hagfs

v

<ovV2 léé’“ 23],
L2(Q)
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r,P—1
5677,
T

Lemma 6.4.1. If the energy error of the transverse fields and its three first xs-derivatives are bounded

by 62T then the energy error of the longitudinal fields c‘,’;”’P and its three first xs-derivatives are bounded by

52 (P+D) gince
NC T [55 e O P Y \/ss;'ff‘ll

and

err,P P T / ’ —1 err,P—1 —1 perr,P—1 err,P—1
V€ SOcpuw léo ,/u+’J57T’L2(Q)+|ﬁ+s+0¢+ maxc -~ A/EF + s+ ay[maxe™ 5T + 6+4/56§’T 1
and

+ |615 + o/fr’ max ¢! E;M’Pﬂ

err,P P T
Eay3 SOCpu [50 VHA ‘JS,T‘

L2(Q)

+|Bys + ay|maxce™! 55;7}13_1 + |s + ay|maxc” \/ﬁ+ By W}

In particular, for the order P = 0, we have :

2

5er7‘,0 62 2 ’j; ’
3 D,w M+ T LQEQ)
err,0
ETTO <R,y Ha:,,JgT oy (6.45)
2
err,0 2 2
5&‘%,3 S p,w M+ S T‘ L2(Q)7

so we have convergence for the longitudinal fields and the expected error estimates. But for the order P > 0 we
need to study the error for the transverse fields. To do it, we need an estimation of the longitudinal derivative
of the electromagnetic fields. We have for every K

Lemma 6.4.2. We have for every K

err. 52p -
EqrT < C— | e 20 T30 + Z 561 + a2 R +Efcn
3 (77+04—) k=0

Then we have
Lemma 6.4.3. For every P =1,2,

P §2 (P (K—k) (K k) (k P— ! (K—k) (K k)2 oP— P
iy <C( ) 2 2|s5 2 sl Vel 1+2 |58 PenTrench

n+o- k=0j=0

The previous formula is valid for every k if we add some assumptions on the regularity of the characteristic
coefficients. We have

52(P+1) B _ _ . —
Ef;‘(r,P < 072 |Sﬁ+ + a+|455( Ly |5ﬂ+ + a+|2 5PK+11 + EPKJ}Q + ‘SBQ- + 06,—}—‘4 Z 511 1
O3 73 O3 9 o 83
(7]+a_) ’ ’ F=0
K
et (5|

6.4.3 Estimation of the error on the residual by the use Poincaré-Friedrichs in-
equalities

Estimation of the curl

We use the equation (6.42)
vot 8% =~ [0 — o7 H| and rot R = o s [6 — 87 BY| + 669 s (6.46)

so we can prove the following lemma.
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Lemma 6.4.4. We have :
J p ot R0 2 < 6 ls + ay | [ J w12 4 6" J u|ﬁ[§9|2] )
Q Q Q

and

_1~
+ 552 lle™2 13l L2(q)-

f 5_1|r0tﬁ;’5 205+ ay J eled®)? + 6" J e|EF|?
Q ) Q

Estimation of the divergence

For the divergence, we also use equation (6.42)
div (5565’5) = —0"T! 5058 [ég"s + Eg] —0P T 520, [€§’6 + Eg] and div (sf }AL;"S) = 6" sasn [iALSP’é + ﬁg]
Lemma 6.4.5. We have a bound for the divergence of the transverse fields error since :
~P,§ 2
Ve \/ | < (5oe+1Bpe)

e un 2o e f < (o + )
S Q

Ol/
|| div (Ee2)|| L2y < 8PV |, + s*

and

[ div (57| Loy < 6P+

O+ 2P 7
et \W\/f u(1R52 + 1AL P)
Q

S

S Q

The bounds of lemma 6.4.5 are at least of order §(P*1) since the estimation of the x4 derivative is :

. §2p ~ €
e < | 01672057 L2 () + |5 B + 4|2 ET|s + ay [P EL + max ( “) &L
(n+a-) poe)

The fact that the norm of both rotational and divergence are order 6(P+1) suggests to us the use the Poincaré-
Friedrichs inequalities.

Introducing the electrical potentials and currents and the Poincaré-Friedrichs inequalities

We introduce the residual terms :

Q Q
~R,P,§ ._ ~P? P54 TRPS . _ P8 PSS g
ep " i=ep’ — E v, Vi and  hp "= hypt — E iy Vg,
q=1

g=1

P,s

where the error on the electrical potentials vI*° and currents i¥ are defined in (6.40). Moreover the following

orthogonal relations are satisfied :

f gel? . ypi =0 and J AREPS gt — 0. (6.47)
s s
We also remark that

div (EeP%) = div (eR’) , rot e’ = rot &n’ (6.48)
and R R R R

div (@ h?’P"s) =div (2 h?é) . rot hiP0 — rot h2°. (6.49)

The Poincaré-Friedrichs inequalities (theorem 1.5.1) say that

IJ é\|'€\?5|2
S

1 VIO @ ~ S~ ~
< c? ||d1V (E 6576)H%2(S) + Cg,w et ‘1 + %’ ||r0t ei’éHQLz(S) + 1Y, VP,5 . VP,6
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and since !1 + and ‘Ye\A/P*‘; ~\7P*5‘ < ‘1 + a‘%| CvP9 . 9P we have

e abo|2 e
| [ el < U|
Q

2 2
P2 < 05| . (AnPEY |2 2 S+ Qet S+ Qet J SP6  oP6
€ —— = ||div (€e +32 e | T—2F] [|rot &% + | — Cv™?.vo
L "< e_|s+ ae,—\z : ( ’ )||L2(Q) PV s+ Qe,— ot &7 ||Lz @ " s+ Qe,— | JR
and similarly with theorem 1.5.2 :
2 2
~ C |S\ ~ S+ « ~ps S+ « caps
hP’[s 2 _ 'p,w div ,\hP,(S 2 +02 m,+ rot hP, 2 + m,+ J LiP,(S,iP,é
LN‘ rI° < —/L|S+Ozm,7|2 I (,U T )||L2(Q) p,0 H+ 7s+am7_ | T ||L2(Q) 7s+am_ .

With Those two last inequalities, the lemmata 6.4.4 and 6.4.5, and since Poincaré’s constants satisfy c, o < ¢
we have the following lemma.

Lemma 6.4.6. We can bound the error for the transverse fields :

err,P err,R,P s+ Qy err,P
Ep T <&y T3 Lo | CLC
with
3
err,R,P _ 2 oSt ay| pooy 129 2 o st ail’ ofperrp | 2P op
5T ICp7w207 7_ 60 (5 H€ 2 J3HL2(Q) +Cp7w407 ma 53 +5 83
s+ag) P sBl + o, ? p

2 2 (P+1 2 + + 2 (P+1 , P
by |t D e €l | 4, 48y |TEE ] B2 | 1 ef |

and the electrical energy error £ defined in (6.41).

err P

We know with this lemma that except & all the coefficients are at least of order 6©2F*1 . The next

subsection is devoted to the estimation of €75 P.

6.4.4 FError estimate on the electrical potentials and currents

We can also give the error from the telegrapher model (with a proof similar to the one used for (6.32))

iw Yo (23, w) VPO (25, w) + 05170 (23, w) = ( oshEP0  rot @w) , (a)
s =@ (6.50)
W iy (3, W) 170 (23, W) + 03970 (23,w) = — < 63€§’P’6 -rot 1/’m,q> , (b)
S =1;Q

Lemma 6.4.7. The error resulting of the estimation of electrical potentials and currents is bounded by the energy

of the x3-derivative :
2
P max c TR,P,5|2 ~R,P,§ 2
EliT < ﬁmax <J5u|83hT J |Ozer "] >

(n+a-
U 03 eRP5 rot@m(iR) .

Proof. We have the estimate

2670 [+ a_] U 63hRP5 rot . (vF?)

We thus have

2
3h$’P’6 . rot @e({\’R&)

<f e P2 J CRERL) <maxc2j u|33h§f75|2f (Core, 979)
Q R c Q R C

2

J 03 eRP‘S rotzﬁm(iR)

< [ wteset op | (B0 E0) <maxe [ st | (EE7 1)
Q R c Q R C
O

So we need to prove that the following energy

1 ~R,P,5|2
e = g || wleahgop

J |03ARP§| :|

is of order §2(P+1)



176 CHAPITRE 6. ERROR ESTIMATES

err,R,P
&,

Estimation of with Poincaré-Friedrich inequalities

To do this we again use the Poincaré-Friedrchis inequalities. We have

RP(S _ AP,(S _ _ ~/ AP,5 __sp Ap _ ~ AP,ts __sp Ap
rot Osér %) 0Osrot e, 10) dsp’ [h3 0 H3] 0 si103 [h3 ] H3]

We will not explain again how we bound both rotational and divergence and just give the result. For the curl
we have

J ~Lrot 03 eRP6| <
Q

0 Isu’++a:n,+|\/ f u|ﬁ§’5—6f’ff§’5|2+6|s+am,+|¢ f pldshy® — 6% &5 Hy )%, (6.51)
Q Q

and

J 1|rot(3hRP6|2<5’s€++a{,+|\/J el® —sv EPOP?

+(5{s+ae+|\/f 038570 — 6P 03 3|2 (6.52)

+5g J 6_1‘3333|2.
V Q

We have for the divergence :

||diV (§a3€T )||L2(Q) < s+ 1o

e (16512 + 1BS 1)

b g |y Yot

\ﬁ\/f |a ebo2 4 \53E§|2) (6.53)

+ 5@+ ]1+ a”) F\/J 03652 + |3 B P2),

and

// Xy o m,+

ldiv (A RE°)||p2(q) < 6PFY

rw BE72 + AP

5 +\ r\/j (1235712 + s BF ) (6.54)

+ 5(p+1)

Q

Then to prove that the two estimates of the divergence are bounded by §(*+1) we need to do an estimation of
the energy of the second x3-derivative

err,P | 1 27 P52 2~P,6 12
5532_ =9 SH|63hT |6 )

which can be bound (the calculus are left to the reader) by

62p _1.~n 9
5§£7P<m 5|l é83]HL2 B+ L PEY +2|B s+ o PEL + |5+ ayl? 502 +maX<M 'g) 8(%.]

To conclude we have with the Poincaré-Friedrich inequalities and the estimations we just gave of both rotational
(see equations (6.51, 6.52)) and divergence (see equations (6.53, 6.54)) the following lemma.
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Lemma 6.4.8.
err,P _2 S+ oy P _1 ~
503T <20pw _ 8_{_7 (50 (5||5 263J3HL2(Q)
2 2 |Staq 252 [perrP 2P st arl olcernp , sap
+4cp,w - s+ a_ |S/’L++am+| 0 |:(€ +5 53:|+4pr _ m(s [55373 +(5 5033]
s+ay [ P spl + o P
Act ., Bt o 52 (P+1) [ger +502 ]+86§,w5+ ﬁ 52(P+1) [ger Ler 3]
P+ o err, +
+4c2 ., By ii af S ey [5 Pyl ] i O‘t (VBpw+ 1By.)
with
Q 2
VB, .= Z q g0zl Pe . ) <J gogelb . vag’) :
4,9’ S
and
Q 2
e ), ([ e i) (ot i)
a9 ’

Estimation of VB, and 1By .

We need to bound the last terms in the Poincaré-Friedrichs inequality
VB,w and IBj,.
With the conjugaison lemma 1.3.5, we have

Y. ! =27Z@E19)

€

and then with property 1.3.2 we have

~R,P,5 A

VBpw < 5 £ Osér ol

Qe

|1+

Since e? P9 is orthogonal to V¢ (see (6.47)) we have by zs-derivative

fs@ARP‘S Aufagae”“ quMR -Vosp? = 0,
S S

then with the Cauchy-Schwarz inequality, we have

2 ~2 2
~n ~ 33" Lo ~RPs2 _ |S€y +ag ] ~ ARPé
08 RP6 q < |A 8l q|2 J e, JE v f
| o 2l < ([ Seenvenr) | clepnr < et ([ el §

and similarly with the Cauchy-Schwarz inequality again, we have

< ([ wage) [ 2| | crepe
s s s

div(EVdsPe,) = —div(3:8VPe ), in S, div (7 Vasthm,g) = —div(dsfi Vi), in S,
and
Peq =0, on 05, (3n8312m7q =0, on 08,

~~R,P,S ~
Je i -Vasp?
s

Then we note that ds@. 4 is the solution of

By the weak formulation of the above problem, we have

~12
—| [ENVE?,

f 8l |VaspeP = U 03201 - V807 <
S S

f 11V asa12
S
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([ rwen).
2 «
e 22| ([ awene) [ eepeop
S

sSo
ss++0z

El|Vaspl]? <
[ frvae < |

and thus
/ /
seL + a4

<

2
~sR,P§ ~
J e Vol
s

S+ Qe —

We thus have

~R,P5 lse’s +ag |? |sel +ai, \5+Oée+| J N 2 J pRLPS|2
£0s Vi < > gl v s
JS 6 Pe| = l |S‘ |s+ae,,\ s—I—ae,, | || (pe| T |
then we use (1.26)
~R,P,5 <~ 55/++O‘é+2\3+04e—| 55/++aé+2|5+04e+| Qe + ~R,P,5|2
f&& -Vl < : : : : €4 ‘1+—”J5|6T”|
g 5+ e — |'s| 5+ e — |s] s g
To conclude we have
B c |S€’++a’e+25+o¢e+|2j ~R.PS§
VBpw < 2¢' Tr(€) =& ’ ’ ele ™)
pow < 2Ag Tr( )E, 5[5 + e |? s ler 1%,

and similarly

IBpyw <2AcTr (¢71)

Pt |sM/++Oé§n,+28+Oém,+|2J M|;LR,P,5|2
- [[[5 + ctm,— |3 o

then with the Poincaré-Friedrich inequalities and (6.48, 6.49), we have

S+ oy |3ﬁ++a+|2|8+0‘+‘ err,R,P
VBy,w+ IB,w) < K Er , 6.55
s | (VB o) < e B T S T o
with
K¢ := 4 max ()\El Tr (€), Ae Tr (671)) . (6.56)
Conclusion

Collecting (6.55), lemma 6.4.8 and lemma 6.4.7, we have :

Lemma 6.4.9. The error on the electrical potentials and currents are bounded by known quantities

err, 52 -1 = -1 T
Eret < ———5 68 | Ko(Is]) lle™2 Jsll32(q) + Kayo(ls) [l€72 83J5l[72 (0
(n+a-)
+ 572 K (|S|) [gerrP +52P5 ] +K (| |) [ errP + 52P5 ]
n+a)? | s ? %33
52 (PJrl) e’r’T e”"f‘ e’r‘T
+0H*¥>l () [E577 + &8 |+ Kallsl) [E5757 + €8 5] + Kallsl) [£557 + 5 ]]
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With the following rational fractions :

|s By + oy [P [s + ax|*

Ko(ls]) == (4= ¢3) ¢} oy K

[s[]s +a_]
- s+ oy
K0370(|5|) = (4‘372 Ci)c;lz?,w 84-70(
K1(|s]) (8B4 %) 85++a12+K |S,3'++a’+|4|s+a+|3
S|) = c c ‘
1 + &+ 5w S+ a_ [ |S| |s n a,|6
s+ ay

|S:LL/+ + O‘frn,-‘r|2 + K¢

Ri(lsl) == (8¢=22) 3, (

Ka(|s]) = 8 B+ ¢3) 5. (2

s B + o, 2]s + |
sTfs + a_F

|s5;+a;|2|s+a+|5>

S+ a_

sBl + o [*

+ Ke

s+ Is||s + a_|©
9 o9y o Istaql?
(| |):= (8¢ C+)Cp,wm
2
. 2 2 S+Oé+
K3(|S|) = (85+ c+)cpw S+ a_

There exists a constant C that depends only of the physical and geometrical properties of the cable (in the
sense of the definition 6.1.1) such that the rational fractions of the lemma 6.4.9 satisfy

Ko(|s]) + Ka,.0(|s]) + Ku(|s]) + Ki(Is]) + Ka(ls]) + Ks(]s]) < (Z ISI’“>

k=—-7

By making some assumptions, we can simplify the expression of the rational fractions in the lemma 6.4.9.
(i) Non losses cases (a; = 0)
Ko(|s]) := (4¢2%¢}) e o Ke (B)?

Kas.0(ls]) := (4¢* 63)02

Ki([s]) == (881 ) &, (( 1)? + Ke W)
VKi(ls]) == (8¢ e2) & (B1)* (1 + Ke) s/
Ko(ls]) = (884 2) ¢k, (2 + Ke) (B)?
Ro(Js]) := (8¢22c2) e Il

Ks(ls]) := (8 B+ %) 2

There exists a constant C that depends only of the physical and geometrical properties of the cable (in the sense
of the definition 6.1.1) such that if o} = 0 then

Ko(|s]) + Koy,0(Is]) + Ki(Is]) + Ki(Is]) + Ka(ls]) + Ks(|s) < C(1 +[s]*).

(ii) cylindrical case (f, = 0 and o/, = 0)
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Ko([s]) :=
+ «
Ko, (422 ) 2 ST oy
onolls) = (e ), |t
Ky (|s]) :=
Ki(Js]) :=
Ka(|s|) =
—2.2y 2 s + ay |
(l |) ( c+)cp,w ‘S+Ck,|
2
L 2\ 2 S+ oy
K3(|S|) T (Sﬁ-‘r C+)cpw s+ a_

There exists a constant C that depends only of the physical and geometrical properties of the cable (in the sense
of the definition 6.1.1) such that if £, = 0 and o/, = 0 then

Ko([s]) + Kas,0(Is]) + Ku(ls]) +Ki(|s]) +Kz(|s]) + Ks([s]) < <Z |s Ik)
k=—2

Lemma 6.4.10. The error estimation of the transverse fields are

- Ko(|s]) 15 Kas.o(ls)) \_—1 5 7
l <C;127,w20—2 + 5 ) 1le72 JallT2gq) + 77370[_)2“5 2 033|720

(n+a-)

S+Oé+

err,P SP 52
5T g 0
S+ o

S+ oy
S+ oa_

+ 82| 2. 4c72 |s+o¢+|3+ 1
PO stas| (0t an)?

I~{1(|s|)1 [5§”’P 4 82P 55]

S+ oy e'M’P 2Pc¢cP
(n+a_ )2 sra | el D[ o 5(73’3]
"ol 2 1 S+ a

52(P+1) 4 5[3_,_ + + K [EETT’P_A,_&P]

B s+a_ m+a_)? |s+a_ 1(ls) s ?

2

2 (Pi1 s+ ay 1 s+ oy err,P P
s )[ w 4P s+ a_ n+a)? |s+a- Ka(Js1) [5(73’3 +5’93’3]

52 (P+1

) S+O[+
(n+a )?

= Ka(lsl) €577 + €8 4|

6.5 Collecting all the results to prove and improve the main theorem

On the other hand the truth of the thoughts
communicated here seems to me
unassailable and definitive. I am, therefore,
of the opinion that the problems have in
essentials been finally solved.

Lord Russel

6.5.1 Truncature error estimates for the limit order
Theorem 6.5.1. If we assume that the source is reqular enough

j&TELQ(Q) and JS 3,63J53763 3€L2(Q)

then the error between our telegrapher’s model of order 0 and the full Mazwell’s equation is bounded in the Laplace
domain by a power of the small parameter §. Firstly, the estimation of the error on the electrical potentials and
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currents is

err, 52 1= 1 T

2 \m [K0(|S|)||€ 2 J3l| %20 + Kaso(|s]) le 263J3||%2(Q)]
S K K ’ K K 0Tl K 227 .|
s | s+ Es) [Fur |, o+ (ol + Rallsh) [T, o) + Kol [03Tr

Secondly, the estimation of the error on the transverse electromagnetic fields is

‘ +a - Ko(|s]) _1 % Kas.0(]5])
gerr,o <52 S + 2 9 2 2 J. 2 3,0 2 J.
T st o CpwsC + 7(77_’_&7)2 ||€ 3||L2(Q) + 7(7’_’_& )2H€ 03 3HL2(Q
[ 2
4 2 olstayP o, spy + oy 1 s+ag - .
+ 0% Cpw Py | CppdeZ m+cp,w45+ p— o |s+a (K1 (Is) +Ka([sD) | [1s,7]|72(0)
i 2
4 2 s+ ay 1 s+ag - .
+ 0% Cpw pt | Cp AP | o 2 |sta. (K2(|8|)+K2(8))] 1035, 7172 (02)
§tepw iy |5+ ay ~
et |2

Thirdly, the error on the longitudinal electromagnetic fields is

~ 112

ger'rO 52 Qw:qu‘J

L2(Q)

All the rational fractions Ko(|s|), Kas.0(]s]), K1(|s]), K1(|s]), K2(]s|), K2(|s]) and K3(|s|) are defined in the lemma
6.4.9.

Proof. With the lemma 6.4.9, the error estimates on the longitudinal fields (6.45) and the fact that the longitu-
dinal fields of order 0 are null we have the bounds on E;TT’O. We conclude with (6.29) for the estimation of the
error on the electrical potentials and currents. Then the estimation of the error on the transverse electromagnetic
fields is obtained with the lemma 6.4.6.

O

It is easy to find the bounds of the theorem 6.4.1 with the theorem 6.5.1 and the following lemma which is
an application of the Young’s inequality.

Lemma 6.5.1. There exists a constant C independent® of s

(k_i{/ s’“) <C <1 sl 4 s [K;l])

with [-] the ceilling function.

6.5.2 Truncature error estimation for orders p = 1,2

Theorem 6.5.2. Consider an integer 0 < P < 2. If the source satisfies
o¥J.reH(iv,S) and 05J,seL*(S) for k=0..P

then we have for order P

P (51
E5P <8P (Cy + 82) (2 CET ) l |dwa§2’“JS,T||2+||3§’2’“J5,3|21,
k=

0

[%]

err, P s4(P+1) o [ 1 S g 2k S 12 p—2kF |2

Ep 7 <0 (Cy+6%) Z(n+a [divas™ =" Js || + 1105 " s l|7 |
k=0

4. More precisely, C' depends only of K and K’
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and the electrical energy error satisfies

£ < 8P (0 + ) <PZ M) K<|s|>[§0 ldivg 2 F,|® + 11052, al
with K € K (see definition 6.1.1) and Cj = 0 if the source satisfies
ding,T = ﬁ,:ﬁ =0
and Cy =1 if not.
Proof. We demonstrate it by recurrence with lemmata 6.4.1, 6.4.6 and 6.4.9 and the theorem 6.3.2. |

6.5.3 Error estimates in time domain

We are interested in knowing if the telegrapher’s model we proposed is valid in time domain for quite long
times T' > 1. To return to the time domain from the study we did in the Laplace domain, we use the theorem
12.2.1 and the corollary 12.2.1. To do this, we first remark that all the constant of the form

L 1
(2 W) K(|s|) withKeK

p=0

are what we called "admissible for the time domain" in the theorem 12.2.1 and that the inequalities of theorems
6.5.1 and 6.4.2 are suitable for the application of the theorem 12.2.1 (and the corollary 12.2.1 for regularity L*®
in time).

Theorem 6.5.3. Consider T > 1. If we assume that the source is reqular enough (in time domain)
Jore H'(10,T[, L*(Q)), d3Js7 € H' (10, T[, L*(Q)), 05Js,r € L*(]0,T[, L*()),

and
Js3 € L*(]0,T[, L*(Q)), 05J53 € L*(]0,T[, L*()),

then there exists a constant C' independent of T and & (more precisely C is "elementary with respect to the
physical and geometrical properties of the cable” in the sense of the definition 6.1.1) such that :

5T \°
5§ xs0(2 5 70(2 2
IV = VIR, o) I =PI o o) <€ (1) |G+ (Coa + Cama + Cara)
with
o 2 3 2 2 1 2
Cra =1l (070, 12@) 1% T8l (o0, o) 105755112, (ort.2) T 111 05,51, (0.7, £2(@)’
+ |13 Jg.r||?

R 2
Crro = |\Js,T||H1(

10,71, L3(%)) Tz (jorl, L2(@)’

Crra = 10sJs7|? +[|[1* 03T |2
H L

2(lo.7[, 22(2)’
+ I 3Tl

t(Jo.7[, 22(2))

Cira:= |\5§JS,T||2L

2(jo.7(, £2(9)) (to.7(. 22(@))”

In some particular cases the constant Cj3, Cyr,0, Csr,1 and Cj 72 can be simplified.

(i)Non losses cases (ay = 0)

| 2

Q 1= < 2
Cys: ||J5,3HL2( L2(]07T[,L2(Q))>

10,70, 22()) 1105755

Ciro:i= HJs,T”i{ ,

L(jo.7(, 22(9))

Ciry = HJs,THZ

)

1(Jo.7[. L2(@)

C = || s l|?
g2 = || 7T||L2(]07T[7L2(Q))7
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(ii) cylindrical case (f, = 0 and o/, = 0)

2 15 2
Cys =03 93|| 22 (jo.1L. 22(@) + (1 3J93|| 2 (Jo.11, £2()’
Curo:=0
. 1 2
Crra:=|Js, THHl(]O Tl 12@) + (|1 agJS’SHL?(]O,T[,L?(Q))’
_ 1 2
Cira: ||JS,THL2 (0.7, £2() + 11 Js,T||L2 (010 L2(@)

Theorem 6.5.4. Consider T > 1. If we assume that the source is enough regular (in time domain) :
Jore H'(10,T[, L*(Q)), dsJs7 € H' (10, T[, L*(Q)), 05Js,r € H' (0, T[, L*()),
and
<]s,3 € L2 (]O7T[a LZ(Q))v 63‘]8,3 € L2 (]OaT[v LZ(Q))7

then there exists a constant C independent of T and & (more precisely C' depends only of the physical and
geometrical properties of the cable in the sense of the definition 6.1.1) such that the (truncature) error between
our limit telegrapher’s model and the full rescaled Mazwell’s equations is bounded in the time domain by a power
of the small parameter §

T 2/ AT T T
Ci3+06°(Chpro+Crra+Chro)

5T \?
§ 02 g 2 —_—
VB = Bl ot ) W = FE s o ) < © <1 +aT>

+ 06 D§3+52(D§TO+CJT1+DJT2)]
and
2 5 77012 2 2

||E3 EaHLQ(]OT[ LQ(Q)) + || H3 H3||L2(]O)T[ )LQ(Q)) <6°C||Js HHl(]OT[ LQ(Q))~
with

2 4 2 2 1 2

HJS3||L2(]0T[ L2(@) + I JS’BHL?(]OAT[ r2(@) + 1103 53\|L2(]0 R + |1 a3Js,3||L2(]O)T[’LQ(Q)),
C}:T,O = ||Js,T||

)+|| @TH (

m (Jo,7(, L2()

T ._ 2
CJ,T,I = ||63J5,T||H1( OT[,LZ(Q))

[, L2(2))’

I4 2
+ || agJS’THLz(]O,T[,LZ(Q))’

+ (11103 T |2

2
\CJ’ 2= 10 JST” 1(jo,7L, L2(@)) 2 (jo,71, L2(@))
and
2 2
DY 5= 33|| 2 (Jo.1(, L2() + |1 J5*3HL2(]0T[,L2(Q))
2 L2
Diro= ||JST”H1(]OT[ L2(9)) + I “THLZ(]OT[ L2(@)’
DY py = 10357l + |1 03],

a1 (Jo.7(, L2(2) L2 (o711, 22@) "

Then for the other orders with the theorem 6.4.2 we have the theorem that follow.

Theorem 6.5.5. We assume that the source satisfies
o5 Jore H*(10,T[, H(div,S) ® L*(R)) and 5J,5€ H(]0,T[, L*(Q)), for k=0..P.

There exist finite integers K and K’ such that for order P >0 and T > 1 we have

sT \?** sT 2P+
gerr,P < CP d gerr,P < CP
3 l+a T Joand o er l+a.T >

and the electrical energy error satisfies

||V5 Z 5pvp|| ||I(5 Z (SpIpH < oT 2(P+1) CP
L (Jo,1( ,22(@)) T[,22(2)  \1+a_T 7
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with

—

3

cr =y (ldwag‘?’m,ﬂﬁ I a2,

Pt a5 (10,77, L2(2)) 0.7[,L2(2))

p—2k 2 K' Aap—2k 2
+ 0% Js,3||HK (10.71, £2()) + [ 05 ‘]573HL2 (]o,T[,L2(Q))>'

6.6 Two generalizations

6.6.1 The non cylindrical case

In the previous chapter we studied the telegrapher’s model in the non cylindrical case for the orders zero to
two. In view of the complexity of the order 2 and since this model incorporates the defaults that we want to
highlight, we have not seen any benefit in studying higher orders. In this section we are interested in knowing
if the solution of the telegrapher’s model converges with the solution of the full Maxwell’s equations when the
anstatz 0 tends to zero. To prove it for the orders one and two, we can adapt the procedure used in the proof of
theorem 6.4.3 in the non cylindrical case.

In the non cylindrical case the equation (6.42) is still valid but the boundaries conditions (6.43) on 09 differ

_1,Ps
§1e xn=0

steln—gel = gsP BEF (6.57)

(5‘1ﬁ:,1?’6 . n—s—gﬁf’é = —gépﬁgp

_LQ@)XH.(nx(f))xn (6.58)

LQ[X><n(<p~6gT-n)*Txn(u*JgXWL)]

and the Green’s formula (6.16) differs too
T X T X
J Cur15 < ) . ( ) - f < ) . curl(s < >
Q 2 U o \¥ U

Theorem 6.6.1. We have the following prior energy error estimate
5P
1/gerr,P < K

N+ a_ * \/W] ((%DHJHL?(Q) +VEr + \/@4' ||9EZIE||L2((?Q)) .

In particular for P =1 and P = 2 we have the convergence
O(5P) . O(5P+1) 0
n+a-  /nNt+a_| -0

5P+1

A /gerr,P —

Proof. We integrate the first equation of (6.1) over E9 and the conjugated form of second equation of (6.1) over
H? then add them and using the previous green formula (6.16)

sf 5|a;?75|2+§J A
Q Q

~ A~ P —_— ~ P
zapf [53J—S§EP+ (63 Xg?’HT)] e’ +5Pf [sﬁm_ (63 XSSET)]
Q Q

If we take out the real part of this energy equality and use the Cauchy-Schwarz inequality :

~ A~ 4
(n+a_) &P <s” \/J e T~ sEEP + (63 Xoa?’HT)’\/J c[erip2
Q Q
~ P R
+5P\/J p s Ar - (63X33ET)‘\/J s
2 Q

~ps ~
+6" [hg® % nf|L2(00) HQETPHL?(aQ)

2+6PJ ﬁf’[s xngﬁf
o0

Sl

£o(6.59)

2
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To finish we have by the continuity of the tangential trace
1357 % nllz2(s) < Curace (1105 lz2(s) + 955 r2(s))
and with the equation (6.42)
VA7 ||L2es) = 0115883 — 6 Js — 67 sE B || 1a(s)

so we have

~ 1 — ~ o~
th{’,é X n||L2(6’S) < Cirace 5P lmax <\//~T ; 6\/€+ |5 + ae,-‘r') \/5 germP 4§ ||5(1JD J3 — SEE3P|L2(Q)]
(n+a_) &P <6 AV2VETP 1+ 57 Cprace 108 T3 — sEET |12 19 EF |12 (00

~ A~ 4
A= Js_l o —seBr o (8 Ol J;rl
Q 0 Q

1 ~
+ Ctrace (SP max (\/lf N (51/€+ |S + ae7+|> |gE]1‘D||L2(GQ)]

with

N D
sl (47

SO

J— 5P — _
EermP L 2(77"‘!‘04)[\/514 + \/2142 +4(?7 + a,)Ctracedeép J3 — S€E3P||L2(Q) ||9E113|L2(a(2)1

O

We are not entirely satisfied since, as in the cylindrical case, this theorem does not enable us to conclude on
the convergence of the model at order 0. We also think that we can do a better error estimates in term of power
of §. To do it we could use the same procedure as for the cylindrical case (estimation of both divergence and curl
and use of Poincaré-Friedrichs inequalities) except for some results related to the longitudinal derivative 03 for
whose it is necessary to find bounds to the divergence and the electrical energy error. All the difficulty resides
in that the longitudinal derivative d3 is not a simple derivative but a shape derivative since the cross-section of
the cable changes with x3. More precisely the proposition 6.2.1, the proposition 6.2.2 and the lemma 6.4.8 and
their consequences (lemma 6.2.3, theorem 6.2.2) are no longer true. To find the shape derivative of (6.42,6.57)
we can use theorems 1.7.1 and 1.7.2. In view of the cumbersome aspect of this chapter, we judged it best not to
enter into the technical part of the proof for the non cylindrical case.

6.6.2 Higher orders case

We have given in the section 6.3 a way to compute EP and HP and in section 6.4 the estimation for p=0,1,2.
We are now interested in any order P > 2.

Hypothesis 6.6.1. Consider an integer P > 2. We have the following bounds for any k = 0...P

P <e? L uPel<a L jaP I <al) amd o] <an) o xeq.
In the context of this subsection, a constant C depends only of the physical and geometrical properties if in
addition to the definition 6.1.1, C' can depend of

(k) (k) (k)

c a (k)
+ 7N’+ ) .+

and oy, .

We assume that R R
o5J0 e H(div,S) and 05J0,eL*(Q) for k=0..P.

The formulae (6.30, 6.31) for the computation of E’g and f]g are still valid for p = 0....P, as well as the

telegrapher’s equation (6.32) for the computation of VP and TP. The longitudinal electromagnetic fields for any
order are given by the lemma that follow (the proof is essentially the same as the one for proposition 5.4.5).



186

CHAPITRE 6. ERROR ESTIMATES

Lemma 6.6.1. The longitudinal fields satisfy

E§p+1) ZV (73Q0eq+8 Z 2 A (pmq @&q/)

q,q'=

. (6.60)
+ 2 (L OsEf” - rot 12’”") (g = Peq) + ¢
qg=1
and
o 2 N
Hép"r ) :Z f<adwm,q>ﬁ+s 2 (Y)qq <'(/)eq wmlI>
q=1 4,9'=1
) - ) (6.61)
+ 2 ( s O3Hp" - rot §e q) <¢ ¢m,q> <<p> + 0 <]h>ﬁ
g=1

with the harmonic potentials without weight (or harmonic measure) @q := q4(1,S) and V¥, := 1¥4(1,5) and the
potentials related to the residual of the transverse electromagnetic fields

ACP = rot [(su + o) HEP + €5 x &,E?’p] and AEP = rot [s EERP _ ey x é’gﬁﬁ’p]
P =0 0,87 = 0.

We are unable to propose an effective model based on all the terms v , i”, EP and HP for p=..Pbutit
is possible to use the truncated model

trunc trunc

P P P P
Vgrflgnc - Z 6k \/}k I‘frf:nc - Z 5k ik Eé . Z 5k Ek and H6 o - Z 5k I/:Ik

for numerical simulations. We are also interested in the truncated error. The whole line of section 6.4 is still
valid for p = P > 2 and thus so is the theorem 6.5.2 that is to say

P [£1
1 ~ ~
err,P 4P 2 . Aap—2k 2 p—2k 2
83 <6 (CJ"‘(S ) <kZO(7’]+O[)2k> [ZOHle(?S JS,TH +||63 J" ],
- P+1 1 (51 o~ o~
EFMT < 5P+ (O + 62) (;0 o ) L_O ||div o5 2" o r||? + |05 JS,3||2],
P+1 1 (5] R R
gl < §4(PH) (O 4 62) ||div o825 T, pl1? + ||052* T, ]2 |,
k=1 (77 Ta- k=0 ’ 7

with all the notations given in theorem 6.5.2.
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A LA RECHERCHE DE LA RESISTANCE
PERDUE

Je régne par I’étonnant pouvoir de ’absence

Victor Segalen

Dans le modéle des télégraphistes que nous avons précédemment proposé, nous avons donné pour essence a
la resistance la présence de conductivité magnétique. Cette premiére approximation est peu satisfaisante, déja
parce que la conductivité magnétique est excessivement faible voire méme nulle puis parce qu’il est habituel
d’expliquer celle-ci par l'effet de peau. Ce dernier est un phénomeéne électromagnétique qui se caractérise par la
tendance qu’a le courant dans un bon conducteur a ne circuler qu’en surface de celui-ci. Les Ames métalliques
de nos cables multiconducteurs et coaxiaux ainsi que la couche métallique qui entoure la ligne constituent de
tels conducteurs. La faiblesse du modéle de la partie précédente consiste en ce que nous avons considéré ces
conducteurs comme parfaits, c’est-a-dire que la conductivité électrique y est infinie. Cette forte conductivité
en empéchant une pénétration profonde des champs électromagnétiques dans les conducteurs entraine une at-
ténuation du signal se propageant du diélectrique qui, rappelons le, n’aurait pas eu lieu si la conductivité des
conducteurs était infinie. Par conséquent la modélisation est plus exigeante et comporte une part d’arbitraire.
En effet une analyse dimensionnelle suggére que deux petits parameétres sont a prendre en compte : le diamétre
du cable et la profondeur de peau (distance de pénétration d’une onde monochromatique dans un milieu conduc-
teur). Nous avons choisi de relier, 14 est la part d’arbitraire, ces deux grandeurs & un méme petit paramétre
adimensionnel § : le diamétre du cable est proportionnel & § et la profondeur de peau a 62. Ce choix de régime
asymptotique est fait a priori a partir des données numériques correspondant & des cables concrets standards
et est justifié a posteriori car il permet de faire intervenir une perturbation du modéle des télégraphistes des
chapitres précédents a l’ordre souhaité!. L’analyse asymptotique différe de la partie précédente puisqu’il faut
tenir compte des différents phénoménes dans les parties diélectriques et fortement conductrices. Une fois ramené
4 un cable de référence via un scaling transverse, nous allons proposer un développement asymptotique double
échelle dans le sillon de [74], c’est & dire un dans le cable et un autre dans les conducteurs. Celui dans la partie
diélectrique sera, comme dans la section précédente, un simple développement en puissance de § des champs
électromagnétiques. Par contre dans les parties conductrices, il nous faudra faire un développement type couche
limite des équations de Maxwell, comme dans [22]. Ce dernier prendra en compte le fait que dans les conduc-
teurs, les champs électromagnétiques sont confinés dans un voisinage de l'interface avec le diélectrique. In fine,
via nos développements asymptotiques, nous proposerons une condition aux limites de type GIBC (Generalized
impedance boundary condition) en remplacement de la condition de type conducteur parfait utilisée dans la
précédente partie I1. Notons que des travaux de ce type ont maints fois été réalisés, notamment [35] a déja
étudié le cas des équations de Maxwell 3D. Cependant, nous n’avons pu directement exploiter leurs résultats
car préalablement nous nous sommes placé dans un cable de référence via un scaling transverse et qu’en plus
notre régime asymptotique fait intervenir certains termes a des ordres différents des habituels. De plus tout notre
travail consiste & constater que la considération des nouvelles conditions aux limites de type GIBC aux interfaces
diélectrique/conducteurs se répercute en faisant apparaitre une resistance dans le modeéle des télégraphistes qui
dépend, dans le domaine fréquentiel, de 1/w. Nous n’avons trouvé dans la littérature de formules univoques de
calcul de cette résistance. Quelques unes existent dans le cas d’un cable coaxial de section annulaire ou rectan-
gulaire & certaines fréquences et avec des coefficients qui ne sont pas uniquement déterminés a partir des seules
hypotheéses sur la géométrie et les matériaux mais semblent venir de considérations empiriques. La raison méme
de ce chapitre est d’arriver & une explication satisfaisante sur le plan mathématique.

1. Deffet résistif est moins important que les effets capacitif et inductif
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7.1 Le discours de la méthode asymptotique

Il ne faut jamais s’exprimer plus clairement
que ses propres idées.

Niels Bohr

Nous allons altérer le modéle de la partie II en considérant d’avantage les conducteurs et en faisant des
hypothéses physiques plus précises et plus approfondies issues d’une analyse dimensionnelle. Celles-ci nous ou-
vriront la voie vers ’analyse asymptotique. Nous présenterons a cette occasion les intuitions qui nous ont amené
a postuler un développement asymptotique multi-échelles.

7.1.1 Description de la géométrie considérée

Une idée fausse mais claire et précise aura
toujours plus de puissance dans le monde
qu’une idée vraie mais complexe.

Alexis De Tocqueville

Nous allons faire une grossiére simplification qui nous éloigne grandement de notre objectif initial qui est
de modéliser les défauts : le cable sera cylindrique. Nous avons choisi de faire cette hypothése pour simplifier
l’étude du phénomeéne d’effet de peau que nous souhaitons mettre en avant dans cette partie (se référer a la
partie IT pour les subtilités du cas non cylindrique). Nous verrons plus tard a quel point 'analyse asymptotique
est rendue complexe si nous refusons cette derniére simplification (voir section 7.4.4). Le cble est censé étre
"fin", nous ajouterons ainsi un exposant § pour symboliser ce fait. Nous expliciterons plus tard ce que nous
entendons par "fin" et ce & quoi J se référe.

Ainsi notre céble est constitué d’une translation dans la direction longitudinale ez d’une "petite" surface

plane (dans le plan (ej,es)) simplement connexe 02, :

ngt = U ngt X {5173} (71)

z3ER

Nous supposerons que Q2 , est inclu dans un disque de diamétre d.

2

FIGURE 7.1 — Gauche : domaine Q3. Droite : section S§ de 2.

Nous considérerons a l'intérieur de ce cable un autre domaine simplement connexe

Qb = U SS x {3},

z3€R
de telle maniére que la distance qui le sépare du bord du cable W2, soit minorée et majorée :

d_ < dist (8Sg, 00? ) <d; (figure 7.4).

ext
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Nous définissons le conducteur extérieur (voir figure 7.2) par

WS = U O x {x3} avec la surface a un trou O = 02 \S. (7.2)

ext
ZgER

Nous définissons @ (avec ) = 1) domaine(s) simplement(s) connexe(s) Og inclu(s) dans S§ qui ne se touchent
pas et ne touchent pas le conducteur extérieur :

@m@#@pourk#é.

Nous supposerons qu’a l'intérieur de ceux-ci se trouve un domaine convexe de diamétre d.. Ces sections per-
mettent de définir les @) ames (voir figure 7.2) de notre cable :

Wi = | 0f x {as}. (7.3)

x3€ER

Le conducteur extérieur Wg et les ) ames Wg seront amenés a étre composés de matériaux

FIGURE 7.2 — Parties métalliques du céble.

hautement conducteurs tel du métal. Nous noterons ’ensemble de ces parties :
5 N 5 5 N 5
we = Jwy et O° =] 0]
q=0 q=0

Le reste du cable :
Q° = U S x {x3}, avec S°=07

ext

\O° (7.4)
z3€R

est amené quant a lui a étre composé d’un matériau diélectrique trés peu conducteur (en bleu sur

la figure 7.3). Notons que chaque section S° de la partie di¢lectrique du cable Q° est un domaine & @ trous Og

(g = 1...Q). Ainsi le bord de S° est I'union d’un bord extérieur et de @ bords intérieurs, tous constitué d'une

courbe de Jordan fermeée :

N
08° = | J0;9° avec 0,8°:=00) , ¢=0..Q. (7.5)

j=0

Rappelons aussi quelques considérations topologiques - dont nous avons déja longuement parlé dans les
parties I et IT et qui sont résumés dans ’annexe 11 - qui sont indispensables pour analyser des problémes div-rot
ou faire des décompositions de Helmholtz dans des domaines non simplement connexes. Ils existent () coupures
'Y pour g = 1...Q telles que :

(i) chaque coupure I‘g est une courbe ouverte partant de 6]-55 pour rejoindre 9pS° (au sens ou 6I‘g c
(%‘56 ) (305'5) 5
(ii) aucune coupure n'’intersecte une autre (Fg N Fg, =),
N
(iif) P’ensemble des coupures ' = U I'? rend le domaine S®\I'* simplement connexe.
j=1
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1)
OU

W(Z

FIGURE 7.3 — Gauche : cable considéré. Droite : section du cable considéré.

Pour finir, nous supposons que tous les domaines précédemment définis, c-a-d S°, O° et Of]S (et par conséquent le
diélectrique Q° et les conducteurs W,) ont une régularité au moins lipschitzienne. Nous notons n’ la normale
extérieure a S°. Nous orientons la coupure de 0j 5% a 9pS°, dans le sens ot le vecteur tangent Tg a la coupure
Fg est dirigé vers 0y5%, la normale ng a la coupure est définie telle que la base (7'5, ng, es) soit directe et le saut

q
d’une fonction & travers la coupure est définie par :
Vo, ely, [@]Fq (xr) := iiir(l)(go(wT +vng) —u(z: —vng)).

Il est important de songer aux ordres de grandeurs qui relient d, d., d— et dy (voir la figure 7.4) car cela
conditionnera fortement nos hypothéses quant au régime asymptotique et ainsi le modéle qui en découlera. Nous
faisons notre choix & partir d’un cable coaxial de référence, le RG 187 A/U copper, supposé étre un cylindre
constitué de couronne circulaire dans lequel nous avons

de=3x10"*m |, d_=dy =2x10"*m et d=1.6x10"3m.
En particulier, avec ces ordres de grandeur, nous avons
d=5,3d. et d=28dy

ce qui nous laisse penser que d, d., d_ et d; sont du méme ordre de grandeur. L’étude des équations de
Maxwell dans ’approximation des courants de Foucault avec une portion hautement conductrice de taille bien
plus petite que la partie diélectrique, du genre d. < d est traitée dans [64]. Cette premiére étude des ordres de
grandeur est une premiére étape de I’analyse dimensionnelle que nous allons traiter avec plus de rigueur que lors
de la partie II pour proposer un développement asymptotique propre & intégrer notre nouvelle problématique
qu’est 'effet de peau.

U

FIGURE 7.4 — Les distances d,d_, d, et d..
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7.1.2 Analyse dimensionnelle

Le physicien doit se limiter & la description
des relations entre les perceptions.

Werner Heisenberg

L’idée maitresse de I'analyse dimensionnelle est d’adimensionnaliser tous les coefficients et toutes les va-
riables. Les résultats sont ainsi donnés par rapport & des grandeurs caractéristiques. Le choix de celles-ci dépend
fortement de la physique du probléme et de la nature du phénoméne a mettre en exergue. Selon la valeur des
grandeurs adimensionnelles, il est possible de déterminer les effets prépondérants dans le phénomeéne traité et
ainsi de ne résoudre que les parties correspondantes dans les équations et d’en négliger d’autres. I.’adimensionna-
lisation permet aussi de présenter les résultats expérimentaux de fagon a s’affranchir des paramétres spécifiques
utilisés et permettre des similitudes expérimentales (modeéle réduit d’avion dans une soufflerie - avion réel dans
Patmosphére pour I’étude de la portance).

Les coeflicients caractéristiques du milieu dans lequel se propagent les ondes électromagnétiques, a savoir
la permittivité €°, la perméabilité p° et la conductivité électrique o, vérifient les usuelles hypothéses de
positivité suivantes :

0<e® <ef(x)<ef, 0<pl <ef(x)<pl et 0<0’ <o'(x) <ol xeWy,.

Ces coefficients sont discontinus sur les surfaces qui séparent la partie diélectrique de la partie
métallique : ils ont des valeurs différentes dans la partie diélectrique Q° du cable et des conducteurs Wg avec
q = 0...Q. Nous n’hésiterons d’ailleurs pas a préciser avec un indice si on se trouve dans la partie diélectrique ou
dans la partie conductrice :

5 5 5 5 5 5
g% dans 9 dans Q2 dans Q2
gl = ; s u5 = ,uém s et 0% = 02
¢ dans W o dans W o

Précisons tout de suite qu’il est possible que la conductivité soit nulle dans la partie diélectrique mais elle ne
peut ’étre dans la partie conductrice ot de plus elle est censée étre trés élevée :

00=0 et od>>1.
Nous supposons que dans les parties conductrices les coefficients ne varient pas :

Hypothése 7.1.1. Nous avons pour tout ¢ = 0...Q) :

0 0

_ 5 _ 0 _
o Wq—aq , ,uc|wq—,uq et Uc|wq—aq

avec sg, ug et ag des constantes. De plus nous supposerons :
§ 5 & 1,00 ()6
Ees Him», T € WHT(Q7).

Les équations de Maxwell

La force qui fait le plus de fois le tour de la
terre en une seconde, ce n’est pas
I’électricité, c’est la douleur.

Proust, Albertine disparue

Les équations qui régissent la propagation des ondes électromagnétiques (E°, H) sont celles de Maxwell (voir
le chapitre 3 pour plus détails sur ces derniéres) :

e E° +0°E° —curl H® = j°,  dans W2,
(7.6)
1l 0,H® + curl E° =0, dans W2, ,

auxquelles nous ajoutons les conditions initiales suivantes :

E%(t=0)=H°(t=0)=0.



194

CHAPITRE 7. A LA RECHERCHE DE LA RESISTANCE PERDUE

Nous verrons par la suite que ces conditions sur le bord du cable W2, n’ont aucune importance car le conducteur
extérieur isole le diélectrique de extérieur 2, dans le sens ot nous montrerons qu’il y a décroissance exponentielle
des champs électromagnétiques dans le conducteur extérieur W3 (voir théoréme 7.3.1). Cette décroissance ne
serait plus vraie si la distance d_ se trouvait étre beaucoup plus petite, mais cette situation est exclue par nos

hypothéses. Nous pouvons ainsi, sans perte de généralité, considérer les conditions aux bords de type? :
E%xn® =0 sur W2, (7.7)

avec n’ la normale extérieure W .. Notons que la condition d’onde absorbante dite de Silver-Miiller

ext*
1
VEL

est d’avantage réaliste, mais comme nous l'avons déja évoqué, I'asymptotique que nous allons proposée n’en
n’est pas modifiée par la prise en compte d’une telle condition au bord.

EYxn®=— (n‘st‘an‘s) sur W?

ext?

Rappelons aussi que la discontinuité des coefficients caractéristiques £°, ;° et o entre les deux matériaux,
le diélectrique Q° et le conducteur W? entraine la discontinuité des champs électromagnétiques E° et H® aux
interfaces entre les deux types de matériaux. Plus précisément les conditions de transmission sur é’q)/\/‘S sont (voir
la propriété 3.3.1) :

s ] _ s B -
[E Xn]anB_[H ><n] =0

[(aro?) ) ont] =37 n0], (7.8)

(o) ], =

RV

avec le saut définit par

(1], s () = lim [u(x + hn®) —u(x — hn?)] ,x € 9,V°

et n° la normale extérieure a Wg.

Les échelles caractéristiques de distances transversale et longitudinale sont d et L. L’échelle de temps est
la durée maximale nécessaire & une onde électromagnétique pour parcourir la distance L dans le cable. Celle-ci
est T' = 4/e* u* L avec les échelles caractéristiques de la permittivité et de la perméabilité basées sur leurs valeurs
maximales :

e = maxe et w= mMax .
ext ext

Faisons les changements de variables suivant :

s _ s (% T3 ¢ s _ s (% T3t _pei(T %t
B — B*E (d,L,T) . HY = H*H (d,L,T> et JJJ(d,L,T :

Celui-ci implique un comportement différent pour la partie transverse et la partie longitudinale, ainsi, pour
mettre en valeur ce fait, nous noterons dorénavant pour les champs 3D :

s
B — (é?g) avec FErp = <§1) et pareillement pour H®,.J°.
< 2

De méme pour la permittivité et la perméabilité, nous considérons les changements de variables :

s e [T xg) s *~<x 13)
= =2 et = = 2.
€ ss(d, et ' =p 7

Par contre la conductivité ne varie que dans la partie diélectrique, le changement de variable ne sera nécessaire
que dans cette partie du cable :

S . _* =~ T T3 *
0c =00 (T avec o, = nslgxae

2. Par ailleurs, en anglais le conducteur extérieur est dénommé "shield".
3. Si d_ était plus petite nous aurions da considérer des conditions aux bords de type Silver-Miiller.
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Les équations de Maxwell dans le diélectrique deviennent

E* e . - H* N H* N .
([Lq/u]€8t+[E ‘16 )E%*[L]as(eng%)f[d]rotngJ Jp. dans .
E* N v ~ L -
({L\/:}eaﬁ[E o )Eg—[d]mtﬂg—J Js, dans €,
H*\/7 )

7 fi0

H*
lL\/iluatH:; [ ]rotET—O dans €,

et dans chaque partie conductrice :
~ H* ~ H* ~ ~
([ A — :|Ec Ot + [E*gq]> ES — [L] 03 (eg x H%) — [d] rot HY = J} Jor, dans W,,
* 7o H* 7o * 7
€0+ [EYoq4] | E5 — 7 rot Hp = J? Je3, dans € W,
I ) o N (7.10)
4/ e 8tHT +|— |03 (e3 X Efsp) + rot F3 = 0, dans W,
L L d

H* E* ~
qu/ ]ucétH?, [d]rotE%—O, dans W,

ot les domaines §2 et W, sont induits par le changement d’échelle du changement de variable :

Q:=G(Q%) et Wq:=g(W§) avec G:(z,x3)— (da, Lag).

A

E* ~
] e3 X ET [ 7 ] rot F3 = 0, dans €,

Nous notons de méme S := G(S?) et les (92 pour g = 0...Q) respectivement les sections de la partie diélectrique
du cable de référence €2 et des conducteurs de référence W;.

Quantités caractéristiques et ordre de grandeur des phénoménes

3.326 - Pour reconnaitre le symbole sous le
signe, il faut prendre garde & son usage
pourvu de sens.

Wittgenstein, Tractatus logico-philosophicus

Nous allons maintenant introduire les grandeurs caractéristiques et les quantités adimensionnelles propres a
mettre en exergue ce que nous souhaitons. Introduisons 1’épaisseur de peau dans chacun des conducteurs :

T

*
gl

dsk,q =

qui représente l'ordre de grandeur de la profondeur de pénétration d’une onde monochromatique dans un milieu
conducteur. Les grandeurs adimensionnelles que nous considérerons sont :

— rapport entre les dimensions transverses et longitudinal :

[ d

— rapport entre la profondeur de peau et les dimensions transverses :

d

»
Jskg = ‘k”’] (7.11)

— rapport entre la conductivité et la permittivité électrique :

- [LW‘%]
€
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Les équations dans le diélectrique (7.9) deviennent alors en multipliant ces deux premiéres par [ ;*] et ces
deux derniéres par [%] :

- E* * ~ ~ ~ LJ* -

7 5] (£0; + atce) By — 05 (e3 x HY) — 6! rot HY = [ i ] Jr, xe€Q,
B [ ~ - LJ) -
¥z 6] (60 + a}d.) BES — 7" rot HY = [H] I3, x € Q,
AT Fo -1 =

i\ = [0 Hy + 03 (e3 x Eg) + 6" rot E3 = 0, x € Q,
g X .

o M*l i 0; H + 671 rot B3 =0, x € (.

9

et les équations dans la partie conductrice (7.10) deviennent en multipliant ces deux premiéres par 6+ [i “—*]

et ces deux derniéres par 6! [}?* A /Z—:] :

- 252 & H* ~ - > LJ: [p| ;-
(Ec at +0 25513‘1) E% — oL ; (63 (63 X H%) +4 1 rot Hg) = E*C 5*] Jc,Ta X € Wq
~ H* * ~ LJ} * ~
- —2 s 5 H - ) . M
(ac i +96 2551{%) E3 — o E*] 6! rot HY = E*C A/ 5*] Jes, xeW,,
H* x| x5 26 -1 ~
=\ = <0y Hy + 05 (e3 x ) + 6 rot E3 = 0, xeW,,
€
H* * ~ ~
[E*\/M*} fic 0, H§ + 6" rot B =0, x e W,.
€

Nous souhaitons mettre en exergue quelques hypothéses de modélisation :
— cable fin (petite dimension transverse) : 6 « 1
— effet de peau (effet de peau proche de la surface) : s g < 1
— milieux diélectriques peu conducteurs : o} « 1

Afin de ne travailler qu’avec un petit parameétre, nous relions les quantités adimensionnelles 6, dgx 4 €t o entre
elles.

Hypothése 7.1.2. Les coefficients adimensionnels sont reliés par
6g =040 et af =08
avec G, de Uordre de l'unité?.

Nous justifions cette hypothése en nous appuyant sur un cas concret particulier : le RG 187 A /U copper avec
une longueur L = 1lm et une seule &me @@ = 1. Avec les valeurs numériques de d, €, u et o, données dans la
table, nous obtenons :

§=1.6x10"% =4,.

Nous n’avons pu trouver dans la littérature un quelconque ordre de grandeur de la conductivité magnétique
tant celle-ci est extrémement petite et négligeable dans les matériaux classiques que nous considérons. Considérer
I'ordre 6% pour o, c’est avoir largement surélevé la valeur de la conductivité électrique dans le milieu diélectrique
qui serait d’avantage de I'ordre §*. Cependant, nous avons souhaité étudier un cas bien pire a ce sujet que les
matériaux usuellement exploités pour la construction de cibles. Nous ne faisons aucune erreur d’approximation
en considérant l’ordre 62, au pire, nous compliquons nos calculs avec des coefficients dont nous aurions a priori
pu nous rendre compte qu’ils étaient négligeables.

4. 1<04<10
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Les échelles caractéristiques des champs électromagnétiques et de la source sont choisies de maniére a ce que :

H* |p* LJ*

— =1 =1.
B\ g;] ot [H* ]
LIz [p]| _

Ex Ve | 7

Les équations de Maxwell adimensionnalisées sont ainsi écrites sous la forme condensée suivante® :

Ce choix implique en particulier que :

£0,FE+6°E —curly H = j, dans Weyt,

- - (7.12)
i 0¢H + curls E = 0, dans Wext,
avec 'opérateur :
Ur _ [e3 X osUr + 5~ rot U;
curL; <U3) o < (5_1 rot UT

et les coefficients :

s er dans Q = /:Lm dans Q ot 50— 527466~ dans Q2 . (7.13)

gq dans W, ftig dans W, 0764 dans W,

Lemme 7.1.1. Soit T > 0. Si la source est suffisamment réguliére
JeL*(10,T[, L*Wew) ),

alors il existe une unique solution

E(S,Hé € L2(]0,T[, L2(Wezt))

de (7.12). De plus cette solution vérifie les inégalités a priori :

N

1 = 1l =~ 1=~
162 B + |3z 2|l ) SCTllem=d]]

22 (10,77, L Wear) ) £2(10.77, L>(Wear) £2(10,70, L> Wea) )
et

) U
152 Bl W) <C&VT|e Ml

0,7[, L2( 10,T[, L2(Weat) )

avec C une constante indépendante de T et de d.
7.1.3 Couche mince ou a lieu ’effet de peau

On ne fréquente pas sans s’infecter la couche
du divin

Saint-John Perse, Vents

L’effet de peau se caractérise par la tendance qu’a I’énergie électromagnétique au sein des conducteurs a se
concentrer a la surface de ceux-ci. Le théoréme 7.3.1 illustrera ce propos en signalant que les champs électroma-
gnétiques décroissent exponentiellement vite a I'intérieur de ceux-ci (figure 7.5). Nous allons ainsi introduire une
couche mince dans chacun des conducteurs W, pour ¢ = 0...Q) qui touchent la partie diélectrique (zone jaune
entre le trait et les pointillés dans la figure 7.5) :

qu = U OZ x {x3} avec O := {a: € O, | dist(z, 6(95) < D}. (7.14)

q
3R

Nous allons définir les coordonnées locales dans cette couche mince. Commengons pour cela par définir par la
paramétrisation z,(t;) d'un bord 9,5 (les autres se font de la méme maniére) avec ¢, l'abscisse curviligne se

5. Rappelons, afin de compléter le probléme, qu’a ’heure actuelle nous n’avons que faire des conditions aux bords.
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FI1GURE 7.5 — Couches minces et décroissance exponentielle des champs électromagnétiques au sein de celles-ci.

déplagant le long du bord fermé 0,5 dont la courbure sera noté k. Nous ne pouvons définir les coordonnées
locales dans la couche mince W' que si I'épaisseur de cette couche est inférieure a I'incurvation maximale :

<, =inf|k7Y.
v =Inf L
Cela signifie que nous pouvons tirer chaque point du bord 0,5 dans la direction normale jusqu’a une distance
pour définir W;'. Les coordonnées locales sont ainsi définies par :
x(tr,v) =z, (t;) +vn(t,) avec v < iy. (7.15)

Nous avons donné en annexe 10 un formulaire précis des formules dont nous aurons besoin pour calculer dans
les coordonnées locales d’une couche mince.

7.1.4 A la recherche de la conjecture asymptotique

Chacun appelant idées claires celles qui sont
au méme degré de confusion que les siennes
propres.

Proust, A ombre des jeunes filles en fleurs

Rappelons que notre ansatz est 6 « 1. Toutes les quantités qui doivent étre petites ou grandes sont expri-
meées en fonction de celui-ci qui est amené a tendre vers 0. La différence entre les équations de Maxwell (7.12)
dans la partie diélectrique et dans la partie conductrice W due au contraste de conductivité &° entre ces
deux parties (voir (7.13)) nous poussent a proposer des développements asymptotiques différents dans la partie
diélectrique €2 et dans la partie conductrice W. Nous allons alors utiliser la méthode des développements asymp-
totiques multi-échelles dans la continuité de [74]. Nous proposons de la méme maniére que dans la section 4.1
un développement polynomial en puissance de § pour les champs électromagnétiques dans le diélectrique :

E°|,=E°+6E" +*E*+--, H|,=H°+0H'+&H +---, (7.16)

avec les champs extérieurs (aussi nommeés champs lointains) EP HP aux ordres p définis sur la partie

diélectrique de référence 2. Dans les conducteurs, nous allons postuler un développement type couche

limite qui prend en compte la décroissance exponentielle des champs électromagnétiques au sein de ceux-ci :
2 [0 v 1 v 2 2 v A 8]
E (m,xg)‘w- =FE; (tT7 S,xg) +0E; (tT, g,xg) + 0 E7 (tT, 571“3) +---, de méme pour H

7

Ly (7.17)

ou (t,,v) sont les coordonnées locales dans les couches minces Wg . Les champs intérieurs E?, H? aux ordres
p, aussi nommés champs proches, sont ainsi définis sur chaque semi-bande J,0 x RT et doivent vérifier :

lim |EP| = lim [H?| = 0 pour tout abscisse curviligne #,, (7.18)
vV—00 v—0

conformément au fait que les champs électromagnétiques périssent exponentiellement rapidement
dans les couches minces W”. Les champs extérieurs, aussi nommés champs lointains, correspondent a ce qui
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est observé a l’échelle macroscopique. Si nous insérons le développement proposé pour le champ extérieur en
(7.16) dans les équations de Maxwell (7.12), nous obtenons dans la partie diélectrique £ :

E0,EP + G, EP7% — 0 (eg x HE) —rot HPY = jp,  dans Q,
E0, BV + 6, ER % —vot AP = J, dans €,
(7.19)
[0y HY. + 03 (e3 x ET.) + rot Eg()pﬂ) =0, dans ,
fioy HY + rot EPTY — 0, dans €.

En prenant la divergence des deux premiéres équations de (7.19), nous obtenons des équations que nous exploi-
terons par la suite :
. (A m(ptl o~ m(p—1 a7 - Fp— .
div (20, BF™V) + div (. B ™) + o5 (20, BY) + 03 (G0 BY ) = 80,y div I + 60055 dans ©
div (,1 o, ﬁ;’””) + 05 (,1 o H§) ) dans Q.
(7.20)
Nous pouvons de méme insérer le développement postulé pour le champ intérieur, aussi appelé champ proche, en
(7.17) dans les équations de Maxwell (7.12) dans la partie conductrice W, pour obtenir des équations sur chaque
champs intérieurs E?, HP?. Nous détaillerons cette équation par la suite (car les calculs dans les coordonnées
locales sont plus délicats). Les conditions de transmission issues de (7.8) (voir (3.24) ou la propriété 3.3.1 pour
plus de détails) de type tangentielle deviennent :
[P _ P (7P — gr
ETXn’aqS—EQTxn HTXn’aqs— c,Txn|aqS
et (7.21)
[P _ gpr
Hy ‘aqs =Hes |aqs

0q5

Ef

_ P
cus = Blslos
et de type normale sur 0,5 deviennent :
A T = =2 s0F .. _ (s AFP . ~ fa(pt+4) _s0F .
EOEY -n+ 0. By n—20o,Jr-n Ee 6,5ECVT n+o.E p 7 n 0y Jer My
(7.22)
poHY -n = ﬂcatHgT-n.

7.2 Du coté des résultats escomptés

Il est faux de croire que ’échelle des craintes
correspond & celle des dangers qui les
inspirent.

Proust, Le Temps retrouvé

L’étude approfondie des champs intérieurs nous permettra de proposer des conditions aux limites des champs
extérieurs aux ordres p sur les surfaces entre la partie conductrice et la partie diélectrique qui ne font intervenir
que des considérations sur les champs extérieurs aux ordres inférieurs. De telles conditions aux limites sont
nommeées GIBC (Generalize Impedance Boundary Condition). Celles-ci nous aideront grandement a
définir une resistance due a 'effet de peau améliorant le modeéle 1D obtenu a partir de I’analyse asymptotique.

7.2.1 A l'ombre des conditions aux limites de type GIBC en fleurs

Des images difficiles & suivre, quand
I’auditeur ne connaissait pas encore 'univers
qu’elles peignaient

Proust, A ombre des jeunes filles en fleurs

Les équations de Maxwell (7.12) peuvent étre résolues que dans la partie diélectrique € en considérant les
conditions aux bords sur la surface 02 de séparation entre la partie diélectrique et la partie conductrice :

E%xn _ 5 ﬁ%xn
< B ) ‘GIBC< 77

o0
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oil 'opérateur de Steklov-Poincaré® GIBC? correspond aux conditions de transmission (7.21) avec les champs
électromagnétiques dans la partie conductrice. Plus précisément, nous avons

ES. () xn
GIBC‘szur—>< C’T; ) )
Ec,3(u)

avec E%(u), H®(u) la solution au probléme intérieur :

( (6.0, +07%6.) Bl p(u) — 05 (es x Hlp) — 6 ' rot H4(u) = Jp, dans Q,
(6.0, +6715.) EN‘S’?,(u) — 07t rot lfIg,T(u) = Js, dans €,
fic 0y H 1 (u) + 03 (e3 x EX1(u)) + 6 rot ES5(u) =0, dans Q
e Otﬁig,(u) + 67! rot ESVT(U) =0, dans €2,

\ (Hg;;()uj n) =u sur 0€2.

N’oublions pas qu’il faut aussi vérifier que les autres conditions de transmission, a savoir (7.22), sont également
satisfaites.

Conducteurs E x n=GIBC(Hxnxn)

FI1GURE 7.6 — Condtions aux bords de type GIBC.

Les approximations de cet opérateur GIBC?, que nous nommerons GIBCP, nous permettent ainsi de calculer
les champs extérieurs (7.19) dans la partie diélectrique Q avec les conditions aux bords :

EP xn HE xn
( T ):GIBCP ( T~k )] .
H3 k<p

124
sans avoir a se soucier des champs intérieurs (figure 7.6). Ces GIBCP seront des opérateurs non-locaux en temps,
plus précisément ils contiendront la demi-dérivée temporelle au sens de Caputo (voir annexe 12 pour plus de
détails) :

61/2u=ift Oru
N R

Nous démontrerons dans la section 7.4 que :

dr.

Théoréme 7.2.1. Les GIBC? sur le bord 02 auzx ordres p =0,1,2,3 sont :

— ordre 0 : ~ 3
Edxn=0 e EI=0

6. C’est une sorte de DtN pour les équations de Maxwell.
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— ordre 1 : } R
Erxn=0 e E;=0
— ordre 2 : _
E2xn=0 et E?%:q/@&tl/z(ﬁ%xn)
Oc
— ordre 3 :

E% xnz—ql%atlﬂffé et E§=\/?atl/2 (gclT X”)

Nous pouvons a partir de ces conditions aux limites en déduire ceux sur le champ magnétique :

Proposition 7.2.1. Les conditions aux limites sur 02 vérifiées par le champ magnétique induites par les GI BCP
du théoréeme 7.2.1 sont :

— ordre 0 : 5
HY -n=0
— ordre 1 : _
ioHY -n = —\ [0l 0, (HY x n)
Oc
— ordre 2 :

[0 HY -n = 74/%03/207(151} x 1)

La démonstration de cette proposition suit du lemme suivant :

Lemme 7.2.1. Sur le bord OS2, le champ magnétique extérieur & l’ordre p vérifie
1 Oy (ﬁ; ‘n) = —EP xn— 6TE~’§p+1)

Démonstration. Soit u e C*(Q). Nous intégrons la troisiéme équation (pour p = k) de (7.19) contre Vu sur
~ A~ Tk A ok f(k+1) _
f,u@tHT-Vu+f03(eg><ET)-Vu+JrotE3 -Vu=0
Q Q Q

et en intégrant par parties avec la formule de Green 2D (10.18), nous obtenons

—f div (ﬁatf]%) u+J ﬂ&tﬁ[%-nu—f div (eg X é’;;E%) u
Q o0 Q
+ J <e3 X 65E~’§) ‘nu+ f rot E‘ékH) -nu=0. (7.23)
o0 o0

De méme nous intégrons la dérivée longitudinale d5 de la quatriéme équation de (7.19) pour p = k — 1 contre u
sur € :

J 03 ([L atﬁﬁ_l) u+ J rot O3 X u = 0. (7.24)
Q Q

En soustrayant les deux équations (7.23) et (7.24) en rappelant (7.20) et (10.5) nous obtenons

J (ué’t(ﬁéf«-n) + EX x n +rot E§k+1) n)u =0
oQ

o

et cela pour toute fonction test u. O

Nous pouvons aussi, toujours & partir des conditions aux bords sur le champ extérieur électrique, établir la
proposition suivante :

Proposition 7.2.2. La moyenne des champs longitudinauz extérieurs magnétiques vérifie :

| poutg == [ B
s s
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7.2.2 La resistance retrouvée

Toute nouveauté paraitra toujours
alambiquée et fatigante

Proust, Autour de Madame Swann

Le but méme de la modélisation de l'effet de peau est d’analyser sa répercussion sur le modéle 1D que
nous avons obtenu dans la partie II. Celui-ci, nommé modeéle des télégraphistes, exploite le développement
asymptotique pour définir des matrices homogénéisées C, L (qui seront rappelées en (7.52)), les variables usuelles
que sont les potentiels électriques V? et les courants I°. La prise en compte de conditions aux limites de type
GIBC nous permet d’ajouter & ce modeéle une nouvelle matrice Rgi (qui sera définie en (7.67)) qui agit comme
une resistance. L’équation générale devient alors :

CoV° + 0310 =18 + O(6?),
(7.25)
Lo + 6 Ra 010 + 05 VP = O(52).

) Cdae . Al)2 L R S
Remarquons que la présence de la demi-dérivée 8t/ devant la résistance Rgi due & leffet de peau implique
que ce dernier est un phénoméne & mémoire. La section 7.5 sera consacrée & 1’établissement de ce nouveau modéle
et la section 7.6 & son analyse.

7.2.3 L’estimation d’erreur disparue

C’est peine perdue que nous cherchions a I’
évoquer, tous les efforts de notre intelligence
sont inutiles.

Proust, Du coté de chez Swann

Nous devons vérifier que le modéle obtenu converge vers les solutions des équations de Maxwell 3D avec trés
haute conductivité. Pour justifier notre modéle, nous nous attendons a ce que

P P
E°— Y 6PEP = O(P') et HO— ) 6PHP = O(*™).
p=0 p=0
Soupirs, tourments de l'inachevé, ne pas avoir eu hélas le temps de s’en charger, 1a est ma honte.

7.3 Estimation a priori et décroissance exponentielle dans les conduc-
teurs

Nous ne connaissons a priori des choses que
ce que nous y mettons nous-meémes.

Kant, Préface a la seconde édition de la
Critique de la raison pure

7.3.1 Domaine de Laplace a la place du domaine temporel

Pour simplifier analyse, nous allons considérer les champs électromagnétiques solutions des équations (7.12)
dans le domaine de Laplace via la transformée de Laplace :

Ut) - U(s) := JO B e StU(t) dt.

Nous noterons toujours 7 = $(s) la partie réelle et w = I(s) la partie fréquentielle de la variable de Laplace s
qui vit sur le demi-plan

Cp:={seC|R(s) > 0}.
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Definition 7.3.1. Les équations de Maxwell adimensionnalisées dans la partie diélectriques sont :

£s+ 5258) E’% — 03 (63 X ﬁ%) — 6 ' rot ﬁg = fT7 dans €,

s+ 520}) E’g — 6t rot ﬁg« = Js, dans §,
(7.26)
0 HS 40 76 -1 S _
fis Hy + 03 (e3 x Eg) + 6" rot E§ = 0, dans €,
is Ag? +67t rot E% =0, dans Q.
et dans la partie conductrice :
(€cs+ 5_456) ES’T — 03 (e3 x ﬁiT) — 40 rot ﬁi?) = ng, dans W,
(€cs+ 5_450) El‘i?) — 6! rot ﬁiT = qu, dans W,
X R R R (7.27)
ﬂcsHiT + 03 (e3 x EiT) +6 ! rot Ei3 =0, dans W,
e sﬁg3 +6 1 rot EiT =0, dans W.
auzquelles nous ajoutons des conditions aux bords sur OWey issues de (7.7)
ESxn=0 , Ej=0 (7.28)
et les conditions de transmission de type tangentielle sur 045 :
[E%xn] =0 [ﬁ%xn]ﬁszo
R ! et R b (7.29)
B3l =0 23] =0
[ 3a,s 31a,5
et de type normale sur 045 :
(534—(5266) E’%-n—fT-n= (5}8—1—6‘40}) EfyT-n—fc,T-n
(7.30)
fsHS -n= /ICsHiT “n
Nous pouvons aussi introduire les équations de divergences induites par (7.26) sur la partie diélectrique :
div (e +02G,) B) +005( (s +6°G.) BY) = div Jr+ 6035 dans ©
(7.31)
div (fis 13) + 605 (s A5) = 0 dans Q
ainsi que celles induites par (7.27) :
div (o5 +074G,) E2p) +005( (s +074G,) Bly) = div Jp+ 60345 dans ©
(7.32)

div (jic B2 + 60 (4ic A2 ) = 0 dans Q

L’effet de peau est caractérisé par la présence d’une racine carrée 4/s, nous nous attendons a souvent la
retrouver. Nous avons choisi de determiner uniquement la racine carrée d’un nombre complexe de partie réelle
positive en choisissant pour convention : _

\/g _ \/m e% arg s

Pour revenir en temps, il nous suffit de rappeler que 4/s est le symbole de lopérateur :
Vi o o2

avec é’z /2 1a demi-dérivée temporelle au sens de Caputo et les autres opérateurs s et s~ par la dérivée temporelle
et l'intégrateur temporel. L’avantage de la transformée de Laplace est qu’elle peut donner des estimations a
priori dans le domaine temporel via le théoréme 12.2.1 (nous reviendrons sur ce théoréme par la suite).
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7.3.2 Estimations d’energies a priori

Lemme 7.3.1. Nous avons les inégalités d’énergie a priori

NCIEER .
VE < nuséum W) € Qe <0 ||s%| Wan)

avec ’énergie électromagnétique € dans le cdble et les pertes dans les conducteurs Q. définies par
1 = 719612 ~ 177912 1 ~ |02
E=— EIE°| + a|H?| et Q.==| d.|E|".
2 [ Wew 2 Jw

Démonstration. L’égalité d’énergie correspondant aux équations (7.26, 7.27, 7.29, 7.30) est

sf 5|E5|2+§J ,1|ﬁ15|2+J &ﬂ@ﬁ\?:f 3. B
Wext W, Wext

ext ext

ainsi par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

A JUE I iz A
o|[ BB+ [ B < I S lonn ([ 1P
Wext Wext Wext
Nous en concluons que
1%
J S| B)2 < €72 | L2 (Were)
Wt n
et donc que
1A
~ 177612 ~—17 =162 H 2J||L2(Wext)
n AH | < g7 23200 EEP S ————,
Wext Wext 77
et ainsi A
- ~ lE=2 1172
|G IER < Nl A lsoma || 1B < e
Wext Wext n
O

Une preuve similaire a celle-ci (mais avec le lemme 4.3.2 de Gronwall) permet de retrouver le lemme 7.1.1

7.3.3 Décroissance exponentielle dans les conducteurs
Sous la couche épaisse [...| 'ame échappe au

temps.

Mauriac, La Fin de la nuit

< 1etv >0,y a décroissance exponentielle dans le coeur Wq\W , avec la

Théoréme 7.3.1. Pour tout 6 <
couche mince WY définie en (7.14), et plus précisément, nous avons l’inégalité a priori suivante

z 0~/ [ (II 2 <a~ ))
& < exp + 1+ 6% max & 3J2, 163312, 733
( ||VX||L°C(WV ) n g e HL (Weat) llo. HL Wy) ( )

avec E7 Uénergie dans le coeur :
v 1 S P62 L |72
& =3 CE| BT+ e [H P
W \W2

et x € Hl(Wqﬁ) une quelconque fonction vérifiant
=1.

X|aqs =0 et X AWg\Wi)
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Démonstration. Etendons sur toute la section du cable notre fonction x € H!(Ouxt) par”’

X[g=0 , 0<xly, <1 et 1=x|55

Soit f(4) un nombre réel dépendant de 6 dont nous choisirons 'expression qui nous arrange a la fin de preuve.

Posons
Bl — XTOVES ot pBL = oXFO) o

par calcul de dérivées de composées, nous avons pour les rotationnels 2D :

rot Eg — e X/ [rot eBl — f(6)eBLrot x] . rot Efsp — e xf0) [rot 2t 4 f(O)rot x - e L] ,

et de méme pour H?. Nous pouvons ainsi réécrire les équations (7.26) et (7.27) dans Wext en considérant les
variables Bl hBL davantage que E?, H° en les multipliant par eXf(®) et en utilisant les formules décrites plus
haut :

~

( +0 ) — 03 (eg X h?‘L) —5 1 [rot hg}?'L — f(9) h?‘L rot X] = Jpr, dans Wy,
(s +36°) e§T — 07" [rot W™ + f(0) rot x - hE"] = Js, dans Wext,
< fishpl + 05 (e3 x efp™) + 67 [rot e§ ™ — f(0) ef " rot x| =0, dans Wext,
fishy™ 4+ 67" [rot e + f(0)rot x - "] =0, dans Wext.

De la méme maniére que pour 'estimation a priori, 'égalité d’énergie est :

J (534—&5) |eB'L\2+f fis|BL? = f J-eBLy25711(5) f (e?'Lrotx-h]%L — hBErot y - e?L) .
Wext t Wext We

ext oxt oxt

En~rappelant que x = 0 hors de W, (et donc eBL = F et hBL = [ dans Wext\W; ) et que Vx = 0 hors de
W, légalité d’énergie devient :

s J §|eB'L|2 + ﬂ‘hB'L|2 + 54 J 0~05 ‘eB.L‘2 _ J j . ¢BL
w. W, We\W?

+ f ) J. By 257 1£(0) J ) (egB'Lrot x - b2 — hBLrot x - el%L)

U
q

+J 3B s J B + |0 —52f G B (7.34)
Wesxt \Wq Wext \Wq Wext \Wq

Par ’estimation a priori du lemme 7.3.1, nous avons

s f 1B + | BOP +52J G | B0
Wext\wq Wext\Wq

J;/Vext \Wq

Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous avons :

1 - N
’f \/J Ge|eP P loe Sl < 5 U Gl + 11622 o, )
W \W? \W, ’

J 3. BL J
’ W

‘7 q
7. = correspond & identiquement égal.

q

|S| 076 52 JU
< <’r]2 + max ? ; H€ 2J||%2(Wext) (735)

et

1=

*|| 2| 2 Warwy) [1ET 2T 22 W) - (7.36)

Li)

et

N
N =

5C |eB~L|2 —+ ||d:C_§JHL2 W")‘| . (738)

U
q
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De méme avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

<

~x

o545 [ e e ]

puis avec 'inégalité de Young

‘ J " (e?Lrot x - h2Y — hBLrot x - quwL)

Va+ Vb <V2Va + b,

2 9 g o

nous en déduisons que

~—

' J (e?Lrot x - h2Y — hBLrot x - eBE

Pour finir, I'inégalité de Young :

V2£06) |52 vy

Lo(W?2) 6

ab< 573 a” + b2,
! 2V21() ()~ x|
V21(0) ||(BGe)"* V||, W)
nous permet de conclure que :
B.L B.L B.L B.L f(0) H ~ ~\—% H2 J ~ | B.L|2
tx-hp ™ —h t < —= ) 2V
‘f (B rot b= trot o) < L8 o o[ e
no :
5 f i hBLE (7.39)
Nous avons ainsi, en prenant la partie réelle de I’égalité d’énergie (7.34) et en collectant (7.35, 7.36, 7.37, 7.38,
7.39) :
1
n f 5|€B'L|2 + [L ‘hB'L|2 + (64 _ ) J 0706 |eB.L|2
W \W¥ 2 W\ W2
1 1
+77J §|6B'L|2+((5—4— ' H ~ =~ VXH _) f 0706 |€B'L|2
qg 7’)5 L® W” 2 g
~ 129
|s] 1 Oe 52 -1 l|ge 2J||L2(Wq)

< (772 + 6 + max ? 77 H€ J||L2(Wext) + f (740)

Nous avons trivialement )
sTt—Z) >0,
(70-3) =0
et en choisissant judicieusement 1’expression de f(9) :
IO —_—
2[|VxllLeowzy’
nous avons 15)? , )
re 1 g, -3 5o
( 062 (fie) > Vx Le(Wg) 2

et ainsi I'inégalité (7.40) devient :

1 52 5233
T 1 I (= R e B R
Weq \W,? 77 Ui £ n ex 2

Comme par définition de notre fonction de coupure x nous avons :
f 5|6B'L|2+ﬂ|hB'L|2>€2f(6)J V§|E5|2+ﬂ|ﬁ6|2’
Wq WQ\W(;'

nous obtenons 'inégalité souhaitée. O
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7.3.4 Estimations dans le domaine temporel

Toutes les estimations que nous avons données dans le domaine de Laplace peuvent étre traduites dans le
domaine temporel. Pour plus d’informations sur le passage de I'un & I'autre, nous invitons le lecteur & se référer
a la section 12.2 de I'annexe qui est consacrée a la transformée de Laplace, et plus précisément au théoréme
12.2.1 et a son corollaire 12.2.1. En particulier avec ces derniers et le lemme 7.3.1, nous en concluons que pour
tout temps long 1 < 7T < o0 si

J € L*([0, T[, L*(Wext)) N Line ([0, 00[, L (Wext))

alors
1 1
HEHLQ([o,T[,LZ(Wq)) S OTIE 2Tz om0 et ”QCHH([O,TLB(WJ) <CVTIE ez v
et si
J € Hl([()’ T[’ LQ(WQ)) N Llloc([07 OO[, LQ(Wext))
alors
1 1
H5||L°°([0,T[,L2(Wq)) S OTNE 2N vy et ”QCHLOO([O,T[,L?(Wq)) <OV 2| Wee)
avec

1 - . 1 .
E=— [J 5|E5|2+uH5|2] et chff G| ES2.
2 [ Wt 2w

Remarquons que ces estimations sont moins bonnes que celles que nous aurions directement pu obtenir en
travaillant dans le domaine temporel avec le lemme 4.3.2 de Gronwall (& Uinstar du théoréme 4.3.1) :

11 (o 220myy) < CTHE# T lnzovens:
Enfin par simple exploitation du théoréme 12.2.2 sur ’estimation a priori du théoréme 7.3.1, nous obtenons :
Théoréme 7.3.2. Considérons une source suffisamment réguliére

J e L*([0,T[, L*(Weat)) N Lip. ([0, 00, L*(Wear))

Pour tout anstatz 6 < 1, temps 1 <T < oo et épaisseur de couche U > 0, il y a décroissance exponentielle dans
le coeur Wq\W}I’, avec la couche mince Wy définie en (7.14), et plus précisément l’inégalité a priori :

-1

D o 1.1/24
Hg ||L2(]0,T[) < C exp (— )T[QT”E éé’tl/QJHi2

CyT (10,72 (Wewr))

2 E 172 ~ —132
2 <1 07 max ( € )) 1€ J‘|L2<[O,T[,L2(Wem))2 * o 2J||L2([0,T[,L2(Wq))

(7.41)

avec E¥ 'énergie dans le coeur :

W@fiumwaw%W+%m%WL

la constante
Cy = [IVXll2 Wiy,

ou X € Hl(Wg’) la méme quelconque fonction du théoréeme 7.3.1 et C est une constante indépendante de §, T et
de l’épaisseur U de la couche mince.

7.4 De I’étude des champs intérieurs aux GIBC

Nous allons incorporer le développement asymptotique type couche mince (7.17) dans les équations de Max-
well (7.12) et ainsi pouvoir identifier dans une cascade d’équations les champs intérieurs

~

EfvT(tT, 8), HY p(tr,-,8) : RT — C% et Efﬁ(tﬂ ',s),ﬁgg(tT, 8):RT - C? avec t,eW.
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La est la partie fastidieuse. Nous verrons que les champs longitudinaux a partir de H 3 et E 5 satisfont, aprés
retour dans le domaine temporel, des équations de la chaleur. Chaleur, effet de peau, résistance. Voila un accord
agréable & Doreille... et chaleureux. Ces équations de la chaleur sont posées sur un domaine des domaines non
bornés R™. Afin de les résoudre, nous allons chercher des équations équivalentes a ces derniéres mais posées sur un
domaine borné de type ]0, v,-[ via des conditions transparentes en v,. qui prennent en compte le comportement des
solutions dans v, co[. Par contre contrairement au chapitre 2, nous ne trouverons nos conditions transparentes
A partir d’une séparation des variables mais avec du calcul pseudo-différentiel. Nous utiliserons la structure des
champs intérieurs ainsi étudiée et les conditions de transmission (7.21, 7.22) avec les champs extérieurs pour
retrouver les GIBC proposées dans le théoréme 7.2.1.

7.4.1 Une remarque préliminaire issue des champs extérieurs

Faisons tout d’abord attention & un fait qui simplifiera notre imminente analyse des champs intérieurs :
Lemme 7.4.1. A lordre 0 tous les champs longitudinauz extérieurs sont des constantes sur chaque section S :
Eg(z,x3)|5 = E’g(:cg) et ﬁg(l’7933)|s = Ag(ﬂjg) avec z €S

et tous les champs longitudinauz intérieurs sont égaux & la méme constante sur le bord oS :

Vg =0..Q, E%;|

750 770 730
s = Es(xs) et Hgg ‘aqs = Hj(x3)
Démonstration. En prenant (7.19) avec p = —1 nous avons
rot Eg = rot PAIS dans €2,

ainsi Eg et ﬁg sont des constantes et nous utilisons ensuite les conditions de transmission (7.21). O

7.4.2 Expression des champs intérieurs dans les coordonnées locales

Trop de longueur et trop de briéveté de
discours l’obscurcit

Pascal, Les pensées

Cette sous-section pourra sembler bien aride car les démonstrations seront réduites & l’essentiel mais le
raisonnement est classique et s’apparente fortement a celui de l'article [35] & cela prés qu’il ne s’agit pas des
mémes équations et surtout que les résultats finaux seront donnés dans le domaine temporel.

Nous travaillerons dans les coordonnées locales (t.,v) de la couche mince W}; de chaque conducteur
W,. Rappelons que les coordonnées locales sont définies si et seulement si la profondeur © de la couche mince
qu ne dépasse pas U'incurvation maximale de 0,5 (voir la section 7.1.3). Nous pouvons considérer des couches
minces qui vérifient cette hypothése car la décroissance exponentielle au sein du conducteur (théoréme 7.3.1) a
lieu qu’importe la profondeur o. Aprés le changement d’échelle (., %) pour travailler dans 0,0 x R*, les champs
intérieurs s’écrivent, en insérant le développement postulé pour le champ intérieur en (7.17) dans les équations
de Maxwell de la partie conductrice (7.27), sous la forme :

—1

674G By + 67 (Y5 ) 7 1o (0Hls) mt s Bly — 5 (e x Hip) = Jr,
I GES s — 1 [5*1@(1?& )+ kSO, (HS 7 - 7) + k(H - 7) — s(H. . - n)] + & 5By = T,

_5_2 (ayEg3> T+ 1+k)5 (87E33> n + /-ZC Sﬁ[g,T + a3 (83 X EZT) = jT7

s |67 0B 1)+ KSOUEL 1) + KBl ) — s(Blp )| + s IS = 0,

ol nous nous sommes aidés de la section 10.4 de ’annexe portant sur les operateurs différentiels 2D . Remarquons
que dans les deux premiéres équations du jeu d’équations les termes en &, s E sont négligeables devant le terme
en §~%, en les annulant, nous retombons sur I’approximation des courants de Foucault. L’article [64] s’était déja
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mis dans le cadre de cette approximation avant de faire ’analyse asymptotique. Nous multiplions ensuite ce jeu

d’équations par 1 + kdv :
Ge EV3Y + kv, EPYY

(8 Hf?gz) T+ [k‘l/ (6 Hf;l) T— (6TH§J3F1) n]
G EPL* + kvo, EPY?

+E, sEC73 + kv e, sEf,Sl = 52 Js,

—(aB28?) 4 |~k (0, B25Y) 7+ (- E25") n

ONER? 7) 4 [k 0, (EDS! - 7) + R(EEE - 7) — on (B2
+ﬂcsﬁ£3 + kyﬂcsﬁf,gl = 0.

|:€CSEC,T — 63 (eg X HC,T):| + kv [E}s@f}l — (}3 (e3 X ﬁcp}l)] = 52 j\T,

o, (AT 1) — [/wa( AL 7y 4 (TR ) = o (25 )|

+ [/ch?[fj + 03 (e3 x EfT)] + kv [ﬂcsﬁg}l + 03 (e3 x Ef_Tl)] =0,

n)]

(7.42)

Nous n’allons nous intéresser qu’aux premiers ordres (ordre 3 en I'occurence). Nous | encadrerons | les formules a
retenir avant d’étre résumées dans le théoréme 7.4.1 Nous n’avons pas hésité a annuler des quantités qui se sont

avérées I’étre dans des équations précédentes.

La premiére équation de (7.42) devient pour p allant de 0 a 4 :

o p=—4 =|E% =0

e p=-3 :>ECT7

.p:onz E‘iT.n:O

ep=-2.7= chEiTWJr&V(ﬁgﬁ) =0
ep=—1-n= @Ef’T.n:aT?ISﬁ
ep=—-1-7= 5CE§7T~T+8V(I;T§73) =0

La deuxiéme équation de (7.42) devient pour p allant de 0 & 4 :

e p=—4 = EOS—O

e p=-3 = Eég:O

ep=—-2-n= OTCESB—(?V(ETOT.T) =0

c

ep=—1-n= 075@3’3—5”(‘[?[ng~7'):]{5(ﬁg’T-T)—a ( T n)

La troisiéme équation de (7.42) devient pour p allant de 0 a 4

e p=-2 = 0,,@273 =0 redondant avec ES’?, =0
e p=-1= ayﬁ’cl’g =0 redondant avec Eclg =0

ep=0-n= s, H Y n+0.E! =0(EO 'T) =
D He fle THe3 T U3\ He T (7.43a,7.44b)

ep=0-7= aEcd+suchT 7_63( OT'n) (7.43a)

~0 _
sH.p-n=0

ep=1-n= sﬂcff

7.43b)

§7T.TL+(?-,—E2,3:(’}3(E;T»T)(2 SHJPH(,T n+aE

Op:1~T:>—8Ec3+s,ucHT T=0

(7.44a)

(7.44b)
(7.44c)

(7.44d)

(7.45a)
(7.45b)

(7.45¢)
(7.45d)

(7.45¢€)

(7.45¢f)
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La quatriéme et derniére équation de (7.42) devient pour p allant de 0 & 4 :

e p=-2 =0, (EST 'T> =0 redondant avec ES’T =0 (7.46a)
e p=-1=20, (E'ClT . T) =0 redondant avec EST =0 (7.46b)
op=0-n= 0, (EC?’T-T)-I—S/JC?IS,?’:O (7.46¢)
ep=1-n=d, (ES’T -T) +spicHY Yy = —k (EQT : T) (7.46d)

En regroupant certaines équations entre elles, nous pouvons mettre en exergue des équations de type
chaleur. Nous avons premiérement avec (7.44c) et (7.45d)

— 2B+ 54i. 5. E25 =0 (7.47)
Il s’agit bien d'une équation de la chaleur, car si nous retournons dans le domaine temporel, nous avons :

—0E2 5+ ficGe O E2 4 = 0.

c

L’équation de la chaleur est caractérisée dans le domaine de Laplace par la présence de /s (rappelons que
s € Cy), nous la retrouverons fréquemment. Les solutions de cette équation de la chaleur sont engendrées par

eJ_r«/s e OV

or les exponentiels de module croissant ne sont pas autorisés par ’hypothése de définition des champs intérieurs
(7.18). La solution dans chacun des conducteurs peut ainsi s’écrire sous la forme :

~

= Ay(tr,x3) e ViHeoeV | et avec (7.45d) : HS’T -7

B2 1 s,
c,3 e -
040xR \/g te

Ay(tr, z3) VS He TV

0gQIxXRT

ot chaque Ay(t,, x3) est donnée par le champ Ef3 sur le bord 0,€2. Nous avons avec (7.45¢) le champ magnétique
transverse a ’ordre 0

~ 771 _ —/S jic Ge v
spicH. - ”‘aquw = —0.A4(tr,x3) e eV

Nous avons de méme une équation de la chaleur pour 'ordre qui suit :
(7.43d) + (7.46¢) = —2HY, + s(i.G. HY, =0 ct 0, (EE,T : T) - i B,
dont la solution s’écrit

ﬁo

ey =~ A ey
o3 |, 0xmt = By(tr,xs) e VoHee” et avec (7.43d): Elp-T lanX]RJr =/s UTCBq(tT,zg)e SHedel,
C

Nous allons maintenant utiliser le lemme 7.4.1 préliminaire & I’étude des champs intérieurs pour démontrer que
chaque B, = 0. Nous savons de celui-ci que tous les Bg sont égaux et constants :

Vg =0..Q, By(tr.as) = Hoyl, o = HY(xy).

Par la formule de Green 2D, nous avons :

~ 770 1 1
squz—J rotEszfJ E.x = 0
JW e ow “ ow 7 (7.43b)

f 5 fle Hg,?; = J S flc Hg,S
w we

car le champ est exponentiellement décroissant (7.18), ainsi nous avons par Fubini-Tonelli :

or

0 ij By(tr,as3) e Vi oV dt dy Q15 () = HY(w3) =0
= Ty43 T = T 3) = VY.
q=0 0g SR+ ! VS e Oc 8
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Ainsi

= - -~ -
Heg ‘aqﬂxw =0 et | Eor =0}

T o, xR+

Nous avons de plus avec (7.43¢) :

£3

e |aqssz+ =0}

Nous avons aussi avec (7.44d) et (7.45f) ’équation de la chaleur :
— B2, 4 sfie e By = sjick (ﬁgT : T)

et ainsi comme
~ 770 ~ =~ —A/S he O V
Sk (H&T-T) |anX]R+ = —\/Sfl.Gc Agke VH

nous avons, aprés résolution,

3
EC,3

=|C — Aqk e—«/slictch
0gQUxRT q 92 /S/lcd:c .

En dérivant, nous avons
3
ayEC’:s

Y o
o,0xr+ = ~VSHeOc B,

et ainsi avec (7.45f) :

. 1 o Agk I d.
1 . c q —/sfic Ge v
Her 'T|an><lR+ T s \/; [Cq ; Wm] o

Pour finir, nous avons avec (7.43f) et (7.46d) équation de la chaleur

- agH(iB + Sl 0 Hcl,S =0

dont la solution est :

71 _ —/5ficGav 23 _ [Hc —\/5jicGav
Heglp axre = Dae et | Egr T’aqmw Vo, VsDge

Nous allons résumer tous ces résultats dans le théoréme suivant qui décrit les champs intérieurs.
Théoréme 7.4.1. Pour les champs transverses électriques intérieurs, nous avons :

A~

0 _pl  _ 2 _
EC,T - EC,T - EC,T - 07

N L= @qufvs“cgc” T,
042xR Oy

pour les champs longitudinauz électriques intérieurs, nous avons :

753
EC,T

o0 _ ol
EC,3 - Ec,3 - 07

752 _ —+/5 fic Oe v

Ees |aqnxJR+ =4Aqe ’
E3 =|lc = Aqk e—«/s;la Oc U
€3 19,QxRT q ’

24/8 i 0c

pour les champs transverses magnétiques intérieurs, nous avons :

. 1 g Jpa—
HgyT ’anxRJr == (\/g MTCAqe She e | T,
C

g
HC,T

)

_ (L e | Ak | —smay | (A s,
SR+ s\ 1707 2 s peo.
et enfin pour les champs longitudinaux magnétiques intérieurs, nous avons :

H)3=0 et = Dge Vit

7l
HC73 ‘6qQ><]R+

(7.48)

(7.49)

ot les 3(Q + 1) variables Ay, Cyq, Dy ne dépendent que des coordonnées curvilignes (t-,x3) sur les bords 0,9.



212 CHAPITRE 7. A LA RECHERCHE DE LA RESISTANCE PERDUE

7.4.3 Obtention des GIBC

Le théoréme précédent permet de retrouver les GIBC annoncées dans le théoréme 7.2.1. La nullité des champs
électriques a Pordre 0 est a l'ordre 1 et les conditions de transmission (7.21) nous donnent les GIBC aux ordres
0 et 1. Pour la suite, nous relions les champs intérieurs qui ne sont pas nuls sur les bords 0,5 :

A= E23|as_f MC HOTxn|as

Ak uc
[Cq 2\/@] 637\/7 Txn|(75

—/5 ‘UCD E3T><n><n|as \fu'ucHl

Le retour en temps est aisé, il suffit de replacer le symbole 4/s par I'opérateur pseudo-différentiel 6,51/ % Ainsi en
utilisant les conditions de transmission, nous obtenons bien les GIBC pour les ordres qui suivent. Il est aisé de
vérifier que les conditions de compatibilité (7.22) sont elles aussi satisfaites pour p allant de —4 a 0 pour le champ
électrique et pour p = 0,1 pour le champ magnétique. Pour finir nous remarquons aussi que les expressions des
champs magnétiques transverses du théoréme 7.4.1 confirment celles annoncées dans la proposition 7.2.1.

7.4.4 Remarque concernant le cas non cylindrique

On dédaigne volontiers un but qu’on n’a pas
réussi a atteindre, ou qu’on a atteint
définitivement

Proust, Albertine disparue

Si nous voulons étoffer notre cadre d’application en ne considérant plus le cable cylindrique alors notre
conjecture asymptotique (7.17) concernant les champs intérieurs n’est pas adéquate et par conséquent les GIBC
proposées dans le théoréme 7.2.1 ne sont plus applicables. Expliquons quelque peu pourquoi.

Un céble non cylindrique correspond au cas ot les sections du céble varient, c-a-d sont données par transfor-
mation d’une section de référence OJ , incluse dans un domaine borné convexe B* de diamétre & :

OEXt:E'g E3ngt avec TGCI(R7W1,OO(§,?))’

le cable est alors défini par

ext - U Oext X {2173}

r3ER

et de méme pour les conducteurs Oq =5+ Nous invitons le lecteur a lire la section 3.1.2 pour plus de précisions
et de rigueur. Dans cette section nous avons démontré que les conditions aux bords et de transmission sont
modifiées par I'apparition d’un facteur correspondant & la trace normale de 'opposé de la vitesse eulérienne de
la transformation 7, (voir la proposition 3.8) :

g=—(&Ty o) n

Les conditions de transmission de type tangentielle deviennent alors :

~ 5
Ep x n|aqsm3 =E.px n|ﬁqsm3 Hp x n|aqsm3 = 0g5ay
et
v _  pp—1 _op _ pp—1 7P p—1 _ gp p—
Ey —g By n‘aqSTS =E.3—gE.; -n 04Sag Hy H, " -n 24Sag 7H H T SUPE
et de type normale sur 0,5, deviennent :
séﬁg -n+ ségﬁép_l) + o, E(Tp_z) -n+ (fegEép_g) = (sz—fC EQT -n + ss}gEéfg—l) + O. Eg;‘l) gE(p+3))

sﬁﬁ§~n+sﬁgﬁ§p_l) =sﬂcﬁ§T~n+5ﬂcgﬁ§,’§_l)

Si nous postulons le méme développement asymptotique (7.17) pour les champs intérieurs dans le cas cylindrique,
alors I’étude des champs intérieurs est la méme, c-a~-d que le théoréme 7.4.1 est aussi vrai. Par contre, les nouvelles
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conditions de transmission vont nous donner de nouvelles GI BCP? différentes du théoréme 7.2.1. Intéressons nous
qu’au cas qui pose probléme. Les conditions de transmission donnent

2

3 |aqsz3 =0

U}EgT-n—i—U}gff?

et comme
~3 B ~o
Ec,T n=0 et E 4

)

_ —/S lic eV
Aq@ cOc

0gQXRT

nous avons g A, = 0, ce qui veut dire qu'’il n’y aucune conséquence de l'effet de peau sur Ef =0et H 9=0
alors qu’il y en a dans le cas non cylindrique. Et si nous continuons notre raisonnement aux ordres supérieurs
nous trouverons E¥ ; = 0 alors que se sont justement ces coefficients qui seront responsables de la présence d’une
résistance dans le modeéle des télégraphistes. Comme siirement vous vous attendiez, notre erreur est de postuler

(7.17). Dans le cas non cylindrique, le phénomeéne de couche limite dépend de la variable 3 :

A~ A~ 1% ~ 14 ~ 14
B (w,23), = B (tm, 5) +SE! (tm, 5) + 82 B2 (tmg, 5,) 4o

avec (tr 4, V) les coordonnées locales dans la nouvelle couche mince :

q

WY = {x € W, | dist(z, 045z,) < 17}.

ce nouveau développement modifie les équations (7.42). Trop embrouillé dans les calculs, nous avons sombré sur
cet écueil. Toutefois, nous imaginons que le modéle 1D final n’en serait pas altéré mais que la reconstruction des
champs électromagnétiques si.

7.4.5 A la recherche du temps perdu

Nous avons dit que les champs intérieurs longitudinaux ECQ)?), E§3 et H . 3 sont respectueusement solutions
des équations (7.47), (7.48) et (7.49) sur un domaine non-borné dans une direction. Dans I'autre direction ces
champs sont, par les conditions de transmission (7.21), égaux sur chaque d,Q2 a A,, Cy aux champs extérieurs

2 _ _ 2 3
EC,B ‘an - Aq = L3, Ec,g

o= ComBY et M| - D, - 1
Les composantes non nulles des champs transversaux & savoir
fIQ}T-T , ﬁclTn , ﬁcl’T'T et ES’T'T,
se retrouvent respectivement a partir de
(7.44c) , (7.4be) , (7.44d) et (7.43f).

Nous allons utiliser les expressions dans le domaine de Laplace afin de trouver des formulations équivalentes aux
équations de la chaleur (7.47), (7.48) et (7.49) mais cette fois-ci posées sur un domaine borné (]0,v,[) via des
conditions transparentes (en v,.). Plus précisément en dérivant 1'expression de E33 donnée dans le théoréme
7.4.1, nous avons en un point v, > 0 :

OV E23(vr) + /5 i 6o B24(vy) = 0.

Pour revenir en temps, il nous suffit de rappeler que /s est le symbole de 'opérateur (3,51 2 Nous pouvons alors
écrire :

Théoréme 7.4.2. Le champ longitudinal intérieur d’ordre deux restreint au conducteur numéro q pris en
(tT,xg) N -,
O(t,v) = £, |anX]R+ (t,v,tr,x3)

est solution d’une équation de la chaleur (avec paramétre (t,,x3)) avec condition transparente au bord droit et

condition initiale nulle : )

HeOc
0 =A, en v=_0

010 — 2?0 =0 sur]0, v,.[

0,0 + /li. Tc 6,51/2@ =0 env=uy
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qui est un probléme bien posé de part son égalité d’énergie :

1O(T)] 2 10,0, 1 f fT ~ 1/2
SZIV 2,01 122 01001y + &(v,) 026 (v,
2 [i. G, || HL 10,v[) \//T 0 ( ) t ( )

T T 1/ - 10l z210,0,
+ (atAq,@) + 0 "Aq(rr) O(1y) = ———————= (7.50)
0

o 22100, ) 2

avec © = O — Ay

Démonstration. Nous avons introduit © pour nous débarrasser de la condition de Dirichlet non homogéne en
= 0. L’égalité d’énergie vient de 1’équation d’inconnue © intégrée sur 0, T[x]0, v,.[ contre ©. Il est bon de

rappeler que

T
f O(v,) 0/*6(vy) > 0,
0

en conséquence du théoréme 12.3.1. Cette égalité d’énergie permet via le lemme de Gronwall d’obtenir une
estimation d’énergie. Le caractére bien posé se déduit alors de la méthode de Galerkin. Une démonstration du
meéme type est plus détaillée pour le théoréme 4.3.1. O

Le probléme pour lequel H 13 est solution est exactement le meme qu ‘auparavant mais avec D, au lieu de
A, comme condition de Dirichlet en v = 0. Le probleme pour lequel F 3 est légérement plus compliqué de part

la présence de source. En dérivant ’expression de EC 5 donnée dans le théoréme 7.4.1, nous avons en un point
v >0:

3(Vr) + /s ficdc E?,S(Vr) =0
Ainsi avec cette derniére égalité et 1’équation de la chaleur (7.48) nous obtenons la formulation :

Théoréme 7.4.3. Le champ longitudinal intérieur d’ordre trois restreint au conducteur numéro q pris en

(t.,-, $3) ;

Q' (t,v)=E t, v, tr, 3)

3
c3 ‘%Qx]RJr(

est solution d’une équation de la chaleur avec condition transparente au bord droit et condition initiale nulle :

1 k ~
00 — —— 20 = = 2 (HE,T : T) sur]0, v, [

Me Oc
o' =C, en v=0
0,0 + \/fic 0. (9,51/2@’:0 en v =u,
qui est un probléme bien posé.
Démonstration. Les arguments sont similaires a ceux de la preuve du théoréme 7.4.2. O

Les seules inconnues qui demeurent pour décrire dans le domaine temporel les champs intérieurs sont les
Ag, Cq et Dy. Elles sont données par les champs extérieurs qui comme nous le savons peuvent exprimer via les
GIBCP du théoréme 7.2.1, que nous avons déja justifié, sans avoir besoin de connaitre les champs intérieurs.
L’étude des champs extérieurs constitue le sujet de la section prochaine.

7.5 Vers le modéle des télégraphistes incorporant I’effet de peau

En verrai ge jamais la fin

Charles d’Orléans

Nous allons une fois de plus exploiter la méme démarche que dans les chapitres 4 et 5 pour déterminer les
champs extérieurs (7.19) avec les conditions aux bords données par le théoréme 7.2.1. Cette démarche permet
de déterminer des formules de reconstruction des champs extérieurs (Ep HP )a partlr des quantités 1D que sont
les potentiels électriques VP := (Vp)q 1,0 et les courants électriques = (Ii")q_l’Q qui sont définis comme
projection sur les espaces harmoniques

Q Q
=> (C_l)q,q, L EEY Ve, and I :=) (L_l)qu, L [ HE - Nt g
q/

q/
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avec les potentiels harmoniques

Gea = @ (5(w3),S) € HU(S) et g =¥ (fi(as). S) € H'(S)//R

définis comme les uniques solutions des problémes elliptiques

div(é Vgoqq) =0, in S, div(ﬁ Vwm,q) =0, in Sr,,
Ve, q =0, on 0y.S, and On¥m.q =0, on 09, (7.51)
Pe,q = 5qk7 on 6k57 k< Q7 [¢m,q] = 5qk7 [(}nwm,q] =0 onTy, k< Q

et la matrice de capacitance et d’inductance @-polaires :

Cyq = JS EVeq Ve et Ly = JS VY g - Vo, o (7.52)

Toutes ces quantités sont déja définies dans les chapitres 4 et 5, nous avons seulement enlevé 'indice co afin
d’alléger les notations.

Notons que seules les conditions aux limites différent de ’étude faite aux chapitres 4 et 5. Le lecteur vigilant
aura remarqué dans la partie II que pour déterminer les champs électromagnétiques a ’ordre p, nous avons

besoin des équations volumiques, des conditions aux bords & l'ordre p et de la condition au bord E‘:gp +1), c’est la
raison pour laquelle nous avons tenu a écrire les GIBC jusqu’a 'ordre 3 alors que nous nous conterons d’étudier
que les ordres jusqu’a deux.

Pour plus de simplicité, nous supposerons que la source, c-a-d la densité de courant fs est solénoidale :
divJr = 0.
Cette hypotheése, selon la proposition 5.1.1, implique un certain comportement de la source :
Q
Jor = rot lg] + 3 Jrq?(S.1) (7.53)
q=1
avec ¥9(S,1) défini en (1.10) et ¢; € H'(S) la solution de :

{_Ag, =rotJp, dans S, (7.54)

onCy = fT X n sur 0S.

7.5.1 Champs électromagnétiques limites et modéle des télégraphistes limite

La répétition est la plus forte des figures de
rhétorique

Napoléon Bonaparte

Cette sous-section est entiérement dévolue & quelques rappels des résultats de 'ordre 0 déja présentés et
démontrés dans la section 4.1 et dans la section 5.1.3. Les potentiels et courants électriques limites sont les
solutions de 1’équation des télégraphistes a ’ordre O :

S C($3) i\,O(:EEM S) + a3 io(xfﬁa S) = /I\s(x& 8)7

N R (7.55)
sL(z3) I°(23,8) + 03 VO(x3,5) = 0,
ou la source est définie par
is($3,8) = (i\s’q(ifg“S)) avec is’q(x;;,s) = Jr - n. (7.56)
1<¢<@Q 05
Les formules de reconstruction des champs extérieurs a ’ordre 0 sont :
Q ~ Q ~
5 S0 (VS 5 o (Vi
0 0 e, 0 _ m,
E—qu<04> etHZIq(Oq (7.57)

q=1 q=1
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Nous pouvons aussi écrire ces champs sous la forme d’un rotationnel via le lemme de conjugaison 1.3.5 :
EVO _ =1 2 C ‘7—0 rot we’q’ ﬁ,o B ~_1 @ L j}O rot Pm,q 758
=t ) @4 Vq 0 et =it Y |Laa Iy 0 (7.58)

q,q'=1 q,q'=1

en ayant pris soin d’introduire potentiels conjugués :

Ormg(-s23) == ¢ (prl (,z3), s) e HY(S) and (-, x5) = 01 (571 (,z3), s) e H'(S)

solutions de

div(i Vm,e) =0, dans S, div (7! Vipeq) =0, dans Sr,,
Pm,q = 07 sur 8057 et and}e,q = 07 sur aS, (759)
Om,q = Oqk; sur 0iS, k < Q, [Veq] =0y [ Ontbeq] =0 sur Ty, k< Q,

7.5.2 Champs électromagnétiques et modéle des télégraphistes & 'ordre 1

ce qui est répété a existé, sinon il ne
pourrait étre répété; mais c’est précisément
le fait d’avoir existé qui donne a la
répétition le caractére d’une nouveauté.

Soren Kierkegaard, La Répétition

Les champs transverses a ’ordre 1

Les équations (7.19, 7.20) auxquelles nous ajoutons les conditions aux bords issues du théoréme 7.2.1 et de la
proposition 7.2.1 nous donnent les problémes div-rot dont les champs transversaux a ’ordre 1 sont les solutions :

rot Ef = 0, dans S, rot H} = J, dans S,
div (E}) = 03J3, dans S, et div (@ Hf) =0 dans S, (7.60)
Erxn=0 sur 95, Vs HYL -n=— %&(f[gxn) sur 0S.

Nous devons avant toute chose donner un sens & la trace "dérivée tangentielle" de 1, 4 et donc & ﬁ% x n sur le
bord 0S. Sur les portions ¢S pour ¢’ # 0, ¢ cela ne pose aucun probléme mais sur 6pS et 045 le potentiel 1y, 4
saute. En réalité, cela ne pose guére de probléme car avec le lemme de conjugaison 1.3.5, nous avons

Q
Vipm,g = =i~ lz Lg,q rot Sam,q’]

q'=1

et comme la trace "dérivée normale" 0, ¢, o est parfaitement opérante®, nous pouvons définir Popérateur o
sur le bord 05 par :

Q
aT’wm,q = Z [1471 Lq,q/anﬁpm,q’ . (761)

q

Cet opérateur ne dépend bien entendu pas de la coupure et coincide avec la "dérivée tangentielle" usuelle ;v 4
quand cela est possible :

) -
aTwm,q |as\5rq - OT/I/}m,(]?
par contre il faut étre vigilant avec 'intégrale sur un contour fermé :

[ S g -
oS

0,5 245

8. div (u~! Vi, ) = 0 donc la trace normale de Vi, / est bien définie.
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La trace tangentielle du champ magnétique et sa "dérivée tangentielle" usuelle sur le bord 0S5 sont alors parfai-
tement définies :

Q Q
HY xn=— Z I, 0rbmy et - (HY xn)=— Z I, 00 Orthm g,
g=1 q=1

et nous avons bien, car il s’agit bien d’une dérivée tangentielle usuelle :

J (97(]3% X n) =0 pour g =0...Q,
045

-
’q

ce qui correspond aux conditions de compatibilité du second probléme de (7.60). Les problémes div-rot (7.60)
sont ainsi bien posés, nous pouvons écrire leur solution a l'aide des décompositions de Helmholtz du théoréme

1.2.1:
Q

Q
B =3 V! Voo + BffY et Hy = 3 I} Vi g + H (7.62)
g=1 g=1
avec les restes dans L2(S)/g(5,s) et LQ(S)/H([L,S)

A~

Q
Eft =vel et B =t rot G+ Y A/sIDVE,,
q=0
déterminables & partir des potentiels électrostatique et magnétostatique :
Fl1 71 1
ge? m € HO (S)

définis comme les uniques solutions de :

div(e VEI) = M7 dans S rot (™! rot E,ln) = jg, dans S
3 o ¢\ a (7.63)
& =0, sur 0S m =0, on 08

et de potentiels -
gm,q € H1 (S)/R

(ceux-ci sont nouveaux par rapport a la section 5.2.1) dus aux conditions aux bords de la proposition 7.2.1 (nous
avons simplement remplacer HY. par son expression (7.57)) :

div(f vf}nyq) =0, dans S,
2 AP (7.64)
[10n&hy g = \) 5 Or Orthm g, sur 0S.

Les conditions de compatibilité pour les problémes (7.60, 7.64) sont bien entendu satisfaites. Nous pouvons,
comme dans le cas de lordre 0, aussi écrire le champ magnétique sous la forme d’un rotationnel. Nous allons
pour cela utiliser la version non simplement connexe du théoréme de Hodge-Weyl pour les champs solénoidales
donnés par le lemme 1.3.7 :

Q
H:=—pt l Z Log f; rot Sam,q’] + Hil“m
q,q'=1

ou cette fois le reste est donné sous la forme

Q Q
~ 1 1
Hq{il:ﬂ_l rOtCArly@"'Z\/gfgrOt“m,q_Z(

P ad 05 V McOc

1 - .
f —— Ortm g arwm,q’> fg rot Qom,q"| (7-65)
9,9’

avec les potentiels
Kim,q € H'(S)

les uniques solutions :
rot ([fl rot nm,q> =0 dans S,

_  JHe o
Km,g = A/ 5 Or¥m.q sur 0S.
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La premiére occurence de ’effet de peau dans ’équation des télégraphistes

Des jugements analytiques ne disent dans le
prédicat rien qui n’ait déja été pensé
réellement dans la notion du sujet, quoique
pas aussi clairement et avec la méme
conscience.

Kant, Prolégoménes & toute métaphysique
future qui aura le droit de se présenter
comme science

Quelques prolégoménes Commengons déja par quelques égalités qui nous simplifieront notre tache :

Lemme 7.5.1. Nous avons la relation de bi-orthogonalité

/

= —(rot Pe,qs %wm’q/) =04

(Ve 08 tny ) 13(8)

L3(5)

ainsi que les relations sur les dérivées longitudinales de certains potentiels :

(7) ( Ozrot @, 4, vd)m’q/)L?(S) =0,

(@) (270t Yy Ve ), =0,

£2(s)

(#4i) (33E1{%71a;8Ewm,Q)L2(S) =0,

(iv) (63 ﬁfﬂ rot e q )LQ(S) = 03 (J rotﬁ;?vl (@e,q - @m,q)) + J- rotﬁ;?vl 63305,11.
S S

Démonstration. La relation de bi-orthogonalité et les égalités (i) et (ii) proviennent du lemme 4.1.1. La relation
(i) est issue du lemme 5.2.4. Pour finir nous pouvons démontrer 1’égalité (iv) de la méme maniére que dans le
lemme 5.2.3, et cela méme si les conditions aux bords de la trace normale de ﬁf’l ne sont pas les mémes, car
dans cette preuve les conditions aux bords n’interviennent pas. O

L’équation des télégraphistes 4 I'ordre 1 Nous pouvons, démontrer le résultat phare de ce chapitre,
I’établissement du modéle des télégraphistes qui incorpore 'effet de peu :

Théoréme 7.5.1. Les potentiels V! et courants I électriques d’ordre 1 vérifient [’équation des télégraphistes
sutvante

sC(x3)\A/'1(x3, s) + 63il($3,8) = I;l(xg,s),
(7.66)

sL(ch)il(mg, s)+ \/gRsk(mg)iO(acg, s)+ 03 \Afl(xg, 5) =0,

avec la resistance due a leffet de peau

Bes 5
Rs ;= Ta'r m a7' m,q’ 7.67
()= [ A5 Gty ot (1.7
et la source de courant

E = (E7q) avec f;,q = 03 (J jg (cp&q — <,9m7q)> +J :7;3 03Pe.q- (7.68)
q=1...Q S S

Démonstration. La premiére et la troisiéme équation de (7.19) donnent aprés avoir exploité les expressions des
champs extérieurs a 'ordre 1 données par (7.62) :

Q Q
iwe Z V) Vpeq+ EfY — e x 03 ( Z f; Vthm,q + H:,{%’1> —rot HY =0, (a)
q=1

(7.69)

q=1 =

Q Q
Wi ) I Vi + A + e x 03 (D) V) Ve + Bf') +vot B 0. ()
g=1

q=1
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Pour se débarrasser des termes, pour l'instant totalement inconnus, ﬁf et EBQ, nous allons prendre le produit
scalaire L?(S) de (7.5.3-(a)) avec chaque V. 4 et de (7.5.3-(b)) avec chaque Vi), . De plus nous avons les
relations d’orthogonalité dues aux décompositions de Helmholtz :
J EVQey BT =0 et J (Vg - HE =0
s s
Nous avons finalement aprés avoir introduit les matrices de capacité électrique C et d’inductance électrique L :
N & 71 SR o
. 1 N _ 2
q; [W Coa Vo + (63 (Iq rot wm”) ’V%’q’>L2<s>] N <63 Hy™, rot sDe’q’)Lz(s) - (mt Hy', Veeq )ms)
S 71 i SR,
. 1 S 1 _ 52 S ,
qgl [Zw Loy = (&3 (Vq rot %’q) Vibmg )LZ(S)] i (63 Er™, xot Ymy )L2(SF) - (mt B3, Vibm.q >L2(S)
(7.70)
En utilisant le lemme 7.5.1 et en rappelant que rot H:,{% R N (voir équation (7.60)) , nous obtenons
Q N R o N
1 1 _ 2
qgl [s Cpy Vy +031 ] -1, = (rot H; ,ch@,q>L2(S),
Q A A~ ~ ~
3 [ Lo Ty | + 23 Vi = —(vot B2, Ve, ) |
= 12(5)

Premiérement, on utilise la formule de Green 2D (10.19) :

(rot ﬁ327Vgoe,q) ﬁgz Vipeq xn et (rot E‘32,@1/1m7q> f Egz @z/)m’q xXn
a8

L2(S) (10.10) LS L2(S) (10.10)

Ensuite comme Vg, , x n = 0 sur 05 nous avons

(rot a2, v%,q)m(s) —0. (7.71)

Pour finir, nous allons enfin avoir recours aux conditions aux bords de type GIBC données par le théoréme 7.2.1 :

Ej

i ~
los = Vs UTZH%X"’

ainsi, nous avons

_ Q -
(rot E32,v¢m,q) 5 Be B9 xn Vg xn = s 3 IV J B T X 10 Vg X 1.
) as V Oc (7.57) =1 as V Oc

L2(S

O

Nous retrouvons en particulier ’équation des télégraphistes évoquée en (7.25) en faisant (7.55) + § (7.66).

Etude de la résistance
Proposition 7.5.1. La résistance R est une matrice symétrique et définie positive.

Démonstration. Pour montrer que la matrice est pleine, il suffit de démontrer que sur chacun des bords. Si nous
notons pour tout vecteur I de dimension Q :

Q
(D) = Y Iy ¥y
q=1
alors nous avons _
R, I-1= f He o (D2 > 0
s V Oc
Si nous avons Rg I- T = 0 pour I # 0 alors il existe 1 < ¢ < @ tel que :

gszm,q =0 surodS



220

CHAPITRE 7. A LA RECHERCHE DE LA RESISTANCE PERDUE

Or nous allons voir que ceci est strictement impossible. Pour cela nous allons exploiter le lemme de conjugaison
1.3.5:

Q
Orhm,q = Z,uil Lg,q0nm,q -
q/

Comme la matrice L est définie positive, si nous avons 0;v, , = 0 sur ;S alors pour tout ¢’, nous avons

OnPm.q SUr 0 S ce qui est rendu impossible par le principe de continuation unique : comme ,,  est constant
Pm,q q p p p p q ¥Pm,q

sur le bord 0,5 alors ¢, o est une constante ce qu'’il ne peut pas étre de part ces conditions aux limites.

O

Champs longitudinaux a l’ordre 1

Nous avons avec la premiére et la troisiéme équation de (7.19) pour p = 0, les conditions aux bords du
théoréme 7.2.1 et la proposition 7.2.2 :

{rotEA’g — —iw i HY — 0se3 x EY., rot Hy = iwé Ep — dses x Hyp — jr,
A~ et ~

El‘ —0, f A HO = 0.

35 SN 3

Nous pouvons montrer exactement de la méme maniére, notamment avec le précieux recours du lemme de
conjugaison 1.3.5, que pour la proposition 5.2.1 et la remarque 5.2.1 que

Q
E?} = Z [63@6711 ‘/qO + (@e,q - @m,q) aquO:I (772)
g=1
et o
A = 3 [(stma)y B2+ (Ymg — e, T3] + (o), (773)
q=1
avec

et ou la notation < . >,1 correspondante & un signal privé de sa moyenne :

f

i
s

a été introduite de maniére & ne pas se préoccuper de la normalisation des fonctions définies 4 une constante
pres.

7.5.3 Champs électromagnétiques et modéle a 'ordre 2

Pour que les choses paraissent nouvelles, si
elles sont anciennes, et méme si elles sont
nouvelles, il faut, en art, comme en
médecine, comme en mondanité, des noms
nouveaux.

Proust, Le Temps retrouvé

Embrassons a la fois la prise en compte de I'effet de peau et le modéle d’ordre du chapitre 5. Nous ne répéterons
pas une fois de plus la démarche du chapitre 5 mais donnerons seulement les résultats utiles et des preuves que
quand nous devrons étre plus vigilant quand aux conséquences dues a la prise en compte des nouvelles GIBC.
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Champs transversaux a ’ordre 2

Nous pouvons écrire les champs transversaux a ’ordre 2
~ Q. - R Q R R
E} = Z Vq2 Ve,q + E%m et H7 = Z fg Vihm,q + ijm (7.74)
q=1 q=1

avec Eq{2 2 ot respectivement H:,I} 2 Jes uniques solutions dans L?(S) privé des noyaux que sont les espaces

harmoniques
LQ(S)/5(575’) et respectivement LQ(S)/H(ﬁﬁ)

des problémes div-rot suivant :

div(é E%) -0 (5 Eg) - div(a;, E%), diV(ﬁ A%) = —03 (/1 A§)7
rot B2 = —iw ji H2, ot {rot H} —iw & E} (7.75)
EZ2 xn=0, ondS Vs H2 = — %&(ﬁ%xn)

Equation des télégraphistes d’ordre 2

Ce ne sont pas les étres qui existent
réellement, mais les idées.

Proust, Le temps retrouvé

Nous introduisons les nouveaux coefficients décrits dans la définition 5.4.1 :

— matrices liées a 'inhomogénéité :

(’Yc)ij = Jsé(@e,i - @m,i) (‘pe,j - @m,j) et (’YL)Z-J- = JS i <"/)m,i - '(/)e,i>ﬁ <wm,j - '(/Je,j>ﬂ

— matrices liées a la dépendance en z3 :

Cg = (no — dsxc)Id et Lg? = (nr — dsx) Id (7.76)

avec les matrices

(Uc)ij = JS € 03 i 03(pe,j) et (TIL)ij = L f <53¢m,i>ﬂ <a377[}m,j>ﬂ

et

S

(xe)y; = | 2oapes (vei—oma) et (xe)y = [ A(0wmaly (s = v
s
Par rapport au lemme 7.5.1, nous aurons besoin de deux égalités supplémentaires :

Lemme 7.5.2. les dérivées longitudinales vérifient :

Q
() (3B 06 Yung) o gy = = 205 | (L) gy 19 = 05 (92 5 0 05 V) | + Vi

q/
71 R,2 2
(i6) (05 B 10t pei) agom) = 235 [ (Ca) g Vi = 0s((v0) 370 ) |-

q/

avec les nouveauz coefficients définis plus haut et la source de tension :

Vo= [0 ([0 (ma = by ) = [ 3G (0ama), ] (r77)

Démonstration. Les démonstrations sont les mémes que dans les lemmata 5.4.4 et 5.4.5 méme si les conditions
aux bords de la trace normale de Hﬁ 2 et la divergence de E%m différent. O
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Avec de telles égalités, ils devient aisé de démontrer :

Théoréme 7.5.2. Les potentiels V2 et courants T2 électriques d’ordre deux vérifient I’équation des télégraphistes
sutvante :

sC(z3) V(23,5) + 03 12(23, 5) + G(x3) VO (23, 5) — 503 ('yc s \70) +5Cg V0 =0,

A~

sL(xg)TQ(xg, s) + \/gRsk(l’g)il(’Ig,S) + 03 \Afl(xg,s) — 503 ('yL 63i0) + ngio — SLskiO(ZL'g, s) = Vg,

(7.78)
avec la matrice de conductance définie par
Ggq = L Ge Vipeq  Vipe,q (7.79)
et matrice d’inductance due a leffet de peau par
URIFES RGP G (7.50)

avec &, , defini en (7.64).

Démonstration. De la méme maniére que pour la démonstration du théoréme 7.5.1, nous trouvons l’équation
(7.70) (a Pordre supérieur), puis en exploitant le lemme 7.5.2, nous avons

Me

Q Q
[5Caa V2| + D) Go Vi + 25124 35 [ (Ce), , Vi = 35((r0), , 05 V5 ) | = (vot 715, we,q)ws),
q'=1 q

q'=1
Q N N Q N R . R
2 2 0 o\ - _ 3
q; B AR AE qZ s [(Te),, 10— 0s((vm), 0 25 V5 )| = =(rot B, Vi, )LZ(S) + Vo,
de plus, nous pouvons comme nous 'avons déja fait pour (7.71), montrer que
rot }AI3, \% ) =0
( 80V Peq ) as)

Pour le dernier terme, nous utilisons les conditions aux bords de type GIBC du théoréme 7.2.1 :

(rot 533>%¢m,q) = J B3 Vg xn=1+/s He HExn Vipp g x 1

L2(5) s o8 V Oc

et en utilisant ’expression de PAI% donnée par (7.62), nous avons

Q Q =
A~ ~ ~ [ e = 70
(I‘Ot E33, V’lﬁm’q)lg(s) = \/g /21 (Rsk)%q/ Iq/ + s /21 (LS O'TC (?Té-?}l’l,q’ afrql)m,q> Iq"
q = q=

Pour achever notre démonstration, il nous reste a prouver que

(Lsk)%q/ = - LS \ ZT: 67571n,q’ gTwm,q-

La formulation faible de (7.64), nous dit que pour toute fonction test u € H'(S), nous avons

—f AvVEL .- Vu +f \ 5 O St qu =0
S oS c

En particulier, pour u = £} nous avons

/
m,q ?

~ ﬂc 5
_ L AVE, o VE o+ L A | & O Ortmg Ep.y = 0.

Nous intégrons par parties I'intégrale sur chaque partiie connexe fermé du bord

/lc 5 1 'JC Y 1
- (97- (77-1/17717 fm ;= *J‘ \/f(}f'lpm, aT Em ’7
qu \/:C ! " 048 Oec ! N
Pe 1 Y — i 1 1
J \/faréhm,q’ OrtPm,q = _f [iVE&m,q Vm.q
os V Oc S

ce qui correspond & la formule attendue. O

ainsi
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Proposition 7.5.2. La matrice L, est positive.

Démonstration. En notant pour tout vecteur u = (uq)q<q € c?

Q
= Z Emq
qg=1
nous avons :
Lsku -ua = f ‘EL |me(U)|2 = 0
S
O

Remarque 7.5.1. Dans le cas mono-dme (Q = 1) ot S est une couronne, et i est constant dans S, la matrice
L. est nulle.

Démonstration. En effet dans ce cas, nous avons, conformément a ’exemple 1.3.1, dans les coordonnées polaires
(r,0) (avec la coupure coincidant avec I’axe radial pour un angle nul)

0
m 79 =1-—
et ainsi 0,071, = 0 ce qui implique Em =0. O
Champs longitudinaux d’ordre 2
Pour simplifier, nous allons prendre R
J3 =0
de maniére a ce que
¢L=0.

Lemme 7.5.3. Les champs extérieurs longitudinauz vérifient

Q Q
B = 3o [0 eea] + D s [Lu Ty omar] - Zﬁf o+ Z Vi (R, Bma] 780
g=1 q,q9'=1 q,9'=
et
- Q Q R Q R 7 R
H; = > 05 [f,l wm,q] + > s [cqu, P zbe,q/] + >0 [fg }n] /2| HE (7.82)
q=1 a,q'=1 =1 Oc Jos
Démonstration. Nous avons
rot B2 = —sjiHY: — e x 3% et rot HY = sé B} — ey x 03HE. (7.83)

En utilisant les expressions des champs ﬁ} et E’% sous la forme d’un rotationnel issues de (7.65) et des consé-
quences du lemme de conjugaison 1.3.5 :

Q Q
A~ = 71
EL =g > [CM/ V, rot 1/)6,,1/] et Hp=—p" l > [Lq,q’f; rot ‘pqu'] Zrot ( NG Ly Kmﬂ)}
g,

¢,9'=1
ainsi que celles sous la forme d’un gradient :

Q Q
—e3 X 83E% = Z 03 [1/;]1 rot goe,q] et —e3x 63H711 = Z 03 [j;l rot Y, 4 + fgrot é}n] ,
g=1 q=1

nous pouvons écrire les membres de droite des égalités de (7.83) sous la forme d’un rotationnel. En effet, nous
avons

Q Q

Q A~
:Zf)g[‘/:]lgoe,q]—k 2 s[qu/ qpmq] Z\/EI Km,q + 2 [ q,fg@m,q/]—kcteg
q=1

/

q,q'=1 q q,q'=1
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et
N Q . Q R Q A
= 3 o1 tma] + D) 5 [Cow Vi tew |+ D 05 [EL ] + ctely
a=1 aq'=1 q=1

ott nous allons déterminer les constantes cte§ avec cte§* avec les conditions aux bords de E2 et de moyenne de
HZ. Comme

752
E3

= — Q Q
He 7 H 3
6’S=\/‘g CF:H%an_\/g\/;izfgorwm,q=_2\/gﬁ;ﬁm’q’
J - gq=1 g=1

nous avons sur le bord dyS :
ctes =0

et sur chaque bord 0,5 pour ¢ = 1...Q, nous avons :

Q Q
83‘211 + Z SLq,q’f; + Z \/E(Rsk)q’q,fg + cte§ =
q’'=1

q'=1

et ces deux derniéres inégalités concordent avec (7.66).

Pour déterminer ctef’, nous rappelons que (voir proposition 7.2.2) la moyenne des champs longitudinaux
extérieurs magnétiques vérifie :

sf,zﬁzngf Booxn— e [ @
S o8 Oc Jos

7.6 Un amour de modéle effectif

Pallia si terra nimium demissa jacebunt

Ovide, 'Art d’aimer

En exploitant les équations des télégraphistes jusqu’a l'ordre 2
(7.55) + 6 (7.66) + 6% (7.78)
nous obtenons enfin ’équation des télégraphistes effective qui prend en compte l'effet de peau :

Théoréme 7.6.1. Le modéle effectif des télégraphistes d’ordre 2 incorporant l'effet de peau est

5 [C+ 6°Cgq — 6203 (vc 33)] V2 + 62 G VP2 1 33192 (23,5) = IS,
~ ~ ~ (7.84)
s [L+ 6°Lg — 6205 (v, 03) — 0° Lo | I + 6 /s Ry 12 + 03 1% = 62V,

avec les Q x Q matrices effectives C, L et G définies en (7.52) et (7.79) , la matrice de resistance due a leffet
de peau Ry, définie par (7.67), les nouveauz coefficients Cg et Lg définis en (7.76) et l'inductance due a effet
de peau Ly, définie en (7.80). Les sources sont elles définies en (7.56, 7.68) et (7.77).

Ce modéle nous permet de reconstruire les champs électromagnétiques jusqu’a 'ordre 2 avec les équations
(7.58, 7.62, 7.72, 7.73, 7.74, 7.81, 7.82). Si nous traitons le cas d’un céble ou la perméabilité et la permittivité
du milieu diélectrique sont proportionnelles et n’évoluent pas dans la direction longitudinale ez alors nous
retombons (hormis la présence de Lg) sur un modéle type RLCG classique car les coefficients v¢, yr ,Cget Lg
sont nuls.

L’erreur commise entre la considération de I’équation des télégraphistes effective 7.84 et ((7.55) + & (7.66)
+ 02 (7.78)) est d’ordre O(63). La démonstration s’opére de la méme fagon que celle pour l'ordre deux (voir la
section 5.5.2) et nous n’avons pas recopié la démarche.
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7.6.1 Positivité des matrices effectives

Tout est plus simple qu’on ne peut
I'imaginer et en méme temps plus
enchevétré qu’on ne saurait le concevoir.

Goethe

Pour s’assurer du caractére bien posé, nous avons besoin d’établir la positivité, et parfois la coercivité, des
matrices établies dans le modéle effectif des télégraphistes. Les matrices de capacitances électrique et d’inductance
électrique sont coercives :

Propriété 7.6.1. Si les trous de S sont non-dégénérés, c-a-d qu’il existe des constantes
2\ 2
Cc_ = <d*> min |0, et A& = max{\¢ € o(€)}
bl a,

basées sur l’aire minimale des trous et sur la valeur propre maximale de la matrice de capacité € définie en 11.4,
alors

e C_|VP<SCV-V<e A\ V2 pour tout V

et
pe A THIP SLI-I< py CZH VP pour tout T

Démonstration. Similaire & la propriété 4.3.1. O

Introduisons maintenant les espaces pré-hilbertiens

= {Ve @) [ 2160 o) V) + tapu (V) < )
’ < CX')}

CV.U + ¢ JQ € [(we = om) (03V) + O30 (V)] [(pe — om) (03U) + 03¢, (U)]

B = {1e PR [ 7 (6 = 6,005 + (2avin D),

munis des produits scalaires

(v.u), - |

R

(3, = [ L1348 | 5 (= 60) @00 + (ot () ] (8 = 00) 0o + (2t (D),

Notons que les termes aprés le 62 dans les produits scalaires peuvent dégénérer. Nous allons vous rappeler
(se référer au lemme 7.6.1 pour la preuve) que la partie non locale des effets capacitifs et inductifs est une
perturbation positive :

Lemme 7.6.1. Les opérateurs de la partie non locale
[Cg — 037c 03] : He — L*(R) et [Lg— 03y d3]:H,, — L*(R)

définissent pour tout
V,UeH, et I,JeH,,

les formes bilinéaires

(1Cs = 81021 V. Uy = | Z 100 = ) (0aV) + 2upe (V)] ({92 = ) (2410 + e (U)]
et
(g — G572 03] 1, 3) ey = L i (= 1) (881) + (05 (D), | [(Vm = ) (@3) + (2at0m (3)); ]

qui sont symétriques positives.
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Nous savons de part la proposition 7.5.1 que la matrice de résistance Ry est elle aussi positive. La
matrice de conductance G est positive mais —Lg est négative. Pour palier a cela, nous allons remplacer une
approximation polynomiale par une approximation en fraction rationnelle :

1

L— 6Ly =L[Id+6°L™ 'Ly . (7.85)
Ce développement de Padé, nous suggére 'intervention d’une variable auxiliaire igfx dans (7.84)
5 [C+ 62Cq — 6203 (vc 03)] VP2 + 82 G V2 4 031 (23, 5) = I,
SLISZ + 0% [Lg — 0203 (v 03)] I + /s Ry 192 + 03 VP2 = 62V, (7.86)

fa _ f&,z + 52 L‘lLRf‘m

aux aux*

Nous avons dans la table 7.6.1 rappeler les principales propriétés que le lecteur doit avoir en mémoire (en
particulier les propriétés d’invariance).

Matrices invariance par positivité ? nulle si
C transformation conforme coercive
L transformation conforme coercive
G transformation conforme positive 0. =0
R, définie positive
Ly définie négative | Vq, 0,070, q]os =0
C conservation des éléments de volume 03 =0
g
Lg conservation des éléments de volume O3t =0
Yo conservation des éléments de volume positive El = cte
YL conservation des éléments de volume positive Ep = cte

TABLE 7.1 — Propriétés principales des matrices effectives de notre modéle.

7.6.2 Le Temps retrouvé

Nous dérivons.

Mais le pas du temps
n’est pas tant

dans ce qui dure

Rainer Maria Rilke, Nous dérivons...

Le passage en temps est ici bien plus aisé que dans le chapitre 4 dans le sens ou seul 4/s correspond & des
effet non locaux en temps et est un opérateur pseudo-différentiel connu (contrairement a K. et K,;,). Il suffit

de reprendre toutes nos équations (7.58, 7.62, 7.72, 7.73, 7.74, 7.84) en remplagant s par d; et /s par (?,51/2 pour
obtenir le modéle et les formules de reconstruction dans le domaine temporel. Nous n’explicitons que ’équation
des télégraphistes (7.84) :

Co, Vo2 +62[Cg — 03 (v 03)] VP2 + 62 G V2 4+ 03192 = 17, (a)
(7.87)

Lo,0%2 + 62 [Lg — 05 (Y1 03) — La] 0I%% + 6 Rey 0,712 + 05 VP2 = 82V, (b)

or, comme nous 'avons déja évoqué auparavant, comme Lg, est négative, nous devons par l'intermédiaire de
Papproximation (7.85), faire intervenir une inconnue auxiliaire (7.86) :

C o, VP2 + 62 [Cy — 05 (Yo 03)] VP2 + 62 G V2 4 05102 (25,5) = I + O(6%), (a)

L o023 + 62 [Lg — 05 (vr 03)] 12 4+ 6 R 0,12 4+ 03 V2 = 62V, (b) (7.88)

aux

12 =152 + 2L L I°2. (c)

aux
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Théoréme 7.6.2. Si les sources sont assez réguliéres
2, Vye L'(]0,T[, L*(R)),

alors, les solutions

Vo2 102 e L7(]0, T, He x H,y, )

a Véquation des télégraphistes (7.88) vérifient 'estimation d’énergie a priori :

Erc(T \ff HC 310 4 42

s 7.89
. (7.89)

avec l’énergie électrique :

[(V‘S’Q Vo) 4 (1721°%) + 52f LI, Ifm] :

DN | =

Ercr =

Démonstration. En faisant

J (7.88a) - Vo2 + J (7.88b) - 1%2
R R

et en intégrant par parties, nous obtenons I’'égalité d’énergie :

T T T
5,2 5,2 5,2 /2162 16,2 2 5,2 5,2
L (Cove2, v )L2(R)+J (Lox,, T )LQ(R)ML (Rskat 2,1 )LQ(R)+6 L (GV2,Vo2) o
T T
+ 62 J-O ([Cg - 6370 63] atvts,Q ) V572)L2(]R) + 52 L ([Lg - 83’7[/ 63] atlé72 ) 1672)L2(R)
T ) 4,2 2 r 1 9,2
:L (15, V2) ) +0 L (VS 1% )LQ(R) (7.90)

or comme Ry est une matrice positive, nous avons avec le théoréme 12.3.1 :

T
f (Rsk (‘/3):1/21572 , 15,2) >0,
0 L2(R)

(G V6’2 , V6,2) .

comme G est une matrice postive :

2w = 0

et comme [Cg — 03¢ 03] et [Lg — 037yr 03 | sont auto-adjoints :

T 1 T
JO ([Cg — 037vc 03] 0, V™2, V“)LQ(R) =3 L 0t ([Cg — O37c 03] V2, VP2, ® (7.91)
1
=3 ([Cg — d37vc 03] V2, V6’2)L2(R) (T) =0,
de méme :
T 5,2 5,2 1 52 16,2

J;) ([Lg - (93’7[,(93] at\f T A% )Lz(]R) = 5 ([Lg - (93")’[,03] 1* ; I~ )LQ(R) (T) =0

et

T
5,2 16,2
L (L 7%, 1%%) 1, ) 2 0.

De plus en faisant

J LoI,. - (7.88¢),
0

nous obtenons

T T T
L (LT IM)L?(R) N L (L e IM)L?(R) £ L (L O d‘“‘) L2(R) ©

Ainsi ’équation d’énergie (7.90) devient :

SLCR f f V62 Jr(;zf f L77V 16’2).
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Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

SLCR(T J HC Ii + 52 5LC’(t) dt,

S
L2(R)
et l'inégalité d’énergie se retrouve avec le lemme 4.3.2 de Grénwall. O

L’estimation d’énergie a priori obtenue n’est qu'une étape, elle sert tout d’abord a postuler un cadre fonc-
tionnel adéquate dans lequel chercher d’éventuelles solutions, ici

w(]ovT[a He x H’m)a

a démontrer I'unicité de solutions (prendre cette estimation avec des sources nulles) et est le début de la méthode

de Galerkin qui permet de conclure quant & l'existence d’une solution. Rappelons que cette équation est plus

délicate qu’il n’y parait. En effet les matrices v¢o et vr peuvent dégénérer et il nous faut alors avoir recours a

une méthode de type perturbation comme dans la section 5.5.1 (mais en plus simple). Nous laissons le soin au

lecteur de compiler ces diverses ingrédients pour s’assurer que notre équation est effectivement bien posée pour
. . N o 1/2

nous focaliser sur la nouveauté de notre modéle, c-a-d I'opérateur Ry, 0,'”.

Nous allons par la suite supposer que Lg, = 0 et donc que I%2 = I%2

car la difficulté que nous
souhaitons mettre en avant dans la suite de la section est le caractére non local de la dérivée fractionnaire ﬁtl 2
La premiére idée est d’utiliser des quadratures pour calculer le produit de convolution qu’est la demi-dérivée
(voir [51]). Toutefois les difficultés liées au caractére non local de 63/ 2 peuvent étre évité en approximant le

symbole de cet opérateur via ’approximation de Padé de la racine carrée d’un nombre complexe s € Cy :

-

n=1

avec

i02 nmw
2 sin (2N+1) o nm
=7 n =Cos” | ———— | .

2N +1

qui nous permet d’introduire des problémes auxiliaires K™ :

5 [C+ 02Cyq — 0203 (7c 33)] VP2 + 02 G V2 4 03102 (w3, 5) = I3 + O(8%),

s [L + 6%Lg — 6205 (1 03)] T2 + 6 R li“ - i siy, (1— s)ﬁ”} +05VO2 =52V,
—cop(l —s) K" + K" = 192 "
qui devient dans le domaine temporel :
[C + §2Cg — 6205 (vc 83)] VP2 + 62 G V2 4 33 19% (23, 5) = I2 + O(5%), (a)

N
[L + 6%Lg — 6203 (v 03)] 0,1 + 6 Rac [16’2 Z sip (0, — 1)K 1 + O3V =52V, (b) (7.92)

con K™ + (1 — co,) K™ = 192, (¢)
Proposition 7.6.1. La solution
Vo2 102 e L1(]0,T[, H'(R)) , K" e L'(]0,T[, L*(R))
a Uéquation des télégraphistes avec problémes auziliaires (7.92) vérifie l’estimation a priori

T
«/ch}K(T) < % J HCJ_%I(SS + 62
0

avec l’énergie :

1
Erok = 3

N
J C Vo2 ~V5’2+J LI%2.1%2+§ Z si, (J R, K" K")]
R R R

n=1



7.6. UN AMOUR DE MODELE EFFECTIF 229

Démonstration. En faisant

N .
J (7.92a) - Vo2 4 f (7.92b) - 192 4 3 o j (7.92¢) - (K" —1%?),
R R COn Jr

n=1
nous obtenons 1’égalité d’énergie

N
1
~ 0 f cv2.yoz2 +f LI%2. 192 4+ § Z si,, (J R K"K") + 62 J G V2. yo2
2 R R n=1 R R

T

T
+ 62 L ([Cg - 6370 83] atv&Q 5 VJ,Q)LQ(]R) + 62 J ([Lg - a?)")IL 83] atI&Z 5 1672)L2(R)

Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de Young nous avons :

R N 15,2 . 15,2

2[ Ry I9? - K" < 2R +(1—eon)JR5kK”.K”
R R

1—co,

et ainsi I’égalité d’énergie devient :

N . t t
SLC,K(t)+5<1— 3 ljln ) (J f RSkI“-IW) +52J f G Vo2, Vo2
nel COn, o Jr o Jr

t t
_ 5 6,2 2 5 16,2
_L (1. V) 0 +0 L(V T2 (1)

or les coefficients si,, et co, intervenant dans le développement de Padé vérifient le critére de Kreiss (section

7.1.2 de [42]) :
N .
Sip,
1-— 0
( 7;1 1-— con> -

Pour conclure il ne reste plus qu’a utiliser le lemme 4.3.2 de Grénwall. O
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CHAPITRE HUIT

MODELING A JUNCTION BETWEEN
COAXIAL CABLES WHEN THERE ARE
NOS LOSSES AND WHEN THE
ELECTROMAGNETIC WAVES VELOCITY
IS CONSTANT

In the previous chapters, we have studied a 1D model of coaxial cables, the unknowns of which are the
electrical potential and current. We are now interested in modeling the case of a junction of such cables (see
figure 8.1 for examples) in order to define a reduced model. To do that, it is standard to consider each cable as
a branche of a graph and each junction as the node of the graph. Then the junction is modeled by Kirchhoff’s
circuit laws, namely, the loop-rule (all potentials at the node are equal) and the node-rule (the sum of the
currents at the junction equals zero). It is clear that such transmission conditions do not take into account
the geometry of the 3D structure, and we could not find in the literature any model that does. Therefore in
this chapter we aim to find improved Kirchhoff’s circuit laws characterizing (up to a certain extent) the 3D
properties and the physical parameters of the junction. As in the previous chapter, we derive such a reduced
model using asymptotic analysis of Maxwell’s equations. Far from the junction it is clear that the previous
asymptotic analysis done in part I is valid, that is to say, the electromagnetic fields are essentially transversally
polarized and characterized by the 1D-propagation of electrical potential and currents. Close to the junction
we cannot expect such structure to hold, therefore another expression of the electromagnetic fields has to be
found (again using asymptotic analysis). Finally both asymptotic expressions of the electromagnetic fields have
to match close to the junction and the extremities of the cables, this is done using the so-called technique of
matched asymptotic expansions method. Such a method has been used in the context of propagation of acoustic
waves in a network (see [43]) or in the context of wave propagation through thin slots (see [70]). To simplify
our study and to dispense with technical difficulties, this chapter is focused on a simple case : the junction of
cylindrical coaxial cables whose characteristics permittivity and permeability satisfy some strong assumptions,
as they vary only transversally and the electromagnetic wave velocity is constant (1/,/zp = c).

FI1GURE 8.1 — Two examples of junctions : a "Y" and a bend

233
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8.1 Modelling a coaxial cables junction problem

8.1.1 Geometry of the problem

We consider the junction of L + 1 coaxial cables as represented in the figure 8.2. These cables are assumed
to be cylindrical (i.e. invariant along a direction) up to the junction. Let W, be a connected domain in R3
constituted of the unit ball and outside this ball by the union of L + 1 non overlapping semi-infinite cylinders.
Then consider W, a homogeneous dilation of the center of the unit ball of Wy and of ratio 0 < o < 1 of Wh.
The domain  we will consider is homomemorphic to Wy\W; We will now describe in detail this geometry.

Yy

FIGURE 8.2 — Geometry of the junction (three angles)

The knot area

We consider a simply connected domain W, with a connected lipschitz boundary !. We will assume that W,
is included in a unit ball B. Moreover, we will assume that the boundary dW, includes L + 1 plane surfaces,
called the end sections, Op; for [ = 0...L such that they do not intersect

Og1nOpp =B for L #1.

0K = oW

S1

So

FIGURE 8.3 — the knot area and one end section

We also consider an other simply connected domain W; with a connected lipschitz boundary, called the "handle",
which is included in W, . It intersects W, only at the end sections Op
L L
oW ndWy C Op,; and dist (Wl , OWo\ U (90,1> =>a>0.

1=0 1=0

1. There are no cavities. Such domain is called 2-connected
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More precisely the intersection, the "holes", are defined as
O1,:=0g; n Wi,
that satsisfy 01 # . The knot area and the cable end sections (see figure 8.3) are then defined as
K:=Woe\W; and S =0y;\O1,.
Finally we will introduce the following notations

HWK=W, , K=y and 015, = (90171 , 005 = 30071. with [ =0...L.

The cables part

We define for each | = 0...L the unit vector e} € R? as the constant outward normal to K along S;. We then
define two unit orthogonal vectors (e}, eb) € R? and a point O; € Op; such that the (affine coordinate) system

(O, €}, el e}) has for origin O; and for ortonormal basis (e}, e, e}).

The cables (see figure 8.4) are then defined as the cylinders created by the translation of S; along the direction
!
€3

O, =8, x (0,€}),

with (O, e}) representing the half-line of direction €} starting at O;.

In the cable 9;, we will denote by
(a',z5)
the local (transverse, longitudinal) coordinate of a point x € 9; in the system (O, e, e}, e}) and 0; the longitu-
dinal component of the origin O; in the system (O, e}, eb,e}) that is to say :

X = (Z‘Z,Ol) EDl < XE€ 0071.

There are L + 1 local coordinate systems recognized by the exponent [.

O

FIGURE 8.4 — the cable part

Family of scaled geometries
The domain

Q:=K
l

Oy

L
=0

is the reference geometry. We denote the boundary of Q2 by

=

o0 L o0
2092 := 0K | ) | ) 08 x {ah} and aQ:=ak|] ([ oS x {24},
wé:Ol

=0 =0 .Tl3=01
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But, in fact, the practial coaxial cables we consider are "thin" and the knot is "small". We consider a family of
domains parametrized by a "small" but strictly positive scalar §

Q0 := Grs(Q)

obtained by a scaling Grs : x — 0 x. The cables
09 := Grs(9))

are "thin" in the sense that their cross sections are included in a disk of diameter . The knot
K° = Grs(K)

is small since it is included in a ball of radius §. We will also consider the points O = Grs(O;) and the cross

section of the thin cable Sl‘s . We will denote by x? the coordinate of points in Q° and by (x‘s’l,xg’l) the local

coordinate in 9 expressed in the system (Of,e!,el, e}). We will denote by 0¢ the longitudinal component of

O?, that is to say
X = (™, 00) e O — x*¢ 0],

8.1.2 According to Maxwell’s theory

We consider that the thin domain €9 is a lossless dielectric material whose characteristic coefficients, electric
permittivity and magnetic permeability satisfy the usual assumptions

0<e_<e9(x°)<ey, and 0<p_ <pd(x°) <y, x% e Q°. (8.1)

We assume the following strong hypothesis to simplify the presentation.

Hypothesis 8.1.1. In the cable part D?, the electric permittivity and magnetic permeability are independent of
the longitudinal variable

5,80 0l 508, S/ 80 &IN5/ 81 51 .6, s
S adl) = @) and @@ 2f) = w0@l) for (@ adl) e o),
and the electromagnetic waves velocity is constant

1
ci= ——— for x°€Q°.
6 W)

In the next chapter, we will retain this hypothesis. We will focus on the electromagnetic fields E°, H° solution
of the Maxwell’s equations (without loss and sources)

9 0,E° —curl H® =0, in Q°,

(8.2)
b 0,H® + curl E° =0, in Q,
completed with a perfectly conducting boundary
E°xn’®=0 on 0Q° (8.3)
and the initial conditions
E%(t=0,-)e L*(Q°) and H’(t=0,-)=0
satisfying the usual admissible condition
Div (e °E°(t =0,-)) =0 in Q°. (8.4)

Moreover, without loss of generality, we assume that the initial condition is supported in the 0" cable
far from the knot area

supp(Eé(t =0, )) c Dg and dist (supp(E‘s(t =0, ~)),/C5) > 1. (8.5)

Such a convention is taken as we want to observe the other branches reactions to an imposed signal in the 0P

cable. We can prove that the equations (8.2, 8.3, 8.4) imply the hidden divergence equations

Div (¢°E°) =0
v (e ) =0 (56)
Div (u H ) =0,
as well as the hidden boundary condition

pwH? -1’ =0 on 007, (8.7)
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8.2 The 1D model

La beauté est une énigme. (prince Mychkine)

Dostoievski, L’Idiot

In fact we want a 1D model whose limit graph matches the structure of the junction Q°. More precisely we
expected a quantum graph with 1 node and L+1 branches. A quantum graph (see [49]) is a metric graph equipped
with a wave operator along the branches and some transmission conditions on the nodes, called Kirchhoff’s laws,
which connect the quantities evaluated on the branches together. The quantum graph we propose in this section
is an improvement of the usual electrical circuit model.

(V06>

0

I 0

FI1GURE 8.5 — The limit graph as the skeleton of the junction geometry

8.2.1 The quantum limit graph

Pense que ce qui nous convainc souvent de
la rectitude d’une fagon de voir, c’est la
simplicité ou la symétrie... Et alors on dit
tout simplement quelquechose du genre :
"C’est forcément comme ga".

Wittgenstein, De la certitude

The interesting 1D variables are the electrical potential and the electrical current present in the limit star-like
graph made out of one knot and L + 1 branches. On this graph, each branch represents the phenomena taking
place in the cable Q? and the node stands for the junction K°. More precisely, on each branch, the electrical

potential V;° (acg’l, t) and current I? (acg’l, t) satisfy the lossless waves equations

CL o,V (x5t t) + os1) (25, 8) = 0, a5t €]0f, o0, t >0
(Telegrapher’s equation) (8.8)
Lho ) (a5t 1) + oV (23, 0) = 0, 23 €]0?,00[, t > 0

and each couple (Vl‘s7 1 f ) for I = 0...L are linked to one another by transmission conditions at the knot of the
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graph which are the following improved Kirchhoff’s circuit rules

L
Vo(05,1) — VA (0),) =6 > LM a13(05,1), t>0| (Loop-rule), (8.9a)
U'=1
L
=D 1(0],t) = 6CaVP(05,t), t>0| (Node-rule). (8.9b)
=0

The initial values
V2(t=0) and IJ(t=0)

and the effective coefficients C*,L!, £b and € will be defined and described later (equation (8.14), definitions
8.2.1 and 8.2.2). Note that the improved Kirchhoff’s circuit rules are made of L+ 1 equations which are sufficient
to complete the problem.

We note that if 6 vanishes, the improved Kirchhoft’s circuit rules (8.9) become usual Kirchhoft’s circuit laws.
The cable 0" plays a privileged role because we have chosen it as the reference from which the electrical potential
of each branch is expressed. It is consistent with the fact we have decided to impose a signal in the 0P cable
(see 8.5). The effective coefficients of the telegrapher’s equation, namely the electrical capacitance C' and the
electrical inductance L', are functions of the geometry of the cable Q? and the material’s characteristics (2,
©?). The effective coefficients £ and C integrate the complex structure of the knot area K°. The next section
will explain how to compute the effective coefficients C!,L!, £ and C from the geometry and the materials’
characteristics and prove that they satisfy the following positivity properties. However, in order to give energy
equality, we announce now some positivity proprieties.

Proposition 8.2.1. The effective coefficients C*,L' and C are positive and the matriz £ s symmetric positive.

C oV + 85I =0,

L'OI0 + 83V =0,

— \//

L
Ve —VP =6 Mo

I'=1
L

S I} =-0CoVyY
=0

FIGURE 8.6 — From the junction to the quantum graph

Lemma 8.2.1. If we denote by

1 o0 o]
&)= “ CVP ' e+ | Lluf(x?;l,m?dxé]
1 l



8.2. THE 1D MODEL

239

the electrical energy of the branch e; and by

5 Lo
&c(t) = 5|C IV (00, 8)* + Y LY 1 (00, 8) I (00, 1)

L

the electrical energy of the knot, then the electrical energy of the limit graph

L
Z +51C

18 conserved, namely,

Eg(t) = E(t = 0).

Proof. We integrate the first equation of (8.8) over Vl‘S from O? to oo and the second equation of (8.8) over I
and add them

U CHVP (25 )2 daly + JO LY (23, 1)] d%] f 03I, Vi + J 3V I =0

then by summing for [ = 0...L

1 L L 0 0
52 J CHVP (25t t) 2 du f LI (23" ) Pda | + ] J Y AY +f 3V I}
) 0 i=o | Y07 o

Through integration by parts (and assuming that the electrical potential and current vanish at o) we have

L 0 0 L
S| [ty s [T o] - - Svean o
1=o0 | Y07 07 1=0
then we use improved Kirchhoff’s rules
L L L )
Z O L) (o VEO8) D00 =8 D, LMLy () (0)
1=0 8.9a 1=0 L=1

= —0
(8.9b)

L
CVP(05, )2 VP (05,6) + . £V atfz?(omf(o;s)}

L=1

so since L is symetric

L
ZU 03I VP +J o5V I?

To sum up, we have proved that

_ 7at

C Vg (03t |2+Z£”Iz (07,) I (07, )]

L

0,6 = 0.
O

This estimate is the fundamental cornerstone ensuring that the 1D approximate model is well-posed in
the right functional space by the Galerkin method. We shall not reproduce the (rather standard) proof but
readers can look to [21]. It is worth noting that the evolution PDE on a graph with less complicated Kirchhoff’s
transmission conditions is covered within the paper [8].

8.2.2 Signification of the effective terms C, L, C and L

All the effective coefficients C,L, £ and C are given in a reference geometry S; and ). The characteristic’s
coefficients are also modified by the scaling :

e=e’o0Grs and = p oGrs.
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Topological feature
To penetrate the depth of the signification of the coefficients C,L, £ and C we need topological prelimi-

naries since their definition is intimately linked to the notion of "handle" and "holes". The domain K is not
simply connected ? but the introduction of I bidimensional cuts might change that. In fact there are many
ways to introduce these cuts. We choose for convenience that all the cuts come from the end of the 0" cable
to the end of the I*! cable. This is why the 0t cable plays a privileged role. More precisely the cuts I'; are such that

e all the I'; are 2D surfaces,

e they do not intersect I'y n Ty = & for [ # I/,

e they are interior 0I'; (SO U KLu S u (901C),

e the domain Kr := K%\ (U{“zl Fl> is simply connected.
We will assume that it is possible to choose the cuts I'; such that

e the cuts are lipschitz manifolds 3,

e the cuts are orthogonal to the end sections I'; L S; and I'; L Sp*.

Si, 52 Si, 2
1 f

[
e

SO SO

FIGURE 8.7 — The two cuts for a junction of three cables

The 2D cut I'; (from 0th cable to It cable) implies a 1D cut making the end sections of the cables 0 and I
simply connected. More precisely, we denote by ¢;I" the intersection between the boundary of cut JI'; and the
end section of the cable S; for 1 <[l < L

6lF = 8Fl N Sl

and by dgT" the intersection between the boundary of one of the cuts 0T'; (arbitrarily chosen) and the end section
of the cable Sy. The 1D cuts ¢;I" for [ = 0...L are such that the domains
S\aT

are simply connected. We will see later on that the choice of the cut JyI' does not affect further analysis. We
then are extending the cut I'; to O; and Oy by translation of ¢;I" and ¢yI" along el3 and e3.

We then define an orientation (see figure 9.4). In what follows, each T'; will be parameterized by a curvilinear
vector e! colinear to the tangent of 01K oriented from S; to Sy and by 7; orthogonal to e! in I'; oriented I'; from
01K towards dpK. We shall define n; along I'; as the unit normal® vector to I'; such that (n;, 7, el) is a direct

2. Since the loops surrounding the inner wire Grs (Wf) cannot be retracted on a point.

3. It is actually possible since the domain 2 have lipschitzian boundaries and is connected by arcs.

4. This assumption will not be necessary but it appears to be useful in simplifying the definition of the orientations. That is also
possible since the domain is connected by arcs.

5. The normal vector is defined almost everywhere.
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basis of the plane. Same with OI" oriented from ¢1.5 towards dy.S.

5

FIGURE 8.8 — Orientation of the cut I'y

Be aware, with our orientation choice, a function u! which jumps® on I'; and continuous elsewhere could
jump” on JpT as
1 0 N
[w']5,r = (@0 = 0)[w], - (8.10)
Definition of C' and L'
Let us define on each end sections S; for [ = 0...L the 2D harmonic potentials
©'e HY(S;) and «'e HY(S)\oT)

as the solutions of the following problems

div(e V') =0, in S, div(pVy'!) =0, in S)\o;T,
¢l =0, on 0pS;,  and ontpt =0, on 05y, (8.11)
ol = Oghs on 015, [wl]alr =1, [u anwl]m =0 onol.

We made an exhaustive study of these elliptic problems in the section 1.3 of the chapter on 2D fields. It is
important to note that altough ' depends of the cuts ;' its gradient does not. We have lengthily argued
about that (see remark 1.2.1 and the previous explanations). We will just recall that we will use the notation V
and rot to highlight the independence with respect to the 1D cut (see remark 1.2.1). This is the reason why we
said that doI" could be the intersection between Sy and any cut I';. Then the capacitance and the inductance of
cable are defined as the energy of these potentials as done below.

6. The jump across a 2D cut is defined in (2.2) as

[u]rl (Xr,e) := gig})[u(xT +vn —u(x, —vn)] for almost everywhere x, € I';.

7. The jump across a 1D cut is defined in (1.6) as

[ul] (z7) := lim (ul(xT +vn)— ul (zr — un)) for almost everywhere z, € 0y T
allr v—0
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Definition 8.2.1. The effective coefficients of the cable, namely the capacitance and respectively the inductance,
are defined by

C! =J e|VQ? and L' =J |Vt ?
Sl Sl
with ¢! and ' the solution of (8.11).

The property 1.3.2 implies the first point (i) of the proposition 8.2.1. Note that it is not necessary to compute
both ¢! and 9! to know C! and L! since the conjugation lemma 1.3.5 implies that

Vel = Cletrot ¢!, V! = L'y 'rot o' and L'C' =2 (8.12)
In particular, we conclude that (8.8) can be written as second order waves equations
RV~ ARV =0,
218 — 2217 = 0.

It is worth recalling the bi-orthogonality relation (see lemma 1.3.1)

Vel -rot ¢l = —f rot o' - Vil = 1. (8.13)
Sy

Sy
We want to underscore that the potentials are related to the harmonic spaces (see theorem 1.3.1)
Lemma 8.2.2. The harmonic spaces
E(g;8) = {ue L?(S,R?*); rot u =0, div (Eu) =0, and u x n|as = 0}
H(p;S) = {uelL?(S,R*;rotu=0,div(pu) =0, and (pu) -n|,, =0}
have for basis the gradient of the 2D harmonic potentials we introduced in (8.11), that is to say

E(e;8) = span{Vp} and H(u;S) = span{Vy}.

The initial value of the 1D effective model is defined by the projection on the harmonic space we introduced
in the lemma 8.2.2. More precisely we have for all 2 € [09,00[ and [ = 0...L

=
Vo‘s(a?g’l,t —0):= f E° <5$’xg,l,t _ 0) ([ro Y () de,
Sox{z3"} 0

Vl‘s(xg’l,t —0):=0, (initial conditions) (8.14)

Iyt =0):=0.

Since E? (-, ¢ = 0) is supported far to the knot area (see (8.5)), we may have
Ve (07, =0) = 0.

The effective terms C and £

Here, we define some new harmonic potentials on the normalized junction 2. Since 2 is unbounded, we need
to keep a close eye on the space where the new harmonic potentials live. We introduce the following weighted
spaces

L2(Q) = {ueLﬁ)C(Q)’ L e~ Vb |y 2 <oo} and HL(Q) := {ueLfv(Q)‘gradueLfv(Q)}.

The goal of the weight is to exclude the fields that would increase exponentially (those which increase faster
than e\/g) in ©2. We introduce the 3D harmonic potentials

®e Hy(Q) and U'e Hy(O\I)c forl=1..L
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solutions of

Div(egrad®) =0, in Div(ugrad¥') = 0, in O\
b =0, on 2  and o, =0, on 02 (8.15)
o =1, on 012 [wo, V'] =0, [¥]=1 only,

It is not easy to ensure the existence of solutions and to solve these problems (8.15) by domain discetization
methods, such as finite element or differences method, since the domain is infinite in some directions. So we look
for equivalent problems posed in a bounded domain with transparent boundaries conditions as in [31]. When
the infinite parts of the domains are cylindrical (as in our case since 9; are homogeneous and cylindrical in the
direction eé) we can express the transparent boundary conditions with a nonlocal operator sometimes called
the Steklov-Poincaré operator. This nonlocal artificial boundary condition has been found to be very effective
in various applications, especially in infinite waveguide studies. This approach was done in Chapter 2 for a more

complicated type of potentials®. We just recall the results and the notation we will use.

Please take notice that the half-strips O; being homogeneous and cylindrical in the direction €} is the first
step in order be able to use the separation of variables method. To achieve this, we introduce the following L?(S)
basis (see lemma 2.4.2) made out of eigenvectors (for an usual L?(S;) scalar product with weight respectively &
and p)

—p~t div (/LV@/JL) = kLl in S,

o1 div (5 VQOL) = Al in S, ol =0 on 05 (8.16)

ol =0 on 05;
| nvet =0
Si

which are orthonormal

L eV, - Vgl L VL - b
= | el - T and g | vl
S n Sy

n

Lemma 8.2.3. The problems (8.15) are well-posed and can be reduced as a set of well-posed problems posed in
the bounded geometry KC

( Div(egrad®) =0, inKk Div(pgrad¥') = 0, in K
D=1, on 1K Op Ut =0, on &J°

{ and (8.17)
¢ = 07 on aUK: \I/l + Gtin(agqﬂ) = (5l1/ - 6ll/) Z[}l/, on Sl’ X 01/7
D+ St (03®@) = ¢!, on S x O (o, V] =0, [V]=1, on Ty,

with the Steklov-Poincaré operators

o (] eua o ([ st
Gth(u):= Y [ 29— | g and &, (u) = )] % YL (8.18)
n=1 n

V )‘51 n=1
The solutions of (8.17) can be extended in the half-strip O; by
O L
®|, (2.74) = ¢!(x) + Yol e VN Ol (a)
n

(z,2%) € O, (8.19)
o

o, (. 2h) = (6 — b (x) + Y BV e VEL = gl (a),

8. € and p could be complex non hermitian matrices.
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with the constants

J € 63¢ SﬁiL
o S1x0; _ (I)q,l l L1 8.20
)\n S xOy S1x0y
and
J 050"
g = oo T e 3 A (8.21)
kn S\oiT'x 0 S\ x Oy

to coincide with the solution of (8.15).

Proof. The proof is given in the lemma 2.4.3. O
The behavior (8.19) of ® and ! in the half-strip implies that
(@ — ) e L2(9)) and (¥ — (8 —dl) ') € L2(Op),
and then by taking the longitudinal derivative d3 of (8.19) we have
03® € L*(9;) and 050" € L2(D)).
We can define

Definition 8.2.2. The effective terms related to the reference junction are defined by

L L
C ;:J ¢ |grad ®|? + 2 ZJ £|0s®> and LW ;:f pgrad U - grad U + 2 ZJ T A
’C l=0 Dl K: l~ 0 D

\I'; A\

The positivity of C and £ is readily apparent, and the same goes for the symmetry of £. Similarly for 1!, it
is important to note that if U! depends on the cuts T, then its gradient does not. This is in the sense that if we
choose another cut I'; that came from the 0! to the cable [ then the potential W' satisfying

Div(pgrad¥') = 0, in Q\I;
o,V =0, on 0f2
[u an\il] = 0, [\T/l] =1 on f‘l,

is such that N -
grad ! = grad ¥' in Q\(T;, U T)).

We have argued at length about that (see remark 2.2.1). We recall that we use the notation gEEi to highlight
the independence with respect to the 3D cut. The 3D harmonic potentials are related to the harmonic spaces of
3D fields (see theorem 2.4.1).

Lemma 8.2.4. The harmonic spaces
E(e;J) = {ueLll(JR*);rotu=0,div(eu)=0, anduxn|,, =0}

H(p; J) = {ueL?U(J,RS);rotu=O,div(uu)=0,and(uu)-nas=0}

have for basis the gradient of the 3D harmonic potentials we introduced in (8.11)

E(e;J) = span{ grad® }, and H(w;J) = span{ grad¥ }.
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8.3 The matched asymptotics method

Inestimable s’avére ’enrichissement qui se
produit par la greffe d’une pensée sur une
autre, d’une attitude sur une autre.

Pierre Boulez

8.3.1 Asymptotic expansions assumptions

We will now explain how to find this 1D model and how to reconstruct the electromagnetic fields from it.
Firstly we can try a uniform asymptotic expansion of type

0 5 0
E°(x°,t) = ) 6V EY (%,t) +0(6%) and H°(x’,t) = Z 6P HY, ( ) +0(6%), x°e’.  (8.22)
p=0 p=0

with the electromagnetic near-fields

ELH i QxR >R,
but we cannot expect a precise approximation in the whole domain. In fact, it is valid only in a "small" area
near the knot area K° which is typically of the form

L
ik 0f. Vel
=1

where (07,+/0 €}) is the segment in the direction e} starting at 0 and ending at a distance v/d from 09. J° is
included in a ball of size v/§ (see remark 9.2.1 in the next chapter for further details). More precisely we will
assume that (8.22) is valid in the domain .J°. Portions of J° shared (see figure 9.5) with the cable parts Q¢ for
1=0..L

QA0 =8) x (07,V56e}).

are called the overlap area. We will return to the overlap area later on.

overlap

FIGURE 8.9 — Different areas : the cables Of (red + purple), the knot K° (blue), the junction J° (blue + purple)
and the overlaps (purple).

Secondly, we look for a 1D behavior in each cable part Q?, therefore (similarly to the part II) we postulate
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an asymptotic expansion of the type

X

© 4,0
E9(x9, ) s = DI 6PE} (5,xg’l,t) +0(5%),
Py . with x° = (2, 23") e Q0. (8.23)
H (X0 ) [ = D 6" HY (%,x@ﬂt) +0(6%),

p=0

The terms E and HJ are expressed in a scaling of D? in the transverse direction only

5,1
Q= ST°(9]) with STJ:(x‘s’l,xg’l)H<x5,xg’l).

Note that €; differs of O; only by a translation of order § in the direction es since
Q=5 x(00,e) and O; =28 x (O,¢€}).

We will denote by (z!, xg’l) the local coordinate in ;. The notation for the local coordinates are summarized in
the table 8.3.1.

Domain system local coordinate | origin point
Q° x°
Q X
5.1
) = Sl(; X (Ofve‘l}) (O?>ellvel2’eé) (x67l’x3 ) O? = (0’0?)
Dl = Sl X (Ol7e3) (Olaellaeéaeé) (m7l;§él) Ol = (0701)
) = 5 x (0?783) (O?7el179123 eé) ([L’, T3 ) O? = (Oa 0?)

TABLE 8.1 — Domains and local coordinates

The electromagnetic far-fields are expressed in the reference cable
E/ )H) : Q) xR —>R.

Then the electromagnetic fields must be the same in each overlap area Sf x (O7,+/§e})

0 x‘;’l Ié,l 0 xa’l 51
> oPED = %,t +0(67) = ) P EY <5,x3’ ,t> + 0(8%). (8.24)
p=0 p=0

This is called the matching principle. This principle is that when § tends to 0, the behavior in O; of the
exterior field will match with the behavior of the interior field in oo in the direction e}. In the next chapter, we
will describe this process in a much more sophisticated way (see sections 9.2.1, 9.2.2 and 9.2.3).

Please take notice that since the initial condition is supported in the 0" cable far from the knot (see (8.5)),
we have

5,1
ES <x6,ac§’l,t = 0> = E(x%,t=0) for x°= (:c‘s’l,xg’l) € supp(E‘;(t =0, )) c Of
E)(,t=0)=0 for [=0..L,

E(,t=0)=0 for p>0,1=0..L, (8.25)

H(,t=0)=0 for p>0,1=0..L,

EN(,t=0)=H(,t=0)=0 for p=0.

8.3.2 How to determine the fields E, H), E/ and H

The coefficients E; and HY; of the expansion in series of power § of the electromagnetic fields in J % given in
(8.22) are called the electromagnetic near-fields. They are given in the reference geometry Q which is the
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domain Q° after the 3D-scaling grgl. The coefficients EY and H} in expansion (8.23) of the electromagnetic
fields in the cable parts are called the electromagnetic far-fields. They are given in the 2; obtained by a
2D-scaling of D?. Now we are interested to determinate the electromagnetic fields Ef, By, Ef and HY.

We include the expansions (8.22) and (8.23) into the 3D Maxwell’s equations (8.2)
cOEl 7 — 05 (es x HY ) — rot HYT' =0, inQ
e0,Ely — rot HYT' = 0, in Q. e Y —curlH5™ =0, inQ,
P p+1 ;
poHY 1+ 05 (e3 x Ef ) + rot E'f' =0, mQ, p Oy + curlE;" =0, in Q,
1 0:Hy 5 + Tot Ef}l =0, in Q,
then into the boundaries conditions (8.3, 8.7)
Ejpxn=E]3=0 and Hj,-n=0ond, Ef xn=0 and Hj-n=0on0dQ,
and then into the hidden divergence (8.6)
div (cE/) + %(cEf,) =0,  inQy Div(=E/") =0, ¢,
div (uHIE) + 3(u HE,) =0, in Div(pH;™") =0, g,
We can rearrange all the previous equations to highlight div-curl problems with the electric far-fields and
near-fields
div(ZBf) = —o5(2E,), s,
iv 1T 3 13 n 5 curlE§+1 = —pdHy,  inQ,
rot EVL! = —fi0,HY,, in S, (8.26) Div(< ;™) =0,  inQ (8.27)
E'il xn =0, on 05;, Ef" xn=0 on €,
and the div-curl problems with the magnetic far-fields and near-fields
di (A Hp“) ) (A H? ) in S,
ViR Hir s\ s ! curle}H =ecEl, inQ,
rot H'H! = 20,E7,, in S, (8.28) Div (u Hﬁ“) —0, nQ, (8.29)

1 G
Hf; ‘n =0, on 08, ;" n=0 on 0f2,

and equations to characterize the longitudinal far-fields ?

p+1 _ P D i
rot E?gl SN < (S (es x EZT) in S, o rot Hy ;" = e, E 03 (e3 x Hl,T) in S;,
E}; =0 on 95;, JSqugl =0 on 98;.
(8.30)

All the initial conditions are given in (8.25). Since all the electromagnetic fields EY, H), Ef and HY are
related to E° and H?, the functional framework is deduced from Maxwell’s equations. More precisely the trans-
verse electromagnetic far-fields EF ;. and HY ;. uniquely solve (8.26) and (8.28) in L?({};,R?), the longitudinal

9. The average
1
f po YT =0
S

is due to the boundary condition Ef;l X n |as = 0 (see proposition 3.4.1).
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electromagnetic far-fields Ej ; and Hj ; are the unique solution of (8.30) in L?(Q,R) and the electromagnetic
near-fields Ef and H, are the unique solution of (8.27) and (8.29) in L2 (£2). We look for solutions in the weight
space L2 (Q) since if the near fields are exponentially increasing functions then E° and H? are not L? functions.

8.4 Study of the limit electromagnetic fields

We aim at finding the model when § — 0. The equations (8.26, 8.27, 8.28, 8.29, 8.30) for p = —1 say that we
have for ant ¢t > 0

0 0
EéT( x3 1) € &(:5), and Hé’T( 1'137 ) € H(us 9), ES(-,t) e E(e;J) and HY(-,t) e Hiu;J).
El 3( $3 ) ) =0, Hl,3("x3’t) =0,

The presence of harmonic space encourages us to use the lemmata 8.2.2 and 8.2.4. Firstly, the lemma 8.2.2
ensures that there exists in each cross section S; x {4} the constants

Vlo(a:gl,t) and I} (scg ,t) for 1=0..L,t=0

such that the limit electromagnetic far-fields are given by the following separation of variable

E) (!, x3 ) = Vo(x3 , )<V<pl(;l:)> and HY (2!, a:gl,t) = Ilo(arg o) <V¢( )> (z, x3 Neq,t=o.

0 0
(8.31)
Secondly, using lemma 8.2.4 there exists the constants
Ut) and Jy(t) for I'=1..L,t>0
such that the limit electromagnetic near-fields of order 0 are given by
L
E}(x,t) = U(t) grad ®(x) and HY(x,t) Z t)grad U (x) xeQ,t>0. (8.32)

The matching principle gives us a relation between the constants we introduced.

Lemma 8.4.1. We have for each instant t = 0
Jz'( ) = —I)(0p,t) forl' =1..L,

Z Jl/ = IO 0o, )

I'=1

and U(t) = V2(00,t) forl=0..L.

Proof. We will check beforehand that, owing to the matching principle (8.24) , when § tends to 0, the behavior
in O; of the exterior field matches the behavior of the interior field in o in the direction e}. We remark that for
each x € S; the far-field satisfies

8

P EP (z,v/625,t) — EP (2,0,t),
l 0—0 L
0

p

and the near-field satisfies .
E 6P EP (x,m?’,t) — lim EY z, b t) .
J \/g ( 3 )

6—0 zl —0
p=0

Then by (8.24) we have

hm 5E0( xg ,t) = hm Ej ( ,xé,t) and similarly hm HY ( xg,t) = hm Hy ( ,:cé,t). (8.33)

3 —>0 ZL‘ —0 0 —>OO

We have for the electric far-field in the "normalized" cable €,

B =0t (V50) = vl (V50)

3
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then the electric near field in the half-strip O; has a special behavior due to (8.19)

"
E) (b, 0) = U(0)grad (ah) — v(0) (V@O( ))

and so through (8.33) we have one of the desired formulae

lim E; E) = lnmooEg = V20!, )Vl =U(t)Vy! for i =0...L.
,’ES—) 1 jl)a—)

Similarly for the magnetic far-field in the "normalized" cable €);
v V(-
gt = 100 (V40) — oo (Y40).

The behavior (8.19) of the magnetic near field in the half-strip ©; for [ = 1...L implies that

L ~
— Sul(-

o) = 3 grad v () — —ao) (V0))
=1

and the behavior in the half-strip ¢ implies that

L ~

VO (-
HO( J}g 7 Z Jl/ grad \I/l ( 3) — Z ‘]l'(t) ( VI/JO ( )) .
=1 =

We concludefrom (8.33) that

1900, ) Vel = —3,(t) Vet for 1=1..L and  19(03,1)Ve° = EJV £V,

O
In particular this lemma allow us to recover the usual Kirchhoff’s laws for the electrical potential and current of
order 0

L
V207, 1) = V5 (05, ¢) and ) I7(07,t) = 0. (8.34)
1=0
The equalities of (8.34) are the formulae (8.9a) and (8.9b) when ¢ = 0.

To determine uniquely the electromagnetic fields we need to check that all the terms
VO3t ), 102" 1) 2y €[00, 00, 1 =0..L,t >0

are uniquely determined and give a way to compute them. In fact we have seen in Chapter 4 (similar proof to
the one of the proposition 4.1.3) that the equations (8.30) for p = 0 give the limit telegrapher’s equation

c! é’tVlO(x3 ) + 0317 (x3 ,t) =0, :U3 6]0?, o[, t >0,
(8.35)
LYo 1P (23 8) + 05V (a5t 1) = 0, a5t €]0f, o[, ¢ > 0.
The initial conditions are

VOt =0) = VP (-t =0), V2(,t=0)=0 and I’(-,t=10)=0 (8.36)

Indeed, if we integrate the initial conditions of the electromagnetic far-fields given in (8.25) over rot ! we have

ot bl
VoSt =0) = J N Jod (5x,x§’l,t _ O) . (rotqé; (x)) da
SQX{:I?3'}

(8.14)

ot ol
(525) Lgx{mgyl} E} (x,xgvl’t _ o) : <rot1é; (g;)> "
(8:31) V(a5 Lgx{xé*‘} V(@) - rotyl(a) de
) V(a3 t = 0).

The remaining compents are trivial.
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Remark 8.4.1. There exists unique limit electromagnetic fields E?, HY, ES and HY given by the following
procedure :

1. determine uniquely the electrical potential V,° and current I of order O through the telegrapher’s equation
(8.35) with the Kirchhoff’s rules of order 0 (see (8.34)) and the initial conditions (8.36),

2. compute the electromagnetic far-fields EY and HY with (8.31),
3. determine U and (Jp)y—=1... with the lemma 8.4.1,
4. compute the electromagnetic near-fields EY and HS with (8.32).

A natural tendency would be to look for more accurate models, that is to say models allowing the identification
of not only the limit solution but also its first order expansion with respect to . As we shall see, this can be
reduced to constructing improved Kirchhoff’s rules (8.9a) and (8.9b) at the node of the limit graph.

8.5 Study of the first order electromagnetic fields

8.5.1 The first order electromagnetic far-fields

We put the far limit electromagnetic fields (8.31) into the equations (8.26) and (8.28) with p = 0 to describe
the first order transverse electromagnetic far-fields

E/(, 25 t) € E(e,5) and H/ (-, 25t t) € H(u, 9). (8.37)

Similarly we can also put the far limit electromagnetic fields (8.31) into the equations of (8.30) to describe the
first order electric longitudinal far field

rot By (25", 6) = —p ) (#5",6) Vo'() + V0 (a5 ) rot (), i S, (5.38)
Ezlg( l’gly t) =0, on 09;, '
and the first order magnetic longitudinal far field
rot H 5(., :cgl, t) = e o,V )Vl () + 0512 (>, t) ot (1), in S,
(8.39)

,qu3( 333 ) )_O

Using the links between the rotational and the gradient of the 2D harmonic potentials given in the equation
(8.12) and the telegrapher equation of order 0 (8.35) we have

rot E/ 5(, 25ht) = rot Hj 5(-, 234 t) = 0in S,
and we conclude with
5,1 5,1
El1,3( T3, )"’S =0 and fSMH},B( T3 7t) =0,

that 10
1 1
El,g = Hl73 = 0.

For the first order transverse electromagnetic far-fields, we again use the lemma 8.2.2 to ensure that there exists
on each cross section S; x {xé} the constants

Vll(a:gl,t) and Il(sc3,t) for 1=0.L,t>0

such that

Ef (z, 25, t) = V' (23", )<V<p0( )> and H}(z,23",t) = I}N 23, 1) (VT/JO( )> (2,25 e, t = 0. (8.40)

With the equations (8.30) for p = 1, we can prove (see the proof of the theorem 5.2.1) that the first order
electrical potential and current are linked by the following telegrapher’s equation

C oV g 1) + 0l (23", 1) = 0, a5’ €]07, o0, £ >0,
(8.41)
Ll 0 Il (IB ’ ) + a3‘/l (‘IB ’ ) = 07 IS 6]0?7 [ t>0.

10. The fact that the first order far-fields have no longitudinal component is due to the assumptions we did in the hypothesis
8.1.1. It is no longer true in the general case.
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which is the same as the limit telegrapher’s equation (8.35). In the same way as (8.36), we have for the initial
conditions
Vit =0) = I}(-,t =0) = 0. (8.42)

However, V;' and I are not the same as V,? and I since the transmission conditions between the 09 change.
» Vi l l l 1 g

The information required to complete the description of the electromagnetic far-fields E} and H} constitutes
the boundary values at the origin

VE0?,t) and TI%(00,t) for 1=0..L.

For that we need to match the electromagnetic far-fields with the electromagnetic near-fields. The next subsection
is devoted to the electromagnetic near-fields of order 1.

8.5.2 The first order electromagnetic near-fields

D’ou ces nombreux retours sur les mémes
formules, tout en changeant profils et
perspectives.

Pierre Boulez

With (8.27, 8.29) for p = 0 and (8.32), the first order electromagnetic near-fields are solution of Div-curl
problems on unbounded domain

L
curlEl = —p Z (0,3y) grad UV, in Q, curlH! = ¢(0,U)grad &, in Q,
=1
and Div (M H},) =0, in Q, (8.43)
Div (5 E},) =0, in €,
) H, -n=0, on 09.
E; xn=0, on o€,

Problems of that kind have been discussed in detail in the chapter 2. More precisely the problems in (8.43) are
the problems in (2.17) with

L
B=—u Z (0,3/)grad ¥ and D = ¢ (4,U) grad ®. (8.44)
=1

Firstly we introduce the near electrical potentials and currents in each cylindrical part O; for all [ = 0...L

~
vi(zh,t) = J EL(z, 24, t) - rotv'(z) dx
S x{x} 0
tos) for e [0, 00[,t = 0. (8.45)
1(,.1 1 1 rotgol(x)
—I;(z3,t) = Hj(z, x5, t) - dx
Sx{x}} 0

They are the quantities which are set to match the electrical potentials V;! and currents I}'. In particular
their behavior is described by the equation (9.41) of the lemma 2.5.2

Lemma 8.5.1. The first order near electrical potentials and currents are affine functions of the longitudinal
variable
VH(zh,t) =V, t) — 2k L1610 (0o, t)
, xh € [0,00[,t=0,1=0..L.
I} (k1) =1} (05,t) — 25 C1 0,V (00, t)

Proof. We have with the equation (9.41) of the lemma 2.5.2

L
1.1 _ vy (Vi)
83Vl (3737 t) (9.4;8.43) Z at‘]l'(t) J € grad v (I‘, x ) ( 0 dx

I'=1 Sx{mls}

L o0
= =N auw U (0 — L)Vt - Vit 4+ 3 L e VR pyl L vy
Sx{wé} n

®19) =
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Then, we use the orthogonality relation
| vt vt =,
s
the definition 8.2.1 of the electrical inductance L' and the lemma 8.4.1 to conclude that
03Vi (x4, t) = —L' 0,17 (09, 1).
Then we find the desired formula by integrating along the longitudinal variable from 0; to .

We have with the equation (9.41) of the lemma 2.5.2

C l(f)
0311 (zh,t = —aUtJ do(z,zb,t)- (V7 d
31 (@3, )(9.41’8'43) +U(t) Sx{wé}ugra (z,7%,t) 0 x

a0
= —0,U(t) f eV - Vel + Y al e VAn z f eV, - Vi
(819) l Sx{al) ; Sx{al}

Then, we use the orthogonality relation
f eV, - Vel =0,
s
the definition 8.2.1 of the electrical capacity C' and the lemma 8.4.1 to to conclude that
031} (w3, 1) = —C' &V (0o, ).

Then we find the desired formula by integration along the longitudinal variable from 0; to ). O

Then we use the lemma 2.5.2 to describe the behavior of the first order electromagnetic near-fields in the
cylindrical part 9;.

Lemma 8.5.2. The behavior of the first order electromagnetic near-fields in Oy is

E) o, (o, 1) = Vs, (W;(”)

n i _ L(t) Vi (@) s ZL: 2,3, (1) B e r\o/tk%e /KL, 7k
a, e e tJy 7 n e n
n=1 | VvV )‘57, (,Dil(l') =1 " 0

Vil (x
o, (2, 7, 1) = Tu(es, 1) ( o

_ _ tolm
o0 le (.’b) . I 1 rote,™ -
+ bl () " e~ Vkns _ ol 0,u(t) VAL e VAR s
2 i —/kl () 0

for (z,x4) € O; where ol, and BLY are the coefficients defined in (8.20) and (8.21) and

n=1

a

n 0 Y ’

n

0= [ <Blloy vty (V1) o - _LEEHDL@’OZ’” ()

0
00 = [t e000) - (V50 e - _Js“ H 'D’(x’ol;' (sit) "

n

Proof. We use the lemma 2.5.2 with the sources

L
B=-pu Z (0,3)grad ¥ and D = £ (0,U) grad ®.
=1

Using the behavior of the 3D harmonic potential in O; given in (8.19) we have

L o
- _ , 1 sl Vil (x) LU Vil (x) e~ VKL T
sl = o[-0 () S (LA
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and

D(w,ah,t) |y, = =2,0(t) l (V‘Pé(x)) +§a; (_\/%(2 (@) VA ml

With the orthogonality relation we have (in the notation of the lemma 2.5.2) ¢/ =0, g? = 0 and

f B ( ) .[ P ( O )
le . I,m
St Vr LU —/kL @ _ Jst ¥Pn _ I —y/AL 2!
=~ "7 013 () By 3 and f, = F——=—% = -0U(t)a, € n®s  (8.46)
N IZ ALm

bn =

To know uniquely E! |o, and HY|o, we need to know the constants
VL0, 1), 110y, 1), al,(2), b, (t) 1 =0..L,t>0,mn¢eN.

This will be achieved with the study of E} and H} in the bounded knot area K. We use the "electromagnetic
fields decompositions" of the theorem 2.7.1.

Lemma 8.5.3. We have forxeQ andt >0

E}(x,t) = V(0o,t) grad ®(x) + EF' (x,t) and HY(x,1) L0, t) grad O (x) + HP (x, 1)

HMh

where the "electromagnetic fields" EIJ'?"1 and H?"l are given in the bounded domain K as the unique solution of
the following problems

curl E}J%’1 =B rek
Div(sE?’l):O, zel
R,1
E; " xn=20 x € 09,
ET! x e + TO(eER' - eb) = RO z € Sy x O, (8.47)
l
EP' x el + THeED - eb) = (V] (0)) — V§(00)) (roggp) +R. xS x 0,

and )
curl HR =D rek
div (,uH =0, rek
HI}1 n= x € 09,
L 8.48
glt ><eO+T0( Rl o)y = — 1A rot¥! 0 ( )
J 3+ Tn(pHy - e3) = 2 L) ("7 )+ Bm weSox O,
=0
H?#l X 6l3 “I’Tyln('U,HlJ%’l . eé) = Ri”n, T e Sl % Ol’

with the Steklov-Poincaré operators

Tl (u) = i (L,Wi) (T/?) and ' (u) = i (J m/)fl) (ri)/t%) we L3(S) 1 =0...L

n=1

and the sources

B, D, R., R, (V,(0;,t) —Vo(0o,t)) and 1,(0;,1).

The volume sources B and D are given in (8.44). The boundary sources are given by the "residual” terms

y 3 O (Tl . Ve,
R, = Ordy Bn' | vkt and R, = —(0:U) ol [ VA ,
A\ 57 t Z

with o, and Bfil/ defined in (8.20,8.21), the near "loop-rule"

(V2 (01, 1) — Vo (0o, 1) 2 LMo 3p(t (8.49)
=1
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and the near "node-rule”

L
D IT(0,t) = —C AU (t). (8.50)
Proof. We use the theorem 2.7.1 with the sources

L
B=—pu Z (0¢Jy) grad ' and D=¢ (01U) grad ©.
=1

The near "loop-rule" comes from the equation (2.72) with W' as test function u

L vl
(Vl(Oo -V 01 Z (Or3p) lf pgrad ¥ grad /L Z Z ,B” f <\/>> grad \IJ]
—1 S 0

[=0n=0

By using the behavior of the 3D harmonic potential in 9; given in (8.19) we have
L o , vyl L oo , -
IDIE WY v BT o R
=0 n=0 O =0 n=0
Then we have :
L ’ L © 7 r 7 0 7 2 ’ ’ 4
23 [ nedoge —2 3] Y AL [ () du—z S B B AL
=0 Di Z:OTLZO Ol_ —on= 0

The proof of the near "node-rule"
L
DIn(0) = —Cau(t)
1=0
is the same but with (2.78) instead of (2.72). O

By linearity we can express the electromagnetic near-fields of order 1 in the form written down in the following
lemma.

Lemma 8.5.4. We have forxe Q andt >0

L
EL(x,t) = V§(0o,t)grad ®(x) + Z (0,19)(0p, t E?l} (x,1),
. r=1 (8.51)

HY(x,t) =— Y I}(0p,t) grad O'' (x) + (6,V0) (0p, ) HYy' (x,1),
=1

where the electromagnetic fields E?’l and H?’l are given in the bounded domain K by

curl EJ j = grad o in IC
Dlv( Ef’l,l)fo in IC
E?ﬁ xn=0 ) on 08,
0 AL
EJ wox e +T(e E};z/l e4) = Z Bt (V(’)?O on So x O, (8:52)
n=1
R1 R1 + (rot ¢! S (D
ESy x ey +THe B/ - eb) = LY 0 ) + Z Bl \/67 on S; x Oy,
n=1
and
curl Hf(’)l = grad ¢ in IC
Di};fl( pH ) =0, in K
H;y-n=0 on 00,
7 rot ! - Vi 8.53
H?O Xe3+T3L(qu’01-eé)—C< 0 )-I—Za?b (\/S%) on Sp x O, (8.53)
n=1
0 o
HJO x el + T (u Hfbl'eé'): Z:ozfI (\/8%) on S; x Oy,
n=1

with all the notation given in lemma 8.5.5.
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We now have a way to compute uniquely E} and H) in the bounded domain K if V{(0p) and I},(0y) for
" = 1...L are known. The next subsection is devoted to these constants.

8.5.3 Application of the matching principle
Lemma 8.5.5. The near and far electrical potential and current at order 1 are linked by the following equations
vi0) = VH0)) and 13(0;) = I}(0F) forl=0..L. (8.54)
Proof. The matching (8.24) principle says that
o ©
D OPER (2,0, + ah) = Y OPEL (2, 0] + 6 a),
p=0 p=0
then we subtract (8.33) and divide by ¢
ES (2,0, + 2}) — I?Lnoo ES (2, 23)
)

0
+ Z SPERT (2,0, + ab) =

p=0

EO S 5ak) — EO 19 ©
( 9(z,00 + :z:;) 1(1”701)> " Z 6”Ef+1(x,0? +0x4). (8.55)

p=0

Step 1 - the far-field

Here, we will study in the right side of the equality (8.55). By taking the limit § — 0

E)(x,0) + 6a%) — E? (2,0 <
( (.0 + ‘T;) (. l)) + 3 VEP (@, 0] + k) —> b 4B (w,0]) + Ef (2,0])
p=0 -

and with (8.31) and the lemma 8.5.2 we have

(2 09 1y _EO(r. 0 x I
Ls l(Ez (z, 07 + 555;) E; <$’Ol)> + > SPE T (2,0) + §xé)] ' (V(po(:c))

p=0

— C' (ah 05V (07) + V3 (07)) . (8.56)

i—0
Step 2 - the near-field
We integrate the left side of the equality (8.55) over £ (Vip,0)! on S
E (2,0, + %) — lim EY(w,x3) !
J e T8 W Z 5PJ BN (2,0 + o) - Ve (@) (8.57)
s 5 0

Then with the expression of the near field of order 0 given in (8.32), we have
E)(z,0, + x4) — limOC E)(x,23) = U(t) grad ( (2,0, + ) — lim ®(x, xg))
Tr3— xr3—00

and then with the behavior of ® given in (8.19) and the fact that

f eV -V, =0 (due to the orthogonality of the Helmholtz decomposition)
s

l
J € (E3($70l +$é) — lim E9($7l‘3)> . (v‘PO(x)) —0.
S r3—00

Thus when ¢ tends to 0, (8.57) becomes
!
f €EY (2,0, + ) - (V(p (I)>
S 0

we have
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and with the lemma 8.5.2 we have
!
JS EE},(JU, 0; + a:é) . (V(po(x)) =(C! Vl(xé).

‘We thus have with the lemma 8.5.1

ES (2,0, + 2}) — Tiiinoc E)(x, x3)
I -«
s

© l
5 + D OEL (@, 0 + ) | - (w (”T))

0
p=0

P C! (v} (04, t) — 2 L' 0,17 (00, t)) . (8.58)

Step 3 - application of the matching principle

We integrate the equality (8.55) over £ (Vip,0)! on S and when § tends to 0 one arrives to with (8.56, 8.58)
Ch (24 05V (07) + Vi (09)) = C" (v} (04, t) — @l L' 6,1 (0, 1)) -
For z, = 0 we have the desired formula
‘/21 (0?) = Vl1 (017 t)

and thus
o3V (09) = —L' 8,17 (09, 1)

which is redundant with (8.41).

U
We conclude with this lemma 8.5.5 and the lemma 8.4.1 that
L ) L
Vo (05,1) = V(07 8) = > L0, 10(00,1) and  — Y IM0]) = C o,V (03, 1). (8.59)
=1 1=0

In the chapter 9 (see lemma 9.5.1) we will simultaneously give the proof of the lemmata 8.4.1 and 8.5.5.

Remark 8.5.1. There exist unique first order electromagnetic fields Ell, Hll, E.IJ and HlJ given by the following
procedure

1. determine uniquely the first order electrical potential Vl1 and current Il1 through the telegrapher’s equation
(8.41) with the Kirchhoff’s rules of order 1 (see (8.59)) and the initial conditions (8.42),

2. compute the electromagnetic far-fields E} and H} with (8.40),
3. determine V} (0;) and I} (0;) with the lemma 8.5.5,

4. compute the electromagnetic near-fields E(lj and HlJ with the lemma 8.5.4.

The 1D model we have just constructed is based on the two systems of equations (8.35, 8.34) and (8.41, 8.59).
But we only want to solve one problem. To do this we will recover the 1D effective model of the section 8.2 (see
(8.8, 8.9a, 8.9b, 8.14) by taking into account

(8.35,8.34) + 0 (8.41,8.59).

8.6 Toward the effective model
We are now interested in the comparison between the asymptotic solution
(V@i +6viag ) and (I'@3 0+ 61 @5 0)
and the effective potentials and currents
V(3" 1) and  IP(23',1),

defined in the section 8.2 as the solution of (8.8, 8.9a, 8.9b) with the initial conditions (8.14).
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With the telegrapher’s equations (8.35) and (8.41), we have

Lo (VO ) + 6V (a5'0) + 0s (5 0) + 91 w51, 0) = 0. af €lof. ool £ > 0

(8.60)
Lo (IS 0 + o 1 0) + 0 (VO 0) + 0V (a5, 0) =0, w3 €]of, o, ¢ > 0.
with the Kirchhoff’s rules (8.34) and (8.59)
L ’
(V9(03.0) + 6V (08,6)) = (VO(OF.8) + 0V (0F.0)) = 8 3 £ @tf(0f 1), £ >0,
L r=t (8.61)
=2 (OF. 0 + 6 1 (0f, 1) = 5C oV (0,0, t>0,
1=0
and of course with the initial conditions (8.36) and (8.42), we have
VRt = 0) 6V (ot = 0) = V"' (-1 = 0),
VP, t=0)+6V!(,t=0)=0 for [>0, (8.62)

IP(t=0)+6I'(,t=0)=0 for [>0.

8.6.1 An error estimate between the effective model and the asymptotic expansion

We denote by
V=V VP =6V} and L, =10 —10—61} (8.63)

the errors between the effective model we have proposed in the section 8.2.1 and the asymptotic expansion. With
(8.8) and (8.60), we have

Clovi(adh t) + 05Ty (25", 1) = 0, 25" €]0?, 0], ¢ > 0,
(8.64)
LLocmy(ah t) + osVi(ah 1) = 0, a5t €]0d,o0[, ¢ >0,
then, with (8.9) and (8.61), we have

L L
Vo(03,1) = Vi(0],t) =6 > LY 0Ty (0, 1) + 6% D L0, 1505, 8), >0,
=1 r=1

L
— D IT(07,t) = 5C Vo (05, t) + 62 C AV (05, 1), t>0,
=0

and with (8.62)
Vi(,t =0)=Z;(-,t =0) for [>=0.

Proposition 8.6.1. The error energy

67‘7‘ 1 L
& *gg

satisfies for every instant T > 0

2
T
EET(T) <54J N 3ot )6t111(0?7t)+q/C|6tV01(087t)|21 .
0 =1

Proof. Similarly to the lemma 8.2.1, we have the energy equality

5 g
J 'l )P f LTl ) Pde gl] +2lC|Vo(Og,t)2+§:£l’l Il(o?,t)zl,(o?,,t)],
0

LU

L
OEST = —52[ Z L8 o108, ) Ty(07, 1) + C 0,V (09, 1) Vo(Og,t)].
l

D=1
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If we integrate from 0 to T we have

T L
Zée” +€;%”(T)<62f( l > ﬁl’llétlzlf(()?uf)Il(O?,t)+05tV01(037t)Vo(08,t)],
l

) =1

then by Cauchy-Schwarz inequality, we have

L L
D LMo (05, 1) Ty (0], t) < lZEl’l/étI},(O?,,t)6J}(0?,t)1 267 (1),

Li=1 =1

SO

L

ﬁl S LM B0 1) 8T} (0F.1) + 4/ |atvol<08,t)21\/&%“<t)-

=1

n) < ey <o [

0

The Gronwall lemma 4.3.2 let us conclude that

£ (T) < [ S £ a0t )atmo?,tm/catv(}(og,t)w].

=1

8.6.2 Approximation of the electromagnetic fields in the junction

We are able to give an approximation of the electromagnetic fields with the 1D model of the section 8.2.1 in
keeping with the expression of the electromagnetic far and near-fields of order 0 and 1.
Reconstruction formulae in the cable

We can give an approximation of the electromagnetic fields in each cable part QJ. They are given by a variable
separation (x) — (z3,t)

6l
5,1 V@( )
B3| (2,25, t) = VP (a3, 1 5
) OM for (2,23 eO) t>0 (8.65)
7 ()
HOL o (29,087 8) = (2, 0)
0

The fact that the far-fields approximations are TEM is due to the hypothesis 8.1.1. We will see in the next
chapter that it is no longer true in the general case.
Reconstruction formulae in the knot area

We can give an approximation of the electromagnetic fields in the "small" knot area K° with the following
variable separation (x) — ()

L

x° r1 (X
ES | (x%,t) = Vi (05, t) grad @ <6> +0 Lgl oI (0p,) B <5>

x9 5
H§71 |)C5 (X Z Il’ Ol’ grad \I’l ( 5 ) + 5675{/0 (O )Hﬁbl <);>

=1

for x°ekK’, t=0/ (8.66)

Error between the approximation of the electromagnetic fields and the asymptotic one

We denote by

4,1 4,1
) 0 () o5 () - )
8 1)
Eé,l (Xé) _ (ELO] (Tg) + 6E1J (Tg) ) for X6 € ’C6

66’1()(5) _ (8.67)
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and

4,1 4,1
T x>
Hot (23, 28") — (1Y (5,z§»l> + o H} (5,x§»l> ) forx? = (a%,a5") e 0

hé’l(Xé) _ 5 f
X X
Ho! (x‘s)—(Hg <5>+5H‘1]<5>> for x% € K°

(8.68)

the errors between the effective model we have just proposed (see equation (8.65) for the far-fields approximations
and (8.66) for the near-fields approximations) and the asymptotic expansion (see equation (8.31,8.40) for the
far-fields and (8.32,8.51) for the near-fields).

Lemma 8.6.1. The error in each "thin" cable part is bounded by

0 0
H{:‘% 65f1(t)”[,2(9?) < \/L5 Cl|Vl($g’l’t)|2d£Cg’l and ||‘u% h‘;’l(t)HL2(Qf) < \/La Ll|Il(Ig’l,t)‘2d:Z:g’l.
1 1

The error in the "small" knot area is bounded by

L
et € (1) 2ges) < Vo031 /Lg\grad a2 +5 Y (0Zo(0.0) +52,1(0}.1)) LE|E§§;}|2
I'=1

and

L
112 W Ollzzeny < | D Lu(grad@-grad\Ifl')zy<ozi7t>zl(0?7t>+6(atvo<087t>+5a%1(08,t>) Lu\Hf’o”
LI=1

Theorem 8.6.1. There exists a constant C which does not depend of the time such that the error is bounded

L
Ve +6 ) (aTu(0f,1) + 6 00h(0). 1)
I'=1

+(0(0,6) + 6 0V5 (05, )

1 1
|le2 66’1(t)||L2(m) + |le2 hm@)”m(m) <C

(8.69)
= 0(5?)

To be certain that our model is a good approximation of the electromagnetic waves propagation in the
junction Q° it remains to be checked that the asymptotic expansions we proposed are right but we haven’t done
this work yet.

The models we proposed do not include the case of junctions of multi-conductors cables (see figure 8.10). It
is the purpose of the next chapter.

FIGURE 8.10 — junction between three twinax







CHAPITRE NEUF

MODELING A JUNCTION BETWEEN
MULTI-CONDUCTORS CABLES IN A VERY
GENERAL CASE

Creativity is making the complicated simple.

Charles Mingus

Here we are interested by the electromagnetic waves propagation in a network of multi-conductors cables.
The goal is to trim down this complex 3D problem into a 1D model that keeps memory of the complex 3D
structure such as defaults in the cable or at the junction. More precisely we aim at proposing a quantum
graph (see [49]) such as the electrical potentials and currents are propagated on each edge by a wave equation
looking like the telegrapher’s one (see [11, 39]), and joined on each vertex by the Kirchhoff’s laws that we want
to demonstrate and improve in this chapter. In the previous chapter, we studied the case of a junction between
co-axial cables with strong geometric and physical assumptions. However, the specific focus of this chapter is
the case of multi-conductors cables without the strong assumptions of the previous chapter. We aim at finding
and improving the usual Kirchhoff’s circuits law’s with matched asymptotic methods like it is done in [43] for
acoustic waves.

9.1 Modelling a coaxial cables junction problem

9.1.1 Problem’s geometry

FIGURE 9.1 — Geometry of the junction of three multiconductors cables (four angles)

We consider L + 1 "thin" cables, that is to say tubes bored by several inner-wires like the ones considered in
part II. They are linked in a "small" area. In this context the Q inner-wires are considered as "handles". One
can consider a very general geometry for theses links however to make our study clearer we consider the specific
case of 3D unbounded domains with ) handles of order L + 1 as described below.

In what follows, to perform the mathematical analysis we use a small parameter § < 1 to indicate that the
geometrical object we use are "small” or "thin”.
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The knot area. We consider a simply connected domain Wg with connected lipschitz boundary!. We will
assume that W] is included in a ball B; with a radius of order § and does not degenerate 2. Moreover, we will
assume that the boundary dW3 includes L + 1 plane surfaces, called the end sections, (’)gJ for [ = 0...L that are
included in disks of radius of order § and such that they do not intersect

05, N0y, =@ for L #1'.

T 0,K° = O3

Dok’ = W
05KC° = W3 -

FIGURE 9.2 — the knot area

We also consider ) simply connected 3D domains Wg, the inner-wires (mathematically the "handle"), of
the same kind ® as W3, which is included in W] and also does not degenerate. They do not intersect themselves

dist (Wg,Wg,) >a>0forq#q
and they intersect W9 only at the end sections (’)g’l

L
(’)871 and dist (Wg, W4\ U (’)8,,) >a>0.

L
= =0

WD AW}
=0

More precisely we define the "holes" Og’ , as

q

0, =00, " W]
and we assume that Oil # . The knot and the cable root sections are then defined as
Q Q
=W\ [ Jw] and  SP =05\ ] 05,
q=1 q=1
We will denote the connected boundaries by

0,K° =oW? and 0,8) =00,  with ¢=0..Q, [ =0..L.

1. There are no cavities. Such a domain is called 2-connected

2. i.e. all non-vanishing connected surfaces defined by the intersection with a plane have an area greater than a given fixed
positive number.

3. that is to say a simply connected domain with a connected lipschitzian boundary
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The cables part.

We define for each [ = 0...L the unit vector e} € R? as the constant outward normal to K° along S?.
We then define two unit orthogonal vectors (e}, eb) € R? and a point Of € (9871 such that the (afin coordinate)
system (OF, e}, el el) has for origin Of and for ortonormal basis (e}, eb,e}). We denote by (4, 74) € R? x R
the (transverse, longitudinal) coordinates in the basis (e!, e}, e}) and by 07 the longitudinal component of

the origin Of in the system (O?, e}, e}, e}) that is to say :
x’ = (21,0)) eR® «= x’€O],.

The cables (see figure 9.3) are then defined as distorted cylinders in the sense that their cross section S?

vary along the direction e}. Let {7;15,“@"2’[ €]07,0[} be a family of diffeomorphisms of R? from which we can
3

define the cross sections of the cable by
v ay' €lof, o, S0 .= TzlgSf. (9.1)
s L3 R
and so the L multi conductors cables are defined as the tubes

4 l I 6 6,1
Ql : Sl 250 X {1'3 s
T3

8,1
T3 E[O?-,OO[»

and its boundaries are denoted by

an? = U (')qSng,l X {xg’l .

8,1
T3 E[O?:w[»

We will assume that {7;15,1 , :Eg’l €]0?, oo[} is an "admissible group of mapping" (see appendix 13) that is to say
3
we can define 7 : B* x R — B* x R such that

T (z,23) := Ty ().
which satisfies the following regularity assumption
TeC'(10},0[, C¥'(B*)) and T 'eC’(]0}, [, C¥(B*)).

If the diffeomorphisms of family 77, are the identity, then the cables are then defined as cylinders made of the
T3

translation of Sf along the direction e}
QF = 89 x [09, 0] €},

with [0, 0] e} representing the half-line of direction e} starting at Of. The cable number [ = 0 will play a
privileged role.

Remark 9.1.1. Looking at the figure 9.2, we can notice that we could define a common center O for all
orientation €} and denote § a; the distance between this center O° and the section Of. Alas, this kind of operation
1s impossible in the case of more complexr geometries.

The whole domain. The domain of our study is
L
Q=Ko
1=1

and the connected part of its boundary will be denoted by

L
282 1= 0,K° ] 0,
=0
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DK = WD ==+

Dok’ = OW}

A\ I ) ‘ )
= 0,K° = OV,

)

‘- (93/C6 — (‘)W?

FIGURE 9.3 — the cable part

9.1.2 Topological Features

We need some topological notions linked to the non-simply connected geometry of the knot area K°. More
precisely we assume that there exists @ x L 2D-cuts I'y; (2D open smooth simply connected surface) which link
the root section SJ to the root section Sl‘s. More precisely these cuts are such that for | <¢g< Qand1<I<L:

— they do not intersect Fz’l ) Fg,’l, =@ forq#q andl #1,
— they are interior 6I‘gyl = 83U 9,K° U S U BK?,
— the domain K := K%\ (Uqul UlL=1 I‘il) is simply connected.

We will denote by (?ng the intersection between the boundary of cut 8Fg’l and the root section of the cable
Sf for1<I< Land1<q<@Q. The Q 1D-cuts 6;I‘g, for1<¢<@Qand1<!<L (1D open smooth simply
connected surface) are such that Sl‘s’ ri=S0\ Uqul 6;I‘g is simply connected.

Later we will study free curl fields and potentials which jump across these cuts, so we need to define an
orientation (see figure 9.4). In what follows, each Fg, , will be parameterized by a curvilinear abscissae?! collinear

to the tangent of 6qIC‘5 oriented from Sl‘S to S9 and by T4, orthogonal to edl in Fg’l oriented I'y; from 8qIC5
towards dpkC®. We shall define ng; along I'; as the unit normal 4 vector to I‘gJ such that (nq,l, Ta.ls eq’l) is a direct
basis of the 3D space. Same with ;1'% oriented from 6qSl5 towards 905’{5 .

Be careful, with our orientation choice a function u%! that jumps on I'y; and is continuous elsewhere could
jump on OyI'y as :

(], ., = 05 @ — o) [ut] - 9.2)

a,l

The Q cuts ¢, for ¢ = 1...Q of the domain S{ (I = 0...L) could be extend on each cable part Q¢. All
the 1D curves 0,y x {x3} (for ¢ = 0...Q) are the 1D cuts that bring the cross section S x {3} simply connected.

In fact there are many ways to introduce these cuts. We choose for convenience that all cuts come from the
root section SJ to Sf, so it will play a privileged role.

4. the normal vector is defined almost everywhere



9.2. THE MATCHED ASYMPTOTICS METHOD

265

®
€5

FIGURE 9.4 — Orientation of the cut I'y

9.1.3 Maxwell’s equations

We consider a lossy dielectric material whose characteristic coefficients, electric permittivity, magnetic per-
meability, electric and magnetic losses (conductivities, damping...) satisfy the usual positivity assumptions
in the Laplace domain (s € C)

0<e_<e(x°)<eq, 0<o.- <R(0(x%9)) <|od(x,s)| < o0es, x e 9,

(9.3)
0<p_ <po(x%) <py, 0<0p— <R(03,(x%,5)) < |0,(x°,8)| <ot , x°€Q°.
To simplify our notations, let us introduce the effective permittivity and permeability defined by

E9(x%,5) :=5e9(x%) + 00(x%,s) and [°(x%,s) := s p’(x°) + 00, (X0, 5)
We will focus on the electromagnetic fields E°, H® solution of the Maxwell’s equations in the Laplace domain

EOF° —curl H° =J%, in Q9

(9.4)
p H? +curl E° =0,  in QJ,
completed with perfectly conducting boundary conditions
E’xn’®=0 and H’ -n’=0 on 0Q°. (9.5)

9.2 The matched asymptotics method

We expect a 1D model which is a good approximation of the electromagnetic waves phenomenon in Q°. We
know thanks to the part II that it is possible to give one for the cable part Q? but we cannot expect the same
asymptotic analysis to work for the "small" knot area. The matched asymptotic method is based on the existence
of an area where the two different analysis could be performed. We first describe precisely what is this common
area and then postulate the asymptotic expansions.

9.2.1 Junction and overlap parts

It is therefore essential to distinguish two types of area. The first one is the L multi-conductor cables Q2 of
thickness ¢ and the second one is the small junction part

L
J6 = IC5 U U Simg,z

1=023"e[0?,V/3]
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included in a ball of size v/8 that links the L multiconductor cables Q?. This junction part contains the knot area
K% of size &, that could be the less regular area (so that it could integrate the most defective of the electrical
network), and the L area in common with Q? called the overlap parts

of=fnl = ) S
z3'e[0? V6]

overlap

FIGURE 9.5 — Different areas : the cables Qf (red + purple), the knot X (blue), the junction J° (blue + purple)
and the overlaps 99 (purple).

Remark 9.2.1. The overlap area is the cornerstone of the method of matched asymptotic analysis. For the
readers who are familiar with this method, we recall that the overlap is not necessary included in a ball of size

V8. The size f(8) must satisfy :
f(9)

In particular f(8) = /0 and smaller f(5) = 6|1n(0)| agree with (9.6).

lim f(8) =0 and

The overlap areas are totally contingent. They are artificial tricks for the use of matched asymptotic method.
To implement this method we need some mathematical assumptions about each overlap areas D?.

Hypothesis 9.2.1. We assume that each overlap area D! for | = 0...L are cylindrical
00 =00~ J° =8P x [07,V5] e,

with [0?, 5] el the segment starting in Ol‘S and ending at a distance \/5 of Of in the direction €. Moreover we
assume that in D? the permittivity, the permeability and the source term are homogeneous in the longitudinal
direction :

51 51 6,1
el |g§(95T sxg) = e |D;¥(xT ),

s1 61 5.1 5l o,
ud |D?(a:T ,xyt) = pl |D;S,l(-'1/'T ), for (le,m?,l) e OF,

51 51 5,1
Jg |g;§(xT y L3 ) = Jg |g?¥l($T )7

and we assume that the losses are null
5

oc ’0;5 = m ’of

9.2.2 "Normalized" geometries

Before proposing an asymptotic expansion, we need to normalized the geometry in order to pass the small
parameter 0 from the geometry to the equation. The main idea of the matched asymptotic method is to make
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FIGURE 9.6 — Scaling

different asymptotic analysis where the "thiness" varies, that is to say in the junction part J° and in the multi
conductors part Q?, and to match them in the commons areas, the overlaps parts D?. So we choose different
scaling (see figure 9.6)

336 <9
VO (25, 28) — (%,xg) and A% :x%— 5

The image of the points O? by the previous scaling are
VOO)) =0} and A% (0f) =0,
We denote by 0; the longitudinal component of 6; in the system (6;, e, e, el).

For the cable part Q?, we choose a scaling that affects only the transverse dimensions and for the junction part
J? we choose a scaling that affects all the dimensions

aQ=vie)=- ﬁg,l(Sl)x{xg’l} with S :=65) and J°:= A%(J%) =6.J°.

zg’le[of,oo[

The overlap-parts are transformed in two ways

- ~ ~ 1
02 := V(D)) = ) x [0?, \/5] e, and 9OY:= A°(D?) =5 x [Ol, \_ﬁ] e,

with [61, \/ig] eé representing the segment in direction eé with beginning in él and ending at a distance -

after 61.

Sl

But the geometries we introduced are not independent of § in the sense that J? is included in a ball of radius
1/4/6. So we consider the previous "scaled" geometries when § tends to 0 to define the reference geometries
we will consider (see figure 9.7). More precisely :

¢ L normalized multiconductor cables (vlf o O = SVI?,
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e the normalized knot area K° —» K = K% = 6 K,

§—0
R L
e the normalized junction J° " J=K U Sp x [01, ] €s,
- =1

e [ normalized overlaps 5? = 55; = Of and f)? " §51 =5 X [6;, oo] eg
The characteristic coefficients and the source are also modified by the scaling
2 a8y =& xéT o 2 ) X =8 s
E(xy,xy) = |Qa 50 and E&(x) = |’C5 (E) and so on for i° and J¢,

and since they do not depend of xg’l in D?, we have

6—0

FIGURE 9.7 — To the reference geometry

9.2.3 Asymptotic expansions assumptions (and matching principle)

Now, we are in position to postulate our asymptotic expansions. The solution in the cable part Q?, the
exterior field, will be written as a polynom in ¢

[} 6l
ES (x5!, 2 195 =) " E} ( =, g#) +0(5%),

P L with (23!, 23") e (9.7)
el - S (Tt ) o)
p=0

where the coefficients are expressed in the reference geometry
Ef ,ﬁf :Q; —» C* (exterior electromagnetic fields),

and in the junction part J°, the interior field, will be written as polynom in &
x°)| s = Z SPE ( > +0(6%) and H(x)|,, = Z PR ( ) +0(8%7) x e, (9.8)

where the coefficients are express in the reference geometry

P, HY J — C? (interior electromagnetic fields).
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The solution has to be the same in the common areas (the overlaps parts O?)

6JDEP wgll xg’l _ 5pEP x%l 8,1 . 96
7 s s |~ 1 T»ffg y M,

4,1 4,1 0,1
~ J B ~ T
p P T 3 — D TP T 5,1 . 5
6HJ(5, 5)— 0P Hj (,x3 , in OF.

)
It is called the matching principle. This principle claims that when § tends to 0, the behavior in O;S of the

exterior field will match with the behavior of the interior field in oo in the direction eé.

(9.9)

S 3
118 TP
D8 Tps

The coefficients ﬁg and ﬁf} of the expansion in series of power d of the electromagnetic fields in .J° given in (9.8)
are called the interior electromagnetic fields or the near electromagnetic fields. The coefficients Ef and
PVI? in expansion (9.7) of the electromagnetic fields in the cable parts are called the exterior electromagnetic
fields or the far electromagnetic fields. We are interested in determining the electromagnetic fields Eg, ﬁ’},
Ef and Pvlf . But, in fact, that is not be necessary for the development of the 1D model. As we shall go on to
examine, only some 1D quantities related to EY, HY, Ef and Pva will be needed.

9.2.4 The 1D improved model

We aim at transforming through this analysis the initial problem (9.4, 9.5) posed on Q9 into a 1D waves
propagation on a graph (see figure 9.8). A quantum graph (see [49]) is a metric graph equipped with a waves
operator along the edges and some conditions on the nodes, called Kirchhoff’s laws, connecting the quantities
evaluated on the edges together. The cable part, the exterior field (sometimes called far-field), will give this
waves operator (it will be the telegrapher’s equation), and the junction part, the interior field (sometimes called
near-field), with the matching principle (9.9) will give us the Kirchhoff’s laws.

S
I 0
FIGURE 9.8 — The quantum graph as the skeleton of the junction geometry

Model of the cable

We include the asymptotic expansion assumption (9.7) into to the Maxwell’s equations (9.4, 9.5) to perform
the asymptotic analysis in the cable. This analysis was done in the part II for order 0 to 2 and contains much more
details than the little summary we will do. It enables us to transform the 3D Maxwell’s equation (9.4) to 1D and
2D considerations. So the reader must be careful with the differential operators : some are 3D (grad, Div, curl)
others are 2D (V, div, rot, rot). The appendix 10 gives the definition of these operators and some useful formulae.
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The physics of the model is done in [59]. We will only recall the results that we use. We make a new assumption

about the source in order to simplify the writing of the reconstruction formulae. For reasons of brevity,in this
. . . 5,1

paragraph, we will denote by (x,z3) the local coordinate of €2; instead of (zp,x5").

\js = <({/S7T> = Vé(Jg)7
qu,?)

namely the current density, is 2D divergence free

Hypothesis 9.2.2. The source

div J, 7 = 0.

This assumption implies that the transverse part of the curent density can be written as a rotational

- Q

Jsr =rot [(+ Z Ig7q7l(:c3,s)¢q(5x3, 1)

g=1
with the current source
1271(1*3,3) = (Ig7q7l(x3,s))q=1:Q, Ig7q7l(sc3,s) = L ; Js, 7, (9.10)

and the potentials
solution of the following problems :
([ —AP(S,,,1) =0, in S\,

0n19(S4y,1) =0,  on 88! find ¢ € H'(SL,)/c such that V(e HY(SL ) e

T3’

[1p‘1(5137 1)] _ 5qk’ onTh, k<O, ) fs rot ( -rot { = J‘Sis Js 7 -rot .

l
©3

(9.11)

[0n17(S2,,1)] =0 on Ty, k< Q.

First, we define the exterior electric potentials V,; and currents I}, in cable fvlf as

Vi) = |

-~ q,l < q,l
B (V) ana = [ (W) el 12)
SchX{:Eg} SchX{:Eg}

which are necessary to compute the exterior electromagnetic fields for p = 0,1

Q |1 o -
E} (x7,23,5) = Z (V(ge > (xT,xg,s) Vi(xs,s) + EPP (ar,@3,8)  in

q=1

(9.13)
Q l
ap Vit P (7P in O
H) (x7,23,5) = Z 0 (IT,xg,s> Iq’l(xg,s) +H,? (xp,x3,5) in Yy,
g=1
where the harmonic potentials (see theorem 1.3.1)
Spe,q('wr?ns) = @q(é('7$3a8)7sglp3) and ’L/Jm’q(',l’g,s) = 1/’(1(/1(‘7373’5)’5553)
are by definition the solution in H'(S,,) and H'(S3,\0iT'y) c of the elliptic problems :
div(éVee,q) =0, in S, div (it Vb q) = 0, in SL \oiTy,
©Ye,qg = 0, on (305’;@3, and £ Onthm.q = 0, on 65;3, (9.14)
Pe,q = 6qk7 on aksigv k < Qv [wm,q] = 5qk; [[L a'nwm,,q] =0 on Fk, k < Q

and the conjugated harmonic potentials :

Ve, ) i= 09 (2 (,w3,5) 8L ) € HY (S0, \OTg) e and g g (53,5) i= 7 (i (,3,8) , S8, ) © H(Sa,)
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are solution of

div (£ Vipe,q) =0, in SL \oiTy, div(jiVm,q) =0, in SL
EOptheq = 0, on oS, and { @mq =0, on 0o Sk, (9.15)
[’1/167(1] = 5qk7 [5 anwe,q] =0 on Fk, k< Q Pm,q = 6qk, on 6k5§33, k< Q

The residuals E{’p and Iflzﬂ’p satisfy :

q,l -~ q,l -
(V) B =0 and | oa (VOR) T =0
st 0 S} 0
1 l

The vectorial exterior electrical potential VI = (qu z)q lesy and exterior electrical current Iy = (If; l)q lesit

for order p = 0,1 (higher order are much more complicated) are solution of the telegrapher’s equations for
x3€[09,00[ :

Y. (x3,5) V(23,8) + 0310 (a3, 5) = Igjl(xg, s), Y. (x3,5) Vi(23,8) + 031} (x3,5) = 1;1(1‘3, s),
(9.16)
Z! (2, s)10(2h, 8) + 03 V2(h, 5) = 0, Z! (x3,5) T} (xk,8) + 03 V] (x3,8) = 0,

where the source is

I;,l(x?n 5) = (I;,q,l(x& 5))(]:1:@; I;,q,l(x?n 5) =03 (JS js,3 (@e,q - ‘Pm,q)> + f j\873 639067!1 (9'17)

x3 c3

and the Gram matrices are

Yi(xs,8) := Y(&(-,x3,5),8)), Z.,(x3,8):= Z(ji(-,23,5),5). (9.18)
defined by
Yiwas) = (Yoo (w3:5)) o (Vhauglwacs) = || Vet s) - Vil (), (9.19)
: st
Zin(x&s) = ((Zm)q,q’($3,3)>qq,7 (Zin)q,q/(x?ns) = J;l /1%1/)(1’ () xS’ s) - V"/}m’ (-, 23,8). (9.20)

They are not the same quantities compared to the initial problem (9.4), the electromagnetic fields E, H, which
will be studied in the final model that is the quantum graph but new quantities V) = V¥ + § V} + 0(5) and
I? = I? +4 Il1 + 0(0) that we think are the variables of interest to the engineers. It is a change in comparison
to the article [43]. The formula (9.13) enables us to recover the electromagnetic fields in order to compare with
other models since we can calculate E;*° = H;"® = 0 (see equation (5.14)) and

rl _ Vf; 0 r1_ .—1 (rot Cnlq 0
E, —( 0 >+ (Elr?)l and H," =[ 0 + HZ:él (9.21)

with the transverse electrostatic and magneto-static potentials

div(s V&) = 03,3, in Sy, 1 rot (i 'rot ¢L) = Jos, in S,
an
£ =0, on 05, ¢ =0, on 05,

and with the longitudinal fields (see proposition 5.2.1)

N
Ep) - Z D8 V) = Y (o8 — o) (Zm) g 1o
q,q'=1
Q
le31 = Z <531/J3,;l>;2 Iy — 2 (Yt — z/)ql> VE + Z ( ¢q’l> - (¥1(S,1)), ) - <CJ>‘1
g=1 ¢,q'=1

(9.22)
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with

<u>ﬁ =u- LM

@3

Be careful, if 1271 and I;l are null then VY I? and I}, I} are not necessarily null because they can jump in the
junction part.

The sole things that remains to be done to determine completely of the exteriors fields is the establishment
of relations between VP I? and V},I} for I = 0...L, that is to say the Kirchhoff’s rules. We will find them by
studying the interior fields and the matching principle.

In the junction

The junction part is a way more difficult than the cable one. We introduce the expansion (9.8) in the Maxwell’s
equation (9.4) and we indentify the terms in power of 67 ( with the convention Ef,HY, = 0, p < 0)

~a aptl ~ .
EEL —curlES™ =68 T, in J,

i) + curlEh =0, in J,
R R (9.23)
Div gEf}“) —0, in J,
Div(i ﬁ’}“) =0, in J,
completed with the following boundary conditions
' xn=0 and # -n=0 on oJ. (9.24)

We can also define the interior electric potentials Vo ; and currents I? ; in each semi-stripe 9; as

~ q,l ’ ~ q,l
Vg’l(xé) = Ef - rot and — If;’l(xé) = HY - roten) | (9.25)
Sx{al} 0 Sx{al} 0

In the end we aim at matching these interior potentials and currents Vg’l and Ig,z with the exterior ones
Vf;l and If;l. In fact to obtain a 1D model, that is to say a way to determine completely the exterior electrical
potentials and currents V? I? and V}, I1 for I = 0...L (the equation (9.16) is a first step to do it), we just need to
determine V° ol Iq ; and Vq It 4.1 and not EJ, HJ and ElJ7 H1 So we will try do the bare minimum with the Div-curl
problems (9 23) that we W111 use to study Vp 1 and Ip The complete study of the interior electromagnetic is
possible with the use of profiles decomp051t10n of the theorem 2.7.1 as we do in the previous chapter.

9.3 Div-curl problem in waveguides with L bored cylindrical ends

As we have seen in the previous section, we need to study the following kinds of problem

curl F =B inf, curl H =D in f,
Div (EE)=0 inJ, (e) Div (iH) =0 inJ, (h) (9.26)
Exn=0 on 0J, H-n=0 on 0J,

where the sources are solenoidal
Div B=Div D =0, (9.27)

and in a weight space censorship of the exponentially increasing functions
B,DeI2(J):= {u e L%OC(J)( J e Vb |uf? < oo}.
Oy

Remark 9.3.1. Be aware, the letters E and H are for general problems not for the special one from our study.
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With a view to an application of the matching principle we will focus on the behavior of the interior field in
o in the direction e}. In that context the exponentially decreasing functions will not have an effect on it. We
will denote by

(78 = {rifofs ol |33 > 0, im 2% fiah) = of:

For all o = (07)o<i<z with o7 > Gl we define the comprehensive suite of compact domain
R L
K(o)=K U S; X [Og,al] eé.
=1
Proposition 9.3.1. The compatibly relations that must satisfy the solution E and H of (9.26) are

L
JA B~gradu=72J Exeéo(eéxgraduxeé)
K(o) 1=0 Y Six{o1}

for allue L2(K(c)) n H (K(a)\T) and

L
ZJ H-e;=0.
1=0 SZX{O'Z}

Proof. 'We have with the equation (9.26-(e))

f B-grad u = J curl £ - grad u
K(o) (9.26) K(o)
L

E xé}- (ef3 x grad u X eé) with boundaries condition of E

(10.22) ZZOLM{@}
We have with the equation (9.26-(h))
L
:ﬁ Div(ﬁH):Zf H-é.
K(o) 1=0 YSix{o1}
O

We studied these problems in the chapter 2, but we will not have to compute them to obtain the wanted
model. In fact we are only interested by the "electric potentials" V,; and "currents" I,; in each semi-stripe O,
associated with (9.26)

q,l q,l
EIESS NN Gt IR IR I G B (9.28)
Sx{al} Sx{al}

To do it we will only assume the existence of solution(s) of (9.26) (the proof and the way to compute it is given
in the chapter 2)

Lemma 9.3.1. There exists at least one solution E and respectively H to the problems (9.26-e) and (9.26-¢) if
the sources satisfy the compatibility conditions of the proposition 9.3.1.

In fact we know that there is no single solution. In the next subsection we will study the kernels of (9.26-¢)
and (9.26-¢), that is to say B =D = 0.
9.3.1 The harmonic spaces

The kernels of (9.26) are

A A

EET) {Ee€Li(J);curl E=0,Div (£E) =0, and E x n|; = 0}

A~ A

H(p,J) = {HeL?(J);curlH =0,Div (iH) =0, and H -n|; = 0}

which are described by the following theorem.
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Theorem 9.3.1. The harmonic spaces related to unbounded domains have for basis

A A~

E(E ) = span{grad(bg}lgqgQ and H(p,J) = span{grad\IJ?,’ll}KqSQKKL
with the Q electric harmonic potentials and the @ x L magnetic harmonic potentials
®le HL(J) and W&'e HL(I\Dyi) /e

solutions of

R Div(figrad¥%!) = 0, in J\Lg
Div(égrad®?) =0, inJ R
/ R and ULl =0, on 0J (9.29)
o = 67, on 0y J (0< ¢ <Q)

[0, 0% =0, [VL]=1, onTy,,

In the chapter 2 we have solved them by identifying an equivalent problem in a bounded domain with
transparent boundaries conditions like in [31]. Indeed when the non-finite parts of the domains are cylindrical
(as in our case since 9; are homogeneous and cylindrical in the direction eg) we can express the transparent
boundaries conditions with a nonlocal operator sometimes called Steklov-Poincaré operator. To achieve this, we
introduce the following L?(S) basis made out of eigenvectors (for an usual L?(S;) scalar product with weight
respectively € and [1)

—p~t div (AVYR™) = kg™, i S,
~1 . -~ le lie e :
—&  div (5 Vo, ) = A ep%, in S, lm _
Ontpr™ =0 on 0S (9.30)
e =0 on 05

| Avetm—o
S
which are orthonormal

| evee vl AV Ty
3 and Of = f pyLm g = =2
Sy

k _ ~ le, lie
571 - f EPn P = le
Si )\n

k 517 m

Lemma 9.3.2. The problems (9.29) can be reduced as problems posed on the bounded geometry K

R ( Div(igrad¥®%!) =0, in K
Div(égrad®?) =0, inkK
0,0l =0 on 0J°
=07 onoVi (0<¢ <Q) and <
) Wil + 68, (@) = (o = o) wet’ on Sy x {00},
DI + StL(0399) = 2!, on Sy x {0}

[ﬂ 6,1‘1/5,1] =0, [V&]=1 on |

(9.31)
with the Steklov-Poincaré operators
~ le ~ l,m
S f @ l i LX{ﬁ}MW” :
St (u) := Z S0 obe gpd &t (u) = e ™ (9.32)
n=1 \% )\lﬂe n=1 'ln’m
and could be completed in the semi-stripe )51 by
[e¢]
_ le $l e
D15, (,0}) = @2 (@) + ) atl eV pliea),
n=t with(x, £4) € O, (9.33)

0
/ ’ Lym 1
Wo | (0, 7h) = (0 — 0wl () + ), BEtY e VRIS gl (),

n=1

with the complexe constants

f ~ E03P! 901726
l S x{0:}

apt = - oo :J _eoy! @ZQ_J el (9:34)
A Sy x{0;} Sy x{0;}
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and
J oy
’ S x {0 ~ ! m ~ m
gol — 1 x {01} - :J gl ghm (s _5;,)f CapLtphm, (9.35)
\ kn S x {01} Six {0}
Proof. The behavior of ®¢ and W¥%! in the semi-stripe (9.33) is a consequence of variable separation and
repudiation of exponentially increasing solution (since we want solution in L2, (9;)). To find (9.34, 9.35), we

integrate (9.33) respectively over £l and over fiw)L™ and we integrate the x}-derivative (9.33) respectively

over £¢k¢ and over fiL™. We have so

f 20301 e
S;x{0;}

£3589 phe 4 = J Etpbe  (and so for W)
L,x{a,,} e vV ALe six{oy "
and so the definition of Steklov-Poincaré operators. A more detailed proof is given in lemma 2.4.3. O

Remark 9.3.2. We can begin our analysis in the semi-strip after o = 0,

q

|, ey

Oéq’l e*\/)\iﬁe o _ _ Sy x{o1} _ J é\q)q,l @l’e _ J é\@q’l @l’e (9 36)

n e n e n *
)\iie Six{oi} Six{oi}

and

f R TR
Sl X{G‘],}

’ l.,ma_ ~ 4 m o~ m
gt VT - | awelre@-dy | aemlen s
kn Sy x{o1} Sy x{a1}

Remark 9.3.3. The behavior of ®1 and W% towards infinity are

0~ prtag(et) ws < @ -aun (e and aetaws’ ~ 04(e )

1
IBHCX:‘ ZL’SHCD Igﬂw

Theorem 9.3.2. There exist solutions of the div-curl problems (9.26) in the space L2 (J). It could be written

with :
Q Q,L
E= ) U,grad® + E®(B) and H=- ) Jggrad¥%' + H*(D) (9.38)
q=1 g=1,l=1

with Uy and Jg; for ¢ = 1...Q and l = 1...L some complex constants, the potentials ®I and Vel defined in (9.29)
and the residual EX(B) and respectively HR(D) are solution of (9.26-¢) and (9.26-h) in

A~ A~

2 2
Lo(Djeedy and Lu(J) a5y

Proof. We know with the lemma 9.3.1 that there exits E and H solutions of (9.26-¢) and (9.26-h). Since

Q Q,L
D Usgrad® e £(,J) and > I grad U4 e H(f,J)
q=1 g=1,l=1
so EF(B) and H®(D) are also solution of (9.26-¢) and (9.26-h). O

The constants U, and J,; are consequences of the non simply connected geometry J. They will play a crucial
role. The next subsection will focus on the links between those constants and (V,;, I,;) in each semi-stripe 531.
The 1D functions V,; and I,; are defined in (9.28) and are dedicated to, in the case of that application of these
div-curl problem to the interior fields, look like the exteriors electrical potentials and currents that we want to
study. To do that we don’t need to compute E#(B) and HZ(D) which is a difficult problem. Nevertheless, the
reader interested in ET(B) and H(D) can refer to the profils decomposition of the theorem 2.7.1. We will
not look either into the lack of uniqueness of the theorem 9.3.2 about Div-curl problems (due to non simply
connected geometry) because all the solutions will verify all the lemmata of the next subsection that constitute
the minimum set of properties we need for our aims.
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9.3.2 Links between this constants, the potentials V,; and currents I,

Problem in the semi-stripe ﬁl

Since the geometry of the semi-stripe }51 is cylindrical in the direction el37 the study is quite simple. The first
lemma give us a relation between V,;, I,; and Uy, Jg ;.

Lemma 9.3.3. The potentials V,; are link to the projections U, of E on the kernel E(&,J) by this way
Vypdl
V) =, - [ mrm e (Vo) (9.39)
Sx{z}}

Similarly for the currents I, and the projections J, of H on the kernel H(L, J)

L V@q’l
o) =Yg = [ HED) < (VR
=1 Sx{wy} 0
Vi
0

(9.40)
—Tgu(xh) = —Jqu —f H™(D) x e} - (

Sx{ah)

) for 1#0

Proof. We put into the definition of the exterior potential V,; the decomposition of the electric exterior field
proposed in the theorem 9.3.2

ql Q , ol
Vq,l(ifé) = f E - (I‘Ot '(/Je ) _ Z Uq’ J VCI)Z . rot ,(/)g,l + J ER(B) ) (I‘Ot we ) ’
(928)  Jsx{at} 0 (9.38) Sx{zl} Sx{al) 0

q'=1

then we used the 2D green’s formula (10.19) to ensure that

f V<I>g/ -rot 2! = J V@gl X n = 63/
Sx{z}}

(’/‘11"12 x{zg}

t ! Vil
V(2! :U+f ERB-<r0 e>_U—J ERBxel-< e ).
qJ( 3) (10.8) q Sx{al) ( ) 0 q Sxfat) ( ) 3 0

The proof is quite similar for I,;. By using again (9.38) we have

and so

1 & v (rot ol R rot ¢}
—Igi(xs) = — Z Jgr v grad ¥1-" . 0 + H™(D) - 0
Sx{z}} Sx{z}}

¢=1,'=1

then with (9.33), we have

’ g q,l ’ O g /il,m
J grad w9 1. (rotogam> = (6b =) f VL. rot ! +2 BLAE e k™ o J VL™ - rot of.
Sx{zh} Sx{z}} n Sx{zh}

We simply have to note that
f Viﬁf{’” -rot ap?;f =0
Sx{z}}

and
f V! rot ol = —67.
Sx{a}}

Thus we have i
Vil
S COREWCETIENES I SRR R A R
I'=1 Sx{xé}

O
The following lemma that is a consequence of the previous one allows us to determine up to a constant the
behavior of the "electric potentials" V,; and "currents" I,; in the semi-stripe from the source B and D :

Lemma 9.3.4. The "electrical potentials” V4 ; and "currents” I,; satisfy

q,l q,l
3Vq,1(a5) = f B <V1é’€ ) and — d31q(zk) = f D. (vg’n> . (9.41)
Sx{ab} Sx{zL}
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Proof. 'We have with the equations of the Div-curl problem (9.26-e)

q,l q,l
J B . (vwe ) —_ J Curl ER(B) . <V'l/)e )
Sx{ah) 0 Sx{eh} 0

— - R I * ngJ

then we use the lemma 9.3.3

q,l
f B.(Wge) - (93qul(scé)+f rot ER(B) - Vo,
Sx{xk} (9-39) Sx{xL}

s = 0 we deduce with (10.12) that Ef(B)}aS = 0 and so with the

Since we have on the boundary E®(B)
2D-Green’s formula (10.18)

J rot EX(B) - Vol = 0.
Sx{xk}

Similarly, we have

q,l
J. D - <V§m> = —aglq)l(l'é) + J rot HR(D) - V!,
Sx{z}} Sx{xh}

and with the 2D-Green’s formula (10.19)
| rotmD)- et = | HED) (Tegt ) =0
Sx{zh} 05 x{z4}

we thus conclude for the wanted formula. O

If B and D have polynomials behavior according to z} on }51, then the "electrical potentials" V,; and
"currents" I,; have also a polynomials behavior. But this lemma does not enable us to determine the term of
order 0 of the polynoms. The following subsection will give a link between the interior potentials and currents
of each branchs.

Problem in a compact that include the knot area

We going to rework the compatibly condition on the computation domain
I/C\(O') for all o = (UZ)OSZSL with o7 > 6[

to rewrite them of the form of the two following lemmata.

Lemma 9.3.5. We have the interior loop-rule for all 1 < ¢ < Q and 1 <1< L

([ aomete) ([ (od) i)
Spx{oz} Spx{og}

KL
s el @ - [ () et -
Sox{oo} Sy x{oi}

L o
Vg,0(00) = Vgulor) = ﬁ B-grad U4 + 22
i—gn=1

K(o)

(9.42)
Proof.

J B - grad \I/?,’f = J curl EX(B) - grad \I/,qy’f definition of the profils E(B)
K(o) (9.38) K(e)

L -
= — f ER(B) x &} - (e3 x grad \I/m X e3) with boundaries condition of EF(B).
(10.22) =0  x{o1}

k. —

~-
=(term 1)
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The expression of (terml) can be written in a different way in order to make the elements of (9.42) appear

N
= — 2 f ER(B) % eé (VR
(10'13) 1=0 S[X{O‘l} O

- =
= Bt (VE) | By (VY
(9.33) Sox{oo} 0 Spx{op} 0

AR (VM) e (S0 )
Sox{Uo} 0 Sex (o1} .

) e VT [ e v,

I=0n= l><{01}

L
(term 1)

We then have with the lemma 9.3.3 since wg»f is real in O,

040 " il
— ER(B) x €§ - Ve +J ER(B) x é} - Ve = Vyo0(00) =V, i(o7).
J-Sox{o'o} ¥ 0 Spx{or} 3 0 (939) P00 oL

We then have for any u € H'(S; x {0;}) which not jump by 2D-Green’s formaula (10.18)

J ER(B) x e} -Vu = —f rot E¥(D)u —f ER(D) x nu
Sy x{o1} (10.5) Sy x{o} 05, x{o1}
and since (10.16) we have rot E¥(D) = curl E¥(D) e} = B - ¢}
J ER(B) x €} - Vu = ff (B-é}) u
SZX{O'Z} Slx{gl}

We take in particular u = (1/)3’0 - 1/)3,;0), u = (ng — wf,;z) and u = 5™ we obtain

(term 1) = V, 0(00) — Vau(o1) — L (B @ ) + L (B-ek) (ot — g2

1 x{oi}
_ZZBH,M — klm ,(f (B'eé)ll)f;’m>,
Sp,x{op.}

—gn=1

then with the remark 9.3.2, we have

| ([, g ) ([, e )
551’Z’l Vi o (J (B- eé) ¢£Zm> __ \Sexdontd Spyx{ops}
5

and thus the wanted formula. O

'~

7o x{op,}

In this lemma 9.3.5, we have chosen to express the "electrical" potential V,1(o;) of each semi-stripe from
the one of the semi-stripe number 0.

We also can express the second term of the right side of the equality (9.42) with the Steklov-Poincaré operators
&t

m

oh e o) ([, ) [ s, (o) ot (5 (5-0).

—on=1 kL™ i=0 SX{O}

Lemma 9.3.6. We have the interior node-rule for all 1 < ¢ < Q

L L o ( €3
=Y I1(0) = J D - grad ¢ +
;o v Rio) ;o; e (9.43)

L
+ZJ (D - eb) (p&! —p2h.
1=0 SlX{o'l}
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Proof. The equation (9.40) of the lemma 9.3.3 give the node-rule for all ¢ <

L L

- Z IQJ(UI) = Z f i ~curl Cm X €3 - ( m) . (944)
1=0 YSix{o1}

1=0
that we can rewrite thanks to the harmonic potential 2. Indeed, we have
J D -grad ® = f curl H%(D) - grad ®! definition of the profil H(D)
K(o) (9.38) K(o)

= — HYD) xn.p, . - (n o X W X NAp ) Green’s formula
(10.22) L,g(a) (D) X Dog() - (Dok(o) X 8 oK (o)

L 37
= = ZJ HE(D) x e3 - <V(I)E> since ®¢ is constant on 0V,
(10.13) Six{o1) 0

0
(o - ) - 3t e |
5

(9.44)

Mh

Igu(on) + Z f X e - v
lX{Uﬁ
Since (¢! — @) and ¢%¢ are null on the boundaries, we have by 2D-Green’s formula (10.18)

L

JA D-grad ® = fZIql o1) ZJ rot H(D) l(
K(e) 1=0 1=0 Y Six{o1}

HMS
3
Jf
S
A
o
|

and since (10.16) we have rot H*(D) = curl H¥(D) e} = D - €} and so

D -grad & = — ZIqul +ZJ (D- 63 l(@?ﬁl_@g’ Za AL :v3goe‘|'
n=1

To finish, we know with the remark 9.3.2 that

I%(o-) lX{CfL}

l e

q,l -V An 3:3 el) l,e

| eadtde) ([ (pd) ol
_ SZX{Ul} SZX{UL}

S % {(7;} 3 (9.36) e

O

We also can express the second term of the right side of the equality (9.43) with the Steklov-Poincaré operators

([ zomde) ([, )
SlX{O'l} SIX{O'L} .

= N6t (0;0) &tL (71 (D - €h)).
5, ot () ot -

&t

e

L o
I=0n=1
In particular if (B . eg) =1 (e*“’ls) then the equation (9.42) of the lemma 9.3.5 become
Vg,0(00) — Vg,i(0r) = JA B -grad 0% + f _Pe,HD - (n x grad U x n) + 1 (efx‘ld) , (9.45)
K(o) oupJ

and if (D . eé) =4 (e_c”lS> the equation (9.43) of the lemma 9.3.6 become

L
- Z Iga(on) = ﬁ D -grad ®f + ¢ (e”é) . (9.46)
=1 K(o)

9.4 Application to the interior fields

We apply the results of the previous section to determine the interior fields E@ and ﬁf} with source B =
—~aHY " and D = EE5 T — &% Jr.
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Remark 9.4.1. Since the source term is solenoidal (see hypothesis 9.2.2) and independent of the longitudinal
variable in the overlap parts (see hypothesis 9.2.1), we have

f fS,T ‘n = f J;T Ve = J js,t Vm = ng Z(O?) for xé € }51. (9.47)
0qSx{xl} Sx{zL} Sx{z} ”

Proof. Inddeed, the three first equalities are trivial with the use Green’s formula since j;t is solenoidal. Then
we have in the overlap area

Jols, = Jsls,-

and thus the wanted formula. |

9.4.1 Order 0
Lemma 9.4.1. For the order 0 the interior electrical potentials VSJ and currents IZJ are constant which satisfy
the following interior Kirchhoff’s laws for all 1 < ¢ < @

L
¥1=0..L, V), =V, and » I5,=0, (9.48)
=1

and the reconstruction formulae for the interior electromagnetic fields at order O are

Q Q,L
E) = 2 Vg,o grad®? and H) = — Z Igylgrad vl (9.49)
q=1 g=1,l=1

with the @ electostatic’s potentials and Q(L — 1) magneto static’s defined in (9.29).

Proof. Remember that at order 0 the source B, D are nul. The fact that the interior electrical potentials ngl and
currents IS, ; are constant is a consequence of lemma 9.3.4. The interior Kirchhoff’s laws are consequence of theo-

rems 9.3.5 and 9.3.6. Then, the reconstruction formulae are consequences of (9.38) since EF(B) = HF(D) = 0
and V0 ; = U, and I,,(2%) = J4; as consequence of lemma 9.3.3. O

9.4.2 Order 1 - interior Kirchhoff’s laws

The first order interior fields are given by the following Div-curl problems

curlEl, = —4H}, in J, curlH} = £EY —J,, inJ,
Div (gﬁ}j) =0, in J, and Div (ﬁ ﬁ},) =0, in J, (9.50)
EL xn=0, on 0., HY -n =0, on 0.J.

Lemma 9.4.2. The first order interior electrical potentials Vzl and currents Il1 are affine functions (up to
inhomogeneous vectors)
L
Vi) =i (61) o lgl [BHI (@) - 3 (Gl)] ’ with  xk € [61, o, (9.51)
I} (ah) = T} (0r) — ah YLV — () + T'(0) + 2§ 12,(07),

with the impedance Z., and the admittance Y. defended as in (9.18) and the inhomogeneous vectors

Tl(xé) = (Té(mé)) -1..Q and 31’1’ _ (351,1’(33%)) ’

q q=1...Q

defined by

T () = f (EEY - €h) (p%! — p2!) and 3LV (2h) = f (RHS - €b) (v — ygh). (9.52)
SlX{.’Eg} SZX{%é}
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Proof. Step 1 : polynomial 4+ exponetnionally decreasing behavior

For the interior electrical potentials Vé’l(xé)

We use the behavior of the longitudinal of the interior potential V;_’l in the semi-stripe f)l given in the lemma
9.3.4 (with B = —iH9)

AL g0 (Vv g0 (Ve — o
o5V (zk) = —J uH0-< e)——J NH0~< mo) - e e ™). (9.53
3 q,l( d) (9.41) Sx{xé} J 0 Sx{zé} J 0 Sx{xé} J 0 ( )

With the conjugation lemma 1.3.5 we recover the definition of the interior electrical current

Q
PPN Vol ~0 (rot s0q7 0
— Iu,HO . < m> = E (Z1,),, J o . - 10 (9.54)
LX{ﬂvé} ! 0 7=1 9 Jox oty 7 0 (9.25) qg q il

1

Then we use the green’s formula (10.18) (there are no jump since ¢9! — %!l e H'(S))

[ ams (FVETHE) o aw @) e e+ [ (@) - e
Sx{xs} 0 Sx{xL} s

08 x{z}}

. ~ 730
we thus have since i Hj - n }as

[ ams (VYR S o) - ),
Sx{zl} 0 Sx{zl}

We then recall that the shape S and i are homogenous according to the longitudinal variable z

~ 30 V(w‘é’l - 7?3%1) _ N/ N/ _ LUl
Lx{xg} HEs ( 0 ) =0 (JSX{rg} (MHJ 63) Wer = )> (9.49) 0s <3 (x?’)) ’ (9.55)

With (9.53, 9.54, 9.55), we have
Q ’
o5V, Z 19005 (3 (2h))

then we integrate to obtained the wanted formula.

For the interior electrical currents I, (%)

‘~

We use the Lemma 9.3.4 with D = EAE?I —-J

~ q,! ~ ~ ~
031}, (h) = —J EEY - (v M) + J Js - (v‘pm> lemma 9.3.4 with D = £E} — J,
’ (9.41) Sx{zL} Sx{al} 0

~ q,! ~ ol a5l
_ _ é\EO . e _ é\EO . V(‘)Om Pe ) + IO (05)
(9-47) Sx{zL} ! Sx{zL} ! 0 s

Q Y ) rot rl/]q’,l d ~0 al al IO s
= - e)q E5 - € i AE W ) O
(1.20,10.18) Z (Ye)y g JSX{wé} J ( 0 ) + JSX{%} iv (EEY) (¢%' — ') + 5,1(07)

»1U. =1

Q
= - Y., Vo, 40 J EEY e ki el +19,(0),
(9.25) q,zzzl [( )q g Vgl 3 ( Sxfal) ( J 3) (<P — ") ,l( l)

then with the decomposition of the electric interior field (9.49)

@
0
Ve
0

25 j (BE9 - eb) (02 — oY) | = 05 (Y!(a})) .
Sx{ab}
]

The inhomogeneous vectors Y!(z}) and 34 (24) are null if the waves’ velocity of the electromagnetic field is
homogeneous in the overlap (like in chapter 8)

En |5l =cte = Y(z) = 3l’l’(xg) =0,

but if it is not the case the following lemma tells us how much is their importance.
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Lemma 9.4.3. The inhomogeneous vectors Y' and 34 are decreasing exponentials functions

Q

R Y I ) R T )
=1 SLX{CE?’} .f(‘g—>OO . ~
= with x5 € [0,00[ (9.56)

Q,L
! ~ s —x!
30 (k) == ) (f s (v - wzﬁ) D~ t(e)
q¢'=1,I'=1 SlX{rg} Tg3—0
Proof. 'We obtained (9.56) by putting the decomposition of interior field (9.49) in (9.52) and note with remark
9.3.3 that
[ e ] G I L O G R
Syx{zh} @h—o0 Six{z}h} 2500
O
Lemma 9.4.4. The first order interior Kirchhoff’s laws for all 1 < ¢ < Q are
e interior loop-rule
V;,O(UO) = + Z Zl v IO/ l/ 3271/ (JO) - 3lq7l/(0—l)7
¢ =1,1
o interior node-rule
L Q L
- Z I;,l(al) = Z Yoo (U) ng,o + Z Té(gl) - IJ,q(”)v
1=0 a=1 1=0
with the "junction-impedance” Z and "junction-admittance” Y
Lo ( L { }ﬁagw v (L { }ﬁang;v” wk”t)
l’l/ A~ ’ - 7 X107 X107
quq,(a) = JA igrad \IJ;I,L - grad ool 4 Z Z e - ot (9.57)
K:(O’) [:O n=1 /kil,m

S N
L i (JSLX{UZ} Syx{oi} (9.58)

Vo (o) = J fgrad &7 - grad o7 +
h R(o) ‘ ;‘)n:l s

and the junction source

L o n '
IJ,q(a)zﬁ J,-grad ®Z+ + f Jeely (o —p2")
R(o) ;o; VA 2 ‘

1=0 YSix{o1}
(9.59)
Proof. We use the theorem 9.3.5 with B = —iHY
v —v! = —f AHY - grad UF
q,o(UO) q,z(f’l) (9.42) Rio) phy - gra
(J 20,07, ¢ ) (J MHJ 63) ¢;m>
Six{o;} Six{or}

khm
(AR - ed) (! —o2l) + L (AR k) et -,
1 X101

%

Sox{oo}

then we use the reconstruction formula of the interior magnetic field of order 0

Vg,0(00) = Vg (00

Z 200 (0) 19 1+ 307 (00) — 35" ().

(949) =y
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We use theorem 9.3.6 with D = £8) — J,

| (e -a.) el
Sy x{oi}

)

29 Hd e
; = 3 — G <Lx{a}563¢)e¢n> (
_ZI}M(W) (9:43) fA (EES—JS) -grad ¢g+2 Z 1x{oy

1=0 K(o) I=0n=1 Ane
L ~
N NN G- R A RETE e
=0 Sy x{o1}
Q L
(9.49) qZ1 lyq,q’ (0) + ;Té,q'<gl>] Vo — Iq(0)

O

The next lemma will give us some formulae which will be useful for subsequent calculations of the second
terms of the right sides of the equations (9.57, 9.58).

Lemma 9.4.5. The part of Z(ll’lq/,(a') about the semi-stripe 531 can be written of the following form

~ @ le f ~ (bq' le
& (JS[X{(H}EGS egon > ( SZX{Ul}EaB ¢ gon > o0 ~ / —_—
> l =2 J f 20507 0507 | du
n=1 An© ol Spx{u}
0

"1 aql Le —24/2k¢
= Za‘fl ay A/ e oL

n=1

ant the part of Vy,¢ (o) about the semi-stripe O, can be written of the following form
(o #) ([ o)
i o -
Z x{o} - X0 =92 J (j ﬁag‘l’fn’l 63\11%11> du
" Ar” of Syx{u}
L —_— = _
NV e s

n=1

Proof. The proof is based on the behavior of the potentials <I>g/ and \If%;’l/ in the semi-stripe }5[.

o0 0 o0 2
~ ’ _— ’ _ le
2f J 20308 0307 | du = 2 ) allad! Aiff (e Vi U> du

oy Sy x{u} (9.33) n=1 oy

0

r T [
= Z a%,la%l A /)\lﬁe e~ 2V AR o
n=1

and
. (J‘ fag¢3¢26) (J‘ 563¢29if> -
Z Sy x{oi} Syx{oi} _ Z Oéq/’lO{Tn’l /)\l,f o2 T o1
n=1 )\Lze (9-37) n=1 "
The remainder of the lemma is proved with similar claims. O]

Remark 9.4.2. The "junction-impedance" o — Z(o), "junction-admittance” o — Y(o) and "junction-source"”

o I;j4(0) are increasing tensors

L
yw—y@+§mﬂ

} 210 (o) = 2 (5) +002Z0 + 6 o, 2 (9.60)

L
Ln4(e) = L1y (0) + Y, o1 12,(0])
=0

\
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Proof. The proof is again based on the behavior of the potentials ®¢ and ¢! in the semi-stripe O,. For the

"junction-admittance", we have
L o (L { }553‘1’2“/75{8) <L { }553‘1’3 <P££8>
X X
ggrad @q - grad ®7 + Z Z el el

le
0n=1 )\n

§<
—
S~—

—

©

ol

%

N

baY) ?

(o) =0
L o L L
= JA _ égrad <I>q . grad ®7 + 2 A (J g (V@g' VoL + 0301 83<I>g)) du
£ () = 0o, \Usixquy

| eadtede) ([ saw
SIX{O'Z} SI,X{Ul}

L o
+
l;)ngl VAL

We then have in the semi-stripe 555

4] — 4] — — oy \/ﬁ 2
J J EVOL . VPL | du = J f é\V(p Vel | du + Z oﬂ Lot \be J <6 A u> du.
6], SlX{u} (933) 61 SlX{u} 0;

n=1

By definition of the electrical admittance Y.! and the lemma 9.4.5, we have

Il / ——— ’ ey
ﬁ f Ve .V | du =0, Y. + J £0599 0307 | du
0 Sy x{u} Sy x {u}

Vo (o) = Ygq(0 +ZUZY +2 ZJ (JS {}E@g@q 0;07 | du
1 XU

f 583<I>q J 563<I>q
SlX{(T[} Slx{a'l}

thus

»

18

1 Vb

" J £059L b J £0307 phe
Z S;x{0;} Sy {0}
n=1 V )\l ©

—
3
Il

Mh

Il
-

We then have with the lemma 9.4.5

; . f 20307 ple f 20307 e
o ~ f = L S x {0} S x {0}
2> | 20507 0307 ) du=) ]
1=1J0: Six{u}

I=1n=1 VAL

§63<I>q 5(73<I>g/ 305{6
_ZL: i <~Lz><{<71} ) ( Syx{oi}

I=1n=1 Abe
and so thus wanted formula. Similarly we have
’ TN L ~ ~ ~ ~ ay , - =
zihe) = 2y (0) + Y - o - ah) f J Aver . vest | du
’ ’ =0 07 Syx{u}
L (A /
= 2 (0) o0 (ZD), 0+ 0 o (Zh),

The junction source term is defined by

— & L o (LX{ }503@3905;6) <LX{ }Js~eésoif)
IJ,q(U)=ﬁ Js-grad <I>Z+2J J. <p§,; sﬁg’ +EZ 1 x{o {0 ‘
K(o) l Sy x{or}

l,e
I=0n=1 >\n
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Since the source term is independent of the longitudinal variable in the overlap areas we have
L L

ZJ Js~eé(w%;l—<p3’l)=ZJ Ty (ol — o).
1=0 SlX{Gl} 1=0 SLX{OZ}

We thus have

L o1 R o
I;4(0) = Iy, (Oz> + Z J J J, -grad ®¢ | du
1=0 0; S[X{u}
J 20507 ke J J,- e ¢
Sy x{o} Sy x{o}

l,e
n=1 An

A~ L &> o1 e o
0) + > o I2,(00) + ] f adl e=VAR" ah (L { }JS,T-wﬁf) du
1 x{u

1=0 1=0n=1701

0
-
(933 71 (

L
( = : ) + Z o1 12,(07)  since J, 1 is divergence free and ¢ is null on boundaries.
10.18 i

O

Remark 9.4.3. The interior Kirchhoff’s laws of the lemma 9.4.4 are independent of o (the compact we take to
find these laws).

Proof. If we put (9.51) in the interior loop-rule of the lemma 9.4.4 we have

V3.0(00) =V, (00) Z 200 (0) Iy + 307 (00) — 35" (01)

(9. 51) it
1
+O'O (Zgn)q’q, Igl,o _Ul (Z"”)q,q’ Ig/,l
with the interior Kirchhoff’s laws of the lemma 9.4.1

L
0 0 _ 0 0
(ZTYL) a.q Iq/,O (918) g0 (Zm)q’q, lgl Iq’,l/
and since J, , and IJ), ;, are linked
a L ’ 0,0’ L
V(@) =i, (0) = + Z |20 () =00 (25,),, — O on (Zh), | 190 + 30 00) = 37 (00).
To finish, we use the remark 9.4.2

VaNG) _ Z” IO,, 0,l LA .
2000) = Vo, 0) = '+ ;11 2+ 34 (00) = 357, (0)

Similarly we put (9.51) in the interior node-rule of the lemma 9.4.4 we have

L L L@
= >114,(0) e Z Vo (0) VS o + Z Ty (00) = Lig(0) + 2 X0, (00) = 7 ou (YL), . Vo

1=0 7=1 1=0 1=0 1=0,q'=1

Q L L ~ L

= D | Vaglo Z ] V9o + 2,1, (0) — <IJ,q(U) Yo 12,1(0?)>
q/=1 1=0 =0 =0
Q /\ ~
©750) qzl Y4.q (0 VO/ ot Z T -1y, ( ) (see remark 9.4.2).

O

If V9 4(00) and 19,(0;) for all ¢ = 1...Q and | = 1...L are known, then, with the lemma 9.4.1, the interior
fields of order 0, ie E} and HY are also known. If V;O(ao) and I;l(@l) for all ¢ = 1...Q and [ = 1...L are known,
then, with the lemmata 9.4.2 and 9.4.4, all the V;l(acé) and Ié,l(xlg) for ¢ = 1..Q, I = 1...L and z} € [0}, 0]
are also known. Moreover, with the profils decompositions of the theorem 2.7.1, E}] and ﬁlJ are also known. To

determine the constants Vg,o(ao), 12_’1(6;) and V;O(ﬁl) and 1;71(61) forall ¢ =1...Q and | = 1...L, we will help us
of the exterior fields of order 0 and 1 by the way of the matching principle.
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9.5 Developpement of the wanted model

We have seen that to determine completely the interior fields of order 0 and 1 we need the knowledge of
V270(60), Igyl(ﬁl) and V;O(al) and Ié’l(ﬁl) for all ¢ = 1...Q and [ = 1...L and to determine completely the exterior
fields of order 0 and 1, we need some relations between VO, V1 and I°, I'. Or the interior Kirchhoff’s laws of
the lemmata 9.4.1 and 9.4.4, if they are their equivalents for the exteriors potentials and currents are perfect
for that. In fact, we will pass the interior Kirchhoff’s laws to the exterior ones thanks the matching principle
(9.9). After that, it will be easy to compute completely the exterior and then interior fields of order 0 and 1. We
will then propose an effective model that will allow us to solve an unique equation for the approximation of the
electrical potentials and currents until the order 1.

9.5.1 Determine completely all the first order interior electrical potentials and
currents

Application of the matching principle

The matching principle (9.9) gives us a link between the interior and exterior electrical potentials and currents
for p =0, 1.

Lemma 9.5.1. The interior and exterior electrical potential and current for p = 0,1 are linked by :

= VY0 1) =1)(0]) and V;(0)+ 23” 0) = VI(0]) I}(0n) + Y'(0,) = T}(07). (9.61)
I'=1

Proof.
Step 1 : proof of V? = Vl‘S

The matching principle (9.9) say that

o0 ! 1 o !
3P e <365T,ol + j%) = N B (”;T,o? + \/ng> : (9.62)

p=0 p=0

by definition of the exterior and interior electrical potentials and currents :

~ ot L rot %! oz
i@ d)- Sow (e ) g Sef a0 (3)
j ( 0+\f> rot ¢ (%)

(9.62) Syx{zk} : 0

o Z A% (ol + \fxg) =V, (ol + \fx?,)

p=0

8|\M8 HMS

so we have

v (@ + mg) —V{(0) +624) and I¢ (Gl + xg) — 10 (09 + oab) (9.63)
Step 2 : the interior field

With the (9.51) of the lemma 9.4.2 and since 34 (2}), T!(z4) ~ ¢ (e*mé») (see the lemma 9.4.3), we have the

following expansions :

L
vl (al + xg) —V0(0) + 06 lv} (0)) — bz, 19 + 3 34 (61)] +0(0%) +14 (wé) : (9.64)
U'=2
and
17 (00 +24) = 100 + 6 |1} (0) - 2h YLV + 1100 + b 10,00) | + 0 (62) + £ (7). (9.65)

Step 3 : the exterior field

We suppose that for all p = 0,1 that V¥ and I/ are in C' to use the taylor formula :
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V7§ (0] + 62) = VD(07) + 6 [V1(0]) + x5 a5 VD(0])] + O (52) (9.66)

and
17 (0f + k) = T0007) + & [11(0F) + o 25T (00)] + O () (9.67
Step 4 : the matching principle
We use the matching principle (9.63) to match the interior fields (9.64, 9.65) and the exterior fields together
(9.66, 9.67) and we identify order §? for p = 0,1 and polynomials in x5 for & = 0,1 to find the wanted equation

(9.61) and redondants ones.
O

The first consequent of the previous lemma for which we all yearn is the establishment of the exterior
Kirchhoff’s laws from the interiors ones of the lemma 9.4.4.

Lemma 9.5.2. The exterior Kirchhoff’s laws of order 0 are for all1 < ¢ < Q

L
Vi=0.L,Vy,=V), and > 19,=0. (9.68)

al =
=1

The exterior Kirchhoff’s laws of order 1 are for all1 < q <@ :

Q,L

o exterior loop-rule : V;O(Og) - V;Z(O?) = Z Zé:lq/, (6) 12,71/ (09), (9.69a)
¢ l'=1,1
L Q =" ="
o eaterior node-rule : Y 1L ,(07) = — lZ Vi (0) VO, 4(09) — I, (0)] . (9.69b)
1=0 @=1
Proof. Application of (9.48) and the lemma 9.4.4 with o = 0 and the lemma 9.5.1. O

The procedure for the knowledge of all the quantities of the asymptotic model
It exists unique exterior and interior electromagnetic fields of order 0 E}, H}, E}, and H!, given by the following
procedure :

1. determine uniquely the electrical potential V{ and current I of order 0 through the telegrapher’s equation
(9.16) with the exterior Kirchhoft’s laws of order 0 (see (9.68)),

2. compute the exterior fields in each cable parts EY and HY with (9.13),

3. determine V9(0;) and I?(ﬁl) for I = 1 to L with the lemma 9.5.1, all the interior electrical potential and
current of order 0 are known with lemma 9.4.1,

4. compute the interior fields EY and HY with the equation (9.49).

There are unique exterior and interior electromagnetic fields of order 1 E}, H}, E} and H) given by the
following procedure :

1. determine uniquely the electrical potential V} and current I} of order 1 through the telegrapher’s equation
(9.16) with the exterior Kirchhoft’s laws of order 1 (see (9.68)),

2. compute the exterior fields in each cable parts E] and H] with (9.13),

3. determine V}(0;) and 1}(0;) for I = 0...L with the lemma 9.5.1, all the interior electrical potential and
current of order 0 are known for all #} with the lemma 9.4.2,

4. (compute the interior fields E}, and HY with the profils decomposition of the theorem 2.7.1).

In fact, for the application we have in mind (1D modelisation of a electrical network and inverse problem),
only the exterior electrical potential V?,Vl1 and currents I?, I} interest us. We will now propose an effective
model which have the same order of approximation than

V) +6V] and I)+01}.
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9.5.2 The effective model

By considering
(9.16) , (9.68) +9(9.69a) and (9.68) + d (9.690),

we have the (truncated) asymptotic telegrapher’s equation

Yi(ah,s) (VE+0V]) + 05 (17 +01}) = (1271 +61,),  onoj, [,

(9.70)
7! (2L, s) (I?+51;) + 05 (Vl +5vl) - on 103, oo,
the asymptotic loop-rule (for ¢ = 1...Q and I = 1...L)
0 5 1 1 5 LU (A 0 §
(V%O(OO) + 6Vq,0(00)> - ( 2(09) + 6VL, ) - Z ) ( ) 12, ,,(00), (9.71)

q,\l'=1,1

and the asymptotic node rule (for ¢ = 1...Q)

3 (10,000 + 1 09) = - [z Y (6) V8008) ~ 1, (a)] . 0.7)
1=0 q'=1

If we neglect the three order we can define the effective model of order 1 :

Definition 9.5.1. (Effective model)
The first order effective potentials and currents

Vg:é and Ig:é
satisfy along each branch | = 0...L of the graph the effective telegrapher’s equation

Yi(2h, s) VP (@l 8) + 03 1)1 (ah,8) = 12 (2h,5),  on ]07, 0],

(9.73)
Zy, (4, 5) 1" (a5, ) + 05 V) (a5, 5) = 0, on 107, 0],
with the effective current source s
1
L, =10, + 01,
and at the knot of the graph they are linked by the improved Kirchhoff’s laws are for all 1 < q < Q
o effective loop-rule : Vgié(oo) V‘S h =40 Z Z” <A) Ié,ll,(O?,), (9.74a)
g, =1,1
L -~ ~
o effective node-rule : — Z > 1(Ol =9 lz Yoo (O) Vg}?O(Og) I, (O)] , (9.74b)
1=0

with the "junction-impedance” Z, and the "junction-admittance” Y defined in lemma 9.4.4 and the "junction-

source” 1y, defined (9.59).

Some considerations about the improved Kirchhoff’s laws

The fact that all the electrical potentials VgJ(O?) for ¢ = 1...QQ and [ = 1...L are expressed from the one of
the cable number 0 is due to the choice of our artificial 2D cuts. If we had chose that all the cuts come from the
end section number 1, then the electrical potentials would express from the one of the cable 1.

At order 0 (take 6 = 0) we find the usual Kirchhoff’s laws for electrical circuit. At order 1 with the "junction-
impedance" Z and the "junction-admittance" ) we modelize the 3D phenomena (in particular geometrical or
physical defaults) in the knot area K delineated by the point (O?)lzo_“ L.
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We can also give the improved Kirchhoff’s laws in a wider area delineated by points near (at order §) 09 for
I = 1...L. More precisely, for all o € RY, we have

o effective loop-rule : Vg”é(éal) (5al l 2 Z” 16, l,(éal/)] (9.75a)
1=1,1
L Q
o effective node-rule : — ' I7}(d0y) =0 [Z Voo (@) VI (001) — 15 (0')] (9.75b)
1=0 q=1

with Zé:g, (o) and YV, o (o) as in (9.60) of remark 9.4.2. Looking at figure 8.5 where we could consider a common

point O of all cables. If we denote ¢ o; the distance between this center O and the section O?, we can give the
improved Kirchhoff’s laws at O

Q,L
o effective loop-rule : Vg:(l)(O) - Vg”ll(O) =40 l Z Zé)lq (—0o) Ig’,’ll,(éalr)] (9.76a)
J=1,2
L
o cffective node-rule : — Z 16 h Z Yoo Vé,ll(O) -1y, (—0')1 (9.76b)
1=0

but we will see in the next lemma that this formulation is not very interesting. Indeed we cannot prove that

Zé’lql, (—o) and Y, 4 (—0o) are tensor with real part positive define all the more so as in some geometries we
cannot define O.

Lemma 9.5.3. Both, Y (6) and Z (6) are symmetric (but not necessary hermitian) tensor with real part

positive define and more precesely for Y (6)
(érey (6) Vo(03) V0(08)>RQ > (R(s) e~ + 00— min meas (0,) [Vo(03) .

Proof. For every u e R® and w € R~ we denote

Q QL
Oo(u) = Y ®lu, and Wp(w)i= Y Uhlw,,

q=1 ¢,l=1,1

and we have

f £03%.(Vo(05)) ¢
Sy x {0}

Abe

L o
2lgrad @, (Vo (09)) ‘ ZZ

(¥ (8) Vi (). Vo(o)) , = L

’ 2

il LS L (A _
Z Z 2 (o) Iy 0 (00) I (0F) = f}e( )ﬁ grad ¥, ()

=1,1

Energie estimation

Theorem 9.5.1. There exists a constant K > 0 independent of s such that the first order effective potentials
V‘S ‘0 and currents I presented in the definition 9.5.1 satisfy the following a prior energy estiamtion

iy

0 0

YLV, V; (7zL, 1, 1)
(RY,Vy, l)RQJrL? RZ., 1, lRQ}

0?

0 [(%3} (6) Vo(03), Vo(0)) ) QZ: QZ? %Z” Ly (09) Iy (Ol)]

q,l'=1,1

K . )
< (g (1l - 3154 0))
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Proof. Such demonstration have been made so many times that we reduce this one to the essential First we
need to calculate

Q,L Q L Q.L Q.L
N L
O LaO)Veu0)) = Voa(0) (ZI ,1(0?)> -4 20 (0) Ly (03) L,a(0])
q=1,1=0 ©.740) 5 1=0 g,l=1,1¢l'=1,1
Q Q s 5 Q
_ 5 3 5 3
oS 0 ;;woo);vq,q/ (0) vilo(0f) + 4 Z Vao(03) 114 (0)
Q,L Q,L
— 2% (0) Ly (03) Ia(0f)
q,l=1,1¢",l'=1,1
in order to have the energy equality in that form
L o0 . o ,
Y'V,,V, ZL I, I
l;:) J;?( e Vi, l)RQ+L?(mz7 l>RQ
Q,L Q,L
+6 (y (o) Vo (09), Vo(og)) + Mozt (0) Ty (03) I,.1(09)
RO Diigicia

L o L Q ="
-3 J Je Vit 8 3 Vao(0) 1 (0).
1=0 707 q
O

As we already this estimate is the key tool to deduce existence and uniqueness of the solution in the right
functional space by Galerkin method.

9.5.3 The error between the effective model and the asymptotic one

We denote by
V=V (V? + 6V}> and T, =IP' - (I? v 51}) (9.77)

the errors between the effective model we have proposed in the theorem 9.5.1 and the asymptotic expansion (see
(9.70, 9.71, 9.72)). They satisfy on each branch [ = 0...L of the graph

Yi(2h,s)Vi+ 057, =0, on]0), o0,
(9.78)
Z! (z5,8) T + 33V, =0, on]0¢, 0,

and the error Kirchhoff’s laws on the knot :

L L
V%O(Ogvt) - Vl(q70?7t) =0 Z Z}]:i]/ (0) Il'(o?’a t) + 52 Z Zé’,lq’lql’,l’ (0?’715)7
I'=1 I'=1

L Q Q
- ZIZ(O?,t) =0 Z Vo (0) Vq’,O(Ogvt) +62C Z Voo (O) ‘/111'0(06775)-
=0 q'=1 q’'=1
Proposition 9.5.1. The error energy

70— 13,

0 0 L
J CH WV (ak, t)[Pdah +f LlIl(xé,t)degl + g[c Vo(03,)% + ZEI’I/II(O?,t) Il/(O?,,t)],
=0 | Y0} o

LU

satisfies

T L 2
€5 (T) gé‘*f l Z £ 0,100, 1) atIll(O?,t)—kq/C(3tV01(Og,t)|2] .

0 I'=1

But their job doesn’t stop there! We of course need to check by error estimate that the model is indeed
a good approximation of the electromagnetic phenomena in the junction and to avoid the artificial hypothesis
9.2.1, and to generalize to more cables such as in the figure 9.9 because our study does not take into account
the junction between a coaxial cable and a twinax cable (multi-conductor cable with two inner wires, see figure
9.10), and ..., and..., and... We leave the final word to Musil :
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Le savoir est une attitude, une passion. C’est méme, au fond, une attitude illicite : comme le goiit de
I’alcool, de I’érotisme ou de la violence, le besoin de savoir entraine la formation d’un caractére qui
n’est plus en équilibre. Il est tout a fait faux de dire que le chercheur poursuive la vérité, c’est elle
qui le poursuit. Il la subit. le vrai est vrai, le fait est réel indépendamment du chercheur : simplement
le chercheur en a la passion;

Robert Musil, L’Homme sans qualités, 1932. Traduction frangaise P. Jacottet, 1956.

FIGURE 9.10 — Junction between a coaxial cable and
FIGURE 9.9 — Very complicated junction a twinax cable
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CHAPITRE DIX

FORMULAIRE SUR LES OPERATEURS

DIFFERENTIELS, LES ESPACES ET LES

FORMULES DE GREEN

Cette annexe a pour but un resumé des quelques principales formules concernant les opérateurs différentiels
tels que les opérateurs divergence et rotationnel en 2D et en 3D que nous utilisons couramment tout le long du
présent manuscrit. Les champs 2D seront implicitement identifié & des champs 3D avec une troisiéme composante
nulle ainsi que les champs scalaire a des champs normale au plan (x1, z2). Nous considérerons les champs suivants :

T,X : R? - R?
0, :R* >R

_(T _X.3_)3
u—<w>7v—<¢).R R

10.1 Diverses relations algébriques reliées aux opérateurs différentiels

2D

Produit vectoriel plan :

Txn:=-nxT:=Tiny—Ton;, e3xT:=—-Txe3:=(-T3,T1), e3xesxT=-T.

Définition de la tangente :

T=e3xn n=7xe3 T-n=0 Txn=—|n|?

Diverses relations utiles réliées au produit vectoriel plan :

(esxT) n=Txn=-T-7, (eaxT)xn=-T-n=Txr,

TxX=(e3xT) X=—(e3xX)-T, (Txn)(X-n)—(Xxn)(T -n)=(TxX)|n|%

Définitions des opérateurs rotationnel et divergence pour les champs vectoriel 2D :

divT := 01Ty + 02T2, rot T := 0,15 — 09T7.

Relation (rotation) entre la divergence et le rotationnel :

divT =rot (e3 x T), rotT = div(T x e3).

Définitions des opérateurs gradient et rotationnel pour les champs vectoriel :

_ (A _ [ o2
Ve = (62@) , roty= (—6130) .

Relation (rotation) entre le gradient et le rotationnel :

e3 Xx Vo = —rotp, ez xrotp=Voy,

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)
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Ve x e3 =rotp, roty xesz=—Vp. (10.8)
Produit vectoriel et scalaire de gradients et de rotationnels :
TxVep=T- roty, roty Vi=—-roty- Vo (10.9)
Suite exacte
rot (V) =0, div(roty) =0. (10.10)
Définition du Laplacien plan et des dérivées normales et tangentiels
A¢p =divVp = —rotrotp dhp=Vep-n=rotpxn 0d,p=Ve-T=rotp-n (10.11)

10.2 Diverses relations algébriques reliées aux opérateurs différentiels
3D

Produit vectoriel en dimension 3

@) . (Z) _ <<p(eg « n%—xi(eg x T)) (D . (Z> CTon+tge (10.12)

T n n (T-n)n—n|2T+gg0n—g2T>
X X = 10.13
(s@) <9) (9) < —plnl* +9T-n (10:15)
Définition du gradient et du rotationnel 3D
(Vo . (T\ .. T\ (esx 03T +rotyp
grad p := (63@) , Div (@) =div T+ d3¢, curl <cp> = ( ot T . (10.14)

Produits vectoriel et scalaire avec le gradient d’'un champ scalaire

grad ¢ x (n> = <rotgog + Oap (e x n)) grad ¢ - <n> = O+ 03pg. (10.15)
g oru g
3D operator curl for 3D field
T\ (e3 x 03T +rotyp
curl ((,0) = ( ot T (10.16)

Produit vectoriel et scalaire de gradients et de rotationnels :

- (2) . (Z) _ (g (63T :(Va;o%t(g:;)'l.‘)n(eg X n)) curl (i) . (Z) =grot T+ (e3 x 33T + rot(gf()):lz)

10.3 Espaces fonctionnels et diverses formules de Green

Space is the place

Sun Ra
Nous considérerons un domaine 2D S et un domaine 3D .

Espaces de Lebesgue de type L? avec B = S ou B = )

L*(B,C", pdx) := {f : B — C" mesurable ||(f,f),| < oo} avec (f,g), = f (pf, 8)cn
B

Quand le contexte est suffisamment clair, nous ne préciserons pas 'espace d’arrivé L?(B, pdz). De plus quand
la mesure est simplement la mesure de Lebesgue, nous préférerons écrire L2(B). Rappelons que L?(B,C", pdx)
muni de la forme de la forme bilinéaire (,) , Dest un espace de Hilbert que si pour tout x, la matrice p(x) est
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hermitienne définie positive.

Espaces de Sobolev pour les champs 2D avec un rotationnel dans L?

o H(rot, S) := {T e L2(S,C?) | rot T € L2(S, <c>}

e H,(rot,S) := {TeH(rot,S)‘Txn\%v:O}

Espaces de Sobolev pour les champs 2D avec une divergence dans L?

o H(divp,S) = {T e L2(S,C2) ’div (p'T) e L2(S, C)}
« H,(div p, ) i= {T € H(divp, )| T n s =0}
e H,o(divp,S) := {T € H,(div p, S) ‘div (pT) = O}

Espaces de Sobolev pour les champs 2D avec un rotationnel et une divergence dans L?

e H(div p,rot, S) := H(rot,S) n H(div p, S)

e H,(div p,rot, S) := {T € H(div p,rot, S) ‘u ‘nlos = O}

e H, o(divp,rot,S) := {T € H,(div p,rot, S) ’div (pu) = O}
e H, (div p,rot, S) := {TE H(div p,rot,.S) ‘u X nlog = 0}

e H, o(div p,rot, S) := {T € H,(div p,rot, S) ‘div (pu) = 0}

Espaces de Sobolev pour les champs 3D avec un rotationnel dans L?

e H(curl, ) := {u e L*(Q,C?) ‘curlu € LQ(Q,C?’)}
e H. (curl,Q) := {ue H(curl,Q)‘u X1l = 0}

Espaces de Sobolev pour les champs 3D avec une divergence dans L2

e H(Div p,Q) := {u e L?(Q,C?) ’Div (pu) e LQ(Q,(C)}
e H,(Divp,Q) := {u € H(Divp,Q) ‘ u-nlag = 0}
o H, o(Div p,Q) := {u € H,(Div p,Q) ‘Div (pu) = 0}

Espaces de Sobolev pour les champs 3D avec un rotationnel et une divergence dans L?

e H(Div p,curl, Q) := H(curl,Q) n H(Div p,Q)

e H,(Div p,curl, ) := {u € H(Div p, curl, Q) ‘u ‘1o = 0}

e H, o(Div p,curl, Q) := {u € H,(Div p, curl, Q) ‘ Div (pu) = O}
e H, (Divp,curl, Q) := {u € H(Div p,curl, ) ‘ uXxnlg = 0}

e H, o(Div p,curl, ) := {u € H,(Div p,curl, Q) ’Div (pu) = O}

Espaces harmoniques

*&(p,S) = {uelL?S);rotu=0,div(pu)=0, etuxn|,,6 =0}
eH(p,S) = {uelL?S);rotu=0,div (pu)=0, et (pu) -n|,, =0}
*E(p, Q) = {uel?Q);curlu=0,Div (pu) =0, etuxn|,, =0}
e H(p, Q) = {uelL?(Q);curlu=0,Div (pu)=0, et (pu) -nf,,=0}
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Les traces
Les applications traces suivantes sont continues et surjectives si le domaine S a un bord au moins lipschitzien
(ce qui nous considérerons implicitement dans toute la suite) :

o0 : HY(S) — Hz(3S) avec o(T) := T‘(?B
*Y,n : H(divp, S) — H~2(39) avec  7,(T) := (pT) - n|,,
o7, : H(rot, S) — H™2(S) avec  v,(T) ::Txn‘m

Les applications traces suivantes sont continues si le domaine 2 a un bord au moins lipschitzien (ce qui nous
considérerons implicitement dans toute la suite) :

o0 : H(Q) — Hz(09) avec 7o(u) := u‘aB
v, HDiv p, Q) — H~2(0Q) avec  yp(u) = (pu) - n|,,
o7, : H(curl, Q) — H~z (%) avec vr(u) :=u x n|m
Quelques espaces pour les applications traces tangentielles 3D
o H}(Div,00) = {f e H%(29) ] Ju e H(curl, Q) ; vran(u) = f}
eH z(curl,dQ) := (H 2(Div,oQ))

Les applications traces suivantes sont surjectives

v, : H(curl, Q) — H~z (Div, Q) avec v,(u) :=u x ”}an
o7 : H(curl, Q) — H~z(curl, 0Q) avec ~vr(u):=mnxu x n}m

Toutes les preuves sont données dans [54]. Notons que la remarque 3.22 donne une description des espaces
H_%(Div, 00) et H_%(curl , 0)plus facile d’exploitation quand 0 est une variété au moins C'!.

Formules de Green 2D
Considérons des champs T € H(div ,S) et ¢ € H(S). Les formules de Green 2D sont :

JdiVTgo:ffT‘Vgpqu T -ne (10.18)
S S oS

frotTwsz-rot@— Txne (10.19)
s s as

ot les intégrales de bord sont & prendre au sens d’un produit de dualité :

é,ST'n P =T 0\ 0y} og) whos) J

0

ST xne:=(Txn, 90>H7%(55),H%(65)

Formules de Green 3D
Considérons des champs u € H(Div ,Q), p € H'(S). La formule de Green 3D relié a la divergence est :

Divugp:—f
Q

u-gradgp+f u-noy (10.20)
o0

ou l'intégrale de bord est & prendre au sens d’un produit de dualité :

Q

LQ u-ng:=(u-n, sD>H*%(asz),H%(asz) :

Considérons un champs v € H(curl , S), ¢ € H*(S). Les formules de Green 3D reli¢ au rotationnel sont :

Yoe HY(Q), qurlv~u:fv~curlu+f uxn-v (10.21)
Q Q o0
VveH(curl,S),qurlv-u=fv-curlu—f vxn-(nxu)Xxn (10.22)
Q Q o9

ou les intégrales de bords sont & prendre au sens d’un produit de dualité

Lﬂuxn-v =(uxn, V>H‘%(m),H%(aQ) , et Lgvxn-(nxu)xn :=(vxn, (nxu)x n>H‘%(Div7aQ),H‘%(cur1,aQ) .

De plus si les champs u et v sont assez réguliers alors

J V><n~u=f vxn-(nxu)xnz—f uxn'(nxv)xnz—J uxn-v (10.23)
oQ o0 o0

A

o

Ces formules de Green sont démontrées dans les bon espaces fonctionnels dans les théorémes 3.29 et 3.31 de [54].
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10.4 Opérateurs curvilignes et dans une couche mince

Le bord T := 05 d’une section plane S = R? est composé d'un ensemble de ligne(s) fermé(s). Nous allons
maintenant définir des opérateurs pour des champ

T:0S — R?
p:05 >R
ainsi que leurs liens avec les opérateurs sur S.
Coordonnée locale sur I’
Le bord I' est paramétrisé par une fonction
zp(t)

avec t abscisse curviligne. Cette variété T' est notamment caractérisé par sa courbure k(t) qui peut si la variété
est assez réguliére s’exprimer par

@p 1 (8)3r 2(t) — Zr2(t) a1 (1)

KE) = ar@P

Champs tangent et normale sur 05

T,:=(T-7)7 Tp:=(T -n)n

Gradient et rotationnel vectoriel curviligne

Vre = (0-p)T rotro = (drp)n rotreo = Vrp x e3

Divergence et rotationnel scalaire curviligne

divp(T) = div(T;) + k(T -n) rotp(T) =rot(T,) + k(T -7) rotp(T) = divp(T x e3)

Formules de Green surfaciques

J T -Vru = ff divp(T)u + E(T-n)u (10.24)
o8 s a8
T) (T -1)u

J T - rotru = f rotr (T) u — k(T - (10.25)
s s s

Couche mince I'”

La couche mince I'” est un petit étirement (feuilletage) de taille 7 de T’ dans la direction de sa normale

entrante : i
I'”:={zeS|dist(z,T) < 7}.

Cette couche mince n’est possible que si sa profondeur ne dépasse l'incurvation maximale de T :
v<TIY = inf [k~!

Coordonnées locales :

Vv <y, x(t,v) =arp(t) + vn(t) changement de variable u(x) = a(t, v) Jacobien J =1+ vk

Opérateurs feuilletés :

VF’[L = (6tﬂ) T I‘Otp u = (atﬂ) n din T = Jdiv T.,-+k Tn I‘Otp T = Jrot Tn+1€ T-T Apﬂ = diVF (J71 Vr*ﬂ)

divT, = J 0T -7) , rotT, =—J '0,(T-n)

Les opérateurs coincident avec les opérateurs tangentiels sur I', c’est a dire pour v = 0.

Line entre des opérateurs volumiques et les opérateurs feuilletés dans une coche mince :

Vo=J'Vrg+(0,¢)n , rote=J 'rotrp— (0,p)T
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divT = J-'dive T + 0,(T - n) = J! [at(T )+ 0y (JT - n)]
rot T = J 'rotr T+ 0,(T-7) = J* [—é’t(f n) + 0,(JT - T)]

div (p V) = J [T porg) + 0, (J pov@)] = T [0e(J 7 p0e@) + k p0u @] + 0u(p 0up)

Opérateurs dans une couche minces avec changement d’échelles :

Il peut étre aussi utile d’exprimer les éléments de la couche mince non pas dans les coordonnées locales
précédemment introduite mais dans une remise a I’échelle de la couche par un petit paramétre 4.

1
_ S s—1(n = _ P T P
Vo = = kéuvr(’a +0(0@)n , roty T k§yrotp p—0 (0T
. 1 —1 ~ A ~ ~ ~
divT = T oy [(5 Ou(T -n) +kS0,(T -n)+ k(T -n) + 0:(T - T)]
g 71 T . T . T . —_— T .
rotT = [5 o (T -7) + kSo (T -7) + k(T - 1) — 0,(T n)]



CHAPITRE ONZE

TOPOLOGIE ALGEBRIQUE, NOTION DE
"TROU" ET "D’ANSE"

On peut déja prédire sans grand risque
d’erreur que le XXe siécle restera dans
I’histoire des mathématiques comme le siécle
de la Topologie.

J. Dieudonné

Cette annexe portant sur des éléments de topologie algébrique est motivée par 'utilisation récurrente de
décompositions de Helmholtz. La plus classique de ces décompositions nécessite I’hypothése de simple connexité
et des plus raffinées, celles décrites dans les chapitres 1 et 2 et exploitées tout le long de ce manuscrit, ne
s’en satisfont guére. Cette notion de simple connexité est la formalisation de la question : I'espace topologique
considéré a-t-il des "trous" 7 Nous formaliserons aussi dans cette annexe la question "combien de trous "? En
dimension 2 les "trous" sont des vides percés dans une surface et en dimension 3 les "trous" sont des "anses"
(trous par lesquels on peut faire passer nos doigts pour porter a nos lévres la tasse de café nécessaire a la
concentration) et non pas les "cavités" (pépins dans un fruit). Par exemple une planéte privée de son noyau,
c’est-a-dire une boule de dimension 3 dans la laquelle une boule est enlevée est simplement, connexe alors qu’'un
bretzel (dit aussi Bredschdel ou Bradschdal), c’est-a-dire I'intérieur d’un 3-tore, a trois "trous" (ou trois "anses").
Ce premier exemple nous dit que I’homéomorphie! est une relation trop forte pour caractériser le nombre de
"trous" : la boule dans laquelle est enléve une boule n’est pas homéomorphe & une boule et pourtant elles sont
toutes deux simplement connexes. Cette relation d’équivalence plus faible est I'homotopie. C’est 'objet de la
premiére section de cette annexe. L’importance du trou dans ’analyse est mesuré par la capacité, quantité que
nous définirons aussi dans cette annexe.

FIGURE 11.1 — Gauche : boule privée d’une cavité (planéte sans son noyau). Droite : domaine & 3 anses (Bred-
schdel).

1. Une application est un homéomorphisme entre deux espaces topologiques si c’est une bijection continue d’inverse continue.
Ces deux espaces sont alors dits homéomorphes.
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CHAPITRE 11. TOPOLOGIE ALGEBRIQUE, NOTION DE "TROU" ET "D’ANSE"

11.1 Simple connexité et notion de "trous"

Ce qui est rigoureux est insignifiant.

René Thom

11.1.1 Homotopie

Connexité par arcs

La distance est un chemin par lequel je suis
plus exposé a étre rejoint que toute
proximité

Rilke

Considérons un espace topologique X. Deux points x,y € X sont dits joignables si et seulement si il existe
un chemin permettant de les relier :

v~y = IyeC([0,1],X) tay(0) =z et 7(1) = .

Le quotient de Iespace topologique par cette relation d’équivalence my := X, est un groupe dont la dimension,
0

aussi nommée dans le langage de la fin du X1x°¢ siécle nombre 0 de Betti, représente le nombre de composantes
connexes par arcs. En particulier si c’est 1 nous dirons que l’espace est 0-connexe ou connexe par arcs. Cette
notion n’est pas suffisante pour comptabiliser les trous car on peut trouver un chemin qui contourne les trous.

Groupes d’homotopie

Deux lacets 2 de base z sont homotopes si ’'on peut contintiment déformer I'un pour passer & l’autre et vice
et versa :

Y T ¥ < dhe OO([()? 1] X [07 ]-JaX) tq h(,O) = 7() ) h(v 1) = :Y() et h(ov ) = h(L) =2z

L’ensemble quotient de ’ensemble des lacets de X de base = par cette relation d’équivalence est le groupe 3
fondamental de Poincaré m1 (X, ). Si x et y sont joignables (z v y) alors les groupes fondamentaux de Poincaré

71 (X, x) et m (X, y) sont isomorphes *. En particulier si I'espace X est connexe par arcs, cadre dans lequel nous
allons toujours nous placer, alors nous ne sommes pas obligé de préciser la base du lacet. La dimension de ce
groupe fondamental de Poincaré définit le nombre de "trous". En particulier, X est simplement connexe

si et seulement si 7;(X) est isomorphe & un point, c’est-a-dire que tout lacet est homotope a
(rétractable en) un point.

Deux espaces X et Y sont homotopes si et seulement si leurs groupes fondamentaux de Poincaré m (X)
et m1(Y) sont isomorphes. Deux espaces homéomorphes sont homotopes mais la réciproque est fausse (voir
Pexemple de 'introduction sur la boule de dimension 3 privée d’une cavité). Pour séparer le cas de la boule de
dimension 3 et de la boule privée d’une cavité nous allons introduire la notion de N-connexité.

Deux hyper-lacets® de dimension N < d (avec d la dimension de 'espace X) de base x sont N-homotopes si
I’on peut contintiment déformer I'un pour passer a ’autre et vice et versa :

Y JNV 7 <= dhe CO([Ov l]N x [07 1]N7X) tq h(,O) = 7() ’ h(a 1) = :}/() et h(07 ) = h(la ) =T

L’ensemble quotient de I’ensemble des hyper-lacets de X de dimension N < d de base x par cette relation
d’équivalence est le groupe fondamental d’homotopie d’ordre N. X est N-connexe si et seulement si les groupes
mo(X) jusqu'a 7 (X) sont isomorphes & des points. Cette notion n’est pas a confondre avec le nombre de trous.

. Un lacet de base x est un chemin d’origine et d’extrémité x.

. La composition des chemins induit une structure de groupe.

. En topologie, un isomorphisme est une application continue, inversible et d’inverse continu.
. Un hyper-lacet de dimension N est homéomorphe & la sphére de dimension N.

ULk W N
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11.1.2 Notions de "trous" et de "cavités"

Un trou est un trou.

Proverbe

Pour un espace topologique de dimension d, une vision duale® du nombre de trous est le nombre de coupures
intérieures non sécantes de dimension (d — 1) qu’il est nécessaire d’introduire pour sectionner cet espace en deux
domaines simplement connexes sans que dans la construction une coupure divise 1’espace en deux dont I'un n’est
pas simplement connexes. C’est cette vision que nous adopterons car nous aurons besoin de la construction de
ces coupures pour exprimer les potentiels intervenant dans les décompositions de Helmholtz.

Définition 11.1.1. (Coupures et trous)
Soit un espace topologique X conneze par arcs de dimension d.

(i) Une coupure de X est un ouvert non vide I' de X conneze par arcs de dimension d — 1 tel que
F'cX e olcoX

(11) Si X n’est pas simplement conneze, un ensemble de coupure {I'y;}1<q<q est dit rendre le domaine X
simplement connexe si ces coupures vérifient les conditions suivantes :
— les coupures sont non sécantes : I'q nT'y = F,

— le domaine X\ (Uqul I‘q) est simplement connexe.

(iti) Le nombre minimum, disons Q, de coupures que l’on a besoin d’introduire pour rendre le domaine X
simplement connezxe est le nombre de "trous". Nous dirons alors que X est un domaine a ) "trous".

Les coupures sont 1a pour casser les lacets qui ne sont rétractables en un point. Nous illustrerons avec des
exemples visuels concrets cette derniére phrase (voir la figure 11.2 pour la dimension 2 et la figure 11.6 pour la
dimension 3). Remarquons que si X est simplement connexe et I' une coupure alors X\I' n’est plus connexe.
Ainsi le nombre de trous peut aussi étre vu comme le nombre maximum de coupures moins une qu’il nous
est nécessaire d’introduire pour scinder I'espace en deux espaces simplement connexes. Le genre d’'une surface
(variété de dimension 2) compacte, connexe, orientable et sans bord est usuellement défini comme "le nombre
maximal de cercles deux & deux disjoints tracés sur la surface, dont le complémentaire est connexe". Si cette no-
tion (de genre) est plus habituelle en géométrie algébrique, nous avons néanmoins choisi d’exploiter la définition
que nous avons donné de la notion de "trous" car nous travaillerons en dimension 3 davantage avec l'intérieur
qu’avec le bord. Toutefois le lien entre les deux notions est élémentaire : le bord d’un espace topologique de
dimension 3 & @ trous est une surface sans bord de genre ), de méme 'intérieur d’une surface sans bord de genre
Q est un domaine & () trous. La notion de genre ne s’applique pas avec la dimension ” 2 et les domaines non bornés.

Définition 11.1.2. (Cavités)
Soit un espace topologique X connexe par arcs de dimension d.

(i) Un raccordement d’ordre N < d dans X est un ouvert non vide v conneze par arcs de dimension d— N
tel que
ycX e o0ycoX

(i) Si mn(X) nest pas isomorphe 4 un point, un ensemble de raccordements {I'y}1<n<k est dit rendre le
domaine X sans trous d’ordre N si ces coupures vérifient
— les raccordements ne s’intersectent pas : Y N Yy = &,

— le groupe TN (X\ (U,i;l Fk>> est isomorphe a un point.

Le nombre minimum de raccordements que l’on a besoin d’introduire pour rendre le domaine X sans trou d’ordre
N est le nombre de "trous d’ordre N".

(#i) les "cavités" sont les trous d’ordre d — 1.

6. Plus rigoureusement pour ceux qui sont & l’aise avec la notion de revétement, la notion de coupure est duale & celle de
revétement universel.

7. Bien que nous pouvons aisément élargir la notion de genre en considérant qu’une variété sans bord est de genre @ si et
seulement si elle est le bord d’un espace & @ trous.
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Pour un domaine borné, le nombre de cavités correspond tout simplement aux nombres de composantes
connexes du bord moins un. En dimension deux les notions de "trou" et de "cavité" se confondent, mais ce n’est
plus nécessairement le cas en dimension trois.

Le nombre de "trous" (et de trous d’ordre N) est un invariant topologique lié & ’homotopie dans le sens ou
deux espaces topologiques ont le méme nombre de trous (de trous d’ordre N) si et seulement si leurs groupes
fondamentaux de Poincaré (groupes fondamentaux d’homotopie d’ordre N) ont méme dimension. Nous allons
maintenant détailler la structure des domaines & @ trous en dimension 2 et 3.

11.2 Cas de la dimension 2, théorie des capacités

FIGURE 11.2 — Gauche : surface simplement connexe. Milieu : surface & un trou. Droite : surface & un trou avec
coupure

Le cas de la dimension 2 est facile a se représenter. Sur l'illustration de gauche de la figure 11.2 tous les
lacets de base sont retractables en un point. Puisque ce domaine est connexe par arcs cette propriété est vérifiée
pour toutes bases. Prenons maintenant le cas de l'illustration du milieu de cette méme figure, tous les lacets
verts sont homotopes & un point alors que les lacets rouges ne le sont pas. Le groupe fondamental de Poincaré
de cette surface est donc de dimension 1 : il y a un trou. Passons & la vision dual. Dans l'illustration de droite
de la figure 11.3 une seule coupure rejoignant les deux bords du domaine est suffisante pour rendre celui-ci
simplement connexe. Une coupure de plus le découperait en deux.

FIGURE 11.3 — Comment passer d’une surface & trois trous & un domaine simplement connexe en introduisant
trois coupures.

Plagons nous dans le cas d’une surface a trois trous que nous supposerons assez réguliére (typiquement
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lipschitzienne). La figure 11.3 présente toutes les étapes du propos qui va suivre. Commencons par construire
la coupure I'; qui rejoint le bord du trou O; au bord extérieur. L’existence d’une telle coupure est assurée par
le fait que domaine est connexe par arcs. Le domaine privé de la coupure I'; reste connexe par arcs mais n’est
toujours pas simplement connexe car les lacets rouges ne sont pas homotopes a des points. Si nous construisons
la coupure I'; alors nous séparons le domaine en deux parties (or il ne le faut pas) dont l'une est simplement
connexe et 'autre posséde encore des trous. Construisons alors une coupure I's qui rejoint le bord du trou O,
au bord extérieur. Le domaine n’est toujours pas simplement connexe. De la méme maniére si nous construisons
la coupure 5, nous ne découpons pas le domaine en deux surfaces simplement connexes. La seule maniére est
d’introduire une coupure I's qui rejoint le bord du trou O3 au bord extérieur. Pour finir n’importe quelle coupure
qui rejoint deux bords divise la surface en deux domaines simplement connexes. Or toute surface a trois trous
est homéomorphe & la notre, ce qui achéve 1’établissement du lien entre le nombre de trous et de coupures. Cet
exemple & trois trous se généralise aisément par récurrence & ). Une surface dont le bord est constitué de
Q@ + 1 lignes de Jordan fermées connexes qui ne s’intersectent a () trous et nous avons besoin de @ + 1
coupures pour la rendre simplement connexe. Ces coupures existent car le domaine est connexe par arcs. Dans
le cas général cette surface peut étre décrite par la définition suivante.

aOS 605

0,8

FIGURE 11.4 — Surface & Q trous et ses coupures.

Définition 11.2.1. (Domaine 2D a @ trous)
Un domaine 2D & Q "trous" est une surface plane (figure 11.4) incluse dans un domaine convexe borné B :

Q
SZOO\UO‘?’ O n Oy # & pour k # ¢,
q

avec Oy pour ¢ = 0...QQ des domaines simplement connezxes tels que les "trous” O, pour ¢ = 1...QQ vérifient
Oy < Oy < B. Nous noterons les QQ + 1 composantes connexes du bord de cette surface de la maniére suivante :

0,8 =00, , ¢=0..Q.

Les () coupures caractéristiques I'y de S sont des coupures qui joignent 04S et 0pS qui permettent de rendre
le domaine simplement connezxe (au sens de la définition 11.1.1).

Les trous peuvent "dégénérer" c’est-a-dire devenir un point ou venir toucher un des bords du domaine. La
quantité qui permet de décrire cela est la capacité. Si nous choisissons les coupures de telles maniéres qu’elles
soient de longueurs minimums, alors un trou "dégéneére" en venant toucher le bord extérieur du domaine si cette
distance minimale tend vers 0.

11.2.1 Capacité
L’espace harmonique ®

£(1,9):= {ueLZ(S,(Cz); rotu=0,div u=0, etuxn

2g =0} (11.1)

8. Le mot "harmonique" dénote couramment un accord agréable a oreille. Les fonctions harmoniques se sont nommeées en raison
des solutions de ’équation de la corde vibrante. Un son décrite par cette derniére est décomposé (via Fourier) en une somme de
cosinus et de sinus qui représente des sons simples qui se sont nommeés au X VI siécle harmoniques. Par analogie, William Thomson a
nommeée harmonique sphérique ce méme type de développement pour la dimension trois. Au début du XIX siécle, le mot harmonique
ne s’est plus seulement appliqué aux polynémes de laplacien nul mais & toutes solutions de 1’équation de Laplace, alors que I’équation
de son origine est maintenant dans le domaine fréquentiel dénommée équation de Helmholtz. Cette petite histoire se trouve dans

[9]-
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est engendré par les gradients
€(1,8) = span {Ve?(1, S)}hi<g<0

des mesures harmoniques ¢?(1,8) € H'(S) de chacun des @ trous qui sont les solutions de :

Ap?(1,5) =0, dansS,

(11.2)
©1(1,S) = 6} sur 0SS
La capacité du trou O, est la semi-norme H' de la fonction harmonique ¢?(1,S) :
Caps(045) := Caps(Oy) := J IVei(1, S), (11.3)
s

elle représente "l’énergie du trou dans le domaine" (ou performance).

Pour une couronne S/O; de rapport de rayon b (rayon extérieur divisé par le rayon intérieur), nous pouvons

calculer analytiquement sa capacité :

2
Caps(O1) = b

Sur cet exemple, nous pouvons observer les conséquences de la dégénérescence :

1 -1
b= 520 (E) = Caps(ol) B E—0>0 (ln(a)) :6 0

1
bs:() (1+E) =>Caps(01) 5:0 <1n(1+€)) 34—0@

Définition 11.2.2. (Dégénérescence d’un trou)
Nous dirons qu’un trou Oy "dégénére” en se rétractant en un point si sa capacité tend vers 0 et "dégénére” en
se rapprochant d’un bord si sa capacité tend vers Uinfini. Ainsi un trou Oy ne "dégénére” pas si sa capacité est
encadrée :

3c?,ch €]0,00[ 5 ¢ < Caps(0O,) < ¢t

Des hypothéses géométriques simples permettent de s’assurer qu'un trou O, ne "dégénére" pas.
Propriété 11.2.1. Sile trou Oy a une aire coercive, c’est-a-dire ag s > 0 tq|O4| = aq,« et 50 S est borné dans

une direction, alors
1

2
Caps(Oy) = (Cp,O(OO)) Qg %

avec ¢p,0(Oo) la constante de Poincaré du domaine Oy (voir le lemme 1.5.1 sur les inégalités de Poincaré) et s’il
existe une couronne de rayon de ratio (rayon extérieur sur le rayon intérieur) b, incluse dans S entourant O,

alors
2

C Of) < ——.
aps(Oa) < f-
Démonstration. Etendons p9(1,S) € H(S) sur Oq par la fonction bouche-trou suivante

»%(1,5) dans S
pi(1,8) =<1 dans O,
0 dans O/ (S v O,),

et nous obtenons par I'inégalité de Poincaré classique

1 1
Vel(1,9) 2000 = IVPE(L, ) 12000y = ——= 9L, ) 12000 = ———1/]04].
Vet (1, 9)l, (S) IV (1,9, (0) cp0(Oo) lex (1,9, (0) p.0(Oo) 10|
O

Remarque 11.2.1. Attention, dans le vocable usuel de la théorie des potentiels et des capacités ([62],[71], [2]),
©(1,5) est la mesure et non le potentiel. Dans celui-ci le potentiel @1, gy associé a la mesure p(1,S) se définit

de la maniére suivante
{A(I)go(l,S) = 50(175)a

(I)z,a(l,S) =0.

Cependant, nous n'utiliserons jamais le terme "potentiel” dans ce sens mais dans celui de la décomposition de
Helmholtz qui constitue l'outil essentiel de notre travail. Dans ce dernier ¢(1,5) est bien un potentiel.
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La prise en compte des @ trous, nous permet de définir la matrice des capacités € :
Vard = 1..Q, Coy =J Voi(1,8) - Ve (1, ). (11.4)
s

Propriété 11.2.2. La matrice des capacités € est une M-matrice
Démonstration. La propriété de M-matrice est démontrée dans un cadre plus général en 1.3.3. O
Cette matrice permet de généraliser la notion de non "dégénérescence" a plusieurs trous et cela uniformément :

Définition 11.2.3. (Non dégénérescence (uniforme) d’un ensemble de Q trous)
Nous dirons qu’un ensemble de Q trous Oy ne dégénere pas si les valeurs propres de sa matrice de capacité sont
uniformément encadrée :

Je_,cy €]0,00[ ; VAe €a(€), c— < Ae < ¢y

De la méme fagon des hypothéses géométriques simples permettent de s’assurer de la dégénérescence uniforme
d’un ensemble de Q trous :

Propriété 11.2.3. Si l'aire des trous est uniformément coercive, c’est-a-dire 3ay > 0 telle que Vg = 1...Q,|0| =
ay et si il existe des couronnes de rapports de rayons by entourant les Q) trous , alors les valeurs propres Ae¢ de
la matrice de capacité € sont uniformément encadrée :

1 2 o
- in|0,] < Ae < .
(cp,o(oo)) min O] < Ae m?"(lan)

Démonstration. La preuve de la coercivité est la méme que dans la démonstration de la propriété 11.2.1 en
remplacant % (1,.5) par ¢4(1,S) définit par

[ ¢(1,S) dans S
Px(1,5) = { 1 dans O, q = 1...Q.

11.2.2 Inductance

The real numbers, for certain purposes, are
too thin. Many beautiful phenomena
become fully visible only when the complex
numbers are brought to the fore.

Errett Bishop

L’espace harmonique conjugué
H(1,9) := {ueLQ(S,(CQ); rotu=0,div u=0, et u-n‘as =O} (11.5)

est engendré
H(L,5) = span {V(1, S)h<e<q

par les gradients des mesures harmoniques ¥9(1,S) € H*(S) de chacun des @Q trous qui sont les solutions de :

AY?(1,S8) =0, dans S\I'y, On?(1,8) =0, sur 05,

(11.6)
[6w9(1,8) Iy, =0, [49(1,5)],, =&, surTy,
L’inductance du trou ¢ est la semi-norme H! de la fonction harmonique 1%(1,.S) :
Indg(0,9) = Inds(O,) =: f |Vepi(1,9))?, (11.7)
S\I,

elle représente 1’énergie nécessaire pour réaliser la coupure entre le trou ¢ et le bord extérieur. De méme nous
pouvons définir la matrice d’inductance € :

Vi,j=1..Q, Cpy =J vi(1,8) - Vi (1, S).
S
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Pour une couronne S/O; de rapport de rayon b, nous pouvons calculer analytiquement sa capacité :

Inb -
Inds(01) = > = (Caps(O1) "

Ce lien entre I'inductance et la capacité peut étre établi dans le cas général via le lemme de conjugaison 1.3.5 :

Q
Vyi(1,S) = Z (Qv:qu/ e3 x Vg@q'(l,S)) avec ez x Vol (1,8) = —rot 7 (1,5) et €=¢ !

’

q

Ce lemme nous permet de conclure qu’avec les mémes hypothéses géométriques, les valeurs propres de la matrice
d’inductance sont encadrées. Ainsi nous pouvons définir la non-dégénérescence a partir de la matrice d’induc-
tance. Nous pouvons réécrire ce lien en disant que les potentiels complexes

Q ) DA ,
o= 9U(1,8) +i) (etq,qn/ﬂ (1, S)) et foi=), (¢q,q'<Pq (175)) +ip?(1,5)

q’ q’

sont holomorphes. En particulier cela veut dire dans le langage de ’analyse complexe que Zg (Qﬁq,qlwq'(l, S ))

est la fonction harmonique conjuguée de (1, .5)°.

En mécanique des fluides, dans I’étude des profils des ailes d’avion par exemple, le potentiel complexe joue
un réle fondamental. Dans ce cas, les domaine étudiés sont souvent simplement connexes. L’intuition quant &
Iintroduction des potentiels conjugués nous est venue par la volonté d’exploiter ce formalisme dans le cas de
domaine non simplement connexe. Sans cette analogie, nous n’aurions jamais pensé & un résultat tel que le
lemme de conjugaison 1.3.5.

11.2.3 Transformation conforme (par morceaux)

Le sens trop précis rature ta vague
littérature

Mallarmé

Des transformations conformes et anti-conformes sont respectivement des homéomorphismes dont le jacobien
J est localement une similitude directe et respectivement indirecte J(z) = r(x)R(f(x)) avec r un rapport
d’homothétie et R(0(x)) € O(2) :

cos (0(z)) —sin (0(x) cos (6(z) sin (0(x)
R(6(x)) = (sin ((9(1'))) cos (t(9(x ))> €S50(3) ou R(0(z)) = (sin ((G(x)g —cos( (H(x)))) ’

En analyse complexe, une transformation conforme est une fonction holomorphe dont la dérivée n’admet pas
de zéro. Nous dirons que deux domaines de R? sont conformément équivalents s’il existe une transformation
conforme dont I'un est image de 'autre.

Définition 11.2.4. Une transformation "conforme par morceauz” (respectivement "anti-conforme par mor-
ceauz") T. d’un domaine borné S de R? est un homéomorphisme tel qu’il existe une partition (S™)pn=1..N finie
de S de maniére a ce que T.(S™) soit conformément (respectivement anti-conformémént) equivalent ¢ S™.

Propriété 11.2.4. Les matrices des capacités € et des inductances € sont invariantes par transformation
conforme par morceauzr dans le sens ot

S :f Ve (1,7:(9)) - Ve (1, Te(S)-
To(5)

Démonstration. Soit T, un homéomorphisme. Notons (S™),—1.. nx une partition finie de S telle que les transfor-
mations 7., : S™ — T.(S™) sont conformes. Nous noterons J,, = ry R,, leur jacobiennes. Nous avons

N
| vens) velns) =3 [ verns) vel o)
Te(S) — <(S™)

9. Raison pour laquelle nous avons nommé H(1,S) espace harmonique conjugué.
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Par changement de variable z = T.(y) :

| ves)@ vl 0@ = | (T wVes)m) (70T 1L S)) [det Juw)dy
Te(S™) "

- [0 B RV 1,80 2y
- .. Vel (1, 8)(y) - Ve (1,5)(y) dy
O
( )lgemarquons que la démonstration ne marche qu’en dimension 2, en dimension 3 nous aurons |det J(y)| =
r(y)°.

L’invariance par transformation conforme permet de faire des calculs dans une géométrie de référence. Cette
propriété a d’abord été exploitée dans la cartographhie puis dans 1’étude des profils d’aile d’avion et dans
lélasticité [44]. Tout domaine simplement connexe autre que le plan complexe en entier est conformément
équivalent au disque unité (théoréme de 'application conforme de Riemman [45]). Le cas d’un domaine plus
compliqué S est décrit par le théoréme de Ahlfors '°-Tsuji :

Théoréme 11.2.1. Pour tout ¢ = 1...Q, la transformation conforme exp(fq) transforme S en un anneau

1 < |z| < exp (27 Indg(Oy)) privé de Q — 1 arcs concentriques situés sur les cercles |z| = exp (271' éq)q,) ,q =
lg—1,q+1..Q.

Démonstration. La démonstration est faite au théoréme 10 page 255 de [5]. Nous ne l'avons pas recopiée, par
contre, nous tenons a préciser que dans celle-ci, Ahlfors démontre I'existence du potentiel conjugué de ¢?(1,5)
sans le construire (c’est d’ailleurs une des étapes les plus délicates de sa démonstration) alors que le lemme de
conjugaison 1.3.5 nous a permis de le faire. O

De nombreux exemples de transformations conformes vers des géométries différentes de celles de notre théo-
réme sont données dans [71]. Ce théoréme nous permet une classification topologique des surfaces a @ trous :

Corollaire 11.2.1. Deuz surfaces planes bornées sont conformément équivalentes si et seulement si elles ont les
mémes matrices de capacité. En particulier une surface plane S a un trou (Q = 1) est conformément équivalente
a une couronne de rapport de rayon exp (2w Indg(01)) et a aucun autre rapport de rayon.

Une version plus fiable de ce corollaire, deux couronnes sont conformément équivalente si et seulement-si les
rapports des rayons sont égaux, peut étre démontrée sans avoir recours au théoréme de Ahlfors-Tsuji (théoréme
14.22 de [63]).

11.3 Le cas des volumes

Le mal de prendre une hypallage pour une
découverte, une métaphore pour une
démonstration, un vomissement de mots
pour un torrent de connaissances capitales,
et soi-méme pour un oracle, ce mal nait avec
nous.

Paul Valéry

Donnons nous un domaine borné simplement connexe W, dont le seul bord 0W, contient trois surfaces planes,
nommeées sections finales Op ;, pour [ de 0 & 2, qui ne s’intersectent pas :

Q01N Oy = pour I #1.

ainsi qu’un autre domaine simplement connexe sans cavité Wi, l'anse, qui est incluse dans W, et Uintersecte
seulement sur les sections finales Og

2
Wi 0 Wy < O,
=0

10. Lars Valerian Ahlfors (18 April 1907 - 11 October 1996) est le premier mathématicien a recevoir la médaille Fields. Il a surtout
travaillé sur I’analyse complexe. Nous exploiterons principalement son étude des transformations conformes.
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oWy
S :

So S

FIGURE 11.5 — Anse de degré trois et section finale.

Plus précisément, nous définissons les trous O;; des sections finales de la maniére suivante Oy ; := Og; N W en
s’assurant que O;; # J. Notre domaine et les sections finales sont définies par :

K= W()\W1 et S = (’)071\(’)171.

S() So

FIGURE 11.6 — Anse de degré trois et section finale.

Concentrons nous sur la figure 11.6 qui montre comment construire des coupures qui permettent de rendre
un domaine & 1 anse d’ordre 3 simplement connexe. En effet ce domaine n’est pas simplement connexe car
aucune boucle qui entoure I’anse W;, par exemple le lacet [y, ne peut se rétracter en un point. Commengons
par construire la coupure I'; qui rejoint les sections finales Sy & S; en s’appuyant sur le bord de 'anse W, et
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sur le bord extérieur. Ce domaine n’est toujours pas simplement connexe car le lacet I qui entoure I'anse ne
peut se rétracter en un point. Si nous construisons la coupure I'y alors nous séparons le domaine en deux parties
dont I'une est simplement connexe et ’autre posséde encore des trous. Construisons alors une coupure I's qui
rejoint les sections finales Sp & Sz. Cette fois le domaine est simplement connexe. De la méme maniére si nous
construisons la coupure I'y ou I's qui rejoint les sections finales Se & S3, nous découpons le domaine en deux
domaines simplement connexes. Nous avons eu besoin de deux coupures pour rendre notre domaine simplement
connexe (ou de trois coupures pour le décomposer en deux), ’anse est d’ordre 3. Cet exemple & trois sections
finales et une anse se généralise & L + 1 sections .5; finales et () anses W, qui vont se fracasser sur chacune des
sections finales (il faudra alors @ x L coupures). L’ordre de l’anse correspond aux nombres de sections finales
qu’elle intersecte. Le genre du bord du domaine est la somme de I'ordre de toutes les anses.

Les cavités Cavy, avec k = 1...K d’un domaine

Q
Wol Wy
q

sont des domaines simplement connexes avec un bord connexe qui ne touchent aucun bord du domaine
dist (6Cavk, Wo\ u? Wq)

que nous retranchons au domaine :

Q K
K := W\ (U W, U Cavk> .
q k

Ajouter une cavité c’est rajouter un bord mais pas une coupure 2D.

Définition 11.3.1. (Domaine a ) anses d’ordre (L + 1) et & K cavités)
Soit un domaine simplement connexe Wy dont le bord n’a qu’une composante connexe dWy contenant (L + 1)
surfaces (pas forcément planes), nommées sections finales Og; pour I = 0...L, qui ne s’intersectent pas :

Oo1nOoy = forl#1.

Soit Q domaines simplement connexes Wy homéomorphe & Wy, nommés anses d’ordres (L + 1). Ces domaines
ne s’intersectent pas, sont inclus dans Wy et ne l'intersectent que sur les sections finales O

L
Wy 0 Wy < U Oo,1
1=0

Plus précisément, nous définissons les Q(L + 1) trous O, des sections finales de la maniere suivante Oy :=
O, " W, en s’assurant que Oy # . Les cavités d’un domaine

Q
wo\ | w,
g=1

sont des domaines simplement connexes Cavy pour k = 1...K avec un bord composé d’une unique composante
connezxe qui ne touche aucun autre bord

Q
dist <8C’avk , WO\UWq> >0 et dist(0Cavy,0Cavy) >0 pourk #k =1..K
q
que nous retranchons au domaine. Ainsi un volume a Q) anses de degré (L + 1) et K cavités se définit par :

Q K
K = Wo\ (U W, U C’avk>
qg=1 k=1

Nous noterons les bords du domaine et des sections finales par
0K =W, FK = dCav, et 0451 =004, pourq=20..Q, k=1.Ketl=0..L

Les Q x L coupures I'q; qui rendent le domaine

’CF = IC\ (LQJ Orq,l>
g=11=1

simplement connexe sont des surfaces 2D simplement connexes telles que pour tout 1 < ¢< Q et 1 <I <L :
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— elles ne s’intersectent pas : Tqy nTyp = & pour g #q etl #1.
— elles sont intérieures et ne s’appuient que sur une partie de l'anse 0L'q; < S U 0,K U Sp L 0K

Nous noterons 0,y Uintersection entre le bord des coupures 0l'y; et les sections finales S; pour ! = 1...L et
Q=1.0.

Remarquons que nous avons choisi dans cette définition de définir les coupures I';; comme des surfaces
qui rejoignent les sections finales Sy & S;. Nous aurions pu bien entendu choisir une autre convention. Cette
définition n’épuise pas tous les genres de domaines 3D possiblement rencontrés, en effet il faudrait considérer des
domaines avec plusieurs anses d’ordre différent. Cependant, comme nous ne rencontrerons jamais dans le cadre
de ce manuscrit de tel domaine, nous avons choisi de ne pas les décrire plus précisément.

11.3.1 Capacité et inductance

En dimension trois les espaces des fonctions harmoniques des cavités et respectivement des fonctions harmo-
niques conjuguées des anses

E(K):={EeL*K); curl E=0, Div E =0, and E x n|c = 0} (11.8)
H(K):={H e L*(K); curl H =0, Div H =0, and H - n|c = 0}
sont engendrés par

E(K) = span {grad@k}lsksK and H(K) = span {grad\Pq’l}quQ,KlgL

avec
—A®, =0, dans K —AUe =0, dans K
P, =1 sur 0Cavy, et 0 Ul =0, sur okC
d, =0, sur 0KC\0Cavy, [ﬁ 6n\11‘”] =0, [¥?]=1, sur |

Cette fois-ci il n’y pas pas d’isomorphisme entre £(K) et H(K) d’autant plus qu’en générale ils n’ont aucune
raison d’avoir la méme dimension ainsi les tenseurs de capacité (énergie d’une cavité) et d’inductance (énergie
nécessaire & la coupure)

Vi,j=1..K, Cav; ; = J grad ®;-grad ®; et Vg, ¢ =1.Q,1,0' =2..L, ¢utf;f;, = J grad U . grad w7V
K ’ K

sont décorrélés.

11.3.2 Le cas des domaines non-bornés

Comprendre, c’est le reflet de créer.

Villiers de I'Isle-Adam

Si le comptage du nombre de cavités d’'un domaine non borné est aisé celui des coupures et par extension le
nombre d’anses du domaine est plus compliqué. Nous nous intéresserons qu’au cas suivant : le domaine précédent
K (sans cavité pour simplifier) est prolongé aux sections finales S; par des cylindres de longueur o; constitués
par les translations de S; dans les directions normales. Nous noterons ce domaine compact

K(o) avec o= (01),_y 1

quand o; tend vers Uinfini le domaine K(o0), nous dirons alors que le domaine est & L fin cylindrique. Dans ce
cas les anses sont de volumes infinis et les coupures d’aires infinies et contrairement au cas fini 'anse définit
aussi un potentiel harmonique :

E(K) = span {grad @q}1<q<Q (il n’y a pas de cavité),

avec

—A®P? =0, dans K(x0)
o1 =1 sur J,K(o0)

=0 sur 0K (00)\0gK(00).
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Par contre, si nous définissons de la méme maniére capacité et inductance, celles-ci seront infini. Pour cela
nous allons introduire les semi-capacités et les semi-inductances, non plus basées sur la norme H' mais sur
des semi-normes. Notons % et 1)"9 sont les potentiels harmoniques et harmoniques conjuguées associés aux
"trous" ¢ de la section finale S;. Nous définissons sur la suite exhaustive de compact (K(o)) les tenseurs
de semi-inductance

0<o;<w

L (o0
Q:utfz’,lq'(a) = L( )grad Ul . grad g Z f JS { }grad (\I'q’l 4 ¢q,l) . grad (\Ijq/J' N 1/)q,’ll)
g Z=2 o 1 XU

o0
+ J J grad (\Il‘” - 1/)‘”) - grad <\Ilq/7l/ — 1/1‘1/’1)
o1 JS1x{u}

et de semi-capacités :

L 0
Cap, (o) = J grad 7 - grad 7 + Z J J grad (‘I’q - SOq’l) -grad ((I)q/ - ‘Pq/’l) .
(o) 1=1You JSix{u}

K

Nous justifierons plus tard et dans un cadre plus général pourquoi nous concevons ces objets comme une géné-
ralisation des capacités et inductances précédemment définies et pourquoi se sont des quantités finies.

11.4 L’art d’aimer

Nous pouvons modéliser un couple par un domaine connexe par arcs, il existe toujours dans les yeux de
I’'un un chemin pour aller vers I’autre et espérons avec la douceur d’une courbe réguliére méme si celui-ci peut
sembler terriblement long et sinueux. Ce couple est parfait si ce domaine est simplement connexe car rien ne géne
a lenlacement «que mes bras habitués, en étreignant ton ombre, & se croiser sur ma poitrine » (Desnos, J’ai tant
révé de toi). La question qui turlupine Ovide [57] est la dimension de celui-ci et son nombre de trous. De chastes
fiancés Mormon forment un amour de dimension 0 car ils ne peuvent pas méme s’enlacer. Prenons maintenant le
couple formé par Benjamin Constant et Cécile, celui-ci n’est pas simplement connexe, un trou du nom de Madame
de Stagl, se trouve en plein milieu. Le couple dégénére quand le trou tend vers un point car Benjamin s’ennuie si
profondément que la relation stagne et quand le trou tend & se rapprocher du bord jusqu’au point de rupture. La
capacité quantifie la place que prend Madame de Staél dans le coeur de Benjamin et 'inductance ’énergie qui est
nécessaire a cette derniére pour briser le couple. En remarquant ce lien, nous pouvons affirmer que ¢’est un amour
de dimension 2. Passons maintenant au cas de dimension 3. Les cavités représentent les amantes, les capacités
mesurent leurs importances, et les anses les femmes épousées, les inductances sont alors le temps restant avant le
divorce. Ces deux objets sont bien différents, un amour élégiaque multiplie les cavités, Cynthie, Délie... sans que
cela géne en rien la mariée, sauf si bien sur la cavité se rapproche trop de 'anse (nous dirons alors que la maitresse
colite trop chére et empicte sur le budget du ménage) et un amour chrétien fait en sorte d’entretenir qu’une
anse mais d’ordre le plus élevé possible, c’est-a-dire partager le plus de choses avec sa compagne de maniére a
augmenter le nombre de coupure nécéssaire pour briser en deux le mariage. D’autres cultures permettent méme
de multiplier les anses. Pour notre étude des jonctions entre cables coaxiaux et multiconducteurs, nous avons
décidé de nous mettre dans un cadre acceptant la polygamie, rétrograde (impossible de résorber un mariage)
mais néanmoins fidéle (aucune amante).






CHAPITRE DOUZE

TRANSFORMATION DE LAPLACE ET
DERIVEES FRACTIONNAIRES

Cette annexe a pour but de préciser quelques notions sur la transformée de Laplace et de 'exploiter pour
décrire 'effet d’opérateurs différentiels temporels par des considérations algébriques. La premiére section rappelle
la définition ainsi que les propriétés habituelles de la transformée de Laplace de fonction & valeur dans un espace
de Hilbert. Elle est grandement inspirée, sinon recopiée, de I'annexe 12.4 de [72] et de [7]. Ces deux références
font des liens entre la transformée de Laplace et la théorie des semi-groupes appliquée aux problémes d’évolutions
linéaires. La seconde section traite d’un lien entre le domaine de Laplace et le domaine temporel. Elle est dévouée
a la présentation et a la démonstration d’un résultat grandement utilisé et qui explique pourquoi nous avons
souvent recours a la transformée de Laplace. La derniére section définit les dérivées fractionnaires. Ces derniéres
peuvent étre vues comme les opérateurs temporels équivalents & des puissances fractionnaires de la variable
de Laplace s’inscrivant ainsi dans le vaste sujet que constitue les opérateurs pseudo-différentiels [26]. Nous en
donnerons néanmoins une définition directement dans le domaine temporel.

12.1 Transformée de Laplace a valeur dans un espace de Hilbert

12.1.1 Définition de la transformée de Laplace

Soit E' un espace de Hilbert, la transformée de Laplace d’une fonction u € L}OC([O, ool , E) est définie par
I’intégrale de Bochner suivante

L(u)(s) :=u(s) := J e Stu(t) dt

0

pour toutes les valeurs complexes s ot I'intégrale suivante converge :
o0
J RO ||| dt < oo.
0

Le paramétre de Laplace
§=n+1iw

peut parcourir tout le plan complexe ou seulement une partie. Plus particuliérement, nous nous focaliserons sur
les demi-plans
Cpy := {s € C|R(s) > mo} pour o€ R,

car si u € L}OC([O, ool , E) admet une transformée de Laplace u définie sur un demi-plan du type C,,, alors u
est uniquement déterminée par @ (voir [7] pour la démonstration!). La transformée de Laplace transforme les
opérateurs intégro-différentiels temporels en opérateurs algébriques :

— dérivateur : £ (G;u) (s) = u(s) —u(t =0,-)
— dérivateur d’ordre K : £ (0fu) (s) = s¥ u(s) — Z sPok 1 ku(t =0,

— intégrateur : £ (Fu(to’ ) dto> (s) = u(s, )

0 S

1. Celle-ci repose sur la formule de Post-Widder que nous verrons par la suite.
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— intégrateur d’ordre K : £ ([I% u](¢) (J J J u(to) dto dt .. dtK> (s) = u(s},{)
— produit de convolution : £ (u * v) (s) = u(s,) v(

et les signaux temporels en signaux dans le domaine de Laplace ou ils devront étre analytiques. Pour les carac-
tériser, nous introduisons les espaces de Hardy a valeurs dans un Hilbert :

Définition 12.1.1. (Espace de Hardy translaté) Pour tout ng € R, l’espace de Hardy est l’espace de Banach :
+00
H(Cyy , E) = {ﬂ : Cy, — C analytique | sup f [a(n + iw)||% dw < oo}
n>no J—o0

muni de

2

R 1 to o
e, o= (50 s [ llatn+ il o)

27 n>no0 J—o0
Nous noterons

HE(Cyy , E) = {0 e H(C,,, )|s ueH(Cy,, E) pour k=0..K}

12.1.2 Payley-Wiener : une certaine équivalence entre le domaine de Laplace et le
domaine temporel

Pour comprendre pourquoi nous disons sans cesse que I’étude dans le domaine temporel et dans celui de Laplace
est équivalente, nous allons introduire des espaces a poids :

Définition 12.1.2. Pour tout 19 € R, nous définissons les espaces & poids suivants :

L? ([0,00[, E) := {ue L},.([0,%0[, E) |e"™ u() € L*([0,0[, E)}.

o0
= —2m0t | y(t)|| pdt.
Il (et o) w =20 u(t)] 5
Nous noterons de méme :

Hég([o,oo[ E) :={ue Hf.([0,0[ )|8kueLio([0,oo[, E) pour k=0..K}.

munis des normes

Le premier des résultats a ce sujet et le bien connu théoréme de Paley-Wiener :
Théoréme 12.1.1. (Paley-Wiener) Si E est un espace de Hilbert alors la transformée de Laplace
L:L2 ([0,0[, E) > H(C,y, , E)
est unitaire.

Preuve Soit u € L}, ([0,00[, E) tel que uy, () := e~ u(:) € L2([0,0[, E). Admettons déja la démonstration
(voir [7] ) dans le cadre des espaces & valeurs dans un Banach de 1'usuel théoréme de Paley-Wiener (voir [63]

pour le cas simple) :
L2([0,oo[7 E) — H((Co7 E) est unitaire.

En particulier, nous avons

Q0
Uy (5) = L e~ Tty (t) dt = Ti(s + no)

ainsi, u € ’H((C,]O , E) est la transformée de Laplace de u. Nous avons :

~

e M e (0or. ) = 1+ 0) (e, ) = Wollagc,,, . )

Comme les dérivées k'°™° sont associées a les puissances k'™ de s, nous avons

Corollaire 12.1.1. (Paley-Wiener) La transformée de Laplace
L:HY([0,00[, E) - H*(Cy, , E)

Tlo

est unitaire et de plus pour tout k =0...K

k = |s*a
HatuHL%O([O,OOLE) = s uIIH(Cm .B)
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12.1.3 Inversion de la transformée de Laplace
Pour inverser cette transformée, nous disposons de la formule classique pour 4 € 7—[(@0 , E) :
T

u(t) = 715130 ; e 4y + iw) dw  pour n > 0 fixé,

ou la formule de Post-Widder (voir encore [7]) si #(C,, , E) :

u(t) = i CD0 (Y (1,

n—wo nl t ds™ \t

12.1.4 La transformée de Fourier comme "trace" de la transformée de Laplace sur
le domaine fréquentiel

Pour finir, nous pouvons définir la transformée de Fourier et conclure quant & quelques unes de ses propriétés
via la transformée de Laplace dans H(Co , E) Pour toute fonction u € H(Cg , E), nous pouvons définir sa trace
sur le domaine fréquentiel 4* (iw) € L?(iR) par

0¥ (iw) := lim u(n + iw),
n—0
ce qui nous permet en particulier d’exprimer le produit scalaire de ’espace de Hardy H((CO , E) :

(a, @)H(C()’E) = on (a*, o )L2(iR)
et la transformée de Fourier dans L?(R, E) par
Flu)(w) = " (iw),
ce qui correspond & la transformée de Laplace quand 7 = 0. Le théoréme de Plancherel s’écrit alors

Théoréme 12.1.2. (Plancherel)
L’espace de Hardy ’H((CO , E) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

va,’l/;EH((Co, E)v (’l/l\,, ﬁ)

::—(u , U

H(co.B) "~ 21 )LQ(iR)'

Ce dernier vérifie [’égalité de Parseval :

Vuve PR, E), (8,9),00, 1) = 3= (F0 FO) o gy = (00) 1age )

De la méme maniére pour tout 79 = 0, nous pouvons définir la trace de toute fonction u € ’H((Cno , E) sur le
domaine fréquentiel par
™ (iw) ;= lim 4(n +iw),
=10

et ainsi munir ’H(Cno , E) d’un produit scalaire

= i (@770 , 1’}?70)

Vi, 0 e H(Cy, , E), (a’ﬁ)fﬂ(cno,}a) o

L2(iR)’

lié au produit scalaire de L2 ([0,[, E) par

+a0 o
(a,o = J e 2y (t)v(t) dt.

)H(c,,o JE) .

12.2 D’une estimation dans le domaine de Laplace & une équivalente
dans le domaine temporel

Nous avons principalement recours & la transformée de Laplace pour montrer qu’une EDP d’évolution de
source J et de solution u est bien posé dans des espaces du type

L*(J0,T[,E) ou L*(]0,T[,E)
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sans avoir besoin d’écrire 'EDP dans le domaine temporel (en utilisant que celle dans le domaine de Laplace).
Pour s’assurer de l'existence et de I'unicité de la solution d’'une EDP par la méthode de Galerkin, nous avons
besoin d’une estimation a priori du type

||u\|L2([0 - E) < quelque chose qui dépend de la source et de T,

alors que nous ne connaissons qu’une estimation dans le domaine de Laplace
[|i(s)]|r < quelque chose qui dépend de la source et de s.

En premiére instance nous avons le résultat suivant :

Lemme 12.2.1. Soit R
Je HE(C,, , E).

Si nous avons pour tout s € C,, une estimation a priori dans le domaine de Laplace du type

- s 5
u(s <a————||J(s
[[i(s)] 0+ o) ()]
avec des constantes a > 0 et o = 0 indépendantes de s, alors il existe une fonction causale u correspondant a la
transformée de Laplace inverse de U qui vérifie pour tout temps T < o0 :
) < e T B

e HafJHL%O([Om[}E) . (12.1)

2([o,7[,E (no + a

Démonstration. Premiérement remarquons avec le corollaire 12.1.1 du théoréme de Paley-Wiener que

s TSy, )
a .

(n+a)

el s (o, 5) = Vil )

Notons ensuite que
kT k
HS J(S)||H(C,,O7E) Hat JHL%O([O,OO[,E)

(n+a) a (n+a)

et pour finir que

T
—2not 2 —2not 2 —2no T 2
e u(t)||5dt = e u(t)||%dt = e U .
[ ez > [ e meu; . .2

O

Cependant, nous n’en sommes guére satisfait puisque selon I'inégalité (12.1), Pestimation de u jusqu’a I'instant
T nécessite de connaitre J pour tout temps. Or généralement, du moins dans le cadre ou toujours nous nous
sommes trouvé dans cette thése, u est la solution d’une EDP linéaire de source J. Aussi le rapport causal entre J
et u, que nous préciserons et supposerons par la suite, fait que nous pouvons certainement raffiner notre inégalité
de fagon que nous n’avons besoin de connaitre J seulement jusqu’a I'instant 7". Pour cela nous allons avoir besoin
d’un opérateur de prolongement.

Lemme 12.2.2. Pour tout K, Il existe pour tout T > 1 un opérateur de prolongement
Pre L‘(HK (10,7, E), HX (]0, 0], E))
tel que pour tout uve HX (]O,T[, E) etk=0..K :
oF (Pru) |

k
o = O; u.

De plus, il existe une constante Cp,, indépendante de T telle que pour tout u

HUHHK (]O,T[,E) < HPTU’”HK (]0,00[,E') S OPTOHU‘”HK (](),T[,E) :
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Démonstration. Nous savons que
HeL(HKQQuJQ,HKQQwLED.

En particulier, la constante intervenant dans 1’énoncé du lemme est Cp,, := ||| P1]|| et forcément elle ne dépend
pas de T'.

Soient 71 et 71 les opérateurs de restriction :

rp: HX(0,T[,E) — HX(T-1,T[E)
u - u |]T—1,T[
et de translation :
m: HX(T-1,T[,E) — H¥X(]0,1[,E)
u — ult+T-1)"

Nous avons
PT =Tr7 OoOTp O P1

et nous en déduisons I'inégalité souhaitée en remarquant que rp est une contraction et 70 une isométrie. O

Avec tous ces ingrédients, nous pouvons enfin énoncer le théoréme central de cette section dans sa version la
plus générale.

Théoréme 12.2.1. Soit J € L}, (]0, [, E) une fonction causale telle que

Je HX(]0,T[, E)

1
loc

et uwe Ly (]0,0[, E) une fonction causale donnée par une application
u=%(J)
elle aussi "causale", dans le sens o pour tout T €]0, T[, nous avons

J=Jhes = T =T() oy

Si nous avons pour tout s € (C% une estimation a priori dans le domaine de Laplace du type

[u(s)|le < K(s)[[J(s)|e
avec K une "borne admissible pour le retour en temps" c’est-a-dire qui peut s’écrire sous la forme :

L K k
K(s) = Z Z at, (ano/)Z avec al,ak € RY  ne dépendent pas de s (12.2)
(=0 k=—K’ k

alors il existe une fonction causale u jusqu’au temps T < oo correspondant a la transformée de Laplace inverse
de w. De plus, en temps "long" T > 1, la fonction u vérifie l’estimation a priori suivante :

¢
T
<Cproet el
HuHL?([O,T[,E) <Cproe 0<he R 0<i<L lak <|1+a£ T|> ] HJHHK(](LT[,E)

¢
T ,
1 l K
m _ I
+ Cproc _Kr<he1o<i<L la’“ (|1 +al T|) 1 T s (Jo.71.E)

avec Cyro une constante indépendante de T définie dans le lemme 12.2.2 et e* la constante de Néper.
Pour démontrer ce théoréme, nous avons auparavant besoin d’un raffinement du lemme 12.2.1 :

Lemme 12.2.3. Soit
Je HE(C,, . E).

Si nous avons pour tout s € C, une estimation a priori dans le domaine de Laplace du type

@)l < K(s) [|7()]l e
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avec K une "borne admissible pour le retour en temps”" dans le sens de (12.2) alors il existe une fonction causale
u correspondant a la transformée de Laplace inverse de U. qui vérifie pour tout temps T < o0 :

L
e | < [ull <)
2([0,7[.E) 2 ([0l E) “

i || t.7||L2 (OOC[’E)].

Démonstration. La seconde partie de I'inégalité, a savoir

nxer

-1 af i
[ 5! —mm s (0t

1 Z
Il (ocet ) < 22 l 2 eany Mg (oot )

provient du corollaire 12.1.1 de Paley-Wiener. La premiére est évidente au vu de

T
—2npt 2 —2mnot 2 —2no T 2
e u(t)|%dt = e u(t)|%dt = e U .
fR Ju(t) 3 f Jut)13 [

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme souhaité.

Démonstration. Donnons nous J et u vérifiant les hypothéses du théoréme. Soit T' > 1. Notons
Jr = PT(J |]0,T[)'
Nous avons par définition de 'opérateur de prolongement pour tout &' = 1...K’ et k = 0...K :
K _ gk k _ Ak
1% J, |]O,T[ =1"J ‘]O,T[ et 0y Jy ’]O,T[ =0 J‘]OT

Définissons

Comme, par le corollaire 12.1.1 de Paley-Wiener
Jr € HE(Co, E),

nous pouvons appliquer le lemme 12.2.3 (avec g = T71) :

—1 T ¢
—k
l S o (rvagz) W7 ot

<%
i“ (l T2T|>e'“]” ([o,oo[,E)l-

En remarquant que pour tout v € L?(R*, E)

HUTHLQ(

Pl (0,0, 5) < Pllzoer.z:
T

nous avons

151l (10,001, )

[ ||| <e! max at _r @
"Ne2(forLE) =7 o<k<ko<i<L | |1+l T|

¢
T /
1 ¢ K
m 1 .
e Kr<keL0<I<L lak (|1 +af T|> ] 11 (10,001,
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Comme ¥ est "causale" et que J,. |]0 = J |] nous avons

0,T[’

Ur |]0,T[ =u |]o,T['

Pour terminer, en utilisant le lemme 12.2.2; nous retrouvons

L
T
< 1 4
2([0,7.E) SChroc 0<heRO<i<L lak (|1 +af T|) ] ||HK(]O,T[,E)

¢
T !
1 ¢ K
oo ~Kr<kebo<i<L [ak (|1 +af T|> ] 5 Ty (Qo.r1.E)”
O

Les estimations a priori en temps sont davantage données en norme L* qu’en norme L2, aussi donnons le
résultat suivant :

Corollaire 12.2.1. Soit J € L}, (]0,00[, E) une fonction causale telle que

J e HX1(]0,T[, E)

1

etuel;,

(10, 0[, E) une fonction causale donnée par une application
u=%(J)
elle aussi "causale”, dans le sens ou pour tout T €]0,T[, nous avons

J = J|]oj“[ = T(j) =T(J) |]0,T['

Si nous avons pour tout s € (C% une estimation a priori dans le domaine de Laplace du type

la(s)||e < K (s) |17 ()|

avec K une "borne admissible pour le retour en temps” c’est-a-dire qui vérifie (12.2), alors il existe une fonction
causale u jusqu’au temps T < o0 correspondant & la transformée de Laplace inverse de 4. De plus, en temps
"long" T > 1, la fonction u vérifie les estimations a priori :

l
T /
1 l K
||UHL°°([O,T[,E) <Cproc _Kr<heRo<i<L [ak (|1 +af T|> ] [”J”HK“(]O,T[,E) S T e (jo.71.B)

avec Cpro une constante indépendante de T' définie dans le lemme 12.2.2.

Pour démontrer ce corollaire, il suffit d’appliquer les théorémes 12.2.1 avec
u=%(J) et du=T(0J)
et I'injection de Sobolev :

Lemme 12.2.4. L’injection
H'([0,T[,E) — L*([0,T[, E)

est une contraction.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que

T
ol o) < |, 210wl

puis d’appliquer les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young pour en conclure que

Jul < ul

L= ([0,7[,E) a1 ([0,7],B)

Nous avons aussi utilisé dans le chapitre 7 une variante du théoréme 12.2.1 :
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Théoréme 12.2.2. Soit J € L}, (]0,0[, E) une fonction causale telle que
Je H*(]0,T[,E)
etwe L}, (]0,0[, E) une fonction causale donnée par une application
u=%(J)
elle aussi "causale”, dans le sens ot pour tout T €]0,T[, nous avons
J= J\]o,:f“[ = {Z(j) =%(J) |]0,T[~

Si mous avons pour tout s € (C% une estimation a priori dans le domaine de Laplace du type

la(s)l|z < exp (—C'v/n) K(s) |17 (s)]|z

avec K une "borne admissible pour le retour en temps" au sens de (12.2) et C' une constante positive indépendante
de s, alors il existe une fonction causale u jusqu’au temps T < o0 correspondant o la transformée de Laplace
inverse de U. De plus, en temps "long" T > 1, la fonction u vérifie l’estimation a priori suivante :

4
1 T
< 1 _ L e —
||UHL2([0,T[7E) Crroc eXp( C\/T> <0<k<1?(%(<l<L lak <|1+ai Tl) ] HJHHK(]OvT[’E)

¢
T ,
¢ K
m 1
* _KI<heT0<i<L lak (|1 +al T|) ] 1 1 (]07T[7E)>

avec Cpro une constante indépendante de T définie dans le lemme 12.2.2 et el la constante de Néper.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle du théoréme 12.2.1 & cela prés que I'inégalité du lemme
12.2.3 doit étre remplacée par

—1

L J4
—no T ag -k
e llullLQ([o,T[,EﬁlullL;m([o,oo[,E)@XP(WW(ZLZ oot eyt 1Nz (oot )

=0 o

kio H tj||L2 ([0700[7,5)])-

12.3 Problémes avec intégrateurs et dérivées fractionnaires

Les dérivées fractionnaires apparaissent naturellement quand des phénoménes conservent la mémoire des
événements passés comme, par exemple, en viscoélasticité. Les premiéres questions sur celles-ci remonte & la fin
17iéme siécle a travers les correspondances entre Gottfried Leibniz, Guillaume de I’Hospital et Johann Bernoulli.
Leibniz dans une lettre a ’'Hospital [50] précise qu’il s’est heurté des paradoxes. Ceux-ci s’expliquent aujourd’hui
par le fait qu’il existe différentes approches pour définir la dérivée 0% pour 0 < a < 1 qui ne coincident pas
nécessairement :

— la dérivée dite de Grunwald-Letnikov? est définie & partir de la généralisation de la limite du taux

d’accroissement d’une fonction,

— la dérivée de Riemann-Liouville est définie comme opération inverse d’un intégrateur fractionnaire obtenue

par la formule de Liouville,

— la dérivée de Caputo est définie comme opérateur pseudo-différentiel associé au symbole s*.

Nous n’allons nous occuper que des deux derniéres définitions possibles.

2. A titre indicatif nous donnons sa définition :

(—a+k)

0% pu(t) := —— =" _uit—kh
G.ul ey Z F(k+1)F ) u( ),

ou la fonction gamma I" est décrite dans la note de bas de page suivante.
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12.3.1 Calcul infinitésimal fractionnaire

Nous nommons intégrateur d’ordre v > 0 I'opérateur :

[1%u](t) := % J (t —s)* tu(s)ds

@) Jo

avec I' la fonction gamma?. Cet opérateur généralise bien la notion d’intégrateur car pour @ = n € N* nous

avons en permutant 'ordre d’intégration (c’est la formule de Liouville)

[1%u](t) = (n—11) f(t—s)" ! dS*J f“ f u(to) dto dty...dt,, .

L’intégrateur d’ordre « est ainsi une convolution :
Iy = H, * u.
avec H, la fonction causale de Heavyside d’ordre « :

Ha(t) = ;(’(;)

H(t) (avec H la fonction de Heavyside).

Nous retrouvons bien ce que nous attendons du caractére fractionnaire :

1ol =101 =1 car H,+Hg= Hy p.

Nous aimerions pouvoir définir les dérivées d’ordre « par convolution avec H_, mais hélas H_, n’est pas
intégrable au voisinage de t = 0. Par contre pour 0 < a < 1, la fonction H;_, l’est, nous pouvons ainsi définir la
dérivation fractionnaire par la convolution par H;_, et une dérivation d’ordre un ¢; pour abaisser ’ordre mais
ces opérations ne commutent pas. Cela nous laisse ainsi la possibilité de définir cette dérivée de deux maniéres :

— dérivée dite de Riemann-Liouville :
0 =0t (Hi_q *u) = 01" “u,

— dérivée dite de Caputo :
0au = Hi_g x (Opu) = I'~“0u.

Ces deux définitions sont reliées par la valeur de la fonction & l’origine :

OR. 11U = Ofiq U + u(0%) Hy_o

et coincident si et seulement si u(0") = 0. Notons que pour une fonction causale constante non nulle, la dérivée
de Caputo est nulle alors que celle de Riemann-Liouville ne I’est pas. Ainsi pour les fonctions causales u avec
une condition initiale nulle u(0") = 0, la dérivée fractionnaire est définie de maniére univoque :

oou(t) = o, U: m u(s) ds> _ L t (IE(IS);; deu(s) ds.

En particulier nous avons pour la dérivée un demi I'(1/2) = /7. Nous pouvons généraliser notre propos a l’ordre

quelconque :

Définition 12.3.1. La dérivée d’ordre a pour o € R** est définie de deuz maniére

O%.L LU= (7 ( [a]—a * u) = (7MI ou (7g‘va7tu = HM_a * (a[‘”u) = ﬂ‘ﬂ*aa{“]

avec [a] la partie entiere en exces* et H_,, la distribution

t7(171
L(—a)

H(t) aeR\N (avec H la fonction de Heavyside)
H_,(t) :=

ogd aeN*  (avec 099 la dérivée a-iéme du Dirac en zéro).

3. La fonction gamma est définie par
IN'a) = Jm o letat
et généralise la notion de factoriel d’un nombre entier n € N* : ’
T'(n) =(n—1).

Elle peut étre prolongé sur ’ensemble du plan complexe privé des entiers négatifs.
4. n—1l<a<n= [a]=n.
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Ces deuz possibilités ne sont pas forcément équivalentes :

[a]—1

k +
Ot = 08w+ . ofu(0%) Hyp1—a-
k=0

Dans le cas entier, la relation entre les dérivées de Liouville-Riemann et Caputo devient alors la formule dite

des sauts :
n—1

n _n k +\ An—(k+1)
Of gt = 0B pu+ Y OFu(07) 0, é,
k=0
ce qui veut dire que la dérivée de Liouville-Riemann peut se voir comme la dérivée au sens des distributions et
la dérivée de Caputo comme la dérivée au sens des fonctions ordinaires.

12.3.2 Symbole des intégrateurs et dérivées fractionnaires

Voyons maintenant comment nous pouvons concevoir ce calcul infinitésimale fractionnaire en terme d’opéra-
teur pseudo-différentiel via la transformée de Laplace. En effet comme la transformée de Laplace des fonctions
de Heavyside d’ordre « sont : R

H,(s) =5 pour seCy,

les opérateurs dérivée fractionnaire et intégrateur fractionnaire sont reliés a4 des puissances fractionnaires de la
variable de Laplace :

[a]—1
0B u(s) =sU , 0% u(s)=s"U— Z Fu(0F) s« R+ et Tay(s) = s
k=0

Nous disons alors que s~ et s“ sont les symboles des opérateurs ﬁgmt et I*. La théorie du calcul pseudo-

différentiel a laquelle se rattache notre propos permet de définir des opérateurs bien plus compliqués du type
P(z,t,0) a partir de symbole inhomogéne p(z,t,s) (voir [26]). Pour étre entiérement rigoureux, nous devons
donner un sens univoque a la racine $-iéme d’un nombre complexe car nous rappelons que si 8 est un entier, il
y a [ maniéres de le faire. Par convention, nous allons noter :

1 args

5%:‘5‘661 B s

nous aurons en particulier avec celle-ci

12.3.3 Positivité de la dissipation associée aux opérateurs fractionnaires

Théoréme 12.3.1. Soient 0 < T < o0 et a € R*F. Pour tout u € HM(]O,T[, E), nouUs avons :

T
%(J uﬁgwu) >0 pourdk—1l<a<4dk+1,keZ
0

T
%(f uﬁgwu) <0 pourdk+l<a<4k+3,keZ
0

Démonstration. Comme u € HI*(]0,T[, E) la dérivée de Caputo est bien définie 0&q u e L2(]0,T[, E) et il
existe une trace u(T"). Nous noterons @ le prolongement de u par u(T") pour ¢ = T. Nous avons pour tout ¢t > T'
la nullité de la dérivée de Caputo du prolongement (?%a’tu(t) = 0. Nous avons alors :

T 0
f U Ofrg 4t = J U Ogrq U
0 0

Comme @ est assez réguliére, nous pouvons définir sa transformée de Laplace @ sur Cy. En utilisant I’égalité de
Plancherel :

o 1 +o0
J U Ofrg 40 = o J u(iw) ¢, 1(iw) dw,

0 —0



12.3. PROBLEMES AVEC INTEGRATEURS ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

325

en rappelant que 0g, ,4(s) = s, nous avons :

or comme

le signe de

dépend du signe de






CHAPITRE TREIZE

NOTION DE DERIVEE DE FORME

Le but de cette annexe est de donner quelques outils pour étudier une EDP dans un domaine qui évolue.
La principale application en est l'optimisation de forme, c’est-a-dire rechercher la forme (ou les formes) qui
optimise(nt) un certain critére. Les excellentes monographies [37], [25] et [67] liées & ce sujet sont vivement
conseillées aux lecteurs. Notre objectif est ici plus modeste, nous allons seulement donner un sens mathématique
a la notion de dérivée de forme et préciser ce que nous entendons par évolution d’un domaine. L’heuristique de
notre démarche s’appuie sur la mécanique des milieux continus.

13.1 Déformation d’un domaine et vitesse de déformation

En mécanique des milieux continus, nous souhaitons savoir comment se déforme un milieu de référence )
dans le temps et comment évoluent dans celui-ci certaines quantités quand il se déforme. Deux descriptions sont
évoqué & ce sujet, ’approche lagrangienne et ’approche eulérienne.

13.1.1 Description lagrangienne

Donnons nous un domaine de référence )y de R de frontiére I'y qui vérifie la condition suivante :

Hypothése 13.1.1. Nous supposerons 2y € O(B*) avec O(B*) I’ensemble des domaines de RY (avec N = 2)
inclus dans un domaine borné B* de RN et qui de plus ont leurs bords de classe C".

Sa déformation est donnée par une famille de transformations :

Définition 13.1.1. ( Groupe de transformations admissibles)
Une famille (ﬁ)te[o - est un "groupe de transformations admissibles” si pour tout t € [0,7], Tz : B* — B* est
un homéomorphisme, To = Id et si les applications

T: [0r]xB — B Tl [0r]xB - B
(t,z)  — Ti(x) (tz) — T Yz),

vérifient les conditions de régularité! suivantes :
Te Cl([O, 7], Co’l(B*)) et T le C’o( [0,7], C*Y(B*) )

Nous noterons alors T € Ad(B*,[0,7]) pour signifier que (72)
sibles”.

tef0,7] est un "groupe de transformations admis-

Nous noterons

Q¢ = Te(Qo)

la configuration a l'instant ¢ du milieu continu initial Qg et

Iy .= 7?(F0)

1. Avec 'espace de Holder

ol .= {u € CO(B*)‘ SI;E <|u(x)\RN + M) < OO}.

|z — Z|gN

327
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son bord. Dans la description lagrangienne, 'application T représente les trajectoires des particules
initialement dans €.

A chaque instant ¢ € [0,7], nous pouvons associer a cette transformation deux types de vitesse qui se
distinguent par la configuration dans laquelle elles se repérent :

— la vitesse lagrangienne £'(X) := ¢, 7T;(X) pour X € Qo,
— la vitesse eulérienne v (x) := 0;T; © 7;_1 pour z € §;.

Nous pouvons passer d’une représentation a ’autre par simple composition :

uw=&oT " et & =uoT.

13.1.2 Description eulérienne
Dans la description eulérienne tout se retrouve a partir de la vitesse eulérienne.

Définition 13.1.2. (Vitesse eulérienne)
Un champ de "vitesse eulérienne admissible”

ve C([o,7], CON(B*,RY))
est un champ de vecteur tel que pour tout x € B*
v(t,x) -n(z) =0,
avec n la normale sortante de B*. Nous noterons TraAd(B*,[0,7]) Uensemble des champs de "vitesse eulérienne

admissible”.

13.1.3 Equivalence entre les deux descriptions
Pour retrouver les trajectoires issues de X € )y a partir du champ de vitesse, il faut résoudre 'EDO :

dj
dt
z(0) = X.

(t) = v(t,x(t)), t€]0,7[

Le groupe (®¢)¢e[o,-] tel que pour tout ¢ € [0, 7], ®;(X) = x(t) avec z la solution & 'EDO précédente est nommé
flot associé au champ v.

Théoréme 13.1.1. L’application flot TraAd(B*,[0,7]) — Ad(B*,[0,7]) est bijective.

(i) Soient T > 0 et v € TraAd(B*,[0,7]) un champ de "vitesse eulérienne admissible” au sens de la définition

13.1.2. Le flot (Tt)sefo0,-] associé au champ de vecteur v est un "groupe de transformations admissibles” au sens
de la définition 13.1.1.

(ii) Soient T > 0 et (7;),56[0 ; € Ad(B7, [0,7]) un "groupe de transformations admissibles" au sens de la
définition 13.1.1. Le champ de vecteur

v: [0,7] x B — RN
(t,x) = () = 0T o T, ()

est un champ de "vitesse eulérienne admissible” au sens de la definition 13.1.2.
Démonstration. Voir le théoréme 5.1 de [25]. O

Le théoréme précédent nous affirme que les représentations eulérienne et lagrangienne sont équivalentes. Ainsi
nous pouvons aussi bien comprendre la déformation d’'un domaine & partir d’'un "groupe de transformations
admissibles" que d’un champ de "witesse eulérienne admissible".
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Définition 13.1.3. (i) Une famille de formes (2t)ie[0,-] est dite associée a un "groupe de transformations
admissibles” (Tt )ie[0,-] St pour tout t € [0, 7] nous avons Q; = T¢(Q). L application

Rr: Ad(B*,[0,7]) — OB
(Tt)tef0,7] = () eef0,7]

est appelée "représentation lagrangienne”.

(i) Une famille de formes (Qt)ie(o,r) est dite associé a un champ de "vitesse eulérienne admissible” v si pour
tout t € [0, 7] nous avons Q; = T; avec (Tt)ie[0,r] le flot de v. L’application

Re : T[dAd(B*,[O,T]) N O(B*)[O’T]
v = (Q)tefo,]

est appelée "représentation eulérienne.

Les applications Ry, et R. ne sont pas injectives. Par exemple, si on se donne 7 une transformation qui
transforme un ellipsoide E en la boule unité B(1) alors la transformation Ro T avec R une matrice de rotation
autre que l'identité transforme elle aussi E en B(1). Remarquons que comme 7 est assez réguliére, 'y est
aussi une variété de classe O et 2, conserve les méme propriétés topologiques que €2y (connexité, genre...). En
particulier cela implique que les applications Rz et R. ne sont pas non plus surjectives. Par exemple, on ne
peut pas passer d’une surface sans "trou" & une une surface avec "trou" par une transformation continue. Pour
que les applications "représentation lagrangienne" et "représentation eulérienne" soient surjectives nous devons
restreindre ’ensemble des formes considérées.

Proposition 13.1.1. En notant Og(B*) Uensemble des domaines de O(B*) qui sont orientables et a () trous
(voir définition 11.1.1) alors Ry, : Ad(B*,[0,7]) — Oq(B*)07) et R, : TryAd(B*,[0,7]) — Og(B*)7] sont
surjectives. Cela veut dire qu’a partir de n’importe quelle famille ($2t)se[0,-] € O (BT nous pouvons retrouver
un "groupe de transformations admissibles” et un champ de "vitesse eulérienne admissible” qui y sont associés.

13.2 Derivées de forme

13.2.1 Definition de la dérivée eulérienne de forme

Une fonctionnelle J : [0, 7] x B* — R est dite "dépendante de la forme (£)¢e[o,-)" si en un instant ¢ € [0, 7],
nous avons J(t,-) : & — R . Nous pouvons associer a cette fonctionnelle deux types de représentations selon si
elle est exprimée dans la configuration initiale ou dans la configuration a 'instant ¢ :

— la représentation lagrangienne J*(X) := J(t, T¢(X)) pour X € Qo,

— la représentation eulérienne Ji(z) := J(t, ) pour x € 4.
Dans la premiére, nous nous intéressons aux applications du type 7; — J¢, tandis que dans la seconde, nous
nous intéressons aux applications du type v; — J;. De la méme fagon, nous pouvons associer a une fonctionnelle
"dépendante de la forme (4t)se0,-)" suffisamment réguliére

J e C'([0,7] x B*,R)

deux types de dérivées conformément aux deux types de représentations :

t+e X) — t X
— la dérivée lagrangienne D!J!(X) := lim T )5 T
£—

— la dérivée eulérienne 0;Ji(z) := lir% M
E—>

pour X € Qg,

pour x € £,
qui sont reliées par la formule de la dérivée matérielle :
DtJt(X) = (?tJt(ac) + ('Ut . V)Jt(x) (131)

Nous avons ainsi deux maniéres de définir la dérivée de forme d’une fonctionnelle J : D*J¢ et 0;J¢. Ce que
nous nommons couramment "dérivée de forme " est la dérivée eulérienne.
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Définition 13.2.1. Une fonctionnelle "dépendante de la forme (Q)eo,r1" J : [0,7] x B*,R (c’est-a-dire telle
que Jy := J(t,-) : Q& — R) admet une dérivée eulérienne de forme en t € [0, 7] si pour tout x € Q4

Jt+a<x) - Jt(x)
9

admet une limite finie quand ¢ tend vers 0. La dérivée eulérienne de forme sur un ouvert U < [0, 7] est :
OJ: UxB* — R
Jt+5(l') — Jt((E)

(b) = di(a) = lim TS T

13.2.2 Les théorémes de transports de Reynolds

Nous allons chercher & calculer la dérivée de forme de fonctionnelles du type

fﬂt pe(z)dr et J;t ug(x)dx.

Comme les domaines sur lesquels nous intégrons dépendent du temps la dérivée selon ¢ peut sembler délicate.
Les deux théorémes qui suivent répondent & cette question.

Théoréme 13.2.1. (Théoréme de transport de Reynolds)
Soit t € [0,7[ et U un voisinage de t et pe C* (U, WE1(B*)). Si pour tout t € [0, 7[ nous avons p, € H' () et
ve € H(Div) alors la fonctionnelle
J pe(x)dx
Q

est dérivable sur [0, 7| de dérivée eulérienne de forme :

Ot (th pt(x)dx> = o Orpe()dr + < vy -my py >H*%(I‘t),H%(F,,) .

La démonstration, que nous ne détaillerons pas se fait en se ramenant au domaine fixe €y par le changement
de variable T; ! pour dériver selon ¢ et en revenant au domaine déformé avec la formule de la dérivée matérielle.
Pour le second théoréme, le lecteur doit étre familier avec la notion d’opérateur différentiel de surface (se référer
a la section 10.4 ou a la partie 5.4.3 de [37] pour une dimension quelconque).

Théoréme 13.2.2. Soient t € [0, 7[ et U un voisinage de t et pe C* (U, WHH(B*) )t € U. Si pour tout t € [0, 7[
nous avons p; € HY(T') et vy € H(Div) alors la fonctionnelle

Lt p(x)dx

est dérivable sur [0,7[ de dérivée eulérienne de forme :
2 <J Pt> = | Ope + J (Onpt + kr, pt) (ve - n),
r r r,

La preuve est faite dans la partie 2.33 de [67].

avec kr, la courbure de I';.

13.2.3 Compléments concernant le gradient de forme

Donnons quelques compléments concernant la dérivée de forme dont nous ne nous servons pas dans ce présent
manuscrit mais qui peut étre utile au lecture qui souhaite s’initier aux outils de 'optimisation de forme en lisant
cette annexe. Cette sous-section correspond & la section 3.1 de [25]. Usuellement, les fonctionnelles de formes
sont des fonctionnelles du type

J:O(B*) - F(B*,R).
Pour définir la différentielle de forme de ce type de fonctionnelle nous allons nous appuyer sur la dérivée au sens
de Dini. J est dite semi-differentiable en € s’il existe 7 > 0 et un champ de "vitesse eulérienne admissible"
v € TrgAd(B*, [0, 7]) tels que la dérivée directionnelle

dJo, (v) := lim J(7?(QO)3t — J(Q0)

b

avec (7t)iefo,-] le flot associé a v, existe et est finie. Remarquons que cette semi-différentielle coincide avec la
dérivée eulérienne que nous avons auparavant définie, car si on note J(t,-) := J(T¢(€p)) alors

dJo, (v) = 0,J.
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13.3 Dérivation eulérienne de forme de solutions d’EDPs

Les problémes aux frontiéres libres sont des EDPs posées sur un domaine qui se déforme. Notre but est
de déterminer la dérivée eulérienne de forme d’un tel probléme. Nous considérerons une famille de domaines
(2t )¢e[0,7] associée & "groupe de transformations admissibles" (Tt )se[0,+] qui vérifient des hypothéses de régularités
supplémentaires : 00y et t — T; sont de classe C*'. Nous ne donnerons que des résultas. Les démonstrations
peuvent se faire & I’aides des théorémes de transports de Reynolds 13.2.1 et 13.2.2. De tels problémes se retrouvent
dans le manuscrit (théoréme 1.7.1, théoréme 1.7.2, proposition 4.1.4 et lemme 5.2.1).

13.3.1 Problémes aux frontiéres libres de type Dirichlet

Considérons la famille de problémes

{—Au(t,x) = f(z,t), pour x e (13.2)

u(t,x) = g(t, ), pour z € I'y

avec f € CV([0,7], L2()) et g € C1([0,7], H2(T})). Sous ces conditions, nous savons qu’il existe une unique
solution u; € H%(Q;) a (13.2).

Théoréme 13.3.1. La dérivée de forme de u; emiste et est la solution dyuy € HY(Qy) du probleme

*A(atut) = Otft, dans Qt (133)
up = Opug (V- ) + Orge, sur Iy
Démonstration. Se référer a la section 3.1 de [67]. O
13.3.2 Problémes aux frontiéres libres de type Neumann
Considérons la famille de problémes
—Au(t,z) +u(t,z) = f(z,t), pour ze ) (13.4)
onu(t,x) = g(t,x), pour z € Iy '

avec f € HY(B*) et g € H?(B*). Si de plus Q est de classe C?, alors il existe une unique solution u; € H?(€;) a
(13.4) et un prolongement ; € H'(B*) de u;.

Théoréme 13.3.2. La solution prolongé t — i, est dérivable sur [0,7]. Sa dérivée de forme dyus € H () est
l'unique solution du probléme variationnel :
trouver opuy € HY () telle que pour tout ¢ € H?(Qy),

V(0rut) - Vi + Qrup + J (Vrug - Ve +ugp) (v -n) = J (f + kr, + 2ng) (v - n).

Q4 I'; Tt

Si de plus Q est de classe C° et v est de classe C? alors u; € H3(Qy) et dyuy € H?(2). Dans ce cas le probleme
précédent peut étre écrit avec la formulation forte :

—A(Oru) + (Grur) =0 dans Q
OnOruy = (Ong — 6,,%7"ut)(vt ‘n) + Vug - Vr(ve-n)  surTy

Démonstration. Se référer au théoréme 5.5.2 de [37]. O
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logion 2 : Que celui qui cherche ne cesse pas
de chercher

L’évangile selon Thomas

FIGURE 13.1 — réseau

Rappelons que le doux réve du projet SODDA est le controle non destructif de réseaux électriques et
nous n’avons pas méme abordé le versant identification de défauts. Toutefois, le contenu de cette thése n’est pas
vain car la résolution du probléme inverse nécessite une bonne connaissance du probléme direct sur lequel nous
avons concentré tous nos efforts. Il convient en outre de disposer d’outils efficaces pour 'approximations des
solutions du probléme direct. Condition qui n’est guére satisfaite par la résolution des équations de Maxwell
3D. Pour le contréle non destructif, nous avons besoin de modéles suffisamment simples pour étre rapidement
résolus tout en demeurant suffisamment sophistiqués pour caractériser convenablement la géométrie 3D du
réseau concret considéré et intégrer la complexité de sa structure interne (différents matériaux, caractéristiques
qui varient...). Les différents modéles 1D, d’inconnues les potentiels et courants électriques, dérivés par
des analyse asymptotiques répondent aux volontés suivantes :

e les inconnues 1D des modéles (les potentiels et courants électriques) sont déduites des inconnues 3D (les
champs électromagnétiques),

e les modéles fournissent des approximations convenables des champs électromagnétiques et les ordres
d’approximations sont calculés en fonction des "petits" paramétres du probléme (finesse du cable, haute
conductivité des métaux...),

e les paramétres intervenant dans ces modéles 1D sont liés aux caractéristiques physiques et géométriques du
réseaux et certains regoivent des interprétations physiques simples et attendues (capacitance, inductance,
resistance, conductance...),

— les modéles 1D sont bien posés.

Notons que les trois types de défauts géométriques que nous avons souhaité modéliser sont

e déformation intervenue dans la jonction entre les cables (gauche de la figure 13.2),
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e déformation de la surface extérieure du céable tel que d & un écrasement ou & une érosion (centre de la
figure 13.2),

e déformation de I’ame des cables par exemple dit & un cisaillement (droite de la figure 13.2),

et que les trois types de défauts quant aux paramétres physiques sont :

e présence de pertes dues & la conductivité dans le diélectrique des cables,

e variations des coefficients caractéristiques des matériaux,

e présence d’effet de peau dit au caractére non parfait (mais seulement fortement conducteur) des métaux
constituant les Ames de la couches extérieurs.

Ko

FIGURE 13.2 — Défauts du réseau. Gauche : dans la jonction. Centre : sur le diélectrique d’un cable. Droite : sur
I’ame d’un céble

I Le probléme direct : les modéles 1D simplifiés

La fin n’a pas été écrite, elle n’a jamais été
trouvée.

M. Duras

FI1GURE 13.3 — Une des jonctions du réseau
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Résumons et superposons les modeéles 1D des réseaux de cables coaxiaux (cable formé, d’'un diélectrique
entouré par une couronne métallique et entourant une ame métallique) que nous avons obtenus par analyse
asymptotique de la théorie de Maxwell dont les inconnues sont les champs électromagnétiques E°, H? solution
des équations de Maxwell et les données les coefficients caractéristiques du diélectrique €, i, o¢, 0., et des métaux
Oc.c. Si toutes les preuves sont faites avec des cables multi-conducteurs (plusieurs ames), nous nous focaliserons
néanmoins sur les cables coaxiaux pour simplifier I’écriture de cette conclusion. Considérons - comme sur la figure
13.1 - un réseau formé de cables coaxiaux (en rouge et violet sur la figure 13.1) reliés par des jonctions (en bleue
sur la figure 13.1). Ce réseau est fin dans le sens que la dimension transverse de chaque cable est proportionnel a
un petit paramétre 0 < § < 1 et que chaque jonction est incluse dans une boule de diameétre proportionnel & &
(figure 13.3). Les diverses modéles 1D sont posés sur le graphe limite - que I'on peut voir comme le squelette du
réseau en faisant tendre ’épaisseur vers zéro (voir la figure 13.3) - constitué de branches représentant les cébles
et reliées par des noeuds représentant les jonctions. Les modéles sont des graphes quantiques, c-a-d avec des
EDPs posées sur ses branches et des conditions de transmission sur ces noeuds. Plus précisément, nos graphes
quantiques s’apparentent aux usuels circuits électriques : les quantités qui circulent le long du graphe sont
le potentiel V? et le courant électriques I° qui vérifient sur chaque branche une équation des télégraphistes
et les lois de Kirchhoff sur chaque noeuds. Par contre, de maniére a prendre en compte une partie de la
complexité du probléme (géométrie, coeflicients caractéristiques des milieux...) les équations des télégraphistes
et conditions de Kirchhoff présentées dans ce manuscrit de thése sont plus générales que les habituelles et cette
section a pour but de succinctement les exposer. Notons aussi que toutes les quantités des modéles, que cela soit
les inconnues VO et I9 et les coefficients (notamment ceux qui ont une interprétation physique précise comme la
capacitance C, I'inductance L...) sont reliées a la théorie de Maxwell selon la table 13.3.2.

Théorie de I'électromagnétisme de Maxwell | Modéle des télégraphistes sous la forme de circuit électriques

E° Ve
H° I

€ C,Cy, e, C

La Lgv YL, L
Oe G
Om R

l<<oeec<® Ry, Lgk

TABLE 13.1 — Analogie entre la théorie de Maxwell et les modéles des télégraphistes.

1°* modéle : réseaux de cables non cylindriques avec des Ames considérées comme
des conducteurs parfaits

Hypothéses techniques

Les hypothéses techniques dont nous avons eu besoin pour I’établissement de ce premier modéle sont :
e petite conductivité électrique et magnétique dans le cable : o, ~ § et o, ~ 9,
conductivité infinie dans le conducteur : o, — 0,
les cables sont des tubes de classe C! et les jonctions de classe au moins lipschitzienne,
les zones violettes sont cylindriques,
les jonctions sont suffisamment éloignées, elles doivent étre séparées d’une distance au moins d|1In 4.

Equation des télégraphistes sur les branches du graphe
CoVO +62[Cy— 03 (0 83)] VP + 3G VP +051° =12 + 0(8°),
LI +6%[Ly — 03 (yp 03)] &:I° + S RI° + 05V =32V, + 0(8%).
Relations de Kirchhoff aux noeuds du graphe

L
o loi des mailles : Vg (0o,t) — Vi2(0r,t) =& Y L0100, 1) + O(5%),
I'=1

L
e loi des noeuds: — 2 I2(0,t) = 6C 0,V (00,t) + O(5?).
1=0
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Remarquons que si le modéle est d’ordre 3 sur les branches, il n’est que d’ordre 2 sur les jonctions :

Axe de recherche 1. Chercher les relations de Kirchhoff d’ordres supérieurs.

2¢ modéle : prise en compte de ’effet de peau

Comme il est apparu dans le précédent modéle, une premiére cause de pertes électromagnétiques est reliée
aux conductivités électriques et magnétiques dans la partie diélectrique. Toutefois, en pratique, ces conductivités
sont (généralement) extrémement faibles et par conséquent les pertes induites aussi. L’autre source de pertes est
liée au caractére non parfaitement conducteur des parties métalliques (la conductivité électrique en leurs
seins n’y est pas infinie mais seulement trés élevée) responsable de ’effet de peau.

Hypothéses techniques

e Petite conductivité électrique et magnétique nulle dans le diélectrique : o, ~ 62 et 0,, = 0
e conductivité grande mais pas infinie dans le conducteur : o. . ~ 674,
e il n’y a qu’un seul cable supposé étre cylindrique et de classe au moins lipschitzienne.

Equation des télégraphistes incluant ’effet de peau

C oV +6%[Cy — 03 (0 03)] 0 V° + 62 GV° + 03I (23, 5) =I% + 0(8°%),

Lo + 62 [Ly — 05 (1 03) — Lac] 0:I° + 6 Ry 0,210 + 05 V0 = 62V, + O(6°).

Tous les coefficients intervenant dans cette équation sont les mémes que ceux décrits plus haut hormis la
présence de deux nouveaux termes dues a l'effet de peau Rgy et L.

Axe de recherche 2. Justifier ou amender ’équations des télégraphistes incluant ’effet de peau pour les cdbles
non-cylindriques.

Nous n’avons pas établi les lois de Kirchhoff généralisées par la prise en compte de 'effet de peau. Toutefois,
nous conjecturons aprés quelques feuillets de brouillons qu’elles prendront la forme suivante :

L
e loides mailles: Vi (0p,1) = VA(0rt) =& Y [z:“’at + R“/atm] I3 (00, 1) + O(8%),
I I'=1
e loi des noeuds: — Z I9(0,t) = 6C 0,V (00, 1) + O(5?).

=0

Axe de recherche 3. Justifier ou amender les conditions de Kirchhoff incluant Ueffet de peau proposées plus
haut.

Justifications des modéles

Le doute nait de la vérité, comme une espéce
de rejeton, et naturellement ils s’élévent tous
deux, en entrelagant leurs rameaux.

Dante Alighieri

Nous avons justifié le 1°* modéle par une estimation d’erreur entre les solutions des équations de Maxwell
et une reconstruction des champs électromagnétiques a partir de la résolution des équations des télégraphistes
de ce méme modéle. Cette estimation d’erreur est rédigés dans le cas cylindrique mais non pour le cas non-
cylindrique. Par contre, nous n’avons qu’un résultat de convergence pour les modéles d’ordre 2 dans le cas non
cylindrque et rien pour la prise en compte des conditions de Kirchhoff et de 'effet de peau.

Axe de recherche 4. Chercher les estimations d’erreurs pour le modéle incluant Ueffet de peau ainsi que le
modeéle incluant les lois de Kirchhoff.

Nous profitons de cette conclusion pour nous excuser de I’absence manifeste de résultats numériques. Il se
trouve que de telles considérations ne sont pas dans les cordes du doctorant et constituent ainsi un champ ouvert
au(x) successeur(s).

Axe de recherche 5. Fuaire des simulations numériques & partir de ces modeéles et les comparer avec des
simulations obtenues par la résolution des équations de Mazwell et des expériences concrétes notamment celles
réalisées par quelques membres de '’ANR SODDA.
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II Extensions envisageables aux défauts débouchants

on frémit parfois de rencontrer tant de
portes sombres ouvertes sur le néant

Nerval, quintus aucler

plastic jacket

dielectric insulator

metallic shield
centre core

Radiating Mode
FIGURE 13.4 — Droite : structure d’un coax. Centre : fil libre dans 'air et défaut ou la couche extérieure est
affectée. Droite : cables rayonnants

Nous avons dans ce manuscrit toujours respecté la structure du cable coaxial (ou multi-conducteurs) décrite
dans la partie droite de la figure 13.4. Celle-ci peut étre atteinte, malencontreusement quand le cable est si
endommagé que la couche extérieure (conducteur extérieur et gaine en plastique) ne parvient plus & empécher
I’entrée d’ondes électromagnétiques extérieures dans le diélectrique ou volontairement par économie de
la couche extérieure ou encore pour laisser rayonner les ondes électromagnétiques hors du cable.

Modélisation de défauts conséquents

FIGURE 13.5 — Zone de défaut ouvert sur 'extérieur en brun

Supposons que sur une zone du réseau (en brun sur la figure 13.5), nous avons donné de tels coups de cutter
que le plastique et le métal qui entoure le diélectrique sur cette zone ont rejoint U'infini du ciel. Il n’est alors plus
possible considérer 'usuelle condition au bord de type conducteur parfait sur cette contrariante zone mais une
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condition plus générale du type
E° xn® = —Zgeg(n® x H® x n°) + E, x n°

a4 méme de modéliser I'ouverture aux terribles torpeurs de I’extérieur. Toute la question est ’expression d’un tel
opérateur d’impédance Zq.¢. Si notre acharnement avec le cutter s’est concentré sur une petite zone, disons incluse
dans une boule de rayon §, alors nous pouvons de nouveau avec ravissement avoir recours aux développements
asymptotiques raccordées. La zone défectueuse sera alors considérée comme une partie jonction et recevra une
modélisation 3D alors que les parties saines qui l’entourent seront toujours modélisées par une équation type
"des télégraphistes". Cette situation ressemble comme deux goutes de cognac a celle que nous avons tant bien
que mal réalisée dans la partie IV a cela prés, enfongons le cutter dans la plaie, qu’il nous faut considérer dans
I’étude des champs proches une condition aux bords qui fasse intervenir notre opérateur Zq.r. Souffrez qu’alors
les conditions de Kirchhoff qui en résulte se seront profondément compliquées. Nous pouvons vous dire non sans
peine que dans le domaine fréquentiel, celles-ci deviennent :

L
o loi des mailles : Vi (0p,w) — V2(0r,w) = Uy, ;(w) + 0 Z [iw £ 4 Zéé;(w)] (IP(00) — Iy, (w)) + O(8?),
=1

L
e loi des noeuds : — Z I (0,t) = §iwC (V§ (0o, t) — Vgh’l(w)) +0(6%),
1=0

avec Uch, I?h_’l et thyl des termes qui dépendent de E‘tsh x n% et Z4.s une matrice induite par Uopérateur Zges.
Notons que la prise en compte de défauts conséquents fait intervenir un terme d’ordre 0 dans les conditions de
Kirchhoff contrairement a celles dont nous sommes maintenant accoutumées.

Axe de recherche 6. Concevoir une condition aux bords qui prennent en compte un défaut conséquent sur une
petite zone et observer son implication sur les conditions de Kirchhoff.

Conséquent défaut présent sur une grande zone : insondable écueil.

Axe de recherche 7. Une modélisation 1D de défauts conséquents sur une grande zone est elle envisageable ?

Modélisation d’un fin métal a ’air libre

Il est maintenant temps de comprendre pourquoi au collége on nous présente 1’électricité comme se déplagant
"dans" un métal alors que les ondes électromagnétiques se propagent dans le milieu diélectrique qui entoure ’en-
toure. Ne méprisez point une telle question, car une analyse propre présage ce que I'on nomme avec déférence un
guide ouvert. En effet, considérons, pour modéliser cela, un "fin" fil métallique dans ’air. Physiquement parlant,
nous nous attendons a ce que ’énergie se concentre "a la surface" du fil, au sens ou les champs électromagnétiques
décroissent exponentiellement en fonction de la distance au fil.

Axe de recherche 8. Sommes-nous en mesure de dériver par une analyse asymptotique du méme type que la
partie III sur Deffet de peau un modéle 1D d’un fil de métal dans air ? Est il bien plus dissipatif que le modéle
du cable coaxial qui guide les ondes en son sein ? La résistance di a effet de peau et la conductance peuvent-elles
apparaitre au méme ordre que respectivement linductance et la capacitance ?

Rayonnement : antenne et cable rayonnant (leaky feeder cable)

Puisque ces mystéres me dépassent, feignons
d’en étre 'organisateur.

Jean Cocteau

Concevez que les cables peuvent déboucher sur 'extérieur, cas d’une antenne, pour émettre un signal. Il s’agit
alors d’étudier un probléme de diffraction.

Axe de recherche 9. Utiliser la méthode des développement asymptotiques raccordées, a linstar de [70], pour
étudié la jonction cdble coazxial-antenne.

Cependant, un fil libre dans ’air ou une antenne peut présenter des désavantages dans le contexte d’un tunnel :
e le tunnel est mauvais guide d’onde : les murs sont trop peu conducteurs pour que les pertes entre I’entrée
et la sortie du tunnel n’atténuent la propagation du signal (a cela rajoutons les pertes diélectriques dues

a 'humidité),
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e les réflexions multiples sur les parois conduisent a des interférences

e des écrans métalliques comme les voitures peuvent couper la transmission radio (effets de masques).
Il faut alors considérer un objet qui comme nos lignes de transmissions guident les ondes et qui comme les
antennes les laissent s’échapper dans I’environnement extérieur.

A, AL
d‘ 4 C

A) Conducteur central en cuivre

B) Diélectrique en polyéthyléne expansé (physique)

C) Ruban extérieur en cuivre (ou aluminium) contenant des fentes (E).

D) Gaine de protection en polyéthyléne expansé contre-collée au ruban cuivre (C).

FIGURE 13.6 — Céable rayonnant de diamétre d avec les fentes de dimensions b, ¢ réguliérement espacées d’une
distance a

Les cables rayonnants (figure 13.6) sont des cables coaxiaux avec des fentes réguliérement espacées taillées
dans le conducteur extérieur. Ils sont en pratique usités 14 ol une communication radio normale est rendue
difficile notamment dans les tunnels et ainsi une thése sur ce sujet pourrait étre récompensé par accés Wi-Fi
dans le RER-B entre Paris et Palaiseau. Un tel travail concentrait la considération d’un fin guide d’onde et d’un
milieu périodique. Si le nombre de Helmholtz

5 d  dimension transverse «1
D longueur d’onde

est suffisamment petit, nous pouvons tenter d’établir un modéle 1D et si les fentes vérifient

a b ¢
TN n <1,

alors nous pouvons songer & des méthodes d’homogénéisation standards. Encore faut il, par une analyse
dimensionnelle, déterminer le régime asymptotique (ordre de grandeur de § et v) pour s’en assurer ou motiver
quelconques alternatives. Considérerons de nouveau les équations de Maxwell d’inconnues (E?, H®) dans le
milieu diélectrique avec condition aux bords de type conducteur parfait a la surface des conducteurs métalliques
(négligeons pour simplifier l'effet de peau) et une condition aux bords issus de la modélisation des défauts
débouchant (avec un opérateur Zi.y comme sur la figure 13.5) sur les fentes que nous avons auparavant réalisé.
Deux possibilités de modélisations (voir figure 13.7) s’ouvrent a nous :

1. (Cable fin + homogénéisation). Sinous pouvons avoir recours a I’homogénéisation, espérons une structure

de la forme
E6($T7x3vt) ~V?° (%at) Egroﬁl <x77Tv x;at> et Hé(xTvxi’nt) ~1° (%at) ngoﬁl <x7fa ?7t> ’

ot V4 et I° sont solutions d'une équation de type télégraphistes avec coefficients effectifs reliés a Egmﬁl
et Hg

2. (Raccordements de cables avec des zones de jonctions comportant les fentes). Dans le cas, celui que
par ailleurs nous estimons étre le plus plausible, nous imaginons que le modéle résultant ne sera plus
une équation des télégraphistes mais une succession périodique d’équations des télégraphistes avec des
conditions de saut a des noeuds (condition de Kirchhoff entre deux branches) qui représentent la présence
des fentes. Une fois de plus nous devrons user des développements asymptotiques raccordées, les fentes
seront vues comme les zones de jonctions recevrons une modélisation 3D.

ofi €6 donc homogénéisées par rapport & la variable rapide xr /7.

Nous imaginons qu’une résistance apparaitra dans ces nouveaux modéles, soit dans I’équation des télégra-
phistes pour le premier, soit dans les conditions de Kirchhoff dans le second, et représentera 1’énergie transmise
a lextérieur.

Axe de recherche 10. Dériver un modeéle 1D (homogénéisé ou avec des conditions de saut) du cdble rayonnant

par analyse asymptotique des équations de Mazwell. Faire une étude compléte de celui-ci (caractére bien posé,
interprétation physique des coefficients effectifs, ratio énergie rayonné - énergie transmise, estimation d’erreur...).
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homogenelbdtlon

\E;%litlon des télégraphistes

conditions de kirchhoff

Vo
l& w70

FIGURE 13.7 — Modélisation 1D d’un cable rayonnant par une branche ou succession de branches et de noeuds

III Le probléme inverse : vers I’'identification de défauts

Les bonnes questions ne se satisfont pas de
réponses faciles

Paul Samuelson

La partie identification de défauts concerne le probléme inverse c’est-a-dire la reconstruction des défauts
recherchés a 'aide du modéle que nous venons de mettre au point. La méthode proposée par Michel Sorine et

défaut
onde m(;ldente onde transmise

— -. /\/M
=\

FIGURE 13.8 — Identification de défauts

ses collaborateurs ([3],[53]) s’appuie sur la reconstruction des coefficients effectifs RLCG a partir de I’analyse du
coefficient de réflection via une méthode d’inverse scattering (figure 13.8). Pour cela, nous allons transformer
I’équations des télégraphistes en une équation de type Zakharov-Shabat conformément & la démarche initiée par
M. Jaulent dans [41]. Nous ne considérerons ici que des cables coaxiaux avec des défauts non franc modélisés par
I’équation des télégraphistes issue du probléme directe expliqué dans les parties précédentes et que nous avons
quelques peu simplifiée :

iw Cop(23) V (23, w) + 6% Gop(23) V (23, w) + 03 I (w3,w) = 0,

tw Lo (x3) I (w3, w) + 5\/@Rsk(x3) I(z3,w) + 03 V(x3,w) = 0.

Nous considérerons aussi des conditions aux bords de cette ligne de transmission (3 4 correspond au bout gauche
et x3 4 au bout droit) :

V(ws,g,w) + ZgI(x?»,ng) = Vg(w)
V(zsq,w) — Zgl(x3,4,w) = Vg(w)
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avec des impédances de bouts de lignes Z; et Z; et des générateurs de tensions Vy(w) et Vy(w) connus. Nous
allons transformer cette équation pour exploiter des outils classiques de la méthode d’inverse scattering. Pour
cela nous introduisons les paramétres de référence :

L
e impédance caractéristique : Z(x3) := COO 5903;’
o3
. 1 1
e vitesse de propagation : co(3) = Loo(23) Cop ( )7
(T3 o\T3

ainsi que les coordonnées induites par la transformation de Liouville :
T3
x(x3) = f VLo (2) Cor(2) dz.
0

Dans ce nouveau systéme de coordonnées? les ondes de puissances amenées & devenir les variables qui nous
intéresseront sont :

e onde réfléchie: 14 (w,z) = % lzl(w)V(w,x) - «/Z(:z:)[(w,as)] ,
e onde incidente : vy (w,z) = % lzl(x)V(w,x) + \/Z(:E)I(w,x)l .

L’équation de télégraphistes simplifiée devient aprés quelques calculs ’équation de Zakharov-Shabat (cf [65])
suivante :

dr \v2(w, ) vo(w, x) —qrc () + 9 qaisp(2) -0 qa(w,z) +iw

d <yl(w,x))_s (Vl(w,z)) vee S e ( 8 qalw, ) —iw qLc(x)éqdisp(w,x))

ou les potentiels de la matrice de scattering S sont :

1d L
e potentiel di a la non uniformité :  qre(z) := 1ds <1n OO(x)) ,

1 -
e potentiel dit a la dispersion : Gaisp (W, 7) = 2 (@R(j)(x) a 6?‘%2) ’
o0 [ee}
1 -
e potentiel di & la dissipation : qq(w,z) = 9 <\/€R(Sxk)(x) + 62'0052) .
0 0

Les conditions en entrée de ligne x4, = x(x34) et en sortie de ligne x4 = x(x3,4) deviennent :

Yy

va(w,zy) — ry(zg) 1(w,zy) = /Z(xy) =———,
g g\~g g9 g Zg +Z(xg)
(r0) = alay) valoo,0) = v/ Z() 5 o
v (w,xq) — ra(xy) va(w, xq) = i) 5,
1 d d(Tg) V2 d )7 Z(xa)
avec les coeflicients de réflexions :
Z,— 7
e coefficient de réflexions en entrée de ligne : r,:= M,
g Ty
Zg— 7
o coefficient de réflexions en sortie de ligne: r4:= M.
d Zq

Le premier de ces coefficients de réflexions est une donnée du probléme et le second est accessible aux mesures.
C’est d’ailleurs & partir de ces derniéres, réalisées pour plusieurs fréquences, que nous pouvons reconstruire les
potentiels de scattering qrc, qq et qaisp qui contiennent les informations sur les coefficients effectifs RLCG que
nous cherchons & déterminer. Cela se fait plus précisément en introduisant les équations de Gelfand-Levitan-
Marchenko avec pour paramétre une fonction du coefficient de réflexions en sortie de ligne. Le cas ol les pertes
sont négligeables R = G = 0 est traité dans [3]. Nous ne savons généraliser ce travail que si les potentiels
de scattering dues a la dispersion et & la dissipation ne dépendent pas de la fréquence, ce qui correspond
au modéle directe que si la conductivité dans la partie diélectrique est trés petite et que si l'effet de peau est
négligé. Le cas des réseaux avec les conditions de Kirchhoff d’ordre 0 (toujours avec des lignes sans pertes)
est traité dans [53].

2. nous écrirons toujours par abus de notation u(z) pour u(z(z3)).
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CONCLUSION

Axe de recherche 11. Généraliser la démarche de Jaulent-Sorine que nous venons d’exposer au cas des modéles
plus élaborés que nous avons présenté qui notamment présentent des pertes qui dépendent de la fréquence (par
exemple les pertes dues a Ueffet de peau,).

Une fois connues les valeurs des coefficients effectifs, il n’est pas non plus évident de reconstruire les paramétres
physiques du probléme que sont la géométrie du cable et les coefficients caractéristiques (permittivité,perméabilité
et conductivités électriques et magnétiques). Pour la géomeétrie, rappelons que Cyy, Loy, G €t Ry, sont invariants
par transformations conformes et que vy, vz,Cy et L, sont invariants par toutes transformations qui
conservent les éléments de volume. Les coefficients Cy et L, sont des bons indicateurs de non cylindricité
du cable mais ne le sont pas de constance du produit € p et donc de 'héterogénéité de la célérité des ondes
électromagnétiques dans le cable.

Axe de recherche 12. Relire ce manuscrit pour traquer toutes les fautes.

Wovon man nicht sprechen kann, dariiber
muss man schweigen.

Wittgenstein



31 MARS : ANNIVERSAIRE DE NICOLAS
GOGOL

Le jeune homme que nous décrivons appartenait a ce type : Piskariov était timide et timorée, mais il avait
dans son a&me des étincelles d’un sentiment, prétes, lors d’une circonstance favorable, a se transformer en flammes.
Saisi d’un frémissement secret, il se dépéchait de suivre ’objet qui avait frappé, il semblait lui-méme surpris de
son audace. Cet étre inconnu, vers lequel ses yeux, ses pensées et ses sentiments étaient si puissamment dirigés,
tourna soudain la téte et la regarda. Mon Dieu, quels traits divins! Des cheveux beaux comme ’agate ombraient
son front absolument charmant dont la blancheur était éclatante. Ils étaient ondulés, avec de merveilleuses
boucles, et partie de sa chevelure s’échappant de son chapeau, effleurait ses joues pu transparaissait une rougeur
subtile et fraiche. Ses lévres étaient closes par un essaim de réves délicieux. Tout ce qui demeure du souvenir
de Denfance et suscite le réve et la tranquille inspiration poétique auprés d’une veilleuse allumée, tout cela,
semblait-il, se combinait, se mélait et se reflétait sur ses lévres harmonieuses. Elle le regarda et son regard fit
alors frémir son coeur; elle le regarda farouchement, un sentiment d’indignation apparut sur son visage a la
vue d’un poursuivant si insolent. Mais sur ce beau visage, méme la colére était ravissante. Transi de honte et
de timidité, il s’arréta en baissant les yeux; mais comment laisser partir cette divinité sans méme connaitre ot
elle est descendu? De telles pensées traversérent ’esprit du réveur, et il décida de la suivre. Mais afin de ne
pas se faire remarquer, il laissa une certaine distance entre elle et lui, regardant ¢a et 1a d’un air désinvolte et
examinant les enseignes, mais ne perdant pas d’un pouce l'inconnue. Les passants se faisaient plus rares, la rue
devenait plus calme; et la beauté se retourna et eu I'impression qu’'un léger sourire avait étincelé sur ses lévres.
Il trembla de tout son corps et n’en crut pas ses yeux. Non, c¢’était la lumiére trompeuse du réverbére qui avait
exprimé sur son visage un semblant de sourire ; non, c’étaient ses propres réves qui se raillaient de lui. Mais sa
respiration se bloqua dans sa poitrine, tout en lui se transforma en un vague frémissement, tous ses sentiments
se consumaient et tout devant lui s’enveloppa de brouillard. Le trottoir s’échappait sous ses pieds, les coupés
avec leurs chevaux aux galop semblaient immobiles, un pont s’étirait et se fracasser sur son arche, une maison
était le toi en bas, une guérite s’écroulait en se dirigeant vers lui, et la hallebarde du sergent de ville en méme
temps que les lettres en or d’une enseigne, ot des ciseaux étaient représentés, brillaient, semblait-il, juste devant
les cils de ses yeux. Et tout cela étaient le résultat d’un seul regard, du mouvement de quelque jolie frimousse.
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