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INTRODUCTION GENERALE

Ce manuscrit présente les différents travaux de recherche effectués durant ma these au sein de ’équipe
de recherche POems! sous la direction de Sonia Fliss (ENSTA ParisTech) et Patrick Joly (Inria Saclay).

Contexte scientifique : les métamatériaux en électromagnétisme

Dans cette these, nous nous intéressons a des problémes de propagation d’ondes dans les métamatériau.
Un métamatériau est un matériau artificiel congu pour avoir une ou des propriétés physiques qui ne
se trouvent pas dans la nature [142]. Dans nos travaux, nous nous sommes intéressés plus particuliere-
ment aux métamatériaux en électromagnétisme, mais il existe des métamatériaux dans d’autres domaines
comme P’acoustique (voir par exemple [109,155]), 'élastodynamique (voir entre autres les travaux autour
des métamatériaux dits mécaniques [89,150,151] ou en sismologie [45]).

En électromagnétisme, les métamatériaux sont des matériaux composites artificiels composés de struc-
tures microscopiques de taille trés inférieure a une longueur d’onde de référence et qui dans cette these
sont supposées étre disposées de fagon périodique (voir la figure 1). En choisissant de maniére judicieuse
les parametres géométriques et physiques de ces structures, les ondes électromagnétiques les traversant ont
un comportement macroscopique effectif inhabituel. La classe de métamatériaux qui va nous intéresser ici
est celle des métamatériaux & indice négatif (parfois appelés métamatériaux doublement négatifs), c’est-
a-dire ceux présentant a la fois une permittivité et une perméabilité négatives sur une bande de fréquences.

D’apres [210], quatre publications ont fait naitre le sujet des métamatériaux. Tout d’abord, Vese-
lago [228], dés les années 60, a été le premier & explorer de maniére théorique les propriétés des matériaux
présentant a la fois une permittivité et une perméabilité négatives, méme si personne ne savait comment
comment construire de tels matériaux a 1’époque. Ensuite, David Smith et al. [208] ont été les premiers
a construire expérimentalement un milieu composite (structure de type splits-rings, voir la figure 1) pré-
sentant une permittivité et une perméabilité toutes les deux négatives sur une bande de fréquences (dans
le domaine des micro-ondes). Par la suite Shelby, Smith et Schultz [206] ont présenté des données ex-
périmentales d’une expérience de diffraction d’un matériau mettant en évidence un indice de réfraction
négatif (toujours sur une bande de fréquences dans le domaine des micro-ondes). Enfin, Pendry [190] a
été le premier a suggérer d’utiliser une couche de matériau a indice négatif pour créer une lentille qui
s’affranchirait des limites de résolution des lentilles classiques.

Depuis ces premiers travaux, les métamatériaux sont un sujet de recherche extrémement actif en raison
de leurs nombreuses applications [78]. Sans les couvrir toutes, citons-en quelques unes.

e Comme nous 'avons déja mentionné, les métamatériaux permettent de créer des lentilles parfaites
(super-lens en anglais) qui sont capables de s’affranchir de la « limite de diffraction » des lentilles

1POems (Propagation des Ondes : étude mathématique et simulations) est une Unité Mixte de Recherche CNRS — Inria
— ENSTA ParisTech (UMR 7231).
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FIGURE 1 — Photo d’un métamatériau (crédit : NASA Glenn Research).

classiques [190]. Cette limite, présente dans les matériaux optiques classiques, implique que les petits
détails de I'objet source qui sont inférieurs a la moitié de la longueur d’onde sont irrémédiablement
perdus lors de la diffraction et n’apparaissent plus dans I'image de I'objet. La propriété clé nécessaire
pour réaliser une lentille parfaite est la capacité a amplifier les ondes évanescentes, propriété possédée
par certains métamatériaux. Depuis les années 2000, des lentilles parfaites ont été réalisées a la fois
pour les micro-ondes et le domaine du visible [97,149].

Les métamatériaux peuvent étre utilisés pour construire des matériaux absorbants pour les ondes
électromagnétiques qui sont plus performantes que les matériaux classiques. Cela permet notamment
d’améliorer les performances des photo-détecteurs [157] et des cellules photovoltaiques [230,231]. La
premiére démonstration des capacités absorbantes d’un tel métamatériau a été décrite dans [148]
ol un pic d’absorption de 88% pour une fréquence de 11,5 GHz a été détecté. De nombreux travaux
ont alors étendus ces résultats (voir par exemple [10,160]).

Gréace aux métamatériaux, il est possible de miniaturiser les antennes radioélectriques tout en
augmentant leur pouvoir rayonnant [246,248]. Alors que les antennes classiques doivent étre au
moins aussi grandes que la moitié de la longueur d’onde considérée, les métamatériaux peuvent alors
permettre de s’affranchir de cette limite. Récemment, des antennes composées de métamatériaux
et étant capables de ré-émettre 95% du signal d’entrée ont été réalisées [14].

Les métamatériaux peuvent aussi étre utilisés pour réaliser des capes d’invisibilité (cloak en anglais),
c’est-a-dire des dispositifs permettant de dévier les ondes électromagnétiques rendant alors les objets
présents a l'intérieur du dispositif invisibles pour un observateur extérieur. Cette idée a été proposée
de maniere indépendante dans [153,192] et la premiére réalisation pratique est faite dans [204]
ou un cylindre de cuivre est rendu invisible a la fréquence spécifique de 8,5 GHz grace a des
couches concentriques de métamatériaux. Depuis, de nombreux dispositifs ont été construits (voir
par exemple [179] pour un exemple dans le domaine du visible), nous renvoyons a [59] pour plus de
détails.



Contexte mathématique

L’émergence des métamatériaux, en tant que sujet de recherche actif, a provoqué une forte demande en
simulations numériques de la propagation des ondes dans les métamatériaux. Le développement de tels
outils de calcul numérique a alors soulevé de nombreuses questions mathématiques, aussi bien au niveau
des méthodes numériques que des considérations plus théoriques. Notre but ici n’est pas d’étre exhaustif
sur l’ensemble de la littérature mathématique existant autour des métamatériaux, nous renvoyons no-
tamment au panorama complet [154] pour plus de détails. Mentionnons tout de méme deux thématiques
importantes qui ne seront pas abordées dans cette thése : la justification rigoureuse des phénomenes
autour des capes d’invisibilité, citons notamment les travaux autour des résonances localisées anormales
(anomalous localized resonances) [40,136,167,177]) et ceux autour des transformations optiques [55,238]).

Les problemes qui nous ont intéressés sont les problémes de transmission avec des changements de
signe. En effet, d’une part la modélisation mathématique de la plupart des applications des métamaté-
riaux nécessite de considérer des problémes de transmission d’ondes électromagnétiques entre un domaine
constitué de métamatériaux (qui modélise par exemple une lentille parfaite, une antenne, etc.) et l'ex-
térieur (typiquement du vide ou de lair). D’autre part, nous avons vu que les métamatériaux peuvent
présenter des permittivités et des perméabilités négatives a certaines fréquences. En considérant donc
une fréquence fixée telle que ce soit le cas (nous disons que nous sommes en régime fréquentiel, nous
reviendrons plus loin sur ce point), la permittivité et la perméabilité vont présenter des changements de
signe car elles sont négatives dans le métamatériau et positives a l'extérieur.

Ces changements de signe soulevent alors un certain nombre de questions mathématiques nouvelles,
notamment celle du caractére bien posé des problémes ou celle de la régularité des solutions obtenues (si
elles existent). En 'occurence, il existe des situations ou ces problémes de transmission avec des change-
ments de signe ne sont pas bien posés dans le cadre fonctionnel H' classique. II existe déja une littérature
relativement abondante sur le sujet. Citons notamment les travaux pionniers de Costabel et Stephan [77]
(utilisant des techniques d’intégrales de frontiére) suivi par Ola [183]. Le laboratoire POems a également
énormément contribué sur le sujet avec la série de publications de Bonnet-Ben Dhia et al. utilisant la
méthode de la T-coercivité (voir [27,29,30,31,32,33] ainsi que les theéses [49,57,249]). Enfin, mentionnons
qu’il existe une méthode alternative appelée la technique de réflexion (reflecting technique) introduite
par Nguyen [176,178]. Nous renvoyons a [154] pour des références plus complétes.

Ainsi, de nouveaux outils (comme la T-coercivité) permettent de montrer que dans certaines situations,
le probléme est bien posé et que dans d’autres, il est nécessaire changer de cadre mathématique (en
présence de coins par exemple) ou méme que le probléme est irrémédiablement mal posé (tout cela
est étudié plus en détails lors du chapitre 0). Alors que le probleme de départ (c’est-a-dire lorsque le
métamatériau est considéré dans toute sa complexité en tant que structure périodique) est bien posé, le
probléme ou le métamatériau a été remplacé par un milieu effectif « plus simple » peut lui étre mal posé.
Ce changement de modele a donc introduit des difficultés. C’est de ce constat qu’est parti cette these.
Il est important d’avoir en téte que ces difficultés qui sont d’ordre mathématique ont des conséquences
néfastes sur les méthodes numériques, donc d’un point de vue pratique. Par exemple, méme si le probleme
est bien posé l'ordre de convergence des méthodes classiques n’est plus assuré. Nous ne développons pas
plus cet aspect dans cette thése et nous renvoyons a [28,60,98,180, 185].

Projet ANR METAMATH

C’est sur la base de cette problématique que le projet METAMATH? de I’Agence Nationale pour la
Recherche (ANR) a vu le jour. Créé et dirigé par Sonia Fliss, ce projet regroupe un certain nombre de
partenaires : le laboratoire Jacques-Louis Lions de I'université Pierre et Marie Curie (Paris VI), 'Institut
de Mathématiques (IMATH) de 'université de Toulon, I’équipe de recherche DEFI de I'Inria Saclay et
enfin I’équipe de recherche POems.

2http://uma.ensta-paristech.fr/conf/metamath
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Ce projet s’organise autour de sept taches :
1. Analyse et approximation des modeles de transmission homogénéisés en régime fréquentiel établi;
2. Analyse et approximation des modeéles de transmission homogénéisés en régime temporel ;
3. Analyse asymptotique des équations de Maxwell harmoniques dans les cas critiques;
4. Développement de modeéles approchés pour des couches minces de métamatériau ;
5. Développement de méthodes d’homogénéisation numérique pour les équations de Maxwell harmo-
niques ;
6. Développement de méthodes numériques pour les équations de Maxwell harmoniques en milieu pério-
dique;
7. Développement de méthodes numériques pour les problémes inverses en milieu périodique.

Cette these a été financée par ce projet et s’inscrit dans les taches 2 et 3 ainsi que, dans une moindre
mesure, dans la tache 1.

Problématiques de cette these

Aussi bien du point de vue de la modélisation, de ’analyse mathématique ou des simulations numériques,
les problemes de propagation d’ondes peuvent se traiter de deux points de vue différents mais complé-
mentaires. Le premier, le plus naturel, consiste a décrire la propagation au cours du temps, en spécifiant
a chaque instant les caractéristiques physiques de 'onde (amplitude, vélocité, etc.). Nous obtenons ainsi
des équations d’évolution qui font intervenir une variable temporelle (par exemple I’équation des ondes,
les équations de Maxwell, etc.). Quand la source d’un probléme en temps est harmonique (c’est-a-dire
qu’elle oscille en temps & une fréquence w), il est attendu que la solution devienne elle-méme harmonique
en temps long. Formellement, nous aboutissons a des équations indépendantes du temps ou la fréquence
w apparait comme un parameétre (par exemple I’équation de Helmholtz). C’est ce que nous appelons le
régime harmonique (également appelé régime fréquentiel). La question est alors la suivante : la solution
d’un probléme en temps donné soumis & une excitation harmonique converge-t-elle vers une fonction
harmonique en temps ? Cette interrogation constitue le principe d’amplitude limite [91].

Cette these s’intéresse a des problemes de transmission, aussi bien en régime temporel qu’en régime
harmonique. Comme nous l'avons déja mentionné, les problémes de transmission avec changements de
signe (qui sont donc posés en régime harmonique) peuvent ne pas étre bien posés ou leurs solutions
peuvent présenter des pertes de régularité (par rapport a des problémes de transmission sans changement
de signe). Partant de cette constatation, nous proposons alors deux axes de recherche (correspondant aux
taches 2 et 3 du projet METAMATH).

Le premier consiste a comprendre les répercussions dans le régime temporel du caractére potentiel-
lement mal posé des problémes de transmission avec changements de signe (qui sont posés en régime
harmonique). Quand le probléme fréquentiel & une fréquence fixée est mal posé (ce qui peut étre le cas
pour les problémes de transmission avec changements de signe ou dans un cas plus classique lorsque le
probléme admet des fréquences de résonnance), le principe d’amplitude limite peut tomber en défaut et la
solution du probléeme en régime temporel peut développer des instabilités, comme des croissances linéaires
en temps (phénomene de résonance). Ce genre de phénomeénes pour les métamatériaux ont été remarqués
dans [108] et étudiés d’un point de vue mathématique dans la these [50] ol un probléme de transmission
entre un demi-plan constitué de vide et un demi-plan constitué de métamatériau est considéré. Un de nos
objectifs a été de confirmer les conclusions de la thése [50] d’un point de vue numérique. Cela nécessite
le développement et I’analyse de méthodes numériques spécifiques, comme des schémas numériques per-
formants mais surtout, et c’est la question clé de cette partie de nos travaux, la construction de couches
absorbantes parfaitement adaptées (perfectly matched layers, PMLs, en anglais) qui sont stables pour
les métamatériaux (les PMLs sont une méthode visant & tronquer artificiellement un domaine de calcul
infini [128]).
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Le second consiste a revenir plus en détails sur la modélisation des métamatériaux a ’interface entre
ceux-ci et le vide (ou un diélectrique quelconque comme l’air) en régime harmonique afin de proposer
des modeles plus riches qui rendraient alors les problemes de transmission avec changements de signe
toujours bien posés. Pour établir des modeéles de métamatériaux, puisqu’ils sont constitués de structures
périodiques microscopiques, nous pouvons utiliser ’approche de ’homogénéisation [21]. Cette derniére vise
a remplacer le milieu périodique de départ (pour lequel les simulations numériques sont trés cotiteuses) par
un milieu homogene effectif « équivalent » dans le sens ou ce milieu reflete les caractéristiques physiques
du milieu périodique de départ. Cette approche est justifiée par une analyse asymptotique lorsque la taille
de la période tend vers zéro. Si la théorie dite classique de I'homogénéisation (ou les coefficients restent
uniformément bornées lorsque la période diminue) ne donne pas lieu & des coefficients effectifs négatifs,
I’homogénéisation & fort contraste (ou les coefficients peuvent dégénérer lorsque la période diminue) quant
a elle d’en obtenir et ainsi de justifier mathématiquement ’existence de permittivité et de perméabilité
négatives pour les métamatériaux [38,39,41,145,146]. Cependant, méme dans le cas classique, le processus
d’homogénéisation décrit mal les phénomeénes aux bords ou aux interfaces du milieu périodique (voir
par exemple [2,21,107,171]). Nous sommes donc revenus sur ce processus afin de proposer des modéles
homogénéisés enrichis et plus précis a l'interface, en utilisant notamment la technique des développements
asymptotiques raccordés [122]. Puisque cela n’avait jamais été fait pour des problémes de transmission
méme pour '’homogénéisation classique (& l'exception de [47] venant d’étre accepté lors de la rédaction
de ce manuscrit), nous avons tout d’abord traité ce cas qui nécessite déja un travail conséquent.

Contenu du manuscrit

Décrivons maintenant briévement le contenu de ce manuscrit (chaque partie commence par un résumé
plus complet).

Chapitre 0 Ce chapitre préliminaire est dans une tres large mesure indépendant du reste du manuscrit.
Dans celui-ci, nous revenons sur les problématiques liées aux problemes de transmission avec changements
de signe (tdche 1 du projet METAMATH). Notamment, nous précisons un certain nombre de résultats
(caractére mal posé des problémes, pertes de régularité des solutions, etc.) obtenus dans la littérature
en développant des calculs analytiques (méthode modale basée sur des séparations de variables) dans
des géométries simples (comme des disques, des boules, des guides d’ondes). Ce chapitre doit étre vu
comme une motivation pour le reste de nos travaux, puisqu’il pointe du doigt les lacunes des problemes
de transmission avec changements de signe.

Partie I Celle-ci décrit tous les résultats que nous avons obtenus concernant le régime temporel. Nous y
présentons la modélisation des métamatériaux via la notion de milieu dispersif puis nous nous concentrons
sur le modeéle de Lorentz, notamment en proposant des schémas numériques robustes (dans le sens o
leur stabilité ne dépend pas des parameétres physiques du milieu). Aprés avoir constaté que les PMLs
classiques sont instables pour les métamatériaux a indice négatif, nous traitons la question de la stabilité
des PMLs pour une large classe de milieux dispersifs, ce qui nous permet alors de proposer de nouvelles
PMLs qui sont stables pour les métamatériaux a indice négatif, incluant le modele de Lorentz. Enfin,
nous utilisons les méthodes numériques que nous avons développées (schémas robustes et PMLs stables)
pour illustrer la question de la validité du principe d’amplitude limite pour un probleme de transmission
entre le vide et un métamatériau et ainsi confirmer les résultats théoriques obtenus dans [50].

Partie II Dans celle-ci, nous revenons sur le processus d’homogénéisation décrit précédemment. La
totalité de cette partie a ’exception du dernier chapitre se concentre sur I’homogénéisation classique
des milieux périodiques, qui ne permet pas d’obtenir des coefficients effectifs négatifs mais qui souléeve
déja la question la précision du modele homogénéisé proche des interfaces. Nous rappelons dans un
premier temps les grandes lignes de la théorie de ’homogénéisation. Ensuite, nous utilisons la méthode des
développements asymptotiques raccordés pour un probleme de transmission entre un demi-plan homogene
et un demi-plan périodique. Celle-ci nous permet alors d’obtenir des modeles approchés plus précis qui
font intervenir des conditions de transmission d’ordre élevé & l'interface qui sont non standard (faisant
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intervenir des opérateurs différentiels le long de l'interface). Nous effectuons notamment une analyse
d’erreur qui confirme l'efficacité de notre méthode. Nous effectuons ensuite des expériences numériques
illustrant et validant nos résultats, ce qui nécessite un certain nombre d’outils numériques spécifiques.
Enfin, nous explorons formellement ’extension de nos résultats a I’homogénéisation a fort contraste
(qui permet d’obtenir des coefficients effectifs négatifs). Nous montrons notamment que nos nouvelles
conditions de transmission permettent de régler certains des problémes vus au chapitre 0.
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CHAPITRE

0

ETUDE DE PROBLEMES DE
TRANSMISSION AVEC CHANGEMENTS DE
SIGNE VIA UNE APPROCHE MODALE
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Ce chapitre constitue une sorte de « mise en bouche » pour le reste de la theése et est largement indé-
pendant de la suite du manuscrit (ce qui justifie de lui avoir attribué le numéro 0). Comme expliqué dans
Iintroduction, considérer naivement des permittivité et des perméabilité négatives peut conduire, lorsque
nous considérons des problemes de transmission avec changements de signe, & des problémes mal posés
(voir la bibliographie donnée plus bas dans l'introduction). Nous précisons un certain nombre de résultats
(caractére mal posé des problémes, perte de régularité des solutions, etc.) obtenus dans la littérature en
développant des calculs analytiques (méthode modale reposant sur la séparation de variables) dans des
géométries simples (comme des disques, des boules, des guides d’ondes). Ce chapitre doit étre vu comme



une motivation pour le reste de nos travaux, puisqu’il pointe du doigt les difficultés rencontrées avec des
problemes de transmission avec changements de signe.

Ce chapitre va faire l'objet de la publication suivante, dont nous reprenons ici le texte intégral (en
anglais) a l'exception de 'ajout de ’annexe 0.C :

[229] Valentin Vinoles. Regularity results for transmission problems with sign-changing coefficients: a
modal approach. Submitted to IMA Journal of Applied Mathematics

0.1 Introduction

In recent decades, physicists and engineers have studied and developed metamaterials, i.e. artificial ma-
terials with unusual electromagnetic properties through periodic microscopic structures that resonate.
In particular, some of them exhibit effective permittivity e and/or permeability p that are negative in
certain ranges of frequencies (see [191,209], the mathematical justification of these effective behaviours is
based on the so-called high contrast homogenization, see for instance [41,145]). Such media are subject
of intense researches due to promising applications [78]: super-lens, cloaking, improved antenna, etc.

In this paper, we study scalar transmission problems in the frequency domain between a positive
material, that is to say a medium with both positive € and u, and a negative material, with both negative
e and p. Since the permittivity and permeability change sign through the interface between the two
materials, we refer to these problems as (scalar) transmission problems with sign-changing coefficients.

From a mathematical point of view, they raise new and interesting questions that require specific
tools. There is already a relatively abundant mathematical literature on these problems. We refer to the
survey [154]. Without being exhaustive, let us mention first the pioneering work of [77] using boundary
integral techniques, followed by [183]. There are also the works around the cloaking and the so-called
“anomalous localized resonances” (e.g. [40,167]). Another important contribution is the series of papers
by Bonnet-Ben Dhia et al. using the T-coercivity method (see for instance [29,31] and references therein).
An alternative method is the reflecting technique introduced by [176,178]. Finally, some authors studied
the links between these problems and some transmission problems in the time domain, based on the
limiting amplitude principle [50,51,52,108].

It is nowadays well-known that well-posedness of transmission problems with sign-changing coefficients
is related to the contrasts, defined as the ratios of the values of the coefficients on each side of the interface
between the two materials. In order to ensure well-posedness in the classical H! framework, the contrast
in the principal part of the operator (for scalar problems) must lie outside an interval called the critical
interval that contains {—1} (see e.g. [29]). If the interface is smooth, this interval reduces to {—1}.

The critical case of contrasts equal to —1 has not been much studied. As pointed out by [183] and [178],
this case can lead to loses of regularity of the solutions in the sense that they are less regular than in
the classical case (i.e. transmission problems between two positive materials). In this paper, we want
to investigate more on these loses of regularity. We restrain ourselves to particular geometries for which
one can use modal decomposition techniques based on the separation of variables [170]. While these
methods are well-known and widely used, their application to transmission problems with sign-changing
coefficients are not without interest: they manage to fully describe the well-posedness of our problems
and the regularity of the solutions, and gives optimal results. Incidentally, as we will see, mention that
they are well adapted to the description of the radiation conditions which can be tricky in negative
materials [163,247].

This text is organized as follows. First, in Section 0.2 we settle the transmission problems with sign-
changing coefficients we study. In Section 0.3, we explore the case where the negative material is a disk
(in 2d) and a ball (in 3d). The analysis requires estimates for Bessel and Hankel functions that are not
totally standard (proved in the Appendix and verified numerically). We also study what happens when
the curvature tends to 0. That motivates the study of Section 0.4 in which we investigate some cases
where the interface is flat. We conclude in Section 0.5 with some comments and perspectives.
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0.2 Setting of the problem and objectives

Consider for the moment a generic non-empty simply connected open set Q! (not necessarily bounded)
of R% where d > 1 is the dimension and define its exterior 0° by

Q°:=R%\ QL. (0.1)

We assume that QF # () and that the interface I' between Q¢ and Q' is smooth. We denote by n the
outward-pointing normal of 9Q' (see Figure 1).

Qe r
e* >0, u®*>0

Figure 1 — Geometry of the problem (in the case Q' bounded).

The domain Q¢ (resp. ) represents the positive (resp. negative) material. More precisely, we consider
two functions € and p, representing for instance the permittivity and the permeability, such that

u® >0 forx e Q°,

) . 0.2
w <0 forxe Q) (02)

e® >0 forxeQe°,
g(x) =1 . .
e<0 forxe

and wu(x) = {
where £ and u° (resp. €! and p') are positive (resp. negative) constants. We define w > 0 the frequency
with the convention of the time dependence e~**. Introduce k¢ and k' the wave numbers such that

k® = wy/ecpue and k= wy/elul. (0.3)

Notice that these quantities are positive.
Let us now introduce the couple (o, <) equal indifferently to (71, u) or (11, ). We look for a solution
u of the Helmholtz equation

V - (0(x)Vu(x)) + w?s(x)u(x) = 0, x € RY, (0.4)
that can be written as
Au + (kF)*u =0, in QF, 0.5)
[ulr =0, [00nu]r =0,

where [-]r stands for the jump through I' from Q° to Q! (here d,u := Vu - n). Notice that the change of
sign in (0.5) only appears in the jump of the fluxes through I' and not in equations in Q¢ and Q.
Consider now an incident field u"° that satisfies

Au™ 4 (k°)*u™® =0,  in Q°, (0.6)
and split « as, on the one hand, the sum of the incident wave u° and a scattered one denoted by u° in
Q¢ and, on the other hand, as a transmitted wave denoted by u! in Q' :

inc e f 0e
u(x) = w (x) +u®(x) forxe % (0.7)
u'(x) for x € Q.
Using (0.7), the transmission conditions of (0.5) write
ui|F —ullp=f and Ont! — KOu® = g, (0.8)



where f := uinc|r, g = KOuu'™ and where & is the contrast defined by

K= U—l < 0. (09)
o

In order to close (0.5), one needs to add Radiation Conditions (RCs) when |x| tends to +oco. There are
two possible cases. When ! is bounded, one must impose the RCs in the positive medium Q° only. In
this case, one classically uses the Sommerfeld radiation condition [46,72]:

2
—u —ik®u| dr =0. (0.10)

or

lim
R—+oco ‘X|:R

The other case where Q! is unbounded is less classical. This case is handled later on in Section 0.4.1.
At the end, we obtain the following transmission problem:

Au + (EF)%u® =0, in QF,
u' —u® = f, on T,
Ont! — KOpu® = 57 on I, (011)
+ RCs, when |x| — +o0.
Let (f,g) € H*(T") be the given data of (0.11), where we define
H*(T) := H*(") x H* (), 5> 0, (0.12)

Notice that this space is “natural” as the data come from the trace and the normal trace of the incident
field u"¢ on T.

When Q! is bounded and x # —1, this is well-known that for all (f,g) € H*(T'), s > 0, (0.11) admits
a unique solution (u!|r,u®|r) € H*(T')? (see for instance [77]). In other words, there is no regularity
loss. In dimension d > 3, when x = —1 and Q! is bounded and strictly convex, [183] (and [178] later
on in a more general setting) proved that for all (f,g) € H*(T'), s > 1, (0.11) admits a unique solution
(ul|p,u®|r) € H*~Y(T)? (one order of regularity lost).

Studying (0.11) for general domains Q¢ and Q' appears to be difficult. In this paper, we shall use a
more modest approach using modal decompositions, also called (generalized) Lorentz-Mie method in the
physics/engineer communities. Recall (see [46,72,170,214]) that it is based on the separation of variables
that allows to reduce (0.11) to a countable family of linear systems. The solvability of (0.11) boils down
to the solvability of all these systems and the regularity of the solutions is linked to the asymptotics of
their modal coefficients. Let us also mention that the radiation conditions are easily handled by modal
decompositions, one just needs to select the modes that satisfy such conditions. Finally, this method gives
optimal results, in the sense that it gives the best regularity of the solution for a given regularity of the
data.

In the next section (Section 0.3), we deal with cases where Q! is a disk (in 2d) and a ball (in 3d). For
d = 3, we recover the results of [183] and [178] and gives new results for d = 2. In particular, this later
case leads to larger loses of regularity. We also study what happens when the curvature tends to 0, that
is to say when the radius tends to infinity. In Section 0.4, cases with unbounded Q! and flat interfaces
are explored.

As we will see, three situations can be encountered:

e the standard case k # —1 (corresponding to o'/0® # —1 and ¢'/¢® # —1). Here, nothing unusual
happens and we recover the standard result of no regularity loss;

e the critical case k = —1 and k® # k' (corresponding to o'/c® = —1 but ¢'/¢® # —1). In this case,
although (0.11) can be uniquely solved, we can have some regularity losses.

e the super-critical case k = —1 and k° = k' (corresponding to o'/0® = ¢'/c® = —1) Here, the
regularity losses are at least as important as the ones in the critical case. In some situations, (0.11)
can even be ill-posed.

Remark 0.1. In the following we focus on the regularity of the traces (ul|r, u®|r). Indeed, since the change
of sign of (0.11) only appears in the transmission conditions and not in the volume equations, one has

the standard regularity result: for (ul|p, u®|r) € H*(T')2, one gets (ul,uc) € HET/2(Q1) x HTV2(Qe).

loc loc
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0.3 The case where the negative material is a ball or a disk

We consider now that Q' is a disk (in 2d) or a ball (in 3d) of radius R > 0 centred at the origin (see
Figure 2). As mentioned before, since ! is bounded, the radiation condition is simply the Sommerfeld
radiation condition (0.10). Thus the transmission problem (0.11) rewrites

Aut + (EF)%u® =0, in QF,
ul —u® = f, on T,
. ! (0.13)
Ontt' — KOpu® = g, on I,
u® satisfies (0.10), when |x| — +o0.

Figure 2 — Geometry of the problem (0.13) for d = 2 (left) and d = 3 (right)

0.3.1 Reduction to linear systems

Here we deal with Helmholtz equations in geometries with radial symmetries. Using separation of variables
(we denote (r, 6) the polar coordinates in 2d and (r, , ¢) the spherical coordinates in 3d), it is well-known
(see for instance [72,170]) that solutions can be expressed as series.

e In Q' one has

TR () 0) (a=2),

i (0.14)

u'(r,0,¢) =

k'r) e (9, 0), (d=3),

leNm=

where J,, (resp. j¢) is the Bessel function (resp. spherical Bessel function) of the first kind of order
n (resp. order £), 1, the standard Fourier basis (o = 1/v27 and 9, = ¢™?//27) and vy, are
the so-called spherical harmonics:

20+1 (¢ —m)!

P ime —,... 1
il (cos@)e'™?, teN, me{—t,... .0}, (0.15)

¢e,m (67 ¢) =

where PJ" is the associated Legendre polynomial of order (¢,m). Here, ul, and “}z,m are the modal
coefficients to determine (we have normalised by J,,(k'R) and j,(k'R) to simplify the incoming
computations).

e In Q' one has

"=2 mﬂ (K°r) n (6), (d=2),
(0.16)
u(r,0,¢) = Z R he (K°7) tbe.m (6, ), (d=3),

leNm=

where H,, (resp. hy) is the Hankel function (resp. spherical Hankel function) of first kind of order
n (vesp. order /). Here, uy, and uj, are the modal coefficients to determine.



For more details about Bessel and Hankel functions, see Appendix 0.B (also [186,232]).

Remark 0.2. Notice that the radiation condition of (0.13) is taken into account very simply thanks to
the modal decomposition. Indeed, both H,, and h, verifies (0.10) but this is not the case for the Hankel
functions and spherical Hankel functions of the second kind. That is why these do not appear in (0.16).

Since (¥n)n (resp. (Ye.m)e,m) is a Hilbert basis of L2(S!) (resp. L?(S?)), plugging (0.14) and (0.16) in
the transmission conditions of (0.13) leads to a countable family of 2 x 2 linear systems. For d = 2, we
get, for all n € Z,

i 1 1
ug] _ {fn] o owhere  Ayi= |KULER)  KHL(CR) | (0.17)
nl o L9n Jn(K'R) H,(k°R)

.

For d = 3, we get for all £ € N and m € {—¢,... ¢}

1 -1

B, [Zﬁ’M]—Ejm}, where By := | kij! ((K'R) keh)(k°R) | . (0.18)
l,m ,m

(K R) " he(k°R)

The unique solvability of (0.17)—(0.18) is ensured if the determinants D = det A, and DES) = det By
given by _ _
E'J (K'R) k°H] (k°R)

Dg) = - —K , n e,
Jn(kR) H,(k°R) (0.19)
@ _ KIHER) Rk R) .
£ ]g(klR) hg(keR) ’ ’
never vanish.
Lemma 0.3. For alln € Z and for all ¢ € N, D,(f) # 0 and Dé‘g) £ 0.
Proof. See Appendix 0.B. O
Thus we can uniquely solve (0.17) and (0.18):
H!(k*R
; —kk®= 1
Up | _ o fa| 1 H,,(k°R) fn _
M =) H B cl AT S B G (0.20)
Jn(K'R)
and W (ke R)
. ke \M Yy
UIZ m -1 ff m 1 hn(keR) |:f£ m:|
s — B ) — ) i ’ s d = 3 . 021
[uz,m} (50 [ge,m} p® | iR | ) 5P (0:21)
Jn(KiR)

0.3.2 Asymptotic analysis

The ul, and uS (resp. the ui&m and “Zm) are now uniquely determined. We want to know the regularity
of the corresponding solutions u' and u® given by (0.14) and (0.16). This regularity is linked to the rate
of decaying of u¢ and ul, when n — +oco (resp. of ug ., and “}z,m when ¢ — +00). Indeed, one has the
following characterization of Sobolev spaces for s > 0 (see e.g. [123]):

H(SY) = {u € LA(Sh) : Z (1 +n2)5 lun|? < +oo} ,
ner (0.22)

+¢
H(S?) = {u € LA(S?) : Z Z (1 +€2)S |u&m|2 < +oo},

LeEN m=—/4



where uy, = (u,¥n) 21y and ugm = (¥, Ye,m)r2(s?). These definitions can be extended by duality to
negative exponents:

H(S") = {¢> eCc=(sh): Y (1+n%) el < +oo} :

neZ

H™3(S?) = {¢€C°°S2 ZZ (1+6%)" |¢47m2<+oo},

LeENm=—1

(0.23)

where ¢ = G(n) = G(1—n) and de.m == G(Prm)-

In the classical case of a transmission between two positive materials, it is enough to perform an
asymptotic at order 0 to be able to conclude. For our problem, it is necessary to go further because the
first terms of the asymptotic may cancel. Before doing the asymptotic analysis, the first thing to notice
is that, for the 2d case, J_,(-) = (=1)"J,(-) and H_,(-) = (=1)"H,(-) for all n € Z thus one just need
to treat the case n — 4o00. Moreover, we need some asymptotics of Bessel and Hankel functions:

Proposition 0.4. Let r > 0 and N € N*. One has the asymptotics when n — +o0:

Tu(r) 2nn' [Zk'nﬂc (>2k+o<”jvl+l>]’

()]

n—1 N
b T (=1)F(n+2k)(n —1)! /r\2k
) = = Lz_:o Kl(n + k)! <§> +0
( )'* N bt 1 (0.24)
—12"(n—1)! n—k—1)!/r
Hu(r) = ——35 [Z o (3) “’)(nw)]’
k=0
) i 27n) [N (0 — 2k)(n — k — 1)1 77\ 2k 1
Har) = 2 [Z( )Igj!n! ) (5) +O<nN+1>1’
k=0
and when { — 400:
N k
. (=Dk@e+1)1 /12 1
Jelr) = 2£+ 2 [ 2€+2k+1)” (2) +O(4N+1>1’
y rt [ QL ()R + 2k) (20 + D)1 (12" 1
Jelr) = 2£+ Z k' 20+ 2k + )l (2) +O<£N+1> ’
(0.25)

20— 1)! (20— 2k — DI [r2\" 1
helr) = 1= [ R0 1)1 (2) +O<£N+1>]’

S nee-1 (6+1—2k)(20 — 2k — 1) /2" 1
alr) = s Lz_; R+ )20 1) (2) +O</3N+1)]’

where ! stands for the double factorial, defined by OV =1, pll =2 x4 x --- X p for p € {2,4,6,...} and
pll=1x3x---xpforpe{1,3,5,...}.

Proof. See Appendix 0.B. O

We can now give the asymptotics of the determinants Dg) and Dgs):
Proposition 0.5. One has

1
J};“ ifr -1,
2 i .
DY o\ R (k)2 = (K)?) n™t  if k= —1and k* # K, (0.26)
R(?n™2  ifk=—1and k® =k,




and

¢ ifk# -1,
IO R

¢ - ]
ot — if Kk =—1.

(0.27)

Proof. Plugging (0.24) and (0.25) in the definitions (0.19) of D and DE?’), one gets the results after
tedious but straightforward calculations. O

Thanks to (0.20) (resp. (0.21)), we can now deduce the asymptotics of u;, and us, (resp. of uj ,, and
UG m):

Proposition 0.6. For d =2, one has

ot [ a1,

K+1 In
tn ~ ; M, —1(2) i if K = —1 and k° # k' (0.28)
Un | notoo | R[(K€)? — (k)27 [9n ] ’
1 _fn_ : e i
WMn7_1(3) -gn- Zfﬁ =—1and k* =k 5
and ford=3
1 fe .
i M, /{(O) [ ,m:| ZfH 7& -1,
1 1 ) m
[Zg,m} o~ K+ 9t, (0.29)
&m —ézjnoée —M; _1(1) |:ff,m:| if K =—1,
’ ge,m
where M., .(p) is the matriz
kmP RmpP~!
Mo x(p) = {_mp Rmp_l} (0.30)

0.3.3 Conclusion

Thanks to the introduction of the matrix M, ,(k), it is really easy to read the asymptotics of (ul ,uS)
and (uy ,,,u7,,) in term of the ones for (fn,gn) and (fz,m, ge,m). For instance, in dimension d = 2, both
ul, and u are equivalent to C1nPf,, + ConP~lg, where C; and Cy are non-zero constants. Thus, using

the characterisations of Sobolev spaces (0.22) and (0.23), we can give the final result of this section:

Théoréme 0.1. Let s > 0 be fived. For (f,g) € H**P(T), (0.13) has a unique solution (ul|lr,u®|r) €
H*(T")? where p € N is called the order of regularity lost and is given by the Table 1.

This result is optimal in the sense that if (f,g) € H**P(T') but not in (f,g) € HSPT for all e > 0
then one cannot expect a better regularity than (ul|p,u¢|p) € H*(T')%2.We recover the results of [183]
and [178] for the dimension d > 3 when Q" is strictly convex.

Remark 0.7. Actually one can do the same computations in any dimension d > 3 using generalised
spherical harmonics (see [211]) and generalised spherical Bessel and Hankel functions =427, ;_4 /2(7)
and rlfd/QHn_H_d/Q(r). One can show that the conclusion of Theorem 0.1 for d > 3 are the same as the
ones for d = 3 (the only particular case is d = 2).

One can reinterpret the conclusion of Theorem 0.1 in term of external source, that is to say the
original Helmholtz equation (0.4) becomes V - (¢Vu) + w?¢u = F where F € L?(Q°). By standard
regularity results, u'™¢ (defined now as the solution of Au'™® + (k°)2u"® = F) has a H? regularity, so
(f,g9) € H¥%(T"). Using Theorem 0.1, u has the standard H? regularity (outside T') for the classical case
but is less regular in the other cases. In dimension d = 2, v has only a L? regularity for the critical case
and a H~! regularity for the super-critical case. For d > 3, u has only a H'! regularity for both the critical
and the super-critical case.
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d=2|d>3

standard case xk # —1 p=0|p=0

critical case k = —1 and k° # k' p=2|p=1
super-critical case k = —land k*=Ek' | p=3 [ p=1

Table 1 — Values of p that appear in Theorem 0.1 (see Remark 0.7 for d > 3).

Remark 0.8. One could argue that theses loses of regularity does not matter in practice, since (f, g) often
belongs to C>°(T")? because, from (0.6), u™¢|r is smooth by standard regularity results (in the case of an
external source Au'"® + (k¢)2ui"® = F, this is true as soon as the support of F is compactly embedded in
Q°). As a consequence, (ul|p,u®|r) belongs to C*°(T")? too. However, the loses of regularity coming from
the change of sign have an impact on numerical methods: the standard H' functional framework does not
applies here when x = —1 thus convergence of standard numerical method (for instance finite elements)
are not ensured. We refer to [49] and references therein for more details on these issues. See also the end
of Section 0.4.2.3 for a case where (f,g) € C*°(I')? is not enough to ensure smoothness of (u!|r, u®|r).

0.3.4 Numerical validations

In order to verify the asymptotics given in Proposition 0.6, we compute numerically the inverses of the
matrices A,, and By defined in (0.17) and (0.18) using the MATLAB software for n = ¢ = 1,...,100,
R = 1. For the standard case, we use k = —3 and k° = k! = 2; for the critical case, we use k = —1, k® =
and k' = 3 and for the super-critical case, we use x = —1 and k¢ = k' = 2.

The results are shown in Figure 3 in log-log scale. More precisely we plot (the logarithm of) the values
of the entries of (A,)~! and (B,)~! as functions of (the logarithm of) n and /¢ respectively. We recover
the claimed results of Proposition 0.6: the slopes of the curves are the same as the values of p in M,, ,(p)
and My . (p) in each different case.

0.3.5 When the curvature degenerates

One could ask what happens when the radius R tends to 400, namely when the curvature tends to 0,
since it was pointed out in [183] and [178] that the strict convexity of QF plays a central role. We focus
on what happens for the dimension d = 2, similar results holds for d > 3. If one takes directly the limit
R — +00 in (0.20) with fixed n, nothing interesting occurs. This is due to the fact that one needs to scale
n according to R, otherwise the limit problem could be seen as a zero-frequency problem. More precisely
we must impose that the ratio between n and R remains constant. Doing so, one gets the following result:

Proposition 0.9. Let n € N* and R > 0 be such that the ratio £ := n/R is fivzed and verifies & >
max (ki, k®). Then one has

D (R) BT VE — (k)2 + k€2 — (k°)2. (0.31)
n=R¢

In particular, the limit value in (0.31) is not zero for the standard case k # —1 and the critical case
(k = —1 and k' # k°), except maybe for one value of &, and vanishes for all £ > max(k', k°) in the
super-critical case (k = —1 and k' = k°). In this last case, at the limit R — +o0, the systems (0.20)
become non-invertible.

Proof. Since ¢ > max(k', k®), one could define o := sech ™ (ki/€) and B := sech™*(k®/€). Thus one has

; J} (nsech @) H) (nsech )
D(Q) ﬁ — ign e ’'n ) 32
" (5 F Jn(nsech o) ok H, (nsech ) (0:32)



d = 2, classical case d = 3, classical case

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
d = 2, super-critical case d = 3, super-critical case
12y —(A,n 41 —B;
10 H—(A )21 3 — (B,
— (A D12 = (A D) i 3 =B = (BN 1
8 [ 2 L
6!
1 i
4t o}V @ T
2 AT
0 21
'2 L L L - '3 L L L L
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figure 3 — Plot of the entries of (A,)~! and (By)~! as functions of n and ¢ respectively, in log-log scale
(notice that (A, 1)12 = (A, 1)z and (B[l)lg = (B;l)gg).
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Using Debye’s expansions (see [186,232]), one has

en(tanh a—a) snh %o

JIn h ~ —_— J! h ~ n(tanh a—a) , [ S 20
(nsech ) nioo ommamha 1 (nsecha) e P

_ i-n(B—tanh B3) ' ho

H,(nsechf) ~ e and H! (nsechB) ~ in(f—tanh §) M

n—+oo  /Zntanh 3 n—+oco ™

By standard hyperbolic trigonometric identities, one gets

(0.33)

K k® .
Dg) <n> = —+/sinh 2atanh a + Kk——=+/sinh 25 tanh 8 = k' sinh o« — kk® sinh 3. 0.34
§) V2 V2 (039

1—22

Now, using sinhsech™ z = =

, z € (0,1), gives us
52 _ (ke)Z

. (0.35)

ki 2 ()2
sinh o = sinh sech ™! ({) = gT() and sinhf =

Plugging this in (0.34) gives (0.31). O

Remark 0.10. The variable ¢ in Proposition 0.9 plays the role of the Fourier variable of a limit problem
that is a transmission problem between two half-planes. The conditions ¢ > max(k!, k°) means that we
deal with evanescent waves. These facts must be linked to some results of Section 0.4 (see Remark 0.14).

0.4 Some cases with flat interfaces

Proposition 0.9 shows additional difficulties may appear when the curvature of the interface I' tends to
0, i.e. when I' becomes flat. We shall now investigate more on this case. In order to stay in the pleasant
framework of modal decomposition, we deal with waveguides. More precisely, now the dimension is d > 2
(d can be greater than 3). We define a waveguide B := R x I" where I is a non-empty bounded connected
open set of R~ with Lipschitz boundary.

In the following, z € R denotes the variable in the longitudinal direction and y € R%~! the variables
in the transverse section.

Remark 0.11. Here we chose not to consider the case where Q° and Q' are half-spaces in order to avoid
technical difficulties (that appear even without changes of sign): the standard technique would be to
perform a Fourier transform with respect to y. But since we are dealing with unbounded domains,
solutions are not in L? and the radiation conditions to impose are not straightforward any more. It would
require to use involved tools like generalised Fourier transforms (beyond the scope of this paper, see for
instance [236] that deals with perturbed stratified media or [34] for perturbed open waveguides).

Using separation of variables, one can show that a solution u of the Helmholtz equation Au + k?u = 0

on B with some Boundary Conditions (BCs) on 9B that does not depend on z (thus it is sufficient to
impose them on 9I') can be expressed as

u(z,y) = une®P,(y), w€R, yel. (0.36)
neN

Here, the (1), are the eigenfunctions of the standard eigenvalue problem:

—Ayth = A, inT,
0.37
{ + BCs on OT. ( )

We shall stay rather vague about the boundary conditions, but in order to perform a modal analysis, we
have to suppose that they are choosen such that the operator Ay is self-adjoint with compact resolvent
[83]. For instance, this is the case for homogeneous Dirichlet or Neumann conditions. We assume that it
is the case in the following. Then, the problem (0.37) admits a countable number of non-trivial solutions
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(An, ¥n) where the A, are the positive eigenvalues of finite multiplicity tending to 400 and the associated
eigenfunctions (1,,), form a Hilbert basis of L?(T).

The B in (0.36) are solution of (3,)? = k? — \,,. We make the following choices for the square roots:
we set, for all n € N,

ge o (k)2 =X, if A, < (k©)2
T i — (B2 i A, > (k©)2

g [VEP = if A, < (k)2
—i/ D — (B2 if A, > (k)2

(0.38)

Remark 0.12. In order to avoid some technical issues that are intrinsic to waveguides but have nothing
to do with the changes of sign, we suppose that k¢ and k' are not cut-off wave numbers, that is to say
BE # 0 et Bl # 0 for all n € N, or equivalently (k')? # )\, and (k®)? # A, for all n € N. This could
happen only for a finite numbers of 3¢ and !, and does not change the conclusion of Theorems 0.2 and
0.3 (see also Remark 0.17).

0.4.1 A case where the negative material is unbounded
We first consider the case Q! = (0, +00) x I. Its exterior is then Q° = (—00,0) x T' (see Figure 4).

Qe T Qi

<0 rz=0 x>0

Figure 4 — Geometry of the problem (0.40).

Since €)' is not bounded, one need to impose a radiation condition when z tends to +oco but since €)' is
a negative material, the “correct” (i.e. physically relevant) radiation condition is not the usual one. One
can show that, due to the presence of negative coefficients, the radiation condition (0.10) is now (notice
the change of sign)

2

gu +ik'u| dr =0. (0.39)

T

lim
R—+oc0 |x\:R

For a justification of this, see the Appendix 0.A (see also [163,247] for more details).

We look for the following transmission problem:

Au® + (k°)*u® = 0, in (—00,0) x T,
Aul + (K =0, in (0,400) x T,
ul —u® = f, on {0} x T,
Optl — KOQU® = g, on {0} x T, (0.40)
u® verifies (0.10), when z — —o0,
u' verifies (0.39), when z — 400,
+ BCs on R x JI'.
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0.4.1.1 Reduction to linear systems

We now use the separation of variable (0.36). Taking into account the radiation conditions and the fact
that we discard exponentially growing solutions, the solutions of (0.40) are given by

ue(xay) = Z uieiiﬁizq/}n(YL T < 07 Yy € F7
, e (0.41)
ul(z,y) =Y uhe i (y), x>0, yerl,
neN

where u¢ and ul, are modal coefficients to determine. The transmission conditions of (0.40) write, using
(0.41), as a countable family of 2 x 2 linear systems:

U
U

n| — | fn _[-1 1
An [ i] = { ] , where A, := [Kﬁz _Bij , (0.42)

n —t9n

for all n € N. Denote D,, := B}, — k3% the determinants associated to (0.42). Contrary to Section 0.3,
these can actually vanish.

Proposition 0.13. For k # —1 (standard case) or for k = —1 and k® # k' (critical case), the determi-
nants Dy, do not vanish except perhaps for a finite number of n. But for k = —1 and k® = k' (super-critical
case), Dy, vanishes for sufficiently large n.

Proof. Let be n € N. Recall that we have excluded the cut-off wave numbers, 3 # 0 and 8% # 0 (or
equivalently )\, # (k')? and \,, # (k°)?). We distinguish three cases:

1. A\, < min((k")?2, (k®)?). Both B}, and ¢ are positive numbers according to (0.38). Thus D,, =
B — KBS # 0 since £ < 0.

2. min((k")?, (k°)?) < A\, < max((k')?, (k°)?) (can only happens if k' # k°). Among S}, and 3¢ there
are one non-zero real number and one non-zero imaginary number, so D,, # 0.

3. An > max((k')?, (k°)?). Using (0.38), one has

D, =0 <= /A, — (E)2 4+ 5/, — (k)2 =0. (0.43)

If Kk = —1 and k° = k', (0.43) holds. If kK = —1 and k° # k', (0.43) does not hold. For the case
k # —1, (0.43) holds if and only if

HZ(ke)Q _ (ki)Q .

An = K2 —1

(0.44)
That means that if such a A, exists, it is unique, so there could be only a finite number of n such
that D,, = 0 (the multiplicity of A;,).

This ends the proof. O

When D,, vanishes, the corresponding system (0.42) has a non-empty kernel of dimension 1 spanned by
(1,1)T. Consequently, the transmission problem (0.40) has a non-empty kernel (in the sense that there are
non-trivial solutions of (0.40) for (f,g) = (0,0)). In the standard case, if it is non-empty, that is to say if
(0.44) holds, its dimension is finite equal to the multiplicity of the corresponding A,,. For the super-critical
case, the kernel is always of infinite dimension because (0.43) holds as soon as A, > max((k')?, (k°)?). In
both cases, the kernel is spanned by the functions

Go(z,y) i= Yu(y)e Pnlol = g (y)e ™ Bulel 2 eR, yel. (0.45)

These functions are symmetric with respect to x = 0 and evanescent on each side on the interface, i.e.
they are localised near the interface I'. Such solutions are called surface plasmons [162].

Remark 0.14. Equation (0.43) is similar to the limit value of (0.31), where \, plays the role of £2.
Furthermore, A\, > max((k')?, (k°)?) means that we are dealing with evanescent waves on both side of
the interface, as mentioned in Remark 0.10.
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0.4.1.2 Asymptotic analysis

Now we investigate the case where the determinant D,, does not vanish, (i.e. not the super-critical case
x = —1 and k° = k'). As done in Section 0.3.2, we link the regularity of the solution (u®,u') to the decay
of the modal coefficients (u$,ul) by introducing the space $°(T"), s > 0, defined as

ﬁ%m::{ueﬁan:}:Q+AMWMF<+m}, (0.46)

neN

where u, := (u,%n)r2(r). This definition can be extended by duality to negative exponents:

575 = {qs €M) Y (14 M) *ldul? < +oo}, (0.47)

neN

where ¢, := ¢(1,,). One can characterise these spaces using the interpolation theory between Hilbert
spaces (see [121,159]). This characterisation crucially depends on the dimension but also on the boundary
conditions imposed on OI'. For instance (see [115]), if I' = (0,1) C R with homogeneous Neumann
conditions u'(0) = u/(1) = 0, then

H*(T) if0<s<3/2,
H°(T) = {ue H(T): v/(0) =u/(1) =0} if3/2<s5<7/2, (0.48)
{ue H5(T): v/(0) =/ (1) =u"(0) =u""(1) =0} if7/2<s<11/2,

and so on: the boundary condition u?"~1(0) = u?"~1(1) = 0 appears as soon as it makes sense, i.e. as
soon as s > (4n — 1)/2. In other words, the convergence of the series in (0.46) depends not only on the
Sobolev regularity of w but also on its behaviour on OI'. In the following, we will not try to characterise
$H*(T) since all the analysis remains the same for all dimension d > 2 and for any boundary conditions
that makes Ay self-adjoint with compact resolvent. Instead we stick with the spaces $°(I") and just focus
on the Sobolev regularity through the asymptotic behaviour of u,,.

We now follow the steps of Section 0.3.2. Solving (0.42) leads to

F AR A
Proposition 0.15. One has
i/ An(l+ k) if K # —1 (standard case)
D~ ()2 — (k)2 (0.50)

TV, v if Kk = —1 and k° # k' (critical case).

Proof. We can suppose that the A, are large enough such that (see (0.38))

i=0 J
(0.51)

=i =i |20 () (E2) o () |

i=0 J

Then we get

Dn:nﬁﬁ—ﬁ;:i\/x{(l—i—m)—W—i—(’)(;%)]. (0.52)

It is now easy to conclude: if k # —1, the first term in the asymptotic does not vanish and we get the

desired result. Now if k = —1 and k' # k° , this first term vanishes but the not the second one, and the
result follows. 0
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Kk # —1 k=—1
ke £k 0 2
k¢ =K' 0 kernel of infinite dimension

Table 2 — orders of regularity lost solving (0.40).

We can now give the asymptotics of u!, and u:

Proposition 0.16. One has

1 f .
. M, 1 (0) { M ] if K #—1
! 1+ k& ’ —1gn
] PR , o)
o) = (kl)QMm_l(Q) {—ign} ifk=—1and k°#k
where M., ..(p) is the matriz
An)P/2 (N, P 1)/2
Mn,fi(p) = |:i(()\n))p/2 E)\n;(p—l)/2:| . (054)
Proof. Combine (0.49), (0.50) and (0.51). O

0.4.1.3 Conclusion

As we did in Section 0.3, by gathering the results and using the characterisations (0.46) and (0.47), we
can conclude:

Théoréme 0.2. Let s > 0 and consider the transmission problem (0.40). Then

e if K # —1 (standard case), for (f,g) € H°(T) x H5~1(T), (0.40) has a unique solution (ul|p,us|r) €
$H5(T)? (no order of regularity lost), except in the exceptional situation where (0.43) holds; it has a
kernel of finite dimension equal to the multiplicity of the corresponding \,, spanned by the evanescent
functions (0.45);

e if i = —1 and and k° # k' (critical case), for (f,g) € H°T2(T) x HTYT) , (0.40) has a unique
solution (u'|r,u®|r) € H°(T)? (2 orders of reqularity lost);

o if k = —1 and k® = k' (super-critical case), (0.40) has a kernel of infinite dimension spanned by
the evanescent functions (0.45) for all n such that X\, > max((k')?, (k®)?).

These results are summarised in Table 2. We have a strongly ill-posed problem for the super-critical
case k = —1 and k® = k' (for instance it escapes the Fredholm framework). We can also reinterpret the
results in terms of volume source as we done at the end of Section 0.3.3 for the standard and the critical
cases.

Remark 0.17. As claimed before, excluding cut-off wave numbers does not change the conclusion of the
Theorem 0.2. Indeed, it would eventually just add a finite numbers of elements to the kernel.

0.4.2 A case where the negative material is bounded

The previous situation is in some sense the “worst” we can encounter. Let us take a look to a case where
! is bounded. For instance, consider Q! = (0,2L), with L > 0, so that Q° = (—o0, —0) U (2L, +00).
For this problem, it is more convenient to decompose the solution as the sum of two functions that are
respectively symmetric and skew-symmetric (with respect to 2 = L). Doing so, our problem boils down
to the study of two problems with Q' = (0, L) and Q° = (—o00,0) (see Figure 5), with the addition of an
homogeneous Dirichlet condition (resp. homogeneous Neumann condition) at z = L corresponding to the
skew-symmetric part (resp. symmetric part). In the following, we focus on the Dirichlet case, however all
the conclusions still hold for the Neumann case, thus for the original problem Q! = (0,2L).
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The transmission problem we look for is (see Figure 5)

Au® + (k°)*u® = 0, in (—00,0) x T,
Aul + (K%' =0, in (0,L) x T,
u' —u = f, on {0} x T,
Ont' — KOpu® = g, on {0} x T, (0.55)
u' =0, on {L} x T,
u® verifies (0.10), when |x| = —o0,
+ BCs on R xT.
0e 0i
o z <0 z=0 =1

Figure 5 — Geometry of the problem (0.55).

0.4.2.1 Reduction to linear systems

Following the same steps as before, we look for solutions under the form

u(w,y) = Y use Pty (y), x <0, yer,
| e (0.56)
way) = Y (wh el e ) puly),  we(O.L), yel,
neN

where (1 et 3¢ are defined by (0.38). The transmissions conditions of (0.55) and the Dirichlet boundary
condition at x = L leads to a countable family of 3 x 3 linear systems:

uy, Ifn -1 1 1
An |ty | = |9n|, where A, := |kf; " =By |- (0.57)
ul, 0 0 PRl i

The determinants D,, associated to (0.57) are
D,, := —28} cos(BL, L) + 2ik3S sin(B L). (0.58)
Proposition 0.18. For alln € N, one has D,, # 0 except perhaps for a finite number of n.

Proof. Since we excluded cut-off wave numbers, 8}, # 0 and 8¢ # 0. Notice that cos(8}, L) and sin(3} L)
cannot vanish simultaneously. We distinguish 3 cases:

1. A\, < min((k)2, (k°)?). Both gi and B¢ are real according to (0.38). Thus D,, # 0.

2. min((k")?, (k°)?) < A\, < max((k')2, (k®)?)(k')? (can only happens if k' # k°). There are two
possibilities:

o k° >kl so (k)2 <\, < (k)2 According to (0.38), 3. is purely imaginary whereas 3¢ is real,
so —231 cos(BL L) is purely imaginary and 2ix3¢ sin(3% L) is real, thus D,, # 0.
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o k® < ki, so (k%) < A\, < (K')2. According to (0.38) and (0.58), the equation D,, = 0 becomes

(K)2 — A, cos ( (k)2 — )\n) + 206/ A — (k)2 sin (\/(ki)2 - )\n) —0. (0.59)

Seen as an equation of unknown A,, (0.59) could only have a finite number of solutions in
((k®)2, (k')?) because its left hand-side defines a non-zero holomorphic function on the ball
centred in ((k)% + (k©)?)/2 of radius (k°)? — (k).

3. A, > max((k')?2, (k°)?). According to (0.38) and (0.58), the equation D,, = 0 becomes

Mr — (K12 cosh ( or — (ki)2> + /A — (k°)Zsinh ( Ny — (ki)2> —0. (0.60)

Again, seen as an equation in A,, (0.59) could only have a finite number of solutions in I =
(max((k)?, (k°)?), +00). In each bounded subset of I, it could have only a finite number of zero
(again because the left hand-side of (0.59) defines a non-zero holomorphic function on the half-
space {z € C : Imz > max((k')?, (k°)?}) and for ), large enough D,, does not vanish (see the
asymptotics of Proposition 0.19).

This ends the proof. O

When D,, vanishes, the corresponding system (0.57) has a non-empty kernel of dimension 1 spanned
by (2isin(f! L), —ePnl ¢¥nl)T . Consequently, the transmission problem (0.55) has a non-empty kernel
of finite dimension, spanned by

2isin( B L), (y)e Pnl®l for <0,y €T,
Gn(z,y) :={ (B Ly (3) Y (0.61)

2itp, (y)sin(Bi (L —x)) forz >0,y €T,

When (0.59) holds, it means that (k®)? < A\, < (k)% so 8¢ is real whereas 3. is purely imaginary.
Consequently, the corresponding G,, are evanescent in 2°. Thus these functions correspond to the so-
called trapped modes (in the sense that G, is localised in the bounded domain Q). Notice that they
could exist without change of sign: (0.59) can hold even when x > 0 (see [158] for more details about
trapped modes). When (0.60) holds, since A, > max((k')?, (k®)?), both i and 8 are purely imaginary,
thus the corresponding G, is evanescent of each side of the interface (surface plasmons). Such solution
cannot exist when k > 0, i.e. without changes of sign.

0.4.2.2 Asymptotic analysis

Following the same steps as in the previous section, when D,, # 0 we can first solve (0.57):

us fn ) 2f3}, cos(By,L)  2icos(B,L) —281
ub o | = (An)"" |gn|, where (A4,)"'= N —/ﬁﬁfle_l:ﬁ:‘bL —e‘?ﬁLL KBS —BL | . (0.62)
U 0 CLowsnemt et kg = B

We now compute the asymptotic of D,,:

Proposition 0.19. One has

i1+ K)V A2 ik £ 1,

N GO R Y, w o
Dn 00 Z#)\ie if k =—1 and k® # k', (0.63)

2iv/Ane LV if k=—1 and k® = k'.

Proof. The first two cases are obtained exactly like the ones of Proposition 0.26. For x = —1 and
k® = k', notice that D,, = 2%l = 2831 ¢="nL (for n large enough). The result in this case is thus
straightforward. O
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Finally, one gets the asymptotics of the modal coefficients:

Proposition 0.20. One has

. fo
mMn’n)l(O) an| , Zfl'i 75 —1,
0
Uy, 9 Jn 4
i . - _ e i
uin7+ oo | TP — (B2 (ki)zM”x*L?(Q) gn| if K 1 and k° # k', (0.64)
U, _ 0
1 I 4
562]:@/\/1,1,,1’3(0) 9n |, if Kk =—1 and k° = k',
0
where M, .. j(p) is the matriz
—1 —i(Ap) = 1/2 2¢—LVin
Mo j(p) 1= | =(Aa)P/2e 2020 (A, P 1/2=20V0n 5 =2LVAn | (0.65)
r(An)P/? —i(\p) P~ 1/2 (1 —k)e LVAn
with
(1+r) ifj=1(s#-1),
e\2 iy2 .
;= W yr i — 2 (k= —1 and k® # k'), (0.66)
0 ifj=3(k=-1and k®* =k').
0.4.2.3 Conclusion
Notice that, in the super-critical case K = —1 and k¢ = k!, one gets a factor e2LvVAn in front of M, —1,3(0).

Thus we need to introduce the following weighted spaces analogous to (0.46) for s > 0 and L > 0:

B4 (¢) = {u € L*(p): Z IV (14 )% un|? < +oo} . (0.67)

neN

Notice that we have the following inclusions for s’ > s > 0 and L' < L < 0:
&5 (T)Cc & ()  and s ()  &5(D). (0.68)

The condition ), e2LVAn (1 4 X8)|up|? < 400 is restrictive because it imposes an exponential decay
of the modal coefficients of the functions belonging to &% (I"). We can extend the definition of &% (T") by
duality to negative exponents:

&) := {¢ €CeM): Y VA (14 A,) % gnl? < +oo} : (0.69)

neN
It is now possible to conclude:
Théoréme 0.3. Let s > 0 and consider the transmission problem (0.55):

o ifrx # —1 (standard case), for (f,g) € H*(T)xH*~1(T), (0.55) admits a unique solution (u'|r,u®|r) €
$H°()? (no order of reqularity lost);

e if k = —1 and and k° # k' (critical case), for (f,g) € H5T2(T) x HTYT), (0.55) has a unique
solution (ul|p,u®|r) € H°(T)? (2 orders of regularity lost);

o if Kk = —1 and k® = k' (super-critical case), for (f,g) € &%(T) x &5 1(T), (0.55) has a unique
solution (u'|r,u®|r) € $H°(T)? (“infinite” order of reqularity lost);
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k#—-1| k=-1
FEE |0 2
k¢ =Fk' 0 00

Table 3 — orders of regularity lost solving (0.55).

except in the exceptional situations when (0.59) or (0.60) holds. In this case, it has a kernel of finite
dimension spanned by the evanescent functions (0.61) (trapped modes or evanescent modes).

Notice that Remark 0.17 still holds in this situation. These results are summarised in Table 3. We can
also reinterpret the results in term of volume source as we done at the end of Sections 0.3.3 and 0.4.1.3
for the standard and the critical cases.

For the super-critical case, the concluding observation of Remark 0.8 when the source F' is compactly
supported in Q° does not hold any more. Indeed, one can have f € C*°(T') without having f € &3 (T).
Denote by d(S,T') the Hausdorff distance between the support S of F' and the interface I'; and denote by
h the trace of u'™ on I'p := {—d(S,T')} x I located at z = —d(S,T"). Then u!"¢ is the outgoing solution
of the problem Aui"® + (k¢)2u™® = 0 on (—d(S,T"), +o0) x I' with the condition u'™® = h on I'r. It can
be given explicitly:

uinc(a:’y) _ Z hneiﬁi(I+d(S’F))¢n(Y)- (0.70)
neN

where hy, = (h,%n)r2(r). It means that the modal coefficients f,, of f = u™|p satisfy f, = h,,ePnd(S.T)
so using (0.38) one gets

2LV 2LVR B A(SD (LSRR (0.71)

n——+oo

Suppose now that h € $H°(T"), s > 0. If d(S,T") > 2L, (0.71) combined with (0.46) and (0.67) gives
frn € ®5(T). In a similar way, one has also g € 05‘271@‘)). Thus, using Theorem 0.3, (0.55) is well-posed
and we get (u'r,uc|r) € H°(T)% Now if d(S,T) < 2L, coming back to (0.64) and using (0.71), one
can see that the modal coefficients ug,, u‘n 4 and uin’f are growing exponentially. This means that the
corresponding u®|r and ul|p are not even distributions on T of finite order. In other words, the condition
(f,g) € &3 (T) x &5 1) in Theorem 0.3 is truly restrictive since it imposes that the source F' must be
supported far away from the interface I', at a distance at least 2L.

0.5 Discussion and prospects

Even if our analysis was able to finely characterise the loses of regularity of the considered problems, it is
inevitably limited to particular geometries for which separation of variables is possible. For more general
domains, when Q' is bounded, only partial results have been proved, for d > 3 and when Q' is strictly
convex in [183] and [178]. This approach can also handle the case d = 2 with k° # k' (critical case) but
seems to fail irremediably when ! is not strictly convex for d > 3 and when k¢ = k' (super-critical case)
for d = 2. It appears that we need some new idea to tackle these two cases.

Another interesting problem is to deal with the full Maxwell equations (for d = 3) instead of the
Helmholtz equation. When x = —1, very few has been done for these equations when involving sign-
changing coefficients, even for smooth interfaces or simple geometries. Let us mention the paper [30]
where the authors use results on scalar problems with sign-changing coefficients to deduce results on the
full Maxwell equations. This approach could be certainly used in other situations.

To conclude, let us mention that tremendous difficulties appear when the interface is not smooth
any more (when it has corners for instance). In this case, in order to have well-posedness in H!, the
contrasts must lie outside an interval called the critical interval that contains {—1}. If they do not (but
are different of —1), solutions exhibit strongly oscillating behaviour near the corners (see [29,31]). One
has to add some radiation conditions at the corners and to change the functional framework to recover
well-posedness (as we did in this paper for the critical and super-critical cases). It is now well understood
for d = 2 but, as mentioned before, for d = 3 (Maxwell equations) there is a lot to investigate, due to
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the fact that the geometries in 3d can much more complex than in 2d (it can have corners, edges, conical
points, etc.). Finally, to our knowledge, the case where the contrasts are equal to —1 when the interface
is not smooth has never been investigated.

0.A Appendix: justification of the radiation conditions for neg-
ative materials

In this Section, we justify that the “correct” (i.e. physically relevant) radiation condition in media for
which the coefficients are negative is (0.39) instead of (0.10).

For simplicity, we restrict ourselves to the dimension d = 1, but one can proceed similary for higher
dimensions. The method consists in using the limiting absorption principle [93]. It characterised the
“correct” solution as the limit, when the dissipation tends to 0, of the unique solution of the same
problem when the medium is absorbing, i.e. the coeflicients have a non-zero imaginary part.

More precisely, consider the Helmholtz equation u” + k?u = 0 where k := w.,/z is a fixed wave
number with (e, p) := (%, u®) or (g, u) := (€', u'). We want to determine what is the radiation condition
to impose when z tends to 4+o0o (the case —oo is analogous). Suppose that the background medium
is slightly absorbing, so that one has a permittivity ¢, and a permeability p, which are now complex
numbers:

ey i=€e+1n and fy 1= L+ 1, (0.72)

where 7 > 0 and v > 0 represent the absorption terms (see Remark 0.21). We now define the corresponding
wave number k, -, such that k, . = (w?e,u,)/2, where we choose for the square root the ones which has
R, for the branch cut (this choice is arbitrary, another choice would lead to the same results):

1/2

22 = \/|z]et 8 #/2, ze€ C\RY, argz € (0,2m). (0.73)

"

The solutions u,, , of the Helmholtz equation Uy

+ (K~ )?up, = 0 are given by
Uy~ (1) = Ae*17® 4 BemHhnT, (0.74)

for some constants A and B. Since the imaginary part of k, . is always positive (see (0.73)), e®Fn® is
bounded when z tend to 4+o0o but e **7.7% is not. So one must impose B = 0, and doing so one gets
Uy~ (z) = Ae?*12® Moreover, using &, 1, = (ep—17y) +i(ey + pn), the imaginary part of &, 4, is positive
when (g, p) = (&%, u°) and negative when (g, ) = (g}, u'). We obtain, according to (0.73), that

Rek,, >0 if (e,p) = (€% 1°) and Rek,, <0 if (e,u) = (', ). (0.75)
Thus, we get
ke f — e e
lim by = 4° Ew) =), (0.76)
170 —k' it (e, 1) = (g1, 1),
and this implies
) —ik°xz if _ (€ e
lim efzk",,ya: — e-ki . 1 (&M) (6',/14' )7 (077)
7,7—0 e T if (e, ) = (4, ph).

Classically, e=*"® verifies the Sommerfeld radiation condition (0.10) but ¢i*'* does not. Nevertheless
this last quantity satisfies the “reversed” condition (0.39). This justifies the radiation conditions used in

(0.40).

Remark 0.21. The choice of the sign for the imaginary part of e, and p., is linked to the time convention
e~ ™! Indeed, under reasonable physical assumptions (passivity and causality) and with this convention,
it is possible to show that e, and p., (as function of w) are necessarily Herglotz functions, i.e. analytical
functions of the upper half-plane with positive imaginary parts (see for instance [181]).
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0.B Appendix: Bessel and Hankel functions

Recall (see e.g. [186,232]) that the Bessel functions are defined as the solutions of the ODE

d? d
r2d—g + rd—y + (=AY =0, (0.78)
where v € C is a parameter (in our case an integer or half an integer). Equation (0.78) admits two linearly
independent solutions J,, (Bessel function of the first kind) and Y, (Bessel function of the second kind)
defined by

+oo k
( ]_) 2k+v
S >
I wrw+y+)<> ’ rz0 (0.79)

where I' is the Gamma function and by

Jy(r) cos(vm) — J_, (1)

Yor):= sin(vm)

. r>0. (0.80)

This last expression has to be understood as the limit value when v = n € Z: Y,, = lim,_,,, Y,. The
spherical Bessel functions j, and y, are defined using the Bessel functions:

Ju(r) = \/ZJ,,_H/Q(T) and  y,(r)= \/ZYV_H/Q(T). (0.81)

We also define the Hankel (reps.spherical Hanekl) function of the first kind H,, := J, + Y, (resp.
he = jo + ye).

The linear independence of J,, and Y, can be specified through the Wronskian formula: for all v € C
et r > 0, one has (the derivatives are w.r.t. r)

J,(rY(r) = J,(r)Y,(r) = —. (0.82)

Recall that we first want to prove Lemma 0.3. Actually we can prove the more general result:

Lemma 0.22. Let o, > 0 and A € R*. For any v > 0 such that « is not a zero of J, and [ is not a

zero of H,, one has
! H/
AT AL

Ju(e)  H,(P)

Proof. Let v > 0 fixed. By contradiction, suppose that there exist o, 8 > 0 and A € R* such that the left
hand-side of (0.83) is zero. Taking its imaginary part and using the fact that H, = J, + iY, one gets

Ju(B)Y(B) = J,(B)Y, (B)
J(B)? + Y. ()?

This contradicts the Wronskian formula (0.82). O

£0. (0.83)

=0. (0.84)

Now we want to prove the asymptotics (0.24) and (0.25). We start with a lemma concerning J,.

Lemma 0.23. Assume v € R* and r > 0. Then

Y Y (—D)FT (v + 1) 2k 1
W= e T (v +1) Z T(k+v+1) (2) o ((u+1)1\’+1ﬂ : (0.85)
Proof. From (0.79), one gets
N
. r (=DFT (v +1) fr\2k (—D*I(v) o 2k
) = 2T (v +1) ; KIT(k+v+1) (5) +k>N+1 HT(k+v+1) (2) : (0.86)
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Since T'(k +v +1)/T(v+1) = (v + 1)+ for k > N + 1, by denoting Ry the second sum of (0.86), one
has

1 1 /ry\2k
<— —(=)". -
vl < oy k>;+1 a(3) (0-87)

=

Observing that this series is convergent, one gets (0.85). O

We can already deduce some results from this lemma. For the asymptotic of J (r) in (0.24), one Just
need to take v =n € N* in (0.85) (since I'(n + 1) = n!). For ji(r), recall that jo(r) = \/7/(2r)Jp41/2(r)
so taking v = ¢+ 1/2, £ € N in (0.85) and using

(20— 1)!

5 LEN, (0.88)

F(H;):\/??

gives the asymptotic of j,(r) in (0.25). The asymptotics for J},(r) and j;(r) are deduced easily from the
ones of Jp,(r) and j¢(r). Concerning the Hankel functlons H, and hy, we ﬁrst need the ones for Y,, and y,.

For the last, it is straightforward: using ye(r) —1)* /7 /(2r) J_(¢41/2)(r) and taking v = —(£ +1/2)
n (0.85) lead to
N k
C(20-1)! (20 — 2k: -1 1 r? 1
ve(r) = =7 LZ_O 21! (2) +0 <£N+1>] ' (089)

To deduce the result for hy in (0.25), it suffices to notice that j, is negligible compared to yg, so he(r) ~
iye(r) when ¢ tends to 400 so the asymptotic of he(r) in (0.25) is directly given by (0.89) and the ones
for hj(r) are deduced easily from them.

For the asymptotic of Y,,, we cannot do it directly. We have to use that

Yalr) = j[log(;)ﬂ}—;f(”‘;j’“)’(f)n_% Zk,wk ()" e+ )+ w0

(0.90)
where

k
Y(k) = Z % and v:= lim (¢¥(k)—1log(k))~0,5772--, (0.91)

k——+o0

are respectively the partial sums of the harmonic series and the Euler-Mascheroni constant. First notice
that the first term of (0.90) does not depend on n, so 2[log(r/2) — 4]/m = O(1). The third term is
bounded with respect to n too, because (n + k) = log(n + k) + v + O(1/n) (see for instance [75]) and
r™log(k +n)/(n + k)! is bounded. Thus we get from (0.90)

127(n— 1) [SL (n— k —1)! /r\2k 1
Yalr) = - (rn ) [Z(k!(n—l)g (§> +O<W)]. (0.92)
k=0

To deduce the result for H,, in (0.24), it suffices to notice that J,, is negligible compared to Y;,, so the
asymptotic of H, in (0.25) is directly given by (0.89). The ones for H] (r) are then deduced easily.

0.C Appendix: the one-dimensional case

This section is not present in the publication [229].
Cette section n’est pas présente dans la publication [229].
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0.C.1 The case where the negative material is a half-line

We consider the case where ! is a half-line: Q! = (0, +00), its exterior is then Q° = (—o0,0) (see Figure
6). We look for the following transmission problem:

(u®)"(x) + (°)*u(z) = 0, x <0,
(u')"(x) + (k")?u'(z) = 0, x>0,
w(0) ~u(0) = . 00
(u")'(0) — K(u®)'(0) = g,
u® verifies (0.10), when z — —o0,
u' verifies (0.39), when z — +o00.
Q° QO
R I R
<0 z=0 x>0

Figure 6 — Geometry of the problem (0.93).

In Q¢ when z tends to —oo, e k"7 verifies (0.10) but etz does not, and in Qf, when x tends to 400,
e~ verifies (0.39) but ¥ * does not. So we deduce u®(z) = Ae™*** and ul(x) = Be~"** where A and
B are constants to determine. Thus the transmission conditions of (0.93) lead to solving the 2 x 2 linear

system
1 —11[B] _[f
R HE ] 099
Its determinant is xk¢ — k! which never vanished since k < 0. We can now conclude on the well-posedness
of (0.93):

Proposition 0.24. The problem (0.93) is well-posed for all k < 0 and k°, k' > 0.

Remark 0.25. The radiation condition plays a central role here. If we use (0.10) instead of (0.39) in €,
we would have u!(z) = Be'** instead, and the determinant of (0.94) would be equal to kk® + k' which
vanishes when k = —1 and k° = k' (super-critical case) and so (0.93) would be ill-posed.

Remark 0.26. In the classical case without change of sign we would have kept the outgoing wave on Q':
u'(z) = ul e, z > 0. The determinant of the system would have been equal to —rk® — k' which never
vanishes since in this case k > 0.

0.C.2 The case where the negative material is a segment

We consider now Q' = (0,L) and Q° = (—00,0) (see Figure 7), with the addition of an homogeneous
Dirichlet condition at & = L corresponding to the symmetric part (resp. skew-symmetric part). We look
for the transmission problem

(u®)" () + (k)*u’(z) = 0, € (—00,0),
()" (@) + (K)?u'(2) = 0, z € (0,L),
W(0) = () = . 099
(u')'(0) = £(u®)"(0) = g,
u'(L) =0,
u® verifies (0.10), when z — —o0.

Proposition 0.27. The transmission problem (0.95) is well-posed for all k < 0 and k°, k' > 0.
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Qe O

<0 r=0 r=1L

Figure 7 — Geometry of the problem (0.95)
Proof. On (—o0,0), using the radiation condition (0.10), we get u®(z) = Ae~*"*. Since Q! = (0, L) is

bounded, we look for u' = Be*' 4 Ce=*'% (no radiation condition). The transmission conditions at
2 = 0 and the Dirichlet condition at z = L of (0.95) lead to the 3 x 3 system

-1 1 1 A f
kk* K k' | |B| = |-ig]| . (0.96)
0 6ik‘L e—ik’L C 0

Its determinant —2k! cos(k'L) + 2ikk® sin(k'L) never vanishes, so (0.96) is always invertible. Therefore
(0.95) is well-posed. O
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Premiere partie

Propagation d’ondes transitoires
dans les milieux dispersifs






CONTENU DE CETTE PARTIE

Chapitre 1 : généralités sur les modeles dispersifs en électromagnétisme Nous y présentons la
notion de milieu dispersif dans le contexte de ’électromagnétisme et plus particulierement dans le cadre
des équations de Maxwell (ce genre de milieu permet de modéliser les métamatériaux en autorisant la
permittivité et la perméabilité a devenir négatives sur certaines plages de fréquences). Dans un premier
temps, nous présentons les équations de Maxwell dans un contexte assez général, ol la permittivité et
la perméabilité peuvent dépendre de la fréquence (dispersion). Nous donnons ensuite quelques exemples
fondamentaux de modeles dispersifs comme le modele de Drude ou le modele de Lorentz. Enfin, nous
discutons des formes admissibles pour la permittivité et la perméabilité. Nous verrons notamment que
le modele de Lorentz généralisé est d’une certaine maniére « universel », c’est-a-dire qu’il représente une
tres grande classe de modeles dispersifs. Dans un deuxiéme temps, nous nous focalisons sur le modele
de Lorentz généralisé en domaine temporel dont nous fournissons une étude mathématique : cadre fonc-
tionnel, identité d’énergie et caractére bien posé. Dans un troisieme et dernier temps, nous analysons les
propriétés dispersives des modeles considérés via la méthode d’analyse par ondes planes. En particulier,
nous insistons sur la notion d’ondes inverses en expliquant en quoi elles sont liées au fait que la per-
mittivité et la perméabilité puissent étre négatives. Nous finissons ce chapitre sur une discussion sur la
notion d’indice de réfraction négatif et pourquoi les métamatériaux peuvent étre utilisés pour réaliser des
lentilles parfaites.

Chapitre 2 : schémas numériques pour le modeéle de Lorentz généralisé Nous développons
dans ce chapitre des schémas numériques afin de simuler la propagation des ondes pour le modeéle de
Lorentz généralisé. Notre objectif est de construire des schémas robustes, dans le sens ou la condition de
stabilité de Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) ne dépend pas des paramétres du modele de Lorentz et est
la méme que celle du schéma qui correspond au vide, ce qui est extrémement utile pour les problemes
de transmission. Notre approche couple une approche classique concernant la discrétisation en espace
(ici des différences finies sur des grilles décalées) avec une discrétisation judicieusement choisie pour la
partie en temps. Nous présentons tout d’abord une méthode de discrétisation en temps relativement
indépendante de la discrétisation en espace pour le modele de Lorentz qui admet la méme condition CFL
que celle du vide, basée sur une méthode de différence finie (schéma de Yee temporel). Ensuite, nous
nous concentrons a décrire la discrétisation en espace, elle aussi basée sur une méthode de différences
finies sur des grilles décalées. Enfin, nous présenterons quelques expériences numériques utilisant le cas
particulier du modele de Drude pour mettre en évidence la présence d’ondes inverses et d’indices de
réfraction négatifs (simulation d’une lentille parfaite).

Chapitre 3 : perfectly matched layers classiques et extension au modele de Drude Ce
court chapitre a deux objectifs. Le premier est de rappeler la construction des couches absorbantes
parfaitement adaptées, perfectly matched layers (PMLs) en anglais (une des méthodes existantes pour
tronquer artificiellement en un domaine borné un probléme posé dans un domaine infini) pour les systémes
hyperboliques non dispersifs, de donner un critere nécessaire de stabilité et d’illustrer celui-ci sur quelques



exemples. Le deuxiéme est d’appliquer cette construction classique des PMLs au modeéle de Drude et de
faire des expériences numériques pour constater leur instabilité.

Chapitre 4 : analyse des PMLs pour une classe de milieux dispersifs et application aux
métamatériaux a indice négatif Ce chapitre a pour but d’analyser plus en profondeur la question
de la stabilité des PMLs pour les milieux dispersifs et plus particulierement pour les métamatériaux.
Nous proposons et analysons la stabilité de PMLs tres générales utilisant un nouveau changement de
variable et ceci pour une large classe de milieux dispersifs. Nous donnons un critére nécessaire de stabilité
pour de tels modeles. Pour les équations de Maxwell dispersives décrites au chapitre 1 (et donc pour les
métamatériaux & indice négatif), cette analyse est complétée en donnant des conditions nécessaires et
suffisantes de stabilité. Nous concluons alors en proposant des nouvelles PMLs stables qui satisfont ces
criteres et illustrons numériquement leur efficacité.

Chapitre 5 : exploration numérique du principe d’amplitude limite entre un diélectrique et
un matériau de Drude Le but du dernier chapitre de cette partie est d’explorer numériquement les
répercussions en régime temporel du fait que les problemes de transmission avec changements de signe
(en régime fréquentiel) sont parfois mal posés (chapitre 0). Nous étudions dans ce chapitre un probléeme
de transmission entre un demi-plan constitué de vide et un demi-plan rempli d’'un matériau de Drude
(étude théorique faite dans [50] démontre notamment une croissance linéaire de la solution dans les cas
critiques ou le probléme de transmission avec changements de signe correspondant est mal posé). Apres
avoir rappelé la notion de principe d’amplitude limite et les résultats théoriques obtenus dans [50], nous
utilisons les méthodes numériques développées dans les chapitres précédents (schémas temporels robustes
et PMLs stables) qui confirment bien ces résultats théoriques.
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CHAPITRE

1

GENERALITES SUR LES MODELES
DISPERSIFS EN ELECTROMAGNETISME
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Ce chapitre, a caractere introductif, a pour but de présenter et d’expliquer la notion de milieu dispersif
dans le contexte de I’électromagnétisme et plus particulierement dans le cadre des équations de Maxwell.
La dispersion caractérise les milieux ou la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques dépend
de la fréquence de 'onde, ce qui n’est pas le cas pour des milieux simples comme le vide. En particulier,
de tels modeles ne peuvent étre locaux en temps et seront décrits plus aisément dans le régime fréquentiel
plutét que temporel. Tout au long de ce chapitre, nous nous attachons a faire des aller-retours entre ces
deux régimes afin de mettre en évidence les liens de cause a effet entre les deux.

L’étude des milieux dispersifs rentre parfaitement dans le cadre de cette these puisqu’ils permettent
(entre autres choses) de modéliser des métamatériaux en autorisant les constantes électromagnétiques
comme la permittivité et la perméabilité a devenir négatives sur certaines plages de fréquences. L’étude
faite dans ce chapitre montre méme que tout modele raisonnable de métamatériau (du point de vue de la
physique) est nécessairement dispersif : un modele dans le domaine temporel dont la permittivité et/ou
la perméabilité serait négative a toutes les fréquences violerait des principes physiques fondamentaux
comme la causalité ou la passivité.



Ce chapitre s’organise comme suit : dans un premier temps, nous présentons les équations de Maxwell
dans un contexte assez général, ou la permittivité et la perméabilité peuvent dépendre de la fréquence.
Nous donnons ensuite quelques exemples fondamentaux de modeles dispersifs comme le modeéle de Drude
ou le modele de Lorentz. Enfin, nous discutons des formes admissibles pour la permittivité et la perméa-
bilité. Nous constatons, via des principes physiques fondamentaux et la théorie des fonctions de Herglotz,
que le modele de Lorentz généralisé est d’une certaine maniére « universel », c’est-a-dire qu’il représente
une tres grande classe de modeles dispersifs. Dans un deuxiéme temps, nous nous focalisons sur le modele
de Lorentz généralisé en domaine temporel dont nous fournissons une étude mathématique : cadre fonc-
tionnel, identité d’énergie et caractere bien posé. Dans un troisieme et dernier temps, nous analysons les
propriétés dispersives des modeles que nous avons considérés via la méthode d’analyse par ondes planes.
En particulier, nous insistons sur la notion d’ondes inverses en expliquant en quoi elles sont liées au fait
que la permittivité et la perméabilité puissent étre négatives. Nous finissons ce chapitre sur une discussion
sur la notion d’indice de réfraction négatif.

1.1 Modeles pour les milieux dispersifs

1.1.1 Les équations de Maxwell

Les contenus de cette section ainsi que de la suivante sont tout a fait classiques. Nous renvoyons aux
ouvrages de référence [124,147,225] pour plus de détails.

Dans ce qui suit, x € R? désigne la variable d’espace et t > 0 la variable temporelle. Introduisons les
champs électromagnétiques suivants :

e E(x,t) € R?® le champ électrique ; e H(x,t) € R? le champ magnétique ;

(1.1)

e D(x,t) € R® Iinduction électrique ; e B(x,t) € R? l'induction magnétique.
Dans leur forme la plus générale et en absence de source, les équations de Maxwell s’écrivent

oD(x,t) = V x H(x,1),
0B(x,t) = -V x E(x,t),

ol V x X désigne le rotationnel d’'un champ vectoriel X.
Afin de clore les équations (1.2), il faut ajouter des relations dites de constitution qui relient D, H,

B et E. Il est bien plus commode de les exprimer dans le régime fréquentiel plutét que dans le régime
temporel. Plus précisément, cela correspond a chercher des solutions sous la forme

@

(x,w)e™ ™", D(x,) = D(x,w)e” ™",
N (1.3)

ou w € C est la fréquence.

Dans le cadre des milieux linéaires, locaux (en espace) et isotropes, les relations de constitution
s’expriment simplement par

{ D(x,w) = £(x,w)E(x,w), (1.4)

B(x,w) = p(x,w)H(x,w),

ol (x,w) € C et pu(x,w) € C désignent respectivement la permittivité et la perméabilité du milieu
considéré, au point x et a la fréquence w. Il est alors possible d’écrire les équations de Maxwell (1.2) dans
le régime fréquentiel :

{ —iwe(x,w)B(x,w) = V x H(x,w), (1.5)

—iwp(x, W) H(x,w) = -V x E(x,w).
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Remarque 1.1. Dans notre cas, € et y sont des scalaires, ce qui traduit 1’isotropie des milieux considérés. De
maniere plus générale pour des milieux anisotropes, € et p peuvent étre des tenseurs d’ordre 2, représentés
par des matrices 3 x 3.
Remarque 1.2. 1l est possible de considérer des modeles plus generaux que (1.4). Par exemple, dans les
milieux dits chiraux D et B dépendent linéairement a la fois de E et H Il existe également des milieux
non linéaires pour lesquels DetB dépendent des puissances de E et H des milieux non-locaux, etc.

A titre d’exemple, dans le vide, e(x,w) = g¢ et p(x,w) = o, ol g et o sont respectivement la
permittivité et la perméabilité du vide. Dans ce cas, les équations de Maxwell (1.2) s’écrivent simplement

{ OE =¢,'V x H,

1.6
OH = —py'V x E. (16)

Dans le cas ou € et p sont des constantes indépendantes de w, le milieu correspondant est qualifié de
diélectrique. Dans le cas contraire ol au moins 'une de ces deux quantités dépend de w, le milieu est dit
dispersif.

1.1.2 Exemples de modeles pour la permittivité

Nous donnons quelques exemples de modeéles pour la permittivité couramment utilisés. Il est utile des ce
stade d’introduire la polarisation électrique P définie par

P:=D — ¢E, (1.7)
ou ¢¢ est la permittivité du vide, ainsi que la magnétisation M définie par
M :=B - uH, (1.8)

ol pp est la perméabilité du vide. Remarquons que dans le cas du vide avec e(x,w) = g¢ et p(x,w) = po,
nous avons nécessairement P = M = 0. En d’autres termes P et M caractérisent la réponse dispersive
du milieu considéré.

Dés maintenant, pour simplifier notre discours nous ne considérons plus que des milieux homogenes,
c’est-a-dire que la permittivité ¢ et la perméabilité p ne dépendent plus de la variable d’espace x :
e(x,w) = e(w) et pu(x,w) = p(w). Tout ce qui suit pourrait étre étendu & des milieux hétérogenes.

1.1.2.1 Le modeéle de Drude

Ce modele qui est I'un des plus simples que 1’on puisse trouver provient de la description des mouvements
microscopiques des électrons [124, chapitre 4]. Dans ce modele, le déplacement d’un électron de masse
m, de charge e, dont la position & l'instant ¢ est notée x(¢), soumis & un champ électrique E est régi par
une simple équation de type masse-ressort :

d?x dx

m— +my— = —eE, 1.9

az " (1.9)
ou v > 0 est un terme d’amortissement. En passant en régime fréquentiel, le déplacement en fréquence x
vérifie
e/m
X(w) = / E(w). (1.10)
En notant N le nombre d’électrons par unité de volume, la polarisation P définie par (1.7) vérifie P =
—Nex ce qui donne

w? + iyw

A N 62 ~
D(w) = goE(w) — N E(w). (1.11)

La relation de constitution (1.4) étant D(w) = e(w)E(w), nous obtenons finalement

OJ2
= 1- —2 — 1.12
E(UJ) o (JJQ —‘rZ’)/w ) ( )

oll w, > 0 est la fréquence plasma telle que w? = Ne?/(eom).

m(w? + iyw)
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1.1.2.2 Le modéle de Lorentz

1l ’agit d’un enrichissement du modele de Drude (1.12) qui prend de plus en compte les interactions des
électrons avec une particule chargée via une force de rappel de la forme —mwyx. En appliquant le méme
raisonnement que celui pour le modeéle de Drude, nous aboutissons a

w?
= 1—-—]. 1.1
ew) =<0 w? — w2 +iyw (1.13)

1.1.3 Formes admissibles pour la permittivité et la perméabilité

Le but de cette partie est de montrer que les modeles de type Lorentz (1.13) sont en quelque sorte « uni-
versels ». Plus précisément, nous énongons une série d’hypotheses physiques trés simples qui imposent a la
permittivité e(w) et la perméabilité p(w) une forme bien particuliere. Cette section s’inspire directement
d’ouvrages de physique (par exemple [124, chapitre 7] et [147, chapitre 4]) ainsi que d’ouvrages ayant un
point de vue plus mathématique (voir [181, chapitre 1], [135, chapitre 19] et [53]).

Nous notons C% := {z € C : Imz > 0} le demi-plan supérieur ouvert et Cy := {z € C : Imz > 0}
le demi-plan supérieur fermé.

1.1.3.1 Principes physiques

Voici les hypothéses physiques que nous faisons sur les matériaux considérés, caractérisés par une per-
mittivité € et une perméabilité pu.

e Le matériau est linéaire, local (en espace), isotrope et invariant en temps. Cela implique une relation
entre le champ électrique E et la polarisation P définie par (1.7) (resp. le champ magnétique et la
magnétisation M définie par (1.8)) sous la forme d’un produit de convolution [37] :

+o0 +oo
P(t):/ OB —T)dr et M(t):/ m(OHE =) dr,  (1.14)

— 00 — 00

ol X € R (resp. xm € R) est la susceptibilité électrique (resp. susceptibilité magnétique). Ces
produits de convolution traduisent I'inertie électromagnétique du milieu, il n’y a pas de « réponse
instantanée de la matiére ». En d’autres termes, la relation en temps entre P et E (et donc D et
E) d’une part, et entre M et H (et donc B et H) d’autre part, sont non locales en temps.

e Notre milieu doit vérifier le principe de causalité (« les effets ne peuvent précéder les causes »), ce
qui se traduit par x.(7) =0 et xm(7) = 0 pour 7 < 0. Ainsi, (1.14) devient

+o0 +oo
P(t) = /0 Xe(T)E(t —7)dT et M(t) = /0 Xm (T)H(t — 1) dr. (1.15)

e Nous supposerons enfin que notre milieu est passif. De maniére informelle, cela signifie qu’en 1’ab-
sence de source, il n’y a pas de production d’énergie électromagnétique. Le point délicat est de définir
ce qu’est cette énergie. Pour les milieux non dispersifs comme le vide, il est bien connu que la densité
d’énergie est donnée par (go|E|? + uo|H|?)/2. Cependant, pour les milieux dispersifs 'expression de
Pénergie est bien plus complexe (voir par exemple article [242] ou les ouvrages [124,147]). Ceci est
dii & la réponse non instantanée du milieu (non locale en temps). Nous ne rentrerons pas davantage
dans les détails, nous nous contenterons d’utiliser cette caractérisation des milieux passifs :

T T
/ E(t) - %—?(t) dt <0 et / H(t) - %—]?(t) dt <0, pour tout T" € R. (1.16)

— 00
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1.1.3.2 Implications dans le régime fréquentiel
En passant dans le régime fréquentiel, (1.15) devient simplement P(w) = %o (w)E(w) et M(w) = ¥ (w)H(w),
ce qui, puisque P =D — ¢gE et M = B — yoH, nous donne

ew)=co+Xelw) et p(w) = po+XmWw) (1.17)

Les principes physiques énoncés plus haut sur x. et x., se transposent donc sur e(w) et p(w).

Principe de réalité Remarquons tout d’abord que puisque x. et x,, sont a valeurs réelles, nous avons
la propriété de symétrie

~

Xe(W) = Xe(—®) et Xm(w) = Xm(—w), pour tout w € C*. (1.18)

En particulier, Y. et X, sont paires sur l'axe réel.

Causalité Afin de traduire I'hypothése de causalité, mentionnons le théoréme de Titchmarsh [221, p.
125-129] :

Théoréme 1.3 (Titchmarsh). Soit f € L*(R). Si elle satisfait I'une des trois conditions ci-dessous, alors
elle les satisfait toutes :

1. la fonction f est causale : f(t) = 0 pour presque tout t < 0;

2. la transformée de Fourierf de f vérifie pour presque tout w € R
f(w) = lim F(w + in), (1.19)
n™\0

ot F' est une fonction analytique définie sur C qui est de carré intégrable sur toute ligne paralléle
a lazxe réel :

+oo
/ |F(w+1in)|* dw < 400 pour tout n > 0. (1.20)

3. Les fonctions Ref et Imf vérifient les formules de Plemelj valables pour tout w € C :

Re f(w) = 17>/+OO Mdg et Imf(w)= “1p /+OO Mdg, (1.21)

™ —00 g —w ™ — o0 f —w
ou P désigne la valeur principale de Cauchy.

Remarque 1.4. En toute rigueur, les intégrales intervenant dans les formules de Plemelj (1.21) ne sont pas
bien définies pour f € L2(R). Ces intégrales sont & comprendre comme 'extension & L?(R) de I'opérateur
u %73 fjof g—id«f, appelé transformée de Hilbert et défini par exemple sur l'espace de Schwartz
S(R), de la méme maniere que la transformée de Fourier s’étend de S(R) a L?(R). Nous renvoyons a
Pouvrage [135] pour plus de détails.

Il est physiquement raisonnable de considérer que les fonctions . et x., sont de carré intégrable. Ces
dernieres étant causales, le théoréeme de Titchmarsh 1.3 montre que leurs transformées de Fourier x. et
Xm sont des fonctions analytiques sur C%. Cela implique que les fonctions w — e(w) et w — p(w) sont
analytiques dans C7 .

Passivité L’hypothese de passivité (}.16) se traduit dans le régime fréquentiel en utilisant la formule
de Plancherel, la relation D(w) = e(w)E(w) et B(w) = p(w)H(w) par

Imwe(w) >0 et Imwp(w) > 0. (1.22)

Les propriétés d’analycité, de passivité (1.22) et de symétrie (1.18) peuvent se résumer simplement
en utilisant la notion de fonction de Herglotz. Ce sont des fonctions holomorphes du demi-plan supérieur
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ouvert C* & valeurs dans le demi-plan supérieur fermé C* (pour plus de détails, voir annexe 1.A). Ainsi,
nous pouvons affirmer que les fonctions he: w — we(w) et Ay, w — wp(w) sont des fonctions de Herlgoltz
symétriques.

Nous allons notamment nous servir de la formule de représentation (1.108) présentée dans I’annexe
1.A. Pour une fonction de Herlglotz symétrique h, le parametre 8 intervenant dans (1.108) est donné
par le comportement & l'infini de h(w)/w d’aprés (1.105). D’un point de vue physique, cela correspond
au comportement a haute fréquence. Puisque he(w)/w = e(w) et hp(w)/w = p(w), nous pouvons faire
I’hypothese que les 8 correspondants valent respectivement g et g, la permittivité et la perméabilité
magnétique du vide. En effet, la matiére étant extrémement lacunaire a tres petite échelle, il est rai-
sonnable d’affirmer qu’une onde électromagnétique & trés haute fréquence (donc de trés petite longueur
d’onde) ne voit et n’interagit pas avec la matiére et donc que le milieu réagit comme le vide.

Nous avons finalement le résultat suivant : il existe deux mesures de Borel paires v, et v, vérifiant
Jedre(€)/(1+ &%) < +o00 et [ g (&) /(1 + &%) < 400 telles que

ew)=¢e0— /]R j;jeﬁ et p(w)=po— /]R i (€) pour tout w € C7. (1.23)

iy w? — €27

De plus, d’apres la formule de Plemelj (1.21) et la symétrie (1.18), la permittivité e vérifie les formules
+o0 I
Ree(w) —ep = 73/ EIme(e) df»

oo B pour tout w € Cy. (1.24)
md@:_&p/ 55@4@%7
T 0

€2 — 2

appelées relations de Kramers-Kronig qui relient donc la partie réelle et la partie imaginaire de €. Bien
entendu, nous avons les mémes relations pour p :

Repu(w) — pio = 27?/+°° %d&

+oo
tm ) =~ [ Re“ g,

1.1.3.3 Discussion sur les mesures

pour tout w € C;. (1.25)

Gréce a la représentation (1.23), la donnée de deux mesures de Borel paires v, et vy, telles que [, dve(£)/(1+
£2) < +oo et [ dvm(§)/(1 + &%) < 400 définit completement la permittivité e et la perméabilité p. Les
propriétés électromagnétiques de notre milieu sont donc totalement décrites par ces deux mesures.

Rappelons maintenant le théoréme de décomposition des mesures de Borel [196, p. 22-23] :
Théoréme 1.5. Soit v une mesure de Borel sur R. Elle admet la décomposition unique
V = Vpp + Vac + Vsing (1.26)
0l Vpp, Vac €t Vsing Sont des mesures telles que :

o vy, est une mesure purement ponctuelle, ¢’est-a-dire une somme (éventuellement infinie) de masses
de Dirac;

® 1, est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque dx, c’est-a-dire qu’il
existe une fonction f localement intégrable telle que dv,. = f(x)dx.

® Using est une mesure singuliérement continue (par rapport a la mesure de Lebesque), c’est-d-dire
que tous les singletons ont une mesure nulle et qu’il existe un ensemble E C R tel que Vging(E) =0
alors que R\ E est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue.
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Ainsi, nous pouvons décomposer les mesures v, et v, de (1.23) en ve = Vepp + Veac + Vesing €t
Vm = Vm,pp + Vm,ac T Vm,sing OU NOUs avons repris les notations de (1.26). A ce stade, il est nécessaire de
faire des choix de modéles.

e Tout d’abord, les mesures singulierement continues sont des objets relativement pathologiques.
Un exemple typique est la mesure associée a la fonction de Cantor, fonction qui est non constante,
continue, croissante et dont la dérivée existe et s’annule presque partout [196, p. 20-21]. Ces mesures
sont généralement considérées comme n’ayant pas de réalité physique (voir également [197, chapitres
6 & 10] pour une analyse plus complete). Nous considérons donc que Ve sing = 0 €t U, sing = 0 dans
la suite.

¢ Ensuite, nous faisons I'hypothese que v, et v, n’ont pas de partie absolument continue : v, acc =0
et V. acc = 0. Ce choix n’est pas motivé par des considérations physiques ou mathématiques mais
seulement par un choix de modéle. En particulier, nous verrons que les modéles de Drude (1.12) et
(1.13) vérifient cette hypothése en I’absence d’absorption (y = 0).

e Enfin, pour des raisons essentiellement liées aux considérations de mise en ceuvre numérique, nous
ferons I'hypothese que la somme des masses de Dirac de ve pp €t vy, pp sont des sommes finies.

Finalement, les mesures v, et v,,, en prenant en compte ces deux hypotheéses, sont simplement des
sommes finies de masses de Dirac. En prenant de plus en compte la parité, nous obtenons donc a partir
de (1.23) les expressions suivantes :

W) | e W o) | S 9,
1S e g S L T R 1.27
€0 ; w? —w?, Lo ; w? —w? . (1.27)

valables pour tout w € C7.

1.1.3.4 Passage a la limite

Le but est maintenant de comprendre ce qu’il se passe lorsque w se rapproche de I'axe réel, c’est-a-dire
quand Imw tend vers 0, les dénominateurs présents dans (1.27) pouvant s’annuler pour w = fwj et
w = *wg m, . La bonne maniére d’interpréter ce passage a la limite est en fait au sens des distributions
(voir par exemple [220]) et nous avons le résultat suivant :

Proposition 1.6. La permittivité € et la perméabilité p données par (1.27) convergent, lorsque Imw tend
vers 0, respectivement vers

y P B il ) 5 1.28
e(w) = o —g s S vl UCRE R R Gl B (1.28)
et vers ) )
- ka iWQk m
w(w) = po — po ; PwQ R . (0(w 4+ Wim) — 0(w — wi,m)) | (1.29)

les convergences ayant lieu au sens des distributions. Ici, §(w — a) représente la distribution de Dirac au
point a € R.

Démonstration. Voir 'annexe 1.B. O

1.1.3.5 Discussion sur ’absorption

Les formules (1.28) et (1.29) montrent que € et p ont nécessairement une partie imaginaire non nulle
lorsque w = fw; . et w = Lwg m, autrement dit le milieu correspondant est nécessairement absorbant &
ces fréquences. Une autre maniére de le voir est d’utiliser les relations de Kramers-Kronig (1.24) et (1.25),
les parties imaginaires de € et y ne peuvent étre nulles sans que leur partie réelle le soit.
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Nous allons cependant dans la suite négliger ces termes, pour obtenir les formes finales (en omettant
également les valeurs principales) :

€ - Qi m
ew)=¢eo|1- Z 1"eﬁ et p(w) = po <1 - Z M) . (1.30)
j= =

J,€

2
Qj

Ces modeles généralisent celui de (1.13) dans le cas sans absorption (y = 0).

Bien évidemment, puisque que nous avons négligé I’absorption, une telle permittivité € et une telle
perméabilité p ne vérifient plus les relations de Kramers-Kronig (1.24) et (1.25) et donc violent la causalité.
Cependant, nous pouvons donner une justification physique que ce choix n’est pas si absurde. Considérons
seulement ¢, le cas p se traitant de la méme maniere. La premiére chose est de remarquer que la partie
imaginaire de ¢ donnée par (1.28) n’est pas nulle seulement lorsque w = 4w, . pour un certain j €

{1,...,n.}. Or la conductivité électrique o, du milieu correspondant est donnée par
Im wew
Oe(w) := , pourw € C%. (1.31)
T

Il n’est pas difficile de montrer & partir de (1.28) que, lorsque Rew = fwj ¢, o.(w) tend vers l'infini lorsque
Imw tend vers 0. En d’autres termes, le milieu se comporte comme un conducteur parfait aux fréquences
+wj . et le champ électrique correspondant E est donc nul. Maintenant, si nous considérons le modéle
(1.30) qui est a priori invalide, il est clair que € prend des valeurs infinies lorsque w = w, .. D’apres
les équations de Maxwell (1.5), nous avons donc nécessairement E = 0, ce qui rejoint les conclusions
précédentes. En d’autres termes, prendre en compte ou non la partie imaginaire de ¢ dans (1.28) ne
change rien, le champ électrique E étant toujours nul aux fréquences tw; . (les seules fréquences ou la
partie imaginaire n’est pas nulle). Cela justifie donc le choix de négliger la partie imaginaire.

1.2 Le modele de Lorentz généralisé

A partir de maintenant, nous allons donc nous concentrer sur des modeéles du type (1.30) appelés modeles
de Lorentz généralisés. Nous considérons donc une permittivité € et une perméabilité p de la forme

Q2 02
— J:€ _ ,m
ew)=¢eo | 1 - ;:1: R et p(w) = ko (1 - ;:1: Mﬂ) , (1.32)

ol g9 > 0 (resp. o > 0) est la permittivité (resp. la perméabilité) du vide, ou les ;. (resp. Qg m)
sont des constantes réelles non nulles et o les w; . (resp. wk,m) sont des constantes réelles deux-a-deux
distinctes.

Nous considérons également le cas simple du modele de Drude

ea(i-%) @ woew(i-%), w0

correspondant & ne = n,, =1 et w1 . = wy ,m = 0 dans (1.32).

Pour le modele de Lorentz généralisé (1.32), bien que rien ne I'impose a priori, nous faisons ’hypothése
que wje # 0 et Wy, # 0 pour tout j € {1,...,n.} et k € {1,...,n,} pour des raisons de concision; le
cas contraire nous obligerait a faire de nombreuses distinctions de cas qui alourdiraient inutilement notre
propos (voir par ailleurs les remarques 1.7 et 1.18). Le cas ou ces quantités sont nulles est traité dans le
cas du modele de Drude (1.33).

La particularité des modeles (1.32) est qu'ils peuvent admettre des plages de fréquences sur lesquelles a
la fois la permittivité € et la perméabilité u sont négatives, ce qui donne lieu & des phénomenes propagatifs
intéressants, comme la présence d’ondes inverses et un indice de réfraction négatif (voir section 1.3). A
titre d’exemple, le modele de Drude (1.33) possede trois régimes (voir la figure 1.1) :

36



1. Un régime ol |w| < min(Qe, Q2,,), dans ce cas a la fois e(w) et p(w) sont négatives.

2. Un régime ot min(Q, Q) < w < max(Qe, Q) (qui ne peut exister que si Qe # Q). Dans ce cas
g(w) et p(w) sont de signe opposé. En particulier, nous verrons qu’il n’y a pas d’ondes propagatives
sur cette plage de fréquence (que nous appelons band gap ou tout simplement gap).

3. Un régime ol |w| > max(Q, 2y,) et dans ce cas a la fois e(w) et p(w) sont positives : le milieu se
comporte comme un diélectrique classique. En particulier, nous avons

e(w) — e0 et plw) — po. (1.34)

w—to0 w—Eoo

En d’autres termes le milieu se comporte comme le vide a haute fréquence.

FIGURE 1.1 — Tlustration des trois régimes possibles pour le modeéle de Drude (1.33) dans le cas Q, > Q,,.
Régime 1 : e(w), p(w) < 0. Régime 2 : e(w) et pu(w) de signe opposé. Régime 3 : e(w), u(w) > 0.

1.2.1 Du régime fréquentiel au régime temporel

Donnons maintenant dans le régime temporel les équations de Maxwell correspondant au modele de Lo-
rentz généralisé (1.32), qui est donné dans le régime fréquentiel.

De la premiere ligne de la relation de constitution (1.4), en utilisant (1.32), nous obtenons

e 2
D = ¢(w)D zeoﬁ]—eoz%A (1.35)
j=1 )€
Introduisons alors les n. champs auxiliaires P; définis par
W}, —w)P;=E,  (j=1,...,n), (1.36)
de telle sorte que .
D=50E+soiQ§’er, (j=1,...,n.). (1.37)

j=1
Revenir en temps a partir de la relation (1.36) est immédiat. Cela conduit & une équation différentielle
ordinaire du second ordre en temps de type oscillateur harmonique

(atzt + w_?,e)Pj = E7 (.] = 17 cee 7ne)~ (138)
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Il est évidemment possible de faire la méme chose pour p, ce qui conduit a l'introduction de n,, champs
auxiliaires M, vérifiant

(07 + wi )My, = H, (k=1,...,n,), (1.39)
et
B=poH+p0Y O, M,  (k=1,...,np). (1.40)
k=0

En revenant aux équations de Maxwell (1.2) combinées avec (1.37), (1.36) et (1.40), nous obtenons
finalement le modele de Lorentz généralisé dans le domaine temporel

AE+> 0 0P; ="V x H,
j=1
OH+ > 0F,,0My, =~ 'V x E, (1.41)
k=1
(atzt—'_wjz',e)Pj_E:Oa (jzla”wne);
(0F + Wi ) My — H =0, (k=1,... ).

Il est utile de réécrire le systéme (1.41) sous la forme d’un systéme du premier ordre. Pour ce faire,
introduisons de nouveaux champs auxiliaires J; et K;, définis par

Jj :8tPj, (j=1,...,ne) et K = 0, My, (k:L...,nm). (1.42)

Nous pouvons alors réécrire (1.41) sous la forme du systéme du premier ordre

AGE+> 02 J; ="V xH,
j=1
Nm
OH+> 0F Ky =—p1y'V xE,
k=1 (1.43)
0 J; +wi P —E=0, (G=1,...,n),
3tPJ - JJ - O,
0K + wp M —H =0, (k=1,...,nm),
M, —K;, = 0.

La dimension de ce systéme est 3(2 + 2n, + 21, ).

Dans le cas plus simple du modéle de Drude (1.33), les champs P et M ne sont plus nécessaires et
nous obtenons

HE+02J =¢,'V x H,
OH+ P K= —nu;'V xE,
0,J—E =0,
K —-H =0,

(1.44)

qui est de dimension 12.

Remarque 1.7. L'hypothese w;. # 0 et wg,m # 0 pour tout j € {1,...,n.} et k € {1,...,n,,} pour le
modele de Lorentz généralisé (1.32) se traduit ici ici par le nombre d’inconnues. En effet, si certains w; .
et Wk, m étaient nuls, les champs P; et M, correspondants dans (1.43) ne seraient plus nécessaires. C’est
pour cela que le systéme de Drude (1.44) a seulement 12 inconnues et non 3(2+2+2) =18 cariln’y a
pas besoin d’introduire des champs P et M.
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1.2.2 Identité d’énergie

Avant de s’intéresser au caractere bien posé du systéme (1.43), nous établissons formellement une identité
d’énergie. En particulier, cela montre que le systéme (1.43) n’est pas dissipatif, ce qui est 1ié au fait que
¢ et u donnés par (1.32) sont réels. Ce point sera approfondi lors de ’étude des propriétés dispersives &
la section 1.3.

Proposition 1.8. Toute solution de (1.43) vérifie l'identité d’énergie

1d

537 (e +Em) =0, (1.45)

01l NOUS AVONS Posé

&= [ lBE+ [ e D 020,F + PP,
=1 (1.46)

En= [ wolBP+ [ 0> 0 (Kal? + ML),
R? -

Démonstration. En multipliant (au sens du produit scalaire canonique de R?) la premiere ligne de (1.43)
par E, la seconde par H, en sommant les deux égalités obtenues et en intégrant sur R?, nous obtenons

1d e N,
- = EJ? H|? :/ 02 J..E / 0?2 K, H 1.47
yai ([ 222+ [ uolea?) DI ETR S WD SR Y

les termes contenant des rotationnels se compensant grace a une intégration par parties. De plus, en
utilisant la troisiéme et quatriéme lignes de (1.43), nous avons

1d
J]' E = Jj . (at.]j + OJJQ»’EPJ‘) = 5& (‘JJ|2 —+ OJJ2»7€|P]'|2) . (148)
En faisant la méme chose pour la cinquiéme et sixiéme ligne de (1.43), nous obtenons bien (1.45). O

1.2.3 Caractere bien posé

Pour étudier le systeme (1.43), il est tout d’abord nécessaire de se donner un cadre fonctionnel. Notons
L2(R?) := L?(R?)3 I'espace de Hilbert des champs de vecteurs de R? de carré intégrable et considérons
I'espace H,o(R?) des champs & rotationnel de carré intégrable

H,t(R?) :== {X € L*(R%) : V x X € L*(R%)}. (1.49)
C’est un espace de Hilbert muni de la norme || - ||;o définie par
1Xlrot := [1X[lL2(@s) + IV X X[[L2(r3).- (1.50)

Nous notons #H ’espace de Hilbert produit associé aux 2 + 2n. + 2n,, inconnues de (1.43) défini par

2 2
H=LR*) xL2(R%) x | ] L’R%| x [I L°®%| =L2®3)>Fet2ne. (151)
Jj=1,..., Ne k=1,..., Mo,
Nous munissons H de la norme || - || issue de l'identité d’énergie (1.46) :

[Ulls = VE +Em,  UEeH, (1.52)

ou &, et &,, sont définis par (1.46), avec
U= (E7 H, (Jj)jzl,...,ne7 (Pj)j=1,..4,nev (Kk)k=1,...,nm; (Mk)kzl,...,nm)T . (153)
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Nous pouvons alors réécrire (1.43) sous la forme d’un probléme d’évolution auquel nous pouvons
également ajouter une source F et une condition initiale Uy :

U(0) = Uy, (1.54)

{ U'(t) = AU(t) + F(t),
o U € H est le vecteur des inconnues défini par (1.53) et ot A est 'opérateur non borné dans H défini
par
6611V < H =30 QL J;
—no VX E =350 OF Ky
(E —w? Pj)j=1,.n.

AU := ; (1.55)
(J5)j=1....n
(H - w}%,ka)k:L...,nm
(Kk)k=1,... .-
de domaine D(A) C H donné par
2 2
D(A) = H,(R?) x H,ot (R?) x Il v®)] x I ey . (1.56)
7j=1,...,n¢ k=1,..., Nm

Grace a ce cadre fonctionnel, nous pouvons maintenant montrer le caractére bien posé de notre probleme
(1.54).

Théoréme 1.9. Soit Uy € D(A) et soit F € C1(R,,H). Alors le probléme (1.54) admet une unique
solution

U e C' (R, H)NC(Ry, D(A)). (1.57)

De plus, nous avons l’estimation d’énergie

VETEND < V& T En(0) + / IF ()]l ds, (1.58)

ot & et &y, sont définies par (1.46) et || - ||» par (1.52).

La démonstration du théoreme 1.9 rentre dans le cadre de la théorie des équations d’évolutions linéaires
et est tout & fait standard. Il est par exemple possible d’utiliser le théoréme de Hille-Yosida (voir par
exemple [43, chapitre 7], [96, chapitre 7] ou encore [189]). La rédaction rigoureuse de cette démonstration
nécessiterait des développements techniques fastidieux sans introduire de nouveauté essentielle, nous nous
en abstenons donc dans ce manuscrit.

1.3 Analyse des propriétés dispersives

Nous souhaitons maintenant décrire plus finement les propriétés dispersives des milieux que nous étudions.
Un outil privilégié pour cela est I’analyse par ondes planes. Soulignons que cette méthode n’est valable
que pour les milieux homogenes, c’est-a-dire les milieux tels que la permittivité et la perméabilité ne
dépendent pas du point de ’espace considéré.

1.3.1 Rappels d’analyse par ondes planes
1.3.1.1 Perturbation d’ordre zéro de systémes hyperboliques

Nous renvoyons le lecteur & [140,141] pour plus de détails sur la méthode d’analyse par ondes planes
(parfois appelée analyse de Kreiss), dont nous rappelons ici les principales lignes.
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Considérons un systéeme d’inconnue U de dimension d, posé en dimension n d’espace, qui est une
perturbation d’ordre zéro d’un systéme hyperbolique :

aU(x,t) + BU(x,t) = Y A0:, U(x,t),  x=(21,...,7,) ER", £ >0, (1.59)
(=1

ou les A; et B sont des matrices d x d supposées constantes. Insistons sur le fait que la présence de la
matrice B traduit le caractere dispersif des milieux considérés.

L’hyperbolicité du systéeme non perturbé correspondant & B = 0 se traduit par le fait que pour tout
k = (k1,...,kq) € R™, la matrice >_,_, Aok, a des valeurs propres réelles. Cette propriété peut également
s’interpréter comme la caractérisation de la non-dissipativité (c’est-a-dire I’absence d’absorption). Dans
le cas d’un systéme de la forme (1.59), nous pouvons donner la définition suivante :

Définition 1.10. Le systéme (1.59) est dit non-dissipatif si pour tout k = (k1,...,k,) € R™, la matrice
>p—1 Acky — iB a des valeurs propres réelles.

Il est possible de vérifier que le systéme de Lorentz généralisé (1.43) peut s’écrire sous la forme (1.59)
et qu'il est non-dissipatif. Ce résultat est bien siir a relier a la conservation d’énergie (1.45) comme nous
allons le voir.

1.3.1.2 Ondes planes

L’analyse par ondes planes du systéme (1.59) consiste a rechercher des solutions sous la forme d’ondes
planes harmoniques, c’est-a-dire sous la forme

U(x, t) = Uge!xk=wt), (1.60)
ott Uy € R? est le vecteur d’amplitude, k = (ki,...,k,) € R le vecteur d’onde et w € C la fréquence.

En injectant (1.60) dans (1.59), il est facile de voir qu'une onde plane est solution de (1.59) si, et
seulement si, elle vérifie la relation de dispersion

F(k,w) =0, avec F(k,w):=det (—iw[d +B—1 ZA@kg) , (1.61)
=1

ou I; est la matrice identité de dimension d x d.

La relation de dispersion (1.61) est une équation polynomiale en w de degré d paramétrée par k.
Elle admet donc d branches de solutions w;(k), j = 1,...,d, paramétrisées par k. Celles-ci peuvent
étre réinterprétées comme les valeurs propres d’'une matrice qui dépend polynomialement de k. En uti-
lisant des résultats bien connus de la théorie des perturbations pour les problémes spectraux (voir par
exemple [134, chapitre 11, §1]), il est possible de montrer qu’il existe un fagon de numéroter les branches
w;(k) telles qu’elles soient analytiques par morceaux par rapport a chacune des variables réelles ky,
{=1,...,n, séparément.

Un cas particulier important est le cas des systémes symétrisables qui correspond au cas ou il existe
une matrice M € M4(R) symétrique définie positive telle que toutes les matrices M A, soient symétriques
et la matrice M B soit antisymétrique. Dans ce cas, d’une part nous avons la conservation en temps de
I’énergie

E(t) = 1/ (MU, U), (1.62)
2 Jge
et d’autre part, toujours en utilisant des résultats de la théorie des perturbations des matrices auto-
adjointes (voir [134, chapter II, §6]), il est possible de montrer que les branches w;(k) sont en fait analy-
tiques partout (plus seulement par morceaux) par rapport a chaque variable kg, £ = 1,...,n, séparément
(toujours modulo une numérotation adéquate).
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1.3.1.3 Caractére bien posé et stabilité

Rappelons la notion classique de caractére bien posé d’un systéme de la forme (1.59).

Définition 1.11. Le probléme de Cauchy associé a (1.59) est dit faiblement bien posé (resp. fortement
bien posé) si pour toute condition initiale Uy := U(t = 0) donnée dans l'espace de Sobolev H*(R"™)%,
5> 0 (resp. s = 0) il admet une unique solution U vérifiant

[Tl z2nya < Ce™ [ Uoll s zmye; (1.63)

pour un certain o € R.

Si cette notion peut étre satisfaisante d’un point de vue théorique, elle ne 'est certainement pas du
point de vue numérique : l'estimation (1.63) autorise une croissante exponentielle si a > 0. Il est alors
nécessaire d’introduire la notion suivante.

Définition 1.12. Le probléme de Cauchy associé a (1.59) est dit faiblement stable (resp. fortement stable)
sl est faiblement (resp. fortement) bien posé et que 'estimation (1.63) devient

U@ 2mnye < C(1+ )% Uol| s mnya- (1.64)

L’analyse par ondes planes donne une caractérisation beaucoup plus commode de ces deux définitions.
En effet, remarquons que (1.60) peut s’écrire sous la forme

U(X, t) — eri(x'k—wt) — eri(xk—Re(w)teIm(w)t. (165)

Nous voyons donc que l’existence de solutions w dont la partie imaginaire est positive correspond a des
ondes planes qui croissent exponentiellement en temps. Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Proposition 1.13. Le probléme de Cauchy associé d (1.59) est (faiblement) bien posé si les parties

imaginaires de toutes les branches wj(k), j = 1,...,d solutions de (1.61) sont bornées supérieurement,
c¢’est-a-dire qu’il existe un k € R tel que pour tout j € {1,...,d} et tout k € R™ nous avons
Imw;(k) < k. (1.66)

De plus, il est (faiblement) stable si elles sont toutes négatives ou nulles, c’est-a-dire que pour tout
je{l,...,d} et tout k € R™ nous avons

Imw,;(k) < 0. (1.67)

1.3.1.4 Vitesse de phase et vitesse de groupe

Dans cette partie, nous considérons une branche w(k) de solutions de (1.61) qui est donc analytique (au
moins par morceaux) par rapport a k. La famille d’ondes planes (1.60) associée est appelée un mode.

En partant de la définition d’une onde plane (1.60), il est naturel de définir sa vitesse comme le rapport
w/|k|. C’est ce que nous appelons la vitesse de phase :

Définition 1.14. Pour un mode associé a la branche w(k), sa vitesse de phase v, (w(k)) est définie par
vp(w(k)) == ==k, (1.68)

ot k := k/[k| est le vecteur unitaire dans la direction k.

Cependant, la vitesse de phase n’est plus la « bonne » notion de vitesse lorsque nous considérons non
plus une seule onde plane mais une superposition d’ondes planes [124]. Pour s’en convaincre, plagons nous
en dimension 1 et considérons un paquet d’ondes planes U(x,t) de la forme

Ulz,t) = / a(k)el@kt=k) qp. (1.69)
R
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ou a(k) est la fonction d’amplitude. Supposons que a soit concentrée autour d’un nombre d’onde ko, de
sorte que nous avons le développement

w(k) >~ wo + (k — ko)wy, (1.70)

ol wpy 1= w(kp) et wj := ‘g—‘,‘:(ko). Injecter le développement (1.70) dans (1.69) conduit &

Uz, t) = e'two—howo) / a(k)e @@t qf = etwo—kowo) [y (1 — Wit 0). (1.71)
R

En particulier, nous avons
U, 8)] = U — i, 0)]. (1.72)

Cela montre que l’enveloppe du paquet d’onde U se déplace a la vitesse wj, = w’(ko) et non & la vitesse
de phase w(ko)/ko.

La discussion précédente motive donc 'introduction de la notion suivante.

Définition 1.15. Pour un mode associé a la branche w(k), sa vitesse de groupe vg(w(k)) est définie par
ve(wk)) = Viw(k). (1.73)

Comme discuté plus haut, les branches sont au moins analytiques par morceaux (avec une numérota-
tion adéquate), la vitesse de groupe est donc bien définie presque partout.

Pour des modeles tres simples comme 1’équation des ondes acoustiques, la vitesse de phase et la vitesse
de groupe sont égales. Cependant pour des modeles plus compliqués elles peuvent étre différentes, voire
de directions opposées, comme nous allons le voir dans les sections suivantes. Introduisons dés maintenant
la notion de modes directs et de modes inverses.

Définition 1.16. Le mode associé & la branche w(k) est dite direct (resp. inverse) si

Vo) - ve(w(k) > 0 (resp. vp(w(k)) - vi(w(k)) < 0). (1.74)

1.3.2 Application aux modeles dispersifs

Reprenons maintenant nos modeles dispersifs décrits a la section 1.3. Pour des raisons de simplicité de
notre propos, nous ferons ’hypothése que notre milieu est non-dissipatif au sens de la définition 1.10.

En particulier, le modeéle de Lorentz généralisé (1.43) est non-dissipatif et peut se mettre sous la forme
d’une perturbation d’ordre zéro d’un systéme hyperbolique (1.59) avec d = 3(2 4 2n. + 2n,,), n = 3. 11
est également possible de montrer que ce dernier est symétrisable. L’identité d’énergie (1.62) n’est alors
rien d’autre que (1.45).

1.3.2.1 Calcul des solutions de la relation de dispersion

Calculer directement les solutions de la relation de dispersion (1.61) peut s’avérer délicat puisque qu’il
s’agit de calculer le déterminant d’une grande matrice. Par exemple, pour le modele de Lorentz généralisé
avec seulement n, = n,, = 1 il faut calculer le déterminant d’une matrice carrée de taille 3(2+2 x 142 x
1) = 18. 1l est plus facile de partir des équations de Maxwell harmoniques (1.5). Chercher des solutions
de la relation de dispersion (1.61) revient & chercher une fréquence w et des champs (E, H) # (0,0) tels
que

—iwe(w)E = ik x H,
N . (1.75)
—iwp(w)H = —ik x E.
Cela n’est possible que si w est solution de
we(w)p(w) [wie(w)u(w) — k] = 0. (1.76)
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Nous pouvons donc distinguer deux types de solutions.

Premiérement, nous avons les solutions de w 2e(w)pu(w) = 0, ce qui correspond alors & des champs
électriques E ou des champs magnétiques H & rotationnel nul. Les modes correspondants ne sont pas
propagatifs mais statiques car les solutions ne dépendent pas de k.

Maintenant, si w?e(w)pu(w) # 0, nous sommes ramenés & une équation appelée relation de dispersion
réduite :
wle(w)p(w) = k|2 (1.77)

Puisque cette relation apparait au carré dans (1.76), chaque solution w de (1.77) est en fait solution
double de la relation de dispersion d’origine (1.61). Les modes correspondants sont propagatifs.

Remarque 1.17. Les solutions de la relation de dispersion réduite (1.77) dépendent seulement de la norme
|k| de k. C’est une conséquence de I'isotropie des milieux considérés, € et p étant des scalaires et non des
tenseurs.

Pour le modéle de Lorentz généralisé, il y a donc 2+ 2n, 4 2n,,, modes non propagatifs : 2 pour w = 0,
2n, pour £(w) = 0 et 2n,, pour p(w) = 0. La relation de dispersion réduite (1.77) dans ce cas est une
équation polynomiale en w de degré 2 + 2n, 4+ n,,. Puisque cette relation apparait avec un carré dans la
relation de dispersion générale (1.61), nous retrouvons bien 3(2 + 2n, + 2n,,) solutions (en comptant les
modes propagatifs et les modes non propagatifs), qui est bien la dimension du systéme (1.43).

Remarque 1.18. L’hypothese que les w; . et les wy ,,, ne sont pas nuls intervient ici. En effet, si ce n’était
pas le cas, w = 0 serait un pole au moins double de e(w)u(w) donc w = 0 ne serait pas solution de

w?e(w)pu(w) = 0. 11 y aurait donc moins de modes statiques. Ce fait est & rapprocher de la remarque 1.7.

Dans le cas simple du modele de Drude (1.33), il est relativement aisé de faire les calculs explicitement.
Calculons tout d’abord les solutions non propagatives, c’est-a-dire les solutions de w?e(w)u(w) = 0. Nous
sommes dans le cas particulier ot w = 0 est un pole (quadruple) de e(w)u(w) donc w = 0 n’est pas
solution (voir la remarque ci-dessus). Nous avons donc seulement quatre solutions w = £, et w = £Q,,
Ensuite, la relation de dispersion réduite (1.77) se réduit & ’équation polynomiale Px(w) = 0, ou Px est
le polyndéme de degré 4 défini par

Poi=X*"— (22 + Q2 + Pk)X? + Q202 =0, (1.78)
o ¢:=1/,/gopo est la vitesse de la lumiére dans le vide.

Proposition 1.19. Pour tout k € R™, le polynéme Py défini par (1.78) admet 4 racines distinctes
tw;(k), j =1,2 qui dépendent uniquement de |k| et sont données par

+w; (k \/92 + Q2

b (k) = ﬂ%mz ¥R, PP~ S(M),

+ c2[k|? + 2 (k]),
(1.79)

ot D(k|) == /(2 — 2, + 2KP)? + 402, 2[k]2.

Démonstration. En définissant W = w?, I’équation Py(w) = 0 se réduit & W2 — (Q2 + Q2, + 2|k|>)W +
02202 = 0. Le discriminant de cette dermere équation est X (|k|)2. Par conséquent ses deux solutions sont
réelles et données par

Q2 4+ Q2 + k| + 2([k|) 02+ 02 + k|2 - 2(k|)
9 et W2 = 9 .

Il est clair que W7 > 0. En remarquant que le produit W1Ws de cette équation quadratique est donné
par Qgﬁfn > 0, nous avons nécessairement Wy > 0. Prendre les racines carrées de Wy et Wy donne alors
le résultat. O]

Wy =

(1.80)

Nous avons donc bien 4 solutions correspondant a des modes non propagatifs et 4 x 2 = 8 solutions
correspondant a des modes propagatifs, ce qui donne bien 12 solutions c’est-a-dire la dimension du systéme
(1.44).
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1.3.2.2 Présence d’ondes inverses

Maintenant que les modes sont calculés, nous cherchons & comprendre leurs comportements, notamment
a travers leurs vitesses de phase et de groupe. A ce stade, il est utile d’introduire ’ensemble S, appelé
spectre, des valeurs atteintes par les solutions de (1.77) :

S:= U  {eox): ker®}. (1.81)
w sol. de (1.77)

Considérons maintenant w(k) € S une branche de solutions de la relation de dispersion réduite (1.77).
En différentiant cette derniére par rapport a k, nous obtenons

% [w?e(w)p(w)] Viw(k) = 2k. (1.82)
w=w(k)
Nous avons donc I )
vg(w(k)) = oK) D(w(k)’ (1.83)
ou ® est la fonction définie par 1
1
D(w) := o [w?e(w)p(w)] . (1.84)
Nous obtenons donc
Vo (k) - vg(w(k)) = D(w(k) . (1.85)

En particulier, en utilisant la définition 1.16 (1.85) implique que le mode associé & w(k) est direct (resp.
inverse) lorsque D (w(k)) > 0 (resp. D(w(k)) < 0) :

Proposition 1.20. Un milieu caractérisé par sa permittivité € et sa perméabilité p admet des modes
inverses si, et seulement si

{wes : D(w) <0} #0. (1.86)
Dauns le cas simple du modéle de Drude (1.33), la fonction © se calcule aisément :
. 1 4 2092
Nous avons donc
{weS :D(w) <0} = (—min(Qe, Ly ), min(Qe, Q) # 0. (1.88)

Le modeéle de Drude admet donc des modes inverses. Remarquons que ’ensemble {w € § : D(w) < 0}
coincide avec ’ensemble des w tels que e(w) et pu(w) soient simultanément négatives. Ce n’est pas un
hasard comme nous allons le voir & la section suivante.

1.3.2.3 Propriété de croissance

En développant I’expression (1.84) de la fonction @, nous obtenons
() = ) o fwe(e)] + () ()] (1.8
w) = pw) 2~ |we(w ew) g lwn(w)]- .

Nous constatons que le signe de la dérivée de we(w) et de wu(w) joue un role prépondérant dans le signe
de ®. Introduisons la définition suivante :

Définition 1.21. Un milieu caractérisé par sa permittivité € et sa perméabilité p possede la propriété de
croissance si

d d
O [we(w)] >0 et w [wi(w)] > 0. (1.90)
Proposition 1.22. Tous les modéles de Lorentz généralisés (1.32) vérifient
ez e o) > (191)
3 lwelw 0 e 3 wplw 140- .

En particulier, ils possédent la propriété de croissance (1.90).
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Démonstration. Considérons uniquement le cas de €, le cas u se traitant exactement de la méme maniere.
11 suffit de remarquer que

d w w?, + w? _
dw( z>=— - 5 (J=1,...,n¢), (1.92)

2 —_ .
w wy .

pour conclure que

w+w

i[ws(w | =¢o 1+ZQ

do > £0. (193)

(w2-93,)° O
Remarque 1.23. 11 est en fait possible de montrer que tous les matériaux tels que € et p soient causales,
passives et symétriques vérifient la propriété de croissance (et méme (1.91)). Il s’agit d’une conséquence

des formules de Kramer-Kronig (1.24) et il est également possible de retrouver ce résultat par des consi-
dérations énergétiques (voir [147, §61 et §64]).

Gréce a (1.89) et la propriété de croissance (1.90), nous pouvons spécifier le résultat de la proposition
1.20 :

Proposition 1.24. Un milieu caractérisé par sa permittivité € et sa perméabilité p et vérifiant la propriété
de croissance (1.90) admet des ondes inverses si, et seulement si

{weS :e(w) <0 et plw) <0} #0. (1.94)

Par conséquent, pour le modeéle de Lorentz généralisé, il suffit qu’il existe une plage de fréquence pour
laquelle € et u sont simultanément négatives pour que nous ayons des ondes inverses.

Remarque 1.25. Dans le cas (qui semble hypothétique, voir la remarque 1.23) d’un matériau ne vérifiant
pas la propriété de croissance, la caractérisation (1.94) n’est plus valable. Considérons par exemple un
milieu défini par

2
e(w) =¢ep ( - w”) et wlw) = po. (1.95)

Le produit e(w)u(w) coincide avec celui pour le modele de Drude (1.33) avec Q. = Q,, = w,. Par
conséquent, la fonction © est la méme dans les deux cas. Notre milieu admet donc des ondes inverses car
nous avons toujours

{wes : D(w) <0} = (—min(Q, ), min(Qe, 2y,)) # 0. (1.96)

Pourtant € et © sont toujours des quantités positives. Il est facile de vérifier qu’ici la propriété de croissance
n’est plus vérifiée car
d (W? — w2)w? + 3w?
— |we(w)] =€
dw [ ( )] 0 wh

, (1.97)

est négatif pour w? < wg.

1.3.2.4 Vocabulaire des métamatériaux, indice négatif

Terminons ce chapitre par quelques remarques de vocabulaire et sur la conséquence de la présence d’ondes
inverses. Dans la communauté physicienne et chez les ingénieurs, un milieu pour lequel il existe une plage
de fréquence sur laquelle & la fois € et p sont négatifs est appelé métamatériau doublement négatif (double
negative metamaterial, DNG, en anglais).

Comme nous 'avons constaté a la proposition 1.24, tout matériau vérifiant la propriété de croissance
(ce qui est une hypothése extrémement raisonnable, voir la proposition 1.22 et la remarque 1.23) admet
donc des modes inverses. C’est pourquoi les DNG sont parfois appelés milieux & ondes inverses (backward
wave media en anglais).
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Si ces matériaux ont déclenché un vif intérét dans la communauté scientifique, c’est parce qu’ils
autorisent des indices de réfraction négatifs [228,247]. En effet, 'indice de réfraction n d’un milieu
caractérisé par sa permittivité e et sa perméabilité u est défini par [124,147] :

n(w) = li{% Ve(w +in)p(w + in), pour tout w € R, (1.98)
n

ol +/z est la détermination de la racine carrée telle que
Im+/z >0, pour tout z € C\ Ry. (1.99)

Avec une telle convention, pour tout x € R et n > 0 nous avons
%%sz 2| >0 et %%M:fm <0. (1.100)
En utilisant la formule de Taylor, il vient
£(w + il + in) = e(@)u(w) + in [(w) (W) + pw)e' (@) + O?). (1.101)

A Tinstar de la propriété de croissance (1.90), il est possible de montrer que &'(w) > 0 et p/(w) > 0 pour
w > 0 (au moins pour le modeéle de Lorentz généralisé et les matériaux décrits & la remarque 1.23). Par
conséquent, si e(w) et p(w) ont le méme signe, alors la partie imaginaire de e(w +in)u(w +in) a ce méme
signe d’apres (1.101). En utilisant (1.100), nous avons donc n(w) > 0 (resp. n(w) < 0) si a la fois e(w) > 0
et p(w) > 0 (resp. e(w) < 0 et p(w) < 0), c’est-a-dire que nous sommes en présence d'une onde directe
(resp. inverse).

Pour cette raison, les métamatériaux doublement négatifs sont aussi appelés métamatériaux a indice
négatif (negative index metamaterial, NIM en anglais). Une des conséquences les plus spectaculaires de
cet indice de réfraction négatif est I’ « inversion » des lois de Snell-Descartes qui décrivent en termes
géométriques le comportement d’une onde a l'interface de deux milieux d’indices de réfraction n; et ns.
Plus précisément, nous avons

ny sin @1 = no sin Oy, (1.102)

ol 0 (resp. 63) est 'angle de 'onde incidente (resp. réfractée) par rapport & la normale & U'interface au
point d’incidence. Lorsque ny et ny sont tous les deux positifs, 'onde réfractée est de 'autre coté de la
normale par rapport a I’onde incidente. Mais lorsque n; et no sont de signes opposés, 'onde réfractée est
du méme cdté (voir la figure 1.2). Une application possible est la conception de lentilles plates [190] qui
autoriseraient une refocalisation parfaite permettant de s’affranchir de la limite de diffraction des lentilles
classiques (voir la figure 1.3).

1.A Annexe : fonctions de Herglotz

Cette annexe a pour but de définir les fonctions de Herglotz et de présenter quelques unes de leurs
propriétés. Nous renvoyons le lecteur & [198] pour un panorama complet sur ces fonctions.

Définition 1.26. Une fonction de Herglotz est une fonction holomorphe du demi-plan supérieur ouvert
C?_ & valeurs dans le demi-plan supérieur fermé C*.

Herglotz considéra plutdt des fonctions définies sur le disque unité [118]. Nevanlinna a étendu ces ré-
sultats a des fonctions définies sur le demi-plan supérieur via des techniques de transformations conformes
[174]. C’est pour cela que les fonctions de Herglotz sont parfois appelées fonctions de Nevanlinna.

Un cas particulier important pour notre propos est le cas des fonctions de Herglotz symétriques.

Définition 1.27. Soit h une fonction de Herglotz. Elle est dite symétrique lorsque
h(z) = —h(—%), pour tout z € C%. (1.103)

Le principal résultat de cette théorie est le théoréme de représentation suivant :
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ny >0 ng >0 ny >0 ng <0

FIGURE 1.2 — Lois de Snell-Descartes décrivant la réfraction d’une onde entre deux milieux d’indices n,
et na. A gauche, le cas classique n1,n2 > 0 et a droite le cas d’un indice négatif ny < 0 (la normale entre
les deux milieux est indiquée en pointillé).

ny >0 ng <0 ny >0

FIGURE 1.3 — Schéma descriptif d’une lentille plate, I'indice négatif no permet une refocalisation parfaite.
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Théoréme 1.28 (Nevanlinna). Une fonction h: C. — Cy est de Herglotz si, et seulement si, il existe
@ €R, 320 et v une mesure de Borel vérifiant [, dv(€)/(1+ &%) < +oo tels que

h(z) =a+ Bz +/R <§ i i f§2) dv(€), pour tout z € C7.. (1.104)

Il est possible de montrer que «, 5 et v dans la représentation (1.104) sont uniques et caractérisables :

Proposition 1.29. Soit h une fonction de Herglotz. Les paramétres a € R, > 0 ainsi que la mesure
de Borel v dans la représentation (1.104) de h sont uniques. De plus, ces quantités sont données par
a =Reh(i), par

h
B = lim ﬁ, pour tout 6 € (0,m), (1.105)
zeS(O) =z
|z| =400

ot S(0) est le secteur angulaire défini par
SO):={z€C: O<argz<7—0} (1.106)

et par
Ao+6

y(()\l,/\2]) =l Im A(A + ie) d, (1.107)

pour tout (A1, A2) € R? tel que —o0o < Ay < A\g < +o0o (formule d’inversion de Stieltjes).
Pour les fonctions de Herglotz symétriques, la représentation (1.104) se simplifie :

Proposition 1.30. Soit h une fonction de Herglotz symétrique. La représentation (1.104) s’écrit
= fz +/ -2 ), pour tout z € C7| (1.108)
et de plus la mesure de Borel v est paire : v(—=§) = v(§) pour tout £ € R.

1.B Annexe : démonstration de la proposition 1.6

Considérons seulement le cas de la permittivité €, le cas de la permeabilité p étant identique. Par linéarité

et par le fait que
1 1 1 1
SN B T )
W —wji, 2wj7e W—Wje Wt+wje

il suffit pour démontrer la proposition 1.6 de démontrer le lemme suivant :

Lemme 1.31. Soit a € R, soit n > 0 et soit T}, la distribution réelle associée a la fonction localement
intégrable £ € R— 1/((£ +in) — a) € C. Alors nous avons la limite suivante au sens des distributions :

lim 75, _7)7 — iT0q. 1.110
o §—a i ( )

Démonstration. Soit ¢ € D(R) et soit € > 0. Nous avons

_ 5(6) #() - 6la) #(a)
Tt = [ Erm et e Erm st @ m =% am
=1+ 1+ Is.

D’apres le théoreme de convergence dominée, nous obtenons pour la premiere intégrale

lim I; = / &) de. (1.112)
‘ _
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Pour I, en faisant un développement de Taylor ¢(&) — ¢(a) = (€ —a)d'(a) + O((€ —

oo |

|§—al<e

1d§+/|£_ ; O(€ — a)) dé = O(e).

Enfin, pour I3, un calcul direct montre que

I3 = —2i¢(a) arctan <;> 774\6 —ing(a).

Finalement, nous avons

lim (T, ) = /|£ 9©) 4e _ ing(a) + O(e).

—al|>e §—a

En faisant tendre e vers 0, nous obtenons bien le résultat annoncé.
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Nous souhaitons dans ce chapitre développer une méthode numérique efficace afin de simuler la pro-
pagation des ondes pour le modele de Lorentz généralisé (1.43), en particulier illustrer les propriétés
dispersives décrites au chapitre précédent comme la présence d’ondes inverses et la possibilité d’avoir des
indices de réfraction négatif.

Contrairement & certains schémas pour le modeéle de Lorentz déja étudiés dans la littérature (voir par
exemple [156]), notre but ici est d’obtenir un schéma numérique robuste, c’est-a-dire que sa condition de
stabilité de Courant—Friedrichs-Lewy (CFL) est la méme que pour celle du vide, donc indépendante des
parametres du modele de Lorentz. Cela permet notamment de ne pas pénaliser les temps de calculs lors
de la résolution de problémes ou plusieurs milieux, dispersifs et non dispersifs, sont présents (ce qui est
le cas pour nos problémes de transmission).

Notre approche couplera donc une approche classique concernant la discrétisation en espace (nous
allons utiliser des différences finies sur des grilles décalées mais d’autres choix comme des éléments finis
mixtes ou une méthode de Galerkin discontinue auraient été possibles) avec une discrétisation judicieuse-
ment choisie pour la partie en temps, basée sur des différences finies (méthodes de type Finite Difference
Time Domain [144,213]).

Ce chapitre s’organise comme suit : nous présentons tout d’abord une méthode de discrétisation en
temps relativement indépendante de la discrétisation en espace pour le systéme de Lorentz (1.43) qui
admet la méme condition CFL que celle du vide et basée sur une méthode de différence finie (schéma
de Yee temporel). Ensuite, nous nous concentrons a décrire la discrétisation en espace, elle aussi basée
sur une méthode de différences finies sur des grilles décalées. Enfin, nous présentons quelques expériences
numériques utilisant le cas particulier du modeéle de Drude (1.44) pour mettre en évidence la présence
d’ondes inverses et d’indices de réfraction négatifs.



2.1 Construction des schémas numériques

Pour des raisons de simplicité de discours et de mise en ceuvre informatique, nous avons choisi de nous
placer en dimension 2 d’espace, contrairement au chapitre précédent ou nous considérions la dimension
3. De maniere completement arbitraire, nous avons choisi le cas ol le champ électrique est un champ
vectoriel de taille 2 : E = (E,, Ey)T et le champ H est un champ scalaire (mais tout ce qui suit s’adapte
sans probléme au cas ou c’est le champ magnétique qui est vectoriel et le champ électrique qui est
scalaire). Par conséquent, les champs auxiliaires J; et P; seront également vectoriels de taille 2, et les
champs auxiliaires K et M} seront scalaires. Enfin, introduisons 'opérateur rotationnel vectoriel V x -,
qui s’applique & un champ scalaire X, défini par

(2.1)

_ | X
V x X := [—&CX] ,

ainsi que l'opérateur rotationnel scalaire V x -, qui s’applique & un champ X = (X, Xy)T vectoriel de
taille 2, défini par
V x X =0, Xy — 0y X,. (2.2)

Dans ce cadre, le systéme (1.43) posé en dimension 3 devient en dimension 2 le systéme suivant :

GE+Y 02 J; =5V x H,
j=1

OH +Y 0} Ky =—p;'V xE,

k=1 (2.3)
9Jj +w; P; —E =0, (G=1,...,n0),
oP; —J; =0,
O K + wp My, — H =0, (k=1,...,nm),
O, M, — Kj, = 0.

Ce systéme, de dimension 2(1 + 2n.) + (1 + 2n,,), hérite de toutes les propriétés mathématiques et dis-
persives du systéme originel (1.43) : il est bien posé, vérifie une identité d’énergie analogue & (1.45), peut
admettre des ondes inverses, etc.

Le systéme (2.3) étant posé dans tout 1’espace R?, nous allons nous restreindre & un domaine O C R?
borné et nous considérons des conditions de conducteur parfait sur la frontiere 0O (supposée réguliere) :

Exn=0, sur 00. (2.4)

Avec ce choix, le rotationnel vectoriel et le rotationnel scalaire sont adjoints.

Remarque 2.1. Depuis le début du manuscrit, nous avons considéré des matériaux homogenes, c’est-a-dire
que les ; ., wje , Qkm et wi,m sont des constantes. Cependant, tout ce qui va suivre pourrait s’adapter
sans peine au cas ou ces quantités dépendent de ’espace. Notamment, la discrétisation en temps que
nous allons présenter est valable pour des matériaux hétérogenes.

2.1.1 Discrétisation en temps

Dans cette partie, nous nous intéressons a la discrétisation en temps du systéme (2.3). Pour le moment,
nous restons volontairement vagues sur la méthode numérique utilisée pour la discrétisation en espace.
Nous supposons que nous disposons d’une formulation variationnelle de (2.3) dans des espaces fonctionnels
adéquats et nous considérons alors le méme probléeme dans des espaces d’approximation de dimension
finie qui sont construits sur un maillage de taille typique h, parameétre d’approximation qui est amené a
tendre vers 0. Nous supposons simplement que les approximations des champs E, J; et P; d’une part, H,
K}, et M}, d’autre part, sont construits sur les mémes espaces d’approximations V" et V" respectivement.
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Typiquement, nous pourrions utiliser une méthode d’éléments finis mixte [26,127], une méthode de type
Galerkin discontinue [7,119], une méthode de différences finies comme le schéma de Yee sur des grilles
spatiales décalées [213,243] (comme ce sera le cas dans la suite), etc. Ces méthodes produisent toutes un
systeme semi-discrétisé en espace de la forme

MEOE" +3 M J} =g 'K'H",
j:1 J»
MhaHh anh Kh__ _1KhTEh
mOt +Z Qz k= ~Ho (K™) ;
k=1

2.5
Mo, +Mf)?ePJh—M2Eh =0, (G=1,...,n), (2:5)
Mo, P} — ML T} =0,
MgatKg+Mgg M} — M H" =0, (k=1,...,nm),

m

MP o MP — M K] = 0.

Ci-dessus, X" désigne indifféremment le vecteur des degrés de liberté associé a l'approximation d’un
champ scalaire X ou d’un champ vectoriel X. Par exemple, E” est le vecteur des degrés de libertés
correspondant & E" € V! approximation du champ vectoriel E, et H" correspond & l’approximation du
champ scalaire H. Nous avons également noté :

e M” (resp. M ) la matrice de masse correspondant & ’approximation de 'identité de V. (resp. V,2);

° Mgz et MZQ les matrices de masse correspondant a 'approximation de la multiplication par sz .
J J.e )
2 h.
et wy  dans V.';

° M’ég et MZQ les matrices de masse correspondant & ’approximation de la multiplication par

k,m k,m

2 2 g h.
O et wy, dans Vo

e K" la matrice de rigidité correspondant & I'approximation du rotationnel vectoriel envoyant V," sur
V! sa transposée (K")T envoyant V" sur V" est alors la matrice d’approximation du rotationnel
scalaire.

Remarque 2.2. Dans le cas ou le milieu est homogene, les matrices Mgz et MZ? (resp. M?ﬁ et MZ2 )
je jre k,m k,m

sont juste des multiples de M” (resp. M",). Cependant, nous construisons nos schémas en temps dans un
cadre plus général ou le milieu peut étre hétérogene (voir la remarque 2.1), et dans ce cas ces matrices
ne sont plus simplement des multiples de M" ou M" .

De maniére tout a fait analogue & la conservation de ’énergie (1.45), nous pouvons montrer la conser-
vation de I’énergie semi-discrete

S (e €l =0, (2.6)
avec e
El = eoMUE" - E" + &9y Mg (J}-J} + M Pl P},
=1 (2.7)
h = nobi HP - H" oY My (K} KL+ WMD)
k=1 '

ou - désigne le produit scalaire euclidien usuel.

2.1.1.1 Schémas aux différences finies sur des grilles décalées

Dans 'optique de produire un schéma en temps efficace, nous voulons que d’une part celui-ci redonne
le schéma standard de Yee en temps correspondant au vide, c’est-a-dire lorsque €2;. = 0 et 5, = 0
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pour tout j = 1,...,n. et k = 1,...,n,,; et dautre part qu’il soit stable sous la méme condition de
Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) que celle correspondante au cas du vide. La technique standard pour
ce faire est de coupler le schéma de Yee en temps classique sur des grilles décalées [213,243] avec des
schémas implicitant les termes d’ordre 0, typiquement avec un schéma de type Crank-Nicholson. Cette
approche est relativement classique et a déja été utilisée dans le contexte des milieux dispersifs et des
métamatériaux, voir par exemple [23,193]. Introduisons un pas de temps At > 0. Pour un vecteur de
degré de liberté X", notons X"+9 son approximation au temps t" % = (n+§)At avec § = 0 ou § = 1/2.

Considérons tout d’abord a titre d’exemple les équations de Maxwell dans le vide

OE =¢,'V x H, 28)
OH=—py'V x E. '
Le systeme semi-discrétisé correspondant est alors
Mo, E" = ey "KM H",
M 9, H" = — s (K" T E (2.9)
mt - 0 .
Le schéma de Yee en temps est alors donné par [213,243] :
h,n+1 _ pph,n
fE E _ é_alKhHh,njL%’
oAt 2.10
Hh,n-&-% _ Hh,n—% ( . )
p, LNy,

Ainsi, le champ électrique E" vit sur la grille {nAt} alors que le champ électrique H" vit sur la grille

{(n+1/2)At}.

Comme annoncé plus haut, nous allons rendre implicite les termes d’ordre 0 intervenant dans (2.3).
Par exemple, considérons seulement la premiére équation de (2.3) dans le cas d’un pdle simple (n. = 1) :

OE+ 023 =¢,'V x H, (2.11)
dont la version semi-discrétisée est
MO, E" + M. J" = ey "KM H". (2.12)

Ici, il pourrait sembler naturel que J” vive sur la méme grille temporelle que celle de 9, E" et H", c’est-
a-dire {(n + 1/2)At}. Nous allons en fait faire un autre choix : J" va vivre sur la méme grille temporelle
que celle de E", c’est-a-dire {nAt}. Nous devons alors rendre le terme en J" ci-dessus implicite. Pour ce
faire, nous utilisons un schéma de type Crank-Nicholson faisant intervenir la moyenne de J" & Iinstant
n et a 'instant n + 1, ce qui donne :

hEh,n+1 _ Eh,n

M hQJhm_’_Jh,nJrl
¢ At

+ M, 5 — ey 'KPHP S, (2.13)

En suivant cette démarche, nous pouvons donc donner le schéma de Yee en temps du systéme (2.3)
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que nous considérons dans la suite :

Eh,n+1 _ Eh’n e Jh,’rl + Jh,n-‘,-l
ar M Tt = K,
Je
j=1
1 1
ghnts _ gghin—%  Dm Khrte oo B
M, At * ZMgi,m - 2 - =~y ' (K") " EM",
k=1
Jhmtt _ ghn phn . phntl Eho 4 photl
My MYy =M ——, (=1,
Ph n+1 Ph n Jh’n 4 Jh n+1
Mg~ RV | Joe R
At e 2 ’
hn-{-l hn—i hn-‘,—l hon—L . )
M Kk7 2 ,Kk) 2 NG Mkv 2 +Mk7 P o Hhnts 4 ghn—s A
m At + ‘*’i,m 2 - m 2 ’ ( )
1 _1 1 1
. M:,nJrz _M:,n 3 ., KIZL,nsz +KZ,n %
M, A7 =M~ . ,

(2.14)

Remarquons que les champs E”, J;L et Pjh vivent sur la grille temporelle {nAt} et les champs H", K ,f

et M sur la grille {(n + 1/2)At}. Tous les termes d’ordre 0 ont bien été rendus implicites, a chaque fois
en prenant la moyenne aux instants n et n + 1 pour les champs E", J!" et P!, ainsi que la moyenne aux

instants n — 1/2 et n + 1/2 pour les champs H", K} et M.

Comme annoncé dans nos objectifs, la condition de stabilité de Courant—Friedrichs—Lewy (condition
CFL) du schéma (2.14) n’est rien d’autre que la condition CFL classique du schéma de Yee en temps
correspondant au vide. En particulier, elle ne dépend pas des constantes €2 ¢, Qi m, Wje €t Wy m :

Théoréme 2.3. La condition de stabilité de Courant—Friedrichs-Lewy du systéme (2.14) est
At
S IKM <1,

ot ¢ :=1/\/eopg est la vitesse de la lumiére dans le vide et ot nous avons défini

KhUh . vh
IK"|| == sup
uh,vh) |Uh‘e|vh|m

avec
U, = (MPU" - UM)E et [V = (ME VP V)3

Démonstration. Voir 'annexe 2.A.

2.1.1.2 Discussion sur le coiit de calcul supplémentaire

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Bien que l'implicitation des termes d’ordre 0 permette d’avoir la condition CFL (2.15) qui est la méme
que celle du vide, ce qui constitue un avantage indéniable, nous pouvons légitimement nous inquiéter du
coiit de calcul supplémentaire induit. En effet, le schéma (2.14) nécessite a priori la résolution a chaque
pas de temps de nombreux systémes linéaires faisant intervenir des matrices de masse. A titre d’exemple,

considérons seulement la partie électrique de (2.14) dans le cas d’un seul pole (ne =1) :

hEh,nJrl _ Eh,n n Jh,n +Jh,n+1

eT +M92 5 — Eo—lKhHh,’nri’%’
Mh Jh,n+1 _ Jh,n Mh Eh,n + Eh,n+1
€ At e 2 '

(2.18)
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Les expressions de E»™*1 et J»"*1 sont alors données par

hyn41 hAt2h71hAt21h h_ 1h 1 A b prhont
B = <M T Mm) KM B 4Mé2) EM" — AtMify JM" + 5" AtK"H ﬁ ,
At? - At? At , (219
Jhntt = (MZ + 4M§32> KMQ - 4M52) I+ AM B + 6512KhH’"”’”+2] :
Il faudrait donc inverser & chaque pas de temps deux systémes linéaires du type (M” + ATRM&)U =b
(sans compter ceux pour la partie magnétique).

Fort heureusement, il est possible de rendre ce cotlit négligeable grace aux techniques de condensation
de masse, mass lumping en anglais (voir par exemple [69,70,105]). Il s’agit de méthodes permettant d’ob-
tenir des matrices de masse diagonales, dont I'inversion est alors quasi-immédiate (il suffit simplement de
prendre les inverses des éléments diagonaux). Il existe de nombreuses fagons d’obtenir de telles matrices
de masse, en utilisant par exemple des régles de quadrature adaptées pour les éléments finis. A noter que
la méthode de différences finies que nous allons utiliser dans la suite conduit naturellement a des matrices
de masse diagonales.

Ce faisant, le calcul & chaque pas de temps de (2.19) n’est pas tres couteux : il suffit de calculer au
préalable avant le début de la boucle temporelle (preprocessing) l'inverse de la matrice M + At? /AMP,,
qui est diagonale. Ainsi, (2.19) ne nécessite que des produits matrices-vecteurs faisant intervenir des ma-
trices diagonales, & 1’exception de K", qui de toute facon est déja présente méme dans le cas du vide.

En conclusion, nos schémas ne sont pas cotiteux en temps de calcul & condition d’avoir utilisé une
technique de condensation de masse afin d’obtenir des matrices de masse diagonales. Mentionnons cepen-
dant que les systémes du type (2.3) ont un nombre d’inconnues qui peut étre élevé si n. et/ou n,, est
grand (et encore plus en dimension 3). Le cofit en terme de mémoire peut alors devenir un probléme.

2.1.2 Discrétisation en espace

Nous avons choisi d’utiliser la méthode classique des différences finies pour la discrétisation spatiale,
basée sur des grilles décalées [213,243]. Combinée avec la discrétisation en temps décrite dans la section
précédente, cela nous donne un schéma de type Yee adapté aux modeles de Lorentz généralisés.

Plus précisément, donnons-nous deux pas d’espace Az, Ay > 0. Dans la suite, n, « et 5 désigneront
des entiers relatifs. Notons XZI?;V B+s, la valeur d’un champ scalaire X au temps (n + §;)At et au point
((a+0,)Az, (B + 6,)Ay), ol &, 6, et &, sont égaux a 0 ou & 1/2. Les différents champs E = (E,, E,)T,
Ji = (Jjx, Jjiy)T, Pj = (Pju, Pjy)", H, Ki et My intervenant dans (2.3) sont alors discrétisés sur

différentes grilles décalées :
e les champs E,, J; . et P;, sont discrétisés sur les grilles {nAt}, {(a +1/2)Az} et {BAy};
e les champs Ey, J,, et P;, sont discrétisés sur la grille {nAt}, {aAz} et {(8+ 1/2)Ay};
o les champs H, K}, et M}, sont discrétisés sur la grille {(n+1/2)At}, {(a+1/2)Ax} et {(B+1/2)Ay}.
Avec ce choix, les opérateurs différentiels 9, et d, sont approximés par
Xn+6t n+0¢

- X
a+d,+3,8+6 at6,—%,646
(ax X)TLthSt 3.8+0y 3:8+4y

a+,,8+8, = Ax ) (2.20)

pour un champ X discrétisé sur la grille {(n + &;)At}, {(a+ 6, + 1/2)Ax} et {(8 + J,)Ay}, ainsi que

n+o¢ _ yn+d:
n+d, L adbs, 46,45 atdsBHd,—3
a+8,,8+8, — Ay ’

(8,Y) (2.21)
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pour un champ Y discrétisé sur la grille {(n+d;)At}, {(a+d,)Az} et {(B+0,+1/2)Ay}. Quant & elles,
les matrices de masse sont simplement égales a ’identité multipliée par la constante correspondante. Par
exemple, Mgg = Q?_GI (pour des matériaux homogenes).

Jse :

Finalement, en combinant la discrétisation en temps (2.14) avec la discrétisation en espace décrite
ci-dessus, nous obtenons un schéma de Yee adapté pour les modeles de Lorentz généralisés :

n+1 Cyn+1 nt3 n+g
(Ew)oﬁL%,B_(E a+i B+ZQ a+ 5+(JJ’I)OZ+%,ﬁ: _1Ha+§,ﬁ+%_Ha+;ﬁ7%
At 2 Ho Ay ’
n+l _ . \n+l n+3 n+i
(Ey)a,ﬁ—kQ (Ey) Z7ﬂ+2 I ZQ Ty Z,ﬁJr% + (Jj’y)(x,ﬁ-i-% _ 71Hu+;5+% - Ha_;[”%
At 2 Ho Ay ’
n+% . n—% n+% n—%
Hll-‘r%,ﬁ‘f‘% Ha+27ﬁ+2 n ZQ (Kk)a+%7ﬁ+% + (Kk)oc—i-%,ﬁ—&-%
At = 2
. _1 (Eﬂt)g+%’ﬁ+1 - (Ew)g+%’ﬁ B (EQ)Z+LB+% - (Ey)ayg+2
0 Ay Az ’
+1 +1 +1
(JJ'JT)Z+%”3 - (‘]J}x)g+%’5 oy (Pjvm)ZJr%’ﬁ + (Pjﬂ?)ZJr%”g _ (Em)ZJr%ﬁ + (Ex)ZJ’,%’B
At e 2 2 ’
1 , 1 1
(Jj,y)Z:;;+% - (Jjby)g,g_*_% 4 (Pm)ZJr%ﬂ + (Pj,y)Zi%’g B (E )a B+1 + (EU)ZL+%
At Je 2 B 2 ’
(Pj,m)Zf%ﬁ ~Pielarrs  Uialags st (Jj,z)Zf%_ﬂ
At B 2 ’
+1 +1
(Pjyy)ZJr%’ﬂ - (Pjyy)z+%,5 _ (ijy)ZJr%’ﬁ + (Jj,y)ZJr%ﬁ
At 2 ’
n+i n—2i 1 n+i n,1 n+i
(K’“)o&;ﬁ% B (K’“)w;m% 4u? (Mk)a+2 Ay T (Mk)cw;mé - Hotos THarlpia
At k,m 9 2 )
n+4 n—3 n+i
(Mi)oi 354y — (‘7\/‘[’“)rw2,/?+2 _ (Bi)arlpry T Biaid 541
At 2 '
(2.22)
Nous pouvons spécifier la condition CFL (2.15) dans le cas particulier du schéma (2.22) :
Théoréme 2.4. La condition de stabilité de Courant—Friedrichs—Lewy du schéma (2.22) est
A 1 1

En particulier, lorsque Ax = Ay = h, la condition (2.23) devient cAt/Azx < v/2/2.

Démonstration. Ce théoréeme se déduit immédiatement du théoréme 2.3 en utilisant le résultat classique
suivant (voir par exemple [213]) :
K" 1 1
= 3 T A2
2 Ax Ay

ot K" est la matrice associée a la discrétisation du rotationnel scalaire par (2.20) et (2.21). O

(2.24)

2.2 Illustration des propriétés dispersives du modele de Drude

Nous mettons maintenant en ceuvre le schéma ci-dessus afin d’illustrer les propriétés dispersives qui ont
été décrites au chapitre précédent. Nous souhaitons notamment mettre en évidence la présence d’ondes
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inverses et la possibilité d’obtenir des indices de réfractions négatifs.

Nous nous concentrons dans cette partie sur le cas particulier du modele de Drude (1.33)—(1.44). Le
schéma correspondant s’obtient également comme un cas particulier de (2.22) :

n+1 n+1 n+3 n+3i

(E-”f)a+%,ﬂ B (E-T)ZJr%,ﬁ L2 (‘]””)ZJr%,B + (‘]”’>a+%,/3 _ #,1Ha+;ﬂ+% B Ha+%2,/3—%

At ¢ 2 o Ay ’

+1 , n+1 nty ity

(Ey)Zm% B (Ey)zmé +QQ(JJ)Z,6+% + <‘]J)Z,ﬁ+% = ! ard ey “Hal s

At e 2 - Ay ’

n+% . n—% 71+% "_%

Horfory = Harlory | o Wardprs T Harfory

At mn 2

S (EI)ZJr%,ﬂH B (EI)ZJr%,ﬂ (Ey)z+1,6+§ B (Ey)Z,Mé (2.25)
-0 A - A ’
Yy x

a)ats s = Uy (Bediyy s+ (Ba)ald

At - 2 ’

+1 +1

(Jy)ZﬁJré B (‘]y)Z,M% (E-U)Z,BJr% * (Ey)ZﬁJré

At B 2 ’

n+i _ n—% n—3 n+3
Kariprs = Basipory _ Horlpry T Harlpy
At 2 '

2.2.1 Ondes directes, ondes inverses et band gap

Rappelons que le modéle de Drude (1.33) admet trois régimes aux comportements bien distincts (voir la
figure 1.1) :

1. le régime |w| < min(§2, Q) ol & la fois e(w) et p(w) sont négatives : présence d’ondes inverses;

2. le régime min(Q,, Q) < |w| < max(Qe, Q) (qui ne peut exister que si Q. # Q) ot e(w) et p(w)
sont de signe opposé : pas de propagation d’ondes (band gap);

3. le régime |w| > max(Qe, Q) ol & la fois e(w) et u(w) sont positives : présence d’ondes directes.

Nos premieres expériences visent a représenter ces trois régimes. Tout d’abord, nous adimensionna-
lisons notre probléme de sorte que g9 = py = 1 (la vitesse des ondes dans le vide est donc ¢ = 1,
la vitesse des ondes dans le milieu de Drude étant alors nécessairement inférieure). Nous considérons
comme parametres pour le modele de Drude €2, = 4 et €),,, = 2 et nous prenons comme domaine de
calcul O := (—10,10)2. Tous les champs sont nuls & I'instant *+ = 0 et nous ajoutons une source de la
forme f(x,t) = g(x)sin(w*t) ou g est une fonction dont le support est inclus dans la boule unité B(0,1).
Le choix de la fréquence d’excitation w* va permettre de nous placer dans les différents régimes décrits
ci-dessus. Plus précisément, la source agit sur le champ magnétique (le champ scalaire), c’est-a-dire que
la troisieme ligne de (2.25) devient

n+i n—1 nti n—i
Hovlory ~Harlpry e (K)aé,ﬁ% + (K)a+;ﬂ+%
At m 2
-1 l(Ew)Z+;,B+1 B (EI)Z%’B (Ey)Z+1,B+% B (Ey)g,m% (2.26)
= 5‘0 — .
Ay Ax
1 1 ok
+g(|a+ 5 Az, | B+ B Ay | sin(w*nAt),
ou g est la gaussienne radiale définie par

g(z,y) = e~ 50 ) pour tout (z,y) € R (2.27)
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A noter que pour z2 + y? = 1, nous avons g(z,y) = e %0 ~ 1,9287 x 10722 qui est bien inférieur

la précision machine de 10715, nous pouvons donc considérer que g est d’un point de vue numérique
support compact inclus dans B(0, 1).

[

Nous avions choisi pour ’analyse de prendre des conditions de conducteur parfait (2.4) sur le bord 9O.
Cependant, avec un tel choix, nous aurions nécessairement des réflexions des ondes sur la frontieére qui
viendraient parasiter la visualisation des résultats. Nous avons choisi ici d’anticiper et d’utiliser les couches
absorbantes parfaitement adaptées (perfectly matched layers), qui sont décrites et analysées plus préci-
sément dans les deux chapitres suivants, pour la présentation des résultats (nous aurions pu également
prendre un domaine de calcul trés grand et stopper la simulation avant que les ondes atteignent les bords).

La figure 2.1 montre quelques instantanés du champ H a différents instants pour trois valeurs de w* :

1. w* =1 <2 =min(Q, Q,,), nous constatons la présence d’ondes inverses, qui donnent 'illusion de
revenir vers le centre parce que la vitesse de phase pointe vers l'intérieur du domaine alors que la
vitesse de groupe pointe bien vers ’extérieur ;

2. w*=3¢€(2,4) = (min(Qe, Qy,), max(Qe, Qyy,)), il n’y a pas de propagation d’onde (band gap);

3. w* =5 >4 = max(Q, ), nous sommes en présence d’ondes directes, le milieu se comporte
comme un diélectrique classique.

Il est malheureusement assez difficile de distinguer les différents types d’ondes sur des instantanés.
Pour palier cela, nous invitons le lecteur a regarder en ligne les vidéos correspondantes aux instantanés
de la figure 2.1 sur ma chaine Youtube “Valentin Vinoles”!, vidéo « Wave propagation in negative index

metamaterial »2.

2.2.2 Indice de réfraction négatif et lentille plate

Finissons ce chapitre en illustrant la possibilité d’obtenir des indices de réfraction négatifs comme cela a
été décrit au chapitre précédent, section 1.3.2.4, en simulant la lentille plate décrite a la figure 1.3. Notre
domaine de simulation est O,UO,UQOq, avec O, = (—10,0) x (—10, 10) le milieu & gauche de la lentille cor-
respondant au vide (sur lequel nous avons les équations de Maxwell classiques), Oy = (0,10) x (—10,10)
le milieu correspondant a la lentille rempli d’'un matériau de Drude avec Q, = Q,, = 62 ~ 8,49 et
O4 = (10,20) x (—10,10) le milieu & droite de la lentille, lui aussi rempli correspondant au vide. Nous im-
posons une source de la forme f(x,t) = g(z+5,y) sin(w*t) ot g est donnée par (2.27) (il s’agit donc d’une
gaussienne radiale en espace centrée en (—5,0)) et ot w* = 6, de telle sorte que e(w*) = p(w*) = —1, ce
qui correspond a un indice de réfraction négatif égal a —1 dans la lentille Oy, I'indice de réfraction étant
égal a 1 dans Oy et O4. La figure 2.2 montre quelques instantanés du champ H a différents instants.
Nous observons bien une refocalisation de 'onde a la fois dans le matériau de Drude et a droite dans le
vide. Nous constatons donc que O, agit bien comme une lentille plate, conformément au schéma décrit
par la figure 1.3.

Une nouvelle fois, nous invitons le lecteur a regarder en ligne la vidéo « Negative refraction in meta-
materials making perfect lenses »® correspondant & la figure 2.2.

Laccessible & I’adresse https://www.youtube.com/user/dota2Val

2https://www.youtube.com/watch?v=64_LVOrEGt4
Shttps://www.youtube . com/watch?v=FmPmEB4xUKk
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t=7.0004

t=14.0714

t=21.8496

©

t = 27.5065

t=34.5775

t=41.6486

*

FIGURE 2.1 — Instantanés du champ H a différents instants pour trois valeurs de w* : w* =1 (a gauche,
ondes inverses), w* = 3 (au milieu, band gap) et w* =5 (& droite, ondes directes).
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t=2.49 t=12.49

t=22.49 t=32.49

t=42.49 t=52.49

t=59.99 t=67.49

FIGURE 2.2 — Instantanés du champ H a différents instants. Nous avons superposé sur le dernier les
rayons comme sur la figure 1.3.
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2.A  Annexe : démonstration du théoreme 2.3

Pour des raisons de simplicité, nous considérons uniquement le cas ou € et g n’ont qu’un seul pdle :
Mme = My, = 1 (les indices j et k sont donc omis dans la suite). La démonstration s’adapte sans probléme
au cas général. Prenons le produit scalaire de premiére ligne de (2.22) avec At(E™" + E""+1). Nous
obtenons alors

ﬁ
2
= Atsal]KhHh’”H/? . (Eh,n + Eh,n+1)‘

MZEthH . Eh,n+1 _ MZEh,n . Eh,n + M?)Q(Jh,n + Jh,nJrl) . (Ehm + Eh,n+l)

(2.28)

Remarquons maintenant qu’en prenant le produit scalaire de la troisiéme ligne de (2.22) avec At(J™™ +
Jh7+1) nous pouvons ré-exprimer le troisieme terme de (2.28) comme

At
TM?)E (Jh,n + Jh,n+1) . (Ehm + Eh,n+1) — M?}g Jh,nJrl . Jh,n+1 o Ml{z)g Jhﬁn . Jh,n
At
5 Mghz (MI}) ™ ML, (P74 PRty o (J7m 4 gt (2:29)
—_———
=M,

De méme, en prenant le produit scalaire de la quatrieme ligne de (2.22) avec At(P"" + Phn*1) nous
obtenons une ré-écriture du dernier terme de (2.29) sous la forme

%MQ’E(P}L’" + Ph,n-H) . (Jh,n + Jh,n-i—l) _ M:})eph,n+1 . Ph’n+1 _ Mf’eph,n . Ph’". (2.30)

Finalement, en regroupant les égalités (2.28), (2.29) et (2.30), nous obtenons 1’égalité

5;L+1 _ 5:, _ 2A}:thlh,n—l-l/Q . (Eh,’n + Eh7n+1), (231)
€0
ol & est I'énergie électrique discrete définie par
& i=MPEM™ . EM 4 Mg JP - g 4 M PR PR (2.32)
Nous procédons de méme pour la partie magnétique et obtenons
g;ll-ﬁ-% . g::l—% _ —fi(Kh)TEh’n . (Hh,nJr% + Hh,nfé)
AMO (2.33)
_ 7Kh(Hh,n+% + Hh,nfé) . Eh,n’
240
1
ot 7 est I’énergie magnétique discréte définie par
g::;r% — M:%Hh’n—‘r% . Hh,n-i—% +Mg2 Kh,n-i—% A Kh,n-‘r% +Mil,th,n+% . Mh’n+%, (234)

ot nous avons posé M | :=MPp, (M?)~'M", . Définissons maintenant 'énergie totale discréte £ par
’ m m

1 nal n—l
M= E" + 5(a,# + &0 2. (2.35)

Apres quelques calculs, nous obtenons que

gn+1 _E&n = %‘t [Kh(Hh,n-‘r% _ Hh,n-i—%) . Eh,n+1 _ Kh(Hh,n-‘r% _ Hh,n—%) . Eh,ni| , (236)
qui peut se ré-écrire
Etl—¢gn on Em:=&"+ %“Kh(Hh’"J“% — H"3) L g (2.37)
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Le probléme est donc ramené a 1’étude de la positivité de £™. Nous pouvons commencer par la majoration

%‘t Kh(Hh,n-‘r% _ ghn-

1

At ,
3). ghn| < CTHKhH x [HM+E — ghn=d| | Bh,. (2.38)

De plus, puisque tous les termes intervenant dans la définition de £™ sont positifs, nous pouvons effectuer
la minoration

1 1
& > SIBM 2+ 5 (| R, 4 (R (2.39)

ce qui entraine que

5 1 1 1
£ Liphn ¢ L (HA AR, 1 3R, — AR x| P EPL) (240
En utilisant la régle du parallélogramme, nous obtenons

. 1

EM > L[N 4 [ HP R A (2.41)

ou nous définissons

Hhnts _ fhin—3
At

2
Hhnts _ ghin—3
At

At?
A" = |EP2 4 2

1 X |EMM,. (2.42)

cAt?
il JP ’

m m

L’expression ci-dessus est une forme quadratique en |Em"|, et |(H""+2 — H""=3) /At|,,, de discriminant
At At
S - e = ae (R - 1), (2.43)

qui est négatif (et donc £™ est positive) si, et seulement si, la condition (2.15) est vérifiée.
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CHAPITRE

3

PERFECTLY MATCHED LAYERS
CLASSIQUES ET EXTENSION AU MODELE
DE DRUDE
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Ce court chapitre a deux objectifs. Le premier est de rappeler la construction des couches absorbantes
parfaitement adaptées — perfectly matched layers (PMLs) en anglais — pour les systémes hyperboliques
non dispersifs, de donner un critere nécessaire de stabilité et d’illustrer celui-ci sur quelques exemples.
Le deuxiéme est d’appliquer cette construction classique des PMLs au modele de Drude et de faire des
expériences numériques pour constater leur instabilité.

Ce chapitre a fait ’objet d’une partie de la publication suivante :

[19] Eliane Bécache, Patrick Joly, Maryna Kachanovska, and Valentin Vinoles. Perfectly matched layers
in negative index metamaterials and plasmas. ESAIM : Proceedings and Surveys, 50 :113-132, 2015.

3.1 Rappels sur les PMLs classiques

Pour faire des simulations numériques sur des problémes posés en milieux non bornés, il faut tronquer
artificiellement le domaine de calcul (un exemple typique est la diffraction d’une onde incidente par un
objet, comme une onde radar par un avion). Une méthode couramment utilisée est celle des conditions
aux bords absorbantes (absorbing boundary conditions, ABCs en anglais) qui consiste & coupler le modéle
mathématique utilisé a I'intérieur du domaine avec une ou plusieurs conditions aux bords qui peuvent
faire intervenir des opérateurs différentiels ou pseudo-différentiels. Pour plus de détails, nous renvoyons



a [94,113].

L’autre méthode qui va nous intéresser dans la suite est I'utilisation de couches absorbantes parfai-
tement adaptées, que nous appelons plutot Perfectly Matched Layers dans la suite (abrégé en PMLs).
L’idée est non pas 'utilisation de conditions aux bords mais ’ajout une couche entourant le domaine de
calcul qui va absorber les ondes. L’intérét majeur de cette méthode est qu’elle ne produit aucune réflexion
parasite vers l'intérieur du domaine, ¢’est pourquoi les couches sont qualifiées de parfaitement adaptées
(perfectly matched).

Les PMLs ont été introduites dans 1’article pionnier [22] dans le cadre des équations de Maxwell pour
un diélectrique en dimension 3 et ont été analysées et généralisées a d’autres modeles par de nombreux
auteurs. Citons notamment la réinterprétation des PMLs comme un changement de variable complexe
[58,218]. Nous renvoyons & [128] pour une introduction détaillée a cette méthode et aux références qu’elle
contient, ainsi qu’a [133] qui présente & la fois les PMLs et les ABCs. Nous allons maintenant donner
les grandes lignes de la construction des PMLs dites classiques, c’est-a-dire celles qui ont été introduites
dans [22].

3.1.1 Construction des PMLs classiques pour des milieux non dispersifs

Partons d’un systeme hyperbolique classique d’inconnue U de dimension d, posé en dimension 2 d’espace,
de la forme
0U(z,y,t) = A0, U(z,y,t) + 4,9, U(z,y,t),  (z,y) €ER? t >0, (3.1)

ou A, et A, sont des matrices réelles supposées constantes. Cela correspond aux systémes (1.59) étudiés
au chapitre 2 avec n = 2 et B = 0. En particulier, nous pouvons utiliser ’analyse par ondes planes décrite
a la section 1.3.1. Rappelons que 'hyperbolicité de (3.1) se traduit par le fait que pour tout (k;, k,) € R,
la matrice kA, + kyA, a des valeurs propres réelles.

3.1.1.1 Changement de variable complexe

Décrivons maintenant comment construire la PML classique dans la direction x, la direction y se traitant
de maniere analogue. Nous considérons que le milieu physique se trouve dans le demi-plan {(z,y) €
R? : z < 0} et que la PML se trouve dans le demi-plan {(z,y) € R? : x > 0}.

Tout d’abord, effectuons une transformée de Fourier en temps dans (3.1) ce qui conduit & ’équation
de Helmholtz généralisée
—iwU(x,w) = 4,0, U(x,w) + 4,0,U(x,w). (3.2)

Les variables d’espaces x et y sont a priori réelles. Nous faisons dans la suite ’hypothése que U s’6tend
analytiquement pour x € C, ce qui peut étre justifié dans de nombreux cas. Cette fonction vérifie toujours
(3.2) pour X € C:

—iwﬁ(X, Yyw) = Axazﬁ(X, y,w) + Ay(“)yﬁ(X, Y,w). (3.3)

Construire une PML consiste a considérer la solution pour x > 0 le long d’un autre chemin dans le plan
complexe que celui le long de I’axe réel, défini par un changement de variable X (z) € C avec = € R. La
fonction V définie par

V(z,y,t) = UX(2),y,t), (z,y) €R? t >0, (3.4)

coincide avec U dans le demi-plan {(z,y) € R? : z < 0} pour tout ¢ > 0 des lors que
X(z) =, pour z < 0. (3.5)

Cette propriété assure donc le caractére parfaitement adapté (perfectly matched) entre U et V. La
fonction V satisfait ’équation

—iwV (z,y,w) = A,a(2)8, V (X, y,w) + A,0,V(X,y,w), (3.6)
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ou nous avons introduit )
19,4 B
= = 3.7
ata) = (Gr @) (3.7
qui correspond au changement de variable

T
X(x) = /0 5 (3.8)

La PML classique correspond au choix [58,128]

1 a(§)
frnd ]_ .
R (3.9)
ou de maniere équivalente
1 T
X@)=z+— [ o(§)dE, (3.10)
—ww Jo

ou ¢ est une fonction d’amortissement qui satisfait

o(z) = 0 pour z < 0, (3.11)
o(x) >0 pour z > 0.

3.1.1.2 Revenir en temps

En combinant (3.6) et (3.9), nous obtenons 1’équation (en notant abusivement U & la place de V)

o(z)

-1
—iwU = (1 + ) A,8,U + 4,0,U. (3.12)

—ww

La présence du terme en 1/(—iw) nous empéche de revenir en temps directement. Pour y remédier, il
existe deux méthodes.

La premiére consiste a effectuer un splitting de la solution [22] :

U=U*+U"Y, (3.13)
ou U? et UY sont solutions du systéeme
9, U" = A,0,(U* + UY), —iwU® = 4,0,(U" + UY), (314
9, UY = 4,0,(U" +U"), —iwUY = A4,0,(T" + TY). '

Il y a équivalence entre ce systéme et le systéme initial (3.1) a condition que les conditions initiales soient
également splittées d’une maniére compatible avec (3.13). Le changement de variable (3.9) nous donne
alors

-1
e (14 22) o o

—iw (3.15)
— iwUY = 4,0,(U% + UY),
ce qui donne finalement
{ 9, U 4 o(2)U" = A,0,(U" + UY), (3.16)
0, U¥ = 4,0,(U* + UY).

La seconde consiste & introduire une inconnue auxiliaire [244] & 'instar de ce qui a été fait pour le
modele de Lorentz généralisé au chapitre 1. Nous pouvons écrire (3.12) sous la forme

—w

—iwU + o(2)U = A,a(2)0,U + 4,0, [(1 + "(x)> ﬁ} , (3.17)
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ce qui est possible car ¢ ne dépend pas de y. En introduisant alors un champ auxiliaire V défini par
—iwV 4 o(2)V = —iwU, (3.18)
nous obtenons en revenant en temps

{ U+ o(2)U = 4,0,U + A4,0,V,

3.19

Les deux systemes (3.16) et (3.19) sont équivalents.

3.1.2 Stabilité des systemes obtenus

D’un point de vue numérique, il est primordial que les systémes (3.16) et (3.19) soient stables au sens de
la définition 1.12 dans le cadre de l'analyse par ondes planes. Dans cette section, nous supposons donc
que o est constant. Rappelons que la relation de dispersion du systéme (3.1) est donnée par

F(ky, ky,w) =0, avec F(k,w):=det(wlsg+ Azks +kyAy). (3.20)

Le changement de variable (3.10) la transforme en

F (kr (1 n %)_1 ka) —0. (3.21)

Pour étudier la stabilité des systémes (3.16) et (3.19), il faut donc analyser le signe de la partie imaginaire
des solutions de la relation de dispersion (3.21) (vue comme une équation en w).

Puisque nous considérons dans cette section des systémes non dispersifs, la fonction F' définissant la
relation de dispersion (3.20) est homogene par rapport a w, k; et k,. Cette propriété est utilisée de facon
cruciale dans [17] pour établir un critére nécessaire de stabilité haute fréquence : analyser le signe de la
partie imaginaire des solutions pour des petites valeurs de o revient dans ce cas a faire I’analyse pour des
grands nombres d’onde k.

Théoréme 3.1 (critére nécessaire de stabilité haute fréquence). Une condition nécessaire de stabilité
pour le systéme (3.16) (ou de maniére équivalente (3.19)) est que toutes les solutions w(k) de la relation
de dispersion d’origine (3.20) soient des modes directs dans la direction x, c¢’est-a-dire

(vp(w(k)) - €z) (vg(w(k)) - €z) >0, (3.22)
pour tout k € R2.

Nous dirons qu’un systéme non dispersif est stable d hautes fréquences si (3.22) est vérifiée.

3.1.3 Interprétation géométrique du critéere de stabilité

Le critére peut s’interpréter géométriquement. Puisque la fonction F' définie dans (3.20) est homogene,
nous pouvons tracer la courbe de lenteur, c’est-a-dire 'ensemble des s := k/w, les vecteurs lenteurs, tels
que

F <z 1> — F(s,1) = 0. (3.23)

Remarquons que le vecteur lenteur s est colinéaire & la vitesse de phase v (w(k) et pointe dans la méme
direction. De plus, il est facile de voir que la vitesse de groupe est orthogonale & la courbe de lenteur
(3.23). Par conséquence, la condition (3.22), qui peut s’écrire

(s-ez) (vg(w(k))-e;) >0, (3.24)
pour tout k € R2, exprime le fait que, le long de la courbe de lenteur, le vecteur lenteur et la vitesse de
groupe sont orientés de la méme fagon par rapport a la direction z. Cela nous donne une fagon simple et
visuelle de vérifier la condition (3.22) (voir la Figure 3.1).

Appliquons ce critére & quelques modeles d’équations d’ondes.
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stable instable

FIGURE 3.1 — A gauche le vecteur lenteur s et la vitesse de groupe v sont orientés de la méme facon
par rapport & la direction z (stable). A droite le vecteur lenteur s et la vitesse de groupe Vg ne sont pas
orientés de la méme fagon par rapport a la direction z (instable).

e Equation des ondes isotrope / équations de Mazwell isotropes. Ce modele est décrit par un systéme
pression/vitesse du premier ordre

dp="V-
{ P " (3.25)

8tu = Vp,

ou p est la pression et u la vitesse. Pour ce modele, la courbe de lenteur principale est simplement
un cercle. Le critére géométrique est évidemment vérifié (voir la figure 3.2), donc les PMLs sont
stables & hautes fréquences. Une analyse plus profonde montre qu’elles sont en fait stables (pas
seulement & hautes fréquences). C’est aussi le cas pour les équations de Maxwell isotropes dans un
diélectrique. Nous renvoyons le lecteur & [18] pour plus de détails.

FIGURE 3.2 — Courbe de lenteur pour 1’équation des ondes isotropes. Le critere géométrique est satisfait
en tout point de la courbe.

e Equation des ondes anisotropes / équations de Mazwell anisotropes. Ce modeéle s’écrit :

Op=V-u,
& (3.26)
Oru = AVp,
ou A est une matrice 2 X 2 symétrique définie positive :
a b 2
A= b oo a>0,b>0etac—b°>0. (3.27)
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La courbe de lenteur principale de ce modele est une ellipse centrée en l'origine. Par conséquent,
des lors que les axes de Dellipse ne sont pas paralléles aux axes x et y, c¢’est-a-dire deés que b # 0, le
critére géométrique n'est plus satisfait (voir la figure 3.3). C’est aussi le cas pour les équations de
Maxwell anisotropes dans un diélectrique. Nous renvoyons le lecteur a [87] pour la construction de
PMLs stables dans ce contexte.

FIGURE 3.3 — Courbe de lenteur pour ’équation des ondes anisotrope. Le critere géométrique n’est pas
satisfait pour le couple (s, v,) de gauche.

e Equations d’Buler linéarisées (aéroacoustique). Ce modéle décrit une onde acoustique dans un flux
uniforme subsonique (ici paralléle & la direction x pour simplifier) ayant un nombre de Mach M €
[0,1) et est donné par le systéme

Oup+ Mdyp =V -,
{”H P v (3.28)

oxu+ Mo,u= Vp,

ou p est la pression et u la vitesse. La courbe de lenteur principale est ici une ellipse dont les
axes sont paralleles aux axes z et y, mais centrée en (M/(1 — M?),0). Par conséquent, le critére
géométrique n’est plus vérifié dés que M # 0 (voir la figure 3.4). Nous renvoyons a [88] pour une
analyse plus complete et la construction de PMLs stables pour ce modéle.

.

FI1GURE 3.4 — Courbe de lenteur pour les équations d’Euler linéarisées. Le critére géométrique n’est pas
satisfait pour le couple (s, v,) du haut.
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e FElastodynamique. Nous considérons ici une formulation vitesse-contrainte

{ atll =V a, (329)
0o = Ce(u),

ou u est la vitesse, o le tenseur des contraintes, € et C' les tenseurs du quatrieme ordre des coefficients
élastodynamiques. En 2D, la courbe de lenteur principale est constituée de deux branches, une
correspondantes aux ondes P et 'autre aux ondes S. Il est possible de montrer que seules les ondes
S peuvent donner lieu a des instabilités hautes fréquences. La courbe de lenteur correspondant
aux ondes S peut avoir des allures tres différentes en fonction des coefficients de C' (voir la figure
3.5), le critére géométrique peut donc étre vérifié ou non. La stabilité des PMLs classiques dépend
donc fortement des propriétés du milieu considéré. A notre connaissance, la construction de PMLs
stables pour le modele élastodynamique général couvrant tous les cas possibles est encore a ce jour
un probléme ouvert. Nous renvoyons a [17,71] pour une analyse plus compléte.

FIGURE 3.5 — Courbe de lenteur des ondes S pour deux matériaux orthotropes. Le critére géométrique
est satisfait en tout point de la courbe pour celle de gauche, mais pas pour celle de droite.

3.2 Extension au modeéele de Drude

Lors du chapitre 2 nous avons étudié en détails le modele de Drude (1.33) dont le systéme temporel
correspondant est donné par (1.44). Nous avons notamment vu que ce modeéle produit tout le temps des
ondes inverses (voir la section 1.3.2.2). Par analogie avec 1’étude des PMLs classiques pour les milieux non
dispersifs qui a été faite dans la section précédente, nous pouvons légitimement nous attendre a ce que les
PMLs classiques soient instables pour le modeéle de Drude, et par extension a tous les modeles dispersifs
présentant des ondes inverses. Nous allons le montrer numériquement dans la suite de ce chapitre, ’analyse
sera faite au chapitre suivant. Nous renvoyons également & notre publication [19] pour plus de détails.

3.2.1 Construction des PMLs classiques pour le modele de Drude

Le systeme temporel correspondant au modele de Drude est donné par (1.33). Comme au chapitre pré-
cédent, pour simplifier notre discours nous allons nous placer en dimension 2 mais tout ce qui suit reste
valable en dimension 3. Nous considérons donc le systéme

HE+ Q2J =¢,'V x H,
OH + 02K = —nuy'V x E,
aJ—-—E =0,
0K — H =0,

(3.30)
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avec E = (E,, E,)T. 1l est aussi utile de considérer ce systéme dans le domaine fréquentiel :

—iwe(w)E =V x H,
~ 2 (3.31)
—iwp(w)H = =V x E.

Pour construire les PMLs classiques pour ce systéme, nous suivons les étapes suivantes, assez proches
de ce qui a été fait a la section 3.1.1.

1. Nous passons dans le domaine fréquentiel et nous splittons 'inconnue scalaire H en H = H* + HY
de telle sorte que la deuxiéme équation de (3.31) est remplacée par les deux équations

—iwp(w) H* = 0y E,,
—iwu(w)ff\y = —896@,

Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de splitter le champ électrique E.

(3.32)

2. Nous faisons le changement de variable (3.10) & la fois en x et en y, ce qui revient formellement &
faire les substitutions

—1 -1
0y —> (1 + 2= ) 9, et 0, — (1 + U:”) 9y, (3.33)
w

—w

et nous utilisons le modele de Drude (1.33) dans (3.31) tout en utilisant (3.32). Nous obtenons donc

02\ -
—iweg (1 - w2) E, = <1 + 0;’) 0,H

02\ — -t
—iweg <1 - w2> E, = - <1 + :';;}) 0, H

. (3.34)
02\ ~ o\
—iwig (1 — 7;) H* = <1 + y> OyEq,
w —w
02\ ~ -
—iwpo (1 - ’;) v =— (1 + 2= > 0, E,,
w —lW

3. Comme pour revenir en temps pour le modele de Drude sans PMLs, nous introduisons les premieres
primitives en temps J, Jy, K* et KY ainsi que les secondes P, P,, M* et MY de E,, E,, H”
et HY respectivement (remarquons que les indices z ou y indiquent les composantes d’un champ
vectoriel comme E = (E,, Ey)T mais que les exposants z ou y indiquent un splitting artificiel comme
H = H*+ HY).

4. Nous revenons en temps et nous obtenons le systéme de PMLs classiques pour le modele de Drude :

ME, + oy + Q2T +0,02P" =510, (H” + HY),
WEy + 0y + Q2T + 0,02P" = —,1 0, (H" + HY),
OH" + o, H" + Q2 K* + 0,02, M" = 11y 0, E,,
OHY + o, HY + Q1KY + 0,02 MY = —uy ' 0, Ey,
OJy — E, =0,
Py = Jo =0, (3.35)
Oy — E, =0,
0Py — J, =0,
K" — H" =0,
OHM* — P =0,
O, KY — HY =0,
oMY — PY =0.

En prenant o, > 0 et o, = 0 (resp. o, = 0 et o, > 0), cela nous donne des PMLs dans la direction
x (resp. y). Le cas 0, > 0 et g, > 0 permet de traiter les coins.
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3.2.2 Expérience numérique

Nous effectuons maintenant une simulation numérique permettant de mettre en avant le caractére in-
trinséquement instable du systéme (3.35). Comme lors du chapitre précédent, nous considérons que
g0 = po = 1. Le domaine de calcul sera O := (—20,20) et les parameétres du modele de Drude se-
ront pris égaux a Q. = ,,, = 2. Tous les champs sont nuls a 'instant ¢ = 0 et nous ajoutons une source
de la forme f(x,t) = g(x)h(t) ol g est la gaussienne radiale définie par

g(z,y) = 6750(I2+y2), pour tout (z,y) € R?, (3.36)

et ou h est une impulsion en temps définie par
h(t) = —10(t — 1)6_5(t_1)2, pour tout ¢ > 0. (3.37)

Ce choix pour h n’est pas anodin : il permet de couvrir un large spectre de fréquence ce qui permet
d’avoir la présence simultanée d’ondes directes et d’ondes inverses. La largeur des PMLs est L = 3 de
sorte que le domaine de calcul est bien O = (—20, 20) mais le domaine physique est seulement (—17,17).
Pour réduire les réflexions numériques (qui n’existent pas au niveau continu) entre le milieu physique et
les PMLs, les fonctions d’amortissement o, et o, seront prises croissantes quadratiquement [128]. Sur
le bord du domaine de calcul 9O, nous prendrons une condition de conducteur parfait : E x n = 0, ou
n est la normale sortante & 0O. Le schéma numérique utilisé suit exactement le méme principe que les
schémas décrits au chapitre précédent, en utilisant des différences finies en espace et en temps, sur des
grilles décalées. Nous avons rendus implicites tous les termes d’ordre 0, y compris les termes en facteur
de o, ou o, dans (3.35).

La figure 3.6 montre quelques instantanés du champ H au cours du temps. Une nouvelle fois, nous
invitons le lecteur & visionner en ligne la vidéo correspondante!. Nous observons clairement des instabilités.
Nous insistons sur le fait qu’elles ne proviennent pas du schéma numérique mais du fait que le systéme
(3.35) est instable au niveau continu. Une fagon de s’en convaincre est de raffiner le maillage ou de
réduire le nombre CFL et d’observer que les instabilités sont toujours présentes. Un point important a
souligner, en accord avec la section précédente, est que ce sont les ondes inverses qui sont responsables des
instabilités. En effet nous pouvons voir que les ondes directes, les plus rapides, sont bien absorbées par les
PMLs mais des lors que les ondes inverses, plus lentes, atteignent la PML, des instabilités se produisent.
La figure 3.7 illustre ce fait en tragant le logarithme de I’énergie HEH%Q(O) + ||H||%2(O) au cours du temps.

1« Failure of classical Perfectly Matched Layers (PMLs) for negative index metamaterials », https://www.youtube . com/
watch?v=z6FzBCx40MY, chaine Youtube “Valentin Vinoles” https://www.youtube.com/user/dota2Val
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t =7.0004 t=14.0714 t=21.1425

t=28.2136 t = 35.2846 t = 42.3557

t = 49.4268 t = 56.4978 t = 63.5689

FIGURE 3.6 — Instantanés du champ H a différents instants.
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FIGURE 3.7 — Logarithme de I’énergie ||E||2L2(O) + ||HH%2(O) au cours du temps. De t = 0 & t ~ 3 I’énergie
croit en raison de la source h. Ensuite I’énergie est conservée jusqu’a l'instant ¢ ~ 22 quand les ondes
directes, les plus rapides, atteignent la PML et I’énergie commence a décroitre. Mais apres ¢ ~ 40, les
ondes inverses arrivent a la PML et 1’énergie augmente exponentiellement.
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CHAPITRE

4

ANALYSE DES PMLS POUR UNE CLASSE
DE MILIEUX DISPERSIFS ET APPLICATION
AUX METAMATERIAUX A INDICE NEGATIF
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Ce chapitre a pour but d’analyser plus en profondeur la question de la stabilité des PMLs pour les
milieux dispersifs et plus particulierement pour les métamatériaux. Non seulement nous voulons montrer



que les PMLs classiques sont instables pour les métamatériaux dés que nous sommes en présence d’ondes
inverses, mais nous souhaitons également construire des PMLs qui sont stables et prouver leur stabilité.
Ce chapitre fait I'objet de la publication suivante, soumise a Mathematics of Computation, dont nous
reprenons ici le texte intégral (en anglais) :

[20] Eliane Bécache, Patrick Joly, and Valentin Vinoles. On the analysis of perfectly matched layers
for a class of dispersive media and application to negative index metamaterials. Submitted to
Mathematics of Computation.

Dans ce qui suit, nous proposons et analysons la stabilité de PMLs tres générales utilisant un nouveau
changement de variable et ceci pour une large classe de milieux dispersifs. Nous donnons un critere
nécessaire de stabilité pour de tels modeles. Pour les équations de Maxwell dispersives décrites au chapitre
1 (et donc pour les métamatériaux), cette analyse est complétée en donnant des conditions nécessaires et
suffisantes de stabilité. Nous concluons alors en proposant des nouvelles PMLs stables qui satisfont ces
criteres et montrons numériquement leur efficacité.

Remarque 4.1. Dans ce qui suit, la convention pour la définition des ondes planes est différente de celle
choisie dans le reste du manuscrit. Plus précisément, la définition (1.60) U(x,t) = Uge’*k=w1) utilisée
dans les chapitres précédents est remplacée par U(x,t) = Uge'“!=*K) (en d’autres termes a 'opérateur
différentiel 9, correspond maintenant iw au lieu de —iw comme c¢’était le cas précédemment). Cela ne
change évidemment rien a I'analyse, seuls quelques signes sont inversés. Citons notamment le critere de
stabilité (1.67) qui devient ici Imw; (k) > 0 pour tout j € {1,...,d} et pour tout k € R™ et le changement
de variable pour les PMLs classiques (3.10) devient
1 xr

X(x) :x—|—a ; o(&)d¢. (4.1)

Toutes les notations et conventions ainsi que leurs conséquences sont précisées dans le corps du chapitre.

4.1 Introduction

One of the hardest difficulties to simulate wave propagation in unbounded domains is to construct artificial
boundary conditions which absorb the outgoing waves without reflecting them into the computational
domain. A widely used technique to do so is the so-called Perfectly Matched Layer (PML) [128] first
proposed by Bérenger [22] for the 3D Maxwell equations. The method consists in surrounding the com-
putational domain by an absorbing layer (the PML) which generates no reflection inside it. Even if they
are very effective in many cases, PMLs can exhibit instabilities for some equations because of backward
waves, which are waves whose phase and group velocities point in “opposite" directions with respect to
the interface. For non-dispersive media, Bécache et al. in [17] established a necessary (but not sufficient)
criterion of stability: classical PMLs are stable only if there is no backward wave. This is always the case
for isotropic media but not for all anisotropic ones. For some of them (e.g. anisotropic acoustic equa-
tions [87], aeroacoustics [88]), new stable PLMs have been successfully proposed but, to our knowledge,
the case of anisotropic elastic waves remains open [17].

The case of dispersive systems has been much less studied. A very important example of such media
are metamaterials, i.e. artificial composite materials having extraordinary electromagnetic properties.
In particular, Negative Index Metamaterials (NIMs), also called left-handed media or double negative
metamaterials, have negative permittivity and permeability at some frequencies due to microscopic res-
onating structures [209]. Since the 1990s, NIMs are the subject of active researches due to their promising
applications as superlens, cloaking, improved antenna, etc [78]. The fact is that, even in isotropic media,
NIMs naturally support backward waves (at least in some range of frequencies), which leads to anticipate
difficulties with PMLs, by analogy with what occurs with non dispersive media.

PMLs in NIMs have already been studied by the physicists community [76, 79,90, 161, 207]. To our
knowledge, in [79], Cummer was the first to notice that classical PMLs fail in NIMs and gave a physical
explanation related to the presence of backward waves. He proposed stable PMLs for a particular case
of Drude materials corresponding to w. = wy, (see (4.13) in Section 4.2.1.3 for more details). This work
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was extended in [90,207] to the general case w. # wy,. In all these works the instability of PMLs was
observed through numerical or explained by arguments coming from the physics.

The goal of this paper is to bring a mathematical eye to the question of the stability of PMLs for NIMs
and also to generalise the construction of stable PMLs for a much larger class of dispersive electromagnetic
media than the Drude ones. Let us mention a first paper [19] by the authors in which we have already
claimed some of the results of the present article, in particular how to construct stable PMLs for the
Drude model, but without any proof (we also extended our method to a simple plasma model).

The outline of the article is as follows. In Section 4.2, we present the class of mathematical models that
we consider in this paper for isotropic dispersive electromagnetic media and give their main mathematical
properties (Section 4.2.1) as well as an analysis of dispersion phenomena (Section 4.2.2), introducing in
particular the definition of backward modes and negative index. In Section 4.3, which can be seen as a
motivation of the rest of the paper, we focus on the Drude model for which we construct the classical PMLs
(Section 4.3.1) and illustrate the instability of classical PMLs through numerical simulations (Section
4.3.2). Sections 4.4 and 4.5 contain the main results of this paper. In Section 4.4 we consider the question
of PMLs for non-dissipative dispersive first order hyperbolic systems. These are presented in Section
4.4.1 and generalize the models of Section 4.2. In Section 4.4.2, we propose generalised PMLs for such
systems and initiate their stability analysis (the main issue of this paper) in Section 4.4.3. In particular,
we derive two necessary stability conditions in Sections 4.4.3.4 and 4.4.3.5. In Section 4.5, we come back
to dispersive isotropic Maxwell equations and complete, in this case, the stability analysis initiated in
Section 4.4.3. We obtain a necessary and sufficient stability condition (Theorems 4.35 and 4.40) for our
generalised PMLs. Finally, in Section 4.6, we construct stable PMLs for Drude materials (Section 4.6.1,
with numerical illustration), for generalised Lorentz materials (Section 4.6.2) and propose a procedure to
construct stable PMLs for general models in Section 4.6.3.

4.2 Isotropic dispersive media

In this section, we consider a general class of mathematical models for the propagation of electromagnetic
waves in dispersive, isotropic non-dissipative 2D media. The restriction to the 2D case is really non
essential and adopted only for simplicity.

4.2.1 The mathematical models
4.2.1.1 The Maxwell equations

We consider the two dimensional Maxwell equations in the Transverse Electric (TE) mode in the free
space [124]:
oD, = 0yH,
’ 0:D = curl H,
0Dy = -0, H, <— (4.2)
0B = —curlE,
OB = 0y, — 0, Ey,

where E := (E,, E,)T and D := (D,, D,))T are the electric field and the electric induction, H and B the
magnetic field and the magnetic induction. Here we use the differential operators curl u := d,u, —0yu, and
curlu := (9yu, —9,u)T. To close this system, one must add some constitutive relations which link E and
D on the one hand, H and B on the other hand. Classically, constitutive relations for dispersive models
are described in the frequency domain and relate the time Fourier transforms of the fields (we adopt for
the Fourier transform the convention that transforms the time derivative 0; into the multiplication by
w):

D(w,) =¢(w, ) E(w,) and B(w,-) = pw, )H(w,"), (4.3)

where e(w, z,y) and p(w,z,y) are respectively the permittivity and the permeability at the point (z,y)
and frequency w. In the rest of the paper, we shall restrict our presentation to homogeneous media, that
is to say to the case where e(w,z,y) = ¢(w) and p(w,z,y) = p(w). This is not restrictive as far as the
question of PMLs is concerned, PMLs are used in homogeneous regions. However, the reader will observe
that a large part of this section still applies to heterogeneous media.
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In the frequency domain, (4.2) becomes after eliminating D and B thanks to (4.3):
{ iw 5(0.))]/*3 = curl H,

Py ~ (4.4)
iw pu(w)H = —curl E.

When ¢ and p do not depend on the frequency w, the medium is a standard dielectric one, otherwise it
is a so-called dispersive medium.

4.2.1.2 Admissible forms of the permittivity and the permeability

Even though the content of this section has to be considered as rather formal from the mathematical
point of view, it is worth mentioning that mathematical properties of ¢(w) and p(w) are usually required
in order to ensure the well-posedness and physical soundness of the evolution problem corresponding to
(4.4). In particular, in order to preserve the causality of the constitutive laws (4.3) and the fact that the
electric and magnetic fields in time domain are real valued, one must impose that

e(w) and p(w) are Fourier transforms of real and causal distributions. (4.5)

In particular, e(w) and pu(w) can be extended to the complex plane as analytic functions in the lower
half-plane C~ := {z € C : Im z < 0}. In the following, we shall also assume that

for w € R, e(w) and u(w) are real valued, (4.6)

which in practice amounts to consider non dissipative media (we shall give a more precise definition in
the next section). In many cases, dispersive media are also (slightly) dissipative but we are convinced
that the question of PMLs is more difficult for non dissipative media.

Finally we shall also assume that both e(w) and u(w) have a finite limit at high frequency: there exist
two real numbers € > 0 and p°° > 0 such that

o0 o0
e(w) A and p(w) W 1 (4.7)

In other words, such media behave as a standard dielectric medium at high frequency and, from the
mathematical point of view, the model in time that corresponds to (4.4) can be seen as a lower order
perturbation of classical Maxwell equations associated to (e, u*°).

For the simplicity of our analysis, but also because it already covers a large class of models of the
literature, we shall restrict ourselves to local dispersive media in the sense that ¢(w) and p(w) are rational
fractions. Doing so, if one takes into account (4.5), (4.6) and (4.7), one must impose that:

e(w) and p(w) are real, even rational fractions of w

with a constant entire part and real poles. (4.8)

The justification of the terminology “local" is due to the fact that, when coming back to the time domain
from (4.3), the relationship between E and D (resp. H and B) can be expressed in terms of ordinary
differential equations, modulo the introduction of auxiliary unknowns.

In what follows, we shall restrict ourselves to dispersive media satisfying (4.8). In these cases, the
evolution problem corresponding to (4.4) can be rewritten as the standard Maxwell equations coupled
to ordinary differential equations. Indeed, the relationships (4.3) actually have to be understood in the
sense R R R R

Q.(iw)D(w,-) = P.(iw)E(w,:) and Qu(iw)B(w,-) = Pp(iw)H (w,-), (4.9)
where e(w) = P,(iw)/Qc(iw) and p(w) = Py, (iw)/Qm(iw), with P, and Q. real polynomials of degree
2M., P,, and Q,, real polynomials of degree 2M,, such that

P.P,, and Q.Q,, are coprime. (4.10)
We also introduce the following notations:
P.n:=P.P, and Qcm = QcQm. (4.11)
In the time domain, (4.9) becomes a system of ordinary differential equations
Qe(9)D = Pe(0;) and  Qm(9) B = P () H. (4.12)
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Remark 4.1. Condition (4.10) is not restrictive since it always can be satisfied up to a change of unknowns.

We give below two examples of such models.

4.2.1.3 The Drude model

One of the simplest local dispersive medium is the Drude one that corresponds to

e(w) = e (1 - Zz) and  pu(w) = o <1 - fg) : (4.13)

where g > 0 and pg > 0 are the permittivity and the permeability of the vacuum, and w, > 0 and w,,, > 0
are the electric and the magnetic plasma frequencies. Both functions e(w) and p(w) have a changing sign
as illustrated by Figure 4.1.

Figure 4.1 — Plot of (w) and p(w) defined by the Drude model (4.13)

The Drude model is widely used to describe the permittivity in metals [124, §7.5]. For the permeability,
the Drude model can be thought as a simplification of more complicated models which describe artificial
magnetism in resonating structures [190,247]. A derivation of this model can be found in [182] (see
also [38,41] for mathematical justifications based on high-contrast homogenization). Let us emphasize
that, despite its simplicity, the Drude model (4.13) already contains all the difficulties to construct stable
PMLs. That is why we consider this model as our privileged toy problem.

To write the Drude model in the time domain, we first substitute (4.13) into (4.4):

~ w2 ~ ~
€0 <in+ ,eE) =curl H,
iw
, (4.14)
140 (iwﬁ+ w’”ﬁ) = —curlE.
iw

We now introduce auxiliary fields J := (J,, J,)" and K (called the induced electric and magnetic currents)
which are the primitives in time of the fields E and H :

iwJ=E and iwK =H. (4.15)
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We obtain the TE first-order system for the Drude model in the time domain
O.E + wzJ = sal curl H,

oJ —E =0,
) . (4.16)
OH + w,, K = —pg = curl E,
0:K — H =0.
4.2.1.4 Generalized Lorentz models
A generalization of the Drude model (4.13) is the generalized Lorentz materials corresponding to :
M 2 My o2
elw)=¢eo|1- Z —— and  p(w)=po [ 1— Z 5. (4.17)
= w? — Qe’j —wi— ka

The reader will easily check that the Drude model (4.13) is a particular case of (4.17) with M, = M,, =1
and Q¢ 1 = Q1 = 0. The time domain model corresponding to (4.17) can be written as follows (using
auxiliary unknowns as we did for the Drude model, we omit the details)

Me
8tE+ng’ij =y curl H,
j=1
0J; +2§74 P,—-E=0, 0P;-J;=0, (1<j<M,), (4.18)
O:H + wan,k Ky = —py ' cwrl E,
k=1
O K+, Ry —H =0, ORy—Kp=0, (1<k<M,y)

Note that the spatial differential operators only apply to the electric and magnetic fields E and H and
not to the auxiliary fields. We also remark that the unknowns of this system take values in R™ with
m = 2M,, +4M. + 3 (at least when all the €2, ; and €,, ; do not vanish, otherwise some of the unknowns
are not necessary, as in the Drude model).

Remark 4.2. For the generalized Lorentz models, the fields D and B can be recovered by

M. M.
D=c |E+) w;P/| and B=p <H+Zw§’k Rk>. (4.19)
j=1 k=1

The well-posedness of the system (4.18) is a simple application of one of the classical theories for
linear evolution equations like the Hille-Yosida’s theory [96] (the details are left to the reader). Moreover,
one can easily establish the following energy identity

d
= (Ee+Em) =0, (4.20)

where

M
1 1
E = ’/ eolBI? + Z/ cowe; (1957 + 5, ; P;[%)
2 R2 2 i1 R2
iz (4.21)

M,
1 1 <=

Em = 7/ Ho |H|2+7 E / :uowfn,k (|Kk‘2+an,k' |Rk‘2)
2 R2 2 =1 R2

Remark 4.3. Tt has been shown (see e.g. [220]) that, modulo an adequate generalization that would
consist in the fact that the indexes j and k in (4.17) and (4.18) become continuous real variables, the
sum becoming an integral with respect to a given positive measure, the generalised Lorentz models are
representative of all causal and passive electromagnetic materials. Note that such materials are in general
no longer local dispersive materials in the sense of Definition (4.8).
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4.2.1.5 Growing property

One has a very useful property of the generalised Lorentz models (4.17) that we call “growing property"
in the following.

Definition 4.4. A local dispersive material in the sense of Definition (4.8) possesses the growing property

if the functions e(w) and p(w) satisty

d d
W (we(w)) >0 and o (wp(w)) >0, (4.22)
for all the frequencies w that are not a pole of € or p.

The interest of this property will be emphasized in Section 4.2.2 (Theorem 4.20 and Proposition 4.19)
and even more in Sections 4.5 and 4.6. As claimed, the generalised Lorentz models (4.17) verify the
growing property:

Proposition 4.5. All generalised Lorentz models (4.17) possess the growing property (4.22).

Proof. Tt suffices to remark that

— = : . jed{l,..., M.}, (4.23)
= <w2 - %) (o2 - 0,)° e
to conclude that
d ) w?
@ we(w) —EOZQ 92 ) > 0. (4.24)
The same holds for p(w). O

Remark 4.6. One can wonder whether local dispersive materials satisfying the growing property (4.22)
are reduced to generalised Lorentz materials. We did not investigate this question.

4.2.2 Analysis of dispersive properties
4.2.2.1 Modal analysis

The dispersion properties of (4.2)—(4.3) are classically analysed through the notion of harmonic plane
waves.

Definition 4.7. For a given wave vector k € R?, a plane wave is a solution u = (E, H, B, D)7 of (4.2)—(4.3)
(or more rigorously (4.2)—(4.12)) under the form

u(x,t) = Ueilwt—kx), (4.25)
where U € C\ {0} is the amplitude vector and w € C the frequency.
Introducing the set F of forbidden frequencies defined as
F:={weR :wisapole of e(w) u(w)}, (4.26)

it is easy to see using (4.10) that the existence of a plane wave implies w € O where O is the set of
admissible frequencies:
O:=C\F. (4.27)

For w € O, one sees from (4.4) that a plane wave should satisfy the dispersion relation
we(w) (w?e(w)p(w) — [k|?) =0, (4.28)

therefore either we(w) = 0, which corresponds to non-propagative waves associated to curl-free electric
fields, or w and k must satisfy the reduced dispersion relation

we(w)p(w) = k% (4.29)
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Remark 4.8. The zeroes of e(w) play here a particular role because we consider a 2D model. In 3D, ¢(w)
and p(w) would play a symmetric role.

Remark 4.9. For a local dispersive model satisfying (4.8), the dispersion relation (4.29) can be rewritten
as a polynomial equation of degree M := 2(M, + M, + 1) with respect to w, where M, (resp. M,,) is the
degree of the denominator of e(w) (resp. pu(w)) (at least in the case where w = 0 is not a pole of € or p).
When adding the 2M, + 1 non-propagative modes, one recovers m = 2M,,, +4 M.+ 3 modes, corresponding
to the number of unknowns of the original system (see for instance (4.18) for the generalised Lorentz
system). However these non-propagative modes, labelled as w;, M +1 < j < m, will not play any role in
what follows, since they do not depend on k. Concerning the solutions w;(k), 1 < j < M of (4.29), they
actually only depends on |k|: w;(k) = w;(|k|). These can be reinterpreted as the eigenvalues of a matrix
that depends polynomially on |k|. As a consequence of well known results from perturbation theory for
spectral problems (see e.g. [134, chapter 11, §1]), it is known that these functions can be renumbered to
form M branches of solutions which are piecewise smooth functions of |k|, .e. on an open subset of R?
that only excludes a discrete set of circles.

4.2.2.2 Non dissipative models

Definition 4.10. The dispersive model associated to the constitutive laws (4.3) is said to be non dissipative
if all the solutions w;(k) of (4.29) are real valued. By opposition, the medium is called dissipative if
Imw;(k) > 0 for some j and k.

In the sequel, we will consider only local dispersive model in the sense of (4.8) that are non dissipative.
In other words, the set O of admissible frequencies (4.27) satisfies

O CR. (4.30)

As told before, even if dispersive media are often dissipative, we are convinced that the question of PMLs
is more difficult for non dissipative media.
For the Drude model (4.13), we can check explicitly that it is non dissipative. Indeed, injecting (4.13)
in (4.29) shows that, for a given wave vector k, w has to be a zero of the polynomial
P(w) i= wt — (W? + W2 + Ak w? + wiw? (4.31)

m*
where ¢ := 1/,/Eopug is the speed of light in the vacuum.

Proposition 4.11. For all wave vectors k € C2, the polynomial Py given by (4.31) has 4 real distinct
zeros £ wj(k), j = 1,2 depending only on |k| and given by

2
S 1= £ 22 /T R, PP+ (KD,

V2

: (4.32)
+wo (k) = iT\/wg + w2, + k2 — B(|k]|),

where (k) == /(w2 — w2, + 2[k[?)% + 4w2,2[k[2.

Proof. By defining W = w?, the dispersion relation is the quadratic equation W? — (w? +w?, +c2|[k|?)W +
w?w? = 0. The discriminant of this equation is actually Y(|k|)?. Thus the two solutions are real and
given by

2 2 2 k 2 Y(lk 2 2 2 k 2 _ Y|k
AP I g gy, - 4+ P X )
It is clear that W7 > 0. Notice that the product W1 W5 of the zeros of this quadratic equation is also

equal to w?w?, > 0, then necessarily Wy > 0. Taking the square roots of Wy and Ws gives the result. [J

Wy =

Remark 4.12. In a different way, the non dissipativity of the Drude model is also a consequence of the
energy conservation result (4.20)—(4.21). For the same reason, all generalised Lorentz models (4.17) are
also non dissipative. As a matter of fact, the solutions w; (k) of (4.29) can be interpreted as the eigenvalues
of an hermitian matrix (see also Section 4.4.1, case of symmetrisable systems) depending polynomially
on |k|%. We also know that in this case (see [134, chapter II, §6]), the functions w;(k) are — provided an
adequate numbering — smooth functions (analytic in fact) over all R
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4.2.2.3 Phase and group velocities
Definition 4.13. A family w;(|k|) of solution of (4.29) indexed by k that is smooth with respect to k (see
Remark 4.12) is called a branch. The associated plane waves (4.25) are called modes.

Definition 4.14. For a mode associated to a branch w(k), its phase and group velocities vp(w(k)) and
vg(w(k)) are defined as

vy (W = w(|k|)£ and vg(w = Viw(k) =o' x

Note that, since we consider isotropic media, the phase and group velocities are collinear. In a dielectric
material, in which ¢ and p do not depend on w, they are always equal but for more general models these
quantities are different: this characterizes dispersive effects. Moreover, the scalar product of the two
vectors can be positive (as in a non dispersive medium) or negative. This leads us to distinguish two
cases:

Definition 4.15. For a given wave vector k, a plane wave associated to w(k) is called forward if
vp(w(k)) - vg(w(k)) >0, (4.35)
or equivalently w(|k|)w’(|k|) > 0, and backward if
vp(w(k)) - vg(w(k)) <0, (4.36)

or equivalently w(|k|) w’(/k|) < 0.

A mode associated to a branch w(k) will be called forward (resp. backward) if for all k, the plane
wave associated to w(k) is forward (resp. backward).

4.2.2.4 Negative index
Thanks to Definition 4.15, we can give a precise definition of a Negative Index Metamaterial (NIM). We
refer to Remark 4.21 for a justification of the denomination and further discussion.

Definition 4.16. A Negative Index Metamaterial (NIM) is a local dispersive medium (in the sense of (4.8))
for which backward modes exist.

One can easily characterize NIMs only in terms of properties of the functions e(w) and p(w). More
precisely let us introduce, for w € O (the set of admissible frequencies, see (4.30)) the following function:

_1d
T 2w dw

D(w) : (we(w)p(w)) = ﬂ(w)%(w g(w)) + s(w)%(w p(w)). (4.37)

Note that, from the properties (4.8) of € and u, ®(w) is an even function, strictly positive as soon as w
is large enough.
Lemma 4.17. A mode is forward (resp. backward) when D (w(k)) > 0 (resp. D (w(k)) < 0).

Proof. The differentiation of (4.29) with respect to k leads to the fact that for any branch w(k) one has
(as soon as D (w(k)) # 0)

vg(w(k)) = — (4.38)

which implies

vp(w(k)) - vg(w(k)) = @(w(k))_l. (439E)]

Let us now introduce the spectrum S of the medium as the set of propagative frequencies, namely the
range of admissible frequencies w which are attained by all the branches of solution w;(k) of (4.29):

M
S:=|J{wik) : keR?}, (4.40)

j=1
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and G, the set of non propagative frequencies (also called gap):
G:=0\S8. (4.41)

If w e O and e(w) p(w) > 0, one can find k such that (4.29) holds. Thus w = w;(k) for some j. This leads
to the following characterizations:

S={we0: ewpuw) >0} and G={weO : e(w)u(w)<0}. (4.42)

Note that, since e(w)u(w) is continuous in R\ F, S (resp. G) is an open (resp. closed) subset of R\ F.
Joining Definition 4.16, Lemma 4.17 and (4.40), we obtain the following characterization of NIMs (the
straightforward proof is left to the reader):

Theorem 4.18. A local dispersive material (in the sense of (4.8)) is a NIM (in the sense of the Definition
4.16) if, and only if,
N:=8SN{weO: Dw)<0}#0. (4.43)

In the sequel, ' will be (abusively) referred as the set of negative frequencies, P := S \ N being by
definition the set of positive frequencies.

Let us take for example the Drude model (4.13). This is indeed a NIM since the function [k| — wy (|k|)
is increasing while |k| — ws(|k|) is decreasing (see Proposition 4.11) as illustrated by Figure 4.2. As a
consequence, according to Definition 4.15, the two modes associated to +w;(k) are forward for any k
while the two modes associated to 4wy (k) are backward for any k. This is confirmed by Theorem 4.18.

w1 ([k])

wo([k|)
K|

Figure 4.2 — the modes wy and wy in terms of |k|

Indeed, denoting w_ := min{we,w,, } and wy := max{we,w;,} one has
O=R\{ftwe,*wn} and §=(—wi,—w_)U (w_,wy). (4.44)

On the other hand, one easily computes that

4 2,,2
w* — wiws,
4

D(w) = : (4.45)

2w

so that N = (—w_,w_) # 0.
One can wonder whether a NIM is nothing but a material for which £(w) and p(w) become both
negative. In fact, as far as our definition of NIM is retained, the two things are decorrelated: a dispersive
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medium may be a NIM even though £(w) and p(w) remain positive. Let us take an example of such a
medium (that however escapes to the class of generalised Lorentz materials (4.17)):

g(w) = (1 - :—é)Q and p(w) =1. (4.46)

The spectrum of this material is S = R while the function ® is the same as for the Drude model with
We = Wy = wp- As a consequence, N' = (—wyp, wp) # @ thus this material is a NIM.

However, for generalised Lorentz materials, or more generally for any material that satisfies the growing
property (4.22), we have the following proposition.

Proposition 4.19. For any local dispersive material (in the sense of (4.8)) possessing the growing
property (4.22), one has for allw € S

e(Ww)Dw) >0 and p(w)?d(w)>0. (4.47)
Proof. Observe that
() D) = @] | - e + 7] | Tt (1.48)
dw dw
and that all quantities inside brackets are positive when w belongs to S. The same holds for u. O

As a consequence of this property, we have the result:

Theorem 4.20. For any local dispersive material (in the sense of (4.8)) possessing the growing property
(4.22), one has
N={weS8: ew) <0 and p(w) < 0}. (4.49)

In other words, this medium is a NIM if, and only if, e(w) and pu(w) become both negative.

Proof. From Theorem 4.18, the material is a NIM if and only if N' # (), i.e. there exists some w € O such
that e(w)p(w) > 0 and D(w) < 0. From Proposition 4.19, a material possessing the growing property
(4.22) satisfies (4.47), which implies that e(w) and p(w) become negative simultaneously. O

Remark 4.21. The terminology “negative index" comes from the physics. The refraction index n of a
dispersive medium is defined as n(w) = y/e(w)u(w) where this quantity is to be understood as the limit
of \/e(w)u(w) when Imw tends to 0. One can show that n(w) is actually negative when both £(w) and
u(w) are negative. As a consequence, if one is looking at the reflection-transmission of a plane wave across
a plane interface between the vacuum and a negative material, the usual Snell-Descartes law is inverted.
We refer to [228,247] for more details and to our previous article [19] for an illustration of the effects of
the negativity of refraction indexes.

4.2.2.5 Numerical illustration of backward and forward modes

The coexistence of backward and forward waves for the Drude model (4.13) can be nicely illustrated with
time domain numerical experiments. The numerical simulations that we present have been obtained with
a quite standard FDTD scheme for (4.16) inspired from the Yee scheme for Maxwell equations. The only
point — and the only difference with what is done in [156] for instance — is due to the fact that we use
an implicit time discretization for the ODEs governing J and K (see [23,193] for similar approaches).
The advantage of this choice is that the CFL stability condition of the scheme is independent of the
parameters of the Drude model (we,wy,).

The computational domain is the square Q = [—20,20]2. We choose g9 = o = 1 so that the speed of
light is normalized: ¢ =1/ Veopo = 1 and we take we = wy, = 2. All the fields are zeros at the initial time
t =0 and we add at the right hand side of (4.16) (the one for H) a source term f(z,y,t) = g(|x —y|)h(t)
where the spatial function is quite localized (see Figure 4.3) and h(t) is the derivative of a Gaussian pulse,
that possesses a large spectrum of frequencies,

g(r)=e " and h(t) = —20(t — 1)e 100=D7, (4.50)
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0.8+

0.6+

0.4}

0.2+

L L 0 .
0 1 2 3 -2 -1 0 1 2

Figure 4.3 — the Gaussian pulse h(t) (left) and the Gaussian g(r) (right)

The duration of the experiment is chosen in such a way that the solution does not reach the boundary
of . The space steps used are Ax = Ay = 0.05 and the time step At is chosen to respect the CFL
condition of the scheme: At = Ax/v/2 = 0.05/v/2.

In the Figure 4.4, we compare the propagation in the Drude medium with the propagation in the
vacuum by showing snapshots of the field H at different times. The huge dispersion of the Drude model
is clearly visible through the spreading of the propagated signal and the multiplication of the wavefronts
due to different velocities. Which is difficult to distinguish with snapshots, but obvious on a movie, is
that the wave can be separated into two parts: we have tried to image this on figure 4.4 by introducing
an artificial doted circle that varies in time. The wave inside the circle — the slowest one — seems to be
convergent and is interpreted as the superposition of backward waves (this is the meaning of the white
arrows on the picture), while the one outside the circle, the fastest one, is divergent and interpreted as
the superposition of forward waves.

t=10s t=14s t=18s

] DI

Figure 4.4 — Snapshots of the field H at different times ¢. Top pictures correspond to a Drude material
with we = wy, = 2, bottom pictures to the vacuum (we = wy, = 0) .
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4.3 Classical PMLs and their instabilities for the Drude model

In this section, we construct the so-called classical Perfectly Matched Layers (PMLs) for the Drude model.
Then we perform some numerical experiments and notice that the obtained PML system is unstable. For
an introduction to Perfectly Matched Layers, we refer to [128].

4.3.1 Construction of classical PMULs for the Drude model

Classical Perfectly Matched Layers (PMLs) were first introduced by Bérenger for the 3D Maxwell equa-
tions [22]. By classical PMLs for the Drude model, we simply mean the result of the direct extension of
the construction of Bérenger — the split field method — to the case where € and p are frequency dependent.
The first step is to use the standard splitting of the field H in two fields H = H* + HY [18] in order to
write (4.2) coupled with (4.3) as a system in which, for each equation, only derivatives with respect to
one of the space variable (x or y) appears:

twp(w)H® = 0y By, (4.51)

To see that this system is “equivalent” to the original Maxwell system (4.2) with (4.3), one can observe
that the original Maxwell system is recovered from the sum of the last two equations. Then, the PML
system is obtained by adding zero order “damping terms" to each equation of (4.51). An elegant way to
construct these terms — in the direction z for instance — is to perform a change of variables in the complex
plane [58] (using the fact that we can extend the solution to the complex plane x € C by analyticity):

1 x

x—x+— [ o.(s)ds, (4.52)
iw Jo

in the frequency domain, where o, > 0 is the damping factor in the z-direction (a function which depends
only on z). This change of variable is equivalent to replace 9, by

8y — (1 + ‘;—5)_1 B, (4.53)

Of course, one can also construct a PML in the y-direction with the change of variable

o, — (1+ %) d,. (4.54)

where o, > 0 the damping term in the y direction which depends only on y.
Injecting (4.13) in (4.51) and using the changes of variable (4.53) and (4.54) leads to

. E E S
(iw+G)E+w? — +w?& — =¢; ' curl (H* + HY),
eZW e _wg 0
‘ ~ He H® IR
A o
(iw + o, )HY er?n o + Urwrzn —2 = —Ho 133?Eya

with & := diag(o,, 0,) € M2(R). In order to go back to the time domain, we introduce the primitives in
time J, K% and KY of E, Fy, H” and HY, as in Section 4.2.1.3, as well as primitives in time P, M* and
MY of the above functions (called the electric and magnetic polarisations), namely

~

iwj:E, iwl/s:j, iwf?"”:ﬁI, iw]/\/[\x:f{"”,

~ ~ - N (4.56)
wKY=HY and wMY=KY.
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Finally, we get the classical Perfectly Matched Layers system for the Drude model

OE + GE + w2J + w?6P = ¢; ' curl(H” + HY),
oJ-E=0, 9P-J=0,

OH® + oy H® + w?K" + oyw? M* = 115 0, E.,
O K*—H*=0, OM*—-K*=0,

OHY + o0, HY + w?nKy + wa,any = —Mglawa,
OKY—-—HY =0, OMY—-KY=0.

(4.57)

This system can handle PMLs in both z direction (¢, # 0 and o, = 0) and y direction (¢, = 0 and
oy # 0), and also for corner domains (o, # 0 and o, # 0).

4.3.2 A numerical experiment of classical PMLs for the Drude model

We now perform a numerical simulation using the system (4.57). We use exactly the same parameters
and sources as in Section 4.2.2.5 but we add a surrounding PML around the computational domain of
width L = 3 so that the total computational domain is still 2 = [—20,20]? but the physical domain is
now [—17,17]%. In order to reduce numerical reflections at the interface between the physical domain and
the PML, the damping terms o, and o, are taking continuous: a classical choice is to take a quadratic
function o, (z) = o(z) and o,(y) = o(y) where o is defined by

(r—17)2 ifr > 17,
o(r) =1 (T+17)% if 7 < 17, (4.58)
0 otherwise.

The FDTD scheme used here is based exactly on the same idea as in Section 4.2.2.5. The Figure 4.5
shows snapshots of the field H at different times. We clearly observe instabilities. One can check that
these are not numerical instabilities: one can refine the mesh and/or reduce the time step and get the
same phenomena. The boundary conditions at the end of the PMLs do not matter either. The instabilities
come from the model (4.57) itself.

One can notice that the experiment suggests that the backward waves are responsible of the insta-
bilities. Indeed, the forward waves — the faster ones — are well absorbed by the PML but as soon as the
backward waves reach the PML, the solution grows exponentially in time. The Figure 4.6 illustrates this
statement by plotting in log-log scale the energy &, + &, defined by (4.21). More precisely, one can deduce
from the Proposition 4.11 that the group velocity of the forward modes vg(w+1) is bounded by ¢ = 1 but
the group velocity of the backward modes vg(w+2) is bounded by ¢/2 = 0.5. That is why instabilities can
only occur after a time ¢t = 17/0.5 = 34s.

4.4 Construction and analysis of PML models for a class of dis-
persive systems

We now want to explain why the classical PMLs are unstable for the Drude model. For linear wave
propagation in non dispersive — but possibly anisotropic — media, it has been shown in [17] that the
presence of backward waves, due to anisotropy, gives rise to instabilities. It seems that it is still the case
for NIMs as it was observed in the previous section and pointed out in several papers from the physicist
community [79,161].

In this section, we aim at extending the result of [17] (valid for non dispersive systems) to a class of
dispersive systems, described in Section 4.4.1. These models contain in particular the isotropic dispersive
Maxwell models considered in Section 4.2. We shall consider — this is not restrictive of course —a PML in
the x—direction, involving a single damping coefficient denoted o (instead of o, in Section 4.3). In fact, we
propose to introduce and analyse a new class of PML models (Section 4.4.2) obtained by a generalisation
of the classical complex change of variable (4.52) that, in addition to the damping coefficient o, involves
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— Snapshots of the field H at different times ¢.

Figure 4.5

Logarithm of the energy &. + &, defined by (4.21).

Figure 4.6 —
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a new ingredient, namely a real valued function of the frequency x(w) to be determined in practice (the
choice x(w) = 1 giving the classical PML model). Such a generalization appears to be useful to propose
an alternative to classical PMLs when these are unstable.

Finally, in Section 4.4.3, we provide a preliminary stability analysis for these new PML models. In
particular, we establish a necessary stability condition (Proposition 4.29) which generalizes the one given
in [17]. This allows us to explain the instabilities of classical PMLs and will help in designing new stable
PMLs in the next Section 4.5 for the isotropic dispersive Maxwell models.

We have to emphasize that our stability analysis will be performed through a modal analysis, thus
limited to constant coefficients. Rigorously speaking, our analysis cannot be applied for situations of
practical interest where the damping coefficient o (or o, or ¢,) in the PMLs must depend on the space
variable (in particular it has to be 0 in the physical domain and strictly positive inside he PML region).
Nevertheless, we think that this relative weakness does not affect the interest of our analysis for the
following reasons:

e The case of constant coefficients is a particular case of non constant coefficients and thus deserves
to be studied anyway. Moreover, one can hardly expect that a model that leads to instability in the
constant coefficients case becomes stable when used with variable coefficients.

e There are numerical evidences, as we shall see in Section 4.6.1, that our analysis provides the good
answers even in the non constant coefficients case.

e Even in the case of non dispersive media, there are very few results on the stability (we speak here
of stability and not only well-posedness) of PML models with non constant o (at the exception
of [88] for the wave equation).

4.4.1 A class of first order dispersive hyperbolic systems

Consider a general 2D hyperbolic system with a zero order perturbation of the form
ou+ Bu= A 0,u+ A0, (r,y)€R? t>0, (4.59)

where the unknown u takes values in R™ and A,, A, and B are real constant m x m matrices. The
hyperbolic nature of the unperturbed system (B = 0) is equivalent to assuming that:

for all (kg ky) € R?, kA, + ky A, has real eigenvalues. (4.60)

Next, we express the fact that the perturbed system is non dissipative.

Definition 4.22. The dispersive system (4.59) is said to be non-dissipative if
for all (ky,k,) € R? k, A, + kyA, — iB has real eigenvalues. (4.61)

Looking at |k| — 400, (4.61) implies (4.60), i.e. the hyperbolicity of the unperturbed system. Defini-
tion (4.22) is justified by the Fourier analysis that permits to study the stability in terms of plane waves
that are solutions of (4.59) of the form

u(z,y,t) = Utk (4.62)

where U € C™ is the amplitude vector, k = (k,k,) € R? the wave vector and w € C the angular
frequency. It is easy to check that w and k must satisfy the so-called dispersion relation

F(w, kg, ky) =0, (4.63)
where F' is a polynomial in w of order m defined by
F(w,ky, ky) = det(iwl + B + ik, Ay + tkyAy), (4.64)

which is nothing, up to a multiplicative coefficient, but the characteristic polynomial of k; A, +k, A, —i5.
As a consequence, (4.63) admits m branches of solutions w;(k), j = 1,...,m that is to say the eigenvalues
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of ky Ay +ky Ay —iB repeated with their multiplicity which are continuous and piecewise analytic functions
of k, and k, respectively (see for instance [134, chapter II, §1]).

Considering a family of plane wave solutions (a mode) associated to a smooth branch w(k) = w;(k),
as an extension of the Definition 4.14, its group and phase velocities are defined by

vp(w(k)) = ——+— and vg(w(k)) := Viw(k). (4.65)

The main difference with the isotropic case is that these two vectors are not necessarily collinear.

A particular case of non dissipative systems is the symmetrisable systems which corresponds to the
case where it exists a symmetric positive definite matrix M € M,,(R) such that M A, and MA, are
symmetric and M B is skew symmetric. Under condition (4.61), using Fourier analysis, it is then possible,
for instance, to obtain polynomial (in time) bounds on the L2-norm (in space) of the solution of the
Cauchy problem associated to (4.59) (see [141]). These bounds are even uniform in time in the case of
symmetrisable systems. Indeed, one has the conservation in time of the energy:

£(t) = - / (Mu, ), (4.66)
2 Jre
where (-, -) denotes the inner product in R™. In this case, the perturbation theory for self-adjoint analytic
families of matrices (see for instance [134, chapter II, §6]) even asserts that the functions w;(k) can be
chosen in such a way that they are analytic functions of k, and k, (separately) everywhere.
One can see that the Drude model (4.16) is a particular case of such systems and is non-dissipative.
Indeed, it can be written under the form (4.59) with u = (E,, J,, Ey, J,, H, K)T,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g ' 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0
A - 0 0 0 0 g ' 0 A — 0 0 0O 0 0
v 0 0 0 0 0 o’ v 0 0 0O 0 0
0 0 p™t 0 0 0 w0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0
(4.67)
0 w2 0 0 0 0
-1 0 0 0 O 0
0 0 0 w? 0 0
and B=1, g _1 0 o0 o
0 0 0 0 0 w2
o 0o o 0 -1 0
One easily checks that this system is symmetrisable with the diagonal matrix
M = diag(€05€0 w37€0350 Wzaﬂo,ﬂo w?n)v (468)

and the energy (4.66) is nothing but &, +&,, in (4.21). More generally, it is not difficult, although tedious,
to show that the generalised Lorentz model (4.18) is also symmetrisable and non-dissipative.

4.4.2 New generalised PMLs for dispersive models

From now on, we will only consider dispersive systems of the form (4.59) that are non-dissipative, i.e.
they satisfy (4.61). What follows only concerns PMLs in the z-direction, but everything can easily be
adapted to PMLs in the y-direction. As announced in the introduction of this section, we consider a new
change of variable that generalises (4.52) under the form

r— X(w,z) :=x+ Xi(:]) /0z o(s)ds, (4.69)

where the damping function ¢ is non-negative and yx is a real-valued function of w. In the frequency
domain, the corresponding PML model, i.e. the equation satisfied by

u(z,y,w) = Fu(X(w,z),y,w), (4.70)
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where JFu is the time Fourier transform of u, extended analytically to complex values of z, is simply
obtained by changing

w

-1
0y —> (1 n “X(“’)) Ba, (4.71)
in the frequency version of the original system (4.59). We obtain

—1
iwid+ B = (1 + ‘”‘M) A, 9,10+ A, 0,1 (4.72)
w

In what follows, we shall restrict ourselves to functions y(w) that mimic (4.17): they are of the form

N
by
Xw) =14 ———, (4.73)
- G W
=1
where ay and by are non-zero real constants such that 0 < a? < a3 < --- < a%.. Notice that y is chosen

to fulfil the following criteria:

e At high frequencies, the system becoming non dispersive (in the sense that the functions w;(k)
behave more and more as functions which are homogeneous of degree 1), there is no reason that y
varies with w for large w so a natural criterion is that x(w) tends to 1 when w tends to +oo.

e For practical reasons linked to numerical simulations, the function x(w) should be the symbol of a
local operator in time (i.e. expressed with the help of differential operators and inverse of differential
operators) which means that y(w) should be a rational fraction in w.

e In order to ensure that the solutions of the time dependent problems remain real-valued, the operator
of symbol x(w) should be real (in the sense that it transforms real valued functions into real valued
functions).

e The poles of x(w) must be real. This last criterion is more mathematical and related to the stability
of the corresponding evolution problem.

We shall also use in the following analysis the equivalent expression of x :

X(w) =1+ (4.74)

where
N
P (w) = Zbg H(afj —w?) and Q,(w)= H(a% —w?), (4.75)
=1 pt =1

and we will denote by +z4, £ =1,..., N, the zeros of x.
Using (4.69) and coming back to the time domain, we are going to show that (4.72) can be rewritten
as an augmented first order system of the form

du, + Bu, +0Su, = A, 0,u, + A, 0yu,, (z,y) €R?, >0, (4.76)

in which the new “augmented" unknown u, takes values in R™¢, and B, S, A, and A, are m, x m, real
matrices. The dimension m, can be decomposed as m, = M + Mey SO U, can be seen as U, = (U, Uey) "
where

e u, with values in R™, is the inverse time Fourier transform of @ defined by (4.70): it corresponds
to the original solution in the region where o is 0.

® Uy, with values in R is a vector of extra auxiliary variables.

94



More precisely, defining

iwd =0 x(w) U,

the equation (4.72) can be rewritten
(iw+ B) (i +d) = A, 0,0+ A, 0, (1 + d).

From the expression (4.73) of x, we deduce that

where the U, are defined by

Using the above, (4.77) gives

so that (4.78) can be rewritten as
~ N o~
iwli+ B+ d) +o (T4 b)) = A, 0,8+ A, 0,8+ 4,0,d.
=1

With (4.79), (4.80), (4.81) and (4.82), we finally obtain the system:

N
iwi+ B@+d) +o(G+Y bil) = A, 0,8+ A, 0,8+ 4,0,d,
=1

N
iwafa(ﬁJereﬁz) =0,
=1

Twly = Vy, iwve—l—a?ﬁg—ﬁzo, (£=1,...,N),

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

where (4.80) was decomposed into the two last equations of (4.82) thanks to the introduction of the v,
in order to get a first-order system in time. Indeed, (4.83) gives in the time domain the following system:

N
8tu+B(u+d)+cr(u+Z bgug) = A, dyu+ A, du+ A, 9,d,
=1
N
atd—o(u—l—ZbguK) =0,
=1
ouy—vy=0, Ohvp+aiu—u=0, ((=1,...,N).

(4.84)

This is an augmented system of the form (4.76) with m, = m+ (2N + 1)m (thus mex = (2N 4+ 1)m) and

u, = (0, uey) T where ue, = (d,uy,...,un,vy,...,vy)t.

Remark 4.23. Let us emphasize that there is not a unique way to write the augmented system (4.76)
from (4.72)—(4.73) (even not a unique choice for the dimension m,) because there are several possible
choices for the additional auxiliary unknowns. In particular, this type of formulation is an alternative to
the split-form of PMLs, as it is done in the original work of Bérenger [22] or as in Section 4.4. The one
chosen here in (4.84) appears more convenient to us for the mathematical analysis but the conclusions

are valid for any equivalent reformulation of this system.
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4.4.3 Modal stability analysis of the generalised PML model
4.4.3.1 Definition of stability

We are interested in the stability analysis of the system (4.76) (or equivalently (4.84)) when o is constant
(i.e. independent of x). Here again, we use a modal approach to the notion of stability, looking at plane
waves

Uy (z,y,t) = U, e!@ther=ky) U, € C™, k = (ky, ky) € R?, w e C, (4.85)

which are a solution of (4.76) if, and only if, (w, k;, k,) satisfies the augmented dispersion relation
det (iw[ +B+0S+ik, A, + ik, Zy) =0. (4.86)

Seen as an equation in w, (4.86) defines m, branches of solutions w;(k, o), 1 < j < mg, where the functions
w,;(k,o) are continuous and piecewise smooth in k and o (they are piecewise analytic in ky, k, and o
separately [134, chapter II, §2]).

Definition 4.24. Given o > 0, the PML model (4.76) is stable if, for all j € {1,...,m,} and for all k € R?
one has
wj(k,0) eCt:={z€C: Imz>0}. (4.87)

For a plane wave (4.85), the condition (4.87) means that it is (in modulus) non increasing in time,
and even exponentially decreasing as soon as Imw;(k, o) > 0. Since in practice one wants stability for all
o > 0, we shall adopt a slightly more general notion of stability:

Definition 4.25. The family of PML models (4.76) is uniformly stable if, for all ¢ > 0, for all j €
{1,...,m,} and for all k € R?, one has

wj(k,0) € CT. (4.88)
4.4.3.2 Reduction of the analysis
Given k € R? and writing
N PPN PN . A\T
U, = (U7D7U1,...7UN,V1,...,VN) : (4.89)
it is easy to see that, after elimination of (\Afl, e ,\A/' ~ ), we are reduced to looking for values of w € C for

which there exists (ﬁ, ]5, ﬁl, e ,IAJN) 2 0 such that

N

iwﬁ+B(ﬂ+ﬁ)+o<ﬁ+Zbgﬂg>
=1

+iky A, U+ik,A,(U+D)=0,

N (4.90)
iwf)—a(ﬁ—i—z bgﬁg) =0,
=1
—w2ﬁg+a§ﬁg:ﬁ, (621,...,]\7).
Let us denote
Qk,o0) :={wjk,0), 1 <j<mg}. (4.91)

This is also the set of values of w for which (4.90) has a non-trivial solution. We now describe the structure
of Q(k, o) and give a new form of the stability criterion (4.88) that will help us to decompose the stability
analysis into several steps

First we need to introduce several sets: A := {%ay,...,Tan} the set of the poles of x, Q.(c) the set
of critical frequencies defined as

Qc(o0) := {w eC'\A: flw):=1+ Offuw) = }, (4.92)
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and finally Qpy(k, o) the set of the solutions w ¢ AU Q.(0) of the so-called PML dispersion relation
defined by
(w, k) € QPML(k; 0’) <~ FPML(W, k, O’) =0, (493)
where Fpyir, is defined by
FpML<UJ,k,O') :=F(w,kzwf(w)_1,k:y) (4 94)
= det(iwl + B + ik, f(w) ' A, + ik, A,), '

with F' given by (4.64) (coming from the dispersion relation (4.63) of the original system (4.59)) and f
is defined in (4.92).

Lemma 4.26. The set Q(k, o) can be decomposed as the disjoint union

Ak, o) = {QPML(k, F)UQ(o)UEK) if Kerk, A, # {0} (495)

QpML (k, 0') @] (‘:(k) if Kerk, A, = {0}

where Qpyr(k, o) and Q.(o) are defined by (4.93) and (4.92), and where E(k) C R is a set of real
additional modes (described in the proof).

Proof. Adding the first two equations of (4.90) leads to the equivalent system:

~—

(iw+B)(U+D)+ik, A, Uik, A, U+ik,A,D=0,

M=

iw]/jfa(ﬁJr beﬁg)zo, (4.96)

¥
X

—w2ﬁ@+a?ﬁ[=ﬁ, ((=1,...,N).

We next distinguish three cases:

~

1. w ¢ AU{0}. The last two equations of (4.96) give Uy = U/(a2 — w?) and iwD = o x(w) U.
Substituting this into the first equation of (4.96), we obtain using f(w) defined in (4.92)

(iw+ B)f(w)U+ik, A, U +ik, f(w)A, U =0. (4.97)

Since we look for non trivial solutions, U # 0. If w ¢ Q.(0), f(w) # 0 thus (iw + B) U =
—iky f(w) T A, U —iky A, U, ie. w € Qpar(k,0). Now if w € Q.(0), then kA, U = 0, i.e.
Kerk, A, # {0}.

2. we A w? =a? forone £ € {1,..., N}. One easily checks from (4.96) that U=0U,=0fork#¢
and 4
"D (4.98)

(£arl +iB ~ ky4,)D =0, Uy =—=D.
oby

This is possible only if +a, is an eigenvalue of (B — k, A, (otherwise D= IAJg = 0). In this case,
+a, € g(k) # 0.

3. w? = 0. From (4.96), Uy = U/a2 thus

x(0)U = (1 + 22) U=0. (4.99)

If x(0) # 0, then U = 0 and we get a non trivial solution only if ker(B + ikyAy) # {0} (so in
this case 0 € £(k)). If now x(0) = 0, then the second equation of (4.96) is just 0 = 0 and the first
equation reads L R R R

B(U+D)+ik, A,U+ikyA,U+ik, A,D =0. (4.100)

So if this equation has non trivial solutions, then 0 € £(k) # (). O
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For the application to the dispersive models considered in Section 4.2, the reader will easily check
that we are in the case Ker A, # {0}, so the set Q.(c) has to be taken into account. We will restrict
ourselves to this case in the following. Since £(k) C R, according to Lemma 4.26 and Definition 4.25, the
analysis can be reduced to the following criterion: the family of PML models (4.76)) is uniformly stable,
if and only if, for all ¢ > 0 one has

Qc(0) UQpyp (o) € CT, (4.101)
where
QPML(U) = U QPML(k; O’). (4102)
keR?

4.4.3.3 Guideline for the stability analysis

Before going into details of the analysis of these sets, we first describe the type of arguments that will be
used several times in the rest of the paper. Each branch w(k, o) of solutions of the augmented dispersion
relation (4.86) composing the sets of (4.101) is continuous with respect to ¢ and verifies w(k,0) € R for
all k € R2. In order to prove uniform stability, we aim to show one of the following assertions holds:

1. w(k,0) € R for all k € R? and for all o > 0 (therefore it belongs to C*);
2. w(-,0) is not real for o > 0 and belongs to C* for small o > 0.

In the last case, since the imaginary part of w(-, o) cannot change sign because of the continuity of w(-, o)
with respect to o, we can conclude that w(k,o) € CT for all k € R? and for all o > 0.

4.4.3.4 Study of the set Q.(0)

The set .(0) is completely independent of the original physical domain and only depends on y(w). We
now look for the necessary and sufficient condition for the inclusion Q.(o) C C*. The first thing to notice
is that Definition (4.92) of Q.(¢) can be rewritten, using the expression (4.74) of x, as a polynomial
equation in w of degree 2N + 1, namely

(iw + 0)Qy(w) + 0Py (w) = 0. (4.103)

It admits 2N +1 solutions, denoted by wf(o) (¢ = —N, ..., N), that are smooth (in particular continuous)
functions of . We now follow the guideline of Section 4.4.3.3.

Lemma 4.27. For o > 0, the solutions of (4.103) cannot be real, except for the case x(0) = 0 for which
w = 0 is the only real root of multiplicity 1.

Proof. Assume that (iw+0)Qy (w)+0 P, (w) has a real root w. Then, since P, and @, have real coefficients,
taking the imaginary part leads to w@, (w) =0, so w = 0 or Q(w) = 0 (note that @, (0) # 0 since the
a; do not vanish). Now taking the real part gives (Q, + Py)(w) = 0. If @ (w) = 0, then w = a4 or
—ayg for one ¢ € {1,..., N}, but P,(£ar) # 0, which contradicts (Q, + Py)(w) = 0. If now w = 0, then
(Qx + Py)(0) = 0 that can be written, since Q,(0) # 0, as Q,(0)[1 + P, (0)/Q(0)] = Q,(0)x(0) = 0.
So this is absurd, except when x(0) = 0. But in this case it is easy to see that the constant term of

(iw 4+ 0)Qy (W) + 0Py (w) is 0Q4(0)x(0) = 0 and the first order term in w is 1, (0) # 0, f.e. w =0 is a
root of multiplicity 1. O

It is then sufficient to study the sign of the imaginary part of the wj(s), £ = —N, ..., N, for small
o > 0 to conclude.

Proposition 4.28 (necessary and sufficient condition for Q.(o) C C*). The two following statements
are equivalent:

1. for all e > 0, one has Q.(0) C CT;
2. the function x defined by (4.73) verifies
g
XO) =1+ =

;?20, and by <0 forallle{l,...,N}. (4.104)
=1
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Proof. For o =0, (4.103) becomes iw @, (w) = 0 whose solutions are w = 0 and w = £ay, 1 << N. By
continuity, it implies that we can number the wy such that

lm (o) =0 and  lim et (o) = +a (4.105)

For each branch of solution w®(c) (we omit here the subscript), using a Taylor expansion and denoting
ws = w(0) € R, one gets

w(o) = wy + [(W)(0)] o + O(c?), (4.106)
which implies that Im w®(0) = o Im(w®)’(0)+O(c?). Injecting (4.106) into (4.103) and using i w. Qy (w.) =
0 leads, by identifying the first order term in o, to

(100 @ (w2) + 1 Qe (02) (W) (0) + Pylws) + Q) = 0. (4.107)
e For w(0) = w§(0), ¢ # 0, one has w, = +ay, therefore Q, (w.) = 0 and (4.107) gives

—PX(j:ag) . by

(UJ;)/(O) = +4 ag Q;((:tae) =1 @7 (4108)

whose imaginary part is positive, if and only if, by < 0.

e For w°(0) = w((o) one has w, = 0 so, since Q,(0) # 0, (4.107) becomes (w§)'(0) = (1 +
P (0)/Qx(0)) = ix(0). If x(0) # 0, it is clear that Imw(0) > 0 if, and only if, x(0) > 0. If
x(0) = 0, Lemma 4.27 showed that wy(c) =0 € C* for all o > 0. O

4.4.3.5 Study of the set Qpny (o)

We are now interested in the set Qpwr, (o), 4.e. the solutions of (4.93). More precisely we will study a
particular subset of Qpyr,(0): observing that, for fixed w ¢ Q.(0) and k € R?, Fpur(w, k, o) tends to
F(w, kg, ky) when o tends to 0 (where F is defined by (4.64) and Fpmi, by (4.93)). By continuity, there
exists m branches of solutions of (4.93), let us say by convention the m first ones w;(k,0), 1 < j < m,
the so-called “physical branches”, such that

lim w;(k,0) = w; (k). 1<j<m. (4.109)

where the w;(-) are the solutions of the original dispersion relation (4.63). In what follows we make the
assumption that these are simple:

wj(k) # wp(k), for all m # j and for all k € R%. (4.110)

However, we think that the following result remains valid without this assumption.

Proposition 4.29. Under assumption (4.110), a necessary condition for Qpmy(c) C CT for all o > 0
(thus for the uniform stability of the PML model (4.76)) is that for all j € {1,...,m} and for all k € R?,
one has

Vg (wj (k)) Vp.z (wj (k)) X(wj(k)) > 0. (4.111)
where vp(w;(k)) and v4(w;j(k)) are the phase and group velocities (4.65) and the subscript x refers to
their x component.

Proof. We work with any branch w;(k, o) satisfying (4.109). Using w;(k,0) = w;(k) € R and the Taylor
expansion for small values of 0 > 0

w;(k, o) = w;j(k,0) + a%(k, 0) + O(c?), (4.112)

the uniform stability condition (4.88) implies in particular that

Im %(k,o) >0, forallkeR2 (4.113)
ag
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The quantity Ow;/0c can be computed using the implicit function theorem. More precisely, injecting
(4.112) into (4.93), using F'(w;(k), k) = 0 and looking at the O(c) term leads to

Ow;j oF iky x(wj(k)) OF _
%(kvo)%(% (k), k) + k) ok (wj(k),k) =0, (4.114)
that is to say
&uj . . (OF -1 ke X(Wj (k)) or
%(kvo) =1 (a‘)(w](k),k)) T, (k) Ok (wj(k), k). (4.115)
By definition of the phase and group velocities (4.65), we have
ky wik
Vaaloy(19) = 7 20, (4110
and )
OF T OF
Voals9) = = (G090 500,19, (117

where the second identity is obtained by using the implicit function theorem to the dispersion relation
(4.63) seen as an equation in w. Finally, we obtain

Ow; , k|2
0, 0) = (5 8)) 5 0)) (5 09) " (4.118)
from which it is easy to conclude. O

For classical PMLs corresponding to x(w) = 1, Proposition 4.29 can be interpreted through a direc-
tional version of the notion of backward mode (that differs from the Definition 4.15 only for anisotropic
media):

Definition 4.30. For a given vector n € R?, a mode w(k) € R is a forward mode in the direction n if
(vp(w(k)) -n)(ve(w(k)) -n) > 0 and a backward mode in the direction n if (vp(w(k))-n)(ve(w(k)) -n) < 0.

Thus classical PML models can be uniformly stable only if the original model does not support
backward modes in the direction x. This generalizes the result of [17] to dispersive media. In particular,
classical PMLs can not be stable for the Drude model.

Remark 4.31. The reader will easily realize that, when |k| tends to +00, one recovers the stability criterion
of classical PMLs for the non dispersive hyperbolic system corresponding to B = 0. In other words, the
introduction of the function y(w) cannot produce a stable PML when the classical PML for the non
dispersive system already fails to be stable, due to particular anisotropy effects as it occurs for instance
in elastodynamics [17]. It may help to only solve the stability problems due to dispersive effects (i.e. the
presence of B).

4.4.3.6 Summary of the results

Let us now recap the stability results that we obtained:

1. a necessary and sufficient condition for the uniform stability of the PML system (4.76) is that
Qe(0) UQpmr(c) C CT for all o > 0;

2. the condition Q.(c) C C* is equivalent to (4.104);
3. a necessary condition to ensure that Qpyr(0) C CT is given by (4.111).

It is now natural to look for sufficient conditions to ensure that Qpyp (o) C C*. This is possible in the
case of isotropic dispersive Maxwell equations, which was our original motivation (see Section 4.2) and
is precisely the object of the next section.
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4.5 Application to isotropic dispersive Maxwell equations

In this section, we pursue our analysis of the generalised PML models introduced in Section 4.4.2 in
the particular case of isotropic dispersive Maxwell equations of the Section 4.2 that enter the framework
of Section 4.4.1. We have seen in Section 4.4.3 that (4.104) is a necessary and sufficient condition for
Qc(0) € CT. According to (4.101), it remains to seek for the conditions to ensure Qpyp (o) C CT.
Proposition 4.29 gives a necessary condition (4.111) for Qpyr,(0) C CT, by analysing a particular subset
of Qpmr, (o), the m “physical" branches w;(k, o), for small values of o (see Section 4.4.3.5). In order to
obtain a necessary and sufficient stability condition, it remains to:

1. describe all the branches w;(k,o) of Qpur (o), for j € {1,...,mq} (in particular for j € {m +
1,...,mg})

2. show that each branch wj(k,o) for j € {1,...,m,}, stays in the upper complex plane C* for all
values of o (not only small).

In the two next Sections 4.5.1 and 4.5.2, we describe the set Qpyr, (o) and express the necessary stability
condition obtained in Section 4.4.2 in this context. In Section 4.5.3, we establish necessary and sufficient
conditions for the uniform stability of PMLs in the case of isotropic dispersive Maxwell models satisfying
the growing property (4.22). We finally extend in Section 4.5.4 the necessary and sufficient conditions to
general isotropic dispersive Maxwell models.

4.5.1 Description of the set Qpyy(0).

We start here by identifying the m, branches wj(k,o) of Qpmr(c), for j € {1,...,m,} and k € R%
According to (4.94), the PML dispersion equation is obtained from the one of the original system (4.28),
as follows:

w

we(w) (w2 () — (1+ "X(w>)*2 K2 - k;) —0 (4.119)

First note that the size of the original Maxwell system is m = 2M,, + 4M. + 3 (see remark 4.9),
corresponding to M = 2(M, + M, + 1) := 2M solutions of the dispersion relation (4.29) and 2M. +1
non-propagative modes corresponding to the zeros of we(w) (labelled as w;, M +1 < j < m). We can
easily see that these last modes do not play any role since they do not depend on k and they are not
changed by the presence of the PML. Therefore, there remains the branches satisfying

(ox(w) + iw)2 (w? e(w)p(w) — k; ) = —w?k2. (4.120)

This last equation must be read as a polynomial equation: indeed remind that e(w) = P.(w)/Qc(w),
pt(w) = Pp(w)/Qm(w) and x(w) = 1 + Py(w)/Qy(w) are rational fractions, using Pey, = PePry, Qem =
QeQm, then (4.120) can be rewritten as

[U(PX + QX)(w) + inx(w)]Q [WQPem(w) - k;Qem(wﬂ

+ W k2Q2 Qem(w) = 0. (4.121)

This is a polynomial equation in w of degree 2(]T/f +2N+1). Seen as a polynomial equation in iw (remember
that e(w), p(w) and x(w) are even functions of w), (4.121) has real coefficients so w is a solution of (4.121)
if, and only if, —@ is a solution of (4.121). When o tends to 0, (4.121) becomes

W Q3 (W) [W? Pem (W) — Qem (w) (k2 + k7)) =0, (4.122)
that we can write formally under the form
W QY (w) (W e(w)p(w) — k) =0, (4.123)

where one recognizes the dispersion relation (4.29) of the original equation. These two equations (4.122)
and (4.123) show that the 2(M + 2N + 1) branches of solutions of (4.121) can be labelled as follows:
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e We first denote wj(k,o) and —w;(k,o) where 1 < j < M the M = 2M “physical" branches of
solutions such that

lei{‘%wj(kv o) = lei{‘%wj(kv o) = wj(k)a (1<ji< M), (4.124)

where +w;(k), 1 <j < M are the M solutions of the reduced dispersion relation (4.29).
e We denote by wis(k,o) and —wi.(k, o), where 1 < £ < N, the 4N branches such that:

im w = lim w = <l < . .
(}{%wﬂ(k, U) ;%wiz(k,d) :|:az7 (1 S / RS N) (4 125)

e The 2 remaining branches are denoted wy(k, o) and —&y(k, 0); they verify

}_1{% wok,0) = ;1{‘% wo(k,o) =0. (4.126)

Using the fact that z and —% have the same imaginary part, proving that Qppp (o) € CT amounts to
proving that for all ¢ > 0 one has

(1) wj(k,0) € CT forall k € R? and for all j € {1,...,M};
(2) @i¢(k,0) € CT for all k € R? and for all £ € {1,...,N}; (4.127)
(3) @o(k,0) € CH.

4.5.2 Reinterpretation of the necessary condition (4.111) for isotropic disper-
sive Maxwell models satisfying the growing property

From now on we assume the growing property (4.22) to be satisfied unless otherwise specified. The
necessary condition (4.111) is equivalent to say that the m branches of solutions w;(k, o) go to C* for
small o > 0, for j = 1,...,m. Since the non-propagative modes do not play any role, this is equivalent
to restrict this condition to j =1,..., M (or to j =1,..., M, see the previous section).

Proposition 4.32. For isotropic dispersive Mazwell models satisfying the growing property (4.22), the
necessary stability condition (4.111) is equivalent to

D(w)x(w) >0, foralwesS. (4.128)

Proof. First notice that, as a consequence of (4.47) where the growing property (4.22) is used, ®(w) # 0
for all w € S. Therefore, from (4.38), the necessary condition (4.111) is equivalent to

k2 D (w;(k)) x(w;(k)) >0, (4.129)

forall j =1,..., M. We can show in the following lemma 4.33 that in the case k, = 0, the M physical
branches are real for all o and do not play any role in the necessary stability condition. Therefore (4.129)
becomes equivalent to

D(w)x(w) =0, forallwesS. (4.130)

Since D (w) # 0, the left hand side could vanish only if x could have a zero in S. We use Lemma 4.34 to
show that this is not possible and conclude the proof. O

We now give and prove the two lemmas used in the previous proof.

Lemma 4.33. In the case k, = 0, the solutions of equation (4.121) for all k, € R and o > 0, are given
by:

1. wi(0,ky,0) = w;(0,ky) €R forall j € {1,.. .,M}, where the tw; are the solutions of the original
dispersion relation (4.29);

102



2. wi(0,ky,0) = wi(o) € Qc(o) for all £ € {=N,...,N}, where the wi(c) are the elements of set
Qc(0) defined by (4.92) and these solutions are in C* if and only if (4.104) holds.

Proof. For k, =0, (4.121) is equivalent to
(1) w? e(w)pu(w) — k; =0 or (i) ((iw + 0)Qy(w) + O'PX(UJ))2 =0. (4.131)

The equation (i) clearly corresponds to the original dispersion relation for k, = 0, whose solutions are real
(this gives (1)). We recognize in the equation (ii) the characterization (4.103) of Q.(o) whose solutions
are the w§(o). We conclude using Proposition 4.28 (this gives (2)). O

Lemma 4.34. Assume that the growing property (4.22) to be satisfied. If (4.128) holds then all the zeros
and poles of x are in the gap:

tareGand £z, €G forallle{l,...,N}. (4.132)

Proof. We first notice that S is an open set of R composed of the union of open intervals I; of R. On each
of them, (4.47) (satisfied since we assume (4.22)) shows that €, 4 and D have the same constant sign.
In particular, ® does not change sign in each I;. Since all the zeros and poles of x are simple, if one of
them was inside one of the I;, it would mean that x changes sign inside this interval, which contradicts
(4.128). O

4.5.3 Necessary and sufficient stability conditions for isotropic dispersive
Maxwell models satisfying the growing property

We are able to establish necessary and sufficient stability conditions for the PMLs introduced in Section
4.4.2. This is the main result of this section:

Theorem 4.35. For the isotropic dispersive Mazwell model of Section 4.2 satisfying the growing property
(4.22), a necessary and sufficient condition for the uniform stability (Definition 4.25) of the PML model
(4.76) associated to the function x(w) given by (4.73) is

D(w)x(w) >0 foralwesS, (4.133a)
x(0) >0 and by <0 forallle{l,...,N}. (4.133b)

We already know that (4.133b) is a necessary and sufficient condition to ensure Q.(c) C C* (Section
4.4.3.4) for all ¢ > 0. Moreover in Section 4.5.2 we saw that (4.133a) is a necessary condition. Thus it
remains to show that (4.133a)—(4.133b) are sufficient.

In the rest of this section, we assume that (4.22), (4.133a) and (4.133b) hold. The proof reduces to
show that all the branches of Qpyr (o) have a positive imaginary part. To do so, we want to follow the
guideline given in Section 4.4.3.3 but as we will see the cases k, = 0 and k, = 0 play particular roles. We
will do the analysis for k belonging to each of the four quadrants Ai = R% x R% delimited by k; =0
and k, = 0. More precisely we will follow these steps:

(step 1) we seek for real solutions when ¢ > 0 (Lemma 4.36): it cannot happens except when kzk, = 0 or
X(0)Qem (0) = 0;

(step 2) we show that for all o > 0 and for all k in each of the four quadrants AT, either a branch w(k, o) is
equal to zero (corresponding to the case x(0)Qem(0) = 0) or Imw(k, o) # 0 and keeps a constant
sign (Lemma 4.37);

(step 3) an asymptotic analysis (Lemmas 4.38 and 4.39) shows that Im w(k, o) is actually positive for small
o > 0 and for all k in each of the four quadrants Ai;

step 4) we conclude by a continuity argument: since the imaginary parts of the all the branches w(k, o) are

tep 4 lude b tinuit t: since the i i ts of the all the branch k
positive for all ¢ > 0 and for all k in each of the four quadrants Ai, by continuity with respect to
k, it implies that these are positive for all ¢ > 0 and for all k € R?.
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We start by seeking the real solutions of (4.121) (step 1):

Lemma 4.36. Let o > 0 be fized. Then (4.121) has a real solution if and only if kyQem (0)x(0) =0 (that
corresponds to the solution w =0) or k, = 0.

Proof. First, we start to check if w = 0 can be a solution of (4.121). Taking w = 0 directly gives
—02k2(Py+Qy)(0)Qem(0). Since o # 0 and Q,(0) # 0 (because the ay are not zero), it shows that w = 0
is a solution only if Qem(0) =0, ky, = 0 or x(0) = Q,(0)~ (P + @, )(0) = 0. Now, assume that w € R
is a real solution of (4.121). Since all the polynomials involved have real coefficients, identifying real and
imaginary part leads to

(@ P (@) = B2 Qem(@)) |02 (P + Q)% (w) — w2 Q2 (w)]

o N (4.134)
+ w szXQem(w) - 07

and

WQy () (wQPem(w) - ngem(w)) [Qx(w) + Px(w)} = 0. (4.135)
We need to distinguish two cases:

(a) Wk2Q%Qem(w) # 0. Then (4.134) implies w? Py (w) — k7Qem(w) # 0. From (4.135) one has
QW)+ Py (w) = 0, because w@y (w) # 0. This means that x(w) = 0, therefore Lemma 4.34 implies
that w € G. On the other hand, (4.134) implies in this case w? Pep (w) — Qem(w)[kZ + k7] = 0, ie.
w € 8. This case is thus impossible, since G NS = 0.

(b) wW?k2Q2(w)Qem(w) = 0. Then either (i) k, = 0, (ii) w = 0 (which is possible only if k,Qem (0)x(0) =
0) or (iii) Q% (w)Qem(w) = 0. It is easy to check (using the same kind of arguments than in (a))
that the last case (iii) is impossible. O

Thanks to this results, we can deduce that the imaginary parts of the solutions do not change sign
on each of the four quadrants Ai for all o > 0, thus the sign is given by an asymptotic analysis for small
o >0 (step 2):

Lemma 4.37. Let k — w(k, o) be any branches of solution of (4.121). Then, for all ¢ > 0 and for all
k in one of the four quadrants AT, either w(k,o) = 0 (possible only if X(0)Qem(0) = 0) or Imw(k, o)
keeps a non-zero constant sign.

Proof. By continuity of w(k, o) with respect to k and o, if its imaginary part changes sign on one of
the AT it means that there exists k* € AT and o* such that w(k*,6*) € R. From Lemma 4.36, this
is possible only if Qen(0)x(0) = 0. If Qe (0)x(0) # 0, we immediately deduce that Imw(k, o) keeps a
non-zero constant sign. Assume now that Q. (0)x(0) = 0. Actually, we detail the proof for x(0) = 0,
the proof being similar for Q.,,(0) = 0. Since x only depends on w?, one can factorise y(w) = w?x(w)
and we assume that X(0) # 0. It is easy to show in this case that if w satisfies (4.121), then it cannot
be a zero of Q,: from Lemma 4.34 it would imply that w € G, on the other hand (4.121) would imply
w? Peyp (W) = k2Qem (w) = 0 which implies that w € S. But w € SNG = () is impossible. Therefore, we can
divide by @y (w) in (4.121):

W? ([awg(m + ]2 [ P () — K2Qem (w)] + kf;Qm(w)) = 0. (4.136)
We deduce that w(k,o) = 0 is a solution of order 2. The other branches satisfy

[owX(w) + i}Q [szem(w) - szem(w)] + kiQem(w) = 0. (4.137)

With similar arguments that used in the proof of Lemma 4.36, we can easily show that this equation
cannot have real solution, therefore the other branches do not cross the real axis. O

We then have to perform an asymptotic analysis for small o to conclude (step 3). We already know from
Proposition 4.32 that (4.133a) ensures that the “physical” branches (4.127)-(1) have a positive imaginary
part for small o > 0. Thus it remains to analyse the other branches (4.127)-(2) and (4.127)-(3), this is
the object of the two following lemmas.
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Lemma 4.38. Assume (4.133b). Then for small values of o > 0 and for allk in one of the four quadrants
A¥E, one has Gy(k,0) € CF.

Proof. First notice that, according to the proof of Lemma 4.37, if x(0) = 0, we have &o(k, o) = 0 for all
k € R? and o > 0. We assume now that x(0) # 0. Injecting the Taylor expansion

Fo(k,0) = Bo(k, o) +0 22 (k,0) + O(0?), (4.138)
=0

for small values of o > 0 into (4.121) gives (after easy computation)

0o x(0)ky, .

—(k,0) = ky £ ky). 4.1

60’ ( 70) |k‘2 (Z Yy ) ( 39)
Notice that |k| # 0 on AT. We deduce

kyx(0)
~ y
Im &y (k, o) ety K2 (4.140)

which is clearly a positive quantity since k, # 0 and (4.133b) is satisfied. O

Lemma 4.39. Assume (4.133b). Then for small values of o > 0 and for allk in one of the four quadrants
A%, one has Gi(k,0) € Ct for all £ € {1,...,N}.

Proof. We only treat the case where wy(k, o) tends to a; when o — 0, the case where it tends to a_; is
similar. From Lemma 4.37, we know that, for ¢ > 0, W1¢(k, o) is not real, thus this is not a pole of x(w)
or e(w)p(w): we can work with (4.120) instead of (4.121). The idea is then to get an approximation of this
equation when w is close to ag, and to deduce from this approximate equation the behaviour of &, (k, o)
when o is small. When w tends to as, w? e(w) p(w) tends to Dy := a? e(ag)p(ae) and x(w) ~ be/2ae(ar — w).
As a consequence, an approximate equation for (4.120) is

by

2
- ; _ 1.2 212 _
(U QCLg(ag — (,u) * Zag) (Df ky) +ag kz 0. (4141)

If (4.133b) holds then a; € G (using Lemma 4.34) i.e. e(ag)p(ag) < 0 or equivalently D, < 0. Since
Dy — k2 < 0 (because k, # 0), we get

( L ) =X, with X i K (4.142)
c———— +iag ) = wi = , .
2a4(ay — w) ¢ ¢ ¢ k2 — Dy
that is to say
O'bg
IS ) 4.143
w=a 2ag(ng —iag) ( )
In particular, since Xy is real we have
g b(
I ~ . 4.144
B LS, 2(X7 4 a3) ( )
Then we conclude that Imw > 0 for small ¢ > 0 since by < 0. O

We can now conclude the proof of Theorem 4.35 (step 4). Combining Lemma 4.37 with Proposition
4.32 and Lemmas 4.38-4.39 shows that the imaginary parts of the branches w(k, o) of solutions of (4.121)
are positive for all ¢ > 0 and for all k in each of the four quadrants Ai By continuity, this implies that
these are positive for all ¢ > 0 and for all k € R2. Theorem 4.35 is proven.
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4.5.4 Extension of the necessary and sufficient stability conditions for general
isotropic dispersive Maxwell models

We will now discuss briefly what happens to Theorem 4.35 when the growing property (4.22) is not
satisfied any more. Two of the key points of the previous proof are Lemma 4.34 and the fact that
D(w) # 0 for all w € S. If the growing property does not hold, these two might not be true any more
so one must add additional assumptions to ensure stability. Doing so, we have the following result that
extends Theorem 4.35:

Theorem 4.40. Consider an isotropic dispersive Mazwell model of Section 4.2 such that ©(w) # 0 for
allw € S\ A. A necessary and sufficient condition for the uniform stability (Definition 4.25) of the PML
model (4.76) associated to the function x(w) given by (4.73) is

D(w) x(w) >0 foralweS\A, (4.145a)
are €G  forallte{l,...,N}, (4.145b)
240 €G  forallle{1,...,N}, (4.145¢)
x(0) >0 and b, <0 forallfe{l,...,N}. (4.145d)

Notice that we recover Theorem 4.35 if the growing property (4.22) holds, because in this case D (w) #
0 for all w € O and (4.145a) implies (4.145b)—(4.145¢) using Lemma 4.34.

The additional conditions (4.145b)—(4.145¢) allow us to “bypass" Lemma 4.34. Doing so, we can follow
exactly the same steps of the proof of Theorem 4.35, using (4.145b)—(4.145¢) instead of Lemma 4.34 when
needed. That shows that the four conditions (4.145) are sufficient and the conditions (4.145a)—(4.145d)
are necessary. It remains to show that (4.145b)—(4.145¢) are necessary. This is the object of the two
following lemmas that conclude the proof of Theorem 4.40.

Lemma 4.41. If it exists £ € {1,...,N} such that ay ¢ G, then the imaginary part of one of the
corresponding branches Wi¢(ky, ky,0) has the sign of by for all k in each quadrant Ai with ky, small
enough and o > 0 small enough. In particular, it is negative if (4.145d) holds.

Proof. The beginning of the proof is the same as in the proof of Lemma 4.39. In particular, (4.141) still
holds. Now if ay ¢ G, it means that e(ag)p(ar) > 0, i.e. D, > 0. Taking k, small enough such that
Dy — k2 > 0, (4.142) becomes

~ ~ k.
X —iX, X, _tRead (4.146)
(De — k3)2
At the end, we obtain the equivalent of (4.144) in our case:
b
mw ~ —— 2% (4.147)
w—ae  2qy (ag + X@)
Since ay < )AQ, one of the two last quantities has the same sign of b,. O

Lemma 4.42. Let 0 > 0 be fized. If there exists £ € {1,...,N} such that z; ¢ G, then there exists
j€{1,..., M} such that the imaginary part of w;(-,0) changes sign.

Proof. Recall that z; ¢ G means that e(z¢)u(z¢) > 0. We only treat the case zy # 0, the case zp = 0 is
similar. Setting k} = z¢/e(ze)p(2¢), we have 27e(z¢)u(z¢) = k7. It shows that 2, is a solution of (4.121)
(since x(z¢) = 0) for k* = (k%,0). In particular, there exists j € {1,..., M} such that w;(k*, o) = z. Let
study the behaviour of w(k;) := w;(kg,0,0) near k¥ (we omit the dependence in j and o). One has

dw
dk,
To show that the imaginary part of w changes sign when k, — k) does, it is sufficient to show that

Im(dw/dky) (k%) # 0. Injecting the above expansion into (4.121) and using x(z¢) = 0 and z7e(z¢)u(z¢) =
k% gives, after some computations,

w(ks) = 20+ —— (k) (ke — k) + Ol(kx — K)?]. (4.148)

(4.149)
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where

Z(w) == wD(w) — 2io (kX)? M. (4.150)

w

Since z¢ # 0, one has k}; = 27 (z¢)11(z¢) # 0. Moreover, since the zeros of x are simple (in the case z; # 0),
X'(z¢) # 0. So | Z(z¢)| # 0 and Im(dw/dk;)(kE) # 0. O

4.6 Design of Stable PMLs for isotropic dispersive media

We consider in this last section the construction of a function y(w) fulfilling (4.133) (or (4.145)). Such
a function is certainly non unique, as we shall see, and one should privilege, for computational reasons,
the ones that minimize N in (4.73), that is to say the number of additional unknowns.

4.6.1 The case of the Drude model

The Drude model is a particular case of an isotropic dispersive Maxwell model satisfying the growing
property (4.22). According to the Theorem 4.35, we propose to construct a stable PML by choosing a
function x satisfying ®(w)x(w) > 0 for all w € S, where we have seen that

=8 U8, S =[-w_,w_], St=R\ (~wt,wy). (4.151)

For the Drude model, ®(w), given by (4.45) satisfies ®(w) > 0 in S4 and D(w) < 0 in S_. We thus need
x(w) > 0in St and x(w) < 0 in S_ which is achieved by picking w, € [w_,w,] and taking

2

—1
w*
x(w) = (1 - wZ) . (4.152)
Finally, we simply have to check (4.133b): one has x(w) = 1 — w?/(w? — w?) that corresponds to (4.73)
with N =1, a1 = w, and b; = —w? < 0. Notice that we are in the limit case x(0) = 0.

Remark 4.43. One particular choice consists in choosing w, = w, or w, = wy,, which amounts to take
x(w) = ep/e(w) or x(w) = po/p(w) (this choice is used for instance in [79,90,207]). This is in fact a
particular case of a more general result (see Section 4.6.2). Such a choice is imposed automatically when
We = W«

We performed a numerical simulation to illustrate the stability of the new PML. More precisely, we
reproduced exactly the same experiment as in Section 4.3.2 (same parameters, same source, etc.) and
choose here w, = w, (however the same conclusions as below were also observed with other choices of
ws between w, and w,,). As expected, and contrary to what was observed in Section 4.3.2; the solution
does not blow up stable during the whole computation with a final time of T = 250s. The stability
is confirmed by the Figure 4.8 where we show the evolution of the energy &, + &, defined by (4.21).
The Figure 4.7 shows some snapshots of the field H at different times which the shows that the PMLs
works well: both forward and backward waves are well absorbed. This is confirmed by a comparison with
numerical computations done with a larger computational domain.

4.6.2 The case of generalized Lorentz materials
The following result is a generalization of the Remark 4.43 for generalized Lorentz materials.

Theorem 4.44. For generalized Lorentz materials (4.17), the following two natural choices lead to a
stable PML:

X(w) =eo/e(w) or x(w)=po/pnw). (4.153)

Proof. First, notice that the generalized Lorentz model model is an isotropic dispersive Maxwell model
satisfying the growing property (4.22). We leave as an exercise for the reader to prove that the functions
X given by (4.153) are of the form (4.73) with N = M, for the first choice, N = M, for the second one.
Obviously (4.133a) holds. It also satisfies the criterion (4.133b): the key point is to remark that all poles
and zeroes of e(w) or u(w) are real and interlace along the real axis. O
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t=21s t=32s t=46s t=064s

t =100s t =150s t =200s t = 250s

Figure 4.7 — Some snapshots of the field H at different times ¢ for the case we = wy,.

0 : . .
0 50 100 150 200 250

Figure 4.8 — the energy & + &, defined by (4.21). As soon as the waves reach the PML, they are well
absorbed and the energy is decaying, both for forward and backward waves.
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Between the two possibilities offered by (4.153), one should obviously choose the one that minimizes
N, that is to say the number of additional unknown functions for the time domain PML model. Moreover,
there is no reason a priori to state that one of the two choices (4.153) is optimal in terms of the mini-
mization the number N; it is even not so difficult, by applying the construction process that we describe
in the next section, to find particular examples for which an optimal choice is none of them.

Remark 4.45. Noticing that the set of rational functions x of the form (4.73) satisfying (4.133) is convex,
a stable PML is also obtained with

X(w) =6 =2

+(1-0) -2 forany 0 € [0, 1]. (4.154)

e(w) pw)

4.6.3 A general construction process for optimal stable PMLs

We propose a procedure for the construction of a stable PML for a general dispersive medium based on
the properties of the function ®(w), in the sense that x verifies (4.145). This construction is moreover
supposed to be minimal in the sense that the number of poles 2N of the rational function y is minimal.

4.6.3.1 Case where the number of changes of sign of D(w) in SNR™T is even.

We suppose that the number of changes of sign of D(w) inside the set S N RT is equal to 2M. Since
D(w) > 0 for large w, we assume that there exists 2M numbers 0 < wy < --- < wapr such that (with the
convention wo = 0 and wapr41 = +00)

(1) D(w) >0 in (wi,wiq) NS, (0<E<2M). (4.155)

The reader will easily realize if the number M is fixed, there may exist some flexibility in the choice
of the wy if there are spectral gaps (G # 0). A good choice for the function y(w) is then:

M w2 M W21
X(w):H(l— ZZ‘I)H( —w%‘) . (4.156)

By construction y satisfies (4.145a). It is a rational fraction in w?, with M simple zeros (the w3, ;)
and M simple poles (wgg). Moreover it tends to 1 at infinity. Consequently, it admits a decomposition of
the form

M
by

Xw) =14+ ——— (4.157)

2
= Y2 Y

i.e. ag = woyy referring to (4.73). The stability conditions (4.145d) is satisfied, since

0 = Hw) ( ﬁw) -0, (4.15%)

Finally, we observe that
M —1
T 2 _ 2 _ 2 2 2 2
b= Jim, (i — ) x@) = - ] (w3 —wdr ) TT (w8 —3,) (4.159)
p=1 p#£L
which allows us to conclude that by < 0 since
#{k: wi<wih y=M—0 and #{k: wi <wi}=M—{ (4.160)

It also shows that (4.145b) is satisfied. The remaining condition (4.145c¢) is less obvious. That is why we
shall restrict ourselves to the following result:

Theorem 4.46. Assume thatl the wy, 1 < £ < 2M, are chosen in such a way that (4.155) is satisfied.
If in addition e(wae) w(wae) < 0,1 < £ < M, the PML model associated to the function x(w) given by
(4.73) is stable. Moreover, this additional condition is automatically satisfied for materials possessing the
growing property (4.22).
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4.6.3.2 Case where the number of changes of sign of D(w) in § N RT is odd.

In this case, there exists 2M + 1 numbers 0 < wy < -+ < wapr41 such that (with the convention wy = 0
and wapr12 = +00)

(D)D) D) >0 in (Wiwi ) NS, (0<E<2M+1). (4.161)

Then, the reader will easily check that a good choice, in the sense that a result similar to the Theorem
4.46 still holds, for the function x(w) is then :

M 5 M 2 .
xw =] ( - %) I1 (1 - jf;l> . (4.162)
/=1 £=0
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A ce stade, nous avons enfin tous les outils dont nous avons besoin pour étudier un probléme de trans-
mission en régime temporel entre un demi-plan constitué de diélectrique et un demi-plan constitué d’un
matériau de type modeéle de Drude (1.33) : des schémas numériques robustes et des couches absorbantes
parfaitement adaptées qui sont stables.

Le but de ce chapitre est donc d’explorer numériquement ce probleme de transmission. Notamment,
nous allons essayer de comprendre les répercussions sur notre probleme de transmission, posé dans le
domaine temporel, du fait que le probléme correspondant dans le domaine fréquentiel est parfois mal posé,
comme nous ’avons vu au chapitre 0. L’étude théorique de ce probléme a déja été faite dans la these [50]
(les premiers résultats étaient déja présents dans [108]) et va faire 'objet de deux publications [51,52]
dont je suis contributeur pour le second :

[51] Maxence Cassier, Christophe Hazard and Patrick Joly. Spectral theory for Maxwell’s equations at
the interface of a metamaterial. Part I: Generalized Fourier transform. Submitted.



[52] Maxence Cassier, Christophe Hazard, Patrick Joly and Valentin Vinoles. Spectral theory for Maxwell’s
equations at the interface of a metamaterial. Part II: Limiting absorption and limiting amplitude
principles. In preparation.

Dans une premiére section, nous décrivons précisément le probléme de transmission que nous allons
simuler. Dans une deuxiéme, nous faisons des rappels sur le principe d’amplitude limite et rappeler les
résultats théoriques présents dans [50,51,52]. Dans une troisiéme et derniére partie, nous montrons des
simulations numériques confirmant ces résultats théoriques.

5.1 Le probleme de transmission

5.1.1 Les équations de Maxwell dans chaque demi-plan

Plagons-nous en dimension 2 d’espace et considérons les deux demi-plans ouverts OF := R% x R ainsi
que leur frontiére commune I' := {0} x R. Nous notons n := e; la normale sortante par rapport & O~
(rentrante par rapport & OT). Dans le demi-plan O™, nous supposons que nous sommes en présence du
vide, c’est-a-dire que nous considérons les équations de Maxwell

OH = —py 'V xE+ f,
{ ' Ho f dans O, (5.1)

OE =¢;'V x H,

ot f est une source extérieure et ot nous rappelons que Vx X = (9, X, =9, X)T et VxX := 9, X, — 9, X,.
Comme lors des chapitres précédents, nous avons considéré que le champ H est scalaire et que le champ
électrique E = (E,, Ey)T est vectoriel, mais nous aurions tout aussi bien pu faire le choix inverse. Dans le
demi-plan O, nous supposons que le milieu suit le modele de Drude, nous considérons donc les équations
(1.44) réécrites ici en dimension 2 :

OH + 02K = —pug 'V x E,
HE+ Q23 =¢,'V x H,
0K —H =0,
)(J—E=0,

dans O7. (5.2)

Aux équations (5.1) et (5.2), nous ajoutons les conditions de transmission classiques
[H]r‘ =0 et [E X Ilh“ = 0, (53)

ot comme dans le reste du manuscrit nous notons [-]r pour le saut & travers I' (notons que E x n =
E x e = Ey)

Nous pouvons réécrire notre probléme sous la forme du probléme de transmission

OH + Q2 TK = —pug 'V x E + f, dans R?,
HE+QMII =¢,'V x H, dans R?,
0K — RH =0, dans O, (5.4)
0:J — RE =0, dans O,
[H]r =0,
[E X n]r =0,

ou IT (resp. IT) est 'opérateur d’extension par 0 d’une fonction scalaire (resp. vectorielle) définie sur O
a lespace R? et ot R (resp. R) est 'opérateur de restriction d'une fonction scalaire (resp. vectorielle)
définie sur I'espace R? 4 OF.
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5.1.2 Réécriture sous la forme d’une équation de Schrodinger
Réécrivons (5.4) sous la forme d’'une équation de Schrodinger

dU

ot U:= (H,E,J,K)T, F:=(f,0,0,0)T et oit A est I'hamiltonien défini par

0 —ugtVx- Q2T 0
—1 2D ¢
eV x- 0 0 Q2P
A:=i R 0 0 0 (5.6)
0 R 0 0
C’est un opérateur non borné qui agit sur ’espace de Hilbert
H = L*(R?) x L*(R?)? x L*(OT) x L*(OT)?, (5.7)

qui est muni du produit scalaire
(U, Uy = po(H, H') 12 g2y + €0(B, B) 2(m2) + 10, (K, K') 12 (04) + 2022, 3 ) 204y (5.8)
Le domaine D(A) de A est donné par
D(A) := H'(R?) x H,t(R?) x L*(O") x L*(O)?, (5.9)
avec H,ot(R?) = {u € L?(R?)? : V x u € L%(R?)}. Notons que les conditions de transmission (5.3) sont
automatiquement satisfaites des lors que (H,E) € H!(R?) x H,q (R?).
Une premiere observation démontrée dans [50,51] et qui justifie d’avoir choisi ce cadre fonctionnel,
est la suivante :
Proposition 5.1. L’opérateur A: D(A) — H est auto-adjoint.

En combinant cette proposition avec le théoréeme de Hille-Yosida [189], nous obtenons le caractére
bien posé de 1'équation de Schrédinger (5.5) :

Proposition 5.2. Soit F € CY(R,,H). L’équation de Schridinger (5.5) avec les conditions initiales
U(0) = 0 admet une unique solution U € C*(Ry,H) NC*(Ry, D(A)) donnée par la formule de Duhamel

U(t) = /O t e A (5) ds, (5.10)

ot (e7™") est le groupe d’opérateurs unitaires engendré par A.

Comme conséquence de la formule de Duhamel (5.10), nous pouvons voir que si t — ||F(t)[|y est
bornée sur R (ce qui est le cas dans les sections suivantes car nous considérons des sources harmoniques
en temps), alors

U@ <t sup [IF(s)lls,  pour tout ¢ > 0, (5.11)
sER

—iA(t—s)

puisque e est unitaire. Cela signifie que U ne peut pas croitre plus vite que linéairement en temps.

5.2 Principe d’amplitude limite : rappels et application au pro-
bléme de transmission

5.2.1 Le principe d’amplitude limite

Le principe d’amplitude limite [91], parfois abrégé en PAL, fait le lien entre le domaine temporel et le
domaine fréquentiel et énonce que le comportement en temps long d’une solution d’une équation de type
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onde dans le régime temporel soumise a une excitation harmonique de fréquence w* doit « converger » vers
la solution de I’équation correspondante dans le régime fréquentiel, a la fréquence w*.

Par exemple, si nous considérons 1’équation des ondes posée dans lespace libre R?¢

@ Au = g(z)e ™", dans R, (5.12)
ol g est un terme source (dépendant uniquement de 'espace), alors u(-,t) — e~ ta(-,w*) converge vers
0 lorsque ¢ tend vers +oo dans L2 _(R%), olt 4(-,w) est la solution de 1’équation de Helmholtz (c’est-a-dire

le probléme dans le régime fréquentiel qui correspond a 1’équation des ondes)
Wi —-At=g, dans R, (5.13)

avec la condition de radiation d’ondes sortantes. A noter que cela est vrai pour n’importe quelles condi-
tions initiales.

Pour de nombreux problémes (incluant des problémes de transmission) en acoustique, électroma-
gnétisme ou élastodynamique, ce principe est vérifié et une littérature abondante est consacrée a ces
problémes (voir par exemple [91,92,93,120,168,169,235,236]). Il existe cependant des cas ol ce principe
tombe en défaut. Un obstacle possible est que ’équation en régime fréquentiel associée soit mal posée.
Prenons pour exemple toujours ’équation des ondes, mais cette fois-ci posée dans un domaine B borné
de frontiere réguliere 0B, avec des conditions de Dirichlet homogenes :

Pu = (x)e dans B
iz SuTIwe ans o (5.14)
u=20 sur 0B.
L’équation de Helmholtz associée est
—w— At = dans B,
R (5.15)
=0 sur 0B.

Or cette équation est mal posée pour une quantité dénombrable de fréquences w, qui correspondent
aux racines des valeurs propres du laplacien de Dirichlet sur B (sauf pour celles ol g est orthogonale
aux fonctions propres associées). Il est possible de montrer, par un calcul explicite, que si la fréquence
d’excitation w* est choisie égale & 'une des fréquences wy, alors la solution u de (5.14) croit linéairement
en temps. Méme dans le cas ol w* # w, pour tout n, alors u reste borné mais il va rester des traces
quand ¢ tend vers oo des w,, (la solution aura des oscillations a la fois a la fréquence d’excitation w*
mais aussi aux fréquences wy,). Ainsi, le principe d’amplitude limite n’est pas vérifié. Ce phénomene de
croissance linéaire en temps est qualifié de résonance.

Nous pourrions alors faire le raisonnement suivant : ¢’est parce que le domaine est borné que 1’énergie
reste « piégée », donc que le principe d’amplitude limite est vérifié des que le domaine n’est plus borné,
ce qui permet a 1’énergie de « s’échapper ». Cela est faux. Par exemple, nous observons des phénomenes
de résonances dans les guides d’ondes aux fréquences de coupure qui mettent en défaut le principe
d’amplitude limite : nous pouvons avoir une croissance de la solution en O(logt) pour les guides plans et
en O(t'/?) pour les guides cylindriques [239,240].

5.2.2 Validité du PAL pour le probleme de transmission

La question que nous nous posons est alors de savoir si le principe d’amplitude limite pour notre pro-
bléme de transmission (5.4) est vérifiée dans le cas ol nous avons une source f harmonique en temps :
f(x,t) = g(x)e ™ avec w* > 0 donné.
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Essayons maintenant de voir quelle serait 1’équation en régime fréquentiel associée a notre probléeme.
En régime harmonique, les équations de Maxwell (5.1) dans O~ deviennent (en oubliant la source pour
le moment)

il = 'V x E
wl =g VX B s 0, (5.16)
—iwE =,V x H,
et dans O, (5.2) devient
—iwH + Q%K = —pg 'V x E,
—iwE+02J =¢;'V x H,
PN 0 dans O, (5.17)
—iwK — H =0,
—iwJ —E = 0,

que nous pouvons réécrire en éliminant les champs K et J sous la forme

—iwe(w)H = — 71V><]:3,
)H o ¥7 dans O™, (5.18)
—twp(w)E=¢7"V x H,
ou ¢ et p suivent le modele de Drude
0%, 02
plw)=1- 2 et ew)=1- = (5.19)

Nous constatons donc qu’a w fixé, nous sommes en présence d’un probléme de transmission qui peut
présenter des changements de signe, car £(w) et p(w) sont négatifs lorsque w < min(Q2,02)) est assez
petit. Or nous avons étudié des problémes similaires lors du chapitre 0 et nous avons constaté qu’ils étaient
mal posés lorsque nous avions simultanément e(w) = —1 et u(w) = —1. Or e(w) = —1 (resp. p(w) = —1)
si, et seulement si, w = Q./v2 (resp. w = Q,,,/v/2). Nous ne pouvons donc avoir e(w) = pu(w) = —1
seulement si ), = Q,,. Si c’est le cas, nous noterons w® la fréquence correspondante, dite fréquence
critique, définie par
e fe_ Om
V2 V2
Bien que le probléme que nous considérons dans ce chapitre ne soit pas exactement le méme que celui
étudié dans le chapitre 0 (nous avions considéré des problémes dans des guides d’ondes pour s’affranchir
de difficultés techniques liées au fait que la direction y n’est pas bornée), par analogie nous pouvons nous
attendre a des difficultés du méme type. Nous qualifierons donc le cas Q. # 2,,, de cas non-critique et le
cas Q. = Q,, de cas critique.

w (dans le cas ou Q. = Q). (5.20)

Présentons alors le résultat principal de [50] (voir également [51,52]). Par souci de concision, 1’énoncé
ne porte que sur le champ H mais les résultats sont également valides pour les autres champs E, K et J
et pour simplifier nous supposons que les conditions initiales sont toutes nulles.

Théoréme 5.3. Considérons le probléme d’évolution (5.4) avec une source harmonique de la forme
f(x,t) = g(x)e=™"t. Dans le cas non-critique Qe # Q,, le principe d’amplitude limite est vérifié : il
existe un champ H,-(-) € L% (R?) tel que

loc
H(-,t) = Hy-()e ™ + o(1), quand t — +oo dans LE (R?). (5.21)

Dans le cas critique Qe = Q,y, le principe d’amplitude limite n’est jamais vérifié. Plus précisément :

o siw* # we, il existe trois champs Hy«, Hy,e € L% (R?) tels que

loc

H(-,t) = H,-(-)e ™"t + ZHiwc(-)eﬂ‘”ct +o(1), quand t — +oo dans LE (R?);  (5.22)
+
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o siw* =we (définie par (5.20)), il existe un champ H,. € L2 _(R?) tel que

loc

H(-,t) =t HP.()e ™" + o(t), quand t — +oo dans L3 (R?). (5.23)
Remarque 5.4. Nous ne donnons pas ici les caractérisations exactes des trois champs H,, et Hi,- inter-
venant dans (5.22) (par contre nous donnons celle de HE., voir (5.24)). Elles sont décrites dans [50,51,52]
grace & une représentation quasi-explicite de la solution U de (5.5) via la notion de vecteurs propres
généralisés.

La croissance linéaire en temps dans le cas (5.23) correspond au phénomene de résonance discuté a
la section précédente. Ici, le champ HE. intervenant dans le terme linéaire en ¢ de (5.23) appartient &
L?(R?) et est localisé prés de I'interface I, dans le sens ot il est exponentiellement décroissant de part et
d’autre de I" dans la direction x. Plus précisément, il s’écrit sous la forme suivante [50,51,52] :

HP. =

5
“ Ve \k|>kc<

ot k. := \/Eofiow’ est le nombre d’onde critique et oit Wy .- sont des plasmons d’interface de la forme

9, Wicwe) 12 (®2) Wi, we dK, (5.24)

- ikyy
Wi i= A(k)e—\/lk‘z—%ﬂo(w‘)%le—%, (5.25)

ot A(k) est une fonction d’amplitude que nous ne détaillerons pas (voir [50,51,52]). Cette expression est
bien str & rapprocher de l'expression (0.45) des éléments du noyau dans le cas super-critique du chapitre
0 (cas de 'interface plane dans le cas ot le matériau négatif n’est pas borné). La présence d’exponentielles
en z décroissantes de part et d’autre de l'interface dans I'expression (5.24) ci-dessus montre bien que HY.
est localisé pres de l'interface I'. Ce champ correspond donc & un plasmon de surface. La localisation pres
de linterface fait que nous qualifions la résonance associée & HE. de résonance d’interface.

5.3 Validations numériques des résultats théoriques

Nous utilisons maintenant tout I’arsenal des méthodes numériques développées dans les chapitres précé-
dents pour valider les conclusions du théoreme 5.3.

Dans toute la suite, nous allons considérer que €9 = 1o = 1 et que la source f de (5.4) est harmonique
en temps : f(x,t) = g(x)e”™ ! avec w* > 0. Sauf mention explicite du contraire, nous prendrons pour g
une gaussienne en espace centrée en (—1,0) :

gz, y) = e BETDT=B (g ) € R, (5.26)

qui est donc concentrée dans le vide O~.

5.3.1 Démarche et méthodes numériques

Le probléme continu (5.4) est posé dans tout I'espace R? qui est non borné. Sous '’hypothése que le
support en espace de la source f est borné, nous pouvons tronquer artificiellement le probleme grace aux
PMLs. Plus précisément, nous allons considérer O~ = (—10,0) x (—10,10) et O* = (0,10) x (—10,10),
I'interface I" entre ces deux domaines étant donc I' = {0} x (—10, 10). Nous allons alors entourer les deux
domaines OF par des PMLs :

e autour du vide O, nous allons utiliser les PMLs classiques décrites au chapitre 3 qui sont stables
pour les équations de Maxwell dans le vide [18].

e autour du matériau de Drude O, nous allons bien entendu utiliser nos nouvelles PMLs stables

construites et étudiées au chapitre précédent. Plus précisément, nous ferons le choix y(w) =
1/e(w) = (1 — Q% /w?)~! (voir la section 4.6.1).
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PML PML i nouvelle nouvelle
classique classique | PML PML
Vide O~ l Matériau de Drude OF
PML | nouvelle
classique | PML
PML PML l nouvelle nouvelle
classique classique | PML PML

FIGURE 5.1 — Géométrie du probléme apres troncature par des PMLs (PML classique : x(w) = 1, nouvelles
PMLs : x(w) = 1/e(w)).

La situation est résumée a la figure 5.1.
Nous prenons pour largeur de PMLs L = 2 et nous prenons une absorption ¢ définie comme dans
(4.58) afin de minimiser les réflexions numériques aux interfaces entre OF et les PMLs.

Remarque 5.5. L’analyse que nous avons effectuée pour nos nouvelles PMLs ne traitait que le cas d’'un
milieu de Drude correspondant & tout lespace. De méme, 'analyse de stabilité faite dans [18] pour
les PMLs classiques dans le vide est également valable uniquement dans ’espace libre. En toute rigueur,
nous n’avons pas montré la stabilité pour notre probléme. A notre connaissance, la question de la stabilité
des PMLs pour des milieux stratifiés, méme sans dispersion (par exemple pour I’équation des ondes dans
deux demi-plans avec une célérité des ondes différentes) n’a jamais été analysée. Cependant, nous pouvons
constater qu’en pratique cela ne semble pas poser de probleme.

Enfin, en ce qui concerne les schémas numériques, nous utilisons bien entendu ceux développés et
analysés au chapitre 2.

5.3.2 Le cas critique : résonances d’interface et battements

Commencons par étudier le cas critique 2, = €, en considérant Q. = ,,, = 3.

5.3.2.1 Résonance d’interface

Dans un premier temps, nous considérons que la fréquence w de la source est égale a la fréquence critique
w* = Q./v/2 ~ 2,1213 et nous nous attendons donc & constater une croissance linéaire en temps de la
solution d’apres (5.23). C’est bien le cas, comme le montre les différents instantanés du champ H au cours
du temps de la figure 5.2 et surtout la figure 5.3 qui représente 1’évolution au cours du temps du champ
H au point (0,0) situé sur l'interface. Nous constatons bien une croissance linéaire en temps.

Remarque 5.6. Différents tests numériques ont montré qu’il était nécessaire de placer la source pres de
Iinterface I' afin de constater effectivement cette croissance linéaire. Ce n’est pas étonnant : le champ
H?. est une somme de fonctions exponentiellement décroissantes dans la direction x, nous les excitons
d’autant mieux que g est proche de T'.

Afin de confirmer que c’est bien le champ HY. qui est le terme correspondant & la croissance linéaire,
nous allons prendre une source g différente de telle sorte que le champ H?. correspondant soit nul. D’apres
la formule (5.24) il suffit de considérer une source g impaire en z, puisque les Wy . sont paires en z.

117



t=0.19s t=2.99s

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03
0.02 0.02
0.01 0.01
0 0

-0.01 -0.01

t=17.99s t=59.99s

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03
0.02 0.02
0.01 0.01
0 0

-0.01 -0.01

t=89.49s t=99.99s

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03
0.02 -4 A 002
0.01 0.01
0 1 0

-0.01 -0.01

FIGURE 5.2 — Quelques instantanés du champ H a différents instants pour €2, = §2,,, = 3 et une fréquence
d’excitation w = w* ~ 2,1213 (résonance d’interface).
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-0.21
-0.3

0 20 40 60 80 100

FIGURE 5.3 - Evolution au cours du temps du champ H au point (0,0) situé sur l'interface correspondant
a la figure 5.2 (résonance d’interface).

Nous allons donc effectuer la méme simulation que précédemment mais avec cette fois-ci une source g de
la forme

gla,y) = 7PNV T () € B, (5.27)

qui est bien impaire en x. Les différents instantanés du champ H au cours du temps sont représentés a
la figure 5.4 et la figure 5.5 trace 1’évolution au cours du temps du champ H au point (0,0) situé sur
I'interface. Nous constatons alors qu’il n’y a pas de croissance linéaire. Dans ce cas précis, le principe
d’amplitude limite est vérifié.

5.3.2.2 Phénomeéne de battement

Nous allons maintenant nous placer a une fréquence w* différente de la fréquence critique w® en prenant
w* = w+ 0,5 ~ 2,6213. Nous reprenons la source (5.26) et nous effectuons la méme simulation que
précédemment. Les différents instantanés du champ H au cours du temps sont représentés a la figure 5.6
et la figure 5.7 trace I’évolution au cours du temps du champ H au point (0,0) situé sur I'interface. La
solution reste bornée en temps mais présente un phénomene de battement typique de la superposition de
deux ondes sinusoidales de fréquences différentes. Ici, ces deux fréquences sont w* et w® comme annoncé
par (5.22). Pour le confirmer, nous avons tracé le spectre fréquentiel a la figure 5.8 du signal de la figure
5.7, nous avons bien deux pics correspondant aux fréquences w* ~ 2,6213 et w® ~ 2,1213. Le principe
d’amplitude limite n’est pas vérifié.

5.3.3 Le cas non-critique : vérification du PAL

Nous nous plagons maintenant dans le cas non-critique Q. # €, en considérant Q. = 3 et Q,, = 4
avec une fréquence d’excitation w* = 2,7. Nous nous attendons a ce que le principe d’amplitude limite
soit vérifié, comme l'affirme I'équation (5.21). Cela est confirmé par la simulation et nous pouvons le
constater grace aux instantanés du champ H au cours du temps (sur la figure 5.9) et sur I’évolution au
cours du temps du champ H au point (0, 0) situé sur l'interface (figure 5.10). Nous avons également tracé
le spectre fréquentiel du signal de la figure 5.10 (figure 5.11), nous avons bien un pic unique a la fréquence
correspondant a w* = 2,7. Le principe d’amplitude limite est bien vérifié.

Remarque 5.7. Nous observons la présence d’un plasmon de surface bien visible sur les instantanés de
la figure 5.9. Cela n’est possible que si la fréquence d’excitation est comprise entre la fréquence critique
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t=0.19s t=2.99s

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 - 10.08
0.02 - 10.02
0.01 £ 10.01
0 0
-0.01 -0.01
t=60.79s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 - 10.08
0.02 - 10.02
0.01 £ 10.01
0 0
-0.01 -0.01
t=84.29s 1=99.49s
0.05 0.05
0.04 0.04
- 10.08 - 10.08
- 10.02 - 10.02
£ 0.01 £ 10.01
0 0
-0.01 -0.01

FIGURE 5.4 — Quelques instantanés du champ H a différents instants pour €2, = 2,,, = 3 et une fréquence
d’excitation w = w* ~ 2,1213 (source antisymétrique).
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0.05

0 20 40 60 80 100

FIGURE 5.5 — Evolution au cours du temps du champ H au point (0,0) situé sur l'interface correspondant
a la figure 5.4 (source antisymétrique).

W = Qe [/ Q2 + Q2 ~ 2 4 et la fréquence plasmon €2, /v/2 ~ 2.8. Pour plus de détails, nous renvoyons
a [50,51,52].
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t=0.49s t=2.99s

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 “lo.03
0.02 - 0.02
0.01 i 0.0
0 0
-0.01 -0.01

t=17.99s t = 59.99s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 “lo.03
0.02 v - l0.02
0.01 i 0.1
0 0
-0.01 -0.01

t = 89.49s t=99.49s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 “lo.03
0.02 A | - 10.02
0.01 i 0.0
0 0
-0.01 -0.01

FIGURE 5.6 — Quelques instantanés du champ H a différents instants pour €2, = ),,, = 3 et une fréquence
d’excitation w = w* + 0,5 ~ 2,6213 (phénomeéne de battement).
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FIGURE 5.7 — Evolution au cours du temps du champ H au point (0,0) situé sur 'interface correspondant
a la figure 5.6 (phénomeéne de battement).
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FIGURE 5.8 — Spectre fréquentiel correspondant au signal de la figure 5.7 (phénomeéne de battement).
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t=0.46s t=2.81s

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 1003
0.02 - {0.02
0.01 {1001
0 0
-0.01 -0.01

t=17.85s t=59.68s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 - - 10.03
0.02 v - {0.02
0.01 L1001
0 0
-0.01 -0.01

t=87.41s t=96.81s
0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03
0.02 0.02
0.01 0.01
0 0
-0.01 -0.01

FIGURE 5.9 — Quelques instantanés du champ H a différents instants pour Q. = 3 et Q,, = 4 et une
fréquence d’excitation w = 2,7 (PAL vérifié).

124



0.1

0.05

20 40 60 80 100

o

FIGURE 5.10 — Evolution au cours du temps du champ H au point (0,0) situé sur l'interface correspondant
a la figure 5.9 (PAL vérifié).
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FIGURE 5.11 — Spectre fréquentiel correspondant au signal de la figure 5.10 (PAL vérifié).
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Deuxieme partie

Analyse asymptotique pour des
probléemes de transmission en régime
harmonique : milieux périodiques
classiques et a fort contraste






CONTENU DE CETTE PARTIE

Chapitre 6 : rappels sur I’homogénéisation et introduction du probleme de transmission
Ce chapitre a d’abord pour but de rappeler les bases de la théorie de ’homogénéisation double-échelle
(cette théorie vise & remplacer un milieu périodique de « petite » période par un milieu homogene « équi-
valent » pour lequel les calculs numériques sont bien moins cofiteux). Ensuite, nous rappelons les phé-
nomenes de couches limites, montrant que I’homogénéisation classique décrit de maniére peu précise le
comportement de la solution en présence de bords. Nous présentons quelques-unes de ces difficultés,
accompagnées de simulations numériques. Enfin, nous présentons le probléeme de transmission entre un
demi-plan homogene et un demi-plan périodique que nous allons étudier dans les prochains chapitres.
Nous dérivons un modeéle homogénéisé « naif » et constatons que la construction de conditions de trans-
mission effective souffre des mémes difficultés que la construction de conditions aux bords effectives vue
précédemment. Nous mettons ce phénomeéne plus en avant en détaillant les résultats principaux de [47]
qui a notre connaissance est la seule publication traitant de probléemes de transmission en homogénéi-
sation. Enfin, nous présentons quelques simulations numériques confirmant le fait que I’homogénéisation
classique ne permet pas de donner des approximations satisfaisantes de la solution exacte, a la fois proche
de l'interface et dans la partie homogene.

Chapitre 7 : développements asymptotiques raccordés appliqués au probléme de transmis-
sion Ce chapitre vise & mieux décrire le comportement de la solution de notre probléme de transmission,
a la fois a l'interface mais également dans la partie homogeéne. Pour cela, nous utilisons la méthode des
développements asymptotiques raccordés. Celle-ci consiste a effectuer des développements asymptotiques,
qui peuvent étre de natures différentes, dans plusieurs zones, ces développements devant coincider sur
des zones intermédiaires dites zones de raccord. Dans notre cas, nous introduisons deux développements
asymptotiques différents de chaque coté de 'interface, appelé champs lointains. Nous utilisons également
un troisieme développement pres de 'interface, appelé champ proche. Dans un premier temps, nous pré-
sentons les différents développements asymptotiques, les équations et les conditions de raccord (formelles)
vérifiées par les différents termes de ces développements. Dans un deuxiéme temps, nous nous concen-
trons sur les problemes vérifiés par les termes de champ proche, posés dans une bande infinie. Leur étude
passe par un cadre fonctionnel non standard (théorie de Kondratiev et transformée de Floquet-Bloch
dans les espaces a poids). Nous construisons ensuite les trois premiers termes de champ proche, ce qui
nous permet ensuite d’en déduire les conditions de transmission sur I'interface vérifiées par les termes de
champ lointain. Enfin, nous effectuons une analyse d’erreur entre la solution exacte et une combinaison
des différents termes de champ lointain et de champ proche, qui confirme l'efficacité de notre approche.

Chapitre 8 : construction et analyse d’un modéle approché d’ordre 1 Nous construisons
un modele approché qui fait seulement intervenir les termes de champ lointain du chapitre précédent,
mais seulement les termes de champ lointain qui vérifient alors des conditions de transmissions non
standard faisant intervenir des opérateurs différentiels le long de I'interface de type Laplace-Beltrami. Ce
modele approché converge alors vers la solution exacte, dés lors que 'erreur est mesurée dans un domaine



n’intersectant pas I'interface. Nous discutons notamment de la stabilité de notre modele approché, point
clé permettant d’obtenir des estimations d’erreur. Notamment, le modele approché le plus naturel est
potentiellement mal posé. C’est pourquoi nous utilisons la technique dite du décalage géométrique pour
construire un autre modele approché. Nous montrons alors qu’il est bien posé grace a une formulation
variationnelle adaptée et qu’il converge bien vers la solution exacte en fournissant des estimations d’erreur.

Chapitre 9 : méthodes numériques et validations Ce chapitre vise d’une part a décrire les mé-
thodes numériques dont nous avons besoin pour résoudre les probléemes que nous avons rencontrés tout
au long de cette partie et d’autre part a illustrer numériquement ’efficacité de notre modele approché
décrit au chapitre précédent. Notamment, nous décrivons comment traiter deux difficultés majeures : le
probléme de transmission n’est pas borné et la présence de coefficients périodiques (pour le calcul de la
solution exacte). Pour traiter cette premiére difficulté, nous utilisons la transformée de Floquet-Bloch et
pour la seconde nous construisons des opérateurs Dirichlet-to-Neumann spécifiques. Nous nous attachons
également & décrire précisément comment calculer les erreurs L? et H! entre la solution exacte et la
solution homogénéisée. Ensuite nous expliquons comment calculer les problémes de profil (issus des pro-
blémes de champ proche du chapitre 7) puis nous expliquons comment calculer la solution du probléme
approché du chapitre précédent, notamment comment gérer les conditions de transmission d’ordre élevé.
Enfin, nous présentons quelques expériences numériques validant la pertinence de notre modele approché.

Chapitre 10 : extension a I’homogénéisation a fort contraste Nous présentons dans ce dernier
chapitre une extension de I’homogénéisation appelée homogénéisation a fort contraste. Celle-ci autorise les
coefficients périodiques a dégénérer lorsque la taille de la période tend vers 0. En les choisissant soigneu-
sement, I’homogénéisation de ces problémes peut alors conduire & des coefficients homogénéisées négatifs.
Nous présentons ici un cas relativement simple d’une équation scalaire en dimension 2. Ce chapitre a trois
objectifs. Le premier est de présenter et de faire des rappels sur la théorie de ’homogénéisation a fort
contraste et en particulier de montrer que cela peut conduire a des coefficients homogénéisés négatifs.
Le second est d’étendre a ce nouveau cas les conditions de transmission d’ordre élevé que nous avons
établi dans le cadre classique. En particulier, nous voulons comprendre 'influence de la fréquence sur ces
conditions. Enfin, pour boucler ce manuscrit, nous allons appliquer nos nouvelles conditions de transmis-
sion aux problémes de transmission avec changements de signes étudié au chapitre 0 et constater qu’elles
permettent d’éviter les pertes de régularité et le caractére mal posé des problemes.
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CHAPITRE

6

RAPPELS SUR L’HOMOGENEISATION ET
INTRODUCTION DU PROBLEME DE
TRANSMISSION
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Dans un premier temps (section 6.1), ce chapitre a pour but de rappeler un certain nombre de résultats
classiques de la théorie de 'homogénéisation qui sont utiles dans la suite. L’idée de cette théorie est la
suivante. La résolution numérique d’équations aux dérivées partielles dans des milieux complexes, dont
I’échelle caractéristique est tres petite devant la taille du domaine peut s’avérer trés couteuse en temps de
calcul. En effet, les méthodes de résolution classiques (différences finies, éléments finis, volumes finis, etc.)
nécessitent des maillages dont la taille caractéristique des mailles doit étre de ’ordre de grandeur de cette
petite échelle caractéristique. Quand celle-ci est tres petite devant la longueur d’onde, le milieu périodique
« doit » se comporter comme un milieu homogene équivalent. C’est la théorie de 'homogénéisation qui
justifie 'existence d’un tel milieu. Ainsi, remplacer le milieu périodique par ce milieu homogene effectif
rend les calculs bien moins coliteux.



Ensuite (section 6.2), ce chapitre se concentre sur les phénomenes de couches limites. La théorie dite
classique de 'homogénéisation décrit de maniére peu précise le comportement de la solution en présence
de bords (ou d’interfaces comme cela sera le cas dans la suite de ce manuscrit). Il s’agit la d’un probléme
maintenant bien connu et qui a fait I'objet de nombreux travaux, notamment dans le cas de bords avec
conditions de Dirichlet homogenes (voir les références de la section 6.2.1). Nous présentons quelques-unes
de ces difficultés, accompagnées de simulations numériques.

Dans un troisiéme temps (section 6.3), nous allons présenter le probléme de transmission entre un
demi-plan homogene et un demi-plan périodique que nous allons étudier dans les prochains chapitres.
Nous dérivons un modele homogénéisé « naif » d’ordre 0 et constatons que la construction de conditions
de transmission effective souffre des mémes difficultés que la construction de conditions aux bords effec-
tives vue dans la premiere partie. Nous mettons ce phénomene plus en avant en détaillant les résultats
principaux de [47] qui & notre connaissance est la seule publication traitant de problémes de transmission
en homogénéisation. Enfin, nous présentons quelques simulations numériques confirmant le fait que I’ho-
mogénéisation classique ne permet pas de donner des approximations satisfaisantes de la solution exacte,
a la fois proche de 'interface et dans la partie homogene.

6.1 Homogénéisation classique de I’équation de Helmholtz dans
I’espace libre

Dans cette thése, nous nous focalisons sur ’homogénéisation de milieux périodiques (bien que d’autres
cas soient envisageables). Cette théorie, du point de vue mathématique, bénéficie d’une littérature extré-
mement abondante. Nous renvoyons notamment le lecteur aux ouvrages classiques [13,21,64,125,184,200]
ainsi qu'au cours introductif [3] pour plus de détails. Cette section a pour objectif de faire des rappels
sur la théorie de I’homogénéisation basée sur les développements a deux échelles et ne contient a ce titre
presqu’aucun résultat nouveau ni de démonstration. Mentionnons cependant le résultat de la proposition
6.7 portant sur la nullité du symbole de deux opérateurs, résultat étonnamment peu présent dans la
littérature. Nous donnons alors deux preuves indépendantes, une tirée de [171] et une originale basée sur
I’homogénéisation par ondes de Bloch.

6.1.1 Présentation du probléme périodique

Modélisons un milieu périodique en dimension d en nous donnant une (petite) période 6 > 0, une ma-
trice carrée A = (a;;) de taille d x d et une fonction p. Les entrées a;; et la fonction p sont supposées
1-périodiques selon toutes les directions. Pour plus de concision, nous dirons qu’elles sont Y-périodiques,
ot Y := (0,1)¢ est 'hypercube unité que nous appellerons cellule dans la suite. Il est alors immédiat que
les fonctions a;;(-/0) et p(-/J) sont d-périodiques selon toutes les directions.

La théorie classique de 'homogénéisation fait ’hypothése que A est coercive et p positive : il existe
des constantes \, A, ¢, C > 0 telles que pour tout y € Y et & € R? on ait

MNEP <aij(y)&&; <AEP et ec<ply) <C. (6.1)

Nous utilisons ici la convention de sommation d’Einstein des indices répétés. Remarquons qu’en particu-
lier A € L®(R)¥*? et p € L=(R).

L’équation que nous étudions est ’équation de Helmholtz associée a ce milieu périodique, d’inconnue
ug, définie par

V. [A (%) Vu(;(x)} ey (%) us(x) = f(x), xeRY, (6.2)

ol f est un terme source et ot w € C est une fréquence telle que Imw? > 0. Nous avons alors le résultat
classique suivant concernant le caractére bien posé du probléme (6.2) (voir par exemple [126]) :

Proposition 6.1. Pour f € H1(R?), I’équation (6.2) admet une unique solution us € H*(RY) vérifiant
[usl| r rey < ClLf |l E-1(RY), (6.3)
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ou C est une constante indépendante de §.

Remarque 6.2. Le choix Im w? > 0 assure 'existence et 1'unicité du probléme (6.2) et a pour interprétation
physique que le milieu est absorbant. Montrer le caractére bien posé de (6.2) dans le cas Imw? = 0,
c’est-a-dire un cas sans absorption, s’avere beaucoup plus compliqué. Il faudrait notamment soit passer
par le principe d’amplitude limite soit par la dérivation de conditions de radiation, questions difficiles
et seulement partiellement résolues dans les milieux périodiques. Nous renvoyons a la conclusion de ce
manuscrit pour une discussion plus approfondie et des références.

Le but de 'homogénéisation est de décrire le comportement asymptotique de la solution us de (6.2)
lorsque § — 0 via un développement du type

us = ug + Ouy + 0%us + - - - (6.4)

dont les termes ug, u1, etc. dépendent simplement de la période §.

6.1.2 La méthode des développements a deux échelles

A partir d’ici, nous allons développer des calculs essentiellement formels qui seront justifiés a posteriori
par des résultats de convergence. Ceux-ci se basent sur la méthode des développements a deux échelles
qui est tout & fait standard en homogénéisation (voir par exemple [21,64]). Elle se base sur 'idée que la
solution us de (6.2) posséde un comportement différent & deux échelles : d’une part un comportement
macroscopique lié a la variable x dite lente et d’autre part un comportement microscopique lié a la variable
y = x/6 dite rapide. Ainsi, la méthode des développements & deux échelles postule un développement,
couramment appelé ansatz dans la littérature, de us sous la forme

ug(X) = ug (x, %) + duq (x, %) + 6%uy (X, %) + e (6.5)

ou les w, sont des fonctions Y-périodiques par rapport a la variable rapide y = x/J. La figure 6.1
représente une fonction u,(x,y) montrant les deux échelles.

FIGURE 6.1 — Allure générale en dimension d = 1 d’une fonction wu,(z,x/J) (en noir). Les deux échelles
spatiales sont présentes : les oscillations rapides a 1’échelle rapide y = /4 et le comportement macrosco-
pique moyen & 1’échelle lente x (en rouge).

Afin de caractériser ces fonctions wu,, injectons I'ansatz (6.5) dans 1’équation de départ (6.2). Pour ce
faire, introduisons I'opérateur Ls 1ié & (6.2) défini par

Lsv:=—V - [A (5) W} —w?p (5) . (6.6)



En utilisant la regle de dérivation des fonctions composées :

0 X Ov 1 0v
il I i 6.7
5 [ (< 5)] = g o)+ 55,009 (67)
nous pouvons réécrire 'opérateur Ls sous la forme
Ls =0 2Lyy+0 "Lyy + Lxx, (6.8)

ou nous définissons

0 0
by =g (90, ).
0 0 0 0
Lyy:=—3—|ai;(y)7— | — i Y) a3 ) .
= (w005 ) ~ o (5007 ) (6:9)

e 9 a2 — 2oy
Lx,x Ca _(%i (alj(Y) 8@) w p(Y) id.

En injectant (6.5) dans (6.2) et en identifiant les termes en facteur des mémes puissances de §, nous
obtenons alors la cascade d’équations

Ly yuo =0
Ly,yul + Lx,yUO = 0
Ly yus + Ly yui + Lx xuo = f

Ly yus + Lxyus + Lx xu1 =0 (6.10)

Ly ytn+2 + Lytns1 + Lty = 0

Il s’agit d’équations en la variable rapide y posées dans la cellule unité Y = (0,1)¢ ot la variable lente x
joue le role d'un parametre dans le second membre.

Remarque 6.3. A ce stade, nous avons désolidarisé x et y et les traitons comme deux variables indépen-
dantes, bien qu’elles soient en fait liées par la relation y = x/4d. Insistons sur le fait que ces calculs sont
formels et seront justifiés a posteriori.

Pour étudier les équations (6.10), il est utile d’introduire Hﬁ1 (Y) le sous-espace fermé de H'(Y)
constitué des fonctions de H(Y') qui sont Y-périodiques. Notons

(u)y = / u, (6.11)
Y
la moyenne d’une fonction u sur Y et introduisons
Hﬁl(Y) ={ue H{(Y) : (u)y =0}, (6.12)

le sous-espace fermé de Hﬁl(Y) constitué des fonctions & moyenne nulle.

6.1.2.1 Développement a ’ordre 0

La premiere équation de (6.10) est simplement Ly yuo(x,y) =0 pour y € Y o x € R? apparait comme
un parameétre (voir la remarque 6.3). Il est possible de montrer que toute solution dans Hﬁl (Y) de cette
équation est nécessairement constante (voir la proposition 6.4). Par conséquence, ug est indépendante de
y:

wo(%, ) = o (x), (6.13)

ou g est une fonction indépendante de la variable rapide y.
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6.1.2.2 Développement a 1’ordre 1
En utilisant (6.13), la deuxieéme équation de (6.10) devient

8’&0 8ai i
L = _— J dans Y. 6.14
y,y U1 <X7y) 8$j (X) ayl (y) ans ( )
Constatons alors que x joue le réle d’un parameétre dans cette équation, qui est de plus linéaire en g /Ox;.
Introduisons donc wy, ..., wy les d uniques solutions des d probleémes de cellules du premier ordre définis
par
1 8aij
wj € Hy (Y) telle que Ly yw; = S (6.15)
Yi
L’équation ci-dessus est bien entendu & comprendre au sens faible : trouver w; € Hﬁ1 (Y) telle que
Lyy(wj, ) = — [, a;;0,,¢ pour tout ¢ € Hul(Y), ou Ly y est la forme bilinéaire associée & Ly y dé-
finie par
Lyy(¢,9) = / a0y, d0y, b, (d,0) € HI(Y). (6.16)
Y

Pour démontrer le caractere bien posé de cette formulation variationnelle, nous disposons du résultat
suivant :

Proposition 6.4 (alternative de Fredholm). Soit F € H~*(Y). L’équation
u € Hul(Y) telle que Ly, yu=F, (6.17)
admet une unique solution si, et seulement si, la relation de compatibilité
<F71>H_1(Y)><H1(Y) = 0, (618)
est vérifice.

Le probleme (6.15) rentre bien dans ce cadre car (dy,a:;, 1) g—1(v)x 1 (yvy = 0 par périodicité.

Nous pouvons donc écrire u; sous la forme
Ot
92,
ou 11 est une fonction indépendante de y. Remarquons que @; correspond a la partie moyennée de wuq
sur Y, puisque (u1)y = @ car (wj)y =0.

ur(x,y) = 5= (x)w;(y) + @1 (%), (6.19)

6.1.2.3 Développement a 1’ordre 2

La troisieme équation de (6.10) est

0 ou 0 ou
Ly,yu2 (X7 y) = ; aij (Y) 1 (X, Y) + ; aij (Y) 1 (Xv y)
ox; 0y; 0Y; Ox;j dans V (6.20)

ans Y. .

- (az—j<y>(f;zjao<x>) (o) + F(x)

D’aprés la proposition 6.4, pour que (6.20) admette une solution us € Hﬁl(Y)7 il faut que le second
membre vérifie la relation de compatibilité (6.18). Cette condition, combinée avec (6.19), implique que
1y est solution de I’équation homogénéisée

V- [AVig(x)] - P (x) = f(x),  x € RY, (6.21)
ot A* = (aj;) est la matrice homogénéisée définie par
ot <a,,( )+ ag( )%( )> (6.22)
ij ij\Y 1kyayky y. .

et ol p* := (p)y. Les propriétés de la matrice A et de la fonction p se retrouvent dans celles de la matrice
homogénéisée A* et du coefficient homogénéisé p* [21] :
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Proposition 6.5. La matrice homogénéisée A* est définie positive et p* est strictement positif. De plus,
si A est symétrique alors A* ’est aussi.

Cette proposition étant extrémement importante dans la suite, nous en livrons la démonstration méme
si ce résultat n’est pas nouveau et bien connu :

Démonstration. Le résultat pour p* est immédiat & partir de (6.1). En ce qui concerne A*, remarquons
tout d’abord que nous avons A* = Ly y(w; + yj,w; + ;) avec Ly, définie par (6.16) (ce qui montre
immédiatement que A* est symétrique si A I’est puisque dans ce cas Ly y est symétrique). En effet, la
formulation variationnelle de (6.15) est équivalente a Ly y(w; + y;,%) = 0 pour tout ¢ € Hﬁ1 (Y). En

prenant ¢ = w; € Hﬁ1 (Y') comme fonction test, nous avons donc
Ly y(wj +yj,wi +yi) = Ly y(wj +y;,y:) = a;‘kj- (6.23)

Le caractére défini positif de A* s’ensuit. En effet, d’apres (6.1) nous avons

d
05685 = Ly (€ (ws + 3.6y + ) > A /Y S (0,0, (6.24)
k=1

avec ¢ := &;(w; +y;) donc A* est positive. De plus, a;;&i&; = 0 si, et seulement si, 0y,.¢ = 0 pour tout k,
c’est-a-dire ( = ¢ avec ¢ une constante. Autrement dit &y; = ¢ — &w; est Y-périodique, i.e. & = 0 pour
tout i. Cela montre donc que A* est définie. O

Remarquons par contre que si A est diagonale (ou méme scalaire), il n’y a aucune raison que A* le
soit, et ce n’est en général pas le cas. Autrement dit I’homogénéisation d’un milieu isotrope peut conduire
& des milieux anisotropes. Nous présentons en annexe 6.A quelques situations ou la matrice A* est expli-
cite. En particulier, le cas stratifié, c’est-a-dire que a est indépendant d’une des variables y;, est décrit.

Maintenant pour expliciter us, remarquons comme nous ’avions fait pour u; que cette équation est
linéaire en (’“)%iwjﬁo(x) et dp(x) (x joue toujours le role d'un paramétre). Introduisons alors 6;; les d?
uniques solutions des problemes de cellules du deuxiéme ordre définis par

8wj 8

0;; € HX (Y tell Ly y0ij = aij + aig =2 + — (agsw;) — a;, 6.25
J ﬁ( ) elle que v.yVij aj+akayk+ayk(akwj) Qjj ( )
ainsi que v la solution du probléme de cellule

v € Hnl(Y) telle que Lyyy=p—p". (6.26)

Les problémes (6.25) et (6.26) sont bien posés car ils vérifient bien la relation de compatibilité de (6.4).

Nous pouvons donc, en injectant (6.19) et (6.21) dans (6.20), écrire ug sous la forme

0?1y

axiaxj

0ty

@(X)wj(w +wlio(x)(y) + Ga2(x), (6.27)

(x)03;(y) +

U2 (Xa Y) =

ou 9 est une fonction dépendant uniquement de x correspondant a la partie moyennée en y de us.
Remarque 6.6. Les différents problémes de cellules (6.15), (6.25) et (6.26) ne dépendent pas de w. Ce
n’est plus le cas pour I'homogénéisation a fort contraste présentée au chapitre 10.

6.1.2.4 Développement a ’ordre 3

Considérer la relation de compatibilité de la quatrieme équation de (6.10) conduit a I’équation homogé-

néisée suivante :

931
—V - [A*Viy] — w?p* ity = w0y, 110 + ¢ 1o

P dans R¢ 6.28
”kaxiﬁzjaxk’ ans ( )
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ou (7f) est un tenseur d’ordre 1 défini par

% = a0y, v + pwi)y (6.29)

et ot (cj;;) est un tenseur d’ordre 3 défini par

Cijk = <%‘ () wi(y) + ake(Y)aanZ>Y. (6.30)

Les deux opérateurs ¢}, 02 . et y;0,, sont assez désagréables. D’ailleurs, dans la littérature ce terme
JkYTixj TR i i

11 suscite peu d’intérét et est souvent supposé nul sans plus de justification. La proposition suivante

montre qu’en fait ces opérateurs n’interviennent pas dans la suite lorsque A est symétrique et nous

permettra de montrer que @ est effectivement nul (car nous sommes en I’absence de bords ou d’interface).

Proposition 6.7. Supposons A symétrique. Alors les symboles des opérateurs c;‘jkagixjxk et v} 0y, sont
nuls.

Ce résultat est de maniére surprenante trés peu présent dans la littérature sur I’homogénéisation. Pour
c:‘jkagwﬂk, il en existe une dans [171] que nous rappellons juste ci-dessous (voir également [5]). Nous en
livrerons également une originale, basée sur ’homogénéisation par ondes de Bloch dans ’annexe 6.B. En

ce qui concerne 7;0,,, il s’agit & notre connaissance d’un résultat nouveau (bien qu’'immédiat).

Démonstration. Commencons par ~;. En utilisant w; € Hﬂl(Y) comme fonction test dans la formulation
variationnelle de (6.26) nous obtenons Ly y(v,w;) = [,.(p — p*)w; (Ly,y est définie par (6.16)). D’autre
part, en utilisant la symétrie de A (qui implique celle de £y ) et v € Hﬁ1 (Y) comme fonction test dans la

formulation variationnelle de (6.15) pour w;, nous avons Ly y(v,w;) = Ly y(wi,v) = — [, a;:0,,~. Nous
avons donc

v = / aijOy; v + pwi = =Ly y (v, wi) + Ly y (v, w5) + p*/
Y

w; = p*/ w; =0, (6.31)
Y %

car w; est a moyenne nulle. Traitons maintenant le cas de ¢j;,. Nous allons montrer que

% 8wj 8wk>
o= [ ay|wy—=——w;— |, 6.32
ik /Y ‘ < " Oy ! Oy, (6:32)

En utilisant 6;; € H ﬁl (Y) comme fonction test dans la formulation faible du probleme de cellule du premier
ordre (6.15) pour wy, nous obtenons

L‘y7y(wkv‘9ij) = _/

azkayﬂij = —/ akgayﬂij. (6.33)
Y Y

Maintenant, en utilisant wy € Hlil (Y) comme fonction test dans la formulation faible du probleme de
cellule du second ordre (6.15) pour 6;;, nous obtenons (le terme en a;; disparait car wy, est a moyenne
nulle)

Ly .y (05, w) =/ aijwk+/ iy, w; wk—/ agiw;Oy, Wi,
Y Y Y

:/ aijwk—F/ @300y, W; wk—/ AigW; Oy, W
Y Y Y

Par symétrie, nous avons Ly y(wg, 0;;) = Ly y(6;;, wy) donc soustraire (6.33) & (6.34) donne bien (6.32).
Pour conclure, il suffit de remarquer que (6.32) implique que cz‘jk = fcjkj ce qui implique cz‘jkﬁiﬁjfk =0
d’ott le résultat. O

(6.34)

Nous nous plagons maintenant dans le cas ou A est symétrique. En utilisant la proposition 6.7, les
termes dans le membre de droite s’annulent puisque les dérivées partielles commutent, nous obtenons
alors que

FoAtT

Vi Ozio =0 et ijkm =
A o

0. (6.35)
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En vertu de (6.28), iy est solution de I’équation homogénéisée
—V - [A*Viy] —w¥p*iy; =0,  dans RY (6.36)
Cela implique donc que 4 est identiquement nul :
i = 0. (6.37)

Insistons sur le fait que @7 soit nul est spécifique au fait que nous nous sommes placés dans tout ’espace
RZ. Nous allons voir qu’en présence de bords (ou d’interfaces), I’ansatz de départ (6.5) n’est plus valide
ce qui rend I'analyse bien plus délicate.

A ce stade, nous pourrions continuer les calculs ad nauseam : nous pourrions donner une expression
explicite de uz qui ferait intervenir des problémes de cellule du troisiéme ordre, puis nous pourrions
moyenner 1’équation en uy pour obtenir ’équation vérifiée par iy (voir par exemple [13,233]), puis donner
une expression explicite de u4, etc. Nous allons nous concentrer sur les trois premiers termes dans la suite.

6.1.3 Résultats de convergence

Maintenant que nous avons obtenu les premiers termes de l'ansatz (6.5), il est nécessaire de s’assurer
de la convergence de us vers ce développement lorsque d tend vers 0. Cela justifie donc a posteriori les
calculs formels que nous avons effectués jusqu’ici. Il existe de nombreuses méthodes pour cela. Citons, sans
étre exhaustif, la méthode de la convergence double-échelle [2,175,245], la méthode des fonctions tests
oscillantes [64,215] ou encore la periodic unfolding method [62,63]. Il existe aussi une théorie stochastique
de ’homogénéisation [137,188] et une théorie variationnelle de 'homogénéisation appelée I'-convergence
[42, 82]. Enfin, mentionnons qu’il existe une version trés générale de I’homogénéisation permettant de
traiter des cas ou il n’y a pas d’hypothese particuliere sur le milieu considéré, comme la périodicité ou
Pergodicité dans un contexte probabiliste, appelée G-convergence (et sa généralisation la H-convergence),
voir [125,184,217].

6.1.3.1 Convergence double-échelle

La convergence double-échelle est une généralisation de la notion de convergence faible qui permet de
traiter avec simplicité et élégance les problémes d’homogénéisation périodique [2,175,245].

Définition 6.8. Soit Q un ouvert de R?. Une suite de fonctions (us) dans L2(Q) converge double-échelle
vers ug € L?(2 x Y) si pour toute fonction test ¢ € D(2,€°(Y)) nous avons

/S2 us(x)¢ (X dx oo /Q/ uo(x,y)¢(x,y) dxdy. (6.38)

6—0

La convergence double-échelle possede beaucoup de propriétés, notamment le théoreme de compacité
qui assure que de tout suite de fonctions (us) bornée dans L?(€2), il est possible d’extraire une sous-suite
qui converge double-échelle vers une limite ug € L%(2 x Y).

Gréce a cette notion, il est possible de montrer le résultat de convergence suivant [2] :

Théoréme 6.9. Sous certaines hypothéses techniques sur A (voir [2]), la suite (us) des solutions de
(6.2) converge faiblement dans H' () vers dig(x) solution de (6.21) et la suite (Vus) converge double-
échelle vers Vxto + Vyui(x,y) ot ui(x,y) est définie par (6.19) (avec 41 = 0). De plus, nous avons la

convergence forte
. x
Hu(g(x) - [uo(x) + dug (x, 5)} HHl(Rd) S 0. (6.39)

6.1.3.2 Vitesse de convergence

Malheureusement, la méthode de la convergence double-échelle décrite précédemment ne fournit pas
d’informations sur la vitesse de convergence. Il est en fait possible de donner des estimations d’erreur
plus fines, modulo des hypotheses de régularité sur les problémes de cellules [21, 64, 125].
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Théoréme 6.10. Soit (us)s la famille des solutions de (6.2). Supposons que w € WhH>(Y)4, @ ¢
Whee(y)dxd v e WLeo(Y) et que 19 € H*(R?). Nous avons les estimations d’erreur suivantes :

o A lordre 0

ugs(x) — o (X)||72pay = O(9),
[[us (x) AO( M 22 (ray () (6.40)
[us(x) = B0 ()| g1 (may = O(),
ot Gg est la solution de (6.21).
o A lordre 1 <
us0) = [at0(x) + 5 (x, 3 | — 0(5),
0/ 1 L2(re) (6.41)
A X ’
Hu&(X) - [UO(X) + duq (x, 5)} HHI(Rd) = 0(9),
ot uy est définie par (6.19) (avec 43 =0).
o A lordre 2 X <
_a x 2 x — (52
Hug(x) {uo(x) + duy (x, 5) + 07 ug (X, 5)} ‘ Lo 0(6%), 62

b'e X
us(x) — |to(x) + du (x,f) 5%u (x 7)”‘ = O(5?
[a0) = [000) + 601 (. 5) + 8% (. 5)] 1y =00
ol ug est définie par (6.27) toujours avec Gy = 0 et oti nous avons considéré également que G = 0.

Remarque 6.11. L’estimation (6.40) en norme H! n’est pas surprenante. En effet, iy ne dépend pas de
la variable rapide et ne saurait donc prendre en compte les oscillations & 1’échelle ¢ de la solution exacte
us.

Remarque 6.12. L’estimation (6.42) en norme L? est seulement en §2 et non % car nous avons négligé
s = 0, ce qui n’est en toute rigueur pas le cas. Prendre correctement cette partie moyennée en compte
rétablirait une estimation en 6% attendue.

Remarque 6.13. Ces résultats ne sont certainement pas optimaux concernant les hypotheses de régularité.
Par exemple, nous renvoyons aux articles de Birman et Suslina [24,25] ou est démontrée la convergence
en ¢ en norme L2 de (6.41) avec des hypothéses minimales sur la régularité de a.

6.1.3.3 Simulations numériques

Nous vérifions numériquement maintenant les estimations d’erreur (6.40), (6.41) et (6.42) en dimension
d = 2. Afin de s’affranchir de la difficulté de faire des simulations dans tout 1’espace R2, nous considé-
rons un domaine de calcul € rectangulaire dont la longueur et la largeur sont des multiples entiers de
la période § et nous prendrons des conditions aux bords périodiques. Ce choix assure alors les mémes
estimations d’erreur que (6.40), (6.41) et (6.42). Les simulations numériques ont été réalisées avec le logi-
ciel FreeFem++ [116], en utilisant une méthode d’éléments finis standard pour la résolution des équations
homogénéisées et 1’équation exacte. Nous renvoyons a chapitre 9, section 9.1 pour une explication sur la
résolution numérique des problémes de cellule (6.15), (6.25) et (6.26).

Pour un entier N € N*, considérons une période § = 1/N et Q = (0,1)2. Nous prenons comme terme
source f(x1,xa) = cos(4mx) cos(dmxs) sur et les coefficients périodiques sont définis par A(y) = a(y)I2
avec a(y1,y2) = 2 + sin(2mwyp ) sin(27wy,) (voir la figure 6.2) et par p(y) = 1. Enfin, la fréquence est
w = 140,014. Nous avons alors calculé la solution exacte us de (6.2) sur un maillage extrémement raffiné
pour plusieurs valeurs de 4, puis nous avons calculé la solution @y de I’équation homogénéisée (6.21).
Nous avons également calculé les deux solutions des problemes de cellules (6.15) et les quatre solutions
des problémes de cellules (6.25) (notons que v = 0 pour p = 1 dans (6.26)).

La figure 6.3 montre la partie réelle de la solution exacte ug, les parties réelles des approximations uy,
up+0uy et ug+dus +9%uy a lordre 0, & Pordre 1 et & I'ordre 2 de us (avec 7 = fip = 0) pour N = 4, c’est-
a~dire § = 1/4 et montre également la différence entre la solution exacte et les différentes approximations
(dans la méme échelle de valeurs). Nous constatons bien qualitativement que ces différences diminuent
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avec l'ordre, et que lerreur est repartie de fagon uniforme dans tout le domaine. En particulier, wug
retranscrit bien le comportement macroscopique de la solution exacte mais pas les petites oscillations qui
ne se retrouvent qu’a partir de 'ordre 1. Enfin, la figure 6.4 montre les courbes de convergence correspond
a (6.40), (6.41) et (6.42) en échelle log-log. Nous retrouvons bien les résultats théoriques annoncés.

wl

[
1.5
Wi

[

FIGURE 6.2 — Le coefficient périodique a(y1,y2) = 2 + sin(27y; ) sin(27wys) pour (y1,y2) € Y.

140



50 alue
-0.00172

0.00100158
0.000219474
0000637368
0000455263
0.000273158
9.10526e - 05
WP 10526005
00037315
W0 000455363
W0 .0006a7E6E
W0 000819474
0 00100158
W 00119368
W0 0013657
W 00154789
o013

W-9.10526:-05
WP 1053 6e-05
W 000373158
W 000455363
WD.000G3736
W 00515474
Woow01se
Wo0118368
W 00136579
00154789
WooiTs

000100158
0000815474
0000627368
0000455363
0000373159
5.10526:-05
W 10526005
W 0027z 15E
W0 000455363
W0 000637368
W 000210474
W 00100158
W 00118366
W 00136575
W 00154735

Q00ET3153
105260-05
b 10526005
|
0 000455763
0 000637368
000319474
000100133
W0.0112262
W0 10136579
W0 10154739
00173

0000100211
000112

000100211
Mootz

50V alug
-0.000112

WL 76342005
W 0473705
W 1765205
W 30526 -05
W 45471005
W7 G6316e-05
W 42 11e-05
W 000100211
000112

141

FIGURE 6.3 — Parties réelles de la solution exacte us (en haut), des approximations wug, ug + du; et
up + duy + 6%uy (colonne de gauche de haut en bas) puis des différences us — ug, us — (ug + du1) et

us — (up + duy + d%uz) (colonne de droite de haut en bas) pour &

1/4.



-10 -

.
-10.2 1 s
'
4
4
s
rd
104} -
-
i x,
8 -106} R
S ’
— e
8] e
20 -108 X
= .
.
.
A1 -
X
.
-11.257
X * lus — ol 22
- - Droite de pente 1
-11.4 L 1 L L ! i
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6
log ¢
-105
,
I’x
.
.
T
11 e
.
.
x.”
v
— e
= 115} R
QL .
& ’
B %
.
%D -12r .
—_— e
N
'
125},
X
* [lus — (ug + Sua)||L2
- - Droite de pente 2
-13 L L L L ! |
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6
log &
-105
.
’
I’ x
-1} .
,
K
.
.
115+ x
= .
= e
48] e
g a2 ’
2f .
[B) .7
B0 X
.
< .
125} +
.
.
K
¥
13t ’
, x ||ug — (ug + duy + 6%us)| 12
‘ - - Droite de pente 2
-13.5 1 I 1 1 I i
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6
log &

-7.26

X
-7.28

-7.321

-7.34 1

log erreur

-7.36 -

-7.38

741

x ||us — ugl| g .

8t

log erreur

-1.2 -1

log §

-1.6 -1.4

* us — (ug + dus) ||
- - Droite de pente 1

log erreur

-9.5

-1.2 -1

log &

-1.4

x [lug — (ug + duy + 8ug) |
- - Droite de pente 2

-1.8

-1.6 -1.4 -1.2 -1

log &

FIGURE 6.4 — Courbes de convergence en échelle log-log de erreur L? (a gauche) et H' (a droite) entre
glution exacte us et ug (en haut), ug + duy (au milieu) et ug + duy + 6%uy (en bas).



6.2 Homogénéisation classique de I’équation de Helmholtz dans
un domaine borné

La situation que nous avons vue dans la section précédente était idéale en terme d’erreur d’approximation.
En effet, dés lors que nous sommes en présence de bords ou d’interfaces, les ordres d’approximations sont
moins bons.

6.2.1 Le probleme des conditions aux bords

Pour mieux comprendre pourquoi, considérons la méme équation que (6.2), mais posée cette fois-ci dans
un domaine  C R? borné non vide dont la frontiere 99 est réguliere, a laquelle nous ajoutons des
conditions de Dirichlet homogenes :

X

-V [A <%) Vug(x)} —w?p (5> us(x) = f(x), dans 2
us = 0, sur 0.

(6.43)

Ce probléme est bien posé dans H}(Q) (rappelons que Imw? > 0).

Si nous suivons la méme démarche qu’a la section précédente en considérant I’ansatz (6.5), nous
obtenons les mémes résultats (6.13), (6.19) et (6.27). Cependant, en ce qui concerne les équations homo-
généisées pour g et U7, la situation differe. En effet, nous avons toujours les équations homogénéisées
volumiques (6.21) et (6.36) (toujours avec un second membre nul si a est symétrique), posées cette fois-ci
dans €. 11 faut alors ajouter des conditions aux bords sur 9. La démarche la plus naturelle est d’injecter
I'ansatz (6.5) dans la condition de Dirichlet us = 0 sur 9Q et d’identifier les puissances de §, ce qui
conduit & u,(x,x/d) = 0 pour tout x € IQ pour tout n € N. Plus particuliérement :

e A l'ordre 0, nous obtenons iy = 0, ce qui est attendu : nous retrouvons a l’ordre 0 la condition de
Dirichlet homogene. Nous avons donc pour g 1’équation homogénéisée

{ ~V - [A"Vilg(x)] — w?p*lin(x) = f(x),  dans Q (6.44)

iy = 0, sur 0f).

e A Tordre 1, la situation est bien moins limpide. En effet, d’aprés (6.19), nous nous retrouvons avec
la relation

i1(x) = —Viiig(x) - W (%) . x €09, (6.45)

dont le sens n’est pas tres clair : le terme de gauche ne dépend que de la variable lente x alors que
le terme de droite est oscillant et fait intervenir la variable rapide y = x/4.

6.2.1.1 Point bibliographique

Cette situation montre que I’ansatz (6.5) n’est pas correct pres des bords. Ce phénomeéne est connu depuis
longtemps (voir par exemple le livre de référence [21] dont la premiere édition date de 1978), a fait ’objet
d’une littérature abondante et continue a étre un sujet actif de recherche (voir par exemple l'introduction
de [107] pour un apergu).

Des preuves rigoureuses de convergence en présence de bords ont été possible grace a I’ajout de termes
supplémentaires dans 1'ansatz (6.5), appelés correcteurs de bords (boundary correctors) qui ont été intro-
duits en premier lieu par Moskow, Santosa and Vogelius [171,201].

Cependant, ces correcteurs sont solutions de problemes posés dans le milieu périodique originel, et
non dans le milieu homogénéisé. La question de ’homogénéisation de ces correcteurs eux-mémes afin
d’obtenir des conditions aux bords effectives est une question tres difficile. Par exemple, [201] montre que
pour des domaines polygonaux avec des pentes rationnelles (incluant le cas de la dimension 1), la suite
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des valeurs de ces correcteurs de bords admet plusieurs valeurs d’adhérence quand § tend vers 0. Allaire
et Amar dans [4] proposent une correction dans le cas ou la frontiere 99 du domaine 2 est constituée
de droites qui coincident avec la période J ; ces résultats ont été généralisés a des domaines polygonaux
puis & des domaines quelconques par Gérard-Varet et Masmoudi dans [106,107]. Citons également les
papiers [202,227] de Sarkis et Versieux adoptant un point de vue plus numérique ainsi que des travaux
récents de Onofrei et Vernescu [187] ainsi que ceux de Prange [195].

A notre connaissance, quasiment rien n’a été publié jusqu’a présent pour des problémes de transmis-
sions, ce qui justifie d’autant plus I’étude qui sera faite au chapitre suivant. Mentionnons cependant que
des travaux récents sur ce sujet ont été réalisés par Cakoni, Guzina et Moskow qui ont fait ’objet d’une
publication venant d’étre acceptée [47]. Nous détaillons davantage les résultats qu’ils ont obtenus lors de
la section 6.3.

6.2.1.2 Vitesse de convergence

Il est tout de méme possible de calculer la solution @y de (6.44) et de considérer
X X
Uy (x, g> = Oy, lio(X)w; (5) ) (6.46)
ou le terme 1y est donc négligé. Ce faisant, nous avons quand méme convergence de g + du; vers us en

norme H'!, mais I'estimation d’erreur obtenue est moins bonne que celle de (6.41) (nous reprenons ici les
mémes hypothéses de régularité que celles du théoréeme 6.10) :

Hu(g(x) — [uo(x) + duy (x, %)}

Ce résultat est classique, voir par exemple [21,64]. Notons également que cette estimation reste valable
quel que soit le choix de la fonction 4y, puisque le terme 047 (x) est plus petit que 61/2 en norme H'.
L’erreur commise en 6/2 est en fait concentrée sur le bord 9Q du domaine (voir en particulier les
simulations numériques ci-aprés). Si nous mesurons l’erreur seulement sur un domaine D CC €,

)

Ce résultat est prouvé dans [8,9] en supposant quelques hypotheses de régularité sur a et €. Nous
pourrions alors nous en contenter, mais nous aurions a ’ordre suivant

HHl(Q) — 0(5'/?), (6.47)

HHl(D) = 0(6). (6.48)

_la X 2 X —
Hu(;(x) [uo(x) + duy (x, 6) + 5% uz (x, 5)} HHI(D) 0(9), (6.49)
et cela quel que soit le choix de 5. Bien entendu nous avons toujours
i P X 2 X — O(5/2
Hu(;(x) [uo(x) + duy (x, 6) + 0% uz (x, 6)] HHl(Q) O5=), (6.50)

D’une certaine maniére, ’estimation (6.47) « bloque » la convergence pour les ordres supérieurs. Cela
montre 'importance de comprendre plus en détails le comportement de ug pres de 0S2.

6.2.2 Résultats numériques

Concluons ce chapitre par quelques résultats numériques pour illustrer ce phénomene de couches limites.
Nous reprenons exactement les mémes parametres de simulations que dans le cas précédent, mais en
rajoutant donc une condition de Dirichlet homogene pour ug et g sur 92 et prenons f = 1 partout.

La figure 6.5 montre la partie réelle de la solution exacte us, les parties réelles des approximations wg
et up + duy (avec 43 = 0o = 0) ainsi que la différence us — (ug + duy) pour N = 4, c’est-a-dire § = 1/4.
Nous voyons que ug + du; ne vérifie pas la condition de Dirichlet homogéne au bord et que I'erreur se
concentre sur le bord du domaine en regardant la différence us — (ug + duy) (contrairement & la section
6.1 ol lerreur était repartie uniformément dans tout le domaine). La figure 6.6 montre les courbes de
convergence correspondant & (6.47), (6.48), (6.49) et (6.50) en échelle log-log. Nous retrouvons bien les
résultats théoriques annoncés, notamment la convergence en §'/2 en norme H'.
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6.3 Homogénéisation d’un probléeme de transmission entre un
demi-plan homogene et un demi-plan périodique

Présentons maintenant le probleme de transmission qui va nous intéresser dans la suite.

6.3.1 Présentation du probléme de transmission

Nous considérons un probléme de transmission entre deux demi-plans QF := R% x R C R? séparés par
une interface I’ := {0} x R. Le demi-plan de gauche = représente le milieu homogene et Q1 le milieu
périodique destiné & étre homogénéisé (voir la figure 6.7). Comme lors des sections précédentes, afin de
modéliser les deux milieux nous nous donnons un petit parametre § > 0 et deux fonctions a et p telles
que

e sur (27, ce sont des constantes : a(x) = ag > 0 et p(x) = po > 0 pour tout x € Q™ ;

e sur QF, ce sont des fonctions Y-périodiques vérifiant les hypotheses de coercivité suivante : il existe
des constantes A, A, ¢, C > 0 (indépendantes de §) telles que pour tout x € QF on ait

A<a(x) <A et c< p(x) < C. (6.51)

Remarque 6.14. Contrairement aux sections précédentes, nous considérons ici que a est une fonction
scalaire plutot qu’une matrice A. Il s’agit d’hypothéses visant & simplifier les calculs & venir dans les
chapitres suivants qui sont déja trés lourds. Toute la théorie développée dans la suite pourrait s’étendre
sans probléme au cas ou a serait une matrice. Nous renvoyons également a la conclusion de ce manuscrit
pour une discussion plus approfondie sur les généralisations possibles de notre étude.

Le probléme de transmission que nous regardons est alors le suivant :
X 5 (X 9
-V {a (5) Vu(;(x)} —wp (E) us(x) = f(x), x € R?, (6.52)

ot f € L*(R) est un terme source a support compact inclus dans 2~ et ot w € C est une fréquence
telle que Imw? > 0 (voir la remarque 6.2 pour une discussion sur cette hypotheése). Nous avons alors le
résultat classique concernant le caractére bien posé du probléme (6.2) (voir par exemple [126]) : il admet
une unique solution us € H(R) qui vérifie 'estimation

lusl| 2y < Cllfll2 @), (6.53)

ou C' est une constante indépendante de §.

Notons que les conditions de transmissions & travers I' du probléme (6.52) sont classiques et s’écrivent
[uslr =0 et [a(-/0)Vus - e1]lr =0, (6.54)

ol [-]r désigne le saut d’une quantité & travers T

Remarque 6.15. Le choix de notre modele entraine une hypothese tres forte : I'interface I' coincide pour
tout & > 0 avec le bord gauche des cellules de périodicité §Y . Nous verrons dans les chapitres qui viennent
que cela nous permettra de dériver des conditions de transmission qui dépendent simplement de J, évitant
ainsi les problémes décrits dans [201] ou la suite des correcteurs lorsque ¢ tend vers 0 admet plusieurs
valeurs d’adhérence. Notons tout de méme que cette hypothese n’est pas absurde du point de vue des
applications, surtout pour les métamatériaux (voir la figure 1 de 'introduction générale).

6.3.2 Homogénéisation naive du probleme et expériences numériques

Comme nous 'avons mentionné lors du point bibliographique, il n’existe pas a notre connaissance des
travaux publiés concernant ’homogénéisation de problémes de transmission (en tout cas d’un point de
vue mathématique), & Pexception notable de [47] venant d’étre accepté, dont nous détaillons les résultats
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FIGURE 6.7 — La géométrie du probleme de transmission

principaux a la section suivante.

Dans un premier temps, essayons de construire un probleme homogénéisé « naif », c’est-a-dire un
modele a l'ordre 0 dont g serait solution. En suivant ce qui a été fait dans les sections précédentes, il
parait naturel de remplacer dans le demi-plan périodique & droite QT les fonctions a et p par la matrice
homogénéisée A* et le coefficient homogénéisé p*, c’est-a-dire que nous considérons que g est solution
de I’équation homogénéisée dans QT :

—V - [A*Viig(x)] — w?p*iig(x) = 0, dans Q. (6.55)

Le demi-plan a gauche Q~ étant homogene, il n’y a a priori aucune raison de changer les valeurs ag et
po des fonctions a et p qui sont constantes. Nous considérons donc que I’équation (6.52) ne change pas
dans Q7 :

—agAtig(x) — w?poiip(x) = f(x), dans Q. (6.56)

Nous devons compléter ces deux équations par des conditions de transmission. Le choix le plus naturel
est alors de considérer le pendant homogénéisé de (6.54), c’est-a-dire

[io]r =0 et [AGVio-eir =0, (6.57)
ou nous avons défini
aply sixe Q™
Ap = 6.58
0(x) {A* six e Qt. ( )

En définissant de méme

. po Six €N,
po(x) = {p* Six e Ot (6.59)

nous pouvons réécrire de maniére compacte notre modele & I'ordre 0 : trouver @y € H'(R?) tel que
—V - [AFViig(x)] — w?phiip(x) = 0, dans R?. (6.60)

Notons & ce stade que 'obtention des conditions de transmission (6.57) par le calcul n’a rien d’évident.
En effet, injecter 'ansatz (6.5) dans les conditions de transmission exacte (6.54) conduit bien a 'ordre 0
pour les traces & [ug]r = 0. Cependant, pour les flux nous nous retrouvons, toujours a l'ordre 0, & gauche
de T avec agVug - €1 et & droite de T avec a(-/§) Vil - €1, qui n’est pas exactement la deuxiéme condition
de (6.57) en raison du terme oscillant a(-/d). Cette difficulté se retrouve également aux ordres supérieurs,
a la fois sur la condition portant sur les traces et la condition portant sur les flux.
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6.3.3 Présentation des résultats principaux de [47]

Décrivons maintenant les résultats principaux présents dans Particle [47] qui & notre connaissance est le
premier et le seul a avoir traité des problemes de transmission en homogénéisation.

Dans un premier temps, les auteurs considérent un domaine D borné quelconque (assez régulier et
simplement connexe) rempli d’un matériau périodique (qui correspond & notre demi-plan Q7) et traitent
un probléme de transmission similaire a (6.52). Ils cherchent alors a dériver des approximations de la
solution exacte us comme nous ’avons fait. Voici les résultats qui sont établis.

e L’approximation g d’ordre 0 est bien solution du modele naif que nous avons présenté a la section
précédente : elle vérifie (6.60) avec les conditions de transmission (6.57).

e Pour construire une approximation d’ordre 1, les correcteurs classiques sont ajoutés dans D : u(x) =
Vig(-x) - w(x/d)1p(x). Comme nous I'avons vu, 'ajout de ces correcteurs fait que les conditions
de transmission vérifiée par u; ne sont pas claires. Un correcteur d’interface 5 (appelé boundary
corrector dans Darticle) est alors introduit afin de compenser la différence, de telle sorte que

lus — (tio + dur + 005)|| 1 (BR) = O(0), (6.61)

ou la constante dans le O est indépendante de ¢ et ou Br est une boule de rayon R > 0 incluant
D. Cette estimation est alors utilisée pour montrer que

l[us — (tio + 6wr) || 1 (Bry = O(3Y3), (6.62)

ce qui confirme que g+ du; n’est pas une trés bonne approximation de us prés de interface (erreur
en 6'/2 au lieu de ). A noter que le correcteur s vit dans le milieu périodique et est aussi, voire
davantage, difficile a calculer que la solution exacte.

e Un nouveau correcteur est alors introduit pour ’ordre 2, ce qui permet alors de montrer qu’en fait
Pestimation (6.61) peut étre améliorée en

[us = (o + Sur + 605) || 1 () = O(5*/?), (6.63)
en modifiant la définition de 65 afin qu’il corrige les conditions de transmission a ’ordre 2.

Dans un deuxiéme temps, les auteurs s’intéressent & caractériser la limite de 05 lorsque § tend vers
0 dans le cas particulier ou D est un rectangle qui est choisi de telle sorte que sa frontiére coupe le
milieu périodique de la méme facon quel que soit §, pour éviter les problémes que nous avons décrit a
la remarque 6.15. Il est alors démontré que 65 converge fortement dans LZ _ vers une limite 6,. Cette
derniére est caractérisée par un probleme de transmission posé cette fois-ci dans le milieu homogénéisé
(contrairement a 65 qui vérifie un probléme de transmission dans le milieu périodique). Cependant, aucune

estimation d’erreur entre us et Gy + duy + 60, n’est donnée.

6.3.4 Expériences numériques

Nous allons maintenant faire quelques simulations numériques pour montrer que I’lhomogénéisation clas-
sique n’est pas satisfaisante. Plus précisément, nous allons calculer numériquement la solution exacte us,
la solution homogénéisée ug ainsi que les approximations

0 dans Q~
= ’ 6.64
u(x) {89:]. up(x) - w;(x/0) dans QF, (6.64)

et

0 dans Q~
B 7 6.65
u2(X) {8x_jzkuo(x) . ij(x/é) dans QF, ( )

Mentionnons d’emblée que la résolution numérique du probléme homogénéisé (6.60) et surtout du
probléme exact (6.52) est délicate, principalement pour deux raisons : nous sommes en domaine non
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borné et que nous sommes en présence de coefficients périodiques, difficultés qui s’additionnent dans Q+
pour l’équation exacte (6.52). Il est donc nécessaire de recourir & des méthodes numériques spécifiques.
Celles-ci font l'objet du chapitre 9, nous ne les détaillons pas ici. Nous nous contentons de montrer les
différents résultats.

Fixons tout d’abord quelques parameétres. Dans toute la suite, nous prendrons ap = 1 (la valeur dans
Q= dea) et p=1 (ainsi p* = 1 et p§ = 1 sur tout R?). Nous prenons comme source f une gaussienne
tres localisée et centrée en (—0.2,0.5) :

Fx1,10) = e—loo(acl+o.2)2—100(ac?—0.5)27 (z1,72) € R2. (6.66)
Enfin nous considérons comme fréquence w = 2 + 0, 014.

La premieére expérience numérique consiste a prendre un coefficient a régulier mais qui n’est pas
symétrique :
a(yr,y2) = (2+ V2sin 27y ) (4 + V2sin 2mys), (y1,92) €Y. (6.67)

Ce coeflicient est représenté a la figure 6.8. Ensuite, pour § = 1, nous avons représenté a la figure 6.9 la par-
tie réelle de la solution exacte us ainsi que les parties réelles des approximations ug+6ui et ug+dui +06%us.
Qualitativement, nous voyons donc que ’homogénéisation a ’air de marcher (méme pour une valeur de
0 grande). Ensuite, nous avons représenté & la figure 6.10 les parties réelles des différences us — ug et
us — (ug + duy) pour plusieurs valeurs de d. Nous voyons ainsi que l'erreur diminue avec §, mais qu’elle
reste significative pres de 'interface I" et dans le milieu homogene 27, ce qui confirme que I’homogénéisa-
tion classique n’arrive pas a décrire correctement le comportement de la solution pres de l'interface (cela
sera encore plus visible sur la prochaine expérience). Cela montre aussi un autre phénomeéne spécifique
aux problémes de transmission : 'homogénéisation classique décrit également mal le comportement de la
solution dans le milieu homogene. Enfin, & la figure 6.11, nous avons tracé en échelle log-log 'erreur H'!
entre us et ug-+0du; pour plusieurs valeurs de . Nous retrouvons bien la convergence (6.62) en 6'/2 de [47].

1
16
0.8 14
12
0.6
10
0.4
0.2
0
0 0.5 1

FIGURE 6.8 — Le coefficient périodique (2 4 v/2sin 27y, )(4 + v/2sin 27y) pour (y1,y2) € Y.

(o2}

N Ao

La deuxiéme expérience numérique consiste & prendre un coefficient périodique moins régulier que le
précédent :

a<y17y2> =2+ 1y1+y2>1(y17y2)a (ylayQ) S Y7 (668)

(plus exactement a est prolongé par périodicité sur tout R?). Ce coefficient est représenté a la figure 6.12.
L’une des conséquences de ce choix est que le milieu homogénéisé effectif est beaucoup plus anisotrope que
lors de l'expérience précédente. Nous avons représenté a la figure 6.13 les parties réelles des différences
us — ug et us — (ug + duy) pour plusieurs valeurs de §. Cela confirme les conclusions de 1’expérience
précédente, en accentuant méme le fait que ’approximation n’est pas bonne proche de l'interface I'.
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FIGURE 6.9 — Parties réelles de la solution exacte u; et des approximations ug, ug~+du1 et ug+oui +62us
pour 6 = 1 (de haut en bas).
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FIGURE 6.10 — Parties réelles de la différence us — up (colonne de gauche) et us — (up + duq) (colonne de
droite) pour ¢ € {1,0.5,0.25,0.125} (de haut en bas).
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FIGURE 6.11 — Courbe de convergence en échelle log-log de I'erreur H'! entre la solution exacte us et
U + Ouq.

FIGURE 6.12 — Le coefficient a(y1,y2) = 2+ 1y, 44,>1(Y1, y2) pour (y1,92) € Y.
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FIGURE 6.13 — Parties réelles de la différence us — ug (colonne de gauche) et us — (up + duq) (colonne de
droite) pour ¢ € {1,0.5,0.25,0.125} (de haut en bas).



6.A Annexe : matrices homogénéisées explicites

Nous présentons ici quelques situations ot la matrice homogénéisée A* définie par (6.22) est explicite.
Ces exemples sont tirés de [64,125].

e En dimension d = 1, A* = (1/A)~! . Par exemple pour A(y) = a+ sin(2mry) avec a > > 0, nous

obtenons a* = /a2 — 2.

e En dimension d = 2, pour un milieu stratifié dans la direction y;, c’est-a-dire que les a;; ne dépendent
que de y;, nous avons

aty = (1/an) ™",

* a12
ajy = aj; <a11> )

X « /a2 (6.69)
Ao = Q11 \ — />

* ok
A1oQ aioa
* 1221 12421
a22 = <a22> —|— ¥ — < > .
aqq a1

En particulier, pour oy > 81 > 0 et ag > B2 > 0 et en prenant

a11(y) = a1 + By sin(2myy),
a12(y) = a2 (y) =0, (6.70)

azn(y) = az + f2sin(2my,),
nous obtenons
2 2
* o — B
P ) -

e Toujours en dimension d = 2, considérons un damier défini par A(y) = a(y)I2 avec

cp poury; <0.5et yo <0.5
co pour y; < 0.5et yo >0.5

aly) == (6.72)
c1 pour y1 > 0.5 et yo < 0.5

cog pour y; > 0.5 et yo > 0.5
avec c1,co > 0. Alors A* = \/cicals.

e En dimension d quelconque, considérons A & variable séparées A(y) = a1(y1)az(y2) - - aq(ya)lq ol
les a; sont 1-périodiques. Alors A* = diag(aj,...,a};) avec

ar = (/Ola,)l <a1a"’azad> (6.73)

Par exemple, en dimension d = 2, pour oy > 1 > 0 et ag > P2 > 0 et en prenant

ai(y) = a1 + 1 sin(2myy),

.74
as(y) = ag + Basin(2my2), (6.74)

nous obtenons
A = |2Vl = B 0 . (6.75)
0 a1/ OZ% — ﬂ%
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6.B Annexe : démonstration de la proposition 6.7 via les ondes
de Bloch

Comme nous 'avons vu, le résultat de la proposition 6.7 est peu présent dans la littérature sur ’homo-
généisation. Nous en avons donné une démonstration directement inspirée de [5,171] mais nous en avons
trouvé une autre qui utilise des résultats sur I’lhomogénéisation par ondes de Bloch.

L’homogénéisation par ondes de Bloch est une approche alternative a la technique des développements
a deux échelles permettant de retrouver la plupart des résultats classiques présentés dans ce chapitre, dont
la proposition 6.7. Cette approche n’est valable que lorsque la matrice A est symétrique, ce que nous sup-
posons dans cette partie. Nous renvoyons le lecteur a [6,73,74,241] pour plus de détails sur cette méthode.
Pour n € RY, considérons Ly y 'opérateur de décalage défini par

Lyy =~ (aayj + im) [ajk(y) (aayj + mkﬂ ; (6.76)

c’est-a-dire défini de maniere faible par

a0

Ou
n 1 1 = i —_— i) ] .
<Ly,yu7 U>H (Y)xH(Y) ,/Y ajk(y) (8:(]] + ”7]> U(y) <ayk + an) U(y) dy» (6 77)
pour tout (u,v) € H} (Y)?.

Par symétrie, cet opérateur est auto-adjoint et a de plus une résolvante compacte. Il admet donc une
suite de valeurs propres (A?),>1 de multiplicité finie et il existe une famille vecteurs propres (¢7)n>1
dans Hﬁl(Y) associés tels que

(6.78)

A?<A3<-~-<)\Z<---—>+OO
(¢")n>1 est une base orthonormée de L(Y).

Concentrons-nous sur la premiére valeur propre A]. Nous disposons du résultat de régularité suivant.

Proposition 6.16. Il existe un voisinage O de n = 0 tel que \] est analytique pour n € O et il existe
un vecteur propre correspondant ¢ tel que n € O — ¢ € Hﬁ1 (Y) est analytique.

Nous considérons donc dans la suite le vecteur propre ¢ associé & \] qui est régulier.

Il est clair en prenant n = 0 dans (6.77) que ¢{|,=0 = 1. Nous pouvons aussi montrer que A/ = A;"
donc toutes ses dérivées d’ordre impair s’annule en 1 = 0 : pour tout a € NV tel que |a| est impair nous

avons
"N |p=0 = 0. (6.79)

L’étape suivante est de dériver 'équation (Ly , — A])@] = 0 par rapport a 7. Il est utile & ce stade
d’écrire 'opérateur de shift Ly yn défini par (6.76) de maniére quadratique :

Lyyn = Lyy +in;L; + njneajr, (6.80)
h Lyt = a0 22 + 2 (ajuly)e) (6.81)
§P = ik\Y Y dun k(Y . .

Premier ordre Dérivons une premiére fois (Ly y — A{)¢] = 0. Nous obtenons
0j(Lyy = M)o1 + (Lyy = A)0;¢7 = 0. (6.82)

Puisque 9;A{|;,=0 = 0 d’aprés (6.79), évaluer (6.82) en = 0 conduit & Ly y0;¢7|y=0 = 19y, ajr(y). Nous
reconnaissons alors le premier probléme de cellule (6.15), donc 9;¢7|,=0 = iw; & une constante preés. Il
est possible de montrer que cette constante n’intervient pas dans la suite, nous la négligeons donc.
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Deuxiéme ordre Nous obtenons
Ojk(Ly y — XD + 05(Ly  — X))ok + Ok (LY , — N)9;6T + (Ly ,, — A1) = 0. (6.83)

Puisque 05 Ly.y = 2a;(y), effectuer le produit scalaire au sens L? de (6.83) avec ¢] en n = 0 et utiliser
les résultats précédents conduit a

;i\ p=0 = Q/Y a;i(y)dy — /Y (Ljwy, + Lywj) dy = ajy, + ap; = 2ajy, (6.84)

par symétrie. En revenant a (6.83), prendre n = 0 fournit

Ly y0ik ¢! ly=0 = 2(a;r — ajy) + Ljwy + Lyw,

L) o (6.85)

=2 [ajk —aj; + ajk(y)aiyk + e (ajr(y)9)| ,

en utilisant de nouveau la symétrie des a;; et le fait que L;jwy = Lpw;. C’est I’équation des problémes de
cellules du deuxiéme ordre (6.25) (& un facteur 2 pres), donc 9;;¢7|,,—0 = 26;; toujours & une constante
pres qui n’intervient pas dans la suite et que nous négligerons.

Troisieme ordre Nous obtenons
Ojre(Ly y — A)o{
+ k(LY y — AN))0udT + 0o (LY, — X1)0; 07 + g (LT, — A0k
+ 0j (LY y — MN)Oked] + O (L3 — N)gjp] + 0u(Ly , — AT)0jx ]
+(Lyy — A)Ojredt = 0.

(6.86)

Une nouvelle fois, prendre le produit scalaire de I’équation ci-dessus avec ¢} en n = 0 et utiliser 93¢ Ly y =
0 ainsi que 0,1} |,=0 (d’apreés (6.79)) donne

<6jk(Lg,y - A?)ae(b?a ¢117> + <3ké(L3,y - /\?)ajd)?7 ¢717> + <6€j (Lg/,y - A?)ak(b?a ¢117>

—A(j,k,0)
(6.87)
+(05(LY y = X Oked, &) + (Ok(Ly y — M)0ejd107) + (Oe(Ly y — N)Ojd], ¢1) =
=B(j,k,0)
En utilisant 0;y, Ly y = 2ajx, Ojx\]|n=0 = 2a;, et 0;¢]|,=0 = iw; nous obtenons
A(j, k, 0) = Zi/ [a;kwe + agew; + agjwg] dy, (6.88)
Y

car la moyenne des w; est nulle. En utilisant maintenant 0;Ly,y|,=0 = iL;, 9;A]|n=0 = 0 et 0jr¢7 |y=0 =
20,1, nous avons

B(j,k,l) = Qi/ [LjOke + Libej + Lebji] dy
Y

= 2i/ aym 2 4 4, 90 g, D0 | (o)
- v jm ay Apm 7 aym Im aym Y.
Nous avons donc
1 . ) 08, O0e 00,
5 Im(A(j, k, £) + B(j, k,£)) = /Y [ajsz + aom D + apew; + ajm . + arjwg + +akm ay:L dy
= Cjkt + Ckej + Cokj-
(6.90)
Or A(j, k,¢) + B(j,k,£) = 0 d’aprés (6.87). Nous avons donc
Cike + Crej + cory = 0, (6.91)

pour tout (i,7,k) € {1,..., N}?, ce qui implique bien le résultat de la proposition 6.7.
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7.A Annexe : faisceaux d’opérateurs dépendant polynomialement d’un para-

Avec ce chapitre, nous rentrons dans le coeur de cette partie du manuscrit. Rappelons (voir le chapitre
précédent, section 6.3) que nous nous intéressons & un probléme de transmission entre deux demi-plans,
I'un étant un milieu homogene et ’autre un milieu périodique. Puisque la théorie classique de ’homogé-
néisation ne permet pas de décrire précisément ce qu’il se passe a l'interface entre les deux milieux, nous
allons donc devoir recourir & une autre méthode pour analyser plus finement les phénomenes a l'interface.

La technique que nous allons utiliser est celle des développements asymptotiques raccordés. Celle-
ci consiste a effectuer des développements asymptotiques, qui peuvent étre de natures différentes, dans
plusieurs zones, ces développements devant coincider sur des zones intermédiaires dites zones de raccord.
Dans notre cas, nous allons introduire deux développements asymptotiques différents de chaque c6té
de linterface. Du c6té du milieu périodique, nous utilisons bien entendu les développements double-
échelle de 'homogénéisation classique vus au chapitre précédent. Nous effectuons également un troisieme
développement pres de Uinterface. Ces trois développements devront alors coincider sur deux zones de
raccord.

Nos travaux different donc de ceux présents dans [47] et décrits & la section 6.3.3. Nous ne cherchons
pas a construire des correcteurs d’interface mais plusieurs développements asymptotiques dans des zones
différentes. Notamment, il y a deux nouveautés dans notre approche : (1) un développement asymptotique
proche de l'interface et (2) un développement asymptotique dans le milieu homogéne.

Signalons tout de méme que tout ce qui va étre développé dans la suite grace aux développements
asymptotiques raccordés aurait aussi pu ’étre en utilisant la méthode des développements multi-échelles
(ces deux méthodes sont en fait « équivalentes », voir par exemple [224] ol ces deux méthodes sont
comparées).

La méthode des développements asymptotiques a d’abord été développé par Van Dyke pour des
problémes de perturbations en mécaniques des fluides [226] et a depuis fait 'objet de trés nombreux
travaux, que ce soit pour la formaliser et I’étudier (voir par exemple les ouvrages [122,165]) ou 'utiliser
pour des problemes de mathématiques appliquées. Sans étre exhaustif, mentionnons quelques travaux
proches de notre thématique, comme la dérivation de conditions limites approchées pour la diffraction
par un obstacle fortement conducteur ou recouvert d’une couche mince conductrice [15,48,110,111,112]
ou la diffraction d’ondes par des fentes, des fils minces ou des petits obstacles [66,130, 131, 132, 164].
Enfin les travaux concernant la diffraction par un obstacle rugueux ou recouvert par une couche mince
périodique [1,54,194] ou les conditions de transmission approchées pour la diffraction par des couches
minces (périodiques ou non) [67,84,85,86,203] sont assez proches dans l'esprit de ce que nous allons faire.

L’étude que nous allons poursuivre se divise en trois chapitres. Celui-ci, le premier, est consacré
a I'étude des différents développements asymptotiques que nous allons considérer, a leur raccord et a
analyser lerreur entre ces développements et la solution exacte. Le second est consacré a la dérivation
de conditions de transmission d’ordre élevé. Enfin, le troisieme est dévolu au calcul numérique de ces
conditions et de la solution approchée.

7.1 Méthodologie et dérivation des équations

7.1.1 Le probléme de transmission

Nous reprenons exactement le probléeme de transmission du chapitre précédent, section 6.3.1. Rappelons
juste ici qu’il s’agit d’un probléme de transmission entre deux demi-plans QF = R% x R C R? séparés
par une interface I' := {0} x R qui s’écrit

-V [a (%) Vu(;(x)} —w?p (%) us(x) = f(x), x € R? (7.1)

ott f € L%(R) est un terme source & support compact inclus dans Q= et olt a et p sont des fonctions
décrites & la section 6.3.1 (voir également la figure 6.7).
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Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, il n’est pas possible d’utiliser le développement asymp-
totique double-échelle de 'homogénéisation qui serait valide dans tout le domaine. Nous allons donc in-
troduire plusieurs développements asymptotiques de la solution us dans différentes zones. Tout d’abord,
nous allons reprendre le développement double-échelle qui décrira le comportement de la solution loin
de linterface a droite. Nous 'appelons champ lointain périodique. Nous introduisons également un autre
développement asymptotique qui décrit le comportement de la solution loin de l'interface & gauche qui
ne fera intervenir qu’une seule échelle. Nous 'appelons champ lointain homogéne. Enfin, un dernier dé-
veloppement asymptotique est également introduit afin de décrire le comportement de la solution proche
de 'interface I'. Nous 'appelons champ proche. Bien entendu, ce développement ne dépendra pas de la
méme fagon de la variable longitudinale x; et de la variable transverse x,. Nous renvoyons a la figure
7.1 pour visualiser les différentes zones de ces développements. Enfin, comme tous ces développements
sont censés décrire le comportement d’une seule et méme fonction, ils doivent vérifier des conditions de
raccord dans des zones intermédiaires.

Nous allons maintenant décrire précisément les trois développements asymptotiques et nous allons
donner les équations vérifiées par les différents termes de ces développements. Insistons sur le fait que ces
calculs seront formels (notamment au niveau des inversions série/dérivée) et notre démarche sera justifiée
a posteriori par une estimation d’erreur.

Champ proche

Ch. lointain homogene Ch. lointain périodique
s O Ox90 O O O OO
vz O O[O0 O 00 0O
s
2500557 O OO0 O O O O O
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FIGURE 7.1 — Les différentes zones de champ lointain, de champ proche et de raccords (en hachuré)

7.1.2 Termes de champ lointain homogéne

Comme annoncé plus haut, nous allons introduire un développement dans la zone homogene 2_. Dans
cette zone, loin de I'interface (nous préciserons dans une section ultérieure ce que I'on entend par « loin »),
nous postulons un simple développement en puissance entiere de la forme

+oo
us(x) = Z Py (x), u, € HY(Q7). (7.2)
k=0

Pour k > 0, la fonction u, est appelée terme de champ lointain homogeéne da l’ordre k.
En substituant us dans (7.1) par (7.2) puis en identifiant (formellement) les puissances de ¢, nous

161



obtenons directement la famille d’équations

f pour k=0,

dans Q_. (7.3)
0 pourk=>1,

—apAu, — wzpou; = {

Ces équations ne suffisent évidemment pas a déterminer enticrement les u, : il manque des conditions
sur I' qui seront fournies par les conditions de raccord.

Nous supposons que chacun de ces termes est suffisamment régulier proche de l'interface, ce qui sera
justifié a posteriori.
7.1.3 Termes de champ lointain périodique

La zone périodique Q7 reléve de la théorie de 'homogénéisation décrite au chapitre précédent. Nous
faisons donc 'ansatz classique dans la méthode d’homogénéisation double-échelle :

+oo
us(x) = Zékuz (x, %) , uf € HY(Qt xY), (7.4)
k=0

ou les u$ sont périodiques par rapport & la variable rapide y = x/§. L’ansatz ci-dessus vaudra unique-
ment loin de Vinterface (ici encore, la notion de « loin » sera précisée plus tard). Pour k& > 0, la fonction
uz est qualifiée de terme de champ lointain périodique a l’ordre k.

L’étude de ces différents termes a déja été faite au chapitre précédent pour les trois premiers termes

uar, ui" et ug' . Rappelons ici les principaux résultats.

e Le champ uj ne dépend pas de la variable rapide y : ug (x,y) = 4g (x). Le champ 4 est solution
de I’équation homogénéisée (voir (6.21)) donnée par

—V - [A*Vaf (x)] — wp i (x) =0, x et (7.5)

ol p* = [}, p et ot A* = (aj;) est la matrice homogénéisée définie par (6.22) et qui, puisque a est
une fonction scalaire, s’écrit plus simplement ici comme

i = [ a)0,u5) +55)dy. (7:6)
Y
ou les w; sont les deux solutions des problemes de cellules (6.15) s’écrivant ici
w; € Hul(Y) telle que Ly yw; = 0y,a. (7.7

Ici, Ly yu = —Vy - (aVyu). Rappelons que la matrice homogénéisée A* est symétrique définie
positive et que p* > 0 (voir la proposition 6.5).

e Le champ u] s’écrit
ul (%,y) = Vg (x) - w(y) + iy (x), (7.8)

avec w = (wi,ws)T et ot @] le champ moyenné indépendant de y solution de I’équation homogé-
néisée
-V [A*Va] (x)] —w?praf(x) =0,  xeQf. (7.9)
Le fait que le second membre de cette équation soit nul est justifié par la proposition 6.7.
e Le champ uj s’écrit

uz (%,y) = Vx - (0(y) Vil (x)) + Vi (x) - w(y) + w?iig (x)y(y) + i3 (%), (7.10)
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ott 715 est le champ moyenné de uy indépendant de y, ot © = (0;5) avec 6;; sont les quatre solutions
des problemes de cellules (6.25) s’écrivant ici

05 € Hﬁl Y) telle que Ly y0i; = ady,w; + 0y, (aw;) + dija — aj;, (7.11)

et ou v est solution du probleme de cellule

v € Hﬂl (Y) telle que Lyyy=p—p", (7.12)

Remarque 7.1. Puisque a est scalaire, nous avons 015 = 6s;.

Les deux équations homogénéisées (7.5) et (7.9) ne suffisent pas & déterminer entierement les termes
de champ lointain périodique ﬁsr, ﬁf et a;, il manque des conditions sur I' qui seront fournies grace aux

conditions de raccord.

Nous supposons que chacun de ces termes est suffisamment régulier proche de l'interface, ce qui sera
justifié a posteriori.

Remarque 7.2. Nous ne donnons pas I’équation homogénéisée pour le champ moyenné ﬁ;‘ car nous n’allons

faire que 1’étude a 'ordre 1 dans la suite.

7.1.4 Termes de champ proche

Proche de linterface I" (la notion de « proche » sera précisée plus tard), nous cherchons & approcher le
champ exact ug en postulant un développement de la forme

“+o0
us(x) = kZ:O(SkUk (xg, %, %) , (7.13)

ou les Uy sont 1-périodiques par rapport & la troisiéme variable yo = x5/6 mais pas par rapport a la
deuxiéme variable y; = x1/d. Ainsi, ces fonctions vivent sur R x R x (0,1) en les identifiant a leur res-
triction a une période. Pour k£ > 0, la fonction U} est appelée terme de champ proche da l’ordre k.

Injectons maintenant le développement en champ proche (7.13) de us dans ’équation (7.1). Nous
obtenons alors des calculs trés proches de ceux effectués pour le champ lointain périodique, formellement
cela revient & remplacer 'opérateur Vy par (0,9,,)T car les termes de champ proche sont indépendants
de z1. En d’autres termes, la régle de dérivation (6.7) devient ici

T1 T2 0 1
\% |:U (xz, 5 ?ﬂ = {3120] (z2,y) + gvyv (x2,y). (7.14)
Nous obtenons alors une cascade d’équations proches de (6.10) :

Ly yUy=0
Ly Ui + Ly yUy =0
Ly,yUQ + Zx,yU1 + Zx,xUO =0

(7.15)
Ly,yUn+2 + Zx,y[]n+1 + Zx,xUn =0
ou nous définissons
Ly yu:=—Vy - (aVyu),
Ex,yu = =0y, (a0y,u) — Oy, (a0, u), (7.16)

a2 2
Ly xu = —0,,u—w pu.
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Aux équations (7.15), il faut ajouter une condition : les Uy sont 1-périodiques par rapport & ys. Ainsi,
ces équations sont posées dans la bande infinie B := R x (0, 1), en considérant que zo joue le réle d’un
parameétre.

Le cadre fonctionnel adéquat pour les équations de (7.15) n’est pas évident & définir. Nous allons en
fait voir qu’il est nécessaire d’autoriser des comportements croissants des Uy lorsque y; tend vers +oo
afin de pouvoir effectuer le raccord. Comme pour les termes de champ lointain, les équations (7.15) ne
suffisent pas a caractériser entierement les différents termes, les conditions manquantes seront fournies
grace aux conditions de raccord.

7.1.5 Conditions de raccord formelles

Nous avons défini a ce stade trois développements asymptotiques, pour 'instant indépendants, de la solu-
tion. Puisqu’ils décrivent le comportement d’une seule et unique fonction us, nous devons faire coincider
ces différents développements dans des zones de raccord. Il y en aura deux : une & gauche de l'interface
qui fera coincider le champ lointain homogene et le champ proche et une a droite de l'interface qui fera
coincider le champ lointain périodique et le champ proche. Pour les champs lointains, ces zones de raccord
correspondent & des zones ou x est proche de I'; c’est-a-dire x1 proche de 0. Pour le champ proche, ces
zones correspondent par contre & des zones o x1/0 est grand.

Afin de formaliser ceci, introduisons une fonction 7: [0,1] — R telle que

La zone de champ proche est alors définie par (—21(0),2n(9)) et les deux zones de raccord & gauche et
a droite respectivement par (—2n(6), —n(0)) et (n(d),2n(d)). Les propriétés (7.17) expriment bien le fait
que les zones de raccord vont correspondre, pour le champ proche & des zones o y; = x1/¢ est grand, et
pour les champs lointains & des zones o x; est petit (proche de 0).

7.1.5.1 Développement des termes de champ lointain au voisinage de l’interface

Puisque les zones de raccord sont proches de I', nous devons comprendre le comportement des termes de
champ lointain au voisinage de cette interface. En supposant que les termes de champ lointain sont assez
réguliers proche de I', nous allons bien entendu utiliser des développements de Taylor.

Pour les termes de champ lointain homogene dans 2~ avec x; proche de I' nous avons

2
ug () + By (%) + 0%z (%) = g |r(w2) + 2100, 45 I (22) + 202, g e (02) + O(ad)
+6 [ug |1 (2) + 2100, u |r(22) + O(22)] (7.18)

+ (52 [u;lp(l'z) + O(xl)] .
En substituant 7 = dy; et en regroupant les puissances de §, nous obtenons
Uy (%) + duy (x) + %uy (x) = qq (x2) + 0q; (w2,91) + 0%[az (w2, y1) + kg (22,51)] + O(8%),  (7.19)

oll nous avons posé
qo (2) == ug |r(22),
q; (v2,91) == uy |r(z2) + y10, uq |0 (72),

@5 (22, 91) = uy |0 (22) + 1100, uy |0 (22) (7.20)

121121”6 |F(I2)

?J% 2
o (T2,y1) := 38
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Pour les termes de champ lointain périodique, nous avons également, en considérant dans un premier
temps seulement les termes moyennés :

ag (x) + 64 (x) + 6%ag (x) = 4 [r(x2) + 2104, 4 | (22) + 1 202 4 |r(z2) + O(a))

8 [6Fle(oa) + 21001 ) + O] (7.21)
+ 62 [03 [r(z2) + O(z1)] .
Or les termes de champ lointain périodique vérifient
ug (x,y) + ouf (x,y) + 6%z (x) = 4 (x) + 0[Vxag (x) - w(y) +af (x)]
+0%[Vi ( ¥) Vi (%)) + Vi (x) - w(y) (7.22)
ag (x)7(y) + a3 (x)].
En utilisant le développement ci-dessus et la substitution z1 = dy1, nous obtenons donc
uf () + 8ut (,3) + 0% (%) = i (a2) + 8la (@0, 3) + i (7.2 7o)
+6%[g5 (z2,y) + 113 (v, 2)] + O(8%), '
oll nous avons posé
qg (x2) = tg |r(22),
4 (w2,y) = talr(@2) + (1 + wi(y))ds, 4 1 (z2),
pi (2, y) 1= Oy g |r(22)wa(y),
3 (w2,y) = Uy [r(22) + (Y1 + w1 (), 47 |r(22), (7.24)

2
N y .
13 (y, x2) == wa(y)de, a7 |r(22) + 31 +yrwi(y) + 011(y) | 92,4 |r

+ (2012(y) + y1w2(¥)) 02 4, i |1 + 022(y)02,,, 08 I
+wag (x)y(y)-

Remarquons que nous avons utilisé le fait que 012 = 631 (d’ott la présence du terme en 26015 dans pu*).

7.1.5.2 Raccordement formel

Si nous voulons que le développement en champ lointain homogene et en champ proche coincident, il
faut nécessairement que le comportement pour x; petit des termes de champ lointain homogene donné
par (7.19) coincide avec le comportement lorsque x1/d est grand des termes de champ proche. Plus
précisément, en identifiant (formellement) les puissances de d de (7.13) et (7.19), nous devons donc
imposer que

Uo(x2,y1,y2) qo (22),

~
Y1 —>—00

Ui (w2, 91, y2) a1 (v2,91), (7.25)

~
Y1—>—00

UZ(x27y17y2) ~ WQQ($2»y1)+N5($27y1)7

Yyi——

ol qy, ¢, ¢35 et uy sont définis par (7.20). En particulier, nous voyons qu’il est nécessaire d’autoriser
pour les termes de champ proche des comportements polynomialement croissants lorsque y; tend vers —oc.

En faisant de méme pour le comportement pour x; petit des termes de champ lointain périodique
donné par (7.23), nous devons imposer que

Y1 —+o00

Uo(22,y1,52) ~  qg (z2),
+
1

Ui(z2, 91, 92) A (%2, 91) + py (v, 72) (7.26)

Us(z1,y1,92)  ~ a3 (x2,91) + p3 (y, 22),
Y1 —+00
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ot qf, qf, ni, ¢ et pug sont définis par (7.24). De méme que précédemment, cela montre la nécessité
d’autoriser pour les termes de champ proche des comportements polynémialement croissants, mais égale-
ment oscillants (dus a la présence de termes dépendant des problémes de cellule) lorsque y; tend vers +oc.

A ce stade, il faut donc donner un cadre fonctionnel pour traiter les équations de termes de champ
proche (7.15) qui autorise ces comportements croissants & 1'infini pour les termes de champ proche. C’est
I’objet de la section suivante.

7.1.5.3 Développement global de la solution

Terminons cette section en expliquant comment proposer un développement global de us. Nous introdui-
sons trois fonctions de troncature ¥*, x: R — [0, 1] de classe C* ot

1 pourt > 2, _ 1 pourt < -2, _
T(t) == t) = t =1- ). 7.27
v 0 {0 oL YW {0 O e O S )
Ces fonctions sont représentées sur la figure 7.2.

1.5 r 1 1 1 |
| | I |
| | I |
| | I |

(VR | X l oyt
| | I |
1 | I 1 |
| | I |
| | I |
| | I |
| | I |
| | I |
0.5¢ | | l |
| | I |
| | I |
| | I |
| | I |
| | I |
0 | i l |
| | I |
| | I |
| | I |
| | I |
| | I |

-0.5 | 1 I 1 | ]
-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 7.2 — Les fonctions ¢* (en noir) et la fonction x (en bleu).

Le développement global de us est alors donné par
- +Ook— +Ook T1 T2 + +Ook+ X
us(x) = 5 (21) Y 6y () + xs(21) Y 6T (xz, = ?) + 5 (@)Y 6 (x, 3) . (1.28)
k=0 k=0 k=0
avec 5 (1) = Y (21/1(0)) et xs(21) := x(a1/1(5))-

7.2 Etude des problémes vérifiés par les termes de champ proche

Nous souhaitons maintenant étudier les équations (7.15) caractérisant les termes de champ proche Uy.
Dans celles-ci, la variable x5 joue le réle d’un parametre, c’est pourquoi les problemes que nous étudions
dans cette section ne la font pas intervenir. Nous nous concentrons donc ici sur des problemes de la
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forme : « trouver w périodique par rapport & ys tel que —V - (aVu) = g » posés dans la bande infinie
B =R x (0,1) (voir la figure 7.3). Comme nous l’avons vu lors du raccord formel & la section 7.1.5, nous
souhaitons notamment caractériser le comportement & I'infini de telles solutions.

1

0O 00O

FIGURE 7.3 — La géométrie du probleme dans la bande B

Remarquons ici tout de suite une difficulté propre a notre probleme. Dans des travaux précédents
concernant les couches minces (par exemple [54,67,84,85,86]), le milieu considéré est homogeéne en de-
hors d’un domaine borné. Dans ce cas, il est possible de faire des calculs completement analytiques, par
exemple en développant la solution en série de Fourier. Dans notre cas, le coefficient a est périodique
dans toute la partie droite. Nous ne pouvons donc nous plus attendre a une représentation explicite, ce
qui va nous obliger a recourir a des outils plus théoriques.

Cette section étant relativement longue et dense, nous annongons son plan : dans la section 7.2.1, nous
allons donner les espaces fonctionnels qui nous serviront pour attaquer le probléme (espaces & poids). Ala
section 7.2.2, nous allons présenter la transformée de Floquet-Bloch, transformée adaptée aux problemes
avec des coefficients périodiques, et son adaptation aux espaces a poids qui nous permet de réduire notre
probléme a une famille de problémes dépendant d’un parameétre £. La section suivante 7.2.3 étudie ces
problémes, notamment le comportement des solutions autour ¢ = 0. Cela permet alors de caractériser
précisément le comportement & l'infini des solutions du probléme —V - (aVu) = g, ce qui est fait a la
section 7.2.4. Enfin, la derniere section 7.2.5 présente des résultats d’existence et d’unicité qui seront
utiles pour construire rigoureusement les termes de champ proche dans la suite.

7.2.1 Cadre variationnel standard et espaces a poids

Une premiére question naturelle & propos des problémes (7.15) est de savoir s’ils sont bien posés. Il existe
un cadre variationnel relativement standard pour les problemes de cette forme pour lequel des résultats
d’existence-unicité des solutions sont déja établis.

Nous définissons ’espace fonctionnel V(B) comme un espace de Sobolev a poids s’interprétant comme
I'espace des fonctions de H{ (B) bornées en y; = +oo et périodiques par rapport a y». Plus précisément,
V(B) est défini comme le complété de I'ensemble des fonctions C*°(B) & support compact en y; et 1-
périodique en y, pour la norme a poids

2 — 2, [y
ol = [ 1900 + {520 . (7.29)

qui en fait donc un espace de Banach.

Grace & linégalité de Hardy [199, §7.1.1], nous pouvons montrer que, pour toute forme linéaire
®: V(B) — C telle que ®(1) = 1, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v € V(B) nous
ayons

ol ) < [P +C [ Vo dy. (7.30)
En particulier, (u,v) — ®(u)®(7)+ [ aVu- Vo dy est un produit scalaire sur V(B) équivalent au produit

scalaire associé a la norme |- ||y(y. Le théoréme de Riesz appliqué a ce produit scalaire fournit un résultat
d’existence et d’unicité :

Lemme 7.3. Soit ®: V(B) — C une forme linéaire telle que ®(1) = 1. Pour tout g € V(B)*, il existe
un unique élément u € V(B) tel que ®(u)®(v) + [ aVu - Vody = (g,v) pour tout v € V(B) vérifiant
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®(u) = {g,1). En particulier, si {g,1) = 0, alors il existe un unique élément u € V(B) tel que ®(u) =0
et fB aVuVuvdy = (g,v) pour tout v € V(B).

Malheureusement, ce cadre variationnel est trop restrictif parce qu’il ne permet pas de considérer des
solutions qui ne sont pas bornées a l'infini. Or nous avons vu lors du raccord formel (section 7.1.5) que
les terme de champ proche doivent pouvoir croitre a l'infini. Il faut donc considérer un cadre fonctionnel
plus large.

Dans cette optique, nous nous servons de la théorie de Kondratiev [139] utilisant des espaces & poids.
Introduisons donc pour k € {0,1} et 3 € R les espaces Vﬁ’“ (B) définis comme les complétés de I’ensemble
des fonctions C*°(B) a support compact en y; et 1-périodique en y, pour les normes a poids

lullbocm = le™> ™ uy)Z2s),
2 || p,—27BYy1 2 —27rﬁy1v 2 (731)
||U||vﬁl(B) = |le U(Y)HL?(B) + e U(Y)||L2(B)~
Nous notons (-, >V[§> et (-, '>Vﬁl les produits scalaires canoniques associés respectivement & || - H%/O( ) €t
8
-1 )
(w,v)vo = (e u(y), e > u(y)) 2 (), (u,v) € V5(B)?, (7.32)
et
(u,v)yy = (72 u(y), e >0 (y)) paep) + (e 2 Vuly), e 2NNV u(y)) pam),  (u,v) € V5(B)?,
(7.33)

qui font donc de Vﬁk (B) des espaces de Hilbert.

Pour g > 0, 'espace Vﬁk (B) représente I'espace des fonctions qui sont
e autorisées & croitre quand y; tend vers 400 mais pas plus vite que e27Alv1l ;
e évanescentes quand y; tend vers —oo au moins aussi vite que e~ 27811l

Pour 8 < 0, les roles en +0o et —oo sont inversés.

Nous avons également besoin de considérer I'espace dual V§(B)* de V5 (B) que nous munissons de la
norme du dual :

(g, v)| k(g
||9||VB’€(B)* = sup Hi’ g€ Vg (B)". (7.34)
veVEF(B)\{0} U||v;(3)
Intuitivement, ’espace Vﬁk(B)* est constitué de fonctions peu régulieres qui ont le méme comportement
a linfini que les fonctions de Vfﬁ(B). Par exemple, les fonctions L?(B) & support compact sont dans
VF(B)* et interviennent souvent dans la suite.

Les espaces Vé“(B) font jouer un role différents aux comportements quand y; tend vers —oo et quand

y1 tend vers +oo. En particulier, nous n’avons pas d’inclusions entre VB’C (B) et VB’“,(B) pour des 3 et '
différents. Pour g > 0, nous considérons alors

e l’espace Vﬁk (B)+V* 5(B) constitué de fonctions autorisées a croitre a I'infini mais pas plus vite que
et2m8lvil Jorsque |y;| tend vers 400

e l'espace VBk (B)Nn V_’“B(B ) représente les fonctions évanescentes au voisinage de 'infini tendant vers
0 au moins aussi vite que e~ 2 ?I¥11 lorsque |y, | tend vers +oo.

Ainsi, ce sera dans l'espace V[f(B) + V_’“ﬁ (B) que nous cherchons les différents termes de champ proche,
puisqu’il autorise bien des comportements polynomiaux a l’infini.
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7.2.2 Transformée de Floquet-Bloch dans les espaces a poids

A Dorigine, la théorie de Kondratiev s’intéresse aux problémes dans des géométries singulidres comme des
coins [139, chapitre 6] et fait ainsi un usage intensif de la transformée de Mellin. Pour notre probléme,
nous devons la remplacer par une autre transformée appelée transformée de Floquet-Bloch adaptée a
la structure partiellement périodique de la bande B. Mentionnons que cette approche a déja été utilisée
dans [172,173]. La transformée de Flochet-Bloch est un outil standard pour les problémes faisant intervenir
des coefficients périodiques. Cette transformée a déja été intensivement utilisée pour traiter des problémes
dans des cadres variationnels classiques comme H', mais pas dans nos espaces & poids Vﬁk (B). Nous allons
donc d’une part rappeler la construction de cette transformée dans les espaces classiques L(B) et H!(B)
(nous renvoyons également le lecteur a l'ouvrage de référence [143] ainsi qu'a [99, 103]) et expliquer
comment 1’étendre & nos espaces a poids.

7.2.2.1 Transformée de Floquet-Bloch dans L%, extension a VﬁO(B)

Commencons par définir la transformée de Floquet-Bloch, ou plus précisément la transformée de Floquet-
Bloch partielle en y;, sur un espace de fonctions trés régulieres comme Dy o(B), espace des fonctions de
classe C*° a support compact et 1-périodique selon y». Cette transformation associe a une fonction définie
sur la bande B = Rx (0,1) (de deux variables) une fonction définie sur K := (0,1) x (0,1) x(—1/2,1/2) =
Y % (0,1) (de trois variables).

Définition 7.4. Soit u € Dy o(B). La transformée de Floquet-Bloch (partielle en y1) de u, notée §(u), est
la fonction de L?(K) définie par

FW)(y1,92,€) == D> _ulyr +n,y2)e® ™ W (g ) €Y, €€ (=1/2,1/2). (7.35)
ne”Z
Notons que cette définition a bien un sens puisque la somme ci-dessus est finie, le support de u étant

compact.

Nous souhaitons alors étendre la transformée de Floquet-Bloch & L?(B), en utilisant le fait que Dy »(B)
est dense dans L?(B). Avant de le faire, nous introduisons des espaces qui sont utiles dans la suite. Pour
un intervalle I C R et un espace vectoriel normé (X, || - ||x), nous notons L?(I, X) 'espace des fonctions
u définies sur X x I telles que

lul2 s x, = / (-, 6) % dt < +oo. (7.36)

Dans la suite, nous considérons uniquement I := (—1/2,1/2).

Nous avons alors le résultat classique suivant (voir par exemple [99,103,143]).

Proposition 7.5. La transformée de Floquet-Bloch se prolonge en une isométrie de L*(B) a L*(I, L?(Y)).
En particulier, nous avons la formule de Parseval

1/2
(u,v) 2By = (§(u), §(v)) L2(1,2(v)) = /1/2<§(u)('7§)73(v)(~,§)>L2(Y) d¢, (7.37)
valable pour tout (u,v) € L2(B)?, ainsi que la formule d’inversion
1/2 A
u(yl + nva) = Su(ylay%g)eizm’g(yqul) dfa (ylva) € Yv ne Za (738)
—1/2

valable pour tout u € L?(B).

Remarque 7.6. La série dans (7.35) converge normalement dans L?(Y).

La proposition suivante énonce quelques propriétés qui montrent que la transformée de Floquet-Bloch
est un outil adapté a la résolution de problémes faisant intervenir des coefficients périodiques.
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Proposition 7.7 (voir [99,103,143]). La transformée de Flogquet-Bloch posséde les propriétés suivantes :

e LElle commute avec la multiplication par une fonction périodique : si p est une fonction L*°(B)
1-périodique par rapport a sa premiere variable, alors

F(pu) (Y1, y2,8) = 1y, y2) (W) (Y1, Y2, §), (y1,92) €Y, (7.39)
pour tout u € L?(B).

e FElle diagonalise les opérateurs de translation 7,: u € L?(B) + u(- +p,-) € L*(B) avec p € Z :

S(rpu) (Y1, 92, €) = T PF (W) (y1,92,€),  (y1,2) €Y, pE L, (7.40)
pour tout u € L*(B).

Expliquons maintenant comment étendre la transformée de Floquet-Bloch a l’espace VBO (B). Consi-
dérons donc u € V(B). Par définition de cet espace, la fonction

G:y € B e 2™Piy(y), (7.41)

est dans L?(B). Nous pouvons donc considérer sa transformée de Floquet-Bloch F(@) € L?(I, L*(Y)).
Cela nous permet donc de définir la transformée de Floquet-Bloch §(u) de w.
Définition 7.8. Soit u € V/?(B). La transformée de Flogquet-Bloch de u est définie comme la fonction
Su € L3(I +iB, L*(Y)) vérifiant

3(“’)(75 + Zﬁ) = S(ﬁ)(7§)7 pour tout g € Ia (742)

ol & € L?(B) est défini par (7.41).

Il est alors immédiat que la transformée de Floquet-Bloch vérifie les propriétés suivantes :

e La transformée de Floquet-Bloch est une isométrie de VﬁO(B) dans L2(I+iB3, L*(Y)). En particulier,
nous avons la formule de Parseval

1/2+i8
(w, v)vo(p) = (§(u), §(v)) L2(14ip,L2(v)) = /1/2 ﬂ(&(u)('»f)a3’(”)('»5)>L2(Y) dg, (7.43)
valable pour tout (u,v) € V§(B)?.
e Nous avons la formule d’inversion
1/2+iB8 )
u(yl + n, y2) = / Su(yla y27£)672m‘-£(y1+n) dga (ylayQ) S }/7 n e Z? (744)
—1/2+ip

valable pour tout u € V/?(B).

7.2.2.2 Transformée de Floquet-Bloch dans Hﬁ{z(B), extension a V/B1 (B)

Puisque nous considérons des conditions périodiques en y2, introduisons Hﬁl’Q(B) le sous-espace de H'(B)
constitué des fonctions qui sont 1-périodiques dans la direction yo. Intéressons-nous maintenant a la
restriction de la transformée de Floquet-Bloch a H;72(B)7 vu comme un sous-espace de L?(B).

Proposition 7.9 (voir [99,103,143]). La transformée de Floguet-Bloch a les propriétés suivantes :
e Pour u € HY(B), nous avons la régle de dérivation
F(Vu)(€) = (V —2inger)§(u)(§), &€ (-1/2,1/2). (7.45)
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o Elle réalise une isométrie entre H;’Q(B) et LQ(I,Hﬂ1 (Y)) (rappelons que Hﬁl(Y) est le sous-espace
de HY(Y) constitué des fonctions Y -périodiques), nous avons en particulier la formule de Parseval

1/2

(o)) = (B0 30D ooy = [ F@EOFOCDmndée (.40

—1/2
valable pour tout (u,v) € V3(B)> ot nous définissons

<’a7 A>H£1(Y) = <’0’(? 5)7 @(a §)>L2(Y) + <(v - Qiﬂgel)ﬂ('a 5)7 (v - Qiﬂ-gel)@(" §)>L2(Y)7 (747)
pour tout (4,0) € L*(I, Hﬁ1 (Y)).

Remarque 7.10. Pour u € H'(B), la série dans (7.35) converge normalement dans H'(B).

Remarque 7.11. Le produit scalaire (7.47) définit de maniére canonique un espace Hf1 (Y). Cet espace
dépend de la variable £ mais il faut avoir en téte qu’a £ fixé, Pappartenance a Hg1 (Y) est équivalente &
I’appartenance a Hlil (Y). Notamment, nous avons pour g € H, 51 (B)*

(9, v) 11 (BY* x 1 (B)] (9, V) 51 (BY* x 2 (B) ]
lgllzzs)- = sup ||5 — = sup ||€ . (7.48)
veH! (B)\{0} vl s veH} (B)\{0} vl s

L’extension de la transformée de Floquet-Bloch a V(B) (et donc & son sous-espace V3 (B)) définie
par la définition 7.8 implique alors de maniére immédiate qu’elle réalise une isométrie entre VB1 (B) et
L*(I +4p, H,(Y)). Nous avons en particulier la formule de Parseval

1/2+i8

(u,v)vﬁl(g) = <§(u)’3(v)>L2(I+iﬁH§(Y)) ::/

—1/2+i8

valable pour tout (u,v) € V[}(B)z.

7.2.2.3 Transformée de Floquet-Bloch dans H!(B), extension a Vﬁ1 (B)*
Soit g € H~1(B) ot H-Y(B) := H*(B)* est le dual de H'(B). L’application

he L*(I,H{(Y)) = (9.8 (W) u-1(myx 1 () (7.50)
est une forme linéaire continue. D’apres le théoréme de Riesz, il existe un unique § € L?(I, Hﬁl (Y)*) tel
que

1/2

(9,5 () sr—1(myx i () = <gaB>L2(I,H§(Y)*)><L2(I,Hul(Y)) =/ ) <g(£)aﬁ(§)>H;(Y)*,Hn1(Y) d¢, (7.51)
—1/2

pour tout h € L2(I, Hlil (Y)). Nous définissons alors la transformée de Floquet-Bloch de g € H~!(B) par

$(9) =9, (7.52)
qui définit donc un élément de L*(I, Hy (Y)*).
Remarque 7.12. Pour u € H™'(B), la série dans (7.35) converge normalement dans Hj (B)*.

En prenant le supremum sur h dans (7.51) et en se servant de la formule de Parseval, il est possible
de montrer la proposition suivante.

Proposition 7.13 (voir [99,103,143]). La transformée de Floguet-Bloch est une isométrie de H*(B)
dans L*(I, H{l(Y)*). En particulier, nous avons la formule de Parseval

1/2
lolfsimy = | | I8y d€ (7.59

valable pour tout g € H=1(B).
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Expliquons maintenant comment étendre la transformée de Floquet-Bloch a V3 (B)*. Tout d’abord,
remarquons que g € Vﬁl(B)* si, et seulement si, e2™¥1g € H=1(B), ot1 €275¥1 g est la forme linéaire définie
par

(2™ g, 0) -1y vy = (9, 62”5y10>vé(3)*xv;(3), pour tout v € Hﬁl’Q(Y). (7.54)

Nous définissons alors la transformée de Floquet-Bloch de ¢g € Vﬁl (B)* comme Dl'élément de L?(I —
i3, H} (Y)*) tel que

S(9)(€ —iB) :=F(™g)(¢),  pour tout £ € I. (7.55)

La proposition suivante est alors immédiate.

Proposition 7.14. La transformée de Floquet-Bloch est un isomorphisme de Vﬁl(B)* dans L*(I —
zﬂ,Hﬁl (Y)*). En particulier, nous avons la formule de Parseval

1/2—if
2 _ 2
ol = [, 1896 Olrz o6 (7.56)

valable pour tout g € V3 (B)*.

7.2.2.4 Restriction du support et calcul analytique

Comme nous 'avons vu, il n’y a pas d’inclusions entre Vﬂk (B) et Vﬁk, (B) pour des et 5’ différents ce qui
empéche tout espoir de pouvoir faire du calcul différentiel par rapport a la variable de Floquet-Bloch &.
Cependant, cela devient possible si nous considérons seulement des fonctions dont le support est inclus
dans By := Ry x (0,1). Cela ne sera pas tellement génant : comme expliqué dans l'introduction de
cette section, c’est surtout la partie périodique a droite de B qui pose probleme dans I’analyse, la partie
homogene a gauche se traitant de maniére analytique.

Considérons donc u € VB1 (B) dont le support est inclus dans By, avec 8 > 0 (u est donc autorisée &

croitre quand y; tend vers +o0o mais pas plus vite que e2™¥1). Nous notons u € Vﬁ1 (B4+). Nous avons les
résultats suivants.

Lemme 7.15. Soit u € Vj(By). Alors u € V,(By.) pour tout ' > f.

Ve . re . — / — — /7
Démonstration. En écrivant e 278 vt = ¢=27Ay1=27(8'=F)u1  pous avons

/|6’2’T5"1“U(y)|2dy</+ |20y (y)[2|e 27 =2 4y
B B

< Cllulido ) < +oo,

(7.57)

puisque 3’ — 8 > 0, donc u € Vﬂo,(B ). En faisant le méme raisonnement sur les dérivées nous avons bien
u € V3 (B). O

Nous pouvons donc définir F(u)(£) pour tout £ € C tel que Im¢ > 3. Nous disposons alors du résultat
de régularité suivant.

Proposition 7.16. Soit u € Vﬁl (By). Alors §(u) est analytique dans le demi-plan {Im& > } := {£ €
C : Im¢ > B} d valeurs dans L*(Y).

Cette proposition se déduit immédiatement du corollaire du théoréme de Morera suivant :

Corollaire 7.17. Soit (u,,), une suite de fonctions définie sur {Im& > B} a valeurs dans L2(Y) telle que
u(z) ==Y, ez un(z) converge dans L2(Y) pour tout z € {Im¢ > B}. Si uy, est analytique sur {Im& > B}
pour tout n € N et si pour tout compact K inclus dans {Im & > B}, la série

> sup un(2)[ 72y, (7.58)
eK

neN”

converge, alors u est analytique sur {Im & > B} a valeurs dans L?(Y).
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Démonstration. Par convergence dominée il est clair que u est continue sur K. D’apres le théoreme de Mo-
rera (voir [199, théoréme 10.17]), il suffit de montrer que pour tout triangle A C K, [, ||u(z)||2L2(Y> dz =
0. Nous avons

| = [ | wla

car |, oA Un(z)dz = 0 d’apreés le théoréme de Cauchy puisque un(+) est analytique sur K. Les inversions
séries-intégrales se justifient simplement par convergence dominée (u,, est borné sur le compact 0A). O

2
=0, (7.59)
L3(Y)

dz:z

L2(Y) neN

IS

neN

Nous pouvons étendre ce genre de propriétés aux éléments de Vl( )* dont le support est aussi inclus
dans B,. Pour de tels g € V,/(B)*, nous noterons g € V,/(B;)* (danb la suite nous utilisons souvent

n=—p5).

Nous disposons également d’un lemme analogue au lemme 7.15 et d’'une caractérisation concrete de
la transformée de Floquet-Bloch qui nous sera utile dans la suite.

Lemme 7.18. Soit g € V,'(By)*. Alors g € Vi (By)* pour tout ' > —n et de plus nous avons

$9) ), v)mp vy xmi(v) = (9 eIV v (B) <V (B) (7.60)
pour tout v € Hﬁl (Y) et pour tout £ € {Im& > —n}.

Démonstration. Le fait que g € an,(B)* pour tout 1’ > —n se démontre de la méme fagon que le lemme
7.15. Soit v € Hﬂl(Y) et £ € {Im¢& > —n}. Par convergence normale de la série dans (7.35), nous pouvons
écrire

<3(9)(f)»v>H;(Y)*xH;(Y) = Z@(yl +n,ys)e 2W5(n+y1) >H1(Y)*><H;(Y)

neN
_ Z g(y1 + n,y2), 6217T£(n+y1)>Hu1 (Y)*xH}(Y) (7.61)
neN O

= (g, €2i”5ylv>vnl(3)*xvn1(3)~
Nous pouvons alors en déduire I’analogue de la proposition 7.16.
Proposition 7.19. Soit g € V,'(B)*. Alors §(g) est analytique sur {Im& > —n} d valeurs dans Hﬁl(Y)*

Démonstration. Soit £ € {Im¢& > —n} et h € C tel que Im(€ 4+ h) > —n. Il suffit alors de remarquer que
d’apres (7.60), nous avons

B — 2im(E4+h)yr _ p2im€yr
<S@K§+—2 3@X£XU> ::<%e . € v> , (7.62)
H{(Y) () Vi (B)*V,;(B)
pour tout v € Hﬁ1 (Y) et que le membre de droite converge dans V,'(B) lorsque A tend vers 0. O

7.2.3 Famille d’opérateurs dépendants de la variable de Floquet-Bloch
Rappelons que nous voulons étudier des problémes du type —V - (aVu) = g avec u € Vﬁl(BJr). Bien
entendu, nous souhaitons appliquer la transformée de Floquet-Bloch a cette équation.

7.2.3.1 Réduction a une famille d’opérateurs dépendants de ¢

Soit § > 0 et soit u € V4 (By). Considérons —V-(aVu) qui définit une forme linéaire continue sur V! ;(B)
par

(-V - (aVu),v)Viﬁ(B)*leﬁ(B) = /Ba(y)Vu( ) - Vu(y)dy,, vE V_lﬁ(B), (7.63)
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puisque [ a(y)Vu(y) - Vo(y) dy < Clle™ ' Vull2(p)l|e?? V| L2 (5) < Cllullvispllvllv (s,)- Remar-
quons immédiatement que supp g C By puisque suppu C B..

Nous avons alors la proposition suivante qui donne explicitement la transformée de Floquet-Bloch de
-V - (aVu) € V}B(B+)*.

Proposition 7.20. Soit u € Vg (By). Alors pour tout & € {Im& > B} et pour tout v € H}(Y) nous
avons

F(=V- (aVU))(§)>v>H;<Y)*,H;(y> = /YG(Y)(V — 2inée))F(u)(y, &) - (V + 2irter )o(y)dy.  (7.64)
Démonstration. Soit £ € {Im& > B} et v € Hﬁl(Y) D’apres (7.60) (avec n = —f3), nous avons

(§(=V - (aVw)(€),v) my vy, mr (v) = <*V : (aVU)’mv>vgﬁ<B)*,Viﬁ<B>

= [ a)vuty) - ViETEu(y)ay.

- /B a(y)Valy) - [T (V + 2inéer)oly)|dy, (7.65)
= [ ) Tuly) (7 + 2imenoly)dy.

- /B a(y)(V — 2inée,) [ W u(y)] - (V + 2inéer Ju(y)dy,

ou les deux derniéres égalités s’obtiennent en utilisant

\% [62”5?/1 w} = 2™V + 2in€e? ™ Viwe;. (7.66)

En découpant alors la bande B en B = | Y + ne;p et puisque v est Y-périodique, nous avons

nez
(F(=V - (aVu))(§), U>Hn1(Y)*,Hﬁ1(Y)

= /Y a(y)(V — 2inéey)[e*™ W u(yy +n,y0)] - (V + 2inéer)0(y) dy.
nez

(7.67)

Enfin, en utilisant le théoréme de convergence dominée, nous pouvons intervertir la somme et I'intégrale,
ce qui fait bien apparaitre la transformée de Floquet-Bloch de u :

B - @) )y vz = [ ¥V = 2imten)§(u)(3.6) - (V + 2imten)uly) dy, (769
ce qui acheve la démonstration. O

A priori, pour un u € Vﬁl(BJr) quelconque, —V - (aVu) € V_lﬁ(BJr), c’est-a-dire que V - (aVu)
croit exponentiellement quand y; tend vers 4oco. Cependant, comme nous allons le voir quand nous
appliquerons les résultats de cette section aux équations vérifiées par les termes de champ proche dans
la section 7.3, les seconds membres seront exponentiellement décroissants. C’est pourquoi a partir de
maintenant, nous supposerons que g € Vﬂ1 (By)*c V! 3 (B+)* et nous nous intéressons alors a I’équation

trouver u € Vﬁl(BjL) telle que —V - (aVu) = g avec g € Vﬁl (B4)* donné. (7.69)

En appliquant la transformée de Floquet-Bloch a cette équation et en utilisant la proposition précédente,
elle peut alors s’écrire

AT (u)(§) =3(9)(§),  pour tout § € {Im& > 5}, (7.70)
olt A(€) est I'opérateur continu de H, (V) dans Hj (Y)* défini par

(A(&)v, w>Hul(Y)*><Hul(Y) = /YG(Y)(V —2im€er )u(y) - (V + 2iméer)w(y) dy, (7.71)
pour tout (v,w) € Hf(Y).
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7.2.3.2 Etude des propriétés de l’opérateur A(¢)

Nous savons d’une part d’apres le lemme 7.16 que §(u) est analytique sur {Im¢ > S} et d’autre part
d’apreés le lemme 7.19 (avec n = f et non plus n = —f) que F(g) est analytique sur {Im¢ > —j3} (et non
seulement sur {Im¢ > 3} si nous avions seulement supposé que g € V! 5(B+)*). Comme nous allons le
voir dans la suite, A est analytique sur tout C donc & — A(€)F(u) () est analytique sur {Im & > S}. Ainsi,
F(u) est analytique sauf aux points ot A n’est pas inversible. Ces points étant isolés (comme nous allons
le voir plus bas), cela montre en fait que §(u) est méromorphe dans la bande {Im¢ > S} N{Im¢ > —5}.

Commencons par lister quelques-unes des propriétés de A.

1. Tout d’abord, étudions .A(0). Nous avons, pour tout (v, w) € Hﬁl(Y)7

A0y vy ) = [ o) Voly) - Vay)ay. (7.72)

C’est donc l'opérateur associé a la formulation variationnelle de problémes du type —V - (aVu) = h
posé sur Y avec des conditions périodiques. C’est donc un opérateur de type Fredholm d’indice 0
dont le noyau est de dimension 1 et engendré par les constantes.

2. Pour tout £ € C, 'opérateur A(£) — A(0) est compact, puisque pour tout (v,w) € Hﬁl(Y)7

((A(E) — A(O))’U7w>Hul(Y)*><Hnl(y) = (27r)2§2<v,w>L2(y) + 2im€ ((vel, Vw) r2(y) — (Vv,we1>Lz(y)) ,

(7.73)
et que chacun de trois termes est compact. Par conséquent, A(§) = A(0) + (A(£) — A(0)) étant la
somme d’un opérateur compact et d'un opérateur de type Fredholm, il est de type Fredholm et ceci
pour tout £ € C.

3. L’application £ — A(&) est analytique sur C, puisque A(§) dépend simplement de £, de maniére
quadratique. En particulier, une conséquence de I'analycité est que l'indice de A(€) est constant

(voir par exemple [138, §A.8]), donc A(§) est d’indice 0 pour tout £ € C.

4. Pour £ € R, A(§) est auto-adjoint. En effet, pour tout (v, w) € Hﬁ1 (Y') nous avons

A0y cryr) = [ aly) T+ Zimgenaly) - (V= 2imenuly) dy

— [ a(¥ - 2ingeuly) (v + 2ingeryiyyay (T
Y
= <A(£)wav>Hn1(Y)*><Hﬁl(Y)'
En particulier, nous retrouvons le fait qu’il est d’indice 0 pour & € R.
5. Toujours pour £ € R, nous avons pour u € Hﬁ1 (Y)
(A&, U)H;(Y)*xH;(Y) = /YG(Y>|(V - 2i7T561>U(Y)|2 dy. (7.75)

Par coercivité de a, cela montre que A(€) est injectif pour tout £ € R* et donc inversible puisqu’il
est de type Fredholm d’indice O.

Gréce a toutes ces propriétés, nous pouvons en déduire le résultat suivant qui découle directement du
théoréme de Steinberg [212].

Proposition 7.21. I existe v > 0 tel que A(§) est inversible sur le rectangle [—1/2,1/2] x [—v,7] sauf
en & =0 ou il admet une valeur propre de multiplicité 1.
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7.2.3.3 Etude de P’inverse de A(¢) autour de ¢ = 0

Nous étudions maintenant plus en détails A(£)~!, notamment prés de € = 0. Cette étude rentre dans
le cadre des faisceaux d’opérateurs (operator pencils) dépendant polynomialement d’un parameétre. Nous
renvoyons & 'annexe 7.A ainsi qu’au chapitre 5 de [139] et aux références qu’il contient pour plus de détails.

Les outils pour étudier le comportement de A(£) autour de £ = 0 sont les chaines de Jordan. Rappelons
(voir annexe 7.A ou [139, §5.1.1]) qu’une chaine de Jordan de taille m + 1 associée & & — A(§) en £ =0
est une suite (¢o, ¢1,...dm) € Hﬁl(Y)m+1 telle que

7.1
Y OEA0)do—q =0, (7.76)
=0 &
pour tout ¢ € {0,...,m}. Donnons sans plus attendre la description précise des chaines de Jordan

associées & A(€) en £ = 0, qui font le lien avec la théorie de ’homogénéisation.

Proposition 7.22. L’application £ — A(§) admet une chaine de Jordan (¢o, 1) en & = 0 de taille 2,
ou ¢g = 1 est la fonction constante sur'Y et ou ¢1 := —2imw, avec wy la solution du probléme de cellule
(7.7), mais n’admet pas de chaine de Jordan de taille 3 en & = 0.

Démonstration. 1l est clair que les constantes sont dans le noyau de .4(0) donc que ¢g (ou n’importe quel
multiple de ¢g) est une chaine de Jordan de taille 1, c’est-a-dire A(0)¢g = 0. Remarquons ensuite que

(0 A(0)v, w) = 2im /Y a(y)er - (w Vv — v Vw) dy, (7.77)

pour tout (v,w) € Hj(Y)?. Pour chercher une chaine de Jordan de taille 2, il faut trouver ¢; € H;(Y)
solution de A(0)¢1 = —0¢.A(0)¢o, c’est-a-dire

/ a(y)Vér(y) - Vi(y) dy = 2in / aly)er - Vo dy, (7.78)
Y Y

pour tout v € H}(Y). Nous reconnaissons la formulation variationnelle du probleme de cellule (7.7) (a
une constante multiplicative pres dans le second membre et sans la contrainte de la moyenne nulle), dont
une solution particuliere est ¢1 = —2imw; (les autres solutions sont obtenues en ajoutant une constante).
Finalement, (¢g, ¢1) est une chaine de Jordan de taille 2. Nous avons méme démontré que (1o, ¥1) est une
chaine de Jordan de taille 2 si, et seulement si, il existe «, 5 € C tels que g = agg, et Y1 = adi + Sdo.
Supposons maintenant par I'absurde que A(£) admette en £ = 0 une chaine de Jordan de taille 3,
c’est-a-dire qu'il existe ¢ € H(Y) telle que A(0)p2 + 9. A(0)p1 + (1/2)92 A(0)¢o = 0. Comme

(02 A(O)v, w) = (27)? /Y a(y)o(y)a(y) dy (7.79)

pour tout (v, w) € Hul(Y)27 nous avons donc

| )Vor(y) - Vity) dy + 21 |

a(y)er - (5V61 — 61V7) dy + (21)? / a(y)éo(y)o(y) dy. (7.80)
Y Y

pour tout v € Hﬁ1 (Y). En prenant v = ¢g = 1 et en se rappelant que ¢; = —2imwi, nous obtenons

[{ a(y)(9,,w1 + 1) dy = 0. (7.81)

Nous reconnaissons ici le coefficient a3, de la matrice homogénéisée A* (voir (7.6)). Comme aj; # 0 car
A* est définie positive (voir la proposition 6.5), il y a contradiction : A(£) ne peut admettre une chaine
de Jordan de taille 3 en & = 0. O
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Remarque 7.23. L’apparition de termes issus de I’homogénéisation dans les chaines de Jordan est a
rapprocher des calculs par ondes de Bloch qui ont été effectués dans I’annexe 6.B. En effet, ces calculs
sont extrémement similaires & ceux effectués dans la démonstration ci-dessus.

La connaissance des chaines de Jordan nous permet alors de décrire précisément la forme de A(€)
autour de son péle £ = 0 grace au théoreme 7.60 (voir également le théoréme 5.1.1 dans [139]) :

Proposition 7.24. I existe un voisinage O de & = 0 sur lequel nous avons
A(E)™H = €720 + €L + H(6), (7.82)
pour tout & € O\ {0}, ou Iy et IIy sont des opérateurs continus de Hﬁ1 (Y)* dans Hﬁ1 (Y') définis par

HOh - <ha ¢O>¢O et th = <ha ¢0>¢1 + <h7 ¢1>¢07 (783)

pour tout h € Hﬁl (Y)* et ou & — H(E) est une fonction analytique au voisinage de &€ = 0, et a valeur
dans les opérateurs de H}(Y') dans H{(Y)* continus.

7.2.4 Comportements a I’infini

Grace a I’étude qui vient d’étre faite, nous pouvons décrire précisément le comportement lorsque y; tend
vers 00 des solutions des problémes (7.69).

Nous avons vu apparaitre un poids particulier v dans 1’énoncé de la proposition 7.21. Introduisons
alors un cadre fonctionnel & poids dépendant de ce nombre en définissant, pour k € {0,1}, les espaces
suivants :

VEB):=VE(B)+V* (B) et  VHB):=V{ (B)NVF(B), (7.84)

que nous avions déja présentés a la fin de la section 7.2.1. Rappelons que ’espace Vf(B) doit étre inter-
prété comme 'ensemble des fonctions admettant (potentiellement) un comportement croissant lorsque
y1 tend vers +oo, mais avec une croissance qui ne peut étre plus rapide que e2™¥1l. A Dinverse, les
éléments de V*(B) doivent étre compris comme des fonctions tendant vers 0 lorsque y; tend vers +o0o au
moins aussi rapidement que e~ 2771l (fonctions évanescentes). Nous avons en particulier les inclusions

VY(B) C V(B) C V}(B), ou V(B) est défini par (7.29).
Munissons respectivement ces deux espaces des normes

lullVo sy = e ¥ lu(y)|22m),  we VE(B),

(7.85)
“ull%&l(B) = ||€$2ﬂ6|yllu(}’)”%2(3) + ‘|e$2m\y1\vu(y)ui2(3)7 u € V:E(B)a

qui leur conferent une structure d’espace de Banach. Nous avons également a considérer les espaces duaux,
notés V{(B)*, équipés des normes duales naturelles. Remarquons que VF(B)* = V.F(B)* N VE (B)*, et
VE(B)* = VE(B)* + V¥ (B)* (voir par exemple [166, lemme B.4])

Enfin, introduisons ’espace
W(B) :={ueV:B): V- (aVu) € V}(B)*}. (7.86)
Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 7.25. Il existe quatre formes linéaires é%,ﬁﬁ: W(B) — C telles que pour tout élément
u € W(B) nous avons

i (y) o= uly) — £h(u) = €4 (u) (1 + wi(y))/aiy € VI,(B),

i DY Kﬁ ; (7.87)
a-(y) = u(y) — €p(u) — ly(u)y1/ao € V. (B),
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ot afy est le coefficient correspondant & la matrice homogénéisée A* définie par (7.6) et ou ag est la
valeur constante de a dans Q_. De plus, les deux décompositions induites par ces quatre formes linéaires
sont continues pour la norme naturelle de W(B) : il existe une constante C > 0 telle que

|65 ()] + [ (w)] + laxllv: sy < C (lullvim + 1V - (@VW)llvim-), (7.88)

pour tout uw € W(B).

Démonstration. La démonstration pour le cas y; tendant vers —oo est une application directe du chapitre
5 de [139] (voir également [67] pour une preuve détaillée) et peut-étre vu comme un cas particulier
d’un milieu périodique constant, nous nous concentrons donc sur le cas y; tendant vers +oo. Puisque
le résultat du théoréme dépend uniquement du comportement de u(y) lorsque y; tend vers +oo, nous
pouvons supposer sans nuire a la généralité que suppu C Ry x (0,1). Ainsi, nous sommes ramenés a la
situation de la section précédente, avec g := —V - (aVu) € Vﬁ (B)*, ce qui nous permet d’utiliser d’une
part la transformée de Floquet-Bloch et d’autre part d’utiliser les résultats sur A(£). Rappelons que
F(u)(&) est analytique pour Im €& > v et que §(g)(&) est analytique pour Im ¢ > —~. De plus, nous avons
F(w)(€) = A(E)71F(9)(€) des que Im & > 5. D’apres la formule d’inversion (7.44) appliquée en 8 = 7,
nous avons

1/24ivy }
uy) = | e, B g
— +Z'Y
1/24iy ) (7.89)
= [T a9 s e ae

—1/2+4iy
Considérons les segments I et Ji ainsi que le chemin d’intégration donnés a la figure 7.4. Le théoreme
des résidus implique alors que

u(y) = / A©) 'S (9) (e dg + Res {A() "B (g)(€)e T }
Fl/ 2-iy _ | (7.90)
- / AQ B e+ Reg{A©TTS0) e

—1/2—iy

car les intégrales le long des lignes horizontales J1 se compensent. D’apres la proposition 7.24, nous avons
au voisinage de & = 0 la représentation suivante :

o (g9)(€) | TLiS(9)(§)

A©)713(9)(6) = et H()
(7.91)
_ 005(2‘5) N 2m¢@(§)w1£+ 1 ($) +H(E),

ou nous avons défini ¢p(§) = (§(9)(£), 1) et c1(§) = (§(9)(€), w1) de sorte que I1oF(g)(§) = (F(9)(€), do) =

co(§) et
ILF(9)(€) = (F(9)(€), do) 1 + (F(9)(E), d1) 0
= —2imw1(§(9)(£), 1) — 2im(F(9)(£), w1) (7.92)
= —2im(co(§)wr + c1(§)).
Puisque H (£) est analytique en £ = 0, le résidu de (7.90) se décompose donc en deux parties : d’une part
— iy
Res {QZCO@} = —2imy1co(0) + c)(0), (7.93)

et d’autre part

—2iméy1 +
lg_eé{e (Co(é)wl c1(§))

Finalement, nous obtenons, en revenant & (7.90),

} = co(O)w1 + 1 (0) (794)

u(y) = it (y) — 2ir[c((0) + c1(0)] — 2im(y1 + w1)co(0), (7.95)
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oll nous avons posé

1/2—i~y }

)= [ A9 S0 e (7.96)
—1/2—i

En définissant £ (u) := —2in[ch(0) + c1(0)] et 4 (u) := —2imco(0)a;, nous retrouvons bien la décompo-

sition (7.87). Il est en fait possible de donner une expression explicite des constantes cg, ¢4(0) et ¢1(0) et

nous trouvons ainsi que £}, (u) = —2im(g, 1) et £} (u) = —2in{g, y1 + w1)a};. Cela montre directement le

résultat de continuité annoncé pour ££(u) et £ (u).

Il reste a démontrer le résultat de continuité pour 4. Remarquons tout d’abord que u € VEW(B).
En effet, & — e ™91 A(€)7'F(g)(€) appartient & L*(I — iy, H(Y)). La caractérisation (7.60) montre
alors que @ € VEW(B). De plus, puisque & — A(£)~! est analytique au voisinage de I — i7y, nous avons la
majoration uniforme

C:= sup ||A(£)71||%I§(Y)—>H;(Y)* < +o0, (7.97)
ge(I—iv)

de sorte que, en appliquant I'identité de Parseval (7.46), nous obtenons

1/2—i~ 1/2—i~y
Il () = / MO 9Oy < C / g vy- € = CliglFamy-- (7.98)
v —1/2—iy € —1/2—1ivy € v O
Jy
v
I I,
-1/2 0 1/2
—
J_

FIGURE 7.4 — Segments I et Ji ainsi que le chemin d’intégration utilisés dans la démonstration du
théoréeme 7.25

Le théoréme 7.25 fournit donc le comportement quand y; tend vers oo des fonctions de W(B).
En particulier, elles ont un comportement linéaire lorsque y; tend vers co et un comportement linéaire
plus oscillant (donné par le terme en w;) lorsque y; tend vers +oc. Les fonctionnelles (% peuvent étre
interprétées comme les traces en y; = oo (D pour Dirichlet), tandis que les fonctions ¢3; peuvent étre
comprises comme des flux en y; = oo (N pour Neumann). D’ailleurs nous disposons d’une formule de
type formule de Green faisant intervenir ces fonctionnelles comme des termes de bord a ’infini :

Proposition 7.26. Soient (u,v) € W(B)?. Alors

(=V - (aVu), +Zw 15 () = (=V - (aVv), +Zm 1 (u (7.99)

ot {-,-,) désigne le crochet de dualité entre W (B)* et W(B).

Démonstration. Voir 'annexe 7.B. O

7.2.5 Caracteére bien posé dans les espaces a poids

Nous pouvons maintenant enfin fournir une généralisation du résultat du lemme 7.3 aux espaces Vi (B).
Nous souhaitons donc résoudre des problémes de la forme : « trouver u € V;}(B) tel que —V - (aVu) =
ot g € VH(B)* ».
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Remarquons immédiatement qu’il n’y a pas unicité de la solution car les fonctions constantes (qui
sont bien dans V!(B)) sont des solutions non-triviales du probléme homogene. Il faut donc imposer
des conditions supplémentaires permettant d’assurer 1'unicité, grace aux fonctionnelles E% et Kﬁ. Nous
définissons

_ () + 45 (w)

5 et [Ix(u)] = 0% (u) — lx(u) pour X =D, N, (7.100)

(€x(u)) :
qui peuvent étre vues comme la moyenne et le saut des flux a U'infini. Ces quantités apparaitront naturel-
lement dans le résultat d’existence-unicité que nous allons établir dans la suite ainsi que dans les calculs
des sections suivantes.

Remarque 7.27. Nous avons ({p(1)) =1 et (¢x(1)) =0.

Nous avons vu que les constantes sont des solutions non triviales du probleme homogene. Nous pouvons
en construire une autre qui est linéairement indépendante des constantes, en remarquant que pour y; < 0,
Péquation —V - (aVu) devient simplement —agAu dont une solution non triviale (dans VL (B)) est y1 ;
et que pour y; > 0, a est périodique et une solution non triviale (dans V!_(B)) de —V - (aVu) est donnée
par y; + wy d’apres (7.7).

Proposition 7.28. Il existe une unique fonction N € Vj (B) satisfaisant —V - (aVN) = 0 ainsi que les
conditions a Uinfini ({p(N)) =0 et ({n(N)) = 1.

Démonstration. Nous nous ramenons au cadre variationnel classique du lemme 7.3 en retranchant les
termes non-évanescents. Définissons

o) = - ()2 + m@nw e V(B), (7.101)

ot P* sont des fonctions de troncature définies par (7.27). D’aprés la discussion ci-dessus juste avant
I’énoncé de la proposition, g := —V - (aV¢) est a support compact inclus dans {y € B : 1 < |y1| < 2},
donc g € V(B)*. Appliquons alors le lemme 7.3. Comme forme linéaire ® sur V(B), nous prenons ({p(-))
(nous avons bien (¢p(1)) = 1). De plus, nous avons (g, 1) = (aV¢, V1) = 0. D’aprés le lemme 7.3, il existe
une unique fonction Ny € V(B) telle que —V - (aVNy) = g et ®(Ny) = ({p(Np)) = 0. Définissons alors
N = ¢+ Np. Il est clair que cette fonction convient par construction (en remarquant que (¢p(¢)) = 0)
et 'unicité est une conséquence de 'unicité de la solution dans le lemme 7.3.

Dans la suite, nous faisons référence & N' comme fonction profil, ou simplement profil. Remarquons
que contrairement aux constantes, cette fonction dépend des caractéristiques des milieux QF.

Il y a donc (au moins) deux fonctions linéairement indépendantes 1 et N solutions non triviales du
probleme homogene. Notons qu’elles satisfont les identités

(o)) =1, (o] =0, (n(1))=0 et [(y(1)]=0 (7.102)
ainsi que
(tp(N)) =0, [eD((N_)] ;;s 0, (x(N)=1 et [In(N)]=0. (7.103)

Nous pouvons en fait montrer que ’espace des solutions du probleme homogeéne est engendré par ces
deux fonctions.

Proposition 7.29. Soit u € V}(B) telle que =V - (aVu) = 0. Alors u = ({p(u)) + ({x(u)) N.

Démonstration. Soit v := u — ({p(u)) — ({y(u))N. Par construction, —V - (aVv) = 0 et ({p(v)) =
({n(v)) = 0. En appliquant la formule de Green (7.99) & 1 et v d’une part et & A et v d’autre part
et en prenant en compte les identités (7.102) et (7.103), nous obtenons [(p(v)] = [{n(v)] = 0 don
(5(v) = £5(v) = 0. Par le théoréme 7.25, v € V)(B)n V! (B) c V(B), donc v est une solution
variationnelle du probleme homogene au sens du lemme 7.3. Par unicité, nous avons bien v = 0. O
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Le résultat précédent suggere donc d’imposer (£p(+)) et ((n(-)) comme conditions afin de garantir
I'unicité du probleme. Ce faisant, nous obtenons notre résultat principal d’existence-unicité :

Théoréme 7.30. Etant donnés a, € C et g € VI(B)*, il existe une unique fonction u € V}(B)

satisfaisant
-V - (aVu) =g, (p(u)) =« et (In(u)) = B. (7.104)

De plus il y a continuité de la solution de ce probléme par rapport aux données : il existe une constante
C > 0 telle que
lullvisy < C(lal+ 18]+ llgllves)- )- (7.105)

Démonstration. L’unicité de la solution est une conséquence directe du lemme 7.29. En considérant une
nouvelle inconnue u — (p(u)) — ({5 (u))N au lieu de u, nous pouvons supposer sans nuire & la généralité
que o = 3 = 0 et il faut alors montrer qu’il existe u € V}(B) telle que —V - (aVu) = g, (¢{p(u)) = 0
et ({x(u)) = 0. Nous suivons la démarche de la démonstration de la proposition 7.28 en considérant la

fonction

Py) = —v- (yl)y—l0 + w+(y1)Lw%(y). (7.106)

2a 2a7,

Alors ¢ € VI(B) et h := —V-(aV¢) € V(B)*. Par ailleurs, £5(¢) = 0, ({x(¢)) = 0 et [(x(¢)] = 1. Enfin,
en appliquant la formule de Green (7.99) & ¢ et 1, nous avons (h,1) = 1. Posons alors g, = g — (g, 1)h
de sorte que (gs,1) = 0. Comme de plus g, € V}(B)* C V(B)*, d’apres le lemme 7.3, il existe un unique
u € V(B) tel que —V(aVu) = g et ({p(u)) = 0 avec une dépendance continue par rapport a g. Pour
conclure, il suffit de poser

wi=u+(g,1)0, (7.107)

qui vérifie par construction —V - (aVu) = g. La dépendance continue de u vis-a-vis de g est alors une
conséquence de la dépendance continue de u par rapport a g, ainsi que de la continuité des fonctionnelles
é% et Eﬁ donnée par le théoréme 7.25. O

Concluons cette partie en donnant deux formules explicites pour les sauts de Zli; et Kﬁ.

Lemme 7.31. Pour tout u € W(B), nous avons
() = (V- @Vu),1) et [ep(w)] = [Lo(V)] {En(w) + (V - (aVa), N). (7.108)

Démonstration. 1l s’agit d’une application directe de la formule de Green (7.99) appliquée d’une part a
u et a1l et d’autre part a u et & N, en utilisant les identités (7.102) et (7.103). O

Nous appelons parfois relations de compatibilité les relations (7.108), de maniére abusive (car elles
sont des conséquences de la formule de Green (7.99) et ne sont pas des conditions nécessaires d’existence
pour (7.104)).

7.3 Construction des trois premiers termes de champ proche

Nous disposons maintenant d’un cadre fonctionnel rigoureux pour donner un sens aux équations de champ
proche (7.15) qui autorise les comportements croissants qui sont nécessaires afin de pouvoir imposer les
conditions de raccord (7.25) et (7.26).

Dans cette section nous construisons rigoureusement les trois premiers termes de champ proche Uy,
U, et U,, en utilisant bien entendu les résultats de la section précédente. Dans celle-ci, nous n’avions pas
considéré la variable x2 qui apparait comme un parameétre dans les équations (7.15). Afin de I'inclure
de nouveau, nous allons chercher les termes de champ proche dans I'espace C*°(R, Vj (B), c’est-a-dire
Pespace des fonctions U: (z2,y) € R x B — C telle que, pour presque tout y € B, U(-,y) € C®(R) et
pour tout 2o € R?, U(z,,-) € V}(B).

Dans cette section, nous supposons que les termes liés aux champs lointains apparaissant dans (7.25)

et (7.25) seront réguliers par rapport a la variable za, ce qui sera vérifié a posteriori dans la section
suivante.
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7.3.1 Construction du terme d’ordre 0

La premiére équation de (7.15) avec les premiéres conditions de raccord (7.25) et (7.26) nous donne alors
une condition nécessaire et suffisante pour que Uy existe.

Proposition 7.32. Il eziste un unique Uy € C*°(R, V.}(B)) solution de
-V - (aVUyp) =0, dans B, (7.109)

ayant les comportements

Uo(@2,y1,52) ~ g |r(z2),
Y1 ——00
. . (7.110)
(@2, Y1, ¥2) A/ tg |r(22),
si, et seulement si,
ug |r(z2) = 4F |r(z2), pour tout xg € T. (7.111)

Si c’est le cas, Uy est donnée par (7.113).

Démonstration. Supposons qu’'un tel Uy € C*(R, V_&(B)) existe. Pour tout zo € R, puisque Up(zs, -) est
solution de I’équation homogene (7.109) d’apres le lemme 7.29, nous avons Up(z2,:) = (¢p(Up))(x2) +
(n(Uo))(x2)N(+). De plus, les comportements (7.110) impliquent que

_ g lr + gl

(¢p(Uo)) 5

et <£N(U0)> =0. (7.112)
Nous avons alors Uz, -) = (£p(Up))(w2) qui est constant par rapport & y. Cela implique alors immédiate-
ment que [(p(Up)](z2) = 0 pour tout x5 € R, ce qui implique donc directement (7.111). Réciproquement,
si (7.111) est vérifiée, alors il est immédiat que Up(zq,-) = ugy |r(72) = 4 |r(z2) est bien solution de
(7.109). L’unicité est alors une conséquence immédiate du théoréme 7.30. O

Remarque 7.33. Nous aurions pu ici, comme nous allons le faire dans la suite, utiliser la deuxiéme relation
de compatibilité pour en déduire que [(p(Up)] = [(p(N)]{(¢n(Uo)) + (0,N) = 0 au lieu d’utiliser le fait
que Uy est constant par rapport a y.

Dans la suite, nous supposons donc que la condition (7.111) est vérifiée. Il s’agit 1a d’une condition de
transmission classique a travers I' qui exprime simplement le fait que les traces sur I' des champs lointains
a lordre 0 se raccordent. Par souci de simplification, nous noterons ug|r := ﬁg Ir = ug |r, de sorte que
Uy s’écrit de maniere explicite

Uo(l‘g,y) = UO|F(.’172), T9 € R, y < B. (7.113)

En particulier, ce terme est constant par rapport a y.

7.3.2 Construction du terme d’ordre 1

Continuons alors la construction de nos termes de champ proche. La deuxieme équation de (7.15) est
Ly yUy = —Ly xUy = 93, u0|r0y,a en utilisant 'expression explicite (7.113) de Up. En considérant égale-
ment les deuxiémes conditions de raccord (7.25) et (7.26), nous avons le résultat suivant.

Proposition 7.34. Il eziste un unique Uy € C*(R, V. (B)) solution de
—V - (aVU;y) = 0g,u0|r0y,a, dans B, (7.114)
ayant les comportements

Ui (x2,y1,y2) uy |r(w2) + Y10, ug [r(22),

~Y
Y1—>—00

(7.115)

Ui(z2,y1,92) o an|r(x2) + (y1 + wi(y)) 0, 4 |1 (w2) + Ouyio|r (z2)wa(y),

182



si, et seulement si,
(A*Vad) -n—agVuy -n=0. (7.116)
et
(A*Vad) n+aoVug -n
2

af|lr —uy|p = Ch + C20z,u0]r, (7.117)

ou les C; sont des constantes définies par (7.124). Si c’est le cas, Uy est donné par (7.125).

La démonstration de cette proposition se fait en plusieurs étapes.

Réduction & une équation homogéne. Remarquons tout d’abord que la présence du terme 0,,a
dans (7.114) est génante. En effet, puisque a est une fonction oscillante pour y; > 0, 9y, a n’appartient pas
a V1 (B)* (elle n’est pas évanescente) et I'’équation (7.114) ne rentre pas dans le cadre du théoréme 7.30
(& z2 fixé). De méme, la présence du terme 9, uo|r(z2)w2(y) dans (7.115) pourrait poser des problémes
puisque ce comportement ne correspond pas a ceux donnés dans le théoréme 7.25.

A ce stade, il faut donc trouver une solution particuliére pour se ramener au cas que nous pouvons
traiter. Nous pouvons remarquer que pour y; < 0, dy,a = 0 donc une solution correspondante est
simplement la solution nulle et que pour y; > 0, I'équation Ly ,U = 0y,a est la méme que celle du
probléme de cellule (7.7) dont une solution est U = ws. Ainsi, dy,a — Ly y (1) ws), ot ¢ est la fonction
de troncature définie par (7.27), est & support compact donc appartient & V_&(B). Nous pouvons donc
introduire une nouvelle fonction profil Py € Vj(B), similaire & A/, définie par la proposition suivante :

Proposition 7.35. Il existe une unique solution Py € V.(B) du probléme

(Up(P1))=0 et (In(P1))=0. (7.118)

{ LyyP1 = 0y,a — Ly y (¢ wy),
ou YT est la fonction de troncature définie par (7.27). De plus, les quantités [{p(P1)] et [{n(P1)] ne
dépendent pas de la fonction de troncature ™ et nous avons la formule explicite

[{n(P1)] = —ai,. (7.119)

Démonstration de la proposition 7.35. L’existence et I'unicité de P; sont simplement données par le théo-
réme 7.30, le second membre de 'équation (7.118) ayant été construit pour étre dans V! (B). En ce qui
concerne les résultats sur [{p(P1)] et [¢n(P1)], voir Pannexe 7.B. O

Par construction, nous avons Ly’y(il)+QU2 + P1) = 0Oy,a, c'est-a-dire que YT wy + Py est une solu-
tion particuliere de (7.114), a la constante O,,uo|r preés. Posons donc Vi := Uy — (¥ wy + P1)Oz,uolr-
Par construction, V; est solution de 1’équation homogene —V - (aVV;) = 0. En ce qui concerne son
comportement a l'infini, nous avons alors

Vi(z2,y1,2) [uy |r(22) + Oz, uo|rln (Pr)] + Y10z, ug |1 (22) + Ouyuo|rly (P1)],

~
Y1 —>—00

(7.120)

Vi(z2,91,2) oo [d1|r(22) + Oz, uo|r ] (P1)] + (Y1 + wi(¥))[02, 05 |1 (w2) + Oayuo|rlf (P1)].

Notons que le terme en O,,up|rwa(y) présent dans (7.115) n’apparait plus. Nous nous sommes donc
ramenés a la situation d’'une équation homogene, comme précédemment pour U.

Sens direct. Supposons donc qu’il existe un tel Uy E C>°(R,V}(B)). Alors nous avons vu qu’il existe
Vi € C*(R, V}(B)) solution de I’équation homogene —V-(aVV;) = 0 et ayant les comportements (7.120).
Nous pouvons donc écrire que Vi(xa, ) = (€p(V1))(z2) + (€n (Vo)) (z2)N(-) en utilisant le lemme 7.29. De
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plus, les comportements (7.120) impliquent que

uy |r + 47 |r

(o)) =
[tp(V1)] = @ [r — uy |r + Ouyuo|r[€p(P1)], (7.121)
a0z, Upy —|—a*(‘§1ﬁ+ '
<€N(V1))> _ %0%z1 Yo |F 5 11Yz1 Y% |F,
[0 (V1)] = a310a, 85 [0 — a0z, ug v — @720, u0]r-
Utilisons alors les relations de compatibilité (7.108). La premiére s’écrit simplement [{n(V7)] = 0,
c’est-a-dire
@310, 08 |1 + a§90., 08 |1 — agOz,uy |r = 0. (7.122)

Cette condition est exactement (7.116), en faisant apparaitre les dérivées normale par rapport & T
La deuxiéme s’écrit [{p(V1)] = [(p(N)] (¢n(V4)), ¢’est-a-dire

_ At
a0z, U |r + ai,0z, g ¢

9 [6p(N)] + Opyuo|r[fp(Pr)] = af |r — ul |r. (7.123)

Cette condition est exactement (7.117), en faisant apparaitre le flux (A*Vﬂar) -n et en posant

at (7.124)

Sens indirect. Supposons maintenant que (7.116) et (7.117) soient vérifiées. Alors

Ui(z2,y) = (tp (Vi) (@2) + (b (V1) (@2))N (y) + (T (y1)w2(y) + P1(Y))Oay 0 (22), (7.125)

est solution par construction de V; et Pi, avec (¢p(V1)) et (¢n(V1)) donnés par (7.121). L’unicité est
alors une conséquence directe de 1'unicité de Vi, conséquence du théoreme 7.30.

Cela achéve la démonstration de la proposition 7.34. Nous supposerons dans la suite que (7.116) et
(7.117) sont satisfaites. Notons que la condition (7.116) exprime simplement le fait que les flux sur " des
champs lointains a ’ordre 0 se raccordent. Il s’agit 1a d’une condition de transmission tout-a-fait classique.
La condition (7.117) exprime quant & elle un saut non-homogene des traces des champs lointains a ’ordre
1.

7.3.3 Construction du terme d’ordre 2
Attaquons-nous maintenant & Us. La troisiéme équation de (7.15) est Ly U; = —f/y,xUl — f/x,on. En
utilisant les formes explicites (7.113) et (7.125), nous obtenons I’équation vérifiée par Us :
Ly yUs = 0z,000y,a
+ 04,01 (Oy, (aN) + ady, N)

7.126
02yl (9 (a0 + 1) + B (50w + ) 4 ), (7:120)
+ W2UO‘FP7
avec ay := ({p(V1)) et 1 := ({n (V1)) définis par (7.121), c’est-a-dire
- At
o = e ‘QF iyl (7.127)
et _ -
B = aOawluo ‘F + aIlaﬂhuO |F. (7.128)

2
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Proposition 7.36. Il existe un unique Uy € C*(R,V}(B)) solution de (7.126) ayant les comportements

Uz(w2,y1,Y2) q5 (x2,y1) + py (w2, 91),

nome (7.129)

Us(zo,91,92)  ~ a3 (z2,91) + p3 (y, z2),
Yy1—>+0o0

ou q2i et ,uzi sont définis par (7.20) et (7.24), et donnés par (7.155) si, et seulement si,

(A*Vad) -n+aoVuyy -n
2

ou les C; sont des constantes définies par (7.151), et

(A*VQT) ‘n— aOVul_ ‘n = 036352 + C48§2$2u0\p + W2C5UO|[‘. (7130)

R _ A*VaT) -n+aVuj -n uy |p + a7
U;‘F_U2|cml( 1) 5 0 1 + Cy0,, 1|F2 1|F
A*VA+ v — (7131)
+ D10,, ( ) n2+ Q0¥ "B 4 D582, uolr + w?Daugr.

ou les C; et les D; sont des constantes définies par (7.124) et (7.154).

Pour démontrer cette proposition, nous suivons exactement la méme démarche que pour la proposition
7.34. En particulier, nous construisons des solutions particulieres pour nous ramener au cadre du théoréme
7.30. Pour construire Uy, nous avions utilisé 1'équation Ly yws+ 0y,a du probleme de cellule (7.7) et nous
avons besoin d’identités similaires dans la suite :

Ly y(w2) 4+ 0y,a = 0,
Yt
Lyy (2 +y1wi(y) + 911(3’)) = —ajy,

Ly,y(2912( )+y1w2( )) (
Ly,y922 = a(y )ay2w2 + ayz( a(y

(7.132)
Oy, w1 + 8y2( (y)w1) + ylayza(Y) — 2ajy,

w2) + a(y) — azg,

)

)

valables pour tout y; > 0 et pour tout ya € (0,1). Ces identités se démontrent sans difficulté en reve-
(

nant aux définitions des problémes de cellules (7.7) et (7.11) et en se servant des symétries 615 = o1 et
ajy = a3, pour la troisieme identité.

L’équation (7.126) comporte quatre termes que nous allons regarder séparément.

Premier terme L’équation Ly U = 8y,a a pour solution U = ¢)Tw, + Py, il s’agit 14 de la méme
équation que pour l'ordre 1.

Nous faisons I’étude de la quatriéme partie maintenant car elle est plus simple que les deux autres
restantes et permet de comprendre la démarche.

Quatriéme terme Considérons I’équation Ly U = p. Pour y; < 0, il s’agit simplement de —AU = pg
dont une solution est —poy?/(2ap). Pour y; > 0, en combinant le probleme de cellule (7.12) qui a ~y
pour solution et la deuxiéme identité de (7.132), nous trouvons comme solution particuliere v + (y3/2 +
y1wy + 011)/a};. Nous pouvons donc introduire un profil P§ comme nous Pavions fait pour Py, d’aprés
la proposition suivante :

Proposition 7.37. Il eziste une unique solution Py € V.}(B) du probléme

LyyP; =p— { vy (w‘poyl) +Lyy (w <7+ vi/2+ v +9“))}
| | 7 aiy ’
(o(P)y =0 et (En(P)=0

De plus, les quantités [(p(P3)] et [(x(Ps)] ne dépendent pas du choix des fonctions de troncature 1~ et
s

(7.133)

185



Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 7.35. O

Finalement, une solution particuliere de Ly U = p est donnée par

2 2/2 +yywy + 0
845 = g Lzoil ot <7+ yi/2+ “) +P3. (7.134)
11

Deuxiéme terme Regardons maintenant 'équation Ly U = 0y, (aN')+ad,,N. Il n’est pas possible de
trouver une solution particuliére directement, mais seulement au comportement évanescent de N pres (ce
qui n’a pas d’importance, puisque les fonctions évanescentes sont dans V_&(B )*, comme celles & support
compact). Plus précisément, le comportement lorsque y; tend vers —oo de A est donné par [£p(N)]/2 +
y1/ag et lorsque y; tend vers +oo par [£p(N)]/2 + (y1 + w1)/a},- En injectant ces comportements dans
Oy, (aN') — ady, N, nous nous retrouvons avec 0 pour y; < 0 et

[(p(N)]
2

1
Ly U= Oyt — [A(9)0yu01 + Dy (aly)n) + 119y, 0(y)] (7.135)
11

pour y; > 0 dont une solution particuliere est

{p(N 1 «
sz + (2612 + yrwa — 2a75(y1 /2 + yrwr +611)] (7.136)
11

d’apres les identités (7.132). Définissons alors un nouveau profil.

Proposition 7.38. Il existe une unique solution Py € V.}(B) du probléme

{p(N 1
Ly,y’P21 = _Ly7y |:¢+ <[D(2)]w2 + — [2912 + yrwa — QaTQ(y%/Z + yiw + 011)])]

agy
+ Oy, (aN') — ady, N,
(p(P3) =0 et (Ex(PL) =0.

(7.137)

De plus, les quantités [(p(P3)] et [(x(P})] ne dépendent pas du choix des fonctions de troncature ¥~ et

U
Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 7.35. O

Finalement, une solution particuliére de Ly U = 0y, (aN') — ady, N est donnée par

{p(N 1
u2 = 1/)+ <[D(2)]u)2 + a,T [2912 + ywa + 2&;2(y%/2 + 1wy + 911)]) + 7)21 (7138)
11

Troisiéme terme Enfin, regardons 'équation Ly U = 9y, (a(¢Tws + P1) 4 ady, (v ws + P1) + a. Elle
se décompose en deux morceaux. Le premier est identique au cas précédent, avec P; a la place de N :
une solution particuliere de Ly yU = 0,,(aP1) + ady, P est donnée par

[4 [
(T <[ D(;)l)]wz + [ J;((fl)] 2012 + y1ws + 2a75(y1/2 + yrwr + 911)]) + Q1 (7.139)
11

ot Q1 est I'unique solution dans V}(B) du probléme

LyyQi = —Lyy [w* ([zD(Qpl)}wQ N [6227;1)]

+ ay2 (aPl) + aayg Plv
(fp(Q1)) =0 et ((n(Q1)) =0.

(2012 + y1wa + 2a75(y7 /2 4+ yrws + 911)])]
(7.140)
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La deuxiéme partie est Ly yU = 0y, (aTw2) +ady, (¢ ws) 4+ a. Pour y; < 0 on a simplement Ly U = ag
qui a pour solution —y?/2 et & droite Ly yU = 8y, (aws) + ady, w2 + a qui a pour solution

a*
022 + 22 (y7 /2 + yrw1 + O11), (7.141)

*
ary

d’apres la derniere identité de (7.132). Introduisons donc Q, 'unique solution dans V! (B) de

*
29
*

11

2
Lny? =—Lyy {7/’ % + 7/’+ (‘922 + (y%/Q +yi1wr + 911))}

a

7.142
0, (00 2) + 00, (0 w2) + 0 (712
(fp(Q2)) =0 et ((n(Q2)) =0.
Finalement, une solution de Ly U = 9, (a( ws + P1) + ady, (T ws + P1) est donnée par
{p(P In(P *
ug = w"l‘ [ D( 1)]w2+ [ N(*l)] [2912+y1w2+2a12(y%/2+y1w1+911):|
2 201, (7.143)

_ 2 ak
P y?l+7/)+ <922+ 6;2(3/%/24'3/11014-911)) +P3,
11

avec P2 := Q1 + Qo. Résumons la situation :

Proposition 7.39. Il existe une unique solution Qy (resp. Qz2) au probléme (7.140) (resp. (7.142)) ce
qui définit de maniére unique un profil P3 = Q1 + Qa. De plus, les quantités [(p(P3)] et [(n(P3)] ne
dépendent pas du choiz des fonctions de troncature 1~ et ™.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 7.35. O

Fin du calcul Définissons V5 par

Va(x,y) = Ua(22,¥) — Ouycr (22) (0T (y1)wa(y) + Pi(y))
— O, f1(22) 45 ()
— 07,2, t0|r (22)43(y)
— w?uo|r (z2)U3(y),
ol UL, U et 43 sont définies respectivement par (7.138), (7.143) et (7.134). Par construction Vi est

solution de ’équation homogene —V - (aVV3) = 0 dans B. La question est maintenant de déterminer quel
est son comportement en y; = Fo0.

(7.144)

Lors de la construction de Uj, nous avions vu que le terme en 0y,ug|rw2(y) présent dans (7.115)
n’apparaissait plus dans (7.120) par construction. Ici, nous retrouvons le méme phénoméne : tous les
termes qui ne sont pas des termes constants, linéaires en y; ou en w; dans le comportement (7.129) de
U, en y; = oo n’apparaitront plus dans le comportement de V; en y; = fo0.

e Regardons tout d’abord les termes en facteur de #35. Dans le comportement (7.129) de Us, ce terme
est 8%2m2u0|p. Pour le comportement de Va2, d’apres (7.144), seul 42 contient un terme en a2, qui

est également 92, uo|p.

e Maintenant examinons les termes en facteur de wg. Du c6té du comportement (7.129) de Uz, nous
avons 0,1 |r. Pour le comportement de Vi, d’aprés (7.144), le terme en facteur est d,,a; +
Billp(N)]/2 + 92, uolr[{p(P1)]/2. Pour s’apercevoir qu’il s’agit de la méme quantité, il suffit
simplement de dériver la seconde identité de (7.122) par rapport & xs et d’utiliser les définitions
(7.127) et (7.128) de ay et fy.

e Maintenant, étudions les termes en facteur de 2015 + y3w;. Pour le comportement (7.129) de Us,

nous avons 02 . 4 |p. Du c6té du comportement de Va, d’aprés (7.144), nous avons (0,51 +

92,2, wolr[en (P1)]/2)/a}; en facteur. Comme précédemment, il suffit simplement de dériver par

rapport & xa la seconde identité de (7.123) pour voir qu'il s’agit bien 14 de la méme quantité.
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e Regardons alors les termes en y7/2. Pour le comportement (7.129) de Uz, nous avons 92 , ug |r.
En ce qui concerne le comportement de Va, d’aprés (7.144), nous avons ug|rw?/ag + 8§2$2 ug |r. 1L
s’agit bien 1a de la méme quantité car u; est solution dans Q= de I'équation —agAuy — w?uy = f
(voir (7.3)) donc il suffit de prendre la trace sur T' de cette équation pour constater qu’il s’agit bien
la de la méme quantité.

e Exactement de la méme facon, nous pouvons montrer que les termes en y%/2 + y1w; + 611 et en
présents d’une part dans le comportement (7.129) de Us et dans le comportement de V5 sont les
mémes, en utilisant le fait que 4 est solution de I’équation homogénéisée (7.5) et en prenant la
trace sur I' de cette équation.

Finalement, le comportement de V5 en y; = 00 est donné par

ug |p + 43 |r

(p(Va)) = 5 — (0p(82,01 Py + 02, B1 Py + 02,4, u0| P35 + wuolrPS)),

[€n(Va)] = 5 v — u5 v — [€p(Dayar Py + By 1P + 02, 4 uo|rPE + w?uo|rP3)], (7.145)
(e (V) = Pt A ORI (g (5, 0Py + 0,81P + 0, wolc PR +Punle P,
[tn(Va)] = 01100, 8 |1 — a8z, uy |1 — [UNOzy0r Pr + Ouy fr Py + 82,5, 0|0 P + wuo|rP3)]-

Maintenant que nous nous sommes ramenés a la situation précédente, nous pouvons raisonner comme
lors de la construction de Uj.

Sens direct. Supposons donc qu’il existe un U € C*(R,V}(B)) solution de (7.126) et ayant les
comportements (7.129). Nous avons vu qu'il existe V5 € C*(R, V}(B)) solution de I’équation homogene
—V-(aVVs) = 0 et ayant les comportements (7.145). Utilisons alors les relations de compatibilité (7.108).

e La premiére relation de compatibilité s’écrit ici simplement [£x(Vy/)] = 0, c’est-a-dire, en utilisant

[{n(P1)] = —afs, sous la forme
a3y 02,0 |r = @08, 7 | = —a7200,01 + 00, Br[ln (Py)] + 2, uo e [En (P3)] + w?uolr [n (P3)]-
(7.146)
Nous pouvons transformer 9,1 de la fagon suivante : nous savons d’une part d’apres (7.122) que
B1llp(N)] + Oz,uolr[bp(Pr)] = @ﬂr —uj |r, (7.147)
d’ou
uy |r = 82,0 v = 82, 1 (D (N)] = 02,4, w0 lr [€n (P1))]. (7.148)
Nous avons donc, d’apres (7.127),
T i 14 14
Dpsay = Ozyul |1 ;—3m2u1 Ir = 9,0 |r — 3x251[ D;N) - 872:2332”0&%. (7.149)

Enfin, en utilisant (7.128), nous obtenons

a}10, fig |1 + 3202, 05 |r + 00z, ug v
2 (7.150)
+ C492, ., uolr + w’Csuolr,

* ~+ * A4 — _
a’llaﬂhul IF + alQaﬂvzul |F - aoaﬂvlul ‘F = 03812

en définissant

Cy = [tn (PY)] + a2,
Cu= [t (PR + i 2P (g 2 0] o (P, (r.151

Cs = [(n(P3))].

En faisant apparaitre les flux, (7.150) n’est rien d’autre que (7.130).
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e La deuxiéme relation de compatibilité s’écrit ici simplement [(p(V1)] = [(p(N)](¢n(V2)), c'est-a-
dire, en utilisant le fait que (/x(P3)) =0 pour j =1,2,3,
a3 |r —uz v = [€p(P1)]8z, a1 + 0, f1[€n(P2)] + 02,4, w0l [0 (P)] + w?uolr[€p (P3)]
aoazlu;h‘ + aslﬁlaﬂflﬁ;r‘r
5 .

Nous pouvons faire le méme genre de manipulation que pour la premiere relation de compatibilité
et nous obtenons apres quelques calculs que

(7.152)

+ [(p(N)]

510,07 |0 + a§20,, 0 |1 + a0ds, uy |
2
uy | + 47 |r
2 (7.153)
aTlaﬂhﬁS_h‘ + a’T2aI2a(-)~_|F + aoazlu(ﬂF
2
+ D392, uo|r + w”D3uglr,

a3 |p —uylp = C

+ CQaZQ

+ Dlawz

ou Cy et Cy sont définies par (7.124) et ou nous avons définis

D, = [tp(p}) + LLAND(P]
Dy = [£D<P22)] B [gD (51)]2 . aTQ [ZD(N)EeD (Pl)] 4 aTz [ngPQI}7 (7.154)
Ds = [(p(P3)].

En faisant apparaitre les flux, (7.153) n’est rien d’autre que (7.131).

Sens indirect. Supposons maintenant que (7.130) et (7.131) sont vérifiées. Alors

Us(z2,y) = Va(22,y) + Oz, a1 (x2) (T (y1)w2(y) + Pi(y))
+ 0, 01 (22) 45 (y)
+ 02,5, u0lr (22)4 (y)
+ w?ug|r (22)16(y),
est solution de (7.126) par construction de V5 et des PJ, avec ((p(Va)) et ({x(Va)) donnés par (7.145) et
aq, 1 par (7.127) et (7.128). L’unicité est alors une conséquence directe de 1'unicité de V3, conséquence
du théoreme 7.30.

Cela achéve la démonstration de la proposition 7.36. Nous supposons dans la suite que (7.130) et
(7.131) sont satisfaites.

(7.155)

7.4 Construction des termes de champ lointain

Nous avons construit nos trois premiers termes de champ proche Uy, U; et U en supposant que les
conditions (7.111), (7.116), (7.117), (7.130) et (7.131) sont satisfaites. Ces conditions sont des conditions
de transmissions a travers I' portant sur les termes de champ lointain. Cela va nous permettre de définir
les problemes vérifiées par ces derniers et ainsi les construire rigoureusement.

Dans un premier temps, définissons un cadre fonctionnel pour les problémes de champ lointain.

7.4.1 Cadre fonctionnel pour les problemes de champ lointain

Pour déterminer les termes de champ lointain, nous avons besoin de résoudre des problemes du type
— V- (A§Vu) — w?piu = F, dans R?,
[ulr =g, (7.156)
[A;Vu - n]p = h,
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ou [-|r désigne le saut & travers I', otl n := e; et ol nous avons défini

aply six e Q™ po sixeN,
Aj = t M = 7.157
0(x) {A* six e Qf, ¢ Po(x) {p* six e Q7. ( )

Proposition 7.40. Supposons F' € L*(R?) dont le support est compact et inclus dans Q= et que (g, h) €

HY2(T) x H=Y2(T"). Alors le probléme (7.156) admet une unique solution v € H*(Q7) N HY(QF) qui
dépend continiment des données :

lull 1oy + lullzr @y < C (IF L2y + gl me@y + 1Rl g-12ay) - (7.158)

Démonstration. Considérons un relévement G € H'(QT) de la fonction g que nous prolongeons par 0
dans 7. La fonction U = v — G est alors solution du probleme variationnel

ASVU -V — w? / Uv = L(v), (7.159)

R2 R2

pour tout v € H*(R?) ol L est la forme linéaire définie par
/ Fo+ | AVG-Vi—w? [ Go+ (h,v) — (A5VG -n,v), (7.160)
R? R? R2

ot (-, -) désigne le crochet de dualité de H~/2(I") dans H'/?(T"). Par des majorations standards et par le
théoreéme de trace, la forme linéaire L est continue. Il suffit alors d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram
pour conclure. |

7.4.2 Probléme pour les termes de champ lointain d’ordre 0

Nous savons que le terme de champ lointain homogeéne wu, est solution de (7.3) et que le terme de
champ lointain périodique g est solution de I’équation homogénéisée (7.5). En ajoutant les conditions
de transmissions (7.111) et (7.116), nous obtenons le probléme

— apAuy — w?piuy = f, dans Q7
;V . (Aivag) —w?d =0, dans Q+, (7.161)
Uy |p — Ug |F =0,
(A*Vad) -n—agVug -n =0,
que nous écrivons sous la forme
— V- (A§Vug) — w?piuo = f, dans R?,
[uo]r = 0, (7.162)

[ASVUO]]_" = 0,
en utilisant (7.157).

La proposition suivante est alors immédiate en utilisant la proposition (7.40).
Proposition 7.41. Il existe une unique solution ug € H*(R?) du probléme (7.162).

Cela détermine donc bien les termes de champ lointain & l’ordre 0 de maniére unique, avec u, = ug|o-
et ﬁa_ = UO‘SZ‘F.

Le probleme (7.162) vérifié par les termes de champ lointain a l'ordre 0 fait donc intervenir les condi-
tions classiques de transmission (continuité des traces et des flux au niveau de 'interface), comme nous
pouvions nous y attendre. En effet, nous avions déja rencontré ce modele homogénéisé lors de la section
6.3.2 ou nous 'avions construit de maniére naive.

Notons également que puisque le support de f est compact et inclus dans €2~, par des résultats
standards de régularité ug est réguliere prés de I'. En particulier, nous avons ug|r € C*°(O) dans un
voisinage O C R? de I'. Cela justifie donc a posteriori I’hypothése de régularité que nous avons utilisée
pour construire les termes de champ proche.
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7.4.3 Probléme pour les termes de champ lointain d’ordre 1

Nous savons que le terme de champ lointain homogene uf est solution de (7.3) et que le terme de
champ lointain périodique ﬁf est solution de I’équation homogénéisée (7.5). En ajoutant les conditions
de transmission (7.117) et (7.130), nous obtenons le probléme

— V- (AfVuy) — w?phuy =0, dans R?,
[ur]r = C1{A5Vuo - n)r + C20,,uolr, (7.163)

[AgVul . n]p = Cgam2 <A8VU0 . n)F + C48§2z2uo|p + w205u0|p,

ou A et p§y sont définies par (7.157) et les constantes C; sont définies par (7.124) et (7.151).

Une simple application de la proposition (7.40) permet alors de montrer la proposition suivante (par
régularité de ug prés de T les seconds membres de (7.163) sont réguliers).

Proposition 7.42. Il existe une unique solution dans u; € H'(Q™) x HY(QT) du probléme (7.163).

Cela détermine donc bien les termes de champ lointain & 'ordre 1 de maniére unique, avec u; = u1|q-
et ’&;r = UO‘Q-%—.

Le probleme (7.163) vérifié par les termes de champ lointain & 'ordre 0 fait donc intervenir les condi-
tions de transmission avec des sauts de traces et de flux non-homogénes.

Nous ne pouvons pas donner le probléme vérifié par les termes de champ lointain u, et @5 d’ordre 2
car nous ne disposons seulement que d’une condition portant sur le saut des traces (donnée par (7.117))
et il nous manque une condition portant sur le saut des flux, qui nous serait donnée par la construction du
terme Us de champ proche, ce que nous n’avons pas fait. Nous nous contentons donc d’avoir construit le
modele (7.163) approché d’ordre 1. Notons cependant qu’il n’y a aucun obstacle, si ce n’est la complexité
des calculs, pour poursuivre la construction des différents termes de champ proche et de champ lointain.

Remarque 7.43. Les constantes C; sont indépendantes de w.

7.5 Analyse d’erreur

Nous avons donc construit les trois premiers termes de champ proche Uy, U; et Us a la section 7.3 ainsi
que les deux premiers termes de champ lointain ug et u; a la section 7.4. Notons par contre que nous
n’avons pas construit le terme de champ lointain d’ordre 2.

Remarque 7.44. Dans la suite, nous supposons que les termes de champ lointain d’ordre 2 u et i, ont été
construits, car cela va faciliter nos calculs. Cela ne sera pas génant pour notre résultat principal (théoréme
7.45) puisque ce terme est d’ordre §2. Notons qu’il n’y a aucun obstacle théorique & sa construction :
nous savons que ﬁ;r est solution d’une équation homogénéisée avec un second membre non nul dans 2~
(voir par exemple [13,233]) et que u, est solution de (7.3) dans Q*. En ce qui concerne les conditions de
transmission, nous avons déja établi (7.131) portant sur les traces. Pour obtenir celle sur les flux, nous
aurions besoin de construire le terme de champ proche Uz, ce que nous n’avons pas fait. Cependant, il
n’y a aucun obstacle pour le faire car notre démarche de construction des termes de champ proche peut
s’étendre a tout ordre, la seule difficulté étant la lourdeur des calculs qui deviennent assez inextricables.

Nous pouvons donc a ce stade proposer 'approximation suivante, en suivant les idées de la section
7.1.5:

2,5(x) = w5 (21) 3 6%u (%) + xs (21) Y 6T (2, %) 0 (@) > g (x, %) . (7.164)

k=0 k=0 k=0

avec 13 (1) := ¥ (21/1(9)) et xs(x1) := x(21/0(5)), ot ¥* et y sont les fonctions de troncatures définies

191



par (7.27) et ot nous avons

ug (x) = uo(x)|a-,

uy (x) = w1 (x)]o-,

ug (x,%x/0) = ugla+ (x) = g (x), (7.165)
ul (x,%x/0) = Viig(x) - w(x/8) + @11 (x), U1 (%) = up (%)] o+,

ug'(x, x/§) = Vx [@(x/é)Vﬁa‘(x)} + Vﬁf(x w(x/0) + LLJQ’ELS_(X)")/(X/(;) + ﬂ;(x),

avec w = (we, w2) T, © = (6;;) et v les solutions respectives des problémes de cellule (7.7), (7.11) et (7.12)
(voir la remarque 7.44 pour u, et 4y ).

Remarquons que les expressions du type u, (x,x/0) et Uy, (w2, 71/8,72/8) dans (7.164) ne sont pas
rigoureusement définies. En effet, nous avons construit les u,” (resp. U, ) comme des fonctions de la
variable rapide y sur Y (resp. sur B) avec 2 jouant le rdle d’un parametre, c’est-a-dire que x et y (resp.
x2 et (y1,y2)) sont considérées comme des variables séparées. Nous reconstruisons donc des fonctions
via les immersions 75: R? — R? x Y définie par 7(x) = (x,x/d mod 1) et T5: B — R x B définie par
Ts(x1,x2) = (w2,21/8,22/6 mod 1). Ainsi, il faut donc comprendre u;’ (x,x/d) (resp. U, (z2,1/d,22/9))
dans (7.164) au sens de 75u;} (x) (vesp. 75Uy (21, 22)). Notons que nous avons les identités

V(riu) = 57 (Vyu) + 73 (Va0 (7.166)
et ) .
Oy (T5U) = 5'7:;*(8?41 U) et 0,,(T5U) = gﬁ*(ayzU) + 755 (0,U). (7.167)

La question est maintenant de savoir si @ s approche correctement la solution exacte us. Nous allons
montrer le résultat suivant qui est le résultat principal de cette section :

Théoréme 7.45. Supposons les hypothéses de régularité suivantes vérifices : g € H*(QY), af €
H3(OY) et 0 € H2(QV) (voir la remarque 7.44) et que toutes les solutions des différents problémes
de cellule soient dans W12 (Y'). Alors nous avons l’estimation d’erreur suivante

|lus — a2’§||H1(R2) < 0(53/27 (7.168)
ot C est une constante positive indépendante de §.

La suite de cette section est consacrée a la démonstration de ce théoreme. Dans toute cette section C'
désigne une constante générique positive servant dans les majorations et qui peut changer d’une ligne a
Iautre. Sauf mention explicite du contraire, C' est indépendant de ¢.

7.5.1 Stabilité

La coercivité du probléme initial (7.1) nous permet de montrer la stabilité du probléme, c’est-a-dire la
dépendance continue de la solution vis-a-vis de ¢, et que la constante de continuité reste bornée quand
tend vers 0. Plus précisément, introduisons la forme bilinéaire associée a (7.1)

As(u,v) == /}R2 (a (%) Vu - Vi —w?p (%) u@) dx, (u,v) € H(R?)?, (7.169)

qui vérifie done Ag(u,u) > C’||u||§11(R2). Nous obtenons, si u # 0, que

1 As(u,u) o 1 [As(u,v)]

Cllullmee) ~ Cverm@anoy [Vl

|l g1 (r2) <

Nous avons donc la proposition suivante :
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Proposition 7.46. Le probléme (7.1) est bien posé. De plus, il existe deuz constantes positives C et g
indépendante de § telles que pour tout u € H'(R?) et pour tout & € (0,80) on ait

A
lllggsy <€ sup a0l (7.171)
veEH1(R2)\{0} ||U||H1(R2)

Cette proposition montre donc qu’il suffit d’estimer As(us — @o,5,v) pour en déduire une estimation
sur ||’U,§ — 712,5||H1(]R2)-

7.5.2 Consistance

Nous avons pour tout u,v € H'(R?) et pour ¢ = 9% ou ¢ = x

As(Cu,v) = As(u, (V) +/ 5 5

R2

a(E) uVCV@dx—/RQa(§) V(- Vudx. (7.172)

Nous obtenons donc apres quelques manipulations algébriques en injectant (7.164) dans As(us — @25, v)
que
As(us — tz,5,v) = EcL(v) + Er(v) + Ecp (v), (7.173)

ou Ecr, est lerreur de champ lointain, qui mesure la différence entre la solution approchée et la solution
exacte loin de l'interface, définie par

2 2

EoL(v) = | fodx = 6" As(uy, 5 v) = > 8" As(iul, v v), (7.174)

R? n=0 n=0

ou &R est erreur de raccord, qui mesure le décalage entre les termes de champ proche et de champ
lointain dans les deux zones de raccord, définie par

2 2
Er(v) ::T;)(S" /]R2 a (%) (u, —T5Up)VT - Vip; dx — T;)(S" /}R2 a (%) oy - V(u, —T5Uyp)dx

2 2
+3 [ a(3) - TUve- Vo= 3080 [ a(5) 90 Vinl -0 ax
ne0 n=0

(7.175)
et ou Ecp est 'erreur de champ proche, qui mesure a quel point le champ proche vérifie ’équation de
Helmholtz initiale, définie par

2
Ecp(v) = Z 0" As(T5 Un, x50). (7.176)

n=0

Nous allons analyser chacune de ces trois erreurs séparément.

7.5.3 Erreur de champ lointain

L’erreur de champ lointain est en fait causée par le processus d’homogénéisation dans la partie droite,
Ierreur de champ lointain dans la partie gauche étant nulle.

Proposition 7.47 (Erreur de champ lointain). Supposons les hypothéses de régularité du théoréme 7.45
vérifiée. Alors nous avons

EcL(v)] < C82(3) ™ ol o, (7.177)
ot C est une constante positive indépendante de §.

Remarque 7.48. Pour établir cette estimation d’erreur, nous avons besoin d’avoir construit u}f (sans
sa partie moyennée ag) Cela ne pose aucun probleme et reléeve de ’homogénéisation classique, nous
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renvoyons par exemple & [13] pour une présentation de 'homogénéisation & tout ordre. Plus précisément,
nous avons

Z 02 2,0, W0 (X)Wijie(y) + Vx - (O(y) Vit (x))

ij k=1 (7.178)
+ Vi (x) - w(y) +w?Vyiid (x) - 72(y)

+w ul (X>’7(Y)7

ot les Wiy, et 7?2 = (v3,~}) sont des problémes de cellule similaires & ceux que nous avons déja rencontrés.
En particulier, le fait que Ly7yu§' + Lx7yu3' + Lx7xu1" = 0 intervient dans la démonstration.

Démonstration. Commengons par la partie de champ lointain homogene. Par construction As(u,, , 95 v) =
0 pour n = 1,2. De plus comme le support de f est compact et inclus dans 27, ¢;rf = f pour ¢ assez
petit, d’ou

As(ug 5 v) = /]Rz fgv,dx = . fudx. (7.179)

Nous avons donc
2 2 2
EorL(v) := frodx — Z 0" As(u, Y5 v) — Z §"As(riulb piv) = — Z §"As(riub, i),  (7.180)
R2 n=0 n=0 n=0

c’est-a-dire que lerreur de champ lointain homogene est nulle. Considérons maintenant les termes de
champ lointain périodique. Nous avons

2
S oA (rius, vt) Zé” |, abe/o)vmsug) - Vg ax (7.181)
n=0

—w2z(sn/ (x/8) (5 u,) (W v)dx (7.182)

Or, en utilisant a(x/d) = 7fa(y), I'identité (7.166) et ¢ = 0 sur I' nous obtenons (il n’y a pas de termes
de bord car 17 est nulle sur I')

[, a8V (5 - V(wio)dx =55V, - ) ). 5 0)

1

52\

+ %< S[Vy - (a(y)qu:) + Vi - (a(y)vyu:)]’w;w (7.183)
+ (75

x - (aly) Vxuy), ¥ v).
Nous avons également
/}R2 p(x/8)(r5usy) (g v)dx = (75 [p(y)uy ], 5 v). (7.184)
1l apparait ainsi les opérateurs définis dans la cascade d’équations (6.10) :

2 2
E §"As(Tiul o) = E ) {62<75Ly7yu:{,1/1;v>+5(75Lx7yu:{,1/1;v>+(T5Lx,xu,f7,1/15+v> . (7.185)
n=0

n=0

En réordonnant les termes et en utilisant les équations Ly yud = 0, Ly yul + Lxyud = 0, Ly yus +
Ly yul + Ly xud = 0et Ly yud + Ly yug + Ly xul = 0 (voir la remarque 7.48 pour cette derniére égalité)
nous obtenons finalement

2
Z §"Ns(Tjult hsv) = 6(15 Ly yud , i v) + 62(15 L xug , ¥ v). (7.186)
n=0
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Analysons ces deux termes séparément. Tout d’abord, montrons que T(;*nyxugr est borné dans L?(Q1)
indépendamment de 4. Rappelons que (voir (7.10))

uz (%,¥) = Vx - (8(y)Vxily (%)) + Vi (x) - w(y) +w’iig (x)y(y) + 43 (x),  x€R, y €Y. (7.187)

Pour que Ly xug soit borné dans L2(Q+ x Y), il suffit que af € H*(Q1), af € H3(Q1), 4 € H*(QT),
vye€L®Y), w; € L®(Y) et 6;; € L>(Y) pour i,j =1,2. Sic est le cas, nous avons bien

§%[(75 L xtig 15 v)| < Cllf vl 2rey = C8°||v]| g1 ge).- (7.188)
Analysons maintenant le terme (77 Ly yus , 13 v). En utilisant (7.166), nous avons
(7 Lyt 0 0) = 8= - [rFal(y)Vyub] + 75 Ve - [a(y) Vyud ], v v). (7.189)

Le second terme (75 Vx - [a(y)Vyu7], i v) se traite comme le terme 7} Ly xu3 ci-dessus. En particulier,
d’apreés (7.178), ce terme est borné dans L?(Q7) dés que toutes les solutions des différents problemes de
cellules sont dans W1>°(Y) et dés que 0 € H*(Q1), af € H3(Q1) et 45 € H?(QT). Nous avons donc

(73 Vs - la(y) Vyus ] o >|<c||v||H1<Rz>. (7.190)

Il reste alors & examiner le terme (V - [tfa(y)Vyu3], 1§ v). En faisant une intégration par parties, nous
obtenons (il n’y a pas de termes de bord car 1 est nulle sur I')

(V- [r5a(y)Vy ug], ¢5 v) = /Q+ Ts [a(y)Vyugr](x) -V (¢t (x1)0v(x) dx. (7.191)

Nous avons déja vu que le terme 75 [a(y)Vyud | est borné dans L?(2F). Nous avons donc

(V- [75a(y)Vyug] ¢35 v) < CIV(@§v)l L2 a+)- (7.192)

11 suffit alors d’utiliser le lemme 7.49 ci-dessous pour conclure que

(V- [r5aly) Vyui], 45 v) < Cn(8) 2 |[v]l s o). (7.193)

Finalement, en combinant les estimations (7.190) et (7.193), nous obtenons a partir de (7.189) que
(13 Ly yui, fv) < Con(8)~Y2||v| g1(o+). En combinant cette derniere estimation avec (7.188) dans
(7.186), nous obtenons bien (7.177). O

Lors de la démonstration ci-dessus, nous avons eu besoin d’utiliser le lemme suivant, qui est classique
dans la littérature sur les développements asymptotiques raccordés [84,164,223].

Lemme 7.49. Pour tout v € H'(Q1), nous avons
HV(?JJ;’U)||L2(Q+) < 077((5)_1/2||’UHH1(Q+), (7.194)

ot C est une constante positive indépendante de § et ou i = T (-/n(8)) avec T la fonction de
troncature définie par (7.27).

Démonstration. Nous avons V(z{;;'v) = w;vv + vw};. Le premier terme se majore facilement en norme
L? par |jv|| H1(Q+) Duisque L/JgL est borné sur 27, concentrons-nous donc sur le deuxiéme terme. Puisque
Vi =n(0)" VYT (-/n(8)) et que VT est borné sur QT et a support dans B := [1(), 2n(5)] x R, nous
avons

c C [ |vx)? C [ |u(x)?
va+ 2, éi/ v(x)Pdx € — dx < — dx 7.195
R TR AT} TG RO S (7195)
11 suffit alors d’utiliser I'inégalité de Hardy [199, §7.1.1] pour obtenir

[vVeF 720 < 1(8) M oll72@r) < 0(8) " HIvlEn o), (7.196)

ce qui acheve la démonstration. O
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7.5.4 Erreur de raccord
Concentrons-nous maintenant sur ’erreur de raccord &g.

Proposition 7.50 (Erreur de raccord). Supposons les hypothéses de régularité du théoréme 7.45 vérifiées.
Alors nous avons

[Er(0)] < C (n(8)* +n(8) ™22 1D o] 1 oo, (7.197)
ou C' est une constante positive indépendante de §.

Démonstration. L’erreur de raccord £r définie par (7.175) contient quatre sommes. Nous allons estimer
seulement la troisieme car l’estimation des trois autres est quasiment similaire (les deux premiéres sont
encore plus simples car elles ne font pas intervenir la variable rapide y). Nous avons

25”/ a( )w Vot (riut — T U,) dx

2

Z (Tu) — T5U,)

< Clvll i @) IV | 1 ®)

L2(Cy)

Cn(®) ™ [vllarr ey | Ts'Un)

9

L2(Cy)
(7.198)
ot Gy := {x € R? : n(§) < z1 < 2n(0)} est la zone de raccord & droite de I' et olt nous avons utilisé
V5 (| Lo @) < () 7H|VY || e g). 11 reste donc & estimer le terme || Zi:o " (riuy — T Un)llL2(c,)-
D’une part le comportement des termes de champ lointain périodique w,, est donné par (7.23) lorsque n(d)
devient petit, et les termes de champ proche U ont été construits de telle sorte que leur comportement
quand y; — 400 se raccordent avec ceux des u,l pres de Uinterface I'. Plus précisément, & chaque n, tous
les termes oscillants présents dans u,} se compensent avec ceux présents dans U, ainsi que tous les termes
polynomiaux d’ordre inférieur ou égal & 2 — n. Ainsi, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral,

- k 1 t27’n
1 3—n A+
]g ? 951 U, \F(IZ) + /0 marl Uy, (t, $2) dt, (7199)
nous obtenons
2 2 z1 an 2
Z 6"(T§U7+L Z / 2 n)‘ [83 na +(t Ta,y )] dt + Z 6”7?;*1,[%’ (7200)
=0 n=0 0 a n=1

ou les i, sont des fonctions évanescentes par rapport a yi, 1-périodiques par rapport a y, et de carré
intégrable par rapport & 7o : (z2,y) — U (72,y) € L2(R)xV(B). Le premier terme de la somme ci-dessus
peut se majorer comme suit, en utilisant le fait que les 4, sont des quantités bornées indépendamment
de ¢ dans C),

t27n

Zan/ozl@_n) F1O2 0t (t xo, )] dt
n=0

2
<C Z 6”7}(5)37’“
n=0

< Cn(6)*.

(7.201)

L2(Cy)

Le second terme de la somme fait intervenir des fonctions &, € L?(R) x V! (B) évanescentes. En parti-

culier, nous avons pour y; > 0
|8 (@2, y)| < I(wz)e 24, (7.202)

ou I est une fonction de carré intégrable. Cela implique la majoration (C,, est de largeur égale a n dans

la direction eq) :
175 Unll2(c,)) < Cn(8)H/2e=2mm@)/3, (7.203)

Nous avons donc

2
> o (rgul = T3 Un)
n=0

2
<C (n(5)3 +n(8)e IO N 5”) < C (n(6)* + n(@)e=2m@/5)
LQ(C”I) n=0

(7.204)
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d’ou finalement

26"/a( ) Vo VU (ruf — TFU) dx

n=0

2
<C (n(5)2 +(8) 1 2em 2@/ N 5”) . (7.205)

n=0

Les trois autres termes de £ se traitent de la méme fagon. O

7.5.5 Erreur de champ proche

Il reste maintenant & estimer ’erreur de champ proche Ecp.

Proposition 7.51. Supposons les hypothéses de régularité du théoréme 7.45 vérifiées. Alors nous avons
[Ecp(v)] < C5(8)* [0l 1 (re) (7.206)
ot C est une constante positive indépendante de §.

Démonstration. Le début du raisonnement est similaire a celui de la démonstration de la proposition 7.47
pour l'erreur de champ lointain dans la partie périodique. Nous avons

2
S 6 As(T3 U, xs0) = Zan / (%/6)0s., (T2 Un) s (x50)dx (7.207)

n=0
+Z5n/ (%/8) 0, (T3 Un) Bz, (x50)dx (7.208)
—Zé” [ 0(/8) 7 V) s (7.209)

Remarquons que a(x/6) = T a(y) et p(x/9) = T p(y). En utilisant les identités (7.167), nous obtenons
pour la premiere intégrale

/R /)0, (T3 U0, (xaUn)x = (75 0y, ()0, Un), x50)- (7.210)

et pour la deuxieme

| a6x/8)0..(T5 U0, (15U, =5i<7;*ay2 (a(¥),,U). xa)
ST 0, (00)00,00) + (00D U) xar) Y
+ (T3 [0 (a(3) 02, Un) + w0 p(y)Un)s x50)-

Remarquons que puisque x(y1) est nulle pour |y2| > 2, les termes de bord disparaissent et ne posent donc
pas de probléme. Nous retrouvons ainsi la cascade d’équations (7.15) :

2
1 — _
ZénAE(’]:S*UanEU Z(s |: 7:; Ly yUnaX5'U> 5<7:$*Lx,yUnaX5v> + <7—5*LX,XUTL,7X5,U> . (7212)
n=0 n=0

En réordonnant les termes et en utilisant le fait que Ly ,Uy = 0, Ly U1 = flj,\:yUo et Ly Uy =
—Ly yU1 — Lx xUp, nous obtenons finalement

2
S 6" A5 (T3 Un, x60) = (T3 LuowUt)s x50) + 0(T5 (L Us, X5 + 0%(T5 LU, xsv). (7.213)
n=0
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Commengons par examiner le terme en U;. D’apres la formule explicite (7.125), nous pouvons écrire que
U; est une somme de produits de fonctions

N
Ur(2,y) = > _ Ti(22) Jo(y), (7.214)
=1

ou les Iy(xs) sont de classe C*° et de carré intégrable ainsi que leurs dérivées car ay, (1 et ug|r le
sont, comme traces sur I" des solutions (et de leurs dérivées normales) des problémes approchés (7.162) et
(7.163) et ot J; sont des fonctions périodiques en ys et évanescentes ou oscillantes et/ou polynomialement
croissantes d’ordre au plus 1. Nous avons donc des majorations du type

[Je(y)] < C(L+ [ul)- (7.215)
Nous avons alors

|1 ]

a (%) agmz(m)(w)‘ (1 ¥ 5) dx

N
|<7:5*a’6$2w2U17X§U>| < CZ/
=t (7.216)

|24
< Clal sl Tz ol | s (14 20)
|z1]|<2n(8)

. 7 . . . 2
Puisque a est borné, nous pouvons majorer ||afl« < C. Nous avons de plus la majoration [0z, ., 1| z2(s,) <

Cn(8)'/? en utilisant le fait que la largeur de Sy est d’ordre 7 et que I et 0, est de carré intégrable. De
méme, nous avons [[v][z2(s, ) < 0771/2HU||H1(]R2). Nous avons donc

1(8)*

(T5'a0yp,4,Ur, xs5v) < C ; ||'UHH1(R2)~ (7.217)
En procédant de méme,
. 9)*
(T xo0)] < OO o (7.218)

Finalement, en regroupant (7.216) et (7.218), nous obtenons

o D
T3 Ex). x50)] < O ol . (7.219)

Il reste maintenant & estimer les termes (%*L:;Ug), Xs) et (7}*L:;,U1), Xsv). Ces deux termes se traitent
de la méme fagon que précédemment, sauf que contrairement a Uy, les fonctions Jy dans la décomposition
(7.214) correspondant & Us font intervenir des termes en y? au lieu de y;. Par conséquent, (7.215) devient
|Jo(y)] < C(1+ |y?]). En suivant alors le méme raisonnement qu’avant, nous obtenons

. 7 n(9)*
T3 Lx2). x5)| < O ol e,

o 1(d)°
T3 Ty U)ol < O s oy,

(7.220)

Nous obtenons bien le résultat (7.206) en combinant (7.219) et (7.220) dans (7.213) et en utilisant le fait
que 1(8)3 /3 est le terme prépondérant dans ces trois estimations. O

7.5.6 Conclusion, corollaire et conjecture
Fin de la démonstration du théoréme 7.45. Rappelons que d’aprés (7.171), nous avons
[As(us — U2,6,0)|

£ £ £
Jus — sy O sup —cap [l F fEer(v)]
vem®)\(o}  |Ivlla @) veH1(R2)\{0} [0l (2)

(7.221)
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En utilisant les propositions 7.47, 7.50 et 7.51, nous avons donc
s — Bogllan ey < C [20(6) /2 4 5(6)? + n(8) /2205 451y (5)%] (7.222)

11 faut donc choisir a ce stade une fonction 7(d) judicieuse, qui doit également vérifier (7.17). Ici, nous
Proposons
n(8) = K6|Ins|'/3, (7.223)

ou K > 0 est une constante (indépendante de §). L’intérét de cette constante K est que nous pouvons
la choisir assez grande de sorte que n(8)~/2e=2711(9)/% = (O(§3/2). Nous avons également §2n(5)~ /2 =
O(8%/?) et 671n(6)> = O(63/2), ce qui achéve la démonstration du théoréme 7.45. O

Nous disposons d’un corollaire du théoréme 7.45 ol I'erreur est mesurée non pas sur tout R? mais sur
un domaine 2, évitant 'interface I', ce qui permet d’obtenir une estimation d’erreur portant seulement
sur les termes de champ lointain (puisque que pour § assez petit €2, et la zone de champ proche seront
disjointes).

Plus précisément, introduisons pour r > 0 le domaine €, défini par
Q= {xeR?: |z;] >r}. (7.224)
ainsi que QF = Q, N OQF.

Le corollaire suivant est alors immeédiat, en remarquant que pour J assez petit, @, s coincide avec les
premiers termes du développement en champ lointain dans QF (c’est le cas deés lors que supp x5 N €2, = ().

Corollaire 7.52 (du théoréme 7.45). Sous les mémes hypothéses que le théoréme 7.45, nous avons
l[us = (ug + 5“1_)”111(9:) + llus = (ug + dui + 52“3)“}11(97?) < Cs°2, (7.225)
ot C est une constante positive indépendante de §.

Il nous semble que I'estimation d’erreur ci-dessus n’est pas optimale. En effet, si nous avions construit
U35, ce qui nécessiterait d’avoir construit le terme Us de champ proche (ce que nous n’avons pas fait
mais comme nous 'avons dit lors de la remarque 7.44, il n’y a aucun obstacle pour le faire car notre
démarche de construction des termes de champ proche peut s’étendre & tout ordre). Nous aurions alors
une estimation d’erreur similaire a celle du théoreme 7.45 :

[us — i 5| o2y < C6°/2, (7.226)
ce qui nous permet de conjecturer le résultat suivant :
Conjecture 7.53. Sous les mémes hypothéses que le théoréme 7.45, nous avons
lus = (ug + dug ) g ory + llus — (ug + duy + 3*uF) | g1 oy < C2, (7.227)

o, C est une constante positive indépendante de 9.

7.A Annexe : faisceaux d’opérateurs dépendant polynomiale-
ment d’un parametre

Le but de cette annexe est de rappeler quelques définitions et résultats de la théorie de Kondratiev, en
particulier la description des poles des faisceaux d’opérateurs (en anglais operator pencils) dépendant
polynomialement d’un parametre via la notion de chaines de Jordan. Nous nous sommes directement
inspirés du chapitre 5 de [139] auquel nous renvoyons pour plus de détails. Dans la suite, (X, | - ||x) et
(Y]l - |ly) désignent deux espaces de Banach.
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Définition 7.54. Un faisceau d’opérateurs dépendant polynomialement du parameétre \ est un opérateur
$U(A) de X dans Y de la forme

U =D AN, (7.228)
£=0

ou A € C et ou les Ay sont des opérateurs continus de X dans Y.

Dans la suite, le terme « faisceau d’opérateurs » signifiera faisceau d’opérateurs dépendant polyno-
mialement d’un parametre.

L’adjoint $4*(A) d’un faisceau d’opérateurs est donné par

L
L) = (AN, (7.229)
£=0
c’est-a-dire que $U(\)* est défini par (¢, U*(A)x)x x+ = (U(X), ¢, X)y,y+ pour tout ¢ € X et x € Y*.
Définition 7.55. Un nombre complexe Ag est dit valeur propre d’un faisceau d’opérateurs () si Ker (Ag) #

{0} et un vecteur propre associé & \g désigne n’importe quel élément non nul de cet ensemble. La dimen-
sion de Ker $(\g) est appelé multiplicité géométrique de Ag.

Définition 7.56. Soit Ag une valeur propre de L{(A\) et ¢y un vecteur propre associé & A\g. Si ¢1,...,Ps
sont des opérateurs continus de X dans Y tels que

[ea

1.d7u
2 o D P0)%o—q =0, (7.230)
q=0
pour tout o € {1,...,s}, alors (¢g, ¢1,...,ds) est une chaine de Jordan associée d N\ de taille s+ 1. La

taille maximale des chaines de Jordan correspondant au vecteur propre ¢g est appelée rang de ¢y.

Définition 7.57. Un faisceau d’opérateurs $U(\) est un faisceau d’opérateurs de type Fredhlom si d’une
part L(A) est un opérateur de de type Fredholm pour tout A € C fixé et d’autre part si Ll(\) est inversible
pour au moins un A € C.

Lemme 7.58. Un faisceau d’opérateurs $W(\) est de type Fredholm si, et seulement si, il*@ est un
faisceau d’opérateurs de type Fredholm et Ao est une valeur propre de t(\) si, et seulement si, Ao est une
valeur propre de {*(\). La multiplicité géométrique de Ny et Ao coincide.

Lemme 7.59. Soit () un faisceau d’opérateurs de type Fredholm. Alors son spectre (I’ensemble des
A € C pour lesquels $L(X\) n’est pas inversible) ne contient que des valeurs propres isolées de multiplicité

finie.

Le résultat principal que nous utiliserons dérive du théoréme 5.1.1 de [139]. Pour des raisons de
simplicité et parce que cela correspond au probleme que nous regardons, nous nous contentons de I’énoncer
dans le cas ou la multiplicité de la valeur propre est égale a 1 et dans le cas ou les chaines de Jordan sont
constituées d’opérateurs auto-adjoints

Théoréme 7.60. Soit () un faisceau d’opérateurs de type Fredholm défini par (7.228), soit Ao une
valeur propre associée a () de multiplicité (géométrique) égale a 1 et soit ¢g un vecteur propre associé.
Supposons que (¢o, P1,.-.,¢s) est une chaine de Jordan associée a4 Ao de taille s +1 ou les ¢; sont
auto-adjoints. Alors il existe un voisinage ouvert O de Ny tel que

s—1
II.
NP=y — 4 T(A 231
u( ) ;(A_AO)S_J—’_ ( )7 (7 3 )
pour tout A € O\ { o}, ot les II; sont les opérateurs linéaires de Y dans X définis par
J
v =Y (v, ¢0)v,y+$j0, (7.232)

o=0

pour tout v €Y et ou I' est holomorphe sur O.
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7.B Annexe : quelques démonstrations

Nous démontrons ici la proposition 7.26 et la proposition 7.35. A chaque fois, il s’agit d’évaluer des
quantités du type (—V - (aVu), h) pour u € W(B) et h € V(B) (souvent h =1 ou h = N). La démarche
est toujours la méme. Nous nous donnons une fonction de troncature x: R — [0,1] de classe C* ou
x(t) =1 pour [t| = 2 et x(t) = 0 pour |t| < 1. Pour L > 0, définissons xr,(y1) := x(y1/L) de sorte qu’en
utilisant le théoreme de convergence dominée, xrh converge h dans Vi (B). Ainsi, nous obtenons

(—=V - (aVu),N) = lim aVu - (xph),dy. (7.233)
L—+oo /B

Les démonstrations utilisent un résultat de convergence faible-* trés classique en homogénéisation (voir
par exemple [64, théoreme 2.6]) :

Proposition 7.61 (propriété de la moyenne). Soit I C R un segment et soit a € L>°(I) une fonction 1-

périodique. Alors la suite (a(-/9)) converge faiblement-* vers (a) := fol a quand § tend vers 0 (par valeurs
supérieures), c’est-a-dire que pour tout ¢ € L*(I) nous avons

lim /I o(2/8)(z) dz = (a) /1 é. (7.234)

Commencgons par la proposition 7.26 qui concerne la formule de Green généralisée.

Démonstration de la proposition 7.26. Puisque V!(B) := V}(B)+V (B), il suffit de montrer le résultat
dune part pour u € V(B) (auquel cas 5 (u) = £§ (u) = 0) et d’autre part pour u € V! (B) (auquel
cas £, (u) = £y (u) = 0). Nous allons seulement traiter le cas u € V! (B), la démonstration pour le cas
u € V}(B) étant similaire mais plus simple. En définissant g := —V - (aVu) et h := =V - (aVv), d’apreés
(7.233), nous avons

L—oo

(g,v) — (hyu) = lim / aVxr - (WVu —uVv)dy. (7.235)
B

Par conséquent, en utilisant le théoréme 7.25, il vient, en notant s(y) := (y1 +w1(y))/ai,

(g,v) — (hyu) = [05 ()05 (u) — 05wk (v)] Llim aVxr - Vsdy. (7.236)
— 00 B
Pour évaluer cette derniére limite, décomposons 'intégrale en deux morceaux puisque s(y) = (y1 +

w1(y))/a};. Pour intégrale en y; /aj;, en effectuant un changement de variable ¢ = y;/L, nous obtenons
en utilisant la propriété de la moyenne (7.234) :

a(y)V(y1)Vxr(y)dy = 2 1a(lhzyz)dyz X (t),dt
B 1 0

) (7.237)
o [ awrdy [ X@a=— [ atay,
—too Jy 1 Y
De la méme fagon, nous obtenons pour l'intégrale en w; /a7,
lim a(y)Vw; - Vxrdy = 7/ a(y)Vw; - e1 dy. (7.238)
L—o0 By v
Finalement, nous obtenons
-1
lim [ aVxr -Vsdy=— [ a(y)(1+4 9y, wi)dy = —1, (7.239)

L—oo B a1 Jy

en revenant a la définition (7.6) du coefficient homogénéisé aj;. En combinant (7.235), (7.236) et (7.239)
nous obtenons bien le résultat annoncé. O

201



Nous allons maintenant démontrer la proposition 7.35. L’existence et l'unicité de P; ont déja été
établies. En ce qui concerne le fait que [£p(P1)] et [£x(P1)] ne dépendent pas de ¥, il suffit de considérer
une fonction ¢ € C* & support bornée. Nous avons alors wy¢ € V!(B) donc d’apreés la formule de Green
(7.99) nous avons (Ly y(w2(),N) = (Ly y(w2(),1) = 0. En utilisant les formules de compatibilité (7.108),
nous voyons donc bien que l'ajout d’un terme (Ly y(w2() dans le second membre de (7.118) ne change
pas les quantités [(p(P1)] et [{x(P1)]. Par conséquent, elles ne dépendent pas du choix de la fonction de
troncature .

Démonstration de la formule (7.119). D’aprés la premiére relation de compatibilité (7.108) et I’équation
(7.118) vérifiée par Py, nous avons [{x(P1)] = —(Ly y(¥Tws) + dy,a,1). En utilisant (7.233) avec h =1,

nous avons alors

<Ly,y(w+w2) + 9y,a, 1) = LETOO<Ly7y(w+w2) + 0y, a, XL)
(7.240)

:/ aV (T ws) - Vxp dy,
B

car le terme en J,,a disparait aprés une intégration par parties (xr, est indépendant de y2). En remarquant
ensuite que pour L assez grand, ¢ (y) = 1 lorsque Vx(y) # 0, nous avons, en utilisant la propriété de
la moyenne (7.234),

/ aV(¥Twy) - Vxpdy = / aV(wsz) - Vxr dy
B B

- /12( / (Lt ) 5 (Lt ) e ) (1) (7.241)

8
. [ o) 2 v) dy / t)dt = al,
L—+o00 dyl
en reconnaissant 'expression de aj, dans (7.6). O
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CHAPITRE

8

CONSTRUCTION ET ANALYSE D’UN
MODELE APPROCHE D’ORDRE 1
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Au chapitre précédent, nous avons construit les trois premiers termes de champ lointain homogéne et
périodique ainsi que les termes de champ proche puis nous avons proposé une approximation de la solution
exacte en recombinant ces différents termes grace a des fonctions de troncature (voir (7.28)). Cependant,
en pratique, nous ne considérons pas cette reconstruction globale, nous proposons un modele approché ne
faisant plus intervenir les termes de champ proche mais uniquement les termes de champ lointain. Plus
précisément, ce modele vérifie les mémes équations volumiques que les termes de champ lointain mais
a des conditions de transmissions non standards faisant intervenir des opérateurs différentiels le long de
Iinterface I" de type Laplace-Beltrami. Ce modele approché converge alors vers la solution exacte, des lors
que lerreur est mesurée dans un domaine n’intersectant pas I'. L’implémentation pratique de ce modele
sera traitée au chapitre suivant. '

Dans un premier temps (section 8.1), nous décrivons quelques propriétés des profils Py et PJ (j =
1,2, 3) ainsi que des constantes C; définies par (7.124) et (7.151). Notamment, nous nous intéressons aux
cas ol les fonctions périodiques a et p admettent des symétries. Dans un deuxiéme temps (section 8.2),
nous construisons un probleme approché en considérant les équations vérifiées par ug + du;. Malheu-
reusement ce probléme est potentiellement mal posé. C’est pourquoi dans un troisiéme temps (section



8.3), nous utilisons la technique dite du décalage géométrique pour construire un autre modele approché
et nous montrons qu’il est bien posé grace a une formulation variationnelle adaptée. Enfin, nous mon-
trons que ce modeéle converge bien en norme H' vers la solution exacte et nous précisons les vitesses de
convergence. Cela confirme l'efficacité de notre modele par rapport & ’homogénéisation classique vue au
chapitre 6.

8.1 Quelques propriétés des profils et des constantes C}

Dans cette section, nous faisons quelques commentaires sur les profils P; et 7)5 (j =1,2,3) ainsi que les
constantes C; intervenant dans le probleme (7.163) vérifié par les termes de champ lointain & 'ordre 1.
Ces constantes sont définies par (7.124) et (7.151). En particulier, nous souhaitons présenter des situations
ou ces profils et ces constantes sont nulles, ce qui simplifie alors les conditions de transmission de notre
modele approché.

8.1.1 Le cas stratifié

Dans cette partie, nous faisons ’hypothése que a est indépendant de ys. Un cas typique est un matériau
lamellé ol a est constant par morceaux, prenant deux valeurs différentes sur (0,¢) x (0,1) et (¢,1) x (0,1)
respectivement, avec £ € (0,1).

Cette hypothese a pour conséquence que w; ne dépend pas de y2 et que wy est nulle puisque dy,a =0
(voir I’équation (7.7) vérifiée par wsy). Nous avons également 012 = 027 = 0. Une conséquence de la nullité
de wy est que aj, = a3; = 0 (d’apres (7.6), voir aussi I'annexe 6.A). Nous en déduisons alors que le
profil Py est nul, car dy,a — Ly (1) ws) = 0, ce qui signifie que le second membre de I'équation (7.118)
vérifiée par P; est nul. Cela nous donne d’autre part que Cy = 0 d’aprés (7.124). Enfin, le profil Pa est
nul également, car N est indépendant de y» (puisque wy 'est aussi) donc le second membre de 1’équation
(7.137) vérifiée par P3 est nul. Nous avons donc C3 = 0 d’apres (7.151).

Il n’y a par contre aucune raison que C1 = [{p(N)] soit nul. Par ailleurs, méme si les seconds membres
des équations (7.140) et (7.142) se simplifient énormément, P37 n’a aucune raison d’étre nul a priori. De
méme pour le profil P3 défini par (7.133). Il n’y a donc aucun motif pour que les constantes Cy et Cs
soient nulles.

Résumons la situation :

Proposition 8.1. Supposons que a soit indépendant de yi. Alors les profils Py et Pa sont nuls et par
conséquent Co = C3 = 0.

8.1.2 Le cas a symétrique par rapport a i

Dans cette partie, les termes symétrique et antisymétrique sont & comprendre toujours par rapport a ys
et a l'axe yo = 1/2.

Supposons que a et p soient symétriques. Dans ce cas, Jy,a est antisymétrique. Cela implique donc
que w; est symétrique et wq est antisymétrique. En particulier, aj, = a3, = 0 d’aprés (7.6). De méme,
011, 022 et v sont symétriques alors que 615 et 021 sont antisymétriques.

Notons par ailleurs que si un profil P est antisymétrique, cela implique forcément que £ (P) =
(% (P) = 0, puisque les comportements & l'infini y — y; et y — y1 + wy(y) sont symétriques. Nous
pouvons alors, en examinant les seconds membres des équations définissant les profils, dire si ceux-ci sont
symétriques ou antisymétriques et en déduire des informations sur le saut des comportements linéaires a
Iinfini :
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Profil P symétrie [n(P)]
1 symétrique =0
N symétrique =0
P1 antisymétrique =0
P antisymétrique =0
P3 symétrique # 0 (a priori)
P3 symétrique # 0 (a priori)

Remarque 8.2. Le fait que [(n(1)] = 0 et [{x(N)] = 0 est tout le temps vrai, méme dans le cas ol a n’est
pas symétrique.

Nous en déduisons donc que Cy = C3 = 0 ainsi que Cy # 0 et C5 # 0 a priori. De méme, il n’y a pas
de raison que C; = [¢(p(N)] soit nul. Résumons la situation :

Proposition 8.3. Supposons que a soit symétrique. Alors les profils Py et P sont antisymétriques et
par conséquent Cy = C3 = 0.

8.1.3 La constante Cj

Discutons maintenant du cas particulier ot la fonction p vaut 1 partout, & la fois sur Q= et sur QF.
L’équation (7.133) définissant le profil P3 devient alors

T 2/2 4 yqwy + 6
LyyPy =1+ {Ly,y (w 2yalo>+Ly,y (1/)+ (yl/ nm 11))],

(tp(P3)) =0 et (n(P5)) =0.

(8.1)

Notons que la solution v du probléme de cellule (7.12) n’intervient plus puisqu’elle est nulle.

Nous avons alors la proposition suivante qui montre que la constante C5 est nulle. Cela implique en
particulier que les conditions de transmission (7.163) ne font plus intervenir la fréquence w.

Proposition 8.4. Supposons que p soit constante égale a 1 sur R%. Alors Cs = [{x(P3)] = 0.

Démonstration. 1l s’agit d'un calcul dans ’esprit de ceux de I'annexe 7.B et les arguments utilisés sont
similaires. Nous avons donc

NCIEEN {1 v {Ly,y (wji) YLy (w <y%/2 T+ 9”))] } . (82)

k
L—+oo all

Etudions les trois termes du membres de droite séparément. Nous avons d’une part

2L 2L —L 2L
[a=[ owa=[ wi=-[ wi- [ wi=am+Bw. 63
B —2L —2L —2L L

D’autre part, pour L assez grand,

Y
L w_>
/B vy ( 2&0 XL

I Il
| |
m\m\
> &
— D
M‘S\:/—\
~_ “@l
= Do
~ g"_‘@m
~_
>
h
‘®©
B

|
\?
&

=
=
S

I

|
IS
<
=

Enfin, nous avons, toujours pour L assez grand,

2/2 + yrwy + 6 2L 2/2 +yw, + 6
[y (5 (A2 00)) g
B L

aj; aj
1 [ 1 [ 8.5
= — a(wi + Oy, 611)x7, + — ay1 (1 + Oy, w1) (8.5)
a1 JL a1 JL
= C(y) + D(y)-
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Nous avons alors, par changement de variable et en utilisant la propriété de la moyenne (7.234),

1 12
€)= o [ [ altLo)wn(tL.32) + 0,600 (¢Lo ) (0) e
a1 Jo Ju (8.6)
) .
L_>_+>OO . a(wy + 8@/1‘911)/1 X' =—ci; = 0.
Le fait que ¢j;; = 0 provient de la proposition 6.7. Enfin, nous avons
1 1 2
D(y) == — / / a(tL,y2) (L + Oy, wi(tL, y2))tX' () dtdys
ai1 L Jo )1 (8.7)

1 2 1 (2
~ 1490 ty = = ty = —-B .
N S S Y

En prenant en compte (8.3), (8.5), (8.6) et (8.7) dans (8.2), nous obtenons bien le résultat annoncé. [

8.1.4 La constante (;

Terminons cette section en examinant le cas de la constante C; = [£p(N)]. Comme nous allons le voir
dans la suite, le fait que cette constante ne soit pas nulle est primordiale pour établir la formulation va-
riationnelle de notre modele approché. Malheureusement, dans le cas général nous ne disposons d’aucune
formule analytique nous donnant cette constante.

Il existe méme des cas non triviaux (c’est-a-dire ot a n’est pas une constante partout) pour lesquels
C7 = 0. Prenons pour exemple le cas stratifié ou a est indépendant de y,. Alors la solution w; du probléme
de cellule et le profil N sont indépendants de y; et nous pouvons méme donner la forme explicite de N/
de chaque c6té du guide :

(H(N) + % pour 31 < 0,
Ny = " (88)

pour y; > 0,

avec a* = {(a~1)~! (voir Pannexe 6.A). Le fait que N doit étre continu en y; = 0 implique alors que

w1 (0)
o) =~ (39)
Nous voyons donc que C; = 0 si, et seulement si, w;(0) = 0. Or cette situation peut arriver. Par

exemple, prenons a qui vaut 1 sur (0,1/3), 2 sur (1/3,2/3) et 1 sur (2/3,1). Il est alors facile de calculer
explicitement que

1
3y7 Y € (0’ 1/3>7
1 2
B I A (8.10)
1 1
—— 4= 2/3,1).
s tey ye(2/3.1)

En particulier w;(0) = 0.

8.2 Construction et analyse du modele approché d’ordre 1

8.2.1 Rappels des résultats obtenus

A Tordre 0, le champ lointain périodique uar est simplement sa partie homogénéisée ﬂar. En définissant

up tel que up = uy sur Q- et yp = ﬁsr sur O, ug est I'unique solution dans H*(R?) du probléme
— V- (A§Vug) — w?piuo = f, dans R?,
[U()]F = 0, (811)

[ASV’U,O . el]p =0.
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ou Aj et pf sont définies par (7.157).

A Tordre 1, le champ lointain périodique uf vérifie

ul (x) = Vyagd (x) - w(x/d) + 4 (x), (8.12)
ot w = (wy,ws)T sont les deux solutions du probléme de cellule (7.7). En définissant u; tel que uy = u
sur Q7 et up = 4 sur QF, uy est I'unique solution dans H(Q2~) x H*(Q1) du probléme

— V- (AiVuy) — w?pjuy =0, dans Q- UQT,
[u]r = C1{AGVuo - e1)r + C20z,u0lr, (8.13)
[ASVul . el]p = 038372 <A3V’UJO . el>1" + C46§2x2U0|1" + WQC5UO‘1",

ou les constantes C; sont définies par (7.124) et (7.151).

8.2.2 Construction du modele

Pour obtenir une condition de transmission approchée d’ordre 1, nous allons établie une équation dont la
solution est proche des deux premiers termes de champs lointains ug + du1. Pour ce faire, nous proposons
un probléme approché satisfait par ce développement tronqué en négligeant les termes d’ordre §2.

Introduisons la fonction v correspondant & ce développement d’ordre 1 :

v = ug + duy. (8.14)

Regardons le probléme vérifié par v{. Tout d’abord, au niveau de I’équation volumique, en combinant les
équations volumiques de (8.11) et (8.13), nous obtenons

—V - (ApVd) — wPpsed = f, dans Q- UQT. (8.15)
Pour les sauts des traces et des flux, nous obtenons, toujours en utilisant (8.11) et (8.13),

{ [v7]r = 6C1{AGVY} - e1)r + 0C20a, (v])r + O(8%), (8.16)

[A5 V1S - eq]r = 0C50,, (A5V0) - e1)r + 6C102, . (v])r + w?6C5 (v])T + O(52).
En négligeant les termes en 62, il est alors naturel d’introduire une approximation u$ de v qui vérifie

— V- (AVul) — w?piul = f dans Q- UQT,
[u‘ls]r =0C, <A8VU(15 . 61>F + (5026362 <’U,(1$>F, (817)
[ASVU‘{ . el]r = 5036z2 <A3Vu‘1s . 61>F + 5048£2I2 (u‘f)r + w26C5<u‘1§>p.

Pour estimer Perreur entre [[u§ — v9 || g1 (r2), il est nécessaire d’étudier la stabilité du probleme (8.17).

8.2.3 Formulation variationnelle et caractére potentiellement mal posé

Pour étudier notre modele approché (8.17), établissons sa formulation variationnelle. L’espace fonctionnel
V naturellement associé & ce probléme est

Vi={ve L*R? : vjgr € H(QF) et (v)r € HY(I)}, (8.18)
muni du produit scalaire
(u,v)v = (u,v) g1y + (u,v) g1+ + (W, (V)r) 51D, (8.19)

qui en fait un espace de Hilbert. Nous noterons || - ||y la norme associée a (-, )y .
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Considérons alors une fonction test v € V et notons vy := v|g+. Nous avons d’aprés la premiére
équation de (8.17)

/ agVul - Vo_ — w2p0/ uv_ — ((aoVus - e1),v_) = fo_,
B . @ (8.20)
A*VuS - Vo, —w?p */ ulvy + ((A*Vul - er),vy) =0,

Qt Q+

ott (-,-) désigne le crochet de dualité entre H—'/2(T') et H'/?(I'). Sommons alors ces deux lignes. En
utilisant 1'identité algébrique valable pour tout (a=,at,b=,b%) € C*,

-4yt
@ —a) T,

atbt —a"bT = —a”) 5 (8.21)

nous obtenons alors
/ ASVu‘ls-VTJ—w2/ peud v +{[AFVUS - er]r, (0)r)+{((AgVuiul - er)r, [v]r) = / fo. (8.22)
Q-uQ+ Q-uQ+ Q-

Utilisons maintenant les équations sur I" de (8.17). En supposant que Cy # 0, la premiére portant sur les
traces nous donne

(A5vad - (0)r) = 5 [ adlelole = &2 [ ovatuldr (323

Remarque 8.5. Nous avons vu a la section 8.1.4 qu’il existe des situations ou Cj peut étre nul. Dans ce
cas, il est toujours possible de construire une formulation variationnelle de (8.17), mais qui fera intervenir
une condition essentielle dans ’espace V. Nous avons choisi ici de ne présenter que le cas C7 # 0 car c’est
celui-ci qui arrive le plus en pratique. Tout ce qui suit pourrait étre étendu au cas Cy = 0.

La seconde équation sur I' de (8.17) qui concerne les flux peut s’écrire, en utilisant des intégrations
par parties et la relation ci-dessus, sous la forme

/[A;;vui el (®)r = —6Cs ((AZVl - ex)r, ey lolr) — 504/ B, (Y By, (B +w2605/<u)p(6>p,
I N T

C _ C,C _ _
= —63 [u?]r@xz <’U>1’\ +4 ( é 3 _ C4> / Oz, <U(1S>Fa$2 <’U>1" +w25c5/<u(1§>1“<’u>1“.
1JT 1 r r
(8.24)
Finalement, la formulation variationnelle associée & (8.17) est :
trouver u$ € V telle que b(ul,v) = £(v) pour tout v € V, (8.25)

ol b et ¢ sont respectivement les formes hermitiennes et linéaires définies pour tout (u,v) € V2 par

1
b(u,v) :/Q o AfVu - Vo — w2/Q o poUv + —— 5O / O)p — — / D, (u
U -
(8.26)

_ %j [u]r Oy, (V)1 + 0 <Cé?3 04) /Fax2<u>r3:c2<77>r +w2505/r<u>1“<17>1“’
et
w={ f. (8.27)
o

Nous aimerions alors montrer que le probléme (8.25) est bien posé, ou au moins de type Fredholm,
par exemple en montrant que la forme bilinéaire b est coercive. Malheureusement, cela n’est pas toujours
vrai. Par exemple, méme dans le cas ou Cy = C3 = C5 = 0, la forme bilinéaire b devient

b(u,v) :/ A{Vu - Vo — w2/ PLUD
Q-u+ Q-uQ+

(8.28)
L [ el - 604 / D ()0, (0)r-
I I

+TC1
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Cependant, le coefficient Cy peut avoir le mauvais signe, ¢’est-a-dire que le terme en —3Cy [} 9y, (u) 10y, (U)r
n’est ni coercif ni compact lorsque Cy est strictement positive. Ce phénomene est déja présent dans la
littérature existante sur les couches minces (voir par exemple [84,85] ). Ainsi, nous ne pouvons conclure
sur le caractére bien posé du probléme (8.25). Cela pose des difficultés, méme si nous supposions que ce
probléme admet une solution, aussi bien au niveau de I’analyse d’erreur (pas de stabilité) qu’au niveau
numérique (pas d’analyse numérique possible).

De plus, ce genre de problemes a des répercussions dans le régime temporel. Pour s’en convaincre,
nous pouvons regarder 1'équation en temps associée a (8.17), avec Cy = C5 = C5 =0 et f = 0, ce qui
correspond a remplacer formellement —iw par 0; :

pe0Ru —V - (AVu) =0 dans Q- UQT,
[ulr = 0C1(AgVu - en)r, (8.29)
[ASVU . el]p = 5C48£2I2 <u>p

En multipliant la premiere ligne du probléme ci-dessus par d;u nous obtenons

1d ) ) i / 2
— A* . L _ _o. .
2dt </Qun+ Orul” + AV -t 5 /p”u]r‘ 0Cu | 10 ()" ] =0 (8.30)

Quand les constantes Cy et Cy n’ont pas le bon signe, cette identité n’est plus une identité d’énergie.
Le probléme peut alors développer des instabilités (voir par exemple le chapitre 4 de [205] pour des
observations numériques de ce genre d’instabilité pour des fentes minces).

8.3 Deécalage géométrique

Une méthode possible pour pallier ce probleme est d’utiliser la méthode dite du décalage géométrique
(voir par exemple [84]). L’idée consiste & « écarter » linterface I' en une fine bande, les sauts et les
moyennes d’une quantité a travers I' sont alors remplacés par les sauts et les moyennes de cette quantité
de chaque co6té de cette fine bande. Au vu de la lourdeur des calculs, nous nous contentons de montrer la
méthode dans le cas de la section 8.1.2 ol a est symétrique, c’est-a-dire que Co = C5 = 0 et ajy = ad; =0,
mais tout ce qui suit pourrait s’adapter sans difficulté au cas général.

8.3.1 Construction du modeéle décalé

Considérons donc le domaine Qs, ol I' a été « écartée » d’une constante o~ > 0 & gauche et o™ > 0 &
droite :

Qpo =05, UQL, (8.31)
avec
Q5. = {(z1,22) € R%: 2, < —da~} et Q;‘a = {(z1,22) € R?: 21> Sat}. (8.32)

Nous supposons également que ¢ est assez petit pour que le support de f soit contenu dans € .

Remarque 8.6. Contrairement & [84] ou le décalage était le méme des deux cotés, c’est-a-dire o= = a™,
nous sommes ici contraints de prendre o~ # o™ en raison de I’anisotropie du milieu homogénéisé (méme
dans le cas aj, = a3; = 0 nous pouvons avoir aj; # al,).

Ainsi, les conditions de transmissions ne seront plus écrites comme des moyennes et des sauts a travers
I', mais entre les deux frontiéres

I'E =005 = {£a®6} x R. (8.33)

Définissons done, pour toute fonction (suffisamment réguliere) v définie dans s, les moyennes et les
sauts

1
(usa 1= 5 (u|F;r —|—u|FL+> et [ulsa=ulpr  —ulp . (8.34)
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Pour construire les conditions de transmission, nous effectuons tout d’abord un développement de Taylor

ulp = ulp- + U)o £ 0(0?),
R (8.35)
“ 8.35
0
U|F = U‘F}a B 87.;111 rt 5Ck+ + 0(52)7
Sa
d’ou
B Ou _ . Ou n 9
ulr = lulsa =0 (81‘1 r- o 87331 r “ > OO, (8.36)
Sa S

(u)r = (W)sa + O(0).

En faisant la méme chose avec la dérivée par rapport & a1, nous obtenons (rappelons que afy = 0)

2 0%u
A§Vu - =[A{Vu-eilsa — 6 (a0 = T4al = T+ 0(6%),
A5V erlr = [45Va- e1]s ( G| o e g o ) O,
Sa Sa
(AfVu - er)r = (A5Vu - e1)sqa + O(0).
Si maintenant u est solution dans s, de ’équation homogénéisée (8.17), nous avons
0? 02
—ao—g = ao—z + w?pou dans Qj_,
Oy O3 @
) ) (8.38)
* 8 u * 8 u 2 x . +
—aua—x%:ana—x% +wipu dans QSO(’

de sorte que la premiére ligne de (8.37) devient

2 2
[A;Vu - ed]r = [AVu - e1]sa +6 | ao ai; a” +al ai; a*
dz3 |- 0z |p+. (8.39)

+ dw? (ofpou\rg + oz+p*u|F5+ ) + O(6%).

u)50/0z3 dans (8.39), nous devons donc choisir

—~

Pour faire apparaitre la quantité 92

a = et at = O: , pour «a > 0. (8.40)

ago 5%

Ce faisant, en utilisant I'identité algébrique (8.21), nous avons

a_p0u|1—\;a +Oé+p*ulrg—a = |:<u>5a (PO + P ) + [u]ﬁa ( p _ p0>:| ,

ag G“;Q 2a§2 2(10
ou ou 1 1 1 1
— a + — ot =a|(AiVu-e a(+)+A*Vu~e a< )]
dx r;, 9z, r [< 0 s aj  ajag 45 il 20,035, 203
(8.41)
Ainsi, (8.36) et (8.39) deviennent
[ulr = [u]sa — 0 | (AGVU - €1) i+# + [A5Vu - eq] b +0(6%)
T Hoa m0a |10 ME Bt o aj  ajag oY Bt 2a}1a3, 243 7
(u)r = (u)sa + O(0),
82
[A{Vu - e1]r = [AiVu - e1]sa + 260[@@}50( (8.42)
2
saw? [(wysn (P2 4 2 (o 52).
+ daw {<u>5 (ao + =, + [u]s 203, 2aq + 0(0%)
(AjVu - en)r = (AfVu - e1)sq + O(0).
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Supposons alors que u vérifie les conditions de transmission de (8.17) (avec Cy = C3 =0) :

{[ ulp = 6C1{A3Vu - er)r,
. (8.43)
[onu el]r = 5048“12( >F +w 5C5<u>p

En les injectant dans (8.42) nous trouvons dans un premier temps,
1 1 N .
[U]éa =9 Cl + « ) + = <A0VU . el>6o¢ + 5a[A0Vu . el]ga

Ay a11Q29

5 ) + 0,

* * -
2a7,a54 2a§

[A§Vu - e1]sa = 6 (Cy — 200) 92, (U)o + w6 {05 —a( L+ )] (1) 50

2a0 2a22

+da ( P ) [t]se + O(5%).

2a22 2@0
(8.44)
Nous avons donc en particulier [u]so = O(6) et [A5Vu - e1]sq = O(5). En négligeant les termes en O(42),
nous obtenons
1 1 * 2
[u}ga :5 C1+a 72+ﬁ <AOVU'61>5Q+O((§ )7
Gy A11022
(8.45)

[A5Vu - €150 = 6 (Cy — 20) 02, (u)se + w20 [05 —a ( L )} (s + O(52).
2a0  2al,

En appliquant donc tout cela & u (qui est bien réguliere pres de I'), nous obtenons alors notre modele

approché avec décalage géométrique, dont nous notons u{* 1’éventuelle solution :
— V- (A5Vud®) — w?piul® = f dans Qsq,
[19%)50 = 6CT (AGVUY™ - €1)5a; (8.46)
[AGVu - e1lsa = 6CL3,,, (Ui )50 + w?0CE (W5 50,
ol
Cf::Cl—i-a(l?—&-ﬂ}*), Cy=Cs—2a et C?::C5—a<+ *> (8.47)
ap 11039 2a0 203,

8.3.2 Caractere bien posé du modele décalé

L’intérét de considérer le probléme décalé (8.46) plutot que (8.17) est qu’il existe une valeur ag > 0 telle
que C} >0, C4 < 0et C3 < 0 pour tout o > . Ainsi, nous allons étre en mesure de prouver le caracteére
bien posé du probléme (8.46) si « > g, les problémes de signe constatés a la section 8.2.3 ayant donc
disparu.

Remarque 8.7. Avec le décalage, nous avons CL > 0 pour « assez grand méme si C; = 0. Cela donne
donc une autre fagon de contourner le probléme au lieu d’avoir introduit des conditions essentielles (voir
la remarque 8.5).

Nous allons en fait considérer un probléme légérement plus général que (8.46) qui nous est utile dans
la suite, en ajoutant des sources g € H/?(R) et h € H~'/?(R) dans les conditions de transmission :

— V- (A4 Vu) — w?piu = f dans Qsa,
[u]sa = 0CT(AGVu - e1)sa + g, (8.48)
[A§Vu - e1]sa = 6C5 02, (Wsa + w?6CE (u)sa + R,

La formulation variationnelle du probléme (8.48) s’obtient exactement de la méme maniére que dans
la section 8.2.3. Définissons ’espace

Vsa := {v € L}(R?) : vlge € HY(QE, ) et (v)so € HY(R)}, (8.49)
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ol nous avons identifié T, & R. Ainsi, la formulation variationnelle associée & (8.48) est :
trouver u € Vs, telle que b%(u,v) = £*(v) pour tout v € Vsq, (8.50)

oll b et £ sont respectivement les formes hermitiennes et linéaires définies pour tout (u,v) € VZ, par

1
o) = [ AgTuvo- o [ gt s [ (wsaltlse

Qsa Qsa 00T Ja (8.51)

— 605 / D () 0D (B) 50 + 026CE / ()50 ()50

R R
et
o _ 1 N _
@) = [ 55=5 [ altlon + O Do)y rscmyan (.52)
a—§
Nous munissons alors I'espace Vs, de la norme
1 (e} «

s, = 10l 0y + 5 [ Nllsol? =5C3 [ 10mstwisal =755 [ [whsal.  (853)

1 R R R

Il s’agit bien d’une norme pour a > ay, puisqu’alors C} > 0, C4 < 0 et C3 < 0.

Remarque 8.8. Le choix de la norme (8.53) peut paraitre surprenant au premier abord car elle fait
intervenir des termes qui dégénerent ou explosent lorsque d tend vers 0. Il est vrai qu’elle est introduite
uniquement pour rendre le probléme (8.50) coercif, avec une constante de coercivité indépendante de §
(voir la proposition 8.9 plus bas avec h = g = 0). Cependant, cela n’aura pas d’impact dans la suite,
car nous avons seulement besoin que la norme || - ||3, ~ contréle la norme H' loin de I'interface (gréce a
la présence du terme || - ||?{1(Q{M) dans (8.53)). Nous sommes donc en mesure de donner une estimation

d’erreur finale en norme H' (et non dans la norme de Vs, ) dans un domaine n’intersectant pas 'interface
(section 8.3.3).

Proposition 8.9. Soit a > «ag. Il existe une unique solution u € Vs, du probléme variationnel (8.50)
qui vérifie de plus

el 220y < € (IF1z2(020) + 672 gl2ey + 87 2llhll -1 ) (8.54)

o, C est une constante positive indépendante de § et de a.

En particulier, cette proposition montre que (8.17) admet une unique solution u$® € Vs, (correspon-
dant au cas h = g = 0).

Démonstration. 1l s’agit ici d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram. Tout d’abord il est clair que b* et

£ sont continues pour la norme || - ||y;, . La seule difficulté est de montrer que b* est coercive sur Vy,.
Soit u € V.. Nous avons

Im b (u, u) = — Im w? </ |u|? — 50;/ |<u>p|2) <0, (8.55)
Qs r

puisque Imw? > 0 et C¢ < 0 (car @ > ap). Nous avons également

J— 1 Re w?
Re b (u,u :/ A*Vu~Vu+—/ u azféCa/ O, (u S+ Imb*(u,u) > 0. (8.56
)= [ 4 s [ lsal? =605 [ 100, (u)so? + Fg b () > 0. (8.56)

Ainsi, en utilisant ces deux relations, (8.53) peut s’écrire

Re w? 1
[ull?,. = Reb™(u,u) — % Im b (u, u) — mo? Im b (u, u). (8.57)

m w
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En utilisant alors le fait que Imw? > 0 et Im b*(u,u) < 0, nous obtenons [ully, < C[b*(u,u)| donc b*
est coercive et sa constante de coercivité est indépendante de 6 et de . Le théoreme de Lax-Milgram
donne alors I'existence et 'unicité de la solution u € V' de (8.50), qui vérifie de plus

[udl¥,. < Clll V5= (8.58)

ol (Vsa)* est le dual de Vi,. D'une part il est clair d’apres (8.53) que |lullv;, = [|ullg1(q;,,)- Il reste donc
a estimer [[£||(y;,)-. Nous avons, d’apres (8.52),

lew)| < I fllz2@sallull L2 (@sa) + 67 gl 2@ ulsallzz + ol a1zl (@) sall /2 ) - (8.59)

D’apres (8.53), nous avons directement [[ul|7 o, ) < Cllull¥, et [[[ulsall72@ < Collull¥, . Pour obtenir
une estimation de ||(u)sallg1/2(r), ¢’est moins direct car la quantité apparaissant naturellement dans
(8.53) est la norme H'(R) de (u)sq plutdt que sa norme H'Y/?(R). Tl faut alors se servir de I'inégalité
d’interpolation [216]

) sall 22y < I{wsall e @)l (w)sall gy, (8.60)

et des estimations |[(u)sa |72y < COHullf,, et [(w)sallmiw) < Co~Hull},, qui s'obtiennent direc-
tement & partir de (8.53) pour conclure que H<“>5a”%11/2(11a) < C67ul|},, . Finalement, en regroupant
toutes ces estimations dans (8.59), nous obtenons bien (8.54). O

Remarque 8.10. La démonstration repose de maniére cruciale sur le fait que Imw? > 0 et la constante de
coercivité de a dégénere lorsque Im w? tend vers 0. Cela laisse envisager des difficultés lorsque Im w? = 0.
Ce cas est discuté plus en détails lors de la conclusion du manuscrit.

8.3.3 Convergence vers la solution exacte

Nous avons donc bien construit un modeéle approché (8.46) qui admet donc une unique solution u$® €
V1. 1l reste maintenant a vérifier qu'elle approche bien la solution exacte us et & étudier la vitesse de
convergence. Bien entendu, comme c’était déja le cas pour 'homogénéisation classique sans bord ou sans
interface, pour avoir une bonne approximation dans H' de la solution du probléme de départ, il faut
rajouter des correcteurs oscillants dans Q7. Nous considérons donc

X

uf(x) + 0Vug® (x) - w (5

)+ 8V [0(/0)Vue(x),  xeQ, (8.61)
ot w = (wy,w2)T sont les deux solutions du probléme de cellule (7.7) et ot © = (6;;) sont les quatre
solutions des problémes de cellules (7.11).

Malheureusement, nous ne pouvons espérer que la solution u?‘s (8.61) approche correctement us au
niveau de l'interface I', car cette approximation ne prend plus en compte les termes de champ proche
mais seulement leurs effets par I'intermédiaire des nouvelles conditions de transmission (c’était déja le cas
méme avant d’avoir fait le décalage géométrique). Pour avoir une approximation satisfaisante au niveau
de T', il faudrait construire et considérer les termes de champ proche.

Nous nous plagons donc légérement en dehors de l'interface avec le domaine €, défini par (7.224).
Ainsi, nous avons notre résultat final d’estimation d’erreur entre la solution exacte us et la solution u{*
de notre modele décalé approché d’ordre 1.

Théoréme 8.11. Soit us la solution du probléme exact (7.1) et soit uS® la solution du probléme (8.46).
Sous les mémes hypothéses que le théoréme 7.45, nous avons

s — w3l s oy + s — (S + 5V uS™ - w(-/8)) + 6%(V - [O(-/O)Vul]) | 1 ) < C5%2,  (8.62)

ot C est une constante positive indépendante de &, ot w = (w1, w2)T sont les deuz solutions du probléme
de cellule (7.7) et ou © = (0;;) sont les quatre solutions des problémes de cellules (7.11).
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Démonstration. Notons v{® qui vaut u{® sur 5 et u§® +5Vud® - w(-/9) sur O, Comme dans la preuve
du corollaire 7.52, nous considérons ¢ assez petit pour que d’'une part % s coincide avec les deux premiers
termes du développements en champs lointains ua—L + (Suli dans O~ et QT respectivement et que d’autre
part Q. C Q5. Par inégalité triangulaire, nous avons

l[us = w3 || g1 gy + llus — (W3 + VUi - W(-/8)l| g gty < llus —To,6ll 1 (0,) + @25 = 02|11 (0, (8.63)

D’apres le corollaire 7.52, [lus — t2s5]|g1(q,) < CO. Il reste donc & estimer le second terme, que nous
écrivons

l|t1,6 — UisuHHl(szr) = |(ug + 0uy) + (ug + duy) — Uf“Hl(SZT)a (8.64)

ce qui est licite puisque J a été choisi assez petit. Posons alors d := (uy + duy) + (ud + dug) — vf. 1l
est alors facile de vérifier que d est solution de (8.48) avec f = 0, g = O(6%) et h = O(6?). 1l suffit
alors d'utiliser la relation de continuité (8.54) pour conclure que ||d||z1(q,) < C8%/2, ce qui acheve la
démonstration. O

Comme nous 'avions fait a la section 7.5.6 du chapitre 7, nous proposons la conjecture suivante basée
sur la conjecture 7.53 :

Conjecture 8.12. Sous les mémes hypothéses que le théoréme 8.11, nous avons
[[us — U?QHHl(Q;) +[lus — (W™ + §Vu}® - w(-/6) + 8V - [6('/5)VU(EQD||H1(Qi) < 087, (8.65)

ou C est une constante positive indépendante de §, ot w = (w1, w2)" sont les deuz solutions du probléme
de cellule (7.7) et ot © = (0;5) sont les quatre solutions des problémes de cellules (7.11).
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Ce chapitre vise d’une part a décrire les méthodes numériques dont nous avons besoin pour résoudre les
problemes que nous avons rencontrés tout au long de cette partie et d’autre part a illustrer numériquement
lefficacité de notre modele approché décrit au chapitre précédent.

A la section 9.1, nous décrivons comment résoudre les différents problemes de cellule et comment
calculer les coefficients de la matrice homogénéisée. A la section 9.2, nous expliquons comment calculer la
solution exacte, qui est utile pour les comparaisons qualitatives et le tracé des courbes d’erreur. Notam-
ment, nous décrivons comment traiter deux difficultés majeures : le domaine de calcul n’est pas borné
et que nous sommes en présence de coefficients périodiques. Pour traiter cette premiere difficulté, nous
utilisons la transformée de Floquet-Bloch et pour la seconde nous construisons des opérateurs Dirichlet-
to-Neumann spécifiques. A la section 9.3, nous montrons comment calculer les solutions de I'équation
homogénéisée avec des conditions de transmission classiques. et comment calculer les erreurs L? et H!
entre la solution exacte et la solution homogénéisée. La section 9.4 suivante explique comment calculer
les fonctions profils et les constantes C; intervenant dans les nouvelles conditions de transmission. Puis
la section 9.5 explique comment calculer la solution du probleme approché du chapitre précédent, notam-
ment comment gérer les conditions de transmission d’ordre élevé. Enfin, la section 9.6 présente quelques
expériences numériques validant nos résultats.

Soulignons le fait que nous présentons ici différentes méthodes numériques mais nous ne ferons pas
I’analyse numérique de ces méthodes, il s’agit d'une des perspectives de cette these.

Dans tout ce chapitre, afin de simplifier les calculs qui sont déja lourds, nous ferons I’hypothese que
p = 1 partout (cas décrit & la section 8.1.3 du chapitre précédent). Ainsi, nous avons pj = 1 partout
également et C5 = [(x(P})] = 0.

9.1 Résolution des problemes de cellule et calcul de la matrice
homogénéisée
9.1.1 Problémes de cellule du premier ordre

Rappelons la formulation variationnelle des problémes de cellule du premier ordre (7.7) : trouver w; €
H{(Y) telle que

/Y a(y)Vw; - Vo = — / a(y)y, 7, (9.1)

Y

pour tout v € Hﬁl(Y) Afin de prendre en compte la contrainte d’étre & moyenne nulle, nous utilisons
classiquement un multiplicateur de Lagrange [11,26,44]. Ainsi, la formulation variationnelle ci-dessus est
équivalente & : trouver (w;, A;) € Hﬁ1 (Y) x R tel que

/ a(y)Vw; - V@Jr)\j/ U= 7/ a(y)0y,7,
Y Y Y

/'L/wj:()v
Y

Ce probléme est bien posé car (1) la forme bilinéaire (u,v) = [, aVu - Vo est coercive sur Ker C' avec
C:ve Hﬁ1 (Y) = [, v € Ret (2) il vérifie la condition inf-sup : il suffit de montrer qu’il existe v > 0
tel que pour tout pu € R il existe v, € HJ(Y) tel que [, v, = p et [|vullmy)y < 77yl (voir par
exemple [16, proposition 2.4]); il suffit de prendre v = 1 et v, = p partout puisque |Y| = 1.

pour tout (v, u) € Hul(Y) x R. (9.2)

Pour résoudre numériquement (9.2), nous considérons un maillage triangulaire de Y auquel nous
associons 'espace V" d’approximation P! dont nous notons (¢r)1<k<n les éléments de la base canonique
(les ¢; valent 1 sur un sommet et 0 sur les autres). La périodicité est prise en compte gréace a la méthode
de pseudo-élimination [61], nous considérons donc dans la suite que toutes les matrices et vecteurs ont été
pseudo-€éliminés afin de prendre en compte cette contrainte. Nous devons assembler la matrice de rigidité
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K € My (R), et trois vecteurs colonnes C,F/ € RY, j = 1,2, définis par

Kp,¢ ZZ/YG(Y)V¢£'V¢1<:7 CkZ/y¢k et Fj iz—La(Y)ayj¢k7 (9.3)

pour tout 1 < k,¢ < N. Les intégrales intervenant dans les calculs de K et F sont calculées grace a une
formule de quadrature de Gauss-Lobato a 7 points qui est d’ordre 5. Pour calculer C, au lieu de le faire
directement, nous allons calculer la matrice de masse M € My (R) définie par

My, ¢ := / Debr, pour tout 1 < k,/ < N, (9.4)
Y

car elle nous sera utile pour le calcul des problemes de cellule du second ordre. Nous avons alors C = M1
avec 1 := (1,...,1)T. Notons que les intégrales intervenant dans le calcul de M sont calculées exactement
(sans avoir recours & une formule de quadrature, voir par exemple [61]).

Nous nous sommes donc ramenés a la résolution du systéme linéaire de taille (N +1) x (N 4 1) suivant
K C FJ
[CT 0] Wj - |:0:| ) (95)

avec W; = (W?, )\;-‘)T € RV+1 (w;‘ est le vecteur correspondant & Papproximation de w; dans V"). Ce
systeme est inversible car il vérifie ’analogue discret de la condition inf-sup.

9.1.2 Calcul de la matrice homogénéisée

Une fois les vecteurs W?, J = 1,2 calculés, nous pouvons en déduire une approximation A; = (a;‘j ) de
,
la matrice homogénéisée A* = (a;;) grace a la formule

aj; :/ a(y)(0y, wi + ds5). (9.6)
Y

Plus précisément, nous avons besoin de calculer fy a. Nous pourrions le faire directement mais nous allons
introduire une nouvelle matrice de masse A € My (R) définie par

Ary 2=/ aorde, (9.7)
Y

pour tout 1 < k,¢ < N, qui nous sera utile dans la suite (les intégrales sont toujours calculées avec
la méme formule de quadrature). Nous avons également besoin d’assembler les matrices K? € My (R),
j = 1,2, définies par

K}, = / a(y) ey, P (9.8)
Y
pour tout 1 < k,¢ < N. Finalement, nous avons

aj, =Kwl 1+A1-1. (9.9)

9.1.3 Problémes de cellule du second ordre

Rappelons la formulation faible du probleme de cellule (6.25) : trouver 6;; € Hﬁ1 (Y) telle que

/ a(y)Vb,; - Vo = / a(0y; w;)v —/ aw;0y, 0 + 045 [ av — afj/ v, (9.10)
Y v v Y v

pour tout v € Hﬂl(Y) Nous voyons donc que ce probléme se résout exactement de la méme maniere
que les problemes de cellule d’ordre 1 que nous avons étudiés a la section 9.1.1, seul le second membre
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change. Pour calculer numériquement ce dernier, nous avons déja calculé toutes les matrices dont nous
avons besoin. En introduisant les vecteurs F¥ € RV, i, j = 1,2, définis par

FY = K/w] — (K/)"wl + 6;;A1 — a}; M1, (9.11)

nous sommes ramenés a la résolution des quatre systémes linéaires
K C F¥

avec O;; = (Hf’j, )\?j)T (6,5 est le vecteur correspondant & I’approximation de 6,; dans V7).

9.2 Calcul de la solution exacte

Nous souhaitons maintenant calculer la solution us € H*(R?) du probléeme exacte (7.1), c’est-a-dire

V. [a (%) Vu(;(x)} ~Wug(x) = f(x), x€R2 (9.13)

Rappelons que nous avons supposé que p = 1 partout.

Les deux difficultés principales pour calculer numériquement ug sont le fait que nous sommes en
domaine non borné et que nous avons des coefficients périodiques. Pour traiter la premiere difficulté,
nous utilisons le fait que le probleme est périodique dans la direction x5 parallele a 'interface I'. Nous
pouvons alors appliquer la transformée de Floquet-Bloch dans cette direction et nous ramener & une famille
de problemes indépendants, posés dans une bande et ou la variable de Floquet-Bloch joue le réle d’'un
parametre. Pour traiter la deuxiéme difficulté, nous utilisons des opérateurs Dirichlet-to-Neumann (DtN),
dans une demi-bande homogeéne et dans une demi-bande périodique, afin que la famille de problémes soit
posée en domaine borné. La construction des opérateurs DtN en milieu homogene est classique, nous la
rappelons a la section 9.2.3. La construction des opérateurs DtN en milieu périodique est moins standard
et est décrite a la section 9.2.4.

9.2.1 Utilisation de la transformée de Floquet-Bloch

Dans un premier temps, nous appliquons une transformée de Floquet-Bloch dans la direction xzo, trans-
formée qui est adaptée & la résolution de problémes avec des coefficients périodiques. (nous renvoyons a
la section 7.2.2 pour plus de détails sur cette transformée et des références). Nous allons en fait plutdt
considérer une version légerement différente de cette transformée :

(xy,29,&) = Zu(xl,xg + nd)en, z1 €R, x5 €(0,0), £ € (0,21/9). (9.14)
nez

La raison de considérer cette version de la transformée de Floquet-Bloch plutot que celle utilisée a la
section 7.2.2 vient du fait qu’elle ne modifie pas les opérateurs différentiels : Vu = V4. Ainsi la struc-
ture de I’équation que nous souhaitons résoudre n’est pas modifiée et les matrices éléments finis sont
assemblées une fois pour toute. Cependant, @& n’est plus une fonction périodique de z2 mais une fonc-
tion &-quasipériodique dans la direction x, c'est-a-dire que 4s(€, -, 8) = e%s(6, -, 0) et Oy, 1s(&,-,6) =
eiﬁéawlaé(é, -,0). Nous nous retrouvons alors avec un domaine borné dans la direction zy mais il faut
alors résoudre une famille de problémes paramétrée par la variable de Floquet-Bloch & € (0,27/§) (voir
la figure 9.1) :

PN

~v. [a (g) m(s,x)} —Wis(6,x) = f(6,%), 11 €R, 25 € (0,0), £ € (0,2n),
ais(€,-,0) = e%a5(6,-,0), (9.15)

a.’l;l ’&5 (ga *y 6) = 6i§66&:1ﬁ5(57 Y O)a
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FIGURE 9.1 — Réduction du probléme de R? & B avec des conditions ¢-quasipériodiques.

Dans la suite, pour un domaine Q C R? de la forme (a,b) x (0,d) avec —0o < a < b < oo, nous
noterons H 51(9) le sous-espace de H'(f2) constitué des fonctions qui sont é-quasipériodiques. De méme,

nous noterons HE/Q(O, 0) Vespace des traces sur {0} x (0, ) des fonctions de H§1 (R x (0,0)).

Il reste toujours a régler le probléme venant du fait que R x (0,6) n’est pas borné dans la direction
x1. Nous allons pour cela construire des opérateurs Dirichlet-to-Neumann (DtN), aussi appelé opérateurs
de Poincaré-Steklov, qui permettent de tronquer artificiellement le domaine de calcul.

9.2.2 Discrétisation du parametre de Floquet-Bloch

Pour revenir & I'inconnue originelle us & partir de la famille 4s(€, -) paramétrée par £ € [0,27/6), il faut
utiliser la transformée de Floquet-Bloch inverse, qui s’écrit ici

1 27 /6 )
us(x1, 2 +nd) = \/—2?/ 5(&, 1, 2)e™ dE, z1 €R, 29 € (0,0), n €Z. (9.16)
0

Le choix de n permet donc de reconstruire us dans la bande R x (dn,d(n + 1)). En pratique, 'intégrale
ci-dessus doit étre discrétisée. Nous utilisons la formule des trapézes, qui s’écrit ici

27 /8 ) Ne .
/ ’a§(£a‘r17x2)ezn£67 d§ =~ ZAgﬁtg(gjvxlva)elngjév (917)
0 =
avec N¢ le nombre de points de discrétisation, A := 27 /dN¢ le pas de discrétisation et &; = joA, les
points de discrétisation.

Remarque 9.1. La fonction € — e™%45(¢, -) étant périodique par rapport a &, la formule des trapézes est
exponentiellement convergente quand N¢ tend vers +o0 [237].

Nous définissons donc une approximation us n, de us en posant

Ne¢

1 .
Nor- > A (&5, m1,32)e% 11 €R, 25 € (0,0), n € L (9.18)
j=1

La question qui se pose alors est de mesurer l'erreur entre us et us n.. Cette problématique a été
traitée en profondeur dans la theése [68] (plus particulierement dans la section 2.2 chapitre 2 et section
3.3 chapitre 3) dont nous rappelons les grandes lignes. Tout d’abord, remarquons que us n, € H H(R?) est
solution de

us N, (71, T2 +nd) 1=

-V {a (%) Vus N, (x)] — wzu&M (x) = fsne (%), x € R?, (9.19)

ol fsn, est définie & partir de f comme dans (9.17). Notons également que us v, est 0 Ng-périodique selon
xo (cela se voit immédiatement & partir de la définition (9.17)). Définissons alors le domaine

Qn, =R x (|=0N¢/2], | —0Ne/2]), (9.20)

de sorte que us y. appartient au sous-espace de H Qs N, ) des fonctions périodiques selon leur seconde
variable. En ce qui concerne fn,, il faut avoir en téte que f est a support compact et que nous avons le
lemme suivant, qui est un résultat intermédiaire dans la démonstration de [68, théoréme 2.7 pages 68-71].
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Lemme 9.2. Si f € L?(R?) est a support compact dans Qsne, alors fsn, = f dans Qsn, .

Cela montre donc que la différence e := u — uy, est solution dans H Qs Ne) de

— . ; —_ 2 . =
\Y% [a (5) Ve(x)} w?e(-) =0, dans Qs ,
‘3|1“;;Ng - e‘rgNg = “|1“;fN5 - “|rgN£v (9.21)

a(-/0)Ve - n|1“§rN5 —a(-/8)Ve -n — |rgN€ =a(-/6)Vu- n|r;NE —a(-/8)Vu - n|I‘;N§7

ol FgEN5 =R x {|£6N¢/2]} (voir [68, théoreme 2.7 pages 68-69] pour un calcul détaillé). Nous voulons
alors montrer que e est « petit ». Pour cela, nous disposons des deux résultats suivants. Le premier estime
la décroissance de la fonction us et montre donc que si N¢ est grand, les traces et traces normales de u
intervenant dans (9.21) vont étre petites, ce qui permet d’en déduire le deuxiéme résultat.

Proposition 9.3 ( [68, théoreme 2.10 page 77]). Soit f € L*(R?) a support compact. Alors il existe un
7 > 0 tel que 'unique solution us € H*(R?) de (9.13) satisfasse €™ I'lus(-) € HY(R?) et de plus 7' < 2a
ot « est la constance de coercivité associée au probléme (9.13).

Remarquons que la condition e'y"‘u(~) € L%(R?), v > 0, signifie que u est évanescente avec un taux de
décroissance au moins égal a .

Proposition 9.4 ([68, théoreme 2.11 page 81]). Soit e la solution du probléme (9.21). Alors il existe
une constante C' > 0 telle que

||e||H1(QN§) < C’e_T L6N5/2J ||€T |'|’LL5(-)||]1(1(]R2)7 (9.22)
pour N¢ assez grand tel que le support de f soit compact et inclus dans 0§l , ou 7' > 0 est donné par la
proposition 9.5.

La proposition 9.4 montre donc que 'erreur de discrétisation de la variable de Floquet-Bloch est expo-
nentiellement décroissante en N¢. Ces estimations restent valables méme apres discrétisation en espace,
comme cela est montré dans [68, section 3.3, chapitre 3].

9.2.3 Opérateurs DtN dans un guide d’ondes homogene

Ici, nous considérons le probléme (9.15) a ¢ fixé. Nous omettrons donc de 1’écrire dans la suite de cette
section.

La construction d’opérateurs DtN dans des milieux homogenes de type guides d’ondes (c’est notre
cas ici) est extrémement classique. Nous renvoyons & [113,114, 152] pour plus de détails. Nous allons en
rappeler les grandes lignes qui se basent sur la séparation de variables (voir le chapitre 0 section 0.4 pour
une approche similaire).

Pour L > 0 fixé, considérons le probléme : trouver u € Hg (), Q= (—o00,—L) x (0,9), solution de

— apAug — wuy =0, sur €2,
ug(=L,-) = ¢,

g (,8) = e""uy (-, 0),

Doy tug (- 8) = €00, ug(-,0),

(9.23)

avec ¢ € Hgl/Q(O, 0) donné. Voir la figure 9.2.

En décomposant sur la base orthonormée (¢5: zo e~ i@nm/ 5+5)"’”2)nez du sous-espace des fonctions
L?(0,6) qui sont k-quasipériodiques, la solution u, de (9.23) s’écrit

ug(z1,22) = Z efr(mthl (g, P5) 120,65 (2), (9.24)
nez
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u &-quasipér.

u &-quasipér. T9g = —L

FIGURE 9.2 — Géométrie du probleme (9.23).

oil B3, est choisi tel que 52 + (27/5 + £)? = w?/ap et Im B, > 0. Nous notons alors AM™¢ la dérivée
normale de uy sur {—L} x (0,9) :

AP = agDpug (=L, ) = ag Yy iBn(d, ¥5) 120,605 (72), (9.25)

nez

1l s’agit 1a de l'opérateur Dirichlet-to-Neumann associé au probléme (9.23) puisqu’a une donnée ¢ €
H 51 /2 (0,6) sur le bord (Dirichlet), il associe la trace normale (Neumann) dans H, 172(0,6) de la solution
de (9.23).

A ) . e 1/2 . ,
A cet opérateur AM™ nous associons une forme bilinéaire sur Hg/ (0,6)2, toujours notée AMO™ et
définie par

AP (1, o) = (NG, Bo) ir-1/2(0,5)x H1/2(0,5) = @0 Z B {1, V5) £2(0,6) (V5 D2) 12(0.6) (9.26)
nez

pour tout (@1, ¢2) € H§/2 (0,9)2. Notons que cette forme bilinéaire n’est pas locale : méme si ¢1 et ¢, ont
des supports disjoints, A"™ (¢, ) # 0 a priori.

En pratique, la série infinie ci-dessus doit bien entendu étre tronquée (em"(“*m est d’autant plus
décroissant que |n| est grand). Si w? était réel, nous ne pourrions négliger les modes propagatifs (au sens
ol fB, est réel) et 'expérience montre que prendre 5 modes évanescents (au sens ol (3, est imaginaire
pur) en plus est satisfaisant. Dans notre cas, w? a une partie imaginaire non nulle, mais nous allons
garder cette régle. En pratique, nous considérons donc les modes d’ordre n inférieurs ou égaux (en valeur
absolue) a

ng := |wd/2r]| + 5. (9.27)

Nous pouvons alors discrétiser H'/ 2(0,6) par des éléments finis P! en subdivisant de maniére réguliere
[0, 6] en m points, ce qui donne des mailles de taille h := 1/(m —1) (une nouvelle fois nous ne discrétisons
pas Hﬁ1 / 2(O7 ) directement car nous prenons en compte la condition de &-quasipériodicité par pseudo-

élimination). Notons ¢, I’élément P! qui vaut 1 sur le sommet k et 0 sur les autres. Nous pouvons alors
calculer la matrice "™ € M,,(C) associée & la forme bilinéaire Aho™ :

Lhom .= Ahom (g @), (9.28)

pour tout 1 < k,¢ < m (la somme intervenant dans (9.26) est tronquée comme expliqué ci-dessus).
Il est en fait possible de calculer analytiquement cette matrice, ce qui évite le recours a une formule de
quadrature. Nous renvoyons a ’annexe 9.A pour les formules exactes. A noter que cette matrice est pleine

puisque la forme bilinéaire AP™ n’est pas locale.
Remarque 9.5. En pratique, nous calculons plutot, & chaque n € {—ng,...,no} fixé, la matrice P,, €
M, (C) définie par

(P )ke := (Prs ¥5) £2(0,6) (V5 De) £2(0,6). (9.29)
pour tout 1 < k, ¢ < m, que nous pouvons calculer analytiquement (voir Pannexe 9.A), puis

ng
L™ =ag Y ifaPn. (9.30)
n=-—ng
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Ces matrices nous seront utiles lors du calcul de 'erreur (section 9.3.3).

9.2.4 Opérateurs DtN dans un guide d’onde périodique

La construction d’opérateurs DtN dans les milieux périodiques est bien plus délicate que pour les milieux
homogenes car la séparation de variables n’est plus possible. Cette question a notamment fait ’objet de
la these [99] et des publications [100,101,102,104,129]. Nous allons ici également en rappeler les grandes
lignes.

Considérons alors I’analogue du probléme (9.25) dans la partie périodique : nous cherchons ug €
HE(Q), Q= (L, +00) x (0,9), solution de
— V- a(x/0)Vug(z1, z2) — wuy(wy, v2) =0, x1 € L, x5 € (0,9),
ug(L,-) = ¢,
iy (-, 6) = €y (-, 0),
a$1u¢(" 6) = ei&s@ﬂﬂlu(ﬁ(" 0)7

(9.31)

ou L > 0 (pas nécessairement le méme qu’a la section précédente). Voir la figure 9.3.

u &-quasipér.

U¢(L,-)

I
©

o =1 u &-quasipér.
FIGURE 9.3 — Géométrie du probleme (9.31).

Le calcul de 'opérateur DtN périodique passe par la résolution de problemes de cellule sur Y analogues
A ceux rencontrés dans 'homogénéisation. Posons tout d’abord I'V les bords gauche et droit de Y (c’est-
a-dire Ty := {0} x (0,8) et T'y := {1} x (0,9)). Nous cherchons alors e’(¢), j = 0, 1, dans Hg(Y) vérifiant
-V a(-/é)VeO(ng) —w?e(¢) =0, dansY,
((b |F0
e’(¢

)
), =
(¢)
0

( 76) - 16660(¢’)('70)a
(#)(,6) = €*°0z,€%(6) (-, 0), (9.32)
V-a(-/0)Vel(p) — w?e!(¢) =0, dansY, .
|Fo =0,
|F1 = ¢7
* 6) = ei&-Eel((b)(.’ O)a
d))(’ 6) = ei568$161(¢)('3 0)7
pour ¢ € H;/Q(O, ) donné. Voir la figure 9.4.

Une simple application du théoreme de Lax-Milgram montre I'existence et 'unicité et la continuité
par rapport & ¢ de ces problémes. Les e/ peuvent étre donc étre vus comme des opérateurs continus de
Hg/2(0, J) dans Hg (Y) auxquels nous associons les formes bilinéaires sur Hgl/2(0,5) X Hg1 (Y), toujours

notées e’, définies par

el (p,v) = /Y e'(¢)v, (9.33)
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e’ &-quasipér.

eo((b)h—‘o = (ba el(¢)|l—‘o = 07

I I
’ ' ()|, =0, e (d)lr, = ¢.

e’ &-quasipér.

FIGURE 9.4 — Géométrie des problemes de cellule (9.32).

pour tout (¢,v) € Hg/z(O,é) x HE(Y).
Nous définissons alors les DtN périodiques locaux 7% ¢ par
T9¢ = (=1) a(-/8)de' (d)Ir,, (9.34)

qui sont donc des opérateurs continus de H 51 /2 (Y) dans H, 1 %(Y), auxquels nous associons les formes

bilinéaires sur H, 51 /2 (Y)2, toujours notées 7% définies par

T9(¢1,¢2) == ((=1)a(-/8)0se’ (61)|r;, D2) 1720y yxc1/2(v)

= [ at/9)Te ) b2+ T - (al /)T (00) - o) -
= / a(-/6)Ve' (¢1) - da — wz/ e'(¢1) - da,
Y Y

pour (¢1,d2) € Hg/Q(Y)Q, ofl ¢y est un relévement sur Y de ¢ nul sur le bord opposé & IV,

Il est possible de montrer que la solution ugs de (9.31) vérifie
uply tje, = (R 19) + e (Rg),  j=1, (9.36)

ou R est un opérateur compact de H 51 / 2(Y) dans lui-méme appelé opérateur de propagation, défini par
R := ug(6, ). De plus, il est 'unique solution de rayon spectral strictement plus petit que 1 de I’équation
de Riccati

TOX?2 (T + T X + T =0, (9.37)

ol l'inconnue X est cherchée dans l’espace des opérateurs linéaires de Hgl/ 2(Y) dans lui-méme. Nous
définissons alors 'opérateur DtN périodique AP°" par

AP = —05,up(L, ) = T™(9) + T'°(Ro), (9.38)
auquel nous associons la forme bilinéaire sur H 51 / 2(Y)Q, toujours notée AP définie par

AP (¢1, ¢2) =T (1, 2) + T (R1, ¢2), (9.39)
pour (¢1,d2) € Hgl/Q(Y)z.

Expliquons maintenant comment faire d’un point de vue pratique. La résolution des problemes de
cellule (9.32) se fait de maniére analogue a celle des problémes de cellule de I'homogénéisation expliquée
a la section 9.1. En particulier, nous nous donnons le méme maillage, le méme espace d’approximation
P! de dimension NN, les mémes fonctions de base, etc. Nous n’avons plus de contrainte sur la moyenne et
la condition de &-quasipériodicité est prise en compte par méthode de pseudo-élimination. Les conditions
de Dirichlet sur les bords I'; (qu’elles soient homogenes ou non) sont également gérées par la méthode de
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pseudo-élimination.

Maintenant que nous pouvons calculer e’(¢), considérons la méme discrétisation de H, ; /2 (0,8) par
des éléments finis P! que pour la construction du DtN homogene. Pour chaque élément ¢, de la base,
k = 1,...,m, nous calculons numériquement les solutions e€’(¢y), j = 1,2 correspondantes. Cela nous
donne donc deux matrices rectangulaires E/ € M,, n(R), 7 = 1,2. Nous calculons ensuite les matrices
T = (T (¢r, pr)) € M, (C) associées aux formes bilinéaires T grace a (9.35) (en pratique nous pro-
longeons ¢ par 0 sur tous les sommets n’appartenant pas a I'/).

Nous avons les matrices T%, nous pouvons alors calculer R € M,,(C), I'unique solution de rayon
spectral strictement plus petit que 1 de ’équation de Riccati

TlOX2 4 (TOO 4 Tll)x 4 TOI — O, (940)

analogue discret de (9.37), d’inconnue X € M,,,(C). Pour résoudre en pratique cette équation quadratique
(non-linéaire), nous utilisons une méthode de Newton modifiée pour prendre en compte la contrainte sur le
rayon spectral [99]. Une fois la matrice R obtenue, nous pouvons donc calculer la matrice LP®" € M,,,(C)
associée a la forme bilinéaire AP°" :

LPer .= T% 4 TR, (9.41)

Cette matrice est aussi pleine, comme I'est Lho™,

9.2.5 Résolution du probléme intérieur a ¢ fixé

Grace aux opérateurs DtN, nous pouvons alors tronquer le domaine de calcul pour résoudre (9.15).
Considérons un domaine Q™ := (—Ly, Lo) x (0,8) ot L1 > 0 est choisi de telle sorte que le support de f
soit inclus dans Q" et ot Ly > 0. Par définition des opérateurs DtN, le probléme (9.15) est équivalent
a résoudre

s

)

-V [a ( : ) Vs (€, .)} —w?as(€, ) = f(€,0), dans Qi
)
)

a(La,/0)0x05(; La, ) + AP i5(E, Lo, -) = 0, (9.42)
ﬂ& (ga Yy 6) = eif&a(s (57 ) 0)7
811’0/5(£7 ) 6) = ei£66x1a6(€7 ) O)
Voir la figure 9.5.
iy E-quasipér.
DtN hom. O Q)int O DtN pér.
X9 = —11 Uy E-quasipér. Ty = Loy
FIGURE 9.5 — Géométrie du probleme (9.42).
La formulation variationnelle de ce probléme est : trouver 45 € H} (") telle que
/_ a (%) Vis(€,x) - Vi(x) dx — w? / ts (€, x)v(x) dx
Qint Qint (9.43)
+ AR (5 (€, —La,-),0) + AP (@5 (€, Lo, ), v) = fo,
Qint
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pour tout v € H} (Q™).

Pour résoudre en pratique ce probléme, nous prenons un maillage triangulaire de Q™ et nous considé-
rons I’espace d’approximation P! associé comme nous ’avons fait jusqu’a présent. Il faut alors assembler
les matrices de masse M et de rigidité K définies par

X
Kkg = / a (*) V¢k . V¢g dx et ng = ¢k¢€ dx (944)
Qint ) Qint
pour tout 1 < k, ¢ < N (calculées toujours par la méme formule de quadrature), les deux matrices LPo™
et LP®" associées respectivement aux formes bilinéaires AP°™ et AP°" et définies par (9.28) et (9.41) ainsi
que le vecteur F défini par Fy := fﬂim for pour tout 1 < k < N. Nous nous sommes donc ramenés a la
résolution du systeme linéaire

(K — w?M + L™ 4 LPYU = F. (9.45)

A noter que la matrice Lhom (resp. LP") est pleine, mais seulement pour les indices k et £ tels que les
fonctions de base ¢y, et ¢, correspondantes vivent sur le bord gauche (resp. droit) de Qint.

9.2.6 Reconstruction de la solution a gauche et a droite

A ce stade, nous avons donc une approximation de 4(&, ) a £ fixé. Il faut donc reconstruire la solution ws.
Tout d’abord, & £ fixé, nous pouvons reconstruire (€, -), qui n’a été calculée que sur Q¢ = (—Ly, Ly) x
(0,9), sur un domaine arbitrairement grand 2 de la forme (—L}, L) x (0,9) avec L} > Ly et L§ > Lo.
Plus précisément :

e Pour reconstruire a gauche, nous récupérons tout d’abord la trace ¢, (§) € Hé/Q(O, 0) de a(¢,-) sur
le bord : ¢r,, (&) := a(&, —Lq,-). Par construction, (¢, ) est solution de (9.23) s’écrit donc

W& w1, w0) = PTG (€),95) 12(0,5)05 (w2)- (9.46)

neE”L

Cette formule permet donc de reconstruire la solution sur (—oco,—L;1) x (0,6). En pratique, nous
tronquons la série pour |n| < ng comme expliqué a la section 9.2.3. Remarquons également que les
produits scalaires présents dans (9.46) se calculent de maniére exacte en décomposant ¢ sur la base
(¢1), comme c’était le cas pour la matrice AM™ (voir 'annexe 9.A)

e Pour reconstruire a droite, nous utilisons la formule de propagation (9.36). D’un point de vue
pratique, nous récupérons tout d’abord la trace ¢, n(€) sur le bord droit de approximation de
(&, Lo, -), puis nous utilisons la version discréte de la formule de propagation (9.36), qui s’écrit

@ (€) = E°(RI¢p, n(€)) + BRI 6, 1 (€)), (9.47)

ott les matrices E7, j = 1,2 et la matrice R ont été introduites a la section 9.2.4. Ainsi, ai(f) sera
le vecteur de Papproximation de 4(€, ) sur (Lo + j, Lo + 7 + 1) x (0,40).

A ce stade nous avons mis en place tous les outils pour résoudre numériquement le probleme (9.13).
Nous montrerons des résultats d’expériences numériques lors de la section 9.6.

9.3 Calcul des solutions homogénéisées (conditions de transmis-
sion classiques)

9.3.1 Calcul de la solution homogénéisée d’ordre 0

Rappelons que la solution homogénéisée ug d’ordre 0 est solution de
SV A5V (x)] — wruo(x) = f(x),  x € R?, (9.48)
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ot nous rappelons que A§ vaut agle dans le demi-plan a gauche 27 et A* la matrice homogénéisée dans
le demi-plan & droite QF. Nous imposons les conditions de transmission classiques

[uolr =0 et [AjVug-n]p = 0. (9.49)

Pour résoudre ce probleme, nous avons fait le choix d’utiliser les mémes méthodes que celles utilisées
a la section 9.2 pour résoudre le probleme exact (9.13), c’est-a-dire que nous traitons le demi-plan QF
comme un milieu Y-périodique, bien qu’il s’agisse d’un milieu homogeéne anisotrope. L’intérét d’utiliser
ici la transformée de Floquet-Bloch, alors que nous pourrions utiliser la transformée de Fourier a priori
plus adaptée a un milieu homogene, est que nous introduisons la méme erreur liée a la discrétisation du
parameétre de Floquet-Bloch £ pour la solution exacte us et la solution homogénéisée ug. De plus, nous
verrons a la section 9.3.3 que le calcul de l'erreur entre ces deux solutions s’en trouve grandement facilité.

Nous pourrions alors étre tentés de construire un opérateur DtN a droite en utilisant la séparation de
variable pour traiter le milieu homogénéisé comme nous ’avons fait pour le milieu homogéne a gauche
(section 9.2.3). Malheureusement cette tdche n’est pas si aussi aisée qu’elle n’y parait en raison de l’ani-
sotropie du milieu homogénéisé. La construction d’opérateurs de Dirichlet-to-Neumann dans les guides
d’ondes anisotropes a été analysée dans [222] et montre, dans le cas de conditions aux bords de type
Neumann ou Dirichlet, la nécessité de considérer une frontiere artificielle « oblique » au lieu d’une fron-
tiere droite comme c’est le cas pour les milieux isotropes. Cependant, cela parait incompatible avec les
conditions de £-quasipériodicité. Afin de s’affranchir de cette difficulté, nous allons donc considérer notre
milieu homogénéisé comme un milieu 0Y -périodique et calculer I'opérateur DtN périodique associé.

En particulier, avec ce choix de méthode, tout ce qui a été décrit dans la section 9.2 précédente reste
valable et nous pouvons alors calculer numériquement la solution de (9.48).

9.3.2 Calcul du gradient de la solution homogénéisée

Dans cette section, nous souhaitons rajouter les correcteurs d’ordre 1 et d’ordre 2 dans la partie homo-
généisée, c’est-a-dire que nous considérons

u1(x) = uo(x) + 6Vug(x) - w(x/8) + 6°V - (O(x/6)Vug(x)), (9.50)

ot w = (wq,w2)T et © = (;;) les solutions respectives des problémes de cellule (7.7) et (7.11) (bien
entendu nous considérons que w; = 0 = §,; dans Q7).

Remarquons que puisque la transformée de Floquet-Bloch commute avec les fonctions périodiques et
laisse invariant les gradients (avec notre choix spécifique de transformée de Floquet-Bloch, voir la section
9.2.1), nous avons

wa(x/9).

D’un point de vue numérique, le calcul du gradient dans (9.51) pose un certain nombre de problémes.
En effet, le gradient d’une fonction calculée par une méthode d’éléments finis de Lagrange P! par mor-
ceaux vit naturellement dans I’espace d’approximation P° par morceaux (les fonctions constantes par
mailles). Ainsi, les approximations des deux termes de la somme de (9.50) ne vivent pas dans le méme
espace d’approximation, ce qui rend déja le calcul approché de la norme L? délicat. La situation est
encore pire lorsque nous souhaitons calculer la norme H!, car il faudrait alors considérer le gradient
de uy, c’est-a-dire dériver deux fois ug. Or il est bien entendu impossible de calculer d’un point de vue
numérique le gradient d’une fonction P°, une telle fonction n’étant pas continue aux niveau des arétes.
A noter que ce probléme se pose encore si nous augmentons I'ordre d’approximation en P* k > 2 : les
gradients des fonctions P* ne sont pas continus aux niveau des arétes, méme si k est strictement plus
grand que 1.

TE %) = T(E, %) + SVE(E,x) - [‘”1("/ ‘”} 7 (9.51)

Une solution qui semble naturelle serait de considérer des éléments finis qui assurent la continuité
des gradients, comme les éléments finis d’Hermite [95]. Cependant, ces éléments étant plus difficiles &
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mettre en ceuvre que les éléments finis de Lagrange standards, nous avons décidé d’utiliser une méthode
de projection que nous allons décrire brievement.

9.3.2.1 Meéthode de projection

Soit w une fonction quelconque et réguliere sur un domaine €2 borné dont nous avons calculé une approxi-
mation par éléments finis P! :

u Z ujdj, (9.52)
J
Nous approximons alors v := 0, u par

Ozt Y 105, 6. (9.53)
J

A priori, 'approximation de 9,,u ci-dessus est une approximation PY et non P!, méme si u est trés
réguliere. Nous allons donc projeter cette approximation sur l’espace d’approximation P' en cherchant
une approximation v = ;Vj¢; dans P! de ,,u solution du systéme linéaire

zj:vj/gqbgqﬁj = Zj:uj/ﬂqbgawlqu, pour tout . (9.54)

Nous n’avons pas une analyse d’erreur rigoureuse de ’erreur commise par cette méthode. Cependant, des
tests numériques (toujours avec des fonctions tres régulieres) suggerent que lerreur est en O(h) ou h est
la taille typique des mailles. Dans le cas d'un maillage structuré, il semble méme que Ierreur est en O(h?).

Cela nous donne donc une méthode de calcul de 'approximation de Vi, au moins sur le domaine
intérieur QM = (— L1, L3) % (0, 4). Nous pouvons ensuite reconstruire I’approximation & gauche et a droite
de Q" en suivant exactement la méme démarche qu’a la section 9.2.6.

9.3.3 Calcul de ’erreur entre la solution exacte et les solution homogénéisées
(conditions de transmission classiques)

Nous avons donc maintenant une méthode pour calculer une approximation us; de la solution exacte
us de (9.13) ainsi qu’une approximation wug j de la solution homogénéisée ug d’ordre 0 de (9.48). Nous
allons maintenant expliquer comment nous calculons 'erreur entre ces deux quantités. En particulier,
nous allons voir que I’erreur sera calculée non pas sur les solutions directement mais sur leur transformée
de Floquet-Bloch, ce qui justifiera le choix d’avoir utilisé cette transformée pour le calcul de ug alors
qu’elle n’était pas nécessaire a priori.

9.3.3.1 Calcul de l’erreur en norme L2

Tout d’abord, par inégalité triangulaire et en utilisant la proposition 9.4, il existe une constante C' > 0
et un constante 7 > 0 telles que

l|us — UOH%?(Q(;Ng) < lus,ve — UO,N&H%Z(QNg) + |lus — Ué,NgH%%QgN&) + Jluo — UO,N5|\2L2(95N5)

- (9.55)
< Hué,NE - uO,NsHiQ(QNE) + CeTLoNe/2]

Concentrons-nous maintenant sur le terme |lus n, — uo,n; ||72 (Qn,)- En utilisant la formule de Parseval,
¢

nous avons alors

1 2m /8 . .
l|us,ne — UO,N5H2L2(95NE) = E/o [s,n (- €) = 0, Ne (5 N2 x 0,5) - (9.56)
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Cette intégrale est alors approximée par la formule des trapézes, en utilisant la méme discrétisation que
(9.17)

Ne¢
A¢
[ us, N — uo,N |72 ~ —= 3 s, (- &) — tio.n (&) 72 : (9.57)
3 eIL2(Qsn, ) \/ﬂ; 3 J 3 J)IL2(Rx(0,8)

Comme nous 'avons vu a la section (9.2.2), les estimations (9.22) restent valables apres discrétisation en
espace. Nous avons alors

Ne
A& . N .
s, — “O»h”%?(ﬁmg) < N Z 6,15 (-5 €5) = Bo.h,ve (&) |72 0.5y + Cle™THENE/2, (9.58)
=1

Ainsi, I'erreur L? dans le domaine de départ est controlée par la norme dans le domaine de Floquet-Bloch,
avec une erreur exponentiellement petite en Ng.

Cependant, les normes L? ci-dessus sont encore prises sur le domaine R x (0,46) n’est pas borné.
Rappelons que ug et us sont exponentiellement décroissantes (voir la proposition 9.3) donc nous pou-
vons tronquer ce domaine assez loin et nous le découpons en trois parties O~ U Q™ U OF avec O~ :=
(=N—,—L) x (0,0), Q™ = (=L,0) x (0,6) et OF := (0, N*) x (0,6) avec N* > 0 choisi assez grand.
Nous avons alors, en posant v := ﬁ57h7N§('7£j) - ﬁo,h,Ng('»fj)v

072 @ x0.6) = 10172 0-) + 101 72(0me) + (017204 (9.59)

'erreur commise étant exponentiellement décroissante en N+ par évanescence de v. Nous pouvons alors
calculer ces trois quantités de maniére indépendante. Pour OF, nous utiliserons bien entendu les mémes
idées que pour la reconstruction a gauche et a droite présentées a la section 9.2.6.

o Sur Q™ pour calculer numériquement la norme L? il suffit d’utiliser la matrice de masse du
probléme intérieur (9.42).
e Sur O, nous utilisons la formule de représentation

n=-+ng

v(wy,m2) Z P (6 Y8 ) 120,505 (22), (9.60)

n=—no

ou ¢ désigne la trace de v sur {—L} x (0,6), de sorte que

n=-4+ng —L
2 e(18,)(x
lison = 3 [otDuanl’ [ ememeimar,
neme (9.61)
nfo |<¢ ¢£> |2 1 — ¢ 2N~ Re(ifn)
= » Wn/L2(0,6) .
W 2Re(ifn)

A noter que Re(if3,) # 0 car Imw? > 0. Pour calculer cette quantité, nous avons donc besoin des
matrices introduites a la remarque 9.5 et des coefficients (3,. En particulier le calcul de [|v][z2(0-)
se fait analytiquement (voir ’annexe 9.A).

e Sur O, nous avons, en notant ¢ la trace de v sur {0} x (0,9)
Nt-1
||U||%2(o+) = Z ||v|‘%2((j,j+l)><(0,§))
§=0

o (9.62)

DRI ) + e (R )[7a v

Jj=0

Pour calculer cette quantité, nous avons donc besoin de la matrice de masse des problémes de cellule
(9.31) ainsi que des matrices E*, i = 1,2 et R.

Ainsi, I'erreur L? entre us et ug se calcule facilement puisqu’elle ne nécessite que des objets que nous
avions déja calculés auparavant.
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9.3.3.2 Calcul de ’erreur en norme H!

Le calcul de Ierreur H' suit exactement les mémes idées que celle de I'erreur L2. Nous voulons mesurer

Verreur H' entre us, et ug.p + 0uq.p, approximation de uq défini par (9.50). En suivant les mémes idées
) ) Iy

que pour la norme L2, nous avons

Ne
[|ws,Ne — u1,n; ||%11(QN§) ~ > s e (&5) = to.ne (&) 3 @x (0.6 (9.63)
j=1

ol lerreur commise est une nouvelle fois exponentiellement décroissante en N*. Nous effectuons alors le
méme découpage que dans (9.59) et nous calculons la norme H* sur chacun des trois domaines séparément.
Nous allons expliquer comment calculer la semi-norme ||V - ||z, puisque nous avons déja vu comment
calculer la norme L2.

e Sur Q" il suffit d’utiliser la matrice de rigidité du probléme intérieur (9.42).

e Sur O, d’apres la formule de représentation avec ¢ la trace de v = ug — uy sur {—L} x (0, ) nous

avons .
n=-+ng
v(wime) = Y @I (G 08 1o 5y (22), (9.64)
n=-—ng
donc
n=+ng .
Oz, v(T1,T2) =~ Z iBne T (@ 98 12 0,.5)05 (22), (9.65)
n=-—no
d’ou .
n=+no _ ,—2N" Re(ifn)
. 21—e
L D L T e o (9.60)
n=-—no
Nous avons également
n=-+ng .
Ouyv(a1,02) = Y —i(2nm + )P NG 40) 120, 0y05 (22), (9-67)
n=-—no
puisque ¢S (z5) = e 27722 de sorte que
n=+no _ _—2N~ Re(ifn)
21—e
020l 0y = 32 Pom o+ € [0 00 5o (03
n=-—ng
e Sur O, nous avons, en notant ¢ la trace de v sur {0} x (0,4)
Nt-1
IVl|Z20+) = Z IVUllZ2 (. 501)% (0.6))
§=0
o (9.69)

= D IV (R 6) + e (R 9)][Ta(v-
j=0
11 suffit alors d’utiliser la matrice de rigidité des problémes de cellule (9.31)

9.4 Calcul des profils et des constantes C}

Nous allons maintenant expliquer comment calculer numériquement les différentes fonctions profils ainsi
que les constantes C; qui interviennent dans les conditions de transmission d’ordre élevé.
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9.4.1 Calcul de NV

Rappelons que N est défini comme 1'unique solution dans V}(B), B =R x (0,1), de

—V - (aVN) =0, ({pWN))=0 and ({{pN))=1. (9.70)

9.4.1.1 Réduction a un domaine borné

Comme B est infini, nous nous restreignons a un domaine borné By incluant I' := {0} x (0, 1) (typiquement
By = (—1,1)x(0,1)). Nous notons By les extérieurs gauche et droit de By (voir la figure 9.6). Pour ce faire,

5 0 0|0 O O &

FIGURE 9.6 — Géométrie pour les problemes de la section 9.4.

nous utilisons une nouvelle fois des opérateurs Dirichlet-to-Neumann. Nous abandonnons l'espace V! (B)
qui était utile d’'un point de vue théorique mais qui s’avere peu pratique d’'un point de vue numérique.
Nous nous ramenons plutét au cadre variationnel classique de l'espace V(B) décrit a la section 7.2.1 et
retranchant les parties linéaires, comme nous ’avons fait pour démontrer I'existence de N (proposition
7.28) ou le théoreme d’existence-unicité 7.30. Définissons ¢ par

( )yl + w1 (y)

()= g+ 0 ) Py = ) €8, (9.71)

avec ¥ les fonctions de troncature définies par (7.27) et w; la solution du probléme de cellule (7.7).
Nous savons qu’il existe une fonction Ny dans V(B), unique & une constante pres, telle que

/ AV Ny -5 = (—LyyC,0), (9.72)
B

pour tout v € V(B) en utilisant le lemme 7.3, puisque (—Lyy(,1) = 0. Pour calculer Ap, nous allons
restreindre le probleme (9.72) & By en utilisant des opérateurs Dirichlet-to-Neumann similaires a ceux
introduits aux sections 9.2.3 et 9.2.4. Nous noterons % les bords & gauche et & droite de By (voir la
figure 9.6).

Introduisons A~ Popérateur de H/?(%~) dans H~/2(X~) définie par
A= ¢:=agd, U (¢p) € HV2(D7), e HY?(E), (9.73)

ot U~ (¢) est l'unique solution dans V(B ) du probléme

{ — AU (¢) =0, dans By, (9.74)

U™ (¢) = ¢, sur X7,
Le caractére bien posé de ce probléme est une simple application de 'inégalité de Hardy (voir par

exemple [199, §7.1.1]). Grace & la séparation des variables, de maniére analogue & ce qui a été fait a
la section 9.2.3 pour construire A"™ il est possible de montrer que

U™ (¢)(y1,v2) = Z(fﬁ, ¢n>L2(2f)¢n(y2)€2|n|ﬁ(y1+r)7 (9.75)

neZ

avec Py, (y1) := €22 d’onl

A=¢p =" 2ln|m(d, tn)r2(s-)tn. (9.76)

neZ
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En pratique, nous devons tronquer cette série (voir la section 9.2.3) et nous pouvons calculer analytique-
ment ces produits scalaires (voir 'annexe 9.A).

En ce qui concerne la partie périodique, nous définissons A™ 'opérateur de H1/2(E+) dans H_1/2(E+)
définie par

A= —ad, Ut (¢) e HV?(ET),  ¢eHV*(ET), (9.77)
ott Ut (@) est 'unique solution dans V(Bg) du probléme
V- (aVU(¢) =0, dans BF,
(VU= (@) us B .
Ut (o) = ¢, sur B,

dont le caractere bien posé se montre de la méme fagon que celui de (9.74). De maniére concréte, 'opéra-
teur AT se calcule de maniére similaire & ’'opérateur AP" de la section 9.2.4, en résolvant des problémes
de cellule, en calculant des opérateurs DtN locaux puis en calculant la solution d’une équation de Riccati.
Remarque 9.6. Nous avons A1 = 0.

Avec I'introduction de ces deux opérateurs A+, la solution ANy de (9.72) est solution, & une constante
additive pres, de

— V- (aVNy) = —Ly y(, dans By,
— a0y, No + A" Ny =0, sur X7, (9.79)
aayl./\/b + A+./\/'o =0, sur &7,

En utilisant le fait que N = Ny + ¢, cela montre que N est solution, & une constante additive pres, dans
H'(By) du probléme

— V- (aVN) =0, dans By,
—apdy, N + A" N = —1, sur ¥, (9.80)
1
ady, N + ATN = %(1 + O wn)lse + =AY +w), sur Bt
11 11

Pour montrer le caractere bien posé de cette équation, nous utilisons le résultat qui suit.

Proposition 9.7. Soit f € H™'(By) et soit g* € H-Y/2(X%). Il existe une solution U € H'(By), unique
a une constante additive pres, de l’équation

-V (aVU) = f, dans By,
—ag0y, U+A"U=g", sur X, (9.81)
aale—l-AJrU:f'7 sur 2.

si, et seulement si, la condition de compatibilité suivante est satisfaite :

(07 Do+ + {97 V)n- + (i )u-1xm =0, (9.82)
ot (-,-,)s+ désigne le crochet de dualité sur H=/2(S%) x H/2($#),

Démonstration. La démonstration est quasiment la méme que celle pour le lemme 7.3. Nous allons cher-
cher une solution U a moyenne nulle, c’est-a-dire que nous prendrons comme forme linéaire ®(U) =
|Bo| =" [;5, U- La formulation variationnelle de (9.81) est : trouver U € H'(By) telle que

/ aVU -VV + (A7U,V)s- + (ATU, V)n+ =/ VA~ Vs +{g7U, V)ss, (9.83)
Bo BO

pour tout V € H'(By). Ainsi, la condition de compatibilité de ce probléme est bien (9.82). Pour conclure,
il faut alors remarquer que la forme bilinéaire

(U, V) € H'(By)? = &(U)®(V) +/ aVU -VV + (AU, Vg + (ATU, V)54, (9.84)
Bo

est bien continue (les A* sont continus) et coercive (car les A* sont positifs, c’est immédiat pour A~ et
voir [99] pour A™). O
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Lemme 9.8. Le probléme (9.80) admet une solution N' € H'(By), unique a une constante prés.

Démonstration. D’aprés la proposition 9.7, pour montrer que (9.80) est bien posé il faut et il suffit de
montrer que

1
<a(1 + Oy, w1) |2+ + AT (y1 +wn), 1> =1 (9.85)

* *
ary an =+

Le deuxiéme terme est nul car AT est symétrique :
(A*(y1 +w1), g+ = (g1 +wi, AT1)ge = 0. (9.86)

Pour le premier, nous savons que w; est solution de —V - (aV(y1 + w1)) = 0 sur Y donc en multipliant
cette équation par y; et en intégrant sur Y nous obtenons (puisque Vy; = e;)

1
/ a1+ By, wy) = / a(1,52)(1+ By wny—1)- (9.87)
Y 0

11 suffit alors de remarquer que le membre de gauche est égal & af; et le membre de droite & (a(1 +
Oy, w1), 1|n+). Ainsi nous avons

(a(1 4 0y, un), s+ = aly, (9.88)
et donc (9.85) est bien vérifié. O

Ainsi, (9.80) est bien posé et nous avons alors déterminé N, & une constante pres. Cette constante va
étre fixée en utilisant la condition (/p(N')) = 0 que nous n’avons toujours pas utilisée.

Soit donc A la solution de (9.80) (fixons temporairement & la constante, par exemple en imposant
/ By N = 0). Pour le moment, cette fonction n’a été construite que sur By. Nous construisons alors une
fonction M sur toute la bande B, en prenant 91 = A dans By et en définissant

N=U" (¢_ + ylclj—) + z—; dans By, (9.89)
ol ¢~ :=N|g- et
N=U+ <¢+ s ff“””) + AT Gans BY (9.90)
ay ay

ou ¢* := N|g+. Rappelons que U~ (¢~) est défini par (9.75) et Ut (¢") est définie comme 'unique
solution dans V(Bg) de (9.75).

Par construction, nous aurons bien 0N € V! (B) vérifiant —V - (aVN) et (¢ (N)) = 1, par contre il n’y
a aucune raison pour que (¢ (1)) = 0. Cela impose donc

N =N — {p(N)). (9.91)

9.4.2 Calcul de P;

Nous voulons maintenant calculer le profil Py, défini par la proposition 7.35. Nous pouvons suivre exac-
tement la méme démarche que pour N. Nous avons donc que P; est solution dans H*(By) de

— V- (aVP1)) = 0y,a, dans By,
— a0y, P1 + APy = —Ly(P1), sur X7, (9.92)
aay1771 + A+’Pl = (aa?h + A+) <€E(Pl)y1a—t o +w2) 9 sur EJr'

11

Lemme 9.9. Le probléme (9.92) admet une solution P1 € H'(By), unique d une constante prés.
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Démonstration. D’apres la proposition 9.7, ce probléme est bien posé a une constante pres si, et seulement
si,

Y1+ wi
*

11

(=l (P1), 1)s- + <(aayl +AT) (E}(Pl) + wz) ,1>Z + (Dypa, V) pr-15 1 = 0. (9.93)

Le premier terme est simplement 5 (P1) et le troisiéme est clairement nul. Le deuxiéme se simplifie en
utilisant le fait que AT est symétrique et que AT1 =0 en

E}(Pl) < (aayl y1; w1> 7 1> + (ady, wa, 1) g . (9.94)
>+

11

Or le premier crochet vaut 1 d’apres (9.88). Exactement de la méme maniére, nous pouvons également
montrer que le deuxiéme crochet vaut aj,. Finalement, (9.93) s’écrit simplement

Cy(P1) =y (Py) = —af. (9.95)
Nous retrouvons ainsi le résultat (7.119) de la proposition 7.35. Ainsi, (9.93) est vérifié. O

Soit donc P; la solution de (9.92) (une nouvelle fois nous fixons temporairement la constante). Nous
construisons ensuite une fonction 7 sur toute la bande B, en prenant 937 = P; dans By et en définissant

Br=U" ((ﬁ‘ — &;2%(1/:) - %(%’ dans By, (9.96)
ol ¢~ = Pi|g- et
N=U" (qi)+ — ;%(m +wy)|s+ + ’LU2|§]+> - alf (y1 + w1) + wa, dans By, (9.97)
a1 2a7y
ol ¢+ := Pi|g+. Finalement, nous obtenons
P1=P1 — (€p(PB1))- (9.98)

9.4.3 Problemes d’interface : vers un calcul plus simple des profils et des
constantes

9.4.3.1 Problémes d’interface

En pratique, nous n’allons pas résoudre exactement les problémes (9.80) et (9.92). En effet, dans notre
cas, il est possible de tout ramener & un probléme sur l'interface o := {0} x (0,1) :

e Pour NV, nous résolvons le probleme : trouver N' € H'/2(X) tel que
a 1
AT+ AN =1+ — (14 9y, w1)|s+ + —ATwy + 1. (9.99)
a1y a11
e Pour Pj, nous obtenons
Y1+ wy

(A~ + AT)PY = (ady, + AY) (@(Pﬂa* + w2>
11

E3
)
+ 5 -
paES

(9.100)

Une fois ces deux problemes résolus, nous pouvons alors reconstruire les fonctions 9 et 37 corres-
pondantes sur toute la bande B, exactement comme nous ’avons fait précédemment. En pratique, nous
reconstruisons seulement sur un domaine fini, mais suffisamment loin pour que la partie évanescente de
N et celle de P; soient négligeables la ou la reconstruction s’arréte. Il suffit alors de retirer la partie
linéaire, c’est-a-dire y1/ag (resp. —aiyy1/(2a0)) & gauche et (y1 + wi)/aj; (resp. —aiy(y1 + w1)/(2a3,))
a droite pour M (resp. P1) pour récupérer deux valeurs, qui par définition sont E% (M) (resp. E% (PB1)).
Nous avons alors

LpN)]=Up(M)] et [lp(P1)] = [(p(PB1)]- (9.101)
Nous en déduisons immédiatement les valeurs de C; et Cy puisque C = [{p(N)] et Cy := [{p(P1)] —
ais[lp(N)]/2 (voir 7.124).
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9.4.3.2 Calcul des constantes restantes

Il reste maintenant & calculer les profils Pg, j =1,2,3 et les constantes C}, pour k = 3,4. Nous allons
en fait montrer qu’il n’est pas nécessaire de calculer ces profils pour en déduire les constantes. Rappe-
lons que nous nous sommes placés dans le cas ot p = 1 partout, de sorte que C5 = 0 (voir la section 8.1.3).

Il est possible de montrer les identités suivantes (démontrées dans 'annexe 9.B).

Proposition 9.10. Nous avons

*

1
EnPY)] = —ailh W) — [ [ a)020,610 + w2~ D]y + 52
Ly 2 (9.102)

+ / B, (aN+) + ady, N+ + a / 2@,;\7],
B+

ot N'& sont les « parties évanescentes » de N (voir l’anneze 9.B pour une définition précise). Nous avons
également

*

a as
[InP3)] = —aj,th(Pr) + 2;*2 [/ a(y)[0y, 012 + wa — Y10y, w2 + y1 — ady, Oaz] dy + %
11 Y

N N (9.103)
+/ 8y2 (CLPl )+a8y2771 +a0/ 23y2731 :| ,
B+ -
ol ﬁ est la « partie évanescente » de Py.
Nous en déduisons alors facilement les constantes Cy et Cy grace aux égalités (7.151) :
. UpWNV
Gy = e (PY)] + iy 2
(9.104)
« [£p(P1)] 2loN)] . [In(Pa]

Cy = [Un(P2)] + aiy S — (1) el

9.5 Calcul de la solution avec conditions de transmission d’ordre
élevé

9.5.1 Réduction du domaine de calcul

Il reste maintenant a décrire comment calculer numériquement la solution du modele approché avec les
conditions de transmission d’ordre élevé (8.46) que nous rappelons ici :

— V- (A5Vud®) — wul® = f dans Qsa,
[U’(ls]éoc = 6C?<A3vu6 ' >5a7 (9105)
[AVuS - nlse = 6CLI2 . (u)sas

ou les constantes C7' sont définies par (8.47) et donc se calculent immédiatement & partir du calcul des

constantes C'; décrit & la section précédente.

Comme nous 'avons fait pour le calcul de la solution exacte (section 9.2) ou de la solution homo-
généisée (section 9.3), la premieére étape consiste a effectuer une transformée de Floquet-Bloch (voir la
section 9.2.1) dans la direction 23 pour se ramener a la famille de problémes indexés par le paramétre
£e0,2m) :

-V (ASVQ?(Q ) — wzais(g’ )= J?(ga ) dans Bja,

5(€, )]s = 0CT(AGVA(E, ) - m)sa + 0CS Day (0 (€, )) b0

[ASVaS (&,-) - mse = 6CS(AGVA(E, ) - D)sa + 0CLD2,,, (0](5, ) sas (9.106)
‘i(f, ,8) = ei@a‘i(f, ,0)

234



avec Bso, = Q50 N B.

La deuxiéme consiste & tronquer le domaine & gauche et a droite a l'aide d’opérateurs DtN : Ahom
A gauche (section 9.2.3) et A®" (pour anisotrope) a droite, construit comme un DtN périodique de la
section 9.2.4 (voir la section 9.3.1 pour une justification de ce choix). Nous sommes alors ramenés au
probléeme

— V- (A, ) —wal (&) = f(&,0) dans By,

[03(8, )sa = 6CT(AGVAS (€, ) - )50 + 6C5 Do, (B3(E, ) 50y

[AGVAS (€, ) - mlsa = 6C§ (AGVAS(E, ) - )sa + 6CFD2,,, (05 (€, ))bas

— ag0p 0} (€, —L1,-) + AP™ak(¢, —Ly,-) =0, (9.107)
A*V - a5(&, Lo, )0+ A™as(E, Lo, -) = 0,

a5 (¢, 0) = €29 (¢, -, 0),

02, 05 (€, -, 0) = €00, 03(&, -, 0),

avec Bt = Bs, N QM (voir la figure 9.7).

DtN hom. O Bf{éﬁ B(i;‘g_ O DtN ani.

To = —1L; at —a~ 9 = Lo

FIGURE 9.7 — Géométrie du probléeme (9.107).

9.5.2 Formulation variationnelle

En suivant la démarche de la section 8.2.3, nous pouvons donner la formulation variationnelle du probleme
(9.107). Introduisons donc Pespace

Vitte o= {v € (B + v e HY(BE) N HA(BEY) ot (v)so € HA0.5)),  (9.108)
de sorte que la formulation variationnelle associée & (9.107) est :
trouver 45 € V(;igfg telle que B(ul,v) = L(v) pour tout v € V(;igfg, (9.109)

olt bB et L sont respectivement les formes hermitiennes et linéaires définies pour tout (u,v) € (Vih',)?

par

B(u,v) = - AV - Vi — w? /Bim u® + AP (u, v) + A (u, v)
S da
1 /[ cg [?
+7a/ utsaﬁéa_ia/ uﬁaﬁéa (9110)
o7 | Wseleloo = G [ lulso(®
c2c3 d ~ oy [? ~
n 5( oCa _ cz) | 0rttdsa0s@hsa = G2 [ (whsalilse
2 0 T Jo

et

L(U)Z/Bm 1. (9.111)
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9.5.3 Résolution en pratique

Expliquons maintenant comment résoudre en pratique (9.109). Examinons donc les termes de (9.110).
Les intégrales volumiques portant sur Blnt se calculent facilement en utilisant des matrices de masses et
de rigidité standards (de méme pour le calcul de (9.111)). Nous avons déja expliqué en pratique comment
calculer les matrices associées aux DtN AP™ et A2™ (sections 9.2.3 et 9.2.4). Il reste donc & calculer les
termes faisant intervenir [u]sq et (u)sq-

Pour cela, nous allons supposer que nous disposons de deux maillages structurés de B(i;g, et B};;Er
respectivement construits de telle sorte que le bord droit de B“‘t, soit maillé de la méme fagon que le
bord gauche de B, . Nous avons donc deux maillages structureb avec N, X Ny et Nt x N, points (voir
la figure 9.8).

FIGURE 9.8 — Exemple de maillages de B(i{éf, et Bf;’é% dont les bords verticaux se correspondent (ici
N, =11, Nf =21 et N, =6).

Nous nous donnons maintenant une numérotation globale sur les deux maillages, de telle sorte que les
sommets situés sur le bord droit de B:s“t, sont numérotés de N — N, +1 a N et les sommets situés sur le
bord gauche de B, sont numérotés de N +1a N+ N,. En notant ¢; la fonction de base correspondant
au sommet j, nous avons alors

(@j)sa = 05, pour tout j € {N — N, +1,N + N,}, (9.112)
et
—w;/2 pour je€{N—-N,+1,N},
[$5]sa = i/ € v ; (9.113)
w;/2  pour j € {N+1,N+ N,}.

Ainsi, nous pouvons alors construire les matrices qui correspondent aux différents termes de la forme

bilinéaire (9.110).

o Pour les formes bilinéaires (u, v) — foé Oy (1) 5002, (V)50 €6 (u,v) — f06 (u)5a (V) sa, DOUS construisons
respectivement les matrices DD, MM € My, (R) définies pour tout (¢,5) € {N — N, +1, N + N, }?
par

DDZ] */ 8962 ¢J 12>5a<¢z [oYe’ / 812(7753 mz¢1a (9114)
et

MM,; = / (65) 806200 / b (9.115)

e Pour la forme bilinéaire (u,v) — f06 [U]5001, (V) 50, nOUS construisons la matrice SML € My, (R)
définie pour tout (i,j) € {N — N, + 1, N + N, }* par

5
5 %/ (bj@wzqﬁi si j < {N—Ny + 1,N},
S5 :/0 [05]50(Pi)sa = 0 (9.116)

1 6 . .
—5/0 $j0s,0i sije{N+1,N+ Ny}
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e Pour la forme (u,v) fo o { )5, la matrice DS € My, (R) correspondant est simplement
la transposée de la matrice SD : ]D)S = SDT.

e Pour la forme bilinéaire (u,v) — f06 [U]50[0]5a, nOUS construisons la matrice SS € My, (R) définie
pour tout (i,j) € {N — N, + 1, N + N, }? par
/ ¢;pi si(i,j) € {N—-N,+1,N}*
5
SMij = / [¢j]5a[¢i]6a = ou si (la]) € {N+ 1’N+Ny}27 (9117)
0

1 é
—= / ¢;¢; sinon.
2 Jo

Nous avons donc a ce stade décrit comment construire les matrices correspondant a tous les termes de
la forme bilinéaire (9.110), nous pouvons ainsi calculer numériquement la solution du probléme (9.107).
Ensuite, la reconstruction de la fonction & gauche et a droite puis sur tout €24, se fait exactement comme
cela est expliqué aux sections 9.2.6 et 9.2.2.

Remarque 9.11. Les matrices MM, DD, SD, DS et SS peuvent toutes étre calculées analytiquement.

9.6 Expériences numériques avec les nouvelles conditions de
transmission

Nous avons donc maintenant tous les outils pour calculer
e la solution us du probléme exact (9.13);

e la solution ug de 'équation homogénéisée (9.48) ainsi que les correcteurs :
up(x) + 0Vug(x) - w (5> + 6%V - [0(-/8)Vuo(x)], x € R?, (9.118)

ot w = (wy,w2)T sont les deux solutions du probléme de cellule (7.7) et ott © = (6;;) sont les quatre
solutions des problémes de cellules (7.11) (bien entendu w et © doivent étre considérés comme nul
dans Q7).

e la solution u¢® du probléeme approché décalé (9.105) ainsi que les correcteurs :
8 (x) 4 VUl (x) - w (5) L8V [O(/6) Vil (x),, xeQUQT. (9.119)

Cela nécessite le calcul des constantes C; apparaissant dans (9.105) qui lui-méme repose sur le
calcul des profils N et P;.

Nous allons reprendre les parametres de la section 6.3.4 du chapitre 6. Rappelons que nous avons pris
ap = 1 (la valeur dans Q= de a) et p = 1 (ainsi p* = 1 et p§ = 1 sur tout R?). Nous prenons comme
source f une gaussienne trés localisée et centrée en (—0.2,0.5) :

Fa1,m9) = e—100(ac1+0.2)2—100(ac2+0.5)27 (21,72) € R2. (9.120)

Enfin nous considérons comme fréquence w = 2 + 0, 014.
En ce qui concerne le parametre « intervenant dans le décalage géométrique, il est apparu qu’en
pratique considérer que a = 0, c’est-a-dire ne pas effectuer de décalage, ne pose aucun probléme pour

le calcul numérique de u{® et que 'ajout du décalage ne change rien et n’améliore pas la précision du
modele. Nous considérerons donc a = 0 dans la suite.
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La premiere expérience numérique consiste a prendre un coefficient a régulier mais qui n’est pas
symétrique (voir la figure 6.8) :

a(yr,y2) = (2+ V2sin2my1) (4 + V2sin2myn),  (y1.y2) € Y. (9.121)

Nous avons tout d’abord représenté a la figure 9.10 les profils A/ et P;. Nous voyons ici clairement le
comportement linéaire (et oscillant & droite). Ensuite, nous avons représenté a la figure 9.9 la partie
réelle de solution exacte ugs et la partie réelle de la solution approchée u(f (sans correcteur) pour 6 = 0, 5.
De maniere qualitative, cela semble correspondre. Afin de confirmer que nos nouvelles conditions de
transmission sont plus efficaces, nous avons tracé a la figure 9.11 la différence entre la partie réelle de la
solution exacte ug et

e d’une part la solution homogénéisée ug (ordre 0), puis cette solution avec les correcteurs d’ordre 1 :
g + 0Vug - w () et enfin avec les correcteurs d’ordre 2 : ug + 6Vug - w () + 62V - [O(-/6) Vo] ;

e d’autre part la solution du probléme approché u{* (ordre 0), puis cette solution avec les correcteurs
d’ordre 1 : uf* +06Vul® - w (3) et enfin avec les correcteurs d’ordre 2 : ud® 4+ oVul® - w (3) +6*V
[O(-/8)Vui®];

et ceci pour § = 0,25. En ce qui concerne la solution homogénéisée ug, nous voyons que ’ajout de cor-
recteurs n’améliore pas la précision du modele prés de l'interface et dans la partie homogene 27. En
revanche, pour la solution du probléme approché u{*, nous voyons une amélioration considérable dans la
partie homogéne 0~ et comme attendu I’ajout des correcteurs améliore le modele dans la partie droite Q.

Il est donc clair que, de maniere qualitative, notre modele approché fonctionne comme attendu.
Nous souhaitons maintenant calculer des courbes d’erreur pour confirmer le résultat du théoreme 8.11
voire la conjecture 8.12. Malheureusement, nous nous sommes heurtés a des difficultés numériques pour
établir ces courbes, nous avons des phénomenes ressemblant & des verrouillages numériques, ou I'erreur
semble atteindre un palier lorsque § devient trop petit. Nous avons représenté une telle courbe a la figure
9.12. L’explication que nous pouvons avancer (sans justification mathématique) est que lerreur entre
I'approximation us p, de la solution exacte et de I’approximation u,pp. 5 de la solution approchée u‘lso‘ (avec
les correcteurs d’ordre 2) doit vérifier

h
s~ il =0 (2 + 5 ). (9.122)

et que la présence du facteur h/§ pénalise grandement la convergence. Or ici nous avons effectué nos
calculs & h/4 fixé, ce qui expliquerait les courbes observées. Nous discutons des remédes possibles lors de
la conclusion de ce manuscrit.

La deuxiéme expérience numérique consiste & prendre un coefficient périodique moins régulier que le
précédent (voir la figure 6.12

a(y1,y2) = 2+ 1y, 4y,>1(Y1,Y2), (y1,92) €Y. (9.123)

Rappelons qu’avec ce choix, le milieu homogénéisé effectif est beaucoup plus anisotrope que lors de
lexpérience précédente. Nous avons tout d’abord représenté & la figure 9.14 les profils A et P;. Nous
voyons ici clairement le comportement linéaire (et oscillant & droite). Ensuite, la 9.11 montre la différence
entre la partie réelle de la solution exacte us et d’une part ug , ug + 6Vug - w ( ) et ug+ dVug-w (5) +
62V -[0(-/8)Vug] et d’autre part uf®, uf*+6Vui® -w (3) et u§®+6Vul® -w (5) +02V-[O(-/6) Vui®]. Cela
confirme les conclusions de 'expérience precedente, Nous voyons egalement que l'erreur entre la solution
exacte et la solution approchée u(® est concentrée proche de l'interface I' ce qui n’est pas surprenant :

nous n’avons pas pris en compte les termes de champ proche.

9.A Annexe : calcul analytique d’un produit scalaire

La construction de I'opérateur de DtN homogéne AP°™ (section 9.2.3) ou de A (section 9.4.1), la re-
construction a gauche (section 9.2.6) ou encore le calcul de lerreur (section 9.3.3), nous avions eu besoin
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FIGURE 9.9 — Parties réelles de la solution exacte us et de I’approximation u$ pour § = 0, 5.

FIGURE 9.10 — Les profils N et P;.
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FicUre 9.11 — Différence pour § = 0,25 entre la partie réelle de la solution exacte us et d’une part ug ,
ug +0Vug - w (5) et ug+8Vug-w(5) + 6%V -[0(-/6)Vu’] (colonne de gauche de haut en bas) et d’autre
part uf®, ul® +6Vul® - w (5) et ul® +0Vu® - w (5) + 62V - [O(-/6)Vui®] (colonne de droite de haut en
bas).
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2.4+
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-28 i i i i

FIGURE 9.12 — Courbe de convergence en échelle log-log de I'erreur H' entre la solution exacte u{® et
ul® 4+ 6Vui® - w (3) en fonction de é.

FIGURE 9.13 — Parties réelles de la solution exacte us et de I'approximation u$® pour § = 0, 5.
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FIGURE 9.14 — Les profils N et P;.
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=10+
2

2

FIGURE 9.15 — Différence pour § = 0,25 entre la partie réelle de la solution exacte us et d’une part ug ,
ug +0Vug - w (5) et ug+8Vug - w(5) + 6%V - [0(-/6)Vug] (colonne de gauche de haut en bas) et d’autre
part ul®, u{® +6Vul® - w (5) et ul® +0Vu® - w (5) + 62V - [©(-/6)Vui®] (colonne de droite de haut en
bas).
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de calculer des quantités du type
(WS, b5)12(0,1)5 (9.124)

ott ¢ (z2) = e "™ ayec n € Z et £ € [0,27) et on ¢; est la j-ieme fonction de base de la discré-
tisation P; de H'/2(0,1) (sur la grille réguliére en subdivisant de maniére réguliere [0, 1] en intervalles
de taille h, les points de discrétisation étant y, := £h, £ = 0,...,m). Il est en fait possible de calculer
exactement ces produits scalaires.

Par définition, ¢; est la fonction affine par morceaux qui vaut 1 sur y; et 0 sur y¢, £ # j. Supposons
pour linstant que j # 0 et que j # N. Nous avons

yj+h -
Wﬁvd’ﬁm(og) =/ , ¢j(y)€+l( Ty 4y
yj—
(9.125)
P — vit+h () _
N /UJ weﬂ(%”g)y dy + /yl weﬂ@m%)y dy.
vi—h h Y5 h
Or
/yj weﬂ(?m%)y dy [y (y] _ h) eti(2nm+€)y ]UJ / eFi2nm+E)y ”
yi—h h h +i(2nm + €) “n), o Finm+6)

etiCnm+8y; 1 1
+
—H(2n7r +&)  h(2nm+€)?

[e+i<2nw+s>yj _ e+i<2m+s><yrh>} ,

En faisant la méme chose pour le second terme de (9.125) nous obtenons finalement (9:126)
(W5, ) 2(0,1) = %i@mi e [1 = e _ (rinrion )]
_1 1 diearoy 2 — 2 cos(2nm + €)h] =1, N-1. (6.127)
h (2nmw + &) ’ A
Pour j = 0, en appliquant la méme démarche, nous avons
(W6, 65 a0y = o — E [e+i(2nﬂ+£>h _ 1] , (9.128)
i2nm + &) h(2nm + £)2
et pour j =N
(05, ON) L2(01) = f;;;j:f;) 1 (2m1+ A [e+i(2””+5) - e—i<2w+£><h—1>} , (9.129)
Enfin, dans le cas particulier ou n = £ = 0, nous avons, lorsque j # 0 et que j # N,
(WS, 650 L2(0,1) = /:h wg_h) dy + /:ﬁh W dy. = g + g = h, (9.130)
et lorsque j =0 ou j = N,
(05, Po)r2(0,1) = (V5 ON) L2(0.1) = ;L (9.131)

9.B Annexe : démonstration de la proposition 9.10

Nous allons seulement démontrer la premiére identité (9.102) de la proposition 9.10, la deuxiéme (9.103)
se démontrant de la méme facon. Tout d’abord, nous définissons N+ & partir de N en retranchant ses
parties linéaires et constantes :

(9.132)
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Maintenant, & partir de ’équation (7.137), et en suivant les idées de la section 9.4.3, nous pouvons montrer
que P2 est solution de

(A™ + AT)PY = (ady, + A") g7 |+ — (—a0dy, + A7) g7 |5, (9.133)
avec
1/t (P2 Ip(N 1 X
g+ = Na(* 2) (yl + 1U1) + ng + G,T [2912 =+ Yyrwa — 2&12(y%/2 + Yirwq + 911)] + F+
- 17;2 H (9.134)
G
ag

avec F* solutions dans B* de Ly ,F* = 9,, (aNE) + a8y2/\~/'i. Le probléme (9.133) admet une solution
4 une constante prés si, et seulement si, (¢, 1)x- + (¢97,1)s+ = 0. Cela implique donc, en utilisant
(a(y; +w1), 1)g+ = a¥y (voir (9.88)) et le fait que y; = 0 sur X, que

{p(N . _
[KN('PQQ} = —/7 [13(27)}83;1’11}2 + — [28y1912 + wo — 2@12(7111 + 8y1911)] - / a8y1F+ +/7 aoaylF .

1
aty o+
(9.135)
Examinons les différents termes de 1’égalité ci-dessus.

e De la méme maniére que nous avions montré (9.88), nous pouvons montrer que (a(wi+0y,011), 1)+ =
¢i11 = 0 (voir la proposition 6.7) et (ady, we,1)s+ = aj,.

e Nous avons

/ ady, F* :7/ V- (aVF*t) = f/ By (aNF) + ady,NF, (9.136)
w+ By By

et de méme nous montrons que
/ apdy, F~ = —ag / By N~ (9.137)
o= B_
e ]l reste donc a traiter le terme f2+ a(20y, 012 + wy). Nous allons le couper en deux :

/ a(28y1 010 + 'LUQ) = a((’?yl 012 + wg) + / a8y1912. (9138)
>+ >+

>+

Pour le premier, rappelons que d’aprés (7.11) nous avons
=V - (aVb12) = aly, wa + 0y, (aw2) — ajsy. (9.139)

En multipliant cette égalité par y; et en intégrant sur Y nous obtenons

/aaylew—/ a0y, 012 :/ aylﬁylwg—/ aw2—|—/ awy — a12. (9.140)
% o+ % 1% o+ 2

Or [, ay10y, wy — 1 Js+ ady, = 0 donc finalement

/ a(é‘yl 010 + wg) = / a(ayl 010 + ’wg). (9141)
>+

Y

Enfin, pour calculer fz + a0y, 012 en utilisant la méme démarche que précédemment nous trouvons

ax*
/ ady, 012 = / ady, 012 — / ay10y, w1 + 212. (9.142)
s+ Y Y
En combinant tous ces termes, nous retrouvons bien (9.102).
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CHAPITRE

10

EXTENSION A L’HOMOGENEISATION A
FORT CONTRASTE
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Depuis le début de ce manuscrit, nous avons considéré ’homogénéisation dans un cadre classique,
dans lequel les coefficients périodiques du probleme initial vérifient les propriétés usuelles de coercivité,
etc. (uniformément par rapport a la taille de la période, voir par exemple (6.51)). Ce cadre ne peut donner
lieu & des coefficients homogénéisés négatifs (A* est définie positive et p* est strictement positif, voir la
proposition 6.5). Le cadre classique n’est donc sans doute pas le bon pour I’étude des métamatériaux.

Nous présentons donc dans ce dernier chapitre une extension de I’homogénéisation appelée homogé-
néisation a fort contraste. Celle-ci autorise les coefficients périodiques a dégénérer lorsque la taille de la
période tend vers 0 (plus de coercivité uniforme). En les choisissant soigneusement, I’homogénéisation
de ces problémes peut alors conduire a des coefficients homogénéisées négatifs. Nous présentons ici un
cas relativement simple d’un probléme scalaire 2d d’une équation de Helmholtz (similaire & [12,39,245])
mais de nombreux travaux ont étendu cette méthode aux équations de Maxwell dans des géométries plus
complexes [38,41,145,146].

Ce chapitre a trois objectifs. Le premier (section 10.1) est de présenter et de faire des rappels sur la
théorie de ’homogénéisation a fort contraste (dans le cas 2d avec I’équation de Helmholtz) et en particulier
de montrer que cela peut conduire & des coefficients homogénéisés négatifs. Le second (section 10.2) est



d’étendre a ce nouveau cas les conditions de transmission d’ordre élevé que nous avons établies dans le
cadre classique. En particulier, nous voulons comprendre I'influence de la fréquence sur les constantes C;
(alors qu’elles n’en dépendaient pas dans le cadre classique). Enfin, pour boucler ce manuscrit, a la section
10.3 nous allons appliquer nos nouvelles conditions de transmission aux problémes de transmission avec
changement de signe étudié au chapitre 0 et constater qu’elles permettent d’éviter les pertes de régularité
et le caractére mal posé des problemes.

Nous insistons sur le fait que tout ce qui sera dit dans les sections 10.2 et 10.3 est seulement prospectif
et formel, sans aucune justification ni démonstration.

10.1 Rappels sur I’homogénéisation a fort contraste

10.1.1 Le probléme périodique initial

Nous considérons une inclusion de référence Q' ¢ Y c RY telle que Y N QL = § et telle que Pextérieur
QF de l'inclusion définie par QF := Y \ Q! soit connexe. Nous notons I' la frontieére de 2!, que nous
considérerons réguliére, et n la normale sortante 4 Q! (donc rentrante pour Q). Pour un petit paramétre
¢ > 0, nous construisons par périodicité une grille d’inclusion

Q= |J 09 +6(n,m). (10.1)

(n,m)€zd

Nous définissons également I's la frontiere de Q£ ns la normale sortante associée ainsi que 'extérieur de
ces inclusions par QF := RZ\ QL. Voir la figure 10.1.

Fé)/()()OO()G&)\Q\\
GO OO O0OOOO "~~__
GO OO0 O0OO0

5

F1GURE 10.1 — La géométrie du probleme a fort contraste.

Nous considérons une fonction périodique as définie de la facon suivante :

1 sixe Q(SE,
_ 10.2
a5(x) {52 SiXGQg, ( )

La présence du facteur §2 est cruciale et correspond au fait que nous souhaitons que la longueur d’onde &
I'intérieur des inclusions soit & la méme échelle afin de pouvoir avoir des résonances internes. Tout autre
choix comme un facteur en %, a # 2, ne conduirait & aucun phénomene intéressant.

Remarque 10.1. Nous pourrions considérer des modeles plus complexes ot a est variable sur Qf et Qg au
lieu de prendre des valeurs constantes.

Nous nous intéressons alors a ’homogénéisation du probleme
-V - (asVus) — w?us =0, dans R, (10.3)

ol w € C est une fréquence telle que Imw? > 0 (les conclusions de la remarque 6.2 sont toujours valides
dans ce cas).
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Remarque 10.2. En dimension d = 2, la structure ainsi définie correspondrait par exemple & un milieu
composé d’un diélectrique dans laquelle sont plongées des tiges paralléles infiniment longues et de tres
forte permittivité. Dans le cas d'une onde électromagnétique incidente polarisée selon Hj|, le champ us
serait alors le champ magnétique, as représenterait I'inverse de la permittivité du milieu et la perméabilité
serait égale a 1 partout.

10.1.2 Développements asymptotiques a deux échelles

Suivant la théorie de 'homogénéisation classique, nous allons postuler un ansatz suivant ’esprit du
développement a deux échelles mais séparé sur chacune des deux zones :

Z §"uf (x,x/6) sur QF,
n=0

us(x) = (10.4)
Z 8"ul (x,x/6) sur QF,

n=0
ott les uZ et ul sont des fonctions qui sont Y-périodiques par rapport a la variable rapide y = x/4.

Toujours en suivant la démarche de I’homogénéisation classique, en injectant (10.4) dans (10.3), nous
obtenons deux cascades d’équations. La premiére, posée pour (x,y) € Q(;E x QF  vaut

o 85191 = 0
8231211 = 28% Y Uo )
- ailytuz = 289%191/“1 + (8:%111 + w2)“’€7 (105)
et la seconde, posée pour (x,y) € Qg x Q| vaut
(aizyz + wQ)ué =0,
(agzzh + w2)u{ = 28511,/1 ué>
(82, +wuh =202 uj + 02, ub, (10.6)

Remarquons que la présence du facteur 62 dans Qg implique la présence de w? dés la premiere équation
de la seconde cascade.

Les conditions de transmission du probléme (10.3) s’écrivent
[usls =0 et [asVus - nsls =0, (10.7)

ou [-]s désigne le saut & travers I's. En injectant (10.4) dans la premiére, nous obtenons que pour tout
n €N,
sur 'y x T, (10.8)

et dans la seconde, en remarquant que ns(x) = n(x/0) = n(y), nous obtenons une nouvelle cascade
d’équations posée sur I'y x I :

E E
Oy, up'ny = —0z,uy' Ny,

By ubn; = —0,,ufn; + d,uln;, (10.9)
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avec n = (ny,...,nq).

Pour étudier les équations (10.5), il est utile comme nous I’avions fait pour ’homogénéisation clas-
sique d’introduire le sous-espace H (QF) (resp. H;(QE)) des fonctions de H*(QF) qui sont Y-périodiques
(resp. qui sont Y-périodiques et & moyenne nulle). Nous noterons (-)g (resp. (-); et {-)r) la moyenne sur
QOF (resp. Qf et T).

Nous disposons également de ’analogue de la proposition 6.4 pour les équations (10.5) qui nous donne
une nouvelle relation de compatibilité :

Proposition 10.3. Soit F € L*(QF) et G € L*(T"). L’équation

u € Hﬁl QF),
2 _ E
=0y u=F sur QF, (10.10)
Oy, un; = G sur I,
admet une unique solution si, et seulement si, (F)g = —(G)r.

10.1.2.1 Développement a 1’ordre 0

A TVextérieur D’apres (10.5) et (10.9), nous cherchons uf € Hﬁ1 (QF) telle que

- 8§.y.uoE =0 sur QF,
5 (10.11)
Oy, ugmn; =0 sur I
Cela implique que ul est indépendante de la variable rapide y :
ug (x,y) = 4 (), (10.12)
ol 4§’ est une fonction de la variable lente x uniquement .
A Dintérieur D’apres (10.6), (10.8) et (10.12), Péquation vérifiée par uf est
- (8§y +wud =0 sur Q7
;B (10.13)
uy = U sur I'.
Par linéarité de ce probléme, nous pouvons écrire
up(x,y) = g (x)n(y), (10.14)
ott n? est solution du probléeme
-2, +u*)n =0 sur Qf
{ o i e ’ (10.15)
N, =1 sur T.

Nous discuterons plus en détails du caractere bien posé de cette équation plus tard et nous donnerons
une expression explicite de 70 lorsque c’est possible. Supposons dans un premier temps que 70 existe et
est unique.

Remargue 10.4. 11 est remarquable que le terme u{ correspondant au terme d’ordre 0 de I’ansatz de us

sur Qg dépende de la variable rapide y et de la fréquence w de facon non linéaire. Ce phénomene n’était
pas présent dans ’homogénéisation classique (le terme d’ordre 0 était indépendant de § et la dépendance
en w n’apparaissait qu’a Uordre 2 sur us et ce de fagon linéaire).
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10.1.2.2 Développement a l’ordre 1
A Textérieur D’apres (10.5), (10.9) et (10.12), 'équation vérifiée par u¥ € Hﬁ1 (QF) est

— 3§_y_uf =0 sur QF,
i © (10.16)
Oy, Uy My = —0g, Ug Mg sur I
Par linéarité de ce probléme par rapport & 4%, nous pouvons écrire que
U’IE(Xa Y) = aﬂizﬁg(x)wz(y) + ’alE(X)v (10'17)

olt 4 est une fonction de la variable lente x uniquement correspondant a la partie moyennée de uf sur
QF et o les w; sont les d solutions des d problemes de cellules
w; € Hgl (QE),
E
— 05y, w; =0 sur QF, (10.18)
Oy, wjn; = —n; sur I

A lintérieur D’aprés (10.6), (10.8) et (10.17), Péquation vérifiée par u! est

- (857117 + MQ)U{ = Qazﬁgjayﬂlg sur QI, (10 19)
ul = 0, 0 w; + aF, sur I '

En exploitant la linéarité de ce probléme par rapport a 9,, 4% et en réutilisant la solution 1 du probléme
(10.15), nous pouvons écrire

u (x,¥) = 0,47 (X)1,,5(y) + a7 () (y), (10.20)

ou les n‘})’ ; sont les d solutions des d problemes

— (02, +w)nl =0, 1° sur Q7
{ Ou. s = O, (10.21)

1
Nj = Wj sur I'.

10.1.2.3 Développement a ’ordre 2

Nous effectuons les calculs uniquement pour u% car nous n’aurons pas besoin de u}. D’apres (10.5), (10.9)

et (10.12) et (10.14), Péquation vérifiée par ub’ € HJ () est

— 02 uf =202 uf + (9%, +w?)al sur QF,
{ YiYi 2 iYL ( it )i (10.22)

E B 0 E
Oy, uyn; = (Uy Oy, My — Oz, ut’ )1 sur I

En écrivant la relation de compatibilité de ’équation ci-dessus et en utilisant (10.17), nous obtenons apres
quelques calculs fastidieux mais sans grande difficulté que 4 est solution de 'équation homogénéisée

—Vi - (A*Vi) — w?p*(w)ad =0, sur RY, (10.23)
ot A* = (aj;) est la matrice homogénéisée définie par
ai; = (0ij + Oy, wj) gy (10.24)
et onl p*(w) est le coefficient homogénéisé défini par

(W) = (g + (o), (10.25)

dont nous donnerons une expression plus explicite dans la suite.
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Remarque 10.5. La matrice homogénéisée A* est la méme que celle obtenue lors de ’homogénéisation des
milieux perforés avec condition de Neumann homogene [125]. En particulier elle est symétrique définie
positive.

Nous pouvons alors donner exactement 1’équation vérifiée par ul € Hﬂl(QE) en utilisant (10.22),
(10.17) et (10.23) :

- aiylug = (26yiwj + i — a’:j)aii:rj ,LALOE + WQ(M* (w) — l)ﬁoE sur QE7 (10.26)
Oy udn; = (' Vyn — 851_1,], afw; + 0,01 )n; sur I ‘
Toujours en exploitant la linéarité, nous pouvons écrire
wf (x,y) = 02,4 4l ()0, (y) + O, 0 (x)wi(y) + w2l (x)1(y) + i (%), (10.27)

ol 615’ est une fonction de la variable lente x uniquement correspondant & la partie moyennée de uf’ sur
QF ot les Oy, sont les d? solutions des d? problemes de cellules

Gij € Hﬁl (QE),
- ajiyiwm = 20y, we + dpm, — a*lm sur QF (10.28)
Oy, Oemni = —wenm, sur T,

et ou 7, est la solution du probleme de cellule

v € H} (QF),
— 3;%%, =1—-pu"(w) sur OF, (10.29)
ayﬂwni = 6y,i ngni sur I,

10.1.2.4 Développement a ’ordre 3

Exactement de la méme maniére que nous avions procédé pour 'homogénéisation classique, considérer
la relation de compatibilité de la quatriéme équation de (10.5) permet de montrer que @ est solution de
la méme équation homogénéisée (10.23) que 4 :

Vi (AVif) — P (w)af =0, sur RL (10.30)

Remarque 10.6. En toute rigueur nous avons également des termes au second membre faisant intervenir
des dérivées d’ordre 1 et 3 de 4f dans 1’équation ci-dessus, mais nous pouvons montrer comme cela a été
fait grace a la proposition 6.7 pour I’homogénéisation classique que ces termes sont en fait nuls.

10.1.3 Un coefficient homogénéisé négatif

Nous avons considéré Imw? > 0 pour des raisons essentiellement techniques (voir la remarque 6.2). Tous
les calculs formels que nous avons effectués sont encore valables lorsque Im w? = 0 et nous allons considé-
rer que nous sommes dans ce cas 1la dans la suite car il s’agit 1a du cas le plus difficile et le plus intéressant
en ce qui concerne le coefficient homogénéisé p*(w).

11 existe des plages de fréquences w sur lesquelles le coefficient homogénéisé p*(w) prend des valeurs
négatives, bien que le coefficient correspondant dans I’équation exacte (10.3) soit égal & 1. Commencons
par étudier si (10.15) est bien posé et donner une expression plus explicite de la solution 7Y de (10.15)
quand elle existe. En considérant ¢ := n? — 1, ce probléme est équivalent a

— 02 (=w+u? sur Q7
i ¢ (10.31)
¢=0 sur I
Notons (A, ¢n)n>1 la suite des éléments propres comptés avec multiplicité du probléme aux valeurs propres
— 8% b = Antn sur QF,
s ¢ (10.32)
on =0 sur I
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et notons ¢ := U, \,, 'ensemble des valeurs propres. En supposant que ¢ est dans L2(Q!), nous avons la
décomposition

C=> (¢ bn)r2(ar)fn (10.33)

n>1

et en injectant celle-ci dans 1’équation volumique de (10.31) et en prenant le produit scalaire L? avec ¢,
nous obtenons

A (G, m) 221y = W {(, dm) r2(ary + W (dm) 1, (10.34)

({Pn)1 = (1, Pn)r2(qr) est la moyenne de ¢,, sur Q). Nous devons alors distinguer deux cas. Si w? ¢ o,
alors nous obtenons )
w <¢n>[

Am — w?’

Si maintenant w? = \,, € o, nous obtenons (¢,); = 0, c’est-a-dire que ¢,, est A moyenne nulle. Cela
montre que (10.31) est résoluble si, et seulement si, w? n’est égal & aucun des )\, ou si w? = ), avec
la fonction propre ¢,, associée ayant une moyenne nulle. Dans le premier cas, (10.31) admet une unique
solution et dans le second ( est défini modulo une fonction propre ¢, a moyenne nulle associée a A,
cependant (¢); est bien uniquement déterminée dans ce cas.

(¢, dm)r2ary = (10.35)

Remarque 10.7. Bien entendu, si nous avions Im w? > 0, le probléme (10.31) serait toujours bien posé.

Supposons que w? ¢ o. Nous pouvons alors donner I'expression explicite de ¢ et donc de 10 :

n° (y Z ‘15" (y). (10.36)

n>1

En prenant la moyenne sur !, nous obtenons alors I'expression du coefficient homogénéisé p*(w) :

piw) = 1)p+ )1 w? Z (10.37)

n>1

Comme nous I’avons remarqué précédemment, si w? = \,, € o et que la fonction propre ¢,, correspondante
est & moyenne nulle, alors ¢ n’est définie qu’a un facteur C¢,, prés mais sa moyenne ({); ne sera pas
affectée. Nous pouvons donc étendre la définition de la fonction p*(w) de la fagon suivante. Notons N
I’ensemble des indices n tels que la fonction propre ¢,, associée a la valeur propre A, ne soit pas a moyenne
nulle et supposons que w? ¢ {\, : n € N}. Nous avons alors

pr(w)=1-— Z (10.38)

nEN

Remarque 10.8. Le fait qu’une fonction propre soit & moyenne nulle n’est pas stable vis-a-vis d’une petite
perturbation de Q! (voir par exemple [117] et les références que cet article contient).

Le coefficient p*(w) prend des valeurs négatives sur une infinité de bande de fréquences (voir la figure
10.2). En effet, nous avons p*(A2,A2_ ;) = R. Nous pouvons en donner une expression complétement
explicite en dimension d = 2 dans le cas ot Q! est une boule de rayon R € (0,1/2) C R2. Dans ce cas, si
w? ¢ o, c’est-a-dire que wR n’est pas un zéro de Jy, ot Jy est la premiere fonction de Bessel de premiére

espece, alors 12 est une fonction radiale dépendant uniquement de r := |y| donnée par
Jo(wr)
0 0
= . 10.39
En utilisant le fait que (n%); = (=AnS,1); = —w™2 [ V2 - n, nous obtenons
27 Jy(wR)
*(w) = 10.40
(W) o Jo(@h)’ (10.40)
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FIGURE 10.2 — Allure typique du coefficient homogénéisé p*(w) en fonction de w.

Remarque 10.9. D’un point de vue physique, si as représente 'inverse de la permittivité alors p* représente
la perméabilité effective. Nous voyons donc que I’homogénéisation de ce milieu a créé un magnétisme
artificiel puisque pour le modele exact la perméabilité est égale & 1. De plus, 'expression (10.38) est
a rapprocher de celle du modele de Lorentz (1.32). L’homogénéisation & fort contraste permet donc
de justifier mathématiquement ce genre de modele. Cependant, la configuration que nous avons choisie
ne permet pas d’avoir une permittivité négative, puisque la matrice homogénéisée A* que nous avons
obtenue est symétrique définie positive. Il faudrait alors se tourner vers des milieux et des géométries
plus complexes et considérer les équations de Maxwell pour obtenir & la fois une permittivité et une
perméabilité négative (voir par exemple [41,145,146]).

10.1.4 Le probleme de la convergence

La question centrale est alors de savoir si la solution us du probléme exacte (10.3) converge vers la solu-
tion du probléme homogénéisé (10.23). La principale difficulté tient au fait que dans Q! le premier terme
du développement u{ donné par (10.14) fait intervenir la variable rapide y. En particulier, lorsque § tend
vers 0, la solution ugs oscille de plus en plus fortement dans les inclusions. Comme ce phénomene inter-
vient dés l'ordre 0, "amplitude de ces oscillations ne diminue pas avec d (contrairement aux oscillations
dues aux solutions w; des problémes de cellules intervenant & 1'ordre 1 pour 'homogénéisation classique).
Cela semble un obstacle a des convergences en norme de la solution exacte vers la solution homogénéisée.
Notamment, il n’existe pas & notre connaissance des résultats sur la convergence forte en norme H' ou
méme L? (mentionnons cependant I'article récent [56] qui montre une convergence en O(J) de la résol-
vante pour la norme d’opérateur). Ce point resterait & éclaircir & et a étudier plus en profondeur mais
nous n’avons pas poursuivi de recherche dans cette direction. Mentionnons également que les simulations
numériques sont délicates pour le calcul de la solution exacte, le fait que le coefficient a dégénére en
O(8?) fait exploser les constantes dans les estimations de convergence des méthodes numériques (comme
les éléments finis) et la convergence est alors trés mauvaise.

Il est cependant possible de montrer des résultats de convergence faible [39,245]. Par exemple, en
dimension d = 2, si nous considérons un domaine @ C R? tel que as soit donné par (10.2) sur €2 et vaille
1 sur R? \ O, une onde incidente u’ et le probléme de diffraction

—V - (asVus) — w?us =0 sur R?,
{ (asVus) 5 (10.41)

us — u' est sortante quand |x| — +oo,
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alors nous avons le résultat suivant :

Théoréme 10.10 (voir [39]). Supposons que w? ¢ {\, : n € N}. Alors la suite de solutions us du
probléme (10.41) est uniformément bornée dans L} (R?) et converge double-échelle vers uqg lorsque §
tends vers 0, ot ug est définie par

u(x)nl(y) sixe O,

w

u(x) six e R\ O (10.42)

up(x,y) = {

ou n° est définie par (10.15) (que nous prolongeons par 1 en dehors de Qg) et ot u est l'unique solution
dans H}(R?) du probléme homogénéisé

{ ~V - (Au) —wPp@u =0 surR?, (10.43)

u—u' est sortante quand |x| — +oo,

ot A vaut A* définie par (10.24) sur O et Iy ailleurs et ot p(w) vaut p*(w) définie par (10.38) sur O et
1 ailleurs.

10.2 Extension des développements asymptotiques

Le but de cette section est d’étendre, de maniére formelle et prospective et sans aucune justification
mathématique rigoureuse, les calculs qui ont été effectués au chapitre 6 pour 'homogénéisation classique
a I’homogénéisation fort contraste.

10.2.1 Le probléme de transmission
Nous considérons le méme probléme de transmission que dans les chapitres précédents, sauf que les coef-

ficients périodiques dans Q1 auront le comportement a fort contraste décrit & la section précédente.

Plus précisément, nous considérons toujours les deux demi-plans QF : RL x R C R? séparés par
I'interface I' = {0} x R. Le demi-plan Q~ est rempli d’un milieu homogene, toujours représenté par une
constante ag > 0. Le demi-plan Q7 est rempli du milieu & fort contraste décrit a la section 10.1.1 (avec
d = 2). Nous considérons donc une fonction as qui est constante égale & 1 sur Q~ et qui est définie par
(10.2) sur Q7.

Remarque 10.11. Nous avons pris a égale a 1 dans 2~ qui coincide donc avec la valeur de a en dehors
des inclusions dans QéE . Cela vise a simplifier les calculs, mais nous pourrions sans probleme étendre au
cas ou a vaut une valeur constante ag # 1 dans 7. De méme, la remarque 10.1 est toujours valable ici.

Nous nous intéressons alors a I’homogénéisation du probleme
~V - (asVus) — w?us = f, dans R?, (10.44)

olt w € C est une fréquence telle que Imw? > 0 et ot U f € L?(R) est un terme source & support compact
inclus dans Q™.

10.2.2 Champs lointains et champ proche

Nous suivons alors la démarche du chapitre 7. Nous effectuons des développement asymptotiques différents
dans les trois zones qui sont exactement les mémes que précédemment (voir la figure 7.1).

10.2.2.1 Champ lointain homogeéne

Nous faisons le méme ansatz que (7.2) :
+oo
us(x) =Y oFug(x), € HY(Q). (10.45)
k=0
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En linjectant dans (10.44) et en identifiant les puissances de ¢, nous trouvons exactement les mémes
équations que (7.3) :

our k=0

—Au;, —wiuy = Jop

0 pour k>1.

Bien entendu, il manque des conditions sur I' que nous donnerons plus loin.

dans _. (10.46)

10.2.2.2 Champ lointain périodique

Dans Q1, nous allons bien entendu utiliser le méme doube ansatz que dans la section 10.1.2 :

Z " uf (x,x/6) sur QF,
n=0

ualx) = Z §"ul (x,x/8) sur QL (1047

n=0

ott les uZ et ul sont des fonctions qui sont Y-périodiques par rapport a la variable rapide y = x/§. Les
termes uZ et ul, vérifient donc les équations décrites & la section 10.1.2.

10.2.2.3 Champ proche

En reprenant les idées du chapitre 7 et ce qui a été fait a la section (10.1.2), il est naturel de proposer
un ansatz pour le champ proche de la forme

Z S"UE (xg, %, %) sur R?\ Qf,

n=0

o"U, xg,—l,z— sur {23,
Teut(e 7)ol

n=0

us(x) = (10.48)

ot les UF et U! sont des fonctions qui sont 1-périodiques par rapport & la troisiéme variable yo = x4/
mais pas par rapport a la deuxiéme variable y; = /4.

Contrairement aux termes de champ proche U, (z3,) qui vivent dans la bande B = R x (0,1) pour
x5 € R, les termes UF (x5, -) vivent dans B, la bande privée des inclusions :

BE .— B\ <D° (QI + ne1)> , (10.49)

n=1

et les termes U!(xy,-) dans les inclusions B! := B\ BE. Nous notons I'z := OB’ les frontitres des
inclusions.

En injectant 'ansatz (10.48) dans (10.44), nous obtenons les équations vérifiées par les différents
termes de champ proche : pour les termes UZ | celles-ci sont posées sur BF (avec x5 € R comme para-
metre) :

- a;,y, UOE(‘TQa Y) = Oa
- a;lyl UlE((E27 y) = 282 UOE(‘T27 y)7

Z2Y2

10.50
— 02, U (@2,y) = 202,,,UF (@2,y) + (@2, +w*)Uf (a2.y), (10.50)
et pour les termes U/, celles-ci sont posées sur B! (avec xo € R comme paramétre) :
(@2, + W)U =0,
2 277l 2 77l
— (ayy +w*)U; = 20,,Uq,
(10.51)

— (02, +wU; =202, U{ +02,U{,
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Nous avons également les conditions de transmissions
UE(29,y) = Ul(29,y), pour y € I'g, (10.52)

ainsi que
83!1‘ U()E(an y)nl = Oa

3yiU1E($2,Y)ni = —3z2UoE(902J)n2,

10.53
0y U (22, y)n; = =0y, UE (22, y)n9 + 0,,Ud (22, ¥4, ( )

10.2.3 Conditions de raccord

Les conditions de raccord formelles se traitent exactement de la méme facon que lors de la section 7.1.5
du chapitre 7.

Pour les termes de champ lointain homogene dans (2~ avec x; proche de I' nous avons
Uy (x) + duy (%) + 8%uy (x) = qg (22) + 0qy (22,51) + 6°[az (w2, 91) + py (22,51)] + O(%),  (10.54)

ol nous avons posé

Qo (z2) == uq [r(22),
¢; (x2,91) == uq |r(z2) + 1102, ug [ (x2),

a5 (z2,91) = uy |r(z2) + Y10, uy |r(22) (10.55)

3?13?1“0_ |"/(x2)'
Pour les termes de champ lointain périodique nous avons
uf (x) + 0uy (x,y) + 6%ug (x) = g (x2) + 8[af’ (w2, y) + uf (v, 22)] + 6%[q5 (22, ¥) + p3 (v, x2)], (10.56)

oll nous avons posé

yf 2
py (T2, y1) = ?8

g1 (x2,y) = ta|r(z2) + (Y1 + w1 (y))0s, 0 |0 (22),
(1 (w2, y) 1= O, 0 [p (22)w2(y),
QQE(‘%%y) = 712E|F(‘T?) + (yl + wl(y))azlﬁlE|F(x2)7 (1057)
2
15 (v, 22) i= wa(y) Iy 41’ |1 (z2) + %1 +y1wi(y) + 611 (y) | 07,4 |r
+ (2012(y) + y1wa(y)) 03, 0, 05 Ir + 022(y) 02, 4,05 |0

+w?ig (%) 75 (y)-
Ainsi, les conditions de raccord formelles sont

Uo(z2,y1,92) ~ qq (w2),

Yy —>—0Q

Ui (w2, 91, y2) A qy (72,y1), (10.58)

Us(z2,y1,92)  ~ @3 (T2,41) + pig (22, 91),

Yi—

ol qy, qq , g et py sont définies par (10.55), et
UO(.’EQ, y17y2) ~ qu(x2)7

y1—+00
E E
Ui(wz,ynye) | o~ ar (@2,51) + 'y, 22) (10.59)
UQ(I213y17y2) ~ Q2E($2yyl) +M2E(yaz2)7
Yy1—>+0o0

ot qf , ¢, i, @5 et pug sont définies par (10.57).
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10.2.4 Construction des premiers termes de champ proche
10.2.4.1 Cadre fonctionnel pour les problemes de champ proche

Cadre fonctionnel pour les équations (10.50) Comme au chapitre 7, nous devons nous donner un
cadre fonctionnel qui autorise les comportements croissants pour les termes U quand y; tend vers +oo.
Nous définissons alors V}(B¥) exactement de la méme maniere que V}(B) est défini (en remplagant

simplement B par B). Nous avons également besoin d’introduire 1’espace V_&/ 2 (T'p), V'espace des traces
des fonctions de V}!(B) sur I'p.

Nous étudions alors des probléemes du type : trouver U € V_&(BE ) tel que

YilYi

—92 U=g dans B,
(10.60)
83,1Unz:h sur FB,

ongeV}H(BF) ethe Vi/2(FB)* sont donnés.
Nous introduisons également I'espace W (B¥), analogue de I'espace W (B), défini de la fagon suivante
W(B) :={ue VL(BF) : 82, € VH(BE)" et 0,,Un, € V/*(Tp)*}. (10.61)
Nous conjecturons alors le résultat suivant, analogue du théoreme 7.25 dans le cas du fort contraste.

Conjecture 10.12. Soit U € W(BF). Alors il existe quatre constantes (5(U) et (L (U) décrivant le
comportement de U quand vy, tend vers £oo :

e pour y; tendant vers —oo,

Ulyi,y2) =L5(U) + £ (U)ys + terme évanescent, (10.62)

e pour y; tendant vers —oo,
Ulyr,y2) = LH(U) + Ux(U)(y1 + wi(y))/a}; + terme évanescent, (10.63)

ot afy est le coefficient homogénéisé défini par (10.24) et ot wy est la solution du probléme de
cellule (10.18).

A partir de 13, il est possible de dérouler toute la théorie développée au chapitre 7. Nous pouvons
notamment conjecturer que la formule de Green (7.99) est toujours valable, que les conditions de com-
patibilité (7.108) sont toujours vérifiées et que les solutions de I’équation homogéne

— ag,y,U =0 dans BY,
i (10.64)
0y, Un; =0 sur I'p,

—8§iyiU = 0 forment un espace de dimension 2, engendré par 1 et la fonction N'F défini comme I'unique
solution dans V' (B¥) de (10.64) telle que ({p(NF)) = 0 et (¢p(N*F)) = 1. Enfin, nous pouvons conjec-

turer 'analogue du théoreme d’existence-unicité 7.30.

Conjecture 10.13. Etant donnés o, 3 € C, g € VH(BE)* eth e Vi/2(I‘B)*, il existe une unique fonction
u € VH(BY) satisfaisant

—02 U= dans B,
vivi© =9 e (10.65)
0y, Un; =h surI'p,
ainst que
(lp(u)) =« et Uy (u)) = pB. (10.66)
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Cadre fonctionnel pour les équations (10.51) Pour les termes de champ proche U/, puisque B! est
constitué d’inclusions déconnectées les unes des autres, il suffit simplement de considérer comme cadre

fonctionnel
—+oo

Vi=J H" (9" + ney). (10.67)

n=1

Ainsi, nous avons des problémes du type : trouver U € V} tel que

— (85, + W =g dans B, (10:68)
U=h sur I'g, )

ounge (Vi)" et he Vi/ 2(F B)* sont donnés. Nous savons que ce probléme est bien posé si, et seulement
si, w? n’est pas égale & I'une des valeurs propres du probleme (10.32).

10.2.4.2 Construction des termes

Ordre 0 D’apreés (10.50) et (10.53), nous cherchons donc U¥ € V}(B¥) solution de I'équation homogene
(10.64) et ayant les comportements & I’infini

Ug (2,91, y2) 2o Uo I (2),
(10.69)

E ~F
U() (x27y13y2) y1:+oo Ug |F(x2)'

d’apres (10.58) et (10.59). En suivant la méme démarche que dans le chapitre 7, section (7.3.1), cela nous
donne qu'un tel UF existe si, et seulement si,

ug [r(22) = 4§ |r(22). (10.70)
Si c’est le cas, UF est donnée par
Uy (22,y) = uolr(22), zy €R, y € BY. (10.71)
avec ug|p 1= u(}ﬂp =uq |r.
Par conséquent, U, d’apres (10.51) (10.52), vérifie

— (02, +UL =0 dans B,
{ Oy, o (10.72)

UOI:’MO‘]" sur FB,

Ce probléme admet une unique solution dans V7 si, et seulement si, w? n’est pas égale a 1'une des valeurs

propres du probléme (10.32). Dans ce cas, U{ est explicitement donnée par
U({(x%y) = U0|F(CU2)778(Y)» T2 € R? y S BIv (1073)

ott % est 'unique solution de (10.15) (voir (10.36) pour une représentation explicite).

Ordre 1 D’aprés (10.50), (10.53) et (10.71), nous cherchons U¥ solution de

—ai.y_UlEZO dans BY,
s (10.74)
0y, Uny = —up|r(z2)ne sur I'p.

et ayant les comportements & ’infini

UP (22,91, 2) o~ [e(@2) + 9190, ug [ (22),
. (10.75)

UL (z2,y1,2) o Troe a7’ |r(z2) + (y1 + wi(y)) 0z, 45 |0 (22) + Ouytio|r (z2)wa(y).
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En suivant la méme démarche que dans le chapitre 7, section (7.3.2), nous devons introduire un profil
PE € V}(B¥) défini comme I'unique solution dans V' (B¥) de

YiYi

—92 PE=02 (WTw dans BF,
r = Oy (9702) (10.76)
Gyi Unl =0 sur FB.

vérifiant ((p(PE)) =0 et ({n(PF)) =0, ot ¢ est la fonction de troncature définie par (7.27) et ol wy
est la solution du probleme de cellule (10.18). Il est également possible de montrer que [(x(PF)] = —a},,
ol aj; est le coefficient homogénéisé défini par (10.24).

En utilisant cette fonction profil, nous pouvons montrer qu’il existe un tel unique UF € V}(B¥)
solution de (10.74) et vérifiant (10.75) si, et seulement si,

(A*Vaf) -n —apVuy -n=0. (10.77)
et
aE|r —ul|r = Oy (AVig) n; GVl "1 D ol (10.78)
avec C1 := [{p(N)] et Cy := [{p(P1)] — %[50 (N)]. Dans ce cas, UF est explicitement donnée par
UL (x2,y) = aar(x2) + B1(22) N (y) + (0" (y1)wa(y) + P (¥)) Oz u0lr(22),,  z2 € R, y € B, (10.79)
avec
oy = e 42' ifle g, = 200U r zaﬁ@xlﬂg\ﬁ (10.80)

Remarque 10.14. Nous n’allons pas construire U car nous n’en n’avons pas besoin dans la suite.

Ordre 2 Nous ne rentrons pas dans les détails pour la construction de UF | nous avons déja vu lors de
la construction de UF et UF que la démarche était extrémement similaire & celle suivie lors du chapitre
7. Contentons-nous de donner I'une des conditions d’existence de UF qui va nous donner la derniere
condition de transmission dont nous aurons besoin :

AV - .
(A"Vit) -1 — aoVur -1 = Cyly, Y 00 “; 60Vl "0 | 052 ugle + w0’ Ch(@uolr,  (10.81)
ott les C; sont des constantes définies par
« [tV
Cy = [In(Py)] + alZ[L2)]a
. [Up(P . 2 [loWNV . Un(P; 10.82
Cy = [EN(PQQ)] +a127[ D(Q 1) - (%2)24[ 2l *ﬂ ‘*‘%27[ Né 2]7 ( )

Cs(w) := [In(P3)] + [In(S(w))],

ou les profils P2j , 7 € {1,2,3}, sont des profils similaires & P; définie par (10.76) que nous ne détaillons
pas et ol le profil (S(w) est défini comme I'unique solution dans V}(B¥) de

=03, 800) = 88, [ (04w - 2R )
11

0y, S(w)n; =0 sur I'p.

dans B,
(10.83)

Nous voyons que ce profil dépend de maniére non linéaire de w, au contraire de tous les profils que nous
avons rencontrés jusque ici qui n’en dépendent pas.

10.2.5 Construction des modeles approchés

Comme nous 'avions fait a la section 7.4 du chapitre 7, nous pouvons maintenant donner les équations
vérifiées par les termes de champ lointain.
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10.2.5.1 Modéle approché d’ordre 0

Nous savons que le terme de champ lointain homogene u, est solution de (10.46) et que le terme de
champ lointain périodique ﬁar est solution de I’équation homogénéisée (10.23). En ajoutant les conditions
de transmission (10.70) et (10.77), nous obtenons le probléme

— V- (AjVug) — w?ug(w)ug = f, dans R?

[uo]r = 0, (10.84)
[ASVUO]F =0.
ou
I, sixeQ™ 1 sixe Q™
A} = ’ t o = ’ 10.85
0(x) {A* six € Qt, ¢ Ho (@) () {u*(w) six e Qt. ( )

Cela détermine donc bien les termes de champ lointain & I’ordre 0 de maniére unique, avec u, = ug|o-
et ’1162 = UQ|Q+ .

Le probléme (10.84) est a rapprocher du probleéme (7.162) et fait intervenir les conditions classiques
de transmission (continuité des traces et des flux au niveau de 'interface), comme nous pouvions nous y
attendre.

10.2.5.2 Modéele approché d’ordre 1

En raisonnant de méme a ’ordre 1, nous obtenons le probléme suivant :

— V- (A§Vauy) — wph(w)uy =0, dans R?,
[uilr = C1{A5Vuo - m)r + C20,,uolr, (10.86)
[A§Vuy - n]p = C30,, (A5 Vug - n)p + C492,,, uo|r + w?Cs(w)uglr.

Cela détermine donc bien les termes de champ lointain & 'ordre 1 de maniére unique, avec u; = u1|q-
et 0F = uy|g+.

Le modele approché d’ordre 1 (10.86) est bien entendu extrémement proche du modele (7.163), la
seule différence étant le fait que la constante Cs dépend maintenant de la fréquence w alors qu’elle n’en
dépendait pas dans le cas de ’homogénéisation classique. A Tinstar de ce coefficient @ w, nous faisons la
conjecture que cette constante va prendre toutes les valeurs réelles lorsque Rew? parcourt R, (et bien
slir ne sera pas définie pour w? = \,, n € N). Cela laisse présager un certain nombre de difficultés qui
seront discutées dans la conclusion de ce manuscrit.

10.3 Application des nouvelles conditions de transmission aux
problemes de transmission avec changements de signes
Dans cette ultime section, nous montrons que ’ajout des nouvelles conditions de transmission permet

de régulariser les problemes avec changements de signes du chapitre 0. Plus précisément, considérons le
méme probleme de transmission qu’a la section 0.4.1 avec la géométrie de la figure 4 :

Aut + (k) 2ut =0, dans (—o0,0) x T,
Au~ + (E7)u™ =0, dans (0,4+00) x T,
u —ut = f, on {0} x T,
Opu™ — kOqut =g, dans {0} x T, (10.87)
ut est sortante, when x — —o0,
u~ est rentrante, when z — +o0,
+ C.B. on R x JT.
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ou C.B. veut dire « Conditions aux Bords »(dont le choix est décrit au début de la section 0.4).

Dans les deux sections précédentes, nous avons vu, bien que cela reste encore largement a 1’état de
conjecture, que la dérivation de conditions de transmission d’ordre élevé reste possible dans le cadre de
I’homogénéisation & fort contraste. Nous allons donc considérer le méme probléme que (10.87) mais avec
des conditions de transmissions copiées sur celles du probléme (8.46) :

Aut + (kT)?ut =0, dans (—o0,0) x T,
Au™ 4 (k7)u™ =0, dans (0,4+00) x T,
On Onu™
u —ut =0 Y 4—2/{ Ly fs on {0} x T,
- + - + 10.88
Oatt™ — KOput = Cgajy“ —;—u + Cgu —;—u +g, dans {0} x T, ( )
u™ est sortante, quand x — —o0,
u~ est rentrante, quand z — +00,
+ C.B. on R x oT.

En suivant la démarche de la section 0.4.1, nous effectuons les décompositions modales

ut(y) = > ufeT Py, (y), x<0, yel,

ne . (10.89)
u (@ y) =Y upe Pt (y), x>0, yerl,

neN

ou les coefficients modaux u,} et u, sont & déterminer. Les conditions de transmission de (10.88) se
traduisent alors par une famille de systémes linéaires qui s’écrivent pour tout n € N sous la forme

iHCl iOl _

—1+ Bt 1+ —

U’+ f 2 n 2 n
A, |7 = [""], avec A, = , 10.90
[u}[% v gt G Co o G G (1090)

" 2 2 " 2 2

ot nous avons utilisé le fait que 92, ¥n, = =X, 0.
Le déterminant de la matrice A,, vaut
ikC C:1C

det A, = Co), (“11(5” + KB — 1) —i (” i 2 4 1) (B, + KB + Cs. (10.91)
Concentrons-nous sur la situation du cas super-critique k = —1 et kT = k’. Le cas du chapitre 0, c’est-

a-dire pour le cas ot C; = Cy = C3 = 0, le déterminant s’annule pour tous les \,, > max((k™)?2, (k7)?).
Nous avons ici (en utilisant les expressions (0.38))

det A, = 01202 v/ An — (51)2) — Codp, — 01203 VA — (k1)2). (10.92)

Il est alors clair que ce déterminant ne va pas s’annuler pour tout \,, sauf dans le cas ou C; = Cy =
C3 = 0. En particulier, si C;Cs # 0, nous avons le comportement asymptotique

detd, ~ =

n—-+o0o 2

(An)?/2. (10.93)

Il semble donc que I'ajout de nouvelles conditions de transmission font que le probleme ne présente plus
de noyau de dimension infini. Nous n’avons pas eu le temps de pousser plus loin les investigations, nous
discutons lors de la conclusion des perspectives qu’ouvrent ce travail préliminaire.
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CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

Conclusion générale

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a des problémes de transmission entre diélectriques et mé-
tamatériaux, c’est-a-dire des milieux présentant des propriétés électromagnétiques inhabituelles comme
des constantes (permittivité, perméabilité) effectives négatives & certaines fréquences. Ces milieux sont
souvent construits comme des assemblages périodiques de micro-structures résonantes et dans ce cas la
théorie de ’homogénéisation permet de justifier mathématiquement ces propriétés effectives.

Lors d’un chapitre préliminaire, le chapitre 0, nous avons menés des calculs analytique pour des pro-
blémes de transmission dont les coefficients changent de signe (par exemple pour modéliser la diffraction
d’une inclusion constituée de métamatériaux) en régime harmonique et dans des géométries a variables
séparables. Ces calculs révelent dans des cas dits critiques (quand les rapports des coefficients de part et
d’autre de l'interface entre les deux milieux sont égaux & —1) des difficultés mathématiques : les solutions
n’ont pas la régularité standard, voire le probléme est mal posé.

Dans une premiere partie, nous avons étudié les répercussions de ces difficultés dans le domaine tem-
porel pour lequel les métamatériaux sont modélisés par des modeles dispersifs (par exemple le modele de
Drude ou celui de Lorentz). Nous avons montré en quoi le modele de Lorentz est « universel » et nous
avons détaillé les propriétés dispersives de ce modele. D’un point de vue numérique, nous avons proposé
un schéma de discrétisation robuste, dans le sens ou sa condition CFL ne dépend pas des parametres
physiques du modeéle (méme CFL que le schéma correspondant au vide). Ce schéma a permis d’illus-
trer certaines propriétés dispersives du modele, comme la présence d’ondes inverses ou d’un indice de
réfraction négative. Mais la principale difficulté réside dans la construction de conditions absorbantes. La
méthode qui a été retenue ici est celle des Perfectly Matched Layers (PMLs). Comme les PMLs classiques
sont instables pour ces modeles du fait de la présence d’ondes inverses, nous avons proposé une nouvelle
classe de PMLs pour lesquelles nous avons mené une analyse de stabilité. Cette derniére a permis de
construire des PMLs stables. Elles ont été ensuite utilisées pour simuler le comportement en temps long
d’un probléeme de transmission ; nous avons alors illustré le fait que le principe d’amplitude limite peut
étre mis en défaut en raison de résonances d’interface.

La deuxieme partie de cette thése a eu pour but de pallier ces phénomenes d’interface en régime
harmonique en revenant sur le processus d’homogénéisation classique, pour un milieu dissipatif. Pour des
problemes de transmission, il est connu que les modeles issus de cette méthode perdent en précision du
fait de la présence de couches limites & l'interface. Nous avons alors proposé un modeéle enrichi au ni-
veau de l'interface. Plus précisément, en combinant la méthode d’homogénéisation double-échelle et celle
des développements asymptotiques raccordés, nous avons construit des conditions de transmission non
standards faisant intervenir des opérateurs différentiels le long de I'interface de type Laplace-Beltrami.



Le calcul de ces conditions nécessite la résolution de problemes de cellule et de problemes non standards
posés dans des bandes périodiques infinies, ce qui a nécessité le développement de méthodes numériques
spécifiques. Une analyse d’erreur confirme I'amélioration de la précision du modele et des simulations
numériques illustrent 'efficacité de ces nouvelles conditions. Enfin, cette démarche a été reproduite for-
mellement dans le cas des matériaux a fort contraste se comportant comme des métamatériaux. Nous
avons montré que ces nouvelles conditions permettent de régulariser le probleme de transmission dans les
cas critiques.

Perspectives du chapitre 0

Lors du chapitre 0, nous avons précisé un certain nombre de résultats sur les problemes de transmission
avec changements de signes déja existants en menant des calculs analytiques via une approche modale
dans des géométries simples (comme des disques, des boules, des guides d’ondes). Nous avons notamment
mis en avant des phénomeénes de pertes de régularité des solutions (par rapport au cas classique des
problémes de transmission sans changement de signe) et le fait que ces problémes peuvent étre mal posés.

Cependant, notre analyse est inévitablement limitée & des géométries particulieres pour lesquelles la
séparation des variables est possible. Pour les domaines plus généraux, quand 2~ (I'inclusion de matériau
négatif) est bornée, seuls des résultats partiels ont été établis (en dimensions supérieures ou égale a trois
et pour des domaines 2~ strictement convexes) en utilisant des techniques d’équations intégrales [183].
Cette approche peut également s’étendre au cas de la dimension 2 dans le cas critique mais semble échouer
irrémédiablement lorsque 2~ n’est pas strictement convexe (en dimension 3) et dans le cas super-critique
en dimension 2. Il semble que nous ayons besoin de nouvelles idées pour aborder ces deux cas.

Un autre probléme intéressant est de considérer les équations de Maxwell a la place de I’équation de
Helmholtz. Lorsque kK = —1, peu de résultats ont été établis pour ces équations, méme pour les interfaces
régulieres ou des géométries simples. Citons tout de méme [30] ol les auteurs utilisent des problémes
scalaires (équation de Helmholtz) pour en déduire des résultats sur des problémes vectoriels (équations
de Maxwell). Cette approche pourrait certainement étre utilisée dans d’autres situations.

Mentionnons également que d’énormes difficultés apparaissent lorsque l'interface n’est pas réguliere
(en présence de coins, par exemple). Dans ce cas, pour que les problémes soient bien posés dans le cadre
H' classique, les contrastes doivent se trouver en dehors d’un intervalle appelé I'intervalle critique qui
contient {—1}. S’ils se trouvent dans cet intervalle critique (mais sont différents de —1), les solutions
présentent un comportement fortement oscillant au voisinage des coins [29,31]. 11 faut alors ajouter des
conditions de rayonnement aux coins et changer le cadre fonctionnel pour récupérer le caractere bien posé
du probléme (comme nous l'avons fait au chapitre 0 pour les cas critiques et super-critiques). Cela est
maintenant bien compris en dimension 2, mais, comme mentionné précédemment, pour la dimension 3
(équations de Maxwell), il reste énormément de travaux a effectuer, en raison du fait que les géométries
de 3d peuvent étre beaucoup plus complexes qu’en dimension 2 (il peut y avoir des coins, des arétes,
des pointes coniques, etc.). Enfin, & notre connaissance, le cas ol les contrastes sont égaux & —1 lorsque
I'interface n’est pas réguliere n’a jamais été étudié.

Perspectives de la partie I

Dans un premier temps, nous souhaitons faire un code de calcul plus performant que celui que nous avons
pour le moment. Notamment, il serait souhaitable d’utiliser une discrétisation en espace de type éléments
finis au lieu de différences finies afin de ne plus étre limité & des géométries cartésiennes.

Cela nous permettra alors d’explorer la validité du principe d’amplitude limite dans les géométries que
nous avons traitées au chapitre 0 et méme d’autres cas plus compliqués, notamment lorsque la courbure
n’est plus strictement positive, cas qui n’est pas traité par la théorie pour le moment. Le cas d’interfaces
non réguliéres présentant des coins est aussi un cas tres intéressant, qui numériquement risque d’étre tres
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délicat car les solutions sont extrémement oscillantes au voisinage des coins [29].

Bien que nous ayons réglé le cas des PMLs pour les métamatériaux a indice négatif, il reste énor-
mément de situations ou la construction de PMLs stables reste un probléme ouvert, par exemple en
élastodynamique (méme dans dispersion). Le cas des plasmas est également intéressant et mélange les
difficultés liées & I’anisotropie et & la dispersion. Notre publication [19] traite du cas simple 2d mais le cas
3d est beaucoup plus difficile et devrait faire 'objet de publications de la part de Maryna Kachanovska
(co-auteure de [19]).

Enfin, il serait intéressant de considérer des modeles plus généraux que les modeles de Lorentz, par
exemple en considérant des mesures avec une partie continue. Extrémement peu de résultats sont dispo-
nibles sur ce genre de modeles, et encore moins sur la question des PMLs pour ces milieux. Une idée qui
semble naturelle est d’approximer la partie continue de la mesure par une somme finie de Dirac afin de
se ramener aux cas des modeles de Lorentz mais cela reste a explorer et a étudier rigoureusement.

Perspectives de la partie 11

Quelques finalisations

Il reste quelques points que nous n’avons pas eu le temps de traiter et que nous comptons traiter le
plus rapidement possible. Au niveau théorique, nous voulons démontrer la conjecture 7.53 qui fournit
une erreur optimale en 2. Pour cela, nous avons besoin de calculer le terme Us de champ proche. Notre
méthode de construction pouvant s’étendre a tout ordre, nous n’attendons pas de difficultés particulieres
si ce n’est la complexité des calculs. Au niveau numérique, notre priorité est d’obtenir des courbes d’erreur
en s’affranchissant de ce phénomene de palier que nous avons constaté. Nous souhaitons ensuite faire des
campagnes de tests plus approfondis pour tester I'influence des divers parametres comme la fréquence w.
Enfin, nous voulons faire ’analyse d’erreur rigoureuse de notre méthode.

Généralisations immédiates

Notre approche peut sans difficulté s’étendre au cas ou a est un tenseur d’ordre 2 représenté par une
matrice 2 X 2 au lieu d’un scalaire. Il serait aussi possible de se placer en dimension quelconque supérieure
ou égale & 2 (toujours avec ’équation de Helmholtz (7.1)) et dans ce cas les opérateurs J,, intervenant
dans les nouvelles conditions de transmission seraient remplacés par des laplaciens surfaciques sur I'.

Notre méthode couplant les développements asymptotiques pourrait également s’adapter sans aucun
probleme aux situations suivantes :

e Nous pourrions considérer un probleme de transmission entre deux demi-plans périodiques, a condi-
tion que les périodiques de chaque coté soient les mémes (voir la figure 10.3).

e Au lieu de coefficients périodiques, nous pourrions considérer une géométrie périodique de type
milieu perforé, par exemple avec conditions de Neumann au bord des trous (I’homogénéisation des
domaines perforés avec des conditions de Dirichlet au bord des trous est beaucoup plus délicate,
voir par exemple [65]).

e Nous aurions pu placer entre les deux demi-plans une couche mince de 'ordre de § sur laquelle a et
p peuvent varier, a condition que ces deux quantités restent Y-périodiques dans la direction zo et
vérifient toujours les hypotheses de coercivité (6.51) (voir la figure 10.3). L’effet de la couche mince
est alors pris en compte par les couches limites U,,.

e Au lieu d’un probléme de transmission, nous aurions pu traiter le cas d’un probléme avec bords,
c’est-a-dire que nous considérons juste le demi-plan périodique QT et nous imposons sur le bord
I' = 907 une condition aux limites, par exemple une condition de Dirichlet us5 = 0 ou une condition
de Neumann a(x/8)Vus - €; = 0. A noter que nous retrouvons ainsi des résultats ayant été établis
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par ailleurs, par exemple nous obtenons les termes appelés boundary tails dans [4] dans le cas de la
condition de Dirichlet.

e Enfin, nous pourrions considérer le cas de plusieurs interfaces, par exemple avec deux demi-plans
homogenes encadrant une bande de milieu périodique (voir la figure 10.3). Dans ce cas, il faut
effectuer des développements de couches limites différents au niveau de chaque interface.

Bien entendu, ces différentes généralisations peuvent étre mélangées entre elles, par exemple nous pour-
rions considérer un probleme de transmission entre un milieu périodique et un milieu perforé, séparés par
une couche mince.

Enfin, nous pourrions aussi monter en ordre dans notre modeéle approché. A priori notre méthode
peut s’étendre a tout ordre et permet de construire des modeles approchés d’ordre arbitrairement élevé.
Il faudrait cependant trouver une facon ingénieuse de mener les calculs, en gérant les récurrences des
différents termes, pour éviter que les calculs ne deviennent inextricables.

4404444000000
A444440000O0O0
A444440000O0O0
440444400000 O0
4404444000000
A4444400000O0
A444440000O0O0
440444400000 O0
A4/0 00 00O
A4/0 00 00O
410 00 000
A4/0 00 00O
A4/0 00 00O
A4/0 00 00O
410 00 000
A4/0 00 00O

(CNONONONONONONG)
(CHONONONCNONONG)
OO0 O0OO0OO0O0O0O0

FIGURE 10.3 — Géométries des généralisations de notre probléme (le gris correspond & un milieu ho-
mogene). En haut : transmission entre deux milieux périodiques. Au milieu : rajout d’une couche mince
périodique. En bas , le cas de deux interfaces (deux demi-plans homogenes encadrant une bande de milieu
périodique).

Extensions a plus long terme

Une hypothese fondamentale de notre approche est d’avoir des demi-plans dont la frontiere épouse la
périodicité. Ainsi, si le demi-plan périodique est « tourné » d’un angle 6 (voir la figure 10.4), & moins
de situations treés particulieres ou les coefficients resteraient périodiques, notre méthode ne s’applique
plus directement. Cependant, il est peut-étre possible de I'adapter en faisant dépendre les profils Py,
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P¥ . etc. explicitement de la variable x (contrairement & notre cas ou ils n’en dépendaient pas). Cela
aura donc un énorme impact sur le coiit de calcul car (1) il faudrait calculer autant de profils que de
points de discrétisation en x, (2) les équations des profils seraient posées dans tout ’espace et non une
bande infinie. Nous pourrions aussi peut-étre étudier le cas d’'un domaine périodique dont la frontiere
est un polygdne convexe, comme c’est fait dans [106]. Deux situations plus générales sont le cas d’un
coin ou méme d’une frontiére quelconque (voir la figure 10.4). Dans le premier cas, trés peu de travaux
ont déja été faits, méme en dehors du contexte périodique (par exemple méme pour le cas simple d’une
couche mince délimitant un quart de plan) et il faudra sans doute du temps avant de pouvoir attaquer le
probléme avec des coefficients périodiques. Dans le second cas, nous pourrions sans doute nous inspirer
de [107] pour essayer d’adapter notre méthode.

Une autre généralisation intéressante serait de considérer les équations de Maxwell, I’analyse devien-
dra alors sans doute plus complexe en raison des problémes de compacité [234].

'OO ----.
%00 . ,fOOC)O'
XX ©00688% Jooooo
000000
'gggg booooo DCDOOCM
¢ o000 1000000 QCDOO'
! 4 00000
00000 Is00000 *)p-

FI1GURE 10.4 — Trois configurations qui ne peuvent étre traitées directement par notre approche.

Quand D’absorption est nulle

Quand Im w? = 0, nous ne pouvons plus nous contenter de chercher des solutions du probléme exact (7.1)
(et également des problémes homogénéisés) dans H!(R?) car les solutions ne décroissent plus suffisamment
vite. Si nous nous plagons dans Hj._(R?) nous perdons I'unicité des solutions. Il existe deux maniéres de
procéder pour retrouver 1'unicité :

1. Définir la solution du probléme sans absorption (Imw? = 0) comme la limite du probléme avec
absorption (Imw? > 0) quand I’absorption tend vers 0 (quand Im w? tend vers 0) : c’est le principe
d’absorption limite [93]. Cependant, il faut d’une part donner un cadre précis et rigoureux pour
définir en quel sens la limite est prise et d’autre part démontrer que cette limite existe.

2. Rajouter des conditions de radiation a l'infini. En milieu homogeéne (possiblement anisotrope), les
« bonnes » conditions sont connues, il s’agit des conditions de radiation de Sommerfeld [46,72]. Pour
des milieux plus compliqués, les conditions de radiation peuvent étre difficiles voire impossibles a
obtenir. Enfin, une fois qu’elles sont déterminées, il faut donner un cadre fonctionnel adapté pour
lequel le probléme sans absorption avec les conditions de radiation admet une unique solution.

Malheureusement pour les milieux périodiques, établir le principe d’absorption limite et obtenir les condi-
tions de radiation sont des questions tres difficiles, qui sont seulement partiellement résolues. Citons les
articles [103,173] qui traitent de ces questions pour les guides d’ondes. Pour les problémes périodiques
dans Despace libre (et a fortiori pour les demi-espaces), il s’agit encore de problémes ouverts. C’est une
premiere réelle difficulté. Nous verrons cependant au chapitre suivant que nous pouvons prendre dans les
simulations numériques la limite quand Im w? tend vers 0 et que cela ne semble pas poser de probléme
particulier, bien que nous n’ayons aucun argument théorique pour justifier le procédé.

Contrairement au probleme exact faisant intervenir des coefficients périodiques, les problemes homo-
généisés sont posés dans des milieux homogenes. Nous pouvons donc essayer d’écrire des conditions de
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radiation. Ce genre d’approche a déja fait Pobjet de travaux, citons notamment les theéses [80,219] ainsi
que les articles [35, 36, 81], pour des milieux isotropes. Il faudrait alors étendre ces études aux milieux
anisotropes. L’une des difficultés est de montrer qu’il n’existe pas d’ondes de surface, c’est-a-dire des
ondes qui sont confinées au voisinage de U'interface I' et qui mettraient en défaut I'unicité. Des calculs
formels semblent montrer, qu’a 'instar du cas isotrope, il n’existe pas de telles ondes, mais il faudrait
Pétablir rigoureusement. Enfin, il serait nécessaire de trouver un cadre fonctionnel adapté (par exemple
des espaces & poids adéquats comme c’est le cas dans [219]).

Enfin, une derniére difficulté lorsque Imw? = 0 est la perte de coercivité dans la formulation va-
riationnelle (8.50) lorsque nous considérons le modele approché (8.46) avec les nouvelles conditions de
transmission. En effet, nous avons utilisé de maniére cruciale le fait que Imw? > 0 pour montrer la
coercivité de la forme bilinéaire b et ainsi montrer que (8.50) était bien posé. Quand Im w? = 0, b® n’est
plus coercive, ce qui rend de facto ’analyse plus délicate.

Extensions dans le cas du fort contraste

Notre étude sur le cas du fort contraste au chapitre 10 est trés préliminaire. Dans un premier temps, il
faudrait rendre rigoureux nos calculs, en démontrant les différentes conjectures que nous avons énoncées.
Ensuite, il reste toujours le probléme de la notion de convergence pour le fort contraste qui reste a éclaircir
(méme sans bord ou interface).

Le modele que nous avons étudié est trés simple (scalaire 2d) et ne permet pas d’obtenir des coefficients
négatifs a la fois dans la partie principale et dans la partie compacte de I’équation homogénéisée. Il faudrait
alors se tourner vers des milieux et des géométries plus complexes et considérer les équations de Maxwell
pour obtenir & la fois une permittivité et une perméabilité négatives (voir par exemple [41,145,146]).

De méme, les calculs modaux avec les nouvelles conditions de transmission doivent étre approfondis.
Nous avons vu qu’il n’y a plus de noyau de dimension infini (dans le cas d’une interface plane), mais il
faudrait notamment vérifier que les pertes de régularité ne sont plus présentes avec les nouvelles conditions
de transmission. Il serait également intéressant de voir s’il est possible d’étendre les techniques d’équations
intégrales comme dans [77,183] avec nos nouvelles conditions de transmission.

Une perspective commune aux deux parties

Enfin, une extension de nos travaux qui ferait le lien entre nos deux parties serait de considérer un modele
en temps faisant intervenir les nouvelles conditions de transmission afin de voir si le principe d’amplitude
limite est toujours vérifié dans ce cas. Il faudrait notamment gérer des conditions de transmission qui
font intervenir des dérivées en temps, puisque nos nouvelles conditions de transmission font intervenir la
fréquence w.
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PROBLEMES D’INTERFACE EN PRESENCE DE METAMATERIAUX : MODELISATION, ANALYSE ET SIMULATIONS

Résumé en frangais. Nous nous intéressons a des problémes de transmission entre diélectriques et métamatériaux, c¢’est-a-dire
des milieux présentant des propriétés électromagnétiques inhabituelles comme des constantes effectives négatives a certaines
fréquences. Ces milieux sont souvent construits comme des assemblages périodiques de micro-structures résonantes et dans ce
cas la théorie de I’homogénéisation permet de justifier mathématiquement ces propriétés effectives. Dans une partie préliminaire,
en régime harmonique et dans des géométries a variables séparables, des calculs analytiques sont menés. Ils révelent dans des
cas dits critiques des difficultés mathématiques : les solutions n’ont pas la régularité standard, voire le probléeme est mal posé.

La premiere partie étudie ces problemes de transmission en régime temporel pour lequel les métamatériaux sont modélisés
par des modeles dispersifs (par exemple le modéle de Drude ou celui de Lorentz). Les difficultés résident dans le choix d’un
schéma de discrétisation mais surtout dans la construction de conditions absorbantes. La méthode retenue ici est celle des
Perfectly Matched Layers (PMLs). Comme les PMLs classiques sont instables pour ces modéles du fait de la présence d’ondes
inverses, nous proposons une nouvelle classe de PMLs pour lesquelles nous menons une analyse de stabilité. Cette derniere
permet de construire des PMLs stables. Elles sont ensuite utilisées pour simuler le comportement en temps long d’un probléme
de transmission ; nous illustrons alors le fait que le principe d’amplitude limite peut étre mis en défaut en raison de résonances
d’interface.

La deuxieme partie vise a pallier ces phénomeénes d’interface en régime harmonique en revenant sur le processus d’homogé-
néisation classique, pour un milieu dissipatif. Pour des problémes de transmission, il est connu que les modeles issus de cette
méthode perdent en précision du fait de la présence de couches limites a I'interface. Nous proposons un modéle enrichi au niveau
de l'interface. En combinant la méthode d’homogénéisation double-échelle et celle des développements asymptotiques raccordés,
nous construisons des conditions de transmission non standards faisant intervenir des opérateurs différentiels le long de l'inter-
face de type Laplace-Beltrami. Le calcul de ces conditions nécessite la résolution de problemes de cellule et de problémes non
standards posés dans des bandes périodiques infinies. Une analyse d’erreur confirme ’amélioration de la précision du modele et
des simulations numériques illustrent I'efficacité de ces nouvelles conditions. Enfin, cette démarche est reproduite formellement
dans le cas des matériaux a fort contraste se comportant comme des métamatériaux. Nous montrons alors que ces nouvelles
conditions permettent de régulariser le probleme de transmission dans les cas critiques.

Mots clés : métamatériaux, problémes de transmission, modeles dispersifs, modeles de Drude et de Lorentz, couches ab-
sorbantes parfaitement adaptées (perfectly matched layers), schémas numériques stables, homogénéisation, couches limites,
développements asymptotiques raccordés

Abstract in english. We are interested in transmission problems between dielectrics and metamaterials, that is to say media
with unusual electromagnetic properties such as negative constants at some frequencies. These media are often made of periodic
assemblies of resonant micro-structures and in this case the homogenization theory can justify mathematically these effective
properties. A preliminary part deals with these problems in the harmonic domain and in geometry with separation of variables.
Analytical computations are done and reveal in the so-called critical cases some mathematical difficulties: the solutions do not
have the standard regularity and the problem can even be ill-posed.

The first part examines these transmission problems in the time domain for which metamaterials are modelled by dispersive
models (Drude model or Lorentz model for instance). The difficulties reside in the choice of a discretization scheme but especially
in the construction of absorbing conditions. The method used here is the use of Perfectly Matched Layers (PMLs). Since classical
PMLs are unstable for these models due to the presence of backward waves, we propose a new class of PMLs for which we
conduct a stability analysis. The latter allows us to build stable PMLs. They are then used to simulate the long-time behaviour
of a transmission problem; we illustrate the fact that the limit amplitude principle can be faulted because of interface resonances.

The second part aims to overcome these phenomena by coming back to the classical homogenization in the harmonic do-
main, for dissipative media. For transmission problems, it is known that models resulting from this method lose accuracy due
to the presence of boundary layers at the interface. We propose an enriched model at the interface: by combining the method of
two-scale homogenization and that of matched asymptotic expansions, we build non-standard transmission conditions involving
tangential derivatives along the interface (Laplace-Beltrami operators). This requires to solve cell problems and non-standard
problems in infinite periodic bands. An error analysis confirms the improvement of the accuracy of the model and numerical
simulations show the effectiveness of these new conditions. Finally, this approach is formally reproduced in the case of high
contrast materials which behave like metamaterials. We show that these new conditions regularise the transmission problem in
the critical cases.

Keywords: metamaterials, transmission problems, dispersive models, Drude and Lorentz models, perfectly matched layers,
stable numeric schemes, homogenization, boundary layers, matched asymptotic expansions
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