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dra et Manoella, pour leur aide, leur patience et leur bonne humeur.
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à mon anniversaire !

Je remercie tout particulièrement Aymeric pour tous les bons moments (je prendrais

ma revanche au baby-foot !), Hélène pour ta bonne humeur, les gaufres fourrées lil-
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Résumé des résultats de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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cas récurrent 103
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Introduction

Cette thèse porte sur l’étude de certains modèles stochastiques de dynamique

de populations structurées. Nous considèrerons des modèles en temps discret et en

dimension finie pour lesquels nous répondrons aux questions suivantes :

1. Lorsque la population initiale tend vers l’infini, notre modèle stochastique

converge-t-il vers un modèle déterministe ? Dans l’affirmative, peut-on mesu-

rer l’écart entre le modèle stochastique et le modèle déterministe ?

2. Peut-on donner un critère de persistance/extinction pour les modèles que l’on

considère ?

3. Dans le cas où on a persistance, comment doit-on renormaliser notre processus

pour avoir un objet limite pertinent et quel est cet objet limite ?

4. Dans le cas où on a extinction avec probabilité un, que peut-on dire sur le

temps d’extinction ?

Nous répondrons à la première question pour un modèle que nous introduirons

dans le Chapitre 1. Ce modèle stochastique, en temps discret et de dimension finie,

tient compte des différentes interactions écologiques possibles entre les individus.

Ensuite, nous nous focaliserons sur un cas particulier, mais néanmoins très riche, de

ce modèle pour apporter des réponses aux questions suivantes dans les Chapitres 2,

3 et 4.

Cette introduction est structurée en trois parties. Dans la première partie, nous

rappelons la notion de stochasticité démographique en dynamique des populations

et son importance lorsque l’on s’intéresse à des questions d’extinction de population.

Dans une deuxième partie, nous présentons le concept de populations structurées

et détaillons en particulier le cas des métapopulations. Nous expliquons ensuite la

structure de cette thèse et énonçons les principaux résultats obtenus.

Modélisation en dynamique des populations et sto-

chasticité démographique

Dans cette partie, nous rappelons quelques modèles déterministes à temps dis-

cret en une dimension. Nous donnons ensuite une première idée des modèles sto-
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chastiques que l’on étudiera dans cette thèse.

Modèles déterministes en temps discret

La dynamique des populations est une branche de l’écologie qui s’intéresse à

la variation du nombre d’individus d’une population au cours du temps. Dans

toute cette thèse, nous nous intéresserons à des modèles où le temps est discret.

Chaque unité de temps peut par exemple représenter une saison, une année ou plus

généralement le temps de vie d’une génération d’individus. Un premier modèle näıf

consiste à faire à chaque étape de temps, le bilan des naissances et des morts : étant

donné xn le nombre d’individus à la génération n, alors le nombre d’individus à la

génération n + 1 est égal au bilan des naissances et des morts qui sont toutes les

deux proportionnelles à xn. Si on note b le taux de naissance et d le taux de mort,

alors on a xn+1 = xn + bxn− dxn. On obtient alors une évolution géométrique de la

taille de la population, en posant r = 1+b−d, on a xn = rnx0 et donc la population

crôıt exponentiellement si r > 1, reste constante si r = 1 et tend vers 0 exponen-

tiellement si r < 1. En 1976, May [55] a proposé un modèle prenant en compte la

limitation des ressources. Cette limitation entrâıne que la taille de la population ne

peut pas dépasser un seuil, appelé capacité biotique. Il y a une compétition entre les

individus pour l’accès aux ressource. En notant K la capacité biotique et r le taux

de croissance, le modèle que proposa May (que l’on appelle modèle logistique) est le

suivant : xn+1 = rxn (1− xn/K). Ce modèle, bien que simple, a de multiples com-

portements possibles en fonction du paramètre r. En particulier, la suite (xn)n∈N
peut être chaotique. Par la suite, différents modèles ont été proposés pour prendre

en compte la compétition entre les individus pour l’accès aux ressources. On peut

citer en particulier

— le modèle de Ricker [60] : xn+1 = xn exp(r(1− xn/K)).

— le modèle de Beverton-Holt [10] : xn+1 = rxn/(1 +xn/M), avec M > 0 et où

la capacité biotique K vaut M(r − 1).

— le modèle de Hassell [25] : xn+1 = rxn/(1 + xn/M)c, avec M, c > 0 et où la

capacité biotique K vaut M(r1/c − 1).

D’autres interactions que la compétition entre individus sont possibles. On peut

penser par exemple aux modèles hôte-parasite, avec le modèle de Nicholson-Bailey

[49, p.190].

Les modèles cités ci-dessus sont en temps discret. Notons que les systèmes dyna-

miques à temps discret à une dimension possèdent une richesse supplémentaire par

rapport aux systèmes à temps continu : la possibilité d’avoir un comportement

chaotique. Par exemple, pour le modèle logistique, l’équilibre x∗ = K(1 − 1/r) est

stable si 1 < r < 3, instable si r > 3. De plus, pour 3 < r < r∗ ' 3.57, (xn)n∈N
possède une orbite périodique, de période 2k où k est d’autant plus grand que r est

proche de r∗. Enfin, pour r > r∗, le sytème est chaotique, c’est-à-dire qu’il vérifie

ces deux conditions suivantes [29, p.73] :

2



1. Pour tout x0 > 0 et pour tout δ > 0, il existe x′0 tel que |x0 − x′0| < δ et la

suite (xn)n∈N partant de x′0 est périodique.

2. Il existe une constante c telle que pour tout x0 et pour tout δ > 0, il existe x′0
et n tels que |x0 − x′0| < δ et |xn − x′n| > c.

On observe le même genre de comportement pour le modèle de Ricker [15, p.243].

On peut aussi remarquer que ces différents modèles ne comptent pas les individus

mais des densités de population. Il y a donc une hypothèse intrinsèque : la taille de

la population est grande.

Modèles stochastiques

Si l’on regarde des petites populations, les fluctuations sur le nombre d’enfants

par individu peuvent avoir un fort effet sur la taille de la population globale. On

appelle cet effet la stochasticité démographique. Dans le cas de grandes populations,

il y a souvent un effet de type “loi des grands nombres” qui rend ces fluctuations

négligeables et donc un modèle déterministe peut être approprié.

Le choix du modèle doit donc se faire selon les questions que se posent le modélisateur.

Nous regarderons des modèles individus-centrés, c’est-à-dire que nous nous place-

rons à l’échelle des individus où les actions locales, comme par exemple le nombre

d’enfants d’un individu, peuvent dépendre d’un paramètre global, comme la taille

de la population. Nous verrons en particulier comment relier nos modèles stochas-

tiques à des modèles déterministes en temps discret ainsi que leurs différences en

étudiant notamment les temps d’extinction.

La plupart des modèles stochastiques que nous considèrerons sont markoviens,

c’est-à-dire que la taille de la population à la génération n+1 ne dépend uniquement

de celle à la génération n. Dans beaucoup de modèles de dynamique des popula-

tions, l’état 0 est absorbant et accessible en partant de tout autre état, on a donc

la propriété de dichotomie suivante [31] dont nous rappelons la démonstration en

annexe partie B.1

P(Xn −→
n→∞

∞) + P(∃k ∈ N, Xk = 0) = 1. (1)

Le comportement en temps long des modèles stochastiques peut donc être bien

différent de celui des modèles déterministes.

Explicitons les modèles stochastiques que nous étudierons dans cette thèse. Dans

cette partie, nous considérons des modèles unidimensionnels. Nous définissons notre

processus par récurrence : soit n ∈ N, étant donné Xn ∈ N individus à la génération

n, chacun de ces individus donne naissance à un nombre aléatoire d’enfants, on

notera ζk,n(Xn) le nombre d’enfants du k-ième individu de la génération n. On

obtient l’équation suivante

Xn+1 =
Xn∑
k=1

ζk,n(Xn). (2)

3



On considère que les variables aléatoires (ζk,n(x))k,n∈N∗ sont indépendantes et leurs

lois ne dépendent que de x ∈ N. Un exemple simple est le processus de Galton-

Watson où on considère que les variables (ζk,n(x))k,n∈N∗ sont indépendantes et

identiquement distribuées (et donc leur loi ne dépend pas de x). On supposera

généralement que l’état 0 est absorbant et accessible de tout autre état, c’est-à-dire

que pour tout x ∈ N, il existe k ∈ N tel que Px(Xk = 0) > 0. Ceci implique la

propriété de dichotomie (1). Posons m(x) = E (ζ1,1(x)) et v(x) = Var(ζ1,1(x)). On

peut alors réécrire l’équation (2) sous la forme

Xn+1 = Xnm(Xn) + ξn,

où ξn =
∑Xn

k=1 ζk,n(Xn)−E(ζk,n(Xn)). On peut remarquer que Ex(ξ1) = 0 et Ex(ξ2
1) =

xv(x). Notre modèle stochastique correspond donc au modèle déterministe

xn+1 = xnm(xn) (3)

auquel on a ajouté une pertubation stochastique centrée. Cette perturbation peut

complètement changer le comportement en temps long du processus. Par exemple,

si le processus déterministe défini par (3) converge vers un unique équilibre x∗ pour

toute valeur de x0 et que x 7→ m(x) est continue, alors il existe M > 0 tel que

si x > M alors xm(x) < x. Par conséquent, pour tout x > M , Ex(X1) ≤ x et le

lemme de Fatou et la propriété de dichotomie impliquent que P(Xn → 0) = 1, la

population s’éteint presque-sûrement. En effet, pour tout n ∈ N, pour tout x >

M , Ex(Xn) ≤ x̃ := max(x, sup{Ey(X1), y ≤ M}) et comme on sait que par la

propriété de dichotomie Xn converge vers une variable aléatoire X∞ à support dans

{0} ∩ {∞}, on a par le lemme de Fatou que Ex(X∞) ≤ x̃ < ∞ et donc P(X∞ =

0) = 1. Contrairement aux modèles déterministes pertubés stochastiquement qui

sont généralement considérés (voir par exemple [52] ou [14]), notre perturbation

stochastique (ξn)n∈N n’est pas identiquement distribuée. De plus, sa variance dépend

de Xn. Ceci nous permet d’obtenir un autre phénomène intéressant : le processus

déterministe peut tendre vers l’infini alors que le processus stochastique atteint zéro

presque-sûrement. Lamperti [50] montra que si 2(m(x) − 1) < v(x) et si (ξn)n∈N
est borné presque sûrement alors P(Xn → ∞) = 0. Höpfner [27] et Klebaner [41]

ont relâché la condition “(ξn)n∈N est borné presque sûrement” pour les processus de

Galton-Watson état-dépendants lorsque m(x) = 1+c/x et v(x) = v+o(1). Kersting

[36] a ensuite généralisé ces résultats pour des processus satisfaisant

Xn+1 = Xn + g(Xn) + ξn, (4)

où g(x) = o(x) lorsque x tend vers l’infini. Les marches aléatoires de Bessel, où

P(Xn+1 − Xn = 1
∣∣Xn = x) = 1 − P(Xn+1 − Xn = 1

∣∣Xn = x) = 1/2 + δ/x

et P(Xn+1 = 1
∣∣Xn = 0) = 1 la marche est réfléchie en zéro, sont un exemple de

processus satisfaisant l’équation (4). Elles ont été notamment étudiées par Lamperti

[51], dans le cas où P(Xn → ∞) = 0 c’est-à-dire δ < 1/4, qui a déterminé pour
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quelles valeurs de p, la valeur de E(τ pA) était finie ou infinie, où τA = inf{n ∈
N, Xn ∈ [0, A]} est le temps d’atteinte du compact [0, A]. Ces résultats ont ensuite

été généralisés par Aspandiiarov et al [5, 6, 7], où notamment un encadrement de

la queue de τA est donné, puis par Alexander [3], où un équivalent de la queue de

τ0 est donné. Nous donnerons un encadrement de la queue de τA dans le Chapitre

4 pour des processus satisfaisant l’équation (4).

Malgré leurs comportements asymptotiques différents, on peut relier le processus

stochastique et le processus déterministe. En effet, en faisant tendre la population

initiale vers l’infini, on peut montrer que le processus stochastique converge en

probabilité vers le processus déterministe sur des intervalles de temps fini. Ceci est

vrai même si le processus déterministe a un comportement chaotique. Par contre,

les variations du processus déterministe augmentent les fluctuations entre les deux

processus à une échelle plus petite. Nous observerons ce phénomène lorsque nous

donnerons un théorème limite central dans le Chapitre 1.

On introduit un paramètre d’échelle N que l’on fait tendre vers l’infini. On fait

dépendre en N la loi du nombre d’enfants par individu, que l’on note ζNk,n(x). On

suppose que E(ζNk,n(x)) = mN(x) et que mN(bNxc) −→
N→∞

m(x) pour tout x. Si

X0/N tend en probabilité vers x ∈ R+, alors sur un intervalle de temps borné

[0, T ], T < ∞, le processus stochastique (XN
n /N)n∈{0,...,T} converge en probabilité

vers le processus déterministe défini par (3).

Aussi, Kersting [37] montra que pour un processus vérifiant l’équation (4) et sous

quelques hypothèses supplémentaires, en conditionnant sur l’événement {Xn →
∞}, alors Xn/xn converge en loi vers une loi Gamma généralisée. Dans certains

cas [38], il obtient même la convergence presque-sûre de Xn/xn vers une limite

finie. Dans le Chapitre 3, nous montrerons, pour un processus multidimensionnel,

la convergence en loi de Xn/xn vers une variable aléatoire W . On a donc l’estimation

Xn ' xnW , l’effet stochastique est multiplicatif. Ceci nous montre que lorsque le

processus stochastique est grand, son comportement est très lié à celui du processus

déterministe associé. Le lien entre modèle stochastique et modèle déterministe a

aussi été étudié dans le cadre des métapopulations (modèle que nous décrirons dans

la prochaine partie) par Arrigoni [4].

Nous tenons aussi à souligner que l’espérance du processus (Xn)n∈N ne suit pas le

système dynamique (3). En effet,

E(X2) = E(

X1∑
k=1

ζk,1(X1)) = E(X1m(X1))) 6= f ◦ f(X0)

où f : x 7→ xm(x). En fait, les deux suites (E(Xn))n∈N et (xn)n∈N ne cöıncident

que dans les modèles linéaires, c’est-à-dire lorsque le nombre moyen d’enfants par

individus est une constante ne dépendant pas de la taille de la population à la

génération précédente. Ce cas correspond au cas d’égalité de l’inégalité de Jensen

lorsque f est convexe.
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En conclusion de cette partie, donnons un exemple de modèle stochastique.

Exemple 1. On reprend le modèle de Ricker cité plus haut. À la génération n,

chacun des Xn individus se reproduit et le k-ième individu, k ∈ {1, . . . , Xn}, donne

naissance à un nombre aléatoire ζk,n(Xn) d’enfants. Les variables (ζk,n(x))k,n∈N∗

sont indépendantes et leur loi ne dépend que de x ∈ N. On suppose que E(ζk,n(x)) =

exp(r(1 − x/K)) où r et K sont des constantes positives, K correspondant à la

capacité biotique. On introduit un paramètre d’échelle N que l’on fait tendre vers

l’infini. On fait désormais dépendre en N la loi du nombre d’enfants par individu,

que l’on note ζNk,n(x). On suppose que E(ζNk,n(x)) = exp(r(1 − x/(NK))). Si X0/N

tend en probabilité vers x ∈ R+, alors sur un intervalle de temps borné [0, T ],

T < ∞, le processus stochastique (XN
n /N)n∈{0,...,T} converge en probabilité vers le

processus déterministe défini par

xn+1 = xn exp(r(1− xn/K)), x0 = x.

Le comportement en temps long du processus (Xn)n∈N est relativement simple. En

effet, si l’on suppose que pour tout x ∈ N∗, P(ζ1,1(x) = 0) > 0, alors on en déduit la

propriété de dichotomie (1). Comme pour x > K on a que Ex(X1) < x, on en déduit

par le lemme de Fatou que P(Xn → 0) = 1, la population s’éteint presque-sûrement.

Dynamique de populations structurées

Dans cette thèse, nous nous intéresserons plus particulièrement au cas des po-

pulations structurées, c’est-à-dire des populations avec un nombre fini de types,

avec des interactions entre les différents types. Un type peut correspondre à un

génotype, un phénotype, un habitat, etc. On peut même construire des types plus

complexes comme par exemple un couple génotype-habitat. Les interactions entre

les types peuvent donc être tout aussi variées : cela peut être des mutations, de la

compétition, de la prédation, de la migration, etc.

Métapopulations

Dans cette partie, nous détaillons un exemple de populations structurées : les

métapopulations. Dans toute cette thèse, nous donnerons un exemple d’applica-

tion des différents résultats mathématiques pour ces modèles en particulier. His-

toriquement, le concept de métapopulations a été introduit par Levins dans [53].

Une métapopulation est un ensemble de populations dont l’habitat est fragmenté

en de multiples parcelles. Dans son modèle initial, Levins s’intéresse en particu-

lier à l’occupation des parcelles. Au cours du temps, il y peut y avoir deux types

d’événements :

— la colonisation d’une parcelle vide,

— l’extinction d’une population sur une parcelle occupée.
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En supposant que le nombre de parcelles est infini et que le nombre de parcelles

colonisées est proportionnel aux nombres de parcelles vides et de parcelles occupées,

on obtient, en notant x la proportion de parcelles occupées, c le taux de colonisation

et e le taux d’extinction, l’équation différentielle suivante

dx

dt
= cx(1− x)− ex.

Si c > e, alors cette équation a deux équilibres, 0 qui est instable et (c − e)/c qui

est stable et attracteur. Si c ≤ e, alors 0 est le seul équilibre et est attracteur.

Ce modèle est très simple d’un point de vue mathématique et n’est pas très réaliste

[24]. Il a donné lieu à de multiples extensions. En effet, il n’y a aucune distinction

entre les différentes parcelles, alors qu’elles peuvent être de qualités différentes et

pas nécessairement toutes connectées. Aussi, ce modèle ne tient pas compte de la

dynamique sur chacune des parcelles. Pulliam, dans [58], a considéré un modèle

avec un ensemble hétérogène de parcelles, où chaque sous-population a sa propre

dynamique. En particulier, il différencie les parcelles en deux types : les puits, où

le taux de reproduction est plus faible que le taux de mortalité et donc sans l’ap-

port de migrants, la population aurait tendance à s’éteindre ; et les sources, où au

contraire le taux de reproduction est plus élevé que le taux de mortalité. L’apport

de migrants venant de parcelles de type source peut permettre de maintenir les par-

celles de type puits occupées. On peut alors s’interroger sur l’existence des parcelles

de type puits. Si ce sont des habitats défavorables, pourquoi sont-elles occupées ?

Dans un modèle proies-prédateurs avec une parcelle où les proies sont présentes, qui

est de type source pour les prédateurs, et une parcelle où les proies sont absentes,

de type puits pour les prédateurs, Holt [26] montre qu’un taux de migration non

nul de la source vers le puits donne une population totale à l’équilibre plus grande

que si le taux de migration était nul. Ceci montre que l’existence de parcelles de

type puits peut être un avantage pour la population globale.

Comme on l’a vu dans la partie précédente, lorsqu’on s’intéresse à la persistance

et l’extinction, on est dans le cas de petites populations et il faut donc prendre en

compte la stochasticité démographique. On pourrait donc représenter une métapopu-

lation puits-sources par un processus de Galton-Watson multitype, chaque type cor-

respondant à une parcelle. De plus, déterminer si un processus de Galton-Watson

multitype s’éteint presque-sûrement est relativement simple (on pourra consulter

par exemple [57]). On obtient alors un critère pour déterminer si la population

s’éteint ou pas, et dans le cas où elle ne s’éteint pas, donner la proportion de la po-

pulation totale qui est dans chacune des parcelles. Plus formellement, en considérant

d parcelles, si ≥ 0 le nombre moyen d’enfants par individus de la parcelle i et pi,j la

probabilité pour qu’un enfant né sur la parcelle i migre vers la parcelle j, on obtient

pour l’espérance de Xn le vecteur de la taille de la population à la génération n

l’équation de récurrence suivante

E(Xn+1) = E(Xn)M,
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où M = PS, où P = (pi,j)i,j∈{1,...,d} est la matrice de dispersion (qui est une matrice

stochastique) et S est la matrice diagonale des si. Si si ≤ 1 alors la parcelle i est

un puits, si au contraire si > 1 alors la parcelle i est une source. Le critère de

persistance/extinction revient à regarder le rayon spectral ρ de la matrice M . Si

ρ ≤ 1, alors la métapopulation s’éteint presque-sûrement, si ρ > 1 alors la taille

de la population peut tendre vers l’infini avec probabilité non nulle. Dans [9], les

auteurs proposent une méthode alternative au calcul du rayon spectral pour donner

un critère de persistance/extinction car l’interprétation biologique du rayon spectral

est malaisée. L’idée est de considérer un marcheur aléatoire partant de la parcelle

1, en notant Zn sa position au temps n et T le temps de retour à la parcelle 1, qui

effectue une marche aléatoire entre les parcelles avec des probabilités de transition

données par la matrice P et de comparer la valeur

R = s1E

(
T−1∏
n=1

sZn

)

avec 1. Il y a persistance avec probabilité strictement positive si et seulement

si R > 1. Ce critère permet de séparer l’effet de la dispersion et l’effet de la

démographie. Les auteurs étendent ensuite ce résultat pour le cas d’un environ-

nement périodique affectant seulement la reproduction, donc les coefficients si, et

étant donné un environnement e, le nombre moyen d’enfants par individus de la

parcelle i sera si(e). En considérant le cas avec deux environnements possibles e1 et

e2 qui alternent périodiquement, une parcelle est de type puits si si(e1)si(e2) ≤ 1

et un puits si cette quantité est strictement plus grande que 1. Un phénomène très

intéressant des environnements périodiques est que même si toutes les parcelles sont

de type puits alors il peut y avoir persistance de la métapopulation (voir la remarque

4 dans [9]).

On peut reprendre les questions posées en début d’introduction dans le cadre des

métapopulations et l’on verra notamment l’influence des interactions entre indivi-

dus :

1. Notre modèle stochastique de métapopulations converge-t-il vers un modèle

déterministe lorsque la population initiale tend vers l’infini ? Si oui, à quelle

vitesse ?

2. La dispersion, peut elle permettre la persistance d’une métapopulation qui

s’éteindrait sans migration ?

3. Dans le cas où on a persistance, à quelle vitesse grandit la population et quel

est l’effet de la dispersion sur cette vitesse ?

4. Dans le cas où on a extinction, quel est l’effet de la dispersion sur le temps

d’extinction ?
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Un modèle stochastique de populations structurées

Dans cette thèse, nous proposons un modèle stochastique en temps discret et en

dimension finie tenant compte des interactions possibles entre les individus comme

par exemple la compétition. On parle d’état-dépendance, c’est-à-dire que le nombre

moyen d’enfants par individu n’est plus constant au cours du temps mais dépend

de la taille de la population. Des exemples de processus satisfaisant ces conditions

sont les processus de Galton-Watson état-dépendants multitypes. Les processus de

Galton-Watson état-dépendants monotypes ont été introduits simultanément par

Klebaner dans [41] et par Höpfner dans [27]. Ils ont notamment mis en exergue

un cas critique où le comportement asymptotique du processus (persistance ou

extinction) dépend de la variance. Dans une série d’articles [42, 48, 44], Klebaner

a introduit les processus de Galton-Watson multitypes état-dépendants et a donné

des conditions suffisantes pour la persistance et l’extinction de la population. L’idée

principale est de se ramener au cas simple type en projetant le processus le long

d’une direction. Néanmoins, certains cas ne satisfont aucune de ces conditions et

nous donnerons donc un critère dans le Chapitre 2, permettant de déterminer (sauf

dans quelques cas très particuliers) si on a extinction presque-sûre de la population

ou pas.

Le modèle général que nous introduisons s’écrit sous la forme

Xn+1 =
L∑
`=1

F`(Xn)∑
j=1

ζ
(j,n)
` (Xn), (5)

où L est le nombre d’interactions écologiques, F`(Xn) est le nombre d’événements

en un pas de temps pour l’interaction numéro ` et les variables aléatoires ζ
(j,n)
` (Xn)

correspondent au nombre de naissances pour chacun de ces événements. Les ζ
(j,n)
` (k)

sont des variables aléatoires indépendantes, à valeur dans Nd, et la loi de ζ
(j,n)
` (k)

ne dépend que de ` et k, c’est-à-dire qu’il existe des variables aléatoires ζ`(k) telles

que pour tout (j, n) ∈ N2, ζ
(j,n)
` (k)

loi
= ζ`(k). Comme précédemment, nous pouvons

décomposer ce processus sous la forme

Xn+1 = H(Xn) + ξn (6)

où H(Xn) = E(Xn+1

∣∣Xn) =
∑L

`=1 F` (Xn)E(ζ` (Xn)) et donc E(ξn
∣∣Xn) = 0.

On obtient donc un processus déterministe associé à notre processus stochastique

satisfaisant l’équation

xn+1 = H(xn).

Nous montrerons en particuler la convergence en probabilité du processus stochas-

tique vers ce processus déterministe lorsque la population initiale tend vers l’infini

et nous quantifierons aussi les écarts entre ces deux processus par un théorème

limite central, généralisant ainsi les travaux précédents [63, 45]. Pour déterminer

le comportement en temps long du processus, on peut se ramener à la dimension
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1, en cherchant par exemple un vecteur à coordonnées positives u tel qu’il existe

K > 0 tel que pour tout x ∈ Rd
+, si ‖x‖ > K alors on a Ex(X1u) ≤ xu. Ceci

revient à chercher une fonction de Lyapounov linéaire. Si en plus de cette fonction

de Lyapounov, (Xn)n∈N vérifie la propriété de dichotomie, alors on conclut que

P(∃k ∈ N,Xk = 0) = 1 par le lemme de Fatou. Nous nous intéresserons surtout au

cas où (Xn)n∈N suit une équation de type linéaire perturbée, c’est-à-dire

Xn+1 = XnM + g(Xn) + ξn, (7)

où M est une matrice irréductible à coefficients positifs et g : Rd
+ → Rd

+ est une

fonction telle que ‖g(x)‖ = o(‖x‖) lorsque ‖x‖ tend vers l’infini. Ceci est un cas

particulier de l’équation (5) lorsque par exemple

— L = d

— F`(x) = x`, pour tout ` ∈ {1, . . . , d}
— E(ζ`(x)) = c` + r`(x), pour tout ` ∈ {1, . . . , d}

avec c` des vecteurs à coordonnées positives et r` des fonctions à valeurs dans Rd
+

telles que x`r`(x) = o(‖x‖), lorsque ‖x‖ tend vers l’infini. Le comportement en

temps long du processus est principalement caractérisé par le rayon spectral ρ de la

matrice M . Si ρ < 1, alors en prenant u un vecteur propre à droite de M associé à

ρ, on peut trouver K > 0 tel que si ‖x‖ > K, alors on a Ex(X1u) ≤ xu. Si ρ > 1,

et en supposant de plus qu’il existe δ > 0 tel que Ex(|ξ1u|1+δ) = O(‖x‖δ), où u

désigne encore un vecteur propre à droite de M associé à ρ, et en supposant aussi

que Xn peut sortir de tout compact avec probabilité non nulle, alors on montrera

que Px(‖Xn‖ → ∞) > 0 pour tout x ∈ Rd
+ \ {0}.

Le cas ρ = 1 n’a été que partiellement étudié [32, 42, 48, 44]. Le but de cette

thèse est principalement de complètement déterminer le comportement en temps

long de Xn lorsque ρ = 1. Nous verrons en particulier que les quantités g(Xn)u et

E((ξnu)2
∣∣Xn) interviennent pour déterminer si P(‖Xn‖ → ∞) = 0 ou P(‖Xn‖ →

∞) > 0. Si P(‖Xn‖ → ∞) > 0, nous montrerons une limite en loi d’une transformée

de Xn. Enfin, lorsque P(‖Xn‖ → ∞) = 0, nous déterminerons à quelle vitesse Xn

atteint des ensembles compacts de la forme {xu ≤ A}, c’est-à-dire nous donnerons

un encadrement de la queue du temps d’atteinte de ces ensembles compacts, en nous

inspirant des travaux d’Aspandiiarov et al [5, 6, 7] qui ont traité certains cas en

dimension 1. Dans certains cas, ceci nous permettra aussi de donner un encadrement

de la queue du temps d’extinction de Xn.

Le modèle (7) est particulièrement adapté à l’étude des métapopulations. En

effet, reprenons le modèle de [9] ci-dessus, on fait désormais dépendre le nombre

moyen d’enfants par individu de la taille de la population, c’est-à-dire on pose si(x)

le nombre moyen d’enfants d’un individu de la parcelle i lorsque la taille de la

population est égal au vecteur x. On suppose que si(x) = si + ri(xi), où si est une

constante positive et ri : R+ → R+ est une fonction telle que

lim
x→∞

ri(x) = 0,
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pour tout i ∈ {1, . . . , d}. On peut alors vérifier que (Xn)n∈N vérifie la relation (7)

avec M = PS et g(x) = xPR(x) où R(x) est la matrice diagonale des ri(x).

Dans le Chapitre 2, nous donnerons un critère de persistence/extinction pour cet

exemple. Dans le Chapitre 3, nous montrerons la convergence en loi de Xn/n
1/(1−α)

(où α est un paramètre du modèle) vers une loi Gamma généralisée le long d’une

direction déterministe dans le cas où on a persistance. Puis dans le Chapitre 4, nous

donnerons un encadrement de la queue du temps d’extinction dans le cas où on a

extinction presque-sûre.
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Panorama des résultats de cette thèse

Résumé des résultats de la thèse

Cette thèse est constituée de quatre chapitres. Dans le Chapitre 1, nous propo-

sons un modèle stochastique à temps discret de dynamique de populations struc-

turées. À partir de ce modèle, nous montrons, d’une part, la convergence en proba-

bilité vers le modèle déterministe sous-jacent lorsque la population initiale tend vers

l’infini et, d’autre part, nous quantifions à l’aide d’un théorème limite central l’écart

entre le modèle stochastique et le modèle déterministe. Ensuite, nous donnons des

critères de persistance et extinction pour ce type de modèles. Nous illustrons ces

résultats par une large gamme d’exemples issus de la génétique et de l’écologie. Nous

mettons aussi en évidence un cas, que nous qualifierons de “critique”, pour lequel

le critère de persistance/extinction nécessite une analyse plus fine et dont tout le

reste de cette thèse est consacré. Un cas très particulier de ce cas critique est le

processus de Galton-Watson multitype critique avec immigration. Nous rappelons

quelques résultats sur ce processus dont nous nous inspirerons, bien que nos preuves

seront complètement différentes car notre modèle général ne vérifie pas la propriété

de branchement.

Le Chapitre 2 est consacré au cas critique que l’on vient d’évoquer. Nous pro-

posons d’abord un modèle, que l’on appelle modèle stochastique de croissance mul-

titype, qui est une généralisation du modèle monotype proposé par Kersting dans

[36]. En construisant des fonctions de Lyapounov pour le processus, nous obtenons

un critère de persistance/extinction. Nous améliorons ainsi les résultats obtenus par

Klebaner dans [42, 44, 48].

Dans le Chapitre 3, en ajoutant comme condition l’existence de moments de tout

ordre sur les processus vus dans le Chapitre précédent, nous obtenons la limite en loi

de notre processus renormalisé vers un vecteur aléatoire, de direction déterministe

et de longueur suivant une loi Gamma généralisée. Nous conjecturons ensuite une

limite fonctionnelle d’une transformée de notre processus vers la solution d’une

équation différentielle stochastique, un processus de Bessel carré, dans un cadre

légèrement plus général que celui du Chapitre précédent. Ce résultat est un travail

en cours Götz Kersting, nous donnons quelques éléments de preuve.
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Dans le quatrième et dernier Chapitre, nous nous intéressons au temps d’extinc-

tion et d’atteinte de compacts de l’espace d’états. Nous donnons un encadrement de

la queue du temps d’atteinte d’un compact pour un modèle stochastique de crois-

sance récurrent à un type. Si le processus est une châıne de Markov irréductible

et apériodique, alors nous donnons un critère de récurrence nulle ou de récurrence

positive avec dans ce cas un taux de convergence sous-géométrique du noyau de tran-

sition vers la mesure de probabilité invariante. Nous étendons ensuite ce résultat

pour une classe de processus multitypes qui concerne la plupart de nos applications.

Chapitre 1 : Modèles de populations structurées, approxi-

mations en grandes populations

Nous introduisons d’abord un modèle stochastique à temps discret d’espace

d’états Nd pour des populations structurées. On considère une population avec d

types avec des interactions possibles entre les types. Pour déterminer le nombre

d’individus à la génération n + 1, on considère d’abord l’ensemble des interac-

tions écologiques (cela peut être des naissances, morts, de l’immigration, des muta-

tions, de la prédation, etc) et pour chacune de ces interactions, un certain nombre

d’événements aléatoires peuvent avoir lieu. Plus formellement, chaque coordonnée

du vecteur Xn correspond au nombre d’individus d’une sous-population et on a la

relation de récurrence

Xn+1 =
L∑
`=1

F`(Xn)∑
j=1

ζ
(j,n)
` (Xn),

où L est le nombre d’interactions écologiques, F`(Xn) est le nombre d’événements

en un pas de temps pour l’interaction numéro ` et les variables aléatoires ζ
(j,n)
` (Xn)

correspondent au nombre de naissances pour chacun de ces événements. Les ζ
(j,n)
` (k)

sont des variables aléatoires indépendantes, à valeur dans Nd, et la loi de ζ
(j,n)
` (k)

ne dépend que de ` et k, c’est-à-dire qu’il existe des variables aléatoires ζ`(k) telles

que pour tout (j, n) ∈ N2, ζ
(j,n)
` (k)

loi
= ζ`(k). Ce modèle, très général, permet de

considérer des modèles de natures différentes. On peut prendre comme exemple des

modèles de métapopulations puits-sources, des modèles hôte-parasite, des modèles

de génétique des populations comme le modèle de Wright-Fisher, des modèles de

reproduction sexuée, etc, que l’on exposera dans la partie 1.1.3.

Le premier résultat de ce Chapitre est un résultat de type “loi des grands nom-

bres”, où on montre que si la population initiale tend vers l’infini, alors sur tout

intervalle de temps fini fixé, le processus stochastique converge en probabilité vers

un certain processus déterministe. Plus formellement, on introduit un paramètre

d’échelle N , la loi de ζ` (k) se met à dépendre de N et on la note ζN` (k). On fait

aussi dépendre de N le nombre d’événements par interaction que l’on note désormais

FN
` (XN

n ). Pour tout k ∈ Nd, on pose

mN
` (k) := E

(
ζN` (k)

)
,
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le nombre moyen d’individus issus d’un événement de l’interaction `.

On introduit aussi

V N
` (k) := Cov

(
ζN` (k)

)
,

la matrice de covariance du vecteur aléatoire ζN` .

On suppose qu’il existe des fonctions continues m` telles que

lim
N→∞

mN
` (bNxc) = m` (x) , pour tout ` et pour tout x,

lim
N→∞

1

N
V N
` (bNxc) = 0, pour tout ` et pour tout x

ceci de façon uniforme localement en x.

De plus, nous supposons qu’ il existe des fonctions f` telles que pour tout ` et pour

tout x,

lim
N→∞

1

N
FN
` (bNxc) = f` (x)

de façon uniforme localement en x.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 1 (page 35). Le processus XN/N issu de bNxc individus converge en

probabilité sur tout intervalle de temps fini, vers le système dynamique défini par

xn+1 = H(xn), x0 = x.

où

H(x) =
L∑
`=1

f` (x)m` (x) (8)

On peut alors se demander comment fluctue le processus stochastique autour

du processus déterministe. Ceci est l’objet du théorème limite central suivant :

Proposition 2 (page 37). On reprend les hypothèses précédentes. On suppose aussi

que H est différentiable et que l’on a les conditions suivantes :

lim
N→∞

V N
` (Nx) = V`(x) pour tout ` et pour tout x,

et

lim
N→∞

E
(∥∥ζN` (bNxc)− E

(
ζN` (bNxc)

)∥∥3

∞

)
√
N

= 0 pour tout ` et pour tout x,

ces deux convergences étant localement uniformes en x.

On note

An =
L∑
`=1

f`(xn)V`(xn).
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Alors, quand N tend vers l’infini, pour tout n ∈ N,

√
N

(
XN

n

N
− xn

)
en loi−→ N (0, Dn),

où la suite de matrices (Dn)n∈N est définie par récurrence par

Dn+1 = JH(xn)DnJH(xn)
ᵀ

+ An, D0 = 0,

où JH(x) est la matrice jacobienne de la fonction H, définie en (8), au point x.

On illustrera ensuite ces deux résultats avec plusieurs exemples : un modèle de

métapopulations, le modèle de Wright-Fisher, un modèle de reproduction sexuée,

le modèle de Nicholson-Bailey qui est un modèle hôtes-parasites, le modèle dit LPA

qui est un modèle avec une structure d’âge et du cannibalisme.

Enfin, nous nous intéresserons à la nature en temps long du processus. S’éteint-il

presque sûrement ? La population totale peut-elle tendre vers l’infini ? Nous rappel-

lerons d’abord un résultat de González et al [22] qui détermine si P(‖Xn‖ → ∞) > 0

à l’aide de fonctions de Lyapounov linéaires. Ce critère s’appliquera pour la plupart

des exemples que nous donnerons. Néanmoins, nous remarquerons que ce critère est

incomplet pour la classe de modèles suivante. On considèrera un processus satisfai-

sant une équation de récurrence de type linéaire perturbée, c’est à dire

Xn+1 = XnM + g (Xn) + ξn , n ∈ N, (9)

où Xn est un vecteur ligne (tous les produits considérés seront des produits matri-

ciels), M est une matrice irréductible d× d à coefficients positifs, g : Rd
+ → Rd

+, qui

correspond à notre perturbation que l’on appellera parfois “drift”, une fonction telle

que ‖g(x)‖ = o(‖x‖) lorsque ‖x‖ tend vers l’infini, et (ξn) une suite de vecteurs

aléatoires (à valeurs dans Rd) telle que pour tout n ∈ N,

E
(
ξn
∣∣Xn

)
= 0.

Nous supposons que X0 ∈ Rd
+ et que les vecteurs aléatoires ξn sont tels que pour

tout n, Xn est à valeur dans Rd
+ presque-sûrement. On note ρ la valeur propre

maximale de M et on note u et v les vecteurs propres à droite et à gauche associés

et tels que vu = u
ᵀ
u = 1. On suppose qu’il existe δ ≥ 0 tel que E(|ξnu|1+δ

∣∣Xn =

x) = O
(
‖x‖δ

)
. On obtiendra le critère suivant.

Proposition 3 (page 53).

i) Si ρ > 1, alors P(‖Xn‖ → ∞) > 0.

ii) Si ρ < 1, alors P(‖Xn‖ → ∞) = 0.

Le cas ρ = 1 est étudié en profondeur dans le Chapitre 2.

Nous rappelons ensuite des résultats dûs à Kawazu [34] sur les processus de

Galton-Watson multitypes critiques avec immigration. Ces processus sont un cas
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très particulier de processus vérifiant l’équation (9) avec ρ = 1, car ils possèdent la

propriété de branchement. Dans les Chapitres suivants, nous nous inspirerons de ces

résultats pour donner un critère de récurrence/transience, une limite d’échelle dans

le cas transient, un encadrement asymptotique du temps d’atteinte d’ensembles

compacts dans le cas récurrent, pour notre modèle plus général. Nous donnerons

des preuves de ces résultats en appendice pour les processus de Galton-Watson

multitypes critiques avec immigration. Ces preuves reposent sur la propriété de

branchement qui permet d’utiliser les fonctions génératrices. Les preuves de nos

résultats dans les Chapitres 2, 3 et 4 seront complètement différentes car notre

modèle général ne possède pas la propriété de branchement.

Chapitre 2 : Critère de persistance pour des modèles de crois-

sance multitypes critiques

Dans ce Chapitre, nous donnons un critère de croissance infinie pour des modèles

vérifiant l’équation (9). On donnera en particulier l’exemple d’une métapopulation

puits-source avec deux parcelles qui s’éteint presque-sûrement sans les migrations

entre parcelles, mais qui persiste pour certaines distribution de probabilités de mi-

gration.

On considère un processus satisfaisant l’équation (9) où le rayon spectral ρ de la

matrice M vaut 1 et on cherche à déterminer si P(‖Xn‖ → ∞) = 0 ou pas. En

posant u et v les vecteurs propres à droite et à gauche associés à ρ et tels que

vu = u
ᵀ
u = 1, on peut presque se ramener à un problème en dimension 1 en

remarquant que

Xn+1u = Xnu + g(Xn)u + ξnu.

Néanmoins, les termes g(Xn)u et σ2(Xn) = E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) (où (Fn)n∈N correspond

à la filtration naturelle associée à (Xn)n∈N) ne dépendent pas forcément que de

Xnu. On peut aussi remarquer, sous des hypothèses raisonnables sur la fonction g,

que E(Xn) tend vers l’infini et que E(Xn)/‖E(Xn)‖ tend vers le vecteur v/‖v‖.
On peut donc séparer Xn en deux termes : d’une part la contribution dans la

direction v et d’autre part le reste, i.e. Xn = (Xnu)v + Xn(I − uv). On notera

Y n = Xn(I− uv) et pour x ∈ Rd
+, on notera y = x(I− uv).

On suppose que les fonctions g(.)u et σ2 ont un terme dominant en c1(xu)α et

d1(xu)1+α respectivement, où α ∈ (−1, 1). Plus formellement, on suppose que

g (x)u = c1 (xu)α +O (‖y‖α) + o(‖x‖α),

et

σ2 (x) = d1 (xu)1+α +O
(
‖y‖1+α

)
+ o

(
‖x‖1+α

)
.

Dans la plupart des modèles de dynamiques de populations, on est dans le cas où

α = 0 car la variance du nombre d’enfants par individu ne tend ni vers zéro, ni vers

l’infini lorsque la taille de la population tend vers l’infini.
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Sous quelques autres hypothèses techniques sur les fonctions g et σ2, on obtient le

résultat suivant :

Théorème 1 (page 60).

i) Si c1 <
d1

2
alors P (‖Xn‖ → +∞) = 0.

ii) Si c1 >
d1

2
alors P (‖Xn‖ → +∞) > 0.

La preuve de ce théorème est basée sur une méthode de fonctions de Lyapounov.

On montre en effet que les fonctions x 7→ log x et x 7→ 1/ log x sont des fonctions de

Lyapounov pour le processus (Xnku)n∈N où k est un certain entier fixé. On retrouve,

en particulier, le critère de récurrence/transience des processus de Galton-Watson

multitypes critiques avec immigration de [34]. Nous pouvons appliquer notre critère

sur des processus ne vérifiant pas la propriété de branchement comme les processus

de Galton-Watson multitypes états-dépendant étudés par Klebaner dans [44]. Enfin,

nous donnerons l’exemple d’une métapopulation constituée de deux parcelles de

types puits mais qui néanmoins peut persister. On regardera notamment l’effet des

taux de migration sur la persistance et pour certains cas, nous donnerons un seuil

γ0 pour la quantité γ = p2,1/(p1,2 +p2,1) (où pi,j correspond au taux de migration de

la parcelle i vers la parcelle j) tel que si γ > γ0 alors on a extinction presque-sûre,

si γ < γ0 alors on a persistance avec probabilité non nulle. On voit donc que la

dispersion peut avoir un impact important sur le comportement du processus en

temps long et donc sur des questions de persistance/extinction.

Chapitre 3 : Convergence en loi d’une transformée du pro-

cessus dans le cas transient

Dans ce Chapitre, nous étudierons le comportement de Xn lorsque ‖Xn‖ tend

vers l’infini. Comme cela avait été démontré pour le cas de la dimension 1 (on

peut citer par exemple [27, 37, 43]) ou pour certaines situations dans le cas de la

dimension d (voir par exemple [44]), on obtient une limite en loi vers une loi Gamma

généralisée. Plus précisément, on montrera que sous les hypothèses du Théorème

1 ii) et des hypothèses sur l’existence de moments de tout ordre pour ξn, alors

Xn/n
1/(1−α) converge en loi vers un vecteur aléatoire de direction v (donc non

aléatoire) et de longueur W , où W 1−α suit une loi Gamma de paramètres que l’on

précisera. C’est le théorème suivant

Théorème 2 (page 83). Soit q = P (‖Xn‖ → ∞).

Alors, Xn/n
1

1−α converge loi vers un vecteur aléatoire vW de direction déterministe

v, et de longueur aléatoire W . La loi de W a un atome de taille 1 − q à l’origine

et W 1−α a pour densité q fois la densité d’une loi Gamma de paramètres 2c1−d1α
d1−d1α

et
2

d1(1−α)2 .

La preuve est basée sur la méthode des moments : on montre que les moments de

Xn/n
1

1−α convergent vers ceux d’une certaine loi, voir la partie B.3 de l’Appendice.
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Si ces moments permettent de définir une fonction génératrice des moments sur

un ouvert contenant 0, alors par unicité, on peut donner la loi limite. La preuve

est inspirée de [43], la difficulté supplémentaire étant de contrôler des termes de la

forme E
(
(Xnu)−α ‖Y n‖α1{Xn 6=0}

)
.

Nous donnerons enfin dans une deuxième partie, une généralisation du Théorème

2.1 dûe à Kersting [39] dans le cas où les fonctions g et σ2 ne sont plus de forme quasi-

polynomiales. Ensuite, par un changement d’échelle de temps, nous conjecturerons

la limite en loi d’une fonction de notre processus vers la solution de l’équation

différentielle stochastique suivante :

Zt = x+ 2

∫ t

0

√
Zs dBs + ct,

avec x ≥ 0 et c > 0. Les solutions de cette équation sont appelées des processus de

Bessel carré de dimension c. Ils correspondent aussi à la norme euclidienne au carré

d’un mouvement brownien en dimension c, lorsque c est entier. Pour une étude plus

détaillée sur ces processus, nous invitons le lecteur à consulter [59, p. 439].

La fonction de notre processus que l’on va considérer est la fonction G définie

par

G(x) =

∫ x

1

ds

g(sv)
.

Heuristiquement parlant, on a E(G(Xnu)) = O(n). On va conjecturer la conver-

gence en loi du processus défini par

Zn(t) =
1

n
G(Xbntcu).

On supposera aussi que g(x) et g(xuv) d’une part et σ2(x) et σ2(xuv) d’autre

part sont proches lorsque ‖x‖ est grand.

Conjecture 1 (page 96). Sous des hypothèses assurant que P(‖Xn‖ → ∞) > 0 on

a que, sur l’événement {‖Xn‖ → ∞, lorsque n→∞}, 4
β
Zn(t) converge en loi vers

un processus de Bessel carré de dimension 4
β
− 2λ+ 2 partant de 0, où β et λ sont

des paramètres que l’on peut expliciter.

On retrouvera cette transformation G(Xnu) dans le Chapitre 4, elle aura un

rôle très important dans l’étude de la queue du temps d’extinction.

Chapitre 4 : Temps d’extinction et temps d’atteinte de com-

pacts dans le cas récurrent

Dans ce Chapitre, on souhaite déterminer la queue du temps d’atteinte d’en-

sembles compacts de la forme [0, A] pour des processus vérifiant l’équation de

récurrence (9). Avant d’étudier le cas de la dimension d > 1, nous allons d’abord

traiter le cas de la dimension d = 1.
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On considère un processus stochastique à valeurs dans R+ vérifiant l’équation de

récurrence

Xn+1 = Xn + g(Xn) + ξn,

où g(x) = o(x) lorsque x tend vers l’infini et E(ξn
∣∣Fn) = 0 pour tout n, où

{Fn, n ∈ N} est la filtration associée à (Xn)n∈N. On suppose que g est une fonction

différentiable et que

∃M > 0, c1 > 0 et ε > 0, tels que ∀x > M,∀y > (1− ε)x, xg (x) ≤ c1yg (y) .

On suppose aussi que (Xn) vérifie une sorte de version faible de la propriété de

Markov, c’est à dire qu’il existe une fonction σ2 telle que

σ2(Xn) := E(ξ2
n

∣∣Fn) <∞,

c’est-à-dire que l’espérance conditionnelle ne dépend que de Xn.

Enfin, on suppose aussi que

∃δ > 0, tel que ∀x ∈ R+,Ex
(
|ξ1|4+δ

)
≤ Cσ4+δ (x) .

Kersting [36] a montré que si

lim sup
x→∞

2xg(x)

σ2(x)
< 1,

alors P(Xn →∞) = 0, et que si

lim inf
x→∞

2xg(x)

σ2(x)
> 1,

alors P(Xn →∞) > 0. Nous allons nous placer dans le premier cas et déterminer à

quelle vitesse (Xn)n∈N pénètre dans un compact de la forme [0, A] pour la première

fois. On introduit

G(x) =

∫ x

1

dy

g(y)
,

transformation que nous avons déja croisée lorsque l’on a étudié la limite vers une

loi Gamma et un processus de Bessel carré. Pour tout α ∈ R, on pose aussi

`α(x) = (G−1(x))α,

où G−1 correspond à la fonction réciproque.

Théorème 3 (page 106). On suppose qu’il existe λ > 0 et θ ∈ (0, 1) tels que

lim
x→∞

g′ (x)x

g (x)
= 1− λ. (10)

et

lim
x→∞

2xg (x)

σ2 (x)
= θ. (11)
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Il existe A > 0 tel que pour tout x0 > A, pour tout α et β tels que 0 < α < 1−θ < β,

il existe deux constantes Cα et Cβ telles que pour tout n ∈ N,

Cβ
`β (n)

≤ Px0 (τA > n) ≤ Cα
`α (n)

, (12)

où τA = inf {n ∈ N : Xn ≤ A}.
Dans la démonstration de ce théorème, on explicitera la dépendance en x0 des

constantes Cα et Cβ.

Nous retrouvons le même type de vitesse que pour les processus de Galton-Watson

critiques avec immigration. Un exemple intéressant où on peut expliciter les fonc-

tions `α est lorsque g(x) = cxγ et σ2(x) = dx1+γ où γ ∈ (−1, 1), c > 0 et d > 0,

alors

— θ = 2c
d

— λ = 1− γ
— G(x) ∝ x1−γ

— `α(x) ∝ x
α

1−γ .

Ce théorème nous permet de donner un très bon encadrement de la queue du temps

d’extinction d’un processus de Galton-Watson état-dépendant, ce qui n’avait jamais

été étudié auparavant à notre connaissance.

Dans le cas d’une châıne de Markov, ce théorème nous permet aussi de déterminer si

la châıne est récurrente positive ou récurrente nulle. Lorsque la châıne est récurrente

positive, on obtient une vitesse de convergence sous-géométrique du noyau de tran-

sition vers la mesure de probabilité invariante. On donne le résultat pour le cas

d’une châıne avec espace d’états dénombrable et avec un espace d’états quelconque.

On suppose que (Xn)n∈N est une châıne de Markov apériodique à valeurs dans un en-

semble X ⊂ R+. Si X est dénombrable alors on suppose que (Xn)n∈N est irréductible

et pour tout A > 0, [0, A] ∩ X est fini, tandis que si X est quelconque, on suppose

qu’il existe une mesure non triviale ψ telle que (Xn)n∈N est ψ-irréductible et les

ensembles de niveau [0, A] ∩ X sont des “petite sets” pour tout A > 0.

Théorème 4 (page 107). Sous ces hypothèses ainsi que les celles du Théorème 3

et les définitions de λ et θ, alors (Xn)n∈N est Harris-récurrente et

i) Si λ > 1− θ, alors (Xn)n∈N est récurrente nulle.

ii) Si X est dénombrable et si λ < 1 − θ, alors (Xn)n∈N est récurrente positive. Si

on note π sa mesure de probabilité invariante, alors pour tout α ∈ (λ, 1− θ), pour

toute mesure de probabilité ν sur X telle que

Eν(`′α(τA)) <∞,

on a

lim
n→∞

`′α(n)‖νP n − π‖TV = 0.

iii) Si X est quelconque et si λ < 1 − θ, alors (Xn)n∈N est récurrente positive. Si

on note π sa mesure de probabilité invariante, alors pour tout x ∈ X , α < 1− θ,

lim
n→∞

`′α(n) ‖P n (x, .)− π(.)‖
TV

= 0.
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Ces résultats découlent en partie d’un lemme clé, qui montre que les fonctions

puissances sont des fonctions de Lyapounov. Kersting [36] avait utilisé la fonction

logarithme pour donner un critère de récurrence/transience, mais cela ne permet

pas d’obtenir assez d’informations pour déterminer le temps d’atteinte de com-

pacts. Ensuite, nous revenons au cas multitype, c’est à dire aux processus vérifiant

l’équation de récurrence (9), avec g(x) = c, où c ∈ Rd
+, et on suppose aussi qu’il

existe d > 0 et K > 0 tels que

d (Xnu)−K‖Y n‖ ≤ E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) ≤ d (Xnu) +K‖Y n‖.

On pose θ = 2cu/d. On sait que si θ < 1, alors d’après le Théorème 1, P(‖Xn‖ →
∞) = 0, et on va donc déterminer dans ce cas là à quelle vitesse le processus entre

dans un compact de la forme {xu ≤ A}.

Théorème 5 (page 125). On suppose que θ < 1. Il existe A > 0 tel que pour tout

x0 ∈ Rd
+ tel que x0u > A, pour tout α et β tels que α < 1 − θ < β, alors il existe

deux constantes positives Cα et Cβ telles que pour tout n ∈ N

Cβ
nβ
≤ Px0 (τA > n) ≤ Cα

nα
,

où τA = inf{n ∈ N : Xnu ≤ A}.

Summary of the results of this thesis

This thesis consists of four chapters. In the first Chapter, we propose a new

discrete time stochastic model of structured populations dynamics. For this model,

we first prove the large population limit to the underlying deterministic model and

secondly, we quantify the discrepancy between this two models with a central limit

theorem. Then, we give criteria of persistence/extinction for this class of models.

We illustrate these results by a wide range of examples from genetics and ecology.

We also bring out a critical case for which we need a more detailed analysis to give

a criterion of persistence/extinction. A very special example of this critical case

is the critical multitype Galton-Watson process with immigration. We recall some

known results on it which inspire those of the next Chapters, even if our proofs are

completely different because our model is not necessarily a branching process.

The second Chapter is devoted to a criterion of persistence/extinction for the

critical case we just mentioned. We first generalize the monotype model of Kersting

[36] to a multitype stochastic growth model. Secondly, we construct a Lyapunov

function for this model and improve previous results of Klebaner [42, 44, 48] by

giving a criterion of possible unlimited growth of the process. We apply this criterion

to the example of a source-sink metapopulation with two patches of type source,

i.e. the population of each patch goes to extinction if we do not take into account

the migration. We prove that there is a possible survival of the metapopulation.
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In the third Chapter, we focus on the behavior of our critical process when it

tends to infinity. We prove a convergence in distribution of the scaled process to a

Gamma distribution by a method of moments, and in a more general framework, by

also rescaling time, we conjecture a distribution limit of a function of our process

to the solution of a stochastic differential equation called a squared Bessel process.

In the fourth and last Chapter, we study hitting times of some compact sets

when our process does not tend to infinity. We give nearly optimal bounds for the

tail of these hitting times. If the process goes to extinction almost surely, we deduce

from these bounds precise estimates of the tail of the extinction time. Moreover,

if the process is a Markov chain, we give a criterion of null recurrence or positive

recurrence and in the latter case, we obtain a subgeometric convergence of its tran-

sition kernel to its invariant probability measure. We also extend this result for a

class of multitype models which concerns most of our applications.

Chapter 1 : Structured populations models, large popula-

tions approximations

We introduce a discrete time stochastic model for structured populations. We

consider a population with d types and with possible interactions between types. In

order to determine the number of individuals at generation n+ 1, we first consider

overall ecological interaction (which could be births, deaths, immigration, muta-

tions, predation, etc) and for each interaction, there is a number of random events

which may occur. More formally, for j ∈ {1, . . . , d}, the j-th coordinate of vector

Xn corresponds to the number of individuals of type j at generation n and we have

the recursive relation

Xn+1 =
L∑
`=1

F`(Xn)∑
j=1

ζ
(j,n)
` (Xn),

where L is the number of ecological interactions, F`(Xn) the number of events in a

time step for the interaction ` and the random variables ζ
(j,n)
` (Xn) correspond to the

number of births for each of these events. For k ∈ Nd, the ζ
(j,n)
` (k) are independent

random variables, taking values in Nd, and the law of ζ
(j,n)
` (k) depends only on

` and k, namely there exist random variables ζ`(k) such that for all (j, n) ∈ N2,

ζ
(j,n)
` (k)

law
= ζ`(k). This very general model includes a lot of different kind of models,

for instance source-sink metapopulations, host-parasite models, population genetics

models like Wright-Fisher model, bisexual Galton-Watson processes, etc.

The first result of this Chapter is a law of large numbers, we prove that if the

population of generation zero tends to infinity, then on finite interval of time, the

stochastic process converges in probability to an associated deterministic process.

More formally, we introduce a scale parameter N such that the law of ζ` (k) depends

now on N and we denote it by ζN` (k). The number of interactions depends also on
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N and we denote it by FN
` (XN

n ). For all k ∈ Nd, let

mN
` (k) := E

(
ζN` (k)

)
,

be the expected number of children from an event of interaction `.

Let also

V N
` (k) := Cov

(
ζN` (k)

)
,

be the covariance matrix of the random vector ζN` .

We assume that there exist continuous functions m` such that

lim
N→∞

mN
` (bNxc) = m` (x) , for all ` and for all x,

lim
N→∞

1

N
V N
` (bNxc) = 0, for all ` and for all x

and these convergences are locally uniform.

Moreover, we assume that there exist some functions f` such that for all ` and for

all x,

lim
N→∞

1

N
FN
` (bNxc) = f` (x)

and this convergence is locally uniform.

We obtain this law of large numbers :

Proposition 1 (page 35). The process XN/N starting from bNxc individuals

converges in probability on all finite interval of time, to the dynamical system defined

by

xn+1 = H(xn), x0 = x.

where

H(x) =
L∑
`=1

f` (x)m` (x) (13)

Then, we may wonder how the stochastic process fluctuates around the deter-

ministic one. We answer to this question by the following central limit theorem.

Proposition 2 (page 37). We take the above assumptions. We also assume that H

defined by (13) is differentiable and that we have the following conditions :

lim
N→∞

V N
` (Nx) = V`(x) for all ` and for all x,

and

lim
N→∞

E
(∥∥ζN` (bNxc)− E

(
ζN` (bNxc)

)∥∥3

∞

)
√
N

= 0 for all ` and for all x,

these two convergences are locally uniform on x.

Let

An =
L∑
`=1

f`(xn)V`(xn).
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Then, when N tends to infinity, for all n ∈ N,

√
N

(
XN

n

N
− xn

)
law−→ N (0, Dn),

where the sequence of matrices (Dn)n∈N is defined by

Dn+1 = JH(xn)DnJH(xn)
ᵀ

+ An, D0 = 0,

where JH(x) is the Jacobian matrix of function H on x.

We illustrate these two results by several examples : a metapopulation model,

Wright-Fisher model, a bisexual population model, Nicholson-Bailey model which

is an host-parasite model, the LPA model which is a model with an age structure

and cannibalism.

Finally, we focus on the long time behavior of the stochastic process. Does it go

to extinction almost-surely ? Can the population growth to infinity ? We first recall

a result of González et al [22] which determines whether P(‖Xn‖ → ∞) > 0 or

P(‖Xn‖ → ∞) = 0 with linear Lyapunov functions. This criterion can be applied

to most of our examples. However, we remark that this criterion cannot be applied

for a wide range of processes that we describe. We consider a Markov chain satisfying

the equation

Xn+1 = XnM + g (Xn) + ξn , n ∈ N, (14)

where M is an irreducible d × d positive matrix, g : Rd
+ → Rd

+ is a function such

that ‖g(x)‖ = o(‖x‖) when ‖x‖ tends to infinity, and (ξn) is a sequence of random

vectors, taking values in Rd, such that for all n ∈ N,

E
(
ξn
∣∣Xn

)
= 0.

We assume that X0 ∈ Rd
+ and that the random vectors ξn are such that for all n,

Xn ∈ Rd
+ almost-surely. We denote by ρ the spectral radius of M and we denote

by u and v the right and left eigenvectors associated to ρ such that vu = u
ᵀ
u = 1.

We assume that there exists δ ≥ 0 such that E(|ξnu|1+δ
∣∣Xn = x) = O

(
‖x‖δ

)
. We

deduce this following result.

Proposition 3 (page 53).

i) If ρ > 1, then P(‖Xn‖ → ∞) > 0.

ii) If ρ < 1, then P(‖Xn‖ → ∞) = 0.

The case ρ = 1 is studied in more detail in Chapter 2.

We recall some results of Kawazu [34] on critical multitype Galton-Watson pro-

cesses with immigration. These processes are a very particuliar case of processes

satisfying the equation 14 with ρ = 1, because they are branching processes.

In the next Chapter, we inspire from these results to give a criterion of recur-

rence/transience, a scale limit in the transient case and asymptotic bounds of the
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tail of hitting times of some compact sets in the recurrent case, for our more gene-

ral model. We recall the proofs of these results in appendix for critical multitype

Galton-Watson processes with immigration. These proved are based on the bran-

ching property which allows us to use generating functions. The proofs of our results

of Chapters 2,3 and 4 are completely different because our processes are not neces-

sarily branching processes.

Chapter 2 : Persistence criterion for critical multitype sto-

chastic growth models

In this Chapter, we give a criterion for possible unlimited growth for processes

satisfying the equation (9). We apply this criterion to the example of a source-sink

metapopulation with two patches of type source, i.e. the population of each patch

goes to extinction if we do not take into account the migration. We prove that there

is a possible survival of the metapopulation..

We consider a processus satisfying the equation (9) where the spectral radius ρ of

the matrix M is equal to 1 and we want to determine whether P(‖Xn‖ → ∞) > 0

or P(‖Xn‖ → ∞) = 0. We introduce u and v the right and left eigenvectors

associated to ρ such that vu = u
ᵀ
u = 1 and we can see that we can reduce to a

one dimensional problem if we remark that

Xn+1u = Xnu + g(Xn)u + ξnu.

However, g(Xn)u and σ2(Xn) = E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) (where (Fn)n∈N corresponds to the

natural filtration associated to (Xn)n∈N) may not depend on Xnu. We also can no-

tice that if g is positive, then E(Xn) tends to infinity and E(Xn)/‖E(Xn)‖ tends

to the vector v/‖v‖. We then split Xn into two terms : the contribution along v

and the rest, i.e. Xn = (Xnu)v + Xn(I − uv). Let Y n = Xn(I − uv) and for

x ∈ Rd
+, let y = x(I− uv).

We assume that functions g(.)u and σ2 have a dominant term c1(xu)α and d1(xu)1+α

respectively, with α ∈ (−1, 1). More formally, we assume that

g (x)u = c1 (xu)α +O (‖y‖α) + o(‖x‖α),

and

σ2 (x) = d1 (xu)1+α +O
(
‖y‖1+α

)
+ o

(
‖x‖1+α

)
.

In most of population dynamics models, we are in the case where α = 0 because

the variance of the number of children per individual does not tend to zero or to

infinity when the size of the population tends to infinity.

Under other technical assumptions on functions g and σ2, we obtain the following

result :

Theorem 1 (page 60).
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i) If c1 <
d1

2
then P (‖Xn‖ → +∞) = 0.

ii) If c1 >
d1

2
then P (‖Xn‖ → +∞) > 0.

The proof of this theorem is based on the existence of Lyapunov functions. We

actually prove that functions x 7→ log x and x 7→ 1/ log x are Lyapounov functions

for the process (Xnku)n∈N where k is some integer. We recover in particular the

criterion of recurrence/transience for critical multitype Galton-Watson processes

with immigration of [34]. We apply this criterion on processes which do not satisfy

the branching property like state-dependent multitypes Galton-Watson processes

introduced by Klebaner [44]. Finally, we give the example of a source-sink meta-

population with two patches of types sink which may nevertheless persists. We

especially pay attention to the effect of migration rates on the persistence and for

some cases, we give a thresold γ0 for the quantity γ = p2,1/(p1,2 + p2,1) (where pi,j
corresponds to the migration rate from the patch i to the patch j) such that if

γ > γ0 then we have almost-sure extinction and if γ < γ0 then we have persistence

with positive probability.

Chapter 3 : Convergence in distribution of a transform of

the process in the transient case

In this Chapter, we study the behavior of Xn when ‖Xn‖ tends to infinity.

As it was proved for monotype models (see for instance [27, 37, 43]) or for some

particuliar situations for multitypes models (see [44]), we obtain a convergence in

distribution to a generalized Gamma distribution. More precisely, we prove that

under the assumptions of Theorem 1 ii) and under assumptions on the existence

of moments of any order for ξn, then Xn/n
1/(1−α) converges in distribution to a

random vector of deterministic direction v and of length W , where W 1−α has a

Gamma distribution of parameters that we precise. This is the following theorem.

Theorem 2 (page 83). Let q = P (‖Xn‖ → ∞).

Then, Xn/n
1

1−α converges in distribution to a random vector vW with a determi-

nistic direction v and random length W . The distribution of W has an atom of

size 1 − q at the origin and W 1−α has a density q times the Gamma density with

parameters 2c1−d1α
d1−d1α

and 2
d1(1−α)2 .

The proof of this theorem is based on the moments method : we prove that

the moments of Xn/n
1

1−α converge to those of some distribution, see Section B.3

of the Appendix. The proof is inspired by [43]. There is however a supplementary

difficulty because we need to control the terms E
(
(Xnu)−α ‖Y n‖α1{Xn 6=0}

)
.

Afterwards, we conjecture a more precise result, the distribution convergence of

a transform of our process to the solution of the stochastic differential equation :

Zt = x+ 2

∫ t

0

√
Zs dBs + ct,
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with x ≥ 0 and c > 0. Solutions of this equation are called squared-Bessel processes

of dimension c. They can also be defined as the square of the euclidean norm of

a standard Brownian motion in dimension c. For a more precise study of these

processes, the reader is encouraged to consult [59, p. 439].

Let G be the function defined by

G(x) =

∫ x

1

ds

g(sv)
.

What is intersting about this function is that E(G(Xnu)) = O(n). We conjecture

the distribution convergence of the transformation of (Xn)n∈N defined by

Zn(t) =
1

n
G(Xbntcu).

We assume that g(x) and g(xuv) on the one hand, σ2(x) and σ2(xuv) on the other

hand are close when ‖x‖ is large.

Conjecture 1 (page 96). Under assumptions such that P(‖Xn‖ → ∞) > 0, we

have on the event {‖Xn‖ → ∞, when n → ∞}, 4
β
Zn(t) converges in distribution

to a squared-Bessel process of dimension 4
β
− 2λ + 2 starting from 0, where β and

λ are explicit parameters.

We will face again the transformation G(Xnu) in the Chapter 4, it will play a

very important role for the study of the tail of extinction time of the process.

Chapter 4 : Extinction times and hitting times of compact

sets in the recurrent case

In this Chapter, we want to determine the tail of the hitting time of compact

sets [0, A], where A > 0, for processes satisfying the equation (9). We first focus on

the case of the dimension 1.

We consider a stochastic process taking values in R+ satisfying the stochastic dif-

ference equation

Xn+1 = Xn + g(Xn) + ξn,

where g(x) = o(x) when x tends to infinity and E(ξn
∣∣Fn) = 0 for all n ∈ N, where

{Fn, n ∈ N} is the natural filtration associated to (Xn)n∈N. We assume that g is a

differentiable function and that

∃M > 0, c1 > 0 and ε > 0, such that ∀x > M,∀y > (1− ε)x, xg (x) ≤ c1yg (y) .

We also assume that (Xn) satisfies a weak form of Markov property, that is to say

there exists a function σ2 such that

σ2(Xn) := E(ξ2
n

∣∣Fn) <∞.
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Finally, we assume that

∃δ > 0, such that ∀x ∈ R+,Ex
(
|ξ1|4+δ

)
≤ Cσ4+δ (x) .

Kersting [36] proved that if

lim sup
x→∞

2xg(x)

σ2(x)
< 1,

then P(Xn →∞) = 0, and if

lim inf
x→∞

2xg(x)

σ2(x)
> 1,

then P(Xn →∞) > 0. We consider the first case, and we want to determine how fast

(Xn)n∈N hits finite intervals [0, A] for the first time. We introduce the transformation

G(x) =

∫ x

1

dy

g(y)
,

we have already mentioned when we studied the distribution convergence to a

squared-Bessel process. For all α ∈ R, let

`α(x) = (G−1(x))α,

where G−1 corresponds to the inverse function.

Theorem 3 (page 106). We assume that there exist λ > 0 and θ ∈ (0, 1) such that

lim
x→∞

g′ (x)x

g (x)
= 1− λ. (15)

and

lim
x→∞

2xg (x)

σ2 (x)
= θ. (16)

Then, there exists A > 0 such that for all x0 > A, for α and β such that 0 < α <

1− θ < β, there exist two positive constants Cα and Cβ such that for all n ∈ N,

Cβ
`β (n)

≤ Px0 (τA > n) ≤ Cα
`α (n)

, (17)

with τA = inf {n ∈ N : Xn ≤ A}.

In the proof of this theorem, we explain the dependence on x0 of Cα and Cβ.

We recover the same kind of bounds that those of critical Galton-Watson processes

with immigration. In particular, if g(x) = cxγ and σ2(x) = dx1+γ with γ ∈ (−1, 1),

c > 0 and d > 0, then

— θ = 2c
d

— λ = 1− γ
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— G(x) ∝ x1−γ

— `α(x) ∝ x
α

1−γ , for all α > 0.

We deduce from this theorem, closed to optimal bounds for the tail of the extinction

time of state-dependent Galton-Watson process.

If (Xn)n∈N is a Markov chain, we can also deduce if the chain is positive recurrent

or null recurrent. When the chain is positive recurrent, we obtain a sub-geometric

rate of convergence of the transition kernel to the invariant probability measure.

We give this result when the state space is countable or general.

We assume that (Xn)n∈N is an aperiodic Markov chain with state space X ⊂ R+.

If X is countable, then we assume that (Xn)n∈N is irreducible and for all A > 0,

[0, A] ∩ X is finite, while if X is general, we assume that there exists a non trivial

measure ψ such that (Xn)n∈N is ψ-irreducible and that level sets [0, A]∩X are petite

for all A > 0.

Theorem 4 (page 107). Under these assumptions, those of Theorem 3 and the

above definition of λ and θ, then (Xn)n∈N is Harris-recurrent and

i) If λ > 1− θ, then (Xn)n∈N is null recurrent.

ii) If X is countable and λ < 1− θ, then (Xn)n∈N is positive recurrent. If we denote

by π its invariant probability measure, then for all α ∈ (λ, 1− θ), for all probability

measure ν on X such that

Eν(`′α(τA)) <∞,

we have

lim
n→∞

`′α(n)‖νP n − π‖TV = 0.

iii) If X is general and if λ < 1−θ, then (Xn)n∈N is positive recurrent. If we denote

by π its invariant probability measure, then for all x ∈ X , α < 1− θ,

lim
n→∞

`′α(n) ‖P n (x, .)− π(.)‖
TV

= 0.

These two theorems derived from a key lemma, which shows that some power

functions are Lyapunov functions. Kersting [36] proved that the logarithm is a

Lyapunov function to obtain its criterion of recurrence/transience, but we cannot

derive from this enough information to obtain information of the hitting time of

compact sets. Finally, we extend this result to the multitype case, when the process

satisfies the equation (9), with the particuliar case g(x) = c, with c ∈ Rd
+. We

assume that there exist d > 0 and K > 0 such that

d (Xnu)−K‖Y n‖ ≤ E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) ≤ d (Xnu) +K‖Y n‖.

As usual, let θ = 2cu/d. We know by Theorem 1 that if θ < 1 then P(‖Xn‖ →
∞) = 0, and we want to determine bounds for the tail of the hitting time of compact

sets {xu ≤ A}, with A > 0.
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Theorem 5 (page 125). We assume that θ < 1. There exists A > 0 such that for

all x0 ∈ Rd
+ such that x0u > A, for all α and β such that α < 1− θ < β, then there

exists two positive constants Cα and Cβ such that for all n ∈ N

Cβ
nβ
≤ Px0 (τA > n) ≤ Cα

nα
,

with τA = inf{n ∈ N : Xnu ≤ A}.

31





Chapitre 1

Modèles de populations structurées,

approximations en grandes populations

Dans ce Chapitre, nous introduisons un modèle de châınes de Markov en dimen-

sion finie permettant d’inclure une structuration de la population (génotypique,

phénotypique ou spatiale) et de décrire une large variété d’événements ou d’in-

teractions écologiques (reproduction asexuée ou sexuée, dispersion, compétition,

prédation). Ce modèle est une extension directe des processus de Galton-Watson

état-dépendants (voir [44]). Il contient par exemple les processus de Galton-Watson

multitypes avec immigration ou le modèle de Wright-Fisher. Nous montrons la

convergence en probabilité de notre processus stochastique vers un processus détermi-

niste associé puis nous quantifions les écarts entre ces deux processus par un théorème

limite central. Nous illustrons ces résultats par une large gamme d’exemples issus

de la génétique et de l’écologie. Ensuite, nous donnons des critères de persistance et

extinction pour ce type de modèles, basés sur des fonctions de Lyapounov linéaires.

Nous mettons aussi en évidence un cas, que nous qualifierons de “critique”, pour

lequel le critère de persistance/extinction nécessite une analyse plus fine. Un cas

très particulier de ce cas critique est le processus de Galton-Watson multitype cri-

tique avec immigration. Nous rappelons quelques résultats sur ce processus dont

nous nous inspirerons, bien que nos preuves seront complètement différentes car

notre modèle général ne vérifie pas la propriété de branchement. Les preuves de ces

résultats, qui semblent peu connus, sont rappelées en annexe. La première partie de

ce Chapitre est un travail en cours avec Vincent Bansaye et Jean-René Chazottes.
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1.1 Modèle stochastique de populations structurées

1.1.1 Introduction

Notre population est décrite par d types et on note Xn = (Xn,1, . . . Xn,d) le

nombre d’individus de chaque type à la géneration n.

On suppose que l’évolution est itérative en temps discret, donnée pour n ≥ 0

par

Xn+1 =
L∑
`=1

F`(Xn)∑
j=1

ζ
(j,n)
` (Xn)

où

— les variables aléatoires (ζ
(j,n)
` (k) : ` = 1, . . . , L, j ≥ 0, n ≥ 0,k ∈ Nd) sont

indépendantes, à valeur dans Nd

— la loi de ζ
(j,n)
` (k) ne dépend que de ` et k et on note ζ`(k) la variable aléatoire

avec cette loi commune.

— les fonctions F` sont définies sur Nd et à valeurs dans N.

L’entier L correspond au nombre d’interactions écologiques en un sens large et

F`(Xn) correspond au nombre d’événements en un pas de temps pour l’interaction

écologique `.

Les exemples que l’on a en tête sont multiples : les métapopulations (pour d par-

celles, on prend L = d pour tout ` et F`(x) = x`.) ; le processus de Wright-Fisher

(par exemple d = 2, L = 1 et F`(x) = N où N est la taille fixe de la popula-

tion) ; le processus de Galton-Watson bisexué (par exemple pour d = 2, L = 1 et

F`(x) = min(x1, x2) qui représente le nombre de couples (x1 étant par exemple le

nombre de mâles et x2 le nombre de femelles).

1.1.2 Limite quand la population initiale tend vers l’infini

On introduit un paramètre d’échelle N et on considère

XN
n+1 =

L∑
`=1

FN` (XN
n )∑

j=1

ζ
(j,n,N)
` (Xn).

avec ζ
(j,n,N)
` (k) variables aléatoires distrbuées comme ζN` (k). On pose

mN
` (k) := E

(
ζN` (k)

)
, V N

` (k) := Cov
(
ζN` (k)

)
,

pour ` = 1, . . . , N , où Cov(ζ) désigne la matrice de covariance d’un vecteur alétoire

ζ.

On suppose qu’il existe des fonctions continues m` telles que

lim
N→∞

mN
` (bNxc) = m` (x) , lim

N→∞

1

N
V N
` (bNxc) = 0, (A1)
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pour tout ` = 1, . . . , N et x ∈ Rd
+. De plus, nous supposons qu’il existe des fonctions

f` telles que pour tout ` et pour tout x, de façon uniforme localement en x,

lim
N→∞

1

N
FN
` (bNxc) = f` (x) . (A2)

Loi des grands nombres et Théorème limite central

Proposition 1.1. Le processus XN/N issu de bNxc individus converge en proba-

bilité sur les intervalles de temps compacts vers le système dynamique

xn+1 = H(xn), x0 = x.

où

H(x) =
L∑
`=1

f` (x)m` (x)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence via les fonctions caractéristiques.

On suit la preuve de Klebaner [45].

Soit n ∈ N, on suppose que XN
n /N converge en probabilité vers xn. On pose

hN(s,XN
n ) = E

(
exp

(
i〈s,XN

n+1〉
) ∣∣XN

n

)
,

avec s ∈ Rd.

Par indépendance des ζj,N` (k), on a pour tout s ∈ Rd et pour tout x ∈ Rd
+

hN (s, bNxc) := E

exp

 i

N

L∑
`=1

FN` (bNxc)∑
j=1

〈
ζj,N` (bNxc) , s

〉
=

L∏
`=1

E

((
exp

(
i

N

〈
ζN` (bNxc) , s

〉))FN` (bNxc)
)
.

On fait un développement limité des termes du produit, en notant RN le reste :

hN (s, bNxc) =
L∏
`=1

(
1 +

i

N

〈
mN
` (bNxc) , s

〉
+RN (s, bNxc)

)FN` (bNxc)

,

où

RN(s, bNxc) ≤
E
(〈
ζN` (bNxc) , s

〉2
)

2N2
=

s
ᵀ
V N
` (bNxc)s

2N2
= o

(
1

N

)
,

par (A1).

Soit ` ∈ {1, . . . , d}. On pose

φN(x) = 〈mN
` (bNxc), s〉 − iNRN(bNxc)

et

ψN(x) = FN
` (bNxc)/N.
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On sait que (φN)N∈N et (ψN)N∈N convergent uniformément localement vers 〈m`, u〉
et f` par (A1) et (A2). Montrons que(

x 7→
(

1 +
iφN(x)

N

)NψN (x)
)
N∈N

converge uniformément localement vers x 7→ exp(if`(x)〈s,m`(x)〉). Soit x ∈ Rd
+ et

montrons la convergence uniforme sur un voisinage de x. Soit ε > 0,∣∣∣∣∣eif`(x)〈s,m`(x)〉 −
(

1 +
iφN(x)

N

)NψN (x)
∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣eif`(x)〈s,m`(x)〉 − eiψN (x)φN (x)

∣∣
+

∣∣∣∣∣
(

1 +
iφN(x)

N

)NψN (x)

− eiψN (x)φN (x)

∣∣∣∣∣ .
(1.1)

Le premier terme est plus petit que ε pour N suffisamment grand car x 7→ sin(x)

et x 7→ cos(x) sont uniformément continues sur R. Nous allons maintenant majorer

le second terme. Pour k ∈ N∗ et u ∈ C, on rappelle l’inégalité∣∣eku − (1 + u)k
∣∣ ≤ |ku|2 e|ku|

k
, (1.2)

qui découle des deux inégalités suivantes pour a, b ∈ C et k ∈ N∗

|ak − bk| ≤ |a− b|kmax(|a|, |b|)k−1,

et

|ea − (1 + a)| ≤ |a|2e|a|.

On se ramène donc à une puissance entière à l’aide de la partie entière dans

l’inégalité (1.1) pour appliquer l’inégalité (1.2). On décompose (1.1) en trois termes :∣∣∣∣∣
(

1 +
iφN(x)

N

)NψN (x)

− eiψN (x)φN (x)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
(

1 +
iφN(x)

N

)NψN (x)

−
(

1 +
iφN(x)

N

)bNψN (x)c
∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
(

1 +
iφN(x)

N

)bNψN (x)c

− eiψN (x)bNφN (x)c/N

∣∣∣∣∣
+
∣∣eiψN (x)bNφN (x)c/N − eiψN (x)φN (x)

∣∣ .
Le troisième terme est plus petit que ε pour N assez grand par convergence uni-

forme sur un voisinage de x de bNψN(.)c/N vers ψ(.). Le second terme est plus

petit que |bψN (x)NcφN (x)|e|bψN (x)NcφN (x)|/N

N2ψN (x)
par l’inégalité (1.2) et donc plus petit que

ε pour N assez grand par convergence uniforme au voisinage de x de φN et ψN .

Le premier terme est aussi petit lorsque N est grand en remarquant qu’en mettant∣∣∣∣(1 + iφN (x)
N

)NψN (x)
∣∣∣∣ en facteur, qui est borné, le terme restant converge vers 0.

D’où la convergence uniforme locale souhaitée.
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Comme XN
n /N tend vers xn en probabilité et comme on a une convergence uni-

forme sur un voisinage de xn de

(
x 7→

(
1 + iφN (x)

N

)NψN (x)
)
N∈N

vers x 7→ exp(if`(x)〈s,m`(x)〉),
on a que

lim
N→∞

hN
(
s,XN

n

)
=

L∏
`=1

exp (if` (xn) 〈s,m` (xn)〉) ,

en probabilité. Par convergence dominée, on a

lim
N→∞

E
(
hN
(
s,XN

n

))
= exp (i 〈H (xn) , s〉) .

La convergence de la fonction caractéristique implique la convergence en loi par

le théorème de Lévy et comme H (xn) est déterministe, on a la convergence en

probabilité. D’où le résultat par récurrence.

Pour obtenir les fluctuations de XN/N autour de son approximation déterministe,

on suppose maintenant que

lim
N→∞

V N
` (bNxc) = V`(x) (A3)

lim
N→∞

1√
N

E
(∥∥ζN` (bNxc)− E

(
ζN` (bNxc)

)∥∥3
)

= 0. (A4)

pour tout ` = 1, . . . , L et x ∈ Rd
+ et ceci de façon localement uniforme en x. On

note

An =
L∑
`=1

f`(xn)V`(xn).

Proposition 1.2. On suppose que XN
0 = bxNc et (A1), (A2), (A3), (A4), et que

H définie par (1.1) est différentiable. Alors, pour tout n ∈ N,

lim
N→∞

√
N

(
XN

n

N
− xn

)
= N (0, Dn) en loi,

où (Dn)n∈N est définie par récurrence par

Dn+1 = JH(xn)DnJH(xn)
ᵀ

+ An,

avec JH(x) la matrice jacobienne de la fonction H au point x.

Remarque 1.1. Un résultat analogue avait été donné par Klebaner et Nerman

[46] en dimension 1. Les auteurs ont aussi montré que si le système déterministe

avait un cycle limite, alors le processus stochastique pouvait être approché par un

processus autorégressif dans le voisinage des points du cycle limite.

Il y a sûrement des choses à dire sur les fluctuations lorsque le système déterministe

tend vers un équilibre stable (valeurs propres de la Jacobienne plus petites que 1 en
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module).

On peut partir d’une condition initiale aléatoire telle que

lim
N→∞

√
N

(
XN

0

N
− x0

)
= N (0, D) en loi, D ∈ S+

d , (A5)

où S+
d désigne l’ensemble des matrices symétrique réelles positives et en remplaçant

A0 par A0 +D.

Démonstration. On fait là aussi une preuve par récurrence via les fonctions ca-

ractéristiques.

Soit n ∈ N, on suppose que

lim
N→∞

√
N

(
XN

n

N
− xn

)
= N (0, Dn) en loi.

Premièrement on remarque que

gN (s, bxNc)

:= E

exp

 i√
N

L∑
`=1

FN` (bxNc)∑
j=1

〈
ζj,N` (bxNc)− E

(
ζj,N` (bxNc)

)
, s
〉

=
L∏
`=1

E

((
exp

(
i√
N

〈
ζN` (bxNc)− E

(
ζN` (bxNc)

)
, s
〉))FN` (bxNc)

)

=
L∏
`=1

(
1− s

ᵀ
V N
` (bxNc) s/2N +RN

1 (bxNc)
)FN` (bxNc)

−→
N→∞

L∏
`=1

exp
(
−f` (xn) s

ᵀ
V` (xn) s/2

)
en probabilité,

où

|RN
1 (bxNc)| ≤

E
(∣∣〈ζN` (bxNc)− E

(
ζN` (bxNc)

)
, s
〉∣∣3)

6N
√
N

= o

(
1

N

)
,

et donc s
ᵀ
V N
` (bxNc) s/2 + NRN

1 (bxNc) converge uniformément localement vers

s
ᵀ
V` (x) s/2 par (A4). On considère maintenant

E

(
exp

(
i
√
N

〈
XN

n+1

N
− xn+1, s

〉))
= E

(
gN
(
s,XN

n

)
S(N)

)
.

avec S(N) défini par

S (N) = E

exp

 i√
N

L∑
`=1

FN` (XN
n )∑

j=1

〈
E
(
ζj,N`

(
XN

n

) ∣∣XN
n

)
, s
〉∣∣∣∣XN

n

 e−i
√
N〈H(xn),s〉
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et on souhaite calculer sa limite quand N →∞.

On applique l’hypothèse de récurrence pour obtenir

lim
N→∞

√
N
(
H
(
XN

n /N
)
−H (xn)

)
= lim

N→∞

√
NJH (xn)

(
XN

n /N − xn
)

en loi
= JH (xn)N (0, Dn) ,

et donc

lim
N→∞

E (S (N)) = exp

(
−s

ᵀ
JH (xn)DnJH (xn)

ᵀ

s

2

)
.

Comme

T :=
L∏
`=1

exp
(
−f` (xn) s

ᵀ
V` (xn) s/2

)
.

est déterministe, on a que

E
(
gN
(
s,XN

n

)
S(N)

)
= T E (S(N)) + E

((
gN
(
s,XN

n

)
− T

)
S(N)

)
,

et comme ∣∣E ((gN (s,XN
n

)
− T

)
S (N)

)∣∣ ≤ E
(∣∣gN (s,XN

n

)
− T

∣∣ |S(N)|
)

≤ E
(∣∣gN (s,XN

n

)
− T

∣∣) −→
N→∞

0,

on conclut que

lim
N→∞

E
(
gN
(
s,XN

n

)
S(N)

)
= exp

(
−s

ᵀ
Dn+1s

2

)
,

où la suite de matrices Dn vérifie la relation de récurrence

Dn+1 = JH(xn)DnJH(xn)
ᵀ

+ An.

La convergence de la fonction caractéristique nous assure la convergence en loi.

1.1.3 Exemples

Exemple 1.1 (Modèle de métapopulation). On considère un modèle de métapopu-

lation avec 2 parcelles pour simplifier. On note Xn et Yn le nombre d’individus à la

génération n sur les parecelles 1 et 2.

On considère que chaque individu se reproduit selon une loi de Poisson de paramètre

λ1(Xn) sur la parcelle 1 et λ2(Yn) sur la parcelle 2. Ensuite, chaque enfant migre

vers l’autre patch avec une probabilité p1 pour aller de la parcelle 1 vers la parcelle

2, et p2 de la parcelle 2 vers la parcelle 1. On obtient le modèle suivant

Xn+1 =
Xn∑
k=1

Ak(Xn) +
Yn∑
k=1

Bk(Yn)
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Yn+1 =
Xn∑
k=1

Ck(Xn) +
Yn∑
k=1

Dk(Yn),

où Ak(Xn) est la somme de P 1(Xn) variables de Bernoulli i.i.d. de paramètres

1 − p1, avec P 1(Xn) une variable de Poisson de paramètre λ1(Xn) et Ck(Xn) =

P 1(Xn)−Ak(Xn). Les variables Bk et Dk sont définies de manières analogues. On

écrit de manière plus condensée

(Xn+1, Yn+1) =
Xn∑
k=1

ζk1 (Xn) +
Yn∑
k=1

ζk2 (Yn),

avec E(ζ1(x)) = ((1−p1)λ1(x), p1λ1(x)) et E(ζ2(y)) = (p2λ2(y), (1−p2)λ2(y)) et les

matrices de covariance

V1 =

(
(1− p1)λ1(x) 0

0 p1λ1(x)

)
et

V2 =

(
p2λ2(x) 0

0 (1− p2)λ2(x)

)
.

Le système dynamique déterministe associé est donc

(xn+1, yn+1) = (xn(1− p1)λ1(xn) + ynp2λ2(yn), xnp1λ1(xn) + yn(1− p2)λ2(yn)).

Pour les simulations ci-dessous, on a pris λ1(x) = 2K1/(x + K1) et λ2(y) =

2K2/(y + K2) où K1 = 10 et K2 = 12 correspondent à des capacité de charge

et N = 2000.

Pour montrer la convergence en probabilité, on s’est fixé ε = 0, 2 et on observe

qu’une grande proportion des trajectoires restent autour d’un tube de diamètre 2ε

de la trajectoire déterministe. Ceci est vrai à partir de N = 1000. Pour un choix de

N plus petit, les trajectoires des simulations du processus stochastique sortent plus

régulièrement du tube autour du processus déterministe. Nous illustrons ceci pour

N = 100 dans les simulations ci-dessous.

Pour la répartition des points
√
N
(
XN
n /N − xn

)
, nous l’avons faite à l’instant

n = 30.

Exemple 1.2 (Modèle de Wright-Fisher). On peut reprendre le modèle de Wright-

Fisher avec notre formalisme. Soit N le paramètre d’échelle, on pose

XN
n+1 =

N∑
k=1

ANk (XN
n )

Y N
n+1 =

N∑
k=1

(1− ANk (XN
n ))
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Figure 1.1 – Loi des grands nombres pour l’exemple d’une métapopulation pour

N = 2000 pour X
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Figure 1.2 – Loi des grands nombres pour l’exemple d’une métapopulation pour

N = 2000 pour Y
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Figure 1.3 – Loi des grands nombres pour l’exemple d’une métapopulation pour

N = 100 pour X

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 5 10 15 20 25 30

Système déterministe
Simulat ions

Tube autour du système déterministe

Figure 1.4 – Loi des grands nombres pour l’exemple d’une métapopulation pour

N = 100 pour Y
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Figure 1.5 – Théorème limite central pour l’exemple d’une métapopulation pour

N = 2000

où XN
0 ∈ {0, . . . , N}, Y N

0 = N − XN
0 et les ANk (x) sont des variables i.i.d. de

Bernoulli de paramètre p(x). On obtient

(XN
n+1, Y

N
n+1) =

N∑
k=1

ζNk (Xn),

où E(ζN1 (x)) = (p(x), 1− p(x)) et la matrice de covariance de ζ1(x) est

V =

(
p(x)(1− p(x)) −p(x)(1− p(x))

−p(x)(1− p(x)) p(x)(1− p(x))

)
.

On a la convergence en probabilité vers le système déterministe

(xn+1, yn+1) = (p(xn), 1− p(xn)).

Dans les simulations suivantes, on a pris p(x) = rx(1 − x), avec r = 2.75 et

N = 40000. Pour le théorème limite central, on a pris la répartition des points en

n = 10.

Exemple 1.3 (Modèle sexué). On regarde le modèle suivant :

xn+1 = min(xn, yn)
xn + yn
cxn

yn+1 = min(xn, yn)
xn + yn
cyn
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Figure 1.6 – Loi des grands nombres pour le modèle de Wright-Fisher pour N =

40000 pour X
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Figure 1.7 – Théorème limite central pour le modèle de Wright-Fisher pour N =

40000 en n = 10
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avec c une constante, où xn correspond au nombre de mâles et yn le nombre de

femelles à la génération n. Il y a min(xn, yn) couples qui se forment et donnent

naissance à un certain nombre de mâles et femelles. En prenant
(
xn + yn

)
/
(
cxn
)

enfants mâles en moyenne par couple, on obtient une sorte de régulation qui permet

d’avoir plus de mâles à la génération n+ 1 s’il y en a peu à la génération n.

On définit le modèle stochastique suivant, avec N un paramètre d’échelle :

(XN
n+1, Y

N
n+1) =

min(XN
n ,Y

N
n )∑

k=1

ζNk,n(XN
n , Y

N
n ),

où les (ζNk,n(x, y)) sont des variables i.i.d. dont la loi ne dépend pas de k et n,

ζN(x, y) = (A,B) avec A et B deux variables aléatoires indépendantes suivant une

loi de Poisson de paramètre x+y
cx

et x+y
cy

.

On obtient la matrice de covariance

V (x, y) =

(
x+y
cx

0

0 x+y
cy

)
.

Dans les simulations ci dessous, c = 1, 1, N = 2000 et on montre la répartition des

points en n = 10.
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Figure 1.8 – Loi des grands nombres pour un modèle sexué pour N = 2000 pour

X
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Figure 1.10 – Théorème limite central pour un modèle sexué pour N = 2000 en

n = 10
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Comme le système dynamique déterministe ne converge pas vers un équilibre

stable, les matrices jacobiennes dans le calcul de la matrice de covariance de la loi

normale limite font que l’on a de très grandes fluctuations.

Exemple 1.4 (Modèle de Nicholson-Bailey). On considère le modèle hôte-parasite

de Nicholson-Bailey [49, p.190]. Le modèle déterministe est de la forme

hn+1 = λhn exp(−apn)

pn+1 = chn(1− exp(−apn),

où hn et pn sont les nombres d’hôtes et de parasites à la génération n, exp(−apn)

correspond au nombre d’hôtes qui n’ont pas été parasités avec a un paramètre positif,

λ > 0 est le taux de croissance des hôtes et c > 0 correspond à la taille de couvée

des parasites.

On propose le modèle stochastique suivant :

Hn+1 =
Hn∑
k=1

Ak,n(Pn)Bk,n

Pn+1 =
Hn∑
k=1

(1− Ak,n(Pn))Ck,n,

où

— les (Ak,n(p))k,n∈N sont des variables i.i.d. de Bernoulli de paramètre exp(−ap),

— les (Bk,n)k,n∈N sont des variables i.i.d. de Poisson de paramètre λ,

— les (Ck,n)k,n∈N sont des variables i.i.d. de Poisson de paramètre c.

On suppose aussi que les variables (Ak,n)k,n∈N, (Bk,n)k,n∈N et (Ck,n)k,n∈N sont mu-

tuellement indépendantes.

En reprenant notre formalisme, on a

(Hn+1, Pn+1) =
Hn∑
j=1

ζj(Pn),

où E
(
ζ(Pn)

∣∣Pn = p
)

= (λ exp(−ap), c (1− exp(−ap))) et la matrice de covariance

de ζ(p) vaut(
e−ap(λ+ λ2)− e−2apλ2 −λce−ap(1− e−ap)
−λce−ap(1− e−ap) (1− e−ap)(c+ c2)− (1− e−ap)2c2

)
.

On introduit notre paramètre d’échelle N , on ne change que les variables Ak,n(p),

en prenant les ANk,n(p) des variables i.i.d de Bernoulli de paramètre exp(−ap/N).

On obtient (
HN
n+1, P

N
n+1

)
=

HN
n∑

j=1

ζNj (Pn),
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où

E
(
ζN(PN

n )
∣∣PN

n = p
)

= (λ exp(−ap/N), c (1− exp(−ap/N)))

et la matrice de covariance de ζN(p) vaut(
e−ap/N(λ+ λ2)− e−2ap/Nλ2 −λce−ap/N(1− e−ap/N)

−λce−ap/N(1− e−ap/N) (1− e−ap/N)(c+ c2)− (1− e−ap/N)2c2

)
.
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Figure 1.11 – Loi des grands nombres pour le modèle de Nicholson-Bailey pour

N = 20000 pour H

Exemple 1.5 (Modèle LPA). On considère un modèle de vers de farine de [11].

On considère trois stades de développement : l’état larvaire, l’état de pupe et l’état

adulte. On notera ln le nombre de larves à la génération n, pn le nombre de pupes

et an le nombre d’adultes. À la génération n + 1, une proportion 1 − µl des larves

deviennent des pupes, µl correspond au taux de mortalité des larves. Toutes les pupes

deviennent des adultes (on considère que le taux de mortalité des pupes est nul). Et

une proportion 1−µa des adultes restent en vie, µa correspond au taux de mortalité

des adultes. En moyenne, chaque adulte produit b larves. On considère aussi qu’il y

a du cannibalisme : les larves et les adultes consomment des oeufs (état précédant

l’état de larve), une proportion 1 − exp(−celln) est consommée par les larves, 1 −
exp(−ceaan) est consommée par les adultes, et une proportion 1 − exp(−cpaan) de

pupes est consommée par les adultes. On obtient le système dynamique déterministe
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Figure 1.12 – Loi des grands nombres pour le modèle de Nicholson-Bailey pour

N = 20000 pour P
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Figure 1.13 – Théorème limite central pour le modèle de Nicholson-Bailey pour

N = 20000 en n = 10
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suivant : 
ln+1 = ban exp(−celln − ceaan)

pn+1 = (1− µl)ln
an+1 = pn exp(−cpaan) + (1− µa)an.

On donne ci dessous un exemple de trajectoire du système déterministe :
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Système déterministe
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Figure 1.14 – Exemple d’une trajectoire du système déterministe du modèle LPA.

Soit N notre paramètre d’échelle. On propose le modèle stochastique suivant :
LNn+1 =

∑ANn
k=1B

N
k,n

PN
n+1 =

∑LNn
k=1 C

N
k,n

ANn+1 =
∑PNn

k=1D
N
k,n +

∑ANn
k=1 E

N
k,n,

où les (BN
k,n) sont des variables i.i.d., produit d’une loi de Poisson de paramètre b

et de deux lois de Bernoulli de paramètres exp(−celLNn /N) et exp(−ceaANn /N). Les

(CN
k,n) sont des variables i.i.d de loi de Bernoulli de paramètre 1 − µl. Les (DN

k,n)

sont des variables i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre exp(−cpaANn /N) et les
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(EN
k,n) sont des variables i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre 1−µa. Les variables

(BN
k,n), (CN

k,n), (DN
k,n) et (EN

k,n) sont indépendantes.

On obtient la matrice de covariance An qui est diagonale :
(An)1,1 = an(e−ceaan−celln(b+ b2)− e−2(ceaan+celln)b2)

(An)2,2 = lnµl(1− µl)
(An)3,3 = pne

−cpaan(1− e−cpaan) + anµa(1− µa).
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Figure 1.15 – Théorème limite central pour le modèle LPA pour N = 2000 en

n = 20

Les simulations ci-dessus ont été réalisées avec µl = 0.2, cel = cea = cpa = 0.01,

µa = 0.9 et b = µa/(1− µl) + 0.2. Elles correspondent aux projections sur les plans

A = 0, P = 0 et L = 0, des points (LNn /N, P
N
n /N,A

N
n /N) en n = 20, ainsi que les

projections de l’ellipsöıde de confiance à 90%.

1.1.4 Comportement en temps long

Dans cette partie, on veut déterminer si la population peut persister ou non.

Comme le processus est markovien à valeurs entières, soit il tend vers l’infini, soit il

a une limite inférieure finie auquel cas il atteindra 0 (extinction) si 0 est accessible.

Définition 1.1. On dira que 0 est partout accessible si pour tout x ∈ Nd, il existe

k > 0, tel que Px(Xk = 0) > 0
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Nous distinguons trois régimes, qui dépendent de l’existence d’une fonction de

Lyapounov donnée par :

fu(x) :=
1

〈x,u〉

L∑
`=1

F`(x)〈E(ζ`(x)),u〉.

pour u ∈ Rd
+. Les deux premiers régimes (non critiques) peuvent être ici directement

derivés de González, Martinez et Mota [22].

Classification comportement en temps long

Proposition 1.3 (Régime sous-critique ou récurrent). On suppose qu’il existe une

constante a > 0 et un vecteur u ∈ (R∗+)d tels que

sup
‖x‖≥a

fu(x) ≤ 1,

alors pour tout x ∈ Rd
+, Px(‖Xn‖ → ∞) = 0.

Si de plus 0 est partout accessible, alors Px(∃k > 0 : Xk = 0) = 1.

Dans le régime surcritique, nous avons besoin d’un contrôle de moment pour

gérer les fluctuations.

Hypothèse 1. On pose

Ru(x) =
L∑
`=1

F`(x)∑
j=1

< ζj` (x)− E(ζj` (x)),u >,

et on suppose qu’il existe δ > 0 tel que

E(|Ru(x)|1+δ) = O
(
‖x‖δ

)
.

On suppose aussi que le processus peut aller vers l’infini (et ne reste donc pas

infiniment longtemps dans un compact)

∀C > 0, ∀x ∈ Nd \ {0}, ∃k ∈ N tel que Px (Xku ≥ C) > 0.

Proposition 1.4 (Régime sur-critique ou transient). On suppose qu’il existe u ∈
(R∗+)d tel que

lim inf
‖x‖→∞

fu(x) > 1,

et que l’hypothèse 1 est satisfaite. Alors pour tout x ∈ Nd \ {0}

Px(‖Xn‖ → ∞) > 0.
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Le cas

lim
‖x‖→∞

fu(x) = 1,

mais

sup
‖x‖≥a

fu(x) > 1,

correspond au cas critique et nous l’étudierons plus en détail dans le Chapitre sui-

vant. Nous déterminerons les régimes possibles pour une certaine classe de processus,

qui satisfait l’équation de récurrence

Xn+1 = XnM + g (Xn) + ξn , n ∈ N, (1.3)

où M est une matrice irréductible d × d à coefficients positifs, g : Rd
+ → Rd

+ une

fonction telle que ‖g(x)‖ = o(‖x‖) lorsque ‖x‖ tend vers l’infini, et (ξn)n∈N une

suite de vecteurs aléatoires (à valeurs dans Rd) telle que pour tout n ∈ N,

E
(
ξn
∣∣Fn) = 0.

Cette décomposition est un cas particulier de notre modèle lorsque par exemple

L = d, pour tout ` = 1, . . . , d on a FN
` (x) = xl ainsi que E(ζ`(x)) = c` + r`(x), où

c` ∈ Rd
+ et r est une fonction telle que

lim
‖x‖→∞

‖r(x)‖ = 0.

Dès lors, la `-ième ligne de M est le vecteur c` et g(x) =
d∑̀
=1

x`r`(x).

Soit ρ le rayon spectral de M et u un vecteur propre à droite associé à ρ. On suppose

qu’il existe δ ≥ 0 tel que E
(
|ξnu|1+δ

∣∣Xn = x
)

= O
(
‖x‖δ

)
. On obtient le résultat

suivant.

Proposition 1.5.

i) Si ρ > 1 alors P(‖Xn‖ → ∞) > 0.

ii) Si ρ < 1 alors P(‖Xn‖ → ∞) = 0.

Si de plus 0 est partout accessible, alors P(∃k ∈ N : Xk = 0) = 1.

Le cas ρ = 1 est plus complexe. Il sera étudié en détail dans le prochain Cha-

pitre. Un cas particulier de processus vérifiant l’équation (1.3) sont les processus

de Galton-Watson multitypes avec immigration. Les fonctions génératrices sont un

outil puissant pour étudier ces processus. Le cas critique a été étudié par Kawazu

[34]. Il donne un critère de récurrence/transience et le comportement asymptotique

du temps de retour en zéro dans le cas récurrent. Nous rappellerons ces résultats

dans la prochaine partie et leurs preuves en appendice.
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Exemples

Exemple 1.6 (Nicholson-Bailey). On reprend le modèle de Nicholson-Bailey avec

le paramètre d’échelle N = 1.

Si λ ≤ 1, alors on prend u = (1, λ/c). On obtient

fu(h, p) =
λh

h+ λp/c
≤ 1,

et donc on peut appliquer la propriété (1.3) et

P(‖(Hn, Pn)‖ → ∞) = 0.

Si λ > 1, alors P(‖(Hn, Pn)‖ → ∞) > 0. En effet, pour toute condition initiale

(h, p) ∈ N2, P(h,p)(P1 = 0, H1 > 0) > 0 et dès lors que Pn = 0, (Hn) est un

processus de Galton-Watson surcritique qui tend vers l’infini avec probabilité non

nulle.

On peut aussi montrer que P(Hn → ∞, Pn → ∞) = 0. En effet, on pose k =

b lnλ
a
c+ 1, β = 1−λ exp(−ak)

c(1−exp(−ak)
et u = (1, β)

ᵀ
et on obtient pour p ≥ k,

fu(h, p) ≤ 1.

Exemple 1.7 (Métapopulation de deux parcelles). On considère une métapopulation

avec deux parcelles. On reprend le modèle donné en exemple plus haut. On suppose

aussi que les taux de reproduction λ1(x) et λ2(y) s’écrivent sous la forme

λ1(x) = λ1 + r1(x), avec r1(x) −→
x→∞

0,

et

λ2(y) = λ2 + r2(y), avec r2(y) −→
y→∞

0.

On obtient l’équation de récurrence pour Zn = (Xn, Yn)

Zn+1 = ZnM + g(Zn) + ξn,

où M =

(
(1− p1)λ1 p1λ1

p2λ2 (1− p2)λ2

)
et pour z = (x, y),

g(z) =
(
(1− p1)r1(x)x+ p2r2(y)y, p1r1(x)x+ (1− p2)r2(y)y

)
.

Soit ρ la valeur propre maximale de M .

— Si λ1(1− p1) > 1 ou si λ2(1− p2) > 1 alors ρ > 1 et P(‖Zn‖ → ∞) > 0.

— Si λ1(1− p1) ≤ 1 et si λ2(1− p2) ≤ 1 et

λ1p1

1− λ1(1− p1)
>

1− λ2(1− p2)

λ2p2

alors ρ > 1 et P(‖Zn‖ → ∞) > 0.
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— Si λ1(1− p1) ≤ 1 et si λ2(1− p2) ≤ 1 et

λ1p1

1− λ1(1− p1)
<

1− λ2(1− p2)

λ2p2

alors ρ < 1 et P(‖Zn‖ → ∞) = 0.

Si λ1(1− p1) ≤ 1 et si λ2(1− p2) ≤ 1 et

λ1p1

1− λ1(1− p1)
=

1− λ2(1− p2)

λ2p2

alors ρ = 1 (en effet, ces conditions impliquent que ρ ≤ 1 et 1 − TrM + detM =

0, donc ρ = 1) et nous avons besoin d’un nouveau résultat pour déterminer le

comportement en temps long du processus. Nous donnerons un critère de persis-

tance/extinction pour ce cas particulier dans le Chapitre 2.

1.2 Processus de Galton-Watson multitype cri-

tique avec immigration

Dans cette partie, nous rappelons différents résultats sur les processus de Galton-

Watson multitypes critiques avec immigration. Ces processus sont un cas particulier

de processus vérifiant l’équation (1.3). Les preuves seront données en Annexe 4, à

la fin de cette thèse.

Soit (Zn), un processus de Galton-Watson multitype critique avec immigration avec

d types défini par

Zn+1 =

 d∑
i=1

(Zn)i∑
k=1

Xi,1,k,n, . . . ,
d∑
i=1

(Zn)i∑
k=1

Xi,n,k,n

+ (J1,n, . . . , Jd,n) ,

où les (Xi,j,k,n)i,j∈{1,...,d},k,n∈N sont des variables aléatoires à valeurs entières dont la

loi ne dépend que de i et j et les (Ji,n)i∈{1,...,d},n∈N sont des variables aléatoires à

valeurs entières dont la loi ne dépend que de i correspondant à l’immigration de

nouveaux individus. Afin d’alléger les notations, on écrira Xi,j à la place de Xi,j,1,1

et Ji à la place de Ji,n. On suppose que pour tout i, j ∈ {1, . . . , d}, P(Xi,j = 0) > 0,

P(Ji = 0) > 0 et E(X2
i,j, E(Ji) <∞.

Soit M =
(
E(Xi,j)

)
i,j

la matrice moyenne. On suppose que M est une matrice

irréductible apériodique à coefficients positifs. Comme on s’est placé dans le cas

critique, la plus grande valeur propre de M est 1. Soit u (respectivement v) le

vecteur propre à droire (respectivement à gauche) correspondant à 1 et normalisé

de façon à ce que u
ᵀ
u = vu = 1.

On pose J = E((J1, . . . , Jd)). On obtient l’équation de récurrence

E(Zn+1) = E(Zn)M + J .
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On pose

Q(s) =

(
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

sisjE(Xk,iXk,j − δijXk,i)

)
k=1,...,d

,

où δi,j est le symbole de Kronecker (δi,j = 1 si i = j, 0 sinon).

Soit F (s) = (E(s(Xi,1,Xi,2,...,Xi,d))i∈{1,...,d} et G(s) = E(s(J1,...,Jd)), les fonctions généra-

trices du nombre d’enfants par individu et du nombre d’immigrants, avec s ∈ [0, 1]d

où on utilise la notation xy = xy1

1 . . . xydd pour x = (x1, . . . , xd) et y = (y1, . . . , yd).

Théorème 1.1. On pose θ = uJ
vQ(u)

. Si θ < 1 alors la châıne de Markov (Zn) est

récurrente. Si θ > 1 alors la châıne de Markov (Zn) est transiente.

Remarque 1.2. En ajoutant quelques hypothèse sur les moments des Xi,j et des

Ji, on peut aussi prouver que la châıne est récurrente si θ = 1.

On remarque que le critère de récurrence/transience fait intervenir le nombre

moyen d’immigrants ainsi que la variance du nombre d’enfants par individu. Les

fluctuations stochastiques jouent dont un rôle prépondérant sur le comportement en

temps long du processus, contrairement aux processus de Galton-Watson multitypes

classiques. Ceci nous amène à penser qu’il en sera de même pour les processus

vérifiant l’équation de récurrence (1.3) lorsque le rayon spectral ρ de la matrice M

vaut 1. Nous donnerons un critère de récurrence/transience dans le Chapitre 2 pour

ces processus et nous verrons qu’en effet, ce critère fait intervenir le “drift” g(Xn)

et la variance E(ξnu
∣∣Fn) où u est le vecteur propre à droite de M associé à ρ.

Lorsque la châıne est récurrente, on peut obtenir un équivalent en l’infini de la

queue du temps de retour en zéro. C’est le théorème suivant.

Théorème 1.2. Soit τ = inf{n|Zn = 0} le temps de retour en zéro. Si θ < 1 alors

P(τ > n
∣∣Z−1 = 0 et Z0 6= 0) ∼ L(n)nθ−1 où L est une fonction à variation lente.

On observe que la queue du temps de retour en zéro du processus est de l’ordre

de grandeur d’une puissance de n. De plus, comme θ−1 > −1, la châıne de Markov

(Zn)n∈N est récurrente nulle. Dans le Chapitre 4, nous donnerons un résultat de

même nature d’une part pour les processus à valeurs dans R+ satisfaisant l’équation

Xn+1 = Xn + g(Xn) + ξn,

d’autre part pour les processus satisfaisant l’équation (1.3) lors g(x) = c ∈ Rd
+.
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Chapitre 2

Critère de persistance pour des modèles

de croissance multitypes critiques

Dans ce chapitre, nous donnons un critère de croissance vers l’infini avec proba-

bilité non nulle pour un processus multitype satisfaisant une équation de récurrence

de type linéaire perturbée. Ce critère améliore les précédents résultats obtenus par

Klebaner [42, 44] qui n’établit qu’une condition suffisante. L’idée principale est de

montrer que les fonctions x 7→ log x et x 7→ 1/ log x sont des fonctions de Lyapou-

nov pour le processus (Xnk)n∈N où k est un entier fixé. À la fin de ce chapitre, nous

appliquerons ce critère sur l’exemple d’une métapopulation puits-source avec deux

parcelles de type puits, mais dont néanmoins la population totale tend vers l’infini

avec probabilité non nulle.

Ce chapitre est constitué de l’article Adam [1], intitulé “Criterion for unlimi-

ted growth of critical multidimensional stochastic models” accepté pour publica-

tions dans Advances in Applied Probability en décembre 2016. Ici, nous ajoutons un

exemple de la métapopulation.

2.1 Modèle de croissance multitype : critère de

persistence/extinction

2.1.1 Introduction

Nous étudions ici des conditions de croissance vers l’infini avec probabilité non

nulle d’une suite de vecteurs aléatoires Xn, à valeurs dans Rd
+, et qui satisfont la

relation de récurrence suivante

Xn+1 = XnM + g (Xn) + ξn , n ∈ N, (2.1)
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où M est une matrice irréductible d × d à coefficients positifs, g : Rd
+ → Rd

+ une

fonction telle que ‖g(x)‖ = o(‖x‖) lorsque ‖x‖ tend vers l’infini, et (ξn) une suite

de vecteurs aléatoires (à valeurs dans Rd) telle que presque-sûrement

E
(
ξn
∣∣Fn) = 0

où {Fn, n ∈ N} est la filtration naturelle associée à (Xn). Nous supposons que

X0 ∈ Rd
+ et que les vecteurs aléatoires ξn sont tels que pour tout n, Xn est à valeur

dans Rd
+ presque-sûrement.

Le théorème de Perron-Frobenius [61, pp. 3-4] nous assure que le rayon spec-

tral de M est une valeur propre simple que l’on notera ρ. On dit que Xn est

“sous-critique” si ρ < 1, “sur-critique” si ρ > 1 et “critique” si ρ = 1. Dans le

cas “sous-critique”, il est clair que P(‖Xn‖ −→
n→∞

∞) = 0 car ‖Xn‖ est borné en

espérance. Dans la plupart des applications, on a P(‖Xn‖ −→
n→∞

∞) > 0 dans le cas

“sur-critique”. Ceci est bien connu dans le cas d’un processus de Galton-Watson

multitype avec immigration, par exemple. Cependant, ce n’est pas nécessairement

le cas dans notre modèle. Par exemple, si g(Xn) = 0 et ξn = XnMn avec Mn des

matrices aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Mn =

M) = P(Mn = −M) = 1/2, alors P(Xn → 0) = 1.

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur le cas “critique”, donc désormais

ρ = 1. Nous définissons les vecteurs propres à droite et à gauche normalisés associés

à ρ par u et v de sorte que vu = u
ᵀ
u = 1.

Nous supposons que la suite (Xn) vérifie une forme faible de la propriété de

Markov. Plus précisément, nous supposons que E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) est une fonction de

Xn et on notera

σ2 (Xn) = E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) .
Le processus (Xn) n’est pas nécessairement une châıne de Markov car la loi de

ξn peut dépendre de (X1,X2, . . . ,Xn). Néanmoins, tous nos exemples sont des

châınes de Markov.

Le cas de la dimension 1, d = 1, a déjà été étudié et bien compris. Le phénomène

intéressant est que la possibilité que le processus tende vers l’infini depend à la

fois du “drift” (i.e. g(Xn)) et de la “variance” σ2 (Xn). Ceci a été observé pour

la première fois par Lamperti [50] dont les résultats ont ensuite été généralisés

par Kersting dans [36]. Cependant, à notre connaissance, le cas multidimensionnel,

d > 1, n’a pas été traité. Seuls quelques cas particuliers ont été étudiés. Par exemple,

dans plusieurs articles Klebaner [42, 44] a donné des conditions suffisantes pour

l’extinction ou l’explosion vers l’infini de processus de Galton-Watson multitypes

états-dépendants. Néanmoins, ses résultats ne sont pas complets dans le sens où

on peut construire des exemples qui ne satisfont pas ses conditions. Gonzalez et al.

donnèrent aussi des conditions pour l’explosion du processus vers l’infini dans le

cas surcritique dans [22]. Jagers et Sagitov [32] se sont intéressés à des processus

dépendant de la taille totale de la population (qui sont des cas particuliers de notre
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modèle). Néanmoins, dans le cas critique ils se restreignent à un nombre d’enfants

fini par individu (ce qui exclut par exemple des lois de Poisson) et à un “drift”

borné.

Le but de ce chapitre est d’obtenir un critère en dimension multiple qui sera

analogue à celui en dimension 1. La stratégie de la preuve est similaire à celle

de l’article de Kersting [36]. Nous illustrerons ensuite notre critère sur différentes

classes d’exemples, notamment celui donné par Klebaner dans [44] et pour lequel

nous donnons un critère complet (sauf pour un cas très particulier).

Sous des hypothèses techniques sur les fonctions g et σ2, nous prouvons dans ce

chapitre que le processus reste borné presque sûrement si

lim sup
r→+∞

2rg (rv)u

σ2 (rv)
< 1, (2.2)

tandis qu’il tend vers l’infini avec probabilité positive si

lim inf
r→+∞

2rg (rv)u

σ2 (rv)
> 1. (2.3)

Ce critère nous rappelle le critère donné par Kersting dans [36] pour la dimension 1.

En fait, la matrice M preserve la composante de Xn le long de la direction v tandis

qu’elle contracte le long des autres directions, ainsi, en espérance, le processus tend

vers l’infini le long du vecteur v.

Dans la prochaine partie, nous énonçons notre résultat principal et sa preuve.

Nous l’appliquerons ensuite dans la Section 3 pour retrouver un critère de récurrence-

transience pour les processus de Galton-Watson multitypes critiques avec immigra-

tion et pour améliorer un critère d’extinction presque-sûre pour les processus de

Galton-Watson multitypes états-dépendants. Dans la dernière partie, nous prou-

vons des lemmes utilisés pour la preuve de notre théorème.

2.1.2 Critère de croissance infinie

Hypothèses

Pour un vecteur ligne x, soit

y = x (I− uv) .

Nous supposons qu’il existe un réel α tel que −1 < α < 1, des réels ci, di et des

fonctions à valeurs réelles fi et hi définies sur Rd, i ∈ {1, 2}, tels que{
g (x)u = c1 (xu)α + h1 (y) + f1 (x)

σ2 (x) = d1 (xu)1+α + h2 (y) + f2 (x)
(A1)
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pour tout x ∈ Rd
+, avec h1 ≡ 0 si α ≤ 0 et
|h1 (y) | ≤ c2‖y‖α

|h2 (y) | ≤ d2‖y‖1+α

f1 (x) = o ((xu)α) lorsque ‖x‖ → +∞
f2 (x) = o

(
(xu)1+α) lorsque ‖x‖ → +∞,

où ‖.‖ correspond à la norme euclidienne sur Rd.

Nous supposons qu’il existe δ > 0 et A1 > 0 tels que

E
(

(‖ξn‖)2+δ
∣∣Fn) ≤ A1σ

2+δ (Xn) . (A2)

Aussi, nous avons besoin d’une hypothèse pour permettre au processus d’aller

vers l’infini

∀C > 0,∃n ∈ N tel que P (Xnu ≥ C) > 0. (A3)

Enfin, nous ajoutons deux autres hypothèses sur les fonctions g et σ2 pour avoir

que Xn puisse tendre vers l’infini avec probabilité non nulle. Premièrement, nous

supposons que g(x)u n’atteint pas 0 :

Il existe s1 > 0 tel que pour tout a, b > 0 tels que s1 < a < b < ∞, si xu ∈ (a, b)

alors ∃ε > 0 tel que

g(x)u > ε, (A4)

et deuxièmement, que σ2 est finie :

∀a > 0, sup
‖x‖<a

σ2(x) <∞. (A5)

Le théorème

Nous donnons maintenant le critère de croissance infinie pour Xn.

Théorème 2.1 (Critère de croissance infinie).

Nous supposons (A1) et (A2).

i) Si c1 <
d1

2
alors P (‖Xn‖ → +∞) = 0.

ii) Si c1 >
d1

2
et si on a aussi (A3) alors P (‖Xn‖ → +∞) > 0.

Comparé à (2.2) et (2.3), nous donnons un critère dans le cas particulier où g

a un terme dominant en (xu)α. Cela peut sembler restrictif, néanmoins dans la

plupart de nos applications la fonction g est constante, c’est à dire α = 0. Le cas

d’égalité c1 = d1

2
(que l’on pourrait appeler cas critique du cas critique) n’a jamais

été étudié, même en simple type, sauf pour les processus de Galton-Watson critiques

avec immigration sous certaines hypothèses sur les moments de ξn (voir la remarque

de la section 3).
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Preuve du théorème

La stratégie de la preuve du théorème consiste à prouver qu’il existe un entier

k et une fonction à valeurs réelles L tels que

E (L (Xn+ku) |Fn) ≤ L (Xnu)

lorsque Xnu est plus grand qu’une certaine constante. Ainsi, on aura construit une

surmartingale et on conclura en utilisant un théorème de convergence de martin-

gales.

Avant de prouver le théorème, nous énonçons deux lemmes clés qui nous four-

nissent des fonctions de Lyapounov. Leurs preuves sont un peu techniques et sont

reportées à la section 2.1.4.

Lemme 2.1. On suppose (A1) et (A2). Si c1 <
d1

2
, alors il existe s > 0 et k ∈ N∗

tels que,

E
(
log (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤ log (Xnu) , si Xnu > s.

Lemme 2.2. On suppose (A1) et (A2). Si c1 >
d1

2
, alors il existe s > 0 et k ∈ N∗

tels que,

E
(
L (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤ L (Xnu) , si Xnu > s,

où L (x) = (log x)−1.

Preuve du Théorème 1.

Sans perte de généralité, nous supposons que pour tout n ∈ N, Xnu ≥ 3 presque-

sûrement (sinon on considère Xn + 3v à la place de Xn).

i) On commence avec le cas où c1 <
d1

2
. Suivant la démonstration dans [36],

supposons que Xnu → +∞ avec probabilité non nulle. Soit Un = Xnku, ainsi

Un → +∞ avec probabilité non nulle. Dès lors, il existe un entier T tel que pour

s > s1, s1 défini comme dans (A4), on a

P
(

inf
n≥T

Un > s,Un → +∞
)
> 0. (2.4)

Soit τ = inf{n ≥ T : Un ≤ s} avec la convention suivante : τ = +∞ si inf
n≥T

Un > s.

Soit

Vn =

{
log (Un+T ) si n+ T ≤ τ,

log (Uτ ) sinon.

Comme (Vn) est une surmartingale positive par rapport à la filtration (FT+n)n∈N
par le Lemme 2.1, elle converge presque-sûrement et on obtient une contradiction

avec (2.4).

ii) On considère maintenant le cas où c1 >
d1

2
.

Soit s > s1 (où s1 est défini comme dans (A4)) assez grand afin que le Lemme

2.2 soit vrai. Soit A,B,C et D, quatre événements définis comme suit :

61



— A =
{

lim sup
n→∞

Xnu ≤ s
}

— B =
{

lim sup
n→∞

Xnu < ∞ et ∃i ∈ {0, . . . , k − 1}, Xnk+iu −→
n→∞

Ri avec s <

Ri <∞
}

— C =
{
∃i ∈ {0, . . . , k − 1}, Xnk+iu −→

n→∞
∞ et lim sup

n→∞
Xnk+i+1u <∞

}
— D =

{
Xnu −→

n→∞
∞
}

.

Le but est montrer que P(D) > 0. Nous montrons d’abord que P(A∪B∪C∪D) =

1 (étape 1). Ensuite, que P(A) < 1 (étape 2). Puis nous montrons que P(B) = 0

(étape 3) et nous concluons enfin en montrant que P(C) = 0 (étape 4).

Étape 1 : Soit i ∈ {0, . . . , k − 1}. Ainsi Ui,n = min (L (Xnk+iu) , L (s)) est sur-

martingale positive bornée qui converge presque-sûrement et en espérance. Dès lors,

ou bien Xnk+iu converge vers un réel plus grand que s, possiblement +∞, ou bien

lim sup
n→∞

Xnk+iu ≤ s. Donc, P(A ∪B ∪ C ∪D) = 1.

Étape 2 : Supposons que P (A) = 1. Alors, pour tout i ∈ {0, . . . , k − 1}, Ui,n
converge vers L (s). Comme E (min (L (Xn+klu) , L (s))) ≤ E (min (L (Xnu) , L (s))),

pour tout l ∈ N, on obtient que

E (min (L (Xnu) , L (s))) ≥ L (s) .

Mais par définition, min (L (Xnu) , L (s)) ≤ L (s), dès lors min (L (Xnu) , L (s)) =

L (s) presque-sûrement ou Xnu ≤ s pour tout n, ce qui contredit (A3).

Ainsi, P (B ∪ C ∪D) > 0.

Étape 3 : Sans perte de généralité, supposons que l’on ait B avec i = 0 et posons

R = 2 supXnu. Par (A4), il existe s1 < R0 et ε > 0 tels que pour tout x tel que

xu ∈ (s1, R), g (x)u > ε.

Comme Xnku converge vers R0, il existe N0 tel que ∀n ≥ N0, Xnku ∈ (s1, R).

Ainsi, on peut choisir N tel que ∀n ≥ N , Xnu ≤ R et g (XN)u > ε.

Considérons maintenant,

An =
n∑
l=0

g (XN+l)u,

Mn =
n∑
l=0

A−1
l ξN+lu.

On peut vérifier aisément que Mn est une martingale.
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De plus, par (A4) et (A5), et comme g(x)u > ε,

∞∑
n=0

E
(
(Mn+1 −Mn)2

∣∣FN+n+1

)
=
∞∑
n=1

A−2
n σ2 (XN+n)

≤ C

∞∑
n=1

A−2
n

≤ C ′
∞∑
n=1

A−2
n (An − An−1)

≤ C ′
∫ ∞
A0

t−2dt <∞.

Par un théorème de convergence de martingales (voir [23, [p.35]), Mn converge

presque-sûrement. Comme Xnku converge vers R, An → +∞, et par le lemme de

Kronecker
n∑
l=1

ξlu = o (An) .

Pour n ≥ N , on obtient une contradiction car

Xn+1u = XNu+
n∑

l=N

g (X l)u +
n∑

l=N

ξlu = An + o (An)→ +∞.

Ainsi P(B) = 0, donc avec probabilité non nulle, il existe i ∈ {0, . . . , k − 1} tel que

Xnk+iu tende vers l’infini. Prouvons maintenant que cela implique que Xnu tende

vers l’infini.

Étape 4 : Sans perte de généralité, supposons que Xnku tende vers l’infini.

Posons γ = 2
1−α , r > s et n tel que nγ > 2r.

Soit Γn = [nγ, (n+ 1)γ) une suite d’intervalles et (N (`))`∈N une suite croissante de

temps d’arrêt definie par

N(`) = inf{n ≥ N(`− 1) tel que Xnku ∈ [`γ,∞)}.

Comme la fonction g est positive et par l’inégalité de Markov, on obtient que

P
(
XN(n)k+1u ≤ 2r

∣∣XN(n)ku ≥ nγ
)
≤ sup

`≥n
P
(
ξN(n)ku ≤ (2r − `γ)

∣∣XN(n)ku ∈ Γ`
)

≤ sup
`≥n

P
((
ξN(n)ku

)2 ≥ (`γ − 2r)2
∣∣XN(n)ku ∈ Γ`

)
≤ sup

`≥n

K`γ(α+1)

`2γ

≤ K ′
1

n2
.

Dès lors, par le lemme de Borel-Cantelli, pour tout r > 0 suffisamment grand,

P
(

lim sup
n→∞

Xnk+1u ≤ r
∣∣Xnku→∞

)
= 0.
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Ainsi, Xnk+1u converge vers l’infini et donc P(C) = 0.

Comme P (A ∪B ∪ C ∪D) = 1 et P(B) = P(C) = 0, on a donc que P(A ∪D) = 1.

Mais comme P(A) < 1, on a le résultat souhaité

P(D) = P (Xnu→∞) > 0.

2.1.3 Applications

Dans toutes nos applications, on a α = 0. C’est parce qu’on considère des

modèles de population avec une variance finie pour le nombre d’enfants par indi-

vidu. Ainsi, σ doit être de l’ordre de xu et g de l’ordre d’une constante. Notons

aussi que tous nos modèles sont des châınes de Markov, bien que nos résultats

soient aussi applicables à des processus qui ne satisfont pas la propriété de Mar-

kov. Dans le cas particulier des châınes de Markov irréductibles, le processus a une

croissance infinie avec probabilité non nulle si et seulement si la châıne est tran-

siente. Réciproquement, le processus ne tend pas vers l’infini presque-sûrement si

et seulement si la châıne est récurrente.

Processus de Galton-Watson multitype avec immigration

La première classe de processus, historiquement parlant, vérifiant la relation de

récurrence (2.1) regroupe les processus de Galton-Watson multitypes critiques avec

immigration. Kawazu [34] donna un critère de récurrence et transience qu’il prouva

à l’aide de fonctions génératrices, utilisant ainsi la propriété de branchement. Nous

retrouvons ici le même résultat sans utiliser la propriété de branchement.

Soit (Zn) un processus de Galton-Watson multitype critique avec immigration

avec d types. A la génération n, le k-ième individu de type i, i ∈ {1, . . . , d} et

k ∈ {1, . . . , (Zn)i}, donne naissance à Xi,j,k,n individus de type j, j ∈ {1, . . . , d}.
Les vecteurs aléatoires (Xi,j,k,n)j∈{1,...,d} avec i ∈ {1, . . . , d}, k ≥ 1 et n ∈ N sont

indépendants et leur loi ne dépend que de i. Afin d’alléger les notations, nous

écrirons désormais Xi,j à la place de Xi,j,1,1. Pour tout i ∈ {1, . . . , d}, on sup-

pose aussi qu’il n’existe aucune relation affine presque sûrement entre les Xi,j,

j ∈ {1, . . . , d}.
Nous supposons que pour tout i, j ∈ {1, . . . , d}, P(Xi,j = 0) > 0. Soit M =(

E(Xi,j)
)
i,j

la matrice moyenne. On suppose que M est une matrice irréductible à

coefficients positifs. Comme on considère que le processus est critique, la plus grande

valeur propre en module de M est 1. Soit u (respectivement v) le vecteur propre

à droite (respectivement à gauche) normalisé associé à 1. A chaque génération n,

An ∈ Nd individus immigrent. Les variables aléatoires An sont indépendantes et

identiquement distribuées, avec P(A1 = (0, . . . , 0)) > 0, E(A1) = a et Var(A1u) =

τ 2. Les variables aléatoires An sont aussi indépendantes de toutes les variables

Xi,j,k,n. Ainsi, on a la relation E(Zn+1) = E(Zn)M + a.
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On suppose qu’il existe δ > 0 tel que pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , d}2,

E(X2+δ
i,j ) < +∞ et E

(
(A1u)2+δ

)
< +∞. (2.5)

Soit Γi = (Cov (Xi,j, Xi,j′))j,j′∈{1,...,d} la matrice de covariance du nombre d’enfants

par individu. Comme on a supposé qu’il n’y avait pas de relation affine presque sûre

entre les Xi,j à i fixé, les matrices Γi sont définies positives. On pose

V (z) =
d∑
i=1

ziΓi,

pour z ∈ Rd. On obtient la relation de récurrence

Zn+1 = ZnM + a+ ξn

avec

ξn =

 d∑
i=1

(Zn)i∑
k=1

{Xi,j,k,n − E (Xi,j,k,n)}+ Anej − E (Anej)


1≤j≤d

où les (ej)j∈{1,...,d} sont les vecteurs de la base canonique et

E((ξnu)2
∣∣Fn) = u

ᵀ
V (Zn)u + τ 2.

Proposition 2.1. Le processus (Zn) est

— récurrent si 2au < u
ᵀ
V (v)u

— transient si 2au > u
ᵀ
V (v)u.

Remarque 2.1. Kawazu [34] obtint le même critère sous des hypothèses plus

faibles : il n’avait pas besoin de Var(A1u) < +∞ et de (2.5). Il a aussi montré

que le processus était récurrent lorsque 2au = u
ᵀ
V (v)u si E

(
X2
i,j log (Xi,j)

)
< +∞

et E (A1 log (A1)) < +∞.

Démonstration. Premièrement, on remarque que

E((ξnu)2
∣∣Fn) = u

ᵀ
V (Zn)u + τ 2 = (Znu)u

ᵀ
V (v)u + u

ᵀ
V (Zn(I − uv))u + τ 2,

ainsi la récurrence et la transience ne dépendent que du signe de 2au− u
ᵀ
V (v)u.

Comme (A1) est vérifiée avec α = 0, c1 = au, h1 = 0, d1 = u
ᵀ
V (v)u, h2(y) =

u
ᵀ
V (y)u, f1 = 0 et f2 = τ 2, et que (A3), (A4) et (A5) sont aussi vérifiées, on doit

juste montrer que l’on a (A2) afin d’appliquer le Théorème 1.

Soit ` ∈ N∗ et (Uk)k∈{1,...,`} des variables aléatoires indépendantes de moyenne

nulle et tels que E
(
|Uk|2+δ

)
< +∞ pour tout k ∈ {1, . . . , `}. On peut appliquer les

inégalités de Marcinkiewicz-Zygmund [54, p. 108] et de Hölder, i.e., il existe R > 0

indépendant de ` tel que

E

∣∣∣∣∣∑̀
k=1

Uk

∣∣∣∣∣
2+δ
 ≤ R E

(∑̀
k=1

U2
k

)1+ δ
2

 ≤ R`
δ
2 E

(∑̀
k=1

|Uk|2+δ

)
.
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Comme on a trois sommes dans ‖ξn‖, on applique trois fois cette dernière inégalité

pour verifier que (A2) soit vraie :

E(‖ξn‖2+δ
∣∣Fn)

≤ 22+δE


 d∑

j=1

 d∑
i=1

(Zn)i∑
k=1

{Xi,j,k,n − E (Xi,j,k,n)}

21+ δ
2 ∣∣∣∣∣Fn


+ 22+δE

(
‖An − a‖2+δ

∣∣Fn)
≤ 22+δd

δ
2E

 d∑
j=1

∣∣∣ d∑
i=1

(Zn)i∑
k=1

{Xi,j,k,n − E (Xi,j,k,n)}
∣∣∣2+δ

∣∣∣∣∣Fn


+ 22+δE
(
‖An − a‖2+δ

∣∣Fn)
≤ 22+δRdδE

 d∑
j=1

d∑
i=1

∣∣∣ (Zn)i∑
k=1

{Xi,j,k,n − E (Xi,j,k,n)}
∣∣∣2+δ

∣∣∣∣∣Fn


+ 22+δE
(
‖An − a‖2+δ

∣∣Fn)
≤ 22+δR2dδE

 d∑
j=1

d∑
i=1

(Zn)
δ
2
i

(Zn)i∑
k=1

|Xi,j,k,n − E (Xi,j,k,n) |2+δ

∣∣∣∣∣Fn


+ 22+δE
(
‖An − a‖2+δ

∣∣Fn) .
On applique maintenant (2.5) pour avoir

E(‖ξn‖2+δ
∣∣Fn) ≤ C

(
d∑
i=1

(Zn)
2+δ

2
i

)
+D

≤ C ′

∣∣∣∣∣uᵀ
d∑
i

(Zn)iΓiu+ τ 2

∣∣∣∣∣
2+δ

= C ′σ2+δ(Zn),

lorsque ‖Zn‖ est suffisamment grand.

Processus de Galton-Watson multitype états-dépendant

Les processus de Galton-Watson états-dépendant ont été introduits pour la

première fois par Klebaner dans [41] et Höpfner dans [27]. Höpfner a comparé la

fonction génératrice de ces processus avec celle d’un processu de Galton-Watson cri-

tique avec immigration afin d’obtenir un critère d’extinction. Cependant, cette idée

ne fonctionne plus dans le cas multitype. D’un point de vue technique, c’est parce

qu’on doit changer les transitions du processus de Galton-Watson multitype avec

immigration d’un nombre infini d’états et on peut changer la nature de la châıne

de Markov (la récurrence ou la transience), tandis qu’en simple type, on ne doit
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changer d’un nombre fini de transitions, ce qui n’altère pas la nature de la châıne.

Klebaner, dans [42, 44], a défini les processus de Galton-Watson multitypes états-

dépendants mais n’a donné qu’une condition suffisante d’extinction. En particulier,

il ne peut pas déterminer s’il y a extinction presque-sûre ou non pour certaines

valeurs des paramètres. Dans cette sous-section, nous donnons un critère qui nous

permet de préciser s’il y a extinction presque-sûre ou non (sauf pour un cas très

particulier).

Comme dans [44], nous définissons un processus de Galton-Watson multitype

états-dépendant Zn à d types par

Zn+1 =

 d∑
i=1

(Zn)i∑
k=1

Xi,j,k,n (Zn)


j∈{1,...,d}

où Xi,j,k,n (z) est le nombre d’enfants de type j du k-ème individu de type i lorsque

le processus est à l’état z à la génération n. Etant donné Zn = z, le k-ème individu

de type i a un vecteur aléatoire d’enfants

(Xi,1,k,n (z) , . . . , Xi,d,k,n (z)) , k = 1, . . . , zi.

Pour chaque n ∈ N, les vecteurs d’enfants de parents distincts sont indépendants. De

plus, lorsque le type i du parent est fixé, les vecteurs des enfants sont identiquement

distribués pour tout n et k, avec une distribution qui ne peut dépendre que de l’état

z. Afin d’alléger les notations, on notera Xi,j à la place de Xi,j,1,1. Soit

M(z) = (E (Xi,j (z)))i,j∈{1,...,d}

la matrice moyenne.

On suppose que

M(z) = M + C(z)

où M est une matrice irréductible à coefficients positifs, de plus grande valeur

propre en module égale à 1 et de vecteurs propres à droite et à gauche normalisés

correspondants u et v, avec vu = u
ᵀ
u = 1, C(z) une matrice à coefficients positifs

et on pose

g(z) = zC(z).

On suppose que

lim
‖z‖→+∞

g(z) = D ∈ Rd
+.

Soit Γi(z) = (Cov (Xi,j (z) , Xi,k (z)))j,k∈{1,...,d} la matrice de covariance du nombre

d’enfants lorsque la population est à l’état z. On suppose que pour tout i ∈
{1, . . . , d}, Γi(z) converge vers Γi lorsque ‖z‖ converge l’infini.

Soit

Ṽ (z) =
d∑
i=1

ziΓi (z) ,
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la matrice conditionnelle de dispersion lorsque la population est à l’état z. On

introduit aussi la quantité

V (z) =
d∑
i=1

ziΓi.

Dès lors, (Zn) vérifie la relation de récurrence

Zn+1 = ZnM + g (Zn) + ξn,

avec

ξn =

 d∑
i=1

(Zn)i∑
k=1

{Xi,j,k,n (Zn)− E (Xi,j,k,n (Zn))}


j∈{1,...,d}

.

On peut aisément vérifier que E
(
ξnu
∣∣Fn) = 0 et

E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) = u
ᵀ
Ṽ (Zn)u = (Znu)u

ᵀ
V (v)u + u

ᵀ
V (Zn(I− uv))u + f(Zn),

où la fonction f est telle que f(x) = o(‖x‖) lorsque ‖x‖ tend vers l’infini.

On suppose qu’il existe δ > 0 et K > 0 tels que pour tout i, j ∈ {1, . . . , d} et

z ∈ Rd
+,

E
(
Xi,j (z)2+δ

)
< K.

Comme dans l’exemple précédent, l’hypothèse (A2) est une conséquence des inégalités

de Marcinkiewicz-Zygmund et de Hölder.

Nous faisons les hypothèses usuelles lorsque l’on considère des processus de popu-

lations : 0 est un état absorbant et tous les états dans Nd \ {0} sont connectés.

Théorème 2.2.

Si
2Du

uᵀV (v)u
< 1

alors le processus s’éteint presque-sûrement.

Si
2Du

uᵀV (v)u
> 1

alors le processus survit avec probabilité non nulle.

On ne peut rien dire dans le cas où lim
r→+∞

2rDu
u
ᵀ
V (rv)u

= 1.

Nous allons maintenant illustrer ce résultat par l’exemple suivant.

Exemple. On reprend l’exemple d’un processus de division cellulaire à deux types

de [44]. On rappelle que Xi,j,k,n(z) est le nombre d’enfants de type j du k-ème

individu de type i à la génération n lors que la population est à l’état z. Comme

précédemment, on écrira Xi,j(z) à la place de Xi,j,1,1(z).

On suppose que Xi,j(z) prend comme valeurs 1 avec probabilité pi,j(z) ou 0 avec

probabilité 1 − pi,j(z) et que l’extinction est possible, c’est à dire que P(Xi,1(z) =
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0, Xi,2(z) = 0) > 0, i ∈ {1, 2}. Soit bi(z) = P(Xi,1(z) = 1, Xi,2(z) = 1), i ∈ {1, 2} et

ai,j(x), i, j ∈ {1, 2}, deux fonctions positives quelconques, ne s’annulant pas pour

x > 0, telles que

M(z) =

(
p 1− p
p′ 1− p′

)
+


c1a1,1(z1)

z1a1,1(z1) + z2a2,1(z2)

c2a1,2(z1)

z1a1,2(z1) + z2a2,2(z2)

c1a2,1(z2)

z1a1,1(z1) + z2a2,1(z2)

c2a2,2(z2)

z1a1,2(z1) + z2a2,2(z2)


où p, p′ ∈ (0, 1). On suppose que bi(z) ∼ bi lorsque ‖z‖ tend vers l’infini.

Avec les notations introduites précédemment, on a

— u = 1√
2

(
1

1

)
et v =

√
2
(

p′

1−p+p′
1−p

1−p+p′

)
— Du = c1+c2√

2

— V (z) = z1

(
p(1− p) b1 − p(1− p)

b1 − p(1− p) p(1− p)

)
+z2

(
p′(1− p′) b2 − p′(1− p′)

b2 − p′(1− p′) p′(1− p′)

)
Corollaire 2.1. Si

c1 + c2 <
p′

1− p+ p′
b1 +

1− p
1− p+ p′

b2

alors le processus s’éteint presque-sûrement.

Si

c1 + c2 >
p′

1− p+ p′
b1 +

1− p
1− p+ p′

b2

alors le processus survit avec probabilité non nulle.

Klebaner, dans [44], prouva l’extinction presque-sûre si c1 + c2 < min(b1, b2) et la

survie avec probabilité non nulle si c1 + c2 > max(b1, b2). Nous avons donc amélioré

son critère car nous avons prouvé que la valeur critique pour c1+c2, celle où on a une

transition de phase, est p′

1−p+p′ b1 + 1−p
1−p+p′ b2. Sauf pour le cas d’égalité, nous avons

donné un critère qui permet de complètement déterminer la nature du processus.

2.1.4 Appendice : construction des fonctions de Lyapounov

Dans cette partie, nous prouvons les Lemmes 2.1 et 2.2. La preuve repose sur le

résultat suivant. Soit

Y n = Xn − (Xnu)v

le vecteur Xn auquel on a retranché la contribution le long du vecteur v.. Par

commodité, nous utiliserons la notation ∆n,k = Xn+ku−Xnu.
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Lemme 2.3. On suppose (A1) et (A2). Il existe c′2 ≥ 0 et d′2 > 0 tels que pour tous

les entiers n, k ≥ 1 et pour tout ε > 0,∣∣E (∆n,k

∣∣Fn)− c1k (Xnu)α
∣∣ ≤ c′2‖Y n‖α + o ((Xnu)α) , (2.6)∣∣E (∆2

n,k

∣∣Fn)− kd1 (Xnu)1+α
∣∣ ≤ d′2‖Y n‖1+α + o

(
(Xnu)1+α) , (2.7)

E
(
|∆n,k|21{∆n,k≥εXnu}

∣∣Fn) = O
(

(Xnu)1+α+α−1
2
δ
)
, (2.8)

avec c′2 = 0 si α ≤ 0.

La preuve de ce lemme s’appuie sur deux autres lemmes que l’on va d’abord

énoncer puis prouver.

Lemme 2.4. On suppose (A1) et (A2). Alors, pour tout α ∈ ]−1, 1[ et pour tous

n, i ∈ N,

E
(
(Xn+iu)α

∣∣Fn) = (Xnu)α + o ((Xnu)α) ,

et

E
(
(Xn+iu)1+α

∣∣Fn) = (Xnu)1+α + o
(
(Xnu)1+α) .

Démonstration. On va d’abord montrer que

E
(
(Xn+iu)γ

∣∣Fn) = (Xnu)γ + o ((Xnu)γ) ,

pour tout γ ∈ [0, 2[ quelque soit la valeur de α.

Le résultat est évident si γ = 0. On va commencer par le cas où 0 < γ ≤ 1. Comme

pour tout réel positif r, (1 + r)γ ≤ 1 + γr, on obtient la majoration

E
(
(Xn+1u)γ

∣∣Fn) ≤ E
(
Xn+1u

∣∣Fn)γ ≤ (Xnu + g (Xn)u)γ

≤ (Xnu)γ + γg (Xn)u (Xnu)γ−1 .

En utilisant l’inégalité (1 + r)γ ≥ 1 − |r|γ, qui est vraie pour tout r ≥ −1, et

l’inégalité suivante, pour tout s > 0, k ∈ N∗ et ai > 0 pour tout i ∈ 1, . . . , k,(
k∑
i=1

ai

)s

≤ ks

(
d∑
i=1

asi

)
, (2.9)

on obtient la minoration suivante

E
(
(Xn+1u)γ

∣∣Fn) ≥ E
(
(Xnu)γ − |g (Xn)u + ξnu|γ

∣∣Fn)
≥ (Xnu)γ − 2γ (g (Xn)u)γ − 2γE

(
|ξnu|γ

∣∣Fn) .
Comme g (Xn)u = O ((Xnu)α) car ‖y‖ = O(‖x‖) car u et v sont à coordonnées

strictement positives, et en utilisant

E
(
|ξnu|γ

∣∣Fn) ≤ E
(
|ξnu|2

∣∣Fn) γ2 = O
(

(Xnu)
(1+α)γ

2

)
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on obtient

E
(
(Xn+1u)γ

∣∣Fn) = (Xnu)γ + o ((Xnu)γ) .

On va maintenant traiter le cas où γ ∈]1, 2]. Comme pour tout réel r ≥ −1, on a

(1 + r)γ ≤ 1 + 2γ−1|r|γ + 2γ|r|,

on obtient que

E
(
(Xn+1u)γ

∣∣Fn) ≤ (Xnu)γ + 2γ−1E
(
|g (Xn)u + ξnu|γ

∣∣Fn)
+ 2γ (Xnu)γ−1 E

(
|g (Xn)u + ξnu|

∣∣Fn)
≤ (Xnu)γ +O

(
(Xnu)

(1+α)γ
2

)
+O

(
(Xnu)γ+α−1

2

)
.

La minoration est une conséquence triviale de l’inégalité de Jensen et de la positivité

de g :

E
(
(Xn+1u)γ

∣∣Fn) ≥ E
(
Xn+1u

∣∣Fn)γ ≥ (Xnu)γ .

On a donc montré que

E
(
(Xn+1u)γ

∣∣Fn) = (Xnu)γ + o ((Xnu)γ) , (2.10)

pour γ ∈ [0, 2[. On doit maintenant prouver que

E
(
f(Xn+1u)

∣∣Fn) = o ((Xnu)γ) , (2.11)

pour γ > 0 si f est une fonction à valeurs réelles telle que f(r) = o (rγ) lorsque r

tend vers l’infini. On rappelle que f(r) = o (rγ) si et seulement si pour tout ε > 0

il existe Cε > 0 tel que |f(r)| ≤ εrγ + Cε car γ > 0.

Soit f une fonction à valeurs réelles telle que f(r) = o(rγ), ε > 0 et Cε > 0 tels que

|f(r)| ≤ εrγ + Cε. Par (2.10),

E(|f(Xn+1u)|
∣∣Fn) ≤ E(ε(Xn+1u)γ + Cε

∣∣Fn)

≤ ε(Xnu)γ + Cε + εo((Xnu)γ)

≤ 2ε(Xnu)γ + Cε + C1.

Ainsi, on a bien (2.11). Comme on a les égalités (2.10) et (2.11), on a bien le résultat

du lemme par récurrence.

On termine la preuve par le cas où −1 < α < 0. La minoration est là aussi une

conséquence immédiate de l’inégalité de Jensen :

E
(
(Xn+1u)α

∣∣Fn) ≥ (Xnu + g(Xn)u)α

≥ (Xnu)α + αg(Xn)u (Xnu)α−1 .
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Pour la majoration, on commence par majorer la probabilité que Xn+1u est plus

petit que Xnu
2

par l’inégalité de Markov :

P
(
Xn+1u ≤

Xnu

2

∣∣Fn) = P
(
ξnu ≤ −

Xnu

2
− g(Xn)u

∣∣Fn)
≤ P

(
ξnu ≤ −

Xnu

2

∣∣Fn) ≤ P
(

(ξnu)2 ≥ (Xnu)2

4

∣∣Fn)
≤ 4E ((ξnu)2|Fn)

(Xnu)2
≤ K(Xnu)α−1.

Dès lors, comme pour tout r > −1
2
, (1 + r)α ≤ 1 + 4−α|r| et comme Xnu ≥ 3, on

a que

E
(
(Xn+1u)α

∣∣Fn) = E
(

(1{Xn+1u≤Xnu
2
} + 1{Xn+1u>

Xnu
2
}) (Xn+1u)α

∣∣Fn)
≤ P

(
Xn+1u ≤

Xnu

2

∣∣Fn)
+ E

(
(Xnu)α

(
1 + 4−α

|g(Xn)u + ξnu|
Xnu

) ∣∣Fn)
≤ (Xnu)α +O((Xnu)α−1) +O((Xnu)

3α−1
2 ).

On conclut de la même manière que précédemment, en utilisant que f(r) = o (rα) si

et seulement si pour tout ε > 0 il existe Cε > 0 tel que |f(r)| ≤ εrα +Cεr
−1+α

2 .

Lemme 2.5. On suppose (A1) et (A2). Pour tout γ ∈ [0, 2] il existe C ≥ 0 tel que

pour tout k, n ∈ N
k−1∑
i=0

E
(
‖Y n+i‖γ

∣∣Fn) ≤ C‖Y n‖γ + o ((Xnu)γ) ,

où le terme o ((Xnu)γ) dépend de k.

Démonstration. On commence par écrire la relation de récurrence satisfaite par Y n

en utilisant (2.1) :

Y n+1 = Y nM + g (Xn) (I− uv) + ξn (I− uv)

= Y n (M − uv) + g (Xn) (I− uv) + ξn (I− uv)

car Y nu = 0. Ainsi

Y n+i = Y n (M − uv)i +
i−1∑
j=0

(g (Xn+j) + ξn+j) (I− uv) (M − uv)i−1−j .

Le théorème de Perron-Frobenius nous assure que le rayon spectral λ de M − uv

est strictement plus petit que 1. Soit λ1 ∈ (λ, 1). On rappelle que par la formule de

Gelfand (voir [28, p. 349]), on a que

λ = lim
m→∞

‖(M − uv)m‖1/m,
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pour toute norme de matrice. Ainsi, il existe une constante C qui ne dépend pas de

i telle que

‖Y n+i‖ ≤ C

(
λi1‖Y n‖+

i−1∑
j=0

(‖g (Xn+j) ‖+ ‖ξn+j‖)

)
.

Ainsi, par (2.9), on obtient que

‖Y n+i‖γ ≤ C2γλγi1 ‖Y n‖γ + C4γ
i−1∑
j=0

iγ (‖g (Xn+j) ‖γ + ‖ξn+j‖γ) .

Comme

E
(
‖g (Xn+j) ‖γ

∣∣Fn) = O ((Xnu)αγ) et E
(
‖ξn+j‖γ

∣∣Fn) = O
(

(Xnu)
(1+α)γ

2

)
,

par (A2), on a en sommant que

k−1∑
i=0

E
(
‖Y n+i‖γ

∣∣Fn) ≤ C2γ
1

1− λγ1
‖Y n‖γ + o ((Xnu)γ) .

Preuve du Lemme 2.3. On commence par l’inégalité (2.6).

La preuve est une conséquence directe des lemmes 2.4 et 2.5 et de l’inégalité (A1) :

E
(
∆n,k

∣∣Fn) ≤ E

(
k−1∑
i=0

g (Xn+i)u
∣∣Fn)

≤ E

(
k−1∑
i=0

c1 (Xn+iu)α + c2‖Y n+i‖α + f1 (Xn+i)
∣∣Fn)

≤ kc1 (Xnu)α + C ′‖Y n‖α + o ((Xnu)α) ,

pour α ≤ 0, on a c2 = 0 et donc C ′ = 0. Pour la minoration, on fait la même

démonstration que ci dessus avec −c2 à la place de c2.

Prouvons maintenant l’inégalité (2.7). Comme pour (2.6), le point important est de

montrer que d′2 ne dépend pas de k. En utilisant les lemmes 2.4 et 2.5 et l’inégalité

(A1), on a que

E
(
|∆n,k|2

∣∣Fn) = E

(k−1∑
i=0

{g (Xn+i)u + ξn+iu}

)2 ∣∣∣∣Fn


≤ E

k−1∑
i=0

(ξn+iu)2 +

(
k−1∑
i=0

g (Xn+i)u

)2 ∣∣∣∣Fn


+ 2E

((
k−1∑
i=0

ξn+iu

)(
k−1∑
i=0

g (Xn+i)u

)∣∣∣∣Fn
)

≤ kd1 (Xnu)1+α + d2‖Y n‖1+α + o
(
(Xnu)1+α)

+O
(
(Xnu)2α)+O

(
(Xnu)

1+α
2

+α
)
,
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les trois premiers termes viennent des E
(
(ξn+iu)2

∣∣Fn), le second terme des E
(
(g(Xn+i)u)2

∣∣Fn)
et le dernier terme de l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur les doubles produits. La

preuve de la minoration est identique. Terminons la preuve du lemme par l’inégalité

(2.8).

Par l’inégalité de Markov :

E
(
|∆n,k|21{∆n,k≥εXnu}

∣∣∣Fn)
≤ E

(
|∆n,k|21{(∆n,k)

δ
≥(εXnu)δ

}∣∣∣Fn)
≤ E

(
|∆n,k|2+δ

(εXnu)δ

∣∣∣Fn)

≤ (2k)2+δ

(εXnu)δ
E

(
k−1∑
i=0

|g (Xn+i)u|2+δ + |ξn+iu|2+δ
∣∣∣Fn) .

Comme E
(
|g (Xn+i)u|2+δ

∣∣Fn) = O
(

(Xnu)2α+αδ
)

par le Lemme 2.4 et

E
(
|ξn+iu|2+δ

∣∣∣Fn) = O
(

(Xnu)1+α+ 1+α
2
δ
)

par (A2), on a que

E
(
|∆n,k|21{∆n,k≥εXnu}

∣∣Fn)
≤ (2k)2+δ

(εXnu)δ

(
e1 (k) (Xnu)2α+αδ + e2 (k) (Xnu)1+α+ 1+α

2
δ
)

≤ e′1 (k, ε) (Xnu)1+α+α−1
2
δ ,

qui est bien l’inégalité voulue.

Nous allons maintenant prouver les Lemmes 2.1 et 2.2.

Preuve du Lemme 2.1. On rappelle d’abord une inégalité prouvée dans [36] :

Si ε > 0, x > 0 et h > −x, alors

log (x+ h) ≤ log x+
h

x
−

h21{h≤εx}

2 (1 + ε)x2
. (2.12)

Soit k ∈ N et ε > 0, que l’on fixera plus tard. On applique l’inégalité (2.12) avec

x = Xnu et h = ∆n,k :

E
(
log (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤
log (Xnu) +

E
(
∆n,k

∣∣Fn)
Xnu

−
E
(
|∆n,k|2

∣∣Fn)
2 (1 + ε) (Xnu)2 +

E
(
|∆n,k|21{∆n,k>εXnu}

∣∣Fn)
2 (1 + ε) (Xnu)2 .
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En utilisant les inégalités (2.6), (2.7) et (2.8) du Lemme 2.3, on obtient

E
(
log (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤
log (Xnu) +

c1k (Xnu)α + c′2‖Y n‖α + o ((Xnu)α)

Xnu

−
kd1 (Xnu)1+α − d′2‖Y n‖1+α + o

(
(Xnu)1+α)

2 (1 + ε) (Xnu)2 +
O
(

(Xnu)1+α+α−1
2
δ
)

2 (1 + ε) (Xnu)2 .

D’après le théorème de Perron-Frobenius (voir [61]), toutes les coordonnées de u

sont strictement positives. Dès lors, par définition de Y n, il existe b > 0 tel que

pour tout n,

‖Y n‖ ≤ bXnu. (2.13)

On obtient ainsi

E
(
log (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤
log (Xnu) +

c1k (Xnu)α + c′2b
α (Xnu)α + o ((Xnu)α)

Xnu

−
kd1 (Xnu)1+α − d′2b1+α (Xnu)1+α + o

(
(Xnu)1+α)

2 (1 + ε) (Xnu)2 +
O
(

(Xnu)1+α+α−1
2
δ
)

2 (1 + ε) (Xnu)2 .

On choisit d’abord ε > 0 tel que c1 <
d1

2(1+ε)
. Ensuite, on choisit k tel que

k

(
c1 −

d1

2 (1 + ε)

)
+ c′2b

α +
d′2b

1+α

2 (1 + ε)
< 0.

Ainsi, il existe s > 0 tel que,

E
(
log (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤ log (Xnu) , si Xnu > s.

Preuve du Lemme 2.2. Nous rappelons une autre inégalité donnée dans [36]. Pour

x ≥ 3, soit

L (x) = (log x)−1 .

Il existe C2 > 0 tel que pour tout x ≥ 3, h > 3− x et 0 < δ ≤ 1 alors

L (x+ h) ≤ L (x) + L′ (x)h+
L′′ (x)h2

2
+ C2

|h|2+δ

(log x)2 x2+δ
+ 1{h≤−x2}. (2.14)

Comme dans le premier cas, nous prouvons que E
(
L (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤ L (Xnu) un

certain entier k fixé et Xnu assez grand.
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On applique l’inégalité (2.14) avec x = Xnu, h = ∆n,k et k un entier que l’on fixera

plus tard afin d’obtenir

E
(
L (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤
L (Xnu)−

E
(
∆n,k

∣∣Fn)
(Xnu) (log (Xnu))2 +

E
(
|∆n,k|2

∣∣Fn)
2 (Xnu)2 (log (Xnu))2

+
2E
(
|∆n,k|2

∣∣Fn)
2 (Xnu)2 (log (Xnu))3 + C2

E
(
|∆n,k|2+δ

∣∣Fn)
(log (Xnu))2 (Xnu)2+δ

+ E
(
1{∆n,k≤−Xnu

2 }
∣∣Fn) .

Nous commençons par cette inégalité

E
(
1{∆n,k≤−Xnu

2 }

∣∣∣∣Fn) ≤ E

122+δ
|∆n,k|2+δ

(Xnu)2+δ ≥1


∣∣∣∣Fn


≤ E

(
22+δ |∆n,k|2+δ

(Xnu)2+δ

∣∣Fn) ,
qui est une conséquence immédiate de l’inégalité de Markov. On utilise maintenant

l’inégalité (2.9) et le fait que, d’après (A1) et (A2) il existe des réels positifs A et

B tels que

E
(
|g (Xn+i)u|2+δ

∣∣Fn) ≤ A (Xnu)α(2+δ) ,

et

E
(
|ξn+iu|2+δ

∣∣Fn) ≤ B (Xnu)(
α+1

2 )(2+δ) ,

afin d’obtenir la borne supérieure suivante

E
(
|∆n,k|2+δ

∣∣Fn) ≤ (2k)2+δE

(
k−1∑
i=0

|g (Xn+i)u|2+δ + |ξn+iu|2+δ
∣∣Fn)

≤ C3(k) (Xnu)(
α+1

2 )(2+δ) .

Dès lors, il existe une constante C4(k) telle que

E
(
1{∆n,k≤−Xnu

2 }
∣∣Fn) ≤ C4(k) (Xnu)(

α−1
2 )(2+δ) .

Nous utilisons maintenant les inégalités (2.6), (2.7) et (2.8) du Lemme 2.3 et
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l’inégalité (2.13) :

E
(
L (Xn+ku)

∣∣Fn)
≤ L (Xnu)− (c1k (Xnu)α − c′2‖Y n‖α + o ((Xnu)α))

(Xnu) (log (Xnu))2

+

(
kd1 (Xnu)1+α + d′2‖Y n‖1+α + o

(
(Xnu)1+α))

2 (Xnu)2 (log (Xnu))2

+
2
(
kd1 (Xnu)1+α + d′2‖Y n‖1+α + o

(
(Xnu)1+α))

2 (Xnu)2 (log (Xnu))3

+ C2

O
(

(Xnu)1+α+α−1
2
δ
)

(log (Xnu))2 (Xnu)2+δ
+ C4(k) (Xnu)

(α−1)(2+δ)
2

≤ L (Xnu) +
k
(
d1

2
− c1

)
+ b′2

(Xnu)1−α (log (Xnu))2 + o

(
1

(Xnu)1−α (logXnu)2

)
,

avec b′2 = b1+αd′2/2 + bαc′2.

Comme d1/2 < c1, on choisit k de sorte que

k

(
d1

2
− c1

)
+ b′2 < 0.

Ainsi, il existe un réel s > 0 tel que,

E
(
L (Xn+ku)

∣∣Fn) ≤ L (Xnu) , si Xnu > s.

2.1.5 Exemple d’une métapopulation avec deux parcelles

On prend ici l’exemple d’une métapopulation avec deux parcelles. On notera

(Xn)1 la taille de population vivant sur la première parcelle à la génération n et

(Xn)2 celle vivant sur la deuxième parcelle. On suppose que tous les individus

vivant sur la même parcelle se reproduisent de manière indépendante et même loi,

on notera Ai,k,n(xi) le nombre d’enfants du k-ième individu à la génération n vivant

sur la parcelle i sachant qu’il y a xi individus sur la parcelle i. On pose mi(x) =

E(Ai,k,n(x)) et bi(x) = Var(Ai,k,n(x)) et on suppose qu’il existe deux constantes

positives ci et bi telles que

mi(x) = 1 +
ci
x
,

et

lim
x→∞

bi(x) = bi.

Chaque enfant peut migrer vers l’autre parcelle ou rester sur sa parcelle d’origine.

On pose pi,j la probabilité pour un enfant né sur la parcelle i de migrer vers la

parcelle j. On obtient alors l’équation de récurrence suivante

Xn+1 = XnP +
(
c1 c2

)
P + ξn,
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où P = (pi,j)i,j∈{1,2}, ξn est tel que E(ξn
∣∣Xn) = 0. On pose

u =
1√
2

(
1

1

)
et

v =
√

2
(

p2,1

p1,2+p2,1

p1,2

p1,2+p2,1

)
les vecteurs propres à droite et à gauche, normalisés, associés à la valeur propre 1

de la matrice P . On remarque que l’on a

E((ξnu)2
∣∣Xn) = ((Xn)1b1((Xn)1) + (Xn)2b2((Xn)2))/2.

On peut donc appliquer le Théorème 2.2 et obtenir le critère suivant.

Proposition 2.2. On pose γ = p2,1

p1,2+p2,1
.

Si

2(c1 + c2) < γb1 + (1− γ)b2

alors la population s’éteint presque-sûrement.

Si

2(c1 + c2) > γb1 + (1− γ)b2

alors population peut persister (et dans ce cas sa taille va tendre vers l’infini) avec

probabilité non nulle.

Si γ = 1/2 alors cela veut dire que p1,2 = p2,1 donc que les taux de migration

sont les mêmes. Si γ > 1/2, alors p1,2 < p2,1, le taux de migration de la parcelle 1

vers la parcelle 2 est plus faible que le taux de migration de 2 vers 1. Si γ < 1/2,

c’est le contraire.

S’il n’y a pas de migration, alors la population de la parcelle i s’éteint presque-

sûrement si 2ci/bi < 1. Dans ce cas, la parcelle i est de type puits. Dès lors, on

peut trouver des paramètres bi, ci et pi,j tels que la population de chaque parcelle,

sans la possibilité de migrer, s’éteint presque-sûrement, c’est à dire 2ci/bi < 1, mais

pourtant la métapopulation peut persister, c’est à dire 2(c1 + c2) > γb1 + (1− γ)b2.

Plaçons nous dans ce cadre afin de regarder le rôle de la migration dans la persis-

tance. On pose θi = 2ci/bi, la condition de persistance devient

θ1b1 + θ2b2 > γb1 + (1− γ)b2.

On fixe les θi et bi et on va faire varier γ.

Proposition 2.3. Si

θ1b1 + θ2b2 > max(b1, b2),

alors quelque soit γ, on a persistance avec probabilité non nulle.

Si

θ1b1 + θ2b2 < min(b1, b2),
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alors quelque soit γ, on a extinction presque-sûre.

Sinon, en supposant par exemple que b2 < b1 et en posant

γ0 =
θ1b1 − (1− θ2b2)

b1 − b2

,

si γ < γ0 alors on a persistance avec probabilité non nulle, et si γ > γ0 alors on a

extinction presque-sûre.

On observe donc que les taux de migration peuvent influencer le comportement

qualitatif du processus et en particulier permettre la persistance d’une métapopulation

composée de deux parcelles de types puits.
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Chapitre 3

Convergence en loi d’une transformée du

processus dans le cas transient

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au modèle du chapitre précédent dans

le cas où le processus tend vers l’infini. Le but est de normaliser le processus afin

d’obtenir une converge en loi vers un objet limite. Dans une première partie, nous

montrons la convergence en loi de notre processus vers un vecteur aléatoire de

direction déterministe et de longueur suivant une loi Gamma généralisée, c’est-à-

dire la loi d’une variable qui suit une loi Gamma à une certaine puissance. Dans

une deuxième partie, nous donnons d’abord une généralisation du résultat du Cha-

pitre précédent due à Kersting [39] puis nous conjecturons la convergence d’une

fonction de notre processus, renormalisé en temps, vers la solution d’une équation

différentielle stochastique, un processus de Bessel carré. Ce dernier résultat est un

travail en cours avec Götz Kersting.

3.1 Limite vers une loi Gamma généralisée

3.1.1 Introduction

Dans cette partie, nous nous inspirons de [43] et [44] pour prouver la convergence

en loi du processus défini précédemment vers une loi Gamma généralisée. Cette

convergence a lieu lorsque P(‖Xn‖ → ∞) > 0.

On rappelle que l’on considère une suite de vecteurs aléatoires Xn, à valeurs

dans Rd
+, qui satisfont la relation de récurrence suivante

Xn+1 = XnM + g (Xn) + ξn , n ∈ N,

où M est une matrice irréductible d × d à coefficients positifs de rayon spectral

ρ = 1, g : Rd
+ → Rd

+ une fonction telle que ‖g(x)‖ = o(‖x‖) lorsque ‖x‖ tend
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vers l’infini, et (ξn) une suite de vecteurs aléatoires (à valeurs dans Rd) telle que

presque-sûrement

E
(
ξn
∣∣Fn) = 0

où {Fn, n ∈ N} est la filtration naturelle associée à (Xn). Nous supposons que

X0 ∈ Rd
+ et que les vecteurs aléatoires ξn sont tels que pour tout n, Xn est à

valeur dans Rd
+ presque-sûrement. Nous définissons les vecteurs propres à droite et

à gauche normalisés associés à ρ par u et v de sorte que vu = u
ᵀ
u = 1. Nous

supposons que la suite (Xn) vérifie une forme faible de la propriété de Markov.

Plus précisément, nous supposons que E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) est une fonction de Xn et on

notera

σ2 (Xn) = E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) .
On rappelle que pour un vecteur colonne x, on note

y = x (I− uv) .

On reprend les hypothèses du Chapitre précédent.

Nous supposons qu’il existe un réel α tel que −1 < α < 1, des réels ci, di et des

fonctions à valeurs réelles fi et hi définies sur Rd, i ∈ {1, 2}, tels que{
g (x)u = c1 (xu)α + h1 (y) + f1 (x)

σ2 (x) = d1 (xu)1+α + h2 (y) + f2 (x)
(A1)

pour tout x ∈ Rd
+, avec h1 ≡ 0 si α ≤ 0 et
|h1 (y) | ≤ c2‖y‖α

|h2 (y) | ≤ d2‖y‖1+α

f1 (x) = o ((xu)α) lorsque ‖x‖ → +∞
f2 (x) = o

(
(xu)1+α) lorsque ‖x‖ → +∞,

où ‖.‖ correspond à la norme euclidienne sur Rd.

Pour être dans le cas où P(‖Xn‖ → ∞) > 0, on suppose que c1 > d1/2.

Nous supposons qu’il existe δ > 0 et A1 > 0 tels que

E
(

(‖ξn‖)2+δ
∣∣Fn) ≤ A1σ

2+δ (Xn) . (A2)

Aussi, nous avons besoin d’une hypothèse pour permettre au processus d’aller

vers l’infini

∀C > 0,∃n ∈ N tel que P (Xnu ≥ C) > 0. (A3)

Enfin, nous ajoutons deux autres hypothèses sur les fonctions g et σ2 pour avoir

que Xn puisse tendre vers l’infini avec probabilité non nulle. Premièrement, nous

supposons que g(x)u n’atteint pas 0 :
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Il existe s1 > 0 tel que pour tout a, b > 0 tels que s1 < a < b < ∞, si xu ∈ (a, b)

alors ∃ε > 0 tel que

g(x)u > ε, (A4)

et deuxièmement, que σ2 est finie :

∀a > 0, sup
‖x‖<a

σ2(x) <∞. (A5)

En plus de ces hypothèses, suffisantes pour que P(‖Xn‖ → ∞) > 0, nous ferons

quelques hypothèses supplémentaires. On supposera que 0 est le seul état absorbant

et que Xn vérifie la propriété de dichotomie suivante :

1{Xn 6=0} → 1{Xn→∞} p.s.

On supposera de plus que (ξnu) possède des moments de tout ordre et qu’il existe

des fonctions rk (x) telles que pour k ≥ 3

E
(
|ξnu|k

∣∣Fn) ≤ rk (Xn) p.s. (3.1)

et les rk (x) satisfont

rk (x) = o
(

(xu)k+α−1
)
. (3.2)

Dans le cas de la dimension 1, Kersting [37] a montré la convergence en loi vers une

loi Gamma du processus dans le cas où la fonction g n’est pas polynomiale et sans

supposer l’existence de moments de tout ordre pour ξn en utilisant une méthode

de troncature. Il est sans doute possible de faire de même pour le cas multitype.

Néanmoins, cela amène de lourdes difficultés techniques supplémentaires.

On obtient le résultat suivant.

Théorème 3.1. Soit q = P (‖Xn‖ → ∞).

Alors, Xn/n
1

1−α converge loi vers un vecteur aléatoire vW de direction non aléatoire

v, et de longueur aléatoire W . W a un atome de taille 1− q à l’origine et W 1−α a

pour densité q fois la densité d’une loi Gamma de paramètres 2c1−d1α
d1−d1α

et 2
d1(1−α)2 .

Remarque 3.1. On a donc l’approximation Xn ' n
1

1−αWv lorsque n est grand.

Comme n
1

1−α correspond à l’ordre de grandeur du processus déterministe associé à

Xn, on remarque que l’on a un perturbation multiplicative.

On va reprendre la preuve par la méthode des moments de [43], mais on doit

montrer que les termes supplémentaires en ‖Y n‖ sont negligeables. On va commen-

cer par énoncer et prouver quelques résultats intermédiaires.
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3.1.2 Preuve du théorème 3.1

On rappelle que

Y n+1 = Y n (M − uv) + g (Xn) (I − uv) + ξn (I − uv) ,

et le rayon spectral λ de M −uv est plus petit que 1. Soit λ1 ∈ (λ, 1), il existe une

norme ‖.‖ telle que pour tout x ∈ Rd,

‖x (M − uv) ‖ ≤ λ1‖x‖.

Lemme 3.1. Pour tout k > 0, pour tout n ∈ N, on a

E
(

(Xn+1u)k
)

=

(
c1k + d1

(
k

2

)) n∑
j=0

E
[
(Xju)k+α−1

1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

kE
[
(Xju)k−1 h1 (Y j)1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

(
k

2

)
E
[
(Xju)k−2 h2 (Y j)1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

E
(
Rk,j1{Xj 6=0}

)
+ E

(
(X0u)k

)
, (3.3)

où Rk,j = o((Xju)kα−1).

Démonstration. On rappelle un premier résultat de [43]. Pour tout k ≥ 0, x ≥ −1,

tout entier m,

(1 + x)k =
m−1∑
j=0

(
k

j

)
xj + rm (x) , (3.4)

où rm (x) est le reste. Si k < m, alors pour tout x ≤ −1,

|rm (x) | < C|x|m (3.5)

et si k ≥ m, alors pour tout x ≥ −1,

|rm (x) | < C
(
|x|m + |x|k

)
. (3.6)

On pose δXnu = Xn+1u−Xnu
Xnu

. On a immédiatement que δXnu ≥ −1 et par (3.4)

avec m = 3

(Xn+1u)k = (Xnu)k (1 + δXnu)k

= (Xnu)k + k (Xnu)k−1 g (Xn)u + d1

(
k

2

)
(Xnu)k−2 (ξnu)2

+

(
k (Xnu)k−1 + 2

(
k

2

)
(Xnu)k−2 g (Xn)u

)
ξnu

+

(
k

2

)
(Xnu)k−2 (g (Xn)u)2 + (Xnu)k r (δXnu) .
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En prenant l’espérance et par (A1), on obtient

E
(

(Xn+1u)k
∣∣Fn) = (Xnu)k + c1k (Xnu)k+α−1 + k (Xnu)k−1 h1 (Y n)

+ d1

(
k

2

)
(Xnu)k+α−1 +

(
k

2

)
(Xnu)k−2 h2 (Y n)

+ (Xnu)k E
(
r (δXnu)

∣∣Fn)+ o
(

(Xnu)k+α−1
)
,

si Xnu > 0. Si Xnu = 0 alors E
(
Xn+1u

∣∣Fn) = 0. On calculera l’espérance du

terme de reste après.

Pour 0 < k < 3 on utilise la borne (3.5) avec m = 3 ainsi que l’inégalité |a+ b|m <

C (|a|m + |b|m) et on a

(Xnu)k |r (δXnu) | < C (Xnu)k |δXnu|3 < C (Xnu)k−3 ((g (Xn)u)3 + |ξnu|3
)
.

Ainsi, comme r3 (x) = o
(
(xu)2+α), on a que

(Xnu)k |E (r (δXnu))| ≤ o
(

(Xnu)k−3(1−α)
)

+o
(

(Xnu)k+α−1
)

= o
(

(Xnu)k+α−1
)
.

Pour k ≥ 3, on a par (3.6)

(Xnu)k |r (δXnu) | < C (Xnu)k−3 ((g (Xn)u)3 + |ξnu|3
)
+C

(
(g (Xn)u)k + |ξnu|k

)
.

Dès lors, on obtient aussi que

(Xnu)k |E (r (δXnu))| ≤ o
(

(Xnu)k+α−1
)

+ o
(

(Xnu)kα
)

= o
(

(Xnu)k+α−1
)
.

Donc pour tout k > 0

E
(

(Xn+1u)k
∣∣Fn) =

(
(Xnu)k + c1k (Xnu)k+α−1 + k (Xnu)k−1 h1 (Y n)

+ d1

(
k

2

)
(Xnu)k+α−1

+

(
k

2

)
(Xnu)k−2 h2 (Y n) +Rk,n

)
1{Xnu>0},

avec Rk,n = o
(

(Xnu)kα−1
)

. En passant à l’espérance et en itérant, on obtient

E
(

(Xn+1u)k
)

=

(
c1k + d1

(
k

2

)) n∑
j=0

E
[
(Xju)k+α−1

1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

kE
[
(Xju)k−1 h1 (Y j)1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

(
k

2

)
E
[
(Xju)k−2 h2 (Y j)1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

E
(
Rk,j1{Xj 6=0}

)
+ E

(
(X0u)k

)
.
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Pour démontrer le théorème, nous utiliserons cette égalité en montrant que les

trois derniers termes du membre de droite sont négligeables par rapport au premier.

On pose

γ =
min (α, 1− α)

3
.

Lemme 3.2. Soit ε > 0 tel que

λ1

1− ε
< 1.

Pour tout n ∈ N, il existe K > 0 tel que

E
((

Xnu

Xn+1u

)γ
1{Xn+1 6=0}

∣∣Fn) ≤ K (Xnu)α+γ−1 + (1− ε)−γ , p.s.

Démonstration. Soit s > 0, tel que si Xnu > 0 alors Xnu > s.

E
(
(Xn+1u)−γ 1{Xn+1 6=0}

∣∣Fn)
= E

(
(Xnu + g (Xn)u + ξnu)−γ 1{Xn+1 6=0}1{ξn<−εXnu}

∣∣Fn)
+ E

(
(Xnu + g (Xn)u + ξnu)−γ 1{Xn+1 6=0}1{ξn≥−εXnu}

∣∣Fn)
≤ E

(
s−γ1{Xn 6=0}1{ξn<−εXnu}

∣∣Fn)+ (1− ε)−γ (Xnu)−γ 1{Xn 6=0}

≤
(
s−γP

(
(ξnu)2 > (εXnu)2

∣∣Fn)+ (1− ε)−γ (Xnu)−γ
)
1{Xn 6=0}

≤

(
K (Xnu)1+α

(Xnu)2 + (1− ε)−γ (Xnu)−γ
)
1{Xn 6=0}

≤
(
K (Xnu)α−1 + (1− ε)−γ (Xnu)−γ

)
1{Xn 6=0}.

Ainsi,

E
((

Xnu

Xn+1u

)γ ∣∣Fn) ≤ K (Xnu)α+γ−1 + (1− ε)−γ .

Lemme 3.3. Supposons X0 déterministe, alors on a

lim
n→∞

E
(
‖ξn‖γ

(Xn+1u)γ
1{Xn+1 6=0}

)
= 0.

Démonstration. On découpe d’abord l’espérance sur deux ensembles disjoints :

{−1
2
Xnu < ξnu} et {−1

2
Xnu ≥ ξnu}.

E
(
‖ξn‖γ (Xn+1u)−γ 1{Xn+1 6=0}1{− 1

2
Xnu<ξnu}

)
≤ E

(
2γ‖ξn‖γ (Xnu)−γ 1{Xn 6=0}

)
≤ CE

(
(Xnu)γ(

1+α
2
−1) 1{Xn 6=0}

)
≤ o(1),
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parce que 1+α
2
− 1 < 0 et par convergence dominée car 1{Xi 6=0} → 1{Xi→∞}.

Pour le second terme, on choisit d’abord p tel que p > γ 1+α
1−α et p+ γ < 2 ce qui est

possible car γ < 1−α
3

. On obtient ainsi

E
(
‖ξn‖γ (Xn+1u)−γ 1{Xn+1 6=0}1{− 1

2
Xnu≥ξnu}

)
≤ CE

(
‖ξn‖γ+p (Xnu)−p 1{Xn 6=0}

)
≤ CE

(
(Xnu)γ+p( 1+α

2 )−p 1{Xn 6=0}

)
≤ o(1),

par les mêmes arguments. D’où le résultat souhaité.

Le lemme suivant nous permet de montrer que les termes en

E
[
(Xju)k−1 h1 (Y j)1{Xj 6=0}

]
et E

[
(Xju)k−2 h2 (Y j)1{Xj 6=0}

]
du Lemme 3.1 sont

négligeables par rapport à E
[
(Xju)k 1{Xj 6=0}

]
, pour k = 1−α. Ceci nous permettra

de montrer l’initialisation de la récurrence dans la preuve du Théorème 3.1.

Lemme 3.4. Pour tout x0 ∈ Rd
+ tel que P(X0 = x0) = 1, on a

lim
n→∞

E
(
(Xnu)−α ‖Y n‖α21{Xn 6=0}

)
= 0.

Démonstration. Comme Rd est dimension finie, les normes sont équivalentes, et

donc il existe a > 0 tel que pour tout x ∈ Rd,

‖x‖2 ≤ a‖x‖.

Ainsi, il est suffisant de prouver que

E
(
(Xnu)−α ‖Y n‖α1{Xn 6=0}

)
= o (1) .

Comme il existe a1 > 0 tel que

‖y‖ ≤ a1‖x‖, (3.7)

il est suffisant de prouver que

E
(
(Xnu)−γ ‖Y n‖γ1{Xn 6=0}

)
= o (1) .

Soit un la suite déterministe définie par

un = E
((
‖Y n‖
Xnu

)γ
1{Xn 6=0}

)
.

On va prouver qu’il existe une suite (vn)n∈N telle que

un+1 ≤ run + vn,

avec r ∈ (0, 1) et

lim
n→∞

vn = 0,
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ce qui implique que lim
n→∞

un = 0. On utilise d’abord le Lemme 3.2.

un+1 ≤ E
(
λγ1‖Y n‖γ + ‖g (Xn) ‖γ + ‖ξn‖γ

(Xn+1u)γ
1{Xn+1 6=0}

)
≤ E

(
λγ1‖Y n‖γ

(Xnu)γ

(
Xnu

Xn+1u

)γ
1{Xn+1 6=0}

)
+ E

(
‖g (Xn) ‖γ + ‖ξn‖γ

(Xn+1u)γ
1{Xn+1 6=0}

)
≤
(

λ1

1− ε

)γ
un +K ′E

(
(Xnu)α+γ−1

1{Xn 6=0}
)

+ E
(
‖g (Xn) ‖γ + ‖ξn‖γ

(Xn+1u)γ
1{Xn+1 6=0}

)
.

Pour finir la preuve, on a besoin que

K ′E
(
(Xnu)α+γ−1

1{Xn 6=0}
)

+ E
(
‖g (Xn) ‖γ + ‖ξn‖γ

(Xn+1u)γ
1{Xn+1 6=0}

)
→
n→∞

0.

Pour le premier terme, comme α + γ − 1 < 0 et 1{Xi 6=0} −→
i→∞

1{Xn −→
n→∞

∞}, par

convergence dominée E
(
(Xnu)α+γ−1

1{Xn 6=0}
)
−→
n→∞

0.

Pour le second terme, la partie avec ‖ξn‖γ tend vers zéro d’après le Lemme 3.3 et

on utilise une fois de plus le Lemme 3.2 pour la partie avec ‖g(Xn)‖γ.

E
(
‖g (Xn) ‖γ

(Xn+1u)γ
1{Xn+1 6=0}

)
≤ E

(
K ′

(Xnu)αγ

(Xn+1u)γ
1{Xn+1 6=0}

)
≤ E

(
K ′ (Xnu)γ(α−1)

(
Xnu

Xn+1u

)γ
1{Xn+1 6=0}

)
≤ o (1) .

Ainsi,

lim
n→∞

un = 0.

Preuve du Théorème 3.1. On va montrer par récurrence sur ` que pour tout ` ∈ N∗,

µ` = lim
n→∞

E
(

(Xnu)`(1−α) n−`
)
<∞,

qu’on a la relation de récurrence

µ`+1 = (c1 (1− α) + d1 (1− α) ((`+ 1) (1− α)− 1) /2)µ`

avec µ0 = q et que

E
(

(Xnu)`(1−α)−1 ‖Y ‖α1{Xn 6=0}

)
= o

(
n`−1

)
.

Montrons d’abord la propriété pour ` = 1. On reprend le résultat du Lemme 3.1
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avec k = ` (1− α), ` ∈ N∗, et on écrira ∆`,n pour R`(1−α),n. Ainsi pour ` = 1,

E
(
(Xn+1u)1−α) = c0

n∑
j=0

P (Xju > 0) +
n∑
j=0

(1− α)E
[
(Xju)−α h1 (Y j)1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

(
1− α

2

)
E
[
(Xju)−1−α h2 (Y j)1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

E
(
∆1,j1{Xj 6=0}

)
+ E

(
(X0u)1−α)

avec c0 = c1 (1− α) + d2

(
1−α

2

)
.

D’après le Lemme 3.4, on a bien que E
(
(Xnu)−α ‖Y n‖α21{Xn 6=0}

)
= o(1). Comme

pour tout x ∈ Rd
+ il existe une constante C ′ > 0 telle que (xu)−1−αh2(y) ≤

C ′(xu)−α‖y‖α, à cause de (3.7), on a que

E
(
(Xnu)1−α)

n
−→
n→∞

c0q.

On vient de montrer l’initialisation.

Soit maintenant ` ∈ N∗. On suppose que µ` = limn→∞ E
(

(Xnu)`(1−α) n−`
)
< ∞

et que E
(

(Xnu)`(1−α)−1 ‖Y ‖α1{Xn 6=0}

)
= o

(
n`−1

)
. On sait d’après le Lemme 3.1

en prenant k = (`+ 1)(1− α) que

E
(

(Xn+1u)(`+1)(1−α)
)

=

(
c1 (`+ 1) (1− α) + d1

(
(`+ 1) (1− α)

2

)) n∑
j=0

E
[
(Xju)`(1−α)

1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

(`+ 1)(1− α)E
[
(Xju)(`+1)(1−α)−1 h1 (Y j)1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

(
(`+ 1) (1− α)

2

)
E
[
(Xju)(`+1)(1−α)−2 h2 (Y j)1{Xj 6=0}

]
+

n∑
j=0

E
(
R(`+1)(1−α),j1{Xj 6=0}

)
+ E

(
(X0u)(`+1)(1−α)

)
.

Soit

Hn,`+1 =
n∑
j=0

(`+ 1) (1− α)E
(

(Xju)(`+1)(1−α)−1 h1 (Y j)1{Xj 6=0}

)
+

n∑
j=0

(
(`+ 1) (1− α)

2

)
E
(

(Xju)(`+1)(1−α)−2 h2 (Y j)1{Xj 6=0}

)
.

Si on montre que

E
(

(Xnu)(`+1)(1−α)−1 ‖Y ‖α1{Xn 6=0}

)
= o

(
n`
)
,
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alors on a montré la récurrence car on aurait aussi que

Hn,`+1 = o
(
n`+1

)
.

Soit η = α
2
. Il est suffisant de montrer que

E
(

(Xnu)`(1−α)−η ‖Y n‖η1{Xn 6=0}

)
= o

(
n`
)
.

Soit p1 = α
η

= 2 et p2 = α
α−η = 2. Par l’inégalité de Hölder et en utilisant notre

hypothèse de récurrence, on a que

E
(

(Xnu)`(1−α)−γ ‖Y n‖γ1{Xn 6=0}

)
= E

(
(Xnu)

`
p1

(1−α)− 1
p1 ‖Y n‖

α
p1 (Xnu)

`(1−α)
(

1− 1
p1

)
+ 1−α

p1 1{Xn 6=0}

)
≤ E

(
(Xnu)`(1−α)−1 ‖Y n‖α1{Xn 6=0}

) 1
p1 E

(
(Xnu)

`(1−α)+p2
1−α
p1 1{Xn 6=0}

) 1
p2

≤ o
(
n
`−1

2

)
E
(

(Xnu)(1−α)(`+1)
1{Xn 6=0}

) 1
2

≤ o
(
n
`−1

2

)
O
(
n
`+1

2

)
≤ o

(
n`
)
.

Ainsi,

Hn,`+1 = o
(
n`+1

)
,

et on a montré que pour tout ` ∈ N∗

µ` = lim
n→∞

E
(

(Xnu)`(1−α) n−`
)
<∞,

avec µ0 = q.

Or les moments d’une loi Gamma de paramètres 2c1−d1α
d1−d1α

et 2
d1(1−α)2 vérifient cette

même relation donc
(Xnu)1−α

n

converge vers une loi Gamma de paramètres 2c1−d1α
d1−d1α

et 2
d1(1−α)2 .

On va maintenant montrer que

Y n/n
1

1−α
L1

−→
n→∞

0.

Soit yn = E (‖Y n‖), on sait que

yn+1 ≤ λ1yn + E (‖g (Xn) ‖+ ‖ξn‖) .

Comme il existe c3 et c4 > 0 tels que E (‖g (Xn) ‖) ≤ c3E ((Xnu)α) = O
(
n

α
1−α

)
et

E (‖ξn‖) ≤ c4E
(

(Xnu)
1+α

2

)
= O

(
n

1+α
2(1−α)

)
, on a que

yn+1 ≤ λ1yn +O
(
n

1+α
2(1−α)

)
.
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Ainsi,

yn+1

(n+ 1)
1

1−α
≤ yn+1

n
1

1−α
≤ λ1

yn

n
1

1−α
+O

(
n( 1+α

2
−1) 1

1−α

)
≤ λ1

yn

n
1

1−α
+ o (1) .

Dès lors, lim
n→∞

yn

n
1

1−α
= 0, ce qui est le résultat souhaité.

3.1.3 Exemple

On reprend ici l’exemple d’une métapopulation avec deux parcelles vu dans le

Chapitre précédent. On notera (Xn)1 la taille de population vivant sur la première

parcelle à la génération n et (Xn)2 celle vivant sur la deuxième parcelle. On sup-

pose que tous les individus vivant sur la même parcelle se reproduisent de manière

indépendante et même loi, on notera Ai,k,n(xi) le nombre d’enfants du k-ième in-

dividu à la génération n vivant sur la parcelle i sachant qu’il y a xi individus sur

la parcelle i. On pose mi(x) = E(Ai,k,n(x)) et bi(x) = Var(Ai,k,n(x)) et on suppose

qu’il existe deux constantes positives ci et bi telles que

mi(x) = 1 +
ci
x
,

et

lim
x→∞

bi(x) = bi.

Chaque enfant peut migrer vers l’autre parcelle ou rester sur sa parcelle d’origine.

On pose pi,j la probabilité pour un enfant né sur la parcelle i de migrer vers la

parcelle j. On obtient alors l’équation de récurrence suivante

Xn+1 = XnP +
(
c1 c2

)
P + ξn,

où P = (pi,j)i,j∈{1,2}, ξn est tel que E(ξn
∣∣Xn) = 0. On pose

u =
1√
2

(
1

1

)
et

v =
√

2
(

p2,1

p1,2+p2,1

p1,2

p1,2+p2,1

)
les vecteurs propres à droite et à gauche, normalisés, associés à la valeur propre 1

de la matrice P . On remarque que l’on a

E((ξnu)2
∣∣Xn) = ((Xn)1b1((Xn)1) + (Xn)2b2((Xn)2))/2.

On pose

γ =
p2,1

p1,2 + p2,1

,
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et on rappelle que si

2(c1 + c2) > γb1 + (1− γ)b2

alors la population peut persister (et dans ce cas sa taille va tendre vers l’infini)

avec probabilité non nulle.

Si on suppose de plus que (Xn)n∈N vérifie la propriété de dichotomie et que les

conditions (3.1) et (3.2) sont vérifiées alors on la convergence de Xn/n vers une

loi Gamma. Nous illustrons ceci par les simulations ci-dessous où on s’est arrêté à

l’instant n = 1000.

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Simulat ions

Figure 3.1 – Convergence en loi vers un vecteur de direction déterministe

3.2 Cas non quasi-polynomial

3.2.1 Critère de croissance infinie

Dans cette partie, on va étendre les résultats des parties précédentes dans un

cadre plus général. En effet, nous ne supposerons plus désormais que g(x)u et

σ2(x) sont de formes quasi-polynomiales. Dans [39], Kersting a donné un critère

de croissance infinie en ayant des hypothèses moins fortes sur les fonctions g(x)u

et σ2(x). L’idée de la preuve est de construire une fonction de Lyapounov pour

(Xn)n∈N et non plus (Xnk)n∈N. On va rappeler son résultat ainsi que les fonctions
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Figure 3.2 – Convergence en loi vers un vecteur de longueur suivant une loi Gamma

de Lyapounov utilisées pour montrer si la croissance vers l’infini du processus est

possible.

On considère donc à nouveau un processus vérifiant l’équation de récurrence

Xn+1 = XnM + g(Xn) + ξn,

où M est une matrice irréductible d × d à coefficients positifs, g : Rd
+ → Rd

+ une

fonction telle que ‖g(x)‖ = o(‖x‖) lorsque ‖x‖ tend vers l’infini, et (ξn)n∈N une

suite de vecteurs aléatoires (à valeurs dans Rd) telle que presque-sûrement

E
(
ξn
∣∣Fn) = 0

où {Fn, n ∈ N} est la filtration naturelle associée à (Xn). On suppose que X0 ∈ Rd
+

et que les vecteurs aléatoires ξn sont tels que pour tout n, Xn est à valeur dans Rd
+

presque-sûrement.

Le théorème de Perron-Frobenius [61, pp. 3-4] nous assure que le rayon spectral de

M est une valeur propre simple que l’on notera ρ. On suppose ici aussi que ρ = 1.

Nous définissons les vecteurs propres à droite et à gauche normalisés associés à ρ

par u et v de sorte que vu = u
ᵀ
u = 1.

Nous supposons que la suite (Xn) vérifie une forme faible de la propriété de Markov.

Plus précisément, nous supposons que E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) est une fonction de Xn et on

notera

σ2 (Xn) = E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) .
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On reprend aussi l’hypothèse (A2) : il existe δ > 0 et A1 > 0 tels que

E
(

(‖ξn‖)2+δ
∣∣Fn) ≤ A1σ

2+δ (Xn) .

Soit x ∈ Rd, on rappelle que :

y = x(I− uv).

Voici la généralisation de Kersting.

Théorème 3.2. On suppose (A2) et qu’il existe ε > 0 tel que pour tout a > 0, il

existe b > 0 tel que

si ‖x‖ ≥ b, ‖y‖2 ≤ a‖g(x)‖‖x‖, alors 2xug(x)u < (1− ε)σ2(x).

On a alors que P(‖Xn‖ → ∞) = 0.

La preuve consiste à considérer la fonction

L(x) =
‖y‖2

(xu)2
+ α log(xu),

avec un certain α > 0, qui est une fonction de Lyapounov, c’est à dire que L(Xn)

est une surmartingale. On a un résultat analogue pour la croissance infinie possible.

Théorème 3.3. On suppose (A2) et que

‖g(x)‖ = O(‖x‖ log−µ(‖x‖)), pour un certain µ >
2

δ − 2
.

Supposons de plus qu’il existe ε > 0 tel que pour tout a > 0, il existe b > 0 tel que

si ‖x‖ ≥ b, ‖y‖2 ≤ aσ2(x), alors σ2(x) < 2(1− ε)xug(x)u. (3.8)

On a alors que

P(lim sup
n→∞

‖Xn‖ ≤ r ou ‖Xn‖ → ∞) = 1,

pour un certain r > 0. De plus, si on suppose (A3), alors

P(‖Xn‖ → ∞) > 0 et P(‖Y n‖ = o(‖Xn‖)
∣∣∣‖Xn‖ → ∞) = 1.

La preuve est plus technique que celle du théorème précécent. Il faut considérer

les fonctions

Lj(x) =
(1 + γxj/(xu))‖y‖2

(xu)2(log(xu))β+1
+ α log(xu)−β

avec α > 0, β > 0, γ > 0, j ∈ {1, . . . , d} avec xj la j-ème coordonnée de x, qui

sont des fonctions de Lyapounov, c’est à dire que pour tout j ∈ {1, . . . , d}, Lj(Xn)

est une surmartingale.
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3.2.2 Limite vers un processus de Bessel carré

Nous allons nous placer dans le cas du Théorème 3.3 et conjecturer que, par

un changement d’échelle, la convergence d’une transformée notre processus vers la

solution d’une certaine équation différentielle stochastique. Un résultat similaire

avait été proposé par Kersting [37] en dimension 1, et par Ispány et Pap [30] pour

un processus de Galton-Watson multitype critique. Cette partie est un travail en

cours avec Götz Kersting. On va d’abord introduire quelques notations.

Pour x ∈ R+, soit g̃(x) = g(xv)u and σ̃2(x) = σ2(xv).

Dans cette partie, on suppose que :

∀η > 0, ∃γ > 0, b > 0 tel que ‖x‖ ≥ b, ‖y‖ ≤ γ‖x‖ ⇒
∣∣∣∣g(x)u

g̃(xu)
− 1

∣∣∣∣ ≤ η. (A’1)

et

∀ε > 0,∃κ > 0, c > 0 tel que ‖x‖ ≥ c, ‖y‖ ≤ κ‖x‖ ⇒
∣∣∣∣ σ2(x)

σ̃2(xu)
− 1

∣∣∣∣ ≤ ε. (A’2)

On pose aussi pour x ∈ [1,∞)

G(x) =

∫ x

1

ds

g̃(s)
,

cette transformation est l’analogue multitype de la transformation utilisée par Kel-

ler, Kersting et Rössler [35] et Kersting [37] en dimension 1. L’idée de cette trans-

formation est de se ramener à un processus avec une croissance affine. Nous avons

utilisé un cas particulier de cette transformation dans la première partie de ce cha-

pitre lorsque nous avons considéré (Xnu)1/(1−α).

Comme dans [37], on suppose qu’il existe λ > 0 tel que G(x)µ est ultimement

convexe pour µ /∈ [0, λ] et ultimement concave pour µ ∈ (0, λ).

On suppose aussi qu’il existe β > 0, tel que βλ < 2 et

lim
x→∞

σ̃2(x)

g̃2(x)G(x)
= β.

Cette condition implique en fait la condition (3.8).

On rappelle qu’un processus de Bessel carré de dimension c partant de x, avec c > 0

et x ≥ 0, est l’unique solution forte de l’équation stochastique différentielle

Zt = x+ 2

∫ t

0

√
Zs dBs + ct,

où (Bt) est un mouvement brownien standard. Pour plus de détails sur les processus

de Bessel carré, le lecteur pourra consulter le livre de Revuz et Yor [59, p. 439].

On pose enfin

Zn(t) =
1

n
G(Xbntcu).
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Conjecture 3.1. On suppose (A2), (A3), (A’1) et (A’2). Sur l’événement {‖Xn‖ →
∞, lorsque n → ∞}, 4

β
Zn(t) converge en loi vers un processus de Bessel carré de

dimension 4
β
− 2λ+ 2 partant de 0.

Remarque 3.2. On obtient une approximation de la forme

Xbntc ' G−1

(
β

4
nZt

)
v,

pour n grand, où Z(t) est un processus de Bessel carré de dimension 4
β
− 2λ + 2

partant de 0.

En particulier, si G(x) = xγ, avec γ ∈ (0, 1), alors on a l’approximation(
4

β

)1/γ

Xbntc ' n1/γZ(t)1/γv.

Remarque 3.3. On peut vérifier que 4
β
−2λ+2 > 2 et on sait que pour un processus

de Bessel carré de dimension plus grande que 2, l’ensemble {0} est polaire, c’est à

dire Pz(T0 <∞) = 0 pour tout z ∈ R+, où T0 = inf{t > 0, Zt = 0} (voir [59]).

Notre idée de preuve consiste à appliquer le Théorème 4.1 de [16, p.354] :

Théorème 3.4. Soit a et b deux fonctions continues définies sur R à valeurs dans

R. Soit

A =

{(
f, a(x)

d2f

dx2
+ b(x)

df

dx

)
, f ∈ C∞c (R+)

}
,

et on suppose que le CR([0,∞)) probème de martingale pour A est bien posé.

Pour n ∈ N∗, soit Xn, Bn et An des processus dont les trajectoires sont dans

DR([0,∞)) et An(t) − An(s) ≥ 0 pour t > s ≥ 0. On pose la filtration Fnt =

σ(Xn(s), Bn(s), An(s) : s ≤ t).

Soit le temps d’arrêt τ rn = inf{t : |Xn(t)| ≥ r ou |Xn(t−)| ≥ r} et on suppose que

Mn(t) = Xn(t)−Bn(t) (3.9)

et

M2
n(t)− An(t) (3.10)

sont des Fnt martingales locales et pour tout r > 0, T > 0 :

lim
n→∞

E

(
sup

t≤T∧τrn
|Xn(t)−Xn(t−)|2

)
= 0, (3.11)

lim
n→∞

E

(
sup

t≤T∧τrn
|Bn(t)−Bn(t−)|2

)
= 0, (3.12)

lim
n→∞

E

(
sup

t≤T∧τrn
|An(t)− An(t−)|

)
= 0, (3.13)
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sup
t≤T∧τrn

∣∣∣∣Bn(t)−
∫ t

0

b(Xn(s) ds

∣∣∣∣ P→ 0 (3.14)

et

sup
t≤T∧τrn

∣∣∣∣An(t)−
∫ t

0

a(Xn(s)) ds

∣∣∣∣ P→ 0 (3.15)

On suppose aussi que P(Xn(0) ∈ Γ) ⇒ ν(Γ) pour tout Γ ∈ B(R). Alors, (Xn)

converge en loi vers la solution du problème de martingale (A, ν).

Posons

bn(Zn(t)) = nE
(
Zn

(
t+

1

n

)
− Zn(t)

∣∣Fbntc) ,
an(Zn(t)) = nE

((
Zn

(
t+

1

n

)
− Zn(t)

)2 ∣∣Fbntc) ,
Bn(t) =

bntc
n∫
0

bn(Zn(s)) ds,

et

An(t) =

bntc
n∫
0

an(Zn(s))− 1

n
bn(Zn(s))2 ds.

Soit b = 1− λβ
2

+ β
2
.

Ce résultat est un travail en cours, il nous reste en particulier à montrer que les

limites (3.11),(3.12) et (3.13) sont satisfaites. Les énoncés et les preuves des lemmes

intermédiaires sont en appendice dans la partie suivante.

Éléments de preuve de la Conjecture 3.1.

Le problème de martingale
({(

f, βxd2f
dx2 + bdf

dx

)
, f ∈ C∞c (R+)

}
, ν
)

, pour toute me-

sure de probabilité ν sur R+, est bien posé : la fonction x 7→ βx est localement

bornée et pour tout x ∈ R+, il existe une unique solution forte de

Zt = x+

∫ t

0

√
2βZs dBs + bt,

voir [59, p. 439].

On commence par vérifier que les conditions (3.14) et (3.15) sont vraies.

On applique le théorème de Taylor-Lagrange à G en Xku et Xk+1u :

G(Xk+1u)−G(Xku) =
g(Xk)u + ξku

g̃(Xku)
− (g(Xk)u + ξku)2

2

g̃′(Vk)

g̃2(Vk)
(3.16)

avec Vk ∈ (min(Xku,Xk+1u),max(Xku,Xk+1u)).

Premièrement, on utilise le fait que g̃′(Vk)G(Vk) = λ− 1 + o(1).
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Deuxièment : on utilise le Lemme 3.8 : il existe κ < 1 tel que ξnu = o(g̃(Xnu)G(Xnu)κ)

presque sûrement et ainsi

|Vk −Xku| ≤ g̃(Xku)G(Xku)κ = εg̃(Xku)G(Xku),

avec ε = G(Xku)κ−1.

Ainsi, d’après le Lemme 3.6

G(Vk)

G(Xku)
≤ 1 + C1ε,

et
g̃(Vk)

2

g̃(Xku)2
≤ 1 + C2ε.

Ainsi, l’égalité (3.16) devient

G(Xk+1u)−G(Xku) =
g(Xk)u + ξku

g̃(Xk)u

− (g(Xk)u + ξku)2

2

(
λ− 1

g̃2(Xku)G(Xku)
+

C

G(Xku)1−κ + o

(
1

g̃2(Xku)G(Xku)

))
.

Dès lors, en passant à l’espérance, on obtient :

E
(
G(Xk+1u)−G(Xku)

∣∣Fk) =
g(Xk)u

g̃(Xku)
− (λ− 1)σ2(Xk)

2g̃2(Xku)G(Xku)
+ o(1).

Par (A’1) et (A’2), cette égalité devient

E
(
G(Xk+1u)−G(Xku)

∣∣Fk) = 1− (λ− 1)σ̃2(Xku)

2g̃2(Xku)G(Xku)
+ o(1).

Et donc,

E
(
G(Xk+1u)−G(Xku)

∣∣Fk) = 1− (λ− 1)β

2
+ o(1). (3.17)

Calculons maintenant Bn(t) :

Bn(t) =

∫ bntc
0

nE(Zn(s+ 1/n)− Zn(s)
∣∣Fbntc) ds

=

bntc∑
k=0

E
(
Zn

(
k + 1

n

)
− Zn

(
k

n

) ∣∣Fk)

=

bntc∑
k=0

E
(
G(Xk+1u)−G(Xku)

n

∣∣Fk) .
On injecte (3.17) dans cette égalité et on obtient

sup
t≤T∧τrn

|Bn(t)− bt| = sup
t≤T∧τrn

∣∣∣∣∣∣
bntc∑
k=0

o(1)

n

∣∣∣∣∣∣ −→n→∞ 0.
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Nous allons maintenant faire le même genre de calcul sur An pour prouver que l’on

a (3.15).

An(t) =

bntc∑
k=0

E
(

(G(Xk+1u)−G(Xku))2

n2

∣∣Fk)

−
bntc∑
k=0

E
(
G(Xk+1u)−G(Xku)

n

∣∣Fk)2

.

On peut montrer que le premier terme est le terme dominant. On va donc une fois

de plus appliquer le théorème de Taylor-Lagrange pour obtenir

E
(
(G(Xk+1u)−G(Xku))2

∣∣Fk) =
σ2(Xk)

g̃2(Xku)
(1 + o(1)).

Ainsi, comme σ2 ∼ σ̃ d’après (A’2) :

E
(
(G(Xk+1u)−G(Xku))2

∣∣Fk) = βG(Xku) (1 + o(1)). (3.18)

On injecte cette égalité dans le calcul de An(t) :

sup
t≤T∧τrn

∣∣∣∣An(t)− β
∫ t

0

Zn(s) ds

∣∣∣∣ = sup
t≤T∧τrn

∣∣∣∣∣∣
bntc∑
k=0

G(Xku)o(1)

n2

∣∣∣∣∣∣ −→n→∞ 0.

Les limites (3.11), (3.12) et (3.13) seront montrées ultérieurement.

3.2.3 Appendice : preuve des lemmes intermédiaires

Dans cette partie, nous énonçons et démontrons les lemmes utilisés pour les

éléments de preuve de la Conjecture 3.1.

Lemme 3.5. Si b est suffisamment grand, alors

‖Y n‖1‖Xn‖≥b = o(‖Xn‖) p.s.

Remarque 3.4. Ce résultat est un résultat intermédiaire de la preuve de P(‖Xn‖ →
∞) > 0 faite par Kersting dans [39].

Grâce aux propriétés des fonctions G, g̃ et g̃′ on retrouve des résultats similaires

à ceux de [37] tels que

g̃′(x)G(x)→ λ− 1

ainsi que le Lemme 3 de [37] :

Lemme 3.6. Il existe C > 0 tel que pour ε > 0 assez petit, si x > 2 et |a| ≤
εg̃(x)G(x) alors ∣∣∣∣ g̃(x+ a)

g̃(x)
− 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣G(x+ a)

G(x)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Cε.
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On pose ∆n(Xn) = g(Xn)u− g̃(Xnu).

Soit Wn = Xnu + g̃(Xnu) et

θn =

(
− ξnu + ∆n(Xn)

G(Wn)1+εg̃(Wn)
+
λ+ 3ε

2

(ξnu + ∆n(Xn))2

G(Wn)2+εg̃(Wn)2

)
1{|ξnu|≤εg̃(Wn)G(Wn),Xnu>1}

+ 1{|ξnu|>εg̃(Wn)G(Wn),Xnu>1}.

Lemme 3.7. Soit ε > 0 suffisamment petit, R > 1 suffisamment grand, alors pour

Xnu, Xn+1u > R, on a

ε−1G(Xn+1u)−ε ≤ ε−1G(Xnu)−ε + θn − E(θn
∣∣Fn)− εG(Xnu)−1−ε.

Démonstration. Soit Un tel que Xnu ≤ Un ≤ Wn = Xnu + g̃(Xnu).

Soit ε = 1
G(Xnu)

, d’après le Lemme 3.6 on obtient que∣∣∣∣ g̃(Un)

g̃(Xnu)
− 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ G(Un)

G(Xnu)
− 1

∣∣∣∣ ≤ C

G(Xnu)
.

Pour D suffisamment grand, on a

θn ≤ −
Xnu + ∆n(Xn)

G(Wn)1+εg̃(Wn)
+
λ+ 3ε

2

(Xnu + ∆n(Xn))2

G(Wn)2+εg̃(Wn)2

+
D(Xnu)2

G(Wn)2g̃(Wn)2
1{|Xnu|>εg̃(Wn)G(Wn)}.

On prend l’espérance de cette inégalité :

E(θn
∣∣Fn) ≤ − ∆n(Xn)

G(Wn)1+εg̃(Wn)
+
λ+ 3ε

2

σ2(Xn) + ∆n(Xn)2

G(Wn)2+εg̃(Wn)2

+ c
σ2+δ(Xn)

G(Wn)2+δg̃(Wn)2+δ

≤ η(1 + c1ε)

G(Wn)1+ε
+

(
λ

2
+ 2ε

)
σ2(Xn)

G(Xnu)2+εg̃(Xnu)2

+ c
σ2+δ(Xn)

G(Xnu)2+δg̃(Xnu)2+δ
.

On utilise maintenant que σ2(Xn) ∼ σ̃2(Xnu) d’après (A’2) et on obtient

E(θn
∣∣Fn) ≤

(
λ

2
+ 2ε

)
βG(Xnu)−1−ε + cG(Xnu)−1−δ/2

≤ (λβ/2 + (2β + 2)ε)G(Xnu)−1−ε.

Comme λβ < 2, si on prend ε suffisamment petit, on a

E(θn
∣∣Fn) ≤ (1− 2ε)G(Xnu)−1−ε.
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Posons maintenat f(x) = ε−1G(x)−ε.

On va prouver que pour Xnu et Xn+1u suffisamment grand, on a

f(Xn+1u) ≤ f(Wn) + θn.

Si |ξnu| > εg̃(Wn)G(Wn) et Xn+1u sont suffisamment grands, alors

f(Xn+1u) ≤ 1 = θn ≤ f(Wn) + θn.

Si |ξnu| ≤ εg̃(Wn)G(Wn), comme Xn+1u = Wn + ∆n(Xn) + ξnu, alors

f(Xn+1u) = f(Wn)− ∆n(Xn) + ξnu

G(Wn)1+εg̃(Wn)
+

1

2
f ′′(Vn)(∆n(Xn) + ξnu)2.

Comme

|Vn −Wn| ≤ |∆n(Xn) + ξnu| ≤ 2εg̃(Xnu)G(Xnu),

ainsi

f ′′(Vn) = G(Vn)−2−εg̃(Vn)−2(1 + ε+ g̃′(Vn)G(Vn))

≤ G(Vn)−2−εg̃(Vn)−2(2ε+ λ)

≤ G(Wn)−2−εg̃(Wn)−2(λ+ 3ε).

Dès lors,

f(Xn+1u) ≤ f(Wn) + θn.

On sait que

f(Wn) = f(Xnu)−G(Un)−1−ε g̃(Xnu)

g̃(Un)

≤ f(Xnu)− (1− ε)G(Xnu)−1−ε,

avec Xnu ≤ Un ≤ Wn.

Comme f(Xnu) = ε−1G(Xnu)−ε, on obtient que

f(Xn+1u) ≤ f(Wn) + θn

≤ f(Xnu)− (1− ε)G(Xnu)−1−ε + θn

≤ f(Xnu) + θn − E(θn
∣∣Fn)− εG(Xnu)−1−ε.

Lemme 3.8. ∃κ < 1 tel que ξnu = o(G(Xnu)κg̃(Xnu)) p.s. sur E∞.

Démonstration. Soit

Mn =
n∑
k=0

θk − E(θk
∣∣Fk).

Par construction, il existe une constante C > 0 telle que |θn| ≤ C. Par un théorème

de martingale, on sait que presque-sûrement soit lim inf Mn = −∞ soit Mn converge
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vers une limite finie. Soit N un entier aléatoire tel que sur E∞, Xnu ≥ R > 1 pour

tout n ≥ N . D’après le Lemme 3.7, si n ≥ N alors

0 ≤ ε−1G(Xn+1u)−ε ≤ ε−1G(Xnu)−ε +Mn −MN−1 − ε
n∑

k=N

G(Xku)−1−ε

≤ ε−1G(XNu) +Mn −MN−1.

Ainsi, on ne peut pas avoir lim inf Mn = −∞, et doncMn converge presque sûrement

sur E∞. En conséquence

∞∑
k=N

G(Xku)−1−ε <∞, p.s. sur E∞.

Soit κ ∈ (0, 1), par l’inégalité de Markov, on obtient que

P(|ξnu| ≥ g̃(Xnu)G(Xnu)κ
∣∣Fn) ≤ C

σ2+δ(Xn)

g̃(Xnu)2+δG(Xnu)κ(2+δ)

≤ CG(Xnu)(2+δ)(1/2−κ).

Si on choisit κ suffisamment proche de 1, alors (2 + δ)(1/2− κ) < −1 et donc

∞∑
n=0

P(|ξn| ≥ g̃(Xnu)G(Xnu)κ
∣∣Fn) <∞.

Ce qui achève la démonstration.
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Chapitre 4

Temps d’extinction et temps d’atteinte

de compacts dans le cas récurrent

Le but de ce chapitre est de donner un encadrement de la queue du temps

d’atteinte d’ensembles compacts des processus stochastiques de croissance, étudiés

dans les chapitres précédents, lorsque P(‖Xn‖ → ∞) = 0. Nous nous intéressons

d’abord au cas de la dimension 1 qui n’avait pas été étudié auparavant, puis au

cas de la dimension d lorsque la fonction x 7→ g(x) est constante. Les deux idées

principales de ce chapitre sont le fait que certaines fonctions puissances sont des

fonctions de Lyapounov de notre processus et qu’en considérant une transformée

de notre processus, on peut appliquer différents travaux d’Aspandiiarov et al [5, 6,

7]. On obtient ainsi un encadrement de la queue du temps d’atteinte de certains

intervalles compacts et si le processus est une châıne de Markov, un critère de

récurrence nulle/récurrence positive avec, dans le cas de la récurrence positive, une

convergence sous-géométrique vers la mesure de probabilité invariante. Dans le cas

où on a la propriété de dichotomie, on obtient un encadrement de la queue du

temps d’extinction. Nous illustrerons ceci sur des processus de Galton-Watson état-

dépendants.

Ce chapitre est constitué de la prépublication [2], intitulée “Slow recurrent re-

gimes for a class of one-dimensional stochastic growth models” à laquelle on a ajouté

l’extension dans le cas multitype.
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4.1 Deux régimes lents pour les modèles de crois-

sance

4.1.1 Introduction et résultats principaux

Introduction

On considère un modèle stochastique de croissance (Xn)n∈N, à valeurs dans X ,

un sous-ensemble non borné de R+, satisfaisant une équation de récurrence de la

forme :

Xn+1 = Xn + g (Xn) + ξn, (4.1)

où g est une fonction de X dans R+ et où on a presque-sûrement,

E
(
ξn
∣∣Fn) = 0

E
(
ξ2
n

∣∣Fn) = σ2 (Xn) <∞,

où σ2 est une fonction positive et {Fn, n ∈ N} est la filtration à laquelle (Xn)n∈N
est adaptée.

Si la limite suivante existe

θ = lim
x→∞

2xg (x)

σ2 (x)
,

et appartient à (−∞, 1), alors Kersting a prouvé dans [36] que P({Xn −→
n→∞

∞}) = 0.

On dit alors que (Xn)n∈N est récurrente, en adoptant la terminologie des châınes de

Markov, tandis que si θ ∈ (1,∞) alors P({Xn −→
n→∞

∞}) > 0.

Le but de cette partie est de déterminer à quelle vitesse le processus (Xn)n∈N
entre dans l’intervalle [0, A], lorsque X0 = x > A > 0 presque-sûrement. Si (Xn)n∈N
est une châıne de Markov irréductible et apériodique, on en déduit alors un critère

de récurrence nulle ou de récurrence positive et dans ce cas on donne la vitesse de

convergence de (Xn)n∈N vers sa mesure de probabilité invariante. De plus, si on a en

tête des modèles de population, où on a comme hypothèse naturelle une propriété

de dichotomie, i.e.,

P
({
Xn −→

n→∞
∞
})

+ P ({∃n tel que Xn = 0}) = 1,

on obtient une estimation précise, quasiment optimale, de la queue du temps d’ex-

tinction.

La première idée clé de cette partie est de considérer les fonctions puissances

comme fonctions de Lyapounov. Kersting [36] a prouvé la récurrence et la transience

en utilisant le logarithme comme fonction de Lyapounov. Néanmoins, on ne peut

pas obtenir plus d’informations sur le comportement de (Xn)n∈N avec la fonction

logarithme. En considérant les fonctions puissances, on obtient une inégalité de la

forme

E
(
Xα
n+1

∣∣Fn)−Xα
n ≤ −CXα−1

n g(Xn) + b1{Xn≤A},
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pour tout n ∈ N, où α ∈ (0, 1), A,C et b sont des constantes positives. De cette

équation, on en déduit que

E
(
f(Yn+1)

∣∣Fn)− f(Yn) ≤ −C ′f ′(Yn) + b′1{Yn≤A′}, (4.2)

où Yn est une transformée de Xn, f est une fonction croissante, A′, C ′ et b′ des

constantes positives. Cette inégalité (4.2) nous permet de donner tous les compor-

tements possibles d’une classe de modèles de croissance récurrents. Dans une série

d’articles [5, 6, 7], Aspandiiarov et al. ont établi une borne supérieure et inférieure

à la queue du temps d’atteinte d’un certain compact, pour une certaine classe de

processus, améliorant les résultats antérieurs de Lamperti [51]. Le deuxième point

clé de cette partie est d’appliquer ces résultats sur la transformée Yn = G(Xn)

de notre processus afin d’obtenir ce type de bornes. Si (Xn)n∈N est une châıne de

Markov irréductible et apériodique, on donne un critère de récurrence nulle ou de

récurrence positive. De plus, si (Xn)n∈N est récurrente positive, on obtient de [6]

dans le cas d’un espace d’états dénombrable, de [13] dans le cas d’un espace d’états

général, un taux de convergence sous-géométrique vers sa mesure de probabilité in-

variante. Ainsi, on donne une complète classification des comportements possibles

des modèles de croissance récurrents. En particulier, on obtient en appliquant nos

résultats un très bon encadrement de la queue du temps d’extinction d’un processus

de Galton-Watson état-dépendant, ce qui, à notre connaissance, ne semble n’avoir

jamais été étudié auparavant. On retrouve aussi une version faible des résultats de

Zubkov [65] sur le temps de retour en zéro d’un processus de Galton-Watson cri-

tique avec immigration, ceci sans utiliser la propriété de branchement et donc les

fonctions génératrices.

Cette partie est organisée comme suit : dans la prochaine sous-partie, nous

énoncerons nos résultats principaux à savoir le Théorème 4.1 et le Théorème 4.2. En-

suite, dans la section 2, on énoncera et prouvera deux lemmes relativement simples

mais primordiaux pour la preuve des théorèmes. La section 3 est consacrée à la

preuve du Théorème 4.1. Dans la section 4, on considère dorénavant que (Xn)n∈N
est une châıne de Markov irréductible et apériodique et on prouve le Théorème 4.2.

Dans la section 5, on donne de nombreux exemples, en particulier sur le temps d’ex-

tinction d’un processus de Galton-Watson état-dépendant. Dans les deux dernières

sections, nous prouvons un lemme clé pour la borne inférieure du Théorème 4.1

et nous rappelons quelques résultats de [6] que nous utilisons tout au long de ce

chapitre.

Résultats principaux

Voici la liste des hypothèses dont nous avons besoin.

Hypothèse 2.

(A1) La fonction g est positive, différentiable et g (x) = o (x) lorsque x tend vers

l’infini.
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(A2) Il existe M > 0, c1 > 0 et ε > 0, tels que pour tout x > M , pour tout

y > (1− ε)x,

xg (x) ≤ c1yg (y) . (4.3)

(A3) Il existe δ > 0 tel que pour tout n ∈ N, E
(
|ξn|4+δ

∣∣Fn) ≤ Cσ4+δ (Xn).

Commentons maintenant ces hypothèses.

L’hypothèse (A1) empêche Xn de crôıtre géométriquement, on se focalise sur une

sorte de cas critique où Xn est perturbé par un drift g (Xn). Si la fonction g est

définie sur un ensemble discret de R+ alors on peut considérer un prolongement

différentiable g sur R+. L’hypothèse (A2) est assez technique, elle traduit le fait

que la fonction xg (x) n’est pas décroissante. Nous l’utilisons en particulier dans

la partie 4.1.6 pour prouver le Lemme 4.4. Si on considère g (x) = xα, alors cela

signifie simplement que α ∈ [−1, 1). Dans [36], Kersting avait besoin de l’existence

de moments d’ordre 2 + δ pour montrer la récurrence de Xn. Pour des raisons

techniques, que nous détaillerons dans la Remarque 4.4 de la section 4.1.6, on a

ici besoin de l’existence de moments d’ordre (4 + δ) pour obtenir les bornes du

Théorème 4.1.

Avant d’énoncer le théorème, on introduit deux transformations. On pose pour tout

x ≥ 1

G (x) =

∫ x

1

dy

g (y)
,

et pour α > 0, on pose

`α(x) =
(
G−1 (x)

)α
.

Théorème 4.1. Sous les hypothèses (A1), (A2), (A3), on suppose qu’il existe λ > 0

et θ ∈ (0, 1) tels que

lim
x→∞

g′ (x)x

g (x)
= 1− λ (4.4)

et

lim
x→∞

2xg (x)

σ2 (x)
= θ. (4.5)

Alors il existe A > 0 tel que pour tout x0 ∈ X ∩ (A,∞), pour tout α et β tels que

0 < α < 1− θ < β, il existe deux constantes Cα et Cβ telles que pour tout n ∈ N,

Cβ
`β (n)

≤ Px0 (τA > n) ≤ Cα
`α (n)

, (4.6)

où τA = inf {n ∈ N : Xn ≤ A}.

Remarque 4.1. On établira la borne supérieure dans (4.6) en démontrant que

Ex0(`α(τA)) < ∞ pour tout 0 < α < 1 − θ. Une conséquence directe de la borne

inférieure de (4.6) est que Ex0(`β(τA)) =∞ pour β > 1− θ et x0 ∈ X ∩ (A,∞). On

ne sait pas si Ex0(`1−θ(τA)) est fini ou pas.
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Remarque 4.2. Dans la preuve du théorème, on obtient des constantes explicites

Cα et Cβ et en particulier, la dépendance de ces constantes en x0.

Si (Xn)n∈N est une châıne de Markov irréductible et apériodique, on peut alors

donner un critère de récurrence nulle ou de récurrence positive et dans ce cas le taux

de convergence vers la mesure invariante. On note P (., .) le noyau de transition de

la châıne de Markov (Xn)n∈N. On traite le cas d’un espace d’états dénombrable et

d’un espace d’états quelconque.

Hypothèse 3.

(A4) (Xn)n∈N châıne de Markov irréductible et apériodique à valeurs dans un en-

semble dénombrable X ⊂ R+, tel que pour tout A > 0, [0, A] ∩ X est fini.

(A4’) (Xn)n∈N est une châıne de Markov ψ-irreductible et apériodique à valeurs

dans un espace d’états général X ⊂ R+ et dont les ensembles de niveaux [0, A] ∩X
sont des petite sets pour tout A > 0.

Rappelons la définition de ψ-irréductibilité (voir [56, p.84]) :

On dit que la châıne de Markov (Xn)n∈N est ψ-irréductible s’il existe une mesure

non triviale ψ tel que pour tout ensemble K ⊂ X et pour tout x ∈ X ,

ψ (K) > 0⇒ Px (∃n tel que Xn ∈ K) > 0, (4.7)

et pour toute mesures ϕ satisfaisant (4.7), ϕ est absolument continue par rapport

à ψ.

Théorème 4.2. On suppose (A1) à (A3) et soit (A4), soit (A4’), et que λ et θ

sont définis comme dans le Théorème 4.1.

Alors, (Xn)n∈N est Harris-récurrente et

i) Si λ > 1− θ, alors (Xn)n∈N est récurrente nulle.

ii) Si λ < 1 − θ, alors (Xn)n∈N est récurrente positive et si on note π sa mesure

de probabilité invariante, alors pour tout α ∈ (λ, 1− θ) et, si (A4) alors pour toute

mesure de probabilité ν sur X telle que

Eν(`′α(τA)) <∞,

on a que

lim
n→∞

`′α(n) ‖νP n − π‖
TV

= 0, (4.8)

et si (A4’) alors pour tout x ∈ X

lim
n→∞

`′α(n) ‖P n (x, .)− π(.)‖
TV

= 0. (4.9)

Remarque 4.3. Le cas λ = 1− θ reste ouvert.

Exemple 4.1. On considère un modèle de croissance stochastique défini par l’équation

de récurrence (4.1) avec pour tout x ∈ R∗+, g(x) = cxγ et σ2(x) = dx1+γ où

γ ∈ (−1, 1), c > 0 et d > 0. On suppose que 2c/d < 1. Alors
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— θ = 2c
d

— λ = 1− γ
— G(x) ∝ x1−γ

— `α(x) ∝ x
α

1−γ , pour α ∈ R,

où G(x) ∝ x1−γ signifie que limx→∞G(x)/x1−γ ∈ R∗+.

Par le Théorème 4.1, pour tout β < 1 − θ < α, il existe A > 0 tel que pour tout

x0 > A, il existe Cβ > 0 et Cα > 0 tels que

Cα

n
α

1−γ
≤ Px0 (τA > n) ≤ Cβ

n
β

1−γ
.

Si γ > θ et (Xn) est une châıne de Markov avec les hypothèses du Théorème 4.2,

alors (Xn) est récurrente positive et pour tout α < 1− θ,

lim
n→∞

n
α

1−γ−1‖P n(x, .)− π(.)‖TV = 0,

où π est la mesure de probabilité invariante de (Xn)n∈N.

Si c et d sont tous les deux fixés, alors en faisant crôıtre γ, on peut rendre (Xn)n∈N
récurrente positive. En fait, le paramètre γ concerne à la fois le drift g(x) et la

variance σ2(x), en augmentant γ on les augmente tous les deux mais on en déduit

que l’effet sur la variance prime.

4.1.2 Résultats préliminaires

On va énoncer et prouver quelques résultats importants qui nous seront utiles

pour la preuve des Théorèmes 4.1 and 4.2. Dans le premier lemme, on prouve

que
(
Xα
n∧τA

)
n∈N est une surmartingale si α ∈ (0, 1 − θ), et une sous-martingale si

α ∈ (1− θ, 1).

Lemme 4.1. On suppose (A1) et (A3) et on suppose λ et θ définis comme dans le

Théorème 4.1.

i) Si α ∈ (0, 1− θ), alors il existe A > 0, D > 0 et b > 0 tels que pour tout n ∈ N,

E
(
Xα
n+1

∣∣Fn) ≤ Xα
n −Dg (Xn)Xα−1

n + b1{Xn≤A}, p.s. (4.10)

ii) Si α ∈ (1− θ, 1), alors il existe B > 0 et b1 > 0 tels que pour tout n ∈ N

E
(
Xα
n+1

∣∣Fn) ≥ Xα
n − b11{Xn≤B}, p.s. (4.11)

Démonstration. Pour D > 0 assez grand, on a l’inégalité

(1 + u)α ≤ 1 + αu+
α(α− 1)

2
u2 +D|u|3, (4.12)
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pour tout u ∈ (−1,+∞). On obtient ainsi, pour tout n ∈ N, si Xn > 0,

E
(
Xα
n+1

∣∣Fn) ≤ E
(
Xα
n

(
1 +

g(Xn) + ξn
Xn

)α ∣∣∣Fn)
≤ E

(
Xα
n

(
1 + α

(
g(Xn) + ξn

Xn

)
+
α(α− 1)

2

(
g(Xn) + ξn

Xn

)2
)∣∣∣Fn)

+ E

(
Xα
n

(
D

∣∣∣∣g(Xn) + ξn
Xn

∣∣∣∣3
)∣∣∣Fn)

≤ Xα
n + α

(
g (Xn)Xα−1

n − 1− α
2

σ2 (Xn)Xα−2
n

)
+Rn, p.s.

avec

Rn =
α(α− 1)

2
g(Xn)2Xα−2

n +DE
(
|g(Xn) + ξn|3Xα−3

n

∣∣Fn) .
Par l’inégalité de Hölder et (A3),

Rn ≤
α(α− 1)

2
g(Xn)2Xα−2

n +D′|g(Xn)|3Xα−3
n +D′′σ3(Xn)Xα−3

n , p.s.

Mais σ3(x)xα−3 = o (g(x)xα−1) lorsque x tend vers l’infini, donc il existe C,B, b > 0

tels que

E
(
Xα
n+1

∣∣Fn) ≤ Xα
n − Cg (Xn)Xα−1

n + b1{Xn≤B}, p.s..

Comme il existe une constante positive D telle que

(1 + u)α ≥ 1 + αu+
α(α− 1)

2
u2 −D|u|3,

pour tout u ∈ (−1,+∞), la preuve de (4.11) est similaire.

Les deux premiers points du prochain lemme, à l’aide du lemme précédent, nous

permettent de mieux comprendre le critère du Théorème 4.2, i.e., la comparaison

entre λ et 1− θ. Certains points de ce lemme sont énoncés et prouvés dans [37].

Lemme 4.2.

On suppose (A1) et que λ est défini comme dans (4.4).

1. Pour α ∈ (0, λ), la fonction `α est ultimement concave.

2. Pour α ∈ (λ,+∞), la fonction `α es ultimement convexe.

3. On a que

lim
x→∞

x

G (x) g (x)
= λ. (4.13)

4. Pour tout µ < λ,

g(x) = o(x1−µ), (4.14)

lorsque x tend vers l’infini.
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5. Soit α > 0, pour tout r ∈ R∗+, il existe une constante positive Ar telle que

pour tout x ∈ R+,

Ar`α(x) ≥ `α(rx). (4.15)

Démonstration. On prouve d’abord les points 1 et 2. Nous rappelons qu’une fonction

f est ultimement concave ou ultimement convexe si il exists x0 > 0 tel que la

restriction de f sur [x0,∞) est concave ou convexe respectiveement. La dérivée

seconde de `α est

αg(G−1(x))G−1(x)α−2
(
g′(G−1(x))G−1(x) + (α− 1)g(G−1(x))

)
.

Par le changement de variables u = G−1(x), on obtient que pour x assez grand,

`′′α(x) < 0 si α ∈ (0, λ) et `′′α(x) > 0 si α ∈ (λ,+∞).

On renvoie à [37] pour la preuve du point 3.

Prouvons maintenant le point 4. Comme

lim
x→∞

g′ (x)x

g (x)
= 1− λ,

on a que pour tout ε > 0 il existe une constante M telle que pour tout x > M ,

g′(x)

g(x)
≤ 1− λ+ ε

x
.

En intégrant cette inégalité entre M et v > M , on obtient que

g(v) ≤
( v
M

)1−λ+ε

g(M), (4.16)

donc g(x) = o(x1−µ) pour tout µ < λ.

On termine la preuve du lemme par la preuve du point 5. Si r ≤ 1, alors, comme

`α est une fonction croissante, on prend Ar = 1.

On suppose maintenant que r > 1. Soit Ar > 1 que l’on fixera plus tard. Par (4.16),

on a que pour x assez grand

g(Arx) ≤ A1−λ/2
r g(x). (4.17)

Par (4.13), on sait que pour x assez grand

λ/2 ≤ x

G(x)g(x)
≤ 2λ.

En appliquand cet inégalité deux fois, pour x et Arx, et par (4.17), on obtient

2λG(Arx) ≥ Arx

g(Arx)
≥ xA

λ/2
r

g(x)

≥ G(x)Aλ/2r λ/2.

On pose Ar = (4r)2/λ et ainsi, pour tout x suffisamment grand,

rG(x) ≤ G(Arx).

En posant y = G(x) et en composant cette inégalité par `α, qui est croissante, on

obtient (4.15)
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4.1.3 Encadrement polynomial de la queue du temps d’at-

teinte d’un compact

Le but de cette partie est de prouver le Théorème 4.1.

On montre d’abord la borne supérieure de l’inégalité (4.6) à l’aide des Théorème 2

et Théorème 3 de [6], que nous rappelons dans la partie 4.1.7.

Soit A l’ensemble des fonctions à valeurs réelles positives f telles qu’ils existe une

constante positive Af telle que

lim sup
x→∞

f(2x)

f(x)
≤ Af .

Pour toute fonction à valeurs réelles h ∈ C1 ([0,∞)) telle que h est croissante

dans un voisinage de l’infini, h′ est décroissante dans un voisinage de l’infini et

h′(x)→ 0 lorsque x→∞, on pose Bh l’ensemble des fonctions à valeurs réelles po-

sitives f ∈ C2(0,∞) concaves au voisinage de l’infini, telles que limx→∞ f(x) =∞,

limx→∞ f
′(x) = 0, et telles que l’intégrale∫ ∞

1

f ′(x) dx

h ◦ r(x)
converge, (4.18)

où r(x) = sup{y ≥ A, f ′(x) = h′(y)} pour A fixé tel que sur [A,∞), f est concave,

h est croissante et h′ décroissante.

Proposition 4.1. On suppose (A1) et (A3) et que λ et θ sont définis comme

dans le Théeorème 4.1. Il existe A > 0 tel que pour tout x0 > A, γ et η tels que

γ < η < 1− θ, il existe une constante K(γ, η) telle que pour tout n ∈ N,

Px0(τA > n) ≤ K(γ, η)xη0
`γ(n)

.

Démonstration. Si γ > λ, alors `γ est ultimement convexe. On sait par (4.15) que

`γ ∈ A et on applique alors le Théorème 4.4 et on obtient la borne supérieure par

l’inégalité de Tchebychev.

Si η < λ, alors `η est ultimement concave. Pour pouvoir applique le Théorème 4.5

avec f = `γ et h = `η, on a besoin de vérifier que l’intégrale (4.18) converge. Soit

r(x) = sup{y ≥ A, `′γ(x) = `′η(y)}. On montre d’abord que pour x assez grand, on

a que x ≤ r(x).

On rappelle que `′γ(x) = γg (G−1(x)) (G−1(x))
γ−1

. Ainsi,

`′γ(x)

`′η(x)
=
γ

η

(
G−1(x)

)γ−η −→
x→∞

0.

Comme G−1(x) tend vers l’infini en croissant, il existe A1 > 0 tel que pour tout

x > A1, `′γ(x) ≤ `′η(x) et ainsi, pour tout x > A1, r(x) ≥ x.
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Comme `η est une fonction croissante, on obtient par changement de variables∫ ∞ `′γ(x) dx

`η ◦ r(x)
≤
∫ ∞ `′γ(x) dx

`η(x)

≤
∫ ∞ `′γ(x) dx

(`γ(x))η/γ

≤ C

∫ ∞ du

uη/γ
<∞.

Finalement, on obtient la borne supérieur par l’inégalité de Tchebychev.

Avant de prouver la borne inférieure du Théeorème 4.1, on rappelle un lemme

important de [7] :

Lemme 4.3. Soit Yn un processus stochastique Fn-adapté à valeurs dans une sous-

ensemble non borné de R+. On suppose qu’il existe des constantes positives A, C et

D telles que pour tout n ∈ N, sur l’événement {τA > n}, où τA = inf{n ∈ N∗, Yn ∈
[0, A]},

E(Yn+1 − Yn
∣∣Fn) ≥ −C

et, pour un certain r > 1,

E
(
Y r
n+1 − Y r

n

∣∣Fn) ≤ DY r−1
n .

Ainsi, pour tout ν ∈ (0, 1), il existe des constantes positives ε et d qui ne dépendent

pas de A, telles que pour tout n ∈ N, sur l’événement {Yn∧τA > A(1 + d)},

P (τA > n+ εYn∧τA) ≥ 1− ν.

Le prochain lemme est crucial. On reporte sa preuve dans la partie 4.1.6 :

Lemme 4.4. Pour tout n ∈ N, soit Yn = G(Xn). On suppose que l’on a (A1),

(A2), (A3) et que λ et θ sont définis comme dans le Théorème 4.1. Ainsi, (Yn)n∈N
satisfait le Lemme 4.3.

Proposition 4.2. On suppose que l’on a (A1), (A2) et (A3). Soit β > 1 − θ. Il

existe A > 0 tel que pour tout x0 > A, il existe ε0 > 0 et C > 0 tels que pour tout

n ∈ N,

Px0 (τA > n) ≥ C
xβ0 − Aβ

`β(n/ε0)
.

Démonstration. La preuve de la borne inférieure se déroule ainsi : on sait par le

Lemme 4.4 que Yn vérifie le Lemme 4.3 et ainsi, on reprend la preuve du Théorème

1 de [5]. On relâche l’hypothèse de sauts bornés de ce théorème en utilisant l’inégalité

de Hölder.

Soit β > 1− θ.
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Par le Lemme 4.4, on sait que l’on peut appliquer le Lemme 4.3 à Yn = G(Xn). Par

les lemmes 4.3 et 4.4, il existe ε0 > 0 et d > 0 tels que pour tout n :

P
(
τA > n+ ε0Yn∧τA

∣∣Fn) ≥ 1− v sur {Yn∧τA > G(A)(1 + d)} .

Ceci implique que pour tout temps d’arrêt µ on a que

P
(
τA > µ+ ε0Yµ∧τA

∣∣Fµ) ≥ 1− v sur {Yµ∧τA > G(A)(1 + d)} ∩ {µ <∞} .

Pour tout S > 0, on pose

τ̃S = inf {n ≥ 0, Yn ≥ S} .

Fixons B tel que B > G(A)(1 + d).

Ainsi,

P (τA ≥ ε0B) ≥ P (τA > τ̃B + ε0Yτ̃B∧τA , τ̃B < τA)

= E
(
1{τ̃B<τA}P

(
τA > τ̃B + ε0Yτ̃B∧τA

∣∣Fτ̃B))
≥ (1− v)P (τ̃B < τA) . (4.19)

Comme (τA ∧ τ̃B) <∞ et `β (Yn∧τA∧τ̃B) est une sous-martingale par le Lemme 4.1,

on a que

xβ0 = `β(Y0) ≤ E (`β(YτA∧τ̃B)) .

Comme g(x) = o(x), il existeK > 0 tel que E (`1 (Yτ̃B−1) + g (Xτ̃B−1)) ≤ K1/βE (Xτ̃B−1)

et ainsi

E
(
`β (Yτ̃B)1{τ̃B<τA}

)
≤ E (`1 (Yτ̃B))β P (τ̃B < τA)

≤ E
(
E
(
`1 (Yτ̃B)

∣∣Fτ̃B−1

))β P (τ̃B < τA)

≤ E (`1 (Yτ̃B−1) + g (Xτ̃B−1))β P (τ̃B < τA)

≤ K`β (B)P (τ̃B < τA) . (4.20)

Dès lors,

xβ0 ≤ E
(
`β (YτA)1{τ̃B>τA}

)
+ E

(
`β (Yτ̃B)1{τ̃B<τA}

)
≤ `β (G(A)) +K`β (B)P (τ̃B < τA) ,

par (4.20) et

P (τ̃B < τA) ≥ xβ0 − `β (G(A))

Klβ (B)
.

Ainsi, par (4.19), pour n > ε0G(A) (1 + δ),

P (τA > n) ≥ (1− v)
xβ0 − Aβ

K`β (n/ε0)
. (4.21)

Preuve du Théorème 4.1. La borne supérieure est une conséquence directe de la

Proposition 4.1. La borne inférieure vient de la Proposition 4.2 et de (4.15).
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4.1.4 Le cas markovien : taux de convergence sous-géométrique

Dans cette partie, on prouve le Théorème 4.2 premièrement dans le cas d’un

espace d’états dénombrable et deuxièment dans le cas d’un espace d’états général.

Nous allons utiliser quelques résultats de [6] que nous rappelons en appendice.

Soit G l’ensemble des fonctions à valeurs réelles positives f telles qu’il existe une

fonction positive h telle que h(x) → 0 lorsque x → ∞ et une constante c > 0 telle

que pour tout entier m ≥ 1, x1 ≥ 1, . . . , xm ≥ 1,

f

(
m∑
k=1

xk

)
≤ c exp(mh(m))

m∑
k=1

f(xk).

Soit G ′ l’ensemble des fonctions croissantes au voisinage de l’infini f telles que

ln(f(x))/x est décroissante au voisinage de l’infini et tend vers zéro lorsque x tend

vers l’infini.

Preuve du Théorème 4.2 pour un espace d’états dénombrable. Soit A défini comme

dans le Théorème 4.1. On sait par (A4) que F = [0, A] ∩ X est fini. Premièrement,

on peut remarquer que pour tout z ∈ F , on a par la propriété de Markov que

Ez(τF ) = Pz(X1 ∈ F ) +
∑
s∈X\F

Pz(X1 = s)Es(τF ). (4.22)

i) Supposons que λ > 1− θ. On va prouver que pour tout s ∈ X \ F , Es(τF ) =∞.

Soit β ∈ (1 − θ, λ). Par le Théorème 4.1 on sait que si
∑

1/`β(n) diverge, alors

Es(τF ) = ∞, pour tout s ∈ X \ F . La somme
∑

1/`β(n), est de même nature que

l’intégrale
∫

dx/`β(x). En faisant le changement de variable u = G−1(x), on obtient∫ ∞
.

dx

`β(x)
=

∫ ∞
.

du

uβg(u)
.

Mais pour u assez grand,

1

uβg(u)
≥ K

uβ+1−λ+(λ−β)/2

et comme β < λ, on a que ∫ ∞
.

dx

`β(x)
=∞.

Comme (Xn)n∈N est irréductible, il existe z0 ∈ F tel qu’il existe s0 ∈ X \ F tel que

Pz0(X1 = s0) > 0. Dès lors, Ez0(τF ) = ∞ et par la Proposition 4.7 Ez0(τ) = ∞, et

donc (Xn)n∈N est récurrente nulle.

ii) On suppose maintenant que λ < 1−θ. Soit η ∈ (λ, 1−θ). On va d’abord montrer

qu’il existe une constante positive K telle que pour tout s ∈ X \ F , Es(τF ) ≤ Ksη.

Soit γ ∈ (λ, η). Par la Proposition 4.1, on sait que

Ps(τF > n) ≤ K(γ, η)sη

`γ(n)
.
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On va vérifier que
∑∞

n=1 1/`γ(n) <∞. Comme `η est convexe, il existe une constante

C telle que
∞∑
n=1

1

`γ(n)
≤ C

∞∑
n=1

`′η(n)

`γ(n)
.

Cette série est de même nature que l’intégrale∫ ∞
.

`′η(x) dx

`γ(x)
=

∫ ∞
.

`′η(x) dx

`η(x)γ/η
.

En faisant le changement de variable u = `η(x), cette dernière intégrale est en fait

égale à ∫ ∞
.

du

uγ/η
<∞,

et donc

Es(τF ) ≤ Ksη. (4.23)

Par (4.23) et (4.22), on obtient donc que

Ez(τF ) ≤ 1 +KEz(Xη
1 ) <∞,

et ainsi, par la Proposition 4.7, pour tout z ∈ F , Ez(τ) < ∞ et on conclut que

(Xn)n∈N est récurrente positive.

Soit α ∈ (λ, 1− θ) et β ∈ (α, 1− θ). Pour appliquer le Théorème 4.6 avec f = `α et

φ = `β, on a besoin de vérifier que `α ∈ G et `′α ∈ G ′. Comme `α est convexe, on a

que pour tout m ≥ 1, x1 ≥ 1, . . . , xm ≥ 1

`α

(
m∑
k=1

xk

)
≤ 1

m

m∑
k=1

`α(mxk),

et par 5 du Lemme 4.2,

`α

(
m∑
k=1

xk

)
≤ (4m)2α/λ

m

m∑
k=1

`α(xk) ≤ 42α/λ exp(2α/λ−1) ln(m)

m∑
k=1

`α(xk),

ainsi `α ∈ G.

On rappelle que `′α(x) = αg(G−1(x))(G−1(x))α−1. Comme G−1(x) → ∞ lorsque

x→∞ et α− 1 < 0, on a juste besoin de montrer que

ln(g(G−1(x)))

x
→ 0 lorsque x→∞.

Par le changement de variable u = G−1(x) et comme g(x) = O(x1−µ) pour tout µ <

λ d’après 4 du Lemme 4.2, on obtient que xµ = O(G(x)) et ainsi `′α(x)/ ln(x)→ 0

lorsque x→∞, dès lors `′α ∈ G ′. Ce qui finit la preuve.

Dans le cas d’un espace d’états général, on va utiliser une condition de drift

donnée dans [13] :
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Définition 4.1. On dit que la condition D (φ, V,Γ) est vérifiée s’il existe une fonc-

tion V , une fonction concave croissante différentiable φ : [1,∞) 7→ (0,∞], un

ensemble mesurable Γ et une constante b tels que pour tout x ∈ R+

Ex (V (X1)) + φ ◦ V (x) ≤ V (x) + b1{x∈Γ}.

Proposition 4.3 (Proposition 2.5 [13]). Soit P un noyau de transition ψ-irréductible

et apériodique. On suppose que D(φ, V,Γ) est vraie pour une certaine fonction φ

telle que lim
t→∞

φ′(t) = 0, un petite set Γ et une fonction V telle que {V < ∞} 6= ∅.
Ainsi, il existe une mesure de probabilité invariante π, et pour tout x dans l’ensemble

plein et absorbant {V <∞}, i.e. π({V <∞}) = 1,

lim
n→∞

rφ(n) ‖P n(x, .)− π(.)‖
TV

= 0,

où rφ (x) = φ ◦ Φ−1 (x) et Φ (x) =

∫ x

1

du

φ(u)
.

La preuve du Théorème 4.2 consiste essentiellement à vérifier que la condition

D (φ, V,Γ) est vraie.

On rappelle aussi que l’on dit qu’un ensemble C est régulier si pour tout ensemble

B tel que ψ(B) > 0, alors

sup
x∈C

Ex(τB) <∞,

où τB est le temps d’atteinte de l’ensemble B. Une châıne de Markov est dite

régulière s’il existe un recouvrement dénombrable de X par des ensembles réguliers.

Preuve du Théorème 4.2. Comme [0, A] ∩X est petite et comme pour tout x ∈ X ,

Px(τA < ∞) = 1, on sait d’après [56, Proposition 9.1.7 p.205] que (Xn)n∈N est

Harris-récurrente.

i) On suppose que λ > 1−θ. D’après le Théorème 4.1, ∀x ∈ (A,∞)∩X , Ex(τA) =∞.

Supposons que (Xn)n∈N est récurrente positive afin d’obtenir une contradiction.

D’après [56, Theorem 11.1.4 p.260], on sait qu’il existe une décomposition X = S∪N
avec S plein et absorbant et (Xn)n∈N restreinte à S est régulière. Comme S est

absorbant, on sait que [0, A] ∩ S 6= ∅ et (A,∞) ∩ S 6= ∅. Soit C ⊂ S un ensemble

régulier du recouvrement dénombrable de S tel que C ∩ (A,∞) 6= ∅. Ainsi, il existe

x ∈ C∩(A,∞), et on sait que Ex(τA) =∞ ce qui contredit le fait que C est régulier.

Ainsi (Xn)n∈N n’est pas récurrente positive mais donc récurrente nulle.

ii) On suppose que λ < 1− θ. Soit α ∈ (λ, 1− θ) et φ(x) = g(x
1
α )x

α−1
α . D’après le

Lemme 4.1,

Ex (Xα
1 ) ≤ xα − Cφ (xα) + b1{x≤A}.

On va maintenant montrer que φ est une fonction concave croissante.

On calcule d’abord la dérivée de φ :

φ′(x) =
g′(x1/α)

α
− 1− α
αx1/α

.
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Pour x assez grande, en utilisant (4.4), on obtient que

φ′(x) =

(
1− λ
α

g(x1/α)− 1− α
α

)
x−1/α + o

(
g(x1/α)

x1/α

)
.

D’après (4.4) et comme 1−λ > 0, on sait que g′ est ultimement strictement positive

et que g tend vers l’infini. Ainsi, φ′ est ultimement positive, décroissante et tend vers

zéro lorsque x tend vers l’infini (car g(x) = o(x)). Dès lors, la condition D (φ, V,Γ)

est vérifiée. Un rapide calcul nous montre que rφ(x) = `′α(x). Comme [0, A] ∩ X
est petite par hypothèse, on applique la Proposition 4.3 et il existe une mesure de

probabilité invariante π telle que pour tout x

lim
n→∞

`′α(n) ‖P n(x, .)− π(.)‖
TV

= 0.

4.1.5 Exemples

On va maintenant illustrer nos résultats en appliquant les Théorème 4.1 et

Théorème 4.8 à plusieurs modèles.

Marches de Bessel

Une marche de Bessel est une marche aléatoire sur N, réfléchissant en 0, avec

des pas de ±1 et des probabilités de transition de la forme

P(Xn+1 = x+ 1
∣∣Xn = x) = px =

1

2

(
1− δ

2x
+ o

(
1

x

))
et

P(Xn+1 = x− 1
∣∣Xn = x) = 1− px

où x ≥ 1, δ ∈ R et la notation o(1/x) est pour lorsque x tend vers l’infini. Une

marche de Bessel est récurrente si δ > −1, récurrente positive si δ > 1 et transiente

si δ < −1.

On suppose ici que δ ∈ (−1, 0) et que x 7→ g(x) := −δ
2x

+ o
(

1
x

)
est à valeurs dans

R+. Il existe A > 0 tel que l’on obtienne un bon encadrement de la queue du temps

d’atteinte du compact [0, A].

Proposition 4.4. Pour tout α,β tels que α < 1 + δ < β, il existe A > 0 tel que

pour tout x0 > A, il existe deux constantes positives Cα et Cβ telles que

Cβ
nβ/2

≤ Px0(τA > n) ≤ Cα
nα/2

.

Pour des résultats plus précis sur les marches de Bessel et en particulier les

comportements asymptotiques de Px(τ0 > n) et Px(τ0 = n), on renvoie le lecteur

vers [3].
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Processus de Galton-Watson critique avec immigration

On considère un processus de Galton-Watson critique avec immigration (Xn)n∈N
défini par

Xn+1 =
Xn∑
k=1

ξk,n + In,

où (ξk,n)k,n∈N sont des variables aléatoires i.i.d. à valeurs entières telles que P(ξ1,1 =

0) > 0, E(ξ1,1) = 1, Var(ξ1,1) = d > 0 et E(ξ4+δ
1,1 ) < ∞ pour un certain δ > 0

et (In)n∈N des variables aléatoires i.i.d. à valeurs entières telles que P(I1 = 0) >

0, E(I1) = c > 0, E(I4+δ
1 ) < ∞ et on suppose que les variables (ξk,n)k,n∈N et

(In)n∈N sont indépendantes. On suppose aussi que la châıne de Markov (Xn)n∈N
est irréductible et apériodique (c’est par exemple le cas lorsqu’on a en plus des

hypothèse précédentes P(ξ1,1 = 1) > 0 et P(I1 = 1) > 0)

Zubkov a prouvé dans [65] que la châıne de Markov (Xn)n∈N est récurrente si θ =
2c
d
< 1 et donna le comportement asymptotique de la queue du temps de retour en

zéro T0 = inf{n ≥ 1 tel que Xn = 0} :

P0(T0 > n) ∼ L(n)nθ−1,

où L est une fonction à variation lente. Il avait aussi besoin de conditions moins

fortes sur les moments de ξ1,1 et I1.

On retrouve ici une version faible de son résultat mais sans utiliser la propriété de

branchement et donc l’outil puissant que sont les fonctions génératrices.

Proposition 4.5. Il existe A > 0, tel que pour tout x0 > A, α, β tels que α <

1− θ < β, il existe deux constantes positives Cα et Cβ telles que pour tout n ∈ N
Cβ
nβ
≤ Px0(τA > n) ≤ Cα

nα
.

Temps d’extinction d’un processus de Galton-Watson état-dépendant

Les processus de Galton-Watson état-dépendant ont été introduits par Klebaner

dans [41] et Höpfner dans [27]. Ils ont tous les deux donné ds conditions d’extinction

presque-sûre et de convergence vers des lois Gamma généralisées pour ce type de

processus. Néanmoins, à notre connaissance, il n’y a pas eu d’étude poussée sur le

temps d’extinction de ces processus.

Soit (Xn)n∈N un processus de Galton-Watson état-dépendant défini ainsi :

Xn+1 =
Xn∑
k=1

Ak,n(Xn),

où E(Ak,n(Xn)
∣∣Xn = x) = 1 + c

x
et Var(Ak,n(Xn)

∣∣Xn = x) = σ2 + o(1) où c > 0

et σ2 > 0. On suppose que 0 est un état absorbant et que pour tout A > 0 et tout

n ∈ N, il existe ε > 0 et kA ∈ N∗ tels que

P(Xn+kA = 0
∣∣Xn ≤ A) ≥ ε. (4.24)
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Cette hypothèse implique la propriété de dichotomie (voir Théorème 3.1 dans [31]),

c’est à dire,

P ({∃n tel que Xn = 0}) + P
({
Xn −→

n→∞
∞
})

= 1.

On note τ0 = inf{n ∈ N tel que Xn = 0} le temps d’extinction.

Théorème 4.3. Soit θ = 2c
σ2 et supposons que θ ∈ (0, 1). Alors, pour tout α <

1− θ < β, pour tout x ∈ N∗, il existe deux constantes Dα et Dβ telles que

Dβ

nβ
≤ Px (τ0 > n) ≤ Dα

nα
.

Démonstration. Soit α et β tels que α < 1 − θ < β. On applique le Théorème 4.1

et il existe donc A > 0, tel que pour tout x > A, il existe Cα > 0 et Cβ > 0 tels que

Cβ
nβ
≤ Px (τA > n) ≤ Cα

nα
.

Comme {0} ⊂ [0, A], on a que Px(τA > n) ≤ Px(τ0 > n) et on obtient immédiatement

que

Cβ
nβ
≤ Px (τA > n) ≤ Px(τ0 > n).

Soit (T`)`≥0 une suite de temps d’arrêt définis ainsi

T` = inf{n ≥ kA + T`−1 tel que Xn ∈ [0, A]},

avec T0 = 1 et kA est l’entier associé à A dans (4.24). D’après (4.24), on obtient que

Px(τ0 > T`) ≤ (1− ε)l.

Pour α ∈ (0, 1− θ), on a que

Ex (τα0 ) =
∞∑
`=0

Ex
(
1{T`<τ0≤T`+1}τ

α
0

)
≤

∞∑
`=0

Ex
(
1{T`<τ0}T

α
`+1

)
≤

∞∑
`=0

Ex
(
1{T`<τ0} (T` + kA + (T`+1 − kA − T`))α

)
≤

∞∑
`=0

Ex
(
1{T`<τ0} (Tα` + kαA + (T`+1 − kA − T`)α)

)
.
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Soit τA,k = inf{n ≥ k tel que Xn ∈ [0, A]}.
Comme (T`+1 − kA − T`)α ≤ EXT`+kA ((τA)α), alors par récurrence, on a que

Ex (τα0 ) ≤
∞∑
`=0

Ex

(
1{T`<τ0}

(
Tα0 + `kαA +

∑̀
i=0

EXTi+kA ((τA)α)

))

≤ Ex (Tα0 ) +
∞∑
`=0

(1− ε)` `kα + Ex

(
∞∑
`=0

1{T`<τ0}
∑̀
i=0

EXTi+kA ((τA)α)

)

≤ Ex (Tα0 ) +
∞∑
`=0

(1− ε)` `kαA +
∞∑
`=0

(1− ε)` sup
y∈[0,A]

Ey
(
ταA,kA

)
<∞.

On obtient ensuite la borne supérieure voulue pour Px (τ0 > n) par l’inégalité de

Tchebychev.

Un exemple non markovien

Soit (Xn)n∈N un processus défini par

Xn+1 = Xn + 1 +Kεn
√
Rn

où (εn)n∈N est une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que pour tout n ∈ N,

P(εn = −1) = P(εn = 1) = 1
2
, K > 2 et Rn est défini ainsi :

— Soit (Nn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes telle que ∀i ∈
{0, . . . , n}, P(Nn = i) = 1

n+1
.

— Soit (Un)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d telle que P(U1 = 0) =

P(U1 = 1) = 1
2
.

On suppose aussi que les suites (Nn)n∈N, (Un)n∈N et (εn)n∈N sont mutuellement

indépendantes.

On pose

Rn = Un
X2
n

Xn +XNn

+ (1− Un)
XnXNn

Xn +XNn

.

S’il existe n ∈ N tel que Xn ≤ 0, alors pour tout k ∈ N, Xn+k = 0.

Par construction, (Xn)n∈N n’est pas une châıne de Markov pour aucun ordre. Vérifions

que (Xn)n∈N satisfait la relation de récurrence Xn+1 = Xn + g(Xn) + ξn avec g ≡ 1,

E
(
ξn
∣∣Fn) = 0 et E

(
ξ2
n

∣∣Fn) = σ2 (Xn). Soit ξn = εnK
√
Rn. Par indépendance, on a

immédiatement que E
(
ξn
∣∣Fn) = 0. Un rapide calcul nous donne que

E
(
ξ2
n

∣∣Fn) =
K2

2(n+ 1)

n∑
k=0

X2
n +XnXk

Xn +Xk

=
K2

2
Xn.
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Ainsi, on trouve pour θ défini en (4.5), θ = 4
K2 . Si K > 2, alors on sait que

P({Xn −→
n→∞

∞}) = 0 et on peut appliquer le Théorème 4.1 et obtenir un encadre-

ment de la queue de distribution du temps d’atteinte de Xn du compact [0, A].

Proposition 4.6. On suppose que K > 2. Pour tout α et β tels que α < 1−4/K2 <

β, il existe A > 0 tel que pour tout x > A il existe Cα > 0 et Cβ > 0 tels que

Cα
nα
≤ P

(
τA > n

∣∣X0 = x
)
≤ Cβ
nβ
.

4.1.6 Preuve du Lemme 4.4

Dans cette partie, nous montrons notre résultat clé, le Lemme 4.4.

Preuve du Lemme 4.4. On va d’abord vérifié que (Yn)n∈N satisfait la première inégalité

du Lemme 4.3. Soit n ∈ N, alors

E
(
Yn+1 − Yn

∣∣Fn) = E
(
(Yn+1 − Yn)

(
1{ξn≤−g(Xn)−εXn} + 1{ξn>−g(Xn)−εXn}

) ∣∣Fn)
≥ −YnP (ξn ≤ −g (Xn)− εXn)

+ E
(
(Yn+1 − Yn)1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣Fn) .
On sait, par l’inégalité de Tchebychev que P (ξn ≤ −g (Xn)− εXn) ≤ Cσ2(Xn)

X2
n

. On

applique le théorème de Taylor-Lagrange

G (Xn+1) = G (Xn) + (Xn+1 −Xn)G′ (Xn) +
(Xn+1 −Xn)2

2
G′′ (Vn) ,

où Vn est entre Xn et Xn+1 :

E
(
Yn+1 − Yn

∣∣Fn) ≥ −C1G (Xn)σ2 (Xn)

X2
n

+ E
((

g (Xn) + ξn
g (Xn)

)
1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣∣Fn)
− E

(
(g (Xn) + ξn)2 g′ (Vn)

2g2 (Vn)
1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣∣Fn) .
On applique le point 3 du Lemme 4.2 sur le premier terme et comme E

(
ξn
∣∣Fn) = 0,

alors on peut aisément vérifier que E
(
ξn1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣Fn) > 0 et par (4.4) et

(4.3), il existe K > 0 tel que g′(Vn)
g2(Vn)

≤ K
Xng(Xn)

:

E
(
Yn+1 − Yn

∣∣Fn) ≥ −C2 −KE

(
(g (Xn) + ξn)2

2g (Xn)Xn

∣∣∣Fn)

≥ −C2 −K
σ2 (Xn)

2g (Xn)Xn

≥ −C3.

121



Ainsi, (Yn)n∈N vérifie la première inégalité du Lemme 4.3.

On va maintenant vérifier qu’il existe D > 0 tel que pour tout n ∈ N

E
(
Y 2
n+1 − Y 2

n

∣∣Fn) ≤ DYn.

Premièrement, on remarque que

E
(
Y 2
n+1 − Y 2

n

∣∣Fn) ≤ E
((
Y 2
n+1 − Y 2

n

)
1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣Fn) .
Une fois de plus, on utilise le théorème de Taylor-Lagrange avec Vn entre Xn et

Xn+1 :

E
(
Y 2
n+1 − Y 2

n

∣∣Fn) ≤ 2G (Xn) + E
(

2ξn
g (Xn)

G (Xn)1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣∣Fn)
+ E

(
(ξn + g (Xn))2

2

(
2− 2G (Vn) g′ (Vn)

g2 (Vn)

)
1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣∣Fn) .
Comme G(x)g′(x)→ 1−λ

λ
, il existe K1 > 0 tel que pour tout n ∈ N

E
(
Y 2
n+1 − Y 2

n

∣∣Fn) ≤ 2Yn − 2
Yn

g (Xn)
E
(
ξn1{ξn<−g(Xn)−εXn}

∣∣∣Fn)
+K1E

(
(ξn + g (Xn))2

g2 (Vn)
1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣∣Fn) .
On a une borne supérieure de E

(
(ξn+g(Xn))2

g2(Vn)
1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣Fn) par (4.3) et l’inégalité

de Hölder :

E

(
(ξn + g (Xn))2

g2 (Vn)
1{ξn>−g(Xn)−εXn}

∣∣∣Fn)

≤
(
E
(
|ξn + g (Xn) |4+δ

∣∣Fn)) 2
4+δ

(
E

(
1{ξn>−g(Xn)−εXn}

g2+ 4
2+δ (Vn)

∣∣∣Fn))
2+δ
4+δ

≤ K2σ
2 (Xn)

E

V 2+ 4
2+δ

n 1{ξn>−g(Xn)−εXn}

X
2+ 4

2+δ
n g2+ 4

2+δ (Xn)

∣∣∣Fn
 2+δ

4+δ

≤ K2
σ2 (Xn)

g2(Xn)

E

X2+ 4
2+δ

n+1 1{ξn>−g(Xn)−εXn}

X
2+ 4

2+δ
n

∣∣∣Fn
 2+δ

4+δ

≤ K3
σ2 (Xn)

g2(Xn)
,

car 2 + 4
2+δ
≤ 4 + δ et E

(
X

2+ 4
2+δ

n+1

∣∣∣Fn) ≤ K4X
2+ 4

2+δ
n .

Dès lors,

E
(
Y 2
n+1 − Y 2

n

∣∣Fn) ≤ 2Yn + 2
Yn

g (Xn)
KXnP

(
ξn < −g (Xn)− εXn

∣∣Fn)
+K5

σ2 (Xn)

g2(Xn)
.
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Comme P
(
ξn < −g (Xn)− εXn

∣∣Fn) ≤ σ2(Xn)
ε2X2

n
,

E
(
Y 2
n+1 − Y 2

n

∣∣Fn) ≤ 2Yn + 2
Yn

g (Xn)
KXn

σ2 (Xn)

ε2X2
n

+K5
σ2 (Xn)

g2 (Xn)

≤ K6Yn +K7
Xn

g (Xn)

≤ DYn,

par le point 3 du Lemme 4.2, ainsi (Yn)n∈N vérifie l’hypothèse du Lemme 4.3.

Remarque 4.4. On peut maintenant expliquer l’hypothèse (A3) : comme on peut

prendre g(x) = 1/x, on peut avoir G(x) = x2 et ainsi Y 2
n = X4

n, donc on a bien

besoin de l’existence d’un moment d’ordre 4 pour ξn.

4.1.7 Résultats auxiliaires

Dans cet appendice, nous rappelons ques résultats de [6] que nous avons ap-

pliqués dans les pages précédentes.

Soit A l’ensemble des fonctions à valeurs réelles positives f telles qu’ils existe une

constante positive Af telle que

lim sup
x→∞

f(2x)

f(x)
≤ Af .

Théorème 4.4 (Théorème 2 [6]). Soit (Xn)n∈N un processus stochastique Fn-adapté

à valeurs dans un sous-ensemble non borné de R+. Soit f ∈ A une fonction ulti-

mement convexe. On suppose qu’il existe des constantes positives A0 et ε telles

que (f(Xn∧τA0
))n∈N est une surmartingale et pour tout n ∈ N, sur l’événement

{τA0 > n},
E(f(Xn+1)− f(Xn)

∣∣Fn) ≤ −εf ′(Xn).

Ainsi, il existe une constante positive c telle que pour tout x ≥ A0,

Ex(f(τA0)) ≤ cf(x).

Pour toute fonction à valeurs réelles h ∈ C1 ([0,∞)) telle que h est croissante

dans un voisinage de l’infini, h′ est décroissante dans un voisinage de l’infini et

h′(x) → 0 lorsque x → ∞, on pose Bh l’ensemble des fonctions à valeurs réelles

positives f ∈ C2(0,∞) concaves au voisinage de l’infini, telles que limx→∞ f(x) =∞,

limx→∞ f
′(x) = 0, et telles que l’intégrale∫ ∞

1

f ′(x) dx

h ◦ r(x)
converge, (4.25)

où r(x) = sup{y ≥ A, f ′(x) = h′(y)} pour A fixé tel que sur [A,∞), f est concave,

h est croissante et h′ décroissante.
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Théorème 4.5 (Théorème 3 [6]). Soit (Xn)n∈N un processus stochastique Fn-adapté

à valeurs dans un sous-ensemble non borné de R+. Soit h ∈ C1 ([0,∞)) une fonction

à valeurs réelles telle que h′ est décroissante dans un voisinage de l’infini et h′(x)→
0 lorsque x→∞. On suppose qu’il existe des constantes positives A0 et ε telles que

h est croissante sur [A0,∞) et pour tout n ∈ N, sur l’événement {τA0 > n}

E(h(Xn+1)− h(Xn)Fn) ≤ −εh′(Xn).

Ainsi, pour tout f ∈ Bh, il existe des constantes positives c, A ≥ A0 telles que pour

tout x > A,

Ex(f(τA)) ≤ ch(x).

On rappelle maintenant une proposition de [6] qui nous donne un lien entre

l’intégrabilité du temps de passage d’un ensemble fini et du temps de retour à l’état

initial.

Proposition 4.7 (Proposition 1 [6]). Soit F un sous-ensemble fini de X , τF =

inf{n > 0, Xn ∈ F} le temps de passage dans F et τ = inf{n > 0, Xn = X0} le

temps de retour.

i) Si pour tout z ∈ F ,

Ez(τF ) <∞,

alors pour tout z ∈ F , Ez(τ) <∞.

ii) Si pour un certain z0 ∈ F , on a Ez0(τF ) =∞, alors Ez0(τ) =∞.

Le théorème suivant donne la vitesse de convergence vers la mesure de probabi-

lité invariante de (Xn)n∈N dans le cas récurrent positif. On introduit d’abord deux

ensembles de fonctions positives.

Soit G l’ensemble des fonctions à valeurs réelles positives f telles qu’il existe une

fonction positive h telle que h(x) → 0 lorsque x → ∞ et une constante c > 0 telle

que pour tout entier m ≥ 1, x1 ≥ 1, . . . , xm ≥ 1,

f

(
m∑
k=1

xk

)
≤ c exp(mh(m))

m∑
k=1

f(xk).

Soit G ′ l’ensemble des fonctions croissantes au voisinage de l’infini f telles que

ln(f(x))/x est décroissante au voisinage de l’infini et tend vers zéro lorsque x tend

vers l’infini.

Théorème 4.6 (Théorème 3 [6]). Soit f ∈ G telle que f ′ ∈ G ′. On suppose qu’il

existe une fonction positive φ définie sur X telle que pour tout s ∈ X \ F ,

Es(f(τF )) ≤ φ(s),

et aussi que pour tout z ∈ F , Ez(φ(X1)) <∞. Ainsi, pour toute distribution initiale

ν sur X telle que

Eν(f ′(τF )) <∞,
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on a

lim
n→∞

f ′(n)
∑
i∈X

∑
j∈X

ν(i)|P n(i, j)− π(j)| = 0.

4.2 Retour sur le modèle de croissance multitype

On considère un cas particulier du modèle étudié dans le Chapitre 2 où la fonc-

tion g est ici égale à un vecteur constant c. On obtient donc la relation de récurrence

suivante

Xn+1 = XnM + c + ξn,

où M est une matrice irréductible d×d à coefficients positifs, c ∈ Rd
+ et les vecteurs

aléatoires ξn sont tels que presque-sûrement

E
(
ξn
∣∣Fn) = 0,

où {Fn, n ∈ N} est la filtration naturelle associée à (Xn)n∈N. Le théorème de Perron-

Frobenius nous assure que le rayon spectral ρ de M est une valeur propre de mul-

tiplicité 1. On suppose ici que ρ = 1 et on définit les vecteurs propres à droite et à

gauche normalisés associés à ρ par u et v de sorte que vu = u
ᵀ
u = 1.

Pour un vecteur ligne x, on définit le vecteur ligne y par

y = x (I− uv) .

On définit aussi la suite aléatoire (Y n)n∈N par

Y n = Xn (I− uv) .

On suppose que la suite (Xn)n∈N suit une version faible de la propriété de Markov.

Plus précisément, on suppose que E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) est une fonction de Xn que l’on

notera σ2 et qu’il existe d > 0 et K > 0 tels que

d (Xnu)−K‖Y n‖ ≤ E
(
(ξnu)2

∣∣Fn) ≤ d (Xnu) +K‖Y n‖,

où ‖.‖ est la norme euclidienne.

On suppose qu’il existe δ > 0 et A1 > 0 tels que

E
(

(‖ξn‖)4+δ
∣∣Fn) ≤ A1σ

4+δ (Xn) .

Soit θ = 2cu
d

. Dans le Chapitre 2, on a montré que le processus (Xn)n∈N ne tend

pas vers l’infini si θ < 1. Nous allons donner dans cette partie une borne supérieure

et inférieure de la queue du temps d’atteinte d’un certain ensemble compact.

Théorème 4.7. On suppose que θ < 1. Il existe A > 0 tel que pour tout x0 ∈ Rd
+

tel que x0u > A, pour tout α et β tels que α < 1 − θ < β, alors il existe deux

constantes positives Cα et Cβ telles que

Cβ
nβ
≤ Px0 (τA > n) ≤ Cα

nα
, (4.26)

où τA = inf{n ∈ N : Xnu ≤ A}.
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On ne peut pas appliquer le Théorème 4.1 car x 7→ (xu)α, avec α < 1 − θ

n’est pas une fonction de Lyapounov pour (Xn)n∈N. La preuve sera donc un peu

différente de celle du Théorème 4.1, on adaptera ici la preuve de [7].

Démonstration. La preuve du théorème se structure ainsi : première étape, on

construit une fonction de Lyapounov de type puissance pour (Xn)n∈N, deuxième

étape, on adapte la preuve du théorème 1 de [7] pour la borne supérieure et du

théorème de [5] pour la borne inférieure.

1ère étape : Construction de la fonction de Lyapounov.

La suite Y n suit la relation de récurrence

Y n+1 = Y n(M − uv) + g(Xn) (I− uv) + ξn (I− uv) .

On sait que le rayon spectral λ de M − uv est strictement inférieur à 1. Soit

λ1 ∈ (λ, 1). Le théorème d’Householder (voir [62, thm 7.1, p.108]) nous assure qu’il

existe une norme ‖.‖c telle que pour tout x ∈ Rd,

‖x (M − uv) ‖c ≤ λ1‖x‖c.

Ainsi,

‖Y n+1‖c ≤ λ1‖Y n‖c + c1 + ‖ξn‖c.

Pour α ∈ (0, 1), on pose

Fα (x) = ‖y‖c (xu)α−2 + r (xu)α ,

et

F̃α (x) = −‖y‖c (xu)α−2 + r1 (xu)α ,

avec r > 0 et r1 > 0 que l’on fixera plus tard.

On va d’abord montrer que pour α ∈ (0, 1− θ),

E
(
Fα(Xn+1)

∣∣Fn) ≤ Fα(Xn)−D (Xnu)α−1 + b1Xnu≤A,

et pour α ∈ (1− θ, 1),

E
(
F̃α(Xn+1)

∣∣Fn) ≥ F̃α(Xn)− b11Xnu≤A.

Par l’inégalité de Markov, on obtient que

P(ξnu ≤ ηXnu
∣∣Fn) ≤ σ2(Xn)

η2(Xnu)2
≤ K1(Xnu)−1.

Comme les normes sur Rd sont équivalentes, par l’inégalité de Cauchy-Schwartz on

a que

E(‖ξn‖c
∣∣Fn) ≤ C1E(‖ξn‖2+δ

∣∣Fn)1/(2+δ)

≤ C1A1

(
σ2+δ (Xn)

)1/(2+δ)

≤ K2Xnu.
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Soit η ∈ (0, 1) que l’on fixera plus tard, on remarque que l’on a

E
(
Fα(Xn+1)

∣∣Fn) = E
(
‖Y n+1‖c (Xn+1u)α−2 + r (Xn+1u)α

∣∣Fn)
≤
(
λ1‖Y n‖c + c1 + E

(
‖ξn‖c

∣∣Fn)) (1− η) (Xnu)α−2

+KE
(
1ξnu≤−ηXnu

∣∣Fn) (Xnu)α−1

+ r(Xnu)α + r(Xnu)α−1

(
αcu +

α(α− 1)

2
d

)
+ r

α(1− α)

2
K‖Y n‖(Xnu)α−2

≤ Fα(Xn) +

(
λ1(1− η)α−2 + r

α(1− α)

2
K − 1

)
‖Y n‖c(Xnu)α−2

−D(Xnu)α−1 +K1(Xnu)α−2.

On choisit maintenant η tel que λ1(1 − η)α−2 = 1+λ1

2
et r tel que rα(1−α)

2
K =

1− λ1(1− η)α−2. Ainsi,

E
(
Fα(Xn+1)

∣∣Fn) ≤ Fα(Xn)−D(Xnu)α−1 + b1Xnu≤A.

Comme pour α ∈ (1 − θ, 1), on a que αcu + α(α−1)
2

d > 0, avec le même type de

choix pour r1 que précédemment, on obtient que

E
(
F̃α(Xn+1)

∣∣Fn) ≥ F̃α(Xn)− b11Xnu≤A.

Deuxième étape : la borne supérieure.

On rappelle que τA = inf{n ∈ N : Xnu ≤ A}.
Soit 0 < β < α < 1 − θ et on pose pour tout n ∈ N, Un = Fα(Xn) + D

β
(n ∧ τA)β,

avec Fα définie comme ci-dessus.

En suivant la preuve du théorème 1 de [7], on remarque d’abord que

E(Fα(Xn+1∧τA)− Fα(Xn∧τA)
∣∣Fn) ≤ E

(
(Fα(Xn+1)− Fα(Xn))1Xnu∈(A,n)

∣∣Fn) .
Ainsi,

E (Un+1 − Un) ≤ E
((
E
(
(Fα(Xn+1)− Fα(Xn))

∣∣Fn)+Dnβ−1
)
1Xn∧τAu∈(A,n)

)
+Dnβ−1P (Xn∧τAu ≥ n)

≤ E
((
−D(Xnu)α−1 +Dnβ−1

)
1Xn∧τAu∈(A,n)

)
+Dnβ−1P (Xn∧τAu ≥ n) = I + II.

Comme, α− 1 > β − 1, on obtient que

I ≤ E
((
−Dnα−1 +Dnβ−1

)
1Xn∧τAu∈(A,n)

)
≤ 0.

D’après l’inégalité de Tchebychev et comme Fα(Xn) est une surmartingale, on a

une borne supérieure pour II

P (Xn∧τAu ≥ n) ≤ E ((Xn∧τAu)α)

nα
≤ (X0u)α + ‖Y 0‖c(X0u)α−2/r

nα

≤ K3(X0u)α

nα
.
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Dès lors,

E (Un+1 − Un) ≤ C(X0u)α

n1+α−β .

Comme α > β,
n∑
k=0

E(Un+1 − Un) <∞,

et donc, il existe une constante positive R telle que

E (Un) ≤ R(X0u)α.

Ainsi,
D

β
E
(
(n ∧ τA)β

)
≤ E (Un) ≤ R(X0u)α,

et en appliquant le théorème de convergence monotone, on obtient que

E
(
τβA

)
≤ βR(X0u)α

D
.

La borne supérieure est une conséquence immédiate de l’inégalité de Tchebychev.

Troisième étape : La borne inférieure.

Comme

E
(
Xn+1u−Xnu

∣∣Fn) = cu ≥ 0

et

E
(
(Xn+1u)2 − (Xnu)2

∣∣Fn) ≤ (cu)2 + 2(cu)Xnu + E((ξnu)2
∣∣Fn)

≤ DXnu,

alors Xnu vérifie le Lemme 4.3 et donc il existe ε > 0 et ν tels que

P(τA > n+ ε0Xn∧τAu
∣∣Fn) ≥ 1− ν on {Xn∧τAu > A(1 + γ)}

On fixe d’abord B tel que B > A(1 + γ) et on définit

τ̃B = inf{n ≥ 0,Xnu ≥ S}

Ainsi,

P(τA ≥ ε0B) ≥ P(τA > τ̃B + ε0X τ̃B∧τAu, τ̃B < τA)

= E(1{τ̃B<τA}P(τA > τ̃B + ε0X τ̃B∧τAu
∣∣F̃τ̃B))

≥ (1− v)P(τ̃B < τA).

Comme (τA ∧ τ̃B) <∞ et F̃β(Xn∧τA∧τ̃B) est une sous-martingale, on a que

F̃β(X0) < E(F̃β(XτA∧τ̃B)).
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D’après l’inégalité de Hölder, on obtient que

E(F̃β(X τ̃B)1τ̃B<τA) ≤ P(τ̃B < τA)E(F̃β(X τ̃B)2)1/2.

En développant, et le fait que comme les normes sur Rd sont équivalentes, il existe

une constante C telle que ‖Y n‖c ≤ CXnu, on obtient que

F̃β(X τ̃B)2 ≤ K3(X τ̃Bu)2β.

Ainsi, de la même manière que pour la preuve du Théorème 4.1, il existe une

constante K4 telle que

E(F̃β(X τ̃B)1τ̃B<τA) ≤ K4P(τ̃B < τA)Bβ.

Et ainsi,

F̃β(X0) ≤ K5A
β +K4B

βP(τ̃B < τA),

puis

P(τ̃B < τA) ≥ F̃β(X0)−K5A
β

K4β
.

En prenant n > ε0A (1 + δ), on obtient la borne inférieure

P (τA > n) ≥ (1− v)
F̃β(X0)−K5A

β

K4(n/ε0)β
.

Exemple 4.2. On reprend l’exemple de la partie 2.1.5. On pose γ = p2,1

p1,2+p2,1
et

θ = 2(c1+c2)
γb1+(1−γ)b2

. Si θ < 1 alors on a vu que P(‖Xn‖ → ∞) = 0. En appliquant le

Théorème 4.7, alors on obtient qu’il existe A > 0 tel que pour tout x0 ∈ Rd
+ tel que

x0u > A, pour tout α et β tels que α < 1 − θ < β, alors il existe deux constantes

positives Cα et Cβ telles que

Cβ
nβ
≤ Px0 (τA > n) ≤ Cα

nα
,

où τA = inf{n ∈ N : Xnu < A}. En particulier, si on suppose que 0 est un état

absorbant et que pour tout A > 0 et tout n ∈ N, il existe ε > 0 et k ∈ N∗ tels que

P(Xn+k = 0
∣∣Xnu ≤ A) ≥ ε,

alors on a la propriété de dichotomie et on peut donner un encadrement asympto-

tique de la queue du temps d’extinction, comme dans le Théorème 4.3 de la forme

Dβ

nβ
≤ Px (τ0 > n) ≤ Dα

nα
,

pour tout α < 1− θ < β.
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Perspectives

Dans le Chapitre 1, nous avons donné un critère d’extinction presque-sûre qui

s’applique sur la plupart de modèles avec compétition. En effet, si on considère un

modèle stochastique monotype avec une capacité biotique K, alors le nombre moyen

d’enfants par individu est strictement plus petit que 1 si la taille de la population est

plus grande queK, on peut donc appliquer la Proposition 1.3 du Chapitre 1. On peut

alors se demander quel est l’ordre de grandeur du temps d’extinction et notamment

son comportement asymptotique lorsque K tend vers l’infini. Cette question a été

traitée dans le cas monotype par Klebaner et Zeitouni [47], où les auteurs montrent

que le temps d’extinction est de l’ordre ecK , où la constante c est déterminée par

les paramètres du modèle. Néanmoins, les auteurs font l’hypothèse que le processus

stochastique est à valeurs dans un compact, ce qui est assez contraignant. Dans [17],

les auteurs s’intéressent, dans le cas multitype, aux distributions quasi-stationnaires

du processus et montrent en particulier que les distributions quasi-stationnaires

chargent les points qui sont des attracteurs du système dynamique déterministe non

perturbé. Ils montrent aussi que, en partant de la distribution quasi-stationnaire,

l’espérance du temps d’extinction grandit exponentiellement d’exposant K, lorsque

K tend vers l’infini.

Lorsque K est grand, K joue le rôle de notre paramètre d’échelle N du Chapitre 1

et donc XK/K est proche d’un système dynamique déterministe. Supposons pour

simplifier que ce système dynamique possède un point fixe attracteur. On sait donc

que XK/K va rester proche de ce point fixe pendant un certain temps, mais on

sait aussi que XK atteint zéro presque-sûrement. Ainsi, le temps d’extinction est un

temps de sortie du bassin d’attraction du point fixe attracteur. L’étude de ces temps

de sorties fait appel à la théorie des grandes déviations, notamment les travaux de

Freidlin et Wentzell [21] pour le temps continu et ceux de Kifer [40] pour le temps

discret.

Dans le Chapitre 2, nous avons donné un critère pour déterminer si les processus

satisfaisant l’équation

Xn+1 = XnM + g(Xn) + ξn,

atteignaient l’état zéro presque sûrement ou pas. Nous avons ensuite vu, dans le

Chapitre 4, que le temps d’extinction n’était pas nécessairement d’espérance finie.
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On peut alors se demander quel est le comportement du processus conditionné à

ne pas s’éteindre. Il faudrait alors déterminer si on a existence et unicité d’une

distribution quasi-stationnaire qui serait une limite de Yaglom.

Une autre extension naturelle des travaux de cette thèse serait de s’intéresser au

cas où on a une infinité de types. Ceci permettrait de considérer par exemple des

métapopulations avec une infinité de parcelles si le nombre de types est dénombrable

ou bien de considérer des traits phénotypiques (comme par exemple la taille du bec

des oiseaux) si le nombre de types n’est pas dénombrable.

Bien entendu, nous souhaitons terminer la démonstration de la Conjecture 3.1.

Il reste notamment des propriétés de tension à vérifier.

Nous souhaitons aussi compléter le Théorème 4.7 pour une classe plus générale

de fonctions g. La difficulté principale à ne pas se restreindre aux fonctions g

constantes est le calcul du développement de Taylor de la fonction G. Néanmoins,

on devrait pouvoir s’inspirer des techniques utilisées dans le Chapitre 3.
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Preuves des résultats sur les processus de

Galton-Watson multitypes critiques avec

immigration

On donne ici les preuves des différents résultats énoncés dans le chapitre 1 sur

les processus de Galton-Watson multitypes critiques avec immigration. Avant de

prouver le Théorème 1.1, on rappelle deux résultats importants sur les processus de

Galton-Watson multitypes critiques. On rappelle que

Q(s) =

(
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

sisjE(Xk,iXk,j − δijXk,i)

)
k=1,...,d

,

où δi,j est le symbole de Kronecker (δi,j = 1 si i = j, 0 sinon) et les (Xk,i)k,i∈{1,...,d}
correspondent au nombre d’enfants de type i pour un individu de type k. On rappelle

aussi que F (s) = (E(s(Xi,1,Xi,2,...,Xi,d))i∈{1,...,d} est la fonction génératrice du nombre

d’enfants par individu pour le processus sans immigration, u et v sont les vecteurs

propres à droite et à gauche normalisés associés à la valeur propre 1, de la matrice

M = E (Xi,j)i,j∈{1,...,d}.

Lemme B.5. [33]. Pour tout s ∈ [0, 1[d,

lim
n→∞

1− Fn (s)

v (1− Fn (s))
= u.

Lemme B.6. [8, p.189, Multitype basic lemma.] ∀s ∈ [0, 1[d

lim
n→∞

1

n

( 1

v(1− Fn(s))
− 1

v(1− s)

)
= vQ(u).

Preuve du Théorème 1.1. Soit γk = P(Zk = 0|Z0 = 0). On peut aisément vérifier

que γn =
n∏
k=0

G(Fk(0)). On applique les lemmes (B.5) et (B.6) :

1− Fn(0) =
u

nvQ(u)
+ o

(
1

n

)
.
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Ainsi G(Fn(0)) = 1 − uJ
nvQ(u)

+ o( 1
n
). Or G(Fn(0)) = γn

γn−1
, donc en appliquant la

règle de Raabe-Duhamel, on a que :

Si θ < 1, alors
∑
γk = +∞ c’est à dire l’état 0 est récurrent et donc la châıne l’est

aussi.

Si θ > 1, alors
∑
γk < +∞ c’est à dire l’état 0 est transient et donc la châıne l’est

aussi.

Avant de donner la preuve du Théorème 1.2, on rappelle deux théorèmes im-

portants :

Théorème B.8 (Théorème taubérien ([19], ch XIII, 5, Thm 5)). Soit qn ≥ 0 et on

suppose que

Q(s) =
∞∑
k=0

qks
k

converge pour 0 ≤ s < 1. Si L est une fonction à variation lente et 0 ≤ θ < ∞
alors on a équivalence entre

Q(s) ∼
s→1

1

(1− s)θ
L
( 1

1− s

)
et

n−1∑
k=0

qk ∼
n→∞

1

Γ(θ + 1)
nθL(n)

si de plus (qn) est monotone, alors on a aussi équivalence avec

qn ∼
n→∞

1

Γ(θ)
nθ−1L(n).

Théorème B.9. ([18], ch XIII, 3, Thm 3)

Soit (fn)n≥1, une suite positive telle que
∞∑
k=1

fk = 1 et 1 est le pgdc des n tels que

fn = 0.

On pose u0 = 1 et

un = f1un−1 + f2un−2 + . . .+ fnu0

Alors

un → µ−1

où µ =
∞∑
k=1

kfk.

Preuve du Théorème 1.2. On pose uk = P(τ > k) et U(t) =
∞∑
k=0

ukt
k. On va main-

tenant prouver que

U(t) =
A1(t)

1− A(t)
,

où A(t) =
∞∑
k=1

(γk − γk+1)tk+1 et A1(t) = A(t)
(1−q0)t

, q0 = P(J1 = 0).
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On suppose que Z−1 = 0. Soit Y n le processus cöıncidant avec Zn jusqu’à ce

que Zn = 0 et constant égal à 0 après :

Y 0 = Z0

Y n+1 =

{
0 si Y n = 0

Zn+1 si Y n 6= 0.

On peut remarquer que uk = P(Y k 6= 0) et

∑
x∈Nd

P(Y i+1 = x|Y i = y)sx =

{
1 si y = 0

G(s)F y(s) si y 6= 0.

Soit N(i, s) =
∑

x∈Nd
P(Y i = x)sx. Ainsi,

N(0, s) =
∑

x∈Nd\{0}

P(Z0 = x|Z−1 = 0,Z0 6= 0)sx

=
G(s)− q0

1− q0

et par récurrence :

N(i+ 1, s) =
∑
x∈Nd

∑
y∈Nd

P(Y i+1 = x|Y i = y)P(Y i = y)sx

= P(Y i = 0) +
∑

y∈Nd\{0}

P(Y i = y)G(s)F y(s)

= (1−G(s))N(i,0) +G(s)N(i, F (s))

=
i∑
j

N(i− j,0)(1−G(Fj(s)))

j−1∏
m=0

G(Fm(s))

+N(0, Fi−1(s))
i∏

n=0

G(Fn(s)).

Néanmoins, on peut remarquer que N(i,0) = P(Y i = 0) = 1−ui. Ainsi on obtient :

1− ui+1 =
i∑

k=0

(1− ui−k)(γk − γk+1) + γi+1
G(Fi+1(0)− q0

1− q0

,

ui+1 =
i∑

k=0

ui−k(γk − γk+1) +
γi+1 − γi+2

1− q0

.

On multiplie chaque terme par ti+1 et on somme pour i allant de 0 à l’infini :

U(t)− 1 = A(t)U(t) +
A(t)

(1− q0)t
− 1.
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Ainsi

U(s) =
A1(s)

1− A(s)
,

ce qui est le résultat souhaité.

On remarque que U(1) = E(τ). On admet que (k+1)(γk−γk+1) = (k+1)γk(1−
G(Fk(0))) ∼ L1(k)k−θ, où L1 est une fonction à variation lente. D’après des résultats

sur les fonctions à variation lente (voir par exemple [19, Chapter VII, 8,9]), on en

déduit que
n∑
k=0

(k + 1)(γk − γk+1) ∼ L2n
1−θ,

avec

L1(n) ∼ (1− θ)L2(n) si θ < 1.

Le Théorème B.8 nous assure que, lorsque t→ 1 :

A′(t) =
∞∑
k=0

(k + 1)(γk − γk+1)tk ∼ C3(1− t)θ−1L2

(
1

1− t

)
.

Comme lim γk = 0, A(1) = 1 et donc

U(s) =
A1(s)

1∫
s

A′(x)dx

∼ C4(1− t)−θ
(
L2

(
1

1− t

))−1

.

Mais
1∫
t

A′(x)dx ∼ C3

1∫
s

(1− x)θ−1dx = (C3/θ)(1− s)θ.

On applique encore le théorème taubérien (on sait que les uk sont décroissants), on

obtient :

uk ∼ L(k)kθ−1.

136



Outils mathématiques

Dans cette partie, nous allons détailler quelques méthodes et résultats mathématiques

utilisés tout au long de cette thèse.

B.1 Propriété de dichotomie

Nous avons plusieurs fois évoqué la propriété de dichotomie pour un processus

stochastique (Xn)n∈N, (1) :

P(Xn −→
n→∞

∞) + P(∃k ∈ N, Xk = 0) = 1.

Si (Xn)n∈N est une châıne de Markov sur N et que l’état {0} est absorbant, c’est-

à-dire P0(X1 = 0) = 1, et partout accessible, c’est-à-dire pour tout x ∈ N, Px(∃k ∈
N, Xk = 0) > 0, alors (Xn)n∈N vérifie la propriété de dichotomie.

On a toutefois considéré dans cette thèse des modèles qui ne sont pas nécessairement

markoviens. Nous avons donc utilisé une condition suffisante plus générale pour que

(Xn)n∈N satisfasse la propriété de dichotomie.

Théorème 6 (Propriété de dichotomie, Théorème 3.1 [31]). Soit (Xn)n∈N une suite

de variables aléatoires à valeurs dans R+. On suppose que l’état {0} est absorbant

et que ∀x > 0,∃δ > 0 tel que

P(∃nXn = 0|X1, . . . , Xk) ≥ δ,

si Xk ≤ x.

Alors,

P(Xn −→
n→∞

∞) + P(∃k ∈ N, Xk = 0) = 1.

La preuve de ce résultat découle du “Lévy’s Upward Theorem” [64, p 134].

Démonstration. Soit

D = {∃n tel que Xn = 0},

et

X = 1D.
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On va montrer que si Xn ne tend pas vers l’infini, alors X = 1 presque-sûrement.

Soit {Fn = σ(X1, . . . , Xn), n ∈ N} la filtration naturelle associée à (Xn)n∈N. On

remarque que la martingale Mn = E(X
∣∣Fn) est bornée donc converge presque-

sûrement vers M∞ = lim supMn.

D’après le “Lévy’s Upward Theorem”, M∞ = E(X
∣∣F∞) = X, car X est F∞ mesu-

rable. Si Xn ne tend pas vers l’infini, alors il existe x > 0 tel qu’il y a une infinité

d’indices n tels que Xn ≤ x. Donc pour une infité d’indices,

Mn ≥ δ.

Ainsi, sur l’événement {Xn 9 ∞}, M∞ ≥ δ > 0 mais comme M∞ = X et X ∈
{0, 1}, alors X = 1.

B.2 Fonctions de Lyapounov et surmartingales

Pour un processus (Xn)n∈N à valeurs dans un espace d’états X , on appelle fonc-

tion de Lyapounov une fonction L : X → R+ telle que pour tout n ∈ N,

E(L(Xn+1)
∣∣Fn) ≤ L(Xn)

où {Fn, n ∈ N} est une filtration pour laquelle (Xn)n∈N est adapté. Cela signifie que

(L(Xn))n∈N est une surmartingale positive et donc converge presque-sûrement vers

une variable aléatoire intégrable si L(X0) est intégrable. Dans le cas où (Xn)n∈N est

une châıne de Markov, l’existence de fonctions de Lyapounov permet de déterminer

la nature de la châıne.

Théorème 7 (Théorème de Foster [20]). Soit (Xn)n∈N une châıne de Markov

irréductible sur un espace d’états dénombrable X .

1. (Xn)n∈N est transiente si et seulement si il existe une fonction L : X → R+

et un ensemble non vide A ⊂ X tels que pour tout x /∈ A, Ex(L(X1)) ≤ L(x),

et il existe x /∈ A tel que L(x) < inf
y∈A

L(y).

2. (Xn)n∈N est récurrente si et seulement si il existe une fonction L : X → R+

telle que {x, L(x) < N} est fini pour tout N > 0 et pour tout x ∈ X sauf un

nombre fini, Ex(L(X1)) ≤ L(x).

3. (Xn)n∈N est récurrente positive si et seulement si il existe une fonction L :

X → R+, un ensemble fini C ⊂ X non vide tels que pour tout x ∈ X \ C, on

a Ex(L(X1)) ≤ L(x)− 1.

Lorsque (Xn)n∈N est récurrente positive, on a un lien entre le temps d’atteinte

d’un ensemble B ⊂ X et la fonction de Lyapounov L et l’ensemble C du théorème

précédent.
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Lemme 1 (Lemme 11.3.9 p.269 [56]). Si L vérifie le point 3 du théorème précédent

que l’on écrira sous la forme

Ex(L(X1)) ≤ L(x)− 1 + b1C(x),

alors pour tout B ⊂ X ,

Ex(τB) ≤ L(x) + bEx

(
τB−1∑
k=0

1C(Xk)

)
,

avec τB = inf{n ≥ 1, Xn ∈ B}.

Dans cette thèse, nous avons vu d’autres liens entre fonction de Lyapounov et

temps d’atteinte lorsque (Xn)n∈N n’est pas nécessairement récurrente positive ni

même une châıne de Markov. Une bonne classe de fonctions de Lyapounov pour

une étude plus fine du temps d’atteinte de certains ensembles sont les fonctions L

convexes, ou concaves tendant vers 0 en l’infini, telles que

Ex(L(X1)) ≤ L(x)− εL′(x),

avec ε > 0. Ceci a été remarqué par Aspandiiarov et al [6] et nous avons utilisé ces

résultats dans le chapitre 4.

Lorsqu’une châıne de Markov est irréductible, apériodique et récurrente positive,

on a existence et unicité de la mesure de probabilité invariante. On a alors un lien

entre la convergence géométrique vers cette mesure invariante et l’existence d’une

certaine classe de fonctions de Lyapounov.

Théorème 8 (Convergence géométrique, Théorème 15.0.1 p. 362 [56]). Soit (Xn)n∈N
une châıne de Markov irréductible et apériodique sur un espace d’états dénombrable

X .

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une fonction L : X → R+, un réel β < 1 et un ensemble fini C ⊂ X
non vide tels que pour tout x ∈ X \ C, on a

Ex(L(X1)) ≤ βL(x) (B.27)

2. Il existe r ∈ (0, 1) tel que pour tout x ∈ X ,

lim
n→∞

rn‖P n(x, .)− π‖TV = 0,

où P désigne le noyau de transition de (Xn)n∈N et π sa mesure de probabilité

invariante.

Néanmoins, d’autres régimes sont possibles, la convergence du noyau de transi-

tion vers la mesure de probabilité invariante n’est pas nécessairement géométrique

et donc dans ce cas, on ne peut pas trouver une fonction de Lyapounov vérifiant

l’équation (B.27). D’autres classes de fonctions de Lyapounov permettent d’obtenir

une convergence dite sous-géométrique vers la mesure invariante.
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Théorème 9 (Proposition 2.5 [13]). Soit (Xn)n∈N une châıne de Markov irréductible

et apériodique sur un espace d’états dénombrable X .

Si il existe une fonction L : X → R+, une fonction concave croissante différentiable

φ : [1,∞] 7→ (0,∞] telle que lim
t→∞

φ′(t) = 0, un ensemble fini C tels que pour tout

x ∈ X \ C
Ex (L(X1)) + φ ◦ L(x) ≤ L(x), (B.28)

alors

lim
n→∞

rφ(n) ‖P n(x, .)− π(.)‖
TV

= 0, (B.29)

où rφ (x) = φ ◦ Φ−1 (x), Φ (x) =

∫ x

1

du

φ(u)
, P désigne le noyau de transition de

(Xn)n∈N et π sa mesure de probabilité invariante.

Contrairement au Théorème 8, on ne sait pas s’il y a équivalence entre l’inégalité

(B.28) et la limite (B.29). Lorsque φ : x 7→ xα, avec α ∈ (0, 1), on a rφ(n) ∝
n

α
1−α , c’est-à-dire rφ(n) est proportionnel à n

α
1−α . La vitesse de convergence est

donc d’ordre polynomiale. Dans le Chapitre 4, nous avons utilisé ce résultat pour

des processus satisfaisant l’équation

Xn+1 = Xn + g(Xn) + ξn.

B.3 Méthode des moments

Dans le chapitre 3, nous avons montré une convergence en loi en utilisant la

méthode des moments en s’inspirant de [43]. Nous donnons ici un peu plus de

détails sur cette méthode. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R et X

Mn = E(Xn) son n-ième moment. On suppose que Mn < ∞ pour tout n ∈ N. Le

problème des moments consiste à trouver sous quelles conditions la suite (Mn)n∈N
détermine de manière unique une loi de probabilité sur R. Si par exemple

lim sup
n→∞

|Mn|1/n

n
= λ <∞,

alors la fonction caractéristique ϕX(t) = E(exp(itX)) est analytique sur un voisinage

de zéro et comme ϕ
(n)
X (0) = inMn et ϕX caractériste la loi de X, alors la loi de X

est déterminée de manière unique par ses moments [19, p. 514]. Pour une condition

suffisante plus précise, on peut citer celle de Carleman [19, p.228] : si∑
M
−1/2n
2n =∞

alors la loi de X est déterminée de manière unique par ses moments.

Présentons maintenant la méthode des moments. Soit (Xn)n∈N une suite de variables

aléatoires et X une variable aléatoire définie de manière unique par ses moments.

Si pour tout k ∈ N,

lim
n→∞

E(Xk
n) = E(Xk),

alors (Xn)n∈N converge en loi vers X.
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B.4 Convergence fonctionnelle

Dans le chapitre 3, nous avons conjecturé la convergence d’une transformation

de notre processus discret vers la solution d’une équation différentielle stochastique.

Soit (Xn)n∈N vérifiant la relation

Xn+1 = XnM + g(Xn) + ξn.

On suppose en particulier que le rayon spectral de la matrice M vaut 1 et on pose u

et v les vecteurs propres à droite et à gauche associés à 1 de sorte que vu = u
ᵀ
u = 1.

On pose pour x ∈ [1,∞)

g̃(x) = g(xv)u

et

G(x) =

∫ x

1

ds

g̃(s)
.

Alors, nous pensons que la transformation de notre procesus

Zn(t) =
1

n
G(Xbntcu)

converge en loi vers la solution de l’équation différentielle stochastique

Zt = x+ 2

∫ t

0

√
Zs dBs + ct,

où (Bt) est un mouvement brownien standard. Les solutions de cette équation sont

appelés les processus de Bessel carrés.

D’un point de vue historique, Donsker [12] a été le premier à montrer la conver-

gence d’une marche aléatoire vers un mouvement brownien standard. Pour (Xn)n∈N
une suite de variables aléatoires i.i.d à valeurs dans R et telle que E(X1) = 0 et

Var(X1) = 1, alors en posant Sn =
∑n

i=1 Xi on démontre que

Sbntc√
n
, t ∈ [0, 1],

converge en loi vers un mouvement brownien standard sur l’intervalle de temps

[0, 1] lorsque n tend vers l’infini. Dans notre cas, la diffusion limite ne sera pas

à accroissements gaussiens. On a utilisé pour cela le Théorème 4.1 de [16, p.354].

Avant de rappeler son énoncé, introduisons quelques notations. Étant donné un

générateur infinitésimal A : C2(Rd)→ C(Rd), où C(Rd) est l’ensemble des fonctions

continues de Rd dans R et C2(Rd) l’ensemble des fonctions deux fois dérivables de Rd

dans R et dont les dérivées partielles d’ordre deux sont continues, et une mesure de

probabilité ν sur R, le problème des martingales associé à (A, ν) consiste à trouver

une mesure de probabilité P sur l’espace des fonctions continues X : [0,∞) → Rd

telle que

P ◦X(0)−1 = ν

141



et pour tout f ∈ C2(Rd) on a que

f(X(t))− f(X(0))−
∫ t

0

Af(X(s)) ds

est une martingale locale sous P. On rappelle qu’une martingale locale est un pro-

cessus adapté à une filtration {Ft, t ≥ 0} telle qu’il existe une suite de temps d’arrêt

(τk)k∈N par rapport à la filtration {Ft, t ≥ 0} telle que

— (τk)k∈N est presque-sûrement croissante : P(τk < τk+1) = 1, ∀k ∈ N.

— (τk)k∈N tend vers l’infini : P(τk −→
k→∞

∞) = 1.

— le processus arrêté Xt∧τk} est une martingale par rapport à la filtration

{Ft, t ≥ 0} pour tout k ∈ N.

Si on a l’existence et l’unicité pour le problème des martingales (A, ν) alors on

dit qu’il est bien posé.

Voici donc l’énoncé du Théorème 4.1 de [16, p.354] que l’on utilisera dans le chapitre

3.

Théorème 10. Soit a et b deux fonctions continues définies sur R à valeurs dans

R. Soit

A =

{(
f, a (x)

d2f

dx2
+ b (x)

df

dx

)
, f ∈ C∞c (R+)

}
,

et on suppose que le probème des martingales pour A est bien posé.

Pour n ∈ N∗, soit Xn, Bn et An des processus dont les trajectoires sont dans

DR([0,∞)), l’ensemble des fonctions continues à droite avec une limite à gauche, et

An(t)−An(s) ≥ 0 pour t > s ≥ 0. On pose la filtration Fnt = σ(Xn(s), Bn(s), An(s) :

s ≤ t).

Soit le temps d’arrêt τ rn = inf{t : |Xn(t)| ≥ r ou |Xn(t−)| ≥ r} et on suppose que

Mn(t) = Xn(t)−Bn(t)

et

M2
n(t)− An(t)

sont des Fnt martingales locales et pour tout r > 0, T > 0 :

lim
n→∞

E

(
sup

t≤T∧τrn
|Xn(t)−Xn(t−)|2

)
= 0,

lim
n→∞

E

(
sup

t≤T∧τrn
|Bn(t)−Bn(t−)|2

)
= 0,

lim
n→∞

E

(
sup

t≤T∧τrn
|An(t)− An(t−)|

)
= 0,

sup
t≤T∧τrn

∣∣∣∣Bn(t)−
∫ t

0

b(Xn(s)) ds

∣∣∣∣ P→ 0
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et

sup
t≤T∧τrn

∣∣∣∣An(t)−
∫ t

0

a(Xn(s)) ds

∣∣∣∣ P→ 0

On suppose aussi que P◦Xn(0)−1 en loi−→ ν. Alors, (Xn) converge en loi vers la solution

du problème des martingales associé à (A, ν).
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29, 81, 95, 96
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Résumé : Cette thèse porte sur l'étude mathématique de modèles stochastiques de dynamique de populations
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écarts entre ces deux processus par un résultat de type �théorème central limite�. En�n, nous donnons un
critère de persistance/extinction a�n de déterminer le comportement en temps long de notre processus
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suivants. Dans le deuxième chapitre, nous donnons un critère de croissance illimitée pour des processus
véri�ant le cas critique évoqué plus haut. Nous illustrons en particulier ce critère avec l'exemple d'une
métapopulation constituée de parcelles de type puits (c'est à dire dont la population s'éteint sans tenir compte
de la migration), où l'on montre que la survie de la population est possible. Dans le troisième chapitre, nous
nous intéressons au comportement du processus critique lorsqu'il croît vers l'in�ni. Nous montrons en
particulier une convergence en loi vers une loi gamma de notre processus renormalisé et dans un cadre plus
général, en renormalisant aussi en temps, nous conjecturons une convergence en loi d'une fonction de notre
processus vers la solution d'une équation di�érentielle stochastique appelée un processus de Bessel carré. Dans
le quatrième et dernier chapitre, nous nous plaçons dans le cas où le processus critique ne tend pas vers l'in�ni
et étudions le temps d'atteinte de certains ensembles compacts. Nous donnons un encadrement asymptotique
de la queue de ce temps d'atteinte. Lorsque le processus s'éteint, ces résultats nous permettent en particulier
d'encadrer la queue du temps d'extinction. Dans le cas où notre processus est une chaîne de Markov, nous en
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convergence sous-géométrique du noyau de transition de notre chaîne vers sa mesure de probabilité invariante.
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Abstract : This thesis is devoted to the mathematical study of stochastic modelds of structured populations
dynamics. In the �rst chapter, we introduce a discrete time stochastic process taking into account various
ecological interactions between individuals, such as competition, migration, mutation, or predation. We �rst
prove a �law of large numbers�: where we show that if the initial population tends to in�nity, then, on any �nite
interval of time, the stochastic process converges in probability to an underlying deterministic process. We also
quantify the discrepancy between these two processes by a kind of �central limit theorem�. Finally, we give a
criterion of persistence/extinction in order to determine the long time behavior of the process. This criterion
highlights a critical case which will be studied in more detail in the following chapters. In the second chapter,
we give a criterion for the possible unlimited growth in the critical case mentioned above. We apply this
criterion to the example of a source-sink metapopulation with two patches of type source, i.e. the population of
each patch goes to extinction if we do not take into account the migration. We prove that there is a possible
survival of the metapopulation. In the third chapter, we focus on the behavior of our critical process when it
tends to in�nity. We prove a convergence in distribution of the scaled process to a gamma distribution, and in a
more general framework, by also rescaling time, we conjecture a distribution limit of a function of our process
to the solution of a stochastic di�erential equation called a squared Bessel process. In the fourth and last
chapter, we study hitting times of some compact sets when our process does not tend to in�nity. We give nearly
optimal bounds for the tail of these hitting times. If the process goes to extinction almost surely, we deduce
from these bounds precise estimates of the tail of the extinction time. Moreover, if the process is a Markov
chain, we give a criterion of null recurrence or positive recurrence and in the latter case, we obtain a
subgeometric convergence of its transition kernel to its invariant probability measure.
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