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Introduction

Cette these porte sur I’étude de certains modeles stochastiques de dynamique
de populations structurées. Nous considererons des modeles en temps discret et en
dimension finie pour lesquels nous répondrons aux questions suivantes :

1. Lorsque la population initiale tend vers l’infini, notre modele stochastique
converge-t-il vers un modele déterministe ? Dans I'affirmative, peut-on mesu-
rer I'écart entre le modele stochastique et le modele déterministe ?

2. Peut-on donner un critere de persistance/extinction pour les modeles que I'on
considere ?

3. Dans le cas ot on a persistance, comment doit-on renormaliser notre processus
pour avoir un objet limite pertinent et quel est cet objet limite ?

4. Dans le cas ou on a extinction avec probabilité un, que peut-on dire sur le
temps d’extinction ?

Nous répondrons a la premiere question pour un modele que nous introduirons
dans le Chapitre [} Ce modele stochastique, en temps discret et de dimension finie,
tient compte des différentes interactions écologiques possibles entre les individus.
Ensuite, nous nous focaliserons sur un cas particulier, mais néanmoins tres riche, de
ce modele pour apporter des réponses aux questions suivantes dans les Chapitres 2]
Bl et @

Cette introduction est structurée en trois parties. Dans la premiere partie, nous
rappelons la notion de stochasticité démographique en dynamique des populations
et son importance lorsque ’'on s’intéresse a des questions d’extinction de population.
Dans une deuxieme partie, nous présentons le concept de populations structurées
et détaillons en particulier le cas des métapopulations. Nous expliquons ensuite la
structure de cette these et énoncons les principaux résultats obtenus.

Modélisation en dynamique des populations et sto-
chasticité démographique

Dans cette partie, nous rappelons quelques modeles déterministes a temps dis-
cret en une dimension. Nous donnons ensuite une premiere idée des modeles sto-



chastiques que I'on étudiera dans cette these.

Modeles déterministes en temps discret

La dynamique des populations est une branche de ’écologie qui s’intéresse a
la variation du nombre d’individus d’une population au cours du temps. Dans
toute cette these, nous nous intéresserons a des modeles ou le temps est discret.
Chaque unité de temps peut par exemple représenter une saison, une année ou plus
généralement le temps de vie d'une génération d’individus. Un premier modele naif
consiste a faire a chaque étape de temps, le bilan des naissances et des morts : étant
donné z,, le nombre d’individus a la génération n, alors le nombre d’individus a la
génération n 4 1 est égal au bilan des naissances et des morts qui sont toutes les
deux proportionnelles a z,,. Si on note b le taux de naissance et d le taux de mort,
alors on a x,.1 = x, + bz, — dx,. On obtient alors une évolution géométrique de la
taille de la population, en posant r = 14+b—d, on a x,, = r"x( et donc la population
croit exponentiellement si r > 1, reste constante si r = 1 et tend vers 0 exponen-
tiellement si » < 1. En 1976, May [55] a proposé un modele prenant en compte la
limitation des ressources. Cette limitation entraine que la taille de la population ne
peut pas dépasser un seuil, appelé capacité biotique. Il y a une compétition entre les
individus pour 'acces aux ressource. En notant K la capacité biotique et r le taux
de croissance, le modele que proposa May (que 'on appelle modele logistique) est le
suivant : x,.1 = rz, (1 — z,/K). Ce modele, bien que simple, a de multiples com-
portements possibles en fonction du parametre r. En particulier, la suite (z,)nen
peut étre chaotique. Par la suite, différents modeles ont été proposés pour prendre
en compte la compétition entre les individus pour 'acces aux ressources. On peut
citer en particulier

— le modele de Ricker [60] : 2,41 = x, exp(r(l — x,/K)).

— le modele de Beverton-Holt [10] : 41 = ra, /(1 +x,/M), avec M > 0 et ou

la capacité biotique K vaut M (r — 1).
— le modele de Hassell [25] : 2,41 = 12, /(1 + x,/M)°, avec M,c > 0 et ou la
capacité biotique K vaut M (r'/c —1).
D’autres interactions que la compétition entre individus sont possibles. On peut
penser par exemple aux modeles hote-parasite, avec le modele de Nicholson-Bailey
[49], p.190].
Les modeles cités ci-dessus sont en temps discret. Notons que les systéemes dyna-
miques a temps discret a une dimension possedent une richesse supplémentaire par
rapport aux systemes a temps continu : la possibilité d’avoir un comportement
chaotique. Par exemple, pour le modele logistique, I’équilibre x* = K(1 — 1/r) est
stable si 1 < r < 3, instable si r > 3. De plus, pour 3 < r < r* ~ 3.57, (z,)nen
possede une orbite périodique, de période 2% o k est d’autant plus grand que r est
proche de r*. Enfin, pour » > r*, le syteme est chaotique, c’est-a-dire qu’il vérifie
ces deux conditions suivantes [29 p.73] :



1. Pour tout zg > 0 et pour tout § > 0, il existe zf tel que |xg — x| < J et la
suite (2, )nen partant de xj, est périodique.

2. 1l existe une constante c telle que pour tout xy et pour tout § > 0, il existe x|,
et n tels que |xg — x| < 0 et |z, —z)| > c.
On observe le méme genre de comportement pour le modele de Ricker [15, p.243].
On peut aussi remarquer que ces différents modeles ne comptent pas les individus
mais des densités de population. Il y a donc une hypothese intrinseque : la taille de
la population est grande.

Modeles stochastiques

Si 'on regarde des petites populations, les fluctuations sur le nombre d’enfants

par individu peuvent avoir un fort effet sur la taille de la population globale. On
appelle cet effet la stochasticité démographique. Dans le cas de grandes populations,
il y a souvent un effet de type “loi des grands nombres” qui rend ces fluctuations
négligeables et donc un modele déterministe peut étre approprié.
Le choix du modele doit donc se faire selon les questions que se posent le modélisateur.
Nous regarderons des modeles individus-centrés, c’est-a-dire que nous nous place-
rons a l’échelle des individus ou les actions locales, comme par exemple le nombre
d’enfants d'un individu, peuvent dépendre d’un parametre global, comme la taille
de la population. Nous verrons en particulier comment relier nos modeles stochas-
tiques a des modeles déterministes en temps discret ainsi que leurs différences en
étudiant notamment les temps d’extinction.

La plupart des modeles stochastiques que nous considererons sont markoviens,
c’est-a-dire que la taille de la population a la génération n+1 ne dépend uniquement
de celle a la génération n. Dans beaucoup de modeles de dynamique des popula-
tions, I’état 0 est absorbant et accessible en partant de tout autre état, on a donc
la propriété de dichotomie suivante [31] dont nous rappelons la démonstration en

annexe partie
P(X, — o0) +PEk €N, X, = 0) = 1. (1)

n—o0

Le comportement en temps long des modeles stochastiques peut donc étre bien
différent de celui des modeles déterministes.

Explicitons les modeles stochastiques que nous étudierons dans cette these. Dans
cette partie, nous considérons des modeles unidimensionnels. Nous définissons notre
processus par récurrence : soit n € N, étant donné X,, € N individus a la génération
n, chacun de ces individus donne naissance a un nombre aléatoire d’enfants, on
notera (i, (X,) le nombre d’enfants du k-ieme individu de la génération n. On
obtient ’équation suivante

Xn
Xn+1 = Z Ck,n(Xn) (2)
k=1

3



On considere que les variables aléatoires (Cyn())knen+ sont indépendantes et leurs
lois ne dépendent que de z € N. Un exemple simple est le processus de Galton-
Watson ou on considere que les variables (g, (7))gnen+ sont indépendantes et
identiquement distribuées (et donc leur loi ne dépend pas de x). On supposera
généralement que ’état 0 est absorbant et accessible de tout autre état, c’est-a-dire
que pour tout z € N, il existe k& € N tel que P,(X); = 0) > 0. Ceci implique la
propriété de dichotomie (1)). Posons m(z) = E (¢11(z)) et v(z) = Var((y1(x)). On
peut alors réécrire I’équation sous la forme

Xn+1 = Xnm(Xn) + £n7

o &, = S0 CGon(X0) —E(Con(X,)). On peut remarquer que B, (&) = 0 et E, (62) =
zv(x). Notre modele stochastique correspond donc au modele déterministe

Tpi1 = Tym(zy) (3)

auquel on a ajouté une pertubation stochastique centrée. Cette perturbation peut
completement changer le comportement en temps long du processus. Par exemple,
si le processus déterministe défini par converge vers un unique équilibre z* pour
toute valeur de zy et que x — m(x) est continue, alors il existe M > 0 tel que
si x > M alors xm(z) < x. Par conséquent, pour tout > M, E,(X;) < z et le
lemme de Fatou et la propriété de dichotomie impliquent que P(X,, — 0) = 1, la
population s’éteint presque-surement. En effet, pour tout n € N, pour tout = >
M, E,(X,) < 7 := max(z,sup{E,(X;),y < M}) et comme on sait que par la
propriété de dichotomie X,, converge vers une variable aléatoire X, a support dans
{0} N {oc}, on a par le lemme de Fatou que E,(X) < & < oo et donc P(X,, =
0) = 1. Contrairement aux modeles déterministes pertubés stochastiquement qui
sont généralement considérés (voir par exemple [52] ou [I4]), notre perturbation
stochastique (&,)nen n'est pas identiquement distribuée. De plus, sa variance dépend
de X,,. Ceci nous permet d’obtenir un autre phénomene intéressant : le processus
déterministe peut tendre vers I'infini alors que le processus stochastique atteint zéro
presque-surement. Lamperti [50] montra que si 2(m(x) — 1) < v(x) et si (& )nen
est borné presque strement alors P(X,, — oo) = 0. Hopfner [27] et Klebaner [41]
ont relaché la condition “(&,)nen est borné presque sirement” pour les processus de
Galton-Watson état-dépendants lorsque m(z) = 14c¢/x et v(z) = v+o0(1). Kersting
[36] a ensuite généralisé ces résultats pour des processus satisfaisant

XnJrl = Xn + .g(Xn> + 5717 (4)

ou g(x) = o(z) lorsque x tend vers l'infini. Les marches aléatoires de Bessel, ou
P(Xps1 — X, = 1|X, = 2) = 1 —=P(Xpp1 — X,y = 1|X,, = 2) = 1/2+ 6/
et P(X,41 = 1|Xn = 0) = 1 la marche est réfléchie en zéro, sont un exemple de
processus satisfaisant 1’équation . Elles ont été notamment étudiées par Lamperti
[51], dans le cas ou P(X,, — oo) = 0 c’est-a-dire § < 1/4, qui a déterminé pour
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quelles valeurs de p, la valeur de E(74) était finie ou infinie, ou 74 = inf{n €
N, X,, € [0, A]} est le temps d’atteinte du compact [0, A]. Ces résultats ont ensuite
été généralisés par Aspandiiarov et al [5] [6] [7], o notamment un encadrement de
la queue de 74 est donné, puis par Alexander [3], ot un équivalent de la queue de
To est donné. Nous donnerons un encadrement de la queue de 74 dans le Chapitre
pour des processus satisfaisant 1’équation ({4]).

Malgré leurs comportements asymptotiques différents, on peut relier le processus
stochastique et le processus déterministe. En effet, en faisant tendre la population
initiale vers l'infini, on peut montrer que le processus stochastique converge en
probabilité vers le processus déterministe sur des intervalles de temps fini. Ceci est
vrai méme si le processus déterministe a un comportement chaotique. Par contre,
les variations du processus déterministe augmentent les fluctuations entre les deux
processus a une échelle plus petite. Nous observerons ce phénomene lorsque nous
donnerons un théoréme limite central dans le Chapitre [I}

On introduit un parametre d’échelle N que l'on fait tendre vers l'infini. On fait
dépendre en N la loi du nombre d’enfants par individu, que I'on note (Y, (z). On
suppose que E((Y, (z)) = my(z) et que my(|Nz]) e m(z) pour tout x. Si
Xo/N tend en probabilité vers z € R, alors sur un intervalle de temps borné
0,T], T < oo, le processus stochastique (X' /N),eqo,... 7} converge en probabilité
vers le processus déterministe défini par .

Aussi, Kersting [37] montra que pour un processus vérifiant 1’équation (4 et sous
quelques hypotheses supplémentaires, en conditionnant sur 1’événement {X, —
oo}, alors X, /x, converge en loi vers une loi Gamma généralisée. Dans certains
cas [38], il obtient méme la convergence presque-stre de X, /x, vers une limite
finie. Dans le Chapitre [3| nous montrerons, pour un processus multidimensionnel,
la convergence en loi de X, /z,, vers une variable aléatoire W. On a donc I'estimation
X, ~ x,W, leffet stochastique est multiplicatif. Ceci nous montre que lorsque le
processus stochastique est grand, son comportement est tres lié a celui du processus
déterministe associé. Le lien entre modele stochastique et modele déterministe a
aussi été étudié dans le cadre des métapopulations (modele que nous décrirons dans
la prochaine partie) par Arrigoni [4].

Nous tenons aussi a souligner que l’espérance du processus (X, )nen ne suit pas le
systeme dynamique . En effet,

E(Xs) =E() _ Gea(X1)) = E(Xim(X1))) # f o f(Xo)

ou f : x +— axm(z). En fait, les deux suites (E(X,))nen €t (2,)nen ne coincident
que dans les modeles linéaires, c¢’est-a-dire lorsque le nombre moyen d’enfants par
individus est une constante ne dépendant pas de la taille de la population a la
génération précédente. Ce cas correspond au cas d’égalité de I'inégalité de Jensen
lorsque f est convexe.



En conclusion de cette partie, donnons un exemple de modele stochastique.

Exemple 1. On reprend le modeéle de Ricker cité plus haut. A la génération n,
chacun des X, individus se reproduit et le k-ieme individu, k € {1,..., X,,}, donne
naissance & un nombre aléatoire (. n(X,) d’enfants. Les variables (Cpn(x))knens
sont indépendantes et leur loi ne dépend que de x € N. On suppose que E((in(z)) =
exp(r(l — z/K)) ou r et K sont des constantes positives, K correspondant a la
capacité biotique. On introduit un parameétre d’échelle N que l'on fait tendre vers
linfini. On fait désormais dépendre en N la loi du nombre d’enfants par individu,
que Uon note Y, (x). On suppose que E(¢y,(x)) = exp(r(1 — z/(NK))). Si Xo/N
tend en probabilité vers x € R, alors sur un intervalle de temps borné [0,T],
T < o0, le processus stochastique (XTJLV/N)HE{O,‘_”T} converge en probabilité vers le
processus déterministe défini par

Tpt1 = Tpexp(r(l —z,/K)), xy=ux.

Le comportement en temps long du processus (Xp)nen est relativement simple. En
effet, si l’on suppose que pour tout x € N*, P(¢11(z) = 0) > 0, alors on en déduit la
propriété de dichotomie . Comme pour x > K on a que E,(X7) < z, on en déduit
par le lemme de Fatou que P(X,, — 0) = 1, la population s’éteint presque-surement.

Dynamique de populations structurées

Dans cette these, nous nous intéresserons plus particulierement au cas des po-
pulations structurées, c’est-a-dire des populations avec un nombre fini de types,
avec des interactions entre les différents types. Un type peut correspondre a un
génotype, un phénotype, un habitat, etc. On peut méme construire des types plus
complexes comme par exemple un couple génotype-habitat. Les interactions entre
les types peuvent donc étre tout aussi variées : cela peut étre des mutations, de la
compétition, de la prédation, de la migration, etc.

Métapopulations

Dans cette partie, nous détaillons un exemple de populations structurées : les
métapopulations. Dans toute cette these, nous donnerons un exemple d’applica-
tion des différents résultats mathématiques pour ces modeles en particulier. His-
toriquement, le concept de métapopulations a été introduit par Levins dans [53].
Une métapopulation est un ensemble de populations dont I'habitat est fragmenté
en de multiples parcelles. Dans son modele initial, Levins s’intéresse en particu-
lier a 'occupation des parcelles. Au cours du temps, il y peut y avoir deux types
d’événements :

— la colonisation d’une parcelle vide,

— l'extinction d'une population sur une parcelle occupée.



En supposant que le nombre de parcelles est infini et que le nombre de parcelles
colonisées est proportionnel aux nombres de parcelles vides et de parcelles occupées,
on obtient, en notant  la proportion de parcelles occupées, ¢ le taux de colonisation
et e le taux d’extinction, I’équation différentielle suivante

i—f =cx(l —x) —ex.

Si ¢ > e, alors cette équation a deux équilibres, 0 qui est instable et (¢ — e)/c qui
est stable et attracteur. Si ¢ < e, alors 0 est le seul équilibre et est attracteur.

Ce modele est tres simple d’un point de vue mathématique et n’est pas tres réaliste
[24]. I a donné lieu & de multiples extensions. En effet, il n’y a aucune distinction
entre les différentes parcelles, alors qu’elles peuvent étre de qualités différentes et
pas nécessairement toutes connectées. Aussi, ce modele ne tient pas compte de la
dynamique sur chacune des parcelles. Pulliam, dans [58], a considéré un modele
avec un ensemble hétérogene de parcelles, ou chaque sous-population a sa propre
dynamique. En particulier, il différencie les parcelles en deux types : les puits, ou
le taux de reproduction est plus faible que le taux de mortalité et donc sans ’ap-
port de migrants, la population aurait tendance a s’éteindre ; et les sources, o au
contraire le taux de reproduction est plus élevé que le taux de mortalité. L’apport
de migrants venant de parcelles de type source peut permettre de maintenir les par-
celles de type puits occupées. On peut alors s’interroger sur 'existence des parcelles
de type puits. Si ce sont des habitats défavorables, pourquoi sont-elles occupées ?
Dans un modele proies-prédateurs avec une parcelle ou les proies sont présentes, qui
est de type source pour les prédateurs, et une parcelle ou les proies sont absentes,
de type puits pour les prédateurs, Holt [26] montre qu'un taux de migration non
nul de la source vers le puits donne une population totale a I'équilibre plus grande
que si le taux de migration était nul. Ceci montre que 'existence de parcelles de
type puits peut étre un avantage pour la population globale.

Comme on I’a vu dans la partie précédente, lorsqu’on s’intéresse a la persistance
et I'extinction, on est dans le cas de petites populations et il faut donc prendre en
compte la stochasticité démographique. On pourrait donc représenter une métapopu-
lation puits-sources par un processus de Galton-Watson multitype, chaque type cor-
respondant a une parcelle. De plus, déterminer si un processus de Galton-Watson
multitype s’éteint presque-sirement est relativement simple (on pourra consulter
par exemple [57]). On obtient alors un critere pour déterminer si la population
s’éteint ou pas, et dans le cas ou elle ne s’éteint pas, donner la proportion de la po-
pulation totale qui est dans chacune des parcelles. Plus formellement, en considérant
d parcelles, s; > 0 le nombre moyen d’enfants par individus de la parcelle i et p; ; la
probabilité pour qu'un enfant né sur la parcelle ¢ migre vers la parcelle j, on obtient
pour l'espérance de X,, le vecteur de la taille de la population a la génération n
I’équation de récurrence suivante

E(Xnt1) = E(X,) M,
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ou M = PS,ou P = (p;;)ijeq1,..a st la matrice de dispersion (qui est une matrice
stochastique) et S est la matrice diagonale des s;. Si s; < 1 alors la parcelle i est
un puits, si au contraire s; > 1 alors la parcelle ¢ est une source. Le critere de
persistance/extinction revient a regarder le rayon spectral p de la matrice M. Si
p < 1, alors la métapopulation s’éteint presque-siirement, si p > 1 alors la taille
de la population peut tendre vers I'infini avec probabilité non nulle. Dans [9], les
auteurs proposent une méthode alternative au calcul du rayon spectral pour donner
un critere de persistance/extinction car 'interprétation biologique du rayon spectral
est malaisée. L’idée est de considérer un marcheur aléatoire partant de la parcelle
1, en notant Z,, sa position au temps n et T' le temps de retour a la parcelle 1, qui
effectue une marche aléatoire entre les parcelles avec des probabilités de transition
données par la matrice P et de comparer la valeur

T-1
R =s5E (H Szn)

n=1

avec 1. Il y a persistance avec probabilité strictement positive si et seulement
si R > 1. Ce critere permet de séparer l'effet de la dispersion et l'effet de la
démographie. Les auteurs étendent ensuite ce résultat pour le cas d’un environ-
nement périodique affectant seulement la reproduction, donc les coefficients s;, et
étant donné un environnement e, le nombre moyen d’enfants par individus de la
parcelle i sera s;(e). En considérant le cas avec deux environnements possibles e; et
es qui alternent périodiquement, une parcelle est de type puits si s;(e1)s;(e2) < 1
et un puits si cette quantité est strictement plus grande que 1. Un phénomene tres
intéressant des environnements périodiques est que méme si toutes les parcelles sont
de type puits alors il peut y avoir persistance de la métapopulation (voir la remarque
4 dans [9]).

On peut reprendre les questions posées en début d’introduction dans le cadre des
métapopulations et I'on verra notamment 'influence des interactions entre indivi-
dus :

1. Notre modele stochastique de métapopulations converge-t-il vers un modele
déterministe lorsque la population initiale tend vers I'infini ? Si oui, a quelle
vitesse ?

2. La dispersion, peut elle permettre la persistance d’'une métapopulation qui
s’éteindrait sans migration 7

3. Dans le cas ou on a persistance, a quelle vitesse grandit la population et quel
est l'effet de la dispersion sur cette vitesse ?

4. Dans le cas ou on a extinction, quel est I'effet de la dispersion sur le temps
d’extinction ?



Un modele stochastique de populations structurées

Dans cette these, nous proposons un modele stochastique en temps discret et en
dimension finie tenant compte des interactions possibles entre les individus comme
par exemple la compétition. On parle d’état-dépendance, c¢’est-a-dire que le nombre
moyen d’enfants par individu n’est plus constant au cours du temps mais dépend
de la taille de la population. Des exemples de processus satisfaisant ces conditions
sont les processus de Galton-Watson état-dépendants multitypes. Les processus de
Galton-Watson état-dépendants monotypes ont été introduits simultanément par
Klebaner dans [41] et par Hopfner dans [27]. Tls ont notamment mis en exergue
un cas critique ou le comportement asymptotique du processus (persistance ou
extinction) dépend de la variance. Dans une série d’articles [42) 48| [44], Klebaner
a introduit les processus de Galton-Watson multitypes état-dépendants et a donné
des conditions suffisantes pour la persistance et ’extinction de la population. L’idée
principale est de se ramener au cas simple type en projetant le processus le long
d’une direction. Néanmoins, certains cas ne satisfont aucune de ces conditions et
nous donnerons donc un critére dans le Chapitre [2, permettant de déterminer (sauf
dans quelques cas tres particuliers) si on a extinction presque-stre de la population
ou pas.

Le modele général que nous introduisons s’écrit sous la forme

L Fl(Xn
X-3 Y g
=1 j=1

ou L est le nombre d’interactions écologiques, Fy(X,) est le nombre d’éVénements
en un pas de temps pour I'interaction numéro £ et les variables aléatoires Cé am) (X )
correspondent au nombre de naissances pour chacun de ces événements. Les ( / ) (k)
sont des variables aléatoires indépendantes, & valeur dans N?, et la loi de Q )(k)
ne dépend que de ¢ et k, c’est-a-dire qu’il existe des variables aléatoires (y(k) telles
que pour tout (j,n) € N?, Céj’n)( ) = Co(k). Comme précédemment, nous pouvons
décomposer ce processus sous la forme

X1 = H(X,) +&, (6)

ot H(X,) = E(X,1|X,) = S0, Fr(Xa)E(( (X,)) et done E(&,|X,) = 0.
On obtient donc un processus déterministe associé a notre processus stochastique
satisfaisant I’équation

Ty = H(x,).

Nous montrerons en particuler la convergence en probabilité du processus stochas-
tique vers ce processus déterministe lorsque la population initiale tend vers 'infini
et nous quantifierons aussi les écarts entre ces deux processus par un théoreme
limite central, généralisant ainsi les travaux précédents [63, [45]. Pour déterminer
le comportement en temps long du processus, on peut se ramener a la dimension



1, en cherchant par exemple un vecteur a coordonnées positives u tel qu’il existe
K > 0 tel que pour tout & € R%, si ||z|| > K alors on a E;(X u) < zu. Ceci
revient a chercher une fonction de Lyapounov linéaire. Si en plus de cette fonction
de Lyapounov, (X, )nen vérifie la propriété de dichotomie, alors on conclut que
P(3k € N, X, = 0) = 1 par le lemme de Fatou. Nous nous intéresserons surtout au
cas ol (X, )nen suit une équation de type linéaire perturbée, c’est-a-dire

XnJrl:XnM—i_g(Xn)—i_fn? (7)

ott M est une matrice irréductible & coefficients positifs et g : RY — R% est une
fonction telle que ||g(x)|| = o(||x||) lorsque ||| tend vers I'infini. Ceci est un cas
particulier de I’équation lorsque par exemple

— L=d

— Fy(x) = ¢, pour tout £ € {1,...,d}

— E({(x)) = ¢/ + ro(x), pour tout £ € {1,...,d}
avec ¢, des vecteurs a coordonnées positives et r, des fonctions a valeurs dans R‘i
telles que zyro(x) = o(||x||), lorsque ||| tend vers l'infini. Le comportement en
temps long du processus est principalement caractérisé par le rayon spectral p de la
matrice M. Si p < 1, alors en prenant w un vecteur propre a droite de M associé a
p, on peut trouver K > 0 tel que si ||z|| > K, alors on a E,(X u) < zu. Sip>1,
et en supposant de plus qu'il existe § > 0 tel que Eg(|&ul't?) = O(||z||?), ot w
désigne encore un vecteur propre a droite de M associé a p, et en supposant aussi
que X, peut sortir de tout compact avec probabilité non nulle, alors on montrera
que Py (|| X || = 00) > 0 pour tout & € R% \ {0}.

Le cas p = 1 n’a été que partiellement étudié [32, 42, 48|, [44]. Le but de cette
these est principalement de completement déterminer le comportement en temps
long de X, lorsque p = 1. Nous verrons en particulier que les quantités g(X,)u et
E((£,u)?| X ) interviennent pour déterminer si P(|| X, || = oo) = 0 ou P(|| X[ —
o0) > 0. SiP(|| X .|| = oo) > 0, nous montrerons une limite en loi d’une transformée
de X,,. Enfin, lorsque P(|| X, | — o0) = 0, nous déterminerons a quelle vitesse X,
atteint des ensembles compacts de la forme {xu < A}, c’est-a-dire nous donnerons
un encadrement de la queue du temps d’atteinte de ces ensembles compacts, en nous
inspirant des travaux d’Aspandiiarov et al [B, [0, [7] qui ont traité certains cas en
dimension 1. Dans certains cas, ceci nous permettra aussi de donner un encadrement
de la queue du temps d’extinction de X,,.

Le modele est particulierement adapté a 1I’étude des métapopulations. En
effet, reprenons le modele de [9] ci-dessus, on fait désormais dépendre le nombre
moyen d’enfants par individu de la taille de la population, c’est-a-dire on pose s;(x)
le nombre moyen d’enfants d’un individu de la parcelle i lorsque la taille de la
population est égal au vecteur . On suppose que s;(x) = s; + r;(x;), ou s; est une
constante positive et r; : R, — R, est une fonction telle que

Tim ry(z) =0,
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pour tout ¢ € {1,...,d}. On peut alors vérifier que (X, ),en vérifie la relation (7))
avec M = PS et g(x) = xPR(x) ou R(x) est la matrice diagonale des r;(x).
Dans le Chapitre , nous donnerons un critére de persistence/extinction pour cet
exemple. Dans le Chapitre |3, nous montrerons la convergence en loi de X, /n!/(1~%)
(o a est un parametre du modele) vers une loi Gamma généralisée le long d’une
direction déterministe dans le cas ou on a persistance. Puis dans le Chapitre [4, nous
donnerons un encadrement de la queue du temps d’extinction dans le cas ou on a
extinction presque-sure.
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Panorama des résultats de cette these

Résumé des résultats de la these

Cette these est constituée de quatre chapitres. Dans le Chapitre [I} nous propo-
sons un modele stochastique a temps discret de dynamique de populations struc-
turées. A partir de ce modele, nous montrons, d'une part, la convergence en proba-
bilité vers le modele déterministe sous-jacent lorsque la population initiale tend vers
I'infini et, d’autre part, nous quantifions a I’aide d’un théoreme limite central 1’écart
entre le modele stochastique et le modele déterministe. Ensuite, nous donnons des
criteres de persistance et extinction pour ce type de modeles. Nous illustrons ces
résultats par une large gamme d’exemples issus de la génétique et de I’écologie. Nous
mettons aussi en évidence un cas, que nous qualifierons de “critique”, pour lequel
le critere de persistance/extinction nécessite une analyse plus fine et dont tout le
reste de cette these est consacré. Un cas tres particulier de ce cas critique est le
processus de Galton-Watson multitype critique avec immigration. Nous rappelons
quelques résultats sur ce processus dont nous nous inspirerons, bien que nos preuves
seront completement différentes car notre modele général ne vérifie pas la propriété
de branchement.

Le Chapitre [2] est consacré au cas critique que l'on vient d’évoquer. Nous pro-
posons d’abord un modele, que 1’on appelle modele stochastique de croissance mul-
titype, qui est une généralisation du modele monotype proposé par Kersting dans
[36]. En construisant des fonctions de Lyapounov pour le processus, nous obtenons
un critere de persistance/extinction. Nous améliorons ainsi les résultats obtenus par
Klebaner dans [42 [44], 48].

Dans le Chapitre[3] en ajoutant comme condition I'existence de moments de tout
ordre sur les processus vus dans le Chapitre précédent, nous obtenons la limite en loi
de notre processus renormalisé vers un vecteur aléatoire, de direction déterministe
et de longueur suivant une loi Gamma généralisée. Nous conjecturons ensuite une
limite fonctionnelle d’une transformée de notre processus vers la solution d’une
équation différentielle stochastique, un processus de Bessel carré, dans un cadre
légerement plus général que celui du Chapitre précédent. Ce résultat est un travail
en cours Gotz Kersting, nous donnons quelques éléments de preuve.
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Dans le quatrieme et dernier Chapitre, nous nous intéressons au temps d’extinc-
tion et d’atteinte de compacts de ’espace d’états. Nous donnons un encadrement de
la queue du temps d’atteinte d’'un compact pour un modele stochastique de crois-
sance récurrent a un type. Si le processus est une chaine de Markov irréductible
et apériodique, alors nous donnons un critere de récurrence nulle ou de récurrence
positive avec dans ce cas un taux de convergence sous-géométrique du noyau de tran-
sition vers la mesure de probabilité invariante. Nous étendons ensuite ce résultat
pour une classe de processus multitypes qui concerne la plupart de nos applications.

Chapitre 1 : Modeles de populations structurées, approxi-
mations en grandes populations

Nous introduisons d’abord un modele stochastique a temps discret d’espace
d’états N¢ pour des populations structurées. On considére une population avec d
types avec des interactions possibles entre les types. Pour déterminer le nombre
d’individus a la génération n + 1, on considere d’abord 1’ensemble des interac-
tions écologiques (cela peut étre des naissances, morts, de I'immigration, des muta-
tions, de la prédation, etc) et pour chacune de ces interactions, un certain nombre
d’événements aléatoires peuvent avoir lieu. Plus formellement, chaque coordonnée
du vecteur X,, correspond au nombre d’individus d’une sous-population et on a la

relation de récurrence
L Fl Xn

n+1 Z Z (i)
Jj=

ou L est le nombre d’interactions écologiques, Fy(X,) est le nombre d’éVénements
en un pas de temps pour l'interaction numéro £ et les variables aléatoires Ce am) (X n)
correspondent au nombre de naissances pour chacun de ces événements. Les C ¢ (k)
sont des variables aléatoires indépendantes, & valeur dans N%, et la loi de C/ n)(k)
ne dépend que de £ et k, c’est-a-dire qu’il existe des variables aléatoires (;(k) telles
que pour tout (j,n) € N2, (V™ (k) 2 ¢, (k). Ce modele, tres général, permet de
considérer des modeles de natures différentes. On peut prendre comme exemple des
modeles de métapopulations puits-sources, des modeles hote-parasite, des modeles
de génétique des populations comme le modele de Wright-Fisher, des modeles de
reproduction sexuée, etc, que 1'on exposera dans la partie [1.1.3]

Le premier résultat de ce Chapitre est un résultat de type “loi des grands nom-
bres”, ou on montre que si la population initiale tend vers l'infini, alors sur tout
intervalle de temps fini fixé, le processus stochastique converge en probabilité vers
un certain processus déterministe. Plus formellement, on introduit un parametre
d’échelle N, la loi de ¢, (k) se met & dépendre de N et on la note ¢;¥ (k). On fait
aussi dépendre de N le nombre d’événements par interaction que I’on note désormais
FN(XMN). Pour tout k € N% on pose

myp (k) == E (¢ (k)
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le nombre moyen d’individus issus d’un événement de 'interaction /.
On introduit aussi

VN (k) == Cov (¢} (k)),

la matrice de covariance du vecteur aléatoire /Y.
On suppose qu’il existe des fonctions continues my telles que

lim m) (|[Nx|) =m,(x), pour tout £ et pour tout

N—o0

lim NVE ([Nx]) =0, pour tout ¢ et pour tout x

N—oo

ceci de fagon uniforme localement en .
De plus, nous supposons qu’ il existe des fonctions f, telles que pour tout ¢ et pour
tout x,

lim Y ([Na)) = fi ()

N—oo

de fagon uniforme localement en .
On a alors le résultat suivant :

Proposition 1 (page. Le processus X /N issu de | Na| individus converge en
probabilité sur tout intervalle de temps fini, vers le systeme dynamique défini par

Ty = H(x,), Ty = .

ot

H(x) =) fo(x)m(z) (8)

M) =

=1
On peut alors se demander comment fluctue le processus stochastique autour

du processus déterministe. Ceci est 'objet du théoreme limite central suivant :

Proposition 2 (page. On reprend les hypotheses précédentes. On suppose aussi
que H est différentiable et que 'on a les conditions suivantes :

lim VN (Nz) = Vi(x) pour tout { et pour tout x,

N—oo

et

Bl (Na)) ~E (Y (Ve
lim =0 pour tout ¢ et pour tout x,

N—o0 \/N

ces deux convergences étant localement uniformes en .

On note

fo(xn) V().

\Mh
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Alors, quand N tend vers l'infini, pour tout n € N,

XN enloi
VF (- o) "4 a10.0,)

ot la suite de matrices (Dy)nen est définie par récurrence par
Dyy1 = Ju(xn)DnJu(x,) + A, Do =0,
ot Jy(x) est la matrice jacobienne de la fonction H, définie en , au point x.

On illustrera ensuite ces deux résultats avec plusieurs exemples : un modele de

métapopulations, le modele de Wright-Fisher, un modele de reproduction sexuée,
le modele de Nicholson-Bailey qui est un modele hotes-parasites, le modele dit LPA
qui est un modele avec une structure d’age et du cannibalisme.
Enfin, nous nous intéresserons a la nature en temps long du processus. S’éteint-il
presque sturement ? La population totale peut-elle tendre vers I'infini 7 Nous rappel-
lerons d’abord un résultat de Gonzalez et al [22] qui détermine si P(|| X || — oo) > 0
a l'aide de fonctions de Lyapounov linéaires. Ce critere s’appliquera pour la plupart
des exemples que nous donnerons. Néanmoins, nous remarquerons que ce critere est
incomplet pour la classe de modeles suivante. On considérera un processus satisfai-
sant une équation de récurrence de type linéaire perturbée, c’est a dire

X=X M+g(X,)+&,neN, 9)

ou X, est un vecteur ligne (tous les produits considérés seront des produits matri-
ciels), M est une matrice irréductible d x d a coefficients positifs, g : R — R%, qui
correspond a notre perturbation que l'on appellera parfois “drift”, une fonction telle
que ||g(x)]| = o(||x||) lorsque ||x| tend vers l'infini, et (&,) une suite de vecteurs
aléatoires (a valeurs dans R?) telle que pour tout n € N,

E (&]X5) = 0.

Nous supposons que X € Ri et que les vecteurs aléatoires &, sont tels que pour
tout n, X, est a valeur dans Ri presque-surement. On note p la valeur propre
maximale de M et on note u et v les vecteurs propres a droite et a gauche associés
et tels que vu = u'u = 1. On suppose qu'il existe § > 0 tel que E(!fnu\1+5|Xn =
x) = O (|lz|°). On obtiendra le critére suivant.

Proposition 3 (page [53).
i) Sip>1, alors P(|| X || = o) > 0.
ii) St p < 1, alors P(|| X || = o) = 0.

Le cas p = 1 est étudié en profondeur dans le Chapitre
Nous rappelons ensuite des résultats dis a Kawazu [34] sur les processus de
Galton-Watson multitypes critiques avec immigration. Ces processus sont un cas
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tres particulier de processus vérifiant 1’équation @D avec p = 1, car ils possedent la
propriété de branchement. Dans les Chapitres suivants, nous nous inspirerons de ces
résultats pour donner un critére de récurrence/transience, une limite d’échelle dans
le cas transient, un encadrement asymptotique du temps d’atteinte d’ensembles
compacts dans le cas récurrent, pour notre modele plus général. Nous donnerons
des preuves de ces résultats en appendice pour les processus de Galton-Watson
multitypes critiques avec immigration. Ces preuves reposent sur la propriété de
branchement qui permet d’utiliser les fonctions génératrices. Les preuves de nos
résultats dans les Chapitres et ] seront completement différentes car notre
modele général ne possede pas la propriété de branchement.

Chapitre 2 : Critere de persistance pour des modeles de crois-
sance multitypes critiques

Dans ce Chapitre, nous donnons un critere de croissance infinie pour des modeles
vérifiant I'équation ([9). On donnera en particulier 'exemple d’une métapopulation
puits-source avec deux parcelles qui s’éteint presque-stirement sans les migrations
entre parcelles, mais qui persiste pour certaines distribution de probabilités de mi-
gration.

On considere un processus satisfaisant 1’équation @ ol le rayon spectral p de la
matrice M vaut 1 et on cherche a déterminer si P(||X,,|| — oo) = 0 ou pas. En
posant u et v les vecteurs propres a droite et a gauche associés a p et tels que
vu = u'u = 1, on peut presque se ramener a un probleme en dimension 1 en
remarquant que

Xu=X,u+g(X,)u+ &u.

Néanmoins, les termes g(X,)u et 0%(X,) = E ((&,u)?|F,) (ot (F,),,cy correspond
a la filtration naturelle associée a (X,), o) ne dépendent pas forcément que de
X, u. On peut aussi remarquer, sous des hypotheses raisonnables sur la fonction g,
que E(X,,) tend vers 'infini et que E(X,,)/||E(X,)| tend vers le vecteur v/||v]|.
On peut donc séparer X, en deux termes : d’une part la contribution dans la
direction v et d’autre part le reste, i.e. X,, = (X,u)v + X, (I — uv). On notera
Y, = X,(I—uv) et pour € R%, on notera y = z(I — uv).

On suppose que les fonctions g(.)u et o ont un terme dominant en c;(zu)* et
di(zu)T™ respectivement, o « € (—1,1). Plus formellement, on suppose que

g (@) u=ci(zu)” + O ([ly[") + o([=]*),

et
0% (x) = dy (xu) " + O (|lylI"*) + o (||]|"*) .

Dans la plupart des modeles de dynamiques de populations, on est dans le cas ou
a = 0 car la variance du nombre d’enfants par individu ne tend ni vers zéro, ni vers
I'infini lorsque la taille de la population tend vers 'infini.
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Sous quelques autres hypotheses techniques sur les fonctions g et o2, on obtient le
résultat suivant :

Théoréme 1 (page [60).
i) Sici <D alors P (|| X, = +o0) = 0.
i) Sicr > % alors P (|| X ,|| — 400) > 0.

La preuve de ce théoreme est basée sur une méthode de fonctions de Lyapounov.
On montre en effet que les fonctions = — log x et x +— 1/log z sont des fonctions de
Lyapounov pour le processus (X ,x%)nen OU k est un certain entier fixé. On retrouve,
en particulier, le critere de récurrence/transience des processus de Galton-Watson
multitypes critiques avec immigration de [34]. Nous pouvons appliquer notre critere
sur des processus ne vérifiant pas la propriété de branchement comme les processus
de Galton-Watson multitypes états-dépendant étudés par Klebaner dans [44]. Enfin,
nous donnerons ’exemple d’une métapopulation constituée de deux parcelles de
types puits mais qui néanmoins peut persister. On regardera notamment 'effet des
taux de migration sur la persistance et pour certains cas, nous donnerons un seuil
Yo pour la quantité v = pa1/(p12+p21) (o p;; correspond au taux de migration de
la parcelle ¢ vers la parcelle j) tel que si 7 > v, alors on a extinction presque-sire,
si v < 7p alors on a persistance avec probabilité non nulle. On voit donc que la
dispersion peut avoir un impact important sur le comportement du processus en
temps long et donc sur des questions de persistance/extinction.

Chapitre 3 : Convergence en loi d’une transformée du pro-
cessus dans le cas transient

Dans ce Chapitre, nous étudierons le comportement de X,, lorsque || X || tend
vers 'infini. Comme cela avait été démontré pour le cas de la dimension 1 (on
peut citer par exemple [27, 37, [43]) ou pour certaines situations dans le cas de la
dimension d (voir par exemple [44]), on obtient une limite en loi vers une loi Gamma
généralisée. Plus précisément, on montrera que sous les hypotheses du Théoreme
ii) et des hypotheses sur l'existence de moments de tout ordre pour &,, alors
X,,/nt/1=%) converge en loi vers un vecteur aléatoire de direction v (donc non
aléatoire) et de longueur W, ot W1~ suit une loi Gamma de parametres que 1'on
précisera. C’est le théoreme suivant

Théoréme 2 (page [83). Soit ¢ =P (| X,| — o).
1
Alors, X, /nT== converge loi vers un vecteur aléatoire vW de direction déterministe

v, et de longueur aléatoire W. La loi de W a un atome de taille 1 — q a l’origine

et W= a pour densité q fois la densité d’une loi Gamma de paramétres % et

2
di(1—a)?”

La preuve est basée sur la méthode des moments : on montre que les moments de
X, /nT== convergent vers ceux d'une certaine loi, voir la partie de I’Appendice.
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Si ces moments permettent de définir une fonction génératrice des moments sur
un ouvert contenant 0, alors par unicité, on peut donner la loi limite. La preuve
est inspirée de [43], la difficulté supplémentaire étant de controler des termes de la
forme E ((Xnu)ia HYnHa]l{Xn#O})'

Nous donnerons enfin dans une deuxieme partie, une généralisation du Théoreme
dﬁe a Kersting [39] dans le cas o1 les fonctions g et 02 ne sont plus de forme quasi-
polynomiales. Ensuite, par un changement d’échelle de temps, nous conjecturerons
la limite en loi d’une fonction de notre processus vers la solution de 1’équation
différentielle stochastique suivante :

t
Zt:x—i—Z/ \V ZsdBg + ct,
0

avec x > 0 et ¢ > 0. Les solutions de cette équation sont appelées des processus de
Bessel carré de dimension c. Ils correspondent aussi a la norme euclidienne au carré
d’un mouvement brownien en dimension ¢, lorsque c est entier. Pour une étude plus
détaillée sur ces processus, nous invitons le lecteur a consulter [59] p. 439].

La fonction de notre processus que 1’on va considérer est la fonction G définie

Glo) = /j 9((12)'

Heuristiquement parlant, on a E(G(X,u)) = O(n). On va conjecturer la conver-

par

gence en loi du processus défini par

1
Zn(t) = ﬁ G(XWJ'U,).
On supposera aussi que g(z) et g(xuv) d’une part et o%(x) et o?(zuv) d’autre
part sont proches lorsque ||| est grand.

Conjecture 1 (page [96)). Sous des hypothéses assurant que P(|| X || — co) > 0 on
a que, sur l’événement {|| X ,|| — oo, lorsque n — oo}, %Zn(t) converge en loi vers
un processus de Bessel carré de dimension + — 2\ + 2 partant de 0, ot 3 et X sont

B
des parameétres que [’on peut expliciter.

On retrouvera cette transformation G(X,u) dans le Chapitre [ elle aura un
role tres important dans I’étude de la queue du temps d’extinction.

Chapitre 4 : Temps d’extinction et temps d’atteinte de com-
pacts dans le cas récurrent

Dans ce Chapitre, on souhaite déterminer la queue du temps d’atteinte d’en-
sembles compacts de la forme [0, A] pour des processus vérifiant I'équation de

récurrence @ Avant d’étudier le cas de la dimension d > 1, nous allons d’abord
traiter le cas de la dimension d = 1.
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On considere un processus stochastique a valeurs dans R, vérifiant I’équation de
récurrence
Xn+1 - Xn + g(Xn> + énu

ol g(z) = o(x) lorsque z tend vers I'infini et E(&,|F,) = 0 pour tout n, ol
{F.,n € N} est la filtration associée a (X,,)nen. On suppose que g est une fonction
différentiable et que

M > 0,¢; > 0et € >0, tels que Vo > M,Vy > (1 —¢e)z,zg (x) < c1yg (y) .

On suppose aussi que (X,,) vérifie une sorte de version faible de la propriété de
Markov, c’est a dire qu’il existe une fonction o2 telle que

o*(X,) = E(&|Fn) < oo,

c’est-a-dire que l'espérance conditionnelle ne dépend que de X,,.
Enfin, on suppose aussi que

36 > 0, tel que Vo € R, E, (\51\4+6) < Co'*(2).

Kersting [36] a montré que si

2
lim sup 29(7) 1

zo0  O2 (l’) ’

alors P(X,, — o0) = 0, et que si

lim inf 229(x)
T—r00 0'2 (Z‘)

> 1

Y

alors P(X,, = oo) > 0. Nous allons nous placer dans le premier cas et déterminer a
quelle vitesse (X, )nen pénetre dans un compact de la forme [0, A] pour la premiere

_ [T dy
G(x)_/l g9(y)’

transformation que nous avons déja croisée lorsque l'on a étudié la limite vers une
loi Gamma et un processus de Bessel carré. Pour tout o € R, on pose aussi

fois. On introduit

ot G™! correspond 4 la fonction réciproque.

Théoréme 3 (page [106]). On suppose qu’il existe A > 0 et 6 € (0,1) tels que

p @
Jim TS =1 (10)
et
lim 2290 _ g (11)

T—00 0'2 (x)
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1l existe A > 0 tel que pour tout xog > A, pour tout o et 5 tels que 0 < a < 1—60 < f3,
il existe deux constantes C,, et Cp telles que pour tout n € N,
Cs
lg (n)
ouTy =inf{n e N: X, <A}
Dans la démonstration de ce théoreme, on explicitera la dépendance en xg des
constantes C,, et Cj.

S Pxo (TA > n) S

o (n) (12)

Nous retrouvons le méme type de vitesse que pour les processus de Galton-Watson
critiques avec immigration. Un exemple intéressant ot on peut expliciter les fonc-
tions £, est lorsque g(z) = cx? et 0%(z) = dz'*™ on vy € (=1,1), ¢ > 0 et d > 0,
alors
_ 2
=%

— A=1—v

Ce théoreme nous permet de donner un tres bon encadrement de la queue du temps
d’extinction d’un processus de Galton-Watson état-dépendant, ce qui n’avait jamais
été étudié auparavant a notre connaissance.

Dans le cas d'une chaine de Markov, ce théoreme nous permet aussi de déterminer si
la chaine est récurrente positive ou récurrente nulle. Lorsque la chaine est récurrente
positive, on obtient une vitesse de convergence sous-géométrique du noyau de tran-
sition vers la mesure de probabilité invariante. On donne le résultat pour le cas
d’une chaine avec espace d’états dénombrable et avec un espace d’états quelconque.
On suppose que (X, ),en est une chaine de Markov apériodique a valeurs dans un en-
semble X C R,. Si X' est dénombrable alors on suppose que (X,,)nen est irréductible
et pour tout A > 0, [0, A] N X est fini, tandis que si X est quelconque, on suppose
qu’il existe une mesure non triviale ¢ telle que (X, )nen est ¢-irréductible et les
ensembles de niveau [0, A] N X sont des “petite sets” pour tout A > 0.

Théoréme 4 (page . Sous ces hypothéses ainsi que les celles du Théoréme @
et les définitions de X et 0, alors (X, )nen est Harris-récurrente et

i) SiA>1—46, alors (X,)nen est récurrente nulle.

ii) Si X est dénombrable et si A < 1 — 0, alors (X,)nen est récurrente positive. Si
on note ™ sa mesure de probabilité invariante, alors pour tout a € (A, 1 —0), pour
toute mesure de probabilité v sur X telle que

E, (£, (T4)) < o0,

on a
lim ¢, (n)||[vP" — 7|y = 0.
n—oo

iii) Si X est quelconque et si A < 1 — 0, alors (X,)nen est récurrente positive. Si
on note ™ sa mesure de probabilité invariante, alors pour tout v € X, o < 1 — 40,

Tim &, (n) | P (x,.) = 7() |, = 0.
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Ces résultats découlent en partie d’un lemme clé, qui montre que les fonctions
puissances sont des fonctions de Lyapounov. Kersting [36] avait utilisé la fonction
logarithme pour donner un critére de récurrence/transience, mais cela ne permet
pas d’obtenir assez d’informations pour déterminer le temps d’atteinte de com-
pacts. Ensuite, nous revenons au cas multitype, c¢’est a dire aux processus vérifiant
I’équation de récurrence @, avec g(x) = ¢, ou ¢ € Ri, et on suppose aussi qu’il

existe d > 0 et K > 0 tels que
d(Xnu) = K|[Y,|| <E ((§u)’|F.) < d(Xau) + K[|V ,].

On pose 6 = 2cu/d. On sait que si 6 < 1, alors d’apres le Théoreme [1} P(|| X | —
o0) = 0, et on va donc déterminer dans ce cas la a quelle vitesse le processus entre
dans un compact de la forme {xu < A}.

Théoréme 5 (page [125)). On suppose que 6 < 1. Il existe A > 0 tel que pour tout
x) € R‘i tel que xou > A, pour tout o et B tels que a < 1 — 0 < 3, alors il existe
deux constantes positives C, et Cy telles que pour tout n € N

ou Ty =inf{n e N: X, u < A}.

Summary of the results of this thesis

This thesis consists of four chapters. In the first Chapter, we propose a new
discrete time stochastic model of structured populations dynamics. For this model,
we first prove the large population limit to the underlying deterministic model and
secondly, we quantify the discrepancy between this two models with a central limit
theorem. Then, we give criteria of persistence/extinction for this class of models.
We illustrate these results by a wide range of examples from genetics and ecology.
We also bring out a critical case for which we need a more detailed analysis to give
a criterion of persistence/extinction. A very special example of this critical case
is the critical multitype Galton-Watson process with immigration. We recall some
known results on it which inspire those of the next Chapters, even if our proofs are
completely different because our model is not necessarily a branching process.

The second Chapter is devoted to a criterion of persistence/extinction for the
critical case we just mentioned. We first generalize the monotype model of Kersting
[36] to a multitype stochastic growth model. Secondly, we construct a Lyapunov
function for this model and improve previous results of Klebaner [42, [44] [48] by
giving a criterion of possible unlimited growth of the process. We apply this criterion
to the example of a source-sink metapopulation with two patches of type source,
i.e. the population of each patch goes to extinction if we do not take into account
the migration. We prove that there is a possible survival of the metapopulation.
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In the third Chapter, we focus on the behavior of our critical process when it
tends to infinity. We prove a convergence in distribution of the scaled process to a
Gamma distribution by a method of moments, and in a more general framework, by
also rescaling time, we conjecture a distribution limit of a function of our process
to the solution of a stochastic differential equation called a squared Bessel process.

In the fourth and last Chapter, we study hitting times of some compact sets
when our process does not tend to infinity. We give nearly optimal bounds for the
tail of these hitting times. If the process goes to extinction almost surely, we deduce
from these bounds precise estimates of the tail of the extinction time. Moreover,
if the process is a Markov chain, we give a criterion of null recurrence or positive
recurrence and in the latter case, we obtain a subgeometric convergence of its tran-
sition kernel to its invariant probability measure. We also extend this result for a
class of multitype models which concerns most of our applications.

Chapter 1 : Structured populations models, large popula-
tions approximations

We introduce a discrete time stochastic model for structured populations. We
consider a population with d types and with possible interactions between types. In
order to determine the number of individuals at generation n + 1, we first consider
overall ecological interaction (which could be births, deaths, immigration, muta-
tions, predation, etc) and for each interaction, there is a number of random events
which may occur. More formally, for 7 € {1,...,d}, the j-th coordinate of vector
X, corresponds to the number of individuals of type j at generation n and we have

the recursive relation
L Fi(X

X1 = ZZ (Jn

where L is the number of ecological interactions, Fj(X n) the number of events in a
time step for the interaction ¢ and the random variables ¢,’ (Gm) (X ) correspond to the
number of births for each of these events. For k € N¢, the C Gm) (k) are independent
random variables, taking values in N? and the law of Cz )(k) depends only on
¢ and k, namely there exist random variables (;(k) such that for all (j,n) € N2,
Céj ")(k) v Co(k). This very general model includes a lot of different kind of models,
for instance source-sink metapopulations, host-parasite models, population genetics
models like Wright-Fisher model, bisexual Galton-Watson processes, etc.

The first result of this Chapter is a law of large numbers, we prove that if the
population of generation zero tends to infinity, then on finite interval of time, the
stochastic process converges in probability to an associated deterministic process.
More formally, we introduce a scale parameter N such that the law of {, (k) depends
now on N and we denote it by ¢} (k). The number of interactions depends also on
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N and we denote it by F¥(X2Y). For all k € N% let

my (k) =E (¢ (k)

be the expected number of children from an event of interaction /.
Let also

V¥ (k) := Cov (¢;" (K)) ,

be the covariance matrix of the random vector ¢} .
We assume that there exist continuous functions m, such that

A}im my (|[Nzx|) =my(x), forall £ and for all x,
—00

1
lim —V/¥(|Nx]) =0, forall ¢and for all x
N—oo N

and these convergences are locally uniform.
Moreover, we assume that there exist some functions f, such that for all ¢ and for
all x,

. 1 N .
lim 7 (INa)) = /i (@)

N—oo
and this convergence is locally uniform.
We obtain this law of large numbers :

Proposition 1 (page [35). The process X~ /N starting from |Nz| individuals
converges in probability on all finite interval of time, to the dynamical system defined

by
o1 = H(x,), Ty =T

where
H(z) =Y fi(x)m(z) (13)

Then, we may wonder how the stochastic process fluctuates around the deter-
ministic one. We answer to this question by the following central limit theorem.

Proposition 2 (page. We take the above assumptions. We also assume that H
defined by is differentiable and that we have the following conditions :

lim VN (Nz) = Vi(x) for all ¢ and for all x,

N—o0

and

L E (Hcgv (INz]) —E (¢ (IN=))) Hi)
N0 VN

these two convergences are locally uniform on x.
Let

=0 forall { and for all x,

L

A= fol@n)Vi(w,).

(=1
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Then, when N tends to infinity, for all n € N,

xN )
VN (Tﬂ - wn) = N(0, D),

where the sequence of matrices (Dy)nen is defined by
DnJrl = JH(wn)DnJH<wn)T + An7 DO = Oa
where Jy(x) is the Jacobian matrix of function H on x.

We illustrate these two results by several examples : a metapopulation model,
Wright-Fisher model, a bisexual population model, Nicholson-Bailey model which
is an host-parasite model, the LPA model which is a model with an age structure
and cannibalism.

Finally, we focus on the long time behavior of the stochastic process. Does it go
to extinction almost-surely 7 Can the population growth to infinity 7 We first recall
a result of Gonzélez et al [22] which determines whether P(||X,|| — oo0) > 0 or
P(|| X || = o0) = 0 with linear Lyapunov functions. This criterion can be applied
to most of our examples. However, we remark that this criterion cannot be applied
for a wide range of processes that we describe. We consider a Markov chain satisfying

the equation
X, 1=XM+9g(X,)+&,neN, (14)

where M is an irreducible d x d positive matrix, g : RZ — R? is a function such
that ||g(x)| = o(||«||) when ||z|| tends to infinity, and (&,) is a sequence of random
vectors, taking values in R?, such that for all n € N,

E (&.|X,) = 0.

We assume that X, € R? and that the random vectors &, are such that for all n,
X, € R% almost-surely. We denote by p the spectral radius of M and we denote
by w and v the right and left eigenvectors associated to p such that vu = u'u = 1.
We assume that there exists § > 0 such that E(|§,ul'"| X, = x) = O (||l=|°). We
deduce this following result.

Proposition 3 (page .
i) If p > 1, then P(|| X || — oo) > 0.
i) If p < 1, then P(|| X || — o0) = 0.

The case p = 1 is studied in more detail in Chapter 2]

We recall some results of Kawazu [34] on critical multitype Galton-Watson pro-
cesses with immigration. These processes are a very particuliar case of processes
satisfying the equation with p = 1, because they are branching processes.
In the next Chapter, we inspire from these results to give a criterion of recur-
rence/transience, a scale limit in the transient case and asymptotic bounds of the
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tail of hitting times of some compact sets in the recurrent case, for our more gene-
ral model. We recall the proofs of these results in appendix for critical multitype
Galton-Watson processes with immigration. These proved are based on the bran-
ching property which allows us to use generating functions. The proofs of our results
of Chapters and |4] are completely different because our processes are not neces-
sarily branching processes.

Chapter 2 : Persistence criterion for critical multitype sto-
chastic growth models

In this Chapter, we give a criterion for possible unlimited growth for processes

satisfying the equation @ We apply this criterion to the example of a source-sink
metapopulation with two patches of type source, i.e. the population of each patch
goes to extinction if we do not take into account the migration. We prove that there
is a possible survival of the metapopulation..
We consider a processus satisfying the equation @ where the spectral radius p of
the matrix M is equal to 1 and we want to determine whether P(|| X || — o0) > 0
or P(|| X,|| = oo) = 0. We introduce u and v the right and left eigenvectors
associated to p such that vu = u'u = 1 and we can see that we can reduce to a
one dimensional problem if we remark that

Xonu=X,u+g(X,)u+&,u.

However, g(X,)u and 0%(X,) = E ((&u)?|F,) (where (F,), oy corresponds to the
natural filtration associated to (X, ), cy) may not depend on X ,u. We also can no-
tice that if g is positive, then E(X,,) tends to infinity and E(X,,)/||E(X,)| tends
to the vector v/||v||. We then split X, into two terms : the contribution along v
and the rest, i.e. X, = (X, u)v + X,(I — uv). Let Y,, = X, (I — uv) and for
z eRY, let y = z(l — uv).

We assume that functions g(.)u and o have a dominant term c; (zu)® and d; (zu)! ™+
respectively, with « € (—1,1). More formally, we assume that

g(@)u = ci (zu)” + O ([ly[*) + of[|=[|*),
and
o* () = dy (zu) ™ + O (|ly)"**) + o (=) .

In most of population dynamics models, we are in the case where o = 0 because
the variance of the number of children per individual does not tend to zero or to
infinity when the size of the population tends to infinity.

Under other technical assumptions on functions g and o2, we obtain the following
result :

Theorem 1 (page [60).
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i) If i <9 then P (|| X, — +00) = 0.
it) If c1 > 4 then P (|| X,|| = +o0) > 0.

The proof of this theorem is based on the existence of Lyapunov functions. We
actually prove that functions x — logx and x — 1/logx are Lyapounov functions
for the process (X ,,u),eny Where k is some integer. We recover in particular the
criterion of recurrence/transience for critical multitype Galton-Watson processes
with immigration of [34]. We apply this criterion on processes which do not satisfy
the branching property like state-dependent multitypes Galton-Watson processes
introduced by Klebaner [44]. Finally, we give the example of a source-sink meta-
population with two patches of types sink which may nevertheless persists. We
especially pay attention to the effect of migration rates on the persistence and for
some cases, we give a thresold v, for the quantity v = pa1/(p12 + p21) (Where p; ;
corresponds to the migration rate from the patch i to the patch j) such that if
v > 7y then we have almost-sure extinction and if 7 < 79 then we have persistence
with positive probability.

Chapter 3 : Convergence in distribution of a transform of
the process in the transient case

In this Chapter, we study the behavior of X, when || X,| tends to infinity.
As it was proved for monotype models (see for instance |27, 37, 143]) or for some
particuliar situations for multitypes models (see [44]), we obtain a convergence in
distribution to a generalized Gamma distribution. More precisely, we prove that
under the assumptions of Theorem (1| ii) and under assumptions on the existence
of moments of any order for &,, then X, /n'/(1=® converges in distribution to a
random vector of deterministic direction v and of length W, where W!'~% has a
Gamma distribution of parameters that we precise. This is the following theorem.

Theorem 2 (page [83). Let ¢ = P (|| X, — o).

1
Then, X, /nT== converges in distribution to a random vector vW with a determi-
nistic direction v and random length W. The distribution of W has an atom of

size 1 — q at the origin and W' has a density q times the Gamma density with

2
d1(1—a)2 ’

2c1—di«

I and

parameters

The proof of this theorem is based on the moments method : we prove that
the moments of X,/ ni-a converge to those of some distribution, see Section
of the Appendix. The proof is inspired by [43]. There is however a supplementary
difficulty because we need to control the terms E ((X,u)™ " Y ,||*L(x,x0})-

Afterwards, we conjecture a more precise result, the distribution convergence of
a transform of our process to the solution of the stochastic differential equation :

t
Zt:x—i—Z/ VZ,dB, + ¢,
0
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with £ > 0 and ¢ > 0. Solutions of this equation are called squared-Bessel processes
of dimension c. They can also be defined as the square of the euclidean norm of
a standard Brownian motion in dimension c. For a more precise study of these
processes, the reader is encouraged to consult [59] p. 439].

Let G be the function defined by

Tod
G(z) = / .
1 g(sv)
What is intersting about this function is that E(G(X,u)) = O(n). We conjecture
the distribution convergence of the transformation of (X, ),en defined by

1
Zn(t) = E G(XWJU).

We assume that g(z) and g(zuwv) on the one hand, o%(x) and o%(zuwv) on the other
hand are close when ||z|| is large.

Conjecture 1 (page [96). Under assumptions such that P(| X ,| — o0) > 0, we
have on the event {|| X ,| — oo, when n — oo}, %Zn(t) converges in distribution
to a squared-Bessel process of dimension % — 2\ + 2 starting from 0, where 3 and

B
A are explicit parameters.

We will face again the transformation G(X,u) in the Chapter {4} it will play a
very important role for the study of the tail of extinction time of the process.

Chapter 4 : Extinction times and hitting times of compact
sets in the recurrent case

In this Chapter, we want to determine the tail of the hitting time of compact
sets [0, A], where A > 0, for processes satisfying the equation @D We first focus on
the case of the dimension 1.

We consider a stochastic process taking values in R, satisfying the stochastic dif-
ference equation
Xnp1 = X+ 9(Xn) + &0,

where g(z) = o(z) when x tends to infinity and E(&,|F,) = 0 for all n € N, where
{F.,n € N} is the natural filtration associated to (X, )nen. We assume that g is a
differentiable function and that

dM > 0,¢; > 0 and € > 0, such that Vo > M, Vy > (1 —¢) x, 29 (z) < c1y9 (y) -

We also assume that (X,,) satisfies a weak form of Markov property, that is to say
there exists a function o2 such that

o*(X,) == E(&]Fn) < .
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Finally, we assume that
35 > 0, such that Vo € Ry, E, (|&|*"°) < Co*™ ().

Kersting [36] proved that if

2
lim sup zg(2)

<1
vooo  02(T) ’

then P(X,, — oo0) =0, and if

lim inf 229(x)
Tr—00 0'2 (x)

> 1,

then P(X,, — oo0) > 0. We consider the first case, and we want to determine how fast
(X1 )nen hits finite intervals [0, A] for the first time. We introduce the transformation

_ [ dy
G(I)_/l g(y)’

we have already mentioned when we studied the distribution convergence to a
squared-Bessel process. For all a € R, let

where G~1 corresponds to the inverse function.

Theorem 3 (page[106|). We assume that there exist A > 0 and 6 € (0,1) such that

g ()
IILHJO g 1-A (15)
and
lim 2298 g, (16)

T—r00 0'2 (x)
Then, there exists A > 0 such that for all xo > A, for a and B such that 0 < a <
1 — 0 < B, there exist two positive constants C,, and Cg such that for alln € N,
Cs
ls (n)

with T4 =inf {n e N: X,, < A}.

Ca
<P, (14 >n) < o) (17)

In the proof of this theorem, we explain the dependence on zy of C,, and Cj.
We recover the same kind of bounds that those of critical Galton-Watson processes
with immigration. In particular, if g(x) = c2” and o?(z) = dz'™ with v € (—1,1),
¢ > 0and d > 0, then

—fh =2

d
— A=1—7
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— G(z) occ '™

— lo(z) < 277, for all a > 0.
We deduce from this theorem, closed to optimal bounds for the tail of the extinction
time of state-dependent Galton-Watson process.
If (X,))nen is a Markov chain, we can also deduce if the chain is positive recurrent
or null recurrent. When the chain is positive recurrent, we obtain a sub-geometric
rate of convergence of the transition kernel to the invariant probability measure.
We give this result when the state space is countable or general.
We assume that (X,)nen is an aperiodic Markov chain with state space X C R,.
If X is countable, then we assume that (X,,),en is irreducible and for all A > 0,
[0, A] N X is finite, while if X’ is general, we assume that there exists a non trivial
measure ¢ such that (X,,)en is ¢-irreducible and that level sets [0, AJN A are petite
for all A > 0.

Theorem 4 (page . Under these assumptions, those of Theorem @ and the
above definition of A and 0, then (X,,)nen is Harris-recurrent and

i) If A\ >1—0, then (X,))nen is null recurrent.

ii) If X is countable and X < 1 —0, then (X, )nen is positive recurrent. If we denote
by 7 its invariant probability measure, then for all o € (A, 1 — @), for all probability
measure v on X such that

E, (£,(T4)) < o0,

we have

lim ¢, (n)||[vP" — 7|y = 0.
n—oo

ii1) If X is general and if A < 1—0, then (X,,)nen 18 positive recurrent. If we denote
by m its invariant probability measure, then for allz € X, a <1 -0,

Tim €,(n) [P (z,.) = 7|y = 0.

These two theorems derived from a key lemma, which shows that some power
functions are Lyapunov functions. Kersting [36] proved that the logarithm is a
Lyapunov function to obtain its criterion of recurrence/transience, but we cannot
derive from this enough information to obtain information of the hitting time of
compact sets. Finally, we extend this result to the multitype case, when the process
satisfies the equation @, with the particuliar case g(x) = ¢, with ¢ € Ri. We
assume that there exist d > 0 and K > 0 such that

d(Xnu> - KHYnH S E ((571”)2 ‘]:n) S d(Xnu) + K”YnH

As usual, let 6 = 2cu/d. We know by Theorem [l| that if § < 1 then P(|| X ,| —
o0) = 0, and we want to determine bounds for the tail of the hitting time of compact
sets {xu < A}, with A > 0.
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Theorem 5 (page [125). We assume that 6 < 1. There exists A > 0 such that for

all xg € Ri such that xou > A, for all a and B such that o < 1—60 < 3, then there
exists two positive constants C, and Cg such that for alln € N

C; C.
mSPmO(TA>n)§ﬁy

with T4 = inf{n e N: X, u < A}.
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Chapitre 1

Modeles de populations structurées,
approximations en grandes populations

Dans ce Chapitre, nous introduisons un modele de chaines de Markov en dimen-
sion finie permettant d’inclure une structuration de la population (génotypique,
phénotypique ou spatiale) et de décrire une large variété d’événements ou d’in-
teractions écologiques (reproduction asexuée ou sexuée, dispersion, compétition,
prédation). Ce modele est une extension directe des processus de Galton-Watson
état-dépendants (voir [44]). Il contient par exemple les processus de Galton-Watson
multitypes avec immigration ou le modele de Wright-Fisher. Nous montrons la
convergence en probabilité de notre processus stochastique vers un processus détermi-
niste associé puis nous quantifions les écarts entre ces deux processus par un théoreme
limite central. Nous illustrons ces résultats par une large gamme d’exemples issus
de la génétique et de ’écologie. Ensuite, nous donnons des criteres de persistance et
extinction pour ce type de modeles, basés sur des fonctions de Lyapounov linéaires.
Nous mettons aussi en évidence un cas, que nous qualifierons de “critique”, pour
lequel le critere de persistance/extinction nécessite une analyse plus fine. Un cas
tres particulier de ce cas critique est le processus de Galton-Watson multitype cri-
tique avec immigration. Nous rappelons quelques résultats sur ce processus dont
nous nous inspirerons, bien que nos preuves seront completement différentes car
notre modele général ne vérifie pas la propriété de branchement. Les preuves de ces
résultats, qui semblent peu connus, sont rappelées en annexe. La premiere partie de
ce Chapitre est un travail en cours avec Vincent Bansaye et Jean-René Chazottes.
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1.1 Modele stochastique de populations structurées

1.1.1 Introduction

Notre population est décrite par d types et on note X, = (X,1,...X,q) le
nombre d’individus de chaque type a la géneration n.
On suppose que I’évolution est itérative en temps discret, donnée pour n > 0

par
L F(Xn)
E : z : ]n
n+1 Cg n
=1 j=1
ol

— les variables aléatoires (Cé]n)(k) l=1,...,L, 7>0,n>0kec N sont
indépendantes, & valeur dans N¢
— laloi de Céj n)(k:) ne dépend que de { et k et on note (;(k) la variable aléatoire
avec cette loi commune.
— les fonctions F sont définies sur N et & valeurs dans N.
L’entier L correspond au nombre d’interactions écologiques en un sens large et
Fy(X,) correspond au nombre d’événements en un pas de temps pour 'interaction
écologique /.
Les exemples que 'on a en téte sont multiples : les métapopulations (pour d par-
celles, on prend L = d pour tout ¢ et Fy(x) = x,.); le processus de Wright-Fisher
(par exemple d = 2, L = 1 et Fy(x) = N ou N est la taille fixe de la popula-
tion) ; le processus de Galton-Watson bisexué (par exemple pour d = 2, L = 1 et
Fy(x) = min(zq,x2) qui représente le nombre de couples (z; étant par exemple le
nombre de males et xo le nombre de femelles).

1.1.2 Limite quand la population initiale tend vers I’infini
On introduit un parametre d’échelle N et on considere

L FNXH)

XN, = Z Z ¢mM(X ).

avec (M) (k) variables aléatoires distrbuées comme ¢ (k). On pose

mp (k) =K (¢ (k). Vi"(k):= Cov (¢ (K)),

pour £ =1,..., N, ou Cov(() désigne la matrice de covariance d'un vecteur alétoire
C.
On suppose qu’il existe des fonctions continues m, telles que
1
Aim mg’ ([Na)) = my (), lim SVY([Na]) =0, (A1)
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pourtout{ =1,..., Netx € Ri. De plus, nous supposons qu’il existe des fonctions
fo telles que pour tout ¢ et pour tout @, de fagon uniforme localement en x,

1
lim FY ([ Nx]) = /i (2). (A2)

N—o0

Loi des grands nombres et Théoreme limite central

Proposition 1.1. Le processus X /N issu de | Nx| individus converge en proba-
bilité sur les intervalles de temps compacts vers le systeme dynamique

Lpi1 = H(wn)> Lo = T.

o

M) =

H(x) =) fi(x)m(x)

(=1

Démonstration. La preuve se fait par récurrence via les fonctions caractéristiques.
On suit la preuve de Klebaner [45].
Soit n € N, on suppose que X iv /N converge en probabilité vers x,. On pose

W (s, X)) =E (exp (i(s, X, 1)) | X7)

avec s € R%.

d d
Par indépendance des C on a pour tout s € R® et pour tout & € RY.

(k)
. L FY(Nz))
Y (s, [Nz)) : (exp Z Z < (INz)), >
E

((p (3@ (e, s>))FZN(M> -

On fait un développement limité des termes du produit, en notant R" le reste :

?

L ; FY ([ Na])
(s, 1)) =TT (14 7 (md (1¥2) ) + 7 (s, L)

(=1

ou

e ) < E((¢" (;z]\\ch,sp) ) STV‘NQ(}VT:J)S . ( 1 ) |

par (Al]).
Soit £ € {1,...,d}. On pose

on(x) = (my ([Nz]),s) — iNRY(|Nx])

et
Un(x) = F([Nz])/N
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On sait que (¢n)nen et (¥n)nven convergent uniformément localement vers (my, u)

et fy par (Al) et (A2)). Montrons que

(a: - (1 n i¢z}/\§m)>N¢’N(w)>

converge uniformément localement vers & — exp(if(x)(s, m¢(x))). Soit € R% et

NeN

montrons la convergence uniforme sur un voisinage de x. Soit € > 0,

; Ny (x)
Gife@){sme(@)) _ (1 N 1¢N(w)>

< |eife(®)(sme(m)) _ N (z)én(x)
= <|e e |

: Ny (@)
i <1+M) T @)

N

(1.1)

Le premier terme est plus petit que ¢ pour N suffisamment grand car = — sin(z)
et  — cos(z) sont uniformément continues sur R. Nous allons maintenant majorer
le second terme. Pour k € N* et u € C, on rappelle I'inégalité

|kul* ekl
k )

qui découle des deux inégalités suivantes pour a,b € C et k € N*

" — (1+u)*| < (1.2)

ja* 0] < Ja— bk max(jal, o),
et
e = (1+a)| < [af?e".

On se ramene donc a une puissance entiere a l'aide de la partie entiere dans

I'inégalité (|1.1)) pour appliquer I'inégalité (|1.2). On décompose (|1.1]) en trois termes :

. N T . N x . N x
- i () Y () _ @) - iy () Y () (1. iy () [NYn ()]
N N N

: Vo (@)
(1 N M) T un(@) Nen @)/N
N

N (@ Non(@/N _ gion(@)on(@)|

<

+

+

Le troisieme terme est plus petit que € pour N assez grand par convergence uni-
forme sur un voisinage de = de | NYn(.)|/N vers (.). Le second terme est plus

(2)N]o N ()] ., o :
l¥n @)N]én 5325% Men Y par l'inégalité (|1.2)) et donc plus petit que

e pour N assez grand par convergence uniforme au voisinage de @ de ¢ et ¥y.

petit que

Le premier terme est aussi petit lorsque N est grand en remarquant qu’en mettant
(1 242)

D’ou la convergence uniforme locale souhaitée.

en facteur, qui est borné, le terme restant converge vers 0.
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Comme X2 /N tend vers @, en probabilité et comme on a une convergence uni-

. Ny ()
forme sur un voisinage de x,, de (.’I; — (1 + %) ! ) vers & — exp(ifi(x)(s, mi(x))),

NeN
on a que

L

lim AN (8 XN = HeXp (ife (x5) (s, m0 (21)))

N—o0
(=1

en probabilité. Par convergence dominée, on a

lim E (hY (s, XY)) = i(H :
Aim B (2™ (s, X)) = exp (i (H (2n) , 5))
La convergence de la fonction caractéristique implique la convergence en loi par
le théoreme de Lévy et comme H (x,) est déterministe, on a la convergence en
probabilité. D’ou le résultat par récurrence. O

Pour obtenir les fluctuations de X /N autour de son approximation déterministe,
on suppose maintenant que

lim V,Y([Nz]) = Vi(z) (A3)
N—oo
lim —— (Hg Nz |)—E (¢ N(vaJ))H?’) ~0. (A4)
N—o00 \/_ ¢ Z
pour tout £ = 1,...,L et x € ]R‘fr et ceci de facon localement uniforme en . On

note

Mh

o(@n)Vi(x,,).
/=1

Proposition 1.2. On suppose que XY = |&N| et (A1), (A2), (A3), (Ad), et que
H définie par (1.1) est différentiable. Alors, pour tout n € N,

hm\/_(

N—o0

) =N(0,D,) en loi,

0t (Dy)nen est définie par récurrence par
D1 = Ju(®,) Doy ()" + Ay,
avec Jy(x) la matrice jacobienne de la fonction H au point x.

Remarque 1.1. Un résultat analogue avait été donné par Klebaner et Nerman
[406] en dimension 1. Les auteurs ont aussi montré que si le systéme déterministe
avait un cycle limite, alors le processus stochastique pouvait étre approché par un
processus autorégressif dans le voisinage des points du cycle limite.

1l y a surement des choses a dire sur les fluctuations lorsque le systéme déterministe
tend vers un équilibre stable (valeurs propres de la Jacobienne plus petites que 1 en
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module).
On peut partir d’une condition initiale aléatoire telle que

N—oo

lim VN (— — :I:o) = N(0,D) en loi, D € S, (Ab)

ou 8 désigne l'ensemble des matrices symétrique réelles positives et en remplagant
Ao par Ag+ D.

Démonstration. On fait la aussi une preuve par récurrence via les fonctions ca-
ractéristiques.
Soit n € N, on suppose que

hm\/_<

N—oo

) =N(0,D,) en loi.

Premieérement on remarque que

=[] (0= sVi¥ (|=N])s/2N + RY (| N ) N(lzN))
Norie HeXp (= fe (@n) 8V (20) 5/2) en probabilité

ou

|RY ([2N])] <

E(|(¢¥ ([2N) —E (¥ (l2N]) . 8)[) (1)
6NVN “\n)

et donc s'VN (|&N|)s/2 + NRY(|xN]) converge uniformément localement vers
s'Vy (x) s/2 par (A4). On considere maintenant

(exp <2\/_< - —wn+1,s>>) =E (¢" (s, XY) S(N)) .

avec S(N) défini par

. LFeN<Xy)
s =k || =30 S (B (N (1Y) 8) | [ | s
(=1 j=1
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et on souhaite calculer sa limite quand N — oo.
On applique 'hypothese de récurrence pour obtenir

lim VN (H (XY/N) - H (z,)) = lim VNJy (x,) (XY /N - z,)

N—ro0
"= T () N (0,Dy),
et donc |
J\}EHOO]E(S(N)) = exp <_ s Ju () l;nJH (x,) 3) |
Comme

T:= HeXp —fo(x,) 8 Vi () 8/2) .
est déterministe, on a que
E (¢ (5. X2) S(V)) = TE(S(N)) +E (9" (s, X2) = T) S(N))
et comme

[E (9" (s, X7) = T) S (V)| <E(|g" (s, X)) = T|IS(N)])
<E(|lg" (s, X)) =T|) — 0,

N—o0

on conclut que

lim E (g7 (s, X2) S(V)) = exp (—M) ,

N—o00 2

ou la suite de matrices D,, vérifie la relation de récurrence
D1 = Ju(xn) DnJdu(z,)" + A,

La convergence de la fonction caractéristique nous assure la convergence en loi. [

1.1.3 Exemples

Exemple 1.1 (Modele de métapopulation). On considére un modele de métapopu-
lation avec 2 parcelles pour simplifier. On note X,, et'Y, le nombre d’individus a la
génération n sur les parecelles 1 et 2.

On considere que chaque individu se reproduit selon une loi de Poisson de parametre
M (X)) sur la parcelle 1 et M\o(Y,) sur la parcelle 2. Ensuite, chaque enfant migre
vers ['autre patch avec une probabilité py pour aller de la parcelle 1 vers la parcelle
2, et py de la parcelle 2 vers la parcelle 1. On obtient le modéle suivant

Xng1 = Z Ap(Xy) + Z By (Y,
k=1
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Xn

Yn
Yoy = Z Cr(Xn) + Z Dy(Y,
k=1

ot Ax(X,) est la somme de Pl(Xn) variables de Bernoulli i.i.d. de paramétres
1 — p1, avec PY(X,) une variable de Poisson de paramétre \i(X,,) et Cr(X,) =
PY(X,) — Ar(X,.). Les variables By et Dy, sont définies de maniéres analogues. On
écrit de maniére plus condensée

(X1, Yar1) ZCi +i§§(Y)
avec E(G () = ((1=p1)Ai(z), prha()) et B(G(y)) = (p2ra(y), (1 =p2)Xa(y)) et les

matrices de covariance
v — ((1 —p)Ai(z) 0 )
| =
0 p1)\1($)

2= (m%(x) a —pgwx)) |

Le systeme dynamique déterministe associé est donc

et

(@n1, Ynt1) = (@n(1 = p1)A(20) + YnD2A2(Yn), D1 M (20) + Yn (1 — p2)Aa(yn)).

Pour les simulations ci-dessous, on a pris \(z) = 2Ki/(x + Ki) et \(y) =
2K /(y + Ks) ou Ky = 10 et Ky = 12 correspondent a des capacité de charge
et N = 2000.

Pour montrer la convergence en probabilité, on s’est fixé ¢ = 0,2 et on observe
qu’une grande proportion des trajectoires restent autour d’un tube de diamétre 2e
de la trajectoire déterministe. Ceci est vrai a partir de N = 1000. Pour un choiz de
N plus petit, les trajectoires des simulations du processus stochastique sortent plus
régulierement du tube autour du processus déterministe. Nous illustrons ceci pour
N =100 dans les simulations ci-dessous.

Pour la répartition des points v N (Xflv /N — xn), nous l'avons faite a l'instant
n = 30.

Exemple 1.2 (Modele de Wright-Fisher). On peut reprendre le modéle de Wright-
Fisher avec notre formalisme. Soit N le parametre d’échelle, on pose

n+1 Z AN XN

N

Y= (=AY )

k=1
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XN
Convergence en probabilité de 2

15.57

15.07

14.57

14.0

13.57

13.07

12.5

12.07

11.5—]| — Systéme déterministe
—— Simulations
Tube autour du systéme déterministe
11.0 T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30

F1GURE 1.1 — Loi des grands nombres pour l'exemple d’'une métapopulation pour
N = 2000 pour X

YN
Convergence en probabilité de ~

2—|  Systéme déterministe

—— Simulations

——— Tube autour du systéme déterministe

1 T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 1.2 — Loi des grands nombres pour I'exemple d’'une métapopulation pour
N = 2000 pour Y

41



XN
Convergence en probabilité de ~
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0 5 10 15 20 25 30

FI1GURE 1.3 — Loi des grands nombres pour I'exemple d'une métapopulation pour
N =100 pour X
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Convergence en probabilité de —
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81 .{;A{\«’\}__,A;V \ A
A AKX NS e NS N
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27— gysteme déterministe

4|~ Simulations

—— Tube autour du systéme déterministe
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0 5 10 15 20 25 30

FI1GURE 1.4 — Loi des grands nombres pour l’exemple d'une métapopulation pour
N =100 pour Y
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XNt
Répartition de ﬁ(% - 1:(15)) pour le modele de métapopulation

15

107

-107]

Proportion de points dans I'ellipse=0.91

— Hlipse de confiance a 90%
-15 T T T T T
-15 -10 -5 0 5 10 15

F1GURE 1.5 — Théoreme limite central pour I'exemple d'une métapopulation pour
N = 2000

ou X € {0,....N}, YN = N — X} et les AY(z) sont des variables i.i.d. de
Bernoulli de paramétre p(x). On obtient

(X;z\;-layn]j-l) = CliV(Xn)v

WE

k=1

ou E(¢CN(x)) = (p(x),1 — p(x)) et la matrice de covariance de (i(z) est

[ p@)(1—-px) —plx)(1—p())
V= (—p@:)(l Cp(@) p@)(1 - p(a)) ) |

On a la convergence en probabilité vers le systeme déterministe
(mn-i-la yn+1) = (p(fL‘n), 11— p(l‘n))

Dans les simulations suivantes, on a pris p(zr) = rz(l — ), avec r = 2.75 et
N = 40000. Pour le théoréme limite central, on a pris la répartition des points en
n = 10.

Exemple 1.3 (Modele sexué). On regarde le modéle suivant :

. xn + yn

Tpy1 = min(x,, y,) ———
cTy,

. Tn + Yn

Yns1 = Min(x,, y,) ——
CYn
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XN
Convergence en probabilité de N

0.70
0.657
7 =S ———
0.60 7
0.557]
| Systeme déterministe
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| ——__ Tube autour du systéme déterministe
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FI1GURE 1.6 — Loi des grands nombres pour le modele de Wright-Fisher pour N =
40000 pour X

XNt
Histogramme de \/K(% — .L(t)) pour le modele de Wright-Fisher

0.6 —

B M [——__Normale de variance 0.5281170 |

] AT
0.5 [1/4
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0.0 L T T T hl‘_‘ T
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FI1GURE 1.7 — Théoreme limite central pour le modele de Wright-Fisher pour N =
40000 en n = 10
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avec ¢ une constante, ou x, correspond au nombre de males et y, le nombre de
femelles a la génération n. Il y a min(z,,y,) couples qui se forment et donnent
naissance a un certain nombre de males et femelles. En prenant (xn + yn)/(cxn)
enfants males en moyenne par couple, on obtient une sorte de réqulation qui permet
d’avoir plus de males a la génération n+ 1 sl y en a peu a la génération n.

On définit le modéle stochastique suivant, avec N un parametre d’échelle :

min(XY Y,N)
(Xr]LV—i—lﬁ Yanl—l) = Z gli\,]n(erzvﬁ YnN)7

k=1

ou les (C,ivn(x,y)) sont des variables i.i.d. dont la loi ne dépend pas de k et n,
N(x,y) = (A, B) avec A et B deux variables aléatoires indépendantes suivant une
loi de Poisson de parametre xc—? et ””C—T

On obtient la matrice de covariance

T+y 0
V(l‘7 y) - 666 z+ty | -

cy

Dans les simulations ci dessous, ¢ = 1,1, N = 2000 et on montre la répartition des
points en n = 10.

XI\'
Convergence en probabilité de ~

/’
/”
/)
il 4
7
271
/”
j
f
i
\ /
1 A

Systeme déterministe

< |~ Simulations

——— Tube autour du systéme déterministe

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 1.8 — Loi des grands nombres pour un modele sexué pour N = 2000 pour
X
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vy
Convergence en probabilité de N

~  Systeme déterministe

| —— Simulations

——— Tube autour du systeme déterministe

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FI1GURE 1.9 — Loi des grands nombres pour un modele sexué pour N = 2000 pour
Y
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Répartition de \/K(T() .L(t)) pour le modele bisexué
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F1GURE 1.10 — Théoreme limite central pour un modele sexué pour N = 2000 en
n =10
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Comme le systéme dynamique déterministe ne converge pas vers un équilibre
stable, les matrices jacobiennes dans le calcul de la matrice de covariance de la loi
normale limite font que ['on a de trées grandes fluctuations.

Exemple 1.4 (Modele de Nicholson-Bailey). On considére le modéle hote-parasite
de Nicholson-Bailey [49, p.190]. Le modéle déterministe est de la forme

hn+1 = )\hn eXp(_apn>

Pnt1 = cha(1 — exp(—apy),

ot hy, et p, sont les nombres d’hotes et de parasites a la génération n, exp(—apy,)
correspond au nombre d’hotes qui n’ont pas été parasités avec a un parametre positif,
A > 0 est le taux de croissance des hotes et ¢ > 0 correspond a la taille de couvée
des parasites.

On propose le modele stochastique suivant :

Hp,
Hn+1 = Z Ak,n(Pn)Bk,n
k=1

Hy

Pn+1 - Z(l - Ak,n<Pn))Ck,m

k=1

ot

— les (Agn(D))knen sont des variables i.i.d. de Bernoulli de paramétre exp(—ap),

— les (Bin)knen sont des variables i.i.d. de Poisson de paramétre A,

— les (C.n)knen sont des variables i.i.d. de Poisson de paramétre c.
On suppose aussi que les variables (Agp)knens (Bin)knen €t (Cin)knen sont mu-
tuellement indépendantes.
En reprenant notre formalisme, on a

Hn

(Hns1, ) = Y G(Pa),

=1

ou E (Q(Pn){Pn =p) = (Aexp(—ap),c(1 — exp(—ap))) et la matrice de covariance
de ((p) vaut

e PN+ N?) — e 2)? —Ace %P (1 — e %)
e (1) (1 eyt ) — (1 e

On introduit notre paramétre d’échelle N, on ne change que les variables Ay, (p),
en prenant les Ay, (p) des variables i.i.d de Bernoulli de paramétre exp(—ap/N).
On obtient

HY
(HY0, PYL) =D Y (P,
j=1
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E (¢M(PY)|PY =p) = (Aexp(—ap/N), ¢ (1 — exp(—ap/N)))

et la matrice de covariance de ¢ (p) vaut

efaP/N(A + )\2) _ efZap/NAQ _Acefap/N(l _ e,ap/N)
(v o) 1 o o (1 i)

HN
Convergence en probabilité de N

Systeme déterministe
—— Simulations
—— Tube autour du systéme déterministe
0.4 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 1.11 — Loi des grands nombres pour le modele de Nicholson-Bailey pour
N = 20000 pour H

Exemple 1.5 (Modele LPA). On considére un modéle de vers de farine de [11].
On consideére trois stades de développement : l’état larvaire, [’état de pupe et [’état
adulte. On notera l,, le nombre de larves a la génération n, p, le nombre de pupes
et a, le nombre d’adultes. A la génération n + 1, une proportion 1 — ; des larves
deviennent des pupes, p; correspond au taux de mortalité des larves. Toutes les pupes
deviennent des adultes (on considére que le taux de mortalité des pupes est nul). Et
une proportion 1 — u, des adultes restent en vie, j, correspond au taux de mortalité
des adultes. En moyenne, chaque adulte produit b larves. On considére aussi qu’il y
a du cannibalisme : les larves et les adultes consomment des oeufs (état précédant
I’état de larve), une proportion 1 — exp(—cgl,) est consommée par les larves, 1 —
exp(—ceqan) est consommée par les adultes, et une proportion 1 — exp(—cpean) de
pupes est consommée par les adultes. On obtient le systéeme dynamique déterministe
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FIGURE 1.12 — Loi des grands nombres pour le modele de Nicholson-Bailey pour
N = 20000 pour P

XN(t)
<

Répartition de \/]T( — x(t)) pour le modele de Nicholson-Bailey

1[—— Blipse de confiance 2 90% | Proportion de points dans I'ellipse=0.86

T T T T T
-15 -10 -5 0 5 10 15 20

FI1GURE 1.13 — Théoréme limite central pour le modele de Nicholson-Bailey pour
N = 20000 en n = 10
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suwvant :

lns1 = bay, exp(—cealy — Cealn)
Pn+1 = (1 - /vbl)ln
Unt1 = Pr €XP(—Cpatn) + (1 — o) ay.

On donne ci dessous un exemple de trajectoire du systeme déterministe :

5.0

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

Systéme déterministe

1.0

FIGURE 1.14 — Exemple d’une trajectoire du systeme déterministe du modele LPA.

Soit N notre parameétre d’échelle. On propose le modéle stochastique suivant :

N _ AV pN
Ln+1 - Zk:l Bk:,n
N _ LY AN
Pn+1 - Zkil Ck:,n

N _ PV opN Al N
An-‘rl - Zkil Dk,n + Zkil Ek,n’

ot les (B,ivn) sont des variables 1.1.d., produit d’une loi de Poisson de parameéetre b
et de deux lois de Bernoulli de paramétres exp(—cqLY /N) et exp(—cea AN /N). Les
(CN,) sont des variables i.i.d de loi de Bernoulli de paramétre 1 — py. Les (Dy,)
sont des variables i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre exp(—c,, AN /N) et les
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(E,ivn) sont des variables i.1.d. de loi de Bernoulli de parametre 1 — . Les variables
(Bi,), (CY), (DY) et (EY,) sont indépendantes.
On obtient la matrice de covariance A, qui est diagonale :

(An)l,l — an(efceaanfcelln (b + b2) o 672(ceaan+celln)b2)

(An>2,2 = ln/JJl<1 - ,ul)
(An)373 = pneicpaan(l - efcpaan) + anua(l - ,U’a)'

[Proportion de points dans l'ellipse=0.886 [Proportion de points dans I'ellipse=0.8915

+ + *
+
o S

—— Blipse de confiance 3 90% —— Blipse de confiance  90%

-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15

[Proportion de points dans lellipse=0.9

—— Blipse de confiance 3 90%

-15 -10 -5 0 5 10 15

FIGURE 1.15 — Théoreme limite central pour le modele LPA pour N = 2000 en
n =20

Les simulations ci-dessus ont été réalisées avec j; = 0.2, Cop = Ceq = Cpo = 0.01,
fa = 0.9 et b= po/(1 — ) +0.2. Elles correspondent aux projections sur les plans
A=0,P=0etL=0, des points (LY /N, PN /N, AN /N) en n = 20, ainsi que les
projections de ellipsoide de confiance a 90%.

1.1.4 Comportement en temps long

Dans cette partie, on veut déterminer si la population peut persister ou non.
Comme le processus est markovien a valeurs entieres, soit il tend vers I'infini, soit il
a une limite inférieure finie auquel cas il atteindra 0 (extinction) si 0 est accessible.

Définition 1.1. On dira que 0 est partout accessible si pour tout © € N9, il existe
k>0, tel que Pp(Xr=10) >0
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Nous distinguons trois régimes, qui dépendent de I'existence d’une fonction de
Lyapounov donnée par :

L

pour u € R?%. Les deux premiers régimes (non critiques) peuvent étre ici directement
derivés de Gonzalez, Martinez et Mota [22].
Classification comportement en temps long

Proposition 1.3 (Régime sous-critique ou récurrent). On suppose qu’il existe une
constante a > 0 et un vecteur u € (R%)* tels que

sup fu(®) <1,

lzl|>a

alors pour tout & € RY, Py (|| X || — 00) = 0.
Si de plus 0 est partout accessible, alors Py (Ik > 0: X =0) = 1.

Dans le régime surcritique, nous avons besoin d'un controle de moment pour
gérer les fluctuations.

Hypothese 1. On pose

—

Z <Cg _E( g(w))7u>7

L ngL’
(= 1

1
et on suppose qu’il existe d > 0 tel que
E(|Ru(2)['*) = O ([|z[|°) -

On suppose aussi que le processus peut aller vers linfini (et ne reste donc pas
infiniment longtemps dans un compact)

VC > 0, Ve € N\ {0}, 3k € N tel que Py (Xu > C) >0

Proposition 1.4 (Régime sur-critique ou transient). On suppose qu’il existe u €
(R%)? tel que
liminf f,(x) > 1,
l|z]|—o0
et que I’hypotheése 1| est satisfaite. Alors pour tout © € N\ {0}
Py (| X || = o0) > 0.
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Le cas
lim f,(x) =1,

lla||—o0
mais

sup fu(x) > 1,

lzl>a
correspond au cas critique et nous I’étudierons plus en détail dans le Chapitre sui-
vant. Nous déterminerons les régimes possibles pour une certaine classe de processus,
qui satisfait I’équation de récurrence

Xn+1:XnM+g(Xn>+£naneN7 (13)

ou M est une matrice irréductible d x d a coefficients positifs, ¢ : Ri — Ri une
fonction telle que ||g(x)|| = o(||x]|) lorsque ||z|| tend vers l'infini, et (&,)nen une
suite de vecteurs aléatoires (& valeurs dans R?) telle que pour tout n € N,

E (&|F,) =o.

Cette décomposition est un cas particulier de notre modele lorsque par exemple
L =d, pour tout £ =1,...,d on a F}N(x) = x; ainsi que E({,(x)) = ¢, + r¢(x), on
co € R‘i et r est une fonction telle que

lim ||r(z)|| = 0.

ll2]|—o0

d
Des lors, la (-ieme ligne de M est le vecteur ¢, et g(x) = > xr(x).
=1

Soit p le rayon spectral de M et uw un vecteur propre a droite associé & p. On suppose
qu'il existe § > 0 tel que E (|&,ul'*| X, = x) = O (||x[]°). On obtient le résultat
suivant.

Proposition 1.5.

i) Si p>1 alors P(|| X ,|| = o0) > 0.

ii) Sip <1 alors P(|| X || — o0) = 0.

Si de plus 0 est partout accessible, alors P(3k € N: X, =0) = 1.

Le cas p = 1 est plus complexe. Il sera étudié en détail dans le prochain Cha-
pitre. Un cas particulier de processus vérifiant I’équation ((1.3) sont les processus
de Galton-Watson multitypes avec immigration. Les fonctions génératrices sont un
outil puissant pour étudier ces processus. Le cas critique a été étudié par Kawazu
[34]. Tl donne un critere de récurrence/transience et le comportement asymptotique
du temps de retour en zéro dans le cas récurrent. Nous rappellerons ces résultats
dans la prochaine partie et leurs preuves en appendice.
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Exemples

Exemple 1.6 (Nicholson-Bailey). On reprend le modéle de Nicholson-Bailey avec
le parametre d’échelle N = 1.
Si A <1, alors on prend u = (1, \/c). On obtient

Ah

u\lts :—Sla
Julh:p) h+ Ap/c

et donc on peut appliquer la propriété (1.3)) et
P(>l|(Hy, Py)|| = 00) = 0.

Si A > 1, alors P(||(Hy, P,)|| — o0) > 0. En effet, pour toute condition initiale
(h,p) € N2, Pypy(Pr = 0,Hy > 0) > 0 et dés lors que P, = 0, (H,) est un
processus de Galton-Watson surcritique qui tend vers linfini avec probabilité non
nulle.

On peut aussi montrer que P(H, — oo, P, — o) = 0. En effet, on pose k =

L%J +1, 8= i(_l’lzi—m etu = (1,3)" et on obtient pour p >k,

fu(h,p) < 1.

Exemple 1.7 (Métapopulation de deux parcelles). On considere une métapopulation
avec deux parcelles. On reprend le modéle donné en exemple plus haut. On suppose
aussi que les taux de reproduction A\ (x) et Ao(y) s’écrivent sous la forme

A(z) = A +1(2), avec r1(x) — 0,
Tr—00
et
Ao (y) = Ao+ 12(y), avec 15(Yy) w—o>o 0.

On obtient ’équation de récurrence pour Z, = (X,,Y,)

Zn+1 - ZnM+g(Zn) +§n7

. (1=p)M P11 )
ou M = et pour z = (z,y),
< P22 (1 —=p2)A P (.9)

9(z) = (1 = pO)ri(z)z + para(y)y, piri(z)z + (1= po)ra(y)y) -

Soit p la valeur propre maximale de M.
— SiM(1—p1) > 1 ousi \y(1 —p2) > 1 alors p>1 et P(|| Z,,|| = o0) > 0.
— SiM(1—p1) <Tletsir(l—p)<1et

AiD1 S 1 - >\2(1 - Pz)
L —A(1—p1) Aap2

alors p > 1 et P(|| Z,]| — o0) > 0.
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— SiM(1—p1) <Tletsir(l—p)<1et

AiD1 < 1— >\2(1 —Pz)
I—X(1—=p1) A2D2

alors p < 1 et P(|| Z,,|| — o0) = 0.
Sid(l—p1) <Tletsid(l—p)<1et

A1 _ 11— >\2(1 - pz)
L—=A(1—p1) AaD2

alors p =1 (en effet, ces conditions impliquent que p < 1 et 1 —Tr M + det M =
0, donc p = 1) et nous avons besoin d’un nouwveau résultat pour déterminer le
comportement en temps long du processus. Nous donnerons un critére de persis-
tance/extinction pour ce cas particulier dans le Chapitre @

1.2 Processus de Galton-Watson multitype cri-

tique avec immigration

Dans cette partie, nous rappelons différents résultats sur les processus de Galton-
Watson multitypes critiques avec immigration. Ces processus sont un cas particulier
de processus vérifiant 1’équation . Les preuves seront données en Annexe , a
la fin de cette these.

Soit (Z,,), un processus de Galton-Watson multitype critique avec immigration avec
d types défini par

d (Zn)i d (Zn)i
Zn+1 = Z Z Xi,l,k,na ceey Z Z Xi,n,k,n + (Jl,na ceey Jd,n) )

=1 k=1 i=1 k=1

ol les (X jkn)ijef1,..dknen sont des variables aléatoires a valeurs entieres dont la
loi ne dépend que de i et j et les (Jiy)ic(1,...d},nen sont des variables aléatoires a
valeurs entieres dont la loi ne dépend que de ¢ correspondant a l'immigration de
nouveaux individus. Afin d’alléger les notations, on écrira X, ; a la place de X ;11
et J; ala place de J; ,. On suppose que pour tout 7, j € {1,...,d}, P(X;; =0) > 0,
P(J; =0) >0 et E(Xi%j, E(J;) < oc.

Soit M = (]E(X”))” la matrice moyenne. On suppose que M est une matrice
irréductible apériodique a coefficients positifs. Comme on s’est placé dans le cas
critique, la plus grande valeur propre de M est 1. Soit w (respectivement v) le
vecteur propre a droire (respectivement a gauche) correspondant a 1 et normalisé
de facon & ce que u'u = vu = 1.

On pose J = E((J1,...,Jq)). On obtient I’équation de récurrence

E(Z,i1) =E(Z,)M + J.
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On pose
d

d
1
Q(S) = (5 SiSjE<Xk,iXk,j — 5Z]X;m)> s

1 k=1,...d

1
ou ¢; ; est le symbole de Kronecker (6;; =1 si i = j, 0 sinon).

Soit F(s) = (E(sWirXizeXia)), o 5 et G(s) = E(s/1++72) les fonctions généra-
trices du nombre d’enfants par individu et du nombre d’immigrants, avec s € [0, 1]

ou on utilise la notation &¥ = z{" ... 2% pour & = (z1,...,24) et y = (Y1, ..., Ya)-

Théoreme 1.1. On pose 0 = Ué‘{u). Si 0 < 1 alors la chaine de Markov (Z,,) est

récurrente. Si 6 > 1 alors la chaine de Markov (Z,) est transiente.

Remarque 1.2. En ajoutant quelques hypothese sur les moments des X, ; et des
Ji, on peut aussi prouver que la chaine est récurrente si 0 = 1.

On remarque que le critére de récurrence/transience fait intervenir le nombre
moyen d’immigrants ainsi que la variance du nombre d’enfants par individu. Les
fluctuations stochastiques jouent dont un role prépondérant sur le comportement en
temps long du processus, contrairement aux processus de Galton-Watson multitypes
classiques. Ceci nous amene a penser qu’il en sera de méme pour les processus
vérifiant 1’équation de récurrence lorsque le rayon spectral p de la matrice M
vaut 1. Nous donnerons un critere de récurrence/transience dans le Chapitre [2| pour
ces processus et nous verrons qu’en effet, ce critere fait intervenir le “drift” ¢(X,)
et la variance E(&nu}}"ﬂ) ou u est le vecteur propre a droite de M associé a p.

Lorsque la chaine est récurrente, on peut obtenir un équivalent en l'infini de la
queue du temps de retour en zéro. C’est le théoreme suivant.

Théoréme 1.2. Soit 7 = inf{n|Z, = 0} le temps de retour en zéro. Si 0 < 1 alors
P(r > n‘Z_l =0 et Zo#0)~ L(n)n’" ou L est une fonction a variation lente.

On observe que la queue du temps de retour en zéro du processus est de 'ordre
de grandeur d’une puissance de n. De plus, comme 6§ —1 > —1, la chaine de Markov
(Zn)nen est récurrente nulle. Dans le Chapitre , nous donnerons un résultat de
méme nature d’une part pour les processus a valeurs dans R satisfaisant 1’équation

Xn—i-l =X, + g(Xn) + gna

d’autre part pour les processus satisfaisant ’équation (1.3]) lors g(x) = ¢ € Ri.
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Chapitre 2

Critere de persistance pour des modeles
de croissance multitypes critiques

Dans ce chapitre, nous donnons un critere de croissance vers 'infini avec proba-
bilité non nulle pour un processus multitype satisfaisant une équation de récurrence
de type linéaire perturbée. Ce critere améliore les précédents résultats obtenus par
Klebaner [42, [44] qui n’établit qu'une condition suffisante. I.’idée principale est de
montrer que les fonctions x +— logx et z +— 1/logx sont des fonctions de Lyapou-
nov pour le processus (X ,x)nen OU k est un entier fixé. A la fin de ce chapitre, nous
appliquerons ce critere sur I’exemple d’une métapopulation puits-source avec deux
parcelles de type puits, mais dont néanmoins la population totale tend vers 'infini
avec probabilité non nulle.

Ce chapitre est constitué de 'article Adam [I], intitulé “Criterion for unlimi-
ted growth of critical multidimensional stochastic models” accepté pour publica-
tions dans Advances in Applied Probability en décembre 2016. Ici, nous ajoutons un
exemple de la métapopulation.

2.1 Modele de croissance multitype : critere de
persistence/extinction

2.1.1 Introduction

Nous étudions ici des conditions de croissance vers I'infini avec probabilité non
nulle d’une suite de vecteurs aléatoires X ,,, a valeurs dans R‘i, et qui satisfont la
relation de récurrence suivante

X=X M+g(X,)+&,neN, (2.1)
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ol M est une matrice irréductible d x d a coefficients positifs, g : R‘fr — R‘i une
fonction telle que ||g(x)|| = o(||x||) lorsque ||| tend vers I'infini, et (&,) une suite
de vecteurs aléatoires (& valeurs dans R?) telle que presque-siirement

E (&|F.) =0

ou {F,, n € N} est la filtration naturelle associée a (X,). Nous supposons que
Xy € R‘i et que les vecteurs aléatoires &, sont tels que pour tout n, X,, est a valeur
dans Ri presque-surement.

Le théoréeme de Perron-Frobenius [61, pp. 3-4] nous assure que le rayon spec-
tral de M est une valeur propre simple que l'on notera p. On dit que X, est
“sous-critique” si p < 1, “sur-critique” si p > 1 et “critique” si p = 1. Dans le
cas “sous-critique”, il est clair que P(|| Xl — o0) = 0 car || X,|| est borné en
espérance. Dans la plupart des applications, on C;LO]P)(HX all —_ o0) > 0 dans le cas
“sur-critique”. Ceci est bien connu dans le cas d’un processus de Galton-Watson
multitype avec immigration, par exemple. Cependant, ce n’est pas nécessairement
le cas dans notre modele. Par exemple, si g(X,,) = 0 et &, = X, M, avec M, des
matrices aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(M,, =
M)=P(M, =—-M)=1/2, alors P(X,, — 0) = 1.

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur le cas “critique”, donc désormais
p = 1. Nous définissons les vecteurs propres a droite et a gauche normalisés associés
A p par u et v de sorte que vu = u'u = 1.

Nous supposons que la suite (X,,) vérifie une forme faible de la propriété de
Markov. Plus précisément, nous supposons que [E ((é’nu)2 ‘Fn) est une fonction de
X,, et on notera

o? (X,) =E ((&u)?|F,) .

Le processus (X,,) n'est pas nécessairement une chaine de Markov car la loi de
&, peut dépendre de (X1, X,..., X,,). Néanmoins, tous nos exemples sont des
chaines de Markov.

Le cas de la dimension 1, d = 1, a déja été étudié et bien compris. Le phénomene
intéressant est que la possibilité que le processus tende vers l'infini depend a la
fois du “drift” (i.e. g(X,)) et de la “variance” o2 (X,). Ceci a été observé pour
la premiere fois par Lamperti [50] dont les résultats ont ensuite été généralisés
par Kersting dans [36]. Cependant, & notre connaissance, le cas multidimensionnel,
d > 1, n’a pas été traité. Seuls quelques cas particuliers ont été étudiés. Par exemple,
dans plusieurs articles Klebaner [42, [44] a donné des conditions suffisantes pour
Iextinction ou 'explosion vers l'infini de processus de Galton-Watson multitypes
états-dépendants. Néanmoins, ses résultats ne sont pas complets dans le sens ou
on peut construire des exemples qui ne satisfont pas ses conditions. Gonzalez et al.
donnerent aussi des conditions pour ’explosion du processus vers 'infini dans le
cas surcritique dans [22]. Jagers et Sagitov [32] se sont intéressés a des processus
dépendant de la taille totale de la population (qui sont des cas particuliers de notre
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modele). Néanmoins, dans le cas critique ils se restreignent a un nombre d’enfants
fini par individu (ce qui exclut par exemple des lois de Poisson) et a un “drift”
borné.

Le but de ce chapitre est d’obtenir un critere en dimension multiple qui sera
analogue a celui en dimension 1. La stratégie de la preuve est similaire a celle
de T'article de Kersting [36]. Nous illustrerons ensuite notre critere sur différentes
classes d’exemples, notamment celui donné par Klebaner dans [44] et pour lequel
nous donnons un critére complet (sauf pour un cas tres particulier).

Sous des hypotheses techniques sur les fonctions ¢ et o2, nous prouvons dans ce
chapitre que le processus reste borné presque stirement si

2rg (rv) u <1 (2.2)

lim su
e 02 (rv)

tandis qu’il tend vers 'infini avec probabilité positive si

2
lim inf 2rg(rv)u
r—-+00 0‘2 (T’U)

(2.3)

Ce critere nous rappelle le critere donné par Kersting dans [36] pour la dimension 1.
En fait, la matrice M preserve la composante de X, le long de la direction v tandis
qu’elle contracte le long des autres directions, ainsi, en espérance, le processus tend
vers l'infini le long du vecteur v.

Dans la prochaine partie, nous énongons notre résultat principal et sa preuve.
Nous I'appliquerons ensuite dans la Section 3 pour retrouver un critere de récurrence-
transience pour les processus de Galton-Watson multitypes critiques avec immigra-
tion et pour améliorer un critere d’extinction presque-sure pour les processus de
Galton-Watson multitypes états-dépendants. Dans la derniere partie, nous prou-
vons des lemmes utilisés pour la preuve de notre théoreme.

2.1.2 Criteére de croissance infinie

Hypotheses

Pour un vecteur ligne @, soit
y=x(I—uv).

Nous supposons qu’il existe un réel a tel que —1 < a < 1, des réels ¢;, d; et des
fonctions & valeurs réelles f; et h; définies sur R?, i € {1,2}, tels que

{g @)u=a @+l @) + /1 @ (A1)

0° () = di (zu) " + hy (y) + f2 (@)
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pour tout x € R‘i, avec hy =0sia<0et

7 (y) | < callyll®
[h2 () | < oyl
() = o ((xuw)”) lorsque ||z| — +oo

fi(x) =
fa(x) =0 ((wu)Ha) lorsque ||z|| — +oo,

ott ||.|| correspond & la norme euclidienne sur R¢.
Nous supposons qu’il existe > 0 et A; > 0 tels que

E ((l16)* [F.) < A10** (X,). (A2)

Aussi, nous avons besoin d’une hypotheése pour permettre au processus d’aller
vers l'infini

VC > 0,3n € N tel que P (X, u > C) > 0. (A3)

Enfin, nous ajoutons deux autres hypotheses sur les fonctions ¢ et o pour avoir
que X, puisse tendre vers l'infini avec probabilité non nulle. Premierement, nous
supposons que g(x)u n’atteint pas 0 :

Il existe s; > 0 tel que pour tout a,b > 0 tels que s < a < b < 00, si xu € (a,b)
alors Je > 0 tel que

g(x)u > ¢, (A4)
et deuxiemement, que o? est finie :
Va > 0, sup o*(x) < oo. (A5)
=] <a

Le théoréme

Nous donnons maintenant le critere de croissance infinie pour X,,.

Théoréeme 2.1 (Critere de croissance infinie).

Nous supposons (Al]) et (A2)).
i) Sici <L alors P (|| X,| = +o0) = 0.
ii) Sici >4 et sion a aussi (A3) alors P (|| X || — +00) > 0.

Comparé a et , nous donnons un critere dans le cas particulier ou ¢
a un terme dominant en (zw)®. Cela peut sembler restrictif, néanmoins dans la
plupart de nos applications la fonction g est constante, c’est a dire a = 0. Le cas
d’égalité ¢, = % (que 'on pourrait appeler cas critique du cas critique) n’a jamais
été étudié, méme en simple type, sauf pour les processus de Galton-Watson critiques
avec immigration sous certaines hypotheses sur les moments de ,, (voir la remarque
de la section 3).
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Preuve du théoréme

La stratégie de la preuve du théoreme consiste a prouver qu’il existe un entier
k et une fonction a valeurs réelles L tels que

E(L(Xnipu) [Fn) < L(Xnu)

lorsque X ,,u est plus grand qu’une certaine constante. Ainsi, on aura construit une
surmartingale et on conclura en utilisant un théoreme de convergence de martin-
gales.

Avant de prouver le théoreme, nous énoncons deux lemmes clés qui nous four-
nissent des fonctions de Lyapounov. Leurs preuves sont un peu techniques et sont
reportées a la section [2.1.4]

Lemme 2.1. On suppose (A1) et (A2). Sic; < %1, alors il existe s > 0 et k € N*
tels que,

E (log (X1 ru) }.7-"”) <log(X,u), si X,u>s.
Lemme 2.2. On suppose (A1) et (A2). Sic; > %, alors il existe s > 0 et k € N*
tels que,

E (L(Xnpw)|Fo) < L(Xouw), si X,u> s,
ot L (z) = (logz)™".

Preuve du Théoreme 1.
Sans perte de généralité, nous supposons que pour tout n € N, X, u > 3 presque-

stirement (sinon on considere X, + 3v a la place de X,,).

di
2

supposons que X,u — +o0o avec probabilité non nulle. Soit U, = X,,u, ainsi

i) On commence avec le cas ou ¢; < 4. Suivant la démonstration dans [36],

U, — +o00o avec probabilité non nulle. Des lors, il existe un entier 7' tel que pour
s > s1, s1 défini comme dans (A4), on a

P (ingUn >s5,U, — +oo) > 0. (2.4)

Soit 7 = inf{n > T : U,, < s} avec la convention suivante : 7 = 400 si ir>1§Un > 5.
Soit -
V. = log (Upgr) sin+T <,
" log (U) sinon.

Comme (V) est une surmartingale positive par rapport a la filtration (Fryp)nen
par le Lemme 2.1] elle converge presque-siurement et on obtient une contradiction
avec ((2.4)).

ii) On considére maintenant le cas ot ¢; > 4.

Soit s > s; (ou s; est défini comme dans (A4)) assez grand afin que le Lemme
[2.2] soit vrai. Soit A, B,C et D, quatre événements définis comme suit :
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— A= {limsuanu < s}

n—oo

— B = {limsuanu <ooetdi €{0,....k—1}, Xyprsu — R; avec s <
n—oo

n—oo

Ri<oo}

— (C = {Eli €{0,....k—1}, X, priu — oo et limsupX priiu < oo}
n—oo

n—oo

— D= {Xn'u, — oo}.

n—oo
Le but est montrer que P(D) > 0. Nous montrons d’abord que P(AUBUCUD) =
1 (étape 1). Ensuite, que P(A) < 1 (étape 2). Puis nous montrons que P(B) = 0
(étape 3) et nous concluons enfin en montrant que P(C) = 0 (étape 4).

Etape 1 : Soit i € {0,...,k —1}. Ainsi U;,, = min (L (X pgpsu), L (s)) est sur-
martingale positive bornée qui converge presque-surement et en espérance. Des lors,
ou bien X, ;u converge vers un réel plus grand que s, possiblement 400, ou bien
limsupX 5w < s. Donc, PPAUBUCU D) = 1.

n—oo
Etape 2 : Supposons que P(A) = 1. Alors, pour tout ¢ € {0,...,k—1}, U,
converge vers L (s). Comme E (min (L (X, pu), L (s))) < E (min (L (X,u), L(s))),
pour tout [ € N, on obtient que

E (min (L (X ,u),L(s))) > L(s).

Mais par définition, min (L (X,u), L (s)) < L(s), des lors min (L (X,u), L(s)) =
L (s) presque-surement ou X, u < s pour tout n, ce qui contredit (A3]).
Ainsi, P(BUC U D) > 0.

Etape 3 : Sans perte de généralité, supposons que 'on ait B avec ¢ = 0 et posons
R = 2sup X, u. Par , il existe s; < Ry et € > 0 tels que pour tout x tel que
zu € (s, R), g(x)u > ¢.
Comme X ,,u converge vers Ry, il existe Ny tel que Yn > Ny, X, xu € (s1, R).
Ainsi, on peut choisir N tel que Vn > N, X,,u < Ret g(Xy)u > ¢.
Considérons maintenant,

n

An = Zg (XN—H) u,

=0

M, => A '¢niu.

=0

On peut vérifier aisément que M,, est une martingale.
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De plus, par (A4) et (A5]), et comme g(x)u > ¢,

ZE ((Mn-i-l - Mn)2 |FN+n+1) = Z A%0% (X Nin)
n=0 n=1

<C i A2
n=1

S OliAT_L2 (An - An—l)
n=1

< C’/ t2dt < oo.
Ao

Par un théoreme de convergence de martingales (voir [23| [p.35]), M, converge

presque-surement. Comme X, u converge vers R, A, — +oo, et par le lemme de

Kronecker

Z Su=o0(A,).
I=1

Pour n > N, on obtient une contradiction car

X, nu = XNu+Zg(Xl)u+Z§lu =A,+0(4,) = +oo.
I=N I=N
Ainsi P(B) = 0, donc avec probabilité non nulle, il existe i € {0,...,k — 1} tel que
X x+iu tende vers I'infini. Prouvons maintenant que cela implique que X ,,u tende
vers l'infini.
Etape 4 : Sans perte de généralité, supposons que X ,,u tende vers 'infini.
Posons v = ﬁ, r > s et n tel que n? > 2r.

Soit I';, = [n7, (n + 1)7) une suite d’intervalles et (N (£))sen une suite croissante de
temps d’arrét definie par

N¢) =inf{n > N({ — 1) tel que X zu € [(7,0)}.
Comme la fonction g est positive et par I'inégalité de Markov, on obtient que

P (X nNnypr1u < 2T’XN(n)ku >n") < 3;11) P (Engpu < (2r — 07) |XN(n)k:u eTy)

ssup P <(5N<n>kU)2 > (07 = 2r)* [ X nwu € Ff)
>n

K@V(Oé"rl)
< -
T

1
!
s K5

Des lors, par le lemme de Borel-Cantelli, pour tout » > 0 suffisamment grand,

n—00

P (lim supX priu <1 X pu — oo) = 0.
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Ainsi, X ;111 converge vers 'infini et donc P(C') = 0.
Comme P(AUBUCUD) =1et P(B)=P(C) =0, on a donc que P(AU D) = 1.
Mais comme P(A) < 1, on a le résultat souhaité

P(D) =P (X,u — o0) > 0.

2.1.3 Applications

Dans toutes nos applications, on a a = 0. C’est parce qu’on considere des
modeles de population avec une variance finie pour le nombre d’enfants par indi-
vidu. Ainsi, o doit étre de 'ordre de xwu et g de 'ordre d’une constante. Notons
aussi que tous nos modeles sont des chaines de Markov, bien que nos résultats
soient aussi applicables a des processus qui ne satisfont pas la propriété de Mar-
kov. Dans le cas particulier des chaines de Markov irréductibles, le processus a une
croissance infinie avec probabilité non nulle si et seulement si la chaine est tran-
siente. Réciproquement, le processus ne tend pas vers l'infini presque-surement si
et seulement si la chaine est récurrente.

Processus de Galton-Watson multitype avec immigration

La premiere classe de processus, historiquement parlant, vérifiant la relation de
récurrence ([2.1)) regroupe les processus de Galton-Watson multitypes critiques avec
immigration. Kawazu [34] donna un critere de récurrence et transience qu’il prouva
a ’aide de fonctions génératrices, utilisant ainsi la propriété de branchement. Nous
retrouvons ici le méme résultat sans utiliser la propriété de branchement.

Soit (Z,) un processus de Galton-Watson multitype critique avec immigration
avec d types. A la génération n, le k-ieme individu de type i, ¢ € {1,...,d} et
ke {l,...,(Z,),}, donne naissance a X, ;y, individus de type j, j € {1,...,d}.
Les vecteurs aléatoires (Xj;un)jeq1,..qp avec @ € {1,...,d}, k > 1 et n € N sont
indépendants et leur loi ne dépend que de i. Afin d’alléger les notations, nous
écrirons désormais X, ; a la place de X; ;1. Pour tout i € {1,...,d}, on sup-
pose aussi qu’il n’existe aucune relation affine presque strement entre les Xj ;,
jedl,....d}.

Nous supposons que pour tout i, j € {1,...,d}, P(X;; = 0) > 0. Soit M =
(E(Xiyj))m la matrice moyenne. On suppose que M est une matrice irréductible a
coefficients positifs. Comme on considere que le processus est critique, la plus grande
valeur propre en module de M est 1. Soit w (respectivement v) le vecteur propre
a droite (respectivement a gauche) normalisé associé a 1. A chaque génération n,
A, € N? individus immigrent. Les variables aléatoires A, sont indépendantes et
identiquement distribuées, avec P(A; = (0,...,0)) > 0, E(A;) = a et Var(A;u) =
72, Les variables aléatoires A, sont aussi indépendantes de toutes les variables
Xi jkn- Ainsi, on a la relation E(Z,41) = E(Z,)M + a.
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On suppose qu’il existe § > 0 tel que pour tout (i,7) € {1,...,d}?,

E(ij‘s) <+ et E ((Alu)2+6> < +00. (2.5)

Soit Fl = (COV (Xi,jy Xivj,)>j,j’€{1,.
par individu. Comme on a supposé qu’il n’y avait pas de relation affine presque siire

a0 la matrice de covariance du nombre d’enfants

entre les X; ; a4 fixé, les matrices I'; sont définies positives. On pose

d
V(Z) = Z ZiFiv
i=1
pour z € R4 On obtient la relation de récurrence

Zn+1 = ZnM+a +§n

avec
d (Zn);
&= D> {Xijkn —E(Xijhn)} + Anej — E (Ane))
i=1 k=1 .
1<j<d

ott les (e;)jeq1,...ay sont les vecteurs de la base canonique et
E(({nu)2}.7-"n) =u'V(Z,)u + 72

Proposition 2.1. Le processus (Z,) est
— récurrent si 2au < u'V(v)u
— transient si 2au > u'V (v)u.

Remarque 2.1. Kawazu [3]|] obtint le méme critére sous des hypothéses plus
faibles : il n’avait pas besoin de Var(Aju) < +oo et de . Il a aussi montré
que le processus était récurrent lorsque 2au = u'V (v)u si E (X2 log (X;;)) < 00
et E(A;log (Ay)) < 4o0.

Démonstration. Premierement, on remarque que
E((fnu)z‘}"n) = uTV(Zn)u +72= (Znu)uTV('v)u + uTV(Zn(I —uv))u + 7%,

ainsi la récurrence et la transience ne dépendent que du signe de 2au — u'V(v)u.
Comme (A1) est vérifiée avec a = 0, ¢; = au, hy = 0, d; = u'V(v)u, hy(y) =
u'V(y)u, f1 =0et fo =72, et que (AJ), et (A5) sont aussi vérifiées, on doit
juste montrer que 'on a afin d’appliquer le Théoreme 1.

Soit £ € N* et (Ug),e (1,...cy des variables aléatoires indépendantes de moyenne
nulle et tels que E (\Uk\2+5) < +o0 pour tout k € {1,...,¢}. On peut appliquer les
inégalités de Marcinkiewicz-Zygmund [54, p. 108] et de Holder, i.e., il existe R > 0
indépendant de ¢ tel que

246

[ NS

14

2 Uk

k=1

E

) 1+
<RE (Z U,f)
k=1

65

l
<R(:E (Z |Uk|2+5> .

k=1



Comme on a trois sommes dans ||&,||, on applique trois fois cette derniere inégalité
pour verifier que (A2) soit vraie :

E([16a]I"*°|F0)

2 1+%
d d (Zn);
<2OE | [ [D (Kuin — B (X)) F
j=1 \ i=1 k=1

+ 22+5]E (HA . a||2+§|f )

< 22+6d%E Z ‘ Z Z {X i,5,kn ( 1,3k, n)}

j=1 =1 k=1

246
| .

+ 22+5]E (HA . CLH2+6|‘/—"
(Zn),

< 2RI Zz(z{xm— (Xijkn)}

j=1 =1 k=1

‘2+6

n

+ 227 (|4, — a|*"°|F,)

d d (Zn);

< 22+5R2d6E Z Z Z |X TR ,j k,n) |2+§

j=1 i=1

+ 227K (|| An — al**| F)

F

On applique maintenant (2.5)) pour avoir

E(&, 2|7 < © (z <zn>§‘5‘s) D

=1
2+4

= C"a2+5(Zn),

lorsque || Z,|| est suffisamment grand. O

Processus de Galton-Watson multitype états-dépendant

Les processus de Galton-Watson états-dépendant ont été introduits pour la
premicere fois par Klebaner dans [41] et Hopfner dans [27]. Hopfner a comparé la
fonction génératrice de ces processus avec celle d’un processu de Galton-Watson cri-
tique avec immigration afin d’obtenir un critere d’extinction. Cependant, cette idée
ne fonctionne plus dans le cas multitype. D'un point de vue technique, c’est parce
qu’on doit changer les transitions du processus de Galton-Watson multitype avec
immigration d’un nombre infini d’états et on peut changer la nature de la chaine
de Markov (la récurrence ou la transience), tandis qu’en simple type, on ne doit
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changer d’un nombre fini de transitions, ce qui n’altere pas la nature de la chaine.
Klebaner, dans [42], [44], a défini les processus de Galton-Watson multitypes états-
dépendants mais n’a donné qu’une condition suffisante d’extinction. En particulier,
il ne peut pas déterminer s’il y a extinction presque-siire ou non pour certaines
valeurs des parametres. Dans cette sous-section, nous donnons un critere qui nous
permet de préciser s’il y a extinction presque-sire ou non (sauf pour un cas tres
particulier).

Comme dans [44], nous définissons un processus de Galton-Watson multitype
états-dépendant Z,, a d types par

d (Zn);
Zn+1 = Z Z Xi,j,k‘,n (Zn)

=1 k=l JE{L,.d}

ol X, jxn (%) est le nombre d’enfants de type j du k-éme individu de type ¢ lorsque
le processus est a I’état z a la génération n. Etant donné Z,, = z, le k-eme individu
de type 7 a un vecteur aléatoire d’enfants

(Xigkn (2) 5 Xiawn (2)), k=1,..., 2.

Pour chaque n € N, les vecteurs d’enfants de parents distincts sont indépendants. De
plus, lorsque le type ¢ du parent est fixé, les vecteurs des enfants sont identiquement
distribués pour tout n et k, avec une distribution qui ne peut dépendre que de I’état
z. Afin d’alléger les notations, on notera X, ; a la place de X ;1. Soit

M(z) = (E(Xi; (z)))i,je{l,...,d}

la matrice moyenne.
On suppose que
M(z) =M+ C(z)

ou M est une matrice irréductible a coefficients positifs, de plus grande valeur
propre en module égale a 1 et de vecteurs propres a droite et a gauche normalisés
correspondants u et v, avec vu = u'u = 1, C(2) une matrice & coefficients positifs

et on pose
g9(z) = zC(=).

On suppose que
lim g(z)=D e R%L

[|2[| =00

Soit I';(z) = (Cov (X, (2), Xix (2))) a4y la matrice de covariance du nombre

J7k€{17
d’enfants lorsque la population est a l'état z. On suppose que pour tout i €
{1,...,d}, T';(z) converge vers I'; lorsque ||z|| converge I'infini.
Soit

V(z) = Z zli (2),
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la matrice conditionnelle de dispersion lorsque la population est a I’état z. On
introduit aussi la quantité

d
V(Z) = Z ZlFZ
i=1
Des lors, (Z,,) vérifie la relation de récurrence
Zyin=2Z,M+g(Z,)+ &,

avec

d (Zn);
=1 k=1 )
je{1,...,d}

On peut aisément vérifier que E (fnu‘]-"n) =0et
E ((&u)” |Fo) = u'V(Zo)u = (Zyu)u'V(0)u+ u'V(Z,(1 - wo))u+ f(Z,),

ou la fonction f est telle que f(x) = o(||x||) lorsque ||| tend vers I'infini.
On suppose qu'il existe § > 0 et K > 0 tels que pour tout i, 7 € {1,...,d} et
d
z € RY,
E (Xm- (z)2+5> < K.
Comme dans 'exemple précédent, 'hypothese ((A2]) est une conséquence des inégalités
de Marcinkiewicz-Zygmund et de Holder.

Nous faisons les hypotheses usuelles lorsque 1'on considere des processus de popu-
lations : 0 est un état absorbant et tous les états dans N\ {0} sont connectés.

Théoréeme 2.2.

St
2Du
— <1
u'V(v)u
alors le processus s’éteint presque-surement.
St
2Du
— > 1
u'V(v)u

alors le processus survit avec probabilité non nulle.

On ne peut rien dire dans le cas ou lim _p2rbu__ _ q
rotoo ' V(rv)u

Nous allons maintenant illustrer ce résultat par 'exemple suivant.

Exemple. On reprend 'exemple d’un processus de division cellulaire a deux types
de [44]. On rappelle que X, ;kn(2) est le nombre d’enfants de type j du k-eme
individu de type ¢ a la génération n lors que la population est a I'état z. Comme
précédemment, on écrira X; j(z) a la place de X; ;11(2).

On suppose que X; ;(2) prend comme valeurs 1 avec probabilité p; ;(2) ou 0 avec
probabilité 1 — p; ;(2) et que l'extinction est possible, c’est a dire que P(X;1(z) =
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O,Xi72<2) = O) > 0, 1 E {1,2} Soit bZ(Z) = ]P(Xi’l(Z) = 1,X¢72(2) = 1), 1 E {1,2} et
a;;(z), i,5 € {1,2}, deux fonctions positives quelconques, ne s’annulant pas pour
x > 0, telles que

C1a1,1(2’1) 02G1,2(21)
M(z) _ (p 11— p) 4 Zla1,1(21) + 2202,1(22) 21601,2(21) + 22a2,2(22)
p 1=y 01a2,1(22) 02002,2(22)

z1a11(21) + 22021 (22)  z1012(21) + 22a22(22)

ou p,p’ € (0,1). On suppose que b;(z) ~ b; lorsque ||z|| tend vers I'infini.
Avec les notations introduites précédemment, on a

1 /
1 1—
— U—Tﬁ(l) et”_\/ﬁ<1——§+p' 1—p+pp’>

o _ c1teo
Du 7

— V() =2 < p=p) bi=p(- p)>+22 ( Pa-p) -y —p/))

by —p(l—p)  p(1-p) bo—p'(1=p) p(1-p)

Corollaire 2.1. 51

4 1—p
g+ < by + b
T T —p+p L —pp

alors le processus s’éteint presque-surement.

S

4 1—p
¢ +cg > by + b
U T l—p+p L= pp

alors le processus survit avec probabilité non nulle.

Klebaner, dans [44], prouva I'extinction presque-sire si ¢; + ¢a < min(by, by) et la
survie avec probabilité non nulle si ¢; + ¢o > max(by, b2). Nous avons donc amélioré
son critere car nous avons prouvé que la valeur critique pour ¢;+co, celle ot1 on a une
transition de phase, est #;Lp,bl + %bg. Sauf pour le cas d’égalité, nous avons
donné un critere qui permet de completement déterminer la nature du processus.

2.1.4 Appendice : construction des fonctions de Lyapounov

Dans cette partie, nous prouvons les Lemmes [2.1] et 2.2 La preuve repose sur le
résultat suivant. Soit

Y,=X,— (X, u)v

le vecteur X, auquel on a retranché la contribution le long du vecteur v.. Par
commodité, nous utiliserons la notation A, = X, 1,u — X, u.
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Lemme 2.3. On suppose (Al]) et (A2). Il existe ¢y > 0 et dy > 0 tels que pour tous
les entiers n, k > 1 et pour tout € > 0,

|E (Anp]Fn) = etk (Xou)| < SVl + o (X)), (2.6)
E (A2 | Fn) — kdy (X,uw) ™ < dy)|[ Vo] + o (Xu) ™), (2.7)
E (180" (o, ox,u) [F0) = O (K)ot 57) (28)

avec ¢y =0 si aw < 0.

La preuve de ce lemme s’appuie sur deux autres lemmes que 1'on va d’abord
énoncer puis prouver.

Lemme 2.4. On suppose et . Alors, pour tout o € |—1,1] et pour tous
n,i €N,
E (X i) | Fo) = (Xou)* + 0 (X)),
et
E (Xneiw) ™| F) = (Xouw) ™ + 0 (X ,u) ™).

Démonstration. On va d’abord montrer que
E ((Xn—i-iu)'y ‘Fn) = (‘)(nu)’Y +o ((Xnu)’y) )

pour tout v € [0, 2] quelque soit la valeur de a.
Le résultat est évident si v = 0. On va commencer par le cas o 0 < v < 1. Comme
pour tout réel positif r, (1+7)" < 1+ 77, on obtient la majoration

E(Xnt1u)” |Fn) SE(Xnpu|F)' < (Xpu+g(X,)u)
(

X,u)" + g (X)) u(X,u) ",

IN N

En utilisant I'inégalité (1 +7)" > 1 — |r|?, qui est vraie pour tout r > —1, et
I'inégalité suivante, pour tout s > 0, k € N* et a; > 0 pour tout 2 € 1,...,k,

(£0) e (50). "

=1

on obtient la minoration suivante

E(Xni1u)” | Fn) (Xpu) =g (Xn)u+ &ul" | F,)

>
> (Xu) =27 (g(Xn)u)” = 27 (|Gul" |F) .

Comme ¢ (X,)u =0 ((X,u)?) car |ly|| = O(||z||) car u et v sont & coordonnées
strictement positives, et en utilisant

(At+a)y

=0 ((Xuu) )

X
2

E (|6l |F) < E (|Gul | F)
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on obtient
E(Xpuw)'|F) = (Xu) + o (Xnu)).

On va maintenant traiter le cas ou v €|1,2]. Comme pour tout réel r > —1, on a
(IT+7)" <1+277r|" + 277,
on obtient que

E ((Xnw) [F) < (Xou) +27'E (|9 (X,) u+ Gl | F)
+ 27 (Xu) T E (|9 (X0) u+ uul | F)
(A+4a)y

< (Xow) + 0 (Xu) 7 ) + 0 (X7 ).

Xy
Xy

La minoration est une conséquence triviale de 1'inégalité de Jensen et de la positivité
de g :
E(Xpw) |F) = E(Xpu|F,)" > (X,u).

On a donc montré que
E(Xpnuw)'|F) = (X,u) +o(X,u)), (2.10)
pour 7 € [0,2[. On doit maintenant prouver que
E (f(Xns1w)|Fn) = 0 ((X,u)), (2.11)

pour v > 0 si f est une fonction a valeurs réelles telle que f(r) = o (1) lorsque r
tend vers U'infini. On rappelle que f(r) = o(r7) si et seulement si pour tout € > 0
il existe C. > 0 tel que |f(r)| < er? + C; car v > 0.

Soit f une fonction & valeurs réelles telle que f(r) = o(r7), e > 0 et C. > 0 tels que

()] < 217 + C.. Par (210),

E(|f(Xnpw)l|Fn) <E(E(Xppau) + Co|F)
(X,u)" 4+ C: + eo((X,u)7)

<
<e
< 2e(X,u)? 4+ C. + C.

Ainsi, on a bien (2.11]). Comme on a les égalités ([2.10]) et (2.11]), on a bien le résultat

du lemme par récurrence.
On termine la preuve par le cas ot —1 < o < 0. La minoration est la aussi une
conséquence immédiate de 'inégalité de Jensen :



Pour la majoration, on commence par majorer la probabilité que X, ;u est plus

Xnu par I'inégalité de Markov :

petit que =3

]P)<Xn+1u§ X;u‘Fn> :]P)<€nu§_ _g(Xn)ulJrn)

<P (m < —X;“ !Fn) <P ((énu)2 > (qu)2 \Fn)

AR ((€nu)?|Fn) a—1
< (X, u)? < K(Xu) .

X, u

Des lors, comme pour tout r > —1, (1 +7)* < 1+ 47%r| et comme X,u > 3, on
a que

E (<X”+1u)a “F") =k (<1{XH+IUS%} - H{Xn+1u>%}) (Xn+1u)a ‘Fn)

X

+E <(Xnu)°‘ (1 f ol (X’B)(":; 6”“') {fn)

< (X,u)* 4+ O0(X,uw)* ) + O(X u)

3a—1

2).

On conclut de la méme maniere que précédemment, en utilisant que f(r) = o (r®) si

et seulement si pour tout & > 0 il existe C. > 0 tel que |f(r)| < er®+Cor~2°. O

Lemme 2.5. On suppose (Al]) et (A2). Pour tout vy € [0,2] il existe C > 0 tel que
pour tout k,n € N

k—1
Z]E (||Yn+z||7|]:n) < O”YvnH7 + 0((Xnu)’y) )

i=0
ot le terme o ((X,u)") dépend de k.

Démonstration. On commence par écrire la relation de récurrence satisfaite par Y,

en utilisant (2.1)) :

Y, 1i=Y,M+g(X,)(I—uv)+¢&, (I—uv)
=Y, (M —-uv)+g(X,)I—uv)+¢, (I —uv)

car Y ,,u = 0. Ainsi

Viugs = ¥ (M =)'+ 3 (9 (Xo) + ) (1= 0) (M — ).

J=0

Le théoreme de Perron-Frobenius nous assure que le rayon spectral A de M — uw
est strictement plus petit que 1. Soit A; € (A, 1). On rappelle que par la formule de
Gelfand (voir [28, p. 349]), on a que

— 7 . mil/m
A= lim [[(M — o)™,
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pour toute norme de matrice. Ainsi, il existe une constante C' qui ne dépend pas de
1 telle que

i—1
1Y il < C <A§I|Yn|| +> (g (Xni) Il + ||£n+J||))
7=0

Ainsi, par (2.9), on obtient que
i1

Y niall” < CONNY ull” + C47 Y07 (llg (Xns) |7 + [t 7) -

=0

Comme
E (g (Xniy) ["|F0) = O (X,u)™) et E (||&ury]"|Fn) = O ((Xnu)%) 7

par , on a en sommant que
k—1
S E(IY nyall|F) < C2'

1=0

IIY "+ o (Xnu)").

]

Preuve du Lemme[2.3. On commence par I'inégalité (2.6)).
La preuve est une conséquence directe des lemmes et et de I'inégalité (A1) :

k—1

=0
<E<ch n+zu +CQHYn+zH +f1 n+1 ‘F>

< ke (Xnu) + C,HYnHa + 0((Xnu)a) )

pour « < 0, on a ¢ = 0 et donc ¢’ = 0. Pour la minoration, on fait la méme
démonstration que ci dessus avec —cy a la place de c¢,.

Prouvons maintenant 1'inégalité . Comme pour , le point important est de
montrer que di, ne dépend pas de k. En utilisant les lemmes [2.4] et 2.5] et I'inégalité

(&T), on a que

2
]E(|An7k|2‘]: = (Z{g n+i u+§n+zu}) ‘fn

+ 2K <<i§n+z‘u) ( _ 9 (X i) u) fn)
i= Yzfl

< kdy (Xou) " 4 do| Yoo |7+ 0 (X))
O (X)) + 0 ((X,u) ¥4,
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les trois premiers termes viennent des |E ((§n+iu)2 |fn) ,le second terme des E ((g(X nti)W)? |}"n)
et le dernier terme de l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les doubles produits. La
preuve de la minoration est identique. Terminons la preuve du lemme par I'inégalité

23).

Par l'inégalité de Markov :

7)
2
E <|An,k| 1{(An,k)52(5X"u)6}
2+6
(5Xn’u,

(2k)2+5 Z (X u]2+5 e .u’2+6 ‘]_—
(an’u, 'rL—i—z n-+t n .

E(1AnilTpa,,o

)

Comme E (|g (X i) u)*™ ‘]—"n> =0 ((Xnu)2a+a6) par le Lemme [2.4] et
E <|§n+iu|2+6 ‘]—"n> =0 <(Xnu)1+a+1+7a5> par (A2), on a que

E <|An,k|2]1{an,kz€XnU} ‘}—”)

2448 e
< (2]{7) (61 (k}) (Xnu)Qa-i-a& + ey (k‘) (Xnu)l-l-oc-&-Té)

< ¢ (k,2) (Xu) T

qui est bien I'inégalité voulue. O]
Nous allons maintenant prouver les Lemmes [2.1] et [2.2]

Preuve du Lemme[2.1. On rappelle d’abord une inégalité prouvée dans [36] :
Sie>0,x>0eth>—ux, alors

W1 f<eay

h
1 h) <1 -
og (x + )_oga:+x 20+ e)a?

(2.12)

Soit k € N et € > 0, que l'on fixera plus tard. On applique l'inégalité (2.12)) avec
r=Xueth=2»A7,;:

E (log (X pixu) | F,) <

log (Xow) + =5 2(1+2) (X,u) 2(1+2) (X,u)
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En utilisant les inégalités (2.6)), (2.7) et (2.8)) du Lemme on obtient

E (log (X ixu) | F) <
ek (Xu)” + YLl + 0 (X,u)”)

log (X, u) + X u
at2=ts
kdl (Xnu)lJrOt d/“Y ||1+a+0((X ’Ll, 1+a O( 1+ +75 >
2(1+2) (X o) 2(1+2) (X o)

D’apres le théoréme de Perron-Frobenius (voir [61]), toutes les coordonnées de u
sont strictement positives. Des lors, par définition de Y ,,, il existe b > 0 tel que
pour tout n,

1Y, < bX u. (2.13)

On obtient ainsi

E (log (X py5u) | F) <
ek (X u)® + b (X u)® + o (X ,u)®)
X, u

log (X, u) +

i (Xw) ™ — (K)o (X)) © (=)
2(1+¢€) (X,u)” 2(1+e) (Xou)?

On choisit d’abord € > 0 tel que ¢; < Ensuite, on choisit k tel que

2(1+5)

1 P14
k <cl—ﬁ> +c’2ba+% < 0.
Ainsi, il existe s > 0 tel que,
E (log (X nixu) | F) <log(X,u), si X,u > s.
[

Preuve du Lemme[2.2. Nous rappelons une autre inégalité donnée dans [36]. Pour
x > 3, soit

L(z) = (logz)™".
Il existe Cy > 0 tel que pour tout z >3, h >3 —z et 0 < < 1 alors

L// h2 h2+5
@" I

L(zx+h)<L(z)+L(z)h+ +
(l‘ ) = ('r> (LU) 2 (lOg fL‘)Q $2+6

e sy (214)

Comme dans le premier cas, nous prouvons que [ (L (X piru) |.7-"n) < L(X,u) un
certain entier £k fixé et X, u assez grand.
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On applique 'inégalité (2.14) avec x = X, u, h = A, ;, et k un entier que 'on fixera
plus tard afin d’obtenir

E (L n—ch |]:n)

<Xn ><1og Ko 2(Xw) (log (X))
2E (| Ak |?|Fn) E (|Anx**|F)
o (g K Ciog G K T B (Monas 52y 7).

Nous commencons par cette inégalité

’ (“{An,mx;w} d

qui est une Conséquence immédiate de l’inégahté de Markov. On utilise maintenant

I'inégalité (2.9) et le fait que, d’apres et . il existe des réels positifs A et
B tels que

E (Jg (Xo) u* | F,) < A(X0u)"""),

et

B (™ ) €5 X P
afin d’obtenir la borne supérieure suivante
E (\An,k\”“ \]—“n> (2k)*HE (Z |9 (X ) w4 |&aiu* | 7y )
< Oy(k) (X ) (5@
Des lors, il existe une constante Cy(k) telle que
E (1, ue 2} |70) < Calh) (X5

Nous utilisons maintenant les inégalités (2.6)), (2.7) et (2.8) du Lemme et
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I'inégalité :
E (L(Xnxu)|Fn)
(c1h (Xnw)” = ||V + 0 (Xnw)))
(X u) (log (X ,u))”
(ke (Xow)"™ + dy| Yo |7 + 0 (X))
2(X,u)’ (log (X ,u))?
L 20k (X )™+ |V 4 0 (X))

< L<Xnu) -

2 (Xnu)2 (log (Xnu))s
O <(Xnu)1+a+a7*15> (a—1)(2+6)
Cy 5 G Cy(k X,u 2
O g (K (K T )
k (% — 01) + bl 1
Xnu 1—a 2 Y 11—« 2 /0
s Lo )+ (X, u) (log (X ,u)) * ((Xnu) (log X ,u) >

avec by = b'Tod, /2 + b°c).
Comme d; /2 < ¢q, on choisit k de sorte que

d
k(é—cl)+b’2<0.

Ainsi, il existe un réel s > 0 tel que,

E (L(Xnwew) | F) < L(Xau), si Xou> s

2.1.5 Exemple d’une métapopulation avec deux parcelles

On prend ici 'exemple d’une métapopulation avec deux parcelles. On notera
(X )1 la taille de population vivant sur la premiere parcelle a la génération n et
(X )2 celle vivant sur la deuxieéme parcelle. On suppose que tous les individus
vivant sur la méme parcelle se reproduisent de maniere indépendante et méme loi,
on notera A; j ,(x;) le nombre d’enfants du k-ieme individu a la génération n vivant
sur la parcelle i sachant qu’il y a z; individus sur la parcelle i. On pose m;(z) =
E(A;kn(x)) et bj(z) = Var(A;,n(x)) et on suppose qu’il existe deux constantes
positives ¢; et b; telles que

. — 1 + 2
m;(z) =z

et
lim b;(z) = b;.

T—>00
Chaque enfant peut migrer vers ’autre parcelle ou rester sur sa parcelle d’origine.
On pose p; ; la probabilité pour un enfant né sur la parcelle i de migrer vers la
parcelle 5. On obtient alors 1’équation de récurrence suivante

Xn+1:XnP+(Cl 02)P+£n7
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ot P = (p;j)ije(1,2y, &n est tel que E(5H|X”) = 0. On pose

=500

v = \/5( P21 p1,2 )

p1,2+tp21  p12+p21

et

les vecteurs propres a droite et a gauche, normalisés, associés a la valeur propre 1
de la matrice P. On remarque que 1’'on a

E((&nu)*| X0n) = (Xn)1b1 (X)) + (Xn)2b2((X0)2)) /2.

On peut donc appliquer le Théoreme et obtenir le critere suivant.

D21
p1,2+p2,1°

Proposition 2.2. On pose v =
Si
2(c1 4 ¢2) < by + (1 — )by

alors la population s’éteint presque-surement.
St
2(c1 + ¢2) > b1 + (1 — )by

alors population peut persister (et dans ce cas sa taille va tendre vers l'infini) avec
probabilité non nulle.

Si v = 1/2 alors cela veut dire que p; o = pa; donc que les taux de migration

sont les mémes. Si v > 1/2, alors p;2 < pa1, le taux de migration de la parcelle 1
vers la parcelle 2 est plus faible que le taux de migration de 2 vers 1. Si v < 1/2,
c’est le contraire.
S’il n’y a pas de migration, alors la population de la parcelle ¢ s’éteint presque-
sturement si 2¢;/b; < 1. Dans ce cas, la parcelle i est de type puits. Des lors, on
peut trouver des parametres b;, ¢; et p; ; tels que la population de chaque parcelle,
sans la possibilité de migrer, s’éteint presque-surement, c’est a dire 2¢;/b; < 1, mais
pourtant la métapopulation peut persister, c’est a dire 2(cq + ¢) > by + (1 — )bs.
Plagons nous dans ce cadre afin de regarder le role de la migration dans la persis-
tance. On pose 0; = 2¢;/b;, la condition de persistance devient

01[)1 + ‘92[)2 > ’Ybl + (1 — ’7)[)2
On fixe les 6; et b; et on va faire varier ~.

Proposition 2.3. Si
01[)1 -+ 02[)2 > max(bl, bg),

alors quelque soit 7y, on a persistance avec probabilité non nulle.
St
91()1 + 92[72 < min(bl, bg),
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alors quelque soit 7y, on a extinction presque-sure.
Sinon, en supposant par exemple que by < by et en posant

- 91[)1 — (1 — 92[)2)
Yo = )
b1 — by

si v < 7 alors on a persistance avec probabilité non nulle, et si v > o alors on a

extinction presque-sure.

On observe donc que les taux de migration peuvent influencer le comportement
qualitatif du processus et en particulier permettre la persistance d’une métapopulation
composée de deux parcelles de types puits.
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Chapitre 3

Convergence en loi d’une transformée du
processus dans le cas transient

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au modele du chapitre précédent dans
le cas ou le processus tend vers 'infini. Le but est de normaliser le processus afin
d’obtenir une converge en loi vers un objet limite. Dans une premiere partie, nous
montrons la convergence en loi de notre processus vers un vecteur aléatoire de
direction déterministe et de longueur suivant une loi Gamma généralisée, c¢’est-a-
dire la loi d’une variable qui suit une loi Gamma a une certaine puissance. Dans
une deuxieme partie, nous donnons d’abord une généralisation du résultat du Cha-
pitre précédent due a Kersting [39] puis nous conjecturons la convergence d’une
fonction de notre processus, renormalisé en temps, vers la solution d'une équation
différentielle stochastique, un processus de Bessel carré. Ce dernier résultat est un
travail en cours avec Gotz Kersting.

3.1 Limite vers une loi Gamma généralisée

3.1.1 Introduction

Dans cette partie, nous nous inspirons de [43] et [44] pour prouver la convergence
en loi du processus défini précédemment vers une loi Gamma généralisée. Cette
convergence a lieu lorsque P(|| X, || — o0) > 0.

On rappelle que 'on considére une suite de vecteurs aléatoires X,,, a valeurs
dans Ri, qui satisfont la relation de récurrence suivante

Xy =X.M+g(X,)+&,neN,

ol M est une matrice irréductible d x d a coefficients positifs de rayon spectral
p=1 g:RL — R% une fonction telle que ||g(z)| = o(||z||) lorsque |z| tend
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vers l'infini, et (£,) une suite de vecteurs aléatoires (& valeurs dans R?) telle que
presque-strement

E (&]|F.) =0

ou {F,, n € N} est la filtration naturelle associée a (X,). Nous supposons que
Xy € Ri et que les vecteurs aléatoires &, sont tels que pour tout n, X, est a
valeur dans R presque-siirement. Nous définissons les vecteurs propres & droite et
4 gauche normalisés associés & p par u et v de sorte que vu = u'u = 1. Nous
supposons que la suite (X,,) vérifie une forme faible de la propriété de Markov.
Plus précisément, nous supposons que E ((ﬁnu)2 ’]:n) est une fonction de X, et on
notera

o? (X,) =E ((&u)?|F) .

On rappelle que pour un vecteur colonne x, on note
y=z (Il —uv).

On reprend les hypotheses du Chapitre précédent.
Nous supposons qu’il existe un réel a tel que —1 < o < 1, des réels ¢;, d; et des
fonctions & valeurs réelles f; et h; définies sur R?, i € {1,2}, tels que

{g @)u =@+l @) + /1 @ (A1)

0% (x) = di (xu)' ™ + hy (y) + f2 (2)

pour tout x € Ri, avec hy =0si oo <0 et

7 (y) | < collyl|®
[ha (y) | < dof|yl|'*
o((xw)®) lorsque ||z|| — +o0

fi(z) =
fa(x) =0 ((zcu)Ha) lorsque ||| — 400,

ot ||.|| correspond & la norme euclidienne sur R?.
Pour étre dans le cas ou P(|| X || — o0) > 0, on suppose que ¢; > dy /2.
Nous supposons qu’il existe § > 0 et A; > 0 tels que

E ((lel)*” |7.) < 410> (X,.). (A2)

Aussi, nous avons besoin d'une hypotheése pour permettre au processus d’aller
vers l'infini

VC > 0,3n € N tel que P(X,u > C) > 0. (A3)

Enfin, nous ajoutons deux autres hypotheses sur les fonctions ¢ et o pour avoir
que X, puisse tendre vers I'infini avec probabilité non nulle. Premierement, nous
supposons que g(x)u n’atteint pas 0 :
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Il existe s; > 0 tel que pour tout a,b > 0 tels que s < a < b < 00, si xu € (a,b)
alors de > 0 tel que

g(@)u > e, (Ad)
et deuxieémement, que o? est finie :
Va > 0, sup o*(x) < oo, (A5)
=] <a

En plus de ces hypotheses, suffisantes pour que P(|| X || — o0) > 0, nous ferons
quelques hypotheses supplémentaires. On supposera que 0 est le seul état absorbant
et que X,, vérifie la propriété de dichotomie suivante :

Tix, 20y — Li{x, 00} D-S

On supposera de plus que (§,u) possede des moments de tout ordre et qu'il existe
des fonctions 7y (x) telles que pour k£ > 3

E (|&ul*|F.) < 7 (Xn) pes. (3.1)

et les ry () satisfont
e () = o ((azu)‘m—l) . (3.2)

Dans le cas de la dimension 1, Kersting [37] a montré la convergence en loi vers une
loi Gamma du processus dans le cas ou la fonction g n’est pas polynomiale et sans
supposer l'existence de moments de tout ordre pour &, en utilisant une méthode
de troncature. Il est sans doute possible de faire de méme pour le cas multitype.
Néanmoins, cela amene de lourdes difficultés techniques supplémentaires.

On obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.1. Soit ¢ =P (|| X || — o0).
1
Alors, X ,,/nT= converge loi vers un vecteur aléatoire vW de direction non aléatoire

v, et de longueur aléatoire W. W a un atome de taille 1 — q a lorigine et W'=% q
2c1—dia 2

di—dia et di(1—a)?”

pour densité q fois la densité d’une loi Gamma de parameétres

. . 1
Remarque 3.1. On a donc l'approximation X,, ~ nT—aWw lorsque n est grand.

1 . . . Ly
Comme nT=a correspond a [’ordre de grandeur du processus déterministe associé a
X, on remarque que l’on a un perturbation multiplicative.

On va reprendre la preuve par la méthode des moments de [43], mais on doit
montrer que les termes supplémentaires en ||Y, || sont negligeables. On va commen-
cer par énoncer et prouver quelques résultats intermédiaires.
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3.1.2 Preuve du théoreme 3.1

On rappelle que
Yoot = Yo (M —uv) + g (X,) (I —uv) + &, (I —uv),

et le rayon spectral A de M — uw est plus petit que 1. Soit A\; € (), 1), il existe une
norme ||.|| telle que pour tout & € RY,

[ (M —wo) || < Aflz]]

Lemme 3.1. Pour tout k > 0, pour tout n € N, on a
k u o
E ((Xnﬂu)k) — (clk +d; (2)> Y E [(Xju)k+ 1 n{Xﬁéo}]
j=0

+ Zn: KE [(Xju)"*1 hi (Y;) 11{Xj¢0}]

j=0

+ 3 E (Rejlix,z01) +E ((Xou)k> , (3.3)

=0
ot Ry j = o((X ju)r1).

Démonstration. On rappelle un premier résultat de [43]. Pour tout £ > 0, x > —1,
tout entier m,

(1+2)* ml()x]—i—rm (x), (3.4)

“M

ou 7, (x) est le reste. Si k < m, alors pour tout x < —1,
|7 (2) | < Clae|™ (3.5)
et si k > m, alors pour tout x > —1,
I (2) | < C (|2|™ + |2") . (3.6)

On pose 6 X, u = W On a immédiatement que 60X ,u > —1 et par (3.4)

avec m =3
(X pw)’ = (X,u)" (146X ,u)
k k—1 k k—2 2
— () (K u i (3) (X' (6w
+ (k (X u) 42 (’;) (X,u) % g(X,) u> Entt

+ (’;) (X ) 2 (g(X o) uw)? + (X,u)" r (60X ,u).
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En prenant 'espérance et par ((Al]), on obtient
E (Xasw)* [F,) = (Xnw)* + ek (Xpw) ™ 4 (Xw)* ™y (V)

th <I;) (Xu)™ (g) (X)) Ry (V)
(X B (r (6K |F,) +o (X))

si X,u > 0. Si X,u =0 alors E (Xn+1u|.7-"n) = 0. On calculera 'espérance du
terme de reste apres.

Pour 0 < k < 3 on utilise la borne avec m = 3 ainsi que I'inégalité |a + b|™ <
C(la|™+1b|™) et on a

(Xaw)* I (5X,w) | < € (X)Xl < € (Xaw)™ (9 (Xo) w)® + [gaul’)
Ainsi, comme 73 () = o ((zu)***), on a que
(Xw)" [ (r (0X0w)] < o (Xaw) 7)o (X)) = o (X,u)* ™).
Pour k > 3, on a par (3.0)
(Xaw)* I (X | < € (Xw)* ™ ((9(X0) w) + |Guuf)+C (0 (X)) + &ul*)
Dés lors, on obtient aussi que

(X 0w [E (r (X )] < o (X)) + o (Xpw)) = o (X)),
Donc pour tout £ > 0

E((Xn+1u)’fyfn) = (X ,w)* + ok (X ) 4 k(X u) by (V)

( ) (Xow) 2 ha (V) + Rion) Lty

I

avec Ry, =0 <(X nu)le). En passant a l'espérance et en itérant, on obtient

E <(Xn+1u)k> = (clk +d (g)) i E [(Xju)km_l ]1{Xﬂé0}]

J=0

+ i KE [(Xju)’“‘1 hi (Y;) 11{Xj¢0}]

7=0

+Z( ) [X u)* % hy (Yj)]l{xjﬂ}]

+ ZE (Riylix,20)) + E ((Xou)k> :

=0
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Pour démontrer le théoreme, nous utiliserons cette égalité en montrant que les
trois derniers termes du membre de droite sont négligeables par rapport au premier.
On pose
min (o, 1 — «)

v = 3
Lemme 3.2. Soit € > 0 tel que

A
1—¢

< 1.

Pour tout n € N, il existe K > 0 tel que

Xou '\’ a+y—1 -
Ellx o Lix, 0| Fn ) < K (Xnuw) +(1—&)7", ps.
n+

Démonstration. Soit s > 0, tel que si X, u > 0 alors X, u > s.

E ((‘X‘”‘f'lu)_v ]l{Xn+17£0}“F”)
=E ((Xﬂu +g (Xn) u + £ﬂu)_’y ]I{Xn+1750}]1{§n<—anu} ‘Fn)
+E (Xpu+g(Xn)u+&u) " Lix, 20 Lie,>—cxut| Fn)

<E (s‘”]l{xn¢o}]l{gn<—axnu}|]:n) +(1—=e) 7 (Xnu) " Lix, 20
< (7P ((Gu)” > (eX,u)’ | F) + (1— )7 (X,u) ) Lix, 0
K (X ,u)'t _ _
< (B T (-7 (X)) T
(Xnu)

< (K (Xouw)* (1 =) 7 (Xu) ") Lix, 40

Ainsi,

E (( X nu )7 }Fn) <K (X,u)*" ' (1-e)7.

Lemme 3.3. Supposons X déterministe, alors on a

n—oo

1111 (X +1U)7 {Xna1#0} ) — Y-

Démonstration. On découpe d’abord l'espérance sur deux ensembles disjoints :
{_%Xnu < gnu} et {_%Xnu > fnu}

E (Héﬂ”v (Xn-‘rl’u’)_’y ]l{Xn+1¢0}]l{—%Xnu<£nu}> < E (27”671”7 (Xn'u’>_’y ]l{XrﬁﬁO})
1+a_
< CE ((Xnu)fy( 1) ]l{xn;éo}>
< o(1),
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parce que HTO‘ — 1 < 0 et par convergence dominée car lyx, 200 — L{x,500}-

Pour le second terme, on choisit d’abord p tel que p > fyif—o‘ et p+ v < 2 ce qui est

e
possible car v < I_TO‘ On obtient ainsi

E (160" (Xns19) ™ L xioy L s, umein ) < CE (16l (Xw) ™ 1, )
lta)_
< OB (X,) " F) 7 1, 101
< o(1),
par les mémes arguments. D’ou le résultat souhaité. O]

Le lemme suivant nous permet de montrer que les termes en
E|(X,u)"" b (Y;) ]l{Xj;éO}:| et E [(Xju)k*2 hy (Y;) ]l{Xj;,go}} du Lemme sont
négligeables par rapport a |E [(Xj'u,)k ]l{XﬁgO}] , pour k = 1—a. Ceci nous permettra
de montrer I'initialisation de la récurrence dans la preuve du Théoreme 3.1}

Lemme 3.4. Pour tout €y € R% tel que P(Xo=xy) =1, on a
Jim B (X o) [Yall51x,205) = 0.

Démonstration. Comme R? est dimension finie, les normes sont équivalentes, et
donc il existe a > 0 tel que pour tout x € R,

[2]l2 < allz].
Ainsi, il est suffisant de prouver que
E ((Xu) ™ |Yal*Tix,20) = 0(1).
Comme il existe a; > 0 tel que
lyll < aill], (3.7)
il est suffisant de prouver que
E ((Xou) 7 [Vl Tix,20) = 0(1).

Soit u, la suite déterministe définie par

Y.\~
up =E ((!{ J) ﬂ{xnﬂ)}) :

On va prouver qu'il existe une suite (v, )nen telle que

Unp+1 S TUn + Un,
avec 1 € (0,1) et

lim v, = 0,
n—oo
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ce qui implique que lim u,, = 0. On utilise d’abord le Lemme .
n—oo

)\7an+ Xn Y+ n'Y
SRR CILETTIE STLET LA

(‘Xn-klu)’y
MY Xau \T lg (Xon) |7+ [l
<FE 1 n n 1 E n n 1
- ( ()(nu)’y Xn+lu {Xnt170} * (Xn+lu) (X 70}
by v b T+ €LY
l—e¢ n+1u

Pour finir la preuve, on a besoin que

/ a+vy—1 ”g (XTL) ”’y + HéﬂnHW
K'E ((Xnu) H{Xn;,go}) + E < (Xn+1’ul)’y ]l{Xn+17é0} njoo 0.

Pour le premier terme, comme a + v —1 < 0 et Iyx,20p — I{x, — «}, Par
1—00 n—oo

a+vy—1

convergence dominée E (X, u) Lix,01) — O.
n—oo

Pour le second terme, la partie avec ||&,||” tend vers zéro d’apres le Lemme (3.3 et
on utilise une fois de plus le Lemme [3.2| pour la partie avec ||g(X,,)|]"-

lg (X [I” (Xnu)™
= (ot ) <E (K2t

o X,u \’
o(1).

IN

Ainsi,

lim u,, = 0.
n—o0

O
Preuve du Théoréme[3 1. On va montrer par récurrence sur £ que pour tout £ € N*,

e = lim E <(Xnu)g(1fa) n_g) < 00,

n—oo

qu’on a la relation de récurrence
ey = (et (I —a)+di (1 —a) (((+1)(1—a)=1)/2) u
avec ug = q et que
E (X)L e, 0) =0 (n)
Montrons d’abord la propriété pour ¢ = 1. On reprend le résultat du Lemme
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avec k ={ (1 —a), £ € N*, et on écrira Ay, pour Ry1_q)n. Ainsi pour £ = 1,

E((Xpnu) ™) =c) P(Xu>0+) (1-a)E[(Xu) b (Y;)Lix,0]

J=0 J=0

4 ; (1 ; O‘)E [(Xu) ™ he (V) Lix 0}

- ZE (Alajl{xj#O}) + E ((X()’U,)lia)

J=0

avec cg = ¢1 (1 — ) + do (lga).

D’apres le Lemme , on a bien que E ((X,u) " [|Y,||$1(x,20) = o(1). Comme
pour tout & € R? il existe une constante C' > 0 telle que (wu) ' "*hy(y) <
C'(zu)~*||ly[|*, & cause de (3.7)), on a que

E{Xnu) ) (X)) — ¢oq.

n n—00

On vient de montrer l'initialisation.
Soit maintenant ¢ € N*. On suppose que gy = lim,,_,o, E <(Xnu)€(1_a) n_e) < 00

et que E ((Xnu)é(l_a)_1 HYH“]I{XH;AO}) = o (n‘"!). On sait d’apres le Lemme
en prenant k = ({ + 1)(1 — ) que

E (X))

_ (c1 ((+1)(1—a)+dy ((g TR a))) >R [ 1 )

J=0

+ Z (C+ 1)1 = a)E [(X,w) V0 by (V) 1 x, 0
+1)(1 -« )
T Z ( 2 ))E [(Xju)(mm 2 hy (V) ]1{Xj¢0}]
=0

S E (R ) + £ (),
j=0
Soit

= (0+1) (1= a) B (Xu) 07 by (V) T )

+ io ((E + 1)2(1 B a))E ((X ) VU2, (7)) ]l{XﬁéO}> '

Si on montre que

E ((Xw) 0 Y 0 ) = 0 ().
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alors on a montré la récurrence car on aurait aussi que
Hyp1 =0 (n”l) .
Soit 7 = 5. Il est suffisant de montrer que
E ((anb)/“](kaH7 HYnH"ﬂ{anAO}) =o(n).

Soit p;1 = £ =2 et py = ﬁ = 2. Par I'inégalité de Holder et en utilisant notre
hypothese de récurrence, on a que

E <(Xnu)e(1fa)fv HYn”V]l{Xn;AO}>

3

1—

= ((anfl“‘“)‘é 1Y 5 (X )@ (50)+ 5 ﬂ{xnﬂ})

1 1

11—«

(Xnu)f(lfa)*l ||Yn||a]]-{Xn7é0}> P1 ]E ((Xnu)e(l—a)'i'lhﬁ ]]-{Xn;éo}> P2

Ainsi,
Hn,E—H =0 (n£+1) )

et on a montré que pour tout ¢ € N*

e = lim E <(Xnu)g(1fa) n_g) < 00,

n—oo

avec o = q.

2c1—dia et

Or les moments d'une loi Gamma de parametres 2
di—dic di1(1—a)

> vérifient cette
meéme relation donc .
(X, u)' @
n

2
(1-a)7

2c1—di«
di—dia

converge vers une loi Gamma de parametres et -
1

On va maintenant montrer que

1ot
Y, /nt—e — 0.

n—0o0

Soit y, = E (||Y,]|), on sait que

Comme il existe c3 et ¢4 > 0 tels que E (|g (X,) ]]) < aE (X,uw)®) = O <n1(—¥a> et

1+«

E (&) < i ((X,u) 7)) = 0 (n775), on a que

Ynt1 < Myn + O <n2(11t1)> .
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Ainsi,

e bt o
(n -+ l)l—a nil-« nil-«

ni—«a

Des lors, lim —¥3

n—oonl—-a

3.1.3 Exemple

= 0, ce qui est le résultat souhaité.

+0 <n<1+Ta— )ﬁ)

On reprend ici 'exemple d’une métapopulation avec deux parcelles vu dans le
Chapitre précédent. On notera (X, ); la taille de population vivant sur la premiere

parcelle a la génération n et (X, )2 celle vivant sur la deuxiéme parcelle. On sup-

pose que tous les individus vivant sur la méme parcelle se reproduisent de maniere

indépendante et méme loi, on notera A, ,(x;) le nombre d’enfants du k-ieme in-

dividu a la génération n vivant sur la parcelle ¢ sachant qu’il y a x; individus sur
la parcelle 7. On pose m;(z) = E(A; xn(z)) et bj(x) = Var(A4; xn(x)) et on suppose
qu’il existe deux constantes positives ¢; et b; telles que

c.
i =1 _17
m;(z) + .
et
Jim ) = b

Chaque enfant peut migrer vers ’autre parcelle ou rester sur sa parcelle d’origine.

On pose p; ; la probabilité pour un enfant né sur la parcelle ¢ de migrer vers la

parcelle 7. On obtient alors ’équation de récurrence suivante

Xn+1:XnP+(Cl CQ)P+£n,

olt P = (pij)ijef1,2}, &n est tel que E(§n|Xn) = 0. On pose

il

u

et

P21

)

v:ﬁ(

P1,2+pP2,1

P1,2
P1,2+P2,1

les vecteurs propres a droite et a gauche, normalisés, associés a la valeur propre 1

de la matrice P. On remarque que 1’'on a

E((&nu)*| X0n) = (Xn)1b1 (X)) + (Xn)2b2((X0)2)) /2.

On pose
P21

A —
P12+ D21
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et on rappelle que si
2(C1 + Cg) > ’)/bl + (]. — ’}/)bg

alors la population peut persister (et dans ce cas sa taille va tendre vers l'infini)
avec probabilité non nulle.

Si on suppose de plus que (X, )nen vérifie la propriété de dichotomie et que les
conditions (3.1]) et (3.2]) sont vérifiées alors on la convergence de X, /n vers une
loi Gamma. Nous illustrons ceci par les simulations ci-dessous ot on s’est arrété a
I'instant n = 1000.

=z

5.0
—— Smulations
+
4.5
4.0
3.5 -
+
3.0
+
+
M|® 2.5 +
2.0
1.5 +
1.0
0.57
o0+ m—— 7T 7T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

F1GURE 3.1 — Convergence en loi vers un vecteur de direction déterministe

3.2 Cas non quasi-polynomial

3.2.1 Critere de croissance infinie

Dans cette partie, on va étendre les résultats des parties précédentes dans un
cadre plus général. En effet, nous ne supposerons plus désormais que g(x)u et
o?(x) sont de formes quasi-polynomiales. Dans [39], Kersting a donné un critere
de croissance infinie en ayant des hypothéses moins fortes sur les fonctions g(x)u
et o%(x). L’idée de la preuve est de construire une fonction de Lyapounov pour
(X 1)nen et non plus (X ,x)nen. On va rappeler son résultat ainsi que les fonctions
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—— Simulations
——— Densité de la loi Gamma
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F1GURE 3.2 — Convergence en loi vers un vecteur de longueur suivant une loi Gamma

de Lyapounov utilisées pour montrer si la croissance vers l'infini du processus est
possible.
On considere donc a nouveau un processus vérifiant 1’équation de récurrence

Xn+1 =X, M +9(Xn) +€n7

ott M est une matrice irréductible d x d & coefficients positifs, g : R — R% une
fonction telle que ||g(x)|| = o(||x]|) lorsque ||z|| tend vers l'infini, et (&,)nen une
suite de vecteurs aléatoires (& valeurs dans R?) telle que presque-stirement

E (&]|F.) =0

ot {F,,, n € N} est la filtration naturelle associée a (X ,,). On suppose que X, € R%
et que les vecteurs aléatoires &, sont tels que pour tout n, X, est a valeur dans Ri
presque-surement.

Le théoréeme de Perron-Frobenius [61, pp. 3-4] nous assure que le rayon spectral de
M est une valeur propre simple que ’on notera p. On suppose ici aussi que p = 1.
Nous définissons les vecteurs propres a droite et a gauche normalisés associés a p
par u et v de sorte que vu = u'u = 1.

Nous supposons que la suite (X,,) vérifie une forme faible de la propriété de Markov.
Plus précisément, nous supposons que E ((fn’u,)2 ‘]:n) est une fonction de X, et on
notera

o (X,) =E ((&u)?|F) .

93



On reprend aussi 'hypothese (A2)) : il existe 0 > 0 et A; > 0 tels que
E (16" [F2) < A10™7 (X,).
Soit & € RY, on rappelle que :
y =x(l —uv).
Voici la généralisation de Kersting.

Théoréme 3.2. On suppose (A2)) et qu’il existe € > 0 tel que pour tout a > 0, il
existe b > 0 tel que

si ) = b, lyl* < allg(@)|[[z], alors 2zug(z)u < (1 - e)o*(z).
On a alors que P(|| X || — o0) = 0.

La preuve consiste a considérer la fonction

L(x) = M + alog(xu),
(zu)?
avec un certain « > 0, qui est une fonction de Lyapounov, c’est a dire que L(X,,)
est une surmartingale. On a un résultat analogue pour la croissance infinie possible.

Théoréme 3.3. On suppose (A2)) et que

_ . 2
lg@@)ll = Ol=||log™(l[])), pour un certain o> ~—.

Supposons de plus qu’il existe € > 0 tel que pour tout a > 0, il existe b > 0 tel que
si ||z|| > b, ||y|]* < ac®(x), alors o?(x) < 2(1 — &)xug(x)u. (3.8)

On a alors que
P(limsup|| X, || <7 ou || X, | = oc0) =1,

n—o0

pour un certain v > 0. De plus, si on suppose ((A3)), alors
P([[Xnll = 00) >0 et P(|Y ] = O(HXnH)‘HXnH —00) = L.

La preuve est plus technique que celle du théoreme précécent. Il faut considérer

les fonctions

(L + v,/ (zu))|ly*
(zu)?(log(zu)) !
avec > 0, > 0,7 >0, j € {1,...,d} avec x; la j-eme coordonnée de x, qui
sont des fonctions de Lyapounov, c’est a dire que pour tout j € {1,...,d}, L;(X,,)
est une surmartingale.

Li(x)= B

+ alog(xu)”
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3.2.2 Limite vers un processus de Bessel carré

Nous allons nous placer dans le cas du Théoreme [3.3| et conjecturer que, par
un changement d’échelle, la convergence d’une transformée notre processus vers la
solution d’une certaine équation différentielle stochastique. Un résultat similaire
avait été proposé par Kersting [37] en dimension 1, et par Ispany et Pap [30] pour
un processus de Galton-Watson multitype critique. Cette partie est un travail en
cours avec Gotz Kersting. On va d’abord introduire quelques notations.

Pour z € R*, soit §(z) = g(zv)u and 52(z) = o?(zv).
Dans cette partie, on suppose que :

> 0.3y > 00> 0 el e el > 0yl < el = | X205 1| < ()
g(xu)
et
o*(z) :
Ve > 0,3k > 0,¢> 0 tel que ||z|| > ¢, [y < kx| = | = -1 <e (A2)
7%(xu)

On pose aussi pour z € [1,00)

G(@:/j%,

cette transformation est I’analogue multitype de la transformation utilisée par Kel-
ler, Kersting et Rossler [35] et Kersting [37] en dimension 1. L’idée de cette trans-
formation est de se ramener & un processus avec une croissance affine. Nous avons
utilisé un cas particulier de cette transformation dans la premiere partie de ce cha-
pitre lorsque nous avons considéré (X ,u)'/(1=2),

Comme dans [37], on suppose qu’il existe A > 0 tel que G(x)* est ultimement
convexe pour u ¢ [0, A] et ultimement concave pour p € (0, \).

On suppose aussi qu’il existe 8 > 0, tel que A < 2 et

Cette condition implique en fait la condition (|3.8]).
On rappelle qu’'un processus de Bessel carré de dimension ¢ partant de x, avec ¢ > 0
et x > 0, est 'unique solution forte de ’équation stochastique différentielle

t
Zt:Jf—{—Q/ \/ZSdBS+Ct,
0

ou (B;) est un mouvement brownien standard. Pour plus de détails sur les processus
de Bessel carré, le lecteur pourra consulter le livre de Revuz et Yor [59] p. 439].
On pose enfin

1
Zn(t) == EG(XLMJ’U,).
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Conjecture 3.1. On suppose (A2)), (A3), (A'L) et (A'2)). Sur I"événement {|| X .|| —

00, lorsque n — oo}, %Zn(t) converge en loi vers un processus de Bessel carré de
dimension % — 2\ + 2 partant de 0.

Remarque 3.2. On obtient une approzimation de la forme
X nt) Gt (gnZt) v,

pour n grand, ou Z(t) est un processus de Bessel carré de dimension % — 2\ +2
partant de 0.
En particulier, si G(x) = 27, avec v € (0, 1), alors on a Uapprozimation

4 1/~
(B) X|_ntj ~ nl/WZ(t)l/%U.

Remarque 3.3. On peut vérifier que %—2)\+2 > 2 et on sait que pour un processus
de Bessel carré de dimension plus grande que 2, l’ensemble {0} est polaire, c’est a
dire P,(Ty < 00) = 0 pour tout z € Ry, ou Ty = inf{t > 0, Z; = 0} (voir [59]).

Notre idée de preuve consiste a appliquer le Théoreme 4.1 de [16], p.354] :

Théoreme 3.4. Soit a et b deux fonctions continues définies sur R a valeurs dans

R. Soit e d
A= { (a0 Pt +00 i) recrmaf,

et on suppose que le Cg([0,00)) probeme de martingale pour A est bien posé.

Pour n € N*, soit X,,, B, et A, des processus dont les trajectoires sont dans
Dr([0,00)) et A,(t) — An(s) > 0 pour t > s > 0. On pose la filtration F}* =
0(Xn(s), Bu(s), An(s) : s < t).

Soit le temps d’arrét ) = inf{t : | X, (t)] > r ou | X,,(t7)| > r} et on suppose que

M, (t) = X,(t) — Bu(t) (3.9)

et
M2(t) — A,(t) (3.10)

sont des F;' martingales locales et pour tout r >0, T >0 :

lim E ( sup |X,(t) — Xn(t)\2> =0, (3.11)

n—oo t<TATE

n—00 t<TAT]

lim E ( sup |B,(t) — Bn(t)|2) =0, (3.12)

n—00 t<TATE

lim E ( sup |An(t) — An(t_)|) =0, (3.13)
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t
sup |Bo(t) - / b(Xa(s) ds| 5 0

t<TAT] 0

et .
sup An(t)—/ a(X,(s))ds 50

t<TNT) 0

(3.14)

(3.15)

On suppose aussi que P(X,(0) € T') = v(I') pour tout I' € B(R). Alors, (X,)

converge en loi vers la solution du probleme de martingale (A,v).

Posons

bo(Za(t)) = nE <Zn (t + %) —~ Zn@)‘-ﬂnt]) ,

an(Zn(t)) = nE ((Z (t + %) - Zn(t)>2 mnﬂ> ,

et
nt]
A (t) = / an(Za(s)) — %bn(Zn(s))st.

: _ A8 8
Smtb—l—;—l—a.

Ce résultat est un travail en cours, il nous reste en particulier & montrer que les
limites (3.11)),(3.12)) et (3.13)) sont satisfaites. Les énoncés et les preuves des lemmes

intermédiaires sont en appendice dans la partie suivante.

Eléments de preuve de la Conjecture .

Le probleme de martingale ({ (f, 5:1:% + b%) ,fe CEO(RJF)} , V), pour toute me-
sure de probabilité v sur Ry, est bien posé : la fonction x — [z est localement

bornée et pour tout x € R, il existe une unique solution forte de

t
7, = a;+/ V267, d4B, + It,
0

voir [59) p. 439].

On commence par vérifier que les conditions (3.14]) et (3.15) sont vraies.

On applique le théoreme de Taylor-Lagrange a G en X u et Xy ju :

gXu+Gu  (g(X)u+&w? §(1h)
§(X ) 2 7V

G(Xk+1u) - G(Xku) =

avec Vi € (min(Xzu, Xj1u), max(Xzu, Xpiu)).
Premierement, on utilise le fait que §'(Vy)G(Vk) = A — 1+ o(1).
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Deuxiément : on utilise le Lemme[3.§]: il existe & < 1 tel que {,u = o(§(X,u)G (X u)")
presque strement et ainsi

Vi — Xpu| < 3(Xpu)G( X pu)"® = cg( X pu)G( X pu),

avec € = G(X u)" 1.

Ainsi, d’apres le Lemme (3.6

<1+C
G(Xk'u,) + 1,
et ~(V)2
g\Vk
<1
g(Xku)Q + Cae
Ainsi, I'égalité (3.16) devient
9( Xp)u + Gu
G(X - G(X =
( k+1u> ( ku) Q(Xk)u

(9(Xp)u + &u)? A—1 C 1
- 5 (gQ(Xku)G(Xku) T e Xy O ( QQ(Xku)G(Xku)>) '

Des lors, en passant a ’espérance, on obtient :

CoXgu (- DeHX)
E (G(Xiu) — G(X )| Fy) = S(Xow) 25 (Xow)C(Xou) + o(1).
Par (A'1) et (A’2), cette égalité devient

T R X )G X))

E (G(Xpu) — G(X )| F) =1

Et donc,

A—1)8

Calculons maintenant B, () :

[nt]
B,(t) = /0 nE(Z,(s+1/n) — Zn(s)}.ﬂmj) ds

e (1) ()

_ iE (X~ X )

n

On injecte (3.17) dans cette égalité et on obtient

[nt]
1
sup |B,(t) —bt| = sup oll)

t<TArT t<TAry |3y 0| o
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Nous allons maintenant faire le méme genre de calcul sur A,, pour prouver que 1’on

2 @T9).

[nt) . w))?

2

n
k=0
(G X ) — G(X )\
k=0

On peut montrer que le premier terme est le terme dominant. On va donc une fois
de plus appliquer le théoreme de Taylor-Lagrange pour obtenir

o*(X4)

E ((G(Xpr1u) — G(Xu))?|F) = X (14 0(1)).
Ainsi, comme 0% ~ & d’apres (A’2) :
E ((G(Xpw) — G(X )| F) = BG(X ) (1 + o(1)). (3.18)

On injecte cette égalité dans le calcul de A, (1) :

UG (X p)o(1)

5 — 0.

n—oo

sup
t<TATE

= sup

t<TAT; |10 n

An(t) —ﬁ/ot Z(s) ds

Les limites (3.11]), (3.12) et (3.13)) seront montrées ultérieurement.

3.2.3 Appendice : preuve des lemmes intermédiaires

Dans cette partie, nous énoncgons et démontrons les lemmes utilisés pour les
éléments de preuve de la Conjecture

Lemme 3.5. Si b est suffisamment grand, alors

1Y ol Ty x, 120 = o[ X nl]) p-s.

Remarque 3.4. Ce résultat est un résultat intermédiaire de la preuve de P(|| X || —
o0) > 0 faite par Kersting dans [39].

Grace aux propriétés des fonctions GG, g et ¢’ on retrouve des résultats similaires
a ceux de [37] tels que
J(x)G(x) > A —1

ainsi que le Lemme 3 de [37] :

Lemme 3.6. [l existe C' > 0 tel que pour € > 0 assez petit, si x > 2 et |a|] <
eg(z)G(x) alors
g(z+a) G(z +a)

—1 — 1 < .
M (o) ‘—05
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On pose A, (X,,) = 9(X,)u — §(X,u).
Soit W,, = X, u + g(X,u) et

o _ (_GutAa(Xn)  A+3e (Gut A(XW))
"G EW,) 2 GW)PEg(W,)2 ) s X

+ Ljeaul>eaW)GWa), X nu>1}-

Lemme 3.7. Soit € > 0 suffisamment petit, R > 1 suffisamment grand, alors pour
X,u, X, ,qu> R, ona

e G( X pu) F < 'G(Xu) 40, — E(Hn{]:n) —eG(X,u) e

Démonstration. Soit U, tel que X, u < U, <W, = X, u + §(X,u).

Soit € = m, d’apres le Lemme (3.6 on obtient que

’ 9(Un)

g(Xnufl’*‘M_ ‘< ¢

G(X,u) ~ G(Xau)

Pour D suffisamment grand, on a

0 < X u+ A (X)) | A3 (Xu+ A (X))
T GWL) (W) 2 GW,)*eg(W,)?
D(X ,u)?

+ — 1 wl>ed .
G(Wn)Qg(Wn)Q {I X nu|>eg(Wn)G(Wn)}

On prend 'espérance de cette inégalité :

An(X) A+ 32 0%(X,) + Au(X,)’
E(6,]Fn) < T GW,) (W) 2 G(W,)*eg(W,)?
02+6(Xn)
+ CG(Wn)2+5§(Wn)2+6
n(l+ce) (A o (X)
+c 0" (X,) .
G(Xu)*5(X u)>+o

On utilise maintenant que 02(X,,) ~ 6%(X,u) d’apres (A’2) et on obtient
A
E(On‘}"n) < (§ + 26) BG(Xnu)_l_E + CG(Xnu)_l_‘s/2
< (AB/2+ (28 +2)e) G(X u) 1.
Comme A3 < 2, si on prend e suffisamment petit, on a
E (0] Fo) < (1 —26)G(Xu) '~
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Posons maintenat f(z) =&~ 1G(z)~°.
On va prouver que pour X ,u et X, ;u suffisamment grand, on a

f(Xnpuw) < f(Wy) + 0,

Si [&yul > eg(W,,)G (W) et X, 41w sont suffisamment grands, alors

Si € u| < eg(W,)G(W,), comme X, yu =W, + A, (X)) + &u, alors

F ) = F(W,) = G St L V) (A0(X) + )

Comme
Vi, = Wa| < |AL(X,) + &ul < 2:9(Xu)G (X u),

f'(Va) = G(Va) 2 55(Va) (L + e+ §' (Vo) G(V2))
< (V)4 5(Va) (22 + )
< G(W,)7272g (W) 2 (A + 3¢)
Des lors,

On sait que

fW,) = f(X,u) — G(U,) ¢

avec X,u < U, <W,.
Comme f(X,u) =¢'G(X,u)¢, on obtient que

</
< f(Xou)— (1—e)G(X,u) 2 +6,
< f(Xu) + 0, — E(0,| Fo) — eG(Xu) '~

Lemme 3.8. Jk < 1 tel que {u = o(G(X ) g( X)) p.s. sur Eu.

Démonstration. Soit .
M, =" 0 — E(0k| Fi).
k=0
Par construction, il existe une constante C' > 0 telle que |6,| < C. Par un théoréme
de martingale, on sait que presque-stirement soit lim inf M,, = —oo soit M,, converge
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vers une limite finie. Soit N un entier aléatoire tel que sur F,, X, u > R > 1 pour
tout n > N. D’apres le Lemme [3.7], si n > N alors

0<e'G(Xppu) < 'G(Xu) + M, — My_, —¢ Z G(Xpu) e
k=N
<e 'G(Xyu)+ M, — My_;.

Ainsi, on ne peut pas avoir lim inf M,, = —oo, et donc M,, converge presque strement,
sur F.,. En conséquence

G(Xpu)™ ¢ < o0, p.s. sur F.

WE

k

Il
2

Soit k € (0,1), par 'inégalité de Markov, on obtient que

a2+6(Xn)
§(Xnu)2+5G(Xnu)”(2+5)
< OG(Xn’U,)@—H;)(I/Q_H).

P(|&ul > §(Xu)G(X,u)"|F,) < C

Si on choisit x suffisamment proche de 1, alors (2 +0)(1/2 — k) < —1 et donc
D P(l6] > §(Xu)G(X u)"| Fy) < oo
n=0

Ce qui acheve la démonstration. O

102



Chapitre 4

Temps d’extinction et temps d’atteinte
de compacts dans le cas récurrent

Le but de ce chapitre est de donner un encadrement de la queue du temps
d’atteinte d’ensembles compacts des processus stochastiques de croissance, étudiés
dans les chapitres précédents, lorsque P(||X,|| — oo) = 0. Nous nous intéressons
d’abord au cas de la dimension 1 qui n’avait pas été étudié auparavant, puis au
cas de la dimension d lorsque la fonction & — g(x) est constante. Les deux idées
principales de ce chapitre sont le fait que certaines fonctions puissances sont des
fonctions de Lyapounov de notre processus et qu’en considérant une transformée
de notre processus, on peut appliquer différents travaux d’Aspandiiarov et al [5, (6
7]. On obtient ainsi un encadrement de la queue du temps d’atteinte de certains
intervalles compacts et si le processus est une chaine de Markov, un critere de
récurrence nulle/récurrence positive avec, dans le cas de la récurrence positive, une
convergence sous-géométrique vers la mesure de probabilité invariante. Dans le cas
ou on a la propriété de dichotomie, on obtient un encadrement de la queue du
temps d’extinction. Nous illustrerons ceci sur des processus de Galton-Watson état-
dépendants.

Ce chapitre est constitué de la prépublication [2], intitulée “Slow recurrent re-
gimes for a class of one-dimensional stochastic growth models” a laquelle on a ajouté
I’extension dans le cas multitype.
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4.1 Deux régimes lents pour les modeles de crois-

saince

4.1.1 Introduction et résultats principaux

Introduction

On considere un modele stochastique de croissance (X, ),en, a valeurs dans X,
un sous-ensemble non borné de R, satisfaisant une équation de récurrence de la
forme :

Xn+1 - Xn + g (Xn) + §n7 (41)
ol g est une fonction de X dans R, et oll on a presque-siirement,
E (&]|F.) =0
E (2] F) = 02 (X,) < o,

olt o2 est une fonction positive et {F,,n € N} est la filtration a laquelle (X,,)nen
est adaptée.
Si la limite suivante existe

0 = lim 2x2g (x)7
et appartient a (—oo, 1), alors Kersting a prouvé dans [36] que P({ X, _ oo}) =0.
On dit alors que (X,,),, oy est récurrente, en adoptant la terminologie des chaines de
Markov, tandis que si 6 € (1, 00) alors P({ X, —_ oo}) > 0.

Le but de cette partie est de déterminer a quelle vitesse le processus (X,),cx
entre dans I'intervalle [0, A], lorsque Xy = = > A > 0 presque-siirement. Si (X,)

neN
est une chaine de Markov irréductible et apériodique, on en déduit alors un critere
de récurrence nulle ou de récurrence positive et dans ce cas on donne la vitesse de
convergence de (X,,), .y vers sa mesure de probabilité invariante. De plus, si on a en
téte des modeles de population, o on a comme hypothese naturelle une propriété
de dichotomie, i.e.,

P ({Xu — co}) +P({3n tel que X, = 0}) = 1,

n—oo

on obtient une estimation précise, quasiment optimale, de la queue du temps d’ex-
tinction.

La premiere idée clé de cette partie est de considérer les fonctions puissances
comme fonctions de Lyapounov. Kersting [36] a prouvé la récurrence et la transience
en utilisant le logarithme comme fonction de Lyapounov. Néanmoins, on ne peut
pas obtenir plus d’informations sur le comportement de (X,,), .y avec la fonction
logarithme. En considérant les fonctions puissances, on obtient une inégalité de la
forme

B (X2, .) — X3 < —CX29(X,) + b,y

n n
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pour tout n € N, ou a € (0,1), A,C et b sont des constantes positives. De cette
équation, on en déduit que

E (f(Yn—H)lfn) - f(Yn> < _C/f/<Yn> + b/]l{YnSA’}7 (42)

ou Y, est une transformée de X,,, f est une fonction croissante, A’,C" et b’ des
constantes positives. Cette inégalité (4.2)) nous permet de donner tous les compor-
tements possibles d’une classe de modeles de croissance récurrents. Dans une série
d’articles [9] [0, [7], Aspandiiarov et al. ont établi une borne supérieure et inférieure
a la queue du temps d’atteinte d’un certain compact, pour une certaine classe de
processus, améliorant les résultats antérieurs de Lamperti [51]. Le deuxiéme point
clé de cette partie est d’appliquer ces résultats sur la transformée Y, = G(X,)
de notre processus afin d’obtenir ce type de bornes. Si (X,,),en est une chaine de
Markov irréductible et apériodique, on donne un critere de récurrence nulle ou de
récurrence positive. De plus, si (X, ),en est récurrente positive, on obtient de [6]
dans le cas d’un espace d’états dénombrable, de [I3] dans le cas d’un espace d’états
général, un taux de convergence sous-géométrique vers sa mesure de probabilité in-
variante. Ainsi, on donne une complete classification des comportements possibles
des modeles de croissance récurrents. En particulier, on obtient en appliquant nos
résultats un tres bon encadrement de la queue du temps d’extinction d’'un processus
de Galton-Watson état-dépendant, ce qui, a notre connaissance, ne semble n’avoir
jamais été étudié auparavant. On retrouve aussi une version faible des résultats de
Zubkov [65] sur le temps de retour en zéro d'un processus de Galton-Watson cri-
tique avec immigration, ceci sans utiliser la propriété de branchement et donc les
fonctions génératrices.

Cette partie est organisée comme suit : dans la prochaine sous-partie, nous
énoncerons nos résultats principaux a savoir le Théoreme . T]et le Théoreme 4.2 En-
suite, dans la section 2, on énoncera et prouvera deux lemmes relativement simples
mais primordiaux pour la preuve des théoremes. La section 3 est consacrée a la
preuve du Théoreme . Dans la section 4, on considere dorénavant que (X,,)nen
est une chaine de Markov irréductible et apériodique et on prouve le Théoreme [4.2]
Dans la section 5, on donne de nombreux exemples, en particulier sur le temps d’ex-
tinction d’un processus de Galton-Watson état-dépendant. Dans les deux dernieres
sections, nous prouvons un lemme clé pour la borne inférieure du Théoreme [4.1
et nous rappelons quelques résultats de [6] que nous utilisons tout au long de ce
chapitre.

Résultats principaux

Voici la liste des hypotheses dont nous avons besoin.

Hypothese 2.
(A1) La fonction g est positive, différentiable et g (x) = o(x) lorsque = tend vers
linfini.
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(A2) Il existe M > 0, ¢; > 0 et € > 0, tels que pour tout v > M, pour tout
y>(1l—¢)x,

zg (r) < cryg (y) .- (4.3)
(A3) 11 existe § > 0 tel que pour tout n € N, E (|,[**9|F,) < Co'*9(X,,).

Commentons maintenant ces hypotheses.

L’hypothese (A1) empéche X,, de croitre géométriquement, on se focalise sur une
sorte de cas critique ou X, est perturbé par un drift ¢ (X,). Si la fonction g est
définie sur un ensemble discret de R, alors on peut considérer un prolongement
différentiable g sur R;. L’hypothese (A2) est assez technique, elle traduit le fait
que la fonction zg () n’est pas décroissante. Nous l'utilisons en particulier dans
la partie pour prouver le Lemme . Si on considere g (x) = x%, alors cela
signifie simplement que a € [—1,1). Dans [36], Kersting avait besoin de l'existence
de moments d’ordre 2 + ¢ pour montrer la récurrence de X,. Pour des raisons
techniques, que nous détaillerons dans la Remarque [£.4] de la section [£.1.6] on a
ici besoin de l'existence de moments d’ordre (4 4+ 6) pour obtenir les bornes du
Théoreme [

Avant d’énoncer le théoreme, on introduit deux transformations. On pose pour tout

r>1 v g
_ [ &
Gm_/l g9(y)’

et pour a > 0, on pose

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses (A1), (A2), (A83), on suppose qu’il existe X > 0
et 0 € (0,1) tels que
/
A COL NP (4.4)
z—o0 g (7)

et 5
lim 79 (7) =0.

T—00 0'2 (x)

(4.5)

Alors il existe A > 0 tel que pour tout xo € X N (A, 00), pour tout o et 3 tels que
0<a<1-0<p, il existe deur constantes C, et Cy telles que pour tout n € N,

Cs
<P <
B (m) < B (a>n) < s

ouTy =inf{n e N: X, <A}

(4.6)

Remarque 4.1. On établira la borne supérieure dans (4.6) en démontrant que
E.o(lo(Ta)) < 00 pour tout 0 < a < 1 — 6. Une conséquence directe de la borne
inférieure de (4.6)) est que B, (¢3(T4)) = 0o pour f >1—0 et xg € XN (A, 00). On
ne sait pas si By (¢1_9(T4)) est fini ou pas.
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Remarque 4.2. Dans la preuve du théoreme, on obtient des constantes explicites
C, et Cy et en particulier, la dépendance de ces constantes en x.

Si (X,)nen est une chaine de Markov irréductible et apériodique, on peut alors
donner un critere de récurrence nulle ou de récurrence positive et dans ce cas le taux
de convergence vers la mesure invariante. On note P (.,.) le noyau de transition de
la chaine de Markov (X,,),.y- On traite le cas d'un espace d’états dénombrable et
d’un espace d’états quelconque.

Hypothese 3.

(A4) (Xo)nen chaine de Markov irréductible et apériodique a valeurs dans un en-
semble dénombrable X C R, tel que pour tout A > 0, [0, A|NX est fini.

(A4’) (Xn)nen est une chaine de Markov -irreductible et apériodique a valeurs
dans un espace d’états général X C R, et dont les ensembles de niveauz [0, AN X
sont des petite sets pour tout A > 0.

Rappelons la définition de i-irréductibilité (voir [56, p.84]) :
On dit que la chaine de Markov (X,,), oy est ¢-irréductible s’il existe une mesure
non triviale ¢ tel que pour tout ensemble K C X et pour tout z € X,

Y (K)>0=P,(3In tel que X,, € K) >0, (4.7)

et pour toute mesures ¢ satisfaisant , @ est absolument continue par rapport
a.

Théoréme 4.2. On suppose (A1) a (A3) et soit (A4), soit (A4’), et que \ et 6
sont définis comme dans le Théoréme[{.1].

Alors, (X,)nen est Harris-récurrente et

i) SiA>1—0, alors (X,)nen est récurrente nulle.

ii) St A < 1 =0, alors (X,)nen est récurrente positive et si on note m sa mesure

de probabilité invariante, alors pour tout o € (A, 1 —0) et, si (A4) alors pour toute
mesure de probabilité v sur X telle que

E, ((4(74)) < o0,

on a que
lim €, (n) [vP" — 7, =0, (4.8)

n—o0

et si (A4°) alors pour tout x € X

lim 2. () | P" (z,.) — 7(.)]|., = 0. (4.9)

n—oo ™

Remarque 4.3. Le cas A\ =1 — 0 reste ouvert.

Exemple 4.1. On considére un modéle de croissance stochastique défini par l’équation
de récurrence ([.1) avec pour tout x € R, g(x) = ca¥ et o*(x) = dz'™ ou
v € (=1,1), ¢ >0 etd>0. On suppose que 2c/d < 1. Alors
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— 0= %c

— A=1—7

— G(z) o 277

— lo(x) < 77, pour a € R,
ot G(z) o< 177 signifie que lim, o G(z)/2'™7 € R
Par le Théoreme pour tout f < 1 —60 < «, il existe A > 0 tel que pour tout
xo > A, il existe Cg > 0 et Cp, > 0 tels que

C
LSP$0<TA>H>_ 3 -
ni-~ ni-—

Siy >0 et (X,) est une chaine de Markov avec les hypothéses du Théoréme
alors (X,,) est récurrente positive et pour tout o« < 1 — 6,

lim nt=5 | P"(z,.) — ()]s = 0,

n—oo
ot T est la mesure de probabilité invariante de (X,)nen-
Si c et d sont tous les deux fixés, alors en faisant croitre vy, on peut rendre (X, )nen
récurrente positive. En fait, le paramétre v concerne a la fois le drift g(x) et la
variance o(x), en augmentant vy on les augmente tous les deux mais on en déduit
que ’effet sur la variance prime.

4.1.2 Reésultats préliminaires

On va énoncer et prouver quelques résultats importants qui nous seront utiles
pour la preuve des Théorémes [4.1] and Dans le premier lemme, on prouve
que (X"?/\TA)HEN

ae(l-0,1).

est une surmartingale si a € (0,1 — @), et une sous-martingale si

Lemme 4.1. On suppose (A1) et (A3) et on suppose X et 8 définis comme dans le
Théoréme [{1]

i) Sia € (0,1 —0), alors il existe A >0, D >0 et b> 0 tels que pour tout n € N,
E (X21|Fn) < X3 — Dg(X,) X3+ blyx,<a}, p-s. (4.10)
ii) Sia € (1 —0,1), alors il existe B > 0 et by > 0 tels que pour tout n € N
E(X24|Fn) = X2 —bilix,<p}, p-s. (4.11)
Démonstration. Pour D > ( assez grand, on a l'inégalité

(v —1)

(0%
(14+u)* <1+ au+ 5 u? + D|ul?, (4.12)
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pour tout u € (—1,4+00). On obtient ainsi, pour tout n € N, si X, > 0,

B (xialm) <& (o (1 000 ) R

<E (X,i“ (1 +a (9()@; 5”) + O‘<O‘2_ D (g(Xi;g; ’5”>2> ‘]—"n>
+E (X{f (D ‘—“X”XHS”

<X +a <g (X,) X2t —

avec
ala

—1
R = 20Dy, 4 DE (Jg(X,) + &P X5 | 7).

Par I'inégalité de Holder et (A3),

R < ala—1)

< 5 g(Xn)2X7(i¢72 4 D/’g(Xn)l?)stfS _'_D//UB(Xn)XafS, p.s.

n

Mais o3(z)x*™3 = o (g(x)x*!) lorsque x tend vers I'infini, donc il existe C, B,b > 0
tels que
E (X3 [Fn) < X7 = Co(X0) X027 + bl <py, s

Comme il existe une constante positive D telle que

(a—1)

(1+u)°‘21+au—l—a 5 u? — D|ul?,
pour tout u € (—1,+00), la preuve de (4.11]) est similaire. H

Les deux premiers points du prochain lemme, a I’aide du lemme précédent, nous
permettent de mieux comprendre le critere du Théoreéme [4.2] i.e., la comparaison
entre A et 1 — 6. Certains points de ce lemme sont énoncés et prouvés dans [37].

Lemme 4.2.
On suppose (A1) et que X est défini comme dans (4.4)).

1. Pour a € (0, ), la fonction {, est ultimement concave.

2. Pour a € (A, +00), la fonction £, es ultimement conveze.

3. On a que
x
lIim —— =\ 4.13
ML G @) 419
4. Pour tout p < A,
g(x) = o(z'™H), (4.14)

lorsque x tend vers linfini.
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5. Soit o > 0, pour tout r € RY, il existe une constante positive A, telle que

pour tout x € R,
Ay () > Lo(ra). (4.15)

Démonstration. On prouve d’abord les points[I]et 2l Nous rappelons qu’une fonction
f est ultimement concave ou ultimement convexe si il exists xqg > 0 tel que la
restriction de f sur [zg,00) est concave ou convexe respectiveement. La dérivée
seconde de £, est

ag(G™H ()G (@) (¢ (G™(2))G™ (2) + (o = 1)g(G™'(2)))
Par le changement de variables v = G~!(x), on obtient que pour z assez grand,
() <0siae (0,A) et l(x)>0slaec (N +00).
On renvoie & [37] pour la preuve du point [3|
Prouvons maintenant le point [} Comme

/
tim STy
z—o0 g (1)
on a que pour tout € > 0 il existe une constante M telle que pour tout x > M,
glx) 1-A+e
gle) = =
En intégrant cette inégalité entre M et v > M, on obtient que
1—X+e
o) < (57) 9, (4.16)
donc g(z) = o(z'~*) pour tout u < .

On termine la preuve du lemme par la preuve du point 5] Si r < 1, alors, comme
/¢, est une fonction croissante, on prend A, = 1.

On suppose maintenant que r > 1. Soit A, > 1 que l'on fixera plus tard. Par (4.16]),
on a que pour x assez grand

g(Arz) < AMg(). (4.17)

Par (4.13)), on sait que pour x assez grand
x
A2 < ———70-— < 2).
2= Glate)

En appliquand cet inégalité deux fois, pour = et A,z, et par (4.17)), on obtient
Ax zAM?
>

(Arz) — g(x)
> G(x)AM?\/2.

20AG(A,x) >
g

On pose A, = (4r)?/* et ainsi, pour tout = suffisamment grand,
rG(z) < G(A,x).

En posant y = G(z) et en composant cette inégalité par £,, qui est croissante, on

obtient (4.15)) O

110



4.1.3 Encadrement polynomial de la queue du temps d’at-
teinte d’un compact

Le but de cette partie est de prouver le Théoreme |4.1|
On montre d’abord la borne supérieure de I'inégalité a ’aide des Théoreme 2
et Théoreme 3 de [6], que nous rappelons dans la partie |4.1.7]
Soit A I'ensemble des fonctions a valeurs réelles positives f telles qu’ils existe une
constante positive Ay telle que

lim supf((za;) < Ay,
T—00 xT

Pour toute fonction a valeurs réelles h € C'([0,00)) telle que h est croissante
dans un voisinage de U'infini, A’ est décroissante dans un voisinage de l'infini et
h'(x) — 0 lorsque x — oo, on pose By, I'ensemble des fonctions a valeurs réelles po-
sitives f € C?(0,00) concaves au voisinage de l'infini, telles que lim, ., f(7) = oo,
lim, o f'(x) = 0, et telles que l'intégrale
* f(z)dx
—~——  converge, 4.18
, hor(z) . (4.18)
our(z) =sup{y > A, f'(x) = h'(y)} pour A fixé tel que sur [A, 00), f est concave,
h est croissante et h' décroissante.

Proposition 4.1. On suppose (A1) et (A3) et que X\ et 6 sont définis comme
dans le Théeoréme[{.1]. Il existe A > 0 tel que pour tout xy > A, v et n tels que
v <n<1-=40, il existe une constante K(v,n) telle que pour tout n € N,

Démonstration. Si v > A, alors £, est ultimement convexe. On sait par que
(, € A et on applique alors le Théoreme et on obtient la borne supérieure par
I'inégalité de Tchebychev.

Sin < A, alors £, est ultimement concave. Pour pouvoir applique le Théoreme
avec f = {, et h = {,, on a besoin de vérifier que l'intégrale converge. Soit
r(z) = sup{y > A, 0 (r) = £,(y)}. On montre d’abord que pour x assez grand, on
a que x < r(x).

On rappelle que £/ (z) = vg (G~ '(z)) (G~Y(x))""". Ainsi,

¢(x)

(G7(2)) ™" —> 0.

T—00

£ (2)

Comme G~1(x) tend vers 'infini en croissant, il existe 4; > 0 tel que pour tout
x> Ay, U (x) < £ (x) et ainsi, pour tout z > Ay, r(z) > z.

= =
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Comme /,, est une fonction croissante, on obtient par changement de variables
/°° . (v)dx - /°° () dx
lyor(z) ~ Uy ()
- / > L (z)dz
) (@)
> du
<(C —— < 00.
un/
Finalement, on obtient la borne supérieur par l'inégalité de Tchebychev. O

Avant de prouver la borne inférieure du Théeoreme [4.1), on rappelle un lemme
important de [7] :

Lemme 4.3. Soit Y,, un processus stochastique F,-adapté a valeurs dans une sous-
ensemble non borné de R,. On suppose qu’il existe des constantes positives A, C' et
D telles que pour tout n € N, sur l’événement {14 > n}, ot 74 = inf{n € N*|Y,, €
[0, Al},

E(Yoi1 — Ya|Fo) = —C

et, pour un certain r > 1,

E (Y]

v = Y| F,) < DY,

Ainsi, pour tout v € (0,1), il existe des constantes positives € et d qui ne dépendent
pas de A, telles que pour tout n € N, sur l’événement {Y,nr, > A(1 +d)},

P(1a>n+eYon,) > 1—1.
Le prochain lemme est crucial. On reporte sa preuve dans la partie 4.1.6|:

Lemme 4.4. Pour tout n € N, soit Y,, = G(X,). On suppose que l'on a (Al),
(A2), (A3) et que X et § sont définis comme dans le Théoréme[§.1 Ainsi, (Y;)nen
satisfait le Lemme [{.3

Proposition 4.2. On suppose que l'on a (A1), (A2) et (A3). Soit § > 1—10. I
existe A > 0 tel que pour tout xq > A, il existe eg > 0 et C' > 0 tels que pour tout
n €N,

xg — AP

ls(n/eo)

Démonstration. La preuve de la borne inférieure se déroule ainsi : on sait par le
Lemme [£.4] que Y,, vérifie le Lemme [£.3] et ainsi, on reprend la preuve du Théoréeme

PmO(TA>TL)ZC

1 de [5]. On relache 'hypothese de sauts bornés de ce théoreme en utilisant 'inégalité
de Holder.
Soit B >1—46.
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Par le Lemme [4.4] on sait que I'on peut appliquer le Lemme [4.3]a Y, = G(X,,). Par
les lemmes [4.3] et [4.4] il existe g > 0 et d > 0 tels que pour tout n :

P (TA >n+ EOYW\TA‘F”) >1—w sur {Yoar, > G(A)(1+4d)}.

Ceci implique que pour tout temps d’arrét p on a que

P (74> p+e0Yunr|Fu) =1 —v sur {Yyar, > GA)(1+d)} N {pu < oo}.
Pour tout S > 0, on pose

T¢ =inf{n >0,Y, > S}.
Fixons B tel que B > G(A)(1 +d).
Ainsi,
P (14 >¢e0B) > P (14 > T+ c0Yiprra, T8 < Ta)

E (LizparaP (T4 > 75 + €0Yepnra | Fr))
(1 =v)P(7p < 7a). (4.19)

v

Comme (74 A 7p) < 00 et L5 (Yoarynzy) est une sous-martingale par le Lemme [4.1]
on a que

zo = £(Y0) < E(ls(Yrunsy)) -
Comme g(z) = o(x), il existe K > 0tel que E (¢1 (Yz,_1) + 9 (Xz,_1)) < KYPE (X3,1)
et ainsi
(61 (Yz,) P (75 < Ta)

(65( )1{TB<TA}) (
(E (61 (Yay) |Fry1)) P (75 < 74)
(

<E

<E

<E (6 (Yap1) + 9 (X2,-1))" P (75 < 74)

< Kl3(B)P (75 < 7a). (4.20)
Des lors,

xg <E (gﬁ (K'A) ]I{TB>TA}> +E (65 ( TB) ]I{TB<TA})
< l3(G(A)) + Kl (B)P (75 < 7a)

par (4.20) et

7 — b5 (G(A)

P(%B<TA)Z Klg(B)

Ainsi, par (4.19), pour n > £0G(A) (1 4 9),

_ 48

P(rqy>n)>(1—v )m.

(4.21)

O

Preuve du Théoréme[.1l La borne supérieure est une conséquence directe de la
Proposition [4.1] La borne inférieure vient de la Proposition [£.2) et de (4.15). O
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4.1.4 Le cas markovien : taux de convergence sous-géométrique

Dans cette partie, on prouve le Théoreme premierement dans le cas d'un
espace d’états dénombrable et deuxiement dans le cas d’un espace d’états général.
Nous allons utiliser quelques résultats de [6] que nous rappelons en appendice.
Soit G I'ensemble des fonctions a valeurs réelles positives f telles qu’il existe une
fonction positive h telle que h(z) — 0 lorsque x — oo et une constante ¢ > 0 telle

que pour tout entier m > 1, xy > 1,..., 2, > 1,
m
<Z a:k> < cexp(mh(m Zf Ty).
k=1 k=1

Soit G’ I'ensemble des fonctions croissantes au voisinage de Uinfini f telles que
In(f(z))/x est décroissante au voisinage de U'infini et tend vers zéro lorsque = tend
vers I'infini.

Preuve du Théoréme[{.4 pour un espace d’états dénombrable. Soit A défini comme
dans le Théoreme [4.1] On sait par (A4) que F = [0, A] N X est fini. Premi¢rement,
on peut remarquer que pour tout z € F', on a par la propriété de Markov que

E.(tp) =P.(X1 € F)+ Y P.(X; = 5)Edi(7p). (4.22)

seEX\F
i) Supposons que A > 1 — 6. On va prouver que pour tout s € X \ F, Es(7r) = 0.
Soit B € (1 — 6, \). Par le Théoreme on sait que si Y 1/lg(n) diverge, alors
Es(tr) = 00, pour tout s € X \ F. La somme ) 1/¢3(n), est de méme nature que
Vintégrale [ dz/¢z(x). En faisant le changement de variable u = G~'(x), on obtient

/. OO f;i(g;) - / OO uﬂ?fm'

1 S K
uﬁg('u/) - u5+1—>\+(>\—5)/2

/ > dx
— = 00.
- As(w)
Comme (X,,)nen est irréductible, il existe zy € F tel qu’il existe sg € X'\ F tel que

P., (X1 = so) > 0. Dés lors, E. (7r) = 0o et par la Proposition 4.7 E. (7) = oo, et

donc (X,,)nen est récurrente nulle.

Mais pour u assez grand,

et comme [ < A, on a que

ii) On suppose maintenant que A < 1—6. Soit n € (A, 1—6). On va d’abord montrer
qu’il existe une constante positive K telle que pour tout s € X'\ F, Es(7r) < Ks".
Soit v € (A, n). Par la Proposition , on sait que

K(vy,n)s"

]P’S(TF > n) < f,y(n)
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On va vérifier que Y > 1/¢,(n) < oo. Comme /£, est convexe, il existe une constante
= £ (n)

C telle que
=1
<
nz_:l l,(n) ¢ Z l,(n)

Cette série est de méme nature que 1’1ntegrale

/‘X’ ) (r)dx _ /‘X’ l,(r)dx
: () o Gy
En faisant le changement de variable v = ¢, (x), cette derniére intégrale est en fait
/ du
— < 00,
] u’}’/n
Es(rr) < K$". (4.23)

Par (4.23)) et (4.22)), on obtient donc que
E.(tr) <1+ KE,(X7) < o0,

égale a

et donc

et ainsi, par la Proposition pour tout z € F, E.(7) < oo et on conclut que
(Xn)nen est récurrente positive.

Soit v € (A, 1—10) et § € (a, 1 —@). Pour appliquer le Théoréme avec f = {, et
¢ = {3, on a besoin de vérifier que ¢, € G et ¢/, € G'. Comme {, est convexe, on a
que pourtout m>1,z1 > 1,..., 2, > 1

l, (Z xk> < %Zﬁa(mxk),
k=1 k=1

et par [5] du Lemme [4.2]

Ly ixk < M iga( k) < 420/ gy p2a/A=1) In(m) iﬁa
k=1 -om pt

k=1
ainsi ¢, € G.
On rappelle que £ (z) = ag(G~(z))(G7 (x))*'. Comme G~'(z) — oo lorsque
xr — 00 et a—1 <0, on a juste besoin de montrer que

In(g(G~'(x)))

X

— 0 lorsque z — oo.

Par le changement de variable u = G~!(z) et comme g(z) = O(z'™*) pour tout u <
A d’apres 4| du Lemme on obtient que z* = O(G(x)) et ainsi ¢ (z)/In(x) — 0
lorsque x — 00, des lors ¢/, € G'. Ce qui finit la preuve. ]

Dans le cas d'un espace d’états général, on va utiliser une condition de drift
donnée dans [13] :
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Définition 4.1. On dit que la condition D (¢, V,T') est vérifiée s’il existe une fonc-
tion V', une fonction concave croissante différentiable ¢ : [1,00) — (0,00], un
ensemble mesurable I" et une constante b tels que pour tout x € R,

Proposition 4.3 (Proposition 2.5 [13]). Soit P un noyau de transition v -irréductible
et apériodique. On suppose que D(¢p,V,T') est vraie pour une certaine fonction ¢
telle que tliglo(b’(t) = 0, un petite set T’ et une fonction V' telle que {V < oo} # 0.
Ainsi, il existe une mesure de probabilité invariante 7, et pour tout x dans l’ensemble
plein et absorbant {V < oo}, i.e. m({V < o0}) =1,

o) [P G2.) = () = 0,
) =¢od !l (x) et ®(x)= L
oury(r) =¢pod ' (x) et O (x) o)

La preuve du Théoreme consiste essentiellement a vérifier que la condition
D (¢, V,T') est vraie.
On rappelle aussi que 'on dit qu'un ensemble C' est régulier si pour tout ensemble

B tel que ¥(B) > 0, alors

supE,(75) < oo,
zeC

ou 7p est le temps d’atteinte de l’ensemble B. Une chaine de Markov est dite
réguliere s’il existe un recouvrement dénombrable de X’ par des ensembles réguliers.

Prewve du Théoréme[f.3 Comme [0, A] N X est petite et comme pour tout z € X,
P.(t4 < 00) = 1, on sait d’apres [56, Proposition 9.1.7 p.205] que (X,,)nen est
Harris-récurrente.
i) On suppose que A > 1—6. D’apres le Théoreme[d.1], Vz € (A, 00)NX, E,(14) = oo.
Supposons que (X, ),en est récurrente positive afin d’obtenir une contradiction.
D’apres [56, Theorem 11.1.4 p.260], on sait qu’il existe une décomposition X = SUN
avec S plein et absorbant et (X,),en restreinte a S est réguliere. Comme S est
absorbant, on sait que [0,A]NS # 0 et (A,00) NS # 0. Soit C' C S un ensemble
régulier du recouvrement dénombrable de S tel que C'N (A, 00) # (). Ainsi, il existe
x € CN(A, 00), et on sait que E,(74) = 0o ce qui contredit le fait que C' est régulier.
Ainsi (X,,)nen nest pas récurrente positive mais donc récurrente nulle.
ii) On suppose que A < 1 — 0. Soit a € (A, 1 —0) et ¢(z) = g(za)z"a . Daprés le
Lemme [4.1]

E, (X7) < 2% = C¢ (2%) + bl o<y

On va maintenant montrer que ¢ est une fonction concave croissante.
On calcule d’abord la dérivée de ¢ :

g/(ml/a) 1—a
a axl/a’

¢'(x) =
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Pour = assez grande, en utilisant (4.4)), on obtient que

¢ (x) = (1 — )\9(961/0‘) - 1_—&) e Ve 4o (g<x1/a>) :

Q a xl/e

D’apres et comme 1 — X\ > 0, on sait que ¢’ est ultimement strictement positive
et que ¢ tend vers l'infini. Ainsi, ¢’ est ultimement positive, décroissante et tend vers
zéro lorsque z tend vers 'infini (car g(x) = o(x)). Des lors, la condition D (¢, V,T)
est vérifiée. Un rapide calcul nous montre que r4(z) = £, (z). Comme [0,A] N X
est petite par hypothese, on applique la Proposition et il existe une mesure de
probabilité invariante 7 telle que pour tout x

lim ¢ (n) || P™(x,.) — 7(.)]|., = 0.

n—oo ™

4.1.5 Exemples

On va maintenant illustrer nos résultats en appliquant les Théoreme [4.1] et
Théoreme [4.8| a plusieurs modeles.

Marches de Bessel

Une marche de Bessel est une marche aléatoire sur N, réfléchissant en 0, avec
des pas de £1 et des probabilités de transition de la forme

1 ) 1
P(X =rz+1|X,=2)=p, == |1—=—+o0| =
(Xniz = ‘ n =) =P 2 ( 2x ¢ (x))

P(X,11 ::c—l‘Xn:a:)zl—px

et

onxz > 1,0 € R et la notation o(1/z) est pour lorsque x tend vers I'infini. Une
marche de Bessel est récurrente si 6 > —1, récurrente positive si § > 1 et transiente
sid < —1.

On suppose ici que 6 € (—1,0) et que z — g(z) := ;—Qf +o (%) est & valeurs dans
R, . Il existe A > 0 tel que I'on obtienne un bon encadrement de la queue du temps
d’atteinte du compact [0, A].

Proposition 4.4. Pour tout a,( tels que o < 1+ < (3, il existe A > 0 tel que
pour tout xy > A, il existe deuzx constantes positives C,, et Cy telles que

Oy C,
W S ]P)mo(TA > n) S noc/Q'

Pour des résultats plus précis sur les marches de Bessel et en particulier les
comportements asymptotiques de P,(19 > n) et P,(790 = n), on renvoie le lecteur
vers [3].
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Processus de Galton-Watson critique avec immigration

On considere un processus de Galton-Watson critique avec immigration (X, ),en
défini par

X7L
Xn+1 - ng,n + ]na
k=1

ou (&kn) knen Sont des variables aléatoires i.i.d. a valeurs entieres telles que P&, =
0) >0, E(&,1) = 1, Var(&1) = d > 0 et E(&/1°) < oo pour un certain § > 0
et (I,)nen des variables aléatoires i.i.d. a valeurs entieres telles que P(I; = 0) >
0, B(I;) = ¢ > 0, E(I}™°) < oo et on suppose que les variables (£.,)rnen et
(In)nen sont indépendantes. On suppose aussi que la chaine de Markov (X,,)nen
est irréductible et apériodique (c’est par exemple le cas lorsqu’on a en plus des
hypothese précédentes P(§11 = 1) > 0 et P(I; = 1) > 0)

Zubkov a prouvé dans [65] que la chaine de Markov (X,,),en est récurrente si § =
%c < 1 et donna le comportement asymptotique de la queue du temps de retour en
zéro Ty = inf{n > 1 tel que X,, = 0} :

Po(Ty > n) ~ L(n)n’*,

ou L est une fonction a variation lente. Il avait aussi besoin de conditions moins
fortes sur les moments de &;; et [;.

On retrouve ici une version faible de son résultat mais sans utiliser la propriété de
branchement et donc 'outil puissant que sont les fonctions génératrices.

Proposition 4.5. Il existe A > 0, tel que pour tout vy > A, «a, [ tels que a <

1 —0 < B, il existe deux constantes positives C,, et Cp telles que pour tout n € N
Cjs C,
— <P, >n) < —.
nf — o(TA ) =

Temps d’extinction d’un processus de Galton-Watson état-dépendant

Les processus de Galton-Watson état-dépendant ont été introduits par Klebaner
dans [41] et Hopfner dans [27]. IIs ont tous les deux donné ds conditions d’extinction
presque-sure et de convergence vers des lois Gamma généralisées pour ce type de
processus. Néanmoins, a notre connaissance, il n’y a pas eu d’étude poussée sur le
temps d’extinction de ces processus.

Soit (X, )nen un processus de Galton-Watson état-dépendant défini ainsi :

X7L

XnJrl = ZAk,n(Xn) y
k=1

olt E(Apn(X,)| Xy = 2) =1+ £ et Var(Ap(X,)|Xn = 2) = 0>+ 0o(1) ou ¢ > 0
et 02 > 0. On suppose que 0 est un état absorbant et que pour tout A > 0 et tout
n € N; il existe € > 0 et k4 € N* tels que

P(Xpin, =0|X, < A) > e (4.24)
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Cette hypothese implique la propriété de dichotomie (voir Théoreme 3.1 dans [31]),
c’est a dire,

P ({3n tel que X, = 0}) + P ({Xn — oo}) ~ 1.

On note 19 = inf{n € N tel que X,, = 0} le temps d’extinction.

Théoreme 4.3. Soit 0 = % et supposons que 6 € (0,1). Alors, pour tout o <

1 —0 < B, pour tout x € N*, 1l existe deux constantes D, et Dg telles que

Démonstration. Soit a et [ tels que a < 1 — 6 < (. On applique le Théoreme
et il existe donc A > 0, tel que pour tout x > A, il existe C, > 0 et Cz > 0 tels que

Cy C.

Comme {0} C [0, A],on a que P,(74 > n) < P,(79 > n) et on obtient immédiatement
que

% <P, (14 >n) <P.(10>n).
Soit (7}),>, une suite de temps d’arrét définis ainsi
Ty = inf{n > k4 + Ty_; tel que X,, € [0, A},
avec Ty = 1 et k4 est 'entier associé a A dans . D’apres , on obtient que

P.(10 > Ty) < (1 — ).

Pour o € (0,1 — #), on a que

E, (15") = Z E, <]]-{T4<T0§TZ+1}T(§1>
=0

< ZEJJ (]l{Te<To}Tﬁ1>
£=0

W

< Eu (Lizyary (To + ka4 (Tog1 — ka — T0))")

Iy
o)

W

< E. (]]'{T£<7'O} (T 4 k3 + (Togr — ka — Te)a)) .

Iy
[e)
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Soit 74, = inf{n > k tel que X,, € [0, A]}.
Comme (Tio1 — ka —17)" < Exy, ., ((74)"), alors par récurrence, on a que

) 4
< Z E, (ﬂ{Tec@} (Toa + Ok + ZEXTMA ((TA)Q)>>

1=0

<E +Z (1—¢) El{:a+Ex (Z ]l{Tz<T0}Z Xr,, ((1a) ))
(=0
—|—Z 1—5 gkA—’—Z 1_€gsup Ey(Tj{,kA)
=0 —0 vel0.4]
< Q.

On obtient ensuite la borne supérieure voulue pour P, (75 > n) par 'inégalité de
Tchebychev. [

Un exemple non markovien

Soit (X, )nen un processus défini par
X7L+1 = Xn + 1 + Kgn\/ RTL

ol (&,)nen est une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que pour tout n € N,
Ple, = —1)=P(e, =1) =%, K > 2 et R, est défini ainsi :
— Soit (N,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes telle que Vi €
{0,...,n}, P(N,, = i) = 5.
— Soit (U,)nen une suite de variables aléatoires i.i.d telle que P(U; = 0) =
P(U; =1) =+
On suppose aussi que les suites (N,)nen, (Un)nen €t (€n)nen sont mutuellement

indépendantes.
On pose
X2 Xa XN
R, =U,———+1-U,)———.
Xn+XNn+( )Xn—i—XNn

S’il existe n € N tel que X,, <0, alors pour tout £ € N, X,, ., = 0.

Par construction, (X, ),en n’est pas une chaine de Markov pour aucun ordre. Vérifions
que (X, )nen satisfait la relation de récurrence X, = X, + g(X,,) + &, avec g = 1,
E (§n|fn) =0etE (fﬁ‘}"n) =02 (X,). Soit &, = €,Kv/R,,. Par indépendance, on a
immédiatement que E (§n|]:n) = 0. Un rapide calcul nous donne que

K? X2 4 X, X,
2 _ n n
B (€l7n) = 2(n+1) % X + Xy
2
My
2

120



Ainsi, on trouve pour 6 défini en (4.5), 6 = %. Si K > 2, alors on sait que
P({X,, — o0}) = 0 et on peut appliquer le Théoreme {.1| et obtenir un encadre-
n—oo

ment de la queue de distribution du temps d’atteinte de X,, du compact [0, A].

Proposition 4.6. On suppose que K > 2. Pour tout « et 3 tels que o < 1—4/K? <
B, il existe A > 0 tel que pour tout x > A il existe C, > 0 et Cg > 0 tels que
C Cs

n_SSP(TA>”’X0:$)§W'

4.1.6 Preuve du Lemme 4.4

Dans cette partie, nous montrons notre résultat clé, le Lemme |4.4]

Preuve du Lemme[{.l On va d’abord vérifié que (Y;,)nen satisfait la premiere inégalité
du Lemme [4.3] Soit n € N, alors

E (Yn—i-l - Yn}fn) =E ((Yn-l-l - Yn) (]l{vaS—g(Xn)—EXn} + ]1{57L>_9(Xn)_5Xn}) "Fn)
Z _YnP (Sn S —g (Xn) - 5Xn)

+E ((Yn+1 - Y,) ]l{§n>*g(Xn)*5Xn}|}_") :

On sait, par I'inégalité de Tchebychev que P (§, < —g (X,) —eX,) < &;,X”) On

applique le théoreme de Taylor-Lagrange o
G (Xn1) = G (Xn) + (X1 = Xa) G/ (Xa) + “%X) G (Va),
ou V, est entre X, et X, 41 :
o (Yn+1 B Yn}Fn) > GG (X;()QUQ (Xn)
—E <<g (X")th %/l 2)9/ L5 PP fn) :

On applique le point [3|du Lemme sur le premier terme et comme £ (fn}]—"n) =0,
alors on peut aisément vérifier que E (§n1{§n>—g(Xn)—aXn}‘-Fn) > 0 et par (4.4)) et

(4.3)), il existe K > 0 tel que 52((“2)) < Xn;({xn) :

K (Yn+1 — Yn‘fn) > —(Cy— KE (M)Fn>

29 (X,,) X,
o? (Xn)
>_(C, - K\
=GRy X,
> (.
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Ainsi, (Y,,)nen vérifie la premiére inégalité du Lemme [4.3]
On va maintenant vérifier qu’il existe D > 0 tel que pour tout n € N

E (Y2, - YZ|F.) < DY,.
Premierement, on remarque que
E (Yn2+1 — Yn2|]:n) <E ((Yn2+1 - YnQ) ]l{£n>—9(Xn)—€Xn}’]:n) :

Une fois de plus, on utilise le théoreme de Taylor-Lagrange avec V,, entre X, et

Xn+1 :
%)

a)
(&0 + 9 (X))
+K@<_?ﬁﬁT_Mwwmmdﬂﬁl'

On a une borne supérieure de E (%1{50 —g(Xp)—eXn} |]—" ) par (4.3) et 'inégalité
de Holder :
a)

E(&i&@f
smmﬁu&Wﬂaw@@(%>¥wm}

26,
E (Y7, —Y?|F.) <2G(X,)+E (g (i )G (Xn) Lig,>—g(x0) X0}

Comme G(z)g'(z) — 52, il existe K > 0 tel que pour tout n € N

Y,
E (Y, = Y| Fn) <2V, — 2g (X)) (fnﬂ{gn«g(xn)fexn} fn>

2496

)

PV o)

- z
< K20'2 (X ) E Vn ]l{fn> —9(Xn)—eXn} F
~ X5+ 245 92+m (Xn)
2468
2 (X ) ¥ +m]1 FEw;
KQ n E n+1 {&n>—9(Xn)—eXn} ]:n
= 72(X,) X2+2i+5
0% (X,)
_4 _4
car 2 + 2+5 <4+detE (ij:f“ ]:n) < K4X72L+2+6'
Des lors,

E (Y2, —YZ|F.) <2Y, +2 (};z)KX P (& < —g(Xn) — eXu|F)

0* (Xn)

K .
* 592(X)
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Comme P (&, < —g (X,) — eX,|F,) < ”§§§§),
2 2

Y, KXnU (Xn) 50 (Xn)

9(Xa) e2 X3 9% (Xn)

E (Y7, —Y7|F.) <2Y, +2

X
< KgY, + K———
‘ 79(Xn)

< DY,

par le point |3| du Lemme [4.2} ainsi (Y},),en vérifie 'hypothese du Lemme |4.3] [

Remarque 4.4. On peut maintenant expliquer ’hypothése (A8) : comme on peut
prendre g(x) = 1/z, on peut avoir G(z) = z* et ainsi Y,> = X2, donc on a bien
besoin de l’existence d’un moment d’ordre 4 pour &,.

4.1.7 Résultats auxiliaires

Dans cet appendice, nous rappelons ques résultats de [6] que nous avons ap-
pliqués dans les pages précédentes.
Soit A I'ensemble des fonctions a valeurs réelles positives f telles qu’ils existe une
constante positive Ay telle que

hfl solip J;(f;)) < Ay,

Théoréme 4.4 (Théoreme 2 [6]). Soit (X,), o un processus stochastique F,-adapté
a valeurs dans un sous-ensemble non borné de R*. Soit f € A une fonction ulti-

mement convere. On suppose qu’il existe des constantes positives Ay et € telles
que (f(Xnnrs,))nen est une surmartingale et pour tout n € N, sur l’événement
{TAO > n};

E(f(Xnt1) — f(Xn>‘~7:n) < —5f/(Xn)'

Ainsi, il existe une constante positive c telle que pour tout x > Ay,

E.(f(7a,)) < cf (2).

Pour toute fonction & valeurs réelles h € C! ([0, 00)) telle que h est croissante
dans un voisinage de l'infini, A’ est décroissante dans un voisinage de l'infini et
h'(x) — 0 lorsque x — oo, on pose B, I'ensemble des fonctions a valeurs réelles
positives f € C?(0, c0) concaves au voisinage de l'infini, telles que lim,_,+, f(z) = oo,
lim, ., f'(x) =0, et telles que I'intégrale

* f'(z)dz
——~—— converge, 4.25
1 hor(x) & (4.25)
our(z) =sup{y > A, f'(x) = h'(y)} pour A fixé tel que sur [A, 00), f est concave,
h est croissante et h’ décroissante.

123



Théoréme 4.5 (Théoreme 3 [6]). Soit (X,), o un processus stochastique F,-adapté
a valeurs dans un sous-ensemble non borné de R*. Soit h € C ([0, 00)) une fonction
a valeurs réelles telle que h' est décroissante dans un voisinage de linfini et h'(x) —
0 lorsque x — co. On suppose qu’il existe des constantes positives Ay et € telles que
h est croissante sur [Ap, 00) et pour tout n € N, sur l’événement {14, > n}

E(h(Xp1) — h(X,)Fp) < —eh(X,,).

Ainsi, pour tout f € By, il existe des constantes positives ¢, A > Ay telles que pour
tout x > A,

E.(f(7a)) < ch(z).

On rappelle maintenant une proposition de [6] qui nous donne un lien entre
I'intégrabilité du temps de passage d’un ensemble fini et du temps de retour a I’état
initial.

Proposition 4.7 (Proposition 1 [6]). Soit F' un sous-ensemble fini de X, 7p =
inf{n > 0,X,, € F} le temps de passage dans F' et 7 = inf{n > 0,X,, = Xo} le
temps de retour.
i) Si pour tout z € F,

E.(7F) < oo,

alors pour tout z € F, E,(1) < 0.
ii) St pour un certain zo € F, on a E, (7p) = 00, alors E, (1) = cc.

Le théoreme suivant donne la vitesse de convergence vers la mesure de probabi-
lité invariante de (X,)nen dans le cas récurrent positif. On introduit d’abord deux
ensembles de fonctions positives.

Soit G I'ensemble des fonctions a valeurs réelles positives f telles qu’il existe une
fonction positive h telle que h(z) — 0 lorsque x — oo et une constante ¢ > 0 telle

que pour tout entier m > 1, xy > 1,..., 2, > 1,
m
<Z xk> < cexp(mh(m Zf ().
k=1 =1

Soit G’ I'ensemble des fonctions croissantes au voisinage de Uinfini f telles que
In(f(x))/x est décroissante au voisinage de l'infini et tend vers zéro lorsque z tend
vers l'infini.

Théoréme 4.6 (Théoreme 3 [6]). Soit f € G telle que f' € G'. On suppose qu’il
existe une fonction positive ¢ définie sur X telle que pour tout s € X \ F,

E.(f(mr)) < 6(s),

et aussi que pour tout z € F, E.(¢(X1)) < co. Ainsi, pour toute distribution initiale
v sur X telle que

E,(f'(7r)) < o0,
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on a

lim f'(n) Y > v()IP"(i,5) — 7 (j)| = 0.

1EX jeX

4.2 Retour sur le modele de croissance multitype

On considere un cas particulier du modele étudié dans le Chapitre [2| ol la fonc-
tion g est ici égale a un vecteur constant c. On obtient donc la relation de récurrence
suivante

X1 =X,M+c+E&,,

ou M est une matrice irréductible d x d a coefficients positifs, ¢ € ]Rﬂlr et les vecteurs
aléatoires &, sont tels que presque-sirement

ot {F,,,n € N} est la filtration naturelle associée a (X,),,cx-
Frobenius nous assure que le rayon spectral p de M est une valeur propre de mul-

Le théoréme de Perron-

tiplicité 1. On suppose ici que p = 1 et on définit les vecteurs propres a droite et a
gauche normalisés associés & p par u et v de sorte que vu = u'u = 1.
Pour un vecteur ligne a, on définit le vecteur ligne y par

y=z (I —uv).
On définit aussi la suite aléatoire (Y,,)nen par
Y, =X, (I—uv).

On suppose que la suite (X,), oy suit une version faible de la propriété de Markov.
Plus précisément, on suppose que E ((&LU)2 | F.) est une fonction de X, que I'on
notera o2 et quil existe d > 0 et K > 0 tels que

d(X,u) — K||Y,| <E((& \f)<d(Xnu)+K||Yny|,

ou ||.|| est la norme euclidienne.
On suppose qu’il existe § > 0 et A; > 0 tels que

E (&) [F,) < A0 (X,,).

Soit 0 = ZCT“. Dans le Chapitre , on a montré que le processus (X,), .y ne tend
pas vers l'infini si # < 1. Nous allons donner dans cette partie une borne supérieure
et inférieure de la queue du temps d’atteinte d’un certain ensemble compact.

Théoreme 4.7. On suppose que 0 < 1. Il existe A > 0 tel que pour tout xy € Ri
tel que mouw > A, pour tout a et [ tels que a« < 1 — 6 < (3, alors il existe deux
constantes positives C, et Cg telles que

Cs

5 <Py, (14 >n) <
ou 74 =inf{n e N: X, u < A}.

35

(4.26)
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On ne peut pas appliquer le Théoreme car x +— (xu)*, avec a < 1 —0
n’est pas une fonction de Lyapounov pour (X,),.y- La preuve sera donc un peu
différente de celle du Théoréme [4.1] on adaptera ici la preuve de [7].

Démonstration. La preuve du théoreme se structure ainsi : premiere étape, on

construit une fonction de Lyapounov de type puissance pour (X,,) deuxieme

neN?
étape, on adapte la preuve du théoreme 1 de [7] pour la borne supérieure et du

théoreme de [5] pour la borne inférieure.
lére étape : Construction de la fonction de Lyapounov.
La suite Y, suit la relation de récurrence

Y, i1 =Y, (M —uv)+g(X,) I —uv)+& (I—uv).

On sait que le rayon spectral A de M — uwv est strictement inférieur a 1. Soit
A1 € (A, 1). Le théoreme d'Householder (voir [62], thm 7.1, p.108]) nous assure qu’il
existe une norme |||, telle que pour tout & € R,

2 (M — uv) [le < Az
Ainsi,
1Y niille < Ml[Ynlle + 1+ [l&alle-
Pour a € (0,1), on pose
Fo (@) = |lylle (zw)" " +r (zu)”,

et
Fo (@) = —|lylle (zw)* ™ + ry (zu)*,

avec r > 0 et r; > 0 que l'on fixera plus tard.
On va d’abord montrer que pour a € (0,1 — 6),

E (Foa(Xps1)|Fn) € Fa(Xn) — D (Xu)* ™ + bl x,u<a,
et pour a € (1 —6,1),
E (Fa(Xn+1)|~Fn> Z Fa(Xn) - bl]anugA-

Par I'inégalité de Markov, on obtient que

(Xa) Ky (Xou)™

< < T2
P(&u < nX,ulF,) < X )

Comme les normes sur R? sont équivalentes, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz on
a que
E(|[€nlle|Fn) < CLE([|E, 12| F) Y/ @+

< Oy A, (02+5 (Xn))l/(2+6)
S KQXn'U,
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Soit € (0,1) que l'on fixera plus tard, on remarque que l'on a
E (Fa(Xn+1)|]:n) =k (HYn-i-ch (Xn+1u)a_2 +r (Xn+1u>a ‘]:n>
< ()‘IHYan +a+E (”gnHC‘}—n)) (1-n) (Xnu)a_Q
+ KE (Le,uc—nxul Fa) (Xpu)* ™

+ (X u)® + (X u) ! (acu + C“(O‘T_l)d)

a(l —a
+ T%Knynn(xnu)a—?

1—
< Fo(X.) + (/\1(1 — )" TMK - 1) 1Y o X )
— D(X,u)* ™ + K (X ,u)"2
On choisit maintenant 7 tel que Aj(1 — 7)*~? = 12 et r tel que T@K =
1 — A (1 —n)>2. Ainsi,
E (Fo(X,41)|Fn) < Fu(X,) — D(Xu)* " + bl x, u<a.

(o

Comme pour a € (1 —6,1), on a que acu + O‘T_l)d > 0, avec le méme type de

choix pour r; que précédemment, on obtient que
K (Fa(Xn+1)|-Fn> > Fa(Xn) - bl]anuSA'

Deuxieme étape : la borne supérieure.

On rappelle que 74 = inf{n € N: X, u < A}.

Soit 0 < < a < 1— 6 et on pose pour tout n € N, U, = F,(X,) + %(n/\m)ﬁ,
avec P, définie comme ci-dessus.

En suivant la preuve du théoréme 1 de [7], on remarque d’abord que

E(Fa(Xnsinra) = Fa(Xunea)|Fa) S E ((Fa(Xns1) = Fal(X0) Lx,ueam | Fn) -
Ainsi,
E (U1 — Un) <E((E (Fa(Xni1) — Fa(X0)) [ Fo) + D0 ) 1x,,. ueam)
+ DnP P (X ppr,u > 1)
<E((—D(Xnu)* '+ Dn’ ") 1x,,, ue(am)
+ D P (X ppryu >n) =1+ 11
Comme, a — 1 >  — 1, on obtient que
I <E((=Dn*'+Dnf ") 1x,,, uean) <O.

D’apres 'inégalité de Tchebychev et comme F,(X,,) est une surmartingale, on a
une borne supérieure pour /1

@ a a—2
I[D(Xn/\TA’U, Z 7’),) S E((X:l/c\:Au) ) S (XOU) + ||Y7Sl|c(X0U) /7”
_ KX
no
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Des lors,

X «
E(Upi — U,) < C(Xou)*

= plte—p

Comme a > f3,
Z]E(Un—l-l - Un) < 00,
k=0

et dong, il existe une constante positive R telle que
E (U,) < R(Xou)“.

Ainsi,

%E (n A 7a)") <E(U,) < R(Xou)",

et en appliquant le théoreme de convergence monotone, on obtient que

E <T§> < BR()gou)“‘

La borne supérieure est une conséquence immédiate de 1'inégalité de Tchebychev.
Troisieme étape : La borne inférieure.
Comme

E (XnHu — Xnu’}"n) =cu>0

et

E(Xnu)? — (Xu)’|F,) < (cuw)® + 2(cu) X pu + E((Eu)?| F)
< DX,u,

alors X, u vérifie le Lemme et donc il existe € > 0 et v tels que
P(ta >n+eoXpnr,u|F) >21—v  on {X,n,u > A(l+7)}
On fixe d’abord B tel que B > A(1 + ~) et on définit
78 = inf{n > 0, X,,u > S}
Ainsi,

P(t4 > eoB) > P(1a > T8 + 0 X ipnr W, T8 < Ta)

P
E(Lizp<ryyP(7a > 75 + 50XTBATAu\J-“TB
(1-

V)P(Tp < Ta).

v

Comme (74 A Tg) < 00 et Fg(XnMA/\;B) est une sous-martingale, on a que
Fy(Xo) < B(F3(X7un75))-
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D’apres 'inégalité de Holder, on obtient que
E(Fp(X 1) Urpery) < P(7p < Ta)E(F3(X7,)%) "%,

En développant, et le fait que comme les normes sur R? sont équivalentes, il existe
une constante C telle que [[Y,||. < CX,u, on obtient que

F3(X7,)" < K3(X7u)™.

Ainsi, de la méme maniere que pour la preuve du Théoreme il existe une
constante K telle que

]E(FB(X%B)]]'%B<TA) S K4]P><7ZB < TA>Bﬁ
Et ainsi,
F3(Xo) < KsAP + Ky B°P(75 < 74),
puis i
Fp(X,) — KA”
KyB '
En prenant n > ¢y A (1 + 0), on obtient la borne inférieure

]P)(%B<TA)Z

F3(X,) — K5 A°
K4(n/50)5

P(1a>n)>(1—v)

]

Exemple 4.2. On reprend l'exemple de la partie m On pose v = —22L_ ¢f

P1,2tP2,1
0 = % Si 0 < 1 alors on a vu que P(|| X ,|| — o) = 0. En appliquant le

Théoreme alors on obtient qu’il existe A > 0 tel que pour tout xy € R‘i tel que
xou > A, pour tout o et B tels que o < 1 — 0 < 3, alors il existe deux constantes
positives C, et Cg telles que

ot T4 = inf{n € N : X, u < A}. En particulier, si on suppose que 0 est un état
absorbant et que pour tout A > 0 et tout n € N, il existe ¢ > 0 et k € N* tels que

P(X i = 0| X u < A) > ¢,

alors on a la propriété de dichotomie et on peut donner un encadrement asympto-
tique de la queue du temps d’extinction, comme dans le Théorémel[].d de la forme

Dg D,
WSP:E(TO>N'>SF

Y

pour tout « < 1 —0 < f3.
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Perspectives

Dans le Chapitre [I, nous avons donné un critére d’extinction presque-stre qui

s’applique sur la plupart de modeles avec compétition. En effet, si on considere un
modele stochastique monotype avec une capacité biotique K, alors le nombre moyen
d’enfants par individu est strictement plus petit que 1 si la taille de la population est
plus grande que K, on peut donc appliquer la Proposition[1.3|du Chapitre[l} On peut
alors se demander quel est 'ordre de grandeur du temps d’extinction et notamment
son comportement asymptotique lorsque K tend vers l'infini. Cette question a été
traitée dans le cas monotype par Klebaner et Zeitouni [47], ou les auteurs montrent
que le temps d’extinction est de I'ordre e, o la constante ¢ est déterminée par
les parametres du modele. Néanmoins, les auteurs font ’hypothese que le processus
stochastique est & valeurs dans un compact, ce qui est assez contraignant. Dans [17],
les auteurs s’intéressent, dans le cas multitype, aux distributions quasi-stationnaires
du processus et montrent en particulier que les distributions quasi-stationnaires
chargent les points qui sont des attracteurs du systeme dynamique déterministe non
perturbé. Ils montrent aussi que, en partant de la distribution quasi-stationnaire,
I'espérance du temps d’extinction grandit exponentiellement d’exposant K, lorsque
K tend vers l'infini.
Lorsque K est grand, K joue le role de notre parametre d’échelle N du Chapitre
et donc X /K est proche d'un systéme dynamique déterministe. Supposons pour
simplifier que ce systeme dynamique possede un point fixe attracteur. On sait donc
que X% /K va rester proche de ce point fixe pendant un certain temps, mais on
sait aussi que X% atteint zéro presque-siirement. Ainsi, le temps d’extinction est un
temps de sortie du bassin d’attraction du point fixe attracteur. L’étude de ces temps
de sorties fait appel a la théorie des grandes déviations, notamment les travaux de
Freidlin et Wentzell [21] pour le temps continu et ceux de Kifer [40] pour le temps
discret.

Dans le Chapitre 2, nous avons donné un critere pour déterminer si les processus
satisfaisant I’équation

Xn+1 - XnMTLg(Xn) +§na

atteignaient 1’état zéro presque strement ou pas. Nous avons ensuite vu, dans le
Chapitre 4, que le temps d’extinction n’était pas nécessairement d’espérance finie.
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On peut alors se demander quel est le comportement du processus conditionné a
ne pas s’éteindre. Il faudrait alors déterminer si on a existence et unicité d’une
distribution quasi-stationnaire qui serait une limite de Yaglom.

Une autre extension naturelle des travaux de cette these serait de s’intéresser au
cas ou on a une infinité de types. Ceci permettrait de considérer par exemple des
métapopulations avec une infinité de parcelles si le nombre de types est dénombrable
ou bien de considérer des traits phénotypiques (comme par exemple la taille du bec
des oiseaux) si le nombre de types n’est pas dénombrable.

Bien entendu, nous souhaitons terminer la démonstration de la Conjecture 3.1}
Il reste notamment des propriétés de tension a vérifier.

Nous souhaitons aussi compléter le Théoreme pour une classe plus générale
de fonctions ¢g. La difficulté principale a ne pas se restreindre aux fonctions g
constantes est le calcul du développement de Taylor de la fonction GG. Néanmoins,
on devrait pouvoir s’inspirer des techniques utilisées dans le Chapitre
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Preuves des résultats sur les processus de
Galton-Watson multitypes critiques avec
immigration

On donne ici les preuves des différents résultats énoncés dans le chapitre 1 sur
les processus de Galton-Watson multitypes critiques avec immigration. Avant de
prouver le Théoreme (1.1} on rappelle deux résultats importants sur les processus de
Galton-Watson multitypes critiques. On rappelle que

d d
1
Q(S) = (5 Z Z SiSjE(Xkﬂ'Xk,j — 61]Xk,z>> s
k=1,...,d

i=1 j=1

.....

-----

correspondent au nombre d’enfants de type ¢ pour un individu de type k. On rappelle
aussi que F(s) = (E(sWXiXizmXia)), o)

d’enfants par individu pour le processus sans immigration, u et v sont les vecteurs

a4y est la fonction génératrice du nombre

,,,,,

propres a droite et a gauche normalisés associés a la valeur propre 1, de la matrice

Lemme B.5. [33]. Pour tout s € [0, 1[¢,

i L (s)
weer (1= By (s)

Lemme B.6. [8, p.189, Multitype basic lemma.] Vs € [0, 1[¢

JE&% ('v(l —1Fn(s)) - 'v(ll— s)) = vQ(u).

Preuve du Théoréme[L1l Soit v, = P(Zy = 0|Zy = 0). On peut aisément vérifier

que v, = [[ G(F(0)). On applique les lemmes (B.5) et :
k=0

1 F,(0) = MS(U) +o <%) .
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Ainsi G(F,(0)) = 1 — #{u) +o(%). Or G(F,(0)) = ~2, donc en appliquant la
regle de Raabe-Duhamel, on a que :

Sif < 1, alors Y v, = 400 c’est a dire I'état 0 est récurrent et donc la chaine lest
aussl.

Sif > 1, alors Y 7y < oo c’est a dire I'état 0 est transient et donc la chaine lest

aussi. ]

Avant de donner la preuve du Théoreme [1.2] on rappelle deux théoremes im-
portants :

Théoréme B.8 (Théoreme taubérien ([19], ch XIII, 5, Thm 5)). Soit g, > 0 et on
suppose que

Qs) =D _as*
k=0

converge pour 0 < s < 1. 8i L est une fonction a variation lente et 0 < 6 < 00
alors on a équivalence entre

Q) % - 5)0L<1 . )

et

n—1

1 0
D Y To+1)" Lin)

k=0

si de plus (q,) est monotone, alors on a aussi équivalence avec

1 0—1
w ~ =’ L(n).
=S Ty P

Théoreme B.9. ([1§/, ch XIII, 3, Thm 3)
Soit (fn)n>1, une suite positive telle que io:fk =1 et 1 est le pgdc des n tels que
fu=0. =
On pose ug =1 et
Up = fin—1 + foun2+ ...+ foug

Alors
Up —> ,u_l

ou =7 kf.
k=1

Preuve du Théoréme[L 4 On pose uy = P(r > k) et U(t) = Y uxt®. On va main-
k=0
tenant prouver que

A1)
ol A(t) = 3 (3 — )t et Ay(t) = 257, go = P(Jy = 0).
k=1
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On suppose que Z_; = 0. Soit Y, le processus coincidant avec Z,, jusqu’a ce
que Z,, = 0 et constant égal a 0 apres :

Y, =2

0siY,=0
Yn+1 = .
Z,181Y, #0.

On peut remarquer que u, = P(Y; # 0) et

1lsiy=20
Y P(Yi =a|Y; = y)s® = {

et G(s)F¥(s)siy #0.

Soit N(i,s) = > P(Y; = x)s”. Ainsi,

xcNd

N(©O,s)= > P(Zo=2|Z_1 =0, 2Z#0)s"
xeNA\{0}
_ G(s) — qo
1 —qo

et par récurrence :

N(i+1,s) ZZ]P’ Y. i=2z|Y,=y)P(Y;, =y)s®

xzeNdyeNd

=P(Y;=0)+ Y PY,=y)G(s)F¥(s)
yeNd\{0}

=(1—-G(s))N(i,0) + G(s)N (i, F(s))

_ ZN(i ~5.0)(1 = G(Fi(s)) | [G(Fu(s)

N(0,Fi_i(s HG

Néanmoins, on peut remarquer que N(i,0) = P(Y; = 0) = 1 —u,;. Ainsi on obtient :

i

G(F;11(0) —
1 -y = Z(l — wig) (Ve — Vet1) + Vit ( ;1_( q)o El
k=0

Y

Yi+1 — Yi+2

Uip1 = Zuz (Ve = Yog1) + 1~

On multiplie chaque terme par tT! et on somme pour 7 allant de 0 & I'infini :

A(t)

U() =1 = AWV + 7= o5
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Ainsi

ce qui est le résultat souhaité.

On remarque que U(1) = E(7). On admet que (k+1)(yx —Yer1) = (k+ 1)y (1—
G(F(0))) ~ Ly (k)k=% ot L; est une fonction & variation lente. D’aprés des résultats
sur les fonctions & variation lente (voir par exemple [19, Chapter VII, 8,9]), on en
déduit que

n

Z(k +1)( = 1) ~ Lan'™?,
k=0
avec

Le Théoréme nous assure que, lorsque ¢t — 1 :

Alt) =

WE

(k + D)9 — 7 ~ Co(l — 1)~ Ly (%_t) |

el
I

0

Comme lim~, =0, A(1) =1 et donc

U(s) = Zjl(—;; ~Cy(1—1)" (L2 (L»l :

Mais iA’(:c)d:c ~ 03}(1 — ) ldr = (C3/0)(1 — s)°.

On applique encore le théoreme taubérien (on sait que les uy sont décroissants), on
obtient :
ug ~ L(k)KO.
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Outils mathématiques

Dans cette partie, nous allons détailler quelques méthodes et résultats mathématiques

utilisés tout au long de cette these.

B.1 Propriété de dichotomie

Nous avons plusieurs fois évoqué la propriété de dichotomie pour un processus

stochastique (X, )nen, (1)) :

P(X, — 00) +P(Fk €N, X}, = 0) = 1.

n—o0

Si (X,)nen est une chaine de Markov sur N et que 1'état {0} est absorbant, c’est-
a~dire Po(X; = 0) = 1, et partout accessible, c’est-a-dire pour tout z € N, P,(Jk €
N, X = 0) > 0, alors (X,,)nen vérifie la propriété de dichotomie.

On a toutefois considéré dans cette these des modeles qui ne sont pas nécessairement

markoviens. Nous avons donc utilisé une condition suffisante plus générale pour que

(Xn)nen satisfasse la propriété de dichotomie.

Théoréme 6 (Propriété de dichotomie, Théoreme 3.1 [31]). Soit (X,,)nen une suite
de variables aléatoires a valeurs dans Ry. On suppose que l’état {0} est absorbant
et que Vx > 0,30 > 0 tel que

P(3nX, = 0|X1,...,X5) > 6,

Alors,

P(X, — 00) +P(Fk €N, X}, = 0) = 1.

n—oo

La preuve de ce résultat découle du “Lévy’s Upward Theorem” [64, p 134].

Démonstration. Soit

et

D = {3n tel que X,, =0},



On va montrer que si X, ne tend pas vers l'infini, alors X = 1 presque-stirement.
Soit {F,, = o(X1,...,X,),n € N} la filtration naturelle associée a (X, )nen. On
remarque que la martingale M, = E(X |fn) est bornée donc converge presque-
strement vers M., = limsup M,,.

D’apres le “Lévy’s Upward Theorem”, M., = IE(X‘FOO) = X, car X est F,, mesu-
rable. Si X, ne tend pas vers 'infini, alors il existe x > 0 tel qu’il y a une infinité
d’indices n tels que X,, < x. Donc pour une infité d’indices,

M, > 6.

Ainsi, sur I'événement {X,, - 0o}, My > 0 > 0 mais comme M, = X et X €
{0,1}, alors X = 1. O

B.2 Fonctions de Lyapounov et surmartingales

Pour un processus (X, ),en & valeurs dans un espace d’états X', on appelle fonc-
tion de Lyapounov une fonction L : X — R, telle que pour tout n € N,

E(L(X,1)|Fo) < L(X,)

ou {F,,n € N} est une filtration pour laquelle (X,,),cn est adapté. Cela signifie que
(L(X,,))nen est une surmartingale positive et donc converge presque-surement vers
une variable aléatoire intégrable si L(Xj) est intégrable. Dans le cas ou (X,,),en est
une chaine de Markov, 'existence de fonctions de Lyapounov permet de déterminer
la nature de la chaine.

Théoréeme 7 (Théoreme de Foster [20]). Soit (X, )nen une chaine de Markov
wrréductible sur un espace d’états dénombrable X .

1. (X,)nen est transiente si et seulement si il existe une fonction L : X — R,
et un ensemble non vide A C X tels que pour tout x ¢ A, E,(L(X;)) < L(x),
et il existe x ¢ A tel que L(z) < ingL(y).

ye

2. (X,)nen est récurrente si et seulement si il existe une fonction L : X — R,
telle que {x, L(z) < N} est fini pour tout N > 0 et pour tout x € X sauf un
nombre fini, E,(L(X1)) < L(x).

3. (Xpn)nen est récurrente positive si et seulement si il existe une fonction L :
X — Ry, un ensemble fini C C X non vide tels que pour tout x € X \ C, on
a B (L(Xy)) < L(x) — 1.

Lorsque (X,,)nen est récurrente positive, on a un lien entre le temps d’atteinte
d’un ensemble B C X et la fonction de Lyapounov L et I’ensemble C' du théoreme
précédent.
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Lemme 1 (Lemme 11.3.9 p.269 [56]). Si L vérifie le point 3 du théoréme précédent
que l’on écrira sous la forme

E.(L(X1)) < L(x) — 1+ blo(x),

alors pour tout B C X,

TB—1
E.(7) < L(z) + bE, (Z e (Xk) )

avec 7p = inf{n > 1, X,, € B}.

Dans cette these, nous avons vu d’autres liens entre fonction de Lyapounov et
temps d’atteinte lorsque (X, ),eny n’est pas nécessairement récurrente positive ni
méme une chaine de Markov. Une bonne classe de fonctions de Lyapounov pour
une étude plus fine du temps d’atteinte de certains ensembles sont les fonctions L
convexes, ou concaves tendant vers 0 en l'infini, telles que

E.(L(X1)) < L(x) —el'(x),

avec ¢ > 0. Ceci a été remarqué par Aspandiiarov et al [6] et nous avons utilisé ces
résultats dans le chapitre 4.

Lorsqu’une chaine de Markov est irréductible, apériodique et récurrente positive,
on a existence et unicité de la mesure de probabilité invariante. On a alors un lien
entre la convergence géométrique vers cette mesure invariante et ’existence d’une
certaine classe de fonctions de Lyapounov.

Théoréme 8 (Convergence géométrique, Théoreme 15.0.1 p. 362 [56]). Soit (X,,)nen
une chaine de Markov irréductible et apériodique sur un espace d’états dénombrable

X.
Les deux conditions sutvantes sont équivalentes :

1. 1l existe une fonction L : X — R, un réel B < 1 et un ensemble fini C C X
non vide tels que pour tout x € X \ C, on a

E.(L(X,)) < AL(x) (B.27)
2. Il existe r € (0,1) tel que pour tout x € X,

lim r"||P"(x,.) — 7||+v = 0,

n—o0

ot P désigne le noyau de transition de (X, )nen et T sa mesure de probabilité
wmvariante.

Néanmoins, d’autres régimes sont possibles, la convergence du noyau de transi-
tion vers la mesure de probabilité invariante n’est pas nécessairement géométrique
et donc dans ce cas, on ne peut pas trouver une fonction de Lyapounov vérifiant
I’équation . D’autres classes de fonctions de Lyapounov permettent d’obtenir
une convergence dite sous-géométrique vers la mesure invariante.
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Théoréme 9 (Proposition 2.5 [13]). Soit (X, )nen une chaine de Markov irréductible
et apériodique sur un espace d’états dénombrable X .
St il existe une fonction L : X — R, une fonction concave croissante différentiable
¢ :[1,00] — (0,00] telle que tlirglo¢'(t) = 0, un ensemble fini C tels que pour tout
reX\C

E, (L(X1)) + ¢ o L(x) < L(x), (B.28)

alors
lim ry(n) | P"(z,.) — 7(.)]|

n—oo
T du

ol rg(x) = po®(z), P(z) = o)’ P désigne le noyau de transition de

(Xn)nen et ™ sa mesure de probabilité invariante.

=0, (B.29)

TV

Contrairement au Théoreme|[8] on ne sait pas s’il y a équivalence entre 'inégalité
et la limite (B.29). Lorsque ¢ : z — 2%, avec a € (0,1), on a ry(n)
ni-a, c'est-a-dire rs(n) est proportionnel a nia. La vitesse de convergence est
donc d’ordre polynomiale. Dans le Chapitre [d] nous avons utilisé ce résultat pour
des processus satisfaisant ’équation

Xn+1 - Xn + g(Xn> + gn

B.3 Meéthode des moments

Dans le chapitre [3], nous avons montré une convergence en loi en utilisant la
méthode des moments en s’inspirant de [43]. Nous donnons ici un peu plus de
détails sur cette méthode. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R et X
M,, = E(X™) son n-itme moment. On suppose que M, < oo pour tout n € N. Le
probleme des moments consiste a trouver sous quelles conditions la suite (M,,)nen
détermine de manieére unique une loi de probabilité sur R. Si par exemple

|Mn|1/n

lim sup =\ < o0,

n—oo
alors la fonction caractéristique @ x (t) = E(exp(it X)) est analytique sur un voisinage
de zéro et comme gpg?)(O) = i"M,, et px caractériste la loi de X, alors la loi de X
est déterminée de maniere unique par ses moments [19, p. 514|. Pour une condition
suffisante plus précise, on peut citer celle de Carleman [19] p.228] : si

Z M2—n1/2n —

alors la loi de X est déterminée de maniere unique par ses moments.
Présentons maintenant la méthode des moments. Soit (X, ),en une suite de variables
aléatoires et X une variable aléatoire définie de maniere unique par ses moments.
Si pour tout k£ € N,

lim E(X*) = B(X™"),

n—o0

alors (X, )nen converge en loi vers X.
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B.4 Convergence fonctionnelle

Dans le chapitre [3| nous avons conjecturé la convergence d’une transformation
de notre processus discret vers la solution d’une équation différentielle stochastique.
Soit (X, )nen vérifiant la relation

X1 =X.M+g(X,)+¢&,.

On suppose en particulier que le rayon spectral de la matrice M vaut 1 et on pose u
et v les vecteurs propres a droite et & gauche associés & 1 de sorte que vu = u'u = 1.
On pose pour x € [1,00)

§(x) = g(av)u

G(@:/j%.

Alors, nous pensons que la transformation de notre procesus

et

1
Zn(t) = EG(XWJU)

converge en loi vers la solution de 1’équation différentielle stochastique

t
Zt:a:~|—2/ V/Z, dB; + ct,
0

ou (B;) est un mouvement brownien standard. Les solutions de cette équation sont
appelés les processus de Bessel carrés.

D’un point de vue historique, Donsker [12] a été le premier & montrer la conver-
gence d’une marche aléatoire vers un mouvement brownien standard. Pour (X,,)nen
une suite de variables aléatoires i.i.d & valeurs dans R et telle que E(X;) = 0 et
Var(X;) = 1, alors en posant S, = . ; X; on démontre que

Sint]
Vn

converge en loi vers un mouvement brownien standard sur l'intervalle de temps

t e [0,1],

[0,1] lorsque n tend vers l'infini. Dans notre cas, la diffusion limite ne sera pas
a accroissements gaussiens. On a utilisé pour cela le Théoreme 4.1 de [16] p.354].
Avant de rappeler son énoncé, introduisons quelques notations. Etant donné un
générateur infinitésimal A : C?(R?) — C(R?), ot C(RY) est 'ensemble des fonctions
continues de R? dans R et C%(R?) I'ensemble des fonctions deux fois dérivables de R4
dans R et dont les dérivées partielles d’ordre deux sont continues, et une mesure de
probabilité v sur R, le probleme des martingales associé a (A, v) consiste a trouver
une mesure de probabilité P sur I'espace des fonctions continues X : [0,00) — R?
telle que
PoX(0)'=v
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et pour tout f € C3(R?) on a que

X)) — F(X(0)) - / Af(X(s))ds

est une martingale locale sous P. On rappelle qu'une martingale locale est un pro-
cessus adapté a une filtration {F;,¢ > 0} telle qu'il existe une suite de temps d’arrét
(Tr)rken par rapport a la filtration {F;, ¢t > 0} telle que

— (k) ken est presque-surement croissante : P(7, < 7441) = 1, Vk € N.

— (7k)ken tend vers linfini : P(7y = o0) = 1.

— le processus arrété X;n,1 est une martingale par rapport a la filtration

{Fi,t > 0} pour tout k € N.

Si on a l'existence et I'unicité pour le probleme des martingales (A, v) alors on
dit qu’il est bien posé.
Voici donc I'énoncé du Théoreme 4.1 de [16], p.354] que 'on utilisera dans le chapitre

B3l

Théoreme 10. Soit a et b deux fonctions continues définies sur R a valeurs dans

R. Soit a2/ af

1={(re@PZ o) recxmal,
et on suppose que le probeme des martingales pour A est bien posé.
Pour n € N*, soit X,,, B, et A, des processus dont les trajectoires sont dans
Dr([0,00)), l'ensemble des fonctions continues a droite avec une limite a gauche, et
A, (t)—A,(s) > 0 pourt > s > 0. On pose la filtration F' = 0(X,(s), Bn(s), An(s) :
s <t).
Soit le temps d’arrét ) = inf{t : | X, (t)] > r ou | X,,(t7)| > r} et on suppose que

M, (t) = X, (t) — Bp(t)
et
Mp(t) — Au(t)
sont des F;' martingales locales et pour tout r > 0, T" >0 :

lim E ( sup |X,(t) — Xn(t)\2> =0,

N—00 t<TATE

lim E ( sup |B,(t) — Bn(t_)IQ) =0,

n—o0 t<TATE

n—00 t<TAT]

lim E < sup |A,(t) — An(t)\> =0,

sup
t<TAT]




P
sup

t<TAT}

A(t) — /0 a(X,(s)) ds

On suppose aussi que Po X,,(0)7! 2. Alors, (X,) converge en loi vers la solution

du probléme des martingales associé a (A, v).
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