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Sur les représentations automorphes non ramifiées des groupes
linéaires sur Q de petits rangs.

Résumé. Cette thése est consacrée a I’étude des représentations automorphes algébriques
des groupes linéaires découvertes par Chenevier-Renard. On s’intéresse plus particulierement
a leurs parametres de Satake. Notre point de départ est la théorie d’Arthur : elle permet de
comprendre ces parametres & 1’aide des parameétres de Satake de représentations automorphes
discretes des groupes spéciaux orthogonaux de réseaux bien choisis. Dans un premier temps,
on étudie les opérateurs de Hecke associés aux voisins de Kneser des réseaux de racines Er, Eg
et Eg®A1. Suivant Gross, on arrive ainsi & calculer la trace des premiers parametres de Satake
des représentations des groupes linéaires considérées initialement, dont les poids peuvent étre
arbitrairement grands. Dans un second temps, en raisonnant sur les classes d’isomorphisme
de réseaux, on calcule les opérateurs de Hecke associés aux p-voisins (pour p premier) en
dimension 23 et 25, en écrivant leurs valeurs propres comme des fonctions polynomiales en
les traces des parametres de Satake calculées précédemment. Ceci complete les résultats de
Borcherds et Chenevier—Lannes en dimension 24. On en déduit des congruences, du type
“congruence de Ramanujan” ou “congruence de Harder”, pour les traces des parametres de
Satake des représentations des groupes linéaires considérées.

Mots-clés. Représentations automorphes, voisins de Kneser, parametres de Satake.

On the unramified automorphic representations of the linear groups
over Q of small rank.

Abstract. In this thesis we examine the different algebraic automorphic representations
of the linear groups discovered by Chenevier—Renard. Our main concern is the computation
of their Satake parameters. We use Arthur’s theory as a starting point : it enables us to
understand these parameters with the help of the Satake parameters of discrete automorphic
representations for the special orthogonal groups of well chosen lattices. Firstly, we study the
Hecke operators associated to the Kneser neighbours of the root lattices E7, Eg and Eg @ A;.
According to Gross, this enables us to compute the trace of the first Satake parameters
of the representations for the linear groups previously mentioned, whose weight can be
arbitrarily high. Secondly, focusing on the isomorphism classes of lattices, we compute
the Hecke operators associated to the p-neighbours (for p a prime) in dimension 23 and
25, using the expression of their eigenvalues as polynomial functions of the traces of the
Satake parameters previously computed. This completes the results found by Borcherds
and Chenevier—Lannes, in dimension 24. We then deduce congruences, of the “Ramanujan’s
congruence” or “Harder’s congruence” type, involving the traces of the Satake parameters of
the considered representations of the linear groups.

Keywords. Automorphic representations, Kneser neighbours, Satake parameters.
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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de cette these est ’étude des différentes représentations automorphes des
groupes linéaires découvertes par Chenevier—Renard dans [19]. A cet effet, on cherche
obtenir des informations sur leurs parameétres de Satake. Suivant la théorie d’Arthur [3],
ces représentations apparaissent comme les éléments fondamentaux pour comprendre les
représentations automorphes discretes algébriques des groupes classiques. Cela nous conduit
a étudier les réseaux pairs de dimension n et de déterminant minimal, pour n = 0, =1 mod 8,
ainsi que leurs groupes spéciaux orthogonaux. Les parametres standards des représentations
automorphes discretes associées a ces groupes, décrits dans les travaux de Chenevier—Renard
[19] et Chenevier-Lannes [18], permet de faire le lien avec les représentations automorphes
des groupes linéaires qui nous intéressent.

1.1 Généralités sur les réseaux

1.1.1 Les réseaux et les systéemes de racines

Considérons V' un espace euclidien de dimension n, muni de son produit scalaire x - ¥,
et notons ¢ : V. — R, z — %F la forme quadratique associée. On considérera parfois le
cas ou V =R" : on notera alors (ei)ie{l,...,n} la base canonique associée, de telle sorte que
(i) - (yi) = 32, xiyi-

Commengons par présenter quelques notions sur les réseaux de V' qui vont nous étre
utiles :

Définition 1.1. Un réseau L C V est dit entier si : (¥ x,y € L) -y € Z. Il est dit pair si
:(Vxel)x-xe2Z. 1l est clair qu'un réseau pair est entier.

Définition 1.2. Soit L C V un réseau entier. Son dual L¥ est défini par :
LF={yeV|(Vzel)y zecZ}

On définit alors le résidu de L comme le quotient :vés L = LF/L. Il est muni d’une
forme quadratique vés L — Q/Z définie par x — q(x) mod Z.

Définition 1.3. Soit L C V un réseau entier. On note det(L) son déterminant, qui est le
déterminant de la matrice de Gram d’une Z-base quelconque de L. On a alors la relation
det(L) = |rés L|.

Le déterminant d’un réseau L est un entier positif, et on peut définir la quantité

min {det(L)}, qui ne dépend que de n. C’est un résultat bien connu que cette
LCV réseau pair

quantité vaut 1 si, et seulement si, n = 0 mod 8. Il est alors facile de constater grace a des

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

exemples qu’elle vaut 2 lorsque n = £1 mod 8. Cette remarque permet de mieux comprendre
les ensembles £,, et X,, définis ci-dessous :

Définition 1.4. Sin = 0,41 mod 8, on définit L,, comme l’ensemble des réseaux pairs de
V' de déterminant minimal, c’est-a-dire de déterminant 1 si n =0 mod 8, et 2 sinon.

Le groupe orthogonal O(V)(~ O, (R)) agit naturellement sur l’ensemble L, et on note
X, Uensemble des orbites pour cette action, qui est un ensemble fini.

Nous dirons aussi que deux éléments de £,,, ou plus généralement deux réseaux de R",
sont isomorphes s'ils sont dans une méme O(V)-orbite.

Afin de mieux comprendre les éléments de £, ou plus généralement les réseaux pairs ou
entiers de V', on utilisera la notion de systéme de racines, largement développée dans [11].
Nous renvoyons d’ailleurs a [11, Ch. VI] pour la définition d’un systéme de racines, ainsi
que pour définir son groupe de Weyl, un ensemble de racines simples, et son diagramme de
Dynkin. A tout réseau entier de V est associé un systéme de racines de la maniére suivante :

Définition 1.5. Soit L C V un réseau entier. L’ensemble des racines de L est I’ensemble
(éventuellement vide) R(L) = {x € L | x - x = 2}. C’est un systéme de racines de [’espace
vectoriel qu’il engendre sur R, au sens de [11, Ch. VI, §1.1, Définition 1].

Les systémes de racines définis a ’aide de réseaux sont tous réduits, suivant les notations
de [11, Ch. VI, §L.4], comme toutes les racines considérées sont de méme norme, et il s’agit
donc de systéemes de racines de type ADE. En tant que systeme de racines de type ADE,
I’ensemble des racines d’un réseau entier est toujours isomorphe a I'union disjointe de
systéemes de racines des réseaux A, Dy, Es, E7, Eg que 'on décrit ci-dessous.

A, :Onpose A, ={(z;) € Z""|>,2; =0}. Ona A, = R(A,) = {(e; — ¢j)]i < j}.

D, :On pose D, = {(z;) € Z"| > ;x; = 0 mod 2}. On a D, = R(D,,) = {£e; * ¢j]i < j}.

Es : On pose Es = D+ Z - e, avec e = 2(1,...,1). On a Eg = R(Es) = R(Ds) U
{(@:) = 31, £D)| 2 > 0}.

E; :Onpose Er = et NEg = {(z;) € Eg|>;z; =0}. On a E; = R(E;) = el N R(Eg) =
R(A7) U {(2:) = §(1,..., £1)| X2 = 0}.

E¢ : On pose Eg = (e7 + eg)" NE7. On a Eg = R(Eg) = (e7 + eg)™ N R(Er7).

Suivant ces notations, il est facile d’exhiber des éléments de L, selon la valeur de n. Par
exemple, suivant les notations précédentes, L, contient :

— le réseau Eé"_7)/8 ®E;sin=-1mod8 ;

— le réseau Eg/ 8

— le réseau Eé”_l)/s @ A; sin=1mod 8.

sin=0mod 8 ;

Pour un réseau L € L,, donné, un des intéréts principaux de 1’étude du systeéme de racines
R(L) est qu’elle nous donne des informations sur le groupe O(L) = {y € O(V) | v(L) = L}.
Concretement, on a les propriétés suivantes :

Proposition 1.6. Soient L un réseau entier, R = R(L) et W le groupe de Weyl de R. On
suppose que R engendre V, et on se donne {aq,...,an} un ensemble de racines simples de

R. On note D le diagramme de Dynkin associé aux «;, G le sous-groupe des permutations
des o qui préserve D, et A(R) = {y € O(V) | v(R) = R}. On a alors les inclusions :

W CO(L)C A(R) ~W x G.
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En particulier, pour L = E7, L = Eg ou L = Eg ® Ay, le groupe G est trivial et on a :
AR)=0(L)=W.

Pour n < 25, ’ensemble X, a été déterminé respectivement par Mordell (n = 8), Witt
(n = 16), Niemeier [61] (n = 24), Conway—Sloane [23] (n = 7,9,15,17), Borcherds [6] [7]
(n = 23,25). Une conséquence remarquable de ces classifications est le théoréeme suivant :

Théoreme 1.7. Soient n = 0,+1 mod 8 un entier positif, avec n < 25, et Ly, Lo € L. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) les réseaux Ly et Lo sont isomorphes,

(17) les systemes de racines R(Li) et R(Lz2) sont isomorphes, c’est-a-dire qu’il existe

g € O(V) tel que g(R(L1)) = R(L2).

Il existe une démonstration conceptuelle de ce résultat pour n < 16. Pour les autres
valeurs de n, notre démonstration (beaucoup moins élégante) consiste simplement & examiner
un par un les systémes de racines des éléments de X,, (voir le théoréme 3.3.1). Le fait que
I’on n’ait pas d’explication conceptuelle de cette propriété n’est pas surprenant : déja pour
n = 24, ce résultat repose sur une vérification miraculeuse faite au cas par cas par Venkov.

1.1.2 Les A-voisins

Suivant Kneser [43], pour A un groupe abélien fini, on construit comme suit la notion de
A-voisins :

Proposition-Définition 1.8. Soit A un groupe abélien fini. On dit que les réseaux L1, Lo €
L, sont des A-voisins (ou que Lo est un A-voisin de L) si les conditions équivalentes
sutvantes sont vérifies :

(i) Le quotient L1 /(L1 N La) est isomorphe a A.
(13) Le quotient La/(L1 N La) est isomorphe a A.

Notons Z[L,] et Z[X},] les Z-modules libres engendrés respectivement par L, et X,,. La
notion de A-voisins permet de construire un opérateur T4 défini comme suit :

Définition 1.9. Soit A un groupe abélien fini. Pour L,L' € L,, notons L, L’ leurs images
dans X,,. L'opérateur T 4, qui peut étre vu comme un endomorphisme de Z[L,] ou de Z[X,],
est défini par :
Ta(L) = > L

L’ A-voisin de L
TALD)= Y T’

L' A-voisin de L

(VL € L,)

On s’intéressera plus particulierement aux cas ot A est de la forme Z/dZ ou Z/dZ x
-+« X Z/dZ. On parlera alors respectivement de d-voisins ou de d, . .., d-voisins. Si l'on fixe
L € L,, il est élémentaire de construire tous ses d-voisins (pour d un entier non nul), suivant
la construction présentée par exemple par Chenevier—Lannes [18] que 1'on rappelle ici :

Proposition-Définition 1.10. Soient L € L,, et d un entier non nul. Alors l’ensemble des
d-voisins de L est en bijection naturelle avec l’ensemble des droites isotropes de L/dL, ot
lon entend par droite isotrope un 7 /d-module libre de rang 1 sur lequel la forme quadratique
L/dL — Z/dZ induite par q est identiquement nulle.

Cette bijection commute en particulier a l'action naturelle de O(L). Concrétement, elle
est définie comme suit. Soient x© une droite isotrope de L/dL et v € L dont l’image dans



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

L/dL engendre x, avec de plus v-v =0 mod 2d%. On note M 1’image réciproque de x* par
la projection canonique L — L/dL. Alors le d-voisin de L associé a x est le réseau :

v
L'=7-+ M.
d
Nous renvoyons a la proposition-définition 2.2.17 pour une construction dans le méme
esprit de tous les p, ..., p-voisins (pour p premier) d'un élément de L,.

Les opérateurs T 4 participent & la notion plus générale d’anneau de Hecke que 1'on
définit ci-dessous. Ceci justifie qu’on parlera dans la suite des “opérateurs de Hecke T 47

Pour cela, fixons G un schéma en groupes de type fini semi-simple sur Z. Notons P
I’ensemble des nombres premiers, et posons 7 = [pepZp, et Ay =Q® Z Panneau des adéles
finis de Q. On définit I'anneau de Hecke de G comme :

Définition 1.11. On définit le G(Ay)-ensemble : R(G) = G(Af)/G(i). L’anneau de
Hecke de G, noté H(G), est l’ensemble des endomorphismes du Z-module libre Z[R(G)] qui
commutent & laction de G(Ay).

Notons Lo € L, le réseau Eg /8 o E; En/8 ou Eg~ 1/8 @ A; (selon la valeur de n). On
définit O,, comme étant le schéma en groupes affine sur Z associé a la forme quadratique
Ly — Z,  — q(z). On définit de méme SO,, comme le sous-schéma de O,, des éléments de
“déterminant” 1 (si n est pair, il y a une subtilité a laquelle il faut prendre garde, et c’est le
déterminant de Dickson-Dieudonné qu’il faut prendre, comme expliqué dans [18, §II.1] par
exemple). Les quotients R(O,,) ou R(SO,,) s’identifient alors naturellement & ’ensemble des
éléments de £, qui sont inclus dans le Q-espace vectoriel Lo ® Q. Gréce a cette identification,
on peut voir les opérateurs de Hecke T 4 introduits précédemment comme des éléments de
H(O,) C H(SO,,).

1.2 Généralités sur les représentations automorphes

Dans cette partie, G désignera un schéma en groupes de type fini semi-simple sur Z.

1.2.1 Les représentations automorphes et la paramétrisation de Satake

Rappelons les notations de [18] ou [19] concernant les ensembles de représentations
automorphes que ’on considérera.

Définition 1.12. On définit II(G) 'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
unitaires irréductibles m de G(A) telles que m), est non ramifiée pour tout p premier.

On note Mgisc(G) le sous-ensemble de II(G) des représentations automorphes discrétes m
de G.

On note enfin Ileusp(G) le sous-ensemble de Ilgis.(G) des représentations automorphes
cuspidales de G.

Suivant Borel [10] ou Springer [74] par exemple, rappelons qu’on associe & G un groupe
complexe CA}, appelé dual de Langlands de G. C’est un C-groupe semi-simple dont la donnée
radicielle est duale & celle de G(C). Notons g I'algébre de Lie complexe de @, et G(C)gs et
§(C)gs les classes de G(C)-conjugaison d’éléments semi-simples respectivement de G(C) et
§(C). On note enfin X(G) I'ensemble des familles (cv)vePufoc}s OU Coo € Bss €t ¢p € G(C)s
pour tout p € P.

Alors suivant Langlands [45], on a le résultat suivant :
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Théoreme 1.13. On dispose d’une application canonique :

c:1(G) — x(G)
T = (ep(m))

C’est une application a fibres finies. De plus, pour tout premier p et pour tout m € II(G),
cp(m) détermine entiérement .

L’élément coo () € s st construit suivant Harish-Chandra [39], et est appelé le caracteére
infinitésimal de 7. Lorsque G = PGL,, auquel cas G = SL,(C), les valeurs propres du
caractere infinitésimal de m € II(G) sont bien définies, et on les appelle les poids de 7. On
notera Il (PGL,,) le sous-ensemble de Ilcusp(PGLy,) des représentations algébriques, c’est-
a-dire des représentations dont les poids sont des demi-entiers, de différences deux a deux
entieres. On notera enfin Haﬁg (PGL,) le sous-ensemble de II,,(PGL,) des représentations
autoduales, c’est-a-dire des représentations isomorphes a leur contragrédiente.

Les éléments cp(7) € G(C)gs sont quant & eux construits & aide de isomorphisme de
Satake [64], revisité par Langlands [45], et sont appelés les parameétres de Satake de 7.

1.2.2 La conjecture d’Arthur—Langlands

A la maniere de [18] ou [19], on appellera ici “conjecture d’Arthur-Langlands” la conjec-
ture présentée dans [18, Ch. VI, Conjecture 4.6] dont ’énoncé repose sur les travaux de
Langlands [45] et d’Arthur [3]. Afin de I’énoncer simplement, commengons par définir la
notion de parametre de Langlands :

Définition 1.14. Soit G un schéma en groupes de type fini semi-simple sur Z, et r : G —

SL,, une C-représentation. La représentation r induit une application X(G) — X (SL,,),
(cv) — (r(cy)). On définit alors I’élément

Y(m,r) =r(c(r)) € X(SLy,)
appelé paramétre de Langlands—Satake du couple (m,r).

En gardant les notations de la définition précédente, I’idée de la conjecture d’Arthur—
Langlands est qu’il existe une famille (7;) d’éléments de [1,,<,, Heusp(PGLyy,) telle que le
parametre de Langlands—Satake du couple (w,r) s’exprime a Dlaide du caractére infini-
tésimal et des parametres de Satake des 7;. On explique cette relation plus en détail ci-dessous.

On suit les notations de [18, §VI.4]. Donnons-nous un entier £k > 1, et pour tout
i € {1,...,k} des entiers n;,d; > 1 avec ), n;d; = n, ainsi qu’une représentation m; €
Ileusp(PGLy,, ). On dispose alors d'un élément de X(SLy,), noté @;m;[d;] dans [18] ou [19],
défini par ’égalité
(@imilds]), = EP co(mi) @ Sym™ ! (e,)
K3

ot (G )= () 1)
pour tout v € P U {oo}, ol on a posé e = 2 [ |ete,= e
0 5 0 P2

On définit alors X'ar,(SL,) comme I’ensemble des éléments de la forme @;7;[d;]. Un résultat

important, conjecturé par Langlands [46] et démontré par Jacquet—Shalika [40], est que le

quadruplet (k, (n;), (d;), (m;)) qui définit un élément de Xar,(SLy,) est unique a permutation

pres des triplets (n;, d;, m;). Avec ce formalisme, la conjecture d’Arthur-Langlands se formule
comme suit :



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Conjecture 1.15. Soient G un schéma en groupes de type fini semi-simple sur Z, et
r: G — SL,, une C-représentation. Si m € Haisc(G), alors (m,r) € Xar,(SLy,).

Cette conjecture a fait 'objet de travaux de nombreux auteurs : Arthur [4], Langlands,
Kottwitz, Shelstad [70] [71] [72], Waldspurger [81] [82] [58] [44], Ngo6 [60], Laumon,
Chaudouard [14] [15], Moeglin, Mezo [56] [57], culminant par les travaux récents d’Arthur et
Waldspurger.

Le théoreme suivant est le point de départ de nos travaux. Sa démonstration est due a
Taibi [76], dont les résultats reposent sur les travaux d’Arthur [4], ainsi que ceux de Kaletha
[41] et Arancibia-Moeglin-Renard [2].

Théoréme 1.16. La conjecture d’Arthur—Langlands est vraie pour G = SO, et r la repré-
sentation standard.

De cette conjecture et de ce théoreme, on fait notamment deux constatations. D’une part,
la conjecture d’Arthur—Langlands permet de voir les parametres de Satake des représenta-
tions 7 € [1,,, Ileusp (PGLyy,) comme les éléments fondamentaux pour la compréhension des
ensembles Ilgis.(G), pour G un schéma en groupe de type fini semi-simple sur Z quelconque.

D’autre part, le théoréme ci-dessus nous dit que I’étude des éléments de Ilgis.(SO,,) nous
donne des informations sur ces mémes paramétres de Satake. C’est déja cette constatation
qui avait servi aux travaux de Chenevier-Renard [19] afin de déterminer les parameétres
standards des représentations automorphes algébriques des groupes SO7, SOg ou SOg.

Ces constatations ont été les principales motivations de ma these, qui est composée des
articles suivants :

— Traces des opérateurs de Hecke sur les espaces de formes automorphes de SO7, SOg

ou SOy en niveau 1 et poids arbitraire, [48], arXiv :1604.01914.
— Clalcul des opérateurs de Hecke sur les classes d’isomorphisme de réseaux pairs de
déterminant 2 en dimension 23 et 25, [49], arXiv :1607.03613.

On présente dans la suite de cette introduction les méthodes développées dans ces articles,
ainsi que les principaux résultats. Notons au passage que les chapitres 2 et 3 se composent
de ces mémes articles tels qu’ils ont été soumis a publication. Il y aura donc dans ce texte de
nombreuses redondances, principalement dans les introductions et les parties préliminaires
de ces articles.

Les résultats obtenus dans cette these ont également servi a la rédaction de l’article
Fisenstein congruences for SO(4,3), SO(4,4), spinor and triple product L-values, [5], arXiv :
1605.00819, co-écrit avec Neil Dummigan et Jonas Bergstrom et récemment accepté au
journal Ezperimental Mathematics, mais qu’on a choisi de ne pas présenter ici.

1.3 Résultats obtenus

1.3.1 Traces des opérateurs de Hecke sur les espaces de formes auto-
morphes de SO7, SOg ou SOy en niveau 1 et poids arbitraire

Dans cet article, nous développons une méthode algorithmique pour déterminer des
informations sur les parameétres de Satake des représentations automorphes des groupes
linéaires découvertes par Chenevier—-Renard dans [19].

Notre point de départ est I’étude des espaces de formes automorphes pour SO,,, définis
comme suit. Si l’on se donne (W, p) une représentation de dimension finie de SO, (R) sur



1.3. RESULTATS OBTENUS 13

C, alors 'espace des formes automorphes de poids W pour SO,, est ’espace vectoriel de
dimension finie :

Mw (SOn) ={f : Ln = W [ (VL € L)(Vy € SOu(R)) f(v- L) = p(y) - F(L)}.

Dans la suite, nous expliquerons plus en détail comment des éléments bien choisis
de My (SO,,) permettent de construire des éléments de Igisc(SO,,). En particulier, nous
expliquerons le lien entre les opérateurs de Hecke agissant sur une forme automorphe et les
parametres de Satake de la représentation engendrée.

D’autre part, on peut voir un élément f € My (SO,,) comme une application Z[L,]| — W.
L’opérateur de Hecke T 4 agit sur £,, et a donc une action & droite sur f bien définie.
Concretement, 'action de T 4 sur f est donnée par I'égalité :

(VL € L) Ta(f)(L) = > ).
L' A-voisin de L
Un point trés utile pour nous est que les opérateurs T4 ainsi définis sur un espace
My (SO,,) donné sont codiagonalisables (c’est-a-dire qu’il existe une base de My (SO,,)
constituée de vecteurs propres communs a tous les opérateurs T 4).

Le premier but de notre travail est de déterminer, pour A donné et n € {7,8,9} fixé, les
quantités Tr (T 4| Mw (SO,,)) pour des représentations W de SO,,(R) irréductibles arbitraires.

Pour de telles valeurs de n, on a |X,,| = 1. Si 'on se donne Ly € L,,, nous noterons
SO(Lgy) = {7 € SO, (R) | vLo = Lo} et WSOU0) = {4y € W | (Vy € SO(Lo)) p(7)(v) = v}.
A L fixé, on dispose d’un isomorphisme My (SO,,) ~ WSOLo)  grice auquel on déduit la
proposition suivante :

Proposition 1.17. Soient n € {7,8,9}, et Ly € L,,. On note Va(Lo) l’ensemble des A-
voisins de Lo. Le groupe SO(Lg) agit naturellement sur Va(Lo), et on note V; les orbites de
cette action, en se donnant pour chaque j un élément g; € SO, (R) tel que gj - Lo € V; (qui
existe bien comme | X,,| = 1). Alors on a ’égalité :

Tr (Ta|Mw (SOy)) = |SO(1LO)‘ (Z (IVj! >, Tr ('ngIW))) :

J ~€SO(Lo)

On dispose d’'un énoncé plus général pour n quelconque. Cependant, la complexité
algorithmique du calcul de cette formule pour n > 15 a rendu inenvisageable de la mettre en
application avec les ressources informatiques dont nous disposions.

On donne dans [50] des tables des valeurs de Tr (T 4| Mw (SO,,)), pour différents A et
W selon les valeurs de n. On a les théorémes suivants :

Théoréme 1.18. Soient A l'un des groupes (Z/27)" (i < 3), (Z/pZ) (p < 67 premier) ou
Z/qZ (q € {4,9,25,27}), et A = (a,b,c) (13>a>b> ¢ > 0) un poids dominant de SO7(R).
On note Vy la représentation irréductible de SO7(R) de plus haut poids A. Alors les quantités

(2a+5,2b+ 3,2c + 1,|A|*Tr (T 4| My, (SO7)))
sont données par les tables de [50].

Théoréme 1.19. Soient A l'un des groupes (Z/27)" (i < 4) ou (Z/pZ) (p < 23 premier),
et A= (a,b,c,d) (12>a>b>c>d>0) un poids dominant de SOg(R). On note Vy la
représentation irréductible de SOg(R) de plus haut poids \. Alors les quantités :

(2a+6,2b+4,2c + 2,2d, |A|*Tr (T 4| My, (SOg)))

sont données par les tables de [50].
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Théoréme 1.20. Soient A le groupe (Z/pZ) (p < 13 premier), et A = (a,b,c,d) (12> a >
b>c>d>0) un poids dominant de SOg(R). On note Vy la représentation irréductible de
SOg(R) de plus haut poids \. Alors les quantités :

(2a+7,2b+5,2c¢+3,2d + 1, |A|*Tr (T 4| My, (SOy)))
sont données par les tables de [50].

Dans les théorémes précédents, nous préférons faire apparaitre le vecteur
(2a + 5,2b + 3,2¢ + 1) (resp. (2a + 6,...),(2a + 7,...)) plutét que (a,b,c), qui est
pourtant d’apparence plus simple. C’était un choix déja fait par Chenevier—-Renard dans
[19] (et dans les tables résultant de leurs travaux). La raison de ce choix est que ce vecteur
donne les valeurs propres (dans la représentation standard) du caractere infinitésimal de
Vi, et donc des représentations automorphes engendrées par les éléments de My, (SO,,). Si
7 € Haisc(SOy,) est engendrée par un élément de My, (SO,,) propre pour tous les T4, c’est
ce caractere infinitésimal qui est pertinent pour tenter de deviner I’élément de Xy, (SLy,)
défini par ¢(7), suivant la conjecture d’Arthur-Langlands.

La quantité Trace (T 4| My, (SO,,)) nous donne des informations sur les valeurs propres
de l'opérateur T 4 sur My, (SO,) : ce sont ces mémes valeurs propres qui nous intéressent
pour déterminer des informations sur les parametres de Satake d’éléments de 7 € Tlgisc (SO, ),
a l’aide des propositions suivantes (découlant de [18, Ch. VI, Lemme 2.7] et [36])

Proposition 1.21. Soient A = (mq,ma,m3) un poids dominant de SO7(R), et f €
My, (SO7) une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke, en notant Aa la valeur
propre de f associée a lopérateur T 4. Alors f engendre une représentation m € Igisc(SO7)
dont les parameétres de Satake vérifient les propriétés suivantes.

Les valeurs propres du caractére infinitésimal coo () dans la représentation standard sont
les i(mi—i—%—i), pouri=1,...,3.

Pour tout p premier, le p-éme paramétre de Satake cp(m) vérifie les égalités

(i) p3Trace (e (m)[Var) = Azyp
(i1) p*Trace (cp(m)[A*Vsy) = Az + (PP +p* +1) ;

(idd) p2Trace (cp(m)|A3Vs) = Azypys + (0> + 1) Agyp.

Proposition 1.22. Soient A = (my, ma, m3, my) un poids dominant de SOg(R), et f €
My, (SOg) une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke, en notant Aa la valeur
propre de f associée a lopérateur T 5. Alors f engendre une représentation m € Hgisc(SOs)
dont les parameétres de Satake vérifient les propriétés suivantes.

Les valeurs propres du caractére infinitésimal coo () dans la représentation standard sont
les £(m; +4 —1), pouri=1,...,4.

Pour tout p premier, le p-éme paramétre de Satake c,(m) vérifie les égalités :

9 P10 =

(i1) p (cp(m)|A2 V) = Az/p2 + (pt+2p*+1) ;
(i4i) pSTrace (cp(m)|A3Vst) = Az/p)3 + (P> +p+1) Ao i
(iv) (cp(M)|A*Vse) = Azypys +2 Azyp +2 (0 +p* +1).
Proposition 1.23. Soient A = (my, ma, ms, my) un poids dominant de SOg9(R), et f €
My, (SOg) une forme propre pour tous les opérateurs de Hecke, en notant A la valeur

propre de f associée a lopérateur T 5. Alors f engendre une représentation m € gisc(SOg)
dont les parameétres de Satake vérifient les propriétés suivantes.

STrace

6Tmce c
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Les valeurs propres du caractére infinitésimal coo () dans la représentation standard sont
les £(m; + % — 1), pouri=1,...,4.
Pour tout p premier, le p-éme paramétre de Satake cp(m) vérifie les égalités

(7) p%Trace (cp(m)|[Vst) = Azyp 5
(i1) p®Trace (cp(m)[A*Vsy) = Az + (% + 0 +p* +1) ;
(141) p2 Trace (ep(m)|A3Vst) = Azypys + (0 + 02+ 0+ 1) Agyp 5
(iv) p®Trace (cp(m)|AVs;) = Az/pyt + (p? +1) Az /py2 + P +pS+2pt+p+1).

Dans [19, Ch. 5,6,7], Chenevier et Renard ont déterminé les formes possibles des pa-
rametres standards des éléments de Il (SO,,) pour n = 7,8,9. Grace a ces résultats, il
est possible de faire le lien entre les parametres de Satake des éléments de Tlgis.(SO;,) et
les parametres de Satake des éléments de Hjlg(PGLm) qui ont été découverts dans [19]. Le
fait qu’il s’agisse d’éléments de Hjlg(PGLm) découle de [19, Lemma 2.23] : la condition
d’autodualité des m; fait partie des résultats d’Arthur, et la forme du caractere infinitésimal
de 7 impose que les ; soient algébriques. On développe en détail dans cet article la méthode
pour passer des parametres de Satake d'un élément m € Ilgis(SO,,) aux parametres de
Satake des éléments m; € Hang(PGLni) apparaissant dans le parameétre standard de m. On
obtient finalement les théorémes suivants :

Théoréme 1.24. Soient 25 > wy > we > w3 > 1 des entiers impairs, tels que l’ensemble 11
des éléments ™ € Hzﬁg(PGLG) dont les poids sont les =5+, £, £5 est non vide. D’apres
[19, Table 7], ’ensemble 11 posséde alors un ou deux éléments.
(1) Sill = {7} est un singleton, alors le polynéome det (2“’1/2X -1d — co(m) | VSt) € Z[X]
est donné par la table 2.2.
(13) Si on a |II|] = 2, alors le polynome unitaire de degré 2 dont les racines sont les
201/2 . Trace(co(7)|Vsy) pour m € 11 est donné par la table 2.3.
(i7i) Pour p < 53 un nombre premier impair, la quantité p/? - Trace (c,(m)|Vsy) est
un entier, donné par les tables 2.4, 2.5 et 2.6.

Théoreme 1.25. Soient 25 > wy > we > w3 > wyg > 1 des entiers impairs, tels que
Uensemble I1 des éléments w € Haﬁg(PGLg) dont les poids sont les 45+, £, £5, £ 5+ est
non vide.

Pour p < 7 un nombre premier impair, la quantité p**/? . > rer Trace (cp(m)|Vse) est un
entier, donné par la table 2.7.

Théoréme 1.26. Soient 26 > w1 > we > w3 > 2 des entiers pairs, tels que l’ensemble 11
des éléments m € Hang(PGLﬂ dont les poids sont les £5, £52, +%3 0 est non vide. D’apres
[19, Table 10], ’ensemble II posséde alors un seul élément.

(1) Le polynome det (2“’1/2X -Id — co(m) | VSt) € Z[X] pour m l'unique élément de II est
donné par la table 2.8.

(1i) Pour p < 13 un nombre premier impair, la quantité pwr/2

lunique élément de 11 est un entier donné par la table 2.9.

- Trace (cp(m)|Vst) pour

Théoréme 1.27. Soient 26 > wy > we > w3 > w4 > 0 des entiers pairs, tels que ’ensemble
II des éléments m € Hjlg(PGLg) dont les poids sont les £%1, £, 453 £ est non vide.
D’apreés [19, Table 9], ’ensemble II posséde alors un seul élément.

(1) Le polynome det (2“’1/2X Id — ca(m) | VSt) € Z[X] pour w l'unique élément de II est
donné par la table 2.10.

(i7) Pour p < 13 un nombre premier impair, la quantité p®*/? - Trace (c,(m)|Vat) pour m

Punique élément de 11 est un entier donné par la table 2.11.



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.3.2 Calcul des opérateurs de Hecke sur les classes d’isomorphisme de
réseaux pairs de déterminant 2 en dimension 23 et 25

Dans cet article, nous déterminons de nombreux opérateurs de Hecke Tz /,7, qu’on notera
plus simplement T, vus comme des éléments de End(Z[X,]), pour n = 23 ou 25. Ces
opérateurs sont définis par la formule Tp(f) =YL/, la somme portant sur tous les p-voisins
L' de L.

Ces opérateurs de Hecke sont tout a fait reliés a ceux introduits précédemment
sur les espaces My (SO, ). En effet, lorsque W est la représentation triviale, 1’espace
My (SO,,) s’identifie naturellement & ’ensemble des fonctions de X,, dans C, dont le dual
est canoniquement C[X,,]. On dispose alors d’une action naturelle des opérateurs de Hecke
sur ce dernier (qui préserve en fait Z[X,]) : c’est la formule donnée ci-dessus pour T,,.

Nos résultats nous permettront en particulier de déterminer des congruences faisant
intervenir des traces des parametres de Satake des représentations des groupes linéaires
découvertes par Chenevier-Renard dans [19].

Notre point de départ est ’étude des systemes de racines associés aux éléments de Log et
Lo5, due & Niemeier [61] pour L3, et & Borcherds [7] pour La5. Comme annoncé au théoreme
1.7, si 'on se donne n = 23 ou 25, et si L € L,, la classe d’isomorphisme de R(L) détermine
entierement la classe L de L dans X,,.

Ce point permet d’élaborer un algorithme de complexité raisonnable qui calcule
Popérateur Ty agissant sur Z[X,]. On utilise pour cela la construction des 2-voisins déja
exposée a la proposition-défintion 1.10 lorsque 'on a introduit les A-voisins.

On utilise ensuite le fait que, a n fixé, les opérateurs T, € End(Z[X,]) sont codiagonali-
sables. En effet, on sait déja d’apres [18, Ch. VI] que ces endomorphismes commutent deux a
deux. Pour n = 23 ou 25, U'opérateur To que 'on a calculé a ses valeurs propres deux-a-deux
distinctes. Ceci conclut la codiagonalisation de tous les T),, et nous donne aussi une base de
codiagonalisation (a savoir n’importe quelle base de diagonalisation de T5).

Cela nous permet alors de déterminer de nombreux autres opérateurs T,,. En effet, comme
on possede une base de codiagonalisation des T, il suffit de connaitre la valeur propre
associée a chacun de ces vecteurs : celle-ci s’exprime a l’aide de la trace du p-eme parametre
de Langlands-Satake d’un élément de Il.us,(SOy,) bien choisi. Plus précisément, on a les
propositions suivantes :

Proposition 1.28. Soit v € C[Xa3] un vecteur propre commun a tous les opérateurs de
Hecke T), € End(C[X23]). On note A(p) la valeur propre associée a T). Alors il existe un
unique élément m € Iloysp(SO23) tel que, pour tout p premier :

Ap) = p% Trace(cp(m)|Vst).

Proposition 1.29. Soit v € C[Xg5] un vecteur propre commun a tous les opérateurs de
Hecke T), € End(C[X3s5]). On note A(p) la valeur propre associée a Tp. Alors il existe un
unique élément m € Iloysp(SO2s) tel que, pour tout p premier :

A(p) = p’® Trace(cy(m) V).

Gréce aux résultats de Chenevier—Lannes [18] et Chenevier—Renard [19], on connait ’ex-
pression des parameétres standards de tous les éléments de IL¢,sp(SO23) et de Ileyusp(SO25) de

caractere infinitésimal trivial a 'aide d’éléments de [],,, o+ Haﬁg(PGLm). Or, ces parametres

standards font intervenir exclusivement des éléments de Hjlg(PGLm), avec m € {2,3,4,6}.
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On a justement calculé les traces du p-éme parametre de Satake de tous ces éléments pour
p < 67 dans [48]. Dans [18], Chenevier et Lannes sont méme allés plus loin : ils ont pu
calculer la trace du p-eme parametre de Satake de tous les éléments de [],, Hjlg(PGLm) qui
apparaissent dans les parametres standards des éléments de IL¢,sp(SO23) jusqu’a p = 113.

Ces résultats nous permettent de faire deux choses. Déja, ils permettent d’identifier, pour
chaque vecteur de codiagonalisation des T}, 'élément de Icysp (SO23) ou Ieusp(SO25) qui
lui est associé, en regardant la valeur propre pour Ty qu’on a calculée, et en la comparant
aux valeurs propres théoriques de Ts. Ensuite, on en déduit pour p < 113 (si n = 23) ou
p < 67 (si n = 25) la valeur propre pour T, associée & ce méme vecteur, ce qui nous donne
explicitement I'opérateur T),. On a ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 1.30. Pour n = 23 et p < 113, ou pour n = 25 et p < 67, ’endomorphisme
T, € End(Z[X,]) est donné dans [53].

Le calcul de 'opérateur T), € End(Z[X,,]) nous permet de déterminer le graphe de Kneser
K,.(p) dont les sommets sont les éléments de X,,, et ot les sommets L, L’ sont adjacents si,
et seulement si, il existe des p-voisins L, L’ € £,, d’images respectives L et L’ dans X,,.

L’étude des vecteurs propres et des valeurs propres de T}, nous permet d’aller plus loin.
Gréce aux inégalités de Ramanujan, on montre que, pour n = 23 (respectivement n = 25),
le graphe K,,(p) est complet pour p > 23 (respectivement p > 67). C’est d’ailleurs par la
méme méthode que Chenevier et Lannes avaient étudié dans [18] la complétude du graphe
de Kneser Kos(p).

On déduit de ces deux résultats le graphe K, (p) pour n = 23 ou 25 pour toute valeur de
p, ce qui nous donne notamment le théoréme suivant :

Théoréme 1.31. Soit p un nombre premier :
(1) Le graphe Kaos(p) est complet si, et seulement si, p > 23.
(1) Le graphe Kos(p) est complet si, et seulement si, p > 67.
A la maniére de Chenevier-Lannes [18], on peut aussi étudier les propriétés arithmétiques
sur les espaces propres de Ty. L’idée principale est d’exhiber une égalité “modulo m” entre
deux droites stables dy et ds pour Ts. Les droites d; et dy constituent aussi des sous-espaces

propres pour chacun des T). En notant \;(p), pour i = 1,2, la valeur propre de T, associée
a d;, ’égalité précédente induira une congruence de la forme :

(Vp € P) Mi(p) = X2(p) mod m.

C’est déja de cette maniére que Chenevier et Lannes [18, Introduction, Théoréme I
avaient démontré la conjecture de Harder [38]. Nos résultats permettent de redémontrer
cette congruence, et méme de 'améliorer (en remplagant le module de la congruence par
un de ses multiples). En suivant les notations du paragraphe 3.2.3, les congruences que 'on
démontre sont données dans le théoreme suivant :

Théoreme 1.32. Pour tout nombre premier p, les congruences suivantes sont vérifiées :
(i) Dig;7(p) = Dig(p) + p° + p'® mod 8712 ;
)) Da15(p) = Da1(p) + p® + p'? mod 9840 ;
(i43) Da1,9(p) = (1 + p®) D15(p) mod 12696 ;
(iv) Da1,9(p) = Da1(p) + p® + p*® mod 31200 ;
(v) Da2113(p) = (1+ p*) D17(p) mod 8736 ;
(vi) Da2113(p) = D21(p) + p* + p'™ mod 10920 ;

(i1
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(vii) Daz7(p) = (1 +p®) D15(p) mod 8972 ;
(viit) Dagi35(p) = Dasi3(p) + p? + p'* mod 5472 ;
(iz) Da31s57(p) = (14 p*) Dig(p) + p® + p'® mod 2184 ;
(z) Das15,7(p) = Das7(p) + p* Dis(p) mod 5856 ;
(zi) Da317,9(p) = Dazg(p) + p* Dir(p) mod 2976 ;
(zii) Das193(p) = (1 + p?) Dar(p) + p® + p'3 mod 7872 ;
xiii) Dagi911(p) = (1+p?) Dai(p) + p® + p'" mod 16224.

De plus, mis a part les points (vi), (vii), (xi) et (xiii), les congruences ci-dessus sont
optimales, dans le sens ot le module qui intervient ne peut pas étre remplacé par un de ses
multiples.



Chapitre 2

Traces des opérateurs de Hecke sur
les espaces de formes automorphes
de SO7, SOg ou SOg en niveau 1 et
poids arbitraire

Résumé

Dans cet article, nous déterminons la trace de certains opérateurs de Hecke sur les espaces
de formes automorphes de niveau 1 et poids quelconque des groupes spéciaux orthogonaux
des réseaux euclidiens E7, Eg et Eg @ A1. En utilisant la théorie d’Arthur, nous en déduisons
des informations sur les parametres de Satake des représentations automorphes des groupes
linéaires découvertes par Chenevier et Renard dans [19]. Nos résultats corroborent notamment
une conjecture de Bergstrom, Faber et van der Geer sur la fonction zéta de Hasse-Weil de
I’espace de module des courbes de genre 3 a 17 points marqués.

2.1 Introduction.

Donnons-nous n = 0, +1 mod 8 un entier positif, et placons-nous dans ’espace euclidien
R™ muni de son produit scalaire usuel (z;) - (y;) = >_; z;y;. On définit £,, ensemble des
réseaux pairs L C R" tels que det(L) = 1 si n est pair, et det(L) = 2 sinon. Le groupe O, (R)
a une action naturelle sur £, et on pose X,, = O,(R) \ L,,.

On s’intéressera plus particulierement aux cas ou n € {7,8,9}. Ces cas ont notamment la
propriété que X,, est réduit a un seul élément, & savoir respectivement la classe des “réseaux
de racines” E7, Eg et Eg ® Ay dont les définitions sont rappelées au paragraphe 2.2.1.

Si on considere (W, p) une représentation de dimension finie de SO, (R) sur C, on définit
alors ’espace des formes automorphes de poids W pour SO,, comme :

My (SOn) :={f : Ln = W[ (Vy € SOn(R)) f(v- L) = p(7) - F(L)}.

C’est un espace vectoriel de dimension finie.

Soient A un groupe abélien fini, et L1, Ly € L£,. On dit que Ly et Ly sont A-voisins si :
Ll/(Ll DLQ) ~ LQ/(Ll N LQ) ~ A

Si A = (Z/dZ)¥, on parle de d, ..., d-voisins (et de d-voisins si k = 1). Si p désigne un
nombre premier, et ¢ une puissance de p, alors il est facile de construire tous les g-voisins ou

19
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les p, ...,p-voisins d'un L € £,, donné (comme rappelé aux proposition-définitions 2.2.18 et
2.2.17). Notons au passage que la construction des d-voisins (et plus particulierement des
g-voisins) d’un réseau L € L,, fixé fait intervenir ’ensemble Cr,(Z/dZ) des droites isotropes
de L/dL, o on entend par droite isotrope un Z/dZ module libre de rang 1 sur lequel la
forme quadratique & valeur dans Z/dZ s’annule.

A la notion de A-voisins est associé un “opérateur de Hecke” T 4 sur chaque espace de
formes automorphes My (SO,,) défini par la formule :

(VL € Ln) (Vf € Mw(SOn)) Ta(f)(L) = > f(L)

L’ A—voisin de L

Le premier but de notre travail est de déterminer la trace de T 4 sur les espaces My (SO,,)
pour toute représentation irréductible W de SO,, et n € {7,8,9}. Notre point de départ est
le suivant :

Proposition 2.1.1. Supposons que X,, est réduit a un élément (c’est-a-dire que n < 9).
Soit Ly € Ly, et voisg(Lg) l’ensemble de ses A-voisins. Le groupe SO(Lg) a une action
naturelle sur voisa(Lo). On note V; les orbites de cette action, et pour chaque j on choisit
un élément g; € SO,(R) tel que gj - Lo € V; (ce qui est toujours possible comme | X,| =1).
Alors on a U'égalité :

j ~€SO(Lo)

1
tr (T4|Mw(SOyp)) = - Vil - tr (vg;|W .
Dans cet énoncé, on désigne par SO(L), pour L € L,, le sous-groupe des éléments
g € SO, (R) tels que gL = L, qui est un groupe fini. On dispose d’un énoncé analogue mais
plus technique, sans ’hypothese | X, | = 1, détaillé au paragraphe 2.3.1.

Afin de calculer explicitement cette formule, nous devons déterminer les termes qui y
interviennent, ce qui fait 'objet des chapitres 2.4 et 2.5.

Au paragraphe 2.4.2 : on explique comment déterminer le groupe SO(Ly), qui est tres
proche du groupe de Weyl du systéme de racines associé a Lg.

Au paragraphe 2.4.3 : on donne un algorithme pour déterminer les orbites de vois4(Lg)
pour laction de SO(Lg). On se restreint ici au cas ou A ~ Z/qZ pour g une puissance d’un
nombre premier impair. Notre algorithme nous retourne pour chaque orbite V; la quantité
|V;| ainsi qu'un élément z; € Cr,(Z/qZ) dont le g-voisin associé Ly(x;) est dans orbite V;.

Au paragraphe 2.4.4 : on donne un algorithme qui, & partir d’'une droite isotrope
zj € Cry(Z/qZ), détermine une transformation g; € SO, (R) vérifiant : g;j(Lo) = Lj(x;).
Ce méme algorithme permet dans un cadre plus général de déterminer, a partir d’une famille
Z-génératrice d'un réseau L(, isomorphe & Lo, une isométrie transformant Ly en L.

Enfin, les traces de la forme tr(v|W) pour v € SO, (R) sont calculées au moyen de la
formule des caracteéres de Weyl, ou plus exactement de sa version “dégénérée” étudiée dans
[16, Ch. 1] et dans [19, Ch. 2], rappelée ici au paragraphe 2.3.2.

Notre algorithme est d’autant plus long a exécuter que |A| et que n sont grands. C’est
pourquoi nous nous restreignons a n < 9 et méme a ¢ < 53 (pour n = 7), ¢ < 13 (pour
n=38)etq<7 (pourn=09).

Les cas ou A est un 2-groupe présentent certaines particularités. On les étudie au chapitre
2.5. Les orbites des (Z/2Z)*-voisins et des 4-voisins des réseaux E; et Eg sont étudiées au
paragraphe 2.5.1. On a notamment le résultat suivant :
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Proposition 2.1.2. Pour L = E; ou L = Eg, pour 1 < i < 3, le groupe SO(L) agit
transitivement sur lensemble des (Z/27)"-voisins de L.

Pour L = E7 ou L = Eg, le groupe SO(L) agit transitivement sur l’ensemble des 4-voisins
de L.

Il y a deux orbites de 2,2,2,2-voisins de Eg pour 'action de SO(Es), dont la réunion est
lunique orbite des 2,2,2,2-voisins de Eg pour l'action de O(Eg).

Au final, nous obtenons dans tous ces cas de tables des valeurs de tr(T 4| My (SO,,)) pour
des représentations irréductibles W arbitraires. Certaines de ces valeurs sont disponibles
dans [48].

Au chapitre 2.7, nous rappelons, en suivant Arthur [4] et Chenevier-Renard [19], comment
les formes automorphes pour SO,, étudiées ci-dessus sont “construites” a partir de certaines
représentations automorphes des groupes linéaires. Cela nous permet, par un procédé de
“récurrence sur n” décrit au paragraphe 2.7.4, d’utiliser nos calculs pour déterminer des
parameétres de Satake des représentations des groupes linéaires mises en jeu. Soyons plus
précis.

Soit » > 1 un entier. Soit Hjlg(PGLn) I’ensemble des (classes d’isomorphisme de)
représentations automorphes cuspidales de PGL,, sur Q ayant les propriétés suivantes :

(1) mp est non ramifiée pour tout premier p,
(11) T est algébrique réguliere,

... t . h N t ’d' t \Y
ii1) 7 est isomorphe & sa contragrédiente .

Rappelons la signification de (ii). Suivant Harish-Chandra, 7o, admet un caractere infini-
tésimal, que I’on peut voir suivant Langlands comme une classe de conjugaison semisimple
dans M,,(C) ([45, §2]). La condition (ii) signifie que les valeurs propres de cette classe de
conjugaison sont de la forme A1 < Ay < -+ < A\, avec \; € %Z et \; — \;j € Z pour tout 1, j.
Les A; sont appelés les poids de 7, et vérifient A\,—;+1 + A; = 0 pour 1 < i < n grice a la
condition (iii).

Rappelons enfin que si 7 € Haﬁg(PGLn) et si p est premier, alors suivant Langlands [45]
Iisomorphisme de Satake associe & 7, une classe de conjugaison semisimple dans SL,,(C),
qui sera notée cp(7).

Dans leur travail [19], Chenevier et Renard ont déterminé pour n < 8 (et n # 7 en
général), le nombre d’éléments de Hjlg(PGLn) de poids donné. La question qui s’est posée, en
fait le but de notre travail, est d’étudier les parametres de Satake des ces représentations, du
moins pour les premiers poids pour lesquelles il en existe (auquel cas il y en a le plus souvent
seulement une ou deux). Soulignons que les résultats de [19] ne sont plus conditionnels,
grace notamment aux travaux récents de Waldspurger [82], Kaletha [41], Taibi [76] et
Arancibia-Moeglin—Renard [2].

Nous obtenons les résultats suivants. Les notations Ay, . w,, Aq’f]l’.__7wn, Al ., €1

AR 1w, Qui interviennent dans les tables 2.1 a 2.11 sont expliquées au paragraphe 2.7.3.

Théoréme 2.1.3. Soient 25 > w1 > wo > w3 > 1 des entiers impairs, tels que 'ensemble 11
des €éléments m € Hang(PGLG) dont les poids sont les £5+, £, £ est non vide. D’apres
[19, Table 7], ’ensemble I posséde alors un ou deuz éléments.
(1) Sill = {7} est un singleton, alors le polynéome det <2w1/2X -Id — co(m) | V5t> € Z|X]
est donné par la table 2.2.

(13) Si on a |II] = 2, alors le polynome unitaire de degré 2 dont les racines sont les
201/2 . Trace(co(7)|Vsy) pour m € 1 est donné par la table 2.3.
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(#77) Pour p < 53 un nombre premier impair, la quantité p/? - 3" Trace (c,(m)|Vay) est
un entier, donné par les tables 2.4, 2.5 et 2.6.

Théoréme 2.1.4. Soient 25 > wy > wo > w3 > wyg > 1 des entiers impairs, tels que
l’ensemble 11 des éléments w € Hjlg(PGLg) dont les poids sont les 45+, £, £52, £ 54 est
non vide.

Pour p < 7 un nombre premier impair, la quantité p**/2 - 3 i Trace (c,(7)|Vay) est un
entier, donné par la table 2.7.

Théoréme 2.1.5. Soient 26 > wy > wg > ws > 2 des entiers pairs, tels que [’ensemble 11
des éléments m € H,jlg(PGLﬁ dont les poids sont les £, £52, &% 0 est non vide. D’apres
[19, Table 10], I’ensemble II posséde alors un seul élément.

(i) Le polynome det <2w1/2X -Id — co(m) | VSt) € Z[X] pour m 'unique élément de 11 est
donné par la table 2.8.

(i1) Pour p < 13 un nombre premier impair, la quantité p*/? - Trace (c,()|Vst) pour T
lUunique élément de 11 est un entier donné par la table 2.9.

Théoreéme 2.1.6. Soient 26 > wq > wo > w3y > wy > 0 des entiers pairs, tels que 'ensemble
II des éléments 7 € Hig(PGLg) dont les poids sont les 55+, £, £5, £5* est non vide.
D’apreés [19, Table 9], ’ensemble I1 posséde alors un seul élément.

(i) Le polynome det (2"’1/2X -Id — co(m) | VSt) € Z[X] pour w l'unique élément de II est
donné par la table 2.10.

1 our p = un nomore premier impair, la quantite p - lrace (Cyp|\T St) pour m
i) P <13 b jer impair, | tité p1/2 . T ()| V&

Uunique élément de 11 est un entier donné par la table 2.11.

Pour 7 € H(,flg(PGLn), si I'on pose 31y a; - Xt = det (2“’1/2X -1d — CQ(W)\VSt>, alors les

a; vérifient : a,_; = 200720w1/2 . ¢ ot on n’a pas explicité tous les mondmes des polynomes
donnés aux tables 2.2, 2.8 et 2.10.

Signalons que nous disposons de nombreuses indications que nos calculs finaux sont
corrects ! Par exemple, notre méthode permet également de déterminer des parametres de
Satake de représentations associées a des formes modulaires classiques, ou de Siegel en genre
2, cas ou ils étaient déja connus (par exemple par van der Geer [79] ou Chenevier—Lannes [18]).
Nous renvoyons au paragraphe 2.6.2 pour quelques exemples détaillés de ces vérifications.

De plus, nous pouvons souvent calculer de différentes maniéres un parametre de Satake
donné, et vérifier que les résultats sont bien les mémes. Signalons enfin que nos résultats
montrent que pour les trois représentations m de Hiflg(PGLﬁ dont les poids sont de la forme
a+b>a>b>0>—-b>—a>—a—bavec a+b<13 (voir les trois premiéres lignes de la
table 2.8), alors le parameétre de Satake co(7) est conjugué a un élément de Go, conformément
a une conjecture de [19] (voir la page 10 de I'introduction ainsi que la table 10).

Terminons par mentionner un lien entre ce travail et une conjecture de Bergstrém, Faber
et van der Geer [31] sur la fonction zéta de Hasse-Weil de I’espace M3 ,, de module des courbes
stables de genre 3 munies de n points marqués (qui est propre et lisse sur Z). En effet, ces
auteurs ont mis en évidence de maniére expérimentale ’existence de deux “motifs” de poids
23 et de dimension 6 dans H?3(M3 17), et ont déterminé le polynome caractéristique de leur
Frobenius en 2. D’autre part, Chenevier et Renard ont trouvé exactement 7 représentations
m™e Haﬁg(PGLG) dont le plus grand poids est 22—3 (et aucune de plus grand poids < ?) Les
calculs faits ici montrent que les polynoémes caractéristiques des parameétres de Satake en
p = 2 de deux des 7 représentations susmentionnées, & savoir celles de poids +22, j:%, :l:%
et :l:%, :l:%, :t%, sont exactement ceux trouvés par Bergstrom, Faber et van der Geer ! Cela
répond a une question que nous avaient posée ces auteurs.
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Cet article a été écrit dans le cadre de ma these sous la direction de Gaétan Chenevier.
Je le remercie pour son aide ainsi que pour les choix qu’il m’a incité a prendre et qui ont
beaucoup contribué a mes résultats.
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2.2 Résultats préliminaires.

Dans toute la suite, on se place dans un espace euclidien V' de dimension n, muni de
son produit scalaire x -y, et on note ¢ : V. — R,z +— %* la forme quadratique associé¢e. On
considérera souvent le cas ou V = R”, muni de sa structure euclidienne, avec pour base
canonique associée (e;)ie(1,....n}- On notera alors (x;) - (y;) = >_; 7;y; le produit scalaire usuel.

2.2.1 Les réseaux de R".

Définition 2.2.1 (Réseaux entiers et pairs). Soit L C V un réseau. On dit que L est entier
st
(Vx,ye L) x-y € Z.

Si l’on se donne un réseau L C 'V entier, il est dit pair si :
(Vx e L) x-xz € 2Z.

Définition 2.2.2 (Dual et résidu d'un résean). Soit L C V un réseau. On définit L¥ le dual
de L par :
F={yeV|Vzxel)y zeclZ}.

En particulier, L est entier si, et seulement si, L C L¥. Dans ce cas on définit le résidu

de L comme le quotient :
rés L= L*/L.

Ce quotient est muni d’une forme quadratique vés L — Q/Z définie par x — q(x) mod Z
appelée forme d’enlacement.

Définition 2.2.3 (Déterminant d'un réseau). Soit L un réseau entier. On note det(L) son
déterminant, qui est encore le déterminant de la matrice de Gram d’une base quelconque de
L. On a la relation bien connue

det(L) = |rés L|.

Définition 2.2.4 (Racines d'un réseau). Soit L C V un réseau entier. On définit ’ensemble
des racines de L comme l'ensemble R(L) (qui est fini, et éventuellement vide) :

R(L)y={z€L |z x=2}

C’est un systéme de racines du R-espace vectoriel qu’il engendre au sens de [11, Ch. VI,
§1.1, Définition 1], ce qui justifie la terminologie (c’est méme un systéme de racines de type
ADE).

On reprend les notations de [11, Ch. VI, §1] pour les notions relatives aux systémes de
racines (systemes de racines, chambre et groupe de Weyl, longueur d’un élément du groupe
de Weyl, diagramme de Dynkin, etc.). On expose ici quelques notations et résultats qu’on
utilisera.

Proposition 2.2.5 (Les chambres de Weyl et les générateurs du groupe de Weyl). Soient
R un systéme de racines de V., W son groupe de Weyl, et C' une chambre de R. Alors :
(i) Pour tout x € V, il existe un élément w € W tel que w(x) € C.
(it) Pour toute chambre C', il existe un unique élément w € W tel que w(C") = C.

(1it) Le groupe W est engendré par ’ensemble des réflexions orthogonales par rapport aux
murs de C.
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Démonstration. voir [11, Ch. V, §3, Théoréeme 1]. O

Le corollaire suivant est une conséquence du (ii) :

Corollaire 2.2.6. Soit R un systeme de racines, W son groupe de Weyl, C' une chambre,
et p un élément de C. Alors :

(Vw,w' € W) w=w" < w(p) =w(p).

Proposition 2.2.7. Soient R un systéeme de racines, W son groupe de Weyl, C' une chambre,
et l: W — N la longueur associée a C. Soit h un mur de C, et s la symétrie orthogonale
associée. Siw € W, alors :

(1) l(sow)=1l(w)£1,
(17) U(sow) > l(w) si, et seulement si, les chambres C' et w(C') sont du méme coté de h.

Démonstration. Voir [11, Ch. V, §3, Théoreme 1 (ii)]. O

On adoptera les notations suivantes :

A, : Onpose A, = {(x;) € Z"M| ¥, 2, =0}. On a R(A,) = {£(e; —¢j)]i # j}.

D, : On pose D, = {(z;) € Z"| 3}, x; = 0 mod 2}. On a R(D,) = {£e; T ¢;|i # j}.

Es : Onpose Eg =Dg+Z-e, avec e = £(1,...,1). On a R(Eg) = R(Ds) U
{(@:) = 31, £D)| 2 > 0}.

E; : On pose E; = et NEg = {(z;) € Eg|Y;2; =0}. On a R(E;) = et N R(Eg) =
R(A7) U {(z:) = 3(+1,..., 1) Sz = 0.

Proposition 2.2.8. Soient L un réseau entier, R = R(L) et W le groupe de Weyl de R.
On suppose que R est un systéme de racines de V (en particulier, R engendre V. comme
R-espace vectoriel). Soient D le diagramme de Dynkin associé da un ensemble de racines
simples {a1,...,an} et G le sous-groupe des permutations de {aq,...,an} qui sont des
automorphismes de D. On pose A(R) (respectivement O(L)) le sous-groupe de O(V') des
éléments qui laissent stable R (respectivement L). On a les inclusions de groupes suivantes :

W cCO(L) CA(R) ~ W x G.
De plus, si L est engendré Z-linéairement par R, on a l’égalité : O(L) = A(R).

Démonstration. Les inclusions W C O(L) et O(L) C A(R) viennent respectivement du fait
que L est un réseau entier, et que le groupe O(L) préserve I’ensemble R.

L’isomorphisme A(R) ~ W x G vient de [11, Ch. VI, §1, Proposition 16], comme R est
un systeme de racines de V.

Enfin, le cas ou L est engendré par R est évident. O

On précise dans le corollaire qui suit les cas que ’on rencontrera le plus souvent, ou les
notations sont les mémes qu’a la proposition précédente.

Corollaire 2.2.9. Pour L=E7;, L=Eg ou L=Eg® Ay, ona : A(R)=0(L)=W.
Pour L=A,, (n>2) oupour L=D, (n>5), on a G~S8 ~7/2Z. Pour L =Dy, on
a G ~ S3. Dans tous ces cas, on a : O(L) = A(R).

Démonstration. On vérifie dans un premier temps que tous ces réseaux sont bien engendrés
comme Z-modules par leurs racines. 11 suffit ensuite de calculer le groupe G de la proposition
précédente, ce qui se fait facilement. Notons par exemple que ce groupe est trivial lorsque le
réseau L considéré est E7, Eg ou Eg & Aj. O
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2.2.2 Les formes automorphes et les opérateurs de Hecke.

Les formes automorphes.

Définition 2.2.10 (L’ensemble £,,). Soit n = 0,£1 mod 8. On définit L,, comme ’ensemble
des réseaux pairs L C R™ tels que det(L) =1 sin est pair et det(L) = 2 sinon.

On rappelle que £, est non vide pour n = 0, +1 mod 8. Par exemple, suivant les notations
précédentes, L, contient :

— le réseau Eén_7)/8 ®E7sin=—-1mod8 ;
— le réseau Eg/s sin=0mod 8 ;
— le réseau Eé"fl)/g ® A sin=1mod 8.

Donnons nous Ly € £, 'élément ci-dessus (selon la valeur de n). On définit O,, le schéma
en groupes affine sur Z associé a la forme quadratique Ly — Z, x +— g(z). Il s’agit de I'objet
noté Or, dans [18, Ch. II, §1]. On définit de méme SO,, C O,, (introduit aussi dans [18, Ch.
I1, §1]).

Pour faire court, on appellera dans la suite A-groupe un schéma en groupes affine sur A
et de type fini, de sorte que O,, et SO,, sont des Z-groupes (ce dernier étant méme réductif).

La définition générale de la théorie des formes automorphes s’y applique, et se réduit a
la définition suivante qui sera amplement suffisante pour nos besoin (voir par exemple [18,

Ch. IV, §3]).

Définition 2.2.11 (Les formes automorphes pour Oy, et SOy,). Soit (W, p) une représentation
de dimension finie sur C de O, (R). L’espace des formes automorphes de poids W pour Oy,
est défini comme :

Mw (On) ={f : Ln = W|(Vy € On(R)) f(v- L) = p(v) - f(L)}.

Pour W' une représentation de dimension finie de SO, (R) sur C, on définit de méme
Uespace My (SO,,) des formes automorphes de poids W' pour SO,,.
Ces deux espaces sont de dimension finie.

Les A-voisins.

Rappelons d’abord quelques définitions, présentes par exemple dans [18, Ch. II, §1], qui
nous seront utiles dans la suite.

Définition 2.2.12 (Espaces isotropes et lagrangiens). Soient m un entier, et C' un Z/mZ-
module de type fini muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée b da valeurs dans
Z/mZ.

On dit alors qu’un sous-module I de C' est isotrope si l'on a b(x,y) = 0 pour tous éléments
x ety de I, c’est-d-dire si 'on a I C I, ot I+ désigne I’orthogonal de 1.

Si Uon a Végalité I = I+, alors on dira que I est un lagrangien de C. Etant donnés I et
J deuz lagrangiens de C, ils seront dits transverses si I N J = {0}.

Définition 2.2.13 (Module hyperbolique). Soient m un entier, et I un Z/mZ-module de
type fini. On note It = Homgy, /,,7,(1, Z/mZ) le dual de I.

On définit le module hyperbolique sur I, noté H(I), comme étant le Z./mZ-module I & I*
muni de la forme bilinéaire symétrique ((z, d), (y, 1)) — ¥(x) + ¢(y).

En particulier, les sous-modules I et I de H(I) sont des lagrangiens transverses.

Rappelons de plus la définition des A-voisins :
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Proposition-Définition 2.2.14 (Les A-voisins). Soient A un groupe abélien fini, et Ly, Lo
deuz éléments de L. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Le quotient Ly /(L1 N La) est isomorphe a A.
(13) Le quotient La/(L1 N La) est isomorphe a A.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que Ly et Lo sont A-voisins, ou que Lo est un
A-voisin de L.

Démonstration. voir [18, Ch. III, §1] et [18, Annexe B, §3] selon la parité de n. O

Dans le cas particulier ou A est de la forme Z/dZ, on parlera de d-voisin (et plus
généralement de d, ..., d-voisin si A =7Z/dZ x --- x Z/dZ). Dans la suite, A désignera un
groupe abélien quelconque. On s’intéressera plus particulierement aux cas o A est de la
forme Z/dZ (ou d € N*) ou de la forme Z/pZ x - -+ x Z/pZ (ou p est un nombre premier).

Le lemme technique suivant nous sera utile par la suite :

Lemme 2.2.15. Soient Ly et Lo deux A-voisins. On pose : M = Ly N Ly, I} = L1/M,
Iy =Ly/M, et R= (L} N L5) /(LN Ly).
Les inclusions de L1, Lo et L% N Lg dans M? induisent l’isomorphisme canonique de

groupes abéliens :
L®L®R~rés M

De plus, l'accouplement Iy x Iy — Q/Z induit par la forme d’enlacement de rés M est
non dégénéré. Pour cette forme, les sous-modules Iy @& I» et R sont orthogonauz, rés M est
canoniquement isomorphe @ H(I1) @ rés Ly (et cet isomorphisme envoie R surrés Ly), et Iy
est un lagrangien de H(Iy) transverse a I et orthogonal d rés L.

Démonstration. voir [18, Ch. III, §1, Proposition 1.1] et [18, Annexe B, §3, proposition 3.1]
selon la parité de n. O

L’utilisation que ’on fera des A-voisins nous impose de prendre un point de vue asy-
métrique : on souhaite déterminer, pour un réseau L fixé, I’ensemble de ses A-voisins. On
rappelle que la notation Cf,(Z/dZ) a été présentée en introduction. En tant que sous-groupes
de O(V), les groupes O(L) et SO(L) agissent naturellement sur ’ensemble C,(Z/dZ) et sur
I’ensemble des A-voisins de L. La proposition suivante nous donne, selon les choix de A, une
paramétrisation des A-voisins d’un réseau L donné :

Proposition 2.2.16. Soit L € L,,.

(1) St A = Z/dZ, alors l’ensemble des A-voisins de L est en bijection naturelle avec
Cr(Z/dZ).

(it) Si A= (Z/pZ)", alors I’ensemble des A-voisins L' de L est en bijection avec ’ensemble
des couples (X,I'), ou X est un espace totalement isotrope de L/pL de dimension r,
et I' un lagrangien de H(L/M) transverse & L/M (avec M l’image réciproque de X+
par L — L/pL, et L' image réciproque de I' par M* — rés M ).

Ces deux bijections sont détaillées dans les propositions-définitions 2.2.18 et 2.2.17 qui
suivent. De plus, elles commutent auz actions naturelles de O(L).

Démonstration. Pour le point (i) : la bijection entre les A-voisins de L et les points de
CL(Z/dZ) est détaillée dans [18, Ch.III, §1]. On montre a la proposition-définition 2.2.18
qu’elle commute bien aux actions de O(L) sur 'ensemble des A-voisins et sur Cp(Z/dZ) (en
donnant explicitement cette bijection).

Pour le point (i7) : on se donne L € L,,, et L' un A-voisin de L, et on se place pour
simplifier dans le cas ou n = 0 mod 8 (les autres cas se traitant de la méme maniere).
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Suivant les notations du lemme 2.2.15, ona R~rés L=0. Onnote M = LNL I =L/M
et I' = L'/M. On pose aussi ¢ : L — L/pL la réduction modulo p dans L. On fait les
constatations suivantes :

— Du fait des inclusions pL' C M C L, le Z/p-espace vectoriel X = ¢(pL’) a bien un sens,
et c’est méme un Z/p-espace vectoriel totalement isotrope de dimension r dans L/pL.
L’isotropie vient du fait que L’ est entier (donc I'image par ¢ de tous les éléments de
pL’ sont isotropes dans L/pL), et la dimension vient des isomorphismes évidents
X ~pl'/(pLNpL') ~ L'/M ~ A (ot le dernier isomorphisme provient du fait que L
et L’ sont des A-voisins).

— Notons que M et X satisfont bien & I’égalité ¢(M) = X+. Comme M = LNL C L'
et que L’ est entier, on déduit que : (Vz € pL')(Vy € M) z -y = 0 mod p, et ainsi
on a déja I'inclusion ¢(M) C X+. L’égalité vient alors de I’égalité des dimensions de
#(M) et de X+ (vus comme Z/p-espaces vectoriels). On a en effet : dimy, /pP(M) =
n —r=dimg/,¢(L) — dimg/, X = dimZ/p(XJ-). L’inclusion pL. C M nous permet de
dire que M est bien I'image réciproque de X+ = ¢(M) par ¢.

— D’aprés le lemme 2.2.15, les Z/p-espaces vectoriels I et I’ sont deux lagrangiens
transverses de rés M ~ H(I). De plus, L’ est entierement déterminé par le choix de M
et de I', puisque L’ est I'image inverse de I’ par application M? — rés M.

D’apres ce qui précede, lapplication L' — (X, I’) est bien définie et est injective (le
réseau L N L' étant I'image inverse de X+ par L — L/pL). Il ne reste qu’a démontrer la
surjectivité de cette application, ce que nous ferons par un argument de cardinalité dans la
démonstration de la proposition-définition 2.2.17.

On vérifiera aussi dans la proposition-définition 2.2.17 que cette bijection commute bien
aux actions de O(L). O

Proposition-Définition 2.2.17 (La création des p,...,p-voisin). Soient L un réseau de
L, et A= (Z/pZ)". Soient X un espace totalement isotrope de L/pL de dimension r, et (x;)
une base de X. On considére une famille (v;), avec v; € L et v; = x; mod pL, qui vérifie :

{vlwvi =0 mod 2p?,

V; - U = 0 mod p? pour i # j.
Alors le réseau L'((v;);) défini par :
M = {v € L|(Vi)v; - v = 0 mod p},
L' ((vi)i) = M + ZZ%,

est un A-voisin de L tel que M = LN L' ((v;);). Le réseau M ne dépend que du choiz de X,
et est égal a Uimage réciproque de X+ par la projection L — L/pL.

De plus, une fois la famille (z;) choisie (et donc une fois le réseau M fixé), l’ensemble
des réseauzr L'((v;);) ainsi obtenus (qui ne dépendent que du choix des relévements (v;))
décrit l’ensemble des A-voisins L' de L tels que LN L' = M.

Le réseau L' ((v;);) sera appelé le p, ..., p-voisin de L associé a la famille (v;).

Démonstration. Montrons d’abord que L’ est un A-voisin de L tel que M = L N L'. Comme
la famille (z;) est Z/p-libre dans L/pL, on déduit déja que M = LN L'. Pour la méme raison,
Iimage par L' — L'/M de la famille (v;/p) est Z/p-libre dans L' /M : par définition de L,
c’est une Z/p-base de L' /M, et on déduit que L'/M ~ A.

Il faut maintenant montrer que L' € L,,, c’est-a-dire que L’ est pair et que det(L) =
det(L’). Le premier point provient des congruences satisfaites par les v; - v; et de la définition
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de M. L’égalité det(L) = det(L’) vient du fait que 1'on a aussi L/M ~ A. En effet, comme
le produit scalaire est non dégénéré dans L/pL, on peut trouver une famille (u;) d’éléments
de L vérifiant :

{ule = 1 mod p,

u; - x; = 0 mod p pour ¢ # j.

L’image de la famille (u;) par L — L/M est une Z/p-base de L/M, et on a bien L/M ~ A.
Ainsi, L et L' sont bien des A-voisins qui vérifient LN L' = M.

Montrons maintenant que tous les A-voisins L’ de L tels que L N L' = M sont obtenus
de cette facon. Cela conclura également la démonstration de la proposition 2.2.16 (ii). Nous
savons déja qu'il y en a au plus autant que de lagrangiens transverses a A dans H(A) : cela
découle en effet de 'injectivité de 'application L’ — (X, I") démontrée ci-dessus. Il suffit
donc de construire autant de tels A-voisins qu’il y a de lagrangiens transverses a A dans
H(A) pour conclure. On rappelle au passage que ces lagrangiens sont en bijection avec les
formes alternées sur A : il y en a donc autant que de matrices antisymétriques a diagonale
nulle de taille r x r & coefficients dans Z/p (puisque A = (Z/pZ)" ici).

Reprenons les notations de la proposition. Soient (v;) et (v;) deux familles avec v;, v, € L
et v; = v} = x; mod pL qui vérifient les congruences :

vi‘vjEvg-v’-EOmodprouriyéj.

{vi-vi:vg-vg20m0d2p2,
j

On pose v} = v; + p - w;, avec w; € L. Les v} vérifient les congruences précédentes si, et
seulement si, les w; vérifient :

{wi'xiEOmodp,

w; - T +w; - x; = 0 mod p pour ¢ # j.

Enfin, les réseaux L'((v;);) et L'((v});) sont égaux si, et seulement si : (Vi) w; € M,
c’est-a-dire si, et seulement si :

(Vi,7) w; - z; = 0 mod p.

Ainsi, la matrice (w; - ; mod p) ; ; est une matrice antisymétrique a diagonale nulle. De
plus, elle est nulle si, et seulement si, les réseaux L'((v;);) et L'((v});) sont égaux.

Il reste donc & montrer que toutes les matrices antisymétriques a diagonale nulle de
taille r x 7 et a coeflicients dans Z/p peuvent étre ainsi obtenues, ce qui vient du fait que le
produit scalaire est non dégénéré dans L/pL. Au final, on déduit qu’il y a exactement autant
de A-voisins L' de L tels que LN L' = M que de lagrangiens de H(A) transverses a A.

De méme que dans la démonstration de la proposition-définition 2.2.18, il est facile de
voir que, pour v € O(L), on a l'égalité : v(L'((v;);)) = L' (7v(v;)i). On en déduit finalement
que la bijection entre les A-voisins de L et les couples de la forme (X, I), ou X est un espace
totalement isotrope de L/pL de dimension 7, et I un lagrangien de H(L/M) (avec M I'image
réciproque de X+ par L — L/pL) commute bien aux actions naturelles de O(L). O

Proposition-Définition 2.2.18 (La création des d-voisins). Soient L un réseau de L, et
d € N*. S§i l'on se donne une droite isotrope x € Cr(Z/dZ), on peut lui associer le module
M, image inverse de x - par I’homomorphisme L — L/dL. Choisissons enfin v € L, dont
limage dans L/dL engendre x, et tel que v-v =0 mod 2d?. Alors le réseau L' () défini par

L’(m):Z-S—l—M
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est un d-voisin de L qui ne dépend que du choix de x.
De plus, Uapplication x — L'(x) est une bijection entre Cp(Z/dZ) et l’ensemble Voisy(L)
des d-voisins de L.

Démonstration. La nature bijective de cette application est développée dans [18, Ch. III, §1,
Propositions 1.4 et 1.5]. Il suffit de vérifier que cette bijection commute aux actions de O(L).
Si l'on se donne v € O(L), alors v conserve I'orthogonalité ainsi que le produit scalaire, et
on a les implications suivantes :

M = at = y(M) = (v(2))",
v-v = 0mod 2d* = v(v) - y(v) = 0 mod 2d?,
(Vpld) v & pL = (Yp|d) »(v) ¢ pL.

Ainsi, on a Dégalité : v(L'(z)) = L' (y(z)). O

L’anneau des opérateurs de Hecke associé aux A-voisins.

On rappelle qu’on désigne ici par A-groupe un A-schéma en groupes affine et de type
fini. On donne ici quelques rappels classiques qui suivent la présentation et les notations de
[18, Ch. IV, §2].

Définition 2.2.19 (L’anneau des opérateurs de Hecke). Soit T' un groupe, et soit X un
I'-ensemble transitif. On définit I'anneau des opérateurs de Hecke de X comme le sous-anneau
H(X) C Endz(Z[X]) des endomorphismes commutant a l’action de T

Définition 2.2.20 (L’anneau de Hecke d’un Z-groupe). Soit G un Z-groupe. Si l’on note P
Uensemble des nombres premiers, on note Z = [l ,ep Zp, et Ay = Q ® Z l'anneau des adeles
finis de Q. On définit alors le G(Ay)-ensemble : R(G) = G(Ay)/G(Z). L’anneav de Hecke
de G est alors défini comme :

H(G) = H(R(G))

ou G(Ay) joue le role de I' dans la définition précédente.

Proposition-Définition 2.2.21. On considére G un Zy-groupe, et on garde les notations
précédentes. Pour p € P, on définit alors le G(Qp)-ensemble : Rp(G) = G(Qp)/G(Zyp). On
pose :

Hy(G) = H(Rp(G))

ot G(Qp) joue le role de I'.

On a un homomorphisme d’anneauz injectif canonique : H,(G) — H(G), et on verra
donc simplement H,(G) comme un sous-ensemble de H(G).

On a alors lisomorphisme suivant :

Q) H,(G) = H(G).

peEP
Démonstration. Voir [18, Ch. IV, §2.5]. O

On s’intéressera aux cas ou G est le Z-groupe O, ou SO,,, définis au paragraphe 2.2.2.
Dans ces cas, les anneaux H(G) sont décrits en détail dans [18, Ch.IV, §2], et on rappelle ici
quelques points importants pour nous.

Fixons G 'un des deux Z-groupes O, ou SO,,. On rappelle que G a été défini au moyen
d’un réseau Ly € L,,. On vérifie facilement que R(G) s’identifie naturellement & 1’ensemble
{LeL,]|LCLy®Q} (voir [18, Ch. IV, §1.2 et 4.4]).
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On montre ensuite que I'application G(R) x R(G) — Ly, (g,L) — ¢g~'L induit une
bijection :
G@Q\ (GR) x R(G)) = Ln,

d’apres [18, Ch. IV, §4.5].
L’action naturelle de H(G) sur Z[R(G)] induit une action naturelle de H(G) sur Z[L,]
(par endomorphismes G(R)-équivariants). Cette action est tres concréte. Par exemple, pour

tout groupe abélien fini A, on dispose d’un opérateur T 4 associé & la notion de A-voisin
(voir [18, Ch.IV, §2.6]) :

Définition 2.2.22 (Les opérateurs de Hecke sur les réseaux). Soit A un groupe abélien fini.
On dispose d’un opérateur de Hecke T4 € H(O,,) associé a A dont laction sur Z[L,] est
définie par :
(VL € L) Ta(L) = > L.
L' A—voisin de L
De plus, inclusion SO,, — O, identifie canoniquement H(O,,) a un sous-anneau de
H(SO,,). L’opérateur T4 défini ci-dessus peut donc aussi étre vu comme un élément de

H(SO,,).

Définition 2.2.23 (Les opérateurs de Hecke sur les formes automorphes). Soit f un élément
de My (SOy,). On peut voir f comme une application Z[L,] — W, donc on peut faire agir
a droite lopérateur de Hecke T o sur f. L’action de T4 est donnée plus précisément par
l’égalité :

(VL € L) Ta(f)(L) = > f(&L.

L’ A—voisin de L

2.3 Détermination d’une formule pour calculer la trace d’un
opérateur de Hecke.

Notre but est de calculer la trace des opérateurs de Hecke T 4 agissant sur ’espace
My (SO,,) des formes automorphes de poids W, ot W est une représentation irréductible
de SO, (R).

2.3.1 La méthode utilisée.

Soient n = 0,+1 mod 8, et W une représentation de SO, (R).

On pose X,, = SO, (R) \ Ly, avec Ly, ..., L des représentants de chaque classe. Si I'on
se donne f € My (SO,,), alors chacun des f(L;) est un élément de W invariant par SO(L;)
(ot SO(L;) = {7y € SO, (R)|yL; = L;}). Pour i = 1,...h, on pose WSO = {y € W|(Vy €
SO(L;)) p(y)(v) = v} lespace des éléments de W stables par l'action de SO(L;). On dispose
d’une application C-linéaire :

h
) N H SO
=1
fo— (FL))ieqr,...ny -
Le lemme suivant est évident :
Lemme 2.3.1. Le morphisme ci-dessus est un isomorphisme.

La formule qui sera notre point de départ est donnée par la proposition suivante :
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Proposition 2.3.2. Soient n > 1, (W, p) une représentation de dimension finie de SO, (R)
sur C, et A un groupe abélien fini. Pour tout i € {1,...,h}, on pose voiss(L;) l’ensemble
des A-voisins de L;, et V; le sous ensemble de voiss(L;) des A-voisins de L; isomorphes d
L;. L’ensemble V; est stable pour laction de SO(L;). On peut donc écrire V; comme réunion
de ses orbites par l'action de SO(L;)

V—HSO g”L—HVJ

JE€Ji jeJ;

ot gi; € SO,(R), et V;; est Uorbite des A-voisins de L; pour Uaction de SO(L;) contenant
GijLi. On a Uégalité :

h
tr (Ta|Mw(SOy,)) = Z (]SO( (Z; Vil - SZO:(L )U" (795 W))) :
JjE YE i

Démonstration. Soit i € {1,...,h}. On choisit une famille v; ;, d’éléments de SO, (R), et a;
une famille d’éléments de {1,...,h} telles que I'on ait I’écriture :

voisa(Li) = {vikLa,, | k€ K},

ou K; est un ensemble quelconque de méme cardinal que voiss(L;). Avec ces notations,
notons que 'on a I'égalité : V; = {’Yz‘,kLai,k. | ke K;etaj, = z}. Si f est dans My (SO,,),

on a alors :

Talf)(Li)= > fL) =D fOik- Lay) = > p(vig) - f(La,,)-

LEVOiSA(Lz‘) keK; keK;
Pour i1,i2 € {1,...,h}, on définit les endomorphismes :
Z p(%l,k) = Uiy ,ip € End(W)
k’EKil
@iy k=12

En particulier, u;, 4, satisfait wu;, ;, (WSO(LZ&)) c WS0Wiz) et on a le diagramme com-

mutatif suivant :

h
My (SOp) —== HWSO(L )

=1

Ta \L(U’Ll,ig)il,iQG{l ,,,,, )

h
M (SO,,) — == HWSO(L
=1

Pour i € {1,...,h}, on définit les projecteurs p; € End(W) par :

pi = |SO() > ply

~ESO(L;)

L’image de p; est WSOWLi) et Ker(p;) en est un supplémentaire dans W.
Dans le calcul de la trace qui nous intéresse, seuls les termes diagonaux (c’est-a-dire les
u; i) interviendront. De plus, ils vérifient les égalités :

{ (i © pi)lysow = tiilysow
(uio pi)|Ker(pi) =0
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Et ainsi :
tr (g i |[WSOED) = tr(uz; 0 pi| W) = tr(p; o uig|W).

D’ou finalement :

h h
tr (T4 Mw(SOy)) = tr ((uh,iz)il,ize{l,...,h}| 11 WSO(Li)) =>tr (U¢,z|WSO(Li))

i=1 =1

h h
= tr(pioui W) => \SO [SO(Z))] Yoo > tr(v-vklW)
i=1

i—1 keK; veSO(L:)
(li’kzl
h
i=1 jed; ~ESO(L;)

La derniére égalité vient de la constatation suivante. Si on se donne j € J;, et L), L} €
Vij tels que Ly = giL; et Ly = goLi, alors on a l'égalité : 3 cqo(r,) tr (v a1|lW) =
> yesowy) tr (v - g2l W).

D’ou finalement le résultat cherché. O

Apres que ce travail a été effectué, Lassina Dembélé nous a fait remarqué qu'une formule
comparable avait déja été obtenue par Neil Dummigan dans article [29].

On peut regarder ce que devient cette formule lorsque A est trivial (c’est-a-dire lorsque
T4 est l'identité). Dans ce cas, pour tout i, on a 1’égalité voisa(L;) = {L;} = Vi, et la
formule précédente devient :

~€SO(L;

h 1
tr(Id|Mw (SO,,)) = Z:Z1 (’SO(LZN Z )tr(’YW))
- zh:dim (WSOED) = dim (M (SOn)),
=1

ou les égalités dim (WSO(Li)) = WILZ-)I > eso(rLy) tr(v[W) sont des résultats classiques.
Lorsque h = 1, c’est-a-dire lorsque n = 7,8,9, on a les corollaires plus simples suivants :

Corollaire 2.3.3. On suppose que X’n est réduit a un élément. Soient (W, p) une représen-
tation de SO,(R) de dimension finie, et Lo un élément de L. Soit (g;) € SOn(R) famille
finie telle que voisa(Lo) = [[SO(Lo) - gj - Lo = [1V;. Alors :

J J

tr (T 4| Mw(SO,)) = ]SO(lLO)|. (Z (’Vj| : Z tr (79j|W)>) .
j )

~¥€SO(Lo

Corollaire 2.3.4. On suppose que )Z'n est réduit a un élément. Soient (W, p) une représen-
tation de SO, (R), q une puissance d’un nombre premier p, A =7/qZ, et Ly un élément de
Ly,. On considére la quadrique projective C = Cr,(Z/qZ). On rappelle qu’il existe une bijec-
tion entre voisa(Lg) et C' qui commute auz actions de SO(Lg) (voir proposition-définition
2.2.18). Pour tout élément x € C, on associe le q-voisin L, (d’aprés la méthode expliquée en
proposition-définition 2.2.18), que U'on écrit Ly = gy - Lo, ot g, € SO,(Q).
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Le groupe spécial orthogonal SO(Lg) agit sur C. On considére Y un systéme de représen-
tants des orbites de C' pour l'action de SO(Lg), et pour y € Y on note Qy lorbite associée.
Alors

tr (Tq| Mw (SOn)) = |SO(1LO)|' (Z Q- > (ngIW)) :

yey ~v€SO(L;)

Les corollaires précédents réduisent le calcul de tr(T | M (SO,,)) aux calculs des quan-
tités suivantes :
— tr(g|W), ou g € SO, (Q) et W une représentation irréductible de SO,,(R), ce qui fait
l’objet du paragraphe 2.3.2.
— les orbites de vois4(L;) pour 'action de SO(L;) (dont il suffit de connaitre un repré-
sentant et le cardinal), ce qui fait I’'objet des chapitres 2.4 et 2.5.

2.3.2 Les poids dominants et la formule des caractéeres de Weyl.

On reprend ici le raisonnement fait dans [16, Ch. 1] pour exprimer la version dégénérée
de la formule des caracteres de Weyl. Rappelons quelques notations utilisées dans cette
référence.

On se donne n > 1 et note G le groupe de Lie semi-simple connexe SO, (R), et g son
algebre de Lie. On pose pour simplifier m = [n/2]. On se place dans I'espace R™ muni de
son produit scalaire usuel, que I’on décompose en somme orthogonale :

m
@ P; si n est pair,

m
@ P; & D si n est impair,
i=1

ou les P; sont des plans deux-a-deux orthogonaux de R fixés, et D est I'unique droite
orthogonale & tous les P; lorsque n est impair.
On définit le tore maximal T' C G comme :

[ {9 € G|(Vi) g(P;) C Pi et det(g|p,) = 1} si n est pair,
| {g € G|(Vi) g(P,) C P, det(g|p,) =1 et det(g|p) = 1} si n est impair,

de telle sorte qu’on a un isomorphisme naturel 7= [, SO(P;). Fixons une fois pour toute
des isomorphismes SO(L;) ~ S!, et donc I'isomorphisme 7" ~ (S')™. On note (t1, ..., t,,) les
éléments de T, pour t; € St

On note @ le systeme de racines de (G, T'), et W son groupe de Weyl. Par définition, ®

est un systeme de racines dans X ® R, ou X désigne le groupe abélien libre des morphismes
continus de groupe 7' — S'. On rappelle que ® est le sous-ensemble de X*(7') constitué des
caractéres non triviaux de T intervenant dans g ®g C. On note de plus ®* C ® un systéme
de racines positives. Selon la parité de n, les ensembles ®, ®* peuvent étre choisis comme
étant les sous-ensemble suivants de R™ (muni de sa base canonique (e;);) :

— sinestpair : ® = {ieiiej}1§i<j§m , 0T = {eiiej}1§i<j§m7 et W =38, X ({:l:l}m)o
(ot Sy, désigne le groupe des permutations d’un ensemble & m éléments, et ({41}™)°
le sous-groupe des éléments (g;) € {£1}™ tels que [[e; =1) ;

— si n est impair : ¢ = {:l:ei}lgigm U {:I:ei + 6j}1§i<j§m , ot = {ei}lgigm @] {61‘ +
ejti<ici<m, €t W = Sp, x {£1}™.

On fixe un produit scalaire (, ) sur X ® R invariant par WW. Un poids dominant de G est

un élément A € X tel que (A, ) > 0 pour tout élément o € ®*. La théorie de Cartan—Weyl
définit une bijection canonique A — V) entre les poids dominants de G et les représentations
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irréductibles de G a isomorphisme pres. Le poids dominant A est appelé le plus haut poids
de V. Si A € X et i € T, on pose t* = \(t).

Enfin, pour t € T, on note M = Cg(t)" la composante neutre du centralisateur de ¢
dans G (en particulier, T est un tore maximal dans M, et ¢ € M). On associe & M les
sous-ensembles de ®T et de W suivants :

ot ={aedt|t* =1},
WM = {w e Ww ! (®],) c &T}.

On note p et pys la demi-somme respectivement des éléments de & et de @L. On définit
enfin pourve X @R

aE‘I)L
On a la proposition suivante d’apres [16, Ch. 1, Proposition 1.9]
Proposition 2.3.5 (Version dégénérée de la formule des caractéres de Weyl). Soient A € X

un poids dominant, t € T et M = Cq(t)°. Alors le caractére de t sur la représentation Vy de
plus haut poids A\ est donné par :

S wewn E(w) - tYOTI=P L Py(w(X+ p) — par)
Hae<1>+\q>j(4(1 -t

XV (t) =

ot e : W — {£1} désigne la signature sur le groupe W.

Pour terminer ce paragraphe, expliquons comment utiliser concretement cette formule
pour Papplication au calcul de la trace de T 4. On rappelle que dans cette formule interviennent
des éléments de la forme vg, € SO,(R), et on doit évaluer la quantité tr(ygy|W).

Au chapitre 2.4, on explique comment déterminer explicitement les vg,. La question est
donc la suivante : si on se donne g € SO, (R), comment trouver ¢t € T' conjugué a g dans
SO, (R).

On calcule le déterminant det(X1Id — g), qui est de la forme :

(X — 12 T[(X — (X — T,
=1

et on pose t = (t1,...,tm) €T.

Si n est impair, g est conjugué a t, et le probléme est résolu : il suffit de déterminer des
t; satisfaisant I’égalité précédente. C’est encore vrai lorsque n est pair et que 'un des t; vaut
+1.

En revanche, dans le cas général, on a seulement que g est conjugué dans SO, (R) & ¢ ou
at=(t1,...,tm—1,tm). On a la relation : tr(¢|W) = tr(¢t|W°), ou la représentation (p¢, W¢)
est définie par (g +— p(cge™!), W), pour ¢ € O,(R) \ SO, (R). En terme de plus hauts poids,
ona : VY=V, oU A= (A1,...,=Am) si A= (A1,..., A\m).

On peut donc calculer pour tout g € SO, (R) la quantité : tr(g|Vy) + tr(g|VY), et donc
tr(Ta|Mw(SO,)) + tr(Ta| My (SOyp)).

Le lemme suivant montre qu’on a 1'égalité : tr(Ta|Mw (SO,,)) = tr(Ta|Mw<(SO,,)), et
donc tr(T 4| M (SO,)) = tr(TA|MW(Son))';tr(TAlMWC(SOn)).

Lemme 2.3.6. Soient s € O,(R) \ SO, (R), et W une représentation de SO, (R). L’ appli-
cation f — (L — f(s(L))) induit une bijection C-linéaire My (SO,,) — Myys(SO,,). Cette

bijection commute da l'opérateur de Hecke T 4 pour tout A.
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Démonstration. Pour simplifier, on note ¢ 1'application définie par ¢(L) = f(s(L)). Pour
tout g € SO,(R), on a :

©(gL) = f(sgL) = f(sgs™' - sL) = p*(g)p(L).

L’application introduite dans le lemme est donc bien une application C-linéaire de My (SO,,)
dans Myys(SO,,). Elle est évidemment bijective, de réciproque f ~ (L — f(s~1L))).

On voit dans la définition des A-voisins que : s (voisa(L)) = voisa (s(L)), ce qui conclut
que 'application précédente commute bien & I'opérateur T 4. O

2.4 Algorithmes de calculs et résultats pour p impair.

Soient L un réseau pair de R", R = R(L) son ensemble de racines, et W son groupe
de Weyl. Pour les réseaux étudiés dans cette partie (a savoir E7, Eg et Eg @ A1), R est un
systéeme de racines qui engendre Z-linéairement le réseau L, et le groupe W est égal au
groupe O(L) (d’apres la proposition 2.2.8). On note W = SO(L) le sous-groupe de W des
éléments de déterminant 1.

On désigne par ¢ la puissance d’un nombre premier p (dont la parité sera précisée lorsque
cela sera nécessaire).

2.4.1 Présentation des algorithmes de calculs.

Les algorithmes que 'on construit ci-dessous ont trois objectifs :
() Donner une description facile & manipuler du groupe de Weyl W.

(i7) Regrouper les orbites de C(Z/qZ) pour l'action du groupe W™, et pour chaque orbite
donner un représentant et le cardinal de 1'orbite.

(7it) Pour chaque représentant d’une orbite trouvée a ’étape (ii), expliciter le g-voisin
associé L' et une transformation g € SO, (R) telle que : L' = g(L).

Les parties (i) et (ii7) sont utilisées aussi bien pour le cas ot p = 2 que pour le cas ou
p est impair. La partie (i) n’est utilisée que pour le cas o p est impair (et on détaille au
chapitre 2.5 le cas ou p = 2).

2.4.2 La création du groupe de Weyl.
Principe utilisé.

On souhaite pouvoir utiliser dans nos algorithmes le groupe de Weyl de R. On cherche
un moyen de parcourir tout le groupe W rapidement et sans avoir a allouer une mémoire
trop conséquente.

On suppose donné I'’ensemble R des racines du réseau L, ainsi qu'un systéme de racines
simples (v1,...,v,). On associe & ces racines simples les réflexions (s, ..., s,), la chambre
de Weyl C dont les murs sont les hyperplans laissés stables par un des s;, p un élément
quelconque de C, et [ : W — N la longueur associée a ces racines simples. Le groupe W est
engendré par les réflexions s;, et on suppose connu le cardinal de W.

On suppose aussi que 'on possede un sous-groupe W’ de W, dont les éléments sont facile
a expliciter, et dont on connailt le cardinal. Pour tout élément w € W, on définit son image
dans le quotient W\ W comme l'ensemble : w = {yow | v € W'}. On suppose qu'il existe
une fonction ®,, suffisamment simple au sens algorithmique, définie sur W et a valeurs dans
un ensemble que l'on précisera, telle que :

Vw1, we € W) wy = w3 < Op(wy) = $p(w2).
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L’algorithme expliqué ci-dessous nous donne un ensemble H,, de représentants du quotient
W'\ W (le cardinal de H,, étant connu, avec : |H,|= |[W|/|W']).

L’objectif final est de pouvoir écrire les éléments de W sous la forme w o h, pour w € W’
et h € Hy,.

Description de ’algorithme

Pour créer notre ensemble H,,, on va construire une suite d’ensembles (S;) avec ) = Sy C
Sy C---C Sy = H,y, avec |S;| =1, et donc r = |H,| = |W|/|W'|. La construction des S; se
fait récursivement. On suppose que l'on a déja construit 'ensemble S; (avec 0 <i <r — 1),
et on parcourt le groupe W en commencant par les éléments de plus petites longueurs. Pour
chaque élément w parcouru par notre algorithme, on regarde son image w € W'\ W :

—siwe {h|heS} (Cest-a-dire si ®,(w) € {®,(h) | h € S}) : on passe & 1'élément

suivant dans W.

—siw ¢ {h|h €S} (cest-a-dire si @, (w) ¢ {®n(h) | h € S}) :onposeSir1 =S U{w}.

On arréte notre algorithme lorsque l'on a construit ’ensemble S, et on pose H,, = 5.
L’ensemble H,, ainsi créé correspond & l’ensemble des représentants de W'\ W de plus
petites longueurs.

Notre seul probleme est donc de parcourir W. Pour cela, on pose pour tout j € N
W; ={w e W | l(w) = j}. On connait déja les ensembles Wy et W (qui correspondent
respectivement a {id} et a {s; | i =1,...,n}). On détermine récursivement tous les ensembles
W; grace a 'application :

Wj x W, — Wj_l U Wj+1

(w,s;) — sjow

dont I'image contient Wj; 1. Pour savoir si I'image d'un élément est bien dans Wj;q, on
utilise le lemme suivant (conséquence immédiate du (ii) de la proposition 2.2.7)

Lemme 2.4.1. Soient j € N, w € Wj eti € {1,...,n}. Alors on a l’équivalence
l(siow)=j+1< (v;-w(p))-(v;-p) >0.

Un élément de W11 peut s’écrire de différentes manieres sous la forme sow (avec s € Wy
et w € Wj). Afin de ne pas parcourir plusieurs fois le méme élément de W;1, on utilise le
corollaire 2.2.6 :

(Vwy, we € Wj)(Vsiy, s, € W1) 8, 0 w1 = 84, 0w & 85, 0wi(p) = S, 0 wa(p).

Concretement, si on écrit les éléments w de W; sous la forme w = s4; 0 -+ 0 54, pour
a=(ai,...,a;) € {1,...,n}7, alors on gardera seulement 1’écriture oll a est le plus petit
pour l'ordre lexicographique.

Afin de ne pas surcharger la mémoire allouée, et de limiter les calculs, on représentera
tout élément w € W; sous la forme d’un couple (a, v), ou a est de forme énoncée ci-dessus,
et v=w(p) € R™

On détaille cette méthode dans le cas de E7 et de Eg pour aider a mieux comprendre.

Le cas de E-.

Dans la description faite de E7 au paragraphe 2.2.1, on constate que ’on a I’inclusion
A7 C E7. Le groupe des permutations Sg agit sur A7 et sur E; par permutation des
coordonnées. On a en fait O(A7) = {£id} x Ss.
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On note W’ = {£id} x Sg = O(A7) C W. L’ensemble W'\ W possede |[W|/(2-8!) = 36
éléments (comme |W|=219.3%.5.7 d’aprés [11, Planche VI] par exemple). Le systéme de
racines simples que 'on choisit est donné par les v; avec :

v =1/2-(-1,1,1,1, - ~1,1)
vy =1/2-(-1,1,1, -1, 1,1,1, 1)
vy =1/2-(1,-1,-1,1, 1,1,1, 1)
vy =1/2-(1,-1,1,-1,1,—-1,-1,1)
vy =1/2-(-1,1,-1,1,1,— 1,1, 1)
v =1/2-(1,1,-1,-1,-1,1,-1,1)
vr=1/2-(-1,-1,1,1,1,1,-1,-1)

L’élément p que l'on fixe est la demi-somme des racines positives associé a ce systeme de
racines simples, et est donné par :

= (29,21,13,5,-3,—-11,—-19,-35).
Il est par exemple facile de vérifier que p est bien un élément de la chambre C| en vérifiant
que le produit scalaire de p avec chacun des v; est strictement positif.
La fonction ®7 que ’on va utiliser est donnée par la proposition-définition évidente
suivante :

Proposition-Définition 2.4.2. Soit E¥ l’ensemble des multi ensembles de R. On définit la
fonction ¢7 : R® — E par :

o7 ((v1y .-y v8)) = {{v1, ... vs}},

ot la notation {{...}} désigne ici un multi ensemble.
Si on se donne vi,vs € R®, on a Uéquivalence :

{w(vy) | we W'} ={wvs) | we W'} & ¢pr(dv1) = ¢r(dve).

Ainsi, la fonction &7 : W — {{e1,ea} | e1,ea € E} donnée par :

O7(w) = {¢7(w(p)), pr(—w(p))}
vérifie I’équivalence :
(le,’wg S W) W), = Wy < <I>7(w1) = (I)7(U)2).

Notons s1,...,s7 les symétries orthogonales associées & vy,...,v7. On note [iy,. .., ;]
I’élément s;; o --- 0 s;; (avec la notation [ ] pour id). Alors notre algorithme donne pour Hy
I’ensemble :

{01: (1], 121, [3], [4], [5] [6], [7], [1, 2], [1, 4], [1, 5], [1, 6], [1, 7], 2, 3], [2, 6], [3, 5], [3, 6], [3, 7], [4, 6],
[4,7),[1,2,6],[1,4,6],[1,4,7],[2,3,6],[3,1,4], [4,2,3], [4,3,5],5,4,6],[1,5,4,6],[3,1,4, 6],
3,1,4,7],[4,2,3,6],[3,1,5,4,6],[5,4,2,3,6],[4,3,1,5,4 6], 2,4,3,1,5,4,6]}

Dans la suite, lorsque ’on utilisera le groupe W (E7), on écrira ses éléments grace a la
bijection :
S x {#id} x H; — W
(o,e,h) +— cocoh.
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Le cas de Es.

Dans la description de Eg faite au paragraphe 2.2.1, on constate que ’on a I’inclusion
Dg C Eg. Le groupe Sg agit sur Dg et sur Eg par permutation des coordonnées. On a :
W(Dg) = Sg ({11}8)0, ol ({il}g)o désigne le groupe de matrices diagonales de Mg(Z)
de déterminant 1.

On note W’ = Sg x ({:tl}s)o = W(Dg) C W. L’ensemble W'\ W possede |[W|/(27-8!) =
135 éléments (comme |[W| = 214.35.52.7 d’aprés [11, Planche VII] par exemple). On pose
enfin W” = Sg x {+1}® = O(Dg) D W'. Le systéme de racines simples que 1’on choisit est
donné par les v; avec :

— les v; pour ¢ =1,...,7 sont les mémes que pour Er,

— le vecteur vg est : (0,0,0,0,0,0,1,1).

L’élément p choisi est encore la demi-somme des racines positives, et est donné par :

2p = (29,25,21,17,13,9,5, —3).

On prendra garde au fait que : W” ¢ W. Si on voit W comme un sous-ensemble de
O(V), alors les groupes W’ et W” ont une action bien définie sur W par composition &
gauche. Le lemme suivant donne la relation entre les orbites pour ces deux actions :

Lemme 2.4.3. Soient w1, we € W. On a l’équivalence :
W’~w1 :W,"LU2<:>W”~IU1 :W”~w2.

Démonstration. On procede directement par équivalences.
Soit d € O(V') dont la matrice est la matrice diagonale ayant —1 comme premier terme,
et 1 partout ailleurs. Alors on a : W” = W' U (W’ d). Ainsi, on déduit :

-1 /

_ wiow, €W
W”‘U)l:W”'UJQ@UJlOUJQlEW”<=> 1 , .
ouwiow, €W -d

Le cas wy ' - w; € W' - d est impossible, car (W' -d) N W = () et on a I'équivalence

cherchée. O

La fonction ®g que 'on va utiliser est donnée par la proposition-définition évidente
suivante :

Proposition-Définition 2.4.4. Soit E l’ensemble des multi ensembles de R. On définit la
fonction ¢g : R® — E par :

s (v, ,08)) = {{of, ..., 03} }.
Si on se donne vi,vy € R®, on a Uégquivalence :
{v(w1) |7 € W' ={v(v2) | v € W'} & ¢s(v1) = ¢s(v2).
Ainsi, la fonction ®g: W — E donnée par :
Og(w) = dg(w(p))
vérifie [’équivalence :

(le,wg S W) Wy = Wy & <I>g(w1) = (I)g<’w2>.
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Avec les mémes notations que pour E7, notre algorithme donne I’ensemble Hg suivant

{01 2], 2], [3], [4], [5], [6], [7], [1, 2], [1, 4], [1, 5], [1, 6], [1, 7], [2, 3], [2, 5], [2, 6], [2, 7], [3, 5], [3, 6], [3, 7], [4, 6],
[4,7],[5,7], 18, 7], [1,2,5], [1, 2, 6], [1, 7], 11,4,6], [1,4,7],[1,5,7], [1,8,7], 2,3, 5, [2, 3, 6], 2,3, 7], 2,5, 7],
2,8,7],[3,1,4],[3,5,7],[3,8,7],4,2,3], [4,2,5], 4, 3,5], [4,8, 7], [5, 4, 6], [5,8, 7], [6, 5, 7], [1, 2, 5, 7],

[6,
1,2,8,7],[1,4,2,5],[1,4, 8, 7],[1,5,4,6],[1,5,8,7],[1,6,577],[2,3,577] 2,3,8,7],]2,5,8,7],[2,6,5,7],
3,1,4,6],[3,1,4,7],[3,5,8,7],[3,6,5,7],[4,2,3,6],[4,2,3,7],[4,2,5,7],[4,3,5,7],[6,5,8,7],[1,2,5,8, 7],
[1,2,6,5,7),[1,4,2,5,7],[1,6,5,8,7],[2,3,5,8,7],[2,3,6,5,7],[2,6,5,8,7],[3,1,4,2,5],[3,1,4, 8,7,
3,1,5,4,6],[3,6,5,8,7],[4,2,3,8,7],[4,2,5,8,7],[4,2,6,5,7),[4,3,5,8,7],[4,3,6,5, 7], [5, 4, 2, 3, 6],
7,6,5,8,7),[1,2,6,5,8,7],[1,4,2,5,8,7],[1,4,2,6,5,7],[1,7,6,5,8,7],[2,3,6,5,8,7],[2,7,6,5,8, 7],
3,1,4,2,5,7],[3,7,6,5,8,7],[4,2,6,5,8,7],[4,3,1,5,4,6], [4,3,6,5,8,7],[5,4,2,6,5,7],[5,4,3,6,5, 7],
[1,2,7,6,5,8,7],[1,4,2,6,5,8,7],[1,5,4,2,6,5,7],[2,3,7,6,5,8,7],[2,4,3,1,5,4,6], [3,1,4,2,5,8,7],
3,1,4,2,6,5,7],[4,2,7,6,5,8,7],[4,3,7,6,5,8,7],[5,4,2,6,5,8,7],[5,4,3,6,5,8,7], [1,4,2,7,6,5,8, 7],
1,5,4,2,6,5,8,7],[3,1,4,2,6,5,8,7],[3,1,5,4,2,6,5,7],[5,4,2,7,6,5,8,7],[5,4,3,7,6,5,8, 7],
[1,5,4,2,7,6,5,8,7],[3,1,4,2,7,6,5,8,7],[3,1,5,4,2,6,5,8,7],[4,3, 1,5,4,2,6,5,7], [6,5,4,2,7,6,5,8, 7],
[6,5,4,3,7,6,5,8,7],[1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],[2,4,3,1,5,4,2,6,5,7],[3,1,5,4,2,7,6,5,8,7],
[4,3,1,5,4,2,6,5,8,7],2,4,3,1,5,4,2,6,5,8,7],[3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],[4,3,1,5,4,2,7,6,5,8, 7],
2,4,3,1,5,4,2,7,6,5,8,7],[4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],2,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8, 7],
[5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],[2,5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],[4,2,5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8, 7],
3,4,2,5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8,7],[1,3,4,2,5,4,3,1,6,5,4,2,7,6,5,8, 7] }.

Dans la suite, lorsque ’on utilisera le groupe W (Eg), on écrira ses éléments grace a la
bijection :
Sg X ({il}s)o X Hg L) w
(0,6,h) +— ocoecoh

2.4.3 La détermination des orbites de C(Z/qZ) par ’action du groupe de
Weyl W et par W™ pour ¢ une puissance de p premier impair.

Méthode utilisée.

On reprend les notations du corollaire 2.3.4. Soient n = 7,8 ou 9, L € L,,, ¢ une puissance
d’un nombre premier p impair, C' = C(Z/qZ), et R 'ensemble des racines de L (qui est un
systéme de racines de R™). On note W le groupe de Weyl de R, et W' un sous-groupe bien
choisi de W (que l'on précisera a chaque cas).

Notre algorithme effectue les étapes suivantes :

Premiére étape : on cherche les orbites de C par I'action de W’. On donne pour chaque
orbite un représentant ainsi que le cardinal de I'orbite.

Deuxiéme étape :on rappelle que I'on connait le sous-ensemble H,, C W des représentants
de W'\ W de plus petites longueurs. On cherche les orbites de C' pour I'action de W en
faisant agir H,, sur les représentants des orbites de C' pour I’action de W’ choisis a la premiere
étape. On donne pour chaque orbite un représentant et son cardinal.

Troisiéme étape : on cherche les orbites de C' pour I'action de WT. Ces orbites sont
obtenues grace aux orbites trouvées a la deuxiéme étape. Par exemple, lorsque n = 7 ou 9,
les orbites de C' pour les actions de W et de W™ sont égales.

On présente en détail ces étapes dans les cas ou n = 7,8,9. Dans ces cas, le réseau L
désignera respectivement les réseaux E7, Eg et Eg @ Aj.

Dans la suite, si on se donne I' un groupe agissant sur un ensemble X, on note pour
x € X Porbite Op(z) de I’élément x sous action de T'.

On fixe enfin p un nombre premier impair, et on note par ¢ une puissance de p.
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Le cas de E7.

Premieére étape

On reprend la définition de E7 donnée au paragraphe 2.2.1.

Le nombre ¢ est impair, donc premier a |E7/A7| = 2. L’inclusion naturelle A; — Er
induit une bijection : A7/qA; = E7/qE7.

D’autre part, la surjection Z8 Z—>xz 7Z est scindée de noyau A7, et on a l'isomorphisme
naturel :

Ar/gAr = {(@1,...,25) € (Z/g) | D i =0}.

Au final, la quadrique Cg,(Z/qZ) s’'identifie a 'ensemble des Z/qg-droites Z/q- (x1, . .., xg)
de (Z/q)® vérifiant : S x; = S 22 = 0.

Par construction, cette identification commute aux actions des groupes orthogonaux
considérés, celle de W' étant particulierement transparente. On a notamment les lemmes
suivants, dont la vérification est évidente :

Lemme 2.4.5. Soit x € Cg,(Z/qZ). Alors lorbite de x par laction de W' posséde un
élément x' = vecty gz (v) pour v € Er, ot v = (v1,...,v8) vérifie :

() vief0...q—1}
(i) w1 <--- < s
(i7i) inf{v; | v; >0} =1

Lemme 2.4.6. Soient x,2’ € Cg.(Z/qZ), et v,v' € (Z/qZ)® des générateurs de x et x'.
Alors x et &’ sont dans la méme orbite de Cg,(Z/qZ) pour laction de W' si, et seulement
st

(Fi € Z/qZ) ¢7(i-v) = ¢ (V')

ol @7 désigne la fonction introduite au paragraphe précédent, et ot on a noté par U l'unique
élément de {%, e Q;21}8 ayant méme image que v par le passage au quotient : 78 —

(Z/qZ)®.

On aura ainsi pour chaque orbite cherchée un représentant. Le cardinal de 'orbite est
donné par le lemme suivant dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme 2.4.7. Soit x € Cg.(Z/qZ) une droite isotrope, et v = (v1,...,vs) un générateur
de x. Alors le cardinal de l'orbite de x par l'action de W' est donné par :
4 (O () "
car w'\x)) = - — — - - .
i €Z/qZ | ¢n(i-v) = ¢r(@} - [T ({5 e{1,...8} | v =2}
1€Z/qZ

Deuxiéme étape

On possede ainsi pour chaque orbite de Cg,(Z/qZ) sous I'action de W’ un représentant
et le cardinal de 'orbite. Il suffit d’utiliser ’ensemble H7 construit au paragraphe 2.4.2 pour
savoir si des orbites différentes pour I'action de W’ sont dans la méme orbite pour I’action
de W. Le lemme suivant se déduit facilement de la définition de I’ensemble H; :

Lemme 2.4.8. Soient x,2' € Cg.(Z/qZ), et v,v' € (Z/qZ)® des générateurs de x et x'.
Alors x et @' sont sur la méme orbite de Cy,(Z/qZ) pour Uaction de W si, et seulement si :

(3i € Z/qZ)(3h € Hr) ¢7(i-v) = dpr(h(v'))

ot les notations sont les mémes qu’aux lemmes précédents.
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Troisieme étape : 1l n’y arien a faire dans la troisiéme étape du fait du lemme suivant

Lemme 2.4.9. Les orbites de Cy.(Z/qZ) pour l'action de W sont exactement celles pour
Uaction de WT.

Démonstration. il suffit de constater que : —1 € W\ W™, et que —1 a une action triviale
sur les éléments de Cg,(Z/qZ). O
Le cas de Eg.

Premiere étape

On reprend la définition de Eg donnée au paragraphe 2.2.1. On fait les mémes constata-
tions que pour le cas de E7 : le point clef est que 'on a I'inclusion naturelle Dg — Eg, et
que le nombre ¢ est premier a |Eg/Dg| = 2. Au final, la quadrique Cgy(Z/qZ) s’identifie &
I'ensemble des Z/g-droites Z/q - (z1,--- ,x3) de (Z/q)®) vérifiant : > 2 = 0.

Par construction, cette identification commute aux actions des groupes orthogonaux
considérés. Cependant, 'action de W’/ = Sg x ({jzl})0 n’est pas agréable. On consideére plutot
le groupe W” = Sg x {£1}%, dont I’action est bien définie. On a notamment les lemmes
suivants, dont la vérification est évidente :

Lemme 2.4.10. Soit © € Cgy(Z/qZ). Alors lorbite de x par laction de W" posséde un
élément x' = vecty 7 (v) pour v € Eg, ot v = (v1,...,vs) vérifie :

(Z) Uie{ov"‘7(q_1)/2}
(’LZ) Ulg"'gvg
(797) inf{v; | v; >0} =1

Pour savoir si deux droites de Cgg(Z/qZ) correspondent & une méme orbite pour 'action
de W”, on utilise le lemme suivant dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme 2.4.11. Soient z,2' € Cgy(Z/qZ), et v,v' € (Z/qZ)® des générateurs de x et '
Alors z et ' sont dans la méme orbite de Cpy(Z/qZ) pour Uaction de W" si, et seulement
st

(Fi € Z/qZ) ¢s(i-v) = ¢s(v')

ot ¢g est la fonction introduite au paragraphe précédent, et ot on a noté par v l'unique élément
de {12;‘1, A (1;—1}8 ayant méme image que v par le passage au quotient : Z8 — (Z/qZ)3.

On aura ainsi pour chaque orbite pour 'action de W/ un représentant. Le cardinal de
l'orbite est donné par le lemme suivant :

Lemme 2.4.12. Soit x € Cgy(Z/qZ) une droite isotrope, et v = (v1,...,v8) un générateur
de x. Alors le cardinal de l'orbite de x par l'action de W' est donné par :

B 98—{7e{1,8} | v;=0}| . g|
G2/ | s = s@) - T (€ (L--8) vy = i3]

1€Z/qZ

card (OWN (x))

Enfin, le lien entre les orbites de Cgg(Z/qZ) pour les actions de W” et de W’ est donné
par le lemme suivant :
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Lemme 2.4.13. On définit la fonction signe, : (Z/qZ)® — {—1,0,1} par :

3
signeq(vl, ey Ug) = H Eiy
i=1

avec :
—1sivie{(¢g+1)/2,...,q—1}.

&, — OSZ'UZ'ZO.

1sivie{l,...,(¢—1)/2}.

Alors siv,v' € (Z/qZ)8 vérifient Oy (v) = Own(v'), on a Uéquivalence :
Ow:(v) = Oy (V') & signe, (v) = signe, (v').

Démonstration. Soient v,v' € (Z/qZ)®. On suppose pour simplifier que les images des
coordonnées de v et de v’ dans {0,...,q — 1}® sont rangées par ordre croissant (ce qui ne
change rien a la généralité du probléme, comme Sg C W' C W").
On constate que la fonction signe, est invariante par l’action de W' ce qui donne déja
I'implication :
Oy (v) = Oy (v') = signe, (v) = signe, (v').

En reprenant I’élément d introduit a la démonstration du lemme 2.4.3, on utilise ’écriture
W" =W"U (W' od) et 'égalité signe,(d(v)) = —signe,(v). On a ainsi deux possibilités :

—siv; =0 :alors on a d(v) = v, donc Own(v) = Oy (v) = Oy (v'), et signe,(v) =
signe, (v') = 0.

— siv; #0 : alors on a signe,(d(v)) # signe,(v). Ainsi on peut écrire I'union disjointe
: Owr(v) = Owr(v) U Oy (d(v)). Comme v € Oy (v), alors on a v/ € Opr(v) ou
Ow(d(v)). Comme la fonction signe, est constante sur les orbites de W', on déduit
que :

O (v) = Oy (V') & v € Oy (v) < signe, (v) = signe, (v').

D’ou le résultat cherché. O

Le lemme suivant se déduit alors facilement :

Lemme 2.4.14. Soit O une orbite de Cyy(Z/qZ) pour laction de W". Alors O correspond
a une ou deux orbites pour l'action de W'.

S’il existe (v1,...,vs) € (Z/qZ)® avec x = vecty 7 (v1, ..., v8) € O tel que signe, (v) =0,
alors O ne correspond qu’a une seule orbite pour l'action de W'.

S’il n’existe pas de tel élément, alors O sera la Téunion de deuz orbites OT et O~ pour
Uaction de W'. Si l’on se donne v = Veth/qZ(vl, ...,v8) € O quelconque, alors O et O~
peuvent étre définies par :

vectz gz (v, ..., v8) € o*
vecty gz (—v1, ..., v8) € 07
card(O") = card(0™) = Carc;(O)

Deuxiéme étape

On possede ainsi pour chaque orbite de Cgg(Z/qZ) sous I'action de W’ un représentant
et le cardinal de 'orbite. Il suffit d’utiliser ’ensemble Hg construit au paragraphe 2.4.2 pour
savoir si des orbites différentes pour I'action de W’ sont dans la méme orbite pour I’action
de W. Le lemme suivant se déduit facilement de la définition de I’ensemble Hg :
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Lemme 2.4.15. Soient z,2' € Cgy(Z/qZ), et v,v' € (Z/qZ)® des générateurs de x et '.
Alors x et &' sont sur la méme orbite de Cry(Z/qZ) pour Uaction de W si, et seulement si :

¢s(i- v) = ¢s(h(v"))

(3i € 2/qZ)(3h € Hs) {signeq@ +v) = signe,(h(v"))

ot les notations sont les mémes qu’auz lemmes précédents.

Troisiéme étape : Les orbites de Cg,(Z/qZ) pour W et pour W sont en général
différentes. Soit 712 € Sg N (W \ W) la transposition qui échange les deux premiéres
coordonnées : 'application définie sur W par composition a gauche par 71 2 est une involution
qui échange W et W\ W. Le lien entre les orbites de Cg,(Z/qZ) pour les actions de W
et de W se comprend par le lemme facile suivant :

Lemme 2.4.16. Soit O une orbite de Cry(Z/qZ) pour laction de W. On pose v =
(v1,...,vs) tel que x = vecty 4z (v) € O.

Alors O correspond d une seule orbite pour l'action de W si, et seulement si, un des
h(v) pour h € Hg posséde deux coordonnées égales ou opposées.

Dans le cas contraire, O est la réunion de deuz orbites O et O~ pour laction de WT.
Les orbites Ot et O~ sont entiérement déterminées par les relations :

VeCtZ/qZ(U1, V... ,218) cO"
VeCtz/qz(’l}Q,vl, ...,u8) €07
card(O") = card(07) = carc;(O)

Le cas de Eg @ A;.

Premiére étape

D’apres la définition introduite au paragraphe 2.2.1, on a A = Z - (1, —1). On identifie
dans la suite A; a Z par 'isomorphisme : (a,—a) € A} — a € Z. On note dans la suite par

(v,w) avec v € Eg et w € Z les éléments de Eg @ A;.
Les résultats pour Eg @ A1 se déduisent directement de ceux de Eg, grace 'isomorphisme

W(Es) x W(A1) ~ W(Eg @ Ay) suivant :

W(Eg)XW(A1) = W(Eg@A1)
(1,72) = (0, w) = (N (v),72(w))).-

La forme bilinéaire symétrique (v, w) - (v, w’) utilisée sur (Es @ A1) x (Eg & Aq) et la
forme quadratique ¢ associée sont données par :

(v,w) - (v, w') = (Z%%) +2-w-w

q(v,w) = % (va) + w?

ol on a pris v = (vy,...,vs) et v/ = (v],...,v}) dans Eg et w,w’ € Z. Notons enfin que
W(A1) = O(A) = {£id}.

On définit les groupes : W' = (Sy x ({£1})") x {id} et W" = (S x {£1}%) x {=1}.
On a les inclusions : W/ Cc W et W Cc W”.

Les lemmes suivants se déduisent directement des résultats obtenus pour Eg et sont donc
évidents :
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Lemme 2.4.17. Soit @ € Cpean, (Z/qZ). Alors Uorbite de x par action de W' posséde un
élément x' = vecty gz (v, w) pour (v,w) € Eg ® A1, ot v = (vy,...,v8) vérifie :

) Uie{oa"-a(q_l)/2}
(i7) we{0,...,(¢g—1)/2}
i) v <o <vg

) inf{vi ‘ (3 >0} =1

Lemme 2.4.18. Soient z,7" € Cg,(Z/qZ), et (v,w), (v, w') € (Z/qZ)® x Z/qZ des généra-
teurs de x et ’. Alors x et x' sont dans la méme orbite de Crgaa, (Z/qZ) pour laction de
W' si, et seulement si :

ps(i-v) = ¢s(v)

(i -w)? = w?

(3i € Z/qZ) {

ou ¢g est la fonction définie au paragraphe précédent, et ot on a noté par T l'unique élément
de {12;‘1, - q;21}8 ayant méme image que v par le passage au quotient : 78 — (Z/qZ)3.

Lemme 2.4.19. Soit v € Cgeaa, (Z/qZ) une droite isotrope, et (v,w) = ((vi,...,v8),w)
un générateur de x. Alors le cardinal de 'orbite de x par 'action de W' est donné par :

caxd (O (x) =
98-1{G€ (1.8} | v;=0}| . g]
i €Z/aZ | 5T o) = os(@)} - I] (€ (L8} [vy =iHD)
28—|{jez{elz,.{q§} | u=0} . g. 9
i € Z/aZ | (@s(T0),0w)?) = (@s(@w)H - T] ({5 € {18} [ o5 = }l)

1€Z/qZ

w=20

stw #0

Le lien entre les orbites de Cryga, (Z/gZ) pour Paction de W” et pour W’ se comprend
exactement comme dans le cas de Eg. On trouve de la méme maniere que pour Eg les lemmes
faciles suivants :

Lemme 2.4.20. Si (v,w), (v',w') € (Z/qZ)® x Z/qZ vérifient Oywn(v,w) = Own(v',w'),
on a l’équivalence :

Ow((v,w)) = O ((v', w')) < signe,(v) = signe, (v').

Lemme 2.4.21. Soit O une orbite de Crgan, (Z/qZ) pour Uaction de W". Alors O corres-
pond da une ou deux orbites pour l'action de W'.

S’il existe v = (v1,...,v8) € (Z/qL)® et w € LZ/qL avec x = vecty (v, w) € O tel que
v1 = 0, alors O ne correspond qu’a une seule orbite pour laction de W’.

S’il n’existe pas de tel élément, alors O sera la réunion de deuz orbites OF et O~ pour
Vaction de W'. On note x = vectg, ((v1,...,v8),w) € O, alors OF et O~ peuvent étre
définies par :

vecty gz (v1, ..., v8) € ot.
vecty gz (—v1,...,v8) € O

card(OT) = card(0™) = car(;(O)'
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Deuxiéme étape

On posseéde ainsi pour chaque orbite de Crgaa, (Z/qZ) sous I'action de W' un représentant
et le cardinal de l'orbite. On utilise la méme méthode que pour Eg pour savoir si des
orbites différentes pour 1’action de W’ correspondent & la méme orbite pour I’action de W.
Concretement, on utilise le lemme suivant qui se déduit immédiatement de la définition de
Hyg

Lemme 2.4.22. Soient x,2' € Cgyaa,(Z/qZ), et (v,w),(v',w') € (Z/qZ)® x Z/qZ des
générateurs de x et x’. Alors x et 2’ sont sur la méme orbite de Cry(Z/qZ) pour action de
W st, et seulement si :

¢s(i-v) = ¢gs(h(v'))
(3i € Z/qZ)(3h € Hg) { (i-w)? = w”?
signe, (i - v) = signe, (h(v"))

ot les notations sont les mémes qu’aux lemmes précédents.

Troisiéme étape : On retrouve la méme situation que pour E7 grace au lemme suivant

Lemme 2.4.23. Les orbites de Crgga, (Z/qZ) pour laction de W sont exactement celles
pour laction de WT.

Démonstration. il suffit de constater que : —1 € W\ W, et que —1 a une action triviale
sur Crgena, (Z/q7Z). O

2.4.4 La détermination d’une transformation de SO, (R) transformant L
en un ¢-voisin donné.

Au paragraphe précédent, on a montré comment trouver, pour chaque orbite de Cr,(Z/qZ)
pour l'action de W' = SO(L), un représentant ainsi que le cardinal de 'orbite. La formule
trouvée au corollaire 2.3.4 fait intervenir, pour chacun des représentants x trouvé au para-
graphe précédent, un élément g, € SO, (Q) tel que le ¢g-voisin L, de L associé & x par la
proposition-définition 2.2.18 s’écrive : L, = g.L.

La méthode qui suit explique comment, a partir d’une droite isotrope = engendrée par
un vecteur v, construire le réseau L, associé (en exhibant une famille génératrice), puis
comment trouver un élément g, € SO, (Q) tel que L, = g, L.

La construction du g-voisin a partir d’une droite isotrope.

On reprend la construction de la proposition-définition 2.2.18. Soient L € L,,, = la droite
isotrope de Cf(Z/qZ) engendrée par le vecteur v € L, et L, le g-voisin de L associé a x
d’apres la proposition-définition 2.2.18. On souhaite déterminer une famille génératrice de
L.

La premiere étape consiste a créer le réseau M que l'on avait défini comme I'image
inverse par ’homomorphisme L — L/qL de xt, ce que I'on décrit dans le lemme suivant :

Lemme 2.4.24. Soient (ay,...,a,) une Z-base de L, et (a7, ...,0,) son image dans L/qL.
Alors le 7./qZ-module x* est libre de rang n — 1. De plus, si l'on se donne ig € {1,...,n}
tel que (oG, - v) € (Z/qZ)*, la famille :

{(ay -v) @G — (i -v) @Gy | 1€ {1,...,n} \io}
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est une base de x-. En tant qu’image inverse de x par la projection L — L/qL, le réseau
M admet pour famille génératrice la famille suivante

{(cviy - v) i — (i - v) @y ]ie{l,...,n}\io}U{q a; |ie{l,...,n}}.

Démonstration. le rang de x' et 'existence de I'indice iy sont assurés par la non dégénéres-
cence du produit scalaire sur L. Le reste est évident. O

Il est alors facile d’exhiber une famille génératrice de L, a partir de la famille génératrice
de M précédente. Concretement, on a la proposition suivante :

Proposition 2.4.25. On reprend les mémes notations que précédemment. Le réseau L,
possede une famille Z-génératrice a 2n éléments, a savoir :

{(ajy - v) i — (- v) gy | P €{1,...,n} \io}
} 1 Vv
Uf{qa;|ie {1,...,n}}U{q <v—2 m aio)},
ot m est un entier tel que m (v-ay,) =1 mod q (qui existe bien comme (oG, -v) € (Z/qZ)*).
Démonstration. On reprend la construction faite a la proposition-définition 2.2.18. Le réseau

L, est donné par :
/

v
L,=M+7Z —,
q
v
otv =v— 5 M %, et igp et m sont définis au-dessus. Comme v est isotrope, alors v et
v’ ont bien méme image dans L/qL, et v’ vérifie (v - v') = 0 mod 2¢%. O

Détermination d’une transformation entre L et L,.

On suppose que n < 9. En particulier, on a les deux propriétés suivantes :

— deux réseaux L, L’ € L, sont nécessairement isomorphes ;

— soit {a1,...,a,} un systéme de racines simples de L € £,, : c’est une Z-base de L.
De ces deux constatations, on déduit le lemme facile suivant

Lemme 2.4.26. Soient n < 9, et L,L' € L, deuz réseaux. On note {ay,...,an} un

systéme de racines simples de L, et {B1,...,Bn} un systéme de racines simples de L'. Ce

sont respectivement des bases de L et L'. On suppose que les o; et les B sont numérotés de

maniére ¢ donner le méme diagramme de Dynkin, c’est-d-dire que les matrices (o - aj); j et

(Bi - Bj)ij sont égales (ce qui est bien possible comme les réseaux L et L' sont isomorphes).
Alors 'unique application linéaire g donnée par :

g:L — L
a; = B

est un élément de O, (R) tel que g(L) = L'.
De plus, si g ¢ SO, (R), alors ¢ = go sqa, € SOL(R) et vérifie L' = ¢'(L).

On souhaite construire un élément g € SO, (R) tel que L, = g(L) (ou L, est le g-voisin
de L associé a I'élément x € C(Z/qZ) d’apres la proposition-définition 2.2.18). Grace a
I’étude faite au paragraphe précédent, on possede déja une famille génératrice pour L.
D’apres le lemme précédent, il suffit de déterminer un systéme de racines simples pour L,
puis de I'ordonner correctement, et enfin de créer la transformation g associée. L’algorithme
qui fait cela se fait selon les étapes suivantes :
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Premiére étape : a l'aide d’une famille Z-génératrice de L, (par exemple celle trouvée au
paragraphe précédent), on trouve une Z-base de L, grace a la fonction ¢flll de PARI qui
repose sur 'algorithme LLL. Comme nous ’a fait remarqué un rapporteur, on pourrait aussi
utiliser une forme normale de Hermite.

Deuxiéme étape : la forme bilinéaire sur L, est entierement déterminée par sa valeur sur
la base trouvée a la premiere étape. On en déduit I’ensemble des racines de L. La fonction
qfminim de Pari-GP nous donne directement un ensemble R de racines positives.
Troisieme étape : en posant p = (1/2)-3 3.+ 3, on déduit le systeme de racines simples
{B1,...,0n} associé a la chambre de Weyl contenant p.

Quatriéme étape : on réordonne ensuite les indices des §; pour qu’ils donnent le méme
diagramme de Dynkin que les a; (ot les «; sont un systéme de racines simples de L, ordonnées
comme dans [11, Planches VI et VII] par exemple).

Cinquiéme étape : on construit 'application g définie au lemme précédent.

Seules les quatrieme et cinquieme étapes different selon les réseaux considérés. On les
détaille ci-dessous dans le cas ou L = E7 :

L’exemple de E;

On reprend les notations des paragraphes 2.2.1 et 2.4.2. On pose o; = v; pour i = 1,...,7
(qui est bien un systéme de racines simples de E7). Le diagramme de Dynkin et la matrice
de Gram associés sont donnés par :

©

o O O o O

NN NN 0 -1 -1 2 -1
o o0 o0 -1 2 -1
o o o o0 -1 2 -1
o o0 o0 O 0 -1 2
Donnons-nous un systéme de racines simples {51, ..., 7} de L, (celui qu’on a trouvé
a la troisieme étape grace a Pari-GP). On pose B = (b; ;) = (8; - 8;) la matrice de Gram
associée. On explique ci-dessous comment trouver les entier iq,...,77 tels que :

(@) {i1,... iz} ={1,..., 7}
(1) les matrices B' = (3, - Bi,n )im €t A = (ay - ) 1,m sont égales.

Et une telle numérotation est unique.
On procede comme suit :

— D’entier i4 est I'indice de I'unique ligne de B dont la somme des coefficients est —1.
— on définit les ensembles Iy, s, I3, Iy C {1,...,7} par :

Ilz{jE{l,...,7} | b’i4,j:_]—}7
L={je{l,...;7} [ ) by =1},
I={je{l,...;7} | ) bi; =0},

I4 = {j € {17 .. 77} | (ElZ S Il)bz,] = —1}
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— d’aprés la numérotation du diagramme de Dynkin de E7, on a les égalités :
{ia,i3,i5} = I,
{ir,dg,i7} = Iy,
{is, 15,46} = I3,
{i1,14,16} = I4.
— dans un premier temps, on déduit : i1 = Io N1y, io =11 NI et ig = I3 N I4.

— on déduit ensuite : iy = Is \ {i1,i2}.
— enfin on trouve i3 = {j € {1,...,7} | b;, j = —1}, et i5 est le dernier indice restant.

2.5 L’étude de T4 pour A un 2-groupe.

Dans cette partie, on considére A un 2-groupe de la forme A = (Z/27)" (avec i < n/2) ou
A =7/47. Soient n ="7,8 ou 9, et L € L,,. On note R = R(L) l'ensemble des racines de L,
W son groupe de Weyl, et W* = SO(L) le sous-groupe de W des éléments de déterminant
1. On souhaite déterminer les orbites de A-voisins du réseau L sous 'action du groupe W+.
Une particularité du cas p = 2 repose sur le lemme suivant :

Lemme 2.5.1. Soit L un réseau du type E7 ou Eg. On pose § la forme quadratique obtenue
a partir de q par passage au quotient dans L/2L. L’homomorphisme naturel suivant :

W — O(q) = O(L/2L)
est surjectif.

Démonstration. Voir [11, Ch.VI, §4, Exercices 1 et 3]. O

2.5.1 Détermination des orbites de A-voisins pour les actions des groupes
W et Wt.

Les orbites des 2-voisins et des 4-voisins pour I’action de W ™.

D’apres la proposition 2.2.16 et la proposition-définition 2.2.18, les orbites des 2-voisins
ou des 4-voisins pour 'action de W™ se comprennent par I’étude des orbites des droites
isotropes de L/2L ou de L/4L pour l'action de WT.

Les orbites de droites isotropes de L/2L pour l'action de W sont expliquées par les
corollaires suivants du lemme 2.5.1

Corollaire 2.5.2. Soit L le réseau E7 ou Eg, et W son groupe de Weyl. Soit ¢ la forme
quadratique obtenue a partir de q par passage au quotient dans L/2L. Alors L @ Fo — {0} ne
posséde que deuz orbites pour Uaction de W+, a savoir : G 1(0) — {0} et g~1(1).

Démonstration. Découle du lemme 2.5.1 et du théoreme de Witt. En effet, si on se donne
deux éléments non nuls u,v € L ® Fy avec G(u) = ¢(v), le théoreme de Witt nous donne un
élément s € O(q) tel que s(u) = v. Et un tel élément s provient d'un élément w € W d’apres
le lemme 2.5.1. Ainsi, L ® F; — {0} ne posséde que deux orbites pour 'action de W, & savoir
£ q1(0) — {0} et g 1(1).

Siue ¢ t(0)— {0} ousiueg'(l),on peut toujours trouver un vecteur v’ € L laissé
stable par un élément o € W \ W, dont I'image par L — L/2L est u. Par exemple, si
o désigne la permutation des deux derniéres coordonnées dans R®, on peut voir que les
vecteurs v’ = (1,-1,0,...,0) et «/(1,1,—1,—1,0,...,0) conviennent. Ainsi, les orbites de
L ® Fy — {0} pour les actions de W et de W coincident. D’ou le résultat. O
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Les corollaires suivants se déduisent du fait que les 2-voisins du réseau L sont en bijection
avec les éléments de Cp(Z/2Z), et que cette bijection commute aux actions de W+

Corollaire 2.5.3. Soient L = E; ou Eg, W son groupe de Weyl, et W = SO(L). Le groupe
W agit transitivement sur Cr,(F2) ainsi que sur ’ensemble des 2-voisins de L.

Corollaire 2.5.4. Soient L = Eg ® Ay, W son groupe de Weyl, et W+ = SO(L). Notons
q1 et qa les formes quadratiques associées a la projection de L sur Eg et Ay respectivement.
Alors CL(Fs) posséde exactement deux orbites sous l'action de W™, qui sont :

(47 (0) = {0}) x {0}
(ar' () x (a2 (D))

Il y a donc deuz orbites de 2-voisins de L sous l'action de W, qui sont associées auz
deuz orbites de Cp(F2) par la bijection de la proposition-définition 2.2.18.

De méme, nous allons voir que, pour L = E7 ou L = Eg, le groupe W1 = SO(L) agit
transitivement sur Cr,(Z/47), et donc sur 'ensemble des 4-voisins de L.
Pour cela, posons X = {x € E7\ 2E7 | (z - z) = 8}. On a les lemmes suivants :

Lemme 2.5.5. On a les propriétés suivantes :
(i) |X| =4032=2-2°.63.

(i1) Uaction de W sur X est transitive.

Démonstration. Le point (7) se vérifie facilement a la main, car il est élémentaire d’énumérer
tous les éléments de X. On pourrait aussi utiliser un argument de série théta, en utilisant le
développement suivant :

Or,(q) =14 126 - ¢+ 756 - ¢ + 2072 - ¢ + 4158 - ¢* + 7560 - ¢° + .. ..

Pour le (i), on utilise la description faite de W au paragraphe 2.4.2. Il est alors facile de
vérifier qu’il n’y a qu’une seule orbite d’éléments de X pour 'action de W. Comme le vecteur
(2,1,—-1,-1,-1,0,0,0) € X est invariant par la permutation o € W \ W+ qui échange les
deux derniéres coordonnées, on déduit qu’il n’y a qu’une seule orbite d’éléments de X pour
laction de WT. O

On veut montrer que toute droite de la quadrique Cg,(Z/4Z) est engendrée par un
vecteur de X, ce qui découle du lemme suivant :

Lemme 2.5.6. L’application de réduction modulo 4 : X — E7/4E7 est injective. De plus,
elle induit une bijection :

{{z, 2} |z e X} — Cg,(Z/47).
{z,—x} = vectyz(z).

Démonstration. Montrons d’abord l'injectivité de 'application de réduction modulo 4
X — E7/4E7. Soient x € X, et u non nul dans E7 tels que (x — 4 -u) € X. En particulier,
on a les égalités : (r —4u) - (r —4u) =8 et x - x = 8, donc 4u - u =z - u.

Le théoréme de Cauchy-Schwarz nous dit que : 4(u-u)? < 8(u-u), puis u-u < 2. Comme
u € E7 et que u # 0, on déduit que u - u = 2. Ainsi, toutes les inégalités précédentes sont des
égalités, et les vecteurs = et u sont R-proportionnels. En cherchant = de la forme X - u pour
A € R, on trouve facilement que x = 2u, ce qui est impossible par définition de X. D’ou
I'injectivité cherchée.
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Il reste a déterminer le caractere bijectif de 'application {z, —x} + vecty 4z (7). Cette
application est déja injective d’apres le premier point du lemme. Pour voir qu’elle est
surjective, il suffit de voir que |X| = 2 - |Cg,(Z/4Z)|. C’est un exercice de vérifier que
|Cg, (Z/AZ)| = 2° - |Cg, (Z/27)| = 25 - (26 — 1) = 2° - 63. O

Corollaire 2.5.7. L’action naturelle du groupe W+ = SO(E7) sur l’ensemble des 4-voisins
de E7 est transitive.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des lemmes précédents. On sait déja que
W™ agit transitivement sur ’ensemble X, et on voit facilement que la bijection {z, —z}
vect z/47(x) commute avec les actions de W sur X et sur Cg,(Z/4Z). Ainsi, W agit
transitivement sur Cg,(Z/47Z), donc sur ensemble des 4-voisins de E7. O

La méme méthode s’applique a 1’étude des 4-voisins de Eg. On se contente d’exposer les
résultats analogues au cas de Er, en laissant les démonstrations au lecteur.
Posons Y = {y € Eg \ 2Eg | (v - y) = 8}. On a les lemmes suivants :

Lemme 2.5.8. On a les propriétés suivantes :
(i) |Y|=17280 =2-2.135.

(i1) Uaction de W surY est transitive.

Lemme 2.5.9. L’application de réduction modulo 4 :Y — Eg/4Es est injective. De plus,
elle induit une bijection :

Hy,—y} lyeY} — Cg(Z/4Z).
{y,—y} = vectyz(y).

Corollaire 2.5.10. L’action naturelle du groupe W+ = SO(Eg) sur l’ensemble des 4-voisins
de Eg est transitive.

Les orbites des 2, ...,2-voisins pour ’action de W ™.

Dans cette partie, on ne consideére que les cas ot L = E7 ou L = Eg. On pose A = (Z/27Z)",
et on s’intéresse aux A-voisins de L. Notre but est d’étudier les orbites de A-voisins de L
pour laction de W+ = SO(L), ce qui repose sur les lemmes suivants :

Lemme 2.5.11. Soient n =7 ou 8, et 1 < i < n/2. A isomorphisme prés, il existe un
unique réseau M C R™ pair et tel que

vés M~ H ((2/22)') @1és Lo,
ot Ly est un élément quelconque de L.

Démonstration. Soient I, I' deux espaces isotropes isomorphes & (Z/27Z)* et en somme directe
dans rés M (qui existent bien par hypothese). Considérons L et L' les images réciproques
respectives de I et I’ par Iapplication naturelle M* — rés M : ce sont deux éléments de
L, qui sont des (Z/2Z)*voisins.

A isométrie pres, £, ne posséde qu'un seul élément, et on peut donc supposer que L = E7
ou L = Eg (selon le choix de n). D’apres la proposition 2.2.16, M est I'image réciproque via
lapplication naturelle L — L/2L de 'orthogonal d’un sous-espace isotrope de dimension i.
Comme O(L) permute transitivement ces sous-espaces (par le théoreme de Witt et le lemme
2.5.1), M est bien unique & isomorphisme pres.

Il reste & montrer 'existence de tels réseaux M : celle-ci est claire grace a I'existence de
(Z/27)*-voisins. On donnera dans la suite des exemples de M satisfaisant les propriétés de
I’énoncé du lemme. O
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Lemme 2.5.12. Soient n, i et M comme dans le lemme 2.5.11. Alors le groupe O(M) agit
transitivement sur l’ensemble des couples (I, 1), ot I et I' sont des sous-espaces isotropes
de dimension i en somme directe dans rés M.

Démonstration. On procede cas par cas. Comme le réseau M est unique a isomorphisme
pres, on comprend qu’il suffit de montrer le lemme pour les différentes valeurs possibles pour
i et n, mais & chaque fois pour un seul réseau M tel que rés M ~ H ((Z/2Z)") + rés L.

Démonstration du cas n =7 et i = 1. Posons M = A; @ Dg (d’apres les notations du pa-
ragraphe 2.2.1). Notons ¢ = (1/2,—-1/2) € A%, qui est un générateur de Aﬁl/Al, et
et = (£1/2,1/2,...,1/2) € Dg qui engendrent Dg/DG. On a les égalités :

rés M =7/27e ® Z/2Ze" © Z/2Ze™
= (Z/22(c + ) ® Z/2L(c + 7)) O Z/2Z(c + €* + )
~H(Z/2Z) & rés Br.

Il existe seulement deux droites isotropes de dimension 1 et elles sont en somme directe
dans rés M. Ce sont les droites engendrées par € +e™ et par e +e™.

Soit o € O(Dg) la symétrie orthogonale par rapport au vecteur (1,0,...,0) : elle échange
et et €. L’élément id @ o est donc un élément de O(M) qui échange les droites engendrées
par e + et et e + e~ :le groupe O(M) agit transitivement sur ’ensemble des couples de
droites isotropes en somme directe dans rés M. O

Démonstration du casn =T et i = 2. Posons M = (A1)? ® Dy (d’apres les notations du
paragraphe 2.2.1). Notons ¢ = (1/2,-1/2) € A%, qui est un générateur du k-éme terme
Ag/Al apparaissant dans écriture de rés M, et e* = (£1/2,1/2,1/2,1/2) € D! qui
engendrent Di /Dy. Enfin, on note P le plan (F3)? muni de la forme quadratique (z,y)
(1/2)(2% + 2y + y?) & valeurs dans Q/Z. On a les égalités :

rés M =7./27e1 ® 7)2%es © L)27e3 O L.)27e™ © Z)27e™
= (2/22e* © 2)22e™ ) © (Z/2L(er + £2) © Z/2L(e1 + £3)) © Z/2L(e1 + €2 + &3)
~P ® P @rés By > H ((2/22)*) @ 1és Br.

Seule la derniére égalité n’est pas évidente : elle provient de [18, Ch. II, Proposition 2.1].
11 suffit de constater que le sous-ensemble {z @z | x € P} C P & P est un lagrangien de
P & P, et on a donc un isomorphisme P & P ~ H ((Z/2Z)?).

Reste donc a comprendre Paction de O(M) sur les couples de plans isotropes de rés M.
Pour cela, il suffit d’utiliser 'inclusion : S3 x S € O(M), ou le premier S agit par
permutation des g;, et ou le second Ss agit par permutation des vecteurs non-nuls de
rés Dy ~ P. On remarque que le groupe O(P) agit par permutation des vecteurs non-nuls
de P : fixons pour la suite un isomorphisme ¢ : S3 ~ O(P) (ce qui revient a fixer une
numérotation des vecteurs non-nuls de P). L’inclusion S3 x S3 € O(M) induit I'inclusion
O(P) x O(P) C O(M).

Les plans isotropes de rés M sont obtenus a partir des plans isotropes de P & P. Si I'on
se donne I un tel plan, comme P ne contient pas d’élément isotrope non nul, on a les égalités
:IN(P&{0}) =In ({0} & P)={0}. La dimension de I impose qu’il existe un unique
élément o de Sz tel que : I = {u+ ¢(o)(u) € P@ P | u € P}. Ceci montre déja que O(M)
agit transitivement sur les plans isotropes de rés M.

Soient I et I' deux plans isotropes en somme directe dans rés M. Quitte & faire agir
un élément de O(M ) bien choisi, on peut supposer que I = {u+u € P& P | u € P}. Les
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espaces I et I’ sont en somme directe si, et seulement si, I’élément o € S3 associé & I’ ne
fixe aucun point (c’est-a-dire que c¢’est un 3-cycle).

Notons o1 = (123) et o2 = (132) les deux 3-cycles de Ss, et notons I7, I3 les plans isotropes
associés. Soient 7 € Sz la transposition (23), et T =7 x 7 € S3 x S C O(M). L’action de 7
sur P @ P C rés M a bien un sens, en considérant 1’élément ¢(7) x ¢(7) € O(P) x O(P).
De plus, cette action échange I et Iy, et laisse stable I. Ainsi, le groupe O(M) agit bien
transitivement sur les couples de plans isotropes de rés M. O

Démonstration du casn =T et i = 3. Posons M = (A;)" (d’aprés les notations du para-
graphe 2.2.1). Notons ¢ = (1/2,—-1/2) € Ag, qui est un générateur du k-eéme terme AQ/Al
apparaissant dans I’écriture de rés M. On a les égalités :

rés M = gBZ/QZsk = (é Z7)27(e1 + 5k)> DZL/27 <z7: 5k>
k=1

k=1 k=2
~ H ((2/22)°) ®rés Er

Comme dans le cas précédent, la derniere égalité provient de [18, Ch. II, Proposition 2.1]
: il suffit de constater que I'espace Iy engendré par les vecteurs €1 +¢eo+¢e3+€4,61+62+65+¢¢
et €1 + €3 4 €5 + 7 est un lagrangien de @1_, Z/27(e1 + &)

Par définition de M, on a : O(M) = S; x {+1}7, ou {£1}7 agit sur chaque A; par
e — tep (et a donc une action triviale sur rés M), tandis que S7 agit par permutation des
ek. On déduit déja que Paction de O(M) sur rés E; C rés M est triviale. La compréhension
des espaces isotropes de dimension 3 de rés M se déduit de la compréhension des lagrangiens
de H ((Z/2Z)3) donnée par le lemme suivant :

Lemme 2.5.13. Soit ¢ l'application définie sur S7 par :
qb : 57 — B]
o (VeCtz/Qz(Ul,’UQ,’Ug),(Ul,vg,vg))

ot By est l’ensemble des couples (I,b), ou I est un lagrangiens de H ((Z/27)3), b est une
base de I, et ou les vecteurs vy, vq,v3 sont donnés par :

V1 = E5(1) T E€(2) T E5(3) T Eo(a)

V2 = E5(1) T E€g(2) T E0(5) T Eo(6) -

V3 = E5(1) T E€(3) T Ea(5) T Eo(7)

Alors ¢ est une bijection.

Démonstration du lemme. 1l est immédiat que ¢ est bien a valeurs dans By. Il suffit en effet
de voir que les vecteurs v1, v9,v3 sont isotropes, orthogonaux, et forment une famille libre.

Réciproquement, donnons-nous (v, v2,v3) une base d’un lagrangien I. Pour simplifier,
on note I; les sous-ensembles de {1,...,7} tels que : v; =} ;. €;. Les I; sont deux-a-deux
distincts. Comme [ est un lagrangien, on a en particulier que :

(Vie{1,2,3}) |I;] =0 mod 4,

(Vi,7€{1,2,3}) [I;NI;| =0 mod 2.

Comme les I; sont des sous-ensembles de {1,...,7}, les congruences ci-dessus donnent
les égalités :
(Vie{1,2,3}) |;| =4,
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(Vi#je{1,2,3}) |[LNI] =2

Il est alors facile de voir que I'on a I’égalité :
|Il NIl N 13| =1.
En effet, les seules autres valeurs possibles sont 0 ou 2. Mais ces deux cas sont impossibles

—si [[; NIy N I3 =0 : alors on voit facilement que Is = I1 U I \ 11 N Ig, ce qui veut
dire que : v3 = v1 + v9, ce qui contredit que (v1,va, v3) forme une base de I.

—si|[[NIoNI3] =2 alors 1 NIy = IoN 13 = 13N 1 = J, et les ensembles [; \ J
formeraient trois ensembles disjoints a deux éléments de {1,...,7}\ J, qui ne possede
que 5 éléments, ce qui est impossible.

On peut ainsi définir une permutation o € S7 avec :

{c()} =L NLNIs,

{o(2)} = LN\ {o(1)},
{o@)} =LnIz\{o(1)},
{o(4)} =1 \{0(1),0(2),0(3)},
{o(5)} =LnI3\{c(1)},
{o0(6)} = 12\ {o(1),0(2),0(5)},
{o(7)} =13\ {0(1),0(3),0(5)}.
On vérifie facilement que pour notre élément o défini ci-dessus on a : ¢(o) =

(I, (v1,v2,v3)). L’application ¢ est une bijection, et sa réciproque est donnée par le processus
précédent qui nous a permis de trouver o. O

Revenons a la démonstration du lemme 2.5.12 dans le cas n = 7 et ¢ = 3. Soit [
un espace isotrope de dimension 3 de rés M : on peut le voir comme un lagrangien de
Do Z)2L(e1+er) ~ H ((Z/2Z)%), et d’apres le lemme précédent il existe un élément o € Sy
associé a une de ses bases. Il est facile de voir que I = o(Ip) (avec l'inclusion S; C O(M)),
donc O(M) agit transitivement sur I'ensemble des espaces isotropes de dimension 3 de rés M.

On souhaite vérifier que O(M ) agit bien transitivement sur les couples d’espaces isotropes
de dimension 3 en somme directe dans rés M. Soit (I, J) un tel couple. On peut supposer que
I = Iy (comme O(M) agit transitivement sur les espaces isotropes de dimension 3 de rés M).
L’espace isotrope Jy associé par ¢ au 4-cycle o = (4576) est bien en somme directe avec Ij.
Soit S le sous-groupe des éléments de S; qui préserve I : pour montrer notre résultat, il
suffit de vérifier que J est de la forme s(Jy) pour s € S. On vérifie facilement & la main qu’il
existe 8 éléments de la forme s(Jp), c’est-a-dire autant que d’espaces isotropes de dimension
3 en somme directe avec Iy dans rés M, d’ou le résultat. O

Démonstration du cas n = 8. On se contente de donner les réseaux M qui conviennent selon
les valeurs de I. On laisse au lecteur la vérification du lemme 2.5.12 dans ces cas (les méthodes
nécessaires ayant déja été utilisées et détaillées dans le cas n = 7). Pour i = 1,2, 3,4, des
réseaux M qui vérifient les conditions du lemme 2.5.11 sont respectivement : Dg, D4 & Dy,

V2D et 2EL. O
O

On déduit des lemmes 2.5.11 et 2.5.12 la proposition suivante :
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Proposition 2.5.14. Soient 1 < i < 3 et A = (Z/2Z)". Pour L = E; ou Es, le groupe
SO(L) agit transitivement sur l’ensemble des A-voisins de L.

Pour L = Eg, il y a deuz orbites de 2,2,2,2-voisins de L pour Uaction de SO(L), et une
seule pour laction de O(L).

Démonstration. Soient L et A comme dans I’énoncé de la proposition. D’apres la proposition
2.2.16, les orbites de A-voisins de L pour l'action de SO(L) sont en bijection avec les orbites
de couples de la forme (X, I), ou X est un espace totalement isotrope de L/pL de dimension
i, et I est un lagrangien de H(L/M) (avec M l'image réciproque de X+ par L — L/pL)
transverse a L /M.

Le théoreme de Witt nous dit déja que O(L) agit transitivement sur les espaces isotropes
X de dimension ¢ de L/pL. Les lemmes 2.5.11 et 2.5.12 nous disent que, une fois X fixé
(et donc une fois le réseau M fixé), le groupe O(L) agit transitivement sur l’ensemble des
espaces isotropes de dimension ¢ en somme directe avec L/M dans rés M. Ainsi, le groupe
O(L) agit transitivement sur ’ensemble des A-voisins de L.

Pour passer aux orbites pour I'action de SO(L), on a deux cas a traiter :

— sii <3 :alors il est facile de trouver pour un couple (X, I) de la forme précédente un

élément o € O(L)\ SO(L) tel que o(X,I) = (X, I). Par exemple, pour L = Ev, il suffit

de prendre o = —id. On déduit dans ce cas que le groupe SO(L) agit transitivement
sur I’ensemble des couples (X, I) de la forme précédente, et donc sur I’ensemble des
A-voisins.

— sii =4 (et donc L = Eg) : il existe exactement deux orbites d’espaces isotropes de
dimension 4 dans Eg/2Eg. Ainsi, il y a exactement deux orbites de couples (X, I) de
la forme précédente pour l'action de SO(Eg). Il y a donc exactement deux orbites
de 2,2,2,2-voisins de Eg pour l'action de SO(Eg). En particulier, si on se donne
o € O(Eg) \ SO(Eg) et L un 2,2,2,2-voisin de Eg, alors les réseaux L et o(L) sont des
2,2,2, 2-voisins de Eg dans des orbites différentes pour l'action de SO(Eg).

O

2.5.2 La création de A-voisins dans des cas particuliers.

Les calculs de la trace de T4 (pour A de la forme (Z/27)° ou Z/47) sont ainsi faciles &
réaliser dans les cas précédents : comme on connalt bien les orbites, il suffit de chercher un
voisin correspondant & chacune des orbites (c’est-a-dire au plus deux voisins), et de prendre
en considération le cardinal de chaque orbite ensuite.

Une autre subtilité du cas ou L = E7, Eg ou Eg @& A; est que tout élément isotrope
x € L/2L posséde un relevement v € L tel que v - v = 4.

On détaille dans la suite des cas particuliers ou il est facile de construire une transforma-
tions o € O, (Q) qui transforme L en un de ses A-voisin. Dans les cas étudiés, chaque orbite
de A-voisin de L pour I'action de SO(L) posséde un élément de la forme o(L) pour de tels
éléments o.

Lemme 2.5.15 (Création d'un 2-voisin). Soit z € L tel que x -z = 4. On définit la symétrie

o € 0,(Q) par :
aly) =y - (xéy)

Alors (L) est un 2-voisin de L. C’est méme le 2-voisin associé a la droite isotrope
vect(z) C L/2L.

x.

Démonstration. Posons L' = o(L). On a alors :
pnr={yeL|o 'y eL}={yeL|olyecL}
={yeLl|(r-y) €2Z} comme z ¢ 2L
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On déduit ainsi facilement que L/(L N L") ~7Z/27 et que M = LN L’ est bien I'image
réciproque de z* par L — L/2L. Si I'on se donne y € L tel que (z-y) = 1 mod 2, alors :

T+ 2y

I'=M+Zoly)=M+7Z (y—;) =M+7Z
et on a bien la forme voulue, comme (z + 2y) a méme image que = dans L/2L et vérifie
(r+2y)- (x+2y) =0mod 8. O

On peut étendre cette construction aux 2,...,2-voisins grace au lemme suivant :

Lemme 2.5.16 (Création de 2,...,2 voisins). Soit I = {1,...,m}, et (x;);cr une famille
d’éléments de L vérifiant les conditions suivantes :

(i) (Vi,jel)istj=a ;=0
(131) la famille (x;)ier est libre dans L/2L.

(zi-y)

> x;, on obtient que :

Alors, en définissant les o; par : oi(y) =y —

{Lﬂamo--~oal(L):Lﬂam(L)ﬂ---ﬂal(L),

omo---oo1(L) est un 2,...,2-voisin de L.

Démonstration. On pose pour simplifier : 0 = o, 0---001, L' =0(L) et M =LNL". La
condition (i7) permet d’écrire :

o(y) =y~ ZL D

el 2

Ensuite, la condition (#i¢) nous donne le premier résultat cherché. En effet, on aura :

J(gJ)EL@ZWEL@Z(mi'y) x; € 2L
el el
< (VieI)(z;-y) =0mod 2 < (Vi € Io;(y) € L.

On déduit ainsi que LN L' = LNo(L)=LNop(L)N---Noi(L), et que L' est bien un
2,...,2-voisin de L.

On peut trouver la famille (v;) de la proposition 2.2.17 qui est associée & L'. Pour cela,
notons T; I'image de la famille x; dans L/2L. On considére u; une famille d’éléments de L
telle que :

(1) (Vi) wi € Ny T
(i) (Vi) u;-7T; =1 mod 2

qui existe bien comme le produit scalaire ( - ) est non dégénéré et comme la famille des 7;
est libre. On peut ainsi écrire :

z; + 2u;
L'=M Z =M 7 oi(w) = M A ¢
+ Ei o (u;) + Ei oi(u;) + Ei 5
donc L' est le 2,...,2-voisin associé a la famille (z; + 2u;), qui est bien un relévement de

(77) vérifiant : (z; + 2u;) - (x5 + 2u;) = 0 mod 8 et (z; + 2u;) - (2 + 2u;) = 0 mod 4. O

Lorsque m = 2, on a le résultat plus général suivant dont la démonstration est évidente :
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Lemme 2.5.17. Soient x1 et xo deux éléments de L tels que (z1-x1) = (z2 - x2) = 4. On
définit comme précédemment les symétries :

qui transforment chacune L en un 2-voisin.
Alors selon la valeur de (z1 - 3) mod 2, on déduit la nature de L' = o1 0 09(L)
~ si (x1-x2) =0 mod 2 avec x1 = +x9 : alors L' = L.
— si (x1-x2) =0 mod 2 avec x1 # +xo : alors L' est un 2,2-voisin de L.
~ si (x1-w2) =1 mod 2 : alors L' est un 4-voisin de L.

2.6 Résultats obtenus pour les calculs de traces d’opérateurs
de Hecke.

2.6.1 Tables des résultats obtenus.

Si 'on se donne A et n un groupe abélien et un entier bien choisis, pour A un poids
dominant arbitraire de SO, (R), les résultats précédents nous permettent de calculer
tr (T 4| My, (SOy)). On a regroupé certains de ces résultats sous forme de tables disponibles
a [48]. Les théorémes suivants détaillent les résultats en question :

Théoréme 2.6.1. Soient A le groupe (Z/2Z)" (i < 3), (Z/pZ) (p < 53 premier) ou Z/qZ
(q € {4,9,25,27}), et A = (a,b,¢) (13> a>b>c>0) un poids dominant de SO7(R). Alors
les quantités :

(2a +5,2b+ 3,2¢ + 1,|A|%r (Ta| My, (SO7)))

sont données par les tables de [48].

Théoréme 2.6.2. Soient A le groupe (Z/27) (i < 4), (Z/pZ) (p < 13 premier) ou Z/AZ,
et A= (a,b,c,d) (12>a>b>c>d>0)un poids dominant de SOg(R). Alors les quantités
(2a+6,2b +4,2c + 2, 2d, | A|*tr (T 4| My, (SOs)) )

sont données par les tables de [48].

Théoréme 2.6.3. Soient A le groupe (Z/pZ) (p <7 premier), et A = (a,b,c,d) (12> a >
b>c>d>0) un poids dominant de SOg9(R). Alors les quantités :

(2a+ 7,20+ 5,2¢ + 3,2d + 1, |A|*tr (T 4| My, (SOy)) )
sont données par les tables de [/8].

Notons au passage que dans ces tables, de nombreux poids A ne sont pas représentés :
ce sont ceux pour lesquels la dimension de I’espace My, (SO,,) est nulle.

2.6.2 Premiéres constatations autour de quelques exemples.

Partons de 'exemple de SO7. D’apres [19, Table 12], si I'on exclut la représentation triviale
W = C (c’est-a-dire W = V), pour A = (0,0,0)), le “premier” W = V) tel que My (SO7) # 0
est obtenu pour A = (4,4,4), auquel cas on a d’apres [19] : dimMy (SO7) = 1. Sur cet
espace, la valeur propre de p4Tp est :

(1+p+p*)7(p),
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ou 7 désigne la fonction de Ramanujan. On constate que c’est bien le résultat que l'on a
trouvé.

Toujours d’apres [19, Table 12], le “deuxieme” W = Vj, tel que My (SO7) # 0 est obtenu
pour A = (6,0,0), et on a la encore d’apres [19] dimMyy (SO7) = 1 dans ce cas. Sur cet
espace, la valeur propre de p6Tp est

m1s(p) + (1 +p +p* + p*)p’,

ot les coefficients 71 (p) sont les coefficients en ¢? des formes modulaires normalisées pour
SL2(Z) de poids k < 22 (et en particulier 7 = 7y2). La encore, on constate que c’est bien le
résultat que 'on a trouvé.

De maniere plus générale, donnons-nous W une représentation irréductible de SO7, et
notons My (SO7) = ;Y CF;, o les F; sont des éléments de My, (SO7) propres pour tous
les opérateurs de Hecke T4 (ce qui a bien un sens car les opérateurs de Hecke sont tous
co-diagonalisables d’apres [18, Ch. IV, §4]).

Certaines de ces formes F; sont en fait associées a des formes automorphes pour des
Z-groupes “plus petits” que SO7, au sens de la théorie de ’endoscopie (nous reviendrons
plus en détail sur ce point dans le chapitre suivant). C’est par exemple le cas des deux
exemples précédents, ou les valeurs propres cherchées se déduisent des valeurs propres de
formes modulaires pour SLa(Z).

Dans d’autres cas, ce sont des valeurs propres de formes modulaires de Siegel de genre 2
pour Spy(Z) qui interviennent (voir [65], [66], [33], [1] et [78]). Contrairement aux cas des
formes modulaires pour SLy(Z), leurs valeurs propres sont déja difficiles a calculer, et ont
fait 'objet de nombreux travaux récents (Raum—Ryan—Skoruppa—Tornaria [63], Faber—van
der Geer [32], Chenevier-Lannes [18]).

Par exemple, d’aprés un résultat de Tsushima, si (4, k) € {(6,8), (8,8), (4,10),(12,6)},
alors la dimension de ’espace des formes modulaires de Siegel de poids Sy'mj C? @ det” est
1. Suivant [18, Ch. IX], notons 7j;(p) la valeur propre de 'opérateur p%Kp sur cet
espace. Ces valeurs propres ont élé calculées par Faber—van der Geer pour p < 37, et par
une méthode différente dans [18] pour p < 113.

D’autre part, d’apres [19, Table 12], pour A = (j +2k —3,15,5+1) = (a,b,c) et W =V},
ou (j,k) est I'un des 4 couples précédents, on a dimMy (SO7) = 1, et la valeur propre de

p®T, sur cet espace est :
j+2k—18

Tik(p) +p7 2 T16(p),

ou Tig a été introduit précédemment.

En particulier, nos calculs permettent de retrouver les valeurs de 7 1(p) pour p < 53
pour une méthode différente.

Enfin, I'intérét principal de nos calcul est qu’ils permettent de calculer la trace de T, sur
I'espace Mjj7(SO7) C My (SO7) engendré par les formes non-endoscopiques. Le “premier”
A pour lequel My$ (SO7) # 0 est A = (9,5,2). On a alors dim(Mj35 (SO7)) = 1. Si on note
Ap la valeur propre de png sur /\/lr‘l/i(SOﬁ, on a les résultats suivants :

p |2 3 | 5 | T 11 | 13
Ap || 0| —304668 | 874314 | 452588136 | —1090903017204 | 1624277793138

Les autres valeurs propres sont données dans les tables 2.2 a 2.6.

Ces calculs suggerent que la représentation de Galois de dimension 6 mise en évidence
par Bergstrom, Faber et van der Geer est associée a cette forme automorphe pour SO7, ce
qui répond a une question de ces auteurs (ce qui était une des motivations principales de ce
travail).
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Dans le chapitre suivant, nous rappelons plus en détail suivant [18] et [19] la contribution
des formes endoscopiques dans My (SO,,).

Au final, nous ne donnerons des tables (équivalentes aux tables des théorémes 2.6.1