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Résumé

La communauté scientifique a réussi ces dernieres années a batir des systemes quantiques
simples sur lesquels des séries de mesures sont acquises successivement le long de trajectoires
quantiques et sans réinitialisation de I’état (opérateur densité) par l'expérimentateur.
L’objet de cette these est d’adapter les méthodes de tomographie quantique (estimation
d’état et de parametres) a ce cadre pour prendre en compte la rétroaction de la mesure
sur I’état, la décohérence et les imperfections expérimentales.

Durant le processus de mesure, I’évolution de I'état quantique est alors gouvernée par
un processus de Markov a états cachés (filtres quantiques de Belavkin). Pour des mesures
en temps continu, nous commencons par montrer comment discrétiser ’équation maitresse
stochastique tout en préservant la positivité et la trace de 1’état quantique, et ainsi se
ramener aux filtres quantiques en temps discret. Ensuite, nous développons, a partir de
trajectoires de mesures en temps discret, des techniques d’estimation par maximum de
vraisemblance pour I’état initial et les parametres. Cette estimation est accompagnée de
son intervalle de confiance. Lorsqu’elle concerne des valeurs de parameétres (tomographie
de processus quantique), nous donnons un résultat de robustesse grace au formalisme des
filtres particulaires et nous proposons une méthode de maximisation fondée sur le calcul du
gradient par ’adjoint et bien adaptée au cas multiparamétrique. Lorsque I'estimation porte
sur I’état initial (tomographie d’état quantique), nous donnons une formulation explicite
de la fonction de vraisemblance grace aux états adjoints, montrons que son logarithme est
une fonction concave de I’état initial et élaborons une expression intrinseque de la variance
grace a des développements asymptotiques de moyennes bayésiennes et reposant sur la
géométrie de I'espace des opérateurs densité.

Ces méthodes d’estimation ont été appliquées et validées expérimentalement pour
deux types de mesures quantiques : des mesures en temps discret non destructives de
photons dans le groupe d’électrodynamique quantique en cavité du LKB au College de
France, des mesures diffusives de la fluorescence d’'un qubit supraconducteur dans le groupe
d’électronique quantique du LPA a I’'ENS Paris.

Mots-clés

Tomographie quantique ; Filtres quantiques ; Equation maitresse stochastique ; Qubit
supraconducteur ; Electrodynamique quantique en cavité ; Maximum de vraisemblance
Estimation bayésienne ; Calcul du gradient par ’adjoint ; Développement asymptotique
d’intégrales de Laplace




Abstract

In recent years, the scientifical community has succeeded in experimentally building
simple quantum systems on which series of measurements are successively acquired along
quantum trajectories, without any reinitialization of their state (density operator) by
the physicist. The subject of this thesis is to adapt the quantum tomography techniques
(state and parameters estimation) to this frame, to take into account the feedback of the
measurement on the state, the decoherence and experimental imperfections.

During the measurement process, the evolution of the quantum state is then governed
by a hidden-state Markov process (Belavkin quantum filters). Concerning continuous-time
measurements, we begin by showing how to discretize the stochastic master equation,
while preserving the positivity and the trace of the quantum state, and so reducing to
discrete-time quantum filters. Then, we develop, starting from trajectories of discrete-
time measurements, some maximum-likelihood estimation techniques for initial state and
parameters. This estimation is coupled with its confidence interval. When it concerns the
value of parameters (quantum process tomography), we provide a result of robustness
using the formalism of particular filters, and we propose maximization technique based
on the calculus of gradient by adjoint method, well adapted to the multi-parametric case.
When the estimation concerns the initial state (quantum state tomography), we give an
explicit formulation of the likelihood function thanks to the adjoint states, show that its
logarithm is a concave function of the initial state and build an intrinsic expression of
the variance, obtained from asymptotic developments of bayesian means, lying on the
geometry of the space of density operators.

These estimation techniques have been applied and experimentally validated for two
types of quantum measurements : discrete-time non-destructive measurements of photons
in the group of cavity quantum electro-dynamics of LKB at College de France, diffusive
measurements of the fluorescence of a supra-conducting qubit in the quantum electronics
group of LPA at ENS Paris.

Keywords

Quantum tomography ; Quantum filters ; Stochastic master equation ; Superconducting
qubit ; Cavity quantum electrodynamics ; Maximum-likelihood ; Bayesian estimation ;
Gradient calculus by adjoint method ; Asymptotic expansion of Laplace’s integrals
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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire porte sur l'estimation d’états et de parametres a partir de mesures en
temps discret ou continu pour les systéemes quantiques ouverts. Plus précisément, il s’agit
de systemes physiques régis par les lois de la mécanique quantique, soumis a la fois a la
décohérence et a ’action en retour du processus de mesure. Leur dynamiques sont bien
décrites par des chaines de Markov a états cachés combinant 1’évolution cohérence selon
I’équation de Schrédinger, la réduction du paquet d’ondes attachée a la mesure quantique et
la loi de Bayes pour la prise en compte des imperfections et de la décohérence [HR06, WMO09].
En temps continu, il s’agit du filtre quantique de Belavkin [Bel92], présenté de fagon
détaillée dans [BvHJOT7] pour des signaux d’entrée quasi-classiques et dans [GJNC12] pour
une classe de signaux d’entrée complétement quantiques (pour une version en temps discret
voir par exemple [DMBT09, SDSR12], pour le passage du discret au continu voir par
exemple [APR14]). Dans ce cadre, I'estimation d’état (resp. de parameétres) correspond en
physique et information quantique & la tomographie d’état [PR04] (resp. de processus).
Pour la tomographie d’état, il s’agit d’inférer sa valeur initiale connaissant le modele (la
chaine de Markov a état caché) et un ensemble de mesures, toutes partant de cette valeur
initiale a estimer. Pour la tomographie de processus, il s’agit d’inférer la valeur d'un ou
de plusieurs parametres connaissant la dépendance du modele par rapport a ce ou ces
parametres et un ensemble de mesures partant d’états initiaux bien connus par ailleurs.

Dans ce mémoire nous nous sommes posés la question s’il était possible d’améliorer et
d’enrichir les méthodes usuelles d’estimation quantique pour prendre en compte certaines
spécificités des mesures actuellement disponibles expérimentalement. Nous ne nous sommes
donc pas intéressés aux questions fondamentales de métrologie quantique ou l'intrication,
tant au niveau des entrées que des mesures en sortie, joue un role crucial [BD11, DDKG12].
Nous nous sommes donc appuyés sur le maximum de vraisemblance, un principe bien
adapté aux chaines de Markov a états cachés [DMOHI11] et relié, via des développements
asymptotiques d’intégrales de Laplace, a 'estimation bayesienne [CMRO05].

Cette these a été réalisée a partir du mois d’octobre 2013 au sein du Centre Automatique
et Systemes de Mines ParisTech, sous la direction de Pierre Rouchon, qui a développé dans
ce laboratoire une activité sur I’analyse mathématique et le controle des systemes quantiques
ouverts. Nous avons travaillé en collaboration avec deux laboratoires expérimentaux
parisiens. Citons tout d’abord le laboratoire Kastler-Brossel et son expérience appelée
"boite & photons", déménagée de 'Ecole Normale Supérieure au Collége de France au
cours de cette these. Nos interlocuteurs principaux au sein de ce laboratoire furent Igor
Dotsenko et Jean-Michel Raimond, que nous remercions particulierement pour leur aide
précieuse et pour les trajectoires de mesure qu’ils ont produites et que nous avons pu
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exploiter. Le second laboratoire avec lequel nous avons collaboré est le laboratoire Pierre
Aigrain, également rattaché a 'Ecole Normale Supérieure, et plus particulidrement I'équipe
de Benjamin Huard, qui a réalisé ’expérience de qubit supraconducteur que nous avons
étudiée au cours de cette these. Nous les remercions également pour leur tres étroite
collaboration.

Durant la deuxieme année de ma these, cette collaboration avec I’équipe de Benjamin
Huard s’est concrétisée par la création du groupe de recherche Quantic, affilié a Inria,
’'Ecole Normale Supérieure, Mines ParisTech, le CNRS et 'Université Pierre et Marie
Curie, avec comme membres permanents Benjamin Huard, Zaki Leghtas, Frangois Mallet,
Mazyar Mirrahimi (chef de ce projet Inria), Pierre Rouchon et Alain Sarlette.

Durant cette these, j’ai participé a I’écriture de 5 publications, dont je liste ici le
contenu et ma contribution personnelle :

— Parameter estimation from measurements along quantum trajectories [SCIBT15],

déposé en mars 2015 sur arXiv, et accepté a la Conference on Decision and Control
2015, dont j’ai rédigé une grande partie;

— Quantum state tomography with non-instantaneous measurements, imperfections
and decoherence [SCIDT16], déposé en octobre 2015 sur arXiv, et publié en 2016
dans le volume 93 de Physical Review A, dont j’ai également rédigé une grande
partie;

— Observing quantum state diffusion by heterodyne detection of fluorescence [CISBT16],
déposé en novembre 2015 sur arXiv, et publié en 2016 dans le volume 6 de Physical
Review X, dans lequel j’ai participé a 1’élaboration du filtre quantique et a son
implémentation numérique;;

— Using Spontaneous Emission of a Qubit as a Resource for Feedback Control [CIJCT16],
déposé en février 2016 sur arXiv, et publié en 2016 dans le volume 117 de Physical
Review Letter, dans lequel j’ai travaillé sur le passage a 1’équation différentielle
stochastique en boucle fermée, détaillé dans les suppléments;

— Asymptotic expansions of Laplace integrals for quantum state tomography [SR16],
déposé en juillet 2016 sur arXiv, qui est un travail nettement plus mathématique
que les précédents et ot ma contribution porte sur la moitié.

Ce manuscrit de theése reprend principalement le contenu des papiers [SCIBT15,
SCID*16, SR16]. Dans la premiére de ces trois publications, nous nous sommes inté-
ressés a la tomographie de processus quantique par Maximum de Vraisemblance. Ici,
il n’y avait qu'un parametre réel a estimer. Ces données que nous exploitons sont des
trajectoires de mesure, chaque trajectoire formant une série de résultats de mesure acquis
successivement sur un méme systéme, dans retour a I’état initial entre les mesures. Apres
avoir rappelé que les filtres quantiques sont robustes par rapport a 1’état initial, nous avons
utilisé le formalisme des filtres particulaires, qui permet de tester simultanément plusieurs
valeurs de parametre différentes, pour montrer la pertinence de 'estimation de parametre
par Maximum de Vraisemblance, méme lorsque ’état initial n’est pas parfaitement connu.
Nous avons ensuite explicité ’équation différentielle stochastique régissant un filtre parti-
culaire construit pour un systéme a mesures diffusives, puis avons présenté un premier
schéma de discrétisation permettant de traiter les systemes diffusifs de la méme fagon que
les systemes a mesures discretes. Enfin, nous avons présenté une validation expérimentale,
en estimant grace aux filtres particulaires 'efficacité de détection du canal de mesure
hétérodyne d’un qubit supraconducteur.

Ensuite, dans [SCID™16], nous nous sommes intéressés a la tomographie d’état quan-
tique par Maximum de Vraisemblance. En nous placant d’abord dans le cadre des systémes



15

a mesures discretes, nous avons, en utilisant les applications de Kraus adjointes et la notion
d’état adjoint, transformé la fonction de log-vraisemblance en une expression tres facilement
calculable, somme de logarithmes de produits scalaires entre les états adjoints de chaque
trajectoire et la matrice densité testée. Apres avoir rappelé le schéma de discrétisation
utilisé pour les systemes diffusifs, nous explicitons les conditions nécessaires et suffisantes
que vérifie la matrice densité p,, maximisant la fonction de log-vraisemblance. Nous
donnons également la formule permettant de calculer, lorsque le nombre de trajectoires
de mesure prises en compte est grand et lorsque la matrice p,, est de rang plein ou
de noyau uni-dimensionnel, une estimation de la variance de l’estimation de la valeur
moyenne de tout observable A. Enfin, nous illustrons ces résultats par deux validations
expérimentales : 'une montrant la détection de I'injection d’un photon dans un systéme a
temps discret (boite a photons), et 'autre montrant une tomographie d’état quantique
validée par une estimation réalisée en moyennant les signaux de mesure, dans un systeme
a mesures diffusives.

Enfin, dans [SR16], nous nous intéressons a la tomographie d’état quantique. L’objectif
du papier est d’apporter un développement asymptotique, lorsque le nombre 2 de tra-
jectoires de mesure prises en compte tend vers 'infini, de la moyenne et de la variance
Bayésiennes de la valeur moyenne d’un observable A sur ’ensemble des matrices densité
admissibles. Nous montrons que la moyenne Bayésienne d’un observable converge vers
Tr (P A) (o0 pyy est 'estimation par Maximum de Vraisemblance), lorsque 2 tend vers
I'infini. Puis, nous donnons la formule de la variance Bayésienne, liée a la variance de 'es-
timation par Maximum de Vraisemblance, de la valeur moyenne de tout observable, méme
lorsque p,,, a un noyau de rang supérieur ou égal a 2. Nous réalisons cela en utilisant le
développement asymptotique d’intégrales de Laplace, et, lorsque p,,, est a la surface de cet
ensemble, en paramétrant ’ensemble des matrices densité autour de p,,,. Nous démontrons
également les conditions d’optimalité que nous avions énoncées dans [SCIDT16] pour py.

Nous avons conservé dans cette these les apports de ces trois publications. Apres un
premier chapitre ou nous introduisons la structure des modeles d’évolution des systemes
quantiques ouverts, et ou nous précisons les notations utilisées, nous détaillons dans
le deuxieme chapitre notre travail sur la tomographie d’état quantique, en reprenant
les acquis de [SCIDT16], complétés par les résultats récemment présentés dans [SR16]
(la formule de la variance de l'estimation de la valeur moyenne d’un observable existe
désormais pour toute matrice densité p,,;, produite par le Maximum de Vraisemblance),
et par I'exposé d’'une méthode de maximisation de la log-vraisemblance plus rapide,
lorsque les états adjoints de chaque trajectoire sont tous diagonaux dans la méme base
orthogonale. Le troisiéme chapitre reprend les résultats de [SCIBT15], en présentant une
seconde validation expérimentale - I'estimation du temps de relaxation 7} du qubit - qui
met en relief la nécessité d'un raffinement du schéma de discrétisation des systemes diffusifs
initialement utilisé. Enfin, le dernier chapitre présente un développement qui n’a pas encore
été publié, a savoir 1'utilisation de la méthode de 1'adjoint pour I'estimation par Maximum
de Vraisemblance d’un parametre évoluant dans un ensemble de grande dimension. Nous
illustrons ces formules par I'estimation des coefficients apparaissant dans la mesure par
un atome d’un champ électromagnétique, chaque paire de coefficients correspondant a
un nombre n de photons, avec n entre 0 et 15. Nous donnons pour chaque coefficient son
estimation et un intervalle d’erreur de cette estimation.

Enfin, nous donnons en annexe une présentation des systemes expérimentaux qui nous
ont servis a valider nos calculs, une série de développements mathématiques annexes, une
traduction de [SR16], et, finalement, un ajout des papiers [CISBT16] et [CIJCT16] que
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nous avons contribué a écrire, avec leurs suppléments.



Chapitre 2

Structure des modeles

2.1 Systeme isolé et mesures parfaites : fonctions d’onde

Nous parlons d’abord dans cette section d’un systéme quantique isolé, c’est-a-dire qui
n'interagit pas avec Uextérieur' ; puis d’un systéme sur lequel toute mesure nouvellement
appliquée est connue parfaitement par l’expérimentateur. Nous voyons notamment que ces
deuz types de systémes peuvent étre décrits par des fonctions d’onde.

2.1.1 Propriétés des systémes physiques classiques

Lorsqu’il s’agit de modéliser des systemes physiques a une échelle ou I’'on peut considérer
que leur évolution est convenablement décrite par la physique classique, la représentation
que nous choisissons pour décrire son état présente quelques caractéristiques générales,
que nous détaillons ici pour mieux comprendre, par contraste, certaines spécificités des
systemes quantiques.

Nature d’un état classique

Un état classique est couramment décrit comme évoluant au sein d’un espace S
isomorphe a RY, ou dans un de ses sous-ensembles : S C RY. A un instant donné ¢, cet
état est noté x(t) € S. Cet état peut par exemple décrire la position du centre de masse
d’un objet dans 'espace, auquel cas S sera un sous-ensemble de R3.

De plus, supposons que nous disposons de deux systémes classiques d’états respectifs
x1(t) € Sy et x5(t) € Sy a lorigine isolés, et que nous voulons considérer au sein d'un méme
systéme (par exemple pour étudier ce qu'un couplage entre ces deux systemes induirait).
L’état de ce systeme composite z(t) s’écrit simplement comme un vecteur agrandi :

z(t) = (x1(t), x2(1)) € Sy x S C R,

ou q; et ¢ sont les dimensions respectives des deux espaces d’état. On remarque qu’avec
ces notations, le fait de vouloir attribuer a tout instant un état a 'un ou l'autre des
systemes considérés isolément garde un sens, puisqu’il suffira, pour 'obtenir, d’extraire soit
les premiéres, soit les derniéres dimensions de I’état z(¢). Ainsi, deux systémes classiques,
méme apres une longue évolution commune ou de nombreuses influences réciproques se
sont entremélées, restent toujours séparables.

1. Dont I'expérimentateur lui-méme fait partie.
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Déterminisme de I’évolution

Les équations d’évolution newtonienne ont une nature strictement déterministe. En
effet, si on choisit deux instants successifs ¢; et t2, on peut définir une application =, 4,
telle que, si I’état du systéme au temps ¢; est x(t1) = x3, I’état du systéme au temps o
devient alors nécessairement :

X(tQ) = X2 = Ethtz (Xl)

Mesures et altérations

A priori, un systéme classique peut étre observé sans que cela n’altere en retour 1’état
de ce systeme. Bien sir, cela ne veut pas dire que certains systémes sont construits de
telle sorte que leur observation soit intimement liée a 1’existence d’une loi de commande,
mais cela releve alors d'une contrainte extérieure qui n’est pas inhérente aux lois physiques
classiques, mais qui résulte des possibilités matérielles restreintes de 'expérimentateur.

Incertitude sur ’état

Une éventuelle incertitude que I'expérimentateur aurait sur I'état réel x(t) du systeme a
'instant ¢ peut se traduire par une certaine densité de probabilité p; (x) attribuée a chaque
valeur possible x € § de I’état. Lorsque la valeur de I'état est connue, cette distribution
est simplement un Dirac centré sur celle-ci.

Ce qui est remarquable dans les systemes classiques, c’est que ’ensemble des valeurs
possibles (les vecteurs x telles que p; (x) # 0) "n’interférent” pas entre elles. Toutes
ces valeurs évoluent sans considération pour toutes les autres valeurs possibles de 1'état.
Formellement, si nous définissons un systeme que I'expérimentateur connait avec la densité
de probabilité p;, (x) a l'instant ¢;, alors la valeur moyenne que renvoie un observateur
x — A(x) € R sur 'état passe de :

<A>,= /SA(x)pt1 (x) dx
a linstant ¢; a :
<A >,= /SA(Etl,tg (x1))ps, (x) dx

a 'instant ¢5.

Passage aux systémes quantiques

Lorsque nous considérons des systemes ou les phénomenes de la mécanique quantique
sont sensibles, les propriétés que nous venons d’énoncer ne s’appliquent plus. Les états
quantiques ont une interprétation naturellement probabiliste. Ainsi, ils ne sont pas repré-
sentés de la méme facon que les états de systemes classiques. Leur évolution n’est pas
toujours déterministe, puisque les mesures qu’on peut effectuer sur un systeme quantique
renvoient la réalisation d'une variable aléatoire, et alterent en retour I’état du systeme.

Dans ce chapitre, nous commengons par détailler la représentation par fonction d’onde
permettant de décrire ’état d’un systeme quantique #solé, ce qui désigne ici un systeme
qui n’interagit avec des systémes extérieurs que lors de réductions du paquet d’ondes dont
le résultat est parfaitement connu. L’étude des caractéristiques des systémes quantiques
ouverts, ou dont le résultat des mesures est imparfaitement connu est l'objet de la section
suivante, avec I'opérateur densité comme représentation de 1’état qui remplace et étend la
notion de fonction d’onde.
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2.1.2 Systéemes quantiques isolés

Pour une tres bonne introduction a la notion d’état quantique, voir [CTDL77]. La nature
d’un état quantique est intimement liée a celle de probabilité. La notion de probabilité est
a la base de la représentation d’un état quantique, a cela pres que nous nous attachons,
dans ce cas, a des amplitudes de probabilité ; celles-ci font apparaitre une phase dans le
plan complexe qui permet de traduire dans I’état quantique le caractere ondulatoire des
particules étudiées au sein des systémes quantiques.

L’état d’un systéme quantique isolé, appelé fonction d’onde, est donc un vecteur
d’un espace de Hilbert complexe noté H, muni du produit scalaire Euclidien. Chaque
dimension de cet espace correspond a un état physique possible du systeme quantique,
et la composante qui lui est associée dans la fonction d’onde détermine ’amplitude de
probabilité correspondant a cet état possible. L’espace de Hilbert H peut donc étre, selon
la nature des états physiques considérés comme possibles, de dimension finie ou infinie
- nous travaillons ici avec un espace de Hilbert de dimension finie N4. Cette fonction
d’onde est souvent notée |1}, ou [1)(t)) lorsque la dépendance en temps doit étre soulignée :
nous adoptons le point de vue de Schrodinger, et c’est ’état et non les observables qui
dépendent du temps. La notation |¢)) représente un vecteur colonne, et (1| le vecteur ligne
qui en est l'adjoint. Le produit scalaire entre deux états [1)) et |¢) est donc (¥|p). La
norme d’une fonction d’onde est toujours égale a 1.

Nous prenons trois exemples pour illustrer la facon avec laquelle est construite cette
fonction d’onde ?, puis nous donnons 1'équation de Schrodinger qui permet de représenter
I’évolution, déterministe, des systeémes isolés.

Fonction d’onde et systéme a deux niveaux

Ici, le systeme est une particule qui ne peut prendre que deux états physiques différents.
Souvent, ces deux états correspondent a deux niveaux d’énergie, et on note ces deux états
le) = (1,0)" et |g) = (0,1)7, I'état excité et Pétat au repos respectivement. L’espace de
Hilbert du systéme H est donc isomorphe a C?. L’ensemble des états possibles |¢) s’écrit
donc :

{|¢> = cole) + colg)/ leel? + leg)* = 1}

D’un point de vue informationnel, ces systémes sont appelés qubit, par analogie au bit
classique qui stocke une information binaire.

Fonction d’onde et population

Un autre type habituel de systemes en physique classique consiste a modéliser une
population de particules identiques. Dans ce cas, l'espace de Hilbert associé est alors CV,
chaque dimension représentant un nombre différent de particules.

La fonction d’onde associée au nombre n > 0 de particules est notée |n). L’ensemble de
fonctions d’onde (|n)),~, constitue une base orthonormale de I’espace de Hilbert associé,
appelée base de Fock. On note a 'opérateur d’annihilation associé au systeme, vérifiant

aln) =+/njn —1) :
a=) vnln—1)n|

n>1

2. Le formalisme complet du qubit représenté par sphere de Bloch nécessitant 'introduction de la
notion de matrice densité, nous y reviendrons en sous-section 2.2.2.
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L’opérateur création est simplement af. Enfin, 'opérateur N = afa est Iopérateur
population, qui vérifie N|n) = n|n).

Pour analyser numériquement ces systemes, ’espace de Hilbert est la plupart du temps
tronqué a un nombre maximal N,., de particules, la base orthonormale en résultat étant

(10}, -+ | Nimax)).

Fonction d’onde et position dans ’espace

Supposons ici que le systéme quantique étudié est une particule isolé (au comportement
ondulatoire), et que nous souhaitons décrire 1’évolution de sa position. Ainsi, I'information
que la fonction d’onde correspondante contient est ’amplitude de probabilité de telle
ou telle position x, vecteur a trois dimensions appartenant a §, 'ensemble des positions
autorisées.

Chaque position possible est ici représentée par un vecteur normé |x) différent, chacun
de ces vecteurs étant orthogonal a tous les autres. L’ensemble de ces vecteurs représente
une sorte de base de 1'espace de Hilbert H, lequel est donc de dimension infinie. On peut
donc écrire la fonction d’onde correspondant a I’état de la particule comme :

- o0

ot X — 9 (x) est une fonction complexe sur S.

La densité de probabilité d’observer la particule en position x est alors ‘@Z) ’ Cette
notation impose donc a la fonction d’onde d’étre toujours un vecteur normé, puisque :

(W) = (///w X\dx><///w ™ dx>
- L s
o
car (x|} = 8 (x — x).

Si nous voulons maintenant considérer, non pas la position de la particule, mais sa
quantité de mouvement, il nous faut introduire une autre base orthonormale de 1’espace
de Hilbert, constituée des vecteurs |p), pour tout vecteur p de R3. La reparamétrisation
de la fonction d’onde se fait a I'aide du produit scalaire :

Evolution déterministe : ’équation de Schrddinger

Au sein des systemes quantiques isolés, ’évolution est fondamentalement déterministe.
Cette évolution est décrite par I’équation de Schrodinger, et conserve certaines propriétés
des évolutions classiques. Cette équation fait intervenir a tout instant ¢ un opérateur
Hermitien de 7, noté H (t), qui décrit évolution infinitésimale de la fonction d’onde & cet
instant. Cet opérateur est appelé Hamiltonien du systéme, et 1’évolution qui en découle
est souvent appelée évolution Hamiltonienne.

L’équation de Schrodinger s’écrit alors :

H(1)
"

dly (1) = - [ (t))dt (2.1)
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Il est facile de constater que cette équation préserve la norme de |¢)(t)), ce qui est
requis par la nature méme de la fonction d’onde, puisque :

d((@Ol(£)) = (@) [ (1)) + ()] (dle(t))

= ool (2 - Y oy

=0

Pour un systéeme quantique ne subissant que I'influence d’un Hamiltonien, décrite par
I'équation (2.1), entre deux instants successifs ¢y et ¢y, il peut étre intéressant d’introduire
un opérateur de H appelé opérateur d’évolution du systeme entre ces deux instants, noté
U (to,t1), qui permet d’obtenir :

[¥(t1)) = U (to, t1) [¢(t0)) (2.2)

Cet opérateur est obtenu en intégrant 1’équation de Schrodinger entre ces deux instants,
en remarquant que celle-ci impose :

H(t
Ut t+dt) =T —i é)dt

On obtient alors :
7 1 .
U (to, 1) = Iy — ﬁ/ A($)U (ty, s)ds (2.3)
to
Entre autres propriétés de cet opérateur (décrites plus en détail dans [CTDL77, III, D-
1-b]), nous insistons sur le fait que son existence implique la réversibilité de toute évolution
Hamiltonienne : pour tout U (to,t1) généré par t € [to;t1] — H(t), il est possible de
construire, pour un instant ¢, > ¢, une autre trajectoire Hamiltonienne ¢ € [t;to] — H'(t)
construisant 'opérateur d’évolution U (t1,t2) permettant d’obtenir :

[U(t2)) = U (t1,t2) U (to, t1) [¢(t0)) = [¥(t0))

L’évolution Hamiltonienne est donc, en tout cas théoriquement, toujours réversible, et
aucune perte d’informations n’en découle.
Remarquons également que, puisque :

Ul (t,t +dt) = U (t,t —dt) = U (t,t +dt),

un opérateur d’évolution est unitaire.

2.1.3 Systémes ouverts a mesures parfaites

L’évolution Hamiltonienne n’apporte en elle-méme aucune information a l’expérimen-
tateur. Lorsque celui-ci cherche a connaitre I’état du systeme, il doit lui appliquer ce qu’on
appelle une mesure quantique. Le systéeme devient alors un systéme quantique ouvert. La
valeur du résultat tiré de cette mesure est la réalisation d’une variable aléatoire dont la loi
de probabilité dépend de I'état du systeme au moment de cette mesure. En retour, puisque
I’état d’un systéme quantique a une nature probabiliste, ce processus de mesure 'altere de
facon irréversible, et cette évolution dépend du résultat de la mesure obtenue.

Lorsque le résultat de ces mesures est parfaitement connu, le systeme peut étre décrit
par une fonction d’onde. C’est ce cas de figure que nous étudions dans cette sous-section,
pour introduire ensuite le cadre plus général des mesures quantiques. Nous présentons
d’abord le cas ot la mesure est un processus discret, puis celui ou le phénomeéne de mesure
est continu et accompagné d’'un bruit diffusif.
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Mesure parfaite discrete

Notion d’observable Chaque mesure quantique est représentée mathématiquement
par un opérateur de H appelé observable, noté A € M. Notons que nous utilisons dans
cette these le point de vue de Schrodinger ; les opérateurs de mesure A ne dépendent donc
pas du temps. Une observable, en dimension finie, peut toujours étre choisi Hermitien. Le
troisieme postulat de la physique quantique impose que la valeur d’une telle mesure soit
nécessairement une valeur propre de 'opérateur A dans H. Une premiere conséquence de
ce postulat est que le nombre m de mesures possibles ne peut excéder Ny, la dimension
de l'espace de Hilbert.

Notons ()\j)jzl...m ces valeurs possibles de mesure, formant le spectre de A. Une propriété
fondamentale des opérateurs hermitiens est que leurs sous-espaces propres respectifs sont
orthogonaux deux a deux. Nous notons P; le projecteur orthogonal associé a la valeur
propre A;, ainsi :

j=1

Supposons que nous appliquions 1’observable A ainsi définie sur 'état |1), et notons
Au le résultat de mesure ainsi produit. La probabilité d’obtenir ce résultat A, est I'objet
du quatrieme postulat de la physique quantique ; cette probabilité, conditionnée au fait
que I'état quantique juste avant la mesure est [¢), vaut :

P (résultat Ay de la mesure A | état |¢>) = <1/)|PIIPM|¢) = (Y| P,|Y) (2.4)

La encore, il est facile de voir que la somme des probabilités de toutes les valeurs
mesures est bien égale a un, puisque 377" P,IPM = >y Py = Iy. Avant de montrer quel
est 'effet d’une telle mesure sur I’évolution de 1’état, nous donnons ici la formule de la
valeur moyenne de I'observable sur 'état [1)), notée < A >, :

< A>py= i AP (résultat \; |état [0)) = (1| Alep) (2.5)
j=1

Itération de 1’état du systeme Supposons donc que la mesure effectuée par 'expéri-
mentateur grace a I’'observable Aa produit le résultat A\, associé¢ au projecteur orthogonal
P,, et que cette mesure a eu lieu entre les instants ¢ et ¢ + At, ou At est un petit intervalle
de temps bien inférieur aux temps caractéristiques du systeme. Ainsi, nous considérons
qu’aucune évolution Hamiltonienne n’a eu lieu durant ce processus de mesure. Le cinquiéme
postulat de la mécanique quantique nous indique que la mesure procede, entre ces deux
instants, a une réduction du paquet d’ondes sur I’état originel |1)(t)). En effet, on peut
toujours décomposer I'état du systéme en [h(t)) = UL, ¢;]tb;), ot [1;), vecteur normé,
appartient a ’espace image du projecteur P;. |1);) est donc associé au résultat de mesure
Aj, et a lui seul, puisque |¢;) = P;|1;). Lorsque le résultat A, est tiré lors de la mesure,
I’état itéré ne peut plus avoir des composantes sur les sous-espaces images associés a des
projecteurs Pj, tels que j # p. L’incertitude est "levée" sur toutes ces dimensions de H.
Ainsi, I'état est projeté sur le seul sous-espace image possible, celui de P,, et il devient :

(e + Ap) = TEPOL (2.6

A
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On retrouve au dénominateur, sous une racine carrée, la probabilité qu'on avait a priori
d’obtenir ce résultat de mesure, donnée par I’équation (2.4). Ici, cette probabilité vaut
2
lcul”

Généralisation de la mesure discrete La mesure discrete parfaite a été présentée
ci-dessus comme un phénomeéne quasi-instantané (avec At treés petit), et en 1’absence
d’évolution Hamiltonienne. C’est ce qui permet aux matrices de mesures P, d’étre des
projecteurs orthogonaux, et donc d’étre Hermitiens. Cependant, il se peut que, entre
les deux instants t et t + At pendant lesquels on veut connaitre 1’état du systeme, une
évolution Hamiltonienne ait lieu avant, et une autre apres le processus de mesure. Ces
évolutions sont respectivement représentées par les opérateurs d’évolution U et V. Il est
alors simple de remarque que, en notant M, = V P,U, le processus de mesure discret est
alors défini par

P (résultat A, de la mesure A | état |1/))) = (¢|M};MM|¢)
Mu[v(t))
(MM, [)

[W(t+ At)) = (2.7)

Nous retrouvons des équations de forme identique a celles du paragraphe précédent,
a ceci pres que les matrices de mesure M, ne sont plus nécessairement Hermitiennes.
Nous adopterons a partir de maintenant ce schéma de mesure lorsqu’il s’agira de mesures

discretes parfaites. Notons que cet ensemble de matrices de mesure (M. j)j €{1,...m} Conserve
la relation :
o
> MM, = Iy (2.8)
j=1

Equation différentielle stochastique : mesure parfaite inachevée

Dans la sous-section précédente, nous avons en réalité présenté un processus de mesure
achevé, a la fin duquel une seule valeur de mesure émerge. Si nous notons Ty, le temps
caractéristique de cette mesure, nous avions plus haut Ty, < At. Dans ce paragraphe,
nous travaillons dans le régime inverse, et présenterons les résultats sous forme différentielle,
entre deux instants t et ¢ + dt de sorte que dt < Tyes.

Le résultat d’une telle mesure n’est plus une des valeurs propres de ’'observable, mais la
valeur moyenne d’une observable a tout instant ¢, a laquelle est ajoutée un bruit quantique.
Ce résultat est donc remplacé par un processus stochastique différentiel, définissable a
tout instant ¢. Nous nous limitons au cas des systemes diffusifs, au sein desquels ce bruit
est un bruit Gaussien, représenté par le processus de Wiener W;, dont les propriétés sont
rappelées en annexe B.3. Les raisonnements physiques permettant de parvenir aux formules
suivantes peuvent étre consultés dans [HR06, 4.3]. Pour un traitement plus complet des
systemes diffusifs, nous renvoyons le lecteur a [BG09].

Canal de mesure unique Nous commencgons par aborder le cas ou une seule mesure
diffusive est effectuée. L’opérateur qui lui est associé - qui n’est pas nécessairement
Hermitien - est noté L, le processus de mesure dy,; est généré par ’équation différentielle
stochastique suivante :

dy, = AW, + ((1)| (L + LT) [ (1)) dt (2.9)
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A chaque instant, la valeur moyenne de ce processus de mesure est donc donnée par :

< dy, >= ()| (L + L) [v(t))dt (2.10)

Le systeme est en retour affecté par cette mesure, et on peut également définir cette
évolution par une équation différentielle stochastique. Si on prend en compte un éventuel
Hamiltonien H (t) agissant simultanément sur le systéme, cette équation s’écrit, sous une
forme analogue a celle de I’équation (2.7) concernant les mesures discretes, mais avec une
matrice M, q,, proche de l'identité :

Mt,dyt WJ (t)>

[t + dt)) = T (2.11)
V@) M] gy, My [())
ou 'opérateur de mesure différentiel M, 4,, vaut :
|~ L'L
M, ay, = Iy — (;H(t) + 2) dt + Ldy, (2.12)

On peut également définir la loi de probabilité des mesures diffusives dy; a partir de
cette matrice M, 4,,. L’équation (2.9) nous enseigne que pour un intervalle de temps d¢
infinitésimal, la mesure dy; est de 'ordre v/dt. Définissons donc le processus de mesure
entre t et t 4+ dt en écrivant que dy; = sv/dt. Nous montrerons en annexe B.4 (en utilisant
le formalisme des opérateurs densité) que, si ds est un élément infinitésimal de s, nous
pouvons écrire :

P (dyt € [s; 5+ ds] VAt a linstant ¢ | état W(t») =

2
65

<w‘Mzs\/§Mt,5\/@’w>mds (2'13)

Le terme en e~ ne dépendant pas de I’état du systeme, il peut étre incorporé dans

Pexpression de M, . /5. On peut ainsi écrire :
(dyp)? .
- e~ Tadt 7 ~ LTL
M, qy, = 7751 (IH — <H(t) + > dt + Ldyt>
(2m)7 h 2

et ainsi pouvoir écrire :

Myay,[¥(1))
V@O gy, My, [0(2))
P (dy; € [s;s+ds] Vi & Tinstant ¢ |état [1()) ) = (G[M] oM, glé)ds

(¢ +dr)) =

ce qui est de la méme forme que celle des équations (2.7) régissant les systémes a mesures
discretes.

Canaux de mesures multiples Plusieurs mesures diffusives peuvent s’effectuer simul-
tanément ; on appelle alors chacune des trajectoires produites des canaux de mesure. Notons
M le nombre de ces mesures, indexées par v = 1... M. Chaque mesure est représentée
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par l'opérateur L, et produit la trajectoire dy;. La valeur moyenne d'une telle mesure est
indépendante des autres canaux de mesure, on retrouve donc :

dyy = AWY + ()] (Lo + L}) [(2)dt (2.14)
< dyy >= ()] (L, + L}) [$(t))dt

Dans ces expressions, dIW} est un processus de Wiener propre au canal de mesure
v, qui vérifie les propriétés habituelles des processus de Wiener rappelées plus haut.
Ces processus sont indépendants entre eux, de sorte que leur covariance est donnée
par E (th”dW/;’/> = 0,,dt. Notons dy; le vecteur comportant toutes ces mesures :

dy; = (dytl, o dyM ) L’évolution que la fonction d’onde décrit sous tous ces canaux de
mesure est donnée par ’équation différentielle stochastique :

My ay, [9(1))
V@M 4y, My ay, [0(2))

A

i MoItL, M
Mt,dyt = ]’H - (hH(t) + Z V2 ) dt —+ Z Lydyty

v=1 v=1

|(t+dt)) = (2.15)

Remarquons que ces équations d’évolution ont une forme analogue a celles qui traduisent
la réduction du paquet d’onde lors d’une mesure complétement achevée (appelée désormais
mesure discréte) ; par conséquent, ces équations préservent la norme de la fonction d’onde
a chaque instant.

Donnons enfin, de maniére analogue a celle de 1'équation (2.13), une loi de probabilité
sur la valeur des mesures diffusives dy; entre les instants ¢ et ¢t 4+ d¢. Nous procédons a la
méme paramétrisation, a savoir que dy; = s¥+/dt pour tout canal de mesure v =1... M,

et que le vecteur s = (31, M > L’expression de cette probabilité est donnée par :

P (dy: € [s;s+ds] Vdt [ [9(1)) = [T P (dy” € [s"35” + ds"] VAE | [(1))) =

M

WIM M, o) . <_ |ysy|2> M
(2m)2

ou ||s|| est la norme euclidienne de s.

2.1.4 Ouverture

Nous avons détaillé ici les équations permettant de prendre en compte les évolutions
déterministe et stochastique de 1’état d’un systeéme quantique, lorsque le résultat des
mesures qui lui sont appliquées est connu parfaitement par I'expérimentateur. Dans ce cas,
I’état du systeme est représenté par une fonction d’onde.

Comparons I’évolution d’un systéme dont I’état est [¢)) € H, et d'un systéme évoluant
dans le méme espace de Hilbert, et dont 1’état est, au méme instant initial ¢y, représenté
par |¢) = A1), avec A nombre complexe unitaire. Voyons comment ces deux états évoluent
lors des mémes processus physiques :

— une évolution Hamiltonienne jusqu’a I'instant ¢;, représentée par 'opérateur d’évo-

lution U (to,t;) transforme ces états respectivement en :

[¥(t1)) = U (to, t1) |[¢) et |¢(t1)) = U (to, t1) (Al9)))

L’évolution Hamiltonienne préserve donc la relation de proportionnalité |p) = A|¢).
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— une mesure discréte pure, réalisée avec ’observable A, présente tout d’abord les
mémes statistiques de mesure a priori, puisque pour tout projecteur orthogonal
M, on a (¢|M[M,|¢) = (¥|MIM,[¢). En outre, il est facile de montrer, a par-
tir de I’équation (2.7), qu'une mesure discréte parfaite conserve la relation de
proportionnalité entre deux états.

— enfin, une mesure diffusive stochastique décrite par les équations (2.14) et (2.15)
génere sur ces deux systémes la méme statistique de mesure dy; sur chacun de ses
canaux, et la mise a jour de ’état qui en découle préserve également la relation de
proportionnalité.

Ainsi, ces deux états [1)) et A|1)) représentent en réalité la méme situation physique. Ce
qui est important dans I'état |¢)), c’est le C-espace vectoriel que ce vecteur engendre. Toute
I'information sur cet état est donc contenue 'expression de son projecteur orthogonal
associé [¢)(1|. Cette considération permet de compendre l'introduction des matrices
densité, faite dans la section suivante.

Nous montrons en annexe B.1 que ces considérations ont pour conséquence de pouvoir
imposer au Hamiltonien A (t) d’étre de trace nulle, ce que nous aurons par la suite.

2.2 Systemes ouverts a mesures imparfaites : matrices
densité

2.2.1 Motivations

Jusqu’a maintenant, nous avons uniquement traité le cas de systéeme dont 1'état
quantique était parfaitement connu. Les mesures qui lui ont été appliquées étaient supposées
parfaites, et renvoyaient au physicien qui en tenait compte des résultats qui ne pouvaient
étre partiellement ou compléetement erronés. A I'inverse, le physicien peut rencontrer des
imperfections de mesure, imperfections classiques introduisant une incertitude statistique
dans notre connaissance du résultat de la mesure, et donc de I’état du systeme. De plus,
nous n’avons pas non plus abordé la possibilité de mesures non lues, a la fin desquelles le
résultat de la mesure est considéré comme "omis" par I'expérimentateur (ce qui est un cas
critique d’imperfections de mesure).

Nous allons montrer par un exemple en quoi la représentation des états quantiques a
I’aide du formalisme des fonctions d’onde n’est pas apte a prendre en compte ces mesures
appelées respectivement imparfaites et non lues. Prenons un espace de Hilbert H isomorphe
a C2, qui est celui, par exemple, d'un état de spin & deux niveaux. Admettons que son
état initial, que I'expérimentateur connait, est |1))g = (1,0). Appliquons a cette état une

A

premiere mesure, dont 1’observable associée est M, décrit par :
N 0 1 N
W= (7 5) = e - 19

ot [+) = (1,1) /v2 et |=) = (1,—1) /v/2 sont deux vecteurs propres de norme 1 de
I'opérateur M, pour les valeurs propres 1 et —1 respectivement. Cette mesure projette
donc I'état soit sur |+), soit sur |—), avec la méme probabilité 1/2. Appliquons ensuite
au systéme une seconde mesure dont 1’observable est noté M.,. Si Pexpérimentateur n’a
pas lu le résultat de la premieére mesure, il doit, pour modéliser la seconde mesure sur le
systeme, suivre les deux hypotheses séparément et garder a I'esprit qu’elles ont la méme

probabilité d’étre advenues.
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En 'occurrence, définissons le second observable M, comme :

- (10
= 5)

Quelque soit le résultat de la premieére mesure, et donc quelque soit I’état |[+) ou |—)
du systeme, cette observable donne comme résultat de mesure 1 et —1 avec la méme
probabilité. Or, si la premiere mesure n’avait simplement pas eu lieu, I’état serait resté
[1)o = (1,0), et la mesure effectuée avec M, n’aurait pu produire que le résultat 1.

Cette expérience de pensée montre que la mesure non lue, dans le monde quantique, a
une réalité physique qui la différencie de I’absence simple de mesure, et cela parce qu'un
état quantique représente une loi de probabilité. Il est malaisé de tenir compte de ce
phénomene en représentant I’état par une fonction d’onde, car cela nous conduit a des
séparations statistiques qui peuvent croitre exponentiellement au fur et a mesure des
mesures non lues. Il est a noter que nous aurions trouvé le méme type de raisonnement
dans le cas d’imperfections de mesure - c’est-a-dire si on avait procédé a une mesure qui,
certes lue, aurait eu une certaine probabilité de renvoyer un résultat erroné.

On appelle état pur les états quantiques susceptibles d’étre décrits par une fonction
d’onde. La notion d’opérateur densité détaillée plus bas permet de représenter des états
qui, suite a une mesure imparfaite ou non lue, ne sont plus purs.

2.2.2 Notion d’opérateur densité

Nous avons écrit que la valeur moyenne d’une observable A sur un systéeme quantique
décrit par la fonction d’onde |¢)) est donnée par :

< A>)= (lAlY)

On peut transformer cette écriture en :

< A>py=Tr ([){¢]4)

Ici, |¢) (1| est un opérateur de H - le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel
généré par |¢). Notons pjy) ce projecteur, qui est donc de trace un. Réciproquement, pour
un projecteur de rang un et de trace un noté p de l'espace H, il existe un vecteur |¢)) de H
tel que p = pjyy. Alors, pour tout complexe A du cercle unitaire (|[A|* = 1), p est également
le projecteur sur le sous-espace propre généré par A|¢)). Nous avons montré en 2.1.4 que
deux états quantiques représentés par les fonctions d’onde |¢) et A1) décrivent exactement
la méme situation physique, et sont donc interchangeables. Il est donc tout a fait justifié
de décrire désormais un état quantique pur par pjy) plutét que par |10), ce que nous ferons
désormais.

Matrice densité et espérance

La notion de matrice densité a été introduite pour prendre en compte des événements
qui alterent I’état du systeme d’une fagon qui reste incertaine pour le physicien : des
mesures dont le résultat produit n’est pas connu parfaitement.

Supposons qu’a un instant donné, une mesure transforme un état |1)) en un état |1);)
avec la probabilité p;, pour j = 1...m. Les statistiques des prochaines mesures sur le
systeme devront étre formulées en considérant chacune de ces évolutions possibles. La
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probabilité d’obtenir le résultat p au cours d’'une seconde mesure se calcule selon la
formule :

p)=> pP(u|j)= ij (1 | 15))
j=1

o P (1 | [1);)) représente la probabilité d’obtenir le résultat p a partir de 1'état [1);). Cette
probabilité est tirée de I’équation (2.4), et est linéaire en [¢);)(¢);|. Ainsi, réécrivons cette
probabilité conditionnelle : P (1 | [¢)) = g, (|¢)(¢|). La probabilité de produire le résultat
i en seconde mesure est donc :

ijgu |;) (W;]) = Z , ott p = pjlts) (W] (2.17)

j=1 j=1 j=1

Il est donc possible d’adapter simplement les équations de mesure discrete, et de remplacer
la fonction d’onde par un opérateur linéaire p de H - qu’on appellera désormais matrice
densité - pour prendre en compte les mesures non lues qui ont pu étre réalisées auparavant.
Le méme travail aurait pu étre fait pour les mesures avec imperfections de mesure, et pour
des mesures diffusives.

Il faut donc interpréter la matrice densité comme 1'espérance du projecteur orthogonal
|1} (1)| de I'état sur tous les processus de mesure que le physicien ne connait pas parfaitement.
Nous pourrons constater, en donnant les schémas de mesure pour des systemes a matrice
densité, que celle-ci, a chaque instant, représente toute 'information disponible sur le
systeme a cet instant : les systémes quantiques ont donc une structure naturellement
Markovienne.

Propriétés des matrices densité

L’interprétation de 'opérateur densité comme somme de projecteurs orthogonaux sur
I'espace de Hilbert H, telle qu’exposée par I’équation (2.17), impose certaines propriétés
que les matrices densité doivent respecter :

— il est facile de constater que leur trace doit valoir un;

— la matrice densité doit étre un opérateur non-négatif de H.

A Tinverse, chaque opérateur de H vérifiant ces deux propriétés peut s’écrire sous la forme
de I'équation (2.17), et peut donc étre une matrice densité, car toute matrice non-négative
admet une telle décomposition spectrale.

L’ensemble des matrices densité de H s’écrit donc :

{pe L(H)/Tx(p) =1,p =0} (2.18)

La positivité de p implique son hermiticité : p = p'.
Remarquons que chaque opérateur densité peut donc se décomposer comme :

p =" pilv;) (¥l

J=1

pourvu que la somme des p;, tous positifs ou nuls, vaille un, et que les |1;)(1;| soient
des projecteurs orthogonaux entre eux. L’intérét est que J < Ny la dimension de H.
Ainsi, a chaque instant, la matrice densité d’un systeme peut étre représentée comme une
superposition statistique d’un nombre fini de fonctions d’onde.



2.2. SYSTEMES OUVERTS A MESURES IMPARFAITES : MATRICES DENSITE 29

Enfin, on appelle état pur un état p qui peut s’écrire comme une projection orthogonale
sur un vecteur [¢) : p = [¢)(¢|. Par conséquent, un état est pur si et seulement si son état
vérifie Tr (p?) = 1. Par ailleurs, on a, pour toute matrice densité :

O<Tr(p2)§1

Lorsque Tr (p?) < 1, 'état est dit mizte.

Qubit, matrices de Pauli et sphére de Bloch

Comme nous 'avons dit dans la section précédente, les systémes a deux niveaux,
ou qubit, évoluent dans un espace de Hilbert a deux dimensions : H = C2. Nous nous
intéressons ici a la fagon dont on représente habituellement les états quantiques d’un tel
systeme. Un état correspond a une matrice densité, qui est donc Hermitienne et de trace
un. Ces deux conditions définissent un sous-espace linéaire de M (C?) - I’ensemble des
opérateurs linéaires de C2 -, de dimension 3.

Or, en définissant le produit de Frobenius comme produit scalaire sur ’espace des
matrices densité admissibles (ce que nous ferons tout au long de cette these), les matrices
de Pauli, définies comme :

(01 (0 i (10
=\t o) T\ o) TFT 0 1)

définissent une base orthonormée de I'espace tangent a l'intérieur de 'espace des matrices
admissibles. En effet, on a les relations suivantes :

VE=x,y,2, Tr(oe) =0, og = Iy

0,0y =10,, 0y0, =10,, 0,0, = 10y.

A chaque matrice densité p, on peut donc associer un jeu de coordonnées (x,y, z) tel
que :

I +zo, +yo,+ 20,
B 2

Il reste & déterminer quel est 'ensemble des triplets (x,y, z) tels que 'opérateur p que
ce triplet construit est positif, et est donc bien une matrice densité. Il s’agit des triplets
tels que 2% + y? + 22 < 1. L’ensemble des matrices densité sur C? est donc isomorphe a la
boule unité de C3, appelée sphére de Bloch.

Nous représenterons donc désormais I’état d’un qubit grace a ces coordonnées (x,y, z).
La pureté d’une telle matrice, définie par Tr (p?) est égale a :

p (2.19)

, 14+ 2% + 42+ 22
Ir (’0 ) o 2
Une matrice densité représente donc un état pur si et seulement si ses coordonnées
sont sur la surface de la sphere de Bloch.
Lorsque toutes les coordonnées sont nulles, la matrice est "au centre" de la sphere, et
aucune information n’est disponible sur le systéme.
Lorsqu’un qubit décrit un systeme a deux niveaux d’énergie, ’état de plus haute énergie,

noté |e)(e|, correspond a z = 1, et I’état de plus faible énergie, noté |g)(g|, & z = —1:
I+o, I—o0,
leMel = —5— lodlgl = —5
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L’opérateur o, permet donc de mesurer le niveau d’énergie du qubit, puisque o, =
le){e| — |g){g|. Enfin, nous notons o_ = |g)(e| 'opérateur d’annihilation, qui permet de
descendre de e vers g, et o, = (0_)" = |e){g| Popérateur de création, jouant le role inverse.

2.2.3 Adaptation des équations d’évolution aux matrices densité

Nous adaptons ici les équations d’évolution que nous avons écrites plus haut dans
le formalisme des matrices densité. Pour cela, nous écrivons la matrice densité p(t) du
systeme sous la forme d’une somme de projecteurs unitaires :

= 3 i) (o) (2.20)

Equation de Schrédinger

Commencons par I’équation de Schrodinger. Insérer I’équation originelle (2.1) dans
cette décomposition nous permet de montrer que :

- (i 145(1) >|)

= 30y (105 (1)) (s ()" + sy (1)) (1))
= 5 25 (W) OO + HOW ) (0,0 e

S (1), p(t)] at (2.21)

De plus, une évolution Hamiltonienne entre les instants tg et ¢y, décrite par I'opérateur
d’évolution U (to, t1), transforme 1'état p(ty) en :

p(tr) = U (to,11) plto)U (to, t1)" (2.22)

Mesure parfaite en temps discret

Montrons maintenant comment on calcule les statistiques d’une mesure discrete parfaite,
et I’évolution qui en découle, a partir de 1’état p(t). Cette mesure est représentée par les
opérateurs de mesure M, définis au paragraphe 2.1.3, et correspondant respectivement
au résultat de mesure \,. La probabilité d’obtenir la mesure A, a partir de I'opérateur
densité p(t) est obtenue en considérant que la matrice densité représente un systeme qui a
la probabilité p; d’étre dans I'état |¢;(t)), d'une fagon analogue a ce qui a été présenté
au paragraphe 2.2.2, puis en injectant ’équation (2.4) pour chacune des fonctions d’onde.
Ainsi, on obtient la formule suivante :

P (sésltat A, |état p) = 37, () MM v (1)

/T (M [0 (0)) (85(6) | M) (2.23)
( M}) (2.24)

HME TMS
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Lorsque la mesure est réalisée entre les instants ¢ et ¢ + At, et renvoie le résultat A, la
matrice densité de ’état devient alors, par réduction du paquet d’onde :

M,p(t)M]

pUF A= (M,p(t)M})

(2.25)

Mesure parfaite diffusive en temps continu

Enfin, voyons comment évolue le méme état quantique non nécessairement pur p(t)
soumis a M canaux de mesure (L,),_, ,,;- Tout d’abord, il est facile de vérifier, de la
méme facon que pour les mesures discretes, que ces canaux de mesure vérifient 1’équation
différentielle stochastique suivante :

dyy = dW} +Tr (L, + L)) p(t)) dt (2.26)
< dyy >="Tr ((L, + L}) p(t)) dt

Apres un tel résultat de mesure sur chacun des canaux, 1’état devient p(t + dt) ou :

Mt,dyz p(t) MtTdet
Tr (Mt,dytp(t)MtT,dyt)

i~ M IiL, M
Mt,dyt = ]’H - (hH(t) + Z V2 > dt —+ Z Lydyty
v=1 v=1

p(t + dt) = (2.27)

Cette équation est facile a discrétiser, et prend rigoureusement la méme forme que
celle de 'équation (2.16) décrivant la réduction du paquet d’ondes a la suite d’'une mesure
discrete. On peut néanmoins la transformer en une équation différentielle stochastique, en
tenant compte des regles de calcul de Ito, ce qui nous donne, en écrivant que p(t + dt) =

p(t) +dp(t) :
dp(t) = (—h A1) p0)] + XL, (p(t))) dt
+ 2_:1 (M. (p() = M, (p(t)) p(£)) AWy (2.28)

ot L, (p) = L,pL! — (LLLVp + leLy) /2 est appelé Lindbladien pour le canal de

mesure v, M, (p) = L,p + pL! et M, (p) = Tr ((Ll, + Li) p? sa moyenne intervenant
dans I’évolution de la mesure dy;. Cette équation est appelée équation maitresse du
systeme (master equation). Lorsqu'une discrétisation est nécessaire, pour simuler une
trajectoire quantique numériquement par exemple, il est préférable de se référer a I’équation
discrete (2.27), car I’équation maitresse, dans sa forme discrétisée, peut ne pas préserver
la positivité de p(t).

2.2.4 Mesures non lues et mesures imparfaites

Cas des mesures discrétes

Nous décrivons ici le processus d’une mesure discrete, dont le résultat est imparfaitement
ou non lu, entre les instants ¢ et t + At.
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Mesures non lues Nous nous replagons ici dans le cadre des mesures discretes, décrites
par les équations (2.24) et (2.25). Or, nous considérons désormais que le résultat de
la mesure p n’est pas lu. La mesure a bien eu lieu, mais ’expérimentateur n’a pas pris
connaissance du résultat produit. Pour déterminer en quoi 1’état est altéré par cette mesure,
il convient d’utiliser le fait qu'une matrice densité est une espérance sur les résultats de
mesure non lus. Ainsi :

p(t+ A =E,(p(t+Al)[p(1))

Z (t + At) P (résultat A, |état p (1))

ou E, (.) désigne une espérance sur le résultat de la mesure p et p, (t + At) la valeur de
I'état final si la mesure avait été lue en A,. Son expression est donnée par la formule (2.25),
et celle de la probabilité par (2.24). On peut ainsi écrire que, lorsque la mesure n’est pas
lue, I’évolution du systeme est donnée par :

p(t+ At) Z (2.29)

Mesures imparfaites Dans ce paragraphe, nous considérons un cas intermédiaire : celui
ou le résultat de la mesure nous parvient, mais faussé par un bruit de mesure classique.
En d’autres termes, nous séparons ici la mesure u effectivement produite par le systeme
quantique, et la mesure y qui est le résultat que I'expérimentateur parvient a lire. y est
générée a partir de p comme une réalisation d’une variable aléatoire discrete dont la loi de
probabilité est donnée par :
Ply=9lp=p)=m (2.30)
On considere que le nombre Y de mesures qui peuvent étre lues par I'expérimentateur
peut étre différent de m, le nombre de mesures que le systéeme peut produire (le nombre de
valeurs propres de 1'observable associée a la mesure). Ces mesures possibles forment, pour
simplifier, 'ensemble {1;...;Y’}. On peut remarquer que la matrice 7 = (1y) ,<,, ,<y €St
une matrice stochastique. Les coefficients de cette matrice sont indépendants de 1’état
du systéme p(t). En reprenant I'interprétation probabiliste de la matrice densité, nous
écrivons, apres une mesure g lue par 'expérimentateur, que :

p(t+A)=E,(p(t+Al)[p(t),7)

:i t+ AP\ | p(1),7)

Un élément nous manque ici : la valeur de P (), | p(t), 7). En utilisant la loi de Bayes,
on obtient :

POy p(),5) = 2 lpﬁgﬁgu p (1)
T (Map(t) M)

P(glp )

Le terme apparaissant au dénominateur est un terme de normalisation (puisqu’on doit
garder Tr (p (t + At)) = 1), qui nous donnera la loi de probabilité de y selon p(t). On écrit
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donc que la mesure g est donnée avec la probabilité :
Ply=glp(t) =Tr (Z mgMup(t)Ml) (2.31)
pn=1
Apres cette mesure, I’état du systeme devient :

ZZL:1 mgMyp(t)M,i
Tr (Zzlzl nuﬂMup(t)M/];)

p(t+ At) = (2.32)

Systémes ouverts et mesures par couplage avec ’environnement Jusqu’a pré-
sent, les processus de mesure que nous avons analysés consistaient a réduire le paquet
d’onde sur le systeme lui-méme. Dans un systéme quantique ouvert, la mesure peut égale-
ment étre indirecte. En effet, apres avoir couplé un systeme avec un systeme tiers, une
réduction du paquet d’onde sur ce systeéme tiers a une influence et produit une information
sur le premier systeme.

Appelons "expérience" le systeme dont on cherche a connaitre 1’état, évoluant dans H,
et "environnement' ce systéme tiers dont ’état est un opérateur de I'espace de Hilbert
noté £. L’état du systeme composite est un opérateur de I'espace formé par le produit
tensoriel H ® £. Supposons d’abord qu’initialement, les deux systémes étaient initialement
séparables : 1’état initial du systeéme s’écrit donc :

PHeE = PH & P (2.33)

Par la suite, une évolution Hamiltonienne sur H ® £ a intriqué les deux systeémes. Ainsi,
il existe un opérateur d’évolution, donc auto-adjoint, de H ® £, noté U, tel que I'état du
systeme composite juste avant le processus de mesure est :

prise = U (pu ® pe) U' (2.34)

Quel est l'effet d’'une mesure par réduction du paquet d’ondes du systeme "environ-
nement" sur I’état du systeme "expérience" ? Les détails mathématiques conduisant aux
résultats suivants sont donnés en annexe B.2.

Nous notons les résultats possibles de cette mesure y = 1...Y. Pour chacun de ces
résultats possibles, il existe un ensemble d’opérateurs (M), I ou [, est un ensemble fini
d’indices, tel que le processus de mesure, lorsque pg est connu de I'expérimentateur, peut
étre exprimé comme dépendant de la matrice py :

P (résultat y | état py) = Tr (Z Ml,oHMlT) (2.35)

lel,
2ler, MZPHMIT

(2.36)
Tr (Sier, Mipn M)

pr =

ol pj, désigne I'état du systeéme "expérience" apres la mesure faite sur I’environnement.

Cadre général des mesures quantiques discretes Nous avons donc présenté ici le
cadre le plus général des mesures discretes qui peuvent étre effectuées sur un systeme
quantique a dimension finie. La mesure y est un entier entre 1 et Y. A chacun de ces
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résultats possibles, nous associons un super-opérateur de H ? linéaire lui correspondant.
Ce super-opérateur, noté K, pour le résultat de mesure y, est appellé application de
Kraus partielle, a une structure particuliere, puisqu’il existe un ensemble fini d’opérateurs
(M), ;, tel que, pour tout opérateur densité :

K,(p)=>_ Mypy M

=8

L’ensemble des applications de Kraus forme un ensemble complet d’applications de
Kraus. Lorsque la mesure est non lue, 1’état est itéré avec :

plt+At)=K(p)= > K,p)

Cet ensemble est dit complet, car la préservation de la trace de l'opérateur densité
impose 1'équation suivante (completeness equation dans [NC00, 2.4.2]) :

Y
SN MM = 1y

y=1llely,

Cas des mesures diffusives

Canaux de mesure non lus Commengons par donner ici I’évolution d’un systeme
diffusif dont aucun des canaux de mesure n’est lu. Puisque 'opérateur densité représente
une espérance par rapport aux résultats des mesures effectuées, on peut retrouver 1’évolution
d’un systeme diffusif due a des canaux de mesure non lus en moyennant 1’évolution normale
par rapport au bruit de mesure résiduel, décrite par I’équation (2.28). On obtient alors
rapidement, en indexant par A ces canaux de mesure non lus :

{

o) = (—h [f1(2),p(0)] + 3 £ <p<t>>> dt (237)

ou p — Ly (p) est le Linbladien du canal . Cette équation diffusive est également discréti-
sable. Néanmoins, il est impossible de vouloir utiliser tel quel le schéma de discrétisation
de I’équation (2.27), puisque la mesure dy; n’existe plus. On utilise seulement la matrice
M, avec des termes de complément, ce qui donne :

Myp(t) M + S0, Lap(t) Lidt
Tr (Mip(t) M + 23y Lap(t)Lidt)

» ACLTL
M, = I — (;H(t) s A at
A=1

p(t+dt) = (2.38)

Il est & noter que cette discrétisation reprend le cadre général des mesures en temps
discret, avec pour opérateurs de Kraus M, et les matrices Lyv/dt. Cette équivalence dans la
facon de prendre en compte 'influence des mesures discretes et celle des mesures diffusives
nous sera tres utile dans cette these.

3. Une application de £ (H) dans lui-méme.
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Mesures imparfaites et efficacité de détection Nous traitons désormais le cas ou
les canaux de mesure, indexés par v, sont a nouveau détectés par I'utilisateur, mais avec un
bruit gaussien additionnel. Ce bruit, s’il est normalisé, conduit a ce que la part déterministe
de la mesure - qui est le terme Tr ((Ll, + L;L) p(t)) dt - dans la mesure totale dy; du canal
v pergue par le physicien décroisse. Pour prendre cela en compte, on affecte a chaque canal
de mesure une efficacité de détection notée 7, € [0; 1] telle que :

dyy = dWy + /i Tr (Lo + LE) p(t)) dt (2.39)
< dyf >= T (L, + L) p(t)) dt

L’équation maitresse décrivant 'effet de ces mesures imparfaites prend la forme sui-
vante :

te) = (5 [ 000)] + X2 20 o0 )

r=1

St| e

2V (M, (p(t) = M, (p()) p(t)) AW} (2.40)

Nous rappelons que le Linbladien £, vérifie £, (p) = L,pL!, — (LI L,p + pLiL,)/2, que
M, (p) = Lup + pL}, et que M, (p) = Tr (M, (p)).

Ainsi, pour donner une formule générale a I’évolution de tous les systemes quantiques
diffusifs, nous prendrons en compte les canaux de mesure non lus, en les indexant par
A=1,..., A et les canaux de mesure lus, indexés par v = 1,..., M, caractérisés par leur
efficacité de détection 7,. L’équation maitresse stochastique prend alors la forme :

. M A
dp(t) = plt +dt) — p(t) = (—; [11(), p(0)] + X Lo (p(1)) + 3 £ <p<t>>) dt
A=1

v=1

+ ; Ve (M (p(t)) = M, (p(t)) p(t)) AWy, (2.41)

avec dyy = dW} + /i, Tr (L, + L}) p(t)) dt.

Schémas de discrétisation Il est donc nécessaire d’adjoindre a I’équation maitresse
stochastique que nous venons de présenter un schéma de discrétisation, adapté de celui de
I'équation (2.38), pour pouvoir travailler numériquement sur ces systémes. Les mesures
discrétisées sont notées :
t+At
gy = [ dyy

et Ay, est le vecteur (Aytl, . ,Ayi”).
Les schémas de discrétisation que nous allons présenter doivent avoir une forme analogue
aux équations modélisant les mesures discretes, c’est-a-dire :

p(t + At) = Koy (0l1)) (2.42)

T (Kpay, (p(t))

ou p — K ay, (p) est un super-opérateur linéaire, ayant la structure d’une application
de Kraus partielle. Ces schémas apportent une loi de probabilité sur la valeur des sorties
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discrétisées Ayy sur [t;t + At]. Une premieére formulation d'un tel filtre avait déja été
donné dans [RR15], sans y adjoindre de justification mathématique de validité. Puisque
ces sorties sont de l'ordre de v At, on les parametre avec Ay; = s”vAt, en écrivant

s = (51, - ) On a ensuite la loi de probabilité approchée :
M
P(Ay: € [sis+ds| VAL [ p(t)) = T[] P (Ayy € [s;s" +ds"] VAL | p(t)) = (243)
v=1

Tr (K, oz (p(1)) IEERT
(var)" (=51

ou ||s|| est la norme euclidienne de s.

Remarquons que cette loi de probabilité fait intervenir deux éléments : un terme
exponentiel qui ne dépend absolument pas de 'état du systeme p(t), et la trace de
'application de Kraus qui, appliquée a p(t), permet de déterminer 1’évolution du systeme.
Ce second terme est tout a fait analogue a ’expression de la probabilité d’'une mesure
discrete. Les schémas de discrétisation présentés ci-dessous prennent donc la forme d’un
processus de Markov, analogue a celui régissant les systemes a temps discret.

Un premier schéma de discrétisation, appelé schéma de discrétisation simple, est

sim

construit avec application de Kraus K ', suivante :

M A
sim sim sim t
avec KR, (p) = MiRy p (M;Ry,) + > (1= ) LupLi At + 3" LypLiAt,  (2.44)
v=1 =1
1

sim < v o o LIJLLV A LLLA
et MRy, = I+ D Vi LAy} — hH(t) +3 5+ > 5 At
v=1 v=1 A=1

Nous donnons en annexe, en nous basant sur notre papier [SCIBT15], et sur les preuves
exposées dans [JCRH15] et [APR14], les arguments mathématiques montrant que ce
schéma de discrétisation converge, lorsque At tend vers dt, vers I’équation différentielle
stochastique maitresse.

Néanmoins, ce schéma de discrétisation peut ne pas satisfaire les attentes du physicien
lorsque celui-ci cherche a estimer la valeur d’'un parametre intervenant dans I’évolution
du systeme. Puisque nous avons donné une expression de la densité de probabilité des
mesures a un instant donné, vérifions que 'intégrale de cette densité sur ’ensemble des
mesures possibles vaut 1 jusqu’a un certain ordre de At, et caractérisons le terme d’erreur
qui en résultera. On écrit :

[ B (a3 s+ as VAT ) as = [ T Eemm0O) ()

T () i

(2.45)
en utilisant la pseudo-application de Kraus partielle de I’équation (2.44).
Les calculs qui suivent cette réécriture nous permettent de montrer que :
/R P (Ay, € [sis+ds] VAL p(t)) ds = 1+ Tr (CH(O)C(0)p(t)) (At (2.46)

. , so ;£ f LiL
olt C(t) est Vopérateur défini par C(t) = LH(t) + oL, 22v + 378 | 22, Lorsqu’aucun
Hamiltonien n’est exercé sur le systeme, cet opérateur est Hermitien. Ce schéma est donc

valable jusqu’a 'ordre At seulement.
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Notons que lexpression de C(t) peut dépendre de la valeur de parametres physiques,
intervenant dans les opérateurs de mesure L, ou dans le Hamiltonien, parametres qu’on
peut vouloir estimer. Cette estimation étant de nature bayésienne, les valeurs pour lesquelles
Tr (C’T(t)C (1) p(t)) est grand seront donc considérées d’emblée comme étant, & ordre (At)?,
dotés d’une plus grande probabilité initiale, ce qui faussera l'estimation. Il y a plusieurs
facons de créer une application de Kraus modifiée qui prend en compte cette dépendance en
(At)?, pour I'annuler. Nous présentons donc ici un premier schéma alternatif, qui consiste
a construire de nouveau I'application de Kraus grace a I’équation (2.44), en utilisant, a la

sim

place de M;'Xy,, la nouvelle matrice M; ay, :

2 2

v=1

M i A Mot ALUL Ct()C(t
s = s 35t = (0 35 250 32 ) g €100
v=1 A=1

) T
= MRy, — C(gc(t) (At)® (2.47)

Ce schéma a 'avantage d’étre facile a implémenter numériquement. Nous en donnons
ensuite un second, qui reprend la pseudo-application de Kraus Kj'x,, du schéma de
discrétisation simple (voir I’équation (2.44)), utilisée non plus sur p(t) directement, mais

sur o(t)p(t)o(t), avec o(t) la matrice Hermitienne :

o(t) = /(I + CHE)C()(AL)2)

de sorte que ce schéma de discrétisation a lui aussi la structure donnée par les équa-
tions (2.42) et (2.43), avec comme application de Kraus :

ps Koy, () = K% (0(D)p(t)o(t),  avee o(t) = /(I + CT(H)C(1) (A)2) ™
(2.48)
Ce schéma a l'avantage de vérifier, comme le schéma de discrétisation simple, la
convergence en loi vers ’équation différentielle stochastique maitresse, et de permettre
également que, pour toute matrice densité p :

Tr ( K sim (O o s 2
/RMIP(Ayte[s;s+ds]myp)dsz/w ( t,w(x\t/Q_()Ait)p () exp <_|| I )ds

T (Ks) () o(0)po (1) (JIH) s

= exp

)

= Tr (o(t) (I + CT(HC() (A1)?) o(t)p) = 1
(2.49)

2.3 Trajectoire quantique et estimation de parametres

2.3.1 Cadre général de la these

Nous traitons dans cette these des systéemes quantiques sur lesquels agissent I'un ou
I’autre des deux types de mesures quantiques que nous avons présentés plus haut :

— les systemes sur lesquels les mesures sont en temps discret ;

— les systemes sur lesquels les mesures en temps continu sont diffusives.
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Puisque nous analysons numériquement ces systemes, le temps sera, sauf mention
contraire, considéré comme discret. L’instant initial est noté ¢y ; puis I'état est calculé aux
instants successifs t, tels que tg < ... < tx < txy1. Le dernier de ces instants est noté tp.
Pour alléger les formules, on écrit I’état initial du systéme :

p(to) = po

et 1'état du systéme a 'instant t;, de facon analogue* :

p(te) = pr

— Au sein des systemes "discrets', chaque intervalle de temps [tx_1; tx] est le moment
réservé a une et une seule mesure, dont le résultat est noté y,. Nous distinguerons,
lorsqu’il y aura lieu, cette mesure y,, qui est celle que le physicien peut lire en
derniere instance du processus, et g, qui est le résultat que le systeme quantique
produit, avant que les imperfections de mesure classique n’interviennent.

La mesure y;, est donc la réalisation d’une variable aléatoire dont la loi de probabilité
dépend de puy.

— Au sein des systemes "diffusifs’, tous les intervalles de temps [t_1;¢x] ont la méme
durée At = ty—t,_1. Nous disposons, apres chacun d’entre eux, et grace a d’éventuels
raffinements expérimentaux en amont, les signaux discrétisés de chaque canal de

mesure .
tg

Ay = dy;
tk—1
et nous notons Ay, le vecteur contenant toutes ces mesures : Ay = (Ay,}:, AN )
Le canal de mesure v a pour efficacité de détection 7,. Pour incrémenter ’état
du systeéme en prenant en compte les mesures successives Ayy, nous utilisons le
schéma de discrétisation, d’ordre 1 ou 2 selon les objectifs visés, décrit par les
équations (2.42) et (2.43).

2.3.2 Filtre réel et filtres approchés
Unification des deux types de systémes

Grace au schéma de discrétisation que nous avons présenté, il nous est toujours possible,
que le systeme étudié soit a mesures discretes ou a mesures diffusives, de décrire le processus
de mesure intervenant entre les instants ¢,_; et ¢, par une application de Kraus partielle.
Dans les systemes a temps discret, ’application de Kraus partielle correspondant a une
mesure yj, entre ces deux instants est notée Ky, (la dépendance en k indique le fait que
les opérateurs de mesure composant I'application de Kraus peuvent dépendre du temps),
et ’ensemble des applications de Kraus partielles correspondant a chaque valeur de mesure

Z K, =Kj, avecTr(Ky(p))="Tr(p) (2.50)

pour tout opérateur hermitien p de H. L’application de Kraus complete K permet alors
de décrire I’évolution du systeme sans tenir compte du résultat de la mesure.

4. Cette représentation de l'instant t; par k se retrouvera également dans la représentation des
opérateurs de mesure et des résultats qu’ils produisent.
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Il est possible d’écrire, pour les systémes a mesures diffusives, des notations semblables,
puisque que les schémas de discrétisation permettent de décrire I’évolution de I’état entre les
instants ?;_1 et t; avec une application de Kraus notée Ky, ay, . Ici, une relation analogue
a I’équation (2.50) est donnée par :

Kuip = [, s 0) (1Y

(2.51)

avec Tr (K (p)) = Tr(p) + O ((At)2) pour le schéma de discrétisation d’ordre 1 et

Tr (K (p) =Tr(p) + O ((At)3) pour celui d’ordre 2.
Alinsi, a partir d’'un état initial py, nous procédons a ce qui peut étre considéré comme

un ensemble de T mesures successives, donnant lieu aux états pq, ..., pr. Ces états sont
générés par la formule (voir, par exemple, [WMO09]) :
Ky, (pr—1

T (K, (PE-1))

ou, pour simplifier, on note, dans le cas des mesures diffusives, y, = Ayy. Cette mesure y;
est la réalisation d'une variable aléatoire, discrete pour les mesures discretes et continue
pour les mesures diffusives, dont les lois sont données par :

P(ye =9y |po,y1,-- s Uk—1) =Py =y | pr—1)
= Tr (Kgy (pr-1))

pour les systemes a temps discret et :

P (Ayy € [Ay; Ay + dy] | po, v1, - - -, k1) = P(Ayy, € [Ay; Ay + dy] | pe—1)
x Tr (Kyay (pr-1))dyr ... dym

ou le signe "proportionnel" montre que la seule dépendance par rapport aux états précé-
dents du systeme dans cette distribution de probabilité est Tr (K ay (pr—1)). L'ensemble
[Ay; Ay + dy] représente le pavé, dont Ay, € [Ay; Ay + dy| impose que, pour tout
v=1...M, Ay; € [Ay"; Ay’ + dy"].

Puisque cette loi de probabilité ne dépend que de I'état pp_; précédent, nous avons
affaire, pour ces deux types de systemes, a un processus de Markov en temps discret dont
I’état est py et la mesure y;, ou Ayy.

Filtres approchés

Nous venons de donner ici 'expression des deux filtres Markoviens permettant d’obtenir
I’évolution de I’état réel du systeme. L’utilisation de ces filtres suppose de connaitre :

— D’état initial py du systeme,

— D’expression exacte des applications de Kraus partielles a tout instant. Or, des ces
expressions sont obtenues a partir de parametres physiques précis, dont la valeur
exacte de certains d’entre eux peut ne pas étre connue a priori par ’expérimentateur.
Nous notons p € R? les valeurs de ces parametres. Pour prendre en compte la
dépendance des applications de Kraus partielles a ces valeurs de parametres, nous
notons désormais K’,;y I’application correspondant a l'instant ¢, et la mesure y
générée par la valeur de parametres p.
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Il nous faut préciser, que ce soit pour 1’état initial comme pour les parametres, les
notations que nous allons utiliser pour distinguer valeurs exacte, estimée et courante de
ces grandeurs physiques. Les valeurs qui ont réellement servi a produire les trajectoires de
mesure sont notées respectivement p et p. Les estimations qui peuvent étre faites de ces
grandeurs physiques sont notées respectivement p et p (le circonflexe dénotant toujours
la notion d’estimation au cours de cette these). Enfin, lorsqu’on voudra parler d’un état
initial ou d’une valeur de parametres quelconques, nous les représenterons simplement p et
.

L’expérimentateur peut étre amené a se baser sur des valeurs approchées de 'état
initial et des parameétres, notées respectivement p et p. Dans ce contexte, celui-ci doit
construire un filtre approché, utilisant les résultats de mesure obtenus par le filtre réel,
mais initialisé et itéré avec des valeurs p et p approchées. L’état de ce filtre approché a
I'instant t; est noté py, et est calculé avec :

_ Ki,yk (ﬁkfl)
Tr (K7, (1))

Po=p. i (2.53)



Chapitre 3

Tomographie d’état

Nota Bene. Ce chapitre est inspiré du papier [SCIDT16] paru dans Physical Review A,
écrit par Pierre Six, Philippe Campagne-Ibarcq, Igor Dotsenko *, Alain Sarlette f, Benjamin
Huard et Pierre Rouchon.

3.1 Introduction

Dans le cadre des expériences de physique quantique, il est crucial de pouvoir dé-
terminer précisément 1’état du systeme, lors que le processus de sa préparation n’est
pas assez bien connu. Contrairement a ce qu’on peut connaitre en physique classique,
la détermination de cet état p, appelée tomographie, nécessite un grand nombre €2 de
mesures indépendantes [PR04|[Hares|. En effet, I’état d’un systéme quantique a, comme
nous ’avons montré dans le chapitre d’introduction, une nature purement statistique,
puisqu’il permet de calculer la loi de probabilité de toute mesure effectuée sur le systeme
qu’il représente. Ces mesures sont habituellement représentées par un jeu de matrices
positives ou nulles 7, appelées POVM (positive operator-valued measurement), et telles
que >, m, = I. La probabilité d’obtenir le résultat n est alors Tr (pm,). Lorsque € est
suffissamment grand, la tomographie de p utilise le fait que Tr (pm,) doit étre proche de
Q,/9, ou Q,, est le nombre de mesures ayant donné le résultat n : 3, Q, = Q.

Plusieurs méthodes de reconstruction existent déja. Les méthodes d’entropie maxi-
male [Buz04] et d’acquisition comprimée [GLF*10] (compressed sensing) sont utilisées
dans le cas d’ensemble de mesures ou I'information est incomplete. Lorsque, en revanche,
I'information apportée par les mesures parcourt toutes les dimensions du systeme, on utilise
le plus souvent la reconstruction par Maximum de Vraisemblance [LR09], qui consiste
a choisir comme estimation de p ’état p,,, qui maximise la fonction de vraisemblance
p— P (Y |p). Cette fonction parcourt I’ensemble des matrices densité p pour l'espace de
Hilbert du systeme, et prend pour valeur la probabilité des résultats de mesure Y = (NN,,),
en supposant que I’état initial du systeme vaut p. Pour I'ensemble de POVM (m,), , la

*. Laboratoire Kastler-Brossel, Ecole Normale Supérieure-PSL Research University, Université Pierre
et Marie Curie-Sorbonne Universités, CNRS, College de France, 11 place Marcelin Berthelot, 75005 Paris,
France

1. INRIA Paris, 2, rue Simone Iff, CS 42112, 75589 Paris Cedex 12, France
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fonction de vraisemblance prend simplement la forme :

P(Y |p) =T (Tr (pma))™ (3.1)

n

Dans ce cas, le processus de mesure est supposé instantané, et exempt d’imperfections
et de décohérence (rentrant dans le cadre présenté en sous-section 2.2.3). Dans certaines
situations expérimentales spécifiques (par exemple, [OJTBGOT]), il n’est pas tres difficile de
prendre en compte certaines imperfections de mesure. Le probleme du calcul de la fonction
de vraisemblance, en présence d’imperfections de mesure et de décohérence pendant la
mesure, n’avait en revanche pas encore été résolu dans un cadre général : c’est ce que
nous avons fait dans cette these. Les travaux de Belavkin ont permis de prendre en
compte les imperfections de mesure et la décohérence dans le filtrage quantique [Bel92],
ce que nous avons présenté en sous-section 2.2.4. Nous montrons ici comment nous
utilisons les équations d’évolution présentées dans le chapitre précédent, qui permettent
d’obtenir 1’état conditionnel p, ou p; apres un ensemble de mesures successives, pour
donner 'expression générale de la fonction de vraisemblance. Son expression, donnée
par 'équation (3.19), est une simple généralisation de I’équation donnée plus haut, dans
laquelle les 7, sont remplacées par les états adjoints aux temps initiaux des () trajectoires
de mesures. Ces états adjoints évoluent selon une équation maitresse apparaissant dans le
quantum smoothing [Tsa09, GW15] et correspondent a l'opérateur E définissant le past
quantum state (p, E') introduit dans [GJM13].

Quand le support de la fonction de vraisemblance est principalement concentré autour
de son maximum p,,, il est connu que p,,, est une bonne approximation de I’estimation
Bayésienne pg,, définie par (voir, par exemple, [BK10]) :

R :fDHpIP’(YW:p)( =p) dp
P = T B [p=p)p(p=p) dp

ou D4 est 'espace convexe des opérateurs densité sur ’espace de Hilbert H de dimension
finie, et p(p = p) est une densité de probabilité a priori, quelconque, de p (voir, par
exemple, I'ensemble Gaussien unitaire [Meh04]). L’approximation de pg, par p, ainsi
faite s’appuie sur les premiers termes du développement asymptotique d’intégrales de
Laplace multi-dimensionnelles [BH86], en supposant certaines propriétés de régularité. Ces
développements sont donnés en annexe C.

Nous montrons ensuite que ces développements asymptotiques permettent également
d’obtenir un intervalle de confiance pour Tr (5, A), pour n’importe quel opérateur Hermi-
tien A. Pour ce faire, nous calculons de la méme facon le premier terme du développement
de la variance Bayésienne de Tr (y, A), que nous notons o2, (A). Les expressions obtenues
ne dépendent alors que des dérivées premiere et seconde de la fonction de log-vraisemblance
a son maximum p,, . Lorsque ce maximum est de rang plein, on retrouve les équivalences
asymptotiques classiques intervenant dans le Maximum de Vraisemblance, a savoir la
matrice d’information de Fisher et la borne de Cramér-Rao [CMRO05]. En revanche, si
P €st un opérateur de rang faible, il se situe sur la frontiere de ’ensemble des matrices
densité admissibles, et une étude spécifique doit avoir lieu.

Apres avoir exposé la théorie générale de la tomographique quantique d’état, nous
appliquons celle-ci a deux différents ensembles de données expérimentales.

Le premier ensemble de mesures provient d'une expérience de quantum non-demolition
photon counting dans une cavité, ou la mesure se fait grace aux atomes de Rydberg,
présentée dans [RPP*15]. Dans ce cas, I’équation stochastique gouvernant le systéme est

(3.2)
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une chaine de Markov en temps discret (comme présenté dans le premier chapitre), dont
I’état exprime le nombre de photons dans la cavité.

Le second jeu de données que nous utilisons est formé de mesures de fluorescence
hétérodynes d’un qubit supraconducteur. Cette expérience est présentée dans [CIBF*14], et
est décrite succinctement dans A.2. Ce systeme est observé de fagon continue : I’évolution
de son état est alors décrit par une équation différentielle stochastique, dans laquelle
interviennent deux canaux de mesures (et donc deux processus de Wiener).

Dans les deux cas, nous commencgons par réaliser une estimation p,, par Maximum de
Vraisemblance de I’état initial p du systeme. Ensuite, nous réalisons le méme travail pour
tous les instants ¢ entre 0 et 7' (la durée des trajectoires), de la méme facon, en omettant
alors de prendre en compte les résultats de mesure acquis entre les instants 0 et . On peut
alors réaliser de maniere "artificielle” la tomographie d’état du systeme a chaque instant.

Nous donnons aussi, pour chaque observable A ayant une pertinence physique, I'in-
tervalle de confiance habituel, fixé & 95%, qu’on peut approximer a Tr (P A) £ 20, (A).
Précisons la signification de cet intervalle de confiance. La formule que nous venons de
donner signifie que, si 'expérimentateur devait produire a nouveau un nombre équivalent
de trajectoires de mesure, dans les mémes conditions physiques, et calculer grace a ceux-ci
la valeur p,,;, correspondante, il y aurait environ 95% de chance que I'estimation de Tr (pA)
de la valeur moyenne de A a l'instant initial, réalisée grace a la seconde estimation de p,
soit comprise entre Tr (g, A) — 204, (A) et Tr (P A) + 204, (A). Cela n’a rien a voir avec
le caractere probabiliste de 1’état quantique p. Ici, p est considéré comme un parametre,
intervenant dans un tirage probabiliste dont le produit est la succession de trajectoires
de mesure acquises expérimentalement. Nous verrons dans le prochain chapitre que tout
parametre constant intervenant dans I’équation d’évolution du systeme peut étre estimé
de facon similaire.

3.2 Préliminaires mathématiques

3.2.1 Notations utilisées

Considérons que nous avons a notre disposition un nombre €2 de trajectoires de mesure,
démarrant du méme état initial p que nous cherchons a estimer. Ces trajectoires de mesure

sont indexées par n € {1;...;Q}, et la trajectoire n est écrite (y,(cn))kil o Le temps est

ici discret, et est donc noté comme un entier k entre 0 et T),, pour la trajectoire n. Pour
chaque réalisation, le filtre quantique est capable de donner I’état a chaque instant du
systeme, pgl), qui est calculé conditionnellement a I’état initial du filtre, et a toutes les
mesures antérieures (y@, . ,y,§”>).

Cet état du systeme est un opérateur densité de 1'espace de Hilbert H, supposé ici de
dimension finie. Nous notons £ (H) I’ensemble des applications linéaires de H (représentés
par la matrice carrée qui leur correspond), et Hperm le sous-ensemble de £ (H) composé
des applications hermitiennes (donc représentés par des matrices hermitiennes).

Pour alléger les notations, nous notons désormais k™ = (k,n) I'instant k de la n-iéme
trajectoire, et gj,i”) = (k(”), y,(cn)), qui contient toute I'information nécessaire pour définir le
processus de mesure au temps k de la trajectoire n.

Le filtre quantique, une version discrete du filtre continu de Belavkin, est défini a
tout instant k™ par I’ensemble d’applications complétement positives (K k(n)’y)

ye{l;..;J}
appelées ensemble complet d’applications de Kraus. On suppose, dans ce chapitre, que la
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formule permettant de calculer cet ensemble d’applications est connue a chaque instant.
L’estimation ne porte donc que sur 1’état initial p du systeme physique. Nous rappelons
que le filtre réel est défini a chaque instant par :

(n)
T . L (p’“‘;? (33

Tr (Kﬂl(c") (pk_l))
Py =ylpu”, o) =P =ylp) =Tr (K e (pz(f)l)) (3.4)

Nous rappelons que ce filtre a une structure Markovienne, puisque toute 'information
que ’état initial et les mesures réalisées avant 'instant k& peuvent apporter est contenue
dans I’état du filtre au temps précédent ; et que la formule des applications de Kraus ne
dépend que de caracteres physiques qui ne dépendent pas des états antérieurs du filtre :
ces applications ne sont générées que par la valeur de g],(gn) = (k(”), y,(gn)>

3.2.2 Probabilité des trajectoires de mesure

Puisque nous nous plagons du point de vue du physicien, qui ne connait pas la valeur
exacte p de I’état initial de chacune des réalisations du filtre, il nous faut utiliser un état
initial estimé noté p. C’est un opérateur densité sur 'espace de Hilbert H, vérifiant donc les
conditions que nous avons détaillées dans le paragraphe 2.2.2. A priori, le physicien, n’ayant
a disposition C}ue cet état initial approché p, peut seulement définir un état approché du
filtre, noté pk a 'instant k£ de la trajectoire n, initialisé par p et itéré grace a :

A =g = (p%))
Tr (Kg£n> (ﬁkl))

Cherchons maintenant a déterminer la probabilité des sorties du filtre - les mesures
(n)

(3.5)

Y, -, en fonction donc de l'opérateur densité p choisi pour itérer les filtres de chaque
trajectoire. Notons ’ensemble Y = (y,gn))k_l . des mesures de la trajectoire n, et

Y = (Y(")) e I’ensemble des mesures que le systéme a produites. La probabilité d’une
trajectoire n est calculée avec :

&

P(Y® p=p)=TIP (" lp=pu". .. 0"")
k=1
Th
=TI P (" 1) (3.6)
k=1

ou ﬁ;"_)l est généré par le filtre de I’équation (3.5). Ce filtre est considéré alors comme un

filtre approché, puisque son état initial n’est pas nécessairement celui du S(rstéme physique :

on ne peut donc pas affirmer que c’est ce filtre qui a généré les mesures y,ﬁf‘))k_l . de la

n-eéieme trajectoire. En revanche, la probabilité conditionnelle P (y,gn) | ,?),(gn_)l) suppose que la

mesure y,(gn) a été réellement générée par ce filtre. Le passage de la premiere a la seconde ligne
de I’équation (3.6) provient de la nature Markovienne des filtres quantiques. L’expression
A(n)

de la probabilité conditionnelle P (yk | pr 1) est alors donnée par 1’équation (3.4), en
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remplacant 1’état p,@l par 1’état /3,@1 obtenu grace au filtre approché. Nous obtenons

alors :

Ty,
P(Y®™ |5=p)= kH Tr (Kgén) (/3,8“‘)1)> (3.7)
=1

En injectant dans cette équation la formule (3.5) d’itération du filtre, il est facile d’en
déduire, par récurrence, que la probabilité notée P, (p) d’obtenir la trajectoire de mesure

(y@, e ,y%?) en supposant que I’état initial du filtre soit p est :

P, (p) =P (Y™ |p=p)=Tr (Kgm) 0.0 K m (;3)) (3.8)

Tn 1
Enfin, puisque toutes les trajectoires de mesure sont supposées indépendantes, et de
méme état initial, la probabilité d’obtenir toutes les trajectoires de mesure, information

exprimée par la notation ¥ = (Y(")> Lo (y,g")) 1 o, en supposant un état initial p,
nel... :

k=1...Tp
a un sens. Cette probabilité, notée P (p), est obtenue par la formule :

B(p) =P(Y |p=p) =

Q I Q A
nl;[lp (y( ) |p= p) = nl;[lTr (KQ(TZ) 0...0 Kg@ (p)) (3.9)

Enfin, remarquons que, puisque nous cherchons a estimer 1’état initial réel o du systeme
physique, ce que nous cherchons est plutot la densité de probabilité de tel ou tel état
initial "candidat", conditionnellement a toutes les trajectoires de mesure que le systeme
a produites. Cette densité de probabilité s’obtient facilement grace a la loi de Bayes.
Cependant, puisqu’on doit définir ici des densités de probabilité, il convient d’apporter
quelques précisions préalables.

Rappelons que Dy est I’'ensemble des opérateurs densité admissibles sur I'espace de
Hilbert H ; I’équation (2.18) nous enseigne que :

Dy={peL(H)/Tr(p)=1,p>0}

Dy, est donc un sous-ensemble de 'espace vectoriel Hyerm des opérateurs Hermitiens
sur H. Notons U, un sous-ensemble de Dy, de volume infinitésimal dv, défini comme la
restriction a Dy d’un voisinage de p dans Hyer,. Pour toute information conditionnelle Y
provenant des résultats de mesure effectués sur le systéme initialisé en p, la loi de Bayes
peut s’écrire :

Ppety|Y) =g [ B [p=0)dBy(p=0) (3.10)

P(Y)
ou o — dPy (p = o) est la densité de probabilité de p = o, appelée initiale, car elle ne
prend en compte aucune information sur . Nous imposons que la mesure qui décrit cette
probabilité soit absolument continue?, ce qui nous permet de noter dPy (o) = po(p = o)do,
ou do est I’élément de volume infinitésimal autour de o, défini par le produit scalaire de
Frobenius, et o — po(p = o) la densité de probabilité initiale de I’état 0. Nous choisirons
dans nos validations expérimentales que cette densité soit constante.

3. Cela signifie que, en notant yu, la mesure telle que p,(A) = faeA dPy (p = o) et p la mesure de
Lebesgue, alors pour tout mesurable A tel que pu(A) =0, on a u,(A) = 0.
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Lorsque I'élément de volume U, est infinitésimal, on peut écrire, puisque la fonction
P(Y |p = o), calculée griace a I’équation (3.9), est analytique :

P(Y |5=p)p(p = p)
P(Y)

P(pecl,|Y)= dv + O(|dv|?)

Ainsi, on peut définir une densité de probabilité concernant la valeur de p condition-
nellement a Y, vérifiant :

pB=plY)= ) (3.11)

C’est cette fonction que nous avons a maximiser selon p. Or, puisque nous considérons
que p — po(p = p) est constante (ou d’amplitude devenant peu significatives devant celle
de p—= P (Y |p = p)), I'estimation par Maximum de Vraisemblance (mazimum-likelihood
estimation) de 1’état initial p revient donc & trouver la matrice densité sur ‘H, notée py,
qui maximise la fonction de vraisemblance :

Q
pE 'D% — F(p) = ]P(Y |ﬁ: p) = H Tr (KQ(Tn) o... OKQYL) (p)) (3.12)
n=1 "

Pour que le calcul d’'une telle fonction soit possible, nous étudierons désormais son
logarithme. Puisque le logarithme est une fonction strictement croissante, 1’estimation par
maximum de vraisemblance est donc possible en choisissant la matrice densité p,,, qui
maximise :

p € Dy — Fiog (p) = (Pn (p))

(Tr (KQ(T:? o...0 K m (p))) (3.13)

Q
> log
n=1

Q
> log
n=1

3.2.3 Etats adjoints

A premiere vue, il peut paraitre difficile d’effectuer la maximisation de la fonction Fi.
En effet, calculer la valeur de cette fonction pour une matrice densité donnée nécessite
d’appliquer des applications de Kraus partielles un nombre de fois égal au nombre de
mesures que le systeme a produites.

Or, nous présentons une réécriture de cette fonction, rendant beaucoup plus rapide le
calcul de la fonction Fj,s en une succession de matrices densité testées.

Applications de Kraus adjointes

Rappelons la structure particuliere d'une application de Kraus partielle. Il s’agit d’un
super-opérateur de H (voir le paragraphe 2.2.4), noté K, défini par un ensemble fini I de
N et (M;),; un ensemble de matrices sur #, selon la formule :

Vpe L(H),K (p) = MpM] (3.14)

lel
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Nous appelons ensuite un ensemble complet d’applications de Kraus, un ensemble
(Ky),—, ., dapplications de Kraus partielles, associées respectivement aux ensembles de
matrices (M;),e 7, dui vérifient I’équation suivante (completeness equation) :

J
SN MM = Iy

y=1lely,

Nous introduisons, pour chaque application de Kraus partielle K dont I'expression est
donnée par I’équation (3.14), son application de Kraus adjointe notée K™, telle que, pour
tous opérateurs A et B sur H, on ait la relation suivante :

Tr (AK (B)) = Tr (K* (A) B) (3.15)

L’existence, pour chaque application de Kraus, de son application adjointe découle de
sa structure, que nous venons de rappeler. En effet :

Tr (AK (B)) = Tr (A (Z MZBMZT) )
=Y Tr (AM,BM])

lel

= Tr ( (Z MlTAMl> B) (3.16)

lel

Cette réécriture montre de maniere évidente que l’expression de ces applications
adjointes est :
K(p)=> MpM| = K (p)=> MpM (3.17)

lel lel

Filtre quantique adjoint

A T'aide de ces applications de Kraus adjoints, nous pouvons générer, a partir d’une
trajectoire de mesure (yk ;o un filtre quantique adjoint normalisé (voir aussi [Tsa09]

et [GIM13]) dont I'état est E,E;n), et qui est défini par la relation suivante :

(n) Iy (n) Kz:/,i” (Ek )
ML S ey T (n)
Iy TI‘( ;;En) (Ek )>

k> 1 (3.18)

L’avantage de ce filtre adjoint est qu’il est construit a partir des résultats de mesure y,g”),

sans dépendre de I’état initial p dont on ignore la valeur. Voyons comment on peut se
servir de ce filtre adjoint pour calculer la densité de probabilité p — Fje (p) définie par

I'équation (3.13), en introduisant 1’état adjoint E,i") dans l'expression de P (Y(”) |p= ,0).
Remarquons d’abord que :

P (y(n) 17 = p) — Tr (IHK@(T") o... ngyw (P))
o...OKggn) (P))

1 Tn

=Tr <Kf<n) (1) K _(n
yTn Yr,

n—1



48 CHAPITRE 3. TOMOGRAPHIE D’'ETAT

Or, on reconnait dans cette expression l'itération d’applications de Kraus adjointes qui
génere le filtre adjoint (3.18). Il est alors facile de montrer par récurrence que la densité
de probabilité de la trajectoire n en supposant la valeur initiale p vaut :

Ty
P(Y™ |5=p)="Tr(E"p) [] Tx (K;]in) (E,g”))) (3.19)
k=1

et la fonction Fj,e que nous devons maximiser s’écrit alors :

Fiog (9 }ij [log (T (E§7p)) + i log (Tr (K o (B )))ﬂ (3.20)

L’avantage de cette notation est qu’elle ne fait intervenir, en ce qui concerne sa
dépendance en p, qu'une somme de n produits scalaires, entre p lui-méme et les états
adjoints "finaux' Eon) (pour alléger les formules, nous notons désormais E(()n) = EM). Or,
le calcul de ceux-ci ne dépend précisément pas de I'état initial p testé. Ainsi, I'estimation
par maximum de vraisemblance de 1’état initial consiste a choisir la matrice densité p,,,
qui maximise la fonction :

pEDy— fp Z log (Tr ( (”)p)) (3.21)

3.3 Estimation par Maximum de Vraisemblance

L’estimation par Maximum de Vraisemblance consiste donc a choisir comme valeur
estimée p,,, de p la valeur qui, choisie comme etat initial du systeme physique, maximise
la log-probabilité des résultats de mesure yk . Son expression est formulée dans I’'équa-
tion (3.21). Nous cherchons également a donner la variance d'une telle estimation. Cette
variance sera notée o2, . C’est un tenseur d’ordre 4 dans H ; aussi, pour des raisons pra-
tiques, nous ne donnerons pas par la suite sa valeur explicite, mais pour chaque observable
A sur H, la valeur o2, (A), qui correspond a la variance de lestimation Tr (p, A) de la
valeur moyenne Tr (pA) de A a l'instant initial. Sa définition exacte sera rappelée dans le
paragraphe 3.3.2 de cette section.

On peut trouver dans® plus de précisions générales sur 'estimation par Maximum de
Vraisemblance.

3.3.1 Contexte de optimisation

Rappelons d’abord que la fonction a maximiser est la fonction f définie par :

pEDyw— flp Z log (Tr (E(”)p))

n=1

Cette fonction est une somme de logarithmes de produits scalaires sur 'argument p.
Or, le logarithme préserve la concavité des fonctions : la fonction f est donc une fonction
concave. Nous pouvons également remarquer que ’ensemble Dy est convexe, puisque la
somme de deux matrices positives forme une matrice positive. L’ensemble des valeurs de p
maximisant cette fonction sur Dy est donc un ensemble convexe, a l'intérieur duquel le

4. ajouter les deux references de E. Moulines.
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gradient de la fonction s’annule (voir, par exemple, [BV09]). On suppose néanmoins que
cet ensemble se réduit a un point, de sorte que 1'on peut noter p,,, cette matrice densité
de H qui vérifie :

Vo €Dy, p# P = [(p) <f ()

Les conditions d’optimalité seront donc différentes, que p,, soit a l'intérieur ou sur
la frontiere de Dy. Il faut également tenir compte de la contrainte affine Tr (p) = 1 que
vérifie tout élément de Dy, de sorte que, méme si p,,, est un point intérieur de Dy, le
gradient en ce point a seulement une composante nulle sur ’espace tangent associé en py,
a savoir I’ensemble des matrices Hermitiennes de trace nulle.

Topologie de ’espace de maximisation

Nous munissons tout d’abord ’ensemble Hje;m des opérateurs Hermitiens de H d’un
produit scalaire : il s’agit du produit scalaire de Frobenius, et sa norme associée. Pour
deux opérateurs A et B de Hyerm, leur produit scalaire est simplement défini par :

< A,B >="Tr(AB) (3.22)

et la norme associée est notée ||A|| = /< A, A >.

Comme nous l'avons dit, ’espace Dy des opérateurs densité sur H est un espace
convexe, et un sous-espace de Hyerm. Notre ensemble de maximisation, Dy, hérite donc
du produit scalaire défini ci-dessus. En outre, c’est un ensemble fermé et borné (puisque la
norme au carré d’une matrice positive est la somme des carrés de ses valeurs propres, et
que les valeurs propres d’une matrice densité sont toutes de carré inférieur a 1). L’espace
Dy, est donc un compact. Cet espace est en partie défini par la contrainte Tr (p) = 1 :
I’espace tangent en chaque point de Dy est donc contenu dans I’ensemble des opérateurs
Hermitiens de H de trace nulle, noté HP. .

Déterminons enfin la nature du plan tangent a chaque point de Dy (& chaque matrice
densité admissible de #H) : cela aura une certaine importance par la suite. En un point p
de l'intérieur de Dy (une matrice p de rang plein), le plan tangent est simplement HY{, .
Lorsque le point p appartient a la frontiere de Dy, deux cas de figure peuvent se présenter.

— Lorsque le noyau de la matrice p est seulement de dimension 1, on note celui-ci
Ker (p) = Vect (1)) avec [¢) un vecteur normé de H. La surface de Dy au point p
est alors localement une variété affine C> de HY,,,., avec pour normale sortante la
matrice M, = —[1) (1|, opposé du projecteur sur |1)). Le plan tangent de Dy en p
est donc composé des matrices A de HY,,,, vérifiant (| A|y) = 0.

— Lorsque le noyau de la matrice p est de dimension supérieure, la surface n’est
plus réguliere, et les calculs de variance d’estimation en un tel point deviennent
tres difficiles a réaliser. Le plan tangent de Dy en un tel point p est composé des
matrices A de HY.,, vérifiant (1)|A[)) = 0 pour tout vecteur [¢)) du noyau de p.
Par conséquent, cet espace tangent n’est pas de dimension pleine et la surface de
Dy en p n’est pas réguliere.

Pour toute matrice p de Dy, le plan tangent a Dy en p est donc constitué des matrices
de Hp..., orthogonales & tout projecteur sur un vecteur du noyau de p. Seulement, lorsque
p a un noyau d’une dimension strictement supérieure a 1, cette condition implique que
la surface de Dy ne soit pas réguliere au voisinage de p, et cela complique grandement
tout calcul de variance d’estimation lorsque la valeur estimée p,,, se trouve étre une telle
matrice.
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Gradients et Hessiens de la fonction de vraisemblance

Le gradient de la fonction de maximisation f est assez facile a calculer. En effet, si I'on
note V f (p) le gradient de f en p tel que, pour toute matrice Hermitienne infinitésimale dp,
ce gradient vérifie : f (p+dp) = f(p)+Tr (VS (p).0p)+ O (||6p]]?), la formule permettant

d’obtenir ce gradient est :
pr—gﬂ 7(71) 3.23
() Tr (pE™) (3:23)

n=1
De méme, il est possible de définir le Hessien de cette fonction. Notons ce Hessien V2 f (p)
au point p : il s’agit d'un tenseur d’ordre 2 dans I'espace Hyerm des matrices hermitiennes
de H. Ainsi, pour deux matrices A et B hermitiennes, le produit A. (V2f (p)).B est un
scalaire, de telle sorte que, pour toute matrice dp hermitienne et infinitésimale, et tout
élément p de H, on ait :

5p (V2f (p)) 6
p( 2(0))p+0<

Flp+6p) = f(p)+Tr(VF(p).op) + 16p11°)

Le Hessien de la fonction f en un opérateur p de Dy vérifie, pour tous opérateurs
Hermitiens A et B sur H :

Tr (AE<">) Tr (BE(">)
Tr? (pE™)

A (V2 (p)) B==3

n=1

(3.24)

Conditions d’optimalité

De plus, nous donnons, adaptée du criteére d’optimalité classique (voir encore [BV09)])
intervenant dans l'optimisation des fonctions convexes, la condition nécessaire et suffisante
vérifiée par py,,. Notons d’abord V f,,, la valeur V f (5, ) du gradient en ce point. Séparons
deux cas : le cas ou f,,, est un point intérieur de Dy (donc de rang plein), et le cas ou il
est sur la frontiere de Dy (py,, non inversible). Lorsque fj,, est de rang plein, la condition
d’optimalité est donc simplement qu’il existe un scalaire A, positif tel que :

vfML = /\MLIH7 (325)

0

herm>

car le gradient V f,,, doit avoir une projection orthogonale nulle sur H et parce que la
trace du gradient V f (p) est positive en tout point p de Dy,.

Lorsque p,,; est de rang faible, la condition d’optimalité est un peu plus difficile a
construire. Il nous faut tout d’abord noter P, le projecteur orthogonal sur 'image de p, .

La encore, il existe un scalaire \,; positif tel que :
[ﬁML, vf]\/IL] = O, et /\MLPML < vfML < )\ML]H (326)
Ces propriétés s’appuient sur le théoréme suivant, dont la démonstration est donnée en

annexe, au lemme 6.

Théoréme 1. Supposons que la matrice Hermitienne p*, de dimension N, maximise sur
Dy, 'ensemble des matrices densité de dimension Ny la fonction p € Dy +— f(p) définie
par 'équation (3.21). Alors p* vérifie les conditions suivantes :

— Tr (p*E(”)> > 0 pour chaque n =1,...,€;

— [ V)] = p V() = VI(p)pr =0 (p = Vf(p) = L% est le
gradient de f pour le produit de Frobenius);
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— 3X* > 0 tel que AM*P* < Vf(p*) < A1y, ou P* est le projecteur orthogonal sur
I'image de p*, et I 'opérateur identité.
Ces conditions sont suffisantes et caractérisent un unique maximum lorsque, de plus,
'espace vectoriel généré par les matrices E(™ correspond & l’ensemble des matrices
Hermitiennes de dimension Ny.

La condition (3.26) est en fait équivalente a ce que, pour tout opérateur densité p sur
'espace de Hilbert H, on conserve Tr ((p — pur) Vi) < 0. Lorsque pyy, est de rang plein,
le projecteur orthogonal B, vaut I3 : la condition (3.26) est donc générale, et s’applique
a toute matrice P, .

Lorsque p,,;, est de rang faible, le point p,,;, est sur la frontiere 9Dy de Dy . Le projecteur
P, est alors inférieur a l'identité (ses valeurs propres valent 0 ou 1). Notons V f]uIL la

projection du gradient V fy, sur Hp.... ]”)ans ce cas, la premiere condition d’optimalité de

I'équation (3.26) signifient alors que V fy,, pointe vers extérieur de Dy, et est orthogonal
en Py, a la sous-variété constituée des matrices densité de méme rang que py, : V fi est
la somme d’une matrice proportionnelle a Iy; et d’'une matrice dont I'image est contenue
dans le noyau de py;.

Méthodes de descente envisagées

Nous avons vu plus haut que la fonction de maximisation est concave, et que ’ensemble
de maximisation est convexe. L’optimisation est donc tres simple a réaliser.

Direction du gradient On peut utiliser dans ce cas 'optimisation la plus basique qui
soit, c’est-a-dire celle qui choisit comme direction de descente la valeur du gradient. En
notant p; le j-ieme état estimé par l'optimisation, 1'état suivant est alors donné par :

pi+1 = Pp,, (pj + a;V f(p;))

Ici, o est un scalaire positif, qui peut étre choisi par optimisation linéaire, ou simplement
étre fixé a une valeur constante e. Pp,, représente la projection orthogonale sur I'ensemble
des matrices admissibles Dy,. Le gradient étant aussi une matrice Hermitienne, elle se
réalise en projetant d’abord 1’état sur I’ensemble des matrices de trace un, puis grace a
une autre projection sur I’ensemble des matrices positives. La facon dont cette projection
se réalise est détaillée en annexe B.6.1.

Descente par algorithme EM Un algorithme alternatif peut étre utilisé dans le cas
ol les matrices d’état p, et les états adjoints E™ restent diagonaux dans une base
orthonormale commune (c’est ce que nous verrons dans le cas des trajectoires générées par
la boite & photons). Cet algorithme se construit grace au théoréme suivant :

Théoréme 2. Définissons un opérateur p,; et un ensemble d’opérateurs (E(”)) Lo du

méme espace de Hilbert fini H, tous ces opérateurs étant diagonaux. Définissons également
la fonction f comme :

pEDy=L(H)~ f(p) = log (T (pE™))

n=1
Alors la matrice p;4; définie comme :

A D A 1 & p.E™
i =GV 0) =5 ’

2 T (5,E@)

n=1

(3.27)
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vérifie f(pj41) = f(p;)-

La preuve de ce théoreme est donnée en annexe B.6.2. Cette preuve est basée sur le
principe de 'algorithme Fxpectation-Maximization, ce qui donne son nom a cette méthode
de descente.

Ce théoreme n’est pas valable lorsque les matrices en question ne sont pas diagonales.

3.3.2 Comportement asymptotique et variance d’estimation

Dans cette sous-section, nous nous basons sur les ouvrages de van der Vaart [vdV9§]
et de Lehmann et Castella [LC98], auxquels nous renvoyons les lecteurs pour plus de
précisions sur les arguments mathématiques présentés ici.

Biais d’estimation

Nous nous replacons ici dans le cadre général de I'estimation de parametre par mesures
répétées indépendantes. Soit 6 un parametre a estimer, évoluant dans © I’ensemble des
parametres admissibles - sous-ensemble d’un R-espace vectoriel de dimension finie -, et
0 € O la valeur réelle de 6. Le systéme génére des mesures aléatoires indépendantes et de
méme loi notées X;. Ces X, sont des réalisations de la densité de probabilité :

Xr—>p(X’§>

De méme, on connait la loi conditionnelle p (.|f) pour toutes les valeurs possibles § € ©.

Soit 2 un nombre de réalisations donné; on note X = (X1,..., Xq). Soit C(X*) un
estimateur quelconque de 6 prenant en argument €2 réalisations. On dit que cet estimateur
est non biaisé si et seulement si :

Exe (C(X%)[0) =0

Le Maximum de Vraisemblance, qui consiste a rechercher comme valeur estimée une
solution de 2 (p <XQ‘ 92) -olp (X TQ) =T, p (Xn| 5) -, n’est pas une estimation non
biaisée, en regle générale. Néanmoins, certains résultats existent, qui tendent a montrer
que cette estimation tend a étre non biaisée lorsque le nombre de réalisations prises en
compte devient asymptotiquement grand. Lorsque ’espace de maximisation © est fini,
la Maximum de Vraisemblance est alors un estimateur consistant. Lorsqu’a l'inverse ©
est un espace non fini, on peut donner, sous certaines conditions de régularité que nous
détaillerons ensuite, le résultat suivant.

Lemme 1 ([LC98]). L’équation :

o (p (x718)) =0

a une racine notée ég(XQ) qui tend en probabilité vers la valeur réelle 6 (celle qui génere
les valeurs X*) lorsque © tend vers +oo.

Les conditions nécessaires pour obtenir ce résultat sont :
1. les densités de probabilité X — p(X|6) sont distinctes pour chaque
2. les densités de probabilité X — p(X|#) ont le méme support

3. il existe un voisinage ouvert & de 6 dans 2
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4. pour presque tout X, la quantité p(X|0) est différentiable en 6 sur ©

En rappelant que, dans le cas de la tomographie d’état quantique, le parametre est
p € Dy de valeur réelle p et la réalisation est une trajectoire de mesures, on s’apercgoit
que ces propriétés sont vérifiées a deux conditions : que pour toute application de Kraus
K, intervenant dans la génération et pour toute matrice densité p, K,(p) ne soit pas nul;
et, surtout, que p soit une matrice densité dans U'intérieur de Dy, donc de rang plein. La
premiere hypothese est vérifiée dans les systemes considérés ici, et on peut supposer que la
seconde 1'est aussi, car une matrice strictement de rang faible n’a pas de sens physique.

Ainsi, le résultat de non-biais asymptotique présenté plus haut est vérifié par notre
estimation par Maximum de Vraisemblance.

Variance d’estimation

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au comportement de la variance d’estimation
du Maximum de Vraisemblance lorsque le nombre de réalisations prises en compte augmente
asymptotiquement. Pour tout estimateur C', cette variance, notée Vare, est définie par :

Varg = Exa <(C(XQ) —o@) (cx) —c@) 9)

o C(Q2) = Exe (C’ (XQ)‘ @). Cette grandeur représente les fluctuations moyennes observées
sur la valeur de 'estimation, lorsqu’un grand nombre d’estimations sont effectuées sur des
groupes successifs de () réalisations.

Dans le cas du Maximum de Vraisemblance appliquée a la tomographie d’état (puis,
plus tard, de processus), cette variance est notée o2, . Puisque le nombre de réalisations
prises en compte est, dans nos validations expérimentales, tres grand, et en supposant

que C(Q) =Eyo)_y@ (ﬁML(Y(l), . ,Y(Q))‘ ﬁ) = p, on peut assimiler o2, & une variance

permettant d’obtenir 'erreur moyenne séparant une estimation particuliere p,,, de p (celle
qui est faite a partir de toutes les trajectoires expérimentales a notre disposition) de la
valeur réelle p.

Enfin, nous donnerons par la suite, non pas une expression directe de o2, , qui est un
tenseur d’ordre 4 dans ‘H, mais 'expression de la variance de 'estimation de Tr (pA), la
valeur initiale moyenne d’un observable A quelconque. Cette variance est notée o2, (A).

Information de Fisher et borne de Cramér-Rao

Nous présentons ici des résultats mathématiques permettant de comprendre d’ou
proviennent les formules de la variance de I’estimation par Maximum de Vraisemblance.

Reprenons le cadre général de I'estimation de § grace a la mesure X. L’information
que cette réalisation extraite de @ contient sur § peut étre quantifiée par I'information de
Fisher, laquelle est exprimée comme une fonction :

hecO—TI)=Ex ((gelog(p(X |9))>

0) (3.28)

ou l'espérance est calculée comme précédemment sur la valeur de X généré par un
parametre 6 quelconque.

Cette formule peut étre modifiée. En effet, en notant Dy ’ensemble des valeurs possibles
de X, on peut écrire :

10)= [, o0 10)(tostox 0 ax

X
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Or, d’un autre c6té, on peut montrer que :
—/ (X |6) amlog( p(X 6))dX
Dp(X10)\°  Zp(X |0
i (am V' 1) 1y
Dy (X [0) p(X[0)

/ 802]9 (X [6)dX
62

1)~ 0 [ p(X10ax=T0) - 2
= 7(6) (3.29)

Ainsi, dans notre cas, nous pouvons écrire que I'information de Fisher est simplement

donnée par :
2

T(9) =-E (;02 log (p (X 19))) (3.30)

Or, lorsqu’on cherche a donner une estimation 6 de 6 a partir des réalisations X en
utilisant un estimateur non biaisé C', cette information de Fisher intervient pour déterminer
un minorant de la variance de cette estimation :

Varg > 77 (0) (3.31)

L’inverse de I'information, appelée borne de Cramér-Rao, est donc un minorant de la va-
riance d’estimation des estimateurs non biaisés. Dans le cas du Maximum de Vraisemblance,
il existe un résultat montrant que, sous certaines conditions, la variance d’estimation du
Maximum de Vraisemblance atteint la borne de Cramér-Rao lorsque €2 tend vers I'infini.
Dans ce cas, le Maximum de Vraisemblance est dit asymptotiquement efficace. Ce résultat
est le suivant :

Lemme 2. Sous certaines conditions (voir [LC98][1]), et en reprenant les notations du
lemme 1, on a, pour toute valeur § € © et toute suite HQ(XQ) tendant en probabilité vers
0 :

VA(0a(X?) =) — N (0, (18)) ™)

ol la convergence est en probabilité et N(u,c?) une loi normale de moyenne p et de
variance o2. Nous insistons sur le fait que l'information de Fisher n’est calculée qu’a partir
d’une seule réalisation X.

Désormais, nous déciderons, lorsque ces lemmes seront applicables, donc lorsque py.
sera un point intérieur de Dy, d’assimiler la variance d’estimation du Maximum de
Vraisemblance a l'inverse de 'opposé du Hessien de la log-vraisemblance en p,,,, remplagant
I'intégrale de I’équation (3.30) par une simple identification en ce point.

Formules de la variance

Les formules permettant d’obtenir la variance de Tr (Ap,,;) dépendent de la position
de py, dans l'espace Dy, puisqu’a priori, 'expression de la variance obtenue par la borne
de Cramér-Rao n’est valable que lorsque le résultat p,, de l'estimation par Maximum
de Vraisemblance est un point intérieur de ’ensemble des valeurs que peut prendre ce
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parametre, ici Dy. Nous devons donc donner une premiere formule valable lorsque p,,,
est de rang plein, puis passerons par I'estimation bayésienne pour obtenir cette variance
lorsque le noyau de p,,, est de dimension 1.

Lorsque p,, est de rang plein, nous devons tout de méme tenir compte de la topologie
de D4 autour de ce point. Or, une matrice densité proche de p,,, ne peut évoluer qu’a
trace constante. Ainsi, pour tout observable Hermitien A sur A, aucune incertitude n’est
due a la composante identité de cet observable. En d’autres termes, si I'on définit A la

projection orthogonale de A sur H, .

Tr(A)

A=A (g

(3.32)

(o1, nous le rappelons, I est opérateur identité sur H), la variance de < A >, et
celle de < A >,,, sont égales. Nous rappelons que nous nommons cette variance oy, (A).
L’expression de cette variance fait intervenir I'inverse de la matrice Hessienne de f en p,,
projetée orthogonalement sur les dimensions de HJ, .. Cette variance est donc équivalente,

lorsque le nombre de mesures prises en compte tend vers l'infini, a :
o2, (A) = Tr (AR (4))) (3.33)
ou R7! (A”) provient de l'inverse de I'application :

— = :
1 TI‘2 (ﬁMLE(n)>

n—

Pour simplifier, nous avons écrit EF™ = Eon), et E‘(‘n) est la projection orthogonale de £

sur Hpg,m, construite comme Aj.

En revanche, lorsque p,, appartient a la frontiere de D4, la courbure de cette frontiere
est a prendre en compte dans 'expression du Hessien. L’analyse de ’estimation Bayésienne
de p nous permettra de donner une formule de la variance de ’estimation lorsque p,,, est
sur une surface réguliere de Dy, c’est-a-dire lorsque son noyau est de dimension 1, puis
d’étendre la formule obtenue au cas ou ce noyau est a dimensions multiples.

3.4 Passage a I’estimation bayésienne

3.4.1 Principe de I’estimation bayésienne

Nous venons de présenter la fagon dont le principe du Maximum de Vraisemblance
résout le probleme de la tomographie d’état quantique. Cependant, le choix sous-jacent de
sélectionner comme estimation de 1’état initial la valeur maximisant la probabilité inverse
P (Y |p = p) des mesures peut paraitre arbitraire.

Nous avons présenté en sous-section 2.2.2 l'interprétation qui peut étre faite de la
matrice densité comme espérance sur les mesures effectuées antérieurement. Ici, la situation
est légerement différente ; les mesures ont été réalisées apres l'instant ou 1’état est estimé.
Ce sont les mesures qui sont influencées par 1’état, et non plus I'inverse. Néanmoins, on
peut toujours exprimer la probabilité de 1’état conditionnellement a toute 'information
que nous disposons sur le systéme : c¢’est ce que nous avons fait dans I’équation (3.10).
L’interprétation de la matrice densité comme espérance, que nous avons évoquée plus
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haut, nous amene a définir une autre fagon d’estimer ’état initial. Il s’agit de I'estimation
Bayésienne, dont le résultat pg, est donné par la formule :

. Ip,pp(p=p1Y)dp

o o (p=p 1Y) dp (3.35)
_ Jp, pexp(f(p)dp
" o exp (F(p)dp (3.36)

oup(p=p|Y) est la densité de probabilité définie plus haut par I’équation (3.11), et
ou l'intégration se fait avec la métrique dérivée de la norme de Frobenius.

De la méme maniére, cette estimation Bayésienne peut également étre faite pour le
tenseur d’erreur d’estimation . Nous notons de méme ce nouveau tenseur o2,,. L’erreur
est définie, bien stir, depuis I'estimation bayésienne pg,,. Il prend, pour 'observable A, la

valeur :

_ fDHp(p: p |Y) Tr’ ((p_ﬁBM) A) dp
Jo,,p(p=p|Y)dp

_ fDH exp (f (p)) Tr’ ((p = Pear) A)dp (3.38)

Ip, exp (f (p)) dp

Remarquons que la variance doit étre calculée ici a partir de pg,, et non pas a partir
de py,. Cela dit, nous allons montrer que cela n’a pas d’'influence, puisque ces deux valeurs
sont liées par une équivalence asymptotique lorsque le nombre de trajectoires prises en
compte tend vers I'infini.

(3.37)

3.4.2 Comparaison avec le Maximum de Vraisemblance

Nous souhaitons étudier les relations qui lient ces estimations bayésiennes de celles
qui sont tirées du principe du Maximum de Vraisemblance, et ce lorsque le nombre de
mesures prises en compte tend vers I'infini. Ainsi, nous considérons que la longueur de
chaque trajectoire (le nombre de mesures T),) reste dans certaines bornes, et que le nombre
de trajectoires €2 tend vers l'infini. La fonction f et ses variations étant proportionnelles a
Q, il peut étre judicieux de définir une fonction moyenne de f, notée f, qui vérifie :

Vo€ Dy, Tlo) = gf (o) (3.39)

Les formules permettant d’obtenir les estimations bayésiennes deviennent finalement :

Jo, D (QF (p)) dp

I, exp (97 () T (p = ) A) dp
Jo, exp (2F (p)) dp

Les intégrales qui apparaissent ici respectent le formalisme des intégrales de Laplace
et de leur développement asymptotique. Le détail des calculs qui suivent est donné en
annexe C. Le premier résultat que 1’on peut donner est que :

1
ﬁB]\/I - pAML + @ <Q> (342)

Tins (A) (3.41)
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Un résultat similaire peut étre obtenu a propos des estimations d’erreur. En effet, pour
tout observable A : )
2 2
Opm (A) = Our (A) + 0 (Q) (3'43)
Il est important de noter que ces deux résultats sont valables, que p,,, soit de rang plein
ou de rang faible. Or, les développements asymptotiques réalisés en annexe C permettent
d’obtenir la variance ¢2,,(A) méme lorsque p,,, n’est pas inversible. Nous pouvons de plus
énoncer le théoreme suivant.

Théoréeme 3. Soit Dy 'ensemble des matrices densité de dimension Ny et la fonction de
log-vraisemblance (3.21). Supposons que l'espace vectoriel engendré par les £ parcourt
I’ensemble des matrices Hermitiennes de dimension N. Notons p* 'unique maximum
de f sur Dy, et supposons que, en plus des conditions d’optimalité du théoreme 1, on a
ker (\*Iyy — V f(p*)) = ker (I — P*). Alors, pour tout opérateur Hermitien A, sa moyenne
Bayésienne, définie par Tr (Apsy) (ou pgy est défini par 'équation (3.40)), admet le
développement asymptotique :

Tr (Apy) = T (Ap") + O (é) , (3.44)

et sa variance Bayésienne (définie par I’équation (3.41)) :

1
2 _ -1 _
o2, (A) = Tr (AR @q»—%O(Q>, (3.45)
ou :
— pour tout opérateur B, B) représente la projection orthogonale de B sur 'espace
tangent en p* a la sous-variété des matrices Hermitiennes de rang égal a celui de p*
et de trace un. On 'obtient par la formule :

Tr (BP*)

B =D -

P* = (I = P*) B (In — P*);
lorsque p* est de rang plein, By = B — Tr (B) I, /Ny, car P* = Iy ;

— le super-opérateur linéaire R correspond au Hessien de la restriction de f au seul
ensemble des matrices Hermitiennes de méme rang que p* et de trace nulle. Ainsi,
pour tout opérateur Hermitien X :

o Tr (XE") B

5 [T = VA X0+ (07) X (VT — V()] (3.46)

avec (p*)" le pseudo-inverse de Penrose de p*; la restriction de X — Tr (XR (X))
aux opérateurs X appartenant a l’espace tangent a Dy en p* est définie positive.
Ainsi, la restriction de R a cet espace tangent est inversible, et peut-étre vue comme
'analogue de l'information de Fisher : son inverse en Aj est noté ici R™!(4)).

En utilisant les résultats de ce théoreme et les équations (3.42) et (3.43), on peut
facilement retrouver la valeur de I'incertitude de ’estimation de la valeur moyenne de
chaque observable A par Maximum de Vraisemblance.
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3.5 Validations expérimentales

Dans cette derniere section, nous utilisons le processus de tomographie d’état que
nous venons de présenter sur deux systémes physiques. Ces deux systémes, présentés en
annexe A, sont, d’abord, une expérience de boite a photons ot le systéeme est considéré
dans une base de Fock et lu de maniere discrete, puis un qubit supraconducteur, dont le
signal de fluorescence, diffusif, est acquis par 'expérimentateur.

3.5.1 Cas d’un champ de photons : mesures discretes
Configuration

Nous utilisons ici les résultats provenant de I'expérience "boite a photons" pour montrer
la pertinence de la méthode de tomographie d’état quantique présentée dans ce chapitre.
Les données physiques sont les mémes qu’exposées en annexe, hormis le nombre de photons
thermiques fixé ici a ny, = 0.06.

Nous disposons de 2 = 1390 trajectoires de mesures, acquises entre les instants
t = —172 ms et t = 344 ms. L'intervalle de temps entre deux mesures étant de 7, = 86 us,
cela correspond a 6000 mesures par trajectoire. Entre t = —172 ms et t = 07, le champ

de la cavité est initialement dans un état thermique, avec un nombre moyen de photons
égal a ng,. A l'instant ¢ = 07, un unique photon est injecté dans le champ. A cause des
imperfections expérimentales, il y a en réalité 1.26 photons injectés en moyenne. Ensuite, le
champ est encore mesuré pendant 344 ms, une période de temps assez longue par rapport
au temps de demi-vie T, = 65 ms des photons dans la cavité. Le nombre moyen de photons
dans la cavité a I'instant ¢ est donc, théoriquement, < N >, tel que :

Nih fort <0

< N >= { ne + (< N >¢ —ng) e /e, fort >0

(3.47)

o < N >o=1.26.

Processus d’estimation

Ici, les états quantiques pj et les états quantiques adjoints Ej étant diagonaux dans la
base de Fock, ils sont représentés par des vecteurs, comme détaillé en annexe. Ces états
sont tronqués, avec un maximum de 7 photons : pp et Ej sont donc des vecteurs en 8
dimensions.

Pour chaque t; entre —100 ms et 150 ms, nous estimons ’état p, = p(tx) grace
au Maximum de Vraisemblance, utilisant la méthode exposée dans ce chapitre. Cette
estimation est notée py;(tx). Cette estimation est faite grace aux mesures effectuées
entre les instants #; et 344 ms. Dans ce processus d’estimation, on ne prend pas en
compte, dans le cas ou t; serait antérieur a l'injection du photon, cette injection dans les
équations permettant de générer les états adjoints E,i”). A tout instant, le rang de py, (t)
est strictement inférieur a 8 (entre 2 et 5), et nous avons vérifié que ces états satisfaisaient
la caractérisation de I’équation (3.26). Nous donnons également 'intervalle de confiance a
95 % de cette estimation. Nous comparons ces résultats avec 'estimation théorique du
nombre de photons de I'équation (3.47).
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Résultats

Les résultats de cette simulation sont exposés en figure 3.1. Commentons rapidement
les résultats obtenus par Maximum de Vraisemblance. A l'instant ¢ = 0, le nombre de
photons calculé ainsi atteint son maximum, avec 1.237 £ 0.045, ce qui correspond au
moment ou le photon est injecté dans la cavité. Nous insistons sur le fait que le Maximum
de Vraisemblance retrouve cet état de fait, alors méme que l'information de 'injection
n’est jamais prise en compte dans ce modele d’estimation.

Lorsque t > 0, on s’attend a ce que le nombre de photons calculé par Maximum de
Vraisemblance décroisse, ce qui est effectivement le cas. Pour t < 0, on s’apercoit que
I’estimation recolle assez vite a la réalité, alors méme que 'estimation par Maximum
de Vraisemblance ne prend pas en compte l'information de l'injection. En effet, pour
t < —50 ms, le nombre de photons estimé se stabilise a 0.042 + 0.015, ce qui est assez
proche du nombre de photons thermiques ny, = 0.06 prédit par le modele. Cette période de
50 ms nécessaire au processus pour s’adapter au changement de modele peut étre réduite
en prenant en compte un nombre de trajectoires €2 plus grand.

Nous avons donc montré que notre processus de tomographie est robuste aux change-
ments ponctuels de modele. De plus, il est assez logique d’obtenir un pic d’incertitude de
I'estimation juste avant I'injection de photons, puisqu’a ces instants, le processus dispose
de tres peu de mesures enregistrées lorsque le photon n’est pas encore injecté.

3.5.2 Cas d’un qubit : mesures diffusives
Rappel des équations

Nous cherchons ici a exploiter des données de mesures provenant d’un qubit supracon-
ducteur, tel que décrit dans 'annexe A.2. Le signal de fluorescence du qubit est mesuré, et
sa décohérence n’est pas lue, de sorte que le systeme évolue bien selon les équations (A.4)
et (A.D).

Nous réutilisons également, pour intégrer ces équations différentielles, le schéma de
discrétisation simple, présenté en introduction de cette these, dont nous rappelons ici la

forme :
Prras = Kt,Ayt,At (Pt)
T (Kt,Ayt,At (pe))

avec Ayt = (A-[t, AQt>7 A]t = ftt+At d-[t’ et AQt = ftt+At th/.
Les applications K ay, A+ sont la version discrétisée de I’ensemble complet d’applica-
tions de Kraus K 4y, ¢ vérifiant :

K ay,.at () = Myay,apM{ gy, 00 + [(1 = 1) 1o_pos +v50.p0.] dt,

avec

7 A 1 .
M, gy, .at = Iy + (—th 3 (Voo- + %]H]) dt + y/n71/20- (dI; +idQ;) .

L’opérateur o, est I'opérateur de création : o, = (a,)T. Nous utilisons le schéma de
discrétisation simple, qui donne pour loi de probabilité approchée :

v V/ s||?\ ds;d
P(Ayte {S At; (s + ds) At} \pt) = Tr (K Ay, At (pt))exp(Hz” ) S;:Q’
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nous pouvons utiliser le travail théorique réalisé dans ce chapitre pour la tomographie
d’état par Maximum de Vraisemblance, a partir des {2 trajectoires de mesures discrétisées
(A1, AR, 15 ) et (AQEY, AQRY, Q) _jyar) Pour n=1,...,9.

De méme, cette discrétisation peut étre utilisée pour calculer la suite d’états adjoints
E; du systéme. Nous avons la formule suivante, similaire a celle de 1’équation (3.18),
permettant de calculer par récurrence inverse 1’état adjoint de la trajectoire de mesure n :

* (n)
(Tn)m _ In E}gz)t _ K Ayianat (E(k+1)At)
n ) * (n
Tr (1) Tr ( LAY RALAL (E(k)+1)At>)

ou 'application de Kraus adjointe est définie par :

K 4y, a: (p) = Mttdyt,dtthdet,dt +[(1 = n) moppo_ + v40.p0.] dt,
Nous pouvons appliquer la méthode de tomographie d’état que nous avons établie dans
les précédentes sections de ce chapitre.
Tomographie d’état quantique pour un qubit

Pour un systeme a deux niveaux, ’estimation par Maximum de Vraisemblance déve-
loppée dans les sections précédentes peut étre décrite de maniere plus simple, en utilisant
pour décrire les états et états adjoints leurs coordonnées dans la sphere de Bloch. Ainsi :

Iy +x0o, + yo, + 2o,
p = 2
B Iy + ey0, +ey0y + .0,

E = 5 . (3.49)

(3.48)

Les coordonnées (x,y, ) et (ey, ey, €,) représentent alors une nouvelle fagon d’exprimer la
valeur de p et de E. De plus, I’ensemble Dy, des matrices densité admissibles correspond a
la sphére unitaire de R3 vérifiant 2% 4+ y? + 22 < 1, et le produit de Frobenius entre deux
opérateurs de Hyperm de trace une correspond au produit scalaire euclidien classique sur
R3. Le gradient en p,,, de la fonction de log-vraisemblance (3.23) devient alors :

(n)

0 e
1 x
Vi) =V = Z (n (n) (n) eé”)

n=1 1+ Typez ) + Yur€y " + 2z egn)
La caractérisation de p,,, donnée en (3.26) devient alors la suivante : si cette matrice
densité est a l'intérieur de Dy, c’est-a-dire si 22 + y> + 22 < 1, alors Vf,, = 0; si
Tnr
22+ 2+ 22 =1, alors Vi = e | v |, avee A\ < 0. Le super-opérateur R défini par
AML
'équation (3.46) devient alors une matrice positive semi-définie de dimension 3. Sa valeur
est la suivante, selon la position de p,, dans Dy :
— si 22 + 9% + 22 < 1, nous obtenons :

653”) G;n) egn) eén) e;n) 6gn)

e emeln el

Q egn) e(xn) e(zn)e n) egn) egn)
R—Y y

n n)\?
n=1 (1 + mMLec(z: ) + Y€y ) + ZMLegr ))
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La plupart du temps (dés que le nombre de trajectoires prises en compte est
suffisant), cet opérateur est de rang plein, et il peut étre inversé. Ainsi, pour
chaque opérateur A de la forme A = W, associé au vecteur (a,b,c), la
formule (3.45) devient :

a
o2 (A)=a'R7'a, ota=|b

C

— si 22 +y? + 2% =1, et lorsque \,;, > 0 est assez grand, nous obtenons :

B =
n n n n n n
e
Q n n n n n n
R=Y =%k %=y U e
B (n) (n) (n)) 2
n=1 1+ Ty’ + ey + Zamez

I =TT — T Y — Ty Rmr

+ A —Ynr Tz 1 — %t —YnmrRmr
—2pr Tr —2mrYnr 1 — Zvm 2

|(|Z), e‘(‘z), eﬁz)) sont les coordonnées de la projection de E™ sur le sous-espace

ou (e
tangent & Dy en Py sUr Hperm. Ainsi, on définit s = egc")a?ML + 6?5”)yML + eg") 2L

tel que e‘("g) — eé”) — sM¢,, pour tout € = x,y, 2. Le rang de 'opérateur R est

inférieur ou égal a 2. Son inverse, apparaissant dans la formule (3.45), correspond
alors au pseudo-inverse de Moore-Penrose. Il est évalué sur le vecteur associé a la
projection A de I'opérateur A :

(a - Sl'AIL)Ux + (b - SyﬂdL)gy + (C - SZNIL)UZ
2 )

A=
avec S = aXyy, + by, + 2 -

Estimation de I’état initial d’un qubit avec mesures hétérodynes de fluores-
cence

Enfin, nous testons la tomographie d’état quantique par Maximum de Vraisemblance
sur le systeme ainsi décrit. Ici, nous supposons que le Hamiltonien H, =0, que lefficacité
de détection du signal de fluorescence vaut n = 0.24, et que les constantes de temps de la
mesure et du déphasage valent v, = (4.15us)™! et v4 = (70us) .

Nous utilisons ici un nombre relativement faible de trajectoires, Q = 4.10*, qui ont toutes
la méme durée T, = T = 9.4us. Ici, la période d’échantillonnage At = 200ns ~ v; /20 est
bien plus petite que les temps caractéristiques des matrices de mesure. L utilisation du
schéma de discrétisation simple est donc pertinente. Chaque trajectoire est supposée com-
mencer au temps ¢ = 0 & partir du méme état initial p proche de I'état pur (|g) + |e)) /v/2,
correspondant a x = 1.

Dans un premier temps, 'objectif est de vérifier la valeur de p, en utilisant la to-
mographie par Maximum de Vraisemblance. Nous utilisons, pour chaque trajectoire de
mesure n, les 2 X 47 mesures discrétisées Aly, ..., Alyga; et AQo, ..., AQsea:. A partir
de ces mesures, nous calculons les états adjoints E(()n) de I’état correspondant a chaque
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trajectoires, puis en déduisant, apres maximisation de la log-vraisemblance, une estimation
par Maximum de Vraisemblance de chaque coordonnée de p, accompagnée d’un intervalle
de vraisemblance a 95% pour chacune, grace a la matrice R obtenue :

Tr (pyo.) = 0.99 & 0.06
Tr (py0,) = —0.03 + 0.07
Tr (py0-) = —0.10 +0.19

Cette estimation de I’état initial est cohérente avec nos attentes. En effet, I’état est
préparé en x = 1, a partir d’'un état thermique avec moins de 1% d’excitation.

Dans un second temps, nous cherchons a montrer que la tomographie par Maximum
de Vraisemblance permet de reconstruire les états moyens successifs du systeme. Pour
cela, nous réalisons, comme précédemment, la tomographie de ’état p,, moyenne des états
p§"> du systeme a l'instant ¢, en utilisant, parmi les ) trajectoires de mesures, les mesures
acquises entre les instants t et T". Nous ne réalisons ce travail que pour chaque instant
t entre 0 et 5 us, faute d’information suffisante pour prendre en compte des moments
ultérieurs. Nous notons les coordonnées de ces estimations, respectivement x;, (t), Y (1)
et 2y, (t). Sur les trois figures 3.2, 3.3 et 3.4, nous les faisons apparaitre en ligne rouge,
accompagné de leur intervalle de confiance a 95%, figurant de chaque coté de la courbe
rouge en tirets bleus.

Enfin, pour prouver la pertinence de ces estimations, nous les comparons, dans le cas
de @y, (t) et Y (f), avec ce que permet d’estimer la moyennisation des signaux de mesures.

En effet, puisque :
< dly >= /71 /2z(t)dt
< dQy >= /1 /2y(t)dt

ou z(t) et y(t) sont les coordonnées moyennes des états a U'instant ¢. On peut alors réaliser
de cette moyennisation une autre estimation fiable de deux des coordonnées de 1'état p,.
Nous utilisons pour cette estimation par moyennisation un nombre beaucoup plus grand
de trajectoires, en I'occurrence 3.10°. Ces estimations par moyenne sont représentées sur
les figures par des cercles noirs. Ainsi, on peut conclure que notre méthode par Maximum
de Vraisemblance donne des résultats tout a fait valables, dans le sens ou une estimation
plus classique par moyennisation du signal de fluorescence rentre systématiquement dans
I'intervalle de confiance prédit par ce Maximum de Vraisemblance.

La figure 4 est similaire a la figure 2, a la seule différence que le nombre de trajectoires
utilisées pour obtenir 'estimation par moyennisation est de seulement 4.10*. La quantité
d’information disponible est donc ici la méme que pour 'estimation par Maximum de
Vraisemblance. On s’apercoit alors que les cercles noirs ne donnent plus une estimation
suffisamment précise des coordonnées en x et y de p,. Au contraire, le bruit inhérent a
I’estimation par Maximum de Vraisemblance semble étre beaucoup plus faible. Cela montre,
comme cela était attendu, que I'exploitation de toutes les mesures entre les instants t et T’
donne, grace au Maximum de Vraisemblance, un résultat bien meilleur que I'estimation
par moyennisation, qui n’utilise que les mesures a l'instant ¢.
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FIGURE 3.1 — En haut : la ligne rouge correspond au nombre de photons Tr (Np,, (t))
calculé par Maximum de Vraisemblance, grace aux résultats de mesures entre les instants
t et 344 ms. Les deux tirets bleus correspondent & l'intervalle de confiance a 95 %, et
ont pour coordonnées Tr (Np,, (t)) £ 24/02, (N, ). La ligne noire correspond au nombre
théorique de photons, donné par 1’équation (3.47).

En bas : la valeur de l'intervalle de confiance 2,/02, (N, t), obtenu grace a 1’équation (3.45).
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FIGURE 3.2 — Comparaison de l'estimation par Maximum de Vraisemblance de = (a
gauche, rouge et tirets bleus) et de y (a droite, idem) utilisant les données de mesures
provenant de Q = 4.10* trajectoires produites par expérience ; avec une estimation par
moyennisation sur ’ensemble des signaux de fluorescence (cercles noirs), utilisant un
nombre bien plus important de données : Q* = 3.10°, expérimentales elles aussi. Les
lignes rouges représentent x,, (t) et vy, (f); les tirets bleus correspondent aux intervalles

de confiance de 'estimation par Maximum de Vraisemblance (x,(t) &+ 24/02, (0,,1) et

Y (1) £24/02,(0,,1)), obtenus par (3.45). Les cercles noirs représentent 1'estimation par
moyennisation du signal de ces mémes coordonnées (voir le texte pour plus de détails).
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F1GURE 3.3 — Estimation par Maximum de Vraisemblance de la coordonnée z de 1’état
p,, utilisant les données de mesures provenant de 2 = 4.10? trajectoires produites par
expérience. La ligne rouge correspond a 2, (t), et les tirets bleus a l'intervalle de confiance

de l'estimation par Maximum de Vraisemblance (2, (t) & 24/02, (0., t)), obtenu par (3.45).
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FIGURE 3.4 — Méme chose que pour la figure 3.2, mais I’estimation par moyennisation est
ici réalisée avec le méme ensemble de trajectoires de mesures que pour le Maximum de
Vraisemblance. Ce dernier apparait significativement plus précis, prouvant la pertinence
de cette méthode.






Chapitre 4

Estimation de parametres et filtres
particulaires

Nota Bene. Ce chapitre est inspiré du papier [SCIBT15] soumis dans le cadre de la Confe-
rence on Decision and Control 2015, écrit par Pierre Six, Philippe Campagne-Ibarcq*,
Landry Bretheau*, Benjamin Huard* et Pierre Rouchon.

4.1 Introduction

L’estimation de parametres au sein des chaines de Markov a modele caché est un sujet
déja bien établi (voir, par exemple, [CMRO5]). Il y a vingt ans, Mabuchi [Mab96] a présenté
des méthodes basées sur le principe du Maximum de Vraisemblance pour 'estimation
de parametres Hamiltoniens. Gambetta et Wiseman [GWO01] ont ensuite détaillé une
premiere adaptation de la technique des filtres particulaires, avec pour objectif I’estimation
de parametres dans les systemes quantiques ouverts. Les formulations qui en découlent
ont été analysées dans [CGO09], en utilisant le formalisme standard des filtres quantiques.
Récemment, Negretti et Mglmer [NM13] ont repris cette idée pour obtenir les équations
générales définissant un filtre particulaire quantique pour des systémes évoluant selon une
équation maitresse stochastique dont le bruit équivaut & des processus de Wiener (on
retrouve les systémes diffusifs étudiés dans cette these).

Dans tous ces travaux, des simulations réalistes permettent de comprendre l'intérét de
tels filtres pour l'estimation de parametres dans un espace continu. Dans [KY13], des filtres
similaires sont utilisés pour choisir entre un nombre fini de parametres : en 'occurrence,
différentes structures possibles pour un réseau quantique. L’estimation Bayésienne utilisée
dans l'expérience de contrdle en boucle fermée décrite dans [BWTT12] est en fait un cas
particulier du cadre général des filtres particulaires quantiques, puisqu’ici aucune cohérence
n’apparaissant entre les différents niveaux d’énergie, les probabilités manipulées restent
classiques.

Dans ce chapitre, nous commencons par donner une preuve de convergence en espérance
des filtres quantiques particulaires utilisés pour I'estimation de parametres physiques, et ce

x. Laboratoire Pierre Aigrain, Ecole Normale Supérieure-PSL Research University, CNRS, Université
Pierre et Marie Curie-Sorbonne Universités, Université Paris Diderot-Sorbonne Paris Cité, 24 rue Lhomond,
75231 Paris Cedex 05, France
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méme lorsque 1’état initial des filtres construits par 'expérimentateur ne correspond pas
exactement a la valeur de I’état initial du systeme expérimental. Nous montrons également
que 'estimation par filtres particulaires quantiques revient a utiliser la technique du Maxi-
mum de Vraisemblance, sur un nombre restreint de valeurs de parametre testées. Ensuite,
nous détaillons les équations différentielles stochastiques définissant les filtres particulaires
dans le cas de systemes a mesures diffusives, puis mentionnons ’existence de schémas
de discrétisation de 1’équation d’évolution de ces systémes, permettant I'implémentation
des filtres particulaires pour ce type de systeme. Enfin, nous montrons que ces filtres
sont capables de retrouver la valeur de plusieurs constantes physiques intervenant dans
I’évolution d’un qubit supraconducteur, a partir de données expérimentales réelles.

4.2 Robustesse des filtres particulaires

L’estimation par filtre particulaire est tres liée au processus d’estimation par Maximum
de Vraisemblance, bien que, dans ce cas, on n’ait pas affaire a une véritable optimisation.
Pourtant, le formalisme particulier des filtres particulaires nous est tres utile pour construire
des résultats de robustesse de I'estimation par Maximum de Vraisemblance.

Ainsi, nous présentons dans cette section la discrétisation du processus d’estimation
de parametres par filtres particulaires, établi dans [GWO01], [CG09] et [NM13] pour les
systéemes a mesures continues; puis, nous donnons plusieurs résultats mathématiques
concernant la validité et la robustesse de cette estimation.

4.2.1 Filtres particulaires

Dans cette section, nous décidons de simplifier a I'extréme la prise en compte de
I'incertitude sur les parametres, puisque nous considérons que la valeur réelle p de ceux-ci
ne peut prendre que deux valeurs, notées a et b. Considérons également une seule trajectoire

de mesures discretes, simplement notée (yi, ..., yr). Rappelons que cette trajectoire est
générée par le filtre de Belavkin discrétisé suivant, dont 1’état est noté py :
Pye =y |po, v, uk1) =Pye =y [ pr1) = Tr (KT, (o)) (4.1)

_ K7}, (p1)
Tr (Ki,yk (Pk—l))

Ici, nous avons ajouté p a la notation Kgy des applications de Kraus décrivant
I’évolution du systeme, puisque la valeur du parametre pris en compte aura une importance
dans les prochaines équations.

Puisqu’il n’y a ici que deux valeurs possibles de parametres, le processus d’estimation
équivaut en définitive a une discrimination entre a et b. Cette discrimination est bien
entendu établie a partir des résultats de mesure (yi, ..., yr). Nous pouvons donc définir
les probabilités 7¢ et 7%, qui représentent respectivement la probabilité que le paramétre
réel p vaille a ou b a l'instant k, c’est-a~dire en tenant compte des mesures (yi, ..., yx).
Bien entendu, ces probabilités vérifient ¢ + 72 = 1 & chaque instant. Formellement, ces
probabilités s’expriment comme :

Pk (4.2)

pour p € {a;b}, 7w =P (T? = p |7, 7, Po, 1, - - ,yk) (4.3)

Ici, pg est 'estimation de I’état initial faite par 'expérimentateur, a distinguer de 1’état
initial pg du filtre réel défini par les équations (4.1) et (4.2). Cette estimation peut avoir
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a étre réalisée si la vraie valeur py de cet état initial est inconnue de ’expérimentateur.
& et w5 représentent 1'état initial des probabilités 7¢ et 72. Ces probabilités sont définies
arbitrairement par I'expérimentateur, prenant en compte 'information dont il dispose
a priori sur la valeur des parametres, c’est-a-dire avant que des mesures sur le systeme
physique ne soient enregistrées.

Une simple estimation par Maximum de Vraisemblance consisterait, a l'instant k,
a choisir le parametre p admissible qui maximise la probabilité de toutes les mesures
accessibles a cet instant, c’est-a-dire :

P(y17"'7yk ‘ﬁ()up:p)

Or, ce que nous présentons ici est quasiment équivalent, puisque, définies par I'équa-
tion (4.3), les probabilités 7t sont données par :

P(p:p |7T8,7T8,,50)
]P’(yl,...,yk ]WS,WS,,@O)

ﬂ—i):]P)(yla--'?yk|7rga7rg7ﬁ07p:p) (44)

Lorsque les probabilités initiales sont posées, on peut en déduire que :

Ainsi, lorsqu’on choisit, comme ici, une distribution de probabilité (7f) , uniforme,
sélectionner comme estimation la valeur a laquelle le filtre particulaire donne la probabilité
7}, la plus grande a U'instant k revient & une estimation par Maximum de Vraisemblance
sur (yi,...,yx) sur un nombre fini de possibilités - ici a ou b.

Nous considérerons ici qu’aucune connaissance préalable n’existe sur la valeur de p, de
sorte que ¢ = 73 = 1/2, mais notre analyse reste valable dans un cas plus général, tant
qu’aucune de ces probabilités initiales n’est nulle. Désormais, pour alléger les formules de
cette sous-section, nous omettrons de mentionner 7d, 7 et 1’état initial estimé py dans
I’expression des futures probabilités conditionnelles.

Pour définir I’évolution de ces probabilités, il nous faut tout d’abord, grace a la loi de
Bayes, que ces probabilités sont itérées par :

pour p € {a;b}, m =P@E=ply,.... 0
_ Pyr | P=p001, s —1) PO =0 Y1, -, Yr—1)
P (yr |y1, - Yr—1)
:Wz_llp’(yk P=PY1, - Yo1)
P (yr |y1s- - Yr—1)

(4.5)

La valeur de la probabilité conditionnelle P (yx | D = p,y1,...,yr_1) peut alors étre
calculée en construisant le filtre de Belavkin construit avec le parametre p. Nous devons
donc, pour itérer les probabilités 7 et 7%, générer deux filtres approchés, batis avec des
applications de Kraus partielles faisant intervenir les valeurs a et b respectivement. L’état
de ces deux filtres & I'instant k est écrit p¢ et pb. Il est calculé par :

K7, (#h4)
Tr (Ki,yk (ﬁ£71>>

pour p € {a;b}, py=po, ph= (4.6)
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L’utilisation de ces filtres approchés, incrémentés dans la pratique de fagon parallele,
permet finalement de donner la loi d’itération des probabilités conditionnelles :

p p Ir (KZ’% (ﬁz—l))

pour p € {a;b}, 7. =mh_4 - (4.7)
qu{a;b} Wl%—lTr (Klg,yk (pZ—1>)

Nous avons donc défini un filtre particulaire, d’état (ﬁg, ph, e, 7'('2) a l'instant k, itéré
grace aux mesures (yi, ..., Yk), qui détermine toute notre information sur le systéme a cet
instant. Ici, les mesures proviennent du filtre de Belavkin standard correspondant a la
valeur de parametre correcte p. Voyons comment faire du filtre étendu d’état (ﬁz, ph, e, WZ)
un filtre quantique capable d’avoir produit lui-méme les mesures yy.

4.2.2 Description du systeme par filtre étendu

L’information dont I'expérimentateur dispose est de deux sortes ici : les probabilités
7¢ et w2 décrivent sa connaissance de la valeur de P, et les états conditionnels p¢ et p?
contiennent 'information sur 1’état du systeme, dans chacune des cas de figure : que p
vaille a ou b.

Nous montrons dans cette sous-section comment ’extension de ’espace de Hilbert
associé au systeme, qui donne naissance a des états et des filtres qualifiés d’étendus, permet
de prendre en compte simultanément ces deux types d’information, et ainsi d’énoncer des
résultats de convergence s’appliquant a l’estimation de parametres par filtres particulaires.

Notion d’état étendu

Puisque deux valeurs de parameétre sont possibles, on peut représenter 'information
dont on dispose sur la valeur de p par un opérateur densité sur I’espace de Hilbert complexe
de dimension 2. Cet espace est noté P. L’incertitude sur la valeur du parametre p étant
de nature purement statistique, cet opérateur densité est simplement diagonal. A I'instant
k, cette diagonale est simplement (WZ, 7T,2)

Pour prendre en compte en méme temps l'incertitude sur la valeur du parametre, et
I’état du systeme dans chacune de ces éventualités, on peut définir un nouvel état approché,
dit étendu, et noté =i. Cet état étendu est un opérateur de H ® P. Sa trace partielle
par rapport a H est simplement la matrice diagonale sur P dont nous parlions dans le
paragraphe précédent, générée par (W,Z, 7T,l;> Cet état étendu permettant d’obtenir les états
quantiques construits par les filtres correspondant aux valeurs possibles de parametres a
et b, =, est donc construit par la formule :

2 _ ([ mpi| O
—k — ( 0 7_(’1;’52 ) (48)

Nous rappelons que les états p¢ et p% sont les états des filtres approchés de I’équa-
tion (4.6).

Avant de déterminer 1’équation d’évolution de cet état étendu, notons que 1’état ék
construit par la formule (4.8) est un opérateur densité de H @ P. En effet, il est facile de
montrer que sa trace vaut 1, et qu’elle est une matrice positive, puisque diagonale par
blocs d’opérateurs positifs.
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Evolution du filtre étendu approché

Donnons tout d’abord ce qui peut étre qualifié d’état initial d’'un futur filtre "étendu",
qui aurait =; comme état. Cet état initial a pour formule :

o Wgﬁg 0
—0 — ( 0 78/30 ) (49)

Nous cherchons maintenant a donner une expression de Z, en fonction de l'état
précédent Z;_1. Nous présentons d’abord une expression construite par les éléments de
base de cet état, c’est-a-dire (ﬁ%_l, ph_, e, Wz_l). En servant des équations (4.6) et (4.7),
nous pouvons montrer, en utilisant de plus la linearité des applications de Kraus, que :

. Th—1 Z (ﬁ%fl) ‘ 0
= ( 0 ALK, () ) [ (410
ot Cp = mf_Tr (Kt (i y)) + 70 Tr (KL, (Ph1)) (4.11)

[1]>

k,yk

Notons que I’élément de normalisation C), n’est que la trace de la matrice qu’elle divise.
En cela, I’équation que nous venons de présenter prend la méme forme que l'itération
d’un filtre quantique standard. Mais ici, en apparence, il n'y a pas de super-opérateur
de Kraus qui génere directement = depuis St Ici, litération est faite avec K7y, et

K Z%. Construisons le super-opérateur qui permette une telle itération. Rappelons tout
d’abord qu’a tout instant k, pour tout y = 1...Y, et pour tout p égal a a ou b, il existe

un ensemble fini (M lf’l)lelp d’opérateurs sur ‘H tels que, pour tout opérateur densité p :
k,y

T
K7, (p)= > MZp(M})

P
ety

Supposons que, pour tout k, et tout y, les ensembles Ij et I ,g’y ont le méme cardinal
(on peut toujours augmenter artificiellement le cardinal de I}, en créant des matrices M,
nulles). Pour alléger les prochaines écritures, nous choisirons désormais I}, = I ,2’7y =Iiy.
Construisons ensuite un super-opérateur partiel sur U'espace étendu H @ P, noté K ks tel
que, pour tout opérateur £ sur cet espace, on ait :

. Me |0 Mme, | oo\
o= 3 (JBLS (Bl Y

lelk’y

Ainsi, si € est diagonal par blocs, avec pour blocs ¢ et o® opérateurs sur H, K ky (&)

restera diagonale par blocs, avec pour blocs K7, (c") et K Zy (0b>. Par conséquent, la
création de ce super-opérateur "étendu' permet de donner une nouvelle forme a ’équation
d’évolution de I'état étendu =, :

K (5)
Tr (‘kkvyk (ék,1)>
I1 est clair que l'expression des super-opérateurs étendus de ’équation (4.12) montre

que ce sont des applications de Kraus partielles. Montrons enfin que I'ensemble des
applications de Kraus (K k7y> Ly ainsi formulées pour l'instant k& forme un ensemble
y=1...

[1]>

k (4.13)
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complet d’applications de Kraus sur l'espace H ® P. Les matrices qui composent ces
applications de Kraus vérifient :

v T
Mg, o) (M&O >:
ZZ( o ) ("o
Y a f a
Dy=1 2lely, (Mkz> Mk,l‘ . 0 SR = Dop (4.14)
0 ‘ Dy=1 2.lely, (Mk,l) My,

Ainsi, a chaque instant k, ’ensemble (K k7y) Ly est un ensemble complet de super-
y=1...

opérateurs de Kraus sur ’espace de Hilbert étendu H ® P. Le filtre dont =) est I’état,
itéré par ’équation (4.13), a donc la structure d’un filtre quantique approché.

Filtre étendu réel

Voyons enfin si nous pouvons définir un état étendu réel, correspondant a I’évolution
physique exacte du systeme, qui puisse évoluer avec les mémes applications de Kraus que
I’état étendu approché. Nous appelons I'état a 'instant k£ d’un tel systéme, appelé état
étendu réel =;,.

Tout d’abord, supposons que la valeur réelle du parametre p est a. Si nous reprenons
pour =, la méme construction que celle de ék, I’état initial =y sera :

0:(??8) (4.15)

k:(ﬁfS) (4.16)

ou pg est I'état initial du systeme physique réel, et p; est 'état du systeme physique réel,
itéré avec le filtre quantique des équations (4.1) et (4.2). Remarquons d’abord que, lorsque
la valeur y; de la mesure a I'instant k est connue, nous itérons I’état étendu réel avec la
méme application de Kraus étendue que pour ’état étendu approché, a savoir :

[1]

et ’état courant réel =, :

[1]

Tr (Kk,yk (Ek—l))

(4.17)

Pour que ce filtre étendu soit bien un filtre quantique discret, il faut que les super-
opérateurs de Kraus qui le structurent permettent de définir, a partir de I'état =;_1,
la méme loi de probabilité sur la valeur de la mesure y, que la loi de probabilité de
I'équation (4.1), c’est-a-dire que 'on doit vérifier a chaque instant k :

P (?Jk =Y |Poa Yty .- 7yk—1) = ]P)(yk =Y |Ek—1) =Tr (-f{k,y (Ek—1)) (4-18)

Or, nous venons de montrer que cette trace était égale a la trace que I’équation de
probabilité initiale (4.1) exige, a savoir Tr (K ko (pz_1>>.

Ainsi, nous avons donc transformé un probléme de discrimination entre deux processus
de mesure (déterminés par les valeurs de parametres a et b), en un probleme de discri-
mination entre deux états initiaux. En effet, le systéeme physique produit les résultats
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(y1,...,yr) grace au filtre discret quantique suivant :
Ky, (Zn
== (%) =z, = Sk (4.19)
Tr (Kkvyk- (:k—l)>
P (yk =Yy | Ek*l) =Tr (kk,y (Ekfl)) (420)

et le filtre approché que 'expérimentateur peut construire pour simuler le comportement
du systeme a chaque instant est incrémenté par :

,&0: Wgﬁo 0
0 |mpo )

4.2.3 Robustesse de ’estimation par Maximum de Vraisemblance

_ -f{/ayk (ék—l)
Tr (Kk,yk (ékfl))

[1]>

(4.21)

k

Une pseudo-métrique : la fidélité

Pour donner des résultats de stabilité sur les filtres Markoviens représentant 1’évolution
d’un systeme quantique, il nous faut définir une pseudo-métrique sur I’ensemble Dy des
opérateurs densité sur l'espace de Hilbert H. Cette pseudo-métrique définira le niveau
de proximité des états quantiques que représentent deux matrices densité différentes. La
pseudo-métrique que nous utiliserons ici se nomme la fidélité, fréquemment utilisée en
théorie de I'information quantique, et ses propriétés sont plus détaillées dans [NCO00].

Prenons deux matrices densité p et o sur H. Pour calculer la fidélité entre ces deux
matrices, remarquons d’abord que, de toute matrice positive A de £ (H), on peut définir
une racine carrée, notée /A ou Az, elle aussi matrice positive de £ (H). En effet, toute
matrice positive A admet une décomposition de la forme :

A=QDQ!

ou () est une matrice unitaire sur H, et D est une matrice diagonale, aux éléments
diagonaux (Dy, ..., D,), n étant la dimension de H en tant que C-espace vectoriel. La
matrice carrée de A est alors donnée par 1’équation :

VA=QVDQ!

ou v D est la matrice diagonale générée par (\/Dl, ceey \/Dn).
Une fois cette définition donnée, nous pouvons alors écrire I'expression de la fidélité
F (p,0) entre les opérateurs densité p et o :

V(p,o) de Dy, F(p,0) :Tr( \/ﬁa\/_p) (4.22)

La fonction de fidélité vérifie plusieurs propriétés. Tout d’abord, nous démontrons en
annexe B.5 que cette application est symétrique : pour tous opérateurs densité p et o sur
H, on a F(p,0) = F (0,p). Nous pouvons également démontrer que la valeur de cette
fidélité est toujours comprise entre 0 et 1. La fidélité est nulle lorsque les supports des
deux matrices densité sont orthogonaux entre eux, ce qui est une condition équivalente a
po = 0y opérateur nul de H. Au contraire, la fidélité vaut 1 lorsque les états physiques
représentés par p et o sont les mémes, donc lorsque ces matrices sont égales.
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Robustesse d’un filtre quantique par rapport a son état initial

Nous reprenons dans cette sous-section un résultat précédemment publié par Pierre
Rouchon, dans [SDSR12] et [Roull].

Nous considérons ici un filtre quantique en temps discret quelconque. L’action de ce
filtre est décrite, a I'instant k, par ’ensemble complet d’applications de Kraus (K k7y>y:1...Y’
L’état du systeme physique associé a ce filtre est alors, a I'instant k, noté pi. Ces applications
de Kraus sont supposées connues a ’expérimentateur, mais 1’état initial pg, lui, ne I'est
pas, et on doit alors en donner une estimation py, qui permet d’itérer, en utilisant les
mémes applications de Kraus, un état approché p, du systeme.

Nous donnons ici un résultat a propos de la fidélité, a chaque instant, entre 1’état réel
pr du systeme, et 'estimation py qui en est faite grace au filtre approché. Ce résultat, dont
la démonstration est donnée dans [Roull], utilise la structure particuliere des applications
de Kraus.

Théoréme 4. Soit un filtre quantique réel, d’état initial py, générant grace aux applications
de Kraus (K kuy)y:l...y les résultats de mesure y;, et les états courants py ; soit également un
filtre approché de ce premier filtre, généré a partir de py, itéré avec les mémes applications
de Kraus partielles, produisant les états courants approchés py.

Alors, a chaque instant k, la fidélité entre état réel et état approché augmente en
espérance par rapport a la valeur de y;, c’est-a-dire :

E (F (px, pr) | pr—1, Pr—1) = F (pr—1, Pr—1)

Ce résultat signifie qu’en pratique, un filtre quantique a tendance a oublier de petites
erreurs sur sa condition initiale au cours du temps. Ce résultat est trés important, puisque,
dans chaque expérience, I’état initial ne peut jamais étre connu parfaitement. Nous nous
assurons donc ici qu’il n’est pas probable que I’état d’un filtre approché diverge de I’état
du filtre dont il reprend les mesures.

Puisque nous avons transformé plus haut notre probleme d’estimation de parametres
en probleme d’estimation d’état initial, nous allons nous servir de ce théoreme pour donner
un résultat de robustesse des filtres étendus, que I'on reliera a notre capacité a discriminer
deux valeurs de parametres a partir de résultats de mesure.

Robustesse du filtre étendu

Le second résultat que nous présentons est simplement une application du théoreme 4
au cas particulier des filtres étendus, dans le cadre d’'un choix de parameétres entre les
valeurs a et b. En effet, nous avons construit plus haut un filtre quantique étendu, d’état
initial =y, générant avec les applications de Kraus (f{ kyy)y_l v les mesures y; et 1’état

courant =.

De maniere analogue a ce qui a été présenté dans le paragraphe précédent, nous
développons a partir de ce filtre un filtre approché d’état initial =, et d’état courant
Z. La fidélité entre les états étendus =, et =, croit donc en espérance a chaque instant.
Rappelons que a est la valeur réelle des parametres, que =, et =), sont diagonales par blocs,
d’expression =5, = diag (py, 0) et =, = diag (W,‘;ﬁz, ﬂ,’;ﬁi). On peut facilement montrer que
la fidélité de ces deux états étendus est alors :

F (EkEk) =m0 F (pr, P1,)

L’exploitation du théoreme 4 sur les états étendus =, et =5 permet alors de formuler
le théoréme suivant.
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Théoreme 5. Soit un filtre quantique réel, d’état initial pp, générant grace aux applications
de Kraus (K 1 y) y les résultats de mesure y;, et les états courants py ; p est la valeur
b y .

exacte de parametres physiques inconnus, dont nous savons que p € {a;b}. Soit également
les filtres approchés de ce premier filtre, généré a partir d’'un état initial py approché, et
itérés avec les applications de Kraus partielles correspondant respectivement aux valeurs de
paramétres a et b, produisant les états courants approchés p¢ et p2. Soit enfin 7 et 7§ les
probabilités (non nulles) que p vaille a ou b avant I'expérience, et 7¢ et 72 les probabilités
de ces valeurs apres prise en compte Bayésienne des résultats de mesure (y1, ..., yx)-

Alors, a chaque instant k, le produit WgF (pk, ﬁ’Z), qui lie I’état du systeme physique et
I’état approché correspondant a la valeur de parametres correcte, augmente en espérance
sur la valeur de yy :

E (7D F (pk: %) | prs Py o) 2 701 F (o1, -1 ) (4.23)

Lorsque 'expérimentateur a une connaissance parfaite de I’état initial p, I’état du filtre
correspondant a p est égal a I’état du systeéme physique, et nous avons simplement :

E (Wg | i1, Wg—l) >y (4.24)

Ces deux résultats montrent qu’en moyenne, la technique d’estimation de parametres
par filtres particulaires approchés tend a sélectionner la bonne valeur du parametre. Une
piste de réflexion future sur le sujet pourrait étre de trouver des conditions suffisantes
sur le processus de mesure et sur les états initiaux réel py et estimé py pour que la valeur
™ F (pk_l, ﬁ%l) converge presque slirement vers 1 lorsque le nombre de mesures prises
en compte tend vers I'infini.

4.3 Généralisation de la notion de robustesse

4.3.1 Extension a un espace de valeurs de parametre possibles

Les résultats que nous avons présentés dans la section précédente supposaient seulement
deux valeurs possibles de parametre. Il est facilement vérifiable que tous ces résultats
peuvent étre étendus au cas ou la valeur p appartient a un nombre fini de valeurs possibles,
notées pi,...,py. "

4.3.2 Extension aux trajectoires de mesure successives

Nous étendons maintenant la méthode des filtres particulaires au cas ou ’on dispose
désormais de €2 trajectoires de mesure, indexées par n € {1;...;Q}. La trajectoire n est

écrite (y,ﬁ”))nm. Notons que les longueurs des trajectoires T,, peuvent étre différentes, tout

comme l’état initial de chaque trajectoire p(()”), et méme les applications de Kraus partielles
(K () y(n)> ayant produit chacune de ces trajectoires.
Yk

Nous commencons par concaténer les résultats de mesure en une seule trajectoire de
mesure (3, ),_, 5, en notant T = 3% T, telle que :

_ 1 1 2 2 Q Q
(yk)kzl,,,T = <y§ )7"'ay§“1)7y§ )7"'7y§ﬂ2)7 ayg )7"'?y§}2)) (425)

1. Comment parler d’un ensemble non fini de possibilités ici?
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Nous pouvons montrer que cette trajectoire concaténée peut étre considérée comme
une uni?ue trajectoire quantique de longueur 7', produit d’'un filtre quantique discret d’état
initial pol). Pour faire la jonction entre les trajectoires n — 1 et n, il suffit d’appliquer, avant
I’application de Kraus partielle K 1) (> UTE autre application de Kraus notée K (()N)j qui
transforme 1'état p(TZ j) en p(()n) 2. L’adjonction de cette application de Kraus, compléte, est
complétement déterministe.

Ainsi, nous avons construit une trajectoire de mesure (¥,),_, , unique, qui est la
sortie d’un filtre quantique en temps discret, et a laquelle les théoremes de robustesse de la
section précédente s’appliquent. Les filtres particulaires construits de cette facon, servant
a discriminer parmi (pi, ..., p,), donnent naissance a des probabilités 7}, , probabilités de
chaque valeur de parametre p, conditionnellement aux trajectoires de mesure antérieures
strictement a la trajectoire n, et aux mesures (y%"), e ,y,?l_)l). Ces probabilités restent
donc les mémes lors du passage d’une trajectoire a une autre, dans le cadre de la trajectoire
concaténée, alors que les états conditionnels ﬁ% ) prennent la valeur de I'état initial de la

trajectoire suivante.

4.4 Filtre particulaire a temps continu et discrétisa-
tion

Dans la section 4.2, nous avons vu comment 1'utilisation de filtres particulaires permet-
tait de sélectionner, a partir de deux valeurs possibles, la valeur exacte d'un parametre
physique intervenant dans le processus de mesure d'un état quantique, lorsque ce processus
est réalisé par des mesures discretes. Voyons ici comment ce schéma est adapté aux systemes
physiques a mesures diffusives.

4.4.1 Filtre particulaire continu

Rappelons tout d’abord que I’évolution temporelle des systemes diffusifs, dont une
description mathématique plus précise est donnée dans [BG09], est gouvernée par une
équation maitresse stochastique, qui s’écrit :

dps = <—; {I:I<t)7 Pt} DL (p) + DLy (Pt)) dt

v=1 A=1

+ Z_: Vil (Mo (pr) = M, (pr) pi) AW} (4.26)

ot p; (opérateur densité de H) est I'état du systéme au temps ¢, ot H(t) est I’Hamiltonien
du systeme, et ou, pour chaque canal de diffusion v de 1 a M :

2. En effet, il est possible de définir, pour toute matrice densité o, une application de Kraus K’
telle que, pour toute matrice densité p, K? (p) = o. Il suffit d’écrire la décomposition spectrale o =
>y Ak|tk) (¥k| de o, puis de construire I'application de Kraus K7 avec I'ensemble des matrices de
une base orthonormée quelconque de H. On remarque que K est alors bien une application de Kraus
compléte, car S0 S M My, = Iy,

3. Que faire si I’état initial pon) n’est pas connu ?
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— L, (.) est un super-opérateur appelé Lindbladien du canal de mesure v, tel que :

1
L,(p) = LVPL:L ) (LILup + pLiL,j>
pour tout opérateur p de H;
— L, est un opérateur de H, qui n’est pas nécessairement Hermitien, et qui décrit le
processus de mesure imputable au canal v ; L) est un opérateur de mesure non lue;
— M, (.) est application de mesure du canal v, vérifiant pour tout p :

M, (p) = Lyp: + ptL:f/’

et 'application M, (.) est une application renvoyant sa trace : M,, (p) = Tr (M, (p)) ;

— 1, €]0; 1] est Defficacité de détection du canal de mesure v : 1, = 1 correspond a
une mesure diffusive parfaite.

— WY/ est un processus de Wiener, processus de Lévy vérifiant E (dW}/dW}) = 0, ¢ dt,
décrivant le bruit quantique intervenant dans la sortie produite par le canal de
mesure v. Les canaux de mesure sont indépendants entre eux, et chaque canal est
relié au signal de sortie y; par :

dy; = M, (p) dt + dWY (4.27)

Supposons maintenant que nous cherchons a déterminer la valeur réelle p d’un parametre,
et que l'expérimentateur sait que p peut prendre un nombre fini de valeurs, notées
(p1,-..,pr). Ce parametre peut intervenir dans I'expression du Hamiltonien, des opérateurs
de mesure L,, ou des efficacités de détection 7,. Par conséquent, a partir de la trajectoire
de mesure t — g, obtenue par le systeme physique, on peut définir r filtres approchés,
ayant, avec p € {p1;...;p,}, pour état p{ a l'instant ¢ :

M A
dpf = (—h LEONAED S AVIED WY (ﬁ)) dt

YV (M) — () ) AW (4.28)

ott le Lindbladien £7 (.) et les opérateurs de mesure MP (.) et M, (.) ont la méme définition
que plus haut, avec comme opérateur de mesure L.

Notons désormais 7¥' la probabilité conditionnelle du parameétre p. Nous créons, de
facon similaire a ce qui a été présenté en section 4.2, un état étendu noté & sur l'espace de
Hilbert H ® P, avec P isomorphe a C". Cet état est simplement diagonal par blocs sur P,
avec pour éléments diagonaux 7, p}’. En s’inspirant de ce qui a été fait dans [CG09], la
recherche d’une équation diffusive stochastique de la forme (4.26) pour I’état étendu &,
qui conserve le fait que cette matrice est diagonale par blocs, avec des blocs proportionnels
égaux a m;’ py’ , implique que les probabilités 7}’ évoluent selon :

M

i ==t (3 (e () - ©0) (- @) (4.29)

v=1

o la quantité C}’ (pfj ) est égale a :

O (') =Vl M (o)
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et oit C en est la quantité "moyenne" :
Gl =3 mC (o)
j=1

Nous avons donc donné un premier formalisme de filtre particulaire en temps continu.
Voyons ensuite comment utiliser le schéma de discrétisation des systemes diffusifs présenté
en paragraphe 2.2.4 pour implémenter numériquement ces filtres particulaires dans le cas
des systémes quantiques diffusifs.

4.4.2 Filtre particulaire discrétisé

Pour définir un filtre particulaire qui puisse étre implémenté numériquement, dans le
cas des systemes diffusifs, nous pouvons également nous servir des schémas de discrétisation
présenté dans le premier chapitre de cette these.

Premieérement, nous pouvons montrer que I’équation différentielle stochastique qui
gouverne 1’évolution des systemes diffusifs peut étre réécrite sous la forme habituelle des
filtres de Belavkin en temps discret. En effet, un systeme diffusif, d’état initial, peut étre
décrit par 1’équation :

. Kt,dyt,dt (Pt)
P T T (K gy (1)

ou dy; est un vecteur réunissant tous les canaux de mesure : dy; = (dytl, o, dyM ), et
ou le super-opérateur K 4y, a: @ une structure d’application de Kraus partielle.

La discrétisation de cette équation se fait ainsi : notons At la période de discrétisation
du schéma, Ayy le signal de mesure du canal v intégré entre les instants (k — 1)A; et kA€,
et Ay, = (Ay,i, o AyM ) Rappelons que le schéma de discrétisation d’ordre 1 prend
alors la forme :

M A
K ayat(pr) = Mt,AYt,AtptMtT,Ayt,At +> (1 —n) Lup LA+ LapeLiAt  (4.30)
v=1 A=1

ou la matrice M; ay, A+ @ pour expression :

S M LlLV A LT,\L)\ M v
Miay,oar =Ty — [ iH )+ > o+ > 5 At+ Y /LAy
A=1 v=1

v=1
Le schéma de discrétisation devient alors :

_ KtAyt,At (Pt—At)
Tr (Kt,Ayt,At (Pt—At))

Lorsque 'état en question est celui du systeme physique, la densité de probabilité des

Pt

mesures discrétisées Ay}, ..., AyM, connaissant I'état p;_ay, est donnée par :
T (Kayoan (o) (_ Ay |2>
o (At)M 24t

Pour une mesure Ay; donnée, la densité de probabilité de cette mesure est seulement
proportionnelle & Tr (K Ay, At (pt—at)). Nous pouvons donc utiliser la méthode des filtres
particulaires discrets de la méme facon, pour les systemes diffusifs.
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Lemme 3. La discrétisation de ’équation d’évolution dans le filtre particulaire des équa-
tions (4.28) et (4.29) permet d’écrire, pour tout [ € {p1;...;pr} :

4 )
K; Jdys,dt (pffdt)

D1
prt = (4.31)
Tr (Kt dyy,dt (Pfl—dt»
P Ty Iy (Kt dyr,dt (pgl—dt» (4.32)
t ’ ’ ’ :
Sy Tt Tr (K fldyt,dt (Pfl dt))
ou dy; = (dytl, oo dyM ) et ou la version discrétisée de 'application K f; dy,.4¢ est donnée
par :
M A
p = Kny, a0 (p) = Milay, ac0(Mfay, a0)' + D (L—1lt) LY p(L) At + 37 LR p(LY) At
v=1 A=1

\ 9 7 D1 7 .
et ou Popérateur M;'n,, A, sur H est donné par la formule :

. ( Lpz)T Lr A Lpl T LY M
M{ayeaw =D — | iH”(1) + Z Z At+ > Vi Ly Ayy
A=1 v=1

v=1

De la méme fagon, I'utilisation conjointe de ce théoreme et du formalisme mathématique
employé dans [APR14] ouvre la voie a un résultat analogue au théoréme 5 pour les systémes
diffusifs.

4.5 Validations expérimentales

Dans cette derniere section, nous utilisons les filtres particulaires pour I'estimation de
parametres, sur des données réelles. Le systeme dont les trajectoires de mesure proviennent
(voir 'annexe A.2) est un qubit supraconducteur, dont le canal de fluorescence est observé.
La mesure est donc ici diffusive et I'espace de Hilbert H en question isomorphe & C?. Par
conséquent, le systeme évolue selon I’équation maitresse stochastique (4.26), ou M = 2 et
A = 1. L’efficacité de détection 1 = 1o = 1 est 'efficacité de détection totale du canal
de fluorescence (1 > 0), et le canal L, correspond a un canal de déphasage non lu. Les
opérateurs de mesure associés sont :

1 o, —10, 1

Ly =1L Ly = ———
2T1 2 9 2 1L, 3 \/ﬁ

ol 0, 0, et o, sont les matrices de Pauli habituelles [NC00]. Les valeurs de T = 4.14 us
et de T1 = 35 pus ont été déterminées par des expériences de calibration a priori, utilisant
des protocoles de Rabi ou de Ramsey. En revanche, n n’est pas connu avec beaucoup
de précision. Une premiere calibration de cette efficacité de détection, reposant sur la
moyenne des signaux de décohérence, avait permis d’obtenir 7 = 0.36 £ 0.02.

Nous commencgons donc par obtenir une meilleure estimation de 7 grace aux filtres
particulaires, puis nous montrons que la valeur de T} peut également étre retrouvée,
de la méme facon, avec une précision correcte. Nous disposons ici de Q = 3 x 10°
trajectoires quantiques de 10 ps, commengant toutes par le méme état initial, estimé a
po = (I3 + 0,) /2 avec une bonne précision. Les trajectoires de mesure que nous utilisons

L = o., (4.33)
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ont une période d’échantillonnage At = 200 ns. Au sein de chaque trajectoire, nous
disposons donc des mesures discrétisées (Ayi, ..., Ayldy) et (Ay?, ..., AyZ,), obtenues par
Ayy = ftf/::(]fﬁtl) A dypr, dyp provenant de 'équation différentielle (4.27). Le filtre particulaire
que nous utilisons est simplement celui du lemme 3, ou les éléments infinitésimaux dt
et dy; sont remplacés par les discrétisations At et Ayy. Enfin, pour chaque filtre, les
trajectoires de mesure utilisées sont concaténées, comme expliqué en sous-section 4.3.2.

4.5.1 Estimation de ’efficacité de détection

Nous utilisons donc le filtre particulaire pour tester différentes valeurs n',...,n". Ces
valeurs sont d’abord choisies autour de la valeur attendue 7 = 0.26, et tres différentes, pour
valider le pertinence expérimentale du processus d’estimation. Ensuite, nous augmentons
le nombre de trajectoires utilisées et resserrons les valeurs testées autour des valeurs
que le filtre particulaire précédent a sélectionnées. Nous développons ainsi trois filtres
particulaires de précision croissante, dont les résultats sont a lire sur les figures 4.1, 4.2
et 4.3. Sur chaque figure, ’axe des abscisses représentent le nombre de trajectoires déja
prises en compte dans le jeu de de probabilités 7t'. Ces probabilités sont affichées en axe
des ordonnées.

1
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[ In=026
0.8 Bl -04
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Nombre de trajectoires

FIGURE 4.1 — Premiére estimation de 7, avec comme valeurs testées n* = 0.10, n? = 0.26
(on sait que la véritable valeur 7 en est proche), et n* = 0.40. Seulement 2000 trajectoires
sont nécessaires pour sélectionner 0.26 et éliminer les deux autres valeurs.

4.5.2 Estimation du temps de relaxation

Nous cherchons maintenant a utiliser les filtres particulaires pour retrouver la valeur
du temps de relaxation 7. Nous supposons dans ce cas la valeur 7 = 0.2425 estimée plus
haut. Nous devrions retrouver une estimation de 1'ordre de 77 = 4.15 ps. Commencons
par implémenter un filtre particulaire testant les valeurs 2.0 us, 3.3 us et 4.1 us, construit
grace au schéma de discrétisation simple des équations (2.42) et (2.44), dont nous nous
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FIGURE 4.2 — Seconde estimation de 7, beaucoup plus resserrée autour de 0.26. Nous
laissons un intervalle de 0.02 entre chaque valeur. On s’apergoit que 7 est en réalité plus
proche de 0.24 que de 0.26. Le nombre de trajectoires nécessaires pour la discrimination,
1 x 10°, est beaucoup plus grand.

étions déja servir pour les filtres particulaires portant sur 7. Les résultats sont donnés en
figure 4.4.

Comme on le voit sur la figure, le filtre particulaire ne converge pas vers la valeur
attendue. En effet, comme nous ’avons expliqué dans l'introduction de cette these, le
schéma de discrétisation simple favorise, lors d’une procédure d’estimation par Maximum
de Vraisemblance, les valeurs de parametres donnant de 'amplitude aux opérateurs de
mesure. Il est donc normal qu’ici, les basses valeurs de 77 soient avantagés, comme il est
normal que l'estimation qui portait sur n n’ait pas été affectée. Nous utiliserons désormais
le schéma de discrétisation modifié, construit avec la matrice de mesure Ma,, définie par

I'équation (2.47). Les résultats sont présentés dans les figures 4.5, 4.6 et 4.7, et aboutissent
a une estimation satisfaisante 77 = 3.95 + 0.05 us.
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FIGURE 4.3 — La derniere estimation est encore plus resserrée, avec des intervalles de 0.005.
Toutes les trajectoires disponibles sont prises en compte, mais le filtre n’arrive pas a choisir
entre 0.240 et 0.245.
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FIGURE 4.4 — Estimation de T'; réalisée, avec un schéma de discrétisation d’ordre 1. On
voit que le filtre converge tres rapidement (seules 2500 trajectoires sont représentées ici)
vers la plus basse des valeurs testées, 2.0 us, qui est completement irréaliste, compte tenu
de la calibration faite avant I’expérience.
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FIGURE 4.5 — Premicre estimation de T utilisant le schéma de discrétisation d’ordre 2.
Nous testons ici les mémes valeurs que précédemment, pour comparer la pertinence des

deux schémas de mesure. Environ 25 x 103 trajectoires sont nécessaires pour sélectionner
la valeur que I'on attendait.

1
0.8
tgx 0.6 -T1:3.8 s
% |:|T1 =4.1ps
@© —
g o4 -Tl =4.4 ps
a -T1 =4.7 us

0.2

0 0.5 1 15 2 2.5

Nombre de trajectoires % 10°

FIGURE 4.6 — Seconde estimation de T, resserrée autour de 4.1 ps. Nous laissons un
intervalle de 0.3 pus entre chaque valeur.
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x 10
FIGURE 4.7 — Derniére estimation de T';, est encore plus resserrée, avec des intervalles de
0.1 us entre chaque valeur testée. On s’apercoit que le filtre n’arrive pas a choisir entre
3.9 us et 4.0 ps. Cette estimation est assez proche de ce qui était attendu, a savoir 4.15 pus.



Chapitre 5

Tomographie de processus quantique

5.1 Introduction

5.1.1 Motivations

Dans le précédent chapitre, nous avons vu que 'utilisation de la technique du Maxi-
mum de Vraisemblance dans le cadre d’une tomographie de processus quantique pouvait
étre réalisée, lorsque nous testons un nombre fini de valeurs de parametres, grace a un
filtre particulaire quantique. Des résultats de convergence de cette estimation peuvent
alors étre formulés. Utilisée telle quelle, lorsque le parametre a estimer est un scalaire,
cette technique permet de discriminer entre plusieurs valeurs possibles, ce qui définit
un intervalle de confiance pour ’estimation. La prochaine estimation est alors un choix
entre plusieurs valeurs de cette intervalle. Ces filtres permettent également de relever
I’apparition d’éveénements ponctuels, comme des pannes, lors desquelles la valeur d’un
parametre change de maniere rapide. En répétant 'opération quelques fois, ’estimation
de I'expérimentateur arrive facilement a des niveaux de précision satisfaisants.

Cependant, quand le parametre p a estimer recouvre un grand nombre de grandeurs
physiques simultanément, c’est-a-dire lorsque celui-ci évolue dans un espace de dimension
trop grande, le nombre de valeurs possibles a tester devient rapidement trop grand. On
retrouve 1a le fléau de la dimension (curse of dimensionality), courant en apprentissage
statistique. On doit donc ici considérer le principe du Maximum de Vraisemblance comme
une optimisation sur l'ensemble de toutes les valeurs de parametres p physiquement
admissibles : c¢’est ce que nous présentons ici.

5.1.2 Cadre de la maximisation

Rappelons le cadre dans lequel s’effectue 'estimation. Ici, nous disposons toujours
de €2 trajectoires de mesures discretes, de longueurs respectives T,,, car ces trajectoires
sont indexées par n allant de 1 & €. La n-iéme trajectoire de mesure est notée 3™ =
(y@, e ,y%?). Surtout, nous considérons dans ce chapitre que 1’état initial réel du
systeme est suffisamment bien connu. Par conséquent, I’état physique que 'expérimentateur
reconstruit a partir des résultats de mesure est itéré a partir de 1’état initial réel pg, et
non pas a partir d'une quelconque approximation de celui-ci. Un parametre p, constant
tout au long de 'expérience, intervient dans le processus de mesure. Sa valeur exacte p est
inconnue, et nous cherchons & U'estimer & partir des trajectoires de mesure y™.

Ainsi, puisque l'instant & de la trajectoire n est aussi écrit &™), nous notons ﬁz(n) I’état
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reconstruit par 'expérimentateur, a cet instant, en supposant une valeur de parametres
p. La probabilité conditionnelle de I’ensemble des résultats de mesure (a savoir les 2
trajectoires), en supposant une valeur de parametres p arbitraire, est donnée par :

I (5 (7,0)

n=1k=1

Dans cette formule, I’expression y,(C ") utilisée pour définir 'application de Kraus partielle

recouvre, pour alléger les notations, deux informations : l'instant k et le numéro de
trajectoire n (car 'expression d’une application de Kraus partielle peut dépendre du
temps), et le résultat de la mesure & ce moment, y,gn). Bien entendu, les applications de
Kraus partielles dépendent du parametre p choisi, et cette dépendance se retrouve donc
dans I’état ﬁi(m (sauf lorsque celui-ci est I’état initial). Cette dépendance implicite nous
empéche donc de réaliser une maximisation analytique de la probabilité dont nous venons
de mentionner la formule; or, 'estimation par Maximum de Vraisemblance consiste a
choisir comme estimation p,, de p la valeur qui maximise cette probabilité.

Pour que 'expression de cette probabilité puisse étre prise en compte numériquement,
il nous faut plutot considérer son logarithme. Ainsi, nous cherchons dans ce chapitre a
déterminer la valeur p,, qui maximise :

Q T,
pr fp) =) log (Tr ( e (ﬁzl(m))) (5.1)
n=1k=1
Le calcul du gradient et du Hessien de la fonction f étant impossible a réaliser de
maniere directe, nous allons transformer ce probleme d’optimisation par 'utilisation de la
technique du gradient par 1’adjoint.

5.2 Optimisation grace a ’adjoint

5.2.1 Ecriture du Lagrangien et optimalité

Comme nous 'avons dit plus haut, le probleme que nous rencontrons est le fait que la
dépendance en p des états reconstruits ﬁz(n) est tres difficile a prendre en compte. En effet,
ceux-ci sont définis par récurrence, grace a I’équation :

p A
Kz?;i") (Pi_lw)

Tr (K;in) (ﬁglw))

Lorsque k atteint la dizaine, il devient donc tres difficile de calculer analytiquement la
moindre dérivée en p de ﬁ,’;(n). Nous allons donc poser différemment le probleme d’opti-
misation. Jusqu'’ici, les états ﬁzm) étaient des fonctions implicites de p, variant avec lui
au cours d’'une maximisation réalisée uniquement sur p. Désormais, nous considérerons
ces états comme des variables libres. Pour bien marquer cette différence, nous noterons
X;! la nouvelle variable libre jouant le role de ﬁi(n). De méme, on écrit X, pour simplifier

ﬁ;ﬁ(n) =

(5.2)

les formules, I’ensemble de toutes les variables libres, (X})r=o.. oL Enfin, notons f la
n=1...Q2
fonction de maximisation, qui dépend désormais de p et de X :

0.X) 0 FX) = > S log (1 (K%, (X)) 53

n=1k=1
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Notre probléeme devient un probleme d’optimisation sous contraintes, qui s’écrit :

(ﬁML, XML) = arg max f (p, X) ,sous les contraintes suivantes, (5.4)
(p,X)
hg (p, X) = X§' — po

KP (Xp)

o _(n) k—1
pour n =1...4, Vk=1...T,—1, h"(p,X)= X" — 7 (5.5)

Tr (K‘;(n> (X;;l)>
k

Ce probleme est completement équivalent au probleme d’optimisation initial, puisque
les contraintes (hj(.)), définissent completement, pour un p donné, la valeur de toutes
les variables X'

Pour résoudre ce probleme d’optimisation sous contraintes, il nous faut alors introduire
des multiplicateurs de Lagrange pour chacune des contraintes de type h} (p, X) = 0. Notons
A; le multiplicateur correspondant a cette contrainte. Il s’agit d’'un opérateur Hermitien sur
‘H, car la fonction A} renvoie, lorsque les X' sont Hermitiens, des opérateurs Hermitiens
sur H. Notons enfin A Iensemble de tous les multiplicateurs : A = (A}) k=o,... 7, .

Le Lagrangien du probléme d’optimisation énoncé par les équations (5.4) et (5.5) prend
la formule suivante :

Th—1

5.2.2 Lagrangien et conditions d’optimalité

Comment les conditions d’optimalité du probléeme sous contraintes peuvent-elles trouver
leur expression a 'aide du Lagrangien £ venant d’étre introduit 7 Voyons tout d’abord ce
qu’implique 'existence d’un maximum local du Lagrangien. Ce maximum local est noté
(ﬁ, X, f&) En ce point, nous avons donc :

oL
dp

oL oL

=0 =0 A

it =0
aX (ﬁ,X,A)

(pX.A)

(pX.A)

Ces conditions nous assurent donc que, au maximum local, les contraintes du probleme
d’optimisation originel sont respectées, c’est-a-dire que h} (ﬁ, X) = 0, pour tout k et n
admissible. Montrons maintenant que p est alors nécessairement un maximum local de
la fonction p — f(p). Puisque nous avons dit que, pour tout parametre p, la valeur de X
satisfaisant toutes les contraintes h} (p, X) = 0 était entierement déterminée, il existe une

fonction implicite p — p (p) générant les états X, c’est-a-dire :
Vp admissible,Vn =1,...,Q,Vk=0,...,T, —1, hy (p,u(p)) =0 (5.7)

Ainsi, V £|(p,X,A) = 0 implique que :

Supposons, pour alléger les notations, que le parametre p soit un scalaire. Lorsque p a
une valeur vectorielle, il sera possible de reprendre les calculs qui vont étre faits ci-dessous
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pour chacune de ses composantes. Tout d’abord, la dérivée partielle en p du Lagrangien
est calculé en tout point (p, X, A) par :
) (5.8)
(r.X)

Or, nous souhaitons calculer la valeur, considérant le maximum local (ﬁ, X,A) du

oL
dp

(»,X,A) (»X) n=1 k=0

Lagrangien, de f’(p). Utilisons ensuite le fait que, pour tout parametre p :

f(p) = f (v, u(p))

pour écrire que : 3
_9f
= %

of

f'(p) o) +H(P) 5% (5.9)

(PX)
Ensuite, nous utilisons la définition implicite, donnée en équation (5.7), de la fonction
4, pour écrire que :
ohy,

Vp admissible, —=
Ip

Oy
+ 1/ (). a)g

=0 (5.10)

(p;1(p))

(pu(p))

C’est en particulier vrai pour le point (ﬁ X) Couplées ensemble, les deux dernieres
équations permettent d’écrire que :
) (5.11)
(p.X)

of

oA sy Y

= f'(0) = @) 5x

ou 5\2 est la composante pour la trajectoire n et I'instant k£ du multiplicateur global A.
Enfin, il est aisé de constater que les deux derniers termes de cette équation sont

oL
I (px.4)

(p.X) . n=1 k=0

simplement proportionnels a %ﬁ(‘ (XA de sorte qu’en conclusion :
oL
o = f'(p)=0 (5.12)
Pl(px.A)

La recherche d'un maximum local du Lagrangien défini par I’équation (5.6), noté
(]3, X, A), permet donc d’obtenir un maximum local de la fonction f. En supposant que,
sur ’ensemble des valeurs de parametres admissibles, ce maximum local soit un maximum
global, cette valeur p est tout simplement la valeur de I'estimation faite par Maximum de
Vraisemblance :

ﬁJVIL = ﬁ (513)

5.2.3 Calcul du gradient et états adjoints

Nous présentons ici la fagon dont on réalise 'optimisation nous permettant de trouver
un maximum local du Lagrangien. Le principe est le suivant : nous partons d’un py
admissible. En utilisant ce pg, nous cherchons les valeurs X, et Ay qui permettent de
vérifier :

oc L, Ok
6X( - 8A(

ﬁ07X0,A0)

=0 (5.14)

150,5(07[\0)
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Or, nous avons montré dans la sous-section précédente que ces deux conditions engen-
draient nécessairement :

oL

= f'(ho
ap (ﬁo,XOJA\o) ( )
Ainsi, nous réalisons directement une optimisation sur la fonction f, puisque nous
avons acces a la valeur de son gradient en un point donné. Nous notons p; les valeurs de
parametres estimées que l'optimisation produit successivement. Nous présenterons dans la
sous-section suivante la fagon dont nous itérons p; a partir de p; i, et nous présentons ici
la fagon dont, pour une valeur de parametre p quelconque, les valeurs X et A permettant
au triplet (p, X, A) de vérifier les conditions de I'équation (5.14) sont obtenues, ainsi que
la formule de la dérivée de f en p, en exploitant la structure générale des applications de
Kraus.

Dérivée en A du Lagrangien

Reprenons d’abord pour une valeur de parametres p la condition de nullité du gradient
du Lagrangien par rapport a A. Soit A et X des valeurs quelconques des multiplicateurs de
Lagrange (notés A}), et des états reconstruits (notés X;*). Pour une évolution infinitésimale
0A des multiplicateurs de Lagrange, le Lagrangien devient :

Q T,—1
L(pj, X, A+ 6A) = L(p;, X, A) — Z Z (GARRY (P, X)) (5.15)

La nullité du gradient de £ par rapport aux multiplicateurs de Lagrange, au point
(p, X A) implique simplement que, pour toute trajectoire n et tout instant £ entre 0 et
T, — 1, on ait :

hy (5, X) =0,

ce qui implique que les états X,? qui constituent X soient simplement les états & instant
k de la trajectoire n, reconstruits avec la valeur de parametres p. Pour conclure, on a, pour
tout n=1,...,Q:

) ) K. (Xiy)
X{§ = po, etVk=1,...,7, -1, X} = . (5.16)

T (K7, (%1))

Dérivée en X du Lagrangien

Voyons désormais quelles équations nous pouvons tirer de la contrainte de nullité
du gradient du Lagrangien par rapport a X. En particulier, ces équations doivent nous
permettre de calculer les multiplicateurs de Lagrange )\ , formant le multiplicateur global
A, A partir de p et de X. Lorsque nous passons de X & X + 0X, I’évolution infinitésimale
correspondante du Lagrangien a pour forme :
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£ (5. X + 06X, A) = zgj [Tnzl log (Tr (Kﬂn) (X + 5X,g)>) _
k=0 e

n=1

Th—1

> T (A (Xp +0X7)) + Tr (\po) +

k=0
— K?, (Xp+0Xp)
3 T [ AR, et - ] (5.17)
= T (K7, (Xp+0x7))

Ykt

Il est difficile, a partir de cette équation, d’extraire le gradient du Lagrangien par
rapport a un état particulier §X7". En effet, on peut réécrire 1'équation (5.17), au premier
ordre en 0X, comme :

L(pX+0X,A)=L(5,X A)+

o [1,-1Tr <K§(n) (5X1?)>

> L Tr (A\ROXT) +

el i <Kpn Xr )

i, (58)
Tn=2 K., (6X})Tx (K?(m (XI?)) - K7, (XI?) Tr (Kim (5X1?))
Z Tr Z—i—l Yrt1 Yrt1 - yNk+1 Yrt1
v (&7, (1)
Yei1

(5.18)

Il nous faut "factoriser' chacun de ces termes en éléments X', c’est-a-dire réécrire
I'équation (5.18) comme :

L(pX+0X,A) =L (5, X A)+ zgj Tf Tr (ry (5, X, A) 60X}, ) (5.19)

n=1 k=0

en cherchant ensuite a déterminer les multiplicateurs de Lagrange S\Z tels que 7} (]5, X,A) =
0 pour tout n et k admissibles. Pour trouver une telle forme, il nous faut utiliser le
formalisme des applications de Kraus adjointes, déja décrit en sous-section 3.2.3. Notons
K 2 ’(;Z) (.) 'adjoint de I'application de Kraus partielle p — K ’; o (p). En utilisant la relation

k+1 k+1

Tr (AK(B)) = Tr (K*(A)B) pour tous opérateurs A et B, et toute application de Kraus
K, on peut transformer 1’équation (5.18) comme :

L(pX+0X,A)=L(5,X A)+
Th—1 KIE’(; (In)

Q
SIUY T X |+
n=1 | k=0 Tr <K§;in+)1 (X;?)>
Tn—2 KI?E:) N1 Tr ()\Z“Ka") X’? )K’f’{;) ()
ST y’“*f( ) - Qy“ﬂ( ) S OXE || (5:20)
— T Kpn X’n ) T (Kpn Xn )
k=0 f( g;ﬁg( ) ' ﬂéﬁl( ‘)
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ou, on le rappelle, Iy est 'opérateur identité sur . La nullité du gradient par rapport
a A du Lagrangien en (p, X A) engendre finalement les relations suivantes, pour toute
trajectoire n :

K~<n> (13)
o= L . etVE=0,...,T, 2, (5.21)
Tr (KQ(T,:} (XT“)>
Kg’@:) (AZH + IH) —Tr ()‘Z—i-le?—i-l) K" 5™, (£3)
pL (5.22)

Tr (K”(n) (X;;))

Yk+1

On obtient donc les multiplicateurs de Lagrange correspondant a une trajectoire donnée
par une récurrence inverse. Ces multiplicateurs sont des matrices Hermitiennes, comme les
états reconstruits X', mais ne sont pas nécessairement des opérateurs positifs. '

Formule du gradient

Pour calculer la valeur du gradient de la fonction de log-vraisemblance f en une valeur
de parametres p quelconque, nous calculons tout d’abord la valeur de X correspondant
p grace a I’équation (5.16), puis celle des états adjoints A & partir des équations (5.21)

t (5.22). Utilisant ensuite ’équation (5.12), on obtient finalement :

T, Tr (DK:;(C”) (Xl?l>>

ro =2 =y
dp (p%A) =1 [i=1 Tr (Klin) (Xz?—l)>
Yk
+ Tf Tr [ Ar DKo ( ~’?—1) B Ko (Xis) Tf <D{{z’(f) (XE_ID (5.23)
=1 Tr (K;in) (X,:‘_1>) T2 <K§I(€n) (X]?—l)>

ou DK est 'application qui génere le gradient en p de 'application de Kraus K ; pour
toute matrice densité p, on a :

3 d
DK, (o) = 1 (K7 (o))

Yk

p=p

Il existe également des techniques, de nature similaire au gradient par I’adjoint, qui
permettent de calculer le Hessien d’une fonction, en un temps proportionnel au nombre de
variables pris en compte dans le Hessien en question. Nous n’avons pas utilisé ces techniques,
puisque I’algorithme d’optimisation que nous avons choisi génére une approximation du
Hessien de f, mais on peut consulter par exemple [PGO8] pour plus de détails.

1. L’éventualité d’'une divergence de ces multiplicateurs lorsque k£ décroit vers 0 n’a pas été étudiée,
mais, dans la validation expérimentale que nous présentons plus loin, les multiplicateurs n’ont pas divergé
ni convergé vers 0 de maniere significative.
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5.3 Validations expérimentales : champ de photons
et mesures discretes

5.3.1 Configuration

Le but de cette section est de présenter une estimation de parametres multiples réalisées
sur des trajectoires de mesure acquises sur un systeme physique réel. En 'occurrence, ce
systeme provient de l'expérience de boite a photons présenté en annexe A.1. Ici, le nombre
de photons thermiques est ny, = 0.08 photons, et les états py sont représentés comme des
vecteurs. Nous disposons d’un nombre €2 de trajectoires de mesure, provenant des instants
t =0at > 600 ms, c’est-a-dire un temps presque dix fois supérieur au temps de demi-vie
d’un photon dans la cavité. Par conséquent, nous n’utiliserons que les mesures établies
dans des instants ou 1’état du systéme couvre le nombre de populations le plus large, pour
maximiser I'information acquise sur la valeur des parametres physiques du systeme. Ainsi,
nous n’utilisons que les mesures acquises entre les instants t = 0 et ¢t = 27, = 130 ms, ce
qui correspond a 1512 résultats de mesure par trajectoire.

L’état initial du systeme un état cohérent de nombre moyen de photons < N >y= 12.01
photons. Puisque nous tronquons 'espace de Hilbert de sorte que le nombre maximal de
photons pris en compte est Npy.x = 15, les populations p,(0) a l'instant initial valent :

< N >§
n!

pn(0) = Co

Y

Cy étant une constante de normalisation, de sorte que Zf:f;‘g" pn(0) = 1.

5.3.2 Cadre de l'estimation

Ici, nous souhaitons donner une estimation par Maximum de Vraisemblance des matrices
de mesure. Puisqu’il y a Nz = 4 valeurs de phase de Ramsey différentes, et Ny, +1 = 16
populations possibles, cela fait en théorie 64 parametres a estimer de maniere indépendante.

Rappelons que ces matrices de mesure sont toutes construites a partir de P (e | ¢g, n)
(puisque P (g | ¢pr,n) =1 —P (e | pr,n)), out ¢g est la phase de Ramsey, et que la physique
de l'expérience nous apprend que :

P(g|dnn) = LFAT B0 Zm (6(n) — 6r)

En fait, I'expression physique de cette probabilité prend en compte 'angle qu’acquiert
I’atome durant sa trajectoire entre son émission et sa réception, qui est une variable
stochastique notée ¢, a travers la formule :

_ 1+ A+ B(n)sin (¢c(n) — ¢r)

P (g |[¢r,n) = 5 (5.24)

On peut alors linéariser le sinus, et profiter de la linéarité apparaissant en physique
quantique, nous permettant d’affirmer quand 'absence d’information sur la valeur de ¢,

P(g|or,n) = [P(g]|¢Pr,n,€e)dP(e). On obtient alors :

1+ A+ B[< sin(¢e(n)) >c cos(dr) — < cos(pe(n)) > sin(¢r)]
2
1+ A+ [Bs(n) cos(¢r) — Be(n) sin(¢r)]

= > (5.25)

P(g ’¢R7n) =
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Avec cette formulation, nous voyons qu’il ne reste que 1 + 2(Npax + 1) parametres a
estimer. En supposant que la valeur de A est déja connue avec une précision acceptable,

nous nous donnons comme objectif de réaliser I'estimation de p = (Bs(n), Be(n)),,—¢ 15-

5.3.3 Reésultats

L’optimisation est réalisée a partir de Py, construit simplement en prenant B(n) =
B.(n) = 0 pour tout n. Nous disposions d’une premiere estimation réalisée par ’équipe
d’Tgor Dotsenko ayant réalisé I'expérience, notée piy;.

Ainsi, nous avons commencé par utiliser un algorithme simple, en prenant comme
direction de montée le gradient de la fonction de log-vraisemblance, en utilisant un pas
sélectionné par recherche linéaire. Puis, lorsque nous avons atteint une estimation dont la
log-vraisemblance était meilleure que celle de pi,;, nous avons commencé a utiliser la mé-
thode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno [Avr03], qui se base sur une estimation itérée
B; du Hessien de la fonction a maximiser, pour donner comme direction de maximisation :

P =D; — ;B 'V f (b)), (5.26)
ou «; est obtenu par recherche linéaire. Cette technique n’est utilisée qu’a partir d'un
certain moment dans 'optimisation, car le Hessien au point courant p; doit étre assez
proche du Hessien au point maximal pour que la méthode du BFGS fonctionne.

Les conditions d’arrét de la maximisation sont simplement la nullité du gradient de f,
puisqu’a priori, toutes les valeurs de Bs(n) et B.(n) sont autorisées entre —1 et 1, et que
ces valeurs n’ont jamais été atteintes. Nous donnons alors une estimation de l'incertitude
sur chacune de ces valeurs, grace a l'inverse du Hessien calculé pendant la maximisation.
Ces résultats sont donnés en figure 5.1.
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Valeurs de Bs(n) et Bc(n)

-0.8— - -
0 5 10 15

Nombre n de photons

FIGURE 5.1 — Résultat de I'estimation par Maximum de Vraisemblance des parametres
Bg(n) (en rouge) et B.(n) (en bleu). On retrouve bien le caractere d’oscillation atténuée
que nous attendions, puisque ces coefficients sont 'intégrale d’une sinusoide sur un petit
intervalle de valeurs, et que les mesures réalisées par un atome sur le systéme sont moins
discriminantes pour les grands nombres de photons. Les lignes correspond aux valeurs
pour différentes valeurs n, et les intervalles indiquent 'intervalle de confiance a 95 %,
c’est-a-dire Bg(n) +24/02, (Es(n)) (respectivement B.(n)+21/02, (E.(n)), Es(n) et E.(n)
étant les opérateurs permettant de mesurer Bg(n) ou B.(n) dans une valeur de parameétres
.



Chapitre 6

Conclusion

Dans cette these, apres avoir rappelé le cadre général de 1’évolution déterministe d’un
systéme quantique, nous avons présenté les différentes caractéristiques des mesures discretes
et diffusives : les lois de probabilité générant ces mesures, et I’évolution induite de ’état
du systeme. Les systemes diffusifs étant régis par une équation maitresse stochastique sous
forme différentielle, son utilisation requiert I’existence d’un schéma numérique capable
d’étre implémenté informatiquement. Le premier apport de ce theése a donc été de présenter
un schéma de discrétisation, capable de fournir, pour une période d’échantillonnage At > 0
donnée et pour tout instant ¢, une loi de probabilité sur la valeur des signaux de mesures
intégrés entre t et t + At, ainsi que ’évolution de I'état du systéeme, causée par cette
mesure, conditionnellement a la valeur mesurée. Nous avons montré de plus que le schéma
de discrétisation proposé converge en loi vers le schéma d’évolution décrit par les équations
différentielles diffusives standard.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons étudié le probleme de I’estimation de la valeur p
d’un état quantique initial, par Maximum de Vraisemblance sur I’ensemble des trajectoires
de mesure (Y(”))W1 0 acquises sur un systeme apres la préparation de p, ce qui est appelé
tomographie d’état dliantique. Nous avons commencé par nous intéresser aux systemes a
mesures discretes, puis avons introduit le formalisme des états quantiques adjoints pour
rendre la fonction de log-vraisemblance tres facile a calculer. Nous avons ensuite donné
les conditions d’arrét de la maximisation de la fonction de log-vraisemblance. Nous avons
montré que le schéma de discrétisation pouvait étre utilisé pour réaliser cette tomographie
d’état sur des systemes a mesures diffusives. Apres avoir rappelé que 'estimation par
Maximum de Vraisemblance tend a étre non biaisée (consistance) et a variance minimale
lorsque le nombre de mesures prises en compte tend vers I'infini !, nous avons introduit
la notion d’information de Fisher pour déterminer la valeur de cette variance (qui est
aussi une estimation de Uerreur p,,;, — p), lorsque I'état estimé p,,;, est un point intérieur
de l'espace des points acceptables. En 'occurrence, cette condition correspond a avoir
une matrice densité estimée inversible, donc de rang plein. Lorsque la matrice densité
estimée par le Maximum de Vraisemblance n’est pas inversible, nous avons étudié la
valeur de I'estimation Bayésienne pg,, de p et de la variance Bayésienne, ayant recours
au développement asymptotique autour de p,, des intégrales de Laplace apparaissant
dans les formules de celles-ci, pour donner la valeur de la variance de I’estimation par
Maximum de Vraisemblance, que p,, soit de rang plein ou non. Enfin, nous avons appliqué

1. Nous parlons ici de la moyenne et de la variance de la variable Y = (Y("))n:1 o b (Y), on

Y, étant générée a partir de p, dépend de lui. Le nombre de mesures tend vers l'infini quand 2 tend vers
Iinfini.
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la tomographie d’état quantique a deux types de systemes : un qubit supraconducteur dont
la décohérence est mesurée de maniere diffusive, et un champ électromagnétique mesuré
projectivement par chaque atome traversant la cavité dans laquelle ce champ est enfermé.

Dans le troisieme chapitre, nous avons introduit la notion d’estimation par Maximum
de Vraisemblance pour I'estimation de la valeur réelle p de certains parametres physiques
intervenant dans le processus de mesure des systemes quantiques. Notre étude théorique a, la
aussi, commencé par le cadre des mesures discretes. Nous avons introduit le formalisme des
filtres particulaires pour montrer que, lorsqu’on teste plusieurs valeurs de parametres dont
P, la probabilité que le filtre particulaire quantique attribue & P est une sous-martingale 2.
Ce résultat suppose de connaitre la valeur de I'état initial du systeme physique, mais
nous donnons également un résultat de robustesse du filtre particulaire lorsque cet état
initial n’est pas connu. Enfin, ces filtres particulaires peuvent étre implémentés pour des
systemes diffusifs, grace au schéma de discrétisation. C’est ce qui est fait en annexe, pour
Iestimation de 'efficacité de détection de la mesure hétérodyne de décohérence d’un qubit
supraconducteur, puis pour son temps de relaxation. A cette occasion, nous voyons que le
choix du schéma de discrétisation peut avoir une importance sur I'estimation de certains
parametres.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous nous sommes attachés a ’estimation de parametres
évoluant dans un espace de dimension multiple. Dans ce cas, I'utilisation incrémentale des
filtres particulaires est trop longue a mettre en place, puisque I’ensemble des parametres a
tester augmente exponentiellement avec la dimension de I'espace des valeurs de parametres
admissibles. La fonction de log-vraisemblance faisant intervenir la valeur des états successifs
du systeme, il nous a fallu introduire la technique du gradient par 1’adjoint pour réaliser
la maximisation de cette fonction. Nous présentons I'implémentation de cette technique
courante dans le cas particulier de la tomographie de processus quantique. Enfin, nous
avons utilisé ces calculs pour réaliser I'estimation par Maximum de Vraisemblance des
coefficients intervenant dans les matrices de mesure du champ électromagnétique par les
atomes de Rydberg, au sein d’une expérience de type "boite a photons', a partir de vraies
trajectoires de mesure.

Au moment de clore cette theése, nous voyons deux principales pistes de développement
au travail qui vient d’étre réalisé. Tout d’abord, nous pensons que le fait d’utiliser les
développements asymptotiques d’intégrales de Laplace multi-dimensionnelles pourraient
avoir un intérét pour le compress sensing quantique [GLFT10] et aussi pour la prise en
compte de parcimonie souvent observée pour les états quantiques [GKD12], lorsque la
dimension de I'espace de Hilbert sous-jacent est a priori bien plus grande que le rang de
la matrice densité estimée; ce qui a été le cas ici, lorsque nous avons estimé 1’état initial
du systeme "boite a photons" par Maximum de Vraisemblance. Le second développement
que nous voyons, et sur lequel nous avions commencé a nous pencher avant le début de
la rédaction de cette these, est I'adaptation des techniques de tomographie de processus
quantique exposées ici au cas ou la valeur des parametres recherchés varie lentement le
long d'une seule et longue trajectoire de mesures quantiques.

2. A tout instant k, cette probabilité augmente en espérance de k a k + 1, ’espérance étant calculée
sur la valeur de la mesure entre k et k + 1.
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Annexe A

Systemes expérimentaux utilisés

A.1 Boite a photons

Le premier dispositif expérimental dont nous avons exploité les données a été développé
au laboratoire Kastler Brossel, d’abord a I'Ecole Normale Supérieure, puis au College de
France. Le systeme quantique dont il est question dans cette expérience est un champ
électromagnétique piégé dans un mode d’une cavité micro-ondes supraconductrice. Un des
papiers [SCID"16] que nous avons écrits durant cette thése voit ses résultats illustrés par
des trajectoires de mesure provenant de cette expérience. Cette expérience est présentée
plus en détail dans I'ouvrage de Serge Haroche et Jean-Michel Raimond [HRO06], et les
explications ci-dessous sont largement reprises des papiers [RGP*14, RPP*15].

A.1.1 Dispositif expérimental

Un schéma du dispositif expérimental, provenant de [RGPT14], est donné en fi-
gure A.1. Le systéeme a proprement parler est un champ micro-ondes piégé dans une
cavité supra-conductrice a haute qualité, dont la fréquence de résonance est de w./2m = 51
GHz [KGGT07] (lettre C sur le schéma). La cavité est refroidie a 0.8 K, et le temps de
demi-vie des photons a l'intérieur de la cavité est T, = 65 ms. La mesure du champ est
réalisée par un flux continu d’atomes de Rydberg, préparés a priori (lettre B sur le schéma)
a partir d’'un bain d’atomes de Rubidium évoluant a une vitesse de 250 m/s. La fréquence
de transition atomique entre les états circulaires de nombres quantiques principaux 50
(état |g)) et 51 (état |e)) est proche de w,.. Des atomes sortis du bain traversent la cavité a
chaque intervalle de temps T, = 86 us, méme si, au cours d'un méme intervalle, des cas de
non-détection, d’atomes absents ou multiples sont possibles.

Apres interaction avec le systéeme-champ, I'atome voit son état mesuré projectivement
par le détecteur, en D sur le schéma. En moyenne, environ 0.30 atomes sont mesurés par
intervalle de temps.

A.1.2 Cadre mathématique

Ce systeme étant mesuré de maniere discrete, aux instants t, le temps sera parfois
simplement indexé par k, l'intervalle entre deux instant successifs étant ¢ —tp =T, =
65 ms. Au cours de cet intervalle, deux phénomenes ont lieu. Tout d’abord, le systeme
interagit avec son environnement, ce qui provoque une génération et une destruction
spontanées de photons, représentées par 'opérateur L.
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FIGURE A.1 — Schéma du dispositif expérimental "boite a photons'. La cavité optique
C est alimentée par une source micro-ondes S. Un flux d’atomes de Rydberg circulaires,
excités en B, traverse le mode de la cavité et est mesuré par D. L’interférometre de
Ramsey, constitué des cavités large-bande R; et Ry, permet a la mesure de discriminer
alternativement les populations de photons de la cavité.

Ensuite, I'interaction dispersive d’'un atome avec n photons dans la cavité introduit un
déphasage ¢(n) ~ ¢o(n + 1/2) entre |e) et |g) dans 1'état de 'atome. ¢ est le déphasage
par photon [HRO06]. L’information sur ¢(n), et donc sur le nombre de photons dans la
cavité, est lue grace a un interférometre de Ramsey, généré par deux cavités a large bande
(R et Ry sur le schéma) de part et d’autre du systeme. Ces cavités appliquent une
pulsation Rabi d’angle 7/2 entre les états |g) et |e). Finalement, étant donné un nombre
n de photons dans le champ, la probabilité conditionnelle de détecter I’'atome dans 1’état ¢
ou e est donne par :

P(g|6n) = 1+ A+ B(n)sin (¢(n) — ¢o/2 — ¢)

(p(n
2
P(e |6,n) = 1—A—B(n)sm§¢(n)—¢0/2—¢)

ou ¢ est la phase de I'interférometre de Ramsey. La valeur non nulle de A = 0.03 est due
aux imperfections de mesure, tout comme le fait que B dépende de n. La suite des B(n) est
décroissante en n, avec B(0) = 0.71. La valeur de ¢, est déterminée avant I’enregistrement
des mesures & ¢y ~ 7/4, en réglant le detuning entre 'atome et la cavité. Enfin, pour faire
en sorte que tous les nombres de photons puissent avoir une influence sur la génération de
la trajectoire de mesures, la valeur de ¢ est réglée pour prendre successivement quatre
valeurs, la valeur changeant a chaque intervalle de temps T,. Ces valeurs prennent les
valeurs de ¢y = 0, ¢ = 0.267, ¢3 = 0.5197, et ¢, = 0.7737.

Ici, on consideére que le nombre de photons est mesuré assez fortement pour ne pas
prendre en compte les cohérences dans la représentation de I’état du systeme. Ainsi, cet
état, a l'instant ¢y, est simplement écrit pg, ot pr, = (pr(0), ..., pr(Nmax)) est un vecteur
représentant les différentes probabilités de population a I'instant ¢,. On I'appellera vecteur
densité dans le sens ou toutes ses composantes sont positives ou nulles, et ou la somme de
ces composantes vaut 1.

Pour itérer I’état entre les instants ¢ et tx, 1, notons d’abord P,(m) la probabilité de
mesurer m atomes pendant un intervalle de temps : on considere que P,(m) =0 si m > 3.
Apres mesure a l'instant ¢, de y§ atomes dans 'état |e) et yf dans I'état |g), 'état devient
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pr a linstant ¢, avec :

Pu(yh + y8) (P (e | du,n))" (P (g | 6x.1)" pi(n)
S5 Palyf + o) (P (e |60 n)) (P (g | dn )™ pi()

(P (e | 6, )" (P (g | dx,m))* pi(n) A1)
S (B (e | dp ) (P (g | dry )" pr(n)
Ensuite, entre les instants ¢ et ¢y, I'interaction non maitrisée avec ’environnement

du champ entraine une évolution Hamiltonienne de 1’état, représentée par la matrice L,
telle que :

i (n) =

Nmax
Pk+1 Z Ly n/Pk

La valeur des coefficients de la matrice L est, pour tout n > 0 :

Ty
Lpyn=1—=[(14nwm)n+nm(n+1)]

El TC
T,
Ly = ?(1 + 1) (n +1)
T,
Ln—i—l,n = ?nth(n + 1)

ou ny, = 0.08 est le nombre de photons thermiques présents en moyenne dans la cavité
laissée au repos.

Lors de la troncature de I’espace de Hilbert, des accommodements doivent étre réa-
lisés pour conserver ZN““”‘ Ly = 1, lorsque n = Npy. Ainsi, en notant y, = (y§, y7),
I'application My, y, 4, qui vérifie, pour tout vecteur densité p :

Nmax

My, () = 0, avec o(n ZL,p (€ | dr, )" (P (g | 61, )" pi(p)

tient un réle équivalent aux applications de Kraus, puisque, a 'instant t;, pour tout
résultat admissible y (en notant par abus notation Tr (p) la somme des éléments de p) :

Py [k @) o< Tr (Miy 01, (1)) (A.2)

et puisque, apres la mesure y,, effectuée :

M, Yi Pk (/Ok)
Pri1 = o A3
e Tr (Mk,Yk7¢k (Pk)) ( )

A.2 Qubit supraconducteur

La second dispositif expérimental sur lequel nous avons travaillé provient du laboratoire
Pierre Aigrain de I’Ecole Normale Supérieure. Cette expérience, dont le systéme physique
étudié est un qubit supraconducteur, a été l'objet de la these de Philippe Campagne-
Ibarcq [CI15]. Au cours de cette these, nous avons écrit deux papiers relatifs a cette
expérience, sur l'observation de ces systéemes [CISB*16] et sur leur controle [CIJCT16],
dans lesquels les procédés de reconstruction d’état présentés en introduction ont été utilisés.
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La principale source de décohérence pour un qubit est 1’émission (ou I’absorption)
spontanée d’un photon. Ces événements ne pouvant étre parfaitement connus de 1'expéri-
mentateur, nous utiliserons ici une matrice densité pour décrire I’état du qubit au cours de
I'expérience. On peut néanmoins récupérer une partie de cette information, en observant
le signal de fluorescence émis par le qubit. Dans ce cas, la succession d’états occupés par le
qubit au cours du temps est fonction de la réalisation d’un processus stochastique attaché
au signal de mesure ; cette succession d’états prend alors a chaque réalisation une valeur
différente de la trajectoire moyenne d’états [Car93, WM09, BG09].

En 1992, Wiseman et Milburn ont montré que la mesure hétérodyne du signal de fluo-
rescence d'un qubit engendrait une diffusion continue de son état quantique [GP92, WM93].
Les sauts quantiques ont déja été observés expérimentalement, de maniere indirecte, en
utilisant I'information contenue par un systeme tiers, comme des niveaux d’énergie supplé-
mentaires [BHIW86, NSD86, SNBT86, BKB95], des qubits couplés [GKGT07, YSLGT08,
VLM*10, NBST10, VPS™14, SPL*14] ou des oscillateurs harmoniques [PG99, VSS11]. De
plus, on avait déja observé (voir [MWMS13, HSM*13, WCD*14, dLRT*14, WMST*15])
des trajectoires de mesures quantiques diffusives en utilisant 'information envoyée dans
un systeme tiers. Ici, la mesure diffusive hétérodyne du signal électromagnétique émis par
la relaxation du qubit est réalisée sans aucun systeme tiers, procédé qui avait été décrit
dans [WMO93].

A.2.1 Dispositif expérimental

Le systeme physique donnant lieu au qubit est un qubit transmon, dont la fréquence de
transition f, est environ de 6.3 GHz, placé dans une cavité ' de cuivre, réfrigéré en continu
a 30 mK (voir [KYGT07, PSBT11]). L’intérét de cette cavité est double. Premiérement,
une ligne de transmission en sortie, couplée fortement avec la cavité, recoit une grande
partie de 1’émission de photon provenant de la relaxation du qubit [Pur46]. On note le
taux de relaxation du qubit =, avec v, = (4.15 ,us)_l. Deuxiemement, la cavité est utilisée
pour réaliser la mesure projective du qubit, qui nous permettra de valider a posteriori la
pertinence des reconstructions que nous allons effectuer.

Le signal de fluorescence est amplifié en sortie par un JPC (Josephson Parametric
Converter), puis reconverti en un signal de fréquence f, = 100 Mhz, et enfin démodulé
numériquement et intégré, pour ses deux quadratures df et d@) sur des pas de temps de
dt = 200 ns.

A.2.2 Cadre mathématique

L’espace de Hilbert H dans lequel évolue I’état du qubit est donc isomorphe & C2. Nous
notons |g) la fonction d’onde correspondant au niveau d’énergie le plus bas, et |e) celle
associée a un qubit excité. Nous utiliserons, pour décrire I’état du systeme, le formalisme
des matrices de Pauli 0, 0, et o,. L’état p, du systeme a I'instant ¢ est donc décrit par
les coordonnées (x4, y;, 2), ou :

I+ XTy0, + YOy + 210,
Pt = 9

Dans toutes les expériences présentées ici, I'état initial py sera supposé préparé dans
I'une de ces trois configurations :

1. Traduction de off-resonant ?
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— dans 'état d’excitation maximal : pg ~ |e)(e|;

— dans un état cohérent : py =~ (I + 0,) /2;

— dans I'état de repos : py = |g)(g|.

Nous ne donnons que des relations d’égalité approximative ici, car la préparation de ces
états physiques n’est jamais parfaite : I'estimation de ’état initial réel p, étant un des
sujets de cette these.

Les mesures acquises sur le systeme étant de nature diffusive, ’évolution du systeme
est gouvernée par I’équation différentielle stochastique maitresse, déja présentée dans
Iintroduction. Ici, la mesure hétérodyne de fluorescence donne naissance a deux canaux
de mesure dI; et d@;. L’évolution de déphasage de I’état est considérée comme un canal
de mesure non lue, si bien que ’état évolue selon :

i
A= (=L [fp] + 1D lo ] + 6D [0 )

h
+ /2 Mo_, p] AWy,
+ /2 Mlio—, p] dWg, (A4)

ot o_ = (0, —io,) /2 est I'opérateur d’annihilation; D[, p] = opol — <0T0p + pO’TO'> /2
est 'application Lindbladienne et M [0, p] = gp + po' I'opérateur de mesure, pour tout
opérateur o et tout opérateur densité p. Les bruits dW;; et dWq, sont des processus de
Wiener indépendants entre eux, de variance dt, intervenant dans chaque canal de mesure
via :

dly = \/nm /2T (M o_, py]) dt + d W,
dQ: = \/nm/2Tr (M lio_, p]) dt + dWq, (A.5)

On retrouve I’équation maitresse stochastique décrivant 1’évolution des systeémes diffusifs,

des équations (2.39) et (2.40), avec Ly = /M /20_, Ly = iLy, Ly = \/7305, 1 = 12 = 1),
dy} = dI;, dy? = dQ; et ou dy est un bruit ne contenant aucune information sur le
systeme.






Annexe B

Développements mathématiques

B.1 Hamiltonien de trace nulle

Nous montrons ici brievement que, pour décrire 1’évolution Hamiltonienne dans un
systeme quantique, on peut toujours choisir, a chaque instant, un opérateur Hamiltonien
de trace nulle.

Prenons le cas le plus général, celui ou 1’état est mixte, et décrit par un opérateur
densité p(t) sur H, espace de Hilbert de dimension finie. Considérons pour le moment que
le systeme est uniquement soumis a un Hamiltonien ¢ — H (t) quelconque, de sorte que,
en adaptant I’équation (2.1) :

ap(t) = — [F(0) p(0)] (B.1)

St

Ecrivons alors J(t) la projection orthogonale de H(t) sur ensemble des opérateurs de
trace nulle :

A . Tr (H(t)) I
J(t):H(t)—(N(H))”

ou Ny est la dimension de H. En injectant cette équation dans (B.1), on obtient :

iTr (H(1))
hNy

), p(t)] dt (B.3)

ap(t) = — [F(8), p(t)] dt + [T, p(t)] dt (B.2)

St = St

Ainsi, H(t) et J(t) étant permutables & envi, on pourra toujours choisir dans cette
thése un Hamiltonien de trace nulle. '

B.2 Mesure discréte par un systéeme tiers

Nous souhaitons ici donner des arguments mathématiques permettant de comprendre
pourquoi le cas d'une mesure discrete par couplage avec I’environnement, puis mesure
de celui-ci, se traite, de la méme facon que les mesures discretes imparfaites appliquées

1. 11 est possible de vérifier que ce résultat reste valable en présence de mesures diffusives (dans un
systéme régi par I’équation (2.40)), puisque I’évolution Hamiltonienne et I’évolution due & la mesure
s’ajoutent simplement.
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directement au systeme, grace au formalisme des applications de Kraus. L’évolution de
I’état due a la mesure et la loi de probabilité qui gouverne celle-ci sont détaillées dans le
paragraphe 2.2.4.

Ici, le systeme expérimental évolue dans ’espace de Hilbert H, et ’environnement dans
I’espace de Hilbert £, de dimension finie lui aussi. Initialement, les deux systémes ne sont
pas intriqués, de sorte que I’état conjoint s’écrit (voir (2.33)) :

PHRE = PH @ pe

Ensuite, une évolution Hamiltonienne, antérieure a la mesure projective, représentée
par 'opérateur d’évolution, permet l'intrication des deux systeémes. La mesure projective
s’exerce donc sur 'état intriqué :

Prwe = U (pu @ pe) Ut

Supposons désormais qu’on réalise a cet instant une mesure projective sur l’environne-
ment £, grace aux projecteurs orthogonaux (Pj)jzlm ;- Quelle est la probabilité de chaque
résultat de mesure (i, et comment cette mesure affecte I'état du systeme pz; 7 Commengons
par noter tout d’abord P; = Iy ® P;. La probabilité d’obtenir le résultat p est alors :

P (résultat L | ,07_{@5) =Tr (Pup;@gﬁ’g)
=Tr (I ® P) U (pn @ pe) Ut (I @ P,)') (B.4)

Donnons-nous une base orthonormale de £, notée (|je));_; _qim(e)- Cette base peut étre
choisie de sorte qu'il existe une partition (K7,..., K;) de {1;...,dim(&)}, telle que pour
tout [ inférieur a J, et pour tout j € Ky, on ait P|je) = |je). Réécrivons U en somme

d’opérateurs non intriqués :
dim(€)

> Uy 1),
=1

de sorte que la probabilité de mesurer le résultat p s’écrit :

dim(€) dim(€)

P (xésultat jt | prue) = 3 3 Tr (UigpuUle @ Puli) (7 lpslW') (K| )
4.3'=1 k,k'=1
dim(€)

= > Y T (UgenUly @ i) lpelk') (k])

JEK kK, j/ k=1
dim(€)

=> > Tr( i PHUTM) (7'|pe|k) (B.5)

JEK, §' k=1

On peut alors écrire pg comme une somme de projecteurs orthogonaux pondérés :
pe = SEPE) XA} (Ai]. On finit alors par obtenir :

dim(€) rg(pe)

P(résultat 1 \p;@g) DY Tr( azny ) (\/)\71<]/|)\2>> <\/>\i<>\z’k,>)

JEK, j' K'=1 i=1
dim(€) rg(pe)

Z Z Tr( GipnV; ) (B.6)

jeK, i=1
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avec Vj; = Z?}fl(g) Uijr (\/)\_Z (7' |\ >) De méme, apres la mesure, I’état du systeme devient

p;Q, obtenu par trace partielle sur P pH®5P

pi = Tre (Pup;{@sPT)
dim(&
D Dt S e I v .
= ) 5 0E) Ty (1 1 (B.7)
2jeK, izl Tr( JiPH ji)

On retrouve alors le schéma général des mesures discretes effectuées par mesure
projective sur le systeme lui-méme. En effet, les matrices Vj; définissent un ensemble

complet d’applications de Kraus partielles, puisque :

J dim(€) rg(pe) dim(€) rg(pe)
> S v S v (Vo) ()
p=1 jeK, =1 3,9",k'=1 i=1
dim(€)
= > SywIulk|puli’)
§' k=1
dim(€)
= > In{i'louls’) = I (B.8)
Jj'=1

B.3 Processus de Wiener

Nous présentons ici les principales caractéristiques des processus de Wiener, processus
stochastiques a temps continu, dont nous avons besoin pour décrire I’évolution des systemes
quantiques a mesures diffusives.

Le processus de Wiener est un processus de Lévy. A ce titre, en considérant que
I'initialisation du processus se fait a l'instant t = 0, et en notant W, la valeur de ce
processus au temps t > 0, on a les propriétés suivantes :

— les accroissements sont indépendants : pour tout N > 2, et pour tous instants

0 <t <ty <...<tp, lesaccroissements Wy, — Wy sont indépendants entre
eux ;
— les accroissements sont stationnaires : pour toute durée s > 0, il existe une distribu-
tion N(s) sur R telle que, pour tout instant 0 < ¢1, Wy, s — W, est égale en loi a
N(s);

— la fonction t — W, est Cadlag, c¢’est-a-dire qu’elle est continue presque stirement
a droite (Ve > 0 et V& > 0, on a hli%l+P(|Wt+h — Wi > €) = 0), et quelle admet

toujours une limite a gauche.

De plus, un processus de Lévy est appelé processus de Wiener s’il vérifie les deux
conditions suivantes :

— pour tout instant 0 < ¢, et toute durée s > 0, Wy, s — Wy, est égale en loi a N(s),

une loi Gaussienne de moyenne nulle et de variance s;

— la trajectoire t — W, est presque stirement continue.

Nous notons dW; = W, q; — W;. Dans cette these, nous utiliserons parfois en méme
temps plusieurs réalisations du processus de Wiener, notées t — W/}. Ces réalisations
sont indépendantes. Ainsi, pour tous réels t; et t5 positifs, et pour tous entiers v; et vy,
I'espérance de dW " dW;? vaut 9, ,,0, ¢,dt.

Les processus de Wiener sont tres utilisés pour modéliser des mouvements browniens.

k
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B.4 Schéma de discrétisation des équations de me-
sures diffusives

Cette section a pour but de justifier les schémas de discrétisation des diverses formes de
I’équation maitresse stochastique régissant les systemes a mesures diffusives, présentés dans
le paragraphe 2.2.4. Nous ne montrons formellement la convergence en loi vers I’équation
différentielle stochastique maitresse que dans le cas du dernier schéma de discrétisation,
impliquant o (), puisqu’il est le seul & constituer une véritable densité de probabilité lorsque
At > 0. Nous nous inspirons ici des démonstrations réalisées dans [JCRH15] et [APR14].

Ici, pour simplifier les calculs, nous traitons du cas ou le systéme n’est observé que par
un seul canal de mesure, dont 'opérateur associé est noté L et l'efficacité de mesure n > 0.
Le systéme est soumis & un Hamiltonien (t), et nous nous plagons a 'instant t.

Lorsque I’état est représenté, a l'instant ¢, par 'opérateur densité p;, et que le systeme
est soumis & une évolution Hamiltonienne H(t) et & un unique canal de mesure représenté
par L et n > 0, celui-ci évolue selon :

dp; = <—;_L [ﬁ(t), ,ot] +L (pt)> dt +/n (/\/l (pt) — peM (pt)) dw, (B.9)

ot 'élément différentiel dp; est donné par pyrqr = p; + dps, ot L(p) = LpLt — (LTLp +
pLTL)/2 est le Lindbladien de la mesure L, M (p) = Lp + pL" et M (p) = Tr (Lp - ,OLT)
et ou dWW; est un processus de Wiener de variance dt, lié au signal de mesure dy; par :

De cette équation différentielle, nous avions présenté trois schémas de discrétisation,
batis sur la structure suivante :

_ Kt,Ayt (pt)
P T (Ko () Ay
P (Ayt € [s;5+ ds] VAL |,0t) _ I (K\t/% (p1)) exp (—2) ds (B.12)

avec différentes fagons de construire ’application de Kraus K ay,. Nous avons proposé
en (2.44) une application de Kraus de base, notée K i‘leyt, grace a laquelle se construit
le schéma de discrétisation simple, et a partir de laquelle nous créons deux schémas de
discrétisation alternatifs. A priori, seul le schéma de 'équation (2.48), construit grace a la
matrice o(t), correspond & une vraie loi de probabilité pour At > 0, puisque l'intégrale de
ses probabilités fait 1. Nous montrons donc que ce dernier schéma converge en loi vers le
processus défini par les équations différentielles (B.9) et (B.10), lorsque At tend vers 0.

Deux conditions sont nécessaires pour la convergence en loi du schéma de discrétisation
des équations (B.11) et (B.12) vers I’équation différentielle stochastique maitresse lorsque
At tend vers 0 :

— pour toute fonction scalaire f de classe C? a support compact sur I'ensemble des

matrices densité de H, on doit avoir :
Pt) )

lim E (f(ﬂt+At) — f(pr)
At—0t At

ot le terme de gauche est calculé via le schéma de discrétisation, par développement

limité sur At, et le terme de droite via I’équation différentielle stochastique, grace

au générateur de Markov de f;

dt

M>ZE(ﬂmHO—ﬂm)
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— le schéma de discrétisation vérifie une hypothese de tightness (voir [Pel08]) : pour
un intervalle At > 0, il existe un réel Z > 0 tel que, pour tous instants ki At et
ko At, avec ki < ko, on a, pour k; < k < ko,

E (||pk2At — prad [Pl prae — PklAtHz) < Z (ks — ky)? (At)2 (B.13)

Nous montrons d’abord que la premiere de ces deux conditions est vérifiée par tous les
schémas de discrétisation. En effet, cette espérance prend la valeur Af(p;) lorsque calculée
avec I'équation maitresse stochastique, en utilisant les régles de calcul d’Ito 2, et le fait que
I’'espérance de dW; est nulle :

i

AT = V11, = 3 [0 + £00)

N o2
+2Vf

Pt

[ M@= o3 00) (M 00 - 038 0) | B2

Nous calculons maintenant la valeur de cette espérance, grace au schéma de discré-
tisation simple. Ainsi, nous choisissons ici Ky = KjA,,- Ce calcul est réalisé par
développement limité. On note ici Ay, = sAt. Tout d’abord, on cherche la valeur de
K t,sAt (pt) :

K oni (pr) = pe + s/M (pr) VAL

+ (—; [ (t), po] + L(pe) + (5 — 1>antL*) At + O ((At)*?)
Sa trace prend donc la valeur :
Tr (K ont (pr) = 1+ sy/mM (pr) VAL + (s> — 1)n'Tr (LptLT) At+0O ((At)3/2) ,

et l'inverse de cette trace :

1
Tr (Kt,sAt (pe))

=1 — sy/nM (pr) VAL

+0 ("M (o) — (52 = DTr (Lp,LY) ) At + O ((A1)*?)

Ainsi, pyia¢ est donné par :

Pirar = P+ 8y/1 (M (pt) — peM (Pt)) VAt

+ ( - ;L [ (), pe] + L) + (5> = D (Lo LT = piTr (Lp,LT))

— M (p1) (./\/l (pt) — peM (,Ot)) >At +0 ((At)S/z)

2. référence ito
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Ainsi, pour toute fonction f de classe C?, la variation f (piya¢) — f (p¢) est donnée par :

F(pres) = (0 = V1, - (M) = 5 90) V0
+ ( - ; [H (), pe] + L) + (5> = D (Lpe LT = piTr (LpyLT))
= "M (o) (M (p1) = peM (p1)) )Atl
D) [ (M)~ M (p)) . (M () — 0 (p) ]At +O (a0

Or, compte tenu de 1'équation (B.12), le calcul de l'espérance B f(p;) revient au calcul

de V'espérance de Tr (Kt,s@ (pt)) (f(pesat) — f(pe)) /AL, ou s est la réalisation d’une loi
Gaussienne de moyenne nulle et de variance 1. On trouve finalement :

1

Bf(p) = Vf|pt [ 3 [ﬁ(t)apfl + ﬁ(Pt)]

N o2
+2Vf

: [ (M () — peM (Pt)) ; (M (pe) — M (Pt)) ] +0 (\/E)

Pt
Nous venons finalement de prouver que :

Af(pe) = Bf(p) + O (Vidt) (B.15)

Ce résultat est valable dans le cas des deux autres schémas de discrétisation. En effet,
ceux-ci font intervenir dans 'expression du développement limité en At de K as (pr) des
termes en (At)? au minimum, ce qui n’invalide pas la formule ci-dessus.

De plus, le schéma de discrétisation impliquant la matrice o(t) vérifie bien la propriété
de 'équation (B.13). Pour démontrer cela, montrons tout d’abord que, pour un At > 0
donné, il existe un Z > 0 tel que pour tous ky et ky > ki entiers, on ait :

E (H%At - pk1AtH2‘ PklAt) < 7 (ky — k1) At

Notons d’abord que :

kot — praaell? = llokane — Pra—1)ael® + || Pka—1)at — Pyl
+ 2Re ((pkgm = P(ka—1)Ats P(ka—1)At — pk1At>) )

et Y Pensemble des mesures sur le systéme prises avant l'instant ¢ : Y{,—1)a¢ définit donc
I'état pir,—1)a¢. En utilisant les expressions de pyya; et de Tr (K sa¢ (p¢)) exprimées plus
haut, et la compacité de ’ensemble des matrices densité, on trouve qu’il existe Z; > 0 et
Zy > 0 tel que, VY(r,—1)a¢

E (“pkgAt - p(kg—l)AtHQ‘ Y(Jm—l)m) < Z)At
E (Re ((Pkgm = Plka—1)Ats Plka—1)At — PklAt>) ’ Y(@q)At) < Z)At

Ainsi, il existe Z > 0 tel que :

E (Hﬂkmt - pklAtHQ‘ Y(kg_nm) < ZAt+E (Hp(kz—I)At - ,OklAtHz’ Y(k2_1)m)
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Ainsi, par itération et intégration sur l’ensemble des Yja; possibles, on a presque
slirement :

E (Hpszt - pklAtH2> < Z(ks — k1) At (B.16)

Nous nous servons alors du méme raisonnement que celui de [Pel08, Proposition 5]
pour démontrer la validité de I’équation (B.13).

Ainsi, le schéma de discrétisation utilisant la matrice o(t) converge bien en loi vers le
processus dirigé par I’équation différentielle stochastique maitresse.

B.5 Autour de la fidélité

Nous rappelons que la fidélité est une des pseudo-métriques les plus fréquemment
employées, avec la trace distance, pour comparer deux opérateurs densité sur le méme
espace de Hilbert H. Pour deux opérateurs densité p et o sur H, la fidélité entre ces deux
états est donnée par la formule :

F(po) =T (\/Vpovp)

N . , . .. L, . N.
ou /p est la racine carrée d'une matrice positive p : lorsque p s’écrit p = 327 Aj|p;) (),
sa matrice carrée devient :

ﬁ:iémmw

Nous cherchons dans cette annexe a donner la démonstration de certaines propriétés
de la fidélité, notamment sa symétrie, les valeurs qu’elle peut prendre, et les cas de figure
lors desquels la fidélité prend ses valeurs minimales et maximales.

B.5.1 Cas d’un état pur

Nous commencons par extraire, dans le cas particulier ou un des deux états dont on
calcule la fidélité est pur, une formule de la fidélité un peu plus simple a interpréter. Dans
le cas ol p est un état pur, on peut le réécrire comme p = |¢) (1], avec |¢) un vecteur
normé de H. La fidélité entre p et un état mixte quelconque représenté par o est dans ce
cas :

F(pyo) = F (10)(0],0) = Tr (10)(lolv) (v])
— (loly) (B.17)

Réciproquement, lorsque c’est 1'état o qui est pur et vaut |¢) (¢, la fidélité entre p et
ce projecteur devient :

Flp,0) = F (p,1)(01) = Tr (y/Vol0) (015 (B.13)
=T (V) avee 13) = V7lu)
= () = (@lole) (.19

Ainsi, lorsqu’un des deux états p et o est pur, la fidélité est une application symétrique,
et se calcule par projection sur la fonction d’onde correspondant a 1’état pur de la matrice
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densité représentant le second état physique. Dans ce cas particulier, la fidélité prend
donc une valeur entre 0 et 1. Si la fidélité est nulle, les supports des deux matrices densité
sont compléetement orthogonaux, et si la fidélité vaut un, les deux matrices densité sont
rigoureusement les mémes.

Nous allons maintenant étendre ces résultats au cas plus général ou les deux matrices
densité peuvent représenter des états mixtes.

B.5.2 Théoréme d’Uhlmann

Pour obtenir les résultats que nous cherchons sur la fidélité dans le cas général, nous
devons commencer par présenter un lemme, le théoreme d’'Uhlmann. Ce théoreme est une
réécriture de la formule de la fidélité, qui utilise la notion de purification d’un état mixte.

Purification d’un état mixte

Commencons par présenter le principe de purification d’un état mixte p sur ’espace
de Hilbert complexe H, de dimension finie Ny;. Cet état mixte s’écrit p = Z;yjl Nilpid (ol
ou (|p1),---,|pny,)) forme une base orthonormée de H. Le principe de la purification de p
est d’intriquer H avec un autre espace de Hilbert Q, tel que p soit la trace partielle par
rapport a @ d’un état pur de H ® Q.

Choisissons un espace de Hilbert Q isomorphe a H. Soit (|jg)),_; _, une base
orthonormée quelconque de Q. On définit comme une purification de p la fonction d’onde
|p) sur H ® Q, telle que :

7= Y Nl @ L) (B.20)

En effet, la trace partielle par rapport a Q du projecteur |p)(p| est donnée par :

Tro (1) (A]) = i(]’g\ﬁﬂﬂj@ = i%\ﬂj)(ﬂj! =p

Notons que la définition d’une purification d'un état mixte p, que nous venons de
présenter, n’implique aucunement 'unicité de cette purification, puisque cette purification
dépend de la base orthonormale de Q choisie. En effet, toute matrice unitaire U sur Q
permet d’obtenir une autre purification |p)y de p, donnée par :

P = 3 Ailes) ® Ul (B.21)

Démonstration du théoréme d’Uhlmann

Nous écrivons désormais le théoreme de Uhlmann, qui lie la fidélité de deux états
mixtes et celle de leurs purifications.

Théoréme 6. (Théoréme d’Uhlmann)
Soit p et o deux opérateurs densité d'un espace de Hilbert complexe H de dimension
finie. Alors, la fidélité entre ces deux états vérifie :
F (p.7) = max F(19)(7l. ) ()

— max |(55)), (B.22)
15),1)
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ou la maximisation se fait sur ’ensemble des purifications p et 6 de p et de o.

La démonstration du théoréme d’Uhlmann est reprise de [NC00]. Elle nécessite le
lemme suivant.

Lemme 4. Soit A un opérateur quelconque, non nécessairement positif, sur un espace de
Hilbert H de dimension finie, et U un opérateur unitaire sur H. Alors, on a I'inégalité :

Tr (AU)| < Tr (|A]) (B.23)

L’égalité est atteinte lorsque U = VT, ou V est obtenue par la décomposition polaire de
A A= |AlV (JA| étant un opérateur positif ou nul et V' un opérateur autoadjoint).

Démonstration. L’obtention de 1'égalité lorsque U = VT est triviale. Dans le cas général,
on transforme :

Te (AU)| = [T (JA| VU)| = |Tr (|| 4]7 A]7

vU)|

L’application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, en considérant le produit scalaire de
Frobenius sur I’ensemble des opérateurs de H, permet de donner I'inégalité suivante :

|Tr (AU)| < \/Tr(\A|) Te (UTVTA|VU) = Tr (JA])
ce qui démontre le lemme. [ |

On peut alors commencer a exposer la preuve du théoreme d’Ulhmann.

Démonstration. Soit p un opérateur densité quelconque de I'espace de Hilbert complexe
H, de dimension finie Ny, et soit Q un espace de Hilbert isomorphe a H. Soit également
(l730))j=1.... v, €t (lJ@))j=1.. n,, deux bases orthonormales quelconques, respectivement de
H et Q. On construit alors le vecteur |m) de 'espace intriqué H ® Q, de la fagon suivante :
Ny
Im) = > _ i) ®lio)

=1

En utilisant la décomposition de Schmidt des vecteurs d'un espace H ® Q intriqué, on
peut alors trouver, pour toute purification |p) sur H ® Q d’un opérateur densité p de H,
deux opérateurs unitaires Uy et Ug de H et Q, tels que :

9) = (V/pUy @ Ug) m)

Réciproquement, pour toutes matrices unitaires Uy et Ug, le vecteur |p) ainsi créé
est une purification de p. De méme, |5) est une purification de I'opérateur densité o si et
seulement si il existe V3 et Vo deux opérateurs unitaires tels que :

5) = (VaVi © Vo) Im)

Ainsi exprimées, le produit scalaire de ces deux purifications a pour valeur absolue :

4716)1 = |mI (Uo7 0 UG ) (VaVa © Ve ) m)|
[

m| (UL\/E\/EVH ® Ugvg> |m)’
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En utilisant le fait que, pour tous opérateurs A et B, de H et Q isomorphes, on ait
(mlA® B|lm) =Tr (ABT> (ot BT est la transposée de B), alors :

[(#10)| = [T (U /vo Ve © UpVa)|
= [T (U/pVoVu V3 (U)T))] (B.24)
— ‘Tr (\/5\5(])] (B.25)

ot U = V3 V3 (UL)TUJ, est une matrice unitaire. Or, la trace Tr (‘\/ﬁﬁ’) étant simplement
égale a la fidélité F'(p, o), l'utilisation du lemme 4 permet d’obtenir que :
— [{(p|a)| < F (p, o) pour toutes purifications |p) et |7) ;
— en choisissant Vg = Ug = Uy, = Iy, et Vi tel que (/py/o = ‘\/ﬁ\/E’ V3, on obtient
(715) = F (p,0).
Ainsi, le théoreme d’Uhlmann est démontré. [ |

B.5.3 Propriétés de la fidélité

Une fois le théoréeme d’Uhlmann démontré, il est facile de démontrer que la fidélité
vérifie les conditions usuelles requises pour une pseudo-métrique :

— symétrie : la nouvelle formulation de la fidélité rend cette propriété évidente. Pour
tous opérateurs densité p et o, on a donc F (p,0) = F (0, p);

— bornes de la fidélité : de méme, cette nouvelle formulation montre clairement que
la fidélité ne prend que des valeurs comprises entre 0 et 1, puisque les purifications
sont des fonctions d’onde, par définition bornées;

— cas ou la fidélité est nulle : la fidélité F' (p, o) est nulle si et seulement si toutes
purifications de p et de o sont orthogonales. Cela nous améne rapidement a conclure
que la fidélité entre deux opérateurs densité est nul si et seulement si leurs supports
sont orthogonaux ;

— cas ou la fidélité est maximale : la fidélité F' (p, o) est maximale, et vaut 1,
lorsqu’il est possible de trouver des purifications |p) et |6), de p et o respectivement,
colinéaires. Cette condition impose que les deux opérateurs densité aient le méme
spectre, et que chaque valeur propre soit associée a deux vecteurs colinéaires. Par
conséquent, le fait que F' (p,0) = 1 équivaut a p = o.

B.6 Maximisation de la fonction de log-vraisemblance
pour la tomographie d’état

B.6.1 Projection sur ’ensemble des matrices densité admissibles

Dans cette sous-section, nous montrons comment réaliser la projection d’'un opérateur
linéaire p de L (H) sur I'ensemble des matrices densité Dy associé au méme espace de
Hilbert. Cette projection est notée Pp,, .

Puisque p est Hermitienne, p est également diagonalisable, et on peut réécrire p =
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UDU', avec UU = I et D une matrice diagonale réelle. La projection de p est alors :

Pp,, (p) = arg min Tr ((UDUJr — 0')2>

€Dy

= U argminTr ((D — 0')2> Ut

c€Dy

0€Dy k=1 k=1k'=1,k'#k

=U (arg min (i(Dk — O'kk)Q + i i |Uk:k’|2)) Ut (BQG)

Maintenant, rappelons-nous que la contrainte Tr (o) = 1 s’applique seulement sur les
coefficients oy,. Puisque pour chaque matrice positive o de trace une, la réduction de o a
sa seule diagonale est aussi positive et de trace une, on peut supposer que o = 0 pour
tout k et k' différents. Nous noterons désormais simplement oy, = o3, et effectuerons la
minimisation sur ’ensemble des matrices diagonalisables dans la méme base que p.

Notre probleme d’optimisation est donc devenu :

Ny
argmin Y (Dy — or)’ (B.27)

N.
01 >0,y 7 op=1k=1

Ce probleme peut étre résolu avec des arguments géométriques, en remarquant que,
dans une base euclidienne en Ny dimensions, dans laquelle les coefficients oy, et Dj, sont
les coordonnées des points o et D, et ou § = {U/Vk:, or > 0, fo;“l or = 1}, ce probleme
revient a trouver le point de S le plus proche de D. Ce point sera noté ¢*. On commence
par trouver le point de I’hyperplan 7 défini par T = ZkNiﬁ or = 1 le plus proche de D.
Comme le vecteur normal a cet hyperplan est @ = (1,..., 1), ce point, noté D*, est donné
par :

D* =Pr(D)=D — i, telque <D —\u,u>=0

La valeur du coefficient \ est donc donnée par A = S0, Dy, /Ny. Nous avons maintenant
a minimiser la distance entre o et D*. Nous allons successivement modifier D*, pour
le faire parvenir en définitive a o*. Pour une dimension k donnée, si D; < 0, alors
nécessairement o; = 0. La minimisation peut alors tout aussi bien se réaliser en prenant,
au lieu de D*, sa projection sur l'espace {o € T /o, > 0}, qui se fait grace au vecteur
normal (1,...,1,—(Ny —1),1,...,1). Lorsque plus aucune dimension du D* ainsi itéré
n’est strictement négative, ce D* produit est simplement égal a o*.

Le temps de calcul de cet algorithme est au plus en O (N3)), ot Ny, est la dimension de
I’espace de Hilbert considéré. Dans le cadre de la maximisation présentée dans le chapitre 3,
Iitération est alors simplement :

ﬁj+1 = Ujdlag <O'I, e 70'7\[7_[) Uj,

ol p; + a;V f(p;) = U; D;U}

;, et ou Dj sert a obtenir 'ensemble (ai‘7 e ,a}‘vﬂ).

B.6.2 Descente par algorithme EM

Dans cette sous-section, nous donnons une preuve du théoreme 2. En utilisant les
notations du théoreme, cela revient a montrer que :

Vp € Dy diagonale, Y _ log (Tr <Z Tr(pE(m))E(n)> >3 log (Tr (pE(”)>)>
n=1

n=1 m=1
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Maintenant, nous écrivons les traces de maniere explicite, en indexant les dimensions
des matrices par g entre 1 et Ny . Nous supposons également que nous disposons d’une
premiere estimation de p,,,, notée p~, un opérateur diagonal. Il est possible d’introduire la
valeur de p~ dans l'expression de f(p), en procédant de la fagon suivante :

- ilog (1r (o))

n=1 qg=1
n=1 Tr(p E )) n=1q= lTr ) Tr(pE(n))
= (p\p )+ H(p|p”) (B.28)

Désormais, nous allons étudier la valeur de la différence f(p) — f(p~) et chercher un
processus itératif qui nous garantit que f(p) — f(p~) > 0.
Nous remarquons que, pour chaque n, et pour chaque matrice densité diagonale p, les

— () (n)
deux ensembles <T Pa - e > et <Tp N0 > forment deux différents jeux de
I'(p ) q=1...Ny r(p ) 1...Ny

probabilités discrétes. Nous rappelons que 'inégalité de Gibbs postule que, pour deux
distributions finies de probabilités (pi,...,p;) et (¢1,...,q), on a :

- sz IOg pz = sz IOg QZ)

k=1 k=1

I1 est alors rapide de trouver que, pour toute matrice densité diagonale p, on a :

H(p|p™)—H(p~ [p7) 20

Quant au terme Q(p | p~), nous cherchons a trouver le p qui le maximise. On commence
par remarquer que la fonction p — Q(p|p~) est concave. Ainsi, une matrice densité
diagonale p* en laquelle le gradient de @ serait orthogonal & la variété des matrices densité
diagonales (voir I’équation 3.26 adaptée au cas des matrices diagonales) serait I'unique
maximisateur de p — Q(p | p~) sur 'ensemble des matrices densité admissibles. Voyons si
un tel p* existe.

Tout d’abord, le coefficient en ¢ du gradient VQ)| p est:

L& e B
(vaL,), = o 22 T (- B

(n)
x B ] est positif pour tout g, il suffit de choisir un p* colinéaire

Ainsi, puisque Y%, W

ap Y % pour satisfaire les conditions d’optimalité (sous réserve que la famille

(E™) génére complétement I'espace des opérateurs linéaires, ce qui est le cas en pratique).
Le coefficient de normalisation est rapidement trouvé, et en choisissant :

- /0 (n)
P E B.2
= (B o

on s’assure que Q(p™ |p~) > Q(p~ |p~). Ainsi, on a bien prouvé que, pour tout p-
diagonale, la matrice diagonale p* définie par la formule ci-dessus vérifie bien f(p™) >

f(p7). -



Annexe C

Développements asymptotiques de
I’estimation Bayésienne

Résumé. L’estimation Bayésienne d'un état quantique mixte a pour valeur approchée
I'estimation par Maximum de Vraisemblance (MaxLike), lorsque la fonction de vraisem-
blance est assez piquée autour de son maximum. De telles approximations s’appuient sur
les développements asymptotiques d’intégrales de Laplace multi-dimensionnelles. Lorsque
le maximum est sur la frontiere du domaine d’intégration, comme dans le cas ou I’état
estimé par Maximum de Vraisemblance n’est pas inversible, de tels développements ne
rentrent plus dans le cadre standard. Nous apportons ici les formules de ces développements,
méme lorsque le maximum ne repose pas sur la partie C™° de la frontiere du domaine
d’intégration, comme dans le cas ou la dimension du noyau est supérieure ou égale a deux.
Ces développements apportent aussi un intervalle de confiance pour la valeur moyenne de
chaque observable, lorsque celle-ci est calculée par Maximum de Vraisemblance.

C.1 Introduction

Quand les lois de probabilité ayant produit une série de mesures observées Y et dépen-
dant d’un parametre continu p ont une structure analytique, la technique de reconstruction
par Maximum de Vraisemblance est fréquemment utilisée (voir, par exemple, [CMRO05]).
Cette technique choisit comme estimation p,,, la valeur de p qui maximise la probabilité
conditionnelle P (Y | p) de la mesure Y. En effet, lorsque Y correspond a un grand nombre
de mesures indépendantes, la fonction p — P (Y | p) devient treés piquée autour de sa
valeur maximale, et ainsi, I’estimation par Maximum de Vraisemblance p,,, devient une
bonne approximation de ’estimation par moyenne Bayésienne pg,, :

_ JopP (Y [ p) Po(p)dp
JoP (Y | p) Po(p)dp

ot D C R¥™P est I’ensemble des valeurs physiquement admissibles de p; P(p | Y) est
la densité de probabilité de p sachant Y ; et Py(p) est une densité de probabilité initiale
quelconque pour p.

L’estimation par Maximum de Vraisemblance a I’avantage de reposer sur des algorithmes
faciles & mettre en ceuvre. Le gradient de p — P (Y | p) peut étre calculé par différences

ﬁBIVI:/Dp]P)(p | Y) dp
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finies, et I'optimisation peut se réaliser par des techniques de quasi-Newton, qui donnent
en plus une tres bonne approximation du Hessien de cette méme fonction. La borne de
Cramér-Rao, qui peut étre déduite du Hessien de la fonction de log-vraisemblance, définit
une borne inférieure a I'erreur d’estimation moyenne lorsque cette matrice Hessienne est
de rang plein. Néanmoins, certains problemes peuvent apparaitre, en particulier pour la
tomographie d’état quantique [PR04], ot la valeur a estimer p est un état quantique p sur
un espace de Hilbert H, un élément de I'espace convexe Dy qui contient I’ensemble des
matrices Hermitiennes positives ou nulles de trace un. En pratique, la valeur de p,, est
souvent de rang faible, donc non inversible. Dans ce cas, p,; appartient a la frontiere de
Dy, comme noté dans [BK10] et observé dans [SCID*16].

Toutes ces raisons nous ont amené a étudier les estimations par moyenne Bayésienne
(BME) dans le cas général ou le parametre p est de dimension finie et évolue dans un
domaine compact D, dont la frontiere est de classe C'* par morceaux. Puisque la valeur
de P(Y | p) croit (ou décroit) exponentiellement par rapport au nombre de mesures
indépendantes €2 formant la mesure totale Y, nous considérons plutot la fonction de log-
vraisemblance moyenne f(p) = ¢ log (P (Y | p)). Ensuite, pour toutes fonctions scalaires f
et g de classe C*°, et en supposant certaines conditions, nous cherchons un développement
asymptotique, lorsque €2 tend vers 'infini, de I'intégrale de Laplace :

7,(2) = /D 9(p) exp (2f (p)) dp. (C.1)

Ces développements asymptotiques sont étudiés de longue date et leur obtention
requiert des intégrations par parties, 1'utilisation du lemme de Watson, de la méthode de
Laplace et de la résolution des singularités de Hironaka : voir [BH86] pour le cas dimp = 1
et dans le cas général ou dimp > 1; voir aussi [AGZV85] pour le cas singulier en toute
dimension, et pour son analyse beaucoup plus élaborée. Dans le cas analytique, et lorsque
le maximum de f est atteint en p,,, point intérieur de D, ces développements ont un terme
dominant en e/ (pML)(losglia)k, ou k est un entier positif ou nul inférieur a dimp — 1 et ou
a est un rationnel strictement positif [AGZV85, page 231]. Des relations fondamentales
entre la géométrie algébrique et la théorie d’apprentissage statistique dans le cas singulier
découlent de ces développements asymptotiques, par exemple lorsque le Hessien de f en
D, M'est pas négatif défini. C’est I'objet de la théorie d’apprentissage singulier développée
dans [Wat09] et [Shall].

Il est intéressant de noter que, a notre connaissance, tres peu de résultats existent lorsque
Dur, Tepose sur la frontiere de 'ensemble D d’intégration, sauf lorsque cette frontiere est de
classe C* en p,,,. Dans [BH86, section 8.3], le calcul du terme principal du développement
est détaillé lorsque la frontiere est de classe C'*° en p,,, et lorsque le Hessien de la restriction
de f a cette frontiere est négatif défini; la sous-section 8.3.4 de [AGZV85] donne des
indications précises montrant que, lorsque le Hessien de la restriction de f est dégénéré, un
développement asymptotique existe, et est similaire a celui obtenu pour un p,,;, a I'intérieur
de D.

Dans le cadre de I'estimation d’état quantique, cela nous assure qu'un développement
asymptotique existe dans le cas ou f,, est de rang plein (il est alors a lintérieur de
D = Dy), ou lorsque son noyau est de rang 1 (il est cette fois sur une frontiere C*> de
D). Lorsque la dimension du noyau est strictement supérieure a 1, p,, n’est plus sur
une partie C'* de la frontiere, et, a notre connaissance, le calcul des développements
asymptotiques dans un tel cas singulier n’a pas encore été effectué. Ce papier est un
premier essai vers le calcul des développements asymptotiques de la moyenne et de la
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variance Bayésienne, lorsque la fonction de log-vraisemblance atteint son maximum sur la
frontiere de D, c’est-a-dire lorsque p,,, est de rang faible.

L’objectif de ce papier est double. Premierement, nous calculons le terme dominant de
certains développements asymptotiques lorsque p parcourt un demi-espace. C’est 'objet de
la section C.2, ou nous supposons que la restriction de f a la frontiere du demi-espace admet
un maximum non-dégénéré en p,,, (voir le théoreme 8). Ensuite, nous nous intéressons a
I’estimation d’état quantique et reformulons les résultats de la premiere partie en termes
de produits matriciels et de trace. C’est I'objet de la section C.3, ou nous rappelons les
structures de f et g dans ce cas et ou nous exploitons la convexité et I'invariance unitaire.
Nous donnons dans cette section une démonstration mathématique précise des conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité données sans détails dans [SCIDT16, eq. (8)] (voir
le lemme 6 ci-dessous) et de I'expression de I'approximation de la variance Bayésienne
correspondant & 1’équation (10) dans [SCID16] (voir le théoreme 9).

C.2 Développement asymptotique des intégrales de
Laplace

Ici, nous supposons que p est de dimension ¢ et que D = (—1, 1)9. Posons p = z avec
z € R%. Alors, on peut réécrire la formule (C.1) :

L@ = [ ge)ep(Qf(2) dz. (C2)

z€(—1,1)9
Théoréme 7. Considérons I'équation (C.2), ou f et g sont des fonctions analytiques de z
sur un voisinage compact de overlineD, 'adhérence de D. Supposons que la fonction f
J— 82f

admet un unique maximum sur D en z = 0, avec @’0 définie négative.

Lorsque g(0) # 0, on trouve le terme dominant suivant dans le développement asymp-
totique de Z,(2) lorsque €2 tend vers I'infini :

n/2 Qf(0)()-n/2
Q) g(0) (2m)"2 110 +O<€Qf(O)Q—n/2—1>‘ (C.3)

et (5£1,)]

Lorsque ¢g(0) = 0, avec %’0206’5 %‘020, on a :
02 o2f| \ 7! n/2
(- 51, (5],) ) en

T(Q) — Q£(0)()—n/2-1
o 2 flaer (24])] ’

+0 (MO 22) (4

Démonstration. La fonction f étant analytique, on peut écrire f(z) = f(0) — h(z), ou h
=0, 2| =0et 2t oy

est une fonction analytique de z seulement, avec h(0) ' 9z, 52|, = ~ 92

0
définie négative.

Grice au lemme de Morse (voir, par exemple, [Mil63]), on sait qu’il existe un dif-
féomorphisme local sur z dans un voisinage de 0, noté Z = 1(z), tel que ¥(0) = 0 et

h(z) = 5 > r_1(¢x(2))?. De plus, on peut choisir  tel que g—f = &/

=/~ 52| est une matrice
0 z
positive définie (donc symétrique).

0
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Pour 7 € (0,1) petit, il existe un ¢ < f(0) tel que, Vz € (=1,1)"/(—n,n)", f(2) <c
Par conséquent, on peut réécrire :

7.(02 :/ z le(Z)dz+ 2)e ) 4z
o) (=n.)n 9(2) zE(—Ll)"/(—nm)"g( )

_ 6O (/ G(2)PUETO) 4z 4 O (W0 c>)>.
z€(—nm)"

Nous considérons donc seulement :

,(Q) = / . g(2)eUE=10) g

Puisque 7 est petit, nous pouvons introduire le changement de variables Z = v(z) qui

| hl6) = /zew« nn)ﬂ)g(g)e%ﬂ:ﬁi 4
| 5z = -2 CD) g gis) (©5)
det (5:£])]

et d une fonction analytique vérifiant d(0) = 0. Il existe un 7 > 0 tel que (—7,7)" C
Y((—n,n)"). Par conséquent, de la méme facon que lors du passage de Z,(€2) a I,(2),
on peut, en omettant des termes exponentiellement petits en {2, ne considérer que le
développement asymptotique de :

jﬁ:[ C gmetXiaias (C.6)
ZE(*nﬂ?)n

Lorsque g(0) # 0, on a aussi §(0) # 0. Posant §(2) = §(0) + S0, Zuhe(Z) avec les y
étant des fonctions analytiques bornées sur (—7,7)", on obtient :

h=oo) [ AT e [ (zzkhk )zd

En omettant des termes exponentiellement petits en €2, la premiere intégrale du terme
de droite peut étre remplacée par :

n n/2
/ 6_% Dot F dz = (27T> .
zZe(—00,400)" Q

Une simple intégration par parties sur z; permet d’obtenir :

/ Zkhk( )6 D dz
Ze(—ﬁ,ﬁ)

_l Ohy,
Q Jze(—qmn 0Z

(2)e™2 Li=1 % A7 + O(e T2/Q).

Ceci nous ameéne & formuler (C.3), en utilisant le fait que I; = §(0) (%)nﬂ (1+0(1/Q))
et §(0) = —29

det(& )
0

822
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Supposons maintenant que g(0) = 0 et que % 0= 0, et considérons alors la fonction g

présente dans (C.5). Nous avons alors g(0) = 0 et %

.= 0. De plus, en écrivant :

0% f
KZO:J det(aZQO) s
on obtient :
kog(¥(2)) = g(2) (1 +e(z))
ou e est une fonction analytique telle que e(0) = 0. Ainsi, pour tous i,j € {1,...,n},
Pg | g | O] O
020z |, 57, 0505 |, 0z |, 0z |,
Puisque g—f’o =4/— 227{ o OB peut écrire que :
~1 ~1
Lol (o) Pl (|9
Yoz2|, 922|,)  922|, 022,
et ainsi : )
2q| (F] \~
0% Tr(_aon(aon) )
Tr|{ =—=| | = C.7
(5= e

22
’det (822 ’o)‘
g et ses dérivées premieres par rapport a Z, étant nulles, nous avons :
n ~
g(g) - Z Zkék’bk,k’(g)v
kk' =1

ou la fonction Bk,k/ est analytique. Pour donner une formule a I'intégrale de I’équation (C.6),
nous devons chercher les termes dominants des intégrales suivantes :

“ ~ 7 -~ 2 noos2
Bk,k’ :/ Zka/bk’k/(z)e 2 21:1 i dz.
zZe(—n,m"

Dés que k # k', une intégration par parties par rapport a Zj, suivie d’une autre par rapport
a Z/, nous montre que By = O (Q_”/Q_Q). Si k = K/, on peut ne réaliser qu'une seule
intégration par parties, par rapport a Z :

/ 2ha(B)e ST 4z
26(_ﬁ7ﬁ)n

1 7 ~ ~ 8l~)kk ~ o s o
= —= b ? Z 17 d O Qn /2
9] se(—,i)n ( k,k(Z) + Zi 8§k (Z)) e 22a=1% dz + (6 )
_ Bkk<0) 2\ /2 s
-0 (Q> + O (Q ) )

N 9. 7 T . .
La somme > 1 By p correspond a I'intégrale [; et devient :

7 o D k-1 Bkk(o) 2m\ "/ —n/2-2
ey = Zhaa0) (21 0y
Puisque 1:77 et e~ (O)Ig(ﬂ) sont égaux, a des termes exponentiellement petits sur {2,nous
obtenons finalement I’équation (C.4) en utilisant le résultat (C.7), et >p_; bpr(0) =
(%)) n n

072 0
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Nous supposons désormais que p € R"™! n + 1 étant la dimension de p (n un entier
positif ou nul), et que l'espace d’intégration D = (0,1) x (—1,1)". Posons p = (z, z), avec
r € Ret z € R" Ainsi, lorsque g(z, z) est remplacé par 2™g(z, z), ol m est un entier
positif ou nul, (C.1) devient :

o () = /:BE(Ol /Ze oy g(x,z)exp (QUf (z,2)) dz dz. (C.8)

Théoréme 8. Considérons (C.8), ou f et g sont des fonctions analytiques (z, z) sur un
voisinage compact de D, I'adhérence de D. On suppose que f admet un unique maximum

- = 2f P of
sur D en (7, z) = (0,0), avec 53 00) défini négatif et 57 00) < 0.

Si g(0,0) # 0, le terme dominant du développement asymptotique de Z,(£2), lorsque €2
tend vers l'infini, est :

g(0,0) m! (271')"/2 e$2(0,0)()—m—n/2-1

O(err0ng =) (C)

IQ(Q) - m+1
o f of
\/det <322 (0,0))‘ < 210, 0))
i — 99 — 9g _ .
Si g(0,0) = 0, avec 3¢ 00) 0 et 32 00) 0,ona:

-1
Tr 62 (62£ > m! (27)"/?
“l0) \ 7% 10,0) QF(0,0)) (y—m—n/2—2
Z,(Q) = e TR0

2 . [|det [ &L _ 9 !
(0,0) 92 1(0,0)

022
Pour simplifier les formules, nous considérons ici seulement le cas analytique, méme si
les équivalences développées dans le théoreme sont également valides dans le cas ou les
fonctions impliquées sont de classe C™3.

+0 (eMOMgmm/278) - (C 10)

Démonstration. Dans cette preuve, nous adaptons la méthode exposée en section 8.3.4
de [AGZVS85] pour les intégrales oscillantes dans un demi-espace. La fonction f étant
analytique, nous avons

f(x,z) = f(O’O) - :L"fl([E,Z) - h(z)v

ou fi est analytique avec f1(0,0) = — % 00) > (0 et ou h est une fonction analytique de z
seulement, avec h(0) = 0, ah‘ =0et gz}; — % 00) défini positif.

Posons ¢(z, z) = :Efl (z,2). Considerons l'application (z,2) — (Z = ¢(z, 2), 2). 1l s’agit
d’un difféomorphisme local sur un voisinage de (0, 0) qui préserve le signe de x, c’est-a-dire
tel que z¢(z,z) > 0. De plus, le lemme de Morse (see, e.g., [Mil63]) nous montre qu’il
existe un difffomorphisme local sur z sur un voisinage de 0, noté zZ = 1(z), tel que ¢(0) =
et h(z) = 371 (¥e(2))? (voir, par exemple, [Mil63]). De plus, on peut choisir ¢ tel que

o _ 9%f
9z |o 82

En résumé, 11 existe localement un difféomorphisme analytique = : V > (z,z2) —
(Z,2) € V, depuis un voisinage ouvert et connexe par arcs V' de 0 jusqu’a un autre voisinage
ouvert de 0 tel que :

est une matrice positive définie (donc symétrique).
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— pour tout (z,z) € V, on a ¢(x,z) > 0 (resp. < 0, = 0) quand = > 0 (resp. < 0,
=0).
— Y(x,2) €V, f(z,2) = QZk L((2))2.

o6 05
(k) w
oz 0z (2,2

analytique sur % Verlﬁant d(0,0) = 0
Puisque V' est un voisinage de 0, 11 ex1ste unn € (0,1) tel que C,, = (0,n) x (—n,n)" C V.
De plus, il existe ¢ < f(0,0) tel que, V(z, z) € D/C,, f(x,2) < c. Par conséquent, puisque :

’ (1+d(z,z)) ou d est une fonction

(0,0)

Q) = / gz, 2)e @A) de dz + 2" g(x, 2)e @) dg dz
(x Z)Ecn (I,Z)ED/Cn

_ 2f(0,0) ( / 2z, 2) U@ gy {5 4 ¢~ U000 /
(z,2)eCy (z,2)€D/Cyy

_ 0500) (/ 27, 2)e @100 g dz 4 O (e~ HWI00)- ))) 7
(z,2)€Cy

nous avons simplement a étudier le développement asymptotique de :

L,(Q) :/( - xmg(x,z)eQ(f(w’Z)_f(O’O)) dz dz.
z,2)ECy

™ g(x, 2)eV @)= 4y dz)

Puisque C,, C V, on peut utiliser le changement de variables (Z, Z) = Z(z, ) qui entraine :
1,(9) :/ #G(z, 2)e~ (3 i 2) 4z a3,
(72)65(@;)

ou :

3(7,3) = ( (7,2)) (1+d(z, )

o)

et ot d est une fonction analytique avec d(0,0) = 0. Puisque, pour tout (i, 2) € Z(C,),
nous avons Z > 0, il existe un 7 > 0 tel que C; = (0,7) x (—=7,7)" C Z(C,). Ainsi, de la
méme fagon que pour passer de Z,(2) a IH(Q), a des termes exponentiellement faibles en
() pres, nous pouvons étudier seulement le développement asymptotique de :

I = /( 9edy #g(3, 2)e M X ) a7 dz. (C.11)

9z |(0,0)

Quand g(0,0) # 0, ona §(0,0) # 0. Posons §(#, 2) = §(0,0)+g1 (%, 2)+ X5, Zuhe(, 2)
avec §; et hy des fonctions analytiques bornées sur C;. Nous obtenons :

Iy = §(0,0)/ )eC; Fre T Ein ) 4z az
(%,2)eCq
+ / 31(7, 2)e @300 ) 47 dz
EC

S (Z zkﬁk(:z,z)> e~ (#2507 4z dz.
Z,2)eCy

k=1

A des termes exponentiellement petits en {2 pres, la premiere intégrale du terme de droite
de I’équation ci-dessus peut étre remplacé par :

~ " z ' n/2
jme—Q<$+%Ek:122) dz dz = QZ?-G—l (2;;) .

/(~,2)€(0,+oo)><(oo,+00)"
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En ce qui concerne la deuxiéme intégrale, m + 1 intégrations par parties par rapport a
sont, nécessaires :

/ _EG (7, 2)e 2T S ) 47 dz
(z,2)eCy
Ui - no oL
:/ (/ jm“gl(f,é)e_mdf) 6% Lio1 % 43,
se(ai \Jo

et ces m + 1 intégrations par parties donnent :

1
- Qm+1

IS

/ ! PG (8, 2)e ¥ d / ! Gma2(E, 2)e™ ¥ dE + O(e7™/Q)
0 0

~m+1 ~

~ m+1 ~ ~
avece Gy = %(JE a1(z, z)) Nous obtenons :

[ @ e N W 4 az
(z,2)eCy

1 o ~
— i /< 9)eC; Gmia(#,2)e 1 E00 ) dF dz + O(e1/Q)

eC;
1
o)
Qmtn/2+2
puisque [ Gmi2(Z, 2)e* di est de I'ordre de 1/Q.
De la méme fagon, m intégrations par parties par rapport a & donnent :

/ M (E, 2)e M E SN ) 47 dz
(z,2)eCy

1 o ~
= S / - szNk,m<5i', 2)6_Q<$+% 21:1 Zl2> dz dz + O(ean/Q)’
Qm Jzz)ec;

ol Grm(Z,2) = gi—mm(:imﬁk(i, 2)) Une seule intégration par parties par rapport a Z
entraine :
/( B (®, 2)e M EHIELA) 4z 4z

z,2)eCjy
1 aq.’c,m
- QJesed 0%

(7, 2)e 2F 2L ) 47 dz + 0(eT2/Q).
Cela implique que :

/( A3, 5)e 2 i) 4z dz

z,2)eCq

1 / ark,m (5:’ 2)€—Q(i+% Zln:l 512) dz dz + O(e*ﬁ2Q/Z/Q)

Qe (3,2)eC; OZ
1
=0 (Qm+n/2+2> ’
Ainsi, nous obtenons finalement (C.9), puisque I; = gg’,?fl"! (2”)n/2 (14 0(1/92)) and

I}
3(0,0) = —a0 .
2
( %|(0,0) ) \/det( gzg (O7O)>
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En supposant maintenant que ¢(0,0) = 0, gi’ 00 0 et que 8—Z 00 = 0, et en
considérant la function g de I’équation (C.11), on a §(0,0) = 0, % 00 = 0 and gg 00) = 0.

De plus, en notant :

Ao = 022

m+1
(0,0) Ox (0,0) 7

Mgz, 2),9(2)) = g(x,2) (1 + e(z, 2)),

ou e est une fonction analytique telle que €(0,0) = 0. Comme dans (C.7), nous obtenons :

Tr (- 2 <a2f >1
- (a2g ) 0z2 (0,0) 022 (0,0)
r Y] = - .
o) o) ()
“10,0) 921(0,0)

Puisque g et ses dérivées premieres par rapport a T et Z, sont nulles, on a :

det ( f

on a .

(C.12)

n n
§(2,2) = F%a(%,2) + > Zlwbew(2,2) + Y 8461, 2),
ke,k/ =1 k=1
ou les fonctions a, Bk,k’ et ¢ sont analytiques. Pour donner une formule a l'intégrale
dans (C.11), nous devons étudier les termes dominants des trois types d’intégrales suivants :

A= _Em2G(7, 5)e 2FE XL ) 47 dz,
(z,2)eCy

Bkvk, = / - jmikék@k’k/@, 2)6_Q(j+%z:?:1 212) dz dg,
(%,2)eCyq
Ok:/ 563, e W XL ) 47 4z,
(z,2)eCy

Comme nous 'avons fait précédemment, m + 2 intégrations par parties par rapport a &
montrent que A = O (Q_m_”/ 2_3>. De méme, m+1 intégrations par parties par rapport a
et une unique intégration par parties par rapport a Z donne C = O (Q_m_"/ 2_3). Lorsque
k # k', m intégrations par parties par rapport a Z, une intégration par parties par rapport a
Zi, et une autre par rapport a Zj ameénent a une expression du type By = O Q-m-—n/ 2_3).
Pour k = k/, on commence avec m intégrations par parties par rapport a 7 :

Bk,k = z Zkbk k(I Z) (:c+ > )dx dz
(z, z)EC-
1 -
= Qm/( el 24 m(T, 2)e 2 EE i R) 47 4z + 0(e7™/Q),
ol G (, 2) = (i‘mgkk(ic,fz’» Remarquons que Gz (0) = m!bx(0). Une simple

intégration par parties par rapport a Z; donne :

/( - R, 2)e 2 ZL ) 4z dz
z,2)eCh

<Qk m(Z,2) + 2 aaqzm (7, 2)) U300 %) 45 dF + O(e /2
k

!
N Q J:z)GC

=0 (32) 0 ().



130 ANNEXE C. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE L'ESTIMATION BAYESIENNE

En utilisant Gy, (0) = m!gk,k(O), la somme A + >, Cy + Yp i Biw correspondant a
I'intégrale de I’équation (C.11) devient :

. b (0) 7 2m\"™/?
Iﬁ(Q) _ Zkbméc,k( ) <Q> +0 (Q—m—n/2—3) .
Puisque fﬁ et e~ (O)Ig(ﬂ) sont égaux a des termes exponentiellement petits pres, nous

obtenons finalement (C.10) de (C.12), puisque Y7, by x(0) = +Tr (8257 0). | [

-2 032

Les développements asymptotiques des théoremes 7 et C.2 permettent d’énoncer
directement les approximations de la moyenne et de la variance Bayésiennes ci-dessous.

Corollaire 1. Considérons la fonction analytique f(z) du théoreme 7. Alors, on a le
développement asymptotique suivant pour toute fonction analytique g(z) :

fze(fl,l)" g9(z) exp (€1f(2)) dz
fze(—m)n exp (Q2f(2)) dz

M, () = =g(0) +0(Q™). (C.13)

On a aussi :

2
et (96) = My(@)) exp (@ (2)) dz
fze(—1,1)n exp (2f(z)) dz
Tr (— o

V(@) £

(o
2Q)

Considérons la fonction analytique f(z,z) du théoréme 8. Alors, on a le développement
asymptotique suivant pour toute fonction analytique g(z, z) :

A f:vE(O,l) fze(—1,1)n a™g(x, z) exp (Qf (v, 2)) dv dz
M,(82) = mexp (Q Az d
fxe(O,l) fze(—l,l)" T exp ( f(xv Z)) T dz

922

°>1> +0(Q7%). (C.14)

=g(0,0) +0(Q™ 1. (C.15)

On a aussi :

2
V() . fxE(O,l) fze(fl,l)" z™ (g(a:,z) - Mg<Q)> exp (Qf (v, 2)) dv dz
! B fxe(o,l) fze(fl,l)” z™exp (Q2f (z,2)) dz dz

-1
_ 2% 2f
Tr( 92 1(0,0) (@2’2 (0,0>) )
N 202

Au cours de la preuve du théoreme 7, nous avons montré le lemme suivant, pendant le
changement de coordonnées de z a Z.

+0(Q7?). (C.16)

Lemme 5. Prenons deux fonctions réelles f et g de z € R™ de classe C?. Supposons que 0
est un point critique régulier de f et prenons deux fonctions réelles f and g de z € R™ de
classe C2. Supposons que 0 est un point critique régulier de f et I'unique point critique de
g. Prenons alors n’importe quel difféomorphisme ¢ de classe C?, défini localement dans un

voisinage de 0 : Z = ¢(z). Alors :
_ -1
gl (2f\ 92§ O f
Tr| - 922 922 =Tr| - 972 972
“lo N 9% o o) \ 7% g0

ot f(¢(2)) = f(z) et §(6(2)) = 9(2).
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Ce lemme montre simplement que la trace présente dans la formule ci-dessus est
invariante par changement de coordonnées, c¢’est-a-dire qu’elle est définie indépendamment
des coordonnées locales choisies pour calculer les Hessiens de f et g en leur point critique
commun.

C.3 Application a la tomographie d’état quantique

Comme on l'explique au chapitre 3, le parameétre p a estimer dans le cas de la to-
mographie quantique correspond a un opérateur densité p, qui est une matrice carrée
a coefficients complexes appartenant a ’ensemble convexe et compact Dy des matrices
Hermitiennes de dimension Ny X Ny et de trace un. Ainsi, la fonction de log-vraisemblance
a la structure suivante :

Q
f(p) = 3 log (Tx (pE™)). (C.17)
n=1
ol les états adjoints £ appartiennent aussi & Dy. Pour toute matrice Hermitienne A de
dimension Ny X Ny représentant un observable quantique, nous cherchons a établir une
approximation de l'estimation Bayésienne [4(2) de Tr (pA) :

I, T (pA) €270 Po(p) dp

14(Q)
AlQ) = T AT Bolp) dp

(C.18)

et de la variance Bayésienne V4(€2) :

Jp,, (Tr (pA) — IA(Q)>Qle(p) Po(p) dp
Va(Q) = o €70 Bolp) dp : (C.19)

Ici, dp représente un volume infinitésimal Euclidien de Dy, construit avec le produit scalaire
de Frobenius sur ’ensemble des matrices Hermitiennes de dimension Ny X Ny, et Py > 0
est la densité de probabilité initiale sur p, sans considération de l'information apportée
par les matrices E™ sur la valeur de p. Puisque le nombre de parameétres réels décrivant
p est grand en général, il est difficile de calculer ces intégrales, méme numériquement en
utilisant la méthode de Monte-Carlo.

Le lemme suivant apporte une caractérisation par invariance unitaire de toute matrice
p en laquelle f atteint son maximum en Dy.

Lemme 6. Soit p une matrice Hermitienne de dimension Ny x Ny en laquelle la fonction
f:Dy > p— f(p) € [—00,0] définie par I'équation (C.17) sur Dy (I'ensemble des matrices
densité). Alors, p vérifie nécessairement les conditions suivantes :

— Tr (ﬁE(”)> > (0 pour tout n =1,...,€;

— {ﬁ, Vf|ﬁ] :ﬁ-Vf|ﬁ—Vf|ﬁ-ﬁ:0, ol Vf|ﬁ:§:Q B gt le gradient de

n=1 Ty (zEM)
f en p, pour le produit de Frobenius;
— il existe un scalaire A > 0 tel que \P = P Vflzet V|5 < A, ol P est le projecteur
orthogonal sur ’espace image de p et ou Iy est 'opérateur identité.
Ces conditions sont également suffisantes et caractérisent un unique maximum lorsque,
de plus, l'espace vectoriel généré par les matrices E™ remplit espace des matrices
Hermitiennes.
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Démonstration. Lorsque f est une fonction concave en p, nous pouvons utiliser le critere
d’optimalité standard pour un probleme d’optimisation convexe (voir, par exemple, [BV09,
section 4.2.3]) : p maximise f sur l’espace convexe compact Dy si et seulement si pour

tout p € Dy, Tr ((p—ﬁ) Vf|ﬁ> <0
Supposons que f(p) est maximum. Puisque f(I) > —oo, on doit avoir Tr (ﬁE(")> >0
pour tout n. En prenant p = e~ pet? ott H est un opérateur Hermitien quelconque, nous
avons :
Tr (e_ZHﬁeZH Vf|ﬁ> <Tr (ﬁ Vf|ﬁ> :
Lorsque H est proche de zéro, on obtient, grace a la formule de Baker-Campbell-Hausdorff,
e Hpetl = p —i[H,p| + O(Tr (H?)). L’inégalité ci-dessus implique que, pour tout H
suffisamment petit, Tr ([H, 7l Vf|ﬁ> = Tr (H [ﬁ, Vf\ﬁD = 0, et, par conséquent, p et
V f|; commutent.
Maintenant, considérons la décomposition spectrale 5 = UAUT, ot U est une matrice
unitaire et A est une matrice diagonale, dont les éléments diagonaux sont 0 < A; < A, <
. <Ay < 1. Puisquepet Vf |ﬁ commutent, nous pouvons également noter V f \ﬁ = UAUT,
ol A est une matrice diagonale, d’éléments diagonaux (Ay);. Comme V f est une matrice
non-négative, ces coefficients Aj, sont positifs ou nuls. En notant p = UAUT, ou A est une
matrice diagonale non-négative de trace un quelconque, on a :

Tr ((p -7) Vf|ﬁ) =Tr ((A —Z)K) <0.

Cela signifie que, pour tout (Aq,...,Ay) € [0,1]% tel que S¢_; Ay = 1, nous avons :
d
Z (Ar — Ap)A, <0.

Prenons alors € > 0, (ki,k2) € {1,...,d}? tels que Ay, > 0 et ky # k. Pour k €
{1,...,d—1}/{kq, kao}, on choisit Ay = Ak, et on fixe Ay, = Ay, — € avec Ay, = Ay, + ¢
Ceci implique que Tr (A) = 1 et que, pour € > 0 suffisamment petit, A, > 0 pour tout
ke {1,...,d}. L'inégalité précédente implique que :

V(kl, kQ) € {1, .. ,d}2 tels que Zkl >0 et ]{31 7& ]{72, K]Q S Kkl-

Ainsi, pour tous ki, ks tels que Ay, > 0 et Ay, >0, Ay, = A, = X > 0. Pour k; et ky tels
que Ay, > 0 et Ay, =0, on a également Ay, < Ay, = . Par conséquent, on a A < \. En
notant © la matrice diagonale aux coefficients ©, = 0 (resp. = 1) lorsque Aj = 0 (resp.
>0), ona P =UOUT, et nous obtenons AP = P V f|_. Puisque V f| est non-négative et
ne peut pas étre nulle, nous trouvons A > 0.

Prenons un p vérifiant les conditions du lemme 6. Puisqu’elles sont diagonales dans
la méme base, on peut assimiler p et V f |ﬁ aux opérateurs diagonaux A et A. Puisque f
est concave et Dy convexe, il est suffisant de prouver que p est un maximum local. Toute
variation locale de p autout de p restant a l'intérieur de Dy peut étre paramétrée par
I’application suivante :

(H,D) — e_iH(Z + D)eiH = pu.D,

définie pour toute matrice Hermitienne H et toute matrice diagonale de trace nulle D telle
que A+ D > 0. On a le développement suivant pour H et D autour de zéro :

pup =D+ D —i[H, A —i[H,D] — §[H,[H,A]| + O(Tr (H* + D*)).
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Ceci permet de donner le développement suivant au second ordre de (H, D) — f(pu,p)
autour de zéro :

flonp) = f(p) + Tr (A (D —i[H,A) —i[H, D] — §[H, [H,Al]))

¥ Tr’ ((PH,D — ﬁ)E("))

— + O(lpu.p — 2l*)
M 2Tr? (PE™)

Par hypotheése, A, A et D sont diagonales, donc Tr (K (—i[H, A] —i[H, D])) = 0. On peut
trouver rapidement, en utilisant le fait que \©® < A < A1, que Tr (KD) < 0, puisqu’on a

défini Iapplication pour des matrices D telles que A + D est non-négative et de trace un.
On a également :

~Tr (A([H, [HA))) =Tr ((HA] [HA]) =-2 > Ay (XA [ Hiw P <0
k1E€Pko€Q
ott on note P = {k | Ay >0} et @ = {k | Ay = 0}.
Par conséquent :

e Tv* ((pu,p — p)E™
floup) < f(B) = (Q(qurZ (pE(pn))) )

n=1

+O(lpm.o —7l)-

Puisque I’espace vectoriel généré par les matrices E est 'ensemble Hperm des matrices
o T(XE™

n=1 QT‘IQ(EE(”))
est strictement concave. Ainsi, nous avonsf(p) < f(p) pour tout p # p proche de p. Par
conséquent, p est un maximum local strict, et ce maximum est unique et global, car f est
concave. [ |

Hermitiennes, la forme quadratique X € Hyerm — Y. est non-dégénérée et f

Théoréme 9. Considérons la fonction de log-vraisemblance f définie par I’équation (C.17).
On suppose que l'espace vectoriel engendré par la famille des E™ coincide avec I’espace
Hperm des matrices Hermitiennes. Notons p 'unique maximum de f sur D et définissons
le projecteur orthogonal P tel que, en plus des conditions nécessaires et suffisantes du
lemme 6, nous avons ker (X[ - Vf |ﬁ> = ker(I — P). Ainsi, pour tout opérateur Hermitien
A, sa moyenne Bayésienne telle que définie par la formule (C.18) admet le développement
asymptotique suivant :

14(2) = Tr (Ap) + O(1/9),
et sa variance Bayésienne telle que définie par la formule (C.19) est donnée par :
—\ -1
Va@) = Tr (4 (F) 7 (4p) /2 + 0(1/92),
ou :
— pour tout opérateur Hermitien B, B représente la projection orthogonale sur

I’espace tangent en p a la sous-variété des matrices Hermitiennes de méme rang
que p et de trace un, ce qui s’écrit :

)P _(1-P)B(I-P); (C.20)

quand p est de rang plein, By = B — Tr(B) I/d car P = I ;



134 ANNEXE C. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE L'ESTIMATION BAYESIENNE

— le super-opérateur linéaire F correspond au Hessien en p de la restriction de f a la
sous-variété des matrices Hermitiennes de méme rang que p et de trace un. Pour
tout opérateur Hermitien X, ce super-opérateur a pour formule :

(XY”) T v (VT
F(X) ZTr S5 )Yu||+()\] Vi) Xpt+ 5t X (M= VL), (C21)

ou pt est le pseudo-inverse de Moore-Penrose de p; la restriction de X +— Tr (X F(X ))

a Pespace tangent en p est positive définie ; ainsi, la restriction de F a cet espace
tangent est inversible et peut étre vue comme 'analogue de I'information de Fisher

—\—1
son inverse en Aj est noté ci-dessus (F) (A)).

Démonstration. Le Hessien de f en p € D tel que f(p) > —oo est noté :

Tr (XE(”)) Tr (ZE<n>)
Tr? (pE™) ’

sz’ (X’Z) = _Z
P 1
ou X et Z sont des matrices Hermitiennes quelconques. Puisque ce Hessien est négatif
défini, f est strictement concave. Par conséquent, f admet un unique maximum sur D,
noté p, et vérifie la condition du lemme 6. Prenons un voisinage infinitésimal V de p dans
D. Alors, il existe un € > 0 tel que, pour tout p € D/V, f(p) < f(p) — e. Pour donner
une formule de |, ()= 1(7)) Py(p) dp, nous utilisons les coordonnées locales suivantes,
basées sur la décomposition spectrale de 5 = UAUT, avec U unitaire et A diagonale, de
coefficients 0 = 6, < 0, < ... < ..., 04 <1 vérifiant Zgzl 6z = 1. Notons 7 le rang de p et
supposons que r < d (le cas ou r = d est beaucoup plus simple, puisqu’il se résout grace
au théoréme 7, et est laissé aux soins du lecteur). Nous avons 6, = 0 pour k entre 1 et
d—r, et 6, > 0 pour tout k entre d —r + 1 et d. Puisque 1’élément de volume infinitésimal
dp utilisé dans les équations (C.18) et (C.19) est unitairement invariant [Meh04, page 42],
on peut supposer sans perte de généralité que ﬁ est diagonale (il faut simplement changer
Py(e) en Po(U @ U') et remplacer chaque E™ par UTE™U dans la définition de f de
I'équation (C.17) ). Considérons 'application suivante :

cortml(% [ anc sl 3]

ou ¢ est une matrice Hermitienne de dimensions (d — r) x (d — r), w est une matrice
(d —r) x r a coefficients complexes, ( est une matrice r x r Hermitienne de trace nulle,
0

I, est la matrice identité de dimension 7 et A = — |. Cette application est un

0 A,
difféomorphisme local d’un voisinage de (0,0,0) & un voisinage de p sur ’ensemble des
matrices Hermitiennes de trace un, puisque ’application permettant de donner 1’espace
tangent en zéro, donnée par :

) dw A,
(557 (SC,(SW) = [Ar 5w€ 6§ wTr(&{ ] = 5p (C22)

est bijective (théoreme d’inversion locale). Ainsi, nous pouvons écrire :
/V O=1®) By (p) dp

:/ y )eﬂ(f(éyc,w)*f(o,o,O))]po(5’ ()T (E, Cw)de dC duw
T-1(V
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ou f(&,¢,w) et Py(€, ¢, w) représentent f(Y(E,(,w)) et Po(T(£,(,w)), et ou J(&,(,w) est

le Jacobien du changement de coordonnées.

La contrainte T(&, (,w) > 0 pouvant étre écrite & > 0, nous introduisons un nouveau
changement de coordonnées pour paramétrer £ > 0 autour de 0 : Z: (x,0,(,w) — (o =
&, C,w), oux >0 et o est une matrice densité de dimension (d —r) x (d —r). Dans ce cas :

/ LUO=1®) By(p) dp
1%

_ /_1 Q(f (zo,¢,w)— (0,0,0))1[])0(1;0'7C’w)J<g(,’0'7C,w)Im dz do dC dw

oum=(d—r+1)(d—r— 1). Ce changement de variables est singulier, puisque pour
x = 0, il n’est pas inversible; cependant, puisque ’ensemble des coordonnées vérifiant
x = 0 est de mesure nulle, cela n’a pas d’impact sur l'intégrale. Prenons n > 0 assez
petit et ajustons le voisinage V de p tel que =71 (T_l(V)> coincide avec 'espace défini par
x € (0,7n), 0 € Dy, et par le fait que les coefficients des parties réelles et imaginaires de ¢
et de w appartiennent a (—n,n). En respectant les notations du théoréme 7, nous posons
z=((,w).Onaze(—nn"avecn=2r(d—r)+(r+1)(r—1)et

/ O=1E) By () dp
v

= / (/ @2 ym I (2o, 2)Py(z0, 2) da dz) do.
0€Dy (m,z)E(Ovﬁ)X(*nJl)"

Pour chaque ¢ € D,;_,, nous utilisons le résultat (C.9), avec J(zo, 2)Py(z0o, z) a la place
de g(z, z). On sait que ¢g(0,0) = J(0,0)Py(0,0) > 0. Par construction, on a :

fzo,z) =xfi(x,0,2) + (0, 2),

ou fi(x, o, z) est analytique par rapport a (z, z) et f1(0,0,0) = (Tr (Ag_,o) — X). Cela se
Agr O

0  M,.|
Par hypothese, Ay, < A;_,. Ainsi, il existe un € > 0 tel que, pour tout o, f1(0,0,0) < —
et % < —€¢ en (x,2) =0, pour tout o € Dy_,.. Considérons maintenant le développement
de z — f(0, z) jusqu’a l'ordre 2 en z. En rappelant que 0z = (d¢, dw) et en utilisant (C.22),
complété des termes de second ordre obtenus grace a la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff, on trouve :

montre en utilisant (C.22) et en exploitant la structure diagonale de V f |ﬁ = [

dw A, dwt 5w (A&, +60)
pP= l(é( +A,) dwt 6¢— 6wT6wAT;AT6wT5w1 +0(]|0z]%)-

Par conséquent,

1(0.62) = (p) + T (V11 6p) + 5 V*£|_(6p.6p) + O(5plI°)

™ (3p5)

og - (O

= f(p) —Tr ((de_r — Ag_y)ow A, &J) 1y —
i

Cela montre que % f est nul en (0, z) et que - J; est négative définie en (0,2) (Aly_, > Ag_,)
et sa valeur mdependante de o. Toutes les hypotheses nécessaires a l'application du
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théoreme (C.9) sont remplies, et on peut écrire :

[ -
D

f(ﬁ)QQ—m—n/Q—l/ do +O( f(p)QQ—m_n/2_2>
o € c€Dy_r (X*Tr(Ad—rU))m+1 °

_ Po(p)J(0,0)m! (27)™/2

ol Kg =
2
det | 22L
\/ <6z2 (0,0))

De la méme fagon, nous avons :

/ Tr (pA) e Po(p) dp =
D

Tr (A7) of PR-m—n/2-1 / e O< f(P)QQ—m—n/2—2>‘
rkoTr (Ap) e reDy, (Tr(Agro) 7T +0(e

Par conséquent, nous avons prouvé que : I4(2) = Tr (pA) + O(1/9Q).
Des calculs relativement faciles montrent que le développement asymptotique de V4 (£2)
se réduit & celui de l'intégrale [, Tr* ((p — p)A) ) Py(p) dp, réalisé en utilisant (C.10)
avec g(x,0,2) = J(zo, 2)Py(x0, 2)h(z0, 2), h(zo,z) = Te* ((T(zo, 2) — p)A) et z = (¢, w).
2 _ 2
52| 0 = 7(0.OPo(p) 54|

Puisque %45

5 est indépendant de o, on a, a partir de (C.10) :

(0707 (07070)

/D T? ((p — p)A) ) Py(p) dp =

2
| — 22k
( 922

(#..))
00\ 7 o ef(p)QQ—m—n/z—Q/ do

2 c€Dy_, (XﬁTr(AdfrU))

) (ef(p)Qan/23) .

<0,0>> ) + 0(9—2), Le fait que

—\ -1
la trace au numérateur vaut 2Tr (A (F) (A”)) vient des raisonnement suivants.

Ko T

22h
2

92¢
0,0y \ 97

292

Tr (— e
Par conséquent, on trouve que V4(§2) =

— La formule (C.20) est invariante par transformation unitaire. Dans le cas ou p =

0 A,
rang r est donnée par dp vérifiant (C.22) avec 0§ = 0 et (6, dw) quelconque. On peut

0 O . \ s . .
l —_ ] est diagonal, 'espace tangent en p a la variété des matrices Hermitiennes de

0 Ao,
vérifier que (C.20) permet d’écrire la décomposition par blocs [ A A Tor,( A g 1
0,r r T Ar

Ay Ay,
A, A

espace tangent et que Tr (Adp) = Tr (A||5p) pour chaque élément tangent dp.
— Puisque h(0,z) = Tr* ((Y(0,2) — p)A), on a :

pour A écrit A = [ 1 On peut également vérifier que A appartient a cet

o
022

(02,62) = 2Tv* (3T A) = 2T0” (47 Ay)
(0,0)
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o 0 ow ZT o . o92h s .
avec 01 = [Ar swt ¢ et 62 = (6¢, 0w). Cela signifie que 5z 00) est colinéaire

au projecteur orthogonal sur la direction donnée par Aj sur 'espace tangent a p.

o2f
0,0) \ 92°

de la forme quadratique associée a I'inverse du Hessien en p de la restriction de f
a la variété des matrices Hermitiennes de rang r et de trace un (on utilise ici le
lemme 5).

—1
Cela implique que Tr (gi’; o 0)) équivaut a deux fois la valeur en A

. . . 0 dw A,
— Ce Hessien a pour expression (C.21) puisque, pour X = §Y = [Ar St 5¢ ],

on trouve :
Tr (X (X = Vf|,) Xp" + Xp" X (M - V{],))
=2Tr ((de,r — Ny, )ow A, 5wT)
0 0
0 A
%Tr X F(X )), c’est-a-dire que F est en réalité le Hessien en p de la restriction de

f a l'ensemble des matrices Hermitiennes de rang r et de trace un.
| |

car pt = [ 11. Nous retrouvons, grace a (C.23), que f(0,z) = f(p) —

C.4 Conclusion

Lorsque l'estimation par Maximum de Vraisemblance produit un état quantique de rang
faible, nous avons apporté dans cette annexe une estimation de la moyenne et de la variance
Bayésiennes pour tout observable, grace aux développements asymptotiques de certaines
intégrales de Laplace multi-dimensionnelles. Nous supposons que des développements
asymptotiques similaires pourraient avoir un certain intérét pour le compress sensing
quantique [GLF*10], lorsque la dimension de 1'espace de Hilbert est beaucoup plus grande
que le rang de la matrice estimée.



Résumeé

La communauté scientifique a réussi ces dernieres
années a batir des systéemes quantiques simples sur
lesquels des séries de mesures sont acquises
successivement le long de trajectoires quantiques et
sans réinitialisation de I'état (opérateur densité) par
I'expérimentateur. L'objet de cette these est d’adapter
les méthodes de tomographie quantique (estimation
d'état et de parametres) a ce cadre pour prendre en
compte la rétroaction de la mesure sur I'état, la
décohérence et les imperfections expérimentales.

Durant le processus de mesure, I'évolution de I'état
quantique est alors gouvernée par un processus de
Markov a états cachés (filtres quantiques de
Belavkin). Pour des mesures en temps continu, nous
commengons par montrer comment discrétiser
I'équation maitresse stochastique tout en préservant
la positivité et la trace de I'état quantique, et ainsi se
ramener aux filtres quantiques en temps discret.
Ensuite, nous développons, & partir de trajectoires de
mesures en temps discret, des techniques
d'estimation par maximum de vraisemblance pour
I'état initial et les parametres. Cette estimation est
accompagnée de son intervalle de confiance.
Lorsqu'elle concerne des valeurs de paramétres
(tomographie de processus quantique), nous
donnons un résultat de robustesse grace au
formalisme des filtres particulaires et nous proposons
une méthode de maximisation fondée sur le calcul du
gradient par l'adjoint et bien adaptée au cas
multiparamétrique. Lorsque I'estimation porte sur
I'état initial (tomographie d'état quantique), nous
donnons une formulation explicite de la fonction de
vraisemblance grace aux états adjoints, montrons
que son logarithme est une fonction concave de I'état
initial et élaborons une expression intrinséque de la
variance grace a des développements asymptotiques
de moyennes bayésiennes et reposant sur la
géométrie de I'espace des opérateurs densité.

Ces méthodes d'estimation ont été appliquées et
validées expérimentalement pour deux types de
mesures quantiques : des mesures en temps discret
non destructives de photons dans le groupe
d'électrodynamique quantique en cavité du LKB au
College de France, des mesures diffusives de la
fluorescence d'un qubit supraconducteur dans le
groupe d'électronique quantique du LPA a I'ENS
Paris.

Mots Clés

Tomographie quantique, filtres quantiques, équation
maitresse stochastique, chaines de Markov a état
caché, qubit supraconducteur, électrodynamique en
cavité, maximum de vraisemblance, estimation
bayésienne, calcul du gradient par I'adjoint,
développement asymptotique d’intégrales de Laplace

Abstract

In recent years, the scientifical community has
succeeded in experimentally building simple quantum
systems on which series of measurements are
successively acquired along quantum trajectories,
without any reinitialization of their state (density
operator) by the physicist. The subject of this thesis is
to adapt the quantum tomography techniques (state
and parameters estimation) to this frame, in order to
take into account the feedback of the measurement
on the state, the decoherence and experimental
imperfections.

During the measurement process, the evolution of the
quantum state is then governed by a hidden-state
Markov  process (Belavkin quantum filters).
Concerning continuous-time measurements, we
begin by showing how to discretize the stochastic
master equation, while preserving the positivity and
the trace of the quantum state, and so reducing to
discrete-time quantum filters. Then, we develop,
starting  from  trajectories  of  discrete-time
measurements, some maximum-likelihood estimation
techniques for initial state and parameters. This
estimation is coupled with its confidence interval.
When it concerns the value of parameters (quantum
process tomography), we provide a result of
robustness using the formalism of particular filters,
and we propose a maximization technique based on
the calculus of gradient by adjoint method, which is
well adapted to the multi-parametric case. When the
estimation concerns the initial state (quantum state
tomography), we give an explicit formulation of the
likelihood function thanks to the adjoint states, show
that its logarithm is a concave function of the initial
state and build an intrinsic expression of the variance,
obtained from asymptotic developments of Bayesian
means, lying on the geometry of the space of density
operators.

These estimation techniques have been applied and
experimentally validated for two types of quantum
measurements: discrete-time non-destructive
measurements of photons in the group of cavity
quantum electro-dynamics of LKB at College de
France, diffusive measurements of the fluorescence
of a supra-conducting qubit in the quantum
electronics group of LPA at ENS Paris.

Keywords

Quantum tomography, quantum filters, stochastic
master equation, hidden-state Markov chains,
superconducting qubit, cavity quantum
electrodynamics, maximum-likelihood, bayesian
estimation, gradient calculus by adjoint method,
asymptotic expansion of Laplace’s integrals
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