N

N

Etude des instabilités dans les modeéles de trafic

Rémi Sainct

» To cite this version:

Rémi Sainct. Etude des instabilités dans les modeles de trafic. Mathématiques générales [math.GM].
Université Paris-Est, 2016. Frangais. NNT: 2016PESC1067 . tel-01526684

HAL Id: tel-01526684
https://pastel.hal.science/tel-01526684
Submitted on 23 May 2017

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://pastel.hal.science/tel-01526684
https://hal.archives-ouvertes.fr

- INIVERSIT
ECCLEE DCCICRALE S pARIS-EST

Mathématiques et STIC

ED 532

Etude des instabilités dans les modéles de trafic

Rémi SAINCT

Theése de doctorat

soutenue le 22 Septembre 2016

Membres du jury :

Tony Leliévre (ENPC, directeur de thése)

Xavier Louis (IFSTTAR, co-encadrant)

Marcos Papageorgiou (Technical University of Crete, président du jury)
Paola Goatin (INRIA, rapporteur)

Florian De Vuyst (ENS Cachan, rapporteur, excusé)

Jean-Patrick Lebacque (IFSTTAR)

Alain Forestier (CEA)

Gérard Scemama (IFSTTAR)

~ ), IFSTTAR
Ecole des Ponts C E R ’ Institut frangais

p des sciences et technologies
ParisTech Ecole des Ponts des transports, de I'aménagement

ParisTech et des réseaux



Résumé

Lorsque la densité de véhicules devient trop élevé, le trafic autoroutier est instable, et génére
naturellement des accordéons, c’est-d-dire une alternance entre des zones fluides et des zones
congestionnées. Ce phénoméne n’est pas reproduit par les modeéles de trafic standards d’ordre 1,
mais peut l'étre par des modéles d’ordre supérieurs, aussi bien microscopiques (modéles de loi
de poursuite) que macroscopiques (systémes de lois de conservation).

Cette thése analyse comment différents modéles représentent des états de traffic instables, et
les oscillations qui en résultent. Au niveau microscopique, & cause de la concavité du flux, le
débit moyen de ces oscillations est inférieur au débit d’équilibre pour une densité équivalente.
Un algorithme est proposé pour stabiliser le flux par multi-anticipation, en utilisant un véhicule
autonome intelligent.

Au niveau macroscopique, cette thése introduit les modéles moyennés, en partant du principe
que I’échelle spatio-temporelle des oscillations est trop petite pour étre correctement prédite par
une simulation. Le modéle LWR moyenné, composé de deux lois de conservations, permet de
représenter au niveau macroscopique la variance de la densité d’un trafic hétérogéne, et calcule
correctement le débit moyen de ces états. Une comparaison avec le modéle ARZ, également
d’ordre 2, montre que le modéle moyenné permet de simuler une chute de capacité de fagon plus
réaliste.

Enfin, cette thése présente le projet SimulaClaire, de prédiction en temps réel du trafic sur
le périphérique toulousain, et en particulier I'algorithme parallélisé d’optimisation en temps réel
des paramétres développé pour ce projet.



Abstract

Highway traffic is known to be unstable when the vehicle density becomes too high, and
to create stop-and-go waves, with an alternance of free flow and congested traffic. First-order
traffic models can’t reproduce these oscillations, but higher-order models can, both microscopic
(car-following models) and macroscopic (systems of conservation laws).

This thesis analyses the representation of unstable traffic states and oscillations in various traffic
models. At the microscopic level, because of the flux concavity, the average flow of these oscilla-
tions is lower than the equilibrium flow for the same density. An algorithm is given to stabilize
the flow with multi-anticipation, using an intelligent autonomous vehicle.

At the macroscopic level, this work introduces averaged models, using the fact that the spatio-
temporal scale of the oscillations is too small to be correctly predicted by simulations. The
averaged LWR model, which consists of two conservation laws, enables a macroscopic represen-
tation of the density variance in a heterogeneous traffic, and gives the correct average flow of
these states. A comparison with the ARZ model, also of order 2, shows that the averaged model
can reproduce a capacity drop in a more realistic way.

Finally, this thesis presents the SimulaClaire project of real-time traffic prediction on the ring
road of Toulouse, and its parallelized parameter optimization algorithm.
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Chapitre 1

Introduction

La modélisation du trafic routier au niveau macroscopique & des fins d’analyse ou de prédiction
est une discipline qui remonte aux années 50, avec les travaux précurseurs de Lighthill, Whitham
et Richards [30, 42]. Basé sur la conservation des véhicules, le modéle LWR permet de retrouver
la plupart des phénoménes non linéaires observés sur les autoroutes, comme ’apparition et la
propagation des embouteillages, tout en ayant une complexité numérique relativement faible.

Pour fermer ce modeéle, il faut choisir une relation entre la densité du trafic (nombre de vé-
hicules par kilométre et par voie) et sa vitesse moyenne. Cette relation, appelée "diagramme
fondamental" (DF) et mesurée pour la premiére fois dans les années 30 par Greenshields [15],
permet de ramener le modéle LWR & une seule variable d’état, et de le résoudre par des techniques
de discrétisation [25].

1.1 L’instabilité dans les modéles de trafic

Lorsque la densité est élevée, le trafic devient instable : de petites perturbations peuvent s’ampli-
fier et créer des zones de ralentissement, ou trafic en accordéon ("stop-and-go" en anglais). Les
données de boucles magnétiques, qui donnent & intervalle régulier le débit et la vitesse moyenne
du trafic en un point donné du réseau, montrent clairement une dispersion des vitesses au dela
d’une valeur critique de densité. Ce phénoméne n’est pas expliqué par le modéle LWR, ce qui
rend difficile son utilisation & des fins d’estimation ou de prédiction.

Il est relativement aisé de mettre en évidence cette instabilité au niveau microscopique. Avec
un simple modéle de loi de poursuite du second ordre, la solution homogéne devient linéairement
instable pour certaines valeurs de la densité (voir par exemple [31], section 14), et le débit moyen
diminue. On observe également des zones de métastabilité, dans lesquelles les deux types de
solutions (homogeéne et hétérogene) coexistent. On peut alors essayer de stabiliser le trafic, par
exemple en changeant le comportement d’un petit nombre de véhicules [49].

Modéles macroscopiques

S’inspirant de la mécanique des fluides, de nombreux chercheurs ont étudié des systémes hyper-
boliques de lois de conservation avec une deuxiéme variable d’état, appelés "modéles du second
ordre", pour pallier & I'incapacité du modéle LWR & représenter cette instabilité et la dispersion
des données qui en résulte.

Ainsi, le modéle de Payne-Witham [40] considére la vitesse comme une variable indépendante
qui relaxe vers la vitesse d’équilibre, mais a été critiqué [10] car il permet a la vitesse de devenir
négative, et peut propager des informations plus vite que la vitesse des véhicules. Dans le mo-
dele ARZ [2, 56, 28| ou, plus récemment, les modéles dits "Generic Second Order Models" ou
GSOM |[8, 27, 29, 46|, le diagramme fondamental dépend d’une seconde variable d’état, qui est



un attribut du véhicule (ou du conducteur). Ces deux modéles ont des zones d’instabilité et font
naturellement apparaitre des oscillations [47], qui permettent d’expliquer la dispersion observée
dans les données de boucles magnétiques.

1.2 Prise en compte des interactions de sous-maille

1.2.1 Problématique

Ces modeéles du second ordre sont en fait relativement peu utilisés dans des applications temps
réel. En effet, ils sont généralement difficiles & calibrer correctement, car ils utilisent comme
paramétres des fonctions pour les termes de pression ou de relaxation, qui n’ont pas forcément
de sens physique clair. De plus, comme leur but est de reproduire précisément des fluctuations
relativement rapides (dans le temps comme dans 'espace), ils nécéssitent des données trés riches
pour reconstruire une condition initiale et des conditions aux limites suffisamment précises.

Avec uniquement des données de boucles magnétiques, fournissant des valeurs moyennes sur
un temps qui peut étre relativement long (de 1 & 6 minutes en général), il est difficile voire
impossible de représenter fidélement des oscillations de type stop-and-go, dont les temps et les
longueurs caractéritiques sont de I'ordre de quelques dizaines de secondes et quelques dizaines de
métres. Cependant, ignorer complétement ces phénoménes en utilisant le modéle LWR ne permet
pas de prédire leurs conséquences macroscopiques.

1.2.2 Modéles stochastiques

De nombreux travaux prennent en compte ’aspect stochastique du trafic, de différentes fagons.
La méthode la plus classique consiste & partir d’'un modéle déterministe et d’y ajouter un terme
aléatoire, comme le fait Gazis [14| dés les années 70 pour faire de l'estimation d’état a partir
du modele LWR, ou plus récemment Wang [54], en ajoutant du bruit a 'équation d’évolution
de la vitesse dans un modeéle du second ordre. Jabari [18] considére des variations aléatoires du
flux entre deux mailles consécutives, en supposant que la valeur moyenne de ce flux est donnée
par le diagramme fondamental. La limite fluide de ce modéle est donc exactement le modéele LWR.

On peut également construire des modeéles déterministes, mais qui prennent en compte 1’as-
pect stochastique du trafic & travers une variance. En partant d’une équation de type cinétique
des fluides, Treiber et Helbing [52]| obtiennent une équation macroscopique avec la variance de
vitesse 6, puis considérent cette variance comme une fonction de la densité et de la vitesse pour
fermer leur modéle. Dans les modéles moyennés, on considérera la variance (de densité ou de
vitesse) comme une variable indépendante.

1.2.3 Modéles moyennés

En mécanique des fluides, ayant compris la richesse des phénoménes de sous-maille cruciaux
dans la turbulence, de nombreuses approches ont tenté de prendre en compte les effets ma-
croscopiques de ces phénomeénes, en particulier les modéles RANS (Reynolds Averaged Navier
Stokes), qui considérent 1’évolution de la vitesse moyenne par des considérations thermodyna-
miques [20, 22, 21, 12|, ou encore les modéles LES (Large Eddy Simulation), ou le calcul spectral
de Kolmogorov permet de relier explicitement les deux échelles macro-micro [48, 43|.

Ces techniques dites de moyennisation, trés utilisées en mécanique des fluides y compris dans
I'industrie, n’ont a priori jamais été appliquées au modéles de trafic, alors que les problématiques
sont similaires. En établissant des équations d’évolution de grandeurs moyennes (et non pas ins-
tantanées) pour modéliser le trafic, on accepte le fait que les phénomeénes liés a I'instabilité ne
sont pas prédictibles en temps réel, tout en étant capable de distinguer un trafic homogéne d’un
trafic hétérogéne, avec les conséquences macroscopiques que cela entraine, en particulier sur la



vitesse moyenne et donc les temps de parcours.

Les résultats principaux de cette thése concernent le modéle dit "LWR, moyenné". Avec deux
variables indépendantes (moyenne et variance de la densité), il permet d’expliquer la dispersion
des données et facilite I’estimation d’état, tout en étant capable de reproduire des phénoménes
complexes comme la chute de capacité. Il est simple a utiliser en pratique car son seul paramétre
est le diagramme fondamental, et donne un moyen macroscopique de décrire des interactions de
sous-maille comme les ondes stop-and-go, ce qui permet une estimation précise du débit moyen
d’un trafic hétérogeéne, et donc des temps de parcours. Ce modéle déterministe est adapté pour
simuler le trafic sur autoroute ou voies rapides (sans feux de circulation) et ne considére pas expli-
citement d’effets multivoies (pour plus de détails sur ces effets, on pourra se référer a 'excellente
theése de Ngoduy [37]).

1.3 Plan de la thése

Les cing premiéres sections du chapitre 2 peuvent étre considérées comme une suite de cette
introduction, et ne présentent aucun résultat nouveau. En partant de I’étude de la stabilité li-
néaire de plusieurs modéles microscopiques de loi de poursuite, on montre que les modéles du
second ordre permettent de simuler de fagon réaliste des oscillations de type stop-and-go. Dans
les deux derniéres sections, on s’intéresse au cycle limite atteint en partant d’un état instable,
dont on calcule les grandeurs moyennes (densité et débit), qui seront utilisées dans les modeéles
moyennés au chapitre suivant. On montre enfin qu’il existe une zone de densité métastable, ou
deux solutions distinctes ayant la méme densité moyenne sont stables.

Le chapitre 3, basé sur I'article "Application of averaging techniques to traffic flow theory"
[44], constitue le point central de cette thése. Aprés avoir rappelé la capacité des modeéles ma-
croscopiques les plus courants & simuler des oscillations réalistes, on introduit la technique de
moyennisation appliquée aux modéles de trafic. On étudie en particulier le modéle LWR, moyenné,
dont le débit correspond a la valeur moyenne d’un état hétérogéne. On montre que I’écart-type
est une entropie du systéme, et le probléme de Riemann est complétement résolu dans le cas
parabolique. Le modéle moyenné est ensuite comparé au modéle ARZ dans une simulation de
chute de capacité, qui montre que le modéle ARZ n’est pas adapté pour reproduire ce phéno-
méne. Enfin, la technique de moyennisation est appliquée & d’autres modéles de trafic.

Le chapitre 4 s’intéresse aux termes de diffusion. La moyennisation du modéle LWR avec diffusion
fait apparaitre un terme non conservatif de production d’entropie, ce qui modifie les relations de
choc. On utilise d’abord la méthode de Kudryashov, qui permet de trouver des solutions parti-
culiéres & des systémes d’EDP, mais qui ne donne aucune solution dont la variance soit toujours
positive. On cherche alors & connaitre 'impact du terme de production d’entropie en étudiant un
systéme non conservatif plus simple. Enfin, un shéma classique d’advection-diffusion est utilisé
pour vérifier numériquement ces résultats.

Les deux derniers chapitres de cette thése présentent deux projets largement indépendants du
reste, et beaucoup plus appliqués. Dans le chapitre 5, on cherche a limiter les effets liés a I'insta-
bilité en utilisant un véhicule autonome. On montre que si ce véhicule connait la position et la
vitesse instantanée de plusieurs véhicules en aval, il peut estimer en temps réel la vitesse d’'une
onde de type stop-and-go, et en déduire la trajectoire future du véhicule qui le précede. Cette
prédiction permet d’adapter la trajectoire du véhicule autonome pour atténuer la perturbation,
voire la faire disparaitre. Des simulations numériques montrent que cette stratégie permet de
rendre le trafic beaucoup plus homogéne, méme avec un faible taux de pénétration de véhicules
autonomes. Ce chapitre est basé sur I'article "Trajectory estimation and wave dampening with
multi-anticipation in microscopic traffic models" [45].



Le chapitre 6 concerne le projet Simula-Claire de prévision de trafic en temps réel sur le réseau
d’autoroutes urbaines de la ville de Toulouse. Les données historiques des boucles magnétiques
sont utilisées pour construire des diagrammes fondamentaux sur chaque trongon du réseau, puis
pour définir les conditions aux limites (débits entrants et sortants) d’une journée moyenne. La
condition initiale est construite par un parcours en profondeur du réseau. Enfin, pour améliorer
les prédictions, certains paramétres sont ajustés en temps réel grace a un algorithme d’optimi-
sation parallélisé.

1.4 Rappels sur quelques fonctions utilisées dans les modéles de
trafic

1.4.1 Distance de sécurité et vitesse optimale

d 4
Vinag]

v f d

dmin

FIGURE 1.1 — Exemple de distance de sécurité et vitesse optimale.

Dans les modeéles de loi de poursuite, la distance de sécurité dop(v) est la distance qu'un
conducteur va respecter entre lui et le véhicule qui le précéde, s’ils roulent tout deux & vitesse v.
La fonction vitesse optimale V,,+(d) est I'inverse de la fonction distance de sécurité. Par exemple,
le modéle microscopique dit de vitesse optimale du premier ordre s’écrit :

Bi(t) = V@ —2(0) .,

j€Z, (1.1)
zj(0) = zjo

si les véhicules sont numérotés de 'amont vers 'aval. Les fonctions d,,: et V,,: sont croissantes,

et Vpt est bornée. On considére en général que dop; est convexe et donc que V,,; est concave,

comme sur la figure 1.1, mais ce n’est pas toujours le cas : on utilise parfois des fonctions en ’S’

comme [36]

Vype(d) = V’;‘“ ftanh(d — d.) + tanh(d.)] ,

ou encore (3|
d2
axm-
Ces fonctions sont convexes puis concaves, avec un point d’inflexion en d. pour la premiére

et d./+/3 pour la seconde. On verra au chapitre suivant que ce choix a une influence directe sur
la stabilité du trafic dense.

Vopt (d) = Vi,
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FIGURE 1.2 — Exemple de vitesse d’équilibre et débit d’équilibre.

1.4.2 Vitesse d’équilibre et débit d’équilibre

Dans les modéles macroscopiques, on ne s’intéresse pas aux véhicules individuellement mais on
cherche & caractériser 1’évolution temporelle de grandeurs macroscopiques, comme la densité du
trafic p (nombre de véhicules par kilométre de route et par voie), ou la vitesse moyenne u.

Ces grandeurs p et u sont des fonctions du temps et de 'espace. Comme en mécanique des
fluides, on écrit la conservation de la masse, c¢’est-a-dire du nombre de véhicules :

p(x,t) + 0z (p(z, t)u(x,t)) = 0. (1.2)

0; et 0, désignent les dérivées partielles par rapport au temps et a ’espace. Si ’on considére
que la vitesse moyenne u ne dépend que de la densité, alors on a :

u(z,t) = Velp(z, 1)),
avec V, la fonction dite vitesse d’équilibre. On obtient le modéle dit LWR |30, 42] :

Dup(w,1) + 0,Qup(a, 1)) = 0, (1.3)
ot Qc(p) = pVe(p) est le débit d’équilibre, aussi appelé diagramme fondamental. La fonction V,
est décroissante, et Q. est unimodale, c¢’est-a-dire croissante puis décroissante : elle atteint son
maximum g, pour une certaine densité critique p = pe.

Le lien entre les modéles microscopiques et les modéles macroscopiques est que la densité est
I'inverse de la distance moyenne entre deux véhicules : p = 1/d. On peut donc écrire naturelle-
ment :

Ve(p) = Vop <%> et Qe(p) = pVopt <%)

En dérivant deux fois cette derniére égalité, on trouve que :
1 1
Q) = 5vi (3): (1.4

Par conséquent, la fonction débit d’équilibre Q. est concave si et seulement si la fonction
vitesse optimale Vi associée l'est aussi (ou encore, si et seulement si la fonction distance de
sécurité dgpe est convexe).



Chapitre 2

Modéles microscopiques

Ce chapitre, dans lequel on étudie la stabilité des solutions stationnaires de plusieurs modéles
microscopiques, comporte peu de résultats nouveaux, et peut donc étre considéré comme une
suite de l'introduction. En particulier, les sections 2 & 4 rappellent et illustrent des résultats
connus sur différents modéles de loi de poursuite. La section 5 montre numériquement 1’évolu-
tion temporelle de situations instables, qui tendent vers un cycle limite.

Les sections 6 et 7 présentent une analyse originale de ces cycles limite en calculant leurs gran-
deurs moyennes (densité et flux), ce qui permet de visualiser des états hétérogénes et non-
stationnaires sur le diagramme fondamental macroscopique. Cette analyse justifie I'introduction
des modéles moyennés au chapitre suivant.

2.1 Instabilité du trafic dense : I’expérience de Sugiyama

En 2008, une équipe de chercheurs japonais [50] a démontré, par une expérience grandeur nature,
la réalité d’un phénomeéne particuliérement frustrant pour les conducteurs : & densité élevée, le
trafic est instable et des embouteillages peuvent surgir méme en I’absence de goulot d’étrangle-
ment ("bottleneck" en anglais)
un accident. Ce sont donc des embouteillages dits "fantomes", sans cause extérieure visible.

comme une réduction du nombre de voies, par exemple suite &

~20 km h™1

120

100

2]
o

Time (s)
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S

N
o

o

50 100 150 200
Position on a circuit (m)

FIGURE 2.1 — Trajectoires des véhicules lors de 'expérience de Sugiyama en 2008.

Dans ’expérience réalisée par cette équipe, 22 personnes conduisent sur un circuit circulaire
de 230m. La figure 2.1 montre leur position en fonction du temps.



Pendant les 30 premiéres secondes, tous les véhicules roulent a vitesse constante et sont glo-
balement équidistants les uns des autres. Puis, une perturbation oblige un conducteur & freiner
légérement, ce qui oblige le conducteur qui le suit & freiner aussi mais avec du retard donc plus
fort... le phénomeéne s’amplifie, et un embouteillage apparait.

A partir de t = 80s, il y a en permanence 3 ou 4 véhicules quasiment & I’arrét, et ’onde solitaire
(ou "jamiton", de "jam", embouteillage, et "soliton") ainsi créée est remarquablement stable.

On voit donc que 1'état initial de cette expérience, homogeéne (tous les véhicules roulent a la
méme vitesse), est instable, tandis que I’état final, hétérogeéne, est stable. Voyons maintenant si
I’on peut reproduire ce phénoméne avec des modéle microscopiques de loi de poursuite.

2.2 Modéles de vitesse optimale (OV)

2.2.1 Ordrel

Considérons le modéle de vitesse optimale avec N véhicules :
i (1) = Vit (@j41(t) — x4(t :
{ xj( ) opt (xj-i-l( ) x]( )) Vi€ [1’]\]]’ (2'1)
zj(0) = zjo
avec la convention zyy1 = x1 + L, qui correspond & des conditions aux limites périodiques

de N véhicules roulant sur un circuit de longueur L. On a un systéme couplé de N équations
différentielles ordinaires d’ordre 1. Les solutions stationnaires de ce systéme sont :

Il n’y a pas d’autres solutions stationnaires, puisque si deux véhicules consécutifs roulent a
des vitesses différentes leur interdistance varie au cours du temps. Ces solutions sont toutes in-
conditionnellement stables puisque V,; est croissante. Ce modele vérifie le principe du maximum
pour les interdistances : la distance entre deux véhicules consécutifs reste toujours comprise entre
les interdistances minimum et maximum de la condition initiale. En particulier, le phénoméne
observé sur la figure 2.1 ne peut étre reproduit par un tel modéle.

On peut formellement montrer que ce modéle tend vers le modéle LWR, au sens suivant. Consi-
dérons le systéme infini d’équations différentielles suivant :
i5(5) = Vopt (@j1(s) — 05(s)) Vi€ Z, Vs € [0,4o00] (2.3)

Pour € > 0 fixé, on définit la fonction X€ telle que :

1
zj(s) = =X (ej, es). (2.4)
€
Monneau [33, 9] montre que cette fonction tend uniformément lorsque € — 0 vers une fonction
X(y,t) qui vérifie :
atX(y’ t) = ‘/opt (ayX(y’ t)) . (25)

Il montre alors le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1 On suppose que X vérifie I’équation d’Hamilton-Jacobi (2.5). Si la densité p
est définie par

( t) — #
p " B ayX(yvt)’

alors p vérifie la loi de conservation (1.3).

avec == X(y,t), (2.6)
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Preuve : pour t fixé, X est inversible par rapport & sa premiére variable, et on peut poser
y=Y(z,t), avec Y(.,t) = X1(.,t). La densité p est alors égale & :

p(x,t) = m = 0,Y (z,1), (2.7)

puisque X et Y sont des fonctions inverses. On dérive par rapport au temps :

Op(z,t) = 0.0, Y (x,t) = 0,0,Y (x,t). (2.8)

D’autre part, en différentiant x = X (Y (x,t),t) par rapport a ¢t on a directement

0X +9,X0,Y =0, (2.9)
d’otr, d’aprés (2.5) et (2.7) :
X 1
y =22 2.1
0 == = otV () 210

et finalement via (2.8) :

Dupl,t) + D [p(:c,t)Vopt <ﬁ)} —0, (2.11)

qui est équivalent a (1.3). g

On peut donc considérer que le modéle de vitesse optimale d’ordre 1 est simplement une version
discréte du modeéle LWR, et ne permet pas d’observer les instabilités de la figure 2.1.

2.2.2 Ordre 2

Pour pouvoir reproduire les instabilités du trafic & densité élevée observées par Sugiyama, il faut
considérer des modéles d’ordre deux, qui donnent ’accélération d’un véhicule en fonction des
positions et des vitesses :

iy = 1 (Vopt (wj1 — 25) — &5)
z;(0) = xj0 vj € [L,N], (2.12)
2;(0) =V

avec 7 > 0 un temps de relaxation, et toujours avec x 1 = x1 + L par convention. Ce modéle
a les mémes solutions stationnaires que celui du premier ordre, mais elles sont parfois instables,
en vertu du théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2 Soit (x;(t))j=1.n une solution stationnaire de (2.12) telle que xj11 —x; = dp
et £; = Vo = Vopi(do). Alors cette solution est linéairement instable si :

1
7(1 4 cos(2m/N))’

Vo (do) > (2.13)

que l’on peut approximer par Vo/pt(do) > % st N est grand.

Preuve : on pose z;(t) = jdo + Vot + ey;(t). On a donc @;(t) = Vo + ey;(t) et &;(t) = €ij;(2).
L’équation d’évolution (2.12) devient :

ET?jj(t) = VOpt(dO + E(ijrl - ?/])) —Vo— Eyj (2.14)
= VOpt(dO) + G(yj+1 - yj)vo/pt(dO) — Vo — eyj,

par un développement limité & l'ordre 1 de la fonction Vi si € est petit. Mais Vo = Vipe(dp),
donc :

T(8) = (y1(8) = y; () Vope(do) — 95(2). (2.15)
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On cherche une solution sous la forme générale y;(t) = e2im(ki/NFW)+X avec k € N*, w € R,
A € R. La solution stationnaire sera stable si toute perturbation décroit exponentiellement vite,
c’est-a-dire si A < 0. On a donc :

yir1(t) —yi(t) = (eXmRUHN/N _ o2imkj/N) 2imut+At

(e2mk/N _ 1 2im(ki/N+LON (2.16)
L’équation d’évolution devient :
T(A? + dimw) — 412w?) = opt(do) (e2mk/N - 1) — 2iTw — A, (2.17)
soit, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire :
(A —4m?w?) = V](do) (cos(2mk/N) — 1) — A (2.18)
rdrw\ = Vy,(do)sin(27k/N) — 27w. '
L’équation sur la partie imaginaire nous donne une expression de la fréquence w :
V. i (do)sin(27k /N)
Iy = P 2.19
e 1+27A ’ (2.19)
que 'on remplace dans ’équation sur la partie réelle :
! 2 2
) opt (do)? sin®(2mk /N) , B
TN+ A—T 15270 + Vopt(do) (1 — cos(2mk/N)) = 0. (2.20)
On divise tout par V,;(do) (1 — cos(2mk/N)) et on multiplie par (1 + 27A)? :
(1+27))? ,
Al A) |4 = dp)(1 2rk/N)) — 1. 2.21
( +7 ) T+ o,pt(d()) (1 — COS(Z?TkI/N)) T opt( 0)( + COS( u / )) ( )

En particulier, on voit que si le membre de droite est strictement positif pour certaines valeurs
de k, i.e. dés que
1
/
dp) > )
opt (o) 7(1 + cos(27/N))

(2.22)

alors il existe une solution de (2.17) avec A > 0, et par conséquent 1’état stationnaire associé est
linéairement instable. Réciproquement, si le membre de droite est strictement négatif Vk, cela
implique A < 0, donc 'état stationnaire est stable. O

Remarque : on sait (cf section 1.4.2) que V,,; est concave si et seulement si le diagramme

fondamental (), associé est concave. Dans ce cas, Vo’pt est toujours décroissante, et 1’équation

oot (%) Rt coi(QW/N))’ (2:23)

a une unique solution p.. La solution stationnaire est alors stable pour p € [0, p.], instable pour
P € [Pes Pmaz)- Dans le cas o le diagramme n’est pas concave, il peut arriver que I’équation
(2.23) ait deux solutions, p.1 et peo. On a alors une zone d’instabilité pour p € [pe1, pe2l, et le
trafic redevient stable lorsque la densité s’approche de iz

La figure 2.2 résume ces deux possibilités. Cependant, le fait que la solution stationnaire rede-
vienne stable lorsque la densité s’approche de pq4, n’est pas trés physique : on imagine mal une
file de voiture rouler a 5 km /h de fagon stable (en tout cas si ce sont des humains qui conduisent).
Pour cette raison, on préférera considérer des fonctions vitesse optimale, sinon concave, du moins
dont la dérivée en d;, est strictement positive. En effet, si VO’pt(dmm) = 0, alors la solution sta-
tionnaire est toujours stable dans un voisinage de d;,-

12
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FIGURE 2.2 — Exemple de stabilité de la solution stationnaire d’un modéle de loi de poursuite,
pour deux diagrammes fondamentaux. En haut : diagramme vitesse / interdistance. En bas :
diagramme débit / densité.

Les simulations (cf section 2.5) montrent que le modéle d’ordre 2 peut reproduire les insta-
bilités observées par Sugiyama. Dans toute la suite de cette thése, on appellera "modéle OV" ou
"modéle de vitesse optimale" le modéle d’ordre 2.

2.3 Modéle mixte vitesse optimale - "follow the leader" (OV-

FTL)
Un autre choix possible pour 'accélération est le modeéle dit "follow the leader" :
. 1. .

ou le véhicule va simplement adapter sa vitesse & celle du véhicule qui le précéde. Le probléme
de ce modeéle est qu’il n’a pas de diagramme fondamental associé, pas de vitesse limite, et il n’est
pas défini lorsqu’un véhicule est seul sur la route. On considére donc généralement des modéles
mixtes OV-FTL :

Tj = aVopt (Tj41 — ) — ) + B (541 — T5) (2.25)

avec des coefficients de pondération (a, 8) € R*%. Le modeéle (2.25) posséde évidemment les
mémes solutions stationnaires que le modéle OV, et permet de reproduire trés correctement
les trajectoires de l'expérience de Sugiyama (figure 2.1) pour un bon choix des paramétres
(Vopt, ., B). On peut faire la méme analyse de stabilité :

Théoréme 2.3.1 Soit (x;(t))j=1.n une solution stationnaire de (2.25) telle que xj11 —x; = dp

et &; = Vope(do). Alors cette solution est linéairement instable st :
+ B(1 + cos(2m/N)))? B%(1 — cos(2m/N))
' (dg) > L2 . 2.2
ontdo) 2 — g ey TPt a (2.26)
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Preuve : I'équation (2.17) devient maintenant :

N+ dimw) — 47w = « ( ! (do) (eQi”k/N - 1) — 2iTw — )\) + B\ + 2imw) <e2mk/N - 1) .

opt
(2.27)
La partie imaginaire de cette équation nous donne une expression de la fréquence w :
aV! .(dy) + BA) sin(2rk /N

2\ +a+ B(1 —cos(2rk/N))’

que 'on remplace dans la partie réelle de I’équation (2.27) :

(a0 + 2\ + B(1 — cos(27k /N))?
(a+2) (4 T aVZ (o) + BN — cos(@mk/N))
= (aVy,(do) — af — B2(1— cos(2rk/N))) (14 cos(2mk/N)) — (a + B(1 — cos(2mk/N)))?.
(2.29)

A

> + B(5 — 4cos(2wk/N))

I1 existe une solution qui diverge (A > 0) dés que le membre de droite est strictement positif,
soit lorsque

(+ B(1 + cos(2m/N)))? B%(1 — cos(2m/N))
a(l + cos(2mw/N)) +8+ o ) (2.30)

et la solution stationnaire devient instable. O

o/pt (dO) >

On retrouve évidemment la condition (2.22) lorsque av = 1/7 et 5 = 0. On remarque que cette
condition est plus forte si 5 > 0, ce qui montre que ’ajout d’'un terme de type "follow-the-leader"
tend & rendre le systéme plus stable (de méme qu’augmenter «, ce qui revient a prendre un temps
de réaction plus court), mais ne change pas fondamentalement son comportement.

Remarque : dans les deux cas (pur OV ou mixte OV-FTL), la condition ne porte que sur
la dérivée VO’pt(do) et les coefficients de relaxation 7, a, 8. En particulier, si la fonction V,,; est
concave, alors le systéme sera instable au-dela de la densité critique (voir figure 2.2).

2.4 Modéles sans collision

L’inconvénients des deux modéles précédents est qu’ils n’empéchent pas les distances intervéhi-
culaires de devenir trés faibles, voire négatives (contrairement au modéle OV d’ordre 1, qui vérifie
le principe du maximum). On peut aller plus loin : dans le cas d’'un DF concave, toute solution
instable va générer automatiquement des densités locales supérieures & la densité maximale du
DF. On peut éviter ce probléme en changeant I’équation pour le freinage :

1 o 7 ’
Lj = ;(Vmax - :CJ') + ; (Vopt(ijrl - xj) - Vmaz) (1 + <p:t?j+1 — ;cj — dmm> > ’ (2.31)

ol p est un parameétre positif, aussi petit que l'on veut. Cette expression est préférable au choix
plus simple

L1 . i 2
Tj = ; (Vgpt(xj_H — xj) — .%'j) (1 + (p J dmm> ) , (2.32)

Tj+1 = L5 —

car dans ce cas, aussi bien l'accélération que le freinage sont non bornés; tandis que dans le
premier cas seul le freinage est non borné. De fagon claire, si un modéle a un freinage borné,
alors on peut construire une condition initiale qui crée une collision.
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Théoréme 2.4.1 Le modeéle (2.31) empéche les collisions : si la condition initiale vérifie
Vj :Cj(O) < SC]'+1(0) — dmin,
alors cette relation reste vraie V¥t > 0.

Preuve : supposons, par 'absurde, qu'’il existe un temps ¢’ tel que zj41(t') = z;(t') + dmin
et &;(t') > 0. Alors d’aprés (2.31), Paccélération ; tend vers —oo lorsque ¢ tend vers t'. Par
conséquent il existe un temps ty < t’ tel que :

@3 (to)
Vt € [to, '] i(t) < -1~
ot Az(t) = xj41(t) — 2j(t) — dmin. En intégrant deux fois on a :
1 . 2
x(t’) — x(to) < Aw(to) — m (.%'j(to)(t/ — to) — QA.%'(t())) < Aw(to),
et donc
Az(t) = zj1(t) —2;(t) — dmin

= Au(to) + i1 (t') — wjpa(to) — 2;(¢') + ;(to)

> Ax(to) — (1) + x;(to)

> 0,
d’ott une contradiction puisqu’on a supposé ;41(t') = z;(t") + dmin i.e. Az(t') = 0. O

Ces modéles peuvent étre paramétrés de fagon a reproduire de fagon trés réalistes des trajec-
toires comme celles de la figure 2.1 (comme le modéle OV ou le modéle mixte), et ont en outre
I’avantage que la densité locale ne dépasse jamais piqaq-

Si 'on prend le paramétre p trés petit, alors les solutions stationnaires de ce modéle sont qua-
siment les mémes que les solutions stationnaires du modéle OV. La condition de stabilité est
également quasiment identique... sauf lorsque la densité s’approche de ppq,. En effet, le terme
en p oblige alors les véhicules & freiner brusquement, et stabilise les états stationnaires proches
de la densité maximale. On a donc au pire une zone d’instabilité [pc, pmas — €] suivie d’une zone
de stabilité [pmaz — €, Pmaz], ¥ compris lorsque le diagramme fondamental est concave.

Le tableau 2.1 résume la capacité des différents modéles étudiés a reproduire les instabilités
observées par Sugiyama, et & provoquer des collisions.

modéles peut reproduire des instabilités | peut provoquer des collisions
OV ordre 1 non non
OV ordre 2 oui oui
mixte OV-FTL oui oui
modéle sans collision oui non

TABLE 2.1 — Propriétés des modéles microscopiques.

Voyons maintenant ce que deviennent les solutions instables.

2.5 Simulations

2.5.1 Cas non concave

La figure 2.3 montre une simulation de N = 20 véhicules, utilisant le modéle de vitesse optimale,
avec une fonction non convexe :
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F1GURE 2.3 — Evolution de la vitesse d’un véhicule dans un cas d’instabilité. A droite : trajectoire
dans l'espace des phases vitesse/interdistance et comparaison avec la fonction vitesse optimale.

d2
Lorsque la solution stationnaire est instable, une petite perturbation de la condition initiale
s’amplifie. Sur la figure 2.3, la condition initiale est trés proche de la solution stationnaire

V;)pt(d) - Vm (233)

Tj41 — Tj = do =13 m, .%"j = Vgpt(do) =30 km/h,

qui est linéairement instable. Si 'on regarde la trajectoire d’un véhicule dans 'espace des phases
vitesse/interdistance, on voit qu’elle tend vers un cycle limite, qui oscille entre deux états, un
état fluide & V' = 64 km/h et un état quasiment a larrét, & V' = 2 km/h, avec des phases
d’accélération et de freinage (respectivement en dessous et au dessus de la fonction Vi sur la
figure de droite).

La durée de ce cycle est ici d’environ 30 secondes, avec 10s & vitesse minimale, 10s d’accé-
lération, bs & la vitesse maximale et 5s de freinage. Comme on I’a vu dans la section 2.2.2, la
stabilité d’un état & vitesse trés faible n’est pas trés réaliste, mais elle est due au choix de prendre
une fonction non convexe.

La simulation montre également un autre phénomeéne intéressant : le cycle limite ne semble
pas dépendre de la densité moyenne, mais uniquement de la fonction vitesse optimale V,,; et du
temps de réaction 7. Sur la figure 2.4, on voit ce cycle limite pour une distance initiale entre
les véhicules de 9, 13 et 17 métres. Les vitesses limites sont quasiment identiques, seul le temps
passé dans chaque état change : lorsque la densité est plus faible (a droite), chaque véhicule
passe, a chaque cycle, plus de temps dans 1’état fluide et seulement un bref instant dans I'état
congestionné. Lorsque la densité est élevée (a gauche), c’est I'inverse. D’autre part, en regardant
I’évolution temporelle de la vitesse (en haut), on voit que la divergence est plus lente pour dg = 17
m, puisque la dérivée V) ;(do) est moins élevée.

2.5.2 Cas concave

Lorsque la fonction vitesse optimale, et donc le diagramme fondamental, sont concaves, il n’y a
pas d’état stationnaire linéairement stable & densité élevée : la vitesse minimale du cycle limite
est donc forcément nulle.

Sur la figure 2.5, on utilise le modéle de vitesse optimale avec la fonction concave
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FIGURE 2.4 — Evolution de la vitesse et de l'interdistance dans trois cas instables : de gauche a
droite, dg =9 m, dy = 13 m et dy = 17 m.
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FIGURE 2.5 — Cas d’une fonction vitesse optimale concave.

Vopt(d) = cd [g<o>+<g<1>—g<o>> d —g< _ )] (2.3

dmin min

9(0)—g’(0)"
distance entre deux véhicules descend presque a 4 m, ce qui correspond & une densité locale de
250 veh/km. Les modéles sans collision permettent d’éviter ce phénomeéne.

2
avec g(y) = \/1+ (nyb) et ¢ = 9(1)*# On a dmn = 6.66 m mais on voit que la

2.6 Etude des états "stop-and-go"

2.6.1 Notion d’équilibre d’un état de trafic non stationnaire

On a vu que les solutions stationnaires instables tendent vers un cycle limite alternant entre un
état fluide, caractérisé par une densité locale p; faible et une vitesse v = Vope(1/p1) élevée, et
un état congestionné, caractérisé par une densité py élevée et une vitesse vo = Vopi(1/p2) faible,
voire nulle. Une fois ce cycle limite atteint, la proportion de véhicule dans chaque état reste
constante.
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En I'absence d’un meilleur choix, nous définirons ainsi une notion d’équilibre pour ces états
hétérogenes, dits "stop-and-go" : on dira qu’un état de trafic est a I’équilibre si les distributions
des vitesses et des distances inter-véhiculaires ne dépendent plus du temps. Par conséquent, un
état stationnaire est toujours a 1’équilibre, mais la réciproque est fausse.

2.6.2 Densité moyenne et débit moyen d’un état a I’équilibre

On considére donc une solution dont les distributions de vitesses et de densités ne dépendent pas
du temps. Plus précisément, on considére les deux hypothéses suivantes :

e Hypothése 1 : un véhicule a une probabilité 8; > 0 constante de rouler a la vitesse v;,
pour ¢ € I un ensemble donné, fini ou pas, avec bien str ), 3; = 1.

e Hypothése 2 : on suppose également que la distribution des distances intervéhiculaires
correspond & celle des vitesses, i.e. que chaque véhicule a une probabilité 5; de se trouver

A une distance d; = VO;tl(vi) du véhicule qui le précéde (rappelons que V;p; est croissante,

donc inversible, et on pose par convention VO;tl (0) = dimin)-

Alors on a le résultat suivant :

Théoréme 2.6.1 Avec les hypothéses 1 et 2, et pour un diagramme fondamental parabolique, le
débit moyen d’un état o ’équilibre est :

Q=0Q.(p) + 5 QL. (23)

ot R est la variance de la densité :
R="Yai(pi — p)*. (2.36)
Ji

Preuve : la densité moyenne p vérifie :

Ya=Ypdi=Y é (2.37)
I I

avec p; = di On pose maintenant :
1

Bi/pi
> jer Bi/pj
Physiquement, «; correspond a la fraction d’espace occupée par les véhicules dans 1’état i.
On a bien str ) ;a5 = 1 et de (2.37) et (2.38) on déduit p = ), a;p;. D’aprés 'hypotheése 1, la
vitesse moyenne est v = 1 Bivi.

a; = e [0,1]. (2.38)

Calculons maintenant le débit moyen de notre état. Par définition, le débit moyen est le produit
de la densité moyenne par la vitesse moyenne :

Q = pv
= (Z[ﬁivi)m
Bi/pi D,
T Zje[ﬁj//)j o

= Z%’Qi,
T

ol (); = p;v; est le débit associé a 'état i. Cette relation est vraie pour un DF quelconque.

(2.39)
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2.6.3 Cas d’un DF parabolique
Par I'hypothése 2, v; = Ve (1/p;i), et par conséquent on a :

Qi = Qulp) = Q) + (0~ QLR + L2l 7). (2.40)

Le développement limité a l'ordre 2 est exact dans le cas parabolique (QY(p) = cst). Le débit
moyen est alors :

Q = Y@
= Qe(p) + (3 ilpi — p) Qu(p) + 3 2oy cilpi — p)° QL (2.41)
= Qe(ﬁ) + gQ/e,a
oil R est la variance de la densité : R =", a;(p; — p)>. O

On a donc montré que dans ce cas le débit moyen dépend non seulement de la densité moyenne p,
mais également de la variance de densité. La figure 2.6 montre ce débit moyen pour un mélange
de deux états p1 et po. En particulier, les relations p = ap; + (1 —a)ps et Q = aQq + (1 — a)Q2
impliquent que les points (p1,Q1), (7, Q) et (p2,Q2) sont alignés. Si Q. est concave, le débit
moyen @ est strictement plus petit que le débit d’équilibre de la densité moyenne Q.(p) dés que

la variance est non nulle.

QA
o)) P Qe(p)
QeI A AU :
| - \JQ!IR/2
Q e :1 ..................... .
: )
Qop——/~=-====—=——~- :———————————@-—————4"
| é |
| : |
| : |
| : |
% | % . % ' w
P1 P P2 P

FIGURE 2.6 — Débit moyen d’un état stop-and-go

Dans le cas plus général d’un diagramme fondamental concave mais pas forcément parabo-
lique, on a seulement une approximation du débit moyen :

Q= 0iQi ~ Qulp) + 2 QL) (242)
1

2.7 Représentation des états a I’équilibre sur le diagramme fon-
damental

On considére les solutions a 1’équilibre (au sens défini plus t6t) d’un modéle microscopique de
loi de poursuite du type OV d’ordre 2 sans collision, avec un DF concave. On cherche & décrire
la densité moyenne et le débit moyen de ces états.

On sait que lorsque la densité moyenne dépasse une certaine valeur critique pe, la solution homo-

géne devient instable, et tend vers une alternance entre un état fluide et un état congestionné,
avec un débit moyen inférieur au débit d’équilibre. Pour un DF concave et une loi sans collision
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(avec p < 1), I'état congestionné correspond a la densité maximale p,q, et & une vitesse nulle.

L’état fluide p; ne dépend pas non plus de la densité moyenne p, mais uniquement des para-

métres de relaxations. Par conséquent, I’ensemble de ces états forment un segment dans ’espace
= ap1+ (1 - a)Pma:v

densité-débit :
{ = aQe (pl )

o ag > 0 est tel que p. = app1 + (1 — @) pmaz- La figure 2.7 montre les débits moyens
une fois le cycle limite atteint, pour différentes valeurs de la densité. Lorsque celle-ci dépasse la
densité critique (ici 70 veh/km), les débits moyens sont inférieurs au débit d’équilibre Q..

pour « € [ap, 1], (2.43)

Qi

2200 T T T T T I

Qe
2100 +  déhit moyen {

2000

1900

1800

déhit

1700

1600

1500

1400 1 1 1 1 1 1
20 30 40 50 60 70 80 90

densité

FIGURE 2.7 — Débits moyens d’un modéle OV sans collision, pour différentes valeurs de la densité
moyenne, aprés 30 minutes de simulation. I.’état homogéne est instable lorsque la densité dépasse
45 veh /km.

Bistabilité

De plus, si I'on prolonge ce segment pour o < g, on s’apercoit numériquement que les états
correspondants sont presque toujours a ’équilibre : plus précisément, ils le sont pour a € [e, ],
et on peut raisonnablement supposer que € — 0 lorsque N — oo.

On a donc, pour ces modéles micro, une zone de densité moyenne dans laquelle I’état final de la
simulation dépend des conditions initiales, et peut tendre vers deux états d’équilibre distincts, un
état homogéne et un état hétérogéne. C’est un phénoméne de bistabilité, résumé sur la figure 2.8.

Cette bistabilité explique naturellement les phénomeénes d’hystérésis observés dans le trafic.
Au début de I'heure de pointe, le trafic est homogéne, et la densité va augmenter jusqu’a la
densité critique p., limite de stabilité de la solution stationnaire. Puis la densité dépasse cette
valeur, et on a une chute de capacité : le trafic devient hétérogéne, et on a vu que le débit était
alors inférieur au débit d’équilibre. A la fin de 'heure de pointe, la densité diminue, mais le trafic
reste hétérogéne, puisque I'état "stop-and-go" est stable méme en dessous de la densité critique
pe (pour a < ap). Le débit reste donc inférieur a la valeur qu’il avait avant la chute de capacité.
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solution stationnaire | solution stationnaire
stable : instable
trafic homogéne : .
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bistabilité
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FIGURE 2.8 — Etats stables d’un modéle micro OV sans collision en densité-débit.
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Chapitre 3

Représentation macroscopique d’'un
trafic hétérogéne

Les modéles de loi de poursuite sont trés utile pour comprendre et simuler certains phénomeénes,
en particulier I'instabilité du trafic dense. Cependant, ils ne sont pas adaptés pour simuler 1’écou-
lement du trafic & grande échelle sur un réseau, en particulier parce que les intersections et les
trongons multi-voies sont difficiles & modéliser. De plus, si 'on souhaite faire une prédiction,
définir la condition initiale d’un modéle microscopique reviendrait a connaitre la position et la
vitesse de chaque véhicule en temps réel, ce qui est impossible en pratique.

Comme leur nom l'indique, les modéles macroscopiques permettent de considérer 1’évolution
de grandeurs macroscopiques comme la densité ou la vitesse. On ne considére plus chaque véhi-
cule individuellement, mais des champs moyens, fonctions du temps et de ’espace, dont on suit
I’évolution temporelle dans le formalisme eulérien.

Comme les modéles microscopiques, ces modeéles ont des solutions stationnaires, ou états de
base, qui peuvent étre stables ou instables.

3.1 Stabilité de quelques modéles macroscopiques standards

3.1.1 Modéle de Lighthill-Whitham-Richards
Le modéle macroscopique le plus simple est le modéle LWR [30, 42] :

p+ 0.Qup) = 0, (3.1)

Ce modeéle, connu depuis les années 50 et trés utilisé dans les applications, permet (lorsqu’il
est couplé & un modéle d’intersection) de reproduire un certain nombre de phénoménes caracté-
ristiques du trafic, comme la formation et la dissipation de la congestion. Par ailleurs, on peut
montrer |25] que le shéma de Godunov appliqué & cette équation est équivalent & une résolution
par offre-demande si le diagramme fondamental est unimodal, ce qui permet de le résoudre de
fagon trés simple et trés intuitive.

Tous les états stationnaires du modéle LWR sont inconditionnellement stables. En effet, ce modéle
vérifie un principe du maximum : si la condition initiale p(x, 0) est dans un intervalle [pmin, Pmaz]s
alors la solution reste dans cet intervalle pour tout temps. En particulier, 'amplitude d’une per-
turbation n’augmente jamais.

En conséquence, ce modéle ne permet pas de reproduire 'instabilité du trafic dense et donc
les "embouteillages fantémes", ni certains autres phénoménes comme la chute de capacité.

22



3.1.2 Modéle de Payne-Whitham

Les limites du modeéle LWR étant liée a 'hypothése u = V(p), de nombreux chercheurs ont étudié
des systémes hyperboliques dans lesquels la densité p(z,t) et la vitesse u(z,t) sont indépendants
[24], ou en tout cas liés par une relation moins forte. Le modéle de Payne-Whitham [40] s’écrit
par exemple :

Op + amQ(pu) =0 (3.2)
O+ udpu+ S0zp = L(Ve(p) —u), '

ou ¢ est ’équivalent de la vitesse du son en mécanique des fluides, et 7 est un temps de
relaxation. La seconde équation, non conservative, n’est bien définie que pour des solutions
réguliéres : on considére donc plutot sa forme conservative :

Oupu-+ Du(p + ) = —(@ulp) — pu). (3.3)

On voit que le terme de relaxation %(Ve(p) — u) va faire tendre la vitesse u vers la vitesse

d’équilibre V¢(p), et donc les états stationnaires du modéle PW sont les mémes que ceux du
modéle LWR. En revanche, certains de ces états sont instables. Plus précisément, on a le résultat
suivant :

Théoréme 3.1.1 L’état stationnaire (p,u) est linéairement stable si et seulement si les vitesses
caractéristiques \j(p,w)j=1,2 du modéle du second ordre sont de part et d’autre de la vitesse
caractéristique p(p) = QL(p) du modéle LWR, i.e. :

AL < p < Ag. (3.4)
Ce théoréme, démontré par Whitham en 1959 [55], s’applique & n’importe quel systéme

hyperbolique 2 x 2 de lois de conservation avec un terme de relaxation vers le modéle LWR.
Dans le cas du modéle de PW, la partie hyperbolique s’écrit :

U
8t(p>+<c2 p)az<p):0. (3.5)
U S wu U
P
Les vitesses caractéristiques sont les valeurs propres de cette matrice, i.e. :

AM=u—c¢, l=u+c. (3.6)

La condition de stabilité d’un état stationnaire (p,u = V¢(p)) est donc :

Velp) — e < Qelp) < Velp) + ¢, (3.7)

c’est-a-dire :

—c< pV!(p) <ec. (3.8)

La seconde inégalité est toujours vérifiée puisque V. est négatif. Dans le cas d'un diagramme

fondamental parabolique V¢ (p) = Vs (1 -3 n’: — la premiére inégalité devient :
p c
< 3.9
Pmazx Vinaz ( )

Les états stationnaires sont donc stables lorsque la densité est faible, et deviennent instables
a densité élevée.

On peut considérer un cas plus général ou la vitesse ¢ varie avec la densité, ce qui ne change pas
les valeurs propres; la condition de stabilité devient :
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—c(p) < pVi(p). (3.10)

En particulier, si on choisit une fonction ¢(p) qui diverge lorsque p tend vers pyq., alors on
aura forcément des états stationnaires stables & densité élevée. Ce choix est similaire a I'ajout
d’un terme de prévention des collisions dans les modéles microscopiques (cf section 2.4), qui rend
stables les états stationnaires proches de p = pmaz-

3.1.3 Modéle de Aw-Rascle-Zhang

Le modéle de Payne-Whitham a été critiqué [10] car il présente certaines caractéristiques ir-
réalistes. En particulier, la vitesse peut devenir négative, et certaines ondes se déplacent plus
rapidement que les véhicules (puisque Ay > u), ce qui signifie que les conducteurs réagissent a
ce qui se passe derriére eux. Dans les années 2000, un autre modéle a été développé par deux
équipes indépendantes, Aw et Rascle d’un coté, et Zhang de lautre |2, 56, 28|. Ce modéle s’écrit :

Op + 0z (pu) = 0,
{ Ou + udyu + pVI(p)oyu = 0. (3.11)

La seconde équation peut se mettre sous forme conservative :

O(pl) 4+ 0x(pul) =0 avec I=u—Ve(p). (3.12)

On peut remarquer que la dérivée totale de I est nulle : Dy = 0,1 + u0d,I = 0. I est donc
une caractéristique liée au véhicule (ou au conducteur), et qui se propage a la vitesse du flux.
Les valeurs propres du modéle sont :

M =u+pVi(p), Ao =u, (3.13)

la premiére étant associée a un champ vraiment non-linéaire et la seconde & un champs li-
néairement dégénéreé. Il s’agit d’un systéme de Temple [51], et par conséquent les courbes de choc
et de raréfaction sont confondues. Dans le cas d’un choc comme d’une raréfaction, la premiére
onde correspond a [I] = 0, et la seconde a [u] = 0. Le probléme de Riemann se résout encore par
offre-demande [28].

En ajoutant un terme de relaxation a la seconde équation, par exemple

1 1
OupT + Dpul = ——pI = ~(Qu(p) - pu), (3.14)

on peut utiliser le théoréme 3.1.1. On est alors dans le cas limite ot A1 (p, u) = pu(p). La solu-
tion d’un probléme de Cauchy (sur R entier) avec le modéle ARZ tend vers la solution du modéle
LWR sit — 0o ou 7 — 0. En revanche, pour un probléme sur un domaine borné x € [z, zg| avec
des conditions aux limites fixées, le modéle ARZ avec terme de relaxation tend vers la solution
d’un modéle LWR, mais pas forcément avec les mémes conditions aux limites.

Si I est constant, le modele ARZ est équivalent au modele LWR, avec un diagramme fonda-
mental décalé V, :

u="Ve(p) +1="Ve(p).

En particulier, ses états stationnaires sont toujours stables, comme ceux du modéle LWR.
En Pabsence de terme de relaxation, on voit que le systéme (3.11) posséde beaucoup plus d’états
stationnaires que le modéle LWR : n’importe quel couple (p,u) correspond a un état stationnaire
(en choisissant I = u — V(p)). Ces états sont également stables, pour la méme raison.

On peut généraliser le modéle ARZ en considérant une relation différente entre I, p et w :

{ Oep + Ox(pu) =

olpl) +0ulpul) = HQup)—pwy T MTUOD (3.15)

24



On demande en général que VI, la fonction p — U(p,I) soit décroissante et inversible, et
que le diagramme fondamental associé pU (p, I) reste concave. Par ailleurs, on voit que grace au
terme de relaxation, les seuls états stationnaires sont ceux du modéle LWR. On peut alors encore
appliquer le théoréme 3.1.1, pour connaitre la condition de stabilité. Par exemple, en suivant [47],
si I’on choisit :

Up,I)==0p"+I1 et Vip)= Vi <1 __F ) , (3.16)
Pmazx
alors I’état stationnaire (p,u = V.(p)) est stable si et seulement si :
pl—v < M (3.17)
Vmax
Si 'on considére une relation qui diverge quand p tend vers pp,q:, par exemple
p/Pmaz "\’

U(p, I :I—ﬁ<7> ) 3.18
(0. 1) 1= p/pmaz (3.18)

alors on retrouve des états stationnaires stables a densité élevée.

3.1.4 Etude des solutions macroscopiques instables

Pour les modéles PW et ARZ, Seibold a montré [47] que lorsqu'un état de base est instable,
il existe une solution de type onde solitaire (qu’il appelle "jamiton") ayant la méme densité
moyenne. Il montre également, numériquement, que le débit moyen de ces solutions est inférieur
au débit d’équilibre a la méme densité : un trafic hétérogéne a en moyenne un débit moins
important que le trafic homogeéne (instable) associé.

Maximal jamitons Effective flowrate .27
g 08 g 0.8f
w v
P P
o o
o
206 2 0.6
[ [
> >
* *
O 04} O 0.4f
2 2
[ o equilibrium curve
z equilibrium curve 2 *  sonic points
=02 «  sonic points =02} jamiton lines
jamiton lines jamiton envelopes
jamiton envelopes maximal jamitons
0 . n ; . 0 . I 1 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
densityp/p density p / P

FIGURE 3.1 — Caractérisation des "jamitons" (a gauche) et débits moyens correspondants (&
droite) dans le diagramme fondamental, d’aprés Seibold [47].

Ces résultats, qui utilisent une analogie avec le modeéle de détonation ZND [13], sont cohé-
rents avec les modéles microscopiques et expliquent la dispersion observée dans les données de
boucle magnétique.

Cependant, les phénomeénes mis en jeu (le "stop-and-go") ont des caractéristiques spacio-temporelles
qui les rendent trés difficiles & prédire : on a vu au chapitre 2 que le cycle limite d’un état in-
stable a une période temporelle de quelques dizaines de secondes, et une période spatiale de
quelques dizaines ou quelques centaines de métres seulement. Par ailleurs, le déclenchement de
ces phénomeénes peut en pratique étre initié par un grand nombre de causes, aussi bien endogénes
qu’exogénes, dés que la densité est élevée, ce qui complique encore leur prédiction.

Pour prendre en compte l'effet macroscopique de ces phénoménes, mais sans rentrer dans une
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description trés fine du trafic, on va utiliser une technique bien connue en mécanique des fluides,
qui consiste & s’intéresser uniquement & ’évolution des grandeurs moyennes.

3.2 La technique de moyennisation

On suppose a présent qu’on ne connait pas (et qu’on ne cherche pas a connaitre) la densité ou
la vitesse en chaque point de I'espace et du temps, mais seulement des valeurs moyennes, dont
on veut calculer I’évolution temporelle. Si on appelle f la moyenne de la grandeur f (densité,
vitesse, débit, etc), on peut imaginer plusieurs types de moyennes :

e des moyennes temporelles :

-~ 1 t+At/2
Flat) = — / Fa )t (3.19)
At Ji_avs2
e des moyennes spatiales :
fan =5, | T (3.20)
T, t) = — x,t)dx', .
Az z—Ax/2
e des moyennes stochastiques :
f(z,t) = Eq (f(:c,t,w)), (3.21)

ol w € € est un événement aléatoire ;

e des moyennes en fréquences type filtre passe-bas, etc.

Dans le cas du trafic, on utilisera plus volontiers des moyennes temporelles, puisqu’elles sont
les plus proches des données fournies par les boucles magnétiques : le débit mesuré par une boucle
en une minute correspond exactement & la moyenne temporelle du débit ) pendant cette minute,
selon la définition (3.19).

Voyons maintenant, a partir du modéle LWR, comment obtenir 1’équation d’évolution des gran-
deurs moyennes.

3.2.1 Equation d’évolution de la densité moyenne

En utilisant donc la définition (3.19), on peut décomposer la densité en une valeur moyenne et
une partie fluctuante : p(x,t) = p(x,t) + p'(x,t). Le modéle LWR devient alors :

O (p+0)+0:Qc(p+p) =0,

et par développement limité de la fonction @Q., que I'on suppose suffisamment réguliére, on

O (p+p) + 0, (Qe@) > Tpp"> = 0. (3.22)
n=1

Gardons tous les termes dans un premier temps. Pour obtenir une équation d’évolution de
la densité moyenne p, on veut appliquer 'opérateur de moyenne & I’équation précédente. Cet
opérateur commute avec la dérivée partielle en espace. Pour la dérivée partielle en temps, il faut
supposer qu’on considére une dérivée macroscopique en temps, par exemple

flt+At) — f(t)
At '

of(t) =
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et maintenant 'opérateur de moyenne commute avec cette dérivée temporelle macroscopique :

t+3L t+5
it~ [
/t+% t—4t

1 e 1[5 o + At 1
opt) = — /t dp(t)dt' = —— /t N A Ai . )dt' A2
2 2

F0) = . (e + 51) — p()] = i),

On définit pour n > 1 les moments de la fluctuation :

=L (3.23)

et on sait que A; = 0 (puisque p/ = 0). Si Q. est réguliére, on obtient 1’équation d’évolution
de la densité moyenne :

04p + O (Qe(p) +3 AnQ£”><p)> = 0. (3.24)
n=2

3.2.2 Equation d’évolution des moments

Pour obtenir ’équation d’évolution du moment d’ordre 7 + 1, on multiplie I’équation (3.22) par
2
i

i i < A~
_ Qe mn
[;_!at(p + P/) + /Z_'ax ( E %p' ) =0, (3.25)
n=0

Puis on applique 'opérateur de moyenne. Le premier terme devient :

/i
E-0i(p+ ) = Aidhp+ DiAier.

Pour le second terme, on sait que la somme et la dérivée partielle commutent :

o) (n) /= o0 . (n) /=
p_lz Qe (p) mo| lz+n (n) - ? e (P) ri+n
890(7;) nl * _Z z' 'Q ) i+n i Oup ’

in!
n=

Par conséquent, aprés avoir appliqué 'opérateur de moyenne, I’équation (3.25) devient :

az‘,Aerl + A; atp + Z a )' z+nQ n)( ) Z L (’L i n) Q(n ( )&vAern = Oa (3'26)

In!
i+n iln!
o

mais on veut garder uniquement la dérivée en temps de A;;1, donc on remplace A;0:;p en
utilisant I’équation (3.24). Les termes d’ordre 0 disparaissent puisque

—Ai0:Qe(p) + 02 AiQe(p) — Qe(p)0zAi = 0,

donc les deux sommes commencent maintenant a n =1 :

n z—i—n D o= (i =1+ o,
O Ais1 — Aidy ZAM +Za Z-+nczé><p)—Z(.—)Q£><p>amAz~+n:0.

n=2 n:l( )
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3.3 Application au modéle LWR

3.3.1 Le modéle moyenné d’ordre 2
On suppose maintenant que A4,, = 0 pour n > 3; ce qui revient a dire que p’ est petit (ce qui
est vrai si At est petit et p(x,t) est réguliére) et que l'on ne garde que les termes jusqu’a l'ordre
O (p"*). On définit la variance :
R =24, = p?,
et en combinant les équations (3.24) et (3.27) on obtient le systéme 2 x 2 suivant :
R + 2azRQle(/3) - Q/e(ﬁ)azR = 0,
ou sous forme matricielle :
p Qu(p) + 5QU(P) 3Q¢(P) p
0 +< ¢ 2ce 270e 9) =0. 3.29
(7) 2mQl(p) Qe )\ R (329
On remarque que :

e la premiére équation correspond au modéle LWR ot 'on a remplacé le débit Q.(p) par le
débit moyen d’un état stop-and-go trouvé au chapitre 2 (équation (2.42));

e le systéme n’est pas conservatif.

Si on ajoute un terme de relaxation, par exemple en considérant le systéme :

O+ 0 (Qe(p)+5QUP) = 0, @:30)
OR + 20.RQL(p) - Qu(p)OR = —% ~

T
alors le modéle a les mémes états stationnaires que le modéle LWR, et on peut utiliser le
théoréme 3.1.1 pour déterminer leur stabilité. Les valeurs propres de la partie hyperbolique sont :

"= =Y\ 2
Ae = Qp) + —RQZ ), \/<—RQZ (p)) + RQY(p)?. (3.31)

Par conséquent on a toujours

)‘—(ﬁv R) < Q/e(p) < )‘+(ﬁ7 R)v (332)

donc les états stationnaires sont tous stables. En effet, ce modéle n’a pas vocation & simuler
de petites oscillations; les états stop-and-go étudiés au chapitre 2 sont maintenant représentés
par leur densité moyenne et leur variance, et non pas par des oscillations.

3.3.2 Estimation d’état

L’estimation d’état, & partir d’un jeu de données débit /vitesse (@, V') d’une boucle magnétique,
est trés simple avec ce modéle. Contrairement aux modéles PW ou ARZ, on choisit pour le
diagramme fondamental une approximation concave de [’enveloppe supérieure des données his-
toriques, et non pas une approximation par les moindres carrés par exemple. En effet, on sait
que si Q. est concave, alors le débit moyen d'un état hétérogéne Q = Q.(p) + %Q’e’(ﬁ) (calculé
au chapitre 2, équation (2.42)) est inférieur au débit d’équilibre Q.(p) pour la méme densité
moyenne ; réciproquement, le débit d’équilibre pour une densité donnée doit donc étre supérieur
aux débits mesurés par les capteurs, qui sont des débits moyens.

La figure 3.2 donne un exemple de données historiques d’un trongon d’autoroute, avec le dia-
gramme fondamental choisi pour le modéle moyenné, qui approche ’enveloppe supérieure des
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données, contrairement & une approximation standard (en pointillé). Une fois le diagramme dé-
fini, pour estimer ’état de trafic (p, R) du trongon a partir d’un jeu de données (@, V'), on pose
p=Q/V (si Q est le débit par voies). Si @ est supérieur ou égal au débit d’équilibre Q.(p) on
prend R = 0, sinon

R= Q_Qe(p)’

¢(p)
qui est positif puisque Q < Q.(p) et Q7 < 0.

10 20 30 40 50 60 70 80 30 100

F1GURE 3.2 — Exemple de diagramme fondamental expérimental. En pointillé : moindre carrés.
En ligne continue : approximation de I’enveloppe supérieure.

3.3.3 Entropie et forme conservative du modéle moyenné

Un calcul direct des entropies du systéme (3.29) (voir annexe A) montre que I'écart-type

77=\/1§=\/,0_72

est une entropie de notre systéme 2 x 2. Si 'on prend (p,n) comme variables, on obtient le
systéme hyperbolique conservatif suivant :

o + 92 (nQe(p)) =

ou sous forme matricielle :

N < p ) . < QL(p) + TR () 1L (D) ) 0 < ’ > L (334)

{315,0 + O (Qe(ﬁ)+§Q’e’(ﬁ)) = 0, (3.33)

" Q¢ (p) Q:(p)
A partir de maintenant on appellera "modéle LWR moyenné" ce systéme plutdt que le systéme

non-conservatif (3.28).

3.4 Résolution du probléme de Riemann pour le modéle LWR
moyenné

On cherche a résoudre le probléme de Riemann suivant :

{315,0 + 0y (Qe(p)+§QZ(p)) = 0, (3.35)
on + 9z (nQe(p)) = 0,
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avec la condition initiale :

on(a0) = { (o) 52 (330

Les valeurs propres sont :

2 " 22
M= Qelp) + QI (p) — %\/4622’(/))2 S
2 "
Yo = Q)+ TQU() + 1 4Qu(p) + L,

et les vecteurs propres associés :

(3.37)

—4Q¢ (p) —4Q¢(p)
e ( nQL (p) + 24/4Q1(p)? + L@ ) A ( nQY (p) — 24/4Q1(p)? + L ) '
(3.38)
Si n(z,t) > 0 V(z,t), les valeurs propres sont réelles et distinctes (puisque Q”(p) < 0), donc
le systéme est strictement hyperbolique. Cependant, si = 0 on a une coalescence des valeurs
propres vers la valeur propre du modéle LWR Q. (p) et on perd la stricte hyperbolicité.
De plus, si I'on suppose que Y(p,n),

nQY () < 1QL()| et QM ()] < 21QL(p)], (3.39)

alors les deux valeurs propres définissent des champs vraiment non linéaires (voir annexe C
pour le détail des calculs).

3.4.1 Cas parabolique

On considére a présent un diagramme fondamental parabolique, c’est-a-dire :

Qe(p) = Vup (1 - L) : (3.40)

PM

Cette hypotheése, faite par Greenshields en 1935 [15] lorsqu’il mesura expérimentalement la
vitesse d’un flux de véhicules en fonction de sa densité, revient & approximer la vitesse d’équilibre
Ve(p) par une fonction affine. Le systéme devient analytiquement plus simple, mais on s’attend
A trouver qualitativement des résultats trés similaires pour un diagramme fondamental concave
quelconque.

Avec cette hypotheése, le systéme (3.35) est équivalent a :

d(p+n)+8.Qelp+n) = 0,
{8t(p_77)+8xQe(p—17) — 0, (3.41)

avec le développement limité exact Q.(a +b) = Q.(a) + bQL(a) + %Q’e’(a).
Puisque QL (p) est strictement décroissante, les valeurs propres sont :

M =QLp+n) <X=Q.(p—n),

lorsque 1 > 0. Considérons & présent le domaine :

Q={(p,n) [n=0,p=1n>0,p+n<pu} (3.42)

On a alors le résultat suivant :
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Théoréme 3.4.1 On considére le systéme hyperbolique (3.35), avec la condition initiale (3.36).
On suppose que (3.40) est vérifié, et on définit l'ensemble Q par (3.42). Enfin, on suppose
(pgsng) € 0 avec ng >0, et (pa,na) € Q.

Alors, U’état droit (pg,mq) est :

e accessible par un 1-choc si et seulement si pg > pg et pg—Na = pg — Mg ;
e accessible par une I-raréfaction si et seulement si pg < pg et pg— Mg = pg —1g ;
e accessible par un 2-choc si et seulement si pg > pg et pg+na = pg + Mg ;
e accessible par une 2-raréfaction si et seulement si pg > pg €t pg + Mg = pg + 1g-

Sing =0, il n’y a pas de 1-raréfaction ni de 2-choc mais le choc et la raréfaction LWR sont
également possible, et dans ce cas ng = 0.

Preuve : Le systéme est équivalent & deux systémes LWR indépendants (3.41), donc les 1-
(resp. 2-)chocs et raréfactions sont les solutions du probléme de Riemann LWR pour la variable
p+n (resp. p —n), tandis que la variable p — n (resp. p + 7)) reste constante. O

Le cas 1y = 0 sera considéré plus tard. Les vitesses de choc sont, pour les 1- et les 2-chocs :

[Qe(p + )l [Qe(p — )]

T, L 02 = " T 4
lo+nlg

avec I'opérateur de saut [f(p,1)]% = f(pv, ) — f (Pa, Na ). Puisque @', est affine on a également
les relations :

g1 =

(QL(pg + 1) + QLlp1 +m)) = 5 (M(pg,1g) + M (p1,m))
(QL(pr —m) + QLlpa — ma)) = 5 (A2(pr,m) + A2(pa,a)) -

On peut maintenant résoudre complétement le probléme de Riemann en dimension 2 dans

Q:

1

o J—
1

o —

Théoréme 3.4.2 Soit (pg,ng) € Q et (pg,na) € . Le probleme de Riemann (8.35), avec les
conditions initiales (3.36), a une unique solution, qui est une combinaison d’une, deuzx ou trois
ondes, chacune étant soit un choc soit une raréfaction.

Les résultats sont résumés dans l'espace (p,n) par les flaches bleues sur la figure 3.3.

Preuve : L’ensemble  est divisé en 5 sous-ensemble (2; & §25) en fonction de 'état gauche
(pgsng)- L'état droit (pg,nq) appartient forcément a I'un de ces sous-ensembles. Les quatres pre-
miers correspondent & une combinaison de 2 ondes, choc ou raréfaction. Par exemple, I’ensemble
Q4 est défini par :

D ={(p,n) €Q|p+n>pg+nget p—n>ps—ng}t={(p,n) €Q|n€EMng+py—p,ng+p—pgl}

Si (pa,mg) € Q1 alors la solution du probléme de Riemann est un double choc, et 'état
intermédiaire est :

Pd T Pg+Nd—"Ng Pd— Pg+Nd+1N
(Plﬂ?l):( 92 ga 92 9).

Les définitions des ensembles €29, 23 et €y, et les solutions des problémes de Riemann cor-
respondants, sont similaires : choc-raréfaction pour 25, raréfaction-choc pour 23 et double raré-
faction pour €24. Ces trois ensembles sont représentés sur la figure 3.3.
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FIGURE 3.3 — En haut : courbes de choc et de raréfaction dans l'espace (p,n) pour le cas para-
bolique. En bas : définition des sous-ensembles 21 & 5 et exemples de solutions.

Le sous-ensemble 5 est particulier. L’application directe du théoréme 3.4.1 donnerait une double
raréfaction, mais I'état intermédiaire (p1,7;) serait en dehors de I'ensemble Q, avec n; < 0. 11
faut se souvenir que I'on perd la stricte hyperbolicité du systéme lorsque n = 0. La vraie solution
du probléme de Riemann lorsque (pg,7m4) € €25 est une triple raréfaction, dont la seconde est
une raréfaction LWR, ou I'écart-type n reste nul. Il y a deux états intermédiaires, le premier est

(p1.m) = (pg — 1y, 0), et le second (p2,7m2) = (pa + 14, 0).

Revenons au cas ot 7y = 0. Si I’état droit est dans €1 avec ng > 0, la solution est un double
choc; si ng = 0 la solution est un choc LWR. Le choc LWR est bien égal a la limite du double
choc lorsque 74 tend vers 0, puisque les vitesses des deux chocs tendent vers la vitesse du choc
LWR; a la limite, ’état intermédiaire disparait, donc on a toujours unicité de la solution. O

Ceci termine la preuve. Voyons maintenant comment ces solutions se traduisent en terme de
débit par rapport au diagramme fondamental.

3.4.2 Estimation d’état et résolution graphique dans le cas parabolique

Dans le cas parabolique, on a deux relations exactes :

2
Qs(p,m) = Qelp) + %Q’é = %(Qe(p — 1)+ Qelp +1n),
et

Qe(p+n) — Qelp — 1) = 2nQL(p).

Par conséquent, on peut trouver graphiquement la valeur de I'écart-type n & partir d’une
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donnée (QIta Vdata) (avec p = Qdata/V/d4ta)  dqu diagramme fondamental p — Q.(p), et en
supposant que Q% < Q.(p) (puisque le diagramme fondamental est défini comme I’enveloppe
supérieure des données), comme on peut le voir sur la figure (3.4). Dans le plan débit-densité, on
trace la tangente au diagramme fondamental au point (p, Q.(p)), puis la paralléle & cette droite
qui passe par (p, Q). Cette droite intersecte le diagramme fondamental en (p — 1, Qc(p — 1))
et (p+mn,Qc(p+mn)), ce qui nous donne la valeur de I'écart-type 7.

Qe(pf————--—~ .

Qdatg___ — __E

i
T T T T

p—1 p p+n P

FIGURE 3.4 — Estimation graphique de I'écart-type pour la donnée (Q7@ V44t@) dans le cas
parabolique.

On peut maintenant résoudre graphiquement le probléme de Riemann bidimensionnel, di-
rectement dans le plan débit-densité. Sur la figure (3.5) on montre un exemple de double choc.
Chaque état W = (p,n) est représenté par trois point alignés de coordonnées

{wzp—n {mzp {x=p+n
y = Qelp—m), y = Q:lp,m), y = Qelp+n)
Dans cet exemple, la solution du probléme de Riemann est un double choc. L’état gauche

(pgsMg) est représenté en bleu, I'état intermédiaire (p1,71) en vert et 'état droit (pg,74) en rouge.
Les identités suivantes peuvent étre vérifiées graphiquement :

® p1 — 11 = pg — Ny : le point bleu et vert

® p1+ 11 = pg+nq: le point vert et rouge

[Qe(p+m)]y  [Q(p,n)]g
1

= = 9 . les fleches paralléles & gauche (pour le 1-choc)
[0+ nlg [Pl
—n)d * d
e 0y = [Qf(p ]Z)h = [@¢ Ep]’dn)]l : les fleches paralléles & droite (pour le 2-choc)
P =1 Pl1

Dans ce cas, le 1-choc a une vitesse négative et le 2-choc a une vitesse positive. En consé-
quence, on a un phénomeéne intéressant : le débit a I'intersection (dont on a besoin pour le shéma
de Godunov) est plus faible que les débits amont et aval. La raison est que 'état intermédiaire
a un écart-type beaucoup plus grand que les états droite et gauche. Ce phénoméne n’arrive ja-
mais avec le modéle LWR, puisque le débit a l'interface d’un choc est toujours plus grand que le
minimum des débits amont et aval.

On peut également noter que si ’écart-type des états droite et gauche tendent vers 0, les vi-
tesses des chocs o1 et oy ont la méme limite (qui est la vitesse du choc LWR), et donc l'état

intermédiaire n’existe plus.
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FIGURE 3.5 — 1-choc (a gauche) et 2-choc (& droite)

3.4.3 Cas général

On revient au systéme (3.35) :

on + 0z (NQe(p)) = 0,

ou Q. est une fonction concave quelconque, suffisamment réguliére. Dans le cas général, le
systéme ne peut pas se découpler, et les courbes de choc et de détentes ne sont pas confondues.
Suivant la théorie de Lax sur les systémes hyperboliques [24], les courbes de choc sont données
par I’étude des relations de Rankine-Hugoniot, tandis que les courbes de détentes sont données

{atp + 0. (Qup+5QUp) = 0.

par les invariants de Riemann.

Etude des chocs

On cherche une solution sous la forme d’une onde stationnaire W (z,t) = W(x — ot), ol o est
la vitesse de I'onde et W = (p, 7). Les relations de Rankine-Hugoniot sont :

{ ol = [Q) + Q) (5.4
oln] = mQ(p)l-
On élimine la vitesse du choc o pour obtenir
i’
]| @ulo) + 5 Q20) | = Il o)) = (3.44)

Cette expression est un polyndéme de degré 3 en 7.
On développe les crochets :

2 2
(n—ng) (%Q’e’(p) + Qe(p) — Qelpg) — %QZ(@)) — (p = pg)(MQe(p) — ngQe(pg)) = 0,

c’est-a-dire :

(1 —ny) (n—zQ’e’(p) - %QZ(@)) + 1 (Qelp) — Qelpg) — (p — pg)Qe(p))

2
+ 19 (Qelpg) — Qelp) + (0 — pg)@r(pg)) = 0.

On va maintenant utiliser deux fois la formule de Taylor-Lagrange. Il existe £ et & entre p
et py tels que :
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Qelpy) = Qelp) + (g = PQL0) + L52-QL(E),
Qe(p) = Qelpg) + (0 = pg)Qulpg) + L52-QL (&),

par conséquent, notre équation devient :

n” 7752; 1" (P_Pg)2 " "
(77 - 779) E e(p) - ?Qe (Pg) - T (nQe (5) + nng (51)) = 0. (345)
Comme Q. est strictement concave on a Q7 (p) < 0 Vp. On divise tout par Q7(p)/2, et on
introduit :

_ Q(pg) _ Q) _ Q&)
=T YT Ay ¢T O (3.46)
On a donc :
(n=11) (* = ang) = (p = pg)* (b + nge) = 0. (3.47)
Siny = 0, alors n = 0 (solution LWR) ou n* = b(p — py)?. Sinon, on définit 7 = % et
a= %, pour obtenir une équation adimensionnalisée :
.\ def , . - ~
fa() = (71— 1) (7 — a) — a®(iib +c) = 0. (3.48)

On cherche le nombre de solutions positives de I'équation f,(77) = 0. Cette équation définit
les courbes de choc du systéme lorsque « > 0 (voir par exemple [24]). Elle a toujours au moins
une solution positive, car

fa(l) = = (b+c¢) <0,
mais n’a jamais plus de deux solutions positives puisque

f4(0) = — (a + a?b) < 0.
Par conséquent, il y a exactement deux solutions positives si

fa(0) >0 e a< /%,
sachant que o > 0 pour un choc, et dans ce cas, I'une des solutions est dans [0, 1] et corres-
pond au 2-choc, et l'autre est dans [1,+o0o[ et correspond au 1-choc.

Sinon, si

fa(0) <0 ie a>,/2

alors il n’y a qu’une solution positive, dans [1,+oo[ (le 1-choc).

On cherche maintenant a résoudre cette équation pour une forme particuliére de diagramme
fondamental. Si Q. est un polynéme de degré 2, alors a = b = ¢ = 1 (puisque Q7 est une
constante), et par conséquent I’équation (3.48) s’écrit :

Ja() = (14 1) (61— 1)” — o®) = 0.

Les solutions positives de cette équation sont 77 = 1 + «, i.e. n = 1y & (p — pg) (la solution
1 — « n’est positive que si a < \/g =1).
Un choc joignant I'état gauche (pg,7y) & I'état droit (pg,n4) doit donc vérifier :

pd —Na = pg —1g, (l-choc)
ou  pg+n4=pg+ng (2-choc, uniquement si pg < pg + 14)
ou 1ng=1ny=0 (choc LWR).
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On retrouve évidemment les résultats de la section 3.4.1.

On suppose maintenant que (). est un polyndéme de degré 3, par exemple

Qe(p) = Vinazp (1 —~ L) (1 - ﬁ) . (3.49)

Pmazx 0

Ce polynome est strictement concave pour p € [0, prmaz] 81 o0 > 2pmaz- On peut alors montrer
que 'on a :

Pmaxj_po_?’p

b = 1+% (3.50)
pmaaz+£0_3p

c = 142— P Po
Pmaz + Po — 3p

On remarque que la condition pg > 2pmq, assure que le dénominateur reste strictement positif
pour p € [0, pmaz], et que d’autre part a, b et ¢ tendent vers 1 si pg tend vers U'infini (on retrouve
le cas parabolique). L’équation (3.48) devient alors :

fa(0) = (7 = 1)(7* =1 = 32) = ®((1 + z) + 1+ 22) = 0, (3.51)
avec r = %. La condition o < \/g devient :
2 P — Pyg 2
— 1-— < na. 3.52
(v pg) ( Pmaz + PO — 3pg> K ( )

On peut alors résoudre explicitement 'équation f,(77) = 0 par la méthode de Cardan pour
trouver les courbes de 1- et 2-chocs.

Remarque : dans le cas général, si on suppose qu’il existe un couple (m, M) tel que

Vp, m<Q(p) <M <0,

alors d’apres la définition (3.46) on sait que

3
Vo, (a(a),b(a),c(a)) € [5, 7]
et on a également ¢ € [%, %} En particulier, on peut alors encadrer la valeur de p telle que

fa(0) =0 (ie. a = /%, le plus grand 2-choc) :

m M
Pyt 4/ A9 Pa Y E”g] ) (3.53)

et cet intervalle est d’autant plus petit que m et M sont proches : si m = M on retrouve le
cas parabolique p = pgy + 1.

pE

Etude des détentes

L’étude des détentes d’un systéme hyperbolique est en général plus simple que celle des chocs :
il suffit de calculer les invariants de Riemann. Pour le modéle LWR, moyenné, on peut calculer
explicitement ces invariants dans le cas d’un diagramme parabolique :

Qe(p) = Vup (1 - L) : (3.54)

PM
ou dan le cas d'un diagramme cubique :

Qe(p) = Vinazp (1 - L) (1 - ﬁ) : (3.55)

Pmazx 0
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qui est strictement concave pour p € [0, pmaz] St Po > 2Pmaz-

Proposition 3.4.1 Les invariants de Riemann du systéme (3.35) sont :

Li(p,n) = p—n,
{Iz(p,n) = p+n, (3.56)

dans le cas d’un diagramme parabolique (3.54) et :

. 5/6 . 1/6
Lipn) = '\/(giﬁ) + 1% = 51) (\/(Zciﬁ) +772+77> :

. 5/6 . 1/6 (3.57)
" 4 "
L(p,n) = ( (ZQ> +1? + 577) ( (—Q%) +n? - 77) ;

pour un diagramme cubique (3.55).

Démonstration : Comme (). est strictement concave, on peut écrire les valeurs propres
(equation 3.37) comme :

M(psn) = Qelp) +nQ(p) (alp)n + 1+ alp)®n?), ave alp) = "(p) (3:58)
Xa(p,n) = Qulp) +nQLp) (alp)n — 1+ alp)n?) Q)

Les vecteurs propres sont alors :

1

"o ( —na(p) + /1 + a(p)?p? ) S ( —na(p) - \}W > (3:59)

Par définition, I1(p,n) est un l-invariant de Riemann si et seulement si

VIl.’I“l = 0, (360)
c’est-a-dire
8[1 2.9 8Il _
35+ (VIFalPE —na(p) 5o =o0. (3.61)
On a donc pour un l-invariant de Riemann :
onh 55 ol
o= (—vT+ () + alo)n) s (3.62)

et par le méme raisonnement, pour un 2-invariant de Riemann Is(p,n) :

6[2 612
22 _ (N 22 )52 3.63
5, = (VI alP +alom) 55 (3.63)
Si Q. est un polynome de degré 2 (3.54), alors on a Q' =0, i.e. a(p) = 0. On a alors :
oL _ o
dp on’
5 192 o (3.64)
o o
et les invariants de Riemann dans le cas parabolique sont bien str :
L = p—n
3.65
{ Iy = p+n. (3.65)
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On retrouve évidemment les résultats de la section 3.4.1.
Si Q. est un polynome de degré 3 (3.55), alors Q”(p) = ap + b, avec a # 0. On a alors :

Q) 1 1
V) =11 ~ T+ bja W

avec u = 4p + b/a. On suppose toujours que Q7 (p) < 0 Vp € [0, pmaz], donc u est de signe
constant (le signe de —a). L’équation pour un 2-invariant (3.63) devient :

oI n?  n\ 0L
92 _ ([ Jie 1) 22 .
5 ( tute) o (3.67)

(3.66)

On pose alors :

n = rcosb,
{ u = rsind, (3.68)
c’est-a-dire :
ro= Vul+i?=/(4p+b/a)? + 12, (3.69)
0 = arcsin(u/r) = arcsin((4p + b/a)/r). .

Comme 1 >0, on a 0 € [—7/2,7/2]. L’équation sur I devient :

ol cos20 cosO\ 0I; 1+ cosOOIls
e RV Sz T 3.70
op ( * sin? 9 + sinf | On sinf  On (3.70)

Le changement de variables donne :

0 or o 06 0 .0 cosf O
o ord 00 0 P 0 smﬁg (3.72)

oy onor Tanoe ~ ““Uar T v 06
On cherche une solution particuliére sous la forme I(p,n) = Io(r,0) = rIy(#). On a donc :

ol -~ 0l ~
2 = _2 = TI2/5

o P o0
et 'équation (3.70) devient :

_ 3 1 9 3 _
4 (sin 0I5 + cos (9[2,) = ﬂ (cos 015 — sin 0[2/) , (3.73)
sin
soit
B (14 5c0s) = I (CS00TCs0) ygig) =520 1500 (3)
sin 6 1—cosf
On intégre :
~/
I ~ (5cos @ — 4)sin 0df
—df = Inly, =
/ Iy i /(1—0080)(1—1—50050)

4 — bx
= dx avec = cos
(1 —2)(1+bx)

= Ju-m (e 5

d
l—-z 145z .

1 1 5 5

- - = ° (-1
6/(5 1—:c)dx+6/( +1+5x>dx
1

= & In(1—2z)+ 8 In(1 4+ 5z).
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On a donc finalement :

I>(8) = (14 5cos6)*° (1 — cos 0)1/6 , (3.75)
et donc :
L(r,0) = r(1+ 5cos0)”% (1 — cos 0)1/6 = (r +5rcos0)*5 (r —rcos 0)1/6 , (3.76)
soit encore :
o 5/6 — 1/6
Iy(p,m) = (5’;) +7? 451 (gj) +n?-n| . (3.77)

De la méme maniére, I’équation (3.62) pour un l-invariant devient :

on n?  n\ oL
8/)_( ittt o (3.78)

puis, aprés changement de variable :

onh —1+COSQ%

—_—=— 3.79
dp sinf  Jn (3:79)
On cherche une solution particuliére sous la forme I; = 7I1(6). On a donc :
_ _ 1 0 _ _
4 (sin o1 + cos .911’) _ L teos? (cos 01, — sin .911’) . (3.80)
sin ¢
Le calcul donne :
I(8) = |1 —5cos O/® (1 + cos )/, (3.81)
soit finalement :
5 5/6 5 1/6
4@// 4@//
Li(p,m) = (Q,i) +n* =51 ( Q,,‘f) +P+n| (3.82)
€ €
puisque cos § = \/% et u = %. O
n%+u e

3.5 Application : chute de capacité et comparaison avec le modéle
ARZ

De nombreuses observations empiriques [16, 19, 41] ont montré que lorsque le trafic est en limite
de saturation, une légére augmentation de la demande peut entrainer une diminution importante
du débit, qui peut atteindre une dizaine de pourcents. Ce phénoméne appelé chute de capacité
est impossible a reproduire avec le modéle LWR : si en un point donné, le trafic est fluide en aval
et congestionné en amont ("active bottleneck" en anglais), alors le modéle LWR prédit que le
débit & I'interface est égal a la capacité, c’est-a-dire le maximum de la fonction débit d’équilibre

Qe(p).

De nombreuses études ont expliqué et simulé ce phénoméne par différentes méthodes. Selon
Laval [23], il est da a la faiblesse de I'accélération d’un véhicule qui s’insére, en laissant un es-
pace devant lui; cependant, on observe également des chutes de capacité lorsque deux routes se
rejoignent, méme si elles ont la méme taille et la méme vitesse maximale. La différence de vitesse
n’est donc pas le seul facteur explicatif.
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Dans cette partie, nous allons étudier des chutes de capacité au niveau d’un goulot d’étran-
glement, en l’absence d’entrée ou de sortie. Nous verrons qu’'une trés légére augmentation de
I’écart-type de densité, couplé a la réduction du nombre de voies, permet de créer une chute de
capacité avec le modéle LWR moyenné. Cela signifierait que le phénoméne est di a de petites
perturbations, des variations locales de la densité, qui "s’accumulent" naturellement au niveau
du goulot d’étranglement, et créent un embouteillage.

3.5.1 Description des simulations

flow speed

1 -0.5 0 0.5

space space

3

25

2

time

15

1

0.5

0

density standard deviation

mean density

space space

FIGURE 3.6 — De haut en bas et de gauche & droite : débit, vitesse, densité moyenne (p) et
écart-type de la densité (n) d’une simulation de chute de capacité avec le modéle LWR moyenné.

Modéles utilisés

On considére une portion d’autoroute avec une réduction de 3 voies (pour z < 0) a 2 voies (pour
x > 0). On choisit un diagramme fondamental parabolique, puisque 'on sait que dans ce cas
le modéle moyenné est équivalent a deux équations indépendantes (3.41), et les conditions de
couplage au niveau de la réduction du nombre de voies se déduisent des conditions de couplage

du modéle LWR.

Pour cette simulation, on comparera le modéle LWR, moyenné avec le modéle ARZ, sans terme
de relaxation :

O + Ou(pv) = 0
{@(ppl) + &D(ppvl) = 0, (3.83)
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ou I =v—V,(p) et un attribut du conducteur (V;,, + I est sa vitesse maximale). Suivant 28|,
le modéle est résolu par offre-demande, y compris pour les conditions de couplage.

flow speed

space space

density driver attribute

) i -
1 -0.5 0 0.5

space space

FIGURE 3.7 — De haut en bas et de gauche a droite : débit, vitesse, densité moyenne (p) et
attribut du conducteur (1) pour une simulation de chute de capacité utilisant le modéle ARZ.

Conditions initiales et conditions aux limites
Les conditions initiales, pour chaque simulation, sont les suivantes :
e At =0, le débit est constant sur tout le trongon, égal & 99% de la capacité aval.

e Le trafic aval (x > —0.7) est sur le diagramme fondamental, ce qui correspond a n = 0
pour le modéle moyenné et I = 0 pour ARZ.

e Le trafic amont (x < —0.7) a le méme débit mais une vitesse légérement inférieure, calculée
pour créer une chute de capacité de 10%. Cela correspond a une vitesse 2.5% plus faible
pour le modéle moyenné et 9.1% plus faible pour ARZ. L’écart-type n passe de 0 & 0.055
(pour une densité maximale normalisée a 1); 'attribut I passe de 0 & —0.051 (pour une
vitesse maximale normalisée & 1).

Pour les conditions aux limites, on prend :

e en amont, une demande qui correspond a I’état du trafic amont (x < —0.7),

e en aval, la sortie est libre, i.e. I'offre est infinie.
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Condition de couplage en z =0

En & = 0, le nombre de voies est réduit, passant de 3 a 2. Cette réduction est modélisée par
offre-demande pour les deux modéles.

Pour le modéele ARZ, la demande amont et l'offre aval sont calculées en utilisant I,, I'attri-
but de I'état amont (ou état gauche). Cette procédure standard (décrite dans [28| par exemple)
utilise un diagramme fondamental modifié Q.(p) + pI, lors du calcul des offres et des demandes,
et permet entre autre de modéliser un changement du nombre de voies.

Pour le modéle LWR moyenné, on utilise I’équivalence du systéme (3.35) avec le systéme dé-
couplé (3.41) pour un diagramme parabolique. En posant u = p —n et v = p + 1, on obtient le
systéme :

8tu+azQe(u) = 0,
atv+azQe(v) = 0,

équivalent a (3.35) si Q. est un polynome d’ordre 2 et tant que u et v sont positifs, ce qui
est le cas dans toutes nos simulations. On calcule alors les flux aux interfaces pour u et v par
offre-demande, comme pour le modéle LWR :

(3.84)

Gu = min(Q(ud)v A(ug))v

¢y = min(Q(vg), Alvg)),

avec bien slr uy = pg — Ng, Ud = Pd — Nd> Vg = Pg + Ng> Vd = pd + Nd, et en considérant 2 et

A les fonctions bien connues d’offre et de demande, qui dépendent du diagramme fondamental

(3.85)

Q., de la densité critique p. et du nombre de voies n(x) au point z :

Qp,z) = n(z)Qe(max(p, pe)),
Alp,z) = n(z)Qc(min(p, p.)). (3.86)

Les flux de la densité p et de 'écart-type 7 sont alors calculés & partir des flux de v et v :

bp = (Put0)/2,
oy = (Do — Pu)/2. (3.87)

Cette méthode permet de modéliser un changement de nombre de voies puisque les fonctions
offre et demande dépendent du nombre de voies. En revanche, elle ne s’applique qu’a un dia-
gramme fondamental (). parabolique.

Les figures 3.6 et 3.7 montrent le résultat de la simulation pour le modéle LWR moyenné (figure
3.6) et pour le modele ARZ (figure 3.7).

3.5.2 Comparaison des deux modéles

Dans les deux simulations, un embouteillage se crée & l'interface (z = 0) et le débit final du
goulot est égal & 90% de la capacité du trongon aval : on a bien simulé une chute de capacité de
10%.

Cependant, il y a des différences majeures entre les deux modéles :

e La différence la plus flagrante est visible sur la figure 3.8. Avec le modéle LWR moyenné,
le débit a l'interface chute simplement de 99% a 90% de la capacité maximale du trongon
aval. Pour le modéle ARZ, en revanche, ce débit commence par chuter a 74% de cette
capacité, avant de remonter & 90%. Cet aspect n’est pas observé dans les données [19] et
semble trés irréaliste.
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—— ARZ model
averaged LWR model

flow

0% 05 1 15 2 25 3

time
FIGURE 3.8 — Débit a l'interface (z = 0) en fonction du temps, pour le modéle moyenné (en vert)
et pour le modéle ARZ (en bleu).

e L’embouteillage créé en amont du goulot est assez différent selon le modéle utilisé. Avec le
modele ARZ, la densité de 'embouteillage est environ 75% de la densité maximale, et sa
vitesse est 40% de la vitesse critique : il s’agit d’'un embouteillage classique, avec des véhi-
cules trés proches les uns des autres et roulant a vitesse trés faible. Avec le modéle moyenné,
en revanche, la densité moyenne p de 'embouteillage est inférieure & la densité critique
(~ 0.47 pour une densité critique de 0.5), mais 'écart-type de densité est trés important
(n > 0.3, contre 0.055 a t = 0), ce qui fait que la vitesse vaut environ 63% de la vitesse cri-
tique. C’est donc une zone qui n’est pas extrémement dense, mais o les variations locales
sont trés importantes, et le résultat de ce "chaos" est une diminution de la vitesse moyenne
et donc du débit moyen. Cette description semble bien correspondre a une zone d’insertion.

e La condition initiale nécessaire pour créer une chute de capacité de 10% est nettement plus
éloignée du diagramme fondamentale pour le modéle ARZ que pour le modéle moyenné.
Le modéle ARZ nécessite un attribut de I = —5.1%, qui correspond & une réduction de
5.1% de la vitesse maximale du conducteur, et crée dans la simulation une réduction de
9.1% de la vitesse amont & t = 0. Par comparaison, il suffit pour le modéle LWR moyenné
d’un écart-type n = 0.055 & t = 0, qui crée une réduction de la vitesse de 2.5%. On peut
comprendre qu’une petite diminution de la vitesse ne soit pas détectée par les boucles ma-
gnétiques (ce qui explique pourquoi il est si difficile de prédire les chutes de capacité), ce
qui tend & montrer que le modéle moyenné est plus réaliste.

Pour ces raisons, le modéle ARZ sans terme de relaxation ne peut pas reproduire de chute
de capacité de fagon réaliste. Le modéle LWR, plus simple, en est également incapable, puisque
le débit d’un goulot d’étranglement sera constant. D’autres modéles du second ordre peuvent
reproduire ce phénomeéne, mais ils utilisent en général des fonctions ad hoc (pour un terme de
pression ou de relaxation) qui rendent ces modéles difficiles & paramétrer.

Par comparaison, le modéle LWR moyenné est trés simple (son seul paramétre est le diagramme
fondamental), mais il permet de reproduire de fagon réaliste ce phénomeéne complexe. Voyons
maintenant si on peut obtenir un modéle qui combine les avantages du modéle ARZ et du modéle
moyenne.
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3.6 Autres modéles moyennés

On peut appliquer la méme technique de "moyennisation" & d’autres modéles de trafic. En
particulier, on sait que 'attribut I du modéle ARZ permet de décrire de fagon réaliste un trafic
avec plusieurs types de véhicules, par exemple des voitures et des camions; I est alors lié au
taux de poids lourd, et directement advecté par le trafic. On a vu cependant que cet attribut
seul ne permet pas de simuler une chute de capacité de fagon réaliste. On va donc appliquer la
technique de moyennisation au modéle ARZ, en intégrant des fluctuations de densité (section
3.6.1) ou de vitesse (section 3.6.2). On étudiera ensuite la structure d’onde de ces deux modéles
(section 3.6.3).

3.6.1 Modéle ARZ moyenné en densité (ARZ-R)
On part du modele ARZ :

Op+ 0z(pu) = 0

= 1. .

{ (o) + Oppul) = 0, e u=Velo)F (3.88)

u est la vitesse des véhicules, I est un attribut des véhicules (ou des conducteurs) qui est

transporté avec le flux (DI = 0,1 + ud, I = 0). On va maintenant moyenniser en densité, sans

prendre en compte les variations microscopiques de vitesses. On pose donc p = p + p/, et on
définit la variance R = p/2.

L’attribut I est donc maintenant égal & u — Ve(p 4+ p). Vu la forme du systéme, on va utili-
ser la moyenne de Favre I plutét que la moyenne standard :

-
I==. 3.89
5 (3.89)
Par développement limité de la fonction V;, on trouve :
1 _ - V®R VIG
=G Vi ) = u=Vilp) — 228 L g o). (390

En multipliant par p, et en négligeant les termes d’ordres supérieurs, on trouve la relation :

_ . = R _
pu=Qe(p) + pI + FQ:(p)- (3.91)
On a donc deux équations d’évolutions des grandeurs moyennées :
(?tﬁ + Op (1’31{) =
0, (pI) + 0y (pul) = 0,

Pour fermer le systéme, il faut une équation sur la variance R. Pour cela on considére 1'équa-
tion de conservation de la masse, que I'on multiplie par p’ avant de prendre la moyenne :

avee  pu = Qu(p) + 7l + 2Q(D). (3.92)

T35+ ) + PO £ 7)) =0, (3.93)
soit
02 + O, — (¥ )07 =0, (3.94)
d’otu finalement
OR + 2RO,u +u0,R =0 (3.95)

On a donc un systeme fermé, de 3 équations hyperboliques. On peut I'écrire de fagon conser-
vative, avec les variables (5, pI, v R), ou encore (p, pI, R/p) par exemple. Pour I'étude des valeurs
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propres, on préférera les variables (p,u, R). Cherchons a présent I’équation en w. On développe
I’équation en pl :

pO I + 10:p + pud,I + 19, (pu) = 0. (3.96)

Mais on sait que 0yp + 0, (pu) = 0 donc on a :

PO I + pud,I = 0. (3.97)
On divise par 7 et on utilise la définition (3.91) : T = u — V,(p) — %}@ :
R (= R (=
o (u V() - %—p(p)) T ud, (u V() - %—p(p)) 0. (3.98)
On développe :
opu+ Adp + BOyR + udzu + uAdyp + uBOR = 0, (3.99)
avec :
o RQT(p) | RQL(p)
A = — ! _ e e 1
Ve(p) 55 TR (3.100)
Q¢ (p)
B = ——=. 101
o (3.101)

Mais 0yp + u0yp = —pOu et R + ud, R = —2R0,u donc (3.99) devient :

Ou+ (u— pA —2RB) 0,u =0,

soit finalement :

Ou + aldyu = 0, (3.102)
avec
a=ut o)+ 1 (401 Q1) (3,109
On a donc le systéme :
op + u0p+poyu = 0,
Ou + adyu = 0, (3.104)

R + 2RO u+ud,R = 0,

ou encore, sous forme de matrice :

p u 50 p
Ohlu]l+10 a 0)0:lu]=0 (3.105)
R 0 2R wu R

Etude des détentes

La matrice précédente posséde une valeur propre simple A\{ = « et une valeur propre double
Ao = u. Les vecteurs propres associés sont

r = (p,o —u,2R)7, (3.106)

pour Aq, et

ro1 = (1,0,007 et 1oy = (0,0,1)7, (3.107)
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pour Ag. Les deux champs associés a Ao sont linéairement dégénérés, donc la deuxiéme onde
est toujours une discontinuité de contact, de vitesse u. Pour le premier champ, on a :

VA = po,a+a—u+2ROpa

= (p+2) Q1) + B (1070) + 700 9)) (3.109

. L . , . 4
On sait que Q7 est négatif, on a donc une condition supplémentaire sur R, Q7 et Qg ) pour
avoir un champ vraiment non linéaire. Les invariants de Riemann associés & A1 sont :

In=% e Iy=T=u-V.(p)- %Q/e,(ﬁ)a (3.109)
et on a VIH.rl = V112.7“1 =0.

Etude des chocs

Pour I’étude des chocs, revenons aux variables conservatives (g, pI, R/p) :

?tﬁ + 6w(ﬁ1f) = 0,
R R _

On cherche un choc de vitesse o, et on pose u = v — o (v est la vitesse des particules dans le
référentiel du choc). Les relations de Rankine-Hugoniot donnent, pour la premiére équation :

olp|+pu) =0 <= [pw]=0. (3.111)
Pour la seconde :
o [ﬁf} + [ﬁui} =0 [ﬁvf] =0, (3.112)

mais [pv] = 0 donc on obtient immédiatement

[i] — 0. (3.113)
Enfin, la troisiéme relation de Rankine-Hugoniot nous donne :
R R, | _ B, =
o |2+ 2] =0 — [Z] =0 (3.114)
La premiére et la troisiéme relation de Rankine-Hugoniot nous donnent également :
R
[—2} =0. (3.115)
p

Remarquons que si l'on avait choisi (p, pI, v R) comme variables conservative, alors la troi-
siéme relation de Rankine-Hugoniot serait

[\/ﬁv} =0, (3.116)

qui, combinée avec la premiére relation, redonne ’équation (3.115)! Dans ce cas, ces deux
choix de variables conservatives donnent les mémes relations de choc. Il n’est donc pas nécessaire
de choisir entre les deux. D’autre part les relations de Rankine-Hugoniot donnent [I11] = [I12] =0
comme pour une 1-détente.

On revient a présent aux variables (p,u, R), que 1'on notera (p,u, R) pour plus de simplicité.
On cherche un choc entre un état gauche (pg,uq, Ry) et un état droit (pg4,uq, Rq). D’aprés la

définition de I, la relation {IN ] = 0 donne :
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2R 2R,
Ug = Ug — Ve(/)g) + Ve(pa) — _gVe/(Pg) +

—=V.(pa) — RgV(pg) + RaV.'(pa).  (3.117)
Pg Pd

Mais d’aprés (3.115), on a Ry = RgZ—i, d’ott :
g9

R
ug = ug — Ve(pg) + Ve(pa) + p—Qg (—204VZ (pg) + 204V (pa) — PV (pg) + P2V (pa)) s (3.118)
g

que l'on peut écrire

R
ua = g + Ve(pa) — Ve(pg) + p—§ (PaQc(pa) — pgQc(pg)) - (3.119)
g

On voit donc que la fonction pg — ug est décroissante si p — Ve(p) est décroissante (ce qui
est le cas en général) et que p — pQ”(p) l'est aussi (ce qui est le cas si Q7 est proche d'une
constante négative).

Cas parabolique
Dans le cas ou QY = c¢st < 0, on a la relation :

2R
ur = ug + (pg — p1) (1 ¥ —;) , (3.120)
g

vérifiée aussi bien pour un 1-choc (p1 > py et u1 < ugy), que pour une 1-détente (p1 < pg et
uy > ug). Comme d’autre part on a u; = ug, la solution du probléme de Riemann est :

Ug—Ug

p1 = pgt T12R,/p2

ur = Ug, (3.121)
2

R = Rg%'

C’est un choc suivi d’une discontinuité de contact si ug < ug, sinon c’est une détente suivi
d’une discontinuité de contact. Le schéma de Godunov peut se traiter par offre-demande exac-
tement comme pour le modéle ARZ standard.

Cas général

Le fait que les courbes de choc et de détentes soient confondues est vrai en général, car on
reconnait un systéme de Temple [51], en posant [ = R/p? : on a alors

Qtp'f'az(pui) = 0, o
O(pl) +0u(pul) = 0,  avec u="Ve(p)+I+1pQ¢(p). (3.122)
O (pl) + Oz(pul) = 0,

Ce modéle ARZ moyenné entre donc exactement dans le cadre des Generic Second Order
Models (GSOM, voir [8, 27, 29, 46]), avec un attribut (I, 1) de dimension 2. On peut alors définir
deux intervalles I; = [Izmm, fm(w] et I = [O,fmam] tels que les deux propriétés suivantes soient
vérifiées :

VI e I),VI € I, la fonction vitesse p — Vi(p) + 1+ 1pQ"(p) est inversible,  (3.123)
VI e I1,VI € I, lafonction flux p— Q.(p) + pI + Ip*°Q"(p) est unimodale.  (3.124)

De tels intervalles existent puisque ces propriétés sont vérifices pour I = I =0, et ne dé-
pendent que de la forme de la fonction V. (p). Comme tous les modéles GSOM vérifient le principe
du maximum, il suffira d’avoir Telhetlel partout a t = 0, et on pourra alors résoudre le
modéle par offre-demande.
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Etude du second attribut

Si on pose I = 0 dans le systéme précédent, on obtient encore un modéle GSOM :

Op + O0x(pu) = 0,
O(pI) + 0z (pul) = 0,

Sur la figure (3.9), on a tracé le débit pu = Q.(p)+p>Q” (p)I et la vitesse u = Vo(p)+pQ” (p)I
pour I € [0,0.4]. Le diagramme fondamental utilisé est :

avec

u=Ve(p) + 1pQ¢ (p)- (3.125)

Qelp) =c [9(0) +(9(1) — g(0)) L — g (p%)] ;

3.126
Pz ( )

2
avec g(y) = /1 + (nyb) , C= W(Y)ig,(o), et les paramétres p, =1, V, =1, b = 0.25 et

A =0.25.

On peut voir que pour ces valeurs de I 1a fonction vitesse u(p) est toujours inversible, par
contre le flux pu n’est plus unimodal lorsque I > 0.35. Pour des valeurs plus faibles de A, la
fonction @), se rapproche d’un diagramme triangulaire, et la dérivée seconde est trés faible sauf
au voisinage du point p = bp,, ot elle prend des valeurs trés négatives : par conséquent on perd
I’'unimodalité beaucoup plus vite.
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FIGURE 3.9 — Débit (a gauche) et vitesse (& droite) pour différentes valeurs de I dans le modéle
ARZ-R.

3.6.2 Modéle ARZ moyenné en vitesse (ARZ-K)

Partant toujours du modéle ARZ, on va maintenant supposer que les vitesses fluctuent, mais
négliger les fluctuations de densité. On pose donc u = @ + u'. I’équation de conservation de la
masse devient :

Oip + Oppu = 0. (3.127)
Appliquons l'opérateur moyenne a I’équation en pl :
0spI 4 Oppul = 0. (3.128)
On pose I =u—Vo(p) =T+, avec [ = u — V(p). Dot :
o(pI) + 0y (pul + pK) =0 avec K = u'2, (3.129)
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De fagon équivalente, en partant de I’équation d’évolution de u dans le modéle ARZ :
du+ (u+ pV.(p)) Opu =0, (3.130)
on peut obtenir I’équation d’évolution de u, simplement en prenant la moyenne :
1
du+ (w+pV.(p)) Opu+ 50K =0. (3.131)

On cherche a présent une équation sur K pour fermer le systéme. On part de (3.130) et on
prémultiplie par ' :

Wou+u)+u (a+u +pV.(p) Ou(u+u) =0. (3.132)
On applique ensuite 'opérateur moyenne, et on néglige le terme en u20,u’ :
WO + (a + pV, (p))uw Oy’ + u28,7 = 0. (3.133)
On obtient donc une équation sur K :

WK + (i + pV.(p)0: K +2K0,u =0 (3.134)
On obtient le modéle ARZ-K :

p u p 0 p
Ol u |+ 0 a+pVip) 1/2 | u | =0, (3.135)
K 0 2K u+ pV(p) K
ou encore, avec les variables (p, @, VK )
p u P 0 p
ol u |+ 0 a+pVip) VK o, a |=o. (3.136)

VK 0 VK a4+ pV.(p) VK
On peut remarquer que les deux derniéres équations s’écrivent également :
0@ — VE) + (a = VK +pV/(p)) 0.(a - VK) = 0,
(3.137)
0@+ VE) + (a+ VK +pV/(p)) d.(a+ VK) = 0,

alors que pour le modéle ARZ I'équation en u est :

o+ (u+ pV.(p))dyu = 0.

On retrouve un phénoméne bien connu de duplication des valeurs propres par rapport au
modéle non moyenné, da a l'effet de la variance K : ’équation en u du modéle ARZ est maintenant
vérifiée par u — VK et u+ vV K. Les valeurs propres sont maintenant :

Moo= a+pVip) - VE

Ny = a+pV(p) + VE, (3.138)
)‘3 = QTL,
et les vecteurs propres associés :
T
— P _
no= (mmw 1)
T
_ —pr (3.139)
N (pve%p)wf ! 1) ,
r3 = (1 0 0.
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Variables conservatives du modéle ARZ-K
L’équation d’évolution de la vitesse (3.131) peut s’écrire :
_ w? K , )
atu + 6z 7 + E + pVe (p)@mu = 0. (3140)
On cherche a éliminer le terme non conservatif pV.(p)d, . Soit f une fonction telle que :
Vi(p)

fip) =— )

(3.141)

Alors on a :

9 (f(p) = Ve(p)) + 0x(puf'(p)) = [f'(p)(Op+ Oupti) + puf”(p)0up + V. (p)(p0st + udzp)
= (puf"(p) +aVi(p))0up + pV,(p)Ortu

= pVi(p)Osu.
(3.142)
En sommant (3.140) et (3.142), on obtient donc une équation conservative :
_ @ Ko,
O(u—Velp) + f(p)) + 0z | o + 5 +puf'(p) | = 0. (3.143)

Par conséquent, u — V.(p) + f(p) est une entropie, i.e. une variable conservative du modéle
moyenné ARZ-K. On peut remarquer que la variable u — V.(p) + f(p) était déja une variable
conservative du modele ARZ standard (non moyenné) : en remplagant la vitesse moyenne @ par
la vitesse instantanée u dans le calcul précédent, et en partant de :

owu+ (u+ pV.(p))dyu = 0, (3.144)
on trouve directement
u?
o= Vilo) + 10) + s (5 + pur () =0, (3.145)

Cependant, on préfére en général la variable pI = pu — Q.(p), dont le sens physique est plus
explicite. On cherche a présent une troisiéme équation conservative. Partant de (3.134) on peut
trouver I’équation d’évolution de K/p :

K ulK
B + Oy + V! ()0, K = 0. (3.146)
p p
Pour éliminer le terme en V/(p)9, K, on multiplie (3.131) par —2V/(p) :

—2V{(p)0et — 2V/(p) (@ + pV(p)) Ot — V(p)0: K = O, (3.147)

puis on ajoute les deux équations précédentes :

o0 (5 2avl(p)) 4 20V (00 + 0. - W p)a V0T =0, (1)

On remplace 0;p par —0,pu et on peut remarquer que :

— 20V (p) (@dup + p0,) — 2V, (), = — 0,52V (p) — V' (0)Depi®. (3.149)

En particulier, cette expression sera conservative si V./(p) est une constante, i.e. V, est au
plus un polynoéme de degré 2. Pour éliminer le dernier terme non conservatif —2pV/(p)?0,4 on
choisit une fonction g telle que :
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g"(p) =2 + 4V (p)V (p), (3.150)

he

et telle que g(0) = 0. On a alors la relation :

9(p) — pg'(p) = =2pV/(p)*, (3.151)

car ces deux fonctions ont la méme dérivée et la méme valeur en p = 0. Par conséquent :

dhg+0ug = —g'(p)(pOxt+ u0sp) + gOxu + ug'(p)Oup

= (9(p) — pg'(p)) 0z (3.152)
= _QPVch(p)Qazﬂ-

Finalement, si V'(p) est une constante, alors on obtient une troisiéme équation conservative :

o, <% —2aV,(p) + 9(P)> +0, <% —a*(V{(p) = pV!') + ﬁg(p)) = 0. (3.153)

Conclusion

Contrairement au modéle ARZ-R, le modéle ARZ-K n’est pas un systéme de Temple, donc ses
courbes de choc et de raréfaction ne coincident pas. Si V. est un polynéme de degré 2, alors on
peut calculer numériquement les courbes de choc et de détente, et utiliser le shéma de Godunov.

3.6.3 Structure d’onde des modéles ARZ moyennés

Les modéles moyennés en densité (ARZ-R) et en vitesse (ARZ-K) ont une structure d’onde re-
lativement proche de celle du modéle ARZ. La plus grande valeur propre est toujours la vitesse
u, et correspond toujours a un contact. Les deux autres correspondent a des chocs ou des détentes.

Cette structure est intéressante pour un modéle de traffic, en particulier parce qu’aucune in-
formation ne se déplace plus vite que les véhicules, ce qui était I'un des défauts du modéle de
Payne-Witham [40], directement inspiré¢ de la mécanique des fluides.

Rappel : structure d’onde du modéle ARZ

Le modéle ARZ, en variables conservatives (p, pI), s’écrit :

Op + Ox(pu) = 0
O(pl) + 0Ox(pul) = 0,

Ses valeurs propres sont :

avec  u=Ve(p) + 1.

A1 = u—Ve(p), (3.154)

A2 = . (3.155)

Le deuxiéme champ est linéairement dégénéré (LD), et toujours associé a un contact [u] = 0.

Le premier est vraiment non linéaire (VNL), et correspond & un choc ou & une détente, 'attribut

I étant conservé. La figure 3.10 résume cette structure.
A travers la deuxiéme onde on a [u] = 0, donc on trouve immédiatement :

Uy = ug. (3.156)

La relation [I] = 0 au passage de la premiére onde donne :
ug — Ve(pg) = w1 — Ve(pr), (3.157)
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[ I ] =0 A
) U N
choc (o) [u] =0
u _ - -
dét te P
cpnt’act
(g, ug) //// (pa,ua)

espace

FIGURE 3.10 — Structure d’onde du modéle ARZ

et de ces deux équations on déduit la densité de I'état intermédiaire :
p1= Ve_l(ud —1y).

Modéle ARZ-R

Le modéle ARZ-R, en variables conservatives, s’écrit :

Op 4+ Ou(pu) = 0
O(pl) + Ox(pul) = 0 avec
O(pl) + 0Ox(pul) = 0,

Ses valeurs propres sont :

w="Velp) + 1+ 1pQ/(p).

Moo= utpVp) +1(pQLp) + p*QV(p)),
)\2 = U.

(3.158)

(3.159)
(3.160)

Le premier champ est VNL, et correspond & un choc ou une détente, avec deux invariants de
Riemann, I et I, qui sont conservés. Le second champ est LD et correspond toujours au contact

[u] = 0. La figure 3.11 résume cette structure.

temps
[~] =0, A
I1=0
[ ] (plaulaRl) [u]_o
hoc P
u ///
dét te -7
cpntfact
(g, ug, Ry) //// (Pa,ua, Ra)
espace

FIGURE 3.11 — Structure d’onde du modéle ARZ-R
La deuxiéme onde donne encore [u] =0 i.e. :
Uy = Uqg-.
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A travers la premiére onde, on a [I] = 0, soit, avec I = £ :

P
Ro—p Pt
1= Ry~ (3.162)
Py
et [I] = 0, d’ott Pon tire :
ug — Ve(pg) = IgpgQ(pg) = ua — Vel(pr) — Igpr QY (p1), (3.163)
soit finalement :
Ve(pr) + ngIQle/(Pl) = ug — I (3.164)

On peut déduire p; de cette équation si p — V(p) + IpQ” (p) est inversible V1.

Modéle ARZ-K
Le modéle ARZ-K s’écrit :

atp + az(p ) = 0
ou + (u+pVi(p)du+i0, K = 0
0K + (u+pV.(p)0:K+2K0u = 0

Ses valeurs propres sont :

M o= a+pVi(p) - VK (3.165)
Ao = a+pVl(p)+ VK (3.166)
A3 = @ (3.167)

Les deux premiers champs sont VNL et associés & des chocs ou des détentes, le troisiéme est
LD et correspond encore au contact [u] = 0. La figure 3.12 résume cette structure.

temps
A
(p2,u2, K») [u] =0,
pl,ul,Kl) /[K]:O
cpntfa?:t
(pg,ug,Kg) //// (pd,Ud,Kd)
espace

FIGURE 3.12 — Structure d’onde du modele ARZ-K
La troisiéme onde, linéairement dégénérée, donne directement [u] =0 et [K] =0, i.e. :

U2 = Uqg et KQ = Kd. (3.168)

Pour les deux premiéres ondes, les courbes de choc et de raréfaction ne coincident pas. Les
courbes de raréfaction sont obtenues en cherchant les invariants de Riemann associés aux valeurs
propres A1 et Ag. Les courbes de chocs sont déduites de 1’écriture conservative du systéme :
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Orp + 0. (pt) =
_ a2 _
ol —Vlp)+ [(p))  + 0. (% + 5+ puf(p)) =0 (3169)
o (5 = 2aV{(p) + 9(p)) + 00 (U —@B(V/(p) ~ pVI) +uglp)) = O,
ou f et g sont des fonctions qui vérifient (3.141) et (3.150), respectivement. On obtient ainsi

deux équations supplémentaires liant I’état gauche et I'état 1, et deux équations liant 1’état 1 et
I’état 2, ce qui permet de résoudre le probléme de Riemann.

3.6.4 Simulation d’une chute de capacité avec le modéle ARZ-R

flow speed

space space

density driver attribute

0.03

0.02

|

FIGURE 3.13 — De haut en bas et de gauche a droite : débit, vitesse, densité moyenne (p) et
attribut (I) d’une simulation de chute de capacité avec le modéle ARZ-R.

0
0.5

space space

Le modeéle ARZ-R, qui entre dans la catégorie des modéeles GSOM, a de bonnes propriétés
numériques : il vérifie automatique le principe du maximum pour ses deux attributs, et on peut
le résoudre par offre-demande pour n’importe quel diagramme fondamental concave, si les pro-
priétés (3.123) et (3.124) sont vérifiées.

En particulier, on peut simuler une chute de capacité exactement comme pour le modéle ARZ.
Considérons le systéme 3.125 avec uniquement le second attribut :

O (

Le débit vaut :
Qp, 1) = Qe(p) + 1p°QY (p). (3.170)
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Pour simuler une chute de capacité de 10%, on calcule la valeur de I telle que le débit maximal
soit réduit de 10%. Par exemple, avec Q.(p) = p(1 — p), le débit vaut :

Qp, 1) =p (1 1+ 2f)p) . (3.171)
,1.s . . . 1 .
Le débit maximal est donc atteint en p = 22D et vaut :
- 1
max I - x_- 3172
Qrmaa (1) 4(1 4 21) ( )
On cherche I tel que Qmax(f) = 0.9 Qaz(0) avec Qg (0) = 1/4. On a donc :
-1 1
I=—-(——1) ~0.055. 3.173
2 (0.9 ) (8.173)

La figure 3.13 montre une simulation de chute de capacité au niveau d’un goulot d’étrangle-
ment, similaire a celles de la section 3.5 (passage de 3 a 2 voies). On voit qu'un embouteillage
se crée en amont de l'interface x = 0, et qu’a la fin de la simulation le débit & l'interface vaut
Q = 0.45, soit 90% de la capacité du trongon aval.

0.5

T
ARZ model
averaged LWR mode
048l averaged ARZ model |
0.46 - 4
0.44 - 1
2
o
0.42 B
0.4r 1
0.38 1
036 L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3

time

FIGURE 3.14 — Débit a l'interface (z = 0) en fonction du temps, pour le modéle ARZ (en bleu),
pour le modéle LWR moyenné (en vert) et pour le modéle ARZ moyenné (en rouge).

La figure 3.14 montre la variation temporelle du débit a I'interface pour les trois modeéles étu-
diés : LWR moyenné, ARZ, et ARZ-R. Seul le modéle LWR moyenné présente un flux monotone.
En revanche, le modéle ARZ-R semble beaucoup moins irréaliste que le modéle ARZ, puisque le
débit ne descent qu’a environ 89% de la capacité (au lieu de 74% pour ARZ), avant de remonter
a 90%. Cette non-monotonie semble liée & la structure des modéles GSOM, mais le choix d’un
bon attribut comme I permet de limiter cet effet indésirable.

Le modéle ARZ-R permet donc de simuler une chute de capacité de facon réaliste ; par ailleurs,
il est beaucoup plus souple que le modéle LWR moyenné. En effet, ce dernier ne peut étre résolu
de fagon simple qu’avec un diagramme fondamental parabolique, tandis que le modéle ARZ-R
peut étre utilisé avec n’importe quel diagramme tant que les propriétés (3.123) et (3.124) sont
vérifiées.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a cherché a représenter au niveau macroscopique les phénoménes d’instabi-
lité et de composition du trafic. On a vu que certains modéles macroscopiques & deux variables
peuvent reproduire ces phénoménes d’une fagcon cohérente avec les observations empiriques et
les simulations microscopiques. En revanche, il parait difficile d’utiliser ces modéles pour prédire
I’évolution du trafic, & moins d’avoir des données extrémement précises.

Les modéles moyennés, qui sont utilisés en mécanique des fluides depuis plusieurs décennies,
permettent de rendre compte, au niveau macroscopique, de l'effet d’'une composition d’états mi-
croscopiques, et de ne s’intéresser qu’a I’évolution de grandeurs moyennes. En particulier, ils
permettent de définir un état macroscopique stationnaire qui correspond a une composition de
plusieurs états microscopiques.

Le tableau 3.1 résume les propriétés des différents modéles étudiés en terme de stabilité des
états stationnaires et de leur aptitude a simuler une chute de capacité.

modéles LWR LWR moyenné ARZ ARZ-R | ARZ-K
nombre de variables 1 2 2 3 3
posséde des états o non oui avec des o o
stationnaires instables termes de relaxation
peut simuler une . . o
. non oui non oui /
chute de capacité
probléme de Riemann . | seulement pour un . .
. y oui . oui oui non
simple & résoudre DF parabolique

TABLE 3.1 — Propriétés des modéles macroscopiques.

On a vu aux sections 3.1.2 et 3.1.3 que les modéles PW et ARZ, avec des termes de relaxation
appropriés, possédent des états stationnaires instables, et permettent donc de simuler directe-
ment des stop-and-go. Les modéles moyennés ne le permettent pas, puisqu’ils supposent que ces
perturbations ont lieu a une échelle de sous-maille.

En revanche, pour simuler une chute de capacité, les modéles moyennés sont meilleurs que le
modéle ARZ. Le modéle moyenné en vitesse (ARZ-K) n’a pas été testé. L’avantage mageur du
modéle ARZ-R par rapport au modéle LWR moyenné est que le probléme de Riemann est tou-
jours simple & résoudre, au sens ou les courbes de détente et de choc sont confondues (c’est un
systéme de Temple), tandis que cette propriété devient fausse avec le modéle LWR moyenné dés
que le diagramme fondamental n’est pas parabolique.

En revanche, l'estimation d’état (pour définir une condition initiale par exemple) est plus déli-
cate avec le modéle ARZ-R, puisqu’il a 3 variables indépendantes. On peut imaginer utiliser les 3
données d’'une boucle magnétique (@, V, 7), en estimant la longueur moyenne des véhicules pour
définir le premier attribut Tlié ala présence de poids lourds.
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Chapitre 4

Etude des termes de diffusion

4.1 Pourquoi étudier des modéles diffusifs ?

Certains auteurs, comme Nelson [35] ou De Vuyst 53], ont proposé d’ajouter un terme de diffusion
au modéle LWR, qui reflete 'anticipation des conducteurs. En effet, au niveau microscopique,
on peut supposer que la vitesse moyenne s’ajuste a la densité par la relation

v(z,t) = Ve(p(z + Az, t)), (4.1)

avec Ax = 075 (voir [40] ou [39]), a la place de I’équation habituelle v(z,t) = V.(p(x,t)). Cela

signifie que les conducteurs ajustent leur vitesse a la densité du trafic directement en aval. Si Az
est petit, on peut alors faire une approximation au premier ordre :

v(z,t) ~ Ve(p(z,t)) + Ax [%&Ep] . (4.2)
Ol
On pose maintenant u(p) = —O.Saalpe > 0 (puisque V. est décroissante). On a donc :
pp(z,1))
v(x,t) = Ve(p(x,t) — ————0,p(x,t). 4.3
(5.0) = Vilplart) ~ 0D, i, (4.3

Le débit s’écrit toujours Q(z,t) = p(x,t)v(z,t), par conséquent le modele LWR devient :

6tp + 6xQe(p) =0y (M(p)am ) : (4'4)

L’avantage d’étudier de genre de modéle est que les chocs sont lissés, ce qui signifie que I'ac-
célération des véhicules est bornée, contrairement au cas d’un systéme purement hyperbolique.
Pour le modéle LWR, la théorie standard nous dit que les solutions entropiques sont les limites
des solutions du modéle diffusif, lorsque le coefficient de diffusion p tend vers 0. C’est la raison
pour laquelle il est raisonnable de négliger en pratique ces termes de diffusion : ils changent le
profil des chocs, mais pas la structure d’onde.

En revanche, rien ne dit que cette limite soit toujours valable pour le modéle moyenné. En

appliquant la technique de moyennisation au modéle LWR diffusif (voir annexe B pour le détail
des calculs), on peut obtenir explicitement les termes de diffusion du modéle moyenné :

o + 0.(Qup)+5QUD) = (Do) + 0, (W ()% )

/(= 2 = — (8zn)? (45)
on + 9:(nQe(p)) = O (u(P)n) + n(p)~=5,
ou avec une diffusion p constante (et en écrivant p pour la densité moyenne p) :
2
o + 0. (Qulp) + 5QLUP) = ndup ”

2
o + 9. (QL(p)) = 2+ plln,
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On peut remarquer que la seconde équation est redevenue non-conservative, avec un terme

2
de production d’entropie u%, strictement positif. Par conséquent, et contrairement au cas du

modéle standard, les relations de Rankine-Hugoniot sont modifiées par les termes de diffusion.
Par conséquent, la limite lorsque g — 0 du modéle moyenné diffusif ne redonne a priori pas les
solutions entropiques du modéle purement hyperbolique.

4.2 Recherche d’ondes stationnaires par la méthode de Kudrya-
shov

La méthode de Kudryashov [1] permet de trouver des solutions particuliéres a des équations

ou des systémes d’équations aux dérivées partielles. On peut donc s’en servir pour trouver les

relations de chocs de modéles diffusifs. On s’intéressera d’abord au cas simple du modéle LWR
avec diffusion, puis au modéle moyenné.

4.2.1 Modele LWR

On cherche une solution exacte de type "onde stationnaire" & I’équation LWR avec un terme de
diffusion :

Op + aa:Qe(p) = 6x(ﬂ(p)amp) (4'7)
On pose
p(.%',t) = Y(Z),

avec z = k(x — vt). On obtient :
—kvY' + QLY)KY' =k (u(Y)Y" + 1/ (Y)Y"?). (4.8)

On suppose que la diffusion p et le diagramme fondamental @), sont des polynoémes en p :
N
Qelp) = Z anp"
n=0

M
M(p) = Zﬂmpmv
m=0

et on cherche les solutions sous forme d’une série

; 1
— . 1 N —
Y(z) = ZazQ(Z) o Q) =1
(2
qui vérifie 'équation différentielle Q'(2) = Q?(z) — Q(z). Ainsi, les dérivées successives de Y que
'on trouve dans I’équation (4.8) s’écrivent toutes comme une série en (z). On peut donc écrire
(4.8) comme une série en Q(z) et chercher a annuler tous les coefficients.

De fagon générale, la dérivée niéme de @) est un polynoéme de degré n+ 1 en Q :

n+1 i
Q™ =% (Z(_l)n+k—1c,§11k”> Q2)".

i=1 \k=1

On cherche a tronquer la série Y (z). On s’intéresse donc uniquement aux termes de plus haut
degré en Q(z). On a :
Y(2) = apQ(2)P+ ..
P, Q)+ ..
Y'(z) = p(p+1)ayQ(2)P*? + ...

<
—~
N

|
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en oubliant les termes de degré inférieur. On regarde maintenant ce que deviennent les différents
termes de 1’équation (4.8), en ne gardant que les termes de plus haut degré en . On a d’une
part :
QLY)KY' = nay, (a,pr)”_1 kpa,QPt + ..
= Clan+1(Z) + ...
avec C1 # 0 si o, # 0 et a, # 0; et d’autre part

_ 2
B2 ()Y (V)Y2) = k2 (B (a,Q)" (o + 1)ay QP2 + B (a, @)™ (pap@1)*) + ..
= C2Qmp+p+2(z) + ...
avec Cy # 0 si ay, # 0, ap # 0, p et m positifs. Si les plus grandes puissances de @ de ces deux
termes ne sont pas égales alors on a forcément o, = 0, 3, = 0 ou a, = 0. C’est impossible; on
a donc égalité des puissances : np+1=mp+p+ 2 ie. :

(n—m-1)p=1. (4.9)

Avec (p,n,m) entiers positifs a priori, la relation (4.9) impose p = 1 et n = m + 2. En
particulier p = 1 nous améne a chercher des solutions de la forme

Y(Z) =ao+ a’lQ(z)a
que l'on peut également écrire

Y(2) = pa+ (pg — pa)Q(2), (4.10)

T—r—00 T—r+00

puisque si k > 0 on a Q(k(z —vt)) "— 1et Q(k(x —vt)) " — 0.

Cas d’un diagramme fondamental parabolique

La plus petite solution de (4.9) et n = 2,m = 0. On considére donc un diagramme fondamental
parabolique et ue diffusion constante :

Qelp) = VMp(l—piM) (@11)

ulp) = po-
L’équation (4.8) devient un polynéme en Q(z), ici de degré 3. Pour la résoudre il suffit d’an-
nuler tous ses coefficients.
Le calcul a été fait avec le logiciel Maple et est détaillé dans I’annexe D.1.

Outre les solutions constantes (k = 0), on trouve que la fonction

_ Pg — Pd
p((L‘,t) =P+ 1+ ek(z—vt)
est solution de (4.7), (4.11) si
Eo— V_Mpd — Pg
me PM (4.12)
v = Var (1 _ M) |
PM

Notons que k est inversement proportionnel a la diffusion p : lorsque p diminue, £ augmente
et le profil est plus raide.

On peut vérifier que la fonction trouvée est bien solution du probléme de départ, et que la
relation de Rankine-Hugoniot est bien vérifiée :

v(pa — pg) = Qe(pa) — Qe(py)-

On a donc trouvé explicitement le profil du choc dans ce cas-la. L’état de sortie est évidem-
ment le méme que dans le cas purement hyperbolique.
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Diagramme de degré 3

On sait que les degrés (p,n,m) respectifs des polynomes Y (z), Qe(p) et p(p) doivent vérifier
(4.9),i.e. p=1et n =m+ 2. On s’intéresse maintenant au cas n = 3, m = 1, ce qui correspond
a un diagramme fondamental de degré 3 et a une diffusion affine par rapport a la densité.

On souhaite toujours avoir Q.(0) = Q.(par) = 0 (le débit est nul lorsqu’il n’y a pas de vé-
hicules ou lorsque la route est totalement saturée). On choisit d’imposer également Q. (pas) = 0.
On a donc : )
p
Qo) = v (1--L)
PM

p(p) = po+p1—-
PM

A nouveau, on injecte la forme de la solution recherchée dans I’équation pour obtenir un
polynoéme en Q)(z), dont on essaie d’annuler tous les coefficients.

(4.13)

On résout le systéme avec (puo, f11,v) comme variables et (pg, pg) comme parameétres. Le calcul
Maple est donné en annexe D.2. On trouve

o Varlois + 0+ 9 + papy = 203pa = 2paipy)

5 , (4.14)
Py
qui est bien la vitesse donnée par la relation de Rankine-Hugoniot, et
p M
w(p) = po + p1— = ——(pa — pg)(2pm — pa — pg — p)- (4.15)
pM pyk

On veut évidemment que le coefficient de diffusion p soit positif. On suppose toujours pg > pgy
c’est un choc). La contrainte p > 0 pour p € |pg, implique alors :
© P < Pg) Py

Pg < pd < pM — p—zg- (4.16)

Encore une fois, on a trouvé le profil analytique du choc, mais avec une premiére limitation
sur ’ensemble des chocs que I'on peut résoudre. En outre, la diffusion dépend explicitement des
valeurs (pg, pa), ce qui n’est pas satisfaisant.

Diagramme de degré 4

On essaie a présent n =4, m = 2

3
_ _r
Qe(p) - VMP (1 pM) ) , (417)

p p
pwlp) = pot+pm—+p2 | —
PM PM

Encore une fois, on considére pg et p, comme des parameétres, et on cherche a calculer la
"bonne" diffusion. On verra ensuite comment on peut interpréter ces résultats. Les calculs sont
détaillés en annexe D.3. On trouve :

Qe(pa) — Qe (pg)

v Pd — Pg i
(Pk)o = Var(pa — pg) ((”d;”g)Q 1 3(2ar=pa=p) ) (4.18)
(Park)ur = —Va(pa — pg)(3pm — pa — pg)
(pvk)pz = Var(pa — pg)-

La contrainte p(p) > 0 limite encore I’ensemble des couples (py, pq) acceptables. En supposant
toujours pg > pg, on voit que £(0) = py > 0.
Par contre, pu(par) > 0 implique

Py & [pa+ pg — \/PaPg » Pd+ Py + /PaPg) -
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Mais pq > pg implique |/papg > pg donc pg + pg — /papg < pa < pm; et donc la condition
précédente est finalement équivalente a

PM = pd+ pg + \/PdPg- (4.19)

On peut vérifier de plus que dans ce cas u(p) est monotone sur [0, pps]. Cette condition est donc
nécessaire et suffisante pour avoir p(p) > 0 pour tout p € [0, pas].

Remarques

Dans les deux cas, on trouve naturellement une diffusion décroissante en fonction de la densité.
Si I'on interpréte la diffusion comme le fait que les utilisateurs cherchent & se placer grosso modo
entre le véhicule de devant et celui de derriére pour fluidifier le trafic, alors le fait qu’elle décroisse
avec la densité empéche les voitures de reculer lorsque le trafic est trés dense.

Cependant, les contraintes (4.16) et (4.19) limitent U'intérét de la méthode. En effet, les ap-
plications et les phénomeénes les plus intéressants concernent justement les chocs a haute densité,
lorsque pq et pgy s’approchent de la densité maximale. Cette méthode ne permet pas de trouver
les profils de ce genre de chocs.

4.2.2 Modéle moyenné

On s’intéresse maintenant au systéme LWR moyenné avec diffusion (4.5). Pour éviter d’avoir une
fraction dans les termes de diffusion, on considére les variables (p, R) (ott R = n? est la variance
de densité), au lieu de (p,n). Le systéme s’écrit alors :

85 + o (Qe(ﬁ) +%> = 0, (1(p)0up) + 02, (R”T(p)> (4.20)

R + 2RI.(QL(p) + QL(P)0R = p(p)di, R+ 20, (Ry(p)dzp) .

On cherche des solutions par la méthode de Kudryashov. On considére p et R de la forme

pl,t) = Y(z)
R(xz,t) = H(z),

avec z = k(x — vt) (ondes stationnaires). Par ailleurs, on cherche les fonctions Y et H sous
forme de séries en Q(z) = H% :
Y(2) = ap+a1Q(2)+ ... +apQ(2)"
H(z) = by+0Q(z)+ ...+ bp,Q(2)P2.

On suppose que Q.(p) et p(p) sont des polynémes en p respectivement de degré n et m, et
on regarde dans I’équation les termes de plus haut degré en (), en se souvenant que la dérivée
par rapport & z du monéme @Q(z)P est un polynome en @ de degré p + 1.

Pour I'équation sur la densité, les termes de plus haut degré sont de degré np; + 1 et (n —
2)p1 + p2 + 1 pour le membre de gauche, (m + 1)p; + 2 et (m — 1)p1 + p2 + 2 pour la diffusion.
Pour ’équation sur la variance, on a des termes de degré po+(n—1)p; +1 a gauche et mp; +pa+2
pour la diffusion.

L’équation sur la variance nous donne (n —m — 1)p; = 1, comme dans le modéle non moyenné.

Ceci entraine en particulier p; = 1, donc la fonction densité sera cherchée de la forme p(x,t) =

pd + pl";e’;d avec toujours z = k(x — vt). D’autre part on a nécessairement n = m + 2.
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L’équation sur la densité n’'impose pas la valeur de py (sauf dans le cas p = cst), cependant
le choix ps = 2 est assez naturel et permet d’avoir un plus grand nombre de termes de méme
degré. On cherchera donc la variance R sous la forme

b1 b2

R(IE,t):H(Z):bO+ 1+ e? + (1+ez)2'

Débit parabolique

On commence avec m =0 et n =2, i.e. :

Qulp) = vMp( —piM)
nlp) = po-

Le détail des calculs est donné en annexe D.4. On trouve comme solutions les constantes, les
solutions du modéle non moyenné, et une solution nouvelle :

o — _patpg—pr)Vi
PM
o~ AValpa—py)
3 popy
b~ (Pdi—pg)
0 2,
b~ _(pa—pg)
L =
6
by = —bi.

On retrouve la vitesse correspondant a la relation de Rankine-Hugoniot, ainsi que le méme
vecteur d’onde k que dans le modéle non moyenné, multiplié par 4/3.
Par contre, on voit que R(0), qui vaut by + b1/2 + by/4 (puisque Q(0) = 1/2), est strictement
négatif, ce qui n’est pas physique puisque c’est une variance.

Limites de la méthode

Plusieurs tentatives ont été faites pour trouver des solutions physiques par cette méthode, sans
résultats : la variance R(x,t) devient toujours négative & un moment. On voit donc que la mé-
thode de Kudryashov n’est pas adaptée pour résoudre ces problémes : la forme fonctionnelle
utilisée, particulierement adaptée aux systémes de type Korteweg-de Vries par exemple [1], ne
fonctionne pas ici.

On va donc chercher d’autres outils pour étudier le modéle diffusif, afin de déterminer 1'effet
du terme de production sur les relations de chocs.

4.3 Analyse des systémes diffusifs

On considére le systéme diffusif (4.6) avec un coefficient de diffusion constant :

op + O (Qe(p)Jr%QZ(p)) = pd2,p,
om + 0:(nQ.L(p)) = pd2n+p

On sait que les termes de diffusion pd?,p et pd?,n vont simplement lisser les chocs, sans
(92m)*

changer leur amplitude ; en revanche, la présence d’'un terme non conservatif p == change la

relation de Rankine-Hugoniot, et donc les chocs. On cherche a savoir si on peut raisonnablement
négliger ce terme (sila limite g — 0 est proche du modéle purement hyperbolique), ou s’il change
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fondamentalement les propriétés du modéle.

Dans cette partie on supposera toujours que le diagramme fondamental est parabolique :

Qe(p) = Vmp <1 - L) :

PM

4.3.1 Recherche de solutions stationnaires
Pour étudier les chocs du systéme diffusif (4.6), on cherche des solutions de type ondes station-
naires, c’est-a-dire telles que :

W(z,t) = W(y =x — ot)

avec W = (p,n) . Le systéme s’écrit donc :

—op + (Qe(p)Jr@Qé’(p)), = pp, (4.21)
(") '

/\2
—on + (nQe(p)) = "+ p

La premiére équation peut étre intégrée une fois, ce qui nous donne une expression de p’ en
fonction de p et 7 :

p= —% ((p = po(0))* +7n* —a), (4.22)
0= 2 ) =Bt (17 a= (- i)+ o

Par conséquent, dans le plan (p,n) on sait que p’ s’annule sur un demi-cercle de centre (pg,0)
et de rayon /a; et qu’il est positif a l'intérieur et négatif a l'extérieur (puisque a > 0).

AN

b\
A
o

|
|
|
|
|
|
|
|
|
p
T 1 T T IOO (O_) T T

FIGURE 4.1 — Signe de p’ dans le plan (p, 7).

De plus, dans le cas d’'un 1-choc, 'inégalité de Lax nous donne

o <Ailpg:ng) = 19 < po(o) — pg-

Par conséquent, I’état gauche Wy = (pg,ng)T se trouve nécessairement sur le huitiéme de
cercle en gras représenté sur la figure 4.2 :

Avec les mémes notations, ’équation sur I'écart-type s’écrit :

2
[(p— po)n) = —é (77" + %) : (4.23)
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FIGURE 4.2 — Positions possibles de ’état gauche Wy.

4.3.2 Solution exacte dans le cas conservatif

Le systéme devient conservatif si 'on enléve le terme en (9,1)2, c’est-a-dire si 'on considére le
systéme :

2
{ op + 0 (Qulp) +BQUP)) = ndZup (424
o + 0:(nQc(p)) = poi,n.
L’équation (4.22) est inchangée, tandis que 1'équation (4.23) perd le terme en (n')? :
1
[(p = po)n)’ = =—n". (4.25)

On connait alors I’état de sortie. En intégrant cette équation sur R, et en utilisant 'indice
"1" pour I’état intermédiaire, on obtient :

(p1 = po)m = (pg — po)ng- (4.26)

cst

L’état intermédiaire est donc l'intersection entre le demi-cercle et une hyperbole n = e

représentée sur la figure 4.3 :

AN ;'. :
Wi |

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

i 1 i i '
PO(U)

FIGURE 4.3 — Position de I'é¢tat intermédiaire Wy pour un état gauche Wy et une vitesse o
donnés, dans le cas conservatif.

On connait donc I'état intermédiaire (également donné par les relations de Rankine-Hugoniot
(3.43)), mais on peut également connaitre toute la trajectoire. En effet, I’équation sur I’écart-type
devient, une fois intégrée :

n' = —a((p—po)n—(pg — po)ny) - (4.27)

En combinant (4.22) et (4.27), on remarque qu’en posant
u=p—potn v=p-—po—1,

64



on obtient deux équations indépendantes :

vo= =5 (v —ud)
2 g
R ) .
On connait les limites en oo :
u(—o00) =uy  u(4+00) = —uy
v(—00) = vy v(+00) = vy.

On peut donc conclure que v(y) = vy Vy € R, et la trajectoire dans le plan (p,n) est le
segment qui joint 1'état gauche Wy et I'état intermédiaire Wy. La résolution de (4.28) avec les
conditions initiales donne finalement :

_ Pg—pot1yg .

PW) = Ty TP (4.29)
_ Pg— pPot1yg .

W) = =iy TP P (4.30)

Si 'on enléve les deux termes de droite de l’équation (4.23) (on ne garde que la partie
hyperbolique), alors en intégrant on obtient :

(pg - PO)ng
p(y) —po’

avec y = x — ot, donc la trajectoire est une hyperbole entre Wg et W7.

n(y) =

Profils de chocs exacts das le cas conservatif.

On a donc montré que pour le systéme

{ op + O (Qe(p) + Q! (p)) = n0ip, (4.31)
o+ %) = 0. |
les 1-chocs suivent une hyperbole (en bleu sur la figure 4.4), tandis que pour le systéme
{ dp + O (Qe(p) + Q! (p)) = 10zp, (4.32)
om + 92 (nQe(p)) = p0z.m,

ce sont des segments qui vérifient p(y) — n(y) = cst (en rouge que la figure 4.4). L’état
intermédiaire W1 est évidemment le méme puisque ces deux systémes sont conservatifs et ont
les mémes relations de Rankine-Hugoniot.

AN , :

|
|
|
|
|
|
|
|
|
. [
T - T T T | T T p
PO(U)

FIGURE 4.4 — Profils de chocs pour le systéme (4.31) en bleu et le systéme (4.32) en rouge. L’état
intermédiaire W1 est le méme.
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4.3.3 Retour au cas non-conservatif

Etude d’un systéme non-conservatif plus simple.

2
On cherche toujours a évaluer leffet du terme non-conservatif de production d’entropie MM

sur les relations de choc, afin de voir si on peut le négliger. Cependant, I’étude analytique de
I'équation (4.23), issue du systéme complet (4.6), est assez complexe. On va donc oublier le terme
en dérivée seconde de 7, et étudier le systéme

op + Oy (QJPH@QZ(M) = ud2.p,

; (4.33)
om + 0z(nQe(p)) = pll

En comparant les profils et les états de sortie de ce systéme avec ceux du systéme (4.31), on
aura une idée de l'effet du terme de production d’entropie. Par ailleurs, I'effet du terme en n”,
que l'on néglige & présent, est bien visible sur la figure 4.4.

L’équation (4.23) devient alors :

1 (')
/
_ I 4.34
o= pojnl" = =2 == (4.34)
que I'on peut écrire comme un polynéme en 7’ :
/2 , a’ 2 2 2
0"+ anlp = po)n' = —0* ((p = po)* + " = a) = 0. (4.35)
Le discriminant de ce polynoéme est
A = o’n? [3(p — po)? + 21 — 2a] . (4.36)

Le cas 7 = 0 est exactement le modéle LWR standard. Sinon, le discriminant s’annule sur
une demi-ellipse, comme le montre la figure 4.5.

AN :

Vat+ A >0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
]
|

|

poy—\/2a/3 ‘ Po

FIGURE 4.5 — Signe du discriminant de ’équation (4.35) dans le plan (p, 7).

On cherche donc des solutions qui se trouvent entre le demi-cercle et la demi-ellipse, & gauche
(& cause des inégalités de Lax). Les deux solutions de (4.35) sont :

1= % (om(po —p)E \/Z) : (4.37)

Voyons ce qui se passe lorsque y — +00 :

(p—po)?+n*=a = VA = anlp—po
= an(po—p) sip<po.
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Seule la solution en —v/A s’annule sur 1’état gauche, c’est donc la bonne solution, en tout
cas au voisinage de +00. On va pourtant garder les deux solutions pour l'instant. On obtient un
systéme d’équations différentielles ordinaires :

po= =5((p—p0)*+n*—a)
e = %5 (po—pE /30— po + 277 — 2)

(4.38)

La systéme (4.38) n’est défini qu’a l'extérieur de 'ellipse. Cherchons les points ou le vecteur
(p',n") défini par (4.38) est tangent a l'ellipse :

3(p—po)?+2m* = 2a 2_ 3 2
— _3(,_
{ 3(p = po)p/ +2m' = 0 =4l m)

En (p=po — %\/5, n= g\/a), le vecteur dérivé est tangent a l'ellipse 3(p — po)? + 2n? = 2a
(avec n4 ou 7n_, puisque sur ellipse les deux sont égaux).

Considérons cette ligne tangente, en posant 7 = v/3(p — po + v/a). On cherche & comparer 7’
avec v/3p/, pour savoir si la solution franchit la ligne. On a :
pl = _% ((p_p0)2+772 _a’) (439)
= —a(p—po+va)2(p — po) + Va),

tandis que :

e = 9 (—(p —p0) £ /30— p0)® + 21> — 2a)
= 2(p— py+va) (—(p— po) £13(p — po) +2V/al) .

On en déduit donc que sur cette ligne, on a :

—Va<p—p<-3va = ufy = —VBalp—po+va)2p—po) +Va) = V3
. = V3alp—po+ Va)? < V3p
—3Va<p—po<-3va = 1 < V3
n. = V3p.

En particulier, le segment qui joint (py — §\/a, @ﬁ) a (po — %\/E, é\/a) dans le plan
(p,m) est exactement une solution systéme (4.38—), et le segment qui joint (pg — /a,0) a
(po — 2+/a, g\/a) est une solution du systéme (4.38+).

(4.40)

Utilisont le théoréme de Cauchy. Le systéme (4.38—), avec les conditions initiales :

ply=0) = po—3Va,
ny=0 = ¥va,

a une unique solution sur R tout entier (représentée en bleu sur la figure 4.6), puisque p et n
sont bornés (p’ et 1’ sont positifs et la solution ne sort pas du cercle). On connait cette solution
sur R, : c’est exactement le segment

= g ite™
p(y) = po fl + 2e 2o for y € R,. (4.41)
n(y) = V3(p(y) — po +va) = V3va

Sur R_, elle rejoint un état constant inconnu (p*, 7*) qui vérifie n* > 0 et (p* — po)2+1n** = a.
De plus, 'angle 6* tel que :

1+ 2ey

*

sin(0*) = L, (4.42)

Bl
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OIS [U*a Al(pgv 779)]

po—Va Po

FIGURE 4.6 — Positions possibles de I’état gauche W et de I'état intermédiaire Wy dans le cas
de petits chocs. En bleu : cas limite o0 = ¢*. En pointillé : solution dans le cas conservatif.

ne dépend pas de a (par homothétie), ni de py (par translation), ni de « (par renormalisation du
temps), par conséquent c’est une constante du probléme. Numériquement, on trouve :

sin(6*) ~ 0.3777

On peut maintenant conclure pour les petits 1-chocs. Etant donné un état gauche (pg,7), on
— 1~ py+2.45n,.

définit o* par sin(0*) = Iy c’est-a-dire po(0™) = pg+ny

1
VPa—po(a))24n2’ Sin?(0%)

On a alors le résultat suivant, toujours en utilisant le théoréme de Cauchy : pour une vitesse
donnée o € [0*, A\1(pg,ng)], I'état gauche Wg d’un 1-choc est sur la partie surlignée en noir du
cercle sur la figure 4.6, et 'état intermédiaire W1 est sur la partie verte.

Solution exacte pour les chocs plus grands.

La vitesse o peut étre inférieure & 0*, ce qui donne des chocs plus grands (ot la différence py — p,
est plus grande). Dans ce cas on va utiliser la solution en ++v/A.

On sait que si 0 < o* alors Wy sera sur la partie la plus a gauche du cercle, et la so-
lution de (4.38—) atteint l'ellipse puis n’est plus définie. Mais avant cela, elle croise la ligne
n = 3(p — po + +/a). La, la solution de (4.384) est bien définie : elle suit la ligne. Lorsqu’elle
atteint lellipse, on a A = 0, et on revient a la solution de (4.38—), qui est un segment, jusqu’a
atteindre le cercle. Ce profil est résumé sur la figure 4.7.

On a donc une solution onde stationnaire de (4.33) sur R tout entier, mais dont le profil al-
terne entre (4.38+) et (4.38—). La densité p(y) est C, mais 1’écart-type 7(y) ne l'est pas : sa
dérivée change lorsque la solution passe de (4.38—) & (4.38+) (mais pas lors du "retour", de
(4.384) a (4.38—), puisqu’alors A = 0 et les deux solutions coincident).

En particulier, cela signifie que pour ces grands chocs (o0 < ¢*) on connait exactement 1'état
de sortie : c’est

p1r = PO(J) - % a,
4.43
{ m = @\/57 ( )
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avec toujours a = (pg — po(0))? +13. On a donc une formule explicite de W en fonction de

W, et o.

\/EAV

: )
po —a Po
FIGURE 4.7 — Exemple de profils d’un grand choc (¢ < ¢*) dans le plan (p,n). En bleu, solutions
de (4.38—); en rouge, solutions de (4.38+).

On peut donc connaitre analytiquement une partie de la courbe de choc, grace a (4.43).

D’aprés la définition de a, on a :
po = pg+/a—1;.

(on utilise aussi pg < po). Par conséquent, la premiére équation du systéme (4.43) devient :

1
p1=pg+y/a—n2— 5\/a, (4.44)

et la seconde nous donne a = %n%, d’ot finalement :

m 4
P=r g + 377% — ;. (4.45)

On a donc une expression de p; en fonction de py, 74 et 11, exacte lorsque

1 1
— 1l ~ 1.12 n,.
P> Po g ( Sin(07)? 2sin(9*)> Po 112 Mg

En particulier, lorsque 7, > 1, on a I'asymptote n; ~ V3(p1 — Pg)-

Etude des 2-chocs.
Les calculs sont trés similaires pour un 2-choc entre I’état intermédiaire W1 et ’état droit Wy.

Les inégalités de Lax donnent :

M(Wq) <o <X(W1) <<= p1—m <po(o) < pg— 1

L’état intermédiaire et 1’état droit sont donc de part et d’autre de la droite n = p — po.
Etant donné un état intermédiaire (p1,7;), on définit & par

po(6) = p1 — %
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FIGURE 4.8 — Positions possibles de I’état intermédiaire W1 et de I'état droit Wq d’aprés les
inégalités de Lax.

Pour une vitesse o donnée, on pose a(a) = (p1 — po(c))? + nf. On a alors le résultat sui-
vant. Pour o €]6, Aa(p1,m1)] ("petits chocs"), I'état intermédiaire est entre (po + @, @ﬁ) et
(po + g\/a, @ﬁ), et I'état droit est entre (po + @ﬁ, @\/&) et un certain (p,7n) tel que

i = /asin(6*). Pour 0 = & ("grands chocs"), I'état intermédiaire est :

p1 = P0+4
m = @\/aa

et I'état droit est entre (p,7) et (po + v/a,0). Comme py = pg — 1/a — 12, on obtient dans ce
cas une expression de pg en fonction de p1, 71 et ng :

m /4
pd = pP1 — /3 + 5?7% — g, (4.46)

- 2sin(0*)
d 7\/5

C’est tout simplement ’équation du cercle de centre pg et de rayon /a. La figure 4.9 résume
ces résultats et montre les courbes de 1- et 2-chocs lorsqu’on les connait. Notons que pour de
trés petits chocs le terme non-conservatif devient négligeable et on peut utiliser les relations de
Rankine-Hugoniot comme dans le cas conservatif (en bleu sur la figure 4.9).

qui est vérifiée dés que

m = 0.436 m-.

Par ailleurs, on voit que pour les 2-chocs on n’a pas d’unicité de 1’état droit étant donné un
état intermédiaire et une vitesse de choc, de méme que pour les 1-chocs on n’a pas unicité de
I’état gauche étant donné un état intermédiaire et une vitesse de choc. En revanche, on a toujours
I'unicité de I’état intermédiaire si on connait ’état gauche et la vitesse pour un 1-choc, ou I'état
droit et la vitesse pour un 2-choc.

4.3.4 Résultats numériques
On cherche maintenant & vérifier numériquement nos résultats, en utilisant un algorithme adapté

pour résoudre un probléme de Riemann pour le systéme 4.33.

Une méthode récente pour résoudre un systéme diffusif non-conservatif est de contréler la pro-
duction d’entropie avec des schémas non-linéaires complexes [4, 7, 5]. Cependant, dans ce cas
I’expression mathématique de la production d’entropie semble nous empécher d’utiliser cette mé-
thode, puisque le terme quadratique n’apparait que dans une seule équation.

70



FIGURE 4.9 — Courbes de 1- et 2-chocs dans le plan (p,n). En pointillé : approximation pour les
petits chocs. En bleu : cas conservatif.
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FIGURE 4.10 — En rouge, trajectoire numérique dans le plan (p,n) d’un double choc. En vert et
en bleu on a tracé le cercle p’ = 0 et l'ellipse A = 0 correspondants au 1-choc.

On va donc, plus simplement, considérer le systéme (4.33) comme une équation d’advection-
diffusion. Pour la partie d’advection, on utilise un schéma upwind bidimensionnel. En effet, dans
le cas parabolique la partie advective du systéme peut se découpler complétement :

{ Oi(p+m) +0:Qclp+n) = 0,
O(p—n)+0:Qe(p—m) = 0.

Les shémas upwind multidimensionnels sont en général complexes; mais dans ce cas le dé-
couplage est trés simple, et il suffit de résoudre deux équations unidimensionnelles indépendantes
(sauf quand ’écart-type devient nul). La condition upwind est

Qulp+mn) <0 < p+n>pu/2,

idem pour p — 7. Pour la partie diffusion, on utilise un shéma centré, a la fois pour le terme

2
en 02,p et pour le terme en %.
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FIGURE 4.11 — Profils de la densité moyenne p(y) a gauche et de I’écart-type n(y) a droite pour

un 1-choc.
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FIGURE 4.12 — A gauche, en rouge : courbe de choc analytique (4.45) dans le plan (p,n). Les
autres courbes sont les trajectoires pour pg allant de 50 a 75. A droite : convergence de 1’état
intermédiaire vers l'intersection des courbes analytiques de 1-choc et 2-choc, pour pg = 70. Les
points bleus, violets, bleu clair et marrons correspondent & un maillage spacio-temporel de plus
en plus fin.

La figure 4.10 montre la trajectoire numérique pour Wy = (40,5), W4 = (70,5). L’état
intermédiaire dans le cas conservatif serait W1 = (55, 20) ; dans le cas non-conservatif on trouve
W; = (55,26.2), soit un écart-type 30% plus grand. On peut retrouver cette valeur analytique-
ment en utilisant les équations (4.45) et (4.46).

Par ailleurs, on voit que la trajectoire dans l’espace des phase (en rouge sur la figure 4.10)
correspond bien a l'intuition donnée sur la figure 4.7, avec une rupture de pente trés rapide.

Si on regarde le profil du 1-choc, on voit sur la figure 4.11 que p(y) est réguliére, alors que
n(y) n’est pas dérivable en un point (juste avant y = 1.42). Cela correspond au passage de n_ a .

En faisant varier pg, on peut tracer une courbe de choc numeérique et la comparer a (4.45).
Sur la figure 4.12, on voit que la formule (4.45) est fausse pour les petits chocs, car elle n’est
valable que lorsque o < o*. Pour les trés grands chocs, la convergence numérique est trés lente,
donc on peut avoir I'impression que la formule est encore fausse; mais en diminuant les pas de
temps et d’espace on peut vérifier la convergence, comme on le voit sur la figure de droite.
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4.4 Conclusion sur le modéle diffusif

On n’a pas étudié le systéme complet (4.6) :

Oop + Oy (Qe(p)Jr@Q’e’(p)) = pdi.p
on + 9:(nQe(p)) = uaﬁwﬂt%,

mais on a pu étudier 'effet du terme de production d’entropie dans un systéme trés simi-
laire, sans le terme pd2,n. On a vu que pour les grands chocs il existe une formule analytique
pour trouver I'état intermédiaire d’un probléme de Riemann. Dans ce cas le profil d'un choc
non-conservatif est régulier sauf en un point.

Le schéma numérique proposé converge, dans ce cas-la, vers la solution analytique. On peut
donc utiliser le méme schéma pour résoudre numériquement le probléme de Riemann du systéme
complet (4.6).

On peut remarquer que ni les états de sortie, ni les profils de choc des solutions analytiques
que l'on a trouvé ne dépendent du coefficient de diffusion p (seule la raideur du choc en dépend).
Par conséquent, le modéle LWR moyenné n’est en général pas équivalent a la limite du modéle
diffusif lorsque p — 0. Cependant, la différence entre les deux est faible, sauf pour les double
chocs les plus grands.

Ces grands double chocs étant en pratique relativement rares, et n’ayant pas un impact trés

important sur les phénoménes que le modéle vise a reproduire (comme la chute de capacité), on
pourra, dans les applications pratique, négliger les termes non-conservatifs.
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Chapitre 5

Atténuation des perturbations par
multi-anticipation

Introduction : la question de 'information

Les instabilités du trafic, que 'on peut reproduire aisément par des modéles de loi de poursuite
comme on ’a vu au chapitre 2, comportent de nombreux inconvénients : augmentation du stress
des conducteurs et du risque d’accidents, de la consommation de carburant, et dans certains cas
sous-utilisation des infrastructures (liée a la baisse du débit). Les modéles montrent que 'am-
plification des perturbations dans un trafic dense est directement lié au temps de réaction 7 des
conducteurs, et indirectement au fait qu'un conducteur ne "voit" que le véhicule qui se trouve
devant lui.

La multi-anticipation, c’est-a-dire le fait d’utiliser la position et la vitesse de plusieurs véhi-
cules en amont au lieu d'un seul (le véhicule leader), peut permettre d’atténuer voire d’éliminer
ces instabilités. L’idée la plus simple consiste & considérer la moyenne des vitesses et des interdis-
tances de plusieurs véhicules en amont, et de réagir a ces moyennes (éventuellement pondérées)
plutdt qu’a la vitesse et la distance du véhicule leader. Cela permet de rendre linéairement stable
plus d’états stationnaires, voire d’éliminer complétement la zone d’instabilité.

En revanche, on a vu que méme si pour une densité donnée 1’état stationnaire est linéaire-
ment stable, une perturbation déja formée ne disparait pas, & cause de la bistabilité. Le retour
de I'état "stop-and-go" a I'état stationnaire est plus difficile que le fait de rendre stable ce méme
état stationnaire. Dans ce chapitre, on cherche a faire disparaitre une perturbation pour revenir
a un état proche de I'état stationnaire, grace a la multi-anticipation.

Le principe est le suivant. On considére un modéle de loi de poursuite, éventuellement aléatoire
(ot chaque conducteur a des paramétres différents), et on se place dans un cas ou la solution
stationnaire est instable. On suppose que 'un des véhicules, que 'on appellera le véhicule auto-
nome (VA), a plus d’information que les autres et connait en temps réel la position et la vitesse
des N véhicules devant lui. En revanche, on ne suppose pas qu’il connait la fonction de vitesse
optimale utilisée par les autres véhicules, ou leur temps de réaction.

On considére toujours des conditions aux limites périodiques, ce qui revient & supposer un certain
taux de pénétration de véhicules autonomes utilisant cette stratégie. Dans les simulations, on
prendra un total de 30 véhicules (dont le véhicule autonome), soit un taux de pénétration de 3,3%.

La stratégie proposée consiste a estimer la vitesse d’une onde qui arrive de l'aval (section 5.1),
pour faire en temps réel une prédiction a court terme (quelques secondes) de la trajectoire du
véhicule leader (section 5.2). On résout ensuite un probléme de minimisation pour déterminer
la meilleure trajectoire possible pour le VA (section 5.3), en choisissant judicieusement 1’horizon
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temporel du probléme. La section 5.4 présente les résultats numériques et conclut sur 'intérét
de la méthode.

Cadre d’étude

On considére un systéme de N véhicules sur une route de longueur L avec des conditions aux
limites périodiques, et un modéle microscopique de loi de poursuite, éventuellement aléatoire :

xz(t) = Fi(xi-i-l(t) — xi(t), .%"Z'(t), -%"i-i-l (t)) Vi € [O, N — 1], (5.1)

avec la convention xx = xg + L (CL périodiques). La fonction F' dépend du véhicule i dans
le cas de conducteurs non identiques, sinon c’est toujours la méme fonction : F; = F.

On suppose qu’il y a 1 véhicule autonome (VA) pour N — 1 conducteurs normaux, ce qui cor-
respond a un taux de pénétration de 1/N. Le VA est le véhicule avec I'index 0, et la premiére
équation du systéme correspond au cas non-controlé : si I'on ne fait rien de spécial, le VA se
comporte comme les autres véhicules. On suppose qu’a chaque instant ¢, le VA connait z;(t) et
Vi(t) pour i € [1,n], les positions et vitesses des n véhicules devant lui. Lorsque n =1, il n’y a
pas de multi-anticipation; n = N — 1 correspond & une information parfaite.

5.1 Estimation de la vitesse d’une onde

5.1.1 Propagation d’une perturbation

L’état final d’une simulation instable présente typiquement la propagation d’une onde solitaire
(ou "jamiton"), qui correspond au cycle limite évoqué au chapitre 2. Cette onde est la perturba-
tion que 'on essaie d’atténuer. Entre deux véhicules consécutifs i et ¢+ 1, on a alors une relation
du type :

Vt, xi(t + At) = xi-{—l(t) — Az, (5.2)

ou At et Az sont fixés, indépendamment du véhicule. La figure 5.1 montre un exemple de
trajectoires vérifiant cette relation V4.

X

w1 (t)]
X; (t —+ At)‘

propagation
de la
perturbation

/ / ti tJrAt t

F1GURE 5.1 — Exemple de propagation d'un "jamiton". En bleu, trajectoire du véhicule 7 ; en
rouge, trajectoire du véhicule 7 + 1.

On définit @ = (At, —Axz) le vecteur d’onde, et 0 = Az /At la vitesse de l'onde.
Le temps At est typiquement de lordre de quelques dixiémes de secondes. On va donc sup-

poser que l'accélération est constante entre t et ¢t + At, et faire une approximation & ’ordre 2 de
la trajectoire du véhicule 7 :
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Vi(t) + Vi(t + At)
2

En combinant ces deux derniéres équations et en utilisant la relation V;(t + At) = V;41(t)
(obtenue en dérivant (5.2)), on trouve :

xi(t + At) = .%'Z(t) + At

(5.3)

zit1(t) — Az = z4(t) + Atw

En éliminant ce qui dépend de ¢t + At, on a obtenu une relation qui utilise uniquement des
variables a 'instant t. Cette relation peut aussi s’écrire, pour ¢ € [1, N — 1] :

(5.4)

d; = Az + VAt (5.5)

ot d; = wi+1(t) — x;(t) est interdistance et vV, = W est la vitesse moyenne de deux

véhicules consécutifs. Si a I'instant ¢, on connait la position et la vitesse des n véhicules en aval,
on peut faire une régression linéaire (avec n — 1 points) pour retrouver At et Az, comme le
montre la figure 5.2 a gauche.

|
[
d : d
[
[
[
[
[
[
| [ )
[
[
I [ )
:
[
Az :
/ |
[
A ~ : 7! =
—o=—Az/At Vo o= —Ax/AL 4
[

FIGURE 5.2 — Régression linéaire avec des conducteurs identiques (& gauche) ou non-identiques
(a droite)

5.1.2 Cas ot les conducteurs ne sont pas identiques

Les n— 1 points utilisés dans la régression linéaire sont alignés si les conducteurs sont identiques,
utilisent la méme loi de poursuite et ont le méme temps de réaction. Pour plus de réalisme, on
suppose maintenant que la loi de poursuite est aléatoire, c’est-a-dire que chaque conducteur a
des paramétres différents. Dans ce cas, 1’état final de la simulation correspond toujours a une
onde solitaire ; mais I’équation (5.2) est remplacée par :

.Ti(t + Atz) = :CZ'Jrl(t) — Ax;, (56)

c’est-a-dire que chaque véhicule a un Az et un At différent. On fait cependant I’hypothése
que la vitesse de 'onde est identique pour tous les conducteurs, i.e. :

sz‘
At;
Les conducteurs plus agressifs auront typiquement un Az et un At plus petit (ils sont toujours

proches du véhicule qui les précéde) ; les conducteurs plus prudents auront un Az et un At plus
grand. L’équation (5.5) devient maintenant :

=0 Vi.
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Il est alors impossible de retrouver les valeurs des Ax; et des At; uniquement & partir des
positions et des vitesses & un instant ¢ fixé; en revanche, on peut toujours trouver une approxi-
mation de o, en cherchant & minimiser ’angle d’un cone, comme le montre la figure 5.2 a droite.
Une simple régression linéaire sera en général suffisante si la dispersion reste faible.

5.2 Reconstruction par morceaux de la trajectoire

On cherche a prédire la trajectoire du véhicule 1, le leader du VA. Dans le cas ol les conducteurs
sont identiques, 1’équation (5.2) nous donne immédiatement :

x1(kAt) = 2541(0) — kAx (5.8)

At e kAt t

FI1GURE 5.3 — Reconstruction de trajectoire avec des conducteurs identiques

On peut donc directement connaitre la position du véhicule 1 aux temps discrets ¢ = kAt,
k € [1,n — 1], simplement en utilisant les positions initiales z2(0)...x,(0) et les valeurs de At
et Ax.

Cas o1t les conducteurs ne sont pas identiques

Utiliser la formule (5.8) pour recontruire la trajectoire du leader, comme sur la figure 5.3, peut
donner des résultats trés mauvais si les conducteurs ne sont pas identiques (si les Ax; et At;
individuels sont éloignés de la valeur moyenne). On préférera une autre méthode, qui utilise uni-
quement la vitesse de l'onde o.

L’approximation parabolique de la trajectoire lorsque les conducteurs ne sont pas identiques

s’écrit :

Vi(t) 4+ Viya(t)
2

qui remplace I’équation (5.4). En utilisant ’hypothése Ax; = cAt; Vi, on en déduit :

:CZ'Jrl(t) — SCZ(t) = At; + Aux;, (59)

Tit1 — T4
(Vigr +Vi)/2+ 0

Graphiquement, cette équation équivaut & trouver une parabole dont on connait la dérivée
lorsqu’elle intersecte une droite donnée, comme le montre la figure 5.4.

At; = (5.10)
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Ti+1] ~

t At; t

FIGURE 5.4 — Approximation parabolique de la trajectoire du véhicule ¢

Chaque bout de trajectoire est un polynéme d’ordre 2. On obtient donc une approximation
parabolique par morceaux de la trajectoire du véhicule 1, det =0 a Ty = Z;i Aty.

! . . ——

Aty oo A

T

FIGURE 5.5 — Reconstruction de trajectoire avec des véhicules non-identiques

5.3 Atténuation de la perturbation

5.3.1 Deéfinition d’une perturbation et critére d’atténuation

On a maintenant une prédiction de la trajectoire du véhicule 1 (celui qui précéde le véhicule
autonome) entre t = 0 et ¢t = Ty. Dans certain cas, cette prédiction ne sera pas utile, et on choi-
sira de ne pas contréler le systéme, par exemple si 'on prédit que le véhicule 1 va uniquement
accélérer. Le cas qui nous intéresse est celui de 'onde solitaire, lorsque le véhicule 1 va freiner,
puis réaccélérer. Dans ce cas, la réponse non contrdlée (modeéle de vitesse optimale par exemple)
aurait pour effet de maintenir la perturbation, voire de I’amplifier. On cherche alors une stratégie
pour, au contraire, atténuer cette perturbation.

Vu la complexité du systéme, il est difficile de savoir quelle est la meilleure stratégie pour cela.
On peut par exemple essayer de minimiser le carré de I'accélération du VA sur [0, T]. Cependant,
cette stratégie peut amener le VA & avoir une vitesse négative, et en général n’est pas forcément
meilleure que ’absence de controle.

Un paramétre qui peut servir & mesurer 'atténuation de la perturbation est la vitesse mini-
male atteinte par le VA. En effet, la perturbation s’amplifie lorsqu’un véhicule freine plus que
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celui qui le précéde (et atteint une vitesse minimale plus faible). On cherche donc a maximiser

la vitesse minimale du VA sur [0, 7], tout en évitant les collisions.

5.3.2 Controle "bang-bang"

Considérons un instant le probléme de minimisation suivant :

z(0) = 0
T z(T) = X
min / EOldt avee  { #(0) = Vi
0 z(T) = V;
i(t) € [-B,A] Vt,
ou bien le probléme équivalent, en vitesse :
o(0) = Vi
o(T) = V;

T
i o () |dt
mm/o [o(t)| avec fOTU(t)dt _ ¥

o(t) € [-B,A] Vi,

(5.11)

(5.12)

ou A désigne I'accélération maximale du véhicule et B son freinage maximal. On suppose
toujours que v est continue sur [0,7] et C! par morceaux (ou que = est C! sur [0,T] et C? par

morceaux).

Théoréme 5.3.1 La solution de ce probléme, lorsqu’elle existe, est un controle de type "bang-

bang" :

e accélération mazimale ou freinage maximal entre t = 0 et un certain t = tq,

e vilesse constante (accélération nulle) entre t =ty et un certain t = ts,

e puis accélération maximale ou freinage maximal entre t = to et le temps final t =T.

Les quatres scénarios différents sont possibles a priori :

Vi

v ’U_
1%
Vo 0
V-

FIGURE 5.6 — Solutions possibles au probléme de minimisation (5.12)

ol # to Tt 0l 4 ta T t Ol 4 ty T t O

La démonstration de ce théoréme est donnée en annexe E et repose sur une variante du

principe du maximum de Pontryagin.

Revenons maintenant au probléme d’atténuation de la perturbation. Le critére d’atténuation
que 'on a retenu n’est pas de minimiser la valeur absolue de 'accélération, mais de maximiser
la vitesse minimale. Dans le cas ot X < T'min(Vp, V), ces deux critéres sont équivalents (voir
annexe E); mais dans les autres cas de la figure 5.6, la vitesse minimale du VA est soit Vj, soit
V¢, et il y a alors de nombreuses solutions avec la méme vitesse minimale. On choisira celle qui

minimise la valeur absolue de 'accélération.
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5.3.3 Choix de I'horizon temporel de controéle

On cherche donc a contrdler la trajectoire pour le VA entre l'instant présent ¢ = 0 et un cer-
tain horizon temporel T', pour maximiser sa vitesse minimale sur 1’horizon de la prédiction [0, Tf].

Une fois T fixé, il est naturel de choisir Vy = Vi(T) (a la fin de la trajectoire controlée, on
souhaite avoir la méme vitesse que le leader) et X = z1(T") — 20(0) — dopt(Vy), 0l dopt est une
fonction de distance optimale que 1'on peut choisir (I'inverse de la fonction vitesse optimale).
Ainsi, la fin de la trajectoire controlée correspond & un état stationnaire.

On peut bien stir choisir 7" = Ty comme horizon temporel du probléme de minimisation. Cepen-
dant, ce choix risque de provoquer une collision entre les deux véhicules. D’un autre co6té, choisir
un horizon T trop petit va obliger le VA & freiner a la fin de sa trajectoire contrdlée, et donc a
atteindre une vitesse minimale faible. La perturbation sera alors moins atténuée. La figure 5.7
résume ces deux cas.

T T
T trop petit : T trop grand : collision
vitesse minimale faible SV
X_. .............................................
z1(t)
< .
: Co : - T
th ty T Ty ! t ty Tyt

FIGURE 5.7 — Trajectoire prévue du leader (en bleu) et du véhicule autonome (en noir) pour
deux mauvais choix de T’

Sur la figure 5.7, on voit que si T est petit alors le VA doit freiner au début et a la fin de sa
trajectoire controlée (ce qui correspond au cas 4 sur la figure 5.6), tandis que si T" est grand, le
VA freine au début, puis accélére a la fin de sa trajectoire controlée (cas 3 sur la figure 5.6).

I existe donc une valeur T,,; pour lequel la vitesse intermédiaire est égale a la vitesse finale
Vi o il n’y a plus de troisiéme phase de controle et to = T'. Ce choix correspond également au
minimum de la vitesse intermédiaire (entre ¢; et t2). Il est optimal au sens suivant : si T < Ty,
alors le VA atteint (sur la partie non controlée de sa trajectoire) une vitesse minimale plus petite
que celle du choix T' = Tpp;. Si T > T,, alors & un moment le VA ne respecte plus la distance
de sécurité, donnée par la fonction d,p, et peut méme entrer en collision avec le véhicule 1.

Il est également possible que le minimum de la vitesse intermédiaire soit atteint pour Ty = T,
par exemple si le véhicule 1 ne fait que ralentir, ou que l'on a pas encore assez d’information
pour prédire sa ré-accélération. La figure 5.8 résume ces deux cas possibles.

Dans le cas limite ot 'accélération et le freinage ne sont pas bornés, on voit bien graphique-

X T) — 0) — dope (V1 (T
ment que le choix optimal de T correspond au minimum de T = 21(T) — o )T opt (Vi ( ))

Dans certains cas, par exemple si le leader ne fait qu’accélérer entre 0 et T, le choix optimal
d’horizon temporel est T' = 0, car T > 0 entrainerait une vitesse intermédiaire supérieure a la
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cas Topy = Ty
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FIGURE 5.8 — Trajectoire prévue du leader (en bleu) et trajectoire du VA (en noir) pour deux
choix optimaux de T

vitesse initiale V. Dans ce cas, on choisit de ne pas controler le systéme. Sur la figure 5.8 a
gauche, la courbe noire en pointillé est une trajectoire non contrélée, qui suit simplement un
modéle de vitesse optimale.

5.4 Reésultats et conclusion

La trajectoire prévue du véhicule leader consiste en N — 1 morceaux de paraboles. Trouver ana-
lytiquement la valeur exacte de 1" qui minimise la vitesse intermédiaire du probléme de controle
peut étre difficile, selon le choix de la fonction distance optimale, mais ce n’est en fait pas néces-
saire. On peut simplement considérer par exemple 10 points dans chaque morceau de parabole
(soit une centaine de points si n = 10), résoudre analytiquement le probléme de minimisation
(5.12) pour chacun de ces points, et choisir celui qui a la plus petite vitesse intermédiaire. L’er-
reur sera largement inférieure a 'erreur due & la reconstruction de trajectoire, et le calcul est

presque instantané.
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FIGURE 5.9 — Atténuation d’une perturbation avec des véhicules identiques. La courbe bleue en
gras correspond au véhicule autonome. Le controle est activé a ¢ = 12 minutes.

La stratégie globale est donc la suivante. Le VA va réguliérement essayer d’optimiser sa tra-
jectoire (par exemple toutes les 0.1 secondes, ou a chaque fois qu’il a de nouvelles données). Si les
n véhicules devant lui vont tous a la méme vitesse (ie si la différence entre les vitesses maximale
et minimale mesurées est inférieure & un certain seuil), alors le contrdle n’est pas activé. Sinon,
on calcule la vitesse de I'onde, on fait une prédiction de la trajectoire du leader, et on résout le
probléme de minimisation. Si I'horizon optimal n’est pas nul (7,,: > 0), le contrdle est activé.
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Le fait de refaire des calculs plusieurs fois par seconde n’est pas génant, au sens ou si les pré-
dictions se réalisent, alors la trajectoire optimale du VA ne change pas (le nouveau calcul donne
le méme résultat que lancien), et en particulier I’horizon temporel T' de la trajectoire contrdlée
reste le méme.

La figure 5.9 montre un exemple d’atténuation d’une perturbation avec des conducteurs iden-
tiques, et la figure 5.10 avec des paramétres aléatoires pour chaque conducteur. Dans les deux
cas, le contrdle n’est pas activé au début (pour générer des perturbations), et la solution redevient
relativement homogéne seulement 3 minutes aprés activation du systéme. Sur la figure 5.10, on
voit que la différence entre la vitesse maximale et la vitesse minimale est divisée par plus de 4
entre t = 5 mn et ¢ = 10 mn. Dans ces deux simulations le VA connait en temps réel la position
et la vitesse des n = 8 véhicules qui le précédent.
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FIGURE 5.10 — Atténuation d’une perturbation avec des paramétres différents pour chaque
conducteur. En haut : trajectoires (le VA est en noir). En bas : vitesses. Le controle est ac-
tivé & ¢ = 5 minutes.

Conclusion

Les véhicules autonomes, aujourd’hui a ’état de prototypes, promettent d’apporter des chan-
gements radicaux dans de nombreux domaines. Utiliser ces véhicules pour fluidifier le trafic ou
atténuer des perturbations permet de répondre & des enjeux majeurs : 'instabilité du trafic a
densité élevée augmente les risques d’accidents, le stress de la conduite, la consommation de
carburant, diminue le débit moyen des trongons, et est probablement liée au phénoméne de chute
de capacité.
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On a montré qu'un nombre restreint de véhicules autonomes (taux de pénétration de 3 a 5%),
ayant suffisamment d’information, peut suffire & homogénéiser le trafic en anticipant les perturba-
tions, de fagon robuste par rapport au comportement des autres usagers. La stratégie présentée
ici est simple & implémenter dans un logiciel de conduite, pourvu qu’on ait suffisamment de
données, et permet de se ramener a un état stationnaire méme si celui-ci est normalement trés

instable.

Bien siir, les simulations présentées ici simplifient en partie le probléme :

e Le fait d’utiliser des conditions aux limites périodiques avec un nombre restreint de véhi-
cules revient & considérer que les véhicules autonomes sont répartis de fagon parfaitement
homogeéne. S’ils étaient répartis de fagon aléatoire, le taux de pénétration nécessaire pour
obtenir la méme atténuation serait plus élevé.

e Les aspects multi-voies pourraient largement réduire l'intérét de ’algorithme, si les véhi-
cules en amont doublent le véhicule autonome lorsque celui-ci anticipe une perturbation.
Pour étudier cet aspect, il faudrait une bonne idée des probabilités de changement de voies,
ou que plusieurs véhicules autonomes se coordonnent entre eux.

e On a supposé que 'on connait la position et la vitesse de plusieurs véhicules en aval, sans
préciser la technologie qui permet cette prouesse. Mais les possibilités sont nombreuses :
communication entre véhicules (V2V), infrastructure intelligente, on peut méme imaginer
des solutions plus futuristes comme le "drone companion" qui assiste la concept-car Kwid
de Renault présentée en 2014 (depuis, Ford a également déposé un brevet pour un systéme
de drone-accompagnateur).

Ces résultats préliminaires sont encourageants, puisque ’on a montré qu’avec le bon algo-
rithme, la quantité d’information nécessaire pour revenir a I’état stationnaire est finalement
relativement faible (n = 8 suffit avec un taux de pénétration de 3%). Si toutes les simplifications
que l'on a considérées nécessitent, au total, de doubler le taux de pénétration pour avoir le méme
pouvoir d’atténuation, cela reste encore réalisable.
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Chapitre 6

Prévisions en temps réel du trafic
péri-urbain de Toulouse

Le dernier chapitre de cette thése est assez indépendant des autres, et concerne le projet Si-
mulaClaire, qui a représenté un temps de travail considérable sur mes trois années de thése.
Le développement, presque ex nihilo, d’un logiciel de simulation de trafic, apporte un lot de
problémes bien éloignés de la théorie mathématique des systémes hyperboliques : réseau incohé-
rent, erreurs récurrentes dans les données, capteurs inexistants ou mal positionnés, problémes de
transmission...

Scientifiquement, ce projet apporte relativement peu d’avancées par rapport a 1’état de 'art :
seuls, l'algorithme d’optimisation des conditions aux limites (section 6.6), et les tentatives de
combiner modéle déterministe et méthodes stochastiques (en projet), sont vraiment nouveaux.
En particulier, les modéles moyennés n’ont pas été utilisés.

Cependant, je pense que travailler avec de vraies données est indispensable pour comprendre
les problématiques du trafic. C’est par 'observation, et par l’essai, que 1’on se rend compte par
exemple que la chute de capacité est un phénoméne impossible & reproduire avec le modéle
LWR, mais pourtant relativement fréquent. C’est aussi la qualité des données disponibles qui
m’ont poussé & travailler sur des grandeurs moyennes, abandonnant 1'idée de prédire exactement
de petites oscillations.

La section 6.1 présente le projet et la plateforme Claire-SITI, le réseau toulousain et les données
disponibles. La section 6.2 détaille les choix de modélisation, en particulier pour les intersections.
Dans la section 6.3, les données historiques sont utilisées pour reconstruire les diagrammes fon-
damentaux de chaque trongon, les demandes aux entrées du réseau, et les coefficients tournants.
La section 6.4 détaille la reconstruction d’une condition initiale, et le déroulement complet d’une
simulation a posteriori, et la section 6.5 analyse les résultats des simulations en temps réel. En-
fin, la section 6.6 présente un algorithme parallélisé d’optimisation en temps réel de plusieurs
paramétres de la simulation.

6.1 Présentation du projet

L’agglomération de Toulouse, comme toutes ses semblables d’importance, s’est dotée de plusieurs
outils de supervision du trafic automobile, aussi bien routier ou périurbain qu’autoroutier. Parmi
eux, est exploitée la plateforme Claire-SITI (Systéme Intelligent de Transports Intermodaux),
developpée a I'lfsttar par Gérard Scemama et Mustapha Tendjaoui. Elle est aussi déployée dans
d’autres villes comme Bruxelles.

Cet outil de supervision en temps-réel (TR) a été intégré a la gestion concréte des flux de
déplacements depuis une quinzaine d’années. Elle structure, classifie et synthétise des données
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FIGURE 6.1 — Un affichage de Claire-Siti sur des données toulousaines

fournies par différents flux urbains, concernant les transports collectifs (TC) comme privatifs
(VP véhicules particuliers). Différents graphes, décrivant la topologie du réseau et son exploita-
tion, permettent de visualiser de grandes quantités d’informations trés diverses, pertinentes aux
exploitants qui supervisent en temps réel ’écoulement des flux de déplacement.

Pour compléter le suivi existant en TR, le besoin de créer un outil de prévision des flux rou-
tier et autoroutier a été suggéré au début des années 2010. Cette application a pour but de
fournir des prévisions de trafic sur un horizon d’'un quart d’heure. Il se base sur les données
recueillies par les boucles magnétiques (simples en urbain, doubles sur autoroute ce qui permet
de mesurer la vitesse), et agrégées sur une période d’l minute (depuis mi-2015. Auparavant la
période d’agrégation était de 6 minutes). Le réseau instrumenté par ces capteurs est divisible
en trois catégories : périurbain (ou périphérique), urbain et autoroutier. Toulouse se trouve a la
croisée de plusieurs autoroutes, A68 au nord-est, A61 au sud-est, A64 au sud-ouest, A62 au nord.

Pour décrire cela, un logiciel spécifique de simulation TR - SimulaClaire - a été développé
au Grettia par Xavier Louis a la demande de Gérard Scemama, créateur de Claire-SITI. Les
aspects graphiques d’apréhension visuelle, d’analyse de cohérence et d’affichage de données tant
topographique qu’issues des capteurs étant terminés, cette thése a eu pour ambition de mener &
bien la programmation des modules de calcul d’un simulateur, d’abord a posteriori (permettant
une estimation immeédiate de sa fiabilité), puis d’une version temps-réel, désormais opérationnelle.

6.1.1 Simula-Claire

Codé en C++ pour oeuvrer dans un environnement Windows, ce logiciel a été programmé via
Visual C++, faisant un large usage de MFC graphiques. Il utilise deux sources de données :
un graphe de parcours, qui représente le réseau, et des données de capteurs, archivées ou ré-
cupérées en temps réel. Le graphe routier toulousain de Claire-SITI est composé d’une liste de
noeuds d’ou partent des trongons ou liens (Links) eux-mémes décrits par des points de passage
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FIGURE 6.2 — Toulouse et son réseau urbain et autoroutier vu par "Simula-Claire"

qui en tracent les courbures. La totalité du réseau disponible comprend environ 1500 noeuds,
2200 trongons (routier ou autoroutier) et 15000 points de tracé. L’instrumentation disponible est
composée d’environ 930 capteurs fournissant des agrégations de comptage désormais réalisées sur
une minute - ils 'étaient sur 6 minutes en autoroutier jusqu’a la fin 2015 - fournissant un débit
(Q) et un taux d’occupation (7), ainsi qu’une vitesse moyenne (v) sur la partie autoroutiére du
réseau.

La base de donnée utilise les coordonnées géographiques "Lambert 2" pour les noeuds et les
points intermédiaires, chaque lien étant défini par son noeud amont et son noeud aval.

La plateforme autonome de simulation - SimulaClaire -, dont I'exécution peut étre appelée
par Claire-SITI, permet :

e de lire le fichier descriptif du réseau,
e d’en afficher tous les éléments (noeuds-liens-points de tracé),
e de zoomer-dézoomer et déplacer la carte par simple clic et mouvement de souris,

e d’interroger-modifier toutes les composantes du réseau comme d’en ajouter de nouvelles ou
d’en supprimer,

e de lire les fichiers de données capteurs,

e d’en visualiser les courbes d’évolution temporelle (quotidienne) et d’en calculer des statis-
tiques (moyennes, écart-types),

e de fondre des mois entiers de données pour obtenir des diagrammes fondamentaux (DF)
ou fonction débit/densité,
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FIGURE 6.3 — Le réseau périphérique toulousain simulé (TR et a posteriori) durant la these

de déduire des données des capteurs les coeflicients tournants de chaque noeud du réseau,
par 'analyse des capteurs amont et aval méme en situation complexe (plusieurs amont ou
aval composant les flux entrants ou sortants d’un noeud),

de calculer des débits entrants journaliers & partir des différences de flux amont/aval (méme
situation complexe que pour les coefficients tournants),

de simuler a posteriori une journée de trafic en ayant défini un état initial et postulé les
données entrantes et éventuellement sortantes,

de lancer un module d’optimisation basé sur l'algorithme de Nelder-Mead sur des calculs
a posteriori pour choisir au mieux 1’état initial ainsi que les flux entrants au réseau,

de lancer des scripts de récupération FTP permettant d’alimenter les tableaux temps-réel
de données regues chaque minute, ce pour activer des threads séparés qui calculent les flux,
actualisent les données (densité, débit, vitesse), et écrivent plusieurs fichiers d’exploitation
immeédiate et de sauvegarde quotidienne.

Cette thése a trés largement contribué aux développements du moteur de calcul de Simula
exploité par Claire-SITI, et a I’encadrement d’un stagiaire - Tarik Fahlaoui - ayant programmé
en son sein un module d’optimisation basé sur le célébre algorithme de Nelder-Mead [34], dont

on reparlera plus loin.

6.1.2 Cohérence, fiabilité et corrections des données

Sachant que les données de trafic qui parviennent au serveur d’exploitation traversent bien des
intermédiaires et sont souvent issues d’un tracgage sans réelle certification, il a été nécessaire de



les examiner soigneusement avant d’en faire usage. Cet examen s’est appuyé sur des critéres
physiques simples :

e la cohérence avec les caractéristiques physiques du trongon lié (débit maximal par rapport
au nombre de voies, éventuellement vitesse maximale par rapport au type de route) ;

e la cohérence avec ses voisins, au sens ou la conservation des véhicules doit étre "grosso-
modo" assurée (pas plus de 15% de biais), et leurs évolutions conjointes doivent étre
conformes aux propriétés physiques et quantitatives du trafic (vitesse de remontée de
congestion, de redémarrage...).

Notons que le premier critére est simple & évaluer de facon automatique, sur I’ensemble du
réseau, mais le second ’est beaucoup moins. En pratique, c’est souvent seulement aprés un pre-
mier mauvais résultat de simulation que I’on se rend compte, par comparaison entre la simulation
et les données, que certains capteurs ont été intervertis; or le premier critére ne détecte pas tou-
jours une interversion. De plus, méme lorsque 1'on repére que deux capteurs sont incompatibles,
il est parfois difficile de savoir lequel a raison. Par ailleurs, les incohérences ne sont pas toujours
stables, certains capteurs semblant ne fonctionner (ou dysfonctionner) que temporairement.

On notera qu’une approche purement statistique [6] d’apprentissage par prévision de séries
temporelles, peut dans certains cas donner des résultats satisfaisants. En revanche, cette approche
vit dans un univers purement numérique, sans vérifier la justesse de la position physique d’un
capteur par rapport au référentiel, et peut donc apprendre une physique imaginaire qui a ses
combinatoires propres et ses répétitions, mais n’a plus de lien avec la réalité.

6.1.3 Le modéle statique du SGGD

Une autre source de données provient du Systéme de Gestion Global des Déplacements de Tou-
louse (SGGD), un organisme qui regroupe 1'Etat, la région, le département, le Grand Toulouse,
le Sicoval et le SMTC. Il utilise un outil opérationnel de modélisation multimodale, développé
par la société PTV et qui a été fourni par I’Agence d’Urbanisme de Toulouse.

Ce modele représente ensemble de laire urbaine de Toulouse, soit un territoire de 883 km?,
pour une population de 850 000 habitants répartis sur 81 communes. Il donne, pour chaque tron-
gon routier et autoroutier de cet ensemble (soit plus de 10000 arcs), une estimation du débit pour
I'heure de pointe du matin (HPM), pour I’heure creuse (HC) et pour I'heure de pointe du soir
(HPS). Cette estimation du débit est faite a partir d’'une matrice origine-destination, elle-méme
issue des Enquétes Ménage Déplacement et corrigée localement.

6.2 Choix d’un modéle d’écoulement du trafic sur un réseau

6.2.1 Modélisation des trongons

Un premier essai avait été réalisé avec le modéle ARZ :

815/3 + &vpv = Oa
Opl + Oypvl = 0,
v=1I+Ve(p).

Cependant, la pure advection du traceur lagrangien I (décallage de la vitesse constatée par
rapport au diagramme défini dans le trongon considéré) induit des augmentations ou des réduc-
tions d’offre ou de demande qui conduisent & des résultats assez peu physiques.

En effet, I'introduction d’une variable de décallage est justifiée en général par deux aspects :

e le taux de poids-lourds ou de véhicules sensiblement plus longs, comme des bus;
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e la constatation de conduites plus agressives ou plus prudentes que la moyenne.

Or, si le premier aspect est une caractéristique maintenue dans le trafic, justifiant ’advection
de la variable I, le second n’offre pas du tout la méme stabilité numérique. Dans le cas d’une
chute de capacité par exemple, le modéle ARZ prévoit une baisse de la vitesse par rapport au
diagramme sur les trongons adjacents, en amont et en aval ; or cette baisse n’est quasiment jamais
observée en pratique, et le modéle ARZ donne dans ce cas-1a une prédiction sur la vitesse en aval
moins bonne que le modéle LWR.

En outre, on sait que ce modéle ne peut pas résoudre tous les probléme de Riemann - si
I, > vg - sauf & lui adjoindre un artifice numérique, dont les revers ont été relevés dans [26, 32].

Devant ces difficultés et considérations, nous avons décidé de revenir au modéle de premier
ordre de Lighthill et Whitham ot I = 0, ce qui raméne le systéme précédent a I’équation scalaire
de conservation 9yp + 0;Qc(p) = 0. Le solveur numérique choisi pour la résolution de ce modéle
est bien entendu le schéma de Godunov dans sa formulation par "offre-demande" introduite par
J-P Lebacque au milieu des années 90 |25]. Elle fournit une estimation rapide du flux d’interface
méme avec un choix de DF bi-parabolique [28].

Si I’on définit un état initial, une évolution temporelle des demandes entrantes, et des éventuelles
restrictions en sortie (remontées de congestion urbaines ou autoroutiére sur le périphérique), alors
le probléme est bien posé au sens de Cauchy, et les modéles physique (LWR) comme numérique
(Godunov) sont aussi simples & programmer que rapides a exécuter. Il reste donc a batir les
diagrammes fondamentaux du réseau, la matrice des flux entrants (pour tout capteur pour tout
période de temps quotidienne), ainsi que les matrices directionnelles.

6.2.2 Modélisation des intersections

La modélisation des intersections est en soi un domaine de recherche, et c’est la raison pour
laquelle les modéles macroscopiques sont souvent préférés aux modéles de loi de poursuite, dés
lors que le réseau est relativement étendu. En particulier, la simulation de trafic urbain est par-
ticuliérement sensible & la fagon de représenter les intersections.

Fort heureusement, le trafic autoroutier ou sur voies rapides apporte quelques simplifications.
En particulier, on fait I’hypothése qu'un noeud du réseau peut avoir plusieurs trongons entrants,
ou plusieurs sortants, mais pas les deux a la fois. Par ailleurs, si un noeud a plus de 2 entrées ou
plus de 2 sorties, on peut toujours ajouter des trongons intermédiaires pour que chaque noeud
n’ait que 2 entrées ou 2 sorties au maximum. On a donc des noeuds simples (une entrée et une
sortie), des noeuds convergents (deux entrées, une sortie), et des noeuds divergents (une entrée,
deux sorties).

Le modéle étant résolu par offre-demande, on cherche & modéliser les intersections en utilisant
les mémes outils. Pour un noeud convergent, on a donc une offre  en aval, et deux demandes
A1 et Ay en amont. On cherche & déterminer les flux @1 et Q2 en provenance de chaque tron-
con entrant. Si l'offre est supérieure a la demande totale A; + Ag, les débits sont égaux aux
demandes : Q; = A,. Sinon, l'offre est répartie entre les deux trongons, proportionnellement aux

demandes :
Aq AV

—— et =Q——F.
A+ Ay @ A+ Ay
Si I'une des entrées du noeud est aussi une entrée du réseau (pas de trongon en amont), la

demande A; correspondante est calculée & partir des données historiques, directement ou indi-
rectement (voir section 6.3.2).

Q=9
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Pour un noeud divergent, on a deux offres 21 et €25 en aval, une demande A en amont, et
un coefficient tournant r €]0, 1[ indiquant la proportion des véhicules qui souhaitent aller vers
le trongon 1. On cherche les flux Q1 et ()5 allant vers chaque troncon sortant. Si €1 > rA et
Qo > (1—r)A, Poffre est supérieure a la demande, donc les débits sont Q1 = rA et Q2 = (1—7)A.
Sinon, les débits sont calculés par rapport & l'offre la plus limitante :

Q<rA et (1-7r)Q<rQy = { Q= ?,1,1
Q2 = -,
D<(1=r)A et 1= >rQy = { @ peilel
Q2 = Qo

Ce choix de modélisation est le seul qui permet de respecter strictement le coefficient tournant
r, mais il a des inconvénients : en particulier, si un trongon est bloqué, alors aucun véhicule ne peut
utiliser 'autre (; = 0 = @2 = 0). Heureusement, en pratique les sorties sur le périphérique
sont trés rarement saturées, et il est raisonnable de considérer que les véhicules ne peuvent pas
sortir si le périphérique lui-méme est bloqué.

6.3 Définition des diagrammes fondamentaux et des conditions
aux limites

6.3.1 Construction des diagrammes fondamentaux

Le diagramme fondamental est une relation mathématique visant & fermer 1’équation de conser-
vation, en fournissant une dépendance fonctionnelle de la vitesse (ou du flux) par rapport a la
densité (voir section 1.4.2).

e — ;) | N_m] _&J ATA] Pos| S| N[ L B
ok | o
Link T0257  Nom Capteur | PODE_E_B_PURP_E_CEPL1_03 T
/ 5
Cumu + Z
e [Cumnls : i‘ 7&,,,”7 j
e IdLink 0051 Nom Capteur FDDE |
; 7000 | | qr ¥ * /// f
L o Gt /
,,,,,,, 1l L . Mjuau / Date  [Cumus
3 R 5000 | | VAR e T g
SRt v Ex e i S /
XX« X ;. 4000 11039°_Z10132%—_ (f
kg B 10 A2
3 L
3 % o 3000 0315
X e 3 4
x AN x* X /
#R % 2000 I"“‘?‘ <X OF
SR T A L
i X o5, x X 3
SRR 1000 £r or
R % b,
xx - i + //>(/ Id Link 10004 ’
14 28 42 5670 84 98 112 126 140 I 3
L2 = — Date |Cumuls
ink
0K 50 60
E_CEPIPDDE_|_5_2.01 oK
1 [10290  indieTabCreetkML 292 Longuew(m [f6e788
Capteur? Signal cas SF- iSaueq
Tyme Renseigné via.cap : Cosans  OlFewt CSip
5 1400 : STT NbPt ,—25 Si lanalyse suggére la nonaison de son existence  Supprimer
ﬂ/ = 1200 [ | o oo Novaes [I Neme PDDE_|_E_CEPI_E_PURP_1_01 "
X X k.. B
% 1000 | | VAhe 1 524474 143470 i ML 2. xm'f &
PinterXY |2 mpaann 143843 Sens IR
500 3 52432 143691, |3 L xx
agarpl| |4 524380 143778 | @ Ditect
5 524322, 143861 / £3 \
500 6 524288 143965 © Inversé
254 1uuar

FIGURE 6.4 — Exemples de diagramme fondamentaux numériques, en débit/densiteé.

Aucune régle universelle n’a jamais été dégagée dans l'ingénierie du trafic quant a la forme

fonctionnelle & privilégier. Le pragmatisme le plus humble vise juste a trouver un tracé qui décrive
au mieux le nuage de points de mesure sur chaque trongon considéré, dont on voit sur la figure
6.4 qu’il n’est purement fonctionnel que pour des densités faibles. Une formulation biparabolique
a été choisie pour approcher au mieux la relation flux/densité.
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6.3.2 Débits entrants

Pour définir les conditions aux limites du probléme, on a besoin des demandes a chaque entrée
du réseau, pour chaque période de la journée. Pour cela, la méthode la plus simple consiste a
utiliser les données du modéle statique (SGGD), qui donne & chaque trongon une valeur de son
débit en heure de pointe du matin, en heure creuse, et en heure de pointe du soir. Cela permet
de définir trés grossiérement des conditions aux limites & toutes les entrées.

Lorsque l’entrée est munie d’un capteur, une meilleure solution est de faire une moyenne de
plusieurs journées, pour créer une "journée type" que l'on utilisera comme condition aux limites.
Si entrée n’est pas captée, mais que 'on a des capteurs en amont et en aval, on peut définir
le débit entrant comme la différence entre le débit aval et le débit amont, & chaque heure de la
"journée type". Cette méthode suppose évidemment que le trafic soit stationnaire.

11 est parfois nécessaire d’aller chercher des capteurs encore plus loin, si les trongons directement
en amont et en aval de 'entrée ne sont pas munis de capteurs. La figure 6.5 illustre comment
reconstituer la demande entrante dans un tel cas de figure. En effet, bien qu’il n’y ait pas de
capteur en aval de l'entrée, la somme des capteurs 1 et 2 donne, en supposant le régime station-
naire et par conservation des véhicules, la valeur du débit en aval du convergent. De la méme
maniére, le débit en amont du convergent peut étre évalué par différence des capteurs 3 et 4. Le
débit entrant est donc :

Qentrant = Ql + QZ - (Q4 - QB)

Une fonction de parcours du graphe a été programmée pour générer ces analyses de maniére auto-
matique. Ainsi, on définit une condition aux limites pour la plupart des entrées du périphérique,
alors méme qu’une majorité d’entre elles ne sont pas munies de capteurs.

A

sens de la circulation

FIGURE 6.5 — Exemple de configuration d’une entrée non captée. En régime statique, le débit
entrant x peut étre déduit des capteurs amonts et avals.

6.3.3 Calcul des coefficients tournants

Pour calculer les coefficients tournants, la méthode la plus grossiére est encore une fois d’utiliser
le modéle statique. Avec les données du modéle SGGD, on obtient pour chaque noeud divergent
un coefficient tournant pour I’heure de pointe du matin, pour I’heure creuse et pour I’heure de
pointe du soir.

Il est bien str préférable, quand c’est possible, d’utiliser les données historiques. Les coeffi-
cients peuvent étre calculés directement si deux trongons parmi la sortie, le trongon amont, et le
trongon aval, sont munis de capteurs. Sinon, on peut parfois utiliser des capteurs plus éloignés
pour reconstruire les flux, comme dans le cas des entrées.

Remarque : Dans le cas des entrées comme des coefficients tournants, 1'utilisation d’une "jour-
née moyenne" pour calculer des valeurs journaliéres suppose que ces valeurs soient relativement
constantes d’un jour & l'autre. En regardant les données historiques, on s’apercoit qu’avec une
classification trés simple (jours de semaine/week-end, vacances scolaires), on a déja des valeurs
relativement stables d’un jour & 'autre. La figure 6.6 montre les coefficients tournants de quatres
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noeuds divergents pour deux journées & plusieurs mois d’intervalle. Seules les valeurs nocturnes
(22-6h) varient sensiblement, du fait de la faible taille des échantillons concernés.
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FIGURE 6.6 — Comparaison de quatre "turns" d’un jour de semaine & quelques mois d’intervalle.

6.4 Reconstruction d’une Condition Initiale a partir des données
capteurs

6.4.1 Calcul de la densité

Les données de boucles magnétiques fournissent 3 valeurs : le débit (), en véhicules par heure, la
vitesse moyenne v, en kilomeétres-heure, et le taux d’occupation 7, en pourcentage. Ce taux cor-
respond au temps pendant lequel des véhicules étaient présents au dessus de la boucle, divisé par
le temps d’aggrégation. Les deux autres grandeurs sont des moyennes sur ce temps d’aggrégation.

La variable du modéle LWR étant la densité p, en véhicules par kilométre, il faut la reconstruire
a partir de ces données capteurs. Or on peut trouver cette densité de plusieurs facons différentes :

1. en utilisant le débit et la vitesse :

p=2 (6.1)

ol n est le nombre de voies du troncon considéré;

2. en utilisant le taux d’occupation et la longueur moyenne des véhicules :

_107’
=T

p (6.2)

si L, est la longueur moyenne des véhicules en métres et 7 est en pourcentage. Cette formule
utilise par ailleurs '’hypothése que le taux d’occupation temporel mesuré par le capteur est

égal au taux d’occupation spatial, qui est la longueur du trongon occupée par des véhicules
divisé par sa longueur totale;

3. en utilisant le débit et le diagramme fondamental Q.(p) du trongon considéré :

p=Q: (Q/n), (6.3)
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en choisissant au préalable si 'on se trouve en régime fluide ou congestionné. En effet, la
fonction Q., croissante puis décroissante, n’est inversible que sur [0, p.] ou sur [pe, Prmaz]-
On peut par exemple choisir le régime en fonction de la vitesse (fluide si v > v,, conges-
tionné sinon).

6.4.2 Condition initiale d’un trongon capté

Ces trois méthodes ont toutes des avantages et des inconvénients. La méthode 3, qui utilise le
diagramme fondamental, est trés sensible a de petites variations de vitesse, qui peuvent faire
passer 'état estimé du régime fluide au régime congestionné pour deux jeux de données trés
proches. On a donc décider de n’utiliser que les deux autres méthodes.

Le taux d’occupation 7, exprimé en pourcentage, est trés imprécis en régime fluide car c’est
un nombre entier. Par conséquent, on préfére la méthode 2 lorsque la vitesse est élevée. De fagon
similaire, la vitesse, arrondie dans nos données & un nombre entier de km /h, est assez imprécise
en régime congestionné; on préfére donc la méthode 1 lorsque la vitesse est trés faible. Pour
éviter les effets de seuil, on choisit de faire une moyenne pondérée des deux méthodes pour des
valeurs intermédiaires de la vitesse.

Partant d’un jeu de données (@, v, 7), la condition initiale est donc définie de la maniére suivante :

0<v<5 — p=4% ((max(v, 10) = 10) + (50 — max(v, 10) 17 )
v < 10 = p= 1L07

Certains jeux de données étant incomplets, on utilise toujours la méthode 1 si le taux d’oc-
cupation n’est pas disponible, et toujours la méthode 2 si la vitesse n’est pas disponible. Si le
débit n’est pas disponible, le capteur est considéré comme défaillant et le trongon est considéré
comine non capteé.

6.4.3 Condition initiale d’un trongon courant non capté

Certains trongon du périphérique ne sont pas équipés de capteur, ou ont un capteur temporai-
rement défaillant. Dans ce cas, on utilise les capteurs situés en amont et en aval, ainsi que les
données de débits entrants et de coefficients tournants, pour calculer deux valeurs de débit (une
par la conservation des véhicules en amont, 'autre en aval). On calcule ensuite une moyenne
de ces deux valeurs, pondérée par l'inverse des distances entre le troncon et les capteurs utilisés
(plus le capteur utilisé est loin, plus sa pondération est faible).

N
\

sens de la circulation

FIGURE 6.7 — Exemple de configuration d’un trongon courant non capté. Le débit inconnu x est
calculé en utilisant le capteur amont et le capteur aval les plus proches.

Sur la figure 6.7, le trongon x n’est pas capté. En aval, on connait le débit ()1 du trongon 1,
et le coefficient tournant 4 du noeud A, qui correspond & la proportion de véhicules qui sortent.
Le débit Quve au point x, calculé depuis I'aval, est alors :
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Q1

1—7r4

Qaval =

D’autre part, en amont, on connait le débit QY5 du trongon 3, et le débit Q2 de 'entrée 2. Le
débit Qumont au point x, calculé depuis 'amont, est :

Qamont = QB + QQ-

On peut remarquer que si la conservation du nombre de véhicule était parfaitement respectée
et que le régime était stationnaire, alors on aurait Quuai = Qamont.- Ce n'est en général pas le
cas; le trongon x est alors initialisé avec une valeur de débit @), obtenue en faisant une moyenne
pondérée de ces deux débits :

Q= Qavaldamont + Qamontdaval
‘ damont + daval

ol dyyai €6 damont sont la distance entre le milieu du trongon x et les capteurs 1 et 3, res-
pectivement. La densité initiale du trongon est alors calculée par la formule (6.3). Si plusieurs
trongons successifs n’ont pas de données, il faut parfois utiliser des capteurs trés éloignés, avec
potentiellement plusieurs entrées et sorties intermédiaires. Les calculs des débits amont et aval
sont alors fait par récurrence sur le graphe, en utilisant les coefficients tournants et les débits
entrants des noeuds intermédiaires.

)

6.4.4 Déroulé d’une simulation a posteriori

On cherche a présent & simuler le trafic entre un instant initial ¢y et un instant final ¢ + 7". On
suppose que l'on connait :

e des jeux de données (Q, v, T) pour un certain nombre de trongons courants a t = g ;

e un déroulé temporel des débits entrants pour toute la durée de la simulation, pour chaque
entrée du réseau;

e un déroulé temporel des coefficients tournants, pour chaque bifurcation et chaque sortie du
réseau.

On commence alors par créer la condition initiale de tous les trongons captés, selon la mé-
thode décrite dans la section 6.4.2. En utilisant les débits entrants et les coefficients tournants a
t = tp, et les débits donnés pour les troncons captés, on calcule ensuite la condition initiale de
tous les trongons non captés, en suivant la section 6.4.3.

Puis & chaque pas de temps, on calcule successivement :

e les demandes aux entrées du réseau a 'instant ¢ (on suppose que les offres aux sorties sont
infinies, i.e. les sorties sont libres) ;

e les débits de tous les noeuds du réseau par offre/demande, selon qu’il s’agit d’un noeud
simple, convergent, ou divergent (voir section 6.2.2), en utilisant les coefficients tournants
a l'instant ¢ ;

e les débits de tous les points intermédiaires (internes a chaque trongon).

Ensuite, la densité de chaque maille de chaque trongon est mise & jour :

A
pi(t + At) = pi(t) + A—;(Qm — Qout);

ou Ax; est la taille de la maille considérée, Q;y, et Qo sont les débits entrants et sortants
de cette maille, respectivement.
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A la fin de la simulation, on peut comparer les résultats avec les données réelles du jour consi-
déré. Les simulations a posteriori peuvent étre faite sur n’importe quelle durée (jusqu'a T' = 24
heures) ; pour les simulations en temps réel, on se limite en général a un quart d’heure (7' = 15
minutes).

6.5 Reésultats et analyse de la prédiction sur une journée

La définition des débits entrants et des coefficients tournants a été réalisée a partir d’une "journée
moyenne", obtenue en calculant, pour chaque capteur et chaque moment de la journée (toutes les
6 minutes), la moyenne des débits de 39 jours de semaines répartis sur 2 mois, hors vacances sco-
laires et jours fériés. Les diagramme fondamentaux ont été calculés en rassemblant, pour chaque
capteur, les données de toutes ces journées dans un diagramme densité/débit.

La version en temps réel a ensuite été développée avec Xavier Louis, ainsi que MM Scemama
et Tendjaoui en charge de 'exploitation finale des simulations sur la plateforme Siti. Des re-
quétes F'TP lancée et coordonnées depuis ’application récupérent chaque minute les données des
capteurs, puis le programme crée une condition initiale, et lance un nouveau quart d’heure de
simulation. Dés que la simulation est terminée, les résultats sont récupérés par la plateforme Siti.
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FIGURE 6.8 — Taux d’erreur du débit pour chaque capteur du périphérique, pour la journée du
ler juin.

La figure 6.8 montre la comparaison entre la prédiction & 15 minutes et les données des
capteurs, sur une journée de simulation. Pour avoir des grandeurs comparables, on calcule pour
chaque trongon la moyenne du débit simulé sur le temps d’aggrégation des capteurs, et la moyenne
de la vitesse. Sur 24h, on a donc 240 valeurs issues de la simulation (une toute les 6 minutes),
que 'on compare aux 240 valeurs données par le capteur. On calcule ensuite, sur ces valeurs,
quelle proportion a moins de 10% d’erreurs par rapport au capteur, entre 10 et 20%, etc.

La figure 6.9 montre I'erreur moyenne de chaque capteur, toujours sur une journée. L’erreur
médiane est de 29% ; 19 capteurs sur les 103 ont une erreur moyenne supérieure a 100%.

Ces résultats montrent que l'utilisation d’une "journée moyenne" pour définir les conditions
aux limites, et la méthode utilisée pour créer la condition initiale, ne sont pas trés satisfaisants.
Pour améliorer ces résultats, on va chercher & optimiser en temps réel certains parameétres de la
simulation.
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FIGURE 6.9 — Histogramme des erreurs moyennes des 103 capteurs du périphérique pour une
prédiction a 15 minutes.

6.6 Optimisation des paramétres de simulation !

6.6.1 Optimisation heuristique de la condition initiale

Bien que le modéle choisi soit simple, les simulations temps réel utilisent un grand nombre de pa-
rameétres, notamment & cause des nombreux trongons (courants, entrants ou sortants) non captés.
Les méthodes décrites précédemment (sections 6.3 et 6.4) permettent d’obtenir des conditions
initiales et des conditions aux limites, mais le taux d’erreurs montre bien leurs limites.

La définition de la condition initiale pour les trongons non captés, en particulier, donne d’assez
mauvais résultats en présence d’embouteillages. On va donc chercher a améliorer cette méthode
en temps réel, en utilisant non seulement les derniéres données disponibles (t(), mais également
des données plus anciennes. Le temps d’aggrégation des boucles magnétiques étant relativement
long (6 minutes jusqu’en 2015), on utilise seulement deux jeux de données : les données actuelles
(to) et les données précédentes (tp — 6 minutes). L’idée est la suivante :

1. Construire une condition initiale & partir des données a ty — 6 minutes.
2. Définir des conditions aux limites et lancer une simulation de 6 minutes.
3. Comparer le résultat de la simulation avec les données a #.

4. Tant que les deux sont trop éloignés, changer la condition initiale ou les conditions aux
limites et recommencer les trois premiéres étapes.

5. Lorsque le résultat est satisfaisant, utiliser 1’état final de la derniére simulation comme
condition initiale de la prédiction, et lancer une simulation entre ¢y et g 4+ 15 minutes.

Cette méthode permet donc de reconstituer précisément le déroulé des 6 derniéres minutes,
en particulier sur les trongons non captés, pour définir la condition initiale de la prédiction. Ses
différentes étapes sont résumées sur la figure 6.10. Elle a plusieurs intéréts :

Ltravail mené avec Tarik Fahlaoui
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optimisation : étapes 1 et 2
données : X X / X prédiction : étape b
: ; : V
i i i : temps
to — 12 to—6 to to + 15

FIGURE 6.10 — Déroulé temporel de la méthode d’optimisation.

e Contrairement a celle donnée par la méthode décrite en section 6.4, cette condition initiale
est elle-méme le résultat d’une simulation. Elle est donc plus détaillée, puisque la densité
peut étre variable & I'intérieur d’un trongon, au lieu d’avoir une valeur constante sur chaque
trongon ; et elle est également plus réaliste.

e D’autre part, les paramétres de la derniére simulation peuvent étre utilisés pour la prédic-
tion elle-méme. En effet, pour les entrées non captées, les valeurs de la derniére simulation
sont meilleures, sur les 6 derniéres minutes, que les valeurs moyennes historiques (cf sec-
tion 6.3.2). On peut donc supposer qu’elles seront également meilleures pour les 15 minutes
suivantes (la prédiction), voire utiliser une méthode d’apprentissage de séries temporelles
pour les prolonger dans le temps.

L’étape 4 de cette méthode nécessite de changer des paramétres, potentiellement nombreux
(condition initiale de chaque trongon, débits entrants, coefficients tournants). Mais la fonction
que 'on cherche & minimiser (différence entre les vitesses et les débits simulés, et les valeurs
données par les capteurs), ne permet pas d’utiliser son gradient.

On va donc utiliser une méthode heuristique d’optimisation non-linéaire en grande dimension.

6.6.2 L’algorithme de Nelder-Mead

John Nelder et Roger Mead ont publié en 1965 une méthode de parcours d’un espace de para-
métres [34]. Elle vise, partant d’un simplexe, & en déformer les bords suivant une décroissance
de la fonctionnelle & minimiser. Elle fait partie des méthodes heuristiques. Sa convergence n’est
pas assurée en dimension supérieure a 1.

Etant donné @ c R un espace de paramétres, on recherche un point w € € minimisant
une fonctionnelle f(w) a valeurs réelles. L’algorithme consiste & partir d’un simplexe non dégé-
néré (un ensemble de N + 1 points n’appartenant pas & un hyperplan de ), puis de supprimer
de fagon itérative le moins bon des N + 1 points pour le remplacer par un nouveau point. Le
détail du choix de ce nouveau point est expliqué sur la figure 6.11. L’algorithme s’arréte quand
le diameétre du simplexe est inférieur & un seuil e.

Quand la dimensionalité est élevée, et que les contraintes d’utilisation de 'algorithme dans
une chaine de calculs en temps-réel sont sévéres, on fixe un temps de calcul maximal (quelques
secondes), a la fin duquel le meilleur point atteint est pris pour solution.

La fonction & minimiser est la moyenne pondérée de deux fonctions, I'une mesurant ’erreur
de vitesse et 'autre de débit :

FIOSR w%f(w):w, (6.4)

ou les fonctions ¥ sont exprimées en pourcentage d’erreur :
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input : Un simplexe non dégénéré et inclus dans 'espace de départ €2, € > 0, une fonction objective
£, et les coefficient d’expansion x, de réflexion p, de contraction « et de rétrécissement o ;
output: Un simplexe de diamétre < ¢ ;

On ordonne les sommets du simpleze tel que : f(z)) < f(z2) < ... < f(Tni1);
while diam(S) > ¢ ;
do
On calcul z, le point réfléchi ;
Ly = (1 FpP)T — prptr ;
if f(z1) < f(zr) < f(zn) 5
then
| Ty & Tpp
else
if f(z) < f(@1) ;
then
On calcul 'expansion z.. ;
Te = (14 pX) T — pXTni1 ;
if f(ze) < f(zr) ;

then
| Te < Tnyi

else
| Ty — Tpgl

end
else
On effectue une contraction entre Z 2 et le meilleur de Tpi1 €t Ty
Teo=1+pY)Z— pyzpp1r et 5= (1 —7)Z + YyTpny1 ;
if f(w('.r):;) < f(xv‘) ou f(wci4) < f(I'n+1) ;
then
| T Tp
else
| On effectue un rétrécissement : Vi € {2,..,n+ 1}, 2; = 21 + 0 (z; — 1) ;
end
end
end
end

FIGURE 6.11 — Etapes de 'algorithme de Nelder-Mead.

14 /Qm—Qs\? 1 Q4 [V — V2
To(w) =100 N—CZ<QQTQ> Ty (w) = 100 N—CZ<T> (6.5)

i=1 i=1

avec N¢ le nombre de capteurs, Q)" et V)" le débit et la vitesse mesurés par le capteur i, Q;
et V;° le débit et la vitesse simulés sur le trongon correspondant. Les valeurs simulées sont des
moyennes sur ’ensemble des segments du trongon et sur la durée de la simulation (6 minutes).

Choix des paramétres
Les paramétres pouvant directement étre déduits des données n’ont pas a étre optimisés :

e les conditions initiales des troncons captés,

e les débits entrants et les coefficients tournants lorsque l’entrée / la sortie est captée.

Malgré cela, sur le seul périphérique, le nombre d’inconnues restante excéde 60. On peut
alors faire un découpage spatial du réseau pour diminuer la dimensionalité. En effet, comme la
simulation & optimiser est courte (6 minutes), I'influence de chaque parameétre reste relativement
locale. La figure 6.12 montre le premier sous-réseau considéré, qui correspond au quart sud-ouest
du périphérique toulousain.

Sur ce sous-réseau, les paramétres que ’on cherche a optimiser sont :
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FIGURE 6.12 — Détails du premier sous réseau optimisé (sud ouest).

e le débit entrant des 5 entrées non captées,
e le coefficient tournant des 4 sorties non captées,

e la condition initiale des 4 trongons non captés. 3 de ces trongons étant relativement long,
on a décidé de les couper en deux; on a donc 7 paramétres au total pour ces 4 trongons.

Un dernier parameétre a été ajouté. En effet, on sait que le modéle LWR posséde une capacité
(ou débit maximum) fixe, et n’est donc pas capable de reproduire le phénomeéne de chute de
capacité, évoqué précédemment. Or, ce phénomeéne est fréquent & 'intersection de l'autoroute
A64 et du périphérique, ot le nombre de voies passe de 242 a 3 (trongon 10546 sur la figure 6.12).

On a donc ajouté un parameétre v € [0,1] qui définit la capacité maximale de ce trongon :
Qc=7Qc1 + (1 —7)Qc2, 01t Q1 et Q2 sont les capacités minimales et maximales observées. Le
nombre total de paramétres est donc 54+4+ 7+ 1 = 17.

Les résultats sont résumés dans le tableau 6.1. Ces valeurs ont été obtenues aprés un temps
de calcul de 30 secondes, pour le sous-réseau sud-ouest (figure 6.12), avec N = 17 paramétres
(donc dans un espace Q de dimension 17). Ils sont trés satisfaisants pour le débit : lerreur
moyenne de débit est de 1.3%, et seul un capteur dépasse 2% d’erreur. Les erreurs de vitesse
sont plus variables mais toujours trés correctes, entre 0 et 7% d’erreur avec une moyenne de 3.2%.

Cependant, 'algorithme est trés dépendant du simplexe initial, et des tests aléatoires montrent
que les résultats sont parfois beaucoup moins bons que cela. C’est un probléme connu de I’al-
gorithme de Nelder-Mead. On cherche donc & améliorer sa robustesse, en le couplant avec un
algorithme génétique pour améliorer ’exploration de I'espace paramétrique.
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Indice du link ‘ Débit capteur | Débit simu ‘ Erreur débit | Vitesse capteur | Vitesse simu | Erreur vitesse

J

10042 3660 3644 0.40% 82 79 3.70%
10043 4210 4284 1.80% 69 74 7.20%
10041 3220 3211 0.20% 86 85 1.20%
10045 5190 5227 0.70% 82 80 2.10%
10046 4990 4962 0.60% 80 78 2.50%
10048 3090 3143 1.70% 87 84 3.40%
10049 6120 6166 0.80% 75 75 0.00%
10051 6110 6097 0.20% 77 76 1.30%
10290 6470 6405 1.00% 74 74 0.00%
10534 5380 5332 0.90% 84 82 4.80%
10546 7340 7116 3.10% 48 48 0.00%

‘ Valeur de ®¢ 1 Valeur de @y, ‘ Valeur de ® | nb d’évaluation l

‘ 1.31 \ 3.24 | 1.95 | 374 |

TABLE 6.1 — Analyse de la minimisation des erreurs.

6.6.3 L’algorithme "Simplex Evolutionary Algorithm" de Hedar et Fuku-
shima

L’algorithme Simplex Evolutionary Algorithm (SEA) [17]| consiste & considérer non pas un sim-
plexe, mais une population de simplexes. Cette population est construite pour couvrir au maxi-
mum ’espace des paramétres €2, en cherchant & éloigner les simplexes les uns des autres. L’algo-
rithme de Nelder-Mead est appliqué une premiére fois aux 5 meilleurs simplexes, mais seulement
pendant quelques itérations (pas jusqu’a convergence). Puis, un nouveau simplexe est construit
par une méthode génétique, a partir des 5 simplexes obtenus. Enfin, on applique I'algorithme de
Nelder-Mead & ce simplexe. Le détail de 'algorithme SEA est expliqué dans la figure 6.13.

Le tableau 6.2 compare les deux algorithmes (Nelder-Mead et Simplex Evolutionary Algo-
rithm), en fonction du temps de calcul, et donne le nombre d’évaluations de la fonction f (le
nombre de simulations effectuées). L’algorithme SEA n’apporte pas d’amélioration significative
par rapport & NM, il est méme souvent moins bon. Dans la suite, on utilisera donc uniquement
I’algorithme de Nelder-Mead.

Temps de Calcul (en sec) | Valeur de ®/NM | Valeur de ®/SEA | nb d’évaluations/NM | nb d’évaluations/SEA

10 2.81% 2.90% 125 201
15 3.54% 3.24% 187 200
30 2.09% 2.89% 373 382
45 2.12% 2.20% 578 568
60 2.04% 1.98% 781 769
90 1.75% 2.08% 1112 1151
120 1.99% 1.88% 1544 1517
300 1.76% 1.75% 3853 3784

TABLE 6.2 — Comparaison des erreurs avec les algorithmes NM et SEA.
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input : Une fonction f, un espace de départ Q2 = [U; L], € > 0, et un temps de calcul tempsCalcul ;
output: Un point de € ;
On géneére une population P de taille PopSize par : ;
for i < 1 to PopSize do
while Fig € {1, ..,i} tel que ||z* — 2°||;= dgiam' <  do
| On géneére z* € Q
end
end
On ordonne la population tel que : f(z') < f(z?) < ... < f(xPP5=¢) avec z* € P;
On restreint ensuite P auw 5 meilleurs individus de la population ;
for i < 1 to PopSize do
On construit un simplexe a partir du point x;, en créant n points, suivant les n directions de
Pespace, tel que ||z} — z5|li= diam = € Vj = {2,3,...,n} ;
On applique ensuite 1'algorithme de Nelder Mead durant m secondes. ;
end
On ordonne ensuite les simplexes S* Vi = {1, .., PopSize} tel que : f(z}) < f(z?) < .. < f(;zt{"’"s’z") -
PopSize — 1 et P = {z}};
On construit alors un simplexe S a partir de ce point, tel que :
z; j; = Random(max(zy ; — e(l; — wi),w;),min(z ; + e(l; —w:), L) Vi=2,..,n+1et,Vj=1,...,n;
tempsCalcul— = PopSize x m ;
while temps < tempsCalcul ;
do
| On effectue Nelder Mead sur S ;
end
On retourne

FI1GURE 6.13 — Algorithme Simplex Evolutionary Algorithm.

6.6.4 Assemblage des sous réseaux

L’étape suivante est d’assembler les différents sous-réseaux, pour vérifier que le couplage ne nuit
pas & l'optimisation. Le périphérique intérieur de Toulouse a été découpé en 4 sous-réseaux,
chacun ayant moins de 20 paramétres, et le couplage étant toujours fait au niveau d’un capteur
(si possible sur un trongon rarement ou jamais congestionné). Chaque sous-réseau est optimisé
en paralléle par la méthode de Nelder-Mead, puis on refait une simulation sur I’ensemble du
périphérique intérieur avec tous les paramétres optimisés.

Enfin, pour simuler une utilisation en temps réel, I’état final de cette derniére simulation est
utilise comme condition initiale d'une nouvelle étape d’optimisation sur les 6 minutes suivantes.
Cette condition initiale est considérée comme fiable et on ne cherche plus a 'optimiser, ce qui
fait diminuer le nombre de paramétres a partir de la deuxiéme étape et pour les suivantes.

Le tableau 6.3 montre les erreurs pour chaque sous-réseau, et pour le réseau entier. Le calcul
a été réalisé sur la journée du 10 septembre 2014, entre 7h30 et 8h, ce qui correspond & 5 étapes
d’optimisation. Le temps total de calcul est de 10 secondes par sous-réseau pour chaque étape,
les différents sous-réseaux pouvant étre optimisés en paralléle, ce qui est largement inférieur au
temps d’aggrégation des données de 6 minutes, la méthode peut donc étre utilisée en temps réel.

L’étape de couplage ne semble pas poser de probléme : & chaque étape d’optimisation, la va-
leur de lerreur sur le réseau entier (lors de la simulation sur I’ensemble) est trés proche de la
moyenne des erreurs des simulations de chaque sous-réseau.

En revanche, les deux derniéres étapes montrent des erreurs significativement plus élevées que

les précédentes. Cela peut étre di simplement au fait qu’il y a plus de trafic, donc plus d’em-
bouteillages & 8h par rapport & 7h30; ou au fait que la condition initiale est de moins en moins
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Début-Fin Valeur de ®/Sud | Valeur de ©/Ouest | Valeur de ®/Nord | Valeur de ®/Est | Valeur de ®/Réscau

Th30 — Th36 | 3.72% 7.57% 1.67% 5.73% 5.64%
Th36 — Th42 | 3.55% 5.73% 2.58% 6.39% 5.54%
Th42 — Th48 | 4.79% 4.91% 1.93 4.54% 4.55%
Th48 — Thb4 | 8.11% 7.27% 2.58% 6.05% 7.89%
Th51 — 8h00 | 11.96% 3.61% 3.40% 5.29% 7.27%

{ Début-Fin ‘ Valeur de ®/Réseau ‘

‘7/:3() 8h00 | 1.05% ‘

TABLE 6.3 — Erreurs de chaque sous réseau.

bonne. Il peut donc étre nécessaire de ré-optimiser les paramétres de condition initiale toutes les
2 ou 3 étapes.

Enfin, l'erreur moyenne sur l’ensemble des 5 étapes (de 4%) est plus faible que les erreurs de
chaque étape séparément, ce qui signifie que la majorité des capteurs sont corrects en moyenne
(sur la demi-heure) méme s’ils ne prennent pas exactement la bonne valeur a chaque étape.

6.6.5 Conclusion et perspectives pour 'optimisation des paramétres

L’algorithme présenté permet de retrouver, avec moins de 5% d’erreurs et en moins d’une mi-
nute, le dernier jeu de données mesuré par les capteurs. De plus, le découpage du réseau complet
en sous-réseaux a montré que les raccords nuisent trés peu a la qualité de la reconstruction;
par conséquent, cette méthode peut étre généralisée & de trés grands réseaux, en optimisant en
paralléle les paramétres locaux.

L’étape suivante est d’utiliser cette méthode dans la prédiction en temps réel. On pourra alors
comparer cette condition initiale avec la méthode classique en mesurant 1’écart entre la prédiction
et le déroulé réel. Cette étape est en cours d’implémentation.

Perspectives : apprentissage par réseau de neurones

L’utilisation d’un réseau de neurones pour prédire les conditions initiales a partir des données
temps réel par apprentissage est également en phase de test. Cet apprentissage peut s’appliquer
& plusieurs types de données :

e les débits entrants lorsqu’ils sont captés, en comparant directement la derniére demi-heure
de données avec une base de données historiques;;

e les débits entrants non captés, en utilisant les valeurs issues de 'algorithme d’optimisation
sur la derniére demi-heure;

e éventuellement les coefficients tournants, en procédant de la méme maniére, bien que ceux-
ci semblent moins variables d’un jour & 'autre que les débits entrants.

Un premier test a été réalisé sur quelques dizaines d’entrées captées. L’apprentissage dure
plusieurs heures, mais ensuite la prédiction d’une série temporelle donnée est trés rapide, et les
résultats sont trés encourageants.
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Annexe A

Entropies du modéle LWR moyenné!

Principe de Schwartz

On cherche une entropie du systéme (3.29). Comme le systéme s’écrit

W + A0, W =0,
avec W = (p, R), 'entropie s doit vérifier

s(W) + Dy (W) = 0,

ol @ est le flux d’entropie; et on sait que cela est équivalent au sens des distributions & :

tAVS = v@a
c’est-a-dire :
{ & = G0+ RGN 20} P10
e = QUp)ps + QL()Is.

Le flux d’entropie doit vérifier le principe de Schwartz :

Or(95p) = 05(Orp).

On a donc I’équation suivante sur I’entropie s :

Or ((Q.(p) + RQY(p))05s + 2RQL(p)Ors) = 95 (Qr(p)ps + QL(p)Ors) -

Apreés développement et simplification, on obtient :
RQ!(p)3; ps + QI (p)Ors + 2RQ(p)O%, rs — QL(P)I 55 = 0.

Entropies a variables séparées

On recherche des entropies sous la forme

L’équation (A.3) devient maintenant :

RQY(p)f'(p)g' (R) + QL(p)f(p)g'(R) +2RQ.(p) f(p)g" (R) — QL (p)f"(p)g(R) =0,

(A.1)

(A.4)

(A.5)

ou, puisque Q. est concave (et donc Q”(p) < 0 Vp), et en supposant que f et g sont des

fonctions positives :

!Calcul réalisé avec Alain Forestier (CEA) et Xavier Louis (IFSTTAR)
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R _ "0 _, "

QI (p) I'(p) g'(R) | g'(R) g’

Q) 1o o T gm0

Essayons une fonction polynémiale pour g : g(R) = R*. L’équation devient :
Q< (p) ['(p) | k(2k—1)  f"(p)
k — =0. A.

NI O N A

Si k = 0 on obtient f”(p) = 0, ce qui nous dit que p est une variable conservative, ce n’est
pas nouveau. Une autre valeur intéressante pour k est k = 1/2, qui nous donne :

1"(0) = S8 7(5) = I (£2) = sm(QL(a)) A5)
= [(p) = \IQL)).
Ecart-type

f' =0 est une solution évidente. L’entropie correspondante est ’écart-type 7 :

n=VaR = /7.
Cette entropie est évidemment concave par rapport aux variables (p, R) mais non strictement
concave. L’équation (A.1) nous donne les dérivées du flux d’entropie :

Iy = V2RQ.(p),
o — Q) (A.9)
RY = V2R’

ce qui nous donne :

#(p, R) = V2RQ. (). (A.10)

L’équation, conservative, d’évolution de 1’écart-type est donc :
O + 9:(nQe(p)) = 0. (A11)

Autres entropies

Sinon, si f’ # 0, alors f est une primitive de /|Q”|. Considérons l’entropie suivante :

S(p.R)=V3Rf(p) on f(p)= / VIZT®) (A12)

L’équation (A.1) nous donne encore les dérivées du flux d’entropie ¢ :

Opp = (Qup) + RQY(P)V2RV|Q¢(P)] + V2RQ((p) f (), (A.13)
Orp = QUPVIRVIQIPI + 122 |
d’ott I'on peut tirer :
#(p. R) = QLA F(PIVIR + 5 (2R)|QL (7). (A.14)

Dans le cas parabolique, on a Q7 = cst et par conséquent on peut prendre f(p) = p. Dans ce
cas (et bien qu’elle ne soit ni concave ni convexe), pn est une entropie (ou 7 est l'écart-type) et
I’équation associée est :

773
On(pm) + Ou (ﬁn@’e(ﬁ) + Q) 2) =0. (A.15)
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Annexe B

Modéle moyenné avec diffusion

On considére le modéle LWR avec diffusion (4.4) :

6tp + 6xQe(p) =0y (M(p)amp) ) (B'l)

et on va utiliser la technique de moyennisation décrite dans la section 3.2.

Equation sur la densité moyenne

On pose p = p+ p' comme précédemment, puis on applique I'opérateur de moyenne. Le membre
de droite de I’équation (B.1) devient, avec n? = p/? :

2 2
O i P05+ 7)) = n (1(0):5) + Os (u'@)ax%) ‘o, (M"(ﬁ)%@:@)

par développement limité de la fonction p et en négligeant les termes en p’®. L’équation sur
la densité moyenne est donc :

o+0. () + L0 ) = 0.u(p0n) + 2 (W) ) (B2)

Equation sur 1’écart-type

Pour obtenir ’équation d’évolution de 1’écart-type, on multiplie ’équation (B.1) par p/, puis on
applique 'opérateur de moyenne. Le membre de droite devient :

70,(u(p+ )00 + 7)) = 0 (Fulo+ P)0:p+ 1)) = 1o + )0+ 7)0epl. (B3)

Le premier terme est

o (p’u(ﬁ+p’)3x(ﬁ+p’)) = 0y (1(p)0r )+5 (1?1 (p)0p)
= (p) ((Oun mn) + 00 (1(P))nByn + 208yt ( )azp+77 Bz (1
= n (ﬁ)aanrn 2 (14(P)) + 31020 (1(p)) + 1(p) (Den)?,

et le second :

2
_M(ﬁ + p,)ax(ﬁ + p’)axp/ = _M(ﬁ)(amp/)2 - :U'/(ﬁ)axp_am%

Il faut choisir une fermeture pour (9,0')2. On va supposer que c’est égal a 0. L’équation (B.3)
devient :

PO (1(p + 002 (5 + p)) = nps(p)Dzem + 1702, (11(P)) + 200:m0e (1(p)) + 11(p) (Dem)*.
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Pour obtenir le membre de droite de ’équation d’évolution de I’écart-type, il faut diviser par
71 (en supposant n(z,t) > 0 Vz,t) :

9um)?

(P) 3R+ 192 (7)) + 20m0,(7) + ()
L’équation compléte en 7 est donc finalement :

(0,m)?

e+ 32(nQe(p)) = 02 ((p)n) + 1(p) (B4)

Ce résultat intéressant confirme que 7 est bien une entropie du modéle LWR moyenné : son
équation d’évolution a un terme conservatif (le flux d’entropie), un terme de diffusion, et un
terme de production, strictement positif (en supposant p(p) > 0 Vp).

Avec les hypothéses précédentes, le modéle LWR moyenné avec diffusion s’écrit donc finale-
ment :

2

op + 0.(Qup)+5QUP) = 2ulu(Oup) + 02, (WD)

) (B.5)
am + 9. (nQL(p)) = 02, (u(p)n) + p(p) L
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Annexe C

Caractérisation des champs pour le
modeéle LWR moyenné

On considére le systéme hyperbolique

5 p> QLp) + ZQ" () nQL (D) aﬂg(p):&
t(n *( Q) QL) "
Ses valeurs propres sont

Moo= QL)+ Q) — 3Va

N o= QUp)+ QM) + Ia

avec les vecteurs propres associés

= Caarty 2va ) = (ot i)

ot a = 4Q/(p)* + Q' (p)*n*. On a :

" " 1y (4) 2
V= —4Q"(p [Q” ) - R e (p)n}
lQ/e// 2
QU (0) +2V3) ["Q'" ) - b/a- A2

(VaVALr = (=8QL0)? ~n*QUpQ (p) Va
F100QL PV QL (0) + 3P QLR (P)QE (0)

On peut factoriser en partie :

(C.1)

(V@) VAL = (—8va+ 1050 (p)) Q! () + QL (p) Q1 <>( Va+ Q2o )) (©2)

On cherche une condition suffisante pour que le 1-champs soit vraiment non linéaire (VNL).

On suppose que

nlQY (p)| < 1QL(p)| Y(p;n).

Alors on a

21Q2(0)] < va < Y1101

donc
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—8va+ 10mQY (p) < —6|Q%(p)|,
et

17 1 17 " i
L 00) < —va+ 0@ (0) < -0l

Si 'on suppose de plus que

21O ()] < 21Q2(p)] V(p,m)

(le facteur 2 n’est pas optimal, on peut prendre 1+1% ~ 2.34), alors le champ est VNL
puisque

VA1.r1 <0 V(p,n).
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Annexe D

Utilisation de la méthode de
Kudryashov avec Maple

D.1 Modéle LWR, cas parabolique

= restart,
> Y0:=p,+ (p,~p, ) Q(2);

Y1 = collect( subs(diff (Q(z), z) =—Q(z) + Q). diff (¥0.2) ), Q(z) );

Y2 = collect( subs (diff (Q(z), z) =—Q(z) + Q(z)", diff (¥1. 2)).Q(z) ):

Y=p,~(pP,~p,) £12)
Y= (p,-p,) O(2)* + (-p, + p,) Q(2)
¥2:=(2p,-2p,) Q(z) + (-3 P, +3P,) Q(z)* + ( P.~P;) £(2)

> ewpr={Y=Y0,V=VYV=¥?}:

X )
> Pe=x— V_u‘.r'(l— s
\ pJ/
e b
Qe=x-V x|1-—
\ p.i/v,
> egl = co//ecr( su/»‘(e.xpr, k¥ + QY )AY —u'k:-Y"). Qiz) );
(20,(p,-p,) % N ;
ogr=|-—2 e Pe) 7 p (2p,~2p,) |Q(2)
\ P SRR %)
((, [, Pz FarPs),, 2V, (PP ) £ (P *Py) |, " A e
kN ,(.'l!j e 7 e A’i,pr—p.'.":’_ — g ——4 v(,p(_'_pa"‘.l—uﬁ- (_3 pg-3pa"} Q':z}-
(LU Py 2y : P : J
"l P . 2 \ "/ 2 ‘{ p:‘." | ,T(Ip:." | 2 \ )
+ | -4 V(“p‘: 5 p_,‘.»J_lJ-" (‘px:—p;."‘) - “.Ui el i £ l‘—p;:* p:‘."‘) ‘ {_)I_Z)
\ ) i v ik Pag) Pic } )

> s/ = solve({coefli(egl, Q(z) )}, {k v} ):

A=

".’(! ( _p;: B0 p.‘ ] e lf.’l/ i —pg_'— p.. 8 p.l/ ) ‘

s/={£=0,v=v)}, ;
P, Pas I

L’instruction coeffs (eql, Q(z)) renvoie la liste des coefficients de eq! vu comme un polynome
en Q(z). L'instruction solve résout le systéme annulant tous les éléments de cette liste.
La permiére solution {k = 0,v = v} donnée par solve correspond aux constantes.
Dans la suite on s’intéresse a la deuxiéme solution. On peut montrer qu’elle vérifie I’équation
différentielle de départ, et que sa vitesse est bien celle de Rankine-Hugoniot :
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> fl= sub.s‘(sl[Z],.va[)s(z=t-{x—v-l), subs| Q(z) = : ‘,}’0]]];

14¢
PP,
7=p,+ — —
=P 59 el (P PPy )"
(P TP2) | * ™
up
Yot A
> simplif(dif(%.1) + 0% )-dif (%) -k diff(%,252) );
0

= simpliy

(o)) |

pal‘_ pg

subs[sl[Z],

P+ P Pur) Vi
p.(!

On peut voir le profil de densité a ¢ = 0 pour deux valeurs de la diffusion : © = 50 (en haut) et
i = 20 (en bas). Le profil devient plus raide lorsque p tend vers 0.

B p/ol(subs( {pg= 80,p,=140,p, = 160, 7, = 130, n = 50, 7= D},ﬂ),x=—l0.‘10);

140

i o o

o
1=

(P L L
A0 -8 -6 -4 -2
X

=]
o —

B plot( subs ({p, =80, p,=140,p, = 160, ¥,= 130, =20, 7= 0}, /7), x=-10..10);

1404

[ ] W] A
-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X
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D.2 Diagramme de degré 3

2
Ee

> Pe=x— I{‘,-x-[l——] :
P

u::x—o i-u -,~p,‘
1 0°
A

(> plor{ subs( {p,,= 160, ¥,,~ 130}, Qe(p) ), p = 0..160);

3000

PR EERE AR ERERE R E RS R R R
25 50 75 100 125 150

rho

o

> egli= w//w’(xubs(mr,—,t-v.)' + QY)Y -0 (Y) (1) _”(},)'R‘yn)' Q(Z)) :
> 2= solve( {coefi(eg2, (=)}, [ oo iyo v} )i

s2:=1{p= V‘V(pff Put Py 2P Py 2Py Pyt P+ p;l) 0= _M u, =- VM(Z P Pu2PyPs PP,
' 2 +Hy 0 2
& #Pu APy
f Qe(p,)-Qe(p
= simplipy| subs [ 52, % :
(AR s

2

Vi (PyPut Py 2P, Pa2PsePut Pyt Par)

2
P

> collect( simplifp( subs(s2, w(x)) ), x);
x V,u(pg—pa') VM(—Z PePar™2PyP,~ Pst p;)
Pack APy

B Sactor (coeff ( %, x,0));
Vu(pg-p(‘,) (pg—Z Par™ p{,)
Pack
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D.3 Diagramme de degré 4

3
> Qe=x— V‘“'X'(l-i] :

P
]J»] X ‘ x N
Romx—p,+ —— (— :
P P
g
Qe:=x—*lf‘,.r[l——]
P
2
SRS
s G e R
Par Py

j> eg3 = collect( subs(expr,~kv-¥ + Q¢ (¥ )k V=W (¥)- (£ 1) —u[}')-i-r"),g(z)):
> 53 = solve( {coef(eg3, Q(2) )}, { Vg 11 1y } )i

(> factor(s7[41); . . .
Vie(Pe=Ps) (%'3 PePart PPyt 3Py 3PPt pd)
3
APy

l""(j=_

ey I8 2 p.+p.)
o SWP/IJJ’[;'(PJ'Pg) -—-3'(pM— °‘2 S’] ];

2 2 2
Pu3PuPut Pyl +3P,~3P,P,+P,

(> m= subs(s3, wix)),
3 2 .3 2 2 2 2. 2
l{,,(pd-3 ParPy Py T3P Py 3P, Pyt 3 p.l!pd) d y.u('pd'" P3P, Pyt 3 p.llpd]

LR

3 2 4720 d 2 2 3 2 3 -2
P V.u(p,u_3 ParPut 3PuPy Py P T3P, P3P, Py P P3P, PP, P, pd) e Vie (_pd P3P Pyt 3 p.i!pd)
: 3 s By 2
P APy
3 2 3 2 2 2
BT F ) VM(pJ_3 PuPs P T3P, P3P, P, *3 p.ilpd)
p‘z o * » "'u 8 3
Par APy

V.ll(_pg & pd) 3

m= -

kP, Pk
=> faclor( simplgﬁw( su&s(x= P m) ) );
H(PyPa) (PPut Par2P, P 2PuPu 0y i)
£ p.su

=> so/w( %, pM);

pg*pg“' PKPJ,PK“P‘,‘ pgpd
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D.4 Modéle moyenné

> X0 =p,+ (p,~p,) Q)
HO= b, + b -Q(z) + b, Q(z)%;
Y1 = collect( subs(diff (Q(z), z) =Q(z) + Q(z)’. diff (¥0,2) ), Q(z) );
¥2 = collect( subs(diff (Q(z), z) ==Q(z) + Q(2)°. diff (¥1,2) ), Q(z) );
H1 = collect( subs (diff (Q(z). z) =-Q(z) + Q(z). diff (H0,2) ), Q(z) );
H2 = collect( subs(diff (Q(z), z) =Q(z) + Q(z) ., diff (H1,2) ), Q(z) );

=p,+ (p,~p,) 2(2)
HO=b,+b Q(z) + b, 0(z)°
Y= (pmpy) Q12)7 + (9,4 p,) 012)
r2:=(2p,-2p,) 0(2) + (-3p,+3p,) 0(z)* + (p,-p,) O(2)
HI=26,0(2) + (4,-24,) 0(2)° -4, 0(2)
H2=66,0(2)" + (26,-106,) 0(2)’ + (34, + 4 4,) 0(2)* + b, 0(2)

I
v

expr:= {Y=Y0, V=Y V=Y H=HOKH=Hi H=H2}:

> Qe=x— [/M.x.(]_i];
P
pr=x—p

x
Qe:=x—‘lf‘,x(l——]
Pas

B=x—py,
> egl= m//wl(.rubs(e{or, Y+ (Qe'(Y)+ H-Qe”(Y) )£V + Qe”[}')-t-ff—-u[}’}‘kz-}’").Q(z)) :
> eg2 = collect( subs(expr,~kv-H + 2-H-Q"( ¥ )-kV + Qe (V) -hH -0 V)£ -H),0(z)):

> sols = solve( {coefls(eql, Q(2) ), coefs(eg2, Q(2) )}, by by, by K v} )

PiPatPy) ¥ar . Fu(-P P PPyt P,) ¥,
sols:= [v=1,b,= by, b= b, b, = by, £=0), AL Put ) L k= (P d),bo=0,b]=0,bz=0,(v=—(d‘u—”)”,
Par Ho Pas Par
W LT D W DO L O i e VLT LT
LS L S R B L R T T G e B e

Les deux premiéres solutions données par Maple sont respectivement les constantes (k = 0) et
la solution du modéle non moyenné (R = 0). La troisiéme nous donne un profil pour p(z) et R(2) :

> fi= su&s(ﬁcfor[solf[3]},su&s(z=,t-(x— u-/),sub_g(Q(z) = %’ y()] ] };
+¢€
1
Ri= su[xs(ﬁlclor(solr[3]),su&s(z=b[x— v-l),subs(Q(z) = _l _,/I()] ] ];
“+ ¢
S=p+ S a—
J ¥ 7 . (PetPurPs) Yo
= ~ ue
1+¢ M
2 2
R= (p,~P )2_1 (PyPs) L1 (P,~Ps)
+ R ° R (PetPur®s) st 6 (et Pa?s) %)
4 al"g ") .' Pas ) 4 ;.l!':,pg'pd J .J‘ p—u
3 ne 7
A ne
l14e 14+e M )
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> plot( subs({p,=140,p =80, =50,k=1,p, = 160, ¥, =130,r=0}, /), =-10..10);
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Annexe E

Démonstration du théoréme 5.3.1

On consideére le probléme de minimisation (5.12) :

v(0) = W
o(T) Vi
JFodt = X

o(t) € [-B,A] Vt

T
min/ [o(t)|dt  avec
0

On considére le cas ot X < T'min(Vp, V) (cas 3 sur la figure 5.6). On pose

T
I(v) = /O lo(t)]dt. (E.1)

Lemme E.0.1 Siv est une solution du probléme (5.12) alors il existe a €]0, T tel que a est un
minimum global de v, et v(a) < min(Vy, V).

En effet, la fonction v atteint son minimum global sur [0, 7] en un certain a. Supposons par
I'absurde que v(a) > min(Vp, V) alors

T
/ o(t)dt > To(a) > Tmin(Ve, V5) > X,
0

d’ott une contradiction avec la contrainte fOTv(t)dt = X. O

Lemme E.0.2 Siv est une solution du probléme de minimisation (5.12) alors v est décroissante
entre 0 et a puis croissante entre a et T'.

En effet, supposons par exemple que v n’est pas décroissante entre 0 et a. Comme v est
continue et C'! par morceaux, il existe alors un maximum local b €]0, a[, et un voisinage [by, bs]
de b tel que v est croissante sur [by, b], décroissante sur [b, ba] et tel que v(b1) = v(b2). De méme,
si v n’est pas croissante entre a et T alors elle a un maximum local b €]a, T'[.

Dans ces deux cas, on peut construire une fonction ¥, également continue et C'! par morceaux,
dont l'intégrale est égale a I'intégrale de v, mais telle que I(9) < I(v). Par conséquent, v ne peut
étre solution de (5.12).

Pour construire ¢, on remplace v par une constante sur l'intervalle [b1, bs]. Ensuite, on rem-
place également v par une constante sur un voisinage du minimum global de sorte que 'intégrale
garde la méme valeur.

Cette opération fait strictement diminuer I'intégrale de la valeur absolue de l'accélération I(v) =

fOT |0(t)|dt, puisque 1'on remplace une fonction non constante par une fonction constante sur deux
intervalles. En itérant cette procédure tant que la fonction obtenue posséde un maximum local
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Vo Vo

| | T T
I I T I I
| I I | |
| | | | | |
| | I | | |
| | | | | |
a T b a T b a T

[ I S -

F1cURE E.1 — Construction de la fonction . a est le minimum global, b est un maximum local.

b €]0, T (qu’il soit avant ou aprés le minimum global), on obtient & la limite une fonction ¢ qui
est décroissante, puis constante sur un intervalle contenant le minimum global, puis croissante.
Cette fonction vérifie I(v) < I(v). O

Lemme E.0.3 Siv est décroissante puis croissante, alors minimiser I1(v) est équivalent a mazi-
miser le minimum global de v.

En effet, si v est décroissante entre t = 0 et a puis croissante entre a et 1T', alors on a :

I0) = Jy @t
= [y ot)dt+ [ (—o(t))dt '
— (0(0) —v(@)) + (o(T) — v(a)) (E2)

Par conséquent, minimiser [ revient & maximiser la vitesse minimale V,;, = v(a). ]

On peut alors démontrer le théoréme 5.3.1 dans le cas ot X < T'min(Vp, Vy), grace a ce
dernier lemme :

Lemme E.0.4 Si X < Tmin(Vy, Vy), alors le probleme de minimisation (5.12) a une unique
solution, et celle-ci est de type bang-bang.

Définition : une fonction v continue sur [0,7], C' par morceaux, et dont la dérivée est
bornée 0(t) € [—B, A] est dite de type bang-bang si sa dérivée est toujours soit nulle, soit égale
a l'une des bornes : Vt,0(t) € {—B,0, A}.

On va montrer que I'unique solution du probléme de minimisation est la fonction affine par
morceaux v définie par :

Vo — Bt sit <tl
@(t) = Vinin sit) <t <ty (ES)

Vf—l—A(t—T) sit > ta.
Cette fonction est continue si Vo — Bty = Vinin et Vi+Alta —T) = me On choisit donc :
tl — Vofgmzn ,

e (B.4)
ty = 7 ViVmn

On suppose que ty < to, i.e. Vinin > (% + % — T> fﬁ—%. Si cette derniére relation n’est pas

vérifiée, alors le probléme de minimisation n’a pas de solution pour ces valeurs de A et B (mais
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on peut toujours trouver une solution en prenant des bornes A et B plus grandes).

Considérons & présent une autre fonction v continue sur [0,7], C! par morceaux, solution du
probléme (5.12). Alors, v(0) = Vp et v(t) > —B, donc :

Ve [0,t] w(t) > Vo — Bt = o(2). (E.5)

De méme, comme v(T) = Vy et 0(t) < A, on a:

Vi€ [ta, T] w(t) > Vi + At —T) = (t). (E.6)

Mais par ailleurs, f(;[ v = fOT v = X, et par conséquent :

to to .
/ v(t)dt < / 0(t)dt = (t2 — t1)Vinin, (E.7)
t1 t1

car 0 est constante sur [t1,t2]. Si ¥ n’est pas égal a v sur U'intervalle [¢;, t2], alors le minimum
global V,,;;,, de v est strictement plus petit que Vj,;n, €t par conséquent :

I(v) = Vo + Vi = 2Vpnin > Vo + Vi = 2Vpin = 1(D). (E.8)

Si v est égal & v sur 'intervalle [tq, to], alors I'inégalité (E.7) est une égalité; par conséquent
les inégalités (E.5) et (E.6) sont aussi des égalités, et finalement v est égal a v sur tout l'inter-
valle [0, T]. On a donc montré que ¢ était 'unique solution du probléme de minimisation (5.12). O

On a donc montré le théoréme 5.3.1 si X < T'min(Vp, Vy). Dans le cas ot X > T'max(Vp, V)
(cas 2 sur la figure 5.6), la preuve est exactement similaire en changeant le signe de toutes les
inégalités : on a alors I(v) = 2Viuee — Vo — Vy, et minimiser I revient & minimiser la vitesse
maximale V,q,. Les deux autres cas (ot min(Vp, Vy) < X/T < max(Vy,Vy)) se démontrent
également comme le lemme E.0.4, en exhibant la fonction solution puis en montrant que c’est
I’'unique minimiseur.
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