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Titre : Analyse des liens entre un modéle d’endommagement et un modéle de fracture

Mots clés : Endommagement, fracture, dérivée de forme, level set, irréversibilité, épaisseur minimale.
Résumé : Cette these est consacrée a la dérivation des modeles de fracture comme limite de modeéles
d’endommagement. L’étude est justifiée essentiellement a travers des simulations numériques. On s’inté-
resse a étudier un modele d’endommagement initié par Allaire, Jouve et Van Goethem. Nous apportons
des améliorations significatives & ce modele justifiant la cohérence physique de cette approche.

D’abord, on ajoute une contrainte sur 1’épaisseur minimale de la zone endommagée, puis on ajoute la
condition d’irréversibilité forte.

Nous considérons en outre un modele de fracture avec pénalisation de saut obtenu comme limite asymp-
totique d’un modeéle d’endommagement. Nous justifions ce modele par une étude numérique et asympto-
tique formelle unidimensionnelle. Ensuite, la généralisation dans le cas 2D est illustrée par des exemples

numériques.

Title : Analysis of links between a damage model and a fracture model.
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Abstract : This thesis is devoted to the derivation of fracture models as limit of damage models. The
study is justified mainly through numerical simulations. We are interested in studying a damage model
initiated by Allaire, Jouve and Van Goethem. We are making significant improvements to this model
justifying the physical consistency of the approach. First, we add a constraint on the minimum thickness
of the damaged area and then we add a condition of strong irreversibility.

We see also a fracture model with jump penalization obtained as an asymptotic limit of a damage model.
We justify this model by a one-dimensional formal asymptotic numerical study. Then, the generalization

in the 2D case is illustrated by numerical examples.
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Introduction générale

Notations

Q un ouvert borné de R%, d = 2,3.
09 est la frontiere de 2 telle que

0N =TpUTly.

up une condition de Dirichlet sur I'p.

f une force de volume appliquée dans ).
T une force surfacique appliquée sur I'y.
A, i € R les coefficients de ’élasticité.

A un tenseur d’ordre 4 et défini dans le cas isotrope par
Aijkg = Nijor + p (0indir + 6adjn) -
e un tenseur d’ordre 2 dit tenseur de déformations et est donné par

e(u) = = (Vu+ (Vu)') .

N | =

o est un tenseur d’ordre 2 et déduit de la loi de Hooke par :
o=A:e, 0ij = Aijrin

n est la normale unité sortante de 9f2.

M est 'ensemble des matrices d x d symétriques.
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Cette theése porte sur 1’étude des modeles d’endommagement et de fracture en élasticité linéaire.
L’objet du travail est de résoudre dans différents cas, un probleme de minimisation locale a travers un
calcul formel et des simulations numériques en Freefem++.

On montre qu'un modele de fracture peut étre approché par un modele d’endommagement. On présente

dans cette introduction des rappels sur quelques notions de base et une revue sur des travaux antérieurs.

I.1) Formulation en élasticité linéaire

Nous suivons une formulation des problémes en élasticité linéaire isotrope homogene avec HPP (Hy-
pothese de petites perturbations) qui impose que la configuration déformée résultant du comportement
élastique est proche de la configuration initiale de référence.
L’élasticité est modélisée dans notre cas seulement en se basant sur les effets mécaniques diies aux
contraintes appliquées en évitant la considération de tout effet thermique. Alors, la théorie de 1’élas-
ticité s’intéresse a I’étude des déplacements, déformations et des contraintes dans un solide soumis a des
forces extérieures.
Le comportement linéaire élastique se déduit intuitivement du cas multidimensionnel en considérant une
barre de section constante S attachée a un bout et soumise & une force F sur le bord libre.
La contrainte est notée o et est définie par la relation

_F
o=3-

Deux cas se présentent :

— La traction pour F.ngs > 0,

— La compression pour F.ng < 0 avec ns la normale a la surface.

Ainsi, les équations locales mécaniques décrivant le comportement élastique sont données par :
—Div ¢ = f dans (,
o(u)m =T dans Ty ,

u=up, sur'p,

oluy=A:e

L’énergie de déformation associée au probleme d’élasticité linéaire isotrope (HPP) est notée W et est
définie par :

W == (A(tr e)? 4 2ue : e).

N |

L’existence et I'unicité de probléme (I.1).1) est assurée d’une part par supposer que la frontiere I'p doit
étre de mesure non nulle dans 0f2.

D’autre part, le probleme est bien posé se basant sur le fait que la densité d’énergie W est définie positive
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résultant des inégalités sur les coeflicients d’élasticité, le module de Young E et le coefficient de Poisson
v(E>0, -1 <v<d.

La forme intégrale associée au probléme (I.1).1) est donnée par :

: 1
/Qae(u) e(v) d:ch/Qf.v dx + [{N T dS, v e Hy(Q).

En appliquant le Lemme de Lax Milgram en montrant que la forme bilinéaire associée est coercive (Lemme
de Korn, [Duvaut, 1990]), l'existence et 1'unicité des solutions de probléme 1.1).1 sont déduites.
On se réfere a [Francois, 1980, Duvaut, 1990, Ciarlet, 1997, Ledret, 2004] pour I’étude des notions de

base du probleme d’élasticité.

La section suivante est un bref rappel sur la modélisation classique de I'endommagement.

I.2) Modéele d’endommagement de Francfort-Marigo

Les premiéres formulations des modeles d’endommagement étaient incapables dans plusieurs cas de
traiter correctement les compagnons inévitables de 'endommagement comme 1’adoucissement, le durcis-
sement des matériaux.

( Voir [Nguyen, 1987, Silling, 1988, De Borst, 1989, Benallal and Marigo, 2007]).
La modélisation classique de I’endommagement se base sur

— La définition du parametre d’endommagement.

— La dépendance de facteur d’endommagement aux propriétés mécaniques.

— La loi d’évolution du parameétre d’endommagement.

Le choix des lois d’évolution et leurs structures a posé une grande problématique dans la construction
des modeles.

Généralement, la structure des lois classiques varie d’un parametre a l'autre et il n’y pas de prise en
compte des parametres de la géométrie des matériaux et des efforts appliqués.

Francfort-Marigo se sont inspirés de la modélisation initiée par Lemaitre et Chaboch dans [Chaboch, 1978],
dite phénoménologique, qui s’appuie simplement sur la définition d’un parameétre scalaire x qui dépend
des parametres d’espace et de temps (z,t) .

A endommagement fixé, le matériau a un comportement élastique dont la rigidité dépend du degré d’en-
dommagement.

D’une part, les phénoménologues ont défini le tenseur de rigidité noté AX comme suit :

AX = (1 - x)A% + xAl, (1.2).1)
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ou y prend les valeurs 0 ou 1 et A°, A! sont deux tenseurs d’ordre 4.

D’autre part, AX est établi a ’aide d’outil de I’homogénéisation en supposant que y définit une mi-
crostructure et AX comme le tenseur macroscopique de rigidité associé a cette structure.
D’autres formulations (voir [Pham and Marigo, 2010a, Pham and Marigo, 2010b]) ont été basées sur I’ap-
proche de Francfort-Marigo ou ’état d’endommagement est décrit a ’aide d’un scalaire variant entre 0 et
Qapy, avec 0 < a,y, < +0o correspondant a I’état sain et ay,, ’état ultime de I’endommagement différemment
de Francfort-Marigo qui considerent un modele brutal ou le parametre y ne prend que les valeurs 0 et 1.
A x fixé, le matériau a un comportement élastique. Son élasticité dépend de x et est caractérisée non pas
par AX mais cette fois-ci par un potentiel ¥(e, ) ott ¥ est continiiment différentiable dans M x [0, vy, ].

ov

On a o = G (e,a) avec

ov
U(ke,x) = k2¥(e, ) — <0,
(ke, x) (e;x) o

ou o, e sont les états locaux de contraintes et de déformations.

La loi d’évolution est établie grace au critére de Drucker-Ilyushin ou cette loi est standard

oWy oWy
x >0, >0, x e,x) =0,
X2 0, 5720 x5 =(ex)
ou x = CC%C. Ce modele a eu une extension naturelle en un modele non local en ajoutant un terme

quadratique de gradient de ’endommagement & ’expression du potentiel

(e, x, Vx) =d(x) + ¥(e, x) +7(x)VxVx.

Ce modele permet de retrouver d’autres formulations classiques trouvées par C. Comi dans [Comi, 1999]
et E. Lorentz dans [Lorentz and Andrieux, 2003].

Le modeéle de Francfort-Marigo a été établi dans un cadre quasi-statique, ainsi on considére une suite de
temps (¢;);>1 avec t; = 0, ¢; < t;4+1 & chaque temps ¢;. Ainsi toutes les données et parametres définissant
le modele sont indexées par i : fi, g%, v¢,Vi,uX, ...

Le modele de Francfort-Marigo se base sur trois ingrédients essentiels :

1. Un matériau élastique linéaire soumis & un endommagement brutal dont la rigidité décroit de A°
a Al : Le modele est établi dans le cadre de 1'élasticité en petites déformations et en négligeant

les effets d’inertie : la loi est décrite par le tenseur de rigidité
At =AY 1 — ) + P A° (1.2).2)

o1 A > Al > 0 et

A =241, + \°L, @ I,

Al =20 [+ N @ I,
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avec Iy est le tenseur identité d’ordre 2 , I est le tenseur identité d’ordre 4, (u°, A°) sont les
coefficients d’élasticité associés au domaine endommagé et (u', A!) sont les coefficients d’élasticité
du domaine sain.

Ainsi, le cadre élastique de formulation du modele induit le systeme d’élasticité suivant :

—Div(Ae(u?)) = f*dans Q
ut = uiD sur I'p (I.2).3)
Ate(ut).n = g* sur I'y.

uly € HY(Q), ¢* € L2(0Q,RY, f' € L2(,R?). Soit
Vi={v'e HY(Q,RY); v = ub) sur o0}

Soit u® la solution de 1.2).3. Ainsi en posant,

Pi(u') = /Q (%Aie(ui) ve(u’) — flut)dVv —/F g'u' ds (1.2).4)
On a
Pi(u’) = u}g‘f/7 Pi(u) (1.2).5)

2. Un critere d’endommagement énergitique s’écrit :
(A° — AMe.e > 2k; K > 0, (1.2).6)

ou le coefficient k est un parametre strictement positif caractéristique du matériau. Cette loi est

connue comme la loi & seuil d’endommagement et a été introduite dans [Marigo, 1989].

3. Un critere de stabilité consistant & minimiser la somme de 1’énergie potentielle élastique avec le

terme introduit par Francfort-Marigo qui décrit 1’énergie endommagée défini par

n/QXi dv (1.2).7)

Ainsi, le modele de Francfort-Marigo consiste a la minimisation globale par rapport au déplacement

u’ et la variable d’endommagement x’ de I'énergie totale
Ji(ut ") = Pi(u®) + H/ X' dv. (1.2).8)
Q

Une hypothese d’irréversibilité utilisée dans le modele de Francfort-Marigo consiste & supposer qu’une
fois le matériau est endommagé, il ne peut pas redevenir sain.
Ainsi, pour prendre en compte le caractere irréversible d’endommagement, il est nécessaire de prendre en

compte de I'historique du trajet de chargements imposés. Ceci donne le cadre quasi-statique du modele
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de 'endommagement de Francfort-Marigo.

La zone endommagée initiale est supposée nulle (x° = 0) et la condition d’irréversibilité est donnée par

x> X

En résumé, le modele de Francfort-Marigo est une suite de problemes de minimisation définis par

Vi>1 inf JH(u') = JH(u, x) (1.2).9)

inf
XEL>=(2,{0,1}), x=x""* u€V?, x€L>=(Q,{0,1})
Dans la suite de notre travail, on va considérer la formulation originale du modeéle de Francfort-Marigo
donnée par I’équation (I1.2).9).
Francfort et Marigo ont montré que le probléme est mal posé et n’admet pas de solutions car la fonc-
tionnelle minimisée n’est pas semi-continue inférieure et ont procédé a une relaxation du probleme en

remplacant la fonctionnelle par son enveloppe semi-continue inférieure.

Francfort et Marigo ont montré qu’il existe une limite notée a(x) d'une sous-suite (\?,) des fonctions
caractéristiques de la zone endommagée out a(x) est un volume local de mélange fin de la zone saine et
endommagée en un point x de (2 et ont introduit un tenseur homogene effectif représentant le tenseur de
rigidité associé a ce mélange.

Ainsi le travail de Francfort-Marigo introduit dans [Francfort and Marigo, 1993] consiste & caractériser
I’ensemble de ces tenseurs effectifs associés au mélange fin et la détermination des expressions explicites
des densités des énergies relaxées dans le cas 2d et le cas 3d.

Pour consulter les détails du calcul de ces quantités relaxées, on se réfere a la section 2 et la section 3 de

[Francfort and Marigo, 1993].

Le modele de Francfort-Marigo relaxé a été retrouvé par Lorentz dans [Lorentz, 1999] comme limite

d’un modele a gradient d’endommagement lorsque la longueur interne tend vers zéro.

Le modeéle ainsi introduit par Francfort-Marigo a présenté une formulation plus adéquate que la for-
mulation classique. Mais il présente un défaut majeur dans la définition de I’ensemble des configurations
admissibles de la variable d’endommagement qui induit un faible traitement de la condition d’irréversibi-
lité. Ainsi il est préférable de quitter la minimisation globale par rapport a la variable d’endommagement

x et de la remplacer par une minimisation locale.

En effet, ceci est Pobjectif du travail de Allaire et al. dans [Allaire et al., 2011].




Introduction générale 9

I.3) Modéle d’endommagement d’Allaire-Jouve-Van Goethem

Le travail de Allaire et al. consiste en une minimisation locale de 1’équation (1.2).9).
La variable endommagée considérée par Allaire et al. est I'interface qui sépare la zone saine et la zone

endommagée et est notée 3.

Le but d’Allaire, Jouve et Van Goethem dans [Allaire et al., 2011] était basé sur une preuve purement
numérique. Un modele de fracture limite est obtenu en partant d’'un modele d’endommagement en faisant
modifier 'expression de 1’énergie de restitution de Griffith et en la faisant dépendre d’une certaine longueur
caractéristique et d’un parametre de maillage. Ainsi, Allaire Jouve et Van Goethem reformulent le modeéle

de Francfort et Marigo en considérant le probleme de minimisation de I’énergie discrétisée

1

JA:I:(UA:L’uXAw) = / i(AXAze(uAm) : e(uAa:) - qu:L’)dV + Ai/ XAde (13)1)
Q T Ja

et obtiennent un modele limite de fracture en faisant tendre le parameétre Az vers 0 (taille du maillage)

s’écrivant sous la forme

i ! re(u) — fu K
mln/Q\FQ(Aw(u). (u) — fu)dV + /FdS. (1.3).2)

u,I
L’étude numérique de 1.3).1 se base sur des outils classiques d’optimisation de forme et sur la méthode
de lignes de niveau des fonctions. Ces outils seront utiles dans les chapitres suivants de notre travail. La

section suivante est un reflet sur des notions de base de ces méthodes.

I.4) Outils classiques en optimisation de forme et méthode level

set

I.4).1 Optimisation de forme

La méthode d’optimisation de forme est abordée pour résoudre des problemes de variation de la fron-
tiere des domaines. C’est une approche variationnelle qui s’intéresse a minimiser une fonctionnelle coiit
intégrale par rapport & une famille de domaines.

L’existence d’une solution d’un probléme d’optimisation nécessite le choix d’une topologie adéquate.
Une grande littérature est consacrée a étudier ces problemes dans le cadre de la mécanique des solides
[Hadamard, 1908, Haslinger and Neittaanméki, 1988, Banichuk, 1990, Laporte and Le Tallec, 2003],

[Allaire, 2007], mécanique des fluides [Mohamadi and Pironneau, 2001]. Les techniques utilisées dans ce
cadre sont similaires a la théorie des problémes inverses qui s’intéressent essentiellement & déterminer les

parametres d’'un modele a partir des mesures expérimentales. Citons ’exemple du probleme de détection
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d’endommagement qui se situe dans la classe de probléemes (SHM : Surveillance d’Etat de Structure)
dont I'objectif est de déterminer le module de Young dans les zones potentiellement endommagées de la
structure afin de minimiser I’écart entre les mesures de déformation et la solution numérique du modele
physique (Voir [Chamoin et al., 2014]).

Citons aussi la théorie du controle optimal similaire & cette catégorie de problémes qui se base sur la
minimisation du cotit de ’ensemble des trajectoires associées au contrdle, (voir [Trelat, 2005]).

Dans la suite de notre travail, on s’intéresse a 1’optimisation de forme ou bien conception optimale de
structures dans le cadre de la mécanique des solides et on se penche essentiellement sur [Allaire, 2007]

pour décrire le probleme type d’optimisation de forme.

En général un probleme d’optimisation de forme est modélisé sous la forme

inf Q
Qlerlilad‘]( )

ou J(€) est une fonction colit qu’on veut minimiser et U,q 1’ensemble de formes admissibles.

En général il y a la non-existence de formes optimales dans la plupart des problémes d’optimisation de
forme.

Celle-ci est obtenue sous des contraintes supplémentaires géométriques ([Chenais, 1975]) ou sous des
conditions topologiques ([Sverdk, 1993, Chambolle, 2003]). Allaire et al. se basent sur un résultat obtenu
par Murat et Simon dans [Murat and Simon, 1974, Murat and Simon, 1976] qui consiste a restreindre
I’ensemble des configurations admissibles a des ensembles obtenus par application d’un difféomorphisme

régulier au domaine initial.

Ce qui permet une représentation plus simple des formes admissibles en terme de difféomorphismes.

Etant donné un domaine de référence Qg que l'on suppose un ouvert borné régulier de R?, une forme
admissible est Q = (Id + 6)(€p) défini par Q@ = {x + 0(x), =z € Qy)} . Chaque forme admissible est
représentée donc par un champ de vecteurs 6(z) de R? dans R,

Une notion de différentiabilité en 2y en utilisant la dérivation par rapport a 6 est donnée par la définition
suivante : Si J(€2) est une application de I’ensemble des formes admissibles dans R, J est différentiable
par rapport au domaine en Qg si la fonction 6 — J((Id 4 60)(£2o)) est différentiable en 0 dans 'espace de

Banach W1 (R R?) i.e :

J((Id +6)(Q)) = J(Qo) + L(6) + 0(h), avec lim o(9)

— 7 .
650 || 0 |l

On a alors L = J' ().
Une méthode largement utilisée a été introduite par J. Cea dans [Céa, 1986] appelée Lagrangien noté

L ou dérivation rapide.
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Elle consiste a introduire le Lagrangien comme la somme de la fonction coiit et la formulation variation-

nelle du probleme étudié. Cette méthode assure donc que le calcul de la dérivée de forme g—é se réduit a
I’évaluation du Lagrangien par rapport a la forme%.

Dans la plupart des problemes d’optimisation de forme la dérivée de forme est donnée par

J(Q0)(0) = [ on d(Q)dS,

ot d(€2) est une fonction qui dépend de la dérivée. Une suite de formes optimales est cherchée notée €,

vérifiant la procédure d’itération suivante :
Qt = (Id + 9,5)((20),
avec 0 = —td(Qp)n ot t > 0 est un pas de descente adéquat. on a

J(Q) < J(Qo) st d(Qp) # 0 et t assez petit.

I.4).2 Application de la méthode géométrique

La zone saine est modélisée par un domaine fixé €2 et la zone endommagée est maillée et représentée
par le domaine (2. La propagation de la zone endommagée revient a ce que le domaine €2 soit convectée
le long d’'un champ #. Ainsi le probléme de minimisation de J par rapport a €2 se reformule en une

minimisation de la fonction colit J par rapport a 6, i.e : Résoudre le probléeme
< J'(Q),0 ><0.
Ainsi, on suppose 'existence d’un espace de Hilbert contenant le champ 6 tel que :
< J(£2),60) >y + < 0,00 >y=10, 60 €Y. (L.4).2.1)

Le choix de I'espace Y est d’une grande importance pour avoir une bonne direction de descente du gra-
dient. Notons que I'espace H'(Q) a été le bon candidat pour le choix de I'espace de Hilbert dans les
problémes d’optimisation de forme. Le point clef de notre travail est comment va -t-on déplacer la zone

endommagée ?

Le déplacement de la zone endommagée s’effectue en repérant les noeuds sur le bord de la zone
endommagée, ensuite on les déplace suivant le champ de convection 6. Ainsi, un nouveau maillage sera
construit de la zone endommagée et ceci se répete au cours des itérations de gradient. Pour récapituler,

notre algorithme se base sur deux boucles :
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FIGURE 1.4).2.1 — Modélisation de la propagation de la zone endommagée par la méthode géométrique

— une boucle extérieure de temps, au cours de laquelle on impose des forces sur la zone saine pour
simuler un mode de fracture.

— une boucle interne de gradient au cours de laquelle la forme évolue selon un temps fictif qui
correspond au pas de descente de gradient.

Conclusion :

Cette méthode s’avere treés coliteuse en faisant un remaillage a chaque itération de ’algorithme en
particulier dans le cas 3d. Une application de la méthode géométrique pour simuler notre modele d’en-
dommagement est donnée par la figure 1.4).2.1 ot on obtient une propagation de la zone endommagée
ayant deux branches symétriques lorsqu’elle s’approche du bord supérieur du domaine. Une alternative
pour faire évoluer la zone endommagée était la représentaion implicite de la forme admissible & ’aide
d’une fonction level set.

La section suivante est dédiée a présenter quelques notions de base de cette théorie.

1.4).3 Méthode level set

Cette méthode a été introduite par Osher et Sethian dans [Osher and Sethian, 1988, Sethian, 1999]
afin de décrire la propagation spatiale d’'un front ou d’une interface au cours du temps. Le mouvement

de l'interface est supposé dans la direction normale et a été négligé dans les directions tangentielles.
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La position initiale du front est une fonction level set zéro d’une autre fonction v a plusieurs variables et
pour dériver une équation du mouvement de cette fonction 1) et faire correspondre la fonction level set
zéro 1 avec I’évolution de front, la déformation du front en fonction du temps s’effectue en suivant les

points qui restent sur le bord de la forme, ce qui permet de déduire que

Y(t,z(t)) = 0. (1.4).3.1)
En dérivant I'équation 1.4).3.1, on obtient
ov
E(m,t) +V(z,t).n| Vi(z,t) |=0, (1.4).3.2)

ou V est la vitesse level set. En considérant en outre I’équation de Hamilton Jacobi (1.4).3.2), il est

nécessaire de chercher la discrétisation de cette équation, la convergence, 1’existence, etc

La construction d’un schéma d’approximation de ’équation de Hamilton Jacobi est diie essentielle-

ment dans [Osher and Sethian, 1988, Osher and Shu, 1991, Sethian, 1999].

La forme générale de I’équation est :
aU; + H(U,,Uy) =0, H étant " hamiltonien.
Le cas unidimensionnel qui correspond & cette équation s’écrit sous la forme
aU; + H(U,) = 0.
Ceci mene a I’étude d’une équation hyperbolique généralisée de la forme
ut + [G(u)], =0,

ou G est une fonction flux. Ainsi, la construction des schémas d’approximation de I’équation d’Hamilton
Jacobi n’est qu’'une déduction des approximations numériques des équations des lois de conservation
hyperboliques. La propriété de conservation se traduit par la définition suivante :

Le schéma vérifie la loi de conservation s'’il existe une fonction numérique g(u;—1,u;) appelée (flux)
respectivement (g(u;, ui+1)), qui approche Gi_%, respectivement (Gi+%)v telle que

n+1 . — .
iy Gy — Gy

u

At Az

Des exemples des expressions de flux de Lax-Friedrichs et Engquist-Osher sont donnés respectivement
par

vz dG
gro(u1, us) :G(u1)+/ mm(%,O)alu7
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ou G est supposée convexe et

—Ax

gFL(U17U2) S TAt

(12 = 1) + 5[Guz) — Gl

Dans un cas particulier, lorsque u;+[u?], = 0, Osher et Sethian montrent dans [Osher and Sethian, 1988,
Sethian, 1999] que

g(u1, uz) = max(uy,0)* + min(uy, 0)°.

Le schéma correspondant est donc

Ur —yn n o _pn
n+1 __ 7 71— 1+1 7
aUl™ =U — Atg( , )
Ax Ax
Un schéma d’ordre supérieur s’écrit

Ur.—uyn. . yUr,.—yr.

nt+l _ ymn %,J i—1,j “itly 4,J
Ui,j = Ui,j Ag( A ) Az )

n n n n
U -1 Uil — Ul

i i

1,7 )
Ay ’ Ay

Ceci permet de déduire la discrétisation de I’équation level set, plus précisément, en posant H(u) = Va2,
on obtient I’équation level set

ug + [u?], = 0.
Le schéma proposé donc est de la forme

g(u1,us) = maz(uy, 0)* + min(uy,0)°.

Ainsi,
1

Pt =y — At[mam(D;z70)2 + min(D;", 0)2}5.

(3

La version multidimensionnelle de ce schéma level set s’écrit :

1
grs(u1,ug,v1,v9) = [maz(uy, 0)2 + min(uq, O)2 + maz(vy, 0)2 + min(v1, 0)2] 2

Notations
On utilise les notations standards en différences finies. Le domaine est considérée comme une grille
constituée de I'axe des abscisses divisé en ¢ noeuds et I'axe des ordonnées divisé en j noeuds. 1 désigne

Papproximation de la fonction ¢ au point (4,j) & un instant ¢™.
D" =vit1,; — ¥ij
DT =i j — i1
D_—_y — ,(/} . — ,(/} .
ij 1,5+1 2]

+
D7 =i — i1

(14).3.3)

D" = i1y — Wi g + Yio1ye

D" = iy — 205+ i1
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L’approximation d’ordre 1 en espace sous la condition de convexité de I’Hamiltonien H est donnée par :

Pt =it — At[max (V)" 0)VT + min(V,,0)V ™).

ij g

Avec

— . w g 2 _ 2
V= \/maX(Dij 7O)2 + mln(D;; 7O)2 + max(D;;,0)" + mm(D:;y, 0),

V™= \/max(D-Jr-”” O)2 + min(D;" O)2 + max(D;tY O)2 + min(D, " ())2

ij ij i ij

L’approximation d’ordre 2 en espace s’écrit :

Pt = ¢ — At[max(V;7,0)VT 4+ min(V;",0)V 7], (1.4).3.4)

ol

vt = \/rnaX(A7 0)? + min(B, 0)> + max(C,0) + min(D, 0)?,

V™ = \/maX(B, 0)* + min(A4,0)* + max(D, 0)* + min(C, 0)?,
avec

—x Ax —r—x +xr—x +x Az +z+x +r—x
A=D;"+ 7m(Dij ,D*7F), B=Dj" — 7m(Dij , D35,

et

Ay

_ gy _ A
C'= Dy’ +=-m(Dy"™, D), D = Dji¥ =

Y +y+ +y—
7m(Dijy vaijy y)
La fonction m est appelée “Switch” et est définie par :

(.9) zsi |z|<y, ysi|z[>y, (v.y>0),
m(xr,y) =
0 st zy <0,

Ces schémas ont été introduits dans [Harten and Osher, 1987].

I.5) Modéle de fracture de Francfort-Marigo

La mécanique de rupture s’intéresse a 1’étude de 1’évolution d’une fissure ou plusieurs fissures dans
un milieu continu en fonction du chargement auquel il est soumis. La théorie principale se consacrant a
I'étude de ces problemes est celle de Griffith ([Griffith, 1920]).

Cette théorie se base sur deux points essentiels, d’une part l'affectation d’une énergie de surface aux
fissures et un critére qui suppose qu’une fissure ne peut se propager que si I’énergie restituée par le milieu
d’un accroissement infinitésimal de la fissure compense ’énergie de surface nécessaire a sa création. La

définition du critere de Griffith est décrite a travers un parametre G, qui a fait 'objet de plusieurs travaux
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(voir [Irwin, 1957, Irwin, 1958, Rice, 1968, Destuynder and Djaoua, 1981]).

On considere donc un milieu bidimensionnel en supposant le trajet de la fissure connu a priori et en
admettant que I’énergie notée J est dérivable par rapport a une longueur notée [. Le probleme d’évolution
s’écrit ; Trouver ¢ — 1(t) tel que :

di dJ dJ dl

1(0) =0, = (1) >0, —-(I(),1) <k, —- (1), 1) + k) =

0.
dt

L’inconvénient de cette formulation de Griffith est la définition restrictive de I’ensemble admissible des
fissures et révele les problemes suivants,

— L’existence d’une fissure initiale a priori

— Connaissance du trajet de fissuration a priori.

— La non prise en compte des évolutions non réguliéres de la fissure et la propagation brutale.

Une nouvelle approche a été établie par Francfort-Marigo dans ([Francfort and Marigo, 1998]) se
débarrassant des hypotheses classiques considérées par Griffith. Elle consiste a chercher parmi toutes les
fissures possibles celles qui conduisent & un état de moindre énergie de la structure.

Ainsi, I’énergie associée au modele de Francfort-Marigo est définie comme la somme d’une énergie élastique
et d’une énergie fissurée :
Jtetale(y, Ty = Jetas(y, T) + J5(T) = W(e(u)) dz + G°HI™1, (1.5).1)
O\

ott W(e) = Atr(e)? + pe.e, G est le parametre de ténacité du matériau, e(u) le tenseur symétrisé du

gradient et H*~1 est la mesure de Hausdorff d — 1 dimensionnelle.

En considérant des déplacements croissants linéaires
U(t,z) = tU(z),

Francfort-Marigo décrivent ’évolution quasi-statique du probléme en cherchant 1’état & 'instant ¢* connais-

sant I’état & I’instant £, la solution du probléme de minimisation suivant :

inf { E""'¢(4,T), we C(T,t"), I DT} (1.5).2)

C(T,t) = {u e H' (Q\I); u(z) = tU(z) surdQ}
et

'y

est une condition d’irréversibilité sur la fissure.
Ainsi, la formulation de Francfort-Marigo, d’une part retrouve les résultats postulés par Griffith, citons

I’exemple retrouvant le critére de propagation de Griffith identique dans le cas d’une évolution réguliere
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et réussit a trouver des résultats de propagation qui s’averent impossibles par la loi de Griffith dans le

cas d’une propagation brutale de fissure.

Cependant, cette présentation possede des défauts qui font 1'objet de plusieurs études actuelles revi-
sitant ce modele. En effet, cette formulation est restreinte aux déplacements imposés. A part ca il y a le
cadre quasi-statique de la formulation, la minimisation globale, la forme de I’énergie de surface qui doit
étre revisitée, les criteres physiques comme le branchement de la fissure, la fermeture des levres de la
fissure,... Comme réponse a ces questions, citons quelques extensions revisitant le probleme de Francfort-
Marigo. Ainsi, des restrictions sur 'ensemble admissible des fissures ont été considérées (voir Lorentz
et al. dans [Lorentz et al., 2000]) afin de simplifier le probléme de minimisation de Francfort-Marigo en
considérant une famille I'(l) dépendant de la longueur de la fissure caractérisant ’ensemble des fissures

admissibles et en supposant ["~! = 0. Le probléme discrétisé obtenu est donné par

(tt, L) = min Jt1 (4, T(1)). (L5).3)

L

D’autre part, une étude a été initiée par Miguel dans [Miguel et al., 2006] tenant compte du changement
de la forme de I’énergie de surface de Griffith en la remplagant par une énergie de surface du type Baren-
blatt ou cette densité d’énergie ne dépend pas d’une facon triviale du saut des déplacements admissibles.
En outre, une étude dynamique a été ajoutée par Bourdin et al. dans

[Bourdin et al., 2011] ou les solutions du probléme de Francfort et Marigo qui ont été établies dans le
cadre quasi-statique sont des limites des solutions de ce méme probléeme établi dans un cadre dynamique
sous certaines hypotheses (Voir [Larsen et al., 2010]). Dans la méme idée de considérer une formulation

dynamique du probléme, on cite le travail de Berdin ( Voir [Berdin, 2004]) dans un cadre probabiliste.

Des conditions plus physiques ont été prise en compte dans I’étude du modele de Francfort-Marigo
de la fracture dans [Amor et al., 2009] ou la condition de non interpénétration des levres de la fissure est
ajoutée. Des résultats acceptables numériquement ont été établis mais manquant d’une étude rigoureuse
par Gamma-convergence. D’autres résultats dans ce cadre sont trouvés par Simon dans [Racca, 2014] ou
on tient compte du branchement de la fissure et de la distinction entre les comportements de la fissure

en traction et en compression.

Le probleme de Francfort et Marigo consiste en la minimisation globale de I’énergie totale par rap-
port aux déplacements admissibles et fissures admissibles. Ce probleme est classé comme un probleme

A discontinuité libre dont la caractéristique est d’avoir des inconnus (u, K) ott K inclus dans R? est un




Introduction générale 18

fermé de €2, dont le prototype est
min {G(u, K); K CR?, fermé, u e C'(Q\K)}, (1.5).4)

avec

G(u,K):/ | Vu | dx—i—/ |u—g |’ de+H"HQNK), (1.5).5)
O\K O\K

et

1< p < +oo, g€ LP(Q) NL=(Q).

Ce type de problemes a été initialement étudié dans le cadre de segmentation d’images via le modele de
Mumford-Shah [Mumford and Shah, 1989] souligné par la minimisation de I’énergie pour (I') fermé et
u € WH2(Q\I')
/ | Vu |? + kHN QAT + & | |u—g|? da, (1.5).6)
Q\r Q

oll u est 'intensité du pixel recherchée et k, k' sont des poids.
Par ailleurs, un schéma de régularisation proposé par Ambrosio-Tortorelli dans
[Ambrosio and Tortorelli, 1990] a été considéré et a induit la formulation faible donnée par
min {/ | Vu 2 dz + FHECL(Q N S,) + k/ lu—g[* de, ue SBV(Q)), (L5).7)
Q Q

ou SBV () est lespace des fonctions spéciales & variation bornée de .
Voir [Ambrosio and Tortorelli, 1990] pour une étude des propriétés de cet espace.

Une étude est déduite dans [Carriero and Leaci, 1990] considérant

Q=R? u=u(x,ye..
Le probleme consiste & trouver

1
min/ 2| Vu |Pdz + kH (Q\N),

o\r 2

avec u € WH2(Q\I), u = U; sur 9Qp et N7 le complémentaire de 9Qp.
Une étude d’existence a été inspirée par le modele d’Ambrosio-Tortorelli en I'adaptant avec 1’ajout

de conditions aux limites sur w (voir [Bourdin and Chambolle, 2000]) ou lorsque (u,I") est solution du

probleme d’origine alors w est minimiseur du probleme faible.

En adoptant la formulation faible du probleme de minimisation globale du modele de Francfort-

Marigo, le calcul numérique par éléments finis semble impossible car on ne connait pas la discontinuité a
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priori. L’idée est d’étaler le saut par I'introduction d’une seconde variable. Dans [Bourdin, 1998], Bourdin

a montré que

Vu |? do + HY(S, ; v=1p.p dans Q
E(u,v) = Jal Vel (5u) (1.5).8)

+00 sinon

est la ' limite dans (L%, (R x [0,1]) de

v2 + K.)| Vu Zhel Vo |+ a—v)? de; v=1pp dansQ, u=U; in
Q Ic
E.(u,v) = (1.5).9)

+00 sinon

ou {2 est un domaine contenant compactement le domaine €2 et la donnée U;. La discrétisation se fait
intuitivement en projetant tous les termes sur un espace de dimension finie sur les partitions de 2 en

simplexes.

Une autre méthode considérée était de procéder directement & la discrétisation de E(u,v) ou E(u,v)

est la I-limite de

Sren, | TNQ] & f(hr| Vu|?); v=1pp dansQ

Ep(u,T) = (1.5).10)

400 sinon,

ou 7, est une triangularisation de €2 et T un triangle appartenant a 75,. L’étude a été étendue au cas

général de 'élasticité ou le probléme de minimisation est donné par
1
min/ L deu) : e(u) + KHEL DN, w e WY2OND), w = Uy sur 09.
O\l

L’idée est de procéder a une formulation dans I’espace SBV(2) par analogie au cas anti-plan. Ceci

implique la formulation faible
1
min/ §Ae(u) ce(u) + KHYL(T,), uwe SBV(Q), u=U; sur Q\Q.
Q

Mais le probleme de montrer I’équivalence entre la formulation d’origine et la formulation faible n’est pas
encore complet. En outre, la formulation en SBV () n’est pas suffisante car 'inégalité de Korn utilisée

pour montrer 'existence est en défaut dans l'espace BV (I'espace des fonctions & variation bornée).

I1.6) Modéle de Francfort-Bourdin

L’idée est d’introduire 1'espace SBD(f2) I'espace des fonctions L!(€2,R9) dont le gradient symétrisé
est une mesure. Ceci est I'objet de travaux de Bourdin dans [Bourdin, 2007] ot il se propose de décrire une

implémentation numérique du modele variationnel de fracture de Francfort-Marigo. La différence avec
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étant d’utiliser les forces volumiques au lieu de déplacements imposés. Etant dans le cadre quasi-statique,
une suite de pas de temps

0,t@, ¢ =1

est considérée et & chaque temps (™), une force f(™ est appliquée sur p sous la forme
f(t,z) =tf(x).
En définissant ’ensemble
KM = {ue SBD(Q), u(z) =0 dans Qp, Ju, CQp, || u|l< M},
ou 2 un ouvert borné de frontiere lipschitzienne ,
Q=QpUQp

et M une constante purement technique.
L’ensemble des sauts est défini par

Pg” ::UOSSSnJﬁ(s%

avec

e 51 vs <.

u )

L’énergie totale est donnée par la somme d’une énergie élastique E° et une énergie fissurée E/* ot

Eels(u(M)) = ;/QF Arpe(u) : e(u) dz + ;/QD Ape(u) : e(u) — 2f.u dx,

B @l) = yH (T W),

et H9 1 est la mesure de Hausdorff d — 1 dimensionnelle et vy est 1’épaisseur de la fracture de matériau.
Ainsi le modele est donné par

ulél]f{ Elotale(y), (1.6).1)

La méthode proposée est une minimisation de I’équation (I1.6).1) par I' convergence en posant

B (u,0) = B (u,0) + B (u,0)

KE(”) - {x e, v < 6}(irréversiblité).
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Ainsi, a chaque instant, on cherche (ui"), UE")) solution du probléme

inf
w€K ™M) v=0 sur Kin)

Elotale(y, v). (1.6).3)
La convergence des minimiseurs de F. approche les minimiseurs de F. est due a un argument de compa-
cité introduit par Dal Maso ([Dal Maso, 1993]).

Bourdin utilise I'idée introduite par Ambrosio qui consiste a supposer que si F¢j est la restriction de
F. sur un espace d’éléments finis linéaire, alors F, j I' — converge vers F'. La relation entre la taille de
discrétisation h et le paramétre de régularisation pose une difficulté, (voir [Bellettini and Cosia, 1994]).
Pour éviter ces problemes, Bourdin suppose que le maillage est uniforme et suffisamment fin. Dans le
probléme inf E,(u,v) intervient une fonctionnelle non convexe. Ainsi la minimisation est traitée séparé-
ment sur les variables u et v, ce qui implique un algorithme de minimisation alternée en u et v (voir
[Bourdin, 2007]). Il est prouvé que l’algorithme converge vers un minimum global si la propagation de la
fissure est réguliere.

Dans le cas contraire, ’algorithme converge vers un point critique de E. qui peut étre un minimum global,
minimum local ou un point selle. Afin d’éviter la convergence vers un point selle, Bourdin introduit un
algorithme dit "backtacking’ en temps, se basant sur une condition d’optimalité de I’évolution de la fissure
en fonction du temps, si ™, u® sont des minima globaux de E & I'instant ¢ et t() alors

)y 07 .
Etotale(y,(r) (M) < o) E(u® Py 4 B3 (0P Y0 < r < p. (1.6).4)

I.7) Régularisation des modeéles d’endommagement

L’analyse par éléments finis des modéles d’endommagement implique une concentration de 1’énergie
dissipée dans un endroit de la structure et la conservation de 1’élasticité dans le reste de la structure.
Ce phénomene est dit un phénomene de localisation de I’endommagement dans une bande de structure
dépendant de la taille de ’élément fini et son orientation. Un exemple 1D d’une barre élastique a été étudié
décrivant ce phénomene de localisation dans [Pijaudier-Cabot and Bazant, 1987]. En outre, un exemple
2D d’une plaque trouée a été introduit dans [Forest and Lorentz, 2004] expliquant la dépendance de la
propagation de ’endommagement par rapport a l'orientation du maillage.

La résolution de ces phénomenes a été effectuée dans la théorie non locale de ’endommagement.
Cette théorie consiste a remplager des grandeurs locales par des grandeurs non locales via des opérateurs
de régularisation.
Ces grandeurs désignent les variables d’état du modele, le taux de restitution de I’énergie,...
En effet, les modeles d’endommagement non locaux résultant de la régularisation des variables d’état

se divisent en deux catégories : Les modeles d’endommagement du type intégraux ou les variables d’état
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non locales sont obtenues comme une moyenne des variables d’état locales standards.

Citons les travaux de Rodriguez dans [Rodriguez-Ferran et al., 2005] s’intéressant aux déplacements
comme variables d’état et les travaux de Godard dans [Godard, 2005] considérant les déformations comme
des variables d’état.

Les modeles d’endommagement du type gradient considérent des dérivées d’ordre supérieur (en gé-
néral d’ordre 2) ajoutées a I’équation aux dérivées partielles qui décrit I’évolution des déplacements non
locaux.

Des exemples numériques sont illustrés dans [Rodriguez-Ferran et al., 2005] servant & montrer U'intérét de
ce type de régularisation sur la correction des problemes associés aux effets locaux des modeles d’endom-
magement non régularisés ainsi que la facilité que portent ces modeles aux traitements numériques. La
régularisation du taux de restitution de I’énergie d’endommagement se fait en considérant une moyenne
spatiale par rapport a la taille caractéristique du matériau,

(voir [Pijaudier-Cabot and Bazant, 1987]).

D’autres travaux ont été établis aussi dans le cadre de la régularisation des modeles d’endomma-
gement mais en quittant le formalisme quasi statique et en introduisant l'effet visqueux de la vitesse
[Needleman, 1988]. Remarquons que d’une part, 'analyse des modeéles d’endommagement et de fracture
dans 'optique de 'optimisation de forme a fait intervenir des propriétés et des expressions qui ne sont
pas définies de maniére unique comme l'expression de la dérivée de forme, la définition de la vitesse
level set, la condition d’irréversibilité ,... D’autre part, des problemes de dépendance des parametres de
discrétisation sont trouvés en utilisant la méthode des éléments finis pour la simulation numérique de ces
modeles. Les deux parties de cette these sont consacrées a la résolution de ces problemes.

On donne un court descriptif des chapitres suivants :
Description du chapitre 11

Dans ce chapitre, on présente l'intérét de ’approche lagrangienne pour exprimer la dérivée de forme.
Ensuite, validant cette approche, on montre que notre algorithme est capable de retrouver des résultats
numériques similaires a ceux de Allaire et al. en utilisant une expression différente de la dérivée de forme.
Ce qui est une sorte de validation de cette formulation lagrangienne qu’on va utiliser dans le reste de

cette these.
Description du chapitre III

Ce chapitre est dédié a une étude numérique revisitée du modele d’endommagement de Francfort et
Marigo [Francfort and Marigo, 1993] introduite par Allaire et al. dans [Allaire et al., 2011]. En outre, on

introduit une nouvelle condition d’irréversibilité qui prend en compte I’évolution de la zone endommagée
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d’une maniere plus cohérente.

Un algorithme instable résulte de la simulation numérique du modele d’Allaire et al. dans le cas ou la zone
endommagée est de taille inférieure a la taille d’une maille. On ajoute ainsi une contrainte sur 1’épaisseur
minimale de la fissure pour éviter ces irrégularités. On suit une approche similaire a G. Michailidis dans
[Michailidis, 2014]. Une évolution de la fissure est obtenue, similaire & celle obtenue par Allaire et al. On
se propose ensuite d’étudier la stabilité de ’algorithme en effectuant des tests numériques pour étudier

I'influence des différents parameétres.
Description du chapitre IV

Ce chapitre est consacré a I’étude d’un modele de fracture avec pénalisation de saut obtenu comme limite
asymptotique formelle d’un modeéle d’endommagement. En effet, le modele est décrit par le probléme de

minimisation donné par

min J (u, o, T')
ou l'énergie totale J est définie par
1 1 .
J(u,a,T) = = Ae(u) s e(u) dz+ [ klalds+ = | |a|” (Alu] ©@n) : (Alu] ©@n) ds
2 Jo\r r 2 Jr

obtenue comme limite asymptotique formelle lorsque € tend vers zéro du modele défini par :

1 1
J(ue,Te) = = Ae(u) : e(u,) dx —|—/ Kela] ds + f/ eAe(uc) : e(uc)ds (1.7).1)
2 Jor. r. 2 Jr,
ol
I'.= {x—i—ten, zel, —% <t< %}

On consideére un scaling particulier du parameétre de Griffith k. défini par

K
Re = —
€

(1.7).2)
Le parametre € joue un réle important dans notre approche, d’une part il est utilisé dans la définition du
parametre de Griffith, d’autre part il sert a définir la zone endommagée considérée qui est relativement
grossiere par rapport a celle de Allaire et al. et qui a été supposée trés dégénérée. On montre la stabilité

de cette approche a travers des simulations numériques.
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Nous commengons dans ce chapitre de présenter l'intérét de notre usage de la formulation lagran-
gienne de la dérivée de forme. Puis, on retrouve des résultats numériques similaires a Allaire et al. dans
[Allaire et al., 2011] en appliquant ’expression de la dérivée de forme lagrangienne.

La section IL.1) est un rappel sur la dérivée de forme eulérienne. La section I1.2) consiste & décrire
la dérivée de forme lagrangienne et présenter notre expression utilisée pour le reste des problémes dans
ce travail. On reprend l'expérience de Allaire et al de la fracture mode II et on montre qu’on retrouve
le méme aspect de propagation, voir la section 11.3).1. En outre, la section I1.3).2 est dédiée & montrer

qu’on retrouve la propagation de la fissure a l'intérieur de domaine perforé de Bittencourt.

I1.1) Rappel : Dérivée de forme eulérienne.

Notons €2 le domaine de référence du solide élastique et u son déplacement. On note w la zone
endommagée (c’est a dire ’ensemble des éléments de Q ou x = 1).

Soit # un champ Lipschitzien de vecteurs sur € tel que 8-n = 0 sur 9Q. On note € le difféomorphisme
de € dans €2 défini par

e?(z) = Xg(z,1) pour tout = € €,

ou Xy sont les caractéristiques du champ 6.
Autrement dit, Xp(z,t) correspond a la position d’un point matériel localisé au point  au temps

t = 0 transporté le long du champ 6 pendant un temps ¢.

X(z,0) =2z pour tout x € Q,

8{));9 (xz,t) = 0(X(z,t)) pour tout (z,t) € Q x [0, +o0l.
On dit que J est dérivable par rapport a w s’il existe une forme linéaire continue L dépendant

uniquement de w telle que pour tout champ vectoriel Lipschitzien 6, on ait
J (e (W) = J(w) + L(8) + o([|8]| wr.oe (w))-

On appelle gradient ou dérivée de forme de J l'application linéaire L que 1’on note dJ(w).
Dans [Allaire et al., 2011], Allaire et al. montrent que sous certaines hypotheéses de régularité, la
fonction J¢ admet une dérivée de forme. Plus précisément, la formule suivante a été établie dans le

Corollaire 3.1 [Allaire et al., 2011].
(dJF(w), 0) = / (£ ()0 - nds (IL1).1)
b
pour tout champ 6 tel que 6 -n = 0 sur 2, ou X est I'interface entre zones endommagée et saine et

e k1
6 = h + 9 (Onnlenn] — €77 - [077] + 2070 - [ern]) - (I1.1).2)
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L’expression de ¢(w) dépend du tenseur des contraintes o(u) et du tenseur métrique linéarisé e(u)

(simplement notés o et e dans la formule précédente) avec u = uf(w). On rappelle que
o(u) = Ae(u).

Par ailleurs, n représente la normale extérieure aux domaines w et ). Les indices n et 7 dans la formule
précédente indiquent qu’on considére la restriction des tenseurs correspondants aux composantes normales
ou tangentielles. Enfin, une expression entre crochet de type [a] est & interpréter comme les sauts d’une

quantité a a l'interface 3,
[a](z) = a” (z) — a™(2),

ol a®(x) = lim,_, o+ a(x + sn). On fera plutdt usage par la suite d’'une expression équivalente de ¢
h h
G (w) = [ (W)],

ou

gzh(w) = % + 5 (Unnenn —€rr Orr + 207y - e‘rn) .

I1.2) Dérivée de forme Lagrangienne

L’utilisation de cette derniere souleve en effet quelques difficultés. Tout d’abord, elle est basée sur
I'expression de la dérivée de forme (I1.1).1) de la fonction Jf uniquement valide sous certaines hypotheses
de régularité.

Par ailleurs, 'expression de la dérivée eulérienne nécessite 'approximation de la fonction Dirac et des
sauts sur Uinterface ainsi que des traces des tenseurs des contraintes et d’élasticité, (Voir I11.4).4).

Meéme si elle reste utilisée de maniere encore marginale dans les applications, il est désormais re-
connu qu’une approximation "volumique” de la dérivée de forme présente un certain nombre d’avantages
par rapport a ’approximation plus classique de son expression “surfacique” (voir [Hiptmair et al., 2013,
Laurain and Sturm, 2015]).

Nous utiliserons plutdt les qualificatifs de dérivées Lagrangienne pour désigner ’expression volumique
et de dérivée Eulérienne pour 'expression surfacique. Tout d’abord, I'expression Lagrangienne de la
dérivée de forme ne nécessite aucune hypothese de régularité. Par ailleurs, une fois discrétisée elle offre
une approximation plus précise de la dérivée de forme.

Dans le cas particulier qui nous intéresse ici, I'utilisation de I’expression Lagrangienne présente en
outre I’avantage de ne pas nécessiter les approximations complexes de la masse de Dirac sur l'interface ou
des sauts a I'interface, qui font a leur tour appel a des parametres qu’il peut s’avérer difficile & déterminer

d’un point de vue pratique. L’usage d’une expression Lagrangienne de la dérivée de forme a donc un
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intérét théorique (aucune hypothése de régularité, convergence de lapproximation) et pratique (elle ne

nécessite pas 'introduction d’approximation supplémentaire potentiellement source de nouvelles erreurs).

Proposition I1.2).1 Soit § € Wh(Q)N un champ de vecteurs sur Q tel que 6 -n = 0 sur OQ et

Vg -0 =0 sur I'p. La fonction J; admet une dérivée de forme DJ;, définie par

(DJf(w),0) = %/QAE(w)e(u) : (V- 0)e(u) — VuVl — VOTVu") dz + /nsv - Odx,

ol u = u(w) est le déplacement de la structure.

Dans le cas régulier, dJ; = DJ;. Les dérivées Eulérienne et Lagrangienne coincident. La preuve de
la proposition I1.2).1 est assez élémentaire. Elle consiste essentiellement & effectuer un changement de
variable afin d’exprimer J£(ef(w)) sur le domaine non perturbé w. L’expression de la dérivée de forme

étant peu présente dans la littérature, nous nous proposons malgré tout de la détailler.

Preuve Soit w un sous domaine de €) représentant la zone endommagée et 0 un champ de vecteurs
vérifiant les hypothéses de la proposition. Comme 6-n = 0 sur 9 et § = 0 sur 9T p, la fonction e’ définit
un difféomorphisme de ) dans ). Sa restriction a I'p, partie du bord le long de laquelle des conditions
aux limites de type Dirichlet sont appliquées, est également un difféomorphisme. Soit v un élément de
H(). On pose ug =uoe™? Ona

e 1 B )
7 (u97ee(w)) =3 QA (eg(w))e(UQ) ce(ug) dX + /ee(w) ke dX.

On va effectuer le changement de variable X = e?(z) dans les intégrales précédentes. Notons tout d’abord
que pour X = ¢e’(x), on a
Vxug = un(VXe_g).

0

De plus, comme e % 0 e? =1d, on a

Vxe 'v,ef =1d

et

VX€79

|
—
<
8
o
B
~—
L

Ainsi,
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Par changement de variable dans ’expression de j¢, on obtient donc

§° (ug, ¢’ (w)) =
/ A( ( (Ve )™t + (Vmee)_TVzuT)> : <; (Vou(Vie?) ™ + (Vmee)_TVmuT)> | det V€| da

+//€E\detvmee|dx.

Par ailleurs, on a

Vel =1d+V0 + o(|| V0| o).

On en déduit que

J° (ug, e’ (w)) =

%/MAE( )<1 (Vu(IdV9)+(IdV0T)VuT)> : (; (Vu(IdV9)+(IdV9T)VuT)) (1+V-0)dz

//{E (14+V-0)dz+ o(||VO|s)s

puis en développant cette expression que

7% (ug, €’ /A )dm—&—/ngdgc

+ Q/WAE( w) ( (Vu+ Vu )> (V- 0)e(u) — Vuve — Vo' Vu) do

+/ keV - 0dx + o(|| V]| 0o),

soit encore

/ A (w)e(u) : (V- 0)e(u) — VuVe — VoI Vi) da

|~

jg(u9a 66(w)) = je(uvw) +
+ / keV - 0dz + o(]| V0|0 )-
On applique cette égalité a
up = us (e (w))
et
u=U:(0) := us (e’ (w)) o ?(w).

K3

I est relativement aisé d’établir que la fonction 6 +— UZF(6) est dérivable pour ’ensemble des champs
Whee (w)N vérifiant les hypotheses dans H!(Q)V. Il existe donc une application linéaire (UF)’, appelée

dérivée Lagrangienne de u, telle que

Ui (0) = ui (@) + {(U7)",0) + o([[VO]|o)-
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FIGURE I1.3).1.1 — Variation de I’énergie totale par rapport aux chargements appliqués pour différents

nombres d’itérations.

Il en découle que

E ) = () () = 3505 ),) + B (w0, ), (UF)') )
+3 [ AluE @) 5 (7 00eluf (@) — Vi) V0 - V07 (Vs )

+/ KV - 0.da + o(|| V6| ).

Enfin, d’aprés la condition Vg; - 0 = 0 sur 9'p, on a ((UF),0)(z) = 0 pour tout z € I'p. D’apres la

formulation variationnelle vérifiée par u$(w), le second terme de I’expression précédente s’annule et

5 (€% (w) = 57 (u (" (), € (w)) = j°(uf (w),w)

45 [ Adwelui (@) (7 0)e(u(w) ~ Vuk (@) V6 — VOT (Vi )T)

+ [ KV -0dx +0o(|| VO] eo).O

€

I1.3) Applications numériques

I1.3).1 Modéle de fracture mode II

On considére les mémes parametres numériques utilisés par Allaire et al. dans la section 6.3 de

[Allaire et al., 2011].
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(a) Etat initial (b) Etat final

FIGURE I1.3).1.2 — Aspect de propagation de la fissure

La zone saine est supposée E° = 10° et la zone endommagée est supposée E = 1073,
Les chargements appliqués sont des déplacements imposés horizontalement sur la frontiere de la boite

croissants dans un intervalle donné de temps.

On utilise espace P1 pour calculer le déplacement différemment & A-J-V qui utilisent espace Q1

pour calculer le déplacement.
La figure 11.3).1.1 montre la variation de 1’énergie totale par rapport aux chargements appliqués et la

figure 11.3).1.2 décrit 'aspect de la propagation de la fracture.

I1.3).2 Modéle de Bittencourt

Cette expérience a été proposée dans [Bittencourt et al., 1996] ot on a extrait les valeurs numériques.

Elle a été reproduite dans [Bordas and Moran, 2006, Areias et al., 2009] .

On considere ’équation de Hamilton Jacobi suivante pour décrire 1’évolution de la zone endommagée.

o B
o OV =0. (I1.3).2.1)

La discrétisation de 11.3).2.1 est donné par le schéma suivant :
kE _ ok LLF, — + ,— +

ot HEEE est introduit dans [?] et est défini par

p~+p" q‘+q+)_} n
2 2 2

HYEE (p= pt g™, ") = H(
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FIGURE I1.3).2.1 — Modele de Bittencourt pour deux initialisations

avec o =| 0, |, a¥ =| 0, |, 0 = (05,0,) et p~,p*, ¢, ¢" sont définies par

f:m%:%i%u
p" =Dy = W
¢ =Dy = W—T‘gﬂ—l
q" = D, i; = %%;1/}”

Résultats numériques pour le modele de Bittencourt

Le module de Young est 3000 et le coefficient de Poisson est 0.3.

La phase endommagée a un module de Young égal & 3.1073 et elle posséde le méme coefficient de Poisson

L’énergie de Griffith est x = 0.0014.

La figure I1.3).2.1 montre la propagation de modéle de Bittencourt pour deux initialisations de la
fissure.

Ainsi, ce chapitre présente une motivation pour appliquer une approche lagrangienne pour exprimer

la dérivée de forme dans le reste du travail.
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I11.1) Introduction

Dans ce chapitre on propose un algorithme permettant de simuler la propagation dune fracture
dans un solide élastique. La démarche employée s’inspire fortement des travaux d’Allaire, Jouve et Van
Goethem [Allaire et al., 2009, Allaire et al., 2011] ou un modele de fracture est obtenu comme limite
d’un modéle d’endommagement. Un certain nombre d’améliorations sont proposées. L’innovation la plus
importante consiste en la prise en compte explicite d’une contrainte d’épaisseur minimale imposée a la
zone endommagée. On introduit également la notion d’irréversibilité forte et on illustre par un exemple
numérique en quoi elle nous semble nécessaire afin que le modele reste cohérent d’un point de vue physique.
Enfin, on simplifie le calcul de la dérivée de forme en employant une approche Lagrangienne, connue par

ailleurs pour étre numériquement plus précise.

I11.2) Endommagement et Fracture

Dans cette section, nous présentons deux modélisations pour des solides élastiques pouvant étre su-
jet soit & de 'endommagement, soit a la formation de fracture. Nous adoptons ici le point de vue de
Francfort et al. [Francfort and Marigo, 1993, Francfort and Marigo, 1998, Francfort and Marigo, 1999,
Francfort and Garroni, 2006]. On limite notre étude au cas quasi statique. De plus, nous nous placerons

dans le cadre de I’élasticité linéaire et nous nous proposons d’étudier le cas non linéaire.

II1.2).1 Un modéle d’endommagement

Un solide élastique, soumis a diverses contraintes, est sujet a une modification de sa structure qui
affecte son comportement. Il fatigue et divers défauts peuvent y apparaitre tels des micro-fissures ou
micro-trous. L’endommagement qu’il subit est irréversible. Afin de décrire de tels phénomenes, I'approche
classique consiste a introduire une variable interne x(z,t) (dépendant du point  considéré dans le solide
et du temps t) reflétant I’état du solide a ’échelle microscopique. La loi de Hooke A(z,t) du solide étudié

est supposée dépendre uniquement de cette variable d’endommagement
Az, t) = A(x(x,1))

Basé sur ce principe, les modeles d’endommagement se distinguent par le choix de la variable interne y,
la dépendance de la loi de Hooke en fonction de celle-ci et une loi d’évolution de x. Nous proposons ici de
suivre 'approche de Francfort et Marigo [Francfort and Marigo, 1993], qui a avantage de ne reposer que
sur un nombre tres restreint d’hypotheses. Tout d’abord, la variable interne ne peut prendre que deux

états 0 ou 1. Le cas x = 0 correspondant au solide sain et y = 1 au solide endommagé. La loi de Hooke
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A est alors de la forme

A= (1-x)A0 + XA,

ou Ag est la tenseur de rigidité du solide sain et A; du solide endommagé. On suppose par ailleurs que
AO Z Al 2 Oa

en tant que formes quadratiques agissant sur les matrices symétriques. Le point fondamental de leur
approche est de ne pas baser la loi d’évolution de la variable d’endommagement sur une loi phénoméno-
logique mais sur un simple principe variationnel. Notons 2 le domaine de référence du solide élastique et

u son déplacement. L’énergie élastique du systéme est donnée par

Je(u, x) = %/QA(X)e(u) s e(u) de,

ol e(u) est le tenseur métrique linéarisé,

Vu + Vul
e(u) = —

L’énergie de type Griffith dissipée par la formation de zones endommagées est supposée proportionnelle

a son volume
Je(X) = fc/ x dz, (I11.2).1.1)
Q

ou k est un réel positif. En 'absence de forces extérieures, 1’énergie totale du systéeme est la somme de

ces deux contributions
j(u, X) = je(u7 X) + jn(X)'

Francfort et Marigo supposent que, a chaque instant, ’état du systéme minimise cette énergie. Le caractere
irréversible de 'endommagement, est pris en compte en incluant une contrainte de croissance en fonction
du temps de la variable d’endommagement. Si le déplacement de la structure est prescrit sur une partie
du bord I'p du domaine

u(t,z) = g(t,z) pour (z,t) € T'p x [0,T],
le déplacement u(t,x) et la variable interne x sont solutions du probléme de minimisation

min Jlu, x).
u(t) € H' ()Y, x € L>(2:{0,1})
u(t,x) = g(¢t,x) pour tout x € T'p
x(t,x) > x(s,x) pour tout (x,s) € Q x [0, 1]

Sans aucune autre condition supplémentaire, il est possible de construire un grand nombre de solutions non

physiques. Dans le cas g = 0, n’importe quelle fonction x croissante par rapport au temps sera solution
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avec u(t) = 0. Afin d’éliminer de telles solutions, il est nécessaire d’ajouter une condition d’équilibre

énergétique (voir Théoréme 5.5 [Bourdin et al., 2008]),

JOct), ult)) — F(x(0), u(0)) = / / A(t)e(u(t))n - g(t) ds dt.

Cette derniére équation traduit le fait que la zone endommagée ne peut croitre que quand le taux de
restitution est critique. Elle s’avere inutile des lors que le probleme est discrétisé en temps, cas auquel
nous nous limiterons par la suite.

Soit une famille finie et strictement croissante d’instants (¢;);cqo,n} avec to =0 et ty =T,
O=to<ti < - <t; <---<ty=T.

On suppose que le déplacement imposé sur I'p est constant sur chaque intervalle (¢;-1,¢;). Dans ces
conditions, I’état du systéme est constant sur chaque intervalle et solution de
min J(ui, xi), (P2)
u; € HY Q)N x; € L>®(£;{0,1})
u;(z) = g;(x) pour tout x € T'p
xi(x) > xi—1(x) pour tout z € 0
ou les variables indexées par ¢ correspondent a leurs valeurs sur (¢;—1,%;). Il est bien connu que ce
type de probléme est mal posé du fait que les configurations optimales sont formées de micro-structures
combinant solide sain et endommagé. Elles appartiennent a la classe des composites. Une difficulté sup-
plémentaire consiste a déterminer quel sens donné dans ce cas a la condition d’irréversibilité. Dans
[Francfort and Marigo, 1993], Francfort et al. relaxent cette derniére en ne 'appliquant qu’a la propor-
tion de matériau endommagé. Une analyse plus fine est effectuée dans [Francfort and Garroni, 2006].
Nous ne nous intéresserons pas ici a ces aspects liés a ’homogénéisation. En particulier, les schémas
numériques que nous utiliserons imposent une certaine régularité au domaine endommagé qui proscrit de

fait 'apparition de micro-structures.

II1.2).2 Un modéle de fracture

Dans le cas de la fracture, la modélisation que nous considérons est similaire a celle introduite dans
la section précédente, a I'exception pres que le systéme est cette fois décrit par le déplacement u de la
structure et par une zone fissurée I'(t) C Q. L’énergie dissipée totale due & la formation de la fracture est
de la forme

Ju(u,T) = kHN"HT NQUT), (I11.2).2.1)

ot HV—1 désigne la mesure de Hausdorff N — 1 dimensionnelle. A noter qu’il est nécessaire d’inclure le

coup associé a la formation de fracture sur la partie du bord du domaine ou sont appliquées des conditions
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aux limites de type Dirichlet.

Remarque Nous nous permettons d’utiliser la méme notation pour désigner ’énergie dissipée par une
fracture (II1.2).2.1) et par une zone endommagée (I11.2).1.1), aucune confusion n’étant possible ('une
dépendant d’une fonction caractéristique et ’autre d’une interface). Ce léger abus de langage pourra étre

a nouveau effectué par la suite pour d’autres fonctions sans que nous n’y fassions plus mention.

L’énergie totale du systeme définie par
j(U, F) = je(uv F) + jiﬂ(r)v

ou

Je(u,T) = % o Ape(u) : e(u) dz.

Ainsi, le déplacement u; et la fracture I'; sur Uintervalle de temps (t;—1,t;) sont solutions du probléme

de minimisation

min J(ui, Xi)-
U; € Hl(Q\FZ‘)N,Fi cQ

I''o>Iq

u;(x) = g;(x) pour tout x € T'p \ T
I11.3) Modéele de fracture comme limite d’un modeéle d’endom-

magement

Il est possible de dériver d’'un modele de type endommagement le modéle de fracture introduit dans
la section précédente en considérant que les modules d’élasticité de 1’état endommagé sont tres petits
comparés a ceux du solide sain. Nous présentons ici deux méthodes asymptotiques : I'une de Bourdin et
al. [Bourdin et al., 2000], basée sur une approche de type champ de phase (II1.3).1), 'autre atomistique
(I11.3).2) proposée par Allaire Jouve et Van Goethem [Allaire et al., 2009, Allaire et al., 2011]. L’analyse
que nous effectuerons par la suite reposera sur une version révisée de celle introduite par Allaire et al.. La
différence essentielle portant sur ’adjonction d’une contrainte explicite d’épaisseur minimale. L’approche

de type champ de phase est présentée ici rapidement afin d’exposer une autre alternative.

I11.3).1 Approche de type champ de phase

La fonctionnelle d’Ambrosio and Tortorelli [Ambrosio and Tortorelli, 1990] a été initialement intro-
duite en vue d’applications a la segmentation d’image et a été étendue par la suite au cas de la modélisation

des solides élastiques fragiles [Chambolle, 2004, Chambolle, 2005, Iurlano, 2013, Turlano, 2014],
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[Focardi and Turlano, 2014, Henao et al., 2015, Conti et al., 2016]. L’idée principale consiste & considérer

une version régularisée de j définie par

1 " 2
P =3 [ A e e+ x [ v+ L,
2 Jo Q 4e

A%(x) = (1 = X)?Ag + n-Ao.

et 7. << e. On remarque que la fonction j¢ est similaire a la définition initiale de j, a ’exception pres que
X est maintenant autorisé a prendre ses valeurs dans l'intervalle [0,1] et qu'un terme de régularisation
portant sur le gradient de x a été ajouté. En se munissant d’un cadre fonctionnel approprié, on peut établir
la I'-convergence de j¢ vers j lorsque € converge vers zéro. Ce résultat a été exploité numériquement par

Bourdin et al. dans [Bourdin et al., 2000, Mesgarnejad et al., 2015].

I11.3).2 Approche atomistique

Une autre approximation de la fonctionnelle j a été proposée par Allaire, Jouve et Van Goethem
(AJV) dans [Allaire et al., 2011]. Considérons le modele d’endommagement (P;) introduit initialement
pour lequel on choisit des termes dégénérés, fonctions d’un parameétre e, pour les modules d’élasticité de

la zone endommagée et pour le coefficient de dissipation.

min J%(ug, x7), (P7)
uj € HH ()N, x5 € L=(92;:{0,1})
uf (z) = g;(z) pour tout z € I'p

X5 (z) > x5_;(x) pour tout x € Q

avec

1

7o) = 5 [ (3t = 1) Ave(u) s ey do+ = [ v

ol (& nouveau) 0 < 7. << e. Tel quel, on ne peut pas espérer que ce modeéle converge raisonnablement
vers un modele de fracture lorsque ¢ tend vers zéro. En effet, les zones endommagées d’épaisseurs d’un
ordre de grandeur plus petit que € sont favorables énergétiquement. A la limite asymptotique en €, on
peut réaliser des fractures pour un coiit en terme de dissipation de type Griffith nul. Afin de pallier ce
probléeme, Allaire et al. proposent de résoudre le probleme (Pf) sur des espaces fonctionnels discrets.
Plus précisément, un maillage structuré du domaine 2 auquel est associé un espace U, d’éléments finis
de Lagrange & valeurs vectorielles (AJV utilisent des éléments finis de type @1) discrétisant I’espace des
déplacements et un espace X, éléments finis de Lagrange de degré 1, discrétisant ’espace des fonctions
caractéristiques. Le solide élastique peut alors étre considéré comme constitué d’atomes (les nceuds du

maillage) appartenant ou non a une zone endommagée selon la valeur d’une fonction caractéristique
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discrétisée. La distance entre chaque atome étant au minimum égale a h, il est impossible de construire
des zones endommagées d’épaisseur inférieure a cette distance inter-atomique. La version discrétisée de
(Pg) est donc

min js(ug’h,X?}L)- (PE,h)
uf’h € Uth?h € Xp N L>(92;{0,1})

uS"(x) = g;(x) pour tout z € T'p

XM () > X2 (x) pour tout z € Q
Allaire et al. avancent que lorsque la taille des mailles i tend vers zéro et que le terme de dissipation
de type Griffith dans I’énergie est proportionnelle & cette derniere (c’est a dire £ = h), le premier terme

converge (formellement du moins) vers j.(u, ') et le second terme vers j, (') = kH"~1(T).

I11.4) L’algorithme AJV

L’algorithme proposé par Allaire et al. pour résoudre (P; ’h) repose sur des outils classiques d’optimi-
sation de forme. Il est basé sur une méthode de type gradient afin de minimiser ’énergie combinée j¢. La
zone endommagée est quand & elle représentée par I'intermédiaire d’une fonction ligne de niveau. A noter
que Allaire et al. font également usage du gradient topologique pour introduire des zones endommagées
non connectées a des zones préexistante, ce que nous ne considérerons pas ici. Comme indiqué précédem-
ment, notre approche s’inspire fortement de la leur. Un certain nombre de différences importantes sont
toutefois & signaler. Avant de les aborder, il nous faut présenter de maniere relativement détaillée leur
travail.

Afin de résoudre le probléme (P; ) Allaire et al. appliquent une méthode de type gradient discré-
tisé. Dans ce type de situation, deux options sont envisageables : Discrétisation du probléme (Pf) puis
application de la méthode de gradient au probleme discrétisé; Application de la méthode du gradient a
(Pg), puis discrétisation. Allaire et al utilisent cette seconde approche que nous nous proposons d’exposer

ici. L’algorithme appliqué a la minimisation de (Pf) sera présenté dans la section III1.4).3. Sa version

discrétisée, visant a résoudre la suite de problémes (P; ) dans la section I11.4).4.

I11.4).1 Une méthode de type gradient

On note w la zone endommagée (c’est a dire ’ensemble des éléments de 2 ot x = 1). Par la suite,
toutes les fonctions dépendant de x seront exprimées indifféremment en fonction de w ou y. Par exemple,

nous noterons

1

(W) = 5/QAE(w)em) : e(u) da + koo,
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ol X, est la fonction caractéristique de w, k. = K/e avec k € R} et A.(w) = (1 4 xw(ne: — 1))Ap. Afin
de minimiser la fonctionnelle j¢ par rapport & u et w, AJV appliquent un algorithme de type gradient.

L’optimisation est réalisée en deux étapes. Tout d’abord,

I (w) = inf 7 (u,w).
ue HY ()N

u=g; sur I'p

L’optimum est atteint par rapport a u en résolvant les équations de 1’élasticité linéaire dans le solide élas-
tique §2de zone endommagée w. On note u (w) la solution de ce probléme de minimisation. L’optimisation
par rapport a w s’effectue quant a elle par 'application d’un algorithme de type gradient selon la méthode
de Hadamard ([Murat and Simon, 1976, Sokolowski and Zolesio, 1992, Henrot and Pierre, 2005],

[Allaire, 2007]). A noter que cette méthode ne permet que d’atteindre des minima locaux, ce qu’'on
pourrait par ailleurs avancer comme étant plus réaliste d’'un point de vue physique qu’une optimisation

globale.

Détermination d’une direction de descente. D’apres Uexpression (I1.1).1) de la dérivée de forme

de la fonction J , une direction de descente 6 peut-étre identifiée en choisissant
0 =—ln,

ol n est le vecteur unité normal extérieur a w et £5 est donné par (I1.1).2). Si un tel choix est relativement
classique en optimisation de forme, il nécessite cependant d’étendre la définition de ¢ en dehors de
I'interface 3. Cette ”extension” est effectuée par Allaire et al. par la détermination d’une vitesse normale

de descente V£ € H'(Q) solution du probléme variationnel
/ rVV: - ViV dr + / VESV dx + (dJf (w),ndV) = 0 pour tout 6V € H' (), (I11.4).1.1)
Q Q

ou r est un "petit” parametre. A noter que la vitesse normale V' obtenue, si elle est bien définie sur
I'intégralité du domaine (2, n’est pas a proprement parler une extension de ¢5. Par contre, V;® définit

malgré tout une direction de descente (il suffit de choisir §V = V, pour s’en assurer).

I11.4).2 Représentation du domaine endommagé

Dans [Allaire et al., 2011], le domaine endommagé est représenté implicitement comme ensemble des

points de valeurs négatives d’une fonction dite ”ligne de niveau” v définie sur le domaine (2,

w=1"1((~00,0)).
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A chaque itération, deés lors qu’une vitesse normale de descente V est déterminée, la fonction ligne de

niveau est mise a jour en résolvant ’équation d’Hamilton Jacobi

o B
s +V|Vy| =0, (I11.4).2.1)

ou s correspond & un temps virtuel (qui n’a aucun lien avec le temps réel de I'expérience).

II1.4).3 Description de ’algorithme (version continue)

Nous sommes maintenant en mesure de donner une description relativement complete de I’algorithme
utilisé par Allaire et al. pour résoudre la suite de problémes (Pf). Comme on ne s’intéresse qu’au cas quasi-
statique, on peut supposer dans perte de généralité que t; = iAt, ou At avec At = T/N. L’algorithme est
constitué de deux boucles imbriquées. Une boucle principale sur les temps de discrétisation, une boucle
interne de méthode de type gradient. La condition d’irréversibilité impose uniquement la croissance
de la zone endommagée d’une itération en temps a 'autre. Elle n’impose pas la croissance de la zone
endommagée au court des itérations de l'algorithme de gradient. Enfin, la fonction ligne de niveau est
régulierement réinitialisée de sorte & préserver la stabilité des itérations d’Hamilton-Jacobi (111.4).2.1),

ce qui nous ferons pas apparaitre dans la version légerement simplifiée suivante.

Listing ITI.1 — Algorithme d’AJV, (version continue)

I. Initialisation de %j.
II. Boucle en temps t; =iAt, Itérations sur >0
1. 0On pose ¥f,=vf; et wiy= (Yo '(RY).
2. Boucle d'optimisation :Itérations sur k>0
(a) Détermination de V(w;,) solution of (III.4).1.1)
(b) Résolution de 1l'équation H.J. (III.4).2.1)
avec V =V7(wix) et ¥(s=0)=1v5,.
On pose nykﬂ =Y(As) et Wi,y :(&f’kJrl)_l(Ri).

ot As>0 est déterminé de sorte que J7(wj,,,) < J7(wy,)

(c) Irréversibilité o5, ., =min(¢f, 95 )
(d) Retour a (a) jusqu'a convergence. Si convergence, on pose

Y5 = djikJrl :

I11.4).4 Description de ’algorithme (version discrétisée)

La résolution de la suite de problémes (Pf) par I'algorithme III.1 présuppose la connaissance exacte

de la dérivée de forme dJf(w). Or cette derniére dépend du déplacement uf(w) de la structure qui ne
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peut étre déterminé de maniere exacte.

Dans de nombreux problémes d’optimisation de forme, il est usuel de définir une approximation de la
dérivée de forme en remplagant dans les expressions (I1.1).1-I1.1).2) u$(w) par une approximation uf’h(w)
obtenue par la méthode des éléments finis. Dans le cas particulier qui nous intéresse ici, ce n’est pas
envisageable, car I'expression de la dérivée de forme dépend du saut de certaines quantités le long de
Iinterface 3. Or le long de toute partie de l'interface qui ne coincide pas avec une aréte du maillage,
le saut des quantités discrétisées correspondantes sera nul. Ainsi, la méthode classique conduit & une

approximation triviale (nulle) de la dérivée de forme!

Approximation de la dérivée de forme. Allaire et al. proposent de régulariser I'intégrale sur I'in-

terface et définissent I’approximation suivante de la dérivée de forme
(d"JE(w),0) = [ 6% (w)0 - nde, (I11.4).4.1)
Q
olt 8% est une approximation de la mesure de Dirac sur l'interface X définie par
h 1
o5, = §|V8h(¢)|

et
v
V% + Bh?

Le parametre S > 0 est choisi de sorte que l'intégration s’effectue sur quelques mailles au voisinage de

sh(y) =

Iinterface. Enfin, éf’h est une approximation de ¢; définie par

R A

N h 4 T < . N - . . . h
ou &;"° est défini similairement & £F suite a la substitution de u$ par son approximation u;"". Enfin le

saut d’une fonction a a U'interface est approché par la formule
[a]approx =2((1 = x)a — xa).

Détermination d’une direction de descente. L’algorithme de minimisation de J; est basé sur
I'identification d’une direction de descente obtenue par la résolution du pendant discrétisé de (I11.4).1.1)

qui définit V" € Xy par

/ rVVEr . V8V dx +/ VVERSV da + (d"JF (w), néV) = 0 pour tout 6V € Xy (111.4).4.2)
Q Q
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Description de I’Algorithme (version discrétisée) L’adaptation de l’algorithme III.1 au cas dis-

crétisé est assez élémentaire. Il nous reste cependant a définir la fonction coiit discrétisée

JMw) = inf 3 (uM, w).

?

uhGUh

uh = g; sur I'p

Listing ITI.2 — Algorithme d’AJV (version discrétisée)

I. Intialisation de 5.

IT. Boucle en temps t; =iAt, Itérations sur >0

h h Jh Jhy — *
1. On pose ¥;y =iy et wiy = (¥7y) (RY).

l,

2. Boucle d'optimisation :Itérations sur k>0
(a) Détermination de Vf’h(wkk) solution of (III.4).4.2)
(b) Résolution de 1l'équation H.J. (III.4).2.1)

avec V = V»g’h(w;’/?) et P(s=0)= 7’/}26’?

7
0 Jeh A t ~eh  _ /Teh —1 R*
n pose 1/)1,;”1 =9Y(As) e Wi k+1 = (¢i,k+1) R2),
ol As>0 est déterminé de sorte que Jf’h(@f’,izrl) < Jf’h(wf’,?)
(c) Irréversibilité 1/11.5’,:;1 :min(qu’,?H, shy.,

(d) Retour a (a) jusqu'a convergence. Si convergence, on pose

eh ek
wi - d}i,k+1 :

Nous tenons a souligner ici que cet algorithme n’est pas une méthode de gradient a proprement parler.

En effet, thf n’est qu’'une approximation du gradient, par ailleurs, il ne coincide pas non plus avec le

gradient de J,f’h. En conséquence, le critere de sortie de la boucle de gradient sera probablement atteint

R . h N L
avec As = 0 des lors que la vitesse normale V;”" ne correspond pas a une direction de descente de la

. e 1eh
fonction cotit discrétisée J; .

A ce stade, nous n’avons pas précisé la méthode employée pour la discrétisation de 1’équation de

Hamilton-Jacobi (IT1.4).2.1), ni sur 1’étape de réinitialisation de la fonction ligne de niveau . Pour plus

de détails, nous renvoyons a [Allaire et al., 2011] (fin de la Section 5).

I11.5) Irréversibilité

Allaire et al. ne prennent pas en compte la contrainte d’irréversibilité lors des étapes d’optimisation.

Plus précisément, au temps t;, la condition

£ £
W; k1 € Wi
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est imposée uniquement a chaque itération d’optimisation k en rafraichissant la fonction ligne de niveau

1) par

¢f,k+1 = min(%‘s,k-s-h Vi)

Nous dénommerons cette condition d’irréversibilité faible en contraste avec une condition d’irréversibilité

forte du type
Wi g1 C Wi k- (1)

L’argument avancé pour n’imposer qu’'une irréversibilité faible porte sur le fait que les itérations d’opti-
misation de I’énergie ne peuvent qu’étre considérée que comme un temps fictif. Cependant, ceci engendre
des effets difficilement justifiables sur le plan physique. Par exemple, dans le cas de la fracture de type
mode II (voir la section II1.7).6) ou la fracture se développe brutalement en deux branches, on observe
dans un second temps I’évolution la fracture dans le domaine en une géodésique formée de trois branches.
Nous pensons que ce comportement n’est pas observé numériquement par Allaire et al. car ’algorithme ne
parvient plus & déterminer une direction de descente qui permet de satisfaire la condition de décroissance
de I’énergie totale ce qui provoque une interruption de la boucle interne d’optimisation. D’autres phéno-
menes pourraient étre observés, comme la séparation de la fracture en plusieurs composantes connexes,
ce qui semble également indésirable.

La condition (1) permet de prévenir le développement de ce type de pathologies. On peut justifier un
tel choix en considérant que les itérations d’optimisation de la boucle interne correspondent a des pas
de temps beaucoup plus petits que celles de la boucle externe. Ceci souléve malgré tout une difficulté.
Du fait de la prise en compte de la contrainte d’irréversibilité forte, 1’évolution de la fracture dépend
de la régularisation utilisée lors de la détermination de la direction de descente VS (w) , solution de
(IIT.4).1.1). L’introduction du parameétre 7 est essentiellement effectuée par Allaire et al. afin d’étendre
la vitesse normale a I’ensemble du domaine d’optimisation 2. Il n’a a priori aucune base physique et a
pour conséquence que la vitesse de convection d’un point de I'interface ¥ ne dépende pas uniquement de
quantités localisées en ce dernier. L’adjonction de la contrainte d’irréversibilité forte ne semble raisonnable
qu’a la condition d’utiliser une régularisation r d’autant plus petite que la discrétisation h utilisée est fine
de sorte que la vitesse de convection de l'interface en un point de celle-ci ne dépende que de quantités
physiques localisées dans un voisinage de plus en plus restreint de ce dernier. Allaire et al. indiquent

d’ailleurs le choix de ce parameétre petit sans préciser sa dépendance vis a vis de h.
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I11.6) Contrainte d’épaisseur minimale

I11.6).1 Motivation

L’algorithme III.1 n’impose explicitement aucune épaisseur minimale & la zone endommagée. Ceci
induit de potentiels comportement indésirables. L’algorithme a notamment tendance a se geler dans
certaines situations avant convergence lorsque des structures dont 1’épaisseur est de la taille d’'une maille
apparaissent. La minimisation de I’énergie de dissipation favorise la contraction des zones fracturées
sans affecter outre mesure la contribution du terme d’énergie élastique au cofit global. Cette tendance se
poursuit jusqu’a ce que I’épaisseur de la zone délimitée par la ligne de niveau devienne inférieure a la taille
d’une maille. On assiste alors & une brusque augmentation du cofit global, ce qui conduit a 'impossibilité
de déterminer un pas de descente As (Etape I1.2.b de l’algorithme II1.2). Le pas est alors choisi nul et
I’algorithme sort de la boucle d’optimisation interne sans avoir atteint 'optimum. On s’attend également
a une dépendance du processus d’optimisation par rapport au maillage, qui se traduit par ’obtention de
minima locaux artificiels induits par la discrétisation.

Dans le cadre des méthodes d’homogénéisation et SIMP, ’ajout de contraintes de taille caractéristique
minimale sur la structure optimisée s’avere souvent nécessaire afin de pallier le phénomene d’échiquier.
Dans cette optique, des techniques de filtrage du gradient ( [Sigmund and Petersson, 1998],

[Petersson and Sigmund, 1998] ), réduction des parameétres de design avec projection ([Guest et al., 2004]),
monotonicité du gradient de densité [Poulsen, 2003] ont été proposées. Dans le cadre de I'optimisation
de type ligne de niveau, G. Michailidis introduit dans sa thése [Michailidis, 2014]

(voir aussi [Allaire et al., 2016]) une contrainte d’épaisseur minimale en imposant a tout point « du bord
de la structure que

disty, (x — hospn(z)) <0, Vhosr €10, €,

ou € est I’épaisseur minimale imposée. Cette contrainte est par la suite prise en compte numériquement par
I'introduction d’une fonction de pénalisation. L’implémentation de la méthode qu’il développe étant assez
délicate, nous nous sommes orientés vers une autre solution de type gradient projeté plus aisée & mettre en
oeuvre. Notre approche est relativement similaire & celle adoptée par Zhang et al. [Zhang et al., 2014] ou
une distance minimale du squelette au bord du domaine w est imposée via l'introduction d’un Lagrangien
augmenté. Si nous retenons une définition similaire des domaines admissibles, nous avons opté pour une

approche de type gradient projeté.




Etude numérique revisitée du modéle d’endommagement de Francfort-Marigo 48

FIGURE II1.6).2.1 — Ouvert (traits continus) et son squelette associé (en lignes brisées).

I11.6).2 Domaines admissibles d’épaisseur minimale

Soit w un domaine de RY. Comme précédemment, nous notons n le vecteur unité normal sortant sur

¥ et d,, la distance signée associée définie pour tout z € RN par

infyecow |y — | siz¢w
dw(z) =
—infycau ly — x| siz€w.
Nous noterons S, le squelette de w, c’est a dire I’ensemble des points de w pour lesquels la fonction distance
signée n’est pas réguliere. Tout point du squelette est équidistant d’au moins deux points distincts du

bord .

S, = {z € w tel qu'il existe y,z € dw et |y — x| = |z — x| = —d,(2)}.

La figure I11.6).2.1 représente un ouvert w de R? ainsi que le squelette associé. Les cercles sont centrés
en des points équidistants de trois points du bord. Pour tout domaine w de R, on définit (on reprend
ici la définition de par Zhang et al. [Zhang et al., 2014]) sa plus petite échelle de longueur comme étant

le minimum de la distance du squelette au bord de w,
d™" = inf —d,(z). (II1.6).2.1)

La figure II1.6).2.2 représente un ouvert régulier et son squelette (ligne brisées).

Le cercle est déterminé par 'optimum dans la définition de d™" donné par (I11.6).2.1).

Un domaine sera dit d’épaisseur supérieure a € > 0 si tout point du squelette est situé a une distance
au moins égale A la demi épaisseur €/2, c’est & dire si d™® > ¢/2. On introduit Pouvert défini & partir du
squelette de w et épaissi de €/2.

S5 =|JB(z,€/2); (I11.6).2.2)
So
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FIGURE I11.6).2.2 — Ouvert régulier, son squelette et un disque de diamétre d™®(w) centré sur un point

du squelette.

ol pour tout point  du squelette, B(x,€/2) est la boule centrée en x de rayon ¢/2. Ainsi, Zhang et al.
définissent les ouverts de taille minimale caractéristique supérieure a € comme 1’ensemble des ouverts w
vérifiant la condition

w=wUS;.

Cette définition est plus forte que celle utilisée par Michailidis. Elle impose au domaine de vérifier la
condition de boule interne uniforme. L’ouvert représenté par la figure I111.6).2.1 n’est pas admissible pour
toutes valeurs de € strictement positive. Zhang et al. prennent en compte cette contrainte en imposant

une version discrete de la condition

IS5 \w| <0.

I11.6).3 Projection sur ’ensemble admissible

Nous proposons de définir un opérateur de projection sur I’ensemble ouvert d’épaisseur supérieure a
€. En suivant la démarche de Zhang et al., un candidat naturel serait de définir le projeté d’un ouvert w

comme union de l'ouvert initial et du squelette épaissi de €/2, S,
S(w) =wUS

Un exemple de projection ci-dessus utilisant cette définition est illustré par la figure I111.6).3.1, qui repré-
sente 'image par application de I'opérateur S€ a un ouvert rectangulaire.
La "projection” définie ci-dessus n’est pas optimale, en ce sens qu’il est possible de construire un ouvert

d’épaisseur minimale supérieure & € contenant w et strictement inclus dans S€(w). Afin de construire un
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F1GURE 111.6).3.2 — Une autre projection sur ’ensemble des ouverts d’épaisseur minimale €

tel ouvert, on peut par exemple rogner le squelette & ses extrémités d’une longueur /2 avant de 1’épaissir.
Nous noterons T cette application. Son action est illustrée par la figure I11.6).3.2

Donnons une définition plus précise de I'application T introduite. L’idée consiste toujours a procéder
en deux étapes. Dans un premier temps, on réduit 'ouvert w avant de I’épaissir & nouveau de €/2. Afin
de réduire 'ouvert w, on considere ’équation différentielle ordinaire décrivant la trajectoire d’un point se

déplagant a la vitesse n = Vd,,/|Vdy|.

Xo(z,0) =2 pour tout x € RY
(I11.6).3.1)

X, (z,t) = n(X,(x,t))  pour tout z € RY et t € (—o00,00),

ot X,, désigne la dérivée partielle par rapport au temps de X,,. On définit alors le bord contracté de e /2
de w comme

0w = X, (0w, —€¢/2).

On épaissit ensuite 0°w d’une épaisseur €¢/2 en posant

fw = U B(x,€e/2).

TED W
Enfin, 'image de w par application T est obtenue par I'union de w et du bord contracté épaissi de €/2

T(w) =wU 0 w.

La figure I11.6).3.3 illustre ces deux étapes. Sur la partie gauche, le bord contracté 0w d’un ouvert

rectangulaire est représenté en lignes brisées (bleues) tandis que les trajectoires des points du bord sont
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FIGURE 111.6).3.3 — Construction de T¢(w). A gauche, 'ouvert initial et son bord contracté 9°w. A droite

I'image de w par 'application T°.

O 0 — 'item

FIGURE II1.6).3.4 — Ouvert dont I'image par T est d’épaisseur inférieure a e.

marquées par des lignes en pointillés (rouges). La partie droite de la figure représente T(w) obtenu par
épaississement du bord contracté et union avec ’ouvert initial.

L’application T n’est pas a proprement parler une projection sur les domaines d’épaisseur minimale
€. Comme on peut le constater sur I’exemple donné par la figure II1.6).3.4, constitué de I'union de deux
disques disjoints dont les centres sont distants d’une longueur inférieure & €/2, il existe des ouverts dont
I'image par T n’appartient pas a ’ensemble admissible. De plus, 'application ne vérifie pas T€oT¢ = T*.
Cependant, un ouvert w est d’épaisseur minimale € si et seulement si c’est un point fixe de T, c’est a
dire s’il vérifie

w=T(w).

I11.6).4 Approximation de l’application T*.

Le sens a donner a ’équation différentielle (I11.6).3.1) n’est cependant pas totalement évident, car
la normale n n’est pas un champ lipschitzien. Pour y pallier, on régularise la normale en déterminant

ns, € HY(Q)YN, solution du probléme variationnel ,
51hN/ e(ng, )e(m) dz +/ Ng, - M = / n - mdz, pour tout m € H*(Q)V. (I11.6).4.1)
Q Q Q
De plus, on re normalise ns, en posant

ns = (1 + d3)ns, / max(|ns, |, 62), (111.6).4.2)
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oud € Ri sont des petits parametres de régularisation. Les trajectoires régularisées sont donc solution

de I’équation différentielle ordinaire
X0(z,0) ==z pour tout z € RY
. (I11.6).4.3)
XS(x,t) = ns(XS(x,t)) pour tout x € RN et t € [0, +ocl.

La contraction régularisée du bord est obtenue en substituant n par ns dans sa définition. On pose donc
5w = X2 (0w, —€/2).
On épaissit & nouveau 5w d’une épaisseur €/2 en posant

O5w=|J B(x,€/2).

r€I5w

Enfin, Papplication T régularisé est définie par

T5(w) =wU 5 w.

Algorithme de ”projection” Le calcul de I'image d’un ouvert donné par une fonction ligne de niveau

1 défini sur Qse décompose en cing étapes.

1. Détermination de 1T, interpolation de v sur un voisinage QT de Q.
QF = {z e RY tel que dist(Q,z) < 10h}.
2. Détermination d'un voisinage w™ de w
wh = {r € Q" tel que ¥ (x) < 4e+ h}.

3. Calcul de ng, solution de (I11.6).4.1-I11.6).4.2). La formulation variationnelle est résolue sur w™ (et

non ) tandis que la normale est approchée par

b vyt
max(|Vit|,ds)"

4. Détermination d’une approximation de X (-, —¢/2) € VN (ot V}, est I'espace des éléments finis de

Lagrange de degré 2), par la méthode des caractéristiques.

5. Mise a jour de o

T5 (¥)(x) = min (¢ (x), nf {| X (y, —€/2) — x| — €/2 avec P(y) = 0}).

Applications numériques.

Nous illustrons maintenant I’action de I’application 7§ sur quelques exemples.
On consideére dans toutes les applications proposées un rectangle dont seule I’épaisseur varie d’'un cas
a lautre. L’épaisseur minimale e imposée est choisie égale & 3H /2, out H est la taille du maillage structuré

utilisé. Enfin, les parameétres choisis sont §; = §; = 0.1 et d3 = 0.2.
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F1GURE II1.6).4.1 — Application de 7§ & un ouvert d’épaisseur 4e

s Fiassaasasisanasiianianannssand

b"lJJ.l".IJJ"J'..I".JI'II"III‘

FI1GURE I11.6).4.2 — Application de T & un ouvert d’épaisseur e

FIGURE II1.6).4.3 — Application de T§ a un ouvert d’épaisseur ¢/2
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I11.6).5 Reformulation du probléme d’endommagement

En lieu et place des problemes (Pf), nous nous proposons d’adjoindre la contrainte d’épaisseur mini-
male pour laquelle il nous semble que la convergence du modéle endommagé vers le modele de fracture

puisse étre justifiée. Nous notons (QF) le probléme de minimisation

min 77 (uf, wi ) (Q7)
us € H{(Q)N,wi C Q
us (z) = gi(z) pour tout z € I'p

€ )
w; DWw; 1

Te(w;) = wj

La version discrétisée de ce probleme d’optimisation consiste & résoudre les problemes

min jg(uf’h,wf’h% (Q?h)

u?h € Uhﬂ/’f’h € Xy
uS" () = gi(a) pour tout z € T'p
g,h e,h
Wi D Wity

Ti(wi™) = wi™

e

. . N . h R
;¥ est le domaine endommagé correspondant a la ligne de niveau ¢;". Remarquons que ces problémes

ol w
dépendent tous deux du choix de 1’épaisseur minimale imposée € et, pour la version discrétisée, de la
taille des mailles H utilisées pour la représentation de la fonction ligne de niveau (qui peut étre différente
de la taille & du maillage employé pour la discrétisation du déplacement) ainsi que des paramétres §

d’approximation de 7. Nous ne faisons pas apparaitre la dépendance en ces variables dans les notations

utilisées pour désigner les problemes (QF) et (th) afin de ne pas les alourdir inutilement.

IT1.7) Un algorithme de type gradient projeté

Nous avons introduit dans les sections précédentes tous les éléments nous permettant de définir notre
version de l'algorithme afin de résoudre le probleme (th) Nous rappelons que les principales différences
de la version que nous proposons par rapport a celle d’Allaire et al. portent sur : l'utilisation d’une
expression Lagrangienne D".J¢ de la dérivée de forme ainsi que l'introduction d’une condition explicite
d’épaisseur minimale sur le domaine endommagé. De plus, nous préciserons également comment nous
choisissons le parameétre de régularisation en fonction de la discrétisation ainsi que le critere d’arrét,
détails importants qui ne sont pas abordés dans ’article d’Allaire et al.

Dans cette section, nous précisons tout d’abord comment est déterminée la direction de descente dans

la boucle interne d’optimisation.




Etude numérique revisitée du modéle d’endommagement de Francfort-Marigo 55

Dans un second temps, nous aborderons la mise & jour de la fonction ligne de niveau, effectuée par la
résolution d’une équation de convection en lieu et place de 1’équation d’Hamilton Jacobi (II1.4).2.1). Une
derniére partie sera consacrée au critere d’arrét. En conclusion de cette section, l'algorithme proprement
dit sera développé.

On utilise une approximation de la dérivée de forme introduite dans I1.2).1 dans les applications

numériques.

I11.7).1 Approximation de la dérivée de forme.

On rappelle que u?’a(w) est une approximation par la méthode de type éléments finis du déplacement
de la structure au temps t = t;. On définit 'approximation Lagrangienne Dth (w) de la dérivée de forme

de la fonction J; par

<Dth(w),0> = %/QAE(M)e(uh) : ((V . 9)6(uh) — Vu've — VGT(Vuh)T) dx
+ / keV - 0dx, (II1.7).1.1)

h _ ,¢&h

;" (w). D’apres les résultats standards de convergence pour la méthode des éléments finis, on a

ou u u

trivialement la convergence de D" .Jf vers DJf lorsque h tend vers zéro.

II1.7).2 Détermination d’une direction de descente et régularisation

L’identification d’une direction de descente est obtenue via l’expression de la dérivée de forme sous
sa forme Lagrangienne D" J¢ (I11.7).1.1) qui fait intervenir toutes les composantes du champ 6 et non
uniquement sa composante normale 3 I'interface . On note Wy I'espace des fonctions éléments finis 87
de Lagrange de degré un & valeurs vectorielles définies sur le maillage structuré de Qtel que 8 - n = 0
sur 9Q et Vg; - 07 = 0 sur I'p. Pour une zone endommagée w, on identifie la direction de descente

0" (w) € Wy, comme la solution du probléme variationnel

/ rlex + (1 —x))e(65" (w)) : e(60) da + H*2/ 0" (W) - 60 dx + (D" J£ (), 86) = 0 pour tout 60 € Wy,

! ! (I11.7).2.1)
ou r est un parametre de régularisation. Le choix r = 0 conduit & un algorithme explicite, mais nous
utiliserons une régularisation non nulle » = 5 dans les applications numériques. A noter, que cette régula-
risation est petite comparée au produit scalaire L? qui est pondéré par H 2. Par ailleurs, le parameétre de
régularisation est choisi petit dans la fracture afin de conserver I'indépendance de la vitesse d’évolution

de part et d’autre d’une zone fracturée.
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I11.7).3 Mise a jour de la fonction ligne de niveau

A chaque itération, la fonction ligne de niveau 1 est mise & jour en convectant cette derniere le
long d’un champ 6 correspondant & une direction de descente. Ainsi en lieu et place de la résolution de
I’équation d’Hamilton Jacobi, la mise a jour de la fonction ligne de niveau s’effectue par la résolution de
I’équation de convection

o

5, HO VU =0, (I11.7).3.1)

ou comme dans le cas (II1.4).2.1), la variable s correspond & un temps virtuel. Nous utilisons un schéma
de Lax-Friedrich d’ordre 2 pour résoudre cette équation sur un maillage structuré dont la taille des
mailles est H. Dans les applications numériques, on effectue dix itérations sur le temps virtuel s a chaque
itération de la boucle interne d’optimisation. Par ailleurs, le pas de temps est choisi de sorte a avoir une

CFL inférieure ou égale a 1/4.

II1.7).4 Critére d’arrét

Le critere d’arrét utilisé pour sortir de la boucle interne d’optimisation a une influence cruciale dans
le résultat final. Choisi trop lache, I'algorithme quitte la boucle d’optimisation interne avant convergence.

Notre critere d’arrét est basé sur la variation de la fonction caractéristique y d’une itération a ’autre :
—1 €,h e,h
€ / IXi o1 — Xig | do < 6, H,
Q

ol d, est un petit parametre.

I11.7).5 Résolution de (Q°") : Description de ’algorithme

L’algorithme de résolution de (th)

utilisé est tres similaire a celui proposé par Allaire et al. pour
la résolution de (P; ’h). La différence essentielle porte sur la prise en compte de la contrainte d’épaisseur

minimale & ’aide d’un algorithme de type gradient projeté.

Listing II1.3 — Algorithme de résolution de (Q°")

?

I. Intialisation de ¢§".

IT. Boucle en temps t; =iAt, Itérations sur >0
1. On pose ¢fy =i} et wip = (¥ip) '(RY).
2. Boucle d'optimisation :Itérations sur k>0
(a) Détermination de Hf’h(wﬁk) solution of (III.7).2.1)
(b) Résolution de 1l'équation d'advection (III.7).3.1)

bk, eh h
avec 0 =0;"(w;}) et ¥(s=0) =97} .
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On pose Jf;l?jq = ¥(As) et af,7£+1 = (Jf”égl)_l(Ri) .
(c) Projection :
(o) Irréversibilité forte : {/;i’:JFLO = min(’[/;i’g_i_lﬂ/);’:) . On pose
l=0.
(B) Répéter jusqu'a convergence, pour [ >0,
Jf,’gﬂ,lﬂ = Tg(%sfﬂ,z)
(7) A convergence de 1'étape (f), on pose 1/);’,:L+1 = Jfﬁﬂl

(d) Retour a (a) jusqu'a convergence. Si convergence, on pose

eh _ ek
wi - d}i,k+1 :

La contrainte d’épaisseur minimale est imposée & I’étape (c) ot on itere I'application T jusqu’a 'obtention

d’un point fixe.

I11.7).6 Résultats numériques

On considére un des cas étudiés par Allaire et al. de chargement d’un solide élastique Q = (0,1)2
dans dans [Allaire et al., 2009, Allaire et al., 2011] auquel on applique un déplacement g(t) = (tz2,0) sur
les bords inférieurs et supérieurs. Sauf mention contraire, les parametre choisis sont les suivants : Les
modules de Young sont choisis égaux & Ey = 1000 pour la phase saine et E; = 1.e~% pour la phase
endommagée, tandis que le module de Poisson v est de 0.3 pour les deux phases. Le module de Griffith &
non mis & 1’échelle est choisi égal & 3.5/160, tandis que le parametre € est choisi égal a la largeur initiale
de la fracture. La longueur initiale de la fracture est 0.05. On utilise des éléments finis P, pour discrétiser
le déplacement sur un maillage non structuré 7; régulier dont le diametre des mailles est inférieur & h.
La fonction ligne de niveau est discrétisée sur un maillage structuré de taille H.

La figure I11.7).6.2 représente I’évolution de ’énergie au cours du temps. On observe un comportement
similaire & celui obtenu par Allaire et al. Dans un premier temps, la zone endommagée n’évolue pas jusqu’a
ce que le chargement appliqué atteigne une valeur critique. Lors de la phase de chargement, ’énergie totale
croit de maniére quadratique en fonction du temps et du chargement. Lorsque le chargement critique
est atteint, la fracture évolue brutalement en deux branches symétriques jusqu’a disloquer quasiment
complétement le solide en trois parties connexes résultant en une chute brutale de ’énergie. Les zones
endommagées initiales ainsi que celle obtenue apres le chargement critique sont représentées sur la figure
I11.7).6.1 sur laquelle on a également indiqué le type de chargement appliqué.

On vérifie sur la figure I11.7).6.3, la symétrie de la fracture critique, ce qui n’est a priori pas totalement
évident, le maillage utilisé pour résoudre le systeme de 1’élasticité n’étant pas symétrique. En outre sont

indiqués les angles formés par les branches qui partent de la zone initialement endommagées avec un angle
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FIGURE II1.7).6.1 — Evolution d’une fracture avec un chargement Mode II. A gauche, la fracture initiale

et a droite la fracture au chargement critique.
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Ficure I11.7).6.2 — Evolution de I’énergie totale J¢ en fonction du chargement, pour un chargement en

Mode II.
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F1GURE II1.7).6.3 — Les branches forment un angle de 38 degrés avec la verticale.
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FiGure I11.7).6.4 — Evolution de Pénergie totale J¢ lors des itérations d’optimisation au temps critique,

pour un chargement de type Mode II.

de 38 degrés avec I’horizontale. La forme de la fracture est presque parfaitement identique a celle obtenu
par Allaire et al. a l'aide de leur propre algorithme. Par contre, le chargement critique est totalement
différent. Dans [Allaire et al., 2009, Allaire et al., 2011], le chargement critique est atteint & un temps
t de T'ordre de 0.5 et non 0.15. Comme nous n’effectuons pas de test de décroissance de I’énergie sur
la simulation ici considérée, on pourrait penser que nous sous-estimons le chargement critique. Ceci ne
semble cependant pas le cas, comme l'illustre la figure I11.7).6.4 qui représente ’évolution de 1’énergie
totale au cours des étapes d’optimisation au temps critique ¢ = 0.15. On constate que 1’énergie est, comme

attendue, strictement décroissante.

Convergence en fonction de h

On rappelle que contrairement & Allaire et al., on utilise deux maillages distincts I'un, structuré, pour
la représentation de la fonction ligne de niveau. L’autre non structuré, mais régulier dont le diametre des
mailles est inférieure a un parametre h. Sur la figure I11.7).6.5 est représentée 1’évolution de 1'énergie pour
différentes valeurs de h, toutes les autres valeurs de parametres étant fixes par ailleurs. Le maillage utilisé
pour la fonction ligne de niveau est de taille H = 1/180 et I’épaisseur minimale est fixée & ¢ = Hv/2.
On vérifie la convergence lorsque la valeur de h décroit. Plus la discrétisation est fine, plus le temps
critique est faible. Quelle que soit la valeur considérée, le temps d’initialisation reste similaire et a partir

de h =1/240, il devient indépendant de h et est égal & t = 0.13.
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251 h=1/80 ]

h =1/240

ol h=1/320 h=1/160 ]

0.5} 4
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0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

FIGURE II1.7).6.5 — Evolution de I’énergie en fonction du temps pour différentes valeurs de la discrétisation

h pour le systeme de 1’élasticité.

2.5} ]

H=1/120

H=1/80
1.5 ]
H =1/40 H =1/160

1 o _

0.5}¢ ]

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

FIGURE I11.7).6.6 — Evolution de I’énergie totale pour différentes valeurs de la discrétisation.
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Convergence en fonction de ¢

Comme Allaire et al., on vérifie la convergence de notre algorithme lorsque 1’épaisseur minimale
imposée a la fracture tend vers zéro. Sur la figure II1.7).6.6, on considére, tous parametres étant égaux
par ailleurs, I’évolution de I’énergie pour différentes discrétisations. On considere quatre discrétisations
différentes H = 1/40,1/80,1/120,1/160. Dans tous les cas, le diamétre des mailles pour la résolution du
systéme de D’élasticité linéaire est choisi proportionnel & H (h = H/3). De méme 1’épaisseur minimale (et
initiale) est choisie égale & v/2H. A noter cependant, que pour les deux discrétisations les plus fines, le
parametre de critére d’arrét d, est choisi égal a 10~* alors qu'une valeur de 10~3 est suffisante pour les
discrétisations plus grossiéres. Les résultats obtenus sont représentés sur la figure I111.7).6.6. On constate
une légere augmentation de la valeur du chargement critique avec la discrétisation, mais la convergence

semble malgré tout observée.

II1.7).7 Influence de la contrainte d’irréversibilité forte

Comme nous ’avons indiqué précédemment, la prise en compte d’une contrainte d’irréversibilité faible
peut donner lieu & des comportements non physiques de 'algorithme. Dans le cas présent, pour le char-
gement critique, on s’attend a observer apres la propagation de la fracture qui disloque le solide en trois
parties connexes a ce que celle-ci tende vers une géodésique. En effet, I’énergie élastique n’en serait pas
affectée (elle resterait quasi nulle) alors que la composante due & 'endommagement devrait décroitre.
Dans Allaire et al., ce comportement n’est pas observé. Ceci peut avoir plusieurs sources : Impossibilité
de déterminer une direction de descente suite au non traitement d’une condition d’épaisseur minimale,
arrét de l'algorithme par une condition trop lache sur le critére de convergence, régularisation de la vitesse
normale qui de ce fait tend a étre identique de part et d’autre de la fracture, prohibant de fait toute
translation de celle-ci.

En imposant une contrainte d’irréversibilité faible en lieu et place de la contrainte forte, on s’attendait
donc a observer apres le développement de deux branches au temps critique a la translation progressive du
point de séparation de celles-ci vers la droite du domaine jusqu’a I’obtention d’une fracture horizontale.
Curieusement, nous n’observons pas ce phénomeéne dans le cas test que nous avons considéré. Sans la
condition d’irrévesibilité forte, les deux branches atteignent tout d’abord les bords inférieur et supérieur
de T’échantillon, puis continuent d’évoluer jusqu’a l’obtention de trois segments connectés. Une partie
des bords inférieurs et supérieurs est également complétement fracturée a convergence. Au point de
branchement, les trois segments forment un angle trés proche de 120 degrés (on mesure un angle de 115
degrés) connu pour étre 'angle optimal pour les problémes de minimisation de la mesure de Hausdorff

de dimension 1. La configuration obtenue est un point critique dans notre cas, car le cotit des fractures le
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FIGURE II1.7).7.1 — Evolution de la zone endommagée avec une contrainte d’irréversibilité faible.

long des bords du domaine de calcul €2 est moitié du coflit a I'intérieur du domaine méme : la "moitié¢” de
I’épaisseur de la fracture est située en dehors de €2 et n’est de ce fait pas prise en compte. Afin de pallier
ce probléme, il faudrait étendre le domaine de calcul du coiit de dissipation associé a 'endommagement.
On a représenté sur la figure I11.7).7.1 ’évolution de la zone fracturée au chargement critique au cours
des itérations d’optimisation. Nous avons choisi un maillage pour la fonction ligne de niveau relativement
grossier (H = 1/40) et une largeur minimale ¢ = v/2H, ce qui explique l'allure assez grossicre des

fractures.

IT1.8) Conclusion

L’algorithme proposé permet, de maniére similaire a celui développé par Allaire et al. de simuler la
propagation d’une fracture dans un solide élastique. Plusieurs améliorations pourraient étre envisagées
dans le futur. En particulier, la prise en compte de la contrainte d’épaisseur minimale s’avére assez
gourmande dans la version actuelle. Une formulation pénalisée serait potentiellement plus efficace et
pourrait étre explorée. Enfin, 'une des branches obtenues dans le cas d’un chargement de type Mode II
n’est pas physique. Dans la branche inférieure, le déplacement normale de part et d’autre de la fracture
est négatif. Ainsi, deux parties distinctes du solide déformé se recouvrent I'une 'autre. Pour pallier ce
phénomene, on pourrait envisager de considérer un solide hyper-élastique non linéaire. A priori, on se

propose d’adapter la méthode employée ici au cas non linéaire sans modifications majeures.
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On étudie un modele de fracture avec pénalisation de saut du déplacement dans un solide élastique.
On montre formellement qu’une telle modélisation peut étre obtenue comme limite d’un modéle d’endom-

magement tout en présentant diverses simulations numériques illustrant la validité d’une telle approche.

IV.1) Introduction

Soit 2 un ouvert borné régulier de R? (d > 2) et soit I' un domaine inclus dans 2 vérifiant
HHT) < +o0

ot H4~ ! est la mesure de Hausdorff (d — 1) dimensionnelle.
On considére deux phases : une élastique saine située dans Q\I" représentée par le tenseur d’élasticité A
et une phase endommagée située dans I' représentée par le tenseur d’élasticité €A, les deux phases sont

supposées linéaires homogenes isotropes ou A est le tenseur d’élasticité donné par
A = 2#[4 + )\IQ @ 12

avec I, I4 sont les tenseurs d’ordre 2 et 4 respectivement, p, A sont les coefficients de Lamé. Le parameétre
€ est un réel positif qui tend vers zéro et qui sert & distinguer la rigidité entre la zone saine et la zone

endommagée. Le tenseur symétrisé de gradient de déplacement est défini par

(Vue + Vu.').

DN =

e(ue) =
Le déplacement u. admet un saut défini par
[ue] = ae(Vu,).

Soit n la normale extérieure a I'c, o un réel positif décrivant I’épaisseur de la zone endommagée et soit

ke un réel positif représentant le coefficient de 1’énergie de Griffith défini par

K
Re = —
€

On consideére donc ’énergie J. définie par :

1 1
Je(ue, Te) = f/ Ae(u,) : e(ue) dz + f/ eAe(u.) : e(uc)ds —|—/ Kela| ds (IV.1).1)
2 Jor. 2 Jr, r.
ol
I'.= {:r:—i—ten, zel, —% <t< %}
et
Ou. Ou. [u]
e T 0 “=.7r
Vuc=| 77 on = e . (IV.1).2)
%.n %’: .n 0 %n

ol on a supposé que (7,n) est une base orthonormée.

On se propose d’étudier la limite du modéle lorsque € tend vers 0.
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Proposition IV.1).1 Lorsque le parameétre € tend vers 0, on obtient que

/F eAe (uc) : e (uc) ds tend vers /FiA([u] ©n): A([u] ©n) ds

€

/ Keao ds ~ / ka ds (IV.1).3)
r. r

/ Ae (ue) : e (ue) da tend vers / Ae(u) :e(u) da.
O\T. O\l

Preuve Il suffit de montrer que lorsque le parametre € tend vers 0, on a I’égalité

0 Lrw)r 0 Lrylr
%/ la| 1A 2l : 2] ds
r

M|

_ %/F|a|_1(A[u]®n)  (Alu] ®n) ds.

On montre alors que :

[u] @n = . (IV.1).4)

(IV.1).5)

Ainsi ’équation (IV.1).5) découle des égalités suivantes :

W on =g (W en+no),
() o) = 5 (-7,
(W om)n =5 ([ + (W ©n)n) O

Le modele de fracture avec pénalisation de saut est donné ainsi par le probléeme de minimisation par

rapport aux déplacements u, épaisseurs «, fracture I'

min J (u, o, I')
u, o,

ou l'énergie totale J est définie par

1
J(u,a,T) = =

Ae(u) : e(u) do + / Kla| ds
2 Jor

: r (IV.1).6)
+ 3 /F la| 7Y (A[u] @ n) : (A[u] © n) ds

ou a ® b désigne le produit tensoriel symétrisé

a®Ob=(a®b+b®a)/2.
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Notre approche est similaire a celle développée par Allaire et al. dans [Allaire et al., 2011]. Il s’agit
en effet de dériver un modele de fracture a partir d’'un modele d’endommagement. Dans les deux cas,
un probléme de minimisation locale par rapport aux déplacements et par rapport a la zone endommagée
est établi. AJV supposent 'existence de deux zones élastiques saine A et endommagée €A. En effet,
le parameétre € est & l'ordre de 107%, ce qui caractérise une zone endommagée qui approche le vide.
Contrairement a Allaire et al., on considére deux zones élastiques saine A et endommagée €A avec € est
relativement grand de I’ordre de 1072, Simultanément, ce parametre est utilisé dans le scaling de ’énergie
de Griffith. Ainsi, on définit le parametre

K

Ke = —

différemment de Allaire et al. qui font dépendre le parametre de Griffith explicitement en fonction de
la taille de maillage. On montre alors que notre modele d’endommagement est capable de prédire une
propagation d’une fissure avec pénalisation des sauts lorsque le parametre € tend vers 0.
Les deux premieres sections sont consacrées a 1’étude du cas unidimensionnel théorique d’une part, puis
numérique. Dans la section 1, on étudie ainsi le probléeme de minimisation du modéle d’endommagement
a € fixé avant d’effectuer une analyse asymptotique formelle.
La section 2 est consacrée a I’étude numérique du probleme unidimensionnel et a la convergence de la

méthode proposée lorsque le parametre € tend vers zéro.

Enfin, la troisiéme section reprend ces deux points en les généralisant au cas multidimensionnel pour

la partie théorique et bidimensionnel pour les aspects numériques.

IV.2) Modeéle d’endommagement avec pénalisation de saut : Cas

unidimensionnel

IV.2).1 Présentation du modéle d’endommagement :

- (43
2°2

( ae ae)
we=|——7>,—])-
272

On considére deux phases une élastique saine située dans Q\w, représentée par le tenseur d’élasticité

Soit

et soit

A et une phase endommagée située dans w. représentée par le tenseur d’élasticité €A, les deux phases

sont supposées linéaires homogenes isotropes.
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On note u, le déplacement de la structure soumise aux conditions aux limites du type Dirichlet

() o (E) v

ou ug est un réel positif désignant le déplacement imposé a I'extrémité de la barre représentée par ).

L’énergie totale décrivant ce modele est définie par

1 1
Je(Ue,we) = 5/ ea | ul |? —|—§/ alul |° + £ | we | (IV.2).1
We Q €

ou

1 /2
5 el

est I’énergie élastique emmagasinée dans la zone endommaggée,

1
! / al o,
2 Q\we

est ’énergie élastique emmagasinée dans la zone saine et
K
- | We |
€

est I’énergie de Griffith.

IV.2).2 Etude unidimensionnelle formelle a ¢ fixé :
Le déplacement u. vérifie ’équation aux dérivées partielles suivante :

— (aul)" = 0 dans Q
e (—

e (

S
~— M\h

= Uq-

=0, (IV.2).2.

1)

2)

)

Ainsi, on déduit que u. est constante dans chaque intervalle de 2. Ceci implique qu’il existe r, s € R tel

que

22 ? (IV.2).2.2)
[u] = s dans (—%, %)
Ce qui implique que
2.2 2
I —
(e w) = S0 Lol mad) (IV.2).2.3)

2 2

En tenant compte des conditions aux limites de u, dans (IV.2).1.1), on définit la fonction contrainte F

F =r(L — ae) + aes — uq. (Iv.2).2

4)




Etude d’un modéle d’endommagement avec pénalisation de saut 71

Proposition IV.2).1 Les minimiseurs de J. définie par l'équation (IV.2).2.3) sous la contrainte F' =0

sont donnés par :
— Ugd
r= L+a(l—e¢)

s = qrrst—y (IV.2).2.5)

Preuve En minimisant la fonctionnelle

Je(te,we) = 5 5 Ka,
par rapport a s, r et a, on obtient que
9Je OF __
Bs to5; =0
aJe OF __
9. 1 o9 — ¢ (IV.2).2.6)
aJ. oF _
Ba T 055 =0
ou ¢ est un multiplicateur de Lagrange. Ceci implique
e2as + 0s =0,
ar(L — ae) + o(L — ae) = 0, (IV.2).2.7)

52‘2”2 - “’;e + K+ 0e(s — 1) = 0.

On déduit ainsi que
—auqg

T Irall—e

D’ou I'équation (IV.2).2.5) O.

Les déplacements extrémes décrits par la premiére valeur de uq notée u; pour laquelle on commence
a obtenir une propagation et uj{ impliquant une valeur de u pour laquelle le domaine est entierement
endommagé correspondent & deux longueurs particulieres de la zone endommagée et vérifient :

— Premier cas : Si la zone endommagée est d’épaisseur nulle (ae = 0), on a

—L a
ae:e(1_€+ 2’{(1_6)%) =0.

Ce qui donne la valeur de u .

— Deuxiéme cas : Si la zone endommagée est développée le long de domaine (e = L), on a

Ce qui donne la deuxiéme valeur de uj.

On obtient donc les valeurs suivantes :

_ [ 2k . L | 2k .
'(,Ld = mL Sl e = O,U(—; = ? m st e = L. (IV2)28)
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Ce modele est construit dans un cadre quasi statique ot on suppose l'existence d’une suite croissante

de temps t; avec 1 < t; < I, I un entier donné tel que

Ainsi, la propagation de la zone endommagée est déclenchée a partir d’une valeur donnée de déplacements
imposés ug > uy. Si la valeur uj n’est pas atteinte, une condition d’irréversibilité est appliquée pour

maintenir la zone endommagée.

1 k

En effet, appliquer la condition d’irréversibilité en remplacant o**! par max(a*, a®) ot aq correspond
a D’épaisseur de la zone endommagée dans l'itération précédente de la boucle externe des variations en
temps. Cette condition sera trés importante dans le cas général.

Ce modele d’endommagement permet de retrouver trois régimes. Ceci est 'objet du Lemme suivant :

Lemme IV.2).2 Les trois régimes de propagation de la zone endommagée d lintérieur de la barre w
sont donnés par :

— Premier régime : Absence de propagation de la zone endommagée siuqg < uy , alors

1 aug?
J== 1vV.2).2.9
= (IV.2).2.9)
— Deuzieme régime : Endommagement partiel si uy < ugq < uz{, alors
2K KL
J = — . 1V.2).2.10
1- eud 1—e€ ( ) )
— Troisieme régime : Endommagement total si ug > u;,
1 2 kL
J = —ae%as?® + ka = —od 4 2 (Iv.2).2.11)
2L €
Preuve — Premier cas : Si le déplacement ug vérifie uq < uy, alors le gradient de déplacement est
r =4, ae =0, ainsi on a
1 1 wug?
JE = 50/7“2 = 5@7 (IV2)212)
— Deuxieme cas : Le déplacement uq vérifie u; < ug < uj,
en remplagant les parametres 7, s avec ces expressions :
2K
T =
a(l —e)
(Iv.2).2.13)
1 2K
§=—y —7-.
e\ a(l—e¢)
On obtient que J est linéaire par rapport a ug avec
2 L
J=q) gy L (IV.2).2.14)

1—¢ 1—¢€
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— Dernier cas : Si le déplacement uy vérifie ug > u:l'.

On a ae = L; le gradient de déplacement est s = %¢. Donc J est donné par

2 kL
2052 + ka = oud 4 T2 (IV.2).2.15)

1
J=g0e oL e

IV.2).3 Limite asymptotique formelle :

On considére un modeéle d’endommagement avec pénalisation de saut ou le comportement de ’en-
dommagement au voisinage de l'origine a permet & la fonction de déplacement u. de n’avoir qu’un seul
saut avec :

i (@) = T (@) = [u] (0)

Ainsi, on suppose que la fonction u, est réguliére hors de la zone endommagée Q\w, et est définie par :

ue(z) = uolz) si @ € Mwe, (IV.2).3.1)

v(Z) six € we,

avec ug une fonction réguliere dans la zone saine, v une fonction affine et construite telle que sa pente

coincide avec le saut de ug. Ainsi,

o113 1 o113 1
0(3) = v(=3) = [u](0).

On se propose de calculer la limite formelle asymptotique de ’énergie totale J. lorsque € tend vers 0 et

on la minimise par rapport a « et le gradient de déplacement. Ceci est ’'objet du lemme suivant.

Lemme 1V.2).3 1. La limite asymptotique formelle de J. lorsque € tend vers 0 est donnée par :
lim J,(u w)—lg[u ]2(0)—1—1/ aul’ + ko (IV.2).3.3)
e—0 e e, 2« 0 2 \{0} 0 ' R

2. La minimisation de la limite de J. par rapport ¢ « et uf, sous la contrainte Luj + [ug] = uq est

2
ug — Ly {sgn[uo]

donnée par

min J(ug, o) = KL + V2ak

a,uf, Lul+[uo]=uq

(IV.2).3.4)

)

ot sgn(x) désigne le signe de x € R.
Preuve On a

. T 1 . 2 . 3
!1_{1(1) Je(Ue,we) = €lgr(lJ J: (e, we) + lg% JE (ue, we) + lgr(l) JZ (e, we) (IV.2).3.5)
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ou
1 ! 2
Je (Ue, we) 2 ea | ug | dz,
1
J? (te,we) = f/ a| v, |*dz, (IV.2).3.6)
2 Q\we
JE (Ue,we = — | we |
On a

Ainsi, on obtient que

2 dy (IV.2).3.7)

De plus,

(IV.2).3.8)

Finalement, on a

hmJ (Ue,we) = lim & | we |

e—0 €

. ROE

lim — = ko

e—=0 e

D’ou I'égalité (IV.2).3.3).
Soit
la 2 1 ,2
J(ug, ) = =—[uo]”(0) + = auy” + Ka. (IV.2).3.9)

20{ 2 Q\{O}

On procede & une minimisation de la fonctionnelle (IV.2).3.9) par rapport & « induisant deux valeurs

— /@26 | [u](0) | et azpmin = Va2e | [)(0) | .

Almin
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On considere la valeur aw,,;, pour la suite de notre travail. Ainsi, en remplagant I’équation (IV.2).3.9)

par la valeur minimale de «, on obtient que
L 2
J(up) = g + V2ak | [u](0) | . (Iv.2).3.10)

On minimise ensuite la fonctionnelle (IV.2).3.10) par rapport au gradient de déplacement ug, en tenant

compte des conditions aux limites de la fonction ug et de la contrainte donnée par

F(ug, [u](0)) = ug — Lug — [ue](0) = 0. (IV.2).3.11)
Ceci implique que
aJ OF
w’ + o ! -
Ouo - T o (IV.2).3.12)

oJ oOF
i@ T Cano = 0-

On obtient que
Luga — oL =0

V2arsgnlus)(0) = 0 = 0.

(IV.2).3.13)

Ainsi, on déduit que
0 = V2ar | [uo](0) |
, 2K
Uy = ;sgn[uo}(()) (Iv.2).3.14)

[uo](0) = uqg — L %{sgn[uo](O).

Par conséquent, on obtient I’égalité (IV.2).3.4) O.

(uq — L\/?sgn[uo](O)) > 0,

sgnlug] =1,

Remarque Si
de plus, si

la fonctionnelle limite minimisée obtenue est égale &
J = V2akug + kL — 2Lrsgn[ug]

=V2akug — kL.

On retrouve ainsi I’équation (IV.2).2.10) correspondant au deuxiéme régime de propagation lorsque € = 0.

IV.3) Etude numérique unidimensionnelle

Cette étude consiste a approcher I'intervalle €2 qui représente une barre de longueur L et de hauteur

Haut tel que Haut << L. Ainsi on suppose que le domaine de calcul est un rectangle de Largeur L tres
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grande comparée a son hauteur Haut. Cette étude consiste & montrer que ce modele est capable d’une
part de simuler la propagation d’une fissure en cohérence avec les résultats théoriques formels.
D’autre part, on montre que ce modele est stable par raffinement de maillage et par variation du nombre

des itérations du gradient.

IV.3).1 Description de la méthode

C’est un couplage entre la méthode du gradient et la méthode level set.
Le but de cette méthode est de faire une minimisation locale de la fonction cotit définie par I’équation
(IV.2).2.3).
Cette méthode est récapitulée dans deux boucles :
— Une boucle externe qui consiste a considérer une suite croissante de pas de temps de discrétisation
t;, i > 0, ou a chaque instant ¢; nous appliquons un déplacement imposé.

— Une boucle interne des itérations de la fonction coiit bouclée a chaque pas de temps t;.

On définit la fonction ¢ dans 2 vérifiant :

V@) <0 & zcw, (IV.3).1.1)

P(z) >0 & e Q.

La vitesse V vérifie :

< Vi, Wi >x + < J(Q),W; >0, VW; € H(Q), (IV.3).1.2)

<V, W, >X:/mm-,d5.
I

L’intégration sur I' se fait par 'approximation de Allaire, Jouve et Toader dans [Allaire et al., 2004].
Ainsi,

/ (enVViV (W) + ViWi)dat < J'(w), Wi >= 0, (IV.3).1.3)
Q

ou €, est un parametre de régularisation de la vitesse, ¢ est une approximation régularisée de la fonction

de Dirac définie par
v
V2(x) + €2

1
0= 5 | Vse(ilf) | ,Se(l’) =

La normale N est définie par
VY
| VY |
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On suppose de plus que la normale est régularisée

(em VNV (M) + NM)dx — / (M) dz, VN, M € H*(Q)

<N7M>=/
o 2| VY|

Q

afin d’éviter les singularités au bord de la vitesse.

La zone endommagée €2 évolue avec une vitesse normale V et son évolution est décrite par I’équation
d’Hamilton Jacobi sur v :
dip

Z TVIVEI=0. (IV.3).1.4)

On consideére le schéma upwind d’ordre 2 décrit par Sethian dans [Sethian, 1999].
Ainsi, la boucle interne consiste & :
— Dl’initialisation de la fonction level set 1y comme la distance signée de la zone endommagée €2;.
— A chaque itération, pour k > 0 :
— Calculer la solution ug du probléme d’élasticité,
— obtenant la fonction **! & partir de ¢* en résolvant I’équation (IV.3).1.4),
— appliquer la condition d’irréversibilité en remplacant 1)**! par max(y*,+°) ot ¢y correspond
a la zone endommagée dans l'itération précédente de la boucle externe des variations de temps
de discrétisation.

Ainsi, a chaque instant ¢;, la minimisation de J; est donnée par la méthode d’optimisation de forme.

On suppose ainsi que la zone endommagée évolue pendant le temps. On la note par w; et elle est

I'image de la fissure initiale w par le difféomorphisme X (X : R x Q — R?)
X(t,z)=Id+t¥6

ou application X vérifie ’équation différentielle suivante :

dx

e (t,x) =0(X(t,x V(t,z) ER xQ

o (ta) =0(X(t,z) V(ta) (1V.3).15)
Xt=0,z) ==z

Donc, pour tout réel t, soit wy = X (¢, z)(w), le transporté de w par le champ 6 qui est supposé nul

sur O0f2.

On s’intéresse au probléme d’optimisation suivant : Trouver ¢ qui minimise J(w;) = j(we, ut), ol
uy € V; défini par

u€Vy={ve Hl(wt)z, v=0 dans TP},
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tel que
/Qozwt (2pe(ur)e(v) + ADiv(ug) Div(v))dy = 0.

Pour minimiser J, on calcule le minimiseur de J(2).
On pose j(t) = J(Q).

Si J est différentiable en ¢ = 0, on pose
< J'(Q),t >=<j'(0),t > .

Lemme IV.3).1 L’expression de la dérivée de forme est donnée par :

J'(U,0) = (/Qaw( — 1 (VUVO + VO'VUY) e(U) — Atr (VUVO + VOVU') tre(U)) da

+ (ue(U).e(U) + A(Div(L)*(Div(9)) da (1V.3).1.6)

+2 /Q (Div(0)) da

€
ol
1 sur Q\w
Qy =
€ sur w

IV.3).2 Résultats numériques

A partir de ’état initiale IV.3).2.1 et avec un déplacement imposé inférieur & uy~, il y a réduction de
la zone endommagée jusqu’a sa disparition .
A partir de ug~ il y a propagation jusqu’a ’endommagement total. La figure (IV.3).2.2) montre que la
courbe de variation de la fonction colt par rapport aux déplacements imposés présente trois branches :
Une branche parabolique avant le début de propagation de la zone endommagée.
Une droite qui montre la propagation de la zone endommagée a partir d’'un déplacement imposé ug~
jusqu’a traverser le domaine et atteindre une valeur uj de déplacement imposé.
Une autre branche parabolique qui montre que la structure est entierement endommagée. Ceci est
conforme avec les résultats de la section IV.2).2.
La figure IV.3).2.4 montre que la variation de la fonction cofit est stable par raffinement du maillage et

changement du nombre des itérations de la boucle de gradient.

On retrouve le critére de propagation de la fonctionnelle J lorsque le parametre € est fixé en obtenant
deux courbes identiques; numérique et théorique formelle, dans la figure 1V.3).2.2. La figure IV.3).2.5
montre la convergence lorsque le parameétre e tend vers 0 vers le modeéle limite formel. Pour € < 0.05, les
courbes de variations de la fonction cotit par rapport aux déplacements imposés coincident avec la courbe

représentative du modele limite formel.
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(a) Etat initial (b) Réduction
(¢) Disparition (d) Endommagement total

FIGURE IV.3).2.1 — Aspect de la propagation de la zone endommagée
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FIGURE IV.3).2.2 — Comparaison de la variation de la fonction cofit par rapport aux déplacements imposés

obtenue par 1’étude numérique et ’étude théorique formelle a € fixé




Etude d’un modéle d’endommagement avec pénalisation de saut 80

[iE]

[iE-]

[

0.5

.4

LiE:3

L83

L]

=81 *
dn=181

a.08 LR 018 0.2

FIGURE 1IV.3).2.3 — Variation de la fonction colit par rapport aux déplacements imposés pour deux

maillages différents (dn = 81, 181)
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FIGURE IV.3).2.5 — Convergence des courbes représentatives de la variation de la fonction coftit par rapport

aux déplacements imposés vers le modele limite formel lorsque € tend vers 0
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Conclusion

Le modele de fracture avec pénalisation de saut est capable de prédire la propagation de la zone
endommagée avec des variations stables et cohérentes avec le calcul théorique formel.
En choisissant le parametre de Griffith comme fonction du parameétre € le modeéle obtenu posséde une
faible dépendance par rapport au maillage utilisé dans la discrétisation.

On se propose de généraliser ces résultats dans le cas bidimensionnel.

IV.4) Modeéle d’endommagement avec pénalisation de saut : Cas

bidimensionnel

IV.4).1 Etude asymptotique formelle

Soient L, Haut, haut, a > 0et 0 < e << 1.

On considére les domaines suivants : Soit

L L Haut Haut
Q=(——=,= | x| - ,
(-535) (-5 5

( e ozﬁ) haut haut
We=|——,— ) x| — , .
272 2 2

Le modele bidimensionnel de fracture avec pénalisation de saut est décrit par le probléme de minimisation

et

min  J? (ug, [uo],
oo (uo, [uo], @)

ou

J? (uo, [ug), o) = %/

1 a
al Vug |° dz + f/ = Jug)? —‘r/liOé ds.
Q\I 2 Jra r
Elle peut étre obtenue comme la limite asymptotique formelle lorsque le parametre € tend vers 0 est
donnée par

6113(1) J? (ue,we) = J?,

ou

T2 (te, we) :/ ea| Vue |? der/ a| Vu | d:L’Jr/ Ke ds.
w Q\ws

€ We

On suit une approche identique au cas unidimensionnel dans I’étude asymptotique formelle.

IV.4).2 Etude numérique bidimensionnelle

On considere un domaine carré L = Haut = 1. La zone endommagée est un domaine rectangulaire

inclus dans €. On travaille avec deux maillages différents, un maillage structuré pour gérer 1’équation
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level set et un maillage non structuré pour calculer la solution du probleme d’élasticité linéaire.

Ce maillage est construit par extraction du contour de la fonction level set.

On suppose que a = 1. La zone endommagée est initialement d’épaisseur €. On considere trois types de
zones endommagées, une grossieére (e = 0.1), une intermédiaire € = 0.01 et une fine (¢ = 0.003).

Dans chaque cas, on étudie la propagation de la zone endommagée, les variations de la fonction colt par

rapport aux déplacements imposés pour différents maillages, nombre d’itérations de gradient,...

Simulation numérique d’un modéle d’endommagement avec pénalisation de saut pour une

fissure initiale d’épaisseur ¢ = 0.1

La figure IV.4).2.1 montre la propagation de la fissure jusqu’a ruiner la structure. La figure 1V.4).2.2
montre la variation de 1’énergie totale du modele par rapport aux déplacements imposés par raffinement

de maillage.

(a) Initial (b) Intermédiaire (c) Final

FIGURE IV .4).2.1 — Aspect de la propagation de la zone endommagée pour ¢ = 0.1 pour un maillage

grossier (dn = 81)

Simulation numérique d’un modéle d’endommagement avec pénalisation de saut pour une

fissure initiale d’épaisseur ¢ = 0.01

La propagation de la zone endommagée est décrite par la figure IV.4).2.3 ou la fracture présente deux
branches symétriques en se propageant jusqu’a traverser tout le domaine.

La figure IV.4).2.4 décrit les variations de la fonction cofit pour plusieurs maillages.
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FIGURE 1V.4).2.2 — Variation de la fonction cofit par rapport aux déplacements imposés avec € = 0.1

(a) Propagation initiale (b) Propagation intermédiaire (c) Propagation finale

FIGURE IV 4).2.3 — Propagation de la fissure pour un maillage dn = 81 et ¢ = 0.01 :




Etude d’un modéle d’endommagement avec pénalisation de saut 85

140
453
563 ---mo--
' -
130 a2l _ .
.
-
¥
120 |- F -
s
110 L 3 | ]
g i
A
100 [ ' ]
so [ ! ]
k1 -
o
Bo [ . ]
-
N
-
oy 3 -
| \ -
7o [ Y . ]
L3 B J‘-l -.
AR -
H =
&0 [ e / .J:.. "jﬁ"- ‘_,' ]
i II: ?Va: .
. | =’
i \ u{'d -
so [ Y ]
. -
oo
v
I Ti] 1. L L L L
0.5 1 1.6 -4 26 a a6

FIGURE 1V.4).2.4 — Variation de la fonction cofit par rapport au maillage aprés 100 itérations pour

e = 0.01.

Simulation numérique d’un modéle d’endommagement avec pénalisation de saut pour une

fissure initiale d’épaisseur ¢ = 0.003

La figure 1V.4).2.5 montre la propagation de la zone endommagée. La figure IV.4).2.6 montre la
variation de la fonction colit par rapport aux déplacements imposés dans le cas d’adaptation et non

adaptation de maillage.

Convergence vers un modele de fracture mode 11

Une propagation des zones endommagées d’épaisseur grossiere, intermédiaire et fine respectivement
est représentée par la figure IV.4).2.7 illustrant que plus 1’épaisseur est faible, plus le modele converge

vers un modele de fracture II.

IV.4).3 Modéle de Francfort-Bourdin revisité

On considére un domaine rectangulaire ou on introduit a son intérieur une fissure préexistante. Un
champ de déplacement ayant des valeurs croissantes et une orientation d’angle 6 est fixé sur deux parois
paralléles du domaine. Lorsque le déplacement atteint une valeur critique, on obtient plusieurs aspects

de propagation selon les valeurs de ’angle 0. La figure IV.4).3.1 montre que
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(a) Propagation initiale

(b) Propagation intermédiaire

(c) Propagation finale

FIGURE 1V.4).2.5 — Aspect de la propagation de la zone endommagée pour le maillage dn = 321 avec
€ = 0.003
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FIGURE IV.4).2.6 — Convergence par rapport aux itérations de la boucle de gradient avec € = 0.003
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(a) e=0.1 (b) e =0.01 (c) e = 0.003

FIGURE 1V.4).2.7 — Propagation de la zone endommagée lorsque e converge & 0 pour un maillage grossier

(dn =81):

(a) #=0 (b) 6=17 (c) 6=45 (d) 6 =090

FIGURE 1V 4).3.1 — Aspect de la propagation de la zone endommagée : expérience de Francfort-Bourdin

— Lorsque # = 0 la propagation de deux branches symétriques de la fissure retrouvant le mode II
classique de 'ouverture de la fracture.

— Lorsque # = 90, une propagation a branche unique horizontale de la fissure est obtenue dont la
pointe tend a se propager vers le haut.

— Pour 0 < 6 =7 < 90, une propagation horizontale est obtenue tout en tendant & se propager vers

le bas.

Conclusion

Les simulations numériques montrent que notre modele limite est capable de prédire un modele de
fracture conforme.
On retrouve donc les résultats de propagation de la fracture modélisés dans la figure 4 de Francfort-

Bourdin, [Bourdin et al., 2000].




Conclusion et perspectives

— L’étude numérique des modeles d’endommagement quasi statiques linéaires isotropes dans les
chapitres III et IV montre la capacité de ces modeles a prédire une propagation des fissures et il
en résulte un algorithme stable par rapport aux différents parameétres de ces modeles.

En revisitant certaines notions essentielles relatives a ces modeles, notre travail était consacré a
obtenir des apports et des améliorations qui ménent a un traitement plus développé.

— En plus d’avoir un algorithme stable qui gere I’étude numérique des modeles d’endommagement,
on cherche & avoir des résultats plus réalistes physiquement.

Ainsi, dans le cadre de grandes déformations, des hypotheéses sur les contraintes infinies qui ac-

compagnent les déformations extrémes sont définies par :

W(z,F) = +o0 quand det F — 0", F € M_i”_,
(IV.4).3.1)
Wz, F) — 400 quand {|| F || + || cof F' || +(det F)} — +o00, F € M3,

oll on désigne par une déformation toute application ¢ de Q — R? et le déplacement associé a

cette déformation est défini par
uX)=0(X)-X, X €Q, F=Vo¢.
Ainsi, notre étude sera dédiée a la résolution du probléme de minimisation suivant

win { [ WC)do T}
ou W est la densité d’énergie de Ciarlet-Geymonat (voir [Ciarlet, 1997]) définie par

W(C) = ra (15(C)det(C) ¥ = 3) + ka5 (4(C)” — tr(C))det(C) F —3)
(IV.4).3.2)

+ H(det(C)% -1) - /{Ln(det(C)%).
— On se propose dans le méme contexte de la formulation du modéle d’endommagement avec péna-
lisation de saut de considérer un modele d’endommagement avec régularisation du déplacement
avec l'ajout de dérivées secondes de déplacement.

Ainsi, le travail se réduit a résoudre un probleme de minimisation défini par

Min { li_r>r(1J Je(uﬁwﬁ)}.

88
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L’énergie totale étant définie par la fonctionnelle
2 . 2 K 2
Je (e, we) = / 2pc] e(ue) |+ Ae(Div(ue)” + — | we | +/ M| Au, |” dz,
Q € Q

ou M, une constante de régularisation a déterminer.
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