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Introduction générale

A T’heure actuelle, un des enjeux majeurs de la mécanique des matériaux est d’accéder a
la réponse mécanique aux différentes échelles et ceci en des temps raisonnables. D’un point de
vue numérique, cette problématique entraine de nombreuses difficultés pour des problémes
fortement non linéaires définis dans de grands intervalles de temps en utilisant des pas de
temps relativement petits. Le calcul dans ce cas reste encore loin d’étre trivial et conduit
inévitablement a des problémes d’efficacité et de précision. Ce probléme est fréquemment
rencontré dans de nombreuses applications académiques ou industrielles. A titre d’exemple,
on peut citer les domaines des procédés de mise en forme impliquant des transformations
plastiques irréversibles, de la caractérisation rhéologique des matériaux visco-élastiques, de
la modélisation de I'usinage et enfin celui de la tenue en fatigue. Le travail présenté dans ce
rapport s’intéresse au cas de la simulation numérique en fatigue ot la structure présente des
comportements assez complexes (a ’échelle de la microstructure) et subit un chargement
cyclique de faible amplitude défini sur une grande échelle de temps.

La fatigue est un phénomeéne caractérisé par 'application de chargements en contrainte
ou en déformation périodiques dans le temps. La sollicitation appliquée a pour effet de
modifier les propriétés locales du matériau conduisant ainsi souvent a la naissance de fissures
dont la propagation cause la rupture finale. Dans ce contexte, trois domaines qui définissent
le processus de la fatigue sont généralement distingués :

— La fatigue oligocyclique : la rupture survient pour un faible nombre de cycles (par
exemple pour des durées de vie inférieures a 10 000 cycles) ;

— La fatigue a grand nombre de cycles (FGNC) : dans ce domaine, la rupture survient
pour des durées de vie comprises entre 10° et 107 cycles:

— La fatigue gigacyclique : les recherches relatives a ce domaine sont plus récentes. Il
est caractérisé pour des chargements au dela de 10° cycles.

Méme si un trés grand nombre de travaux ont été conduits depuis de nombreuses années pour
caractériser et modéliser I'’endommagement en fatigue, il n’en reste pas moins que la com-
plexité et la variabilité des mécansimes associés sont telles qu’il s’agit encore d’un probléeme
ouvert. Ce dernier suscite néanmoins un grand intérét des différents secteurs industriels en
proie avec des risques de rupture sous chargement cyclique.

Dans le régime de la FGNC, ou la phase d’amorgage est souvent prédominante, la prise
en compte de 'amorgage et de la propagation se heurte aux difficultés inhérentes a 1’échelle
ou les mécanismes moteurs prennent place, c’est-a-dire 1’échelle de la microstructure. Plus
exactement, aprés amorgage, les microfissures passent une fraction importante de la du-
rée de vie totale & se propager a travers trois ou quatre grains avant de bifurquer vers un
autre mode de propagation. A cette échelle, la plasticité locale, les hétérogénéités micro-
structurales ainsi que les orientations cristallines jouent un role primordial sur I’évolution
du dommage. De plus, au cours de I'application du chargement, I’endommagement concerne
plusieurs échelles successives jusqu’a l'obtention de la fissure principale a l'origine de la
rupture du composant étudié. Ainsi, afin de tenir compte des différents phénomeénes mis
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en jeux ainsi, il est nécessaire de connaitre ’historique des différentes quantités mécaniques
dans la zone d’amorgage de la fissure. Cela nécessite une connaissance des états mécaniques
cycliques stabilisés de la structure (appelés aussi la réponse asymptotique). D’un point de
vue pratique, une structure soumise a un chargement cyclique peut conduire, selon la nature
du comportement, a trois types de réponses stabilisées :

— Une adaptation élastique (figure 1a);
— Une accommodation plastique (figure 1b);
— Un comportement de type rochet (figure 1c)

T A O A
(U o)

max

FIGURE 1 — Différents types de réponse cyclique d’une structure ou d’un matériau présentant
un comportement élasto-plastique : (a) adaptation élastique, (b) accommodation plastique,
(c) rochet (ou fluage cyclique)

L’adaptation élastique correspond au cas ot la réponse de la structure tend vers un état
purement élastique. Les champs de déformation plastique peuvent se développer pendant
les premiers cycles mais tendent vers une limite constante. Pour I’accommodation plastique,
la réponse globale de la structure tend vers un état périodique. Le comportement cyclique
dans ce cas se stabilise sur un cycle élasto-plastique, qui varie périodiquement dans le temps.
L’effet rochet se caractérise par une réponse de la structure avec une augmentation du champ
de déformation plastique qui ne se stabilise jamais. Cet état limite dépend du comportement
du matériau et du type de chargement appliqué. Il conduit a une rupture rapide de la
structure. Quelle que soit la réponse asymptotique obtenue, des critéres de fatigue peuvent
étres appliqués a partir de I’état stabilisé permettant ainsi une bonne estimation de la tenue
en fatigue.

D’un point de vue numérique, un simple calcul avec un chargement monotone ne suf-
fit pas pour le dimensionnement d’une structure en fatigue. Il est nécessaire de simuler
toute ou partie de I'histoire cyclique. Grace a la puissance croissante des moyens de calcul,
les modélisations numériques des matériaux a 1’échelle de la microstructure se sont forte-
ment développées au cours des deux derniéres décennies. En pratique, différentes méthodes
numeériques ont été utilisées pour modéliser explicitement un polycristal : la méthode des
Eléments Finis [4, 260], la méthode spectrale (FFT) [159, 135] et la méthode auto-cohérente
[158, |. Afin d’obtenir des résultats précis avec des chargements complexes tout en te-
nant compte des paramétres importants en fatigue (effet d’une surface libre, présence d'un
défaut géométrique, etc ..), la méthode des Eléments finis est la plus utilisée pour la si-
mulation numérique d’agrégats polycristallins. Elle a recours a une résolution incrémentale
pour 'histoire du chargement. Cette méthode est généralement prise comme référence et est
couramment utilisée dans les codes de calcul commerciaux et académiques. Dans le cadre



des agrégats polycristallins, les modélisations peuvent étre conduites avec des volumes élé-
mentaires représentatifs associés au comportement macroscopique. Le calcul de durée de vie
en fatigue se base ensuite sur la mise en équation de quantités mécaniques calculées aux
échelles macroscopiques ou mésoscopiques (a titre d’exemple, des critéres d’amorcage de fis-
sures en FGNC de Dang Van [215], Morel et Huyen [161, 165] se basent sur des hypothéses
exprimées a 1’échelle mésoscopique). La pertinence des quantités choisies est validée par la
capacité du modéle a reproduire fidelement les résultats expérimentaux. Malheureusement,
il est souvent constater que trés peu de modéles prennent en compte la nature exacte des
différents mécanismes moteurs a l'origine de ’endommagement en fatigue. S’il est question
de la simulation de I'apparition des microfissures au sein d’'un agrégat polycristallin, une
prédiction multi-échelle en espace (homogénéisation) doit étre complétée par une prédiction
multi-échelle en temps. Le trés grand nombre de cycles que peut subir le matériau peut
induire un tres grand nombre de pas de calcul et par conséquent une simulation trés gour-
mande en temps CPU. Ainsi, la recherche de I'histoire des différentes quantités mécaniques
de I'agrégat a 1’état asymptotique avec une méthode classique peut conduire a des temps de
calcul extrémement longs, voire impossible a réaliser a I'heure actuelle. Pour cette raison, les
simulations numériques d’agrégats polycristallins pour des applications en fatigue ne sont
réalisées que pour quelques cycles. Elles permettent néanmoins de confirmer, ou de mettre
en échec, certaines hypothéses utilisées dans les critéres de fatigue multi-échelles.

A Téchelle de la microstructure, la limite du temps de calcul avec une résolution classique
est due a la complexité du modéle. A titre d’exemple, le volume élémentaire représentatif
doit souvent contenir plusieurs centaines de grains afin que les propriétés mécaniques soient
représentatives, ce qui entraine une augmentation du nombre de degré de libertés (ddl) du
probléme. Aussi, la complexité du comportement et de la morphologie des grains rendent la
résolution d’une loi de type plasticité cristalline non triviale. Le nombre de paramétres phy-
siques pris en compte a cette échelle peut étre également trés important. Dans ce contexte,
si on utilise une méthode classique avec des discrétisations temporelles incrémentales, le
systéme linéaire doit étre résolu au moins a chaque pas de temps. Autrement dit, la facto-
risation de la matrice tangente doit étre prise en compte a chaque incrément et correction
de I’état mécanique. Aussi, lorsque l'intervalle de temps devient trop faible en raison des
exigences de stabilité et que l'intervalle de temps de simulation est suffisamment important,
les simulations incrémentales classiques deviennent inefficaces. D’ou l'intérét de s’orienter
vers d’autres techniques. L’objectif prioritaire de cette thése essentiellement numérique est
de développer de nouvelles méthodes permettant de résoudre, en un temps CPU raisonnable,
des problémes a grand nombre de ddl avec des comportements de type élasto-visco-plastique
fortement non linéaires (des comportements en plasticité cristalline) sous chargement cy-
clique. L’apport de ces méthodes sera utile pour le traitement des problémes de FGNC.

Il est important de souligner que, pour résoudre des problémes de mécanique ou de
physique, de nombreux auteurs cherchent a développer des méthodes accélérées de calcul
pour réduire le temps CPU. Ces méthodes peuvent étre associées ou non a la méthode des
Eléments Finis. Elles peuvent étre classées en trois familles :

(i) Méthodes qui traitent I’évolution des variables locales a chaque point de la structure :
méthode cyclique directe [156], méthode des sauts de cycles [226], méthode de Zarka
[253] et méthode LATIN [127];

(ii) Méthodes qui ne calculent les variables locales qu’au point critique de la structure :
les méthodes du type Neuber [169];

(iii) Méthodes basées sur la réduction de modeéle [22, 57, 212]
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La premieére famille permet de prédire les états stabilisés avec une description des variables
en tous les points de la structure. La méthode des sauts de cycles, selon une résolution incré-
mentale, cherche a réduire les temps de simulation en réduisant le nombre de cycles simulés.
La méthode cyclique directe consiste a déterminer directement le cycle stabilisé par le calcul
d’un seul cycle de chargement. Elle s’appuie sur I’hypothése de la périodicité de la solution
avec une résolution de I’équilibre et les variables du probléme par une décomposition en série
de Fourier. La méthode de Zarka permet de déterminer en temps réduit le cycle stabilisé a
partir d’un calcul linéaire élastique et sans suivre I’évolution du chargement. Par ailleurs,
une méthode a caractére non-incrémental a été également développée connue sous le nom
de LArge Time INcrement : LATIN. Elle est basée généralement sur la convergence d’un
processus itératif qui controle l'intersection de deux espaces de résolution découplés. Un
espace global pour la résolution de I’équilibre sur I'histoire de l'intervalle temporel permet
de fournir les solutions statiquement et cinématiquement admissibles. Un deuxiéme espace
local consiste a la résolution des équations de comportement pour la correction plastique.
L’ensemble de ces différentes méthodes est généralement utilisé pour des comportements de
matériaux élasto-plastique du type von-Mises (échelle macroscopique) allant de I’écrouis-
sage cinématique linéaire a 1’écrouissage mixte non linéaire. Bien que ces méthodes soient
efficaces en termes de gain de temps, elles ne sont pas utilisées & notre connaissance pour
des simulations d’agrégats polycristallins.

La deuxieme famille consiste a calculer ’état stabilisé d’une structure dans le cadre de la
plasticité confinée. En effet, si le point critique est connu a ’avance, le calcul des différentes
variables est effectué a ce point. Ce type de méthodes est difficile a utiliser dans le cadre de
la modélisation des agrégats polycristallins car les champs de contrainte et de déformation
sont fortement hétérogénes. Ce type d’approche ne sera pas abordé dans le cadre de nos
travaux.

La troisiéme famille concerne les méthodes de réduction de modeles. Ces méthodes uti-
lisent souvent les techniques dites non-incrémentales pour la résolution numérique selon
un processus itératif. Le concept de base de ces méthodes est de réduire le nombre de
ddl du probléme et par conséquent le coiit de calcul tout en gardant une précision fiable.
La résolution est effectuée selon des bases réduites sur lesquelles la solution est projetée.
Comme ces bases impliquent généralement un faible nombre de fonctions par rapport aux
bases d’approximation standard (dans lesquelles une fonction d’interpolation est attachée a
chaque noeud d’'un maillage), un modele discret réduit doit étre considéré dont la solution
peut étre souvent résolue en temps réel. Au cours de ces derniéres années, les techniques
de réduction de modéle ont ouvert des nouvelles perspectives permettant d’avoir une simu-
lation précise et rapide pour une variété de domaines d’application en mécanique. Ce type
de méthodes a été généralement utilisé avec succés dans le cadre des problémes linéaires
contenant un grand nombre de ddl ou de paramétres. L’application de ces méthodes dans
le cadre de la mécanique des solides non linéaires a été récemment discutée par quelques
auteurs [217, , |. Dans le cas d’une modélisation par Eléments Finis contenant un
comportement de matériau de type élasto-plastique ou élasto-visco-plastique non linéaire,
ces méthodes ne sont appliquées que trés rarement. Ce sujet devient une préoccupation
académique et industrielle d’'importance puisqu’il est loin d’étre trivial de trouver le bon
rapport entre efficacité et précision.

L’idée de ce travail consiste a explorer I’apport des méthodes de réduction de modéle pour
la simulation numérique d’agrégats polycristallins soumis & un chargement de fatigue. Du
fait de la complexité de la modélisation relative a ce type de probléme, il n’existe pas a I’heure
actuelle de méthode simple pour simuler le trés grand nombre de cycles en tenant compte des
différents parameétres importants dans le cadre des parameétres moteurs de ’endommagement
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en fatigue. Les méthodes de réduction de modéle seront ainsi couplées avec la méthode des
Eléments Finis pour la résolution numérique d’un probléme élasto-plastique ou élasto-visco-
plastique fortement non linéaire. On essaie en particulier de mettre en place une approche
présentant une précision acceptable tout en réduisant la complexité et le temps de calcul.
La potentialité des méthodes de réduction de modéle pour traiter des problémes a grand
nombre de ddl est indéniable. Cependant, la résolution dans le cas des comportements non
linéaires reste encore difficile quand on veut utiliser ces techniques. Les questions principales
auxquelles nous allons tenter de répondre a travers ces travaux de thése sont donc :

— Quelle est la technique de réduction de modeéle la plus adaptée au traitement des
problémes de fatigue ?

— Comment faire évoluer certaines méthodes existantes pour tenir compte de com-
portements élasto-visco-plastiques nécessaires a la modélisation de la réponse sous
chargement cyclique ?

— Quels sont les gains en termes de précisions et de temps de calcul avec des méthodes
optimisées ?

Le travail présenté se divise en quatre chapitres :

— Le chapitre I décrit tout d’abord le probléme de référence avec une résolution Elé-
ments Finis. Les équations des problémes spatial et temporel sont présentées. La pre-
miére famille des méthodes numériques accélérées est ensuite décrite. Les méthodes
de réduction de modéle "a posteriori" et "a priori" sont alors présentées. Enfin, un
bilan est mis en place sur les différentes méthodes évoquées et leurs applications dans
le cadre de la fatigue.

— Le chapitre II présente une étude préliminaire sur deux méthodes accélérées de la
bibliographie dans le cadre de la plasticité J, afin d’analyser leurs pertinences au
niveau de la précision et du temps CPU. A lissue des analyses conduites, deux
méthodes numériques sont proposées en s’appuyant sur les méthodes de réduction
de modéles couplée a la méthode des Eléments finis. La premiére utilise apport de
la méthode de Décomposition Généralisée en modes Propres (PGD) et la deuxiéme
s’appuie sur le principe de la méthode de Réduction A Priori (APR). Pour chaque
méthode, plusieurs variantes sont proposées.

— Le chapitre III présente la mise en application des différentes méthodes proposées
pour un cas élasto-plastique avec un chargement cyclique. Deux types de chargement
sont testés : traction et cisaillement avec différents niveaux de chargement. La ré-
ponse mécanique des différentes méthodes est analysée tout d’abord en comparaison
avec la méthode de référence. Des études de sensibilité de quelques paramétres des
méthodes sont évoquées paralléelement. Enfin, une analyse du temps de calcul associé
aux différentes méthodes est détaillée.

— Le chapitre IV présente 'application des méthodes proposées a 1’échelle de la micro-
structure. Il s’agit de la simulation numérique d'un agrégat polycristallin tridimen-
sionnel. La présentation des travaux de ce chapitre suit une démarche similaire a celle
du chapitre III. La mise en place du modéle numérique de I'agrégat est ensuite pré-
sentée. Cette partie est accompagnée par une synthése des modéles de comportement
cristallin de la littérature. Les réponses mécaniques macroscopique et mésoscopique
des différentes méthodes sont ensuite comparées a la méthode de référence. Enfin une
analyse des temps de calcul est détaillée.

Le rapport s’achéve avec une conclusion générale accompagnée de quelques perspectives.
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1. INTRODUCTION

1 Introduction

Un calcul par Eléments Finis d'une structure soumise & un cycle de sollicitation né-
cessite généralement un nombre important d’incréments. De plus, pour des probléemes de
grande dimension, la résolution du systéme linéaire ({U} = [K~'[{F}) est trés cotiteuse en
temps CPU. Ainsi la simulation sur plusieurs milliers de cycles d’une structure modélisée
avec un nombre élevé de ddl n’est pas réalisable dans des délais de temps raisonnables avec
une méthode classique. Afin de déterminer numériquement la réponse stabilisée de la struc-
ture soumise a un chargement cyclique, il est donc nécessaire de développer des méthodes
accélérées pour la résolution du probléme par la méthode des Eléments Finis.

Ce chapitre présente une analyse bibliographique des méthodes existantes permettant
d’éviter les calculs longs et cotiteux induits par la méthode incrémentale. Dans un premier
temps, cette méthode sera présentée en mettant un accent particulier sur le probléme de
temps CPU. Le deuxiéme volet est dédi¢ aux différentes méthodes accélérées existantes
dans la littérature permettant la détermination du cycle stabilisé. Le but de cette partie
est de comprendre leurs principes, de connaitre les avantages et limites afin de choisir une
ou des méthodes qui peuvent étre appliquées dans un cadre général. La troisiéme partie de
ce chapitre concerne une autre famille de méthodes : les méthodes de réduction de modéle
ou la solution est recherchée avec une forme séparée sous une base réduite de taille bien
inférieure au probléme de référence a résoudre.

2 Modélisation par Eléments Finis

La méthode des Eléments Finis [4, , , 261, , 170] est la méthode la plus utilisée
pour résoudre des problémes mécaniques. L’objectif est d’établir un algorithme pour calculer
une solution approchée en utilisant les principes variationnelles et une formulation faible.
Grace a la fiabilité des algorithmes et la robustesse de la méthode, la résolution de nombreux
problémes académique et industrielle en mécanique des solides est traitée de la sorte.

Avec cette méthode, la structure étudiée est discrétisée en un nombre fini d’éléments
et de noeuds. Chaque noeud posséde un nombre déterminé de degrés de liberté. Le modéle
Eléments Finis qui représente toute la structure contient donc un nombre fini de ddl et cela
implique que la condition d’équilibre ne peut étre satisfaite a chaque point du milieu continu
étudié. Une formulation faible de I’équilibre est donc utilisée pour satisfaire 1’équilibre global
de la structure [30]. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer a [205, 175, 176, 30, 111].
Dans ce qui suit, la mise en ceuvre de la méthode des Eléments Finis sera décrite dans le
cadre d’un probléme mécanique sous un chargement quelconque.

2.1 Probléme de référence

Soit une structure quelconque occupant un domaine €2 € R? sollicitée sous un charge-
ment qui évolue sur un intervalle de temps [0, T]. Sa frontiére sera notée 0f2. Le modéle de
comportement est considéré relevé du cadre de 1'élasticité non linéaire (cadre général) et la
solution sera déterminée dans le cadre le I'hypothése des petites perturbations (HPP) [224].
Ce chargement appliqué peut étre des efforts volumiques f; imposés dans 2, des efforts sur-
faciques F; imposés sur la partie 0,82 de 0€) ou des déplacements appliqués sur la partie 0,2
de 0. Le déplacement ainsi que 'effort ne peuvent pas étre imposés sur la méme partie de
la structure et dans la méme direction. Ainsi les surfaces 012 et 052 forment une partition
de 99 telle que 9Q = 912U 0,Q et 12 N 9 = ) comme représenté sur la figure 1.1.
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FIGURE I.1 — Structure étudiée |134]

L’objectif est de déterminer la réponse mécanique de la structure, en chaque point et a
chaque instant de I'intervalle du chargement. Cette réponse traduit le champ de déplacement,
le champ de déformation et déformation plastique notés respectivement ¢ et P, le champ de
contrainte noté o ainsi que les variables et les forces internes. Ces réponses sont calculées par
la résolution des équations d’équilibre (Eq.I.1), de compatibilité (Eq.1.2) et de comportement
(Eq.I.3) a tout instant de l'intervalle de temps étudié. Les conditions aux limites et les
conditions initiales (Eq.l.4 et 1.5) doivent également étre prises en compte.

V(e t)+pf (x.) =0 ¥ (x€Q),(t€0,T) (L1)
£lz,t) =sym(u(t) ®V,)  V (z€),(t]0,T]) (L2)
o(w, ) =C":g(x,t) V¥ (xeQ),(te0,T)) (L3)
w(a ) = uy(z,t) ¥ (z€0Q) (1.4)

ol t)n(e,t) = Fy(z,t)  V (x € 00) (L5)

ou n est la direction normale a la surface orientée vers 'extérieur de la frontiére 0,€) et
C™ traduit un opérateur non linéaire qui permet de relier le champ de contrainte o a la
déformation £ & travers la loi de comportement. Il est a noter que les équations 1.1 a L5
traduisent la formulation forte du probléme d’équilibre en élasticité tandis que la formulation
faible sera présentée dans la section 2.2. Ces équations sont ensuite discrétisées en temps
et en espace pour la résolution numérique, et dans notre cas, par la méthode des Eléments
Finis pour le probléme spatial et la méthode incrémentale pour le probleme temporel.

2.2 Formulation par Eléments Finis

La méthode des Eléments Finis consiste a chercher une solution approchée. La premiére
étape consiste a écrire I’équation 1.1 sous une forme intégrale équivalente appelée formulation
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faible. En multipliant par un champ de déplacement virtuel u*, I’équation 1.1 s’écrit :

/(L-g +pf JutdV =0 (L6)
Q

En appliquant le théoréme de la divergence avec une intégration par partie, la formulation
faible de I’équation 1.6 s’écrit :

/Q%‘é* dV:/g(/)L) u dVJr/aQ (a.n) .u*dS (L7)

ol g" est le champ de déformation provenant du champ de déplacement virtuel (Eq. 1.2).
L’équation 1.7 se référe au principe des puissance virtuelles (PPV) appliqué au cas de I’équi-
libre. En tenant compte des conditions aux limites (Eq. 1.4 et 1.5) le (PPV) de 'équation
[.7 s’écrit :

/g:g*dV:/ (pfd) .g*dV—l—/ (g.@) .z_ﬁdS—l—/ F,u"dS (L.8)
QT QN Ha 829

En prenant le champ virtuel cinématiquement admissible égale a zéro (i.e. dans la zone 0;12),
la formulation faible de ’équilibre s’écrit alors :

/g:g*de/ (pfd> .g*dV+/ Fou*dS (L9)
Q- Q - 020

La méthode des Eléments Finis est basée sur la construction d’une approximation des
grandeurs de champ u a travers un sous-domaine. On utilise des valeurs approximatives du
champ au niveau des nceuds de I’élément. En d’autres termes, au lieu de calculer la solution
du probléme sur un ensemble infini de possibilités, ’espace de recherche sera limité & un
ensemble fini de fonctions définies par un nombre de ddl, et des fonctions de base donnant
le champ de déplacement u et u* en tout point de la structure [10]. Ainsi en notation
matricielle :

{u} = [NJ{U} et {u"} =[N]{U"} (1.10)

ou {U} et {U*} sont les vecteurs de déplacement nodaux du maillage et [N] traduit les
fonctions de base appelées fonctions de forme [177]. Les champs de déformation e et £* en
tout point de la structure étudiée peuvent étre écrits comme une fonction du champ de
déplacement en utilisant I’équation 1.2. Ainsi :

{e} = [BI{U} et {"} =[BI{U"} (L11)

ou [B] est la matrice élémentaire d’interpolation des déformations déduite des dérivées
spatiales des fonctions de forme. Selon les expressions ci-dessus des tenseurs de déformation,
les équations 1.7 et 1.9 s’écrivent :

[@reray =) [ Bioyav = w)iry (112)

Q

/Qp<fd>{U*} dv +/ (Fa){u'} dS = (u){F'} (L.13)

9202

ou {F} et {F*} sont respectivement les forces internes et externes du probléme étudié.
En utilisant la relation 1.3, ’équation 1.12 s’écrit :

/Q () e} dV = () / BIT[C™[B] dV{U} = (u) {(F™} (1.14)

10
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Ainsi la formulation de 1’équilibre de I’équation 1.9, s’écrit :

/Q (BT (C™(B]aV{U} = / N{fa dv + / N{E} dS (115)

9202
En d’autres termes, I’équilibre s’écrit :

(KU} = {F*'} (L.16)
avec :
T[C™[B]dV la matrice de rigidité
olB

— {F} = [op[NI{fa} dV + [, o[N]{Fu} dS les forces externes

— {U} champ de déplacement solution du probléme étudié

La résolution du probléme temporel de 1'équation 1.16 est effectuée généralement par la
méthode incrémentale. Toutefois, 'intervalle d’étude est discrétisé en incrément de temps
(ou de chargement) relativement petit.

Il est a noter que l'objectif de la résolution numérique du systéme linéaire 1.16 est de
trouver, a chaque incrément de temps, les solutions du champ de déplacement résultant
de Iapproximation par Eléments Finis et satisfaisant I’équilibre d’une structure élastique
non linéaire. Autrement dit, la résultante des forces internes doit équilibrer les forces ex-
ternes. Ceci conduit & une représentation vectorielle donnée par les valeurs du champ de
déplacement {U} afin de minimiser un résidu {R} :

{R(U)} ={K(U)} = {F*"} = {0} (L17)

En d’autres termes, le résidu s’écrit :

(W){R(u)} = /Qg 1ghdV — /Q (p.id> u*dV + /829 F,udS (I.18)

La relation I.17 est une équation non linéaire qui nécessite une procédure numérique itérative
pour la minimisation de { R(U)} a chaque incrément de temps. Pour cela, un schéma de type
Newton-Raphson [3, 39, 170] est utilisé. A titre indicatif, dans le cadre de ’élasticité linéaire,
la relation .17 est linéaire, et dans ce cas, aucune linéarisation de type Newton-Raphson ou
de discrétisation temporelle n’est requise.

La méthode de Newton-Raphson posséde un caractére itératif et la solution est calculée
sous forme d’une suite de solutions approchées. La limite est la solution {U} de ’équa-
tion 1.17 issue d’une modélisation par Eléments Finis [35]. Ainsi, & chaque itération, un
développement limité d’ordre 1 du résidu est appliqué :

{R)PH = {RU)Y + %({U}j){w}j (L.19)

ou j est 'indice d’itération de Newton-Raphson, {R(U)}’ est le résidu donné a l'itération
7. Le terme {6U}’ est la correction ajoutée a la solution a l'itération courante, soit :

Uy ={UV + {sUY (1.20)

Le procédé de correction & travers {6U} est répété afin de trouver la quantité de {U}/+?
la plus proche de {U}’ qui minimise la relation 1.19, autrement dit la résolution du systéme

linéaire suivant :
{R(U)Y + [KrJ{oU} = {0} (1.21)
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Ainsi la correction a l'itération j est :
{oUy = [Kz'P{RY (1.22)

ou [K7| traduit la matrice de rigidité tangente [110, , | exprimée & chaque itération
J par:

Kl = Vo RO = SRy = [ 22 (3—0) v = [y B—“} (Bl.{e"} v
(1.23)

L’algorithme de Newton-Raphson est répété jusqu'a ce que la convergence soit atteinte,
permettant la résolution de I’équation non linéaire 1.17. Posons { AU} 'incrément du champ
de déplacement. En tenant compte des relations précédentes, la relation incrémentale de
I’équilibre 1.16 est donnée par :

(K7 {AUY = {AF=t} (1.24)

La stratégie de calcul consiste a appliquer a I'instant 4 un incrément de chargement {AF*'}
afin de calculer I'incrément du champ de déplacement correspondant a I'itération j. A partir
du champ de déplacement calculé a cette itération, le champ de contrainte, la déformation
plastique ainsi que les variables internes sont ensuite calculés par la résolution de la loi de
comportement. Si la convergence est obtenue a cette itération, on passe a l'incrément suivant
i+ 1. Sinon, un nouvel incrément de déplacement est calculé a 'itération suivante j+1 (Eq.
1.20) a partir d’'un nouveau résidu {R(U)}T! (Eq. 1.19). Cette stratégie est présentée a la
figure 1.2.

Par ailleurs, la méthode de Newton-Raphson est appliquée pour résoudre le probléme
a l'itération j faisant apparaitre des déformations inélastiques finies, la linéarisation de la
formulation faible est effectuée. Avec cette linéarisation, il est toutefois nécessaire de calcu-
ler la matrice tangente [251]|. Pour des problémes fortement non linéaires et contenant un
grand nombre de ddl, la factorisation de la matrice de rigidité tangente, a chaque itération,
engendre un cotit de calcul important, ce qui rend la résolution du systéme linéaire tres
cotiteuse en temps CPU. Ce temps de calcul est également proportionnel a la discrétisation
temporelle et donc au nombre de cycles simulés.

2.3 Algorithme de la méthode incrémentale

La figue 1.3 présente 'algorithme général de cette méthode qui résume les différentes
étapes a suivre.

La résolution de la loi de comportement de la deuxiéme étape permet de calculer les
champs de contrainte, de déformation plastique ainsi que les variables internes. La derniére
étape consiste a la vérification de la convergence des résultats par :

2]
| Res|| = I[Fet]] < €tol (1.25)

ol €4, est un parameétre fixé par 1'utilisateur et Res est appelé résidu. Si la norme de ce
résidu est inférieure ou égale a ¢, , 'algorithme est convergé, sinon il faut faire une autre
itération et revenir & la premiére étape. Ce schéma itératif est répété jusqu’a la convergence
de la solution pour chaque incrément de temps.

12
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F| (R}*  —[R)<e

tol

(AF]

(AUP=(AUP+[BUY U

FIGURE 1.2 — Stratégie de résolution d’équilibre avec un chargement élasto-plastique

2.4 Synthése et applications

La méthode des Eléments Finis est généralement prise comme référence pour le calcul non
linéaire des structures. Elle est couramment utilisée dans les codes de calcul commerciaux et
académiques(Abaqus [1], ZeBuLoN [13], ANSYS [23], ...). Pour la modélisation numérique
des agrégats polycristallins, la méthode des Eléments Finis est la méthode la plus utilisée. 11
existe néanmoins d’autres méthodes plus performantes en termes de temps de calcul telles
que : la méthode spectrale (FET) [166, 159, 138, 139] et la méthode auto-cohérente [158, 110,

, |. Contrairement a la méthode des éléments finis, la méthode spectrale FFT nécessite
a la fois une microstructure et des conditions aux limites périodiques. Ainsi pour tenir
compte de l'effet d’une surface libre dans le cadre de la fatigue, il est nécessaire de conduire
une modélisation ingénieuse [91]. Pour la méthode auto-cohérente, malgré la possibilité de
modéliser le polycristal en fatigue & grand nombre de cycles, il n’est pas aisé de traduire les
géomeétries complexes des grains et I'interaction entre les grains [259] (comportement d'un
grain par rapport a son voisinage). La solution calculée avec la méthode auto-cohérente est
une approximation obtenue en regroupant les grains de méme orientation cristalline dans des
"phases", chacune étudiée comme une inclusion (souvent sphérique ou ellipsoidale) avec des
conditions homogenes équivalentes reproduisant les propriétés du polycristal [178]. Ce type
de méthode ne permet pas de prendre en compte l'effet de certains paramétres importants
pour la simulation dans le cadre de la fatigue (défaut géométrique, effet de voisinage, ...).
D’autre part, les travaux de Robert et Mareau [205] ont montré qu’il y a des écarts au niveau
des champs mécaniques mésoscopiques (moyennés par grain) d’un polycristal obtenus par
les méthodes FFT et auto-cohérente comparés a ceux obtenus par la méthode des Eléments
Finis. Concernant le temps de calcul, la méthode FFT permet des gains sensibles, mais
le gain avec la méthode auto-cohérente est plus intéressant ce qui offre la possibilité de
travailler & grand nombre de cycles.

D’une maniére générale, pour modéliser les effets de microstructure sur la réponse en
fatigue, la méthode des Eléments Finis reste la plus utilisée. Guilhem et al. [94, 95, 93] ont

13
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( initialisation J

( (R} = {F=1)

——

Calcul des incré-
ments de déplacement

(AU = {AUY + [K; PR |

Calcul de la loi
( jg=J+1 ] de comportement

(o}, {en) ...

t =t+ At
{U} ={U} + {AU}

|

Convergence
non HR” <€
[Fewt]] =

l oui

‘ oul

( Fin J

FI1GURE 1.3 — Algorithme de la méthode incrémentale

étudié les effets de surface libre, de joints de grain ainsi que de ’anisotropie du comportement
élasto-plastique sur le phénoméne d’amorcage des fissures en fatigue. Hor et al. [104] ont
étudié la sensibilité de la microstructure en termes de morphologie, orientation et texture des
grains en fatigue multiaxiale. Guerchais et al. [89, 90, 87] ont étudié la méthode des éléments
finis pour modéliser des agrégats polycristallins contenant des défauts géométriques pour
étudier leur influence sur le comportement en FGNC. D’autres auteurs ont utilisé cette
méthode [32, , , | afin d’analyser les champs mécaniques locaux pour traiter les
problémes d’amorgage de fissures en fatigue. Malheureusement, pour des problémes a grand
nombre de ddl et fortement non linéaires, cette méthode semble contraignante vu le temps
de calcul important. Au plus, les simulations d’agrégats polycristallins sont conduites sur
quelques dizaines de cycles [209, 88], alors que pour la FGNC; il est nécessaire de simuler
toute la durée de vie qui est souvent aux alentours de 10° cycles. D’ot la nécessité de
s’orienter vers les méthodes accélérées afin d’atteindre numériquement la réponse stabilisée.
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3 Meéthodes numériques accélérées de détermination de
I’état stabilisé

De nombreux auteurs cherchent a développer des méthodes accélérées pour réduire le
cotit de calcul de la méthode des éléments finis. Ces méthodes sont de différentes natures : des
méthodes qui traitent I’évolution des variables locales en tout point de la structure telle que
la méthode LATIN, la méthode des sauts de cycles, la méthode cyclique directe, la méthode
de Zarka et des méthodes pouvant donner une approximation des variables locales au point
critique telle que les méthodes du type Neuber. Bien que théoriquement bien établies, les
méthodes du type Neuber [169] ne seront pas présentées dans ce document, car elles ne se
limitent qu’a de la plasticité confinée. En d’autres termes, les variables ne sont calculées pour
tous les pas de temps qu’au point critique. Dans le cadre de la modélisation des agrégats
polycristallins, les champs de contraintes et déformations sont fortement hétérogénes (au
sein d'un méme grain ou entre les différents grains). Ainsi, il est difficile de connaitre a
priori un point critique ot la fissure s’amorce. Pour plus de détail sur les méthodes du type
Neuber, le lecteur pourra se référer au travaux de [100, , |. La méthode de Zarka,
méme si elle permet de donner la réponse asymptotique d’une structure avec des économies
de temps de calcul conséquents par rapport a une méthode classique, elle est développée avec
un écrouissage cinématique linéaire. Ce qui n’est pas le cas du comportement & 1’échelle des
grains. La méthode de Zarka est présentée en Annexe B. Trois méthodes accélérées, méthode
a grand incrément de temps, cyclique directe et la sauts de cycles seront présentées.

3.1 Meéthode a grand incrément de temps (LATIN)

La méthode a grand incrément de temps (LArge Time INcrement : LATIN) a été dé-
veloppée par Ladevéze et al. [120, , 36, 63, | pour étudier les problémes d’évolution
non linéaires physique ou géométrique. Contrairement a la méthode incrémentale présentée
précédemment, la solution est recherchée d’une facon itérative sur tout l'intervalle tempo-
rel étudié. Avec cette méthode, on propose de séparer les équations du probléme en deux
espaces dits global et local et de les résoudre indépendamment.

Le caractére non-incrémental de la méthode ainsi que la notion de séparation des équa-
tions du probléme constituent un aspect fondamental de la méthode LATIN. La littérature
est riche en propositions de modélisation issues de la méthode LATIN avec une variété de
stratégies de séparation des équations selon le contexte étudié [18, , , 75, |. Le
détail de la méthode LATIN est un peu long pour étre développé ici. Elle est présentée en
annexe A selon une stratégie de séparation définie par deux espaces contenant ’ensemble
des solutions (Fig. 1.4) :

— Espace global : contient les équations d’équilibres, linéaire et globale en espace
— Espace local : contient les équations de comportement, non linéaire et locale en espace

Cette technique de séparation est aussi retenue pour I'utilisation de la méthode PGD dans le
chapitre I1. Chaque itération de la méthode LATIN fournit une approximation de la solution
sur toute I'histoire temporelle. Une itération contient donc deux étapes (globale et locale) et
le passage entre elles est effectué a travers des directions de recherche Et et E~. La solution
du probléme S,.s est définie par 'intersection de deux espaces global et local (Fig. 1.4).
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FI1GURE 1.4 — Principe de la méthode LATIN

3.2 Meéthode cyclique directe

Cette méthode a été développée par Maouche et al.[156] et Pommier et al.[194]. Elle
est concue pour la résolution des problémes non linéaires avec des structures soumises a
des chargements mécaniques et thermomécaniques a caractére cyclique. Le but de cette
méthode (appelée aussi DCA : Direct Cycle Analysis) est de déterminer directement la
solution asymptotique du probléme. Elle se base sur quelques points-clés :

— étude d’un seul cycle de chargement ;
— séparation de la résolution des équations dites globales et locales comme dans le cadre
de la méthode LATIN ;

— condition de périodicité temporelle.

3.2.1 Principe de la méthode DCA

Cette technique de résolution se base sur la détermination directe de la réponse asympto-
tique ainsi que 1’évolution des grandeurs mécaniques sur le cycle stabilisé. Elle s’appuie sur
un processus itératif sur un cycle de chargement et se décompose en quatre étapes (figure
L5):

1. L’étape globale. Cette partie traite la résolution des équations d’équilibre par un

systéme global sur toute la structure pour trouver les champs cinématiquement (CA)
et statiquement admissibles (SA);

2. L’é¢tape locale. Les solutions de I'étape globale sont utilisées a ce stade pour la re-
cherche des champs qui vérifient la loi de comportement. Il s’agit de la résolution
des équations, généralement non linéaires, locale en chaque point d’intégration de la
structure ;

3. La condition de périodicité. Cette étape consiste a affecter les valeurs des variables
internes et des déformations plastiques, calculées a I’étape locale a la fin du cycle, a
celles calculées au début du cycle;

4. La condition d’arrét. Une fois la convergence désirée obtenue, cette étape permet
d’arréter le processus itératif.
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Rechercher les champs
CA et SA pour t € [0,7]

Résolution des équations de
comportement pour t € [0, 7]

Arréter le processus ité-
ratif vérifiant les condi-
tions de périodicité

Réinitialisation des dé-
formations plastiques et
des variables internes

J

FIGURE 1.5 — Principe et étapes de la méthode cyclique directe

Les détails de chaque étape dans ’application de la méthode cyclique directe sont main-
tenant présentés.

3.2.2 Etape globale

Cette étape consiste & déterminer les solutions statiquement et cinématiquement admis-
sibles. A Contrario de la méthode incrémentale qui résout a la fois les équations locales et
globales, la méthode cyclique directe découple les problémes en supposant les champs de
déformation plastique connus sur tout le cycle et en tout point de la structure. Les champs
de déformation plastique seront ensuite calculés dans I’étape suivante (étape locale). Ainsi,
I’étape globale consiste a la résolution de I'équation d’équilibre 1.26 donnée a chaque pas de
temps appartenant a 'intervalle [0, 7.

(KU} = {F}+{Q"} (1.26)
avec :
— [K] la matrice de rigidité élastique, qui dépend éventuellement du temps;
— {U} le vecteur des déplacements aux noeuds de la structure;
— {F} le vecteur des efforts nodaux dus aux forces volumiques et surfaciques;
— {QP} le vecteur des forces nodales résultantes du champ de déformation plastique
{e?}.

Le vecteur {QP} est défini par I’équation 1.27. Soit :

Q= / [BIT[C*]{e"} A (1.27)

avec [B] la matrice élémentaire d’interpolation des déformations et [C] le tenseur d’élasti-
cité. Il est & noter qu’en pratique, la résolution de ’équilibre .26 est effectuée en gardant la
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matrice [K] constante sur tout le cycle. Cette écriture sera ensuite détaillée et utilisée dans
la section 3 du chapitre II.

3.2.3 Etape locale

C’est 'étape de la résolution des équations non linéaires locales en chaque point d’in-
tégration, qui vérifient la loi de comportement a partir des solutions trouvées dans 1’étape
globale.

La solution de I’étape locale donne, pour tous les pas de temps, les champs de déformation
plastique, de contraintes plastiquement admissibles et les variables internes vérifiant la loi
de comportement a tous les instants.

3.2.4 Condition de périodicité

L’hypothése forte de cette méthode est la périodicité de la solution. Pour imposer cette
périodicité, les valeurs des déformations plastiques ainsi que les variables internes, calculées
a I'étape locale au début du cycle, sont prises égales a celles calculées a la fin du cycle. Ce
changement d’état initial n’a pas d’influence sur ’adaptation, mais peut influencer I'état
résiduel [192]. Pour résoudre ce probléme, Pommier et al.[194] proposent d’effectuer cing
itérations avant d’appliquer la condition de périodicité.

3.2.5 Condition d’arrét

Cette condition est liée principalement & la notion de stabilisation. Une fois la conver-
gence désirée obtenue, cette étape permet d’arréter le processus itératif. Elle permet de
vérifier, a la fin de I’étape globale, 'admissibilité plastique des contraintes (vérification du
critére de plasticité) ainsi que la périodicité des champs de déformation plastique et les va-
riables internes issues de I’étape locale (leurs valeurs doivent étre identiques au premier et au
dernier instant du cycle). Cette périodicité définit la réponse asymptotique stabilisée de la
structure. Si la convergence n’intervient jamais, alors la structure posséde un comportement
du type rochet.

3.2.6 Variante de la méthode

La premiére version de la DCA a été réalisée par Maouche et al.[150, | avec une
résolution incrémentale pour I’étape globale. Une version plus efficace en termes de temps
CPU a été proposée par Pommier et al.[194, |. Cette version se base sur une réduction
de modele pour I'étape globale. Une décomposition en série de Fourrier est utilisée. Les
variables des efforts et les variables plastiques, sur un cycle, sont décomposées en série de
Fourrier. U(t), F(t) et Q(t) s’écrivent alors sous la forme :

N/2
U
Uy = 70 + Z(Uﬁ cos(nwty,) + US sin(nwty)) (1.28)
n=1
o N2
F, = 70 + Z(F,f cos(nwty) + F; sin(nwty,)) (1.29)
n=1
0 N/2
Q) = 70 + Z(Q; cos(nwty) + Q5 sin(nwty)) (1.30)
n=1
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Les coefficients de développement en série de Fourrier des déplacements, des forces ainsi que
des variables plastiques sont donnés par :

U = % + ;(Um1 cos(nwtys1) + Uy cos(nwtk))w (1.31)
1l e : . (the1 — tr)

U; = T + ;(Ukﬂ sin(nwtyy1) + Uy sm(nwtk))T (1.32)
- )

Ff = 7t ;(Fkﬂ cos(nwtgy1) + Fi, cos(nwtk))T (1.33)
s 1 = . . (tht1 — tr)

F = T + ;(Fkﬂ sin(nwtyi1) + Fy, sm(nwtk))T (1.34)
L1 (te1 — i)

Q= T + ;(QkH cos(nwtyy1) + Qy cos(nwtk))T (1.35)
1« . . (te1 — 1)

Q= Tt (Qry1 sin(nwtgyr) + Qx Sln(nwtk))T (1.36)

k=1

L’équation 1.26 peut alors se calculer non plus avec N; pas de temps, mais en utilisant
les fréquences de Fourrier. Ensuite, les champs de déplacement obtenus sont recalculés dans
le domaine temporel pour la résolution locale des équations de comportement. En général,
au cours des premiéres itérations, un nombre peu élevé de termes de Fourrier est utilisé
pour donner une approximation grossiére, puis augmente progressivement au cours de la
convergence |195].

3.3 Meéthode des sauts de cycles

La méthode des sauts de cycles permet de calculer un grand nombre de cycles par
interpolations successives. Elle a été développée par Savalle et Culié [220] et Lesne et Savalle
[113]. Le principe de cette méthode est d’exprimer I’évolution des variables internes en
fonction du nombre de cycles et non en fonction du temps.

Soit {Y'} le vecteur ayant comme composantes les variables internes exprimées en fonc-
tion du nombre de cycles et {y} le vecteur ayant comme composantes les mémes variables
internes mais exprimées en fonction du temps. Soit un instant particulier 7 dans le cycle
(0< 7 <T), de préférence dans le domaine élastique, avec T' la période. La valeur de {Y}
au cycle N est donnée par :

{Y(N)} = {y} (N -1)T +7) (1.37)

Un développement de Taylor au second ordre de {Y (N)} est utilisé pour représenter 1’évolu-
tion des variables internes au cours des cycles. Le AN est choisi pour que le développement
de Taylor soit représentatif. Soit :

(AN)?

{Y(N+AN)} = {Y(N)} + {Y(N)JAN + {Y"(N)}—;

(1.38)
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Il faut déterminer tout d’abord {Y'(N)} et {Y”(N)}. Soit 3 cycles M, N et K (voir figure
1.6) tel que M < N < K pour lesquels les composantes de {Y (M)}, {Y(N)}, et {Y(K)}
sont connues. {Y'} peut étre écrit en différence finie par :

YV} = {Y(K)}

vy = S (1.39)
Si on pose :
N =M+ AN (1.40)
I’expression de la dérivé seconde s’écrit alors :
()} = gl O} — (YW} (VI O) )

Il est tout a fait envisageable de faire I’hypothése que le terme de second ordre du dévelop-
pement de Taylor soit négligeable devant le premier, et ceci, pour chaque composante du
vecteur {Y(IV)}. Ce qui revient a :

1
ST (NN = M)* < {Y'(N)}(N = M) (1.42)
ou bien : 2(y(N))
N-M)=AN <K< ——— I.4
En introduisant un facteur de précision 7, qui doit étre faible, AN s’écrit :
[ Y'(N)
AN = 2np min {Y”(N) } (1.44)

Ainsi AN de I’équation 1.44 traduit le nombre de cycles a sauter. La précision des résultats
dépend donc directement du facteur de précision n. Il doit étre inférieur a 1, et en pratique,
ce facteur est pris égale a 0.01 pour avoir des résultats satisfaisants [223].

4 Meéthodes de réduction de modéle

4.1 Introduction

La modélisation numérique d’un probléme mécanique non linéaire défini sur un grand
domaine et sur une grande échelle de temps est cotiteuse en temps CPU et en mémoire
informatique en utilisant la méthode classique. Il est donc nécessaire de développer et d’uti-
liser des outils et méthodes numériques robustes et modulables pour résoudre ce probléme.
Il existe une famille de méthodes accélérées différentes de celles présentées précédemment,
appelée méthodes de réduction de modéle, qui consistent & chercher la solution sous la forme
d’une approximation a variables séparées sur des bases de taille réduite. Soit U la solution
d’une équation définie dans un espace de dimension N et de coordonnées (1, s, ..., Tx).
L’écriture de I'approximation de la solution avec la forme séparée est donnée par :

Uzy,....on)~ Y Fi @ .. ®FL (1.45)
i=1

ou (z1,xs,...,xy) peuvent définir des variables tensorielles (espace, temps ou des para-
meétres). F{ sont les fonctions définies dans I'espace xy, avec k = 1,2, ..., N. n, est appelé
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FIGURE 1.6 — Principe de la méthode des sauts de cycles

rang de séparation permettant de représenter la solution sous une forme séparée. Dans ce
cas, le nombre de ddl du probléme a résoudre devient n, et n’est plus lié au nombre des
noeuds. Ainsi, si n, est négligeable devant le nombre des noeuds, ceci permet de réduire la
taille du modéle a résoudre et notamment les cotits numériques.

L’utilisation de I’écriture séparée 1.45 a été appliquée depuis quelques années dans beau-
coup de domaines et avec une variété d’algorithmes de décomposition. Dans notre cas, I’étude
portera sur les problémes espace/temps avec une représentation séparée donnée par :

UX.t)~Y Fx®F (1.46)
=1

ou F% et F} sont les fonctions respectivement définies dans 'espace X et t qui peuvent
étre déterminées pour i = 1,2, ..., n, pour une représentation de la solution sous une forme
séparée.

Le principe général des méthodes de réduction de modele consiste dans un premier temps
a construire une base réduite de taille inférieure au nombre de ddl du probléme. Ces méthodes
d’approximation peuvent étres classées en deux catégories selon la solution recherchée. Parmi
les méthodes dites "a posteriori" ou la construction de la base réduite est effectuée avec
une connaissance de la solution ou parfois une partie de la solution, nous présenterons
dans ce chapitre la Décomposition en valeurs singuliéres (Singular Value Decomposition -
SVD), la Décomposition Orthogonale en modes Propres (Proper Orthogonal Decomposition
- POD) et la Décomposition de Karhunen-Loéve (Karhunen-Loéve Decomposition - KLD).
La deuxiéme catégorie de méthodes de réduction de modéles est dite "a prior:". Dans ce
cas, la construction de la base réduite ne nécessite aucune connaissance de la solution.
Parmi ces méthodes, nous présenterons la méthode A Priori Reduction (APR), la A Priori
HyperReduction method (APHR) ainsi que la Proper Generalized Decomposition (PGD).
Dans ce qui suit, les différents techniques dédiées a ces méthodes seront présentées ainsi que
leurs cadres d’applications.
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4.2 Méthodes de réduction a posteriori
4.2.1 La Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

La décomposition en valeurs singuliéres (SVD) est devenue depuis quelques dizaines d’an-
nées un outil idéal pour un nombre croissant de problémes linéaires. Cette décomposition a
été proposée il y a plus de cent ans, avec les travaux de Beltram (1873) et Jordan (1874)
sur les formes quadratiques [31] avec matrices a coefficients réels, puis a été généralisée pour
tout type de matrice en 1939 par Eckhart et Young. Au cours de son développement, la SVD
a été réinventée par d’autres auteurs pour une variété d’applications. Différents noms lui
ont été donnés. En statique [190, 78], elle s’est appelée Analyse en Composantes Principales
(PCA). Par la suite, Karhunen [116] et Loéve [119] ont proposé une technique d’approxima-
tion appelée la Décomposition de Karhunen-Loéve (KLD) avec une base orthonormée dans
des espaces de dimension infinie. Enfin, la SVD est utilisée sous 'abréviation de la Pro-
per Orthogonal Decomposition (POD) en turbulence [151]. La SVD a été appliquée dans
plusieurs domaines par exemple en thermique [7, 8], en traitement des signaux [69] et en
compression d’'image [2412]. Dans ce qui suit, le principe de la SVD sera présenté pour des
matrices a coefficients réels et complexes.

Principe de la SVD

Soit U(x,t) un champ solution tel que z € Q et t € Z. Le but de la SVD est de minimiser
I’écart entre la solution exacte et sa représentation séparée réduite Ugyp :

N¢ Ng

min » Y " ||U(x;.t;) — Usvp(s,t) | (1.47)

i=1 1=1

Soit une matrice [A] de dimension (N, x N;) qui contient des snapshots (i.e. un nombre de
réalisations ou clichés) d’un champ de déplacement U. Soit :

U1<£L'1> UNt(xl)
e (L.48)
Ul(l’]vz) UNt(xNz)

Appliquer la SVD sur [A] consiste & décomposer cette matrice sous la forme suivante :

[A] = [U].[S].[V]* (I.49)

ot [U] est une matrice orthogonale de dimension (N, x N,) avec [U][U]T = I, [V] est

une matrice orthogonale de dimension (N; x N;) avec [V][V]T =T et [S] est une matrice
diagonale de dimension (N, x N;). Les matrices [U] et [V] contiennent respectivement les
vecteurs singuliers droits et gauches de [A] avec un rang a qui correspond au nombre de
valeurs singuliéres non nulles de cette matrice. La multiplication de I’équation 1.49 par [A]T
donne les relations suivantes :

Al [A]" = (UISIVID (UISIVIT T = WISV VIS [o]" (L.50)

[AF[A] = (WISIVID T VISIVIT) = VIS [T [O]S)vT (L.51)

Les matrices [U] et [V] sont orthogonales et [S] est une matrice diagonale. Ainsi, en utilisant
ces propriétés, les équations 1.50 et .51 peuvent s’écrire :

[A] [A]" = [U][SP*[UT" (1.52)
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(AP [A] = VIISPv]® (L.53)

Les équations 1.52 et 1.53 présentent bien un probléme aux valeurs propres associés respecti-
vement aux matrices [A] [A]T de taille (N, x N,) et [A]T[A] de taille (N; x Ny) telles que les
colonnes de [U] sont les vecteurs propres de [A][A]T et les colonnes de [V] sont les vecteurs
propres de [A]T[A]. Sila SVD est appliquée pour une matrice de dimension trés grande (i.e.
N, et N; grand), la résolution classique de la SVD (équation 1.49) pourrait engendrer des
problémes au niveau du temps de calcul et en mémoire de stockage. Pour s’affranchir de ce
probléme, il existe trois versions réduites de la SVD qu’il est recommandé d’utiliser [163].

La SVD Fine

Cette version est recommandée lorsque N, > N;. Dans ce cas, les vecteurs colonnes de
[U] utilisés correspondent au nombre de vecteurs colonnes de [V]. Au lieu de travailler avec
une matrice [U] de dimension (N, x N, ), le calcul est effectué avec une matrice de dimension
(N, x Ny) et les matrices [S] et [V] sont de dimension (IV; x N;). Donc I’équation 1.49 s’écrit :

[A] 2 [U] (e 8) [ST v ) [V T e vy (1.54)

La comparaison entre les équations .49 et 1.54 montre que le cott de stockage des matrices
avec la SVD fine est plus économique qu’avec la SVD classique. Donc si (N, > N,) est
vérifié, le mieux est d’utiliser cette version.

La SVD compacte

La diagonale de [S] contient n = min(N,, N;) valeurs (S, ...,S,) € R telles que S; >
Sy > ... > 8y > Sgi1 = Sar2 = ... = 0 (a est le rang de [A]). Avec la SVD compacte, le
calcul sera effectué avec les a premiers vecteurs colonnes de [U] et vecteurs lignes de [V]
qui traduisent les valeurs singuliéres non nulles de [S]. Ainsi, les matrices [U] et [V] seront
respectivement de dimensions (N, X a) et (N; x a). Soit [S,] = diag(Sh, ..., S,), 'équation
[.49 s’écrit encore :

[A] ~ [U](Nzxa) [Sa] [V]C(FNtXa) (155)

Si a < N; la dimension des matrices avec la SVD Compacte est plus faible que dans le cas
de la SVD fine ((N, x a) < (N, x N;) par exemple). Ainsi l'utilisation de cette version de
la SVD est favorable en termes de rapidité et de stockage si la condition a < N; est vérifiée.

La SVD Tronquée

Posons 7 la valeur qui correspond aux plus grandes valeurs singuliéres de [S,] ¢’est a dire
les valeurs les plus grandes au sens énergétique. Ce choix est effectué a partir d’un parameétre
esyp définie par I'utilisateur tel que le nombre de modes retenus soit r = S;/S1 > €svp,
i = 1,...,m. Cette version de la SVD ne s’intéresse qu’aux r vecteurs colonnes de [U] et
vecteurs lignes de [V] et les dimensions de ces deux matrices sont respectivement (N, X r)
et (V; x r). Notons [S,] = diag(Sy, ..., S;), 'équation 1.49 s’écrit :

[A] % [U] 50 [S V] v (1.56)

Sir < a le cott de stockage de la SVD tronquée est plus avantageux qu’avec la SVD
Compacte et Fine. Si cette condition est vérifiée, les calculs a effectuer avec 1'utilisation de
cette version seront plus rapides et plus économiques. Un exemple de compression d’image
avec la SVD tronquée est donnée en figure 1.7 pour une matrice de dimension (760 x 482)
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(figure I.7a). Les résultats montrent qu'il est possible d’obtenir aune approximation de la
matrice d’entrée sur un nombre réduit de modes (avec 130 modes fig.1.9h). La figure 1.8
montre que l'erreur entre l'image d’origine et I'image compressée décroit en fonction du
nombre de mode et devient négligeable pour un nombre de modes réduit.

(a) Image initiale (b) avec 1 modes (c) avec 5 modes (d) avec 10 modes

(e) avec 30 modes (f) avec 60 modes (g) avec 80 modes (h) avec 130 modes

FIGURE 1.7 — La compression d’image avec une SVD tronquée pour plusieurs modes r
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FIGURE L.8 — L’erreur entre I'image d’origine et 'image compression en fonction du nombre
de modes

En utilisant I'une des versions de la SVD, il est possible d’obtenir une décomposition
spatio-temporelle d’un champ donné A(z,t). En effet, les colonnes de la matrice [U] seront

équivalentes a une base spatiale de [A] et les lignes de la matrice [V] seront homogénes a
une base temporelle de [A]. Ainsi, ’approximation de la solution s’écrit :

Az, t) = Z Al () Al(t) (1.57)
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Cette décomposition de I’équation 1.57 est la meilleure approximation de [A] et optimale au
sens énergétique par un nombre de fonction r réduit. Par ailleurs, en fonction de la définition
de [A], il est possible d’utiliser la méthode SVD dans le cas de décomposition espace-espace
[71], séparation temps-espace ainsi que dans le cas des problémes multidimensionnels [35,

I

4.2.2 La Décomposition Orthogonale en modes Propres (POD)

La décomposition orthogonale en modes propres (Proper Orthogonal Decomposition-
POD) a été introduite par Lumley [153] pour traiter des problémes de mécanique des fluides.
Ces derniéres années, elle a été la méthode de réduction de modéle la plus utilisée dans de
nombreux champs disciplinaires tels que la mécanique des fluides [180, 65], les problémes
liés & la turbulence [103, 102], les problémes de thermique [29], le traitement d’image [230]

Le concept original de la méthode POD remonte a Pearson [139] au XXiéme siécle. Tou-
tefois, il est possible de considérer la POD de différentes maniéres selon le contexte d’étude :
comme une décomposition de Karhunen—Loéve [116, 119], comme une technique d’Analyse
en composantes Principales [105]. Elle présente également des liens avec la décomposition
en Valeurs singuliéres (SVD). La POD permet de fournir, d'une maniére optimale ordonnée,
des fonctions de base nécessaires pour obtenir une approximation satisfaisante pour un en-
semble de donnés théoriques, expérimentales ou pour des calculs avec une dimension réduite
a travers un sous espace de faible dimension. Ce modéle d’ordre réduit est alors obtenu en
tronquant une base optimale au sens énergétique. Cette derniére est calculée & partir d'une
sélection de valeurs propres d’une matrice de corrélation qui définit le nombre de réalisation
des paramétres d’entrées.

Soit U la solution d’un probléme spatio-temporelle défini sur N = 2 x Z. Le but de la
POD est de trouver une approximation U, de la solution U pour un ordre optimal m. Soit :

(U] = [Up] ~ Em: R (1.58)

avec © € Q et t € T et m < N. L’ensemble de la base @ est ici homogeéne & une base
spatiale réduite de U définie sur  par m fonctions. W! est une base temporelle réduite de
U définie sur Z par m fonctions. La solution donnée par la POD (écriture 1.58) permet de
traduire une représentation séparée du probléme qui minimise a ordre m la distance par
rapport a la solution exacte par :

IlU] = [Un]I* = min|[[U] —Z‘P;@ (45 (L.59)

ot ||.|| traduit la norme définie sur €2 x Z. Dans ce qui suit, le principe de la méthode POD
permettant de construire la base réduite optimale (Eq. 1.59) sera présenté.

Principe de la méthode POD

Soit [U(x, t)] la solution d’un probléme défini sur N = QxZ et soit X une variable spatio-
temporelle. [U(x,t)] = [U(X)] représente I'ensemble de réalisations (ou aussi snapshots)
défini sur tout l'intervalle temporel Z = [0, T et spatial 2. Le probléme a résoudre consiste
a trouver, a partir des champs [U(X)], une base orthonormée [®] au sens des moindres
carrés qui posséde la plus grande projection de I'ensemble des données [62]. Le but sera de
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maximiser sous une contrainte moyenne 1’expression suivante :

(U], [®)) L60)

avec (, ) le produit scalaire canonique sur un espace de Hilbert et (.) 'opérateur de moyenne
qui permet de distinguer les deux versions de la POD présentées dans la suite. Dans I'espace
de Hilbert H, la base [®] est déterminée par le probléme suivant :

(([U], [®])*) (U1, [¥])*) (L.61)

— Imax

([®],[@])  wer ([W],[¥])

Le probléme 1.61 est déterminé avec la contrainte ([®],[®]) = 1. Ainsi, le probléme de
maximisation précédent peut se ramener au probléme aux valeurs propres suivant :

(([U], [@D)[U]) = A[®] (L.62)

avec A 'ensemble des valeurs propres. Le tenseur des corrélations R entre deux points X et
X' est défini par :
[R(X, X')] = (Ux ® Ux') (1.63)

Ainsi, le probléme de I’équation 1.62 revient a chercher dans I’espace de Hilbert, ’ensemble
des fonctions [®] et valeurs propres A par la résolution de l'intégrale de Fredholm :

[R][®(X)] = /N[R(X, XXX = {A}HP(X)] (L.64)

ou [R] est un opérateur défini dans I'espace de Hilbert. Les fonctions propres [®(X)], solu-
tions du probléme 1.64, constituent une base POD. Les travaux de Holmes et al. [103] ont
concerné l'optimalité de cette base d’un point de vue énergétique. Pour un modéle d’ordre
N, les m premiers modes d’une base POD est capable de représenter ’approximation d’une
solution [U] avec une bonne précision.

Par ailleurs, 'opérateur de moyenne, introduit précédemment, permet de différencier
les deux versions de la méthode POD. En effet, I'intégrale de Fredholm de 1’équation 1.64
est définie sur tout le domaine N. Par conséquent, la taille du stockage du tenseur des
corrélations peut alors devenir trés important pour des problémes de grande taille et dans
certains cas impossible a le réaliser. Des études ont été effectuées pour le développement
de la méthode POD afin de résoudre ce type de probléme. Les travaux de Lumley en 1967
ont introduit la POD classique avec une moyenne temporelle tandis que Sirovich en 1987 a
proposé la POD des snapshots avec une moyenne spatiale.

La POD classique

La version de la POD classique proposée par Lumley [152] consiste & construire une base
POD optimale [®]" avec une moyenne temporelle. Dans ce cas, la variable X, décrivant le
tenseur des corrélations, traduit que I’ensemble des variables spatiales sont définies dans 2.
Prenons comme exemple un probléme défini en espace sur €2 dans le cas 3D (le maillage sera
défini dans la direction x,y, z). La variable X sera remplacée par = = (z,y, z). Par la suite,
le tenseur des corrélations de 1’équation 1.63 ainsi que l'intégrale de Fredholm s’écrivent :

Rie.a)] = 7 [ W] 0 [0 (0] (1.65)
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/Q Rz, 2)][@()] da’ = {A}[®()] (1.66)

La solution de I’équation 1.66 permet d’obtenir les vecteurs propres qui constituent une base
spatiale du probléme défini sur toute la dimension spatiale ®'(z). En revanche, I'opérateur
[R] du probléme aux valeurs propres est linéaire, auto-adjoint et positif [62]. Ainsi, les valeurs
propres solutions du probléme 1.66 peuvent étre rangées de fagon croissante :

AL S>> Ny, 20 (1.67)

Puisque la base POD est optimale d'un point de vue énergétique, une troncature sera effec-
tuée sur la base spatiale globale ce qui permet d’obtenir une base réduite constituée des m
premiers modes permettant de représenter la solution. Enfin, la valeur de m est déterminée
par :

Ai

A
ol €pop est une tolérance introduite par I'utilisateur. Ainsi, la base spatiale optimale est
traduite par Pensemble de [®,] = {¢L}, {p2}, ..., {97}, il reste maintenant a déterminer la
base temporelle réduite décrite par [¥;] = {¥]}, {¥?}, ..., {¥"} en projetant le champ initial
[U(X,t)] sur les fonctions propres spatiales. Soit :

= €pop, € {1,2, ,$m} (I68)

(W] = ([U(X, )], [®]) (1.69)

Ainsi, la forme séparée du probléme est donnée par :

EEDWCH AL (170

Cette version de la POD est conseillée lorsque le nombre de discrétisation spatiale est in-
férieur a la discrétisation temporelle. En revanche, si on considére un probléme éléments
finis défini avec une dimension spatiale trés importante de taille N,, la taille du probléme
POD aux valeurs propres sera égale au nombre de degré de liberté N, et la dimension de
la matrice des corrélations [R] sera alors (N, x N,). Dans ce cas, le coit de l'algorithme
de la POD classique devient important en termes de résolution et de stockage. Dans ce cas,
'utilisation de la POD des snapshots sera plus intéressante.

La POD des snapshots

Contrairement a la POD classique, cette version introduite par Sirovich [233, , ]
consiste a extraire la base POD avec une moyenne spatiale. Dans ce cas, la variable X
du tenseur des corrélations entre deux points traduit la variable t € Z et N, représente le
nombre de réalisations temporels. Ainsi, la base spatiale est donnée sous la forme d’une
combinaison linéaire de U (X, t) par :

0. = > UK ) (71)

ou [¥(t;)] traduit la base temporelle calculée & partir du probléme aux valeurs propres
suivant :

/l [R(t, O ()] dt’ = {A}[P(2) (L.72)
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R est le tenseur des corrélations entre t et t donné par :

R 1)] = % /Q Uz, )] @ [U(x, £)] dt (1.73)

Comme dans la POD classique, la base est optimale d’un point de vue énergétique et les
valeurs propres sont rangées de fagon croissante. La troncature de ces modes a ’'aide d’un
paramétre de tolérance e pop permet de décrire la base spatiale avec les m premiéres fonctions
[@,] = {¢L}, {02}, ..., {¢™} et de représenter la solution sous la forme de I’équation 1.70.
Dans 'exemple du probléme Elément Finis avec une dimension spatiale élevée, la matrice
des corrélations sera de dimension (N; X N;) et la dimension du probléme aux valeurs propres
sera moins importante que dans le cadre de la POD classique.

Pour conclure, si le nombre de réalisations spatiales est trés important par rapport a
la discrétisation temporelle, la POD des snapshots sera un bon compromis pour réduire le
colit numérique du probléme aux valeurs propres et la taille du probléme sera égale a N;.
Dans le cas contraire, la POD classique est conseillée.

La POD Galerkin

Une autre possibilité consiste a utiliser les modes de la POD pour construire une base
réduite d'une solution transitoire qui évolue dans un intervalle de temps assez petit par
rapport a l'intervalle global dans lequel le probléme est défini. Cette base réduite est ensuite
utilisée pour calculer la solution qui évolue dans le reste de 'intervalle temporel [52]. Tou-
tefois, il est a noter que la base construite est considérée comme une base d’approximation
a la fois adaptative et réduite pour offrir une meilleure approximation réduite pour le reste
de l'intervalle traité.

Afin de comprendre le principe de cette méthode, prenons comme exemple un probléme
physique présenté par I'équation 1.74 qui dépend du temps et de l'espace. L’objectif est de
calculer U(X,t) € Q x [0,T] tel que :

{ Alu) = 7 (L.74)
U(0) = Uy

avec A un opérateur linéaire et F un second membre. Supposons maintenant que le champ
de solution est connu pour tout X; avec i = {1,.., N, } € Q et pour un premier intervalle
de temps [0,T}] € [0,T]. Une application de la POD sur les premiers snapshots U*(X, )
permet d’exprimer cette solution & l'instant T}, sous la forme séparée avec une base réduite
(@8 = ({1}, {2}, ..., {9/ })* contenant les m premiers vecteurs propres associés aux va-
leurs propres [¥;]F = ({\1}, {2}, ..., {\""})¥, ainsi :

UMX,t) ~ Z(bi(X))‘i(t) (L.75)

Pour calculer la solution U**! au temps k + 1, le probléme 1.74 peut s’écrire :
AU = {F} (L.76)

La forme séparée 1.75 a l'instant k + 1 est obtenue par la projection de {U}F*! sur le
sous-espace engendré par la base optimale d’ordre m a I'instant & :

UMYX, t) ~ Xm: i ( X)NFTL (1) = [@] {A}FTH! (L.77)

=1
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En utilisant 1’équation précédente, le probléme 1.76 au temps k + 1 s’écrit :
(AP [@I{AY = {F} (L78)
Le modele d’ordre réduit est alors obtenu par la multiplication de 1.78 par [®]] soit :
[ A @AY = [@] {F} (L.79)

La nouvelle solution {\}**! est obtenue par la résolution d’'un systéme réduit d’ordre plus
faible que le probléme initial. En effet, ([®]7[A]¥[®]) est de dimension (m x m) avec m < N,
et les dimensions de {\}f*1 et ([®]T{F}*) sont (m x 1). Ainsi, la résolution de 1’équation
[.79 est plus rapide en raison de sa taille réduite.

La modélisation du probléme d’ordre réduit basée sur une approximation POD ne permet
pas de représenter, dans la majorité des cas, I’évolution de la solution pour les instants futurs
[Ty41,T). Ainsi, il est nécessaire de mettre en place une approche adaptative au cours de
la simulation permettant de garantir I'approximation de la solution pour des intervalles
de temps plus grands. Des critéres d’adaptation de la base POD ont été proposés pour
corriger ’approximation de la solution a tout instant de l'intervalle étudié. Une technique
d’enrichissement connue sous le nom de réduction de modeéle "a priori" a été initialement
proposée par Ryckelynck et al. [212 | et est basée sur l'utilisation de certains sous-
espaces de Krylov [120, | générés par une équation résiduelle. Il existe également une
autre technique d’adaptation de la base utilisant la méthode (APR) [222, 217]. Le détail
des différentes techniques d’adaptation est donné dans la section 4.3.1 et la section 5.2.3 du
chapitre II. A titre d’exemple, les travaux de Ammar et al. [20], dans le cadre de la théorie
cinétique, contiennent plusieurs exemples de validation numérique de la modélisation du
probléme d’ordre réduit basé sur une approximation POD, telle que ’étude d’un probléme
de cisaillement transitoire 2D et 3D d’une suspension de chaines de polyméres (& partir d’une
distribution de chaines aux repos), en utilisant toutefois I’enrichissement de sous-espaces de
Krylov pour I'adaptation de la base.

4.2.3 La Décomposition de Karhunen-Loéve (KLD)

La Décomposition de Karhunen-Loéve (Karhunen-Loéve Decomposition-KLD) a été dé-
veloppée dans les années 1940 par Karhunen 116, 117] et Loéve [119, 150] pour un probléme
d’approximation de processus stochastiques en temps continu. Cette méthode et la méthode
POD portent deux noms différents mais elles ont été développées sur le méme principe.
Elles fournissent des fonctions de base qui traduisent les vecteurs propres d’un ensemble de
corrélations de données connues. Elle est aussi étroitement liée a la La Décomposition en
valeurs singuliéres (SVD) et a I’Analyse en Composantes Principale (PCA). L’application
d’une KLD fournit un ensemble optimal de fonctions de base orthonormées permettant la
reconstruction de la solution initiale avec un petit nombre de fonctions possibles et d’un cer-
tain niveau de précision [12]. Ces fonctions de base sont généralement appelées 1’ensemble
des vecteurs propres.

La méthode de Karhunen-Loéve permet d’exprimer des solutions avec une approximation
précise et un cott de calcul faible. Cet avantage permet de couvrir un large spectre d’appli-
cations. En effet, les travaux de Aubry et al. [27], Sirovich et Park [237, 181] utilisent cette
méthode en combinaison avec la méthode de Galerkin pour le développement des modéles
approximatifs pour les fluides turbulents. Chen et al. [182] ont utilisé les modes de KLD
des données expérimentales pour contrdler les modes spatio-temporels. Park et al. [183] ont
développé une KL Galerkin pour I'estimation des parameétres de 1’équation de chaleur non
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linéaire. Par ailleurs, la KLD est utilisée en mécanique des fluides [181, , |, dans les
problémes de radiation [187], en formulation de volumes finis [111], ...

Le Principe de la Décomposition de Karhunen-Loéve est le suivant. Soit U(X,t) un
champ solution d’un probléme quelconque défini dans ’espace ) avec une évolution tem-
porelle sur U'intervalle Z = [0, T]. La motivation de la décomposition KL est d’obtenir une
série de m fonctions orthonormées {®x}* de telle sorte que :

/ {ox}{Dx} dX = 0y (I.80)

avec X € Q et 1 € {1,...,m} et m < N,. L'idée est d’obtenir la meilleure base [Px] a
partir de [U(X, t)] permettant d’avoir une approximation de la solution pour toute I’histoire
spatio-temporelle U (X;,t*) = UF = U*(X;) avec i € Q et k € Z. Cela revient & maximiser
A & partir des fonctions @, telle que :

_Zt (S{q’x}iUk(Xi)>

k=1
A = max :
by =Ny

> ({2x})’

=1

(1.81)

La maximisation de ’expression précédente conduit & :

i} [(Z:I{CD }Uk > (ZE{QDX}JU/C )] — 2\ _z:z{‘i))(}z{fbm}z Vo (1.82)

k=1

L’équation 1.82 peut étre réécrite sous la forme :

iﬂi(fw mw%@ﬂ:@?mww % 189

i=1 \ j=1

Soit {®x} un vecteur tel que la ™ composante est {®x }*. L’équation 1.83 prend la forme
matricielle suivante :

(O)[RI{Ox} = M) {Px} VO (1.84)

Ainsi :
[R{®x} = MPx} (1.85)
avec [R] la matrice des corrélations entre deux points. Elle a les mémes caractéristiques

que celles données par la méthode POD (Eq.1.65). Elle est symétrique, définie positive et

exprimée par :
k=N; k=N;

= Y URE)UR ) = Y {Ux ) (Ux)" (1.86)
k=1 k=1

Ainsi, maximiser \ est équivalent & un probléme aux valeurs propres qui constitue une base
optimale [®x] = {p%}, {d%}, ..., {#%}} a partir des corrélations de U*(X) et qui contient
les m premiers vecteurs propres associés aux valeurs propres rangées de fagon croissante. Les
travaux de Brooks et al. [12]| utilisent une décomposition de Karhunen-Loéve de I’équation
d’Euler pour I’écoulement supersonique autour d’un corps contondant. La figure 1.9 présente
I’évolution des dix premiers modes {@;}i:h_w associés aux valeurs propres de la KLD. Cette
figure montre qu’il y a une décroissance logarithmique de la grandeur des valeurs propres.
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FIGURE 1.9 — Les dix premiers modes associés aux valeurs propres d’une décomposition de
Karhunen-Loeéve [12]

4.3 Meéthodes de réduction a priori

Cette partie a pour objectif de présenter une autre famille de méthodes de réduction
de modéle appelée méthodes "a priori". A I'aide d’un processus itératif, ces méthodes per-
mettent de représenter une base représentative décrivant la solution sans la nécessité d’une
connaissance préalable de la base ou de la solution. La méthode de Réduction A Priori
(APR) est basée sur la POD-Galerkin et est détaillée dans un premier temps. Dans un
second temps, la méthode A Priori Hyper-Reduction (APHR) sera présentée. La troisiéme
partie sera dédiée & la présentation et la description de la méthode de Décomposition Gé-
néralisée en modes Propres (PGD).

4.3.1 La méthode de Réduction A Priori (APR)

La méthode de réduction a priori (APR) est une méthode qui ne nécessite aucune
connaissance préalable de la solution pour construire la base. Elle est introduite par Ryckel-
nyck [222, | pour résoudre des problémes thermomécaniques non linéaires. Le principe
de cette approche est basée sur la POD-Galerkin. La projection du probléme discrétisé est
effectuée sur une base afin d’obtenir un modéle réduit. Ensuite, cette base est corrigée a
I’aide d’un processus itératif jusqu’a avoir une base qui représente correctement la solution
du probléme considéré sur tout 'intervalle de temps étudié. L’originalité de la méthode APR
réside dans la fagcon avec laquelle la base est construite. En effet, ’adaptation de la base est
effectuée a la fois a travers un enrichissement par les sous-espaces de Krylov ainsi qu’une
sélection des modes les plus significatifs afin d’améliorer I’ancienne base. Cette méthode a
déja été appliquée avec succés pour une variété d’applications tels que les problémes avec
des modéles d’éléments de frontiére [210], la construction d’un systéme dynamique d’ordre
réduit 2418, 247], la résolution des équations de Navier-Stockes [219] ou I'équation de Burgers
monodimensionnelle [9].

Afin de présenter cette méthode, prenons comme exemple le probléme physique présenté
par I’équation 1.74. L’objectif de la méthode APR est de chercher la solution du probléme,
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a I'aide d’un processus itératif, sous la forme séparée suivante :

OEDIIC NG (L.87)

avec m le nombre de fonctions nécessaires pour représenter la base spatiale [®,] = {¢L}, {42}, .
et la base temporelle [U;] = {\'}, {\2}, ..., {\"}. L’algorithme de la méthode APR se résume
en trois étapes : l'initiation de la base réduite, la construction et la résolution du systéme
réduit ainsi que la mise a jour de la base.

Initiation de la Base

Afin de calculer les solutions du modeéle d’ordre réduit sans connaissance a priori de
la solution et avec un schéma itératif, il faut initialiser ce processus et imposer une base
initiale. Les travaux de Ryckelnyck [222] ont montré que le choix de la base initiale n’a pas
d’influence sur la qualité de la solution mais sur la vitesse de convergence de 'algorithme
itératif. Ainsi, il a proposé de débuter avec une base d’ordre faible constituée par exemple
des conditions initiales ou par une autre base construite pour un probléme similaire. D’autre
part, Verdon [249] a proposé d’utiliser les conditions initiales du probléme en tant que base
initiale. En effet, des cas test avec ce choix de base par rapport a une base totalement non-
physique n’ont conduit qu’a une différence de temps CPU, l'erreur de la solution trouvée
étant similaire.

Construction et résolution du systéme réduit

Aprés linitialisation, la deuxiéme étape de 'algorithme APR consiste a construire un
systéme d’ordre réduit ainsi que sa résolution sur tout I'intervalle d’étude. Comme il a été
indiqué précédemment, le principe de ’APR est basé sur la POD-Galerkin. En effet, la
construction du systéme réduit consiste a appliquer une POD-Galerkin sur tous les pas
de temps t € [0,T]. Supposant que nous sommes & la k"¢ itération de la méthode APR.
La forme de la solution du probléme 1.74 ainsi que le modéle d’ordre réduit s’écrivent
respectivement :

t) ~ i: Py ® V) = i b (X)Ni(t) (1.88)
([ A (@] A = (@) F* (1.89)

oll my, est le nombre de modes retenus a la k™ itération. Ainsi, pour calculer la solu-
tion [U(X,t)] pour tous les pas de temps, il suffit d’introduire les coefficients temporels
{/\Z-(t)}(izlmm), calculés a partir de I'équation 1.89, dans 1’équation [.88. Enfin, le résidu
Rapr du modéle complet, qui vérifie la validité de la base [®] pour tous les instants
ti(i =1,..., Ny), est donné par :

Rapr(X,t) = (Z@ i ) F (1.90)

Ce résidu traduit le critére de convergence de la méthode APR et permet d’arréter le pro-
cessus itératif de la méthode. Ainsi, si la norme du Rapgr est inférieure a une tolérance
€ApR, introduite par I'utilisateur, la convergence pour la base est obtenue. Dans ce cas, la
solution est donnée par 1’équation 1.88 pour tout I'intervalle de temps. Dans le cas contraire,
la prévision de la base n’est pas satisfaisante pour représenter la solution. Il faut mettre alors
a jour la base et refaire cette étape avec une nouvelle base.
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Adaptation et enrichissement de la base

Cette étape consiste a corriger l'estimation de la base APR afin d’avoir une solution
satisfaisante dans I’étape précédente. Cela est effectué en deux étapes : phase d’amélioration
et une phase d’enrichissement.

1) Phase d’amélioration Supposons que nous sommes a la k™ itération de la mé-
thode APR. L’amélioration de la base est effectuée par 'application d’une décomposition
de Karhunen-Loéve sur I’ensemble des coefficients A\(¢;) (i = 1, ..., N;) afin de ne garder que
les coefficients les plus représentatifs d’'un point de vue énergétique. Cela peut se ramener
au probléme aux valeurs propres suivant :

€][8] = {A}[B] (L91)

avec [C| la matrice des corrélation définie par :

Nt

Z/\i(tk))\j(tk) pour ¢,j=1,...,my (1.92)
k=1

1
cl=%
my, est le nombre de modes & la k™€ itération de la méthode APR. La solution de I’équation
[.91 permet d’avoir les vecteurs propres qui constituent une autre base spatiale définie par
[B]* associée aux nouvelles valeurs propres rangées de fagon croissante ;\1 > 5\2 > > :\mk
Ensuite une troncature est effectuée pour avoir les p premiers modes significatifs. Finalement
la nouvelle base améliorée est donnée par :

#=) 08! (193

ou k = 1,...,p. B* désigne le vecteur propre associé a la valeur propre ). Une fois ’ancienne
base améliorée, il faut passer a la phase d’enrichissement a partir du résidu 1.90.

2) Phase d’enrichissement Aprés avoir amélioré 'ancienne base, cette étape consiste
a enrichir la nouvelle base a partir des sous-espaces de Krylov. Pour cela, le résidu R apr
du modeéle complet de I'étape précédente est utilisé. Ainsi, le sous-espace de Krylov d’ordre
q est constitué par :

K9 = {Rapr, [J|Raprr, [J*|Rapr, .-, [J ' |Rarr} (1.94)

avec [J] la matrice jacobienne du probléme. La nouvelle base pour l'itération suivante k + 1
de I'algorithme APR est donnée par :

[@]** = [[@], ’Cq} (1.95)

En pratique, I'ordre du sous-espace de Krylov est pris égale a 1 (¢ = 1). Pour conclure,
la mise a jour de la base APR est effectuée par une phase d’amélioration et une phase
d’enrichissement, ensuite par un calcul de la solution en utilisant la nouvelle base adaptée
(étape 2). Ce schéma est répétitif jusqu’a la convergence ( ||Rapr|| < €apr).

La méthode a permis d’obtenir des gains au niveau de la vitesse de calcul avec une
bonne précision en comparaison avec les modéles complets. Toutefois, 1'algorithme de la
méthode APR a été utilisé avec une autre stratégie qui différe par la philosophie de controle
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de T'adaptation de la base. Il s’agit d’une stratégie incrémentale adaptative proposée par

Ryckelynck [222] avec le caractére a priori itératif. Cette version a été ensuite utilisée par
Ammar et al. [20] pour les problémes d’élasticité non linéaire ainsi que dans les travaux de
Chinesta et al. [58] pour la résolution des modéles de la théorie cinétique. Ces différentes

techniques d’adaptation seront décrites dans le chapitre II.

4.3.2 La méthode A Priori Hyper-Reduction (APHR)

La méthode A Priori Hyper-Reduction (APHR) est une méthode de réduction "a prior:i"
qui ne nécessite aucune information initiale sur la solution recherchée. Il s’agit d’une méthode
de réduction a caractere adaptative a l'aide d’un schéma d’intégration incrémental. L’idée
de cette méthode a été introduite par Ryckelynck [222 , , | et résulte de 'ajout
de 'Hyper Réduction dans la méthode de Réduction A Priori (APR). Le principe du terme
Hyper Réduction implique ’échantillonnage d'une partie des points d’intégration du modéle
complet afin de représenter ’évolution des variables d’états réduites. Ainsi, la connexion
entre méthode APHR et la méthode APR est assurée par le principe de I'Hyper Réduction,
et en absence de ce dernier, la méthode APHR nous conduit & la méthode APR. Cette
méthode a été utilisée ces derniéres années dans le cadre du calcul numérique en mécanique :
problémes de type élasto-visco-plastique [218], avec des modéles d’endommagement 219,

|, pour le calcul multidimensionnel [220] et pour la modélisation de la rupture [115].
Dans ce manuscrit, seul le principe général sera expliqué, mais pour plus de détails, le
lecteur intéressé pourra se référer aux travaux de thése de Cartel [16] pour la résolution des
problémes paramétriques ainsi que ceux de Courtier [(4].

La méthode APHR est basée sur un processus adaptatif a travers une approche "a prior:"
pour calculer la solution d’un probléme a 'aide d’un modéle d’ordre réduit. Le principe de
la méthode est basé sur trois points :

— Construction et résolution du modeéle d’ordre réduit,

— Hyper-réduction,

— Adaptation des bases réduite et actualisation du domaine réduit d’intégration.

Le premier point consiste a construire un systéme de résolution d’ordre réduit en adoptant
une démarche "a posteriori" tout comme dans la méthode APR. Pour cela, il faut utiliser
une stratégie d’adaptation des bases réduites en cours de simulation permettant d’intro-
duire des corrections de type Eléments Finis aux prévisions réduite et du domaine réduit
d’intégration. L’apport de cette méthode est basé sur 'approche Hyper-réduction et la pré-
vision est obtenue par deux étapes. Tout d’abord, la résolution de I’équilibre du modéle
d’ordre réduit est réalisée a partir d’'un domaine restreint. Ensuite, une reconstruction par
extrapolation des champs mécaniques sur tout le domaine est effectuée.

Soit le probléme proposé dans 1.74 et défini dans le domaine 2. L’équation du modéle
hyper réduit est donnée par :

(@] (2] [Z][Al[ @A} = [@] (2] [Z){F} (1.96)

avec [Z] une matrice d’identité tronquée c’est-a-dire qui ne comporte que quelques lignes de
la matrice identité. Cette méthode vise & mettre en place le calcul sur un sous domaine défini
par quelques noeuds de controle associé a quelques éléments appartenant & ces nceuds. Ce
sous-domaine noté Q2 est appelé RID (Reduced Integration Domain). La figure 1.10 illustre
un exemple d’un domaine réduit d’intégration pour la méthode APHR. Les conditions aux
limites entre le RID et le reste du domaine spatial €2 sont données par I' = 902, NI(2\ Qz).

Une fois les coefficients {A} calculés, le champ de déplacement est obtenu par ’équa-
tion 1.75. En revanche il faut choisir un RID raisonnable pour pouvoir bien représenter le
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FIGURE 1.10 — Exemple du domaine RID pour la méthode APHR [10]

probléme de I'équation 1.96. La résolution des équations constitutives locales est effectuée
avec les seuls points d’intégration définies dans le RID (Fig. 1.10). Ce qui permet d’avoir un
domaine d’ordre réduit local. La qualité de la solution du modéle d’ordre réduit est évaluée
en considérant le résidu tronqué du modéle complet. A chaque correction, les nceuds de
contrdle du sous domaine seront actualisés.

4.3.3 La Décomposition Généralisée en modes Propres (PGD)

Tout comme la méthode APR et APHR, la PGD (Proper Generalized Decomposition
en anglais) est parmi les méthodes de réduction de modéle "a priori" non incrémentale
ou la base de la solution est construite a 'aide d’un schéma itératif. Cette base offre une
approximation de la solution sous une forme séparée écrite sous la forme continue suivante :

ng N Ny
U(xy,...,xN) ~ ZHO/U; = ZO/ (Ui(z1) % ... x Up(zn)) (1.97)
i=1 j=1 i=1

La représentation séparée de I’équation précédente est construite par une stratégie itérative
basée sur des étapes d’enrichissement et de projection. Pour cela, il est préférable d’écrire la
forme séparée sous une forme tensorielle en utilisant les valeurs nodales de chaque fonction :

Ulzy,..,oy) = Y o'U, @UL @ .. @ Ul (1.98)
=1

L’idée de la PGD a été initialement introduite dans les années 80 par Ladevéze [126, 130, 101]
au sein de la méthode LATIN pour les modéles élasto-plastiques sous le nom de I'approxi-
mation radiale en temps et espace (radial time-space approximation) ou encore la Décom-
position en Chargement Radial (Radial Loading Decomposition-RLD). L’idée était de déve-
lopper un solveur non-incrémental avec une décomposition spatio-temporelle. Le couplage
de la méthode PGD avec la méthode LATIN a été introduit essentiellement pour pouvoir
alléger la résolution du probléme linéaire. En effet, I’étape locale contient les équations non
linéaires mais locales en temps et en espace. Le coiit de sa résolution est modique. Ce-
pendant, 1’étape globale contient ’ensemble des équations linéaires mais globales et donc
cotiteuses en temps CPU et en espace mémoire. L’introduction de la PGD a permis de dé-
coupler le probléme en espace et en temps ce qui permet d’obtenir une grande réduction du
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temps de calcul. La représentation séparée espace-temps de la PGD a été 'une des princi-
pales idées constituant la méthode LATIN et elle a été appliquée avec succés dans plusieurs
applications avec une variété d’algorithmes selon le contexte utilisé. Champaney et al. [15]
utilisent cette méthode pour analyser des situations complexes d’assemblage en 3D de struc-
tures & comportement plastique ou visco-plastique avec plusieurs contacts et aussi pour faire
I'analyse paramétrique des joints boulonnés congus pour des applications aérospatiales [17].
Cognard et al. [59] ont utilisé la PGD/LATIN pour la résolution des problémes de matériaux
visco-plastiques isothermes dans un contexte non linéaire. Dans leur étude, Boisse et al. [37]
adoptent cet algorithme pour des problémes de plasticité a des structures sous chargement
cyclique afin de réduire le cotit numérique du calcul. Par ailleurs, la PGD a été appliquée
avec la stratégie du LATIN afin de résoudre des probléemes a différentes échelles avec une
théorie d’homogénéisation. Dans ce contexte beaucoup d’applications ont été réalisés dans
[168, 66, , 173] avec des résultats satisfaisants en temps CPU.

Un peu plus tard, la PGD a été proposée sous une nouvelle forme plus généralisée. Ammar
et al. [16, 17] introduisent une nouvelle décomposition, pas seulement spatio-temporelle,
mais totalement séparée pour résoudre les problémes multidimensionnels. L’idée de cette
décomposition vient de la complexité de résolution des modéles définis dans des espaces
de grande dimension. En effet, prenons un exemple d’un modéle défini dans un espace de
dimension D et soit M le nombre des nceuds utilisés pour la discrétisation pour chaque
espace de cordonnées. Ainsi, le nombre des nceuds résultant atteint une valeur de M7P.
Prenons comme exemple un nombre de maillage M = 100 (maillage grossier) et D = 50 (un
nombre faible pour beaucoup de problémes en mécanique). Donc le probléme conduit & 100°°
ddl. 11 est donc intéressant de disposer d'une stratégie permettant de traiter des problémes
fortement multidimensionnels. Dans ce cadre, Ammar et al. [16] diminue la complexité de
la résolution de I'équation de Fokker-Planck de 10%° ddl avec la méthode des Eléments Finis
a 10° avec la PGD. La complexité d’un modéle PGD croit linéairement avec sa dimension
alors qu’elle augmente de fagon exponentielle avec la méthode des éléments finis. Cette
caractéristique fait que la PGD a été utilisée dans beaucoup d’applications et notamment
pour des problémes a dimension élevée.

Les travaux de Ammar [22, 19] relatifs & la théorie cinétique ont montré la puissance de la
PGD pour résoudre des problémes hautement multidimensionnels. De nombreux problémes
dans la modélisation paramétrique nécessitent également le calcul d’'un trés grand nombre
de solution, et lorsque le nombre de paramétres augmente le calcul devient impossible. Pour
cette raison, Chinesta et al. [53] ajoutent un nouveau parameétre de controle en rapport avec
I’espace global et local dans le cas d'une décomposition spatio-temporelle. Cela leur permet
de traiter, avec une seule simulation, des différents espaces par parameétres avec un modeéle
cinétique. Dans le cas d’une résolution paramétrique, d’autres travaux |13, | ont été aussi
effectués. Pruliére et al. [197] utilisent une approche multidimensionnelle paramétrique afin
de résoudre I’équation de transfert thermique. Chinesta et al. utilisent la représentation sé-
parée de la PGD dans le cadre de la chimie quantique [51], dans la résolution des équations
stochastiques [55] ainsi que dans la résolution de 'équation de Fokker-Planck et de Schro-
dinger [54]. Dans leurs études, Ammar et al. montrent que la résolution avec la méthode
PGD converge vers la solution issue du méthode standard [11], et traitent la précision de
la représentation séparée de la méthode PGD pour les problémes hautement multidimen-
sionnels. Il proposent un autre estimateur d’erreur représenté a 1’aide d’'un probléme dual
[13]. Une autre maniére pour appliquer la PGD a été proposée par Nouy pour la résolution
des problémes stochastiques linéaires [171, 172] et non linéaires [171] sous le nom de "Ge-
neralized Spectral Decomposition". Il a montré dans [172] des résultats satisfaisants pour le
temps de calcul par rapport aux méthodes de type Krylov. La PGD a été utilisée dans de
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nombreuses disciplines : problémes d’homogénéisation [56, 12], résolution de I’équation de
Schrodinger [10], couplage avec la méthode des Eléments Finis [11], problémes & comporte-
ment viscoélastique [21], en mécanique des fluides |72, 73| et en biologie moléculaire [15], ...

La PGD est une méthode "a priori" non incrémentale et la solution est recherchée de
maniére itérative sous une forme séparée comme a I'équation [.98. Cette écriture séparée
de la solution conduit en premier lieu a bien choisir les coordonnées a séparer. Soit U une
solution d’un probléme quelconque défini sur un domaine spatial par X = (z,y) € € et en
temps par t € Z. En pratique, nous pouvons considérer les cas suivants :

1. Des problémes peuvent étre définis par une décomposition spatio-temporelle avec :

1

U~ Uy®U; (1.99)
=1

Cette décomposition a été proposée par Ladeveéze [120] dans le cadre de la méthode
LATIN en mécanique des structures. L’inconvénient de cette décomposition consiste
a faire une résolution d’un systéme de dimension élevé si la taille de 2 est important.
Elle a été utilisée aussi dans le cadre du couplage multiéchelle par Chinesta et al. [53]
et aussi dans le contexte des modéles multi-échelles par Ammar et al. [12].

2. Une seconde possibilité de décomposition consiste a faire une décomposition entiére-
ment séparée, soit :

m
U =Y UieUiaU (1.100)
i=1
Cette décomposition a été introduite pour résoudre le probléme de la séparation
spatio-temporelle. Les travaux de Ammar [22] montrent que le nombre de fonctions
nécessaires a la convergence est plus important par rapport a la décomposition pré-
cédente.

3. Un autre type de séparation consiste a faire la décomposition sur les variables d’espace
et appliquer un schéma incrémental. Ainsi, a chaque pas de temps on a :

U~ UieU, (1.101)
=1

Cette décomposition a été utilisée en mécanique des fluides dans les travaux de Du-
mon et al. [72] dans le cadre de la résolution des équations de Navier—Stokes.

4. La derniére possibilité est la décomposition d’un modeéle multidimensionnel paramé-
trique ou la forme séparée de la solution est donnée par :

U(x,y,p1,p2, - PQ) & > Ui @U, @ Fi @ Fi, ® ... @ F, (1.102)
=1

Avec p; les différents parameétres du probléme qui peuvent représenter des conditions
initiales, des conditions aux limites, des paramétres matériaux ...

La décomposition spatio-temporelle est celle qui sera utilisée dans le cadre de cette thése,
et sera donc détaillée dans la partie qui suit. Cette décomposition posséde plusieurs versions
pour calculer la solution d’un probléme sous la forme séparée : la PGD progressive, PGD
avec mise a jours et la PGD progressive pondérée. Nous n’allons développer que la PGD
progressive pondérée qui sera utilisée dans le cadre de ce travail. Cette version est considérée
comme la plus efficace et optimale en matiéres de convergence |163].
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PGD progressive pondérée spatio-temporelle

Afin de comprendre le principe de cette méthode, prenons I'exemple du probléme donné
par 'équation 1.74 défini dans 2 x [0, 7. La solution U (X, t), dans le cadre de la décompo-
sition spatio-temporelle, est représentée par I’équation suivante :

m
U]~ > o (Uy @ U}) (1.103)
i=1
Ul et U/ traduisent respectivement la base spatiale et temporelle (ou les fonctions spatiale
et temporelle), m représente le nombre de fonctions qui définit I'ordre de la solution (ou
encore le nombre d’itérations de la méthode PGD) dont la précision de la solution est vérifiée
pour chaque ordre et o définit les coefficients de pondération.

La solution est donnée sous une forme séparée spatio-temporelle. Cela exige 1’écriture des
opérateurs du probléme ([A] et {F}) comme une somme de produits de fonctions également
avec une décomposition espace-temps :

(A=) [Ax]* ® [A]* {71 = Z{Fg}j @ {FY (1.104)

L’opérateur linéaire [A] est exprimé comme la somme des produits des fonctions d’opérateurs
[Ax]| et [A] définis respectivement dans © et Z = [0,T]. n4 est le nombre de fonctions
nécessaires pour représenter la forme séparée de A. Le second membre F est exprimé en
fonction de la somme des vecteurs { Fix} et {F;} également définis dans le temps et 1’espace
et nr représente le nombre de fonctions nécessaires pour la décomposition. Parfois, la forme
séparée des données du problémes n’est pas triviale a effectuer. Pour s’affranchir de ce
probléme, une utilisation de la SVD ou POD permet d’offrir tout type de décomposition.
En introduisant les formes séparées 1.103 et 1.104 dans 1.74, le probléme a ’ordre m s’écrit :

naA m

> ol ([Ax]* {Ux}Y @ [A)H{U}) Z{FX}J @ {F,Y + [Rpap) (1.105)
k=1 i=1

avec [Rpgp| un résidu qui traduit erreur de la solutlon. La méthode PGD est itérative, et

pour calculer {Ux }*, {U;}" et {a}? a chaque itération, nous devons achever trois étapes : (i)

étape d’enrichissement (ii) de projection (iii) vérification de la convergence.

1) Etape d’enrichissement A chaque itération de I’algorithme PGD, la base est enri-
chie par un seul nouveau produit de fonctions du fait du caractére progressif de la méthode.
Ainsi et a l'ordre m, les m — 1 premiéres fonctions {Ux }* et {U;}" ainsi que les coefficients
o' sont connus. Le nouvel enrichissement est donné par :

m—1
(Un) = ) (0 {Ux} @ {U}) + {Ux}" @ {U}" (1.106)
i=1
ott {Ux}™ et {U;}"™ sont les nouveaux vecteurs enrichis a calculer. L'étape d’enrichissement
consiste & enrichir la base de la solution avec des nouveaux {Ux}™ et {U;}™ si 'algorithme
de la PGD n’a pas convergé. Ainsi, en utilisant I’approximation de 1.106, la nouvelle écriture
de I’équation 1.105 est :

> (AU} @ [AJH{U}™) = Z{Fx}j o {F} - Z Z ([Ax){Ux} ® [A]{U:})

+[Rpcp]™ !
(1.107)
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Pour calculer les nouveaux vecteurs enrichis, ’équation 1.107 est projetée sur chacune des
inconnues {Ux}™ et {U,}™ avec :

<Z ([Ax]*{Ux}"™ @ [AJ*{U}™) ,{Ut}m> -
L2([

k=1 0,77)

<Z{Fx}] @ {F} — Z Z ([Ax]{Ux} ® [AJHTY) a{Ut}m> +({Rpap}" ™ AUS™) 12 0.1y
s (1.108)

<Z ([Ax*{Ux}™ © [AJ{U™) ,{UX}m> _
L2([0,1])

k=1

<Z{Fx}]®{Ft}] ZZ ([Ax]*{Ux} @ [AJ{U}) | {Ux}m> +({Rpep}™ U™ 10

k=1 =1

L2([0,TT)

(1.109)
ott (.,.)r2(q) et (.,.)r2(o,r) sont les produits scalaires en norme 2 définis sur Q et [0, 7. Afin
d’obtenir une optimalité de la base de la solution au sens de Galerkin, nous imposons que
le résidu soit orthogonal a {Ux}™ et {U;}™. Ainsi :
nA nr ' 4 n4g m— '
D (U ASHUI AT U™ = Y (U™ {F Y {FxY - Z Z "ANUY [Ax]{Ux})

(I.110)
nA nag m—1
D (Ux) AHU S AU = Z(Ux>T{FX}]{Ft}J Dot ((Ux) AU AU
k=1 7j=1 k=1 i=1

(I.111)

Il reste maintenant a faire la résolution des systémes [.110 et [.111 pour calculer les nouveaux
vecteurs enrichis. Il est clair que ce sont deux équations a deux inconnues {Ux }™ et {U;}™.
Dans ce cas, un algorithme de point fixe est utilisé. C’est un algorithme itératif avec une
stratégie simple : a chaque itération la fonction {Ux }™ (respectivement {U; }™) est calculée a
partir de I’équation 1.110 (respectivement 1.111) en prenant {U;}"™ (respectivement {Ux }™)
égal a celui obtenu a l'itération précédente du point fixe. Cet algorithme est répété jusqu’a
la convergence conditionnée par :

(U™ U™ = (U™ U™ < ey (1.112)

ol €, est une tolérance introduite par l'utilisateur. Les nouvelles fonctions obtenues sont
ensuite normalisées :

{Ux}™
I{Ux}™||

{US™

)™ = @3

et {U}" = (L.113)

2) Etape de projection La spécificité de cette version de la PGD consiste & pondérer
chaque ajout de produit de fonctions {Ux}™ et {U;}"™ calculées a 'étape précédente tout
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en gardant la condition d’orthogonalité du résidu. Cela est effectué par le calcul d’un en-
semble de coefficients {ai}izlmm a chaque itération de la méthode PGD afin de rendre la
décomposition optimale au sens de la projection de Galerkin.

A ce stade, les m premiéres fonctions de {Ux }* et {U;}", solutions de I'étape précédente,
sont connues. Le vecteur des coefficients de pondération est calculé par la projection de
I’équation 1.105 sur chaque fonction {U% U/}, soit :

<Z 3o ([Ax]HUx Y @ [AJHUY) ,{Ux}f{Ut}f> = <Z{Fx}’“ ® {F}, {Ux}j{Ut}j>
k=1 L2(2x[0,T]) (&2x[0,17)

=1 k=1
+ (Rpap AU {UY ) 2oy (1114)

De plus, le résidu doit étre orthogonal & {U&Ug} Ainsi, nous pouvons écrire :

ZZ YIAX U YUY [AIHUY o =) (Ux{Fx YU {FY (1.115)
Posons :

— My =) (Ux)[Ax] {Ux Y (U [AJHUY

— D; =) (Ux){Fx}" (U {F}*
— o) = {an, .., o}

Ainsi, selon I’équation 1.115, le calcul des coefficients {«} nous améne a résoudre le systéme
linéaire suivant :

[M]{a} = {D} (1.116)
ou [M] est une matrice de dimension (mxm). Généralement, le nombre de fonctions enrichies

dans la base spatio-temporelle est faible. Ceci rend la résolution du systeéme linéaire 1.116 a
faible cotit de calcul & chaque enrichissement d’un nouveau produit de fonctions.

3) Estimation de la convergence Aprés avoir calculé a I'ordre m les fonctions {Ux }™
et {U;}™ ainsi que le coefficient de pondération {a}, cette étape permet d’arréter le processus
itératif de la méthode. Elle permet de vérifier la validité de la base PGD afin d’avoir une
meilleure représentation de la solution. Pour cela, nous estimons une convergence globale
définie par :

op = I[A{U} = {F} ] (L.117)
La convergence globale est atteinte lorsque l'erreur R, devient assez petite. Soit :
naA m
IREeoll = | ZZO‘ ([Ax™{Ux} ® [A]HUY) Z{Fx}J ® {FY] < epap  (1.118)
k=1 i=1

avec epgp une tolérance introduite par 'utilisateur qui traduit le critére d’arrét global. Si le
résidu R'B,, vérifie ce critére (c’est-a-dire ||RPqpl| < €pap), la convergence est obtenue a
cet ordre et la solution du probléme est donnée par I’équation 1.103. Dans le cas contraire, la
procédure d’enrichissement (étape 1) doit se poursuivre avec d’autres produits de fonctions
{Ux} et {U;} jusqu’a la convergence globale (Eq.1.118). La figure I1.11 illustre la stratégie
de résolution de la méthode PGD progressive pondérée dans le cadre d’une décomposition
spatio-temporelle.
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La PGD est une méthode approximative a priori et la qualité de la solution dépend
du nombre de fonctions utilisées dans les enrichissements successifs. Toutefois, le nombre
de modes spatio-temporels utilisés dépend fortement du critére d’arrét global (Eq. 1.118).
En pratique, la valeur de la tolérance epgp est généralement prise égale & 10~% mais elle
dépend fortement du probléme étudié et de la convergence désirée. Dans notre cadre d’étude,
I'influence de ce critére sera étudié dans le chapitre III (section 4.3) dans le cas d’un modéle
élasto-plastique macroscopique ainsi que dans le chapitre IV (section 5.2) avec un modéle a
I’échelle de la microstructure.

5 Synthése et conclusion

Dans cette premiére partie bibliographique, différentes méthodes numériques en mé-
canique ont été présentées afin de mettre en place les éléments de base de notre travail.
La méthode des Eléments Finis avec une résolution incrémentale a été considérée comme
méthode de référence. Elle permet certes d’offrir une meilleure modélisation des agrégats
polycristallins dans le cadre de la fatigue, mais elle est contraignante au regard des temps
de calcul numérique avec des chargements a grand nombre de cycles.

Les différentes techniques de résolution de la littérature, permettant de réduire le temps
de calcul, ont été ensuite présentées. Ces méthodes peuvent étre utilisées en plus ou a la place
de la méthode des Eléments Finis et ont été classées en deux grandes familles : la famille des
méthodes numériques accélérées et la famille des méthodes de réduction de modéle. Etant
donné I'importance du gain en temps CPU, ces méthodes ont été, et restent, trés actives dans
de nombreux champs disciplinaires, et notamment pour le calcul numérique en fatigue. La
méthode LATIN a été utilisée par Arzt [21] et Cognard et Ladeveéze [60] pour des applications
de calculs non linéaires avec des chargements cycliques et un comportement visco-plastique
grace a 'implémentation de fonctions & deux échelles de temps (un temps court et un temps
long). La méme stratégie a été ensuite utilisée par Cognard et Ladevéze [59] et Ladevéze et al.
[125] avec la prise en compte de la dépendance a la température des paramétres inélastiques.
Cependant, cette méthode est extrémement gourmande en mémoire a cause du stockage
des matrices spatio-temporelles. La littérature [19, , , 61, 71] propose également des
applications avec la méthode cyclique directe (DCA) dans le cadre du calcul numérique en
fatigue afin de déterminer directement la réponse asymptotique, a partir duquel la durée
de vie de la structure en fatigue peut étre estimée. Cette méthode donne des avantages
indéniables en termes de temps de calcul. En revanche, elle présente parfois un décalage en
contrainte moyenne a déformation répétée comme ’a montré Herbland [100]. La méthode
des sauts de cycles a été utilisée pour la modélisation en fatigue afin d’atteindre un maximum
possible de cycles en temps réduit. Cette méthode a été mise en application par Kruch [123]
pour la modélisation des structures visco-plastiques a grand nombre de cycles, et aussi par
Sai [223] avec un comportement élasto-visco-plastique. Elle a été également utilisée pour des
applications en fatigue 1412, 34, , | avec des modéles d’endommagement et aussi par
CAO [45] pour la modélisation du comportement des interfaces dans le cas de pieux chargés
axialement pour un trés grand nombre de cycles. Les résultats des différentes applications
prouvent que cette méthode est rapide en terme de temps de calcul avec un comportement
en plasticité de type von Mises (endommageable ou non), le calcul du nombre de cycles a
sauter se faisaient d’'une facon automatique.

Pour ce qui est des méthodes de réduction de modéle, peu sont utilisées dans le cadre
du calcul numérique en fatigue. L’utilisation de ces méthodes dans le cadre d’une modéli-
sation avec un modele de comportement non linéaire devient aujourd’hui un enjeu majeur.
Ganapathysubramanian et Zabaras [32] ont utilisé la POD pour modéliser ’évolution de
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initialisation de U(X,t)
Forme séparée de A et F
m = 1

Initiation de ({U;}™)°
(génération aléatoire)
k= 1

Calcul de
{Ux}™)* = fo({UF™)*) (Eq. 1.110)

J

Calcul de
k=k+1 |

{U}™F = fo({Ux}™)") (Bq. L111)

l

Convergence point fixe
m m k
I ({U ™ {0 ™) =
{Ux}™{UG™)" | < ey

non

l oui

Normalisation de (

{Ux}™ et {U}™ (Eq. 1.113) m=m+1 |

Projection et calcul de {a}
[M{a} = {D} (Eq. 1.115)

Convergence globale non

RPapll < epap

l oui

Solution
m

U(X,t) ~ Za"{UX}i ® {U,}

FIGURE I.11 — Algorithme associé a la méthode PGD progressive pondérée
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la microstructure d’un polycristal décrite par une fonction de distribution des orientations
cristallines. Yvonnet et al. [252] utilisent une méthode multi-échelle (R3M) qui consiste a
appliquer la méthode POD-Galerkin pour la résolution d’équilibre du probléme microsco-
pique dans le cadre d’'un modéle d’homogénéisation appliqué a des solides hyperélastiques.
Bolzon et Buljak [37] proposent le couplage de la méthode POD avec une interpolation des
fonctions de bases radiales (RBF) afin d’analyser la capacité des modeéles & base réduite de
produire la réponse mécanique non linéaire d’un matériau élasto-plastique. Radermacher et
Reese [202] proposent des stratégies de réduction de modéles SPOD et A-SPOD en combi-
nant 'apport de la méthode POD et des méthodes de décomposition du domaine pour la
modélisation du procédé de formage incrémental d'une structure élasto-plastique. Les tra-
vaux dans [31, , | concernent 'utilisation de la POD dans le cadre d’une résolution
réduite et hyper-réduite pour des structures élasto-plastiques non linéaires. Le but est de
réduite le cott de la méthode Eléments Finis pour 'étude des problémes de propagation
des fissures en fatigue, des problémes fortement non linéaires ainsi que des problémes de
traitement des variables internes. Il est & noter que ’ensemble de ces méthodes restent dans
le cadre de la plasticité confinée. Des travaux récentes de Ryckelynck et al. [217] utilisent la
méthode APHR pour des simulations avec un chargement cyclique afin d’atteindre le cycle
stabilisé d’une structure modélisée par un comportement élasto-plastique. Cette méthode
a permis de réduire le maillage de 900 éléments a 550 éléments avec une erreur sur la pré-
diction de la déformation plastique (et sur les contraintes) inférieure a 3% et un temps de
calcul réduit d’'un facteur 5. La méthode PGD a été utilisée dans les travaux de Hammoud
et al. [98] pour des problémes visco-élastiques avec des chargements cycliques. Un grand
nombre de variables internes et un large spectre de temps de relaxation sont utilisés pour
traiter des problémes en fatigue des polyméres. Les travaux de Ammar et al. [21] utilisent
également une décomposition spatio-temporelle de la méthode PGD pour la résolution du
systéme linéaire avec des modéles visco-élastiques.

Pour conclure, les méthodes présentées dans ce chapitre ont bien évidement des avantages
et des inconvénients. Les méthodes numériques accélérées sont généralement utilisées pour
des comportements élasto-plastiques du type von Mises allant de ’écrouissage cinématique
linéaire & I’écrouissage mixte non linéaire. Les méthodes de réduction de modéle ne sont pas
encore utilisées & notre connaissance pour le calcul numérique en plasticité a I'exception de
la méthode APHR. En revanche, 'implémentation de cette méthode est effectuée a partir
d’un domaine restreint. Ceci pourrait étre une limite dans le cadre d’un comportement
hétérogéne. Ainsi, le choix d’'une méthode ou d’une autre n’est pas trivial, et nécessitera
sans aucun doute quelques modifications. Rappelons que 'objectif est de simuler de grands
domaines dimensionnels fortement non linéaires, et ce, pour un espace temps important.
D’ot la nécessité de développer des méthodes accélérées pour résoudre le probléme du temps
de calcul tout en gardant une bonne précision des résultats. Au vu des avantages et limites
constatés, nous faisons le choix de retenir quelques méthodes qui vont étre utilisées dans le
chapitre suivant :

— Méthode des sauts de cycles

— Meéthode cyclique directe

— Méthode PGD

— Résolution du modéle d’ordre réduit de la méthode APR
— Méthodes de séparation des variables SVD, POD et KLLD

Le chapitre suivant présente la mise en application de deux méthodes accélérées de la
bibliographie (sauts de cycles et cyclique directe) afin d’analyser leurs pertinence. Suite a ces
résultats, nous allons proposé deux nouvelles méthodes en utilisant I'apport des méthodes
de réduction de modele.
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1. INTRODUCTION

1 Introduction

La détermination de I’état limite d’une structure soumise & un chargement cyclique avec
la méthode classique incrémentale nécessite un temps CPU élevé. Il existe donc un intérét
certain a s’orienter vers les méthodes accélérées.

Ce chapitre est composé de deux parties : la premiére est consacrée a ’analyse des
performances de deux méthodes numériques issues de la littérature. Il s’agit de la méthode
cyclique directe implémentée dans ABAQUS, et la méthode des sauts de cycles intégrée
dans ZeBuLoN. Le but est de comparer ces deux méthodes en termes de précision des
résultats et de temps CPU. Différents types de chargement cyclique et de comportement
seront considérés.

Dans la seconde partie, de nouvelles méthodes de calcul, basées sur les techniques de
réduction de modéles couplées a la méthode des éléments finis, seront proposées.

2 Méthode cyclique directe et méthode des sauts de cycles

Nous choisissons pour commencer d’aborder deux méthodes : la méthode des sauts de
cycles et la méthode cyclique directe. La méthode de Zarka ne sera pas utilisée et appliquée
ici car elle a été développée uniquement pour un comportement a écrouissage cinématique
linéaire associé au critére de plasticité de von Mises.

Dans ce qui suit, les résultats de ces deux méthodes seront présentés pour le cas d’un mo-
déle comprenant un défaut géométrique qui induit une concentration de contrainte. Deux
types de chargement sont appliqués : contrainte cyclique imposée et déformation totale
cyclique imposée. La méthode des sauts de cycles et la méthode cyclique directe sont com-
parées au calcul incrémental. Puisque ces deux méthodes sont implémentées dans deux codes
différents, le calcul incrémental est effectué sur ABAQUS et sur ZeBuLoN pour avoir une
solution de référence en adéquation avec le code utilisé. En effet, il sera montré dans la suite
que les résultats de référence peuvent varier légérement entre ces deux codes de calcul. La
cause en est les tolérances numériques qui ne sont pas nécessairement identiques.

2.1 Présentation du modéle

Considérons donc le cas d’une plaque trouée (Figure I1.1) bidimensionnelle avec un char-
gement mécanique de traction-compression cyclique. La présence d’'importants gradients des
champs mécaniques rend ce probléme intéressant pour la mise en ocuvre de méthodes nu-
mériques.

Les symétries du probléme (chargement et conditions aux limites) permettent de ne
considérer que le quart du maillage (Figure I1.1). Le chargement est cyclique. 11 s’agit d’ap-
pliquer, selon le cas d’étude, une force ou un déplacement sur le coté supérieur de la plaque.
La plaque est maillée par des éléments finis triangulaires & 3 noeuds (Figure 11.2) avec 'hy-
pothése des déformations planes (élément CPE3). Une étude de sensibilité au maillage a
été effectuée pour choisir la discrétisation spatiale appropriée. La courbe de la figure 11.2
présente les valeurs de contrainte extrapolées aux nceuds en fonction de la distance au coté
inférieur de la plaque. A partir d’une discrétisation avec 960 éléments (qui correspond & 520
noeuds) la convergence est assurée. Cette discrétisation est donc utilisée. Les résultats sont
analysés pour trois nceuds présentés a la figure I11.2 (nceud 1, noeud 2 et noeud 3).

46



CHAPITRE II. REDUCTION DIMENSIONNELLE APPLIQUEE AU
CHARGEMENT CYCLIQUE DE MATERIAUX A COMPORTEMENT
ELASTO-PLASTIQUE
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2.2 Loi de comportement élasto-plastique

Le matériau considéré est un cuivre pur. Le modéle de comportement macroscopique est
de type élasto-plastique [108] avec un écrouissage mixte non linéaire (isotrope et cinématique
non linéaires) sans tenir compte de Ueffet de la viscosité. Les différents parameétres de cette
loi ont été identifiés par Agbessi [5] sur les boucles d’hystérésis relatives a la moitié de la
durée de vie totale lors d’essais a grand nombre de cycles. Les caractéristiques élastiques
du matériau sont considérées indépendantes de la température. Le modéle est décrit par les
équations (II.1-I1.4) ou f désigne la surface de charge donnée par le critére de von Mises,
R la variable d’écrouissage isotrope non linéaire et X ’écrouissage cinématique non linéaire.
Les parameétres de cette loi sont donnés dans le tableau I1.1.

fle X, R) = Jlg—X) - R—0o (IL.1)
X=co (I1.2)
a=g-da (IL3)
R=Q(1—e") (I1.4)



2. METHODE CYCLIQUE DIRECTE ET METHODE DES SAUTS DE

CYCLES
Elasticité isotrope Ecrouissage isotrope Ecrouissage cinématique
E (GPa) v oo (MPa) | @ (MPa) | b | ¢ (MPa) d
120 0.3 15 56 90 | 52000 680
TABLE II.1 — Paramétres identifiés par Agbessi |5] pour la loi de comportement élasto-

plastique & écrouissage mixte non linéaire d’'un cuivre pur

A désigne le multiplicateur plastique et p la déformation plastique accumulée vérifiant
p = €P dans le cas de la traction monotone. Les parameétres () et b représentent 1’écrouissage
isotrope non linéaire. ¢ et d traduisent les parameétres de 1’écrouissage cinématique non
linéaire.

2.3 Résultats en contrainte cyclique imposée

Pour ce type de chargement, les calculs ont été effectués pour deux rapports de charge :
R, = —1et R, = 0 avec R, = % Les simulations ont été réalisées pour 1000 cycles
de chargement avec une amplitude de contrainte de o, = 90 MPa. Le choix de la valeur
de o, correspond a la limite de fatigue déterminée expérimentalement par Agbessi |5]. Les
composantes des contraintes Yqq, Y99 et des déformations Ej;, Foy ainsi que I'évolution de
la déformation plastique accumulée sont analysées en fonction du nombre de cycles.

Les courbes contrainte/déformation pour les trois nceuds (Fig. I1.2) obtenues avec la
méthode incrémentale et les deux méthodes accélérées sont illustrées a la figure 11.3 avec
un chargement en R, = —1 (figure I1.3a, I1.3c et I1.3e) et un chargement en R, = 0 (figure
I1.3b, I1.3d et I1.3f). Ces courbes montrent le cycle stabilisé pour la méthode des sauts de
cycles, la méthode cyclique directe et le calcul incrémental avec ZeBuLoN et avec ABAQUS.

La figure I1.3 montre que les résultats obtenus avec la méthode des sauts de cycles sont
trés proches de la méthode de référence pour tous les cas traités (avec moyenne ou non).
En revanche, les résultats de la méthode cyclique directe montrent un décalage au niveau
de la valeur moyenne des contraintes et des déformations méme si 'amplitude est souvent
bien prédite.

La figure I1.4 représente 1’évolution de la déformation plastique accumulée en fonction
du nombre de cycles en contrainte imposée pour les deux types de chargement et pour les
trois noeuds. Ces résultats corresponds au calcul incrémental avec ABAQUS. Cette figure
permet de confirmer la nature de 1’état limite de la structure obtenue au cycle stabilisé.
Tout d’abord, une adaptation élastique est observée au nceud 1 pour R, = —1 (Fig. I1.4b),
et au noeud 3 pour R, = —1 et R, = 0 (respectivement Fig. I1.4e et I1.4f). Ces observations
de I’état limite confirment les boucles d’hystérésis du cycle stabilisé obtenues précédemment
avec les figures I1.3b, I1.3¢ et 11.3d. Par ailleurs, une accommodation plastique est observée
aunceud 1 pour R, = —1 (Fig. [1.4a) et au nceud 2 pour R, = —1 et R, = 0 (respectivement
Fig. I1.4c et 11.4d). Le comportement du matériau évolue donc vers deux états : adaptation
élastique ou bien accommodation plastique.

Le tableau I1.2 résume l'essentiel des résultats numériques obtenus par la méthode cy-
clique directe et par la méthode des sauts de cycles pour une simulation de 1000 cycles.
Pour la méthode des sauts de cycles, le nombre de cycles effectivement calculés est de 256
au lieu de 1000 lorsque R, = —1. Ce nombre atteint 471 cycles quand R, = 0 avec un
coefficient de précision 1 élevé (0.5). Ainsi, en absence de contrainte moyenne, le nombre de
sauts de cycles effectués est moins important. Pour la méthode cyclique directe, le nombre
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FI1GURE II.3 — Cycles stabilisés >1; — ;1 et Yoo — F5 pour les méthodes incrémentales, sauts
de cycles et DCA pour une plaque trouée sollicité en traction en contrainte imposée avec

R,=—-1et R, =0

de termes de Fourrier utilisés est de 30 pour les deux cas de chargement. Ici, le cycle stabilisé
est atteint aprés 340 itérations pour R, = —1 et 857 itérations pour R, = 0. La méthode
cyclique directe converge donc plus rapidement dans le cas o R, = —1.

En ce qui concerne le temps de calcul, les deux méthodes ont montré un gain de temps
de calcul considérable. Lorsque R, = —1, la méthode cyclique directe est 9 fois plus rapide
que le calcul incrémental sous ABAQUS et 4 fois plus rapide dans le cas R, = 0. De
méme, sous ZeBulLoN, la méthode des sauts de cycles est 7 fois plus rapide que la méthode
incrémentale pour R, = —1, et 2 fois plus rapide pour R, = 0. Les tableaux I1.3 et 1.4
résument l’ensemble de ces résultats.

A ce stade, la méthode cyclique directe parait plus rapide que la méthode des sauts
de cycles pour les deux rapports de charges considérés (R, = —1 et R, = 0). Néanmoins,
elle prédit le cycle stabilisé avec un écart au niveau des moyennes (de contrainte et de
déformation).
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FIGURE I1.4 — Evolution de la déformation plastique accumulée avec la méthode incrémen-
tale ABAQUS en fonction du nombre de cycles en contrainte imposée et avec R, = —1 et

Ry, =0

2.4 Reésultats en déformation cyclique imposée

Pour le chargement a déformation imposée, 'amplitude est fixée & 0.00131. Elle est égale
a la valeur de la déformation correspondant a la contrainte maximale dans le premier cycle
du cas précédent (contrainte imposée). Les simulations sont réalisées a un rapport de R, = 0
et de R. = —1 avec un nombre de cycles égal & 1000 (qui suffit pour obtenir I’état stabilisé).
Les composantes des contraintes et des déformations ainsi que I’évolution de la déformation
plastique cumulée en fonction du nombre de cycles sont analysées.

La figure I1.5 représente les boucles d’hystérésis pour un chargement en traction-compression

obtenues par les différentes méthodes avec un chargement a R, = —1 (figure II.5a, I1.5¢ et
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Type de nombre de nombre n | nombre de
chargement | termes de Fourrier | d’itérations sauts
R, =-1 30 340 0.5 256
R, =0 30 857 0.5 471
TABLE II1.2 — Performances des deux méthodes, DCA et sauts de cycles, en contrainte
imposée
Méthode incrémentale | incrémentale | Sauts de | DCA
utilisée ABAQUS ZeBuLoN cycles
Temps (min) 214.41 263.86 36 23.97
Gain (%) 87 89
TABLE I1.3 — Temps de calcul pour le cas R, = —1
Méthode incrémentale | incrémentale | Sauts de | DCA
utilisée ABAQUS ZeBuLoN cycles
Temps (min) 176.88 262 112.79 | 48.55
Gain (%) o7 73

TABLE I1.4 — Temps de calcul pour le cas R, = 0

I.5e) et un chargement & R. = 0 (figure I1.5b, I1.5d et I1.5f). Ces résultats montrent une
bonne précision de la méthode des sauts de cycles dans tous les cas étudiés. La méthode
cyclique directe prédit la bonne forme du cycle stabilisé. En revanche, a I'exception des
résultats pour R. = —1, un écart au niveau des moyennes (de contrainte et de déformation)
est observé.

L’état stabilisé tend vers une accommodation plastique comme montré sur les deux
exemples de la figure 11.6. En effet, I’évolution de la déformation plastique accumulée en
fonction du nombre de cycles est linéaire, que ce soit pour un chargement en R. = —1 (figure
II.6a) ou bien en R, = 0 (figure I1.6b).

Le tableau II.5 résume l’essentiel des résultats numériques issus des deux méthodes
accélérées pour une simulation de 1000 cycles en déformation imposée. Les calculs par la
méthode des sauts de cycles ont été effectués avec un coefficient de précision de 0.3 en
R. = —1 et de 0.2 en R. = 0. Le nombre de cycles sautés est respectivement de 667 et
de 642 pour un total de 1000 cycles. Contrairement au cas du chargement en contrainte
imposée, les nombres de sauts sont ici presque égaux pour les deux rapports de charge
mais avec des coefficients de précision différents. Par ailleurs, la méthode cyclique directe
converge vers une solution stabilisée en 368 itérations lorsque R. = —1 et en 974 itérations
quand R. = 0. Le nombre de termes de Fourier utilisé est égal a 35 pour les deux types de
chargement. Comme pour le cas précédent (chargement en contrainte imposée), la méthode
cyclique directe nécessite moins d’itérations pour atteindre la convergence désirée pour le
cas ou R, = —1.

Pour ce qui est des temps CPU, les deux méthodes accélérées ont montré un gain intéres-
sant. En effet, la méthode cyclique directe est 8 fois plus rapide que la méthode incrémentale
en R. = —1, et 4 fois plus rapide avec un chargement en R. = 0. La méthode des sauts de
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cycles, quant a elle, réduit le temps de calcul par rapport a la méthode de référence d’un
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CHAPITRE II. REDUCTION DIMENSIONNELLE APPLIQUEE AU
CHARGEMENT CYCLIQUE DE MATERIAUX A COMPORTEMENT
ELASTO-PLASTIQUE

Type de nombre de nombre n | nombre de
chargement | termes de Fourrier | d’itérations sauts

R.=-1 35 368 0.3 667

R.=0 35 974 0.2 642

TABLE II.5 — Performances des deux méthodes, DCA et sauts de cycles, en déformation
imposée

Méthode incrémentale | incrémentale | Sauts de | DCA
utilisée ABAQUS ZeBuLoN cycles
Temps (min) 216 291 52.43 26.20
Gain (%) 82 83
TABLE II.6 — Temps de calcul pour un chargement en R, = —1
Méthode incrémentale | incrémentale | Sauts de | DCA
utilisée ABAQUS ZeBuLoN cycles
Temps (min) 218.45 411.44 80.90 | 60.91
Gain (%) 81 73

TABLE I1.7 — Temps de calcul pour un chargement R. = 0

facteur 6 en R, = —1, et d’un facteur 5 en R. = 0. Les tableaux I1.6 et I1.7 résument les
différents temps de calcul.

La méthode cyclique directe offre donc une plus grande rapidité par rapport a la méthode
des sauts de cycles. Il est néanmoins possible de constater des écarts au niveau de la moyenne
en déformation répétée (R. = 0). Une bonne adéquation des réponses issues de la méthode
des sauts de cycles avec les réponses de la méthode incrémentale est observée. La valeur du
coefficient de précision 1 n’est pas connue a priori, et elle difféere d’'un cas a un autre. Il est
nécessaire de conduire plusieurs cas test pour caler correctement la valeur de 1 en fonction
du probléme étudié et de la convergence souhaitée.

2.5 Influence du type de comportement

Dans cette partie, la réponse mécanique issue des deux méthodes accélérées est étudiée en
fonction du type de comportement et de chargement. Les résultats présentés précédemment
ont été réalisés avec un comportement non linéaire. Il nous a donc semblé utile d’étudier
la pertinence des deux méthodes en fonction de la non linéarité du comportement. Pour ce
faire, plusieurs cas test sont réalisés sur un élément de volume (un seul élément fini) afin de
réduire le temps de calcul. L’élément de volume est sollicité en traction et en cisaillement.
Deux cas de chargement sont considérés :

1. contrainte imposée (en R, = —1 et R, = 0)
2. déformation imposée (en R. = —1 et R. = 0)

Le matériau considéré est le cuivre pur (méme matériau) avec un comportement élasto-
plastique (Eq. II.1 - 11.4). Plusieurs types d’écrouissage sont utilisés :

— écrouissage isotrope non linéaire (c et d = 0);
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— écrouissage cinématique linéaire (Q et d = 0);

— écrouissage cinématique non linéaire (Q = 0);

— écrouissage mixte : isotrope non linéaire et cinématique linéaire (d = 0);
— écrouissage mixte : isotrope non linéaire et cinématique non linéaire.

La modélisation utilisant le modeéle & écrouissage mixte isotrope non linéaire et cinématique
linéaire sera appelée dans la suite écrouissage mixte linéaire. Le modéle & écrouissage mixte
isotrope non linéaire et cinématique non linéaire sera appelée écrouissage mixte non linéaire.

2.5.1 Reésultats en traction cyclique a contrainte imposée

Pour le chargement uniaxial, les calculs ont été effectués pour les deux rapports de
charge : R, = —1 et R, = 0, pour 1000 cycles et une contrainte imposée o, = 90 MPa. La
figure I1.7 présente les courbes contrainte-déformation du dernier cycle pour différents cas
selon la direction du chargement.

Les figures I1.7b et I1.7d montrent (pour un chargement avec R, = 0) une adaptation
élastique prédite avec la méthode incrémentale ou les méthodes accélérées. Avec un charge-
ment en R, = —1, une accommodation plastique est prédite (figures I1.7a et 11.7¢).

Les résultats de la méthode des sauts de cycles sont trés proches de la méthode de réfé-
rence pour tous les cas traités. Cependant, pour une modélisation avec un écrouissage mixte
non linéaire et R, = —1, un léger écart est observé au niveau de la moyenne des déformations
(figure I1.7a). Par ailleurs, les prédictions de la méthode cyclique directe laissent parfois a
désirer. Si les prédictions sont parfois bonnes (figure I11.7d et I1.7f), un décalage au niveau
de la valeur moyenne des déformations est souvent observé. Enfin, pour une modélisation
avec un écrouissage isotrope non linéaire (figure I1.7e), la méthode cyclique directe prédit
une accommodation plastique, ce qui n’est pas théoriquement possible.

La table I1.8 présente les différents parameétres numériques utilisés ainsi que le nombre
de sauts réalisés par la méthode de sauts de cycles. Il est important de noter que pour les
comportements a écrouissage cinématique non linéaire et mixte non linéaire, le paramétre
de précision n a été réduit pour avoir des résultats corrects. Le nombre de sauts est trés
élevé (plus de 90%). Néanmoins, il est moins important dans le cas de 1’écrouissage mixte
non linéaire a cause de la plus forte non linéarité.

Type nombre de 7 pour | n pour nombre de nombre de
d’écrouissage termes de Fourrier | R, = -1 | R, =0 | sauts R, = —1 | sauts R, =0
isotrope non linéaire 49 0.01 0.01 958 958
cinématique linéaire 49 0.01 0.01 958 958
cinématique non linéaire 49 0.0001 0.0001 914 870
mixte linéaire 49 0.01 0.01 914 914
mixte non linéaire 49 0.0001 0.0001 841 930

TABLE I1.8 — Paramétres des deux méthodes, DCA et sauts de cycles, en traction et a R,

2.5.2 Reésultats en traction cyclique avec déformation imposée

Les simulations ont été réalisées pour un chargement de 1000 cycles avec une amplitude
de déformation de 0.00131 (tout comme dans le cas précédent) selon la troisiéme direction.
Deux rapports de charge ont été appliqués : en déformation alternée (R. = —1) et en
déformation répétée (R. = 0).
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FI1GURE II.7 — Cycles stabilisés Y33 — F33 pour les méthodes incrémentales, sauts de cycles
et DCA sur un élément de volume sollicité en traction et en contrainte imposée

La figure I1.8 montre des résultats en traction et en déformation imposée nettement
meilleurs que ceux obtenus en contrainte imposée. En effet, les réponses des deux méthodes
accélérées sont tres satisfaisantes en comparaison avec les résultats de la méthode incrémen-
tale.

La table I1.9 présente I'essentiel des résultats numériques obtenus par les deux méthodes
accélérées. Comme pour le cas précédent, pour les comportements & écrouissage cinématique
non linéaire et mixte non linéaire, le paramétre de précision n de la méthode des sauts de
cycles a été considérablement réduit pour obtenir des résultats satisfaisants. Le nombre de
sauts est également trés élevé. Cependant, il atteint sa plus petite valeur dans le cas de
I’écrouissage mixte non linéaire. En d’autres termes, le nombre de sauts décroit avec la non
linéarité du comportement ce qui conduit a I'augmentation du temps de calcul.
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FIGURE II.8 — Comparaison des résultats des cycles stabilisés Y33 — F33 pour les méthodes
incrémentales, sauts de cycles et DCA sur un élément de volume sollicité en traction et en
déformation imposée

Type d’écrouissage nombre de n pour | n pour nombre de nombre de
d’écrouissage termes de Fourrier | R, = —1 | R, =0 | sauts R. = —1 | sauts R, =0
isotrope non linéaire 49 0.01 0.01 925 964
cinématique linéaire 49 0.01 0.01 928 958
cinématique non linéaire 49 0.0001 | 0.0001 895 909
mixte linéaire 49 0.01 0.01 914 899
mixte non linéaire 49 0.0001 0.0001 778 782

TABLE I1.9 — Paramétres des deux méthodes, DCA et sauts de cycles, en traction et en R,

2.5.3 Présentation des résultats en cisaillement

Cette partie présente les résultats des simulations numériques sur un élément de volume
sollicité en cisaillement. Deux types de chargement ont été appliqués : a contrainte imposée
(R, = —1 et R, = 0) et a déformation imposée (R. = —1 et R. = 0). Le modele de
comportement considéré est un modeéle élasto-plastique avec un écrouissage isotrope non
linéaire et cinématique non linéaire. Les simulations ont été effectuées sur 1000 cycles avec
les mémes amplitudes de chargement utilisées précédemment. La comparaison de I’hystérésis
de I'état stabilisé entre la méthode incrémentale, la méthode des sauts de cycles ainsi que
la méthode cyclique directe apparait en figure I11.9.

Au vu des résultats en contrainte imposée, le comportement du matériau évolue vers deux
états limites : une accommodation plastique (en R, = —1 figure I1.9a) et une adaptation
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élastique (en R, = 0 figure I1.9b). La méthode des sauts de cycles donne le cycle stabilisé
avec une bonne précision, pour un coefficient 7 faible et avec un saut trés important de
cycles. Par ailleurs, le cycle stabilisé calculé par la méthode cyclique directe différe de celui
donné par le calcul incrémental. En effet, une différence au niveau de la moyenne est observée
en R, = —1 (figure 11.9a) et en R, = 0 (figure I11.9a). Pour ce type de chargement, le nombre
de termes de Fourrier utilisés ainsi que le nombre de cycles sautés sont donnés au tableau
I1.10.

Pour les résultats en déformation cyclique imposée, une accommodation plastique est
prédite que ce soit & R. = —1 (figure I1.9¢) ou a R. = 0 (figure 11.9d). La méthode des
sauts de cycles, avec un coefficient de précision faible, conduit & un cycle stabilisé en accord
avec le calcul incrémental. Par ailleurs, une moins bonne adéquation des résultats issus de
la méthode cyclique directe, au niveau de la moyenne et de la forme du cycle stabilisé, est
constatée. Le tableau I1.10 présente les différents parameétres numériques utilisés pour les
deux méthodes accélérées ainsi que le nombre de sauts de la méthode des sauts de cycles
pour les deux rapports de charge.

Type de nombre de 7 pour | n pour nombre de nombre de
chargement | termes de Fourrier | R=—-1| R=0 |sauts R=—1 | sauts R=0
R, 49 0.00003 | 0.00003 917 922
R. 49 0.0001 | 0.0001 887 895

TABLE I1.10 — Parameétres des deux méthodes, DCA et sauts de cycles, en cisaillement
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FIGURE I1.9 — Cycles stabilisés Y13 — E13 pour les méthodes incrémentales, sauts de cycles
et DCA sur un élément de volume sollicité en cisaillement
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2.6 Bilan

Les différentes simulations numériques, présentées dans cette premiére partie, visent a
comparer deux méthodes numériques accélérées : la méthode cyclique directe et la méthode
des sauts de cycles. Ces simulations ont été réalisées pour les cas suivants :

— matériau élasto-plastique avec différents types d’écrouissage ;
— en traction et en cisaillement, avec et sans moyenne;

— chargements en contrainte et déformation imposées ;

— avec et sans gradient de contrainte

Les deux méthodes permettent un gain non négligeable en temps CPU. Généralement,
le gain avec la méthode cyclique directe est supérieur a celui obtenu avec la méthode des
sauts de cycles pour tous les cas étudiés. La méthode cyclique directe prédit mal les valeurs
moyennes des contraintes et des déformations. Ceci peut s’expliquer par la condition de
périodicité imposée sur le processus itératif. En effet, les travaux de [251, | ont montré
que le changement de ’état initial n’influe pas sur 'adaptation mais sur ’état résiduel. Pour
s’affranchir de ce probléme, Pommier et al. [194] proposent d’effectuer cinq itérations avec un
calcul a grand incrément de temps avant d’appliquer la condition de périodicité. Néanmoins,
suite aux cas tests effectués, cette solution n’a pas permis de résoudre le probléme de la
moyenne qui est un paramétre important pour les critéres de fatigue. Comme 1’évolution
de la solution est importante au cours des premiers cycles, nous proposons d’appliquer
la condition de périodicité, surtout pour des problémes fortement non linéaires, aprés un
nombre plus important de cycles avec le calcul incrémental.

Les gains en temps CPU avec la méthode des sauts de cycles sont intéressants. Toutefois,
le nombre de cycles sautés dépend fortement du type de comportement utilisé. En effet, les
différents tests effectués ont montré que le nombre de sauts décroit avec les non linéarités
du probléme. Ainsi, le gain en temps CPU dépend de la non linéarité du modéle utilisé, ce
qui peut étre défavorable avec des comportements en plasticité cristalline (fortement non
linéaire). Le coefficient de précision de la méthode des sauts de cycles n’est pas connu a
I’avance, et sa valeur est déterminée a priori. Dans ce cas, il faut apporter une attention
particuliére au choix du coefficient de précision, car il influe beaucoup sur les résultats, et sa
valeur reste difficile a trouver. Enfin, les deux méthodes analysées ne permettent pas d’avoir
une description fine de 1’état transitoire de la structure.

Pour conclure, les différents cas tests réalisés n’ont pas permis de choisir une méthode
de calcul "optimale" pour un comportement a 1’échelle microscopique. Jusqu’a maintenant
aucune de ces méthodes n’est complétement satisfaisante. Suite a ce constat, il nous a semblé
utile de nous orienter vers le développement de nouvelles méthodes permettant de résoudre,
en un temps CPU raisonnable, des problémes a grand nombre de ddl avec des comportements
de type élasto-visco-plastique fortement non linéaires. Il s’agit de problémes définis sur une
grande échelle de temps pour lesquels on souhaite garder ’historique des variables locales
en tout point de la structure.

3 Méthode incrémentale droite

3.1 Principe général

Comme évoqué précédemment dans la présentation de la méthode des Eléments Finis
(chapitre I), la factorisation de la matrice de rigidité engendre un cott de calcul important
dans le cas de problémes non linéaires & grand nombre de ddl. Afin de réduire ce temps de
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calcul, la premiére idée est de maintenir la matrice de rigidité constante aprés la premiére
factorisation. Pour ce faire, les seules non linéarités sont supposées uniquement dues a la loi
de comportement. Dans ce cas, il est possible de mettre le terme non linéaire C™ dans le
second membre du systéme linéaire [.16 et de considérer la matrice de rigidité calculée avec
les propriétés élastiques du matériau. Autrement dit, le terme non linéaire C™ de la matrice
tangente sera remplacé par le tenseur d’élasticité C*.

Cette écriture a été utilisée avec la méthode cyclique directe [157, |. Soit avec une
résolution & grands incréments de temps ou a I'aide d’une décomposition en série de Fourrier.
Spiliopoulos et al. [239, | adoptent cette écriture dans leur méthode directe pour traiter
en particulier le cas de chargement cyclique en fluage. Spiliopoulos et al. [211] estiment
également le comportement d’une structure élastique parfaitement plastique soumise a un
chargement cyclique. Ce travail consiste a utiliser une approche de résolution incrémentale
qui résulte d’une version particuliere de la méthode incrémentale. Elle sera décrite dans
ce qui suit sous le nom de la méthode incrémentale droite. Une application des méthodes
de réduction de modele, autres que la FFT, est décrite plus loin (section 4 et 5) afin de
découpler les dimensions spatiale et temporelle.

3.2 Formulation du probléme

Afin de bien définir la problématique, prenons le cas du probléme de référence (figure
[.1). Il s’agit d’une structure occupant un domaine €2 et sollicitée par un chargement qui
évolue dans un intervalle temporel Z = [0,7]. La structure est supposée & comportement
¢lasto-plastique. Le chargement appliqué conduit & une réponse en termes de déplacement,
déformation, déformation plastique et de contrainte définies & chaque instant de I'intervalle
temporel et en tout point de la structure.

L’introduction du tenseur de rigidité élastique C® permet de relier le champ de contraintes
o au champ de déformation totale g et plastique g” a travers la relation non linéaire suivante :

g= Cce . (e—¢£") (IL.5)

A titre de rappel, la formulation de I’équilibre est donnée par :

/Q (B {0} dV = {Fet) (I1.6)

avec [B] la matrice élémentaire d’interpolation des déformations déduite des dérivées spa-
tiales des fonctions de forme [N], et {F°*'} les forces externes. En utilisant la relation I1.5,
I’équilibre I1.6 s’écrit :

/Q BIT(CY)({e} — {e"}) dV = {F*'} (IL7)

ou bien :
/Q BIT[CY]{e} dV — / BIT[C){er} AV = {F*) (IL3)

En utilisant ’équation I.11, reliant le champ de déformation au champ de déplacement,
I'équation ci-dessus (I1.9) s’écrit :

/Q BIT[C[B] dV{U} = {F*'} + / BT [0} AV (IL9)
Ainsi, I’équation d’équilibre 1.16 devient :
KU} = (F*} 1+ {Q") (I.10)
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Avec :
[mzém%ﬂmw
(Fety = [ANY LA} dV + J, o [N]{Fs} dS

Qp} / TlC{ePYy dv
K] représente la matrice de rigidité, {F¢*'} est le vecteur des forces nodales dues aux

efforts volumiques et surfaciques, {QP} représente le vecteur des forces nodales résultant du
champ de déformation plastique {e?}. {U} est le vecteur du champ de déplacement solution
du probléme. Ainsi, {QP} représente le terme non linéaire de I’équation d’équilibre I1.10.

Dans ce cas, la matrice [K] représente la matrice de rigidité élastique. En faisant I'hypo-
thése des petites perturbations, la matrice élémentaire d’interpolation [B] est constante. De
plus, en supposant que les propriétés élastiques du matériaux sont indépendantes du temps,
la matrice [K| est constante. Ainsi, maintenir une matrice de rigidité constante permet de
faire une seule factorisation lors de la premiére itération du calcul. Cela permet d’économiser
un temps de calcul important par rapport a la méthode incrémentale classique.

3.3 Démarche de la méthode

Cette partie présente les différents étapes a suivre pour la résolution d’un probléme mé-
canique non linéaire soumis & un chargement cyclique en utilisant la méthode incrémentale
droite. La discrétisation spatiale est réalisée par la méthode des éléments finis et la résolution
du probléme temporel est effectué par la méthode incrémentale. Soit Z = [0, 7] I'intervalle
de temps d’un cycle. Il est discrétisé en IV, incréments de temps i tel que [i,i + 1] est rela-
tivement petit. Un incrément de la méthode incrémentale droite comprend 3 étapes : étape
globale, étape locale et condition de convergence.

3.3.1 Etape globale

Tout comme dans la méthode cyclique directe, I’étape globale consiste a calculer, a
chaque incrément de temps, les champs de déplacement et de déformation cinématiquement
admissibles et les champs de contrainte statiquement admissibles.

Connaissant U'incrément du champ de déformation plastique {AeP}, la premiére étape
consiste a faire la résolution de I’équation d’équilibre avec un systéme global sur toute la
structure. Soit :

[KJ{AU}, = {AF“"} + {AQPY! (IL.11)

ou j est l'indice d’itération de la convergence a l'incrément i. D’un point de vue pratique,
I'initialisation de I'incrément des forces nodales résultant du champ de déformation plastique
se fait avec :

(aQy = [ Bl A=) av = (o) (1112)

ott {AeP} traduit I'incrément du champ de déformation plastique initial qui est nul pour
la premiére itération. Ainsi, la stratégie de calcul consiste & appliquer un incrément d’effort
{AF“'} afin de calculer I'incrément de déplacement {AU}! cinématiquement admissible
par la résolution du systeme linéaire I1.11. Un champ de déplacement est cinématiquement
admissible s’il satisfait les conditions de continuité ainsi que les conditions cinématiques
c’est-a-dire les conditions aux limites en déplacement (Eq. 1.4). La résolution du systéme
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linéaire I1.11 est effectuée en gardant la matrice de rigidité [K] constante et sa factorisation
n’est effectuée qu’a la premiére itération du calcul.

Ensuite, a partir de l'incrément du champ de déplacement cinématiquement admissible, il
est possible de déterminer I'incrément du champ de déformation cinématiquement admissible
{Ae%4} par Péquation 11.13. De méme, I'incrément du champ de contraintes statiquement
admissible { A4} est calculé par I'équation I1.14.

{AcY) = [BI{AU} (I1.13)

[AcS4) = [C9)({Ae — APY) (IL.14)

Un champ de déformation est cinématiquement admissible s’il vérifie les conditions ciné-
matiques. Autrement dit, s’il satisfait les équations de compatibilités et s’il est dérivable
a partir d’'un champ de déplacement cinématiquement admissible. Par ailleurs, un champ
de contraintes est statiquement admissible s’il vérifie les conditions statiques. En d’autres
termes, s’il satisfait ’équation d’équilibre et s’il permet de valider les conditions aux limites
en contrainte (Eq. 1.5).

3.3.2 Etape locale

La solution d'un probléme mécanique non linéaire est obtenue par la résolution de deux
types d’équation : des équations linéaires qui sont généralement les équations d’équilibre
global en espace, et des équations de comportement non linéaires et locales en espace. Ainsi,
cette étape consiste a la résolution des équations locales en chaque point de Gauss de la
structure. Ceci est effectué par la résolution des équations de comportement a partir des
solutions calculées a I'étape précédente (étape globale). Cette étape permet de déterminer
les champs plastiquement admissibles qui vérifient la relation de comportement.

A Tinstant ¢ du chargement, la déformation plastique {eP}*~! ainsi que I'incrément de la
déformation {Ae}’ entre i et 1 — 1 sont connus et donnés par 'étape globale. Il s’agit alors de
déterminer le nouvel incrément de déformation plastique {AeP} afin de définir la nouvelle
déformation plastique {eP}* a 'instant i. L’ incrément du champ de contrainte plastiquement
admissible {Ac?4}? ainsi que les variables internes sont déterminés a I'instant 4. Ceci est
effectué par la résolution du modéle de comportement utilisé de maniére implicite par un
algorithme de retour radial.

Enfin, le terme non linéaire du second membre sera mis a jour en utilisant le nouvel
incrément de la déformation plastique {AeP}?, donné par la résolution de la loi de compor-
tement. Il sera utilisé au début de I’étape globale pour la résolution de I’équation d’équilibre
I1.11 avec les nouvelles corrections de 1’état mécanique.

3.3.3 La condition de convergence

Cette étape est liée a la vérification de la convergence des résultats. Elle permet de
vérifier, a la fin de I’étape locale, la validité de la solution a chaque itération j de I'incrément ¢
du chargement. Nous pouvons dire que la solution est satisfaite lorsqu’a la fin de 'incrément,
les champs de contrainte plastiquement admissibles, calculés par la loi de comportement,
sont statiquement admissibles. Ainsi, le critére de convergence est donné par :

|AFSA — AFPAL | Jo([BI"{A0**)) AV — [o([B"{Ac™ Y V]| _
|AFSA]| I [o([BIT{AcS4}) V]|

(I1.15)
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ol €40 est une tolérance introduite par 'utilisateur, {AF SA} traduit les forces nodales dues a
I'incrément du champ de contrainte statiquement admissible. {AFF4} représente les forces
nodales dues a I'incrément du champ de contrainte plastiquement admissible. Ce schéma est
itératif et répété jusqu’a la convergence des résultats pour chaque incrément du cycle.

3.4 Algorithme de la méthode

La figure I1.10 illustre I’algorithme de la méthode incrémentale droite qui décrit les étapes
de la démarche.

initialisation

{AQr} = {0}

Calcul des déplacements '
{AU}; = [K]7.({AF} +{AQP})

— 1 Calcul des champs SA
L=+t (054}, {Ac)
Calcul des champs PA t =1t+ At
{o™}, {er} ... {U} = {U} +{AU}

1

Convergence
Eq. I1.15

non

non

FIGURE II.10 — Algorithme de la méthode incrémentale droite

3.5 Variante de la méthode

La solution du probléme, calculée par la méthode incrémentale droite, est constituée
d’une part d’'un champ de déplacement cinématiquement admissible, et d’autre part d’un
champ de contrainte plastiquement admissible donné par la loi de comportement et qui vé-
rifie 'admissibilité statique. Les champs cinématiquement admissibles sont calculés & partir
de la résolution du systéme linéaire I1.11 en gardant la matrice de rigidité constante au cours
du temps. Par ailleurs, il est & noter que le caractére incrémental de la méthode consiste a
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résoudre a la fois les équations locales et globales. Les solutions entre les différents instants
sont ensuite déterminées par interpolation linéaire. Il existe également une deuxiéme possibi-
lité d’utilisation de cette méthode. Elle consiste a découpler les équations du probléme et de
les résoudre séparément sur tout l'intervalle de chargement. C’est le principe de séparation
des équations proposé par Ladevéze et al. [127, 36] avec la méthode LATIN.

Considérons NV, incréments de temps dans le cycle. L’équation d’équilibre de 'étape
globale est résolue pour tout I'intervalle temporel. Nous pouvons écrire :

[K{AUN = {AF“"h +{AQ"h

[K{AU} = {AF} + {AQP}, (11.16)

K{AU}N, = {AF}y, +{AQ7},

Connaissant le champ de déformation plastique, le champ de déplacement cinématiquement
admissible défini sur 2 x Z est calculé a partir du systéme I1.16. Ensuite, les champs de
déformation cinématiquement admissibles et les champs de contrainte statiquement admis-
sibles peuvent étre déterminés pour toute I'histoire de chargement. Les solutions de I'étape
globale sont ensuite utilisées pour la résolution de 1’étape locale afin de construire les champs
qui vérifient la loi de comportement & chaque instant et en tout point de Gauss. Enfin, la
vérification de la validité de la solution est déterminée par la relation I1.15 a l'itération
courante.

Cette méthode sera appelée la méthode Cyclique. Elle est extrémement gourmande en
mémoire a cause du stockage des matrices spatio-temporelles. Ainsi, la résolution du systéme
linéaire et des équations constitutives (i.e. équations du comportement) sera plus cotiteuse
en temps CPU par rapport a la version incrémentale droite, et notamment pour une struc-
ture modélisée avec un nombre élevé de ddl. Ces constats ont été établis a 1’aide d’une
comparaison entre un solveur incrémental, non-incrémental et la méthode PGD ( C).

Les deux méthodes présentées dans cette partie permettent d’atteindre la réponse méca-
nique d’une structure sous chargement cyclique. Afin de réduire le temps de calcul, le point
clé consiste & maintenir la matrice de rigidité constante. La deuxiéme idée proposée dans ce
travail consiste a explorer I'apport des méthodes de réduction de modéle, que nous allons
maintenant aborder.

4 La méthode PGD

4.1 Introduction

Aprés avoir maintenu la matrice de rigidité constante, la deuxiéme idée consiste & utiliser
une méthode de réduction de modele afin d’avoir une base plus riche. Récemment, les tech-
niques de réduction de modeéle ont ouvert de nouvelles perspectives quant a une simulation
précise et rapide pour une variété de domaines d’application en mécanique. Cependant, la
résolution avec des comportements non linéaires reste encore aujourd’hui difficiles méme
pour ces techniques. Comme précisé dans le premier chapitre, Ryckelyenk [222, | a dé-
veloppé une méthode de réduction a prior: adaptative appelée APHR qui utilise un schéma
d’intégration en temps classique, incrémental. Cette méthode a été utilisée avec succes pour
la simulation d’un comportement de type élasto-plastique sous chargement cyclique [217].
Elle a permis de prédire les résultats avec un gain de temps important. Afin de pouvoir tra-
vailler sur des modéles de grande dimension, nous avons choisi d’utiliser une autre stratégie
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basée sur une représentation séparée spatio-temporelle dans une formulation élasto-visco-
plastique sous chargement cyclique. Pour ce faire, la Décomposition Généralisée en modes
Propres (PGD) a été choisie comme méthode de réduction de modéle. Cette méthode, qui
s’appuie sur une approximation radiale, a montré son efficacité pour la résolution des pro-
blémes a grand nombre de ddl. Dans ce qui suit, I'application de la méthode PGD dans le
cadre de la plasticité sera présentée.

4.2 Implémentation de la méthode PGD dans le cadre de la plas-
ticité

4.2.1 Introduction

Les méthodes numériques classiques consistent a résoudre, par une stratégie incrémen-
tale, les équations du probléme a I’aide d'un schéma d’intégration implicite ou explicite.
Lors de I'utilisation de la technique incrémentale, I'intervalle de temps est discrétisé en un
ensemble d’incréments assez petits, et la résolution des équations globales et locales est
effectuée simultanément. Par ailleurs, il existe des techniques dites non-incrémentales per-
mettant d’itérer entre ’histoire des champs de contrainte et de déplacement qui vérifient
respectivement les équations locales et globales. Ces techniques sont souvent utilisées par
les méthodes de réduction de modéle. En effet, la difficulté principale associée a ’approche
classique est son caractére incrémental progressif. Ceci rend difficile 'utilisation des tech-
niques de réduction de modeéles basées sur des représentations séparées. La représentation
spatio-temporelle au sein de la Décomposition Généralisée en modes Propres (PGD) per-
met la réalisation d’une telle intégration découplée 120, |. La méthode LATIN, proposée
par Pierre Ladevéze dans les années 80, procéde en supposant une représentation séparée
espace/temps a la fois pour les champs de déformation et les champs de contrainte. Ainsi,
la solution du probléme est définie par 'intersection de deux espaces : le premier contient
les équations globales et linéaires, tandis que le deuxiéme contient les équations locales et
non linéaires. Une itération de la méthode LATIN contient donc deux étapes (globale et
locale) et le passage entre elles est effectué a travers des directions de recherche. Dans le
présent travail, la stratégie de I'intégration proposée évite 1'utilisation d’une telle direction
de recherche en considérant la représentation séparée de ’espace et du temps a travers la
méthode PGD. Deux algorithmes de résolution non-incrémentale seront présentés. Ces al-
gorithmes sont décrits pour étre utilisés dans le cadre de I’écriture séparée afin de résoudre
le probléme défini a ’étape globale.

4.2.2 Formulation et forme séparée du probléme

L’étape de résolution d’un systéeme linéaire contenant l’ensemble des degrés de liberté
de la structure est la plus cotiteuse en temps CPU. Une autre philosophie de résolution de
systéme linéaire de type [A][U] = [F] a alors été proposée. L’originalité réside dans I’écriture
de [A], [] et [F] sous forme séparée. Dans ce contexte, la PGD qui est une solution de type
"a priori" semble étre adaptée pour calculer les champs {U/} du systéme linéaire.

Dans notre cas d’étude, le but est de calculer les champs de déplacements U (X, t), définis
dans Q2 x [0, T, solutions du systéme linéaire en utilisant la stratégie évoquée précédemment.
Ceci permet de découpler les variables spatiale et temporelle. Notons {AF™} = {AF*t} +
{AQP} le terme du second membre. Si I'on considére N, intervalles de temps, 1’équilibre
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global peut étre donné par :

[K[{AUN = {AF"}

EHAUS N (A, (IL.17)

K[{AU}y, = {AF}y,

Ainsi, 'approximation spatio-temporelle du champ de déplacement avec la méthode PGD,
exprimée sous la forme non-incrémentale séparée, est donnée par :

[AU](x.0) = [AUpcp)x1) Za{AUX} ® {AUY (I1.18)

=1

avec {AUx}" un vecteur qui traduit la base spatiale de taille égale aux ddl de l'espace.
{AU,}" représente la base temporelle de taille égale au nombre de pas de temps. « est un
facteur de pondération de la méthode et m représente le nombre de modes nécessaires pour
approximer la solution.

Avant d’achever les différentes étapes de résolution de la méthode PGD, il faut écrire le
probléme I1.17 sous sa forme séparée a travers une décomposition espace/temps. La variable
spatiale X est définie dans le cas d’un probléme 3D avec trois directions x, y et z. D’un
point de vue pratique, il a été mentionné dans la section 4.3.3 du premier chapitre, que ce
type de probléme peut étre défini soit par :

— une décomposition espace (X =(z,y, z)-temps) appelée décomposition spatio-temporelle

et donnée par :
Ny

[AU)xp = Yo ({AUx} © {AUY) (I1.19)

=1

— soit par une décomposition entiérement séparée donnée par :

[AU] (2,20 = EU: o' ({AUY @ {AU,Y @ {AUY ® {AU}) (11.20)

i=1

Malgré le fait que la décomposition I1.20 ne traite que les espaces a une dimension
et évite le probléme de résolution d’un systéme de dimension élevé, le choix se porte sur
la décomposition espace X =(x,y, z)-temps. En effet, la figure I1.11 présente les travaux
de Ammar [22] pour un probléme de transfert de chaleur résolu avec une décomposition
spatio-temporelle et une décomposition entiérement séparée. Ces résultats montrent que le
nombre de fonctions ajoutées, nécessaires a la convergence de ’algorithme PGD, est plus
important dans le cas d’une décomposition entiérement séparée. Ainsi, le choix se porte sur
la décomposition I1.19 afin de limiter le nombre de fonctions enrichies. Autrement dit, moins
de résolutions du systéme linéaire (Eq. 11.36) a chaque enrichissement.

La décomposition spatio-temporelle du probléme I1.17 est donc donnée par :

(K] =) [Kx]* ® [K]° (11.21)
AF™] = Z{AF"Z}” ® {AFMY (11.22)
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©'O ' 3times 1D ]
—6— 2D in space and 1D in time |

Error

10—4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Iteration

FiGURE II.11 — Comparaison des courbes de convergence de l’algorithme PGD pour un
probléme de transfert de chaleur étudié avec deux types de décompositions [22]

Ny
AU =D o' ({AUx}Y @ {AU}) (11.23)
i=1
avec {AFYYI le vecteur des forces dans la base spatiale qui correspond a la dimension
d’espace. {AF™}J représente le vecteur des forces dans la base temporelle qui correspond
a la dimension temporelle. La matrice de rigidité est représentée sous la forme de produit
tensoriel des opérateurs [Kx]® et [K;]° qui traduisent respectivement la base spatiale et
temporelle de cette matrice. Np et Ng représentent respectivement le nombre de modes
nécessaires pour définir le second membre et la matrice de rigidité.

La séparabilité des opérateurs du probléme (équations 11.21 et 11.22) permet d’exprimer
[K] et [AF™] comme une somme de produits de fonctions. Cependant, la question de la
séparabilité n’est pas triviale, & ’exception des opérateurs constants au cours du temps.
Dans notre cas, la matrice de rigidité est constante. Ainsi, elle peut étre décomposée avec
un seul mode. L’équation I1.21 s’écrit alors :

(K] = [Kx] @ [Ki (I1.24)

avec [Kx] la matrice de rigidité de dimension égale au nombre de ddl et [K;] une matrice
identité de dimension égale au nombre de discrétisations temporelles. Le second membre
[AF™] est variable au cours de I'intervalle discrétisé. Pour sa décomposition, il est nécessaire
de travailler sur toute I'histoire du cycle et d’appliquer une méthode permettant de 1’écrire
sous une forme séparée espace-temps. Soit V; le nombre de réalisations temporelles du cycle,
I’histoire de second membre est donnée par :

(AF™Y  (AF™)? ... (AFHM
AR (AF™L  (AF™3 ... (AF™HY (11.25)
(AF™Y (AF™3 ... (AF™Y

Certaines méthodes a posteriori, telle que la SVD et la POD, permettent d’obtenir une
décomposition spatio-temporelle d'un champ donné. Cette décomposition est donnée par la
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somme de produits de fonctions d’une base spatiale et d’une base temporelle optimales et
définies pour un nombre de modes réduit. Dans notre cas, le probléme spatial est discrétisé
a 'aide de la méthode des éléments finis. Il est & noter que 'expression I1.25, pour tout les
instants du cycle, est extrémement grande avec un nombre de ddl important. L utilisation
d’une POD classique ou une SVD classique peut donc devenir trés cotiteuse en stockage.
En effet, la matrice des corrélations R(x,z’) de la POD classique est une matrice pleine
de dimension (N, x N,.). Il est impossible de stocker R pour un nombre de ddl élevé.
La résolution du probléme aux valeurs propres devient aussi trés cotiteuse. L’application
d’'une SVD classique consiste, en premier lieu, a écrire la matrice [AF™] sous la forme d'un
produit de trois matrices [U][S][V] dont [U] est de dimension (N, x N,). Ces difficultés sont
les mémes que la POD classique. Pour s’affranchir de ce probléme, une utilisation de la POD
snapshots ou bien une SVD tronquée est proposée pour I’écriture séparée spatio-temporelle
du second membre 11.25.

La POD snapshots

Soit [AF™] I'histoire de la plasticité du second membre donnée par I'équation 11.25. Le
cycle Z = [0, T] est discrétisé en N, instants. La base spatiale est donnée sous la forme d’une
combinaison linéaire de AF™ (X, t) par :

AF™(X Z AFM(t)AF™( X, t) (I1.26)

ot AF(t;) traduit I'ensemble de la base temporelle calculée a partir du probléme aux
valeurs propres suivant :

/ R(t, £ )AFM () At = AAFM () (I1.27)
T

[R] est la matrice des corrélations entre deux instants ¢ et t’. Dans le cadre de la POD
snapshots, la base POD est extraite avec une moyenne spatiale. Ainsi, le tenseur R s’écrit :

/ 1
R(t,t) = / AFY(X,t) @ AF™(X, 1) ZAF”Z DA () (I1.28)
T Jo
La solution de lequation I1.27 donne acceés a des vecteurs propres constituant une base
Soit :

A > Ao > > Ay (11.29)

Une troncature est alors effectuée sur ’histoire de la base temporelle. Cela permet d’obtenir
la meilleure approximation du second membre avec un nombre de modes réduit Np. La
valeur de N est calculée par :

i
1

Enfin, la base temporelle optimale est donnée par ’ensemble de :
(AR = [{AFY AR, (AR (I1.31)

Il reste maintenant a construire la base spatiale POD en utilisant I’équation I11.26. La forme
séparée du second membre est donnée par 1’équation I1.22.
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L’utilisation de la POD des snapshots permet d’avoir une matrice des corrélations de
dimension (nombre d’incréments x nombre d’incréments). Avec ce genre d’application, le
nombre d’incréments par cycle est acceptable. Ainsi, la dimension du probléme aux va-
leurs propres sera moins importante que dans le cadre de la POD classique permettant une
résolution en un temps CPU raisonnable.

La SVD tronquée

La deuxiéme possibilité d’écriture de la forme tensorielle séparée du second membre
consiste a utiliser une SVD tronquée. La matrice donnée par I’équation 11.26 contient 1’en-
semble des snapshots du second membre et est de taille (V, x N;). Appliquer une SVD
tronquée consiste & décomposer [AF™] sous la forme suivante :

[AF™] = [AFY[SAFM (11.32)

Les matrices [AFY] et [AF"] contiennent respectivement les vecteurs singuliers droits et
gauches de la matrice [AF™]. [S] est une matrice diagonale qui contient les Ny plus grandes
valeurs singuliéres de S, c’est & dire les valeurs optimales au sens énergétique. Ce choix est
effectué a partir d’une troncature qui dépend d’un opérateur egyp et donnée comme dans
le cas de I’équation I1.30. Il est ainsi possible d’obtenir une décomposition spatio-temporelle
du second membre dont les matrices [AFY] et [AF™] sont équivalentes & une base spatiale
et temporelle respectivement de dimensions (N, x Nr) et (N, x Ng) et ceci avec un cofit de
stockage tres avantageux.

4.2.3 Reésolution du probléme avec la PGD

Aprés avoir écrit I’équilibre global sous une forme séparée espace/temps, il est possible
maintenant de décrire les trois étapes de résolution de la méthode PGD. En tenant compte
des propriétés du produit tensoriel, I’équilibre peut s’écrire alors :

Ny Np
([Kx] @ [K]) ) o' ({AUXY @ {AUY) = > {AFEY @ {AFM"Y + [Rpep]  (11.33)
i=1 j=1
avec Rpgp un résidu qui traduit 'erreur de la solution. La résolution du probléme I1.33
avec la méthode PGD se fait avec une procédure itérative qui nécessite trois étapes a chaque
itération :

— Etape 1 : Enrichissement. L’ordre m est calculé a partir de la connaissance de I’ordre
m—1

— Etape 2 : Projection. Les coefficients de pondération sont calculés grace a des pro-
jections successives sur chaque mode

— Etape 3 : Estimation de la convergence. L’erreur de I'approximation est calculée a
I'ordre m par la vérification de ’égalité de ’équation I1.33.

La résolution avec la méthode PGD est réalisée successivement jusqu’a la convergence
du champ de déformation plastique. Cependant, le terme non linéaire du second membre
{AQP}, dépendant de {AeP}, n’est pas connu. A linitialisation, {AQP} prend la valeur
donnée par I1.12, ensuite il est calculé d’'une facon itérative. Pour cela, deux possibilités
sont proposées pour mettre en ceuvre la méthode PGD. Dans la suite, les deux variantes de
la PGD permettant de résoudre le probléme seront décrites.
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4.3 La premiére version de la PGD

A chaque itération du calcul incrémental ou non-incrémental, si la convergence n’est pas
obtenue, le terme non linéaire [AQF] est mis & jour & partir des champs de déformation
plastique calculés a I’étape locale. L’idée de la premiére version de la méthode PGD consiste
a mettre a jour le terme non linéaire pour un champ de déplacement calculé pour un seul
enrichissement. Ainsi, dans cette version, le terme non linéaire est calculé incrémentalement
et la résolution numérique du probléme est effectuée de fagon itérative. Chaque itération du
calcul conduit aux 4 étapes suivantes : (i) Enrichissement (ii) projection (iii) étape locale
(iv) estimation de la convergence. Dans ce qui suit, cette méthode sera appelée PGD-V1.

4.3.1 Etape d’enrichissement

La premiére étape de la PGD-V1 consiste & calculer le champ de déplacement, de ’équa-
tion I1.33, avec 'ajout d’une seule fonction supplémentaire. Supposons que ’enrichissement
est a 'ordre m. Les m — 1 premiéres fonctions de {AUx }' et {AU,}" ainsi que les coefficients
o' sont connus. A ce stade, la solution s’écrit :

m—1

(AU, = ) o ({AUx} @ {AU}) + {AUx ™ @ {AU ™ (I1.34)

i=1

avec {AUx}™ et {AU}™ les nouveaux vecteurs enrichis. En introduisant 1’équation I1.34
dans I1.33, il est possible d’écrire :

[Kx{AUx}™ @ [KHAUY" = Y {AFFY @ {AFMY — ([Kx] ® [K)) "o ({AUx} @ {AU})

j=1 i=1

3

+[Rpap)
(I1.35)

Pour calculer les nouveaux vecteurs enrichis, I’équation 11.35 est projetée sur {AUx}™ et
{AU}™. Le résidu est imposé orthogonal sur ces deux composantes afin d’obtenir une
optimalité de la base de la solution au sens de Galerkin. Un systéme d’équations est alors
obtenu :

(AU)" K {AUI[Kx]) {AUY™ = > (AU)™{AF VP {AFRY
. =t (11.36)
- Z<AUt>m[Kt]{AUt}iai[Kﬁ{AUX}"
(AUx)" [Kx[{AUx Y [K) {AUS™ = Y (AUx)™ {AFFP{AFMY
o =t (I1.37)
- Z(AUQT”[KA{AUX}% [KJ{AUY
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Il reste maintenant a calculer les nouveaux vecteurs enrichis a partir de la résolution
des équations I1.36 et I1.37. Autrement dit, le calcul de {AUx}™ et {AU}™ revient a la
résolution des deux problémes linéaires couplés :

{AUx}™ = fo({AU}™) : calcul de {AUx }™ en supposant {AU;}™ connu (Eq. 11.36)

{AU}™ = f°({AUx}™) : calcul de {AU;}™ en supposant {AUx}™ connu (Eq. I1.37)

Pour ce faire, un algorithme de point fixe est utilisé. Le schéma I1.12 illustre le principe
de résolution de cet algorithme. En effet, le couple du vecteur enrichi {AUx}™ et {AU}™
est calculé a partir du couple de l'itération précédente. Cette opération est répétée jusqu’a
la convergence conditionnée par :

IRpsll = 1({AUx}™ {AU™)" — {AUx}™ {AUS™)" | < € (IL.38)

o R,y représente le résidu de l'algorithme du point fixe et €,y un parametre fixé par
I'utilisateur.

{_\{_L}” {A[,L}l {AFL}([ 2 {A('L}q 1 {_\{‘L}q {A{i}“l
(AU {AUY (AU 2 {AU (AU {AU,}

FIGURE II.12 — Principe de résolution du point fixe

Il existe une autre stratégie pour calculer les nouveaux vecteurs enrichis. Elle consiste
a calculer {AUx}™ (respectivement {AU;}™) & partir de la derniére valeur de {AU;}™
(respectivement {AUx }™) calculée. Le principe est illustré a la figure I11.13.

[AULY  {AUg} (AU} {AUgY' AUy} {AUy

...............

fATT 10 [ATT ] AT, L4—= (AT, 1a FATTL FATT, L4
v “ | Uiy g | Uy g | /g f VAU

FIGURE II.13 — Deuxiéme principe de résolution du point fixe

Les deux méthodes conduisent presque aux mémes résultats. En revanche, il semble que
la deuxiéme méthode soit 1égérement plus performante. D’autre part, il est & noter que la
matrice de rigidité [Kx] est constante, & 'exception de la premiére itération du calcul. De
plus, le terme ((A(AUx)"[Kx|{AUx}™) est un scalaire et [K;] une matrice identité. Ainsi,
la résolution des systémes linéaires 11.36 et I1.37 a chaque itération n’est pas cotiteuse en
temps CPU.
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Enfin, aprés avoir calculé {AUx}™ et {AU;}™, ces nouvelles fonctions sont normalisées
par rapport a leurs normes :

{AUx}™ {AU ™

A AL N (AL )

4.3.2 Etape de projection

Cette étape consiste a déterminer les coefficients o qui approchent au mieux la solution.
Cela est effectué par la projection de I'équation I1.33 sur chaque fonction {AUx } et {AU, }
en gardant le résidu orthogonal. Ainsi nous obtenons :

(AU [Kx{AU Y AUV [KJ{AUY) .o = 3 (AU {AFFYAUY{AE} (IL40)

k=1

Autrement dit, le probléme I1.40 est équivalent a une résolution du systéme linéaire suivant :

(M]{a} = (D} (IL41)
Avec :
M;; = (AUx) [Kx[{AUx } (AU [K ] { AU Y

D, = (MUY {AFEY (AU (AR

(a)y ={a',a? ...,a™}

La matrice [M] est de dimension (m x m). La PGD nécessite successivement dans sa
résolution une centaine de fonctions pour une bonne représentation de la solution. Ainsi, le
systéme linéaire I1.41 est trivial a résoudre.

Les deux étapes présentées précédemment permettent de construire le champ de dé-
placement cinématiquement admissible sur tous les instants du cycle et a 'ordre m. Il est
maintenant possible de déduire les champs de déplacement et de contrainte cinématiquement
et statiquement admissibles qui seront utiles pour 1’étape suivante.

4.3.3 Etape locale

Cette étape consiste a la résolution des équations de comportement. Ceci permet de
déterminer les champs plastiquement admissibles & tous les instants du cycle et localement
en chaque point d’intégration. Ensuite, il est nécessaire de mettre a jour le terme non linéaire
{AQP(t)}. En effet, a Pordre m de l'enrichissement, la déformation plastique {e?}™! a
I'ordre m — 1 est connue et a été utilisée a 1’étape d’enrichissement et de projection afin de
déterminer les champs de déplacement. Il faut maintenant utiliser la nouvelle valeur de la
déformation plastique afin de déterminer le terme non linéaire au nouvel ordre m. Soit :

{Qr@)}™ = / [BI"[CHeP ()} aV (I1.42)

Q

Si la convergence de la solution n’est pas achevée, le second membre sera mis a jour pour
I'itération suivante.
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4.3.4 Estimation de la convergence

La résolution avec la méthode PGD est effectuée a 'aide d’un processus itératif pour
représenter la solution du probléme. Pour chaque itération du processus, il est nécessaire
d’introduire un critére pour tester la convergence des résultats. Ce critére consiste a vérifier
la qualité de la solution pour chaque cycle. Ainsi, la convergence de la PGD-V1 a 'ordre m
est effectuée en évaluant I'inégalité suivante :

=1
”R?}GD” = . < €pGD

N
1Y {AFEY @ {AFY
j=1

I([Kx] @ [Ki]) ) o' ({AUx} ® {AUY) — Z{AFZ}j @ {AFY |

(I1.43)
avec €pgp une tolérance fixée par 'utilisateur. Si I'inégalité précédente est vérifiée, alors
I’algorithme de la méthode a convergé a cet ordre m et le calcul se poursuit pour le cycle de
chargement suivant. Sinon, il faut revenir a 1’étape d’enrichissement et enrichir & nouveau la
base a ordre m + 1 en ajoutant un nouveau produit de fonctions {AUx }™ ! et {AU, }™ !
et refaire toutes les étapes jusqu’a la convergence des résultats.

La stratégie de la méthode PGD-V1 est représentée par ’algorithme de la figure I1.14.

4.4 La deuxiéme version de la PGD

Avec la méthode PGD-V1, la résolution des équations globales et locales est effectuée
d’une fagon successive, et le terme non linéaire est recalculé pour chaque enrichissement
jusqu’a la convergence de I'algorithme itératif. L’idée dans cette deuxiéme version consiste
d’abord & découpler les équations du probléme (global et local). Ensuite, la résolution est
effectuée séparément sur tout l'intervalle du chargement en utilisant la méthode PGD comme
un solveur de I'étape globale. Dans ce cas, l'actualisation du terme non linéaire {AQP} est
effectuée a partir d’'un champ de déplacement [AU (X, t)] convergé pour un second membre
donné. Dans la suite du travail, cette méthode sera appelée PGD-V2.

La résolution numérique de cette méthode est effectuée d’une facon itérative jusqu’a la
convergence des résultats d’un cycle a I'autre. Chaque itération comprend ces trois étapes :
(i) étape globale PGD (ii) étape locale (iii) estimation de la convergence. Dans ce qui suit,
le principe de résolution de ces différentes étapes sera décrit.

4.4.1 Etape globale PGD

Cette étape consiste a calculer les champs de déplacement cinématiquement admissibles
par la résolution de I’équation d’équilibre. Cette résolution est achevée en utilisant 1’algo-
rithme PGD jusqu’a la convergence. Ainsi, la solution du champ de déplacement, définie sur
Q x [0,T], est donnée sous forme de produits de fonctions spatio-temporelles pour tous les
modes nécessaires.

Connaissant le champ de déformation plastique, la résolution de I’équation d’équilibre
avec la méthode PGD se fait en trois étapes :

— Etape d’enrichissement. Supposons qu’a 'ordre m — 1, le champ de déplacement
est connu. Le nouvel ordre m est donné par I’équation 11.34. Aprés projection, les
nouveaux vecteurs enrichis {AUx}™ et {AU;}™ sont calculés par la résolution des
équations I1.36 et I1.37. Pour ce faire, un algorithme itératif de point fixe est utilisé
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initialisation
{AF™}, {AQP} = {0},
[} = {0hm = 1

Ecrire la forme séparée du probléme

Y

([ Caleulde [AF™]V ¢ € [0,7]

—

)

Initiation de {AU;}; ¢ = 1 ]

Calcul de
{AUX};” = f°({AU; 2’11) Eq. 11.36

] Calcul de

(a=a+1 | (AU} = f2({AUX),) Eq. 1136

|

Convergence
Rps < €pf

non

oul

Normalisation de
[ m=m+1

{AUx}™ et {AU}™ Eq. 11.39

Projection et calcul de {a} Eq. I1.41

)
—/

Y

Calcul des champs SA
{54}, {Ae} pour V ¢

\

Calcul des champs PA
Calcul de {AQP} pour V ¢

!

non

Convergence

|REapll < €pap

¢ oul

[ Fin J

F1GURE I1.14 — Algorithme de la méthode PGD-V1
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jusqu’a la convergence. Enfin, les nouvelles fonctions sont normalisées par rapport a
la norme de ces mémes fonctions (Eq. 11.39).

— Etape de projection. Aprés avoir déterminé I'enrichissement & I'ordre m, cette étape
consiste a calculer les coefficients de pondération par la résolution d’un systéeme li-
néaire donné par I’équation I1.41.

— Vérification de la Convergence. Une fois la convergence obtenue, cette étape permet
d’arréter le processus d’enrichissement de la PGD. Cette condition est liée principa-
lement & la vérification de la qualité du champ de déplacement & ’ordre m. Ceci est
effectué en utilisant 'inégalité de I’équation I1.43. Si cette condition n’est pas vérifiée,
il faut enrichir & nouveau la base de solution & 'ordre m + 1 et refaire les trois étapes
jusqu’a la convergence.

La connaissance du champ de déplacement par la méthode PGD a l'itération ¢, sur tout
I'intervalle de chargement et en tout point de la structure, permet d’obtenir les champs de
déformation cinématiquement admissibles et de contrainte statiquement admissibles tout au
long du cycle.

4.4.2 Etape locale

A Titération ¢ du calcul, la déformation totale se calcule avec la connaissance du champ
de déplacement. Il s’agit maintenant de déterminer {e”}’, les champs de contrainte plasti-
quement admissibles ainsi que les variables internes associées par la loi de comportement.
Ensuite, le terme non linéaire du second membre est mis a jour a l'itération en cours :

Q) = / BIT[C{e (1)) AV (IL.44)

4.4.3 Estimation de la convergence

Cette convergence est liée au critére d’admissibilité plastique des contraintes. En d’autres
termes, il faut assurer que les champs de contrainte plastiquement admissibles, calculés a
I’étape locale, sont statiquement admissibles. Ainsi, avec la méthode PGD-V2, I'estima-
tion de la convergence des résultats pour chaque cycle est vérifiée par ’équation II1.15. Si
cette condition n’est pas vérifiée, il faut faire une autre itération et revenir a la premiére
étape. L’algorithme de la méthode PGD-V2 est itératif et répété jusqu’a la convergence des
résultats pour toute I'histoire temporelle du cycle.

L’algorithme de la méthode PGD-V2 qui résume la démarche et la stratégie de cette
méthode est présenté a la figure I1.15.

Aprés avoir présenté la méthode PGD dans le cadre du calcul en plasticité sous char-
gement cyclique, une autre méthode de réduction de modéle appelée APR a été choisie. Le
but est de résoudre le probléme avec un domaine réduit. La section suivante présente les
détails de cette méthode.

5 La méthode APR cyclique

5.1 Introduction

La troisiéme idée proposée consiste a utiliser une autre méthode de réduction adaptative
a priori & caractére incrémental. Il s’agit d’appliquer 'apport de la méthode de réduction
APR comme un solveur pour la résolution de I’étape globale.
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ELASTO-PLASTIQUE

initialisation
{AF} {AQY = {0},
{ert = {0}, m =1

Ecrire la forme séparée du probléme

[ Calcul de {AF}™" V¢ € [0,T] }

[ Initiation de {AU}™; ¢ = 1

( N\

Calcul de
{AUx} = fo({AU™ ) Eq. 11.36

( N\

Calcul de
{AUYM = fo({AUx},) Eq. 1137

}

Convergence
Rps < €pf

non

l oul

Normalisation de
{AUx}™ et {AU}™ Eq. 11.39

}

[ Calcul de {a}™ Eq. 11.41 ]

}

Convergence non

[ iter = iter + 1 J
A

PGD Eq. 11.43

* oul

Calcul des champs SA
{054}, {Ae} pour V ¢

Calcul des champs PA
Calcul de {AQP} pour V ¢

!

Convergence

non

globale Eq. I1.15

¢ oui

[ Fin ]

F1GURE I1.15 — Algorithme de la méthode PGD-V2
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Afin d’éviter des calculs assez coliteux en temps, cette méthode itérative permet de ré-
soudre le probléme en réduisant le nombre d’inconnus. La précision de la prévision de sa base
réduite est toutefois améliorée, au cours de la simulation, sur un intervalle de temps donné.
La premiére version adaptative a été proposée en 2002 par Ryckelynck [222] de maniére non
incrémentale dans le cadre de la méthode LATIN. Néanmoins, la propriété non incrémentale
du LATIN ne facilite pas 'application de la méthode pour tout modéle de comportement
utilisé. Pour cela, une autre version incrémentale a priori itérative de I’APR a été proposée
par Ryckelynck [212]. Elle consiste & adapter la base par une phase d’amélioration suivie
de Penrichissement de la nouvelle base trouvée. D’autre part, Markovinovic et al. [1(1] ont
utilisé un algorithme trés similaire a celui proposé par Ryckelynck ; une différence peut étre
notée au niveau de U'initiation de la base. Alors que Ryckelynck [212] utilise une POD, Mar-
kovinovic et al. [161] appliquent une SVD. Par ailleurs, le principe de la méthode APR a
été utilisé avec plusieurs techniques d’adaptation de la base d’estimation afin de corriger
I’approximation dans l'intervalle étudié.

Dans le cadre de ce travail, cette méthode a été adoptée afin de calculer les champs de
déplacement cinématiquement admissibles par la résolution d’un systéme linéaire d’ordre
réduit. L’application de cette méthode s’effectue avec une procédure itérative constituée de
trois étapes :

1. Initialisation de la base
2. Construction et résolution du systéme réduit

3. Adaptation et enrichissement de la base

Dans les parties qui suivent, les détails de ces trois étapes avec lesquelles la méthode APR
a été implémentée pour la résolution d’un probléme non linéaire avec chargement cyclique
seront présentés.

5.2 Implémentation de la méthode APR cyclique

Tout comme dans le cadre de la méthode PGD, la méthode APR est utilisée afin de
réduire les cotits engendrés par la résolution incrémentale classique. Au vu de ce qui a été
évoqué dans la section 4.3.1 du premier chapitre, cette méthode est basée sur la résolution
d’une POD-Galerkin suivie d'une adaptation de la base si nécessaire.

La méthode APR permet d’obtenir une décomposition du champ de déplacement U (X, t),
solution de I’équation d’équilibre, sur une base spatiale d’ordre r trés faible comparée a la
taille N, du probléme Eléments Finis discrétisé. Par ailleurs, la différence entre la méthode
APR par rapport a la POD, la SVD ou bien la KLLD vient du fait qu’il n’existe pas pour ces
derniéres une procédure adaptative permettant de corriger I'estimation de la base réduite a
partir d’un indicateur d’erreur.

Le probléme pour lequel la méthode APR est utilisée concerne la résolution du systéme
linéaire I1.11 qui dépend du temps. A titre de rappel, ce probléme est défini par des non
linéarités dans le second membre du systéme linéaire et avec matrice de rigidité constante
au cours du temps. La solution est donnée par un champ de déplacement {AU} défini sur
toute la structure €2 et & chaque instant ¢; € Z du cycle. Dans le cadre d’une simulation
avec la méthode des Eléments Finis, cette variable est exprimée a partir des fonctions de

forme N; et des vecteurs de déplacement nodaux U; du maillage définis par un nombre des
ddl N,, soit :

u(X,t) = ZI:Ni(X)Ui(t) VX eOtel (I1.45)
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L’utilisation de la méthode APR pour ce probléme permet de fournir par une réduction
a lordre r une base spatiale [®,] = [{¢L}, {¢?},...,{¢"}]. Elle permet de représenter les
fonctions de forme du champ de déplacement reliées par des déplacements réduits [¥,] =
AL} {2}, .. {\7}]. Ainsi, le champ de déplacement de 1’équation 11.45 s’écrit :

{U} = {Uapr}t = [®.{\} (I1.46)

L’incrément du vecteur de déplacement est déterminé a partir des déplacements réduits
{AN}" par une formulation POD-Galerkin. Soit :

{AU} = [®,]{AN} (11.47)

avec [®,] une matrice qui collecte les modes empiriques permettant d’approcher au mieux
le champ de déplacement. En cours de simulation, la méthode APR est capable de corriger
et d’adapter I'estimation de la base réduite a partir d’une correction donnée par un calcul
Eléments Finis. Cependant, le caractére a priori de la méthode APR consiste en premier
lieu & définir la base du modéle d’ordre réduit a adapter a partir des calculs préliminaires.
Le but est de construire les fonctions de forme du modéle réduit. Ainsi, avant de procéder a
la stratégie adaptative, la premiére étape de ’algorithme APR consiste a initialiser la base
réduite. Dans ce qui suit, nous présentons les étapes de cette approche de réduction.

5.2.1 Initialisation de la base

La premiére étape de 'algorithme itératif APR consiste a initialiser une base réduite
associée au champ de déplacement {AU} permettant d’exprimer les fonctions de forme
Eléments Finis. En pratique, Ryckelynck [222] a proposé de débuter avec une base d’ordre
faible par exemple les conditions initiales ou une base construite a partir d’un probléme
similaire. Dans ce travail, une démarche a posterior: a été utilisée et appliquée a un calcul
éléments finis incrémental pour un nombre de cycles donné. Ainsi une estimation réduite
POD sera appliquée a des snapshots du champ de déplacement calculé incrémentalement.
Afin d’avoir un moindre cotit en temps CPU du calcul incrémental, nous avons proposé
d’utiliser la méthode incrémentale droite.

Par ailleurs, les travaux de Ryckelynck [222] et Verdon dans [219] ont montré que le
choix de base initiale n’a pas d’influence sur la qualité de la solution. En revanche, plus
I'initialisation est de qualité, plus rapide est la convergence. Puisque nous nous intéressons
tout d’abord a la qualité des résultats, une étude sur 'influence du choix de la base initiale
a été effectuée dans la section 5.3 du chapitre I1I avec un modéle macroscopique et dans la
partie 6.2 du chapitre IV avec une modélisation a ’échelle des grains. Suite aux résultats
constatés, la démarche pour l'initiation de la base APR, d’une maniére générale, est la
suivante : un calcul incrémental droite avec une mémorisation des snapshots du champ
de déplacement pour un nombre de cycles donné. Enfin, une démarche a posteriori sera
appliquée sur I'histoire du champ de déplacement stocké. Cette stratégie d’initialisation de
la base réduite est donnée a la figure I1.16 avec un exemple d'un calcul incrémental de six
cycles et la mémorisation est effectuée pour les trois derniers cycles. A titre indicatif, il est
a noter que le nombre de cycles pour la mémorisation POD peut étre considéré comme un
paramétre de la méthode APR cyclique.

Soit N; le nombre de réalisations temporelles pour la mémorisation POD et N, la di-
mension spatiale. La matrice [Q)] contenant I’histoire du champ de déplacement stockeé, est
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Cycle 2 Cycle 3 Cycle 4 Cycle 5 Cycle 6 oovveeiiens
- ——+—
Cycle 1 ‘ Calcul avec le modeéle réduit et Cycles

o Calcul incrémental i adaptation
Calcdurloliltwecrseamngntal droite avec mémoirisation des Construction
mémoirisation C snapshots déplacement C base
N o] = POD([Q
AU} AU ... AU (2] @)
[Q] B A[,»‘Y.Zl A[»‘rg . AU?’
A[’rx’l\",;- Abri:,,- ct A[’T;':Jt
FIGURE II.16 — Stratégie d’initialisation de la base APR
donnée par :
AU} AU} ... AUM
1 2 Ny
AU} AUZ ... AU
@=1 . L (IL48)
1 2 N¢
AUL AUZ ... AUY

Afin d’extraire une base initiale au de champ de déplacement, I'application d’'une POD
classique avec la matrice 11.48 est trés cotiteuse en temps CPU. L’utilisation d'une SVD
tronquée ou une POD snapshots peut résoudre ce probléme. Néanmoins, pour un nombre
d’incréments important et un nombre de cycles donné, la POD snapshots peut devenir aussi
coliteuse avec la matrice 11.48. Pour s’affranchir de ce probléme, nous proposons d’appliquer
la SVD tronquée ou bien de s’orienter vers une POD des snapshots incrémentale présentée
dans le paragraphe suivant.

La POD des snapshots incrémentale Cette idée consiste a appliquer une POD des
snapshots par intervalle de temps Zy = [0, T}]. Ce dernier appartient a I'intervalle temporel
global Z = [0, T afin de générer le moindre cott pour la construction de la base POD.

Soit N} qui représente le nombre d’incréments du premier intervalle Z; = [0, T3] tel que
N} < N;. 1l est important de noter que N, doit étre raisonnable, ¢’est-a-dire pas trop grand
pour ne pas avoir un probléme de mémoire et pas trop petit pour pouvoir extraire une base
réduite. Un stockage au cours de la simulation des "N!" premiéres solutions de {AU} est
réalisé dans une matrice [Qq] :

[Q1] = {AUY, {AU)?, ..., A{AU}] (I1.49)

Ensuite, en utilisant la résolution de la POD des snapshots, une premiére base temporelle
POD est calculée avec la résolution du probléme aux valeurs propres suivant :

/I [R(&,))[Qi()] A" = NQu(2)] (IL.50)
La matrice des corrélations [R] entre deux instants t et ¢’ est donnée par :
B , 1 ,

R = 7 [[@0 2 Qu@)d =2 Y Rel@@) sy

La résolution du probléme I1.50 s’effectue de la sorte avec une matrice des corrélations de
petite dimension (N! x N}!). Ensuite, une troncature est appliquée sur 'ensemble des valeurs
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propres obtenues avec 11.50 afin de choisir les vecteurs les plus significatifs pour former la
premiére base temporelle donnée par :

(0] = b Ak A ey avee mp <<V (I1.52)

Enfin la premiére base spatiale réduite est donnée sous la forme d’une combinaison linéaire
de [@4] par :
[@;] = [@u][T]" = [{o1} {2}, - {dr, v (I1.53)

Aprés avoir calculé la premiére base réduite [®1] & partir des "N!" premiéres solutions de
{AU}, un stockage d’une autre série de fonctions [Qs] appartenant a [N}, |, N7 est effectué :

[Qs] = [{AUN Y, {AUN2Y, . {AUNY (I1.54)

Avec la méme démarche que celle utilisée avec [Q1], c’est-a-dire appliquer une POD des
snapshots sur [Qs], la deuxiéme base réduite temporelle est donnée par :

[@7) = [{ATH {2} o AN ang) avee  my << VY (I1.55)

La deuxiéme base spatiale réduite est donnée sous la forme d’une combinaison linéaire de
Q2] par :
(@3] = [Qa][W]" = [{1}. {62}, .. {67, Hwaira) (I1.56)

La totalité des bases réduites spatiale et temporelle est constituée a partir des deux infor-
mations précédentes par :

(@] = [[®2], [®7]] = {n} {a}, - A, {1} {3}, {00, )] (IL57)

)\% . . A71'1 O(Nt271) . .o O(Nt271)
0] = . N . ) o . (T1.58)
O(Ntlvl) . . O(Ntlvl) )\% . . )\32
Cette démarche de construction de base se poursuit jusqu’a la fin de 'intervalle temporel. 11
est possible que I'opérateur de la base spatiale [®,] puisse contenir des fonctions redondantes

avec les enrichissements successifs. Ainsi, une projection de type Karuhen Loéve sur le
systéme [®,], [¥;] peut étre effectuée de temps en temps afin de supprimer ces redondances.

D’un point de vue pratique, ’application d’une SVD tronquée ou une POD des snapshots
incrémentale permettent 'initialisation d’une base réduite pour le probléme I1.48 avec un
temps raisonnable. Dans la stratégie de la méthode APR cyclique, une SVD tronquée sera
utilisée.

5.2.2 Construction et résolution du systéme réduit

Aprés avoir déterminé une base initiale du champ de déplacement, le calcul se pour-
suit suivant une stratégie incrémentale en utilisant une formulation POD-Galerkin pour la
résolution du systéme linéaire I1.11.

Aprés initialisation, le calcul est conduit au premier instant du cycle noté ty. Soit r les
premiers vecteurs propres permettant de représenter la base réduite initiale du champ de
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déplacement notée [®Y]. L’estimation de l'incrément du champ de déplacement est alors
donnée par :

o1(X1)  ¢2(X1) or(X1)
01(Xo)  d2(Xa) o o Dr(Xo)

{AUY = [®]{AN} = : : : {AN}° (11.59)
¢1(szw) ﬁbz(XNw) ¢r(XNm)

Le systéme linéaire a résoudre résultant de la discrétisation d’Eléments Finis avec une stra-
tégie incrémentale est donné par :

[K][{AU} = {AF™} (11.60)

ot {AF™} est le vecteur des forces externes contenant la non linéarité du matériaux et
donné par :

{AF™} = {AF} + {AQF} (I11.61)

Connaissant l'incrément de déformation plastique, la résolution du systéme linéaire I1.60 est
effectuée pour tous les incréments ¢ du cycle en utilisant la forme séparée I11.59. La matrice de
rigidité [K] est constante a I’exception de la premiére itération du calcul. Ainsi, la solution
du champ de déplacement, & instant ¢; (i.e. incrément i), est obtenue par la projection de
{AU}? sur le sous-espace engendré par la base optimale d’ordre r a I'instant g :

{AU} ~ [®°]{ AN} (11.62)
En utilisant ’écriture 11.62 dans I1.60, 1’équilibre & l'instant ¢; est donné par :
[K][®2]{AN} = {AF™Y) (I1.63)

En multipliant 'équation I1.63 par [®°]7 le modeéle d’ordre réduit de la méthode APR
cyclique s’écrit : ' .
(@3] [K][@{AN} = [@p]{AF™) (11.64)

Le probléme I1.64 est résolu de facon incrémentale. Chaque incrément de temps permet de
calculer I'incrément du champ de déplacement réduit {AA}. Ce dernier sera ensuite utilisé
pour déterminer 'incrément de déplacement global du modéle complet par I'équation I1.62.
Posons [K,] = [®2T[K][®] et {AEFM} = [®YT{AF™}, le systéme linéaire 11.64 réduit
s’écrit :

(K {AN = {AFMY (I1.65)
La résolution incrémentale du systéme réduit I1.65 est plus rapide qu’avec une résolution
classique d’un modeéle complet grace a sa taille réduite. En effet, la matrice de rigidité réduite
[K,| est de dimension (r x r) avec << N, au lieu de (N, x N,) du modéle complet. La
dimension du vecteur déplacement réduit {AA} ainsi que les forces externes non linéaires
{AF™} sont respectivement (rx 1) au lieu de (N, x 1). De plus, I'utilisation de la formulation
réduite pour une matrice de rigidité constante conduit a une résolution plus économique en
temps CPU.

Maintenant, il faut estimer la validité de la base réduite afin de garantir I’approximation
de la solution {AU} pour tout I'intervalle temporel. En effet, la base initiale réduite [®°] est
optimale d’un point de vue énergétique pour l'instant ¢y du cycle. Dans la majorité des cas,
le choix de ces ces snapshots n’est pas capable de représenter 1’évolution de la solution pour
les futures instants ¢; du cycle. Pour cela, le caractére adaptatif de cette méthode permet
de corriger la validité de I’approximation réduite au cours de la simulation.
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5.2.3 Adaptation et enrichissement de la base

Cette étape consiste d'une part & I’évaluation des erreurs de 'estimation réduite, et
d’autre part a la possibilité d’adapter la base d’approximation. Cette derniére est réalisée
en introduisant de nouvelles fonctions capables de décrire les caractéristiques de la solution.
Pour ce faire, un résidu R pr sera calculé a la fin d’un incrément donné i permettant de
vérifier la qualité de la solution sur €2, par :

IRaprll = [IK] ([23{AN}Y) — {AF™}| (IL.66)

La valeur de ce résidu permet d’arréter le processus adaptatif de la base. Ainsi, si ||Rapr| <
€apr , I'estimation de la base réduite est valide a 'incrément courant. Dans le cas contraire,
il faut adapter la base afin de bien représenter la solution. Etant donné que le modéle
d’éléments finis reste inchangé au cours de la procédure de réduction du systéme linéaire,
la correction ne sera effectuée qu’a la base réduite [®Y] utilisée précédemment.

La difficulté majeure de cette méthode adaptative est le choix des points de controle de la
base réduite. En effet, il existe plusieurs stratégies d’adaptation. Ryckelynck [212]| propose
trois stratégies présentées a la figure I1.17. Soit [¢;,t;15] la période d’adaptation. Chaque
choix de la valeur de 8 conduit a définir une stratégie d’adaptation présentée ci-dessous.

1°7¢ stratégie : Le point de controle ainsi que I'adaptation des fonctions de forme de la
base réduite sont effectués a chaque pas de [t;,t;15]. Ensuite, le calcul se poursuit pour une
autre période [t;44,ti+5+1] avec une petite valeur de 8 (8 = 1 par exemple). Cette stratégie a
été utilisée par Borouchaki et al. [11] pour la simulation numérique de la coupe orthogonale.
De méme, Askes et al. [25] I'utilise pour des phénomeénes de localisation de la déformation
avec une intégration ALE et un schéma dynamique explicite.

2¢me stratégie : Cette procédure d’adaptation a été proposée par Ryckelynck et al.
[212, |. Le controle et la correction de la base POD sont effectués par intervalle de temps
[ti,tiys] et la valeur de [ est inférieure & N;. La procédure de contrdle est la suivante.
Supposons que le calcul est a I'instant ¢; sachant qu’a l'instant ¢;_; la base a été adaptée. Le
calcul avec le modéle réduit se poursuit pour un autre ensemble de 3 incréments sans modifier
I'approximation de la base [®}']. L’exposant m indique le nombre de fois ot la base a été
mise a jour jusqu’a présent. Aprés chaque (8 instant, le résidu R 4pgr est évalué par I’équation
I1.66 afin de vérifier la qualité de la solution pour l'intervalle temporel [¢;,;15] choisi. Si,
|Rapr|| < €apr, le calcul continue pour un autre intervalle [t;,4,ti1+8] OU [titg, titpr2s]
en utilisant la méme base d’approximation [®]. Dans le cas ot ||Rapr|| > €apr, la valeur
de 8 prend 8 = 5 et le calcul pas a pas avec le modele réduit recommence a partir de ;
avec une correction. L’adaptation de la base s’effectue en deux étapes :

— La base est enrichie en utilisant certains sous-espaces de Krylov;
— La sélection des informations les plus représentatives extraites a partir des solutions
réduites {AN™} stockées précédemment est conduite.

Le deuxieme point consiste & appliquer une décomposition de KL ou bien une POD. Les
nouveaux modes propres les plus représentatifs sont obtenus dans une matrice [V]. Ensuite,
le calcul peut se poursuivre pour d’autres instants § en utilisant la nouvelle base enrichie
et définie par :

(@] = {[@7][V], {Rapr}, [KH{Rapr}, [K]{Rapr}} (IL.67)

De méme, a chaque adaptation de la base réduite, les anciennes solutions réduites {AN™}
doivent étre projetées sur la nouvelle base par :

(AN} = (@] [@r ) (@] [@r{AN") (IL.68)
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5. LA METHODE APR CYCLIQUE

Il est & noter que plus U'intervalle [t;,t;, 5] est petit, plus la prévision de la base réduite est
meilleure. Cette stratégie a été utilisée avec succeés dans plusieurs travaux [20, 57, |.

3¢me stratégie : Avec cette stratégie, le controle de la base ainsi que son adaptation
sont effectués pour toute ’histoire de l'intervalle étudié. Cette stratégie est également treés
pratique pour les calculs non-incrémentaux telle que la méthode LATIN. La procédure de
controle et 'adaptation de cette stratégie est présentée par la méthode APR du premier cha-
pitre. Pour chaque itération, la base est adaptée en premier lieu & ’aide d’une décomposition
de Karhunen-Loéve, ensuite elle est enrichie a ’aide des vecteurs de Krylov.

1ére Stratégie : Contr6le Incrément par incrément

Contrdle de la base et adaptation
Dernier controle

O N O L
t1 \ \ \ \ \ m u u \ \ \ \ \ \ \ \ \ ‘tm
Calcul incrémental et Calcul avec le modele  tj-1 i ti+1
Conscruction de la Base réduit
2éme Strategie : Contrdle par intervalle
Retour partiel et recalculé avec
la nouvelle base enrichie
) ~ Contréle de la base et
Dernier controle adaptation
I S | ) | T _
o = \ !
t1l » M u | | u | | tm
Calcul incrémental et caicul avec le modéle ti ti+R
Conscruction de la Base réduit

3eme Stratégie : Contrdle sur toute I'histoire

Retour total sur tout l'intervalle et recalculé avec

la nouvelle base enrichie Controle de la base et

adaptation

t1 et

Calcul incrémental et Calcul avec le modele
Conscruction de la Base réduit

FIGURE II.17 — Stratégies d’adaptation de la base réduite

Dans ce travail, la premiére stratégie a été choisie. Elle consiste & évaluer les erreurs de
I’estimation réduite incrément par incrément a partir du premier instant de la résolution
avec le modeéle réduit. En effet, dans notre cas d’étude, la précision de la prévision de la
base réduite, et notamment la qualité de la solution, dépend fortement de 1’évolution de
I’état mécanique tout au long de l'intervalle temporel du cycle. Ainsi, pour des problémes
fortement non linéaires, il est difficile de corriger la qualité de la prévision réduite du champ
de déplacement pour toute I'histoire du chargement (3°™¢ stratégie), vu que le comportement
est évolutif au cours de cet intervalle. De méme, il est difficile a priori de définir, en cours
de simulation, des intervalles temporelles (2°™¢ stratégie) dans lequel la précision de la base
réduite est insuffisante, notamment avec des modéles de comportement complexes.
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CHAPITRE II. REDUCTION DIMENSIONNELLE APPLIQUEE AU
CHARGEMENT CYCLIQUE DE MATERIAUX A COMPORTEMENT
ELASTO-PLASTIQUE

Pour conclure, a partir du premier instant aprés initialisation, la résolution de I’équilibre
est effectuée en utilisant le modeéle d’ordre réduit 11.65 suivant une stratégie incrémentale.
Ensuite, pour chaque incrément de temps, 'estimation de la base réduite est vérifiée en
utilisant le critére I11.66. Si ||Rapr|| < €apr, le calcul se poursuit pour un autre incrément
en gardant la méme base. Sinon, la base est enrichie & partir des sous-espaces de Krylov
définis par :

(K9 = {Rarr}, [K{Rarr}, [KI*{Raprr}, -\ [K]" {Raprr}] (11.69)

ou ¢ est 'ordre de l'espace de Krylov. En pratique, le sous-espace de Krylov d’ordre 1 est
utilisé. Soit m le nombre de fois ou la base a été mise a jour, la nouvelle base enrichie pour
I'itération suivante est donnée par :

(@] = [ {K"}] = [@F . {Rapr}] (IL.70)

La procédure d’enrichissement de la base est répétée jusqu’a ||Rapr|| < €apr pour chaque
incrément.

5.3 Stabilité de la base APR

La stratégie adaptative incrémentale proposée consiste a enrichir la base, si besoin, par
un ensemble de sous-espaces de Krylov. Ceci peut conduire & une augmentation de la taille
du modele réduit 11.65 au cours de la simulation, et peut atteindre parfois la taille globale
du modele éléments finis. Pour s’affranchir de ce probléme, Ryckelynck et al. [212, ]
proposent de combiner ’enrichissement de la base avec une application d’une décomposition
KL ou bien une POD afin de diminuer le nombre de fonctions d’approximation ajoutées.
Dans le cadre de ce travail, une étude de stabilité de la base enrichie a été effectuée et
présentée dans les sections 5.2 (chapitre IIT) et 6.1 (chapitre IV) respectivement avec des
applications aux échelles macroscopique et microscopique. Les résultats ont conduit a la
stratégie suivante : le controle et 'enrichissement de la base réduite ne sont plus effectués
pour toute I'histoire & modéliser, mais uniquement pour un certain nombre de cycles apreés
initialisation. La figure I1.18 présente cette stratégie pour un exemple de trois cycles adaptés.
Par ailleurs, il a de noter que le nombre de cycles enrichis peut étre considéré comme un
paramétre de la méthode APR cyclique car il dépend de la non linéarité du comportement.

Dernier

Cyclel cycle2 Cycle3  Cycle 4 Cycle5  Cycle 6 controle Cycle 7 Cycle 8 Cycle 9 Cycle 10 weevreeereeeeennn.
| | | | | | [/ | | | >
{ { { \ \ el I T \ \ \
- ti-l ti ti+l Cycles
Calcul incrémental  Calcul incrémental  Construction Calcul avec le modele réduit et Modele réduit et garder la base
droite sans droite avec mémoirisation base adaptation constante
mémoirisation POD c

AU AU? ... AUM ®Y = POD([C
Q- AU AUZ . AUM (2] \))

AUY, AUR, ... AUY

FIGURE I1.18 — Stratégie d’initialisation et d’adaptation de la base réduite avec la méthode
APR
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5. LA METHODE APR CYCLIQUE

5.4 Variantes de la méthode APR cyclique

Tout comme la méthode PGD, I'implémentation de la méthode APR cyclique dans
le cadre d'un calcul non linéaire avec un chargement cyclique nous a conduit a plusieurs
possibilités d’implémentation. L’idée vient du fait que la solution du probléme est vérifiée
a chaque incrément de temps par deux critéres : un critére pour la convergence de la base
réduite (équation I1.66) avec une formulation POD-Galerkin, et un critére pour vérifier 'état
mécanique du probléme par une approximation EF-Galerkin. A titre de rappel, la condition
de convergence globale avec cette méthode est basée sur ’évaluation du résidu donné par :

{F54} — {FT 1}
{54

IR = < €tol (I1.71)

La convergence de I’état mécanique est satisfaite pour chaque incrément si les contraintes
plastiquement admissibles sont statiquement admissibles. Dans ce qui suit, les différentes
versions de la méthode APR cyclique proposées seront décrites.

5.4.1 APR-V1

Le critére de convergence global de I’équation I1.71 n’est vérifié que lorsque la prévision de
la base du champ de déplacement réduit est satisfaisante a I'incrément courant (||Rapr|| <
eapr). En tenant compte du critére de stabilité de la base APR proposée, cette stratégie
n’est appliquée que pour un certain nombre de cycles aprés initialisation de la base réduite
[®°]. La figure I1.20 présente lalgorithme de cette stratégie d’adaptation.

Il est également encore possible de diminuer le nombre de modes ajoutés aprés la phase
d’adaptation. Ceci est réalisé par une POD (ou une KLD) appliquée sur I’histoire de la base
réduite finale. A titre d’exemple, supposons que la base a été adaptée pour 3 cycles et p le
nombre total de modes enrichis. L’application d’'une POD sur [®,] conduit & obtenir une

nouvelle base [®,] de dimension (N, x p) telle que p" < p. Dans ce cas, le calcul se poursuit
avec un modéle d’ordre plus réduit avec une nouvelle base stable [®,] qui contient les modes
les plus représentatifs de [®,]. La figure 11.19 présente les étapes ainsi que le principe général

de la méthode APR-V1.

Contrdle et adaptation

Dernier de la base Calcul avec un modeéle
contrdle plus réduit et base
Cyclel ... Cycle 6 _ Cycle 6 Cycle 7 Cycle 8 Cycleo .. constante
| | Construction | m [ | ‘ ‘ | ‘ | | | >
| ‘ 0 hose - | L JJupl | | | Cycles
Calcul incrémental [(I)Jf] = POD([Q]) ti-1 ti ti+l
Avec mémoirisation POD Fin du 9éme
Calcul avec le modéle réduit et adaptation cycle
Mémoirisation de [(I)J.] [‘I’,::] = POD([(I’J:])

FIGURE II.19 — Principe général et les étapes de la méthode APR-V1

5.4.2 APR-V2

Le principe général de la méthode APR-V2 est similaire & celui de la APR-V1. La
seule différence est au niveau de la stratégie d’adaptation de la base réduite [®,]| apres
l'initialisation. Dans ce cas, le critére de convergence de la base (équation I1.66) n’est vérifié
que lorsque 'état mécanique du probléme est corrigé par une estimation Eléments Finis a
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( initialisation )

Calcul de 6 cycles avec la
méthode incrémentale droite

Initialisation la base POD
(@] =POD(Q) , m = 0

Tme cycle

Calcul du déplacement { AN}
avec le modéle réduit Eq. I11.65

m =m+1 Calcul du déplacement global

adaptation i M mi
de la base av) = (oA}

1

Convergence Eq. I1.66

[ iter = iter + 1 ]

non |Raprll < €arr

l oul

Calcul des champs SA l ?Ut} —|—_At
{o54}, {Ae} =
{U} + {AU}

Calcul des champs PA
(0P}, {7} ..

'

Convergence état non

mécanique Eq. I1.71

‘ oui

non

l ouli
[ Fin ]

FIGURE I1.20 — Algorithme d’adaptation de la méthode APR-V1
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I'incrément courant (||R|| < €r). De méme, une sélection des modes les plus représentatifs
de la base finale est effectuée par une application d’'une POD sur [®,]. Ceci conduit & un
modele d’ordre plus réduit avec une nouvelle base [®,]. Cette derniére sera constante pour
le reste du calcul. La figure I1.21 présente I'algorithme de cette stratégie d’adaptation.

5.4.3 APR-V3 et APR-V4

La méthode APR-V3 est une méthode APR-V1 en termes de stratégie de convergence,
mais la base [®,] obtenue aprés adaptation est utilisée pour le reste de calcul. En d’autres
termes, il n’y a pas d’application d'une POD pour avoir un modéle d’ordre plus réduit. De
méme pour la méthode APR-V4, une APR-V2 utilisant la base enrichie [®,] est appliquée
pour le reste du calcul. Le principe général de ces deux versions est donné par la figure
I1.18. La stratégie d’adaptation et de convergence est donnée par ’algorithme I1.19 pour la
méthode APR-V3, et 'algorithme I1.21 pour la méthode APR-V4.

L’apport de ces deux versions APR-V3 et APR-V4 concerne I'influence de la sélection
des modes les plus représentatifs d’une base déja enrichie au niveau de la réponse mécanique
ainsi que du temps CPU.

6 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a permis, en premier lieu, de présenter une étude qui vise & comparer deux
méthodes pour la détermination du cycle stabilisé en fatigue : la méthode cyclique directe
(DCA) et la méthode des sauts de cycles. La DCA a l'avantage d’étre la plus rapide, mais
prédit mal les grandeurs moyennes. La méthode des sauts de cycles donne de bonnes pré-
dictions, mais le gain en temps est trés dépendant de la non linéarité du matériau. Cette
limite peut étre défavorable avec des comportements fortement non linéaires. De plus, la
valeur adéquate du facteur de précision reste difficile & trouver.

Suite aux résultats obtenus, aucune des méthodes étudiées n’apporte entiére satisfaction
pour une utilisation avec un comportement a I’échelle microscopique. Au vu de ce constat,
le développement d’autres méthodes numériques couplées a la méthode des éléments finis
a été effectué. Le but étant de simuler des comportements fortement non linéaires de type
¢élasto-visco-plastique soumis a des chargements cycliques pour un grand nombre de ddl et
sur une grande période de temps.

Afin de réduire le temps de calcul, essentiellement da a la factorisation de la matrice de
rigidité, la premiére idée est de la maintenir constante. Dans ce cas, les seules non linéarités
sont dues a la loi de comportement élasto-visco-plastique. Il est par exemple possible de
mettre ce terme non linéaire dans le second membre du systéme linéaire et d’utiliser la ma-
trice de rigidité calculée avec les propriétés élastiques du matériau. Un premier algorithme &
été écrit dans ce sens avec une résolution incrémentale et une autre version non-incrémentale.
Cette derniére est appelée méthode incrémentale droite.

Ensuite, une combinaison de la version non-incrémentale avec une méthode de réduction
de modéle a été effectuée afin d’avoir une base plus riche. La Décomposition Généralisée
en modes Propres (PGD) a été choisie. Le principe général consiste a chercher la solution
du systéme linéaire définie sur ’ensemble du domaine espace-temps sous la forme d’une
somme de produits de fonctions de chaque variable. Cette utilisation offre la possibilité de
découpler les variables spatiales et temporelles et les champs de déplacement ne sont calculés
que pour un certain nombre de modes. La résolution est réalisée successivement jusqu’a la
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initialisation )

Calcul de 6 cycles avec la

méthode incré

mentale droite

Initialisation la base POD
(@] =POD(Q) , m = 0
Tme cycle

[ iter = iter + 1 ]

non

F1GURE I1.21 — Algorithme d’adaptation de la méthode APR-V2
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avec le modéle

réduit Eq. 11.65
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convergence du champ de déformation plastique du second membre, qui n’est pas connu a
priori. Deux possibilités d’utilisation de la méthode PGD ont été proposées.

Enfin, une troisiéme idée a été proposée dans ce chapitre et consiste a utiliser une autre
méthode de réduction adaptative a priori a caractére incrémental. Ceci a été effectué par
I’application de la stratégie de réduction adaptative APR comme solveur. [.’avantage étant
de résoudre le systéme linéaire avec un modeéle d’ordre réduit, en termes de nombre de ddl,
tout en gardant la matrice de rigidité constante. Une stratégie incrémentale d’amélioration
de la qualité de la base a été proposée dans ce cadre. Elle ne s’applique que pour un
certain intervalle de temps choisi. Le caractére adaptatif de la méthode a conduit & plusieurs
possibilités d’utilisation de la méthode APR cyclique selon la stratégie d’adaptation de la
base souhaitée.

Aprés avoir présenté les différentes méthodes numériques proposées dans ce travail, le
prochain chapitre concernera la mise en application de ces méthodes pour un cas élasto-
plastique avec chargement cyclique.
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Application a un cas élasto-plastique

sous chargement cyclique
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1. INTRODUCTION

1 Introduction

Aprés avoir proposée, dans le chapitre précédent, des méthodes numériques accélérées
pour la détermination du cycle stabilisé en fatigue notamment des méthodes de réduction
de modele, ce chapitre présente les résultats de calcul obtenus par ces méthodes avec un
modeéle mécanique particulier.

Avant d’analyser les pertinences des différentes méthodes proposées sur un cas trés com-
plexe (simulation d’un agrégat polycristallin), il nous a semblé utile de faire une étude
numérique sur un cas plus simple en plasticité Jy (le deuxiéme invariant du déviateur de
contrainte) avec une structure homogéne soumise a un chargement cyclique. Le but est de
comparer les performances de ces méthodes quant & la précision des résultats et du temps
CPU par rapport a la solution obtenue avec un calcul incrémental. Afin de mieux analyser
la convergence de ces méthodes, deux tailles de modéle et différents niveaux de chargement
sont étudiés.

La stratégie adoptée pour mettre en place les calculs avec le modéle numérique proposé
est tout d’abord présentée. Les réponses mécaniques des deux variantes de la méthode PGD
sont ensuite analysées. Une étude de sensibilité est réalisée sur le critére de convergence de la
PGD-V2. Par ailleurs, les résultats des différentes variantes de la méthode APR cyclique sont
détaillés. On s’appuie pour cela sur les réponses mécaniques obtenues comparées a la solution
incrémentale. Des études concernant 'influence de deux paramétres de la méthode APR
cyclique sont également explorées. Enfin, le temps de calcul avec les différentes méthodes
est présenté et les résultats obtenus sont discutés.

2 Moyens et outils de calculs

Toutes les méthodes numériques proposées ont été implémentées dans un code de cal-
cul académique développé au Laboratoire Angevin de Mécanique, Procédés et innovAtion
(LAMPA) par Robert et Mareau [208]. Ce code nous a permis d’effectuer la validation nu-
mérique de différentes méthodes avec des modeéles & 1’échelle macroscopique, présentés dans
ce chapitre, et a I’échelle de la microstructure élaborés dans le chapitre IV.

Les différentes méthodes utilisent la méme procédure numérique pour l'intégration du
modele de comportement : un schéma d’intégration de temps implicite. Pour tous les sys-
témes d’équation linéaire, la résolution a été réalisée par le solveur MUMPS [6]. Les calculs
ont été effectués avec un seul coeur sur un serveur de calcul de type DELL PowerEdge R710.

3 Description du modéle numérique

La validation numérique des différentes méthodes en plasticité Jy a été effectuée avec
un probléme classique de la mécanique des milieux continus : il s’agit de I’étude d’une
structure en trois dimensions présentant un défaut sphérique. Il est intéressant d’utiliser ce
genre de modeéle pour la validation numérique des différentes méthodes puisque la structure
comporte un défaut avec des gradients importants sur les champs mécaniques. Ce type de
modeéle regroupe des difficultés et des problématiques qui peuvent étre rencontrées pour des
applications académiques et industrielles.
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CHAPITRE III. APPLICATION A UN CAS ELASTO-PLASTIQUE SOUS
CHARGEMENT CYCLIQUE

3.1 Modéle géométrique continu et discret

Les calculs ont été effectués avec un modéle géométrique donné & la figure II1.1. Pour
des raisons de temps de calcul, la modélisation se résume au (%)‘”’w de la géométrie grace
aux conditions de symétrie. Avec les dimensions présentées, la structure posséde un défaut

de rayon Imm.

2mm

2mm

o

mm

R=1mm

FI1GURE III.1 — Description géométrique du modele utilisé pour la modélisation 3D

Le maillage de la structure est représenté a la figure II1.2 avec des éléments tridimen-
sionnels. La structure est maillée par des éléments volumiques tétraédriques a 4 noeuds de
type C3D4.

Afin d’analyser les différentes méthodes proposées en termes de temps de calcul, la
structure est maillée avec deux types de discrétisation spatiale : un modéle contenant 19809
ddl (~ 6601 noeuds et 30086 éléments) présenté a la figure I11.2a, et un deuxiéme modéle
plus raffiné qui contient 196668 ddl (~ 65556 nceuds et 362206 éléments) illustré a la figure
IT1.2b. Les résultats seront analysés en termes de contraintes et déformations moyennées sur
toute la structure ainsi que pour trois éléments choisis contenant des gradients importants
relatifs aux champs mécaniques. Ces éléments sont présentés a la figure II1.2 et appelés
élément a, élément b et élément c.

La modélisation utilisant le modéle contenant 30086 éléments sera appelée dans la suite
modeéle M1. La deuxiéme discrétisation spatiale sera appelée modéle M2.

3.2 Conditions aux limites

Les calculs ont été effectués avec un chargement de traction-compression cyclique en
déformation imposée et aussi en cisaillement cyclique. Il s’agit d’appliquer un champ de
déplacement sur le coté de I'ensemble des nceuds de la surface supérieure (023) suivant la
direction 1 en traction (figure I11.4) et la direction 2 en cisaillement. Les simulations ont été
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3. DESCRIPTION DU MODELE NUMERIQUE
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F1GURE II1.2 — Maillage de la structure présentant un défaut modéliser en 3D avec deux

types de discrétisations spatiales M1 et M2
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FIGURE II1.3 — Evolution du chargement appliqué avec une déformation macroscopique
purement alternée

— Un champ de déplacement macroscopique purement alterné sur ’ensemble des noeuds
de la surface supérieure (023) appelé X,,q, selon la direction 1;

— Un blocage en déplacement sur ’ensemble des nceuds de la surface (023) du coté
inférieur appelé X,,;, selon la direction 1;

— Un blocage en déplacement sur l’ensemble des nceuds de la surface (013) du coté
inférieur appelé Y,,.;, selon la direction 2;

— Un blocage en déplacement sur l’ensemble des nceuds de la surface (012) du coté
inférieur appelé Z,,;, selon la direction 3

En cisaillement, il est appliqué :

— Un champ de déplacement macroscopique purement alterné sur ’ensemble des noeuds
de la surface supérieure X, selon la direction 2;

— Un blocage en déplacement sur ’ensemble des noeuds de la surface supérieure X,
selon la direction 1;

— Un blocage en déplacement sur I’ensemble des noeuds de la surface inférieure X,,;,
selon la direction 1, 2 et 3;

3.3 Matériau et modéle de comportement

La loi de comportement utilisée dans ce travail est le modéle de comportement élasto-
plastique [108] & écrouissage cinématique non linéaire et isotrope non linéaire avec de ’élas-
ticité isotrope.

La relation entre les contraintes et déformations élastiques est définie par la loi de Hooke
généralisée (Eq. I11.1). La déformation totale est donnée sous la forme d’une somme des
déformations élastique et plastique (Eq. II1.2). La fonction de charge utilisée est celle de
von Mises représentée par 'équation I11.3. Elle est décrite par une variable d’écrouissage
isotrope R présentée a l'aide de 1’équation II1.6, et une variable cinématique X donnée par
I’équation I11.4. o

{o} = [C{e"} (IL.1)
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3. DESCRIPTION DU MODELE NUMERIQUE

—
Déplacement

— > appliqué

surface Xmin

\ D

surface Xmax
surface Ymin

surface Zmin

FIGURE III.4 — Conditions aux limites appliquées en traction sur une structure présentant
un défaut modélisé en 3D

{e} = {°} +{e"} (I11.2)

flo,.X,R)=Jo(c — X)— R— 0y (I11.3)
X =ca (I11.4)
a=¢—d\a (IIL.5)
R=Q(1—e") (I11.6)

Le matériau utilisé dans les différentes modélisations est un acier inoxydable austénitique
AISI 316L. Les différents paramétres matériau de la loi élasto-plastique ont été identifiés
par Guerchais [91] a I'aide d’essais cycliques a amplitude de déformation totale imposée. Les
parameétres matériau identifiés sont reportés dans le tableau III1.1.

Elasticité isotrope Ecrouissage isotrope Ecrouissage cinématique
E (GPA) v oo (MPa) | @ (MPa) b | ¢ (MPa) d
194 0.284 129 142 6.88 | 7.0510° 3.08 103

TABLE II1.1 — Paramétres du matériau AIST 316L identifiés par [91] pour la loi de compor-
tement élasto-plastique

Dans ce qui suit, nous commencons par une étude qui vise & comparer la précision des
résultats macroscopiques avec les différentes méthodes proposées au chapitre II par rapport
a la solution obtenue par un calcul incrémental. Ensuite, une étude sur le temps de calcul
sera conduite.
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CHAPITRE III. APPLICATION A UN CAS ELASTO-PLASTIQUE SOUS
CHARGEMENT CYCLIQUE

4 Reésultats de la méthode PGD

4.1 Introduction

Cette partie présente les résultats de la méthode PGD avec le modeéle présenté précé-
demment. A titre de rappel, deux versions de la méthode PGD ont été proposées : PGD-V1
({AQP} calculé incrémentalement) et PGD-V2 ({AQP} calculé avec {AU} convergé).

Les résultats sont évoqués de la facon suivante. Dans un premier temps la convergence de
la méthode PGD-V1 sera étudiée avec le premier cycle. Ensuite, une étude sur le critére de
convergence de la PGD-V2 sera abordée. Le but est d’analyser I'influence de ’enrichissement
de la base spatio-temporelle sur la réponse mécanique ainsi que sur le temps de calcul. Enfin,
les résultats en termes de réponse mécanique pour les deux versions de la PGD seront
présentés et comparés a la solution incrémentale.

4.2 Convergence de la méthode PGD

Afin de bien appréhender les résultats obtenus avec la PGD, les figures I11.5, I11.6 et
I11.7 illustrent la convergence de la méthode PGD-V1. Ils se référent aux résultats des six
premiers modes du premier cycle issus du modeéle qui comporte 30086 éléments avec un
chargement en traction-compression et une déformation macroscopique imposée de 0.2%.

Il est important de rappeler qu’avec la deuxiéme version de la PGD, le terme non linéaire
est calculé incrémentalement. Autrement dit, { AQP} est mis & jour pour un champ de dépla-
cement calculé pour un seul enrichissement de la PGD. L’approximation spatio-temporelle
du champ de déplacement exprimée sous la forme séparée, pour les six premiers modes, est
donnée par :

[AUpcp] = mz:: o' {AUx} @ {AU} (IIL.7)

La figure II1.5 présente I’évolution des six premiers modes temporels du champ de déplace-
ment { AU}, et la figure IT1.6 illustre les six premiers modes spatiaux { AU }* qui traduisent
la représentation tensorielle I11.7 de la solution.

Pour chaque enrichissement du champ de déplacement (Eq. I11.7), la figure I11.7 présente
les résultats de la réponse mécanique en termes de contrainte-déformation moyennées sur
toute la structure. La figure II1.7a illustre I’évolution de la solution, avec les six premiers
modes, qui converge vers une solution finale présentée a la figure I11.7b avec 75 modes.
Nous pouvons remarquer que le premier enrichissement (Fig. III.7a) donne une réponse
particuliére (proche du linéaire), ce qui est logique étant donné que le terme non linéaire
n’est pas connu a priori (et donc nul pour cet enrichissement). Le reste des enrichissements
tendent & se rapprocher de la courbe a la convergence (Fig. II1.7b). Aussi, il est a noter
que la réponse est toujours éloignée de la solution avec des incréments de temps particuliers
(sauf au début et a la fin) du fait du calcul incrémental de la loi de comportement.
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FIGURE II1.5 — Evolution des fonctions de la base temporelle avec les six premiers modes du
premier cycle avec le modéle M1 pour un chargement en traction-compression de £y = 0.2%
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premier cycle avec le modéle M1 pour un chargement en traction-compression de E1; = 0.2%
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‘moge 1 — ‘ conver‘ge’
mode 2
300 | mode 3 et 300
mode 4 / —
200 | mode 5 o 200
mode 6
< 100 = 100
o o
= Z 0
W _100 ~ -100
200 200
300 [ -300 —
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Eqq Eyq
(a) Résultats avec les six premiers modes (b) Reésultat convergé du premier cycle

FIGURE II1.7 — Convergence de la méthode PGD-V1 en termes de contrainte-déformation
Y11 — F1; macroscopiques moyennées sur toute la structure avec le premier cycle pour le
modeéle M1 et avec un chargement en traction-compression de Ej; = 0.2%

4.3 Influence de ’enrichissement de la méthode PGD

La résolution avec la méthode PGD est effectuée a partir d'une approximation en espace
et en temps suivant une stratégie itérative non-incrémentale. Ainsi, le schéma numérique
proposé est basé sur un critére de convergence permettant de vérifier la validité de la solution
spatio-temporelle & la fin de chaque cycle.

Avec la premiére version de la PGD, la résolution numérique du probléme est effectuée
itérativement (la non linéarité {AQP} est calculée fonction par fonction). Pour chaque ajout
d’une fonction supplémentaire, le critére de convergence vérifiant les nouvelles fonctions
d’enrichissement est basé sur un seul processus itératif en évaluant 1’équilibre du probléme.
Dans ce cas, le paramétre de la tolérance PGD-V1 est fixé a epgp = 107 (méme valeur que
celle de la méthode incrémentale).

Contrairement a la PGD-V1, a chaque itération, la convergence mécanique du probléme
avec la PGD-V2 est effectuée avec un champ de déplacement vérifiant la convergence pour
toutes les fonctions nécessaires. Dans ce cas, deux processus itératifs sont introduits afin de
vérifier la qualité de la solution finale. Chacun est lié¢ & un critére de convergence vérifiant
la validité de la solution. Le premier critére concerne principalement la qualité du champ de
déplacement, enrichi & un ordre m, en vérifiant I'inégalité de I’équation 11.43 (Rpgp < €pap)-
Ce critére permet d’arréter le processus d’enrichissement. Le deuxiéme critére sert a évaluer
I’équilibre du probléme donné par le champ de déplacement, enrichi jusqu’a la convergence
de la base PGD, en vérifiant I'équation I1.15 (ReSgroite < €101). Si cette condition n’est
pas vérifiée, le probléme est recalculé pour une itération supplémentaire afin de corriger la
prévision de la base spatio-temporelle en utilisant une correction de type Eléments Finis.
Comme le critére epep permet d’arréter le processus d’enrichissement de la base spatiale et
temporelle, il est notamment li¢, d’une part, a la qualité de la prévision de la base PGD, et
d’autre part au temps CPU par le fait que le nombre de modes enrichis est proportionnel
au temps de calcul. Cette étude vise a tester I'influence de ce paramétre pour deux valeurs
de critére de convergence epgp. Pour ce faire, deux cas de figure avec la méthode PGD-V2
sont examinés :

1°" cas : {AQP} calculé avec {AU} convergé pour ||Rpapl|| < epgp = 1074
2ime cas : {AQP} calculé avec {AU} convergé pour |[Rpep|| < epep = 1073
Pour les deux cas présentés, 1’équilibre du probléme avec la PGD-V2 est vérifié pour une
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4. RESULTATS DE LA METHODE PGD

valeur de tolérance fixée & epgp = 1074 (méme valeur que celle de la méthode incrémentale).
Afin d’étudier les deux cas proposés, des simulations sont effectuées pour 100 cycles de
chargement avec les deux discrétisations spatiales. Une variété d’amplitude de déformation
macroscopique est appliquée allant de 0.2% jusqu’a 0.6%.

Les réponses mécaniques contrainte-déformation macroscopiques du dernier cycle avec
le modéle M1 et M2 sont présentées respectivement aux figures I11.8 et I11.9. Chaque ligne
correspond & un niveau de chargement appliqué. Le temps de calcul est aussi présenté en
fonction du nombre de cycles, pour les deux valeurs de tolérance utilisées.

Quel que soit le cas de chargement, les réponses contrainte-déformation macroscopiques
du 100°™ cycle montrent que la solution obtenue avec une tolérance 10~2 est quasiment la
méme que a celle avec une tolérance de 107*. Cependant, les résultats pour le modéle M1
sont donnés jusqu’a E; = 0.6% de déformation imposée, alors que pour le modéle M2 ils
le sont jusqu’a Ey; = 0.4%. Cela est dii au fait que la méthode PGD-V2 diverge avec un
critére de convergence égale 4 10~ pour un modéle contenant un grand nombre de ddl et
une valeur de déformation macroscopique appliquée au dela de Ej; = 0.5%. Le nombre de
fonctions utilisées pour la convergence du champ de déplacement, limité par epgp = 1073,
n’est en effet pas suffisant pour obtenir la convergence mécanique. Dans ce cas, le calcul
diverge dans le sens ot la solution évolue toujours d’une itération a l’autre sans se stabiliser.
Ces résultats sont observés avec le modéle M1 pour un chargement appliqué au dela de
E1; = 0.6% en utilisant un critére de convergence plus restrictif (epgp = 1072). Ainsi, en
augmentant la non linéarité du comportement, il faut un nombre minimum de fonctions
dans la base spatio-temporelle pour approcher au mieux la solution & la convergence.

Les figures II1.8b, I11.8d, ITI.8f et III.8h illustrent 1’évolution du temps de calcul, pour
les deux valeurs de tolérance, en fonction du nombre de cycles avec le modéle M1. Pour la
deuxiéme discrétisation spatiale utilisée, ces résultats sont représentés sur les figures I11.9b,
I11.9d et II1.9f. Au vu de ces résultats, il est clair que, pour tous les cas étudiés, la méthode
PGD-V2 avec un critére de convergence 103 est plus rapide qu’avec 107*. En effet, pour
un chargement de F; = 0.2% avec le modéle M1, un gain de temps de 34% est obtenu avec
epgp = 1072 par rapport au epgp = 10~%. Ces gains sont aussi obtenus avec le modéle M2,
ot le deuxiéme cas réduit le temps de calcul par un facteur 3 pour Ej; = 0.2%. Ces gains
sont intéressants et ils peuvent étre expliqués par le fait qu’'une diminution de la précision
de convergence entraine une réduction du nombre d’enrichissement nécessaire. Les figures
I11.10a, pour epgp = 1074, et I11.10b, pour epgp = 1073, présentent 1’évolution du nombre
de modes PGD utilisés en fonction du nombre de cycles pour les deux critéres de convergence
et un chargement E7; = 0.2%. Ces résultats correspondent au nombre de modes cumulés
pour toutes les itérations nécessaires par cycle. L’évolution de la convergence de la solution,
pour le modéele M1, nécessite une centaine de fonctions au cours des 50 premiers cycles
avec epgp = 1074, alors qu’avec epgp = 1072, la solution converge a la fin de chaque cycle
en moyenne avec une vingtaine de fonctions. Une diminution du nombre d’enrichissements
d'un cycle a l'autre est observée, pour les deux cas étudiés, jusqu’a atteindre, au 100°™¢
cycle, 74 modes avec le premier cas et 14 modes avec le second. Cette différence en nombre
d’enrichissements conduit & un gain en temps CPU obtenu en utilisant une tolérance de
epep = 1073, Autrement dit, le nombre de modes enrichis dans la base spatio-temporelle
est fortement lié au nombre d’opérations concernant le calcul des deux systémes linéaires de
I’étape d’enrichissement de la PGD. Par ailleurs, il est clair que le gain en temps CPU avec
le deuxiéme critére est plus significatif en augmentant la discrétisation spatiale du modele,
vu le nombre de modes utilisés (figure I11.10).

La modélisation avec une tolérance de epgp = 1072 peut entrainer une augmentation
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FIGURE II1.8 — Réponses macroscopiques 311 — Fj; du dernier cycle (aprés 100 cycles)
et évolution du temps CPU pour le modéle M1 obtenus avec deux valeurs de tolérance
proposées 1073 et 10~*
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FIGURE II1.9 — Réponses macroscopiques 31; — F1; du dernier cycle (aprés 100 cycles)
et évolution du temps CPU pour le modéle M2 obtenus avec deux valeurs de tolérance
proposées 1073 et 1074

du temps de calcul au cours de la simulation par rapport a epgp = 107* (figure IT1.8f).
Cela s’explique par une augmentation du nombre d’itérations nécessaires a la convergence
mécanique avec le deuxiéme cas. En effet, la prévision de la base spatio-temporelle avec un
nombre réduit de modes n’est pas satisfaisante pour bien représenter le champ de déplace-
ment résultant du systéme linéaire. Cela entraine davantage de corrections de type Eléments
Finis afin de bien corriger I’état mécanique du probléme.

Pour conclure, les différentes simulations effectuées ont permis d’analyser 'influence de
I’enrichissement PGD sur la réponse mécanique, le temps de calcul ainsi que la convergence
de 'état mécanique. La méthode PGD-V2 avec une tolérance de epgp = 1072 n’est pas
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toujours applicable pour tous les niveaux de chargement utilisés. En revanche, au vu du
gain de temps de calcul observé, cette version de la méthode PGD-V2 est plus efficace et
intéressante avec une non linéarité faible du comportement (pour un maximum de défor-
mation macroscopique appliquée 11 = 0.5%). Ainsi, dans ce qui suit, les résultats de la
réponse mécanique ainsi que le temps CPU pour la méthode PGD-V2 seront présentés avec
une tolérance de epgp = 1075.

4.4 Réponse mécanique de la méthode PGD

Cette partie présente les résultats des deux variantes de la méthode PGD en termes de
réponse mécanique macroscopique. Ces résultats seront comparés a ceux du calcul incré-
mental et de la méthode incrémentale droite avec deux types de chargement : traction et
cisaillement.

4.4.1 Reésultats en traction

La figure II1.11 illustre les courbes contrainte-déformation moyennées sur toute la struc-
ture suivant la direction de chargement pour le modéle M1 (1¢7¢ colonne) et M2 (2°™¢
colonne).

Au vu de ces résultats, les réponses obtenues par les méthodes PGD avec le modéle
M1 sont équivalentes a celles du calcul incrémental et incrémental droite en termes de dé-
formation et contrainte moyennes de la solution, pour les différents cas de chargement :
Ey = 02% (Fig. 1I1.11a), £y = 0.3% (Fig. 111.11c) et Ey; = 0.4% (Fig. 111.11e). Tout
comme dans le cas précédent, les résultats issus du modéle M2 montrent une bonne préci-
sion de la réponse macroscopique obtenue avec les méthodes PGD en comparaison avec la
méthode incrémentale pour les différents cas étudiés : Fy; = 0.2% (Fig. I11.11b), E1; = 0.3%
(Fig. 111.11d) et £y = 0.4% (Fig. II1.11f).

La figure II1.12a illustre les distributions des champs de contrainte de von Mises, a la
fin du 100°™ cycle, données par la méthode incrémentale et les deux méthodes PGD. Elles
sont obtenues pour un chargement de E1; = 0.2% et avec le modéle M1. Les résultats des
différentes méthodes sont trés proches. De plus, il apparait clairement que les fortes valeurs
de contrainte sont obtenues au pied du défaut. Ces résultats sont présentés a la figure I11.12b
pour le modéle M2 avec la méme condition du chargement. En raison de la concentration

101



400 — ; 400 — ‘
incrémentale o incrémentale o
300 incrémentale—doite - 300 incrémentale—doite -
PGD_V1 ............ PGD_V1 ............
200 PGD-V2 PGD-V2 >
E 100 ﬁﬁﬁ
= o oo 5 f
L=100 %ff?? ’éﬁ
gﬁf ﬁ

00
—0.002-0.0015-0.001-0.0005 0

4. RESULTATS DE LA METHODE PGD

00
—0.002-0.0015-0.001-0.0005 0

0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0005 0.001 0.0015 0.002
Eq Eq
(a) E11 = 0.2% modele M1 (b) E11 = 0.2% modeéle M2
600 T T T 600 T T T
incrémentale a incrémentale o
incrémentale-doite S incrémentale-doite 2 =
400 PGD=V{ -eeeeeene 400 PGD=V{ oo
PGD-V2 = PGD-V2 A
— o ﬁ — ot ﬁ
< 200 s S 200 i
= Pl S e
= 0 ﬁﬁ;ﬁg = 0 %g
W_200 ﬁg 200 ﬁ@f
—400 o -400 e

00
-0.003 -0.002 -0.001 0

Eq4

0.001

0.002  0.003

(c) E11 = 0.3% modéle M1

00
-0.003 -0.002 -0.001 0

0.001
Eq4

(d) E11 = 0.3% modéle M2

0.002

0.003

800 ‘incrémen‘tale 5 ‘incrémen‘tale 5
600 | incrémentale-doite a incrémentale-doite a ﬁ
PGD=V -weeeeeeen PGD=V oo
400 PGD-V2 PGD-V2 o
= 0 fﬁf ‘@@g@’ﬁ@f
/200 ﬁﬁﬁ gﬁ o
_400 i _aa@gé ﬁ
o o
-600
-800 -800
—0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0.003 0.004 —0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0.003 0.004

Eq4

Eq4

(e) E11 = 0.4% modéle M1 (f) E11 = 0.4% modele M2

FiGURE III.11 — Comparaison des résultats contrainte-déformation Y11 — F1; macroscopiques
du dernier cycle obtenus par le calcul incrémental et la PGD sous différentes amplitudes de
déformation imposées et avec les modeéles M1 et M2
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de contrainte, les champs de contrainte de von Mises les plus élevés sont présents autour
du défaut. De plus, les iso-valeurs obtenues par les méthodes PGD sont satisfaisantes par
rapport au calcul incrémental.

Calcul incrémental Calcul avec la PGD-V1 Calcul avec la PGD-V?2
(a) Résultats M1

Calcul incrémental Calcul avec la PGD-V1 Calcul avec la PGD-V2
(b) Résultats M2

FI1GURE III.12 — Distribution des contraintes de von Mises obtenues par les méthodes incré-
mentales et les méthodes PGD pour le modeéle M1 et M2 avec un chargement de 0.2%

La figure III.13a illustre les distributions du champ de déformation plastique obtenues
avec le modeéle M1 et la méthode incrémentale ou les deux variantes de la PGD. Ces résultats
sont donnés a la fin de la premiére séquence du 100°™¢ cycle et pour un chargement de
Ey1 = 0.2%. Ce graphique montre que les champs de déformation plastique maximales
apparaissent en surface du trou et les iso-valeurs prédites par les méthodes PGD sont treés
proches de la méthode incrémentale. Ces résultats sont aussi observés en figure I11.13b avec
la deuxieme discrétisation spatiale. Des écarts sont constatés au niveau des extremums du
champ de déformation plastique avec un écart relatif maximum inférieur a 8%.

Les réponses mécaniques macroscopiques obtenues dans les éléments choisis précédem-
ment (élément a, b et ¢) sont présentées dans des diagrammes contrainte-déformation en
figure I11.14 pour le dernier cycle de chargement. Les composantes des contraintes Y7, Yoo
et des déformations Eyy, Eao sont analysées pour le modéle avec les configurations M1 (Fig
[11.14a, I11.14c et 111.14e) et M2 (Fig I11.14b, I11.14d et I11.14f). L’amplitude de déformation
macroscopique appliquée est de E; = 0.2%. Au vu des diagrammes contrainte-déformation,
une bonne adéquation entre les boucles d’hystérésis issues des méthodes incrémentale et in-
crémentale droite et celles prédites par les deux versions de la méthode PGD est observée.

4.4.2 Reésultats en cisaillement

Cette partie présente les résultats en cisaillement des deux méthodes PGD en comparai-
son avec les méthodes incrémentale et incrémentale droite. Tout comme dans le cas de la
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Calcul incrémental Calcul avee la PGD-V1 Calcul avec la PGD-V2
(a) Résultats M1

Calcul incrémental Calcul avec la PGD-V1 Calcul avec la PGD-V2
(b) Résultats M2

F1GURE III.13 — Champs de déformation plastique obtenus par la méthode incrémentale et
les méthodes PGD avec le modéle M1 et M2 pour un chargement de 0.2%

traction, 100 cycles ont été simulés avec une discrétisation de 200 incréments par cycle. Les
composantes de cisaillement en contrainte (X;3) et en déformation (Ej5) sont analysées.

Les réponses mécaniques macroscopiques moyennées sur toute la structure, selon la di-
rection du chargement, sont présentées dans un diagramme contrainte-déformation en figure
IT1.15. Ces résultats sont obtenus lors du dernier cycle de chargement pour chaque condition
de chargement ainsi que pour les deux discrétisations spatiales. Au vu de ces résultats, les
réponses mécaniques des deux méthodes incrémentales sont correctement prédites par les
deux méthodes PGD.

Les champs de contrainte de von Mises donnés suivant la direction de chargement, par
la méthode incrémentale ainsi que les méthodes PGD, sont présentés a la figure I11.16a avec
le modéle M1. Ces résultats sont obtenus a la fin du dernier cycle et pour un chargement de
Ei = 0.2%. Pour la deuxiéme discrétisation spatiale, ces résultats sont illustrés a la figure
IT1.16b. Ces graphiques montrent que les deux variantes de la méthode PGD donnent des
résultats trés proches de ceux de la méthode incrémentale.

Les figures I11.17a (modéle M1) et II1.17b (modéle M2) illustrent la distribution des
champs de déformation plastique prédites par les différentes méthodes suivant la direction
de chargement. Ces résultats sont obtenus a la fin de la derniére séquence du dernier cycle
et pour un chargement de F; = 0.2%. Au vu de ces résultats, il est clair que les gradients
importants apparaissent autour du défaut. Aussi, une bonne corrélation est notée entre les
champs de déformation plastique donnés par la méthode incrémentale et par les méthodes
PGD. Dans le cadre du modéle M2, des écarts sont constatés avec la PGD-V2 pour les
extremums iso-valeurs de la déformation plastique avec un écart relatif maximal qui n’excéde
pas 5%.

Suite aux différents résultats analysés, nous pouvons conclure que la méthode PGD
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FIGURE II1.14 — Diagrammes contrainte-déformation macroscopiques du 100°™¢ cycle dans
les éléments a, b et ¢ obtenus par le calcul incrémental et la PGD pour une déformation
imposée 0.2% et avec les modeles M1 et M2
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Fi1GURE III.15 — Diagrammes contrainte-déformation ;5 — Ej5 macroscopiques en cisaille-
ment du 100°™ cycle obtenus par le calcul incrémental et la PGD sous différentes amplitudes
de déformation imposées et avec les modéles M1 et M2
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Calcul incrémental Calcul avec la PGD-V1 Calcul avec la PGD-V2
(a) Résultats M1

Calcul incrémental Calcul avec la PGD-V1 Calcul avec la PGD-V2
(b) Résultats M2

F1GURE II1.16 — Contraintes de von Mises obtenues par les méthodes incrémentales et les
méthodes PGD pour les modéles M1 et M2 et avec un chargement en cisaillement de 0.2%

prédit bien les réponses mécaniques en traction et en cisaillement cycliques avec un modéle
de comportement en plasticité Jo. Ces constats sont faits pour une variété d’amplitudes
de chargement en déformations macroscopiques et pour deux types de discrétisation du
maillage.

Aprés avoir présenté les différents résultats des deux versions de la méthode PGD, la
section suivante illustre la méme démarche pour les différentes versions de la méthode APR
cyclique.

5 Reésultats de la méthode APR cyclique

5.1 Introduction

L’autre idée proposée dans ce travail consiste a utiliser le principe de la méthode APR
pour des problémes mécaniques non linéaires sous chargements cycliques.

La méthode APR est utilisée pour la résolution de l’étape globale avec un systéme
d’ordre réduit afin de diminuer le cotit numérique de la résolution du systéme linéaire. La
base réduite est construite a partir d’une approximation SVD formée par les vecteurs propres
les plus optimaux. Cette base est déduite a partir des snapshots d’'un calcul Eléments Finis
complet (calcul avec la méthode incrémentale droite) des premiers cycles. Toutefois, une
stratégie adaptative incrémentale de la base a été proposée afin de corriger ’estimation de
la base réduite au cours de la simulation. Les inconnues sont les variables réduites {AA} du
champ de déplacement et la nouvelle base enrichie [®,] pour chaque intervalle [¢;,t;,1]. Tout
comme pour la méthode PGD, suivant la stratégie itérative proposée, plusieurs versions
d’implémentation de cette méthode ont été proposées :
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Calcul incrémental Calcul avec la PGD-V1 Calcul avec la PGD-V2
(a) Résultats M1

Calcul incrémental Calcul avec la PGD-V1 Calcul avec la PGD-V?2
(b) Reésultats M2

F1GURE III.17 — Champs de déformations plastiques obtenus par la méthode incrémentale
et les méthodes PGD avec les modéles M1 et M2 pour un chargement en cisaillement de
0.2%

APR-V1 : Etat mécanique corrigé avec une estimation réduite adaptée a chaque incré-
ment. A la fin de 'adaptation, une diminution du nombre de modes enrichis est
obtenue par ’application d’'une POD ou une KLD sur la base adaptée.

APR-V2 : Une adaptation de la base réduite pour un état mécanique corrigé a chaque
incrément. Une diminution du nombre de modes enrichis est ensuite obtenue par
I’application d’'une POD ou une KLD sur la base adaptée

APR-V3 : APR-V1 sans l'application d'une POD ou KLD & la fin des cycles adaptés
(derniére étape de la APR-V1)

APR-V4 : APR-V2 sans l'application d'une POD ou KLD & la fin des cycles adaptés
(derniére étape de la APR-V2)

Les résultats des différentes stratégies décrites ci-dessus sont présentés de la fagon sui-
vante. Dans un premier temps, une étude de stabilité de la base réduite est proposée. Ensuite,
une étude sur l'influence du choix de l'initialisation de la base réduite est conduite. L’in-
fluence de 'amplitude de chargement appliquée sur le comportement de la méthode APR
cyclique en termes de réponse mécanique, est aussi analysée. Enfin, les résultats en termes
de réponse mécanique macroscopique sont présentés et comparés a la solution obtenue par
la méthode incrémentale.

5.2 Etude de stabilité de la base APR cyclique

La modélisation avec la méthode APR cyclique consiste a résoudre un systéme linéaire
d’ordre réduit, grace a une approximation d’une base spatiale. Une stratégie d’adaptation
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de la base réduite est utilisée a chaque pas de temps afin de corriger, si nécessaire, ’estima-
tion réduite du champ de déplacement a l'incrément courant. La taille du modéle d’ordre
réduit est évolutif et peut atteindre parfois la taille globale du modéle Eléments Finis. La
figure II1.18 présente un exemple d’évolution de la taille du modele réduit aprés 50 cycles
de chargement pour le modéle M1. La résolution du systéme linéaire réduit a débuté avec
un nombre de modes qui vaut 118 et atteint 1610 aprées 50 cycles. Par ailleurs, le carac-
tere itératif adaptatif de la méthode, en termes de nombre de calculs du résidu I1.66 ainsi
que d’enrichissement & chaque incrément de temps, engendre un cotit de calcul significatif
et proportionnel au nombre de cycles et dépendant du modeéle de comportement utilisé.
Pour éviter cet écueil, une solution a été proposée (c.f. section 5.3 chapitre II) consistant &
maintenir la base stable aprés un certain nombre d’enrichissements.
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FIGURE II1.18 — Evolution de la taille du modéle réduit en fonction du nombre de cycles
pour la méthode APR cyclique

La figure II1.19 illustre le nombre de modes enrichis par cycle pour les deux stratégies
d’adaptation (APR-V3 1°¢ colonne et APR-V4 2¢™¢ colonne) durant 30 cycles de charge-
ment. L’initialisation de la base est effectuée avec une SVD appliquée pour plusieurs cas :
au 1°7, 3¢ et 6°™¢ cycle. Ces résultats sont issus d’une modélisation avec le modéle M1
pour trois amplitudes de déformation macroscopique appliquées : E1; = 0.2% (1¢7¢ ligne),
Ey = 0.3% (2™ ligne) et Ey; = 0.4% (3% ligne). Chaque cycle est discrétisé avec 200
incréments de temps.

Ces résultats montrent que quel que soit le cas de chargement, seuls les premiers cycles,
avec une résolution du modeéle d’ordre réduit, sont les cycles dans lesquels il y a le plus
d’enrichissement. En particulier, I'enrichissement est effectué principalement au premier
cycle. Ensuite, il devient plus stable lorsque I’évolution de la solution devient plus faible.
Plus le nombre de cycles augmente, plus le comportement s’adapte. Cela conduit & une taille
du probléme rapidement stabilisée. A titre d’exemple, pour un chargement de E;; = 0.3%
et une SVD au sixiéme cycle avec la stratégie APR-V3, 68 fonctions ont été enrichies durant
le premier cycle. Ensuite, ce nombre évolue dans une deuxiéme phase vers 20 fonctions a
partir du 3¢ cycle d’adaptation. Enfin, le nombre de fonctions enrichies diminue au fur et
a mesure que le nombre de cycles augmente et atteint en moyenne 7 fonctions enrichies par
cycle & partir du 24°™¢ cycle. Suite & ces résultats, la stratégie d’adaptation de la base réduite
avec la méthode APR cyclique est la suivante : apres initialisation de [®Y], les controles de
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la précision de la base et de I'enrichissement, & chaque incrément de temps, ne sont effectués
que pour les trois premiers cycles aprés l'initialisation. Cette stratégie d’adaptation est
présentée a la figure I1.18. Le reste des résultats de la réponse mécanique ainsi que le temps
CPU seront présentés en utilisant cette technique de résolution.
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FIGURE II1.19 — Evolution du nombre d’enrichissement par cycle avec les méthodes APR-
V3 et APR-V4 pour le modéle M1 avec trois amplitudes de déformation macroscopique

appliquées
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5.3 Influence du choix d’initialisation de la base

La méthode APR cyclique permet d’exprimer le champ de déplacement {AU} a partir
d’une base spatiale réduite [®,] qui traduit les fonctions de formes reliées a des champs de
déplacement réduits {AM}. Avec cette méthode, linitialisation la base [®0] est effectuée en
utilisant une démarche a posteriori sur I'histoire du champ de déplacement. Ce dernier est
calculé a partir d’un calcul complet de type Eléments Finis par la méthode incrémentale
droite. Par ailleurs, les travaux de Ryckelynck [222] et Verdon [219] ont montré que le choix
de l'initialisation de la base est directement lié¢ a la vitesse de convergence de I’algorithme
et non a la qualité de la solution. Cette partie vise a présenter l'influence du choix de
I'initialisation de cette base sur la réponse mécanique ainsi que sur le gain en temps CPU
pour un modéle de comportement en plasticité macroscopique. Pour ce faire, deux stratégies
de calcul de la méthode APR cyclique ont été comparées :

Premier cas Une estimation de [®] est réalisée pour I'histoire du premier cycle :
— Calcul incrémental du premier cycle avec une mémorisation de I’histoire du champ
de déplacement [AU(X,1)]
— SVD tronquée appliquée sur [AU(X,t)]
— Adaptation de la base réduite, si nécessaire, pour les trois premiers cycles qui
succédent a l'initialisation

Deuxiéme cas Une estimation de [®2] est conduite a la fin du sixiéme cycle :
— Calcul incrémental de six cycles avec une mémorisation de 1’histoire du champ de
déplacement [AU(X,t)] effectuée a partir du 4™ cycle
— SVD tronquée appliquée sur [AU (X, t)]
— Adaptation de la base réduite, si nécessaire, pour les trois premiers cycles qui
succédent a l'initialisation

Les réponses mécaniques macroscopiques, obtenues lors du 100°™¢ cycle de chargement
sont présentées dans les diagrammes contrainte-déformation en figure I11.20 pour les mé-
thodes APR-V3 et APR-V4 avec les deux stratégies citées ci-dessus. Ces résultats corres-
pondent & une variété d’amplitudes de déformation macroscopique appliquées et pour les
deux modeles M1 (Fig. I11.20a, I11.20c, I11.20e) et M2 (Fig. I11.20b, I11.20d).

Au vu de ces résultats, et pour toutes les valeurs de chargement appliquées, les méthodes
APR-V3 et APR-V4 avec la stratégie du 2°¢ cas prédisent les mémes réponses mécaniques
macroscopiques que celles du 1¢" cas. L’initialisation de la base réduite pour la méthode APR
cyclique n’a pas d’influence sur la qualité des résultats macroscopiques pour un modeéle de
comportement en plasticité macroscopique.

L’évolution du temps de calcul en fonction du nombre de cycles est illustrée en II1.21.
Le but est d’étudier I'influence du critére d’initialisation de la base réduite sur le gain en
temps CPU. Ces résultats sont présentés pour les différentes conditions de chargement et
avec les deux discrétisations spatiales. Il est clair que, pour tous les cas étudiés, les deux
méthodes de ’APR cyclique avec la stratégie du deuxiéme cas proposée est plus rapide par
rapport a celle du premier cas. En effet, pour une faible discrétisation spatiale du modéle et
un chargement de Ey; = 0.4%, le deuxiéme cas avec ’APR-V3 permet un gain de temps de
34% par rapport au premier cas (Fig. I11.21c) et un gain de 25% avec la méthode APR-V4
(Fig. I111.21d) pour une solution aprés 100 cycles. Pour le modéle M2 et un chargement de
Ei1 = 0.2%, les méthodes APR-V3 et APR-V4 avec une base initiale construite au sixiéme
cycle permettent un gain de temps respectivement de 27% et 23% (Fig. 111.21g et I11.21h)
par rapport a une base construite a la fin du premier cycle.

Au vu des résultats en temps CPU pour les différentes amplitudes de chargement appli-
quées, il est clair que plus la non linéarité du comportement est grande plus 'influence de
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FI1GURE II1.20 — Influence de l'initialisation de la base réduite pour les résultats macrosco-

piques du 100°™¢ cycle obtenus pour plusieurs valeurs de déformation imposées et avec le
modeéle M1 et M2

I'initialisation de la base réduite est significative en terme de rapidité. Pour un chargement
de Ey; = 0.2%, la méthode APR-V3 avec la 2°™¢ stratégie proposée conduit & des gains
de temps de 20% par rapport a la 1¢7¢ stratégie (Fig. I111.21a). Elle permet de réduire le
temps de calcul d’un facteur 2 pour le cas du chargement Ey; = 0.6% (Fig. [11.21e). Un gain
de temps légérement plus important est observé avec la méthode APR-V4 pour les deux
stratégies d’initialisation : 18% de gain pour un chargement de Ey; = 0.2% (Fig. I11.21b) et
55% pour un chargement de Ey; = 0.6% (Fig. II1.21f).

Pour conclure, le choix de la construction de la base réduite initiale pour la méthode
APR cyclique n’a pas d’influence sur la qualité de la réponse mécanique pour un modele de
comportement en plasticité macroscopique. En revanche, une différence intéressante sur le
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CHARGEMENT CYCLIQUE
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F1GURE II1.21 — Influence de l'initialisation de la base réduite sur le temps CPU obtenu
apres 100 cycles pour différentes valeurs de déformations macroscopiques appliquées avec
les modeéles M1 et M2
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5. RESULTATS DE LA METHODE APR CYCLIQUE

gain en temps CPU est constatée. En effet, les résultats issus d’'une APR cyclique avec une
base initiale construite a la fin du sixiéme cycle est plus rapide que dans le cas ot la prévision
du champ de déplacement réduit est effectuée a partir de I’histoire spatio-temporelle du
premier cycle. Cela s’explique par le nombre d’enrichissements de la base réduite, effectués
lors des trois cycles d’adaptation, qui différe entre les deux cas étudiés. En effet, la figure
[11.22 présente le nombre de fonctions enrichies et cumulées dans la base [®,] pour chaque
incrément de temps. Ces résultats montrent bien que I’évolution de la base réduite, lors
des trois premiers cycles, est plus significative avec le premier cas d’initialisation proposée.
Dans le cas du chargement F1; = 0.6% avec le modéele M1 (fig. I111.22d), la résolution de
la méthode APR-V3 débute avec une base initiale [®2] comprenant 111 modes pour les
deux cas. Ensuite, I’adaptation de la base évolue rapidement lors du premier cycle : le 1¢"
cas nécessite 543 modes pour converger, tandis que 101 modes sont nécessaires pour faire
converger le 2°™¢ cas. Dans une deuxiéme phase, I’évolution du nombre de modes devient
moins importante avec 'adaptation du cycle suivant (3°™¢ cycle pour le premier cas proposé
et 8°m¢ cycle pour la deuxiéme). A la fin du troisiéme cycle d’adaptation, la résolution du
systéme linéaire réduite atteint une dimension de 1050 pour la matrice de rigidité réduite
du premier cas et 375 pour le deuxiéme. Ces écarts peuvent s’expliquer par le fait que pour
le premier cycle, I’évolution de la solution est plus rapide. Puis elle devient de plus en plus
lente au fur et & mesure que le nombre de cycles augmente. Dans ce cas, ’enrichissement de
la base sera plus important avec le premier cas afin de bien prédire la qualité de la solution
avec le modéle réduit.

La vitesse de convergence de 'algorithme APR cyclique est directement liée au temps
pris par la phase d’enrichissement et aussi par la taille du systéme réduit final. Ce temps
augmente considérablement avec le nombre de ddl et la non linéarité du comportement
modélisé dont dépend le nombre de modes nécessaires a la convergence. Cela confirme le
gain en temps CPU observé dans la figure I11.21 pour 100 cycles de chargement entre les
deux cas étudiés.

Dans ce qui suit, les résultats des différentes versions de la méthode APR cyclique seront
présentés avec une initialisation de la base réduite effectuée a la fin du sixiéme cycle (2°m
cas).

5.4 Reéponse mécanique de la méthode APR cyclique

Cette partie vise a comparer les réponses mécaniques obtenues, lors du dernier cycle de
chargement et pour les différentes versions de la méthode APR cyclique, par rapport aux
résultats des simulations incrémentales.

Comme pour la méthode PGD, les simulations ont été effectuées avec un chargement en
traction et en cisaillement cyclique. Différentes amplitudes de déformation macroscopique
imposées ont été utilisées avec un rapport de charge R. = —1. Pour chaque valeur de
chargement, 100 cycles ont été simulés avec une discrétisation de 200 incréments par cycle.
Les résultats sont comparés a la solution incrémentale, pour les deux modeles M1 et M2, en
termes de réponse contrainte-déformation macroscopique moyennée sur toute la structure
et pour les trois éléments les plus chargés (élément a, b et ¢). Les distributions du champ de
contrainte de von Mises ainsi que du champ de déformation plastique, obtenues au dernier
cycle, seront également présentées.
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FI1GURE II1.22 — Nombre de modes enrichis et nécessaires a 'adaptation de la base réduite
pour les deux cas d’initialisation de la base proposés

5.4.1 Reésultats en traction

La figure II1.23 illustre les diagrammes contrainte-déformation macroscopiques moyen-
nées sur toute la structure obtenus par la méthode incrémentale et la méthode APR cyclique
pour le modéle M1. Différentes amplitudes de chargement sont présentées sur chaque ligne :
0.2%, 0.3% et 0.4%. Ces résultats montrent bien que quelle que soit la valeur de la déforma-
tion appliquée, les différentes versions de la méthode APR cyclique développées permettent
d’obtenir des résultats similaires & ceux obtenus avec la méthode incrémentale. La figure
[11.33 présente les résultats obtenus avec le modéle M2. Tout comme dans le cas du modeéle
M1, la méthode APR cyclique développée prévoit la bonne forme de ’hystérésis du dernier
cycle obtenu. Pour la précision de la méthode, les résultats sont trés proches de la méthode
incrémentale pour les différents cas étudiés : Ey; = 0.2% (Fig. 111.24a), Fy; = 0.3% (Fig.
[11.24b) et Ey; = 0.4% (Fig. 111.33b).

La distribution des champs de la contrainte de von Mises obtenus a la fin du 100°™¢
cycle est présentée a la figure I11.25 avec le modéle M1. Ces résultats sont donnés pour
E11 = 0.2%. D’apreés cette figure, les gradients importants sont observés a la surface du
défaut. Les mémes résultats sont aussi constatés avec le modéle M2 (Fig. I11.26). Pour ce
qui est de la précision des différentes méthodes, la figure I11.25 montre que les champs de
la contrainte de von Mises & la fin du 100°™¢ cycle sont quasi-équivalents & ceux obtenus
par la méthode incrémentale. Toutefois, il est possible d’observer dans le cas du modéle M2
(Fig. I11.26) des écarts avec les méthodes APR-V1 (Fig I11.26b) et APR-V2 (Fig. II1.26¢)
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sous différentes amplitudes de déformation imposées
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FIGURE II1.24 — Diagrammes contrainte-déformation macroscopiques X1, — Eq; du 100°™¢
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amplitudes de déformation imposées
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tale et de la méthode APR-V1 sont respectivement 405 et 455 MPa, alors que la
méthode APR-V3 (méme stratégie de convergence que APR-V1) prédit 402 MPa. Cela peut
étre expliqué par le fait que la réduction du nombre de modes enrichis, a la fin du dernier

cycle d’adaptation, a une influence sur la pr

2

réduit. En revanche, les simulations avec la méthode APR-V3 sont effectuées avec une base

pour les extremums de contrainte de von Mises. En effet, les extremums de la solution
réduite totalement enrichie pour les trois cycles d’adaptation.
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CHARGEMENT CYCLIQUE

(d) APR-V3 (e) APR-V4

FIGURE II1.26 — Distributions des contraintes de von Mises obtenues & la fin du 100°™¢
cycle par les méthodes incrémentales et la APR cyclique pour une amplitude de déformation
appliquée de 0.2% avec le modeéle M2
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FIGURE I11.27 — Champs de déformation plastique E¥; obtenus par la méthode incrémentale
et les méthodes APR cycliques avec le modele M1 et pour un chargement de 0.2%

le calcul incrémental. En particulier, un écart relatif entre I’extremum de la solution incré-
mentale et la APR-V2 dans 1’élément ¢ (Fig. 111.29¢) est de 'ordre de 0.2%. De plus, des
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(a) Méthode incrémental (b) APR-V1 (c) APR-V2

(d) APR-V3 (e) CAPR-V4

FIGURE I11.28 — Champs de déformation plastique EY; obtenus par la méthode incrémentale
et les méthodes APR cycliques avec le modéle M2 et pour un chargement de 0.2%

écarts légérement plus importants sont observés au niveau des valeurs moyennes (contrainte
et déformation) entre la méthode incrémentale et les méthodes APR-V1 et APR-V2 dans
I'¢élément b (Fig. 111.29¢) : 2% d’écart pour les valeurs moyennes en contrainte pour la mé-
thode APR-V2 et 0.5% pour les valeurs moyennes en déformation pour la méthode APR-V1.
Une bonne adéquation entre les boucles d’hystérésis issues de la méthode incrémentale et
celles issues des différentes versions de la méthode APR cyclique est constatée. Pour le
modele contenant le plus de ddl (modeéle M2), la figure II1.30 illustre les courbes contrainte-
déformation dans les trois éléments du dernier cycle. Ces résultats sont présentés avec la
méme condition de chargement et pour les composantes des contraintes Y11, Yoo et des défor-
mations E11, Fas macroscopiques. Ces graphiques montrent qu’il y a une bonne corrélation
entre les champs de contrainte et de déformation, au niveau des éléments les plus chargés,
obtenus par un calcul incrémental et par les différentes versions de la méthode APR cyclique
développées. En particulier, on constate quelques décalages entre la réponse réelle et la solu-
tion prédite par 'APR-V1 et 'APR-V2. Méme si la méthode APR-V1 est satisfaisante pour
tous les cas, il arrive qu'un faible décalage en valeur moyenne soit observé par rapport a la
solution incrémentale pour les résultats de ’élément b (Fig. 111.30c) : 0.6% en déformation
et 0.3% en contrainte. Ces mémes écarts sont aussi constatés avec la méthode APR-V2 pour
les résultats de 1’élément b. Des écarts plus importants sont observés avec ’APR-V2 entre
les extremums des résultats donnés par ’élément a : 3% pour la contrainte maximale et
2% pour la contrainte minimale (Fig. I111.30a). Par ailleurs, une bonne représentation des
boucles d’hystérésis du 100°™¢ cycle prédites par les différentes méthodes APR cycliques
comparées a celles de la méthode incrémentale apparait.

Pour conclure, les quatre versions de la méthode APR cyclique prédisent bien les réponses
mécaniques en traction avec un modele de comportement en plasticité J,. Ces constats
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déformation imposée 0.2% avec le modele M1



5. RESULTATS DE LA METHODE APR CYCLIQUE
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déformation imposée 0.2% avec le modele M2
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concernent différentes valeurs d’amplitude de déformation appliquée. Certes, les méthodes
APR-V1 et APR-V2 donnent une erreur plus importante, mais n’excédent pas les 3%. Cela
peut s’expliquer par le fait que la base plus réduite considérée est insuffisante pour une
description fine de la réponse mécanique.

5.4.2 Reésultats en cisaillement

Cette partie présente les résultats obtenus avec le chargement de cisaillement. Les com-
posantes de cisaillement en contrainte 15 et en déformation E;, obtenues avec les méthodes
APR cycliques ont été analysées.

La figure II1.31 présente les réponses mécaniques moyennées sur toute la structure du
modeéle M1 selon la direction du chargement. Ces résultats sont obtenus lors du 100°™¢ cycle
pour les trois niveaux de chargement. La figure I11.32 illustre les mémes résultats avec le
modeéle M2. Au vu des diagrammes contrainte-déformation, et tout comme dans le cadre du
chargement en traction, les méthodes APR cycliques prévoient les mémes résultats que ceux
obtenus avec la méthode incrémentale pour les différents cas étudiés. Une bonne corrélation
pour les boucles d’hystérésis du dernier cycles est obtenue.

La figure I11.34 présente la distribution des champs de contrainte de von Mises, obtenue
a la fin du dernier cycle et selon la direction du chargement, avec le modéle M1. Les mémes
résultats sont aussi présentés en figure I11.35 pour le modéle M2. Ces résultats montrent
que les iso-valeurs du champ de contrainte de von Mises sont correctement prédites par les
méthodes APR cycliques par rapport a celles de la méthode incrémentale. 11 est cependant
possible de constater de faibles écarts avec les APR-V1 et APR-V2 au niveau des iso-valeurs
maximales. Ces derniers restent tout a fait acceptables et n’excédent pas 1%.

Les champs de déformation plastique obtenus avec les méthodes APR cycliques et la
méthode incrémentale sont présentés a la figure I11.37 pour le modéle M1. Tout comme dans
le cas du chargement en traction, ces résultats sont obtenus a la fin de la premiére séquence
du dernier cycle. L’amplitude de la déformation macroscopique appliquée est de 0.2%. Les
gradients de déformation plastique maximales sont obtenus autour du défaut. En ce qui
concerne la précision des différentes méthodes, les iso-valeurs de la déformation plastique
issues des méthodes APR cycliques sont trés proches de celles de la méthode incrémentale.
Un décalage est observé avec la méthode APR-V1 au niveau de 'extremum avec un écart
relatif maximal de 8%. Par ailleurs, la figure II1.37 présente les mémes résultats pour la
deuxiéme discrétisation spatiale. En raison de la concentration des champs mécaniques dans
la zone trouée, les déformations les plus grandes sont obtenues autour du trou. Les iso-valeurs
maximales sont correctement prédites par les méthodes APR cycliques. Les écarts relatifs
maximum, comparés a ceux de la méthode incrémentale, ne dépassent pas les 6%.

6 Analyse du temps de calcul

Apreés avoir validé les résultats de la réponse mécanique, cette partie présente les résul-
tats en termes de temps de calcul obtenus avec les différentes méthodes développées. Ces
résultats seront présentés en utilisant les différents parameétres des méthodes étudiées pré-
cédemment. Le but étant de comparer les performances de la méthode incrémentale droite,
des deux variantes de la PGD ainsi que des différentes méthodes de ’APR cyclique pour
des simulations avec un modéle de comportement en plasticité J,. Une discussion sur les
différents gains en temps CPU obtenus sera également effectuée.
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en cisaillement du 100°™¢ cycle avec le modéle M1 obtenus par le calcul incrémental et la
APR cyclique pour différentes amplitudes de déformation imposées
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FiGure II1.34 — Distributions des contraintes de von Mises en cisaillement obtenues a la
fin du 100°™ cycle par la méthode incrémentale et la APR cyclique pour un chargement de
0.2% et le modeéle M1
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FIGURE II1.37 — Champs de déformation plastique EY, obtenus par la méthode incrémentale

et les méthodes APR cycliques avec le modéle M2 pour un chargement en cisaillement de
0.2%

128



CHAPITRE III. APPLICATION A UN CAS ELASTO-PLASTIQUE SOUS
CHARGEMENT CYCLIQUE

6.1 Résultats

La figure I11.38 illustre I'évolution des temps de calcul de la méthode incrémentale droite,
des méthodes PGD ainsi que des méthodes APR cycliques en fonction du nombre de cycles.
Ces résultats sont obtenus pour les deux discrétisations spatiales du modéle et avec les
mémes conditions que le calcul incrémental : simulation de 100 cycles avec une amplitude
de déformation totale macroscopique appliquée E; = 0.2%.

Au vu de ces résultats, on note que le temps CPU est moins important avec la mé-
thode incrémentale droite qu’avec le calcul avec la méthode incrémentale classique. A titre
d’exemple, le rapport de temps de calcul pour le modeéle M1 (Fig. 111.38a) montre que la
méthode incrémentale droite est 11 fois plus rapide que la méthode de référence et 39 fois
plus rapide dans le cas du modéle M2 (Fig. I11.38b). Cela montre 'intérét de maintenir la
matrice de rigidité constante.

En ce qui concerne la méthode PGD, il est clair que la version V2 conduit & un temps de
calcul trés faible par rapport a la méthode incrémentale aprés 100 cycles. La modélisation
avec la méthode PGD-V2 pour le modéle M1 (Fig. I11.38a) permet un gain de temps d’un
facteur 7 par rapport au calcul incrémental et d’un facteur 26 avec le modéle M2 (Fig.
I11.38b). Une augmentation de la discrétisation spatiale du modéle permet un gain de temps
plus intéressant avec la méthode PGD2-V2. Quant & la méthode PGD-V1, elle montre
un gain de temps avec le modele M2. Elle est presque 3 fois plus rapide que la méthode
incrémentale. Cependant, dans le cas d'une faible discrétisation spatiale (Fig. I11.38a), la
PGD-V1 n’a pas montré une grande efficacité vis-a-vis du calcul incrémental. En effet, elle
est 2 fois plus lente aprés 100 cycles de chargement. Au vu de ces résultats, la deuxiéme
version de la méthode PGD est considérée plus efficace en temps CPU que la PGD-V1 dans
le cadre d’une modélisation avec un modéle de comportement en plasticité J,. Ces résultats
montrent aussi que les performances de la méthode PGD-V2 sont légérement plus faibles
par rapport a la méthode incrémentale droite. Elle est 1.6 fois moins rapide dans le cadre
du modele M1 et 1.44 plus lente avec le modele M2 aprés 100 cycles de chargement.

Les figures I11.38c, pour le modéle M1, et I11.38b, pour le modéle M2, présentent le temps
CPU des différentes versions de la méthode APR cyclique en comparaison avec la méthode
de référence et la méthode incrémentale droite. La méthode APR cyclique montre un gain
important par rapport a la méthode incrémentale pour toutes les versions étudiées. En effet,
la méthode APR-V1 permet un gain de temps d’un facteur 10 avec le modéle M1 et d’un
facteur 41 avec le modéle M2. Des gains de temps plus importants sont constatés avec la
méthode APR-V4 pour les deux discrétisations spatiales : 12 fois plus rapide avec le modéle
M1 et 46 fois plus performante avec le modéle M2. Les méthodes APR-V2 et APR-V3, quant
a elles, réduisent le temps de calcul de la méthode incrémentale d’un facteur 11 dans le cas du
modeéle M1, et respectivement d’un facteur 35 et 45 pour le modéle M2. Une augmentation
du nombre de ddl permet un gain de temps plus conséquent en utilisant une résolution avec
un modéle d’ordre réduit. Certaines versions de la méthode APR cyclique sont légérement
plus performantes que la méthode incrémentale droite aprés 100 cycles de chargement. En
effet, la modélisation avec la APR-V4 permet un gain de temps de 3% avec le modeéle M1
et un gain plus important de 13% avec le modéele M2 (Fig. 111.38d). La méthode APR-V3
conduit & un temps de calcul légérement plus grand (de l'ordre de 2%) avec le modeéle M1.
En revanche, elle a montré un gain de temps plus conséquent de l'ordre de 13% avec le
modéle M2 par rapport a la méthode incrémentale droite. La deuxiéme version de I’APR
cyclique est légérement moins rapide pour les deux discrétisations spatiales : d’un facteur
1.02 avec le modéle M1 et d’un facteur 1.13 avec le modele M2. Cet écart a été observé avec
la méthode APR-V1 pour le modéle M1 (moins rapide d’un facteur 1.05), mais elle a permis
un gain de 4% avec un maillage plus fin.
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6. ANALYSE DU TEMPS DE CALCUL
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FIGURE II1.38 — Evolution des temps de calcul des différentes méthodes aprés 100 cycles de
chargement et une déformation macroscopique appliquée E1; = 0.2%

Au vu des résultats présentés, les gains de temps obtenus avec la méthode PGD-V2 ainsi
que les différentes versions de I’APR cyclique par rapport a la méthode incrémentale sont trés
intéressants (allant jusqu’a un facteur 46 pour les cas traités). En revanche, le gain en temps
CPU avec la méthode PGD-V1 est relativement faible. L’idée de mettre les non linéarités
dans le second membre par une résolution incrémentale permet, dans certains cas, un gain
de temps plus conséquent. Ces constats sont faits pour une modélisation de 100 cycles et une
amplitude de chargement Fy; = 0.2%. Le tableau I11.2 résume les différents temps de calcul
ainsi que les gains obtenus par rapport a la méthode incrémentale. Il est important d’étudier
le gain en temps CPU, entre ces différentes méthodes, en augmentant la non linéarité du
probléme ainsi que le nombre de cycles simulés. Pour ce faire, la figure I11.39 présente
I’évolution du temps de calcul de la méthode incrémentale droite et les méthodes de réduction
de modéle apres 1000 cycles de chargement. Chaque colonne de la figure correspond a
une discrétisation spatiale. Ces résultats sont illustrés avec une variété d’amplitudes de
déformation macroscopique appliquées présentées sur chaque ligne : Fy; = 0.2%, E1; = 0.3%
et B = 0.4%. Les résultats de la méthode incrémentale ainsi que la méthode PGD-V1 ne
sont pas présentés dans cette figure car les temps de calcul sont trop longs.

D’aprés la figure I11.39, le temps CPU de la méthode PGD-V2 est moins important
que le calcul incrémental droite pour une faible discrétisation spatiale. En effet, pour des
chargements de Ey; = 0.3% et Ey; = 0.4%, la méthode PGD-V2 réduit le temps de calcul
respectivement d’un facteur 2 et 1.2. En revanche, pour un modéle contenant un grand
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CHAPITRE III. APPLICATION A UN CAS ELASTO-PLASTIQUE SOUS
CHARGEMENT CYCLIQUE

Méthode Temps CPU (s) Gain (%)
utilisée modeéle M1 | modéle M2 | modéle M1 | modeéle M2

incrémentale | 6.22710* 3.72610° — —

inc droite 5.55410° | 9.47110% 91 97

PGD-V1 1.27610° 1.48710° — 60

PGD-V2 8.688103 1.44610° 86 96

APR-V1 5.883103 9.066 10* 90 97

APR-V2 5.629103 1.07010° 91 97

APR-V3 5.677103 8.21710% 90 98

APR-V4 5.386 103 8.19410% 91 98

TABLE II1.2 — Temps CPU ainsi que les différents gains obtenus par rapport a la méthode
incrémentale avec le modéle M1 et M2 pour un chargement de E1; = 0.2% aprés 100 cycles
de chargement

nombre de ddl, des résultats différents sont obtenus par rapport & ce qui a été constaté
précédemment. En effet, pour tous les niveaux de chargements, le temps CPU est plus
important avec le calcul PGD-V2 (allant jusqu’a un facteur 2.3 pour Ey; = 0.4%). De plus,
pour ce type de modéle, une augmentation de la non linéarité du probléme rend la méthode
PGD-V2 moins robuste (facteurs temps de 1.18 et 2.3 respectivement pour Ej; = 0.2% et
E11 = 0.4%). Cela s’explique par le fait que la méthode PGD-V2 nécessite plus de fonctions
et d’itérations pour la convergence.

Les modélisations avec un modéle d’ordre réduit ont montré une certaine efficacité pour
prédire les résultats avec un temps de calcul plus réduit que la méthode incrémentale droite.
En particulier, le gain de temps est plus conséquent pour la méthode APR-V2 dans la
majorité des cas (allant jusqu'a un facteur 2.8). Il est & noter qu’une augmentation de
Iamplitude du chargement permet un gain de temps plus important. Aussi, ces résultats
montrent que les méthodes APR cyclique sont plus performantes que la méthode PGD-V2
dans le cadre d’'une modélisation en plasticité J,. Le temps de calcul obtenu avec le modéle
M1 pour les différentes méthodes associé a chaque simulation ainsi que les gains constatés
par rapport a la méthode incrémentale droite sont rapportés dans le tableau II1.3. Ces
résultats sont aussi illustrés dans le tableau I11.4 avec le modéele M2.

Méthode Temps CPU (s) Gain (%)
utilisée | By =02% | E11 =0.3% | By =0.4% | E11 =02% | E1p = 0.3% | Eip = 0.4%

inc droite | 4.36010% 1.25610° 6.91910% — — —
PGD-V2 6.17210% 6.26010% 6.16310* — 50 10.92
APR-V1 3.966 10* 4.62910% 5.61310% 9 63.11 18.87
APR-V2 3.90710% 4.50510% 4.81310% 10.3 64.13 30.34
APR-V3 4.34910% 5.33210% 6.34210% 0.25 42.45 8.33
APR-V4 4.25510% 4.97410% 6.12310% 24 60.39 11.5

TABLE II1.3 — Temps CPU et les différents gains obtenus par rapport a la méthode in-
crémentale droite aprés 1000 cycles avec le modéle M1 pour les différentes amplitudes de
chargement
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CHAPITRE III. APPLICATION A UN CAS ELASTO-PLASTIQUE SOUS
CHARGEMENT CYCLIQUE

Méthode Temps CPU (s) Gain (%)
utiliste | E11 =0.2% | E11 =0.3% | Ey1 =0.4% | By =0.2% | By =0.3% | By = 0.4%

inc droite | 6.26810° 7.57210° 9.16810° — — —
PGD-V2 7.45310° 8.51610° 1.79810° — — —
APR-V1 6.34010° 6.08210° 7.79210° — 19.67 15
APR-V2 6.89910° 5.81910° 6.89910° — 23.15 24.74
APR-V3 5.41310° 6.42110° 7.73510° 13.64 15.20 15.63
APR-V4 4.766 10° 6.29110° 6.86310° 24 17 25.14

TABLE II1.4 — Temps CPU et les différents gains obtenus par rapport a la méthode in-
crémentale droite aprés 1000 cycles avec le modéele M1 pour les différentes amplitudes de
chargement

6.2 Discussions

Les gains en temps de calcul obtenus par la méthode incrémentale droite vis-a-vis de la
méthode incrémentale classique sont intéressants. Ces constats montrent que le temps de
calcul de la méthode incrémentale est fortement lié a la factorisation de la matrice tangente
a chaque itération du calcul. En effet, la résolution du systéme linéaire est trés cotiteuse en
temps CPU. Par ailleurs, la taille de la matrice tangente est proportionnelle a la taille du
maillage du modéle. En d’autres termes, une augmentation du nombre de degrés de liberté
augmente le temps de factorisation de la matrice tangente & chaque itération. Un gain de
temps encore plus important est donc observé avec une matrice de rigidité constante.

La figure I11.40 montre le nombre d’itérations ainsi que le nombre de fonctions de la
PGD-V1 et PGD-V2 nécessaires a la convergence pour chaque cycle tout au long des 100
cycles de chargement. Pour ce qui est du nombre d’itérations de la méthode PGD-V2, les
premiers cycles sont les plus cotiteux, car le comportement évolue de maniére conséquente
d'un cycle a lautre. A partir d’un certain nombre de cycles, par exemple le 4¢™¢ cycle
pour Ey; = 0.3% (Fig. 111.40d), environ 3 itérations suffisent pour obtenir la convergence et
seulement 2 itérations a partir du 80°™¢ cycle sont suffisantes. Ces constats sont aussi faits
pour le nombre de fonctions enrichies par cycle avec les deux méthodes PGD (Fig. I11.40b
et [11.40e). En effet, la base est reconstruite a chaque cycle et I'enrichissement est effectué
principalement durant les premiers cycles. Ensuite, plus le nombre de cycles augmente,
plus le comportement se stabilise ce qui conduit & une diminution du nombre de modes
nécessaires a la convergence. Pour ce qui est du temps de calcul par cycle (I11.40a et 111.40c),
il est logiquement proportionnel au nombre d’itérations et d’enrichissements. Par ailleurs,
ces résultats montrent bien que le nombre de modes nécessaires a la convergence pour la
méthode PGD-V1 est plus important qu’avec la PGD-V2. Concernant la performance de la
méthode PGD-V2, les résultats des différents cas traités ont montré que la PGD-V2 nécessite
un temps de calcul plus important que la méthode incrémentale droite, a ’exception des
résultats illustrés apres 1000 cycles et pour une faible discrétisation spatiale. Cela peut étre
expliqué par :

— La stabilisation du comportement aprés 1000 cycles

— Seulement 8 fonctions sont nécessaires pour ’enrichissement de la base a partir du
700°™¢ et 500°¢ cycle respectivement pour £y = 0.3% et By = 0.4%

— A partir du 500°"¢, une seule itération suffit & la convergence.
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CHAPITRE III. APPLICATION A UN CAS ELASTO-PLASTIQUE SOUS
CHARGEMENT CYCLIQUE

Pour la méthode APR cyclique, la figure I11.41 présente 1’évolution du nombre de fonc-
tions cumulées de la base réduite [®,] & chaque incrément de temps pour les différents cas
traités. La premiére remarque est que ’évolution du nombre de fonctions est plus important
lors du premier cycle d’adaptation de la base & cause des changements rapides des solutions
ayant lieu. Aussi, il est a noter que I'enrichissement avec les méthodes APR-V1 et APR-
V3, pour les trois cycles d’adaptation, est plus important qu’avec les méthodes APR-V2 et
APR-V4. Cette augmentation du nombre de modes est proportionnelle au temps de calcul.
Ainsi, 'adaptation de la précision APR cyclique avec une stratégie de correction de la base
réduite pour un état mécanique corrigé (APR-V2 et APR-V4) est plus rapide que dans le
cas contraire (APR-V1 et APR-V4). Une diminution du nombre de modes est observée avec
les méthodes APR-V1 et APR-V2 par 'application d’'une POD a la fin de ’adaptation.

La figure II1.42 présente ’évolution du temps par cycle et le temps CPU cumulé des 30
premiers cycles de la méthode incrémentale droite ainsi que les méthodes APR cycliques.
Ces résultats sont illustrés pour un chargement de F; = 0.2% et chaque colonne correspond
a une discrétisation spatiale. Les méthodes APR-V1 et APR-V3 (respectivement la APR-V2
et APR-V4) ont la méme évolution du temps de calcul pour les 8 premiers cycles car elles
sont identiques. Durant la phase d’adaptation, le temps CPU des méthodes APR cycliques
augmente par rapport a la méthode incrémentale (Fig. 111.42a et 111.42b) & cause des pro-
cessus itératifs de correction du modéle réduit. Les temps par cycle des méthodes APR-V1
et APR-V3 sont supérieurs & ceux prédits par les méthodes APR-V2 et APR-V4. Une aug-
mentation du temps de calcul est toutefois observée avec la méthode APR-V1 (APR-V2)
par rapport a la méthode APR-V3 (APR-V4) a la fin du dernier cycle d’adaptation. Cela
est di a I'application d’une POD sur I'histoire de la base réduite adaptée. A partir du 10°™¢
cycle, le calcul se poursuit avec un modéle d’ordre réduit pour la APR-V3 et APR-V4, et
aussi avec un modéle d’ordre plus réduit pour la APR-V1 et APRV2. Dans ce cas, le temps
CPU par cycle des méthodes APR cycliques diminue (Fig. I11.42a et 111.42b) et devient
moins élevé que pour la méthode incrémentale droite. Cela est dii & ’apport de la résolution
incrémentale d’un systéme linéaire réduit. En effet, les dimensions du modéle réduit utilisé
(aprés adaptation), pour les différentes amplitudes de chargement appliquées, sont listées
dans les tableaux II1.5 et II1.6 pour les modélisations avec le modéle M1 et M2 respective-
ment. Grace a la taille réduite des méthodes APR cycliques, ces résultats résument le gain
en temps CPU par cycle présentés aux figures 111.42d et 111.42c.

Chargement Taille du probléme
appliqué Modéle complet | APR-V1 | APR-V2 | APR-V3 | APR-V4
0.2% 19803 167 67 270 167
0.3% 19803 129 28 246 145
0.4% 19803 171 51 295 175

TABLE III.5 — Comparaison entre la taille du probléme résolu avec la méthode incrémen-
tale droite et les méthodes APR cycliques en fonction du chargement appliqué avec une
modélisation avec le modele M1

D’une maniére plus générale, les gains en temps obtenus avec les méthodes APR cycliques
par rapport a la méthode incrémentale droite sont intéressants pour plusieurs centaines
de cycles. Ces gains montrent l'intérét d’'un modeéle d’ordre réduit pour la résolution du
systéme linéaire grace a une base réduite adaptée. Pour une faible discrétisation spatiale,
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Chargement Taille du probléme
appliqué Modéle complet | APR-V1 | APR-V2 | APR-V3 | APR-V4
0.2% 196668 281 118 369 205
0.3% 196668 202 60 297 155
0.4% 196668 309 114 406 211

TABLE II1.6 — Comparaison entre la taille du probléme résolu avec la méthode incrémen-
tale droite et les méthodes APR cycliques en fonction du chargement appliqué avec une
modélisation avec le modele M2

les méthodes APR-V1 et APR-V2 (avec POD) sont plus rapides que les autres versions,
et en particulier avec la APR-V2. Pour les modélisations avec un nombre plus important
de ddl, les méthodes APR-V3 et APR-V4 (sans POD) semblent aussi pertinentes vis-a-
vis des méthodes APR-V1 et APR-V2 | et en particulier la APR-V4. Cela s’explique par
une représentativité insuffisante de la solution déduite a partir d’'un modeéle d’ordre tres
réduit. Cela nécessite un plus grand nombre d’itérations nécessaires a la convergence de
I’état mécanique désiré.
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FIGURE I11.42 — Evolution du temps de calcul et temps par cycle des différentes versions de
la méthode APR cyclique vis-a-vis a la méthode incrémentale droite aprés 30 cycles et pour
un chargement de Ey; = 0.2%
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7 Conclusion du chapitre

Afin d’analyser les performances des différentes méthodes de réduction de modéle dans
le cadre de la plasticité Jy, des cas tests ont été effectués sur un probléme classique tridimen-
sionnel présentant un défaut sphérique. Deux densités de maillage ont été considérées. Le
chargement cyclique appliqué est une déformation totale macroscopique avec trois valeurs
d’amplitude et un rapport de charge de —1. Le modéle de comportement utilisé est de type
élasto-plastique avec un écrouissage mixte. Les résultats sont comparés avec la méthode
incrémentale classiquement utilisée dans les codes de calculs commerciaux.

Dans un premier temps, une étude sur le critére de convergence de I'étape globale de la
méthode PGD-V2 a été conduite. Les résultats ont montré une bonne prédiction de I'état
mécanique avec un gain en temps de calcul conséquent. Toutefois, il est important de noter
que la valeur de epgp = 1072 ne peut étre utilisée qu’avec un maximum de déformation
macroscopique appliquée E = 0.5%. Les résultats des deux méthodes PGD ont été ensuite
analysés en termes de contrainte-déformation macroscopiques moyennées sur toute la struc-
ture ainsi que pour trois éléments fortement chargés. Deux cas d’étude ont été présentés : en
traction et en cisaillement. Les différentes analyses effectuées ont permis de s’assurer que les
méthodes PGD-V1 et PGD-V2 prédisent bien les réponses mécaniques pour les différentes
amplitudes de chargement imposées.

Les résultats obtenus avec les différentes versions de la méthodes APR cyclique ont été
ensuite présentés pour les différentes conditions de chargement. Tout d’abord, une étude sur
deux paramétres de la méthode APR cyclique a été mise en ceuvre : I'influence du choix de
Iinitialisation de la base réduite ainsi qu’'une étude de stabilité. Il a été constaté que le choix
de l'initialisation n’a pas d’influence sur la réponse mécanique. En revanche, la vitesse de
convergence de l'algorithme APR cyclique est plus significative avec une initialisation a la
fin du 6™ cycle en comparaison avec ’histoire spatio-temporelle du premier cycle. Pour la
stratégie d’adaptation, il a été proposé de contréler la précision de la base et de ne ’enrichir
que pour trois cycles aprés adaptation. Pour les diagrammes contrainte-déformation moyen-
nées sur toute la structure, les méthodes APR cycliques prévoient la solution incrémentale
avec une bonne précision. Pour les solutions locales, les résultats ont montré que les mé-
thodes APR cycliques estiment la solution obtenue par un calcul incrémental. Cependant,
des écarts ont été observés avec les méthodes APR-V1 et APR-V2 avec une erreur maximale
qui n’exceéde pas 3%.

Le temps de calcul obtenu avec toutes les méthodes a été présenté pour les deux discréti-
sations spatiales ainsi que pour les différentes amplitudes de chargement appliquées. Aprés
100 cycles de chargement, des résultats trés favorables en terme de temps de calcul ont été
observés avec la méthode PGD-V2 ainsi que pour les méthodes APR cyclique en compa-
raison avec la méthode incrémentale (allant jusqu’a un facteur 46 pour les cas traités). En
revanche, la méthode PGD-V1 n’a pas montré une grande efficacité en termes de rapidité
par rapport a la méthode incrémentale. Mettre les non linéarités dans le second membre
avec une résolution incrémentale a montré, dans certains cas, un gain en temps CPU plus
important. Cependant, pour un nombre plus important de cycles (1000 cycles), des gains
en temps ont été observés avec les méthodes APR cycliques par rapport a la méthode in-
crémentale droite pour tous les cas traités. Ces résultats ont été constatés avec la méthode
PGD-V2 avec un modéle contenant un faible nombre de ddl. Il est néanmoins nécessaire
d’atteindre une stabilisation du comportement car le nombre de fonctions nécessaires a la
convergence de la méthode PGD-V2 diminue.

Aprés avoir présenté les différentes méthodes numériques proposées avec un modéle de
comportement en plasticité J, le chapitre suivant sera consacré a la mise en application de
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ces méthodes a 1’échelle de la microstructure.
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1. INTRODUCTION

1 Introduction

Ce chapitre présente la mise en application des méthodes de réduction de modéle propo-
sées précédemment, dans le cas de la simulation numérique d’agrégats polycristallins. Cette
derniére offre un cadre pertinent pour analyser les effets locaux en bien avec la microstruc-
ture dans plusieurs domaines tels que la mise en forme [50], 'usinage [25] et le comportement
en fatigue [39, 209]. L’idée est ici de mettre en avant la pertinence des différentes méthodes
proposées en termes de précision de la réponse mécanique et de performance en temps CPU.

Les travaux exposés en utilisent une démarche similaires a celle du chapitre précédent. La
mise en place du modéle numérique de 'agrégat utilisé ainsi que du modéle de comportement
est d’abord présentée. Cette partie est accompagnée par une étude bibliographique relative
au différents mécanismes mis en jeux en plasticité cristalline. Les réponses mécaniques des
agrégats polycristallins obtenues a l’aide des deux méthodes PGD ainsi que des méthodes
APR cycliques sont analysées a travers les quantités macroscopiques et mésoscopiques. Le
dernier volet porte sur I’analyse du temps de calcul.

2 Mécanismes de déformation du monocristal

Les modeles d’agrégat polycristallin permettent de tenir compte d’'un certain nombre de
phénomeénes et caractéristiques a I’échelle de la microstructure tels le glissement plastique
et les orientations cristallographiques. Avant de débuter la discussion sur la modélisation
du comportement cristallin, il est intéressant de présenter certaines caractéristiques de ces
mécanismes. Ici, on ne présente que le mécanisme de déformation par glissement des dislo-
cations.

Dislocations et systémes de glissement cristallographiques

Le matériau utilisé dans cette partie est un acier inoxydable austénitique 316L (c.f.
section 3.1) qui posséde une structure cristalline de type Cubique & Faces Centrées CFC
(figure IV.1a). D’une maniére générale, les propriétés mécaniques des métaux, en particulier
les mécanismes de déformation du monocristal par glissement des dislocations, dépendent
de leurs structures cristallines (CFC, CC, QC, ect ...). Les dislocations glissent sur des plans
et des directions bien définies (figure IV.1b). Un systéme de glissement est ainsi défini par
un plan et une direction de glissement. Il est a noter que toutes les dislocations ne sont pas
nécessairement mobiles et que leurs répartitions spatiales ne sont pas forcément homogeénes.

Dans le cas d'un réseau de type CFC, les dislocations se déplacent sur des plans ap-
partenant a la famille {111} et des directions appartenant & la famille (110). Il existe dans
les réseaux CFC 12 systémes de glissement notés s avec 4 plans de glissement, chaque plan
présentent 3 directions de glissement. La figure IV.2a présente une description schématique
des différentes directions dans le plan (111) pour un réseau cristallin de type CFC. Les
différents systémes de glissement sont listés dans le tableau IV.1.

3 Modélisation micromécanique du comportement

La modélisation numérique des agrégats polycristallins passe par la mise en place d'un
modéle de plasticité cristalline qui décrit le comportement de la microstructure. Cette section
présente le matériau utilisé ainsi qu’une synthése des modéles de monocristaux permettant
la modélisation du comportement des grains de l'agrégat.
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direction de glissement

trace du plan
de glissement

(b)

FIGURE IV.1 — (a) Structure cristalline d’un réseau Cubique a Faces Centrées CFC [11] (b)
Hlustration du mouvement d’'une famille de dislocation

Plan de Direction de glissement
glissement | [011] | [011] | [101] | [101] | [110] | [110]
(111) A2 A3 A6

(111) B2 B4 B5

(111) C1 C3 Ch
(111) D1 D4 D6

TABLE IV.1 — Systéme de glissement des les structures de type CFC selon la convention de

Schmid et Boas [227]

FIGURE IV.2 — Représentation schématique des différentes directions de glissement dans le

plan (111) avec un réseau cristallin CFC [91]
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3. MODELISATION MICROMECANIQUE DU COMPORTEMENT

3.1 Présentation du matériau utilisé

Les simulations a ’échelle de la microstructure ont été effectuées pour un acier inoxy-
dable austénitique AISI 316L. Les différents parameétres du modeéle de comportement élasto-
plastique du monocristal ont été identifiés dans le cadre de la thése de Guerchais [91] réalisée
au LAMPA. La composition chimique de I’acier inoxydable austénitique 316L, déterminée
par spectrométrie d’émission a étincelle, est spécifiée dans le tableau IV.2. Ce dernier pré-
sente le pourcentage massique des teneurs des différents éléments d’addition constituant cet
acier. Cet acier est composé en majorité d’'une phase austénitique ~.

Elément C Cr Ni Mo Mn
Y%masse 0.02 18.96 15.00 3.01 1.87

TABLE IV.2 — Composition chimique (% massique) de la nuance de I'acier 316L déterminée
par Guerchais [91]

3.2 Modélisation du comportement monocristallin

Le glissement des dislocations, dans les structures cristallines, se fait suivant les directions
et les plans denses en produisant une déformation plastique. Les activités de recherche
concernant la mise en place des modeéles de plasticité a 1’échelle du grain se sont fortement
développées au cours des deux derniéres décennies. Le but est d’élaborer des modéles qui
décrivent les différents mécanismes responsables de la plasticité. Dans la littérature, il existe
une variété de modeles de plasticité cristalline permettant de décrire le comportement des
monocristaux. La loi de comportement cristalline employée dans ce travail a été introduite
par Méric et Cailletaud [167] pour décrire le comportement plastique des grains.

Pour I'étude des problémes en fatigue, le modéle de comportement des monocristaux
est élaboré dans le cadre des petites déformations. Le tenseur des petites déformations {e},
pour lequel les rotations de réseau sont négligeables, peut étre décomposé en deux parties :
¢lastique {e°} et visco-plastique {e”}. Soit :

{e} ={e} +{e"} (IV.1)
Dans un modéle de plasticité cristalline, le comportement élastique est représenté par un
comportement anisotrope des grains. L’acier 316L utilisé dans ce travail est composé généra-
lement d’une phase austénitique  (voir tableau IV.2) qui conduit & une structure cristalline
de type CFC. En tenant compte de la symétrie du réseau cristallin, le comportement élas-
tique des grains est décrit par une matrice d’élasticité [C!] cubique définie dans le repére du
cristal B, par trois coefficients Ci111, Chi22 et Ciara. Ainsi, le comportement élastique ani-
sotrope des grains est décrit par la loi de Hooke qui relie les contraintes et les déformations
élastiques :

Cin Cuz Chz 0

Cize Cin Chizo 0

Ciizz Chze Cun 0
0 0 0 Ci212 0
0 0 0 0 Ci212 0
0 0 0 0 0 Ci212

Les modélisations d’agrégat polycristallin sont basées sur I’anisotropie élastique des grains,
donnée par I’équation IV.2, et la visco-plasticité cristalline. D’une maniére générale, les mo-
déles de plasticité cristalline reposent sur ’hypothése que la plasticité est due au mécanismes

0
0
0

o O O O

{0} = [C{e?} avec [C9]= (IV.2)
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de glissement irréversibles. Ainsi, la relation entre le tenseur des taux de déformation plas-
tique £ et la somme des vitesses de glissement 4* sur 'ensemble des systémes est donnée
par :

k
=) ym’ (IV.3)
s=1

ou k présente le nombre de systémes de glissement d’une structure cristalline. Dans notre
cas d’étude, la structure CFC posséde 12 systémes listés dans le tableau IV.3, soit k = 12.
Le tenseur m® représente le tenseur d’orientation du systéme s. Il est défini par le vecteur
unitaire normal au plan de glissement n® et le vecteur directeur unitaire [° responsable de
la direction du glissement du systéme s, soit :

s Wel+len’)

m® = 5 (IV.4)

La modélisation de la visco-plasticité cristalline repose sur les grandeurs définissant les
glissements, donnés par 1’équation IV.3, ainsi que les cissions résolues 7° pour chaque systeme
s. Celles ci sont déterminées par I'intermédiaire de la loi de Schmid en fonction des tenseurs
des contraintes locales g suivant les plans et les directions denses du cristal. Soit :

T8 =m’: (IV.5)

[E
IS]

Au final, la relation de passage entre les vitesses de glissement 4° et les cissions résolues 7°
pour chaque systéme s est déterminée en utilisant un modéle de comportement du mono-
cristal.

s 7 n® s I° n® S l® n®

1 [01T] (111) 5 [101] (T11) 9 [T10] (T17)
2 [fo1] (111) 6 [TI0] (T11) 10 [011] (11T)
3 [1T0] (111) 7 [o11] (T1T) 11 [1T0] (117)
4 [0o11] (111) 8 [101] (111) 12 [O11] (111)

TABLE IV.3 — Directions de glissement [° et plans de glissement n® associés aux 12 systémes
de glissement d’une structure CFC

Le modéle Méric et Cailletaud est couramment utilisé pour la simulation numérique
d’agrégats polycristallins et notamment pour 1’étude des problémes en fatigue sous sollici-
tation cyclique [209, 88, 89]. L’expression de la vitesse de glissement plastique 4* est donnée
par une loi d’écoulement de type visco-plastique a seuil, exprimée par :

,:ys:<|7— —ZL’|_7”0—T’> Sign(Ts_xs> (IV6)
K
avec :
1 si X>0 .
>
sign(X)=4¢ 0 si X=0 et (X>:{)g Zi );28
-1 si X <0

Les deux parameétres K et n caractérisent la viscosité et représentent la sensibilité a la
vitesse de déformation. La loi d’écoulement IV.6 fait intervenir deux types d’écrouissage :
I’écrouissage isotrope non linéaire défini sur chaque systéme de glissement s décrit par la
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variable r?, et ’écrouissage cinématique non linéaire décrit par la variable x°* pour le méme
systéme de glissement s.

L’écrouissage isotrope non linéaire décrit 1’évolution de la cission critique sur un systéme
de glissement s en fonction des glissements plastiques cumulés des différents systémes de
glissement. La loi de Voce est adoptée pour I’évolution de I’écrouissage isotrope, définie par :

r* =19+ QZ R (1—e)) avee = |4 (IV.7)

La saturation de la cission critique est assurée par le terme exponentiel présent dans IV.7.
Cette loi permet de prendre en compte les 12 interactions des différents systémes en intro-
duisant une matrice d’interaction h"® décrivant 1’écrouissage. Elle permet de relier la cission
critique d'un systeme s et le glissement plastique cumulé " de chaque systéme de glissement
r. A cause de la symétrie d'une structure cristalline de type CFC, le nombre de coefficients
d’interaction est réduit & six correspondant a I'une des interactions suivantes :

— hg : auto-écrouissage,

— hq : interaction coplanaire,

— hg : jonctions de Hirth,

— hgs : interaction colinéaire,

— hy : jonctions glissiles,

— hs : jonctions de Lomer
Les différentes interactions sont présentées dans le tableau IV.4. Les paramétres 1o, b et Q)
sont utilisés pour la modélisation de 1’écrouissage isotrope. ry représente la cission critique
initiale, b traduit la sensibilité du matériau vis-a-vis de la saturation et le terme Q) A"
représente 'augmentation maximale de la cission critique d’un systéme de glissement s.

Le modéle introduit par Méric et Cailletaud posséde aussi un écrouissage cinématique
non linéaire permettant de prendre en considération les interactions, a longue distance entre
les dislocations. L’écrouissage cinématique est défini par :

x* =ca® avec &° =4°—dia’ (IV.8)
ol ¢ et d sont des paramétres de I’écrouissage cinématique. Les différents parameétres du
modele de Méric et Cailletaud pour I'acier 316L utilis¢ ont été identifiés par Guerchais [91]
et reportés dans le tableau IV.5.

4 Description du modéle géométrique

Il existe dans la littérature [94, , 87, 89, 31, , 70, 95, 91] plusieurs propositions
de modélisation d’agrégats polycristallins. Dans ce travail, I’étude numérique concerne des
calculs d’agrégats polycristallins tridimensionnels par Eléments Finis avec un modéle de
plasticité cristalline sous chargements cycliques.

4.1 Description du maillage

De maniére générale, il existe deux types de maillage pour la modélisation par la mé-
thode des Eléments Finis des agrégats polycristallins : maillage régulier et maillage libre.
Les maillages réguliers sont généralement décrits avec des éléments cubiques pour les mo-
délisations tridimensionnelles de 'agrégat et des éléments carrés pour les modélisations en
2D. Les maillages libres sont généralement présentés par des éléments triangulaires et té-
traédriques respectivement pour les modélisations en 2D et 3D. L’avantage de 1'utilisation
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A2 A3| A6 | B2 | B4 |B5|C1|C3|C5|D1|D4]| D6
A2 | hg | hy | hy | hg | ha | ha | ho | hy | hs | ha | hs | Ry
A3 | hy | hg | hy | ha | ho | hs | hgy | hs | ha | hs | hy | hy
A6 | hy | hqy | ho | ha | hs | ho | hs | ha | ha | hy | hy | hs
B2 | hg | ha | ha | ho | h1 | ha | ha | hs | ha | ha | ha | hs
B4 | hy | ha | hs | hi | ho | hi | hs | ha | ha | ha | hs | Iy
B5 | hy | hs | ha | hy | hi | ho | ha | ha | hs | hs | ha | Do
Cl| hy | ha | hs | hao | hs | ha | ho | h1 | ha | hs | ha | hy
C3 | hy | hs | ha | hs | ha | hy | hy | ho | ha | ha | ha | hs
C5 | hs | ha | ha | ha | ha | hs | ha | ha | ho | hy | hs | he
D1 hg h5 h4 hg h4 h5 hg h4 h4 hg hl hl
DA | hs | ho | ha | hy | hg | hy | ha | ha | hs | b1 | ho | M1
D6 | hgy | hy | hs | hs | hy | ho | hy | hs | ha | b1 | h1 | ho

TABLE IV.4 — Matrice d’interaction des systémes de glissement dune structure CFC

n ro Q b c d
[MPa.s<| | || | [MPa] | [MPa] | |-] | [MPaq ]
10 0] 87 1.06 | 4.88 | 2.04 x10° | 3.63 x10?

hO hl hQ h3 h4 h5 Cllll 01122 C’1212
FLL L F ) L FL ] F [ [GPa] | [GPa] | [GPa]
1| 1 0438772431241 198 | 125 | 122

TABLE IV.5 — Parameétres matériau utilisés pour les modélisations d’agrégat polycristallin
tridimensionnel identifiés par Guerchais pour I'acier 316L [91]

d’un maillage régulier réside dans le fait qu’il soit simple a générer et que la réalisation d’un
maillage périodique avec ’application des conditions aux limites en déplacement soit aisée.
Ce type de maillage a été utilisé dans le cadre de ce travail.

L’agrégat polycristallin utilisé dans les simulations numériques est visible en figure IV.3.
Il est constitué de 512 grains. La géométrie des grains est cubique. La discrétisation spatiale
de I'agrégat est faite par un maillage régulier et périodique avec des éléments finis hexa-
édriques & interpolation linéaire. Afin de mieux tester I'efficacité des différentes méthodes
proposées, plusieurs densités de maillage sont réalisées :

— 17 configuration (Fig. IV.3a) : 8%. Dans ce cas, l'agrégat est composé d'un seul
élément par grain, ce qui donne pour l’ensemble de I'agrégat un maillage contenant
512 éléments.

— 2¢me configuration (Fig. IV.3b) : 163. Dans ce cas, 'agrégat est composé de 8 éléments
par grain, ce qui donne pour l’ensemble de l'agrégat un maillage contenant 4096
éléments.

— 3%m€ configuration (Fig. IV.3c) : 32%. Dans ce cas, 'agrégat est composé de 64 éléments
par grain, ce qui donne pour l’ensemble de 'agrégat un maillage contenant 32768
éléments.
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(a) 8% éléments (b) 163 éléments

(c) 323 éléments

FI1GURE 1V.3 — Maillage d'un agrégat polycristallin contenant 512 grains discrétisés avec
une variété de nombre d’éléments hexaédriques

4.2 Conditions aux limites

D’une maniére générale, les conditions aux limites homogeénes ou périodiques sont pres-
crites a I’élément de volume pour répondre & la procédure de calcul de moyenne. Pour cela,
nous allons imposer des conditions aux limites en s’appuyant sur I’hypothése de périodicité
en déplacement sur les frontiéres de 'agrégat. Les différentes modélisations ont été réalisées
avec un chargement cyclique de type traction-compression piloté en déformation imposée.
Ce chargement est appliqué en imposant la moyenne volumique de déformation sur 'agré-
gat. [’évolution de la déformation macroscopique uniaxiale appliquée est symétrique, avec
différents valeurs d’amplitude imposées allant de 0.1% a 0.3% et une discrétisation tempo-
relle de 200 incréments par cycle. Un exemple d’évolution associée a ce type de chargement
est présenté a la figure I11.3. Pour tous les cas de chargement étudiés, le rapport de charge
R, = S22 imposé est de —1.

Emazx

Les résultats des différentes méthodes seront présentés avec les agrégats polycristallins
décrits précédemment. Dans un premier temps, une étude qui vise & comparer la précision
des méthodes de réduction de modéle en termes de réponse mécanique sera présentée. Enfin,
une étude sur le temps de calcul sera proposée.
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POLYCRISTALLINS TRIDIMENSIONNELS

5 Prédictions de la méthode PGD

A titre de rappel, la méthode PGD a été implémentée selon deux stratégies itératives :
PGD-V1 et PGD-V2. Avant de commencer la discussion sur la réponse mécanique, il est
intéressant de présenter le comportement de ces deux versions vis-a-vis de la convergence
pour des simulations numériques d’agrégats polycristallins. Une analyse sur I'influence de
I’enrichissement de la base spatio-temporelle vis-a-vis de la réponse mécanique et le temps
CPU est ensuite abordée. Une comparaison de ces deux méthodes en termes de quantités
mécaniques macroscopiques et mésoscopiques est ensuite conduite.

5.1 Convergence de la méthode PGD

Soit m le nombre de fonctions nécessaires a la convergence de la solution a un cycle
donné. L’approximation spatio-temporelle du champ de déplacement, exprimée sous la forme
séparée, est donnée par :

[AUpap)| = i o {AUx} @ {AU} (IV.9)

Pour la méthode PGD-V1, les figures IV.4, IV.5 et IV.6 présentent la convergence pour
les neufs premiers modes du premier cycle. Ces résultats sont obtenus avec un agrégat poly-
cristallin contenant un élément par grain (modeéle 83) et sollicité avec un chargement uniaxial
simple pour une amplitude de déformation macroscopique appliquée de 0.2%. L’ensemble de
la figure IV 4 illustre la solution du champ de déplacement donnée dans la base temporelle
pour les neufs premicres fonctions {AU;}. La figure IV.5, quant a elle, présente I’évolution
de la solution spatiale du champ de déplacement donnée pour le méme nombre de modes
{AUx}". La somme de produits tensoriels de ces deux solutions donne la formulation ten-
sorielle du champ de déplacement IV.9 pour m = 9. La figure IV.6 montre les résultats
de la réponse mécanique macroscopique de l'agrégat calculés a partir de la représentation
séparée du champ de déplacement. La figure IV.6a présente I’évolution de la solution ma-
croscopique avec les neufs premiéres fonctions. L’opération d’enrichissement est répétitive
jusqu’a la convergence des résultats aprés 244 modes (Fig. IV.6b). Il est clair que le premier
mode enrichi (m = 1) converge vers une réponse presque linéaire (fig. IV.6a) (du fait que la
résolution avec la premiére itération est effectuée avec un comportement élastique). L’évo-
lution de la solution commence a s’approcher de la solution convergée (fig. IV.6b) grace au
caractére itératif de la méthode PGD.

Afin de mieux appréhender les résultats obtenus avec la méthode PGD-V2, la figure IV.7a
présente la convergence, au niveau de la contrainte macroscopique, pour un chargement mo-
notone. Ces résultats sont prédits avec le méme agrégat polycristallin utilisé précédemment.
La figure IV.7b, quant & elle, illustre le nombre de fonctions enrichies & chaque itération
et nécessaires a cette convergence. La premiére itération donne une réponse macroscopique
proche du linéaire (courbe rouge), ce qui est logique étant donné que le vecteur AQ? n’est
pas connu a priori (et donc nul pour la premiére itération). Ce premier résultat est donné
par un seul enrichissement suffisant (Fig. IV.7b) pour la convergence de la base spatio-
temporelle du champ de déplacement puisque la réponse est quasi-linéaire. Les itérations
suivantes tendent & se rapprocher de la courbe a la convergence (courbe bleu) aprés 23
itérations et avec une moyenne d’enrichissement de 98 fonctions. Il est important de noter,
qu’a chaque itération, les derniers incréments de temps sont toujours les plus éloignés de la
solution du fait du calcul incrémental de la loi de comportement.
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FIGURE IV.4 — Evolution des fonctions de bases temporelles avec les neufs premiers modes
du premier cycle

5.2 Influence de I’enrichissement sur la réponse PGD

Cette partie présente une étude de sensibilité sur le critére de convergence de la méthode
PGD-V2. Le but est de trouver la tolérance optimale epgp en termes de qualité du résultat
mécanique et temps CPU. A titre de rappel, ce type d’étude a été déja conduit dans la
section 4.3 du chapitre III dans le cadre d’'un modéle de comportement élasto-plastique
macroscopique.

Le parameétre epgp est lié principalement a la vérification de la qualité du champ de
déplacement, enrichie & un ordre m, en vérifiant a la fin de ’étape globale 'inégalité de
I'équation 11.43 (Rpap < €pap). Ainsi, pour tester I'influence de ce paramétre, deux cas de
figure sont analysés :

— 1% cas : {AQP} calculé avec {AU} convergé pour |Rpapl| < epap = 1074
— 2°m€ cas : {AQP} calculé avec {AU} convergé pour ||Rpgpl| < epgp = 1073

Afin de limiter les temps de calcul, les différents cas test ont été effectués avec I'agrégat
polycristallin contenant un seul élément par grain (modéle 8%) et 8 éléments par grain
(modele 16?). Les agrégats sont soumis & une déformation macroscopique purement alternée
sur 100 cycles pour un maximum d’amplitude appliquée Ey; = 0.4%. En effet, au-dela
de cette amplitude, la méthode PGD-V2 diverge en utilisant epgp = 1073, et ceci car
le nombre de fonctions enrichies conduit a une estimation spatio-temporelle du champ de
déplacement insuffisante pour obtenir un état mécanique convergé. Il est donc & noter que
dans le cadre d’'une modélisation en plasticité cristalline, I'utilisation d’une tolérance de
epap = 1073 avec la PGD-V2 est limitée & une amplitude de déformation macroscopique
appliquée valant Ej; = 0.4%. Ces constatations ont été aussi faites dans le cas d’'un modéle
de comportement en plasticité Jo (c.f. section 4.3), mais pour une amplitude de déformation
appliquée Ey; = 0.5% (voire Ey; = 0.6% pour des modéles contenant un faible nombre de
ddl).

La figure IV.8a montre I'évolution de la courbe contrainte-déformation macroscopique
obtenue, lors du dernier cycle de chargement, avec les deux cas proposés. Ces résultats ne sont
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(a) {AUx} (b) {AUx} (c) {AUx}

(d) {AUx } (e) {AUx}? (f) {AUx}°

(8) {AUx} (h) {AUx}® (i) {AUx}

FIGURE IV.5 — Evolution des fonctions de base spatiales avec les neufs premiers modes du
premier cycle
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F1GURE IV.6 — Convergence de la méthode PGD-V1 en termes de contrainte-déformation
Y11 — F11 macroscopiques avec le premier cycle

180 —
iteration 1 ——— 100
L iteration 2
160 iteration 3 //
iteration 4 e
140 | iteration 5 -~~~ g «» 80
converge - o c
120 g = S /
T g
a 100 S 60
= ©
= 80 = o
W S 40
60 £
2
40
20
20
S .
0 fonctions
0 0.00010.00020.00030.00040.00050.00060.00070.00080.0009 0.001 o 5 0 15 2
Eqq itération
(a) Réponse mécanique (b) Nombre de fonctions et itérations

FIGURE IV.7 — Convergence de la méthode PGD-V2 en termes de contrainte-déformation
Y11 — F1 macroscopiques ainsi nombre de fonctions et itérations nécessaires a la convergence

illustrés que pour quelques cas parmi tous les cas traités : la 1°7¢ et la 2°™¢ colonne présentent
respectivement I’hystérésis des résultats d’un chargement de F1; = 0.1% et E1; = 0.3% avec
le modéle 83, et la 3°™¢ colonne présente le cas du chargement Ey; = 0.4% avec I'agrégat 16°.
Au vu de ces résultats, il semble que les solutions macroscopiques de la méthode PGD-V2
obtenues pour les deux valeurs de tolérance sont équivalentes, et que la boucle d’hystérésis
du dernier cycle est la méme. Il est & noter que ces mémes résultats ont été aussi observés
pour les autres cas. La figue IV.8b montre les résultats, a la fin du dernier cycle, en termes
de contrainte mésoscopique pour les grains qui composent l'agrégat (Eq. IV.10) pour un
chargement de E1; = 0.1% et E;; = 0.2% avec le modéle 8 et Ey; = 0.3% avec le modéle 163.
La figure IV.8c présente les résultats de déformation mésoscopique (Eq. IV.11) pour I'agrégat
8 avec un chargement de E; = 0.2% (1° colonne), et une amplitude de Ey; = 0.3% et
E; = 0.4% (respectivement 2°™¢ et 3°"¢ colonne) avec l'agrégat 163. Ces deux figures
montrent bien que la méthode PGD-V2 avec une tolérance de epgp = 1072 donne la méme
réponse mécanique dans les grains qu’avec une tolérance de epep = 107, pour tous les cas
étudiés. Pour conclure, la méthode PGD-V2 avec un critére de convergence de 1’étape globale
plus petit, fournit des bonnes prédictions aux échelles macroscopique et mésoscopique pour
une limite de chargement de Ey; = 0.4%.
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FIGURE IV.8 — Influence du nombre de modes enrichis sur les résultats macroscopiques
Y11 — E11 et mésoscopiques (< 011 >¢ et < 11 >¢) du dernier cycle obtenus pour un agré-
gat polycristallin contenant 8 et 16 éléments pour différentes amplitudes de déformation

macroscopique appliquées
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La diminution du nombre d’enrichissement des vecteurs spatio-temporels, notamment
{AUx} et {AU}, permet d’augmenter la vitesse de convergence de la méthode PGD-
V2. Les figures IV.9a et IV.9c¢ illustrent une comparaison entre 1’évolution des temps de
calcul en fonction du nombre de cycles des deux critéres de convergence respectivement
pour les modeéles d’agrégats 8 et 16%. Afin de mieux analyser les réponses temporelles,
ces résultats sont accompagnés par une comparaison portant sur le nombre de fonctions
enrichies et présentées aux figures IV.9b et IV.9d. Au vu des temps de calcul obtenus, il
est clair que quel que soit le chargement appliqué, la résolution de la méthode PGD-V2
avec une tolérance de epgp = 1072 est plus rapide qu’avec epgp = 1074, En effet, pour un
chargement de E;; = 0.2% avec 'agrégat composé de 8% éléments, le nouveau critére permet
un gain en temps de 36% par rapport au premier critére pour 100 cycles. Ces gains de temps
sont aussi observés avec le modéle 163 de I'agrégat. Avec une tolérance epgp = 1073 pour
un chargement de Ej; = 0.2%, le temps de calcul de la méthode PGD-V2 est réduit d’un
facteur proche de 2 par rapport au premier critére.

Les différents gains de temps obtenus peuvent étre expliqués par la diminution du nombre
de modes spatio-temporels enrichis nécessaires a la convergence. Dans le cas d’un chargement
de Ey; = 0.2% avec le modéle 83, le nombre de modes présentés a la figure IV.9b (1¢7
colonne) montre que la méthode PGD-V2 avec epgp = 10~* nécessite en moyenne une
centaine de fonctions au cours des 50 premiers cycles. Seulement 50 fonctions sont nécessaires
avec epep = 1073, Une diminution du nombre d’enrichissements, pour les deux cas étudiés,
est observée d’un cycle a ’autre. Ce nombre atteint au dernier cycle 80 modes avec le premier
critére et 40 modes avec le second. Cette différence conduit a une réduction du nombre de
résolutions des deux systémes linéaires de 1’étape d’enrichissement, permettant ainsi un gain
en temps CPU intéressant. Il est clair que ce gain avec le nouveau critére est plus significatif
en augmentant la non linéarité du probléme ainsi que la discrétisation spatiale du modéle.
Pour un chargement de Ey; = 0.2% avec I'agrégat composé de 8% et 163 éléments, 1'utilisation
d’une tolérance de epgp = 1072 conduit & un gain de temps respectivement de 36% et 40%
par rapport au epgp = 10~*. Pour un chargement de F;; = 0.4% les gains en temps observés
respectivement sont 51% et 55% (Fig. IV.9a et IV.9¢).

D’une maniére générale, la diminution du critére de convergence de 1’étape globale per-
met une bonne estimation des valeurs macroscopiques (moyennes dans I’agrégat) et mésosco-
piques (moyennes dans les grains) avec un gain en temps intéressant vis-a-vis de ’ancien cri-
tere. Toutefois, ce type de modélisation peut difficilement prendre en compte les différentes
amplitudes de déformation macroscopique appliquées, avec un maximum de Ej; = 0.4%
dans le cadre d’'une modélisation en plasticité cristalline. Dans ce qui suit, les résultats de
la réponse mécanique ainsi que les temps de calculs seront présentés avec epgp = 1073,

5.3 Réponse mécanique macroscopique de la méthode PGD

Cette partie présente une comparaison entre les solutions mécaniques macroscopiques
obtenues par la méthode incrémentale et incrémentale droite et celles issues des deux mé-
thodes PGD. Les résultats sont exposés pour les trois configurations d’agrégats présentées
dans la section 4.1 et une sollicitation en traction purement alternée & différentes amplitudes
de déformations totales macroscopiques. Les simulations d’agrégats polycristallins ont été
effectuées pour 100 cycles de chargement avec les modeéles 8% et 16%. En revanche, pour des
raisons de temps de calcul élevé lors de I'utilisation de la méthode incrémentale, les calculs
avec le modéle 323 n’ont été réalisés que pour 20 et 30 cycles.

Une analyse sur les iso-valeurs des champs de contrainte et de déformation est exposée
aux figures IV.10, IV.11 et IV.12 pour les différentes configurations des agrégats donnés par
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FI1GURE IV.9 — Influence du nombre de modes enrichis pour les résultats macroscopiques
et mésoscopiques du dernier cycle obtenus pour des agrégats polycristallins contenant 8 et
163 éléments avec différentes amplitudes de déformation macroscopique appliquées

155



5. PREDICTIONS DE LA METHODE PGD

la méthode incrémentale et les méthodes PGD. Les figures IV.10 et IV.11 représentent les
résultats des simulations obtenus & la fin du premier quart du 50°™¢ cycle de chargement
respectivement pour les modéles 82 et 163. La figure IV.12 correspond aux résultats obtenus a
la fin du premier quart de cycle du 20°™¢ cycle de chargement. Il est & noter que 1’ensemble
des graphiques exposés sur la premiére ligne correspond a la distribution des champs de
contrainte et l’ensemble de la deuxiéme ligne contient les champs de déformation dans
I’agrégat. Pour tous les cas présentés, les agrégats polycristallins sont sollicités avec une
amplitude de déformation macroscopique appliquée E; = 0.2%.

On remarque que la distribution des champs de contrainte dans les agrégats sont for-
tement hétérogénes au sein des grains et entre les grains. Cette hétérogénéité est aussi
constatée avec la distribution des champs de déformation dans les agrégats. Toutefois, il est
a noter que la distribution des différentes hétérogénéités intergranulaire et intragranulaire
(en contrainte et déformation) sont parfaitement représentées avec une discrétisation de la
microstructure raffinée (Fig. IV.11 et IV.12) au contrainte du cas d’un maillage grossier
(Fig. IV.10). Les distributions des champs mécaniques dans les agrégats polycristallins don-
nées par la méthode incrémentale sont correctement prédites par les méthodes PGD-V1 et
PGD-V2. De faibles écarts sont constatés avec la méthode PGD-V1 pour les extremums
iso-valeurs de déformation qui n’excédent pas 0.4%. Dans le cas de la la méthode PGD-V2,
des écarts plus importants sont observés pour un maximum d’erreur en contrainte égal a

1.8%.
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quart de cycle du 50°™¢ cycle avec le modéle d’agrégat 83

Les réponses mécaniques macroscopiques obtenues, lors du dernier cycle de chargement,
pour les discrétisations 8 et 163 éléments sont reportées a la figure IV.13. Les niveaux de
déformation sont de E; = 0.1%, E11 = 0.2% et Ey; = 0.3%. Ces résultats montrent une
bonne adéquation des réponses mécaniques macroscopiques issues des deux méthodes de
réduction de modéle PGD vis a vis de la résolution incrémentale et incrémentale droite. La
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figure IV.14 présente, quant a elle, les deux solutions contrainte-déformation macroscopiques
suivant la direction du chargement pour l'agrégat polycristallin composé de 323 éléments.
Comme il a été mentionné précédemment, afin de limiter les temps de calculs, seuls les
résultats avec un chargement de F1; = 0.1% apreés 30 cycles (Fig. IV.14a) et un chargement
Eyp = 0.2% aprés 20 cycles (Fig. IV.14b) sont présentés. Suite a ces résultats, il est clair
que les solutions obtenues par la méthode PGD-V1 et PGD-V2 sont bien équivalentes par
rapport au calcul incrémental et incrémental droite quant a la contrainte moyenne. De méme,
une bonne représentation de I'hystérésis de chaque dernier cycle est observée.
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FIGURE IV.13 — Comparaison des réponses contrainte-déformation ;7 — F'1; macroscopiques
au 100°™¢ cycle par le calcul incrémental et les méthodes PGD pour différentes amplitudes
de déformation imposées et pour un agrégat composé de 8% et 16® éléments
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FIGURE IV.14 — Comparaison des réponses contrainte-déformation ¥q; — Ej; macrosco-
piques obtenues par le calcul incrémental et les méthodes PGD lors du 30°™¢ et 20°™¢ cycle
respectivement pour des amplitudes de déformation Ey; = 0.1% et E1; = 0.2%

5.4 Réponse mécanique mésoscopique de la méthode PGD

Dans le cadre de la modélisation des agrégats polycristallins, il est nécessaire de tenir
compte de la réponse des champs mécaniques a 1’échelle des grains, notamment pour 1’étude
des problémes en fatigue. Cette partie présente une comparaison entre les solutions pré-
dites par la méthode incrémentale et les deux méthodes PGD a cette échelle. Les valeurs
moyennées dans chaque grain de I'agrégat sont données par :

1

(o) = el odV (IV.10)
G
1
(e)a = e | edV (IV.11)
G

avec Vg le volume du grain GG. Pour tous les cas étudiés, les agrégats sont soumis aux mémes
chargements considérés précédemment.

La figure IV.15 présente les résultats des calculs PGD et incrémentale, a la fin du der-
nier cycle, pour les contraintes et déformations mésoscopiques des 512 grains qui composent
I’agrégat. Chaque point correspond & un grain. Les résultats montrent bien que les méthodes
de réduction de modeéle développées permettent d’obtenir des résultats trés proches de la
méthode incrémentale pour tous les cas étudiés. Il est cependant possible de constater de
faibles écarts au niveau de la déformation mésoscopique entre la solution PGD-V2 et la
solution incrémentale avec un chargement de Ey; = 0.2% (Fig. IV.15f et IV.15g). En re-
vanche, les erreurs observées n’excédent pas 0.56% et 0.88% respectivement avec l'agrégat
contenant 8% et 163 éléments. Dans le cas d’un chargement de Ej; = 0.3%, des écarts plus
importants sont constatés pour la déformation mésoscopique, présentés dans le cas du mo-
dele 16% (Fig. IV.15h). Ces différences restent tout a fait acceptables avec une erreur relative
maximale inférieure a 1.3%. La figure IV.16 illustre la distribution des erreurs relatives de
la déformation mésoscopique entre la PGD-V2 et la méthode incrémentale. Ces résultats
correspondent aux décalages observés en figure IV.15h. Au vu de ces résultats, il est clair
que dans la majorité des grains constituant l'agrégat, on observe une erreur maximale de
0.7%. Ces différences peuvent étre atténuées en diminuant la tolérance de convergence de la
solution mécanique de la méthode PGDV2 (donnée par 1’équation 11.15), mais dans ce cas,
le temps de calcul augmente significativement.
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FIGURE IV.16 — Distribution des erreurs relatives entre les déformations mésoscopiques
obtenues par la méthode PGD-V2 et la méthode incrémentale pour un chargement de Ey; =
0.3% avec le modéle d’agrégat 163

Il est parfois observée que les écarts au niveau de la déformation mésoscopique aug-
mentent au fur et & mesure de 'application du nombre de cycles. Des simulations numériques
d’agrégats polycristallins ont été conduites jusqu’a 2000 cycles afin de mieux comprendre
I’évolution de ce décalage. La figure IV.17 représente les erreurs relatives maximales dans 5
grains ainsi que l'erreur moyenne dans les 512 grains. Ces résultats sont déterminés a la fin
de chaque 100 cycles et pour E1; = 0.2% et E1; = 0.3% avec I'agrégat contenant un seul élé-
ment par grain. Ces résultats montrent que quel que soit le niveau du chargement appliqué,
Perreur relative maximale subit une évolution rapide dans un premier temps jusqu’a 7.53%
(grain 282) apres 1000 cycles pour Fy; = 0.2% (Fig. IV.17b) et 2.8% (grain 262) aprés 1100
cycles pour Ey; = 0.3% (Fig. IV.17¢). Ensuite, I’évolution de 'erreur devient beaucoup plus
lente jusqu’a atteindre une saturation a partir du 1500 et 1600°™¢ cycle respectivement
pour Ey; = 0.2%, avec 8.14% d’erreur, et Ey; = 0.3% pour un écart de 2.95%. La figure
IV.17c montre que 'erreur moyenne pour les 512 grains présente une saturation apres 1300
cycles de chargement. L’écart maximal constaté est de 1.51% et 0.65% respectivement pour
E1 = 0.2% et £ = 0.3%. La méthode PGD-V2 prédit donc bien les valeurs de déformation
moyenne et 1’écart observé tend vers une stabilisation au fur et & mesure que le nombre de
cycles augmente.

La figure IV.18 présente les résultats des distributions de la contrainte et de la déforma-
tion moyennées dans chaque grain (o11)¢ - (€11)¢ pour les trois amplitudes de chargement.
Ces résultats correspondent bien a ce qui a été constaté précédemment. En effet, les calculs
avec la méthode PGD fournissent une bonne description des résultats mésoscopiques vis-
a-vis de la méthode incrémentale. Les faibles écarts constatés précédemment au niveau de
la déformation mésoscopique avec la méthode PGD-V2 sont aussi observés avec des ampli-
tudes de chargement Ej; = 0.2% et E1; = 0.3% pour une discrétisation de la microstructure
respectivement avec un seul élément et 8 éléments par grain (Fig. IV.18b et IV.18c¢).

Pour conclure, une bonne adéquation des résultats a I’échelle des grains entre les ré-
ponses issues d'une résolution incrémentale et les deux méthodes de réduction de modéle
PGD est observée. Ces constats valent pour différentes amplitudes de déformation macro-
scopique appliquées ainsi que pour les trois discrétisations. Une moins bonne adéquation des
déformations mésoscopiques est rencontrée, en particulier avec la méthode PGD-V2, pour
des amplitudes de chargement au-dela de F1; = 0.2%. Ces différences restent néanmoins
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tout & fait acceptables car ’évolution de I'erreur est quasiment stable aprés une modélisation
de 2000 cycles.

Aprés avoir présenté les différents résultats des deux versions de la méthode PGD avec
le modéle de plasticité cristalline, la section suivante illustre le méme travail abordé pour
les différentes versions de la méthode APR cyclique.

6 Reésultats de la méthode APR cyclique

Cette section présente les résultats de la méthode APR cyclique avec les modeéles d’agré-
gats polycristallins sous chargement cyclique. Avant de commencer I'analyse sur les diffé-
rentes quantités mécaniques, une étude sur la stabilité et l'initialisation de la base réduite
sera présentée. Ensuite, une étude sur la convergence des différentes stratégies en termes
d’initialisation de la base, procédé correction-adaptation et calcul réduit sera exposée. En-
fin, la réponse mécanique des agrégats polycristallins prédite par les différentes versions
de la méthode APR cyclique sera analysée en comparaison avec la méthode incrémentale
a l’échelle macroscopique dans un premier temps, et a I’échelle des grains dans un second
temps.

6.1 Etude de stabilité de la base APR cyclique

La stratégie incrémentale de I’adaptation de la base consiste a enrichir la base, au besoin,
par un ensemble de sous-espaces de Krylov. Ceci peut conduire a un cotit de calcul important
et proportionnel au nombre de cycles. Dans le cadre d'une modélisation en plasticité J, (c.f.
section 5.2 chapitre III), seuls les trois premiers cycles aprés l'initialisation sont adaptés.
Cette partie présente une étude sur ce théme dans le cadre d’'une modélisation en utilisant
la plasticité cristalline.

Les figures IV.19a et IV.19b, respectivement pour la APR-V3 et APR-V4, illustrent le
nombre de fonctions enrichies par cycle pour la base réduite durant 30 cycles de chargement.
Ces résultats sont obtenus avec une modélisation d’agrégats polycristallins contenant 163
¢éléments et un chargement de Ey; = 0.1%. L’initialisation de la base est effectuée avec
plusieurs cas : au 1°7, 3°™¢ et 6°¢ cycle. Chaque cycle est discrétisé avec 200 incréments
de temps. Ces résultats montrent que seuls les premiers cycles, avec une résolution du
modeéle réduit, sont les cycles les plus enrichis. En particulier, I’enrichissement est effectué
principalement au premier cycle aprés initialisation. Ensuite, il devient plus stable avec les
cycles suivants et la taille du probléme est rapidement stabilisée.

Comme dans le cadre d’'une modélisation en plasticité Jy, on propose de controler la
validité de la base et de I'enrichir & ’aide de sous-espaces de Krylov pour les trois premiers
cycles apres initiation. La stratégie d’initiation ainsi que ’adaptation de la base réduite est
présentée a la figure I1.18.

6.2 Influence du choix de l’initialisation de la base réduite

La premiére étape de l'algorithme de la méthode APR cyclique consiste a initialiser
une base réduite [®Y]. Cette base sera utilisée dans la suite du calcul pour la résolution du
systéme linéaire réduit suivant une stratégie de résolution et d’adaptation incrémentale.

La base [®0] est définie généralement & partir des calculs préliminaires afin de construire
les fonctions de forme du modéle réduit. D’un point de vue pratique, des auteurs [222, 2419]
ont montré que le choix de l'initialisation de la base réduite n’a pas I'influence sur la qualité
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des résultats mais sur la vitesse de convergence de I’algorithme. Ces résultats ont été observés
dans le cadre de la modélisation avec un comportement macroscopique (c.f. section 5.3
chapitre III). L’initialisation de la base a partir du 6°™¢ cycle conduit & des résultats plus
rapides qu’avec une base extraite au premier cycle tandis que la précision de la réponse
mécanique est la méme. Cette partie repose sur 1’étude du choix de Il'initialisation de la
base réduite dans le cadre d’une modélisation a 1’échelle des grains avec les deux stratégies
d’adaptation de la base réduite. Pour cela, deux cas de figures sont analysés :

Premier cas Une base initiale extraite pour I'histoire du premier cycle a partir de :
— Calcul incrémental du premier cycle avec une mémorisation de 1’histoire du champ
de déplacement & chaque incrément de temps
— Une SVD tronquée appliquée sur Ihistoire de [AU(X, )]
— Calcul avec le modéle réduit et adaptation de la base réduite si nécessaire des
trois premiers cycles aprés initialisation

Deuxiéme cas Une base initiale extraite apres six cycles a partir de :
— Calcul incrémental de six cycles avec une mémorisation de I’histoire du champ de
déplacement effectuée a partir du 4™ cycle
— Une SVD tronquée appliquée sur I’histoire de [AU(X, )]
— Calcul avec le modéle réduit et adaptation de la base réduite si nécessaire des
trois premiers cycles aprés initialisation

L’ensemble des figures IV.20 présentent les résultats obtenus avec la méthode APR cy-
clique pour les deux stratégies d’initialisation proposées. La réponse mécanique est illustrée
a travers les valeurs macroscopiques (moyennes dans 'agrégat) et mésoscopiques (moyennes
dans les grains) obtenues lors du 100°™¢ cycle de chargement. L’évolution du temps de cal-
cul est aussi présentée afin d’étudier I'influence du critére d’initialisation de la base réduite
sur la vitesse de convergence. Les résultats illustrés dans une méme colonne correspondent
aux résultats avec la méme stratégie d’adaptation de la base réduite. Ces derniers sont ob-
tenus a partir d’une simulation d’un agrégat polycristallin contenant 512 éléments et une
déformation macroscopique appliquée E1; = 0.2%.

Au vu des diagrammes contrainte-déformation macroscopiques (Fig. IV.20a et IV.20b),
la méthode APR cyclique avec une base extraite au 6°™¢ cycle permet d’obtenir des résultats
proches de la méthode incrémentale. Un décalage entre les extremums de contrainte et de
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déformation ne dépasse pas respectivement 0.7% et 0.56% avec la APR-V3 et 0.75% et 0.66%
avec la APR-V4. Cependant, des écarts plus importants sont observés avec la réponse APR
cyclique pour une base initialisée a la fin du premier cycle. En effet, les contraintes et les
déformations macroscopiques maximales prédites par la méthode APR cyclique, avec la
stratégie du premier cas, surestiment les contraintes et déformations maximales prédites
par le calcul incrémental avec un décalage de 2.9% et 3.2% en contrainte et 2.8% et 3.2%
en déformation respectivement pour les APR-V-3 et APR-4.

Pour les valeurs de déformation moyennées dans chaque grain (Fig. IV.20c et 1V.20d),
des écarts sont constatés avec la premiére stratégie d’initialisation, écart relatif maximum
de l'ordre de 3.7% et 4.39% dans le grain 479 respectivement pour la APR-V3 et APR-V4
ainsi que 2.8% et 3.2% d’erreur moyenne prédite par I'ensemble des grains de 'agrégat.
Une amélioration de la qualité des résultats est observée dans le cas d’une modélisation en
utilisant la deuxiéme proposition d’initialisation. Une meilleure représentation des valeurs
moyennes des déformations avec la méthode APR cyclique est rencontrée pour une erreur
relative maximale inférieure a 1% pour les deux stratégies d’adaptation. L’erreur moyenne
donnée par I’ensemble des grains est de I'ordre de 0.38% avec la APR-V3 et 0.42% avec la
APR-V4 par rapport au calcul incrémental.

L’évolution du temps de calcul en fonction du nombre de cycles est présentée aux figures
IV.20e et IV.20f. Ces résultats visent a comparer le temps de calcul nécessaire pour atteindre
100 cycles avec les deux stratégies d’initialisation proposées. Au vu de ces résultats, il est
clair que la méthode APR cyclique avec la deuxiéme stratégie permet un gain en temps de
14% et 18% respectivement pour la APR-V3 et APR-V4 par rapport a la premiére stratégie
d’initialisation. Cela s’explique par le nombre de fonctions enrichies dans la base réduite,
lors des trois cycles d’adaptation, plus significatif dans le cas du premier cas proposé. Ces
derniers sont listés au tableau I'V.6.

Stratégie Premier cas Deuxiéme cas
utilisée 2¢me cycle | 3°™¢ cycle | 4™ cycle | 7¢™¢ cycle | 8°™¢ cycle | 9™ cycle
nombre de fonctions
673 331 215 490 267 189
enrichies avec APR-V3
nombre de fonctions 192 278 197 276 207 170

enrichies avec APR-V4

TABLE IV.6 — Comparaison du nombre de modes enrichis avec les méthodes APR-V3 et
APR-V4 pour les deux stratégies d’initialisation de la base réduite

Pour conclure, de meilleurs résultats de la réponse mécanique prédits avec la méthode
APR cyclique sont observés pour une base extraite au 6“¢ cycle plutdét que pour une
initialisation a la fin du premier cycle. L’enrichissement de la base issue de 1'histoire du
champ de déplacement du premier cycle est plus significatif par rapport & une base initiale
extraite & partir du sixiéme cycle. Cela est expliqué par les changements rapides des solutions
dans le premier cas, qui conduit a une augmentation du temps de calcul. Tout comme dans le
cadre du chapitre III, la stratégie d’initialisation de la base réduite utilisée avec la méthode
APR cyclique pour une modélisation a I’échelle des grains est celle du deuxiéme cas proposé.

6.3 Convergence de la méthode APR cyclique

Cette partie présente une étude de la méthode APR cyclique vis-a-vis de la convergence
de son algorithme itératif dans le cadre de la modélisation des agrégats polycristallins.
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Initialisation de la base APR cyclique

La stratégie d’initialisation de la base réduite consiste & appliquer une SVD tronquée
sur ’ensemble des réalisations spatio-temporelles du champ de déplacement tirés a partir
des simulations précédentes (un calcul incrémental droite des six premiers cycles dont la
mémorisation de ’histoire de [AU (X, t)] n’est effectuée que pour les trois derniers cycles). La
sélection des modes contenant les valeurs les plus optimales au sens énergétique est effectuée
avec une troncature de egyp = 1075, Le nombre de modes obtenus dans la base initiale [®?]
sont listés dans le tableau IV.7 pour les différents modeles d’agrégat et le chargement utilisés.
D’apres ces résultats, il est clair que la taille du probléme initial augmente avec la valeur
du chargement appliqué ainsi qu’avec la discrétisation spatiale de la microstructure.

Modéle et Modéle 83 Modéle 163 Modéle 323
chargement 0.1% | 0.2% | 0.3% | 0.1% | 0.2% | 0.3% | 0.1% | 0.2% | 0.3%

nombre de modes

o 329 490 526 345 509 545 405 528 565
initial

TABLE IV.7 — Nombre de modes initialisés dans la base réduite en fonction du nombre
d’éléments et de 'amplitude de chargement appliquée

Calcul réduit avec adaptation

A partir du premier instant du 7¢"¢ cycle, le calcul avec la méthode APR cyclique
se poursuit en utilisant la résolution du systéme réduit. Cependant, cette base n’est pas
capable de représenter I’évolution de la solution pour les futures simulations. Une stratégie
d’adaptation incrémentale a donc été proposée section 5.2.3 du chapitre II. Elle consiste a
évaluer les erreurs induites par 'estimation réduite du systéme linéaire ainsi que par ’ajout,
si nécessaire, de nouvelles fonctions capables de décrire la solution & chaque instant. La
figure IV.21 présente le nombre de fonctions cumulées de la base réduite, lors de la phase
d’adaptation, avec les différentes amplitudes de chargement. Tout comme dans le cadre
du modele élasto-plastique macroscopique, I'enrichissement avec la stratégie des méthodes
APR-V3 et APR-V1 est plus important qu’avec la stratégie des méthodes APR-V2 et APR-
V4 pour tout les cas traités. A titre d’exemple, pour un chargement de E;; = 0.3% avec
I'agrégat contenant 512 éléments (Fig. IV.21c), la méthode APR-V3 nécessite 982 fonctions
pour 'adaptation de la base alors que la APR-V4 requiert 790 fonctions. Ces résultats
montrent que toute augmentation de la discrétisation spatiale induit une faible augmentation
du nombre de modes adaptés. Une augmentation plus importante est constatée lorsque le
chargement appliqué devient plus significatif. Cela peut s’expliquer par le fait que lorsque
le comportement devient plus non linéaire, I’ajout de plus de fonctions est nécessaire. Une
diminution du nombre de fonctions est observée avec les méthodes APR-V1 et APR-V2 par
I’application d’'une POD a la fin de I'adaptation.
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FIGURE IV.21 — Nombre de modes de la base réduite pour les différentes amplitudes de
déformation appliquées

Calcul avec des modéles réduits constants

Aprés avoir adapté la base réduite pour trois cycles, les simulations avec la méthode APR
cyclique se poursuivent avec une base réduite qui n’évolue plus afin d’accélérer les calculs.
Les dimensions du modéle réduit sont listées dans les tableaux IV.8, IV.9 et IV.10 pour
les modélisations avec les modéles 8%, 16 et 322 et en fonction du niveau de chargement
appliqué. Pour un faible nombre de ddl, la taille du modéle réduit est proche de celle utilisée
par le modéle complet. En effet, pour un chargement de E;; = 0.3% et avec I'agrégat 83
(tableau IV.8), la taille de la matrice du probléme est de 1508 et 1316 respectivement pour
les méthodes APR-V3 et APR-V4 tandis que pour une modélisation avec le modéle complet
elle est de 1542. Une augmentation du nombre d’éléments (et donc intrinséquement du
nombre de ddl) permet de satisfaire la condition r << N,.

6.4 Réponse mécanique macroscopique de la méthode APR cy-
clique

Dans cette partie, la réponse mécanique des agrégats polycristallins avec les différentes

stratégies de la méthode APR cyclique est étudiée a I’échelle macroscopique a travers les

quantités mécaniques moyennées dans ’agrégat. Le but est de comparer la fiabilité de ces
méthodes en termes de précision des résultats par rapport a la méthode incrémentale. Les
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Méthode Taille du probléme 83

utilisée E=01% | E;1 =02% | B = 0.3%
Modéle Complet 1542 1542 1542

APR-V1 427 878 982

APR-V2 302 658 790

APR-V3 756 1368 1508

APR-V4 631 1148 1316

TABLE IV.8 — Comparaison entre la taille du probléme résolu avec la méthode incrémentale
et les méthodes APR cycliques en fonction du chargement appliqué pour le modéle 8°

Méthode Taille du probléme 163

utilisée Ey1=01% | E;1 =02% | By = 0.3%
Modeéle Complet 12294 12294 12294

APR-V1 752 1419 1935

APR-V2 600 1340 1294

APR-V3 1157 1947 2480

APR-V4 1005 1868 1839

TABLE IV.9 — Comparaison entre la taille du probléme résolu avec la méthode incrémentale
et les méthodes APR cycliques en fonction du chargement appliqué pour le modéle 163

Méthode Taille du probléme 323

utilisée Ei1=01% | E11 =0.2% | By = 0.3%
Modeéle Complet 98310 98310 98310

APR-V1 281 1419 1998

APR-V2 118 1340 1638

APR-V3 369 1947 2563

APR-V4 205 1868 2203

TABLE IV.10 — Comparaison entre la taille du probléme résolu avec la méthode incrémentale
et les méthodes APR cycliques en fonction du chargement appliqué pour le modéle 323

mémes cas qu’avec la méthode PGD sont analysés.

L’ensemble des résultats de la figure V.22 concerne les réponses mécaniques macro-
scopiques obtenues, lors du 100°™¢ cycle de chargement, avec les différentes amplitudes
de déformation appliquées. Au vu de ces diagrammes contrainte-déformation, les solutions
macroscopiques de I'agrégat prédites par les quatre versions de la méthode APR cyclique
estiment bien les solutions obtenues par un calcul incrémental. Pour des amplitudes de char-
gement au dela de F1; = 0.2%, des écarts sont observés au niveau des valeurs moyennes
(contrainte et déformation). Pour un chargement de Ey; = 0.2% avec le modeéle 8° (Fig.
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IV.22¢), de faibles écarts entre les extremums de contrainte et de déformation sont consta-
tés. Ils ne dépassent pas respectivement 0.43% et 0.6% avec la APR-V4. Ces écarts sont
constatés aussi avec le modele de type 16 (Fig. IV.22d) pour un maximum de 0.6% en
contrainte et 0.65% en déformation avec la APR-V3. Pour une amplitude de Ey; = 0.3%,
des décalages légérement plus importants sont observés au niveau des valeurs moyennes. Un
écart relatif maximum de 0.79% en contrainte et 0.97% en déformation est constaté avec
la méthode APR-V2 pour le modéle de type 8 (Fig. IV.22¢). Des écarts qui n’excédent
pas 0.75% en contrainte et 0.87% en déformation apparaissent avec la méthode APR-V3
pour le modele de type 16® (Fig. IV.22f). Une bonne représentation des boucles d’hystérésis
du dernier cycle issue des différentes méthodes de I’APR cyclique comparées a celle de la
méthode incrémentale est observée.

Les diagrammes contrainte-déformation avec le modéle contenant 64 éléments par grain
sont présentés a la figure IV.23. Ces derniers sont obtenus aprés 20 cycles et 30 cycles de
chargement. Ces résultats montrent que la réponse mécanique macroscopique est correc-
tement prédite par les méthodes APR cycliques avec une bonne adéquation des boucles
d’hystérésis du dernier cycle.

Afin de mieux appréhender les résultats précédents, une bréve analyse sur les distri-
butions des champs de contrainte et de déformation, selon la direction du chargement, est
présentée aux figures IV.24 et IV.25. Ces résultats sont donnés pour la méthode incrémentale
et les méthodes de ’APR cyclique pour les différentes configurations d’agrégats (modéles 8%,
163 et 323). Pour tous les cas présentés, les agrégats polycristallins sont sollicités avec une
amplitude de déformation macroscopique appliquée F1; = 0.2%. Les résultats des différentes
discrétisations spatiales de la microstructure sont illustrés dans la méme colonne. Il est &
noter que pour les modéles contenant un élément et huit éléments par grain, les résultats
sont présentés avec des simulations obtenues & la fin du premier quart du 50°™¢ cycle de
chargement. Les résultats de I’agrégat composé de 64 éléments par grain sont présentés a la
fin du premier quart du 20°¢ cycle de chargement.

Les distributions des champs de contrainte (Fig. IV.24) et de déformation (Fig. IV.25)
fournies par la méthode incrémentale sont fortement hétérogenes. Cette distribution est
donnée au sein du méme grain ou bien entre les grains voisins. L’hétérogénéité intergranulaire
et intragranulaire observée est correctement prédite par les différentes versions de la méthode
APR cyclique. Pour toutes les méthodes, la distribution des différentes hétérogénéités des
champs de contrainte et de déformation sont mieux représentées avec une discrétisation fine
de la microstructure.

La distribution des valeurs maximales en contrainte et en déformation prédites par les
méthodes APR cycliques est de bonne qualité pour les différentes discrétisations spatiales.
Pour des simulations avec 50 cycles, il est possible de constater quelques écarts obtenus
avec les méthodes APR cycliques pour les iso-valeurs maximales : un maximum de 1.2% en
contrainte avec la APR-V2 et un maximum de 8% en déformation avec la APR-V3, pour la
modé¢lisation contenant un élément par grain.

6.5 Réponse mécanique mésoscopique de la méthode APR cyclique

Afin d’étudier la pertinence des méthodes APR cycliques pour les réponses mécaniques a
I’échelle des grains, une comparaison par rapport aux solutions incrémentales est effectuée.
Cette comparaison porte sur les réponses mécaniques mésoscopiques a travers les valeurs
moyennées dans chaque grain données par les équations IV.10 et IV.11. Les mémes cas que
dans la section précédente sont étudiés.

L’ensemble des graphiques de la figure IV.26 concerne les contraintes moyennes dans
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du 100°™¢ cycle par le calcul incrémental et les méthodes APR cycliques sous différentes
amplitudes de déformation imposées et pour un agrégat composé de 8 et 16 éléments
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respectivement pour une amplitude de déformation Fi; = 0.1% et E1; = 0.2%

chaque grain a la fin du dernier cycle. Au regard de ces résultats, il est clair que les méthodes
APR cycliques permettent d’obtenir des résultats équivalents a la méthode incrémentale.
Cependant, il est possible de constater quelques écarts pour des amplitudes de chargement
au dela de Fi; = 0.2% mais qui restent tout a fait acceptables. Pour un chargement de
Ei; = 0.2% avec le modeéle 8 (Fig. IV.26b), on observe des écarts relatifs maximaux de
1.9%, 1.79% et 1.75% respectivement pour les grains numéro 310, 340 et 93 avec la méthode
APR-V2. La moyenne d’erreur par tous les grains est de 0.49%. Des décalages légérement
plus importants sont constatés pour un chargement de Ey; = 0.3% (Fig. IV.26d) : des écarts
maximaux de 2.64%, 2.23% et 2.11% respectivement pour les grains numéro 169, 472 et 317
avec la méthode APR-V1. L’erreur relative moyenne est de 0.76% par tous les grains.

La figure IV.28 illustre la distribution des erreurs relatives, en termes de contraintes
moyennes, entre les méthodes APR cycliques et la méthode incrémentale. Ces résultats
montrent que la majorité des grains qui composent ’agrégat posséde un écart maximal de
1.5%. Ces constats sont faits pour les quatre versions de la méthode APR cyclique.

La figure IV.27 présente les résultats a la fin du dernier cycle en termes de déformation
mésoscopique pour chacun des 512 grains constituant ’agrégat. Les réponses obtenues avec
un chargement de F1; = 0.1% (Fig. IV.27a) montrent bien que les méthodes APR cycliques
permettent d’obtenir des résultats trés proches de la méthode incrémentale. Cependant,
pour des chargements au dela de E;; = 0.2%, les résultats ne sont pas aussi bons. En
effet, avec un chargement de FEy; = 0.2%, l'erreur relative moyenne pour tous les grains
n’excédent pas les 0.69% avec la APR-V2. Des décalages légérement plus importants sont
observés pour une amplitude de Ei; = 0.3%. A titre d’exemple, pour le modéle d’agrégat
16% (Fig. IV.27d), 'erreur relative moyenne issue de tous les grains est de 1% pour toutes
les versions développées.

L’ensemble des figures IV.29 présente la distribution des erreurs relatives entre la réponse
prédite par les méthodes APR cyclique et la méthode incrémentale. On remarque que :

— les méthodes APR-V1 et APR-V2 présentent un écart maximal de 'ordre de 4%,
légérement plus important que les méthodes APR-V3 et APR-V4. Cela peut étre
expliqué par le fait qu'une réduction du nombre de modes enrichis de la base réduite
influe sur la réponse mécanique ;

— Les méthodes APR-V3 et APR-V4 prévoient un écart maximal de 'ordre de 3.75% ;

— Une grande partie de l'erreur relative en déformation, pour tous les grains, est forte-
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ment localisée dans un intervalle qui ne dépasse pas 1.7%.

A partir de ces observations, on peut dire que les résultats en déformation mésoscopique de
I’'APR cyclique restent tout a fait acceptables aprés 100 cycles de chargement.

Tout comme dans le cadre de la méthode PGD, des simulations d’agrégats polycristallins
sont effectuées jusqu’au 2000 cycles de chargement en vue d’étudier I’évolution des écarts
de la déformation mésoscopique constatées précédemment. Les résultats de cette étude sont
exposés en figure [V.30. L’ensemble des graphiques illustre ’évolution de l'erreur relative
maximale dans un grain, en termes de déformation mésoscopique, ainsi que 1’erreur moyenne
donnée par I’ensemble des 512 grains qui composent l'agrégat. Ces résultats sont donnés a
la fin de chaque 100 cycles pour deux amplitudes de chargement E1; = 0.2% et Ey; = 0.3%
avec le modéle d’agrégat de type 8. Au vu de ces résultats, on remarque que :

— les erreurs maximales et moyennes prédites par les quatre versions sont quasiment
équivalentes, a I'exception de la méthode APR-V2 avec un chargement Ey; = 0.2%
(Fig. IV.30a);

— T’évolution de I’écart relatif maximal est rapide au cours des premier cycles : 12%
avec la APR-V1 pour un chargement de E1; = 0.2% aprés 1000 cycles, et 6.8% avec
la APR-V3 pour E;; = 0.3% apreés 700 cycles de chargement ;

— l’écart constaté évolue ensuite beaucoup plus lentement ;

— une saturation de 1’évolution des erreurs est observée a partir du 1500°™¢ cycle et
1300°™¢ cycle respectivement pour les amplitudes de chargement Ey; = 0.2%, pour
un écart maximal qui converge vers 13% avec la APR-V3 (Fig. IV.30a), et Ey; = 0.3%
avec un maximum d’écart de 7.5% avec la APR-V3 (Fig. IV.30b);

— lerreur relative moyenne prédite par tous les grains (figures IV.30c et IV.30d) subit
une évolution qui tend vers une saturation constatée pour toutes les méthodes : 2.8%
de décalage maximal observé avec la APR-V3 pour Ej; = 0.2% et 2.2% avec la
APR-V1 pour une amplitude de Ey; = 0.3%

Ces constats permettent de s’assurer que les écarts observés tendent vers une stabilisation
lorsque le nombre de cycles augmentent. Les décalages restent tout a fait acceptables avec
un maximum de 3% prédit pour I'ensemble de tous les grains. Ces résultats présentés en
figure IV.31 sont aussi observés pour la contrainte mésoscopique. A titre d’exemple, pour
un chargement de E;; = 0.3%, l'erreur relative maximale se stabilise a partir du 1400°™¢
cycle pour un écart relatif maximal de 7.97% avec la APR-V2.

Les résultats de la méthode APR cyclique a 1’échelle mésoscopique sont accompagnés
d’une comparaison des distributions de la contrainte moyenne et de la déformation moyenne
dans chaque grain (o11) — (g11). Ils sont illustrés a la figure IV.32 pour deux amplitudes de
chargement Ey; = 0.2% et E;; = 0.3% respectivement pour les modéles d’agrégat 8% et 163.
Il est clair que ces résultats correspondent bien & ce qui a été constaté précédemment. La
modélisation avec les méthodes APR cycliques donne des réponses mésoscopiques proches
de la méthode incrémentale avec de faibles décalages de la réponse moyenne.

7 Analyse du temps de calcul

L’étude des réponses mécaniques des agrégats polycristallins, présentée dans les sections
précédentes, a permis de valider la fiabilité des différentes méthodes étudiées. L’objectif est
ici de présenter une analyse des temps de calculs obtenus. Dans une premiére phase, les
performances de chaque méthode développée seront exposées. Dans un second temps, une
discussion sur les différents gains obtenus sera proposée.
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7.1 Reésultats

Les temps de calcul de la méthode incrémentale, de la méthode incrémentale droite, des
deux méthodes PGD ainsi que des méthodes APR cycliques sont reportés a la figure IV.33.
Il est & noter que, pour tous les résultats présentés, une seule discrétisation temporelle est
utilisée avec 200 incréments par cycle. Sur ce graphique, les résultats obtenus sont présentés
pour les différentes amplitudes de déformation macroscopique. En raison du temps de calcul
de la méthode incrémentale, les résultats sont présentés aprés 100 cycles de chargement avec
les modeles d’agrégats 8 et 163, et avec 50 et 30 cycles de chargement pour le modeéle 323.

Au vu de ces résultats, la méthode incrémentale droite par rapport a la méthode incré-
mentale classique :

— permet de prédire les résultats avec un temps CPU moins important quelle que soit la
discrétisation spatiale et le chargement appliqués. Pour un chargement de Fy; = 0.2%
et By = 0.3% avec le modele d’agrégat 16% (Fig. IV.33b), le rapport de temps de
calcul entre les deux méthodes montre des gains respectivement d’un facteur 14 et
17 avec la méthode incrémentale droite ;

— est plus rapide quand la non linéarité du probléme croit ;

— conduit & un gain de temps plus important avec une augmentation de la discrétisation
spatiale. A titre d’exemple, le rapport de temps de calcul pour 8 éléments avec un
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cycles entre les résultats de la solution incrémentale et ceux des méthodes APR cycliques
avec le modele d’agrégat 8°

chargement de Ey; = 0.2% est 7 fois plus rapide aprés 30 cycles de chargement. En
revanche, elle est 14 fois plus rapide dans le cas de 163 éléments et 61 fois plus rapide
avec une discrétisation de 323 éléments.

Par ailleurs, pour la méthode PGD-V1 développée, on remarque que :

— Elle n’a pas montré, dans la majorité des cas, une efficacité vis-a-vis de la méthode
incrémentale. En effet, pour une modélisation d’agrégats contenant 8% et 16 éléments
et un chargement de Fy; = 0.1%, elle est respectivement 12 et 6 fois moins rapide
par rapport a la méthode incrémentale pour 100 cycles de chargement ;

— Dans le cas d’une microstructure contenant 32% ¢léments (Fig. IV.33c), elle a montré
une efficacité relativement faible par rapport la méthode incrémentale. Des gains en
temps de 1.8 et 1.4 respectivement pour un chargement de Ey; = 0.1% aprés 50
cycles et un chargement de F1; = 0.2% aprés 30 cycles sont atteints ;

— Les résultats de la figure IV.34 montrent que la modélisation avec un faible nombre
de ddl n’est pas le cas la plus favorable pour la méthode PGD-V1.

Les résultats de la figure 1V.33 montrent que :

— La PGD-V2 est plus performante que la méthode de référence pour tous les cas testés.
Pour le modéle d’agrégat 163 et pour les chargements E; = 0.1% et Ey, = 0.3%, la
PGD-V2 est respectivement 5.3 et 5.7 fois plus rapide;

— Il est a souligner que l'augmentation du nombre d’éléments constituant 1’agrégat
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FIGURE IV.32 — Distributions des contraintes et déformations (011)¢ - (€11)¢ moyennes dans
les grains obtenues avec la méthode incrémentale et les méthodes APR cycliques pour deux

amplitudes de chargements

conduit a un gain de temps plus important (figure IV.34). Pour un chargement de
E11 = 0.2% apreés 30 cycles de chargement, la PGD-V2 permet de réduire le temps
de calcul d’un facteur 1.7 avec le modéle d’agrégat 83. Avec les modéles d’agrégats
163 et 323, des facteurs temps plus importants sont observés respectivement de 2.4
et 12;

En contrepartie de ce gain de temps, une utilisation de mémoire plus importante est
nécessaire ;

Le gain obtenu avec la PGD-V2 est plus faible que celui constaté avec la méthode
incrémentale droite. A titre d’exemple, la méthode PGD-V2 est 2.7 moins rapide
pour un chargement de E; = 0.2% avec une discrétisation spatiale de 83 éléments et
3 fois moins rapide pour un chargement de E;; = 0.3% et un agrégat de 16 éléments.

En ce qui concerne les quatre versions de la méthode APR cyclique, I'ensemble des

résultats de la figure IV.33 montre que :

— Cette méthode est plus rapide que la méthode incrémentale ;

— Pour des modélisations avec un agrégat contenant un seul élément par grain, des
gains de temps CPU relativement faibles sont constatés

— Les gains en temps sont généralement plus significatifs avec la stratégie d’adaptation
de 'APR-V2 et ’APR-V4. Pour un chargement de E1; = 0.2%, les facteurs temps
sont 2.6 avec la APR-V1, 3.2 avec la APR-V2, 2.9 avec la APR-V3 et 4.22 avec la

APR-V4
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— Une augmentation du nombre de ddl permet un gain de temps plus conséquent par
rapport a la méthode incrémentale en utilisant une résolution incrémentale réduite.
Ces résultats sont présentés en figure IV.34. Pour le modéle d’agrégat 8% et un char-
gement de F1; = 0.2%, les méthodes APR-V1 et APR-V3 sont respectivement 1.2 et
1.55 fois plus rapides aprés 30 cycles de chargement, alors qu’elles sont 4.22 et 4.56
fois plus rapides avec le modéle a 322 éléments. Les méthodes APR-V2 et APR-V4
réduisent le temps de calcul respectivement d’un facteur 4.87 et 4.78 avec une dis-
crétisation de 323 éléments. En revanche, elles sont 1.4 et 2.8 fois plus rapides avec
le modéle d’agrégat 82,

— L’augmentation des non linéarités du probléme diminue l'efficacité des méthodes
APR cycliques par rapport a la méthode incrémentale. A titre d’exemple, pour 83
¢léments et un chargement de Ey; = 0.1%, les méthodes APR-V3 et APR-V4 sont
respectivement 7.32 et 8.32 fois plus rapides que la méthode de référence aprés 30
cycles de chargement. Néanmoins, elles sont 2.47 et 4.24 fois plus rapides pour un
chargement de Ey; = 0.3%. Cela peut étre expliqué par le fait qu'une augmentation
de la non linéarité du probléme conduit & un enrichissement plus important de la base
du modeéle réduit. Cela implique une augmentation de la taille du modéle réduit.

— Il est a noter que les performances des méthodes APR cycliques sont moins bonnes
que celles de la méthode incrémentale droite, et dans certains cas, que celles de la
méthode PGD-V2 aprés 100 cycles de chargements.
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PGD-V2
APR-V1

1e+06 | 1e+06

100000 - 100000 ¢

Temps CPU (s)
Temps CPU (s)

10000 10000 -

1000 4 1000

. .
100 1600 10600 100000 100 1000 10000 100000
Nombre de degrés de liberté Nombre de degrés de liberté

(a) 50 cycles pour E11 = 0.1% (b) 30 cycles pour F1; = 0.2%

FIGURE IV.34 — Temps de calcul des différentes méthodes en fonction du nombre de degrés
de liberté

Les analyses précédentes montrent que les gains en temps CPU obtenus avec les mé-
thodes de réduction de modéle (PGD-V2 et APR cyclique) sont intéressants par rapport a
la méthode incrémentale (allant jusqu’a un facteur 12 pour les cas traités). Les gains sont
plus significatifs avec des maillages plus fins. La résolution incrémentale du probléme avec
une matrice de rigidité constante conduit & un gain de temps CPU encore plus intéressant
(allant jusqu’a un facteur 61) pour tous les cas traités. Il est & noter que ces résultats sont
observés aprés 100 cycles de chargement (sauf pour le cas du modéle 323). L’ensemble des
résultats de la figure IV.35 illustre I’évolution des temps de calcul pour 2000 cycles avec le
modéle contenant 512 éléments, 1000 cycles dans le cas des modeéles 163 et 323 éléments. A
cause des temps CPU trés importants, les résultats de la méthode incrémentale ainsi que la
méthode PGD-V1 ne sont pas étudiés.

A partir de ces figures, il est clair que la méthode PGD-V2 nécessite plus de temps

184



CHAPITRE IV. SIMULATION NUMERIQUE D’AGREGATS
POLYCRISTALLINS TRIDIMENSIONNELS

de calcul par rapport a la méthode incrémentale droite dans tous les cas traités (allant
jusqu’a un facteur 3). La performance de la méthode PGD-V2 diminue considérablement
avec une augmentation de 'amplitude du chargement, et donc implicitement avec la non
linéarité du probléme. A titre d’exemple, avec les modeéles 16 et 323 éléments, la méthode
incrémentale droite est respectivement 1.10 et 1.58 fois plus rapide que la méthode PGD-V2
pour Ej; = 0.1% apreés 1000 cycles de chargement. Pour un chargement de Ey; = 0.3%, elle
est respectivement 1.61 et 3 fois plus rapide. Des résultats similaires ont été observés dans
le cas d’'une augmentation du nombre de ddl du probléme. La figure 1V.36 illustre le temps
CPU des différentes méthodes en fonction du nombre de ddl aprés 1000 cycles et pour les
trois niveaux de chargement.

Les modélisations avec un modéle d’ordre réduit montrent que les gains en temps CPU
de ces méthodes restent toujours faibles par rapport a la méthode incrémentale droite. Une
augmentation de la non linéarité du probléme diminue les performances des méthodes APR
cycliques vis-a-vis a de la méthode incrémentale droite. En effet, pour le modéle d’agrégat
83, les méthodes APR-V1 et APR-V2 sont respectivement 1.3 et 1.53 moins rapides pour
un chargement de E; = 0.2%. Ces facteurs passent & 1.71 et 1.58 pour une amplitude de
E11 = 0.3%. La figue IV.36 montre, aprés une simulation sur 1000 cycles, une diminution du
gain de temps de calcul de la méthode incrémentale droite par rapport a une résolution avec
un modéle réduit quand le nombre de ddl du probléme croit. Il est & noter que la méthode
APR cyclique avec la stratégie d’adaptation de TAPR-V2 et PAPR-4 est légérement plus
rapide qu’avec celle de TAPR-V1 et 'APR-V3. Le temps CPU des différentes méthodes de
I’APR cyclique est moins important que la méthode PGD-V2 pour la majorité des cas. Cela
est clairement visible quand la non linéarité du probleme augmente.
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7.2 Discussions

Comme constaté avec les modélisations a 1’échelle macroscopique du chapitre III, les
simulations numériques d’agrégats polycristallins avec les méthodes proposées conduisent a
des résultats mécaniques satisfaisants et un temps de calcul réduit.

Le gain en temps CPU obtenu avec une résolution incrémentale droite est dii au gain
de temps lors de la factorisation, a chaque itération, de la matrice tangente. Une seule
factorisation est effectuée avec la méthode incrémentale droite. La figure IV.37 présente une
comparaison entre le temps par cycle et le temps solveur (qui représente le temps nécessaire
pour résoudre ’étape globale) obtenus par les méthodes incrémentale et incrémentale droite.
Ces résultats sont présentés pour une modélisation des 10 premiers cycles avec le modéle
d’agrégat contenant 323 éléments. Ils montrent que le temps de l'inversion du systéme linéaire
par cycle de la méthode incrémentale représente en moyenne 90% du temps de calcul par
cycle (Fig. IV.37a). En revanche, pour la méthode incrémentale droite, ce temps représente
en moyenne 22% du temps de cycle (Fig. IV.37b) (a l'’exception du premier cycle car une
factorisation est nécessaire a la premiére itération). Le temps de factorisation de la matrice
tangente est proportionnel a la dimension du probléme étudié. Ainsi, toute augmentation
de la discrétisation spatiale conduit & un gain de temps plus conséquent de la méthode
incrémentale droite. Aussi, il a été constaté que le gain en temps obtenu est plus important
avec une augmentation de I’amplitude de chargement. Ce constat s’explique par le fait que
lorsque la non linéarité croit, un nombre plus important d’itérations est nécessaire, a chaque
incrément, afin de converger. Plus de factorisations de la matrice tangente sont nécessaires
avec la méthode incrémentale.

3500

35000 T T T T T T T
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F1GURE V.37 — Temps par cycle et temps solveur de la méthode incrémentale et incrémen-
tale droite pour les 10 premiers cycles obtenus avec un agrégat polycristallin constitué de
323 éléments

Pour la méthode PGD, les nombres de fonctions et itérations par cycle, présentés a
la figure IV.38, sont issus d’une modélisation d’'un agrégat polycristallin composé de 8
éléments aprés 100 cycles. Ces résultats sont illustrés pour trois amplitudes de déformation
macroscopique appliquées. Il est a noter que le nombre de fonctions par cycle de la méthode
PGD-V2 (Fig. IV.38d) correspond au nombre total de fonctions enrichies pour toutes les
itérations nécessaires par cycle (Fig. IV.38c).

Les résultats montrent que les nombres d’itérations de la méthode PGD-V2 (Fig. IV.38d),
pour les trois amplitudes de déformation appliquées, sont plus significatifs au cours des pre-
miers cycles de chargement. Ceci est d au fait que le comportement durant cette phase
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évolue de maniére conséquente d’'un cycle a ’autre, ce qui conduit a un nombre plus im-
portant d’itérations afin de calculer le terme non linéaire. A partir d’'un certain nombre de
cycles (5°™¢ cycle pour un chargement de Ey; = 0.2%), seulement 3 itérations par cycle
sont nécessaires pour obtenir la convergence. Ceci est également observé avec le nombre de
fonctions enrichies par cycle pour les deux méthodes PGD (Fig. IV.38a et IV.38d). L’adap-
tation de la base PGD est effectuée principalement durant les premiers cycles. Ensuite, plus
le nombre de cycles augmente, plus le comportement tend a se stabiliser. Cela conduit ainsi
a une diminution de nombre de fonctions nécessaires a la convergence. Ces résultats sont
accompagnés des temps de calcul par cycle des deux méthodes PGD (Fig. IV.38b et IV.38e)
qui sont proportionnels au nombre d’itérations et au nombre d’enrichissements.

De maniére générale, toute augmentation de la complexité du probléme, en termes de non
linéarité, affaiblit la performance de la méthode PGD vis-a-vis d'une résolution incrémentale
contenant une matrice de rigidité constante. Plusieurs arguments peuvent expliquer ces
conclusions :

— La résolution du probléme avec la méthode PGD est conduite a ’aide d’un enrichisse-
ment successif de la base jusqu’a la convergence du champ de déformation plastique.
Les figures IV.38a et IV.38d montrent ainsi que la PGD nécessite des centaines de
fonctions pour atteindre la convergence a chaque cycle. Toutefois, il est & noter que le
nombre de modes traduit le nombre de fois ol le systéme linéaire 11.36 de I’étape d’en-
richissement est exécuté. Cette résolution est réalisée en tenant compte du nombre
d’itérations de 'algorithme du point fixe (dans notre cas fixé a 3). A titre d’exemple,
pour le 10°"¢ cycle avec un chargement de Ey; = 0.2%, les méthodes PGD-V1 et
PGD-V2 nécessitent respectivement 266 et 132 fonctions pour la convergence. La
résolution du systéme linéaire est effectuée 266 x 3 et 135 x 3 fois tandis qu’avec
la méthode incrémentale droite elle est exécutée 340 fois pour toutes les itérations
nécessaires.

— Afin de calculer le terme non linéaire du second membre a chaque itération (PGD-
V2) ou a chaque enrichissement (PGD-V1), il est nécessaire d’effectuer la résolution
de la loi de comportement. Cette derniére est résolue pour toute 'histoire spatio-
temporelle, au vu du caractére non-incrémental de la méthode PGD. Ainsi, cette
résolution nécessite plus de temps de calcul, notamment avec une loi de comportement
de type plasticité cristalline.

— Comme abordé précédemment, il apparait que toute augmentation de 'amplitude
du chargement accroit le gain de la méthode incrémentale droite par rapport a la
méthode PGD-V2. Les figures 1V.38a, IV.38c et 1V.38d montrent que le nombre
d’itérations ainsi que le nombre de fonctions enrichies de la méthode PGD augmente
considérablement avec le chargement appliquée. Plus le probléme est non linéaire,
plus la performance de la méthode PGD diminue.

Dans le cas des modélisations avec les méthodes APR cycliques, la figure IV.39 pré-
sente 1’évolution du temps CPU cumulé ainsi que le temps par cycle durant les 30 premiers
cycles. Ces résultats correspondent aux modélisations d’un agrégat polycristallin contenant
8 éléments par grain et pour deux niveaux de chargement F1; = 0.1% et Ey; = 0.3%. Les
résultats montrent que les versions de la méthode APR cyclique qui possédent la méme
stratégie d’adaptation ont les mémes évolutions du temps CPU durant les 8 premiers cycles.
Une augmentation du temps de calcul de ces méthodes par rapport a la méthode incré-
mentale droite est observée durant cette phase. A chaque ajout d’une nouvelle fonction, il
est nécessaire de faire la résolution du systéme linéaire réduit ainsi que la mise a jour du
comportement. [’adaptation avec la stratégie de 'APR-V1 et APR-V3 nécessite plus de
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FIGURE IV.38 — Evolution du temps par cycle, du nombre d’itérations et du nombre de
fonctions enrichies pour les deux méthodes PGD aprés 100 cycles de chargement pour les
différentes amplitudes de déformation macroscopique appliquées et avec le modéle d’agrégat
polycristallin contenant 8 éléments
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CHAPITRE IV. SIMULATION NUMERIQUE D’AGREGATS
POLYCRISTALLINS TRIDIMENSIONNELS

fonctions que dans le cadre de 'APR-~V2 et APR-V4. Les figures IV.39¢ et IV.39¢ montrent
que le temps par cycle des méthodes APR-V2 et APR-V4 est bien inférieur a celle des
méthodes APR-V1 et APR-V3. A la fin du dernier cycle d’adaptation, le temps de calcul
de la méthode APR-V1 et APR-V2 augmente par rapport a ceux du APR-V3 et APR-V4.
Ceci est lié au fait qu’une application d’'une POD sur I'histoire de la base réduite adapté
augmente le temps de calcul.
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FIGURE IV.39 — Evolution du temps de calcul et temps par cycle des différentes versions de
la méthode APR cyclique vis-a-vis a la méthode incrémentale droite aprés 30 cycles pour
une modélisation d’un agrégat contenant 16® éléments avec deux amplitudes de chargement

De maniére générale, les temps CPU des méthodes APR cycliques ne sont pas similaires
a ceux constatés au chapitre III. Un gain en temps de calcul avec ces méthodes a été constaté
par rapport a la méthode incrémentale et incrémentale droite pour une modélisation d’un
probléme macroscopique. A 1’échelle de la microstructure, les performances des méthodes
APR cycliques sont moins importantes que la méthode incrémentale droite. Plusieurs raisons
peuvent justifier ces constats :

— Une augmentation de la non linéarité du probléme nécessite plus de fonctions afin de
corriger la prévision réduite du champ de déplacement. Cela conduit & une augmen-
tation du temps de calcul de la phase d’adaptation ainsi que la dimension réduite du
probléme.

— L’approche itérative adaptative, pour chaque pas de temps, nécessite plus de calculs
de la loi de comportement. Cela entraine une augmentation du temps CPU lié a la
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forte non linéarité de la loi de plasticité cristalline.

— La résolution incrémentale d’un systéme linéaire réduit avec une base constante per-
met un gain de temps par rapport a une résolution d’'un modeéle complet. Cela est
di a sa taille réduite. Ces résultats ont été observés dans le cadre d’une modélisation
macroscopique du chapitre III. Dans le cadre de la modélisation des agrégats poly-
cristallins, méme si la taille du systéme linéaire est réduite, la courbe du temps de
calcul augmente linéairement avec le nombre de cycles. Un argument peut expliquer
ces résultats : pour une modélisation fortement non linéaire, la précision de la prévi-
sion réduite du champ de déplacement devient insuffisante. Cela conduit a davantage
d’itérations pour faire converger I’état mécanique a chaque instant. Ces constats sont
clairement illustrés a travers les résultats des figures IV.39¢ et 1V.39d. En effet, le
temps par cycle des méthodes APR cycliques, a partir du 10°™¢ cycle, reste toujours
supérieur a celui de la méthode incrémentale droite.

8 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a porté sur des simulations réalisées sur un agrégat polycristallin soumis a
une déformation macroscopique purement alternée et composé de 512 grains de géométrie
cubique. Plusieurs densités de maillage ont été choisies et trois niveaux de chargement ont
été appliqués.

Une analyse sur le critére de convergence de la méthode PGD-V2 a été effectuée afin
de réduire l’enrichissement de la base spatio-temporelle. Il a été constaté que, pour une
limite de chargement de Ey; = 0.4%, la PGD-V2 permet une bonne estimation des réponses
macroscopique et mésoscopique. Le gain de temps a été plus conséquent avec un critére
plus restrictif (epgp = 1073 au lieu de epgp = 107*). La réponse mécanique macroscopique
(moyenne dans I'agrégat) est bien prédite par les deux méthodes PGD pour les différentes
amplitudes de déformation appliquées et pour les trois modéles d’agrégats. Dans le cas des
réponses mésoscopiques, les méthodes PGD ont permis d’obtenir des résultats trés proches
de la méthode incrémentale. Cependant, Il a été constaté des écarts plus importants au
niveau de la déformation mésoscopique, en particulier avec la méthode PGD-V2 et pour un
chargement au dela de E1; = 0.2%. Ces écarts restent néanmoins tout a fait acceptables
(écarts relatifs maximum inférieurs a 1.2%). Il est & souligner que pour une modélisation au
dela de 100 cycles, I'évolution de l'erreur est faible et reste constante a partir du 1500™¢
cycle. Ces écarts peuvent étre atténués en diminuant la tolérance, mais dans ce cas, le temps
de calcul augmente significativement.

Dans un second temps, les réponses mécaniques macroscopique et mésoscopique des
agrégats polycristallins, obtenues avec les méthodes APR cycliques aprés 100 cycles, ont
été analysées. Pour les courbes contrainte-déformation macroscopiques, un bon accord est
généralement constaté pour les différentes discrétisations spatiales. Cependant, des écarts au
niveau des valeurs moyennes (contrainte et déformation) sont observés pour un chargement
au dela de Ej; = 0.2%. Une bonne adéquation des valeurs moyennes en contrainte et en
déformation dans chaque grain est observée. Les écarts moyens constatés, prédits dans les
512 grains, ne dépassent pas les 1% en contrainte et 2% en déformation. Pour un nombre plus
important de cycles (2000 cycles), I'erreur relative en déformation mésoscopique tend vers
une stabilisation et reste tout a fait acceptable avec un écart maximum moyen n’excédant
pas 3%.

Le temps CPU issu des différentes modélisations a été présenté dans le dernier volet
de ce chapitre. La modélisation avec la méthode PGD-V1 a conduit & un gain en temps
relativement faible vis-a-vis de la méthode incrémentale. Ce gain n’a été constaté que dans
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le cas d’une microstructure raffinée. En revanche, les gains avec la PGD-V2 et les méthodes
APR cycliques sont trés importants par rapport a la méthode incrémentale (allant jusqu’a
un facteur 12 pour la PGD et un facteur 9 pour la APR). Il a été constaté que toute aug-
mentation du nombre d’éléments (et donc implicitement du nombre de ddl) permet un gain
de temps encore plus important. Dans le cadre d’'une modélisation avec la méthode incré-
mentale droite, un gain de temps plus important a été obtenu pour tous les cas traités. Le
nombre de fonctions de la méthode PGD ainsi que la complexité de la résolution de la loi de
comportement de type plasticité cristalline a chaque itération (PGD-V2) ou enrichissement
(PGD-V1) sont préjudiciables au temps de calcul. L’approche adaptative de la méthode
APR cyclique ainsi que la résolution du modéle d’ordre réduit & base constante semblent
défavorables en terme de temps CPU étant donné le nombre de modes enrichis, la forte
non linéarité de la loi plasticité cristalline et le nombre d’itérations pour converger a chaque
incrément avec une base constante.
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Conclusion générale et perspectives

Les travaux présentés dans ce manuscrit traitent principalement du probléme de temps de
calcul de la méthode des Eléments finis pour une modélisation a I’échelle de la microstructure
et un grand nombre de cycles. Pour répondre au probléme posé, une application des solveurs
incrémentaux et non-incrémentaux avec des représentations séparées spatio-temporelles est
utilisée & travers des méthodes de réduction de modéle couplées a des modéles Eléments Finis
décrivant des comportements fortement non linéaires. L’avantage principal des méthodes de
réduction de modéle réside dans le fait que ’espace et le temps sont discrétisés indépendam-
ment et qu'une résolution fine des deux discrétisations peut étre envisagée. Afin de mieux
décrire ces propositions, des simulations numériques d’un modéle élasto-plastique macrosco-
pique ainsi qu’élasto-visco-plastique microscopique sont mis en ocuvre. En s’appuyant sur
des exemples, on a essayé de comprendre 'efficacité de ces techniques pour limiter les temps
de calculs.

La premiére partie est consacrée a une étude bibliographique relative aux différentes mé-
thodes numériques en rapport avec notre étude. Le probléme de référence est tout d’abord
décrit a travers une formulation Eléments finis du probléme mécanique associé a une ré-
solution incrémentale en temps. Les méthodes numériques accélérées dont I'évolution des
variables est traitée en tout point de la structure sont ensuite présentées. Les principes de
la méthode LATIN, méthode cyclique directe et la méthode des sauts de cycles sont dé-
crits. Les méthodes de réduction de modeéle dites "a posteriori" ou la construction de la
base réduite est effectuée avec une connaissance de la solution sont abordées avec la SVD,
les différentes variantes de la POD ainsi que la KLD. Les méthodes dites "a priori" sont
évoquées. La construction de la base réduite ne nécessite aucune connaissance de la solu-
tion. La technique de la méthode APR et le principe de la méthode APHR sont passés en
revue. La méthode PGD est discutée dans le cadre d'une résolution progressive pondérée
spatio-temporelle. Enfin, leurs applications dans le cadre de la fatigue sont abordées.

La seconde partie de ce travail consiste a proposer des méthodes numériques accélérées
pour des problémes élasto-visco-plastiques cycliques. Parmi les techniques présentées dans la
bibliographie, le choix se porte tout d’abord sur la méthode cyclique directe et la méthode des
sauts de cycles. Ces deux méthodes sont testées dans le cadre d’un modéle de comportement
en plasticité J, avec différents types de chargement cycliques et de types de comportement.
Au regard des résultats trouvés, ces deux méthodes ne semblent pas bien adaptées pour la
simulation numérique des agrégats polycristallins. Méme si les deux méthodes ont I'avantage
d’étres rapides, la méthode cyclique directe prédit mal les moyennes. La méthode des sauts
de cycles, quant a elle, donne de bonnes prédictions mais le gain en temps est trés dépendant
de la non linéarité du comportement. Le développement d’autres méthodes numériques est
donc entrepris en utilisant des méthodes de réduction de modéle. Afin de réduire le temps
de calcul essentiellement dii & la factorisation de la matrice de rigidité, la premiére idée est
de la maintenir constante. Un premier algorithme est écrit dans ce sens avec une résolution
incrémentale, appelée méthode incrémentale droite, et une autre version non-incrémentale,
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appelée cyclique, en gardant le terme non linéaire dans le second membre du systéme linéaire.
La méthode PGD est ensuite appliquée avec une résolution itérative non-incrémentale. Cela
conduit a deux possibilités d’utilisation de cette méthode :

— La PGD-V1 dont le terme non linéaire est mis a jour pour un champ de déplacement
calculé pour un seul enrichissement ;

— La PGD-V2 ou l'actualisation est effectuée a partir d’'un champ de déplacement
vérifiant la convergence pour un second membre donné.

D’autres méthodes sont également proposées en se basant sur le principe de la résolution
d’un systéme d’ordre réduit. La précision de la base est corrigée au cours de la simulation
selon une stratégie incrémentale a partir des nouvelles fonctions capables de décrire les
caractéristiques de la solution. A cause du caractére adaptatif "a priori" de la méthode,
quatre possibilités d’utilisation ont été proposées. Tout le travail entrepris est implémenté
dans un code académique développé au sein du laboratoire LAMPA.

L’analyse des performances des différentes méthodes proposées est effectuée tout d’abord
sur un probléme classique tridimensionnel présentant un défaut sphérique, présentée dans le
troisieme chapitre. Le modéle de comportement modélisé est de type élasto-plastique avec
un écrouissage mixte non linéaire. Deux discrétisations spatiales ainsi que différents types
et niveaux de chargements sont considérés. Les résultats de la réponse mécanique en com-
paraison avec la méthode de référence sont d’abord présentés. Quel que soit le chargement
appliqué, les différentes analyses effectuées ont permis de s’assurer que les méthodes propo-
sées prédisent bien les réponses mécaniques, tant pour les courbes contrainte-déformation
macroscopiques moyennées sur toute la structure que pour trois éléments fortement chargés.
Il est & noter que la PGD-V2 avec une tolérance de 'enrichissement plus faible (epgp = 1073
au lieu de epgp = 1071), donne une prédiction de 1’état mécanique avec un gain en temps de
calcul conséquent. Cette condition ne peut étre utilisée qu’avec un maximum de déformation
macroscopique appliquée E = 0.5%. L’initialisation de la base réduite de la méthode APR
cyclique n’a pas d’influence sur la réponse mécanique. En revanche, la vitesse de conver-
gence de ces méthodes est plus significative avec une initialisation & la fin du 6™ cycle en
comparaison avec celle du premier cycle. Afin de garder une base constante et non évolu-
tive, nous avons adapté la précision de la base uniquement pour les trois premiers cycles.
Les gains en temps de calcul par rapport a la méthode incrémentale apres 100 cycles sont
présentés en section 6. Les résultats obtenus ont montré I'intérét des méthodes de réduction
de modeéle (allant jusqu’a un facteur 46 pour les cas traités) a 'exception de la PGD-V1. La
comparaison des résultats pour 1000 cycles par rapport a une résolution incrémentale droite
ont montré une efficacité de la méthode PGD-V2 uniquement avec un modeéle contenant
un faible nombre de ddl. De plus, dans le cas raffiné, une augmentation de la non linéarité
du probléme a rendu la méthode PGD-V2 moins robuste. En revanche, les méthodes APR
cycliques ont montré des gains intéressants par rapport a la méthode incrémentale droite
pour tous les cas traités. En particulier, le gain de temps est plus important pour la méthode
APR-V2 dans la majorité des cas. Ces gains de temps sont plus élevés quand on augmente
I’amplitude du chargement.

Une deuxiéme validation des méthodes proposées a I’échelle de la microstructure est pré-
sentée dans le dernier volet de ce travail. Les résultats de cette partie apportent les éléments
de réponse sur l'objectif principal de cette thése. Des simulations d'un agrégat polycristallin
tridimensionnel, avec plusieurs densités de maillage ainsi que trois niveaux de chargement,
a été mis en ceuvre afin d’étudier qualitativement la pertinence de la réponse mécanique des
différentes méthodes ainsi que le temps de simulation. La réponse mécanique macroscopique
(moyenne dans l'agrégat) a été bien prédite par les deux méthodes PGD. Les réponses mé-
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soscopiques obtenues sont trés proches de celles issues de la méthode incrémentale. En effet,
les écarts avec la PGD-V2 n’excédent pas 1.2% au niveau de la déformation mésoscopique.
Des simulations avec 2000 cycles ont montré que 1’évolution de l'erreur est faible et reste
constante. Pour une limite de chargement en déformation de E = 0.4%, il est possible d’ap-
pliquer un critére de convergence plus restrictif pour la PGD-V2 afin d’obtenir un gain de
temps plus important. Par ailleurs, pour les méthodes APR cycliques, il a été montré qu’il
est possible d’utiliser la méme stratégie d’initialisation et d’adaptation de la base que celle
discutée au chapitre III. Pour les courbes contrainte-déformation macroscopiques, un bon
accord a été généralement constaté pour les différentes discrétisations spatiales (avec des
écarts qui n’excédent pas 1%). Une bonne adéquation des valeurs moyennes en contrainte
et en déformation dans chaque grain a été observée avec des écart moyens ne dépassant
pas 1% en contrainte et 2% en déformation. Il a été montré que ces écarts tendent vers
une stabilisation et restent tout a fait acceptables pour un nombre plus important de cycle.
Le temps des simulations a été réduit par les méthodes PGD-V2 et APR cyclique (avec
un facteur allant jusqu’a 12), mais le gain est plus faible avec la PGD-V1 (un facteur de
1.4). Les gains sont plus importants quand on augmente la taille des maillages et la non
linéarité du probléme. L’idée de garder la matrice de rigidité constante avec une résolution
incrémentale permet néanmoins un gain de temps plus important. Le nombre de fonctions
enrichies et la complexité de la loi de comportement diminue l'intérét de la méthode PGD.
Le nombre important d’itérations a la convergence avec une base constante ainsi que le
nombre de controle de la base, vu la non linéarité de la loi plasticité cristalline, rendent
moins intéressants la méthode APR cyclique.

Au vu de ces différentes analyses, 'application des représentations séparées spatio-
temporelles a des équations spatio-temporelles décrivant des comportements non linéaires
doit étre encore optimisée afin d’atteindre ’objectif des grands nombres de cycles a I’échelle
des grains. Il peut en particulier étre envisagé d’apporter des améliorations a ’aspect global
et local :

— Aspect global : il est possible d’utiliser la méthode cyclique directe avec une repré-
sentation séparée spatio temporelle. Le principe s’oriente alors vers I’étude d’un seul
cycle de chargement afin de déterminer directement la réponse stabilisée du pro-
bléeme. L’étape globale peut étre résolue avec la méme technique de résolution que
celle proposée avec la PGD pour la réduction du temps de calcul en rajoutant la
condition de périodicité a la fin de I’étape locale. Néanmoins, nous avons constaté
que la méthode cyclique directe prédit mal les valeurs moyennes des contraintes et
des déformations. Ceci a été expliqué par la condition de périodicité imposée sur le
processus itératif qui influe sur I'état résiduel. Cette condition est proposée aprés
cing itérations avec un calcul & grand incrément de temps. Or, pour des problémes
fortement non linéaires, 1’évolution de la solution reste encore importante au cours
de ces premiers cycles. L’application de la condition de périodicité aprés un nombre
plus important de cycles pourrait remédier au probléme de la moyenne.

— Dans la méme démarche que celle proposée précédemment, la détermination directe
de la réponse asymptotique peut étre effectuée selon une stratégie incrémentale en
utilisant une formulation réduite pour la résolution du systéme linéaire. Dans ce cas,
la précision de la prévision de la base réduite est améliorée soit avant la condition de
périodicité, soit durant les trois premiers cycles qui succédent cette derniére.

— Une autre perspective intéressante consiste a intégrer le principe de la méthode des
sauts de cycles aprés un certain nombre de cycles. En effet, pour les modélisations
avec un comportement élasto-platsique, nous avons pu observer une stabilisation
du comportement. A ce stade, il sera intéressant de sauter des cycles puisque le
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comportement est quasi-linéaire.

— Aspect local : il en ressort que la forte non linéarité et la complexité de la loi de
plasticité cristalline semblent contraignantes dans le cadre d’une modélisation avec
les méthodes de réduction de modeéle. Une amélioration peut étre apportée dans
le cadre de résolution du modéle de comportement, ou de rajouter un parameétre
permettant d’avoir une stabilisation plus rapide. Cela conduit a réduire le nombre de
modes enrichis ainsi que le nombre d’itérations nécessaires a la convergence.
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Annexe : Description de la méthode LATIN

1 Equations du probléme

Le probléeme de référence a été déja défini dans la partie 2.1. La solution de ce probléme
est assurée par la connaissance des champs de déformations totale et plastique, les champs
de contrainte, ainsi que les variables et les forces internes. Soit X les variables internes et Y
I’ensemble des variables conjuguées de X'. Le taux de dissipation est donné par :

/Q(g'p Lo —(X,)dQ = /(épof) dQ (A1)

Q

avec (,) traduit le produit scalaire et o 'opérateur associé [33] et f s’écrit :

n-={5 (A2

En écrivant le comportement des matériaux dans le cadre des processus irréversibles de la
thermodynamique, les équations d’état peuvent s’écrire sous la forme :

O

(7} = ey = Ce") (A3)
) = p% — (A (A1)

avec €° le champ de déformation qui traduit la partie élastique, [C®] la matrice de rigidité
élastique et A un tenseur linéaire symétrique défini positif, constant par rapport au temps.
Alinsi, en utilisant I’écriture A.2, les équations A.3 et A.4 peuvent s’écrire sous la forme :

w=[50 (i) i 4

=15 )

Une relation entre {o, Y} et {¢?, X} doit étre incluse dans le modéle afin de satisfaire le
second principe [18]. Ainsi, la loi d’évolution, non linéaire, est donnée par :

avec :

(A.6)

) = - |0 (A7)

avec B un opérateur différentiel positif et ¢*({o}, {J}) représentant le pseudo-potentiel de
dissipation. Soit les espaces associés aux champs {¢P} et {f} compatibles avec 1’équation
A.1, qui correspondent aux conditions d’admissibilité des champs solutions, donnés par :

— U* I'espace des champs cinématiquement admissibles qui traduit I’ensemble des champs
de déplacement {U} sur 0,2 ;

— F* T'espace des champs statiquement admissibles de {f} qui traduit ’ensemble des
champs de contrainte {o} en équilibre avec les forces {Fy} sur 0,Q2 et volumiques
{fa} sur Q;

— ¢* l'espace des champs cinématiquement admissibles de {¢} telle que les champs de
déformations {e} sont obtenus & partir du champ de déplacement {U} € U*;
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2. PRINCIPE DE LA METHODE

Ces espaces définissent I’espace dans lequel 'état de la structure S = (P, f) est recherché.
Deux espaces d’éléments solutions vérifiant les équations peuvent alors étre définis :
— Ay lespace des champs admissibles vérifiant les équations linéaires éventuellement
globales, dont f est statiquement admissible tel que :

{(fYeF (AT +{ehee (A-8)

— I' l'espace des champs admissibles vérifiant les équations non linéaires locales en
temps et en espace telle que {¢P} et {f} vérifient la loi d’évolution.

Enfin la solution du probléme de référence S,y appartient a 'intersection des deux espaces
Ay et T telle que :

S € (AgNT) (A.9)

Cette solution est trouvée par la construction des éléments S, € Ay et Sn € I' sur I'espace-
temps €2 x I, avec I = [0, 7] I'intervalle du temps.

2 Principe de la méthode

La méthode LATIN est basée sur la résolution de problémes non linéaires. Chaque ité-
ration de cette méthode, sur I’ensemble de la structure {2 et sur l'intervalle de temps Z, est
constituée de trois principes :

1. La séparation du probléme de référence en deux espaces : 'espace global A, qui
contient les équations globales et linéaires et I'espace local I qui contient les équations
locales et non linéaires.

2. La construction des éléments S, € Ay et S, € T par un processus itératif qui résout
successivement chacun des deux groupes d’équations. En effet, en premier lieu Qnﬂ /2
est déterminée dans l'espace I' a partir de la projection de S, dans 'espace Ay,
ensuite S, 11 est calculée a partir de §n+1 /2 trouvée précédemment. Les directions de
recherche associées a chaque étape sont notées E et £~ qui permettent le passage
d’un espace a un autre (figure A.1). Ainsi :

— La détermination de S’n-i-l /2 € I' s’effectue par la connaissance de S, € Ay et a
laide de la direction de recherche E* donnée par :

E* = [5s = (07, 6f) | 6{eP} + [HY]6{f} = 0] (A.10)

Avec [H*] un paramétre de la méthode qui est un opérateur symétrique défini
positif. Ensuite { f,41/2} est déterminée par la résolution du probléme non linéaire
donné par :

B({far1p}) + [H W farryo} = {0} + [HT){ £} (A.11)

Une fois { an /2} trouvé par la résolution de I'équation A.11, {éfl i /2} est trouvée
a I'aide de la direction de recherche E* par la relation suivante :

{Ennod = {0+ [HHSY = [H W farr2) (A.12)

Enfin gn+1/2 € I" est obtenue telle que §n+1/2 = ({§Z+1/2}, {fn+1/2}).
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Annexe : Description de la méthode LATIN

— La détermination de S, € Ay s’effectue par la connaissance de Snﬂ 2 €T,
trouvée dans 'étape précédente et a ’aide de la direction de recherche E~, par :

E™ =[0s = (06",0f) | o{ép} — [H Jo{f} = 0] (A.13)

ol [H~] est un parameétre de la méthode qui est un opérateur symétrique défini
positif. Ensuite { f,,+1} est déterminée par la résolution du probléme global donné
par :

/I Q(f*o([A]_{fn+1}+[H_]{fn+1}))det :/

(f*oa) dQdt+ / (o*n.Uy) dSdt
xS

Z><619
(A.14)
Avec :

{a} = {§Z+1/2} - [H_]{fn+1/2} (A.15)

Le probléme de I'équation A.14 est linéaire. Une fois le probléme A.14 résolu,
{é ..} est calculée, a I'aide de la direction de recherche, par :

{ennd ={a} = [H |{furr} (A.16)
Ainsi, Spy1 € Ag tel que Sy = ({€0 1}, {fut1}), est obtenu.

3. Le troisiéme principe de la méthode LATIN consiste a utiliser une méthode de réduc-
tion de modéles dans la résolution de I’étape globale. En effet, 'ensemble I' contient
les équations non linéaires et locales en temps et en espace mais I’ensemble A, contient
I’ensemble des équations linéaires, mais globales. Donc il est cotiteux en temps de cal-
cul et en espace mémoire. Une idée proposée par Ladevéze [120, | sous le nom de
la décomposition radiale consiste a chercher la solution d’'un probléme d’évolution
sous la forme d’un produit de m fonctions découplées :

F(X, 1) =Y M) Ti(X) (A.17)

La variable F peut traduire les champs de contrainte, de déformation plastique et les
variables internes. L’écriture A.17 permet de découpler le probléme en espace X et en
temps. On trouve le méme type de décomposition dans le cadre de la PGD pour le cas
spécifique des problémes espace/temps par Ammar et al. [16, 17] sous le nom "Pro-
per Generalized Decomposition (PGD)". Cette méthode sera discutée d’une maniére
détaillée dans la partie 4.3.3. Le couplage de la méthode PGD avec la méthode LA-
TIN a permis de diminuer le cotit du temps de calcul et le stockage [131, , , 66].

4. La convergence et critere d’arrét de 1’algorithme. La convergence de la méthode est
vérifiée avec une technique de relaxation numérique par :

Spt1 = MS’n—i—l + (1 - N)Sn-i-l (A.18)

ol S',Hl traduit la solution de 1’étape globale, S, est la solution de I’étape de
relaxation en n + 1 et p présente le parameétre de relaxation généralement pris égal a
0.8 [101]. En ce qui concerne le critére d’arrét, il est vérifié par une mesure de distance
entre deux solutions consécutives (Fig.A.1) de I’étape globale et locale d’'une méme
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itération ||.S,41 — Sn—‘,—l /2|l qui va tendre vers zéro, puisque la solution recherchée S,¢s
est U'intersection entre A, et I'. Ainsi Ladevéze [130] propose de vérifier :

A

”Sn-‘rl - Sn+1/2||

RGSLAT[N - = (Alg)
| Snt1 4 Sns1y2l
avec :
S| = / (PH'éP + fHf)dQdt (A.20)
IxQ

Le résidu Respar;y est calculé a la fin de chaque itération. Ainsi, 'algorithme est
arrété lorsque sa valeur sera inférieure ou égale a une tolérance ey a7yn-.

-
N~
-
- i
~— '
S~
S~

||Sn+l - Sn+1/2||

-

f S :L;‘

-~
-
-
-

-~

FIGURE A.1 — Principe de la méthode LATIN
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Annexe : Méthode de Zarka

La méthode de Zarka est une méthode de calcul accélérée qui permet de déterminer 1’état
limite ainsi que les déformations plastiques et les contraintes résiduelles en tout point de
la structure sans suivre I’évolution du chargement [119]. Cette méthode, est aussi appelée
méthode d’analyse simplifiée des Structures Inélastiques, et a été proposée par Zarka et
Casier [253] et par Zarka et al.[251]. Elle est capable de donner la réponse mécanique d’une
structure a partir d’un calcul élastique linéaire basé sur un changement de variable et une
décomposition de la réponse en deux parties : élastique et plastique.

1 Principe de la méthode

Le formalisme développé par Zarka est le suivant. La réponse réelle de la structure est
décomposée en une partie élastique et inélastique. Soit :

U(t) = U(t) + U™ (t) (B.1)
e(t) = °(t) +£™(t) (B.2)
a(t) = a*(t) + B(t) (B.3)

ott U°(t), g°(t) et g°(t) sont les réponses élastiques fictives de la structure en fonction du
temps, ﬁ(t) est le champ des contraintes résiduelles. Il est possible aussi de décomposer le
champ de déformation £(t) en :

(t) =

“(t) + €' (t) + £°(t) (B.4)

Iy
[16n,

ol gl (t) et gP(t) désignent respectivement la partie initiale et plastique. La partie élastique
£°(t) peut étre donnée par :

ety =M:o°+£'(t) (B.5)

e(t) =M:g(?) (B.6)

ot M traduit la matrice de souplesse (i.e matrice inverse de la matrice d’élasticité). Ainsi,
en utilisant les équations précédentes, le champ de déformation inélastique peut s’écrire :

e™(t) = M : R(t) + £°(¢) (B.7)

Soit le probléme de référence définie dans la partie 2.1. Afin de déterminer les champs de
déplacement, de déformation et de contrainte pour une structure & comportement purement
élastique et linéaire, un opérateur de type analytique ou numérique noté "ELAS" est donné
par :

ELAS(‘/v 8197 82Q, id(t)’ gl(t)a Qd(t)a Ed(t)a M) (B8)

Cet opérateur est caractérisé par trois parties :

— Partie géométrie : définie ici par V' le volume fini de la structure et ses frontiéres 0,2
et 829 ]
— Partie chargement : traduite par f (¢), Fy(t) et Uy(t) qui sont respectivement les

forces volumiques, surfaciques sur 0,€2 ainsi que les déplacements imposés sur 042 ;
— Partie comportement : donnée ici par /(t) et M.
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1. PRINCIPE DE LA METHODE

Si la déformation plastique est connue, le champ des contraintes inélastiques est donné par
une analyse élastique avec un chargement nul. En introduisant £P(¢) comme déformation
initiale, 'opérateur FLAS devient :

ELAS(V,0,Q, 0,9, {04}, €"(t), {04}, {04}, M) (B.9)
Par conséquent, a partir de g7(t), la valeur du £(t) peut étre déterminée. Mais généralement,
la déformation plastique P(t) n’est pas connue. Dans ce cas, Zarka et al. [254, 257] définissent
une nouvelle écriture. Soit un matériau élasto-plastique a écrouissage cinématique linéaire,
le modeéle de Prager [190] associé au critére de von Mises est donné par :
3 2
fcharge(devg, g) = i(devg(t) - g(t)) : (devg(zﬁ) - g(t)) < o (B.10)

Ol fenarge définit la fonction de charge, devg est la partie déviatoire du tenseur des contraintes,
et y traduit le paramétre transformé interne (défini par les auteurs) c’est & dire I'écrouissage
cinématique, donné par :

y(t) = cl(t) (B.11)

ol ¢ est le module d’écrouissage constant. Soit le paramétre transformé de la structure g(t),
défini par :

Y (t) = cP(t) — devR(t) = y(t) — devR(t) (B.12)
avec devﬁ(t) la partie déviatoire des contraintes résiduelles. Nous nous placons dans ’espace
des Y. A chaque instant, il est nécessaire de vérifier si le critére de plasticité est vérifié. Ainsi,
I’écoulement plastique est donné par :

P(t) = Mdeva®(t) — Y (1)) (B.13)

ou A est le multiplicateur plastique qui vaut 0 si feparge(deva, eP) < 0, sinon A > 0. L’écou-
lement plastique £P(t) est déterminé suivant la normale extérieure & la surface de charge
centrée sur devo® dans I'espace des Y. Comme la solution élastique devo®(t) est calculée
indépendamment de Phistoire de chargement, les positions de Y (t) sont connues localement
en tout point de la structure. Donc la déformation inélastique_gp (t) peut s’écrire :

eP(t) = ¢ '[Y(t) + devR(t)] (B.14)

Ainsi, I’équation B.7 s’écrit :

e™(t) = 'Y (t) + M + ¢ dev] : R(2) (B.15)

Soit M = M + ¢ 'dev : Iopérateur de souplesse modifié. L’opérateur élastique B.8 adapté a
I’état limite considéré s’écrit alors sous la forme :

ELAS(V,0:9, 8,9, {0}, ¢ 'Y (1), {0}, {0}, M) (B.16)

A partir de cet opérateur, les champs inélastiques gme(t) de I’équation B.15 seront déterminés

en considérant comme déformation initiale c_lg(t) et comme loi de comportement M1, TI

faut déterminer maintenant la nature de I’état limite de la structure pour pouvoir connaitre
les positions de Y(t).
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Annexe : Méthode de Zarka

2 Détermination de I’'état limite

Cette méthode permet de déterminer, a partir des analyses inélastiques, 1’état limite de
la structure apres un certains nombre de cycles : adaptation, accommodation ou bien rochet.
Pour le cas des matériaux a écrouissage cinématique linéaire, il n’y aura pas de comportement
de type rochet [115]. Ainsi, la structure s’adapte ou bien s’accommode plastiquement.

Soit, dans les espaces des Y, une sphére C centrée en deva®(t) et de rayon oy associée au
critére de von Mises. Soit C;,, I'intersection ente les deux convexes donnés par I'amplitude
de chargement minimale et maximale, alors :

Cint = C(devg’ )N C(deva’ ) (B.17)

Ainsi, deux cas sont possibles :

— Si Cijy # @ il y a intersection entre les deux convexes (Fig.B.1a), dans ce cas il y
aura un comportement adapté;
— Sinon un comportement accommodé C;,; = & en au moins un point de la structure

07, 155] (Fig. B.1b).

A J

Y
(a) Adaptation (b) Accommodation

FIGURE B.1 — Nature de I’état limite de la structure avec la méthode Zarka [115]

En pratique, il y a une régle de projection orthogonale pour construire 1’état limite de la
structure, noté gL, avec la méthode de Zarka. L’état initial de la structure est définie par
go et £ qui sont égaux a zéro. Avec la régle de projection, il existe trois cas possibles.

2.1 Cas du comportement adapté

Il existe deux procédures pour identifier le comportement adapté : procédure ZAC et
procédure itérative [115]. Pour le ZAC, il s’agit de calculer le premier cycle par exemple
d’une fagon incrémentale, ensuite les parameétres de transformée Y (¢) sont projetés a l'inter-
section des deux convexes Cint, puisque la solution finale se trouve dans cette intersection.
Enfin 'opérateur élastique ELAS est calculé a partir des Y (¢) trouvés pour identifier les
champs inélastiques £™¢(t). a

Pour la procédure itérative, en tout point de la structure et a partir de I'état initial go
deux cas de figures sont possibles :
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2. DETERMINATION DE L’ETAT LIMITE

— Y € Cint (1°7 cas Figure B.2). Ainsi, 'opérateur élastique est donné par 1'équation
B. 18
— Y, §Z Cins et & l'intérieur d'un des deux convexes (2¢™¢ cas Figure B.2);

— X ¢ Cint et & lextérieur d’'un des deux convexes (3°™¢ cas Figure B.2).

Dans le 2°™¢ et 3°™¢ cas, une projection orthogonale de Y sur le convexe est toutefois
effectuée et l’operateur élastique dans ce cas est donné par 1'é equatlon B.19. Cette procédure
est itérative jusqu’a la convergence. Autrement dit, le paramétre de transformé gL, donné
par la projection de Y , appartient & Cyy (Fig. B.2).

ELAS(V, 0,9, 8,9, {04}, ", {04}, {04}, M) (B.18)

ELAS(V, 094,09, {04}, ¢7'Y {04}, {04}, M) (B.19)

FIGURE B.2 — Construction du parameétre de transformée avec la régle de projection

2.2 Cas du comportement accommodé

C’est le cas ot il n’y a pas d’intersection entre les deux convexes (C;y # ). Dans ce cas,
Zarka et al.[251] proposent d’utiliser une borne inférieure "AY . "etuneborne supérieure

"AY, " (Fig.B.3). Soit oy le rayon de la sphére du convexe centré en devg® dans 'espace
des Y. La borne inférieure est donnée par :

20'0
AY —=|1——F— | Adevc® B.20
=L.min ( ||Adevgez ||> €vg ( )
Avec :
Adevg® = devo’ ——deva® (B.21)

227



Annexe : Méthode de Zarka

|Adeve®|| = \/;(Adevge)T.(Adevge) (B.22)

La borne supérieure constitue le cas le cas oit la valeur de ||Adevg®|| est la plus grande
pour un chargement important. Dans ce cas, Zarka et al.[258] proposent d’utiliser une solu-
tion dite solution ultime calculée par :

ALL,mam - gL,max B LL,min (B23)
Avec :
Y, o =devs’, +—o—cY, (B.24)
= - Y, —
e 00 —1y,
Y =deve® — —>—c Y (B.25)
—=L,max =mazx ||C—1£L || =L
Ainsi, les opérateurs élastiques permettant de calculer les champs inélastiques g::fn (t) pour
la borne inférieure et g::;(t) pour la borne supérieure, sont donnés par :
ELAS(V, 919,92, {04}, ¢ 'AY, {04}, {0a}, M) (B.26)
ELAS(V, 819, 82(2, {Od}, CilAgL,mam’ {Od}, {Od}, Mil) (B27)

F1GURE B.3 — Construction du paramétre de transformée dans le cadre d’une accommoda-
tion

La méthode de Zarka a montré des bons résultats dans plusieurs domaines d’applications,
et plus précisément, pour le calcul de la réponse asymptotique d'une structure avec des
économies de temps de calcul conséquent par rapport a une méthode classique. Khalij [119]
a utilisé la méthode de Zarka comme un outil numérique afin de déterminer ’état limite
des structures pour 'analyse des champs de contraintes résiduelles, mais elle a également
été utilisée pour des applications en fatigue [115, , , , | afin d’atteindre 1'état
stabilisé de la structure a 1’échelle macroscopique et sous une variété de types de chargement.
Toutes ces applications ont prouvé que cette technique de calcul donne des bon résultats,
comparés a la méthode incrémentale, en termes de réponse mécanique ainsi qu’en temps
CPU. Elle est plus rapide que la méthode des sauts de cycles. Mais I'inconvénient majeur
est I'utilisation d’'un écrouissage cinématique linéaire.
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Annexe : Stratégie incrémentale, non-incrémentale et PGD

Dans le cadre de la présentation de la méthode incrémentale droite, il a été mentionné
qu’il existe des techniques dites non-incrémentales. Elles permettent d’itérer entre ’histoire
des champs de contrainte et de déplacement qui vérifient respectivement les équations locales
et globales. Cette stratégie de résolution a été proposée par Ladeveéze dans le cadre de la
méthode LATIN [127, 36] et consiste a découpler les équations du probléme et de les résoudre
séparément sur tout l'intervalle de chargement. Cette version d’utilisation a été nommeée
méthode Cyclique et présentée dans la section 3.5 du chapitre II.

Cette partie présente une comparaison des performances de la résolution classique non-
incrémentale par rapport a une résolution incrémentale et une résolution non-incrémentale
avec un solveur PGD. En premier lieu, une étude vis-a-vis de la convergence de 'algorithme
itératif de la méthode Cyclique est présentée. Ensuite, les résultats des temps CPU sont
abordés a 1’échelle macroscopique dans un premier temps, et a 1’échelle de la microstructure
dans un second temps.

Il est a noter que les résultats seront présentés pour les différents modéles proposés aux
chapitres III et IV. Les calculs sont effectués avec un chargement de traction-compression
cyclique en déformation totale imposée avec un rapport de charge R. = —1. Les simulations
sont réalisées avec une discrétisation temporelle de 200 incréments par cycle.

1 Convergence de la méthode Cyclique

Afin de mieux appréhender les résultats obtenus avec la méthode Cyclique, la figure C.1
montre le nombre d’itérations nécessaires a la convergence pour chaque cycle et le temps
par cycle tout au long des 100 cycles de chargement. Ces résultats sont illustrés pour les
deux modeéles M1 et M2 et pour les différentes amplitudes de chargement. Les graphiques
de la figure C.2 présentent ces résultats pour les différents modéles d’agrégats polycristallins
(modeles de type 8%, 163 et 323 éléments).

Les différents résultats montrent que, tout comme la méthode PGD-V2, le nombre d’ité-
rations de la méthode Cyclique durant les premiers cycles sont les plus cotiteux. Durant cette
phase, le comportement évolue de maniére conséquente d’un cycle a 'autre. Par exemple,
avec le modeéle M1 et pour un chargement de Fy; = 0.3% (Fig. C.1a), 10 fonctions pour le
premier cycle, 9 pour le deuxiéme puis 4 fonctions pour le troisiéme cycle sont nécessaires
pour la convergence. Plus le nombre de cycles augmente, plus le comportement se stabi-
lise ce qui conduit & une diminution du nombre d’itérations nécessaires a la convergence.
Par exemple, & partir du 109™¢ cycle, 3 itérations suffisent pour obtenir la convergence et
seulement 2 itérations a partir du 81°™¢ cycle sont suffisantes. Aussi, dans le cas d’agrégat
polycristallin a 323 éléments (Fig. C.2e), une seule itération suffit pour la convergence de
I'état mécanique & partir du 30°™¢ cycle pour les trois niveaux de chargement.

Ces constats sont faits pour les temps de calcul par cycle. Ils sont logiquement pro-
portionnels aux nombres d’itérations par cycle qui traduisent le nombre de résolutions du
systéme linéaire et du modéle de comportement.

2 Temps de calcul a I’échelle macroscopique

Cette partie présente les résultats en termes de temps de calcul obtenus avec les méthodes
incrémentale droite, Cyclique et PGD-V2 avec le cas élasto-plastique du chapitre I11.

L’ensemble des graphiques de la figure C.3 illustre ’évolution des temps de calcul des
différentes méthodes en fonction du nombre de cycles. Ces résultats sont obtenus pour les
deux discrétisations spatiales du modele : simulation de 1000 cycles avec le modéele M1
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FIGURE C.1 — Evolution du temps CPU par cycle et nombre d’itérations de la méthode
Cyclique aprés 100 cycles de chargement pour les différents niveaux de chargement avec les
modeéles M1 et M2

(1¢7¢ colonne) et 400 cycles avec le modele M2 (2°™¢ colonne). Ces résultats concernent
plusieurs amplitudes de déformation macroscopiques appliquées : Fy; = 0.2%, E1; = 0.3%
et B = 0.4%.

D’apres ces résultats, le temps CPU de la méthode Cyclique est moins important que
celui avec la méthode incrémentale droite pour une faible discrétisation spatiale. Pour les
chargements respectifs Ey; = 0.3% et E1; = 0.4%, la méthode Cyclique réduit le temps de
calcul de la méthode incrémentale droite d’un facteur respectif de 2 et 1.22. Cependant, pour
un modele contenant un grand nombre de ddl, des résultats différents sont obtenus. En effet,
le temps CPU est plus important avec le calcul Cyclique pour tous les niveaux de chargement
(allant jusqu’a un facteur 1.67 pour E1; = 0.4%). Pour ce modéle, il est & souligner que toute
augmentation de la non linéarité du probléme rend la méthode Cyclique moins robuste que la
méthode incrémentale droite (facteurs temps de 1.18 et 2.3 respectivement pour F1; = 0.2%
et F11 = 0.4%). Pour un faible nombre de ddl, une résolution non-incrémentale est préférée.
Néanmoins, dans le cadre d’un modeéle contenant un grand nombre de ddl, I'efficacité d’un
solveur non-incrémental est moindre par rapport & celle de I'incrémental. Cela peut étre
expliqué par :

— Dans le cadre du modeéle M1, la stabilisation du comportement aprés 1000 cycles est
observée. Une itération suffit pour la convergence de I'état mécanique a partir du
540¢™me et 425°™m¢ cycle respectivement pour Fi; = 0.3% et F1; = 0.4%. Cela conduit
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FIGURE C.2 — Evolution du temps CPU par cycle et nombre d’itérations de la méthode
Cyclique aprés 100 cycles de chargement pour les différents niveaux de chargement avec les
modeéles d’agrégats de type 83, 163 et 323 éléments
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MICROSTRUCTURE

a une résolution du systéme linéaire avec la méthode Cyclique égale au nombre d’in-
créments, alors que ce nombre est plus important avec la méthode incrémentale droite
au vu du nombre d’itérations nécessaires a chaque incrément.

— Dans le cadre du modéle M2, le stockage des matrices spatio-temporelles est plus
important avec la méthode Cyclique. La résolution du systéme linéaire et du modéle
de comportement est plus cotiteuse en temps CPU par rapport a une résolution
incrémentale.

— Pour une modélisation avec le modéele M2, une augmentation de la non linéarité
du probléme diminue 'efficacité de la méthode Cyclique par rapport a la méthode
incrémentale droite. En effet, le nombre d’itérations augmente avec un niveau de
chargement plus important. Cela conduit & un plus grand nombre de calculs du
systéme linéaire et du modéle de comportement pour toute I'histoire de chargement.

L’évolution du temps de calcul de la méthode Cyclique est similaire & celui de la méthode
PGD-V2 dans le cas du modéle M1. Les deux méthodes posseédent en effet la méme stratégie
de résolution. Dans le cas du modeéle M2, la résolution utilisant un solveur PGD est relati-
vement plus performante que dans le cadre d’une résolution classique. Cela s’explique par le
nombre de fonctions utilisées par la méthode PGD. A titre d’exemple, pour un chargement
de Ey1 = 0.2%, la PGD-V2 et la méthode Cyclique utilisent & partir du 240°™¢ cycle une
seule itération pour la convergence de I’état mécanique. Dans le cas de la PGD-V2, un seul
enrichissement par itération suffit pour la convergence de la base spatio-temporelle. Ainsi,
la résolution du systéme linéaire est effectuée 2 x 1 x 3 fois (ot 3 est le nombre d’itération
de 'algorithme du point fixe) avec la PGD-V2, tandis qu’elle est effectuée 200 x 2 fois avec
la méthode Cyclique.

3 Temps de calcul a I’échelle de la microstructure

L’objectif de cette partie est de présenter une analyse des temps de calcul issus de la
méthode incrémentale droite, la méthode Cyclique ainsi que la méthode PGD-V2 pour les
différentes modélisations des modeéles d’agrégats polycristallins proposés en chapitre IV.

Les temps de calcul des différentes méthodes sont reportés a la figure C.4 pour les trois
modeéles d’agrégats. Ces résultats sont obtenus pour une simulation de 2000 cycles avec
le modéle a 8 éléments et pour 1000 cycles pour les modéles & 16% et 323 éléments. 11
est & noter que, pour tous les résultats présentés, une seule discrétisation temporelle est
utilisée avec 200 incréments par cycle. Sur ce graphique, les résultats obtenus sont présentés
pour les différentes amplitudes de déformation macroscopique : Ey; = 0.1%, Ey; = 0.2% et
E11 = 0.3%. La figure C.5, quant a elle, présente les résultats des temps de calcul des trois
méthodes en fonction du nombre de ddl pour les différents niveaux de chargement.

Au vu des résultats de la figure C.4, la méthode Cyclique prévoit un gain en temps CPU
par rapport a la méthode incrémentale droite uniquement pour un faible nombre de ddl et
une faible amplitude de déformation macroscopique appliquée (allant jusqu’a un facteur 1.1
pour les cas traités). Pour une forte non linéarité du comportement et un modeéle contenant
un grand nombre de ddl, des résultats différents sont obtenus. La performance de la méthode
Cyclique diminue considérablement avec une augmentation de 'amplitude du chargement,
et donc implicitement avec la non linéarité du probléme (allant jusqu’a un facteur 1.5 pour
FE11 = 0.4% avec le modele a 32% éléments). Des résultats similaires ont été observés dans le
cas d'une augmentation du nombre de ddl du probléme et sont présentés en figure C.5. Ces
observations peuvent s’expliquer par les éléments suivants :

— Tout comme dans le cadre du modéle macroscopique, le stockage des matrices spatio-
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temporelles est plus important avec la méthode Cyclique pour un probléme contenant
un grand nombre de ddl. Dans ce cas, la résolution du systéme linéaire est plus
cotiteuse en temps CPU par rapport a une résolution incrémentale ;

— Meéme si la méthode Cyclique nécessite une seule itération par cycle pour la conver-
gence de I'état mécanique (c’est le cas souvent & partir du 200 cycle), le temps
CPU reste plus important par rapport a une résolution incrémentale en augmentant
la non linéarité du probléme et la discrétisation spatiale. Cela s’explique par la com-
plexité d’une résolution d’une loi de comportement fortement non linéaire pour toute
I’histoire spatio-temporelle, et notamment avec une loi de type plasticité cristalline.
Ce constat confirme le probléme observé avec les deux méthodes PGD.

Contrairement a ce qui a été observé dans le cadre d’une modélisation en plasticité Js, la
méthode PGD-V2 prévoit des résultats avec un temps de calcul plus important que celui la
méthode Cyclique. Méme si les deux méthodes possédent la méme stratégie de résolution,
ces observations montrent que toute augmentation de la complexité du probléme, en terme
de non linéarité, affaiblit la performance d’un solveur PGD. Il est nécessaire d’enrichir la
base pour la convergence du champ de déformation plastique. Cela conduit & un plus grand
nombre de résolutions du systéme linéaire a ’étape globale par rapport a la méthode Cy-
clique. La prévision de la base spatio-temporelle de la méthode PGD n’est pas satisfaisante
pour bien représenter le champ de déplacement résultant du systéme linéaire. Cela entraine
d’avantage de corrections de type Eléments Finis, conduisant & un nombre plus important
d’itérations par rapport a la méthode Cyclique.
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Réduction dimensionnelle pour la simulation de la fatigue des métaux

Résumeé: Afin de tenir compte de 'amorgage et de la propagation des fissures en fatigue, il est nécessaire
de connaitre I'historique des différentes quantités mécaniques dans la zone d’amorgage. Cela nécessite une
connaissance des états mécaniques cycliques stabilisés. D’'un point de vue numérique, les simulations numé-
riques d’agrégats polycristallin avec les méthodes de résolution classiques ne sont réalisées que pour quelques
cycles. Ce travail présente le développement des méthodes accélérées de calcul pour réduire le temps de
calcul de la méthode des Eléments Finis dans le cas des simulations d’agrégats polycristallins soumis a un
chargement cyclique. La premiére idée est de maintenir la matrice de rigidité constante afin d’effectuer une
seule factorisation. Un premier algorithme a été écrit dans ce sens avec une résolution incrémentale et non in-
crémentale. La deuxiéme proposition est d’utiliser une méthode de réduction dimensionnelle en espace/temps
couplé a la méthode des éléments finis. La PGD a été choisie. Cette méthode permet de découpler les variables
spatiales et temporelles et les champs de déplacement ne sont calculés que pour un certain nombre de modes.
Deux possibilités d’utilisation de la méthode PGD dans le cadre de la plasticité ont été proposées. La troisieme
proposition consiste a utiliser la stratégie de réduction adaptative APR comme solveur afin de résoudre un mo-
déle d’ordre réduit en termes de nombre de ddl. Une stratégie incrémentale d’amélioration de la qualité de la
base pour un certain intervalle de temps choisi a été mis en place dans ce cadre. Quatre possibilités d’utilisation
de la méthode APR ont été proposées. L'analyse des performances des différentes méthodes est effectuée tout
d’abord sur un probleme élasto-plastique classique tridimensionnel présentant un défaut sphérique, ensuite a
I'échelle de la microstructure avec un calcul visco-élasto-plastique d’agrégats polycristallins tridimensionnels.
Les analyses ont montré que les réponses mécaniques macroscopique et mésoscopique des méthodes de ré-
duction de modele sont trés proches de la méthode incrémentale. Le temps des simulations a été réduit par les
différentes méthodes. Les gains sont plus importants quand on augmente la taille des maillages et la non linéa-
rité du probleme. Toutefois, I'idée de garder la matrice de rigidité constante avec une résolution incrémentale a
permis un gain de temps encore plus conséquent a I'échelle de la microstructure.

Mots clés: fatigue, Eléments Finis, réduction de modéle, PGD, APR, plasticité, agrégats polycristallins

Réduction dimensionnelle pour la simulation de la fatigue des métaux

Abstract: In order to take into account fatigue crack initiation and growth, it is necessary to know the
evolution of the various mechanical quantities in the fatigue initiation site. This requires knowledge of the stabil-
ized cyclic mechanical state. From a numerical point of view, the simulation of polycrystalline aggregates with
conventional resolution methods are only carried out for a few cycles. This work presents the development of
numerical methods to reduce the computation time associated with the Finite Element method for the numerical
simulation of polycrystalline aggregates under cyclic loads. The first idea is to maintain a constant stiffness
matrix during the simulation so that it is necessary to carry out a single factorization. An algorithm has been
proposed in with either an incremental or non incremental resolution. The second proposal is based on the
use of a model reduction method, coupled with the finite element method to solve space/time problems. The
PGD method has been selected. This method allows the decoupling of the spatial and time coordinates. The
displacement fields are computed for a certain number of modes. Two possibilities have been proposed to im-
plement the PGD method in the context of plasticity. The third proposal is to use an a-priori adaptive approach
based on the use of an APR strategy to solve a reduced order model in terms of the number of degrees of
freedom. An incremental adaptive strategy has been proposed in order to master the quality of the reduced-
basis for certain time steps. Four possibilities of using the APR method have been proposed. The applicability
and the performance of the different methods have been firstly analysed for a conventional three-dimensional
elasto-plastic problem with a spherical defect. Secondly, the numerical simulation of polycrystalline aggregates
are investigated at the microstructural scale under cyclic elasto-visco-plastic conditions. These analyses have
shown that the macroscopic and mesoscopic mechanical responses of the model reduction methods are very
similar to the incremental method. The simulation time has been reduced by the different methods. The time
gains are more significant when the model size is large and when the non-linearity of the problem is more pro-
nounced. Nevertheless, the idea of maintaining a constant stiffness matrix with the incremental method results
in still greater CPU time saving at the microstructural scale.

Keywords: fatigue, Finite Element, Model reduction, PGD, APR, plasticity, polycrystalline aggregates
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