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Chapitre 1

Introduction Générale

L’observation astronomique au sol, née au début des années 1600 avec l’invention de

la lunette de Galilée, a subi un essor considérable ces cent dernières années. Le premier

télescope à miroirs est quant à lui inventé en 1666 par Newton, et ouvre la porte à l’ex-

tension du diamètre de collection de la lumière. En effet, le diamètre des télescopes, lié à

la limite de diffraction, limite théorique de la résolution des images qu’il délivre, n’a cessé

de croître pour passer d’un mètre au début du XX

e
siècle à dix mètres de nos jours. Les

télescopes dits VLT, pour Very Large Telescopes, représentent ceux dont le diamètre est

compris en huit et dix mètres. Les années à venir verront l’émergence des télescopes géants,

baptisés ELT pour Extremely Large Telescopes, avec des diamètres de plusieurs dizaines de

mètres. Cette croissance importante des surfaces collectrices n’a pour autant pas servi, tout

au long du XX

e
siècle, à accroître la résolution de ces instruments. En effet, la présence de

l’atmosphère terrestre limite la résolution de tous les télescopes au sol. Ainsi, quel que soit

le télescope, l’atmosphère limite sa résolution à celle qu’aurait un télescope d’une trentaine

de centimètres de diamètre, limité par la diffraction. Dès 1953, Babcock propose un prin-

cipe de correction des déformations induites par la turbulence atmosphérique, posant de

ce fait les bases de l’optique adaptative (OA) [Babcock, 1953]. Néanmoins, ce n’est qu’en

1989 que ce principe sera mis en œuvre et donnera lieu à la première observation appro-

chant la limite de diffraction, avec la réalisation du premier instrument d’optique adaptative,

COME-ON [Rousset et al., 1990]. Cette nouvelle modalité d’instrumentation astronomique

est immédiatement apparue comme incontournable [Fontanella et al., 1991] et a donné lieu

à de nombreux développements, conduisant à l’élaboration de programmes scientifiques de

pointe concernant les instruments des VLT et ELT.

Le principe de l’OA repose sur deux dispositifs optiques : les analyseurs de surface d’onde

(ASO) et les correcteurs de front d’onde, dont font partie les miroirs déformables (MD). De

nombreux développements sont encore à l’œuvre aujourd’hui pour améliorer ces dispositifs,

motivés par les objectifs ambitieux des programmes d’observation actuels et futurs, comme

par exemple, en ce qui concerne les ASO, les analyseurs à pyramide [Ragazzoni, 1996,

Bond et al., 2016, Chen et al., 2016], ou encore l’analyseur LIFT actuellement caractérisé

sur le télescope Keck [Meimon et al., 2010a, Plantet et al., 2016]. Le traitement des mesures

ASO et la commande en temps réel de ces systèmes représentent un autre enjeu d’impor-
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tance, croissant avec la complexité des systèmes conçus et envisagés. Alors que les stratégies

mises en place à l’époque de COME-ON se limitaient à l’emploi de lois de commande simples,

les derniers instruments, comme SPHERE [Beuzit et al., 2005, Sauvage et al., 2014] ou GPi

[Macintosh et al., 2008, Poyneer et al., 2016], emploient des lois de commande plus com-

plexes, dont une partie repose sur des propriétés physiques des phénomènes perturbant

l’observation (turbulence atmosphérique, vibrations, etc).

Les développements pour la commande des systèmes d’OA s’articulent principalement

autour des deux axes suivant : les commandes qui ne tiennent pas compte explicitement d’un

modèle dynamique des perturbations et celles basées sur un modèle dynamique, les com-

mandes à base de modèle. Les stratégies utilisées à l’époque de COME-ON appartiennent à

la première catégorie, avec un régulateur à action intégrale. C’est un régulateur couramment

utilisé en OA sur les systèmes opérationnels. Les commandes s’appuyant sur un modèle ex-

plicite d’évolution des perturbations affectant le système comprennent actuellement princi-

palement la commande linéaire quadratique gaussienne (LQG). La commande LQG a suscité

de l’intérêt très tôt, dès le débuts de années 1990. Les premiers travaux proposaient une

formulation LQG continue approximée [Paschall et al., 1991, Paschall et Anderson, 1993].

Malgré leur potentiel évident, ces méthodes ont peiné à convaincre la communauté pendant

plus d’une décennie, en particulier à cause de leur complexité calculatoire accrue. Cepen-

dant, contrairement aux autres régulateurs utilisés, elles tiennent compte de la dynamique

de la perturbation et des retards inhérents aux systèmes d’optique adaptative, ce qui permet

de prédire l’évolution de la perturbation.

La commande LQG optimale au sens de la variance de phase résiduelle, pour

les systèmes d’optique adaptative classique et grand champ, a été introduite par

[Le Roux et al., 2003, Le Roux et al., 2004]. La démonstration complète de son opti-

malité peut être trouvée dans [Kulcsár et al., 2006]. Les développements se sont alors

accélérés. La première démonstration expérimentale de ce concept de commande a été

obtenue dans les laboratoires de l’ONERA, en collaboration avec le L2TI, sur le banc

BOA [Petit et al., 2005], suivie par les premiers résultats de compensation de vibrations

[Petit et al., 2008]. Les premières validations expérimentales de commande LQG grand

champ ont ensuite suivi sur le banc HOMER [Costille, 2009]. Suite aux premiers résultats

expérimentaux très concluants, l’approche a gagné de l’intérêt dans la communauté. Une

commande LQG a ainsi été développée sur la base d’une modélisation différente : la phase

turbulente est supposée de type Taylor (un écran figé qui se translate sous l’effet du vent),

et sa dynamique est exprimée dans le domaine de Fourier. Cette approche est dénommée

Predictive Fourier Control [Poyneer et Véran, 2008]. Cette stratégie de commande a été

validée en OA classique [Poyneer et al., 2009, Rudy et al., 2015].

La capacité de ces commandes à compenser des perturbations complexes, et les résultats

obtenus par les différentes équipes, ont motivé la communauté à intégrer la commande LQG

dans la conception de la commande des instruments. La première validation sur ciel d’une

commande LQG complète en OA classique, en OA multi-objet et en OA à tomographie

laser, a eu lieu dans le cadre des travaux de [Sivo, 2013, Sivo et al., 2013, Sivo et al., 2014],
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de l’ANR CHAPERSOA et du projet européen CANARY, sur le démonstrateur d’OA

multi-objet CANARY au télescope William Hershell. Une solution intermédiaire dédie

le régulateur LQG à la compensation des modes de basculement, généralement affectés

de vibrations mécaniques, ainsi qu’éventuellement à la compensation d’autres modes à

basse fréquence spatiale. Le reste des modes est alors régulé par un intégrateur. Ce type

de solution a d’abord été proposée et est opérationnelle pour la commande des modes de

basculement de l’instrument d’OA extrême SPHERE [Sauvage et al., 2014]. Dans le même

temps, le Predictive Fourier Control a été intégré à la conception de la loi de commande

de l’imageur d’exoplanètes GPi (de l’observatoire américain GEMINI) pour la correction

des modes de basculement et de la défocalisation [Poyneer et al., 2016]. Les performances

atteintes par CANARY, SPHERE et GPi ont ainsi motivé l’observatoire GEMINI à intégrer

une solution LQG avec filtrage de vibrations pour la commande des modes de basculement

de l’instrument d’OAMC GeMS [Sivo et al., 2016], solution dont l’apport en performance

a été montré en simulation [Juvénal et al., 2015b, Leboulleux et al., 2015].

L’apport en performance des lois de commande à base de modèles est acquis pour la

compensation de la partie basses fréquences de la turbulence et pour les vibrations. Elles

sont aussi envisagées pour les futures mises à jour des instruments de VLT les plus ambi-

tieux, comme GeMS [Sivo et al., 2016] ou RAVEN [Jackson et al., 2014], ainsi que pour la

plupart des nouveaux instruments des ELT, comme HARMONI [Correia et al., 2016]. En

revanche, la compréhension fine des performances de ces systèmes, du point de vue du type

de régulateur employé, reste à approfondir. Comparer les performances obtenues pour tous

ces systèmes et pour toutes ces stratégies de commande n’est pas simple.

L’analyse fine de la performance passe par l’établissement d’un budget d’erreur, outil

parfaitement adapté à l’analyse des performances d’un système d’OA. Cela consiste à

découper le critère de performance, en général la variance de la phase résiduelle sur la

voie scientifique, en postes d’erreur indépendants ou considérés comme tels. Pour ne

citer que l’exemple des instruments d’optique adaptative extrême, dédiés à l’imagerie

d’exoplanètes, les travaux de [Guyon, 2005] présentent les principales limites et les princi-

paux axes d’amélioration des instruments d’alors pour atteindre les objectifs de l’optique

adaptative extrême. Des budgets d’erreur ont été établis pour la conception de SPHERE

[Fusco et al., 2006] et de GPi [Macintosh et al., 2007] , et l’analyse de performance est

à ce jour en cours [Sauvage et al., 2014, Poyneer et al., 2016]. Les budgets d’erreur sont

ainsi principalement élaborés et calculés pour deux raisons : définir les spécifications d’un

système lors de sa phase de conception, et analyser les performances réelles des instruments

en traitant des séquences de mesures ASO enregistrées sur le ciel. Lorsque ces budgets

d’erreur sont élaborés en phase de conception des instruments, ils le sont à partir d’approxi-

mations quant aux caractéristiques de la turbulence, et utilisent des approximations comme

par exemple concernant l’erreur de dimensionnement (ou fitting) du miroir déformable

[Hudgin, 1977, Roddier, 1999], et des hypothèses correspondant à des régulateurs simples

(intégrateur, ou reconstruction de front d’onde par moindres carrés). Les analyses de

performances de systèmes à partir d’enregistrements sur le ciel, comme par exemple

celles réalisées pour CANARY [Martin, 2013, Martin et al., 2017, Vidal et al., 2014], sont
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particularisées au système étudié, et donc non applicable au cas général.

Ces travaux de thèse ont donc pour premier objectif de formuler un budget d’erreur pour

tout régulateur linéaire, afin de pouvoir évaluer et comparer finement les performances.

Ils ont également pour objectif de définir de nouveaux modèles pour la commande haute

performance de systèmes d’optique adaptative sur des télescopes de type VLT ou ELT,

dans la perspective d’une implémentation ciel.

Le chapitre 2 de ce manuscrit introduit les différentes notions relatives à l’imagerie en

limite de diffraction par un télescope au sol, ainsi que le formalisme nécessaire aux déve-

loppements présentés dans ce manuscrit. Le chapitre 3 introduit un formalisme de calcul de

budget d’erreur, s’adaptant à n’importe quel système et à tout régulateur linéaire. Dans un

premier temps, ce formalisme est développé dans le cadre d’un système d’optique adaptative

classique, et validé en simulation, puis est étendu au cas des systèmes d’optique adaptative

grand champ. Le chapitre 4 utilise ce formalisme de budget d’erreur pour analyser les perfor-

mances du système d’OAMC GeMS pour la commande des modes de basculement. L’analyse

de performance permet ainsi de guider les choix de modèle pour l’intégration d’une nouvelle

commande avec filtrage de vibrations. Le chapitre 5 introduit de nouveaux régulateurs, te-

nant compte de la direction de vent, améliorant encore les performances des commandes

utilisées jusqu’alors. Enfin, ce manuscrit se conclut sur une discussion et des perspectives

pour les futurs développements en commande optimale pour l’optique adaptative.
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L’optique adaptative pour l’imagerie
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Chapitre 2. L’optique adaptative pour l’imagerie astronomique

L’observation des astres, et donc leur imagerie, depuis la surface de la Terre fait face à

un obstacle structurel : la présence de l’atmosphère terrestre. En effet, le faisceau lumineux

issu de l’objet que l’on veut observer, dit objet d’intérêt, est perturbé par sa propagation à

travers l’atmosphère, en particulier à cause de sa structure (masses d’air de températures

différentes, variations d’indice de réfraction, ...) et de sa dynamique interne (mouvements

de convection, vents, ...). Ce chapitre a pour vocation d’introduire les bases de l’imagerie

astrophysique assistée par optique adaptative. Ainsi, les différents concepts liés à la propa-

gation de l’onde optique émise par l’objet au travers de la turbulence atmosphérique sont

rappelés, ou, le cas échéant, introduits dans la première partie de ce chapitre. La deuxième

partie a pour objectif de présenter le principe de l’optique adaptative, de présenter les diffé-

rents composants formant ces systèmes, et d’introduire la nomenclature liée à ses différentes

modalités. Enfin, la troisième partie introduit le formalisme utilisé pour l’asservissement de

ces systèmes, sujet qui est au cœur du manuscrit.

2.1 Imagerie à travers la turbulence atmosphérique

Cette partie présente dans un premier temps quelques rappels d’optique de Fourier, ainsi

que la description du processus d’imagerie par un système optique linéaire télémétrique. Le

deuxième paragraphe décrit le phénomène de turbulence atmosphérique, sa caractérisation

statistique, et ses conséquences sur les images astrophysiques. Le troisième paragraphe est

dédié aux modalités de représentation de la turbulence atmosphérique. D’autres sources de

perturbation des systèmes d’imagerie astronomique sont présentées en conclusion de cette

partie.

2.1.1 Principes de formation d’image

La lumière émise par l’objet d’intérêt se propage sous la forme d’une d’onde électro-

magnétique, dans un milieu homogène, transparent et isotrope. L’onde optique peut donc

être entièrement décrite par sa fonction d’onde  :

 (r) = a(r) exp (i�(r)), (2.1)

où r est le vecteur de coordonnées, bidimensionnel, dans la pupille, a la distribution d’am-

plitude de l’onde, et � la phase, appelée aussi front d’onde. L’objet d’intérêt, O (une étoile)

est suffisamment loin pour être considéré comme un point lumineux à l’infini, de telle ma-

nière que le front d’onde issu de cet objet soit considéré comme plan à son entrée dans

l’atmosphère. L’optique de Fourier décrit alors le processus d’imagerie de cet objet par un

système optique linéaire invariant par translation, par la relation :

I(↵) = O(↵) ⇤ FEP(↵), (2.2)

avec ↵ le vecteur de coordonnées angulaires, bidimensionnel, en angle sur le ciel (radians),

I l’image au foyer du système optique, FEP la réponse du système, appelée fonction d’éta-

lement du point, et ⇤ le produit de convolution entre deux quantités. La FEP est liée à la
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pupille du système optique, notée ⌦(↵), par :

FEP(↵) =
��� ˜f(µ)

���
2
����
µ=↵

�

, (2.3)

où

˜· désigne la transformée de Fourier, | · |, le module, � la longueur d’onde, Ftél la focale

du télescope et f l’amplitude complexe définie par :

f(r) = ⌦(r) (r). (2.4)

On considère généralement que le télescope est un instrument optique de pupille circu-

laire, confondue avec le miroir primaire. Ainsi,

⌦(r) =

(
1 si |r| < Dpup

2 ,

0 sinon,
(2.5)

où D
pup

est le diamètre du miroir primaire du télescope. Dans ce cas, la FEP du télescope

est une tache d’Airy, et s’écrit :

FEPAiry(↵) =
⇡D2

pup

4�2

����
2J1(⇡Dpup

↵/�)

⇡D
pup

↵/�

����
2

, (2.6)

avec J1 la fonction de Bessel du premier ordre, et

↵ =

r

Dpup
. (2.7)

Cette tache d’Airy représente la réponse idéale du système optique, et induit une limite

intrinsèque en résolution spatiale en l’absence d’aberration optique. La distribution d’in-

tensité de la tache d’Airy est reproduite en figure 2.1. Lorsque l’on cherche à quantifier

la résolution spatiale, ou angulaire, d’un système optique, il est d’usage de caractériser sa

fonction de transfert optique (FTO), qui est liée à sa FEP par :

FTO(f
s

) = F�1
(FEP(↵)) , (2.8)

où f
s

est la fréquence spatiale en rad

�1
, et F�1

(·) désigne la transformée de Fourier inverse.

Le télescope agit alors comme un filtre spatial passe-bas, de fréquence de coupure

f
c

=

D
pup

�
. (2.9)

La résolution angulaire du télescope, ↵tél, est définie par convention comme l’inverse de cette

fréquence de coupure :

↵tél =
�

D
pup

. (2.10)

Cette résolution représente donc l’angle minimum entre deux objets séparables sur l’image.
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Figure 2.1 – FEP normalisée d’un télescope idéal (tache d’Airy)

2.1.2 Propagation optique à travers la turbulence atmosphérique

La présence de l’atmosphère terrestre dégrade substantiellement la résolution effective

des télescopes au sol. En effet, les dynamiques internes de l’atmosphère engendrent des

phénomènes de nature turbulente. Ces turbulences vont se traduire par des déformations du

front d’onde incident, évolutives au cours du temps, se comportant comme des aberrations

optiques aléatoires. Le principal effet de ces déformations est la modification de la FEP

du système et de sa FTO. En éclairage monochromatique et en présence de turbulence,

la FEP courte pose (intégrée sur un temps faible devant le temps de cohérence temporelle

de la turbulence atmosphérique) présente des tavelures, ou speckle, de taille caractéristique

�/D
pup

. La largeur de l’enveloppe globale de la FEP est quant à elle de l’ordre de �/r0,
où r0 est le paramètre de Fried, caractérisant la force de la turbulence. A contrario, en

longue pose et en présence de turbulence, on observe au foyer de l’instrument une tache

uniforme de diamètre �/r0. En pratique sur les sites astronomiques, le paramètre de Fried

varie de quelques centimètres à une trentaine de centimètres pour les très bonnes conditions

d’observation (à une longueur d’onde de 0,5 µm).

2.1.2.1 Caractérisation optique des déformations introduites par la turbulence

Les mouvements naturels de l’atmosphère (convection, cisaillement, ...) conduisent à

l’apparition de tourbillons d’air, encore appelés zones d’écoulement turbulent. La taille ca-

ractéristique de ces volutes peut varier en pratique de quelques dizaines de centimètres à

plusieurs dizaines de mètres, la borne inférieure constituant le paramètre de petite échelle,

noté l0, et la borne supérieure le paramètre de grande échelle, noté L0. Le mélange de masses

d’air de températures différentes induit ces tourbillons qui s’accompagnent alors, d’un point

de vue optique, de variations localisées de l’indice de réfraction de l’air autour de sa valeur

moyenne. De ce fait, le front d’onde, initialement plan avant sa traversée de l’atmosphère,
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2.1. Imagerie à travers la turbulence atmosphérique

Figure 2.2 – Principe de l’effet de la turbulence atmosphérique sur le front d’onde incident

va se trouver déformé à son arrivée dans la pupille du télescope. Ainsi, si l’on imagine les

rayons optiques perpendiculaires au front d’onde plan, ces variations d’indice vont avoir pour

effet d’introduire une différence de marche entre les différents rayons. Ces variations d’in-

dice de réfraction du milieu se traduisent donc par un déphasage entre les rayons lumineux,

introduit par la propagation de l’onde sur une épaisseur d’atmosphère �h :

�(r, h) = 2⇡
�n(r, h)

�
�h, (2.11)

avec � la phase de l’onde, h l’altitude et �n(r, h) la variation d’indice. La figure 2.2 illustre

graphiquement ce principe. La force (intensité) de la turbulence est caractérisée localement

par la constante de structure C2
n

(h). Le paramètre de Fried, caractérisant la force totale de

la turbulence, est lié à la constante de structure par [Fried, 1966] :

r0 =

"
0, 42

✓
2⇡

�

◆2
1

cos �

Z 1

0

C2
n

(h)dh

#� 3
5

, (2.12)

avec � l’angle zénithal du télescope, c’est-à-dire l’angle entre le zénith (la normale au

télescope) et la direction d’observation.

L’étude de ces phénomènes de turbulence dans les fluides, qui intriguait déjà au

XVI

e
siècle Léonard de Vinci, n’a abouti à un modèle solide qu’au milieu du XX

e
siècle, avec

les travaux de [Kolmogorov, 1941a, Kolmogorov, 1941b]. Kolmogorov formalise en effet un

modèle décrivant la turbulence atmosphérique fondé sur la théorie des cascades d’énergie.

Dans le cadre de ce manuscrit, un intérêt particulier est porté à la caractérisation de la den-

sité spectrale de puissance (DSP) S
�

de la phase turbulente. La théorie de Kolmogorov en

propose une expression théorique, qui sert généralement de valeur étalon pour la définition

de nouveaux modèles :

SKol
�

(f
s

, h) ' 0, 033 (2⇡)�
2
3 C2

n

(h) f
� 11

3
s

. (2.13)
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Chapitre 2. L’optique adaptative pour l’imagerie astronomique

Le modèle de Kolmogorov ne permet néanmoins pas de tenir compte des phénomènes de

grande et de petite échelles. En effet, la densité spectrale de puissance de la phase turbulente

ne converge pas lorsque la fréquence spatiale tend vers zéro, et est largement supérieure à

la valeur prédite par le modèle aux hautes fréquences spatiales, au-delà de la petite échelle.

[Von Karman, 1948] modifie le modèle de Kolmogorov pour tenir compte des échelles de la

turbulence :

SKar
�

(h, f
s

) ' 0, 033 (2⇡)�
2
3 C2

n

(h)

✓
1

L2
0

+ f 2
s

◆� 11
6

exp

��(f
s

l0)
2
�
. (2.14)

2.1.2.2 Caractérisation statistique de la turbulence

Le calcul des statistiques spatiales de la phase turbulente requiert la connaissance de la

fonction de structure de phase :

D
�

(⇢, ✓) = E
�|�(r) � �(r + ⇢)|2� , (2.15)

où E(·) désigne l’espérance mathématique. La fonction de structure de phase n’a pas de

dépendance angulaire du fait que la phase turbulente est considérée comme isotrope et

stationnaire. Ainsi, tout couple de points de phase séparés d’une distance ⇢ présente les

mêmes caractéristiques statistiques. La fonction de structure est alors reliée à la covariance

spatiale de la phase par :

D
�

(⇢) = 2

⇥
E (�(r)�(r)) � E (�(r)�(r + ⇢))

⇤
, (2.16)

= 2

⇥
C

�

(0) � C
�

(⇢)
⇤
, (2.17)

avec C
�

(⇢) la covariance spatiale entre deux points de la phase séparés d’une distance ⇢.
Le théorème de Wiener-Khintchine permet d’exprimer la fonction de structure en fonction

de la densité spectrale de puissance de la turbulence intégrée sur toute la colonne d’air

[Conan, 1994] :

D
�

(⇢) = 4⇡

Z 1

0

⌫S
�

(⌫) [1 � J0 (2⇡⌫⇢)] d⌫. (2.18)

Pour une phase de type Kolmogorov, D
�

peut être approximée par :

DKol
�

(⇢) ' 6, 88

✓
⇢

r0

◆ 5
3

. (2.19)

Le calcul de D
�

à partir de l’équation (2.18), pour une phase de type von Kármán conduit

à [Conan, 2000] :

DKar
�
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◆ 5
3
✓
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◆#
, (2.20)

avec �(x) la fonction gamma d’Euler évaluée au point x, et K 5
6
(x) la fonction de Bessel

modifiée du deuxième type. [Conan, 2000] injecte ce résultat dans l’équation (2.17) pour

identifier l’expression de la covariance spatiale entre deux points de la phase distants de ⇢ :

CKar
�

(⇢) =

✓
L0

r0

◆ 5
3
✓
24

5
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5

◆◆ 5
6

�
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◆ 5
6

K 5
6

✓
2⇡⇢

L0

◆
. (2.21)
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2.1. Imagerie à travers la turbulence atmosphérique

Pour caractériser les statistiques temporelles de la phase turbulente, on adopte généra-

lement l’hypothèse de Taylor, qui consiste à supposer que chacune des couches de phase

est figée, et se translate dans une direction déterminée par la direction du vent, à une vi-

tesse coïncidant avec la norme du vecteur de vent V(h) [Taylor, 1938]. Pour une turbulence

constituée d’une seule couche évoluant à une vitesse V , la variance temporelle de la phase

turbulente entre deux instants séparés de ⌧ , notée �2
�

, se déduit de la fonction de structure

de phase [Roddier, 1990] :

�2
�

(⌧) = D
�

(V ⌧), (2.22)

ce qui correspond, pour une turbulence de type Kolmogorov, à :

�2
�

(⌧) ' 6, 88

✓
V ⌧

r0

◆ 5
3

. (2.23)

On définit alors le temps caractéristique ⌧0 des fluctuations temporelles de la phase

comme le temps nécessaire pour obtenir une variance temporelle égale à 1 radian carré :

⌧0 ' 0, 314
r0
V
. (2.24)

2.1.2.3 Phénomène d’anisoplanétisme

La turbulence atmosphérique est un phénomène physique structurellement anisoplané-

tique [Fried, 1982]. Le front d’onde est perturbé par sa traversée du volume d’atmosphère.

Or ce volume de turbulence diffère selon la direction d’observation. En effet, la turbulence

évolue spatialement dans le volume turbulent, ce qui conduit deux faisceaux arrivant avec

un angle ↵ les séparant à ne pas voir la même turbulence atmosphérique, en particulier en

altitude. La figure 2.3 illustre schématiquement ce principe.

[Fried, 1982] propose de définir un angle à partir duquel l’anisoplanétisme affecte la

qualité d’imagerie. Il définit ainsi la zone d’isoplanétisme comme le champ autour de l’axe

optique dans lequel la variance d’écart aberrant de la turbulence reste inférieure à un radian

carré. [Roddier, 1981] relie cet angle au paramètre de Fried par :

↵iso = 0, 314
r0
h
, (2.25)

où

h =

0

BB@

Z 1

0

h
5
3C2

n

(h)dh
Z 1

0

C2
n

(h)dh

1

CCA

3
5

. (2.26)

L’angle d’isoplanétisme est fortement dépendant de la longueur d’onde, de par sa dé-

pendance au paramètre de Fried (équation (2.12)). L’anisoplanétisme est un phénomène qui

limite significativement les performances des système d’optique adaptative. De nombreuses

études ont été consacrées à sa compensation comme discuté dans la suite de ce manuscrit.
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Chapitre 2. L’optique adaptative pour l’imagerie astronomique

Figure 2.3 – Illustration du phénomène d’anisoplanétisme en optique adaptative classique :

L’objet d’intérêt est écarté d’un angle ↵ de la direction de l’étoile guide

2.1.3 Bases de représentation de la turbulence atmosphérique

La turbulence atmosphérique étant un phénomène naturel continu spatialement et tem-

porellement, le problème de sa représentation se pose, en particulier pour sa modélisation.

En effet, discrétiser la turbulence permet de limiter la complexité d’utilisation des modèles,

notamment pour la commande. Deux types de représentation sont discutés tout au long de

ce manuscrit : les représentations zonales et les représentations modales.

2.1.3.1 Représentation zonale

La représentation zonale d’une phase consiste à la projeter sur une grille de points de

manière à l’échantillonner spatialement. De ce fait, la résolution de représentation de la

phase est directement gérée par le nombre de points utilisés pour la constitution de la grille

(figure 2.4).

512x512 128x128 32x32

Figure 2.4 – Représentation zonale d’une phase de type von Kármán sur différentes grilles

d’échantillonnage
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2.1. Imagerie à travers la turbulence atmosphérique

La covariance entre chacun des pixels est alors donnée par l’équation (2.21), évaluée

en ⇢pix =

q
n2

pix, x + n2
pix, y dpix, avec dpix la largeur du pixel (considéré comme carré), et

[npix, x, npix, y] le nombre de pixels séparant en abscisses et en ordonnées les deux pixels

considérés. Pour faciliter le calcul matriciel, ces cartes de phases sont réorganisées en vec-

teurs de taille N2
pix (nombre total de pixels) : on parle alors de forme lexicographiée (ou

lexicographique). C’est pour cela que la matrice de covariance décrivant les corrélations

entre tous ces pixels est présentée sous la forme d’une matrice de N2
pix ⇥ N2

pix (32

2 ⇥ 32

2

dans le cas de la figure 2.5). Une partie de la complexité calculatoire des lois de commande

utilisant des a priori physiques est liée au nombre de corrélations non nulles dans la ma-

trice de covariance. Comme le montre la figure 2.5, la matrice de covariance d’une phase

en représentation zonale est pleine. Les modèles s’exprimant dans ce type de représentation

utilisent donc, en général, une matrice de covariance tronquée, où par exemple on néglige

la covariance entre les pixels séparés par une distance supérieure à une certaine valeur

[Correia et al., 2015, Assémat et al., 2006, Fried et Clark, 2008].
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Figure 2.5 – Matrice de covariance spatiale d’une phase de type von Kármán, pour une

représentation zonale 32x32

2.1.3.2 Base des polynômes de Zernike

Les approches modales permettent en général de réduire le nombre de corrélations du

phénomène sur sa base de représentation, et de rendre plus creuse la matrice de covariance

dudit phénomène. L’autre avantage des bases modales est de condenser l’énergie sur les

premiers modes de la bases, conduisant ainsi à la réduction de la taille des vecteurs servant

à la description du phénomène. La représentation modale la plus largement utilisée à ce jour

en optique adaptative, voire même pour la conception des systèmes optiques en général, est

la base des polynômes de Zernike. En effet, les premiers polynômes de Zernike ont l’avantage

de correspondre aux aberrations optiques classiques, représentées sur la figure 2.6. Pour le
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Chapitre 2. L’optique adaptative pour l’imagerie astronomique

couple de coordonnées polaires r 2 [0, 1] et ✓ 2 [0, 2⇡], les polynômes de Zernike sont définis

par :

Zm

n

(r, ✓) =

8
><

>:

p
n+ 1Rm

n

(r)
p
2 cos(m✓) pour m 6= 0 et j pair,p

n+ 1Rm

n

(r)
p
2 sin(m✓) pour m 6= 0 et j impair,p

n+ 1Rm

n

(r)
p
2 pour m = 0,

(2.27)

avec n l’ordre radial, m l’ordre azimutal, j l’index dans la base de Zernike, selon la convention

de [Noll, 1976], et

Rm

n

(r) =
n�m+2X

k=0

(�1)

k

(n � k)!

k!(n+m

2 � k)!(n+m

2 + k)!
rn�2k. (2.28)

La phase turbulente s’exprime alors comme une combinaison linaire de modes de la base

de Zernike :

� =

1X

j=0

a
j

Z
j

, (2.29)

où a
j

est le coefficient du je
polynôme de Zernike. Pour simplifier l’écriture des équations,

on considérera dans la suite de ce manuscrit qu’une phase représentée dans une base modale

est caractérisée par ses coordonnées dans cette base, c’est-à-dire, dans le cas de la base de

Zernike :

�Zer
=

0

B@
a1
a2
.

.

.

1

CA . (2.30)

[Noll, 1976] calcule la matrice de covariance des coefficients de Zernike pour une phase

de statistique de Kolmogorov. Ainsi, la covariance entre deux modes de Zernike Z
i

et Z
j

,

C
ij

, est donnée par :

C
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⌘ , (2.31)

où (n
i

,m
i

) et (n
j

,m
j

) sont les ordres radiaux et azimutaux des modes de Zernike respecti-

vement Z
i

et Z
j

, et � est la fonction de Kroenecker. La matrice de covariance des quatorze

premiers ordres radiaux est reproduite en figure 2.7a, pour un rapport D
pup

/r0 = 1. La

diagonale de cette matrice de covariance contient la variance spatiale de chacun des modes

de Zernike. [Chassat, 1992] propose de modifier les variances de Noll pour tenir compte de
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Figure 2.6 – Représentation des 21 premiers polynômes de la base de Zernike
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avec �2
n

la variance de chaque mode de Zernike d’ordre radial n, et pour un rapport

D
pup

/L0 < 2. Ce seuil n’était pas limitant à l’époque, mais le devient à l’avènement des

télescopes géants, comme le montrent certaines études où des grandes échelles de moins de

25 mètres ont été mesurées, comme par exemple au site du VLT [Fusco et al., 2004].
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(a) Matrice de covariance (en échelle lo-
garithmique) Kolmogorov des 119 premiers
modes de Zernike, hors piston, pour Dpup

r0
= 1

(b) Variance des modes de Zernike pour une
phase turbulente de type Kolmogorov et von
Kármán, pour Dpup

r0
= 1, Dpup
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Figure 2.7 – Statistiques spatiales de phase turbulente exprimées dans une base de poly-

nômes de Zernike

Notons que la variance des modes de Zernike est identique pour tous les modes d’un

même ordre radial. Notons également que le piston n’est pas pris en compte dans ces

graphes car il n’affecte pas la qualité d’imagerie, et n’est donc jamais corrigé par l’optique

adaptative. L’effet de la grande échelle dans une représentation de Zernike se traduit quant

à lui uniquement par une déplétion de la variance et des covariances des tous premiers

modes (principalement les modes de basculement).

Du point de vue temporel, le comportement de la turbulence décomposée sur une base

de Zernike est remarquable. En effet, les spectres temporels (DSP) des modes de Zernike,

introduits par [Conan, 1994], présentent des comportements semblables à haute fréquence,

avec une dépendance en ⌫
17
3
, et un comportement à basse fréquence lié à l’ordre radial

du mode de Zernike et au vecteur de vent. Par ailleurs, [Conan, 1994] met en évidence

la fréquence de coupure temporelle ⌫
c

(à la croisée des asymptotes) pour chaque mode de

Zernike :

⌫
c

' 0, 3
(n+ 1)V

D
pup

. (2.33)

La phase turbulente étant un phénomène continu, à bande passante infinie, la décomposer

sur une base modale requerrait une infinité de modes, ce qui n’est pas implémentable. Ainsi,

quelle que soit l’approche modale, il faut utiliser une base tronquée, ce qui aboutit à une

approximation dans la représentation de la phase turbulente. En outre, la limite de calcul

numérique pour une représentation en base de Zernike se situe entre 800 et 900 modes,
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2.1. Imagerie à travers la turbulence atmosphérique

principalement à cause des problèmes de discrétisation des polynômes. Les bases de Zernike

ne sont donc pas adaptées à l’étude des systèmes dédiés aux ELT, qui requerraient des

bases tronquées à plus de 5000 modes de Zernike. Notons enfin qu’il est facile de passer

d’une représentation modale à une représentation zonale : il suffit d’échantillonner chaque

mode sur la grille d’échantillonnage de la représentation zonale et d’appliquer la formule

(2.29). Ainsi, pour la base de Zernike,

�Zon
= PZer!Zon�

Zer, (2.34)

où �Zon
désigne la phase en zonal, et PZer!Zon la matrice de passage de la représentation

Zernike vers la représentation zonale, définie par :

PZer!Zon = (Z1 Z2 . . .). (2.35)

Inversement, le passage de la représentation zonale vers la représentation Zernike se fait

en utilisant la matrice de passage PZon!Zer, définie comme la matrice pseudo-inverse de

PZer!Zon :

PZon!Zer = P+
Zer!Zon =

�
PT

Zer!ZonPZer!Zon
��1

PT
Zer!Zon. (2.36)

2.1.3.3 Base des polynômes de Karhunen-Loève

La base de représentation modale utilisée pour les simulations de systèmes type ELT

est la base des polynômes de Karhunen-Loève (KL). Il n’existe cependant pas d’expression

analytique de ces polynômes. La base des polynômes de Karhunen-Loève est la représen-

tation qui conduit à une matrice de covariance des modes diagonale. Cette base concentre

l’énergie vers les premiers modes. Il suffit donc d’un nombre restreint de modes pour re-

présenter une grande proportion de l’énergie turbulente. [Roddier, 1990] montre que ces

derniers peuvent être obtenus en prenant les vecteurs propres issus de la diagonalisation de

la matrice de covariance des modes de Zernike (équation (2.31)), ce qui ne permet néanmoins

pas de s’affranchir de la limitation en nombre de modes [Lane et Tallon, 1992]. La méthode

de [Cannon, 1995], moins complexe d’un point de vue algorithmique, et ne passant pas par

un espace intermédiaire engendré par une base de Zernike, est à ce jour la méthode la plus

utilisée pour générer des bases de Karhunen-Loève. La figure 2.8a reproduit la matrice de

covariance d’une base de polynômes de Karhunen-Loève obtenus par la diagonalisation de

la matrice de covariance en figure 2.7a. Cette matrice de covariance étant diagonale, donc

très creuse, l’utilisation d’une base de KL constitue un avantage pour la modélisation de la

turbulence dans des simulations liées aux ELT.

2.1.4 Autres sources de perturbation

La turbulence atmosphérique a constitué jusqu’à encore récemment le principal effet

néfaste à corriger en temps réel pour atteindre les performances requises en imagerie astro-

nomique. Avec les instruments de dernière génération sur les VLT, en particulier pour les

35



Chapitre 2. L’optique adaptative pour l’imagerie astronomique

20 40 60 80 100

index KL

20

40

60

80

100

in
d
e
x 

K
L

-12

-10

-8

-6

-4

-2

(a) Matrice de covariance (en échelle loga-
rithmique) Kolmogorov obtenue par la dia-
gonalisation de celle en figure 2.7a

20 40 60 80 100

index KL

20

40

60

80

100

in
d
e
x 

Z
e
rn

ik
e

-45

-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

(b) Matrice de passage (en échelle logarith-
mique) de l’espace de Zernike (figure 2.7a,
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Figure 2.8 – Statistiques spatio-temporelle de phases turbulentes exprimées dans une bases

de polynômes de Karhunen-Loève

systèmes imageurs d’exoplanètes, la correction d’effets optiques dont l’origine est liée à la

structure mécanique du télescope ou à l’environnement mécanique de l’instrument d’ima-

gerie s’est avérée nécessaire. La taille des télescopes croissant encore significativement avec

les ELT, on peut s’attendre à ce que ces effets soient encore plus importants, et nécessitent

d’être quasi-obligatoirement corrigés par optique adaptative. On peut classer ces effets en

deux familles : les vibrations mécaniques, qui font osciller la tache image sur le capteur,

détruisant la résolution lors de longue pose ; et la prise au vent du télescope. Néanmoins ces

effets indésirables sont cantonnés aux bas ordres, c’est-a-dire aux basses fréquences spatiales,

grâce en particulier à la rigidité de la structure du télescope [Sedghi, 2007]. Les vibrations,

affectant principalement les modes de basculement (tip/tilt), apparaissent sur la densité

spectrale de puissance de la perturbation sous la forme d’un pic à la fréquence de chaque

vibration (voir la figure 2.9), dont la largeur dépend de l’absorption de cette vibration par

l’environnement mécanique. La prise au vent, communément appelée windshake, se traduit

quant à elle par une élévation du plateau basse fréquence de la densité spectrale de puissance

de la perturbation pouvant augmenter dans les pire cas de plusieurs ordres de grandeur.

2.2 Compensation des effets de la turbulence atmosphé-
rique

L’optique adaptative est un dispositif permettant de compenser l’effet de la turbulence

atmosphérique pour obtenir une qualité d’imagerie proche de la limite de diffraction du

télescope. Le paragraphe qui suit détaille le principe de fonctionnement des systèmes d’op-

tique adaptative et aborde leurs limitations. Les composants (techniques) de ces systèmes

sont ensuite décrits dans le second paragraphe, et le troisième paragraphe présente d’autres

modalités d’optique adaptative, permettant de contourner certaines des limitations comme
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Figure 2.9 – Illustration de la présence de vibrations sur le tip/tilt. Données acquises par

SCEXAO, au télescope Subaru (Hawaii). Graphe issu de [Kulcsár et al., 2012].

l’anisoplanétisme.

2.2.1 Optique adaptative classique

2.2.1.1 Principe

Un système d’optique adaptative est un système opto-électro-mécanique permettant de

corriger en temps réel les déformations du front d’onde introduites, entre autres, par la

turbulence atmosphérique. Le schéma de principe est donné en figure 2.10. Le faisceau

rencontre éventuellement un miroir plan, dédié à la correction des modes de basculement,

et un miroir déformable. Le faisceau est ensuite séparé en deux, par une lame dichroïque

(si la longueur d’onde de l’analyseur de surface d’onde est différente de la longueur d’onde

d’imagerie) ou par une lame séparatrice. Une partie du faisceau poursuit son chemin vers la

caméra d’imagerie tandis que l’autre part vers l’ASO, qui mesure les déformations résiduelles

du front d’onde. Les mesures ASO sont alors transmises au calculateur temps réel qui calcule

et envoie la commande au miroir déformable (et éventuellement au miroir de basculement).

De cette manière, le front d’onde du faisceau arrivant à la caméra d’imagerie est quasiment

plan, permettant ainsi au télescope de se rapprocher de la limite de la diffraction.

2.2.1.2 Critères de performance en imagerie

Plusieurs critères sont couramment utilisés pour caractériser la performance d’un sys-

tème optique, c’est-à-dire pour quantifier sa proximité à la limite de diffraction. Parmi les

indicateurs de performance les plus courants, on peut citer par exemple la fonction de trans-

fert de modulation du système optique, l’énergie encerclée dans un certain diamètre autour

du centre optique (particulièrement adapté aux systèmes de couplage à des fibres optiques),

la variance des écarts aberrants (largement utilisée pour quantifier l’importance d’aberra-
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Figure 2.10 – Principe de l’optique adaptative classique (SCAO)

tions résiduelles) ou encore le rapport de Strehl. Ce dernier s’est imposé comme l’indicateur
de qualité d’imagerie pour l’astronome. Le rapport de Strehl, noté RS, est défini par

RS =
FEP(0)

FEPAiry(0)
, (2.37)

où FEP(α) désigne l’intensité de la FEP à la position angulaire α (le centre optique étant
positionné en α = 0) en présence de turbulence (voir le paragraphe 2.1.2), et où FEPAiry

est la FEP du système équivalent idéal, en limite de diffraction. Ainsi, plus le rapport de
Strehl se rapproche de 1, plus le système est proche de la limite de diffraction, et plus le
scientifique sera satisfait des performances du système d’optique adaptative. En pratique,
le rapport de Strehl se mesure directement sur les images astronomiques, donnant pour
chaque image la performance de la correction par optique adaptative, performance qui est
très dépendante des conditions d’observation.

La variance d’écarts aberrants, plus généralement appelée variance de phase résiduelle,
et notée σ2

φres , est quant à elle le critère utilisé pour caractériser la qualité de la correction
apportée par le système d’optique adaptative [Roddier, 1999]. De nombreuses études ont
été menées pour tenter de relier le rapport de Strehl à la variance de phase résiduelle.
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[Maréchal, 1948] en propose une première approximation empirique :

R
S

' 1 � �2
�

res . (2.38)

Celle-ci ne s’avère valable que pour de très faibles écarts aberrants, tendant à fortement

sous estimer le rapport de Strehl quand �2
�

res augmente. [Mahajan, 1983] propose une autre

approximation empirique, repoussant un peu le domaine d’application de l’approximation

de Maréchal :

R
S

' exp

���2
�

res

�
. (2.39)

On peut démontrer l’équivalence avec l’approximation de Mahaja lorsque �2
�

res tend vers

zéro, en réalisant un développement limité au premier ordre. Pour les rapports de Strehl

faibles (donc pour �2
�

res plus élevé), [Fusco, 2000] introduit le concept de halo lumineux, qui

s’ajoute à l’énergie cohérente [Rousset et al., 1992] :

E
c

= exp

���2
�

res

�
. (2.40)

Finalement,

R
S

= ihalo + E
c

, (2.41)

où ihalo est l’intensité du halo lumineux au centre optique, et E
c

est l’énergie cohérente.

Notons que cette expression tend vers l’approximation de [Mahajan, 1983] lorsque le rapport

de Strehl augmente, le halo devenant alors négligeable devant l’énergie cohérente.

2.2.1.3 Limites

Aussi performants que soient ces systèmes, la limite de diffraction n’est, dans la

plupart des cas, qu’approchée, et la performance de correction n’est pas constante dans

le champ. En effet, la principale limitation des systèmes d’optique adaptative classique

réside en l’anisoplanétisme de la turbulence atmosphérique [Fried, 1982]. Ainsi, lorsque

l’objet d’intérêt se détache d’un angle ↵ > ↵iso de la direction de l’étoile guide (figure

2.11b), la correction calculée n’est pas adaptée au front d’onde issu de l’objet. L’effet de

l’anisoplanétisme sur la qualité d’imagerie d’une optique adaptative classique est illustré en

figure 2.12, et se traduit par une élongation des taches lorsque l’on s’éloigne de l’étoile guide.

Néanmoins, même lorsque l’objet est suffisamment lumineux pour permettre directement

l’analyse de front d’onde (figure 2.11a), ou que l’étoile guide est dans la même direction que

l’objet, la performance du système reste limitée, en particulier à cause du contexte d’imagerie

à très faible flux (comptage de photons) et des choix de conception. En effet, on dénombre

généralement plusieurs sources d’erreur dans un système d’optique adaptative classique,

liées à la géométrie même du système optique ainsi qu’au comportement de ses différents

composants :

- La présence de deux voies optiques distinctes pour l’imagerie et l’analyse de surface

d’onde induit des aberrations optiques présentes sur la voie d’imagerie qui ne sont pas

vues par l’ASO et donc non compensées (et inversement), ce qui provoque une erreur due

aux « aberrations non communes » (NCPA – Non-Common Path Aberrations), notée

�2
NCPA.
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(a) L’objet d’intérêt permet l’analyse de
front d’onde

(b) L’objet d’intérêt a une séparation angu-
laire α de la direction de l’étoile guide

Figure 2.11 – Principe du phénomène d’anisoplanétisme pour l’optique adaptative classique

- L’ASO, comportant une caméra travaillant en faible flux, est affecté par des bruits (élec-
tronique et de photon), qui dans la boucle de commande et qui conduisent à une erreur
de propagation de bruit affectant la variance résiduelle après correction, notée σ2

bruit,prop.
L’ASO est aussi un échantillonneur spatial du front d’onde, introduisant du repliement
spatial dans les mesures. Une erreur due à la propagation du repliement apparait sur la
caméra d’imagerie, notée σ2

alias.
- Le miroir déformable, quelle que soit sa technologie, est composé d’un nombre fini d’ac-

tionneurs. Il ne peut donc pas corriger de phénomènes au-delà d’une certaine fréquence.
La partie hautes fréquences (spatiales) du front d’onde, non corrigeable par le MD,
conduit ainsi à une erreur communément appelée erreur de fitting, et notée σ2

fit.
- Le temps de pose de l’ASO, ainsi que les différents temps de transport d’informations

(mesures et commandes) entre le contrôleur temps réel (CTR) et les autres composants
(ASO et MD), le temps de lecture de la caméra de l’ASO, le temps de calcul de la
commande, voire le temps de mise en forme du miroir déformable introduisent un retard
entre l’application de la commande et le moment où le front d’onde corrigé est mesuré.
Ce retard, classiquement assimilé à deux trames de la boucle d’optique adaptative (deux
périodes d’échantillonnage), conduit à une erreur temporelle, notée σ2

temp.
Ces différentes sources d’erreur conduisent à une variance de phase résiduelle σ2

φres au
niveau de la caméra d’imagerie, classiquement décomposée en budget d’erreur :

σ2
φres = σ2

temp + σ2
alias + σ2

bruit,prop︸ ︷︷ ︸
Budget d’erreur commandé

+ σ2
fit + σ2

NCPA︸ ︷︷ ︸
Budget d’erreur libre

, (2.42)
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(a) Image simulée sur la caméra d’un système
d’OA classique. La correction n’est efficace
que dans un champ proche de l’EG.

(b) Image simulée sur la caméra d’un sys-
tème d’OAMC. La performance est quasi-
ment uniforme dans le champ.

Figure 2.12 – Illustration d’effet d’anisoplanétisme sur la qualité d’imagerie de l’OA clas-

sique (crédit C. Petit)

Ces différents termes d’erreur peuvent être classés en deux catégories [Juvénal et al., 2015b] :

ceux liés au régulateur opérant dans le CTR que l’on dénommera « postes d’erreur com-

mandés » (�2
temp, �

2
alias, �

2
bruit,prop), et ceux indépendants de la loi de commande que l’on

dénommera « postes d’erreur libres » (�2
fit, �

2
NCPA).

2.2.2 Description des composants du système d’optique adaptative

2.2.2.1 Dispositifs d’analyse de surface d’onde

L’ASO est le dispositif permettant de mesurer le front d’onde perturbé. Sa mesure,

notée y, est ensuite transmise au CTR pour le calcul de la commande. On peut classer les

analyseurs de surface d’onde en deux familles distinctes :

- Les analyseurs de type « plan focal », qui mesurent le front d’onde incident directement

sur l’image au plan focal, et sont basés sur des méthodes non linéaires. On peut no-

tamment citer dans cette catégorie les ASO à diversité de phase [Gonsalves, 1982], qui

sont en particulier utilisés en optique adaptative astronomique pour la calibration des

aberrations non communes, comme par exemple pour SHERE [Sauvage et al., 2007] ou

CANARY [Gratadour et al., 2013].

- Les analyseurs de type « plan pupille », qui mesurent le front d’onde incident en se basant

sur l’optique géométrique dans la pupille du système (ici du télescope). L’analyseur de ce

type le plus largement répandu en optique adaptative pour l’astronomie est l’analyseur de
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Shack-Hartmann (SH) [Shack et Platt, 1971]. On peut aussi citer l’analyseur à pyramide

[Ragazzoni, 1996, Esposito et al., 2005], basé sur le principe du couteau de Foucault.

L’ensemble de ces concepts d’ASO sont détaillés dans [Rousset, 1999]. Ce paragraphe se

limite à présenter le principe de fonctionnement des analyseurs de type Shack-Hartmann.

L’ASO-SH se résume optiquement au placement d’une caméra au foyer d’une matrice

de micro-lentilles optiquement conjuguée à la pupille du système. Le schéma de principe de

l’ASO-SH est reproduit en figure 2.13. La matrice de micro-lentilles échantillonne spatia-

lement le front d’onde incident, et produit une tache, ou imagette, au plan focal, commun

à toutes les micro-lentilles, dans lequel est placée la caméra. Si le front d’onde incident est

plan le centre de gravité de l’imagette se trouve sur l’axe optique de la micro-lentille, alors

que s’il est déformé, le centre de gravité de l’imagette sera excentré de :

(
d
x

= fml tan↵x

⇡ fml↵x

d
y

= fml tan↵y

⇡ fml↵y

(2.43)

où (d
x

, d
y

) sont les écarts au centre optique sur (Ox,Oy) du centre de gravité de l’imagette,

fml est la distance focale de la micro-lentille (identique pour toutes les micro-lentilles), et

(↵
x

,↵
y

) les angles d’inclinaison moyens de la partie du front échantillonné par la micro-

lentille. Dans chacune des sous-pupilles, l’ASO-SH mesure donc le gradient moyen du front

d’onde incident, en mesurant sur la caméra l’écart du centre de gravité des imagettes aux

centres optiques des micro-lentilles. La position du centre de gravité de l’imagette dans le

plan (Ox,Oy) s’exprime en reliant l’angle moyen au déphasage dans la sous-pupille :

8
>><

>>:

d
x

=

�fml

2⇡⌦ss

ZZ

⌦ss

@�

@x
(x, y)dxdy

d
y

=

�fml

2⇡⌦ss

ZZ

⌦ss

@�

@y
(x, y)dxdy

, (2.44)

où ⌦ss est la surface de la micro-lentille. De nombreuses études ont été me-

nées pour améliorer ces mesures en limitant la dépendance au bruit de mesure

[Nicolle, 2006, Thomas et al., 2006, Basden et al., 2012]. Lorsque la source est éten-

due (comme par exemple en observation du soleil), les méthodes par corrélations

[Michau et al., 1993, Noël, 1998, Poyneer et al., 2003] sont privilégiées.

Les mesures issues des micro-lentilles aux bords et sous l’occultation centrale du télescope

étant moins, voire pas du tout éclairées, sont ignorées. Les angles (↵
x

,↵
y

) étant considérés

suffisamment petits (équation (2.43)), l’équation de mesure de l’ASO s’écrit sous la forme

d’une équation linéaire :

y = D�+ w (2.45)

où D est appelée matrice de l’ASO, et w est le bruit de mesure, qui sera considéré dans ce

manuscrit comme blanc, gaussien et centré.

Le bruit de mesure, sur les pentes calculées par l’ASO-SH, présente deux contributions

principales [Rousset, 1999] :
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Figure 2.13 – Principe de l’analyseur de Shack-Hartmann

- Le bruit de photon, dont la variance de bruit sur les pentes ASO-SH est donnée par

σ2
photon =

π2

2nphoton

(
XT

XD

)2

(2.46)

en rad2 de différence de phase en bord de sous-pupille, où nphoton représente le nombre
de photons reçus par sous-pupille pendant le temps d’intégration de la caméra, XT est
la largeur à mi-hauteur de l’imagette, et XD est la largeur à mi-hauteur de la tache de
diffraction d’une sous-pupille.

- Le bruit de lecture, qui dans le cas d’une imagette gaussienne dont on estime le centre
de gravité présente une variance de bruit sur les pentes ASO-SH donnée par

σ2
lecture =

π2

3

(
σen

2
pixel

nphotonXD

)2

(2.47)

en rad2 de différence de phase en bord de sous-pupille, et où σe est l’écart-type moyen
du bruit électronique par pixel pendant le temps d’intégration du capteur, donné en
électrons, et npixel est le nombre de pixels présents dans le calcul du centre de gravité de
l’imagette.

Ces deux sources de bruit étant parfaitement décorrélées, la variance totale du bruit de
mesure sur un ASO-SH est donnée par :

σ2
w = σ2

photon + σ2
lecture. (2.48)

Ce bruit de mesure matérialise les limites des analyseurs de type SH. En effet, les objectifs
scientifiques des instruments croissant, le nombre de sous-pupilles des analyseurs tend à
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croître. Cela a pour effet de diminuer le nombre de photons par sous-pupille (à temps

d’échantillonnage égal et pour le même objet observé) et donc d’augmenter la variance de

bruit de mesure, ce qui limite la performance du système.

2.2.2.2 Dispositifs de correction de front d’onde

Les dispositifs de correction de front d’onde font référence aux miroirs déformables

et aux miroirs de basculement. Il existe plusieurs technologies de miroirs déformables,

détaillées dans [Sechaud, 1999] pour les technologies de référence. Plusieurs miroirs

déformables peuvent être utilisés pour la correction du front d’onde. Les spécifications de

ces différents miroirs sont déterminées par plusieurs paramètres : la course des actionneurs

(l’amplitude maximale des déformations), la fréquence de coupure temporelle (liée au

temps de réponse) du miroir, la qualité optique de la surface, l’hystérésis, la dissipation

d’énergie, ou encore les contraintes de compacité. Ces spécifications sont souvent adaptées

à la modalité de correction considérée pour la conception du système. Par exemple, les

différents miroirs peuvent être conjugués aux couches turbulentes d’altitude différente, ou

encore en mode woofer-tweeter [Hampton et al., 2006], où le woofer est un miroir avec

généralement peu d’actionneurs de grande course, avec un temps de réponse relativement

lent, alors que le tweeter est un miroir déformable avec une meilleure résolution spatiale

(plus d’actionneurs), dont l’amplitude des déformations est moindre, mais dont le temps

de réponse est significativement plus court. Les miroirs de basculement, ou miroirs de

tip-tilt (TTM), sont par exemple des miroirs à grande amplitude (ou stroke) ne corrigeant

que la pente moyenne dans la pupille du front d’onde. De plus les besoins, et donc les

contraintes, sur ces miroirs ont été décuplés depuis les premiers miroirs déformables

sur COME-ON [Kern et al., 1989], ce que le tableau 2.1 résume en comparant la taille,

le nombre d’actionneurs et le temps de réponse des miroirs déformables de différents

instruments.

Quel que soit le type de miroir, il est caractérisé en première approximation par ses

fonctions d’influence f
i

, décrivant l’action de chaque actionneur i sur la surface du miroir

sous l’effet d’une commande unitaire. Ainsi cette surface, appelée la phase de correction �cor

générée par le miroir, s’exprime sous la forme :

�cor
=

nactX

i=1

u(i)f
i

(2.49)

où u(i)
i2[1,nact] représente la tension calculée par le CTR, que l’on regroupe généralement dans

le vecteur de commande u = (u(1) . . . u(nact)
)

T
, et nact désigne le nombre total d’actionneurs.

Pour simplifier l’écriture, les fonctions d’influence de tous les miroirs du sytème d’optique

adaptative sont concaténées dans une matrice N , appelée matrice d’influence du (ou des)

miroir déformable, telle que :

�cor
= Nu. (2.50)

La géométrie de ses actionneurs, la distance séparant deux plus proches actionneurs

dact, et la technologie même du miroir déformable influent sur ses fonctions d’influence et
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COME-ON+ NAOS HARMONI

[Jagourel et Gaffard, 1992] [Rousset et al., 2000] [Vernet et al., 2012]

1

ère
lumière 1993 2001 ⇠ 2024

Rciel 50 cm 53 cm ⇠ 46 cm

nact 52 185 ⇠ 5300

Diamètre 70 mm 110 mm 2.4 m

⌫
c

(�3 dB) 59 Hz 1.6 kHz > 2 kHz

Table 2.1 – Quelques caractéristiques de différentes générations de miroirs déformables

pour l’optique adaptative classique. Rciel désigne la distance inter-actionneurs reportée par

conjugaison optique dans la pupille.

donc sur l’erreur de fitting. Plusieurs formulations ont été proposées, pour tel ou tel co-

efficient de couplage inter-actionneur cact, et telle ou telle famille de fonction d’influence

[Hudgin, 1977, Ellerbroek, 1994, Rigaut et al., 1998]. [Roddier, 1999] réunit toutes ces for-

mules sous l’expression :

�2
fit = ↵fit

✓
dact

r0

◆ 5
3

, (2.51)

où ↵fit est un coefficient valant de 0,15 à 1,25 selon les caractéristiques des fonctions d’in-

fluence.

2.2.2.3 Étoiles guides laser

Dans le cas où l’analyse de front n’est pas possible à cause du flux lumineux trop faible

de l’étoile guide, on peut s’aider d’étoiles artificielles, dites laser. Le principe consiste à

utiliser un laser pour créer à une altitude déterminée, au plus haut de l’atmosphère, un

point lumineux que l’on va utiliser comme étoile guide (EGL) [Foy et Labeyrie, 1985]. Il

existe à ce jour deux technologies pour créer des étoiles laser :

- Les étoiles lasers Rayleigh [Thompson et Castle, 1992], basées sur la diffusion Rayleigh.

Une partie du champ laser est rétro-diffusé vers le sol. En pratique, on utilise un laser

cadencé synchronisé avec l’ASO. En tenant compte du temps de trajet aller-retour de la

lumière, le temps de déclenchement de la mesure ASO est réglé pour fixer l’altitude de

l’étoile, qui est généralement comprise entre 10 et 20 km. L’ASO capte ainsi des photons

rétro-diffusés par une tranche d’atmosphère située à l’altitude h+�h. Cette élongation

�h est fixée par la durée du pulse laser. Il est en pratique très difficile d’obtenir une EGL

Rayleigh à une altitude supérieure à 20 km, le flux laser rétro-diffusé devenant insuffisant.

Une illustration d’un laser Rayleigh au télescope William Herschel [Morris et al., 2014]

est présentée en figure 2.14a.

- Les étoiles laser sodium [Foy et Labeyrie, 1985, Gardner et al., 1989], basées sur

l’émission spontanée amplifiée des atomes de sodium de la mésosphère, évoluant à une

altitude comprise entre 80 et 110 km. On utilise un laser continu à 589 nm pour exciter

(raie D2) les atomes de sodium, qui re-émettent un photon à la même longueur d’onde

en se désexcitant. L’ASO est donc conjugué à l’altitude de la couche, et l’élongation
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de l’EGL est fixée par la répartition en altitude des atomes de sodium au moment de

l’observation. Une illustration d’un laser sodium au télescope Gemini Sud est présentée

en figure 2.14b. Un schéma de principe de l’optique adaptative assistée par laser est

présenté en figure 2.15.

Ce type d’étoile guide présente néanmoins plusieurs inconvénients :

- Il est en pratique impossible d’effectuer une mesure de tip/tilt à partir d’EGL

[Pilkington et al., 1987, Rigaut et Gendron, 1992, Ellerbroek et Rigaut, 2001]. En effet,

le temps de propagation aller-retour de la lumière étant très faible devant le temps de

cohérence de l’atmosphère, cette dernière peut être considérée comme statique à l’échelle

de la mesure. Ainsi, le principe de retour inverse de la lumière fait que la mesure de tip/tilt

ne dépend que de la position de la pupille d’émission du laser et de celle de réception, et

non de l’atmosphère elle-même. En pratique, il est impératif de coupler des EGN à des

EGL pour effectuer cette mesure.

- Les EGL étant situées à une altitude finie, a contrario d’une EGN qui est considérée à

l’infini, elles conduisent à ce qu’on appelle l’effet de cône. La conséquence principale est

que le diamètre de l’empreinte du faisceau sur les différentes couches turbulentes diminue

avec l’altitude. Par conséquent, la projection conique est suffisamment différente de la

projection cylindrique pour introduire une erreur résiduelle significative. Cet effet est

d’autant plus limitant pour la performance d’un système d’optique adaptative que le

diamètre de la pupille du télescope est grand [Tallon et Foy, 1990, Hubin et al., 2005].

Une solution pour limiter cet effet est de multiplier les EGL autour de l’objet d’intérêt,

(a) EGL Rayleigh au WHT (La
Palma/Canaries) à 532 nm. Crédit C.
Kulcsár.

(b) EGL Sodium à GEMINI Sud (Chili)
à 589 nm. Crédit GEMINI Observatory
(AURA).

Figure 2.14 – Les deux technologies d’étoiles laser
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2.2. Compensation des effets de la turbulence atmosphérique

dans ce qu’on appelle une constellation d’EGL. Cet effet est encore plus important pour

les EGL Rayleigh du fait que leur altitude est inférieure à celle des EGL Sodium.

- L’élongation des étoiles laser occasionne une élongation des spots sur la caméra de

l’ASO. En effet, l’étoile laser est émise par une tranche d’atmosphère d’épaisseur non

négligeable. Par simple effet de parallaxe, cette élongation en altitude conduit à une

ovalisation et une augmentation de la taille des spots sur l’ASO. Il en résulte une

plus forte sensibilité au bruit de mesure, les estimations de centre de gravité deve-

nant moins robustes, ainsi que l’apparition de corrélations entre les pentes en x et y
[Tallon et al., 2008, Robert et al., 2010, Muller et al., 2011, Rousset et al., 2014]. Cet ef-

fet est bien plus présent avec des EGL de type sodium, la couche de sodium pouvant

s’étendre jusqu’à 10 km d’épaisseur, alors que la durée du pulse des EGL Rayleigh fixe

l’épaisseur d’atmosphère rétro-diffusant le rayonnement laser.

- La couche de sodium n’étant pas fixe, même à l’échelle de temps de l’observation, il

est difficile pour ce type d’EGL de déterminer la défocalisation. Des études sur les pro-

priétés de la couche de sodium ont été menées récemment [Pfrommer et Hickson, 2010,

Thomas et al., 2011]. À ce jour, la mesure de la défocalisation est privilégiée sur les EGN,

en plus des modes tip et tilt.

- Enfin, avec des EGL sodium, les ASO peuvent capter des photons issus de rétro-diffusion

Rayleigh ou Mie (diffusion sur des aérosols) en plus de ceux ré-émis par la couche de

sodium. Cet effet parasite constitue ce qu’on peut appeler l’effet fratricide, qui se maté-

rialise par des sortes de trainées lumineuses, dépendant de la constellation d’EGL. Des

exemples de l’impact de cet effet sur la performance globale d’un système peuvent être

trouvés dans [Gratadour et al., 2010, Wang et al., 2010].

2.2.3 Quelques modalités d’optique adaptative

Lorsque l’on veut atteindre de très hautes performances, ou si l’on veut contrer l’effet

d’anisoplanétisme, plusieurs modalités d’optique adaptative peuvent être envisagées pour

augmenter le champ d’observation. Le concept d’optique adaptative grand champ (OAGC)

a été introduit par [Dicke, 1975], mais les limites technologiques de l’époque n’avaient pas

permis sa mise en œuvre. De nombreux développements autours des modalités grand champ

ont malgré tout été réalisés, pour donner naissance récemment seulement aux premiers

systèmes grand champ : MAD [Marchetti et al., 2007], GeMS [Rigaut et al., 2012], RAVEN

[Lardière et al., 2014] ou encore CANARY [Gendron et al., 2011].

2.2.3.1 Optique adaptative extrême (XAO)

L’optique adaptative extrême est une modalité proche de l’OA classique, où l’on cherche

principalement à obtenir dans un champ très étroit (quelques secondes d’arc) une imagerie la

plus proche possible de la limite de diffraction du télescope, de manière à pouvoir discriminer

des corps très proches, comme une étoile et sa (ou ses) planètes. Il va de soi que chaque

terme du budget d’erreur (2.42) est traité alors avec soin, et donne lieu à des spécifications

contraignantes. Le système d’optique adaptative est couplé à un coronographe, qui permet
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Chapitre 2. L’optique adaptative pour l’imagerie astronomique

Figure 2.15 – Illustration de l’utilisation d’une EGL de type sodium en optique adaptative
classique. On suppose la turbulence localisée sur deux couches fines.

de neutraliser au maximum les photons de l’étoile centrale. Trois instruments existent à ce
jour :

- SCExAO, au télescope Subaru, à Hawaii [Guyon et al., 2010],

- GPi, fonctionnel, au télescope GEMINI Sud, sur le mont Pachón au Chili
[Macintosh et al., 2014],

- SPHERE, fonctionnel, au Very Large Telescope, sur le mont Paranal au Chili
[Vigan et al., 2016].

Les performances atteintes par exemple par SPHERE sont excellentes, avec un rapport
de Strehl dépassant 97% en bande H [Fusco et Mawet, 2014].

2.2.3.2 Optique adaptative à tomographie laser (OATL)

L’optique adaptative à tomographie laser est la généralisation de l’OA assistée par laser
présentée au paragraphe 2.2.2.3. En effet, lorsqu’aucune étoile n’est naturellement présente
dans la direction d’intérêt, l’OATL utilise une constellation d’étoiles laser pour sonder le
volume turbulent autour de l’objet dans plusieurs directions. Ces mesures sur EGL sont tou-
jours couplées avec des mesures sur EGN, pour palier les limites d’utilisation des EGL, dans
le but d’obtenir une correction efficace dans un champ étroit autour de la cible. Le système
d’OATL fonctionne en boucle fermée avec un seul miroir déformable, optiquement conjugué
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2.2. Compensation des effets de la turbulence atmosphérique

Figure 2.16 – Schéma de principe de l’optique adaptative à tomographie laser (OATL)
avec deux étoiles guides naturelles, trois étoiles guides laser de type sodium et un champ
d’intérêt restreint autour d’un objet. On suppose la turbulence localisée en deux couches,
l’une au sol et l’autre en altitude.

à la pupille du télescope. Ce concept, initialement introduit par [Tallon et Foy, 1990], a pro-
fité de plusieurs études pour trouver la constellation d’EGL permettant la meilleure mesure
tomographique de la turbulence [Le Louarn, 2000, Tokovinin et al., 2001, Viard et al., 2002,
Lloyd-Hart et al., 2006, Baranec et al., 2006]. Sa première validation expérimentale a vu le
jour sur le banc HOMER de l’ONERA [Costille, 2009]. L’OATL va constituer une brique
de base de plusieurs des instruments prévus pour les ELT, comme HARMONI pour l’E-
ELT [Thatte et al., 2016] ou GMT-LTAO [Wang et al., 2012]. La figure 2.16 représente un
schéma de principe de l’OATL.

2.2.3.3 Optique adaptative multi-conjuguée (OAMC)

L’optique adaptative multi-conjuguée est une modalité permettant d’obtenir une perfor-
mance de correction uniforme dans un champ assez large, de l’ordre de plusieurs minutes
d’arc. Ce concept a été formulé par [Beckers, 1988] à partir des travaux de [Dicke, 1975], et
consiste en un système en boucle fermée, utilisant des constellations d’EGL et d’EGN pour
sonder un large volume turbulent dans plusieurs directions, et plusieurs miroirs déformables,
optiquement conjugués à des altitudes différentes, pour la correction du front d’onde dans
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Figure 2.17 – Schéma de principe de l’optique adaptative multi-conjuguée (OAMC) avec
trois étoiles guides naturelles, deux étoiles guides laser de type sodium et deux objets dans
un champ d’intérêt étendu. On suppose la turbulence localisée en deux couches, l’une au sol
et l’autre en altitude.

un champ étendu. L’exemple fonctionnel de cette modalité d’OA est l’instrument GeMS de
l’observatoire GEMINI Sud, à La Serena au Chili [Rigaut et al., 2014, Neichel et al., 2014].
Ce type d’instrument sera au cœur du fonctionnement des futurs ELT avec notamment
les instruments MAORY/MICADO pour l’E-ELT [Diolaiti et al., 2010], ou encore le sys-
tème NFIRAOS du Thirty Meter Telescopes (TMT) [Herriot et al., 2014]. La figure 2.17
représente le schéma de principe de l’OAMC.

2.2.3.4 Optique adaptative multi-objet (OAMO)

L’optique adaptative multi-objet consiste, à partir d’une analyse multi-directionnelle du
volume turbulent, à corriger efficacement les déformations du front d’onde dans un champ
étroit autour de plusieurs objets d’intérêt éloignés les uns des autres. Une illustration d’un
objectif d’observation en OAMO est présentée en figure 2.18. Les systèmes d’OAMO sont
des systèmes d’OA en boucle ouverte, utilisant un miroir déformable par objet d’intérêt.
Ce concept a été imaginé par [Hammer et al., 2002] pour répondre aux objectifs scienti-
fiques des ELT, visant à permettre la mesure des paramètres astrométriques simultanément
sur plusieurs objets peu lumineux (en particulier des galaxies) répartis dans un champ
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Figure 2.18 – Champ d’observation dans le cas de l’OAMO. Plusieurs cibles sont présentes
dans un champ large, avec plusieurs EG (naturelles et/ou laser).

de quelques minutes d’arc. Une démonstration de concept a été réalisée avec l’instrument
CANARY [Gendron et al., 2011], qui mettait en œuvre un système d’OAMO observant
un unique objet. De même, l’observatoire Subaru, à Hawaii, dispose d’un démonstrateur
d’OAMO, RAVEN [Lardière et al., 2014], offrant jusqu’à deux voies d’observation. Les ins-
truments d’OAMO sont donc de première importance pour les futurs ELT, qui prévoient
de s’en équiper à court terme, comme l’instrument de première lumière TMT-AGE/IRMOS
[Akiyama et al., 2014, Eikenberry et al., 2006], le spectrographe infra-rouge multi-objet de
TMT, ou encore à plus long terme l’instrument MOSAIC [Hammer et al., 2016], le futur
spectrographe multi-objet de l’E-ELT. La figure 2.19 représente le schéma de principe de
l’OAMO.

2.3 Asservissement des systèmes d’optique adaptative

L’asservissement d’un système d’optique adaptative est critique pour atteindre ses per-
formances optimales. Ce paragraphe traite les bases de la représentation mathématique du
système d’optique adaptative, classique ou grand champ, situe les limites d’utilisation de ce
formalisme et aborde les stratégies classiques de commande.

2.3.1 Modélisation de la boucle d’asservissement

La majorité des systèmes d’optique adaptative existants sont des systèmes commandés
en boucle fermée, c’est-à-dire que l’ASO mesure la phase résiduelle. En pratique, cela cor-
respond aux cas où l’ASO est placé en aval du miroir déformable dans la chaîne optique, et
donc voit l’effet du miroir déformable. A contrario, certains systèmes fonctionnent en boucle
ouverte, en particulier les systèmes d’OAMO : l’ASO (ou les) est alors placé en amont du (ou
des) miroir déformable sur le train optique. La principale différence entre ces deux straté-
gies tient au fait que l’ASO voit ou non l’action du miroir déformable. Étant donné la faible
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Figure 2.19 – Schéma de principe de l’optique adaptative multi-objet avec deux étoiles
guides naturelles, deux étoiles guides laser de type sodium et un objet d’intérêt sur axe. On
suppose la turbulence localisée en deux couches, l’une au sol et l’autre en altitude.

proportion de systèmes en boucle ouverte, ce manuscrit se limitera au cadre d’un système
en boucle fermée, le passage à un système en boucle ouverte ne présentant aucune difficulté
méthodologique.

2.3.1.1 Optique adaptative classique

La figure 2.20 retranscrit le schéma de principe de la figure 2.10 en schéma bloc. Le
système d’optique adaptative est un système à temps discret, fonctionnant à pas de temps
régulier Te, classiquement appelé période d’échantillonnage. La phase de perturbation, φ,
étant un phénomène continu, on définit φk, la phase de perturbation moyennée localement
à l’instant kTe, par :

φk =
1

Te

∫ kTe

(k−1)Te

φ(t)dt. (2.52)

Tous les composants du système d’optique adaptative sont utilisés dans leur plage de
linéarité, ce qui permet de décrire leur comportement par une simple équation linéaire. Ainsi,
l’ASO est un système linéaire, décrit par son opérateur D, perturbé par un bruit additif,
blanc, gaussien et centré, à qui on affecte un retard d’une trame d’échantillonnage pour
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ASO

Miroir
déformable Régulateur

Phase de
perturbation

Phase de
correction

Bruit de
mesure

Phase
résiduelle Mesures ASO

ɸ���

ɸ���

ɸ + ++-
y

N z-1

w

D z-1

G(z)
u

Commandes

Figure 2.20 – Schéma bloc de principe de l’asservissement d’un système d’optique adap-

tative

tenir compte du temps de lecture de sa caméra. L’équation de l’ASO se résume à :

y
k

= D�res
k�1 + w

k

, (2.53)

où y
k

est la mesure de l’ASO à l’instant kT
e

, w est le bruit de mesure de l’ASO, et �res
est

la phase résiduelle :

�res
k

= �
k

� �cor
k

, (2.54)

avec �cor
la phase de correction générée par le miroir déformable. Le miroir déformable

est quant à lui décrit par sa matrice d’influence, et affecté d’un retard pur d’une trame

d’échantillonnage, pour tenir compte du bloqueur d’ordre 0 entre le CTR et le miroir, du

temps de lecture de la caméra (de l’ASO), du calcul des pentes et du calcul de la commande.

On a alors :

�cor
k

= Nu
k�1, (2.55)

où u est la commande calculée par le CTR. Le système est donc affecté d’un retard de

deux trames d’échantillonnage (soit 2T
e

). En pratique, ce retard peut être inférieur à deux

trames. Cela peut être pris en compte dans le régulateur, et ne nuit pas à la généralité du

formalisme détaillé dans ce manuscrit. Un chronogramme du système avec deux trames de

retard est proposé en figure 2.21.

yk

kTe(k-2)Te (k-1)Te
Intégration par l'ASO Lecture de la caméra

et calcul des pentes
Calcul de la
commande

ukɸk-2 ɸk-1 ɸk
Figure 2.21 – Chronogramme d’un système d’OA à deux trames de retard.

En couplant les équations (2.53), (2.54) et (2.55), on peut réécrire l’équation de mesure

sous la forme :

y
k

= D�
k�1 � DNu

k�2 + w
k

, (2.56)
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où DN est ce qu’on appelle la matrice d’interaction du système d’optique adaptative, notée

M int
. Le système d’optique adaptative n’a donc que deux entrées éxogènes : la phase de

perturbation et le bruit de mesure. On choisit comme sortie d’intérêt la phase résiduelle, qui

est la variable de performance dont on souhaite minimiser la variance. Le système asservi

ayant deux entrées, son comportement dynamique est décrit par deux fonctions de transfert

entre chacune des entrées et la sortie :

�

res
(z) = T rej

(z)�(z) + T bruit
(z)W (z), (2.57)

avec �

res
, � et W les transformées en z de respectivement �res

, � et w ; T rej
est la fonction de

transfert de réjection, reliant la phase de perturbation à la phase résiduelle, et T bruit
est la

fonction de transfert de propagation de bruit, reliant le bruit de mesure à la phase résiduelle.

L’expression de ces fonctions de transfert se déduit alors aisément du schéma bloc en figure

2.20 :

T rej
(z) =

�
I + z�2NG(z)D

��1
, (2.58)

T bruit
(z) = z�1T rej

(z)NG(z). (2.59)

2.3.1.2 Adaptation aux systèmes grand champ

Les systèmes d’optique adaptative grand champ ont la particularité d’utiliser plusieurs

ASO, dans le but de réaliser une mesure tomographique du volume turbulent, et peuvent

aussi utiliser plusieurs miroirs déformables pour la correction. L’ordonnancement des diffé-

rents modèles des composants est déterminant pour limiter la complexité de la modélisation

du système. Un formalisme compact est proposé par [Costille et al., 2011]. Tout d’abord, le

volume turbulent est considéré comme étant constitué de n
l

couches infiniment fines, loca-

lisées à des altitudes différentes. Le système d’optique adaptative est composé de n
y

ASO,

analysant le front d’onde issu d’étoiles guides indifféremment naturelles ou laser, et de n
m

miroirs déformables, conjugués à des altitudes différentes. La phase de perturbation � est

la concaténation des phases sur chacune des couches :

� =

0

BBBBB@

�(1)

.

.

.

�(l)

.

.

.

�(nl)

1

CCCCCA
(2.60)

où �(l)
désigne la phase dans la métapupille de la couche l. La métapupille est définie

dans chaque couche turbulente comme étant le cercle de plus petit diamètre entourant

l’empreinte des faisceaux issus des étoiles guides (voir figure 2.22), ou, s’il est plus grand, le

champ de correction. L’opérateur de mesure D du système grand champ est obtenu par la

concaténation verticale des matrices de chaque ASO :

D =

0

B@
DASO1

.

.

.

DASOny

1

CA (2.61)
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avec D
i

la matrice du ième
ASO. La matrice d’influence globale du système grand champ est

de même obtenue par la concaténation des matrices d’influence de chacun des miroirs :

N =

�
N1 . . . N

nm

�
(2.62)

avec N
j

la matrice d’influence du jème
miroir. On définit alors le projecteur M

↵

comme étant

l’opérateur qui découpe dans chaque métapupille l’empreinte de chaque ASO et somme ces

empreintes, de telle sorte que :

y
k

= DM
↵

�res
k�1 + w

k

(2.63)

Le calcul de la phase de correction fait alors intervenir un autre projecteur M
�

, différent

selon le type de système grand champ et l’objectif de commande considérés, qui va projeter

la correction dans la (ou les) direction d’intérêt, ce qui s’écrit :

�cor
k

= M
�

Nu
k�1. (2.64)

L’intérêt de cette description des systèmes grand champ est sa ressemblance avec celui

des systèmes d’OA classique. Ainsi, le formalisme de commande des systèmes grand champ

est similaire au cas classique de par son écriture, notamment pour la commande linéaire qua-

dratique gaussienne (LQG) [Costille et al., 2011], la principale difficulté étant la définition

des matrices M
↵

et M
�

. On retrouve les expressions des fonctions de transfert de réjection

T rej
GC et de propagation de bruit T bruit

GC en grand champ en combinant les transformées en z
des équations (2.57), (2.63) et (2.64) :

T rej
GC(z) =

�
I + z�2M

�

NG(z)DM
↵

��1
(2.65)

T bruit
GC (z) = �z�1T rej

GC(z)M�

NG(z) (2.66)

2.3.1.3 Évaluation de la variance de phase résiduelle

La variance de phase résiduelle est un critère particulièrement bien adapté à la caracté-

risation de la performance du système du point de vue de la commande. En effet, la phase

résiduelle constitue la sortie d’intérêt de la boucle d’asservissement et, grâce à son lien avec

le rapport de Strehl, est également adaptée à la caractérisation optique de la performance

du système d’optique adaptative. Par définition,

�2
�

res =

Z 1

0

k�res
(t)k22 dt, (2.67)

avec k·k2
2 désignant la norme quadratique. Le théorème de Parseval permet d’écrire :

�2
�

res =

Z 1

0

��
�

res
(ei!)

��2
2
d!. (2.68)

Quand � est un processus stochastique stationnaire à l’ordre deux, de DSP S
�

, et w un

bruit blanc gaussien de variance ⌃

w

, la variance de phase résiduelle s’exprime alors à partir

des fonctions de transfert de la boucle, par le biais de l’équation (2.57) :

�2
�

res = trace

✓
1

⇡

Z
⇡

0

T rej
(ei!)S

�

(ei!)T rej
(ei!)⇤

◆

+ trace

✓
1

⇡

Z
⇡

0

T bruit
(ei!)⌃

w

T bruit
(ei!)⇤

◆
(2.69)
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Figure 2.22 – Schéma de principe de l’asservissement d’un système d’OA grand champ.

Sont représentées deux étoiles guides (laser en orange, naturelle en bleu), des miroirs défor-

mables conjugués à des altitudes différentes (plans violets) et plusieurs couches turbulentes

(plans gris). Les empreintes des faisceaux et des métapupilles sont matérialisées en pointillés

sur chacune des couches turbulentes.
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2.3. Asservissement des systèmes d’optique adaptative

2.3.2 Concepts de commande en optique adaptative

Chaque instrument d’optique adaptative étant unique, on peut dénombrer autant de

régulateurs que de systèmes en fonctionnement. Néanmoins, tous ces régulateurs sont conçus

à partir de quelques concepts de commande, que ce paragraphe a pour objectif de présenter.

2.3.2.1 Régulateur à action intégrale

Le régulateur à action intégrale, ou plus couramment appelé l’intégrateur, et sans

conteste le type de régulateur le plus utilisé dans les systèmes d’optique adaptative, grâce

en particulier à sa simplicité d’implémentation et sa rapidité d’exécution. La relation entre

la commande calculée par le CTR et les mesures issues de l’ASO peut s’exprimer à partir

des équations (2.45) et (2.50), en négligeant le bruit de mesure, par :

y = Mintu, (2.70)

où Mint = DN est la matrice d’interaction du système. L’intégrateur est le régulateur

qui permet d’annuler une erreur statique. Son équation de récurrence s’obtient à partir de

l’inversion de l’équation (2.70). La matrice Mint n’étant pas inversible, la solution de cette

inversion, appelé matrice de commande, et notée Mcom, s’obtient par une solutions aux

moindres carrés, c’est-à-dire une inverse généralisée de Mint :

u⇤
= Mcomy (2.71)

avec :

Mcom = M+
int =

�
MT

intMint
��1

MT
int. (2.72)

Il est nécessaire de remarquer qu’en pratique la matrice MT
intMint n’est pas bien condition-

née, ce qui conduit à effectuer une décomposition en valeur singulière (SVD) tronquée de

cette matrice, où les valeurs singulières trop faibles sont mise à zéro lors de l’inversion.

La commande d’un régulateur à action intégrale est alors définie par :

u
k

= u
k�1 + gMcomyk, (2.73)

où g est le gain de l’intégrateur. Le réglage de ce gain consiste en un compromis entre

la performance du régulateur et sa robustesse en stabilité, en fonction des perturbations

extérieures (bruit de mesure, force de la turbulence, vibrations, etc...). En effet, la figure

2.23 montre que la réjection de l’intégrateur augmente avec le gain de l’intégrateur.

Parallèlement, l’augmentation de g conduit à une moins bonne réjection du bruit (figure

2.23b) et accroît le dépassement (fig . 2.23a), ou overshoot, du transfert de réjection. Ce

peut être très gênant en présence de vibrations, comme l’ont observé [Sivo et al., 2014] sur

CANARY.

Par ailleurs, la commande par action intégrale ne permet pas de choisir de direction

de correction autre qu’une correction globale dans le champ, ce qui cantonne l’utilisation

de l’intégrateur aux systèmes d’OAMC, comme cela l’est par exemple pour l’instrument
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Figure 2.23 – Influence du gain de l’intégrateur sur les fonctions de transfert de la boucle

d’OA

d’OAMC MAD, de l’ESO [Arcidiacono et al., 2008].

Une variante appelée Intégrateur à gain modal optimisé [Gendron et Léna, 1994,

Gendron et Léna, 1995] est souvent mise en œuvre. Cela consiste à appliquer des gains

différents pour chaque mode de la SVD, de manière à s’adapter à la turbulence. On peut

aussi citer l’« intégrateur à fuite » (leaky integrator) comme variante, qui améliore la ro-

bustesse en stabilité du correcteur, au prix d’une dégradation des performances. Ce type de

régulateur est implémenté par exemple dans le CTR de GeMS [Rigaut et al., 2014].

2.3.2.2 Le régulateur statique MMSE

Le régulateur statique, dit Minimum mean square error (MMSE), ou écart quadratique

moyen minimum, est une modalité de commande grand champ boucle ouverte, qui sera

néanmoins abordé dans la suite de ce manuscrit. Il est basé sur une estimation optimale,

au sens du maximum a posteriori, du front d’onde dans la direction d’intérêt à partir de la

dernière mesure disponible, sous l’hypothèse que les phases sont très corrélées dans le temps,

c’est-à-dire que la phase évolue peu entre deux trames d’échantillonnage successives. De ce

fait, le régulateur MMSE ne tient compte ni de la dynamique temporelle de la turbulence

(il est donc souvent qualifié de régulateur statique) ni des retards de la boucle d’optique

adaptative. Son principe consiste, à partir de mesures ASO y, dans une (ou des) direction

↵, à calculer

b� = RMMSE y, (2.74)

l’estimée de la phase dans le volume turbulent, avec RMMSE défini par :

RMMSE = argmin

R

�k�� Ryk2� . (2.75)

La phase dans la pupille pouvant être considérée comme la somme d’une infinité de

processus aléatoires indépendants, sa statistique peut être supposée gaussienne, en accord

avec le théorème central limite. Le bruit de mesure w est quant à lui supposé blanc, gaussien
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et centré. Dans ces conditions [Ellerbroek et Vogel, 2009], le reconstructeur qui minimise

l’équation (2.75), en accord avec l’équation de mesure en grand champ (2.63) et en supposant

que les phases sont temporellement décorrélées, est donné par

RMMSE =

⇥
(DM

↵

)

T
⌃

�1
w

(DM
↵

) + ⌃

�1
�

⇤+
(DM

↵

)

T
⌃

�1
w

, (2.76)

où ⌃

�

et ⌃

w

sont les matrices de covariance spatiale respectivement de la phase de pertur-

bation � et du bruit de mesure w. La commande MMSE est une alternative à l’intégrateur

lorsque la direction d’intérêt diffère de la direction de mesure. On projette alors la phase

reconstruite sur le miroir déformable pour une correction dans la direction d’intérêt � à

l’aide d’un projecteur PGC,

u = PGCb�, (2.77)

où PGC est la généralisaton en grand champ du pseudo-inverse de N :

PGC =

⇥
(M

�

N)

T
(M

�

N)

⇤+
(M

�

N)

TM
�

. (2.78)

2.3.2.3 Commande optimale linéaire quadratique gaussienne (LQG)

La commande LQG est optimale pour les systèmes linéaires qui ne sont perturbés que

par des bruits blancs gaussiens, et pour un critère de performance quadratique. Le contexte

de l’optique adaptative, dans lequel on veut minimiser la variance de la phase résiduelle,

est donc une application de choix pour ce type de commande. La commande LQG repose

sur une modélisation des perturbations, et en particulier de la turbulence atmosphérique,

comme sorties de filtre linéaires (filtres formeurs) attaqués par des bruits blancs gaussien. Ces

modèles de perturbation décrivent la dynamique spatio-temporelle de la phase turbulente,

des vibrations, de la prise au vent, etc. Elles reposent principalement sur deux hypothèses

alternatives concernant la nature de la phase turbulente :

- La phase est bouillonnante, c’est-à-dire que la dynamique au sein de la turbulence est

caractérisée par une évolution temporelle sans direction de déplacement privilégiée des

différents volutes, lesquels apparaissent et disparaissent au cours du temps. Les mo-

dèles auto-régressifs sont particulièrement adaptés à la description de ces phénomènes.

Des modèles auto-régressifs d’ordre 1 (AR1) ont été proposés [Le Roux et al., 2003]

et validés expérimentalement [Petit et al., 2005, Petit et al., 2009, Costille et al., 2011,

Parisot, 2012]. Des modèles auto-régressifs du deuxième ordre (AR2), plus performants,

ont été proposés et validés expérimentalement [Petit, 2011] et ont été utilisés pour la

commande de CANARY [Sivo, 2013] et de SPHERE [Sauvage et al., 2014].

- La phase est figée, et se déplace sous l’effet du vent dans une direction déterminée.

Cela correspond à l’hypothèse de frozen flow. Des modèles AR1 Fourier de ce type ont

été développés dans le cadre du Predictive Fourier Control [Poyneer et al., 2007], pour

la commande des modes de basculement et de la défocalisation sur l’instrument GPi

[Poyneer et al., 2016]. Les développements autour des ELT et des instruments grand

champ s’intéresse vivement à ce type de modèle, où chaque couche de turbulence est

supposée en frozen flow. On peut ainsi citer les modèles AR1 zonaux du filtre de Kalman

distribué [Gilles et al., 2013, Massioni et al., 2015], étudiés pour NFIRAOS (TMT), ou

encore les modèles AR1, 2 et 3 zonaux proposés pour le régulateur LQG spatio-angulaire

[Jackson et al., 2015, Correia et al., 2015].
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Quel que soit le modèle linéaire de perturbation envisagé, il peut être réécrit sous la forme

d’une équation d’état discrète :

x
k+1 = Ax

k

+ �v
k

, (2.79)

avec x le vecteur d’état, qui regroupe, entre autres, différentes occurrences temporelles de la

perturbation �, v un bruit blanc gaussien centré, dit formeur, de covariance ⌃

v

, où A est la

matrice d’état, contenant la dynamique du modèle de perturbation, et où � est la matrice de

bruit formeur. Couplée à l’équation de mesure (2.53), on obtient une représentation d’état

stochastique du système à commander :

(
x
k+1 = Ax

k

+ �v
k

y
k

= Cx
k

+ w
k

� DNu
k�2

, (2.80)

avec C la matrice d’observation.

Le critère de la commande LQG, noté J(u), correspond à la variance de phase résiduelle,

et s’écrit :

J(u) = lim

T!1

1

T

Z
T

0

k�res
(t)k2 dt, (2.81)

= lim

T!1

1

T

Z
T

0

k�(t) � �cor
(t)k2 dt. (2.82)

[Kulcsár et al., 2006] montrent que la minimisation de ce critère, du fait du fonctionne-

ment discret de la boucle de commande est équivalente à la minimisation du critère discret

Jd
(u) = lim

K!1

1

K

KX

0

k�
k

� �cor
k

k2 , (2.83)

= lim

K!1

1

K

KX

0

k�
k

� Nu
k�1k2 , (2.84)

avec

�
k

=

1

T
e

Z
kTe

(k�1)Te

�(t)dt. (2.85)

À ce stade, en information complète et compte tenu du retard de commande, la com-

mande optimale qui conduirait à une variance de phase résiduelle nulle serait :

u
k

= P
u

�
k+1 = P

u

C
�

x
k+1, (2.86)

avec C
�

la matrice qui extrait la phase de perturbation �
k

de x
k

, et P
u

la matrice qui

projette la phase sur le miroir déformable. Toutefois, le problème de commande, dans le cas

considéré, relève d’un problème en information incomplète. En effet, compte tenu des retards

de la boucle d’asservissement, et de l’utilisation d’une mesure ASO bruitée, le calculateur

ne peut accéder à �
k+1. Dans ce cas de figure, la commande optimale s’écrit :

u
k

= P
u

b�
k+1|k = P

u

C
�

bx
k+1|k, (2.87)

où

b�
k+1|k = E[x

k+1|yk] est la sortie d’un filtre de Kalman. Le filtre de Kalman est un

estimateur à variance minimale, dont le fonctionnement est décrit par deux équations :
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- L’équation de mise à jour de l’état :

bx
k|k = bxk|k�1 +H1ỹ

k|k�1, (2.88)

où ỹ
k|k�1 est l’innovation, définie par

ỹ
k|k�1 = y

k

� by
k|k�1 = y

k

� Cbx
k|k�1 � DNu

k�2, (2.89)

et où

H1 = ⌃1CT �C⌃1CT
+ ⌃

w

��1
(2.90)

est le gain de Kalman d’estimation, avec ⌃1 la solution de l’équation de Riccati algé-

brique discrète :

⌃1 = A⌃1AT
+ �⌃1�

T � A⌃1CT �C⌃1CT
+ ⌃

w

��1
C⌃1AT. (2.91)

- L’équation de prédiction de l’état :

bx
k|k+1 = Abx

k|k, (2.92)

qui peut aussi s’écrire, en utilisant (2.88) :

bx
k|k+1 = (A � L1C)bx

k|k�1 + L1y
k

, (2.93)

avec L1 = AH1 le gain de Kalman de prédiction.
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Figure 2.24 – Influence du modèle sur la fonction de transfert de réjection d’un régulateur

LQG

La figure 2.24 représente la fonction de transfert de réjection de deux régulateurs LQG

(courbes pleines), chacun basé sur un modèle différent de tip/tilt : le premier (courbe poin-

tillée jaune) est issu d’un modèle bouillonnant AR2 purement turbulent, et le deuxième

(courbe pointillée bleue) est issu du même modèle pour la turbulence atmosphérique, mais

tient compte de trois vibrations, modélisées par des processus AR2 résonants du type de
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ceux proposés par [Petit, 2006, Petit et al., 2008]. La comparaison de ces courbes à celles

de l’intégrateur (figure 2.23a) conduit à plusieurs remarques. Premièrement, la fonction de

transfert de réjection du régulateur LQG présente un plateau d’atténuation aux basses fré-

quences, contrairement à l’intégrateur, dont la réjection tend vers 0 aux basses fréquences.

Ensuite, la zone de dépassement du régulateur LQG est plus maitrisée que celle de l’inté-

grateur. En effet, le levier pour jouer sur la zone de dépassement de l’intégrateur est son

gain, alors qu’on peut modeler le transfert de réjection du régulateur LQG à discrétion en

modifiant le modèle de perturbation sous-jacent. Le régulateur, qu’il soit LQG ou à ac-

tion intégrale, n’échappe toutefois pas à l’effet « lit-à-eau » (waterbed effect), découlant du

théorème de Bode [Wu et Jonckheere, 1992] : une meilleure réjection quelque part implique

nécessairement une moins bonne réjection aux autres fréquences. Ceci s’écrit sous la forme :

Z
⇡

�⇡

|T rej
(ei!)|d! = 0, (2.94)

pour tout régulateur n’ayant pas de pôles en dehors du cercle unité. La figure 2.24 illustre

cet effet : la prise en compte de vibrations qui doivent être compensées dans le modèle, dans

la bande [30, 200] Hz, se traduit par une rehaussement du transfert de réjection en dehors

de cette bande de fréquences.
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Chapitre 3. Caractérisation de la performance d’un correcteur linéaire en optique

adaptative classique : expression du budget d’erreur

Le chapitre 2 a permis d’introduire les différents concepts nécessaires au développement

de ce manuscrit et a en particulier abordé les limites des systèmes d’optique adaptative. En

effet, des phénomènes physiques (comme l’anisoplanétisme de la turbulence atmosphérique

ou les bruits de caméra), les spécifications matérielles (conception et géométrie des ASO et

des MD, ou puissance du contrôleur temps réel) et les choix de conception (entre autres

l’asservissement) vont limiter la performance de l’imagerie. Les objectifs scientifiques des

instruments pour les ELT, ou les améliorations envisagées pour les instruments des VLT,

requièrent de contourner, ou le cas échéant de repousser ces limites. Dans ce contexte, il est

important de pouvoir analyser la performance de tel ou tel régulateur pour faire un choix

en adéquation avec les contraintes et objectifs du système. L’objet de ce chapitre est donc

d’analyser finement l’effet de tout régulateur linéaire sur la performance finale du sytème

d’optique adaptative, en calculant son budget d’erreur.

Pour cela, la partie 3.1 introduit une méthodologie complète pour évaluer le budget

d’erreur des systèmes d’optique adaptative classique, méthodologie aussi bien adaptée aux

phases de conception des systèmes (calculs théoriques ou simulations) qu’à l’analyse de

performance sur données expérimentales, enregistrées lors de campagnes d’acquisition sur

le ciel, ou le cas échéant en laboratoire. Cette partie est principalement constitituée d’un

article soumis à la revue JOSA A. La partie 3.2 revient sur l’implémentation numérique de

cette méthode, de manière à gérer au mieux sa complexité calculatoire. Enfin, la partie 3.3

traite de l’extension de ce formalisme aux systèmes grand champ.

3.1 Évaluation du budget d’erreur d’une OA classique

3.1.1 Résumé de l’article

L’outil d’analyse de performance développé dans cette partie est basé sur une évaluation

fréquentielle de la variance de phase résiduelle en sortie du système d’optique adaptative.

On a montré au paragraphe 2.3 que l’asservissement pouvait être entièrement décrit à l’aide

de deux fonctions de transfert : la fonction de transfert de réjection (2.58) et la fonction

de transfert de propagation de bruit (2.59). Comme le montre l’équation (2.69), on peut

évaluer la variance de phase résiduelle directement à partir de ces fonctions de transfert, de

la variance du bruit de mesure et de la DSP de la phase de perturbation, et ce pour tout

régulateur linéaire. Les budgets d’erreur sont alors construits à partir de ces expressions.

L’article correspondant, soumis récemment, fait l’objet du paragraphe 3.1.2. Il propose en

premier lieu de définir une décomposition de l’espace des phases adaptée à la définition des

différents termes du budget d’erreur (2.42). Ceci permet de faire apparaitre une structure

particulière de la matrice de transfert de réjection, avec une forme adaptée à l’identification

de ces différents termes.

La DSP de la phase peut être soit calculée de façon théorique, soit estimée à partir de

réalisations obtenues en simulation. L’article propose une estimation par périodogramme

moyenné des phases. Il aborde ensuite la problématique de l’estimation de DSP de la phase

à partir de mesures ASO. La DSP est estimée dans ce cas par périodogramme moyenné

64
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des phases estimées par reconstruction de front d’onde. Toutes les corrélations existant

entre les différentes coordonnées de la base de représentation étant prises en compte, on

privilégie un reconstructeur de type maximum a posteriori (MAP), plus robuste au bruit

de mesure qu’un reconstructeur de type moindres carrés régularisés (MC). Toutefois, le

nombre de modes pouvant être estimé correctement étant limité, on choisit de supposer

la DSP diagonale à partir d’un certain ordre. La diagonale est alors extrapolée à partir

du spectre moyen des derniers modes estimés par le MAP (spectre moyen des modes du

dernier ordre radial en Zernike) et d’arguments théoriques de type Taylor. Un biais lié au

bruit de mesure est présent dans l’estimation de la DSP de la phase de perturbation car

propagé par la reconstruction à partir des mesrures. Ce biais est formellement identifié

pour la partie de la DSP basée sur l’estimation par MAP du front d’onde ainsi que pour

celle issue de la procédure d’extrapolation.

Ces différents outils sont ensuite validés par la simulation d’un système de type NAOS

fort flux [Rousset et al., 2003], en comparant les performances d’un régulateur à action

intégrale et de plusieurs régulateurs LQG. La problématique de la complexité calculatoire

liée à l’utilisation de la méthode pour les systèmes de type ELT est discutée en conclusion,

et plusieurs pistes d’amélioration sont proposées.

3.1.2 Article : Linear controller error budget assessment for SCAO
systems
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1. INTRODUCTION

The scientific goals of the future instruments of the VLTs, and all
the more so for the upcoming Extremely Large Telescopes (ELTs)
and their instruments, such as HARMONI [1], MAORY [2, 3]
or METIS [4], require particularly competitive Adaptive Optics
(AO) systems. Controller design is therefore a key issue. Im-
portant efforts have been devoted to defining and adapting AO
controllers in order to increase performance. Thus, development
of optimal linear controllers has aroused considerable interest
the last decade, leading to several implementations of Linear
Quadratic Gaussian (LQG) controllers. These include the first
full LQG control on the CANARY demonstrator in both Single
Conjugated AO (SCAO) and Multi-Object AO (MOAO) [5, 6],
tip-tilt control of the Extreme AO (XAO) system of the exo-planet
detector SPHERE [7] and low order modes control of the XAO
system of GPi [8]. A tip-tilt LQG controller with vibration mitiga-
tion has also been designed for the MultiConjugate AO (MCAO)
instrument GeMS [9], and is expected to substantially improve
its performance [10, 11]. A minimum-variance tip-tilt H2 con-
troller has also been successfully implemented on the McMath
Pierce solar telescope [12]. A key feature of these minimum-

variance controllers is that they explicitly predict the phase to
be corrected, based on an accurate modeling of the incoming
disturbances (turbulence, vibrations, wind-shake). Analyzing
in detail the performance of minimum-variance controllers – or
for that matter of other types of linear controllers – requires a
general-purpose tool capable to analyze the error budget and
global performance of any control scheme. Such a tool will be
useful both to design the next generation of AO systems and to
explore upgrades of existing ones.

Defining and calculating error budgets allows for detailed
performance analysis of AO systems. Error budgets are used for
systems design, in order to specify their performance objectives,
and to guide developments. They are also used to analyse the
performance of existing instruments and quantify their limits,
mainly in order to decide which improvements to prioritize
[13]. Error budgets for XAO narrow-field AO systems systems
can thus be found, for example, for SPHERE [14] or GPi [15],
and the performance analysis of these systems has already
started [7, 8], in order to plan their next upgrades. At the early
design stages, error budgets are mostly based on simplified
configurations and assumptions on the turbulence or the system,
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as, e.g., the Deformable Mirror (DM) fitting error [16, 17], which
depends on the geometry of the DM, or the propagated aliasing
error [18]. However, each of these classical expressions have
been obtained for particular conditions of phase expansion,
Wavefront Sensor (WFS) and DM geometry, and control design.
Therefore, using these expressions to build an error budget for
performance analysis implicitly assumes that the system should
behave similarly to these classical configurations. Furthermore,
developments in performance analysis are very specific to either
a particular system or a particular configuration, such as in
[19, 20] for CANARY (SCAO, LTAO and MOAO), or the work
on the computation of generalized aliasing in optimized-gain
integrator for MCAO in [21].

When an accurate end-to-end simulator of the AO system is
available, it can be used to evaluate the different terms in the
error budget by selectively suppressing particular items in the
simulation, e.g. setting first the measurement noise to zero [22].
However, this requires to run the AO simulator (or at least parts
of it) several times over sufficiently long simulated disturbance
sequences. This time-domain procedure is essentially a “black
box” approach, which provides no theoretical or analytical clue
as to why different controllers result in different error budget
breakdowns. It has also been proposed to evaluate the error
budget in the spatial frequency domain under frozen-flow as-
sumption, since all items can the ultimately been expressed and
evaluated in the spatial Fourier domain [23].

We develop in this paper a general-purpose error budget for-
malism based on the assumption that the disturbance is a time-
domain stationary stochastic process with known (temporal)
Power Spectrum Density (PSD) and on an explicit description of
the AO rejection transfer functions in the time domain. This time-
domain stationarity assumption thus includes the frozen-flow
hypothesis as a special case. Temporal frequency-domain ap-
proaches have already been proposed for specific cases, notably
for the Keck AO system [24, 25], with scalar transfer functions,
allowing only to probe rejection for decoupled controllers, such
as an integrator. We propose here a fully multi-inputs/multi-
outputs approach applicable to any linear AO controller. Further-
more, while this approach is applied here to the special case of a
closed-loop SCAO system, it can easily be extended to cope with
any particular closed or open-loop single or multi-conjugate AO
configuration. Another benefit of using an approach based on
the temporal disturbance PSD is that this information could be
derived either from theoretical models, from end-to-end simula-
tions or even from on-sky data, such as recorded WFS measure-
ments.

This paper is organized as follows. In Section 2, a generic
SCAO error budget decomposition and a general formalism
enabling to properly separate all terms in the error budget are
presented. Section 3 is dedicated to the phase representation,
with a decomposition in appropriate subspaces, and leading to a
precise expression of each error budget term depending centrally
on the (multivariable) controller transfer function. In Section 4,
we apply this formalism to the simulation of a VLT-type SCAO
end-to-end simulation based on the specifications of NAOS high-
flux mode [26]. Since this new formalism, as noted above, relies
centrally on a sufficiently accurate knowledge of the disturbance
PSD, Section 5 discusses the estimation of that PSD from WFS
measurements. This PSD estimation method is then validated
and discussed on the basis of a NAOS-like simulation. Section 6
concludes the paper with a discussion about the application of
such a formalism in Wide-Field AO (WFAO) and in the context

of ELTs.

2. PERFORMANCE ANALYSIS FOR SCAO SYSTEMS

Defining an error budget amounts to breaking down the resid-
ual phase variance into several (hopefully) independent terms
related to the different physical effects limiting the performance
[27]. We introduced in [28] a new terminology, separating these
errors into “control-dependent” and “control-free” error terms.
The control-dependent errors gather the terms affected by the
regulator (temporal error, noise propagation error and aliasing
error), which therefore depend on the type of controller. The
control-free errors gather all the other effects affecting the im-
age quality, mainly DM fitting, Non-Common Path Aberrations
(NCPA) and the impact of the disturbance Inter-Sampling Vari-
ance (ISV). This last term, which is generally neglected (as it is
expected to be very small for properly designed systems), is due
to the fact that commands are applied to the DM through a zero-
holder hold, while the disturbance does not remain constant
between two consecutive sampling times t “ kTs “ k{Fs, where
Fs is the AO loop sampling frequency. It has been shown that
in the absence of DM dynamics, the ISV-induced error depends
only on Fs and can be computed explicitly from the (continuous-
time) disturbance PSD [29–31].

A. Residual phase variance decomposition
The error budget decomposition classically admitted for SCAO
systems (to which we add here the ISV-induced error) can be
written under the following form:

σ2
φres “ σ2

temp ` σ2
noise,prop ` σ2

aliasloooooooooooooooomoooooooooooooooon
Control-dependent errors

` σ2
NCPA ` σ2

fitting ` σ2
ISVlooooooooooooomooooooooooooon

Control-free errors

. (1)

In this expression, the three control-dependent errors are: the
temporal error σ2

temp, due to the frame delays (WFS integration,
read-out, command computation and data transfers); the noise
propagation error σ2

noise,prop, due to the propagation of the WFS
measurement noise in the feedback loop; and the aliasing error
σ2

alias, induced by the WFS finite-spatial sampling and propa-
gated in the feedback loop. The three control-free errors are: the
NCPA error σ2

NCPA, related to the existence of differential aber-
rations between the imaging and analysis optical paths, which
result in uncorrected static aberrations; the fitting error σ2

fitting,
directly related to the finite number of DM actuators, which
results in the non-compensation of the high spatial frequencies
of the disturbance phase; and the inter-sampling error σ2

ISV. As
noted above, σ2

ISV is very small and can be neglected for sam-
pling frequencies Fs higher than 100 Hz [29]. In the sequel, we
therefore neglect it in all calculations.

Control-free errors are generally computed from specifica-
tions and calibration data. The value of σ2

NCPA is classically
computed from the best Strehl Ratio (SR) obtained on an internal
calibration source by the AO system without turbulence. This
best SR, denoted by SRbest, is therefore the upper bound of the
system performance [20, 32]. For high-performance AO systems,
SRbest generally satisfies the Maréchal criterion (e.g, 88% in H-
band for GeMS [32], or 80% in H-band for CANARY [20]), which
insures the validity of the well-known Mahajan approximation
[33]:

SR » exp p´σ2
φres q. (2)

In this ideal situation (without disturbance), all optical aber-
rations in the common path are corrected by the AO loop. The
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residual phase is thus made of the non-common path aberra-
tions, leading to an error term simply defined as

σ2
NCPA “ ´ ln pSRbestq . (3)

Computing the fitting error σ2
fitting has been widely studied

in the literature. Indeed, formulas have already been derived
depending either on an equivalent amount of Zernike modes
the DM is able to produce [17], or on the DM features (actuators
geometry, total actuators number, pitch and actuators coupling
coefficient) [18, 27]. We show in Section D that the global error
budget formalism allows to evaluate this fitting error from the
DM influence matrix N, which embeds all the informations
about the DM structure.

B. Transfer-based expressions of the error budget

Computing the control-dependent errors requires an accurate
analysis of the AO feedback loop. We propose to evaluate the
residual phase variance through the computation of the residual
phase in the frequency domain, because it is well adapted to the
analysis of linear systems with stochastic inputs. Assuming that
the DM’s dynamics are fast enough with respect to the AO loop
frequency, they can be neglected. The performance of the AO
system is then encapsulated in the discrete-time block diagram
in Fig. 1 [34]. This feedback loop has two independent inputs,
the perturbation phase denoted by φ and the measurement noise,
denoted by w, and one performance output: the residual phase.
Throughout this paper, we will assume that all blocks in Fig. 1
are linear, which in practice translates into the assumption that
both the commands and the residual phases remain in the linear
ranges of the DM and of the WFS. Since all blocks in the AO
loop are linear, the residual phase can be decomposed in the
frequency domain as the sum of the impacts of its two external
inputs φ and w:

Φrespzq “ TrejpzqΦpzq ` TnoisepzqWpzq, (4)

where Φres, Φ and W are respectively the z-transforms of φres, φ
and w; Trej is the so-called rejection transfer function, linking the
perturbation phase to the residual phase, and Tnoise is the noise
propagation transfer function, linking the measurement noise
to the residual phase. Note that since all signals in the loop are
vector-valued, both Trej and Tnoise are matrix-valued functions
of a complex variable. In the block-diagram of Fig. 1, the linear
WFS and DM are represented respectively by matrices D and
N (DM influence matrix). The expressions of Trej and Tnoise are
readily obtained from the diagram in Fig. 1:

Trejpzq “ “
I ` z´2NGpzqD

‰´1 , (5)

Tnoisepzq “ ´z´1TrejpzqNGpzq. (6)

Note that this calculation is based on the assumption that the
total loop delay is equal to d “ 2 frames (or sampling periods):
one frame for WFS integration (WFS camera exposure), plus one
frame for all real-time data processing (WFS read-out, command
computation and data transfer). However, to account for dif-
ferent value of d (e.g., 1 ă d ă 2), one would simply need to
replace z´2 by z´d´1.

Under the additional assumption that φres is a second-order
stationary (discrete-time) stochastic process with PSD Sφres

(which is guaranteed on the condition that the continuous-time
version of φ is itself such a process, see [34]), Parseval’s theorem

can then be used to compute the residual phase variance in the
frequency domain:

σ2
φres “ 1

π

ż π

0

›››Sφres

´
z “ eiω

¯›››2

2
dω ` σ2

NCPA, (7)

where ω “ 2π f {Fs is the normalized pulsation (in radians per
sampling period). Denote by σ2

φres the residual phase minus the
NCPA error:

σ2
φres “ σ2

φres ´ σ2
NCPA. (8)

With this notation, when w is a white noise with covariance
matrix Σw and independent from φ, Eq. (4) leads to:

σ2
φres “ trace

1
π

ż π

0
Trejpeiωq Sφpeiωq Trejpeiωq˚dωlooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon
σ2

rej“σ2
temp`σ2

alias`σ2
fitting

`

trace
1
π

ż π

0
Tnoisepeiωq Σw Tnoisepeiωq˚dωlooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

σ2
noise,prop

, (9)

where ¨˚ stands for Hermitian transposition, Sφ is the temporal
PSD of the disturbance – considered without approximation, i.e.
as a full matrix-valued PSD. We can note first that the structure
of Eq. (9) is identical to the one of Eq. (4), with two indepen-
dent parts: one depending solely on the disturbance PSD, and
the other depending solely on the measurement noise variance.
Thus, the second term in Eq. (9) is the expression of the noise
propagation error:

σ2
noise,prop “ trace

1
π

ż π

0
TnoisepeiωqΣwTnoisepeiωq˚dω, (10)

and can be easily estimated, since the measurement noise covari-
ance matrix Σw can be computed from AO telemetry or from
calibrations. As an example, the noise propagation error has
been assessed through this technique for the Keck performance
analysis [24, 25]. As for the first term in Eq. (9), denoted by σ2

rej,
it gathers all the remaining errors:

σ2
rej “ trace

1
π

ż π

0
Trejpeiωq Sφpeiωq Trejpeiωq˚dω. (11)

Indeed, σ2
rej quantifies how the system is rejecting the incoming

disturbances (turbulence, vibrations...), and therefore gathers
σ2

temp, σ2
alias and σ2

fitting. Actually, it may appear counter intuitive
for fitting, but this is due to the fact that the rejection transfer
function describes the whole behavior of the AO system regard-
ing the disturbance, including the spatial frequencies which the
DM is not able to produce, as explained below.

C. AO linear controllers in state-space form
In order to apply the transfer-based formulas derived above,
one needs to compute the controller transfer function Gpzq. This
is easily achieved by using a fundamental result from control
theory, namely that all linear controllers can be represented (and
implemented) in so-called state-space form. Thus, a convenient
standard state-space form for a linear discrete-time AO controller
with input y (WFS measurement) and output u (DM command)
is: #

xG
k`1 “ AGxG

k ` BGyk,
uk “ CGxG

k`1,
(12)

where pAG, BG, CGq are matrices of appropriate dimensions. The
vector xG

k is the internal state of the controller; its role is to store
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Fig. 1. Generic block diagram of an AO system with a two-frame delay.

all the information required to recursively update the control.
In the case of an integrator, for example, this information is
simply the previous value of u, which is updated according to
the recursive equation:

uk “ uk´1 ` gMcomyk, (13)

where g stands for the integrator gain, and Mcom stands for
the command matrix, defined as the generalized inverse of the
interaction matrix Mint (which is itself either computed through
a calibration step on a real system, or defined as the product
DN). Thus, in order to convert the integrator to state-space form,
one needs simply to take xG

k “ uk´1, AG “ I, BG “ gMcom and
CG “ I, so that Eq. (12) becomes:#

xG
k`1 “ uk “ xG

k ` gMcomyk “ uk´1 ` gMcomyk,
uk “ xG

k`1.
(14)

LQG control is based on a phase prediction performed by a
Kalman filter, which in turn is given in so-called predictor form
as: pxk`1|k “ Apxk|k´1 ` L8

´
yk ´ pyk|k´1

¯
, (15)pφk`1|k “ Cφpxk`1|k, (16)pyk|k´1 “ Cpxk`1|k ´ DNuk´2. (17)

In these equations, pxk|k´1 is the state of the Kalman filter,
Cφ is the operator extracting the phase prediction pφk`1|k “
E

`
φk`1|yk, . . . , y0

˘
from pxk|k´1, and L8 is the so-called Kalman

gain. The matrices A, Cφ and C come from a state-space stochas-
tic model which encapsulates the WFS measurement equation
and the disturbance spatio-temporal statistics (see, e.g., [34]).
The optimal control action is then obtained by projecting the
phase prediction on the DM according to the DM influence ma-
trix N:

uk “ N` pφk`1|k “ N`Cφpxk`1|k, (18)

where ¨` stands for the generalized inverse.
In order to be able to update the Kalman filter, the LQG

controller needs to store pxk|k´1 in its internal state. In a closed-
loop AO configuration, a delayed value of the command u needs
also to be stored. Taking:

xG
k “

¨̋pxk|k´1

uk´2

‚̨, (19)

it is immediately checked that the appropriate state-space form
is:

AG “
¨̋

A ´ L8C L8DN

N`Cφ 0
‚̨, BG “

¨̋
L8
0

‚̨,

CG “
´

N`Cφ 0
¯

. (20)

Once the controller has been written in state-space form, its
transfer function function Gpzq is readily obtained using the
z-transforms of Eq. (12). This yields:

Gpzq “ zCG pzI ´ AGq´1 BG. (21)

This formula is then directly implementable in a numerical sim-
ulation.

3. PHASE SPACE REPRESENTATION FOR ERROR BUD-
GET BREAKDOWN

The purpose of this section is to decompose the phase repre-
sentation space into orthogonal subspaces which will enable
to separate and calculate the different control-dependent error
terms (together with the fitting error). We therefore proceed
from the assumption that an appropriate finite-dimensional rep-
resentation space P has been selected for both the disturbance
φ, the correction phase φcor and the residual phase φres. Popu-
lar possible choices include sampling on a regular spatial grid
(zonal representation), spatial Fourier-domain decomposition
and Zernike or Karhunen-Loève polynomials (modal represen-
tations).

A. Decomposition of the representation space
An inescapable fact about AO control is that the correction phase
φcor

k “ Nuk´1 necessarily lies in the linear subspace of P gen-
erated by the DM influence functions, i.e. the columns of N. A
convenient way to account for this fundamental property in our
error budget evaluations is to decompose P as a direct sum of
the DM space P} and its orthogonal complement PK:

P} “ Im N, (22)

PK “ pP}qK “ pIm NqK, (23)

so that
P “ P} ‘ PK. (24)

The associated projectors onto P} and PK are thus defined as:

P} “ NN`, (25)

PK “ I ´ P} “ I ´ NN`. (26)

where I is the identity matrix of appropriate dimension. We
assume that all phases in P} are not aliased through the WFS, so
that aliasing is induced by the part of the disturbance lying in
PK [20, 21].
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B. Decomposition of the closed-loop transfer functions
According to Eq. (24), any phase in P can be uniquely decom-
posed as the sum of its (orthogonal) components in P} and PK,
which can be written in compact form as:

φ “
¨̋
φ}

φK
‚̨. (27)

Correction phases being produced by the DM, they belong to
P}, so that:

φcor “
¨̋
φcor}

0
‚̨. (28)

Since φcor
k “ Nuk´1, this means that the influence matrix takes

the form:

N “
¨̋

N}

0
‚̨. (29)

As for the WFS matrix D, it exhibits no special structure with
respect to this decomposition of the representation space, so
that:

D “
´

D} DK
¯

. (30)

Substituting Eq. (29) and (30) in the rejection transfer function
expression in Eq. (5), we get:

Trejpzq “
¨̋

I ` z´2N}GpzqD} z´2N}GpzqDK

0 I
‚̨´1

. (31)

Thanks to the Strassen block-wise matrix inversion lemma, Trej

then takes the special form:

Trejpzq “
¨̋

Trej}pzq TrejKpzq
0 I

‚̨, (32)

with

Trej}pzq “
´

I ` z´2N}GpzqD}¯´1
, (33)

TrejKpzq “ ´z´2
´

I ` z´2N}GpzqD}¯´1
N}GpzqDK.(34)

The particular block-triangular structure of Trejpzq reflects the
fact that the AO correction does not affect modes in PK. This
means that the restriction of Trejpzq to PK is an identity matrix,
and that its impact on the error budget is equal to the fitting
error variance (see Section D).

Similarly, substituting Eq. (29) and (30) in Eq. (6) leads to
the following special structure for the noise rejection transfer
function:

Tnoisepzq “
¨̋

Tnoise}pzq
0

‚̨, (35)

where

Tnoise}pzq fi ´z´1
´

I ` z´2N}GpzqD}¯´1
N}Gpzq. (36)

This is in agreement with the fact that the measurement noise
is only affecting phase components in P} through the control
computation.

C. Spatial aliasing and detailed phase modelling
From Eq. (32), the impact of aliasing on control performance
depends solely on TrejK, which in turn depends on the controller.
To mitigate the impact of spatial aliasing, a controller thus needs
to perform appropriate temporal filtering of the WFS measure-
ments. In the special case of an LQG controller, this ability to
mitigate the impact of WFS aliasing through temporal filtering
centrally depends on the size of the “modeling space” Pmod

used by the Kalman filter to estimate and predict the distur-
bance, and which as a rule contains P} and a part of PK: taking
a larger modeling space should reduce aliasing, while increasing
the dimension of the controller state and thus its complexity.
This suggests that to investigate this issue more thoroughly, it
would be useful to further split PK in two subspaces: its intersec-
tion PKm with Pmod and the remaining orthogonal complement
PKm, containing the part of the disturbance that the Kalman
filter does not seek to estimate. This would result in a phase
decomposition in the form:

φ fi

¨̊
˚̋̊ φ}

φKm

φKm

‹̨‹‹‚. (37)

The corresponding decomposition of the rejection transfer func-
tion would thus become a 3-by-3 block-triangular structure,
namely:

Trejpzq “
¨̊
˝I ` z´2 N}GpzqD} z´2 N}GpzqDKm z´2 N}GpzqDKm

0 I 0

0 0 I

‹̨‚
´1

. (38)

For the sake of simplicity, this more detailed decomposition of
phases will not be used in the rest of this paper. Nevertheless, it
should be noted that all the expressions and results given below
can be readily extended to this three-subspaces formulation.

D. Explicit expressions for the control-dependent and fitting
errors

The Hermitian PSD matrix Sφpzq can also be decomposed ac-
cording to Eq. (24), yielding:

Sφpzq fi

¨̋
S}
φpzq S}K

φ pzq˚

S}K
φ pzq SK

φ pzq
‚̨. (39)

Because of the special structure of Trejpzq in Eq. (32), Eq. (11)
becomes:

σ2
rej “ σ2

temp ` σ2
alias ` σ2

fitting “
trace 1

π

şπ
0

”
Trej}peiωqS}

φpeiωqTrej}peiωq˚

` TrejKpeiωqSK
φ peiωqTrejKpeiωq˚`

2Re
´

T}peiωqS}K
φ peiωqTrejKpeiωq˚

¯
` SK

φ peiωq
ı

dω. (40)

In order to identify which parts of this expression correspond
respectively to σ2

temp, σ2
alias and σ2

fitting, we need to go back to the
definition of each of these terms. To begin with, the temporal
error σ2

temp is defined as the impact of the total loop delay on
the system closed-loop performance, under the assumption that
the disturbance could be perfectly compensated in the absence
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of loop delay. This means that φ is reduced to its component φ}
lying in the DM space P}, so that:

σ2
temp “ trace

1
π

ż π

0
Trej}peiωqS}

φpeiωqTrej}peiωq˚dω. (41)

Likewise, the fitting error is the impact on performance of
the part of the phase the DM is not able to produce. As the non-
compensated phases lie in PK, it corresponds to the variance
of the component φK lying in PK, which are left intact by the
rejection transfer function, and thus corresponds to the last term
in Eq. (40):

σ2
fitting “ trace

1
π

ż π

0
SK
φ peiωqdω. (42)

Therefore, the remaining terms in Eq. (40) represent the alias-
ing error:

σ2
alias “ trace 1

π

şπ
0

”
TrejKpeiωqSK

φ peiωqTrejKpeiωq˚`
2Re

´
T}peiωqS}K

φ peiωqTrejKpeiωq˚
¯ı

dω. (43)

Although it may seem counterintuitive, the expression of σ2
alias

is in accordance with the physical definition of WFS aliasing.
Indeed, the two terms in Eq. (43) represent the propagation of
the aliasing error through the AO loop. Thus, in the absence of
statistical correlation between φ} and φK (which would be the
case for a diagonal phase PSD), the impact of aliasing would be
reduced to the direct term:

trace
1
π

ż π

0
TrejKpeiωqSK

φ peiωqTrejKpeiωq˚dω. (44)

However, when these two parts of the disturbance are corre-
lated, the cross-over term

trace
2
π

ż π

0
Re

´
T}peiωqS}K

φ peiωqTrejKpeiωq˚¯
dω (45)

expresses the impact of these correlations on the aliasing error
variance.

The remaining control-dependent term is the noise propaga-
tion error σ2

noise,prop. From Eq. (10) and Eq. (35), we get:

σ2
noise,prop “ trace

1
π

ż π

0
Tnoise}peiωqΣwTnoise}peiωq˚dω, (46)

While these expressions provide valuable theoretical insight,
using them to directly evaluate σ2

temp, σ2
alias, σ2

noise,prop and σ2
fitting

is not straightforward, because they require computing Trej} and
TrejK. This in turn requires breaking down the WFS matrix D
into D} and DK. A convenient way to circumvent this difficulty
is to use the projectors in Eq. (25) and Eq. (26), which (since P}
and PK are Hermitian) leads to:

σ2
temp “ trace

1
π

ż π

0
P}TrejpeiωqP}SφpeiωqP}Trejpeiωq˚P}dω, (47)

σ2
fitting “ trace

1
π

ż π

0
PKTrejpeiωqPKSφpeiωqPKTrejpeiωq˚PKdω,

(48)

σ2
alias “ trace

1
π

ż π

0

„
P}TrejpeiωqPKSφpeiωqPKTrejpeiωq˚P} `

2Re
´

P}TrejpeiωqP}SφpeiωqPKTrejpeiωq˚P}¯ j
dω, (49)

σ2
noise,prop “ trace

1
π

ż π

0
P}TnoisepeiωqP}ΣwP}Tnoisepeiωq˚P}dω.

(50)

r0 10 cm @ 0.5 μm

Vwind 10 m/s

Dtel 8 m

Fs 500 Hz

SH WFS 14x14

σ2
w 0.2 rad2 @ 0.5 μm

DM 15x15

ca 30 %

Table 1. SCAO simulation conditions. The turbulence is mod-
eled with a single layer in frozen flow. The conditions are in-
spired by a NAOS/VLT like system.

These projector-based expressions are used for the simulations
presented in the next section.

4. ERROR BUDGET ASSESSMENT FOR CONTROLLER
DESIGN

In order to compute σ2
φres (the residual phase variance without

NCPA), we use the expression derived from Parseval’s theorem
in Eq. (9). As in practice PSDs can be either computed from mod-
els over a finite frequency-domain grid or evaluated on such a
grid from a sample time-domain trajectory using a discrete-time
Fourier transform, the integral in Eq. (9) should be approximated
by a Riemann sum in the form:

σ2
φres » 1

ns
trace

ns´1ÿ
k“0

Trejpe2iπk{ns qSφpe2iπk{ns qTrejpe2iπk{ns q˚

` Tnoisepe2iπk{ns qΣwTnoisepe2iπk{ns q˚, (51)

where ns is the number of frequency-domain samples, so that
the index k corresponds to the physical frequency fk “ kFs{ns.
As noted above, the disturbance PSD Sφ can be evaluated from
theoretical expressions at the normalized pulsations tνku0ďkăns

,
mainly for performance evaluations at a system design stage. If
one can access the disturbance phase trajectory in simulation,
we suggest to use a periodogram computed from a disturbance
trajectory with ns points in order to evaluate Sφ, with a taper-
ing apodization window to limit edge effects, leading to the
estimated disturbance PSD:

S̆φ fi ĆHpφq ĆHpφq˚
, (52)

where r̈ is the Fourier transform of φ and H the apodization
function. Note that using an apodization window requires to
account for the inherent loss in energy (which remains low with
a tapering window) in the final variance assessment.

A. Example of a VLT-type SCAO system: simulation condi-
tions

As an illustration, we present here an error budget computation
for a NAOS-like system mounted on the VLT at Cerró Paranal,
Chile. The entire simulation is performed with MATLAB®,
using its Control Systems Toolbox. We simulate a single layer
frozen flow turbulence, with Fried parameter r0 “ 10 cm
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at the measurement wavelength (0.5 μm) and wind velocity
Vwind “ 10 m/s. These are averaged values for the Paranal
site [35]. The phase is projected on a Zernike basis of nφ “ 860
modes (radial order 40). We simulate a telescope with a diameter
aperture Dtel “ 8 meters. We consider a Shack-Hartmann
WFS based on NAOS high-flux specifications, with 14 ˆ 14
sub-apertures, affected by an additive white gaussian noise
of variance σ2

w “ 0.2 rad2 per sub-aperture. The DM is
simulated with a square grid of 15 ˆ 15 actuators, located at the
corners of the WFS sub-apertures. The influence functions are
characterized by a coupling factor of 30%. The AO system is
running at sampling frequency Fs “ 500 Hz, with a total loop
delay of two frames. Table 1 summarizes all the simulation
conditions.

The error budget is used to compare a constant gain integra-
tor and several LQG controllers featuring different nmod values,
in order to evaluate quantitatively the impact on performance
of the number of Zernike modes reconstructed by the Kalman
filter (denoted as nmod). We test several values of nmod ranging
from 209 (up to radial order 19) to 450 (up to radial order 30).
The integrator has been tuned to an optimal value of 0.7 in these
simulation conditions. For each controller, the simulation uses
the same disturbance phase trajectory, from which we evaluate
S̆φ and the error budget thanks to Eq. (47)-(50). Fig. 2 com-
pares the detailled error budgets of all the considered controllers.

B. Results analysis
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Fig. 2. Quantitative comparison of different controllers er-
ror budgets. All error budgets are evaluated using the peri-
odogram of the disturbance phase.

As expected, the control-free fitting error is identical for all
the controllers. As a comparison, the fitting error level in these
simulations is in line with the approximated expressions in [27,
36], with for [36]:

σ2
fitting “ 0.15

ˆ
dact

r0

˙ 5
3 « 0.22 rad2 (H-band), (53)

where dact is the DM actuators pitch. Furthermore, the LQG con-
trollers appear to perform significantly better than the integral
controller, with a dramatic improvement for the three control-
dependent error terms σ2

temp, σ2
alias and σ2

noise,prop, which is in
good agreement with previous studies [28, 37]. In particular, the
Kalman filter negociates an excellent trade-off between noise
propagation and the others terms. (Note that for an AO loop

with high SNR, this optimal trade-off can sometimes result in a
level of noise propagation higher than for an integrator [10].)

The LQG209 case exhibits some specificities. Indeed, Fig. 2
shows that its temporal error is a little higher than for the inte-
grator, while its noise propagation is a little lower than for the
other LQG controllers. These specificities reflect the fact that
this LQG controller uses a truncated Zernike basis which does
not contain enough modes to accurately represent the correc-
tion phases generated by the DM and to accurately project them
onto the DM. This induces a high temporal error, due to the
uncorrected modes that lie in P}.

The comparison between the other LQG controllers shows
globally three trends as the number of estimated Zernike modes
increases:

- the temporal error variance is slowly decreasing,

- the aliasing error is decreasing significantly, along with the
global residual variance,

- the noise propagation error variance is slowly increasing.

The first two trends reflect in a direct manner the fact that when
the number of estimated modes increases, the Kalman filter
generates a more accurate prediction of the components of the
disturbance lying in and outside the DM space (i.e., φ} and φKm):
a better prediction of φ} translates into a smaller temporal error,
whereas a better prediction of φKm enables the controller to
mitigate aliasing better. In addition, as the size of the model
increases, the DM space is better represented, so that modes
with higher spatial frequencies (which are predicted better) are
also corrected more accurately.

To explain the increase in noise propagation, it should be
noted that when more modes are estimated using the same
set of measurements, the uncertainty affecting each individual
mode tends to increase. On the other hand, the energy of the
high-order modes is marginal, so that the global noise propaga-
tion variance does not increase significantly, while the temporal
error is not significantly decreasing. Therefore, the sum of these
two error terms tends to remain roughly the same. However, the
number of modes in the modeling space has a significant impact
both on the global residual phase and the aliasing error. Indeed,
the aliasing error drops dramatically as the number of modes
increases. This ability of the LQG regulator to significantly mit-
igate the effects of aliasing is due to the fact the Kalman filter
uses statistical priors on the spatio-temporal evolution of the
disturbance to untangle the contribution of the spatially aliased
modes to measurements.

In an nutshell, these simulation trends confirm insights and
hypothesis on the behavior of the LQG AO controllers – partic-
ularly their ability to partially ‘de-aliase’ WFS measurements.
Furthermore, results in Fig. 2 suggest that as soon as the mod-
eling space used by the Kalman filter models the DM influence
functions with sufficient accuracy, the temporal and noise prop-
agation errors should remain nearly constant as the model size
increases.

5. ERROR BUDGET ASSESSMENT FROM WFS MEA-
SUREMENTS

The characterization of the performance of an operating AO sys-
tem requires to use on-sky AO telemetry (WFS measurements)
instead of the disturbance phase PSD or simulated trajectories.
The first part of this section is thus dedicated to construct a
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procedure to estimate the disturbance PSD when it cannot be
computed from either theoretical considerations or realistic sim-
ulations. In the second part of the section, this procedure is
applied to the same example than the one presented in Section 4,
using WFS data instead of the real disturbance trajectory.

It should be emphasized that estimating the whole temporal
inter-spectrum of a multivariable stochastic process from a noisy
measurements is a challenging problem. A comprehensive treat-
ment of this issue is thus clearly outside the scope of this paper,
and the ad-hoc PSD estimation procedure proposed below fol-
lows a standard non-parametric approach using periodograms.

A. PSD estimation procedure
We propose to estimate the disturbance phase PSD in two steps.
In the context of this article, this estimation is realized using
a Zernike modes basis, but the method can be adapted to any
phase representation scheme. We first reconstruct the phase
from WFS data thanks to a modified Maximum A Posteriori
(MAP) reconstructor of phase modes up to a chosen radial order
n [38]:

Rφ “ ΣφDT
´

DΣφDT ` αΣw

¯´1
(54)

where Σφ is the disturbance phase spatial covariance matrix,
with Kolmogorov statistics given for a Zernike basis by Noll’s
formulas [39], α is a parameter depending on the signal-to-noise
ratio [24], with α “ 1 for the standard MAP reconstructor ex-
pression. In practice, α is optimized in order to keep the energy
in pφ as close as possible to Σφ. Note that even if von Kármán
statistics are more relevant, adding the outer scale information
in Σφ does not lead to a better accuracy of the PSD estimation as
the signal-to-noise ratio of the low order modes is very high, so
that priors do not dominate the MAP estimation for these modes.

The computation of Σφ is based on a prior value for the Fried
parameter. It is here estimated with a classical least-square tech-
nique such as what has been done for NAOS [35]. As a first step,
we propose to estimate Spφ, the first part of Sφ (i.e., modes up to
the radial order n), thanks to a periodogram of the MAP esti-
mates. In order to insure a good estimation accuracy, n should
be taken lower than the equivalent maximum radial order the
DM is able to generate [17]. The estimated PSD pSφ is thus com-
posed of two parts: one is Spφ; the other part corresponds to

radial orders higher than n. The estimated PSD pSφ is a full PSD
matrix, and gathers most of the disturbance energy. Without
any reliable information on the higher modes and their cross-
spectrum values, a sensible hypothesis is to assume the PSD of
these modes to be diagonal. We thus need, as a second step, to
extrapolate Spφ from its last radial order values. We compute the
spectrum averaged on the last radial order n :

Sn “ 1
n ` 1

i`n`1ÿ
m“i

Spφpn, mq , (55)

where m “ 1, . . . , i ` n ` 1 represents the azimuthal order of
the Zernike radial order n. The averaged spectrum Sn is then
spread over the diagonal of Sφ for radial orders n1 ě n ` 1, using
both the Taylor and Kolmogorov hypothesis. As for the Taylor
hypothesis, the spectrum values for each mode of radial order
n1 ě n ` 1 are shifted in frequency with respect to Sn, according
to [17]:

fcpn1q “ n1
n

fcpnq, (56)

where fcpnq is the cutoff frequency of radial order n. According
to the Kolmogorov hypothesis, the whole spectrum of all the
modes of radial order n1 is multiplied by a factor insuring that
the variances of the extrapolated modes respect the Zernike
modes variance scaling of Noll [39]:

σ2
φpnq 9 pn ` 1q´ 11

3 , (57)

where n represents the Zernike mode radial order. In a nutshell,
the matrix structure of the estimated PSD pSφ is thus:

pSφ “

¨̊
˚̋̊̊ Spφ 0

0
pSn`1 0

0
. . .

‹̨‹‹‹‚ (58)

where Spφ is the full PSD computed from the MAP wavefront

reconstruction, and tpSnuněn`1 are the terms extrapolated from
Sn. Figure 3 shows that this method is particularly accurate at
keeping the modal variances of the estimated PSD close to the
real PSD modal variances.
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Map estimation of
22 Zernike radial
orders

Extrapolation

Fig. 3. Zernike modes variance, computed from Eq. (51) for
S̆φ, the PSD estimated from known simulated phase samples
(blue curve) and for pSφ, the PSD estimated from WFS data (red
curve). The theoretical Kolmogorov variances are represented
by the black dashed curve.

Note that this estimation method is developed assuming
an atmospheric turbulent phase. However, embedding more
information in the MAP priors about other kind of disturbances
(vibrations, windshake) could be relevant, mainly if the signal-
to-noise ratio of the modes affected by these disturbances is low.
However, if this signal-to-noise ratio is high, adding more prior
information may not bring significant improvement, as the MAP
reconstructor is then dominated by the data (just like for the
outer scale).

B. Estimation of σ2
φres

Estimating a disturbance PSD from WFS data adds the propa-
gation of the measurement noise w through the reconstruction
process [40, 41]. Indeed, the reconstructor in Eq. (54) is based on
the WFS measurement model:

y “ Dφ` w, (59)
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where w is a white centered Gaussian noise. Thus, after recon-
struction, the estimated phase pφ is:

pφ “ RφDφ` Rφw, (60)

and the MAP block of the estimated PSD can be written:

pSφ “ RφDSφDT RT
φ ` RφΣwRT

φ . (61)

This additional term RφΣwRT
φ has been shown to follow a

simple scaling law in a Zernike-based phase representation [41]:

@n P v1, nw, σ2
wpnq 9 pn ` 1q´2. (62)

Therefore, the residual phase variance has to be debiased
from this impact of the noise, which is propagated through the
rejection transfer function [10, 28]. This is achieved by subtract-
ing

brec “ trace

˜
RφΣwRT

φ ˆ 1
ns

ns´1ÿ
k“0

Trejpe2iπk{ns qTrejpe2iπk{ns q˚
¸

(63)

from the residual phase variance evaluated thanks to pSφ, for all
the modes estimated by the MAP.

The noise propagation is different for extrapolated modes.
Indeed, the noise level for these modes follows the same scaling
law than Noll’s variances, due to the extrapolation process. This
propagated noise variance on each extrapolated mode, denoted
by σ2

wpnq, can thus be evaluated according to:

@n ě n ` 1, σ2
wpnq “

ˆ
n ` 1
n ` 1

˙´11{3
σ2

w, (64)

where σ2
w is the propagated noise variance of the last radial order

n of the MAP-based estimation, averaged on the azimutal orders.
The bias introduced for the extrapolated modes is therefore
obtained as

bextra “ trace

¨̊
˝

¨̊
˝

´
n`2
n`1

¯´11{3
σ2

w 0

0
. . .

‹̨‚
ˆ 1

ns

ns´1ÿ
k“0

Trejpe2iπk{ns qTrejpe2iπk{ns q˚
¸

, (65)

and needs also to be removed from the residual phase variance
computed from WFS data. Finally, the estimated residual phase
variance is thus evaluated with:

pσ2
φres “ trace

˜
1
ns

ns´1ÿ
k“0

Trejpe2iπk{ns qpSφpe2iπk{ns qTrejpe2iπk{ns q˚
¸

looooooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooooon
σ2

temp`σ2
fitting`σ2

alias`brec`bextra

` trace

˜
1
ns

ns´1ÿ
k“0

Tnoisepe2iπk{ns qΣwTnoisepe2iπk{ns q˚
¸

loooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooon
σ2

noise,prop

(66)

´ trace

˜
1
ns

ns´1ÿ
k“0

Trejpe2iπk{ns qSwTrejpe2iπk{ns q˚
¸

loooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooon
brec`bextra

where

Sw “

¨̊
˚̋̊̊ RφΣwRT

φ 0

0

´
n`2
n`1

¯´11{3
σ2

w 0

0
. . .

‹̨‹‹‹‚. (67)

Figure 4 illustrates these scaling regimes for the noise level.
The black curve corresponds to the noise variance estimated
using Eq. (63). The noise variance propagated before n̄ according
to the decreasing law in Eq. (62) (red curve) is fully consistant
with the estimation. We can note that the noise level of the
last estimated modes (radial order n̄) is a little high (the values
above 1 have much more impact, as it is a log scale). This bias is
due to correlations between modes induced by the estimation
process. Therefore, the noise variance extrapolated with Noll’s
law (blue curve) starts with a slightly too high value on the first
extrapolated mode, which is well accounted for in Eq. (67).

Fig. 4. Estimated noise level on the estimated disturbance
phase PSD (black curve) and the fit for the two expected scal-
ing laws: Rigaut-Gendron before extrapolation (red curve) and
Noll for the extrapolated modes (blue curve).

C. Application to the VLT-type SCAO simulation
We use the same NAOS-like simulation than in Section 4 to
evaluate the error budgets with this estimation procedure. First,
we evaluate the error budget of the integral controller (with
gain g “ 0.7) from the WFS measurements, and compare it
to the values obtained using the simulated disturbance phase
trajectory (Fig. 5). The results for the two techniques are very
close – within one percent of difference for each error term. The
same analysis is then performed for the LQG controllers. Fig. 6
shows the results for LQG209. The global residual variance, the
aliasing and the noise propagation errors are similar to expected
values, while some difference can be observed for fitting and
temporal errors.

The differences between the error budgets computed with Sφ
and Spφ are only due to the estimation of the cross-correlations.
Indeed, we performed an error budget evaluation for a PSD
estimated from the real phase trajectory, but approximated by
its diagonal. Neglecting the cross correlations leads to overes-
timate the global residual phase for more than forty percents
for LQG209. This is so because the rejection transfer function
contains many coupling terms. In a case where the controller is
decoupled (for example with an integrator), the RTF is close to
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Fig. 5. Error budget assessment for an integral controller (g
= 0.7). The Monte-Carlo value corresponds to a control loop
simulation achieved with 15,000 samples.
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Fig. 6. Error budget assessment for an LQG controller, embed-
ding an AR2 phase model based on 209 Zernike modes.

diagonal, so that the diagonal approximation is valid (difference
of less than one percentage point). On the contrary, because of
non-diagonal priors provided in the model, the Kalman filter
uses all the cross-correlations to compute the phase estimate,
so that the rejection transfer function involves the whole inter-
spectrum in the computation of the error budget terms. In the
case of a diagonal or nearly diagonal PSD, the estimation from
WFS data would be simpler.

The PSD estimation method using WFS measurements may
thus not achieve sufficient accuracy to evaluate error budget
items for controllers which make use of phase correlation infor-
mation on very high order modes. The PSD estimation problem
should then be addressed in more thoroughly. However, the
PSD estimation technique presented here is very easy to imple-
ment and efficient for controllers neglecting these correlations,
such as integrators. For mixed controllers featuring an integra-
tor for high-order modes decoupled from a high-performance
low order controller, the value of n can be taken significantly
lower than the number of measurements available for phase
reconstruction, which is likely to ensure a better accuracy of the
method.

6. CONCLUSION AND DISCUSSION

We have proposed in this article a complete mathematical for-
malism for the error budget assessment of any SCAO system.
This formalism applies to any system design, with matrices D
and N modeling respectively the WFS and the DM. The for-
malism is valid for any linear controller, and thus enables to

compare control-dependent error budgets for different control
solutions. Moreover, it can be used in two different contexts:
for SCAO system design, when the perturbation phase PSD can
be derived from theoretical considerations or computed from
simulated trajectories, but also for performance analysis of exist-
ing SCAO systems, using WFS measurements and some phase
reconstruction and PSD estimation technique. Based on simula-
tions conducted in a realistic SCAO configuration, we pointed
out the impact of PSD estimation error in the error budget eval-
uation when only WFS measurements are available. We showed
that the diagonal approximation of the disturbance PSD had no
impact for controllers neglecting the interactions between the
components of the disturbance, like the integrator.

However, the error budget evaluation of controllers that rely
on these interactions is affected by diagonal PSD approximations
and a particular attention has to be given to the estimation of
extra-diagonal components of the PSD. For controllers using a
large number of modes (actually significantly larger than the
number of WFS measurements, such as LQG495), the PSD esti-
mation technique in Section 5 could be improved by using the
theoretical inter-spectrum in order to fill the extrapolated part of
the PSD. Also, phases reconstructed from WFS measurements,
and thus their PSDs, are affected by a bias due to aliasing when
a classical least-squares reconstruction is used, as shown in [42].
This bias appeared to be negligible when the disturbance PSD is
estimated from a MAP reconstruction, so that it can be neglected
in the error budget evaluation.

An increasingly popular AO control structure is to combine a
high-performance controller for a limited number of low-order
modes, decoupled from a simpler one (integrator or MAP re-
constructor) for the remaining high-order modes. For such de-
coupled controllers, PSD estimation from WFS measurements
could be well adapted, as the integral controller performance
assessment tolerates perfectly the diagonal approximation made
for the PSD extrapolation, while the low order high-performance
controller benefits directly for the phase inter-spectrum estima-
tion.

The computational complexity issue for such an algorithm
should also be dealt with in order to assess the performance
of ELT-size systems. Indeed, the computation complexity of
some steps of the algorithm (frequency-wise transfer functions
evaluation, error budgets evaluations using discrete Parserval’s
formulas Eq. (51)) is roughly a Opnνn3

φq (where nν and nφ denote
respectively the number of frequency samples and the dimen-
sion of the phase representation space) as matrix multiplication
and inversion are similar issues in term of complexity. In the
examples presented here, nν “ 5000 and nφ “ 860, leading to a
complexity 9 3.2 1012 in terms of floating multiplies. Increasing
the diameter of the telescope by a factor of 4 (for an ELT-type
simulation) results in multiplying nφ by a factor 16, which is
increasing the number of computations in the algorithm by a
factor of 163 = 4096.

A first route for improvement is obviously a better optimiza-
tion of the code (for which simplicity has been preferred at the
expense of efficiency) and parallelization of frequency-domain
calculations. Due to the complete independence of every fre-
quency evaluation of the transfer functions, their evaluations
can be parallelized over the frequency range. The same paral-
lelization can be implemented for the computation of the error
budgets, as each step of the sum in Eq. (51) is independent. This
results in a reduction of computing time by a factor ncore at max-
imum, where ncore is the number of processors dedicated to the
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parallelization of frequency-domain computations.
Another way to reduce computational complexity is to evalu-

ate the control-dependent error terms directly in the DM space
P}, which is of significantly lower dimension. More generally,
for ELT-class problems the choice of the phase representation
space will clearly be a critical issue. Indeed, the entire formalism
presented in this paper is intended to take into account interac-
tions between the phase components lying in and outside of the
DM space. However, these interactions are directly depending
on the chosen phase representation basis. Thus, choosing a zonal
phase representation (i.e. a spatial phase sampling) will result in
a full PSD matrix Sφ. In the case of diagonal or nearly diagonal
PSD, the implementation of the error budget method should
account for this particular structure.
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Chapitre 3. Caractérisation de la performance d’un correcteur linéaire en optique

adaptative classique : expression du budget d’erreur

3.1.3 Retour sur le biais de reconstruction lié au repliement spatial

La partie 5.C de l’article détaille le calcul du biais lié au bruit de mesure dans la

DSP de la phase résiduelle, lorsque cette dernière est calculée à partir de données ASO.

Néanmoins, le bruit de mesure n’est pas la seule perturbation inhérente aux mesures

ASO dont il faudrait tenir compte. En effet, le processus de mesure ASO, en particulier

avec un analyseur de type Shack-Hartmann, repose sur un échantillonnage spatial de la

phase de perturbation, qui va conduire à du repliement ou aliasing (voir paragraphe 2.2.2.1).

La détermination du biais lié au bruit de mesure dans l’estimation de la DSP de la

perturbation à partir de phases reconstruites est capitale pour que l’évaluation du budget

d’erreur converge vers un niveau de performance précis. Par ailleurs, on peut observer la

signature fréquentielle de ce bruit sur les figures 3.1 et 3.2. Ces figures représentent le spectre

moyen sur un ordre radial de Zernike de la phase de perturbation (courbes noires) et de

phases reconstruites par MC (courbes marrons) et MAP (courbes vertes), dans les mêmes

conditions que l’article (se référer à la partie 4.A. et au table 1). Le bruit reconstruit est

lui aussi un bruit blanc gaussien et centré dont la signature fréquentielle est un plateau à

haute fréquence (il est dominant par rapport au niveau du spectre turbulent). Cependant,

le bruit de mesure n’est pas la seule source de biais dans cette estimation. En effet, comme

le montrent [Gendron et Rousset, 2012] dans le cas d’un reconstructeur moindres carrés, le

repliement spectral lié à l’échantillonnage de la phase de perturbation par l’ASO affecte

sensiblement le résultat d’une reconstruction de phase, et se traduit sur la densité spectrale

de puissance par une rupture de pente :

- ⌫ > ⌫
c

, S(⌫) / ⌫
�17
3

sans repliement spectral (Taylor),

- ⌫ > ⌫alias, S(⌫) / ⌫
�11
3

avec repliement spectral [Gendron et Rousset, 2012].

On retrouve ces lois de puissance sur les courbes des figures 3.1 et 3.2 : la décroissance

en ⌫
�17
3

sur les DSP des vraies phases et au début des DSP des phases reconstruites avec

les MC et le MAP, et la décroissance en ⌫
�11
3

, principalement pour les DSP de phases

reconstruites avec les MC, avant le plateau de bruit. Les DSP des phases reconstruites avec

le MAP présentent quant à elles un signal parasite dont la signature spectrale est moins

énergétique que celle des MC, et en même temps plus resserrée autour d’une fréquence. Elle

est peu présente pour les bas ordres radiaux, car noyée dans le bruit (figure 3.1a et 3.1b),

apparaît distinctement pour quelques ordres radiaux (figures 3.1c et 3.2a), puis disparaît de

nouveau pour les ordres radiaux élevés, noyée dans le plateau basses fréquences (figure 3.2b).

En toute rigueur, le biais lié à ce repliement devrait lui aussi être soustrait au résultat du

calcul de budget d’erreur, de la même manière que le bruit de mesure. Toutefois, le spectre

de ce signal n’est pas aisé à déterminer du fait qu’il est intrinsèquement lié à la nature même

de la turbulence. Néanmoins, comme le montrent les simulations, la non prise en compte

de ce biais n’occasionne pas de différence remarquable sur le résultat du calcul du budget

d’erreur (cas intégrateur, figure 5 de l’article). En revanche, la présence de ce signal parasite

pourrait avoir un impact sur l’estimation des inter-spectres, et pourrait être l’une des causes

des erreurs d’évaluation observées avec les régulateurs LQG complets.
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3.1. Évaluation du budget d’erreur d’une OA classique

(a) Spectres moyens sur le premier ordre ra-
dial (tip et tilt)

(b) Spectres moyens sur le deuxième ordre
radial (défocalisation et astigmatismes)

(c) Spectres moyens sur le septième ordre radial

Figure 3.1 – Influence du repliement spectral sur l’estimation de la DSP de la phase de

perturbation à partir de la reconstruction de front d’onde. Les DSP estimées à partir de

phases reconstruites par MC (marron) et MAP (vert) sont comparées à celles estimées à

partir de la vraie trajectoire de phase (noir). La loi fréquentielle d’évolution (Taylor - rouge)

et celle du repliement spectral (violet, cas MC [Gendron et Rousset, 2012]) sont superposées.
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(a) Spectres moyens sur l’ordre radial 11 (b) Spectres moyens sur l’ordre radial 17

Figure 3.2 – Signatures spectrales du repliement au travers du reconstructeur MAP aux

hautes fréquences spatiales

3.2 Implémentation algorithmique et complexité calcu-
latoire

La complexité calculatoire de la méthode présentée ici est déterminante pour son implé-

mentation numérique. En effet, le calcul des diverses fonctions de transfert fait intervenir

plusieurs inversions matricielles dépendant de la variable z, liée à la fréquence normalisée ⌫
par z = e2⇡i⌫ . De manière à limiter le nombre d’évaluations fréquentielles en ne calculant que

les fonctions de transfert de réjection et de propagation de bruit, on exprime directement

une représentation d’état des fonctions de transfert de réjection et de propagation de bruit

en fonction d’un modèle d’état de régulateur générique :

(
x
k+1 = A

G

x
k

+ B
G

y
k

u
k

= C
G

x
k

+D
G

y
k

(3.1)

Ceci permet, comme expliqué ci-après, d’obtenir des expressions analytiques quel que

soit le régulateur utilisé. Notons qu’il existe de nombreuses manière de définir un modèle

d’état générique. En effet, l’article adopte une formulation du modèle d’état plus compacte,

n’utilisant que trois matrices et intégrant un retard d’une trame, alors que dans le cadre de

ce manuscrit on adoptera une formalisme plus classique, avec quatre matrices.

3.2.1 Forme d’état de régulateurs particuliers

La représentation d’état est une forme alternative à la fonction de transfert pour dé-

crire un système dynamique linéaire. Ainsi, tout régulateur linéaire de fonction de transfert
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3.2. Implémentation algorithmique et complexité calculatoire

G(z) admet une représentation d’état du type de l’équation (3.1). Cette partie regroupe les

modèles d’état des régulateurs mis en œuvre dans le cadre de cette thèse.

3.2.1.1 Régulateur à action intégrale

L’équation de récurrence d’un régulateur à action intégrale discret s’écrit

u
k

= u
k�1 + gMcomyk (3.2)

et est équivalente à la forme d’état

(
x
k+1 = Ix

k

+ gMcomyk
u
k

= Ix
k

+ gMcomyk
(3.3)

en posant comme vecteur d’état x
k

= u
k�1. On a alors pour l’intégrateur :

A
G

= I, B
G

= gMcom, C
G

= I, D
G

= gMcom, (3.4)

avec I la matrice identité de rang nact.

3.2.1.2 Régulateur LQG – forme prédicteur

Le régulateur LQG forme prédicteur fait référence dans le cadre de ce manuscrit au

régulateur dans sa forme classique décrite au paragraphe 2.3.2.3. La phase prédite par le

filtre de Kalman est projetée directement sur la base d’actionneurs, soit :

u
k

=

b�
k+1|k = �Kbx

k+1|k. (3.5)

La fonction de transfert d’une telle commande LQG, notée GLQG
, basée sur le modèle d’état

générique de perturbation (éq. (2.80)) est donnée par

GLQG
(z) = �K

�
I � (A � L1C)z�1 � L1DNKz�2

��1
L1. (3.6)

L’équation (3.6) peut être réécrite en introduisant une variable intermédiaire Z(z)

(
U(z) = �KZ(z),

Z(z) = (I � (A � L1C)z�1 � L1DNKz�2
)

�1 L1Y (z),
(3.7)

ce qui donne

(
U(z) = �KZ(z),

Z(z) = (A � L1C)z�1Z(z) + L1DNKz�2Z(z) + L1Y (z).
(3.8)

On passe alors à un système d’équations de récurrence en posant :

x
k

=

✓
z
k�1

z
k�2

◆
, (3.9)
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pour trouver un modèle d’état du type de l’équation (3.1), avec les matrices

A
G

=

✓
A � L1C L1DNK

I 0

◆
, B

G

=

✓
L1
0

◆
,

C
G

=

��K(A � L1C) �KL1DNK
�
, D

G

= �KL1. (3.10)

Cette forme de régulateur LQG est la plus classique et est celle utilisée pour les analyses

de performance des régulateurs LQG de ce chapitre et du chapitre 4.

3.2.1.3 Régulateur LQG – forme estimateur

Le régulateur LQG forme estimateur fait référence, dans ce manuscrit, au régulateur

utilisant l’estimée sans prédiction de la phase, obtenue également en sortie du filtre de

Kalman. En effet, en accord avec l’équation (2.56), l’occurence de phase présente dans la

mesure y
k

est la phase �
k�1. L’estimation sans prédiction possible à partir de la mesure y

k

est donc

b�
k�1|k = E[�

k�1|Yk

]. La commande se calcule alors, pour un régulateur basé sur le

modèle d’état générique de perturbation (2.80), avec

u
k

= �KA2bx
k�1|k = �K 0bx

k|k, (3.11)

où K 0
est le gain de commande contenant la double étape de prédiction. Sous cette forme,

le régulateur LQG a pour fonction de transfert

GLQG
(z) = �K 0 �I � (I � H1C)z�1 � H1DNK 0z�2

��1
H1, (3.12)

On montre de manière identique au cas prédicteur que le régulateur LQG version esti-

mateur admet un modèle d’état du type de l’équation (3.1), avec les matrices

A
G

=

✓
(I � H1C) H1DNK 0

I 0

◆
, B

G

=

✓
H1
0

◆
,

C
G

=

��K 0
(I � H1C) �K 0H1DNK 0� , D

G

= �K 0H1 (3.13)

Cette formulation du régulateur LQG sera celle utilisée pour l’analyse des performances

des régulateurs étudiés dans le chapitre 5 de ce manuscrit.

3.2.1.4 Régulateur mixte LQG bas ordres – intégrateur hauts ordres

Il est aussi possible de représenter sous forme d’état des régulateurs mixtes, comme un

régulateur LQG bas ordres couplé à un intégrateur pour le reste de la correction. En ne

considérant qu’une seule voie d’analyse de front d’onde, la séparation des mesures envoyées

dans chacun des deux régulateurs est déterminante. Ce cas de figure est caractéristique

des instruments d’OA extrême, dont la mesure est délivrée par un analyseur unique

(de type, ou apparenté, Shack-Hartmann pour SPHERE [Sauvage et al., 2014] ou GPi

[Poyneer et al., 2016]). En revanche, pour les instruments grand champ, où l’on utilise en

général à la fois des étoiles guides naturelles et laser, le découplage est souvent intégré

dès la conception du système d’OA, comme par exemple pour GeMS [Sivo et al., 2016],
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3.2. Implémentation algorithmique et complexité calculatoire

où les ASO sur étoiles naturelles alimentent un régulateur LQG à filtrage de vibrations

pour la compensation des modes de basculement, alors que les mesures laser alimentent un

intégrateur chargé du reste de la correction.

L’objectif de ce paragraphe n’est pas de présenter exactement la stratégie de commande

des instruments évoqués jusqu’ici, mais plutôt de proposer une structure décrivant leur fonc-

tionnement. Supposons donc, dans un premier temps, qu’un régulateur LQG est alimenté

par une mesure ASO filtrée, de telle sorte qu’elle ne contienne que la signature d’un nombre

de modes limité à nmes
mod. Supposons de plus, pour assurer une meilleure qualité d’estimation,

que le régulateur LQG est dédié à la correction de ncor
mod modes, tel que :

ncor
mod < nmes

mod. (3.14)

En effet, cette précaution permet de limiter l’impact du repliement spectral, naturellement

plus fort sur les derniers modes reconstruits. On propose de filtrer la mesure totale y en

effectuant une reconstruction de front d’onde par moindres carrés sur nmes
mod modes, basée sur

l’équation de mesure réduite :

ymes
k

= Dmes�
k�1 + w

k

, (3.15)

La pseudo-mesure, destinée à alimenter le filtre de Kalman, est alors obtenue en utilisant

la matrice ASO tronquée Dcor
(tronquée à ncor

mod). De ce fait, le régulateur LQG ne corrige

effectivement que ncor
mod. Le nombre de modes considérés pour ce type d’application étant

généralement faible par rapport au nombre de mesures, on peut considérer qu’un recons-

tructeur moindres carrés régularisé est une bonne option. Ainsi la pseudo-mesure fournie au

régulateur LQG s’écrit :

yLQG
k

= DcorR
�

y
k

, (3.16)

où R
�

est le reconstructeur statique de front d’onde de type MC basé sur de l’équation (3.15).

Le modèle d’état associé à la partie LQG de la correction s’écrit donc :

8
>><

>>:

xLQG
k+1 =

 
A � L1C L1DNK

I 0

!
xLQG
k

+

 
L1DcorR

�

0

!
y
k

uLQG
k

=

⇣
�K(A � L1C) �KL1DNK

⌘
xLQG
k

� KL1DcorR
�

y
k

.

(3.17)

La mesure restante, c’est-à-dire la mesure complète y à laquelle on soustrait la contri-

bution yLQG
envoyée au régulateur LQG, constitue la mesure utilisée par l’intégrateur :

yINT
k

= y
k

� yLQG
k

= (I � DcorR
�

) y
k

. (3.18)

Le modèle d’état associé à la partie intégrateur du régulateur s’écrit donc :

(
xINT
k+1 = IxINT

k

+ gMcom (I � DcorR
�

) y
k

uINT
k

= IxINT
k

+ gMcom (I � DcorR
�

) y
k

.
(3.19)
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Les deux régulateurs sont construits de telle manière que les deux commandes sont

découplées. Ainsi,

u
k

= uLQG
k

+ uINT
k

. (3.20)

On pose alors :

x
k

=

✓
xLQG
k

xINT
k

◆
, (3.21)

comme vecteur d’état pour combiner les représentations d’état (3.17) et (3.19) en un modèle

d’état du type de l’équation (3.1), avec

A
G

=

0

@
A � L1C L1DNK 0

I 0 0

0 0 I

1

A , B
G

=

0

@
L1DcorR

�

0

gMcom (I � DcorR
�

)

1

A , (3.22)

C
G

=

��K(A � L1C) �KL1DNK I
�
, D

G

= (gMcom (I � DcorR
�

) � KL1DcorR
�

).
(3.23)

Ces régulateurs mixtes représentent aujourd’hui les régulateurs de référence des nou-

veaux instruments d’optique adaptative. En effet, ils permettent de réaliser un compromis

performance/complexité algorithmique intéressant. Pour confirmer cette tendance, inaugu-

rée par les régulateurs de SPHERE et GPi, le formalisme de budget d’erreur peut être

utilisé. Ainsi, la figure 3.3 compare les performances de deux régulateurs mixtes, respecti-

vement de degré de correction LQG ncor
mod = 2 et 9, aux régulateurs utilisés dans l’article,

dans les mêmes conditions de simulation (résultats présentés dans [Kulcsár et al., 2017]). Le

régulateur mixte utilisant une correction LQG pour les modes de basculement apporte déjà

un gain en performance significatif par rapport à une solution intégrateur, et ce sans même

la présence de vibrations. Il reste néanmoins moins efficace qu’une solution LQG complète,

même avec un nombre limité de modes. En revanche, le régulateur compensant 9 modes

avec une solution LQG présente un apport en performance très appréciable. En effet, sa

performance est quasiment équivalente à celle du régulateur LQG complet avec 350 modes,

tout en présentant une complexité algorithmique significativement inférieure. De plus, la

décomposition du budget d’erreur conduit à plusieurs observations sur le comportement du

régulateur mixte à 9 modes LQG :

- Son erreur temporelle est proche de celle de l’intégrateur. Ainsi, l’apport du régulateur

LQG sur les premiers modes n’est pas significatif du point de vue de l’erreur tempo-

relle (en l’absence de vibrations). En effet, les modes de basse fréquence spatiale ont

un comportement dynamique plus lent, limitant ainsi l’effet des retards pour l’intégra-

teur. En revanche, les régulateurs LQG complets, utilisant un modèle dynamique de la

perturbation ont une erreur temporelle significativement plus faible, visiblement due à

une meilleure compensations des retards sur les modes de haute fréquence spatiale. Des

modèles plus fidèles à la dynamique de la turbulence pourraient ainsi faire diminuer

sensiblement l’erreur temporelle des régulateurs LQG complets, alors que leur apport du

point de vue de l’erreur temporelle sera faible pour un régulateur mixte.
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Figure 3.3 – Budget d’erreur du régulateur mixte à 2 ou 9 modes LQG comparé à celui de

régulateurs LQG complet ou à action intégrale

- La propagation de bruit est significativement moindre, et n’est donc pas primordiale

pour l’orientation de futur développements.

- Le niveau de l’erreur de repliement est proche de celui des régulateurs LQG complets.

Ainsi, on peut supposer qu’un grande partie de l’erreur de repliement se reporte sur les

premiers modes de Zernike. C’est pourquoi un régulateur mixte avec 9 modes atteint

quasiment le même niveau d’erreur de repliement qu’un régulateur LQG utilisant 350

modes. Ainsi, le développement de modèles plus fidèles à la nature de la turbulence

contribueraient dans les mêmes mesures au régulateurs mixte et complets du point de

l’erreur de repliement.

3.2.2 Forme d’état associée aux fonctions de transfert

Une fois obtenue la représentation d’état du régulateur, on peut en déduire les fonctions

de transfert de réjection et de propagation de bruit directement sous forme de modèles

d’état. C’est l’objet de ce paragraphe.

3.2.2.1 Fonction de transfert de réjection de perturbation

On définit un couple d’entrées-sorties (e, s) tel que

S(z) = T rej
(z)E(z). (3.24)

Notons que dans le cas de la fonction de transfert de réjection de perturbation, E(z) = �(z)
et S(z) = �

res
(z). Ceci permet d’écrire, à partir de l’équation (2.58),

S(z) =
�
I + z�2NG(z)D

��1
E(z), (3.25)

d’où

S(z) = E(z) � z�2NG(z)DS(z). (3.26)
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L’équation (3.26) peut être décrite par le schéma-bloc représenté en figure 3.4, qui nous

permet d’écrire, couplé aux équations (3.1), différentes égalités temporelles :

x
k+1 = A

G

x
k

+ B
G

Ds
k�2 (3.27)

y
k

= C
G

x
k

+D
G

Ds
k�2 (3.28)

s
k

= e
k

� Ny
k

(3.29)

E(z) S(z)

N DG(z) z-2
Y(z)

retard purgain statiquegain statique transfert
dynamique

++

Figure 3.4 – Schéma-bloc équivalent du point de vue entrée-sortie à la fonction de transfert

de réjection d’une boucle fermée d’OA classique

La combinaison des equations (3.28) et (3.29) permet d’écrire :

s
k

= e
k

� NC
G

x
k

� ND
G

Ds
k�2. (3.30)

En posant

⇠
k

=

0

@
x
k

s
k�1

s
k�2

1

A , (3.31)

on peut alors combiner les équations (3.27), (3.28) et (3.30) sous la forme d’un modèle

d’état :

(
⇠
k+1 = Arej⇠k + Brejek
s
k

= Crej⇠k +Drejek
, (3.32)

avec

Arej =

0

@
A

G

0 B
G

D
�NC

G

0 �ND
G

D
0 I 0

1

A , Brej =

0

@
0

I
0

1

A ,

Crej =
��NC

G

0 �ND
G

D
�
, Drej = I. (3.33)

On évalue ensuite la fonction de transfert de réjection en z = e2⇡i⌫ , avec

T rej
(z) = Crej (zI � Arej)

�1 Brej +Drej. (3.34)
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3.2.2.2 Fonction de transfert de propagation de bruit

De façon similaire, on définit un couple d’entrées-sorties (e, s) tel que :

S(z) = T bruit
(z)E(z). (3.35)

Notons que dans le cas de la fonction de transfert de propagation de bruit, E(z) = W (z) et

S(z) = �

res
(z). Ceci permet d’écrire, à partir de l’équation (2.59) :

S(z) = �z�1T rej
(z)NG(z)E(z), (3.36)

d’où, avec l’équation (2.58),

S(z) = z�2NG(z)DS(z) + z�1NG(z)E(z),

= z�1NG(z)
�
z�1DS(z) + E(z)

�
. (3.37)

L’équation (3.37) peut être décrite par le schéma-bloc représenté en figure 3.5, qui nous

permet d’écrire, couplé aux équations (3.1), différentes égalités temporelles :

u
k

= e
k

+Ds
k�1 (3.38)

x
k+1 = A

G

x
k

+ B
G

u
k�1 (3.39)

y
k

= C
G

x
k

+D
G

u
k�1 (3.40)

s
k

= Ny
k

. (3.41)

E(z) S(z)N

D

G(z)z-1

z-1

Y(z)U(z)

retard pur

retard purgain statique

gain statiquetransfert
dynamique

++

Figure 3.5 – Schéma-bloc équivalent du point de vue entrée-sortie à la fonction de transfert

de propagation de bruit d’une boucle fermée d’OA classique.

La combinaison des équations (3.40) et (3.41) conduit à :

s
k

= NC
G

x
k

+ND
G

u
k�1. (3.42)

On définit alors un nouveau vecteur d’état augmenté,

⇠
k

=

0

@
x
k

u
k�1

s
k�1

1

A , (3.43)

ce qui nous permet de combiner les équations (3.38), (3.39) et (3.42) sous la forme d’une

représentation d’état :

(
⇠
k+1 = Abruit⇠k + Bbruitek,

s
k

= Cbruit⇠k
, (3.44)
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avec

Abruit =

0

@
A

G

B
G

0

0 0 D
NC

G

ND
G

0

1

A , Bbruit =

0

@
0

I
0

1

A ,

Cbruit =
�
NC

G

NC
G

0

�
, Dbruit = 0. (3.45)

On évalue ensuite la fonction de transfert de propagation de bruit en z = e2⇡i⌫ , avec

T bruit
(z) = Cbruit (zI � Abruit)

�1 Bbruit. (3.46)

3.2.3 Complexité calculatoire et parallélisation des calculs

La complexité calculatoire de ce formalisme est un point clé pour envisager une

application à un système de type ELT. Le passage à un formalisme d’état pour toutes

les fonctions de transfert à calculer sert dans un premier temps à optimiser l’utilisation

des fonctions natives de Matlab

R�
. En effet, la multiplication matricielle au sein même

du calcul de fonction de transfert (objets tf ) dans Matlab

R�
n’est pas optimisée et peut

prendre plusieurs jours (en pratique le calcul n’a jamais été mené jusqu’au bout du fait

de sa longueur sur notre machine de calcul) pour le calcul d’une fonction de transfert de

réjection du type de celles utilisées dans l’article, lorsqu’elle est réalisée sans précaution.

En revanche, l’évaluation numérique de la fonction de transfert équivalente à un modèle

d’état, par la fonction native freqresp de Matlab

R�
, est bien plus optimisée, et parallélisable

sur les fréquences. Un autre avantage de l’évaluation à partir du modèle d’état qu’il n’est

pas utile d’évaluer numériquement le transfert du régulateur, son action étant intégré dans

le calcul théorique des matrices d’état. Ainsi, sur notre calculateur (44 cœurs @2.20 GHz,

512 Go de mémoire vive), l’évaluation des deux fonctions de transfert, sur un intervalle de

[0 : Féch/2] échantillonné sur 2500 points, et parallélisé sur 32 des coeurs disponibles (limite

de Matlab

R�
) prend environ une trentaine de minutes pour les simulations présentées dans

l’article.

Le calcul des variances d’erreur est quant à lui un peu plus long du fait du nombre

supérieur de multiplications matricielles nécessaires, prenant pour ces simulations entre

trente et quarante-cinq minutes par poste d’erreur, selon qu’ils sont calculés à partir de

trajectoires de phase de perturbation simulées, ou à partir de trajectoires de mesures ASO

(la différence résultant au calcul du terme supplémentaire de biais lié au bruit de mesure).

Le temps de calcul global du budget d’erreur d’un système SCAO de type NAOS fort flux

(dans les conditions de l’article) est globalement de deux à trois heures selon la méthode

mise en oeuvre.

Les seules optimisations réalisées pour réduire ce temps de calcul sont la parallélisation

des évaluations fréquentielles, toutes indépendantes les unes des autres, ainsi que le calcul du

dernier des termes par soustraction au terme d’erreur �2
rej. Notons qu’une évaluation externe

de l’erreur de fitting permettrait en outre de s’abstenir de calculer un terme supplémentaire.

De plus, la structure parcimonieuse des matrices de transfert de réjection et de propagation

de bruit n’a pas été exploitée, et représente une bonne piste d’amélioration du temps de
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calcul de la méthode, mais requerrait des développements supplémentaires, basés sur des

transformations des bases de représentation utilisées pour la phase de représentation. Ceci

permettrait de calculer en parallèle les différents blocs de ces matrices et réduirait drasti-

quement le nombre d’opérations, qui est proportionnel au cube du nombre de coordonnées

dans l’état ⇠.

3.3 Extension du formalisme au cas des systèmes d’op-
tique adaptative grand champ

Le budget d’erreur d’une optique adaptative grand champ diffère de celui d’une optique

adaptative classique principalement par l’apparition de deux termes supplémentaires :

- une erreur tomographique, liée à la différence entre la voie d’analyse et la voie de cor-

rection, notée �2
tomo, dans le budget d’erreur contrôlé ; elle représente donc l’écart entre

la phase estimée en volume dans la direction d’intérêt à partir des mesures et la phase

réellement présente dans cette direction d’intérêt ;

- une erreur liée aux aberrations statiques présentes dans la direction d’intérêt et par

conséquent non vues par les analyseurs, notée �2
abstat, et rejoignant le budget d’erreur

libre.

En résumé, le budget d’erreur d’un système d’optique adaptative grand champ s’écrit :

�2
�

res = �2
temp + �2

tomo + �2
alias + �2

bruit,prop| {z }
Budget d’erreur commandé

+ �2
fit + �2

NCPA + �2
abstat| {z }

Budget d’erreur libre

(3.47)

L’objet de cette partie est de montrer comment le formalisme grand champ modifie les

expressions des matrices de transfert de réjection et de propagation de bruit, et d’exprimer

le budget d’erreur commandé de systèmes grand champ. La motivation de ce formalisme

demeure, comme dans le cas classique, son degré de généralité du point de vue du système

considéré et du régulateur étudié.

La détermination des termes du budget d’erreur libre est en pratique effectuée par des

méthodes d’étalonnage liées à la conception même du système. Elles ne constituent donc

pas un objectif de modélisation discuté dans cette partie (pour plus de renseignements, le

lecteur pourra se référer, par exemple, à la méthode proposée par [Vidal et al., 2014]).

3.3.1 Adaptation de la formulation du budget d’erreur

Dans un souci de simplification des calculs, alourdis par le formalisme grand champ, on

ne tiendra pas compte de la subdivision de l’espace P?
. Ainsi, les différents vecteurs de

phase sont exprimés conformément à la décomposition :

P = Pk � P?, (3.48)

où Pk
est l’espace engendré par les fonctions d’influence des miroirs déformables et P?

son

complémentaire orthogonal dans P introduite dans l’article (paragraphe 3.1.2). On définit
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ainsi P k
et P?

comme les projecteurs sur respectivement les sous-espaces Pk
et P?

. Tout

élément de P pourra donc s’écrire sous la forme :

� =

✓
�k

�?

◆
. (3.49)

Ainsi, en accord avec le formalisme de description des systèmes grand-champ introduit au

paragraphe 2.3.1.2, les matrices D et N s’écrivent alors :

D =

�
Dk D?� , (3.50)

N =

✓
Nk

0

◆
, (3.51)

avec

Dk
=

0

B@
Dk

ASO1
.

.

.

Dk
ASOM

1

CA , D?
=

0

B@
D?

ASO1
.

.

.

D?
ASOM

1

CA ,

et

Nk
=

�
N1 . . . N

N

�
,

en tenant compte des équations (2.61) et (2.62). Les projecteurs angulaires M
↵

et M
�

s’écrivent quant à eux :

M
↵

=

✓
Mk

↵

0

0 M?
↵

◆
, M

�

=

✓
Mk

�

0

0 M?
�

◆
. (3.52)

En reportant ces différentes expressions dans la fonction de transfert de réjection en

grand champ (2.65), on obtient :

T rej
GC(z) =

✓
I + z�2Mk

�

NkG(z)DkMk
↵

z�2Mk
�

NkG(z)D?M?
↵

0 I

◆�1

M
�

. (3.53)

On utilise alors le lemme d’inversion matricielle par block de Strassen, et l’on obtient :

T rej
GC(z) =

✓
T rejk

GC (z) T rej?
GC (z)

0 M?
�

◆
, (3.54)

avec

8
<

:
T rejk

GC (z) =
⇣
I + z�2Mk

�

NkG(z)DkMk
↵

⌘�1

Mk
�

,

T rej?
GC (z) = z�2T rejk

GC (z)D?M?
↵

.
(3.55)

Similairement au cas de l’OA classique (voir l’équation (35) de l’article), la matrice de

transfert de propagation du bruit s’obtient sous la forme :

T bruit
GC (z) =

✓
T bruitk

GC (z)
0

◆
(3.56)

avec

T bruitk
GC (z) = z�1T rejk

GC (z)Mk
�

NkG(z). (3.57)
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3.3.2 Expression du budget d’erreur commandé

La structure des matrices de transfert grand champ permet d’identifier, de manière

analogue au cas de l’optique adaptative classique, les erreurs de repliement, de propagation

de bruit et de fitting. Ainsi :

�2
bruit,prop =

1

⇡
trace

Z
⇡

0

T bruit
GC (ei!)⌃

w

T bruit
GC (ei!)⇤d!

�
, (3.58)

�2
fit =

1

⇡
trace

Z
⇡

0

P?T rej
GC(e

i!

)P?S
�

(ei!)P?T rej
GC(e

i!

)

⇤P?d!

�
. (3.59)

En revanche, la séparation entre erreur temporelle, erreur tomographique et erreur de re-

pliement n’est pas évidente. En effet, l’erreur tomographique quantifie la variance de l’erreur

causée par l’estimation de la phase dans une direction différente de la direction d’analyse.

On fait le choix de ne considérer qu’une seule sorte de repliement, c’est-à-dire que tout mode

haute fréquence affectant la mesure ou l’estimation d’un mode de basse fréquence, contribue

à l’erreur de repliement. Ainsi,

�2
alias =

1

⇡
trace

 Z
⇡

0

✓
P kT rej

GC(e
i!

)P?S
�

(ei!)P?T rej
GC(e

i!

)

⇤P k
+

2Re

✓
P kT rej

GC(e
i!

)P kS
�

(ei!)P?T rej
GC(e

i!

)

⇤P k
◆◆

d!

�
, (3.60)

où Re(·) désigne la partie réelle du nombre complexe. D’autre part, on assimile l’erreur

tomographique à l’erreur d’estimation des modes de Pk
dans la direction de correction, à

partir de modes de Pk
dans la direction des mesures ASO. Le phénomène conduisant à

l’erreur tomographique est donc un endomorphisme non bijectif de Pk
, tout comme celui

conduisant à l’erreur temporelle. Ainsi, en toute rigueur :

�2
temp + �2

tomo =
1

⇡
trace

Z
⇡

0

P kT rej
GC(e

i!

)P kS
�

(ei!)P kT rej
GC(e

i!

)

⇤P kd!

�
. (3.61)

L’interdépendance entre ces deux termes dépend alors du régulateur considéré. En

effet, pour des régulateurs statiques, type MMSE, l’estimation de la phase turbulente

dans la direction de correction se fait sans prédiction, et donc sans influence des retards.

[Vidal et al., 2014] proposent, dans le cadre de CANARY, d’évaluer l’erreur tomographique

comme la différence entre la phase estimée par le MMSE, et la phase mesurée �
k�1 par un

truth sensor, qui mesure la phase résiduelle dans la direction d’intérêt. Là où CANARY

dispose en effet d’un truth sensor, rien n’empêche, d’un point de vue théorique, d’en consi-

dérer un virtuel. Ainsi, on peut définir une erreur tomographique, se rapprochant de celle

de [Vidal et al., 2014], en supprimant dans l’équation (3.61) l’influence des retards :

�2
tomo =

1

⇡
trace

Z
⇡

0

P kT tomo
(ei!)P kS

�

(ei!)P kT tomo
(ei!)⇤P kd!

�
, (3.62)

avec

T tomo
(z) =

 ⇣
I +Mk

�

NkG(z)DkMk
↵

⌘�1

Mk
�

0

0 0

!
, (3.63)
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où le bloc non nul correspond au transfert T rej
GC(z) lorsque le retard de boucle est pris égal

à zéro. Il vient alors, en soustrayant (3.62) à (3.61) :

�2
temp =

1

⇡
trace

Z
⇡

0

P kT rej
GC(e

i!

)P kS
�

(ei!)P kT rej
GC(e

i!

)

⇤P kd!

�

� 1

⇡
trace

Z
⇡

0

P kT tomo
(ei!)P kS

�

(ei!)P kT tomo
(ei!)⇤P kd!

�
. (3.64)

Notons que cette définition est discutable. En effet, lorsque le régulateur n’a pas d’ac-

tion prédictive, G(z) ne tient pas compte du retard de boucle, et l’expression de l’erreur

tomographique correspond à sa définition. C’est ainsi le cas pour un régulateur MMSE

[Vidal et al., 2014], où G(z) = R. En revanche, pour les régulateurs de type LQG, com-

binant estimation et prédiction, la séparation de ces deux phénomènes est moins nette.

L’action prédictive du régulateur LQG dépend elle-même du retard de boucle. De ce fait,

l’expression de l’erreur tomographique dans l’équation (3.63) ne correspond pas à sa défi-

nition, puisque l’effet des retards est toujours présent par le biais de G(z). Ainsi, pour un

régulateur prédictif, le seul moyen d’accéder à une erreur tomographique serait de particula-

riser le calcul du transfert de réjection en utilisant une version sans retard du régulateur. Il

faudrait alors soustraire la variance d’erreur correspondant au filtrage de la perturbation par

ce transfert particularisé à l’équation (3.61) pour trouver l’erreur temporelle correspondante.

3.3.3 Discussion sur l’implémentation

Ce formalisme de budget d’erreur, tout comme celui pour les systèmes d’OA classique,

est approprié tout aussi bien pour une évaluation théorique (à partir de modèle de turbu-

lence), pour une évaluation à partir de données simulées, ou pour une évaluation à partir

d’enregistrements ciel, sous réserve d’une méthode d’estimation de spectre suffisamment

performante. De même, l’avantage de ce type de méthode réside en l’utilisation d’un seul

et unique jeu de données, sans manipulation de ce dernier.

Néanmoins, la complexité structurelle supérieure des systèmes grand champ, par rapport

aux systèmes classiques, se traduit par un accroissement significatif de la complexité calcu-

latoire de l’évaluation du budget d’erreur. En effet, l’utilisation de modèles de turbulence

multi-couches conduit à l’accroissement du nombre de modes utilisés pour la représentation

des phases. La complexité calculatoire évoluant comme le cube de la dimension de la base

de représentation, le nombre de couches turbulentes considéré a un impact significatif sur le

temps de calcul des différents transferts et termes d’erreur. Ainsi, l’utilisation d’un modèle

à trois couches, conservant un nombre de modes identique dans chaque couche prendrait,

en première approximation, neuf heures. De plus, la modalité grand champ étudiée influe

sur la dimension des bases de représentation de la perturbation. Ainsi, pour un cas

OATL, le champ d’observation restant limité, la taille des métapupilles aux différentes

altitudes reste comparable et n’engendre pas une augmentation significative de nombre

du modes. En revanche, un cas OAMC, dont le champ d’observation large provoque une

augmentation significative de la taille des méta-pupilles avec l’altitude, nécessite une aug-

mentation significative du nombre de modes par couche et donc de la complexité calculatoire.
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L’accroissement du nombre de mesures et de commandes ne contribue en revanche que

dans une moindre mesure à l’accroissement de la complexité, le temps calcul des transferts

croissant linéairement avec ces deux paramètres. De plus, hormis pour les systèmes les

plus exotiques, le nombre de MD et d’ASO reste relativement limité dans les spécifications

actuelles des systèmes.

Enfin, le formalisme grand champ requiert l’utilisation de vecteurs de données de taille

supérieure à ceux du cas OA classique. Ainsi, lorsqu’en OA classique les matrices de réjection

de perturbation, de propagation de bruit, ou encore de DSP de la phase pesaient 40 giga-

octets dans la mémoire vive, leur poids dans le cadre grand champ pourrait s’avérer limitant,

d’autant plus si l’on devait imaginer une application grand champ ELT. Des développements

sur la réduction de ces vecteurs sont indispensables pour le portage de ce formalisme à ce

type de système.

3.4 Conclusion et discussion

Ce chapitre introduit un formalisme d’évaluation de budget d’erreur permettant de

comparer tout régulateur linéaire, pour n’importe quel système, sur la base des mêmes

paramètres, et avec les mêmes métriques. De plus, ce formalisme se prête autant à la carac-

térisation théorique et en simulation de la performance de systèmes d’optique adaptative

qu’à de l’analyse de données expérimentales, en se basant sur une seule et unique série de

données. De ce fait, l’absence de manipulation sur le jeu de données expérimentales garantit

le traitement impartial de chaque régulateur étudié. En outre, ce formalisme se transpose

aisément du cadre de l’optique adaptative classique à celui de l’optique adaptative grand

champ, ne nécessitant que quelques accommodations à la discrimination entre erreurs

tomographique et temporelle.

Les résultats de l’article valident le bon fonctionnement du formalisme, et permettent

d’aborder le problème de l’estimation d’un spectre turbulent. En simulation, lorsque l’on

dispose d’une trajectoire suffisamment longue de phase de perturbation, on montre que

l’estimation du spectre par périodogramme moyenné des trajectoires de phase conduit à

des résultats tout à fait satisfaisants. On montre en particulier un cas classique d’étude du

paramétrage de la commande LQG, en quantifiant l’apport en performance d’un modèle

de perturbation plus ou moins fin dans la représentation d’état. On propose de plus une

méthode d’estimation de densité spectrale de puissance de la perturbation, pour le cas

où l’on ne dispose que de mesures ASO. Cette méthode d’estimation permet en outre

de quantifier pour la première fois l’intérêt d’estimer correctement l’inter-spectre de la

perturbation, c’est-à-dire les composantes extra-diagonales de la densité spectrale de

puissance, qui sont en général négligées au profit d’approximations scalaires, sous-entendant

une matrice de densité spectrale de puissance diagonale même lorsque les régulateurs ne

sont pas découplés. Cette méthode (à base de données ASO) est performante lorsque les

régulateurs corrèlent pas ou peu les modes de perturbation (comme l’intégrateur), ou

lorsque le nombre de composantes interspectrales à estimer est limité. La problématique

de l’évaluation de l’intégralité du spectre de la perturbation, pour la commande fortement
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corrélée, comme dans le cas des régulateurs LQG utilisés pour l’intégralité de la correction,

nécessite de repenser le problème d’estimation pour améliorer l’estimation des termes

croisés du spectre. Ceci est une problématique en soi, abordée en particulier pour des

applications en télécommunications et traitement d’antenne (historiquement – voir par

exemple [Lacoume et Latombe, 1981]).

L’approche fréquentielle privilégiée dans ce formalisme permet de séparer facilement

les différents termes des budgets d’erreur, en se basant sur des arguments liés aux spécifi-

cations du système considéré. Néanmoins, l’approche fréquentielle souffre d’une lourdeur

calculatoire, qui nécessite un soin particulier dans l’implémentation de ces méthodes. Si

la technologie disponible en terme de base de calcul permet d’utiliser ce type d’outil pour

des systèmes d’optique adaptative classique et grand champ pour les VLT, voire pour les

systèmes d’optique adaptative classique des ELT, moyennant une optimisation des calculs,

la perspective grand champ pour les ELT est plus délicate et requerra des développements

autour de l’optimisation de l’algorithme.

Le chapitre 4, dédié à l’analyse de données télémétriques acquises sur le ciel, se basera sur

des analyses de performance réalisées à partir de ce formalisme pour motiver l’amélioration

de la commande des modes tip et tilt de l’instrument GeMS. Ce travail a été réalisé dans le

cadre de la collaboration de l’équipe avec l’observatoire GEMINI sud.
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Chapitre 4. Analyse de performance sur données ciel GeMS : Intégration d’une commande

LQG tip/tilt avec filtrage de vibrations

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les performances de la commande tip/tilt du sys-

tème imageur d’OAMC GeMS, et en particulier l’apport en performance d’une commande

LQG avec filtrage de vibration, en se basant entre autres sur l’analyse du budget d’erreur

de chacune des méthodes. Le système d’optique adaptative multi-conjuguée GeMS a été

conçu en interne par l’observatoire GEMINI [Rigaut et al., 2014, Neichel et al., 2014] pour

l’observation scientifique, et est installé au télescope GEMINI sud, sur le cerro Pachón, près

de La Serena, au Chili. GeMS est le seul instrument d’OAMC fonctionnel à ce jour. L’objet

de ce paragraphe, après une présentation succincte du système et un état des lieux de ses

limites actuelles, est d’étudier l’apport en performance d’un régulateur LQG avec filtrage

de vibrations pour la boucle bas ordres, sur étoiles naturelles, de GeMS. Ce paragraphe

aborde enfin l’architecture temps-réel intégrée pour la nouvelle commande, ainsi que les

contraintes de communication spécifiant la complexité des modèles de perturbation prévus.

Nous tenons ici à remercier G. Sivo, à l’origine de cette collaboration, ainsi que les

équipes de GEMINI Sud pour l’accès aux données et l’accueil chaleureux à l’observatoire,

qui a permis de préparer l’intégration future des stratégies de commande retenues sur le

calculateur temps-réel de GeMS.

4.1 Présentation de GeMS et performances actuelles

Le système GeMS est composé de trois éléments principaux : un système de génération

d’étoiles laser (de type sodium), un module d’observation (caméra infra-rouge GSAOI ou

spectro-imageur proche infrarouge à champ large FLAMINGOS2), et le banc d’optique

adaptative multi-conjuguée (CANOPUS).

4.1.1 Le banc d’OAMC CANOPUS

Le schéma de principe optique de CANOPUS est reproduit à la figure 4.1. La lumière

collectée par le télescope entre dans l’instrument et rencontre les trois miroirs déformables

(2 ) (en pratique seulement deux MD sont actuellement en place, le troisième miroir étant

plan), conjugués respectivement au sol, à 4,5 et à 9 kilomètres d’altitude, puis le miroir de

basculement (3 ). Le faisceau est alors séparé par une lame dichroïque (4 ) en un faisceau

infrarouge pour l’observation scientifique (6 ) et un faisceau visible (EGL et EGN).

Le faisceau visible rencontre à son tour une lame dichroïque (7 ), qui sépare la lumière

issue des étoiles naturelles de celle issue des étoiles laser. La lumière issue des étoiles lasers

est collectée par les ASO « laser » (8 ), à grande résolution spatiale, dédiés à la correction

des hautes fréquences spatiales de la turbulence (c’est-à-dire à la commande des miroirs

déformables). La lumière issue des étoiles naturelles est quant à elle envoyée à des ASO à

basse résolution (9 ), dédiés à la correction des modes de basculement. La mesure des modes

de basculement sur GeMS est réalisée à partir d’une à trois EGN. Les ASO dédiés à la

mesure du tip/tilt sont une photodiode quatre-cadrans, placée au plan focal d’une lentille,
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4.1. Présentation de GeMS et performances actuelles

Figure 4.1 – Schéma de principe optique de l’instrument d’OAMC CANOPUS. Crédit

GEMINI.

délivrant une mesure de l’angle d’arrivée, assimilé à du tip/tilt moyen dans la pupille :

ytip/tilt =
1

nASO

nASOX

n=1

ytip/tilt
n

, (4.1)

avec nASO le nombre d’ASO utilisés, ytip/tilt
n

la mesure de tip ou de tilt provenant du

ne
ASO, et ytip/tilt

la mesure moyenne de tip ou de tilt. L’utilisation d’une seule mesure,

moyenne, place la commande de ces modes dans une configuration semblable à de l’optique

adaptative classique. Le régulateur utilisé pour la correction des modes de basculement

est un intégrateur dont le gain varie (par palier) généralement de 0, 1 à 0, 5. GeMS

fonctionnant en boucle fermée, les données ASO enregistrées sont des mesures de phase

résiduelle. Enfin, CANOPUS possède une source interne (1 ) dédiée à la calibration du banc.

Notons que le télescope GEMINI est un télescope de type Cassegrain, ce qui impose

d’accrocher les instruments à la monture du télescope, et donc de les faire bouger avec

lui. Cela ajoute donc une contrainte de compacité et de poids aux différents instruments

de GEMINI, et est une source de contraintes mécaniques. Notons en outre que GeMS fait

actuellement l’objet de nombreuses améliorations [Garrel et al., 2016] : un nouveau module

ASO pour étoiles naturelles, un nouveau système laser pour la génération des EGL, une

étude pour le changement d’un miroir déformable, et la refonte de la commande des modes

de basculement, principalement pour filtrer activement les vibrations, qui est l’objet de ce

chapitre.

4.1.2 Analyse de performance des campagnes d’avril 2015

L’étude de performance présentée dans ce chapitre se base sur le traitement de jeux

de données télémétriques de tip/tilt enregistrés sur GeMS en avril et mai 2015 par Lucie
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Figure 4.2 – Caractéristiques spectrales des 57 enregistrements ASO de GeMS en avril

2015

Leboulleux. Les données utilisées pour cette étude sont toutes composées de 8000 mesures

en boucle fermée, acquises à une fréquence variant entre 150 et 700 Hz. L’instrument GeMS,

et en particulier CANOPUS, est affecté par des vibrations assez intenses, comme le montre

la figure 4.2. En effet, la figure 4.2a reproduit les spectres moyens de tip et de tilt sur avril

et mai. Ces spectres sont parfaitement similaires sur les deux axes, ce qui montre que la

présence des vibrations est liée au mode d’opération du télescope (rotation, angle d’azimut,

etc...) [Leboulleux et al., 2015]. On observe de plus qu’une multitude de vibrations est

présente dans ces spectres moyens, mais trois vibrations se démarquent franchement : à

15 Hz, à 60 Hz, et une particulièrement importante à 37 Hz. La figure 4.2b représente les

DSP cumulées correspondantes. La vibration à 37 Hz apparait clairement la plus intense et

la plus pénalisante car elle n’est pas filtrée par l’intégrateur. Elle peut même être parfois

amplifiée par le régulateur si elle se trouve dans la zone de dépassement (ou overshoot),
comme dans le cas de CANARY [Sivo et al., 2014].

Ainsi, la compensation de ces vibrations est déterminante pour l’amélioration des per-

formances de l’instrument. [Leboulleux et al., 2015] montrent de plus que ces vibrations

apparaissent et disparaissent au gré de l’inclinaison azimutale du télescope. Les méthodes

impliquant une commande LQG avec identification de modèles de perturbations semblent

donc particulièrement adaptées à ce type de situation.

4.2 Intégration d’une commande tip/tilt LQG pour
GeMS

L’objectif de la collaboration avec GeMS est la mise en place d’une stratégie de com-

mande permettant de passer directement d’un régulateur à action intégrale à un régulateur

LQG avec filtrage de vibrations. L’algorithme de calcul de commande retenu est le calcul

98
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par quatre matrices (M1, M2, M3, et M4) inspiré de celui de DARC [Basden et al., 2010].

Le calcul de la commande est alors réalisé en deux étapes (ou threads) indépendantes :

u
k

= M3xk

+M4yk (4.2)

x
k+1 = M1xk

+M4yk (4.3)

où x est un vecteur d’état dont les composantes dépendent du type de régulateur, y
k

(boucle

fermée) est la dernière mesure disponible, et u
k

est la commande calculée. Du point de vue

de l’optimisation du calcul, l’équation (4.2) peut être calculée d’emblée, la mise à jour de

l’état pouvant être calculée ultérieurement. On pourrait en outre pré-calculer M3xk

pour

ne faire qu’une seule multiplication matrice - vecteur dans l’équation (4.2). Cette forme

de calcul convient pour l’expression de tout régulateur linéaire. L’état x comprend l’état

du filtre et les commandes passées u
k�2 et u

k�1. Ainsi, pour avoir un régulateur LQG, on

utiliserait les matrices :

MLQG
1 =

0

@
A � L1C L1 0

1 0 0

0 0 0

1

A , (4.4)

MLQG
2 =

0

@
L1
0

0

1

A , (4.5)

MLQG
3 =

�
C

�

A(A � L1C) C
�

AL1 0

�
, (4.6)

MLQG
4 = C

�

AL1. (4.7)

Notons que dans la boucle la valeur d’u
k�1 est forcée à zéro dans le calcul matriciel (lignes

de zéros dans MLQG
1 et MLQG

2 ), mais est mise à jour en fin de boucle, car si elle n’a pas

d’utilité dans le calcul de la commande en cour, elle sert à d’autres calculs comme la

reconstruction des pentes pseudo boucle ouverte.

Pour un intégrateur, on utiliserait

M int
1 =

✓
I 0

0 0

◆
, (4.8)

M int
2 =

✓
gMcom

0

◆
, (4.9)

M int
3 = I, (4.10)

M int
4 = gMcom. (4.11)

La structure du CTR de GeMS implique de choisir une dimension de vecteur d’état

maximale, qui est fixée arbitrairement à 64, soit 32 composantes pour chacun des axes des

modes tip et tilt. La forme des équations (4.2) et (4.3) impose, afin de tenir compte de la

rétroaction, de stocker dans le vecteur d’état les deux dernières occurrences de commande,

quel que soit le régulateur. La fréquence d’opération de GeMS (150 � 700 Hz) impose

que le temps alloué au calcul de la commande reste inférieur à 50 micro-secondes. Pour
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assurer la rapidité d’exécution du calcul, celui-ci est décomposé en threads et parallélisé.

Les temps de calcul mesurés lors de l’intégration de l’algorithme sur le CTR de GeMS

se sont révélés inférieurs à 35 micro-secondes, quel que soit le régulateur et le type de

modèle utilisés, garantissant ainsi un fonctionnement en dessous des spécifications avec une

marge significative. Une description plus complète (avec pseudo-code) de l’implémentation

temps-réel, ainsi que de l’interface graphique développée pour interagir avec le CTR de

GeMS est fournie en annexe A.

L’identification de modèle pour la commande LQG est réalisée hors-ligne, sur une ma-

chine différente, interagissant avec le CTR via le réseau de l’observatoire GEMINI. Les

enregistrements de pentes de GeMS sont (au maximum) composés de 8000 échantillons, ce

qui représente une durée d’enregistrement variant de plus d’une minute à une dizaine de

secondes. Néanmoins, le temps alloué à l’identification de modèles est fixé à une trentaine

de seconde, se basant sur l’hypothèse de perturbations quasi-stationnaires à cette échelle de

temps, et pour ainsi permettre une bonne adéquation des modèles à la perturbation. L’inté-

gralité de l’échantillon est utilisée pour estimer le nouveau modèle d’état de la perturbation,

et permettre le calcul du gain de Kalman L1. Les matrices (M1,M2,M3,M4) sont alors

calculées et envoyées dans un répertoire du CTR, écrasant les précédentes.

4.3 Identification paramétrique dynamique de modèles
tip/tilt vibratoires pour la commande LQG

La commande des modes de basculement de GeMS est découplée du reste de la

correction, car elle utilise uniquement les mesures ASO sur étoiles naturelles. La modi-

fication de la loi de commande des modes tip/tilt de GeMS est donc apparue comme

une solution accessible pour améliorer la performance. La commande optimale LQG avec

filtrage de vibrations a été introduite par [Petit, 2006]. Cette stratégie a été validée avec

succès dans le cadre de CANARY [Sivo et al., 2014] et de SPHERE [Sauvage et al., 2014].

C’est pourquoi GEMINI étudie la mise en place d’un régulateur similaire pour son

instrument d’OAMC. Le lecteur pourra trouver un inventaire des solutions de ce type dans

[Kulcsár et al., 2012a, Kulcsár et al., 2017].

Utiliser en ligne les méthodes d’identification paramétrique est particulièrement adapté

aux situations où les vibrations à corriger ne sont pas fixes, c’est-à-dire lorsque le système

est perturbé par des vibrations dont la fréquence évolue, ou encore lorsque la présence

de certaines vibrations est intermittente. Cela permet en effet d’actualiser régulièrement

les modèles de perturbation nécessaires à la commande LQG au cours de l’observation, et

d’adapter ainsi le modèle à l’évolution des caractéristiques des perturbations.
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4.3. Identification paramétrique dynamique de modèles tip/tilt vibratoires pour la

commande LQG

4.3.1 Identification paramétrique de modèles AR2 turbulent et vi-
bratoires

[Meimon et al., 2010b] ont proposé une méthode pour identifier une somme de modèles

AR2 décrivant à la fois la partie turbulente et un nombre prédéfini de vibrations. Cette

méthode consiste à ajuster, à partir d’une densité spectrale de puissance de tip ou de tilt,

des modèles AR2 pour la turbulence et nvib vibrations, sur une plage fréquentielle �⌫,
et avec une largeur minimum du pic vibratoire fixée à �⌫. L’algorithme identifie en outre

le niveau du bruit de mesure sur les modes de basculement à partir du plateau haute

fréquence du spectre. La figure 4.3 représente la densité spectrale de puissance du modèle

identifié par cette méthode sur le jeu de données (tip) NGS15108023248 enregistré sur

GEMS en avril 2015 (350 Hz). Cette méthode identifie un modèle de turbulence auquel se

rajoutent des pics vibratoires.

Figure 4.3 – DSP du modèle identifié sur le jeu de données NGS15108023248 par la méthode

AR2. Ordre du modèle : 22 (1 AR2 turbulent + 10 AR2 vibratoires).

L’identification successive de cellules AR2 conduit à un modèle ne contenant que des

pôles. La conséquence de l’absence de zéros dans le modèle est l’impossibilité de modéliser

des « trous » dans le spectre de la perturbation. On remarque sur la figure 4.3 que la

méthode s’est focalisée sur une zone dense de pics autour de 50 Hz en délaissant le reste de

la bande. Le réglage des différents paramètres de l’algorithme, et en particulier du seuil �⌫,
permet de limiter cet effet, au détriment d’une représentation fidèle de ces zones denses.

La méthode est proposée avec un nombre par défaut de dix vibrations, qui convient à

la majorité des jeux de données. L’ordre du modèle sera donc limité à 22 : un modèle AR2

pour la turbulence ainsi que dix pour la modélisation des vibrations (soit 2x11), de manière

à conserver une bonne robustesse des modèles identifiés. En effet, forcer systématiquement

l’algorithme à fournir un nombre de vibrations inadéquats peut l’amener à créer des modèles

qui conduisent à des commandes instables. En particulier, on a remarqué que l’identifica-

tion d’une vibration, pourtant non significative dans le jeu de données, pouvait conduire
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à l’instabilité de la boucle fermée, sans pour autant que cela soit systématique. Cette mé-

thode a toutefois participé avec succès à la validation d’une commande LQG complète en

optique adaptative classique [Sivo et al., 2014] et multi-objet [Sivo, 2013] sans présenter de

problèmes de stabilité, et opère en option dans l’OA de SPHERE [Sauvage et al., 2014] pour

la correction des modes de basculement.

4.3.2 Le filtre de Kalman étendu (EKF)

Le filtre de Kalman étendu (ou extended Kalman filter – EKF) est une méthode clas-

sique en identification paramétrique, permettant d’estimer les paramètres d’un système dy-

namique en temps-réel [Anderson et Moore, 1979, Walter et Pronzato, 1994, Ljung, 1999].

Le filtre de Kalman étendu utilise une linéarisation du modèle d’état autour de la dernière

estimée disponible. La première étape consiste à définir une structure de modèle a priori.
On privilégiera ici un modèle auto-régressif d’ordre nEKF, qui présente moins de contraintes

structurelles que celles de la méthode AR2, mais conserve un nombre de paramètres réduit,

assurant un temps de calcul court. Le modèle de perturbation (scalaire) s’écrit donc :

�
k

=

nEKFX

i=1

a
i

�
k�i

+ v
k

, (4.12)

avec {a
i

}
i2N, les paramètres du modèle, et {v}

k2N+
un bruit blanc gaussien centré. On définit

alors un nouveau vecteur d’état xe

k

, dit étendu,

xe

k

=

✓
x
k

✓
k

◆
, (4.13)

où ✓
k

= (a1, . . . , anEKF)
T
. L’équation d’état (2.80) se réécrit alors :

8
><

>:
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A(✓

k

) 0

0 I

!
xe

k

+

 
�

0

!
v
k

y
k

= C xe

k

, (4.14)

où la matrice de modèle A dépend uniquement de ✓
k

, et C =

�
C 0

�
. L’écriture fonctionnelle

permet de ré-exprimer l’équation d’état de (4.14) sous forme plus compacte :

xe

k+1 = f (xe

k

) + ve
k

, (4.15)

avec f une fonction matricielle non linéaire des coordonnées du vecteur d’état étendu, et

ve
k

= (�v
k

0)

T
. Ainsi, l’équation du filtre de Kalman étendu, qui est ici un observateur

non-linéaire, s’écrit :

(
bxe

k|k = bxe

k|k�1 +H1 [y
k

� C xe

k

] ,

bxe

k+1|k = f
⇣
bxe

k|k

⌘
.

. (4.16)

Le gain d’observateur H
k

est défini par :

H
k

= ⌃

k|k�1C
T �

⌃

w

+ C⌃

k|k�1C
T��1

, (4.17)
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avec

⌃

k|k�1 = A
k�1⌃k�1A

T
k�1 + ⌃

w

, (4.18)

où A
k

désigne la matrice jacobienne de f évaluée en bxe

k|k, et

⌃

k�1 = ⌃

k�1|k�1 = ⌃

k|k�1 � H
k�1C⌃

k�1|k�2. (4.19)

On calcule alors A
k

en utilisant un développement de Taylor du premier ordre de la fonction

f autour du point bxe

k|k :

f (xe

k

) ⇡ f
�
bxe

k|k
�
+ A

k

�
xe

k

� bxe

k|k
�
. (4.20)

Figure 4.4 – DSP du modèle identifié sur le jeu de données NGS15108023248 par la méthode

EKF. Ordre du modèle : 30.

Dans le cadre de GeMS, le filtre de Kalman étendu est mis en œuvre pour un modèle

auto-régressif d’ordre 30, ce qui représente la limite en terme d’ordre de modèle dans l’ar-

chitecture du CTR de CANOPUS (cf. paragraphe 4.2). Cette méthode, de par sa simplicité,

présente seulement l’intérêt de servir de témoin pour analyser les performances des autres

méthodes décrites dans ce manuscrit. Une DSP du modèle identifié grâce à cette méthode

est reproduite en figure 4.4. Elle présente un aspect plus lisse que les autres modèles, ce qui

est lié à sa structure relativement simple (processus ARn), et présente parfois, aux hautes

fréquences, une élévation anormale du spectre.

4.3.3 Minimisation de l’erreur de prédiction (PEM)

L’identification par minimisation de l’erreur de prédiction (ou prediction error minimiza-
tion – PEM) est une autre méthode classique en identification paramétrique [Ljung, 1999].

Cela consiste, à partir d’un modèle de mesure donné, à identifier directement le filtre de

Kalman sous forme prédicteur :

(
bx
k+1|k = A bx

k|k�1 + L y
k

by
k|k�1 = Cbx

k|k�1

, (4.21)
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où A et L sont respectivement les estimées de (A � L1C) et L1, en minimisant l’écart

quadratique entre la mesure et son modèle :

JPEM =

��y
k

� by
k|k�1

��2
2
. (4.22)

Cet algorithme ne nécessite a priori pas de structure de modèle prédéfinie, même s’il

est possible de l’y contraindre. En effet, en l’absence de contrainte, il affinera un modèle

de type auto-régressif à moyenne mobile (ARMA) d’ordre (nPEM, nPEM), estimant n2
PEM

paramètres (contre nPEM paramètre pour un modèle AR du même ordre). On se ramène

donc à l’optimisation fortement multi variables. Cette routine, intégrée dans les fonctions

de base de Matlab

R�
, est accompagnée de plusieurs méthodes de descente : gradient,

Gauss-Newton, Gauss-Newton adaptatif, ou encore Levenberg-Marquardt.

Figure 4.5 – DSP du modèle identifié sur le jeu de données NGS15108023248 par la méthode

PEM. Ordre du modèle : 30.

Une densité spectrale de puissance typique d’un modèle identifié par cette technique est

reproduite sur la figure 4.5. De par sa structure de modèle non contrainte, la méthode PEM

permet d’affûter la forme du modèle pour coller au mieux à la trajectoire de mesure. Ainsi,

la DSP du modèle est très détaillée, modélisant beaucoup de pics vibratoires et d’aspérités

présentes sur la DSP empirique.

Cette méthode sera aussi principalement utilisée comme référence pour ses bonnes per-

formances dues à la richesse du modèle identifié. En revanche, son temps d’exécution dépasse

les trente secondes allouées sur le PC dédié (mais peu performant). Les modèles identifiés

par cette méthode dans la suite de ce paragraphe seront d’ordre 30.

4.3.4 Minimisation d’erreur de prédiction en cascade (cPEM)

La dernière méthode utilisée pour cette étude, baptisée cPEM pour cascaded -PEM, et

introduite par [Kulcsár et al., 2012a], se veut être un compromis entre les méthodes PEM et
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AR2. En effet, les modèles d’ordre 2 ont montré leur efficacité pour la modélisation des diffé-

rents phénomènes perturbant un système d’optique adaptative [Petit, 2006, Correia, 2010].

Parallèlement, la simplicité des modèles auto-régressifs semble limiter les performances de

la commande LQG [Kulcsár et al., 2012a]. Ainsi, la méthode cPEM consiste à utiliser la

méthode PEM pour identifier, en cascade, des modèles ARMA (2, 2), moins contraints

que ceux de la méthode AR2. Une DSP typique d’un modèle issu de cette méthode

d’identification est reproduite en figure 4.6. Le niveau de détail du spectre se situe entre la

méthode PEM et la méthode AR2. En effet, le nombre de phénomènes dont tient compte

le modèle cPEM est inférieur à celui de la méthode PEM (figure 4.5), mais présente des

aspérités et des pics vibratoires non présents sur le modèle identifié par la méthode AR2

(figure 4.3).

Figure 4.6 – DSP du modèle identifié sur le jeu de données NGS15108023248 par la méthode

cPEM. Ordre du modèle : 30 (15 cellules d’ordre 2).

L’algorithme fonctionne de la manière suivante :

- On identifie un modèle ARMA (2, 2) avec la méthode PEM à partir d’une trajectoire de

mesure.

- On utilise ce modèle pour générer une trajectoire de mesure estimée by.
- On soustrait les deux trajectoires :

ỹ = y � by. (4.23)

- On utilise ỹ en entrée d’une nouvelle identification ARMA (2, 2) par PEM.

- On reproduit l’opération jusqu’à obtenir un modèle de l’ordre souhaité.

Un schéma de principe de cet algorithme est reproduit en figure 4.7. Cet algorithme présente

plusieurs avantages structurels. En effet, sa complexité reste limitée en comparaison avec

un modèle PEM d’ordre élevé, et assure surtout une bonne robustesse de la commande

synthétisée à partir du modèle identifié. En effet, l’optimisation au cœur de la méthode

PEM est basée sur le calcul de la trajectoire issue du modèle estimé, et minimise sa
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distance à la trajectoire de référence, ce qui assure sa convergence, si l’optimisation (et donc

l’estimation) converge. On privilégie une optimisation de type Levenberg-Marquardt pour

chaque étape de PEM, pour sa meilleure convergence, au léger compromis du temps de

calcul. L’ordre global du modèle identifié par cette méthode dans la suite de ce paragraphe

est fixé à 30, soit quinze cellules d’ordre deux.

Figure 4.7 – Schéma de principe de l’algorithme d’identification c-PEM (PEM en cascade)

avec trois cellules d’ordre deux représentées

4.4 Analyse des performances des régulateurs synthéti-
sés en rejeu

L’évaluation des performances des quatre algorithmes d’identification se fait à l’aide de

simulations en rejeu. Le principe de ce type de simulation est détaillé dans une première

partie, avant de comparer effectivement les différents algorithmes.

4.4.1 Principe de la simulation en rejeu

La simulation en rejeu consiste à utiliser un jeu de données acquises sur le ciel en tant

que mesure dans la simulation d’un système d’optique adaptative. GeMS est un instrument

fonctionnant en boucle fermée, ce qui veut dire qu’il enregistre des trajectoires de tip/tilt

résiduelles. La première étape consiste donc à reconstruire les pentes en boucle ouverte à

partir des commandes enregistrées. On parle alors de mesures pseudo boucle ouverte (PBO).

Ainsi, en considérant un retard de boucle de deux trames, la mesure pseudo boucle ouverte

est calculée par :

yPBO
k

= y
k

+ u
k�2, (4.24)

avec y
k

, la mesure en boucle fermée enregistrée par GeMS deux trames auparavant, u
k�2,

la commande calculée et enregistrée par GeMS, et yPBO
k

la mesure pseudo boucle ouverte

reconstruite. La trajectoire de mesure PBO est alors séparée en deux jeux de données (ou

batch) de taille identique. Le premier jeu de données (4000 premiers échantillons) est utilisé

pour identifier le modèle de perturbation. Le régulateur est ensuite synthétisé à partir de ce
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modèle et corrige la perturbation sur le deuxième jeu de données. La figure 4.8 résume le

fonctionnement de ce type de simulation. Ceci permet de se rapprocher de ce qui serait fait

en opération, où la mise à jour du régulateur est faite sur un jeu de données enregistrées,

puis le régulateur est appliqué au système.

Figure 4.8 – Illustration du principe d’une simulation en rejeu à partir de données ciel

boucle fermée

4.4.2 Performances des régulateurs

La reconstruction des mesures de tip/tilt pseudo boucle-ouverte a ainsi été effectuée

pour les 67 enregistrements de 8000 points fournis par GEMINI. La courbe noire sur la

figure 4.9 représente la racine carrée de l’écart quadratique moyen (ou root mean square –

RMS, ou encore écart-type) des trajectoires pseudo boucle-ouverte sur les deux axes (tip et

tilt), pour chacun des enregistrements. Notons tout de même que le RMS des trajectoires

pseudo boucle-ouverte est relativement faible. Cela s’explique par l’utilisation de com-

mandes lentes sur le miroir M2 actif de GEMINI, qui décharge le miroir de basculement de

GeMS : on parle d’offloads. En toute rigueur, ces offloads devraient contribuer au calcul

des trajectoires pseudo boucle-ouverte. Néanmoins, leur absence ne perturbe pas la com-

paraison des performances des différents régulateurs puisque ceux-ci sont en aval de l’offload.

La figure 4.9 reproduit l’ensemble des performances des différents algorithmes présentés

au paragraphe 4.3 appliqués en rejeu sur 67 enregistrements de tip/tilt. La courbe bleue

représente le RMS obtenu en rejeu pour l’intégrateur, et concorde avec la performance

calculée à partir des mesures résiduelles enregistrées sur le ciel. Les quatre autres courbes

représentent quant à elles les performances obtenues par les régulateurs LQG synthétisés

à partir de modèles identifiés par chacune des méthodes étudiées : EKF (vert), AR2

(jaune), cPEM (orange) et PEM (rouge). La méthode EKF, qui propose le couple modèle-

identification le plus simple offre les moins bonnes performance, à la fois en moyenne

(53,3 mas) et au cas par cas pour la plupart des fichiers. La méthode PEM, en revanche,
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Figure 4.9 – Performance en rejeu des différentes commandes envisagées pour GeMS, sur

67 fichiers d’avril 2015

propose le modèle le plus riche, avec le plus de degrés de liberté, et offre quant à elle les

meilleures performances (36,3 mas). Ces premières observations confirment que la qualité

de la performance de la commande LQG est en partie liée au nombre de degrés de liberté

offerts pour l’identification du modèle.

Les régulateurs synthétisés à partir des modèles identifiés par la méthode AR2 présentent

une performance moyenne intermédiaire (42,5 mas), significativement meilleure que ceux

issus de la méthode EKF, et sont significativement plus simples que les modèles ARMA

d’ordre 30 de la méthode PEM. Néanmoins, la méthode AR2 a généré des modèles provo-

quant l’instabilité du régulateur LQG pour six enregistrements (non présents dans les 67

fichiers). Il s’avère que ce problème de convergence peut être évité en diminuant le nombre

de vibrations que l’algorithme AR2 doit identifier. En effet, pour ces cas, la méthode AR2 a

tendance à identifier plusieurs cellules AR2 pour la même vibration, ces cellules présentant

des fréquences propres et des coefficients d’amortissement très légèrement différents. Les

régulateurs basés sur ces modèles présentent alors plusieurs particularités : des matrices

d’observabilité et de commandabilité mal conditionnées, et des valeurs propres proches de

la limite de stabilité, qui peuvent conduire à l’instabilité de la boucle [Raynaud et al., 2017].

La méthode cPEM offre les performances les plus séduisantes. En effet, l’écart-type

moyen (38,9 mas) est très proche de celui obtenu par les régulateurs utilisant la méthode

PEM, tout en conservant une complexité réduite par l’utilisation de cellules ARMA d’ordre

2, et ainsi un temps d’exécution plus court. De plus, la méthode cPEM, structurellement,

ne présente pas les problèmes d’instabilité rencontrés avec la méthode AR2 (car la conver-

gence de PEM assure la stabilité du régulateur), offrant ainsi toujours le même ordre de

modèle pour toutes les situations, là où on serait obligé de le réduire pour faire converger
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les régulateurs utilisant la méthode AR2.

4.4.3 Analyse du budget d’erreur

Le formalisme d’évaluation de budget d’erreur présenté au chapitre 3 permet de pousser

l’analyse de ces performances un peu plus loin. Le budget d’erreur a ainsi été évalué pour

les quatre types de régulateur LQG et pour un intégrateur de gain 0,5, à partir de chacun

des 67 enregistrements d’avril 2015. Notons que cette application du formalisme présente

quelques particularités. En premier lieu, la procédure de calcul des mesures moyennes des

modes de basculement place la commande tip/tilt dans une configuration équivalente à un

système SCAO. En effet, la moyenne arithmétique de la mesure des modes de basculement

sur les (au plus) trois ASO de GeMS se comporte comme un seul ASO, observant un

champ identique à celui de correction (un seul TTM). De plus, les modes de basculement

étant décorrélés [Noll, 1976], la simulation est scalaire, c’est-à-dire que l’on ne calcule que

des DSP scalaires sur chacun des modes, indépendamment. Enfin, les mesures ASO sont

supposées sans repliement, les ASO ne mesurant que la pente moyenne sur la pupille sur

les deux axes associés aux modes de basculement. De même l’erreur de fitting n’est pas

à prendre en compte dans cette situation puisque la boucle bas ordres ne corrige que les

modes de basculement, le reste étant géré par la boucle hauts-ordres (qui sera elle affectée

par l’erreur de fitting).

La figure 4.10 reproduit les budgets d’erreur moyens des modes de basculement sur

avril 2015 [Juvénal et al., 2015a]. On observe en premier lieu que l’erreur temporelle est

la première responsable des meilleures performances des régulateurs LQG. En effet, la

compensation des vibrations sur les modes de basculement se traduit par une diminution

de la variance d’erreur temporelle. On peut expliquer ce phénomène en s’orientant vers les

fonctions de transfert de réjection. Pour l’intégrateur, par exemple (figure 2.23), on observe

une zone de dépassement (gain supérieur à 1) à haute fréquence. Cela veut dire que si une

vibration s’y trouve, le régulateur ne sera pas capable de la corriger, et amplifiera même

son énergie, ce qui se traduit par une augmentation de l’erreur temporelle. On observe

par ailleurs que les régulateurs LQG (hormis ceux utilisant la méthode AR2) propagent

moins de bruit que l’intégrateur. Dans le cas de l’intégrateur, le compromis réjection –

propagation de bruit est fixé par le choix du gain, qui peut éventuellement être optimisé,

ce qui n’est pas le cas dans ces simulations où le gain de l’intégrateur est identique pour

tous les jeu de données (g = 0, 5). Dans le cas de la méthode AR2, le niveau de bruit est

identifié sur la DSP de la perturbation. En revanche, les méthodes PEM, cPEM, et EKF

fournissent un modèle de mesure issu d’une optimisation qui a pour effet de rejeter plus

de bruit. La méthode AR2 a donc tendance à sous-estimer le niveau de bruit. Le niveau

de bruit est souvent rehaussé dans le calcul du gain de Kalman pour absorber les erreur

de modèles (fudge factor, voir par exemple [Sivo et al., 2014]). Aucun fudge factor n’a été

utilisé ici dans le calcul de la méthode AR2 ce qui aurait pu améliorer ce point. La figure

4.11 reproduit les transferts de réjection de perturbation (figure 4.11a) et de propagation

de bruit (figure 4.11b) pour les cinq régulateurs synthétisés à partir du jeu de données

ngs15105213323. On peut remarquer que le transfert de propagation de bruit de la méthode

109



Chapitre 4. Analyse de performance sur données ciel GeMS : Intégration d’une commande

LQG tip/tilt avec filtrage de vibrations

Figure 4.10 – Budget d’erreur moyen tip/tilt de GeMS sur les enregistrements d’avril 2015.

Les cas d’instabilité de la méthode AR2 ont été supprimés pour tous les régulateurs.

(a) Fonctions de transfert de réjection de per-
turbation

(b) Fonctions de transfert de propagation de
bruit

Figure 4.11 – Comparaison des fonctions de transfert des différents régulateurs pour le jeu

de données ngs15105213323.

AR2 (jaune) rejette globalement moins que ses homologues LQG, ce qui corrobore les

allégations précédentes.
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4.5 Conclusion

L’apport en performance d’une solution LQG avec filtrage de vibrations pour GeMS est

indiscutable en comparaison d’un simple intégrateur. En effet, quelle que soit la stratégie

d’identification de modèle mise en œuvre, le gain en performance RMS du tip/tilt est

supérieur à vingt millisecondes d’arc. En revanche, des différences significatives existent

entre les différentes méthodes : le gain en performance augmente avec la richesse du modèle

identifié (au prix du temps d’exécution de l’algorithme), la méthode AR2 présente des

problèmes occasionnels d’instabilité de la boucle (pour 9% des jeux de données étudiés), et

demande un réglage plus fin (différents seuils, fudge factor éventuel, etc), la méthode PEM,

très performante, présente un temps d’exécution deux fois supérieur en moyenne aux autres

méthodes et la méthode cPEM semble représenter le compromis complexité – performance

le plus intéressant.

Ces comparaisons de performance ont motivé l’observatoire GEMINI à accepter un mise à

jour du CTR de GeMS. Une mission à La Serena a été réalisée en automne 2015 pour intégrer

la nouvelle structure temps-réel, et implémenter les méthodes AR2, cPEM et PEM pour la

commande LQG des modes tip et tilt. Une interface graphique (développée avec Matlab

R�
)

permet aux différents algorithmes d’identification, développés sous différents environnements

de programmation (AR2 avec IDL, PEM et cPEM avec Matlab), d’interagir avec le CTR.

L’interface graphique permet en outre de passer très rapidement d’une solution intégrateur

à une solution LQG (et vice-versa), ou encore entre les différentes modalités proposées en

LQG (cf annexe A).
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Les analyses de performance en simulation (chapitre 3) et du système GeMS (chapitre

4) présentent une pénalisation importante sur la qualité d’imagerie des systèmes en prove-

nance des termes d’erreur de repliement et d’erreur temporelle. Les simulations du chapitre 3

montrent de plus que ces erreurs chutent significativement avec l’accroissement de la qualité

du modèle. En revanche, cet accroissement de qualité s’accompagne, sur la base des mo-

dèles utilisés au chapitre 3, d’un accroissement de la complexité calculatoire, et donc d’un

accroissement du temps de calcul de la commande LQG. Ce chapitre propose de nouveaux

régulateurs, s’adaptant à la nature de la turbulence, tenant ainsi compte de la direction du

vent. Ainsi, après une brève discussion à propos de différents travaux sur la caractérisation

des phénomènes turbulents, ce chapitre propose de combiner des approches déjà éprouvées

pour synthétiser un régulateur LQG tenant compte de la direction de vent, ainsi que des

vitesses de décorrélation au sein de la pupille du télescope. Ce nouveau régulateur est alors

testé en simulation à partir de données simulées.

5.1 Quelle modélisation peut-on déduire des données ?

Comme l’aborde le paragraphe 2.3.2.3, principalement deux modèles de turbulence

atmosphérique sont utilisés dans les modèles pour la commande LQG. En effet, soit la

turbulence est considérée comme figée, se translatant sous l’effet du vent, ce qui constitue

l’approximation de frozen flow, soit elle est considérée comme bouillonnante, auquel cas

les modèles représentent des décorrélations spatiales de la phase dans la pupille, dont la

vitesse est reliée à la force, ou l’intensité, du vent, sans pour autant prendre en compte une

direction d’évolution privilégiée.

Il est néanmoins de coutume de considérer, pour la simulation de turbulence, des

modèles de turbulence multi-couche, où chaque couche correspond à une phase turbulente

gelée en translation [Gendron et Léna, 1996]. La nature de la turbulence simulée est

alors directement liée au nombre de couches considérées. Une turbulence mono-couche

représentera une phase purement frozen flow, alors que lorsque le nombre de couches est

relativement élevé, et la direction des vents au sein des couches suffisamment différente, la

phase résultante dans la pupille présente un aspect principalement bouillonnant.

Les instruments d’optique adaptative, classique et grand champ, offrent pour ainsi

dire un angle d’observation privilégié sur ces considérations. En effet, plusieurs études

sur la nature de la turbulence ont été réalisées à partir de l’analyse de mesures de front

d’onde, enregistrées sur différents instruments. A titre d’exemple, on peut citer l’étude de

[Poyneer et al., 2007], réalisée à partir de mesures ASO enregistrées à Hawaii par ALTAIR

(observatoire GEMINI Nord) et par le système d’optique adaptative du télescope Keck, qui

évalue en moyenne à 30% la proportion de frozen flow dans la puissance de la turbulence vue

par ces deux systèmes d’optique adaptative classique. On peut encore citer le dépouillement

de mesures enregistrées par SPHERE (ESO/VLT, Chili) par [Guesalaga et al., 2014] qui

met en évidence, en calculant l’évolution de la corrélation spatio-temporelle des pentes

dans chaque sous-pupille, des enregistrements allant du frozen flow pur à des turbulences

très bouillonnantes. L’information présente dans ces études révèle qu’en pratique les cas
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extrêmes (frozen flow pur ou bouillonnement pur) sont suffisamment rares pour être

considérés comme exceptionnels. Par conséquent, les modèles utilisés pour la commande

LQG ne sont (statistiquement) jamais adaptés à la nature de la turbulence, ce qui pénalise

les performances. Il serait donc intéressant de disposer de modèles de turbulence, ou de lois

de commande, pouvant combiner ces deux types de comportement.

5.2 Un compromis : le régulateur LQG tiède

L’objet de ce paragraphe est ainsi de proposer une solution permettant de combiner les

comportements turbulents en tirant parti du formalisme de commande déjà éprouvé avec

CANARY, SPHERE ou encore GeMS. Ainsi, ce formalisme est dans premier temps réécrit,

pour permettre, dans un second temps, de formuler une adaptation purement frozen flow.

Enfin, on montre que ces deux formalismes se combinent sous une forme permettant un

compromis entre frozen flow et bouillonnement.

5.2.1 Mode bouillonnant

Le mode « bouillonnant » se base ainsi sur les modèles auto-régressifs du deuxième ordre

de turbulence proposés par [Petit, 2011] et utilisés pour CANARY [Sivo et al., 2014]. Ces

modèles, exprimés dans une base de représentation de Zernike, consistent à définir, pour

chaque mode de Zernike, un processus AR2 décrivant la dynamique turbulente sur celui-ci.

De ce fait, l’évolution de la turbulence sur le ième
mode de Zernike est régie par l’équation

de récurrence :

�
k+1 = a(i)1 �k

+ a(i)2 �k�1 + v(i)
k

, (5.1)

où v(i) est un bruit blanc gaussien centré, appelé bruit formeur, et de variance connue. Le

couplage entre modes se fait grâce à la corrélation entre les v(i) au travers d’une matrice

de covariance ⌃

v

tenant compte des statistiques Kolmogorov et de la dynamique temporelle

induite par le modèle (5.1) pour l’ensemble des modes. Les paramètres de l’AR2 sont définis

par :

(
a1 = 2 exp (�⇠!0Te) cos (!r

Te)

a2 = � exp (�2⇠!0Te)
, (5.2)

avec ⇠ le coefficient d’amortissement, en pratique pris égal à 0, 9 [Sivo et al., 2014], et

(!0,!r

), les pulsations respectivement de coupure et de résonance. Ces pulsations sont dé-

finies par :

(
!0 = 2⇡ 0.3 (n

i

+ 1)

V

Dpup

!
r

= !0

p
1 � ⇠2

, (5.3)

où, pour rappel, V est la norme du vent, et n
i

l’ordre radial du ième
mode de Zernike. Cela

assure en outre, pour chaque mode de Zernike, de respecter les fréquences de coupure mises
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en évidence par [Conan et al., 1995].

La dynamique de la turbulence sur l’ensemble de la base de Zernike peut alors s’écrire

sous la forme d’un modèle d’état, en choisissant, par exemple, comme vecteur d’état

x
k

=

0

BBBBBBBB@

�(1)
k

.

.

.

�(nZer)
k

�(1)
k�1
.

.

.

�(nZer)
k�1

1

CCCCCCCCA

, (5.4)

avec �(i)
k

le coefficient du ième
mode de Zernike à la kème

occurence temporelle, et nZer le

nombre de modes de Zernike composant la base de représentation considérée. De ce choix

de vecteur d’état résulte la structure des matrices du modèle d’état

(
x
k+1 = Ax

k

+ �v
k

y
k

= Cx
k

+ w
k

(5.5)

données par

A =

0

BBBBBBBBBBBBB@

a(1)1 0 . . . 0 a(1)2 0 . . . 0

0 a(2)1
.
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.

.

.

.

.
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.

.
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.
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.

.

.

0

0 . . . 0 a(nZer)
1 0 . . . 0 a(nZer)

2

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 1

.

.

.

.

.

. 0 0

.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0 . . . 0 1 0 . . . 0 0

1

CCCCCCCCCCCCCA

,

� =

✓
I
0

◆
, C =

�
D 0

�
(5.6)

avec I et 0 les matrices respectivement identité et nulle, de dimensions adéquates. La struc-

ture de régulateur importe peu en soi pour la configuration bouillonnante du régulateur, les

versions LQG prédicteur (paragraphe 3.2.1.2) et LQG estimateur (paragraphe 3.2.1.3) étant

complètement équivalentes. Néanmoins, pour la cohérence avec la suite de ces développe-

ments, la version LQG estimateur est privilégiée. Ainsi, la commande calculée à l’instant

kT
e

est

u
k

= N+b�
k+1|k, (5.7)

= N+C(1)
�

Abx
k|k, (5.8)

= N+C(2)
�

A2bx
k|k, (5.9)
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avec C(1)
�

la matrice extrayant

⇣
�(1)
k

, . . . ,�(nZer)
k

⌘
T

de x
k

, et C(2)
�

la matrice extrayant

⇣
�(1)
k�1, . . . ,�

(nZer)
k�1

⌘
T

de x
k

.

Il a été démontré [Kulcsár et al., 2006] que cette est optimale au sens de la variance de

phase résiduelle. Il est montré en effet que ce critère

J(u) = lim

T!1

1

T

Z
T

0

k�res
(t)k2 dt (5.10)

se réécrit sous la forme

J(u) = lim

K!1

1

K

K�1X

k=0

���tur
k

� Nu
k�1

��2
+ �2

ie, (5.11)

où �tur
k

est la moyenne temporelle de la phase sur une trame, et �2
ie est un terme constant à

l’échelle de l’exécution de la boucle d’optique adaptative, appelé variance inter-échantillon,

dépendant uniquement de la fréquence d’échantillonnage et des conditions d’observation

[Kulcsár et al., 2012b].

5.2.2 Mode translation pure

Le développement de ce régulateur a pour objectif d’utiliser uniquement la direction du

vent pour la prédiction, à partir d’une estimée obtenue sur la base d’un modèle bouillonnant

Zernike, similairement à ce qui avait été proposé dans [Piatrou et Roggemann, 2007]. Cette

configuration est donc le cas extrême d’une phase se translatant simplement, sans dynamique

interne. Ce formalisme permet en outre de mettre en place les bases du compromis évoqué

au paragraphe 5.1.

5.2.2.1 Description de la stratégie de commande

Le modèle turbulent bouillonnant n’est assurément pas représentatif d’une phase gelée

en translation, mais, grâce aux a priori statistiques sur la turbulence pris en compte

dans le filtre de Kalman, la commande LQG qui en résulte reste globalement performante

(en particulier en comparaison d’un intégrateur). Cependant, les erreurs de modèle ont

probablement un impact important lors de l’étape de prédiction du filtre de Kalman.

L’idée est donc ici de modifier uniquement cette étape de prédiction, en considérant que

le filtre de Kalman, tenant compte à la fois d’a priori de type Kolmogorov/von Kármán

et Taylor, serait parfaitement capable de réaliser une estimation (sans prédiction) fiable.

Ainsi, le mode « gelé » de ce régulateur consiste à utiliser une commande de type LQG

estimateur (cf. paragraphe 3.2.1.3), basée sur les mêmes modèles bouillonnants que ceux

du paragraphe 5.2.1, en changeant uniquement le mode de calcul du gain de commande,

qui comprend la prédiction.

Pour un modèle de mesure sous la forme y
k

= D�
k�1 + w

k

, un estimation sans re-

tard consiste à estimer �
k�1. La sortie utile du filtre de Kalman est alors

b�
k�1|k =
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Figure 5.1 – Illustration du mécanisme de prédiction pour le régulateur LQG modifié en

configuration frozen flow

E(�
k�1|yk, . . . , y0). On utilise dans un second temps l’hypothèse de translation pour cal-

culer le gain de commande. En effet, sous hypothèse d’une phase turbulente en translation

pure, la meilleure prédiction à deux pas de �
k�1, c’est-à-dire l’estimation de �

k+1, résulte

d’une translation de

b�
k�1|k équivalente au parcours de la turbulence sur deux trames d’échan-

tillonnage, dans la direction du vent. Ainsi, en notant Mdep l’opérateur de déplacement pour

une trame d’échantillonnage, le calcul de la commande s’exprime sous la forme :

u
k

= N+M2
depPZer!ZonC

(2)
�

bx
k|k. (5.12)

où PZer!Zon est le projecteur permettant de passer d’une représentation en Zernike à une

représentation en zonal. La présence de PZer!Zon est une astuce d’implémentation pour

utiliser un opérateur de déplacement Mdep défini en zonal (donc avec une expression très

simple). En effet, les modes de Zernike étant définis sur une base circulaire, la définition

d’un opérateur de déplacement dans cette représentation pose des problèmes numériques

conduisant potentiellement à l’instabilité du modèle dynamique.

5.2.2.2 Remplissage de la phase entrant dans la pupille

Comme le montre schématiquement la figure 5.1, l’utilisation d’un opérateur de

déplacement introduit une zone inconnue dans la phase prédite. En effet, le déplacement

du contenu de

b�
k�1|k dans la pupille occasionne mécaniquement l’entrée de zéros (si la zone

est remplie de zéros) sur un croissant en bord de pupille, problème qui n’a pas été vu dans

[Piatrou et Roggemann, 2007]. Comme cette phase déplacée est en l’état (équation (5.12))

directement projetée sur le miroir déformable, il en résulte une dégradation significative

de la performance. Même si la surface relative de cette zone de zéros dans la phase de

correction est négligeable (de l’ordre du pourcent pour un système de type VLT, avec une

turbulence se translatant à une vitesse de 15 mètres par seconde), son remplissage est

déterminant pour assurer un gain en performance.

Pour cela, une première stratégie de remplissage consiste à remplir ce croissant à l’aide

d’une estimation de type Maximum a posteriori basée uniquement sur des a priori spatiaux
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de type von Kármán. Cela consiste à évaluer :

b�0
= ⌃

�1
�

0
,�

dép⌃�

0 �dép, (5.13)

où �0
désigne la portion de phase de correction correspondant au croissant,

b�0
désigne

l’estimée de �0
, �dép

désigne la portion de

b�
k�1|k restant dans la phase de correction après

l’étape de double prédiction, ⌃

�

0
,�

dép est la matrice de covariance spatiale de

�
�0,�dép

�
,

et ⌃

�

0
est la matrice de covariance de �0

. Les matrices de covariance sont alors définies

hors-ligne en zonal, en évaluant la covariance spatiale pour chaque couple de point grâce à

l’équation (2.21). Ainsi, en notant :

EMAT
= ⌃

�1
�

0
,�

dép⌃�

0 , (5.14)

le calcul de la commande devient :

u
k

= N+
�
I + EMAP�M2

depPZer!ZonC
(2)
�

bx
k|k. (5.15)

Cette formulation se rapproche de ce qui a été proposé pour la simulation à la volée

d’écrans de phase frozen flow [Assémat et al., 2006, Fried et Clark, 2008]. La matrice

EMAP
est la matrice généralisant l’expression du MAP à l’ensemble de la pupille, là où

[Assémat et al., 2006] utilisent des cartes de phase carrées (avant masquage par la pupille

du télescope), en estimant la colonne (ou ligne) entrante à partir des deux colonnes (ou

lignes) précédentes. L’utilisation du MAP en tenant compte ici de la géométrie particulière

du problème (estimation d’un croissant en bord de pupille) limite l’estimation aux points du

croissant, l’estimation de points hors de la pupille n’apportant rien du point de vue de la per-

formance. Une approche similaire a été utilisée par [Correia et al., 2015, Jackson et al., 2015]

pour estimer la phase dans la pupille sous hypothèse de frozen flow. Par ailleurs, l’utilisation

de l’intégralité de la phase restant dans la pupille (après la double prédiction) pour cette

estimation garantit la conservation de grandeurs comme la grande échelle similairement à la

méthode de [Fried et Clark, 2008]. Concernant l’optimisation de la complexité calculatoire

de cette méthode de remplissage, le tirage aléatoire de points dans la pupille, dans la trempe

de ce que propose [Fried et Clark, 2008], pourrait limiter l’éventuelle lourdeur calculatoire

de cette estimation. Enfin, notons que l’approche MAP, telle qu’elle est décrite ici n’est pas

optimale. En effet, une approche optimale se baserait sur la connaissance de la « vraie »

phase dans �dép
. Or nous n’y avons pas accès.

Par conséquent, une seconde approche est envisagée, consistant à remplacer la portion

de phase inconnue par la prédiction fournie par le filtre de Kalman (utilisé pour l’estimation

sans retard). Cette prédiction utilisée uniquement pour remplir le croissant est donc basée

sur un modèle de perturbation bouillonnant. Cela revient ainsi à calculer :

b�0
= M0PZer!ZonC

(2)
�

A2 bx
k|k, (5.16)

où M0
désigne le masque de phase correspondant à �0

. La commande devient donc :

u
k

= N+
⇣
M2

dépPZer!ZonC
(2)
�

+M0PZer!ZonC
(2)
�

A2
⌘
bx
k|k. (5.17)
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Cette méthode n’est pas non plus optimale, le modèle bouillonnant utilisé n’étant pas compa-

tible avec l’hypothèse de translation pure de la phase. Néanmoins, cette estimation a l’intérêt

de tirer parti des bonnes propriétés du filtre en terme de filtrage du bruit de mesure, et est

une sortie directe du filtre de Kalman, limitant ainsi les contraintes pour l’implémentation

temps-réel de ce régulateur.

5.2.2.3 Optimalité du régulateur

L’optimalité d’un régulateur LQG est toujours établie dans le cas où l’on suppose que

le modèle de perturbation est vrai, ce qui n’est en pratique jamais le cas en ce qui concerne

la turbulence en optique adaptative. En revanche, on peut poser la question de l’optimalité

de ce régulateur pour une vrai perturbation supposée de type turbulence frozen flow.

La performance de ce régulateur est évaluée sur le critère de la variance de phase rési-

duelle. Son expression, en négligeant la variance inter-échantillon est donnée par :

⌃

�

res
= lim

K!1

1

K

K�1X

k=0

k�
k

� �cor
k

k2 , (5.18)

= lim

K!1

1

K

K�1X

k=0

k�
k

� Nu
k�1k2 . (5.19)

En négligeant dans un premier temps ce qu’il advient au sein du croissant de phase �0
, on

introduit dans l’expression de la variance de phase résiduelle l’expression de la commande

en équation (5.12) :

⌃

�

res
= lim

K!1

1

K

K�1X

k=0

����
k

� M2
depC

(2)
�

bx
k�1|k�1

���
2

, (5.20)

= lim

K!1

1

K

K�1X

k=0

����
k

� M2
dep
b�
k�2|k�1

���
2

, (5.21)

où toutes les phases sont considérées être dans une représentation zonale, par souci de

simplification des équations.

En toute rigueur, en considérant que la phase turbulente est définie sur un support de

dimension infinie, l’hypothèse de frozen flow sur un horizon m se traduit par :

�
k

= Mm

dép�k�m

, 8m  k. (5.22)

Ainsi, en reportant l’expression formelle de l’hypothèse de frozen flow pour m = 2 dans
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l’équation (5.21), on peut écrire :

⌃

�

res
= lim

K!1

1

K

K�1X

k=0

���M2
dep�k�2 � M2

dep
b�
k�2|k�1

���
2

, (5.23)

= lim

K!1

1

K

K�1X

k=0

��M2
dep

��2
����

k�2 � b�
k�2|k�1

���
2

, (5.24)

=

��M2
dep

��2
lim

K!1

1

K

K�1X

k=0

����
k�2 � b�

k�2|k�1

���
2

. (5.25)

Or, si on considère la phase décrite sur un support de dimension infinie, la norme de

l’opérateur de déplacement est unitaire, car il ne modifie pas l’énergie du processus. De

ce fait, l’optimalité de ce régulateur, vis-à-vie de la variance de phase résiduelle, est liée à

celle du filtre de Kalman. Or le filtre de Kalman est basé sur un modèle inexact vis-à-vis

de l’hypothèse de départ : la phase turbulente est un phénomène de frozen flow.

Ainsi, la pertinence de cette stratégie de commande non optimale réside dans son prag-

matisme : contourner les handicaps des stratégies de commande actuelles, tout en tentant

d’en préserver les avantages.

5.2.3 Mode tiède

L’intérêt des régulateurs bouillonnant et avec hypothèse de frozen flow est d’avoir une

structure identique. En effet, le filtre de Kalman se base sur le même modèle AR2 (ex-

primé sur une base de Zernike), l’unique différence résidant en le calcul du gain de com-

mande, responsable de l’étape de prédiction. Ainsi, le calcul de la commande avec les modes

« bouillonnant » et « gelé » peut s’écrire sous la forme unifiée :

u
k

= Kbx
k�1|k, (5.26)

avec,

K =

(
N+C(2)

�

A2
, pour le mode bouillonant,

N+
⇣
M2

dépPZer!ZonC
(2)
�

+M0PZer!ZonC
(2)
�

A2
⌘

, pour le mode gelé.

On définit alors le mode « tiède » comme le régulateur ayant comme gain de commande

un mélange de bouillonnement et de frozen flow :

Ktiède
= N+

⇣
M2�⇢

dép PZer!ZonC
(2)
�

A⇢

+M0
(⇢)PZer!ZonC

(2)
�

A2�⇢

⌘
, (5.27)

où ⇢ est le paramètre d’ajustement de la nature du modèle, et M0
(↵) est la portion de pupille

contenant des zéros suite au déplacement de l’estimée par l’opérateur M2�⇢

dép . Ainsi, cette

forme contient les deux cas extrêmes : hypothèse de phase bouillonnante ou en translation

pure, pour respectivement ⇢ = 2 ou ⇢ = 0, ainsi que les cas intermédiaires, pour ⇢ 2]0, 2[.
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5.2.4 Expression en optique adaptative grand champ

Ce formalisme de commande se prête tout aussi bien à la commande de systèmes clas-

siques que grand champ, pour lesquels l’apport en performance de la prise en compte de la

direction du vent dans les couches a été montré [Ammons et al., 2012]. En effet, en adop-

tant un formalisme similaire à celui du paragraphe 2.3.1.2, on peut fabriquer le régulateur

tiède grand-champ, en utilisant un modèle AR2 par couche turbulente avec comme gain de

commande :

Ktiède, GC
= M

�

N+
⇣
M2�⇢

dép PZer!ZonC
(2)
�

A⇢

+M0
(⇢)PZer!ZonC

(2)
�

A2�⇢

⌘
, (5.28)

où M
�

est la projection dans la direction d’intérêt �.

5.3 Impact de la modélisation sur la performance en
SCAO

L’objet de ce paragraphe est d’évaluer l’apport en performance du régulateur proposé

dans le paragraphe précédent. Pour ce faire, les performances des différents régulateurs

seront comparées à l’aide d’une simulation d’un système d’optique adaptative classique

de type NAOS. Les performances sont dans un premier temps comparées en utilisant une

turbulence en entrée du système de type frozen flow, puis purement bouillonnante. Dans ces

deux cas, le mode frozen flow est utilisé avec les deux méthodes de remplissage discutées

au paragraphe 5.2.2.2 pour comparer leur performance. Ces résultats on été publiés dans

[Juvénal et al., 2016]

5.3.1 Conditions de simulation

La simulation s’inspire des caractéristiques du système d’OA classique NAOS du VLT

[Rousset et al., 2003]. Le diamètre du miroir primaire (pupille du système) est de 8,2

mètres. La boucle d’OA est constituée d’un ASO de type Shack-Hartmann de 14x14

sous-pupilles et d’un miroir déformable de 15x15 actionneurs, positionnés aux coins des

sous-pupilles. Les fonctions d’influence du MD sont supposées gaussiennes, et le couplage

inter-actionneur est fixé à 20%.

L’occultation centrale est négligée de manière à ne pas compliquer la partie remplissage

de croissant. En effet, en toute rigueur, si l’on considère une occultation centrale, un petit

croissant de zéro se formerait sur le bord entrant de l’occultation, et nécessite d’être pris

en compte. La fréquence d’échantillonnage est fixée à 100 Hertz pour éviter les problèmes

d’interpolation dans l’opérateur de déplacement. Une prise en compte de ces interpolations

est néanmoins réalisable sans trop de difficultés. La vitesse du vent est prise alternativement

à 10 et 20 mètres par seconde. Le seeing est fixé à 0,5 secondes d’arc. La trajectoire de

turbulence utilisée pour cette simulation est de 15000 points. Le tableau 5.1 résume ces

conditions.
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5.3. Impact de la modélisation sur la performance en SCAO

Table 5.1 – Conditions de simulation inspirées du système NAOS/VLT

seeing 0,5 arcsec

Dpup 8.2 m

Féch 100 Hz

ASO Shack-Hartmann

14x14

MD Nact 15x15

Couplage inter-actionneurs 20 %

5.3.2 Simulation d’une turbulence en translation pure

Dans un premier temps, la turbulence est simulée sous la forme d’un écran en trans-

lation, reproduisant le cas frozen flow pur. Les régulateurs sont comparés avec le rapport

de Strehl calculé à partir de l’approximation de Mahajan (équation (2.39)). Le régulateur

LQG bouillonnant obtient un rapport de Strehl de 50 % lorsque le vent est de dix mètres

par seconde, et tombe à 35% avec un vent de vingt mètres par seconde. L’application de la

nouvelle stratégie de commande (frozen LQG) sans remplissage du croissant conduit à une

perte significative de performance, avec une chute du rapport de Strehl de 13 points lorsque

le vent est modéré, et de 19 points pour un vent plus fort. Ceci confirme que malgré la

faible proportion que représente ce croissant, son remplissage est déterminant pour assurer

un bon niveau de performance. Les résultats des simulations sont regroupés dans la table 5.2.

On remarque que l’utilisation d’une méthode de remplissage apporte un gain significatif

en performance. La méthode de remplissage MAP se trouve être moins efficace que le filtre

de Kalman. En effet, lorsque le MAP conduit à un gain de 3 points de Strehl par rapport

au cas AR2 en vent modéré, le remplissage du croissant par Kalman en apporte 5. La

différence est encore plus significative avec un vent plus fort où le filtre de Kalman fait

mieux que le MAP de 5 points de Strehl. On remarque de plus que le frozen LQG avec

MAP ou Kalman maintient le niveau de performance autour de 50% lorsque la vitesse du

vent double alors que le LQG bouillonnant chute de 15 points.

Rappelons que le MAP est optimal dans le cas où le conditionnement se fait par rap-

port aux vraies phases, c’est-à-dire en les supposant connues. Or ici, le conditionnement se

fait par rapport aux phases estimées, ce qui suffit à rompre la condition d’optimalité. En

revanche, le filtre de Kalman réalise une estimation tenant compte du compromis réjection

- propagation de bruit, ce qui est probablement la raison pour laquelle il conduit à une

meilleure performance que le MAP.
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Table 5.2 – Performances des régulateurs en simulation avec génération d’une turbulence

en frozen flow, exprimées en rapport de Strehl

R
S

en bande H (1.65 µm) Vvent = 10 m.s�1 Vvent = 20 m.s�1

LQG bouillonnant 50 % 35 %

Frozen LQG 37 % 16 %

Frozen LQG + MAP 53 % 47 %

Frozen LQG + Kalman 55 % 52 %

5.3.3 Simulation d’une turbulence bouillonnante

Ce deuxième cas consiste à simuler une turbulence en bouillonnement pur. Les résultats

sont regroupés dans la table 5.3. Le LQG bouillonnant utilisant le bon modèle de turbulence

conduit au meilleur résultat, avec un avantage de dix points de Strehl par rapport au frozen
LQG. En effet, la phase turbulente ne présentant pas de direction d’évolution privilégiée, le

frozen LQG se trompe systématiquement sur la prédiction.

Table 5.3 – Performances des régulateurs en simulation avec génération d’une turbulence

bouillonnante, exprimées en rapport de Strehl

R
S

en bande H (1.65 µm) Vvent = 10 m.s�1

LQG bouillonnant 48 %

Frozen LQG + MAP 38 %

Frozen LQG + Kalman 38 %

5.4 Conclusion et discussion

En conclusion, le frozen LQG introduit dans ce chapitre répond en partie aux attentes.

En effet, c’est une solution originale permettant de conserver un temps de calcul réduit

(comparé à une solution purement zonale), se basant sur les avantages d’une méthode

modale, et utilisant un a priori adaptable à la situation (phase bouillonnante ou frozen
flow). Ainsi, lorsque l’a priori correspond à la réalité physique du phénomène turbulent, le

gain en performance du système d’OA est significatif, dépassant les 10 points de Strehl dans

les simulations préliminaires réalisées. De plus, sa structure permet de passer facilement

d’un cas à l’autre, le changement ne nécessitant que le re-calcul du gain hors-ligne, et

s’adapte facilement à la commande de systèmes grand champ.
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5.4. Conclusion et discussion

Le « LQG tiède » semble séduisant pour fournir une solution intermédiaire, mêlant

à la fois bouillonnement et translation due au vent. Néanmoins, sa validation n’est pas

aisée, et requiert des développements plus poussés. L’estimation des paramètres liés au

vent est déterminante. En effet, la force de vent à fournir au modèle bouillonnant, liée

à la vitesse de décorrélation temporelle de la phase, et la vitesse liée au déplacement de

la phase dans la pupille, n’ont aucune raison d’être égales. Une procédure d’estimation

est nécéssaire, même dans un cas de simulation où tous les paramètres sont connus, pour

déterminer la part de chacun des deux comportements dans le modèle de perturbation. On

pourrait s’appuyer par exemple sur les travaux de [Guesalaga et al., 2014] dont les résultats

d’inter-corrélations spatio-temporelles des pentes (réalisés avec SPHERE, et présentés sous

forme de films) présentent distinctement les deux effets : un pic de corrélation marqué

se déplaçant, caractéristique du frozen flow, et un évanouissement du pic de corrélation,

caractéristique du bouillonnement. L’estimation des paramètres de vent (force et direction)

pourrait ainsi se baser sur ces développements, et être réalisés hors ligne pour définir le

gain du régulateur « tiède ». Il serait également intéressant de s’inspirer des caractérisations

en Fourier [Poyneer et al., 2009], ou d’exploiter des résultats de profilométrie comme par

exemple [Cortés et al., 2012, Gilles et Ellerbroek, 2013, Osborn et al., 2013].
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Chapitre 6

Conclusion et discussion

Les objectifs scientifiques des futurs télescopes, ainsi que les nouvelles attentes pour

les télescopes de dernière génération, motivent des développements importants autour

des systèmes d’optique adaptative pour repousser leurs limitations. La commande de ces

systèmes représente un enjeu primordial pour amener ces instruments d’optique adaptative

vers de meilleures performances. Comprendre les limites des lois de commandes actuelles

est un enjeu déterminant pour orienter efficacement les futurs développements. De même,

l’étude des performances d’une loi de commande envisagée peut permettre d’orienter

certains compromis, en particulier ceux de type performance/temps de calcul, qui se

révèlent critique dans le cas des systèmes d’OA pour les ELT, ou encore pour les systèmes

d’OA extrême.

L’essor des lois de commandes à haute performance a été important ces quinze

dernières années. En effet, après la validation de concept en laboratoire pour toutes les

modalités d’optique adaptative, la commande LQG a fait son apparition sur des systèmes

opérationnels de pointe. La tendance actuelle suggérerait même, pour la plupart des

instruments prévus pour l’E-ELT, des commandes mixtes, alliant une commande LQG

avec filtrage de vibrations pour les basses fréquences spatiales de la perturbation, et une

commande à action intégrale ou une reconstruction par maximum a posteriori pour le reste.

Néanmoins, l’analyse de performance de ce type de loi de commande peut alors permettre

de placer la jauge, en fonction de l’apport en performance, ou de la complexité calculatoire

l’accompagnant.

C’est à ces questions que ces travaux de thèse tentent d’apporter des réponses.

Le chapitre 3 présente un formalisme dédié à l’évaluation du budget d’erreur détaillé de

n’importe quel système d’optique adaptative classique dans un premier temps, puis son ex-

tension au cas grand champ. Nous avons défini la notion de « budget d’erreur commandé »,

qui comprend les termes dépendant du régulateur utilisé, par opposition au « budget

d’erreur libre ». L’outil proposé s’oriente principalement sur l’évaluation du budget d’erreur

commandé. Il permet ainsi de comparer les performances de différents régulateurs linéaires.

Le calcul est fait selon une approche fréquentielle, et la décomposition de la variance de
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phase résiduelle, donc du budget, se base sur une séparation de l’espace des phases, et

sur la connaissance de la densité spectrale de puissance de la phase de perturbation. Le

budget d’erreur peut alors être évalué à partir de spectres soit théoriques, soit estimés à

partir d’une trajectoire de phase simulée, soit estimé à partir d’une trajectoire de mesure.

Ce dernier cas nécessite alors une méthode d’estimation du spectre, comme proposé dans

ce manuscrit. De très bons résultats d’estimation on été obtenus à partir de données ASO

lorsque le régulateur étudié n’exploite pas les corrélations entre modes. Cependant, elle

s’avère moins satisfaisante lorsque le régulateur exploite les corrélations entre les modes de

la base de représentation de la phase. Ces simulations montrent l’importance des termes

croisés dans la performance d’une commande LQG. Le budget d’erreur est de plus calculé

pour plusieurs régulateurs mixtes, et montre que l’utilisation d’une dizaine de modes de

Zernike pour la partie LQG conduit à une performance proche des meilleurs cas LQG

complets étudiés, avec une complexité calculatoire nettement réduite. La décomposition

du budget d’erreur évaluée avec notre outil confirme la prépondérance du terme de

repliement spatial lié à l’analyse de front d’onde. Elle montre de plus que l’amélioration

des modèles par augmentation du nombre de modes dans le filtre de Kalman (et donc de la

richesse du modèle) conduit bien à une diminution significative de cette erreur de repliement.

Le chapitre 4 a présenté les travaux liés à l’intégration d’une commande LQG avec

filtrage de vibration pour l’optique adaptative multi-conjuguée GeMS, de l’observatoire

GEMINI sud au Chili. Le formalisme d’évaluation de budget d’erreur présenté au chapitre

3 est par ailleurs utilisé pour comparer les performances de modèles issus de quatre diffé-

rentes méthodes d’identification de la perturbation. L’étude de performance conduit ainsi à

proposer trois de ces méthodes pour GeMS : la méthode utilisée sur SPHERE et CANARY,

introduite par [Meimon et al., 2010b] et appelée dans ce manuscrit AR2, une méthode

classique très performante, mais présentant un temps de calcul élevé, nommée PEM, et une

nouvelle méthode, proposée par [Kulcsár et al., 2012a], nommée cPEM, montrant de bons

résultats entre AR2 et PEN pour un cout de calcul réduit. Le budget d’erreur permet de

mettre en valeur plusieurs défauts de la méthode AR2 liés à la complexité de réglages de

ses différents paramètres (amortissement des vibrations identifiées, nombre de vibrations

à identifier, facteur de bruit dans le calcul du gain de Kalman) pouvant conduire jusqu’à

l’instabilité de la commande. Le budget d’erreur montre en outre que l’accroissement de

la richesse du modèle, en particulier le nombre de degrés de libertés utilisés par le modèle

identifié, conduit à une amélioration sensible de la performance du régulateur, évaluée en

rejeu sur données ciel.

Les chapitres 3 et 4 ont mis en évidence l’importance du modèle dans la performance

du régulateur LQG. Le chapitre 5 a donc proposé une modalité de commande originale,

basée sur la modification du gain de commande LQG pour tenir compte de la direction du

vent dans l’étape de prédiction. En effet, de nombreuses études sur la nature intrinsèque

de la turbulence montrent qu’elle est principalement constituée de frozen flow (voir par

exemple [Gendron et Léna, 1996], [Poyneer et al., 2009] et [Guesalaga et al., 2014]), et

que les modèles bouillonnants, ne privilégiant aucune direction d’évolution de la phase,

n’étaient pas adaptés à la totalité des situations. Néanmoins, ces modèles ont conduit à
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des performances satisfaisantes jusqu’alors. L’approche proposée a donc consisté à utiliser

le filtre de Kalman basé sur le modèle bouillonnant pour l’estimation de la phase. En

revanche, le gain de commande est calculé pour un processus purement frozen flow. La

phase estimée est donc simplement déplacée dans la pupille selon la direction du vent, et la

partie entrante est remplie en utilisant au choix une estimation MAP ou la prédiction que

fournirait le filtre de Kalman avec le modèle AR2 bouillonnant. Ces régulateurs conduisent

à un gain en performance important lorsque la turbulence est en effet de type frozen flow,

particulièrement lorsque le filtre de Kalman est privilégié au MAP pour le remplissage du

croissant entrant. En revanche, comme attendu, les modèles bouillonnant sont meilleurs

lorsque la turbulence est bouillonnante. On montre néanmoins que la forme des deux

régulateurs est similaire, et permet, en ne changeant qu’une matrice (le gain de commande)

de passer immédiatement de l’une à l’autre des méthodes, ne nécessitant aucun calcul en

ligne.

L’analyse des performances des lois de commande actuelles est l’une des clés pour

accroître les performances des systèmes d’OA. Ces travaux de thèse proposent un for-

malisme complet, basé sur une approche mathématique exacte, permettant de comparer

impartialement toute loi de commande linéaire pour tout système d’optique adaptative.

Néanmoins, le temps de calcul est un enjeu déterminant pour tout ce qui touche aux très

grandes dimensions, à fortiori pour les télescopes géants. En effet, les temps de calcul de

budget d’erreur pour des systèmes de type ELT sont aujourd’hui rédhibitoires. Le travail

que nous avons réalisé sur l’optimisation de l’algorithme (parallélisation des évaluations

fréquentielles, utilisation de modèles d’état) conduit à un temps de calcul dérisoire pour un

télescope de classe quatre mètres (environ cinq minutes au total), et acceptable pour un

grand télescope (deux heures environ au total). En revanche, l’évaluation du budget d’erreur

pour un système d’optique adaptative classique pour les ELT pourrait prendre plusieurs

jours consécutifs. De plus, la taille des matrices dans la mémoire vive des calculateurs

pourrait aussi poser problème, les matrices de transfert faisant chacune plus de quarante

gigaoctets pour un système de type VLT.

Néanmoins, de nombreuses perspectives d’amélioration du code sont d’ores et déjà

envisageables. En effet, du point de vue du calcul, la structure creuse des matrices de

transfert n’a pas été exploitée, et représente à court terme une perspective séduisante. En

effet, la structure des matrices de transfert montre qu’il ne serait nécessaire de travailler que

dans l’espace du miroir, diminuant significativement la dimension des matrices engagées.

La structure spécifique de ces matrices de transfert repose seulement sur un changement

de base de représentation de la phase. Le calcul des blocs de transfert pourrait alors

être mené en parallèle. Par ailleurs, Matlab

R�
, qui offre un panel d’outils prêts à l’emploi

et d’une grande qualité, n’est pas spécifiquement optimisé pour ce calcul. Ainsi, une

reprogrammation de l’algorithme permettrait justement de gérer directement les allocations

mémoires et CPU (voire GPU). D’autres pistes pourraient à plus long terme être exploitées

pour diminuer plus encore le temps de calcul et la l’encombrement mémoire nécessaire à
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la fois pour l’élaboration de nouvelle lois de commande à haute performance, et pour le

calcul du budget d’erreur. La piste la plus directe consiste à exploiter les représentations

dan le domaine de Fourier, avec des approches de type DKF [Massioni et al., 2015]. Cette

piste sera abordée dans le cadre de la thèse de Léonard Prengère, thèse démarrée fin 2016

et co-encadrée par l’IOGS et l’ONERA. On peut aussi s’inspirer de certaines méthodes

numériques comme la décomposition de domaine, qui permet un calcul massivement

parallèle, et dont un exemple a été proposé en OA classique [Rosensteiner, 2012].

L’outil de calcul de budget d’erreur présente l’avantage de fonctionner autant pour

de l’évaluation théorique qu’en simulation, ou encore à partir de données télémétriques

enregistrées sur le ciel. Néanmoins, dans le cas de données ciel, l’estimation de la densité

spectrale de puissance est déterminante. En effet, la méthode d’estimation proposée dans

ce manuscrit se base sur l’idée que les éléments extra-diagonaux du spectre pour les

modes élevés affectent peu le calcul des budgets. C’est pour cela que l’approche d’une

reconstruction de front d’onde par MAP a été envisagée avec un schéma classique :

estimation bayésienne de la variable d’intérêt, puis calcul de la DSP par transformée de

Fourier. L’estimation de l’interspectre est effectivement critique dès que le régulateur se

base sur un modèle de perturbation (implicite ou explique) tenant compte de corrélations au

sein du processus. Ainsi, cet outil gagnerait au développement d’une méthode d’estimation

d’interspectre à part entière. Les méthodes développées dans le domaine du traitement de

signal n’ont pas à ce jour été adaptées au problème de l’estimation de la densité spectrale

de puissance d’une phase turbulente à partir de données d’analyse de front d’onde. Ainsi,

un travail de recherche important dans ce domaine, qui n’est pas classiquement associé à

l’instrumentation astronomique, pourrait s’avérer profitable pour l’optique adaptative en

général.

En ce qui concerne les lois de commande, ces travaux ont permis d’analyser la perfor-

mance des régulateur mixtes LQG-intégrateur, et ont confirmé leur suprématie par rapport à

l’intégrateur. Nous avons montré que les futurs systèmes pourraient gagner en performance

avec une plus grande part de LQG. En effet, les lois de commande les plus audacieuses

n’emploient ce type de régulateur que pour la correction des modes de basculement et de

la défocalisation. Or nous avons montré que le repliement spatial de l’analyseur était la

principale limite des systèmes d’optique adaptative classique, et que l’utilisation de com-

mandes à base de modèle permettrait de réduire significativement l’importance de cette

erreur. Nous avons mis en évidence que la correction d’uniquement neuf modes avec un

régulateur LQG apportait un gain en variance d’erreur résiduelle de l’ordre de quinze pour-

cents, avec une diminution importante du repliement. Pour autant, les lois de commande

entièrement LQG demeurent une option séduisante. Nos travaux montrent en outre que

l’adéquation du modèle utilisé pour la prédiction à la nature de la turbulence est bénéfique

pour la performance du système. Ainsi, le développement de modèles alliant translation sous

l’effet du vent et bouillonnement de la phase pourrait être une solution de premier choix.

Utiliser un meilleur modèle pourrait en outre permettre, à niveau de performance égal, de

relâcher certaines contraintes comme la fréquence d’échantillonnage, ce qui est utile pour

l’observation d’objets très peu lumineux. Une perspective à court terme est donc d’étendre
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ce type de modélisation à une turbulence multi-couches, et d’évaluer la performance en rejeu

sur données ciel. A moyen terme, il serait intéressant d’explorer plus avant les modélisations

mêlant bouillonnement et translation (le mode « tiède ») pour établir leur caractéristiques

statistiques, les confronter à des données ciel pour vérifier leur pertinence, et potentiellement

les utiliser pour la simulation de turbulence plus réaliste.
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Annexe A

Documentation technique : Intégration

d’une commande LQG avec filtrage de

vibration pour GeMS – Interface

graphique et architecture temps-réel.
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Annexe A. Documentation technique : Intégration d’une commande LQG avec filtrage de

vibration pour GeMS – Interface graphique et architecture temps-réel.
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Résumé : L’optique adaptative a révolutionné
l’imagerie astronomique en permettant de corri-
ger en temps réel les déformations du front d’onde
introduites l’atmosphère, et d’atteindre la limite
de diffraction des télescopes. Plus récemment,
différentes modalités d’optique adaptative grand-
champ ont permis de repousser les limites d’utili-
sation de ces instruments, compensant l’anisopla-
nétisme de l’atmosphère, et la faible couverture du
ciel. L’asservissement de ces systèmes est sans au-
cun doute un point clé pour améliorer encore les
performances de ces systèmes, pour ainsi converger
vers les programmes scientifiques des futurs ELT.
Le premier objectif de ces travaux de thèse est de
définir un outil général d’analyse de performance,
permettant de comparer, sous la forme de bud-
gets d’erreur, différents régulateurs linéaires. Ceci

permet d’améliorer les instruments actuels, ou de
faire des choix dans la conception des futurs instru-
ments des ELT. Pour cela, un formalisme d’analyse
fréquentielle est développé dans le cadre de l’op-
tique adaptative classique, et étendu au cas grand-
champ. On montre que cet outil permet aussi bien
de décomposer les performances calculées en simu-
lation qu’à partir de données télémétriques enre-
gistrées sur le ciel. De nouvelles stratégies de com-
mande, basées sur de nouveaux modèles de per-
turbation sont proposées, et leur apport en per-
formance discuté au regard de leur budget d’er-
reur. Ces résultats ont servi à la caractérisation
d’une commande LQG tip-tilt avec filtrage de vi-
bration qui doit être intégrée à l’instrument d’op-
tique adaptative multi-conjuguée GeMS, au Chili.

Title : Modeling and control for VLT and ELT adaptive optics : from performance

assessment to on-sky validation
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Abstract : Adaptive Optics (AO) systems have
revolutionized ground-based astronomical imagery,
allowing for real-time compensation of turbulence-
induced deformations of the optical wavefront, and
therefore allowing to reach the diffraction limit.
More recently, wide-field AO modalities have been
proposed to expand the operational range of ins-
truments by compensating anisoplanatism and in-
crease sky coverage. Controlling such systems is
certainly a key issue to further improve their per-
formance and to converge towards the goals of the
ELTs science programs.
The first objective of this thesis work is to de-
fine a general-purpose performance analysis tool,
enabling to compare different linear controllers
through their error budgets, in order to improve

existing instruments or make choices in the de-
sign of future instruments. To achieve this aim,
a frequency-domain formalism is developed for
single-conjugated AO and extended to wide-field
configurations. It is shown that this tool allows to
decompose controller performance using either si-
mulations or on-sky data. New control strategies
based on new disturbance models (turbulence, vi-
brations...) are proposed, and the improvement in
performance is discussed based on their error bud-
get. Furthermore, these results contributed to cha-
racterize an LQG controller with vibration mitiga-
tion that is to be integrated in the tip/tilt loop of
the multi-conjugate AO system GeMS, at Gemini
South Observatory, in Chile.
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