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Introduction

En 1825, le mathématicien et physicien Pierre-Simon de Laplace écrit
dans son Essai philosophique sur les probabilités [1] :

“ Une intelligence qui, pour un instant donné, connaîtrait toutes
les forces dont la nature est animée, et la situation respective des
êtres qui la composent, si d'ailleurs elle était assez vaste pour
soumettre ces données à l'Analyse, embrasserait dans la même
formule les mouvements des plus grands corps de l'univers et ceux
du plus léger atome : rien ne serait incertain pour elle et l'avenir,
comme le passé serait présent à ses yeux. ”Cette remarque intervient après un siècle et demi d'avancées sans précé-

dent sur la compréhension de la nature, Isaac Newton a publié en 1687 les
principes mathématiques de la philosophie naturelle [2] dans lequel il a forma-
lisé les lois de la gravitation, puis au cours du dix-huitième siècle d'Alembert,
Maupertuis et Laplace (entre autres) ont développé la mécanique analytique
qui permet de décrire et prédire d'une manière générale le mouvement des
planètes, les oscillations d'un pendule, les vibrations d'une corde ou l'hydro-
dynamique. La théorie de la thermodynamique s'est développée grâce, en
particulier, aux travaux de Sadi Carnot [3] (1824) et l'électricité et le magné-
tisme ont acquis leur premières formalisations mathématiques (bien que non
encore uni�és, ce que Maxwell fera en 1864 [4]). Ces réussites expérimentales
et théoriques permettent alors d'envisager, comme Laplace l'écrit, la possi-
bilité d'un formalisme général permettant de décrire l'évolution de l'univers
entier à toutes les échelles à partir d'un état initial connu.

Cependant, à présent, les connaissances physiques ont considérablement
évolué et le développement de la mécanique quantique en particulier, à partir
du début du vingtième siècle entache cette vision déterministe de la nature
que Laplace présente. Prenons l'exemple d'un photon percutant une lame
de verre. Le résultat de cette expérience est aléatoire et distribué entre la
réalisation photon transmis et photon ré�échi. Ce caractère aléatoire persiste
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même si à chaque réalisation les photons et la lame de verre semblent iden-
tiques. Seules les probabilités d'occurrence des deux évènements peuvent être
in�uencées en changeant par exemple l'indice de la lame. La mécanique quan-
tique décrit �dèlement ce phénomène en introduisant la superposition d'état,
le photon est placé dans une superposition d'état transmis et ré�échi. C'est
seulement au moment de la détection de celui-ci que l'état est projeté vers
un des sous-états. L'issue d'une expérience particulière (photon transmis ou
ré�échi) est bien aléatoire dans la théorie quantique et seules les probabilités
de chacun des évènements sont calculables. Cette expérience et sa descrip-
tion quantique donne un caractère probabiliste à la nature, ce qui est assez
surprenant et semble incompatible a priori avec le déterminisme de Laplace.

Le déterminisme peut en fait être conservé en introduisant des variables
cachées associées aux particules lors de leur création, paramètres inconnus
de l'expérimentateur, qui décident du résultat des expériences à l'avance. Le
probabilisme de la mécanique quantique apparait comme provenant seule-
ment de notre connaissance incomplète des processus. Cependant là encore
certaines expériences de mécanique quantique (décrites dans ce manuscrit),
utilisant des états dit intriqués ne peuvent être interprétées par les théories
à variables cachées (locales). Cela a pour implication de repousser dans ses
retranchements la vision déterministe de la nature (sans pour autant com-
plètement les invalider, voir chapitre 1).

La mécanique quantique n'a jamais été mis en défaut jusqu'ici, elle décrit
�dèlement toutes observations mais elle continue de surprendre par certains
de ses aspects contre-intuitifs. Son caractère probabiliste et son incompta-
bilité avec les théories à variable cachée (locale) en sont deux exemples. La
mécanique quantique mérite donc notre attention et ce manuscrit s'inscrit
dans l'étude de ses e�ets les plus subtils et surprenants.

Il existe de plus un problème de taille avec la mécanique quantique, l'im-
possibilité d'intégrer à son formalisme la gravité décrite par la relativité gé-
nérale. Dans l'optique d'une possible uni�cation de ces deux théories, les
physiciens doivent mettre en place des expériences mettant en ÷uvre des ef-
fets quantiques impliquant des particules massives. Les travaux de l'équipe
Hélium* 1 du Laboratoire Charles Fabry de l'Institut d'Optique que j'ai in-
tégré en octobre 2014, s'inscrivent dans cette démarche en implémentant des
expériences de mécanique quantique avec des atomes, particulièrement les
atomes d'hélium. 1 Deux de ces expériences réalisées pendant ma thèse sont
reportées dans ce manuscrit.

1. Notez cependant que les masses considérées sur notre expérience sont celle de l'atome
d'Hélium (4 unités atomiques voir Annexe A) ce qui est bien trop faible pour exclure
certaines théories de la gravité quantique [5].
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Organisation du manuscrit

Le manuscrit est organisé en cinq chapitres et deux annexes brièvement
décrits ici :

Chapitre 1 : Optique Atomique Quantique

Le premier chapitre présente un bref historique de la mécanique quan-
tique pour ensuite se focaliser sur deux expériences fondatrices de l'optique
quantique : l'expérience Hong-Ou-Mandel et la violation des inégalités de
Bell. Les motivations de la réalisations de ces expériences avec des atomes
ainsi que les avancées techniques le permettant sont discutées.

Chapitre 2 : Création de Paires Atomiques

Le second chapitre décrit théoriquement et expérimentalement le proces-
sus de création de paires atomiques par instabilité dynamique. Ce manuscrit
introduit une nouvelle modélisation du processus dont le principal atout est
d'être analytique. Le pro�l de densité et les corrélations entre atomes sont
analysés.

Chapitre 3 : Miroir et Séparatrices à Atomes

La manipulation des paires atomiques avec transfert d'impulsion par tran-
sition Bragg est présentée au chapitre 3. L'équivalent de miroirs et sépara-
trices optiques pour des atomes sont décrits. Finalement, l'implémentation
de deux méthodes plus complexes inspirées du domaine de la RMN (réso-
nance magnétique nucléaire) est envisagé a�n d'améliorer les propriétés des
miroirs et séparatrices de l'expérience.

Chapitre 4 : Hong-Ou-Mandel Atomique

Au chapitre 4, les éléments décrits aux chapitres précédents sont associés
a�n de présenter l'expérience Hong-Ou-Mandel avec des atomes d'Hélium.
Une nouvelle description théorique est présentée et celle-ci est comparée aux
mesures expérimentales.

Chapitre 5 : Interféromètre à 4 modes et 2 atomes

Le cinquième chapitre décrit les derniers résultats publiés par l'équipe : un
interféromètre à 4 modes et 2 atomes. Cette expérience est proche d'un test
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des inégalités de Bell avec des particules massives sur leurs impulsions. Les
résultats expérimentaux et les améliorations possibles vers un test complet
sont présentés.

Annexe A : Atome d'Hélium

Les principales propriétés de l'atome d'Hélium sont décrites en annexe A
du manuscrit.

Annexe B : Paramètres des réseaux optiques

Les principales propriétés des di�érents réseaux optiques présents sur l'ex-
périence sont résumées en annexe B du manuscrit.
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Chapitre 1

Optique Atomique Quantique

1.1 Révolutions quantiques

En 1905, Albert Einstein introduit pour la première fois un quantum
d'énergie de la lumière pour expliquer l'e�et photo-électrique [6]. La lumière
est constituée de paquets d'énergie, des corpuscules qui seront nommés pho-
tons à partir de 1920. C'est la naissance d'une théorie où les objets ont une
énergie échelonnée en quanta, la mécanique quantique. D'autre part la lu-
mière est aussi connue pour son aspect ondulatoire qui permet les expériences
de di�raction et d'interférométrie. La lumière possède donc un double aspect,
ondulatoire et corpusculaire, on parle de dualité onde-corpuscule. Cette as-
pect non intuitif de la lumière sera mis en évidence à de nombreuses reprises
et sera ensuite étendue aux autres particules (électrons 1927 [7] , protons
1929 [8], molécules 1999 [9] ...) et constitue un des piliers de la mécanique
quantique. Tous les objets quantiques possèdent à la fois les caractéristiques
d'une onde et d'un corpuscule.

De cette dualité va découler le principe de superposition d'état et l'aspect
probabiliste de la nature, par exemple, une onde peut se séparer sur une
lame 50/50 mais un corpuscule doit choisir, ainsi tant que le système n'a
pas été mesuré on décrit l'état du système par une superposition d'état des
deux réalisations possibles, corpuscule transmis ou ré�échi, et l'onde associée
représente en fait la distribution de probabilité de présence du corpuscule
(voir interview de Serge Haroche [10]).

A partir de ces nouvelles règles de la nature, on peut comprendre les struc-
tures atomiques, la chimie, les semi-conducteurs, le tout avec une précision
incroyable. La compréhension nouvelle de ces mécanismes et les applications
technologiques actuelles qui en découlent (capteurs, lasers, ordinateurs ..)
constitue ce que l'on nomme la première révolution quantique [11].
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Actuellement, une seconde révolution quantique est en marche. Au lieu de
simplement observer les e�ets quantiques, on manipule les propriétés quan-
tiques des objets (atomes, photons, boites quantiques arti�cielles ..) pour à
terme les insérer dans les technologies du futur. On façonne donc des états
quantiques pour, par exemple, améliorer les précisions de mesures (interfé-
rométrie optique [12], champs électriques et magnétiques ..) ou nos systèmes
de communications [13].

Théoriquement cette seconde révolution est souvent associée aux aspects
les plus surprenants de la mécanique quantique : les interférences à plusieurs
particules et surtout l'intrication. Les systèmes constitués de plusieurs parti-
cules doivent toujours être considérés de manière globale et agir sur une partie
du système peut avoir des répercussions instantanées ailleurs sur l'autre par-
tie. Ces aspects que l'on précisera à travers deux expériences historiques dans
la partie suivante ne peuvent être expliqués avec des considérations du type
dualité onde-corpuscule et bousculent encore plus notre intuition classique
de la physique.

Ainsi, on voit que l'on peut distinguer théoriquement et dans les applica-
tions technologiques deux strates de la mécanique quantique, la première et
seconde révolution quantique. Il est important de noter que la distinction est
�oue pour certains systèmes et que cela ne permet évidemment pas de juger
de la valeur d'une expérience ou d'une technologie.

1.2 Deux expériences fondatrices

Dans cette partie, deux expériences clefs de la compréhension contempo-
raine de la mécanique quantique seront présentées : l'expérience Hong-Ou-
Mandel [14] et la violation des inégalités de Bell. La violation des inégalités
de Bell consiste en fait en une série d'expérience menées par de nombreux
groupes, des premiers résultats des années 80 aux tests récents sans équivoque
(références dans [15] et [16]).

Comme on le verra, ces deux expériences dépassent la première révolution
quantique et font bien partie de la seconde révolution quantique. Les concepts
utilisés pour les décrire dépassent la dualité ondes corpuscule et choquent
notre intuition classique.

Bien que les premières violation d'inégalités de Bell (∼1980) soient an-
térieures à l'expérience Hong-Ou-Mandel (1987) leurs implications sont plus
fortes et seront présentées en second.
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Figure 1.1 � Schéma et résultat de l'expérience réalisée par Hong Ou et
Mandel en 1987, images extraites de [14]. A gauche, schéma de l'expérience,
des paires de photons sont créées à partir d'un laser de pompe UV dans un
cristal KDP. Les photons sont ensuite recombinés sur une séparatrice puis
détectés à la sortie. L'électronique suivant les détecteurs permet le comptage
des coïncidences de détection entre les deux bras. A droite, le nombre de
coïncidences est enregistré pendant 10min et est représenté en fonction de la
position de la séparatrice.

1.2.1 Hong-Ou-Mandel

Commençons par décrire l'expérience Hong-Ou-Mandel [14] (abréviation
HOM) de 1987. Une paire de photons de même longueur d'onde et polari-
sation, est créée par conversion paramétrique type I (voir section 2.1) dans
un cristal non-linéaire. Les deux photons sont recombinés sur une lame sé-
paratrice 50/50. Les photo-multiplicateurs placés en sortie de la séparatrice
détectent les photons émergeants de la lame et une électronique adaptée per-
met le comptage des coïncidences en sortie du montage (un photon à chaque
sortie de la séparatrice). Finalement, le délai d'arrivée entre les deux pho-
tons peut être ajusté en déplaçant physiquement la séparatrice, notez qu'un
décalage de la lame d'une dizaine de microns implique un décalage temporel
d'arrivée des photons sur les détecteurs de 3 10−14s ce que l'électronique ne
peut pas détecter (même actuellement).

En mesurant le taux de coïncidences en sortie de montage tout en dépla-
çant la séparatrice de quelques dizaines de microns, on remarque une baisse
signi�cative de celui-ci, jusqu'à son annulation lorsque les chemins des deux
photons jusqu'à la séparatrice sont équilibrés, c'est à dire lorsque les deux
photons se recouvrent sur la séparatrice (Fig. 1.1). La courbe du taux de
coïncidences en fonction du délai à la recombinaison forme un trou, on le
nomme trou Hong-Ou-Mandel (ou HOM). Notons que le taux de détection

13
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a

b c

d

1) 2) 3) 4)

Figure 1.2 � Quatre scénarios possibles pour les deux photons heurtant une
séparatrice 50 :50. Les deux photons arrivent par les modes d'entrée a et b
puis sont distribués dans les modes de sortie c et d. Chaque photon d'entrée
a classiquement 50% de chance d'être ré�échi et de même d'être transmis,
il en résulte les quatre réalisations 1-4) de la �gure toutes équi-probables.
Attention : les couleurs ne représentent pas une caractéristique des photons
(les longueurs d'ondes ..), les photons incidents sont identiques.

à chaque port de sortie reste constant quelque soit le délai.

Il est important de noter que les deux photons incidents n'ont pas à pro-
venir d'une source commune, par exemple dans [17] les photons sont émis par
deux atomes piégés indépendamment. Il est en fait simplement plus pratique
d'utiliser un processus de création par paire pour la synchronisation d'arrivée
des photons sur la séparatrice.

Pour expliquer le phénomène, modélisons le problème de façon classique
puis quantique.

1.2.1.1 Classique

Classiquement on attend quatre scénarios et ce quelque soit le délai pré-
sentés sur la �gure 1.2 : 1) les deux photons se ré�échissent sur la lame, 2) les
deux photons sont transmis, 3) le premier est transmis et le second ré�échi et
4) le premier ré�échi et le second transmis. Les photons n'interagissant pas
ensemble, leurs comportements sont non corrélés et donc les quatre scéna-
rios sont equi-probables. Au �nal, quelque soit le délai d'arrivée des photons,
seul les scénarios 1) et 2) donnent des coïncidences en sortie de montage,
et ce donc une réalisation sur deux. La vision classique n'explique donc pas
l'évolution des coïncidences obtenue.
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1.2.1.2 Quantique

Pour comprendre ce résultat considérons deux cas extrémaux avec une
description quantique du phénomène :

Cas discernable Le délai temporel noté τ entre les deux photons implique
qu'ils arrivent vraiment séparés sur la séparatrice. La longueur temporelle du
paquet d'onde noté δT est donc tel que : τ >> δT 1. On se retrouve avec des
expériences decorrélées de photons percutant une séparatrice. Les photons à
la sortie se retrouvent à chaque fois dans une superposition d'état "ré�échi"
et "transmis" ce qui se traduit par 50% de chance d'être détecté dans chacun
des détecteurs de sortie, comme dans le cas classique. Le taux de coïncidence
aux ports de sortie est donc constant concernant une réalisation sur deux et
le taux de détection moyen à chaque port est égal à un.

Rien ne se passe ici car le décalage temporel entre les photons ne permet
pas de "mélanger" le comportement des photons en sortie. Du point de vue
d'un observateur aux ports de sortie on peut discerner le cheminement du
premier du second photon.

Expérimentalement on peut aussi réaliser cette discernabilité en annulant
l'intégrale de recouvrement des deux modes incidents sur la séparatrice ou
en changeant la polarisation d'un des photons.

Cas indiscernable Le délai temporel entre les photons s'annule. Les pho-
tons étant identiques il est alors impossible de discerner d'où proviennent les
photons lors de la mesure en sortie de la séparatrice. Dans une description
quantique l'état de sortie du système va donc réunir l'évolution des deux
photons simultanément. La matrice de passage de la séparatrice est notée Ŝ
[18], elle lie les opérateurs d'entrée â et b̂ aux sorties ĉ et d̂ (Fig. 1.2) comme :

Ŝ =
1√
2

(
1 1
−1 1

)
,

(
ĉ

d̂

)
= Ŝ

(
â

b̂

)
(1.1)

L'état initial est composé d'un photon dans chaque bras d'entrée : â†b̂† |0〉 =
|1a, 1b〉. En retournant (1.1), l'état de sortie s'écrit :

|Ψ〉out =
1

2

[
ĉ†ĉ† − d̂†d̂† + ĉ†d̂† − d̂†ĉ†

]
|0〉 (1.2)

=
1√
2

[|2c, 0d〉 − |0c, 2d〉] (1.3)

1. δT est relié à la largeur spectrale du photon δf et : δT = 1/δf
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Discernable Indiscernable

Figure 1.3 � Degrés de discernabilité entre les photons. A gauche, l'écart
temporel τ est grand devant la taille caractéristique de photons δT on peut
discerner les scénarios de l'expérience. A droite, l'écart temporel est nul les
photons se recouvrent, il y a indiscernabilité entre les photons. Au milieu,
τ ∼ δT cas intermédiaire de partiel discernabilité.

Les composantes de l'état de sortie correspondant aux scénarios 3) et 4)
de la �gure 1.2 (termes 1 et 2 de l'equation 1.2) sont de signe opposé. Les
scénarios 1) et 2) étant expérimentalement indiscernables ils s'annulent dans
l'état de sortie et seuls les scénarios 3) et 4) subsistent. Notez que cet e�et est
dû au caractère bosonique des particules considérées, pour des fermions c'est
l'e�et inverse qui se produit et les photons quittent la séparatrice toujours
séparés.

C'est un phénomène d'interférence à deux particules lié à l'indiscernabi-
lité entre les réalisations 1) et 2) de l'expérience. Au �nal les photons quittent
donc toujours la séparatrice ensemble ce qui explique l'annulation des coïn-
cidences en sortie de montage. Le taux de détection moyen à chaque port de
sortie reste quand à lui constant toujours égal à un, comme observé expéri-
mentalement.

Trou HOM En décalant légèrement la séparatrice de la position équili-
brée où les photons se recouvrent parfaitement, on se retrouve alors entre
les cas discernable et indiscernable précédents. Sur la �gure 1.3 les paquets
d'ondes temporels associés aux deux photons incidents sont représentés pour
di�érents délais a�n d'illustrer la possibilité d'un cas intermédiaire où les
photons sont partiellement discernable. Ces cas intermédiaires impliquent un
rétablissement partiel du nombre de coïncidences ce qui forme le trou HOM
de la �gure 1.1.

On montre [14, 19] que la forme du trou provient de la convolution tem-
porelle des paquets d'ondes incidents sur la séparatrice. Plus les photons sont
�ns spectralement, plus ils sont "longs" temporellement et plus le trou est
large et inversement. Au �nal la largeur du trou en déplacement de la sé-
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paratrice permet de remonter à la longueur caractéristique temporelle des
photons en divisant par la vitesse de la lumière.

Le modèle quantique complet explique donc le phénomène observé, là
où le modèle classique échoue. Il est maintenant intéressant de véri�er si ce
phénomène peut être expliqué par une description ondulatoire de la lumière,
c'est à dire par une vision de la première révolution quantique.

1.2.1.3 Pas d'explication ondulatoire

Comme on va le voir ici, le phénomène Hong-Ou-Mandel ne peut pas être
décrit par une description ondulatoire. Pour commencer, on écrit le champ
électrique associé à chacun des photons des modes d'entrée a et b :

εa =
√
I0e

iφa εb =
√
I0e

iφb (1.4)

où I0 est l'intensité lumineuse de chaque bras et φa et φb sont les phases des
deux faisceaux incidents.

En utilisant la matrice de passage (1.1), on peut ensuite calculer les
champs électriques puis les intensités en sortie de la séparatrice dans les
modes c et d :

Ic =

∣∣∣∣ 1√
2

[εa + εb]

∣∣∣∣2 = 2I0 cos2

[
φb − φa

2

]
(1.5)

Id =

∣∣∣∣ 1√
2

[−εa + εb]

∣∣∣∣2 = 2I0 sin2

[
φb − φa

2

]
(1.6)

les intensités attendues manifestent donc des franges en fonction de la di�é-
rence de phase des deux faisceaux. Cette di�érence de phase peut être variée
expérimentalement en déplaçant, par exemple, la séparatrice. A�n d'évaluer
les coïncidences on calcule le produit des intensité Ic et Id :

IcId = 4I2
0 cos2

[
φb − φa

2

]
sin2

[
φb − φa

2

]
= I2

0 sin2 [φb − φa] (1.7)

IcId = 0 pour φb − φa = 0 ou π[2π], donc il existe bien des situations où le
nombre de coïncidences s'annule entre les sorties de la séparatrice. Cependant
cela correspond toujours à un cas où l'intensité lumineuse d'un des modes c
ou d s'annule et expérimentalement ce n'est pas observé. Lors de la mesure
du trou HOM le taux de détection des deux voies de sortie individuellement
reste parfaitement constant.
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Finalement, on ne peut pas expliquer avec une modélisation ondulatoire
en même temps un trou dans le compte de coïncidences et un taux de détec-
tion individuel par voie de sortie constant.

En conclusion l'expérience HOM met en évidence un phénomène d'inter-
férence à deux particules qui dépasse toute interprétation en terme d'onde.
C'est une expérience d'entrée vers la seconde révolution quantique.

1.2.2 Inégalité de Bell

La seconde expérience fondatrice de la mécanique quantique contempo-
raine est la mise en évidence de l'intrication quantique avec la violation des
inégalités de Bell.

1.2.2.1 Présentation de l'intrication

L'intrication est une propriété qui lie le résultat de mesures sur deux
objets potentiellement séparés spatialement.

Pour �xer les idées, considérons l'émission de paires de billes en sens
opposé (comme sur Fig. 1.4), chacune des billes pouvant être "bleue" ou
"rouge". De plus leur interaction passée fait qu'elles sont toujours soit les
deux bleues soit les deux rouges. Du point de vue de la mécanique quan-
tique tant qu'une mesure de couleur n'a pas été réalisée sur une des billes,
chacune d'elle est dans une superposition des deux couleurs. Puis dès lors
qu'une mesure est réalisée sur une des billes on connait alors sa couleur et
donc instantanément le couleur de l'autre : on dit que l'état est projeté. Ce
lien à distance qui lie les couleurs des billes instantanément est l'intrication
quantique.

Ce comportement comporte des di�cultés d'interprétation qui seront pré-
sentées dans la partie suivante.

1.2.2.2 Action fantomatique et Incomplétude

L'expérience de pensée réalisée dans la partie précédente fait apparaitre
une action à distance instantanée entre les particules lors de la mesure. Les
particules communiquent et ce potentiellement plus rapidement que la vitesse
de la lumière. Cette action fantomatique comme la nomme Einstein semble
donc en contradiction avec la relativité. Bien que l'on montre que le lien entre
les particules ne peut pas être utilisé pour transporter de l'information car
le résultat de la première mesure est aléatoire et donc l'information trans-
portée est aussi aléatoire, la non-localité des comportements choque notre
conception de la physique.
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terprétation n'était qu'un problème philosophique. Cependant c'était sans
compter sur John Bell.

1.2.2.3 John Bell

John Bell montre en 1964 [21] une incompatibilité entre certains résul-
tats de la mécanique quantique et les théories à variables cachées. Peu de
temps après des expériences sont proposées [22] pour permettre de former
une quantité, appelé paramètre de Bell, mesurable qui exclut les théories à
variables cachées (locale) si il dépasse une certaine valeur, c'est à dire si l'in-
égalité de Bell est violée. Les problématiques d'interprétation de la mécanique
quantique deviennent alors adressables expérimentalement.

Dans la partie suivante une de ces expériences est présentée utilisant des
photons et leur polarisation. Il est important de noter qu'une expérience vi-
sant à la violation des inégalités de Bell peut être entreprise avec a priori
n'importe quelle particules et degré de liberté associé, deux exemples supplé-
mentaires seront discuté au chapitre 5 de ce manuscrit.

1.2.2.4 Une expérience de Bell

L'exemple choisie ici pour illustrer une expérience qui vise à violer les
inégalités de Bell est celui où on mesure la polarisation de deux photons émis
par paire d'une source commune. C'est le principe d'expérience des premiers
tests (concluants) des inégalités de Bell [23, 24, 25].

Considérons donc une source émettant des paires de photons dans des
directions opposées dans un état de polarisation intriquées du type :

|Ψ〉B =
1√
2

[
|H,H〉1,2 + |V, V 〉1,2

]
(1.8)

où H et V désignent respectivement la polarisation horizontale et verticale
du photon. Cet état est dit intriqué car la polarisation de chaque photon est
inconnue avant toute mesure, mais dès lors qu'un des photons est détecté
alors celui-ci choisit une polarisation et la polarisation de l'autre photon est
instantanément décidée, les mesures des propriétés de chaque photon sont
parfaitement corrélées. Mathématiquement l'intrication se manifeste par le
fait que l'état ne peut être factorisé en deux parties concernant chacune un
seul des photons. Il est appelé état de Bell ou maximalement intriqué car il
implique la violation la plus importante de l'inégalité de Bell (voir 1.2.2.6).

Les expériences historiques utilisaient les structures internes particulières
de certains atomes Calcium[23, 25] ou Mercure[24] pour forcer l'émission
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|B+〉 = sin(2θb) |H〉2 − cos(2θb) |V 〉2 (1.11)

|B−〉 = cos(2θb) |H〉2 + sin(2θb) |V 〉2 (1.12)

Maintenant les probabilités conjointes peuvent être calculées. Par exemple
la probabilité conjointe d'avoir une détection en A+ et B+ notée P++ est :

P++ = |〈A+, B+| |Ψ〉B|
2 (1.13)

=
1

2
[sin(2θa) sin(2θb) + cos(2θa) cos(2θb)]

2 (1.14)

=
1

2
cos2(2(θb − θa)) (1.15)

Les autres probabilités sont :

P++ = P−− =
1

2
cos2(2(θb − θa)) (1.16)

P+− = P−+ =
1

2
sin2(2(θb − θa)) (1.17)

Les probabilités conjointes oscillent en fonction des positions des lames
demi-onde. Par exemple, pour 2(θb−θa) = 0, π[2π] on a P++ = P−− = 1/2 et
P+− = P−+ = 0 ce qui signi�e qu'à toute itération de l'expérience les photons
sortent du même côté des cubes. Il y a ici accord parfait entre les mesures du
coté gauche et droit de l'expérience. Au contraire si 2(θb−θa) = π/2, 3π/2[2π]
alors P++ = P−− = 0 et P+− = P−+ = 1/2, les photons ne sortent jamais du
même coté des cubes. Il y a maintenant parfait désaccord entre les mesures
des deux côtés de l'expérience. Il existe aussi le cas intermédiaire où aucune
corrélation n'apparait entre les mesures de part et d'autre de l'expérience.

Pour quanti�er ce taux d'accord entre les mesures des deux cotés de
l'expérience on dé�nit le corrélateur EMQ qui est la somme des probabilités
d'accord sur les mesures (P++, P−−) retranché des probabilités de désaccord
(P−+, P+−) :

EMQ = P++ + P−− − P+− − P−+ = cos(4(θb − θa)) (1.18)

EMQ contient toute l'information sur les corrélations existant entre les me-
sures conjointes sur les deux photons. Le corrélateur évolue entre EMQ = −1
désignant une parfaite anti-corrélation entre les mesures de polarisation et
EMQ = 1 désignant cette fois une parfaite corrélation (Fig. 1.6).
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Finalement, le paramètre de Bell noté SMQ est formé en combinant quatre
mesures de corrélateur pour quatre choix d'angles des lames demi-onde :

SMQ = EMQ(θa, θb)− EMQ(θa, θ
′
b) + EMQ(θ′a, θb) + EMQ(θ′a, θ

′
b) (1.19)

En prenant les quatre angles 4 × [θa, θb, θ
′
a, θ
′
b] = [0, π/4, π/2, 3π/4], le

paramètre SMQ atteint sa valeur maximale égale à 2
√

2 :

SmaxMQ = cos(π/4)− cos(3π/4) + cos(−π/4) + cos(π/4) = 2
√

2 (1.20)

Dans la suite, le même développement est appliqué avec les théories à
variable cachée a�n de confronter les prédictions.

1.2.2.6 Limite des théories à variable cachée locale

Regardons maintenant comment décrire l'expérience en terme de théorie à
variable cachée locale. On va considérer qu'à chaque itération de l'expérience
les photons émis par paire emportent avec eux une variable cachée notée λ.
Cette variable possède une distribution de probabilité P (λ) non explicitée.
La normalisation de cette dernière implique :

∫
dλP (λ) = 1. Les photons

atteignent ensuite les systèmes de mesures, en fonction de la rotation de la
lame demi-onde et de la variable cachée chaque photon est soit transmis soit
ré�échi. On dé�nit ensuite les fonctions A et B qui contiennent tous les choix
des photons pour n'importe quelles positions des lames et variable cachée :

A(λ, θa) = ±1, B(λ, θb) = ±1 (1.21)

A(λ, θa) est égale à 1 si le photon �nit en A+ et −1 en A−. De même B(λ, θb)
est égale à 1 si le photon �nit en B+ et −1 en B−. Le modèle considéré est
bien local car les résultats de mesure en A ne sont pas corrélés à la position
de la lame demi-onde en B et vice versa.

Pour une variable cachée particulière λ0 le corrélateur précédemment dé-
�ni est ici : dE(λ0) = A(λ0, θa)×B(λ0, θb), égale à +1 si les photons �nissent
du même côté des cubes et −1 sinon. Et �nalement pour retrouver le corré-
lateur moyen EV C on intègre sur la distribution de probabilité de la variable
cachée soit :

EV C(θa, θb) =

∫
dλP (λ)A(λ, θa)×B(λ, θb) (1.22)
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A B
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∣∣∣∣
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On montre que la limite supérieure de 2 est atteinte en considérant, par
exemple, que la variable cachée est uniformément distribuée entre 0 et 2π et
que A = sign(cos[2(θa − λ)]) et B = sign(cos[2(θb − λ)]). Le corrélateur qui
en découle (1.22) est représenté sur la �gure 1.6.

Ces résultats sont en contradiction avec ceux de la mécanique quantique
de la partie précédente car le paramètre de Bell peut atteindre 2

√
2 pour un

choix particulier d'angles des lames demi-onde (1.20). Expérimentalement
l'interprétation des résultats en terme de théorie à variable cachée peut être
écartée si les prédictions de la mécanique quantique sont justes et que l'in-
égalité de Bell (1.27) est violée.

1.2.2.7 Résultats

Les résultats sont sans appel, les inégalités de Bell sont systématiquement
violées lorsque l'état émis est intriqué du type (1.8) et la mécanique quantique
décrit parfaitement les observations. Les théories à variable cachée locale ne
peuvent donc pas imiter les corrélations de mesures intrinsèques à un état
intriqué.

L'importance de ce résultat a poussé les expérimentateurs à monter des
expériences de plus en plus irréprochables pour éviter tout échappatoire,
c'est à dire des biais expérimentaux pouvant mener à des faux positifs de
violation. Une liste de ces échappatoires peut être trouvée ici [27]. En 2015
trois expériences ont réussi à écarter la quasi-totalité des échappatoires [28,
29, 30].

En conclusion, pour conserver la causalité nous devons abandonner la
localité de la nature, deux particules intriquées doivent être traitées dans
leur ensemble et une mesure sur l'une d'elle peut impliquer des changements
instantanés sur l'autre.

Si l'on tient à conserver une vision déterminisme de la nature comme
discutée en introduction du manuscrit, la violation des inégalités de Bell
implique que connaitre les propriétés locales de toutes les particules ne su�t
plus. Pour prévoir le futur il faut aussi connaitre les éventuels liens entre
particules acquis pendant leurs passés communs, mathématiquement décrit
par des variables cachées non-locales.

1.2.3 L'Optique quantique au 21ième siècle

Fort des résultats obtenus avec les photons, entre autres les deux expé-
riences présentées précédemment (HOM et Bell), le domaine de l'optique
quantique a vu un incroyable essor à partir des années 90. Une revue d'un
grand nombre de phénomènes d'optique quantique peut être trouvée dans

25



CHAPITRE 1. OPTIQUE ATOMIQUE QUANTIQUE

[31], de la gomme quantique à la téléportation quantique ou la cryptographie
quantique ... Un grand nombre de ces expériences sont de plein pied dans
la seconde révolution quantique discutée en introduction de ce chapitre où
l'on manipule directement les états quantiques pour se servir de leur proprié-
tés. Progressivement on voit même certaines expériences sortir du laboratoire
comme le premier réseau de communication [32] et la première connection
avec un satellite tout deux sécurisés par cryptographie quantique [33] réalisés
en Chine (méthode basée sur l'intrication quantique [34]).

Le fait que les photons interagissent peu avec l'air ambiant, puis que
certaines technologies utilisées pour leur manipulation avaient déjà été dé-
veloppées (miroirs, lentilles, plaques luminescentes) ont favorisé leur étude
dans les laboratoires à la �n du 20ième siècle. Cependant toutes ces expé-
riences ne sont a priori pas réservées aux photons. Et c'est pourquoi dans
la partie suivante, on s'intéressera à la possibilité de réaliser de nouveau ces
expériences d'optique quantique, en particulier HOM et Bell, en remplaçant
les photons par des atomes.

1.3 Optique atomique quantique

L'équipe Hélium*1 dont je fais parti entreprend des expériences d'optique
quantique en remplaçant les photons par des atomes, appelées expériences
d'optique atomique quantique. Dans cette partie, les motivations d'un tel
projet ainsi que deux avancées technologiques majeures permettant d'envi-
sager ce genre d'expériences à l'heure actuelle sont présentés.

1.3.1 Motivations

La première motivation est simplement la véri�cation des prédictions de
la mécanique quantique, consolider nos connaissances en prouvant que l'on
peut contrôler assez �nement l'expérience pour réaliser par exemple une in-
terférences à deux particules ou de l'intrication avec des atomes. Les atomes
interagissant énormément avec l'environnement (champs électrique, magné-
tique, autres atomes ..) les e�ets �ns de la mécanique quantique comme ceux
décrits dans les parties précédentes sont souvent gommés et di�cilement ob-
servables.

La seconde motivation réside dans l'avancée des expériences quantiques
utilisant des particules massives. En e�et, il serait intéressant d'étudier la
robustesse d'e�et comme l'intrication lorsque les objets considérés sont sous
l'in�uence de la gravité [5] a�n de toucher du doigt l'interface entre méca-
nique quantique et gravitation. Bien que les expériences présentées dans ce

26



CHAPITRE 1. OPTIQUE ATOMIQUE QUANTIQUE

manuscrit soient très loin des régimes d'intérêt pour invalider des théories de
gravité quantique elles ouvrent une voie d'étude.

1.3.2 Deux avancées technologiques

Décrivons à présent deux avancées technologiques récentes très intéres-
santes pour entreprendre des expériences d'optique atomique quantique.

La première est le détecteur d'atome unique, en e�et celui-ci permet le
comptage de coïncidences nécessaire à la réalisation des deux expériences
présentées au 1.2. La méthode la plus commune pour réaliser du comptage
d'atome unique est le microscope optique [35], après avoir réalisée l'expérience
voulue les atomes sont �gés dans un réseau très profond et on observe ensuite
leur �uorescence, notez que cette méthode nécessite d'approcher de très près
le nuage a�n de collecter un maximum de photon ce qui est contraignant
expérimentalement. Nous présentons dans la partie 1.3.2.1 une méthode dif-
férente réservée aux atomes métastables basée sur une détection électronique
après temps de vol, permettant une reconstruction des vitesses atomiques
en trois dimensions. Le comptage d'atome unique est très pratique expé-
rimentalement mais notez qu'il n'est pas indispensable à la mise en place
d'expériences d'optique atomique quantique de manière générale, voir par
exemple les travaux de Philipp Treutlein sur les corrélations de Bell [36].

La seconde avancée technologique est la création de sources atomiques
condensées en laboratoire. De telles sources permettent de former une col-
lection dense 2 d'atomes dans le même état quantique. Le premier avantage
est le renforcement des e�ets non-linéaires lorsque le nuage est dense ce qui
intervient par exemple dans le processus de création de paires (voir chapitre
2). Deuxièmement la distribution de vitesses d'une telle source devient très
piquée autour de zéro et cela simpli�e la manipulation du nuage (piégeage
et détection). Finalement les e�ets parasites dûs à la température du nuage
deviennent négligeables devant les e�ets quantiques.

Dans la suite les mises en ÷uvre dans le laboratoire du détecteur d'atome
unique d'une part et de la source atomique condensée d'autre part sont dis-
cutés.

1.3.2.1 Galette à micro-canaux et Hélium métastable

L'équipe utilise de l'Hélium 4 dans son état excité métastable 23S1 (∼=
8000 s de temps de vie [37]) car en plus d'être manipulable optiquement à la
longueur d'onde 1083 nm cet état a une énergie interne de 19.8 eV (Annexe

2. Les travaux décrits dans cette thèse implique une densité d'environ 5 1018m−3,
situation vraiment dilué par rapport aux cristaux solides ∼= 1029m−3.
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X =
1

2
(tx1 − tx2)× v (1.28)

Y =
1

2
(ty1 − ty2)× v (1.29)

T = tx1 + tx2 −
L

v
= ty1 + ty2 −

L

v
(1.30)

La vitesse de propagation des impulsions électriques dans les �ls est d'envi-
ron 1× 108m/s, cependant sur la galette les lignes sont bobinées pour passer
sous tous les canaux, ainsi dans (1.28-30) c'est la vitesse e�ective de propa-
gation du signal v qui est utilisée, égale à 1.05 106m/s [40]. L correspond à
la longueur de la ligne égale à environ 7cm.

Dans des conditions de bas �ux (< 105at/cm2/s) ce qui est le cas dans les
expériences décrites aux chapitre 4 et 5, la détection est e�cace, le rendement
quantique globale de la chaine de détection s'élevant à η = 25(5)% environ.
La détectivité n'a jamais été mesurée directement, cependant des expériences
récentes semblent converger vers la valeur de 25% (voir [41] pour les détails).
A haut �ux, la détectivité baisse à cause du temps mort des canaux après une
avalanche, du recouvrement des impulsions électriques et de la saturation de
l'électronique.

La galette de micro-canaux est placée dans notre cas 46cm en dessous de
la zone d'expérience d'un volume d'un 1 mm3 environ. La détection se fait
après une chute libre d'environ 300 ms. Dans cette con�guration de champ
lointain, la position initiale des atomes n'intervient plus et la position et
le temps d'impact des atomes sur la galette re�ètent seulement leur vitesse
initiale.

En notant H la hauteur du MCP, le temps d'arrivée d'un atome de vitesse
initiale nulle est : T0 =

√
2H/g = 306ms. En résolvant le principe fondamen-

tal de la dynamique à trois dimensions, on trouve la relation entre la vitesse
initiale d'un atome (vx0 , vy0 , vz0) et sa position et temps d'impact (X, Y, T )
(1.28-30) :

vx0 =
X

T
(1.31)

vy0 =
Y

T
(1.32)

vz0 =
g

2

[
T 2 − T 2

0

T

]
∼= gδT (1.33)

Pour vz0 , le développement limité pour un temps proche de T0, T = T0 + δT
a été fait pour montrer la proportionnalité du décalage temporel avec la
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Figure 1.8 � Reconstruction en trois dimensions de la distribution initiale
d'impulsion (~k = mv). Chaque point sur le graphe est un atome. Image
tirée de [43], seconde équipe travaillant avec l'Hélium métastable à l'institut.

vitesse initiale longitudinale. Toute l'analyse de ce manuscrit est donc faite
dans l'espace des vitesses (ou impulsions reliées par ~k = mv). Sur la �gure
1.8 est représentée un exemple de reconstruction à trois dimensions dans
l'espace des impulsions.

La précision de mesure des vitesses initiales est de 1.3 10−3m/s (soit
1.4 10−2vrec, voir Annexe A) transversalement limitée par l'électronique et
de 4.6 10−4m/s (soit 5 10−3vrec) longitudinalement limitée par la géométrie
des canaux, voir [42].

Au �nal, l'utilisation conjuguée d'atomes d'Hélium métastable et d'un
détecteur à micro-canaux permet la détection d'atome unique avec un bon
rendement (25(5)%) et précision (mm/s↔ 10−2vrec). On peut alors envisager
de faire des expériences d'optique atomique quantique qui requièrent par
exemple la mesure de coïncidences de détections. Il est important de noter
que tous les impacts d'atomes sont enregistrés, ainsi on peut donc analyser
plusieurs fois et de manières di�érentes les données comme c'est le cas pour
les expériences des chapitres 4 et 5 de ce manuscrit.
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1.3.2.2 Source cohérente atomique

Le second élément très intéressant pour commencer une expérience d'op-
tique atomique quantique est une source condensée atomique dont les avan-
tages sont décrits en introduction de section.

En 1925, Einstein prévoit à la suite des travaux de Bose une transition de
phase pour des bosons sans interaction en dessous d'une certaine tempéra-
ture. Il prédit que l'état fondamental du système est alors peuplé de manière
macroscopique, c'est la condensation de Bose-Einstein.

Pour décrire le seuil de condensation, dé�nissons la longueur d'onde de
Broglie λdB, la taille de l'onde de probabilité associée à une particule massive
de masse m et température T :

λdB =

√
2π~2

mkBT
(1.34)

La condensation de Bose-Einstein intervient dès lors que la longueur
d'onde de Broglie est de l'ordre de l'intervalle moyen entre particules. Les on-
dellettes associées aux particules se rencontrent et condensent en une unique
onde. Plus précisémment le seuil est [44] :

nλ3
dB ≥ 2.61 (1.35)

où n est la densité du nuage.
Au delà du seuil (1.35), la densité dans l'espace des impulsions des atomes

du nuage devient très piquée autour de l'impulsion nulle. Le condensat de
Bose-Einstein peut alors être rapproché du laser en optique où tous les pho-
tons partagent le même mode. Notez que les deux systèmes sont légèrement
di�érents, car les particules n'ont pas la même relation de dispersion, les
atomes interagissent entre eux à l'inverse des photons 3 et les systèmes ato-
miques possèdent un potentiel chimique car le nombre d'atome est une quan-
tité conservée.

Les premières productions de condensat sont réalisées en 1995 avec du
Rubidium [45] et Sodium [46]. A présent un grand nombre d'atomes peuvent
être condensé en laboratoire. Nous utilisons au laboratoire Charles Fabry
l'Hélium 4 (Annexe A) dont la première condensation a été enregistrée en
2001 [47, 48] simultanément à l'Institut d'Optique et l'ENS. Les étapes me-
nant à la condensation sont rappelées brièvement à la section 2.6.1 et leur
description détaillée peut être trouvée dans les manuscrits de thèses suivants
[49, 50, 41].

3. Cas particulier des résonances de Feshbach qui peuvent annuler les interactions.
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Figure 1.9 � Distribution des vitesses atomiques dans le condensat projeté
sur l'axe vertical. Il y a accumulation des atomes dans l'état fondamental du
piège, la distribution est très piquée sur la vitesse nulle.

Sur la �gure 1.9 est représentée la distribution de vitesse longitudinale
d'un condensat réalisé quotidiennement sur l'expérience. La distribution est
piquée sur zéro et de forme non gaussienne : c'est la signature d'un conden-
sat de Bose-Einstein [44]. Celui-ci est composé de 4− 7.104 atomes d'Hélium
métastable et est produit environ toutes les 30 s. La fraction condensée com-
pose 95% du nuage et la température de la fraction thermique résiduelle est
évaluée à 300 nK.

Finalement l'utilisation conjuguée de nuage froid d'atomes d'Hélium mé-
tastables et d'une détection électronique semble constituer un point de départ
très intéressant vers la réalisation d'expériences d'optique atomique quan-
tique.

1.4 Conclusion

En résumé nous avons présenté dans le premier chapitre de ce manuscrit
premièrement une brève introduction de la création de la mécanique quan-
tique en dégageant deux strates dans sa compréhension et sa mise en pratique
que sont la première et seconde révolution quantique. Ensuite nous avons mis
en avant deux de ses aspects les plus surprenants, une interférence à deux
particules et l'intrication à travers deux expériences historiques : l'expérience
Hong-Ou-Mandel et la violation des inégalités de Bell. Nous avons décrit les
motivations d'une réalisation de ces expériences avec des atomes et présenté
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deux avancées technologiques récentes permettant leur mise en ÷uvre.
Dans la suite du manuscrit les di�érentes étapes vers la réalisations de ces

expériences sont décrites pas à pas. Le chapitre suivant traite de la création
de paires atomiques qui comme l'a montré ce chapitre est nécessaire lorsque
l'on souhaite e�ectuer des expériences d'optique atomique quantique.

� Les expériences d'Hong-Ou-Mandel [14] et les violations de inéga-
lités de Bell [16] sont deux expériences clefs dans la compréhension
contemporaine de la mécanique quantique.

� Notre équipe souhaite réaliser de telles expériences avec des
atomes, en particulier des atomes d'Hélium 4 métastables.

� L'utilisation d'une détection électronique d'atome unique et la réa-
lisation de condensat d'Hélium en laboratoire ouvrent la voie à ce
genre d'expériences.

Résumé Chapitre 1
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Chapitre 2

Création de Paires Atomiques

Comme le montre les deux expériences historiques présentées dans le cha-
pitre précédent, pour faire de l'optique quantique atomique il est souvent
requis d'avoir une source de paires atomiques à sa disposition 1.

Pour y parvenir di�érentes méthodes ont été développées dans la com-
munauté des atomes froids durant les quinze dernières années. Les premières
s'intéressent à des mélanges de spin, dans ces expériences un ensemble de
spin peut être placé dans un état compressé manifestant de fortes proprié-
tés quantiques [51, 52, 53]. Ensuite il y a les sources émettant des paires
d'atomes d'impulsions di�érentes, c'est celles-ci qui nous intéressent car elles
permettent de réaliser des schémas interférométriques en espace libre. Il est
possible d'utiliser, par exemple, la dissociation de molécules [54] ou une exci-
tation paramétrique d'un condensat d'atomes [55, 56, 57]. Dans ce but, notre
équipe a d'abord développé entre 2006 et 2012 une première source basée sur
la collision de deux condensats. Celle-ci a permis, en particulier, la violation
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec des ondes de matières [58, 59]. Notez
que cette méthode est toujours utilisée avec succès, en Australie [60, 61] et en
Autriche [62]. Depuis 2013, la source de paires utilisée sur notre expérience
est basée sur une instabilité dynamique du condensat chargé dans un réseau
optique [63].

Bien que son fonctionnement ait déjà été discuté dans les thèses de mes
prédécesseurs [64, 42, 41, 50] on présentera ici une nouvelle modélisation dont
le principal atout par rapport aux précédentes est d'être analytique.

Avant tout, comme la technique d'instabilité dynamique est très proche
dans son formalisme de la création de paires par conversion paramétrique
en optique cette méthode sera présentées en premier. Puis les hypothèses et
développements théoriques permettant la compréhension du processus avec

1. notez que pour HOM, il n'est pas impératif de produire des paires, c'est seulement
plus pratique [17].
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les atomes seront décrits pas à pas. Finalement, les résultats théoriques seront
confrontés aux observations expérimentales.

2.1 Introduction : Conversion paramétrique en
optique

Commençons par présenter un exemple commun de création de paires en
optique a�n d'extraire les points clefs d'une émission de paires.

A la �n des années 80, des expérimentateurs comme Rupamanjari Ghosh
et Leonard Mandel vont utiliser les propriétés non-linéaires d'un cristal de
LiIO3 pour créer une paire de photons de même polarisation à partir d'un
photon de pompe [65], ce processus est appelé la conversion paramétrique
descendante spontanée de type I. A présent, de nombreux cristaux ont été
développés et ce type de conversion de photon est très largement utilisé.

Dans le processus de conversion paramétrique un photon de pompe de
pulsation ωp et vecteur d'onde kp peut spontanément se séparer dans un
cristal biréfringent en deux photons appelés "signal" (ωs, ks) et "passif" 2

(ωi, ki). On utilisera le même vocabulaire pour les paires atomiques. Pour
le processus dit de type I 3 le photon de pompe a une polarisation selon
l'axe ordinaire du cristal d'indice no(ωp) et les photons produits selon l'axe
extraordinaire d'indice ne(ωs,i).

Premièrement, pour que le processus se produise il faut conservation de
l'énergie et de l'impulsion, ces dernières s'écrivent :

~ωp = ~ωs + ~ωi (2.1)

kp = ks + ki (2.2)

où |kp| = noωp/c, |ks| = neωs/c et |ki| = neωi/c. C'est la résolution du
système (2.1-2) qui dé�nit les longueurs d'onde et les directions d'émission
des photons. En considérant seulement le cas d'émission dégénéré : ωs = ωi
et donc ωp = 2ωs, on trouve que l'angle θ entre les directions d'émission
des photons signaux et passifs est donné par cos(θ/2) = no(2ωs)/ne(ωs).
L'émission se fait donc par paires de photons sur un cône d'angle au sommet
θ.

Deuxièmement, on montre [66] que le cristal doit manifester une ré-
ponse non-linéaire par rapport au champ excitateur pour autoriser l'émission

2. Ce processus permet, par exemple, le changement de longueur d'onde d'un photon
si seul le photon signal est conservé après le cristal, c'est pourquoi le deuxième photon est
appelé passif. Dans notre cas les deux photons produits sont conservés.

3. Pour le type II les photons émis ont des polarisations perpendiculaires, cas non traité
ici.
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des paires de photons. La polarisation du milieu ne doit pas être simple-
ment proportionnel au champ électrique incident mais au carré de celui-ci :
P = ε0χ

(1)Einc + ε0χ
(2)E2

inc. L'hamiltonien décrivant le processus de création
est �nalement proportionnel au paramètre de non-linéarité χ(2) du cristal et
s'écrit :

ĤNL = ~κ[â0â
†
1â
†
2 + â†0â1â2] (2.3)

où â†0, â
†
1 et â†2 sont les opérateurs créations des photons pompes, signaux

et passifs (conservant énergie et impulsion lors du processus) et κ est une
constante proportionnelle au paramètre de non-linéarité χ(2). Il est donc pos-
sible de convertir un photon de pompe en une paire de photon signal et passif
par le terme "â0â

†
1â
†
2" ainsi que l'inverse par "â†0â1â2" si χ2 6= 0.

Au �nal à travers cet exemple historique, on voit apparaitre deux points
importants pour la création de paires spontanée dans un milieu : le processus
visé doit conserver énergie et impulsion et des non-linéarités doivent exister
dans le système.

2.2 Éléments de base de la création de paires

Comme on l'a vu dans la partie précédente avec les photons pour qu'un
processus de création de paires se manifeste il faut des non-linéarités et que le
processus visé conserve énergie et impulsion. Nous verrons qu'un condensat
d'atomes possède intrinsèquement les non-linéarités mais que qu'aucun pro-
cessus d'émission de paires ne peut conserver énergie et impulsion en espace
libre ce qui contraint à changer la relation de dispersion des atomes.

2.2.1 Non-linéarités : Interactions entre atomes

Dans un nuage atomique bosonique dans le régime de dégénérescence
quantique (condensat), l'entièreté des interactions entre atomes peut être
modélisée par une seule constante de couplage g = 4π~2a

m
où intervient la

longueur de di�usion en onde 's' a et la masse de l'atome m. Le système est
alors gouvernée par l'Hamiltonien [44] :

Ĥ =

∫
drΨ̂†

[
−~2∇2

2m
+ V (r, t)

]
Ψ̂ +

g

2

∫
dr Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂Ψ̂ (2.4)

où V (r, t) est le potentiel extérieur de piégeage qui dépend à priori du temps
et de l'espace. Le premier terme correspond à l'énergie cinétique, le deuxième
à l'énergie potentielle et le dernier est dû aux interactions entre atomes.
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Pour véri�er si la collision de deux atomes est possible on va réinjec-
ter dans l'équation (2.4) une solution du type : Ψ̂(r) = Ψ0(r)â0 + Ψ1(r)â1 +
Ψ2(r)â2, où l'opérateur champ est décomposé en trois composantes désignant
des modes atomiques orthogonaux. La première composante est le mode des
atomes du BEC appelé mode "pompe", la seconde et troisième correspondent
à deux modes d'émission atomique appelés "signal" et "passif", les noms fai-
sant référence à l'exemple d'optique précédent (2.1). Les énergies potentielle
et cinétique associées à chaque mode ne sont pour l'instant pas explicitées et
seulement notées E0, E1 et E2.

L'hamiltonien (2.4) devient :

Ĥ = E0â
†
0â0 + E1â

†
1â1 + E2â

†
2â2 (2.5)

+
g

2

∫
dr |Ψ0(r)|4 â†0â

†
0â0â0 (2.6)

+
g

2

∫
dr |Ψ1(r)|4 â†1â

†
1â1â1 +

g

2

∫
dr |Ψ2(r)|4 â†2â

†
2â2â2 (2.7)

+ 2g

∫
dr |Ψ0(r)|2 |Ψ1(r)|2 â†0â0â

†
1â1 (2.8)

+ 2g

∫
dr |Ψ0(r)|2 |Ψ2(r)|2 â†0â0â

†
2â2 (2.9)

+ 2g

∫
dr |Ψ1(r)|2 |Ψ2(r)|2 â†1â1â

†
2â2 (2.10)

+ g

∫
drΨ0(r)2Ψ∗1(r)Ψ∗2(r)â0â0â

†
1â
†
2 (2.11)

+ g

∫
drΨ∗0(r)2Ψ1(r)Ψ2(r)â†0â

†
0â1â2 (2.12)

+ ... (2.13)

Dans la décomposition on retrouve les composantes d'énergie cinétiques et
potentielles (2.5), puis toutes les interactions possibles entre les trois modes
(2.6 - 10). En�n (2.11) traduit la possibilités que deux atomes de la pompe
colissionnent pour donner un atome dans le mode "signal" et un dans le mode
"passif" et (2.12) décrit le processus inverse. Tous les autres termes (2.13) de
la décomposition ne peuvent pas véri�er la conservation de l'impulsion et de
l'énergie et ne sont donc pas considérés.

L'hamiltonien complet comporte donc bien un terme du type (2.3) à l'ex-
ception que deux atomes du condensat sont nécessaires pour émettre une
paire (â2

0â
†
1â
†
2) par conservation du nombre d'atomes alors qu'un seul photon
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peut su�re en optique comme dans (2.3) 4. Les interactions entre atomes
produisent donc la non-linéarité nécessaire à la création de paires.

Analysons maintenant la conservation de l'énergie et de l'impulsion d'un
processus de création de paires a�n de préciser les conditions d'émission.

2.2.2 Conservation de l'énergie et de l'impulsion

Considérons deux atomes du BEC à l'impulsion k0 dans le référentiel du
laboratoire, k0 pouvant être non nul dans le cas, par exemple, d'un transfert
d'impulsion type "Bragg" (Chapitre 3). On note k1 et k2 les impulsions de
deux atomes signal et passif potentiellement émis par paires. La première
relation que les atomes doivent respecter est la conservation de l'impulsion
donnée par :

2k0 = k1 + k2 (2.14)

Ensuite le processus doit conserver l'énergie, pour cela la relation de dis-
persion des atomes doit être précisée. Le BEC est considéré en espace libre
avec l'énergie d'interaction entre atomes négligeable devant l'énergie ciné-
tique 5. L'énergie d'un atome à l'impulsion k s'écrit : E(k) = ~2k2/2m et la
conservation de l'énergie est donnée par :

2
~2k2

0

2m
=

~2k2
1

2m
+

~2k2
2

2m
(2.15)

En plaçant le référentiel sur un atome à k0, on dé�nit ∆k1 = k1 − k0 et
∆k2 = k2−k0. (2.14) donne ∆k1 = −∆k2 ce qui correspond à une émission
avec impulsions opposées. En réinjectant dans (2.15), on trouve �nalement :

∆k1 = −∆k2 = ~0 (2.16)

Les équations de conservation de l'énergie et de l'impulsion en espace
libre n'autorise donc que le processus trivial : deux atomes à k0 donne deux
atomes à k0. Cela vient du fait que la relation de dispersion E(k) = ~2k2/2m
est une fonction convexe ; on ne peut pas aligner les trois points M0 =
[k0, E(k0)],M1 = [k1, E(k2)] et M2 = [k2, E(k2)] sur une droite avec M0

au centre du segment [M1,M2] qui permetrait la conservation de l'impulsion

4. Notez que le processus créant deux photons à partir de deux autres photons existent
aussi en optique.

5. L'e�et des interactions sera pris en compte au premier ordre dans la suite en intro-
duisant un e�et de champ moyen, voir 2.3.3
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et de l'énergie simultanément. Notons cependant que si la pompe n'est pas
dégénérée comme c'est le cas lors de la collision de deux BEC [58] alors un
processus de création de paire est quand même possible.

A�n de "tordre" la relation de dispersion, une solution est d'utiliser un
réseau. Dans la partie suivante on montrera que l'application d'un potentiel
périodique permet de rendre périodique l'énergie des atomes en fonction de
l'impulsion (la quasi-impulsion en fait voir 2.3.1.2) ce qui va autoriser la
création de paire avec pompe dégénérée.

En conclusion, les condensats contiennent de façon intrinsèque les non-
linéarités menant à l'émission de paires, cependant on est contraint de chan-
ger la relation de dispersion des atomes pour que le processus se produise.

2.3 Formalisme

Dans cette partie on développera le formalisme permettant l'émission de
paires atomiques à partir d'un condensat soumis à une réseau optique. Ce
processus est appelé dans la littérature émission par instabilité dynamique 6.

De premières études théoriques [67, 68, 69] ont été réalisées au début des
années 2000 a�n d'expliquer les pertes observées dans les nuages atomique
soumis à un réseau optique en mouvement [70, 71], qui ont mis en évidence
l'existence d'instabilités dynamiques. Ensuite il a été montré théoriquement
[72] et expérimentalement [73] que le mécanisme associé aux pertes s'e�ec-
tuait en fait par paires.

Finalement, une étude approfondie théorique et expérimentale a été mise
en oeuvre dans l'équipe qui est reportée dans la thèse de Jocelin Ruandel
(ancien collègue 2010-2013) [42], des détails supplémentaires sont présentés
par Marie Bonneau [64], Raphaël Lopes [41] et Almazbek Imanaliev [50]
dans leur thèse respective. Les calculs numériques de Jocelin sont inspirés
des références [67, 69, 74] et ont permis d'expliquer avec succès les vitesses
des maxima de densités observées [63], les e�ets de profondeur du réseau
ainsi que les e�ets de saturation du gain du processus. Cependant, les pro�ls
de densité n'étaient pas encore parfaitement décrits et les corrélations entre
atomes attendues non accessibles. Ainsi j'ai travaillé à un nouveau modèle
venant appuyer les simulations dont le principal atout est d'être pratiquement
analytique.

Les di�érences d'hypothèses entre les deux travaux sont résumées dans le
tableaux ci-dessous et seront rappelées au fur et à mesure.

6. Par opposition à une instabilité énergétique (ou de Landau) qu'il existe lorsque le
condensat interagit avec une impureté à une vitesse plus rapide que la vitesse du son dans
ce dernier, voir [67] pour plus de détails et références
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Hypothèses Jocelin et al. [42] Ce travail
Condensat Onde plane in�nie Uniforme taille �nie
Profondeur
du réseau

Profondeur quelconque Faible profondeur

Évolution
temporelle

Oui Temps court

E�et des
interactions

Exact Approché en
considérant les

interactions faibles

Les di�érences dans les observables accessibles sont :

Observables Jocelin et al. [42] Ce travail
Densité Oui Oui

Corrélations Non Oui

Ainsi, au détriment de la prise en compte exacte des interactions entre
atomes, de la profondeur du réseau et de la dynamique à long terme on peut
introduire les e�ets de taille �nie du condensat et avoir accès aux corrélations
entre atomes. Le condensat sera considéré uniforme, cela ne représente pas
�dèlement la forme du condensat (pro�l Thomas-Fermi voir [44]), cependant
cela va permettre une résolution analytique en introduisant tout de même
les e�ets de taille �nie. Les deux approches sont complémentaires et leurs
di�érences et points communs seront discutés dans la suite.

Les éléments de base du modèle développés dans les paragraphes suivants
sont, en premier la structure des niveaux d'énergie en présence d'un réseau
optique, puis le calcul des intégrales de recouvrement apparaissant dans l'ha-
miltonien (2.5-12) et en�n la prise en compte des interactions par correction
de champ moyen.

2.3.1 Condensat dans un réseau 1D

A�n de modi�er la relation de dispersion des atomes pour autoriser le
processus de création de paire, un réseau optique est appliqué sur les atomes.

Dans un premier temps, le potentiel ressenti par les atomes en présence
d'un réseau optique sera décrit, puis pour montrer comment un tel réseau
peut drastiquement changer la relation de dispersion les états d'énergie des
atomes seront calculés. Finalement cela permettra de prédire les fonctions
d'ondes des atomes qui seront utilisées dans la suite du développement.
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2.3.1.1 Potentiel induit par réseau optique

En allumant deux lasers de même polarisation avec un angle θ, sans bruit
de phase et désaccordés en pulsation de δ = ωi− ωj, un pro�l d'intensité est
créé sur les atomes (Fig. 2.15). Ce pro�l est de la forme :

I(z) = 4I0 sin2

(
kresz −

δ

2
t

)
(2.17)

avec, I0 l'intensité des lasers (supposée égale) et kres = sin(θ/2)2π/λres le
vecteur d'onde du réseau. Ce réseau est en mouvement par rapport au réfé-
rentiel du laboratoire, vers les z positifs si δ > 0 et inversement si δ < 0. La
vitesse du réseau s'extrait de (2.17) et :

vres =
δ

2kres
(2.18)

Le pro�l d'intensité produit un potentiel dipolaire ressentit par les atomes
[44] et vaut :

Vres(z) =
~Γ2I(z)d2

8Isat∆
(2.19)

avec, Γ−1 le temps de vie de l'état excité, d l'élément de dipôle de la tran-
sition 7, Isat l'intensité de saturation de la transition et ∆ le désaccord des
laser par rapport à la transition. Le réseau est produit avec des lasers à
λres = 1064nm, la transition la plus proche étant à λ0 = 1083nm, ainsi
∆ = c

(
2π
λ0
− 2π

λres

)
= −2π × 5THz <0 et le potentiel est donc répulsif aux

maxima d'intensité. Dans son référentiel en mouvement le potentiel est :

Vres(z) = V0 sin2 (kresz) , V0 =
~Γ2I0d

2

2Isat∆
(2.20)

Ce problème fait intervenir une échelle naturelle d'énergie, d'impulsion et
de vitesse : Eres = ~2k2

res/2m, ~kres et vres = ~kres/m. Sur l'expérience
l'angle entre les faisceaux laser du réseau est de θ = 166◦ ainsi kres =
5.86 106m−1. Cette valeur est très proche de l'impulsion transférée à un atome
lors de l'absorption d'un photon à sa fréquence de transition krec = 2π/λ0 =
5.80 106m−1. Ainsi, lors de l'analyse des données kres et krec sont souvent
confondus (voir Annexe B pour le résumé des propriétés du réseau de créa-
tion de paire).

7. En général on doit sommer toutes les transitions accessibles : d2

∆ =
∑
i6=j

d2
ij

∆ij
.
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2.3.1.2 Structure de bande

Dans cette partie, la structure de bande d'énergie induite par la présence
du réseau est décrite. L'énergie d'interaction entre atomes est négligée dans
le calcul suivant. La simulation exact de Jocelin montre [42](p.71) que cette
approximation est raisonnable car elle permet de décrire avec précision les
vitesses des maxima d'émission si on applique a posteriori une correction de
champ moyen (voir 2.3.3).

Le développement suivant est décrit en détail dans le cours du collège de
France de Jean Dalibard de 2014 [75].

A partir de l'hamiltonien (2.4) (sans interactions g = 0), on réinjecte la
fonction d'onde d'un atome φ(z) du nuage et l'énergie moyenne s'écrit :

〈E〉 = N0

∫
dz

[
− ~2

2m
∇2 |φ(z)|2 + Vres(z) |φ(z)|2

]
(2.21)

On cherche ensuite à minimiser (2.21) tout en gardant la fonction d'onde
normalisée :

∫
dz |φ(z)|2 = 1. La fonction de Lagrange associée à ce problème

de minimisation est donc :

L = 〈E〉 − λ
∫
dz |φ(z)|2 (2.22)

=

∫
dzN0

[
− ~2

2m
∇2 |φ(z)|2 + Vres(z) |φ(z)|2 − λ |φ(z)|2

]
(2.23)

avec λ un multiplicateur de Lagrange. La dérivée de (2.23) par φ∗ est nulle
lorsque L est minimum, ce qui donne l'équation de Schrödinger sans interac-
tion :

− ~2

2m

∂2φ(z)

∂z2
+ V0 sin2(kresz)φ(z) = λφ(z) (2.24)

Le multiplicateur de Lagrange λ est en fait le potentiel chimique, et
comme ici on néglige les interactions il est égal à l'énergie par atome no-
tée E [44].

Comme le potentiel est périodique, par le théorème de Bloch , les solutions
sont de la forme :

φq(z) = eiqzuq(z) (2.25)
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Figure 2.1 � Bandes d'énergie. Énergies d'un atome en fonction de sa quasi-
impulsion dans un réseau de profondeur 1 ×Eres calculées à partir des équa-
tions (2.29). Seules les trois premières bandes sont représentées.

où uq(z) est une fonction de période a = π/kres (comme le potentiel). De
plus φq+2kres(z) = φq(z), l'étude peut donc être restreinte à la première zone
de Brillouin, q ∈ [−kres, kres]. La variable q ressemble à une impulsion, elle
est nommée quasi-impulsion.

En injectant la transformée de Fourier discrète de uq(z) dans (2.25), φq(z)
devient :

φq(z) =
∑
j∈Z

Cj(q)e
iz(q+2πj/a) (2.26)

où les coe�cients Cj sont les composantes de la transformée.
En réinjectant la solution de forme (2.26) dans l'équation de Schrödinger

(2.24), on forme une in�nité d'équations couplées :

E(q)φq(z) = − ~2

2m

∂2φq(z)

∂z2
+ V0 sin2(kresz)φq(z) (2.27)

= − ~2

2m

∂2φq(z)

∂z2
+
V0

4

[
2− e2ikresz − e−2ikresz

]
φq(z) (2.28)

Et donc, ∀j ∈ Z et q ∈ [−kres, kres] :

E(q)

Eres
Cj =

[(
q

kres
+ 2j

)2

+
V0

2Eres

]
Cj −

V0

4Eres
[Cj−1 + Cj+1] (2.29)
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Figure 2.3 � Bande fondamentale et coe�cients de décomposition en ondes
planes. Colonne de gauche : Énergie E[Eres] de la bande fondamentale en
fonction de la quasi-impulsion q[kres]. Colonne de droite coe�cients Cj de la
décomposition (2.26) calculé à partir des équations (2.29) pour q = 0.25qres.
Le tout pour trois profondeurs de réseau : ligne 1 : 0.45, ligne 2 : 2.5 et ligne
3 : 10 Eres.

se restreint ici à la bande fondamentale.
Les termes de la décomposition en ondes planes des modes 0,1 et 2 interve-

nant dans (2.26) sont représentés sur la �gure 2.3 . Pour les réseaux profonds
la décomposition en Cj comporte beaucoup de termes, cela se traduisant
par une modulation de la densité selon z. A l'inverse, lorsque le réseau est
peu profond les fonctions d'onde n'ont qu'une composante non négligeable
(j = 0). La modulation de la densité est alors très légère (Fig. 2.4), environ
10% pour une profondeur de réseau Vres = 0.45Eres typique de l'expérience.

Jocelin montre [42](p72-73) que la modulation de la fonction d'onde en-
traine l'élargissement de la courbe de gain, c'est à dire qu'il existe plus de
couples de modes pouvant être émis du condensat (voir 2.3.3 pour l'explica-
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Figure 2.4 � Modulation de la densité atomique. Le module au carré de
la fonction d'onde (2.26) avec q = 0.25 qres est représenté en fonction de
la position en unité du pas du réseau a pour trois profondeurs de réseau :
Vres = 0.45, 2.5 et 10 Eres. Pour des réseaux peu profond, la modulation est
négligeable.

tion). Cependant pour les réseaux peu profonds (Vres << Erec) cet élargis-
sement est faible et on montre dans la suite qu'il est dominé par des e�ets
de temps �ni d'allumage du réseau (voir 2.5). Au �nal, dans la limite des
réseaux peu profonds, on peut négliger la modulation de la fonction d'onde
et l'approximer pour toute quasi-impulsion Q à :

φQ(z) =
P (z)√
L
eizQ (2.30)

où on introduit L la longueur du mode égale à la longueur du condensat
pour la normalisation, et P une fonction porte égale à 1 sur [−L/2, L/2]
nulle ailleurs.

Pour que (2.30) soit compatible avec le raisonnement précédent la lon-
gueur du mode doit est grande devant le pas du réseau. Sur l'expérience on
a bien L >> a : L ∼= 70 µm et a = 0.54 µm. Le choix d'une fonction d'onde
uniforme de taille L ne représente pas �dèlement la forme du condensat, ce-
pendant cela permet une résolution analytique en introduisant tout de même
les e�ets de taille �nie, non présents dans l'analyse de Jocelin [42].

2.3.1.4 Taille de mode

Une taille spatiale �nie de la fonction d'onde des atomes implique une
taille de mode dans l'espace des quasi-impulsions. Pour calculer cette taille
on calcule par exemple le produit scalaire :
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∫
dzφQ(z)φ∗Q′(z) =

1

L

∫
dzP 2(z)ei(Q−Q

′)z (2.31)

= sinc

[
(Q−Q′)L

2

]
(2.32)

La position du premier zéro se situe pour Q − Q′ = 2π/L, ce qui dé�nit
la taille d'un mode ∆qm car cela maximise le nombre de mode dans la bande
fondamentale. Cette taille est égale à :

∆qm =
2π

L
(2.33)

Il existe donc 2kres/∆qm modes écartés de ∆qm dans la bande fondamen-
tale. L'équation (2.33) forme une relation d'incertitude (ou transformée de
Fourier spatiale) entre position et quasi-impulsion.

2.3.1.5 Extinction du réseau

Lors de l'extinction du réseau les modes de quasi-impulsion q sont projetés
vers les modes d'ondes planes de l'espace libre. Dans notre cas de réseau peu
profond les fonctions d'onde sont déjà sous la forme d'ondes planes (2.30)
et elles ne sont donc pas déformées. Seule la quasi-impulsion est traduite en
impulsion dans le référentiel du laboratoire. Le condensat est immobile dans
le piège et sert donc de référence, une quasi-impulsion q devient l'impulsion
k = q − q0 lors de l'extinction du réseau.

Pour le processus de création de paires c'est la conservation de la quasi-
impulsion qui compte et non la conservation de l'impulsion, ainsi on peut
se retrouver dans des situations où après extinction du réseau cette dernière
n'est pas conservée. Par exemple, sur la �gure 2.2 (cas proche de l'expérience),
les impulsions �nales des paires émises du condensat sont k1 = q1 − q0 =
0.75 kres et k2 = q2 − q0 = 1.3 kres. Les deux atomes sont donc expulsés du
même coté du condensat (voir pro�l de densité Fig. 2.19).

Au �nal la modélisation du nuage dans le réseau optique nous a permis
de déterminer le diagramme d'énergie (en particulier la bande fondamentale)
qui est périodique et donc autorise des processus de création de paires, puis
la forme des fonctions d'onde a été déterminée ainsi que la taille des modes
dans la bande fondamentale. Ces informations vont nous permettre d'avancer
dans le développement du modèle en calculant les intégrales de recouvrement
apparaissant dans l'hamiltonien (2.5-12) dans la partie suivante.
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2.3.2 Calcul des intégrales de recouvrement

Le calcul des fonctions d'onde de la partie précédente va permettre le cal-
cul des intégrales de recouvrements qui apparaissent dans le développement
(2.5-12) de l'hamiltonien du système.

Le condensat est considéré à la quasi-impulsion q0, et les modes d'émission
aux quasi-impulsions q1 et q2. En réinjectant les fonctions d'onde propres du
système (2.30), l'intégrale de recouvrement notée I apparaissant devant le
terme de création de paire (2.11) s'écrit en 1D :

I =

∫
drΨ∗0(r)2Ψ1(r)Ψ2(r) (2.34)

=

∫
dzφ∗0(z)2φ1(z)φ2(z) (2.35)

=
1

L
sinc

[
(q1 + q2 − 2q0[2kres])

L

2

]
(2.36)

Le modulo 2kres venant du fait que les fonctions d'onde peuvent être
"repliées" dans la première zone de Brillouin. (2.36) est maximal si q1 + q2−
2q0 = 0[2kres], c'est à dire s'il y a conservation de quasi-impulsion et nul si on
s'en écarte trop. Seuls les processus conservant la quasi-impulsion sont donc
autorisé, ce qui est en accord avec l'analyse de l'introduction 2.1.

Ensuite on peut aussi calculer toutes les intégrales de densité apparaissant
dans les termes (2.5-10) de l'hamiltonien (2.4), ∀i, j :

∫
dz |φi(z)|2 |φj(z)|2 =

1

L
(2.37)

Les résultats (2.36-37) seront utilisés dans la suite pour former les équa-
tions de la dynamique du système mais avant cela ils vont permettre de
calculer une correction nécessaire pour la compréhension du problème : la
correction de champ moyen.

2.3.3 Correction de champ moyen

Jusqu'ici les interactions ont été négligées. Pour en rendre compte au
premier ordre on choisit d'appliquer une correction de type "champ moyen".
Pour calculer cette correction on va s'intéresser à l'équilibre d'énergie du
processus : "N0 atomes dans le mode du condensat 0 donne N0 − 2 atomes
dans 0 et un atome dans chaque mode d'émission 1 et 2". Cela va permettre de
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faire apparaitre un décalage à la conservation de l'énergie que l'on intégrera
dans la modélisation.

En réinjectant les résultats précédents sur les intégrales de densité (2.36-
37) dans l'hamiltonien initial (2.5-12), l'énergie du système avant le processus
de création de paire peut être calculée, celle-ci est égal à :

Einit = 〈N0, 0, 0| Ĥ |N0, 0, 0〉 (2.38)

= N0E0 +
g

2

N0(N0 − 1)

L
(2.39)

L'énergie initiale est donc égale à N0 fois l'énergie d'un atome plus N0 fois
l'énergie d'interaction d'un atome avec les N0−1 autres. L'énergie du système
est une fonction non-linéaire du nombre d'atome, c'est cette non-linéarité du
milieu qui est à l'origine de l'instabilité.

A la �n du processus, il y a maintenant deux atomes dans les modes 1 et
2 et N0 − 2 dans 0, l'énergie vaut alors :

Efinal = 〈N0 − 2, 1, 1| Ĥ |N0 − 2, 1, 1〉 (2.40)

= E1 + E2 + (N0 − 2)E0 +
g

2

(N0 − 2)(N0 − 3)

L
+ 2g

2N0 − 3

L
(2.41)

En égalisant les énergies avant et après le processus, la conservation de
l'énergie s'écrit :

2E0 − E1 − E2 = 2g
N0 − 3/2

L
(2.42)

Et si N0 >> 1, ce qui est toujours le cas,

2E0 − E1 − E2 = 2gn0 (2.43)

où n0 = N0/L est la densité du BEC. Ainsi les interactions décalent la
conservation de l'énergie proportionnellement à la densité du BEC et aux
interactions. On véri�e aussi que la conservation de l'énergie (2.43) reste la
même pour un processus de création de plusieurs paires tant que le nombre
de paires créées reste faible devant le nombre d'atome du condensat.

L'équation (2.4) permet d'expliquer l'élargissement de la courbe de gain
en fonction de la profondeur du réseau montré par Jocelin [42](p72-73). En
e�et, pour les réseaux profonds la densité est modulée (Fig. 2.4) et donc la
conservation de l'énergie aussi : 2E0 − E1 − E2 = 2gn0(z), ce qui autorise
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plus de couples de modes à être émis. Dans ce manuscrit, on néglige cet e�et
en se restreignant aux réseaux peu profonds n0 = cst. On montrera dans la
suite que cet élargissement est en fait négligeable devant les e�ets de temps
�ni d'allumage du réseau.

Ainsi, dans la suite, on va négliger les termes d'interactions entre modes
(2.6 - 10) de l'hamiltonien complet et à la place décaler l'énergie du mode
du condensat de gn0 pour rendre compte des interactions au premier ordre.
On note dans la suite Ẽ0 l'énergie décalée du condensat égale à E0 − gn0.
Les simulations numériques de Jocelin [42](p.71) montre que la correction de
champ moyen prédit, par exemple, avec succès les vitesses des maxima de
densité ce qui appuie notre approximation.

2.4 Modèle simple : Émission à deux modes

Nous avons maintenant les bases pour former les équations d'évolution
du système. Dans un premier temps seul un processus de création de paires
conservant parfaitement énergie et quasi-impulsion est considéré. Ainsi l'émis-
sion de paires ne se fera à travers seulement deux modes de quasi-impulsions
q1 et q2. La quasi-impulsion du condensat est q0. Comme introduit précédem-
ment les interactions ne sont prises en compte qu'au premier ordre grâce à
une correction de champ moyen qui revient à décaler l'énergie des atomes du
condensat : Ẽ0 = E0 − gn0. De l'hamiltonien général (2.5 - 12) il reste :

Ĥ = Ẽ0â
†
0â0 +

∑
i=1,2

Eiâ
†
i âi + gI

[
â0â0â

†
1â
†
2 + h.c.

]
(2.44)

où I est l'intégrale de recouvrement (2.36) calculée au 2.3.2, comme la conser-
vation de la quasi-impulsion est considérée stricte elle est égale à I = 1/L.

Le condensat est considéré comme un grand réservoir d'atomes non dé-
plété pendant l'émission de paires. Expérimentalement c'est toujours le cas
car seulement quelques atomes (∼= 200) sont émis en comparaison des N0 =
5 104 initiaux. Le condensat est traité classiquement ce qui revient à prendre :
â0(t) =

√
N0 exp

(
−iẼ0t

~

)
où l'évolution libre des atomes est prise en compte.

Ainsi (2.44) devient :

Ĥ = N0Ẽ0 +
∑
i=1,2

Eiâ
†
i âi + ~κ

[
â†1â

†
2 exp

(
−2iẼ0t

~

)
+ h.c.

]
(2.45)

où κ = gN0/~L = gn0/~ est le coe�cient de gain du processus, qui est dans le
cas d'une émission à deux modes simplement proportionnel aux interactions
et à la densité du condensat.
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2.4.1 Représentation de Heisenberg

A�n de suivre l'évolution du système avec le temps on choisit la représen-
tation de Heisenberg dans laquelle ce sont les opérateurs qui dépendent du
temps. Les opérateurs annihilations obéissent aux équations du mouvement
(pour i ∈ [1, 2]) :

˙̂ai(t) =
1

i~

[
âi(t), Ĥ

]
(2.46)

Soit,

˙̂a1(t) = −iE1

~
â1(t)− iκâ†2(t) exp

(
−2iẼ0t

~

)
(2.47)

Les équations sont symétriques en 1 et 2, échanger 1 et 2 dans (2.47)
permet de construire l'équation sur l'autre opérateur. En introduisant les
opérateurs annihilations prenant en compte l'évolution libre :

Â1(t) = â1(t) exp

(
iE1t

~

)
(2.48)

Â2(t) = â2(t) exp

(
iE2t

~

)
(2.49)

(2.47) devient :

˙̂
A1(t) = −iκÂ†2(t) exp

(
i(E1 + E2 − 2Ẽ0)t

~

)
(2.50)

La conservation de l'énergie étant considérée stricte ici, cela impose E1 +
E2 − 2Ẽ0 = 0, d'où :

˙̂
A1(t) = −iκÂ†2(t) (2.51)
˙̂
A2(t) = −iκÂ†1(t) (2.52)

En dérivant (2.51) et en réinjectant (2.52) (et l'inverse), on trouve pour
i ∈ [1, 2] :
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¨̂
Ai(t)− |κ|2 Âi(t) = 0 (2.53)

On résout (2.53), puis en réinjectant les conditions initiales sur Âi et
˙̂
Ai

grâce à (2.51-52) l'évolution des opérateurs Â1 et Â2 est calculée :

Â1(t) = Â1(0) cosh(|κ| t)− i κ
|κ|
Â†2(0) sinh(|κ| t) (2.54)

Â2(t) = Â2(0) cosh(|κ| t)− i κ
|κ|
Â†1(0) sinh(|κ| t) (2.55)

2.4.2 Valeur moyenne des observables

A partir des solutions, on peut calculer les valeurs moyennes des obser-
vables associées aux modes 1 et 2. L'état initial est |0, 0〉1,2 : aucun atome
dans les modes 1 et 2. Le nombre moyen d'atomes dans les modes 1 et 2
noté n̄(t) ainsi que les corrélations entre modes (locales et croisées) s'écrivent
donc en fonction du temps :

N1(t) =
〈
Â†1(t)Â1(t)

〉
= sinh2(|κ| t) = N2(t) = n̄(t) (2.56)

G
(2)
11 (t) =

〈
Â†1(t)Â†1(t)Â1(t)Â1(t)

〉
= 2 sinh4(|κ| t) = G

(2)
22 (t) (2.57)

G
(2)
12 (t) =

〈
Â†1(t)Â†2(t)Â1(t)Â2(t)

〉
= sinh2(|κ| t) + 2 sinh4(|κ| t) (2.58)

Les corrélations locales et croisées normalisées sont :

g
(2)
11 (t) =

G
(2)
11 (t)

N2
1 (t)

= 2 = g
(2)
22 (t) (2.59)

g
(2)
12 (t) =

G
(2)
12 (t)

N1(t)N2(t)
= 2 +

1

n̄(t)
(2.60)

κ = gn0/~ est le gain du processus de création de paire qui apparait dans
le nombre moyen de paires émises n̄ (2.56), le nombre moyen de paires émises
est représenté sur la �gure 2.5. La corrélation locale normalisée ne dépend
pas du nombre de paires émises n̄ et est toujours égale à 2, au contraire la
corrélation croisée est fortement dépendante de n̄ et diverge quand n̄ << 1.
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2.4.3 Représentation de Schrödinger

Pour résoudre le problème en représentation Schrödinger le point de dé-
part est de nouveau l'hamiltonien (2.45). La référence d'énergie est �xée en
Ẽ0. Puis les opérateurs Â

†
1 et Â†2 sont dé�nis comme à la partie précédente

par les équations (2.48-49) seulement cette fois avec une phase supplémen-
taire égale à e−iπ/4. Finalement en prenant la conservation stricte de l'énergie
l'hamiltonien s'écrit :

Ĥ = (E1 − Ẽ0)Â†1Â1 + (E2 − Ẽ0)Â†2Â2 + i~κ
[
Â†1Â

†
2 − Â1Â2

]
(2.61)

Il en découle l'équation de Schrödinger suivante :

|φ(t)〉 = e−
i
~ ((E1−Ẽ0)N̂1+(E2−Ẽ0)N̂2)teκ(Â†1Â

†
2−Â1Â2)t |φ(0)〉 (2.62)

avec |φ(0)〉 = |0, 0〉1,2. Les exponentielles de (2.62) sont séparées car (E1 −
Ẽ0)N̂1 + (E2− Ẽ0)N̂2 commute avec Â†1Â

†
2− Â1Â2 à résonance 8. La première

exponentielle appliquée à |0, 0〉1,2 donne l'opérateur unité puis le calcul de l'ef-
fet de la seconde est réalisé grâce à la formule de Baker�Campbell�Hausdor�
[76] :

eκ(Â†1Â
†
2−Â1Â2)t = e−tanh(κt)Â†2Â

†
1e−ln(cosh(κt))(N̂1+N̂2+1)e−tanh(κt)Â1Â2 (2.63)

La première exponentielle de (2.63) va pouvoir être développée, la se-
conde donne le pré-facteur cosh(κt)−1 et la troisième donne l'opérateur unité
lorsqu'elle est appliquée à l'état initial |0, 0〉1,2. Finalement l'état �nal s'écrit
en fonction du temps :

|ψ(t)〉 =
1

cosh(κt)

∞∑
n=0

tanhn(κt)

n!
Â†n1 Â

†n
2 |0, 0〉1,2 (2.64)

=
1

cosh(κt)

∞∑
n=0

tanhn(κt) |n, n〉1,2 (2.65)

L'état �nal s'écrit sous la forme d'une superposition d'émission de n paires
d'atomes.

8. [(E1 − Ẽ0)N̂1 + (E2 − Ẽ0)N̂2), Â†1Â
†
2 − Â1Â2] = (E1 + E2 − 2Ẽ0)(Â†1Â

†
2 − Â1Â2)
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Figure 2.5 � Probabilité d'émission de une à quatre paires et nombre de
paires moyen en fonction du temps. A gauche sont tracées les probabilités
d'émission de une à quatre paires en fonction du temps en unité de [1/κ]
à partir de (2.66). A droite est tracé le nombre moyen de paires émises en
fonction du temps en unité de [1/κ] à partir de (2.56).

2.4.4 Probabilités d'émission de plusieurs paires

De (2.65) sont déduises les probabilités d'émission de n paires en fonction
du temps notée P (n) :

P (n) =
tanh2n(κt)

cosh2(κt)
(2.66)

Les probabilités d'émission de 1 à 4 paires sont représentées sur la �gure
2.5. Aux temps courts il est très probable que rien ne soit émis ou seulement
une paire, puis progressivement les probabilités d'émission de 2,3,4 paires
augmentent et deviennent de moins en moins négligeables.

Dans l'optique de mener des expériences d'optique atomique quantique
comme les expériences HOM et Bell présentées en introduction, on souhaite
n'émettre qu'une seule paire à la fois. Cela se réalise dans la limite de temps
tendant vers zéro, lorsque le nombre moyen de paires tend aussi vers zéro. La
probabilité d'émission de plus d'une paire P (> 1) = P (2) + P (3) + .. = 1−
P (0)− P (1) devient alors négligeable devant la probabilité d'émission d'une
paire P (1). Cependant expérimentalement, dans cette limite, le nombre de
réalisations exploitables devient très faible. Par exemple, pour κt = 0.1, on a
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P (1)/P (> 1) = 100 et la source peut alors être considérée comme "propre" 9

cependant dans ce régime P (1) = 0.01 et P (0) = 0.99 et donc pour 99% des
réalisations aucun atome n'a été émis. Le cycle expérimental de l'expérience
étant de 30s on cherche un gain intermédiaire où la source reste "propre" mais
où le nombre de cycles exploitables par jour n'est pas négligeable. Le nombre
moyen de paires émises par cycle dans les travaux des chapitres 4 et 5 est
évalué à environ n̄ = 0.35. Cela correspond à κt = 0.48, soit P (1)/P (> 1) ∼= 3
et P (1) = 0.2. Ainsi, pour une journée de 1200 réalisations (10h), cela donne
environ 240 réalisations pour lesquelles une paire a été émise puis en prenant
en compte la détectivité du MCP évaluée à 25%, les deux atomes de la paire
seront détectés environ 15 fois, soit une réalisation exploitable 10 toutes les
40 minutes.

2.4.5 Source thermique

Il apparait que la distribution du nombre d'atome par mode suit une
distribution thermique ([31], p25-28). En e�et (2.66) peut s'écrire :

P (n) =
n̄n

(1 + n̄)n+1
(2.67)

avec n̄ le nombre moyen d'atome dans le mode (2.56). En comparant à la
distribution attendue pour un corps noir à la température T on trouve :

exp

(
−E
kBT

)
=

n̄

1 + n̄
= tanh2(κt) (2.68)

où kB est la constante de Boltzmann et E l'énergie du mode émis.
En considérant les paramètres expérimentaux typiques : n̄ = 0.35 et

E = ~2k2
rec/2m (seule l'énergie cinétique est considérée ici), on trouve que la

température équivalente de la source est d'environ 1 µK. Il est intéressant de
remarquer qu'une température e�ective apparait dans ce problème où l'état
initial est un condensat sans température. Attention cette température n'est
pas liée à celle de la très faible fraction thermique résiduelle du nuage.

Ainsi comme attendu pour une source thermique les corrélations locales
normalisées sont égale à deux (2.59), c'est l'e�et Hanbury, Brown et Twiss
[77] : il est plus probable que deux particules soient émises dans le même
mode plutôt que dans deux adjacents.

9. Le critère de propreté dépend des applications et des observables mesurées (voir
chapitres 4 et 5).
10. Pour mesurer des corrélations on a besoin de détecter au moins deux atomes.
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En conclusion, dans cette partie on a montré que l'hamiltonien (2.45)
rend instable le condensat ce qui entraine l'émission spontanée de paires
d'atomes. Les densités et corrélations attendues ont été ensuite calculées et
les di�cultés liées au compromis entre propreté de la source (pas d'émission
de plusieurs paires) et statistique ont aussi été discutées. L'étude du modèle
"simple" à deux modes nous a donc permis de découvrir les aspect clefs du
processus de création de paires et nous pouvons à présent nous intéresser au
modèle complet multi-mode.

2.5 Développement multi-mode

Revenons sur le problème globale de création de paire à partir de l'Ha-
miltonien (2.5-12). On souhaite dépasser le modèle simple à deux modes
où l'on ne considérait que le processus conservant strictement l'énergie et
l'impulsion. En e�et, dans l'expérience le réseau est "pulsé" ce qui rend la
conservation de l'énergie plus lâche et de même le BEC a une longueur �nie
ce qui assouplit la conservation de la quasi-impulsion.

A�n de pouvoir résoudre l'évolution, on fera l'approximation supplémen-
taire que le nombre d'atomes émis par mode est faible, on s'intéresse donc
aux temps courts de l'émission. Ce régime est visé expérimentalement car
assurant que l'émission de deux paires dans les mêmes modes soit rare (voir
2.4.4).

On considère donc un BEC de longueur L chargé dans la bande fon-
damentale d'un réseau peu profond à la quasi-impulsion q0. Le réseau est
allumé pendant un temps t ∈ [−T/2, T/2] (allumage et extinction adiaba-
tique). Toute paire de modes de quasi-impulsion [qi, qj] et énergies [Ei, Ej] est
considérée comme pouvant être émise du condensat, leurs opérateurs créa-
tions sont â†i et â†j. Les modes sont écartés en quasi-impulsion de ∆qm la
taille de mode dé�nie au 2.3.1.4. Les énergies Ei considérées sont celles de
la bande fondamentale du réseau calculée au 2.3.1.2 et l'énergie du mode 0
Ẽ0 est implicitement décalé de gn0 pour prendre en compte l'e�et de champ
moyen (2.3.3). L'Hamiltonien complet (2.4) s'écrit :

Ĥ = N0Ẽ0 +
∑
i

Eiâ
†
i âi (2.69)

+
∑
ij

~κ(qi, qj)

[
â†i â
†
j exp

(
−2iẼ0t

~

)
+ h.c.

]
(2.70)

Avec κ(qi, qj) = gN0I(qi, qj)/~ le gain associé à la création de paires [qi, qj].
D'après (2.36) il est égal à :

57



CHAPITRE 2. CRÉATION DE PAIRES ATOMIQUES

κ(qi, qj) =
gn0

~
sinc

[
∆q(qi, qj)

L

2

]
(2.71)

avec ∆q(qi, qj) = (qi + qj − 2q0[2kres]) l'écart à la conservation de la quasi-
impulsion. Le gain est donc maximal pour les processus conservant la quasi-
impulsion, et la souplesse à l'écart de la conservation parfaite est inversement
proportionnelle à la longueur du nuage initial.

2.5.1 Équations du mouvement

L'équation du mouvement pour l'opérateur d'annihilation du mode I, âI
est ∀I : 11

˙̂aI(t) =
1

i~

[
âI , Ĥ

]
(2.72)

= −iEI
~
âI(t) +

∑
j

κ(qI , qj)e
−2iE0t

~ â†j(t) (2.73)

En posant ∀I,

ÂI(t) = âI(t) exp

(
iEIt

~

)
, (2.74)

les équations régissant le processus de création de paires multi-mode s'écrivent :

˙̂
AI(t) =

∑
j

κ(qI , qj)e
i∆E(qI ,qj)t

~ Â†j(t) (2.75)

où ∆E(qi, qj) = Ei + Ej − 2Ẽ0 est l'écart à la conservation de l'énergie.
L'évolution du mode ÂI est donc couplée principalement aux modes pour
lesquels ∆E(qi, qj) ∼= 0 car sinon l'exponentiel complexe se moyenne tempo-
rellement à zéro et ∆q(qi, qj) ∼= 0 pour que κ(qI , qj) soit non nul. Ainsi comme
considéré dans la partie 2.4 les atomes seront principalement émis par paires
correspondant à un processus conservant énergie et quasi-impulsion.

11. L'équation (2.70) a en toute rigueur une facteur (1+δI,j) (δ : symbole de Kronecker)
sous la somme, négliger ce terme revient à réduire d'un facteur deux l'e�et des paires émises
à la même quasi-impulsion, ce processus étant peu probable par conservation de l'énergie
il est raisonnable de faire cette simpli�cation.
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2.5.2 Développement en ordre du couplage

A�n de résoudre les équations couplées (2.75), le produit couplage maxi-
mum gn0/~ = K et temps T est considéré petit devant 1, KT << 1. Les opé-
rateurs annihilations sont décomposés en puissance de KT , ∀I ils s'écrivent :

ÂI(t) = Â
(0)
I (t) +KTÂ

(1)
I (t) + (KT )2Â

(2)
I (t) + ... (2.76)

A t = 0, le couplage n'est pas allumé et on considère les conditions initiales
ÂI(0) = Â

(0)
I (0). On réinjecte (2.76) dans (2.75) et on égalise les composantes

de même puissance de KT :

Ordre 0 en KT :

˙̂
A

(0)
I (t) = 0 (2.77)

⇒ Â
(0)
I (t) = cst = Â

(0)
I (0) = ÂI(0) (2.78)

Ordre 1 en KT :

KT
˙̂
A

(1)
I (t) =

∑
j

κ(qI , gj)e
i∆E(qI ,qj)t

~ Â
†(0)
j (t) (2.79)

KTÂ
(1)
I (T ) =

∑
j

κ(qI , qj)

T/2∫
−T/2

dt′
[
e
i∆E(qI ,qj)t′

~

]
Â†j(0) (2.80)

=
∑
j

κ(qI , qj)T sinc

[
∆E(qI , qj)T

2~

]
Â†j(0) (2.81)

Pour passer de (2.79) à (2.81), l'ordre 0 en KT ainsi que les conditions
initiales ont été réinjectés.

Dans la suite la notation ε(q, q′) = T sinc [∆E(q, q′)T/2~] est utilisée pour
alléger les équations. Ainsi à l'ordre 1 en KT , l'opérateur d'annihilation du
mode I ÂI(t), s'écrit ∀I :

ÂI(t) = ÂI(0) +
∑
j

κ(qI , qj)ε(qI , qj)Â
†
j(0) (2.82)

Maintenant que l'on connait les opérateurs, on va pouvoir calculer toutes
les observables, densité puis corrélations.
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2.5.3 Densités

En restant à l'ordre 1 en KT pour les opérateurs on peut maintenant
évaluer les densités moyennes attendues. L'état initial est pris avec aucun
atome dans les modes d'émission : |0〉. Le nombre moyen d'atomes dans le
mode qI s'écrit à partir des opérateurs créations et annihilations :

N(qI , T ) =
〈
Â†I(T )ÂI(T )

〉
(2.83)

∼=
∑
jj′

κ(qI , qj)κ
∗(qI , qj′)ε(qI , qj)ε

∗(qI , qj′)
〈
Âj(0)Â†j′(0)

〉
(2.84)

=
∑
j

|κ(qI , qj)|2 |ε(qI , qj)|2 (2.85)

où on a utilisé
〈
Â†I(0)ÂI(0)

〉
=
〈
Â†I(0)Â†j(0)

〉
=
〈
Âj′(0)ÂI(0)

〉
= 0 et〈

Âj(0)Â†j′(0)
〉

= δjj′ où δ est le symbole de Kronecker. Au �nal, le nombre
d'atomes par mode s'écrit :

N(qI , T ) ∼= K2T 2
∑
j

sinc2

[
∆q(qI , qj)

L

2

]
sinc2

[
∆E(qI , qj)T

2~

]
(2.86)

En considérant l'émission de seulement deux modes conservant exacte-
ment l'énergie et quasi-impulsion comme dans la partie précédente 2.4, le
nombre moyen de paires émises devient N = K2T 2. Ce résultat est compa-
tible avec l'équation (2.56) n̄(t) = sinh2(κt) du modèle à deux modes et notre
approximation KT << 1 car sinh2(κt) ∼= κ2t2 à l'ordre le plus bas en κt.

La bande fondamentale du réseau est composée d'une multitude de modes
ce qui permet de changer les sommes en intégrale 12. D'après 2.3.1.4 la taille
d'un mode est ∆qm = 2π/L, la double somme (2.84) est changée en une
double intégrale

∫ ∫
dqdq′/(∆qm)2 et le symbole de Kronecker en une fonction

de Dirac. Le nombre d'atome émis par mode ∆qm à la quasi-impulsion qI
s'écrit �nalement :

n(qI , T ) = K2T 2

∫
dq

∆qm
sinc2

[
∆q(qI , q)

L

2

]
sinc2

[
∆E(qI , q)T

2~

]
(2.87)

Ainsi le nombre d'atome émis à qI se retrouve sous la forme d'une intégrale
sur tous les appariements envisageables pondérés par une fonction piquée sur
les processus conservant énergie et quasi-impulsion.

12. Avec les chi�res de l'expérience (longueur du condensat L ∼= 50µm et pas du réseau
0.54µm) il existe 2kres/∆qm ∼= 90 modes dans la bande fondamentale.
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Figure 2.6 � Lignes de conservations de l'énergie et de la quasi-impulsion
tracées à partir des équations (2.86-87). Le graphe montre que le couple
de quasi-impulsion [0.2, 0.75] kres conserve parfaitement les deux quanti-
tés, le processus permettant leurs émissions seront donc favorisés ce qui se
véri�e sur l'évolution des densités de la �gure 2.7. Les paramètres sont :
q0 = −0.55 kres, K = gn0/~ = 0.024 Eres, V0 = 0.45 Eres.

Maximaux d'émission

Les paires [q1, q2] émises en priorité lors du processus seront donc d'après
(2.87), celles impliquées dans un processus conservant parfaitement énergie
et quasi-impulsion, c'est à dire tel que :

E(q1) + E(q2)− 2E(q0) = 2gn0 = 2~K (2.88)

q1 + q2 − 2q0 = 0[2kres] (2.89)

Sur la �gure 2.6 est représentée les lignes de conservation parfaite de
l'énergie et quasi-impulsion pour une quasi-impulsion du condensat de q0 =
−0.55 kres (typique de l'expérience). L'intersection des deux lignes permet de
prédire les maximaux d'émission ce qui se véri�e sur l'évolution des densités
de la �gure 2.7.

En changeant la quasi-impulsion du BEC dans la bande fondamentale du
réseau, les quasi-impulsions des paires émises en priorité vont se déplacer.
Expérimentalement, une vitesse e�ective est appliquée au condensat (à l'ar-
rêt dans le référentiel du laboratoire) en mettant en mouvement le réseau à
vitesse constante vres (voir 2.3.1.1). Le condensat sera ainsi chargé à −vres,
c'est la stratégie utilisée sur l'expérience. Sur la �gure 2.8 sont tracées les
densités attendues (2.87) au bout de 590 µs d'interaction avec le réseau en
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Figure 2.7 � Évolution du nombre d'atomes par mode n(q, T ) (2.87) en fonc-
tion de la durée du réseau. Les pointillés correspondent aux quasi-impulsions
dé�nies par les intersections des lignes de conservations de la �gure 2.6. Les
paramètres de calcul sont : q0 = −0.55 kres, L = 50 µm, K = 0.024 Eres, V0 =
0.45 Eres et T = [230, 350, 470, 590] µs

fonction de sa vitesse (vres = −q0). Le processus de création de paire se
déclenche à partir d'une vitesse de réseau su�sante : vmin ∼= 0.5 kres, c'est
pourquoi le processus est appelé instabilité dynamique. Puis les maximaux
d'émission s'écartent lorsque la vitesse du réseau augmente. L'écart d'impul-
sion des maximaux d'émission peut être accordé entre 0 et 2 kres ce qui est
pratique pour leur manipulation ultérieure [63, 64].

Évolution de la densité atomique

Le nombre d'atome par mode n(q, T ) calculé à partir de l'équation (2.87)
pour plusieurs durées de réseau T est représenté sur la �gure 2.7. A temps
court le pro�l est large et plat, tous les processus ont la même probabilité de se
produire car la conservation de l'énergie est très souple. Puis le pro�l s'a�ne
autour du couple de quasi-impulsions impliqué dans un processus conservant
quasi-impulsion et énergie déterminées à partir des équations (2.88-89) et
représentées sur la �gure 2.6.

Les atomes émis entre les deux pics de densité (Fig. 2.7) proviennent
de processus non résonnants mais autorisés car le temps d'interaction avec
le réseau est court. Lorsque la quasi-impulsion du condensat est proche de
0.5 kres comme c'est le cas sur les �gures 2.6-7 les lignes de conservation
restent proches l'une de l'autre aux alentours de [q1, q2] = [0.2, 0.75] kres. Il
est donc probable d'émettre des paires dans cette région c'est à dire entre
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Figure 2.8 � Nombre d'atome par mode n(q, T ) en fonction de la vitesse
du réseau. Les paramètres de calcul sont : L = 50 µm, K = 0.024 Eres, T =
590 µs, V0 = 0.45 Eres. Les maximaux d'émission déduits de cette �gure sont
en accord avec l'analyse numérique et les mesures expérimentales reportées
dans [63, 42]. Les pointillés correspondent aux positions des maxima de den-
sité de la �gure 2.7.

les pics de densité principaux ce qui explique les pro�ls de la �gure 2.7. A
l'inverse, lorsque la vitesse du réseau est plus importante (vres > 0.65) les
pics de densité sont plus séparés (Fig.2.8) car les lignes de conservation se
croisent alors avec un angle plus important.

Expérimentalement, les deux régimes sont intéressants. Une vitesse de
réseau plus grande que 0.65 kres permet d'avoir une émission bien dé�nie
où seulement une paire de mode est émise, c'est le régime naturel pour la
réalisation de l'expérience HOM par exemple. Au contraire une vitesse de
réseau proche de 0.5 kres permet des pro�ls larges dans lesquels de multiples
paires de modes sont émis, c'est intéressant lorsque l'on souhaite mettre en
place une expérience type test des inégalités de Bell où deux paires de modes
sont requis. Le nombre de paires de modes émis par la source sera précisé à
la section 2.5.6 grâce à l'étude des corrélations de la partie suivante. Pour les
expériences de ce manuscrit (chapitre 4 et 5), la vitesse du réseau est prise
dans le second régime (vres = 0.55 kres) ce qui permet de réaliser, comme
on le montrera dans la suite, les deux types d'expériences (HOM et Bell) en
même temps.
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Sur la �gure 2.7 le temps maximal représenté est 590 µs ce qui permet
de conserver le produit KT < 1 et donc de préserver la validité du dévelop-
pement théorique précédent. La résolution numérique des équations (2.75)
n'est pas réalisée dans ce manuscrit, elle permettrait de véri�er précisément
l'assertion précédente.

2.5.4 Corrélations

Les corrélations entre les atomes émis aux deux quasi-impulsions q1 et
q2 se calculent à partir du développement des opérateurs annihilation à
l'ordre 1 en KT (2.80). L'état initial est pris avec aucun atome dans les

modes d'émission |0〉. On utilise les égalités
〈
Âj(0)Âj′(0)Â†j′′(0)Â†j′′′(0)

〉
=

δjj′′′δj′j′′ + δjj′′δj′j′′′ et
〈
Âj(0)Â†2(0)Â1(0)Â†j′′′(0)

〉
= δ1j′′′δ2j. De même que

pour la densité, les corrélations sont écrites sous forme intégrale. Finalement
la fonction de corrélation G(2) entre les quasi-impulsions q1 et q2 est égale à :

G(2)(q1, q2) = n(q1, T )n(q2, T ) (2.90)

+

∣∣∣∣∫ dq

∆qm
κ∗(q1, q)κ(q2, q)ε

∗(q1, q)ε(q2, q)

∣∣∣∣2 (2.91)

+ |κ(q1, q2)|2 |ε(q1, q2)|2 (2.92)

La corrélation (2.90-92) comporte un premier terme de produit des densi-
tés qui constitue le fond non-corrélé. Puis le terme (2.91) est lié aux corréla-
tions locales de la source car ce terme est non négligeable devant (2.90) seule-
ment si q1

∼= q2. Finalement le terme (2.92) représente les corrélations croisées
car il est non négligeable devant (2.90) pour des couples de quasi-impulsions
impliqués dans des processus conservant énergie et quasi-impulsion, c'est à
dire pour des paires de modes appartenant aux deux sur-densités (Fig. 2.7).

Corrélation locale

Sur la �gure 2.9 les corrélations locales G(2)(q1, q1′) entre quasi-impulsions
q1 et q1′ proches sont représentées pour deux durées de réseau à partir de
l'équation (2.90-92). Un fond non-corrélé est présent donné par le terme
(2.90), plus une structure plus �ne de même amplitude donnée par (2.91).

L'excès de corrélation sur la ligne q′1 = q1 représente le fait qu'il est plus
probable d'émettre dans le même mode que dans deux di�érents, c'est l'e�et
Hanbury Brown et Twiss [77].
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Figure 2.9 � Évolution des corrélations locales en fonction du temps. On
trace : G(2)(q1, q1′ , T ) pour deux temps croissants. Les paramètres de calcul
sont : q0 = −0.55 kres, L = 50 µm, K = 0.021 Eres, T = 230, 590 µs, V0 =
0.45 Eres.

A temps court la corrélation est très allongée le long de q1 = q1′ , puis
à temps plus long la conservation de l'énergie devient plus stricte ce qui
ressert les densités et donc aussi les corrélations. Les largeurs caractéristiques
apparaissant sur la �gure 2.9 sont discutées au 2.5.5.

Pour la corrélation locale normalisée, on montre que quelque soit le temps
elle forme une ligne le long de q1 = q1′ d'amplitude égale à deux comme pour
le modèle à deux modes (2.59) (voir partie 2.5.5).

Corrélation croisée

Sur la �gure 2.10, la carte de corrélationG(2)(q1, q2) entre quasi-impulsions
q1 et q2 appartenant aux deux sur-densités est représentée. On y retrouve de
nouveau un fond dû au terme de densité au carré (2.90) plus une structure
allongée donnée par (2.92). Ce terme de corrélation con�rme l'émission par
paires des atomes des deux sur-densités.

La forme de la corrélation croisée s'explique en remarquant qu'elle est
donnée par le produit |κ(q1, q2)|2 |ε(q1, q2)|2 qui sont deux sinus cardinaux
maximaux pour les couples conservant quasi-impulsion et énergie. Ainsi, les
corrélations se forment à l'intersection des lignes de conservation de la �gure
2.6 et les souplesses respectives des conservations donnent la forme et l'orien-
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Figure 2.10 � Évolution des corrélations croisées en fonction du temps. On
trace : G(2)(q1, q2) pour deux temps croissants. Les paramètres de calcul sont :
q0 = −0.55 kres, L = 50 µm, K = 0.021 Eres, T = 230, 590 µs, V0 = 0.45 Eres.

tation de cette dernière. Les paramètres typiques de l'expérience impliquant
que la conservation de la quasi-impulsion est toujours plus stricte que la
conservation de l'énergie, les corrélations croisées s'alignent sur q1 +q2 = 2q0.
Puis à temps long la conservation de l'énergie devenant plus stricte elles se
resserrent.

2.5.5 Approximation de la conservation de la quasi- im-
pulsion stricte

Les cartes de corrélation croisée, calculée à partir des paramètres expé-
rimentaux, montrent que les atomes émis conservent strictement la quasi-
impulsion. Ainsi théoriquement on va considérer la fonction κ(qi, qj) très
piquée sur la ligne qi + qj = 2q0 par rapport à la fonction ε(qi, qj). Cela va
permettre de simpli�er les densités et corrélations calculées précédemment et
évaluer analytiquement leurs largeurs caractéristiques.

Densité simpli�ée

Sous cette hypothèse la densité (2.87) se simpli�e en :

n(q, T ) = n(2q0 − q, T ) = K2T 2 sinc2

[
∆E(q, 2q0 − q[2kres])

T

2~

]
(2.93)
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où l'égalité
∫
dq′ sinc2 [∆q(q, q′)L/2] = ∆qm a été utilisée. Cela correspond à

l'émission de K2T 2 sinc2 [∆E(q, 2q0 − q)T/2~] atomes par mode à la quasi-
impulsion q. La largeur de la densité est donc entièrement dé�nie par le
durée du réseau et la forme de la bande fondamentale (elle-même reliée à la
profondeur du réseau). Avec les paramètres expérimentaux la formule (2.93)
prédit exactement (au pourcent près) le même pro�l de densité que la formule
sans approximation (2.87).

Tailles caractéristiques de corrélation locale

La corrélation locale de la �gure 2.9 manifeste deux tailles caractéristiques
une longueur le long de q1 = q1′ et une largeur perpendiculairement. Sous
l'hypothèse de conservation stricte de la quasi-impulsion, la longueur est
donnée directement par la densité (2.93) au carré calculée ci-dessus ce qui ne
donne pas plus d'information.

Ensuite la largeur de corrélation locale est évaluée pour tout décalage δq
de la ligne q1 = q1′ par :

G(2)(q1, q1 + δq) ∼= n(q1)n(q1 + δq) (2.94)

+K4T 4 sinc2

[
δq
L

2

]
sinc4

[
∆E(q1, 2q0 − q1)

T

2~

]
(2.95)

où l'égalité
∫
dx′ sinc[x′] sinc[x′+x] = π sinc[x] a été utilisée. Et la corrélation

locale normalisée par les densités est égale à :

g(2)(q1, q1 + δq) ∼= 1 + sinc2

[
δq
L

2

]
(2.96)

De nouveau, avec les paramètres expérimentaux la formule approchée pré-
cédente (2.96) est de nouveau très proche de la formule sans approximation
(2.90-92).

La largeur de la fonction de corrélation locale en impulsion est donc uni-
quement déterminée par la longueur du condensat et est égale à la taille du
mode ∆qm (position du premier zéro du sinus cardinal) . Ce résultat rappelle
l'expérience Hanbury Brown and Twiss [77] pour laquelle les largeurs de cor-
rélations locale d'une source sont liées à sa taille. L'indétermination sur la
position initiale de l'atome dans le nuage donne une largeur en impulsion
aux modes par relation de transformée de Fourier spatiale. Cette propriété
implique la possibilité d'une mesure indirecte de la taille du condensat ce qui
est réalisé au 2.6.6.
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Tailles caractéristiques de corrélation croisée

Pour les corrélations croisées, la longueur de la corrélation croisée le long
de q1 + q2 = 2q0 est aussi donnée par la densité au carré. Puis sa largeur est
évaluée pour un décalage à la conservation de la quasi-impulsion de δq par
l'équation :

G(2)(q1, 2q0 − q1 + δq) ∼= n(q1)n(2q0 − q1 + δq) (2.97)

+K2T 2 sinc2

[
δq
L

2

]
sinc2

[
∆E(q1 + δq, 2q0 − q1 + δq)

T

2~

]
(2.98)

Et la corrélation croisée normalisée est égale à :

g(2)(q1, 2q0 − q1 + δq) ∼= 1 +
1

n(q1)
sinc2

[
δq
L

2

]
(2.99)

Le maximum de corrélation est atteint pour les couples de modes conser-
vant la quasi-impulsion (δq = 0), et on retrouve là encore une taille dépendant
uniquement de la taille du condensat. L'amplitude maximale de la corréla-
tion croisée décroit en un sur le nombre moyen de paires émises dans le mode
considéré comme dans le modèle à 2 modes (2.60). Cependant le terme 2 de
(2.60) est manquant ; cela venant du fait que notre calcul est approximatif
à cause du développement tronqué en puissance de KT . Ici sous l'hypothèse
KT << 1 le second terme de (2.99) est de toute façon grand devant 1. Notez
qu'en toute rigueur pour la corrélation croisée le terme 1 doit être négligé car
des composantes à l'ordre deux en KT de la troncature initial des opérateurs
(2.76) peuvent mener à des termes comparables à 1 dans (2.99).

2.5.6 Nombre de paires

L'étude de l'émission avec les paramètres de l'expérience montrent des
densités larges, de diamètre à mi-hauteur 2σd ∼= 0.2kres (voir Fig. 2.7 pour
590 µs) et des corrélations locales et croisées �nes de largeur ∆qm = 0.022kres
(position du premier zéro des équations 2.96 et 2.99). La source peut donc
être décomposée en plusieurs paires indépendantes de modes et le rapport
2σd sur ∆qm donne l'ordre de grandeur du nombre de paires de modes émises
par la source égale ici à 9. Sur la �gure 2.11 est représentés de manière
schématique plusieurs paires de modes propres attendue sur l'expérience. La
conservation stricte de la quasi-impulsion implique ici que les paires soient
distribuées symétriquement par rapport au centre du pro�l de densité.
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|ψ〉 ∼= |0〉+
∑
q

α(q) |1, 1〉q,2q0−q (2.101)

= |0〉+
∑
q

α(q) |q, 2q0 − q〉 (2.102)

Avec le paramètre α suivant à présent la relation |α(q)|2 = n(q). Entre l'équa-
tion (2.101) et (2.102) la notation du ket a changé, l'impulsion est notée à
l'intérieur de celui-ci et le nombre d'excitation est �xée à une.

Après coupure du réseau, les quasi-impulsions de l'état (2.104) sont tra-
duites en impulsions dans le référentiel du laboratoire (processus décrit au
2.3.1.5). Et �nalement celui-ci peut s'écrire dans le référentiel du centre de
masse des paires comme :

|ψ〉 ∼= |0〉+
∑
k

α(k) |k,−k〉 (2.103)

L'état (2.103) décrit l'émission d'une paire d'atomes dans une superpo-
sition intriquée de plusieurs paires de modes en impulsion. Avant détection
l'impulsion de chaque atome est inconnue mais dès lors que l'on mesure l'im-
pulsion d'un des atomes l'état est projeté et la quasi-impulsion du second
atome instantanément connue.

Le détecteur à micro-canaux (voir 1.3.2.1) permet de sélectionner avec
précision les impulsions à étudier. Ainsi en fonction des situations l'état
équivalent de la source décrivant l'expérience pourra être simpli�é. Pour une
expérience HOM on souhaitera par exemple sélectionner seulement deux im-
pulsions [k0,−k0] et réduire l'état à |ψ〉HOM = |0〉+α(k0) |k0,−k0〉 (voir cha-
pitre 4) ou pour une expérience type Bell sélectionner cette fois deux paires
de modes [k,−k] et [k′,−k′] et réduire l'état à |ψ〉Bell = |0〉+ α(k) |k,−k〉+
α(k′) |k′,−k′〉 (voir chapitre 5) 15.

Notez que la forme de l'état (2.103) suppose implicitement la cohérence
de l'émission des di�érentes paires de modes. Pour le véri�er théoriquement
on calcule la corrélation anormale qu'il existe entre deux paires de modes.
La corrélation anormale se retrouve dans le calcul des observables d'une ex-
périence type Bell et c'est un témoin de cohérence.

Considérons deux paires de modes en quasi-impulsion [q1, q2 = 2q0 − q1]
et [q1′ , q2′ = 2q0 − q1′ ] avec q1′ − q1 > ∆qm la corrélation anormale est dé�nie
(∀q1 et q1′) par :

15. États |ψ〉HOM et |ψ〉Bell non normalisés dans le texte.
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G
(2)
anormale =

〈
Â†1(T )Â†2(T )Â1′(T )Â2′(T )

〉
(2.104)

et sous les mêmes hypothèses que la partie 2.5.5 elle est égale à :

G
(2)
anormale = K2T 2 sinc

[
∆E(q1, q2)

T

2~

]
sinc

[
∆E(q1′ , q2′)

T

2~

]
(2.105)

La corrélation anormale normalisée est :

g
(2)
anormale =

G
(2)
anormale

n(q1)n(q1′)
=

1√
n(q1)n(q1′)

(2.106)

A faible population par mode KT << 1, la corrélation anormale nor-
malisée est grande devant 1 (∀q1 et q1′) et tend vers les corrélations croisées
(2.99). Comme on le verra au chapitre 5 (partie 5.2) cette propriété implique
qu'une inégalité de Bell peut être violée et cela con�rme la forme théorique
intriquée de l'état (2.103).

Un calcul plus complet [78] permet d'évaluer la corrélation anormale nor-
malisée lorsque n(q1) = n(q1′) = n à n(1 + n). Notre résultat approche cette
solution lorsque n << 1 ce qui est cohérent avec notre hypothèse KT << 1.

Notez que si, au contraire, la source émettait un mélange statistique de
paires de modes alors la corrélation anormale serait bien nulle.

2.6 Dispositif expérimental et résultats

Dans cette partie nous décrirons le dispositif expérimental, les méthodes
de réglages et les résultats de l'implémentation de la méthode de création de
paire par instabilités dynamiques.

Comme décrit au 2.3.1.5, à l'extinction du réseau de création de paire
les quasi-impulsions sont traduites en impulsion dans le référentiel du labo-
ratoire. Ces dernières sont ensuite mesurées grâce à un mesure électronique
après temps de vol, voir 1.3.2.1. Ainsi dans la suite l'analyse est toujours faite
dans l'espace des impulsions. L'unité de mesure de l'impulsion est krec, l'im-
pulsion de recul. Cette dernière est très proche de kres (= 1.01 krec) utilisée
dans la partie théorique précédente, voir résumés en annexe A et B.
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Figure 2.14 � E�et de la �uctuation de la vitesse initiale du condensat.
Le pro�l de densité théorique est représentée pour trois quasi-impulsions :
q0 − σz, q0 et q0 + σz avec q0 = −0.55 kres et σz = 5.0 10−3 kres.

description plus complète du piège peut être trouvée dans [41]. Sur la �gure
2.13 sont représentés le condensat d'atomes d'Hélium dans le piège croisé au
dessus du détecteur à micro-canaux. Le nuage prend la forme d'un cigare
dont les tailles caractéristiques peuvent être calculées dans l'approximation
de Thomas-Fermi [44] 18. Pour les fréquences de piégeage considérées et un
nombre d'atome de N = 4−7 104, le diamètre de Thomas-Fermi longitudinal
et transversal sont évalués à LBEC = 70(4)µm et DBEC = 11(1)µm 19.

A chaque cycle expérimental le condensat est créé de nouveau, la disper-
sion de vitesse initiale de celui-ci doit être la plus �ne possible a�n d'avoir
des conditions initiales d'expérience constantes. Par exemple, comme dis-
cuté au 2.5.3, la vitesse initiale du condensat in�ue sur les vitesses d'émis-
sion des paires. Les écarts types de vitesse des condensats produits sont
σz = 4.6 10−4 m/s (5.0 10−3 kres, voir Annexe A) longitudinalement et
σx = σy = 1.3 10−4 m/s (1.4 10−2 kres) transversalement.

La �uctuation de vitesse longitudinale mesurée n'implique qu'un déplace-
ment très faible de la relation de conservation de la quasi-impulsion (2.89), ce
qui ne cause au coup par coup qu'un léger décalage des maxima de densité,
comme représenté sur la �gure 2.14. Cette �uctuation peut néanmoins in�uer
sur les corrélations croisées, ce point est discuté à la section 2.6.6.

18. L'approximation de Thomas-Fermi consiste à négliger l'énergie cinétique devant
l'énergie potentielle de piégeage. C'est une bonne approximation lorsque le nombre d'atome
est grand.
19. Les barres d'erreur sur le diamètre et la longueur du condensat proviennent de notre

connaissance approchée de la détectivité.
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Figure 2.16 � Distribution de vitesse transverse des atomes après avoir
interagi avec le faisceau supérieur pendant 20 ms. L'alignement du faisceau
est réalisé en cherchant une distribution homogène et symétrique des atomes
sur le cercle ainsi formé.

verse en impulsion. Une telle mesure est représentée sur la �gure 2.16. En
cherchant une distribution uniforme du cercle atomique après application
du faisceau, on optimise alors son alignement. On procède indépendamment
pour les deux faisceaux.

La profondeur du réseau est évaluée par oscillation de Rabi à deux photons
par transition de Bragg (Cet e�et est décrit au chapitre 3). En appliquant
une di�érence de fréquence ∆ω entre les deux composantes laser telle que
∆ω = ~(2kres)

2/2m on couple de manière résonnante les états d'impulsion
|ki = 0〉 et |2~kres〉 du condensat (avec kres = 1.01 × krec, voir Annexe B).
On observe alors une oscillation de la probabilité de transfert du condensat
vers |2~kres〉 en fonction de la durée d'application du réseau. Finalement la
fréquence mesurée permet de remonter à la profondeur du réseau [41].

La distribution des atomes après interaction avec le réseau est représen-
tée sur la �gure 2.17, les deux tâches correspondent aux atomes restants
du condensat à kz = 0 et aux atomes di�ractés par le réseau à 2~kres. La
probabilité de di�raction du condensat en fonction de la durée d'applica-
tion du réseau est également représentée. Dans l'exemple de la �gure 2.14,
la puissance des faisceaux est de 144 mW chacun et la pulsation mesurée de
l'oscillation est Ω = 2π × 22.2(2)kHz ce qui correspond à une profondeur de
réseau de V0 = 2~Ω = 1.04 Erec (Annexe A). A partir de cette calibration
on connait toute profondeur de réseau par règle de trois avec la puissance
des lasers [41]. Les expériences du chapitre 4 et 5 de ce manuscrit ont été

76



0

1

2

-0.5 0 0.5

k z
[k

re
c]

kx [krec]

2.02 krec

0

0.25

0.5

0.75

1

0 50 100 150 200

Pr
ob

ab
ili

té
 d

e 
di

ffr
ac

tio
n

T[μs]

kx,z

2kres = 2.02 × krec
2kres

22.2(2)
1.04 Erec

0.45 Erec

∼= 5 μ

±2kres

100 μ

550 μ
105

vres = 0.6 krec
V0 = 0.45 Erec



Piège
Création
de paire

Dipolaire
Raman

200  s

0.6 krec
300 μ

23S1mj = 0

0kyz z
kx = ky = 0

kz = 0.75 1.3 krec

z
[0.042, 0.028]k2

rec



CHAPITRE 2. CRÉATION DE PAIRES ATOMIQUES

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
kz [krec]

Densité atomique

0.6

0.8

1

1.2

1.4

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5

k z
[k

re
c]

ky [krec]

0

20

40

60

80

Figure 2.19 � Densité atomique. A gauche : densité dans le plan 0kyz . Les
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rec. A droite :
densité sur l'axe vertical z et ajustement à la théorie (voir texte). Les zones
d'intégrations sont cylindriques centrées sur l'axe kx = ky = 0 et de diamètre
et longueur égaux à [0.042, 0.028]k2

rec.

� La longueur du condensat choisie à 70 µm. Cette valeur provient du mo-
dèle Thomas-Fermi et des mesures des fréquences de piégeage (2.6.1).

� Le temps d'interaction avec le réseau (Fig. 2.18) égal à 590 µs. L'al-
lumage et l'extinction du réseau n'étant pas abrupte (∼= 100 µs) on
considère une durée e�ective légèrement plus longue que la durée à
profondeur maximale égale à 550 µs.

Puis, les paramètres ajustés sont :

� Le gain du processus proportionnel à la densité du condensat ajusté
ici à gn0 = 0.0245 Erec. Cette valeur est proche de l'ordre de grandeur
attendu sur l'expérience lorsque l'on considère les diamètres Thomas-
Fermi de la section (2.6.1) et que l'on calcule la densité moyenne par
l'équation n0 = N/(LBEC ×D2

BEC) = 0.033(3) Erec. La di�érence peut
provenir du fait que le condensat n'est en fait pas parfaitement uniforme
ni à une dimension comme cela est supposé dans la partie théorique.

� La vitesse du réseau est ajustée à 0.56 krec. Expérimentalement elle
est connue par la di�érence de fréquence appliquée entre les bras du
réseau et est proche de 0.6 krec (2.18). Cette di�érence pourrait provenir
du fait que le condensat possède une légère vitesse initiale (3.7 mm/s)
reproductible produit par la �n de l'évaporation. D'autres mesures sont
nécessaire pour clari�er ce point.
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� Le résultat de la simulation est aussi décalé de 0.03 krec a�n d'être
ajusté à l'expérience. La cause de ce léger décalage de l'impulsion
moyenne d'émission n'a pas été identi�ée.

Finalement, bien que la courbe expérimentale ne puisse pas être ajustée
parfaitement par le modèle il semble que la modélisation décrite dans ce
manuscrit capture les aspects principaux du pro�l de densité, en particulier
la présence d'atome entre les sur-densités.

2.6.5 Distribution

Dans la section 2.4.4 la distribution du nombre d'atomes attendue dans le
cas du modèle simple d'émission à deux modes a été dérivée. La probabilité
d'émettre k atomes dans un mode est : P (k) = tanh2k(κt)/ cosh2(κt) avec
un nombre moyen d'atomes émis égal à : n̄ = sinh2(κt). Sur l'expérience on
peut placer une zone d'intégration sur un maximum de densité et mesurer la
distribution du nombre d'atomes en faisant évoluer sa taille. En comparant
la distribution mesurée à la distribution attendue on va pouvoir ainsi donner
l'ordre de grandeur de la taille d'une mode. Les mesures de ces distributions
sont représentées sur la �gure 2.20 pour trois zones d'intégrations di�érentes.

A�n de confronter les résultats avec la distribution attendue on doit
prendre en compte la détectivité de la galette à micro-canaux. En e�et, par
exemple, la détection de deux atomes peut provenir d'une réalisation pour
laquelle plus de deux atomes ont été émis mais seulement deux détectés. Avec
η la détectivité la distribution du nombre d'atomes par mode devient :

Pη(n) =
∞∑
k=n

(
k

n

)
ηn(1− η)k−nP (k) (2.107)

Le nombre moyen d'atomes détectés devient quand à lui n̄η = η×n̄. Ainsi,
la mesure de n̄η, permet de calculer n̄, qui permet à son tour de calculer
P (n), et �nalement Pη(n). Sur la �gure 2.20 les lignes bleues représente cette
distribution avec η = 25%.

Ensuite, pour donner la tendance de la distribution lorsqu'une zone d'in-
tégration englobe plus d'un mode, on calcul la distribution P2η attendue pour
deux modes indépendant émettant chacun n̄2 = n̄/2 :

P2η(n) =
∞∑
k=n

Pη(k)Pη(n− k) (2.108)
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P2η(n) produit le même nombre moyen d'atomes détectés (2η×n̄2 = η×n̄)
que Pη(n) mais une distribution légèrement di�érente. Cette dernière est
représentée sur la �gure 2.20 par les lignes rouges.

La �gure 2.20 permet de véri�er que le modèle simple fonctionne e�ective-
ment lorsque la zone d'intégration est petite ici de l'ordre de [0.03, 0.05]krec.
Pour des zones d'intégration plus grandes la distribution mesurée s'écarte de
la modélisation à un mode (2.107) et s'approche du modèle pour lequel deux
modes indépendant émettent dans la même zone (2.108). Expérimentalement
on peut même atteindre des tailles de zones d'intégration pour lesquels aucun
des deux modèles précédents ne concordent avec les données.

A�n d'être plus quantitatif sur les taille de zone d'intégration de transition
entre le régime à un et deux modes, on dé�nit les fonctions d'erreur des
modèles par les deux formules suivantes :

Fη =
1

N

N∑
k=0

|Pm(k)− Pη(k)|
Pm(k)

, F2η =
1

N

N∑
k=0

|Pm(k)− P2η(k)|
Pm(k)

(2.109)

avec Pm les probabilités mesurées et N le nombre de probabilités accessibles
expérimentalement (à cause du temps d'acquisition �nit on ne détecte par
exemple jamais 10 atomes dans une zone d'intégration car cela est trop peu
probable).

L'évolution de ces erreurs est représentée sur la �gure 2.21 en fonction des
tailles de zone d'intégration. Les fonctions d'erreur des modèles se croisent
pour un diamètre de zone d'intégration de 0.07 krec et une longueur de
0.045 krec. Finalement, la taille d'un mode est évalué grossièrement à la moi-
tié de ces tailles de transition soit un diamètre et une longueur de 0.035 et
0.025 krec respectivement.

2.6.6 Corrélations

Dans cette section, on s'intéresse particulièrement aux corrélations que
manifeste la source. Dans un premier temps les corrélations locales seront
étudiées puis on formera des cartes de corrélations mettant en avant les cor-
rélations croisées.

2.6.6.1 Corrélations locales

Théoriquement on a montré que la source manifeste des corrélations lo-
cales, c'est à dire que l'émission d'un atome dans un mode est corrélé avec
l'émission d'un autre atome dans ce même mode. La valeur maximale de
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à droite sur le graphe. Pour la première zone d'intégration (n = 1) le modèle
à un mode (2.107) décrit bien la distribution, ensuite pour des zones d'in-
tégration plus grandes (n = 2, 3) la distribution approche la modélisation à
deux modes indépendants (2.108).
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cette corrélation est 2 (2.59) et l'équation (2.96) donne sa forme pour un
écart d'impulsion longitudinal dkz : ∀k, g(2)(k, k + dkz) = 1 + sinc[dkz L/2].
La largeur en impulsion de la corrélation locale est seulement proportionnelle
à l'inverse de la taille de la source L ce qui va nous permettre de réaliser une
mesure indirecte de la taille du condensat.

Expérimentalement la source manifeste aussi une structure transverse
(Fig. 2.19), on peut alors généraliser la forme de la corrélation locale à trois
dimensions : g(2)(k,k + dk) ce qui permet de lier également la largeur de
corrélation locale transverse au diamètre du condensat.

Pour mesurer la corrélation locale avec une statistique su�sante, on utilise
le fait qu'elle est indépendante de l'impulsion de référence k considérée et on
l'intègre sur tout le nuage atomique composant les paires pour un écart dk
particulier. On enregistre donc environ 5000 réalisations d'émission (∼= 140
atomes émis à chaque fois), on compte le nombre de couples d'atomes écartés
en impulsion de |dk| pour former la probabilité que deux atomes soient émis
lors d'une réalisation avec une di�érence d'impulsion |dk| : P (2)

corr(|dk|). Puis
les 5000 réalisations sont mélangées pour former une réalisation moyenne
pour laquelle les corrélations entre atomes sont diluées, puis on calcule de
nouveau la probabilité précédente : P (2)

decorr(|dk|), correspondant donc à une
expérience sans corrélations. Finalement, le rapport des deux probabilités
donne la corrélation normalisée intégrée : g(2)

int(|dk|).
Sur la �gure 2.22 sont représentées les projections sur les axes dkx,y,z de la

fonction de corrélation locale intégrée : g(2)
int(|dkx| , |dky| < ∆ky, |dkz| < ∆kz),

g
(2)
int(|dkx| < ∆kx, |dky| , |dkz| < ∆kz) et g

(2)
int(|dkx| < ∆kx, |dky| < ∆ky, |dkz|),

avec ∆kx = ∆ky = 0.03krec et ∆kz = 0.075krec choisis plus petits que les
tailles caractéristiques de corrélation sur chaque axe (ceci est véri�é à pos-
teriori sur les graphes, zones rouges sur Fig. 2.22). Les trois fonctions sont
piquées pour |dk| tendant vers zéro con�rmant la présence de corrélation lo-
cale sur l'expérience. L'amplitude maximale de la corrélation s'approchent de
la valeur théorique de 2, l'écart pouvant être imputé aux paramètres ∆kx,y,z
non parfaitement négligeable devant les tailles caractéristiques de corrélation.

Les courbes expérimentales sont ensuite ajustées avec la fonction g(2)(dki) =
1 + A × sinc[dkiLi/2] (généralisée aux trois dimensions), ce qui permet de
mesurer à travers les corrélations les dimensions du nuage initial, les va-
leurs trouvées sont présentées dans le tableau de la �gure 2.22. La fonction
d'ajustement utilise la forme théorique (2.96) qui suppose que le condensat
initial est uniforme de taille �nie, bien que l'on sache que cette description
n'est pas exacte les valeurs extraites des ajustements permettent de con�r-
mer l'anisotropie attendue du condensat qui est allongé le long de la vertical
et l'ordre de grandeur des dimensions Thomas-Fermi théoriques du conden-
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et en considérant qu'elle devrait être de même largeur que la corrélation lo-
cale mesurée sur la �gure 2.22, on s'attend à une réduction d'amplitude de la
corrélation croisée d'environ de moitié. La seconde cause provient surement
des propriétés non triviales des corrélations transverses. Comme on ne sait
pas comment sont émis les atomes hors de l'axe kx = ky = 0 on ne peut
réaliser une intégration comme pour les corrélations locales.

2.6.6.2 Cartes de corrélation

Dans cette partie des cartes de corrélation vont être formées, à la manière
de la partie théorique 2.5.4, a�n de visualiser quelles impulsions sont corrélées
entre elles.

L'étude est restreinte à l'axe kx = ky = 0. Deux zones d'intégrations cy-
lindriques sont alignées sur l'axe z a�n de calculer la corrélation g(2)(kz1, kz2)
entre les deux impulsion kz1 et kz2. Puis les positions verticales des deux zones
sont ensuite balayées pour former une carte. Lorsque kz1 ∼= kz2 ∼= 0.75 krec ou
1.3 krec c'est les corrélations locales que l'on examine (deux premiers graphes
de la �gure 2.23) et lorsque kz1 ∼= 0.75 krec et kz2 ∼= 1.3 krec c'est les corréla-
tions croisées qui sont étudiées (dernier graphes de la �gure 2.23).

A�n d'atteindre une statistique su�sante sur les cartes, les zones d'inté-
gration sont prises plus grandes que la taille d'un mode : diamètre 0.35 krec
et longueur 0.03 krec. A cause de cette intégration l'amplitude des corréla-
tions observées va décroitre. Pour les corrélations locales on peut évaluer le
facteur de diminution en formant le rapport entre le volume des corrélations
mesuré sur la �gure 2.22 : VC ∼= 4/3π×0.16×0.02 et le volume d'intégration
Vint = π × 0.352 × 0.03. L'amplitude maximale des corrélations locales est
donc attendue à 1 + VC/Vint = 1.19 environ, c'est e�ectivement ce qui est
mesuré sur les cartes de la �gure 2.23. Un e�et similaire est envisagé pour
les corrélations croisées. Il reste cependant surprenant de mesurer une am-
plitude de corrélation croisée plus faible que celle des corrélations locales car
théoriquement elles doivent toujours être supérieur (2.59-60). Comme cela
est décrit au 2.6.6.1 cet e�et pourrait provenir en partie des �uctuations de
vitesse initiale du condensat qui baisse l'amplitude de corrélation.

Contrairement à la partie théorique 2.5.4 pour laquelle les corrélations
sont représentées non normalisées on mesure ici seulement les corrélations
normalisées. En e�et comme les corrélations observées ont une amplitude
assez faibles on ne peut les déceler sur les graphes non normalisés à cause du
fond dû à la densité.

La �gure 2.23 con�rme la présence de corrélations croisées entre les deux
sur-densités atomiques à 0.75 et 1.3 krec. La corrélations croisées est alignée
sur la ligne kz2 + kz1 = 2.05 krec, cette relation re�ète la conservation de la
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Figure 2.23 � Corrélations locales et croisée g(2)(kz1, kz2) mesurées entre les
deux sur-densités selon l'axe z. Les zones d'intégration utilisées sont cylin-
driques de diamètre et longueur 0.35 et 0.03 krec. Attention : le pas échan-
tillonnage sur les cartes est de 0.005 krec ce qui est plus petit que la longueur
de la zone d'intégration, il y a donc l'équivalent d'une moyenne glissante sur
les �gures.
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quasi-impulsion pendant le processus traduite en impulsion après l'extinction
du réseau. Notez cependant que l'on attend théoriquement kz2+kz1 = 2 kres =
2.02 krec ce qui est légèrement di�érent. L'origine de cette di�érence n'est
pour l'instant pas connue.

La forme allongée des corrélations con�rme également l'aspect multi-
mode de l'émission des paires comme décrit aux sections 2.5.6-7. On ne peut
pas mesurer directement sur la carte le nombre de mode émis par la source car
les largeurs sont lissées par la zone d'intégration. Cependant en dé�nissant
la taille d'un mode selon z à 0.02 krec grâce à la mesure de corrélation locale
de la �gure 2.22 et en évaluant la taille des densités à 0.1 krec cela donne
une émission d'environ 5 modes indépendants par pic de densité. Comme sur
la �gure 2.11, les atomes sur les bords externes des densités sont émis par
paires et de même pour les bords internes et en tout 5 émetteurs indépen-
dant peuvent être dé�nis. Ce résultat est légèrement inférieur à la prédiction
théorique de 9 de la partie 2.5.6 principalement car la taille de mode mesurée
est plus grande que prévue.

Au �nal, ces cartes ne permettent pas une comparaison quantitative avec
les résultats théoriques mais con�rme les remarques générales de la partie
théorique sur l'émission de paire avec la méthode d'instabilité dynamique.

2.7 Conclusion

En résumé, nous avons présenté dans le second chapitre de ce manus-
crit premièrement une modélisation approchée du processus de création de
paires atomiques par instabilité dynamique. Cela nous a permis de mettre
en avant l'aspect multi-mode et potentiellement intriquée de l'émission. En-
suite la réalisation expérimentale a été décrite et les résultats expérimentaux
commentés. Bien que nos mesures manquent de statistique la modélisation
présentée dans ce manuscrit s'accorde relativement bien aux mesures.

Au chapitre suivant la manipulation des paires par transition à deux
photons est discutée. Cette étape est cruciale pour pouvoir former des in-
terféromètres qui sont requis pour les expériences type Hong-ou-mandel et
inégalités de Bell.
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� La présence d'un réseau optique en mouvement au niveau du
condensat peut déclencher l'émission de paires atomiques.

� Le processus d'émission d'une paire à partir du condensat doit
conserver énergie et quasi-impulsion. Avec les paramètres typiques
de l'expérience la quasi-impulsion est rigoureusement conservée
mais pas l'énergie. Il en découle théoriquement une émission multi-
mode de la forme :

|ψ〉 ∼= |0〉+
∑
k

α(k) |k,−k〉

� L'émission peut être décrite d'un manière approchée avec un mo-
dèle analytique présenté dans ce chapitre. Les résultats sont en
relatif accord avec les mesures expérimentales.

� Le nombre de paires de modes émis par la source est d'environ 5.

Résumé Chapitre 2
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Chapitre 3

Miroir et Séparatrice à Atomes

Les expériences d'optique atomique quantique discutées au chapitre 1 né-
cessitent la mise en place de schémas interférométriques. C'est pourquoi, dans
ce chapitre, la réalisation d'analogues atomiques de miroirs et séparatrices
sera discutée. En prévision de l'expérience traitée au chapitre 5 de ce manus-
crit, une attention particulière sera portée aux déphasages que peuvent subir
les ondes atomiques.

Une onde de matière comme le condensat ou les paires atomiques décrites
au chapitre 2 peut di�racter sur un réseau optique formé par deux lasers
contra-propageant et ainsi voir son impulsion s'accroitre ou diminuer sans
changer d'état interne. C'est une transition cohérente à deux photons entre
deux états d'impulsion que l'on nomme transition de Bragg ou di�raction
Bragg [80, 81], ce processus est décrit en détail dans la suite (3.1).

Le dénomination de ce phénomène provient de l'analogie qu'il est possible
de réaliser entre celui-ci et les miroirs de Bragg en optique conçus par William
Lawrence Bragg au début du vingtième siècle [82]. En e�et, un réseau optique
forme un potentiel périodique à la manière des miroirs de Bragg qui sont
composés de couches successives de matériaux d'indices di�érents. Les rôles
de la matière et de la lumière étant ici inversés, pour les miroirs de Bragg ce
sont les photons qui di�ractent sur un élément de matière structurée, alors
que pour les transitions de Bragg c'est une onde de matière qui di�racte sur
un potentiel de lumière.

Dans un premier temps la modélisation du processus sera discutée puis on
présentera la réalisation expérimentale des miroirs et séparatrices à atomes.
Finalement la possibilité d'implémentation expérimentale de pulses com-
plexes de lumière aux propriétés intéressantes sera discutée.
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3.1 Modélisation

Dans cette partie, la base théorique des transitions de Bragg est présentée.
Un développement analogue peut être trouvé dans la thèse de Valentina
Krachmalnico� [83].

3.1.1 Base du problème

Considérons un atome à deux niveaux (fondamental et excité) en espace
libre et sans interaction. Son énergie totale est la somme de son énergie
interne (~ωf ou ~ωe) et de son énergie cinétique égale à ~2k2/2m où ~k est
l'impulsion de l'atome et m sa masse (Fig. 3.2).

A�n d'accroitre ou diminuer l'impulsion de l'atome, il est possible de le
soumettre à deux lasers contra-propageant et échanger des impulsions de re-
cul en absorbant et émettant de manière stimulée des photons provenant des
lasers (�gure 3.1). La transition à deux photons considérée est représentée
sur les �gures 3.1-2, après absorption d'un photon d'un des lasers et émission
stimulée d'un photon dans l'autre laser, l'état initial d'impulsion ki est couplé
par l'intermédiaire de l'état excité à l'état d'impulsion �nale kf . Dans ce pro-
cessus l'état excité n'est pas peuplé car les lasers sont fortement désaccordés
de cette transition.

A�n de préciser les conditions de réalisation d'un tel processus considérons
la condition de conservation d'énergie de ce dernier. La di�érence d'énergie
des deux photons doit être égale à la di�érence d'énergie entre les deux états
couplés, soit :

~ (ω1 − ω2) =
~2

2m

(
k2
f − k2

i

)
(3.1)

où ω1 et ω2 sont les pulsations des deux lasers et ~ki et ~kf sont les impulsions
initiale et �nale de l'atome.

On considère le cas général où les deux lasers sont écartés d'un angle θB
et forment à leur intersection un réseau optique au niveau des atomes dé�-
lant dans la direction z (voir �gure 3.1). Au bout d'un cycle absorption puis
émission stimulée l'atome a vu son impulsion changer de deux fois l'impulsion
d'un photon projeté le long de l'axe du réseau (axe z ici). L'incrément d'im-
pulsion est noté ~∆kB et est égal à 2~k0 sin(θB/2) avec k0 = 2π/λ0

1. Dans
la suite seules les projections des impulsions selon l'axe z sont considérées.

1. Bien que les laser aient une fréquence di�érente on considère qu'ils ont le même
vecteur d'onde k0, en e�et avec les chi�res de l'expérience (∆f ∼= 50kHz) on a (k1 −
k2)/k0 = (ω1 − ω2)/ω0

∼= 10−10.
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Figure 3.2 � Schéma énergétique d'une transition de Bragg à deux photons.
Les deux lignes noires correspondent à l'énergie des atomes en fonction de
leur impulsion k pour deux états internes (fondamental et excité) d'énergies
~ωe et ~ωf . Les états d'impulsion ki et ki + ∆kB de l'état fondamental sont
couplés de manière résonnante par le réseau (�èches bleues) par l'intermé-
diaire de l'état excité. Les états d'impulsion voisins ki −∆kB et ki + 2∆kB
ne peuvent cependant pas être atteints avec des transitions à deux photons
(�èches rouges) à cause du désaccord matérialisé par les �èches pointillées.

ki+∆kB → ki+2∆kB (�èches rouges sur la �gure 3.2). Leur écart à résonance
en pulsation est calculé en utilisant (3.2) et la relation de dispersion des
atomes, il est égal pour les deux transitions à 2~∆k2

B/2m = 2π × 26kHz
(représenté par les �èches pointillées sur la �gure 3.2). Ainsi tant que Ω2ph <<
2π × 26kHz seuls les deux états d'impulsion ki et ki + ∆kB peuvent être
considérés.

Dans la suite, une modélisation de cette transition Bragg est discutée plus
en détail.

3.1.2 Développement

Le développement théorique suivant va permettre de calculer l'évolution
des atomes sous l'in�uence des deux lasers contra-propageant introduits pré-
cédemment. Après avoir écrit l'hamiltonien du système et en avoir déduit
son évolution, la possibilité de créer des miroirs et séparatrices à atomes sera
discutée.
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La base sur laquelle l'état du système peut être décrit est formée de
l'état initial dans l'état interne fondamental et à l'impulsion ki noté |f, ki〉,
de l'état �nal noté de la même manière |f, ki + ∆kB〉 et également de l'état
intermédiaire de transition |e, ki + ∆kB/2〉 3.

3.1.2.1 Hamiltonien du problème

L'hamiltonien total du système est formé de Ĥ0 l'hamiltonien sans inter-
action comprenant l'énergie interne et l'énergie cinétique et ĤI l'hamiltonien
d'interaction avec le champ électrique des deux lasers :

Ĥ = Ĥ0 + ĤI (3.3)

L'hamiltonien sans interaction s'écrit :

Ĥ0 = ~ωf |f〉 〈f |+ ~ωe |e〉 〈e|+
P2

2m
(3.4)

avec ~ωe − ~ωf = ~ω0 la di�érence d'énergie entre les états fondamental et
excité à impulsion nulle. Dans la base [|f, ki〉 , |e, ki + ∆kB/2〉 , |f, ki + ∆kB〉],
Ĥ0 est diagonale d'énergies propres E1, E2 et E3 telles que :

E1 = ~ωf +
~k2

i

2m
(3.5)

E2 = ~ωe +
~(ki + ∆kB/2)2

2m
(3.6)

E3 = ~ωf +
~(ki + ∆kB)2

2m
(3.7)

Le champ électrique des lasers interagit avec le dipôle de l'atome, l'ha-
miltonien décrivant cette interaction est [84] :

ĤI = −d̂E(r, t) (3.8)

avec d̂ l'élément de dipôle électrique et E le champ électrique total des deux
lasers. Celui-ci est considéré comme la somme de deux ondes planes d'am-
plitudes E1,2, pulsations ω1,2, vecteurs d'ondes k1z,2z et phases φ1,2. Seule la

3. La notation ki + ∆kB/2 dans l'état intermédiaire ne considère que la projection sur
la verticale z de l'impulsion de recul.
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composante selon z des vecteurs d'onde est considérée car, comme présenté
au 3.1.1., au �nal l'incrément d'impulsion est purement vertical.

E(z, t) =
1

2

[
E1e

i(k1z .z−ω1t+φ1) + E2e
i(k2z−ω2t+φ2) + c.c.

]
ey (3.9)

Grâce aux égalités suivantes (avec k1z = −k2z = ∆kB/2) :

eik1z |ki〉 = |ki + ∆kB/2〉 (3.10)

e−ik2z |ki + ∆kB/2〉 = |ki + ∆kB〉 (3.11)

et à la dé�nition de la pulsation de Rabi à un photon de chaque faisceau 4 :

Ω1,2 = −〈f | d̂E1,2ey |e〉
~

ei∓φ1,2 (3.12)

l'hamiltonien total du système s'écrit �nalement dans la base des états |f, ki〉,
|e, ki + ∆kB/2〉 et |f, ki + ∆kB〉 :

Ĥ =

 E1
~Ω1

2
eiω1t + ~Ω2

2
e−iω2t 0

~Ω∗1
2
e−iω1t +

~Ω∗2
2
eiω2t E2

~Ω1

2
eiω1t + ~Ω2

2
e−iω2t

0
~Ω∗1

2
e−iω1t +

~Ω∗2
2
eiω2t E3


(3.13)

Maintenant que l'on connait l'hamiltonien du système, regardons l'évolu-
tion du système en résolvant l'équation de Schrödinger.

3.1.2.2 Equation de Schrödinger

L'état du système est dé�ni, à tout instant, dans la base des états |f, ki〉,
|e, ki + ∆kB/2〉 et |f, ki + ∆kB〉. Il s'écrit de manière général :

|ψ(t)〉 = C1(t)e−iE1t/~ |f, ki〉+ C2(t)e−iE2t/~ |e, ki + ∆kB/2〉 (3.14)

+C3(t)e−iE3t/~ |f, ki + ∆kB〉 (3.15)

avec les coe�cients complexes C1,2,3 dépendant du temps. Le choix des phases
prenant en compte l'évolution libre permet de simpli�er la suite du calcul.

4. Phase égale à −φ1 pour Ω1 et un +φ2 pour Ω2
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Dans la suite les lasers sont allumés à t = 0 puis on considère que leurs
amplitudes peuvent être modulées ; les pulsations de Rabi (3.12) dépendent
donc du temps.

L'évolution du système est donnée par l'équation de Schrödinger :

i~
∂ |ψ(t)〉
∂t

= Ĥ |ψ(t)〉 (3.16)

En remplaçant |ψ(t)〉 par son expression et en projetant sur chaque état de la
base, on trouve les trois équations di�érentielles couplées décrivant l'évolution
du système :

dC1(t)

dt
= −iΩ1(t)

2
ei∆tC2(t) (3.17)

dC2(t)

dt
= −iΩ

∗
1(t)

2
e−i∆tC1(t)− iΩ2(t)

2
ei(δ−∆)tC3(t) (3.18)

dC3(t)

dt
= −iΩ

∗
2(t)

2
ei(∆−δ)tC2(t) (3.19)

où ∆ est le désaccord au niveau excité : ∆ = ω1−(E2−E1)/~ et δ le désaccord
à la conservation de l'énergie (3.1) de la transition à deux photons :

δ = ω1 − ω2 − (E3 − E1)/~ (3.20)

Les équations (3.17-19) négligent les composantes aux fréquences du type
∆ ± 2ω et ∆ − δ ± 2ω. Elles n'ont pas d'e�et sur la dynamique car elles
oscillent trop vite (fréquence laser ω ∼= 2π×3 1014Hz) par rapport aux autres
composantes (∆ = 2π× 600 MHz et δ < 2π× 10 kHz), c'est l'approximation
des ondes tournantes [85].

Dans le cas d'un désaccord au niveau excité ∆ grand devant le couplage
Ω1,2, l'équation (3.18) sur le poids de l'état intermédiaire C2(t) va pouvoir
être intégrée par partie et simpli�ée. L'intégration du premier terme de (3.18)
donne :

− i
2

t∫
0

Ω∗1(τ)e−i∆τC1(τ)dτ =

[
Ω∗1(τ)C1(τ)

e−i∆τ

2∆

]t
0

(3.21)

−
t∫

0

Ω∗1(τ)Ċ1(τ)
e−i∆τ

2∆
dτ −

t∫
0

Ω̇∗1(τ)C1(τ)
e−i∆τ

2∆
dτ (3.22)
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Premièrement, d'après l'équation (3.17), le coe�cient C1 évolue à la pul-
sation Ω1/2. Si de plus on suppose que la fréquence d'évolution des pulsations
Rabi (liées aux amplitudes laser) est faible devant ∆ alors après intégration
les termes (3.22) seront au deuxième ordre en Ω/∆ et pourront être négligés
devant (3.21) qui est au premier ordre en Ω/∆. Ainsi en considérant les lasers
éteints à t = 0, on a :

− i
2

t∫
0

Ω∗1(τ)e−i∆τC1(τ)dτ = Ω∗1(t)C1(t)
e−i∆t

2∆
+ o

(
Ω1

∆

)
(3.23)

Le même raisonnement est appliqué pour le second terme de l'équation
(3.18) et �nalement l'intégration de C2(t) donne (avec C2(0) = 0) :

C2(t) = Ω∗1(t)C1(t)
e−i∆t

2∆
+ Ω2(t)C3(t)

ei(δ−∆)t

2(∆− δ)
+ o

(
Ω1,2

∆

)
(3.24)

L'état excité intermédiaire n'est donc que très peu peuplé si le rapport Ω/∆
est conservé très petit devant un. Comme l'on souhaite créer un couplage
entre seulement les états fondamentaux du système on choisira les paramètres
expérimentaux pour satisfaire cette condition (voir section 3.2).

On peut maintenant réinjecter l'équation (3.24) dans (3.17) et (3.19) en
négligeant les termes au deuxième ordre et plus en Ω/∆. En considérant de
plus que δ << ∆ (toujours véri�é expérimentalement, voir 3.2), les deux
équations couplées régissant la transition de Bragg à deux photons sont :

Ċ1(t) = −i

[
|Ω1(t)|2

4∆
C1(t) +

Ω1(t)Ω2(t)

4∆
eiδtC3(t)

]
(3.25)

Ċ3(t) = −i

[
Ω∗1(t)Ω∗2(t)

4∆
e−iδtC1(t) +

|Ω2(t)|2

4∆
C3(t)

]
(3.26)

Les approximations précédentes nous ont donc permis de restreindre l'évo-
lution dans le sous espace des états fondamentaux [|f, ki〉 , |f, ki + ∆kB〉].

Les équations (3.25-26) font apparaitre une nouvelle pulsation caractéris-
tique appelée pulsation de Rabi à deux photons égale à :

Ω2ph(t) =
Ω1(t)Ω2(t)

2∆
=
〈f | d̂E1ey |e〉 〈f | d̂E2ey |e〉

2~2∆
ei(φ2−φ1) (3.27)

.
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3.1.2.3 Hamiltonien dans le sous espace du fondamental

Les équations (3.25-26) peuvent en fait être retrouvées avec l'hamilto-
nien suivant 5 (exprimé dans le sous espace formé par les états |f, ki〉 et
|f, ki + ∆kB〉) :

Ĥ ′ =

(
E1 + ~ |Ω1(t)|2

4∆

~Ω2ph(t)

2
ei∆ωt

~Ω∗2ph(t)

2
e−i∆ωt E3 + ~ |Ω2(t)|2

4∆

)
(3.28)

En dé�nissant ∆ω = ω1 − ω2.
Celui-ci se simpli�e si de plus on considère |Ω1| = |Ω2| et que l'on décale

l'échelle d'énergie :

Ĥ ′′ =

(
E1

~Ω2ph(t)

2
ei∆ωt

~Ω∗2ph(t)

2
e−i∆ωt E3

)
(3.29)

Cette forme d'Hamiltonien sera associée à l'évolution d'un moment ma-
gnétique sous l'e�et d'un champ magnétique oscillant à la section 3.3.

3.1.2.4 Résolution de l'évolution du système

Si les lasers sont gardés à puissance constante Ω2ph ne dépend pas du
temps et la résolution de l'évolution devient analytique. L'équation de Schrö-
dinger avec l'hamiltonien (3.29) donne deux équations couplées sur les coef-
�cients C1(t) et C3(t) :

Ċ1(t) = −iΩ2ph

2
eiδtC3(t) (3.30)

Ċ3(t) = −i
Ω∗2ph

2
e−iδtC1(t) (3.31)

En dérivant (3.30) et réinjectant (3.31), le poids C1(t) satisfait l'équation
di�érentielle 6 :

C̈1(t)− iδĊ1(t) +
Ω2

2ph

4
C1(t) = 0 (3.32)

Le poids C3(t) suit une équation similaire, pour laquelle il faut changer
δ en -δ. En résolvant les deux équations di�érentielles et en injectant les

5. Pour retrouver (3.25-26) il faut en fait décaler en énergie la diagonale de ~Ω2ph/2,
cette redé�nition de l'échelle des énergies revient à un terme de phase en commun dans la
dé�nition de l'état et n'a aucune incidence sur la physique du phénomène.

6. On note |Ω2ph|2 simplement Ω2
2ph pour alléger les notations.
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conditions initiales : [C1(0), C3(0)], l'évolution des poids C1 et C3 en fonction
du temps se met sous la forme matricielle avec M̂ la matrice de passage :

(
C1(t)
C3(t)

)
= M̂

(
C1(0)
C3(0)

)
(3.33)

M̂ =[cos
(

Ωeff t

2

)
− i δ

Ωeff
sin
(

Ωeff t

2

)]
eiδt/2 −iΩ2ph

Ωeff
sin
(

Ωeff t

2

)
eiδt/2

−iΩ∗2ph
Ωeff

sin
(

Ωeff t

2

)
e−iδt/2

[
cos
(

Ωeff t

2

)
+ i δ

Ωeff
sin
(

Ωeff t

2

)]
e−iδt/2


(3.34)

avec Ωeff =
√
δ2 + Ω2

2ph le couplage e�ectif. Le couplage entre les deux états

d'impulsion entraine une oscillation de Rabi (à deux photons) entre les poids
de la distribution initiale.

3.1.2.5 Oscillation de Rabi à deux photons

Considérons un atome à l'impulsion ki que l'on soumet aux deux faisceaux
laser décrits précédemment. Les conditions initiales sont C1(0) = 1 et C3(0) =
0. La probabilité de di�raction de l'atome dans l'état d'impulsion supérieure
ki + ∆kB en fonction du temps est calculée à partir de la matrice (3.34) :

Pdiff (t) = |C3(t)|2 =
Ω2

2ph

Ω2
2ph + δ2

sin2

[√
Ω2

2ph + δ2
t

2

]
(3.35)

La probabilité de di�raction oscille en fonction du temps, c'est une oscil-
lation de Rabi à deux photons. (3.35) est tracée sur la �gure 3.4 en fonction
du temps pour di�érents désaccords à la transition δ (3.20).

Lorsque δ 6= 0, le couplage est alors non résonnant entre les deux états
d'impulsion et le contraste de l'oscillation décroit. Expérimentalement ce
phénomène de perte de contraste peut être observé de deux manières :

- Lorsque l'on regarde l'oscillation de probabilité de di�raction d'un état
d'impulsion ki et que la di�érence de pulsation des lasers ne respecte pas la
relation de résonance (3.2).

- De manière indirecte sur les états d'impulsion adjacents à ki et ki+∆kB
présents lorsque les pro�ls de densité sont larges en impulsion. La di�érence
de pulsation des lasers est choisie pour réaliser le couplage résonnant des
deux états d'impulsions particuliers ki et ki+∆kB (3.2) puis d'autres couples
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Figure 3.3 � Probabilité de di�raction en fonction du temps pour di�é-
rent désaccord. Les désaccords sont δ = 0(bleu),1(rouge),2(orange) Ω2ph et
le temps est représenté en unité de 2π/Ω2ph

d'états d'impulsion du type ki + δk et ki + ∆kB + δk se retrouvent également
couplés entre eux mais de manière non résonnante. Pour un écart d'impulsion
δk le désaccord à la résonance δ est égal à :

δ = −~∆kB
m

δk = −∆vB × δk (3.36)

où ∆vB est l'incrément de vitesse donné par le réseau pendant la transition 7.
Dans les deux sections suivantes la mise place de miroirs et séparatrices

à atomes basés sur le couplage des états d'impulsion réalisé avec le réseau
optique est discuté.

3.1.2.6 Miroir

Pour une durée d'interaction avec les lasers de TM = π/Ω2ph la probabilité
de di�raction (3.35) des atomes d'impulsion ki tel que δ = 0 est égale à 1 .
Ces atomes sont di�ractés par le réseau optique, c'est un pulse π l'équivalent
atomique d'un miroir. De même les atomes à l'impulsion ki + ∆kB sont eux
di�ractés vers l'impulsion ki.

Comme discuté à la partie précédente, les états d'impulsion adjacents sont
eux aussi couplés par les lasers mais de manière non résonnante. Pour carac-
tériser la largeur de la réponse du miroir à l'impulsion initiale, la probabilité
de di�raction est tracée sur la �gure 3.4 en fonction du décalage à l'impulsion

7. Avec les chi�res expérimentaux, ∆vB est égale à 50.6 mm/s et un décalage de
0.0214 krec implique un désaccord de δ = 2π × 1 kHz
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Figure 3.4 � Probabilité de di�raction en fonction du désaccord à la tran-
sition pour deux durée d'interaction : t = π/Ω2ph (bleu) et π/2Ω2ph (rouge).
Le désaccord à résonance est représenté en unité de Ω2ph (bas) ainsi qu'en
unité de krec (haut).

résonnante noté δk (3.36). La position du premier zéro en impulsion δkM de
la probabilité de di�raction (3.35) est égale à :

δkM ∼= 1.73× Ω2ph

∆vB
(3.37)

Ainsi pour un écart d'impulsion δk de module nul ou petit devant δkM , au
temps TM = π/Ω2ph la probabilité de di�raction (3.35) des atomes à ki + δk
vers ki + ∆kB + δk est proche de 1 (Fig. 3.4). De même pour la di�raction
inverse de ki + ∆kB + δk vers ki + δk. Le miroir reste donc e�cace sur une
certaine plage d'impulsion, dont la taille est d'après (3.37) proportionnelle à
la pulsation Rabi à deux photons Ω2ph soit inversement proportionnelle au
temps d'interaction avec les lasers TM . En e�et, lorsque le temps d'interaction
avec les lasers est court l'énergie peut ne pas être strictement conservée ce
qui élargit la réponse à un désaccord. Le fait de pouvoir di�racter tout une
plage d'impulsion initial est utilisé au chapitre 5 de ce manuscrit.

Pour la plage d'impulsion dont la probabilité de di�raction est proche de
1 la matrice de passage (3.34) peut être simpli�ée. Seul l'ordre le plus bas
en δ/Ω2ph pour les termes d'amplitudes est conservé (et sans approximation
pour les phases) ce qui donne :
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M̂π =

(
0 −iei(δTM/2+ϕM )

−ie−i(δTM/2+ϕM ) 0

)
(3.38)

où on note ϕM la phase de la pulsation Rabi à deux photons (3.27). La phase
de la pulsation Rabi est égale à une première composante liée à l'élément de
dipôle plus une seconde composante égale à la di�érence de phase des deux
lasers φ2 − φ1 au moment du miroir.

Le terme de phase δTM s'interprète comme résultant de l'e�et Doppler
ressenti par les atomes pendant le pulse. Ce terme de phase est calculé en
fonction du désaccord sur la �gure 3.5.

3.1.2.7 Séparatrice

Pour un temps TS = π/2Ω2ph, les atomes à ki tel que δ = 0 sont alors
placés dans une superposition cohérente d'être di�ractés ou non. De même
pour les atomes à l'impulsion ki + ∆kB. C'est un pulse π/2, l'équivalent
atomique d'une séparatrice 50/50 (Fig. 3.4). Comme pour le miroir on peut
évaluer la largeur de la réponse en calculant la position du premier zéro en
impulsion δkS de la probabilité de di�raction (3.35) :

δkS ∼= 3.87× Ω2ph

∆vB
> δkM (3.39)

La largeur de la réponse de la séparatrice est plus large que celle du miroir.
Expérimentalement c'est donc le miroir qui limite les plages d'impulsions
exploitables, comme dans l'expérience du chapitre 5.

De même que pour le miroir on peut simpli�er la matrice de passage
pour les atomes proche de résonance. A l'ordre le plus bas en δ/Ω2ph pour
les termes d'amplitudes (et sans approximation pour les phases) la matrice
de passage de la séparatrice s'écrit :

M̂π
2

=
1√
2

(
e(iδTS/2+ψS(δ)) −iei(δTS/2+ϕS)

−ie−i(δTS/2+ϕS) e−i(δTS/2+ψS(δ))

)
(3.40)

où on note de même ϕS la phase de la pulsation Rabi lors du pulse. Le terme
d'e�et Doppler est de nouveau présent : δTS/2, il est représenté en fonction
du désaccord sur la �gure 3.5.

ψS est un terme de phase supplémentaire dépendant du désaccord δ que
l'on trace également sur la �gure 3.5, il est égal à :
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Figure 3.5 � Phases pouvant être acquises par les ondes atomiques lors d'une
transition de Bragg type miroir ou séparatrice en fonction du désaccord.

ψS(δ) = − arctan

 δ√
δ2 + Ω2

2ph

tan

(
π

4

√
1 +

δ2

Ω2
2ph

) (3.41)

∼= −
δ

Ω2ph

= − 2

π
× δTS (3.42)

où (3.42) est le développement limité eu premier ordre en δ/Ω2ph. Cela montre
que sous l'hypothèse de faible désaccord la phase est proportionnel à celui-ci.

Finalement tant que l'écart à résonance est faible devant la pulsation
Rabi à deux photons les matrices de passage du miroir et de la séparatrice
peuvent s'écrire de manière approchée (3.38) et (3.40). Comme le montrent
les deux sections précédentes et la �gure 3.5, les transitions de Bragg à deux
photons permettent, en plus de réaliser les équivalents atomiques des miroirs
et séparatrices, le déphasage des ondes atomiques. L'onde atomique peut
acquérir une composante de phase venant de la phase du réseau ϕM,S ainsi
qu'une composante dépendant de l'écart à la conservation d'énergie δt/2 ou
ψS(δ). Cette propriété est utilisée dans l'expérience présentée au chapitre 5
a�n de créer deux interféromètres atomiques avec des phases di�érentes.
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Figure 3.7 � Condensat di�racté dans de multiples états d'impulsion n∆kB
après l'application des faisceaux Bragg à puissance maximale et pendant un
temps court (régime de Kapitza-Dirac). Cette image permet de mesurer avec
précision l'incrément d'impulsion ∆kB = 0.550(5)krec ainsi que l'alignement
du réseau avec la verticale 1.0(5)◦.

peuplés, cela permet de véri�er avec précision la valeur de l'incrément d'im-
pulsion ∆kB ainsi que l'alignement du réseau. On mesure ∆kB = 0.550(5)krec
ce qui correspond bien à l'angle θB = 32◦ présent entre les faisceaux laser
(∆kB = 2k0 sin(θB/2) = 0.55 krec, voir Annexe B). Cette valeur a été choisie
a�n de pouvoir échanger l'impulsion des paires décrites au chapitre 2 dont les
maxima de densité sont écartés de 0.55 krec. L'inclinaison du réseau après op-
timisation est mesurée à 1.0(5)◦, cet écart à la verticale transmet une légère
vitesse transverse aux atomes égale à 1.0(4) 10−2krec, cela reste plus petit
que les zones d'intégration des expériences de ce manuscrit.

La puissance des deux lasers (égales entre elles) est choisie a�n que la
pulsation de Rabi à deux photons (3.27) soit Ω2ph = 2π × 5kHz (voir Fig.
3.8). Cette fréquence permet de réaliser un miroir en 100 µs et une séparatrice
en 50 µs, ce qui est su�samment rapide pour mettre en place les protocoles
des chapitres 4 et 5 de ce manuscrit sans que les atomes quittent les waists
des faisceaux d'un millimètre environ de largeur. Sur la �gure 3.8, le pulse
est calibré en utilisant le condensat, la di�érence de fréquence des lasers est
ajustée a�n de coupler l'état d'impulsion du condensat ki = 0 avec kf =
∆kB = 0.55 krec. L'oscillation de la fraction di�ractée du condensat 0.55krec
en fonction de la durée du pulse est reportée sur la �gure 3.8. Le processus
reste cohérent sur plusieurs millisecondes.

La valeur de la pulsation de Rabi à deux photons permet de valider en
partie les hypothèses de la partie théorique. Premièrement on peut appliquer
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3.3 Pour aller plus loin

Dans les sections précédentes 3.1-2 les lasers étaient allumés et éteints
abruptement avec une di�érence de fréquence constante entre les deux lasers.
Ce sont des pulses dit "carrés", cependant il est possible de créer des sé-
quences plus complexes dans lesquelles on s'autorise à moduler indépendam-
ment l'intensité des lasers ainsi que leurs di�érences de fréquence et phase.
L'avantage de tel pulse est qu'il est alors possible de changer la forme de la
probabilité de transfert en fonction de l'impulsion initiale des atomes. Expé-
rimentalement, comme cela sera discuté au chapitre 5, on souhaite mettre en
place de telles séquences a�n de créer des miroirs et séparatrices quasi indé-
pendants de l'impulsion initiale, c'est à dire avec une probabilité de transfert
plate sur une certaine plage d'impulsion.

Le développement de telle séquence expérimentale est inspiré principa-
lement des travaux entrepris dans le domaine de la résonance magnétique
nucléaire (RMN). En e�et on montre dans la suite que le problème d'une
transition de Bragg est équivalent à celui d'un spin 1/2 plongé dans un champ
magnétique oscillant. Ainsi on peut utiliser le développement technologique
de la RMN a�n de l'appliquer aux transitions de Bragg. Dans cette section,
deux pulses issus de la RMN pouvant être implémentés expérimentalement
sont présentés.

En réitérant le développement de la partie 3.1.2.2, on peut montrer que
l'hamiltonien (3.29) ne change pas si en plus des amplitudes, les di�érences de
fréquence évoluent lentement devant le désaccord à l'état excité ∆. L'hamil-
tonien du système est noté avec toutes les dépendances en temps possibles :

Ĥ ′(t) =

(
E1

~Ω2ph(t)

2
ei∆ω(t)t

~Ω2ph(t)

2
e−i∆ω(t)t E3

)
(3.43)

3.3.1 Équivalence avec le problème d'un spin 1/2 dans
un champ magnétique

Dans cette partie, on montre que l'hamiltonien (3.43) est équivalent à
celui d'un spin 1/2 plongé dans un champ magnétique oscillant formé d'un
composante longitudinale selon z et d'une composante transverse dans le
plan Oxy, puis on rappelle comment décrire ce problème en terme de champ
magnétique équivalent.

Considérons un champ s'écrivant B(t) = B0ez+B1 [cos(ωt)ex + sin(ωt)ey],
avec ω la fréquence de rotation dans le plan. L'hamiltonien d'interaction d'un
spin avec un champ magnétique extérieur est : Ĥ(t) = −γŜ.B(t), avec γ le
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rapport gyromagnétique. Dans la base des états propres [|−〉 , |+〉] de la pro-
jection du spin sur Oz de valeur propre ∓~/2, l'hamiltonien s'écrit :

Ĥspin1/2 =
~
2

(
−ω0 ω1e

iωt

ω1e
−iωt ω0

)
(3.44)

avec ω0 = γB0 et ω1 = γB1. L'équivalence est parfaite avec l'hamiltonien
(3.43) avec comme relations de passage :

|−〉 → |ki〉 (3.45)

|+〉 → |ki + ∆kB〉 (3.46)

~ω0 → E3 − E1 (3.47)

γB1 = ω1 → Ω2ph (3.48)

ω → ∆ω (3.49)

(3.50)

L'allumage des lasers revient donc à l'allumage du champ magnétique
transverse et une di�érence de fréquences des lasers ou un décalage en phase
implique une rotation de celui-ci.

Pour retrouver l'évolution du spin en terme de champ équivalent, on cal-
cule la valeur moyenne de l'aimantation : M̂ = γŜ. Cela va permettre de
retrouver les équations classiques de l'évolution d'un aimant dans un champ
magnétique oscillant. Le théorème d'Ehrenfest donne l'évolution de la valeur
moyenne de l'aimantation :

i~
∂

∂t

〈
M̂
〉

(t) =
〈[

M̂, Ĥspin1/2

]〉
(3.51)

En développant le commutateur, on trouve :

∂

∂t
m(t) = γ m(t) ∧B(t) (3.52)

avec
〈
M̂
〉

(t) = m(t) le moment magnétique classique. Cette équation dé-
crit le mouvement de précession du moment magnétique autour du champ
magnétique. En utilisant la forme du champ magnétique décrit plus haut,
on montre que le problème est en fait ramené dans la référentiel tournant
0XY Z avec X le long du champ magnétique transverse et Z le long du champ
longitudinal à un précession du spin autour d'un champ magnétique e�ectif
[87] :
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Figure 3.9 � Précession du moment magnétique (bleu) autour d'un champ
magnétique e�ectif (rouge) purement transverse, selon 0X . Le moment ma-
gnétique précesse dans le plan 0Y Z . Lorsque le moment magnétique pointe
vers le sud l'état équivalent est |ki〉, vers le nord l'état est |ki + ∆kB〉.

(
∂

∂t
m(t)

)
Ref T

= γ m(t) ∧Beff (t) (3.53)

avec le champ magnétique e�ectif :

Beff =
1

γ
[(ω − ω0)eZ − ω1eX ] (3.54)

où la précession se fait autour de l'axe dé�ni par le vecteur : (ω0−ω)eZ−ω1 eX
et ce à une pulsation de :

ωp =
√

(ω0 − ω)2 + ω2
1 (3.55)

Ce résultat permet de retrouver, par exemple, les oscillations de Rabi à
deux photons décrites au 3.1. En e�et allumer les lasers (Ω2ph 6= 0↔ ω1 6= 0)
à résonance (∆ω − (E3 − E1)/~ = 0 ↔ ω − ω0 = 0) revient à avoir un
champ magnétique e�ectif purement transverse le long de l'axe 0X pour le
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moment magnétique équivalent. Sur la �gure 3.7 est représentée la préces-
sion du moment magnétique autour d'un champ magnétique e�ectif purement
transverse. Le moment magnétique étant relié à la valeur moyenne du spin, la
rotation de ce dernier s'interprète directement dans le formalisme Bragg aux
oscillations entre les deux états d'impulsions |ki〉 et |ki + ∆kB〉 observées au
3.2. Le moment magnétique initial pointe vers le pôle sud, l'état équivalent
d'impulsion est |ki〉. Le moment précesse ensuite autour du champ magné-
tique e�ectif dans le plan 0Y Z , lorsqu'il atteint l'axe 0Y la valeur moyenne
du moment magnétique projeté sur l'axe 0Z est nulle, cela correspond à une
séparatrice, l'état d'impulsion équivalent est une superposition de l'état |ki〉
et |ki〉 + ∆kB. Puis, lorsqu'il atteint le pôle nord cela correspond au miroir,
l'état d'impulsion équivalent est |ki + ∆kB〉. Le moment magnétique tourne
à la fréquence ω1 ce qui correspond bien pour les transitions de Bragg à Ω2ph.

3.3.2 Retournement adiabatique

Dans cette partie, on décrit comment le mouvement de précession du
moment magnétique décrit par les équations (3.53-55) peut être utilisé pour
construire une séquence menant à un miroir quasi indépendant de l'état ini-
tial.

Dans le chapitre 5 de ce manuscrit, une expérience où un même miroir
transfert di�érentes impulsions initiales est présentée, et la baisse de proba-
bilité de di�raction de celui-ci à cause du désaccord est un facteur limitant.
On souhaite alors construire un pulse permettant d'avoir une probabilité de
di�raction en fonction du désaccord constante à 1. On peut penser premiè-
rement à augmenter fortement la puissance des faisceaux a�n de faire un
pulse court et donc avec une réponse large (3.36), cependant on rend alors
accessible les états d'impulsion adjacents comme discuté au 3.2. On propose
donc une méthode di�érente inspirée des techniques de résonance magnétique
nucléaire, appelé retournement adiabatique.

Considérons l'état initial |ki〉, équivalent du moment magnétique pointant
vers le bas. On commence par appliquer un champ magnétique e�ectif le long
du moment magnétique −0Z . Puis le champ magnétique e�ectif est retourné
lentement vers 0Z en passant par 0X . Si la vitesse de rotation de ce dernier
est lente à tout instant devant la fréquence de précession alors le moment
magnétique va suivre adiabatiquement le champ magnétique. Sur la �gure
3.10 est représentée l'évolution du moment magnétique dans ces conditions,
celui-ci est bien retourné, l'e�et est donc bien de type miroir.

En se référant aux équations (3.53-55), pour parvenir au retournement
adiabatique d'un moment magnétique on doit faire évoluer les paramètres ω
et ω1 comme sur la �gure 3.11. ω, équivalent de la di�érence de fréquence des
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Figure 3.10 � Retournement adiabatique du moment magnétique (bleu). Le
champ magnétique e�ectif (rouge) tourne lentement du sud vers le nord dans
le plan 0Y Z , la vitesse de précession du moment magnétique étant rapide
devant celle de la rotation du champ, le moment magnétique suit le champ
e�ectif.

lasers pour les transition de Bragg, augmente pour que la di�érence ω − ω0

change de signe pendant le pulse et ω1, équivalent de la pulsation Rabi à
deux photons, forme une cloche. Les fonctions sont choisies pour que l'angle
du champ magnétique e�ectif ne fasse pas d'à-coups a�n de garder la vitesse
de rotation du champ magnétique toujours plus faible que la fréquence de
précession (3.55) : une tangente hyperbolique pour ω et l'inverse d'un cosinus
hyperbolique pour ω1.

Pour que le pulse fonctionne il faut que le champ magnétique e�ectif
pointe vers le bas au début du pulse ωinit−ω0 < 0 et vers le haut à la �n ωfin−
ω0 > 0, cela encadre les valeurs de ω0 pour lesquelles il y a retournement :

ωinit < ω0 < ωfin (3.56)

Avec l'équivalence en transition de Bragg, les impulsions ki qui subissent
bien un miroir suivent la relation :

∆ωinit <
~∆k2

B

2m
+

~∆kB
m

ki < ∆ωfin (3.57)

où ∆ωinit et ∆ωinit sont les di�érences de fréquences entre les lasers au début
et à la �n du pulse.

On peut donc à souhait choisir la bande d'impulsions initiales qui sera dif-
fractée en agrandissant l'étendue de di�érence de pulsation des lasers balayée.
Cependant pour conserver l'adiabaticité du retournement et donc le fonction-
nement du pulse choisir une large bande d'impulsion implique un pulse long.
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Figure 3.11 � Pulses adiabatiques. En haut à gauche, la pulsation Rabi
à deux photons suit l'inverse d'une fonction sinus hyperbolique. En bas à
gauche, la di�érence de fréquence des lasers est balayée dans le temps au-
tour d'une fréquence centrale suivant une tangente hyperbolique. A droite, la
probabilité de transfert des atomes est tracée en fonction de l'écart à l'impul-
sion centrale (résonnante avec la fréquence centrale). Trois pulses di�érents
sont représentés, la pulsation Rabi est commune aux trois. Comme prédit
par (3.57) un écartement plus important en fréquence lors du balayage im-
plique une zone de transfert plus large. En gris clair est reportée la courbe
de transfert du pulse carré (Fig. 3.4).

Sur la �gure 3.11 sont représentés plusieurs pulses avec di�érentes étendues de
di�érence de pulsation des lasers ainsi que leur réponse à l'impulsion initiale
calculée numériquement, on peut alors véri�er que la probabilité de transfert
est proche de un pour les impulsions réalisant (3.57). Pour les pulses carrés
des parties précédentes on choisissait Ω2ph maximum égale à 2π× 5kHz pour
ne pas peupler les états d'impulsion adjacents. Comme ici l'allumage est plus
lent on peut dépasser cette limite jusqu'à environ 2π × 26 kHz (sur la �gure
3.11). Pour le véri�er on simule en fait l'évolution du système global avec les
quatre états adjacents les plus proches ki + n∆kB, n ∈ [−2,−1,+2 + 3], et
on véri�e que dans les zones de transferts leur probabilité d'occupation est
négligeable. Augmenter la pulsation Rabi permet d'augmenter la pulsation
de précession (3.55) et donc avoir un pulse plus court tout en conservant
l'adiabaticité.

Les probabilités de transfert proposées sur la �gure 3.11 sont intéressantes
car elles englobent entièrement les pics de densité des paires atomiques du
chapitre précédent. Pour comparaison avec les pulses carrés, sur la �gure 3.11
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peuvent être mis en place expérimentalement (Fig. 3.12).

3.3.3 Pulse Sinus cardinal

Maintenant que l'on a vu une méthode permettant d'élaborer des miroirs
indépendant dans une certaine mesure de l'état initial, on souhaite pouvoir
faire de même avec une séparatrice. Dans cette partie, on va montrer que
dans la limite de faible déplacement du moment magnétique à partir des pôles
(Fig. 3.9), l'angle de rotation de ce dernier peut s'écrire sous la forme d'une
transformée de Fourier. Cela nous permettra d'introduire un pulse réalisant
une séparatrice insensible à l'état initial.

La composante transverse du moment magnétique est dé�nie comme :
m⊥ = mX + imY . En projetant l'équation (3.53) sur X et Y , m⊥ évolue
selon l'équation :

∂m⊥
∂t

= −im⊥(ω0 − ω)− imZω1 (3.58)

En faisant le changement de variable m⊥ = m̃⊥ exp(−i(ω0 − ω)t) puis en
intégrant formellement (3.58), m̃⊥ est égal en fonction du temps à :

m̃⊥(t) = m̃⊥(−∞)− i
t∫

−∞

mZ(t′) ω1(t′) ei(ω0−ω)t′dt′ (3.59)

On considère maintenant que le moment magnétique débute au pôle sud
de la sphère unité m⊥(−∞) = 0. On réinjecte les dé�nitions de m⊥ et mZ

dans (3.59), puis on introduit l'angle de rotation du moment magnétique
à partir du pôle sud θ ∈ [0, π] avec les projections |m⊥| = m0 sin(θ) et
mZ = m0 cos(θ), m0 étant le module du moment magnétique. Ainsi, l'angle
�nal de rotation θf s'écrit :

sin(θf ) =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

cos(θ(t′))ω1(t′) ei(ω0−ω)t′dt′

∣∣∣∣∣∣ (3.60)

Si de plus l'hypothèse est faite que le moment magnétique ne s'écarte que
très peu du pôle sud. L'angle du moment magnétique avec le pôle sud s'écrit
au premier ordre en θ :
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Figure 3.13 � Pulse sinus cardinal. En haut à gauche, la pulsation suit une
fonction module de sinus cardinal, la pulsation moyenne est variée (courbes
bleu, rouge et orange). En bas à gauche, un saut de phase est appliqué entre
les lasers pour simuler une pulsation Rabi négative. A droite, la probabilité
de di�raction en fonction de l'écart à l'impulsion résonnante avec les lasers
pour les trois pulsations Rabi.

θf (ω0 − ω) ∼=

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

ω1(t′) ei(ω0−ω)t′dt′

∣∣∣∣∣∣ = |TF [ω1(t)] (ω0 − ω)| (3.61)

L'angle �nal de rotation est égal au module de la transformée de Fourier
temporelle de ω1 (proportionnelle à l'amplitude du champ magnétique) pour
les pulsations ω0 − ω.

Cette propriété nous guide donc vers le choix d'un pulse modulant le
champ magnétique sous la forme d'un sinus cardinal car sa transformée de
Fourier est une fonction porte. Même si la relation (3.61) n'est véri�ée que
pour les faibles rotations du moment magnétique, on va pouvoir l'étendre
jusqu'à des rotation de 90◦, correspondant à des séparatrices.

Maintenant, on souhaite revenir aux transitions de Bragg. L'équivalent
de la relation (3.61) est que la probabilité de transfert de ki vers ki + ∆kB
est proportionnelle au module de la transformée de Fourier de la pulsation
de Rabi à deux photons Ω2ph(t) évalué en ∆ω. Cependant, il semble a priori
impossible de changer le signe de la pulsation Rabi à deux photons Ω2ph a�n
qu'elle suive un sinus cardinal. Pour simuler le changement de signe de Ω2ph
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on peut en fait décaler de π la di�érence de phase des lasers φ2 − φ1 (voir
dé�nition 3.27), c'est ce qui est réalisé sur les simulations de la �gure 3.13.

Sur la �gure 3.13 sont représentés di�érents pulses sinus cardinaux avec
les paramètres de l'expérience ainsi que leur probabilité de di�raction asso-
ciée en fonction de l'impulsion initiale des atomes. La probabilité forme donc
un plateau et en augmentant la pulsation Rabi moyenne du pulse la probabi-
lité du plateau augmente, pour atteindre 50%, ce qui forme une séparatrice.
Dans ces exemples la pulsations Rabi n'excède pas 2π × 5 kHz ainsi aucun
état d'impulsion adjacent n'est couplé. La relation de transformée de Fourier
implique que la largeur de la porte de probabilité est inversement propor-
tionnel à la durée du pulse, le choix de 300 µs de pulse (Fig. 3.13) permet de
créer une porte de probabilité de 0.3 krec de large ce qui est su�sant pour
englober le pic de densité des paires atomiques du chapitre précédent.

L'approximation (3.61) et le nombre �ni de lobes du sinus cardinal consi-
déré entrainent des rebonds sur la probabilité de di�raction 9, cependant
la probabilité de di�raction dans le cas de la séparatrice reste proche de
50%± 3% (courbe orange Fig. 3.13) ce qui est très satisfaisant.

En conclusion sur les pulses sinus cardinaux, cette méthode permet de
réaliser l'équivalent de traitement sur une séparatrice optique en la rendant
insensible dans une certaine mesure à l'état initial.

3.4 Conclusion

En résumé nous avons présenté dans le troisième chapitre de ce manuscrit
premièrement une modélisation des transitions de Bragg à deux photons qui
permettent d'incrémenter l'impulsion des atomes. Ces transitions permettent
de créer l'équivalent de miroirs et séparatrices atomiques et également de
déphaser les ondes atomiques. Ensuite la réalisation expérimentale de ces
transitions a été décrite. Finalement, une étude préliminaire sur de nouvelles
séquences expérimentales permettant la création de miroirs et séparatrices
aux coe�cients de ré�exion indépendant de l'impulsion initiale des atomes a
été présentée.

Aux deux chapitres suivants la combinaison de l'émission de paires ato-
miques et de leurs manipulations par transition de Bragg permettra de mettre
en place deux expériences : l'expérience Hong-Ou-Mandel et une expérience

9. Le sinus cardinal de la pulsation Rabi est en fait multiplié par une gaussienne centrée
sur le lobe principal et de largeur RMS la moitié du pulse, a�n de baisser les composantes
hautes fréquences des lobes secondaires de la pulsation Rabi ce qui par la relation de
transformée de Fourier lisse légèrement les rebonds de la probabilité de di�raction, cette
méthode est appliquée sur la �gure 3.13.
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préliminaire au test des inégalités de Bell.

� Un réseau optique peut être utilisé a�n de coupler deux états d'im-
pulsion d'un atome. Le couplage est cohérent et permet de réaliser
l'équivalent de miroirs et séparatrices à atomes.

� Lors de la di�raction sur le réseau l'onde atomique peut être dé-
phasée, ce déphasage est particulièrement important lorsque l'on
souhaite réaliser des expériences type inégalités de Bell (voir cha-
pitre 5).

� Il est possible d'envisager des séquences plus complexes (non réali-
sées sur l'expérience) de modulation des propriétés des lasers a�n
de rendre indépendant de l'impulsion initiale les coe�cients de ré-
�exion des miroirs et séparatrice.

Résumé Chapitre 3

116



Chapitre 4

Hong-Ou-Mandel atomique

L'expérience Hong-Ou-Mandel dans laquelle les photons sont remplacés
par deux atomes neutres, ici deux atomes d'Hélium métastables, a été réalisée
pour la première fois pendant l'été 2014 par l'équipe [88]. Le protocole et les
résultats de cette expérience sont décrits en détails dans les thèses de Raphaël
Lopes [41] et Almazbek Imanaliev[50]. Durant ma thèse l'expérience a été
renouvelée et légèrement améliorée, ainsi dans ce chapitre on présentera de
nouveau son principe et les résultats expérimentaux seront comparés.

Notez que cette expérience est une des seules mettant en jeu des particules
massives dans une con�guration Hong-Ou-Mandel, les autres ont été réalisées
avec des électrons [89] et des plasmons polaritons [90, 91]. Une interférence à
deux particules entre atomes a aussi été mesurée avec un protocole analogue
dans l'équipe de Cindy Regal [92].

En introduction on rappellera le principe et le protocole de l'expérience
Hong-Ou-Mandel atomique, puis on introduira un formalisme nouveau per-
mettant de décrire le trou HOM (voir 1.2.1.2) et �nalement les mesures ex-
périmentales seront analysées.

4.1 Introduction

Comme on l'a vu en introduction de ce manuscrit (1.2.1), une expérience
Hong-Ou-Mandel consiste à recombiner deux particules sur une séparatrice
50/50 et à compter le nombre de coïncidences observées en sortie de cette der-
nière (une détection à chaque port de sortie) en fonction de la discernabilité
des deux particules.

Pour l'expérience décrite dans ce chapitre, les particules sont des atomes
d'Hélium métastable et ils sont produits par paire grâce au processus d'insta-
bilité dynamique présenté au chapitre 2. Ces derniers sont ensuite recombinés
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grâce à des miroirs puis une séparatrice atomique, décrits quand à eux au
chapitre 3. Finalement le compte de coïncidence est réalisé grâce à notre dé-
tecteur d'atome unique. Dans les sections suivantes le protocole est présenté
plus en détail puis la possibilité d'accorder la discernabilité des atomes après
la séparatrice est discutée.

4.1.1 Protocole

Le protocole expérimental ainsi qu'un schéma équivalent de propagation
des atomes est représenté sur la �gure 4.1.

A�n d'assurer que les atomes se recombinent bien par paires au niveau
de la séparatrice, on choisit d'utiliser au départ de l'expérience des atomes
émis également par paires 1. Pour cela on utilise la méthode d'instabilité
dynamique présentée au chapitre 2. Il a été montré que cette méthode permet
l'émission de plusieurs paires de modes en impulsion (2.5.6-7) et on s'intéresse
ici à seulement une de ces paires, d'impulsions k1 et k2 ou dans le référentiel
du centre de masse k et −k (avec k = (k2 − k1)/2). Cette sélection est
possible car notre système de détections permet d'isoler �nement des classes
d'impulsions (1.3.2.1) en sortie de l'expérience. Un réseau en mouvement
est donc appliqué sur les atomes du condensat encore piégé d'une durée
approximative de 600 µs ce qui déclenche l'émission des paires atomiques.
Finalement, comme représenté sur la �gure 4.1, dans le référentiel du centre
de masse le premier atome se dirige vers le bas à−k (chemin bleu) et le second
vers le haut à +k (chemin rouge). Notez que le nombre de paires atomiques
émises à chaque itération n'est pas �xe (2.4.4), néanmoins les paramètres de
l'expérience sont choisis a�n d'éviter au maximum l'émission de plus d'une
paire à la fois, voir 4.3.2.

Le piégeage optique est ensuite coupé et les atomes transférés dans un
niveau insensible aux champs magnétiques résiduels par transition Raman
d'une durée de 300 µs. A�n de former le schéma interférométrique permettant
de recombiner les atomes, on utilise les éléments d'optique atomique décrits
au chapitre 3 de ce manuscrit. D'abord un miroir de Bragg d'une durée de
100 µs qui permet d'échanger les impulsions de la paire, c'est à dire d'accélérer
les atomes à −k vers +k et inversement. Dans le référentiel du centre de
masse en chute libre les atomes sont ré�échis par le réseau de Bragg comme
cela est représenté sur la �gure 4.1. Finalement une séparatrice de Bragg de
durée 50 µs est appliquée a�n de mélanger les impulsions des atomes lorsque

1. C'était aussi le choix des auteurs de l'expérience historique [14] décrite dans l'in-
troduction. L'utilisation de paires simpli�e le protocole expérimental mais ce n'est pas
fondamentalement important car l'expérience peut aussi être réalisée avec deux sources
indépendantes [17].
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0 2TT t

z

Figure 4.2 � Contrôle de la discernabilité. En appliquant la séparatrice plus
tôt (haut) ou plus tard (bas) les chemins choisis par les atomes deviennent
discernables.

Premièrement, la situation expérimentale décrite sur la �gure 4.1 réalise
le cas indiscernable de l'expérience HOM. Les atomes se recombinent par-
faitement sur la séparatrice, du point de vue des ports de sortie on ne peut
discerner d'où proviennent les atomes. On s'attend alors à une baisse du
nombre de coïncidences mesurées comme dans l'expérience historique.

Ensuite si le pulse réalisant la séparatrice est appliqué plus tôt ou plus
tard, chaque atome interagit avec la séparatrice décalé spatialement. Cette
situation fait donc intervenir deux séparatrices comme cela est représenté
sur la �gure 4.2. La provenance de chaque atome devient discernable du
point du vue des ports de sortie et le compte de coïncidences doit alors se
rétablir. Ainsi, en fonction du moment d'application de la séparatrice le taux
de coïncidence forme un trou, l'équivalent du trou HOM historique (1.2.1.2).
Finalement, le fond du trou permet de calibrer le moment de recouvrement
spatial des atomes et de dé�nir par symétrie de l'interféromètre le temps
moyen de création des paires atomiques.

Dans la partie suivante, un nouveau formalisme basé sur des calculs équi-
valent d'optique quantique est présenté. Celui-ci permet entre autre de mon-
trer qu'une baisse du nombre de coïncidence est bien attendue en sortie de la
séparatrice comme dans l'expérience historique et aussi d'expliquer l'origine
de la taille du trou HOM attendu. L'ajout principal de cette modélisation
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par rapport aux descriptions antérieures [50, 41] est la prise en compte de la
taille spatiale des modes atomiques.

4.2 Formalisme

Dans cette partie, l'évolution des opérateurs créations associés aux modes
atomiques émis du condensat est calculée à travers l'interféromètre a�n de
déterminer le comportement des densités et corrélations en sortie de sépara-
trice.

Comme décrit précédemment on considère une émission à deux modes
d'impulsions k et −k (et de vitesses v et −v) dans le référentiel du centre
de masse en chute libre. L'incrément d'impulsion ∆kB communiqué par les
éléments d'optiques atomiques est ajusté a�n de coupler parfaitement ces
deux états d'impulsion : ∆kB = 2k.

La détection est réalisée par le détecteur à micro-canaux après une chute
libre de 46 cm d'une durée d'environ 300 ms. Cette mesure en champ loin-
tain permet la mesure des impulsions initiales indépendamment des positions
initiales des atomes dans le nuage constituant la source (comme décrit au
1.3.2.1).

L'opérateur création associé à un mode d'impulsion k est noté â†k. Celui-
ci peut être exprimé avec les opérateurs créations à la position z, â†(z) par
transformée de Fourier sous la forme :

â†k(t) =

∫
dz â†(z, t) eikz (4.1)

Où on a ajouté une dépendance temporelle venant de la propagation à travers
l'interféromètre. Notez qu'en fonction de la position et du bras de l'interfé-
romètre considéré la lettre désignant l'opérateur sera changée, la �gure 4.3
résume ces notations.

4.2.1 Émission

Dé�nissons dans un premier temps les opérateurs création des paires ato-
miques avant toute propagation dans l'interféromètre ainsi que leurs princi-
pales propriétés.

L'opérateur création d'un atome du condensat dans le mode 1 (à −k) à
la position z est noté â†0(z), l'indice 0 signi�ant qu'il n'y a pas encore eu de
propagation : t = 0. De même, l'opérateur associé à l'émission d'un atome
dans le mode 2 (à k) à la position z est noté b̂†0(z)

On note n le nombre moyen de paires émises aux impulsions −k et k, il
est égal par dé�nition à :
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n =
〈
â†kâk

〉
(4.2)

=

∫
dk
〈
â†0(z)â0(z′)

〉
eik(z−z′) (4.3)

=

∫
dz
〈
â†0(z)â0(z)

〉
=

∫
dz
〈
b̂†0(z)b̂0(z)

〉
(4.4)

Où l'état de la source |Ψ〉 n'est pour l'instant pas explicité.
De même les corrélations locales de la source sont notées G(2)

AA et G(2)
BB et

sont égales à :

G
(2)
AA =

∫∫
dzdz′

〈
â†0(z)â†0(z′)â0(z)â0(z′)

〉
(4.5)

G
(2)
BB =

∫∫
dzdz′

〈
b̂†0(z)b̂†0(z′)b̂0(z)b̂0(z′)

〉
(4.6)

La corrélation croisée est notée G(2)
AB et est égale à :

G
(2)
AB =

∫∫
dzdz′

〈
â†0(z)b̂†0(z′)â0(z)b̂0(z′)

〉
(4.7)

=

∫∫
dzdz′

〈
b̂†0(z)â†0(z′)b̂0(z)â0(z′)

〉
(4.8)

Dans la suite ces di�érentes quantités (4.4-8) pourront être reconnues
dans les densités et corrélations calculées en sortie d'interféromètre. Cela
permettra de lier les propriétés de la source avant et après la séparatrice.

4.2.2 Évolution libre

Après l'émission du condensat les paires ne sont soumises plus qu'à la
gravité. Dans le référentiel du centre de masse des paires en chute libre elles
se déplacent à impulsion constante k et −k et leurs énergies cinétiques sont :
E1 = E2 = ~2k2/2m = E. La phase accumulée par les opérateurs créations
pendant un temps t est donc E/~ × t et les opérateurs créations s'écrivent
en fonction des opérateurs initiaux :

â†(z, t) = â†0(z + vt) e−i
E
~ t (4.9)

b̂†(z, t) = b̂†0(z − vt) e−i
E
~ t (4.10)
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Notez que les propriétés de densité et de corrélation de la source ne sont
toujours pas altérées.

4.2.4 Séparatrice

Au temps T + τ après le miroir, une transition de Bragg π/2 résonnante
est appliquée a�n de mélanger les impulsions des deux bras (Fig. 4.3). La
séparatrice est appliquée entre les temps 2T + τ− et 2T + τ+.

Avant la séparatrices les opérateurs sont :

˜̂a†(z, 2T + τ−) = −iâ†0(z − vτ) e−i[ϕM+E
~ (2T+τ)] (4.13)

˜̂
b†(z, 2T + τ−) = −ib̂†0(z + vτ) ei[ϕM−

E
~ (2T+τ)] (4.14)

Ensuite la matrice de passage de la séparatrice (3.40) à résonance (δ = 0)
permet de dé�nir les opérateurs de sortie ĉ† et d̂† (voir Fig. 4.3) égaux à :

ĉ†(z, 2T + τ+) =
1√
2

[
˜̂
b†(z, 2T + τ−)− ieiϕS ˜̂a†(z, 2T + τ−)

]
(4.15)

d̂†(z, 2T + τ+) =
1√
2

[
−ie−iϕS˜̂

b†(z, 2T + τ−) + ˜̂a†(z, 2T + τ−)
]

(4.16)

Finalement, à un temps t quelconque après la séparatrice :

ĉ†(z, t) =
−eiΨc(t)√

2

[
â†0(z + v(t− τ)) + i b̂†0(z + v(t+ τ))eiΦ

]
(4.17)

d̂†(z, t) =
−eiΨd(t)

√
2

[
b̂†0(z − v(t− τ)) + iâ†0(z − v(t+ τ))e−iΦ

]
(4.18)

avec Ψc(t) = ϕS−ϕM−E/~×t,Ψd(t) = ϕM−ϕS−E/~×t, et Φ = 2ϕM−ϕS.
Les opérateurs composant ĉ se dirigent vers le bas après la séparatrice

dans le référentiel du centre de masse et sont décalés l'un par rapport à
l'autre de 2vτ . De même les opérateurs composant d̂ se dirigent vers le haut
et sont écartés de la même quantité.

4.2.5 Détection

On dé�nit �nalement les opérateurs création liés à la détection au niveau
de la galette à multi-canaux. Cette légère ré-écriture des opérateurs permet
d'alléger les notations.
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Le premier détecteur permet de compter les atomes quittant la séparatrice
à l'impulsion −k. Dans son référentiel l'opérateur création d'un atome est
noté m̂†(z) et est égal à :

m̂†(z) =
1√
2

[
â†0(z − vτ) + i b̂†0(z + vτ)eiΦ

]
(4.19)

De même, le second détecteur permet de compter les atomes quittant
la séparatrice à l'impulsion k. Dans son référentiel l'opérateur création d'un
atome est noté n̂†(z) et est égal à :

n̂†(z) =
1√
2

[
b̂†0(z + vτ) + iâ†0(z − vτ)e−iΦ

]
(4.20)

Les termes de phases Ψc et Ψd ont été omis car ils n'interviennent dans
aucune observable expérimentale.

Au �nal, nous avons pu lier les opérateurs créations au niveau de la dé-
tection m̂† et n̂† aux opérateurs créations lors de l'émission de condensat â†0
et b̂†0.

4.2.6 Densité

Calculons les densités attendues aux deux ports de sortie de la séparatrice.
La densité mesurée sur le port de sortie inférieur de la séparatrice est égale
à : ∫

dz
〈
m̂†(z)m̂(z)

〉
=

1

2

∫
dz
〈
â†0(z − vτ)â0(z − vτ)

〉
(4.21)

+
1

2

∫
dz
〈
b̂†0(z + vτ)b̂0(z + vτ)

〉
(4.22)

=
n+ n

2
= n (4.23)

avec n le nombre moyen de paires émises à chaque réalisation de l'expérience
dé�nit au 4.2.1. Pour le calcul l'égalité

〈
â†0(z − vτ)b̂0(z + vτ)eiΦ

〉
= 0 a été

utilisée car les atomes sont supposés toujours être émis par paires du conden-
sat. La densité attendue sur le détecteur de sortie supérieur est également
égal à n.

Les densités calculées sont indépendantes du décalage temporel τ . Il n'y
a donc pas d'e�et d'interférence dans les densités. Ce résultat est cohérent
avec l'analyse de l'expérience historique décrite au 1.2. pour laquelle le taux
de détection par port reste constant lorsque la séparatrice est déplacée.
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4.2.7 Corrélations croisées en sortie d'interféromètre

Calculons à présent les corrélations attendues entre les détections sur
les deux ports de sortie en fonction du décalage temporel τ . La corrélation
croisées en sortie de séparatrice est égale à :

G
(2)
MN =

∫∫
dzdz′

〈
m̂†(z)n̂†(z′)m̂(z)n̂(z′)

〉
(4.24)

=
1

4

∫∫
dzdz′

〈
â†0(z − vτ)â†0(z′ − vτ)â0(z − vτ)â0(z′ − vτ)

〉
(4.25)

+
1

4

∫∫
dzdz′

〈
b̂†0(z + vτ)b̂†0(z′ + vτ)b̂0(z + vτ)b̂0(z′ + vτ)

〉
(4.26)

+
1

4

∫∫
dzdz′

〈
â†0(z − vτ)b̂†0(z′ + vτ)â0(z − vτ)b̂0(z′ + vτ)

〉
(4.27)

+
1

4

∫∫
dzdz′

〈
b̂†0(z + vτ)â†0(z′ − vτ)b̂0(z + vτ)â0(z′ − vτ)

〉
(4.28)

− 1

4

∫∫
dzdz′

〈
â†0(z − vτ)b̂†0(z′ + vτ)b̂0(z + vτ)â0(z′ − vτ)

〉
(4.29)

− 1

4

∫∫
dzdz′

〈
b̂†0(z + vτ)â†0(z′ − vτ)â0(z − vτ)b̂0(z′ + vτ)

〉
(4.30)

Parmi les 16 termes de la décomposition deG(2)
MN seuls 6 termes conservent

le nombre de particule et l'impulsion (4.25-30). Des changements de variables
(translations) sont appliqués dans les intégrales (4.25-28) ce qui permet de re-
connaitre les corrélations locales G(2)

AA/4 et G
(2)
BB/4 (4.25-26) et croisées G

(2)
AB/2

(4.27-28) d'après les équations (4.5-8).
Les termes (4.29-30) ressemblent à des corrélations croisées où les opéra-

teurs créations des deux modes auraient été décalées dans l'espace. Regardons
ce qu'ils valent dans deux cas particuliers :

Cas indiscernable Si τ = 0 c'est le cas indiscernable de l'expérience Hong-
Ou-Mandel représenté sur la �gure 4.1. Les termes (4.29-30) sont tout deux
égaux à −G(2)

AB/4 et la corrélation croisée vaut alors :

G
(2)
MN,ind =

G
(2)
AA +G

(2)
BB

4
(4.31)

La corrélation entre les ports de sortie de la séparatrice est simplement
égale à la somme des corrélations locales de la source divisée par quatre.
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Cas discernable Si v |τ | est grand devant la longueur caractéristique des
fonctions d'ondes des modes 1 et 2 alors elles ne se recouvrent pas au niveau
de la séparatrice. C'est le cas discernable représenté sur la �gure 4.2.

Sans calcul, les opérateurs b̂†0 et b̂0 du terme (4.29) crée une première
particule de fonction d'onde centrée sur −vτ et les opérateurs â†0 et â0 une
seconde particule de fonction d'onde centrée sur vτ . Au �nal le terme (4.29)
semble donc être proportionnel à une intégrale de recouvrement entre les
deux modes qui va tendre vers zéro lorsque v |τ | est grand devant la longueur
caractéristique des fonctions d'ondes considérées. Le même raisonnement ap-
pliqué à (4.30) permet de conclure que dans le cas discernable la corrélation
croisée vaut :

G
(2)
MN,dis =

G
(2)
AA +G

(2)
BB

4
+
G

(2)
AB

2
(4.32)

Un calcul approché des termes (4.29-30) à la section 4.2.9 permettra de
valider ce résultat.

La corrélation entre les ports de sortie est maintenant égale à la somme
des corrélations locales de la source divisées par 4 plus la corrélation croisée
divisée par deux.

Visibilité Les corrélations croisées en sortie de l'interféromètre manifestent
donc un trou lorsque que celui-ci est parfaitement refermé et sa visibilité est
évaluée par :

V =
G

(2)
MN,dis −G

(2)
MN,ind

G
(2)
MN,dis +G

(2)
MN,ind

=
1

1 +
G

(2)
AA+G

(2)
BB

2G
(2)
AB

(4.33)

Ainsi plus le rapport des corrélations croisées sur les locales de la source
est important plus le trou est visible. En utilisant les relations du modèle à
deux modes (2.59-60), la visibilité s'écrit en fonction seulement du nombre
d'atomes par mode n̄ :

V =
1

1 + 2
2+1/n̄

(4.34)

La visibilité du trou Hong-Ou-Mandel tend vers 1 si n̄ tend vers 0 comme
attendu car dans cette limite la source n'émet jamais deux paires dans les
mêmes modes.
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4.2.8 Corrélations locales en sortie d'interféromètre

De même les corrélations locales en sortie d'interféromètre peuvent être
évaluées, elles sont égales à la corrélation croisée (4.25-30) avec inversion de
signes des termes (4.29-30).

Dans le cas indiscernable (τ = 0) la corrélation locale est égale à :

G
(2)
MM,ind = G

(2)
NN,ind =

G
(2)
AA +G

(2)
BB

4
+G

(2)
AB (4.35)

Et dans le cas discernable (vτ grand devant la taille caractéristique des
modes 1 et 2) :

G
(2)
MM,dis = G

(2)
NN,dis =

G
(2)
AA +G

(2)
BB

4
+
G

(2)
AB

2
= G

(2)
MN,dis (4.36)

Les corrélations locales et croisées sont donc égales dans le cas discernable.
Puis à l'inverse des corrélations croisées les corrélations locales manifestent
un pic lorsque l'interféromètre est parfaitement refermé.

4.2.9 Forme du trou/pic

A�n de calculer une forme approchée du trou Hong-Ou-Mandel (et de
manière équivalente celle du pic) on va considérer ici que l'état produit par
la source est proche de :

|Ψ〉 =
1√

1 + ñ

[
|0〉+

√
ñ

∫∫
dzdz′φ1(z)φ2(z′)â†0(z)b̂†0(z′) |0〉

]
(4.37)

Avec φ1 et φ2 les fonctions d'ondes des deux modes constituant les paires
émises non précisées pour l'instant. La forme (4.37) suppose que la source
n'émet jamais deux atomes dans le même mode à chaque réalisation de l'ex-
périence. Cet état est en fait approché expérimentalement lorsque le nombre
moyen de paires émises est faible devant 1 (ñ << 1), voir 2.5.7. Le nombre
moyen de paires émises n est alors égal à ñ/(1 + ñ) ∼= ñ. Dans cette limite la
visibilité du trou HOM est parfaite par l'équation (4.34).
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En utilisant les deux résultats suivants :

b̂0(z + vτ)â0(z′ − vτ) |Ψ〉

=

√
ñ

1 + ñ
b̂0(z + vτ)â0(z′ − vτ)

∫∫
dz′′dz′′′φ1(z′′)φ2(z′′′)â†0(z′′)b̂†0(z′′′) |0〉

=

√
ñ

1 + ñ
φ1(z′ − vτ)φ2(z + vτ) |0〉 (4.38)

et,

〈Ψ| â†0(z − vτ)b̂†0(z′ + vτ)

=

√
ñ

1 + ñ

∫∫
dz′′dz′′′φ∗1(z′′)φ∗2(z′′′) 〈0| â0(z′′)b̂0(z′′′)â†0(z − vτ)b̂†0(z′ + vτ)

=

√
ñ

1 + ñ
φ∗1(z − vτ)φ∗2(z′ + vτ) 〈0| (4.39)

on peut calculer le terme (4.29) égal à :

−G̃
(2)
AB

4

[
I1,2(τ)× I∗1,2(−τ)

]
(4.40)

Avec G̃(2)
AB = ñ/(1 + ñ) = n les corrélations croisées de la source calculées

avec l'état (4.37) 3 et I1,2(τ) l'intégrale de recouvrement entre les deux modes
atomiques des paires égales à :

I1,2(τ) =

∫
dzφ2(z + vτ)φ∗1(z − vτ) (4.41)

De la même manière on peut calculer le terme (4.30) égal à−G̃(2)
AB/4(I∗1,2(τ)×

I1,2(−τ))/2, puis les termes de corrélations croisées (4.27-28) valant G̃(2)
AB/2

et �nalement les termes de corrélations locales (4.25-26) qui sont nuls car on
néglige ici l'émission de plusieurs atomes par modes.

La corrélation croisée calculée à partir de l'état (4.37) en sortie d'inter-
féromètre en fonction du décalage au recouvrement sur la séparatrice τ est
�nalement égale à :

G̃
(2)
MN =

G̃
(2)
AB

2

[
1−

I1,2(τ)× I∗1,2(−τ) + I∗1,2(τ)× I1,2(−τ)

2

]
(4.42)

3. La corrélation croisée normalisée calculée à partir de l'état (4.37) est donc g̃(2)
AB = 1/n

ce qui est cohérent avec le modèle à deux modes quand n→ 0.
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Si de plus on suppose que les fonctions d'ondes sont symétriques dans
l'espace (4.42) se simpli�ent en :

G̃
(2)
MN =

G̃
(2)
AB

2

[
1− |I1,2(τ)|2

]
(4.43)

La valeur de la corrélation croisée en sortie d'interféromètre dépend �na-
lement du recouvrement des fonctions d'ondes sur la séparatrice. Lorsque le
décalage temporel τ est tel que v |τ | est grand devant la taille caractéristique
des fonctions d'ondes il n'y a aucun recouvrement, |I1,2|2 est nul et les corré-
lations sont maximales. Si au contraire elle se recouvrent |I1,2|2 est maximale
et les corrélations diminuent. Il y a donc bien un trou Hong-Ou-Mandel et
sa largeur temporelle dépend de la longueur des modes atomiques.

La modélisation nous a permis de prédire un trou dans les corrélations
croisées en sortie d'interféromètre lorsque les modes se recouvrent parfai-
tement sur la séparatrice à la manière de l'expérience historique. De plus
la visibilité attendue du trou est donnée seulement par le nombre moyen de
paires émises par mode (4.34). Finalement dans le cas particulier où la source
émet un maximum d'une paire à chaque réalisation la forme du trou a pu
être liée à l'intégrale de recouvrement des fonctions d'ondes atomiques sur la
séparatrice (4.41) à la manière de l'expérience historique.

4.3 Expérience

Expérimentalement, on réalise le protocole présenté en introduction 4.1
pour di�érents moments d'application de la séparatrice. A�n de moyenner les
dérives lentes, de l'ordre de l'heure, du nombre d'atomes dans le condensat et
donc du nombre de paires par modes, la position temporelle de la séparatrice
est tirée aléatoirement (méthode non employée dans [88]).

Le pro�l de densité et les corrélations des paires atomiques utilisées dans
les résultats suivants sont ceux présentés au chapitre 2. La source émet donc
entre autres des paires d'atomes aux impulsions k1 et k2 égale à 0.75 et
1.3 krec correspondant aux deux maxima du pro�l de densité densité (Fig.
2.19). Le réseau utilisé pour réaliser les éléments d'optique atomique (miroirs
et séparatrices) est celui présenté au chapitre 3, celui-ci permet d'incrémenter
l'impulsion des atomes de ±∆kB = 0.55krec correspondant exactement à la
di�érence d'impulsion de la paire [k1, k2].

L'ensemble des données expérimentales présentées dans la suite est le fruit
d'environ 12 jours (10 heures par jour) de données cumulées. Chaque position
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temporelle de la séparatrice correspond à en moyenne 720 réalisations de
l'expérience durant chacune environ 30 secondes.

4.3.1 Évolution des densités et corrélations

Les détections des atomes quittant la séparatrice aux impulsions k1 = 0.75
et k2 = 1.3 krec selon la verticale et nulles transversalement sont enregistrées.
Ces dernières permettent de calculer le nombre moyen de détection par port
de sortie nk1 et nk2 ainsi que les corrélations entre les ports G(2)

MN et g(2)
MN .

Ces quantités sont représentées sur la �gure 4.4 en fonction du moment d'ap-
plication de la séparatrice prenant comme origine le centre du miroir.

Les corrélations manifestent, comme attendues, un trou pour un temps
entre le miroir et la séparatrice d'environ 750 µs alors que les densités à
chaque port de sortie restent stables : c'est donc bien une interférence à deux
particules, l'e�et Hong-Ou-Mandel. Par symétrie de l'interféromètre on peut
maintenant placer le temps moyen de création des paires au centre du réseau
de création de paire (comme sur la �gure 4.1).

Les zones d'intégration sont choisies cylindriques de longueur 0.03 krec
selon la verticale et de diamètre 0.042 krec. Ce volume d'intégration est en
fait dé�ni expérimentalement en optimisant le rapport signal sur bruit de la
visibilité du trou. D'après l'étude des distributions et des corrélations locales
du chapitre 2 ces dimensions semblent proches de celle d'un mode bien que
légèrement plus large longitudinalement. Dans la suite on considère que ce
volume permet de dé�nir le nombre moyen de paires émises par réalisation
dans les modes [k1, k2], celui-ci est évalué à n̄ = 〈(nk1 + nk2)/2〉 /η = 0.33(7)
avec η = 25(5)% la détectivité de la galette à micro-canaux.

Finalement, les niveaux de corrélation au fond et sur les bords du trou
renseignent d'après (4.31-32) sur les corrélations avant la séparatrice. De la
courbe G(2)

MN (Fig. 4.4) on extrait : (G
(2)
AA + G

(2)
BB)/2 = 0.006(2) et G(2)

AB =

0.024(5). De même, de g(2)
MN on extrait 4 : (g

(2)
AA + g

(2)
BB)/2 = 1.0(2) et g(2)

AB =
2.8(5). Ces valeurs ne semblent pas en accord avec le modèle simple pour
lequel les corrélations locales normalisées sont égales à 2 (2.59) et les corré-
lations croisées à 2 + 1/n̄ = 5.0(5) (2.60). Ce dé�cit de corrélation peut être
expliqué en partie si le volume d'intégration est légèrement trop grand par
rapport à la taille du mode. En considérant l'intégration longitudinale deux
fois trop large, l'amplitude des corrélations attendues serait divisée par deux
environ soit les corrélations locales égales à 1.5 et croisées à 3(3). Cependant
ce n'est pas su�sant et ce problème reste ouvert. Cet e�et avait aussi été

4. Le nombre d'atome par mode incident n'étant pas précisément le même on ne peut
pas relier exactement les corrélations normalisées avant et après la séparatrice.
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Figure 4.4 � Corrélation croisée G(2)
MN (ligne 1) et g(2)

MN (ligne 2) et densités
nk1 (ligne 3) et nk2 (ligne 4) en sortie d'interféromètre en fonction du moment
d'application de la séparatrice avec origine le centre du miroir. Les deux
zones d'intégration sont cylindriques dans l'espace des impulsions de longueur
0.03krec selon z et de diamètre 0.042krec dans le plan 0xy. Les corrélations
manifestent un trou que l'on ajuste avec une gaussienne renversée de visibilité
et largeur RMS variables. Pour G(2)

MN , σ = 85(23)µs et V = 78(6)% et pour
g

(2)
MN , σ = 60(16)µs et V = 75(8)%. Les densités sont stables et le nombre
moyen d'atomes détectés sur les ports sont nk1 = 0.076(14) et nk2 = 0.090(9).
Les barres d'erreur des graphes sont évaluées par méthode de bootstrapping
[93].
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remarqué pour la première expérience [41].

4.3.2 Visibilité

Bien que les niveaux de corrélation mesurés sur les courbes de la �gure
4.4 ne semblent pas en parfait accord avec le modèle simple, on montre dans
la suite que cela est bien le cas pour la visibilité du trou Hong-Ou-Mandel. La
formule (4.34) permet d'évaluer la visibilité du trou avec comme seul para-
mètre le nombre moyen de paires émises n̄. Celui-ci est évalué comme discuté
dans la section précédente en optimisant le volume d'intégration permettant
le meilleur signal sur bruit de la visibilité. En e�et, on considère que si les
volumes d'intégration sont plus grands qu'un mode les modes adjacents vont
venir interférer avec l'expérience HOM et la visibilité décroitre puis si le vo-
lume d'intégration est plus petit qu'un mode le trou reste aussi profond mais
la statistique baisse ce qui augmente le bruit de mesure.

On applique donc ce raisonnement pour les deux expériences Hong-Ou-
Mandel réalisées ([88] et Fig. 4.4) et on regroupe les résultats dans le tableau
suivant :

Expériences n̄ Vth (4.34) Vexp

Lopes et al. [88, 41] 0.74(15) 0.63(3) 0.65(7)
Ce travail 0.33(7) 0.72(2) 0.75(8)

Le nombre moyen d'atome par mode n̄ est pris comme la moyenne du
nombre d'atome détecté sur chaque port divisée par la détectivité du MCP
évaluée à η = 25(5)%. L'erreur sur n̄ dans le tableau est calculée à partir de
la barre d'erreur de la détectivité, elle est ensuite propagée à la barre d'erreur
sur la visibilité attendue Vth par l'équation (4.34). Le visibilité expérimentale
Vexp considérée dans les deux travaux est celle de la corrélation normalisée
g

(2)
MN .
Finalement, les mesures expérimentales de la visibilité du trou HOM sont

en bon accord avec les prédictions du modèle simple. Le nombre moyen de
paires émises sur la nouvelle expérience est deux fois plus faible ce qui permet
de réduire la probabilité d'émission de plus d'une paire par réalisation et
cela se traduit par une visibilité accrue du trou Hong-Ou-Mandel. Comme
discuté à la section 2.4.4, la probabilité d'émission d'une paire divisée par la
probabilité d'émission de plus d'une paire est égale à 1.3 pour l'expérience
précédente (n̄ = 0.74) et égal à 3 pour ce travail (n̄ = 0.33).
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4.3.3 Taille du trou

Commentons à présent la largeur du trou Hong-Ou-Mandel observée.
D'après (4.43) elle peut être directement liée aux largeurs des modes ato-
miques incidents et à leur recouvrement sur la séparatrice. Cela va nous
permettre une mesure indirect de la taille des modes.

Les deux fonctions d'ondes associés aux modes atomique sont considé-
rés uniformes de longueur L. Bien que l'on sache que cette description n'est
pas exacte cela va permettre de donner un ordre de grandeur de la longueur
des modes. Cette même hypothèse avait permis d'évaluer la taille des modes
à 48(9) µm avec la mesure de la largeur de corrélation locale à la section
2.6.6.1. L'intégrale de recouvrement I1,2(τ) (4.41) est alors égale à une fonc-
tion triangle T (τ) de largeur à mi-hauteur L/4v. Sur la �gure 4.5, on ajuste
la forme de la corrélation G(2)

MN avec la fonction : A+B× (1− T 2(τ)), où A,
B et L sont les paramètres d'ajustement. La longueur ajustée des fonctions
d'ondes est de L = 17(5) µm.

 0
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Figure 4.5 � Ajustement du trou Hong-Ou-Mandel des corrélation croisées
G

(2)
MN en considérant les fonctions d'ondes incidentes uniforme de taille L. La

fonction d'ajustement est de la forme : A+B(1− T 2(τ)) (voir texte) ce qui
permet d'extraire L = 17(5)µm.

Cette taille est de l'ordre de grandeur du condensat LBEC = 70(4)µm
(voir 2.6.1) mais sensiblement plus petite. Bien que les raisons de cette dif-
férence ne soit pas parfaitement identi�ées, certains e�ets pouvant mener à
ce résultat sont listés dans la suite :

� Il y a une probabilité accrue d'être émis à partir du centre du condensat
qui est plus dense car le gain du processus est proportionnel à la densité.
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Ainsi on s'attend à trouver une dimension des modes plus faible que
le condensat. Cela explique aussi la mesure de largeur de corrélation
locale de la section 2.6.6.1 ajustée avec une longueur e�ective également
plus faible de 48(9) µm.

� Il est possible que les zones d'intégration choisies ne soient pas assez
petites et que certains atomes des modes adjacents soient aussi détectés
pouvant mener à un élargissement du trou.

� La modélisation présentée dans la section 4.2.9 ne considère que le cas
parfait pour lequel jamais plus d'une paire est émise du condensat.
Comme discuté à la section précédente expérimentalement la probabi-
lité d'émission de plus d'une paire n'est pas négligeable et seulement
trois fois plus faible que la probabilité d'émission d'une paire.

Finalement, l'ajustement de la forme du trou Hong-Ou-Mandel permet de
retrouver l'ordre de grandeur de la longueur théorique des modes atomiques.
Pour véri�er la validité de la modélisation de la section 4.2.9 il faudrait re-
commencer l'expérience avec une meilleur statistique et dans un régime de
très faible émission. Cependant les données présentées correspondent déjà à
12 jours de mesure et les problèmes de dérive très lente de l'expérience, prin-
cipalement le nombre d'atome dans le condensat, ne permettent pas pour
l'instant une intégration beaucoup plus longue. Certaines améliorations pos-
sibles de l'expérience pouvant améliorer la statistique sont discutées à la
section 5.5.

4.3.4 Corrélation locale

Les corrélations locales en sortie d'interféromètre peuvent ensuite être
analysées. D'après la section 4.2.8 les corrélation locales doivent manifes-
ter un pic lorsque l'interféromètre est parfaitement refermé. Dans notre cas
comme le montre la �gure 4.6, les données expérimentales de la moyenne des
corrélations locales à chaque port (G

(2)
MM+G

(2)
NN)/2 ne sont pas convaincantes.

On remarque de plus que le niveau de corrélation sur les bords n'est pas égal
(aux barres d'erreur près) aux corrélations croisées comme cela est attendu
par l'équation (4.36).

Cette di�culté de mesure des corrélations locales dans l'expérience Hong-
Ou-Mandel avait déjà été remarquée dans l'expérience précédente [41]. L'ex-
plication la plus probable est un e�et de saturation du détecteur lorsque deux
atomes atteignent le détecteur simultanément ayant pour e�et de manquer
une des détections. Cependant dans le régime de l'expérience le �ux atomique
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Figure 4.6 � Corrélation locales en sortie d'interféromètre. La corrélation
(G
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MM +G
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NN)/2 est tracée en fonction du moment d'application de la sépa-

ratrice T [µs]

est faible (∼= 104 at/cm2/s) et cette saturation n'a pas pu pour l'instant être
caractérisée.

4.3.5 Coïncidences

Finalement la dernière façon de présenter les résultats expérimentaux est
de tracer le nombre de coïncidences entre les deux détecteurs de sortie comme
dans l'expérience historique [14].

Sur la �gure 4.7 est représenté le taux de détection de coïncidences croi-
sées (courbe bleu) : nombre de réalisations expérimentales avec exactement
une détection d'atomes dans chaque port de sortie (normalisé par le nombre
total de réalisations), ainsi que le nombre de coïncidences locales (courbe
rouge) : nombre de réalisations expérimentales avec exactement deux détec-
tions d'atome dans un des ports de sortie (normalisé également par le nombre
total de réalisations) 5.

Comme attendu pour l'e�et Hong-Ou-Mandel le taux de coïncidences
croisées baiss et le taux de coïncidences locales augmente lorsque l'interféro-
mètre est équilibré. Cependant comme pour les corrélations locales le taux de
coïncidences locales est plus faible que prévu et n'atteint pas le taux de coïn-
cidences croisées sur les bords du trou. Comme pour les corrélations locales

5. Comme la détectivité de la galette à micro-canaux n'est pas de 100% (= 25%) la
sélection des réalisations avec deux détections ne permet pas d'écarter a posteriori celles
avec émission de plus d'une paire.
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Figure 4.7 � Coïncidences en sortie d'interféromètre. Les taux de coïnci-
dences croisées (bleu) et locales (rouge) sont tracés en fonction du moment
d'application de la séparatrice T [µs].

l'e�et le plus probable pouvant expliquer le dé�cit de coïncidences locales est
la saturation du détecteur lorsque deux atomes l'atteignent simultanément.

La �gure 4.7 permet d'apprécier le fait que les évènements signi�catifs
sont rares, en e�et une coïncidence locale ou croisée n'est détectée que dans
1.5% des réalisations expérimentales soit une toutes les 30 minutes environ.

4.4 Conclusion

En résumé nous avons présenté dans le quatrième chapitre de ce manuscrit
une modélisation puis une mise en pratique de l'expérience Hong-Ou-Mandel
atomique. La corrélation croisée manifeste un trou lorsque le moment d'ap-
plication de la séparatrice est décalé à la manière de l'expérience historique.
En comparant avec l'expérience précédente [88] on a également montré que la
visibilité du trou HOM est en accord avec le modèle simple à deux modes. En-
suite la modélisation a permis de lier l'intégrale de recouvrement des modes
atomiques sur la séparatrice à la forme temporelle du trou et on a montré
que l'ordre de grandeur de sa largeur est compatible avec les paramètres
expérimentaux. Finalement, des questions restent ouvertes sur l'interpréta-
tion de certains niveaux de corrélations observés ainsi que sur les mesures de
corrélations locales.

Dans le dernier chapitre de ce manuscrit, les données de l'expérience
Hong-Ou-Mandel seront analysées sous un nouvel angle révélant ainsi une
expérience préliminaire au test des inégalités de Bell.
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� Le processus de création de paires par instabilité dynamique (cha-
pitre 2) peut être couplé à des miroirs et séparatrices à atomes (cha-
pitre 3) a�n de mettre en place une expérience Hong-Ou-Mandel
atomique.

� Déplacer temporellement le moment d'application de la séparatrice
permet d'ajuster la discernabilité des atomes ce qui permet de
former l'équivalent du trou HOM.

� La visibilité du trou HOM est compatible avec le modèle simple à
deux modes.

� La forme temporelle du trou HOM est liée à l'intégrale de recou-
vrement des modes au niveau de la séparatrice à la manière de
l'expérience historique. L'ordre de grandeur de la largeur de trou
est compatible avec les paramètres expérimentaux.

Résumé Chapitre 4
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Chapitre 5

Interféromètre à 4 modes et 2

atomes

Dans le dernier chapitre de ce manuscrit, la réalisation d'un interféro-
mètre à quatre modes et deux atomes est présentée [94]. La con�guration
de l'expérience permet un test partiel d'une inégalité de Bell sur la variable
d'impulsion de particules massives et peut être étendue a�n de réaliser un
test complet. L'expérience proposée s'intéresse à l'intrication de seulement
deux atomes a�n d'étudier une con�guration au plus proche des premières
expériences de pensée [21] présentes de nos jours dans tous les manuels sco-
laires de mécanique quantique [95]. De plus l'intrication étant portée sur les
variables d'impulsion des atomes, ces derniers se séparent naturellement ce
qui permet d'envisager des tests de non-localité. Aucune expérience n'a pu
jusqu'à présent former un tel test avec des particules massives 1 et les résul-
tats dans ce domaine sont souhaitables a�n de pouvoir approcher l'interface
entre mécanique quantique et gravitation [5].

Notez que plusieurs systèmes d'atomes ultra froids ont déjà pu réaliser
de l'intrication dans des systèmes formés d'un grand nombre d'atomes [97,
98, 99]. Dans ce régime de grand nombre de particules des indicateurs de
corrélation non classique et de non localité ont pu être développés [100, 101]
ce qui a permis la démonstration d'expériences type paradoxe EPR [102] et
inégalités de Bell [36].

Les résultats expérimentaux décrits dans la suite sont donc préliminaires
à un test rigoureux des inégalités de Bell sur la variable d'impulsion de deux
atomes. Les mesures présentées sont encourageantes car incompatibles avec
une description de l'émission par un mélange statistique de paires. On montre
ainsi qu'elles contraignent fortement les interprétations vers une description

1. Une expérience approchée utilisant des électrons est reportée dans [96].
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de la source en terme d'état intriqué sans pour autant prouver l'intrication
à ce stade. Les améliorations expérimentales possibles menant au test futur
des inégalités de Bell sont également discutées.

5.1 Introduction

Le but de cette introduction est de montrer comment l'expérience Hong-
Ou-Mandel du chapitre précédent peut être analysée sous un nouvel angle
faisant apparaitre un test partiel d'une inégalité de Bell sur la variable d'im-
pulsion des atomes. Dans un premier temps on montrera comment réaliser un
tel test quand l'intrication porte sur l'impulsion des particules en s'appuyant
sur la première expérience de ce type, l'expérience Rarity-Tapster [103]. Puis
on la compara avec notre système a�n de montrer comment nous pouvons
réaliser une tel expérience avec notre protocole.

5.1.1 Test des inégalités de Bell en impulsion

A�n de présenter comment un test des inégalités de Bell sur la variable
d'impulsion de particules peut être entrepris on s'intéresse ici à la première
expérience de ce type réalisée par Rarity et Tapster en 1990 [103].

Les auteurs de cette expérience utilisent un cristal non-linéaire a�n de
créer des paires de photons (Fig.5.1), à la manière du montage Hong-Ou-
Mandel historique présenté en introduction 1.2.1. Les deux photons consti-
tuant une paire sont émis avec une di�érence d'angle θ2 − θ1 précisément
égale à 28.9◦ l'un de l'autre par conservation stricte de l'impulsion. Cepen-
dant l'angle moyen d'émission des deux photons (θ1 + θ2)/2 n'est pas �xé
car le laser de pompe est légèrement focalisé dans le cristal. Il en résulte que
plusieurs paires de photons avec écart angulaire constant peuvent être émises
par le cristal et quatre ouvertures sont placées pour en sélectionner seulement
deux. Les quatre impulsions sélectionnées sont notées p1, p2, p3 et p4 et sont
reportées sur la �gure 5.1.

Dans un régime de faible pompage du cristal, deux paires de photons
ne sont jamais émises en même temps dans les quatre modes sélectionnés
précédemment et l'état du système après le cristal s'écrit :

|Ψ〉 =
1√
2

(|p1, p3〉+ |p4, p2〉) (5.1)

L'état produit est une superposition cohérente de |p1, p3〉 et |p4, p2〉. C'est
un état intriqué car la mesure d'impulsion d'un des photons implique la
connaissance instantanée de l'impulsion de l'autre photon.
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p4

p2

p3

p1

Figure 5.1 � Schéma de l'expérience de Rarity Tapster (image prise dans
[103], impulsions en rouge ajoutées). Des paires de photons sont émis d'un
cristal non-linéaire, des ouvertures permettent de sélectionner deux sets de
paires. Les faisceaux sont recombinés sur deux séparatrices et une électro-
nique adaptée permet le comptage des coïncidences aux sorties des deux
interféromètres.

A�n d'exclure toute interprétation en terme de variables cachées locales,
les auteurs de [103] ont formé un test d'inégalité de Bell. Si l'on se réfère
à l'expérience présentée en introduction 1.2.2 on remarque que le protocole
menant à un test d'inégalité de Bell implique de procéder à des mesures sur
chaque particule après avoir mélangé leur deux états possibles. En e�et dans
le protocole décrit à la section 1.2.2.4 les composantes verticale et horizontale
de polarisation de chacun des photons étaient mélangées grâce à une lame
demi-onde et un cube polariseur. Pour réaliser ce mélange avec l'impulsion
des photons il faut former deux interféromètres regroupant les deux états
possibles de chaque photon. Sur la �gure 5.1 on voit donc que les composantes
d'impulsion du premier photon p1 et p4 sont ré�échies puis mélangées sur une
séparatrice et de même les composantes d'impulsion du second photon p2 et
p3 sont mélangées sur une seconde séparatrice. Finalement l'ajout de lame de
verre inclinable par les auteurs dans chaque interféromètre permet d'ajuster
la phase relative de ces derniers.

Ce protocle est mathématiquement équivalent à celui présenté au chapitre
1 : l'angle de rotation des lames λ/2 étant remplacé par le déphasage ajouté
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par les lames de verre. En répétant l'expérience pour di�érents déphasages,
les probabilités conjointes de détection des photons aux sorties des deux
séparatrices peuvent être formées ainsi qu'un corrélateur. Les auteurs de
[103] observent ensuite l'évolution du corrélateur en fonction de la di�érence
de phase des interféromètres, ce qui mène à la violation des inégalités de Bell.

L'équivalence mathématique entre cette con�guration et celle présentée
au chapitre 1 sera précisée à la section 5.2 lors du développement du forma-
lisme de l'expérience. L'équivalence est aussi traitée dans l'article [94] reporté
en �n de manuscrit.

5.1.2 Expérience avec des atomes

A�n de réaliser l'expérience Rarity-Tapster [103] avec des atomes cela
nécessite en premier lieu une source émettant di�érentes paires atomiques
sous la forme d'un état intriqué. Puis les atomes doivent être recombinés
deux à deux dans deux interféromètres comme décrit dans la section précé-
dente. Finalement les phases des deux interféromètres doivent pouvoir être
manipulées. Ces trois points sont traités dans l'ordre dans les paragraphes
suivants.

5.1.2.1 État intriqué

Au chapitre 2 les propriétés de corrélations de la source atomique ont été
analysées et la forme allongée de ces dernières (Fig. 2.23) nous ont indiqué
le caractère multi-mode de l'émission, voir les sections 2.5.6-7. Comme pour
l'analyse HOM on souhaite à présent décrire l'expérience dans le centre de
masse des paires ainsi la �gure 2.23 décrivant les corrélations est reportée
sur la �gure 5.2 en retranchant en abscisse et ordonnée l'impulsion moyenne
des paires km égale à 1.025 krec. La source peut être décomposée en plusieurs
paires de modes et deux de ces paires sont représentées sur la �gure 5.2. Les
quatre modes d'émission sont notés p,−p, p′ et −p′. La conservation stricte de
la quasi-impulsion dans notre système implique un appariement des modes
d'impulsion opposés sur ce graphe soit p avec −p et p′ avec −p′. Comme
discuté au 2.5.7 dans un régime de faible émission (jamais plus de deux
atomes sont émis 2) et si l'on suppose la cohérence de l'émission, l'état de
la source peut s'écrire de manière approchée dans le sous-espace des quatre
impulsions (p,−p, p′,−p′) :

|Ψ〉 =
1√
2

(|p,−p〉+ |−p′, p′〉) (5.2)

2. Expérimentalement ce n'est jamais vraiment le cas, voir discussion à la section 5.2.7.
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Figure 5.2 � Émission de di�érentes paires par la source. A gauche : Carte
de corrélation croisée de la source dans la référentiel de centre de masse. A
droite : Deux paires (ligne bleu [p,−p] et vert [p′,−p′]) pouvant être émises
de la source sont représentées dans un diagramme temps position dans le
référentiel de centre de masse. Les paires émises aux impulsions p0 et −p0

ont été utilisées dans l'expérience HOM du chapitre précédent.

Notez que (5.2) suppose également que la probabilité d'émission de la
paire [p,−p] est égale à celle de [p′,−p′], c'est en fait le cas dans l'expérience
proposée. On omet aussi le fait que la plupart du temps aucun atome n'est
émis par la source.

Ainsi la source semble émettre un état intriqué comme (5.1) c'est donc
le bon point de départ d'un test de violation des inégalités de Bell. Notez
que le diagramme temps position de la �gure 5.2 permet une représentation
similaire à la propagation des photons dans l'expérience Rarity-Tapster (Fig.
5.1) cependant ici l'angle moyen d'émission des paires θ2 − θ1 est constant
égal à zéro.

5.1.2.2 Recombinaison 2 à 2

Ensuite pour réaliser l'expérience Rarity-Tapster il faut maintenant pou-
voir recombiner l'impulsion p avec −p′ dans un premier interféromètre et
−p avec p′ dans un second. On montre dans la suite que le protocole HOM
(4.1.1) permet de réaliser ce mélange sous deux conditions sur p et p′.

Dans l'expérience HOM présentée au chapitre précédent une seule paire
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les impulsions p avec −p′ ainsi que p′ avec −p sont aussi échangées de manière
e�cace, comme représenté sur la �gure 5.3. De même une seule séparatrice
permet de fermer les deux interféromètres en même temps.

Cette con�guration expérimentale permet donc en plus de réaliser l'ex-
périence HOM (pointillé sur Fig. 5.3), de produire les deux interféromètres
de l'expérience Rarity-Tapster. Expérimentalement, les deux interféromètres
type Rarity-Tapster mais aussi l'interféromètre HOM se referment par construc-
tion au même instant, et donc le fond du trou HOM (Fig. 4.4) permet de
dé�nir le bon moment pour appliquer les séparatrices pour l'expérience type
Rarity-Tapster.

5.1.2.3 Manipulation de la di�érence de phase des interféromètres

Finalement, le dernier point concerne la manipulation de la di�érence de
phase des deux interféromètres. Le contrôle indépendant de ces deux di�é-
rences de phases, comme le contrôle de la rotation des deux lames demi-ondes
dans l'expérience du chapitre 1 est nécessaire pour former un test des inéga-
lités de Bell (voir 1.2.2).

Le protocole présenté ici ne permet pas ce contrôle et c'est pourquoi cette
expérience n'est qu'un test préliminaire des inégalités de Bell. Les miroirs et
séparatrices étant communs aux deux interféromètres on ne peut pas ajuster
leur di�érence de phase. Les améliorations expérimentales pouvant menées à
un contrôle de la di�érence de phase de chaque interféromètre seront discutées
à la section 5.5.

Cependant, à ce point il est quand même possible de réaliser la mesure
d'au moins un corrélateur (1.2.2.5) ce qui va nous donner de précieux rensei-
gnements sur la source. En fait, un total de trois expériences indépendantes
menant à trois mesures de corrélateurs vont pouvoir être réalisées. En e�et,
comme le schéma présenté (Fig. 5.3) est indépendant du choix de décalage δp
dé�ni à l'équation (5.3) expérimentalement plusieurs schémas Rarity-Tapster
sont réalisés en parallèle. La limite de trois mesures de corrélateurs est discu-
tée à la section 5.2.3. De plus le formalisme décrit dans la section suivante va
pouvoir nous renseigner sur la di�érence de phase présente entre les interféro-
mètres en fonction du paramètre δp et comprendre les mesures expérimentales
des corrélateurs reportées ensuite.

5.2 Formalisme

Dans cette partie, l'évolution des opérateurs créations à travers les deux
interféromètres sont calculée. Les densités et corrélations attendues en sortie
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â†pâp

〉
=
〈
b̂†−pb̂−p

〉
|Ψ〉

n′



CHAPITRE 5. INTERFÉROMÈTRE À 4 MODES ET 2 ATOMES

égal à :

n′ =
〈
â′†p′ âp′

〉
=
〈
b̂†−p′ b̂−p′

〉
(5.5)

La corrélation croisée de la source entre les modes p et −p est :

G
(2)
p,−p =

〈
â†pb̂
†
−pâpb̂−p

〉
(5.6)

Ensuite, la corrélation locale entre le mode p et p′ est égale à :

G
(2)
p,p′ =

〈
â†pâ

†
p′ âpâp′

〉
(5.7)

L'autre corrélation locale G(2)
−p,−p′ et l'autre corrélation croisée G(2)

p′,−p′ sont
dé�nies de la même manière.

Finalement la corrélation anormale (2.5.7) liée à la cohérence de l'émission
entre les deux paires de modes [p,−p] et [p′,−p′] est égale à :

G(2)
anorm =

〈
â†pb̂
†
−pâp′ b̂−p′

〉
(5.8)

5.2.2 Propagation/Miroir/Séparatrice

Les opérateurs â†p et â
†
−p′ sont re-mélangés grâce à l'application de miroirs

et séparatrices de Bragg aux temps T et 2T , de même pour b̂†p′ et b̂
†
−p. Les

durées des pulses miroir et séparatrice sont respectivement notées TM et TS.
Les quatre miroirs et deux séparatrices sont réalisés avec deux transitions

de Bragg résonnantes pour les états d'impulsion p0 et −p0, permettant l'ex-
périence HOM (ligne pointillée sur Fig. 5.3). Ainsi ces mêmes transitions se
retrouvent légèrement hors résonance pour les atomes se propageant dans les
deux interféromètres type Rarity-Tapster. Les impulsions p et p′, déterminées
par la relation (5.3), étant écartées de manière symétrique de l'impulsion p0

le désaccord à la condition de résonance pour l'interféromètre A est toujours
l'opposé de celui pour B et ce désaccord est noté δA = −δB = δ (3.36).

Après propagation à travers l'interféromètre à quatre modes, les opéra-
teurs de sortie sont notés : Â†± et B̂†±. Grâce aux matrices de passage (3.38
et 3.40) calculées pour des désaccords faibles (δ/Ω2ph << 1) les opérateurs
de sortie sont exprimés en fonction des opérateurs initiaux :
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Â†+ =
−eiΦA√

2

[
â†p + ie−iξA â†−p′

]
(5.9)

Â†− =
−e−iΦA√

2

[
iâ†pe

iξA + â†−p′
]

(5.10)

B̂†+ =
−eiΦB√

2

[
b̂†p′ + ie−iξB b̂†−p

]
(5.11)

B̂†− =
−e−iΦB√

2

[
ib̂†p′e

iξB + b̂†−p

]
(5.12)

avec ΦA/B = ±δ(TM − TS)/2 + ϕM − ϕS des termes de phase en pré-facteur
qui n'ont pas d'incidence sur les observables. Par contre il existe un terme de
déphasage entre les bras de chaque interféromètre :

ξA/B = 2ϕM − ϕS ± (δTM + ψS(δ)) (5.13)

où on retrouve les phases des réseaux optiques ϕM/S et les déphasages induits
par désaccord à la résonance introduits au chapitre 3. Expérimentalement la
phase de chaque interféromètre varie à chaque réalisation car les phases des
réseaux ne sont pas contrôlées cependant la di�érence de phase entre les deux
interféromètres Θ(δp) ne dépend que de δp et égale à :

Θ(δp) = ξA − ξB = 2 (δTM + ψS(δ)) (5.14)

On remarque donc que notre protocole ne permet pas de �xer la di�érence
de phase absolue de chaque interféromètre mais permet, en fonction du para-
mètre δp, de déphaser les deux interféromètres l'un par rapport à l'autre. Au
�nal plusieurs schémas correspondant à plusieurs déphasages Θ(δp) peuvent
être analysés séparément.

5.2.3 Nombre d'expériences en parallèle

Expérimentalement le nombre d'expériences pouvant être analysées en
parallèle est limité par plusieurs facteurs :

� Les matrices de passage (3.38 et 3.40) utilisées pour les calculs des
opérateurs de sortie (5.9-12) ne sont valables que si le désaccord δ
est petit devant la pulsation Rabi à deux photons Ω2ph. Si ce n'est
pas la cas la re�ectivité du miroir baisse et la séparatrice n'est plus
équilibrée. D'après le chapitre 3 (Fig. 3.4), ne pas dépasser δpmax =
0.07 krec permet de conserver un miroir de ré�exion de plus de 70% et
une séparatrice 50/50 à 5% près avec nos paramètres expérimentaux.
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(Fig. 5.4) le nombre moyen de détection est :

nA+ =
〈
Â†+Â+

〉
(5.15)

=
1

2

〈
â†pâp

〉
+

1

2

〈
â†−p′ â−p′

〉
(5.16)

=
n+ n′

2
(5.17)

où l'égalité
〈
â†pâ−p′

〉
= 0 a été utilisée car dans notre problème les atomes

sont toujours émis par paires [p,−p] ou [p′,−p′]. La densité est la même sur
tous les autres ports de sortie : nA+ = nA− = nB+ = nB− . Il n'y a donc
aucune modulation de densité en fonction de la di�érence de phase entre
les interféromètres Θ(δp) mais on va montrer qu'il en existe une pour les
corrélations.

5.2.5 Corrélations en sortie des interféromètres

On cherche à calculer les quatre corrélations de mesure existantes entre
les deux côtés A et B de l'expérience (Fig. 5.4). Par exemple la corrélation
entre les ports A+ et B+ notée G(2)

++ est égale à :

G
(2)
++ =

〈
Â†+B̂

†
+Â+B̂+

〉
(5.18)

=
1

4

[〈
â†pb̂
†
p′ âpb̂p′

〉
+
〈
â†−p′ b̂

†
−pâ−p′ b̂−p

〉]
(5.19)

+
1

4

[〈
â†pb̂
†
−pâpb̂−p

〉
+
〈
â†−p′ b̂

†
p′ â−p′ b̂p′

〉]
(5.20)

+
1

4

[〈
â†pb̂
†
−pâp′ b̂−p′

〉
e−iΘ(δp) +

〈
â†−p′ b̂

†
p′ âpb̂−p

〉
eiΘ(δp)

]
(5.21)

Où seuls les termes conservant l'impulsion ont été conservés. Les termes
(5.19) correspondent aux corrélations locales (5.7), puis les termes (5.20)
aux corrélations croisées (5.6). Finalement (5.21) correspond à la corrélation
anormale (5.8). En notant θ la phase de la corrélation anormale telle que

G
(2)
anorm =

〈
â†−p′ b̂

†
p′ âpb̂−p

〉
=
∣∣∣G(2)

anorm

∣∣∣ eiθ, la corrélation G(2)
++ s'écrit :

G
(2)
++ =

G
(2)
p,p′ +G

(2)
−p,−p′

4
+
G

(2)
p,−p +G

(2)
p′,−p′

4
+

∣∣∣G(2)
anorm

∣∣∣
2

cos [Θ(δp) + θ] (5.22)
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De même entre les ports A+ et B− la corrélation est :

G
(2)
+− =

G
(2)
p,p′ +G

(2)
−p,−p′

4
+
G

(2)
p,−p +G

(2)
p′,−p′

4
−

∣∣∣G(2)
anorm

∣∣∣
2

cos [Θ(δp) + θ] (5.23)

Finalement, les deux dernières corrélations sont :

G
(2)
−+ = G

(2)
+−, G

(2)
−− = G

(2)
++ (5.24)

Les corrélations évoluent donc en fonction du choix de décalage en im-
pulsion δp si la source émet bien de manière cohérente les paires et donc
manifeste une corrélation anormale.

5.2.6 Probabilités

Dans le cas idéal l'état de la source est de la forme (5.2), c'est à dire une
superposition cohérente d'une émission de paire [p,−p] et [p′,−p′]. Il n'y a
alors qu'une détection par côté A et B de l'expérience à chaque réalisation
et donc seulement quatre possibilités de résultat, les probabilités associées à
ces quatre possibilités sont :

P±,± =
G

(2)
±±

G
(2)
++ +G

(2)
−− +G

(2)
−+ +G

(2)
+−

(5.25)

En prenant en compte les égalités G(2)
p,p′ = G

(2)
−p,−p′ = 0 et [G

(2)
p,−p +

G
(2)
p′,−p′ ]/2 = G

(2)
anorm = 1/2 pour l'état (5.2), on peut calculer les probabi-

lités (5.25) :

P++ = P−− =
1

2
cos2 [Θ(δp)/2] (5.26)

Et,

P+− = P−+ =
1

2
sin2 [Θ(δp)/2] (5.27)

(5.26) sont appelées probabilité d'accord, car elle correspond à la proba-
bilité que les deux atomes sortent du même côté des séparatrices sur la �gure
5.4. De même (5.27) sont les probabilités de désaccord. Ces probabilités évo-
luent en fonction de la di�érence de phase entre les deux interféromètres à la
manière des probabilités dans l'expérience Rarity-Tapster (voir [104]).
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5.2.7 Corrélateur

En combinant les 4 probabilités on forme le corrélateur qui quanti�e les
corrélations sur les mesures en sortie des deux interféromètres, E = P++ +
P−− − P+− − P−+ dé�ni au chapitre 1 (1.18) :

E = cos [Θ(δp)] (5.28)

Au �nal, on trouve mathématiquement exactement le même développe-
ment qu'au chapitre 1 où la di�érence d'angle entre les lames demi-ondes
est échangée avec la di�érence de phase entre les interféromètres. Ces ex-
périences sont donc équivalentes, à la di�érence que l'on ne peut pas faire
varier la phase de chaque interféromètre indépendamment et en déduire un
paramètre de Bell (1.19). En e�et, pour un choix particulier du décalage δp,
seulement un corrélateur correspondant à une di�érence de phase Θ(δp) peut
être mesuré. On peut ensuite renouveler l'analyse pour un nouveau décalage
mais la mesure de corrélateur qui en découle correspond un nouvel état initial
de la forme (5.2). Comme discuté à la section 5.2.3 expérimentalement trois
corrélateurs vont pouvoir être mesurés et ces derniers vont nous renseigner
partiellement sur l'état de la source.

Si l'on revient au cas général où l'état n'est pas forcément idéal comme
(5.2), il peut alors y avoir plus de deux atomes émis pour certaines réalisa-
tions, l'amplitude de modulation des corrélateurs va alors baisser. En gardant
la dé�nition des probabilités (5.26-27) le corrélateur devient :

E =
2
∣∣∣G(2)

anorm

∣∣∣
G

(2)
p,p′ +G

(2)
−p,−p′ +G

(2)
p,−p +G

(2)
p′,−p′

cos [Θ(δp) + θ] (5.29)

La phase θ dans (5.29) provient de la phase du corrélateur anormal (5.8),
elle est inconnue expérimentalement. La modélisation du chapitre 2 ne prévoit
pas son comportement et elle pourrait a priori dépendre de δp.

Dans le cas d'une émission équilibrée d'un nombre moyen de n paires
[p,−p] et de même pour [p′,−p′] 4, les corrélations croisées sont égales à n(1+
2n) (2.58), les locales à n2 (2.57) et la corrélation anormale à n(1 + n) ([78]
voir section 2.5.7).

4. C'est le cas expérimentalement car les paires considérées sont symétriquement dis-
tribuées autour des maxima de densités, voir Fig. 2.11.
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Figure 5.6 � Amplitude de modulation du corrélateur (5.30) en fonction du
nombre moyen de paires émises dans [p,−p] et [p′,−p′]. Une inégalité de Bell
peut être violée si A > 1/

√
2 ∼= 0.7, cette limite est représentée en lignes

pointillées sur la �gure.

Au �nal, l'amplitude A du corrélateur est égale à :

A =
1 + n

1 + 3n
(5.30)

Cette amplitude est représentée en fonction du nombre moyen de paires
émises dans les modes [p,−p] et [p′,−p′] sur la �gure 5.6. Lorsque le nombre
moyen de paire tend vers zéro, l'état de la source tend vers (5.2) et l'amplitude
de modulation du corrélateur est maximale égale à 1, on retrouve le cas
parfait (5.28). Pour espérer violer les inégalités de Bell, il faut A > 1/

√
2 ∼=

0.7 [22] ce qui correspond à nmax = 0.26.

5.3 Résultats

Dans cette partie, les données HOM du chapitre précédent sont analysées
de nouveau a�n de calculer les probabilités (5.25) puis un corrélateur associé à
une expérience type Rarity-Tapster. Les données présentées ici correspondent
à trois positions temporelles de la séparatrice placées au fond du trou HOM
du chapitre précédent (points 4,5,6 sur la �gure 4.4) pour un total 2200
réalisations.

5.3.1 Mesure de probabilités et corrélateurs

Comme discuté à la section 5.2.3 le nombre d'expériences type Rarity-
Tapster pouvant être réalisées en parallèle est restreint et égal à trois avec nos
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paramètres expérimentaux. Les zones d'intégrations longitudinales sont choi-
sies de longueur 0.022 krec (voir 5.2.3) et les trois décalages δp permettant de
dé�nir les impulsions p, −p, p′ et −p′ à analyser sont [0.019, 0.041, 0.063] krec.
Chaque décalage est écartés de 0.022 krec du précédent, ainsi aucune détection
n'est utilisée dans deux sets ce qui rend les trois mesures bien indépendantes.

Sur la �gure 5.7 sont représentés les probabilités et corrélateur mesurés
pour les trois expériences. Les probabilités ainsi que le corrélateur semblent
dépendre du décalage en impulsion δp comme attendu par les équations (5.26-
28). En abscisse haute est reportée la valeur de la di�érence de phase entre
les interféromètres Θ(δp) calculée, cela permet de voir que l'on attend bien
une évolution des quantités. Cependant, on ne peut pas ajuster la courbe du
corrélateur avec la formule (5.29) car comme expliqué au 5.2.7 la dépendance
de la phase du corrélateur anormale θ est inconnue. Les trois corrélateurs
mesurés sont [−0.34(17),−0.13(21), 0.50(20)].

En augmentant δp les impulsions s'éloignent des maxima de densité, le
nombre moyen d'atomes par boite d'intégration diminue alors légèrement,
dans le tableau suivant est reportée l'évolution des densités en fonction de
δp :

δp[krec] nA+ nA− nB+ nB− nmoy nmoy/η

0.022 0.057 0.065 0.058 0.074 0.064 0.25
0.041 0.052 0.061 0.051 0.057 0.055 0.22
0.063 0.036 0.045 0.048 0.057 0.047 0.19

Le nombre moyen d'atomes détectés dans les zones d'intégration pour
les trois expériences est de 0.22. En considérant que les zones d'intégration
sont de dimensions proches de la taille d'un mode, ce qui est con�rmé par
les mesures de corrélation locale (2.6.6.1), il n'est pas surprenant de voir un
corrélateur égal à 0.5 sur la �gure 5.7 car l'amplitude théorique de ce dernier
est égale à 0.73 donnée par (5.30).

5.3.2 Véri�cation du zéro du corrélateur

A�n de con�rmer les résultat de la �gure 5.7, on peut véri�er qu'il n'y a
pas de biais de mesure et étudier le bruit de fond en analysant des expériences
dont le corrélateur est théoriquement nul.

Les zones d'intégration utilisées dans les mesures précédentes peuvent être
mélangées a�n de construire de nouvelles expériences pour lesquelles les pro-
babilités et donc le corrélateur ne doit pas manifester de modulation. Il s'agit
de construire des expériences où aucune des probabilités P±± de la �gure 5.7
n'est représentées. Il existe 18 con�gurations de ce type. L'histogramme des
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Figure 5.7 � Probabilités et corrélateur en fonction du décalage en im-
pulsion δp et de la di�érence de déphasage des deux interféromètre Θ(δp).
Premier graphe : les probabilités d'accord P++ (rouge) et P−− (marron). Se-
cond graphe : les probabilités de désaccord P+− (vert) et P−+ (bleu). Les
points sont légèrement décalés pour plus de visibilité. Troisième graphe : cor-
rélateur calculé à partir des quatre probabilités. Les boites d'intégration sont
de longueur 0.022krec et diamètre 0.043krec.
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Figure 5.8 � Histogramme des corrélateurs mesurés avec des expériences
pour lesquelles la valeurs théorique du corrélateur est nul. La distribution
des ces valeurs renseigne sur le bruit de mesure et sur un éventuel biais.
la valeur moyenne des corrélateurs mesurés est mE = 0.04(2) ce qui est
raisonnablement proche de zéro et l'écart type des réalisations est σE = 0.139

18 corrélateurs mesurés est représenté sur la �gure 5.8, les corrélateurs sont
bien resserrés autour de zéro comme attendu. La valeur moyenne de ces der-
niers est mE = −0.001(30) ce qui con�rme qu'il n'y a pas de biais dans les
mesures de corrélateur. Puis l'écart type sur les valeurs des corrélateurs est
égal à σE = 0.12, ce qui nous renseigne sur le fait qu'il est plutôt improbable
que les corrélateurs n◦1 et 3 de la �gure 5.7 soient dû à un bruit statistique
car tous deux sont respectivement à −2.7 et 4 σE du zéro mE.

Ces mesures permettent également de véri�er séparément les valeurs de
référence des probabilités P±± = 1/4 attendues 5 pour une expérience sans
modulation. Les probabilités moyennes calculées à partir des 18 con�gu-
rations dé�nies précédemment sont : P++ = 0.258(15), P−− = 0.241(11),
P−+ = 0.259(18) et P+− = 0.242(13).

5.4 Implications

Le montage expérimental a permis de montrer la mesure de plusieurs
probabilités et corrélateurs qui semblent être dépendants de la di�érence
de phase entre les interféromètres. Deux des trois corrélateurs sont de plus
écartés signi�cativement de zéro. Dans cette partie les implications de telles
mesures sont discutées.

Dans les paragraphes suivants premièrement deux modélisations des ré-

5. D'après l'équation (5.25) avec G(2)
anorm = 0
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sultats observés seront discutées avant d'être écartées puis on s'interrogera
sur l'interprétation de l'expérience en terme d'état intriqué.

Mélange statistique de paires ?

Considérons une source composée d'un mélange statistique de paires [p,−p]
et [p′,−p′]. A chaque réalisation de l'expérience un seul des bras des deux
interféromètres est peuplé par un atome. Les deux atomes arrivant sur les
séparatrices ont alors indépendamment 50% chacun d'être ré�échis ou trans-
mis par ces dernières. Au �nal les probabilités conjointes de détection sont
toutes égales à 1/4 et le corrélateur est nul. Ce n'est pas compatible avec nos
mesures expérimentales.

Si l'on considère un cas plus général pour lequel l'émission est constituée
d'un mélange statistique de deux sources pouvant émettre plus d'une paire
dans les modes [p,−p] et [p′,−p′] les résultats sont les mêmes. En e�et, comme
les deux sources n'ont pas de relation de phase entre elles la corrélation
anormale (5.8) s'annule et aucune modulation n'est attendue.

Le mélange statistique est donc écarté par nos mesures expérimentales.

Mélange d'état à une particule ?

La seconde modélisation envisagée ici est le mélange d'état à une parti-
cule du type : |Ψ〉 = 1/2[eiθ1 |p〉+eiθ2 |−p〉+eiθ3 |p′〉+eiθ4 |−p′〉]. Les relations
de phase existantes entre les composantes de l'état vont entrainer des inter-
férences à la sortie de deux interféromètres. Ces dernières vont ainsi moduler
les probabilités conjointes de détection entre les interféromètres. Cet état
semble donc pouvoir expliquer les modulations des probabilités et corréla-
teurs. Cependant on ne doit pas oublier que les propriétés de corrélation de
la source sont connues et un tel état n'étant pas composé de paires il ne
manifeste pas de corrélation comme celles observées à la section 2.6.6.

En e�et, l'interprétation des résultats des expériences décrites à la section
5.3 doit prendre en compte les propriétés de corrélation mesurées de la source
et donc intégrer des composantes appariées de type |p,−p〉 et |p,−p′〉. Cette
modélisation est donc aussi écartée par les mesures expérimentales. Notez que
les diagrammes de corrélation excluent également les composantes de type
|p,−p′〉 et |p′,−p〉 dans l'état car aucune corrélation n'est mesurée entre ces
impulsions.

État intriqué ?

Les deux tentatives de modélisation précédentes nous ont permis de mon-
trer que l'interprétation est fortement contrainte par les mesures expérimen-
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tales composées des diagrammes de corrélation (2.6.6) et des mesures de
corrélateurs (5.3.1).

Le développement théorique de la section 5.2 a permis de montrer que les
mesures de corrélateur peuvent être interprétées grâce à une état proche de
(5.2) qui est intriqué. Celui-ci permet également de prédire les diagrammes
de corrélations. Cependant cela est-il su�sant pour prouver l'intrication de la
source ? Bien que cette question reste ouverte il semble raisonnable de penser
à ce stade que non.

L'expérience doit être améliorée a�n de réaliser un test rigoureux des in-
égalités de Bell car une violation de celles-ci prouverait incontestablement
l'intrication de la source. Cette perspective est discutée dans la section sui-
vante.

5.5 Perspectives

Les améliorations techniques qu'il est possible de mettre en ÷uvre sur
l'expérience a�n de réaliser un test rigoureux des inégalités de Bell sont dis-
cutées dans les paragraphes suivants.

Meilleur statistique

L'expérience HOM du chapitre précédent ainsi que l'expérience type Rarity-
Tapster de ce chapitre manquent toutes les deux de statistique. Cela provient
du mode de production des paires qui oblige à un taux d'émission faible a�n
d'éviter l'émission de plusieurs paires dans les même modes. Ainsi la plupart
du temps la source n'émet aucun atomes et le cycle expérimental de 30s n'est
pas exploitable.

Des améliorations techniques sont en cours sur l'expérience a�n de rac-
courcir la durée de production du condensat. La seconde expérience d'hélium
à l'institut a montré qu'il était par exemple possible de produire un condensat
en 6s [105]. Une autre solution envisagée pour améliorer la statistique réside
dans le recyclage du condensat, en e�et sur les 5 104 atomes qu'il contient
seulement 200 environ sont émis à chaque cycle. Les paires pourraient donc
être extraites et le condensat conservé dans le piège a�n de le réutiliser de
multiple fois.

Comment réaliser deux séparatrices ?

L'expérience présentée dans ce chapitre ne permet pas un test rigoureux
des inégalités de Bell car pour un choix de δp particulier, la di�érence de
phase des deux interféromètres ne peuvent être changées. Dans la suite deux
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5.6 Conclusion

En résumé nous avons présenté dans le cinquième et dernier chapitre de
ce manuscrit une modélisation puis une mise en pratique d'une expérience
préliminaire au test des inégalités de Bell sur la variable d'impulsion d'espèce
atomique. Une analyse sous un nouvel angle de l'expérience Hong-Ou-Mandel
du chapitre précédent a permis de révéler un schéma interférométrique à
quatre modes équivalent du schéma Rarity-Tapster. Expérimentalement trois
corrélateurs ont pu être mesurés permettant d'écarter toutes interprétations
en terme de mélange statistique émis par la source. Le protocole peut être
amélioré a�n de réaliser le premier test des inégalités de Bell sur la variable
d'impulsion de particules massives.

� Le protocole Hong-Ou-Mandel du chapitre précédent permet de
réaliser dans le même temps une expérience préliminaire de test
des inégalités de Bell.

� Les mesures de corrélateurs sont compatibles avec une émission
d'état intriqué de la forme :

|ψ〉 =
1√
2

(|p,−p〉+ |p′,−p′〉)

� Les mesures écartent une modélisation de la source par un mé-
lange statistique de paires [p,−p] et [p′,−p′]. Elles contraignent
fortement les états possibles de la source sans pour autant prouver
l'intrication de l'émission.

� Le protocole peut être amélioré a�n de réaliser le premier test des
inégalités de Bell sur la variable d'impulsion de particules massives.

Résumé Chapitre 5
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Conclusion

En conclusion de ce manuscrit, deux expériences d'optique atomique
quantique ont été étudiées : l'expérience Hong-Ou-Mandel atomique ainsi
qu'une expérience préliminaire au test des inégalités de Bell sur la variable
d'impulsion d'atomes avec un protocole proche de l'expérience Rarity-Tapster.

Ces deux expériences ont permis de révéler des comportements très parti-
culier des atomes. Premièrement, dans l'expérience Hong-Ou-Mandel une in-
terférence à deux particules a pu être réalisée. Puis pour l'expérience Rarity-
Tapster les résultats suggèrent que notre source est composée de paires
d'atomes intriquées en impulsions.

Les interférences à plusieurs particules et l'intrication sont deux aspects
de la mécanique quantique parmi les plus surprenants. Pouvoir les réaliser
avec quelques atomes dans des environnements contrôlés est nécessaire à la
consolidation de nos connaissances des lois de la nature, en particulier quand
mécanique quantique et gravitation sont à l'÷uvre simultanément.

L'équipe Hélium souhaite continuer dans cette voie en réalisant la pre-
mière violation d'inégalités de Bell sur les variables d'impulsion de particules
massives.
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Annexe A

Atome d'Hélium

L'hélium est le plus léger des gaz rares avec un numéro atomique de 2.
Il possède deux isotopes stables un fermionique 3He et un bosonique 4He.
Nous travaillons avec l'isotope bosonique 4He dans deux expériences à l'Ins-
titut d'Optique et à l'heure actuelle trois autres groupes le manipulent égale-
ment dans des expériences d'atomes froids : l'Australian National University
de Canberra, l'Institute for Quantum Optics and Quantum Information de
Vienne et le Laser Centre Vrije Universiteit à Amsterdam.

Sur la �gure A.1 est représentée la structure atomique de l'hélium 4. Le
premier état excité 23S1 possède une grande énergie 19.8 eV ainsi qu'un temps
de vie très long égale à 7870(510)s [37], c'est un état métastable. Cet état
est atteint par décharge électrique puis comme son temps de vie est grand
devant le cycle expérimental il constitue un nouvel état fondamental.

Comme décrit au chapitre 1 du manuscrit, la haute énergie interne de
l'état 23S1 permet la détection électronique des atomes. Ces derniers peuvent
arracher un électron d'une surface métallique et ainsi créer une avalanche
électronique détectable. Nous utilisons un détecteur à micro-canaux pour
enregistrer avec précision la position et le temps d'impact des atomes (voir
chapitre 1).

La transition optique proche infrarouge à 1083 nm 23S1 → 23P0,1,2 permet
la manipulation des atomes. En particulier la ligne 23S1 → 23P2 est utilisée
pour la mélasse transverse, le ralentisseur Zeeman, les mélasses optiques, le
repompage et le refroidissement Doppler. Puis la ligne 23S1 → 23P0 sert pour
le transfert Raman et les transitions Bragg réalisant miroirs et séparatrices
(voir thèses précédentes pour plus de détails [41, 50]).
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Figure A.1 � Structure atomique de l'Hélium 4. L'état 23S1 est un état
métastable de longue vie 7870(510)s [37], manipulable optiquement grâce
aux transitions avec 23P0,1,2 à 1083nm. Son importante énergie interne 19.8eV
permet une détection électronique.

Les principales propriétés de l'hélium et de sa transition 23S1 → 23P2 de
refroidissement sont décrites dans le tableau suivant :

Quantité Notation Valeur
Temps de vie de l'état 23S1 7870(510)s

Masse m 4u = 6.64 10−27 kg
Longueur de di�usion en onde s

(piège dipolaire)
a 7.512 10−9 m

Constante de couplage GP (2.4) g = 4π~2a
m

1.58 10−49 J/m3

Longueur d'onde de transition λrec 1083 nm
Largeur de transition Γ 2π × 1.62 MHz
Intensité de saturation Isat 1.6 W/m2

Impulsion de recul (/~) krec 5.80 106 m−1

Vitesse de recul vrec = ~krec
m

9.2 cm/s
Énergie de recul Erec = ~2k2

rec

2m
2.81 10−29 J

Pulsation de recul ωrec = Erec
~ 2π × 42.5kHz

Les quantités associées à l'absorption d'un photon à 1083 nm (impulsion,
vitesse, énergie et pulsation de recul) constituent des échelles naturelles pour
décrire l'expérience, elles sont donc utilisées dans le manuscrit.
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Annexe B

Paramètres des réseaux optiques

Deux réseaux optiques sont utilisés sur l'expérience, le premier permet de
déclencher le processus de création de paires atomiques (chapitre 2) et le se-
cond permet la manipulation de l'impulsion des atomes par transition Bragg
(chapitre 3). Les réseaux optiques introduisent de nouvelles échelles d'éner-
gie, de vitesse et d'impulsion (voir 2.3.1.1) qui sont di�érentes des échelles
naturelle dé�nie à l'annexe A associées à l'absorption d'une photon à réso-
nance (Erec, vrec, krec). Les principales propriétés des réseaux et la conversion
de leurs impulsions caractéristiques vers l'échelle naturelle (krec) sont donc
résumées dans les paragraphes et tableaux suivants.

Le premier réseau présent sur l'expérience est celui associé à la création
de paires dont les principales propriétés sont :

Quantité Notation Valeur
Longueur d'onde des lasers λres 1064 nm
Angle entre les faisceaux θres 166◦

Pas du réseau a = λres
2 sin(θres/2)

0.54 µm
Vecteur d'onde kres = 2π

λB
sin(θres/2) 5.86 106 m−1

Énergie caractéristique Eres = ~2k2
res

2m
2.87 10−29 J

Pour les réseaux, l'impulsion caractéristique est égale au module de l'in-
crément d'impulsion acquis lors de l'absorption d'une photon d'un des fais-
ceaux projeté sur l'axe du réseau, c'est à dire : ~kres 1.

Le réseau associé à la création de paire a la particularité d'avoir un vecteur
d'onde très proche de l'impulsion de recul (divisée par ~) dé�nie à l'annexe
A. Les deux quantités di�èrent de seulement 1%.

1. Souvent noté sans ~ dans le manuscrit pour alléger les notations, vecteur d'onde et
impulsion sont alors confondus.
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Le second réseau réalise les miroirs et séparatrices atomiques, ces princi-
pales propriétés sont :

Quantité Notation Valeur
Longueur d'onde des lasers λB = λrec 1083 nm
Angle entre les faisceaux θB 32◦

Pas du réseau aB = λB
2 sin(θB/2)

1.96 µm
Vecteur d'onde kB = 2π

λB
sin(θB/2) 1.60 106 m−1

Énergie caractéristique EB =
~2k2

B

2m
2.17 10−30 J

Pour ce réseau l'impulsion d'intérêt est celle accumulée après absorption
d'un photon d'un des lasers formant le réseau et émission stimulée dans
l'autre laser. Cette impulsion est notée ∆kB dans le texte est égale à 2kB.
Avec les unités de recul : ∆kB = 0.55 krec.
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We present a free-space interferometer to observe two-particle interference of a pair of atoms with
entangled momenta. The source of atom pairs is a Bose-Einstein condensate subject to a dynamical
instability, and the interferometer is realized using Bragg diffraction on optical lattices, in the spirit of our
recent Hong-Ou-Mandel experiment. We report on an observation ruling out the possibility of a purely
mixed state at the input of the interferometer. We explain how our current setup can be extended to enable a
test of a Bell inequality on momentum observables.
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A key element of the second quantum revolution [1,2] is
entanglement [3]. Its extraordinary character comes from the
fact that themany-bodywave function of entangled particles
can only be described in a configuration space associated
with the tensor product of the configuration spaces of the
individual particles. When one insists on describing it in our
ordinary space-time, one has to face the problem of non-
locality [4–6]. This is clearly illustrated by the violation of
Bell’s inequalities [7], which apply to any system that can be
described in the spirit of the local realist worldview of
Einstein, in which physical reality lies in our ordinary space-
time [8].
While the violation of Bell’s inequalities stems from two-

particle interferences observed with entangled pairs, the
converse is not true: not all phenomena associated with
two-particle interference can lead to a violation of Bell’s
inequalities. This is, for instance, the case of the Hanbury
Brown–Twiss effect for thermal bosons [9,10], or the Hong-
Ou-Mandel effect [11]: the quantum description appeals to
two-particle interference but no nonlocality is involved. This
is because the latter effects involve only two modes for two
indistinguishable particles [12],while a configuration leading
to the violation of Bell’s inequalities requires four modes that
can be made to interfere two by two in different places [13].
Ever more ideal experimental tests of Bell’s inequalities

have been performed with low energy photons, internal
states of trapped ions and nitrogen-vacancy centers (see
references in Refs. [16,17]). But we know of no experi-
ments on two-particle interference in four modes associated
with the motional degrees of freedom (position or momen-
tum) of massive particles, and in a configuration permitting
a Bell inequality test [18]. Such tests involving mechanical
observables are desirable, in particular, because they may
allow one to touch upon the interface between quantum
mechanics and gravitation [20].

In this Letter, we present a two-particle interferometer
for momentum entangled atoms and report on an initial
implementation. To understand the experiment, consider an
entangled state consisting of a pair of atoms in a super-
position of distinct momentum modes labeled by �p
and �p0:

FIG. 1. Diagram of a two-particle, four-mode interferometer.
An atom pair in the entangled momentum state (1) is emitted at
time t ¼ 0. Using Bragg diffraction on optical lattices, the four
input modes are then deflected at time t1, and mixed two by two
at time t2 ¼ 2t1 on two independent splitters A and B, with
phases ϕA and ϕB. The interference is read out by detecting the
atoms in the output modes A�, B�, and measuring the proba-
bilities of joint detection PðA�; B�Þ. The Bragg deflector and
splitters differ from their optical analogs, because rather than
reversing the incident momentum, they translate the momentum
by a reciprocal lattice vector �ℏkl. The dashed lines show the
Hong-Ou-Mandel configuration.

PRL 119, 173202 (2017) P HY S I CA L R EV I EW LE T T ER S
week ending

27 OCTOBER 2017

0031-9007=17=119(17)=173202(5) 173202-1 © 2017 American Physical Society

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.173202
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.173202
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.173202
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.173202


jΨi ¼ 1
ffiffiffi

2
p ðjp;−pi þ jp0;−p0iÞ: ð1Þ

This superposition can be probed with the interferometer
shown in Fig. 1. An analogous interferometer for photons
was proposed in Ref. [21], implemented in Ref. [22], and
resulted in aBell inequality violation. Similar configurations
for atoms were also analyzed in Refs. [23,24]. Although our
results do not yet prove that we have an entangled state, they
do exclude the possibility of a statistical mixture.
The input modes p and -p0 of our interferometer are

deflected and mixed on the 50∶50 splitter A. Similarly, the
input modesp0 and -p are deflected andmixed on the 50∶50
splitterB. The deflection andmixing are realizedwith Bragg
diffraction on optical lattices. The deflecting lattice is
common to the four input modes and is applied at time
t1. The splitting lattices A and B are applied at time t2 ¼ 2t1
(the time origin is set at the instant of pair emission). The
four output modes of the interferometer, A� and B�, can be
written in terms of the four input modes [25]

jAþi ¼
−1
ffiffiffi

2
p ðe−iðϕA−ϕDÞjpi þ ie−iϕD j − p0iÞ; ð2Þ

jA−i ¼
−1
ffiffiffi

2
p ðieiϕD jpi þ eiðϕA−ϕDÞj − p0iÞ; ð3Þ

jBþi ¼
−1
ffiffiffi

2
p ðe−iðϕB−ϕDÞjp0i þ ie−iϕD j − piÞ; ð4Þ

jB−i ¼
−1
ffiffiffi

2
p ðieiϕD jp0i þ eiðϕB−ϕDÞj − piÞ: ð5Þ

Here, the phases ϕD, ϕA, and ϕB are the phase differences
between the laser beams forming the deflecting lattice (ϕD)
and the splitting lattices (ϕA and ϕB); they can, in principle,
be separately controlled. In the above equations we have
omitted overall phase factors due to propagation.
Inverting equations (2)–(5), one readily obtains the

expression of the entangled state (1) at the output of the
interferometer, which solely depends on ϕA and ϕB:

jΨouti¼
1

2
ffiffiffi

2
p ½−iðeiϕA þeiϕBÞjAþ;Bþi

þðeiðϕA−ϕBÞ−1ÞjAþ;B−iþðe−iðϕA−ϕBÞ−1ÞjA−;Bþi
− iðe−iϕA þe−iϕBÞjA−;B−i�: ð6Þ

The probabilities of joint detection in the output modes are
given by the squared modulus of the complex amplitudes of
the corresponding pair states,

PðAþ; BþÞ ¼ PðA−; B−Þ ¼
1

2
cos2½ðϕA − ϕBÞ=2�; ð7Þ

PðAþ; B−Þ ¼ PðA−; BþÞ ¼
1

2
sin2½ðϕA − ϕBÞ=2�; ð8Þ

while the probabilities of single detection are all equal to
1=2. The entangled nature of the initial state is manifest in
the oscillation of the joint detection probabilities as a
function of the phase difference ðϕA − ϕBÞ. If rather, we
had initially a statistical mixture of the pair states jp;−pi
and jp0;−p0i, there would be no modulation and the
probabilities of joint detection would all be equal to 1=4.
The four joint detection probabilities can also be combined
in a single correlation coefficient,

E ¼ PðAþ; BþÞ þ PðA−; B−Þ
− PðAþ; B−Þ − PðA−; BþÞ ð9Þ

¼ V cosðϕA − ϕBÞ: ð10Þ

The visibility V is equal to unity for the input state (1), but it
may be reduced in a real experiment due, for example, to
decoherence, or the presence of additional pairs. In the case
of a statistical mixture, the correlation coefficient would be
equal to zero. Of course, a Bell inequality test remains
possible provided V > 1=

ffiffiffi

2
p

[26].
We now come to our experimental realization. A gaseous

Bose-Einstein condensate (BEC) containing 7 × 104

Helium-4 atoms in the metastable 2 3S1, mJ ¼ 1 electronic
state is confined in an ellipsoidal optical trap with its long
axis along the vertical (z) direction. The emission of atom
pairs occurs in the presence of a vertical, moving optical
lattice formed by the interference of two laser beams with
slightly different frequencies [25]. It results from the
scattering of two atoms from the BEC and can be thought
of as a spontaneous, degenerate four-wave mixing process
[27]. The lattice is switched on and off adiabatically in
100 μs, and ismaintained at a constant depth for 600 μs. The
lattice hold time is tuned to produce a peak atom pair density
in velocity space of about 3 × 10−3 detected pairs per
ðmm=sÞ3. The optical trap is switched off abruptly as soon
as the lattice depth is returned to zero. The atoms are then
transferred to the magnetically insensitivemJ ¼ 0 statewith
a two-photon Raman transition and fall freely under the sole
influence of gravity. They end their fall on a microchannel
plate detector located 46 cmbelow the position of the optical
trap [28]. The detector records the impact of each atom with
an efficiency ∼25%. We store the arrival times and hori-
zontal positions (x-y plane), and reconstruct the initial three-
dimensional velocity of every detected atom.
In Fig. 2, we show the initial velocity distribution of the

emitted atom pairs in the y-z plane. Here, and in the rest of
the Letter, velocities are expressed in the center-of-mass
reference frame of the free-falling pairs. The distribution is
bimodal, and symmetric under rotation about the z axis,
reflecting the one-dimensional character of the pair emis-
sion. We do observe, however, a slight asymmetry in the
height of the two maxima. We attribute this asymmetry
to momentum-dependent losses occurring during the
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short time when the emitted atoms spatially overlap with
the BEC.
The pairwise emission process is characterized by the

normalized cross-correlation

gð2Þðvþz ; v−z Þ ¼
hnðvþz Þnðv−z Þi
hnðvþz Þihnðv−z Þi

; ð11Þ

where nðv�z Þ represents the number of atoms with a
velocity vþz > 0, or v−z < 0, along the z axis and 0 along
the x and y axes. Experimentally, we measure this corre-
lation by counting the number of detected atoms inside two
small integration volumes in velocity space [25], and
averaging their product over many realizations (as denoted
by h·i). The correlation obtained in the experiment is
displayed in Fig. 3. A two-particle correlation centered
around vþz ¼ −v−z ≃ 25 mm=s is clearly visible, and con-
firms that atoms are indeed emitted in pairs with opposite
velocities. Because the pair emission fulfills the quasimo-
mentum conservation strictly, but the energy conservation
only loosely [27], our source emits several pairs of modes,
as shown by the correlation peak which is elongated along
the line vþz ¼ −v−z [25].
If the pair production process is coherent, emitted pairs

will be in a superposition of several pair states, each with
well defined velocities. In other words, our source of atom
pairs should produce pairs of entangled atoms. By filtering
the velocities at the detector according to mvþz ¼ p or p0,
andmv−z ¼ −p or −p0, wherem is the mass of the atom, we
therefore expect to obtain a Bell state of the form (1),
expressed in the center-of-mass reference frame of the pairs.
The next step is to observe an interference between the two

components of the superposition state with the interferom-
eter in Fig. 1. This is realized using Bragg diffraction of the
atoms on a second optical lattice oriented along the z axis,
distinct from the lattice driving the pair emission. This Bragg
lattice is pulsed first for 100 μs to realize the Bragg deflector
(π pulse), and then for 50 μs to realize the Bragg splitters
(π=2 pulse). During thewhole time, the frequency difference
between the laser beams forming the lattice is chirped to
compensate for the atoms’ free fall. The Bragg resonance is
met when v�z ¼ �25 mm=s but the finite pulse duration
broadens the Bragg energy condition such that all mode
pairs ðp;−p0Þ, or ð−p; p0Þ, produced in the experiment are
coupled with almost the same strength if they fulfill the
Bragg momentum condition

pþ p0 ¼ ℏkl; ð12Þ

where kl ¼ m=ℏ × 50 mm=s is the lattice reciprocal vector.
This has two practical consequences. First, a single Bragg
lattice simultaneously realizes the deflection, or the mixing,
of the two pairs of modes ðp;−p0Þ and ð−p; p0Þ, in contrast
with the configuration shown in Fig. 1, where two inde-
pendent splitters are shown. Second, since by construction
the interferometer is closed for any pair of modes satisfying
Eq. (12), the same sequence of two successive Bragg lattices
realizes several interferometers simultaneously.
We apply the deflecting pulse right after the transfer to

the mJ ¼ 0 state, at t1 ¼ 1100 μs, where the time origin is

FIG. 2. Initial velocity distribution of the emitted atom pairs in
the y-z plane. The color scale represents the total number of
atoms detected over 1169 repetitions of the experiment inside an
integration volume of 9.2 × 2.4 × 0.9 ðmm=sÞ3 [25]. The veloc-
ities are defined with respect to the center-of-mass velocity of the
atom pairs, which was measured to be 0, 0, and 94 mm=s along
the x, y, and z directions, respectively.

FIG. 3. Normalized cross-correlation gð2Þðvþz ; v−z Þ. The veloc-
ities are measured along the z axis and relative to the center-of-
mass velocity of the atom pairs. A sliding average was performed
to reduce the statistical noise. The correlation peak is elongated
along the antidiagonal because the source can emit in several
pairs of modes. The width of the correlation peak along the
diagonal corresponds to the diffraction limit imposed by the
spatial extent of the source. The white squares show the size and
position in the plane ðvþz ; v−z Þ of the integration volumes used to
obtain the points in Fig. 4 for the set of modes 1.
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set at the instant when the optical lattice driving the pair
emission is switched on, and t1 is the beginning of the
pulse. To close the interferometer, the time t2 for the
splitting pulse is determined experimentally. This is
achieved by performing a Hong-Ou-Mandel experiment
[29]; that is, we vary the time at which the splitting pulse is
applied and measure the probability of joint detection at
velocities v�z ¼ �25 mm=s (dashed lines in Fig. 1). The
interferometer is closed at the Hong-Ou-Mandel dip, that is
when the joint detection probability is minimum. In our
experiment, this occurs when the Bragg splitting pulse
starts at t2 ¼ 1950 μs [25].
Ideally, one would vary the phase difference ðϕA − ϕBÞ

in a controlled manner to observe the modulation predicted
in Eq. (10). This is not possible with the setup described
here because the two splitters are realized with a single
Bragg lattice. Active control of the phase difference
could be achieved using independent Bragg lattices for
the splitters A and B, and we intend to implement this
procedure in the future. However, we still have a way to
probe different relative phases in the current setup by
filtering modes for which the Bragg energy condition is not
exactly satisfied, which adds a velocity-dependent contri-
bution to ðϕA − ϕBÞ [25]. We therefore obtain different
relative phases by filtering different output momenta.
In our experiment, the multiplexed character of the

interferometer allows us to select three sets of mode pairs
ðp;−p0Þ, and ð−p; p0Þ, for which the interferometer is
closed with different relative phases ðϕA − ϕBÞ. A simple
model for the Bragg diffraction [25] indicates that the
relative phases for these three sets span an interval of about
100°. For each set we measure the joint detection proba-
bilities in the output modes using small integration volumes
in velocity space [25]. The white squares in Fig. 3 show the
corresponding areas in the ðvþz ; v−z Þ plane for one of the
sets. The size of the integration volumes is a compromise
between two opposing constraints: maximizing the signal-
to-noise ratio and minimizing the variations across the
volume of the phase imprinted upon diffraction. With our
settings [25], the average population in one integration
volume is 0.2 atoms per repetition (corrected for the 25%
detection efficiency) and the phase varies by up to 50°.
Figure 4 displays the result of our measurements on each

set. The upper two graphs show the four joint detection
probabilities. As expected from Eqs. (7) and (8), the
values of PðAþ; BþÞ and PðA−; B−Þ on the one hand,
and PðAþ; B−Þ and PðA−; BþÞ on the other, appear to be
correlated. Note that, for each set, the sum of all four joint
detection probabilities is equal to unity by construction.
The lower graph shows the correlation coefficient E defined
in Eq. (10). We observe that, for at least one set of
modes, this coefficient takes a nonzero value (set 3 gives
E ¼ 0.51� 0.20). We have also used our data to verify
the zero level of E: By combining the modes analyzed in
Fig. 4 in a way that avoids two-particle interferences by

construction, we can build 18 sets of modes that should
exhibit a zero correlation coefficient [25]. For those
reference sets, we find indeed E ¼ 0.00 with a statistical
uncertainty of 0.03 (gray line in the lower graph of Fig. 4).
Our results thus rule out the possibility of a completely

mixed state at the input of the interferometer. To make a
claim about the presence of entanglement, we would need
to observe the modulation of E when we vary the phase
difference ðϕA − ϕBÞ. This is best achieved by introducing
separate Bragg splitters, and performing a correlation
measurement on a single set of momentum modes to
render common any velocity dependent phase. A contrast
of the oscillation in excess of 1=

ffiffiffi

2
p

would permit the
observation of a Bell inequality violation for freely falling
massive particles using their momentum degree of freedom.
Finally, we note that the setup described here can in
principle be adapted to mix the mode p with p0, and -p
with -p0, by changing the reciprocal wave vector of the
Bragg lattices. This variant, where the trajectories of the
two atoms never cross, can also lead to a violation of a Bell
inequality, in a situation where nonlocality is more striking.

FIG. 4. Joint detection probabilities measured at the output of
the four-mode interferometer for three independent sets of
momentum modes ðp;−p0Þ and ð−p; p0Þ. The lower graph
displays the correlation coefficient E. The gray line represents
the zero level of this coefficient, calibrated using different
combinations of the same modes for which no two-particle
interference can occur by construction; the width of the line is
the uncertainty on the zero level. The velocities vþz corresponding
to the modes p are 27, 29, and 31 mm=s for sets 1, 2, and 3,
respectively. The velocities corresponding to p0 can be deduced
from Eq. (12). Averages were taken over 2218 repetitions of the
experiment. Error bars denote the statistical uncertainty and are
obtained by bootstrapping.
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“A two-particle, four-mode interferometer for atoms”

Pierre Dussarrat, Maxime Perrier, Almazbek Imanaliev, Raphael Lopes,
Alain Aspect, Marc Cheneau, Denis Boiron, and Christoph I. Westbrook

OPTICAL LATTICE FOR PAIR EMISSION

The optical lattice driving the dynamical instability at
the origin of the pair creation has a period a = 550 nm
and a depth of 0.45Erec, where Erec = π2~2/2ma2 is
the recoil energy and m is the mass of an atom. The
frequency difference between the two laser beams form-
ing the lattice is ν = 105 kHz, resulting in a velocity
νa = 57 mm/s for the motion of the standing wave in the
laboratory frame of reference.

INTEGRATION VOLUMES FOR COUNTING
THE ATOM NUMBERS

Depending on the observable, we choose different inte-
gration volumes in velocity space in order to optimize the
signal-to-noise ratio. In Tab. SI, we summarize the inte-
gration volumes used to count the number of atoms for
each graph of the main text and supplemental material.

TAB. SI. Integration volumes. Rectangular boxes have a size
δvx, δvy and δvz along x, y and z, respectively. Cylindrical
boxes are oriented along z; their diameter is δvx = δvy and
their length is δvz. All sizes are given in mm/s.

box shape δvx δvy δvz

Fig. 2 rectangular 9.2 2.4 0.9
Fig. 3 cylindrical 32.2 32.2 2.8
Fig. 4 cylindrical 4.0 4.0 2.0
Fig. S1 (left) cylindrical 18.4 18.4 1.8
Fig. S1 (right) cylindrical 18.4 18.4 0.9
Fig. S3 cylindrical 4.0 4.0 2.6

NORMALIZED CROSS-CORRELATION

The normalized cross-correlation g(2)(v+
z , v

−
z ) shown in

Fig. 3 of the main text displays a peak centered around
v+
z = −v−z ' 25 mm/s. This peak is elongated along
the line v+

z = −v−z , indicating that the source emits sev-
eral pairs of modes. Projections of the two-dimensional
cross-correlation function along the lines v+

z = −v−z and
v+
z −v−z = 50 mm/s, corresponding to the long and short
axes of the correlation peaks, respectively, are given in
Fig. S1. Unlike the two-dimensional map displayed in

 1
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 1.3

 20  30  40  50

g(2
) (

v z+
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(vz
+ – vz

–)/√2  [mm/s]

long axis

–5 0 5
(vz

+ + vz
–)/√2  [mm/s]

short axis

FIG. S1. Projections of the two-dimensional cross-correlation
function on its long and short axes. The blue points represent
the experimental data. The error bars represent the statistical
uncertainty and are obtained by bootstrapping. The grey
lines are Gaussian fits with an offset fixed at unity.

Fig. 3 of the main text, no sliding average was performed
and all experimental points are statistically independent.
The different amplitudes of the correlation peak along the
long and short axes stem from the different integration
volumes. A Gaussian fit yields the half-widths (standard
deviation) σ = (9.0± 2.3) mm/s for the long axis, and
σ = (2.7± 0.7) mm/s for the short axis. These values are
to be compared to the half-width of the auto-correlation
functions, σauto = (1.9± 0.4) mm/s, which is the diffrac-
tion limit of our source.

TIMING OF THE BRAGG PULSES

In principle, the interferometer is closed when the time
t2 at which the mixing is realized equals twice the time
t1 at which the deflection is realized. However, neither
the pair emission, nor the Bragg diffraction, occur at
a well defined time and we have to determine exper-
imentally the time at which the Bragg splitting pulse
must be applied in order to close the interferometer. We
solve this problem by performing a Hong–Ou–Mandel
experiment. This is achieved by filtering two symmet-
ric output modes, C+ and C−, associated with the in-
put state |p′′,−p′′〉, where 2 p′′ = ~k` (see Fig. S2). In
the experiment, these modes correspond to the velocities
v+
z = −v−z = 25 mm/s, which are located at the maxima
of the initial velocity distribution of the emitted atom
pairs. We then vary the time at which the Bragg split-
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FIG. S2. Diagram of the Hong–Ou–Mandel interferometer.
By filtering only two output modes corresponding to the ini-
tial pair state |p′′,−p′′〉, the four-mode interferometer folds
onto a two-mode interferometer. The Hong–Ou–Mandel ef-
fect occurs when the Bragg splitting pulse mixes the two in-
put modes p′′ and −p′′. It manifests as a reduction of the
probability of joint detection in the output modes C+ and
C−, shown in Fig. S3.

ting pulse is applied, and measure the probability of joint
detection in the two output modes:

P(C+, C−) = 2Λ−1〈n(p′′)n(−p′′)〉 , (S1)

where the normalization factor is given by

Λ = 〈n(p′′)(n(p′′)− 1)〉+ 〈n(−p′′)(n(−p′′)− 1)〉
+ 2〈n(p′′)n(−p′′)〉 , (S2)

and we have used the notation n(±p′′) instead of n(v±z ),
with mv±z = ±p′′.
In a closed interferometer, the “which-path” informa-

tion is erased and the two atoms of a pair become in-
distinguishable after the Bragg splitter. A two-particle
interference then results in the cancellation of the joint
detection probability for bosons. We show the result of
this measurement in Fig. S3. The dip in the joint detec-
tion probability is clearly visible when the Bragg splitting
pulse begins at time t2 = 1950 μs, and we use this timing
to realize the four-mode interferometer.

BRAGG DIFFRACTION MODEL

The Bragg reflectors and splitters are realized by Bragg
diffraction on a vertical, moving optical lattice formed by
the interference pattern of two laser beams with slightly
different frequencies. The frequency difference between
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FIG. S3. Joint detection probability in the two symmetric
output modes as a function of the time at which the Bragg
splitting pulse is applied. The blue points represent the ex-
perimental data. The error bars represent the statistical un-
certainty and are obtained by bootstrapping. The grey line is
a Gaussian fit. The reduction of the joint detection probabil-
ity at t2 = 1950 μs results from the Hong–Ou–Mandel effect,
and signals that the interferometer is closed.

the two beams forming the lattice is chirped to compen-
sate for the atoms’ free fall. In the limit of a shallow
lattice, i.e. when the lattice depth is smaller than the
recoil energy Erec = �

2k2�/2m, Bragg diffraction couples
only pairs of momentum states (p,−p′), or (−p, p′), sat-
isfying both momentum conservation, p + p′ = �k�, and
energy conservation, p2/2m = p′2/2m. If the interaction
time between the atoms and the lattice is short, how-
ever, the energy conservation condition is not strict. In
contrast, the momentum conservation condition will al-
ways be strictly fulfilled because of the spatial extension
of the optical lattice and the high velocity resolution of
our detector.

Diffraction at the Bragg energy condition

We consider here the pair of input modes p and −p′

fulfilling exactly the Bragg energy condition. We write
the coupling Hamiltonian in the basis {|p〉, | − p′〉} as:

Ĥ =
�Ω

2

(
0 eiφ

e−iφ 0

)
, (S3)

where Ω/2π is the two-photon Rabi frequency and φ is
the phase difference between the two laser beams forming
the Bragg lattice. The Bragg lattice drives a Rabi oscil-
lation between the two modes p and −p′. The evolution



3

operator describing this dynamics takes the simple form:

Û(t) ≡ e−iĤt/~ =

(
cos (Ωt/2) −i e−iφ sin (Ωt/2)

−i eiφ sin (Ωt/2) cos (Ωt/2)

)
,

(S4)
where the time origin is set at the instant when the laser
beams are switched on. An interaction time t = π/Ω
(π-pulse) turns an input state |p〉 into an output state
| − p′〉, and an input state | − p′〉 into an output state
|p〉; it therefore realizes a Bragg deflector. Similarly, an
interaction time t = π/2Ω (π/2-pulse) turns |p〉 or |− p′〉
into a superposition with equal weights of |p〉 and |− p′〉;
it therefore realizes a 50:50 Bragg splitter.

In our interferometer, a π-pulse and a π/2-pulse are
successively applied to realize the deflection and the split-
ting. Using the subscriptsD and A to label the deflecting
pulse and the splitting pulse A, respectively, and omitting
overall phase factors due to propagation, we therefore ob-
tain the output modes A+ and A− by writing:(

A+

A−

)
= ÛA(π/2Ω) ÛD(π/Ω)

(
p
−p′
)

(S5)

=
−1
√
2

(
e−i(φA−φD) i e−iφD

i eiφD ei(φA−φD)

)(
p
−p′
)
. (S6)

The same reasoning applies if we consider the pair of
input modes p′ and −p. We then obtain:(

B+

B−

)
= ÛB(π/2Ω) ÛD(π/Ω)

(
p′

−p

)
(S7)

=
−1
√
2

(
e−i(φB−φD) i e−iφD

i eiφD ei(φB−φD)

)(
p′

−p

)
. (S8)

Equations (S4–S7) directly give Eqs. (2–5) in the main
text.

Diffraction away from the Bragg energy condition

We now consider a pair of input modes p and −p′
for which the Bragg energy condition is not exactly sat-
isfied, meaning that the input and output states have
slightly different energies. We introduce the detuning
~δ = p2/2m − p′2/2m and assume δ > 0. To first order
in δ/Ω, the evolution operator in the basis {|p〉, | − p′〉}
is modified according to:

Û(t) '
(

e−iδt/2 cos (Ωt/2) −i e−i(φ+δt/2) sin (Ωt/2)
−i ei(φ+δt/2) sin (Ωt/2) eiδt/2 cos (Ωt/2)

)
.

(S9)
If we consider instead the input states p′ and −p, but
keep the same definition for δ, we must take care to re-
place δ by −δ in this evolution operator. Compared to
the resonant case, one sees that an additional phase δt
is accumulated between the components |p〉 and | − p′〉
during the interaction with the Bragg lattice. At the out-
put of the interferometer, the modes A± and B± are now

given by the matrix equations(
A+

A−

)
' −1√

2

(
e−i(φA−φD−πδ/4Ω) i e−i(φD+3πδ/4Ω)

i ei(φD+3πδ/4Ω) ei(φA−φD−πδ/4Ω)

)(
p
−p′
)

(S10)

and(
B+

B−

)
' −1√

2

(
e−i(φB−φD+πδ/4Ω) i e−i(φD−3πδ/4Ω)

i ei(φD−3πδ/4Ω) ei(φB−φD+πδ/4Ω)

)(
p′

−p

)
.

(S11)

Inverting the matrix equations (S10) and (S11), we can
express the entangled state |ψ〉 = 1√

2
(|p,−p〉+ |p′,−p′〉)

at the output of the interferometer as

|Ψout〉 '
1

2
√
2

[
−i
(
ei(φA−πδ/Ω) + ei(φB+πδ/Ω)

)
|A+, B+〉

+
(
ei(φA−φB−πδ/2Ω) − e3iπδ/2Ω

)
|A+, B−〉

+
(
e−i(φA−φB−πδ/2Ω) − e−3iπδ/2Ω

)
|A−, B+〉

−i
(
e−i(φA−πδ/Ω) + e−i(φB+πδ/Ω)

)
|A−, B−〉

]
.

(S12)

We finally obtain the joint detection probabilities

P(A±, B±) ' 1

2
cos2

[
(φA − φB − 2πδ/Ω)/2

]
, (S13)

P(A±, B∓) ' 1

2
sin2

[
(φA − φB − 2πδ/Ω)/2

]
. (S14)

To first order in δ/Ω, the mismatch in the Bragg en-
ergy condition thus adds an offset −2πδ/Ω to the rela-
tive phase (φA − φB). This off-resonance contribution
depends on p and p′ through the detuning δ.

In the sets of modes 1, 2 and 3 shown in Fig. 4, the
mode p corresponds, respectively, to the velocities v+

z =
27.0, 29.1 and 31.1mm/s, and the mode p′ corresponds
to the velocities v+

z = 23.0, 20.9 and 18.9mm/s. The
mismatch in the Bragg energy condition for these three
sets of modes are thus: δ1/2π = 0.9 kHz, δ2/2π = 1.9 kHz
and δ3/2π = 2.9 kHz. For these values of the detun-
ing δ, the condition δ � Ω is only marginally satis-
fied and the lowest order approximation overestimates
the relative phases by about 30%. For a better esti-
mation, we wrote the exact evolution operator for the
two-mode dynamics, and numerically calculated the ad-
ditional phases with respect to the resonant case. We
found −43, −94 and −144◦ for sets 1, 2 and 3, respec-
tively.

EXPERIMENTAL MEASUREMENT OF THE
JOINT DETECTION PROBABILITIES

The probabilities of joint detection in the output
modes A± and B± are measured by counting the number
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FIG. S4. Histogram of the correlation coefficient E measured
with 18 combinations of the modes analyzed in Fig. 4 of the
main text for which no two-particle interference can occur by
construction. The distribution is peaked around zero, show-
ing that there is no bias in the evaluation of the correlation
coefficient.

of atoms with velocities mv+
z = p or p′, and mv−z = −p

or −p′, and using the relations

P(A+, B+) = Λ−1〈n(p)n(p′)〉 , (S15)

P(A−, B−) = Λ−1〈n(−p)n(−p′)〉 , (S16)

P(A+, B−) = Λ−1〈n(p)n(−p)〉 , (S17)

P(A−, B+) = Λ−1〈n(−p′)n(p′)〉 , (S18)

where the normalization factor is given by

Λ = 〈n(p)n(p′)〉+ 〈n(−p)n(−p′)〉
+ 〈n(p)n(−p)〉+ 〈n(−p′)n(p′)〉 , (S19)

and we have used the notation n(±p) or n(±p′) instead
of n(v±z ), with mv±z = ±p or ±p′.

ZERO LEVEL OF THE CORRELATION
COEFFICIENT

In order to confirm the zero level of the correlation co-
efficient E, we have constructed a correlation coefficient
using 18 combinations of the modes analyzed in Fig. 4 of
the main text for which no two-particle interference can
occur by construction. Denoting by A

(i)
± and B

(i)
± the

output modes of the set i (i = 1, 2, 3), those combina-
tions are of the form {A(i)

+ , A
(j)
− , B

(k)
+ , B

(l)
− } with i 6= k, l

and j 6= k, l. The mean values of the joint detection
probabilities measured with these reference sets are all
close to 1/4, as summarized in Tab. SII. In Fig. S4, we
show a histogram of the corresponding values of E. The
distribution has a mean value of −0.001 and a standard
deviation of 0.125. The uncertainty on the mean value
is 0.125/

√
18 = 0.029. These calibration measurements

give us confidence that we have no systematic bias in the
estimation of the correlation coefficient.

TAB. SII. Mean values of the joint detection
probabilities for uncorrelated data.

P(A+, B+) 0.258± 0.015
P(A−, B−) 0.241± 0.011
P(A+, B−) 0.259± 0.018
P(A−, B+) 0.242± 0.013
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