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Notations générales

Notations générales

Conventions générales

o Dans ce manuscrit, les variables vectorielles et tensorielles se distingueront des variables

scalaires par leurs notations en gras.

e Sauf mention contraire, la convention de sommation d’Einstein sera utilisée dans toutes les
opérations vectorielles et tensorielles effectuées. Les indices muets sont ainsi placés a droite

des équations.

e Les variables décrivant le comportement du matériau a I’échelle microscopique seront
représentées par des lettres minuscules, tandis que celles relatives a 1’échelle macroscopique

seront notées par des lettres majuscules.

Opérateurs liés aux variables tensorielles et vectorielles

) dérivée temporelle de la variable o

o’ dérivée co-rotationnelle du tenseur d’ordre 2 e
o inverse du tenseur e

o0 produit contracté de deux variables

o0 produit doublement contracté de deux tenseurs

e®e  produit tensoriel de deux variables

. transposée de la variable e

Tr(e) trace du tenseur d’ordre 2 e

norme euclidienne de la variable e

> Si e estun vecteur, [of = fi(.i)Z
i=1

> Si e estun tenseur d’ordre 2, ||.||L2

L,

1

> Si e estun tenseur d’ordre 4, ||.||LZ
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Notations générales

Exposants utilisés

e
[ ]

o

partie élastique de la variable e
partie plastique de la variable
expression de la variable e dans le repére attaché au réseau cristallographique

expression de la variable e dans le milieu homogene de référence (modele

autocohérent)

Variables mécaniques principales a I’échelle du monocristal

f

R(X

S(I

gradient de transformation

gradient de vitesse

taux de déformation (partie symétrique de g )
taux de rotation (partie antisymétrique de g )
contrainte de Cauchy

déformation logarithmique

matrice d’élasticité

matrice d’écrouissage

matrice de rotation du réseau cristallographique

matrice d’orientation du repére des déformations principales du grain

tenseur d’orientation de Schmid du systéme de glissement a
partie symétrique de M*

partie antisymétrique de M*

contrainte nominale

module tangent reliant le taux de contrainte nominale au gradient de vitesse (n=1:g)

Variables mécaniques principales a I’échelle du polycristal

F

G

>

gradient de transformation
gradient de vitesse

contrainte de Cauchy



Notations générales

E déformation logarithmique

N contrainte nominale

L module tangent défini par la relation suivante : N=L:G
A tenseur de concentration du gradient de vitesse

B tenseur de concentration du taux de contrainte nominale
T tenseur d’interaction de Hill

Autres variables tensorielles

I, tenseur identité d’ordre 2

| tenseur identité d’ordre 4

4






Introduction générale

Introduction générale

Contexte de la thése

Ce travail de recherche a été réalisé au sein de 1’équipe Mécanique Numérique (MeNu) du Laboratoire
d’Etude des Microstructures et de Mécanique des Matériaux (LEM3) & Metz. L objectif essentiel de
cette these est de développer un outil numérique fiable et robuste permettant de prédire les limites de
formabilité des tbles métalliques.

Motivation et cadre général de I’étude

Les matériaux métalliques représentent une part importante de la matiere premiére utilisée pour la
fabrication de diverses piéces et produits finis, notamment dans les secteurs industriels et
technologiques (automobile, ferroviaire, aéronautique, électroménager, électronique...). Ces matériaux
utilisés se présentent sous la forme de structures massives ou de produits plats (toles). Dans cette
thése, nous limiterons notre attention a 1’étude des tdles métalliques minces. Les défis climatiques
actuels (protocole de Kyoto, COP21...) et I’augmentation des prix de matiéres premieres imposent aux
producteurs et transformateurs de tbles métalliques (sidérurgistes, industrie automobile...) une
amélioration des méthodes de production et d’industrialisation afin de satisfaire aux nouvelles normes
environnementales tout en relevant les nouveaux défis de compétitivité. A ce titre, une des innovations
importantes consiste a alléger considérablement les pieces métalliques et les produits finis sans
remettre en cause leurs résistances. Réduire la masse d’un véhicule de 25 %, par exemple, entraine une
diminution de sa consommation en carburant de 15 %. Cet alléegement des structures nécessite
cependant une conception de pointe de nouveaux matériaux métalliques dotés de propriétés physiques
et mécaniques optimales (faible densité massique, haute résistance mécanique, ductilité élevée, haute
résistance a la corrosion...). De nouvelles générations de matériaux métalliques, tels que les aciers a
trés haute résistance (THR), les alliages de titane et les nouveaux alliages d’aluminium ont vu le jour
dans ce cadre. Par ailleurs, le développement de ces nouveaux matériaux métalliques nécessite bien
souvent une compréhension approfondie des mécanismes physiques mis en jeux lors des opérations de
formage par déformation plastique. En effet, ’application de procédés de mise en forme, tel que
I’emboutissage, peut entrainer 1’apparition de défauts (liés a des instabilités plastiques) sur les piéces
formées, ce qui peut conduire des séries entiéres de piéces au rebut et nécessiter de colteuses
modifications des processus d’industrialisation (traitement thermomécanique, outillage...). Ces
instabilités peuvent étre classées en deux grandes familles: les instabilités de type structure

(flambement, plissement, retour élastique...) et les instabilités de type matériau (striction diffuse et
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localisée, endommagement...). Dans ce travail, nous nous intéresserons au deuxiéme type
d’instabilités, et plus particuliérement a la striction localisée. Cette forme localisée de striction se
traduit par une concentration tres forte de la déformation plastique dans une zone trés étroite de la
piéce, et est quelques fois précédée d’une striction diffuse qui s’amplifie de plus en plus jusqu’a
précipiter la localisation de la déformation. L’apparition d’une striction localisée représente 1’état
ultime de déformation admissible sur une piéce, puisque ce phénoméne est souvent précurseur de
ruine. La ductilité (ou formabilité) d’un matériau se mesure par sa capacité a subir des déformations
irréversibles sans laisser apparaitre de striction localisée. Pour caractériser la ductilité d’un matériau, le
concept de courbe limite de formage (CLF) est communément utilisé. Ce concept, initialement
introduit par Keeler et Backofen (1963), permet de représenter la limite de formabilité dans 1’espace
plan des déformations principales de la téle. Pour déterminer une CLF, le matériau étudié est soumis a
des chargements biaxiaux, appliqués selon différents trajets de déformation, allant de la traction
uniaxiale a I’expansion équibiaxiale. Pour chaque trajet de chargement impose, les déformations
principales (dans le plan de la tdle) correspondant a I’apparition de la striction localisée sont
déterminées. On obtient ainsi une courbe, dite CLF, qui sépare I’espace des déformations principales
de la tole en deux parties. La partie se situant en-dessous de la CLF est la zone considérée comme
slre. Les opérations de mise en forme sont donc calibrées de maniére a ce que les déformations
principales engendrées se situent en dessous de cette CLF, dans le but d’obtenir des pieces sans
défauts. Les premiers travaux consacrés a la détermination des CLF sont essentiellement
expérimentaux (Keeler et Backofen, 1963 ; Goodwin, 1968). Cependant, les expérimentateurs qui
réalisent les CLF sont confrontés a de nombreuses difficultés pratiques, tel que le codt élevé de la mise
en ceuvre des méthodes expérimentales, et 1’absence parfois de normes strictes standardisées pouvant
ainsi conduire a une forte variabilité des résultats d’un laboratoire d’essais a 1’autre. Face a ces
difficultés pratiques, de nombreux travaux ont été entrepris depuis plusieurs décennies pour
développer des méthodes alternatives basées sur des approches théoriques (analytiques et/ou
numériques). Ces approches théoriques reposent essentiellement sur le couplage d’un critere de
striction localisée et un modele de comportement décrivant 1’évolution des grandeurs mécaniques du
matériau étudié. Parmi les critéres de striction localisée utilisés dans la littérature, nous pouvons citer
la théorie de bifurcation (Rudnicki et Rice, 1975 ; Storen et Rice, 1975 ; Rice, 1976), I’approche
d’imperfection initiale de Marciniak—Kuczynski (Marciniak et Kuczynski, 1967 ; Hutchinson et al.,
1978b) et I’analyse de stabilité par perturbation linéarisée (Dudzinski et Molinari, 1991 ; Toth et al.,
1996). Les approches utilisées pour modéliser le comportement mécanique des matériaux peuvent étre

classées en deux grandes familles : les approches phénomeénologiques et les approches multi-échelles.
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Objectifs de la thése

Le travail actuel s’inscrit dans le cadre des approches théoriques précédemment citées et vise a
concevoir et a développer un outil numérique capable de prédire d’une maniére fiable et robuste les
limites de ductilité des matériaux métalliques. Pour développer cet outil numérique, la modélisation
multi-échelles est privilégiée par rapport aux approches phénoménologiques. Ce choix est motivé par
le fait que, a la différence des approches phénoménologiques, les approches multi-échelles permettent
de prendre en compte explicitement 1’effet de parametres microstructuraux essentiels, tels que les
textures cristallographique et morphologique (initiales et induites), sur le comportement
macroscopique du matériau étudié et par conséquent sur sa ductilité. Le modele autocohérent est
utilisé dans ce travail comme schéma de transition d’échelles pour déterminer le comportement d’un
agrégat polycristallin (supposé représentatif du matériau étudié) a partir du comportement des
monocristaux constitutifs. Le comportement a 1’échelle microscopique (en 1’occurrence celle du
monocristal) est formulé dans le cadre des grandes déformations élastoplastiques. Deux différentes
versions du critere de Schmid sont utilisées pour modéliser 1’écoulement plastique monocristallin : la
version classique de ce critére et 1’une de ses versions régularisées. Cette modélisation micro-macro
est couplée a deux approches de prédiction de la localisation de la déformation plastique : la théorie de
bifurcation et 1’approche d’imperfection initiale de Marciniak—Kuczynski (M—K). Ce travail s’inscrit
dans la continuité des travaux antérieurs réalisés au sein de 1’équipe MeNu. En effet, I’approche
micromécanique autocohérente avait été utilisée dans les théses de Lorrain (2005) et Franz (2008)
pour modéliser le comportement des agrégats polycristallins. Dans ces deux derniers travaux, seule
I’approche de bifurcation avait été utilisée pour prédire la perte de ductilité des matériaux
polycristallins étudiés. La contribution actuelle permet de compléter les études précédentes (Lorrain,
2005 ; Franz, 2008) en renforcant substantiellement la modélisation autocohérente et en la couplant
avec le critéere d’imperfection initiale. Ce nouveau couplage permet de comparer les limites de
formabilité prédites par le critéere de bifurcation a celles obtenues par 1’approche d’imperfection
initiale. Par rapport aux travaux de la littérature, la contribution actuelle représente une avancée
importante car elle permet de coupler, pour la premiére fois, I’approche élastoplastique autocohérente
avec le critere de Marciniak—Kuczynski. En effet, outre son couplage plus largement répandu avec des
modélisations phénoménologiques du comportement, 1’approche M-K n’a été couplée avec une
modélisation multi-échelles autocohérente que dans le cadre viscoplastique (voir, par exemple,
Signorelli et al., 2009 ; Serenelli et al., 2011 ; Signorelli et al., 2012). Cependant, le couplage d’une
telle formulation viscoplastique avec le critére de bifurcation ne permet pas d’obtenir des limites de
formabilité a des niveaux réalistes de déformation, ce qui n’est pas le cas d’une formulation
élastoplastique basée sur 1’utilisation du critére classique de Schmid, comme celle utilisée dans la
contribution actuelle. En effet, dans le cadre élastoplastique, la formation de points de vertex sur les

points courants de la surface de plasticit¢ de Schmid s’accompagne d’une réduction importante des
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composantes de cisaillement du module tangent effectif, permettant ainsi des prédictions réalistes de la
localisation de la déformation plastique. De plus, une formulation élastoplastique semble plus adaptée
gu’une formulation viscoplastique dans le cadre de la modélisation des procédés de mise en forme a
froid. Il est a noter également que la comparaison entre la théorie de bifurcation et celle de 1’approche
d’imperfection initiale, dans le cadre d’une modélisation multi-échelles du comportement, n’a fait
I’objet d’une étude que récemment (Yoshida et Kuroda, 2012). Toutefois, cette derniére contribution
s’est limitée au cas le plus simple du modéle de transition d’échelles de Taylor—Lin. Malgré son
utilisation trés répandue, due certainement a la simplicité de son implantation numérique, le modéle de
Taylor-Lin présente plusieurs limitations par rapport a 1’approche autocohérente utilisée dans la
contribution actuelle. Ces limitations seront détaillées dans le second chapitre de ce manuscrit. Nous
pensons que le fait que le couplage entre I’approche élastoplastique autocohérente et 1’approche
d’imperfection initiale n’ait jamais été entrepris auparavant est di a plusieurs difficultés d’ordre
théorique et numérique. En effet, ce couplage conduit & un probleme fortement non linéaire, a trois
niveaux. Une premiére non-linéarité se situe a I’échelle microscopique et est liée a la formulation et a
I’intégration numérique des équations du monocristal en grandes déformations élastoplastiques. Une
seconde non-linéarité est rencontrée a 1’échelle du polycristal et est due au caractére fortement
implicite des équations gouvernant le modele de transition d’échelles autocohérent. Enfin, le troisiéme
type de non-linéarités est lié aux équations relatives a 1’approche M—K (équations de comptabilité et
d’équilibre) qu’il convient de résoudre itérativement pour chaque trajet de chargement et chaque
orientation initiale de la bande de localisation. Pour traiter efficacement ces différentes équations
fortement non linéaires, nous avons développé des schémas numériques fiables et robustes a toutes les
échelles de cette étude. Compte tenu des objectifs ci-dessus exposeés, ce travail de thése se place dans
le cadre de la mécanique numérigue, avec une attention particuliére accordée aux aspects numérigques
et algorithmiques relatifs au développement de I’outil de prédiction de formabilité. Ainsi, les

contributions visées par ce travail de thése sont a dominante numérique et algorithmique.
Organisation et contenu du mémoire

Ce mémoire de thése s’articule autour de trois principaux chapitres, précédés par une « Introduction
générale » et suivis par des « Conclusions générales et perspectives ». Le contenu des trois principaux
chapitres est décrit dans ce qui suit :
= Le premier chapitre est dédié a la modélisation du comportement du monocristal en grandes
déformations élastoplastiques. Ainsi, les relations constitutives pertinentes a [1’échelle
monocristalline seront présentées en détails. Une attention particuliere sera accordée aux aspects
relatifs aux grandes déformations, a savoir le probléme de décomposition de la transformation et
le probléme d’objectivité des lois de comportement. L’écoulement plastique du monocristal sera

modélisé successivement par deux criteres de plasticité : la forme classique du critére de Schmid
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et 1’une de ses formes régularisées. Nous développerons ensuite deux algorithmes numeériques
qui permettent d’intégrer les équations constitutives a 1’échelle monocristalline. Les modules
tangents analytique (nécessaire pour 1’analyse de bifurcation) et consistent (indispensable pour
I’implantation dans un code de calcul par éléments finis) seront déduits a partir des équations
constitutives et des schémas d’intégration développés. Ce chapitre sera cléturé par plusieurs
prédictions numériques qui permettent de comparer les deux algorithmes développés en termes
de précision, robustesse et efficacité et de mettre en évidence leurs avantages ou inconvénients
pour un choix éclairé parmi ces schémas numériques. L’effet de la régularisation de la surface
de Schmid sur les prédictions numériques (courbes rhéologiques, morphologies des surfaces de
charge, évolution des composantes du module tangent microscopique) sera également analysé
dans ce chapitre.

Le second chapitre traitera de la modélisation du comportement mécanique a I’échelle du
polycristal. D’abord, les différentes relations qui constituent le cadre théorique du modele
autocohérent seront présentées d’une maniére tres exhaustive. Les calculs du module tangent
macroscopique ainsi que le tenseur d’interaction de Hill dans le cadre des grandes déformations
élastoplastiques seront particulierement détaillés. Ensuite, les algorithmes développés et utilisés
pour résoudre les équations du modele autocohérent seront exposés. Une nouvelle technique de
résolution, basée sur la méthode de Newton—Raphson, est développée pour déterminer le
module tangent macroscopique. Enfin, plusieurs prédictions numériques obtenues par
application des schémas numériques proposés seront présentées et discutées. La différence entre
les prédictions basées sur 1’approche autocohérente et celles obtenues avec le modéle de
Taylor—Lin sera particulierement illustrée (courbes rhéologiques, surfaces de charge, évolution
des coefficients de Lankford, évolution des textures cristallographiques et morphologiques,
évolution des composantes des modules tangents macroscopiques). Des études de sensibilité
seront également menées pour quantifier I’impact sur la réponse macroscopique de plusieurs
parametres et choix de modélisation (type d’élasticité et d’écrouissage microscopique, textures
cristallographique et morphologique initiales, régularisation de la surface de charge
microscopique...). La performance du schéma numérique développé pour résoudre les
équations du modele autocohérent (basé sur la méthode de Newton—Raphson) sera mise en
évidence en comparant les prédictions obtenues par ce schéma avec celles données par la
méthode classique du point fixe.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéresserons a la prédiction des CLF et des déformations
limitant la formabilité lors des opérations de mise en forme. Le critére de bifurcation ainsi que
I’approche d’imperfection initiale seront d’abord formulés sous 1’hypothése des contraintes
planes. L’approche eulérienne est privilégiée pour formuler ces criteres de localisation de la

déformation plastique. Ensuite, les méthodes numériques développees pour résoudre les
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équations gouvernant ces criteres seront extensivement détaillées. Une attention particuliére sera
accordée au couplage numérique entre le modéle autocohérent et les différents critéres de
localisation. Enfin, les résultats numériques en termes de CLF seront présentés. Les prédictions
obtenues par ’application de la théorie de bifurcation seront comparées a celles données par
I’approche d’imperfection initiale. Des études de sensibilité, similaires a celles conduites dans le
chapitre précédent, seront menées pour analyser I’impact de plusieurs parametres et choix de
modélisation (schéma de transition d’échelles, texture cristallographique, régularisation de la loi
de Schmid) sur la forme et le niveau des CLF prédites. Les approches de localisation
développées seront également étendues a la prédiction de ductilité de matériaux formés de
bicouches (dont I’une est une couche de métal, et I’autre une couche d’élastomere). Enfin, pour
montrer les capacités et le potentiel de 1’outil de prédiction développé, 1’approche de bifurcation
sera également utilisée pour prédire I’apparition de striction localisée sur des piéces embouties.
Les simulations d’emboutissage associées seront réalisées a 1’aide du code de calcul par
éléments finis ABAQUS.
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Chapitre 1

Integration numerique de la loi de
comportement d’un monocristal en grandes

déformations élastoplastiques

1.1 Introduction

Il existe une forte corrélation entre le comportement macroscopique d’un matériau et les différents
mécanismes de déformation agissant a des échelles plus fines (microscopique, mésoscopique, ...). Une
description rigoureuse du comportement mécanique a ces échelles fines s’avére donc nécessaire pour
développer des modéles de comportement fiables et précis. Par exemple, dans le cadre de la
modélisation des opérations de mise en forme des métaux a froid, il apparait adéquat de considérer le
monocristal comme constituant microscopique indivisible du matériau, au sein duquel la déformation
plastique est principalement due aux glissements sur les systémes cristallographiques (Taylor et Elam,
1923). Les autres mécanismes de déformation, tels que le maclage, la transformation de phase ou la
diffusion, ne seront pas pris en compte dans le cadre de ce travail. Nous supposons également que le
glissement est multiple (c.a.d. selon plusieurs systémes de glissement) et homogene a I’intérieur des
grains. Ce glissement homogéne est caractérisé par une répartition spatiale aléatoire des dislocations et
par leur nombre relativement faible. Ce type de répartition permet de décrire de maniére
phénoménologique 1’écrouissage du matériau par I’introduction d’une matrice d’écrouissage reliant les
taux des cissions critiques des différents systemes cristallographiques a leurs vitesses de glissement.

Lorsque I’on admet que le glissement est hétérogéne au sein du grain, une modélisation de
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I’écrouissage a 1’échelle des dislocations devient naturellement plus pertinente (Peeters et al., 2001 ;
Peeters, 2002).

Il est bien connu que les opérations de mise en forme des métaux a froid sont trés peu sensibles a la
vitesse de déformation de la matiére. Ainsi, une modélisation élastoplastique indépendante du temps
semble plus appropriée qu’une modélisation élastoviscoplastique. Cependant, 1’utilisation d’une
formulation élastoplastique pour modéliser le comportement monocristallin pose parfois le probléeme
d’indétermination des vitesses de glissement des différents systémes cristallographiques. En effet, s’il
est admis que le tenseur taux de déformation plastique se décompose par projection sur les tenseurs
d’orientation de Schmid qui caractérisent les systemes de glissement (Taylor, 1938), la détermination
des vitesses de glissement qui ne sont autres que les multiplicateurs plastiques associés a ces tenseurs
d’orientation ne fait pas I’unanimité. Ce tenseur de déformation plastique est défini par 5 composantes
indépendantes (comme il est en effet symétrique et déviatorique), alors qu’on dénombre plus de 5
systemes de glissement préférentiels au sein de chaque monocristal : 12 systémes pour les matériaux a
structure cristallographique cubique a faces centrées (CFC) et 24 pour les matériaux a structure
cristallographique cubique centrée (CC). Le nombre plus élevé des systémes de glissement, par rapport
au nombre de composantes indépendantes du tenseur de déformation plastique, rend ambigu la
détermination des vitesses de glissement des différents systémes cristallographiques. Taylor (1938) a
proposé, pour le cas d’un comportement rigide plastique, que le tenseur de déformation soit
accommodé par 5 systemes actifs sélectionnés suivant un critére de minimisation de la somme des
vitesses de glissement. Par ailleurs, le critere de Schmid (Schmid, 1924), qui est basé sur des
considérations expérimentales solides, stipule que le glissement n’a lieu sur un systéme
cristallographique que lorsque sa cission résolue atteint sa cission critique (ce critére sera détaillé dans
la Section 1.3.1). Le caractére discret (ou non continu) de ce critére s’illustre par le fait que méme pour
un systeme ayant une cission résolue "tres proche" mais inférieure & sa cission critique, la vitesse de
glissement correspondante reste nulle. La surface de charge associée a ce critere est donc une surface
formée d’hyperplans. Lorsque 1’état de contrainte ne se situe pas a I’intersection de ces hyperplans, les
systemes de glissement accommodant la déformation plastique peuvent étre déterminés sans ambiguité
en appliquant la loi de normalité (et par suite la condition de cohérence). En revanche, lorsque le point
représentatif de 1’état de contrainte se trouve a I’intersection de plusieurs hyperplans (connue sous
I’appellation de ‘point de vertex’), le vecteur normal sortant a la surface de charge n’est pas défini de
facon unique. En effet, dans ce cas, la normale sortante a la surface de charge appartient a un cone
convexe et fermé. Il en résulte que 1’application de la loi de normalité ne permet pas de déterminer de
fagcon unique les vitesses de glissement des systemes cristallographiques. Cela se traduit
mathématiquement par la résolution d’un systtme mal conditionné. Dans le cadre du critére de
Schmid, Bishop et Hill (1951) ont proposé une méthode de détermination des vitesses de glissement

des systémes cristallographiques en se basant sur le principe du travail maximal pour résoudre le
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probleme d’ambiguité. Ils ont montré que le critere proposé est équivalent a celui de Taylor (1938),
lorsque I’écrouissage latent n’est pas pris en compte. Une généralisation du critere de Bishop et Hill
(1951) a été proposée par la suite (Fortunier, 1989). Ce critére généralisé permet de choisir parmi
toutes les combinaisons admissibles des systemes de glissement (et des vitesses de glissement
correspondantes) celles qui maximisent la dissipation plastique engendrée. Hill (1966) a démontré le
lien entre le probleme d’unicité et la matrice d’écrouissage. En effet, lorsque cette derniére est définie
positive, les vitesses de glissement sont déterminées de fagcon unique. Par ailleurs, lorsque la matrice
d’écrouissage n’est pas définie positive, de nombreuses stratégies numériques sont envisagées pour
résoudre le probléme mal conditionné. Parmi celles-ci, nous pouvons citer la technique de pseudo-
inversion utilisée par Anand et Kothari (1996) ou de I’inversion généralisée introduite par Miehe
(1996) pour inverser la matrice jacobienne du systéme mathématique représentant la condition de
cohérence. Nous citerons également la technique de perturbation des composantes diagonales de cette
matrice jacobienne (Miehe et Schrdder, 2001) ou des cissions critiques (Ben Bettaieb et al., 2012).
Une autre approche utilisée pour lever I’indétermination des vitesses de glissement (qui est cette fois-
ci liée a la modification des relations constitutives du monocristal plutdt qu’a une méthode numérique)
consiste a adopter une formulation viscoplastique. Cette approche viscoplastique a été initialement
proposée par Hutchinson (1976), pour le cas rigide (sans élasticité), et a été étendue au cas
élastoviscoplastique par Asaro et Needleman (1985). Une telle formulation viscoplastique permet
d’exprimer, d’'une maniere directe, la vitesse de glissement en fonction de la cission critique et la
cission résolue du systéme cristallographique considéré. Malgré cet avantage, 1’utilisation de
1I’approche viscoplastique pour la prédiction des limites de ductilité des matériaux métalliques (qui est
I’objectif principal de cette these) pose deux problémes majeurs par rapport a I’utilisation d’une
approche élastoplastique. Le premier probléme est d’ordre pratique et est lié a 1’efficacité des
simulations. En effet, le temps de calcul nécessaire pour I’intégration d’un modele viscoplastique est
beaucoup plus important que pour un modéle élastoplastique, en particulier lorsque le paramétre de
sensibilité a la vitesse de déformation est considéré tres faible, comme c’est le cas en mise en forme
des métaux a froid (Kalidindi et al., 1992 ; Anand et Kalidindi, 1994). Le second probleme est plus
fondamental et est 1ié a I’inapplicabilité de 1’approche de bifurcation (voir Chapitre 3) pour la
prédiction des limites de ductilité (ou de formabilite). En effet, le module tangent élastoplastique (qui
est I’ingrédient principal dans I’application de 1’analyse de bifurcation pour un comportement
indépendant du temps physique) se trouve réduit au module élastique dans le cas d’une approche
élastoviscoplastique. Par conséquent, la bifurcation ne peut étre atteinte qu’a des niveaux trés élevés et
non réalistes de déformation. Une approche alternative, présentant les mémes avantages que
I’approche viscoplastique mais basée cette fois-ci sur une formulation élastoplastique, consiste a
utiliser une forme régularisée de la loi de Schmid (ce qui a pour conséquence d’arrondir la surface de

charge de Schmid aux points de vertex). L’utilisation d’une telle forme régularisée permet de
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déterminer de maniére unique les vitesses de glissement des différents systéemes cristallographiques.
Parmi les différentes méthodes de régularisation développées dans la littérature, nous présenterons
dans ce chapitre une approche basée sur les travaux de Gambin (Gambin, 1991 ; Gambin, 1992 ;
Gambin et Barlat, 1997).

La suite du chapitre sera scindée en quatre sections principales. Dans la Section 1.2, nous détaillerons
les différentes équations décrivant le comportement élastoplastique monocristallin en grandes
déformations, en utilisant aussi bien le critére de Schmid que sa forme régularisée pour modéliser
I’écoulement plastique. La Section 1.3 sera consacrée a I’intégration numeérique de ces relations
constitutives. Dans la Section 1.4, nous présenterons une autre formulation de la loi de comportement
du monocristal qui est basée sur les travaux de Hill et Rice (1972). Par rapport a la formulation
classique présentée dans la Section 1.2, la formulation développée par Hill et Rice (1972) permet de
prendre en compte I’influence de la distorsion du réseau cristallographique sur le comportement
plastique. Enfin, la Section 1.5 sera consacrée a la présentation et a la discussion des différents
résultats numériques relatifs aux divers algorithmes développés dans la Section 1.3.

1.2 Description du comportement élastoplastique du monocristal en

grandes déeformations

1.2.1 Décomposition de la transformation élastoplastique

A I’échelle microscopique, la déformation par mode de glissement multiple et homogeéne, résultant de
la propagation des dislocations au sein du réseau cristallographique, est le mécanisme de déformation
plastique prépondérant au sein des matériaux a structure cubique, lors des opérations de mise en forme
a froid. La représentation de ce phénoméne physique par des modéles numériques remonte, entre
autres, aux travaux de Taylor (1938), Mandel (1965) et Hill (1966), ou les équations constitutives sont
limitées au cas des petites déformations. Les travaux menés par Rice (1971), Hill et Rice (1972),
Asaro et Rice (1977) et Asaro (Asaro, 1983a ; Asaro, 1983b) ont apporté une contribution majeure a la
modélisation du comportement monocristallin en grandes déformations. Les fondements théoriques de
ces modeles, qui font office de référence dans la littérature, sont basés sur I’existence d’une infinité de
configurations relaxées de contrainte, dans lesquelles le matériau subit une déformation purement
plastique par glissement sur des plans cristallographiques. Nous désignerons par €, la configuration
relaxée (dite aussi intermédiaire) qui coincide avec le réseau cristallographique. Par ailleurs, nous

désignerons par Q, la configuration initiale du monocristal au début de la transformation et par Q la

configuration déformée obtenue par la transformation f . Sauf mention contraire, le référentiel galiléen
dans lequel sont exprimées toutes les grandeurs vectorielles et tensorielles introduites dans ce rapport

est noté R .
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Le gradient de transformation f appliqué au monocristal se décompose multiplicativement en une
contribution plastique f* et une contribution élastique f° (Lee, 1969). La transformation élastique f*

est elle-méme décomposée en une rotation pure r et une déformation élastique pure v® du réseau
cristallographique. La rotation r du réseau cristallin est caractérisée par les trois angles d’Euler notés

respectivement ¢,, ¢ , ¢, . Elle est définie par la relation ci-apres :

COSQ, COSP, —SiN; SiN, COSQ,  —SiNQ,COSP, —COSP,SiNP, COSP,  SiN@,SinQ,
I=| CoSQ,Sing, +sing,cosQ,cose, —Sing,sing, +Cose,Cosp,CoSp, —COSQ,SiNQ, (1.2)
sing,sing, CosQ,Sing, CosQ,

La matrice de rotation r peut également étre considérée comme 1’orientation de la configuration
intermédiaire €, par rapport & la configuration deformée Q. Cette rotation est le produit de trois

rotations simples déterminées par les angles d’Euler :

e La premiére rotation, d’angle ¢,, permet de passer du repére (X,y,Z) lié a la configuration
déformée a un repere (X,,Y,,Z,). Cette rotation se faisant autour de I’axe Z, nous avons
naturellement Z, = 7.

e La deuxiéme rotation, autour de X, et d’angle ¢, permet de passer du repére (X,,y,,Z,) a un
repére (X,,Y,,Z,), avec X, = X;.

e La troisieme rotation, autour de Z, et d’angle ¢,, permet de passer du repére (X,,y,,Z,) au
repere (X, y', Z') lié a la configuration intermédiaire, avec 7' = 7,.

Dans I’équation (1.1), les colonnes de la matrice de rotation r sont tout simplement les composantes

des vecteursX', y' et 7' dans le repére (X,Y,Z). La Fig. 1.1 fournie une description géométrique de la

décomposition de ces rotations.

(@) (b) (©

Illustration de I’orientation du repere (X, V', Z"), lié a la configuration intermédiaire, par rapport au
repere (X, Y, Z) lié a la configuration déformée : (a) Rotation autour de I’axe Z ; (b) Rotation autour de ’axe X,

; (¢) Rotation autour de I’axe Z, .

-16-



Chapitre 1 Intégration numérique de la loi de comportement d ‘un monocristal

Le gradient de vitesse g est défini par 1’expression suivante :

g=f.fr=feft e fefrt e

(1.2)
VAR Vo SN SNV O L8 Ll Vel

Dans les métaux, la déformation induit généralement une trés faible variation de volume. Par
conséquent, le tenseur v® caractérisant la dilatation du réseau cristallographique est tres proche du

tenseur identité d’ordre 2 noté I, :
vixl, (1.3)
En combinant les équations (1.2) et (1.3), on obtient la relation suivante :
g=Ve+E.rm+r fP T (1.4)
En utilisant 1’équation (1.4), on peut décomposer le taux de déformation d (la partie symétrique de g)

et le taux de rotation w (la partie antisymétrique de g) en parties élastiques et plastiques :

dp:lr.(fp.fp-l+(f-p.fp-l)T).rT L df=d-dP =V
21 (L5)
. . T
szzr.(fp.f”‘l—(f”.fp‘l) ).rT Cow=w-wt=f.r’

ou les exposants e et p désignent les contributions €élastiques et plastiques, respectivement.
1.2.2 Cinématique discrete du monocristal

Les glissements cristallographiques ne sont pas aléatoires, mais s’effectuent plutdt sur des systémes
préférentiels. Ceux-ci sont référencés par des plans et plus précisément par des directions de
glissement au sein de ces plans. Le nombre de ces systémes varie suivant la structure
cristallographique du matériau utilisé. Entre autres, ce nombre est de 12 ou 24 pour les matériaux de
type cubique centré (a-Fe, B-Ti, Nb, Mo), de 12 pour les matériaux de type cubique a faces centrées
(Al, Cu, Au, Ag), et de 3 ou 6 pour les matériaux de type hexagonal compact (Zn, o.-Ti, Mg, Be). Dans
toute la suite de ce manuscrit, ce nombre sera désigné de facon générique par N,. Pour le cas des
structures cubiques centrées et cubiques a faces centrées, la liste des systemes de glissement est
donnée dans I’ Annexe A en suivant la convention de Miller. Dans la configuration déformée, chaque

systeme de glissement est défini par deux vecteurs unitaires, notés respectivement m* et n“, ou m*"

est colinéaire au vecteur de Burgers et représente la direction de glissement restreinte dans un plan de
glissement, et A" est le vecteur normal a ce plan de glissement. Le produit tensoriel m“ ® i, que

nous notons M*, est appelé tenseur d’orientation de Schmid. Les parties symétrique et antisymétrique

de M seront respectivement notées R* et S" dans toute la suite de ce chapitre. Dans le cas
particulier du comportement du monocristal, la rotation r introduite dans 1’équation (1.1) est choisie

de maniére a coincider avec la rotation du réseau cristallin, ce qui léve I’arbitraire sur la définition de

-17-



Chapitre 1 Intégration numérique de la loi de comportement d ‘un monocristal

la configuration intermédiaire. Avec ce choix, les vecteurs mg; et n,, qui sont les transports des

vecteurs m* et n“ dans la configuration intermédiaire, restent constants durant la déformation. La
relation de transport qui relie ces vecteurs a leurs homologues de la configuration déformée s’obtient

par transformation élastique (voir Fig. 1.2) :

Va=1,..2N,: m'=f.mg ; A" =(f) A (1.6)

S

La déformation élastique v® du réseau cristallographique étant trés proche du tenseur 1, (comme

indiqué dans la relation (1.3)), les équations (1.6) peuvent étre simplifiées sous la forme suivante

(Iwakuma et Nemat-Nasser, 1984) :

Va=1,.,2N.: m*=r.my; ; n“=r.n, .7

S

Les taux de déformation et de rotation plastiques d” et w’ se décomposent respectivement par
projection sur les parties symétriques et antisymétriques des tenseurs d’orientation de Schmid (Taylor,
1938) :

d® =7'R* ; WP =9°S" ; a=1,.,2N (1.8)

S

ou y* est la vitesse de glissement du systéme o qui ne peut étre que strictement positive ou nulle. Le
systeme de glissement o est dit actif lorsque sa vitesse de glissement §* est strictement positive. Il
faut remarquer que dans la relation (1.8), le nombre de systémes de glissement initial N est dédouble

de maniére a n’obtenir que des vitesses de glissement positives ou nulles. En effet, contrairement au
cas du maclage, ou le cisaillement entre deux mailles adjacentes ne peut se faire que dans un sens, la
diffusion des dislocations qui caractérise le glissement sur les plans cristallographiques s’effectue dans
les deux sens, aboutissant ainsi a des vitesses de glissement négatives par rapport au sens d’orientation
choisi. Par souci de commodité, il est préférable de ne manipuler que des vitesses de glissement

positives ou nulles. De ce fait, tout systeme initial o est décomposé en deux systéemes différents

—

d’orientations opposées (m™, n™) et (M, n*), tels que M“ =-m™ et A" =n", avec a, =0 et
a, =a+ N,. Il en résulte que le nombre total de systtmes de glissement passe de N, a 2N.. Les

vitesses de glissement étant désormais des variables positives ou nulles, elles peuvent étre considérées
dans le cadre de la théorie élastoplastique comme des multiplicateurs plastiques que 1’on calcule en se
basant sur la loi d’écoulement plastique. Dans la littérature, on recense principalement deux types de
fonctions de charge utilisés pour décrire 1’écoulement élastoplastique au sein du monocristal : le
critere de Schmid et la forme régularisée du critere de Schmid. La Section 1.2.3 expose en détail ces

différentes fonctions de charge utilisées pour décrire le comportement du monocristal.
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Représentation schématique de la décomposition du gradient de transformation : glissement plastique

suivi d’une rotation du réseau cristallographique et de sa distorsion.

1.2.3 Lois d’écoulement et calcul des vitesses de glissement

Dans la section précédente, les différentes relations cinématiques décrivant la déformation du
monocristal ont été détaillées. Dans la section courante, les différentes approches adoptées pour
calculer les vitesses de glissement caractérisant 1’écoulement plastique seront exposées. Pour décrire

I’écoulement plastique au sein du monocristal, il faut introduire les notions de cission résolue t* et de

cission critique 1! relatives au systeme cristallographique o . En effet, a I’échelle du monocristal, il

C

est commun d’exprimer les lois d’écoulement plastique a I’aide de ces notions de cissions résolues et
critiques des différents systémes de glissement. La cission résolue t* est définie comme étant la

projection du vecteur contrainte ¢.n" (ou ¢ est la contrainte de Cauchy) sur le plan de glissement

relatif au systeme a :

Voa=1,.,2N_: t“=m".6.n"=R":6 (1.9

S

La cission critique, quant a elle, permet de décrire le durcissement ou 1’écrouissage au sein du

monocristal qui est di aux glissements sur les plans cristallographiques.

Les vitesses de glissement des différents systemes cristallographiques sont déterminées en appliquant
la condition de cohérence. Pour appliquer cette condition, il convient d’exprimer les taux de cissions
résolues et critiques en fonction des vitesses de glissement. Dans la perspective de calcul des taux de
cissions résolues, nous exprimerons d’abord la dérivée co-rotationnelle de la contrainte de Cauchy,
notée 6", en fonction des vitesses de glissement. En combinant les équations (1.5)¢) et (1.8)q), la

partie élastique du modele de comportement du monocristal peut s’exprimer sous la forme suivante :

6" +6Tr(d)=C:d°=C:d-7"C:R* ; a=1,.2N (1.10)

N
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ou C est le tenseur d’ordre 4 obtenu par transport du tenseur des modules élastiques C, de la
configuration intermédiaire Q, a la configuration déformée. Cette relation de transport s’exprime sous
la forme indicielle suivante :

vm,np,q=1,23: C_ .. =Coualmlfly -+ 11k1=1,2.3 (1.11)
ou r est la matrice de rotation introduite dans 1’équation (1.1).

Le tenseur orthotrope C, qui caractérise 1’¢lasticité des matériaux a structure cubique s’exprime Sous

la forme suivante :

c, ¢, C, O 0 0
c, C, C, ©0 0 0
N S @12
44
0 0 0 o ¢, O
0 0 0 0 0 C

a
ou C,, C, et C, sont fonctions du module de Young E, d’un matériau de référence supposé
isotrope. Dans le cas d’une hypothese d’isotropie €lastique du monocristal, C=C, avec C,; =A+2p,
C,=Aet C, =2p, r et n étant les coefficients de Lamé. Dans le Chapitre 2 (Section 2.4.3), I’effet
de I’anisotropie €élastique sur le comportement d’un agrégat polycristallin sera étudié.
L’utilisation de la dérivée co-rotationnelle de la contrainte de Cauchy, notée ¢" dans I’équation (1.10)
, a la place de la simple dérivée temporelle &, utilisée habituellement dans le cas des petites
déformations, permet de satisfaire le principe d’objectivité ou d’indifférence matérielle par rapport a la
rotation du réseau cristallographique. Cette dérivée co-rotationnelle est définie comme suit :
¢ ' =6-w'.6+0.W° (1.13)

La dérivée de la cission résolue t* est déterminée par différentiation de 1’équation (1.9) :

Va=1,.,2N,_: i*=m®¢.0"+m".6.0" +m".c.0" (1.14)
Les vecteurs m® et i sont déterminés par combinaison des équations (1.5) et (1.7) :

me=(F.r').me =w.m
Ya=1,..,2N,:

S

1.15
= () W (1

En insérant 1I’équation (1.15) dans I’équation (1.14), la dérivée de la cission résolue apparait
naturellement comme la projection de la dérivée co-rotationnelle de la contrainte de Cauchy sur le

tenseur d’orientation de Schmid. On obtient en effet :
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o

Va=1,...2N.: t*=w’m".c.n"+m".6.0" +m".c.w.n
=m".(-w".6+6+6.w). 0" (1.16)

:ma GV ﬁa:Ra_o_V
Gréce aux relations (1.10) et (1.16), la dérivée de la cission résolue peut finalement s’exprimer en

fonction des vitesses de glissement :

Ya=1,..,2N_:

s *

' =R":(C:d—oTr(d)-y*C:R") ; B=1,..2N, (1.17)

L’évolution des cissions critiques des différents systémes de glissement est déterminée par la loi

d’écrouissage générique suivante :

Va=1,.,N.: =1 =h"y" ; B=1,.,2N

c

(1.18)

S
ou h désigne la matrice d’écrouissage (de dimension 2N, x 2N,).

Dans la relation (1.18), il faut souligner la symétrie des cissions critiques par rapport au nombre

physique N, de systemes de glissement. En effet, deux systémes opposés, en I’occurrence o et
a+ Nj, ont la méme évolution de leurs cissions critiques. Par conséquent, la matrice d’écrouissage h

vérifie la relation :

Vo,B=1,.,N_: h*NP=po0N —p (1.19)

S

Différentes formes de la matrice d’écrouissage h sont proposées dans la littérature. Dans le cadre de
ce travail, deux matrices d’écrouissage seront utilisées. La premiére est une matrice d’écrouissage
simple exprimée sous la forme d’une fonction puissance. Les différentes composantes de cette matrice
sont données par la relation suivante :

ne-1
h® =a”h, (1 + hO_F] (1.20)

TN

Va,p=1,...,N,:

S

ou :
e h, est le module d’écrouissage initial,
e 1, estlacission critique initiale,
e n, est’exposent de la loi d’écrouissage,

e a est une matrice d’interaction traduisant I’écrouissage latent suivant la géométrie des plan et
direction de glissement. En effet, pour un systéme de glissement donné, la contribution des
autres systémes a I’augmentation de sa cission critique n’est pas uniformément repartie. Elle
varie suivant le fait que les directions de glissement de ses homologues soient colinéaires,
coplanaires ou quelconques par rapport a sa propre direction de glissement. L’expression
détaillée de la matrice a est donnée dans I’Annexe A. Lorsque toutes les composantes de la

matrice a valent 1, on retrouve I’expression d’un écrouissage isotrope largement utilisée dans la
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littérature pour modeliser le comportement des matériaux a structure cubique (Inal et al., 2005 ;
Signorelli et al., 2009 ; Yoshida et Kuroda, 2012 ; Tadano et al., 2013),
o T est le glissement cumulé. Ce dernier est relié aux différentes vitesses de glissement par la

relation suivante :
2N, t
r=% [y dt (1.21)
a=l o

La seconde matrice d’écrouissage utilisée dans ce travail permet de mieux décrire la physique du
matériau en prenant en compte I’influence de 1’organisation des dislocations sur 1’évolution de la

cission critique. Ses composantes s’expriment sous la forme suivante :

20"
_ R L e P I R
Vo,p=1,.,N;: h a + 2y.p ; k=1,...N

2 aakpk Dmoy go

. (1.22)
ou:

e ¢, est une constante liée a la stabilité de configurations de dislocations. C’est la valeur qui

minimise 1’énergie libre de Gibbs sur une boucle de dislocation,

e u estle module de cisaillement,

e b estlanorme du vecteur de Burgers,

e a est la méme matrice d’interaction utilisée dans 1’équation (1.20),

e D, estla taille moyenne de grain. Dans le cas du monocristal, D, désignera la plus petite

dimension du monocristal,

e g, estun parametre de calage correspondant au stockage des dislocations,
e vy, estladistance d’annihilation critique de deux dislocations de signes opposés.

Les densités de dislocations évoluent selon la loi suivante :

20"

X - o+ 1 1 m#o o -0 - o+
Voa=1,.,N;: p*=p NS:B D -2y.p (y +7 NS) (1.23)
moy gO

Cette loi d’évolution tient compte du stockage et de 1’annihilation des dislocations de signes contraires
lorsque ces derniéres atteignent une taille critique. Une description détaillée de cette matrice
d’écrouissage peut étre consultée dans les travaux de Kocks (1976), Francoisi (1984), Tabourot (1992)
et Hoc (1999).

La détermination des vitesses de glissement des différents systémes cristallographiques constitue le

point central dans la modélisation du comportement du monocristal. En effet, une fois ces vitesses
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déterminées, toutes les autres variables peuvent étre aisément déduites. Pour ce faire, deux criteres
d’écoulement plastique sont utilisés: le critere classique de Schmid et I’une de ses formes

régularisees.
1.2.3.1 Fonction de charge liée au critére classique de Schmid
Le critere classique de Schmid stipule que I’écoulement plastique sur un systeme de glissement o (se
traduisant notamment par une vitesse de glissement strictement positive sur ce systeme) ne peut avoir
lieu que si la cission résolue de ce systéme atteint sa cission critique :

X*=1"-1,<0

Va=1,..,2N;: <7*20 (1.24)
X% =0

ou X* est la fonction de charge du systeme a associée a ce critére. On peut aisement remarquer que
cette fonction de charge Vérifie la loi de normalité introduite par Prager (1949). En effet, en utilisant
les équations (1.9) et (1.24), on peut demontrer que I’équation (1.8) ;) est équivalente a :

dpzﬁlaﬁ ;o o=I1,...,2N

~ (1.25)

S

Le critere de Schmid est un critéere multi-surface, et la fonction de charge globale f, associée a ce

critere est définie par :

f,=(Max,., , X*)<0 (1.26)

Nous rappelons qu’en régime purement élastique, la fonction de charge f_ est strictement négative et

en regime élastoplastique, elle est nulle. D’apres 1’équation (1.26), f, ne peut étre égale a zéro que s’il

existe un sous-ensemble P < {1,...,2N,} non vide, tel que :

aeP< X4 =0 (1.27)
Cet ensemble P est nommé I’ensemble des systémes potentiels ou potentiellement actifs.

La relation (1.27) est une condition nécessaire au glissement. Cependant, elle n’est pas suffisante. En
effet, pour qu’un systéme engendre un glissement sur son plan cristallographique, il faut que sa vitesse
de glissement soit strictement positive. Ce systéme est alors dit actif. Nous désignerons par A

I’ensemble de tous les systemes actifs qui se définit mathématiquement comme suit :
ace A=y >0 (1.28)

On peut évidemment remarquer que A est inclus dans P . Pour calculer les vitesses de glissement des
éléments de A, la relation de cohérence est utilisée. Celle-ci se traduit mathématiquement par

I’équation suivante :

VaeA: X“=0 (1.29)
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En combinant les équations (1.17) et (1.18), I’équation (1.29) devient :
VoeA: ( R*:C:R’ +h“B)?B =R" :(C:d—cTr(d)) ; PeA (1.30)
L’expression analytique des vitesses de glissement peut étre finalement déduite de 1’équation (1.30) :

YaeA: ?“z[M“BRB:(C—ts@IZ)]:d ; PBeA (2.31)

ol M est I’inverse de la matrice P de dimension Card(.A) qui est définie par la forme indicielle

suivante :
Va,peA: P®=R":C:R"+h" (1.32)

Lorsque la matrice P n’est pas inversible, M est le pseudo-inverse de cette derniere. Ce cas de figure
se produit lorsque 1’état de contrainte se trouve sur un sommet dégénéré de la surface de charge
(’intersection d’au moins 6 plans de la surface de plasticité linéairement dépendants), entrainant ainsi
une non-unicité de la normale a la surface en ce point. Ce probléme est connu sous le nom d’ambigiiité
de la détermination des vitesses de glissement et I’utilisation du pseudo-inverse comme solution a ce
probléeme a été proposée pour la premiére fois par Anand et Kothari (1996). Parmi les diverses
solutions proposées dans la littérature, le choix du pseudo-inverse a été privilégié car il représente non
seulement une astuce mathématique pour lever I’indétermination, mais il repose aussi sur des critéres
physiques. En effet, les vitesses de glissement calculées par le pseudo-inverse de P minimisent la
somme des vitesses de glissement sur I’ensemble des valeurs possibles, au méme titre que le critére de
Taylor (Taylor, 1938). Une description du calcul de ce pseudo-inverse par la méthode de

décomposition en valeurs singuliéres est détaillée dans I’ Annexe A.

Par ailleurs, tous les autres systémes cristallographiques n’appartenant pas a 1’ensemble .4 ont une

vitesse de glissement nulle.
1.2.3.2 Fonction de charge associée a une forme régularisée du critére de Schmid

La forme régularisée du critére de Schmid utilisée dans cette thése découle des travaux de Gambin
(Gambin, 1991 ; Gambin, 1992). Nous présentons une forme simplifiée de son approche, au méme

titre que celle utilisée dans Gambin et Barlat (1997). La fonction de charge globale f, associee au

critere régularisé de Schmid vérifie la relation suivante (Akpama et al., 2016b) :

f. = %<sgn(ra )>[T_J2 -1<0 (1.33)

a=1 TC
ou:
o sgn(t*) désigne le signe de t*,

o ( ) est un opérateur mathématique défini par la forme suivante :
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{y)=y si y>0

(y)=0 si y<0 (1.34)

VyeR: {
e n estun réel strictement positif, qui peut étre considéré comme un paramétre d’arrondissement

de la surface de charge f_. L’influence de ce paramétre sur cette derniére sera analysée plus en
détail dans la Section 1.5.2.

Contrairement a la loi classique de Schmid pour laquelle I’inversion d’une matrice est requise, en
I’occurrence la matrice P définie par 1’équation (1.32), les vitesses de glissement se calculent dans le
cas présent de maniére directe sous la forme générique suivante :

a 2n-1
Va=1,.,.2N,: 7 =>LM(T—) (1.35)

o o

Te T

ol A est un scalaire positif déduit de la loi de normalité. En effet, la loi de normalité stipule qu’il

existe un réel positif & tel que :

o . of . of o
d°=0—L=0—12
0o ot* 06
<sgn(r“)> . 2n-1 (1.36)
=2NO-—7—F| — R* ; a=1,..,2N;
TC TC

En prenant i =2nd, on retrouve bien la relation (1.8)(w. Pour obtenir I’expression analytique de ce

multiplicateur plastique, la relation de cohérence suivante est déterminée a partir de 1’équation (1.33) :

2N .o LX) o 2n
f=ony L)) LIS L 1.37
el 5 -

Par ailleurs, en utilisant les équations (1.17), (1.18) et (1.35), on obtient :
R*:(C-0®I,):d

Va=1,.,2N,: ——e=

T T,

o

) ) )
5 T, T T T

c c

(1.38)

En combinant les équations (1.37) et (1.38), I’expression analytique de i s’obtient finalement sous la
forme :
A== (1.39)
X
ol F est un tenseur symétrique d’ordre 2 donnée par I’expression :

d =2N5<sgn(f“)>(iJ e (L40)

™ T

o=1

et X est une fonction scalaire donnée par la relation suivante :

-25-



Chapitre 1 Intégration numérique de la loi de comportement d ‘un monocristal

5 3 o 3
T

o d
a=1 5=l ¢ T T T

c T

c c

(3] sn( )>[Tu j [ J { RCR hj wan

Une fois le multiplicateur A calculé (a travers les équations (1.39)—(1.41)), la vitesse de chaque

systéme de glissement peut étre déterminée en utilisant la relation (1.35) :

a 2n-1
Va=1,...,2N.: ¥*= M[T—J z :d (1.42)

[0 [0
T, T, X

La forme générique de 1’équation (1.42) est assez similaire a celle utilisée dans le cas des modéles
viscoplastiques sans seuil (Asaro et Needleman, 1985) ou les vitesses de glissement sont définies par

I’expression analytique suivante :
1/m
Ya=1,.,2N.: 7" =7’ (’—j (1.43)

ou 7° est une vitesse de référence traduisant un cisaillement uniforme sur tous les plans de glissement,

et m est un parameétre de sensibilité a la vitesse. Une comparaison de la régularisation élastoplastique
avec les formulations viscoplastiques montre que, similairement a ces derniéres, les vitesses de
glissement de tous les systémes cristallographiques sont théoriqguement non nulles (& 1’exception bien
sOr des systémes dédoublés qui ont une cission résolue négative car le glissement ne peut se faire
simultanément dans les deux sens) et déterminées de fagcon unique. Cependant, avec la formulation
viscoplastique, il n’existe pas de "fonction de charge" tel qu’il soit possible de déduire 1’expression du

module tangent en appliquant simplement la relation de cohérence.

Par ailleurs, une comparaison entre la forme régularisée du critére de Schmid et sa forme classique
montre que la notion d’activité de systémes, introduite dans le cas de la forme classique du critére de
Schmid (voir I’équation (1.31)), n’a aucune pertinence lorsque la loi régularisée est utilisée.
Cependant, certains systémes peuvent avoir des vitesses de glissement d’ordre de grandeur
extrémement élevé par rapport a d’autres systémes. Ces systémes pourraient étre considérés comme
jouant un réle déterminant dans I’accommodation de la déformation plastique a 1’échelle du
monocristal, au méme titre que les systémes actifs lorsqu’on utilise la version classique du critere de
Schmid. Une comparaison plus détaillée du critére de Schmid classique et de sa forme régularisée sera

conduite dans la Section 1.5.2.
1.2.4 Module tangent microscopique

Dans le cadre des grandes déformations, plusieurs choix de modules tangents sont possibles. La
formulation et la détermination de ces modules dépendent des mesures de contrainte et de déformation
utilisées. Dans ce travail, nous avons choisi de déterminer le module tangent | qui permet de relier le

taux de contrainte nominale n au gradient de vitesse g :
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n=1I:g (1.44)
Nous rappelons que la contrainte nominale n est reliée a la contrainte de Cauchy ¢ par la relation
suivante :
n=jf'o (1.45)
ou j est le Jacobien de la transformation décrite par f .

Une différentiation de I’équation (1.45) permet d’exprimer le taux de contrainte nominale n en
fonction du taux de contrainte de Cauchy 6 :
n=jf" . (6+0Tr(d)-g.o) (1.46)
En choisissant la configuration déformée comme configuration de référence, le gradient de
transformation f se réduit au tenseur identité I,. Par conséquent, 1’équation (1.46) se réduit a la
forme suivante :
N=6+cTr(d)-g.o (2.47)
Le taux de contrainte de Cauchy & est déterminé en combinant les équations (1.10) et (1.13) :
6=CZd—GTI’(d)+(W.6—6.W)—}./B(CZRB +Sﬁ.c—c.SB) ; B=1,..,2N.. (1.48)
Ensuite, le taux de contrainte nominale n est obtenu par insertion de 1I’expression (1.48) de ¢ dans
(1.46) :

n=C:d-d.c-oc.w-i"(C:R"+8".6-6.8") ; B=1,..2N,.

S

(1.49)

Le taux de contrainte nominale n apparait dans 1’équation (1.49) comme une somme de quatre termes
dont les trois premiers peuvent étre chacun exprimés comme un produit doublement contracté de deux

tenseurs indépendants : le premier étant un tenseur d’ordre 4 et le second le gradient de vitesse g . En

effet :

o Le tenseur d’élasticité C a la symétrie mineure, on en déduitque C:d=C:g.

- - 1
Vi j=1,2,3: (d.c)ij=d-6 ——(gip+gpi)0pj

ip pj_2

1
° :E(6ik6lp +6kp6il)gklcpj (1.50)

1
=E(5ik0j, +ij6il)gkl ; k,Lp=1,2,3
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1

Vi, j=1,2,3: (c.w)ij =0, W, =§(ng —gjp)cip
1
* ZE(Skpéil _6jk6|p)gklcip (1.51)
1

:E(Sjlcik _SjkGil)gkl : kLp=1,23

Le quatriéme terme du second membre de 1’équation (1.49) est fonction des vitesses de glissement qui
sont elles-mémes fonctions du gradient de vitesse. Leurs expressions différent cependant selon la
fonction de charge utilisée pour décrire 1’écoulement plastique (voir les équations (1.31) et (1.42) pour

plus de détails). Elles peuvent toutefois s’écrire sous la forme générique suivante :

Ya=1,...,2N_:

oyt=Y®:d=Y":g (1.52)

en précisant que Y est un tenseur d’ordre 2 symétrique. Lorsque le critére classique de Schmid est

utilisé (voir la relation (1.31)), Y * est défini par les expressions suivantes :
VaeA: Y*=M*R:(C-0®I,) ; BeA
Vag A: Y*=0

(1.53)

Lorsque la forme régularisée du critere de Schmid est utilisée (voir 1’équation (1.42)), on obtient :

o 2n-1
Va=1,.,2N,: Y“:M(T—j il (1.54)

(o T X

c c

Gréce aux relations (1.49)—(1.52), le module tangent |, introduit dans 1I’équation (1.44), s’exprime

finalement par I’expression suivante :

I=C-!I-21-(C:R"+S’.6-06.8")®Y" ; B=1,..2N, (1.55)
ol I et 2I sont deux tenseurs d’ordre 4 vérifiant respectivement les relations suivantes :
. o 1 o 1
Vi ik 1=1,2,3: G|ijk,:E(5ikcj,+cjk5“) ; 61ijk,=§(aj,0ik—5jkci,) (1.56)

1.3 Intégration numerique des équations constitutives du monocristal

Cette section traite de I’intégration numérique des relations constitutives du monocristal développées
dans la Section 1.2. DO au caractere fortement non linéaire de ces relations, une intégration
incrémentale s’impose. Ainsi, la déformation totale est discrétisée en plusieurs pas de temps et deux
types d’algorithmes sont développés pour calculer principalement les vitesses de glissement
accommodant la déformation élastoplastique entre deux instants voisins. Ces deux instants seront

notés respectivement t. et t, ou t, vaut t, + At, At étant le pas de temps qui les sépare. Ceux-ci sont

utilisés comme référents a deux configurations déformeées voisines notées respectivement Q, et Q, .
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Dans la suite de cette section, les différentes variables seront indicees par t; et t, (a I’exception des
cissions critiques et résolues pour lesquelles t; et t, seront placés en argument) afin de différencier
leurs appartenances respectives aux différentes configurations Q, et Q, . Rappelons que par

cohérence avec les équations de la cinématique discréte du monocristal, qui ont été exprimées dans la
configuration déformée (voir la Section 1.2.2), une approche de type lagrangien actualisé a été utilisée

pour formuler les équations constitutives. Ainsi, pour intégrer ces équations constitutives sur

Pintervalle 1* =[t;, t,], Q, est choisie comme configuration de référence. Pour cet objectif, nous

supposons que les grandeurs mécaniques suivantes sont connues a l’instant t, : le gradient de
transformation f, D’orientation du réseau cristallin r, la contrainte de Cauchy o, les parties
symétrique et antisymétrique des tenseurs d’orientation de Schmid R“ et S*, les glissements cumulés
v*, les densités de dislocation p“ et les cissions critiques t; (Va=1,...,2N,). Le gradient de vitesse
g est supposé constant et connu sur tout ’intervalle 1*. Le but des deux algorithmes proposés est de
calculer ces différentes variables dans la configuration finale Q, en utilisant une méthode
d’intégration explicite.
Le gradient de transformation f, ne dépend que du gradient de vitesse g et est actualisé suivant
I’approximation suivante :

f, =(1,+Atg).f, (1.57)
En considérant la relation (1.5) décrivant la loi d’évolution de la matrice de rotation r, on peut

approcher r, par la relation suivante :

r, =r.r, = exp(At(w -0 s )).rti ; B=1,..,2N, (1.58)
ou exp désigne la fonction exponentielle d’une matrice carrée et r,, I’incrément de rotation entre les
deux configurations Q, et Q, . Le calcul de cette fonction exponentielle sera détaillé dans 1’ Annexe
A

Les parties symétrique et antisymétrique des tenseurs d’orientation de Schmid Ry et S sont

déterminées en fonction de leurs homologues Ry et S{ par les relations de transport suivantes :

Ry =r,.R{.ry,
Voa=1,..,2N;: ¢ 0 e (1.59)

Stf = rAt.Sti Ty
L actualisation de la contrainte de Cauchy a la fin du pas de temps doit permettre la continuité des
cissions résolues des différents systemes de glissement. Autrement dit, d’apres 1’équation (1.9), o,

vérifie la relation
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Ya=1,.,2N,:

S

T (t)=m} .o, .0y =1 (t,)+ At (t) (1.60)

Par ailleurs, grace aux relations (1.9) et (1.16), ’expression de t°(t;) dans I’équation (1.60) peut étre

réécrite sous la forme suivante :

Ya=1,.,2N.:

S

() =m; (o, +Atoy ).h; (1.61)

En utilisant les relations (1.7) et (1.58), on démontre sans difficulté que les vecteurs m; et iy dans la

—» —

configuration Q,_ peuvent étre exprimés en fonction de leur homologues m; et f; dans la

t &

configuration Q, par les équations suivantes :

m, = rATt.m{‘f
Va=1,.,2Ng: ¢ (1.62)
N =Ny,
En insérant les relations (1.62) dans 1’équation (1.61), on obtient finalement la relation suivante :
Va=1,...2N;: (t)=m; [ r, (o, +Ate}).r] | i (1.63)

En comparant les relations (1.60) et (1.63), on en deduit que la contrainte de Cauchy a I’instant t,

vérifie la relation suivante :

o, =I‘Al.(6tl +At<sZ).rATt (1.64)
Nous rappelons I’expression de la dérivée co-rotationnelle de la contrainte de Cauchy cf en fonction
des vitesses de glissement calculées a I’instant t; (voir I’équation (1.10)) :

o, =C,:d-0,Tr(d)-y'C, R} ; B=1..2N (1.65)

s
ou C, est le tenseur des modules élastiques exprimeé dans la configuration de référence Q, . La mise a
jour de la contrainte de Cauchy s’obtient finalement via la relation :

6, =1, 0, +At(C, :d=0,Tr(d)-7} C R} )|ry 5 B=1,...2N,. (1.66)
Cette relation peut étre interprétée comme une actualisation de la contrainte dans la configuration de
référence €, (en utilisant la dérivée co-rotationnelle comme derivée objective de contrainte), suivie
d’un transport dans la configuration finale €, .
Par ailleurs, similairement a 1’expression de la cission résolue dans 1’équation (1.60), le glissement

cumulé sur chaque systeme de glissement est mis a jour a I’instant final t, par un développement de

Taylor a I’ordre 1 :

Ya=1,.,2N.,:

S

Y, =7V; +AtY, (1.67)
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Il en est de méme pour les densités de dislocations dont la loi d’évolution est donnée par la relation

(1.23):
ml o =
! +———=2y.p; (yti +7¥, NS) (1.68)

b Dmoy gO

a+Ng

Va=1,.,N;: py =pi™ =pi +

Les cissions critiques sont actualisées en intégrant 1’équation (1.18) par un schéma explicite :

Va=1,.,2Ng: 1 (t )=t () +Ateg (t,) =7 () +Ath 47 5 B=1,.,.2N;  (1.69)
Nous rappelons que les deux différents types de matrice d’écrouissage h utilisés dans ce manuscrit

sont définis par les relations (1.20) et (1.22).

Comme on peut le constater, toutes les variables calculées a I’instant final t, dépendent explicitement
des vitesses de glissement qui sont a priori inconnues. Le calcul numérique de ces vitesses fera 1’objet
des sections suivantes. Ce calcul est intrinséquement lié a la fonction de charge utilisée (voir les
Sections 1.2.3.1 et 1.2.3.2). Suivant les deux fonctions de charge utilisées, en I’occurrence celle liée au
critere de Schmid et celle liée a sa forme régularisée, deux types d’algorithmes seront proposes : un
algorithme de retour radial basé sur une prédiction élastique suivie d’une correction plastique (Cuitino
et Ortiz, 1992 ; Anand et Kothari, 1996 ; Sawisch et al., 1996 ; Akpama et al., 2016a), et un algorithme
dit "évolutif" basé sur une prédiction élastoplastique et une détermination du pas de temps sur lequel
cette prédiction élastoplastique reste valide (Borja et Wren, 1993 ; Lipinski, 1993 ; Ben Bettaieb et al.,
2012 ; Yoshida et Kuroda, 2012 ; Akpama et al., 2016a).

1.3.1 Critére classique de Schmid

Les vitesses de glissement doivent satisfaire de maniéere incrémentale la relation (1.24) tout au long de

la déformation. Ainsi en considérant I’incrément de temps 1* = [ti,tf ] nous supposons que le critére
(1.24) est satisfait a Dinstant initial t, et nous calculons les vitesses de glissement
(w'/fi ; P=1,..,2N,) pour que cette relation reste satisfaite a 1’instant final t,. Pour ce faire, nous

utilisons la notion d’ensemble de systemes potentiellement actifs 7, introduite dans la relation (1.27).
Cette définition est intrinséquement liée a la description de I’écoulement plastique par le critére de
Schmid. De maniére générale, I’ensemble P est constitué de tous les systemes de glissement
susceptibles d’avoir une vitesse de glissement non nulle. Cependant, sa définition mathématique
différe selon le type d’algorithme utilisé. Dans tous les cas de figure, cet ensemble est fonction des
cissions résolues et critiques des systémes de glissement.

1.3.1.1 Algorithme de retour radial

Cet algorithme de type prédiction élastique et correction plastique est basé sur trois principales étapes
qui seront détaillées dans les Sections 1.3.1.1.1, 1.3.1.1.2 et 1.3.1.1.3.
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1.3.1.1.1 Détermination de | 'ensemble des systemes potentiellement actifs

Les vitesses de glissement doivent étre déterminées pour les systémes potentiellement actifs.
Naturellement les autres systémes ont des vitesses de glissement nulles sur le pas de temps |*. Par
conséquent, pour déterminer les vitesses de glissement il faut d’abord déterminer 1’ensemble des

systemes potentiellement actifs. Afin de déterminer cet ensemble, nous introduisons la notion de
cission résolue "trial” d’un systéme o, qui sera notée t;,. Cette cission est définie comme étant la
cission résolue du systeme o a I’instant final t; lorsqu’on suppose que la déformation du monocristal

sur 1* est purement élastique. Elle est déterminée par la relation suivante :

Va=1,.,2N,: 1, (tf ) = Rff" XN

tr t

= (rii- Ry (rs)' ) : [r;i.(cti +A1(C, :d—o, Tr(d)))(rs )T} (1.70)

avec r, =exp(Atw). Il faut remarquer que les expressions de r,; et o, sont similaires a celles de
r, et e, , définies respectivement par les relations (1.58) et (1.66), dans lesquelles on suppose que les

vitesses de glissement de tous les systemes sont nulles.

Les systéemes potentiellement actifs sont ceux dont la cission résolue "trial" est supérieure a la cission

critique au début du pas de temps :

S tr

P= {(1:1,...,2N cotg(t) -t (ti)>0} (1.71)

Suivant la valeur de Card(P), deux possibilités sont envisageables pour la nature du comportement
mécanique sur le pas de temps courant :

e Si Card(P)=0 (c’est-a-dire P =), I’hypothése de comportement purement élastique est
vérifiée. Toutes les vitesses de glissement sont donc effectivement nulles et 1’algorithme
décrit dans la Section 1.3.1.1.2 est ignorée.

e Si Card(P) >0 (c’est-a-dire P =), alors il y a écoulement plastique et donc une correction
plastique de la prédiction élastique est requise. Pour déterminer les systemes actifs ainsi que
leurs vitesses de glissement, 1’algorithme détaillé dans la Section 1.3.1.1.2 est exécuté.

1.3.1.1.2 Détermination des vitesses de glissement des systémes potentiellement actifs

Les valeurs des différentes vitesses de glissement calculées a I’instant initial t, sont régies par le
critére de Schmid évoqué dans la relation (1.24). Ce critére peut étre réécrit sous la forme incrémentale
suivante :
X =1"(t; )75 (t;)<0
VaeP: <7, 20 (1.72)
Te X =0
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ou la cission résolue r“(tf) peut étre exprimée en fonction des vitesses de glissement. En effet, en

utilisant les relations (1.61) et (1.65), on obtient :

Ya=1,..2N,: ©(t;)=R; [0, +At(C, :d-0,Tr(d)-7 C:R})| ; B=L..2N, (173)

S

Par ailleurs, I’expression de la cission critique ¢ (t,) utilisée dans la relation (1.72) est la méme que
celle introduite dans I’équation (1.69).

Le systeme (1.72) est un systeme de complémentarité linéaire qui peut étre reformulé d’une maniére

équivalente en un systeme non linéaire simple, grace aux fonctions de Fischer—Burmeister :

2 2
VaeP: ¢ =\/(X§) +(Atye ) + X7 - Aty =0 (1.74)

Cette approche fut appliquée au calcul des vitesses de glissement par Schmidt-Baldassari (2003).

Le systéme (1.74) peut étre résolu par une méthode itérative de type Newton—-Raphson. La matrice

jacobienne J de ce systeme est définie par la forme indicielle suivante :

> o

At
"y 115, —At il —+1 PP (L175)

JOxe )+ (acs JOxe) (e

ou P;jB est la valeur a I’instant t, de la composante (o, ) de la matrice P introduite dans I’équation

Va,peP: J¥=At

ap

(1.32). Les differentes étapes du calcul itératif des vitesses de glissement se décrivent comme suit :

v Etape 0 : Avant la premiére itération (k=0), les vitesses de glissement des différents
systémes sont initialisées a leur valeurs antérieures calculées a I’incrément précédent. Il faut
préciser que lorsque I’incrément courant marque le passage de la phase purement élastique a la
phase élastoplastique, toutes les vitesses de glissement ont initialement une valeur nulle.

v/ Etape 1: A Ditération courante k (k > 0), on calcule la norme euclidienne du vecteur résidu a
Pitération courante. Ce vecteur résidu que nous noterons o est de dimension Card(P) et a

pour composantes les valeurs de ¢;“ (o € P) introduites dans I’équation (1.74).

e Sj ”@P“dO‘S alors le calcul itératif converge et les vitesses de glissement 7;®

correspondant a I’itération k sont la solution du probléme (1.74). On passe alors a
1’Etape 2.

e Si ”(pt‘f)“210‘5 alors on calcule la matrice jacobienne J® du systéme en utilisant la

relation (1.75) et on actualise les vitesses de glissement pour une réexécution de

I’Etape 1 a I’itération suivante :

VaeP: it =qi _KA0 0 o gep (L.76)
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ou la matrice K® est I’inverse de J® .

v/ Etape 2 : A cette étape, la solution du systéme (1.74) est connue. Par suite, les différentes
variables caractérisant 1’état mécanique du monocristal sont mises a jour en utilisant les
équations (1.57)—(1.59), (1.66)—(1.69).

Il est possible que la méthode de détermination itérative des vitesses de glissement détaillée dans
’Etape 1 ne converge pas toujours. Cela est typiquement le cas lorsque la dimension du systéme (qui

est égale a Card(P)) dépasse largement le nombre de systemes réellement actifs. Dans ce cas, on

divise le pas de temps par deux apres 10 itérations sans convergence afin de réduire le nombre de
systemes potentiellement actifs, puis on recommence le calcul a partir de I’algorithme décrit dans la
Section 1.3.1.1.1.

A la fin du pas de temps imposé, tous les systémes actifs vérifient naturellement la relation :
VaeA: t(t;)=1e(t;) (1.77)

Il faut noter cependant que, contrairement a 1’algorithme évolutif que nous aborderons dans la Section

1.3.1.2, ces systemes ne Vérifient pas forcément la condition ©*(t,)=t¢(t;) .

Par ailleurs, nous remarquons que la procédure détaillée dans la Section 1.3.1.1.2 permet de
déterminer simultanément 1’ensemble des systemes actifs et les vitesses de glissement
correspondantes. En effet, grace a I'utilisation des fonctions de Fischer—Burmeister, la possibilité
d’obtenir a la convergence des valeurs négatives pour les vitesses de glissement est exclue. Il n’en est
pas de méme pour I’algorithme évolutif que nous présenterons. Il est toutefois possible de dissocier la
détermination des systémes actifs de celle de leurs vitesses de glissement en mettant en place deux
boucles imbriquées : une boucle externe dédiée a la recherche itérative de I’ensemble A dans lagquelle
est imbriquée une autre permettant le calcul des vitesses de glissement a travers une relation de

cohérence beaucoup plus simple que celle utilisée dans la relation (1.74) :
VaeP: X{=0 (1.78)

On peut aisément vérifier que la matrice jacobienne du systéme d’équations (1.78) est tout simplement
égale a —At P . Cependant, la résolution du systeme (1.78) peut conduire a des vitesses de glissement
négatives a la convergence. Plus de détails sur cette méthode de détermination de A et des vitesses de
glissement correspondantes (par deux sous-étapes distinctes) sont donnés dans la Section 1.3.1.2.3.
1.3.1.2 Algorithme évolutif

Le principe de cet algorithme repose sur une prédiction élastoplastique du comportement du
monocristal, suivie d’une détermination du sous-pas de temps sur lequel cette prédiction reste valide.

Ainsi, le pas de temps imposé I*=[t,t] est subdivis¢ en plusieurs sous-pas de temps

1% =[ty, t,], 1% =[t,, t,],.. 1> =[t, ., t,] (avec t,=t, et t =t;), o chaque subdivision marque le
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changement de I’activité des systémes (I’addition de nouveaux systémes ou la suppression de systemes
existants). Le terme "évolutif " a été choisi en référence au caractere variable de 1’activité des systémes
sur le pas de temps imposé. Cet algorithme est défini par les trois étapes décrites dans les sections

suivantes.

1.3.1.2.1 Détermination de |’ensemble des systémes potentiellement actifs

A la différence de I’algorithme de retour radial (Section 1.3.1.1), I’ensemble des systémes

potentiellement actifs est déterminé au début du pas de temps t; dans le présent algorithme :

c

’P={a=1,...,2NS: r“(ti)—r“(ti)zO} (1.79)

ou la cission résolue du systeme o a I'instant t; vaut R{ 1o, . Suivant la valeur de Card(P), le choix
suivant est appliqué :

e Si Card(P)=0 (P=@)ou Card(P)=0 (P#@)avec R} :C, :d<0 pour tout ac P, le
comportement du monocristal est purement élastique sur un sous-pas de temps 1° dont la
longueur sera déterminée par 1’algorithme décrit dans la Section 1.3.1.2.2.

e Si P#@ et quil existe au moins un systtme aeP tel que R;:C, :d>0 alors le
comportement du monocristal est élastoplastique sur un sous-pas de temps 1° a déterminer.
Dans ce cas, 1’algorithme détaillé dans la Section 1.3.1.2.3 est exécute.

1.3.1.2.2 Phase purement élastique du comportement du monocristal

L’objectif de I’algorithme décrit dans cette section est de calculer le sous-pas de temps &t (inférieur
ou égal au pas de temps imposé At) sur lequel le comportement du monocristal est entiérement
élastique. C’est le pas de temps requis pour que le monocristal passe d’un régime purement élastique a

un régime élastoplastique. Autrement dit, 5t est défini tel qu’il existe un ensemble & de systéemes de
glissement vérifiant :
Vae&: t(t,+6t)=1.(t
1 ( ) c ( ) (1_80)
Vag&: t(t+8t)<t(t;)

avec .
o (t+8t) =R} : 0, +5t(C, :d 0, Tr(d))] (1.81)

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que I’ensemble & peut étre vide. Dans ce cas, ot est égal a At.

Le sous-pas de temps &t verifie donc la relation suivante :

7 (t)-R{ :o,

c

8t=min,_, , At ' (1.82)

R{ :(Cti :d —O'tiTr(d))
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Une fois le sous-incrément de temps élastique 1° déterminé, le tenseur d’orientation du réseau
cristallographique r, est actualiseé a travers la relation :

r, =exp(Atw).r, (1.83)
Il en est de méme pour la contrainte de Cauchy du monocristal qui est actualisée grace a la relation
suivante :

o, :exp(Atw).[cti +At(Cti :d—trtiTr(d))].(exp(Atw))T (1.84)

Toutes les autres variables restent inchangées. Il faut par ailleurs préciser que lorsque 6t <At , il en
résulte deux partitions du pas de temps initialement imposé 1*, dont la premiére correspond a 5t et la
seconde a At — 8t . Cette derniére peut étre considérée comme une actualisation de 1*. On a donc :

tet+8t 5 At At—8t ; t o« t+At 5 I*=[t,t] (1.85)
et ’algorithme décrit dans la Section 1.3.1.2.1 est & nouveau exécuté. Si par contre &t=At, alors
I’intégration sur le pas de temps imposé 1* est terminée.

1.3.1.2.3 Détermination des vitesses de glissement des systémes potentiellement actifs

Pour chaque systeme de glissement appartenant a P, le critere de Schmid doit étre veérifié a I’instant
final t, d’un sous-pas de temps I° :[ti, tf] (du pas de temps actualisé 1*) qui est a priori inconnu et

doit étre déterminé. Dans le cas présent, 1’équation (1.24) peut étre exprimée d’une maniére

équivalente sous la forme suivante :
2 =R :(cti :d—0,Tr(d)-7;C, :R!)-h 7} <0
VaeP: <y, 20 ; peP (1.86)
Ty 2, =0
En effet, similairement aux équations (1.69) et (1.73), les cissions critiques et résolues des différents
systemes de glissement vérifient les relations suivantes :
T (t)=7¢ (t;)+8th 3}

VaeP:
©(t)=1"(t;)+8tR; :(C, :d—o,Tr(d) -7, C, : R} )

. BeP (1.87)

Sachant que pour tout systéme potentiellement actif, les cission résolue et critique sont identiques a

’instant initial t; (voir la relation (1.79)), on obtient 1’équation (1.86). en insérant les relations (1.87)
dans I’équation (1.72) ).

Nous rappelons que &t est le sous-pas de temps de At qui est a priori inconnu. L’équation (1.86)

représente la relation de cohérence utilisée pour déterminer les vitesses de glissement des systémes
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potentiellement actifs et en déduire les systémes effectivement actifs. Ces derniéres sont calculées via

un algorithme qui se décrit par les trois étapes suivantes :
e Etape 1: L’équation (1.86) est réécrite de maniére équivalente sous la forme :
VaeP: xi=bi=PPy <0 5 §120 ; Jix =0 ; PeP (1.88)
ol b, estun vecteur dont les composantes veérifient :
VaeP: by =RY :(Cti :d —ctiTr(d)) (1.89)

Nous rappelons que P, est la matrice carrée de dimension Card(P) exprimée a I’instant

initial t,, dont les composantes sont données par 1’équation (1.32). Bien qu’il soit possible de

résoudre le systéme (1.88) par une reformulation basée sur les fonctions de Fischer—

Burmeister comme ce fut le cas pour 1’algorithme de retour radial, cette démarche n’est pas la

méthode la plus optimale dans le cas présent. Une méthode alternative basée sur la recherche

combinatoire de I’ensemble des systémes actifs est utilisée pour résoudre ce probleme de
complémentarité linéaire. Elle est similaire a celle proposée dans (Akpama et al., 2016a) et se
décompose en 3 sous-étapes :

v’ Etape 1.1 : L’ensemble des systémes actifs A est initialement choisi comme étant égal a
I’ensemble des systémes potentiellement actifs 7. Par conséquent, les vitesses de
glissement correspondantes sont supposées non nulles et sont déterminées par la
résolution du systéme d’équations suivant :

Ay, =b, _Pti?t, :0<:>Pt|"‘{t, =b, (1.90)

ol ¥, est un vecteur de dimension Card(.A) dont les composantes sont les vitesses de

glissement des différents systemes potentiellement actifs. La résolution du systeme (1.90)

nécessite I’inversion de la matrice P, . Lorsque celle-ci est singuliére, la méthode de

pseudo-inversion est utilisée. Il faut noter que la procédure décrite dans cette étape est

exécuteée a plusieurs reprises si nécessaire. En effet, si toutes les composantes de y, sont

positives alors deux cas de figure sont possibles : s’il s’agit de la premiére itération, A est
effectivement confondu avec 7 et la procédure décrite a 1’Etape 2 est suivie. S’il s’agit
d’une itération supérieure a 1, A est strictement inclus dans P et c’est la procédure
décrite & I’Etape 1.3 qui est suivie. Si par contre il existe au moins un élément o e P
ayant une vitesse négative ou nulle, alors d’autres itérations sont nécessaires pour

déterminer 1’ensemble A . L’algorithme décrit & 1’Etape 1.2 est alors exécuté.
v’ Etape 1.2 : A cette étape, il existe au moins un élément a <. A tel que la vitesse de

glissement correspondante y; soit négative. Cela est incompatible avec la définition de
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I’ensemble A . Cette incompatibilité est résolue par une mise a jour de cet ensemble, qui
consiste & y soustraire tous les éléments ayant des vitesses de glissement négatives. Une
fois I’ensemble A actualise, une nouvelle itération est requise pour exécuter a nouveau
1’algorithme décrit & I’Etape 1.1.

v’ Etape 1.3 : Cette étape est dédiée a la vérification de la satisfaction de la condition de
cohérence (voir 1’équation (1.86)). Celle-ci est naturellement satisfaite pour tous les
systemes appartenant & A . En effet, les vitesses de glissement des systémes appartenant a
A sont strictement positives et vérifient donc la condition (1.86);). En considérant
I’équation (1.90) qui est une condition nécessaire au calcul des vitesses de glissement, on
en déduit que les relations (1.86)q et (1.86)i sont satisfaites. Pour les systémes
potentiellement actifs mais non actifs (a € P\ A), les relations (1.86), et (1.86)) sont
automatiquement vérifiées puisque ces systéemes ont des vitesses de glissement nulles.
Cependant, rien ne garantit que ces systémes Vérifient la relation (1.86).). Il existe peut-
étre des éléments de P\ .4 dont la dérivée de la cission résolue est strictement supérieure
a la dérivée de la cission critique. Dans ce cas de figure, I’ensemble A est mis a jour eny
ajoutant ces éléments et 1’algorithme décrit & I’Etape 1.1 est & nouveau exécuté dans une
nouvelle itération. Si par contre la relation de cohérence (1.86) est satisfaite, alors
I’ensemble des systemes actifs A est complétement déterminé, de méme que les vitesses
de glissement associées aux éléments de cet ensemble. Dans ce cas on passe a 1’Etape 2.
Généralement il ne faut que quelques itérations pour converger sur la détermination de
I’ensemble A en appliquant les Etapes 1.2 et 1.3. Cette méthode n’est cependant pas
infaillible. 11 est en effet tout a fait possible de se retrouver dans une configuration ou les
systémes que I’on retranche a 1’Etape 1.2 sont les mémes que I’on rajoute & ’Etape 1.3,
entrainant ainsi 1’exécution d’une boucle infinie. Une méthode absolument fiable de
détermination de A serait de tester systématiquement toutes les sous-combinaisons de P

(Lipinski, 1993). Pour un ensemble 7 contenant n, systemes, le nombre de sous-

combinaisons possibles de P est égal & 2%. Par conséquent, I’application d’une
recherche combinatoire systématique peut s’avérer trés couteuse. A titre d’exemple, un
ensemble des systémes potentiellement actifs comprenant 8 éléments nécessiterait le
calcul des vitesses de glissement de 256 sous-combinaisons possibles. La méthode
itérative présentée aux Etapes 1.2 et 1.3 apparait donc étre un bon compromis entre
robustesse et gain de temps. Cette stratégie est d’ailleurs suivie dans de nombreux travaux
(Anand et Kothari, 1996 ; Ben Bettaieb, 2006 ; Ben Bettaieb et al., 2012). Cependant,
dans I’implantation du code de calcul lié a cet algorithme, 1’analyse combinatoire est
exécutée lorsque la méthode de recherche itérative ne permet pas de déterminer

I’ensemble A en moins de 10 itérations. De par les résultats numériques obtenus, il sera
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prouvé que le nombre de fois ol 1’on a recours a I’analyse combinatoire est tres marginal
(voir Figs. 1.9, 1.10 et 1.11).
Etape 2 : Dans I’étape précédente, 1’ensemble des systémes actifs .A ainsi que leurs vitesses

de glissement ont été déterminés a I’instant t, . L’algorithme présente a 1’étape courante a pour

objectif de déterminer la longueur 5t du sous-intervalle I° =[t;, t; + 5t] = I* au-dela duquel le

critere de Schmid n’est plus respecté. Pour tous les systémes potentiellement actifs, le sous-
pas de temps sur lequel le critére de Schmid reste satisfait est infini. En effet, pour chaque
systéme potentiellement actif, les cissions critique et résolue sont identiques & I’instant initial

t.. Par ailleurs, comme cela a été mentionné dans 1’Etape 1, les vitesses de glissement sont
calculées de sorte que le taux de cission résolue t* (ti) soit toujours inférieur ou égal a celui
de la cission critique %Z(ti). Ainsi, quelle que soit la valeur du pas de temps At, les cissions

résolue et critique actualisées par un développement de Taylor a I’ordre 1 vérifient toujours le
critére de Schmid :

Tt ) =10 (t;)+Ath{ ¢

VaeP: ra(tf)zr“(t.)+AtR::(Cti:d—ctiTr(d)—?ECti:RE) ; PeP (1.91)

Il n’en est pas de méme pour les systémes n’appartenant pas a P . Pour ces systéemes, le calcul
des vitesses de glissement des systémes actifs (mis en place a 1’Etape 1) n’impose aucune

restriction quant au signe de la différence entre taux de cissions résolue et critique. Ainsi, il

n’est pas exclu de trouver un systéme a ¢ P tel que t*(t;)>1;(t;) et que par conséquent :
() + At (1) > 75 (t;) + AtEl (1) (1.92)

Si nous notons &, 1’ensemble des systemes satisfaisant 1’inéquation (1.92), &t est le sous-pas

de temps minimal (de At) qui Vvérifie la relation :
Vae&: t(t;)+8tt"(t;)> 1o (t,)+8tT; (t;) (1.93)

La valeur de &t est finalement déterminée par I’expression suivante :

ot =min__, {At,w ; Pe A} (1.94)

by P,

Une fois les vitesses de glissement calculées, les variables microscopiques caractérisant 1’état
mécanique du monocristal sont actualisées en utilisant les équations (1.57)—(1.59) et (1.66)—

(1.69) avec pour pas de temps &t et pour instant final t, =t +0ot. Si dt=At, alors

I’intégration sur le pas de temps I* est terminée. Si par contre &t < At, on actualise le pas de
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temps imposé en utilisant la relation (1.85) et I’algorithme décrit dans la Section 1.3.1.2.1 est a

nouveau exécuté.
1.3.2 Forme régularisée du critére de Schmid

La forme régularisée du critére de Schmid se distingue fondamentalement de la forme classique par le
fait que tous les systémes sont théoriquement actifs et ont a priori des vitesses de glissement
strictement positives (voir 1’équation (1.42)). Ainsi, les notions de systeme actif et de systéme
potentiellement actif ne sont pas pertinentes ici. Certains systémes ont cependant des vitesses de
glissement d’un ordre de grandeur trés élevé par rapport a d’autres systémes et pourraient étre qualifiés
"d’actifs". D0 a la valeur élevée de la puissance n utilisée usuellement dans la fonction de charge de la
loi régularisée (voir I’équation (1.33)), I’intégration numérique se fera uniquement avec un algorithme
évolutif contrairement au critére standard de Schmid.

L’algorithme évolutif proposé dans cette section pour I’intégration incrémentale des relations

constitutives du monocristal a partir d’une forme régularisée du critere de Schmid repose sur une

subdivision du pas de temps imposé 1* :[ti, tf], comme ce flt le cas pour le critére classique. En

effet, un sous-pas de temps 1* :[ti, t. +8t] est requis, ou &t est choisi aussi petit que nécessaire afin

que I’approximation de la fonction de charge f_ (definie dans la relation (1.33)) par un développement

de Taylor a I’ordre 1 soit précise :
o (t +8t) =1, (t,)+tf, (t; )+ O(5t") =0 (1.95)
ou f_(t;) et f (t, +3t) sont respectivement les valeurs de la fonction de charge au début et a la fin du

sous-pas de temps 1°, et O(Stz) une fonction comprenant les termes en 8t d’ordre supérieur ou égal

a 2. Nous rappelons que, similairement au cas du critere de Schmid classique, toutes les quantités

définissant 1’état mécanique du monocristal sont connues a I’instant initial t, . A cet instant, la fonction

de charge f_ vérifie alors la relation suivante :

2N

fc(ti)=§<5gn(r“ (tl))>[:; EI:;J -1 (1.96)

Si nous supposons qu’au tout début de la déformation le matériau est sans contrainte interne, cette
fonction de charge vaut —1. A la fin du sous-pas de temps I°, la fonction de charge vérifie la relation

suivante :

J -1 (1.97)
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en supposant que t garde un signe constant sur tout le pas de temps 1*. Nous rappelons que les
expressions des cissions résolue et critique des systemes de glissement a I’instant final t, sont

données par I’équation (1.87). Il est important de préciser que le cas particulier d’un état de
déformation purement élastique se traduit par des vitesses de glissement nulles pour tous les systémes.

Il faut également mentionner que dans la relation (1.97), les cissions résolues des différents systémes
conservent leurs signes sur tout le sous-pas de temps 1°.

L’algorithme décrit dans cette section a la méme structure que I’algorithme évolutif développé pour le
critére classique de Schmid dont les détails ont été donnés dans la Section 1.3.1.2. Cet algorithme est
défini par deux phases différentes : une phase purement élastique lorsque la fonction de charge initiale

f. (ti) est strictement négative et une phase élastoplastique lorsque 1’état de contrainte se trouve sur la
surface de charge et que, par conséquent, la fonction de charge f, (ti) est nulle.

1.3.2.1 Phase purement élastique du comportement du monocristal
L’algorithme décrit dans cette section est exécuté lorsque le comportement du matériau est purement
élastique et qu’a ce titre la fonction de charge f_(t;) est strictement négative. Il convient alors de
déterminer le pas de temps 8t nécessaire pour que 1’état de contrainte atteigne la surface de plasticité.
Cela se traduit numériquement par un passage de la fonction de charge d’une valeur strictement
négative a une valeur nulle. Une évaluation préalable de f,(t,+At) est nécessaire pour pouvoir
déterminer dt. Pour ce faire, il suffit d’utiliser les relations (1.87) et (1.97) (en remplagant les vitesses
de glissement par zéro, de méme que &t par At). Suivant le signe de fc(ti +At), deux cas de figure
sont possibles :
o Sj fc(ti +At)£ 0, le comportement du monocristal est purement élastique sur le pas de temps
imposé 1. Dans ce cas, &t est égal a At. Similairement au critére standard de Schmid, on

actualise la rotation et la contrainte de Cauchy grace aux relations (1.83) et (1.84) puis on

passe a I’incrément suivant.

o Sj fc(ti +At) >0, alors le comportement du monocristal n’est purement élastique que sur un

sous-pas de temps 1° que I’on doit déterminer, et élastoplastique sur le reste du pas de temps

imposé 1*. Ce sous-pas de temps 5t est numériquement calculé par dichotomie en passant par
les étapes suivantes :

v/ Etape 0 : Avant la premiére itération (k=0), on initialise I’intervalle de temps sur

lequel est appliqué 1’approche par dichotomie. Il vaut I =[t?,t?} avec t° =t et

)=t +At.
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v’ Etape 1 : A D’itération courante k (k=>1), on calcule la valeur de la fonction de

charge a Iinstant t =t +5t%, 5t étant le milieu de I'intervalle I°® =[t®,t¥ |,
Suivant I’hypothése d’une déformation purement élastique, f, (tﬁk)) vaut :

2n

fc(tﬁk)):§<59n(f“(ti))> Ta(ti)m(k)RZr:z‘((iti):d_Gli LA (L98)

On passe ensuite a 1’étape suivante :

v’ Etape 2 : Selon la valeur de f, (tﬁk)) trois possibilités se présentent :
* Si fc(tﬁk)) est comprise entre 107 et 0, alors le pas de temps &t* calculé & I’étape

précédente est celui que 1’on recherche (5t=5t%). On actualise les différentes
variables mécaniques en utilisant les relations (1.83) et (1.84), puis on actualise t,,
At, t, et I* en utilisant les régles d’actualisation (1.85). Ensuite, on exécute
I’algorithme élastoplastique détaillé dans la Section 1.3.2.2.

* Si fc(tlﬁk))< ~10"° alors on détermine les bornes du sous-intervalle de temps I,
de la manigre suivante : t* =t® +5t% ;&P =0,
* Si par contre fc(tﬁ"))>0 alors les bornes de Iy,, doivent vérifier les relations

suivantes :

ti(k+1) — ti(k) t$k+l) — tgk) _ St(k) )

2
Dans les deux derniers cas, on actualise le numéro de I’itération (k <~ k+1) et on

reprend le calcul itératif & partir de 1’Etape 1. Il faut par ailleurs remarquer que les
bornes de I’intervalle Ifk) sont des suites adjacentes et que, par conséquent, I’approche
par dichotomie converge toujours. Autrement dit, la premiére possibilité décrite dans
cette étape finit toujours par étre réalisée au bout d’un certain nombre d’itérations.
1.3.2.2 Détermination des vitesses de glissement des différents systémes
Dans cette section nous présentons I’algorithme de détermination des vitesses de glissement des
différents systémes cristallographiques. Au début du pas de temps imposé 1*, la valeur de f_(t;) est
comprise entre —10° et 0 (voir Section 1.3.2.1). Comme pour le cas de la version classique du critére
de Schmid, une détermination explicite des vitesses de glissement est d’abord effectuée. Ensuite, le

sous-pas de temps 3t (8t < At) est calculé pour que fc(ti +8t) garde une valeur entre —107° et 0. Le

calcul des vitesses de glissement et la détermination de 5t sont décrit par les deux étapes suivantes :
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e FEtape 1: A la premiére itération de cette étape, le sous-pas de temps &t est supposé étre égal

au pas de temps imposé At. Le multiplicateur plastique A indispensable au calcul de toutes
les vitesses de glissement (voir la relation (1.35)) est déterminé par la forme suivante de la

relation de cohérence :

f.(t;)+5tf,(t,)=0 (1.99)
Dans I’équation (1.99), il faut souligner le fait que f (t;), bien qu’ayant des valeurs
extrémement faibles (entre —107° et 0), ne saurait étre négligé par rapport au terme Stfc(ti).

En combinant les relations (1.37), (1.38) et (1.99), on en déduit I’expression de A :
fc (t| ) ‘ﬁt : d
= + !
2nAtx(t)  x(t;)

(1.100)

ou F,

et x(t;) sont respectivement les valeurs de F et x & I'instant t, (voir les relations

(1.40) et (1.41) pour plus de détails). Une fois & calculé, les vitesses de glissement des

différents systémes sont aisément déductibles en se basant sur la relation (1.35) :

) o .<sgn(1:“(ti))> ()
Va=1,.,2N;: y¢ =} =) ( J (1.101)

Une fois les vitesses de glissement déterminées, on passe alors & 1’Etape 2.

o FEtape 2 : Cette étape a pour objectif de déterminer d’une maniére itérative le sous-pas de

temps &t tel que la fonction de charge correspondante vérifie la relation
—107° <f_(t, +5t)<0. Idéalement, un calcul direct du sous-pas de temps maximal vérifiant
cette relation est souhaitable comme c’est le cas lorsqu’on utilise le critere de Schmid

classique dans la relation (1.94). Cependant, cela reste trés complexe a mettre en ceuvre vu la

forme puissance de la fonction de charge utilisée. Un test trivial serait de choisir initialement
ot = At et de calculer f, (ti + St) (en utilisant la relation (1.97)). S’il s’avére que sa valeur est
comprise entre —10°° et 0, alors le pas de temps imposé At est suffisamment petit pour
satisfaire la relation (1.95). On actualise alors les différentes variables définissant 1’état

mécanique du monocristal & travers les relations (1.57)—(1.59), (1.66)—(1.69) et on passe a

I’incrément suivant pour une intégration sur un nouveau pas de temps. Si par contre
fc(ti +6t) est positive, alors une méthode approximative qui consiste a diviser le pas de
temps 5t par 2 jusqu’a la satisfaction de la condition —107° <f_(t, +5t) <0 est mise en place
a travers les différentes sous-étapes suivantes :

v’ Etape 2.1 : A Iitération courante k, on calcule le multiplicateur plastique A via la

relation suivante :
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0 _ f.(t) +‘7'-ti:d
2n5tY x () x(t;)

(1.102)

On calcule ensuite les vitesses de glissement des différents systémes :

_ osak) Ak <sgn(r“(ti))> Ta(ti) "
e T ( (ti)] (1.103)

Une fois que les vitesses de glissement sont déterminées par 1’équation (1.103), on

peut calculer la valeur de f,(t,+5t®). Si cette valeur satisfait la condition
-10% < fc(ti +6t‘k))<0 , alors le sous-pas de temps est entiérement déterminé et 5t

vaut 5t% . L’intégration des relations constitutives du monocristal sur ce sous-pas se
termine donc par une actualisation des variables caractérisant 1’état mécanique du

systéme grace aux relations (1.57)—(1.59), (1.66)—(1.69). On actualise ensuite le pas
de temps imposé 1* en utilisant la relation (1.85) et ’algorithme décrit & I’Etape 1 est

A nouveau exécuté. Si par contre, la condition —10° <f,(t,+8t®)<0 n’est pas

satisfaite, alors 1’Etape 2.2 est exécutée.

v’ Etape 2.2 : Cette étape est exécutée si le pas de temps correspondant & I’itération
courante ne permet pas d’obtenir des valeurs de f, comprise entre —10° et 0. On

. . 5t® . , .
actualise alors le pas de temps par la relation §t**V == puis on exécute a nouveau

1’Etape 2.1 aprés une incrémentation du numéro d’itération (kK < k +1).
Lorsque le paramétre d’arrondissement de la surface de charge n est treés élevé, le schéma itératif
défini par les deux sous-étapes présentées plus haut, & savoir I’Etape 2.1 et I’Etape 2.2, nécessite un

tres grand nombre de subdivisions du pas de temps imposé. Ce nombre augmente avec la valeur de n .

Pour réduire le nombre de subdivisions, la dérivée de la fonction de charge fc est exprimée au juste
milieu du sous-pas de temps 1° =[t;,t, +5t]. Dans ce cas, la valeur de f, a t, +5t peut étre obtenue

par 1’approximation suivante :

f.(t; +5t) =1, (t;)+tf, (ti +%J+ 0(3t*)=0 (1.104)
En comparant 1’équation (1.104) avec la relation (1.95), il apparait évident qu’en exprimant la dérivée
de f, en t +%, I’erreur commise par 1’approximation de fc(ti +8t) par rapport a &t passe de 1’ordre

1 a ’ordre 2. Par conséquent, les vitesses de glissement des différents systemes ainsi que les dérivées

. (- , . . T ot
de toutes les variables caracterisant 1’état mécanique du systeme sont exprimées a ’instant t; +?. Par

-44-



Chapitre 1 Intégration numérique de la loi de comportement d ‘un monocristal

rapport au schéma numérique détaillé plus haut, la différence se situe au niveau de 1’Etape 2.1 qui est

remplacée par les deux sous-étapes suivantes :
v’ Etape 2.1.1 : A I’itération courante k, on calcule une premiére fois le multiplicateur

plastique A Vérifiant la relation :

5t .

f(t)+ 5 f.(t,)=0 (1.105)

c I

Similairement & la relation (1.100), on obtient :

A0 = fC(ti) + "F;. d
ndt® x(t;)  x(t)

(1.106)

On calcule ensuite les vitesses de glissement a I’instant t; en utilisant la relation

t®

(1.103) puis on actualise les variables mécaniques a I’instant t; + en utilisant les

relations (1.57)—(1.59), (1.66)—(1.69). L’Etape 2.1.2 est ensuite exécutée.

. N . - . N t®
v' Etape 2.1.2 : A cette étape, les valeurs des différentes variables & I’instant t; +

sont connues. Pour simplifier les notations, nous désignerons par t%, 1’expression
i+=
2

(k)

t+ . On calcule une seconde fois le multiplicateur plastique A% qui vérifie cette

fois-ci la relation suivante :

f(t)+8tY Lt_(k)l J =0 (1.107)
H—E
On obtient alors :
: f.(t,) }-‘ffi d
Ak _ c\i 42 (1.108)

2n5t<k>x£t_(k>lj x(t_‘k)lj
i+= i+=
2 2

On calcule ensuite les vitesses de glissement a I’instant t*, :
i+=
2

2n-1

Va=1,...,2N,: Voo =
o1
"2 T (t(k)lJ T [t(k)lj
i+E HE

Si —10° <f,(t;+05t%)<0, alors 3t=5t* et les valeurs des vitesses de glissement

(1.109)

calculées dans la relation (1.109) sont ensuite utilisées pour actualiser les différentes
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variables caractérisant 1’état mécanique du monocristal, grace aux relations (1.58),

(1.59), (1.66)—(1.69). Le pas de temps imposé I* est ensuite actualisé a travers la

relation (1.85), et 1’algorithme décrit & I’Etape 1 est & nouveau exécuté. Si par contre,

la condition —10° <f,(t,+5t¥)<0 n’est pas satisfaite, alors I'Etape 2.2 est

exécutée.

1.3.3 Module tangent cohérent relatif a I’algorithme évolutif appliqué au critere

classique de Schmid

Dans cette section, nous nous intéressons au développement de 1’expression du module tangent
cohérent relatif a 1’algorithme évolutif dans le cadre du critére classique de Schmid. L’objectif visé
étant d’implanter cet algorithme, sous la forme d’une routine utilisateur UMAT, dans le logiciel de
calcul par éléments finis ABAQUS/Standard. Les équations non-linéaires d’équilibre sont résolues
dans ABAQUS/Standard par la méthode itérative de Newton—-Raphson. Cette résolution implicite
permet d’utiliser des pas de temps assez élevés, tout en maintenant les équations d’équilibre vérifiées.
La convergence rapide du schéma itératif de Newton—Raphson nécessite le calcul d’un module tangent
qui soit cohérent avec le schéma d’intégration appliqué pour intégrer les équations constitutives a
chaque point de Gauss (qui sont celles des monocristaux dans ce cas particulier). Ce module tangent
cohérent est défini comme étant celui qui relie une petite variation de I’incrément de contrainte a la
variation associée de I’incrément de déformation. Il est parfois d’usage de substituer le module tangent
analytigue au module tangent cohérent. Cette substitution est motivée par le fait que la détermination
du module tangent analytique est relativement plus simple que celle du module tangent cohérent.
Cependant, I’utilisation systématique du module tangent analytique ne permet pas toujours d’obtenir la
convergence quadratique escomptée (Miehe et al., 1999 ; Terada et Watanabe, 2007 ; Kobayashi et al.,
2003). Cette convergence quadratique qui permet de minimiser le nombre d’itérations nécessaire et par

conséquent le temps de calcul n’est obtenue qu’en utilisant le module tangent cohérent (appelé parfois

aussi module tangent algorithmique). Nous désignerons par ¢ ce module tangent cohérent qui est
défini par la relation suivante :

D(Ac)=cP : D(Atd) (1.110)
ou D représente 'opérateur de différentiation, At le pas de temps imposé, Atd I’incrément de

déformation et Ae I’incrément de contrainte correspondant.

Pour déterminer ¢, nous partons de I’expression (1.66) de la contrainte de Cauchy. L’incrément de

rotation r,, entre le début et la fin du pas de temps impose At peut étre déduit de 1’équation (1.58) :

r, =exp(At(w-7St)) 5 a=1,..2N (1.111)

S
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En supposant que At(w—ﬁSﬁl) est tres faible devant 1, (ce qui est vrai pour les différentes

simulations réalisées dans le cadre de cette these), on peut approcher r, par 1’approximation

suivante :
=L +At(w=787) ; a=1,..2N, (1.112)

En insérant I’expression (1.112) de r, dans (1.66) et en négligeant les termes en At> et At®, on

obtient I’expression suivante de o, :

6, =0, +At[Ctl d-o, Tr(d)+(w.otl —ctl.w)—«'{z (Ct, :R{ +8{.6, -0 .S} )] (1.113)
;o oo=1,...,2N

S

L’incrément de contrainte Ao peut alors étre obtenu en combinant les équations (1.52), (1.53) et

(1.113):
Ao=[C, ~o, ®1,-M(C, R} +S; .0, -0, .5;)®(R] :(C, -0, ®L))|:(ata) w1
+At(w.6ti -G, .w) ; a,ped

Similairement a la relation (1.51), le produit contracté w.e peut se mettre sous la forme :

- . 1
Vi, j=1,2,3: (W.G) =W, c __(gip_gpi)Gpj

ij ip-pi 2
1
:E(SiKSIp _Spkéil)gklcip (1.115)
1
:E(Sikcil _Silcik)gkl
= M9 : kl,p=123
En utilisant la relation (1.115), 1’équation (1.114) devient alors
Ac=At|C, -6, ®L,+ 1, ~-M®(C, :R" +8".0, —6,.S! |]®(R" :(C, -6, ®L,)||:
t t 2 e t; t; t; 4ot t O t t t 2 g (1 116)

; a,ped
Désignons par I° le module sécant dont I’expression analytique vaut :
I'=C-6®I,+J1-M"(C:R"+8".6-68")®(R":(C-6®1,)) ;: apeA (1.117)

L’équation (1.116) peut étre réécrite de facon équivalente sous la forme

Ac=Atl :g (1.118)
En ne considérant que la partie symétrique de 1’équation (1.118), on obtient finalement :

e (t)=15>" (1.119)
ou le tenseur I° ¥ vérifie la relation indicielle suivante :

-47-



Chapitre 1 Intégration numérique de la loi de comportement d ‘un monocristal

ijkl

Vijkl=1,2,3; B =%(|;.k,+|;.,k) (1.120)

En réalité, la particularité de 1’algorithme évolutif est que le pas de temps imposé 1* = [to, t, +At] est
subdivisé en plusieurs sous-pas de temps I* =[t,,t,], I =[t,t,],... 1™ =[t, . t,+At] suivant
’évolution de I’activité des systémes. Ainsi, a chaque sous-pas de temps 1% =[tk_1,tk_1+6tk]

correspond son module tangent cohérent ¢’ (t, ,) Vvérifiant la relation :
vk=1,..n: D(86) =c?(t,,):D(5t“d) (1.121)

En additionnant 1’équation (1.121) sur tous les sous-pas de temps qui constituent le pas de temps

global 1*, on obtient 1’expression de D(Ac) relative au pas de temps imposé :
D(Ao) =Ait(6tkc§p (t1)):D(Atd) ; k=L..n (1.122)

De I’équation (1.122), on déduit donc I’expression du module tangent cohérent relatif a 1’algorithme
évolutif et au critere classique de Schmid :

C

€| 1 (& . —
c“:E(Stchp(tH)) : k=1,.,n (1.123)

La pertinence de ce module tangent cohérent sera mise en évidence dans le prochain chapitre, a travers
des résultats numériques relatifs a la modélisation du comportement d’agrégats polycristallins ainsi

qu’a la simulation numérique de structures polycristallines.

1.4 Influence de la distorsion du réseau cristallographique sur le

comportement plastique

Bien que les équations constitutives du monocristal présentées dans la Section 1.2 soient trés

largement adoptées dans la littérature, elles font I’objet de certaines critiques. En effet, la déformation

élastique v° qui caractérise la distorsion du réseau cristallographique est négligée dans la description
du glissement cristallographique (voir 1’équation (1.7)), mais elle est prise en compte dans la loi de
comportement élastique (voir la relation (1.10)). Lipinski (1993) affirme que cette simplification "non-
homogéne" opérée par Iwakuma et Nemat-Nasser (1984) conduit & une dissymétrie du module tangent
analytique, qui a son tour engendre un comportement instable du matériau & 1’échelle du polycristal.
Pour y remédier, Lipinski (1993) a proposé de revenir au modele développé dans Hill et Rice (1972),
qu’il a présenté sous une forme plus explicite. Nous rappelons dans cette section les principales

relations de ce modeéle et le lecteur est invité a consulter Lipinski (1993) pour plus de détails.

-48-



Chapitre 1 Intégration numérique de la loi de comportement d ‘un monocristal

Ce modele se distingue du précédent (exposé dans la Section 1.2) par I’introduction d’un gradient de
transformation du réseau cristallographique noté f° qui est distinct de f°. De maniére analogue a

1’équation (1.6), f~ vérifie la relation :
, * o *\"T
Va=1..,2N;: m*=fmy 5 fic=(f7) A (1.124)

ou m; et ni; sont les vecteurs unitaires représentant respectivement la direction de glissement et le

vecteur normal au plan de glissement du systeme o dans la configuration initiale (au début de la

déformation). lls s’obtiennent donc en appliquant au début de la déformation le tenseur de rotation r a

leurs homologues m; et ri; de la configuration relaxée. 1l faut préciser que leurs homologues m® et

n* de la configuration déformée sont orthogonaux mais pas unitaires (a cause de la distorsion du

réseau cristallin).

De facon analogue a la relation (1.8), le glissement cristallographique au sein du monocristal est régi

par la relation suivante :

g-g'=7"M* ; B=1,..,2N (1.125)

S
N * 7 A op* *\~1
ou g” est égal a f(f7) .
Similairement a la relation (1.5),, la rotation du réseau cristallographique est définie par un tenseur de

rotation r” paramétré par les trois angles d’Euler (voir I’équation (1.1)) et dont la loi d’évolution

vérifie la relation :
- «\T * .
() =wi=w-i'S" ; B=1..2N, (1.126)

ol w’ est la partie antisymétrique de g”.
Par ailleurs, le taux de déformation plastique s’exprime sous la forme :

d°=y"p’ ; B=1,..,2N, (1.127)

ou p” est un tenseur d’ordre 2 relatif au systéme de glissement B, et qui s’exprime en fonction de la
contrainte de Cauchy o et du tenseur de Schmid M” .

La partie élastique du comportement est décrite par une relation similaire a celle de 1’équation (1.10) :

3,6=C:(d-d?)=C:(d-7*p’) ; B=1..2N (1.128)

s

ou &6 est la dérivée objective de Truesdell de o . Cette dérivée objective est définie par la relation

suivante :

8,6=6-g.6-6.g +cTr(g) (1.129)
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Par ailleurs, la dérivée de Truesdell de ¢ par rapport au réseau cristallographique qui est animé d’un

mouvement déterminé par g vérifie la relation :

*

8;6=6—g*.o—0.(g*)T+cTr(g*)=C:d (1.130)
ou d” est la partie symétrique de g”.
D’une part, en combinant les relations (1.129) et (1.130), on peut montrer que :
T
81,6 6Trc——yB(MB c+o. (M) ) ; B=1...2N, (1.131)
En combinant les relations (1.128) et (1.130), on peut montrer que :
8,6-8;,6=7"C:(R' —p’) ; B=1..2N, (1.132)
En comparant les relations (1.131) et (1.132), on en déduit 1’expression du tenseur p’ :
¥B=1..2N,: p’=R’ +S:(MB.G+6.(M'3)T) (1.133)

ou S est I'inverse de C et désigne le tenseur de compliance élastique.

Nous nous limiterons dans cette section & 1’utilisation du critére classique de Schmid comme loi
d’écoulement. A la différence du modele proposé par Iwakuma et Nemat-Nasser (1984), la cission
résolue d’un systeme o est définie comme la projection du tenseur de Kirchhoff t sur le tenseur

d’orientation de Schmid M*® :
Voa=1..,2N,: t"=m".t.n"=R":0 (1.134)

S

En effet, dans le cadre d’une approche lagrangienne actualisée, le tenseur de Kirchhoff vérifie les

relations suivantes :

{Tz‘_’ * (1139
T =6+6Tr(g )

La dérivée de la cission résolue vérifie alors :

" =m".e.i" +m" (6 +0Tr(g)) i + " 0. 1" (1.136)

s *

Par ailleurs, il est facile de demontrer a partir de 1’équation (1.124) que les vecteurs m® et n* ont les

lois d’évolution suivantes :

Ya=1,..,2N.:

S

. . T
m*=g".m* ; A'=—(g") .A° (1.137)

En insérant les relations (1.137) dans la relation (1.136), on montre aisément que la dérivée de la

cission résolue peut se mettre sous la forme :
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Va=1...,2N: t*=M" :(6+0Tr(g*)—c.(g*)T +(g*)T.c) (1.138)

Par ailleurs, I’expression (1.138) est équivalente a :
o tt=p":80 (1.139)
La relation (1.139) peut se démontrer & partir des relations (1.130) et (1.133). En effet on obtient :
* . * * * T T *
p’:4;,06=R" :(6+6Tr(g )—g .6—6.(g ) )+S:(M“.6+6.(M“) ):STrc
(1.140)

Grace a la relation (1.130), on a :

*

T T
Va=1,..,2N,: S:(M“.c+c.(M“) ):STrcz(M“.GJrG.(M“) ):s:a

*

Tr6

:(M“.c+c.(M“)T):d* (1.141)
:(M“.6+6.(M“)T):g*
car S admet la symétrie majeure et M“.6 +o. (M“)T est un tenseur d’ordre 2 symétrique.

En remarquant que :

(M“‘.c):g* =M :(g*.c)

Va=1..,2N;: ™o, T (1.142)
(c.(M“) ):g =M“:((g) .c)
I’équation (1.141) devient finalement :
T ® * * T
Va=1..,2N;: S:(M“.6+6.(M“) ):STrczM" :(g .0'+(g ) .6) (1.143)
En insérant la relation (1.143) dans 1’équation (1.140), on obtient de maniere directe :
* * * * T
Va=1,..,2N,: p“:BTrG:M“:(GJrGTr(g )-g.6-0.(g") ) (1.144)

En comparant 1’équation (1.144) a (1.138), on retrouve la relation (1.139).

Afin de calculer les vitesses de glissement en appliquant la condition de cohérence associée a
I’équation (1.29), il faut exprimer la dérivée de la cission résolue en fonction des vitesses de
glissement. En insérant les relations (1.125) et (1.130) dans 1’équation (1.139), on obtient :

Va=1..,2N;: #"=p":C:(d={*R") ; B=1..,2N (1.145)

S

En utilisant respectivement les équations (1.145) et (1.18), la condition de cohérence réduite aux

systemes actifs prend donc la forme suivante :

VaeA: (k“:RB+h“B )?sz“:d ; BeA (1.146)
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ou A° est un tenseur d’ordre 2 qui vaut p* : C. Il faut remarquer que grace aux symétries majeures de
C, A" vaut également C:n”. De I’équation (1.146), on déduit enfin I’expression des vitesses de
glissement :
VaeAd: 7*=M*nP:d ; Bed (1.147)
ol M est Iinverse de la matrice P de dimension Card(.4) qui est définie sous la forme indicielle
suivante :
Vo,peAd: P®=1":RP+h* (1.148)
En suivant une procédure analogue a celle développée dans la Section 1.2.4, on obtient I’expression

suivante du module tangent analytique | reliant le taux de contrainte nominale n au gradient de

vitesse ¢ :
I=C+M-M*2"®27" ; afecA (1.149)
ou jT est un tenseur d’ordre 4 dont les composantes sont définies par la forme suivante :

Vi, jk1=123:

o lijkl

= 0,3, (1.150)

L’intégration des équations constitutives présentées plus haut s’effectue suivant la méme procédure

que celle détaillée dans la Section 1.3. Nous donnons en particulier 1I’expression de la contrainte a la

fin du pas de temps imposé 1* =[t,,t,] :

* *

o, =(f, )’T .[ctl + At(Cti :d+2d.6, -7} (C, :R! +2R! o, ))].(fm )T . B=1,...2N, (1.151)

ot f, est le gradient de transformation du réseau cristallographique entre les deux configurations
voisines Q, et Q, .

L’équation (1.151) est I’équivalent de 1’équation (1.66) développée pour le modele classique utilise
par lwakuma et Nemat-Nasser (1984).

Les résultats numériques relatifs a ’application des deux différentes formulations des équations
constitutives (celle utilisée par lwakuma et Nemat-Nasser (1984) et celle utilisée par Lipinski (1993))

seront comparés dans la Section 1.5.
1.5 Reésultats numeriques et discussions

L’objectif de cette section est de comparer, d’une part, la performance et la précision des deux
algorithmes développés dans les Sections 1.3.1.1 et 1.3.1.2 relatives a I’intégration des relations
constitutives du monocristal en utilisant la loi de Schmid classique (en I’occurrence les algorithmes de

retour radial et évolutif). D’autre part, il s’agit de mettre en lumiéere les similitudes mais aussi les
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différences entre le modéle de comportement baseé sur le critere de Schmid classique et le modele basé
sur la forme régularisée du critére de Schmid. Les différents algorithmes développés ont été implantés
en FORTRAN9O0. Outre le fait que ce langage offre certains des avantages des langages orientés objet,
tel que la surcharge d’opérateurs et la gestion dynamigque de mémoire, FORTRAN90 est bien connu
pour la rapidité d’exécution des programmes dédiés. Toutes les simulations présentées dans ce
chapitre ont été effectuées sur une machine disposant d’un processeur de 64 bits avec 8.00 GHz de
fréquence, et d’'une mémoire RAM de 8.00 Go.

Afin d’évaluer plus finement les performances des deux algorithmes implantés, un chargement en
extension isotrope combinée avec un cisaillement simple est appliqué a trois monocristaux de fer (de

type cubique centré). La cinématique de ce chargement, définie par le gradient de vitesse g, est

donnée par la relation suivante :

1 1 o0
g=|0 05 0 | (s (1.152)
0 0 -05

Le pas de temps At est choisi constant durant le chargement et est fixé a 10~ s tandis que le temps

total est fixé a 1s . Cela correspond a 1000 incréments de calcul.

Les orientations cristallographiques initiales de ces trois monocristaux sont données dans le Tab. 1.1.

Orientation initiale
) 0, @ P,
du monocristal
#1 30° 0° 0°
#2 0° 30° 0°
#3 39° 43° 41°

Orientations cristallographiques initiales des trois monocristaux de fer.

Pour ces simulations, 1’élasticité est supposée isotrope et la loi d’écrouissage utilisée est celle de type
puissance donnée par la relation (1.20). Les paramétres d’élasticité et d’écrouissage sont donnés dans
le Tab. 1.2. Les neuf paramétres (a,,a,,...,a,) définissant la matrice d’interaction a sont donnés dans
le Tab. 1.3 (Lorrain, 2005). Plus de détails sur la définition de cette matrice d’interaction sont donnés

dans I’ Annexe A.

Elasticité Ecrouissage
A [ h, T, n,
121,15 GPa 80,77 GPa 390 MPa 40 MPa 0,35

Parametres d’élasticité et d’écrouissage.
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a, a, a, a, a, a, a, ag a,

1 1 1,15 1,15 1,05 1,1025 1,3 1,3 1,495

Paramétres définissant la matrice d’interaction d’écrouissage a .

1.5.1 Comparaison des algorithmes relatifs au critére classique de Schmid

Pour chacun des trois monocristaux, nous nous intéressons dans un premier temps aux évolutions des
variables mécaniques suivantes :

= Les vitesses de glissement des systémes actifs.

= Les glissements cumulés des systémes actifs.

= Les cissions critiques des systémes actifs.

= La contrainte équivalente de von Mises.
Ces quantités sont déterminées en utilisant les deux algorithmes précédemment détaillés (1’algorithme
de retour radial et I’algorithme évolutif) dans le cadre du critere classique de Schmid. Les évolutions

de ces différentes variables sont tracees en fonction de la composante ¢, de la déformation

logarithmique.

Dans un second temps, nous comparons les performances de ces algorithmes en termes de nombre
d’itérations et de temps de calcul.

Les Figs. 1.3 a 1.5 montrent I’évolution des différentes variables au cours de la déformation pour les
trois monocristaux définis par les orientations cristallographiques du Tab. 1.1. Sur la Fig. 1.3(a), on
remarque qu’avec une orientation initiale de (30°, 0°, 0°), on obtient en tout six systemes qui
s’activent durant la déformation, en I’occurrence les systemes {14, 18, 27, 32, 36, 45}. En effet, au
tout début de la déformation, les systemes 18, 27, 32, 36 et 45 sont actives, puis le systéme 27 se

désactive (quand la valeur de la déformation logarithmique ¢,, atteint 0,12) pour laisser place au
systéme 14 (qui s’active lorsque ¢,, =0,15). Par ailleurs, on remarque que méme si I’activité des

systemes déterminée par les deux algorithmes est la méme, les vitesses de glissement calculées sont
Iégérement différentes au début de la déformation surtout pour le cas des systemes 32, 36 et 45. Par
contre, les vitesses sont pratiquement identiques pour des déformations importantes ou I’activité des
systemes semble stable. La Fig. 1.3(b) montre I’évolution des glissements cumulés des systemes
actifs. On peut remarquer que I’algorithme évolutif et I’algorithme de retour radial prédisent
exactement les mémes valeurs. Sur la Fig. 1.3(c), seules les évolutions des cissions critiques des
systemes {14, 18, 27, 32, 36} ont été tracees car le systéme 45 a une évolution identique au systeme
18. Nous faisons le méme constat que sur la Fig. 1.3(b), a savoir que les deux algorithmes prédisent les
mémes valeurs. Il en est de méme pour la contrainte équivalente de von Mises présentée sur la Fig.
1.3(d). Similairement a la Fig. 1.3(a), la Fig. 1.4(a) montre I’évolution des vitesses de glissement des

systemes actifs correspondant a I’orientation initiale de (0°, 30°, 0°). Au total, huit systemes de
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glissement sont actifs pour ce monocristal : {2, 4, 20, 22, 24, 31, 33, 35}. L activité des systémes de
glissement correspondant a cette orientation cristallographique est cette fois-ci trés variable. En effet,
au début de la déformation, les systémes {2, 24, 31, 35} s’activent mais on observe une désactivation
précoce du systéme 31 lorsque la déformation logarithmique &,, vaut 10°. Le systéme 4 s’active par la
suite a g,, = 0,04 tandis que le systéme 35 se désactive a ¢,, = 0,05. Le systéme 20 quant a lui s’active
a g, =0,06 et le systtme 24 se désactive & &, =0,215. A g, =0,26 C’est au tour du systéme 22 de
s’activer. A partir de cet instant, les systémes actifs sont {2, 4, 20, 22 ,33}, avec une activité de ces
systémes qui reste constante durant le reste de la déformation. Il faut remarquer que comme dans le
cas du monocristal # 1, cing systémes accommodent la déformation plastique lorsque I’activité des
systéemes se stabilise. Ce résultat confirme I’hypothése de Taylor (1938). La Fig. 1.4(b) montre
I’évolution des glissements cumulés des différents systémes actifs en fonction de la déformation
logarithmique ¢,,. La Fig. 1.4(c) montre I’évolution des cissions critiques des mémes systémes actifs
en fonction de ¢,,. Comme pour le cas de la Fig. 1.3(c), seuls les systémes actifs ayant des évolutions
des cissions critiques distinctes y sont représentés. En effet, les cissions critiques des systémes 2, 31, et
33 sont les mémes. C’est également le cas des systemes 4, 22 et 24. Les résultats des Figs. 1.4(b) et
1.4(c) montrent que les deux algorithmes permettent d’obtenir exactement les mémes prédictions. Sur
la Fig. 1.4(d) outre la conformité des résultats obtenus avec les deux algorithmes, on remarque que le

changement d’activité des systemes (qui se produit a ¢,, = 0,26 ) peut engendrer des points d’inflexion

sur I’évolution de la contrainte équivalente de von Mises. La Fig. 1.5(a) montre que le chargement
appliqué au monocristal # 3, d’orientation cristallographique (39°, 43°, 41°), permet d’activer huit
systemes cristallographiques a savoir {9, 26, 34, 39, 40, 44, 45, 46}. Au début de la déformation, on
peut remarquer que cing systemes sont actifs, en I’occurrence les systemes 9, 26, 34, 39 et 44. Par la

suite, le systétme 9 se désactive a g, =0,14 pour étre remplacé par le systtme 46 qui s’active a
g,, =0,16. On remarque en outre deux changements significatifs d’activité de systeme. Le premier
correspond a ¢,, =0,18 ou le systtme 44 se désactive pour laisser place au systeme 40. Le second
changement correspond a ¢, = 0,62 ou le systeme 46 se désactive pour laisser place au systéme 45.

Ces changements d’activité des systemes ont en revanche peu d’influence sur I’évolution de la
contrainte comme en témoigne la Fig. 1.5(d). Par ailleurs, similairement aux Figs. 1.3(c) et 1.4(c), la
Fig. 1.5(c) montre I’évolution des cissions critiques des systémes de glissement représentatifs de
I’ensemble des systémes actifs. En effet I’évolution de la cission critique du systéme 26 est identique a

celles des systémes 9, 39, 44 et 45.
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1455 1.2
[76) Evolutif ] Y Evolutif
1.2 - Retour radial 104 - Retour radial
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- 0.6
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Effet de I’algorithme d’intégration sur 1’évolution des variables mécaniques relatives au monocristal #
1: (a) vitesses de glissement des systemes actifs ; (b) glissements cumulés des systémes actifs ; (c) cissions

critiques des systemes actifs représentatifs ; (d) contrainte équivalente de von Mises.
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Effet de ’algorithme d’intégration sur I’évolution des variables mécaniques relatives au monocristal #
2 : () vitesses de glissement des systémes actifs ; (b) glissements cumulés des systémes actifs ; (c) cissions

critiques des systemes actifs ; (d) contrainte équivalente de von Mises.
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Effet de ’algorithme d’intégration sur 1’évolution des variables mécaniques relatives au monocristal #
3 : () vitesses de glissement des systémes actifs ; (b) glissements cumulés des systemes actifs ; (c) cission

critique des systemes actifs ; (d) contrainte équivalente de von Mises.

Par rapport aux trois orientations cristallographiques, on peut observer une légere différence des
valeurs des vitesses de glissement calculées suivant les deux algorithmes d’intégration utilises. Plus la
déformation augmente, et plus I’écart entre les différentes vitesses de glissement diminue. Cependant,
les amplitudes des glissements cumulés, des cissions critiques et de la contrainte de Cauchy sont
quasiment les mémes. En effet, lorsqu’on utilise 1’algorithme évolutif, I’ensemble des systémes actifs
A et les vitesses de glissement correspondantes peuvent varier sur le pas de temps imposé, a travers

des subdivisions de ce pas de temps en plusieurs sous-pas (voir 1’équation (1.94)). Ces sous-pas de
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temps correspondent a 1’activation de nouveaux systémes de glissement ou a la désactivation d’anciens
systemes deja actifs. Ceci n’est pas le cas de ’algorithme de retour radial ou I’ensemble des systémes
actifs ne change pas au cours du pas de temps imposé 1*. Les vitesses de glissement calculées par cet
algorithme sont une sorte de moyenne de leurs homologues déterminées par I’algorithme évolutif sur

le pas de temps imposé. La Fig. 1.6 illustre ce fait par une subdivision du pas de temps imposé At en
trois sous-pas de temps (5t',5t> etdt’) et par le vecteur vitesse de glissement (dont nous ne

considérons ici que 2 composantes sur les 48 systémes de glissement du cubique centré pour une
illustration dans le plan). Pour le cas de I’algorithme évolutif, des numéros sont placés en indice du
vecteur vitesse de glissement pour faire référence aux différents sous-pas de temps. Il faut souligner
que lorsqu’il n’y a aucune subdivision du pas de temps imposé, les valeurs des vitesses de glissement
calculées en utilisant I’algorithme évolutif coincident naturellement avec celles déterminées par
I’algorithme de retour radial. Cela explique le fait qu’au début du chargement, ou I’activité des
systemes est extrémement variable, on observe une légere différence entre les valeurs des vitesses de
glissement calculées par les deux algorithmes et qu’en grandes déformations ou I’activité des systemes
est stable et évolue trés peu, on observe des valeurs quasi identiques (voir Figs. 1.3(a), 1.4(a) et

15(a)).
5t %

) T, .
St ¥ At

1
St %

Ilustration schématique de la différence entre I’algorithme évolutif et I’algorithme de retour radial.

La Fig. 1.7 montre I’évolution des trois angles d’Euler de chacun des trois monocristaux dont les
orientations initiales sont définies dans le Tab. 1.1. Nous rappelons que ces trois angles d’Euler
définissent la matrice de rotation du réseau cristallographique par rapport a la configuration
intermédiaire (confer relation (1.1)) et que I’évolution de cette matrice de rotation dépend du taux de
rotation imposé et des vitesses de glissement des différents systémes actifs, comme le montre la
relation (1.58). Comme pour les autres variables mécaniques (glissements cumulés, cissions critiques,
contrainte équivalente de von Mises), on remarque que les deux algorithmes d’intégration aboutissent
a des résultats identiques en terme de 1’évolution des angles d’Euler. On peut également remarquer
une évolution significative des angles d’Euler au cours du chargement, illustrant ainsi une rotation

importante du réseau cristallographique qui est une caractéristique des grandes transformations.
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Effet de ’algorithme d’intégration sur I’évolution des trois angles d’Euler définissant I’orientation

cristallographique : (a) monocristal # 1 ; (b) monocristal # 2 ; (¢) monocristal # 3.

Les Figs. 1.8(a), 1.8(b) et 1.8(c) montrent I’écart entre les cissions critiques et résolues des systemes
actifs pour chacune des trois orientations cristallographiques du Tab. 1.1. Pour ces résultats, aucune
distinction n’est faite entre les deux algorithmes d’intégration utilisés, étant donné que les résultats
prédits par ces derniers sont identiques. Par ailleurs, il faut rappeler qu’une condition nécessaire au
glissement cristallographique d’un systeme est I’égalité entre sa cission résolue et sa cission critique.
Sur les Figs. 1.8(a), 1.8(b) et 1.8(c), seuls les systemes qui changent d’activité au cours du chargement

sont représentés. Ces systemes sont ceux qui étaient initialement inactifs et qui s’activent par la suite,
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ou a I’inverse étaient initialement actifs et finissent par devenir inactifs. Sur la Fig. 1.8(a), on observe
que la différence entre les cissions critique et résolue du systéeme 27 est égale a 23,67 MPa au premier
incrément. Puis cette différence diminue trés rapidement pour finalement s’annuler au tout début de la
déformation plastique, marquant ainsi I’activation de ce systéeme. Pour le systeme 14, la différence
entre les cissions critique et résolue est tres faible a la fin du premier incrément. Elle est précisément
de 0,68 MPa. Cependant, on observe sur la Fig. 1.3(a) que la vitesse de glissement de ce systeme est
nulle. Cela illustre bien le fait qu’avec le critére classique de Schmid, tous les systémes
potentiellement actifs n’ont pas forcément une vitesse de glissement positive, contrairement au critére
régularisé de Schmid. Par la suite, la différence entre les cissions critique et résolue du systeme 14
tend & augmenter au début de la déformation, confirmant ainsi la non-activation de ce systéme. Par
ailleurs, 1’évolution des deux courbes correspondant respectivement aux systemes 27 et 14 montre une
inversion de I’activité des systémes. En effet, la cission critique du systeme 27 devient largement
supérieure a sa cission résolue, tandis que pour le systeme 14 I’écart entre les cissions critique et

résolue devient nul. Cet instant correspond & une déformation ¢, = 0,15 qui est la méme valeur que

celle observée lors du changement des vitesses de glissement a la Fig. 1.3(a). Sur les Figs. 1.8(b) et
1.8(c), le constat est le méme que sur la Fig. 1.8(a), a savoir une concordance de I’évolution de la
différence entre les cissions critiques et résolues des systémes actifs avec I’évolution de leurs vitesses

de glissement illustrée respectivement sur les Figs. 1.4(a) et 1.5(a).
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Evolution de la différence entre les cissions critiques et les cissions résolues des systémes actifs : (a)

monocristal # 1 ; (b) monocristal # 2 ; (¢) monocristal # 3.

Dans la suite, nous allons comparer les performances des deux algorithmes proposés. Pour cela, nous

imposons le chargement défini par la relation (1.152) dans trois situations correspondant a trois pas de

temps différents : 107s, 5x10~°s et 10~s. La Fig. 1.9(a) montre pour chacun des trois pas de temps
mentionnés plus haut, 1I’évolution du nombre de systémes potentiellement actifs (Card(P)) durant la

déformation. On remarque qu’avec Ialgorithme évolutif, la valeur de Card(7) est indépendante du

pas de temps imposé. Cela se justifie par la définition de I’ensemble des systémes potentiellement
actifs P qui est indépendante de la longueur du pas de temps dans le cadre de cet algorithme. En

revanche, pour I’algorithme de retour radial, on remarque que plus le pas de temps augmente, plus la

valeur de Card(P) est élevée. En effet, avec Il’algorithme de retour radial, un systéme est

potentiellement actif si la valeur de sa cission résolue "trial" est supérieure a la valeur de sa cission
critique initiale (comme I’illustre I’équation (1.71)). Cette cission résolue "trial" est fonction du pas de
temps imposé : plus ce dernier est important, plus la cission résolue "trial" est grande. Par conséquent,
les systemes ayant une cission résolue "trial" qui dépasse la cission critique initiale sont beaucoup plus
nombreux lorsqu’on augmente le pas de temps. Les Figs. 1.9(b), 1.9(c) et 1.9(d) montrent I’évolution
du nombre d’itérations nécessaires au calcul des vitesses de glissement en fonction de la déformation

logarithmique e,,. Pour le cas de I’algorithme évolutif, il faut préciser que lorsque plusieurs sous-

combinaisons de P sont utilisées dans I’incrément courant pour calculer les vitesses de glissement
(voir la Section 1.3.1.2.3), le nombre d’itérations est égal a la somme du nombre de sous-

combinaisons de P utilisées. En effet, sur chaque subdivision du pas de temps imposé, une ou
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plusieurs combinaisons de I’ensemble des systémes potentiellement actifs sont testées afin d’obtenir la
convergence du calcul des vitesses de glissement. Pour le cas de I’algorithme de retour radial, ce
nombre est égal au nombre d’itérations nécessaires pour la convergence de la procédure de Newton—
Raphson utilisée pour la résolution du systéme (1.74). Dans les situations ou le pas de temps
initialement imposé doit étre divisé en plusieurs sous-pas, pour remédier a la non-convergence de la
méthode de Newton—Raphson, on additionne les itérations respectives de ces sous-pas. Sur les Figs.
1.9(b), 1.9(c) et 1.9(d), deux observations peuvent étre faites : d’une part, le nombre d’itérations
nécessaires au calcul des vitesses de glissement est beaucoup moins élevé lorsqu’on utilise
I’algorithme évolutif que lorsqu’on utilise I’algorithme de retour radial et le rapport moyen de ces
deux nombres est d’environ 1/4. D’autre part, on observe que le nombre d’itérations augmente avec le
pas de temps imposé. Une corrélation peut ainsi étre faite entre le nombre de systemes potentiellement
actifs et le nombre d’itérations nécessaires au calcul des vitesses de glissement, surtout pour le cas de
I’algorithme de retour radial : plus le nombre de systemes potentiellement actifs est éleve, plus le
nombre d’itérations nécessaires au calcul des vitesses de glissement augmente. Cette corrélation
apparait d’autant plus évidente lorsqu’on considére que la complexité du systeme d’équations non-
linaires (1.74) augmente avec sa taille. On remarque par ailleurs que pour le cas de I’algorithme de

retour radial, le nombre d’itérations est tres élevé au début de la déformation : il est de 57 au premier

incrément pour un pas de temps At de 107°s (sur la Fig. 1.9(b)), de 306 pour un pas de temps At de

5x107s (sur la Fig. 1.9(c)), et de 378 pour un pas de temps de 107s (sur la Fig. 1.9(d)). En effet au

début de la déformation, parmi les nombreux systemes qui sont potentiellement actifs, trés peu ont une
vitesse de glissement non nulle. Le nombre d’itérations serait largement réduit si I’on restreignait
I’ensemble des systémes potentiellement actifs a ces systemes uniquement. Lorsque la déformation
augmente, I’écart entre le nombre de systéemes potentiellement actifs et le nombre de systémes
effectivement actifs devient relativement faible, ce qui fait ainsi diminuer sensiblement le nombre
d’itérations. Il faut également remarquer que pour I’algorithme évolutif, le nombre d’itérations n’est
jamais supérieur a 10. C'est bien la preuve que la procédure de détermination itérative de I’ensemble
A détaillée dans I’Etape 1 de la Section 1.3.1.2.3 est trés efficace.
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Etude comparative de la performance de deux algorithmes développés (monocristal # 1) : (a) Cardinal

de P ; (b) nombre d’itérations avec At =10"s ; (c) nombre d’itérations avec At =5x10"s ; (d) nombre

d’itérations avec At=107s.

Sur la Fig. 1.10 relative au monocristal # 2, on observe globalement les mémes tendances que celles
observées sur la Fig. 1.9. Sur la Fig. 1.10(a), le nombre de systemes potentiellement actifs déterminé

par I’algorithme de retour radial atteint sa valeur maximale qui est de 24 (avec une structure
cristallographique de type cubique centré) pour des pas de temps de 5x107°s et 107°s. Avec

I’algorithme évolutif, le nombre de systemes potentiellement actifs reste égal au nombre de systémes

actifs qui est égal a 5. Par ailleurs, avec I’algorithme de retour radial, au début de la déformation le
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nombre d’itérations est de 142 pour un pas de temps de 10~°s (Fig. 1.10(b)), de 435 pour un pas de

temps de 5x107°s (Fig. 1.10(c)), et de 570 pour un pas de temps de 10~ s (Fig. 1.10(d)).
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Etude comparative de la performance des deux algorithmes développés (monocristal # 2): (a) Cardinal

de P ; (b) nombre d’itérations avec At =10"s ; (c) nombre d’itérations avec At=5x10"s ; (d) nombre

d’itérations avec At=107s.

Les résultats relatifs au monocristal # 3 sont presentés sur la Fig. 1.11. On observe une légére

différence par rapport aux deux autres monocristaux. En effet, en ce qui concerne 1’algorithme de

retour radial, quel que soit le pas de temps imposé, on note un saut important du nombre d’itérations
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correspondant a un changement d’activité des systémes détecté a ¢,, =0,62 (voir la Fig. 1.5(a)). Au

dela des premiers incréments, le cas le plus extréme est rencontré avec le pas de temps de 10°s (Fig.

1.11(b)) ou le saut atteint la valeur de 66 itérations.
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Etude comparative de la performance des deux algorithmes développés (monocristal # 3) : (a) Cardinal

de P ; (b) nombre d’itérations avec At =10"s ; (c) nombre d’itérations avec At=5x10"s ; (d) nombre

d’itérations avec At=107s.

Au vu des résultats précédents, il est clair que 1’algorithme évolutif est beaucoup plus performant que

I’algorithme de retour radial. Cette performance se justifie par le tres faible nombre d’itérations requis
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pour le calcul des vitesses de glissement. Elle peut également étre illustrée par la comparaison des
temps de calcul nécessaires pour 1’exécution de chacun des deux algorithmes (donnée dans le Tab.
1.4).

Retour radial Evolutif
Monocristal # 1 14,13 s 3,625
Monocristal # 2 13,94 s 4,29s
Monocristal # 3 14,23 s 5,67s

Etude comparative des temps de calcul nécessaires pour I’exécution des deux algorithmes développés.

1.5.2 Comparaison entre la forme classique et la forme régularisée du critére de
Schmid

Il a été démontré dans la Section 1.5.1 que I’algorithme évolutif est bien plus performant que
I’algorithme de retour radial pour I’intégration des relations constitutives relatives au critere classique
de Schmid. Par conséquent, nous avons retenu 1’algorithme évolutif pour intégrer les équations
constitutives relatives a la forme régularisée du critére de Schmid. Sauf mention contraire, cet
algorithme sera utilisé comme algorithme principal dans toute la suite de ce manuscrit.

Dans cette section, les résultats numériques obtenus en utilisant la forme classique et la forme
régularisée du critere de Schmid seront comparés. Dans toutes les figures de cette section, les
acronymes CCS et CRS seront utilisés pour désigner respectivement le critére classique de Schmid et
sa forme régularisée. Pour le modéle relatif au critére régularisé de Schmid (CRS), les simulations
effectuées sont les mémes que celles adoptées plus haut pour le modele associé au critere classique de

Schmid (CSS), ce qui correspond au chargement g donné par 1’équation (1.152), aux orientations

cristallographiques décrites dans le Tab. 1.1 et aux propriétés mécaniques fournies dans le Tab. 1.2. Le
paramétre n déja introduit dans 1’équation (1.33) et qui caractérise I’arrondissement de la surface de
charge est fixé a 500. 1l sera démontré plus loin (voir Fig. 1.16) qu’il suffit d’une valeur de n=10
pour que la surface de charge associée a la forme régularisée du critére de Schmid soit trés proche de
celle de la forme classique. La valeur de n=500 qui est une valeur irréaliste au vu des temps de
calcul requis, est simplement choisie pour pouvoir mener une comparaison intéressante entre les deux
algorithmes. La Fig. 1.12 détaille les résultats relatifs au monocristal # 1. La Fig. 1.12(a) montre
I’évolution des vitesses de glissement des différents systemes actifs obtenues par application du CCS
par rapport a celles de leurs homologues obtenues en utilisant le CRS. On peut observer qu’au début
de la déformation, les vitesses de glissement des systémes 18, 32 et 36 calculées a partir du CCS sont
pratiqguement les mémes que celles déterminées par le CRS. Cependant, lorsque la déformation
augmente, I’écart entre les différentes vitesses de glissement augmente sensiblement. Par ailleurs, pour

les systémes 14, 27 et 45, on remarque un écart important dés le début de la déformation. La Fig.
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1.12(b) montre I’évolution des glissements cumulés sur chaque systéme de glissement en fonction de
la déformation logarithmique. On observe la méme tendance que celle de la Fig. 1.12(a). Cependant, il
faut noter que par rapport a la Fig. 1.12(a), I’écart entre les courbes relatives aux deux critéres utilisés
n’est visible qu’a des niveaux de déformation beaucoup plus élevés. La Fig. 1.12(c) montre I’évolution
de la contrainte équivalente de von Mises en fonction de la déformation logarithmique. Bien que les
vitesses de glissement relatives aux deux critéres soient nettement différentes, on n’observe qu’un
Iéger écart entre les contraintes.

La Fig. 1.13 montre des résultats similaires & ceux de la Fig. 1.12 obtenus cette fois avec le
monocristal # 2. Pour des raisons de clarté, seuls quelques systemes de glissement sont représentés. En
effet, du nombre total de systémes actifs déterminés par le CCS, les systemes 2, 22, 31 et 35 ont été
retirés. Contrairement au cas de la Fig. 1.12(a), il apparait que les vitesses de glissement varient
fortement en fonction du critére d’écoulement utilisé et cela deés le début de la déformation. Sur la Fig.
1.13(b), on observe bien évidemment un écart du méme type que celui de la Fig. 1.13(a). Sur la Fig.
1.13(c), il faut remarquer que similairement au cas du CCS, I’évolution de la contrainte admet un point
d’inflexion correspondant a une variation brusque des valeurs des vitesses de glissement des différents
systéemes lorsqu’on utilise le CRS. Néanmoins les points d’inflexion ne se produisent pas au méme

instant. Pour le critére classique de Schmid, nous rappelons que le point d’inflexion a lieu & ¢, = 0,26
alors que pour le critére regularise de Schmid, il a lieu a ¢,, =0,32.

La Fig. 1.14 montre les résultats relatifs au monocristal # 3. Comme pour le cas précédent, seuls
guelques systémes actifs prédits par le CCS ont été conservés afin de comparer leurs vitesses de
glissement a celles déterminées par le CRS. Dés les premiers incréments de chargement, on observe un
écart trés important des vitesses de glissement sur la Fig. 1.14(a). Il en est de méme pour 1’évolution
des glissements cumulés des différents systemes actifs. Au niveau de I’évolution de la contrainte
équivalente de von Mises, on observe cependant une similitude entre les deux critéres pour des

niveaux de deformations allant de 0 a ¢,, = 0,15 (voir la Fig. 1.14(c)).
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monocristal # 1 : (a) vitesses de glissement des systemes actifs ; (b) glissements cumulés des systémes actifs ; (c)

contrainte équivalente de von Mises.
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Effet de la régularisation du critére de Schmid sur 1’évolution des variables mécaniques relatives au

monaocristal # 2 : (a) vitesses de glissement des systemes actifs ; (b) glissements cumulés des systémes actifs ; (c)

contrainte équivalente de von Mises.
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Effet de la régularisation du critére de Schmid sur 1’évolution des variables mécaniques relatives au
monacristal # 3 : (a) vitesses de glissement des systemes actifs ; (b) glissements cumulés des systémes actifs ; (c)

contrainte équivalente de von Mises.

La Fig. 1.15 illustre I’évolution de I’activité des systémes cristallographiques prédite par le CRS. En
effet, cette figure montre I’évolution du maximum des vitesses de glissement sur I’ensemble des
systemes de glissement résiduels, pour chaque orientation cristallographique initiale donnée dans le
Tab. 1.1 En effet, lorsqu’on utilise le CRS toutes les vitesses de glissement calculées sont strictement
positives (comme indiqué dans la Section 1.2.3.2). Cependant, nous distinguons deux catégories de

systemes de glissement : ceux dont I’amplitude maximale de la vitesse de glissement est supérieure a

107s™" et que I’on peut qualifier de "systémes actifs”, et ceux dont I’amplitude maximale est
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' et que I’on peut qualifier de "systémes résiduels”. 1l faut préciser que 107>s™" est

inférieure a 107%s
en moyenne I’ordre de grandeur minimal des vitesses de glissement des systémes actifs déterminés par
le CCS. Par ailleurs, les systemes actifs déterminés avec le CCS sont exactement les mémes que les
"systemes actifs" déterminés par le CRS, alors que les vitesses de glissement correspondantes sont
parfois trés différentes (comme illustré sur les Figs. 1.12(a), 1.13(a) et 1.14(a)). Ainsi, sur la Fig.
1.15(a), on peut remarquer qu’avec l’orientation du monocristal # 1, I’amplitude maximale des

vitesses de glissement des systémes résiduels est de 6,37 x10™*s™ et elle correspond & I’amplitude du
systéme 5. Sur la Fig. 1.15(b) (resp. Fig. 1.15(c)), on obtient une amplitude maximale de 4,2x107°s™

(resp. 2,3x107°s™) qui est relative au systéme 15 (resp. 28) du monocristal # 2 (resp. monocristal #

3). Dans ces trois cas, on remarque que les amplitudes des vitesses de glissement des systémes
résiduels sont négligeables (comparées aux vitesses de glissement des systemes actifs) et peuvent étre
considérées comme n’ayant aucune influence sur le comportement du monocristal.

De toutes les simulations effectuées sur les monocristaux et qui visent a comparer le CCS au CRS, on
peut conclure que la forme régularisée du critére de Schmid se distingue de sa forme standard par les
valeurs des vitesses de glissement calculées. Cependant, au vu des trés faibles valeurs des vitesses de
glissement des systémes résiduels, on peut raisonnablement affirmer que I’activité des systémes est la
méme pour les deux formes du critere de Schmid. On peut également conclure que la contrainte
calculée avec les deux critéres n’est distincte que pour des niveaux de déformations importants (confer
Figs. 1.12(c), 1.13(c) et 1.14(c)). Ces conclusions ne sont cependant valables que pour des valeurs

assez élevees du paramétre d’arrondissement de la surface de charge n.
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1 5
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Evolution du maximum des vitesses de glissement des systémes résiduels liés au CRS : (a)

monocristal # 1 ; (b) monocristal # 2 ; (¢) monocristal # 3.

L’impact de la régularisation du critére de Schmid sur la forme de la surface de charge est étudié dans
la suite de cette section. Ainsi, deux valeurs différentes du paramétre de régularisation n sont utilisées
dans cette étude, en Ioccurence n=2 et n =10. Les résultats relatifs a cette étude sont donnés dans
la Fig. 1.16, ou les surfaces de charge obtenues a une déformation plastique équivalente (au sens de
von Misés) de 0,05, sont présentées dans le plan o, —o,,. Pour déterminer la forme de chaque surface
de charge, quatre chargements diagonaux et incompressibles sont imposés au monocristal. Chaque
chargement est défini par le gradient de vitesse associé. Ainsi, nous disposons de quatre gradients de

vitesses différents : 9,,—9,,9,,—9, ou g, et g, sont définis par les expressions suivantes :

10 0 p 0O 0
9,=|0 p 0 (s') : g,=|0 1 0 (s™) (1.153)
0 0 —(1+p) 0 0 —(1+p)

Pour balayer les différentes directions de chargement et déterminer ainsi les différents points de la

surface de charge dans le plan o,, —c,,, le parametre p est varié entre —1 et 1 avec des pas Ap de

0,02.

Conformément aux attentes, on remarque sur la Fig. 1.16 que les surfaces de charge déterminées par le
CCS sont composees d’arétes (qui sont en I’occurrence au nombre de 6), symétriques par rapport a
I’origine et formant des coins aigus (ou points de vertex). Ces points de vertex sont dus au caractére
discret du CCS. Comme nous le montrerons sur la Fig. 1.17, ils entrainent une réduction importante
des composantes de cisaillement du module tangent. La forme régularisée du critére de Schmid permet

d’obtenir quant a elle des surfaces de charge aux coins parfaitement arrondis lorsque la valeur de n
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est faible (en I"occurrence n=2) et des surfaces se rapprochant de celles déterminées par le critére

classique de Schmid lorsque la valeur de n augmente (en I’occurrence n=10). Cette tendance

confirme bien I’hypothése selon laquelle n représente le paramétre d’arrondissement de la surface de

charge lorsqu’on utilise le CRS.

(©)

120 o, (MPa) 120 o, (MPa)
—CCS ——CCS
—— CRS (n=10) —— CRS (n=10)
—— CRS (n=2) —— CRS (n=2)
n \ 011 (MPa) | | Glll(MPa)
T I T I T T T
120 -120 80 120
n=10
-80-
-120- 21204
(@) (b)
120+ 0, (MPa)
—CCS
—— CRS (n=10)
——CRS (n=2)
Gy, (MPa)
120

Effet de la régularisation du critére de Schmid sur la morphologie des surfaces de charge prédites a 5%

de déformation plastique équivalente : (a) monocristal # 1 ; (b) monocristal # 2 ; (c) monocristal # 3.

La Fig. 1.17 montre I’évolution de certaines composantes du module tangent analytique (supposées

étre représentatives des autres composantes), qui sont calculées en utilisant les deux différentes formes

du critere de Schmid (a savoir le CCS et le CRS), en fonction de la déformation logarithmique e, .
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Deux valeurs du parametre n (2 et 50) sont utilisées pour prédire ces composantes du module tangent
en utilisant le CRS. Le chargement imposé demeure le méme que celui donné par la relation (1.152).
En comparant les Figs. 1.17(a), 1.17(b) et 1.17(c), on peut remarquer gque les composantes du module
tangent déterminées par le CRS sont trés peu sensibles a la valeur de n . Par ailleurs, ces composantes
sont guasiment constantes tout au long de la déformation. Avec le CCS par contre, on note une
variation importante des composantes du module tangent lors de la transition entre la phase élastique
et la phase élastoplastique. En effet, les composantes ont naturellement des valeurs d’ordre élastique

au début de la déformation. Puis, durant la transition élastoplastique la composante 1,,,, diminue alors
que la composante |,,,, augmente. C’est surtout au niveau de la composante de cisaillement 1,,, que

I’on note une trés forte réduction. Par ailleurs, certains plateaux et pics apparaissent au méme instant
sur toutes les composantes du module tangent. Ces derniers sont tout simplement indicateurs du
changement brutal de I’activité des systémes, contrairement au cas du CRS ou les variations des
vitesses de glissement sont beaucoup plus douces (voir Figs. 1.12(a), 1.13(a) et 1.14(a)). A noter que
I’intérét tout particulier de I’analyse de 1’évolution des composantes du module tangent analytique est
motivé par les études des instabilités plastiques via 1’approche de bifurcation. En effet, ce module
tangent constitue un ingrédient principal dans I’application des critéres de localisation qui seront

détaillées dans le Chapitre 3 de ce manuscrit.
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Effet de la régularisation du critére de Schmid sur I’évolution des composantes représentatives du

module tangent analytique : (a) monocristal # 1 ; (b) monocristal # 2 ; (¢) monocristal # 3.

Dans la Section 1.4, une autre formulation des équations constitutives du monocristal introduite par
Hill et Rice (1972) a été présentée. Celle-ci se distingue de la formulation moderne (lwakuma et
Nemat-Nasser, 1984) par le fait qu’elle prend en compte I’influence de la distorsion du réseau
cristallographique sur les tenseurs d’orientations de Schmid, et par conséquent sur le comportement
plastique. Afin d’évaluer I’influence de la distorsion du réseau cristallographique, nous comparons ces
deux formulations a travers des résultats numériques. Pour étre concis, nous limiterons notre étude au
cas du monocristal # 3, que nous solliciterons avec le méme chargement donné par la relation (1.152),
tout en précisant que les résultats obtenus pour les deux autres orientations donnent exactement la
méme tendance.

La Fig. 1.18 montre les comparaisons des deux approches en termes d’évolution des vitesses de
glissement (sur la Fig. 1.18(a)), de contrainte équivalente (sur la Fig. 1.18(b)), d’angles d’Euler (sur la
Fig. 1.18(c)) et de composantes représentatives du module tangent (sur la Fig. 1.18(d)). Sur ces
figures, les acronymes "I-N" et "H-R" font référence respectivement au modéle d’lwakuma et Nemat-
Nasser (1984) et a celui de Hill et Rice (1972). En analysant les comparaisons données sur la Fig.
1.18, nous pouvons conclure que les deux formulations précédemment citées permettent d’obtenir les
mémes résultats numériques. Cette observation confirme aussi I’hypothese faite par lwakuma et

Nemat-Nasser (1984) dans le cas des métaux. Une illustration de cette hypothese est donnée dans la
Fig. 1.19 ou le rapport du taux de déformation du réseau cristallographique (qui vaut d* pour le
modeéle d’lwakuma et Nemat-Nasser (1984), et d” pour le modéle de Hill et Rice (1972)) caractérisant

la distorsion du réseau cristallographique, sur son taux de rotation (qui vaut w® pour le modéele
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d’Iwakuma et Nemat-Nasser (1984), et w™ pour le modéle de Hill et Rice (1972)) est évalué pour
chague modeéle. Dans les deux cas, on observe la méme évolution, dans laquelle le rapport atteint trés
rapidement des valeurs trés faibles qui sont de I’ordre de 107. En effet, les matériaux polycristallins
ont des modules de Young trés élevés. Dans le cas présent, ce module de Young est de 210 GPa et
correspond a celui de I’acier en construction. Par conséquent, le tenseur des modules élastiques C a
des composantes trés élevées (de I’ordre de 10°) et si I’on considére la relation (1.10), ou le taux de
contrainte a des valeurs assez faibles en régime élastoplastique, on retrouve un taux de déformation
élastique négligeable. Par ailleurs, en considérant la relation (1.133), on peut aisément déduire que les

tenseurs p” et R® sont trés proches car le tenseur des compliances élastiques S est trés faible (de

I’ordre de 107°). On aboutit donc & la méme expression du taux de déformation plastique dans les

deux formulations (voir respectivement les relations (1.8) et (1.127)).

27, 800
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Effet de la prise en compte de la distorsion du réseau cristallographique sur 1’évolution de quelques

variables mécaniques relatives au monocristal # 3 : (a) vitesses de glissement des systemes actifs ; (b) contrainte

équivalente de von Mises ; (c) angles d’Euler ; (d) quelques composantes représentatives du module tangent

analytique.
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Evolution du rapport de la norme euclidienne du taux de déformation du réseau cristallographique sur
le taux de rotation en fonction de la déformation logarithmique suivant la direction longitudinale ; Comparaison
entre le modéle d’Iwakuma et Nemat-Nasser (1984) et celui de Hill et Rice (1972).
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1.6 Conclusions

Dans ce chapitre, le modele de comportement élastoplastique du monocristal formulé dans le cadre des
grandes déformations a été présenté dans une description eulérienne du mouvement. Un accent
particulier a été mis sur I’utilisation du critére de Schmid et de sa forme régularisée pour décrire
I’écoulement plastique. Deux types d’algorithmes ont été proposés pour intégrer les relations
constitutives du monocristal, & savoir 1’algorithme évolutif et I’algorithme de retour radial, et plusieurs
simulations ont été effectuées pour évaluer la performance de ces algorithmes.

Conformément aux attentes, 1’algorithme évolutif prédit les mémes résultats que 1’algorithme de retour
radial. Cependant, 1’algorithme évolutif est beaucoup plus performant que son homologue car il
nécessite beaucoup moins d’itérations pour calculer les vitesses de glissement. Cet algorithme a donc
été utilisé pour évaluer I’influence de la régularisation du critére de Schmid sur le comportement du
monocristal. Pour des valeurs importantes du paramétre d’arrondissement de la surface de charge, il
apparait que I’activité des systémes prédite par la forme régularisée du critére de Schmid est la méme
que celle obtenue lorsqu’on utilise la forme standard, méme si les vitesses de glissement correspondant
aux deux criteres sont trés différentes. En revanche, dans le cadre particulier des simulations
effectuées, la contrainte calculée est pratiqguement la méme pour des niveaux de déformation de 1’ordre
de 0,15. Cela explique par ailleurs le fait que les surfaces de charges initiales prédites suivant les deux
criteres soient quasi identiques. Pour de grandes déformations, on observe cependant un écart trés net
entre 1’évolution des contraintes prédites suivant les deux critéres. Une comparaison des deux criteres
en termes de détermination du module tangent analytique montre que les composantes de ce dernier
sont tres différentes selon le critére utilisé. Avec le critére classique de Schmid, on observe une trés
forte réduction des composantes de cisaillement lors du passage de la phase purement élastique a la
phase élastoplastique. Par contre, avec la forme régularisée du critére de Schmid, les composantes du

module tangent varient trés peu lors du passage de la phase élastique a la phase élastoplastique.
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Chapitre 2

Integration numerique de la loi de
comportement du polycristal en grandes

déformations élastoplastiques

2.1 Introduction

Une prédiction satisfaisante du comportement mécanique des tdles métalliques repose non seulement
sur une connaissance approfondie des différents mécanismes de déformation agissant a 1’échelle
microscopique, mais aussi sur une description pertinente des interactions entre cette échelle et
I’échelle macroscopique. Le chapitre précédent a été consacré a la modélisation et 1’intégration
numérique de la loi de comportement du monocristal. Dans le présent chapitre, nous présentons
I’approche utilisée pour déduire le comportement d’un agrégat polycristallin a partir du comportement
des monocristaux constitutifs. Cette approche est basée sur le modéle autocohérent au sens de Hill
(Hill, 1965a; 1965b). Ce modéle est largement reconnu comme étant, entre autres, le schéma de
transition d’échelles a champs moyens le plus précis qui est utilisé pour modéliser le comportement
des matériaux polycristallins (Lebensohn et al., 2004 ; Castelnau et al., 2006 ; Brenner et al., 2009).

Les premiéres tentatives de prédiction du comportement mécanique des matériaux hétérogenes, a
partir de celui de leurs constituants, remontent aux travaux de Voigt (1889) et Reuss (1929) qui sont
basés sur les hypothéses d’homogénéité de déformation et de contrainte, respectivement. Ces deux
modeles sont restreints, dans leurs versions initiales, au cas d’un comportement élastique linéaire du
matériau étudié. Ainsi, le modele de Voigt satisfait la relation de compatibilité de la déformation entre

les grains mais ne permet pas de respecter la condition d’équilibre. Ce modele constitue une borne
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supérieure de I’estimation des interactions entre 1’échelle locale et 1’échelle macroscopique. Cela se
traduit par une surestimation de la rigidité du matériau homogéne équivalent. Par contre, le modéle de
Reuss permet de respecter la condition d’équilibre a 1’échelle locale mais engendre une incompatibilité
de la déformation. Ce dernier modéle constitue une borne inférieure se traduisant par une sous-
estimation de la rigidité du matériau homogéne équivalent.

Le mode¢le de Voigt a été étendu par Taylor (1938) au cas d’un comportement rigide plastique qui, a
son tour, a été étendu par Lin (1957, 1971) pour prendre en compte ’effet de 1’élasticité dans la
modélisation du comportement a 1’échelle monocristalline. D’autre part, le modele de Reuss a été
étendu au cas du comportement plastique des grains par Sachs (1928) et Zaoui (1970). Le modele de
Sachs stipule que les contraintes microscopiques sont proportionnelles a la contrainte macroscopique,
tandis que le modele proposé par Zaoui (connu également sous I’appellation de modéle statique)
suppose que les contraintes microscopiques sont identiques a la contrainte macroscopique. De par
leurs différentes hypotheses simplificatrices, le modéle de Taylor—Lin et le modele statique développé
par Zaoui ne sont utilisés généralement que pour des études qualitatives. En effet, des écarts
importants entre les résultats expérimentaux et les résultats numériques prédits par ces modeéles sont
souvent observés dans le cas des matériaux a forte hétérogénéité microstructurale.

L’approche autocohérente constitue une avancée significative dans la modélisation des interactions
entre I’échelle locale et 1’échelle macroscopique car elle permet d’éviter les limitations observées lors
de I’utilisation des approches précédentes. En effet, cette approche permet de respecter a la fois la
compatibilité de déformation et la relation d’équilibre a 1’échelle locale. L approche autocohérente est
basée sur les travaux d’Eshelby (1957) qui a calculé la déformation inélastique d’une inclusion noyée
dans une matrice infinie élastique et isotrope. Hershey (1954) et Kroner (1958) ont été les premiers a
proposer un modele autocohérent afin d’évaluer les propriétés macroscopiques des matériaux
hétérogenes dans le cadre de 1’élasticité linéaire. Par la suite, Budiansky et al. (1960), Budiansky et
Wu (1962) ainsi que Kroner (1961) ont utilisé le schéma autocohérent pour établir une relation entre la
déformation plastique des grains et leurs contraintes résiduelles. Dans 1’approche de Kroner, tout
comme celle de Budiansky et Wu, chaque grain est considéré comme étant une inclusion noyée dans
une matrice formée par le reste des grains du polycristal. L’ incompatibilité de la déformation plastique
du grain est accommodée par une déformation élastique additionnelle de la matrice. Le modéle de
Kroéner permet d’obtenir de bonnes estimations dans le domaine élastique, mais conduit & des résultats
plus mitigés dans le domaine élastoplastique car ce modele ne prend en compte que la partie élastique
des interactions entre 1’échelle locale et I’échelle macroscopique. Hill est certainement 1’auteur ayant
apporté la contribution la plus importante dans le développement des schémas autocohérents dans le
cadre d’un comportement élastoplastique (Hill, 1965a; 1965b). En effet, Hill a proposé une
formulation incrémentale de la loi de comportement et une accommodation élastoplastique de la
matrice pour résoudre le probleme d’incompatibilité¢ de la déformation entre les grains. Hutchinson

(1970) a comparé les modeles proposes par Taylor—Lin, Kroner et celui développé par Hill. Il a conclu
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gue le modéle de Hill permet d’obtenir la réponse macroscopique la moins rigide, illustrant ainsi une
meilleure prise en compte des interactions (entre 1’échelle locale et 1’échelle macroscopique) par ce
modeéle. Plus tard, Berveiller et Zaoui (1979) jugeant le modéle de Hill trop implicite, ont proposé une
forme simplifiée et isotrope de I’interaction élastoplastique (entre 1’échelle locale et 1’échelle
macroscopique) en enrichissant le modéle de Kroner. lwakuma et Nemat-Nasser (1984) ont généralisé
pour la premiére fois 1’approche autocohérente incrémentale de Hill au cas des grandes déformations
élastoplastiques. Néanmoins, a 1’échelle locale, leur approche s’est limitée au monocristal plan de type
cubique a faces centrées défini par 4 systémes de glissement. Les derniéres améliorations notables de
I’approche autocohérente incrémentale de Hill remontent aux travaux de Lipinski et al. (1989, 1995)
qui ont établi, dans le cadre des grandes déformations élastoplastiques, une relation d’interaction entre
1I’échelle locale et 1’échelle macroscopique basée sur une équation intégrale cinématique du gradient de
vitesse. Cette équation intégrale cinématique est similaire a celle proposée par Dederichs et Zeller
(1973) dans le cadre de I’élasticité linéaire.

Dans ce chapitre, nous présentons un schéma autocohérent adapté aux grandes déformations
élastoplastiques. Ce schéma est fortement inspiré des travaux de Lipinski et al. (1989, 1995). La
pertinence du schéma proposé réside dans I’intégration numérique des différentes équations
définissant le comportement du polycristal. En effet, d’un point de vue numérique, le schéma
autocohérent est un probléme relativement complexe et fortement implicite dont I’inconnue principale
est le module tangent macroscopique. Il est souvent résolu par la méthode itérative du point fixe.
Cependant, cette méthode de résolution ne garantit pas toujours la convergence du calcul, surtout
lorsque les non-linéarités matérielles sont importantes. Ce cas de figure est rencontré quand le stade
des petites déformations est franchi. Pour améliorer la convergence de la résolution numérique des
équations de I’approche autocohérente, nous proposons une nouvelle méthode de résolution basée sur
la combinaison entre la méthode du point fixe et I’algorithme itératif de Newton—Raphson. A notre
connaissance, une telle méthode n’a été utilisée pour résoudre les équations du schéma autocohérent
que pour des matériaux élastoviscoplastiques (Galan et al., 2014).

Ce chapitre sera scindé en trois parties principales. Dans la premiére partie, les développements
théoriques de I’approche autocohérente seront présentés. La seconde partie sera consacrée a la
résolution numérique des différentes équations formulées a 1’échelle du polycristal. A ce titre,
I’algorithme développé sera présenté en détails. La derniére partie est dédiée a la présentation et a
I’analyse des résultats numériques. Dans cette partie, la sensibilité¢ de la réponse macroscopique du
polycristal a plusieurs propriétés mécaniques (nature d’élasticité, écrouissage anisotrope, texture
cristallographique et morphologique initiale, orientation du chargement, structure cristallographique)
et choix de modélisation (forme de la surface de plasticité du monocristal) sera soigneusement étudiée.
Par ailleurs, la performance de la méthode de Newton—Raphson comparée a celle du point fixe sera
illustrée a travers plusieurs résultats numériques. Ce schéma autocohérent a également été implanté,

sous forme d’une subroutine UMAT, dans le logiciel de calcul par éléments finis ABAQUS afin
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d’effectuer des calculs de structure. Ainsi, I’intérét de I’utilisation du module tangent cohérent a
I’échelle monocristalline déterminé dans le chapitre précédent (a la place du module tangent

analytique) lors des simulations par éléments finis sera également mis en évidence.
2.2 Relations constitutives du polycristal

Dans le cadre d’une description eulérienne du mouvement, la loi de comportement du polycristal peut

étre exprimée de maniére incrémentale sous une forme similaire a celle du monocristal (Eq. (1.44)) :
N=L:G (2.1)
ol G est le gradient de vitesse macroscopique, N le taux de contrainte nominale macroscopique et L

le module tangent macroscopique. Par ailleurs, G et N sont déterminés en fonction de leurs

homologues microscopiques g et n, respectivement, par les relations de moyenne suivantes
(Lipinski, 1993) :
1 - 1. .
G =1 fa(x)dx=(g(x)) i M= [n(x)dx=(n(x)) (22)
|Q|Q |Q|Q

ou Q est le volume de I’agrégat polycristallin étudié (communément appelé VER ou milieu effectif)
dans la configuration déformée et x un point matériel de Q.

Réciproquement, le gradient de vitesse microscopique g(x) et le taux de contrainte nominale

microscopique h(x) peuvent étre exprimés en fonction de leurs homologues macroscopiques G et N

par les relations de concentration suivantes :
g(x)=A(x):G ; n(x)=B(x):N (2.3)
ol A(x) et B(x) sont les tenseurs de concentration relatifs au gradient de vitesse et au taux de

contrainte nominale, respectivement. L’existence de tels tenseurs a été démontrée par Mandel (1965)
et Hill (1965a) dans le cadre de I’élasticité. En comparant les relations (2.2) et (2.3), on peut aisément
déduire que les moyennes volumiques respectives des deux tenseurs de concentration sont égales au

tenseur identité d’ordre 4 1, :

(A(X)) =ﬁ j A(x)dx=1, ; (B(x) =ﬁ j B(x)dx=1, (2.4)

Q Q

Le module tangent L du milieu effectif peut étre relié & son homologue microscopique I(x) en

utilisant 1’un des deux tenseurs de concentration introduits dans 1’équation (2.3). Conformément a la

plupart des travaux de la littérature, nous choisissons le tenseur de concentration lié au gradient de

vitesse A(x) pour exprimer L en fonction de son homologue microscopique. En introduisant

I’expression de g(x) donnée par 1’équation (2.3)q) dans celle de la loi de comportement
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microscopique (EQ. (1.44)) et en calculant la moyenne volumique du taux de contrainte nominale, on

obtient 1’expression suivante du module tangent macroscopique L :
L:ﬁ [10): A(x)dx=(1(x): A(x)) (25)
Q

Il est important de noter que les schémas d’homogénéisation @ champs moyens s’identifient au
probleme de détermination du tenseur de concentration A(x). Dans le cadre du schéma autocohérent
en grandes déformations, il est difficile de donner I’expression explicite du tenseur de concentration
A(x). Ce tenseur est plut6t déterminé de maniére implicite par la résolution d’une équation intégrale

cinématique (Lipinski et Berveiller, 1989) qui se présente sous la forme suivante :

g(X)zG+IF(X—X'):(|(X‘)—LO):g(X')dX' (2.6)

ou L° désigne le module tangent d’un milieu homogéne de référence et T" le tenseur de Green
modifié. La démonstration des fondements théoriques de cette équation intégrale cinématique fera
I’objet de la Section 2.2.1.

2.2.1 Détermination de la relation de localisation

Dans cette section, les différentes étapes de la formulation de 1’équation intégrale cinématique (2.6)
sont présentées. Cette formulation repose sur trois équations principales :
e La relation d’équilibre quasi-statique & 1’¢chelle du monocristal qui stipule que la divergence

du taux de contrainte nominale est nulle :

vxeQ ;Vj=123: n,(x)=0 ; i=123 (2.7)
e Laloi de comportement incrémentale du monocristal :
vxeQ ; Vi, j=1,2,3: f(x)=l(x)v, (x) ; kl=1,23 (2.8)
¢ Les conditions aux limites de type cinématique :
vxedQ ; Vi=1,23: v;(x)=Gyx; ; j=1,2,3 (2.9)

oll 0 représente la frontiere du VER Q. Le vecteur v(x) introduit dans les équations (2.8) et (2.9)

représente la vitesse du point matériel x dans la configuration déformée. En insérant la relation (2.8)

dans 1’équation (2.7), on obtient la relation suivante :
vxeQ ; Vj=1,23: (L (X)v, ,(¥)) =0 ; ikl=123 (2.10)
Le module tangent microscopique | peut étre additivement décomposé en L° et une fluctuation 51 :
vxeQ: I(x)=L"+38l(x) (2.12)
Cette decomposition additive permet de réécrire 1’équation (2.10) sous la forme suivante :
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VxeQ ; Vj=1,23: LV, (x)+(8|ijk,(x)vk,,(x))vi =0 ; ikl1=123 (2.12)

En considérant 1’équation de Navier reliant la déformation élastique linéaire isotrope d’un matériau
aux forces de volume qui lui sont appliquées, le premier terme de 1’équation (2.12) peut étre assimilé a

I’opérateur de Lamé que nous notons A et le second terme aux forces de volume f :
VxeQ; Vj=1,23: A,v, (x)+f,(x)=0 ; k=123 (2.13)
avec
Ay = L5400,

fi(x)= (5 lia (X)V, (X)),i |

La forme faible (ou intégrale) de I’équation (2.12) peut étre obtenue en introduisant le tenseur de

Vijk=123: i,1=1,2,3 (2.14)

Green défini par la relation suivante :

Vx,XeQ ; Vjm=1,23: L?Ijkg,myik(x—x’)+61m6(x—x')=0 © ik 1=1,2,3 (2.15)
ou §;, est le symbole de Kronecker et S(X) la fonction de Dirac. Ce tenseur de Green peut étre
interprété comme étant 1’action d’une force fj (X') concentrée au point x et valant :

Vj=123: f,(x)=3,,5(x-x) (2.16)
qui induit une vitesse v au point x' définie par la forme indicielle suivante :
Vk=1,23": Vv (X)=Gg(x—X) (2.17)
et dont I’équation de Navier associée est :
VXeQ; Vj=1,23: Ay, (x)+f(x)=0 ; 1=1,23 (2.18)

L’opérateur A* introduit dans la relation (2.18) est I’opérateur adjoint de A . Il est défini par la
relation suivante :

Vil=123": A=A, (2.19)
De I’équation (2.15), on peut déduire que le tenseur de Green a la propriété suivante :

VxeQ ; VIm=1,23: g'm(X)HXH—m -0 (2.20)

Le tenseur de Green Vérifie également les propriétés de différentiation explicitées ci-dessous :
. 0G,, (X=X ,
(G (x-x)] =290 g )
vIm,ik=123": ' (2.21)
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Pour alléger I’écriture, nous omettrons de mentionner explicitement les indices muets a droite des
équations dans la suite des développements, sachant que ces derniers prennent systématiquement des

valeurs comprises entre 1 et 3.

En utilisant 1I’équation (2.15), la vitesse v(x) du point matériel x peut étre exprimée en fonction du

tenseur de Green G par I’expression indicielle suivante :

m

VxeQ ; vm=1,23: v jSmJSX X)v;(x')dx = ILl,Jkg,m,k(x X)v;(x)dx (2.22)

En utilisant les relations (2.21), on peut réécrire 1’équation (2.22) sous la forme suivante :

VxeQ; vm=123: v (X)= .[L,,Jk [ Gin (x=X) ], v, (x)dx (2.23)

En appliquant le théoréme d’Ostrogradski—Gauss, suivi d’une intégration par parties, on peut

transformer 1’équation (2.23) sous la forme suivante :

vm=1,23: v, (X)=- le,Jk[g,m(x—x')] V(X (x)ds
& | (2.24)
+ I Lo G (X =XV, o (X=X, (x‘)ds'—JL?,jk G (X=X )V, e (X)dX

ou v, (x) estla m™™ composante (m =1,2,3) du vecteur normal a la surface élémentaire ds' au point

X'
Par conséquent, en utilisant 1’équation (2.12) et aprés quelques manipulations algébriques (en

permutant d’abord les indices muets j et I, puis les indices muets | et k), on obtient les relations

suivantes :
vm=1,23: LY G (X=X)V, 4 (X) =Ll G (X=X)V, 11 (X)
= Lc:jkl Gim (X_X)Vk, i (XI) (2.25)
=G, (x— x')(?SIijkl (X)W y (x))I
Par ailleurs, en insérant I’expression développée dans 1’équation (2.25) dans le troisiéme terme du

second membre de 1’équation (2.24) et en appliquant une intégration par parties a ce dernier,

I’équation (2.24) devient :

vm=123: v,()=- J-Lmk[glm(x_xl)],i-vj(xl dS+IL.|,kG.m (X=X)V, o (X)v; (x)ds'
:{ﬁm (=)l ()i ()4 (x)a5 - [gjm<x—x>1i. Bl (X)Vies (X)X
(2.26)

En utilisant la propriété de différentiation du tenseur de Green explicitée dans la relation (2.21),

I’équation (2.26) peut étre réécrite sous la forme suivante :
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vm=1,23: v, (X)= j L% Gimi (X=X) v, (X)v, (X)ds'+ j L%k G (X=X)V, o (X) v, (X)dS'
*© (2.27)
+ 5!;gjm (X=Xl (X) Vv, (X)v; (X)ds'+ igmi (X=Xl (X) V. (X)X

Les conditions aux limites cinématiques (voir la relation (2.9)) nous permettent d’exprimer le premier
terme du second membre de 1’équation (2.27) en fonction du gradient de vitesse macroscopique G :
I I_"Jk g”“ i X X (X)Vk ( )d L?UKG]D I glm,i (X_XI)X'ka (Xl)dsl
Q
=L%, Gy, [g,m, ((X=X)X ] Lax
. o (2.28)
=LiuGj [g'mvi (x- X)] o Xp OX

Q
+ L?ljkGkaglm,i (X - Xl)dxl

De facon analogue, le second terme du second membre de I’équation (2.27) s’exprime sous la forme :

I L iljk glm X X ,k' (X|) Vi (X|) dsl = L?ljijk '[ glm (X - X‘)Vi (X') dS'
- (2.29)
L[I)Uijk I[glm (X - XI):|’ i dx

Le troisieme terme du second membre de I’équation (2.27) peut étre simplifié de la méme facon :
_f Gim (X=X) 8 (X)V,  (X) v (X)ds' = G, .[ Gim (X=X) 8L (X)v; (X) s’ (2.30)
oQ oQ

ou L est le module tangent macroscopique introduit dans 1’équation (2.5).

En utilisant les relations (2.20), (2.21), (2.28)—(2.30), on peut réécrire plus simplement I’équation

(2.27) sous la forme suivante :

vm=1,23: v, (x)=- L?,Jijp_fg,mvik(x—x')x‘pdx‘+J.gjmyi(x—x')6|ijk,(x‘)vk',.(x')dx' (2.31)

Par ailleurs, en utilisant la relation (2.15), le premier terme du second membre de I’équation (2.31)

devient :
L?UkGJpJ‘g,m w (X=X)x,dX =G, j 8, S(X=X)X dX'=G, X, (2.32)
oQ
En insérant I’équation (2.32) dans la relation (2.31), on obtient I’expression suivante reliant le gradient
de vitesse microscopique g au gradient macroscopique G :
vmn=123: g, (x)=v,,(X)=G, +jgjm i (X=X) 8l (X) v, o (X)dX (2.33)
En comparant 1’équation (2.33) avec 1’équation (2.6), on peut déduire que :
vxeQ ; vmn,i,j=1,2,3: T . (X)=Gpn(X) (2.34)
Le calcul numérique du tenseur de Green modifiée I" sera détaillé dans la Section 2.2.3.
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L’équation (2.33) apparait comme étant une décomposition additive du gradient de vitesse

microscopique g en une partie homogéne qui n’est rien d’autre que le gradient de vitesse
macroscopique G et une fluctuation au méme titre que la décomposition additive du module tangent
microscopique (voir I’équation (2.11)).
2.2.2 Calcul du module tangent macroscopique
Pour calculer le module tangent macroscopique L, dont I’expression est donnée par 1’équation (2.5),
il convient de déterminer le tenseur de concentration A(x). Ce dernier tenseur peut étre obtenu a
partir de la relation (2.6) sous les hypothéses suivantes :

e Les grains sont assimilés a des inclusions ellipsoidales.

e Le module tangent microscopique I(x) ainsi que le gradient de vitesse microscopigque g(x)

varient faiblement a I’intérieur du grain. On peut donc supposer que les différents champs
microscopiques (1(x), g(x) et par conséquent r'l(x)) sont homogenes au sein du grain. Cette

derniere hypothese se traduit par :
Vi=1,.,N, ; vxeQ': n(x)=n" ; g(x)=g' ; 1x)=I' (2.35)

g

ou Q' représente le volume du grain | et N, le nombre total de grains constituant le polycristal.

Par conséquent, n(x), g(x) et I(x) peuvent s’exprimer sous la forme suivante :
vxeQ: n(x)=n'6'(x) ; g(x)=g'6'(x) ; 1x)=1I"0'(x) ; I1=1,.,N;, (2.36)

ol 6'(x) est une fonction définie par les relations suivantes :

{0'(x)=1 si xe Q'

_ (2.37)
0'(x)=0 si xg Q'

En tenant compte de la deuxieme hypothése (liée a I’homogénéité des champs microscopiques), la loi

de comportement des différents grains peut s’exprimer sous la forme suivante :

vi=1,.,N_ : n'=I":g (2.38)

g

Par ailleurs, grace aux relations (2.35) et (2.37), I’équation (2.6) peut se décomposer comme suit :

vi=1,.,N, g(x)dx=G+> T":(I'=L°):g’ +T":(I' -L°): g
e L
=G +T":(I'-L°):g'

ol TV est le tenseur d’ordre 4 représentant I’interaction entre les grains I et J. Ce tenseur est défini par

la relation suivante :
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1

V1I=1,.,N,: T”:M

j j T'(x—X) dxdx' (2.40)
o'

Lorsque I=J, T" représente I’interaction entre le grain I et le milieu homogeéne de référence dont le
module tangent vaut L°. Dans le cadre du schéma autocohérent, le milieu de référence est choisi

comme étant le milieu effectif (L°=L). Il en résulte que les interactions entre les grains sont

négligeables par rapport aux interactions entre le grain et le milieu de référence (Lipinski et al., 1995).

En d’autres termes, la somme ) T":(I'=L):g’ est négligeable devant le terme T":(I'=L):g', et
J#l

G° est donc trés proche de G . Ainsi, I’équation (2.39) devient :
VI=1.N, g =(L-T":(I'-L)) :6°=a":G? (2.41)
ou I, désigne le tenseur identite d’ordre 4.

En utilisant 1’équation (2.41), on peut exprimer la relation suivante entre G° et G :

VI=1,..,N,:

g=a":G'=G =<a”>:G° =g =a" :<a”>71 G (2.42)
En comparant les équations (2.3)) et (2.42), on peut établir I’expression suivante du tenseur de

concentration A' relatif au grain I :
vi=1,..,N,: A'=a" :<a“>’1 =(r,-T"(r —|_))’l :<(14 -7 (1! —|_))1>l (2.43)

Eimer (1967) a été le premier a exprimer la relation de concentration sous la forme de I’équation

(2.41) et dans le cadre de I’élasticité linéaire. Une détermination compléte du tenseur de concentration

A' nécessite le calcul du tenseur d’interaction T". L’expression analytique de ce dernier n’a été
déterminée que pour des milieux élastiques et isotropes (Berveiller et al., 1987). Cependant, pour les
matériaux soumis a de grandes déformations élastoplastiques entrainant une évolution anisotrope du
comportement mécanique, la détermination de I’expression analytique de ce tenseur est complexe.
Dans ce cas, ce tenseur d’interaction est calculé par une méthode approchée basée sur une

transformation de Fourier (Fassi-Fehri, 1985 ; Berveiller et al., 1987), a travers une intégrale sur un
ellipsoide schématisant le grain I. Le tenseur T" peut étre exprimé de fagon générique comme

fonction du module tangent effectif L, de la matrice rl paramétrant I’orientation des directions

principales de déformation par rapport au repére du laboratoire et des trois demi-axes a', b', et ¢' de
I’ellipsoide :

T'=Q(L.,rg.a',b',c') (2.44)

Le calcul du tenseur T" sera détaillé dans la Section 2.2.3.
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Par ailleurs, sous I’hypothése d’homogénéité des champs microscopiques, la relation (2.5) devient

simplement :

L=f"I'"A" ; I=1,..,N (2.45)

g
ou f' estla fraction volumique du grain I.
Le schéma de Taylor se déduit aisément du schéma autocohérent en supposant que le gradient de
vitesse microscopique g' de chaque grain | constituant le polycristal est égal au gradient de vitesse
macroscopique G . Dans ce cas particulier, le tenseur de concentration se réduit au tenseur I,. En
reprenant I’équation (2.45), le module tangent macroscopique L devient alors :

L=f'l'" : 1=1,.,N (2.46)

g
Dans la Section 2.4, les prédictions numériques obtenues par le schéma de Taylor seront comparées a
celles obtenues par le schéma autocohérent.

2.2.3 Calcul du tenseur d’interaction

Les détails du calcul du tenseur T" décrivant I’interaction entre le milieu effectif et le grain | sont

présentés dans cette section. Nous rappelons que la forme de chaque grain est supposée ellipsoidale.
Ainsi, nous notons a;, b} et c; (resp. a', b' et ¢') les trois demi-axes du grain dans sa configuration
initiale (resp. déformée) notée Qg (resp. Q'). Pour des raisons de commodité, T" est calculé dans le

repere des directions principales de déformation du grain. En effet, les axes de ce repére coincident
avec les demi-axes du grain. Ce résultat se démontre en considérant le fait qu’il est toujours possible

d’identifier une configuration antérieure a la configuration initiale, dans laquelle le grain est une

sphére unité (i.e. de rayon 1). En désignant par Q) le volume du grain | dans cette configuration

antérieure et par X, la position d’un point matériel appartenant & Q) , on peut exprimer la relation

suivante :
X, <1 (2.47)
La position x dans la configuration déformée Q' du méme point matériel est reliée a x, par la
relation suivante :

x=f'x, (2.48)
ot f' est le gradient de transformation entre les configurations Q) et Q'. La Fig. 2.1 illustre cette

transformation subie par le grain. Au début du calcul, f' représente le gradient de transformation entre

les configurations Q) et Q; sera noté f,. Ce dernier est fonction de a,, b}, et c,. Plus de détails sur
le calcul de f, seront donnés dans la Section 2.3.

En insérant I’équation (2.48) dans la relation (2.47), on obtient :
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Xp. X4 =((f')7l.x).((f')7l.x)=x.((f')7T.(f')71).xs1 (2.49)

Une décomposition polaire du gradient de transformation f' en une rotation r' de corps rigide et une
déformation pure v' sous la forme :

fl=v'r' (2.50)

permet de transformer I’équation (2.49) en :

2

x.((v')'l) x<1 (2.51)

Dans le repere des directions principales de déformation du grain I, ou les vecteurs de la base ne sont

rien d’autres que les vecteurs propres de v', la relation (2.51) apparait comme étant 1’équation d’un
ellipsoide dont les demi-axes ont les mémes directions que les axes du repere. En effet, on peut

déduire la relation suivante a partir de (2.51) :

(ﬁ] {ﬁ] {&J <1 (2.52)
Vl VZ V3

ol v,, v, et v, désignent les valeurs propres du tenseur de déformation pure v' et x,, x,, X, les

différentes composantes de x. En analysant I’équation (2.52), on peut déduire que les demi-axes a',

b' et ¢' du grain sont égaux aux valeurs propres de v'. Ces derniéres sont calculées a partir des

valeurs propres de f'.(f' )T . En effet, en utilisant la relation (2.50), on obtient :
fL(F) =(v') (2.53)

T .,
En notant n,, n, et n, les vecteurs propres de f' .(f') et A, A, et &, les valeurs propres associées,

I’orientation du repére des directions principales de déformation du grain | par rapport au repére du

laboratoire est définie par la matrice de passage r. dont les colonnes sont les vecteurs n,, n, et n,.

Les demi-axes a', b' et ¢' du grain sont, quant a eux, déterminés par les relations suivantes :

a'=\/7T1 ; b'=\/Z : c':ﬁ (2.54)
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f |

Evolution de la morphologie du grain.

Afin de calculer le tenseur d’interaction T" dans le repére des déformations principales du grain que

nous noterons (nl, n,, n3), un transport du module tangent macroscopique L du repére du laboratoire

au repére des déformations principales est requis. La relation de transport de ce tenseur s’exprime sous

la forme indicielle suivante :

vmnp,q=123": L0 =L lemenfoneq & biklI=123 (2.55)
ol L L npg (1< M,n,p,q <3) sont les composantes de L dans le repére (n,,n,,n,).

En combinant les relations (2.34) et (2.40), on obtient I’expression indicielle suivante :

vmn,i,j=1,23: T" —ij‘jl“mn” X —X)dxdx' =—
Q'

™ = ngm,n (x=x)dxdx  (2.56)

Q' ‘ ‘Q' Q'

ol T! (1<m,n,i,j<3) sont les composantes de T" dans le repére (n,, n,, n,).

mnij
Par ailleurs, en utilisant la relation d’équivalence entre le tenseur de Green G et sa transformée de

Fourier G décrite ci-dessous :

Vijim=1,23": éjm(g)—éf x)exp(i¢.x)dx
E . (2.57)
o gjm(x)=(2n)3n£éjm(g)exp( i¢.x)d¢
I’équation (2.56) peut se réécrire sous la forme suivante :
vymn,i,j=1,23: T =- o \Q'\M{ng G (Q)exp(—ig.(x- x))ngdxdx (2.58)
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En tenant compte de 1’égalité entre le module tangent du milieu de référence L° et le module tangent

du milieu effectif L et en appliquant la transformée de Fourier a I’équation (2.15), on peut obtenir la

relation suivante entre les tenseurs G et L :

v¢eR?): Vjim=1,23: Ei,jk(—é- §k§|m(5))+81m =0

2.59
= (L &6 )Gn () =8, & ik1=1,23 (2.59)

En outre, I’espace vectoriel R® peut étre paramétré par une sphére de diamétre infini en utilisant les

équations paramétriques suivantes :

&, =ksinfcosp =k,
¢, =ksin0sing =ky,
¢, =kcosb =k,

d¢ =k?sin0dodedk

; 0€[0,m] ; ©€[0,2n] ; ke[0,+00] (2.60)

En insérant les relations (2.60) ), (2.60) ) et (2.60): dans I’équation (2.59), on obtient :
Vim=123: (Lyxi )k Gn(£)=Cy(KGn(¢)) =8,  ik1=1,23 (2.61)
En analysant I’équation (2.61), on peut remarquer que (kzé) est I’inverse du tenseur C défini par :

Vil=1,23: C,=Lyxx ; k=123 (2.62)

jl
En utilisant les équations paramétriques (2.60) ainsi que I’expression de (k’G) calculée dans

I’équation (2.61), I’équation (2.58) peut étre exprimée sous la forme suivante :

vm,n,i, j=1,2,3":

T =— (23:) ‘QI‘I‘TkZ i (&) anmeded(pjkz{é[l({exp(—iC-(X—X'))dXdX'Jdk (2.63)

‘ﬂnc,mx %n SINO ded(pj kz{j IeXp(—iC.(X—X'))dxdx'Jdk

Ql Q!

(Zn) !

0

La forme intégrale f(y)= J. kZU jexp(—i;.(x—x‘))dxdx‘}dk utilisée dans I’équation (2.63) a été

o'q
calculée par Berveiller et al. (1987) et elle vaut :

(27[)3 (a'b'c')2

f(z)= (2.64)

[CARCAECAIN

En exprimant le volume du grain Q' en fonction de ses trois demi-axes, on obtient I’expression

suivante des composantes du tenseur d’interaction :
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vm,n,i,j=1,2,3: T"..z—alblcl ﬁ[CTl X Xn
v e An go or

sinddode (2.65)

ou r vaut \/(a'xl)2+(b'xz)z+(c'x3)2 :

La forme intégrale (2.65) est difficile & déterminer exactement. Une approximation de cette derniere
par une quadrature de Gauss—Legendre est utilisée. Les détails de cette approximation sont donnés
dans I’Annexe B.

Une fois la valeur de T" déterminée dans le repére des déformations principales du grain, une relation
de transport inverse a celle utilisée dans (2.55) est appliquée a ce tenseur afin de I’exprimer dans le

repére du laboratoire :

vm,np,q=123: T" :'_I'ij!:dr' reori ok i k1=1,2,3 (2.66)

mnpq Gim "G jn '"Gkp 'Glq
2.3 Intégration numerique des relations constitutives du polycristal

Cette section est dédiée a I’intégration numérique des relations constitutives du modéle autocohérent,
présentées dans la Section 2.2. Sur un pas de temps imposé 1* =[t,, t,+At], le schéma autocohérent
est utilise pour calculer le module tangent macroscopique L & partir des modules tangents

microscopiques |I' de tous les grains | (1< 1< N, ) constituant le VER Q. Le calcul de L repose sur
la résolution d’un systéme non-linéaire constitué de quatre équations principales que nous rappelons :
T'=Q(L,r3,a',b',c')
-1
a" =(I4 ~T (1 - L))
Al—g" :(f.]aJJ )’1
L=f"1I":A’

vI=1,.,N,:

[
Il

1,..,N (2.67)

En effet, les relations (2.67)), (2.67)@), (2.67)@) et (2.67)4) sont aisement identifiables aux relations
(2.44), (2.41), (2.43) et (2.45), respectivement. Le systéme (2.67) est résolu en utilisant deux boucles
imbriquées : une boucle externe basée sur la méthode itérative du point fixe et une boucle interne
basée sur I’algorithme itératif de Newton—Raphson. Ce dernier algorithme est utilisé pour déterminer
le module tangent macroscopique L a partir des trois derniéres équations de (2.67). L’algorithme de

Newton—Raphson utilisé pour calculer L sera détaillé dans la section suivante.

2.3.1 Détermination du module tangent macroscopique par la méthode itérative de
Newton—Raphson

La méthode de Newton—Raphson est utilisée pour résoudre le systéme d’équations non-linéaires ci-

dessous :
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a' =(1,-T":(1"-L))
A':a”:(fﬂa”)f1 - J=1,..,.N
L=f"1":A’

vi=1,.,N,: (2.68)

Pour résoudre ces équations, nous supposons que les modules tangents microscopiques |' et les
tenseurs d’interactions T" relatifs aux différents grains constitutifs du polycristal sont constants et
indépendants de L d’une itération a une autre de I’algorithme de Newton—Raphson. Ces tenseurs sont
considérés comme étant des variables d’entrée de 1’algorithme. Ainsi, les principales inconnues sont

les 81 composantes de L qui sont déterminées a travers la résolution du systéme réduit suivant :

R=L-f"I''A'=0 ; 1=1,..,N (2.69)

g9

ou R représente le résidu du systéme mathématique réduit. Pour calculer la matrice jacobienne
relative & la méthode de Newton—Raphson, une différentiation de I’équation (2.69) par rapport & L est
requise. Par commodité, le calcul s’effectuera dans un espace tensoriel isomorphe a I’espace des
tenseurs d’ordre 4. Pour cela, nous désignons par E I’espace des tenseurs d’ordre 4 sur R® (ou les 4
indices des tenseurs définis sur cet espace tensoriel ont des valeurs comprises entre 1 et 3) et par F
I’espace des tenseurs d’ordre 2 sur R® (ou les 2 indices des tenseurs définis sur cet espace tensoriel
ont des valeurs comprises entre 1 et 9). Il est alors possible de définir une bijection B allant de E

vers F tel que:

VaeE ; Vi j=1,..9: (B(a))ijza (2.70)

LOLV)
ol T est une application définie de I’ensemble {1,2,...,9} vers I’ensemble {1,2,3}x{1,2,3} par les
relations suivantes :

()=(11) : w(2)=(12) : *(3)=(1.)

1(4)=(21) ; 1(5)=(2,2) ; 1(6)=(2.3) (2.71)

W(7)=0G1) + (8)=(3.2) : 1(9)=(3.3)

Par ailleurs, la bijection B vérifie les propriétés suivantes :

B(a+b)=B(a)+B(b)

(2.72)
B(a:b)=B(a).B(b)

Va,beE : {

On peut remarquer dans la relation (2.72) que la bijection B permet de transformer un produit
doublement contracté en un produit simplement contracté. Cette propriété particuliére sera trés
largement utilisée pour le calcul de la matrice jacobienne du systéme réduit (2.69). Des détails sur la

démonstration des propriétés de B sont donnés dans I’ Annexe B.
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Afin de calculer la matrice jacobienne du systéeme (2.69) dans I’espace tensoriel F , nous exprimons

B(dR) en fonction de B(dL). En partant de I’équation (2.69), on obtient par différentiation directe :

dR=dL—-f'I':dA' ; 1=1,..,N (2.73)

g

L équation (2.73) peut étre réécrite de maniere équivalente dans I’espace F sous la forme suivante :

B(dR)=B(dL)- f' B(I').B(dA') ; 1=1,..N (2.74)

g

Nous introduisons a présent deux opérateurs tensoriels d’ordre 4 sur R°, notés C, et C,,

respectivement, et vérifiant les relations suivantes :

YXyeF : {X'yZQ(X):y (2.75)
y.x=GC,(x)1y
Des détails sur les expressions analytiques de ces opérateurs sont donnés dans I’ Annexe B.
En utilisant la relation (2.75)), I’équation (2.74) peut se reécrire sous la forme suivante :
B(dR)=B(dL)-f'¢(B(I')):B(dA") ; 1=1,..N, (2.76)

Pour calculer la matrice jacobienne du systéme, il convient d’exprimer a présent B(dA') en fonction

de B(dL). Ainsi, une différentiation de I’équation (2.68), permet d’obtenir la relation suivante :

1

vi=1,.,N : dA'=da" :(fJa”)71+a“ :d(fJa”)f
=da":(f'a¥) —a":(f'a”) :(f'da”):(f'a")” 2.77)

=da" :(fJa”)fl—A' :(dea“”):(fJa”y1 © J=1,...,N

9
En effet, en notant K I’expression (fJaJJ )_1 et en utilisant la relation K:K™ =1,, on obtient par
différentiation :

dK=—K:d(K’1):K

2.78
=—(fa®) :(fida”):(fa") " ; J=1..,N, @7

Dans I’espace tensoriel F , I’équation (2.77) peut étre réécrite comme sulit :
B(dA'):B(da“).B((fJaJJ)’l)—B(A').B(dea”).B((fJa“)’l) L J=1..N,  (279)

Par la suite, en utilisant la relation (2.75).), on peut transformer I’équation (2.79) sous la forme

B(dA'):C{B((fJaJJ)1)}:B(da“)—B(A').B(dea”).B((fJa“)1) . J=1,..N, (2.80)

Afin de scinder I’équation (2.80) en produit doublement contracté de deux parties distinctes

comprenant d’une part les termes différentiels d’ordre O et d’autre part les termes différentiels d’ordre
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1, un troisieme opérateur tensoriel d’ordre 4 sur R® est introduit. Cet opérateur, noté D, est défini

par la relation :
vx,y,zeF: x.y.z=D(x,z):y (2.81)

L’expression analytique de I’opérateur tensoriel D est donnée en détails dans I’ Annexe B.

En utilisant I’opérateur tensoriel D , I’équation (2.80) peut étre réécrite sous la forme suivante :
B(dA')=C, [B((]”a” )1)}:B(da")—D[B(A'),B((fJa” )ﬂ:(fJB(daﬂ)) © J=1,..N, (2:82)
La derniére étape du calcul de la matrice jacobienne du systéme (2.69) consiste a exprimer da" en
fonction de dL . En effet, en utilisant la relation (2.68)), on peut déduire que :
Vi=1,..,N, d((a“)’l):T" dL (2.83)

Similairement a la relation (2.78), I’équation (2.83) peut étre réécrite sous la forme :

vi=1..,N;: da"=-a" :d((a”)fl):a“ =-a":7":dL:a" (2.84)
Dans I’espace tensoriel F , I’équation (2.84) prend la forme suivante :

Vi=1,.,N,:

B(da")=- [B(a“ :T“),B(a“)]:B(dl_) (2.85)
En insérant I’équation (2.85) dans la relation (2.82), on peut exprimer dA' en fonction de dL :

Vi=1,.,N,:

B(dA')=X":B(dL) (2.86)
ol X' est un tenseur d’ordre 4 sur R® défini par la relation suivante :
Vi=1,.,N;: X'=-C, [B((fJa“ )_1)}:D[B(a” :T“),B(a“)]
(2.87)
+D[B(A'),B((fja”)1)}:[fJD[B(a”:T”),B(a”)ﬂ CJ=1..N,

En combinant les relations (2.76) et (2.86), on obtient I’expression finale reliant B(dR) a B(dL) :

B(dR):[q(B(I4))—f'Cl(B(I')):X'}:B(dL) L 1=1,.,N, (2.88)

De I’équation (2.88), on deduit finalement I’expression de la matrice jacobienne J du systéme réduit
(2.69) :

J(L)=q(3(|4))—f'q(B(l')):x' ; 1=1,..,N, (2.89)

Il faut préciser que J est un tenseur d’ordre 4 sur R°.
Le calcul itératif de L s’effectue dans I’espace tensoriel F suivant les deux étapes ci-apres :

o FEtape 1: A I'itération courante s (s>1), on vérifie si la condition suivante est satisfaite :
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Lo - A
Ly -3 . _
‘ T <10” ; I=1,..,N, (2.90)
LZ
ol L est la valeur du module tangent macroscopique a I’itération s et A'® la s*™ itération
du tenseur de concentration A' calculée en utilisant les relations ci-dessous :
-1
aII(S) — I _TII II _L(S)
(. ( ) J=1,..,N (2.91)

-1
Al(s) :au(s) :( fJaJ.] (s))

Si la condition (2.90) est satisfaite, alors la convergence de 1’algorithme itératif de résolution
du systéme (2.69) est atteinte. Dans ce cas, on arréte le calcul itératif et on actualise les

différentes variables de sortie du schéma itératif :

L=LY

vi=1..,N;: A'=A'0

(2.92)

Si la condition (2.90) n’est pas satisfaite, alors au moins une nouvelle itération est nécessaire
pour calculer le module tangent macroscopique. Dans ce cas, I’Etape 2 est alors exécutée.

e Etape 2 : On calcule la matrice jacobienne du systéme (2.69) dans I’espace tensoriel F :
I(L9)=¢(B(,))- 1! Q(B(I')):X'(S) L 1=1,.,N, (2.93)
ou X'® est définie par la forme itérative suivante :

20— |B((1'"0)") |:D[B(a"0:T").B(a")

+D|:B(AI(S)),B((1:JaJJ(S))—l):|:|:fJD[B(aJJ(S):TJJ),B(aJJ(S))]] - J=1,...,N

(2.94)

g

Par la suite, on calcule la nouvelle valeur du module tangent macroscopique dans I’espace

tensoriel F :

B(L*)=B(LY)-3*(L9):B(RY) (2.95)
Une fois le tenseur B(L(S*”) calculé, on lui applique I’inverse de la bijection B pour obtenir

la valeur de L®* . Des détails sur le calcul de I’inverse de B sont donnés dans I’ Annexe B.
Enfin, on incrémente la variable d’itération s« s+1 et on reprend le calcul itératif & partir de
I’Etape 1.
Il faut rappeler que la procédure itérative de Newton—Raphson, décrite dans les Etapes 1 et 2, n’est
qu’un module du schéma autocohérent qui, dans un cadre plus général, repose sur une combinaison de
la méthode itérative du point fixe et de celle de Newton—Raphson. Ainsi, a la premiére itération du

schéma de Newton—Raphson, on affecte au module tangent macroscopique L sa derniére valeur
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calculée dans la méthode du point fixe. Le schéma autocohérent sera présenté de facon plus globale

dans la Section 2.3.2.
2.3.2 Algorithme d’intégration du polycristal

Le schéma autocohérent est utilisé pour calculer le module tangent macroscopique L sur le pas de
temps imposé 1* =[t;, t,] (avec t. =t +At). L algorithme relatif au schéma autocohérent utilisé dans
le cadre de ce travail repose sur une combinaison de la méthode du point fixe et de I’algorithme de
Newton—Raphson. Pour exprimer les différentes variables au début et a la fin du pas de temps 1*, les
instants t; et t, seront places en indice de ces variables. Par contre, les grandeurs mecaniques gardant
une valeur constante sur tout le pas de temps ne seront pas indicées. C’est le cas par exemple des
gradients de vitesse microscopiques g' et des tenseurs de concentration A' de tous les grains, du

gradient de vitesse macroscopique G ou du module tangent macroscopique L. L’algorithme

d’intégration du polycristal se décompose en quatre étapes principales définies comme suit :

e FEtape 0 : Cette étape correspond a Dinitialisation de toutes les variables caractérisant 1°état
mécanique du matériau a I’instant t=0 (au début du calcul). Pour chacun des grains
constituant le polycristal, il s’agit notamment des variables liées a I’écrouissage (tel que les
cissions critiques et les densités de dislocations moyennes), des trois angles d’Euler
représentant 1’orientation cristallographique, de la fraction volumique, de la contrainte
résiduelle et des demi-axes du grain (en assimilant la forme du grain a un ellipsoide). D’autres
variables sont des variables intermédiaires utilisées uniquement pour les besoins du calcul et
gui nécessitent une initialisation. C’est le cas de la matrice de passage du repére des directions
principales de déformation du grain au repére du laboratoire, du gradient de transformation,
du tenseur de concentration du grain et du module tangent macroscopique.

En supposant que le repéere des directions principales de déformation de chaque grain |

coincide au début du calcul avec le repére du laboratoire, la matrice de passage r. doit étre
initialisée au tenseur 1, .

Dans I’optique d’initialiser le gradient de transformation f, au début du calcul, nous
introduisons la notion de ratio des demi-axes du grain correspondant. En supposant gue tous
les grains ont initialement les mémes demi-axes notés respectivement a, b et c, ce ratio se
caractérise par le triplet (o.,B,y) qui est défini par les relations suivantes :

a ] b . c
o=

“min(abc) ' ' min(abc) ' | min(ab,c) (2.9

En réalité, le ratio des demi-axes est la variable caractéristique utilisée pour décrire la forme

de chaque grain plutét que les demi-axes. A partir de ce ratio, les demi-axes sont normalisés
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de telle sorte que le volume de I’ellipsoide soit égal au volume de la sphere unité. Ainsi, pour

chaque grain I, les nouveaux demi-axes a, by et c; doivent vérifier les relations :

. | . |
’ b(): ’ C():

a b c
— - - (2.97)
r r r

ou r vaut ¥abc.

Nous introduisons également la notion d’orientation morphologique initiale du grain. Cette
orientation est caractérisée par les trois angles d’Euler ¢, ¢ , ¢, caractérisant le tenseur de
rotation rl du repére des déformations principales du grain | par rapport au repére du

laboratoire (la relation entre les trois angles d’Euler et le tenseur de rotation r! est similaire a
celle donnée dans I’équation (1.1) du Chapitre 1).

Le gradient de transformation f, peut alors étre exprimé comme suit :

a, 0 0
VI=1,..,Ng: fo=rgf 0 by 0 [.(rg)" (2.98)
0 0 c

En effet, on peut aisément déduire, en appliquant la procédure décrite par les équations (2.47)

—(2.54) de la Section 2.2, que le tenseur f, représente la transformation isochore (det(f(j)zl)

de la spheére unité en un ellipsoide de demi-axes a,, b, et c; dont le ratio vaut (o,B,y). Par

ailleurs, le tenseur de concentration A' du grain | est initialisé au début du calcul au tenseur
l,.
Enfin, la valeur affectée au module tangent macroscopique au début du calcul est la moyenne

volumique des modules élastiques des différents grains :

L=f'C" ; I=1,..,N (2.99)

ol C' est le tenseur d’élasticité relatif au grain I. Plus de détails sur le calcul de ce tenseur
sont donnés dans I’équation (1.11) du Chapitre 1.

e FEtape 1 : Avant la premiére itération (k=0) du schéma autocohérent sur le pas de temps

courant 1*, les valeurs des différentes variables microscopiques (relatives aux grains) qui ont

été calculées a la convergence du schéma autocohérent sur le pas de temps précédent sont

chargées. 1l s’agit en particulier (pour chaque grain 1) du gradient de transformation ft'i , du

tenseur d’orientation rt'l du réseau cristallographique par rapport au repére lié a la

configuration déformée du grain, des variables liées aux systemes de glissement des grains tel

que les cissions critiques ((rg')ti; a=1,.,N,), les glissements cumulés ((y‘“)ti;
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a=1,..,N,), et les densités de dislocations moyennes ((p‘“)ti ; a=1,...,N,), de la contrainte

de Cauchy "L et enfin du tenseur de concentration A'. Le module tangent macroscopique L

est également initialisé a sa valeur calculée a la convergence du pas de temps précédent. Il
faut préciser qu’au premier incrément de calcul, les valeurs des différentes variables chargées
sont celles déterminées a I’Etape 0. Une fois les valeurs initiales des différentes variables
chargées, on passe a I’Etape 2 oul le calcul itératif du schéma autocohérent débute.

e FEtape 2 : A I’itération courante k (k >1), les valeurs des différentes variables microscopiques
sont calculées a I’instant final t,. Ainsi, pour chaque grain I du polycristal, le gradient de
vitesse microscopique g'® est calculé en utilisant la relation g'® =A'®:G (voir les
équations (2.42) et (2.43)). On intégre ensuite les relations constitutives du monocristal en
utilisant I’algorithme évolutif et en considérant g'® comme gradient de vitesse (voir la

Section 1.3.1 pour [I’utilisation du critere classique de Schmid et la Section 1.3.2. pour
I’utilisation de la forme régularisée du critéere de Schmid). On obtient ainsi le gradient de

transformation f.“, le tenseur d’orientation cristallographique r.®, les cissions critiques
('), a=1,.,N,), les glissements cumulés ((y*'™), ; a=1,..,N,), les densités de
dislocations moyennes ((p*'®™), ; a=1,..,N,), la contrainte de Cauchy ¢, et le module
tangent microscopique I{f(k). On calcule ensuite pour chaque grain | le tenseur d’interaction
T"® qui peut étre exprimé sous la forme générique suivante (comme mentionné dans
I’équation (2.44)) :

T"® = Q ( L& , r'® a:'(k) ’ b:f(k) ,C:f(k) ) (2.100)

Gty !

ou g, &, b et | sont déduits du gradient de transformation f;“. Les détails du

calcul du tenseur d’interaction sont donnés dans la Section 2.2.3. Aprés le calcul des

différentes variables microscopiques, on calcule la contrainte macroscopique de Cauchy Zﬁfk) :
Celle-ci est égale a la moyenne des contraintes microscopiques de Cauchy :

¥ =fle® ; 1=1,.,N (2.101)

9

On passe ensuite a I’Etape 3.

e FEtape 3 : A cette étape, on calcule la nouvelle valeur du module tangent macroscopique L%

k+1)

ainsi que les tenseurs de concentration des différents grains A'®™ en utilisant I’algorithme

de Newton—Raphson décrit dans la Section 2.3.1. Pour ce calcul, les variables d’entrée sont

les modules tangents microscopiques I, et les tenseurs d’interactions T"® des grains.
On teste ensuite la convergence du schéma autocohérent en vérifiant la condition suivante :
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N “AI (k+1) AI (k)

2

2 <107 (2.102)

L,

S’il s’avére que la condition (2.102) est satisfaite, alors la convergence du schéma

autocohérent est atteinte sur le pas de temps imposé 1*. On actualise dans ce cas le module

tangent macroscopique et les tenseurs de concentration :

L=L%"
VIi=1.,N;: A=Al

g

(2.103)

Par ailleurs, on enregistre les derniéres valeurs des différentes variables microscopiques
calculées a I’instant t, afin qu’elles soient utilisées au prochain incrément de calcul en tant
que valeurs initiales (pour I’intégration des relations constitutives du monocristal).
En revanche, si la condition (2.102) n’est pas satisfaite, alors on incrémente la variable
d’itération k < k +1 et on reprend le calcul itératif a partir de I’Etape 2.
Il faut préciser que I’utilisation du schéma itératif de Newton—Raphson pour calculer le module
tangent L dans I’Etape 3 constitue une amélioration majeure de I’algorithme de résolution des
équations du schéma autocohérent. Dans la plupart des ouvrages consacrés au schéma autocohérent,

seule la méthode du point fixe est utilisée. Le module tangent L**V vérifie dans ce cas :

LD = £ O AM =1, N (2.104)
ou A'® vaut :
a'® — (14 TR :(”(k) _ L(k)))—l
' ; J=1..,N, (2.105)
AlK gl ® :(fJaJJ ®) )*1
On calcule ensuite A'®*? en utilisant les relations suivantes :
-1
Q"6 (T TR (P kD
( 4 ( t )) ; J=1,..,N, (2.106)
A (k+1) _ a" (k+1) : (fJaJJ (k+l))—1
Puis, on vérifie la convergence du schéma autocohérent en utilisant la relation suivante :
N, HA|(k+1) _Al(k) ‘L(k+1) _ L(k)
| L, L, -3
Max .21: f HA'(k) , H'-(k) <10 (2.107)
L2 LZ

La pertinence de I’utilisation de la méthode itérative de Newton—Raphson (par rapport a celle du point

fixe) sera illustrée dans la Section 2.4.8.
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2.4 Resultats numériques

Dans cette section, différentes prédictions numeériques obtenues en utilisant les modéles autocohérent
et de Taylor—Lin sont présentées. Une étude de sensibilité est menée pour évaluer I’effet de plusieurs
parameétres microstructuraux (écrouissage, texture cristallographique et morphologique, élasticité...)
ainsi que plusieurs choix de modélisation (schéma de transition d’échelles, forme de la surface de
charge...) sur la réponse macroscopique d’un agrégat polycristallin et sur le comportement des
différents grains constituant cet agrégat.

2.4.1 Paramétres microstructuraux

Chague polycristal étudié est défini par les parametres microstructuraux suivants : les constantes
d’élasticité, les parameétres d’écrouissage (matrice d’interaction, cissions critiques initiales, exposent
de la loi d’écrouissage, module d’écrouissage initial...), les fractions volumiques et les orientations
cristallographiques des différents grains constituant le polycristal. Les orientations cristallographiques
forment la texture cristallographique initiale. Reubrez (1992) a estimé, en se basant sur une analyse
statistique, que 1000 orientations cristallographiques est un nombre suffisant pour obtenir un agrégat
polycristallin qui soit statistiguement représentatif de la structure métallique étudiée. Dans le cas
présent, un polycristal constitué de 2000 grains est utilisé dans les différentes simulations. Les
orientations cristallographiques initiales des différents grains sont générées de maniere a obtenir une
texture initialement orthotrope (Yoshida et Kuroda, 2012). Les figures de pOles définissant cette
texture initiale, suivant les plans {111} et {110}, sont données dans les Fig. 2.2.(a) et Fig. 2.2.(b),
respectivement. La fraction volumique initiale est supposée la méme pour tous les grains. La
morphologie initiale des grains est approximée par une sphere dont le repére des directions principales
de déformation est initialement confondu avec le repére du laboratoire. Par ailleurs, sauf mention
contraire, la structure cristallographique de tous les grains constituant le polycristal est de type CC et

la loi d’écrouissage utilisée est la loi puissance dont la forme est donnée dans la Section 1.2.3.
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Texture cristallographique initiale du polycristal : (a) figure de pbles {111} ; (b) figure de pbles {110}.

Sauf mention contraire, les paramétres d’élasticité et d’écrouissage utilisés dans les différentes
simulations sont ceux donnés dans le Tab. 2.1. L’élasticité est supposée orthotrope (voir la Section
1.2.1 pour plus de détails sur le calcul de la matrice d’¢élasticité dans ce cas) et le module d’Young E,
du matériau (isotrope) de référence considéré est fixé a 210 GPa. Nous précisons également que la

cission critique initiale t, est la méme pour tous les systemes de glissement.

Elasticité Ecrouissage
Cn Cu Cu ho T, n
1,353 Ey 1,091 E, 0,576 Ey 390 MPa 40 MPa 0,35

Parametres d’élasticité et d’écrouissage.

Les 9 parametres définissant la matrice d’interaction d’écrouissage a (voir Annexe A) sont fixés a 1.
Ce choix traduit la non-prise en compte de I’effet de I’écrouissage anisotrope sur 1’évolution des
cissions critiques. Par conséquent, I’écrouissage utilisé est supposé isotrope.

Les modéles autocohérent et de Taylor—Lin sont implantés, sous forme d’une subroutine UMAT, dans
le logiciel de calcul par éléments finis ABAQUS. Cette implantation a été utilisée pour simuler les
essais de traction uniaxiale et de cisaillement simple. Pour imposer les conditions aux limites relatives
a ces essais, un seul élément fini de type C3D8R a été utilisé dans ces simulations. L’agrégat
polycristallin étudié est attaché a I’unique point de Gauss de cet élément. Un repére orthonormé est
attaché au polycristal. Les directions 1, 2 et 3 de ce repére coincident avec la direction de laminage, la

direction transverse et la direction normale au plan de la téle, respectivement.
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2.4.2 Validation qualitative du modele autocohérent

Dans cette section, le modéle autocohérent est validé qualitativement en se basant sur des prédictions
aux échelles macroscopique et microscopique.

Dans un premier temps, 1’essai de traction uniaxiale (dans la direction 1 qui est la méme que la
direction de laminage) est simulé en considérant un comportement élastoplastique parfait (dans ce cas
toutes les composantes de la matrice d’interaction @ sont nulles). Par conséquent, toutes les
composantes du tenseur des contraintes de Cauchy sont nulles a I’exception de X, . L’évolution de la
contrainte de traction X, en fonction de E,; est tracée sur la Fig. 2.3. Cette composante de contrainte
atteint une valeur maximale de 107,3 MPa. Par conséquent, le rapport entre cette contrainte maximale
et la cission critique initiale t, est égal a 2,68. Une analyse similaire a été faite par Yoshida et al.
(2009) en utilisant une structure cristallographique de type CFC et ils ont trouvé un rapport de 2,82,
soit une augmentation de 5% par rapport a la valeur obtenue dans le cas présent. Cet écart, qui reste

relativement faible, peut étre interprété par la différence des structures cristallographiques et des

textures initiales utilisées dans les prédictions.

1207 Y., (MPa)

100

80 1

60 1

40

20 1

0 T T T T T T T |E11'
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008

Courbe contrainte—déformation pour un essai de traction uniaxiale obtenue avec le modéle autocohérent

(sans prise en compte de I’écrouissage).

Les prédictions obtenues en appliquant le modeéle autocohérent (noté plus briévement ‘AC’ dans la
suite) sont comparées avec celles obtenues en utilisant le modéle de Taylor—Lin (noté plus brievement
“TL’ dans la suite) dans la Fig. 2.4. Pour obtenir les courbes de la Fig. 2.4, nous avons simulé un essai
de traction uniaxiale dans la direction 1. La Fig. 2.4(a) montre I’évolution de la composante X, en
fonction de la déformation logarithmique longitudinale E,;. On peut remarquer que le modéle

autocohérent prédit une réponse beaucoup moins rigide que celle obtenue par le modéle de Taylor—Lin
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et que I’écart en contrainte augmente avec la déformation E,, . Etant donné que la déformation

élastique est généralement tres faible dans le cas des matériaux métalliques, on peut légitimement
penser que c’est surtout la déformation plastique qui accroit cet écart. La tendance trouvée contraste
cependant avec certains résultats de la littérature, en particulier ceux de Lorrain (2005) et Franz
(2008), ou une comparaison similaire a été faite. Le modéle autocohérent utilisé dans leurs travaux
respectifs est basé sur une formulation assez proche de celle que nous proposons. La seule différence
notable réside dans les relations constitutives du monocristal. En effet, le choix d’une forme "pseudo-
viscoplastique" du critere de Schmid a été adopté dans leurs cas et nous pensons que le contraste des
tendances observées peut essentiellement s’expliquer par ce choix. Néanmoins, il est largement admis
que le modéle de Taylor-Lin constitue une borne supérieure dans la prise en compte des interactions
entre I’échelle microscopique et I’échelle macroscopique et a ce titre permet d’obtenir une courbe
contrainte—déformation beaucoup plus raide que celle obtenue avec le modéle autocohérent
(Hutchinson, 1970 ; Molinari et al., 1987 ; Molinari et al., 1997 ; Takahashi, 1998 ; Nebozyn et al.,
2001 ; Yoshida et al., 2009). Cela conforte donc la fiabilité du modele implanté.

La Fig. 2.4(b) montre I’évolution du coefficient de Lankford en fonction de E,, . Il faut rappeler que le
coefficient de Lankford est défini comme étant le rapport entre la déformation logarithmique plastique

suivant la direction transversale Ej, et la déformation logarithmique plastique suivant la direction
normale Ef,. Cependant, comme la partie élastique de la déformation est trés faible devant la partie

plastique, on peut supposer que le coefficient de Lankford est égal au rapport entre la déformation

logarithmique totale suivant la direction transversale E,, et la déformation logarithmique totale
suivant la direction normale E,,. Ce coefficient de Lankford caractérise I’anisotropie induite par des

déformations plastiques dans le matériau. Cette anisotropie induite est le résultat de 1’évolution de
I’orientation cristallographique des différents grains. A cela s’ajoute I'effet de la texture
morphologique des grains décrite par I’évolution des ratios des demi-axes ainsi que les orientations
relatives des repéres des déformations principales. On peut remarquer que le modéle autocohérent
prédit une anisotropie relativement élevée par rapport au modéle de Taylor—Lin. En effet, pour une

déformation E;; =0,3, le coefficient de Lankford est égal a 3,22 pour le modéle autocohérent contre

2,54 pour le modele de Taylor-Lin. Ce résultat s’explique simplement par I’hétérogénéité de la
déformation entre les grains qui est prise en compte par le modele autocohérent et pas par le modéle de
Taylor—Lin qui suppose que la déformation est homogene. Ainsi la désorientation relative des réseaux
cristallographiques des grains, qui est le principal facteur responsable de I’évolution de I’anisotropie
plastique, est beaucoup moins prononcée dans le cas du modele de Taylor—Lin que dans celui du
modele autocohérent.

La Fig. 2.4(c) montre I’évolution de trois composantes représentatives du module tangent

macroscopique L (L, L0,L5,) en  fonction de E,;. Les autres composantes
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L..(i=2,3); L. (i,j=1,2,3) et L. (i,j=1,2,3) évoluent de la méme maniere que les composantes

iijj ijij

L., Ly, €t L, respectivement. On peut remarquer, qu’indépendamment du modele de transition
d’échelles utilisé, les évolutions de ces composantes du module tangent macroscopique sont similaires
a celles obtenues & I’échelle du monocristal (voir la Section 1.5.2), a savoir une réduction de la
composante L,,,,, une augmentation de la composante L,,, (au point de se rapprocher de la
composante L,;,,) et surtout une reduction significative de la composante de cisaillement L, ,. Cette
tendance a également été observée par Lipinski (1993) dans le cas de matériaux CFC sollicités par un
chargement séquentiel (une traction uniaxiale jusqu’a 0,004 de déformation dans la direction 1, suivie
d’une décharge élastique puis d’une deuxieme sollicitation en traction uniaxiale dans la direction 2).
Par ailleurs, sur la Fig. 2.4(c), on remarque aussi que les sauts observés sur 1’évolution des
composantes du module tangent microscopique, et qui sont dus au caractére discret du critéere de
Schmid classique (Fig. 1.17), sont largement atténués a I’échelle macroscopique par I’effet des
opérations d’homogénéisation. Cela est tout a fait compatible avec la physique des matériaux ou
I’écoulement élastoplastique est discret a [I’échelle microscopique et continu a [I’échelle
macroscopique. On remarque egalement que le module de cisaillement L,,,, prédit par le modele
autocohérent est moins élevé que celui obtenu avec le modéle de Taylor—Lin : pour une déformation
E,, egale a 0,3, on prédit une valeur de 1030 MPa avec le modeéle autocoherent contre une valeur de
3437 MPa avec le modele de Taylor-Lin. Cette différence de valeur a une influence considérable sur

les niveaux et les formes des courbes limites de formage obtenues en utilisant les différents critéres de

localisation (Chapitre 3).

400 3.5
Z11 (Mpa) J I:zLamkford
3.0
300 2.54
2.0
200
1.54
100 1.0
0.5
E ]
0 T T T T T T T T T l]i 00 T T T T T T T T T 'El]i
0.00 007 014 021 028 035 0.0 007 014 021 028 0.3
(a) (b)
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Effet du schéma de transition d’échelles (le modéle autocohérent noté ‘AC’ et le modele de Taylor—Lin
noté ‘“TL’) sur I’évolution de quelques grandeurs mécaniques macroscopiques lors d’un essai de traction
uniaxiale : (a) contrainte macroscopique de traction ; (b) coefficient de Lankford (R ankfora) ; (C) COMposantes

représentatives du module tangent macroscopique.

Dans les paragraphes précédents, nous avons analysé I’effet du schéma de transition d’échelles sur la
réponse macroscopique du polycristal. Dans la suite, nous étudierons 1’effet de ces schémas sur
I’évolution et la répartition de quelques grandeurs microscopiques pertinentes (contrainte et
déformation microscopiques, texture cristallographique et morphologique, activité moyenne des

systémes de glissement). La Fig. 2.5 illustre la distribution de la contrainte microscopique o,, et de la
déformation microscopique ¢,, dans le polycristal. Ces distributions sont affichées a trois niveaux de
déformation macroscopique différents : E,, =0,09, E,, =0,18 et E, =0,27. Sur la Fig. 2.5(a), on
peut remarquer qu’avec le modéle autocohérent, la composante e,, de la déformation logarithmique

microscopique varie d’un grain a I’autre, alors que cette déformation est constante lorsqu’on utilise le
modeéle de Taylor-Lin comme illustré sur la Fig. 2.5(b). Ce résultat est parfaitement cohérent avec les
différentes hypothéses qui régissent les deux modeles de transition d’échelles. En effet, les tenseurs de
déformation logarithmiques sont calculés en fonction des gradients de transformation microscopiques
qui, & leur tour, dépendent directement des gradients de vitesse microscopiques (voir la relation (1.57)

du Chapitre 1 pour plus de détails). Le modéle de Taylor—Lin est basé sur I’hypothése de 1’égalité
entre les gradients de vitesse microscopiques g' des différents grains et le gradient de vitesse

macroscopique G . Par conséquent, les tenseurs de déformation logarithmique de tous les grains ont la
méme valeur que le tenseur de déformation logarithmique macroscopique. L’hypothése sur laquelle

repose le modele autocohérent est plus réaliste, car elle permet de prendre en compte I’hétérogenéité
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de la déformation entre les différents grains a travers 1’introduction et I’utilisation du tenseur de
localisation A' (voir I’équation (2.42)). Ainsi, chaque grain | se distingue de son voisin par le gradient
de vitesse g' qui lui est appliqué et cela se traduit par une hétérogénéité de la déformation
logarithmique a I’échelle locale. Une mesure de I’écart relatif entre la déformation macroscopique E,;

et la déformation microscopique ¢,, est donnée dans le Tab. 2.2. Dans ce tableau, €., (resp., €., )

désigne la plus grande (resp., la plus petite) valeur de e,, sur tous les grains. En analysant les résultats

du Tab. 2.2, on peut remarquer que I’écart relatif entre les déformations microscopiques des grains et
la déformation macroscopique se resserre légérement au fur et a mesure que la déformation
macroscopique augmente. En revanche, I’écart entre les déformations microscopiques augmente en
fonction de la déformation, comme on peut le constater sur la Fig. 2.5(a). Cette derniére tendance a été
observée par Lipinski (1995) et Lorrain (2005).

Une indication sur I’évolution et la distribution des contraintes microscopiques résiduelles peut étre

obtenue en analysant la Fig. 2.5. Nous rappelons que la contrainte résiduelle d’un grain I est définie
comme étant la différence entre la contrainte microscopique o' et la contrainte macroscopique de

Cauchy X (autrement dit la contrainte résiduelle vaut ¢' —X). On peut ainsi remarquer qu’avec le
modele autocohérent (Fig. 2.5(a)), la répartition des contraintes microscopiques est plus ou moins

symétrique par rapport a la contrainte macroscopigue. Ainsi, le nombre de grains ayant des contraintes

résiduelles en traction (o}, —X,, >0) est a peu pres égal au nombre de grains ayant des contraintes

résiduelles en compression (o}, —,, <0). Avec le modéle de Taylor-Lin la tendance est différente.

En effet, on peut observer a partir de la Fig. 2.5(b) que le nombre de grains ayant des contraintes
résiduelles en traction est inférieur au nombre de grains ayant des contraintes résiduelles en
compression. Pour s’en rendre compte de maniére plus évidente, il suffit de remarquer que I’écart des
contraintes microscopiques se situant au-dessus de la contrainte macroscopique est plus faible que
I’écart des contraintes microscopiques se situant en dessous. Sachant que tous les grains ont la méme
fraction volumique, et que la contrainte macroscopique est égale a la moyenne volumique des
contraintes microscopiques, il y a forcément beaucoup plus de grains qui ont une contrainte résiduelle
négative que de grains qui ont une contrainte résiduelle positive. Au vu du caractere orthotrope de la
texture initiale du polycristal considére, ainsi que du caractere isotrope de I’écrouissage

microscopique, nous pensons que I’estimation du modele autocohérent est la plus realiste.
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Effet du schéma de transition d’échelles sur la distribution des contraintes et déformations

microscopiques lors d’un essai de traction uniaxiale : (2) modéle autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

Niveau de la déformation E,; 0,09 0,18 0,27
€1min — E11 ~11,6 % -10,7% | -10,5%
E1max ~ E11 10,62 % 9,2 % 8 %

Mesure de 1’écart relatif entre la déformation macroscopique E,; et les déformations microscopiques

€1

Les figures de pdles {111} (resp., {110}) obtenues aprés une déformation E,, =0,3 en utilisant le

modele autocohérent et le modéle de Taylor—Lin sont montrées sur la Fig. 2.6 (resp., Fig. 2.7). Nous
avons comparé nos figures de poles de type {111} de la Fig. 2.6 avec celles obtenues par Lipinski
(1993) qui a déterminé le méme type de figures pour un matériau CFC. La tendance qu’il a observée
est similaire a celle que nous obtenons. En effet, on distingue trois rangées dont les deux extrémes sont
incurvées et la rangée centrale verticale. On peut par ailleurs comparer les prédictions obtenues par le
modele autocohérent a celles obtenues avec le modéle de Taylor—Lin. Les deux modeles prédisent des
textures distinctes. En effet, avec le modéle autocohérent on obtient une texture plus accentuée que

celle obtenue par le modele de Taylor-Lin (Fig. 2.6).
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Effet du schéma de transition d’échelles sur la figure de p6les {111} du polycristal aprés une traction

uniaxiale & 0,3 de déformation longitudinale : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor—Lin.

Effet du schéma de transition d’échelles sur la texture cristallographique décrite par la figure de p6les
{110} du polycristal aprés une traction uniaxiale a 0,3 de déformation longitudinale : (a) modele autocohérent ;

(b) modele de Taylor-Lin.

Une autre caractéristique importante de la structure interne du matériau est I’activité des systémes de
glissement. Cette activité a une tres forte influence sur le comportement macroscopique du polycristal.
En effet, les modules tangents microscopiques ainsi que les contraintes microscopiques des différents

grains qui constituent le polycristal dépendent directement de I’ensemble des systémes actifs qui
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engendrent I’écoulement élastoplastique. Le module tangent macroscopique et la contrainte
macroscopique de Cauchy, qui sont égaux aux moyennes volumiques de leurs homologues
microscopiques, dépendent donc de cette activité des systemes. La Fig. 2.8(a) montre I’évolution de la
moyenne volumique du nombre de systémes actifs prédit par chacun des deux modéles de transition

d’échelles, en fonction de la déformation logarithmique suivant la direction longitudinale E,, . On peut

observer que le nombre de systémes actifs déterminé par le modéle autocohérent est beaucoup plus
faible que celui prédit par le modeéle de Taylor—Lin. Apres stabilisation de I’activité des systémes, on a
en effet une valeur moyenne de 3,2 pour le modele autocohérent contre une valeur moyenne de 4,8
pour le modéle de Taylor-Lin. Le nombre de systémes actifs relativement faible du modele
autocohérent peut expliquer la faible rigidité de la réponse contrainte—déformation que I’on observe a
I’échelle macroscopique (Fig. 2.4(a)). Il en est de méme pour les valeurs des composantes de
cisaillement du module tangent macroscopique qui sont beaucoup plus faibles lorsqu’elles sont
déterminées par le modéle autocohérent. La Fig. 2.8(b) montre I’évolution des moyennes volumiques

des demi-axes des grains en fonction de E,, determinee par les deux modeles de transition d’échelles

utilisés. Nous rappelons que les valeurs des demi-axes des grains dépendent de leurs gradients de
transformation et par conséquent de leurs gradients de vitesse. Il faut également rappeler qu’avec le
modeéle de Taylor—Lin, les gradients de vitesse des différents grains sont égaux au gradient de vitesse
macroscopique. On observe que la moyenne volumique du demi-axe a, qui est colinéaire a I’axe du
chargement (de la traction uniaxiale), augmente tandis que celles des deux autres demi-axes
diminuent. Cette tendance est tout a fait compatible avec le chargement imposé et elle est similaire aux
résultats obtenus par Lorrain (2005) qui a cependant restreint son étude a un seul grain. On remarque
également qu’indépendamment du modéle de transition d’échelles utilisé, les grains se déforment

quasiment a volume constant. En effet, avec le modele autocohérent et a un niveau de déformation E,,

égal a 0,3, les moyennes volumiques des demi-axes a, b et ¢ sont égales a 1,35, 0,87 et 0,87,

respectivement. Le volume moyen des grains reste donc égal a celui de la sphére unité (de rayon 1).

Avec le modéle de Taylor—Lin, on observe la méme tendance ot (a)=1,27, <b>=0,93 et (c)=0,85.

Ce resultat confirme la physique des matériaux métalliques qui suppose que la déformation

élastoplastique est quasiment incompressible. Lorsqu’on compare le modéle autocohérent au modele
de Taylor-Lin, on remarque qu’avec le modéle autocohérent (b)=(c). Comme pour le cas des

contraintes residuelles, nous pensons que cette tendance obtenue avec le modéle autocohérent est la

plus réaliste, car la texture initiale est supposée orthotrope et I’écrouissage est suppose isotrope.
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Effet du schéma de transition d’échelles (le modéle autocohérent noté ‘AC’ et le modéle de Taylor—Lin
noté ‘TL’) sur I’évolution de quelques variables décrivant la structure interne du polycristal prédites lors d’un

essai de traction uniaxiale : (a) moyenne du nombre de systémes actifs ; (b) moyenne des demi-axes des grains.

La texture morphologique du polycristal se caractérise non seulement par I’évolution des demi-axes
des grains, mais aussi par leurs désorientations morphologiques relatives. Ainsi, nous montrons sur la
Fig. 2.9 les projections stéréographiques des orientations des repéres des déformations principales des
grains (par rapport au repere du laboratoire) suivant le plan {111}. Comme I’on pourrait s’y attendre,
tous les grains s’orientent de la méme facon lorsqu’on utilise le modele de Taylor—Lin (Fig. 2.9(b)).
Cela est di a I’hypothése d’homogénéité de la déformation microscopique. Avec le modéle

autocohérent par contre, la distribution des orientations morphologiques des grains est hétérogéne.
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Effet du schéma de transition d’échelles sur la texture morphologique du polycristal décrite par la figure
de poles {111} aprés un essai de traction uniaxiale a 0,3 de déformation longitudinale : (a) modéle autocohérent ;

(b) modele de Taylor-Lin.

La Fig. 2.10 montre quelques résultats macroscopiques relatifs a la simulation d’un essai de
cisaillement. Sur ces figures également, les résultats obtenus par le modéle autocohérent sont
comparés avec ceux obtenus par le modele de Taylor-Lin. L ’évolution de la contrainte macroscopique

de cisaillement X, en fonction de I’angle de cisaillement y,, (égal a 2E,,) est tracée sur la Fig.

2.10(a). Cette figure montre que la courbe contrainte—déformation obtenue par le modéle autocohérent
est beaucoup moins rigide que celle obtenue par le modéle de Taylor—Lin. Cette tendance est similaire
a celle observée lors de la simulation de I’essai de traction uniaxiale. Sur la Fig. 2.10(b), on observe

une réduction importante de la composante de cisaillement du module tangent.
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Effet du schéma de transition d’échelles (Ie modéle autocohérent noté ‘AC’ et le modéle de Taylor—
Lin noté “TL’) sur I’évolution de quelques grandeurs mécaniques macroscopiques pour le cas d’un essai de
cisaillement simple : (a) contrainte de cisaillement macroscopique ; (b) composantes representatives du module

tangent macroscopique.

2.4.3 Sensibilité au modeéle d’élasticité

Dans cette section, la sensibilité du comportement macroscopique au type d’élasticité est étudiée. Dans
ce cas, deux modeéles d’élasticité sont utilisés et les prédictions correspondantes sont comparées :

I’élasticité orthotrope définie par les parametres élastiques suivants : C,, =1,353E,, C, =1,091E,,
C, =0576E, et E,=210GPa, et I’¢lasticité¢ isotrope définie par les valeurs suivantes des
coefficients de Lamé : A =121,15GPa et u=80,77 GPa . Il faut remarquer que le module d’Young

correspondant a ces coefficients de Lamé est égal a 210 GPa. La texture cristallographique du
polycristal utilisé dans cette étude est la méme que celle donnée sur la Fig. 2.2. Le modéle
autocohérent et le modele de Taylor-Lin sont respectivement utilisés pour prédire les réponses
macroscopiques du polycristal.

Dans un premier temps, un essai de traction uniaxiale est simulé. Les courbes de traction relatives a
ces simulations sont données sur la Fig. 2.11. On peut remarquer que la réponse contrainte—
déformation est tres peu influencée par le type d’élasticité. En effet, les deux courbes ne se distinguent
qu’a des niveaux précoces de déformation, ou la réponse obtenue en utilisant I’élasticité orthotrope est
Iégérement moins rigide que celle obtenue par I’élasticité isotrope. Dans le domaine des grandes
déformations en revanche, les courbes contrainte—déformation obtenues par les deux types d’élasticité
sont pratiqguement identiques. En comparant les Fig. 2.11(a) et Fig. 2.11(b), on peut déduire que ce

résultat est indépendant du modéle de transition d’échelles utilisé. Ce résultat valide le choix d’un
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modeéle élastique isotrope largement suivi dans la littérature (Molinari et al., 1997 ; Kuroda et
Tvergaard, 2000 ; Yoshida et al., 2007 ; Yoshida et al., 2009 ; Franz et al., 2013).
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250 1 250 +
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(@) (b)

Effet du modéle d’élasticité (élasticité isotrope notée ‘ISO’ et élasticité orthotrope notée ‘ORTHO’)

sur I’évolution de la contrainte macroscopique de traction : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor—Lin.

La Fig. 2.12 montre 1’évolution des composantes représentatives du module tangent macroscopique
gue I’on obtient suivant le modéle d’élasticité utilisé. On peut remarquer que les deux modéles
d’élasticité donnent des résultats qualitativement similaires. En effet, bien que les tendances globales

soient maintenues, a savoir une diminution des composantes L,,,, , une augmentation des composantes
L,,, et une réduction significative des composantes L,,,, on remarque qu’avec un modéle
d’élasticité isotrope les composantes L,,,, et L,,, ont des valeurs beaucoup plus faibles que leurs

homologues déterminées avec une modele orthotrope. Ainsi, sur la Fig. 2.12(a), ou le modéle

autocohérent est utilisé, on obtient a E;; =0.12 une valeur L,,;, =175256 MPa et L,,,, =175173 MPa
avec une élasticité isotrope contre L,,,, =247704 MPa et L,,,, =247622 MPa avec une élasticite
orthotrope. Sur la Fig. 2.12(b), ou le modele de Taylor—Lin est utilisé, les composantes L,,,, et L,,,,
valent respectivement 174687 MPa et 174433 MPa pour une déformation E,, =0.12 lorsque

I’élasticité est isotrope et leurs homologues déterminées en considérant une élasticité orthotrope valent

respectivement L,,,, =248126 MPa et L,,,, =247882 MPa . Si les valeurs des composantes L,,,, et
L,.,, Varient en fonction du type d’élasticité utilisée, la composante de cisaillement L, par contre
est tres peu sensible au type d’élasticité. En effet, avec le modéle autocohérent, on obtient & E,, =0,12
une valeur L,,,, =831 MPa lorsqu’on utilise I’¢élasticité isotrope et une valeur L,,,, =871 MPa avec
I’élasticité orthotrope (voir la Fig. 2.12(a)). Une tendance légerement différente est obtenue avec le
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modeéle de Taylor—Lin (sur la Fig. 2.12(b)). En effet, la composante de cisaillement L,,,, déterminée
avec I’elasticité isotrope (5185 MPa a E,; =0,12) est supérieure a celle obtenue dans le cas de
I’elasticité orthotrope (4623 MPa a E;; =0,12). Nous pensons néanmoins que ce résultat particulier ne

saurait faire I’objet d'une généralisation.
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Effet du modele d’¢élasticité (élasticité isotrope notée ‘ISO’ et élasticité orthotrope notée ‘ORTHO’)
sur 1’évolution des composantes représentatives du module tangent macroscopique lors d’un essai de traction

uniaxiale : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor-Lin.

Pour investiguer I’effet du modéle d’élasticité utilis€é sur 1’évolution de 1’anisotropie induite du
polycristal, nous avons tracé sur la Fig. 2.13 I’évolution du coefficient de Lankford en fonction de

E,; . Avec le modéle autocoherent, on observe que le coefficient de Lankford calculé en utilisant une

matrice d’élasticité orthotrope est inférieur a celui déterminé en utilisant un modele d’élasticité
isotrope dans la gamme des déformations relativement faibles, mais que I’écart entre les valeurs de ces
deux coefficients se rapproche au fur et a mesure que la déformation augmente (voir la Fig. 2.13(a)).
La méme tendance est observée lorsque nous utilisons le modéle de Taylor-Lin comme schéma de
transition d’échelles (Fig. 2.13(b)).
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Effet du modéle d’¢lasticité (élasticité isotrope notée ‘ISO’ et élasticité orthotrope notée ‘ORTHO’)
sur 1’évolution du coefficient de Lankford lors d’un essai de traction : (a) modéle autocohérent ; (b) modeéle de

Taylor—Lin.

L’influence du modéle d'élasticité sur la réponse macroscopique du polycristal est investiguée
davantage en simulant cette fois-ci un essai de cisaillement simple. En observant les résultats de la Fig.
2.14, on remarque que les tendances précédemment obtenues dans le cas de la traction uniaxiale
restent valables quand 1’essai de cisaillement simple est simulé. En effet, on peut clairement constater
que la réponse contrainte—déformation est tres peu impactée par le type d’élasticité utilisé. Comme
pour le cas de la traction uniaxiale, les légeres différences liées au type d’élasticité sont observées dans
le domaine des petites déformations. La Fig. 2.15 montre I’évolution des composantes représentatives

du module tangent macroscopique en fonction de I’angle de cisaillement y,, obtenues par les deux

modeles d’élasticité utilisés. Conformément aux résultats obtenus lors de la simulation de I’essai de
traction uniaxiale (voir la Fig. 2.11), on observe que les composantes L,,,, et L,,, calculées en
utilisant la matrice d’élasticité orthotrope ont des valeurs plus élevées que leurs homologues
déterminées avec la matrice d’élasticité isotrope. En revanche, la composante de cisaillement L,,,,
demeure tres peu sensible au type d’élasticité utilisé. Suite aux résultats de cette étude de sensibilité au
modéle d’élasticité utilisé, qui indiquent une grande similitude entre les prédictions obtenues par
I’¢lasticité isotrope et celles déterminées par 1’élasticité orthotrope, il apparait judicieux de ne
considérer dans la suite de ce manuscrit que le cas de 1’élasticité isotrope. Dans le Chapitre 3, nous
montrerons que les prédictions des courbes limites de formage dépendent essentiellement des
composantes de cisaillement du module tangent macroscopique qui varient tres peu avec le type

d’élasticité considéré.
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Effet du modéle d’¢lasticité (élasticité isotrope notée ‘ISO’ et élasticité orthotrope notée ‘ORTHO”)

sur 1’évolution de la contrainte macroscopique de cisaillement : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor—

Lin.
090097 (wtpa) —— 150 0097 (pa) —— 150
350000 - 350000 -
300000 300000
250000 250000
200000 200000}
150000- 150000
100000 100000
50000-_\}_1212 50000
0_-|'/ : | . | : - . | Iy12| 0_-| . - | | . : Iylzl
000 003 006 009 012 015 000 003 006 009 012 0.15
(a) (b)

Effet du modele d’élasticité (élasticité isotrope notée ‘ISO’ et élasticité orthotrope notée ‘ORTHO”)
sur I’évolution des composantes représentatives du module tangent macroscopique lors d’un essai de

cisaillement simple : (a) modele autocohérent ; (b) modéle de Taylor-Lin.

2.4.4 Sensibilité a I’écrouissage anisotrope

Dans la littérature, de nombreuses études basées sur des modeles multi-échelles supposent une

évolution isotrope de 1’écrouissage a 1’échelle microscopique (Inal et al., 2005 ; Signorelli et al.,
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2009 ; Yoshida et Kuroda, 2012 ; Tadano et al., 2013). Cette restriction peut avoir une répercussion
sur le comportement macroscopique du matériau. Nous savons en réalité qu’a I’échelle locale,
I’activation d’un systéme de glissement o induit une augmentation de sa cission critique (auto-
écrouissage) qui est plus faible que celles des cissions critiques de tous les autres systémes de

glissement p=o (écrouissage latent). Toutes les simulations effectuées jusqu’alors dans ce chapitre

sont basées sur I’hypothése d’un écrouissage isotrope (ou tous les parameétres de la matrice
d’interaction valent 1) négligeant ainsi I’effet de I’écrouissage anisotrope sur la réponse
macroscopique du polycristal. Nous étudions a présent I’influence de I’écrouissage anisotrope en
considérant pour la matrice d’interaction (voir I’Annexe A pour plus de détails) les mémes paramétres
que ceux definis dans le Chapitre 1 (voir Tab. 1.3. de la Section 1.5). La Fig. 2.16 montre les courbes
de traction obtenues en utilisant le modéle autocohérent et celui de Taylor—Lin. On peut remarquer
qu’en prenant en compte I’influence de I’écrouissage anisotrope, on obtient une réponse plus rigide

(que celle obtenue avec I’écrouissage isotrope). En effet, a E;, =0,12, I’écart entre les contraintes
est de 10% avec le modéle autocohérent (comme I’indique la Fig. 2.16(a)) et de 12% avec le modele
de Taylor—Lin (voir la Fig. 2.16(b)). On peut par ailleurs noter que la prise en compte de I’écrouissage
anisotrope n’influence pas la nature plus rigide du modéle de Taylor-Lin comparé au modéle
autocohérent. Le modeéle de Taylor—Lin reste en effet une borne supérieure et I’on obtient a E;, =0,12

une contrainte de 281 MPa avec le modele de Taylor—Lin contre une valeur de 255 MPa avec le

modele autocohérent.
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(b)

Effet du modéle d’écrouissage (écrouissage isotrope noté ‘EI” ou écrouissage anisotrope noté ‘EA’)

sur I’évolution de la contrainte macroscopique de traction : (a) modéle autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.
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La Fig. 2.17 montre des comparaisons similaires a I’étude précédente, en considéerant cette fois-ci les
composantes représentatives du module tangent macroscopique. Contrairement a la réponse
contrainte—déformation, les composantes du module tangent sont trés peu sensibles a I’écrouissage
anisotrope. En effet, sur la Fig. 2.17(a), ou le modéle autocohérent est adopté, pour une déformation
longitudinale E,; =0,12, la composante L,,,, vaut 175256 MPa lorsqu’on considére une matrice
d’écrouissage isotrope et elle varie trés peu (175283 MPa) lorsque I’effet de I’écrouissage anisotrope
est pris en compte. Il en est de méme pour la composante L,,,, qui est égale a 175173 MPa (resp.,
175178 MPa) pour le cas de 1’écrouissage isotrope (resp., anisotrope). L écart entre les valeurs de la
composante L,,,, est Iégérement supérieur a celui des deux autres composantes. On obtient en effet
une valeur de 871 MPa avec un écrouissage isotrope contre 794 MPa lorsque I’écrouissage anisotrope
est considéré. La Fig. 2.17(b) montre I’évolution des composantes représentatives du module tangent
macroscopique obtenu lorsque le modele de Taylor—Lin est utilisé comme schéma de transition
d’échelle. La différence notable concerne la composante de cisaillement L,,,. A E, =0,12, on
trouve en effet une valeur de 3842 MPa avec un modele d’écrouissage isotrope et une valeur de 5185
MPa lorsque 1’écrouissage anisotrope est pris en compte. Nous pensons néanmoins que cette variation

non négligeable est un cas isolé.
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Effet du modele d’écrouissage (écrouissage isotrope noté ‘EI’ ou écrouissage anisotrope noté ‘EA”)

sur I’évolution des composantes représentatives du module tangent macroscopique lors d’un essai de traction

uniaxiale : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor—Lin.

Nous étudions également I’influence de I’écrouissage anisotrope sur I’anisotropie induite. Ainsi, la
Fig. 2.18. montre I’évolution du coefficient de Lankford en fonction de la déformation longitudinale

E,,. On peut observer que la prise en compte de I’écrouissage anisotrope influence notablement
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I’évolution du coefficient de Lankford et que I’écart entre la valeur de ce coefficient déterminée avec
la matrice d’écrouissage isotrope et la valeur déterminée avec la matrice relative a I’écrouissage

anisotrope augmente en fonction de la déformation. Sur la Fig. 2.18(a) ou le modéle autocohérent est
utilisé, I’écart relatif est de 8,6x107% lorsque E,, =107 et de 13% lorsque E,, =0,12. Sur la Fig.
2.18(b), on observe avec le modéle de Taylor-Lin un écart relatif de 8,9x107% lorsque E,, =10~ et
de 18% lorsque E,, =0,12. Ainsi, comme |’on pouvait s’y attendre, la prise en compte de

I’écrouissage anisotrope augmente I’anisotropie plastique du matériau.
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Effet du modéle d’écrouissage (écrouissage isotrope noté ‘EI’ ou écrouissage anisotrope noté ‘EA’)
sur I’évolution du coefficient de Lankford lors d’un essai de traction uniaxiale : (a) modéle autocohérent ; (b)

modéle de Taylor—Lin.

Nous poursuivons I’étude de I’influence de I’écrouissage anisotrope sur la réponse macroscopique du
polycristal en analysant les résultats de la simulation d’un essai de cisaillement simple. La Fig. 2.19

montre I’évolution de la composantes %, du tenseur des contraintes de Cauchy en fonction de I’angle
de cisaillement y,,. On peut remarquer que la forte influence de I’écrouissage anisotrope sur les

courbes contrainte—déformation, constatée dans le cas de la traction uniaxiale, est toujours observée
avec I’essai de cisaillement simple. Similairement au cas de la traction uniaxiale, I’écart entre les
contraintes augmente en fonction du niveau de déformation.

La Fig. 2.20 montre I’évolution des composantes représentatives du module tangent macroscopique en

fonction de I’angle de cisaillement vy,,. On peut remarquer que I’écrouissage anisotrope influence tres

peu I’évolution de ces composantes.

-122-



Chapitre 2 Intégration numerique de la loi de comportement du polycristal
140 140 5
i 212 (Mpa) _ 212 (Mpa)

120 - 120
100 100 -
80 80
60 60 -
40 40
20 - 20

1 V1 ] Y12

O T T T T T T T T T 1 O T T T T T T T T T 1

000 0.03 006 009 012 0.15 000 003 006 009 012 0.15
(a) (b)

Effet du modéle d’écrouissage (écrouissage isotrope noté ‘EI’ ou écrouissage anisotrope noté ‘EA”)

sur I’évolution de la contrainte macroscopique de cisaillement : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor—

Lin.
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Effet du mod¢le d’écrouissage (écrouissage isotrope noté ‘EI’ ou écrouissage anisotrope noté ‘EA’)
sur I’évolution des composantes représentatives du module tangent macroscopique lors d’un essai de

cisaillement simple : (a) modele autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

Nous étudions dans la suite I’influence de I’écrouissage anisotrope sur la forme et la taille des surfaces
de charge. En effet, les deux matrices d’écrouissage (dont la premiére est isotrope et la seconde prend
en compte la différentiation des interactions entre les systémes de glissement) sont utilisées pour

déterminer 1’évolution de la morphologie des surfaces de charge du polycristal a différents niveaux de
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déformation plastique équivalente, en I’occurrence 0,05%, 1% et 5% . Pour déterminer ces surfaces
de charge, les différents chargements imposés sont du méme type que ceux introduits a I’échelle du
monocristal. Ce sont des chargements en gradient de vitesse (macroscopiques cette fois)
G,,-G,,G,,-G, tel que :

10 0 p 0 0
G,=/0 p 0 (s’l) ; G,=|0 1 0 (s’l) (2.108)
0 0 —(1+p) 0 0 —(1+p)

ou le paramétre p varie de —1 a 1 avec des pas Ap de 0,02. Il faut préciser qu’expérimentalement,

les surfaces de charge sont déterminées en imposant des chargements & trajets de contrainte linéaires
engendrant ainsi des trajets de déformation non-linéaires. L’application d’une telle procédure, basée
sur un pilotage avec des trajets de contrainte linéaires, dans les prédictions numériques permet
certainement de mieux simuler les essais expérimentaux mais induit quelques difficultés numériques.
En effet, pour simuler un essai a trajet de contrainte linéaire, il faut déterminer itérativement le
gradient de vitesse macroscopique correspondant a cet essai. Ce calcul itératif peut induire quelques
problemes de convergence et nécessite généralement un temps de calcul considérable. Pour éviter ces
différents probléemes numériques, nous avons adopté la démarche inverse en imposant directement des
chargements a gradient de vitesse macroscopique constant. L’approche que nous avons adoptée ne
permet certainement pas d’obtenir une évolution trés classique de la surface de charge, mais elle
permet néanmoins de donner une bonne approximation de 1’évolution de cette surface a moindre cofit
numérique. Etant donné que notre investigation est purement qualitative, nous avons retenu cette
procédure de détermination de la surface de charge. La Fig. 2.21 montre les différents résultats
obtenus en utilisant les deux modéles de transition d’échelles et en considérant un modéle
d’écrouissage isotrope. Bien qu’a I’échelle du monocristal nous avons observé la présence de points de
vertex sur les surfaces de charge (Fig. 1.16), induits par I’utilisation du critére de Schmid, nous
pouvons remarquer que les surfaces de charge déterminées a 1’échelle du polycristal ont une forme
plus lisse et qu’elles s’approchent plus des surfaces de charges relatives aux modéles
phénoménologiques classiques (von Mises...). On observe par ailleurs un écrouissage macroscopique
isotrope qui se traduit par une évolution homothétique des surfaces de charge. Cette méme tendance a
été observée par Lipinski (1993). En effet, pour une texture initiale non marquée (voir la Fig. 2.2), et
des contraintes internes initiales nulles, I’effet de I’écrouissage cinématique est trés peu visible. Dans
les résultats de Lipinski (1993), un effet Bauschinger est nettement plus visible lorsque le matériau
subit une pré-déformation avant la détermination de ses surfaces de charge. L’ effet Bauschinger est

observé suivant I’axe de la pré-déformation.
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Evolution de la morphologie de surface de charge du polycristal sans prise en compte de I’écrouissage

anisotrope : (a) modele autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

Pour prédire les surfaces de charge de la Fig. 2.22, nous avons considéré le modéle d’écrouissage
anisotrope. Les paramétres définissant la matrice d’interaction dans ce cas sont les mémes que ceux
donnés dans le Tab. 1.3 de la Section 1.5. En comparant les surfaces montrées sur la Fig. 2.21 avec
celles données sur la Fig. 2.22, on peut conclure que 1’écrouissage anisotrope a un léger effet sur la
forme des surfaces de charge. Par ailleurs, ¢’est au niveau des amplitudes des composantes du tenseur
des contraintes de Cauchy que la différence (entre I’écrouissage isotrope et I’écrouissage anisotrope)
est la plus marquée. Cette tendance conforte les résultats illustrés sur les Fig. 2.16 et Fig. 2.19, a savoir

que la prise en compte de I’écrouissage anisotrope engendre des contraintes beaucoup plus élevées.
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Evolution de la surface de charge du polycristal avec une prise en compte de 1’écrouissage anisotrope :

(a) modeéle autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

2.4.5 Sensibilité a la texture cristallographique initiale

Nous étudions dans cette section I’influence de la texture cristallographique initiale sur la réponse
macroscopique du polycristal. A cet effet, la texture orthotrope introduite dans la Section 2.4.1 (voir la
Fig. 2.2) est modifiée en remplagant, respectivement, le quart et la moitié des orientations
cristallographiques la constituant par de nouvelles orientations cristallographiques, permettant ainsi de
générer deux nouvelles textures plus ou moins proches de la texture orthotrope initiale. Les textures
modifiées sont nommeées respectivement Texture "1" et Texture "2". La texture orthotrope initialement
introduite est renommée Texture "0" et sert de référence pour les différentes comparaisons effectuées.
Les Fig. 2.23 et Fig. 2.24 montrent les figures de pdles des textures modifiées suivant les plans {111}

et {110}, respectivement.
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(@) (b)

@) (b)

Figures de pbles {110} : (a) Texture "1" ; (b) Texture "2".

Un essai de traction uniaxiale est simulé en utilisant les textures nouvellement générées (Texture "1" et
Texture "2"). Les résultats avec ces nouvelles textures sont comparés a ceux obtenus avec la texture de
référence (Texture "0"). Nous précisons que pour les différentes simulations, 1’élasticité et
1’écrouissage sont supposés isotropes (avec les paramétres définis dans la Section 2.4.1). La Fig. 2.25
montre ’effet de la texture cristallographique initiale sur I’évolution de la contrainte de traction
macroscopique. On peut observer que les courbes contrainte—déformation obtenues avec la Texture

"1" s’approchent le plus des courbes contrainte—déformation obtenues avec la texture de référence
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(Texture "0™). Ce résultat est conforme a nos attentes, car la Texture "1" a été générée en remplacant le
guart des orientations cristallographiques de la Texture "0", alors que dans le cas de la Texture "2", la
moitié des orientations cristallographiques de la Texture "0" a été modifiée. Toutefois, il convient de
noter que la sensibilité de la contrainte de traction macroscopique a la texture cristallographique
initiale est relativement faible. En effet, avec le modéle autocohérent (Fig. 2.25(a)), on a pour une

déformation E;; =0,12, un écart relatif de 0,3% avec la Texture "1", et 2,5% avec la Texture "2".
Lorsgue le modele de Taylor—Lin est utilisé (voir la Fig. 2.25(b)), I’écart est de 0,7% avec la Texture

"1", et 3,26% avec la Texture "2".

300 300 -
Y, (MPa) Y, (MPa)
250 250 1
200 200 -+
150 A 150
— Texture "0" —— Texture "0"
Texture "1" Texture "1"
100 i
« Texture "2" 100 + Texture "2"
50 1 50
Ell E11
0 T T T T T T T T T 1 O T T T T T T T T T 1
0.00 0.03 006 009 012 0.15 0.00 003 006 009 012 0.15
(@ (b)

Effet de la texture cristallographique initiale sur 1’évolution de la contrainte macroscopique de

traction : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor-Lin.

La Fig. 2.26 montre I’évolution des composantes représentatives du module tangent macroscopique en
fonction de la déformation logarithmique suivant la direction longitudinale E,,. On peut remarquer

qu’indépendamment du modele de transition d’échelles choisi, la texture cristallographique influence

trés peu I’évolution des composantes du module tangent macroscopique.
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Effet de la texture cristallographique initiale sur I’évolution des composantes représentatives du

module tangent macroscopique lors d’un essai de traction uniaxiale : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de

Taylor—Lin.

Pour évaluer I’influence de la texture initiale sur I’anisotropie induite du matériau, nous comparons sur
la Fig. 2.27 les prédictions du coefficient de Lankford obtenues en utilisant les trois textures initiales
différentes. Sur la Fig. 2.27(a), on peut remarquer que les trois textures permettent de prédire des
évolutions tres similaires du coefficient de Lankford et que la valeur de ce coefficient augmente avec
le degré d’orthotropie de la texture. En effet, moins la texture est orthotrope, plus le coefficient de
Lankford (et par conséquent I’anisotropie induite) diminue. Nous pensons ainsi qu’une texture
parfaitement aléatoire devrait induire I’anisotropie la plus faible possible. Avec le modéle de Taylor—
Lin (Fig. 2.27(b)), on observe une tendance assez proche a celle obtenue avec le modele autocohérent
(Fig. 2.27(a)). Cependant, I’écart entre le coefficient de Lankford lié & la Texture "0" et celui de la

Texture "1" est assez faible. Il est d’environ 1,2% contre 4,4% avec le modéle autocohérent.
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Effet de la texture cristallographique initiale sur I’évolution du coefficient de Lankford : (a) modéle

autocohérent : (b) modéle de Taylor—Lin.

L’anisotropie d’un matériau est expérimentalement évaluée en sollicitant plusieurs éprouvettes,
découpées suivant différentes directions par rapport a la direction de laminage, en traction uniaxiale.
Pour simuler ces essais, il suffit d’appliquer une rotation aux orientations cristallographiques initiales
formant la texture du matériau, ainsi qu’une rotation des reperes des directions principales de
déformation des grains. En effet, supposons que nous avons un polycristal constitué par des grains |
dont I’orientation cristallographique initiale est définie par la matrice r'. Appliquer un essai de
traction uniaxiale a ce polycristal dans une direction 6 par rapport a la direction de laminage, revient a
appliquer un essai de traction uniaxiale sur un polycristal équivalent dans la direction de laminage.
L’orientation cristallographique initiale de chaque grain | de ce polycristal équivalent, notée r'', est
liée a ’orientation r' (du polycristal initial) par la relation suivante :
cos® -sin6 0O
r'=(R,)".r' avec R,=[sin®@ cosd 0 (2.109)
0 0 1
Dans le cadre de cette étude, nous avons supposé que tous les grains ont une forme initiale sphérique.

Par conséquent, les tenseurs de rotation r.' des repéres des directions principales de déformation des

différents grains | par rapport au repére du laboratoire, sont initialement égaux au tenseur identité

d’ordre 2. Ainsi, ces tenseurs de rotation r' n’ont aucune influence sur les prédictions. La Fig. 2.28

montre les courbes contrainte—déformation obtenues en simulant 1’essai de traction uniaxiale appliqué
dans trois directions différentes : 6 =0° (qui correspond & une traction dans la direction de laminage),

0=45° et 6=90°. Les deux modeles de transition d’échelles prédisent des tendances similaires en
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termes de courbe contrainte—déformation. En effet, la courbe contrainte—déformation déterminée pour
le polycristal sollicité dans la direction 6 =45° est légérement plus rigide que celle obtenue pour le
polycristal sollicité dans la direction de laminage. Cette observation est valable pour les deux schémas
de transition d’échelles, a savoir le modéle autocohérent (Fig. 2.28(a)) et le modele de Taylor-Lin
(Fig. 2.28(b)). En revanche, la courbe de traction prédite pour le polycristal sollicité dans la direction
6 =90° est nettement différente. On observe en effet une réponse beaucoup moins rigide que celle
relative au polycristal sollicité dans la direction de laminage. Une étude similaire a été menée par
Scacciatella (1993) qui a utilisé le modéle autocohérent pour prédire la courbe contrainte—déformation
d’un polycristal de type CFC constitué de 100 grains sphériques dont les orientations
cristallographiques initiales forment une texture isotrope et dont les contraintes microscopiques sont
initialement nulles. Les résultats numériques qu’il a obtenus montrent que les trois courbes contrainte—
déformation, obtenues par un essai de traction selon les trois directions, sont identiques. L utilisation
d’une texture orthotrope dans le cas présent pourrait expliquer la différence des réponses contrainte—

déformation constatée surtout pour le polycristal sollicité selon la direction 6 =90°.

300 3005
Y. (MPa) Y, (MPa)
250 250 4
200 200
150 - 150
—0° —0°
45° 45°
i 1004
100 . go° 00 . 9o°
50- 50-
0 T T T T T T T T 'Elll 0 T T T T T T T T 'Elll
000 003 006 009 012 015 000 003 006 009 012 015
(@) (b)

Effet de la direction de chargement (par rapport a la direction de laminage) sur I’évolution de la

contrainte de traction macroscopique : (a) modéle autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

La Fig. 2.29 montre I’effet de la direction de traction sur I’évolution des composantes représentatives
du module tangent macroscopique. On observe en fait trés peu de différence entre les évolutions des
modules tangents relatifs aux trois différentes orientations de traction (0°, 45° et 90°), aussi bien avec

le modele autocohérent qu’avec le modele de Taylor—Lin.
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Effet de la direction de chargement (par rapport a la direction de laminage) sur I’évolution des
composantes représentatives du module tangent macroscopique : (a) modele autocohérent ; (b) modéle de

Taylor—Lin.

Sur la Fig. 2.30, nous étudions I’influence de la direction de traction sur I’anisotropie induite du
matériau. On peut observer facilement que le coefficient de Lankford est fortement influencé par la
direction de traction. En effet, pour les deux polycristaux sollicités dans les directions 45° et 90°, on
remargue une évolution inverse du coefficient de Lankford par rapport au polycristal sollicité dans la

direction de laminage. Cette tendance est commune aux deux modeles de transition d’échelles.
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Effet de la direction de chargement (par rapport a la direction de laminage) sur 1’évolution du

coefficient de Lankford : (a) modele autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

La Fig. 2.31 montre les figures de pdles suivant le plan {111} relatives aux différentes textures
cristallographiques obtenues apres une déformation E,, =0,12 en traction uniaxiale dans les directions

45° et 90° par rapport a la direction de laminage. Il faut préciser que le modéle autocohérent est utilisé
pour obtenir ces figures. Sur la figure de poles de la Fig. 2.31(a), relative au polycristal sollicité dans
la direction 45° par rapport a la direction de laminage, on distingue deux bandes denses inclinées par
rapport a la direction de laminage. Si on compare cette tendance a celle observée sur la figure de pbles
relative au polycristal sollicité dans la direction de laminage (voir Fig. 2.6(a)), on peut conclure que
I’orientation de 45° appliquée a la texture du polycristal a une influence importante sur la forme de la
texture finale obtenue. La Fig. 2.31(b) montre la figure de pdles {111} correspondant au polycristal
sollicité dans la direction 90°. On peut remarquer une tendance similaire a celle obtenue pour le
polycristal sollicité dans la direction 45°, ou les deux bandes denses s’orientent d’un angle de 90° par
rapport a la direction de laminage. La Fig. 2.32 montre les mémes tendances que celles obtenues sur la
Fig. 2.31, a la différence prés que le modéle de Taylor—Lin est utilisé (a la place du modéle
autocohérent). Cependant, les textures déterminées par le modéle de Taylor—Lin sont moins marquées

que leurs homologues prédites par le modéle autocohérent.

-133-



Chapitre 2

Intégration numerique de la loi de comportement du polycristal

(@)

(b)

Effet de la direction de chargement (par rapport a la direction de laminage) sur les figures de poles

{111} obtenues en utilisant le modéle autocohérent apres une déformation en traction uniaxiale E,; =0,12 : (a)

polycristal sollicité dans la direction 45° ; (b) polycristal sollicité dans la direction 90°.
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Effet de la direction de chargement (par rapport a la direction de laminage) sur les figures de pdles

{111} obtenues en utilisant le modéle de Taylor—Lin aprés une déformation en traction uniaxiale E,; =0,12 : (a)

polycristal sollicité dans la direction 45° ; (b) polycristal sollicité dans la direction 90°.

2.4.6 Sensibilité a la texture morphologique initiale

Dans cette section, nous étudions, sur la base des simulations d’un essai de traction uniaxiale,

I’influence de la forme initiale des grains sur le comportement macroscopique du polycristal. Seul le
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modele autocohérent permet une telle étude. En effet, avec le modele autocohérent, le gradient de
vitesse microscopique g' relatif au grain | dépend implicitement des valeurs des trois demi-axes de

’ellipsoide qui décrit la morphologie de ce grain. Ce gradient de vitesse microscopique est lié a son
homologue macroscopique par la relation de localisation (2.42). Cette relation fait intervenir le tenseur
de concentration A', qui dépend, par la relation (2.43), du tenseur d’interaction T". Ce dernier
dépend explicitement des valeurs des demi-axes du grain comme le montre la relation (2.65). Ainsi,
dans le cadre du modéle autocohérent, la forme de chaque grain (décrite par les trois demi-axes de
I’ellipsoide) influence le comportement macroscopique du matériau. Cela n’est pas le cas du modeéle
de Taylor-Lin, ou les gradients de vitesse microscopiques des grains sont égaux au gradient de vitesse
macroscopique, et par conséquent sont indépendants de la morphologie des grains. La Fig. 2.33
montre I’influence du ratio des grains (voir la Section 2.3.2 pour plus de détails sur la notion de ratio

des grains) sur I’évolution de la contrainte de traction en fonction de la déformation E,, . Nous avons

utilisé trois ratios différents pour caractériser la forme initiale des grains : le premier ratio vaut (1,1,1)
et correspond a des grains sphériques, le second et le troisieme ratio sont égaux respectivement a
(5,1,1) et a (10,1,1) et correspondent a des grains étirés suivant la direction de laminage. Les
différentes propriétés mécaniques relatives au polycristal étudié sont données dans la Section 2.4.1.
L’¢lasticité ainsi que 1’écrouissage sont supposés isotropes (avec les parametres habituels utilisés
précédemment). La Fig. 2.33(a) montre une comparaison des différentes courbes contrainte—
déformation obtenues en utilisant le modele autocohérent. On peut remarquer que les courbes
contrainte—déformation obtenues avec les ratios (5,1,1) et (10,1,1) sont moins raides que la courbe
déterminée avec le ratio (1,1,1). Par ailleurs, I’amplitude des contraintes calculées n’est pas
proportionnelle au ratio des demi-axes. En effet, pour une déformation E,, =0,12, I’écart relatif entre
la contrainte correspondant au ratio (1,1,1) et celle du ratio (5,1,1) est égal a 2,9% . En revanche,
I’écart relatif entre la contrainte obtenue avec le ratio (1,1,1) et celle prédite avec le ratio (10,1,1) est
égal a 1,8% . Sur la Fig. 2.33(b), on peut en outre remarquer que les composantes du module tangent
restent trés peu sensibles au ratio des demi-axes des grains.

La Fig. 2.33(c) illustre I’influence des ratios des demi-axes des grains sur I’anisotropie induite. En
effet, on observe des variations assez Iégéres du coefficient de Lankford (en fonction des trois ratios
étudiés) comparables a celles observées pour les courbes contrainte—déformation (voir la Fig. 2.33(a)).
L’utilisation du ratio (5,1,1) conduit & une augmentation relative du coefficient de Lankford de 1,85%
par rapport au ratio (1,1,1), tandis que le ratio (10,1,1) entraine une diminution relative de 1,47%. Par
rapport a I’influence de I’écrouissage anisotrope (étudiée dans la Section 2.4.4) et celle de la texture
cristallographique (étudiée dans la Section 2.4.5), nous pouvons conclure que le ratio initial des demi-

axes des grains a un impact limité sur les propriétés macroscopiques du matériau.
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Effet de la morphologie initiale des grains sur I’évolution de quelques variables macroscopiques lors
d’un essai de traction uniaxiale : () contrainte de traction macroscopique ; (b) composantes du module tangent

macroscopique ; (c) coefficient de Lankford (R Lankford)-

2.4.7 Sensibilité a la structure cristallographique

La structure cristallographique joue un réle important dans les mécanismes de déformation du
matériau a I’échelle locale. En effet, pour un méme chargement microscopique g', différents systémes
de glissement sont activés suivant le fait qu’il s’agisse d’un matériau de type CC ou CFC. Nous

rappelons que la liste des différents systemes de glissement possibles des structures cristallographiques

CC et CFC est donnée dans I’Annexe A. Dans cette section, I’influence de la structure
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cristallographique sur la réponse macroscopique du polycristal est investiguée en analysant les
résultats de la simulation d’un essai de traction uniaxiale. Les paramétres mécaniques utilisés sont
ceux donnés dans la Section 2.4.1. L’élasticité ainsi que I’écrouissage sont supposés isotropes. La Fig.
2.34 montre I’effet de la structure cristallographique sur 1’évolution de la contrainte macroscopique
lors d’un essai de traction uniaxiale. Les tendances obtenues sont peu sensibles au schéma de
transition d’échelles utilisé. Dans les deux cas, on peut remarquer que la courbe contrainte—
déformation obtenue avec le polycristal a structure CFC est plus raide que celle obtenue avec le
polycristal a structure CC (nous rappelons que la structure cristallographique CFC comporte deux fois
moins de systemes de glissement que la structure cristallographique CC). Lipinski (1993) a simulé
quelques essais de traction appliqués sur des polycristaux a structure cristallographique CC. Il a
considéré deux sous-familles de systemes de glissement. La premiere sous-famille comporte 24
systéemes de glissement de direction <111> et de plan {110}. La seconde sous-famille, en plus de
contenir tous les systémes de glissement de la premiere sous-famille, comporte 24 autres systémes de
glissement de direction <111> et de plan {112}. Il a observé que la courbe de traction correspondant a
la premiére sous-famille était plus raide que celle correspondant a la seconde sous-famille et a conclu
gue "plus le nombre de systemes de glissement est important, plus faible est la limite d’écoulement".
Dans le cas présent, nous pouvons aboutir a une conclusion similaire. Par ailleurs, en comparant la
Fig. 2.34(a) a la Fig. 2.34(b), on peut remarquer que le modele de Taylor-Lin reste une borne
supérieure du modele autocohérent aussi bien pour la structure cristallographique de type CC que celle
de type CFC.
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Effet de la structure cristallographique sur la courbe de traction macroscopique : (a) modéle

autocohérent ; (b) modéle de Taylor-Lin.
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Nous étudions dans la Fig. 2.35 I’impact de la structure cristallographique sur les composantes
représentatives du module tangent macroscopique. En comparant les résultats obtenus, nous pouvons
affirmer que I’utilisation d’une structure de type CFC a la place d’une structure de type CC n’a d’effet
notable que sur la composante de cisaillement du module tangent. En effet, sur la Fig. 2.35(a) ou le

modele autocohérent est utilisé, I’écart relatif entre le module de cisaillement L,,,, lié & la structure
CC et celui de la structure CFC est de 17,5% pour une déformation de E;, =0,12. Lorsque le modele
de Taylor-Lin est utilisé, cet écart relatif est de 40%. Ces résultats ne sont pas directement
perceptibles sur les figures car la valeur de L,,, est trés faible par rapport a celles des autres
composantes. Par ailleurs, il faut préciser qu’avec le modéle autocohérent (a E,; =0,12), I’écart relatif
déterminé sur la composante L, , (respectivement L, ) est de 4,16x10°% (respectivement
11,6x10°%). Avec le modéle de Taylor-Lin, on enregistre a E,=0,12 un écart relatif de

14,5x107° % pour la composante L,,,, etde 2,28x107 % pour la composante L,,.,, .
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Effet de la structure cristallographique sur les composantes représentatives du module tangent

macroscopique lors d’un essai de traction uniaxiale : (a) modéle autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

Nous étudions également I’influence de la structure cristallographique sur I’anisotropie induite. Pour

cela, nous avons tracé sur la Fig. 2.36 1’évolution du coefficient de Lankford en fonction de E,, . Nous

pouvons remarquer que, contrairement au cas de la structure cristallographique de type CC, la
structure CFC induit un coefficient de Lankford qui est quasiment constant apres un certain niveau de
déformation (voir la Fig. 2.36(a) ou le modele autocohérent est utilisé) et qui diminue parfois (voir la
Fig. 2.36(b) relative au modéle de Taylor—Lin). Nous pensons que cette différence entre les tendances

obtenues avec les deux structures cristallographiques est fortement liée a I’évolution de I’activité des
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systemes. Sachant que la déformation des matériaux polycristallins est essentiellement de nature
plastique (la déformation élastique étant négligeable), nous émettons I’hypothése selon laquelle
I’ensemble des systéemes actifs de la structure CFC est sujet a des changements beaucoup moins
importants que celui de la structure CC. Cela expliquerait la stabilité du coefficient de Lankford dans
le cas de la structure CFC. Cette hypothése reste toutefois a vérifier.
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Effet de la structure cristallographique sur 1’évolution du coefficient de Lankford : (a) modéle

autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

2.4.8 Sensibilité a la loi d’écoulement a I’échelle microscopique

Dans la Section 1.5.2, nous avons étudié I’influence de la loi d’écoulement a 1’échelle du monocristal
sur le comportement microscopique. Dans ce cadre, nous avons comparé les prédictions obtenues avec
le critére classique de Schmid (CCS) et celles obtenues avec la forme régularisée du méme critere
(CRS). Nous avons observé que I’activité des systéemes de glissement est la méme dans les deux cas,
mais les valeurs des vitesses de glissement sont différentes. Cette différence est assez faible au début
de la déformation mais augmente par la suite. Cela engendre par ailleurs des courbes contrainte—
déformation trés voisines dans la gamme des petites déformations. Dans cette section, nous menons
une étude similaire, mais a I’échelle du polycristal, en simulant un essai de traction uniaxiale appliqué
a des polycristaux de structure CC et CFC. Afin de comparer objectivement les prédictions
macroscopiques obtenues avec les deux critéres, le gradient de vitesse macroscopique G obtenu en
utilisant le critere CCS est enregistré et utilisé comme fichier d’entrée pour effectuer les simulations
avec le critere CRS. Par ailleurs, nous précisons que le polycristal étudié est le méme que celui qui a
été introduit dans la Section 2.4.1 et que le paramétre n qui caractérise I’arrondissement de la surface

de charge dans le cas du CRS est fixé a 10. Pour toutes les simulations effectuées dans cette section,
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I’élasticité ainsi que I’écrouissage sont supposés isotropes. Pour rappel, les deux coefficients de Lamé

L et p valent respectivement 121,15 GPa et 80,77GPa (voir la Section 2.4.1), et les 9 paramétres

(resp., les 4 parametres) de la matrice d’anisotropie a sont fixés a 1 pour la structure CC (resp., CFC).
La Fig. 2.37 montre ’effet du choix du critére d’écoulement microscopique sur la courbe de traction
macroscopique. Les résultats de cette figure correspondent a la structure cristallographique CC. On
peut remarquer qu’avec le modele autocohérent (voir la Fig. 2.37(a)), la différence entre les
prédictions avec le CRS et le CCS est trés faible, ce qui confirme le résultat obtenu a I’échelle du
monocristal. La tendance est nettement différente en revanche lorsqu’on utilise le modele de Taylor—
Lin. La courbe de traction prédite en utilisant le CRS est beaucoup moins raide que celle obtenue avec
le CCS. En plus, la différence entre les deux courbes augmente en fonction de la déformation. Ainsi, a

E,, =0,12, I’écart relatif entre les contraintes est de 5,46% contre 1,3% avec le modéle

autocohérent. Par ailleurs, en comparant les prédictions obtenues avec les deux schémas de transition
d’échelles couplés avec le critere CRS, on peut affirmer que le modéle de Taylor-Lin reste une borne

supérieure. En effet, & E;; =0,12 on obtient une contrainte de 229 MPa avec le modéle autocohérent

contre 238 MPa avec le modéle de Taylor—Lin.
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Effet de la loi d’écoulement microscopique sur la courbe de traction macroscopique (pour une

structure cristallographique de type CC) : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor—Lin.

La Fig. 2.38 montre 1’évolution des composantes représentatives du module tangent macroscopique
suivant les criteres CCS et CRS. La structure cristallographique étudiée est de type CC. En comparant
les Fig. 2.38(a) et (b), on peut remarquer que le modéle de transition d’échelles utilisé a une influence
tres limitée sur les tendances obtenues. En effet, au début de la phase élastoplastique, la réduction de la

composante L,,,, est moins élevée dans le cas du CRS que dans le cas du CCS: a E;; =0,12, la
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valeur de L,,,, prédite par le modéle autocohérent couplé avec le critére CRS (resp., CCS) est égale a
183514 MPa (resp., 175256 MPa). Alors que la valeur de la méme composante est égale a 180853
MPa (resp., 175433 MPa) lorsque les résultats sont obtenus par le couplage du modéle de Taylor-Lin
avec le critere CRS (resp., CCS). L’augmentation de la composante L,,,, est plus importante dans le
cas du CRS que dans celui du CCS (a E;; =0,12, on note 195744 MPa pour le CRS contre 175173
MPa pour le CCS lorsqu’on utilise le modele autocohérent, et 192995 MPa pour le CRS contre
175687 MPa pour le CCS lorsqu’on utilise le modéle de Taylor—Lin). La composante L,,,, subit une
réduction significative a I’entrée en plasticité lorsque le CCS est utilisé, alors qu’elle garde sa valeur
initiale lorsque la loi d’écoulement est celle du CRS (& E,, =0,12, on obtient 871 MPa pour le CCS
contre 80887 MPa pour le CRS lorsqu’on utilise le modele autocohérent et 5185 MPa pour le CCS

contre 80888 MPa pour le CRS lorsqu’on utilise le modele de Taylor—Lin). Il faut rappeler que les
mémes tendances ont été obtenues a I’échelle locale (voir la Section 1.5.2).
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Effet de la loi d’écoulement microscopique sur 1’évolution des composantes représentatives du module
tangent macroscopique lors d’un essai de traction uniaxiale (pour une structure cristallographique de type CC) :

(a) modeéle autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

L’effet de la loi d’écoulement microscopique sur la réponse macroscopique d’un polycristal a structure
cristallographique CFC sollicité en traction uniaxiale est étudié dans les Fig. 2.39 et Fig. 2.40 . En
comparant la Fig. 2.39 (resp., Fig. 2.40) a la Fig. 2.37 (resp., Fig. 2.38), on peut remarquer que les

conclusions formulées pour le cas de la structure CC sont valables pour la structure CFC.
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Effet de la loi d’écoulement microscopique sur I’évolution des composantes représentatives du module

tangent macroscopique lors d’un essai de traction uniaxiale (pour une structure cristallographique de type CFC) :

(a) modeéle autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

2.4.9 Performance de la méthode itérative de Newton—Raphson

Dans cette section, nous illustrons la performance de la méthode itérative de type Newton—Raphson

que nous utilisons pour résoudre les équations non-linéaires du modele autocohérent (voir le systeme

d’équations (2.68)). A cet effet, la performance de la méthode du point fixe, qui est classiquement
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utilisée pour résoudre des équations relatives au modéle autocohérent, est comparée a celle de la
méthode itérative de Newton—Raphson que nous proposons. Cette comparaison est effectuée entre les
deux méthodes en termes de nombre d’itérations et de temps de calcul. La Fig. 2.41 montre les
résultats obtenus apres un essai de traction uniaxiale sur le polycristal défini dans la Section 2.4.1.
L élasticité ainsi que I’écrouissage sont supposés isotropes et la structure cristallographique considérée
est de type CC. Nous rappelons que pour imposer les conditions aux limites relatives a 1’essai de
traction uniaxiale, nous utilisons le logiciel de calcul par éléments finis ABAQUS ou le modéle
autocohérent a été implanté sous la forme d’une subroutine UMAT. Il est évident que la vitesse de
convergence du modéle autocohérent influence celle du calcul par éléments finis et réciproquement.
Afin de supprimer I’influence du calcul par éléments finis et de ne comparer que les itérations relatives
au modeéle autocohérent, le gradient de vitesse macroscopique G obtenu par le calcul par éléments
finis a la convergence de chaque incrément de calcul est stocké dans un fichier. Ces données stockées
(en termes de gradient de vitesse macroscopique) sont ensuite utilisées comme variables d’entrées
d’un code maison du modele autocohérent. Les chargements utilisés pour comparer la performance de
la méthode du point fixe a celle de la méthode de Newton—Raphson sont donc exactement les mémes.
La Fig. 2.41(a) montre I’évolution du nombre d’itérations (NI) nécessaires pour la convergence sur
chague incrément, en fonction de la déformation longitudinale E,, pour un pas de temps de 5x10°s.

Le symbole "*" indique le niveau de déformation atteint a la divergence du calcul. On peut remarquer
gue la méthode de Newton—Raphson requiert nettement moins d’itérations que celle du point fixe. En
effet, sur tout le calcul, le nombre d’itérations a chaque incrément ne dépasse pas 12 lorsqu’on utilise
la méthode de Newton—Raphson et le nombre moyen d’itérations est de 4,72. En revanche, lorsqu’on
utilise la méthode du point fixe, le nombre d’itérations augmente en fonction de la déformation et le

calcul fini par diverger a E,; =0,117. On obtient pour ce cas un nombre d’itérations moyen de 15,25.

Lorsqu’on multiplie le pas de temps par 2 (10™*s au lieu de 5x107°s), on observe une tendance
similaire a celle observée avec le pas de temps 5x107°s, comme c’est illustré sur la Fig. 2.41(b) avec
cette fois-ci une divergence plus précoce de la méthode du point fixe (E;; =0,108). On peut par
ailleurs remarquer que pour les deux méthodes itératives, la valeur de NI est plus élevée avec un pas
de temps de 10™*s qu’avec un pas de temps de 5x107°s . En effet, le nombre moyen d’itérations est de
5,54 lorsqu’on utilise la méthode de Newton—Raphson, et de 15,8 lorsqu’on utilise celle du point fixe.

Sur la Fig. 2.41(c), ol le pas de temps imposé est de 5x10™*s, on peut observer que les tendances
notées sur les figures précédentes (Fig. 2.41(a) et Fig. 2.41(b)) se confirment. En effet, avec la
méthode de Newton—Raphson, le nombre d’itérations par incrément reste inférieur & 12 et sa valeur
moyenne passe cette fois-ci a 8,08. Avec la méthode du point fixe, la valeur moyenne est de 18, et la

divergence du calcul itératif intervienta E;; =0,106.
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L’étude précédente illustre clairement la performance de la méthode de Newton—Raphson par rapport

a celle du point fixe dans la résolution des équations du schéma autocohérent.
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Comparaison du nombre d’itérations (NI) nécessaires a la convergence du modéle autocohérent
suivant les méthodes de Newton—Raphson et du point fixe : (a) pas de temps de 5x10°s ; (b) pas de temps de

10™s ; (c) pas de temps de 5x10*s.

Dans le paragraphe précédent, il a été démontré que la méthode itérative de Newton—Raphson que
nous proposons augmente sensiblement la robustesse de la résolution numérique des équations du
modele autocohérent. Cependant, la mise en place de cette méthode peut s’avérer colteuse en temps

de calcul. En effet, le calcul de la matrice jacobienne du systeme des équations non-linéaires du
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modele autocohérent (voir la relation (2.88)) nécessite des opérations arithmétiques importantes (sur

des tenseurs de dimension 9x9x9x9) qui sont multiples du nombre de grains constituant le polycristal.

Cela engendre des temps de calcul prohibitifs. Des solutions d’optimisation du modéle ont alors été
envisagées. Dans ce paragraphe, nous détaillons quelques-unes de ces propositions.

= La premiere amélioration concerne la fréquence de calcul de la matrice jacobienne. En effet,

cette derniére ne doit pas étre forcément déterminée systématiquement a toutes les itérations

de calcul. Pour cela, nous avons choisi de la calculer une fois toutes les 10 itérations. Au vu

des différentes simulations effectuées, nous avons remarqué qu’il est trés courant qu’une

méme valeur (de la matrice jacobienne calculée) permette la convergence sur plusieurs

incréments. La Fig. 2.42(a) montre I’évolution de la fréquence de calcul de la matrice

jacobienne en fonction de la déformation E,, suivant differents pas de temps imposes

(5x107°s, 10™*s et 5x10™*s). On peut remarquer que pour les trois pas de temps, la matrice
jacobienne n’est pas calculée plus d’une fois par incrément de calcul. En revanche, la valeur
moyenne de cette fréquence de calcul augmente avec le pas de temps imposé. Ainsi, pour un

pas de temps de 5x107°s, cette valeur est de 0,08. Elle est égale a 0,12 lorsque le pas de

temps vaut 10*s . Enfin, elle est égale &4 0,51 lorsque le pas de temps est de 5x10~*s.

= La seconde amélioration consiste a n’intégrer les relations constitutives des différents grains
du polycristal qu’une seule fois par incrément et a n’utiliser qu’un seul tenseur d’interaction
T° pour tous les grains I. En effet, le modéle autocohérent, tel qu’il a été décrit dans la
Section 2.3.2, est une combinaison de la méthode itérative du point fixe (qui constitue une
couche supérieure) et de celle de Newton—Raphson (qui est imbriquée dans la méthode du

point fixe). La premiére approche itérative est utilisée pour calculer, pour tous les grains I, les

gradients de vitesse g', les modules tangents microscopiques |I' obtenus aprés intégration des

relations constitutives a I’échelle locale, et enfin les tenseurs d’interactions T" (voir I’Etape 2
de la Section 2.3.2). La seconde est utilisée pour calculer le module tangent macroscopique L
et les différents tenseurs de concentration A' des grains. Pour réduire substantiellement les
temps de calcul, nous proposons de supprimer la couche supérieure (caractérisée par la
méthode du point fixe). Ainsi les gradients de vitesse microscopiques ne sont calculés qu’une
seule fois en utilisant les tenseurs de concentration déterminés a la convergence du modele
autocohérent sur le pas de temps précédent. De méme, nous supposons (de maniére
approximative) que malgré leurs diverses orientations cristallographiques, tous les grains
interagissent de la méme fagon avec le milieu effectif. Les tenseurs d’interaction T" des
différents grains sont donc remplacés par un tenseur unique T° représentant I’interaction
entre un "grain moyen" et le milieu de référence. Les demi-axes et le tenseur d’orientation des
directions de déformation principales de ce "grain moyen" sont déterminés par le gradient de

transformation macroscopique. Le calcul du tenseur d’interaction requiert d’importantes
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opérations arithmétiques et la présente simplification permet de réduire sensiblement les temps

de calcul, d’autant plus que le nombre de grains constituant le polycristal est éleve.
Des deux solutions d’optimisation présentées dans les paragraphes précédents, c’est surtout la
deuxieme qui est susceptible d’influencer la précision des résultats obtenus. Pour évaluer I’influence
des simplifications adoptées, nous comparons les réponses contrainte—déformation du polycristal (en
maintenant I’essai de traction uniaxiale) simulées avec, d’une part le modéle autocohérent initial, et
d’autre part le modéle optimisé. La Fig. 2.42(b) montre les résultats obtenus. On remarque dans ce cas
précis que les hypothéses de simplification adoptées n’ont aucune influence sur la réponse
macroscopique du matériau. Néanmoins, dans la Section 2.4.10, il sera montré qu’a I’échelle d’une
structure, de légeres différences peuvent étre observées. Par ailleurs, la forme optimisée du modéle
autocohérent semble étre particuliérement adaptée a des applications industrielles ou le gain en temps
de calcul est un véritable enjeu. En effet, la simulation effectuée avec le modele standard dure 28730 s
sur un cluster de 15 processeurs de 64 bits avec 2,4 GHz de fréguence chacun, et une mémoire (RAM)
totale de 32 Go. Lorsqu’on utilise le modele optimisé, la méme simulation ne dure que 2222 s. Par

conséquent, le modele optimisé est 12,9 fois plus rapide que le modéle classique (non optimiseé).

300 -

144 FC e 5x10s |2 (MPa)
4
19 10 874 250
e 5x107's

1.0 200
08 150
0.6

100
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02 | 501
0.0 k| LB - | i T 'E% 04 T T T T T T T T 'Elll

000 003 006 009 012 0.1% 000 003 006 009 012 015
(@) (b)

Optimisation du modéle autocohérent : (a) fréquence de calcul (FC) de la matrice jacobienne du
systéme d’équations non-linéaires du modéle autocohérent ; (b) réponse contrainte—déformation prédite par le

modéle autocohérent avec (AO) ou sans (SO) optimisation.

2.4.10 Application des modeles multi-échelles au calcul de structure

Dans les sections précédentes, I’application des deux modéles micromécaniques présentés (en
I’occurrence le modele autocohérent et celui de Taylor—Lin) a été restreinte a des simulations d’essais

rhéologiques de type traction uniaxiale et cisaillement simple. Dans cette section, nous utilisons ces
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modeles micromécaniques dans le cadre du calcul de structures par éléments finis. Dans ce sens, nous
avons simulé un essai de flexion 3 points appliqué a une poutre métallique de 400 mm de longueur, 20
mm de largeur et 10 mm d’épaisseur (Fig. 2.43(a)). Les simulations numériques ont été effectuées a
déplacement imposé, en modélisant chaque appui par le contact de la poutre sur un plot cylindrique
indéformable (Fig. 2.43(b)). Les plots des extrémités gauche et droite sont encastrés, tandis que le plot
central (au milieu de la poutre) est supposé mobile dans la direction y . Le déplacement de ce plot

représente le chargement appliqué a la poutre. La flexion induite atteint une fleche de 35 mm au centre
de la face supérieure de la poutre. Pour mettre en évidence la présence de contraintes résiduelles dans
la poutre, I’essai de flexion est suivi d’une décharge élastique. D0 & la symétrie du chargement suivant
les plans (X-y) et (y-Z), nous réduisons le domaine d’étude au quart de la structure. Cette

simplification, bien que discutable au vu du caractere anisotrope de la loi de comportement du
matériau, est privilégiée dans un souci de réduction du temps de calcul. Ainsi un maillage de 225
éléments de type C3D8R est appliqué a raison de 25 éléments suivant la longueur, 3 éléments suivant
la largeur et 3 éléments suivant I’épaisseur. A chaque point d’intégration de la structure, nous
associons un polycristal composé de 500 grains de type CC. La texture cristallographique initiale est
supposée étre la méme pour tous les points d’intégration. Cette texture cristallographique est définie
par les figures de pole données dans les Fig. 2.44. L’élément fini a intégration réduite de type C3D8R
a été choisi pour des raisons d’optimisation du temps de calcul. En effet, cet élément ne comporte
gu’un seul point d’intégration. Pour toutes les simulations effectuées dans cette section, I’élasticité
ainsi que I’écrouissage sont supposés isotropes. Les paramétres d’élasticité et d’écrouissage considérés
sont les mémes que ceux donnés dans les sections précédentes (Sections 2.4.2, 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5,
2.4.6,2.4.7).

1 Uy=35mm

400 mm z X
20 mm Q O

(@) (b)

Essai de flexion a 3 points : (a) Dimensions de la poutre ; (b) Conditions aux limites adoptées.
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(@) (b)

Fig. 2.44. Texture cristallographique initiale du polycristal : (a) figure de pdles {111} ; (b) figure de pdles {110}.

La Fig. 2.45 montre la distribution des contraintes équivalentes au sens de von Mises dans la poutre a
la fin du chargement (lorsque U, est égal a 35 mm). Comme I’on pourrait s’y attendre, on note une
forte concentration de la contrainte dans la zone centrale de la poutre. Les éléments subissant les
sollicitations les plus fortes sont ceux des faces supérieure (qui sont en état de compression) et
inferieure (qui sont en état de traction). Les éléments qui se trouvent entre ceux situés dans les faces
supérieure et inférieure de la poutre subissent en revanche des sollicitations modérées. Il faut
également remarquer qu’avec les deux modeles de transition d’échelles, la distribution des contraintes

équivalentes dans la poutre est pratiqguement la méme.

S, Mises
(Avg: 75%)
+2.300e+02
+1.971e+02
+1.643e+02
+1.314e+02
+9.857e+01
+6.571e+01
+3.286e+01
+0.000e+00
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Fig. 2.45. Distribution des contraintes équivalentes de von Mises dans la poutre a la fin du chargement : (a)

modele autocohérent ; (b) modéle de Taylor—Lin.

A présent, nous présentons sur la Fig. 2.46 la distribution des contraintes résiduelles d’ordre 1. Ce sont
les contraintes macroscopiques dans la poutre apres décharge élastique. Cette fois-ci, le modéle de
transition d’échelles a une forte influence sur la distribution de ces contraintes, surtout dans la zone
centrale de la poutre. En effet, avec le modele autocohérent, on obtient une répartition plus homogene.
Il faut préciser que les contraintes résiduelles d’ordre 1 ne sont que les moyennes volumiques des
contraintes microscopiques (encore désignées sous I’appellation de contraintes résiduelles d’ordre 2).
Dans la Section 2.4.1, ou un essai de traction uniaxiale a été simulé sur un polycristal défini par une
texture orthotrope de 2000 grains, il a été observé que la répartition des contraintes microscopiques est
uniforme lorsqu’on utilise le modele autocohérent. Cela n’est pas le cas du modéle de Taylor-Lin, ou
le nombre de grains qui ont une contrainte résiduelle positive est plus élevé que le nombre de grains
qui ont une contrainte résiduelle négative. Ainsi le modéle autocohérent, qui est basé sur une
hypothése d’hétérogénéité de la déformation a I’échelle locale (en raison du respect de la relation
d’équilibre) entraine une réponse macroscopique homogéne (Fig. 2.46(a)), tandis que le modéle de
Taylor—Lin qui repose sur I’hypothese d’homogénéité de la déformation a I’échelle locale entraine une

réponse macroscopique moins homogeéne (voir Fig. 2.46(b)).

5, Mises

(Avg: 75%)
+7.000e+01
+6.000e+01
+5.000e+01
+4.000e+01
+3.000e+01
+2.000e+01
+1.000e+01
+0.000e+00
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Fig. 2.46. Distribution des contraintes résiduelles d’ordre 1 : (a) modéle autocohérent ; (b) modele de Taylor-
Lin.

La Fig. 2.47 montre I’évolution de la contrainte équivalente de von Mises de trois éléments finis, en

fonction de la déformation logarithmique longitudinale E.,. Ces trois eléments sont situés au centre de

la poutre suivant ’axe y correspondant a la direction de I’épaisseur. Le premier et le troisiéme

élément se trouvent respectivement sur les faces supérieure et inférieure et sont désignés par les termes
"Elément 1" et "Eléments 3". Le second élément se trouve entre les deux éléments précédents et est
désigné par le terme "Elément 2". Sur les Fig. 2.47(a) et Fig. 2.47(c) correspondant respectivement &
I’Elément 1 et & I’Elément 3, on peut remarquer que les évolutions de la contrainte de von Mises sont
tout a fait similaires, mémes si ces deux éléments subissent des sollicitations inverses (I’Elément 1
subit une compression, et I’Elément 3 une traction). En effet, pour une fléche de 35 mm imposée au
centre de la poutre, on obtient dans I’Elément 1 une contrainte équivalente de 207 MPa pour une

déformation E,, =0,06 lorsque le modéle autocohérent est utilisé. Avec le modéle de Taylor—Lin, la
contrainte équivalente vaut 218 MPa et la déformation E,, reste égale a 0,06. Il s’ensuit une décharge

élastique ou la contrainte (resp. la fleche) se stabilise a 6,7 MPa (resp. 34,11 mm) avec le modéle
autocohérent, et 7,33 MPa (resp. 34,07 mm) avec le modele de Taylor—Lin. Les valeurs de 6,7 MPa et
7,33 MPa représentent la contrainte résiduelle d’ordre 1. Dans I’Elément 3, la contrainte équivalente
déterminée par le modéle autocohérent est de 205 MPa et correspond a une déformation de

E,; =0,07. Dans le cas du modéle de Taylor—Lin, cette limite vaut 219 MPa et correspond a une
déformation de E,, =0,06. Apres la décharge élastique, on note une valeur de 38,3 MPa lorsque le

modele autocohérent est utilisé, et 35,6 MPa lorsque le modele de transition d’échelle est celui de
Taylor—Lin. Dans I’Elément 2 (voir la Fig. 2.47(b)), on peut noter que la contrainte équivalente est
beaucoup plus faible que celles des éléments correspondant aux faces supérieure (Elément 1) et
inférieure (Elément 3) de la poutre. En effet, elle vaut 97,7 MPa lorsqu’on utilise le modéle
autocohérent, et 105,26 MPa lorsqu’on utilise le modele de Taylor—Lin. Les valeurs des contraintes
obtenues aprés décharge élastique sont en revanche plus élevées que celles des Eléments 1 et 3. On

obtient en effet 56,8 MPa avec le modéle autocohérent et 62,39 MPa avec le modéle de Taylor—Lin.
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En observant les trois figures (Fig. 2.47(a), Fig. 2.47(b) et Fig. 2.47(c)), on peut par ailleurs remarquer

que le modeéle de Taylor—Lin reste une borne supérieure au modele autocohérent.

250 < 120- <
072 (mpa) 075" (mpa)
200 i 100 T PR ":’
80- / j
150 ;
60 - '
wd T2 1) T 2
40 -
504 20
0 T T T T T T T T T Eg? 0 T T T T T T T T T ES3|
0000 0015 0.030 0045 0.060 0.075| 0.000 0.0004 0.0008 0.0012 0.0016 0.0020
(a) (b)
250 4 e
2015 (mpa)
200 g
150 ;
wo T §
504 5
E33
0 T T T T T T T T T 1
0.000 0.015 0030 0.045 0.060 0.075

(©)

Réponse contrainte—déformation obtenue en appliquant les modéles autocohérent (AC) et Taylor-Lin

(TL) : (a) Elément 1 ; (b) Elément 2 ; (c) Elément 3.

Un des nombreux avantages des modéles multi-échelles est sans doute la possibilité d’obtenir des

informations précieuses sur la structure interne du matériau, comme I’évolution de sa texture

cristallographique. Une telle prédiction n’est pas possible lorsque le calcul de structure est effectué en

utilisant des modéles de comportement de type phénoménologique. Les Fig. 2.48(a), Fig. 2.48(b) et
Fig. 2.48(c) montrent les figures de pdles {111} correspondant respectivement a I’Elément 1,

I’Elément 2 et I’Elément 3, obtenues aprés décharge élastique. Seuls les résultats du modele
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autocohérent sont fournis sur cette figure ; sachant que le modéle de Taylor—Lin permet d’obtenir des
prédictions assez similaires a celles obtenues avec le modéle autocohérent en raison des faibles
niveaux de déformation atteints dans la structure (pas plus de 7% de déformation logarithmique
longitudinale). Nous pouvons clairement observer une distinction entre les textures cristallographiques
relatives aux différents éléments sélectionnés suivant la position de ces derniers. Ainsi, pour I’Elément
1 et I’Elément 3 qui se trouvent respectivement sur les faces supérieure et inférieure de la poutre, et
qui subissent des sollicitations assez fortes, les textures correspondantes sont nettement différentes de
la texture initiale du polycristal. En revanche, la texture cristallographique relative a I’Elément 2
évolue tres peu en raison du faible niveau de déformation atteint. En effet, sur la Fig. 2.47, on peut

remarquer que la déformation E,, de I’Elément 2, la déformation E,, n’excéde pas 0,002, alors

qu’elle atteint une valeur de 0,06 dans I’Elément 1 et I’Elément 3.

(@) (b) (©

Figures de pdles {111} obtenues avec le modéle autocohérent : (a) Elément 1 ; (b) Elément 2 ; (c)

Elément 3.

Dans la Section 2.4.9, des pistes d’amélioration du modéle autocohérent, sur le plan de sa mise en
ceuvre numérique et de 1’efficacité des algorithmes associés, ont été explorées. Parmi les solutions
proposées, certaines sont susceptibles d’influencer la précision des résultats obtenus. C’est le cas du
calcul d’un tenseur d’interaction T° unique et commun & tous les grains. Il a été démontré (Fig.
2.42(b)) que cette simplification avait trés peu d’impact sur la précision du calcul lors de la simulation
d’un essai de traction uniaxiale impliquant un seul élément fini. Nous menons une étude similaire sur
le calcul de structure effectué dans le cas présent, en considérant comme échantillons d’étude
I’Elément 1 et I’Elément 3. Les Fig. 2.49(a) et Fig. 2.49(b) montrent les évolutions de la contrainte

équivalente de von Mises en fonction de E,, obtenues en utilisant le modéle autocohérent initial et sa

version optimisée. Le symbole "*" indique les niveaux de contrainte et de déformation atteints lors de
la divergence du calcul. On peut remarquer qu’a partir d’un certain niveau de déformation, I’écart

entre les contraintes commence a étre plus nettement visible. Cet écart reste toutefois assez faible. Le
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résultat confirme la pertinence du choix d’optimisation adopté pour améliorer la convergence des

algorithmes de résolution numérique du modele autocohérent.

250 e 250 1 e
2075 (Mpa) 2071 (mpa)
200+ 200 -
150 4 150
100 ~ 100 -
50 50
0 T T T T ES?; 0 E33
T T T T T T T T T T T T T T 1
0.000 0.015 0.030 0.045 0.060 0.075/ 0.000 0.015 0.030 0.045 0.060 0.075
(@) (b)

Réponse contrainte-déformation prédite par le modéle autocohérent avec (AO) ou sans (SO)

optimisation : (a) Elément 1 ; (b) Elément 3.

2.4.11 Influence du module tangent cohérent

Nous avons présenté dans la Section 1.3.3, les développements numériques nécessaires pour calculer
le module tangent cohérent & I’échelle du monocristal. A I’échelle du polycristal, le module tangent
cohérent se déduit des modules tangents cohérents microscopiques par une relation de moyenne. En

effet, une combinaison des relations (1.110) et (2.42) permet d’écrire :

VI=1,..N, ; D(Ac')=c?':A":D(AD) (2.110)

g

ou A'® représente la partie symétrique du tenseur de concentration A' du grain 1. En d’autres termes,

A" vérifie :
vijkl=1,23: Al :%(A;jk, FA AL AL (2.111)

En appliquant une régle de moyenne volumique a la relation (1.118), on obtient :

D(AZ)=f'cP':A":D(AD) ; I=1,..,.N (2.112)

9
Nous rappelons que f' est la fraction volumique du grain I et ¢®' son module tangent cohérent. De la

relation (2.112), on peut déduire que le module tangent cohérent macroscopique L. peut étre calculé

par la relation suivante :
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L =f'c?P:A" ; 1=1.,N (2.113)

g

Dans la section présente, nous montrons I’influence du choix du module tangent cohérent sur la vitesse
de convergence du calcul. Pour cela, nous avons simulé un essai de traction uniaxiale appliqué a un
polycristal dont les propriétés mécaniques sont celles définies dans le Section 2.4. L’élasticité ainsi
que I’écrouissage sont supposés isotropes. En analysant les résultats de plusieurs simulations (que
nous ne détaillerons pas dans ce manuscrit par souci de lisibilité), nous avons remarqué que le module
tangent cohérent n’influence significativement la vitesse de convergence du calcul que lorsque le pas
de temps imposé est assez élevé, (typiquement lorsqu’il est supérieur a 10~s). Cependant, le modéle
autocohérent ne peut converger qu’avec des pas de temps suffisamment faibles (de I’ordre de

5x107°s). Rappelons que cette restriction sur la taille des pas de temps est liée au caractére fortement
non-linéaire des équations associées au modéle autocohérent. Ainsi, la comparaison entre I’utilisation
du module tangent cohérent et celle du module tangent analytique n’est pertinente que dans le cas du
modéle de Taylor-Lin. Pour les résultats donnés dans la , le pas de temps utilisé est fixé a
107%s. On peut remarquer que lorsqu’on utilise le module tangent cohérent, la convergence du calcul
itératif requiert moins d’itérations surtout dans les premiers incréments de calcul. En effet, au début du
calcul, I’activité des systemes de glissement est trés variable et requiert plusieurs subdivisions du pas
de temps imposé (voir la Section 1.3.1.2). Dans ce cas de figure, le module tangent cohérent est tres
différent du module tangent analytique (voir la Section 1.3.3). A partir d’un certain niveau de
déformation, I’activité des systémes se stabilise, limitant ainsi le nombre de subdivisions du pas de
temps imposé. Il en résulte que le module tangent cohérent se confond avec le module tangent
analytique. Par conséquent, les deux modules tangents engendrent le méme nombre d’itérations

nécessaires a la convergence du calcul.
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Nombre d’itérations (NI) nécessaires a la convergence de la simulation d’un essai de traction uniaxiale
(le comportement du polycristal est modélisé par le schéma de Taylor-Lin) : comparaison entre le module
tangent cohérent (MC) et le module tangent analytique (MA).

2.4.12 Validation expérimentale du modéle multi-échelle

Cette section a pour objectif de valider le modéle autocohérent, en comparant les prédictions
numériques obtenues & des résultats expérimentaux. A cette fin, nous avons utilisé des données
expérimentales relatives a des essais de traction uniaxiale effectués sur un acier monophase ferritique.
Ces essais ont été réalisés chez ArcelorMittal et les données associées ont été reprises des theses de
Lorrain (2005) et Franz (2008). Les caractéristiques mécaniques de I’acier étudié ainsi que sa

composition chimique sont données dans le Tab. 2.3 et le Tab. 2.4, respectivement.

Résistance a la rupture Déf. homogéne maximale Déformation a la rupture
295 MPa 0,238 0,422

Caractéristiques mécaniques de 1’acier monophasé ferritique.

%C % Si % Mn % P %S % N % Al % Ti % Mo % Fe

0,002 0,006 0,088 0,007 0,006 0,057 | 0,0047 | 0,071 0,003 | 99,7553

Composition chimique de I’acier monophasé ferritique.

Les orientations cristallographiques des grains constituant le volume élémentaire statistiquement
représentatif du matériau ont été déterminées par diffraction aux rayons X suivie d’une extraction
d’une fonction de distribution (comprenant 5000 orientations). Pour optimiser les temps de calcul lors
des simulations numériques, la texture initiale du polycristal que nous choisissons est restreinte a 2000
grains. La Fig. 2.51 montre les figures de pdles {111} et {110} définissant cette texture initiale.
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(@) (b)

Texture cristallographique initiale de I’acier monophasé ferritique : (a) figure de pbles {111} ; (b)
figure de poles {100}.

Afin de prédire la réponse rhéologique de I’acier étudié par le modéle autocohérent proposé, une
procédure d’identification des paramétres microstructuraux du matériau est mise en place. A la
différence de toutes les autres simulations numériques présentées dans ce chapitre, nous considérons
cette fois-ci comme matrice d’écrouissage celle développée par Francoisi (1984), Tabourot (1992) et
Hoc (1999) qui prend en compte la création, le stockage et I’annihilation des dislocations a I’échelle
locale. Les détails sur la définition de cette matrice d’écrouissage sont donnés dans I’équation (1.22)
de la Section 1.2.3. Les parametres microstructuraux a identifier sont la taille moyenne des grains
(D, ), le paramétre g, correspondant au stockage des dislocations, la distance d’annihilation critique

moy
des dislocations de signes contraires (y,.), les cissions critiques initiales t, et les densités de
dislocations moyennes initiales p, des systémes de glissement (qui sont supposées identiques pour
tous les systemes de glissement des différents grains constituant le polycristal). Certains de ces
paramétres peuvent étre identifiés a travers une micrographie de I’acier. C’est le cas de la taille

moyenne des grains D__ qui est assez proche de 20 um. Les autres paramétres sont identifiés sur la

moy
base des courbes rhéologiques expérimentales disponibles. En effet, I’algorithme génétique implanté
par défaut dans le logiciel de calcul MATLAB est utilis¢é pour minimiser une fonction codt
représentant I’écart, au sens des moindres carrés, entre les données expérimentales et les résultats

numeriques. Cette fonction colt a comme arguments 5 parameétres a savoir g,, Y., Doy s Tos Po- LES

e
valeurs finales minimisant la fonction colt sont données dans le Tab. 2.5. Par ailleurs, le produit QTM
(voir I’équation (1.22)) est fixé a 0,19x10°. La matrice d’élasticité utilisée est isotrope et ses
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parametres sont les mémes que ceux utilisés dans les sections précédentes (voir par exemple la Section

1.4.2). Ces paramétres d’élasticité correspondent en effet a celles de I’acier étudie.

9 Y. Doy T, Po

177,26 2nm 20 pm 21 MPa 0,63x10° m™

Parameétres microscopiques identifiés.

La Fig. 2.52 montre la pertinence de la procédure d’identification que nous avons utilisée. La courbe
en trait continu correspond a la courbe de traction uniaxiale (suivant la direction de laminage). La
courbe en trait pointillé correspond a la courbe de traction numérique obtenue apreés identification des
différents parametres microstructuraux (Tab. 2.5) en se basant sur la courbe expérimentale. On peut
remarquer une différence assez faible entre les contraintes mesurées et les contraintes prédites pour

une certaine gamme de déformation allant de E;; =0 a E;; =0,24. Au-dela de cette gamme de

déformation, on observe une tres bonne concordance entre les données expérimentales et les

simulations numériques.

12, (Mpa)

—— Expérimental
--------- Simulation

) E11
0 T T T T T T T T T 1
0.00 008 016 024 032 040

Identification des paramétres microstructuraux relatifs au polycristal utilisé.

Les paramétres identifiés sont ensuite utilisés pour simuler des essais de traction uniaxiale sur des
échantillons découpés suivant des orientations de 45° et 90° par rapport & la direction de laminage. Les
résultats obtenus sont comparés sur la Fig. 2.53 aux données expéerimentales correspondantes. Les
tendances obtenues sont assez satisfaisantes. En effet, sur la Fig. 2.53(b), ou I’échantillon est découpé
suivant un angle de 90°, la courbe déterminée par simulation numérique coincide avec la courbe
expérimentale au-dela d’une certaine gamme de déformation. Cette tendance est tres similaire a celle
que I’on observe sur la figure d’identification (Fig. 2.52). Sur la Fig. 2.53(a), ou I’échantillon est

découpé suivant un angle de 45°, la courbe simulée se distingue de la courbe expérimentale sur toute
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la gamme de déformation imposée. Cependant, I’écart entre les deux courbes reste relativement faible.

Ce résultat confirme la pertinence de notre procédure d’identification et la fiabilité de nos paramétres

identifiés.
400 400
1Z,(mPa) = 12, (MPa)
350 350 -
300 300 -
250 250 -
200 - 200
. — Expérimental . Expérimental
1504/ | Simulation e Simulation
100- 100
50 - 50 -
-L Ell -- Ell
0 T T T T T T T T T 1 0 T T T T T T T T T 1
0.00 008 016 024 032 040 0.00 008 016 024 032 040
(a) (b)

Comparaison entre les données expérimentales et les simulations numériques : (a) échantillon découpé
suivant un angle de 45° par rapport a la direction de laminage ; (b) échantillon découpé suivant un angle de 90°

par rapport a la direction de laminage.
2.5 Conclusions

Dans ce chapitre, le modéle autocohérent adapté aux grandes déformations élastoplastiques a été
revisité. Une interaction élastoplastique entre I’échelle locale et I’échelle macroscopique a été établie a
travers une équation intégrale cinématique du gradient de vitesse. Par la suite, le tenseur de
concentration reliant le gradient de vitesse microscopique au gradient de vitesse macroscopique a été
déduit de cette équation intégrale. D’un point de vue numérique, une nouvelle méthode itérative de
type Newton—Raphson a été proposée, en remplacement de la méthode usuelle du point fixe, pour
intégrer les relations constitutives du modele autocohérent et ainsi améliorer notablement la
performance de la résolution numérique de ces relations. Le modéle autocohérent a ensuite été
comparé au modele de Taylor—Lin a travers diverses simulations numériques. Il est apparu que le
modele autocohérent donne qualitativement de meilleurs résultats que celui de Taylor—Lin, en termes
d’estimation des contraintes résiduelles, de la texture cristallographique finale, et de la texture
morphologique. Par ailleurs, diverses études de sensibilité ont été menées. En se basant sur les
différentes simulations, il est apparu que le modele de Taylor—Lin conduit a des courbes contrainte—
déformation macroscopique beaucoup plus raides que celles obtenues avec le modéle autocohérent et

que les composantes de cisaillement du module tangent macroscopique calculées par le modéle de
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Taylor—Lin sont plus élevées que celles prédites par le modele autocohérent. Par ailleurs, les deux
modeles de transition d’échelles sont peu sensibles au modele d’élasticité choisi. En revanche,
I’écrouissage anisotrope, la texture cristallographique initiale, la structure cristallographique et enfin la
loi d’écoulement ont une influence assez importante sur les réponses macroscopiques du matériau
lorsqu’on utilise ces deux modeéles. Par ailleurs, les deux modéles micromécaniques ont été utilisés
pour simuler un essai de flexion 3 points avec retour élastique sur une poutre métallique. L’objectif
étant de montrer I’application des modeles développés au calcul de structure. Le modéle autocohérent
a été également validé en comparant quelques résultats expérimentaux (des essais de traction
uniaxiale) avec les prédictions numériques obtenues avec ce modele. Ce trajet de déformation n’est
toutefois pas représentatif des déformations que subissent les piéces métalliques lors des opérations de
mise en forme. Une série de simulations devrait étre effectuée a I’avenir afin de s’assurer des capacités
du modele autocohérent a prédire des réponses rhéologiques, des surfaces de charge, et des textures
induites lors de trajets de déformations séquentiels. Dans le Chapitre 3, le modéle de comportement du
polycristal ainsi implanté sera couplé a des criteres d’apparition de striction localisée afin de prédire

les courbes limites de formage.
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Chapitre 3

Prediction de la striction localisée dans les

materiaux polycristallins élastoplastiques

3.1 Introduction

Depuis plusieurs décennies, I’étude des phénoménes limitant la ductilité des matériaux métalliques en
général, et la formabilité des t6les métalliques en particulier (tel que le flambement, le plissement, la
striction diffuse ou la striction localisée), a suscité I’intérét des scientifiques. Malgré les avancées
majeures réalisées dans la compréhension de ces instabilités plastiques, leurs modélisations demeurent
encore un sujet ouvert et un domaine actif de recherche. Il est actuellement bien connu que 1’apparition
des instabilités plastiques dépend aussi bien de la géométrie de la piéce que du matériau la constituant.
Dans le cas du flambement par exemple, le caractere géométrique joue un réle prédominant. Dans le
cas de la striction localisée, c’est le comportement du matériau qui influence surtout 1’apparition de ce
type d’instabilité. Dans cette étude, nous nous restreindrons aux instabilités de type matériau, en
I’occurrence I’analyse de la striction localisée. Dans le domaine de la prédiction de la striction
localisée, nous pouvons citer les travaux pionniers de Keeler et Backofen (1963) ou Godwin (1968)
qui ont introduit le concept de Courbe Limite de Formage (CLF) pour caractériser la ductilité des toles
métalliques. Cette courbe, tracée dans 1’espace des déformations principales dans le plan de la téle,
représente les déformations limites correspondant aux différents trajets de déformation allant de la
traction uniaxiale (p =-0.5) a I’expansion équibiaxiale (p =1). Ainsi, tous les états de déformation se
situant au-dessus de cette courbe entrainent 1’apparition potentielle d’une striction localisée sur la
piéce déformée. Les CLF peuvent étre déterminées expérimentalement. Cependant, les difficultés liées
a la précision des mesures expérimentales ainsi que leurs colts élevés ont orienté les chercheurs vers

le développement de modéles prédictifs de ductilité. Les essais expérimentaux n’interviennent qu’en
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fin d’étude pour évaluer le degré de prédictibilité des modeles développés. La modélisation de la
ductilité des matériaux métalliques nécessite, d’une part, I’utilisation d’une loi de comportement pour
décrire 1’évolution des variables mécaniques et, d’autre part, un couplage de cette loi de comportement
avec un critére de localisation afin de prédire 1’état de déformation marquant le début de la striction
localisée. Initialement, des modeéles phénoménologiques ont été utilisés pour modéliser le
comportement mécanique. A ce titre, nous pouvons citer les travaux de Hill (1952), ot un modéle
rigide-plastique isotrope a été associé a un critére de ductilité, connu sous le nom de critére de taux
d’extension nul, pour prédire la partie gauche de la CLF. Plus tard, Marciniak et Kuczynski (1967) ont
introduit un nouveau critére de ductilité basé sur une approche par imperfection initiale. Dans cette
derniere référence (Marciniak et Kuczynski, 1967), ce nouveau critére a été associé a un modeéle de
comportement rigide-plastique isotrope (le méme que celui utilisé dans Hill (1952)) pour déterminer la
partie droite de la CLF. La plupart des études menées sur la prédiction numérique des CLF ont
démontré que la forme et le niveau des courbes sont fortement dépendants des propriétés mécaniques
et physiques du matériau. Ainsi, une variété de modeéles de comportement phénoménologiques a été
couplée a divers critéres de localisation afin d’étudier 1’effet de quelques paramétres mécaniques, tels
que la vitesse de déformation (Ghosh, 1977 ; Hutchinson et Neale, 1978c ; Neale et Chater, 1980 ;
Khan et Baig, 2011 ; Manopulo et al., 2015), I’anisotropie plastique (Neale et Chater, 1980 ; Cao et
al., 2000 ; Kuroda et Tvergaard, 2000 ; Wu et al., 2004 ; Zhang et Wang, 2012), la température (Khan
et Baig, 2011 ; Manopulo et al., 2015), I’adoucissement par endommagement (Haddag et al., 2009 ;
Abed-Meraim et al., 2014 ; Mansouri et al., 2014 ; Chalal et Abed-Meraim, 2015), sur la ductilité. En
dépit de leurs bonnes capacités prédictives, ce qui explique en partie leur large utilisation pour la
prédiction des CLF, les modéles phénoménologiques ne permettent pas de prendre en compte
I’influence des aspects microstructuraux du matériau (tel que la forme des grains, la texture
cristallographique, etc.) sur les déformations limites. Ces limitations sont les principales motivations
de I’utilisation récente des modeles de comportement micromécaniques pour la prédiction des CLF.
L’avantage de ces nouveaux modeles (plus proches de la physique du matériau que les modeles
phénoménologiques) réside dans leurs capacités a relier explicitement la microstructure du matériau a
ses propriétés mécaniques d’usage (résistance, formabilité, etc.). En effet, dans la modélisation
micromécanique, les relations constitutives sont formulées a 1’échelle microscopique du monocristal.
Ces équations constitutives décrivent les mécanismes de déformation pertinents a cette échelle, tel que
I’écrouissage résultant de la propagation des dislocations, le glissement selon les plans
cristallographiques, la rotation du réseau cristallographique, etc. Le comportement macroscopique de
I’agrégat polycristallin est ensuite déduit de celui de ses constituants microscopiques en appliquant des
schémas de transition d’échelles. De ce fait, la prédiction de CLF par une approche micromécanique
repose sur trois ingrédients principaux : une modélisation des relations constitutives a 1’échelle du
monocristal, un schéma de transition d’échelles pour déduire le comportement mécanique a 1’échelle

macroscopique et un critére de localisation pour détecter 1’apparition de la striction localisée.
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Modélisation a I’échelle du monocristal : Dans le cadre de la prédiction numérique des CLF,
divers modéles de comportement monocristallin ont été adoptés. Ces modeles, formulés dans
le cadre des grandes deformations, peuvent étre classés en deux grandes catégories : les
modeles (élasto) viscoplastiques et les modéles élastoplastiques. Dans la famille des modeles
prenant en compte la sensibilité a la vitesse de déformation (modeles viscoplastiques ou
élastoviscoplastiques), on peut citer par exemple les travaux de Toth et al. (1996), Wu et al.
(1997, 1998, 2004), Boudeau et al. (1998), Inal et al. (2005), Neil et Agnew (2009), Signorelli
et al. (2009), Lévesque et al. (2010), Kim et al. (2013), Schwindt et al. (2015). Pour la classe
des modeles basés sur une formulation indépendante de la vitesse de déformation (modeles
élastoplastiques), nous citerons les travaux de Knockaert et al. (2002), Franz et al. (2009a,
2009b, 2013), Yoshida et Kuroda (2012). Les travaux précédemment cités ont été dédiés a la
prédiction de la formabilité des tles métalliques a structure cristallographique cubique (en
I’occurrence CFC et CC). Dans la présente étude, une approche élastoplastique est utilisée
pour modéliser le comportement mécanique des monocristaux de type CFC. Les relations
constitutives a 1’échelle microscopique ainsi que le schéma d’intégration numérique adopté
ont été largement détaillés dans le Chapitre 1 de ce document.
Schéma de transition d’échelles : En raison de sa simplicité, le schéma de transition d’échelles
de type Taylor—Lin a largement servi a la prédiction des CLF des matériaux élastoplastiques
(Knockaert et al., 2002 ; Yoshida et Kuroda, 2012), rigide-viscoplastiques (Téth et al., 1996 ;
Boudeau et al., 1998 ; Inal et al., 2005) et élastoviscoplastiques (Lévesque et al., 2010). En
effet, 1I’hypothése d’homogénéité de la déformation, sur laquelle repose le modéle de
Taylor—Lin, simplifie substantiellement son implantation numérique. Il en résulte que les temps
de calcul (CPU) nécessaires pour prédire la réponse macroscopique en utilisant ce schéma sont
considérablement réduits par rapport aux autres modeéles de transition d’échelles. Cependant,
cette hypothese simplificatrice d’homogénéité de la déformation dans le matériau conduit a des
prédictions numériques imprécises, comme c’est discuté au second chapitre de ce document.
Afin d’obtenir une meilleure adéquation entre les résultats expérimentaux et les prédictions
numériques, le schéma autocohérent a été recemment utilisé pour déterminer principalement les
limites de formabilité des matériaux viscoplastiques (Signorelli et al., 2009 ; Serenelli et al.,
2010 ; Serenelli et al., 2011 ; Signorelli et al., 2012 ; Bertinetti et al., 2014 ; Schwindt et al.,
2015), et dans une moindre mesure les limites de formabilité des matériaux élastoplastiques
(Franz et al., 2009a, 2009b, 2013). Dans ce chapitre, la version incrémentale élastoplastique du
modele autocohérent est adoptée pour modéliser le comportement mécanique des agrégats
polycristallins. Nous rappelons que la formulation théorique ainsi que le schéma d’intégration
numérique des équations relatives au modele autocohérent sont extensivement discutés dans le
Chapitre 2.
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Prédiction de la striction localisée : L’apparition de la localisation de la déformation plastique
peut étre interprétée comme étant une bifurcation a partir d’un état de déformation homogene ou
alors une évolution d’une imperfection initiale dans le matériau vers une taille critique. A ce
titre, deux criteres de localisation peuvent étre associés au modele de comportement
micromécanique, en vue de prédire les CLF : I’approche par imperfection initiale et 1’analyse
par bifurcation. Comme mentionné précédemment, 1’approche par imperfection initiale a été
introduite pour la premiere fois par Marciniak et Kuczynski (1967), qui ont couplé ce critére a
une loi de comportement phénoménologique. Dans la suite de ce manuscrit, cette approche sera
désignée sous le terme d’approche M—K. L’approche M-K est sans doute le critére de
localisation le plus utilisé dans la littérature. Ce critére repose sur 1I’hypothese de I’existence
d’une imperfection initiale dans le matériau, sous la forme d’une variation locale de 1’épaisseur
(imperfection initiale de type géométrique) ou des propriétés physiques (imperfection initiale de
type matériau). Cette imperfection initiale affecte 1’écoulement plastique et induit une striction
localisée lorsqu’elle atteint une taille critique. Dans sa version initiale, I’approche M—K a été
appliquée en considérant une imperfection de type matériau dans le plan de la téle, formant une
bande perpendiculaire a la direction de laminage. Sous I’effet d’un chargement biaxial appliqué
a la téle, la déformation va se concentrer beaucoup plus dans la bande que dans le reste de la
tble, entrainant ainsi un amincissement localisé dans la bande. Dans la littérature, I’approche
M-K a été le plus souvent couplée a des modeles de comportement phénoménologiques.
Néanmoins, ces dernieres années, de plus en plus de modéles de comportement
micromécaniques sont couplés a cette approche. A titre d’exemple, nous mentionnons
I’utilisation du modéle de Taylor—Lin pour prédire les CLF des matériaux élastoviscoplastiques
(Wu et al., 1997, 1998, 2004 ; Inal et al., 2005) et élastoplastiques (Knockaert et al., 2002 ;
Yoshida et Kuroda, 2012). Plus récemment, 1’approche M-K a été associée au modéle
autocohérent pour prédire les CLF de divers matériaux rigides viscoplastiques (Neil et Agnew,
2009 ; Signorelli et al., 2009 ; Signorelli et Bertinetti, 2009 ; Serenelli et al., 2010 ; Serenelli et
al., 2011 ; Bertinetti et al., 2014 ; Schwindt et al., 2015). Dans la présente étude, il s’agit
d’associer le critere de Marciniak et Kuczynski a I’approche incrémentale autocohérente
formulée dans le cadre des grandes déformations élastoplastiques, pour prédire 1’apparition de la
striction localisée. A la connaissance de I’auteur, c’est la premiére fois que 1’approche M—K est
couplée a la forme élastoplastique incrémentale du modéle autocohérent pour prédire des CLF.
L approche M—K est gouvernée par deux relations principales : la relation de compatibilité et la
relation d’équilibre. La combinaison de ces deux relations permet de former un systéme
mathématique fortement non-linéaire. Dans la littérature, ce systeme est résolu par la méthode
de Newton—Raphson (Neil et Agnew, 2009 ; Signorelli et al., 2009 ; Signorelli et Bertinetti,
2009 ; Serenelli et al., 2010 ; Serenelli et al., 2011 ; Bertinetti et al., 2014) ou par des
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algorithmes de minimisation, tel que la méthode de Nelder—Mead (Kim et al., 2013). Plus
récemment, Schwindt et al. (2015) ont introduit une 'approche directe' pour contourner la
méthode de Newton—Raphson sans perte d’efficacité et de robustesse des algorithmes de
résolution. Dans la présente étude, la méthode de Newton—Raphson est utilisée pour résoudre
les équations de 1’approche M—K. Ces équations sont au préalable reformulées dans le repére
local lié a la bande, de maniere a ce que 1’on obtienne une forme beaucoup plus simple de la
matrice jacobienne. Cette forme optimisée des équations relatives a 1I’approche M—-K est
particulierement efficace, au sens ou le nombre total d’itérations nécessaires a la convergence
du calcul sur un incrément de temps n’excéde pas 5. Il faut préciser que I’approche M-K
adoptée dans cette étude est formulée comme un probleme bidimensionnel (i.e., le vecteur
normal qui définit I’orientation de la bande demeure dans le plan de la t6le tout au long de la
déformation), ce qui est obtenu par I’application de I’hypothése des contraintes planes,
conformément a la plupart des travaux de la littérature. Hutchinson et al. (1978a) ont démontré

la validité de cette hypothése pour le cas des tdles minces.

Le second critere de localisation que nous investiguons est basé sur la théorie de bifurcation
(Rudnicki et Rice, 1975 ; Storen et Rice, 1975 ; Rice, 1976). Avec cette approche, le
phénomeéne de localisation est considéré comme étant le résultat d’une instabilité dans les
relations constitutives qui décrivent la déformation homogene du matériau. Ainsi, 1’apparition
de la striction localisée est une conséquence de la discontinuité du gradient de vitesse dans le
matériau. 1l faut préciser que, outre ses fondements théoriques solides, I’approche par
bifurcation ne requiert aucun paramétre d’ajustement comme c’est le cas de 1’approche M-K,
ou la taille de I’imperfection initiale est souvent utilisée comme paramétre d’ajustement.
Cependant, sans la prise en compte d’effets déstabilisants dans la modélisation du
comportement du matériau, il n’est pas possible avec la théorie de bifurcation de prédire la
striction localisée a des niveaux de déformations réalistes pour des trajets de déformation
positifs (Ben Bettaieb et Abed-Meraim, 2015). Une tendance similaire est observée lorsque le
comportement mécanique présente une sensibilité a la vitesse de déformation. En effet, avec les
modeéles élastoviscoplastiques, les déformations limites prédites par la théorie de bifurcation
sont tres elevées, car ces derniéres sont entierement gouvernées par le comportement élastique.
Cependant, I’application du critere de bifurcation en conjonction avec un modele
micromécanique élastoplastique permet d’obtenir 1’des déformations limites réalistes. Ce
résultat s’explique par le fait que certains effets déstabilisants, qui sont a 1’origine de la
localisation de la déformation, sont une consequence naturelle de la théorie élastoplastique en
plasticité cristalline, ou la surface de charge associée au critére de Schmid présente des points de
vertex. Dans ce cadre, Franz et al. (2009a, 2009b, 2013) ont couplé 1’approche autocohérente

élastoplastique avec le critére de bifurcation pour prédire les limites de formabilité de divers
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matériaux de type CC. Il faut souligner que Franz et ses co-auteurs ont formulé le critere de
bifurcation dans un cadre tridimensionnel permettant ainsi de détecter des modes de localisation
suivant I’épaisseur de la tole (en effet, ’orientation de la bande de localisation n’est plus
contrainte dans le plan de la téle). Par ailleurs, Yoshida et Kuroda (2012) ont couplé 1’approche
par bifurcation avec le modéle de Taylor—Lin pour prédire les déformations limites des
matériaux de type CFC. Dans leur étude, I’hypothése de contraintes planes a été adoptée, ce qui
conditionne leur modéle a une forme bidimensionnelle (ou I’orientation de la bande de
localisation ne peut s’effectuer que dans le plan de la téle). La méme démarche est reprise dans
cette étude, a la différence que le schéma de transition d’échelles de type autocohérent est
implanté a la place du modéle de Taylor—Lin. Par rapport aux travaux de Franz et al. (2009a,
2009b, 2013), la principale motivation du choix d’une formulation bidimensionnelle est de
pouvoir comparer 1’approche de bifurcation a I’approche M—K qui est largement formulée dans

un cadre bidimensionnel dans la littérature.
La suite du chapitre est organisée comme suit :

v" Dans la seconde section, nous présentons le cadre théorique des deux critéres de localisation (a
savoir 1’approche par bifurcation et celle par imperfection initiale), ainsi que leurs couplages
respectifs avec le modele de comportement du matériau. Les différentes équations du modele de
prédiction de ductilité résultant de ce couplage sont décrites dans une configuration eulérienne,
qui est particulierement adaptée aux modéles de comportement développés dans le Chapitre 2.

v’ La troisieme section est consacrée a I’implantation numérique du modele de prédiction de
ductilité.

v' Dans la quatrieme section, nous étendons le modele développé pour prédire la ductilité des toles
bicouches. Ces matériaux sont formés d’une couche de métal, a laquelle s’ajoute un revétement
en elastomere.

v' Les différents résultats numérigques obtenus sont discutés en détails dans la cinquieme section de
ce chapitre. En effet, cette section est scindée en trois parties. La premiére partie traite de la
prédiction des CLF des téles métalliques, basée respectivement sur 1’approche par bifurcation et
I’approche M—K. La seconde partie traite des résultats numériques relatifs aux bicouches. Dans
la derniére partie, nous présentons quelques simulations de procédés de mise en forme, réalisées
par couplage du modele de comportement autocohérent a la méthode des éléments finis. En
effet, le modéle de transition d’échelles autocohérent est implanté sous la forme d’une
subroutine UMAT pour des calculs de structure par éléments finis. Par ailleurs, il faut souligner
que la structure cristallographique des matériaux étudiés dans cette section est principalement de
type CFC.
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3.2 Formulations des critéres de localisation de la déformation

3.2.1 Etat de contraintes planes et relations constitutives bidimensionnelles

Nous considérons ici une déformation quasi-statique d’une tole métallique sous chargement
bidimensionnel. Les différentes variables mécaniques sont exprimées dans un repére orthonormé
(X,,X,,X,), lié & la tole (Fig. 3.1). Les axes X, X, et X, coincident respectivement avec la direction

de laminage, la direction transverse et la direction normale au plan de la tole.

Conformément a la plupart des travaux de la littérature, 1’hypothése de contraintes planes est adoptée
dans la formulation des critéres de localisation des téles minces. Hutchinson et al. (1978a) ont
démontré la validité d’une telle hypothése. Cette condition de contraintes planes se traduit par la

nullité des composantes hors-plan du tenseur des contraintes de Cauchy X (voir la Fig. 3.1)

£X,=0 < %,=5,,=%,=0 (3.1)
. Y3=0
XZ
X13=0
Y33=0
)4(3* >13=0
’ —»
Xl
223=0

Fig. 3.1. Téle métallique soumise a un état de contraintes planes.

Le cadre théorique présenté dans cette section ainsi que les différentes simulations numériques qui s’y
rapportent, qui sont détaillées dans les Sections 3.5.1-3.5.2, traitent des matériaux a structure
cristallographique orthotrope. Pour ce type de matériaux, la condition de contraintes planes implique
que les composantes hors-plan du gradient de vitesse macroscopique sont égales a zéro (Knockaert et
al., 2000 ; Signorelli et al., 2009 ; Yoshida et Kuroda, 2012 ; Tadano et al., 2013)

Gl3 = G31 = G23 = Gsz =0 (3-2)

Contrairement aux travaux ci-dessus mentionnés, les mesures de contrainte et de déformation que nous

adoptons dans cette étude (pour exprimer les équations constitutives du polycristal) sont

respectivement le taux de contrainte nominale N et le gradient de vitesse G . Ainsi, la condition de

contraintes planes (3.1) peut étre reformulée comme suit :

N13:N31:N23:N32:N33:O (3.3)
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L’équivalence entre les deux formulations, a savoir les relations (3.1) et (3.3), est démontrée dans les
lignes qui suivent.
En effet, N est relié & £ a travers une relation macroscopique qui se présente sous la méme forme

que celle établie a I’échelle microscopique (confére Eq. (1.46)) :
N=JF".(£+ETr(D)-G.X) (3.4)

En adoptant une approche lagrangienne actualisée (dans laquelle J et F sont respectivement égaux a

1 et I,), comme c’est le cas a I’échelle microscopique, la relation (3.4) se réduit a I’expression suivante

N=X+XTr(D)-G.X (3.5)
Lorsque 1’équation (3.1) est satisfaite, la relation (3.5) peut s’écrire sous la forme indicielle suivante :

vm=123: {ng = et Zaa THO) = Oy 50 =0

. . p=1,2,3 (3.6)
Ny = S + g, Tr(D) = Gy, =, =0

Ainsi, la condition exprimée dans 1’équation (3.1) implique celle de la relation (3.3).
Réciproquement, si la relation (3.3) est vérifiée, en se basant sur 1’équation (3.5), on peut écrire :

vm=123: % ,=-%,Tr(D)+G,, X, ; p=123

. (3.7)
$.,=0=% =0

L’équation (3.7) démontre que, lorsque les composantes hors-plan du tenseur des contraintes de
Cauchy sont nulles, leurs vitesses le sont également. Une conséquence naturelle de cette propriété est
gue les composantes hors-plan du tenseur des contraintes de Cauchy restent nulles tout au long de la
déformation. Ainsi, la relation (3.3) implique a son tour la condition (3.1).

En se basant sur les relations (3.2) et (3.3), une formulation bidimensionnelle de la loi de

comportement du polycristal (voir 1’équation (2.1)) peut étre établie. En effet, en introduisant

I’équation (2.1) dans la derniére relation de 1’équation (3.3) (i.e., N, =0), on déduit aisément
I’expression de la composante G, du gradient de vitesse en fonction de ses composantes planes G.;

(v.6=12)

L
Ggaz—%ey8 y,8=12 (3.8)
3333

En introduisant a présent la relation (3.8) dans 1’équation (2.1), on obtient la loi de comportement

bidimensionnelle suivante du polycristal :

Ly L
—% 3w 33Y5}Gy5 L 1.8=12 (3.9)

Vo,p=12: Naﬁzl:LaBYS_ -
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Par souci de concision, nous exprimerons cette loi de comportement sous la forme tensorielle suivante

NP =L :G" (3.10)
ol N™ et G™ (PS désignant le terme contraintes planes) sont respectivement les tenseurs de taux de
contrainte nominale et de gradient de vitesse, restreints au plan de la téle.

3.2.2 Critere de bifurcation

En matiére d’instabilités plastiques de type matériau, la bifurcation s’interpréte ici comme étant le
passage d’un état de déformation homogene a un état de déformation hétérogéne (en d’autres termes,
la solution de 1’équation d’équilibre au sein du matériau n’est plus unique). Cette perte d’homogénéité
de la déformation se manifeste par 1’apparition d’une bande de localisation dont la normale

N =(cos,sin@) est restreinte au plan de la tole. L’angle 6 désigne I’orientation du vecteur NP

par rapport a la direction de laminage (voir la Fig. 3.2). En effet, sous ’hypothése de contraintes

planes, le probléme de localisation associé est supposé bidimensionnel. Comme le montre la Fig. 3.2,
le gradient de vitesse plan dans la bande (respectivement en dehors de la bande) est noté G*°
(respectivement G™™), et le taux de contrainte nominale dans la bande (respectivement en dehors de

la bande) est noté N (respectivement N™™).
Xn A%

N

0

gl

(GPSH,NPS H) (GPS B’NPSB)

Ilustration de la striction localisée dans une tole métallique.

La condition d’équilibre a I’interface entre la bande et la zone homogéne peut étre exprimée sous la

forme suivante :
NP [N]=0 (3.11)
ou X =X"-X" représente le saut de la variable tensorielle X a travers la bande.

La relation d’équilibre (3.11) exprime la continuité des densités surfaciques de force de part et d’autre

de la bande.
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Le théoréme de compatibilité de Maxwell stipule I’existence d’un vecteur saut C™ tel que le saut du

tenseur G™ & travers la bande vérifie
[c]=CeonN" (3.12)

La relation de compatibilité (3.12) requiert cependant que I’incrément de déplacement dans le plan de
la téle reste continu en traversant la bande de localisation (Rice, 1976). Le couplage des relations
(3.11) et (3.12) en combinaison avec la loi de comportement bidimensionnelle (3.10) permet d’obtenir

la relation suivante :
AP .(LPSH :(éps ®A7PS))=J\7’PS .((LPSH _ LPSB) : GPSB) (3.13)

En supposant qu’au début de la bifurcation, le module tangent est continu (i.e.,

|[LPS]] =L"® —L"" =0), on obtient de 1’équation (3.13) la relation suivante :
NPS.(LPSH :(6P5®A7PS))=6 (3.14)
L’équation (3.14) peut étre exprimée sous la forme indicielle suivante :
VB=1,2: N, (LHC N, )=0 < (N LDAN)C, =0 ; ay8=12  (3.15)
Cette derniere équation peut étre réécrite sous la forme équivalente suivante :

(A?PS .LPSH./\?PS)EPS -0 (3.16)

Le tenseur du second ordre N° .L"" AN est appelé tenseur acoustique bidimensionnel. Lorsque

ce dernier est inversible, on obtient une solution évidente de 1’équation (3.16), ou les composantes du

vecteur saut C™ sont toutes égales & zéro, et donc la déformation reste homogene. Lorsque le tenseur
acoustique bidimensionnel devient singulier, il existe une infinité de vecteurs sauts qui vérifient la
relation (3.15), et cela correspond a une bifurcation. La singularité du tenseur acoustique exprimée par

1I’équation suivante marque donc 1’apparition de la striction localisée :
det(K/PS.LPSH.A?PS)=o (3.17)

Le critére (3.17) est connu sous le nom du critére de bifurcation de Rice (Storen et Rice, 1975 ; Rice,
1976). Il a été démontré que ce critére correspond a la perte d’ellipticité des équations aux dérivées

partielles gouvernant le probléme aux limites.
3.2.3 Critere d’imperfection initiale géométrique

L’approche par imperfection initiale (communément appelée approche M-K) a pour principale

hypothése la préexistence d’une imperfection géométrique dans le matériau tel qu’illustré sur la Fig.
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3.3. Similairement au critére de bifurcation, les variables dans la bande (respectivement dans la zone
homogeéne) sont référencées par 1’exposant B (respectivement 1’exposant H).

. - X, A%
X A%

»

(a) (b)
Approche M-K sur une téle métallique : (a) Configuration initiale de la t6le ; (b) Configuration
déformée de la tole.
Les champs de contrainte et de déformation sont supposés uniformes aussi bien dans la bande de
localisation qu’en dehors de la bande. L’épaisseur de la tole e® (respectivement e") dans sa
configuration déformée, est liée a I’épaisseur de la tole el (respectivement e}') dans sa configuration
initiale, par les relations suivantes :

e" =ef exp(E%) ; e®=eg exp(E3) (3.18)

ot EZ, et Ef, sont respectivement les déformations logarithmiques dans la bande et dans la zone

homogeéne, suivant la direction normale au plan de la tdle.
Conformément aux notations de la Fig. 3.3, les imperfections géométriques initiale et courante notées

respectivement &, et & se définissent comme suit :

gozl_i : §=1——B (3.19)

&
L’imperfection initiale (respectivement courante) est également caractérisée par 1’orientation 0,

(respectivement 0) de la normale A/® (respectivement N P) & la bande de localisation par rapport

a la direction de laminage. La loi d’évolution de I’angle 6 implique trois grandeurs : 1’orientation
initiale de la bande 6, la déformation logarithmique dans la zone homogene suivant la direction de

laminage EI}, et enfin le trajet de déformation p qui n’est autre que le rapport E}, / E;} (Hutchinson

et Neale, 1978b). Cette loi d’évolution s’exprime sous la forme suivante :
0= arctan[tan@0 exp(l-p) Elﬂ (3.20)

Outre les relations (3.18)—(3.20), I’approche M—K est basée sur trois équations principales :
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o Larelation de compatibilité cinématique a I’interface entre la bande et la zone homogene qui est

équivalente a 1’équation (3.12) valable pour le critére de bifurcation :
GPE = GPH 4 CP @ NS (3.21)
o Larelation d’équilibre des densités surfaciques de forces traversant I’interface :
e ZP9B A/PS = gH EPSH ASPS (3.22)

Dans le cadre de la formulation eulérienne adoptée dans ce manuscrit, nous utiliserons plutét
une forme différentielle de 1’équation (3.22). Cette forme eulérienne se traduit par la relation

suivante :
@B A?PS.NPSB _ eHJ\?PS.NPSH (3.23)
La Section 3.2.4 fournit des détails sur le passage de la relation (3.22) a la relation (3.23).

e La loi de comportement du matériau en contraintes planes, développée dans la Section 3.2.1.

Cette loi s’exprime de la méme fagon dans la bande comme dans la zone homogéne :
NPSB :LPSB :GPSB . NPSH :LPSH :GPSH (324)
En utilisant 1’égquation (3.24), la relation d’équilibre (3.23) peut étre exprimée en fonction des

gradients de vitesse G™® et G™" . Ainsi, la condition de compatibilité (3.21) peut étre utilisée pour

calculer le vecteur saut C™

(J('/'PSILPSB.A_’/'PS)E:PS =A7PS.|:[§LPSH _LPSB]:GPSH:| (3.25)

e

La relation (3.25) indique que les composantes du vecteur saut C™ deviennent trés élevées lorsque le

tenseur acoustique bidimensionnel tend vers une valeur singuliére (i.e., lorsque son déterminant est

Par ailleurs, lorsque les composantes de C™ atteignent des valeurs élevées, les ratios G /G et

proche de zéro)

Sl ow o det(A?PS.LPSB.A?PS)=o (3.26)

G, /G, commencent & évoluer d’une maniére exponentielle et peuvent atteindre des valeurs trés

élevées. En pratique, le déterminant du tenseur acoustique bidimensionnel dans la bande s’annule
lorsque les composantes du gradient de vitesse G" changent de signe. Cela entraine une décharge
élastique dans la zone homogene. Par conséquent, la localisation de la déformation est supposée
atteinte lorsque la zone homogéne ne subit plus aucune déformation plastique alors que la bande
continue d’étre sous chargement élastoplastique. Ainsi, I’annulation du déterminant de
NP5 LP® AP est un bon indicateur de 1’apparition de la striction localisée. 1l faut mentionner que

le méme indicateur a été utilisé par Yoshida et Kuroda (2012).
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Par ailleurs, lorsque I’imperfection géométrique initiale a une trés faible valeur, e’ est pratiquement

égal a el . Dans ce cas, il est raisonnable de supposer que juste avant la localisation de la déformation,

les variables mécaniques dans la bande ont les mémes évolutions que celles de la zone homogéne. Par

conséquent, 1I’équation (3.25) est approximativement équivalente a
(A7PSlLPSB .ﬁps).éps -0 (3.27)

En comparant I’équation (3.27) avec le critere de bifurcation de Rice exprimé dans la relation (3.16),
on peut s’attendre a ce que les déformations limites prédites a travers 1’approche M—K tendent vers

celles du critere de bifurcation lorsque 1’imperfection initiale &, (voir la relation (3.19),) tend vers
zéro. Cette question sera discutée de maniere approfondie dans la Section 3.5.1, a travers plusieurs
résultats numériques.

3.2.4 Forme différentielle des équations d’équilibre

L’équation d’équilibre & I’interface de la bande et de la zone homogéne est souvent exprimée en
fonction des contraintes de Cauchy X™° et X" des épaisseurs e® et e et de la normale a la
bande AP (voir la relation (3.22)).

En vue d’établir une forme équivalente basée cette fois-ci sur les taux de contraintes nominales, nous

allons préalablement démontrer la relation suivante :

dSi.A? —dSN'N (3.28)
(asz.)

ou dS est une surface élémentaire située a I’interface entre la bande et la zone homogéne dans la
configuration déformée.
Pour démontrer 1I’équation (3.28), nous utilisons la relation de Nanson. Cette derniére s’exprime sous

la forme suivante :
dSN =dS,JF . W, (3.29)
ou dS, est la surface elémentaire dans la configuration initiale, dont le transport dans la configuration

déformée est dS, et J est le déterminant du gradient de transformation macroscopique F .

En partant de 1’équation (3.29), on peut aisément obtenir la relation suivante :

—

(dSi.A?‘):(dso(JF-fJ\70).z)=dso (jF-T.KfO).m IFT)AN, .z+(JF-T.J\70).2 (3.30)

Les dérivées temporelles de J et F ™7 vérifient :

J=JTr(D)
— —_ (3.31)
(FT)=—F"(F)F =—F"(GF) F'=-G"F"
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En insérant la relation (3.31) dans I’équation (3.30) et en utilisant la relation de Nanson (3.29), on

obtient :

(dSZ.J\?)=dS./\?.(ZTr(D))—[GT.(dSA?)].Z+(dSN).)i
=dSN(ETr(D)-G.E+X£) (3.32)
=dSN.N

Ce résultat démontre la relation (3.28).
Réciproquement, en partant de la relation (3.28), la forme différentielle de la relation d’équilibre
(3.22) peut étre exprimée sous la forme suivante :

dSE AP NP8 = dSHASPS NPSH (3.33)
ou dS® (respectivement dS™ ) est égal a un élément de largeur a la frontiére entre la bande et la zone

homogeéne multiplié par 1’épaisseur e® (respectivement e™). Cet élément de largeur étant situé a
I’interface de la bande et de la zone homogeéne, il en résulte que 1’équation (3.33) se simplifie sous la

forme suivante :

e® N/PS.NPSB = g" AP NPSH (3.34)
Ainsi, on obtient exactement la relation (3.23).
L’équation (3.34) est la forme différentielle finale qui sera utilisée dans le cadre de I’approche M—K.
Pour le cas de la théorie de bifurcation, nous rappelons que 1’épaisseur de la bande reste la méme que
celle de la zone homogene tout au long de la déformation (avant I’annulation du déterminant du

tenseur acoustique). Par conséquent, la forme différentielle de la relation d’équilibre se réduit a la

relation ci-dessous, équivalente a 1’équation (3.11)

J\?‘PS.NPSB :A7'PS.NPSH (3.35)
3.3 Intégration numérique

3.3.1 Adaptation du probléeme mécanique a I’état de contraintes planes

Les critéres de localisation que nous abordons dans cette étude sont développés sous I’hypothése des
contraintes planes, impliquant un formalisme bidimensionnel, comme évoqué précédemment. Nous
allons donc détailler quelques aspects algorithmiques essentiels a I’implantation numérique de ces
criteres. Nous nous intéressons au cas particulier des matériaux a structure cristallographique

orthotrope, ou le gradient de vitesse macroscopique G et le taux de contrainte nominale

macroscopique N peuvent étre mis sous la forme générique suivante :
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G, G, 0 ? 2
G=|G, G, 0| ; N=[? 2 0 (3.36)
0o 2 000

Les composantes représentées par le caractere ? sont a priori inconnues et doivent étre déterminées.
A cette fin, la procédure suivante, basée sur la méthode itérative du point fixe, est utilisée.
e FEtapeO:
- Initialiser le compteur d’itérations a 0.

- Initialiser la composante G, du gradient de vitesse G comme suit :
GY =—(GM+GZZ) (3.37)
En effet, la déformation élastique est négligeable devant la déformation plastique et la partie

plastique de la déformation est incompressible. Le choix (3.37) peut donc étre considéré

comme une bonne estimation de G, a la premiere itération.

Pour s>1, il faut valider les étapes suivantes :

e Etape 1: Calculer L®™® (Ditération (s—1) du module tangent macroscopique L ) en utilisant le
modele micromécanique décrit a la Section 2.3.2. La principale donnée d’entrée de cet
algorithme multi-échelles est G®™.

e Etape 2 : Calculer G¢ en utilisant la forme itérative de 1’équation (3.8) :

(s-1)

GE=—Tew Gk & 18=12 (3.38)
3333
“G(s) e
e FEtape 3:Si HGTLZ est supérieur & 1073, alors le compteur d’itérations doit &tre mis a
L,

jour (s<—s+1) et I’Etape 1 est exécutée a nouveau. Sinon, la valeur de G, a I’itération courante

(G$)) correspond & la composante recherchée du gradient de vitesse et satisfait I’état de

contraintes planes. Dans ce cas, L™ est déduit de L®™ en utilisant les relations (3.9) et (3.10).
3.3.2 Approche par bifurcation

Pour prédire les CLF, des trajets de déformation p sont appliqués a la tole sous 1’état de contraintes

planes. Avant I’apparition de la localisation, le matériau est supposé homogene et, par conséquent,
aucune différence n’existe entre la bande et la zone homogene. Dans ce cas, le gradient de vitesse
tridimensionnel G est par évidence homogene dans toute la tdle (aucune distinction n’est alors faite
entre. G" et GP®). Les conditions aux limites mixtes de I’équation (3.36) sont appliquées en

considérant la condition supplémentaire suivante sur les composantes de G :
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G,=pGy ; G,=G,=0 (3.39)

12
Le trajet de déformation p est maintenu fixe durant le chargement.
Le comportement mécanique du matériau étant supposé indépendant de la vitesse de déformation, G,,
peut alors étre choisi arbitrairement. Par souci de simplicité, nous lui affectons la valeur 1. Il s’ensuit
que la composante E,, (= I G,, dt) de la déformation logarithmique est égale au temps total imposé t.
L’algorithme de prédiction des CLF, basé sur I’approche par bifurcation, repose sur deux boucles
imbriquées :

e Pour chaque trajet p allant de —0.5 & 1 (avec un pas d’incrémentation typique de 0.1).

= Pour chaque incrément de temps 1* =[t,, t,+At] :

v Calculer le module tangent bidimensionnel L™ en utilisant le schéma itératif de la
Section 3.3.1.

v Pour chaque orientation 6 allant de 0° a 90° (avec un pas d’incrémentation angulaire
typique de 1.5°) :
- Calculer le tenseur acoustique NP LPS. NP5, Nous rappelons que le vecteur NP
est égal a (cos,sin®).

- Déterminer I’angle correspondant au vecteur normal A"°  minimisant

det(./\ﬁfpS . LPS.A7PS) sur I’ensemble des valeurs de ©.

v Si det(A?min.LPS.A?min)SO, alors la striction localisée est atteinte. L’angle ©

correspondant représente 1’orientation de la bande de localisation, et la déformation
logarithmique suivant la direction de laminage E,, est la déformation limite prédite. On
arréte alors le calcul. Sinon, on reprend le processus itératif a I’incrément suivant.

Il faut noter que le domaine de variation de 1’orientation de la bande de localisation est restreint a

I’intervalle [0°, 90°] en raison de la symétrie du tenseur acoustique NPS LPS AP par rapport au

vecteur normal A/ PS, d’une part, et des propriétés orthotropes de la tdle, d’autre part. Dans la Section
3.5.1, nous démontrerons que les composantes de cisaillement du module tangent sont réduites de
maniere significative, surtout durant la transition entre la phase purement élastique et la phase
élastoplastique. Comme cela a été mentionné précédemment, cette réduction est due a la formation de
points de vertex sur la surface de charge du monocristal. Par conséquent, le déterminant du tenseur
acoustique a une évolution similaire aux composantes de cisaillement, et finit par s’annuler & des

niveaux réalistes de déformation logarithmique.
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3.3.3 Approche par imperfection initiale

Avec I’approche M-K, les conditions aux limites mixtes appliquées a la zone homogéne sont les

mémes que celles de 1’approche par bifurcation (voir la Section 3.3.2). La prédiction de CLF par
I’approche M—K repose sur trois boucles imbriquées :

e Pour chaque trajet de chargement p allant de —0.5 & 1 (avec un pas d’incrémentation typique de

0.1).

= Pour chaque pas de temps 1* =[t,, t,+At], utiliser 1’algorithme de la Section 3.3.1 pour

intégrer les équations constitutives a 1’échelle de 1’agrégat polycristallin représentatif de la

zone homogene sous condition de contraintes planes. Dans cette zone, le gradient de vitesse

tridimensionnel G" vérifie les mémes conditions aux limites que celles relatives a

I’approche par bifurcation (voir la Section 3.3.2 pour plus de détails). Par conséquent,
Gl =pG! et G =G} =0. Les autres composantes sont déterminées par la condition de
contraintes planes (3.36). Par ailleurs, les valeurs du gradient de vitesse macroscopique
bidimensionnel G™", de la composante hors-plan du gradient de vitesse G£, et du taux de
contrainte nominale bidimensionnel N™*" | calculées & I’instant t,+At, sont sauvegardées.
En effet, ces valeurs seront utilisées plus tard pour actualiser I’ imperfection géométrique &,
de méme que les composantes du gradient de vitesse bidimensionnel G™® . Ces derniéres
doivent vérifier a la fois la relation d’équilibre et la condition de compatibilité a 1’interface

entre la bande et la zone homogéne.

L’intégration incrémentale des relations constitutives du polycristal représentatif de la zone
homogene est effectuée jusqu’a ce que la déformation logarithmique E;; atteint 1.

= Pour chaque orientation 6, de la bande allant de 0° a 90° (avec un pas d’incrémentation
typique de 1.5°).
> Pour chaque incrément de temps 1 =[t,, t,+At] (pour des raisons de simplicité et de

commodité, les pas de temps utilisés pour intégrer les relations constitutives dans la
bande sont les mémes que ceux utilisés pour intégrer les relations constitutives dans la

zone homogene) :

e Utiliser G™", G et N™" (calculés a I’instant final t,+At) pour déterminer G™®,

G2 et L™, Par souci de clarté, la description détaillée des sous-étapes nécessaires au

calcul de ces différentes variables est présentée dans une autre section (Section 3.3.4).

o Vérifier la condition suivante :

det(A7P5 .LPSB.A?PS)so (3.40)
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Si la condition (3.40) est satisfaite, alors la déformation logarithmique courante Ef

est considérée comme déformation critique correspondant a I’orientation initiale 6, .

Cette derniére est notée E;, . Le calcul est donc arrété. Si au contraire la condition

(3.40) n’est pas satisfaite, alors on passe a I’incrément suivant.
= Pour un trajet de déformation p donné, nous considérons parmi les différentes orientations 6,
(allant de 0° a 90°), celle qui minimise la déformation critique E; comme étant

Iorientation initiale de la bande de localisation. Cette valeur est notée 0; et la valeur

correspondante dans la configuration courante est notée 0. Par ailleurs, le minimum E,,

des déformations critiques représente la déformation limite obtenue.
3.3.4 Calculde G™®, GZ, et L®

Dans cette section, les équations qui régissent le critére de Marciniak—Kuczynski sont combinées avec

la relation (3.8) (caractérisant 1’état de contraintes planes) afin de déterminer, a ’instant final t,+At,
le gradient de vitesse bidimensionnel dans la bande G™®, la composante hors-plan G35, et enfin le

module tangent macroscopique L® . Par souci d’allégement des notations, nous omettrons d’introduire
I’argument t,+At dans les équations qui suivent. Ainsi, sauf mention contraire, toutes les variables
exprimées sans argument font référence a I’instant final. 1l faut souligner que le gradient de vitesse
bidimensionnel de la zone homogéne G™" ainsi que le taux de contrainte nominale associé N""
sont supposés connus (en effet, les valeurs de ces variables sont sauvegardées durant 1’exécution de
I’algorithme détaillé a la Section 3.3.3). Nous rappelons briévement les principales équations sur
lesquelles repose I’approche M—K :

e Les relations (3.8) et (3.10) appliquées au polycristal représentatif de la bande.

e La condition de compatibilité (3.21).

e La loi d’équilibre locale a I’interface entre la zone homogene et la bande (Eg. (3.23)). Cette

derniére est équivalente a
NS NPSE _ (1) NS NPSH =G (3.41)

ou le rapport des épaisseurs f est défini par

e® el
f = =e—& exp(E3‘33 —Eg'a) =f, exp(E?3 —E;) (3.42)
0

Nous pouvons remarquer que le rapport des épaisseurs f (respectivement f;) est relié a
I’imperfection courante & (respectivement initiale &), introduite dans I’équation (3.19), par la

relation suivante :
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f=l-¢ ; f,=1-¢ (3.43)

Ces équations décrivant 1’approche M—K sont résolues par la méthode itérative de Newton—Raphson.
Pour déterminer la matrice jacobienne nécessaire pour 1’application de la méthode de

Newton—Raphson sous une forme simplifiée, les équations relatives a I’approche M—K sont exprimées

dans un repere local (J\7 T, 23) lié a la bande (voir Fig. 3.4).

X
- 3A
7-
w® -
N
0\ ,x
A
A
eH eB“
Jr i B

Illustration du repere local (N’ ’7: 23) lié a la bande dans la tole.

La matrice de rotation R® définissant I’orientation du repére local (J\7’ T, >*<3) par rapport au repére

du laboratoire (X,,X,,X,) s’exprime sous la forme suivante :

cos® —sin® 0
R%=|sin®@ cos® 0 (3.44)
0 0 1

Par ailleurs, nous désignerons par T les composantes du tenseur T exprimées dans le repere local
(N, T, 23). Lorsque T est un tenseur d’ordre 1 (un vecteur), nous avons la relation d’équivalence

suivante entre ses composantes exprimées dans le repéere local et celles exprimées dans le repére du

laboratoire :
TmzR"mT
vm=123 <~ P p=123 (3.45)
Tm:Rmp-..I.-p

Lorsque T estun tenseur d’ordre 2, 0na:

T,=R"T R
vmn=1,23 7™ P
T.. =RY TR,

mp ~pq

: p,q=1,2,3 (3.46)

Lorsque T est plutdt un tenseur d’ordre 4, on obtient :
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=T

0 0 0 0
V m,n p q :1 2 3 {Imnpq ijk|Riijanpqu

o RIRl i bbkI=123 (3.47)
mi- “nj” tpk tal

T g =1L

mnpq ~ijkl
Dans le repére local lié a la bande, le vecteur normal A" est égal a (1,0). Ainsi, en considérant la
relation de compatibilité (3.21), les composantes de G"® peuvent se mettre sous la forme suivante :

GPSB — GL:_—:'I_ +(;’1 G]'.—|2 . GPSH — G]'jl_ G]l._'Z (348)
Comme on peut le remarquer, les deux composantes inconnues du gradient de vitesse bidimensionnel

de la bande dans le repére local, a savoir G et G, sont indépendantes. Par conséquent, ces

derniéres peuvent étre choisies comme inconnues du probléme, a la place des variables Ql et QZ :

De plus, la relation d’équilibre (3.41) peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante dans le repére

local :
NPSB_ 1/f NPSH :O
il @)
N~ = ()N, " =0
Nous rappelons que :
NZP=NGL  NR"=Np o NRP=NG 5 NGT=Ng (3.50)
Il en résulte que 1’équation (3.49) est équivalente a la relation suivante :
NP —(Uf)NF =0
{71; ( )tﬁ (3.51)
Ny, —(1/f)N;, =0

Sous I’hypothése des contraintes planes, N™® est exprimé en fonction du module tangent
bidimensionnel L™® ainsi que du gradient de vitesse G™® (voir la relation (3.10)) :

Vap=12: N2 =L""G% ; y.5=1.2 (3.52)

<~ afyd
Ainsi, en utilisant les équations (3.48), et (3.52), les relations d’équilibre (3.49) ou (3.51) peuvent se

réécrire sous la forme suivante :

{ﬁ?i G, + L5 Gl + L35 G5 + LTS Bl — (NG, =0 (@53

Lion it + Liony Gra + Lo G + Lo Gl —(WH)NG, =0
De plus, la condition ci-dessous doit étre vérifiée si 1’on veut s’assurer que la tdle est soumise a des
déformations beaucoup plus importantes dans la bande que dans la zone homogene

G%|=[ch| < Gh<G (3.54)
La relation (3.54) peut étre exprimée de maniere équivalente sous la forme

A +GE-GE=0 ; AeR (3.55)
Dans le repére local, la composante hors-plan du gradient de vitesse de la bande G35, est exprimée en

fonction des composantes planes, en utilisant une relation équivalente a 1’équation (3.8) :
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B

L
G:Z:—Lf’s G2 y.8=12 (3.56)

3333

Le systéme global d’équations que nous avons a résoudre se présente comme suit :

R, =L G + L5 G + L0ia G + LT Gl — WHNG,

R .
af il | Remetmeinmet men e
L s L a2 L e I: 3322
R, R3=A2 LB ~1Bl LB Gle LB ~§1 LB GH -Gy

3333 3333 3333 3333
Le vecteur résidu R est fortement non-linéaire (en effet les composantes du module tangent ainsi que

le rapport des épaisseurs sont fonctions des composantes des gradients de vitesse G® et G" ) et a pour
principale inconnue le vecteur G¢ = (Gfl,GZBl,A). La méthode itérative de Newton—Raphson est
utilisée pour résoudre ce systeme d’équations. Ainsi, R est approximé par une série de Taylor
développée a ’ordre 1 au voisinage de G¢

oR
R(GS+8GL)=R(GS) +—
(G s)=R(Gg) 2GP

<S

B5GE=0 (3.58)

L’expression analytique de la matrice jacobienne vaut

o(L/f) . (L) -
-2y -2y o
OR 6(1/f) o(1/f) -
3GE Lion — oGE NG L—ingl—aT;Nfz 0 (3.59)
|:2311 I:2321 2A
= =
~ 3333 ~ 3333

Pour une détermination compléte de cette matrice jacobienne, les dérivées o(U/f)/oG;, et
d(L/f)10G2 doivent étre calculées. A cette fin, 1’équation (3.42) est exprimée de maniére équivalente
sous la forme

f = f,exp(E%(ty) + AtGS, — B ) = fyexp(ES(t,) + AtG3, —~Ef ) (3.60)
ol ES(t,) est la composante 33 du tenseur de déformation logarithmique dans la bande au début de
I’incrément de temps imposé 1*, et E, est la composante 33 du tenseur de déformation logarithmique
dans la zone homogéne a la fin du pas de temps. Par conséquent, nous pouvons approximer E, par
Ef(t,)+AtGL,. Par ailleurs, on peut noter que f ne dépend pas explicitement de G et G2 .
Cependant, f dépend de GZ,, qui & son tour dépend de G et G2. Ainsi, o(1/f)/0GE et

o(1/f)/0GS peuvent étre déterminés comme suit :
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o(Uf) a(Uf)aGE . a(Uf) a(Uf)oGE (3.61)
oGy, 090Gy 9Gy ' 9G;  9Gy 0G3 '

En utilisant 1’équation (3.60), 0 (1/f )/6G3, peut étre exprimé sous la forme

a(lh; ) At (3.62)
0Gy f
En outre, grace a la relation (3.56),0Gs, / 0G;; et 0Gz,/9G>, sont exprimés sous la forme
0G% _ L . 0G5 Liw (363)
a(:?lBl L2333 aQZBl I:§333
Par suite, les expressions analytiques de o (1/f)/ oGy, et o (L/f)/6G}, sont respectivement
8(1”) _ At L3311 A 8(1/f) _ At L3321 (364)

a(}fl f L2333 , 6(.351 f L2333
En insérant la relation (3.64) dans I’équation (3.59), la matrice jacobienne du systéme peut étre
complétement déterminée, de méme que la direction de descente 5G¢ :

s | oR
0Gs =- {86 } R(G¢) (3.65)

Nous rappelons que les valeurs de G™", G, et N™" sont connues 4 la fin du pas de temps imposé

4 =[t,, t,+At], comme mentionné au début de cette section. En définitive, I’algorithme d’intégration

des différentes relations sur lesquelles repose I’approche M-K se décompose en quatre étapes
principales (Etape 1—4). L’indice k fait référence a I’itération courante de la méthode de
Newton—Raphson :
e FEtapeO:
- Calculer I’orientation de la bande 0 & t,+At en utilisant la relation (3.20).
- Exprimer les tenseurs G™" et N™*" dans le repére local li¢ & la bande (voir I’équation
(3.45)). Quant a G, , sa valeur reste inchangée par rotation R . On obtient donc G}, =GJ, .

- Initialiser le compteur d’itérations k a 0.
- Initialiser G®@, L@ et L™®® aux derniéres valeurs calculées de G®, L® et L™® (i.e.,
a la convergence sur 1’incrément précédent).

Pour k >1, suivre les étapes suivantes :

e FEtapel:
- Exprimer G®®® LB gt L™®“Y dans le repére local lié & la bande en utilisant les
relations (3.45) et (3.47).
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- Calculer le rapport f®™® de I’épaisseur de la bande par rapport a celui de la zone
homogene :

F O = fexp(E5(t,) + AtGE* —EL ) (3.66)

o FEtape2:

- Introduire G™", GI, NPH, f&D [ BED ot LPBED dans la relation (3.57)

(respectivement les relations (3.59) et (3.64)) pour calculer le vecteur résidu R(GE*™)

(respectivement le matrice jacobienne du systtme OR(GS*™)/0G?).

B(k-1)y |1
—GRSEGSB )} R(GZ V) (voir la

- Calculer  8GZ*? =(3G3*“,5G5 Y 5A) = —{
<~S
relation (3.65) ci-dessus).
e FEtape3:
] GB(kfl) +6GB(kfl) GH
- Actualiser les composantes planes de G®® : GP8® = ( =1 =i =12

B (k-1) B (k-1) H
G a T 0G 21 G 22

B (k-1)
. B (k) B(k) . Bk) _ ~33p Bk . _
- Actualiser la composante hors-plan G,;° de G : G, =— [E6D Gy 5 1.9=L2

<~ 3333
e FEtape4:

- Exprimer G®® dans le repére du laboratoire (X,, X,, ;).
- En choisissant G®® comme nouveau gradient de vitesse dans la bande, utiliser
Ialgorithme développé dans la Section 3.3.1 pour calculer L®® et NB®
- Vérifier si le critére de convergence suivant est satisfait :

HGB(k) _ GB(k—l) HNB(k) _ NB(k—l)

LZ
HGB(k) HNB(k)

2 <107 (3.67)

L, L,
Si la condition (3.67) est vérifiée, alors la convergence est atteinte. On arréte alors le
processus itératif. Sinon, on actualise le compteur d’itérations (k<—k+1) et on reprend le
processus itératif & partir de I’Etape 1.

Par rapport a I’algorithme présenté, quelques remarques et indications peuvent étre formulées :

e Pour des incréments de temps typiques At d’une valeur inférieure ou égale a 107 s,
I’algorithme converge au bout de 5 itérations au plus.

e Le critere de convergence (3.67) est utilisé a la place du critere classique

b <10°° (3.68)
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afin d’éviter des variations importantes du module tangent L® d’un incrément & 1’autre. En effet,
quelques simulations effectuées ont démontré que des valeurs voisines de G®® et G®*™

n’impliquent pas forcément que N®® soit proche de N®*™ . Ce constat motive I’utilisation du

critere de convergence (3.67), qui est beaucoup plus rigoureux que celui de la relation (3.68).

3.4 Analyse de la localisation de la déformation de bicouches

meétal/élastomere

Afin d’améliorer la formabilité des tbles métalliques, plusieurs solutions technologiques ont vu le jour
et sont utilisées dans divers domaines industriels. Une des solutions courantes consiste & adhérer
parfaitement un revétement en élastomeére a la tle métallique initiale. Cette technique a prouvé son
efficacité en matiére d’amélioration de la formabilité des composants industriels (Chiu et al., 1994 ;
Alaca et al., 2002 ; Xue et Hutchinson, 2007 ; Xue et Hutchinson, 2008). En effet, pour ne citer que
quelques exemples, on note I’utilisation croissante de bicouches métal/élastomere dans la fabrication
de piéces électroniques qui sont généralement soumises a de fortes déformations lors de leurs mises en
service. Les bicouches sont également utilisées dans la fabrication de conducteurs extensibles
employés dans des applications biomédicales, de méme que la fabrication de systémes de transfert
pour les circuits intégrés a forte densité (Chui et al., 1994 ; Hommel et Kraft, 2001). L’approche par
bifurcation et celle par imperfection initiale, précédemment développées dans les Sections 3.2 et 3.3
pour le cas des toles métalliques, sont étendues dans la présente section au cas des bicouches. Dans
cette étude, nous supposons que I’adhérence entre les deux couches reste parfaite durant le
chargement. Par souci de clarté, tous les paramétres et variables mécaniques correspondant a la couche

de métal (respectivement la couche d’élastomére) sont référencés par la lettre M (respectivement E). A
titre d’illustration, X_ désigne le tenseur des contraintes de Cauchy de 1’élastomere. Avant d’aborder

les modeéles de prédiction de ductilité des bicouches, nous présentons le modéle utilisé pour modéliser
le comportement de I’élastomére. Contrairement a la couche métallique (pour laquelle les différentes
relations constitutives ont été détaillées au Chapitre 2), le modele de comportement mécanique de

1I’élastomeére est de type phénoménologique et il est modélisé par la loi de Néo-Hooke (Hunter, 1979).
Cette loi permet de relier le tenseur des contraintes de Cauchy X au tenseur des déformations de

Cauchy—Green gauche V¢ par la relation suivante :

Ze =g, +pe (Ve)? (3.69)
ou pg est le module de cisaillement de 1’élastomére, et q la pression hydrostatique déterminée par la

condition d’incompressibilité. Par ailleurs, le tenseur V. est défini par la relation suivante :

(VE )2 = FE : (FE)T (3-70)
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F. etant le gradient de transformation relatif a la couche d’€lastomere.

3.4.1 Approche par bifurcation

Similairement au cas de la couche métallique discuté précédemment (voir la Section 3.2.2), la
bicouche est soumise a un chargement biaxial dans son plan, ou les composantes planes du gradient de
vitesse dans les deux couches sont définies par les relations suivantes :

Guin=Gen =6 =1 ;5 Gyyp=0Cgyp =6y =p

(3.72)
GM12 :Gle :GEIZ :GEZl ZGlz :G21 =0

Nous rappelons que p définit le paramétre de trajet de déformation variant entre —0.5 (traction

uniaxiale) et 1 (expansion equibiaxiale). Par ailleurs, nous maintenons la condition de contraintes

planes. Cette condition aux limites implique que le gradient de vitesse de chacune des couches et le
taux de contrainte nominale associé vérifient la relation (3.36). La composante G,,,, de la couche
métallique est déterminée itérativement par I’algorithme décrit dans la Section 3.3.1. Quant a la

couche d’élastomere, sa déformation est incompressible, et par conséquent la composante G.,, est
obtenue de maniere directe via la relation G, = —(Gg,; + Gg,,) - Une fois le gradient de vitesse de

I’élastomere calculé, on en déduit le gradient de transformation associé F., puis on intégre les
relations constitutives de 1’élastomére qui se résument aux équations (3.69) et (3.70). Le critére de
bifurcation stipule que la localisation de la déformation survient lorsque le tenseur acoustique relatif a
la bicouche devient singulier. Ainsi, ce critere, précédemment exprimé par la relation (3.17) pour une

tole métallique simple, s’exprime pour la bicouche sous la forme suivante :
det(NPS.L';f,E.NPS):o (3.72)

ol Ly estune sorte de moyenne des modules tangents bidimensionnels de la couche du métal et de

celle de I’élastomére. Ce module tangent est exprimé sous la forme suivante :

e, L re LP®
Li/IS/EZ YRV, ElE (3.73)
e, + e

ou e,, (respectivement e ) est I’épaisseur initiale de la couche de métal (respectivement de la couche

d’élastomere) et Lf,,s (respectivement LES) est le module tangent bidimensionnel de la couche de

p . 2z \ p PS
metal (respectivement de la couche d’elastomere). Nous rappelons que pour la couche de métal, L,

est déduit du module tangent tridimensionnel L,, par la relation de condensation suivante :

LMaB33 LM33y5 (3.74)

. PS
va:Bs’Yas :]52 LMU,B’Y@ = LM“BVB a L
M3333
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D’autre part, LES veérifie la relation ci-dessous (Ben Bettaieb et Abed-Meraim, 2015) :
L = £, + 2. @1, —'A(Z,) - 2A(Z,) (3.75)

ou les tenseurs A et A représentent les termes convectifs (du tenseur des contraintes de Cauchy)

liés aux grandes déformations :

1
1Aijk| (EE) = E(SIjZEik - 6kan)

1 (3.76)
2Aijk| ()= E(Siszlj +8;Zgy)
Les composantes non nulles du tenseur d’ordre 4 £_ se définissent comme suit :
Loy =20 [exp(zEﬂ) + exp[-2(E,, + E,, )]J
£E 202 = 2“E I:eXp(2E22) + exp[—2(E11 + Ezz )]:|
£E1122 = 2ME exp[_z(Eu + Ezz )] (377)
Le 1o, =“7E[exp(2Eu) + exp(2E22)]

Le critére de bifurcation relatif aux bicouches est implanté suivant une procédure numérique similaire

a I’algorithme développé dans la Section 3.3.2 (et qui correspond au cas des tdles métalliques).
3.4.2 Approche par imperfection initiale

En vue de présenter I’extension du modéle de Marciniak—Kuczynski au cas des bicouches, nous
adoptons les notations suivantes :

e ¢ : épaisseur initiale de la couche de métal dans la bande.
e ey : épaisseur initiale de la couche de métal dans la zone homogene.
: épaisseur initiale de I’élastomeére dans la bande.
e ¢] :épaisseur initiale de I’élastomére dans la zone homogene (égale a e ).
En considérant ces différentes notations, I’imperfection géométrique initiale &, (correspondant

uniquement a la couche de métal), peut étre définie comme suit :

Eo=1-1 (3.78)

L’approche M—K relative a la bicouche est basée sur quatre relations principales :
e La premiére relation traduit ’adhérence entre la couche de métal et celle de I’élastomére. En

effet, les gradients de vitesse bidimensionnels plans du métal et de I’élastomere sont les mémes

GPMSB:GESB:GPSB ; GPMSH :GESH :GPSH (3.79)
e Laseconde relation est la condition de compatibilité entre la bande et la zone homogene :
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G™® —G™H L CPQN ™ (3.80)

e La troisieme relation est celle de la condition d’équilibre a I’interface entre la bande et la zone

homogeéne :
N PS.(8 NPS® 162 NPSBY = A/™S (e NESH 4! NPSH) (3.81)
e La quatriéeme relation fait référence aux lois de comportement relatives aux deux couches. Ces
lois sont formulées sous 1’hypothése des contraintes planes et peuvent étre exprimées sous les
formes génériques suivantes :
\PSB PSB PSB . \JPSB PSB PSB
NPE LB .G™® ; NP -LP®®.G

PSH PSH _(~PSH . pngPSH PSH . (~PSH
N, =Ly :G ; Ng" =L :G

(3.82)

En insérant les relations constitutives (3.82) dans la condition d’équilibre (3.81), on peut obtenir la

relation suivante :
J\%/F’S.(eﬁ‘,I L5® +eg L7°P):G™® :J\A/F’S.(er4 Lo +ef L) GPH (3.83)
Pour chaque trajet de déformation p et chaque orientation initiale de la bande 6,, les relations

principales sur lesquelles repose 1’approche M—K sont intégrées de maniére incrémentale. En effet, en

analysant les relations (3.80) et (3.83), on peut remarquer que les principales inconnues du probléeme

sont les deux composantes du vecteur saut C* . Pour chaque chargement appliqué (déterminé par le

trajet de déformation et 1’orientation de la bande), les calculs sont arrétés lorsque la norme du vecteur

saut C™ atteint une amplitude élevée, marquant ainsi la localisation de la déformation dans la bande.
3.5 Résultats numériques et discussions

3.5.1 Prediction de la striction localisée dans les t6les métalliques

Dans cette section, nous présentons et discutons plusieurs résultats numériques relatifs a la prédiction
de CLF de tdles métalliques. Ces résultats numériques ont été obtenus en couplant deux schémas de
transition d’échelles (a savoir le schéma de Taylor—Lin et le schéma autocohérent, développés dans le
chapitre 2) aux deux criteres de localisation précédemment introduits (en 1’occurrence le critére de
bifurcation et I’analyse par imperfection géométrique initiale). Par souci de concision, le modele
autocohérent et le modéle de Taylor—Lin seront respectivement notés SC et FC. Pour établir des
modeles de prédiction de ductilité, diverses combinaisons entre modele de comportement et critére de
localisation sont possibles : le modéle MK-FC fait référence & la combinaison entre 1’approche M-K
et le modéle FC ; le modéle MK-SC est la combinaison entre 1’approche M—K et le modele SC ; le
modele BT-FC est la combinaison entre 1’approche par bifurcation et le modéle FC ; et enfin le
modele BT-SC désigne le couplage entre 1’approche par bifurcation et le modele SC. Dans les

Sections 3.5.1.2-3.5.1.5, le critére classique de Schmid sera utilisé comme loi d’écoulement a 1’échelle
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du monocristal. Par ailleurs, 1’effet de la régularisation de la loi de Schmid sur la forme et le niveau

des CLF sera étudié en détails dans la Section 3.5.1.6.

3.5.1.1 Paramétres du matériau

A 1’échelle du monocristal, les choix suivants sont adoptés pour toutes les simulations effectuées dans

ce chapitre :

e La loi d’écrouissage introduite dans 1’équation (1.20) sera utilisée sans prise en compte de
I’effet d’anisotropie. En effet, toutes les composantes de la matrice d’interaction a sont fixées a
1.

o Les paramétres d’élasticité et d’écrouissage sont les mémes que ceux donnés dans le Tab. 1.2.
L’agrégat polycristallin que nous considérons est composé de 2000 grains. Nous supposons que la
texture cristallographique initiale du matériau est orthotrope (Fig. 3.5). Cette derniére a été générée en
suivant la méthode proposée par Yoshida et Kuroda (2012).

Texture initiale de 1’agrégat polycristallin étudié : figure de pdle de type {111}.

Nous supposons également que la forme initiale des différents grains constituant le polycristal est
sphérique. Il faut rappeler que la morphologie du grain et son évolution influencent les propriétés
macroscopiques du polycristal lorsque le modéle autocohérent est utilisé comme schéma de transition

d’échelles (voir Section 2.4.6).

3.5.1.2 Prédiction de déformations limites par la théorie de bifurcation

Il est largement admis que le module tangent joue un réle déterminant dans la prédiction des

déformations limites par la théorie de bifurcation. Par conséquent, avant 1’application du critére de

bifurcation, nous examinerons 1’évolution des composantes L,,, et L,,, du module tangent
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macroscopique (Fig. 3.6). La composante L., (respectivement L,,,) est représentative des

composantes hors-cisaillement (respectivement de cisaillement) du module tangent. Dans les Fig. 3.6,
quatre principaux trajets de déformation (p = 0.5, p =0, p =0.5, et p =1) sont utilisés pour
illustrer les évolutions de ces composantes. On peut aisément remarquer que 1’évolution de la

composante L., est pratiguement la méme pour les deux schémas de transition d’échelles, en
particulier pour le trajet de déformation correspondant a la traction uniaxiale (p = —0.5). Cependant,
1’évolution de la composante de cisaillement L,,,, differe notablement d’un schéma de transition

d’échelles a I’autre. Ce résultat confirme les différentes tendances observées dans le Chapitre 2.

On peut également observer a partir des Fig. 3.6 que, malgré la réduction de la composante L,

durant le passage de la phase purement élastique a la phase élastoplastique, cette derniére garde une
valeur sensiblement élevée (comprise notamment entre 1.7x10° et 1.8x10° MPa) tout au long de la
déformation (indépendamment du trajet de déformation). Par contre, la composante de cisaillement

L,,,, est significativement réduite dans la phase élastoplastique et atteint des valeurs relativement

faibles (par comparaison a la composante L ;). Cette observation est une conséquence naturelle du

mécanisme de glissement multiple caractérisant la plasticité cristalline, et qui se traduit naturellement
par la présence de points de vertex sur la surface de charge de Schmid du monocristal. La réduction
des composantes de cisaillement est le facteur déstabilisant qui est principalement responsable de la
bifurcation, et entraine ainsi une localisation de la déformation a des niveaux réalistes de déformation
(Hutchinson, 1970 ; Yoshida et al., 2009). Une corrélation peut étre établie entre 1’évolution des
composantes du module tangent et les déformations limites correspondantes prédites par la théorie de
bifurcation. Comme le montre les Fig. 3.6, les composantes de cisaillement (du module tangent)
obtenues avec le modéle autocohérent ont des niveaux beaucoup plus faibles que leurs homologues
déterminées par le modele de Taylor-Lin. Ainsi, les déformations limites déterminées par la
combinaison de I’approche par bifurcation et du modéle autocohérent sont beaucoup plus faibles que
celles obtenues lorsque le modéle de Taylor—Lin est utilisé comme schéma de transition d’échelles
(voir les Fig. 3.7 et Fig. 3.8(a)). Il faut préciser que lorsqu’une surface de charge ne présentant pas de
points de vertex est utilisée pour modéliser 1’écoulement élastoplastique, la composante de

cisaillement L,,,, garde pratiguement la méme valeur que les autres composantes, entrainant une

prédiction des déformations limites & des niveaux trés élevés. Par ailleurs, les différentes courbes des

Fig. 3.6 (en particulier, celles correspondant aux composantes de cisaillement L,,,,) montrent qu’avec

le modele FC, on observe des fluctuations, contrairement au modele SC. Ce résultat s’explique par le
cadre théorique des deux modeles de transition d’échelles. En effet, lorsque le modéle de Taylor—Lin

est utilisé, les différents grains se déforment uniformément et les interactions entre les grains ne sont
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pas prises en compte. Il en résulte que le module tangent (respectivement le taux de contrainte
nominale) varie significativement d’un grain & [lautre, suivant 1’orientation du réseau
cristallographique. Ce fort contraste conduit a un module tangent macroscopique dont les composantes
sont discontinues, et par conséquent & un tenseur acoustique dont le déterminant présente de fortes
fluctuations (voir la Fig. 3.7(a)). Nous rappelons que dans le cas du modele de Taylor—Lin, le module
tangent macroscopique n’est autre que la moyenne volumique des modules tangents microscopiques.
Par contre, lorsque le modéle autocohérent est utilisé, les interactions entre les différents grains et leurs
voisinages (gouvernées essentiellement par la relation d’équilibre) sont prises en compte. Ces
interactions permettent de réduire le contraste observé sur les composantes des modules tangents entre
les différents grains. Cela se traduit par une évolution beaucoup plus réguliére du déterminant du
tenseur acoustique (voir la Fig. 3.7). Il faut noter que des tendances similaires ont été observées par
Franz et al. (2013).
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Evolution des composantes L;,, et L ,,, enfonctionde E,, : (@) Ly, (p=-05);(b) Ly,
(p=0):() L1111 (p=0.5);(d) L1111 (p=1);(e) L1212 (p=-05);( L1212 (p=0);(9) L1212

(p=05);(h) Ly, (p=1).

Les résultats numériques obtenus par application du critére de bifurcation sont présentés dans ce qui
suit. L application de ce critere se traduit par 1’évaluation du signe du minimum du déterminant du
tenseur acoustique par rapport a toutes les orientations potentielles de la bande de localisation.

Lorsque le minimum du déterminant du tenseur acoustique est négatif, il y a localisation de la

, . - . T R 7 PS
déformation. La forme bidimensionnelle de ce critére implique que le vecteur normal & la bande N

est restreint au plan de la téle durant la déformation.

Dans la Fig. 3.7, nous montrons 1’évolution du minimum du déterminant du tenseur acoustique en

fonction de la déformation majeure, pour quatre trajets de déformation différents (p=—0.5, p=0,
p=05, et p=1). Etant donné que le tenseur acoustique est défini positif dans la plage des

déformations précédant I’apparition de la striction localisée, le vecteur normal a la bande de

localisation A?PS, qui correspond a I’annulation du déterminant du tenseur acoustique au début de la
localisation, est le méme que celui qui minimise ce déterminant par rapport a tous les vecteurs
normaux possibles. On peut observer, qu’indépendamment du trajet de déformation et du schéma
d’homogénéisation, le minimum du déterminant décroit brutalement durant la transition entre le
régime purement élastique et le régime élastoplastique. Dans la phase élastoplastique, on note cette
fois-ci une réduction beaucoup plus douce du déterminant qui s’annule finalement dans le domaine des

grandes déformations.
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Evolution du minimum du déterminant du tenseur acoustique en fonction de E,; pour quatre trajets de

déformation différents (p = -0.5, p =0, p=0.5,et p = 1) : (a) modéle FC ; (b) modéle SC.

Les CLF prédites par le critere de bifurcation, en conjonction avec les modéles FC et SC, sont
illustrées sur la Fig. 3.8(a). Cette figure met en lumiere les différences majeures que 1’on observe entre
les deux modeles de transition d’échelles. En effet, les déformations limites prédites par le modele FC
sont globalement plus élevées que leurs homologues prédites par le modéle SC. Cette observation
confirme les résultats récents de Franz et al. (2013). Par ailleurs, il faut remarquer que les
déformations limites obtenues sont décroissantes et monotones dans I’intervalle des trajets de

déformation négatifs (p < 0), et cela pour les deux modeles de transition d’échelles. Cependant, pour
des trajets d’expansion biaxiale (p > 0), aussi bien la forme que le niveau des CLF prédites sont trés

sensibles au schéma de transition d’échelles utilisé. En effet, alors que les déformations limites
obtenues avec le modele SC restent monotones et décroissantes, celles du modéle FC sont croissantes
pour des trajets de déformation appartenant a I’intervalle [0.2,0.7], et ensuite constantes pour des
trajets de déformation supérieurs a 0.7. On peut également noter que les déformations limites obtenues
avec les deux modeles de transition d’échelles sont tres proches au voisinage du trajet correspondant a
la traction plane (p=0). En revanche, les écarts les plus significatifs entre les deux modéles
d’homogénéisation sont obtenus respectivement au voisinage du trajet de déformation de la traction

uniaxiale (p=-0.5), ou I’écart relatif atteint 27.5%, et au voisinage de 1’expansion équibiaxiale
(p=1), ou I’écart relatif vaut 27.8% . Comparativement aux prédictions de CLF de Yoshida et Kuroda

(2012), obtenues en utilisant un modéle de prédiction de ductilité de type BT-FC, la CLF prédite dans
le cas présent a une forme similaire dans la gamme des trajets de déformation négatifs. Cependant,

pour des trajets de déformation positifs, on observe des différences notables. Comme mentionné dans
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plusieurs travaux de la littérature (voir par exemple, Barlat, 1987 ; Signorelli et al., 2009), I’extréme
sensibilité de la partie droite des CLF (prédites) & la texture cristallographique initiale pourrait
expliquer ces différences.

La Fig. 3.8(b) montre les différentes orientations 6 de la bande de localisation en fonction du trajet de

déformation p, pour les deux schémas de transition d’échelles utilisés. Mé&me si de maniere globale

les courbes décrivant 1’orientation de la bande de localisation ont des évolutions qualitativement
comparables, on peut noter des différences quantitatives importantes par rapport aux deux schémas de
transition d’échelles. Par ailleurs, on remarque que contrairement a la majorité des prédictions basées
sur I’utilisation des modeles de comportement phénoménologiques, les bandes de localisation prédites
par des modeles de comportement de type micromécanique ne sont pas forcément normales a la

direction de laminage pour tous les trajets de déformation positifs. Cette tendance est confirmée par
certains résultats de la littérature (Yoshida et Kuroda, 2012).

0.8- o
E, 10
130
b 20
110
YY) R - | N I A"
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 03 00 03 06 09
(a) (b)

CLF et évolution de I’orientation de la bande de localisation, prédites par couplage des modeles FC et
SC avec le critére de bifurcation : (a) CLF (b) Evolution de I’orientation de la bande de localisation en fonction

du trajet de déformation.

Comme le suggere le Tab. 3.1, une corrélation existe entre le niveau des déformations limites prédites
et le nombre moyen de systémes actifs (désigné succinctement ‘NMSA’) dans le matériau
polycristallin. En effet, les résultats du Tab. 3.1 montrent que les déformations limites augmentent
avec le NMSA. Par exemple, lorsque le modéle FC est appliqué, la valeur maximale du NMSA est
celle qui correspond au trajet p=—0.5, alors que la valeur minimale correspond au trajet p=0 . Les

valeurs intermédiaires qui sont pratiqguement identiques correspondent aux trajets p=0.5 et p=1. Par

conséquent, 1’évolution du NMSA suivant les différents trajets de déformation est cohérent avec
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1’évolution du niveau des déformations limites associées (voir la Fig. 3.8(a)). Une tendance similaire
est observée avec le modéle SC. En effet, on peut remarquer que le NMSA décroit de maniére

monotone lorsque p augmente (ce qui est aussi le cas du niveau des déformations limites

correspondantes, tel qu’illustré dans la Fig. 3.8(a)). Nous précisons que les mémes tendances ont été
observées dans 1’étude de Signorelli et al. (2009), ou un schéma autocohérent viscoplastique a été
couplé a I’approche M—K pour prédire les déformations limites de matériaux polycristallins a structure
cristallographique de type CFC.

p=-0.5 p=0 p=0.5 p=1

NMSA déterminé par modele FC 4.95 4.86 4.94 4.94
NMSA déterminé par le modele SC 4.92 4.80 4.67 4.55

Nombre Moyen des Systemes Actifs (NMSA) déterminé en utilisant les deux schémas de transition

d’échelles (pour quatre trajets de déformation représentatifs).

3.5.1.3 Prédiction des déformations limites par I’approche M-K

Dans cette section, I’approche de Marciniak et Kuczynski est utilisée pour prédire la limite de
ductilité. La Fig. 3.9 montre les textures cristallographiques obtenues avec le modéle MK—FC dans les
deux zones de la téle (la bande et la zone homogéne), déterminées lors de la simulation d’un essai de
traction plane (p=0). Pour mettre en lumiére les différences observées entre les deux zones,

I’intégration numérique est effectuée jusqu’a un niveau bien au-dela des déformations limites

(E;, = 0.25), ou les composantes de G® sont extrémement élevées par rapport aux composantes de

G" (qui deviennent infinitésimales). Ce point correspond & une déformation E? égale & 0.6. Dans la
zone homogene, la déformation logarithmique correspondante garde pratiquement la méme valeur que

la déformation limite (a cause des amplitudes trés faibles des composantes de G" au-dela de la
localisation). Méme si les deux textures sont toutes deux typiques d’une texture obtenue suite a une
traction plane, elles sont clairement distinctes. En effet, la texture relative au polycristal représentatif
de la bande (voir la Fig. 3.9(b)), qui est caractérisée par un gradient de vitesse a trés forte amplitude,
est naturellement plus marquée que celle relative a la zone homogene (voir la Fig. 3.9(a)). Des
tendances similaires ont déja été observées dans 1’étude de Serenelli et al. (2010), ou le comportement
mécanique microscopique utilisé est supposé rigide viscoplastique. Sur la Fig. 3.10, les textures

cristallographiques obtenues suite a 1’application d’un essai d’expansion équibiaxiale (p=1) sont

présentées. On peut noter que, contrairement aux composantes de G", qui correspondent bien & des

conditions aux limites d’expansion équibiaxiale, les composantes de G® tendent vers des conditions
aux limites en traction plane pour des états de déformation de post-localisation. Ainsi, la texture

prédite dans la zone homogeéne est une texture typique d’expansion équibiaxiale, alors que la texture

-194-



Chapitre 3 Prediction de la striction localisée dans les matériaux polycristallins

relative a la bande tend vers une texture de traction plane. Cette tendance est concordante avec de
nombreux résultats de la littérature, qui indiquent qu’indépendamment des conditions aux limites
imposées dans la zone homogéne, la déformation que subit la bande tend vers une déformation de type
traction plane, lorsqu’on s’approche de la localisation. Les évolutions des composantes du gradient de

. - s B -
vitesse dans la bande G®, normalisées par la composante Gy, , et correspondant aux deux trajets de

déformation précédemment mentionnés (a savoir p=0 et p=1) sont illustrées sur la Fig. 3.11.

Figures de pole de type {111}, obtenues par couplage de 1’approche M—K et du modele FC, pour un

trajet de déformation en traction plane (p = 0) et une imperfection géométrique initiale &, égale a 5x10°° et

normale a la direction de laminage : (a) Zone homogene ; (b) Bande.
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(@) (b)
Figures de pole de type {111}, obtenues par couplage de I’approche M—K et du modele FC, pour un

trajet de déformation en expansion équibiaxiale (p =1) et une imperfection initiale &, égale a 5x107° et

normale a la direction de laminage : (a) Zone homogéne ; (b) Bande.
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Evolution des composantes normalisées de G® en fonction de Efl : (a) Traction plane ; (b)

Expansion équibiaxiale.

La Fig. 3.12 montre I’évolution du rapport E; /E. en fonction de la déformation E. , pour quatre

valeurs différentes d’imperfection géométrique initiale. Dans le cas présent, le trajet de déformation

consideéré est celui de la traction plane (p =0), et la bande reste normale a la direction de laminage. Le

caractere en croix "X" introduit sur les Fig. 3.12 indique le moment d’apparition de la striction
localisée. On peut observer que les résultats obtenus sont indépendants des schémas de transition
d’échelles. Par ailleurs, sur la Fig. 3.12(a) ou le modele FC est utilisé, on note que, plus I’imperfection

initiale est faible, plus la localisation de la déformation est brutale. En effet, lorsque 1’imperfection

initiale est trés faible (& =10"), les pentes des différentes courbes passent instantanément d’une

valeur trés proche de zéro a une valeur trés élevée (indiquant ainsi une décharge élastique dans la zone

homogeéne). Lorsque I’imperfection initiale augmente, la localisation survient de maniére moins
brutale surtout quand I’imperfection initiale &, est égale & 10, Dans ce dernier cas, deux domaines
d’évolution différents de la courbe peuvent étre distingués. Le premier domaine se situe

approximativement entre E;, =0.05 et E;, =0.22. Ce domaine est caractérisé par une évolution trés

douce du rapport E., /E;.. Le second domaine correspond & E, >0.22. Dans cette derniére phase, on
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note une évolution tres brutale de la pente qui peut atteindre des valeurs tres élevées. Ces différents

résultats confirment les tendances observées par Yoshida et Kuroda (2012). Par ailleurs, il faut noter

que pour des imperfections initiales assez élevées (5.10° ou 107?) et & des stades précoces de la

déformation, la relation d’équilibre a I’interface entre la zone homogéne et la bande implique que les
amplitudes des composantes du gradient de vitesse dans la zone homogéne sont beaucoup plus faibles
gue celles dans la bande. Par conséquent, la bande subit une déformation plastique alors que 1’état de

déformation dans la zone homogéne reste purement élastique, entrainant ainsi des valeurs trés élevées

du rapport E; /E;. Sur la Fig. 3.12(a), cette tendance peut s’observer sur Iintervalle [0.,5.10°] (de

El“l). Au-dela de ce domaine de déformation, la zone homogene commence a subir a son tour une

déformation plastique, et par conséquent le rapport décroit et finalement avoisine I’unité. Il faut
rappeler que ces tendances sont en parfait accord avec les résultats présentés par Yoshida et Kuroda
(2012). Sur la Fig. 3.12(b), ou le modele SC est utilisé a la place du modéle FC, on note des tendances
tout a fait similaires.

1E%E
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H
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Evolution du ratio Ef‘l/ElH1 en fonction de la déformation E_, pour un trajet de déformation en

traction plane (p = 0) et une imperfection initiale orientée de 0° par rapport a la direction de laminage : (a)

modele FC ; (b) modéle SC.

Sur la Fig. 3.13, nous montrons I’évolution de la déformation critique E,, en fonction de 1’orientation
initiale de la bande 0,, pour quatre trajets de déformation différents. L’imperfection initiale &, est

fixée & 10~ . Deux conclusions principales peuvent étre tirées en fonction des résultats obtenus :

-197-



Chapitre 3 Prediction de la striction localisée dans les matériaux polycristallins

La déformation critique E;, devient beaucoup moins sensible & I’orientation initiale de la bande
lorsque le trajet de déformation p augmente. Les courbes illustrant les évolutions de la

déformation critique en fonction de 1’orientation initiale de la bande sont continues, ce qui
impligue gu’un incrément de 1.5° est suffisant pour détecter 1’orientation de la bande qui
minimise la déformation critique.

Quelques légeres différences relatives aux schémas de transition d’échelles peuvent étre mises
en lumiere. En effet, avec le modele SC (voir la Fig. 3.13(b)), I’orientation de la bande de
localisation est égale a 0° pour tous les trajets de déformation positifs. Cependant, avec le
modele FC, I’orientation de la bande de localisation dévie Iégérement de 0° pour le trajet de

déformation correspondant a 1’expansion équibiaxiale (p =1). En effet, avec cette valeur de p,
la déformation critique E,, décroit légérement dans une plage de valeurs de 0, allant de 0° & 6°,
alors qu’elle augmente par la suite. Il faut noter que ce résultat contraste avec les observations
relatives aux modéles phénoménologiques, ot la déformation critique E., semble étre

indépendante de 0, dans le cas particulier de I’expansion équibiaxiale. Ce point est discuté plus

en détails par la suite (voir la Fig. 3.14).

E, E
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Evolution de la déformation critique E_, en fonction de I’orientation initiale 6, de la bande, pour

quatre trajets de déformation p avec une imperfection initiale &, de 10 : (a) modéle FC ; (b) modeéle SC.

La Fig. 3.14(a) compare les CLF obtenues par le couplage de 1’approche M—K et des deux schémas de

transition d’échelles utilisés. Il faut rappeler que, pour chaque trajet de déformation considéré

(p €[-0.5,11), la déformation limite prédite est le minimum des déformations critiques par rapport aux

-198-



Chapitre 3 Prediction de la striction localisée dans les matériaux polycristallins

différentes orientations possibles de la bande de localisation (6,<[0°90°]). Par ailleurs,

I’imperfection initiale &, est fixée a 10~ pour les différentes simulations effectuées. La tendance que

1’on observe avec I’approche M—K (voir la Fig. 3.14(a)) est la méme que celle observée avec le critere
de bifurcation (voir la Fig. 3.8(a)) : les déformations limites déterminées par le schéma SC sont
beaucoup plus faibles que celles déterminées par le schéma FC. Les courbes tracées sur les Fig. 3.8(a)
et Fig. 3.14(a) illustrent clairement qu’il y a des différences entre les prédictions obtenues avec les
deux schémas de transition d’échelles dans le domaine de 1’expansion biaxiale, méme si les formes et
les niveaux des CLF sont similaires dans le domaine du rétreint. La différence entre les CLF prédites
par les deux modéles d’homogénéisation peut s’expliquer par la différence d’évolution des textures
cristallographiques, qui est un facteur ayant une grande influence sur la limite de ductilité, en
particulier pour les trajets au voisinage de 1’expansion équibiaxiale (Barlat, 1987). En effet, en utilisant
la méme texture cristallographique initiale, les deux schémas de transition d’échelles engendrent des
textures finales qui présentent des différences notables. Cette différence est inhérente a la modélisation
de la déformation locale, et celle-ci differe suivant les deux schémas de transition d’échelles. Par
ailleurs, la formabilité des tdles métalliques peut étre influencée par divers paramétres
microstructuraux tel que la morphologie des grains. En effet, contrairement au modele FC, le modéle
SC a la capacité de prendre en compte I’influence des formes des grains et de leurs évolutions sur le
comportement macroscopique du matériau. A la connaissance de 1’auteur, c’est la premiére fois que
les CLF prédites en utilisant le schéma de Taylor—Lin sont comparées a celles obtenues par le schéma
autocohérent pour le cas d’un comportement élastoplastique indépendant du temps. Cependant, dans la
littérature, de telles comparaisons ont déja été menées pour des agrégats polycristallins viscoplastiques
ou élastoviscoplastiques. Dans ce cadre, on peut citer les travaux de Signorelli et al. (2012), qui ont
mis en lumiére le fait que le modéle SC tend a prédire des déformations limites beaucoup plus faibles
que celles prédites par le modéle FC. Dans d’autres travaux, les mémes auteurs ont obtenu des
résultats contradictoires aux résultats précédents, toujours pour un comportement polycristallin
viscoplastique. En effet, il a été démontré dans (Signorelli et al., 2009 et Serenelli et al., 2011) que le
modéle SC permet d’obtenir des limites de ductilité plus élevées que celles prédites par le modeéle FC.
Cette différence de tendance entre les différents travaux est liée a la différence entre les textures

cristallographiques initiales utilisées et les évolutions de ces textures durant la déformation.

L’orientation de la bande de localisation 6, déterminée au moment de 1’apparition de la striction
localisée, est représentée sur la Fig. 3.14(b) en fonction du trajet de déformation p . On peut remarquer
que, d’une maniére globale, 1’évolution de I’orientation de la bande de localisation prédite par
I’approche M-K est assez proche de celle obtenue par le critére de bifurcation. Cependant, avec
I’approche MK, la différence entre les orientations déterminées par le modele FC et celles prédites
par I’approche SC est beaucoup moins prononcée dans le domaine de 1’expansion biaxiale (p>0). En

effet, les prédictions liées aux deux modeles de transition d’échelles montrent que la bande de
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localisation reste normale & la direction de laminage lorsque la valeur de p est comprise entre 0 et
0.9. En revanche, pour le cas particulier de 1’expansion équibiaxiale (p=1), la normale a la bande

dévie légérement de la direction de laminage (de 5° environ) lorsque le modele FC est utilisé, alors

gu’elle reste confondue avec la direction de laminage lorsqu’on utilise le modéle SC.

3049
\“ ~ N
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0.15-
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CLF et évolution de I’orientation de la bande de localisation, prédites par couplage des modeles FC et
SC avec I’approche M—K, pour une imperfection initiale &, de 10™ : (a) CLF ; (b) Evolution de I’orientation de

la bande de localisation 0 en fonction du trajet de déformation p .

3.5.1.4 Comparaison entre la théorie de bifurcation et ’approche par imperfection initiale
L’influence de I’imperfection initiale &, sur les déformations critiques prédites E_, est illustrée sur la

Fig. 3.15. Sur cette figure, nous montrons 1’évolution de E_, en fonction de I’orientation initiale de la

bande de localisation 6, pour différentes valeurs d’imperfection initiale &, dans le cas de la traction
plane. On peut remarquer que le niveau des courbes décroit de maniére monotone lorsque
I’imperfection initiale & augmente, indépendamment du schéma de transition d’échelles utilisé. On
peut également observer que 1’orientation initiale de la bande de localisation prédite est égale a 0°
(dans le cas particulier de la traction plane). De plus, E;, atteint une valeur seuil lorsque la valeur de
&, tend vers zéro. En se basant sur les formulations théoriques développées dans la Section 3.2.3, il est

raisonnable de prévoir que cette valeur seuil soit égale a la déformation limite correspondant au critére
de bifurcation. Ce résultat important est discuté plus en détails dans les lignes qui suivent (voir la Fig.

3.17, ou les CLF prédites par le critére de bifurcation sont comparées a celles prédites par 1’approche
M-K).
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Evolution de la déformation critique E_, en fonction de I’inclinaison initiale de la bande 6,, pour un

trajet de traction plane (p = 0) et différentes valeurs d’imperfection initiale : (a) modéle FC ; (b) modéle SC.

Comme c’est montré sur la Fig. 3.15, une augmentation de I’imperfection initiale entraine une
réduction du niveau des déformations limites. Pour illustrer davantage cette tendance, la Fig. 3.16
montre 1’évolution des déformations limites majeures E,, en fonction de I’imperfection initiale &, , en
considérant quatre trajets de déformation différents. Il faut préciser que, sur cette figure, la
déformation limite correspondant & 1’abscisse & =0 est celle obtenue par application du critére de

bifurcation. On peut clairement observer que la limite de formabilité diminue quand I’imperfection
initiale augmente, et cela quel que soit le trajet de déformation considéré. Notons que ce résultat est
valable pour les deux modeles de transition d’échelles. La dépendance des déformations prédites au
ratio d’imperfection initiale, dans le cadre d’une modélisation en plasticité cristalline avec sensibilité a
la vitesse de déformation (Zhou et Neale, 1995 ; Signorelli et al., 2009) ou sans sensibilité a la vitesse
de déformation (Yoshida et Kuroda, 2012), a déja fait 1’objet de plusieurs études précédentes dans la
littérature. Les conclusions tirées dans la présente étude sont cohérentes avec celles reportées dans la

littérature.
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Evolution de la déformation limite majeure E,, en fonction de I’imperfection initiale &, , pour quatre

trajets de déformation différents : (a) modéle FC ; (b) modéle SC.

La comparaison entre les CLF prédites par le critére de bifurcation et celles déterminées par

I’approche M—K est montrée sur la Fig. 3.17. Quatre imperfections initiales sont utilisées pour cette
étude: & =107, & =107, & =5x10" et & =107 . On peut remarquer que les CLF déterminées par le
critere de bifurcation représentent une limite supérieure de celles obtenues par I’approche par
imperfection initiale. Ce résultat est valable pour les deux schémas de transition d’échelles étudiés, a
savoir le modéle de Taylor-Lin (FC) et I’approche autocohérente (SC). En effet, la Fig. 3.17 montre
gue les déformations limites relatives a I’approche M—K tendent vers celles prédites par la théorie de
bifurcation lorsque I’imperfection géometrique initiale &, tend vers zero. En d’autres termes,

I’influence de I’imperfection initiale consiste simplement en une translation des CLF vers le bas. Au
vu des similitudes entre les formulations mathématiques des deux critéres de localisation, cette
tendance est prévisible : I’approche M—K se réduit a I’analyse par bifurcation lorsque I’imperfection
initiale est égale a zéro. Les CLF de la Fig. 3.17 confirment également que cette tendance déja obtenue
dans les résultats des Fig. 3.15 et Fig. 3.16, pour le cas particulier de la traction plane, est généralisable
a tous les trajets de déformation. 1l faut mentionner que ce résultat est déja connu lorsque des modéles
phénoménologiques sont utilisés pour modéliser le comportement des téles (voir, par exemple, Ben
Bettaieb et Abed-Meraim, 2015). Dans le contexte des modeles de comportement micromécaniques,
une récente étude a été menee par Yoshida et Kuroda (2012). Dans cette derniére contribution, seul le
modele FC a été utilisé pour déduire les propriétés macroscopiques du matériau. Les auteurs ont
observé que les déformations limites augmentent lorsqu’on réduit I’imperfection initiale et tendent & se

saturer en dessous des valeurs prédites par la théorie de bifurcation, a I’exception des déformations
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limites déterminées pour les trajets proches de I’expansion équibiaxiale. En effet, pour des modes de
déformation en expansion équibiaxiale, Yoshida et Kuroda (2012) ont trouvé que les déformations

limites prédites par I’approche M—K augmentent lorsque I’imperfection initiale décroit, et qu’elles

excedent les déformations limites prédites par le critere de bifurcation lorsque la valeur de &, vaut

10™*. Les différences observées entre les résultats de Yoshida et Kuroda (2012) et ceux de la présente
étude (portant uniquement sur la structure cristallographique de type FC), peuvent étre corrélées avec
les différences des textures cristallographiques initiales utilisées comme données d’entrée pour les
diverses simulations. En effet, les déformations limites prédites aussi bien par le critere de bifurcation
que par I’approche M—K sont trés sensibles aux variations de textures cristallographiques (aussi
infimes soient-elles) pour des trajets de déformation proches de 1’expansion équibiaxiale. Cette
extréme influence de la texture cristallographique initiale et induite sur la prédiction de la striction
localisée a déja été soulignée dans plusieurs études de la littérature, telle que celles d’Asaro et
Needleman (1985) ou Barlat (1987).

11 EC 111
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Comparaison entre les CLF prédites par 1’approche M—K (&, =10"; €, =10"° ; € = 5x107° -

€, =10"") et celles prédites par le critére de bifurcation : (a) modéle FC ; (b) modgle SC.

Sur la Fig. 3.18, les comparaisons précédentes entre I’approche M—K et le critére de bifurcation sont
étendues & 1’orientation de la bande de localisation. A partir de cette figure, les observations suivantes

peuvent étre faites :
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o Lorsque I’approche M-K est appliquee, la bande de localisation reste normale a la direction de

laminage pour presque tous les trajets de déformation situés dans le domaine de I’expansion

biaxiale (p>0).

e Dans le domaine des trajets de déformation négatifs, la valeur de 1’orientation de la bande de

localisation décroit lorsque le trajet de déformation p augmente. Par ailleurs, pour une valeur

donnée de p, I’orientation de la bande décroit lorsque I’imperfection initiale augmente.

o De maniére globale, les deux modeéles multi-échelles conduisent & des tendances trés proches en

terme d’évolution de I’orientation de la bande de localisation, méme si cette derniére se révéle

étre beaucoup plus sensible a I’imperfection initiale lorsque le modéle SC est appliqué.
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Comparaison entre 1’orientation de la bande de localisation prédite par 1’approche M—K (&, = 10 .

g, =107 ; € = 5x10°° ; & =10") et celle prédite par le critére de bifurcation : (a) modéle FC ; (b) modéle SC.

3.5.1.5 Sensibilité des CLF a la texture cristallographique initiale

Il est largement admis que la texture cristallographique initiale affecte significativement la forme et le
niveau des CLF (Yoshida et Kuroda, 2012 ; Bertinetti et al., 2014). En vue d’investiguer cet aspect en

appliquant les modeles de ductilit¢ que nous proposons, deux textures initiales différentes sont

introduites en plus de la texture usuelle exposée dans la Fig. 3.5. Dans la suite, la texture introduite

dans la Fig. 3.5 ainsi que les deux autres nouvelles textures seront nommées respectivement Texture |,

Texture Il et Texture III. 1l est important de préciser que les Textures Il et 11l sont déduites de la

Texture | en remplacant respectivement 500 et 1000 grains des constituants du polycristal initial par

d’autres grains d’orientations cristallographiques différentes. Les Fig. 3.19(a) et b montrent les figures
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de pdle de type {111} relatives aux Texture Il et Texture I1l. On peut remarquer que ces derniéres ne

sont pas tres différentes de la texture initiale (Texture ).

Figures de pole de type {111} des textures modifiées : (a) Texture 11 ; (b) Texture I11.

L’influence de la texture cristallographique initiale sur le niveau et la forme des CLF prédites par les
différents critéres de localisation et modéles de comportement est illustrée sur les Fig. 3.20. Dans
I’ensemble, on peut observer que la sensibilité des déformations limites a la texture initiale reste trés

faible pour des trajets de déformation appartenant au domaine du rétreint (p <0). Toutefois, dans le
domaine de I’expansion biaxiale (p>0), on note une tendance inverse. En effet, aussi bien la forme

gue le niveau des CLF sont fortement influencés par la texture cristallographique initiale. Cette
observation est cohérente avec les travaux fondamentaux tel que Barlat (1987). Par ailleurs, dans le
domaine de I’expansion biaxiale, les écarts (entre les CLF correspondant aux différentes textures
cristallographiques) sont beaucoup plus importants lorsque 1’approche M—K est utilisée (voir les Fig.
3.20(b) et d), comparativement au critére de bifurcation (voir les Fig. 3.20(a) et c). De plus, la Fig.
3.20(a) révéle que les déformations limites relatives aux Textures 1l et 1l prédites par le couplage du
critere de bifurcation et du modele FC sont relativement basses pour des trajets de déformation
proches de I’expansion équibiaxiale, contrairement a la Texture 1. Sur la Fig. 3.20(c), le méme critére
de localisation (& savoir 1’approche par bifurcation) couplé avec le modéle SC aboutit a la formation
d’un plateau dans le domaine des trajets de déformation proches de 1’expansion équibiaxiale, pour le
cas particulier de la Texture Ill. Tous ces résultats susmentionnés illustrent I’influence trés forte et

complexe de la texture cristallographique initiale sur les CLF.
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Impact de la texture cristallographique initiale sur les CLF prédites : (a) modele BT-FC ; (b) modéle

MK-FC (&, =10"); (c) modele BT-SC ; (d) modéle MK-SC (&, =107).

De nombreuses études de la littérature mettent en lumiére une corrélation tres forte entre les
déformations limites prédites au voisinage de 1’expansion équibiaxiale et I’arrondissement de la
surface de charge (Neale et Chater, 1980 ; Lian et al., 1989 ; Kuroda et Tvergaard, 2000 ; Signorelli et
al., 2012). Pour investiguer davantage cette corrélation, nous tracons sur la Fig. 3.21 les surfaces de
charge relatives aux trois textures présentées précédemment (Texture I, Texture Il et Texture I11), a des
niveaux de déformations équivalents aux déformations limites de 1’expansion équibiaxiale (voir la Fig.
3.21(a) pour le modele FC et la Fig. 3.21(b) pour le modele SC). Similairement aux procedures
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décrites dans la littérature (voir par exemple 1’étude de Wu et al., 2004), ces surfaces de charge sont

normalisées par leurs contraintes équibiaxiales (X, =%X,,), en vue de comparer leurs formes.

Conformément a la plupart des résultats de la littérature, une corrélation entre le niveau de la CLF au
voisinage de I’expansion équibiaxiale et le degré d’arrondissement de la surface de charge associée (au
voisinage de I’expansion équibiaxiale), peut étre clairement établie. Plus la surface de charge est aigué,

plus la partie droite de la CLF correspondante est basse.

- z‘lzz(l\/lpa) """"" Texture | - ZZZ(MPa) """"" Texture |
1.54 - — - Texture Il 1.5 - — - Texture Il
Texture 11 ] Texture 11
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Surfaces de charge relatives aux trois textures cristallographiques (Texture I, Texture 11, et Texture
I1), calculées & des niveaux de déformations équivalents aux déformations limites de I’expansion équibiaxiale :
(a) modéle FC ; (b) modele SC.

3.5.1.6 Influence de la régularisation du critere de Schmid sur la prédiction des CLF

Comme discuté précédemment, les niveaux réalistes des déformations limites obtenues dans la partie
droite des CLF prédites par le critére de bifurcation est une conséquence naturelle de la présence de
points de vertex sur la surface de charge (de Schmid) du monocristal. Dans cette section, nous nous
intéressons a I’influence de la régularisation de la loi d’écoulement de Schmid sur les CLF prédites.
L’effet de la régularisation de la surface de charge de Schmid sur la réponse contrainte—déformation et
sur 1’évolution des composantes du module tangent macroscopique a été étudié en détails dans la
Section 2.4.8 (Chapitre 2). En I’occurrence, il a été montré a travers les résultats numériques présentés
dans cette section, que les composantes du module tangent macroscopique prédites par le critére
régularisé de Schmid (CRS) gardent leurs valeurs élastiques tout au long de la déformation. Une

tendance nettement contrastée est observée avec le critere classique de Schmid (CCS), ou les
composantes de cisaillement du module tangent, représentées par L,,.,, sont significativement

réduites une fois que la phase de déformation purement élastique a été franchie. Nous avons Vérifié,
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sur la base de plusieurs simulations, que cette propriété est valide pour tous les trajets de déformation.
L’agrégat polycristallin étudié dans cette section est constitué de 1000 grains. La texture
cristallographique initiale correspondant a cet agrégat polycristallin est représentée sur la Fig. 3.22
sous forme de figure de pble de type {111}. Par ailleurs, les paramétres d’écrouissage et d’élasticité

gue nous utiliserons sont les mémes que ceux introduits dans la Section 3.5.1.1.
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Figure de pole de type {111} correspondant a la texture cristallographique initiale (1000 grains).

Les Fig. 3.23 et Fig. 3.24 montrent les évolutions du minimum du déterminant du tenseur acoustique,
par rapport a toutes les orientations possibles de la bande de localisation, en fonction de la déformation
majeure, et suivant quatre trajets de déformation différents. Sur la Fig. 3.23, le modéle FC est utilisé
comme schéma de transition d’échelles. Il faut rappeler que I’apparition de la striction localisée est
marquée par la singularité du tenseur acoustique (i.e., aussitbt que le déterminant de ce tenseur

acoustique devient nul). Dans le domaine du rétreint (voir, par exemple, les cas de p =-0.5 et
p = 0), nous observons, pour les deux lois d’écoulement (& savoir le CCS et le CRS), une chute de la

valeur du déterminant du tenseur acoustique qui finit par s’annuler. Cependant, pour des trajets de

déformation positifs (p > 0), la tendance est complétement différente lorsque le CRS est utilisé. En
effet, le déterminant décroit trés légérement pour p = 0.1 et garde pratiquement une valeur constante
pour p=1 ou p=0.5. Comme cela a été souligné dans la littérature pour le cas des modeles

phénoménologiques (voir, par exemple, Rice, 1976 ; Hutchinson et Neale, 1978b ; Ben Bettaieb et
Abed-Meraim, 2015), nous constatons que lorsque les composantes de cisaillement du module tangent
gardent leurs valeurs élastiques, I’utilisation de 1’approche par bifurcation comme critére de
localisation aboutit a la prédiction de déformations limites irréalistes dans le domaine de 1’expansion

biaxiale (p > 0). Dans le cas présent, les déformations limites dépassent 200%. Sur la Fig. 3.24, une
analyse similaire a celle de la Fig. 3.23 est effectuée, avec cette fois-ci le modéle de comportement
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autocohérent (SC). Comme nous pouvons 1’observer, 1’approche autocohérente (voir la Fig. 3.24)
révéle des tendances trés similaires a celles obtenues avec le modele de Taylor—Lin (FC). Par ailleurs,
avec le critere classique de Schmid (CCS), les déformations limites prédites par le modéle SC sont,
dans I’ensemble, beaucoup plus faibles que celles obtenues avec le modele FC. Cependant, avec le
critere régularisé de Schmid (CRS) nous ne notons pas de différences significatives entre les
déformations limites obtenues avec le modele FC et celles déterminées par le modéle SC.

Fig. 3.23. Evolution du minimum du déterminant du tenseur acoustique suivant différents trajets de

4x10°7 . B! 10004 . B!
| Min,,..[det (7 LA | | Min,.. det(a =N |
3x10°- 750-
—p=-05

3 —p= 0
2x10°4 500 oo
1x10°1 250

0 El} 0 E,

0.0 2.0 0.00 0.25 0.50 0.75

@ (b)

déformation : (a) CRS (n = 20) couplé au modele FC ; (b) CCS couplé au modele FC.
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Fig. 3.24. Evolution du minimum du déterminant du tenseur acoustique suivant différents trajets de
déformation : (a) CRS (n = 20) couplé au modeéle SC ; (b) CCS couplé au modele SC.

La Fig. 3.25 montre les déformations limites obtenues pour différentes valeurs de p. Les deux

modéles d’homogénéisation étudiés (a savoir le modéle FC et le modéle SC) sont combinés aux
différentes formes du critére de Schmid (i.e., le CCS et le CRS). Comme mentionné précédemment,

les déformations limites obtenues avec le CRS sont trés élevées dans le domaine de 1’expansion
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biaxiale. Cette tendance confirme les observations faites dans la Section 2.4.8 (voir les Fig. 2.38 et
Fig. 2.40), ou il a été prouvé que les composantes de cisaillement du module tangent déterminé par le
CRS gardent leurs valeurs élastiques, conduisant ainsi a la prédiction de déformations limites

irréalistes lorsque p > 0. Dans le domaine du rétreint cependant, les déformations limites du CRS ont

des valeurs réalistes, méme si ces dernieres sont beaucoup plus élevées que leurs homologues du CCS
(voir la Fig. 3.25).

E, [—crs
] —ccs

0.2

E22 1 E22

04  -02 0.0 0.2 04l-06 -04 02 00 02 04 06
(@) (b)

CLF prédites par les deux modéles d’homogénéisation combinés aux deux versions du critére de
Schmid : (a) modéle FC ; (b) modele SC.

Les Fig. 3.26 montrent 1’évolution de 1’orientation de la bande de localisation en fonction du trajet de

déformation p . Avec le modéle FC et dans le domaine du rétreint, on observe que les orientations de

la bande sont insensibles a la loi d’écoulement utilisée (Fig. 3.26(a)). Cependant, avec le modele SC
les différences en termes d’orientation de la bande sont beaucoup plus marquées dans le domaine du
rétreint (voir la Fig. 3.26(b)). En plus, avec ce schéma de transition d’échelles (i.e., le modéle SC) et
I’agrégat polycristallin étudié (voir la Fig. 3.22 pour la texture cristallographique initiale), les bandes
de localisation prédites avec le CCS restent normales a la direction de laminage dans le domaine de

I’expansion biaxiale (p > 0).
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(a) (b)
Evolution de I’orientation de la bande de localisation en fonction du trajet de déformation : (a) modéle

FC ; (b) modele SC.

3.5.2 Prédiction de la striction localisée des bicouches

Cette section est consacrée a 1’étude de I’impact de 1’ajout d’une couche d’élastomeére sur la ductilité
de la bicouche. La couche de métal est représentée par un agrégat polycristallin de 2000 grains dont la
texture cristallographique initiale a été générée aléatoirement (Fig. 3.27). Les parametres
microstructuraux du matériau métallique sont les mémes que ceux introduits dans la Section 3.5.1.1.
Le critere classique de Schmid (CCS) est utilisé pour modéliser 1’écoulement élastoplastique a
1I’échelle du monocristal. Sauf indication contraire, le modele autocohérent (modele SC) est utilisé
pour assurer la transition entre 1’échelle microscopique et 1’échelle macroscopique de la couche de
métal. Le module de cisaillement de la couche d’élastomére est fixé a 22 MPa. Ce choix correspond
aux données du polyuréa (Amirkhizi et al., 2008). Sur les différentes figures de la section suivante, la
couche de métal (respectivement la bicouche) sera brievement notée ‘FM’ (respectivement ‘BL’).
Dans le cas de la bicouche, le rapport de 1’épaisseur initiale de la couche d’élastomére sur celle de la

couche de métal est fixé a 0.5 pour toutes les simulations effectuées.
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Figure de pdle de type {111} correspondant a la texture cristallographique initiale d’un agrégat

polycristallin de la couche de métal de la bicouche.

3.5.2.1 Approche par bifurcation
L évolution du minimum du déterminant du tenseur acoustique A/™ . LS. /™, (par rapport a toutes

les orientations possibles de la bande de localisation), est illustré sur les Fig. 3.28 comme fonction de
la déformation majeure E,. Le début de la striction localisée est marqué par une réduction de ce
minimum a une valeur nulle tel que défini par le critére de bifurcation (voir la relation (3.72) pour plus
de détails). Quatre trajets de déformation sont considérés sur les Fig. 3.28: p=-0.5,p=0, p=0.5,
et p =1. En comparant la Fig. 3.28(a) a la Fig. 3.28(b), on peut aisément remarquer que 1’addition de

la couche d’élastomére retarde substantiellement I’apparition de la striction localisée. Ce résultat
s’explique par le fait que, sous chargement bidimensionnel, les composantes de cisaillement du
module tangent relatif a la couche d’élastomére ne peuvent qu’augmenter (Ben Bettaieb et Abed-
Meraim, 2015), alors que celles correspondant au matériau métallique sont résolument décroissantes

(voir par exemple la Fig. 3.6).
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Evolution du minimum du déterminant du tenseur acoustique en fonction de Ey;, pour quatre trajets de
déformation différents (p = -0.5, p=0, p=0.5,et p =1): (a) Couche de métal (FM) ; (b) Bicouche (BL).

L’effet de la couche d’élastomere sur la retardation de 1’apparition de la striction localisée pour tous
les trajets de déformations est illustré sur les Fig. 3.29. Ces prédictions confirment les résultats
préliminaires représentés sur les Fig. 3.28 : 1’ajout de la couche d’élastomére entraine une translation

de la CLF vers le haut, et par conséquent une augmentation de la ductilité de la bicouche.
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Effet de la couche d’élastomére sur la ductilité de la bicouche : (a) modéle FC ; (b) modéle SC.
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3.5.2.2 Approche par imperfection initiale

Pour étudier 1’apparition de la striction localisée dans la bicouche, 1’évolution des composantes du

vecteur saut C ainsi que le déterminant du tenseur acoustique dans la bande sont tracés sur les Fig.
3.30 en fonction de la déformation majeure dans la zone homogéne E,,. Pour I’obtention de ces
résultats, le trajet de déformation p, I’imperfection géométrique initiale &, et I’orientation initiale de

la bande de localisation 6, sont fixés respectivement 2 0, 10~ et 0°. A partir de la Fig. 3.30(a), on peut

conclure que les composantes C, et C, du vecteur saut C sont trés proches de 0 avant I’apparition

de la localisation. Par la suite, la premiére composante C, augmente trés brutalement lorsque la
composante de la déformation E,; dans la zone homogene atteint une valeur de I’ordre de 0.28. Cette

évolution brutale entraine la localisation de la déformation dans la bande. Pour confirmer cette
observation, 1’évolution du déterminant du tenseur acoustique dans la bande est tracée sur la Fig.
3.30(b). Nous observons que la déformation limite (0.28) est atteinte lorsque le déterminant devient
égal a 0. Ce résultat est escompté, au vu des similarités des formulations mathématiques entre le
critere de bifurcation et I’approche M—K. L’évolution du déterminant du tenseur acoustique dans la
bande peut donc étre utilis¢ comme un indicateur alternatif fiable de 1’apparition de de la striction

localisée dans la bicouche suivant les différents trajets de déformation.

1x10° ) R
8+ | [det(N'“S .LPS.NPS)}
p=0;& =10";0,=0° 8x10°-
6 .
6x10° L .
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(@ (b)

llustration de I’apparition de la striction localisée dans la bicouche (p = 0; &, =107 ; 8, = 0°) : (a)

Evolution des composantes du vecteur saut C en fonction de la déformation majeure dans la zone homogéne

E.. ; (b) Evolution du déterminant du tenseur acoustique dans la bande en fonction de la déformation majeure

dans la zone homogeéne E; .
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La comparaison entre les CLF prédites par la théorie de bifurcation et celles déterminées par
I’approche M—K est représentée sur la Fig. 3.31. Trois valeurs différentes d’imperfection géométrique
initiale &, sont considérées : 10, 10 2et 1072, Il apparait trés clairement que la forme et le niveau des
CLF sont largement influencés par I’imperfection géométrique initiale. On peut également remarquer
que pour tous les trajets de déformation, les déformations limites déterminées par le critére de
bifurcation représentent une borne supérieure de celles déterminées par I’approche M—K. Par ailleurs,

il faut mentionner que ce résultat est valable pour les deux schémas de transition d’échelles utilisés, a

savoir les modeéles FC et SC.

0.8 0.8-
Ell E

11

FC 1 SC

—— Bifurcation 0.6
—M-K

Bifurcation I

e=107 G710 £ 210" g=10"
nn EZZ nn E22
02 00 02 || w02 o0 02
(@) (b)

Effet de I’imperfection géométrique initiale sur la forme et le niveau des CLF de la bicouche : (a)
modele FC ; (b) modéle SC.

3.5.3 Prédiction des instabilités plastiques dans les toles soumises a des procédés de

mise en forme

Le modéle de comportement autocohérent développé dans le Chapitre 2 est implanté, sous la forme
d’une subroutine UMAT, dans le logiciel de calcul par éléments finis ABAQUS/Implicit pour des
applications en calcul de structure. Cette implantation a ensuite été utilisée pour simuler I’emboutissage a
froid de plusieurs éprouvettes de type Nakazima (Fig. 3.34). Pour prédire 1’apparition d’instabilités
plastiques dans I’éprouvette durant I’emboutissage, le critere de perte d’ellipticité (voir I’équation (3.17))
a été associé au modele de comportement dans la subroutine UMAT. Contrairement aux études
précédentes, ou le critére de bifurcation était utilisé pour prédire des instabilités de type exclusivement
matériau, le critére de perte d’ellipticité utilisé dans cette section prédit des instabilités pour lesquels

I’aspect géométrique (structural) joue un réle non négligeable et affecte la prédiction d’instabilités.
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3.5.3.1 Parameétres du matériau

Les parametres microstructuraux de I’agrégat polycristallin que nous considérons sont les suivants :

o Les coefficients de Lamé L et p sont fixés respectivement a 49.41 GPa et 25.45 GPa.

e Les paramétres d’écrouissage sont les mémes que ceux introduits dans la Section 3.5.1.1.
Afin d’optimiser la simulation du procédé d’emboutissage en utilisant un modéle de comportement
multi-échelles, une étude de sensibilité est préalablement effectuée pour déterminer le nombre de
grains minimal a utiliser pour obtenir une description représentative du comportement macroscopique
de I’agrégat polycristallin (associé a chaque point de Gauss du maillage). Cette étude préliminaire a
permis de conclure qu’un polycristal & 500 grains est un choix optimal pour avoir un volume
élémentaire représentatif du comportement macroscopique tout en minimisant les temps de calcul
CPU. La texture cristallographique initiale du polycristal affecté a chaque point d’intégration du

modeéle EF étudié est illustrée sur la Fig. 3.32.

Figure de pdle de type {111} représentant la texture cristallographique initial de 1’agrégat

polycristallin associé aux points de Gauss du maillage.

3.5.3.2 Simulation du procédé d’emboutissage a froid des tles métalliques

L’emboutissage a froid de la tdle par poincon hémisphérique est simulé afin de prédire 1’apparition
d’instabilités plastiques. La description du dispositif d’emboutissage est illustrée sur la Fig. 3.33 ou le
diametre du poingon vaut 100 mm. Le frottement entre le poingon et 1’éprouvette (de type Nakazima)
est modélisé par la loi de Coulomb. Le coefficient de frottement est fixé a 0.1. La géométrie plane et
les dimensions caractéristiques de 1’éprouvette (Fig. 3.34) sont les mémes que celles définies dans
Kami et al. (2015). L’épaisseur de 1’éprouvette est toutefois fixée a 1 mm pour toutes les études
réalisées dans cette section. Par ailleurs, pour simuler différents trajets de déformation, nous avons

utilisé trois valeurs de la largeur w (voir la Fig. 3.34 pour plus de détails) : 30 mm pour avoir une
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traction uniaxiale (p =-0.5), 90 mm pour avoir une traction plane (p=0), et enfin 185 mm pour
avoir un état d’expansion équibiaxiale (p =1). Le maillage des outils du dispositif d’emboutissage

(poincon et serre-flans) est réalisé avec des éléments rigides tridimensionnels a 4 nceuds (R3D4),
tandis que celui de I’échantillon est composé d’éléments tridimensionnels linéaires a 8 nceuds a
intégration réduite (C3D8R). Il faut par ailleurs préciser que le maillage de I’échantillon compte 3
éléments dans 1’épaisseur en vue de bien modéliser les effets de flexion, et ainsi améliorer la précision
du calcul. Ce choix pratique nous semble étre un bon compromis entre la précision des résultats et la
réduction des temps de calcul. Toutefois, a cause des fortes sollicitations qui prévalent dans la zone de
contact entre le poingcon et 1’éprouvette, nous augmentons la densité du maillage dans cette zone. Les
conditions aux limites que nous appliquons pour simuler le procédé d’emboutissage sont de type

déplacement. En effet, le poincon est translaté vers le bas d’une valeur de 60 mm.

Spécimen Poingon

Serre-flans

Fig. 3.34. Dimensions caractéristiques de 1’éprouvette utilisée pour les tests de Nakazima (Kami et al., 2015).

La Fig. 3.35 montre les courbes représentant 1’évolution de la force du poingon en fonction du
déplacement pour les trois trajets de déformation considérés. Comme attendu, on remarque que
lorsque la largeur de 1’échantillon w augmente, I’intensité maximale de la force du poingon augmente
également. Les marquages en point présents sur les différentes courbes indiquent les instants auxquels
surviennent les instabilités prédites par le critere de perte d’ellipticité. Par ailleurs, on peut
s’apercevoir que I’apparition de ces instabilités plastiques n’a pas forcément lieu & I’instant ou le

maximum de la force du poingon est atteint.
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Fig. 3.35. Relation force-déplacement du poingon pour différentes géométries de 1’éprouvette.

Les Fig. 3.36 montrent les déformées correspondant aux différentes éprouvettes, ainsi que la
distribution des contraintes de von Mises au moment de 1’apparition des instabilités. On peut
remarquer que les différentes valeurs de la contrainte équivalente sont relativement faibles dans la

zone centrale de 1’éprouvette et atteignent leurs maximums dans la zone périphérique.

8, Mises

(Avg: 75%)
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(a) (b) (c)

Fig. 3.36. Distribution de la contrainte équivalente de von Mises dans les différentes éprouvettes au moment de

I’apparition des instabilités plastiques : (a) w = 30 mm ; (b) w = 90 mm; (c) w = 185 mm.

Pour illustrer 1’évolution des instabilités plastiques dans I’éprouvette, nous associons a chaque élément

de la structure un indicateur sous la forme d’une variable binaire. Cet indicateur a pour valeur 0
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(respectivement 1) lorsque le minimum du déterminant du tenseur acoustique, par rapport a toutes les
orientations possibles de la bande de localisation, est positif (respectivement négatif). La Fig. 3.37 est
une photographie des différentes éprouvettes au moment de 1’apparition de la localisation. Sur cette
figure, la couleur rouge correspond a la valeur 1 de I’indicateur (et par conséquent aux éléments dans
lesquels I’instabilité plastique est détectée) et la couleur bleue a la valeur 0. De maniére globale, on
peut observer que la localisation débute dans la zone périphérique du déme, ou la contrainte de von
Misés est maximale (voir la Fig. 3.36).

(@) (b) ©

Distribution de I’indicateur de perte d’ellipticité dans les différentes éprouvettes au moment de

I’apparition des instabilités plastiques : (&) w =30 mm ; (b) w = 90 mm ; (c) w = 185 mm.

La distribution de I’indicateur de perte d’ellipticité dans les différentes éprouvettes a la fin de la
simulation (correspondant a un déplacement du poingon de 60 mm) est illustrée sur la Fig. 3.38. On

peut noter que la zone d’instabilité a été étendue a toute la zone périphérique du déme.

I_’ X 1—> X
z z

(@) (b) (©

Distribution de I’indicateur de perte d’ellipticité dans les différentes éprouvettes a la fin de la

simulation : (a) w=30 mm ; (b) w=90 mm ; (c) w =185 mm.

En vue d’étudier plus en détails I’initiation et 1’évolution des instabilités, nous sélectionnons les trois

éléments suivants de la structure : L’élément A (Elem. A), qui correspond au point central de
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1I’éprouvette, 1’élement B (Elem. B), qui est assez proche de la zone de localisation tout en restant en
dehors de celle-ci, et 1’élément C (Elem. C), qui n’est autre que I’élément dans lequel I’instabilité
plastique est détectée pour la premiére fois (voir la Fig. 3.39).

Elem.C

Elem. A
Elem. A

(@)

Sélection de quelques éléments de la structure pour 1’étude des instabilités : (a) w =30 mm ; (b) w =

90 mm ; (c) w= 185 mm.

L’évolution de la vitesse de déformation plastique équivalente de von Misés ijq, en fonction du

déplacement du poincon pour les différents éléments susmentionnés, est tracée sur la Fig. 3.40. On
peut clairement observer que I’Elem. A (respectivement I’Elem. C) a la plus faible vitesse
(respectivement la plus forte vitesse) de déformation plastique équivalente, parmi les trois éléments

sélectionnés. Par suite, I’Elem. A enregistre une faible valeur de DEq , alors que ’Elem. C affiche une
forte vitesse de déformation plastique équivalente qui a une évolution brutale a partir d’un certain
instant, entrafnant ainsi une localisation de la déformation. Cette tendance est commune aux trois

éprouvettes étudiées. Il faut cependant noter que la vitesse de déformation plastique équivalente DEq
n’a pas la méme évolution dans les différents éléments. En effet, pour I’Elem. A et I’Elem. B, la valeur
de Dg’q augmente avant la localisation de la déformation dans 1’échantillon, puis diminue apres,
marquant ainsi la décharge élastique dans les agrégats polycristallins associés a ces éléments. Pour
I’Elem. C cependant, Dﬁq augmente de maniére monotone, et atteint de trés fortes amplitudes par la
suite. Par conséquent, c’est dans cet élément que survient I’instabilité plastique. Ces tendances peuvent
étre corrélées aux résultats obtenus dans le cadre de I’approche M—K (Ben Bettaieb et Abed-Meraim,
2015). En effet, ’Elem. A et I’Elem. B jouent en quelque sorte le réle de la zone homogeéne, alors que
I’Elem. C joue le role de la bande de localisation. Cependant, contrairement a 1’approche M-K, la

localisation de la déformation peut étre mise en évidence dans les simulations EF sans 1’introduction

préalable d’une imperfection initiale de type géométrique ou matériau.
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(c)
Evolution de la vitesse de déformation plastique équivalente en fonction du déplacement du poingon U

(@w=30mm; (b) w=90 mm; (c) w= 185 mm.

Un des avantages que 1’on tire de I’utilisation de modéles de comportement multi-échelles (comparés
aux modeles phénoménologiques classiques) pour des simulations par éléments finis, est leur capacité
a prendre en compte I’effet de 1’anisotropie plastique initiale et induite par déformation plastique.
Cette anisotropie a un fort impact sur le calcul des variables mécaniques aux différents points de
Gauss du maillage, et par conséquent sur la réponse macroscopique de 1’éprouvette. Nous investiguons
cette question en considérant les textures cristallographiques finales des agrégats polycristallins des
trois éléments finis susmentionnés (Elem. A, Elem. B, et Elem. C). Les figures de pole de type {111}
associées a ces différentes textures sont présentées sur la Fig. 3.41. On peut remarquer que la texture

finale de I’Elem. A (indépendamment de la géométrie de 1’éprouvette) n’est pas trés différente de la
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texture initiale (voir la Fig. 3.32(b)). Ce résultat est attendu au vu du fait que la déformation (tout
comme la rotation) dans cet élément fini restent trés modérés, comparativement aux autres éléments
(Elem. B et Elem. C). Ainsi, l’influence de I’anisotropie induite par rotation du réseau
cristallographique a 1’échelle du monocristal est faible & la fin du chargement. D’autre part, les
textures finales correspondant respectivement a I’Elem. B et I’Elem. C sont nettement différentes de la
texture de référence. Ce résultat s’explique par les niveaux plus ou moins élevés des taux de
déformation (et naturellement des taux de rotation) dans les éléments finis associés, comme le montre
la Fig. 3.40.

(@) (h) (i)
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Figures de podle de type {111} des textures cristallographiques finales associées aux différents
éléments finis : (a) Elem. A, w =30 mm ; (b) Elem. B, w=30 mm; (c) Elem. C, w=30 mm; (d) Elem. A, w =
90 mm ; (e) Elem. B, w =90 mm ; (f) Elem. C, w= 90 mm ; (g) Elem. A, w =185 mm; (h) Elem. B, w= 185

mm ; (i) Elem. C, w =185 mm.
3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, des outils numériques robustes, dédiés a la prédiction des déformations limites des
agrégats polycristallins élastoplastiques, ont été développés. Ces outils sont basés sur un couplage
entre les modéles de comportement multi-échelles présentés au Chapitre 2 et deux critéres de
localisation (a savoir la théorie de bifurcation et 1’approche par imperfection initiale). Dans le présent
chapitre, le cadre théorique ainsi que la formulation en contraintes planes de ces deux critéres de
localisation ont été approfondis dans un souci de cohérence avec les relations constitutives du
polycristal (détaillées dans le Chapitre 2). Des aspects importants liés a la précision et a la robustesse
de I’'implantation numérique des deux critéres de localisation ont été discutés. Le modele de prédiction
de ductilité développé a servi & déterminer les déformations limites et les CLF des toles métalliques. A
partir des résultats numériques obtenus, on peut en déduire que le schéma de transition d’échelles a
une trés forte influence sur la forme et le niveau des CLF prédites. D’autre part, une comparaison
minutieuse entre les deux critéeres de localisation montre que les CLF déterminées par le critére de
bifurcation constituent une borne supérieure de celles prédites par 1’approche M—K. Il a été également
démontré que, dans le cadre de I’approche M—K, lorsque I’imperfection initiale tend vers zéro, les
CLF correspondantes tendent vers la CLF déterminée par le critere de bifurcation. Il faut noter que ces
résultats importants, qui ont déja été discutés pour le cas des modeles phénoménologiques, restent
valides dans le cas des modeles multi-échelles, a savoir le modele de Taylor—Lin et le modéle
autocohérent, tel que démontré dans ce chapitre. L’effet de la texture cristallographique initiale et de la
régularisation de la loi de Schmid, sur la forme et le niveau des CLF, a également été investigué. Il a
été démontré que la sensibilité des déformations limites a la texture initiale est trés faible dans le
domaine du rétreint (ou les trajets de déformation sont négatifs). Cependant, dans le domaine de
I’expansion biaxiale (ou les trajets de déformation sont positifs), on observe le résultat inverse. En
effet, aussi bien la forme que le niveau des CLF sont trés sensibles a la texture initiale. 1l a été
également démontré que, dans le domaine du rétreint, les CLF prédites par le critére régularisé de
Schmid ont des niveaux réalistes, méme si ces dernieres restent plus élevées que celles prédites par le
critere classique de Schmid, et cela quel que soit le modéle multi-échelles que nous avons utilisé
(modele de Taylor—Lin ou modéle autocohérent). Cependant, dans le domaine de 1’expansion biaxiale,
les déformations limites prédites par le critere régularisé de Schmid sont anormalement élevées,
contrairement a celles obtenues par le critere classique de Schmid, qui restent réalistes. Les outils
numériques développés ont été étendus a la prédiction des déformations limites des bicouches

(constituées d’une couche de métal et d’une couche d’élastomére). A travers les prédictions
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numériques réalisées, il a été démontré que I’ajout d’une couche d’élastomére augmente
substantiellement la ductilité de la bicouche. Un autre volet des investigations menées concerne
I’implantation du critere de perte d’ellipticité (ou de bifurcation) dans une subroutine UMAT pour des
applications en calcul de structure avec le logiciel d’éléments finis ABAQUS/Implicit. Une telle
implantation a permis de prédire I’apparition d'instabilités plastiques potentielles durant la simulation
du procédé d’emboutissage.

Enfin, le présent chapitre est une compilation de plusieurs articles publiés dans des journaux a comité

de lecture. Les références de ces articles sont listées ci-dessous :

= Akpama, H.K., Ben Bettaieb, M., Abed-Meraim, F., 2016. Influence of the yield surface curvature
on the forming limit diagrams predicted by crystal plasticity theory. Latin Amer. J. Solids and
Structures 13, 2231-2250.

= Akpama, H.K., Ben Bettaieb, M., Abed-Meraim, F., 2016. Ductility prediction of substrate-
supported metal layers based on rate-independent crystal plasticity theory. MATEC Web Conf. 80,
02007.

Akpama, H.K., Ben Bettaieb, M., Abed-Meraim, F., 2017. Localized necking predictions based on
rate-independent self-consistent polycrystal plasticity: Bifurcation analysis versus imperfection
approach. Int. J. Plast. 91, 205-237.

= Akpama, H.K., Ben Bettaieb, M., Abed-Meraim, F., 2017. Prediction of plastic instability in sheet
metals during forming processes using the loss of ellipticity approach. Latin Amer. J. Solids and
Structures 14, 1816-1836.
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1. Synthése et principales contributions de I’étude

1.1. Démarche numérique proposée

Cette étude a permis de concevoir et de développer un outil numérique robuste permettant de prédire
les limites de ductilité des matériaux métalliques polycristallins. La démarche adoptée est basée sur le
couplage entre une modélisation multi-échelles du comportement mécanique (schéma autocohérent,
modele de Taylor-Lin) et deux criteres d’instabilités plastiques (issus de la théorie de bifurcation et de
I’approche d’imperfection initiale). Ainsi, les apports de cette démarche de modélisation, & dominante
principalement numérique, concernent trois niveaux de modélisation différents: le monocristal, le

polycristal et les instabilités plastiques.
1.2. Modélisation du comportement monocristallin

Dans le présent travail, nous avons formulé les équations constitutives du monocristal dans le cadre
des grandes déformations élastoplastiques. Pour intégrer ces équations, nous avons développé deux
algorithmes numériques. Le premier algorithme fait partie de la famille des algorithmes évolutifs et le
second appartient a la classe des algorithmes de type retour radial (basés sur une prédiction élastique
suivie d’une correction plastique). Dans un premier temps, il a été mis en évidence que les inéquations
et contraintes mathématiques définissant la version classique du critére de Schmid peuvent étre
exprimées comme un probléme de complémentarité linéaire. Ce probléme de complémentarité est
reformulé d’une maniére équivalente sous la forme d’un systéme d’équations non linéaires, grace aux
fonctions de Fischer—Burmeister. Cette reformulation a permis de fusionner en une seule résolution les
deux problémes a résoudre, a savoir la prédiction des systémes actifs et la détermination de leurs
vitesses de glissement. Ceci conduit a une amélioration significative des schémas d’intégration
proposeés. L’algorithme évolutif a été comparé a 1’algorithme de retour radial en termes de précision et
d’efficacité. Nous avons montré que les deux algorithmes étaient équivalents en termes de précision,
car ils permettent de prédire les mémes résultats numériques (vitesses de glissement des systeémes
actifs, courbes rhéologiques...). Cependant, I’algorithme évolutif est beaucoup plus efficace que son
homologue de type retour radial, car il nécessite beaucoup moins d’itérations et de temps de calcul
pour intégrer les équations constitutives. De plus, le calcul converge facilement lorsque 1’algorithme
évolutif est utilisé avec de grands incréments de chargement (ce que n’est pas le cas de ’algorithme de
retour radial, ou de sérieux problémes de convergence peuvent étre rencontrés). Compte tenu de ses

bonnes performances, 1’algorithme évolutif a été retenu pour ’analyse de 1’effet d’une régularisation
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de la loi de Schmid sur le comportement du monocristal. Il a été montré, au travers de simulations
numériques variées, que cette régularisation n’impacte essentiellement que 1’évolution des
composantes du module tangent analytique (principalement les composantes de cisaillement). Les
autres grandeurs mécaniques (vitesses de glissement, composantes de contrainte de Cauchy, ...)

restent quasiment insensibles a cette régularisation.
1.3. Modélisation du comportement polycristallin

Sur le plan théorique, nous avons revisité les équations gouvernant 1’approche multi-échelles
autocohérente dans le cadre des grandes déformations élastoplastiques. L’inconnue principale de ces
équations constitutives est le module tangent macroscopique. Sur le plan numérique, une nouvelle
méthode basée sur la procédure itérative de Newton—Raphson a été proposée pour calculer le module
tangent macroscopique. La performance de la méthode de Newton—-Raphson proposée, comparée a la
méthode du point fixe qui est plus communément utilisée pour calculer le module tangent
macroscopique, a été clairement mise en évidence au travers de simulations numériques variées. Par
ailleurs, les simulations numériques du comportement d’agrégats polycristallins ont permis de
souligner les différences entre les prédictions obtenues avec le modéle de Taylor—Lin et celles fournies
par le schéma autocohérent. Sur la base de ces simulations, il apparait que le modeéle de Taylor—Lin
conduit a des courbes rhéologiques macroscopiques plus raides que celles obtenues avec le modéle
autocohérent et que les composantes de cisaillement du module tangent macroscopique calculées avec
le modéle de Taylor—Lin sont plus élevées que celles prédites par le modéle autocohérent. Plusieurs
¢tudes de sensibilité ont été menées afin d’analyser I’impact de plusieurs parametres et choix de
modélisation sur la réponse mécanique d’un agrégat polycristallin. En se basant sur ces études de
sensibilité, nous avons montré que la réponse macroscopique est trés peu sensible au modéle
d’élasticité. En revanche, I’écrouissage anisotrope, la texture cristallographique initiale, la structure
cristallographique et enfin la loi d’écoulement ont une influence assez importante sur les réponses
macroscopiques du matériau. Le modéle autocohérent a été implanté, sous forme d’une subroutine
UMAT, dans le logiciel de calcul par éléments finis ABAQUS. Une attention particuliére a été
accordée, lors de cette implantation, a la détermination du module tangent cohérent (algorithmique)
nécessaire pour une convergence quadratique de la méthode des éléments finis. Les résultats de cette

implantation ont été illustrés au travers de la simulation d’un essai de flexion 3 points.
1.4. Modélisation des instabilités plastiques

Sur le plan théorique, nous avons reformulé 1’approche de bifurcation ainsi que 1’analyse
d’imperfection initiale dans le cadre d’un formalisme eulérien bidimensionnel (dans lequel la bande de
localisation est normale au plan de la téle) et sous les conditions de contraintes planes. Cette
formulation est la mieux adaptée pour la prédiction de la formabilité des téles métalliques minces. Sur

le plan numérique, nous avons développé, pour chacun des deux criteres de localisation précédemment
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cités, des schémas numériques et algorithmes permettant de prédire efficacement 1’apparition de la
striction localisée. Ces approches numériques ainsi développées ont été ensuite utilisées pour prédire
les CLF de plusieurs matériaux. En particulier, nous avons démontré que les CLF prédites par la
théorie de bifurcation constituent une borne supérieure aux CLF déterminées par 1’approche
d’imperfection initiale. Nous avons également démontré que les CLF issues de 1’approche M-K
tendent vers celles déterminées par la théorie de bifurcation lorsque le facteur d’imperfection initiale
tend vers zéro. Ces résultats importants, déja montrées dans le cadre d’approches phénoménologiques,
constituent une des originalités de ce travail. Par ailleurs, les outils numériques développés ont été
exploités, via des analyses de sensibilité, pour déterminer les paramétres et choix de modélisation les
plus influents sur la forme et le niveau des CLF. Dans ces analyses, nous avons Vérifié que le schéma
de transition d’échelles a un impact non négligeable sur le niveau des déformations limites. Nous
avons également étudié I’effet de la régularisation de la loi de Schmid sur les limites de formabilité
prédites par la théorie de bifurcation. Cette étude a révélé qu’avec une surface de Schmid régularisée,
la limite de ductilité ne peut étre atteinte a des niveaux réalistes de déformation que dans le domaine
du rétreint (domaine se situant entre la traction uniaxiale et la traction plane). Les outils numériques
développés ont été ensuite étendus pour analyser I’impact de 1’ajout d’un substrat en élastomére sur les
limites de ductilité de la structure bicouche résultante (métal/élastomére). Sur la base des prédictions
numériques obtenues, une amélioration notable de ductilité peut étre escomptée de cette combinaison
couche métallique/élastomére. Ces résultats permettent de justifier 1’utilisation croissante de matériaux
sous forme de bicouches métal/élastomére dans les applications industrielles récentes (circuits intégrés

utilisés dans les composants électroniques, dispositifs utilisés dans des applications médicales...).
2. Perspectives

Les travaux réalisés dans le cadre de cette these ont permis de concevoir, développer et valider une
approche théorique et numérique qui permet de prédire la striction localisée dans les matériaux
métalliques. A I’issu de ce travail, de nombreuses perspectives s’ouvrent pour approfondir davantage
les investigations entreprises dans le cadre de cette thése. Certaines de ces perspectives concernent la
modélisation du comportement a 1’échelle du monocristal ou a 1’échelle du polycristal. D’autres

perspectives sont relatives quant a elles a la modélisation des instabilités plastiques.
2.1. Modélisation du comportement monocristallin

A I’échelle monocristalline, les perspectives suivantes méritent d’étre explorées :

by

= Modélisation du comportement des monocristaux a structure hexagonale : les équations

constitutives détaillées dans le cadre de ce travail ne sont applicables que pour les matériaux a
structure cristallographique cubique (cubique centrée et cubique a faces centrées). Ces équations

peuvent étre étendues pour pouvoir modéliser le comportement des monocristaux a structure
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cristallographique hexagonale. Cette extension permettra de prendre en compte 1’évolution
asymétrique de la limite d’¢élasticité. En effet, les matériaux hexagonaux présentent une réponse
mécanique asymétrique en traction et compression. Egalement, le maclage doit étre pris en
compte, au méme titre que le glissement sur les plans cristallographiques, dans la modélisation
de la déformation plastique. Cette extension est indispensable car, contrairement aux matériaux
cubiques, le phénoméne de maclage a un effet important sur la déformation plastique des
matériaux hexagonaux. Cette extension permettra certainement d’élargir les investigations
précédentes pour pouvoir modéliser le comportement d’autres matériaux, comme les nouvelles
générations d’alliages de titane ou de magnésium (Lebensohn et Tomé, 1993 ; Tadano et al.,
2007 ; Izadbakhsh et al, 2010).

= [Intégration des effets non-Schmid dans la modélisation constitutive : dans 1’investigation

actuelle, nous avons étudié 1’effet d’une régularisation de la loi de Schmid sur les limites de
ductilité prédites par la théorie de bifurcation. Il conviendrait d’étendre cette étude pour prendre
en compte les effets non-Schmid dans la modélisation du comportement monocristallin et
d’étudier I’impact de ces effets sur la forme et le niveau des CLF ainsi prédites. L’ impact de ces
effets en termes de réduction des déformations limites dans les monocristaux a déja été pointé
par Asaro et Rice (1977) et Steinmann et al. (1998).

= Modélisation plus fine des mécanismes d’écrouissage : cette perspective vise a améliorer la

modélisation de 1’évolution des cissions critiques en reliant explicitement ces cissions critiques
a I’évolution des densités de dislocations moyennes par systeme de glissement. Les
développements les plus récents, en termes de modélisation des mécanismes de création, de
stockage et d’annihilation des dislocations, doivent étre analysés pour pouvoir choisir les
modeéles les plus pertinents qui permettent de mieux décrire 1’écrouissage monocristallin. Un
enrichissement de cette description permettra sans doute d’améliorer la fiabilité des prédictions
de ductilité a 1’échelle du polycristal.

= |dentification plus fiable des parameétres microstructuraux : dans cette étude, nous avons mis en

évidence I’effet significatif sur la ductilité de certains paramétres microstructuraux (textures
cristallographique et morphologique...). Ainsi, une prédiction plus précise de la ductilité des
toles minces passe nécessairement par une identification plus fiable et plus précise des différents
paramétres microstructuraux. Dans ce cadre, les avancés les plus récentes doivent étre explorées
en matiére de techniques expérimentales et algorithmes d’identification des parameétres
matériaux. Plus concrétement, cette perspective pourrait faire I’objet d’une collaboration avec
d’autres équipes de recherche (a I’échelle nationale ou internationale) spécialisées dans le

domaine d’identification de paramétres.
2.2. Modélisation du comportement polycristallin

A I’échelle du polycristal, il semblerait judicieux d’explorer les pistes suivantes :
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»  Développement et utilisation d’autres schémas de transition d’échelles : en comparant les

résultats obtenus avec le schéma autocohérent a ceux prédits par le modele de Taylor—Lin, nous
avons mis en évidence ’effet du schéma de transition d’échelles sur les prédictions de ductilité
des matériaux polycristallins. D’autres schémas de transition d’échelles doivent étre implantés
et couplés aux différents criteres d’instabilités plastiques pour pouvoir mieux analyser I’effet
des opérations d’homogénéisation sur la prédiction de ductilité. Dans ce sens, la technique
d’homogénéisation périodique semble étre une piste intéressante a investiguer. En effet, cette
technique permet de prendre en compte finement plusieurs aspects microstructuraux dans la
modélisation du comportement d’un agrégat polycristallin, comme par exemple : des formes de
grains plus réalistes, des conditions aux limites périodiques représentatives de la physique de la
tole étudiée (périodicité du réseau cristallin), les joints de grains, etc. Une fois implantée et
validée, les prédictions données par cette technique d’homogénéisation doivent étre comparées a
celles obtenues par le modéle de Taylor—Lin et le schéma autocohérent.

= Formulation de modéles multi-échelles pour des polycristaux plans : dans ce travail, nous avons

adopté une formulation tridimensionnelle pour modéliser le comportement a 1’échelle du
monocristal et a celle du polycristal. En revanche, nous avons utilisé une formulation
bidimensionnelle (en contraintes planes) des criteres d’instabilités (théorie de bifurcation et
approche d’imperfection initiale). Pour pouvoir coupler les deux ingrédients précédemment
cités, nous avons adapté les relations constitutives a 1’échelle du polycristal aux conditions de
contraintes planes. Cette adaptation est basée sur une condensation du module tangent
macroscopique et nécessite un calcul itératif pour respecter les conditions de contraintes planes.
Ce calcul itératif (qui nécessite une intégration tridimensionnelle des équations constitutives a
chaque itération) ne fait qu’accroitre la complexité du probleme numérique a résoudre et par
conséquent augmenter le temps de calcul nécessaire pour les prédictions. Cette difficulté avait
été surmontée dans la littérature en considérant des modeles monocristallins bidimensionnels
(néanmoins trop simplistes), comme le modéle de ‘glissement double’ initialement introduit par
Shalaby et Havner (1978) et Asaro (1979). Dans cette direction, nous envisageons de réécrire
les équations du modele autocohérent dans une formulation bidimensionnelle avant de coupler
cette nouvelle formulation avec les différents critéres d’instabilités. On peut s’inspirer pour cela
des travaux d’Iwakuma et Nemat-Nasser (lwakuma et Nemat-Nasser, 1984). Les résultats
obtenus par les deux différentes formulations (tridimensionnelle, mais adaptée aux conditions

de contraintes planes, et bidimensionnelle) devront alors étre confrontés.
2.3. Modélisation des instabilités plastiques

En termes de modélisation des instabilités, il est important de considérer les perspectives suivantes :
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Analyse plus approfondie de [’effet des paramétres microstructuraux sur la ductilité : dans le

présent travail, nous avons mis en évidence I’effet de plusieurs parametres microstructuraux sur
1’évolution de la ductilité. A 1’état actuel de nos investigations, 1’effet de chaque paramétre est
étudié indépendamment des autres parameétres. Ainsi, les conclusions obtenues restent
relativement partielles. Par conséquent, cette étude doit étre poursuivie afin de mieux analyser
ces effets et pour étudier les effets combinés (ou interactifs) des différents parametres
microstructuraux sur la prédiction de la ductilité.

Implantation de la technique de perturbation : nous avons utilisé dans ce travail la théorie de

bifurcation et I’approche d’imperfection initiale pour prédire les limites de ductilité. En
particulier, nous avons établi le lien entre ces deux approches en montrant que les résultats
obtenus par le critére de bifurcation constituent une borne supérieure vers laquelle tendent les
résultats déterminés par 1’approche d’imperfection initiale dans la limite d’un facteur
d’imperfection tendant vers zéro. Nous suggérons de coupler I’approche micromécanique
proposée a un autre critére de localisation qui est issu de 1’approche de stabilité par perturbation
linéarisée. Ce critére, basé sur la perte de stabilité de 1’équilibre, a été couplé dans des travaux
antérieurs avec des modélisations multi-échelles viscoplastiques (Dudzinski et Molinari, 1991 ;
Toth et al., 1996). Dans cette perspective, nous proposons de revisiter tout d’abord les
fondements théoriques sur lesquels repose cette approche. Une fois que tous les aspects
théoriques sont clarifiés et maitrisés, cette méthode sera couplée au schéma autocohérent pour
prédire la perte de ductilité des matériaux métalliques.

Modélisation de la striction diffuse : un aspect important dans ’analyse de localisation qui est

négligé dans I’investigation actuelle, comme dans la quasi-totalité des travaux de la littérature,
est lié a ’effet de la striction diffuse, qui précede généralement la striction localisée, sur la
prédiction de la limite de ductilité. La prise en compte de ce phénomene, qui est de nature a
acceélérer la localisation et donc a diminuer les niveaux prédits des limites de formage, devrait
permettre des comparaisons plus cohérentes avec les résultats expérimentaux de prédiction de

formabilité des toles métalliques.
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Annexe A

Intégration numeérique de la loi de

comportement du monocristal

A.1 Liste des systémes de glissement

Dans cette section, nous présentons respectivement la liste des systémes de glissement préférentiels
(ou systemes denses) des structures cristallographiques de type cubique a faces centrées et cubique
centré. Comme mentionné dans la Section 1.2.2 du premier chapitre, ces systémes sont caractérisés par

les plans dans lesquels s’effectue le glissement et les directions de glissement. Les plans sont

représentés par le vecteur normal fi;, et les directions par le vecteur unitaire m;. Le Tab. A.1

présente la liste des systémes de glissement de la structure cristallographique de type cubique a faces
centrées (CFC) et le Tab. A.2 la liste des systémes de glissement de la structure de type cubique centré
(CC). On dénombre au total 12 systemes de glissement pour les matériaux de type CFC et 24 pour les
matériaux de type CC étudiés dans le cadre de cette thése. En effet, dans le cas des matériaux CFC, le
glissement a lieu suivant la famille de plans {111} et dans la direction de glissement <1 1 0>, alors
gue pour les matériaux CC, les plans de glissement sont ceux des familles {110}, {112} et les

directions de glissement sont celles des familles <1 1 1>. La convention utilisée pour représenter les

o

différents vecteurs est celle de Miller. Les vecteurs de Schmid m; et fi; sont ainsi obtenus par

normalisation des vecteurs v, et W, respectivement :

o Vg L. Wy

Vo=1,..,N;: myg=—22 5 A= (A1)
7o VoLl
v |5
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a 1 2 3 4 5 6
ve  [0-11] [101] [110] [0-11] [-101] [1-10]
we o (-111) (-111) (111 (11 (111 (111

a 7 8 9 10 11 12
Ve [011] [101] [1-10] [011] [-101] [110]
we o (11-1) (1-1) (a1-1) (1-11) (-11) ((1-11

Liste des systemes de glissement des matériaux a structure cubique a faces centrées (CFC).

(1] 1 2 3 4 5 6 7 8

Ve [111] [111] [111] [111] [111] [111] [-111] [-111]
Wi (1-10) (10-1) (01-1) (11-2) (1-21) (=211) (1100 (101

a 9 10 11 12 13 14 15 16

ve  [-111] [-111] [-111] [-111] [1-11] [1-11] [1-11] [1-11]
W' (01-1) (1-12) (12-1) (11) (110) (10-1) (011) (-112)

g 17 18 19 20 21 22 23 24

ve  [1-11] [1-11] [11-1] [11-1] [11-1] ([11-1] [11-1] [11-1]
we (121 (21-1) (1-10) (101) (011 (112 (-121) (2-11)

0

o

Liste des systemes de glissement des matériaux & structure cubique centrée (CC).

Nous rappelons que pour des raisons purement mathématiques, les systémes de glissement sont
dédoublés afin de n’obtenir que des vitesses de glissement strictement positives ou nulles (Section
1.2.2). Ce dédoublement se fait selon la procédure suivante :

Va=1,..,N;: mi™=-ms ; A = (A2)

A titre d’illustration, le systéme 13 de la structure CFC a pour direction de glissement [0 % _Tﬂ et

-1 1

pour vecteur normal au plan de glissement [— ﬁ J.Similairement, le systeme 25 de la

ok

[

N . -1 -1 -
structure CC a pour direction de glissement [— — }et pour vecteur normal au plan de

glissement( 1 -1 OJ

J2 N2 )

A.2 Matrice d’interaction

La présente section est consacrée a la définition de la matrice d’interaction a associée aux deux

matrices d’écrouissage introduites dans la Section 1.2.3 (en I’occurrence les relations (1.20) et (1.22)).

En effet, la matrice a représente les interactions entre les dislocations des différents systemes de
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glissement et permet d’enrichir la description de I’écrouissage du matériau. Elle a différentes
expressions suivant le type de structure cristallographique du matériau :
= Dans le cas des matériaux de type CFC, cette matrice est définie par quatre parametres que

nous notons a,,a,,a,,a, . Si nous désignons par a et f deux systemes de glissement (distincts
ou non), I’interaction a*® entre o et B vaut :

e a, lorsque o et B appartiennent au méme plan de glissement (fi¢ =i} ou fg =-nh) et
ont des directions de glissement colinéaires (Mg =m{ ou Mm% =-m}). Ce terme
représente I’auto-écrouissage du matériau.

e a, lorsque a et B n’appartiennent pas au méme plan de glissement mais que leurs
directions de glissement sont colinéaires.

e a, lorsque o et B appartiennent au méme plan de glissement mais que leurs directions
de glissement ne sont pas colinéaires.

e a, lorsque o et B n’ont ni les mémes plans de glissement, ni des directions de

glissement colinéaires.

= Pour les matériaux de type CC, la matrice d’interaction a est définie par neuf parametres
notés a,,a,,a,,a,,a,a,,a,,3,,a,. Ainsi, I’interaction a*” entre les systémes a. et B vaut :

e a, lorsque o et B appartiennent au méme plan de glissement et que ce plan de
glissement est celui de la famille {110}. En plus de ces deux conditions, o et
doivent avoir des directions de glissement colinéaires. Le terme a, représente donc
I’auto-écrouissage de la premiere famille de plan de glissement {110}.

e a, lorsque a et 3 ont des plans de glissement appartenant & la famille {110} mais que
ces plans sont distincts. En plus de cette condition, o et B doivent avoir des
directions de glissement colinéaires.

e a, lorsque a et B appartiennent au méme plan de glissement et que ce dernier est de la
famille {110}. En plus de cette condition, les directions de glissement des systémes
o et B doivent étre distinctes.

e a, lorsque o et B ont des plans de glissement distincts appartenant tous les deux a la
famille {110}. En plus de cette condition, les directions de glissement de a et
doivent étre également distinctes.

e a, lorsque les plans de glissement des systtmes o et B appartiennent aux deux
différentes familles de plan de glissement (a savoir {110} et {112}). En plus de cette

condition, les directions de glissement des systemes o et B doivent étre colinéaires.

-233-



Annexe A Intégration numérique de la loi de comportement du monocristal

e a, lorsque les plans de glissement de o et B appartiennent aux deux différentes

familles {110} et {112}. En plus de cette condition, les directions de glissement de o
et B doivent étre distinctes.

e a, lorsque a et B ont le méme plan de glissement et que ce plan de glissement

appartient a la famille {112}. De plus, o et B doivent avoir des directions de
glissement colinéaires. Le terme a, représente ainsi I’auto-écrouissage de la famille
{112}.

e a, lorsque les plans de glissement des systémes o et 3 sont distincts et appartiennent

tous les deux a la famille {112}, mais que o et B ont des directions de glissement
colinéaires.

e a, lorsque o et B ont des plans de glissement distincts appartenant tous les deux a la

famille {112}, et que les directions de glissement sont également distinctes.
Il faut également souligner le fait que la matrice d’interaction a est naturellement symétrique. A titre

d’illustration, lorsqu’on considére la structure cristallographique de type CFC, on obtient par exemple
a'=a ; a =a~=a, ; a'=a"=a, ; a =a"=a, (A.3)

=a*=a, ; a'¥=a"'=a, ; a’=a"=a, ; a“=a%=a
(A.4)
a4 104:

. _ . _ _ . 0 _
s 5 a¥=a, ; a®=a"=a, ; =a a,

Par ailleurs, en raison du dédoublement des systemes de glissement (tel que détaillé dans la Section
1.2.1), la matrice d’interaction a Vvérifie les relations suivantes :

VQ,B:].,..., Ns . aOHNSB :ao‘ﬁ*Ns :aaﬁ (AS)

A.3 Pseudo-inverse

Dans cette section, nous exposons la méthode du pseudo-inverse utilisée pour déterminer les vitesses
de glissement des systémes actifs lorsque la matrice P du systeme d’équations associé au calcul des
vitesses de glissement est singuliére (voir les Sections 1.2.3.1 et 13.1.2.3). Ainsi, dans un cadre
général, nous présentons les différentes étapes de calcul du pseudo-inverse d’une matrice carrée A de
dimension n. En effet, la décomposition en valeurs singuliéres de A permet d’exprimer cette derniére

sous la forme suivante :
A=U"SV (A.6)
ou U (respectivement V') est une matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs propres de

la matrice A.A" (respectivement AT.A) et S une matrice diagonale dont les composantes sont les
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racines carrées des valeurs propres de A.A" (ou AT.A). Il faut préciser que lorsque A est singuliére,

S comporte un ou plusieurs éléments diagonaux nuls. Ainsi, le pseudo-inverse A" de A se calcule

par la relation suivante :
A"=V'S'U (A7)

ou S* est le pseudo-inverse de S et se définit comme suit :

Vi=l,..,n: S =

1/S,si S;>0
(A8)

0 sinon

Lorsque A est inversible, le pseudo-inverse de A est naturellement égal a I’inverse de A.
A. 4 Exponentiel d’une matrice antisymétrique

Cette section est dédiée au calcul de I’exponentiel d’une matrice carrée antisymétrique. En effet,
comme détaillé dans la relation (1.58) de la Section 1.3, I’intégration des équations constitutives du
monocristal nécessite I’actualisation du tenseur de rotation r du réseau cristallographique. Cette
actualisation passe par le calcul de I’exponentiel d’un tenseur antisymétrique représentant I’incrément
de rotation élastique. Le langage FORTAN9O utilisé pour développer le code de calcul présenté dans
ce manuscrit offre un gain de temps d’exécution substantiel par rapport aux autres langages de calcul
scientifique (comme MATLAB ou MATHEMATICA). Cependant, contrairement & ces derniers,
certaines fonctions mathématiques comme le calcul de I’exponentiel d’une matrice ne sont pas

prédefinies et requiérent un codage explicite de la part de I’utilisateur. Nous désignerons par w une

matrice carrée antisymétrique de dimension 3 et par exp(w) I’exponentiel de cette matrice.
w étant une matrice antisymétrique, elle s’exprime sous la forme suivante :

0 Wy, Wis
W = —le O W23 (Ag)
Wy —Wy 0

De la relation (A.9), on déduit que les valeurs propres de w sont respectivement 0, —io et ia oU i

est I’unité imaginaire (i°=-1) et o le réel qui vaut \/(le)z + (W)’ +(w,,)*. En notant P la
matrice de passage dans la base des vecteurs propres de w, nous obtenons la relation suivante :

w =P.Diag(0, —ia,ia).P™ (A.10)
ou Diag(0, —ia, ia) est la matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres de w .

L’équation (A.10) peut étre réécrite sous la forme :

w =0(P.Diag(1,0,0).P") - ia(P.Diag(0,1,0).P")+ia(P.Diag(1,0,0).P™) (A11)
=—iaP, +iaP,
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ou P, et P, sont les projecteurs sur les sous-espaces propres associés respectivement a —io et ia .

Similairement a I’équation (A.11), on peut exprimer, pour tout entier naturel k, w* en fonction des

projecteurs P, et P,. On obtient :
w = P.Diag(0, (<ia)", (i) ).P
=0(P.Diag(1,0,0).P*)+ (-ia)* (P.Diag(0,1,0).P*)+ (ia)* (P.Diag (0,0,1)P™*) (A.12)
= (o) P, + (i) P,
Par ailleurs, les projecteurs P, et P, peuvent étre exprimés en fonction de w. En effet, la relation

(A.12) implique que :

—ioP, +iaP, =w
, , , (A.13)
-0 P -a"P,=w
De I’équation (A.13), on déduit les relations suivantes :
1 i 1 i
P=—-W+—w ; P=—"wW ——w Al4
2o 20 2208 2a (A14)

A présent, nous pouvons calculer I’exponentiel de w . En effet, cette fonction est définie sous la forme

suivante :
© Wk
exp(w)=1,+) — A.15
p(w) =1, kZ:;,k! (A.15)

En insérant la relation (A.12) dans I’équation (A.15), on obtient :

exp(w) =1, +[i%} P, +[i(ii? }Pz =L +(e™ -1)P, +(e" ~1)P, (A.16)

k=1 k=1

En remplacant dans la relation (A.16) P, et P, par leurs expressions respectives données dans

I’équation (A.14), on obtient I’expression finale de exp(w) :

1— .
exp(w) =1, +( Cgsa)wz +(Smajw (A.17)
o o
avec
_(le )2 - (W13 )2 —WsWos Wi,Wos
w? = —WisWos _(le )2 - (Wzs )2 —W3,Wy, (A.18)
W,Wo, —W,Wyg _(W13 )2 - (W23 )2

Lorsque w est une matrice nulle, exp(w) vaut la matrice identité I, .
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Annexe B

Intégration numeérique de la loi de

comportement du polycristal

B.1 Approximation numérique du tenseur d’interaction

Nous proposons dans cette section une approximation du tenseur d’interaction T" basée sur la
guadrature de Gauss—Legendre. En effet, la valeur exacte du tenseur d’interaction est complexe a
déterminer analytiqguement et I’approximation de Gauss est utilisée pour obtenir une valeur approchée
de ce tenseur. Nous rappelons que ce tenseur d’interaction est défini par la formule suivante (la méme
que 1’équation (2.64)) :

| n2n

[[c: X'rX" sinddo do (B.1)

00

K
vmn,i,j=1,23: T . =- abc
At

Sans perte de généralité, nous exprimerons les composantes du tenseur d’interaction T" sous la forme

suivante :

|l @2n
vmn,i,j=1,2,3: Ty, =- fnc [ [ iy (0,9)d0dep (B.2)
00

Pour calculer T", les intervalles [0, ] et [0, 2n] sont partitionnés en 2 et 4 sous-intervalles,

. T
respectivement, de longueur > chacun :

oY% O] o2 7L 000 9

q=0

En utilisant la relation (B.3), I’équation (B.2) devient alors :
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P . Tl a'b'c' &S (p+21)" (Q+21)7r
vmni =123 To=-=, Y[ Jax? oy (0,0)d0do (B.4)
T p0g0"2 "2

En effectuant le changement de variable suivant :

x=20-(1+2p)
T

A (B.5)
y=—¢—-(1+2q)
T
le tenseur d’interaction vérifie finalement la relation :
. = a'b'c'n Gt gt n n
vmn,i,j=1,23: T ,=- ye ZZJ-,lLfmnii Z[x+(1+2p)],z[y+(l+2q)] dxdy (B.6)
p=0 g=0

La regle de quadrature de Gauss—Legendre (Loxan et al., 1942) est ensuite utilisée pour déterminer
une valeur approchée de T" & partir de I’équation (B.6). Dans notre étude, 4 points de Gauss ont été
utilisés.

B.2 Définition des opérateurs tensoriels relatifs au schéma autocohérent

Afin de déterminer I’expression de la matrice jacobienne du systeme formé par les équations non-
linéaires du schéma autocohérent, certains opérateurs tensoriels ont été introduits. Cette section a pour
objectif d’expliciter la forme analytique de ces différents opérateurs.

B.2.1 Propriétés de I’opérateur isomorphe
Dans la Section 2.3.1, un opérateur isomorphe B défini de I’espace des tenseurs d’ordre 4 sur R®

(noté E ) vers I’espace des tenseurs d’ordre 2 sur R® (noté F ) a été introduit afin de résoudre les
équations fortement non-linéaires du schéma autocohérent par la méthode itérative de Newton—
Raphson. Cet opérateur isomorphe vérifie certaines propriétés que nous rappelons dans les relations ci-

dessous :

B(a+b) =B() + B(b)

(B.7)
B(a:b) = B(a). B(b)

VabeE: {

Dans cette section, nous démontrons les relations (B.7).) et (B.7). La relation (B.7)q S’obtient par
calcul direct. En effet,

VabeE ; Vijkl=1..,3: (a+b)  =ay +by, (B.8)

iWI:
Par ailleurs, pour chacun des couples (i, j) et (k, 1), il existe deux entiers m, et n, déterminés de fagon

unique et vérifiant la relation
wmy) =(1,)) ; tng) = (k1) (B.9)

L’équation (B.8) peut donc se réécrire sous la forme :
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VabeE ; Vmyn,=1..9: (a+b) a +b (B.10)

1(mg)t(ng) = ©(mg )t(ng) ©(mg)t(ng)

On peut ainsi remarquer que I’équation (B.10) n’est que la forme indicielle de la relation (B.7)@). On
peut démontrer la relation (B.7)«) en effectuant une démarche similaire a celle de I’équation (B.7)).
En effet,

vVa,beE ; Vijkl=1,..,3: (a:b)ijklza b ; mn=1,.,3 (B.11)

ijmn ™~ mnkl

Pour chaque couple (i,j), (k,I) et (m,n), il existe trois entiers p,, q, et r, déterminés de fagon

unique et vérifiant la relation :
wp)=(1)) 5 wq)=(1) ; ()= (m,n) (B.12)
En insérant la relation (B.12) dans I’équation (B.11), on obtient :

vabeE ; Vp,q,=1...,9: (a:b)r(pﬁ(q)za r,=1,..,9 (B.13)

oot Drtioeta)

L’équation (B.13) représente la forme indicielle de I’équation (B.7) ).

B.2.2 Inverse de I’opérateur isomorphe

Dans cette section, nous donnons I’expression analytique de I’inverse de I’opérateur isomorphe B
introduit dans la Section 2.3.1. Nous désignerons par B~ Pinverse de B. Ainsi B~ est défini de

I’espace des tenseurs d’ordre 2 sur R°® (noté F ) vers celui des tenseurs d’ordre 4 sur R® et vérifie :

VaeF ; Vijkl=1,..,3: (Bfl(a))ukl:ai,(i,m,(k,,) (B.14)

ol ' est une application définie de I’ensemble {1,2,3} x{1,2,3} vers ’ensemble {1,2,3,...,9} tel que :

7(1,D)=1 ; v1,2)=2 ; 1(1,3)=3
T2)=4 ; T2,2)=5 : T(2,3)=6 (B.15)
73,1H)=7 ; 13,2)=8 ; 1(3,3)=9

B.2.3 Forme analytique des opérateurs tensoriels
Cette section est consacrée a la détermination des opérateurs tensoriels utilisés dans le schéma

autocohérent. 1l s’agit de I’opérateur C, utilisé dans la relation (2.75), de I’opérateur C, utilisé dans la

relation (2.75) et de I’opérateur D utilisé dans la relation (2.81).

e (C, est défini par la relation suivante :
vx,yeF: x.y=C(x):y (B.16)
D’aprés I’équation (B.16), on peut remarquer que C, est un tenseur d’ordre 4 sur R°. Par
définition du produit contracté de deux tenseurs, on peut écrire :

vi,j=1,2,...,9: (x.y)ij = XuYig = XiBin®in Y = XimOin Yomn
=(31(x)ijmn Yo : m,n=1,2,....9
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e (, estdefini par la relation suivante :
vx,yeF: y.x=C,(X):y (B.18)
C, est également un tenseur d’ordre 4 sur R®. Une démarche similaire a celle de la relation
(B.17) donne :

Vi j=12,..9: (y. x)ij = ViXig = X100 Y = X0iOim Y mn

(B.19)
=C,(x) m,n=1,2,...,.9

ijmn Y mn ;
o D est défini par la relation suivante :
vxy,zeF: Xx.y.z=D(X,z2):y (B.20)
L’expression analytique de D s’obtient par un calcul direct du produit x.y .z . En effet,

vi,j=1,2,..,9: (x.y.z)ij =Xy YuZy = XuZYi

B.21
=D(x2z),, Y + kl=12..9 (8:21)
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APPROCHE MULTI-ECHELLES POUR UNE PREDICTION FIABLE DE LA
DUCTILITE DES MATERIAUX METALLIQUES

RESUME : Cette these a pour objectif principal de développer un outil numérique capable de
prédire la ductilité des matériaux polycristallins. Cet outil est basé sur le couplage de 1’approche
multi-échelles autocohérente a deux criteres d’instabilités plastiques : la théorie de bifurcation et
I’approche d’imperfection initiale. Le schéma autocohérent est utilisé pour déterminer le
comportement d’un agrégat polycristallin (supposé représentatif du matériau étudié) a partir du
comportement des monocristaux constitutifs. Le comportement a 1’échelle monocristalline est
formulé dans le cadre des grandes déformations élastoplastiques. Deux différentes versions du
critere de Schmid sont successivement utilisées pour modéliser 1’écoulement plastique
monocristallin : la version classique et une version régularisée. Pour intégrer numériquement les
équations constitutives a 1I’échelle monocristalline, deux algorithmes ont été développés : un
algorithme de type évolutif et un algorithme de type retour radial. Les éguations gouvernant le
schéma autocohérent ont été revisitées. Pour résoudre ces équations, un nouvel algorithme
numérique a été proposé, qui est montré étre plus efficace que les algorithmes existants
communément basés sur la méthode du point fixe. De plus, une approche numérique robuste a
été développée, qui permet de coupler le modéle autocohérent a 1’approche d’imperfection
initiale. La performance ainsi que la robustesse des différents algorithmes et schémas
numériques développés ont été mis en évidence a travers plusieurs résultats de simulation.
L’effet de plusieurs paramétres et choix de modélisation sur la prédiction de formabilité des
toles métalliques a été extensivement analyseé.

Mots clés : approche multi-échelles, plasticité cristalline, ductilité, instabilité plastique, théorie
de bifurcation, approche d’imperfection initiale, courbe limite de formage.

A MULTISCALE APPROACH FOR A RELIABLE PREDICTION OF THE
DUCTILITY OF METALLIC MATERIALS

ABSTRACT: The main objective of this PhD thesis is to develop a numerical tool capable of
predicting the ductility of polycrystalline materials. This tool is based on the coupling of the
self-consistent multiscale approach with two plastic instability criteria: the bifurcation theory
and the initial imperfection approach. The self-consistent scheme is used to derive the
mechanical behavior of a polycrystalline aggregate (assumed to be representative of the studied
material) from that of its microscopic constituents (the single crystals). The constitutive
framework at the single crystal scale follows a finite strain rate-independent formulation. Two
different versions of the Schmid law are successively used to model the plastic flow: the
classical version and a regularized one. To solve the constitutive equations at the single crystal
scale, two numerical algorithms have been developed: one is based on the usual return-mapping
scheme and the other on the so-called ultimate scheme. The equations governing the self-
consistent approach have been revisited. To solve these equations, a new numerical scheme has
been developed, which is shown to be more efficient than the existing schemes commonly based
on the fixed point method. Also, a robust numerical approach has been developed to couple the
self-consistent model to the initial imperfection approach. The performance and the robustness
of the different numerical schemes and algorithms developed have been highlighted through
several simulation results. The impact of various parameters and modeling choices on the
formability prediction of sheet metals has been extensively analyzed.

Keywords: multiscale approach, crystal plasticity, ductility, plastic instability, bifurcation
theory, initial imperfection approach, forming limit diagram.
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